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அணிந்துரை 
திரு. 'இநா.. நெடுஞ்செழியன் 

(தமிழகக் கல்வி அமைச்சர்) 

vale கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கிப் பதின்றன் 
றண்டுகள் ஆகிவிட்டன: குறிப்பிட்ட deo கல்லூரிகளில் 
பி.ஏ. வகுப்பு மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் 
தமிழிலேயே கற்றுவந்தனர். 1968ஆம் ஆண்டின் தொடக்கத் 

தில் புகுமுக வகுப்பிலும். (2.(.0.) , 1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து 
பட்டப் படிப்பு வகுப்புகளிலும் அறிவியல் பாடங்களையும் 
தமிழிலேயே கற்பிக்க THUG செய்துள்ளோம்... தமிழிலேயே 
கற்பிப்போம் என முன்வந்துள்ள கல்லூரி. ஆசிரியர்களின் 

ஊக்கம், பிற பல துறைகளிலும் தொண்டு செய்வோர் 'இதற் 
கெளத் தந்த உழைப்பு , தங்கள்: சிறப்புத் துறைகளில் நூல்கள் 
எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள் தொண்டுணர்ச்சி 
இவற்றின் ஊாரணமாக இத்: திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும் 
மன நிறைவும்...தரத்.தக்க வகையில் நடைபெற்று வருகிறது. 

இவ். வகையில், கல்லூரிப். பேராசிரியர்கள் கலை, .அறிவியல் 
பாட்ங்களா மாணவர்க்குத் தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத் 
தேவையான - பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக் 
கழகம் ஆண்டுதோறும் எடுத்துவரும் பெருமுயற்சியைக் குறிப் 
பிட்டுச் சொல்லவேண்டும். 

க 
Pee 

பல துறைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனையோ 
தெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய அரகய கல் மம Seana 

நூல்கள் எழுதித் தந்துள்ளனர். 
வரலாறு, அரசியல், உளவியல், . ியாகுணா கார்ட த்த்து 

வம், புவியியல், புவிய்மைப்பியல், மனையிய்ல்; கணிதம்," இயற் 
பியல் , வேதியியல், உயிரியல், வானியல், புள்ளியியல், விலங் 

் கியல், தாவரவியல் , பொறியியல் ஆகிய எல்லாத் துறைகளிலும் 
தனி. நூல்கள்) மொழிபெயர்ப்பு நூல்கள்" “என்ற இருவகையிலும் 

தமிழ் நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனம் வெளியிட்டு வருகிறது. 

இவற்றுள் ஒன்றான “கணிதப் புள்ளியியல்? என்ற இந் 
நூல். தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனத்தின் 492ஆவது வெளி 
யீட்ர்கும். கல்லூரித் தமிழ்க் குழுவின் சார்பில் வெளியான 
25. நூல்களையும் சேர்த்து இதுவரை 327 நூல்கள் வெளிவந் 
துள்ளன. இந்நூல் மைய் அரசு கல்வி, சமூக நல அமைச் 
சகத்தின் மாநில மொழியில் பல்கலைக்கழக நூல்கள் வெளியிடும் 
திட்டத்தின்கீழ் வெளியிட்ப்படுகிறது. ் 

" உழைப்பின் வாரா உறுதிகள் இல்லை, அலவி உழைத்து 
வெற்றி காண்போம். தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் உலக 
மாணவர்களிடையே சிறந்த இடம் பெற வேண்டும். அதுவே 
தமிழன்னையின் குறிக்கோளுமாகும். , தமிழ்நாட்டுப் | பல்கலைக் 
கழகங்களின் பல்வகை 'உதிவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் 
மன்ம்கலந்த நன்றி உரியதாகுக. 

Be. இரா. நெடுஞ்செழியன்.
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1. புள்ளியியல்--அறிமுகம் 
(Statistics—An Introduction) 

1-1, வரையறை 

இப் புத்தகத்தைப் பற்றி முழுமையாக. அறிவதற்கு முன்பு 
நாம் *புள்ளியியல்? என்பது என்ன என்பதைத் தெரிந்து 
கொள்ளுவோம். விவரங்களை எண் வடிவில் சேகரித்தலும், 
அவற்றைப் பாகுபடுத்தலும், ஆராய்தலும், அதன் மூலமாக 

முன்கூட்டியே வருங்காலத்தின் செய்திககா விளக்குதலும் 

ஆகிய நான்கு கோட்பாடுகளை மையமாகக் கொண்டதே புள்ளி 

யியலாகும். புள்ளியியலுக்குப் பல்வேறு ஆசிரியர்கள் பலவித 
மான விளக்கங்களைக் கொடுத்திருக்கின்றனர். முக்கியமாக 

பெளலி (1௯769) என்னும் ஆசிரியர் புள்ளியியலுக்குச் “சராசரி 
களின் அறிவியல்? என்றும், “எண்களின் அறிவியல்? என்றும் 

விளக்கம் கூறுகிருர். பல்வேறு சூழ் நிலைகளால் குறிப்பிடத் 

தக்க அளவு மிகவும் “பாதிக்கப்பட்ட எண்ணிக்கை அளவு 

விவரமே, புள்ளியியல் என்பது 'யூல் (01/56) என்பவரின் 

கூற்றாகும். : 

1-2. புள்ளியியலின் நோக்கங்கள் — 

i புள்ளியியல் , நிச்சயிக்க மூடியாத நிலையில் உள்ளன 

வற்றைப் பற்றி ஒரு தீர்வான முடிவைத் தரும் கருவிகளை (1௦015) 

அல்லது. அறிமுறைகளை (methods) Glarer@ar on gy. இம் 

முறைகள் விஞ்ஞான ரீதியில் மட்டுமல்லாமல் வாணிக. ரீதியிலும் 

தினசரி வாழ்க்கையிலும் பயன்படுகிறது. இன்றைய நாளில் 

புள்ளியியல் பயன்படாத துறை ஏதும் இல்லை எனத் திட்ட 

வட்டமாகக் கூறலாம். உண்மை நிலையை உருவகப் படங் 

களாகச் சேகரித்து அவற்றை ஆராய்தல் போன்ற புள்ளியியல் 

நுட்பங்கள் தவிர்க்க முடியாத கருவிகளாகத் தொழில் நிறு 

வன்ங்கள், அரசு, ஆராய்ச்சிக் கூடங்கள் முதலியவற்றில் 

பயன் படுத்தப்படுவதைக் கண்கூடாகக் காண்கிறோம்.



2 ் கணிதப் புள்ளியியல் 

உய்ப்போரின் தேவைகளுக்கும் ஆசைகளுக்கும் ஏற்ப 
பொருள்களின் தரத்தையும் அளவையும் நிர்ணயிப்பதற்குத் 
தொழிற்சாஸயின் செயற்குழுத் தலைவர்கள் மேன்மேலும் 
அதிகமாகப் புள்ளியியல் நுட்பங்களாயே நாடுகின்றனர். 
அரசியல் வாதிகளும் சமுதாயச் சிற்பிகளும் தங்களின் அரசியல் 
சமூக நியதிகளை நிலைநாட்டுவதற்காகப். புள்ளி Mary usar 
மேற்கொள்ளுகின்றனர். நவீன புள்ளியியல் முறைகள் விஞ் 
ஞான ஆராய்ச்சிக்குப் பெரிதும் துணை புரிகின் றன . 

புள்ளியியல், பொருளாதாரத்தின் அறிவியல் பாடமாக 

அமைந்துள்ளது. உயிரியல், உளவியல், விலங்கியல், வான 

வியல், மருத்துவ இயல் போன்ற துறைகளிலும், வேளாண்மைத் 
துறையிலும் புள்ளியியல் பெரிதும் பயன்படுகின்றது... உண்மை 
யாகச் சொல்லப் போனால், பல புள்ளியியல் கருவிகள் (முறை 
கள்) உயிரியல், வேளாண்மையியல் சோதனைகளின் போது 
தோன்றினவாம். பெளதிக - இயற்பியலின் சில அண்மை 

காலத் தத்துவங்கள் புள்ளியியல் கருத்துகளணயே மையமாக்கீ 
கொண்டுள்ளன . ் 

ம-3, புள்ளியியலின் அறிமுறை 

புள்ளியியலின் அறிமுறை, பயன் முறைக் கணிதத்தின் ஒரு 

கிளயாகும். தூய கணிதத்தின் முக்கிய பாடங்களில் ஒன்றான 
(நிகழ் தகவு) ஊக அளவுக் கெ॥ள்கையை (probability theory) - 
அது விளக்குகிறது. அது மட்டுமன்றி சரிசம வாய்ப்புத் ததது 
வங்கள், பல்டீவறு தோராய மதிப்புத் தத்துவங்கள், எடு 
கோட்டுச் சோதனைத் தத்துவங்கள், மற்றும் முடிவு கண் தத்து 
வங்கள் இவற்றையும் புள்ளியியல் விளக்குகிறது. 

புள்ளியியல் நிபுணர் ஆராய்ச்சியாளர்களுக்குத் தேதேவை 
யான (கருவிகளை) முறைகளைத் தயாரித்துக் கொடுப்பதில் ஈ௫ 
பட்டுள்ளார். ஒரு குறிப்பிட்ட சோதனைக் கணக்கைப் 
பொறுத்தவரை அவர் சோதனை நிலைமைக்கு ஏற்ப சரியான 
ஒரு கணித மாடலை (18௦08)த் தயாரித்துக் கணித முறைப்படி . 
ஆராய்ந்து, கடைசியாகத் தீர்வு காணும் முறையை வழி 
வகுக்கிறார். அவ்வேலையில் ... புள்ளியியல் அறிமுறைத் 
தத்துவங்கள் அவருக்கு உறுதுணை புரிகின்றன. அவர் புள்ளி 
யியல் அறிமுறையை விரிவுபடுத்தலிலும் ஈடுபட்டுள்ளார். புள்ளி 
யியல் உய்த்துணர்வு, சோ தனைகளின் திட்ட அமைப்பு ஆகிய 
வற்றின் சில முக்கியப் பிரச்சினைகள் (01௦115) இன்னும் தீர்க்கப் 
படாமல்' இருக்கின் றன. எனினும், கடந்த முப்பது ஆண்டுகளில்
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புள்ளியியல் முறைகளில். ஏற்பட்ட பலவித அபிவிருத்திகளினால் 
நல்லதொரு முன்னேற்றம் காணப்படுகின்றது. 

் புள்ளியியல் அறிமுறையின் வளர்ச்சியைக் கவனித்தால் 

ஜீவ நூல் ஆராய்ச்சியாளர்களின் முறையினாலேயே வளர்ச்சி 

யுற்றதாக முன்னரே குறிப்பிட்டோம். இது எப்படி எனில், 

அவர்களுக்குத் தேதேவையான அளவில் புள்ளியியல் முறைகள் 

வளர்ச்சி பெறாமல் இருந்தன. இயற்கை நியதிப்படி எல்லாத் 
துறையிலுமமே இதே போன்ற வளர்ச்சி இருந்த போதிலும், 

இந்தத் துறையில் இவ்வளர்ச்சி மிக முக்கியத்துவம் வாய்ந்குது. 
ஊச அளவுக் கொள்கையின் இயற்கையான வளர்ச்சியே புள்ளி 
யியல் அறிமுறையாகும். இருந்தும், இந்தத் துறையில் ஆராய்ச்சி 

யாளர்கள் அதைக் கவனிக்கத் தவறி விட்டார்கள். இன்றும் 

புள்ளியியல் முறைகள் பல விஞ்ஞான சோதனைகளில் உப 
யோகப்படத் தகும் அளவிற்கு வளர்ச்சியுற இருக்கின் றன. 

1-4. apwds e@Ssgiaat (Fundamental Concepts) 

. (1) .முழுமைத் தொகுதி (20ப/௧11௦0) ;: இந்தச்சொற்கூறு 

மக்கள்: தொகையை மட்டும் குறிப்பன அல்ல. , இந்தப் 
“புள்ளியியல் முழுமைத் தொகுதி? விசாலமான தன்:மையில் 

பயன் படுத்தப்படுகிறது. முழுமைத் தொகுதிகளில் சில 

வரம்புள்ளதாகவும் (11041௦), சில வரம்பற்றதாகவும் (1ஈமீ1்ரர்(6) 

உள்ளன. இங்கு: .£வரம்பற்ற? என்று நாம் குறிப்பிடுவது | 
*முடிவில்லாத? என்பதாகும். வரம்புள்ள முழுமைத் தொகுதி 

என்பது நிலையான எண்ணிக்கையுடைய பொருள்கள் அல்லது 
கூறுகளைத் தொகுப்பாகக் கொண்டதாகும். ஒரு தொழிற்சாலை 
யின் தொழிலாளர்களின் எண்ணிக்கை வரம்புள்ள முழுமைத் 
தொகுதிக்கு எடுத்துக்காட்டாகும். ஒரு மரத்தின் இலைகளின் 
எண்ணிக்கை ஒரு வரம்பற்ற முழுமைத் தொகுதிக்கு (inlinite 

ம ய1க11௦03) எடுத்துக்காட்டாகும். 

(i) முழுமைத் தொகுதிப் பண்பளவு (747௧௭16160) 2 

ஒவ்வொரு தனிப்பட்ட ‘mob? நமக்குத் தெரிந்திருந் 

தால், முழுமைத் தொகுதியை முழுமையாக விவரிக்கலாம். 

ஆனால், முக்கியமாக எல்லா முழுமைத் தொகுதிகளும் “yap 

மைத் தொகுதிப் பண்பளவு? எனப்படும் ஒரு சில எண்ணிக்கை 

அளவினால் மட்டுமே ' முழுமையாக விளக்கப்படுகின் றன . 

எடுத்துக்காட்டாக, முழுமைத் தொகுதியின் சராசரி 44 (மகாட 

குரவிலக்கம் o (standard கய்ர்௦ப் ஆகியன முழுமைத் தொரு 

திப் பண்பளவுகளாகும்.
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மாதிரி ($வாற16)யின் சராசரி 2, தர விலக்கம்: என்பன 

“மாதிரிப் பண்பளவை?களாகும் (கீழே விளக்கப்பட்டுள்ளது) . 

(iii) ur AM (Sample): wor APA என்பது புள்ளியியல் முழு 
மைத் தொகுதியின் ஒரு பகுதியாகும். ஒரு புள்ளியியல் முழு 
மைத் தொகுதியிலிருந்து “இங்கொன்றும் அங்கொன்றுமாக? 
‘grew? (Random) முறையில் தேதர்ந்தெடுக்கப்பட்ட 
பகுதியே “மாதிரி? அல்லது *ராண்டம் மாதிரி? என வழங்கப்படு 
கிறது. இது முழுமைத் தொகுதியைப் பற்றிய மதிப்பீட்டையும், 
உய்த்துணர் தலையும் கண்டு பிடிக்க ஒரு மூல காரணியாக உதவு 
கிறது. புள்ளியியலின் முக்கியமான பண்புக் கூறுகளில் 
ஒன்றானது, மாதிரியின் கோட்பாடுகளின் வளர்ச்சியாகும் 
இந்த வளர்ச்சி உத்திக் கணக்குகளில் போதிய (தகுதியான) 
மதிப்பீடுகளையும், உய்த்துணர்வுகளையும் கண்டுபிடிக்கப் பயன் 

படுகிறது. ஒரு முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து “ராண்டம்? முறை 
யில் தேர்ந்தெடுக்கப்பட்ட கூறுகளின் எண்ணிக்கையை நாம் 

“மாதிரியின் aaa என்கிறோம். த 

Gv) or ahd iene (Statistic) ; மாதிரிகள் , முழுமைத் 

தொகுதிப் பண்பளவுகளின் மதிப்பீட்டைக் கணிக்கச் சில 

விவரங்களைத் தருகின்றன, இந்த மதிப்பீட்டிற்காக மாதிரிகளி 
லிருந்து கணக்கிடப்பட்ட ஓர் எண்ணிக்கை அளவை ₹மாதிரிப் 
பண்பளவு? என நாம் வழங்குகிறோம். எடுத்துக்காட்டாக 

மாதிரிச் சராசரி: என்பது முழுமைத் தொகுதிச் சராசரி ஐ 

ERE eae ஒரு மாதிரிப் பண்பளவு ஆகும்.



2. சராசரி அளவுகள் 
(Measures of Averages) 

சராசரி என்பது ஒரு தொகுதியிலுள்ள உறுப்புகளின் 
சின்னமாகும். அத்தகைய எடுத்துக்காட்டு ஒரு பகிர்வின் 
தடுத்தர மதிப்பைக் குறிக்கக் கூடியதாகவும் உள்ளது. சரா 
சரியை ஒரு பகிர்வின் மையநிலைப் போக்கைத் தெதரிவிக்கும் 
அளவாகவும் கருதலாம்: ஒரு மாறியின் மதிப்புகள் எந்த அளவு 

_ கோலைக் கொண்டு தநிர்ணயிக்கப்பட்டிருக்கின்றதோ, அதே 

அளவுகோலால்தகான் அதன் சராசரியும் குறிப்பிடப்பட 

வேண்டும். , 

சராசரியில் பலவிதமான வகைகள் உண்டு. அவையாவன: 

(1) கூட்டுச் சராசரி அல்லது ₹சராசரி? (Arithmetic 

mean) 

(2 இடைநிலைச் சராசரி (1601௨௩) 

(3) முகடு (14௦06) 

(4) GQugé@e egref (Geometric mean) 

(5) இசைச் சராசரி (ஹார்மோனிக் சராசரி) (1716 
௦௧௩). இவற்றில் முதல் மூன்றும் புள்ளியியலில் முக்கிய இடம் 
பெற்றுள்ளன. 

8.ந. கூட்டுச் sora (Arithmetic Mean) 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள உறுப்பு மதிப்புகளின் கூட்டுத் 

தொகையை மொத்த உறுப்புகளால் வகுத்துவரும் எண் கூட்டுச் 
சராசரியாகும். ்
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& மாறியின் ஈ மதிப்புகள் 4, 24, ... 4, என்றால், இதன் 
M+X,+..X 

n 

  கூட்டுச் சராசரி X= = * Ai 

i !
M
s
 

இங்கு 5) என் பது ஒரு கூட்டல் குறியாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 1. 

ஐந்து கொடுக்கப்பட்ட. எண்கள் :8, 3, 5, 12, 10 என்றால், 

இவற்றின் கூட்டுச் சராசரி ் 

நடரர்ப ட்டு 

அலைவுப் பரவலின் கூட்டுச் சராசரி 

இதை அலைவுப் பரவலின் சராசரி எனவும் கூறலாம். இனி 
மேல் சராசரி என்றால் அது கட்டன் சர்ரசல்வே வே குறிக்கும் 
எனக் கொள்வோம். 

"ஜவ்வோர் இடைவெளியிலுமுள்ள உறுப்புகளின் எண்ணிக் 

கையைப் “Giley 9&0? (class interval) என வழங்கு 

கிரோம். இவ்வலைவெண்கள் பிரிவு இடைூவெளிகளின் நடு 

மதிப்புகளில் குவிந்து இருப்பதாகக் கொள்கிறோம். எனவே, 
ஐபி ஆட என்ற நடு ஐதிப்புகளுகிகான வலவ வரகள் 
முறையே சீடி உழ என்றால், 

உடமதிப்புள்ள /]) உறுப்புகள், 

டி மதிப்புள்ள 7 , உறுப்புகள், 

மதிப்புள்ள ந உறுப்புகள் உள்ளன என்று அர்த்தம், 
ஆகவே, &மாறியின் சராசரி 

 



சராசநி.௮ளவுகள் , 7 

எடுத்துக்காட்டு 1. 

5, 8, 6 2 என்ற மதிப்புக்கள் முறையே 3, 2, 4, 1 என்ற 
அலைவெண்கள்க் கொண்டிருந்தால், அவற்றின் சராசரி 

ye 3XS4+2XK844K641x2 
342431 

15 + 16 : _ 15- +24 +2 _ 507 
10 

Ub acer Fat_ Os eyeeh (Weighted arithmetic mean) 

ப 32... கட என்ற மாறிகளின் பளுக்கள் முறையே 

பூ ஐ... உ என்றால், அவற்றின் பளுச் சராசரி 

¥ = WX, + w, x2 + we + WE XK 

1] Wy +W2+ ... + wy, 

k 

Ew x; 
ர்] 

க 

2 
t=1 

  

கூட்டுச் சராசரிமின் தன்மைகள் 

(ட a1, Ao மாறிகளின் சராசரி xX எனவும், ஒரு 

தோராய மதிப்பு .4 எனவும் கொண்டால், 

22 54௧ தி] +4 

பி என தாம் வரையறுத்தோம். M
a
 

இங்கு 24 1. 
1 

sorGarX 2 At+s > fix, —A te
t 

M
s
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1f 2 

“கர்ந Fann ma | 

= Athy 2 0௨4) 

= 1 i. 
ஆகவே = A+ ர் > fi (xi — A) ... திரூபணமானது). 

(2) கூட்டுச் சராசரியிலிருந்து கழிக்கப்பட்ட விலக்கங் 

களின் கூடுதல் எப்போதும் பூச்சியமாக இருக்கும். வ 

அதாவது, 2700 --%) ௩0 

எப்படி. என்றால் 5 (மே- 5) 

ஈழவ 23] 
ரிட்ஜ் ]/ஜ-0 ஆகும். 

(3) தோராய மதிப்பு 4 என்பது 8-க்குச் சமமாக இருந் 

தால்தான், 4-லிருந்து கழிக்கப்பட்ட விலக்கங்களின் வர்க்கக் 

கூடுதல் குறைந்த பட்சமாக இருக்கும். 

(4) 7 எண்களின் சராசரி ஈ, ஆகவும் 

Ses wth oe Ms 

Sk os wwe ME இருந்தால் 

எல்லா எண்களுடைய (7,727)... கூட்டுச் 

சராசரி, a ஜி 

டம my, + fg ma + wee fie Mk ச 

TAY a Efe BO: 
2-2. இடைநிலைச் சராசரி (18601௨௩) 

கொடுக்கப்பட்ட உறுப்புக்ககா அவற்றின் மதிப்பிற்குத் 
தக்கவாறு ஏறுவரிடையில். அல்லது இறங்கு - வரிசையில் 
[அதாவது ஓர் ஒழுங்கு வரிசையில்] அமைத்த மைய உறுப்பின் 

மதிப்பளவு இடை நிலை? எனப்படும். 

உறுப்புகளின் எண்ணிக்கை ./ஓர் ஒற்றைப்படை எண் 

ணாகில், TF ஆவது இடம் மைய “ஸ்தானத்தைக் குறிக்  
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கிறது. ந/- 2 ஓர் இரட்டைப்படை எண்ணாகில் மையத்தி 

லுள்ள 3 3-1 இரு உறுப்புகளின் சராசரியே இடை 

நிஸ்யாகும்: 

எடுத்துக்காட்டு 2 ₹ 

36, 72, 49, 45, 60, 33, 61, 70, 52 என்ற 9 எண்களின் 

இடைநிலையைக் காண இவ்வெண்களை ஏறு வரிசைப்படுத்தி 

அமைக்கிறோம். 

33, 36, 45, 49, [52,] 60, 61, 70, 72 

இங்கு இடைநிலைச் சராசரி =?! 4 5ஆவது இடத்தி 

லுள்ள எண். 

= 52. 

எடுத்துக்காட்டு 8 : 

மூன் எடுத்துக்காட்டில் உள்ள 9 எண்களுடன் 87 என்ற 

மதிப்புள்ள 10ஆவது எண்ணையும் சேர்த்துக் கொண்டால், இந்த 

10 எண்களில் இடைநிலை 5-வது, 6-வது இடங்களுக்கிடையில் 

அமைகிறது. 

52 + 60 
2 

அலைவெண் பரவலின் இடை நிலை (Median of a frequency 

distribution) - ர ‘ 

இந்த இடைநிலைக்கான சூத்திரம் £ 

ப = ற) 

a 

இங்கு 7. - இடைநிலைப் பிரிவின் கீழ்வரம்பு. 

7 அலைவெண்களின் மொத்தம். 

ஈ - இடைநிலைப் பிரிவின், கீழ் வரம்பிற்குள் மதிப்பு 

களையுடைய உறுப்புகளின் திரள் அலைவெண் 

ரீ. இடைநிலை நிகழும் பிரிவின் அலைவெண். 

6 - இடைவெளித் தூரம். 

அதாவது இடைநிலை - = 56. 

Med. இடைநிலை 3 

  

எனவே, மேற்கூறிய வாய்பாட்டைக் கொண்டு அலை 

வெண் பரவலின் இடை நில்யைக் கணக்கிடலாம்,
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எடுத்துக்காட்டு 4 £ 

- கீழ்க்காணும் அலைவுப் பரவலின் இடைதிலை, கூட்டுச். 
சராசரி ஆகிய இரண்டையும் கணிக்கவும். 

பிரிவு இடைவெளி அலைவெண் 

_0.5-0.5 40 

0.5 1,5 ட. 150 

15 — 2.5 330 

25—3.5 0 295 

15—45 150 

4.5 — 5.5 ் 35 

மொத்தம் 1000 

Que N = 1000 

முதலில் இடைநிலையைக் கணிப்போம். கொடுத்துள்ள 
விவரங்கக£க் கொண்டு ஒரு பட்டியலைத் தயாரிப்போம். 

  

  

பிரிவு இடைப்வளி அலைவெண் திரள் அலைவெண் 

~ 0.50.5 40 40 
0.5 —1.5 150 (190) -»m 

Le(.5)—2.5 | (330) +f 520 
2.5 +35 295 815 
3545 (50... 965 
4.5 5.5 35 1000   
          

மொத்தம் ் (1000) - _ 

wees sour PET ee eee
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மலே கண்டுள்ள வாய்பாட்டின்படி, 

  இடைநிலை = L + 1, 
| ம் 

N 
5 = 500 

m = 190 

f = 330 

c=1.0 

500 -- 190 
a & = 1. a தவமக 1 லு I 

_ ் 310 
= 1.5 + 335 

‘= 1.5 4+0.94 = 2°44 

- அடுத்து :இப்பரவலுக்கான கூட்டுச் சராசரியைக் கீழ்க் 

காணும்-பட்டியலைப் பயன்படுத்திக் கணிக்கலாம். 42 

  

      

    

  

பிரிவு இடைவெளி [|நடு மதிப்புஅலைவெண் d=X;—Alfd 

Ck _ f 

—o.5—05 | 0.0 40 —2 | 80 

0.5 = 1.5 1.0 150 _1 12150 

“மனக [ஜி 330 0 0 

2.5—3.5 |. 30 295 1 295 

35-45 | 4.0 | 150 ற 300 

4.5 5.5 5.0 35 3° | 105 

@urgae,. |. —.-| . 1000 - — | 470              
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எனவே 441,504) என்ற சூத்திரத்தின் : 

மூலம் 2&-ன் மதிப்பு, 

இலம் Sha 
் 1000 

] 
=2+ 1000 x 470 

= 2 + 0.470 

= 2.470 

2-3. முகடு (Mode) 

ஒரு மாறியின் எந்த அளவானது பல தடவை நிகழு 

கிறதோ, அந்த அளவு ₹முகடு? என வழங்கப்பெறுகிற து: 

இந்த அளவே பெரும்பாலும் . நடைமுறையில் இருந்து 

வருகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 5: 

2,2, 5, 7,9,9,9) 10, 10, 11, 12, 18 இந்த எண்களில் 
ஏனைய எண்களைக் காட்டிலும் 9 மிக அதிக தடவை 

வருகிறது. எனவே, இவ்வெண்களின் முகடு 9 ஆகும். 

எடுத்துக்காட்டு 6 : 

3, 5, 8, 10, 10, 12, 15, 16 இவ்வெண்களில் முகடு என்பது 

இல்லை எனலாம். ் 

எடுத்துக்காட்டு 7 : 

2, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 7, 7, 7,9 இவ்வெண்களில் 4, 7 என்ற 
இரண்டு முகடுகள் உள்ளன. இத் தொகுப்பு இரட்டை முகடு 
உள்ள ஒரு தொகுப்பு எனக் கூறலாம். ஒரே ஒரு முகடு உள்ள 
பரவலை ஒற்றை முகட்டுப் பரவல் என்று வழங்குகிறோம். 

அலைவெண்் பரவலின் முகடு 

உச்ச அலைவெண்ணுக்குரிய பிரிவு இடைவெளியைக் 
கொண்டு முகடைக் கண்டு பிடிக்க அடுத்தப் பக்கத்தில் உள்ள 

சமன் பாட்டைப் பயன்படுத்தலாம்,
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ம் ௯ முகடு பிரிவு இடைவெளியின் கீழ் வரம்பு; : 

fi = முகடு பிரிவின் இடை வளிக்கான அலைவெண். 

5 * முகடு பிரிவு இடைவெளிக்குத் சற்றே முந்திய இடை 
வெளிக்கான அலைவெண். 

75 எ முகடு பிரிவு இடைவெளிக்குச் சற்றே பிந்திய இடை 
வெளிக்கான அலைவெண், 

௨௬ இடைவெளித் தூரம் 

என்றால், முகடுக்கான சமன்பாடு 

_ue in: ae 
AG = Me @ Et ee eye om © * 

_ tol Fee 5 
் எக் ப தவத் 

  

எடுத்துக்காட்டு 8: 

பின் வரும் அலைவெண் பர வலின் முகடைக் காண்க, 

  

  

      

பிரிவு இடைவெளி | பிரிவு அலைவெண் 

30 — 34 4. 3 0 1, 

35-39 | 5 

40-44 |. <8 
45 — 49 10 

50 — 54 7 

55... 59 5 

60 — 64: f° a Dy 

மொத்தம். 40 ்    
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இங்கு 29.5 34.5, 34.5" 39.5: ... என்பன் 'தொடர்ச்சிப் 
பிரிவு இடைவெளிகளாகின்றன. 

  

  

  

உண்மைப் _ மிரிவு 
பிரிவு இடைவெளி அலை வெண் ன் 

29.5 — 34:5, 8) 

34.5 — 39.5 “ஆ 
39.5 — 44.5 8 

44.5 — 49.5 10 

49.5 —£4.5 ஆ 

நக்கி. மக: 5 

595 64.5. 2 

மொத்தம் 40       
  

உச்ச  அர்ரிவேண். = 10 

cenit பிரிவு இடைவெளி (44.5 — 49-5) 

எனவேம் = 44.5, ti = 10, “if அட, h= 75 c=5 

esl mi _¢(fa- — fo) 

ay Et “2fi = i Je 

5 (10 — 8). = 44.5 + Ses, 

= 44.5442 = 46.5 

அனுபவத்தை அடிப்படையாகக் கொண்ட கூட்டுச் 

சராசரி, இடைநிலை, முகடு இவற்றிற்கான தொடர்பு ் 

ஒரு சாதாரண சமச்சீரற்ற பரவலின் டமற்கூறிய மூன்று 
சராசரிகளுக்கும் உள்ள தொடர்பை அனுபவ ரீதியில் ௮மைக்
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கப்பட்ட கீழ்க்காணும் (வாய்பாட்டின்) சமன்பாட்டின் , மூலம் 
காணலாம். 

கூட்டுச் சராசரி - முகடு ௭ 3 (கூட்டுச் சராசரி -- இணை... 

(Ba). 
சுருக்கமாகக் கூறின், 

சராசரி - முகடு - 3 (சராசரி -- இடை நிலை) 

சமச் சீரான பரவலில் இம் மூன்று மையநிலைப் போக்கு 
அளவுகளும் சம அளவைப் பெறுகின்றன. ஆனால், சமச் சீரற்ற 
பரவலில் அவை ஒன்றுக்கொன்று மாறுபடுகின்றன. எவையாகி 
லும் இரண்டு சராசரிகளின் அளவு தெரித்திருப்பின் , மூன்றாவது 
சராசரியின் அளவை இன்லாயியரிட்டின் மூலம் கணக் 
கிடலாம்: 

சமச் சீரற்ற பரவலில் மூன்று சரிர்ச்ரிகளின் நிலைகளையும் 
கீழ்க்கண்ட இரு படங்களும் நன்கு விளக்குகின்றன. 

    
மு கரி கூ கூ கறி மு 
படம் 1, படம் 2, 

சமச் சீரற்ற பரவல்கள். 

மு. மூகடு 
._ இ.தி. இடைநிலை 

கூ. கூட்டுச் சராசரி 

7-4. பெருக்குச் சராசரி (சே0ரச1௦ Mean) 

ஒரு மாதிரியின் மொத்த வளர்ச்சிக்குப் பதில் அதன் விகித 
வளர்ச்சிக்குச் சில சமயங்களில் முக்கியத்துவம் கொடுக்கிறோம். 

அப்போது கூட்டுச் சராசரியைவிடப் பெருக்குச் சராசரி சிறந்த 

தாகக் கருதப்படுகிறது. 

நீடி 32 பிஎன்பன வென்ற மதிப்புக்களாயின் , அந்த மதிப் 

புகளின் பெருக்குச் சராசரியை ((148,) அவ்வுறுப்பு மதிப்பு 

களின் பெருக்குத் தொகையின் ॥ஆவது வர்க்கமூலத்தால் 

வரையறுக்கிறோம்,.
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அதாவது G.M. = பெ. ச. dies Xq veo Xn 

v/a 
= (%,, X25 XZ vee Xa) 

எடுத்துக்காட்டு 9 : 

2, 4, 8 எண்களின் பெ. ௪. ௯ de .4.8= (ல 4 

அலைவெண்களின் பெருக்குச் சராசரி 

கடி ட க, என்ற ஈ-மாறிகளின் அலைவெண்கள் முறையே 

Ki 9 fax itn என்றால், அதன் பெருக்குச் சராசரி, 

Qu. fF. = 71 jr | 1/7 

்் [215 Hy றத Jo. 

அதாவது, 

1 

a aT EE 
. [* 

பெ. ௪. ஸ் aa | 

இதை **லாக்'? இரு பக்கமும் எடுத்தால், 

1 a 
1௦2 பெ. ௪, ௯ SF log ட ர் 4 ] 

i=l 

(log A’ = t log A)



- சர்ர்ச்ரி-அளஷகிள் * 17 

1 ” 

= 2 Si log x; 

| OS log x: 
எனவே, 1௦ஐ பெ. ௪. ய... கண்டு பிடித்து, 

ட க ர ர | னு சோத : 

Q sparen anti - 1௦2 மதிப்பைப் பார்த்து எழுதினால் 6 பெ. ச 

வின் சிறய eh 

2-5. பண்மானிக் serge (satel Mean) 

தரப்பட்டுள்ள எண்களின் தலைகீழ்ப் பின்னங்களை அமைத்து, 
அவற்றின் கூட்டிடை (கூட்டுச். சராசரி-கூ.ச்.) யின்: தலைகிழ் 

பபின்னத்தை. அவ்வெண்களின் ஹார்மர்னிக் சராசரி என்று 

கூறுகிறோம்: ' 

கடி என்று ௩ மாறிகளின் தலைகீழ்ப் பின்னங்கள் 

1 1 1 . 
முறையே -, -, ... - ஆகும். 

X," Ki 

் எனவே.ஹார்மானிக் சராசரி (ஹா. ௪.) 

Lo. 
* தலைகீழ்ப் பின்னங்களின் கூ. ச: 
  

  

    

~ 1 
௭ ஹா.௪. அ 

7 1 1 1 1 

் fata” & + * i | 

n 

n 

Stl 
S.y.—-2
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மாதிரி 10: 

2, 4, 8 எண்களின் ஹா. ௪. 

3 3 24 
“141 (சதக) “5 3-43 

2 4 8 8 

அலைவெண் பரவலின் ஹார்மானிக் சுரஈ௫ரி 

ச்பூ 22 ௮ என்று மாறிகளின் அலைவெண்கள் முறையே 
Jus fa» “Sn ஆனால், 

ட 3 

ft + fax +. ot See 

TFRRE Th 

இதன் ஹா. ௪.77 ன 

x 
_———— 

Ged fi = + me + fr 1] ் 

N 

a 1- 

v hix, 
1௮1 

  

கூட்டுச் சராசரி (கூ. ௪.), பெருக்குச் சராசரி (பெ. ௪.), 
ஹார்மானிக் சராசரி (ஹா: ௪.) இவற்றிற்கான தொடர்பு 

சராசரிகள் கீழ்க்காணும் சூத்திரத்தை வரையறுக் 
கின்றன. 

கூ ௪.2 பெ.௪. ௨ஹா,. ௪. 

- நிரூபணம் : a, 6 என்ற இரு எண்களை எடுத்துக் 
கொண்டால், 

us 
Qu. s. =a. ja. b= (ab)
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2 “ab 
ககக ப றந்த கரத 

  

இப்போது (42. -- 44 என்ற காரணி ((௨௦௦0)ஐ எடுத்துக் 

கொள்வோம். ் 

(92-- 49) 2 0 என்பது நாம் அறிந்ததே. 

. தாவது) சச் -24௪ம்20 

  

a+t+be2vab 

a+b ௨௨ ர 
5-2 1௧ம் ரு ஸ் we 6D 

எனவே, கூ. ௪52 பெ. ௪. cee a Ma qi) 
  

  

  

  
  

  

  

ee 2ab 
அல்லது 4௪ம் 2 tI “Se லி இ) 

எனவே, பெ,ச: 5 ஹா. ௪. கல awe (ய 

(ஐயும், (ம்) ஐயும் சேர்த்து எழுதினால், 

கூ.௪, 2 பெ. ௪. ௪ ஹா. ௪. ..என்பது நிரூபணமாகிறது: 

2-6. கால்மானங்கள் (Quartiles) 

கொடுக்கப்பட்ட விவரங்களை வரிசைப்படுத்தி அத் தொகுதி 

யின் நடு மையமான மதிப்பை இடைநிலை என்று வழங்குகிறோம். 

இதே யோசனையைப் பயன்படுத்தி அந்தத் தொகுதியை 

நான்கு சரி சம பாகங்களாகப் பிரிப்போம். அந்த மதிப்புகளில்
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0, 0, 03 என்பன முதல், இரண்டாம், மூன்றும் கால் 

மானங்கள் என வழங்கப்பெறும். 

0: முதல் கால்மானம் - கீழ்க் கால்மானம் (Lower 

Quartile) 

ன டி N 
= im Mm 

அம் ட மை of 

இந்தச் சூத்திரம் இடைநிலை சூத்திரத்தைப் போன்றே 
Lim, f 2 என்ற எழுத்துகளைப் பெற்றுள்ள போதிலும், இந்த 

₹72-க்கும் இடை நிலைக்கும் வேறுபாடு உண்டு. 

இங்கு (0,-க்கான 

£ - முதல் கால்மானப்பிரிவின் (பிரிவு இடைவெளியின்) 
கீழ் வரம்பு. ் 

௮ முதல் கால்மானப்பிரிவின் கீழ் வரம்பிற்குள்ளான 

_ மதிப்புகரா உடைய உறுப்புகளின் திரள் அலைவெண். 

7 ௯ முதல் கால்மானம் நிகழும் பிரிவின் அலைவெண். 

25 இடைவெளித்தூரம். 

7/௯ மொத்த அலைவெண்கள், 

இந்த விளக்கத்துடன் 01ஐ மதிப்பிடலாம். 

இதேபோல 03 - மூன்றாம் கால்மா.னம் - மேல் கால்மானம் 
(Upper Quartile) , 

3. 
(௬) 

Q,=L+ — ர் 26 2 

இங்கும் முன்போலவே 4, ஈ, 7 இவை இடத்திற்கு தகுந்தபடி 
மாறுபடுகின்றன என்று அறிகிறோம். 

  

மேலும் 0, - ]கீ£ம் - இடைநிலை எனவும் தெரிகிறது. 

2-7. பதின்மங்கள், நூற்றுமானங்கள் (Deciles, Percentiles) 

இதே. போன்று கொடுக்கப்பட்ட தொகுதியைப் பத்து சரி 
சம பாகங்களாகப் பிரிக்கும் மதிப்புகளாப் ₹£பதின்மங்கள் ?
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(டங் எனவும், நூறு சரி சமபாகங்களாகப் பிரிக்கும் மதிப்பு 

௧௯ “நூற்றுமானங்கள்? (12௦௩011%) எனவும் குறிக்கிறோம். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

ட 
Do=L+ a } 2 

: த் 

நரி 
Py =L+ ய 7 e 

2, என்பது 4ஆவது பதின்மம் என்றும், Pr என்பது 

53ஆவது நூற்றுமானம் என்றும் தாம் குறிக்கிறோம். 

இங்கு ();-க்கு அ மதிப்பையும், 

மிக்கு 45 மதிப்பையும், 

2) டக்கு ச மதிப்பையும் கணக்கில் கொண்டே 

மேற்கூறிய 0,டி௰.,, 2, மதிப்புகளைக் கணிக்கிறோம். 

Gugih, Dy = Px 0, 

Py = Qi 

Py = Qs 

எனவும் புலனாகிறது. 

கால்மானங்கள், பதின்மங்கள் , நூற்றுமானங்கள் போன்ற 

சரி சமப் பிரிவுகளின் அளவை ஒரே சீராக *மதிப்பளவை? 

எனக்கூறுகிறோம். 

மரதிரி 11௦ 

ஒரு நகரத்தில் பிறந்த குழந்தைகள் நடக்க ஆரம்பிக்கும் 

வயதினைக் குறிக்கும் அலைவெண் பரவல் பட்டியல் அடுத்த 

பக்கத்தில் தரப்பட்டுள்ளது.
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101111/121181141/15116117 
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இப் பரவலுக்கான (1) முதல் பதின்மம் 

(2) மூன்றாம் கால்மானம் 

(3) 60ஆவது நூற்றுமானம் 

இவற்றைக் கண்டுபிடிக்கவும். ன ரர 
Stay: இடைவெளிகளை 7.95 ௦ 8.95 8.95109.95 என்றவாறு 
எடுத்துக் கொண்டு பட்டியல்-தயார் செய்வோம். 
  

  

பிரிவு. இடைவெளி | அலை வெண் திரள் : அலைவெண் 
(C.D f | of 

7.95— 8.95 | 1° | ர 
8.95 9,95 9 10 -. 
9.95 — 10.95 20 | 30 
10.95 — 11.95 29 39 
11.95 — 12.95 60 119. 
12.95 — 13.95 32 151. 
395-451 “9.1... மூ: 
14.95 — 15.95 14 195 : 
15.95 — 16.95 8 203 

. 1695217991 2.1 + > 204       
    
[மொத்தம் 4
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f=") 10 
(ப முதல் பதின்மம்: D, = L + ௫ ௨2 

  

_ N24 
இங்கு 10 =O = 20.4. 

எனவே இதற்கான L = 9.95 

m = 10 

f =2 

¢ =] 

20.4 — 10 D, = 9-95 + கேடடு, ர, 

= 9.95 + 0.52 = 10.47 — tes (i) 

  (2) மூன்றாம். கால்மானம் 1 0, 4 4 } 

Big *f- SF = 153. 

, இதற்கான 4-4 1395 

m = 15] 

f= 3 
c=] 

te Qs = 13.95 + = iy 1.
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= 13.95 + 0.07 

= 14.02 ட. (ii) 

(3) 90ஆவது நூற்றுமானம்: 

ல, (ர... 
Py = L +z «. 

90.V_ 90 x 204 
100 ~ ~~ 100 

இதற்கான L = 14.95 

m = 181 

f= 14 — 

c= 1. 

6 ~ 181.0). 
Py, = 14.95 + (183-6 — 181-9) x 

- 2.6 
= 14.95 +. ia 

= 14.95 + 0019 = 15.14 - (ம) 

பயிற்சி ' 

QQ) கொடுக்கப்பட்ட 100 எண்களில் 20 நான்குகளும்? 

40 ஐந்துகளும் , 30 ஆறுகளும், மீதி ஏழுகளும் இருந்தால் அவற் 
றின் சராசரியைக் காணவும். 

(2) ஓர் அலைவெண் பரவலின் சராசரி, 'இடை நிலை, முகடு 
ஆகியவற்றை எடுத்துக்காட்டுடன் விளக்குக, அவை மூன்றை 
யும் ஓப்பிட்டு ஒவ்வொன்றையும் எவ்விடங்களில் பயன் 
படுத்தலாம் என்ற விளக்கம் BOS 

(3) 10 வயதிலிருந்து 15 வயது வரை உள்ள மாணவர்களின் 

எடைகளைப் பின்வரும் அட்டவணை காட்டுகிறது. மாணவர் 
களின் எடைகளின் கூட்டுச்சராசரி, இடைநில, முகடு 
இவற்றைக்காண்க, பத்
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எடை | மாணவரின் 
(பவுண்டு) | எண்ணிக்கை 

25 — 29 | 9 

30 — 34 22 

35 — 39 28 

40 — 44 21 

45 — 49 17 

50 — 54 $ 

மொத்தம் 100   

  

    
  

25. 

(4) கீழ்க்காணும் அட்டவணையிலிருந்து இடை நிலையையும் 

முகடையும் கணிக்கவும். 
  

  

ட ஆஜர் ஆகாத ப மாணவர்களின் 

் |நாள்களின் எண்ணிக்கை | எண்ணிக்கை 

5-க்கும் குறைவான 29 

10-க்கும் குறைவான 224 

15 55 ‘yy 465 

2, ன 582 

25 55 33 628 

30 55 5 639 

35 45 9 645 

40 5, | 5 647 

45 ” 650       
  

(5) 245 தொழிலாளர்களுடைய கீழ்க்காணும் பரவலுக்கு 

இடைநிலை, கீழ்க்கால்மானம், மேல் கால்மானம், 8ஆவது பதின் 

ழம், 55ஆவது நூற்றுமானம் ஆகியவற்றைக் கணக்கிடுக.
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மாதக் கூலி | தொழிலாளர்கள் 
(ரூபாயில்) எண்ணிக்கை 

1— 2.99 6 

3— 4.99 53 

5— 699} 85 

-7T— 899 56 

9 — 10-99 21 

11 — 12-99 16 

13 — 14.99 4 

15 — 16.99 4 

மொத்தம் 245         

(6) (i) கீழ்க்காணும் அட்டவணையிலிருந்து நுகர்ந்த அள 
வினை “எடை? என்று வைத்துக்கொண்டு சராசரி கண்டு 
பிடிக்கவும். 

(ம) விலைகளுக்கான பளுவற்ற சராசரியைக் காண்க. 

  

  

  

உணவுப் நுகர்ந்த அளவு | ஒரு பவுண்டின் விலை 
பொருள்கள் (பவுண்டுகளில்) | (ரூபாயில்) 

மாவு 11.50 550 

நெய் 5.60 58.25 | 

உருளைக்கிழங்கு . 0.16 2.40 

எண்ணெய் 0.35 20.00 

மொத்தம் : 17.89 94 30          
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(7) 4, ar, ar*, ar?,..., art! ctorp ஈுமதிப்புகளின் கூட் 

டுச் சராசரி, பெருக்குச் சராசரி, இடைநிலைச் சராசரிகளைக் 

கண்டுபிடிக்கவும். 

(8) ஒரு மனிதன் ஈ சமதூரங்களை 9), 9... 3 என்ற 

வேகங்களில் பயணம் செய்கிறான். அவனது சராசரி வேகம் 

meat Pe og & தாண்ட முடியாது என்று காண்பி, 

(9) 5, என்பது: எடை கொண்ட ௮; மாறிகளின் எடைச் 

சராசரியாகவும், Sw ௩-0 ஆகவும் இருந்தால், 

[2 wi | [2 ௮] 
ட. =) 

ஆஸ 3 way wy (x4 = xj)" | 

என்று நிரூபி. 

(10) ஓரு வேலையை 4, 4 மணி நேரங்களிலும், 8 5 மணி 
நேரங்களிலும், 06 மணி நேரங்களிலும் முடித்தால், அவர்களின் 

சராசரி வேலை விகிதத்தைக் காண்க..



(3. இதறல் அளவுகள் 
(Measures of Dispersion) 

சராசரி அளவுகள் பரவல்களின் முக்கியமான குணாதிசயங் 
களில் ஒன்றை மட்டும் விளக்குகிறது. ஒரு பரவலைக் கவனிக்கும் 
போது மாறிகள் மைய அளவுகளிலிருந்து எப்படி சிதறுபட்டிருக் 

கின்றன அல்லது எப்படிக் கூட்டமாக இருக்கின்றன என்பதை 
முக்கியமாகக் கவனிக்க வேண்டும். ஆகவே, இரண்டு பரவல் 
களின் சராசரிகள் ஒரே மதிப்புள்ளவையாக இருப்பினும், அலை 
வுப் பரவல்கள் சராசரிகளைச் சுற்றிலும் சிதறி அமைவதில் வேறு 
பட்டிருக்கலாம். ஆதலால், சராசரி அளவுகோல்கள் மைய நிலப் 
போக்கை விளக்குகின்றனவே தவிர சிதறலின் தன்மையை 
அறிய உதவுவதில்லை. ஓர் அலைவுப் பரவலில் உறுப்புகள் மைய 
நிலைப்போக்கு அளவுகளைச் சுற்றிலும் எவ்வாறு சிதறி அவற்றி 

லிருந்து மாறுபட்ட அளவுகளைப் பெற்றிருக்கின்றன என்று 
அறிய, சில சிதறல் அளவுகளை இங்கு விளக்கிச் சிதறலின் 
கதுன்மைகளை அறிந்துகொள்வோம். 

சிதறல் அளவைகளில் நான்கு முக்கியமான அளவுகோல் 

களாவன;: 

(1) வீச்சு (84௩௦௦) 

(29 கால்மான விலக்கம் (Quartile Deviation) 

(3) ¢rref olevadaeth (Mean Deviation) 

(4) Av alasdaid (Standard Deviation) 

9-1. வீச்சு (3202௦) 

ஒரு மாறி ஏற்கும் மதிப்புகளில் பெருமத்திற்கும் சிறுமத்திற் 
கும் இடையேயுள்ள வேறுபாட்டை அம்மாறியின் வீச்சு?
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என வழங்குகிறோம். சிதறலை அளப்பதற்கு இது மிகச் சாதாரண 
அளவுகோல். இந்த வீச்சை எளிதில் கணக்கிடலாம். இந்த 
நிறையானது பல தொழிற்சாலைகளில் பயன் படுத்தப்பட்டு வரு 

கிறது. ஆனாலும், வீச்சு அளவைப் பயன்படுத்துவதில் பல இடை 

யூறுகள் உள்ளன. வீச்சு அளவு இரண்டு கடைக்கோடி (கோணா) 

உறுப்புகளின் மதிப்புகளைப் பொறுத்து இருக்கிறதே தவிர, மற்ற 
மதிப்புகளைப் பற்றி அறிவிப்பது இல்லை. ஆகவே, இந்நிறை எப் 
போதும் நிலையாக இருக்கும் எனச் சொல்ல முடியாது. இஃது 

ஓர் உயர்வான அளவு கோல் அல்ல. 

3-2. கால்மான விலக்கம் (பெலாய6 நிஸா) 

பரவல் முழுவதையும் நான்கு சரி சம பாகங்களாகப் 

பிரித்து, கீழ்க்கால்மானம் 0,,, மேல் .கால்மானம் 0, ஆகிய 

இரண்டையும் கண்டு பிடிப்போம். 

0ூ,-- ட இடைக் கால்மான வீச்சு ஆகும். இதனுடைய 

சரி பாதி அளவு = ஆட்டக் ௫ 0,. இதை $அரை இடைக் 

கால்மான வீச்சு: (Semi-Inter Quartile Range) அல்லது கால் 

மான விலக்கம் (Quartile Deviation) cror வழங்குகின்றோம். 

இது பரவலின் மற்றொரு சிதறல் அள வாகும். 

கால்மான விலக்கம் (கா: வி:) கருத்து நிரம்பியதாகவும், எளி 

தில் விளங்கக்கூடியதாகவும் உள்ளது. இவ்விலக்கத்தை எளிதில் 

கணக்கிட் முடியும். பரவலின் 5ப% (சதவீத) உறுப்புகளுக்கு 

இடமளித்து மதிப்பிடப்பட்டதாக உள்ளது. பொருளாதார, 

வாணிக, புள்ளி விவரக் கணக்கியல்களில் இது அதிகமாகப் 

பயன் படுத்தப்பட்டு வருகிறது. கால் மானங்களக் கணக்கிடப் 

பயன் படும் வாய்பாடுகளா பாடம் 2-ல் கவனித்தோம். 

நட்ட 6 01 - 7 

  கிர் | 

(Lym, fe ostuysar 0) க்கும் டுக்கும் வேறுபட்டவை 

எனவும் நாம் அறிவோம்.)
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8-8... கீழ்இன ₹ஒகைவ்? ் 

வரைப்படம் மூலம் கால்மானங்களை மதிப்பிடுதல் 

.. வரைப்படத்தாளில் & அச்சில், மேல்.வரம்புகளுக்கும், 3 அச் 

சில் முறையே அவற்றுக்கான திரள் அலைவெண்களுக்குமான 

புள்ளிகளை அமைத்துக் *கீழ் இன ஒகைவ்? என்ற வள்கோடு 

வரையப்படுகிறது. இந்தப் படத்தில் 7” அச்சில் திரள் அலை 

வெண்கள் Mes குறிக்கும் புள்ளிகளின் வழியே X me 

சுக்கு இணைகோடுகள் வரையவும். அவை கீழ் இன ஒகைவை 

வெட்டும் புள்ளிகளின் வழியே 1”அச்சுக்கு. இணை கோடுகள் 

வரைந்தால் அவை 2 அச்சுக்கோட்டை எந்த இடங்களில் சந் 

திக்கின்றனவோ, அந்த மதிப்புகள் முறையே 6, 0, ஆகும்: 

இந்த ஒகைவ் வகாகோட்டு : வரைபடம் : மூலம். மற்ற 

பங்கு மதிப்பளவைகளையும் மேற்படி முறைப்படி கணிக்கலாம் 

எடுத்துக்காட்டாக இடைநிலை, 6ஆவது பதின்மம்; 72ஆவது 

நூற்றுமானம் இவைற்றையும்.கணிக்கலாம். 

et எடுத்துக்காட்டு வரைப்படம் கீழ வரையப்பட்டுள்ளது. 

குரி. இகடரிஐ அளவ... 
5 கீழ்கால்மாளசுளஏ 

., ஜெ: மேல்கால்மாள எவ... 

பூ 5 மாத்த என்னிக்கை 

Y 

௪ 

  

படம் 8. கீழின ஓகைவ் 

8-4. சராசரி விலக்கம் (186௨௩ 19௨1௦) 

சராசரியிலிருந்து கழிக்கப்பட்ட வேறுபாடுகளின் கூட்டல் 
சிதறலின் ஓர் அளவைக்குப் பயன்படாது. ஏனென்றுல், சில 
வேறுபாடுகள் பூச்சியத்துக்கு மேலாகவும் இருக்கும். அத்துடன் 
வேறுபாடுகளின் கூட்டல் பூச்சியம் ஆகும், ஆகவே, இவ்விரு 
வகையான வேவறுபாடுகளுக்குச் சமவாய்ப்பு அளிப்பதற்காக 

வேறுபாடுகளை வெறும் தனி விலக்கங்களாகக் (௨50106 ப6518- 
1௦0) கருதுகின்றோம். x, £ இவற்றிற்குள்ள விலக்கத்தை (வெறும்) 

தனி விலக்கமாகக் கருத |16;- X| என்ற குறியால் விளக்கு
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கிரோம். இந்தத் தனி விலக்கங்களின் சராசரியையே *சராசரி 

விலக்கம்? (%8ீஈக௩ டகர) என்று வழங்குகிறோம். 

&. ai. = M.D. ட 3 |x, — Z|. 

Haradus usagdarer syref Aves 

Hy 3, ௮௨ மாறிகளின் அலைவெண்கள் : முறையே 

நி டீடிீட என்றால் இம்மாறிகளுக்கான் சராசரி விலக்கம் 

a. 68. = 3S fi ltr— Fle ் இங்கு La = 

இந்தச் சராசரி விலக்கம் கூட்டுச் சராசரி x-AGSH afes" 

பட்டதாகும். இதே போன்று இடைநிலையிலிருந்தும், முகடி 
லிருந்தும் கழிக்கப்பட்ட சராசரி விலக்கங்களையும் கீழ்க்கண்ட 

வாறு விவரிக்கலாம். 

Med என்பது இடை நிலையானால், 

இடைநிலையிலிருந்து சராசரி விலக்கம் - (Mean Deviation 

from Median) 

= 42 \x— Med}. 

அதே போன்று 44, என்பது முகடு என்றால், 

மூகடிலிருந்து சராசரி விலக்கம் -- (Mean Deviation from Mode) 

| n 

= 5 > fi lxi~ Mol 
N t=1 

இடை நிலையிலிருந்து கழிக்கப்பட்ட சராசரி விலக்கமே 

மற்ற எந்த மதிப்பிலிருந்தும் கழிக்கப்பட்ட சராசரி விலக்கத்தை 

விட மிகவும் குறைந்தது ஆகும். 

£2” என்ற மதிப்பிலிருந்து கழிக்கப்பட்ட சராசரி விலக்கம்
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| ட 
வி... = — ன டட 

af = FS. (4 at a: 

n 8. ல 

இங்கு5- > filial N= XS 

S BéAg ~ (minimum) மதிப்பாக இருக்கும்போது, இச் 

சராசரி விலக்கமும் மீச்சிறு மதிப்பாக இருக்கும். அதாவது 

தனை அ: கர சிறுமமானால்), ₹22-லிருந்து- கழிக்கப்பட்ட 

௪. விலக்கமும் சிறுமமாகும் (மம்ஈம்சபா), ட எப்போது சிறுமம் 

ஆகிறது என்று கவனிப்ே பாம். 

4 4 ட்டை 
Tr * —_—— + 

Kp DB Ke guesses 

படம் 3-(a). 

x <a < x +1 HS QESEGL. © 

arenes heels 2 1 “எனும்போது 4 

$ 7-1, 2) ௮௮ எனும்போது xi >a. 

=1,2.. ஏ என்றால், 2 LO, 

$ ௯ ரஃப], 742) என்றால், 3-௧ 2 0 

S = த 1-8] 

= Sfila—al t+ 3 நி உ: ௧1 
ரட் as 

n 

fi (a—4i) + anit fitti-—a) [ முதல் கூட்டல் குறி 

॥ 

॥ 
4
 

உறுப்புகள் (2-2) 2 0]
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74 

[4 நரிக். ஃ faa /- > ரி 
i~r +, ப ஸ்ட 

= K+ a[R, — R,] 

Big K = [-3 44 Efe | 
id i =, 

R, = J fi 
ர் 1 

R= = f. 
forty 

மிசிறுமமாக இருப்பதற்குள்ள முக்கிய நிபந்தனை ; 
ர் 

இக 

ர ரர. 
இங்கு 5: - “தகக இர ௬௮ ௧௮0 

R, = R, 

அதாவது > fi= > fi 
fat tory 

“சரக்கு முன் வரை உள்ள அலைவெண்களின் கூடுதல் 

- *த?க்குப்பின் உள்ள அலைவெண்களின் கூடுதல் 

ட்ட ௯ 0 எனும் போது *ச? ஓர் இடைநிலையாகிறது. 

இடை நிலையின் வலப் பக்கத்துக்கான ₹2? மதிப்புகளுக்கு 
5 என்பது ‘a-er sgn ¢rtussr (increasing function). 

க. பு-3
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இடைநிலையின் இடப் பக்கத்துக்கான “23 மதிபபுகளுக்கு 

$ என்பது 6a-ar Qpumgib ¢1i user (decreasing function) 

மேலும் ge = 0 என்பதால், இடைநிலை *௦2யேயாகும்- 

எனவே, இடைநிலையிலிருந்து கழிக்கப்பட்ட சராசரி 

விலக்கமே ஏனைய எந்த மதிப்பிலிருந்தும் கழிக்கப்பட்ட சராசரி 

விலக்கத்தை விட மிகக் குறைத்ததாகிறது என நிரூபிக்கப் 

பட்டது. 

இதையே ஒரு தொடர் மாறிப்பரவலுக்கும் நிரூபிப்போம். 

ஒரு ராண்டம் : மாறி ன் ஊக அபி அடர்த்திச் 

extucod (Probability density function) 

a<X <bean போது, /(5) என்றால், - 4-லிருந்து 

விலக்கப்பட்ட சராசரி விலக்கம் சீம). (4) என்றால், 

த... 

M. D. (A) = fis — A|. flx)dx rer வரையறுக்கிறோம். 

M. D. (A) ॥ 

A ச் 

fie ~ Al fled + fue — Al. fle)d,. 

ஈ 

= (4 _ஓர(9 4 0 = OFC de we 

M.D.(A) சிறுமத்திற்கான 4-ன் மதிப்பைக் காண 

முயலுவோம். 

மிச்சம் (A) _ 7 

9 A 

aMD (42... 
a A. J sas aia wai we (2) 

என்பது முக்கிய நிபந்தனைகள்.
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தொகைக்குறியினுள் (௩087 1மகதாக! 51); (1) ஐ .4-க்கு 

வகைப்படுத்தினால், ் 

9 

eM et). yee - 70 

A ன் ம் 

| 70% [12174 | 
a 

॥ 

அது லான IJ f(x) dy = 1 | 

A 

௫2 1709-1 

= 2F(A4)—1=0. 

ஒம
்

 

் சீ) 1 கட்த கட 

9௫ [47212] a [2ல் - ] =2 7002௦ 

| 

எனவே [7094௪ ] 09% 55. 
A 

4 இடைநிலையாகும். நிரூபிக்கப்பட்டது. 

இச் சராசரி விலக்கங்களில் *இடைநிலையிலிருந்து சராசரி 

விலக்கமே? சிறந்ததாகக் கருதப்படுகின்றது. ஏனெனில், மற்ற 

இரண்டையும் விட இதுவே குறைந்த வேறுபாட்டுடன் காணப் 

படுகிறது.
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சராசரி விலக்கம்.மாறிகளின் எல்லா மதிப்புகளையும் தழுவி 

வருவதால், இது ஒரு சிறந்த சிதறல் அளவையாகும். சராசரி 

விலக்கத்தைக் கணித முறைப்படி கண்டுபிடிப்பது சிறிது சிரம 

மாக உள்ளது. 

மாதிரி 1. 

2,4,5,8,1॥ எண்களின் சராசரி விலக்கத்தைக் காண்க. 

  

_ 2444548411 30 
கூ.௪. 3 -* 5 — = 4 

(i) கூட்டுச்சராசரியிலிருந்து ௪.வி. “it jxi — Z| 

= |2—6) + 14-6) +15—61 + 18—61+ 1 1I--61 

5 

  

m= |—4)+1—21+1—114+ 1214151 = 44241424 5 

3 5 

௮ 2800 

(மு இடை நிலையிலிருந்து சராசரி. விலக்கம்: 

2,4,5,8,11 எண்களின் இடை நிலை அ 5. 

எனவே இடைநிலையிலிருந்து ச.வி ௮ > |xi—Med | 

௯ )2-514 4-5) 15-51 18-5) 1111-45] 
5 

௪ |-314 10410) 131416] : = 34143+6_ 
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இ.தி.௪.விலக்கம், கூ.௪.வி.யைவிடக்குறைவாக உள்ள 
தைக் காண்கிறோம். 

8-5. #eweowbeanb. (Standard Deviation) 

சராசரியிலிருந்து கழிக்கப்பட்ட வேறுபாடுகளின் வர்க்கத் 

தின் சராசரியை மாறுபாடு (வரகா) என வழங்குகிறோம். 

மாறுபாட்டின் வர்க்கமூலமே திட்டவிலக்கம் (540020. 2941214010) 

என்பதாகும். 

மாறுபாட்டை விலக்கவர்க்கச் சராசரி, பரவற்படி எனவும் 

வழங்கலாம். 

ன் மாறுபாம்டிற்கான வாய்பாடு: 

= a (பந) 
ர் a 

n I
M
s
 

  

என டவ, திட்டவிலக்கம் தி.வி.௬௪7 afi 5 (4-5. 
1 7-1 

திட்டவிலக்கத்தை ர--குறியால் வழங்குவது வழக்கம். 
இதை மூலச்சராசரி வர்க்கவிலக்கம் எனவும் கூறலாம். வழக் 
கத்தில் முழுமைத் தொகுதியின் திட்டவிலக்கத்தை ஏ என்றும், 

மாதிரிக்கூறின் திட்டவிலக்கத்தை 5s என்றும் வரையறுக் 

கிறோம். 

.,அலைவெண் பரவலின் திட்டவிலக்கம் 

Xiy ஜி ட என்ற பமாறிகளின் அலைவெண்கள் முறையே 

ரீடிபடி ர என்றால், இந்தப்பரவலின் திட்டவிலக்கம். 

aa J+ பரி (௩-8) 

இங்கு N = 

8 {| 
wa
e 

fi 

இவ்வலை வெண் பரவலின்.மாறுபாடு



38 கணிதப் புள்ளியியல் 

டட நன் ஆல ஸத் 
2331 பெ 

கீழ்க்கண்ட அட்டவணை மூலம் இதன், மதிப்பைக் கணிக் 

கலாம். 

  

பிரிவுக் | பிரிவு 

    

குறிப் |அலை | ஈ-௭ | (xy ர்டே ஜு 
பெண் | வெண் 

xt ji { 

» 
21 adi , Xy—X (x%,—%)° Sis பேக)” 

ta | fo அக 4 இவ்வர. நறு 

*¥n dn நோஸ் ஜோக் Sh (ஜல்) 

    
— N see TF tee * உ (௨-5).             
    

8-6. திட்டவிலக்கப் பண்புகள் . ் ட 

ன திட்டவிலக்கம்தான் எல்லாச் சிதறல். அளவை களையும் 

விடச் சாலச்சிறந்ததாகும். கு 

(10. ஈ என்பது ஒரு தோராய மதிப்பாயின் , 

1 2 . க ச 
திவி, 5 = ire ரி: என்று கொள்ளவும் 

ட சிதம் ட தன் 

இதேபோன்ற எல்லா திட்டவிலக்கங்களிலும் ச - $ ஆக 
இருக்கும் போதுள்ள திட்டவிலக்கமே குறைந்த பட்சமான மதிப் 
புப் பெற்றது. அதாவது ;கூட்டுச் -சராசரியிலிருந்து கழிக்கப் 

். பட்ட வேறு பாடுகளின் திட்டவிலக்கமே மற்ற எல்லாத்திட்ட 

விலக்கத்தையும் விடச் சிறுமமானது. 

Mig My டட என்ற மாறிகளின் அலைவெண்கள் முறையே 

Fis fase என்று கொள்வோம்; 2௩... ௩ ண்ட
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8) ச முறையே உன் சராசரி திட்டவிலக்கமா கும், -என் பது 
ஒரு தோராய மதிப்பு. 

வாய்பாட்டின் மூலம் 

௪7321 
N. 

t M
s
 

fi (xi— ¥)%, tf= N 

n _ 

உ [4௦-௪4 (இங்கு £-2- 4 ஒரு 
மாறிலி அல்லது' நில்யெண்), 

௩ 

“2816-௮7 42 20/௮] 

நக்க. முரடு நட கேரம்   = Ww 5 7 (2-7 

॥ த
 | = iA g ஐ 3 கூ 2
 V ம்
 

Ne
er
 

அதாவது %-- 2-௩ 0 அதாவது - 4 என்றால் 

ச” ஆகிறது, 

-. அதாவ்து மாற்றி எழுதினால், 2 எனும் போது, st=o* 

ஆகிறது . ்் 

(2, திட்ட விலக்கம் சராசரி விலக்கத்தை : விடக் கூடுத 

லானது. ் ்
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அதாவது தி.வி. 2 ௪: வி. 

எனவேச£2 (௪. வி.” 

(அதாவது) ஒரி (௩-2! 

> [ந241ஈ-௪1 | 

N& fila — x) > SC — zy 

42D [amt lly — FLAS 
isl 

(ZA) (Tut fi) 2 5 மீரி 

+2 2 wafifis [eo w= la Fil 
827 

உவ வ வி) f fi 
ied 

>Swvff +2 5 wy fi 
‘Ad ga 

E(—ayYffi>o 
isd 

Que fi >0, fp >0, (um w)* >0 என்பதால், கடைசி வரி 

உண்மையாகிறது. ஆகவே, மற்ற எல்லா வரிகளும் உண்மை, 

எனவே, திட்ட விலக்கம் சராசரி விலக்கத்தை விடக் கூடுத 

லானது என்பது புலனாகிறது. 

(3) திட்ட விலக்கம் ஆதியினால் (மோஹ) வேறுபடாது; 

ஆனால், அலகினால் (scale) வேறுபடும். 

4, உஎன்பன முறையே :-ன் ஆதியையும் அலகையும் 

குறிக்கட்டும். 
% 

s—_ ல் a 

i= — Tp OG US மாறி.௮அமைப்?பாம்,
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ந கீற 

இதேபோன்று - 44 8. 2 என்றும் அறிவோம். 

ee | 34 + bY a 
n n n 

  

ன் மாறுபாடு, 

o* = Var (X) = E(X — X) 

[Qig E(X — X) என்பது (XY — X)'-8 oMirurtdads 
தக்க அளவு. இதன் விளக்கத்தைப் பிரிவு 5-7-ல் காணலாம்): 

= El (A+mc) —(4 + 20)" 

= E[c(u — ay . 

= oO E(u— சிரா (ய) 

எனவேஃ-ன் தி.வி-௨% டன் தி. வி: 

திட்ட விலக்கத்தின் இந்தப் பண்பை உபயோகித்து ஆதி 
யையும் அலகையும் எடுத்துக் கொண்டு குறுக்கு முறையில் 

உ மாறியின் திட்ட விலக்கத்தைக் கண்டு பிடிக்கலாம். அதற்கு 
முதலில் ஈ மாறியின் திட்ட விலக்கத்தைக் கண்டு பிடித்து அதை 
இடைவெளித் தூரம் யினால் பெருக்கலாம் 

(4) 6 மாதிரிகளை ஒன்று சேர்த்துக் கிடைக்கும் தொகுதியின் 

கூட்டுச் சராசரி திட்ட விலக்கத்தைக் கீழ்காணும் வாய்பாடு 

விளக்குகிறது. 

டி சட் என்பன முறையே / எண்கள் கொண்ட (ஆவது 

மாதிரியின் ௯ட்டுச் சராசரி, திட்ட விலக்கமாகவு * 

கொள்வோம். 

எல்லா ம மாதிரிகளையும் ஐன்று சேர்த்த தொகுதியின் 

கூட்டுச் சராசரி உ) d= %i- %, மொத்த அலைவெண் 
‘ 

N= 5 ப என்றால், 
ர்க
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ஒன்று சேர்த்த திட்ட விலக்கக்தைக் கீழ்க்கண்ட 

வாய்ப்பாட்டின் மூலம் எழுதுவோம். 

k 
No? = nj (a; + சீட்) 

நிகர், 

k 

g* = 2, ni (aj* + d7*) 

= . 

2 70 

1) 712 பருமனுள்ள இரு மாதிரிகளுக்கான சராசரிகள் 
fis ky, திட்ட விலக்கம் சட, ௪; ஆகும்: ஓன்று சேர்த்த 
தொகுதியின் சராசரி 

ட்ட ஜட ரதத 
பழட வெது வடிவ லமவையவமிலலைவைவைவரு, 

my + ny 

இவ்வாறே தொகுதியின் திட்ட tetas வரையறுக் 
கும் சமன் பாடு 

  
| 11-75 

ரி யூ படட தாக 

7 my +n, & (யே 5] 

ர Misc went ny tn, ன 

(mj +m) ote BGS are 2 க 
ge Ty [ர ் 

=> (1 திக 5 ty - ன அ 
எது Jaz! 

my 

= 216i — 2) + (% — 2) 1 
1 

912 . 

2 (க)
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ny . n, 

த தை பனை + ¥ (8 
i] 

ny n2 

+235 0-௫ + 3 ரவு 
த [அ . . diced 

: No no 

+ 4, கே3)” + 22, (4 — %,) (%2 — 2) 

=mo+nd274+0+na, 0,7 +n, d? +0 

i owl, 

ny 

nz 3 

oe, (xj — ¥,) = ny Xq— MN, X2=0 
j= 

(my +m) 0? =m, Cot +d) +m, (on! + 44") 

ஏர? ர (o, + 47) + (e,? + 4,*) 

my + nn 
  

md? +n. 0 
D5 o = 

Qo; ny + mM, 

a ny Ny 

ச 7 (ரா ++ n,)° 

  

  (%, — ¥2)? 

எனவும் நிரூபிக்கலாம். 

- Map ted! = my Ca BY, 45 Ce — 2: - 2, 

. =n, (X17 + #7 — 2%, %) 

+ no x2 + X° — 2% X) 

=n, X72 + nz X2" ala tna), { 
my E, + 1, ¥s 

"டோ My,
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5 x ஓ ௫ (nates) (n, #1 + m2 Ba) 

(n, %, + Ms Xa) 

    

  

  

கட 2 - 
1 கட + 2 e 7) Ln 

_ 11 (n, + mz) X02 + nz (mM) ஐ ¥1 +2 22)" 

(2, + 12) 

ஈடாடிகிட் 41 ny, - 2 My M2 X1 X2 

= (n, + 72) 

Nn, Ny டத 

“ரா 39 

‘ ட் ம்ம் -- அம் 
தவே பூ MUG + No Gy ny, Gy ழே 

௭ ° m + Mm யு my + Ny 

ஈட சட் ர சல ரப 7. _ =.) 

னு n, +7, (n, + ™)* (1 — ¥2) 

ஆதலால் இரு மாதிரிகளின் ஒன்று © சேர்ந்த தொகுப்புக்குக் 

கண்டுபிடித்த திட்டவிலக்கம் 

(ஈட்டி ச். =n, (சட் ட்) + oy (o,°+4,) 

இதே போன்று 4 மாதிரிகளின் ஒன்று சேர்த்த தொகுப் 

புக்கான திட்ட விலக்கத்தையும் எழுதலாம். 

Not =n, (0, +4") + 22 (சலக வர் 16 (02 +4) 

k 
க் 

= 2 n, (a? + d?) z na] 
font 

பாதிரி 2: 

இரு மாதிரிக் கூறுகளுக்கான விவரங்கள் பின் வருமாறு: 

மாதிரி I Il 

பருமன் : ௩ 20 n, = 30 

= 25 x, = 20 / சராசரி: 5, 

மாறுபாடு: ச, =5 of =4
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இக் கூறுகளை ஒன்று சேர்த்து உண்டாக்கும் தொகுப்பின் 
கூட்டுச்சராசரி, திட்டவிலக்கம் ஆகியவற்தைக் கண்டு .பிடி. 

a nm, X, + 1) 3, 

1112 

20 X 25 + 30 X 20 SSS we 22 
50 

dj = Xy — X = 3. d,-=x,-i = — 2. 

ஆகவே (௫2) ச* ௬ ௩ (சட் 4 சீர) 4 டூ (௪2-27) 

500? = 20 (59) 4 30 (4-4) 

= 520. 

“இ lod 
எனவே தேவைப்பட்ட தி.வி, ர..௯ 3, 22 

(5) இயல் .நிலைப்பரவல்களில் [குறிப்பு: இயல் நிலைப்பர 
வலைப் பற்றி பிரிவு 8.4-ல்., காணவும்] 

(19) நூற்றுக்கு 68 பாகங்கள் (சுமாராக), நசுக்கும். 

X + சுக்கும் இடையிலுள்ளன. (சராசரியின் இருபக் 
கங்களிலும் 1] தி.வி இடைவெளி) 

(9) நூற்றுக்கு 95 பாகங்கள் (சுமாராக) &- 2சக்கும் 

2 2ச-க்கும் இடையிலுள்ளன. (சராசரியின் இருபக் 

கங்களிலும் 2 தி.வி. இடைவெளி) 

(0) நூற்றுக்கு 99 பாகங்கள் (சுமாராக) க - 3சக்கும் 

4 3ராக்கும் இடையிலுள்ளன. 

(6) திட்டவிலக்கம், சராசரி விலக்கம், கால்மான விலக்கம் 

இவற்றிற்கான தொடர்பாடு:
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- சமச் சீரான் பரவல்களில் (குறிப்பாக'இயல் நிலைப்பர வலில்) 

திவி. ௪.'வி, கா.வி மூன்றும் கீழ்க் கண்ட சமன்பாட்டின் படி 

தொடர்புடையவையாகக் கருதப்படுகிறது. 

சவி, ஆ ௮ தி.வி. 

> 
or. = 7 . தி.வி. 

அதாவது கா,வி, ௪.வி; தி.வி. மூன்றும் 10: 12: 15 

என்ற விகிதங்களில் உள்ளன: அவை கீழ்க்காணும் சமமின் 

மையில் உள்ளன: ன ர்க ர. 

கா.வி 4.ச.வி. 4 தி-வி. _ 

ப.ஐ 4 ரமி < SD. 

(7) எல்லாச் சிதறல் அளவுகளிலும் திட்டவிலக்கம்தான் 

மிகச் சிறந்தது ஆகும். . மாதிரியிலுள்ள உறுப்பு மதிப்புகள் 

எல்லாவற்றையும் அனுசரித்து . நிர்ணயிக்கப்பட்டுள்ள து- 

மாதிரிகளின் பிழை விலக்க (em psafigyd (Sampling errors) 

உடன் தொடர்புக் கெழுவை : திர்ணயிப்பதிலும் = மாறிதளை த் 

தரப்படுத்துவதிலும் (54௨0870128100) பயன்படுகிறது. இயல் 

நிலை வகாகோட்டுச்சமன் பாட்டில் .திட்ட விலக்கம் ஒரு முழு 

மைத் தொகுபுதிப் பண்பள வையாகப்*பயன்படுகிறது... ..!” 

8-7. எளிய முறையில் திட்ட விலக்கத்தைக் கணக்கிடும் 

வாய்பாடுகள் = +: be. ் ச 

(i) _மூதல் வகை எளிய வாய்பாடு . 

o= JES ux 
a - 

௪ = ன் ஃ (435 — sy . - 

~ lyur+ et dex z i + & ix; X) 

we LS at pst = 28"
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இதை வேறு விதமாகவும் கீழ்க்கண்டவாறு செயல்: 
முறைக்கு உதவும் வகையில் எழுதலாம். ் 

lL iw a a ce 4 ௮௯ 

n=l ( 
ix) 

n 

ot a (225: 
நட்ட... ஜ் 

ot = ௫. ௫3) 
  

(ii) அலைவுப் பரவலின் திட்ட விலக்கத்திற்கான எளிய 
வாய்பாடு நர் 

a = DSi — ¥) 

= 4 Dd Afi (x? +x? =. 2s; x] 

aL உட். NR, 
ஏ கம + “WN 

  

2 Six — 2 

அ
 

சாலம (தத்வ. 
= VE fist — fi 

என எழுதலாம். 

(11) மற்றுமொரு எளிய வாய்பாடு 

at =a நடு
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3-௮ 6௧7 

  

  

ee 
8 8 

  

  

  

ea 
a, = எனருல் 8 = த 

ot = ct eS fi (wat)? N 8 

meh 0:04 07401] 

மாதிரி 8 ; 

ஒரு நகரத்தின் 600 - நடுத்தர வகுப்புக். குடும்பங்களின் 

மாதாந்திர வருமானப் பரவல் கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள து: 

சராசரி வருமானத்தைக் கண்டுபிடித்துக் கால்மான 

சராசரி, திட்ட விலக்கங்க&£க் கணிக்கவும். 

  

  

மாதவருமானம் குடும்பங்களின் 
(ரூபாய்) எண்ணிக்கை f 

— 75 | 69 

75 — 150 167 

150 — 225 207 

225 — 300 | 65 

300 — 375 58 

375 — 450 mg 
450 — 10-       
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(i) கால்மானங்களைக் காணல் 

  

  

        
  

இடைவெளி அலைவெண் திரள் அலைவெண் 

0 டட 69 69 

75 — 150 167 236 

150 — 225 207 443 

225 — 300 65 508 

300,— 375 58 566 

375 — 450 24 590 

450 — 525 10 600 

N 
47% a னைகள் இ Be 

150 — 69 
= 75+ TK x 75 

= 75+ 36.38 = 111.38. 

450 — 443 
= 225 + 65 % 75 

vs 225 + 8.08 = 233.08. 

Q3 = Qi _ 233.08 ன் 111-38 _ 60.85: எனவே கா. வி. 

க.பு.--4
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(1) திட்ட விலக்கம் கண்டு பிடித்தல்: 

  

  

                  
  

x 1 u fu fw 

37.50 69 —2 | —138 276 

112.50 167 —1 | —167 167 

187.50 207 0 0 0 

262.50 6 |. 1 65 65 

337.50 58 2 116 |. . 232 

412.50 24 3 72 216 

487.50 10 4 40.1 160 

மொத்தம் | 600 —~} -12 | W6 | 

ax Bee னன் 187.50 எனக் கொள்க 
75 ன் ் 

37௨ 12 
i=   

3 SoG 0202. : 

444082 187-509 - 0.02% 75 

= 187.50 — 1.50 = 186.00 
  

= i (MS fd? “OF 
3 - ் ee ன க 

த் அரைய ப (டர) 

= 1:8596 (75)?. 

  

8596 ox = 7541 

102.0 
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(ii) சராசரி ஜிஜுக்கம் காணல் 

  

  

  

# ர் yee | [RR] ரிடர்கஃதி. 

37 50 69 | —138.50 | 148-50 10246. 50 
112.50 | 167 | — 73.50] 73.50 12274.50 

187.50 | 207° | 1.50] 1.50 | 31050. 

262.50 65 76.50 | 7650 | - . 4972.50 

337.50 | 58 151.50 | 151.50 8787-00 

412.50 24. 22650 | 22.50 | 5436.00, 

487.50-| 10° 301.50 | 301.50 | .. 301500 

மொத்தம் 600 _ as 45042.00             
  

கூட்டுச் சராசரியிலிருந்து ௪. வி. =-M. D.- from Mean 

| 
ee Fi lei — தீ] 

= ப xX 45042:00 
~ 600 

= 75.07.. 

  

குறுக்கு வழி முறைப்படி இச்சராசரி விலக்கத்தைக் கீழ்க் 

கண்ட வாய்பாட்டின் மூலம் கண்டு பிடிக்கலாம். 

௪. of. = diss [xi — Al +(x — 4) (% — Na)] 

இங்கு A = 187,50 No = Qs பிரிவு இடை வெளியில் 

5 013-41௯ 587 x 75 திரள் அலைவெண் 

N = 443 

Na = VN — Ns 

= 600 — 443 = 157.
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எனவே ச. வி. [598 X 75 — (1.5) (443 — 157)] 
600 

44421 
கட்த ர 74.04 

பயிற்சி 

(ப ஓர் அலைவெண் பரவலின் சிதறல்களை விளக்கும் பல 
முறைகளை விளக்கவும். ௮ச் சிதறல் முறைகள் ஒவ்வொன்றை 
யும் ஒப்பிட்டு விவரிக்கவும் 

(2) ஒரு பரவல் கீழே தரப்பட்டுள்ளது. அதற்கான ஒகைவ் 

வளைகோட்டை வரைந்து அதன் மூலமாக இடை நிலை, முதல், 
மூன்றாம் கால்மானங்களைக் காணவும். கணித முறைப்படி இம் 

மூன்றையும் கணித்து அவற்றுடன் ஒப்பிடுக. 

  

  

    

கிடைத்த மாணவர்கள் 
மதிப்பெண்கள் எண்ணிக்கை 

0-- 19 33 

li — 20 108 

21 — 30 221. 

31-- 40 432 

41 — 50 526 

51 — 60 495 

61 — 70 322 

71- 80 183 

81 — 90 53 

91 — 100 7 

மொத்தம் 2350     
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(3) கீழ்க்காணும் பரவலுக்கு (1) திட்ட விலக்கம் (14) சரா 
சரி விலக்கம் (1) கால்மான விலக்கம் மூன்றையும் கணக் 

கிடவும், 
  

  

  
  

உயரங்கள் பையன்களின் 
அங்குலத்தில் எண்ணிக்கை 

56 — 58 1 

58 — 50 18 

60 — 62 50 

62 — 64 142 

64 — 66 219 

66 — 68 134 

68 — 70 28 

70 — 72 a 

72 74 1 

மொத்தம் 600       

(4) ஒரு பரவல் 200, 250, 300 அலைவெண்ககக் கொண்ட 

3 தொகுதிகளைக் கொண்டது. அத் தொகுதிகளின் கூட்டுச் 

சராசரிகள் முறையே 25; 10, 15, திட்ட விலக்கங்கள் முறையே 

3, 4, 5 என்ருல் அத் தொகுதிகளை ஒன்று சேர்த்த பரவலின் 

கூட்டுச் சராசரி 16 எனவும், திட்ட விலக்கம் 7.2 (தோராய 

மாக) எனவும் திரூபித்துக் காட்டு. 

(5) ஈ௩இயற்கை எண்களுக்கான சராசரி, மாறுபாடு இவற் 

றைக் கணிக்கவும். 

(6) &, 7 இரண்டு சார்பற்ற மாறிகளானால், ச, ௪2” 

முறையே இவற்றின் மாறுபாடுகள் என்றால், 4-2) &- 3 

இவற்றின் திட்ட விலக்கங்களைக் கண்டுபிடி. 

(௪) Q@@ ate afGss (Arithmetic progression) a, a + d, 

At 2Adyuca + 2ம் என்றால், இதற்கான கூட்டுச் சராசரியி 

லிருந்து கழிக்கப்பட்ட சராசரி விலக்கம், திட்ட விலக்கம் இரண் 

டையும் கண்டு பிடித்துப் பின்னது முன்னைவிட அதிகமாக 

உள்ளது என்று நிரூயிக்கவும்.



4. சமச்ரின்மை, தட்டையளவு, 

இருப்புத் திறன்கள் 
(Skewness, Kurtosis, Moments) 

சமச் சீரின்மை, தட்டையளவுகளை விவரிக்கும் முன்னர், 

திருப்புத்திறன் ககாப் பற்றி முதலில் ஆராய்வோம். 

4-1, திருப்புத் திறன்கள் (,40006118) 

உமாறியின் 1 மதிப்புகள் 2), ;, ... 6. என்பன பிரிவு இடை 

வெளிகளின் நடு மதிப்புகளைக் குறிக்கட்டும். ட, , ...ீீ என்பன 

முறையே அவற்றின் Seer ஆகும். 

- ஆதியை (ரஜ மூலமாகக் கொண்டு - கணிக்கப்பிடும் 

முதல் திருப்புத்திறனை, ௩ 5 

உல 

yd ரிக ல 
774, 

  

3 fi 

என்று வரையறுக்கிறோம். 

.. இதே போன்று *௨2 என்ற தோராய. மதிப்பை [மூலமாகக் 

கொண்டு கணிக்கப்படும் முதல் திருப்புத்திறனை , 

கரிய whi fi (xi ன a) 

என எழுதலாம்,
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இதே போல் பூச்சியத்தைச் சுற்றிய ஆவது திருப்புத்திறன் 

ஹு புலா f= WE Si xi 

*20ஐச் சுற்றிய “ஆவது திருப்புத்திறன் 

ல ம் Sf (x; = 2) எனப்ப்டும். 

இங்கு /4,' என்பது ஆவது மையமற்ற திருப்புத்திறன் எனக் 
கூறப்படுகிறது. ் ் 

மையமுள்ள திருப்புத்திறன்கசா இதைப் போலவே வரை 

-யறுத்து எழுதலாம். 

அதாவது 5 கூட்டுச் சராசரியைச் சுற்றிய [ஆவது திருப்புத் 

8 ] _ . 
திறன் ம, W 27 (ப - 3/7 எனப்படுகிறது; 

இந்த ஆவது மைய திருப்புத்திறனில் 7-0, 1,2, ... 
என்று சமனிட்டால் .£,, 4), 8... போன்றவற்றின் சமன் 

பாட்டைப் பெறலாம். a 

r= 0 சூ ஒகர 2° 
1 N 

1 (எப்போதும்), 

ள்
 ॥ 

2 By = 0 (எப்போதும்). 

3 (oe Ha = தப்த? ப
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== Var(x) = உன் மாறுபாடு 

Hz = ஏர 

  

மையமற்ற திருப்புத்திறன் , 

BY = ப் 5/7 என்றால், - 

ra0, HALE fine 

ம - 1 (எப்போதும்). 

r=. B,' a rE Si xi = கச 

சச உ (எப்போதும்). 

r= 2. Bl = ae S fis? ; 

இப்போது /4,ஐக் கவனிப்போம்: 

By = 3 ESi Ger — 3 

oT ee 

N 

= H! — (#,')? 

நல டட மறு 

மையத் திருப்புத்திறன்களை மையமற்ற திருப்புத்திறன் 
களின் வாயிலாகப் பெறுதல் 

(af), i21,2..n என்பன் ஓர் அலைவுப் பரவலைக் 

குறிக்கட்டும். 

ட் ௩, என்பன முறையே மாதிரிப் பரவலின் மொத்த 
அலைவெண்கள் , எதேச்சை மூலம் (கர்ம வர origin) erref
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ஆகியவற்றைக் குறிக்கட்டும். ஈருறுப்புத் தேற்றத்தைப் பயன் 
படுத்தி மேற்கூறியவற்றுக்கான சமன்பாட்டை ஆராயலாம்; 

2 ஆ 27 (6-- ஐ (எதேச்சை மூல திருப்புத்திறன்) 

By = வ் 5 - நா என்றும் நாம் அமிலம். 

இப்போது /4,ஐக் கவனிப்போம். 

| ஏய
 

ந
 Se
 

P
o
:
 

சர
ி 

2 | a
 

N
e
e
 | 

o
N
 

Si
 | a n

a
d
 

toe
s 

i [€i — dl" (இங்கு - a எ 6 Fma=d 
1 ப

 
| 

84
5 

ம் 

= Hy agi.) 

= Hpi) = + (leone 
_(\erte tte 

* டன “நிகர சாடி படுக 

8௪ -(]கஷிய/கா உடுசந்கக 
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bea Date 9 8] 
“தி ப] சச ப) ௪௪4 

EE De) anna nee 
[: deser பணிக்] 

லோ ரு ph () உத் உ இவர ப Be ‘rag 

~ (5) Cal)? பிட்டர் வடக் (பழம் ர Ca). (n'y) 

ளு (19. மும். 

vdsi-as ySAGi- 4) = | 

rT 
TOT EA, pr = pe — ( 

் 1 
) tt! ra By 41” | 5) Ars (மப 

எ (;) நட (டி cb வ 4 (ராம. 1) (ழு 

என்று புலனாகிறது. 

**இச் சமன் பாட்டில் ௪ 1, 2, 3, 4 என்ற மதிப்புகளை இட் 
டால். ரர) டு, டட்ன் மதிப்புகள் அறியலாம், 

இத தர og. rhs ட 
“he SH, டு | ட மடார் (7 ] ந (ns)? 

a: ( த] கணக் (ய்
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ச் (சுழி த 1), 

ர] பூக் mitten (இங்கு ஷப) 

- நட ei = 0. 

r= 2,92 = ber ் ] eye eat (3 es ச 

= fi, — 2 (PY +1. (HY). 

எனவே fy = f'y — (F'1)* 

சவ Poa p's — (| wy டட (5) 2௮ 

த் 
—( ர ) 1 (சட 

= 3 Be ௮3 (மடய (மழ, 
Hy = My — 3M 242207, 

+4, By eh (2-௯ tt ( ) 224 

4 t ys 4 ரீ 734 

7 (4180) a ( a =— 
= Ma. Hs BY + 6B BAY 

AHS) + 1 CHD 

Hid Hy 6 Bly HE 3 ப“. 
  

“எனவே முதல் நான்கு மையத் திருப்புத் திறன்களுக்கான 

சமன்பாடுகள் மையமற்ற திருப்புத் திறன்களின் வணிகயகி 

கிடைக்கின்றன, அவையாவன 2 ப 

| டம. 
2, me eg 

3. wa = Selah + n'y" 

4 gy it oh ewe tO ee பட 3 (ய.
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இதே போல மையமற்ற திருப்புத்திறன் களையும் மையத் 

திருப்புத்திறன்களின் மூலம் எழுதலாம். 

ம, வழு ப மலா 

= + fills) + (2-9 

1 ள் 
51௨ 4௪ 

(இங்கு 4 --31--% 
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டு 0 என நாம் அறிவோம். 

71௬ 2,3,4, என சமனிட்டால் 

Hy = By + (FP)? | 

Me= PX 3B, BY, + (P's)? (4.3.4) 

B= FB, +4 Ps. (F'1) + 6 Be (F'.)* + (P's). f 

திருப்புத்திறனண்களில் , ஆதி, அலகு (017210, 80216) பாற் 

றத்தால் ஏற்படும் விளைவு 

% மாறியிலிருந்து ம மாறியைக் கீழ்க்கண்டவாறு எடுத்துக் 
கொள்வோம். இ 

ம வை ௫ 
ua [இங்கு ச - எதேச்ஸ்ச் மூலம் அல்லது ஆதி.   

h = HONG: | 

உ இக ந் (ம) 

உ-ன் ஆவது மையமற்ற திருப்புத்திறன் 

தடு நரம ௮ 

- 310 அடி = he 52S fis 

௬ தாமன் ஆவது மையமற்ற திருப்புத்திறன். 

எனவே, 4,000. (ம. 

கன் ஆவது மையத் திருப்புத்திறன் 

9 ர்வு 

2 ம மலர
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௪. நிர மறு 
=A X unc ஆவது மையத் திருப்புத், திறன். 

தும. மழு. 
eave = Xs | 

p= ay oro Ge 
கபடு. 

$ அடப். ஆகும். 
a. 

துதாவது 4--மாறியின் பரவல் 0 சராசரியும் 1. திட்டவிலக்க 

மும் கொண்ட ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட கல் தாக 

இருக்கும்: 
உமாறியை ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட மாறி என வழங்கலாம் 

4.2. ஷெப்பர்டின் திருத்தங்கள் (Sheppard’s Corrections) 

ஒரு தொகுக்கப்பட்ட அலைவெண் பர வலில் , அலைவெண்கள் 

பிரிவு இடைவெளியின் மையப் புள்ளிகளில் குவிந்து இருப்பதாக 

ஏற்றுக் கொண்டோம். இது ஒரு கலன் யூகமே. 

(பி அலைவெண்பரவல் கொடர்ச்சியாக இருக்கும்போதும். 

(3) அலைவெண்கள் இருபக்கங்களிலும் ow 'தோக்கிச்சரி 

செய்யும்போதும், சில திருப்புத்திறன் களுக்குத் திருத்தங்கள் 

ஷெப்பர்டு என் பவர் நிரூபித்துள்ளார்: 

பு (திருத்தப்பட்டது) - 51. 

8, (திருத்தப்பட்டது) - மூ - 

Bs (திருத்தப
்பட்டது) 

ல (ம, 

ம, (திருத்தப்பட்டது) 
= 4, - அதன்

 ட 

240... 

இங்கு 4 என்பது பிரிவு இடை வெளித்: காரத்தைக் குறிக் 
கிறது. 

வலப் பக்கத்திலுள்ள திருப்புத்திறன்கள் தொகுக்கப்பட்ட 

அலைவெண் பரவலிலிருந்து கலளிக்கப்பட்ட திருப்புத்திறன்களைக் 
குறிக்கின்றன .
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தொகுக்கப்பட்ட விபரங்கள் தொடர்ச்சி _மாறியைக் குறிப் 

பதாகவும், பரவல் அமைப்பு சமச்சீரா கவும் ஒரு மூகடைப் ‘Cupp 

தாகவும் இருக்கும் சமயங்களில்தான் ஷெப்பர்டின் திருத்தங்கள் 

மேற்கொள்ளப்படவேண்டும். 

மாதிரி 1; 

கீழ்க்கண்ட அலைவெண் பரவலுக்கு முதல், pres Sous 

திறன்களாக் கணிக்கவும்.” 

ஷெப்பர்டின் திருத்தங்களின் மூலம் திரக்தம்பட்ட திருப்புத் 

  

  

      
  

  

  

  
    

திறன்களைக்காண்க. 

உயரம் மாணவர்களின் 
அங்குலத்தில் எண்ணிக்கை 

61 ௨ ss ce 

64 18: - 

67 ae. 

Dp 21 
73 8 

மொத்தம் 100 

தீர்வு ் 

3 . ப 6 . fi . fas | fi’ | fut 

61 —2 5 —10 |= 20 —40 80 

64 —1 18 —18 18 —18 18 

67 0 42 0 0 0 0 

70 1 y 27, _ 27 |. 2h; 27 27 

ட அது 2 8 16 32 64 | 128 

மொத்। _ |N=Sfi | ஏ 33 (255 
தம் = 100                 
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Boat Lf! _g). ( —— 

எனவே HF, =0 

Be = சி; (ழ் 

= 8.73 — (0.45)* 

= 8.5275. 

Bs = த; 3, மட 42 (3 

= 8.91 —3 (8-73) (0.45) + 2 (9-45)° 

= —2. 6932. 

௮ — 4p's o's + 6 o's Co'1)*® — 3 (u's) 

= 204.93 — 4 (8-91) (0.45) 

+ 6 (8.73) (0.45)? — 3 (0.45)‘ 

= 199.3759. 

- oe த் 
(ம் திருத்தப்பட்ட #, =f, — = 

3? 

= 8.5275 — ட் 

77775.
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hi 7 
ze + a0 ச் திருத்தப்பட்ட ஐ, - ம, - ம 

= 199.3759 — 3 (8.5275) 

7 4 

+O) 

= 163- 3646. 

8, 8; இவற்றுக்குத் திருத்தங்கள் தே தேவை இல்லை. 

4-8, சமச்சீரின்மை (கோட்டம்) (28௭௩53) 

... சமச்சீராக அமையாத “அலைவுப் பரவலின் போக்கை, 

“சமச்சீரின்மை? அல்லது “கோட்டம்” என வழங்குகின்றோம் 
ஒரே சீரான பரவலில் கூட்டுச் சராசரி, இடைநிலை, முகடு 

மூன்றும் ஒன்றும் சேருகின்றன. ஆனால், கோட்டமுள்ள பரவ 

லின் வளைகோட்டின் உச்சிப்புள்ளியின் வழியாக வரையும் நிலை 

கோட்டுக்கு இரு புறங்களிலும் ஒரே சீரான பர வலைப் பெற்றிருக் 

காது. ஆகவே, பாதை சீரற்ற தன்மையில் இருக்கும்போது 

கூட்டுச் சராசரியும் இடைநிலையும் முகடிலிருந்து வேறுபட்டி 
ருக்கும், 

ஓர் அலைவுப் பரவலின் கூட்டிடையும் (கூட்டுச்சராசரியும் 

முகடும் ஒரே அளவாக இருந்தால், கோட்டம் பூச்சியம் என்றும், 
alge: முகடை விட. அதிகமாக இருந்தால் அப்பரவலை 

‘Cot Gartudugaad? (Positively Skewed Distribution) 
என்றும், குறைவாக இருப்பின் *மாறு கோட்டப்பரவல்? 
(Negatively Skewed Disisibutiog) என்றும் கூறுகின்றோம். 

சளைட்டத்தின் தோ ராய வரல்யத்: 

 கேர்ட்டம் - (கூட்டிடை - முகடு) 

ss 3 [spat — இடை தில) 

பியர்சனின் கோ ட்டக்கெழு வாணி s Coefficient of Skewness) 

கூட்டிடை - முகடு 
பி. கோ. கெழு = திட்ட amas. 

பி. கோ. கெழு > 0 என்றால், பரவல் நேர்கோட்டம் 

படைத்தது எனவும், 

க,பு.--5
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பிகோ. கெழு 40 என்றால், பரவல் மாறுகோட்டம் 

படைத்தது எனவும், 

பி.கோ. கெழு -0 , என்றால், பரவல் ஒரே சீரான தென 

ay Darr AGC Gb. 

திட்டவிலக்கம் தெரியாத நிலையில், கால்மான விலக் 
கத்தைப் பயன்படுத்திக் ௦ கோட்டக் கெழுவின் அளவை அறிய 

லாம். 

0, 48, 0, என்பன முறையே முதல் கால்மானம், இடை 

வெளி, மூன்றாம் கால் மானத்தைக் குறித்தால், கால்மானக் 
கோட்டக் Dag (Quartile Coefficient of Skewness) 

(Q3 — M) — (M — Q1) 
(Q3— M) + (M — Q,) 

«© Q3+Q,—2M 

கா. கோ. கெழு - 

03- 0; 

_ 83 “20. 

23- பே 

் (இங்கு 48 - 0, என அறிக, 

இதில் 0-4 0,-20,,5 0 ஆயின், நேர்கோட்டப் பரவல் 

>> <0 Quer, மாறுகோட்டப் பரவல் 

o>) = 0 Gor, ens Pore பரவல் 

என வழங்குகின்றோம். 

மற்றொரு முக்கியமான கோட்டக்கெழு இரண்டாம், மூன்றாம் 
மையத் திருப்புத்திறன்களைப் பயன்படுத்தி வரையறுக்கப் 

பட்டது. 

மடி என்பன முறையே இரண்டாம், மூன்றாம் மையக் 

திருப்புத்திறன்கள் என்றால், 

2 

B: = 3 எனவும், 
Ba 
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ஏட ௪ 4. 4, எனவும் வரையறுப்போம். 

் பர்த் 

, ஆகவேரு[- 4 3 ஒரு கோட்டக் கெழுவாகும். 

Ande (iti) தட்டையளவு (லோகு) 

ஓர் இயல்நிலைப் பரவலுடன் ஒப்பிடப்படும் மற்றதொரு 

பரவலின் உச்சியின் அளவையே (6௨6005), தட்டையளவு 

(Kurtosis) எனக் கூறுகிறோம்: 

ஓர் அலைவெண் பரவல் சமச் சீராக இருப்பினும், இயல் 

நிலைப் பரவலைக் காட்டிலும் குறைவான அல்லது மிகையான 

தட்டையுடையதாகவோ இருக்கலாம்: இந்தத் தட்டை 

யளவை ஜீ; என்ற மதிப்பின் மூலம் குறிக்கலாம். இங்கு 

8, ம, என்பன முறையே இரண்டாம், நான்காம் மையத் 

திருப்புத்திறன் கள் என்றால், 

து 
Bs டட LB? 

y= 8B, — 3 என வரையறுக்கப்படுகிறது. 

இங்கு 4, தட்டையளவை நிர்ணயிக்கிறது. 

ஒரு பரவலில் 54; -வை ₹தட்டையளவின் மிகுதி”? (Excess 

‘of போரம்) அல்லது ‘HGS? (excess) என்று வழங்கு 

கின்றோம். 

6 A = BuwGt atrtarg 
8 - குரைத்தட்டை வகாசகாத 
C - மீதுதித்தட்டை வகாசகார 

      

      

தட்டையளவு 

படம் 4. 

45 40 என்றால், பரவலின் வளைகோட்டைக் *குறைத் 

தட்டை வளைகோடு? (81ஷஹூ - வேம் மோர5) என்றும், ௮2 0 

என்றால் ₹மிகுதித் தட்டை வளைகோடு? (0௯4௦ லாா1௦ curve) 

என்றும், 3, - 0 என்றால் *இயல்நிலை வள கோடு? (Norma} 

curve) என்றும் கூறுகிறோம்.
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பயிற்சி 

(1) ஒரு கணிதத் தேர்வில் மாணவர்கள் பெற்ற மதிப் 
பெண்களின் கீழ்க்கண்ட பரவலுக்குக் கோட்டம், தட்டையளவு 
கள் எல்லாவற்றையும் (தெரிந்த வாய்பாடுகளுக்கு) 

கணிக்கவும். ‘ 

அதாவது (1) பியர்சன் கோட்டக் கெழு 

(ய் கால்மான கோட்டக் கெழு 

ய திருப்புத்திறன்களை ஓட்டிய கோட்டக் கெழு 

0). gs 59 ef தட்டையளவு 

ஆகியவற்றைக் கண்டு பிடிக்கவும். 

  

  

  

மதிப்பெண்கள் மாணவர்களின் 
| (கணிதம்) எண்ணிக்கை 

படட 9 4 ° 

w—-i9 | 6 
‘2-2 13 of 

30 — 39 26 | 

40-49 | 20 

"50. 59 14 

60 — 69 8 
70 — 79 5 

80 — 89 3 

90 — 99 1 | 

சமாத்தம் 100       
  

(2) 4, 8 இரு தொகுதிகளுக்கான புள்ளியியல் கில் 

யெண்கள் அடுத்தப் பக்கத்தில் தரப்பட்டுள்ளன.



சம்ச்சீரின்மை,. தட்டையளவு, திருப்புத்திறன் கள் 69 

A B 

இஸட நிலை = 19.64 24.46 

கீழ்க் கால்மானம் ... 13.46 15-64 

மல் கால்மானம் .... 25.94 37.76 

4, 8ீ இவற்றுக்கான சிதறல், கோட்ட மதிப்புகளைப் பற்றி 

ஆராய்க. 

(3) ஓர் அலைவெண் பரவலில் கோட்டம், தட்டையளவு 

பற்றி ஒரு சிறு குறிப்பு எழுதுக. அவை இரண்டும் எவ்வாறு 
அளவிடப்படுகின் றன? 

(4) மையமற்ற திருப்புத்திறன்களைாப் கொண்டு 7 ஆவது 

மையமுள்ள திருப்புத்திறனக் கணும் சூத்திரத்தை 
நிரூபிக்கவும்: ் 

(5) ஒரு மாறியின் பரவலில், 2 என்ற மதிப்பைச் சுற்றிய 

முதல் மூன்று திருப்புத்திறன்கள் முறையே 1, 16, - 40 என்றால். 

அம்மாறியின் சராசரி 3, மாறுபாடு 15, Py = -. 86 என்று 

நிரூபணம் செய்க. 

x = 0ஜச் சுற்றியுள்ள முதல் மூன்று திருப்புத்திறன்களும் 
முறைடய 3, 24, 76 எனக் காண்பிக்கவும். 

(6) ஒரு மாறியின் பரவலில், 3ஜஐச் சுற்றியுள்ள முதல் 

நான்கு திருப்புத்திறன்கள் முறையே 0.68, 2.64, 454, 15:74 

என்றால், அம்மாறியின் சராசரி, மாறுபாடு, மூன்றாம், நான்காம் 

மையத் திருப்புத்திறன்களைக் காண்க. 

(19 25 உயரங்களுக்கான ஒரு பரவலின் மூலம், 

சராசரி - 54.23: 

திட்ட விலக்கம் = 2.79" 

Bi = 0.54 

Bs = 3.16 

என்று அறிகிறோம். இப்பரவலைச் சரி பார்க்கும்போது, 63-9", 

48.81! என்ற மதிப்புகள் தவறென்றும் முறையே 50.4'', 62.3" 

ஆக இருத்தல் வேண்டும் என்று தெரிய வருகிறது. தவற்றை 

நீக்கிச் சரி செய்து பிறகு சரியான சராசரி, திட்ட விலக்கம், 

பீ. மதிப்புகண்க் கண்டு பிடித்து எழுது. 

(8) ஒரு தொடர் மாறிப் பரவலில், மாறி (0, 2) வீச்சில் 

இருந்து, அதன் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் (proba 

அ 
4 bility density function) f(*) = என்றால்,
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அப்பரவலின் (1) சராசரி -1 

(1) மாறுபாடு- $ 

கொண்ட சமச் சீரான பரவல் என்று கண்டு பிடுக்கவும். 

உ ௯ 0ஜச் சுற்றிய 2ஆவது, மூன்றாவது திருப்புத்திறன்கள் 
முறையே $, 3 என்று நிரூபித்து 78, - 0 எனவும் காண்கவும். 

(9) 0,1,2, 3... ௩ எனும் மதிப்புகள். முறையே எஈருறுப்புக் 

74 

கெழுக்கான 1, 1, ( (3): 1, 1 என்ற அ௮லைவெண்களைச் 

சார்ந்திருந்தால், அப்பரவலின் சராசரி ம் எனவும், ௩ - 0ஜக் 

கொண்ட 2ஆவதுதிருப்புத்திறன் உட எனவும், மாறுபாடு 

ஃ ஈ எனவும் காண்கவும். 

(10) பொதுவான முறையில் ட, 2 | என்று நிரூபி. மேலும். 

கீழ்க்கண்ட அலைவெண் பரவலுக்கு $,, 8, மதிப்ுக்களைக் 
கண்டுபிடி- 

  

  

  

கூலிகள் தொழிலாளர்கள் 
(Wages) எண்ணிக்கை 

. < 30 65 

30 — 40 153 

40 — 50 192 

50-- 60 | 97 
60 — 70 62 

70— 80 : 25 

> 80 6 

Kear death 600     
   



59. ஊக அளவும் 

ராண்டம் மாறிகளின் பரவல்களும் 
(Probability and Distribution of Random Variables) 

5-1. ஊக அளவு அல்லது நிகழ்தகவு 

வாய்ப்பின் பயன்களைப் பற்றி வலியுறுத்தும் ஊக அளவுக் 
கொள்கையானது பயன் முறைக் கணிதத்தின் ஒரு கிளை 
யாகும். இந்த ஊக அளவுக் கருத்தானது சுமார் 1660ஆம் 

வருடத்திலேயே முதலில் வாய்ப்பின் விளையாட்டுகளை மேற் 

கொண்டு புகுத்தப்பட்டது. பாஸ்கல், ஃபெர்மட், ஜேம்ஸ் 
பெர்னெளலி முதலானோர் இக்கொள்கையை மேலும் வளர்ச்சி 
யுறச் செய்தார்கள். சரி சம வாய்ப்பின் நிபந்தனையை 

பெர்னெளலி விளக்கினார். கணக்கியல் ஊக அளவினை முதலில் 
பெர்னெளலி விளக்கினார். பின்னர் லாப்லேஸ் மற்றும் பல 

புள்ளியியல் நிபுணர்கள் இவ் விளக்கத்தைப் பின்பற்றினர் 

புள்ளியியல் கொள்கை முழுக்க முழுக்க ஊக அளவுக் கொள் 

கையையே சார்ந்தது ஆகும். ஆதலின் , ஊக அளவைப் பற்றி 

விளக்கமாக இங்கு ஆராய்வோம். 

நிறைய விசாரணைகள் திரும்பத் திரும்பச் செய்யப்பட்டு 

தான் முடிவெடுக்கப்படுகின் றன. எடுத்துக்காட்டாக மருத்து 

வச் சோதனைகளில், ஒரு மருந்தின் சக்தி (வேகம்)யைப்பற்றி 

அறிய முற்படுகிறோம். அதே போல ஒரு பொருளாதார நிபுணர் 

குறிப்பிட்ட மூன்று பொருள்களின் விலைகளை வேறுபட்ட காலங் 

களில் நிர்ணயிக்க முற்படுகின்றூர். அல்லது விவசாய 

நிபுணர் ஒருவர் ஒரு பருப்பு தானியத்திற்கு எந்தவிதமான 

இரசாயன உரம் பலன்தரும் என்று தீர்மானிக்க விரும்புகிறார். 

ஆகவே, ஓர் ஆய்வாளர் செய்திகக£த் திரட்டுவதற்கு
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எப்போதும் சோதனையில் ஈடுபடுகிறார். ஒவ்வொரு சோதனை 

யிலும் ஒரு நிகழ்ச்சி ஏற்படுகிறது. சில நிபந்தனையின் கீழ் 

நடத்தப்படும் சோதனையின் மூலம் அடையும் ஒரு தீர்மான 

முடிவையே நிகழ்ச்சி என்போம், 

ஊக அளவை விளக்கு முன்னர் சில குறிப்பிட்ட நிகழ்ச்சி 

களை இங்கு விளக்குவோம் 

த-1-1. சரி சம வாய்ப்புள்ள நிகழ்ச்சிகள் (Equally 

likely events) , 

இரண்டு எதிர்பாராத நிலையிலுள்ள நிகழ்ச்சிகள் ஒவ் 

வொன்றும் தனித்தனியே நிகழ்வதற்குரிய வாய்ப்பு சரிசமமாக 

இருக்குமாயின் , அந்நிகழ்ச்சிகளைச் *சரி சம வாய்ப்புள்ள நிகழ்ச் 

சிகள்? என்கிறோம். எடுத்துக்காட்டாக ஒரே சீரான |, 23, 

4, 5, 6 இலக்கமிட்ட 6 பக்கங்களுடைய ஒரு பகடையை 

உருட்டும் போது, ஏதாவது ஒரு பக்கம் மேல் வரக்கூடும். 

எப்பக்கம் வேண்டுமானாலும் வரலாமாயின், அந்த நிகழ்ச்சி 

களும் சரி சம வாய்ப்புள்ள நிகழ்ச்சிகளாகும். 

§-1-2. ஒன்றையொன்று விலக்கும் நிகழ்ச்சிகள் 

(Mutually exhaustive events) 

இரு நிகழ்ச்சிகளில் ஏதாவது ஐன்று நிகழும் போது மற்ற 

நிகழ்ச்சி ஏற்படாதவாறு தடைப்படுமேயானால், அவ்விரு 

நிகழ்ச்சிகளாயும் ஒன்றையொன்று விலக்கும் தன்மை பொருந் 

திய நிகழ்ச்சிகள் எனக் கூறலாம். ்் 

எடுத்துக்காட்டாக ஒரு காசைச் சுண்டி தலை விழுந்தால், 

பூ விழாது. பூ விழுந்தால் தலை விழாது. ஆகவே, தலை விழு 
வதோ, பூ விழுவதோ ஜன்றைகயொன்று விலக்கும் ‘Babes 
களாகும், 

5-8-0. பூரணமான நிகழ்ச்சிகள் (படிம events) 

நிகழ்ச்சிகள் ய।வற்றையும் பூரணமாகக் கவனிக்கப்படு 

கையில் , அவற்றில் ஏதாவது ஒன்று நிச்சயமாக நிகழுமானால், 

அந்த நிகழ்ச்சிகளைப் “மரணமான நிகழ்ச்சிகள்? என 

வழங்கலாம். , : 
% ம விடுக : 

எடுத்துக்காட்டாக ஒரு காசைச் சுண்டினால் இரு நிகழ்ச்சி 

கள்தாம் ஏற்படும், (1) தலை விழுவது, (2) பூ விழுவது.
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இவை இரண்டில் ஏதாவது ஒன்று நிச்சயமாக நடக்கும் . 

ஆகவே, இவ்விரு நிகழ்ச்சிகளையும் “பூரணமான நிகழ்ச்சிகள்” 

st or AGB apd. 

5-1-4. கூட்டு நிகழ்ச்சிகள் 

இரண்டு Pape rneys ஒருமிக்க (ஒரே சமயத்தில்) நடத் 
தால் அவற்றைக் *கூட்டு நிகழ்ச்சிகள்? sr it AG Gib. 

எருத்துக்காட்டாக இரு பகடைகளை உருட்டுவோம். 1, 2, 
3, 4, 5,6 என்று பக்கங்களுக்கு எண்களிட்டோமானால், இரு 
பகடைகள்்யும் . உருட்டும் போது முதல் பகடையில், ஆறு 
எண்களில் ஏதாவது ஓர் எண்ணும், அதே சமயத்தில் இரண் 
டாம் பகடையிலும் ஆறு எண்களில் ஏதாவது ஓர் எண்ணும் 
வெளிப்படும், இந்நிகழ்ச்சி “கூட்டு நிகழ்ர்சி? எனப் பெயர், 
பெறும் கூட்டு நிகழ்ச்சிகள் இரு வகைப்படும். அவை: (1) சார் 

பிலா நிகழ்ச்சிகள் , (11) பப வனை நிகழ்ச்சிகள் எனபதும், 

57-85. (0) சார்பிலா நிகழ்ச்சிகள் (Independent venta - 

நிகழ்ச்சிகளில் ஒரு நிகழ்ச்சி ஏற்படுவது; மற்ற iagesen 

ஒவ்வொன்றும் ஏற்படுவதைப் பாதிக்காமலிருக்குமானால், 

நிகழ்ச்சிகள் அனைத்தும் *சார்பிலா நிகழ்ச்சிகள்? எனக் 

கருதப்படும். ன 

எடுத்துக்காட்டாக இரு பகடைகளை் ஒரே சமயத்தில் உருட் 

டினால் முதல் பகடையில் எந்த எண் விழுந்தாலும் இரண்டாம் 

பகடையில் விழும் எண்ணைப் பாதிக்காது. ஆகவே, இவ்விரு 

நிகழ்ச்சிகளும் சார்பிலா நிகழ்ச்சிகளாகும். 

5-1-6. (ii) ertysrw Pabés sar (Dependent Events) 

மேலே கூறிய நிகழ்ச்சிகள் ஒன்றையொன்று பாதிக்கு 

மானால், அவை சார்புடைய நிகழ்ச்சிகளாகும். 

எடுத்துக்காட்டாக ஒரு பையில் 5 சிவப்புப் பந்துகளும், 

3 கறுப்புப் பந்துகளும் உள்ளன. இரு பந்துகள் தனித்தனியே 

பையிலிருந்து எடுக்கப்படுகின்றன. முதல் பந்து எடுக்கப்பட்ட 

வுடன், பையில் திரும்ப வைக்கப்படாமல் இருந்தால் இரண் 

டாம் பந்தின் நிகழ்ச்சி முதல் பந்தின் நிகழ்ச்சியைப் 

பொறுத்தே அமையும். ஆகவே, இவ்விரு . நிகழ்ச்சிகளும் 

சரணடைய நிகழ்ச்சிகள்? ஆகும். 

மேலே, குறிக்கப்பட்ட நிகழ்ச்சிகளின் விளக்கங்கள் ஊசு 

அள வைப்பற்றி நன்கு அறிந்து கொள்ள உதவுகின்றன .' ்
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5-2-1. கணக்கியல் ஊக அளவு (14241107241021 11701) ஊர11037 

ot Apriori Probability) 

ஒரு காசைச் சுண்டி தலையோ பூவோ விழும் ஒவ்வொரு 

நிகழ்ச்சிமின் ஊக அளவு $ எனக் கொள்கிறோம். இந்த ஊக 

அளவு 1ஐ இரு நிகழ்ச்சிகளுக்குமான சரி சமமாகப் பகிர்ந்து 

தருகிறோம். மேலும், நிகழ்ச்சிகள் (விளைவுகள்) எல்ல விதங் 

களிலும் நிகமுவை“ஆராய்ந்து ஒவ்வொரு நிகழ்ச்சியின் ஊக 

அளவானது தீர்மானிக்கப்படுகிறது- 

ஒரு முயற்சியில் (11௨1) ஒரு குறிப்பிட்ட விளைவு நிகழ்ந்தால் 

அதை வெற்றி (6000855) எனவும், மற்ற விளைவுகள் யாவும் 

நிகழாததால் அவற்றைத் தோல்விகள் எனவும் கருதுவது 

வழக்கம். ஒரு குறிப்பிட்ட ara, ஈ தடவைகள் நிகழுவதற் 

குரியதாகவும் (வெற்றிகள்) ஈஜ தடவைகள் நிகழ முடியாததாக 

வும் (தோல்விகள்) இருத்து, ௪ம வாய்ப்புகளுள்ள மொத்த 

ு ட ௩ நிகழ்ச்சிகளில் ஒன்று நிகழ, மற்றவை தடைப்பட்டால், 

அக் குறிப்பிட்ட ( நிகழ்ச்சி) விளைவின் (அதாவது வெற்றியின்) 

  ஊக அளவு ௭ ஆகும். 
m 

m+n 

வெற்றிக்குரிய ஊக அளவை நி எனவும், 

தோல்விக்குரிய on ர எனவும் கொண்டால், 

m 

2“ எர 
  

75 

m+n 
  q = 

i 

m+a 

m+n 
  எனவேற் -- ர - ௯ 1௬ மொத்த ஊசு அளவு, 

ஒரு குறிப்பிட்ட நிகழ்ச்சி ஏற்படுவது, ஏற்படாமலிருப்பது 

ஆகியவற்றின் எண்ணிக்கைகளை முன்கூட்டியே தெரிவிக்கப் 
படுவதானால், இவ்வித ஊக அளவைக் “கணக்கியல் ஊக 

அளவு? என் கி6றாம். : 

ஒன்றையொன்று விலக்கும் தன்மை படைத்த, சமச் 

சீரான . வாய்ப்புள்ள, பூரணமான ஈ வகைகளில் என்ற
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விளைவு ஏற்படச் சாதகமான ர வகைகள் இருப்பின், 8 of Bar oye 

: . ர் 
கான கணக்கியல் ஊக அளவு - ஆகும். 

n 

அதாவது E-or sorshAwd ors eras, 

_ சாதகமான நிகழ்ச்சிகளின் எண்ணிக்கை 

மொத்த எண்ணிக்கை 
  

5-2-2. புள் ளியியல் ஊக அளவு (1011511021 Probability or 

Aposteriori probability) 

ஒரு குறிப்பிட்ட நிகழ்ச்சி எத்தனை தடவைகள் வெற்றி 

யாகவும் தோல்வியாகவும் நிகழக்கூடும் என்று முன் கூட்டியே 

தெரியாமலிருக்கும் சந்தர்ப்பத்தில், முயற்சியைப் பல தடவை 

கள் திரும்பத் திரும்பச் செய்து அவற்றின் மூலம் நிகழ்ச்சி 

வெற்றியடைவதற்குரிய ஊக அளவைக் கணக்கிடலாம். 

இவ்வாறு கணக்கிடும் ஊக அளவைப் :புள்ளியியல் ஊக அளவு” 

எனலாம். 

5-8, ராண்டம் சோதனையும், மாதிரிக் கணமும் (1௨௩௦௦1 

Experiment and Sample Space) 

ஒரு சோதனையில் என்ன நிகழும் என்பதை முன் கூட்டியே 

பூரணமாக அறிய முடியாத சூழ் நிலையில் இருப்பினும், நிகழ்ச்சி 

கள் நிகழுவதற்கு முன்னாலேயே, ஓவ்வொரு நிகழ்ச்சியின் 

தொகுப்புகளாத் திட்டவட்டமாக வரையறுக்கலாம் எனக் 

கொள்வோம். இவ்வகையான சோதனைகளை, தரப்பட்ட சில. 

நிபந்தனைகளுக்கேற்ப (மும்6 50706 conditions) திரும்பத் 

திரும்பச் செய்தால், அதை ₹ராண்டம் சோதனை? என்கிறோம்: 

நிகழக்கூடிய ஒவ்வொரு விகசாவின் தொகுப்பை (சோதனைக் 

aeonrib? (Experimental space) அல்லது *மாதிரிக் கணம்? 

(Sample space) என வழங்கலாம். 

எடுத்துக்காட்டாக ஒரு காசைச் சுண்டி விட்டால் தலை 

விழும் நிகழ்ச்சியை H என்றும், பூ விழும் நிகழ்ச்சியை 7 என்றும் 

கொள்வோம். அதே நிபந்தனைகளில் இச் சோதனையைத் 

திரும்பத் திரும்பச் செய்தால், இந்தக் *காசைச் சுண்டுதல்? ஒரு 

ராண்டம் சோதனைக்கு எடுத்துக்காட்டாகும். 

.. இச்,சோதனையில் 77, 7 என்ற இரண்டு நிகழ்ச்சிகளின் 
தொகுப்பே *மாதிரிக் கணம்? என வழங்கலாம், A eG or Pf



76 கணிதப் புள்ளியியல் 

பூதகணம் எனவும், .4 என்பது &-ன் ஒரு பகுதிக்கணம் எனவும் 
கொள்வோம். ் 

ஒரு சோ தனையில் .4-ல் ஒரு விளைவு இருந்தால், “4 நிகழ்ச்சி? 

(Event A) நடந்ததாகச் சொல்கிறோம். 

ராண்டம் சோதனைகளை N தடவைகள் திரும்பச் 
திரும்பச் செய்து, £7 தடவைகள் *.4 நிகழ்ச்சி? நடந் 

திருக்குமானால், 4 என்ற விகிதத்தை 4 நிகழ்ச்சிக்கான சார்பு 

அலைவெண்் (relative 1160௫) எனலாம். 4 சிறியதாக ் 

இருந்தால், சார்பு அலைவெண் மதிப்பு சரியாக இராது. 
2! பெரிதாக பெரிதாக, சார்பு அலைவெண் நிலையான மதிப்பாக 
ஆகும். இதை? என்கிறோம். எனவே, 4 நிகழ்ச்சிக்கான 

உக அளவு -ற். 

மாதிரி 1 3 

2 பகடைகளை உருட்டியபின் இரு பகடைகளும் காட்டும் 
எண்களின் மொத்த எண்ணிக்கை 7 என்றால், 4 என்பது (1 6) 

(2, 5), (3,54), (45 3), (5, 2), (6, 1) என்ற நிகழ்ச்சி 
களின் தொகுப்பு ஆகும். 

NV = 400 

_ ழீ5 ஏழு என்ற கூட்டலுக்கான அலைவெண் - 60 என்றால் 

“சர்ர்பு அமேவெண் = om 0.15 

. ஆகவே, 4ீஜச் சார்ந்த ஒரு மதிப்பு ற் என்றால், 5 0.15 

ஆகும். (அதாவது ந்-ன் தோராய மதிப்பு 0.15 ஆகும்.) ் 

ஊக அளவினை வரையறுத்து அளவிடுவது பொதுவாகக் 
கடினமான தால், கணங்களின் இயற்கணிதம் (Algebra of sets) 

, aon அவற்றை எளிதாக அளவிட முடியும்: 

5-4. கனங்களின் இயற்கணிதம் (41200௨ of Sets) 

"முதல் 10 எண்களைக் கொண்ட கணம் 

9௯ (1,2,3,4,5,6,7,8 9, 10) ஆகும். 

ட இங்கு 5, 4.3, 17' என்பன் இக் கணத்தைச் ய்ய 

5 என்ற எண் கணத்தில் உள்ளது.
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ஒரு பொருள் (௦160) ஒரு கணத்தில் இருந்தால், அப் 
பொருள் அக்கணத்தின் ஓர் உறுப்பு (818௩4) ஆகும். ் 

பொதுவாக எண்களின் கணங்கள் : அல்லது புள்ளிகளின் 
கணங்கள் நமக்குப் பயன்படுகின்றன. 

() 4: (ட:22 10 என்பது &புள்ளிகளின் ஒருபடிக் 
கணம் ஆகும். (016 0106051072] 864). 

இங்கு £மாறி (0, 1) இடைவெளியில் உள்ள எல்லர் ம்திப்பு 

களையும் கொள்கிறது: (படம் 3-(1) காண்க) 

ent themes i 
5 4 
Sree nnn srrememnenet 

A 

படம் 8-(1). 
5 ட சல வத்தி 

யூ இதேபோல4: {x,7y) 0OS5e<1, 2597533 
என்பது ஒரு (௨,)) ஜதையான புள்ளிகளின் இரு படிக் sow 

ior @tb (two — dimensional set), be ee ok 

ya 

Os*x*<1,2 5753 என்ற இடைவெளிகளில் உள்ள் 

எல்லா மதிப்புகளும் கணத்தின் நிகழ்ச்சிகள॥ கும். (படம் 5-(2). 

காண்க] ் 

Ne 
ச் 

  

oO 1 2 து nt ag 

இருபழக். கனம் ் 
படம் 5-(£). 

வரையறை 3: = Bisa « 
4, கணத்தின் ஒவ்வோர் உறுப்பும் 4, கணத்தின் உறுப் 

பாயின், 4, என்பது 4; கணத்தின் உபகணமாகும். இதை
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4, ௨ ஆ என்றும் 4, ௨ 4) 'இருந்தால், இரு கணங்களும் ஒரே 

மாதிரியான உறுப்புக்களைப் பெற்றிருக்கும். ஆகவே, - 42 

மாதிரி 1: 

Ay = {x3 05x <1} 

Ay = {23 — 2 < x < 3} crag 

A, Seri 49 -ன் உபகணமாகும். Ay C சி 
- 

மாதிரி 2: 

Ay? {(z,),0S*= 9S 2} 

4, (ூறடி022220 2753) என்ருல் 

4.6௨ 4. 

சின் sien 4, ஆகும். 

வரையறை 2: ம 

4-ல் ஓர் உறுப்பும் இல்லையாகில், 4 என்பது பூச்சிய சகுணம் 

எனக் குறிப்பிடப்படும். 

இதை 4-0 என எழுதலாம். 

வரையறை 0: 

Ay 4, இருகணங்களாயின் 4, பூ 4, என்பது இரு கணங் 

களின் பிணைப்பு (பப4௦1ட ஆகும். 

இக் கணத்தின் எல்லா உறுப்புகளும் குறைந்த பட்சம் 

A, 42 கணங்களில் ஏதாவது ஒன்றின் உறுப்புகளாக இருக்க 

வேண்டும். 

வரையறை 4: 

4டிகி.. இரு கணங்களுக்கும் பொதுவான உறுப்புகள் 

அடங்கிய கணம் 4 0) 4, எனப்படும். இதை டி 4; கணங்் 

களின் வெட்டு (பர 5000) எனக் கூறுகிறோம்: 

(குறிப்பு : இதேபோல அபூ dy oe Ay THM k கணங்களின் 

பிணைப்பு 4, பூ 32 ப ஆப... பூ 4. எனவும். இக் கணங்களின் 

வெட்டு 40.1; 0.,00..௨(0 4. எனவும் வழங்கப்படு 

கிறது.]
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மாதிரி 9: 

412 12$;2௬0),1;2;3;4,5). 

42: 12% 3) 4) 5) 6) என்றால் 

41U Ay: {23% =0, 1,2, 3,4, 5,6} 

Alf) 43: {23% = 3,4, 5} 

  

  
  

  

  

          
  

  

A,NAg 
படம் 6-(1). 

வெண் படங்கள் 

மாதிரி 4: 

4121290321) 

Ag: {43 —2<% <2} carga 

-—2 -1! oO 7 2 
——— 

பய ய்ப்பவை மலை புணைஷள்கைவளவ்? 

Ag 

படம் 8-(2), 

படத்தின் மூலம் 4, (பூ A, = A, 

A, ft. 42 = A; 

என்று நன்கு விளங்குகின்றது. 

மாதிரி 52 

மு 4-0 ஆயின் 4, ப 43 ௮ 4 ஆகும். இங்கு 4, : ஒரு 
பூச்சிய கணம் ஆகும். இஃது ஒவ்வொரு 4, கணத்துக்கும் 

பொருந்தும்:
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(ii) 4 என்ற ஒவ்வொரு கணத்துக்கும் 4 பூ 4௮ 4 சன்று 
சமன்பாடு பொருந்தும். 

மாதிரி 6: 

41: (2) 00) (019, (0), (00) 

க (0) (௮) - (200) 02, 22) 

என்று இருந்தால் கடட 4,- (9) பே29- (0, 1)} 

மாதிரி 7: 

4 என்ற ஒங்வொரு கணத்துக்கும் 

ANA=A 

4.0.0 ௮ 0.ஆகும். 

இங்கு 0 என்பது பூச்சிய குணமாம். 

மாதிரி 8: 

கி (022௮10) 12023)... என்ருல்) 

Ay As 1 கிர = Oe ஏனெனில், Ay, 4, Ap என்ற 
கணங்களில் பொதுவான மதிப்பு ஒன்றுமே இல்லை. ஆர் ட 

2], 2என்றுல்.. 7 ப 

அடர (29:04 4 dpe 

A, = (0 4243) 

(1) 2) 3 என்றால் ' 

Ay = {33 0 ல் கழ்) 

கருர் அக 

இதே போல An AN AN A =A 

| மிகி (02-44)
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முடிவிலி கணங்களின் வெட்டு 

ப சீட்டு மிடி 4 றர கட்ட 0 பூச்சியமாகத் 

தானிருக்கவேண்டும்:. 

ஏனென்றால், (042.4 1) இடைவெளியானது॥ 2 

எனும்போது பூச்சியத்தை ஒட்டியே இருக்கிறது. 

மாதிரி 9: 

Ay கிடி 49 மூன்று கணங்களை ஒன்றையொன்று வெட்டும் 
கணங்களாகக் கொண்டால், 

(A1 U 42) 1 4, என்ற உபகணத்தையும் 

(A, NA.) ப 4, என்ற உபகணத்தையும் வெண் படங்கள் 

மூலம் கீழ விளக்கலாம். aa 

  

  

             

  

(கங் த (AN AQ) OAs 

படம் 7. 

வெண் படங்கள் 

ஒரு கணத்தின் எல்லா உறுப்புகளின் முழுமையையும் 

சில சமயம் கவனிப்போம். இக் கணத்தைபப் “பூதகணம்”? என 

வழங்குவோம். 

மாதிரி 10: 

ஒரு காசை 4 தடவைகள் சுண்டும் போது தலை விழும் 

எண்ணிக்கையை ௬ எனக் குறிப்பிட்டால், 2 0, 1,234 

என்ற.ஏதாவது ஓர் எண்ணைக் குறிக்கும். 

இங்கு ந என்ற பூதகணம் க -(2₹1- 01,234) 

க,பு:-ட
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வரையறை 6: 

A என்ற பூத கணத்தின் உபகணம் 4 ஆனால் . 
சீல் இல்லாததும் ,&-ல் இருப்பதுமான உறுப்புககாக் கொண்ட 
உபகணத்தை 4-ன் கண நிரப்பி (Complement of A) card 

ரோம். இதை 4* என்று குறிக்கலாம். 

மாதிரி 17: 

A= {xx = 1,2,3.4, 5,6} 

A= {x3x=1,3,6} sre 

A* = கன் கண நிரப்பிஃ (00% 2, 4, 5) ஆகும். 

மாதிரி 12: 

46௨ 4 என்றால் 

A U A* = Ao 

An A*=0 

 AUA =A 

ANA =A 7 

(445 - 4 என்பது எளிதில் புலனாகிறது. 

பயிற்சி 

(1) கீழேகாணும் 410), 4; கணங்களுக்கு A, U A,, A, 1 Ae 

கண்டுபிடிக்கவும். 

(@) A=(se=145}, do = {0549345} 
(i) Ay= {430 <2 <2}, Aafsl x3} 
(ii) "Ar = (C2, )3 1 << 3,159 <3}, 
Ap = {Ox 32 <4 <4,2<69<4} 

(2) 4 கணத்திற்கு ஏற்ற .4, உபகணத்தின் நிரப்பி 4,* ஐக் 
காணவும். . ் ் 

GQ) A={ lox <3}, Ar: 0225524௬34
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Gi) A={(x, 953 8% 4597S 14, 

A, = { (45.9); # +9" = 1}- 

(3) வெண் படங்களின் மூலம் கீழ்க்கண்டவற்றை ஒப் 

் பிடவும்: 

i) A (4, U கையும், (பே 49 ப (கட கிஜெயும். 

(ம) (4, 0 4த97ஜயும், (அடீ ப 44)ஐயும். 

மி அப (கறக 9ஜயும், ( 4.0 42) NAL U 43)ஐயும். 

தேற்றம் 1: 

Cy, டே என்பன ன் உபகணங்களாயின் 

. தபு மழு + PCG) — PCC, N ©) 

[இங்கு 2 (0, ப ஜே. (என்பது Cy U C2) ன்-ஊ௧ அளவு.] 

நிரூபணம் 2 

C,UC,, என்ற ஓவ்வொரு கணத்தையும் ; வெட்டுப் 

படாத உபகணங்களின் பிணைப்பு என்று கீழ்க்கண்டவாறு 

எழுதுவோம். 

C1 UC, = C, U (c,* [] C,) 

C, = (6) A C3) U (¢,* 1 62 
. 5 

  

  
      

  

    

        
    

  

ய்ய) 
படம் 8. 

வெண் படங்கள்
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2: (டே பஜே-ச7(0427(0 0 02) 

(PC,) ௪-2 (மேஜ-2(ர் 0 Cy) 

P(C*,U C,) = P(C,) — P(E, N ஜி 

san Bau, P(C, U C,) = P(C,) + P(C) — P(C, NG) 
ஆதலால் தேதற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டது. 

மாதிரி 75 : 

ே என்ற மாதிரி கணம் இரண்டு பகடைகளை உருட்டும் 

போது ஏற்படும் எல்லா நிகழ்ச்சிகளையும் 
கொண்டது: ் 

உறுப்புகளாகக் 

C கணத்தில் 36 உறுப்புகள் உள்ளன, ஒவ்வொன்றின் 
ஊக அளவும் 1/36 ஆகும்- 

இங்கு 6, - [02- (1,1),(2,1),(3,1, (௧1,.5,1) 1 

௯ ௯ (072௯ (1, 2), (2, 2)5 (3 2)} 

P(G,) = 2 
36 

P(C,) = 2 — 86° 
8 P(C, UG) = a5 P(C, NG) = 0. 

வரையறை 7:- 

(0 2(0) என்பது 0 கணத்தில் ஒரு குறிப்பிட்ட உபகணத் 

துக்கு வரையறுக்கப்பட்ட மதிப்பானாலும், 

(ii) P(C) 20 

(iii) P(C,U C,U GU...) =P(G) + PCC) 

+ P (C3)+ «+ 

(இங்கு 0; உபகணங்கள் எந்த இரு உபகணங்களுக்கும் 

பொதுவான எந்த ஓர் உறுப்பையும் கொள்ளாமல் இருக்கிறது-) 
மேலும், 

(iv) P(C) = | என்றாலும்.



ஊக அளவும், ராண்டம் மாறிகளின் பரவல்களும் 85 

72 (2) என்பதை ஊக அளவு கணச் சார்பலன் (011107 

56% 100100) என்று கூறலாம். ஒரு ராண்டம் சோதனையின் 

எல்லா விதமான நிகழ்ச்சிகளையும் கொண்ட கணத்தை ₹மாதிரி 
கணம்? என்றும்,அதை 0 எனவும் வழங்கலாம். -ன் உபகணம் 
0 என்றால், 2 (0) என்பது ராண்டம் சோதனையின் நிகழ்ச்சி 

சென் ஓர் உறுப்பாக இருப்பதற்கான ஊக அளவாகும்: எனவே, 
இந்த 2(0) யைக் கணச் சார்பலனின் ஊக அளவு எனக் கூறு 
கின்றோம். 

(1) பேன் உபகணம் 0 என்றால், 

P(C) = 1— P (C*) 

Ca CU Ct 

00020. 

P(C)= PCC U C*) 

= P(C) +P (Ct) — P(CNC*) 

.. P(Cy+ PCC*) = 1 

apaGes P(C) = 1 — P(C*). 
  

(2) P (0) =0. 

ஏனெனில் 0 4 0 எனில், 0* 

உ 4 20௭௬ 4205) 
=?(C)+P(C) 

P(c) <0 . 

அதாவது 2 (0) =0- 

(3) சேன் உபகணங்கள் C, ௦, என்பன ௦, 60, என்றவாறு 

இருக்கட்டும். ் 

crarGas P(C,) s P(C,). 

Cz = CLU (C% NC}
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C, N (C*, N Ca) = O- 

ஃ P(C,) = P(C,) + P(C# லெ 

  

      

  

ஆனால் 2 (04, 00) 20 

sore P(C,) = P(Ci) 

» P(C,) < PCC) 

(4) 0 0- ஒவ்வோர் உபகணத்துக்கும் 

(0) < P(C) <1. 

நிரூபணம் 0 ௨ 0 20- என்பதால் 

P(o) < P(C) < P(C) 

உ0--0,2(0) - 1 எனநாம் அறிவோம். 

sorGu0 < P(—C) <1 

மாதிரி 14; 

உகாசுகக£ச் சுண்டி விட்டால் மொத்தம் 4 நிகழ்ச்சிகள் 

ஏற்படும் கணம் (2 என்றால், 

C:{C3;C=(H,8), (4, T(,(T, 2), (T, T)} ஆகும். .. 

(27: தலை விழுவது, 7௯ பூ விழுவது) 

ஒவ்வொன்றின் ஊக அளவும் $ ஆகும்.
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0௪ (0௨% (நற, கற) 
C, = {C3¢=(H, A), (44) 

PC) =2=} 

P(C.) =} 
2 (டெய் ஜே ௪4. 

20, ப ஜே 141-144. 

தேற்றம் 2: 

. A என்ற மாதிரி கணத்தில் Ay, Ax எலல Ax என்பன 

$ ஒன்றையொன்று விலக்கும் தன்மை பொருந்திய உபகணங் 

sar (mutually exclusive sets) என்றால், 

மு P (Ar U A2U wees U An) = PCA) + PCa) 

ப seseee 4. 2040) ஆகும். 

அவை ஒன்றுக்கொன்று விலக்கும் தன்மை பெறாத உப 

கணங்கள் என்றால், 

k 

மூ சச, ப கப்ப 49 524) 
= 

k 

— y PAN 4) 
igi=] 

ix] 

k 
ஸ். இ P(A, 1) 4) N Ax) 

ன தன கனி | 

4 sesees (டு, 0 கட ee 8.44. 

நிரூபணம் 

(i) இங்கு 4.0 A; = Oa A; 1) 4; Q Ax = 0 eeteee 

Gen ~ சி
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க் 
sranGar P(A, U 42 U -.... U Ar) =>) oe 

ம ணை 

Gi) இதை திரூபிக்க தேற்றம் 1 பயன் படுகிறது, 

P (A, U 43) = P(A,) + PCA,) — P(A 4”. 

இதே போல 

P(A, U 4, U 4) = [4, U (A, U 43) 

= P(A,) + P(A, U As) — P{A, N(A,U 43)] 

(தேேதற்றம் 1ஐப் பயன் படுத்தி) 

இங்கு | 

‘P(A, U 4s) = P (Az) + P (As) = P (Aa 1) As) 
P(A, (A, U AQ)] = P(A, Ay + PCA, 9 3) 

— P(A, N A, A A,) 

ot or 3 as, | 

P(A U 42 U As) = P(Ai) + [P (A,) 

+ P(A.) ~ P(A, 1 AD] -— [P (4, 0 Az 

+ P(A, 1 43) — P(41 0 A, N*A3)] 

= P (As) + P(A,) + P (Az) — P(Ar 1 A,) 

— P(A, Q 4s) — P(A, f As) 

+ P(A, N A, NA). 

இதே போல 4 அல்லது மேற்பட்ட. உபகணங்களின் பிணைப் 
பிற்கு ஊக அளவு நியதியை எழுதலாம், | 

ஆகவே, 

2 பப்ப seeces U An) = 5 P(A) 

i= ]
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k 
ப$ (பத 

ர வசு]. 

+5 P(A: Ay N AD 
$ 47 482] 

+ ககட்ட + (— k=") \A, nN A, nN oecuse Nn Ax) 

5-1. ராண்டம் மாறியின் பரவலும், ௨௯ அளவு அடர்த்திச் 

ertusgpb (Distribution of Random Variables & Probability 

Density Function). 

& கணத்திஓ என்ற ராண்டம் மாறியை எடுத்துக் கொள் 
வோம். &-ன் உபகணம் யாகில், 

2(2- 2 (1௨4) யுடைய ஊக அளவை நிர்ணயிக்கலாம்- 

ஆன் hae யல் களில் &மாறி எவ்வாறு பரவியுள்ளது 

என்பதை இந்த ஊக அளவின் மூலம் அறியலாம். இப்போது 

நரம் ராண்டம் மாறிகளை ஆராய்ந்து அவற்றின் பரவல்களை 
விளக்குவோம். மிகவும் எளிய முறையில் சொல்லப்போனால், 

இதை ஊக அளவு அடர்த்திச் சாரீபலன் (probability density 

function) (p.d.f.) என வழங்கலாம். இச் சார்பலன் இரு 
வகைப்படும்; (0) SONSS atoms (Discrete type);(ii) தொடர்ச்சி 

wire aliens (continuous 1106). முதலில் ஒரு தனித்த வகை 

ராண்டம் . மாறியின் ஊக அளவு .அடர்த்திச் சார்பலனைக் 

(ஊ. ௮.சா.) காண்போம். 

SMNSR ios georith wtp CRandom Variable of a 

discrete type) ் 

ஒவ்வொரு வரம்புள்ள இடைவெளியிலும், வரம்புள்ள 

எண்ணிக்கை கொண்ட புள்ளிகளைத் தன் உறுப்புகளாக '& 

கணம் கொண்டிருந்தால், ந கணத்தைப் “புள்ளிகளின் கணம்' 
எனக் கூறலாம். அப்படிப்பட்ட ஒருபடித்தான & கணத்தின் 
உபகணம் 4 என்றால், 4 என்பது தனித்த புள்ளிககாக் கொண்ட 

கணமாகும், 

2 ஈ.4 என்றால், 70) 2.0 என்ற அளவில், f(x) என்ற 

சார்பலனக் காண்போம்,
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ஊக அளவு கணச் சார்பலன் 27 (4)ஐ /(2) சார்பலன் மூல 

மாக எழுதினால், 

P(A) =P, (X€ A) = & f/() 
A 

& என்பது தனித்த வகையைச் சேர்ந்த ராண்டம் மாறி 

யாகிறது. ஆகவே % தனித்த வகையைச் சேர்ந்த பர வலில் 

அமைகிறது. 

மாதிரி 15: 

& (௮௮0, 1, 2, 3] என்றால் ௩மாறி தனித்த வகை 

யைச் சேர்ந்தது. 2 (4) - ze ஆக இருக்கட்டும். 

இங்கு Ss) = உ, xe A 

ரி +40) + £2) + £3) = 1. 

f0) = spar: GY = @. 

A) = Pap Dt = 3G 

f(2) = ளா 23. 

73) = ன ar = ———— (4)° | = 1. (3). 

ட ந்த கள்! 
x = 0 : 

Que A= {x3x=—0, 1} என்றால், 

mgd 31 
P,(Xe A] = 57 -3,G@)) + ஈர (3)* 

7004002743 2k 
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மாதிரி 176: 

தனித்த வகை ராண்டம் மாறி 4-ன் கணம் 

4; 1/2: 1,2,3, 4) எனவும் 

ரு, 2௨4 எனவும் இருப்பின் 

Pr(se di) = ¥ fo) wei. 

Que A= {x3 x= 1,3, 5,75 oor} oreorged 

P (xe Ai) = (1) +) + GET GY + ee 

= (3) [1 + (3)? + G)' + G)S + ] 

i. 1 
3 14 (14 
  

2 

Gi) தொடர்ச்சி வகை ராண்டம் மாறி 

(Continuous Type of Random Variables) 

ஒரு படித்தான கணத்தை எடுத்துக்கொள்வோம். 

(i) f@®)>0, «eA 

(ம் .4-ன் உபகணமான ஒவ்வொரு முடிவுள்ள இடைவெளி 

யிலும் (finite interval) , தொடர்ச்சியின்மைகளின் ஒரு முடி 

வடைய எண்ணிக்கையை 7(9) கொண்டிருந்தால், (101 (2) 1௦4 

a finite number of discontinuities in every finite interval that is a 

subset of A). A Goh, Spdsamr ரீமான் - தொகையைச் 

- (Riemann - integral) ¢rT 5H விளக்கப்பட்டுள்ள து. 

{40 dx = 1, 

A 

& என்ற மாறியின் கணத்தில் 46 க என்ற அளவில், 

2(4)ஐ./ (2) மூலமாக எழுதினால், 

P(4) =P, (Xe A) = {re dx.
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இத்தகைய மாறியை ஒரு *தொடர்வகை ராண்டம் மாறி” 
எனக்கூறலாம்; 

மாதிரி 17: ல 

A som A ={x30<% <0 } 

S (x) = e-*, xe A radrged என்ற தொடர் 
வகை ராண்டம் மாறிக்கு, 

(224) 2] [0 ப] சாக. 

A க் 

இப்போது 4-(%0 ௭4% 41), எனில், 

(224): ] சால் 
ங் 

எழ அசர் ஓ 

= i—e-, 

  

மாதிரி 18; 

& கணம் க ; (20 2:ந௮ 6) 

022.௪) ve A, என்பது ஓர் ஊ. ௮. 
ச.ஈர்பலனானால், ஈன் மதிப்பைக் காணலாம், / 

f S(x)dx = 1 (qQarofe f(s) ஓர் ஊ. ௮. சா.). 
ட
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௬0 +| _ச-4[2 I 
=0—(—1)=1. 

எனவே .॥-் ௬ 1, ௯ 1 ஆகும். 

ஆதலால் f(x) = lxe* =x.e%, xe A, BSW. 

மாதிரி 8: 

A: {xj0<*<1} 

S@)=c# xe A, Terug, gir sew sere) 
அடர்த்திச் சார்பலன் ஆகும். 

700 dx = j cx* dx = 1 ஆகும், 

A ° 

அதாவது 24. 

எனவே f (x) =4x என்பது சரியான ஊ. ௮.. சா. ஆகும், 

ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் (Probability Density 
function) 

இதிலிருந்து &மாறி தனித்த வகை ராண்டம் மாறியானாலும், 
(2௪.4) என்ற ஊக அளவு முழுக்க முழுக்க. :7() சார் 

பலனையே சார்ந்துள்ளது. இரு வகைகளிலும் 7 (0)ஐ.& மாறி 
யின் ஊக அளவு அடர்த்திச்சார்பலன் (ஊ. ௮. சா.) என்று 
வழங்குவோம். 

இந்த உ மாறியின் ஊ. ௮. சார்பலனின் கருத்துச்... சாயலை: 

(௦11௦0) இரண்டு அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட ராண்டம் மாறி 
களின் ஊ, ௮. சார்பலனின் கருத்துச் சாயலுக்கு நீட்டிப்போம் 
(விரிவ் படுத்துவோம்). சில குறிப்பிட்ட வரம்புகளுடன் 
(restrictions) & கணத்தை எடுத்துக்கொள்வோம்.
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தடச ணன்றுல், ஃ 2 என்ற இருமாறிகளுக்குமான P(P 

ஆனது 7 (4) - 2 [(32) 240 -5$7(௧2) 

(தனித்த வகைக்கானது) 

அல்லது 

P(A)-=P:[ CX, Fe Al = j 17022) dx dy 

) (apr வகைக்கானது 

இந்த இருவகைகளிலும் FC x, ») என்பது X, F இரு 

ரசாண்டம் மாறிகளின் ஊக அளவு அடர்த்திச் ௪ சார்பலன் ' ஆகும். 

ஒவ்வொரு வகையிலும் 2 (க) - 

முழுதும் : பொதுப்படையான: முறையில் இதையே 

எழுதலாம். ் 

ட, ம என்ற ஈஉராண்டம் மாறநிகளின் ஊக அளவு 

sors erties (probability setfunction) P(A), ACA என்றுல் 

P(A) = P, [CX Xy, ஸ்ப) உக] 

mE YDS 0 ஆடி (தனித்த வகைக்கானது)... 

PUA) = Pr (Kay Xoo) ALY foo) £ C20 terete) 

ax1, மேடி (தொடர் வகைக்கானது) 

இங்கு எப்போதும் முக்கியமாகக் கவனிக்கவேண்டிய 

குறிப்புகள் ; 

(0 & என்ற கணத்தின் மேலுள்ள ஊ. ௮. ச॥. 72 0 ஆக 

இருத்தல் வேண்டும். [ஒரு மாறி ஊ: ௮. சா. வானாலும், பல 

மாறிதளின் வ. அ. சா, வானாலும்.] 

ல் 35. By | அல்லது] ]. [fem tye இருக்க 
வேண்டும். 

அட
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தனித். த அல்லது தொடர்வகை ராண்டம். மாறிகளை மட்டும் 

எடுத்துக் கொண்டால், நம் கருத்துப் பாங்கை இன்னும் 
எளிதான முறையில் விளக்க முடியும். 

எடுத்துக்காட்டாக, தொடர்வகை ராண்டம் மாறி ன் 

& கணம் ந : (82,0424) என்றால், 4ன் ஊ.௮.சா. 

f@) ௭௩,53௪ து என்றால், நாம் -ன் ௭. ௮. சார்பலனைக் 

கீழ்க்கண்டவாறு மாற்றி வரையறுத்தாலும், ன் ..பரவல் 

மாறாமல் அதேபோல் இருக்கும். 

762 ௪0464 

௩ 0, (மற்ற எல்லா மதிப்புகளும்.) 

இவ்விதம் எழுதிக் கொண்டு 4-ன் ஊ:அ.சாவைக் கவனிப் 
போம்: 

ரககம | ரு ஐடி J rode 
- அஹ் 

8
 

8 

o. we 

- | o. dx + fen 8௨ 1. ஆகிறது. 
€ 

தி 
  

எனவே, ] 7 (94 என்பதைப் பொருள் மாறுபடாதவாறு 

A 

f(x) de என்று மாற்றிக் குறிக்கலாம். 

ஒ
ட
 

இதேபோல) {fren aoe j fly) dx dy sre 
—06 ~ 00 

எழுதலாம்.
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தனித்த வகை ராண்டம் மாறிகளுக்கான கோட்பாடுகளும் 

' இழேதபோல வரையறுக்கப்படுகின்றன. 

5709 என்பதை $7(2) என்றும், 

x 

202 என்பதை > 5 என்றும் எழுதலாம் 

7 % 

ஒரு தொடர் ராண்டம் மாறி 4-ன் ஊ.௮.சா. (72), 

4 என்ற உபகணம் .4: 1:/$24% ம] என்றால், 

6 

P(A) =P)[Xed]=P (ac X<b) & [79 8 ஆகும்: 
a 

மேலும் 4: (8) 2-2] என்றால், 

PiA)=P, [Xe A] =P, {X =a] = {s@) dx =0 

இதேபோல 2 (4-௦) -0 

a P,(a<X<b)=P[as &2 8] ஆகும். 

இதனால்: நாம் அறிவது யாதெனில், ன் பரவல் மாரு 
வண்ணம் ன் ஊ.௮. சார்பலனின் மதிப்பை, ஒரு தனிப்பட்ட 

புள்ளியில் மாற்றி எழுதலாம். 

அதாவது 4-ன்-௦.௮,.சா. 

f(x) ee% OS x < @ 

௮ 0, (மற்ற எல்லா ஃ மதிப்புகளுக்கும்-) 

என்பதைக் கீழ்க்கண்டவாறு, எந்த 7” (4)-ன் மதிப்பும் மாறா 

வண்ணம் எழுதலாம். 

fis) 0222௮ 
- 0, (மற்ற எல்லா 2 மதிப்புகளுக்கும்.)
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இந்த இரு சார்பலன்களும் vx 4 0. என்ற மதிப்பில் மட்டுமே 
மாறுபடுகின்றன. 

மேலும் (௫௮ 0) = 0. 

எனவே பொதுவாகக் கூறினால், தொடர்மாறி ன் எந்த 

_ஊ. ௮. சார்பலன்களும் பூச்சியம் ஊக அளவைக் கொண்ட 
கணத்தில் மட்டுமே மாறுமாயின், அந்த இரு ஊக அளவு ' 
கணச்சார் பலன்களும் சரிசமமாக இருக்கும். 

. [குஜிப்பு: தனித்த ராண்டம் மாறிகளில் இந்தப் பண்பாட் 

டைக் காணமுடியாது. ஏனெனில், அந்தக் குறிப்பிட்ட புள்ளி 
யினால், ஊ.௮.சா மதிப்பில் ஏற்படும் மாற்றம் &-ன் பரவலையும் 

மாற்றிவிடும்.] 

கடைசியாக, ன்று அல்லது அதற்கு இம்ற்பட்ட மாறி 

களின் ஊ.௮.சா. விளக்கமாக வரையறுக்கப். பட்டிருந்தால், 
அம் மாறிகள் தனித்த மாறிகளா அல்லது தொடர்மாறிகளா 

. என நாம் சோதித்து அறியலாம். 

எடுத்துக்காட்டாக 

டத ர் அதட்ட. 1,2ஆ.ஃ 

(1) ஜே) 4 “a Fy, J= 1, 2; Bye 

௬0, (மற்ற எல்லா மதிப்புகளிலும்) 

இங்கு & 7; இரு தனித்தவகை ராண்டம் மாறிகளின் ஊ.௮:சா 

(bdefi-) f (459) OE 
ர) வ கிலு உதிர? 042 2)0 4௮ 

0, (மற்ற எல்லா மதிம்புகளுக்கும்.) 

என்றால் 7(2,) என்பது %,7” என்ற இரு தொடர்வகை ராண்டம் 

மாறிகளின் ஊ.௮.சா. ஆகும். 

ஏனெனில் (1)-ல்£் மாறிகள் 1,2,3,. என்ற எண்களில் 

மட்டுமே 7(2) வரையறுக்கப்படுகிறது. 

(ii) -ல் (0) இடைவெளியின் எல்லா மதிப்புக்களிலும் 

7 6, வரையறுக்கப்படுகிறது. 

க,பு.-7
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மாதிசி 80: 

நராண்டம் மாறியின் ஊ.அ.சா. , 

ட் | ௪௨ ஐ 

ர 0, (மற்ற எல் லா. oo மதிப்புகளுக்கும். 3... 

"என்றால் PA <xX<2),84< Ox <5) aide Gud a2 = 

cs Apt {0g xe 2 2] 40 ={xp4oxXe 5) என்று இருந் 

தால், 2. (4-ப 42), 2 கல் இவற்றைக். கண்டுபிடிக்கவும். 2 

் முதலில் 7 (2) ஓர் ‘par. ௮.சா. என “நிரூபிப்போம்... “seabed, 

J 10) = 1 என திருமிக்கவேண்டும் 

109 = Taps) . dx 

2 os 

அர) ட் 
[ட 1 ஐ 

1 1 

(04021... 

எனவே, 75) ஓர் ஊ. ௮: சார்பலன். 

கட்த. 
3
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‘ 4 7 = ak. ஸி “ட |. 

ais ALY ர x 4 x ர் 

wm WTO நவ” மட்க லவ ௯ 

ie
 - 

‘ 
x 1 

ட ட டட 524 டட 
(அ இக 

ச), பச2 2] உம்ம ம்.) 

~ii a ny) 
25 0 0:2 

PIA Ad = PX 52 = 0) 

=0, (ஏனனில் 4டக்கும், கக்கும் பொது 

iit OOF egrny எதுவுமே கிடையாது.) 

ஆனால் 4;-(%$$42.4$] என்ற உபகணமாகு 

மானால், ் 

A, 1 43={* 33 <*<2} 

ஏனெனில், 4,-க்கும் 43-க்கும் பொதுவான உறுப்புகள் 

($.-௨42) என்ற இடைவெளியில் உள்ளன. 

w
 

P (Arf As) = 

AO
. 

வ
ட
ி
 

கம்
 

702) ௬ [- | 

௮
௦
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மாதிரி 212 

சீடி 6) 0424]; 042௨41; ; 

0, [மற்ற (2, 39) மதிப்புகளுக்கெல்லாம்-] 

என்பது &, 77இரு ராண்டம் மாறிகளின் ஊ. ௮. சா. GT OT (BHD, 

POC X <2, 24724 ]ன் மதிப்பைக் காண்போம். , 

ee டட 

P(0<X<h $< 4 <Q] = | | Hees 9) de oy 
$ 9. 

ஆ 8: 

| {etn சமர் fo. dx dy 

| ee} ॥ 
te
 

m
e
e
!
 

= 27 
~ “32 

o
e
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aya 

_ 3121 
3212 a} 

-~277 8.3 
32° 18% 

பயிற்சி 11 

(10) ஈமாறிகளின் ௭௯. அ. er. f(x) 

fay ந்தை ககக 

௬0 (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்,) என்றால் ஈன் 
மதிப்பைக் காண்கவும். 

(2) 70600) ௬ 042௮41 

௯ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்) என்றால், 

க மாறியின் ஊ. ௮. சார்பலன் 7/0) என்று நிரூபி. 

ர ர நன் க் 2 2 

இவற்றின் ஊக அளவுகளைக் கண்டுபிடி. | 
| ள் X,. 2 மாறிகளின் 

ஊ. ௮. சா. 

ரிக எக்கி 0 “௨1 04௮1 

௯ 0,(மற்ற. எல்லா மதிப்புக்களுக்கும்) என்றால், 

@ BCo<k, < +, $< %<!) 

i) Pe CX, =X) 

(4) 2 (4 வக 

மு ௫5 82 இவற்றின் மதிப்புகளைக் காண்க,
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(4) கீழ்க்கண்ட பரவல்க ளி ன் “முகடை?க் கண்டு 

பிடிக்கவும் : 

(a) f(x) = (ny. t= 1, 2, ந வண 

௮0, (மற்ற இடங்களில்:) 

bb) fO) = 128-2), Oe Sh 

- 0, (மற்ற இடங்களில்: 
று இ im tg 

(6) ரல 3 XP weak, 0 42 x< o 

ட 
அஷ 0 த்த "இடங்களில்: [ஜி 

[குறிப்பு: [7'(0ு -0], :[7“ (90201 என்குல், 
x = a 

x = 7 

a over பது” ம் பர்வகின் aad ட் ஆகும். த 

(5) கீழ்க் samt பர்வல்களின் 
* இடை ras 9 வயல் 

காண்கவும் 3 
் 

8 = OR . 4! ட ௫ ப 4 ix 

, ன க : ௬௦௧4 ப 

௯ 0 (மற்ற இட க்கில் எல்லான், ) 

(b) fG) =3, OS ect ப 
௯ 0. (மற்ற இடங்களில் எல்லாம்.) 

1 ‘ 
(௦) ff (x) etl wy po ox Km, 

5-6. பரவல் சார்பலன் (Distribution Function) 

4 என்பது ஒரு படித்தான கணமானால்) &மாறியின் ஊக 

.- அளவு கணச் சார்பலன் £ (4) என்று-நாம்:அறிவோம். 

1 க ௬௮ 3௧ 2) என இருக்கட்டும்.
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இத்தகைய .4 கணங்களுக்கு 

P(A) =P,(XeA) 

=P,(X sx). 

QS ens sora) x crorp biased (மதிப்பை) சார்ந்து 
உள்ளது. இந்தப் .புள்ளிச்: சார்பலனை . (ஐ௦ஸ்ம். 8ம௩௦(1௦௩) 
(2) - 2, (83 2) எனக் குறிக்கிறோம். இந்.க 77 (டிஐப் பரவல் 
சார்பலன் (distribution function) _ sreérgy வழங்கலாம். 
இதையே 4 மாறியின் . திரள் பரவல் சார்ீபலன் (cumulative 
distribution function) என்கிறோம். சுருங்கக் கூறின் இஃது ஒரு 
தி.ப. சா. (௦. 8. £.) ஆகும். 

F(x) =P,(X <x) = 7/0) (தனித்த வகைக்கானது) 
WSK j . 

ச (x) =P.(X<) = [822 22௦ (தொடர் வகைக்கான து) 

இங்கு 4 மாறி தனித்தவகை மாறியானால் , தே தனித்த 
வகைப்பட்ட தி. ப. சார்பலன். 

ச மாறி தொடர் வகை மாறியாயின் , F (Xb தொடர் 
- வகைப்பட்ட திரள் பரவல் சார்பலன். 

மாதிரி 22: 

தனித்த மாறி 4-ன் ஊ. ௮. சா. f (x) ன x=], 2,3 

௫.0 (மற்ற இடங்களில் எல்லாம்) என்றால் 

௪920, 2௮) 

» tsxre2 

a
l
~
 

| 
ச
ு
ம
 

ஆகக
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மாதிரி 29 (ம: 

தொடர் வகை ராண்டம் மாறி ன் ஊ. ௮. சா., 

xt fi@)=s, lex< om 

௯ 0, (மற்ற எல்லா மதிப்புகளுக்கும்.) 

: 

இங்கு 7 0 -) 0.80) 241. 

ன ௦ 

அடிக 
x 

F (x) = rs, dw a y— t 21 
+ wv 

| அதாவது 1524 ௬; 
F(t) = 1-3} = 0. 

FR)=1-t=h © 

(4) -1- ஆர்ம். 

F (oe) =1— ௯1, 

"மேலும் ( - , 1) இடைவெளியில் 7(%) - 0 என்பதால், 

இட்ட அ றி இங்கு 7(6) 147) 
~ ao wo 

(4 ஷர] 
F(— ௯) ௯ மம 72) 

என அறிகிறோம்: ட ஜு. At wn 08 

, எனப்படும். 

தி. ப: சா, வின் .குணப்பண்புகள் (நன்கு of ௨ d. f. ) 

(1) 657(0் ௨ 1) ஏனனில், 0: (மக ௨) 5 1
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(2 ச என்பது . சான்: குறையாத ( nondecreasing ) 

சார்பலன்; ஏனெனில் 2” 4 &'' என்றால், 

{ x3 xox" }a{xpxsx} ப [ape ors} 

Gugnd P(X 2") =P (XSxv)EP eX < 1") 

அத் F(x") — F(x) = P(x’ ¢ X < x)= 0 
(ஏனெனில், இது ஓர் ௭௧ அளவு) 

(277) 2 (2) 

எனவே ௨ ௮௨! என்றால், (2) 2 (1) 

(3) FC ow) =1; F(- wo) =0 

- ஏனெனில் (:;% 5 - ௨] என்ற கணம் ஒரு படித்தான 
எல்லா மதிப்புகளயும் கொண்ட கணமாகும். அத்துடன் 
(க -௦] என்பது, ஒரு பூச்சிய கணமாகும்: (2)-ன் 

திரூபணத்தின் மூலமாக, ச 4 ர் ஆக இருப்பின், 

P.CacX<b)= Fb)—Fla) என்று புலனாகிறது. 

P,(X = b) என்ற ஊக அளவை 2 (agus பயன் படுத்திக் 
கணக்கிடலாம். 4 என்ற ஒரு நேர் எண்ணை எடுத்துக்கொண்டால் 

Lim P,[b—h << X <b] = Lim[ F(b) — F(t — 4) ] 
20 0 

thee, 

தர்க்க ரீதியில் 14 2, (௪.22) (௮2) 

௬0 ஸ் 

என்று: அமைதல் வேண்டும். ஏனெனில் / பூச்சியத்தை அணுகும் 

போது, (ச் ந் ௨31௮ 5) என்ற£கணத்தின் எல்லை (ரம்ப: 

உ ஊழ் ன்ற ஒரே பள்ளியைக் (மதிப்பை) கொண்டுள்ளது. 

ஆகவே, P, (x= க FO) ~ 20- ) 

Qme F(b—) strug X at ஈன்ற. புள்ளியில் FG} ன் 

இடப்பக்க 'எல்லை (124-124 141146) ஆகும்:
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_ sara @. u. en, F(x) Bog x =.b என்ற புள்ளியிலே 

தொடர்ச்சியாக இருந்தால் ச (69.௯. F (b=). 

ஆகவே (4-௪) ௩0 . 

மாதிரி. ae Gi): 2 ஷ் 

fo) ட plex! 

2 ete. w si Ne (app. எல்லா மதிப்புகளிலும்) 1 == %* என்றால், 
இப்போது 7-ன் சார்பலனைக் வண்டுபிடிக்களாம். 

P(t s7) =P (8 s7) =P < ke, 

௩ ன் தி.ப,சா, GC) TPC sy) were 

G (9) = 0, Pen 

ம 
“i
 

த் 

அடல Vieni O<¥<! 
— VP ட 

ட 'ச்ராண்டம் மாறி, தொட ர் வகையைச் சேர்ந்ததால், ன் 
ஊ. ௮. சா. த = G' (9) Lele Garters . ட ; எல்லா பள்ளிகளிலும்]. 

roa. gy) = =p 0 82.41 

0, (மற்ற எல்லா இத்ப்பளிலல். 

து யத்தின் 5 கணம் 4. என்றால், 4 7*இரு ராண்டம், மாறி 

களின், ஊக அளவு கணச் சார்பலன் (ஊ; a சா-) 2 (4) எனக் 

கொள்வோம். 4 என்பது slit கணமானால் (unbounded set) 

Ay ( (4, 90) ௮௬௧ SI) 

P (A) =PC(X 79 ௪.4] =P, [நல r<y)



ஊக அளவும்,.ராண்டம் மாறிகளின் பரவல்களும் ர 

(6, 3) புள்ளியின் சார்பலனை:.%, 7” மாறிகளின் தி.ப. சா. 

அதாவது:( 9) கூடி[.௮ ஆ 23] 

எனவே 4, 1: இரண்டும் தொடர்வகை: ராண்டம் மாறிக 

ளானால், அவற்றின் ஊ. ௮. சா: f(x 7), 

¥ x 

ரக 1 706௫) dude . — «6 —- 

மேலும் 7 (2,9) சார்பலனின் தொடர்ச்சிப் புள்ளிகளில், 

௪ 2(2,2) 
ae By = 70 ௬௭2 என அறிகியரும் 

இதேே போல Hay Xie orice ௯ என்ற n ராண்டம் மாறிகளின் 

தி.ப.டசா. 5 oF “5 ் 

2 (கட அ. 00200 Xn) = P, [X, Sw x, Sg Be wei 
PAI EE ee ட 7 a xa 

மாதிரி “24. ன ரர 

fle 32) = 021௮. Oganeé & 

280, (மற்ற எல்லா மதிப்புகளிலும்). 

என்பது 4, 2) ன் ஊ. அ..சா. என்றால், 

X,Y, ஒன் Buu er, oo 

F(x,9,2) = PIX S% TSI LS 
ச 

=f 

2 ரூ
 ப
ெ
ய
 = Soe ahs we ss 

| St (4,9, w) du. dv, dw. 

க் 2 க் 

ff ere tet a ay ato 
ef, 9
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௯ (11-௪௫) (1 சா) 

OS x, ye < & 

௯0, (மற்ற இடங்களில் எல்லாம்.) 

ப 

இங்கு க 
பிடத்தக்கது. 

அ ரிய, , 8) ஆகும் என்பது குறிப், 

பகிற்சி 111 

(பூ. கீழ்க் கண்டவற்றில் ஃ மாறியின் தி. ப. சா.வைக் 

காண்கவும் : ட. 

(a) f() = 1, x =. 0. 

௬ 0, (மற்ற எல்லா £ மதிப்புக்களிலும்.) 

௫ூர்டு 23) ல டி01 

0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்.) 

ஒடு 31-௮9 04241 

௪ 1, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்.) 

் . . ் | 

ட 

ஞ் (60. எ.) 04241 அல்லது 2 22.44 

ட்ட) (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்.) 

(2) பயிற்சி 1-ல் மேற்கூறிய கேள்விகளுக்கு, pitare 

பரவலின் இடை நிலையைக் காண்க. 

(3) சன் பரவல் சார்பலன் 

(0-0) 540. 

  

0.2.4 1
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என்றால், இச்சார்பலனுக்கான வரைப்படம் வரைக. 

சமலும், (1) P,(—3 < X < }) 

| Ui) (1-0) இவற்றைக் கண்டு பிடிக்கவும். 

5-7. கணக்கியல் எதிர்பார்க்கத்தக்க அளவு (1821௨ 
matical Expectation) 

_ ராண்டம் மாறிகளின் பரவல்களைச் சார்ந்த தீர்வாய்வுகளில் 

_ மிகவும் பயன்படுவதான கருத்துப் படிவங்களில் (sankey) = கணக் 
கியல் ET RRR அளவும் ஒன்றாகும். : 

x என்ற ராண்டம் மாறியின் em. அ சா. ரல. எனில்; 
u(X) என்பது கன் ஒரு சார்பலன் என்றால், ॥(4)-ன் எதிர்பார்க் 
குத் தக்க அளஸவக் கீழ்க்கண்டாறு வரையறுக்கிறோம்... 

— ச் 

50 ௩ . ழ் ட் ம i 

, ந் [u (x) ] = | u(x). f (x) dx (தொடர் வகைக்கானது) 

ADDS so Hy 

E[ u(X)]= 3 (9) - 706) (தனித்த வகைக்கானது)... 

விளக்கம்: &-ன் ஊ. ௮. சா, f@ =F ,* he 

௬ 0, (மற்ற மதிப்புக் 
களில் எல்லாம்) 

என்றும் u(x) = |5— OF என்றும் கொள்வோம். 

ஆகவே, ॥()-ன்  எதிப்பரர்க்கத் த்கும் அளவு E (ome 

nei ‘ 

E (u(X)) = J ux). f (+) 

2 x = (15— 6x) >. 
2 3
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“(5-5 6 இம்... 

மூன்று silty மாதிரியான வட்டத் தகடுக8. 1, 2 2 என்று 
இலக்கமிட்டு ஒரு பெட்டிக்குள். போட்டுக் கலக்கவும். _ ஒரு: விளை 
யாக்டு வீரரைக் கண்ணைக். கட்டியவாறு பெட்டிக்குள்ளிருந்து 
ஒரு த௲கடை எடுக்கச். சொல்வோம், 1: இலக்கமிட்ட : தக௯.டர் 
எடுத்தால், 9:ரூபாய்கள் பெறுவார். 2 இலக்கமிட்ட தகடைசடுத் 
தான்்ல& ரூபாய்கள் பெறுவார்: எனக்கொள்வோம்.” ஆகவே, 
அவருக்கு 9 ரூபாய் பெற. **:3 eae 2. அட ச் ete ய்: 
பெற 7 உரிகம்?யும். ள்ளது... னு சகன் 6 ணி 

அதனால், அவரது மொத்த உரிமை அல்லது எதிர்பார்க்கும் 

dures = 9. > +2. 352 வதகுயாங்கள். 

Roce 7s பொதுப்படையாகக் கூறினால், &,, Xyyv ப்” என்ற 
௩ மாறிகளின் OM, ௮, அட FG 9. என்றால், 
(2 fy மன “Sper எதிர்பார்க்கத்தகும்: அளவு (எ. ௮.5. 

தகம் பு வ் ப gg oe ee பப இழு தரமம 

E [ U(X, oy seers r= J see ose sll 3 (1, கீடிடி Xn) 

as “a = 

ST Gan kes x fi Os 82 a 
ஷ் க 

டதா டர்வனதக்கா தாதுப் 

அதே போல 

5 [ச(2)) கதத 1௬3: இட வஷ்டி ௮ து 4 
ட தீத நீட்ட டட 

= 20% டட ழி 

“ (தனித்த வகைக்கானது)
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S56. எதிர்பார்க்கத் தக்க: அளவின் (தன்மைகள்) 
பண்புகள் : 

(i) & என்பது ஒழி நிலை எண் என்றால், 

_ EC). = ke, 

எப்படி என்றால்) ௨(4) ௮ & எனக் கொள்க. 

2 . 

GG E [u(X)} = j u(x fix) dx 

—~- 

அதாவது E(k) = | “kh f (x) de 

— oo 

“ 
=k. | f(x) ax 

on TP ee 

ahah Cr LO), pit: emg.) 

= k. 

(Gi) £ ஒரு நிலை எண்ணென்றும், ௦. என்பது ன்: ஒரு 
சார்பலன் என்றும் கொள்வோம். 

பிறகு 65) 809. 

தீர்வு: ம 6௦. என வைத்தால், 

கு இய = {- kul) f (x) dx 

— oO 

oS 

= wef. y(2) f (x)-dx > 

=k. Eu). 
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பம். கபி க, நிலை எண்களாகவும், 5, 1) உண் சார்பலன் 
களாகவும் இருக்கட்டும், — ் 

௯ நீட இல 

E(u) = E (hy v, + &, »,) 

௦ 

= | &tythny fey & 
oo 

oo 

அத் | v, . f (x) dx 

oo 

oo 

thy J ms (ede 
oes 

= ky+ Ew, + ky El, 

‘rarGar Eth 1 + kya] = ky Elo) + hy E (%)- 

இதையே நீட்டித்தால் 

E th; 0, + katy + om + hp 09) 

= hy E (a) + by E (oa) + oe hy E (ap) 

த த 
அல்லது E [5 ky uj) = ட் [850] ஆகும். 

ail =! 
  

மாதிரி 25: 
4 2 

2 மாறிக்கான 7 (2 - is   »7 2x4 

2 0, (மற்ற எல்லா மதிப்புகளுக்கும்) என்றால், 

E(&), BE (X+2)%, El6X—2 (X+2)*] இவற்றைக் 
கண்டுபிடி .



ஷி
 

  

॥ h
e
 

L
a
y
 

மம
 

சூ
 

f 
iu
 

3 

+
 ப x ww
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112—4 _ 108 
54: . 54 wee 

(b) (EX+ ny (ERD EDD 2) ae 

wae: \ et Bae 
Tse h

o
w
e
 

. 

க 4 2-'எனக் கொண்டால் 

தனை 

4௬ - 2 என்றால், 3௯0 

௪௬ 4 என்றால், ற ௬ 6 

எனவே2(654-2)” = 1 y ஜ் 
த் 

ஆ. பு.--8



இ 
கணிதப் புஸ்ஜியியல், 

7 ந 6 

- als], 
_ vem 

ge [36 x 216] 
90 

433. 
= 8 96.4 
  

(c) EL6X—2¢X + 2°] 
= 6 £(X)~2E(X +2) 

=6X2=2 X 864 

= 12 — 172:8 = — 160.8 

மாதிரி 26 £ 

SX) = 45% = 1, 25 35455 
௫ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்) 

என்றால், 8 (3), 8 (15) இவற்றைக் கண்டு பிடித்து அந்த 
மதிப்புகள் மூலம் 8 (4 -- 2)*ஐக் க.னிக்கவும், 

இங்கு & ஒரு தனித்த ராண்டம் மாறி. 

2 = வூ 5: 
_ 

= 1b + 205 + 3b GE SE 

15 ் 
௫ ப ௮.3 

> 

௫ 
ஒ
ழ
 

(ii) BE (xy | 

Il 
w
e
 

34
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= PEE DE Bebe to 58 | 

= $ (55) = He . 
எனமவ, 

Bitar 2 EY Y4K ¢ a 

ge = EWM) EAE ES ் 

114400. 

பட்டி 4-2. 

ll
 

॥ 

மாதிரி 27: 

xX, Yor Baoan om. ௮. ௯ஈ, 

7062) -3, ூற)- (0, 0), 05 1), (1. 

- 0, (மற்ற மதிப்புகளில்) என்றால், 

E(X —4) (Y— இன் மதிப்பைக் கணக்கிடுக: 

E(X — 3) (Y— 2/3) = © (*—4) (9 - Di ss 

“= @—-)0-DW 

0-0. 
மாமா 

=(-)) (-)@ + (-D@@ 

“+4 @QaW@ 

மாதிரி 28 ௦ 

(%, 79) மாறிகளின் ஊ. அ. சா, 

FS (x9) = 23 Oe rer, 0<y<1



116 ம்ப பப்டி. கணிதம்பூள்ளியியல் 

௮0, (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம்) 

என்றால், ம(%, 9) - 3 

(கர 

ம(2, 27) - 47 எனக் கொண்டால், . 

உம] 5[2 (00072 ஈ[ம (6, 7] என்று நிரூபி. 
3 அதது. 

Que E[u(X, 1] = E(X) =f [நத 

21 750௪.
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தழ (2, ர]. ௨.௩, = j | ny 2. dedy 

பய ட 

எனவே 5 [௨(%, 7)]8[2(&, 2)]2$.$-$ 

ஆனால், £ [ம(%, 2)] = + 

எனவே, ் 

— தரம(கர 22(20)]220ம(௧2]. 

என்று புலனாகிறது. 

wiped vi. 

(1) ந மாறிலின் ஊ. அஃசா, 

7922(1-2), 042241 

௯ 0 (சத்த மதிப்புகளுக்கெல்லாம்) என்றால், 

E(X), E (X*), E( 6X + 54”) இவற்றைக் கணக்கிடுக. 

(2) % தனித்த மாறியின் ஊ: ௮. சா: 

f@)= Bxnh23 

௮ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கு) 

என்றல், E(x), E( 24-4௪-3445) கண்டுபிடிக்கவும்?
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(3 See eee அ,சா. f(x) = + vex = — 1,0, 1, 

0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கு) 

என்றால் 

(i) £0) =4 என்றால், £ (&- ) கணிக்கவும்- 

(4) 7(0) oy கழ என்றால், f(—-1)fC+1) 
இவற்றைக் கண்டுபிடிக்கவும். 

சில சிறப்பான எதிர்பார்க்கத் தகும் அளவுகள் (Some 

Special Expectations} 

தனித்த ராண்டம் மாறி '&ன் ஊ,. ௮-சா f(x) sare 
கொள்வோம்: 2ஃன் ஒரு சார்பலன் ௨ (4) - £ என்றால் 

E(X) = = 2% fF @) 

= 5S (6) + af (ea) Ft in fn) 
௪ கன் சாசரி மதிப்பு ஆகும். 

இதுவே * பரவலின் சராசரி மதிப்பு என்றும் வழங்கப் 
படும். ஒரு ராண்டம் மாறி 2ட்ன் சராசரி மதிப்பு .£ என்றால், 

(3) - ம ஆகும். 

(இங்கு & தனித்த or Puiratair ee எனடரிமாதி 
யாகவோ இருக்கலாம்.) 

மற்றொரு சிறப்பான எதிர்பார்க்கத்தக்க அளவு 

u(X)= (MP 
என்று எடுத்துக் கொண்டபோது கிடைப்பதாகும். 

சமத் 2 உ (ஜு 70) 

= (x,- F)* f(x.) + (er)? f (42) +0. + (mn 4)” Ft (x) 

கக்கும் K-56 actor CagurtGsehar atssmadruyid. f(x) 
ஐயும் பெருக்கியபின் அவற்றின் கூட்டுத்தொகையானது 
& மாறியின் ₹மாறுப்£டு?' (Variance) எனப்பெறும். இதை 
௪* என வழங்குகிறோம். . - 2
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= (5.18.1) 
X@sr_turpss, E (X) = [ @ sede ee எனவும் 

௬09 

(2௮7 2] டட இ/(ட4 எனவும். 
ட பக 

வரையறுக்கப்படுகிறது. 

் 'எனவே, 2(2-- fy ர” ் 

ச E(X — BY 

அரக தக FY) 

வதி) 2 த(ம 

= E (X*)—2 #* + # 

= E(X)— B= E(X*) — (EC)? 

த இட நர B(X)— [ECX)} 

- மூன்றாவது சிறப்பான எதிர்பார்க்கத்தக்க அளவு X orp. 

யின் திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் சார்பலன் (தி.௨.சா): 

(Moment Generating Function MGF) 4@b. & என்பது ஒரு 

நேர் எண் என்றால் / என்ற பண்பளவை ந் 412 என்றவாறு 

இருந்தால், 

கன் தி.௨.சா. = Mx (t) = E (et*) 

ai 8%7 (௦ 8 (தொடர்வகைக்கான து) 

ao 

அல்லது 

842) - 8(௪ு) $சஎஈ]7(ஐ. 

(தனித்த வகைக்கானது).
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(௯ 0 ஆனால், ச4(0) - &(2) - E() = 1. 

அதாவது 44: (0) - 1. 

ஓவ்வொரு பரவலும் ஒரு தி.௨.சா.வைக்கொண்டிருக்கும் 

எனக் கூறமுடியாது. i 

ஒரு தி. ௨.சா., அது அமையப் பெறின், மிகவும் முக்கியத் 

துவம் வாய்ந்ததாகும். ஒரு ராண்டம் மாறியின் பரவலுக்கு ஒரு 

தி.௨.சா. தான் உண்டு. அதேபோல ஒரு தி.உ௨.சா: வைக் 

கொண்டு அந்த மாறியின் பரவலைத் திட்டவட்டமாக நிர்ண 

யிக்க முடியும், அதேபோல இரண்டு ராண்டம் மாறிகள் ஒரே 

மாதிரியான தி.உ.சாவைக் கொண்டிருப்பின், அவை ஒரே 

பரவலைக் கொண்டு அமைந்திருக்கும். 

ஒரு மாறியின் தி.உ.சா. கொடுக்கப்பட்டால், ௮ம் மாறியின் 

பரவலைப் பூரணமாக நாம் நிர்ணயிக்கமுடியும். எடுத்துக் 

காட்டாக, , 

மாதிரி 99: . 

My (aged tet ze 
இந்த 44 (2) அணி தனித்த 2 மாறியின் தி.௨.சா. ஆகும். 

-ன்ண.௮,சா. 7020) என்றும், ௪, ம, ௨, என்பன 4 கணத்தின் 

தனித்த புள்ளிகளாகவும் கொள்வோம். (இங்கு /(2) 2 0 என்று 

நாம் அறிவோம்). “i 

Mx (t) = > et® f(x) 

4 எனக் கொள்வோம்.         

க ட ஜீ த. 

அக் அம ம் கரி. 470” 

+ f (c) et 

இச் சமன்பாட்டினால், இடப்பக்க ஒவ்வோர் உறுப்பும் 

வலப்பக்க ஒவ்வொரு சரியான உறுப்புக்குச் சமமாகிறது. 

sam ly f(a) = fae 

b= 2s f(b) =f (Dae
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2-3) =f@) ae 

otorGeau f (x) = >* = 1,2,3, 

௪ 0,(மற்ற மதிப்புகளுக்கு) என்று நிர்ணயிக்கப் 
படுகிறது- 

மாதிரி 30: 

தொடர் ராண்டம்மாறி டன் தி.௨,சா. Mx (t) = ana <'< 
. ௪ 

என்றால், 2-ன் பரவலைக் கண்டுபிடிக்கலாம். ௯ ove (1) 

ட... 
ஆம் | அல். ய 

__ 00 

QAAG HE X-cir om. .FT. f (x)B4 கண்டுபிடிப்பது கடினமே- 

இருப்பினும், 8-ன் ஊ,அ௮.சா. 

ரீபூ-ந.௪*),0 424௦ ட 

௪ 0, (மற்ற எல்லா மதிப்புக்களுக்கும்) ew (2) 

என்றால் இதன் தி:௨.சா. Mx (t) = a aR $ 21. 

ஆகவே, (1)ஐதி.௨. சா.வாகக்கொண்ட ௭. ௮: சா 

709 - © 6 ஆகும். 

மற்றும், ஒரு தி.௨. சா விலிருந்து மையமற்ற Sous Sper. 
களைக் கணிக்க முடியும். 

த் லம h என்ற இடைவெளியில், My (1) வரையறுக்கப் 

பட்டிருந்தால், எல்லா வரிசைகளுடைய வகைக்கெழுக்களையும் 

(derivatives of all order) ௬ 0 என்ற புள்ளியில் கணக்கிடலாம். 
] 

து. இ(/ ° ™ | (தொடர் வகைக் 
MO = MC) =, J: xe ob f (x) de arora) 

அல்லது சர! (0) டு x bt. f (x) dx | (தனித்த வகைக் ; 
ae, : ore



122- கணிதப் புள்ளியியல்- 

t = ர என்றால், 48! (0) - E (X) > a BSB 

48 (1)-ன் இரண்டாம் வகைக்கெழு 

“அழு 3 1௪ ன்றி1) அல்லது$ SO. 

ஆகவே M" (0) = E (X*) 

(As@e o = F(X) = [நர 
= M" (0) = [ M' (0) F 

Me 

எடுத்துக்க)ட்டாக M(th=(1—ty;, 741 என்றால் 

370 2(1200- 

M(t) = 6(1—t)-* 

ஆகவே 24 (௦) - 742. 

M'' (0) = E(X*) = 
நா மார 

2 — [Mo 
“" =6—4=2- 

"இங்கு சராசரியும், மாறுபாடும் ஒரே மதிப்புடையனவாய் 

உள்ளன் என்பதை அறியலாம். ' 

இபாதுவாக, Me (2-ன் ஆவது வகைக்கெழு 442 (2) 

என்றால், 

நச் {oy = E (X) HSD. 

ம் Por x) = a xs f (x) dx» (Qgrit aeséaran gy) 

i 
e
s
 

அல்லது. ... 
EEX) = 5 xs ரு (தனித்த வகைக்கானது)



oat Spor apd ராண்டம் மாறிகளின் பரவல்களும் 123: 

இங்கு 8(24) - ; ஆவது மையமற்றத் திருப்புத்திறன் 
ஆகும். இப்படி My (/)யானது, £(2),.3.- 1, 2, 3... என்ற 

திருப்புத்திறன்களை உருவாக்குவதால், இதைத் திருப்புத்திறன்' 
கசா உருவாக்கும் சார்பலன் (தி. ௨.௨௪.) என்று 

வழங்குகிறோம். ் ் 

&மாறியின் ஆவது wile திருப்புத்திறன்களைச் சில 

சமயங்களில் 2“ன் பரவலின் : : ஆவது வரிசைத் திருப்புத் 
ரவ வம் என்றும். வழங்குகின்றோம். 

மாதிர் ர்: 

2மாறியின் ஊ. ௮: சா. ரீட62(1-2), “42 

= 0,:(upp மஜிப்புகளுக்கு, 

என்றால், 4-ன் சராசரி, மாறுபாடுகளைக் காணவும். 

ன் சராசரி? “2 ஸீ 3 ம. f xi Sf (x) dx. 

ட்டது Js 2.62 (1 “ஜிடி, ae +2 
9 

= 6f i x8) dx 

x* xf 

அ 63 = 2] 
£002 6L bed 20] 

= 6 r=} = 0.50 

1 

2 

ன் மாறுபாடு - ஏ = E( X — # y. 

= E(X*) — pi, 

Ey = [ee «1+ x) dx



124 கணித்ப் புள்ளியியல். 

ற | (8 — x*) de. 

~« [5-3] 
6.3). 

எ (ரூ. தாட ௩10 6 4 3 = 
i 
2 

ராதிரி 82௨. 

.” கிமாறியின் ண. ௮. சா. ரீ (6) = i 2142௮௮ 

2.0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கு எல்லாம்-) 

இதற்கான சராசரி அமையப்பெறவில்லை (4௦88 1௦4 exist). 

ஏனெனில், 

i ஜூ 
i 

ணன் சராசரி - 4 he dx 

் z 

ஆ 

= hm ர் ஸ். 
h->oo J # 

. = lim ( log. — log, |) 
b> a 

எனவே, இத்த மதிப்பு உளதாக இல்லை. (does not exist). 

மாதிரி 38: 

X wr fuer oar. 3. FT. 

FO= (hs #2123. 
= 0, (upp எல்லா மதிப்புகளுக்கும்) Tet BX, 

அதன் தஇி. உ. சா. சராசரி, மாறுபாடு இவற்றைக் காணவும்.



ஊக அளவும், ராண்டம் மாறிகளின் பரவல்களும் 123 

2 MQ) = BGM = 3 dy 

“சரடு அமான் ஜானி” 
ச இங்கு 3 4 1 ஆகும் 

M()= 24]. (5) + (5). (ey eee 8 

2ஃன் சராசரி £ (5) - 844” (07-4௪ 

-[- a es ஆட் ச |. 

_(௮1)) 131 121 
mee = 2, 

(2-1F 70 °° 1 

  

  

ன் மாறுபாடு a= E(X)- # 

= E(X*)—4._ 

E(X*)=[M" (t) hao: 

(4 [எச]... 
ன A=" 32-22 2-௮. a] 

(2-— ஜி4 ் : se 

(2-1), 2. 1—2.1.2.(2—1 (1). 
(2 1) 

= tt 26. 

E(i= 297௫ ௪௬6-4௬2



126 அதை பவல் ஒரவட ப அணிதப்.புள்ளியியல் 
ஆகவே, 28ன் சராசரியும், மாறுபாடும் ஒரே மதிப்புடையன. 

இன்னும்' சில உயர் படிப்பு முறைகளில் நாம் தி.உ.சா, 

வைக் கணக்கிட்வேண்டியதில்லை. ஏனெனில்; பல் 'பரவல்களுக்கு 

தி. உ. சா.வே கிடையாது. இருப்பினும் இதற்குப் பதிலாக 
X-upaler Aptys sritunier -€#.e0.)° CChafacteristic 

8௯௦1௦௩ 0.11) பயன் படுத்தலாம். 

$. என்பது ஒரு மெய்யிலா எண் என் we, 

(2௭) - ழ் (2) ஆகும், 

இங்கு ஜ் ர்) என்பது சி: சா, (0. த, என உ வக்க டுக் 

ஒவ்வொரு பரவஜுக்கும் தரே ஒரு சி; சா. : உள்ளது. சி. சா, 

வுக்கும் தி. உ. சா.வுக்கும் உள்ள தொடர்பு யாதெனில், 

p(t) = Be Oh 4 Sf 2, 4 ewe 

M (1) = BQ. FT, 

இங்கு ஜ் (2) - 28(4): ஆகும்” 

= os பயிற்சி: iV; 

“ட 'இமாநியின் ஊ; ௮: சா. 

! oe ee eee 
f= Tea a ‘2=0,1, 853 

——— - 

= 0, (மற்ற  அதிக்ரளைக்கு எல்லாம்) அகக், 

ஆன் ali மாறுபாட்டையும் காண்க, 25 

2 கன் மாறுபாடு அமையப்பெறின், கீழ்க்கண்ட சமமின் 

மையை நிரூபி: ன க க ் 

டக (4) 5 [8(4)7 | ட்ட 

G3): 32 மாறியின் சராசரி - “BS "திட்டவிலக்கம் 
e,(-h<etch)-o B.e.e7. My(t) என்றால், கீழ்க் 

கண்டவற்றை ae ் 5 ௨3 

  (a) யக 

 



ஊச: அளவும், ராண்டம் மாறிகளின் பரவல்களும் சர் 

எ ழம் வத்தி 

உர கழுகு கடி 
(she <tc hepa 

@ 2 நன் ன. oe oe, ர]; ரல கலக or 

. =O; (opp Sites 

என்றால், ன் தி. உ. சாட eee a gk eh ட. 

  

ன 

ள் et — ot _My (1) - 7 ஆகம் 

= பர்வத சஸ், 

(5) x, x, இரு ராண்டம் மாறிகளின் ஊ. ௮. சா: 

சட எ... 0௨) 12. 04 393... 

=0 (மற்ற மதிப்புகளுக்கு ae என்றால், 

மு சூ... oo 

Gi) Ef (4, + %) — Es + XT ட் 
றைக் கணக்கிடவும். 

(6) ன் தி.௨.௪ா. /சீ (0) எனவும் 

க (ச) 2 1622 M (t) என்வும் இருந்தால் 

Ger (i) க!(0)- 

கண் 0) - =o? என நிரூபி. 

(7) நமாறியின் தி. ௨. சா. MW ௮ a —ty? என்றால், 

& பரவலின். திருப்புத் திறன்களைக்-கண்டுபிடிக்கவும்: : 

5-9. செபிச்சேவின் சமமின்மைக் கோட்பாடு 
(Tche bychev’s Inequality) 

சில ஊக அளவுகளுக்கு மேல்:-எல்ல்," கீழ் 'எல்ஸ்க்காக் 
கண்டு பிடிக்க நாம் இந தேற்றத்தை இங்கு நிரூபிப்போம்: 

இந்த எல்லைகள் சரியாக ஊ௧ அளவுகளுக்கு ee இருக்க 
வேண்டிய அவசியம்-இல்லை.- ~



13 _ கணிதப் புள்ளியியுல் 
தேற்றம் 11. 

் Koga ண்டம்.  மாறியின், - எதிர்மறையிலா |  சார்பலன் 
ஸ்ட் ‘negative function)-u u (X) எனக் AarerGarh. 

எடி திங் (x) iar மதிப்பு அமையப் பெறின், ஒவ்வொரு நேர் 

P& crate (positive. constant) -C-dGb,. 

JE [u (X) “ஜமான் ஜர்! 516 
நிரூபணம் : இங்கு 2 தொடர் ராண்டம் ஜகா இருத் 

தல் அவசியம். தனித்த வகைக்கு இந்நிரூபணம் பயன்படாது. 

க்குப் பதிலாக 5 பயுன்படுத்தினால் . இந்த நிரூபணம் 

பயன்படும்; aan 

ன்" ணி::௮; ett f(x) எனவும்; 4 கணம்: © 

As fx; u(x) > ey எனவும் கொள்வோம். 

= 
‘Spee (D) = fue) FO) ௯. 

— oO 

- | 200௫௬3 J aC) f(x) de 

வலப் பக்கமுள்ள ஒவ்வொரு தொகையும் அதிர்மதையிலா 

மதிப்பைக் கொண்டது. ஆகவே இட்ப் பக்கமுள்ள, 

“தந் (9) 5 ஏதாவது ஒரு, தொசைகின் மதிப்ப, .. 
குறிப்பாக: “ 

Ele ஸா 5) 89/09) 2 ல் a. 

'இரும்பீனும் 914 என்றால், ம(2) 2 0 ஆகும்.



ஊ்க.அளவும், ராண்டம் மாறிகளின் பரவல்களும் 129 

ஆகவே. 8 . (4)-460 பதிலாக 2ஐப் போடுவதால் 

| (டி ரீ(0) கடமதிப்பு அதிகமாகாது (ஏருது). ் ன 

A 

எனவே, 2[2௨ (x) }-= | Fe) dx 

Bud, | f(x) de =P, (xe A) 

- 21209) உ 4 ஆசு இருப்பதால், 
த[உ(9]222,[ம(9 2 பி என்று புலனாகிறது. 

ஆகவே தேற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டது. 

இத் தேற்றமானது பொதுப்படையான ஒரு, ₹சமமின்மை? 

யாகும். எனினும், இந்தச் சமமின்மையைக் கீழே aan 

நிரூபிப்போம்: 

தேற்றம் 2: 

ஒரு ராண்டம் orp X, . நிலையான மாறுபாடு ome 

கொண்ட ஓர் ஊக ஆனதும் பரவலைக் கொண்டிருப்பதாகக் 

கொள்வோம். : 

உடன் சராசரி 8 என்றால், ஒவ்வொரு k > 0-க்கும், 

Pp, [1%- /212௪] 5 ன் ஆகும். _ 

நிரூபணம் : 

மழு டே ர ட் 
6 4. எனக் கொள்வோம். 
c=k ர் ் 

முன் தேற்றத்தின் படி, 

Plu) ze] Ss : E (u(X)} 

5.9



= அணிற்ப்'புள்ள்றிமியில் 

ஆனால் 2( 8-5) -௪* 
் 2 

corGar P,[ |X—P| => ko] < eo 
oe 

PLIX—KFI Ske} S 5 

ஆகவே, தேற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டது. 

மாதிரி 34: 

கன் மொ. ௮- சா. 

1 வ ட 
—= -~ V3 3 

fla = 343 3 43 < ஸ்வ 

= 0, (மற்ற x மதிப்புகளில்) 

E 1 3 
இங்கு 2 E(X) =55 i a a 

ஞீ டத 5. 

i x* |. 

“தத [3 
43 

BH 3120 

ச் « E(X*) - #



ஊக அளவும், ராண்டம் மாறிகளின் பர வல்களும் 131. 

Par 10 ~ 629 

_2 2 _ 
54. 43 

Hw, ool 

Qagk= if என்றால்; எறிய ண, அரசு அளவு 

2ம்ரிக் கப கக இ 

தத 
௪11. இச் 
oe 

8/5: 
ர ட்ட ய். 

P in = கே] எம 
[ Plea) 2v3 (51 8/9 

|. 12-02 
னை 

~ i 8% 
1” ௪ 

-சச்பிச்சேவின்: eyicremu மூலமாக, முன்னே கண்ட 

= = oe pads எல்லையைக்கொண்டுள்ளது, ஊக அள்வு இ ட் 

8 «= 0.134 என்பதால், சரியான ஊக அளவு I~ 5 

im விடக் கணிசமான ௮ளவு குறைவாக. இருக்கிறது



க் 2 என்றுல்,,.. ot ae ளிய -_ = 

P,[ | kK— ந 22௮ ததி ௨௮ 

ல க்க _ 
ன. =f ee dx 

243 
2. ் 

3 

aia Lee ae ் தக ட் ஆ 4] 
ட 

த்
 

2 14(04 140), 

(ஏனெனில் (--2, அவத (3, இ : அடைவெளிகளில் 

f(x) ௬0 அத்துடன் (-- 43) 3) இடைவெளியில் ரீ ஓர் 

ஊ. ௮. சா, அதை 

4 ape oe ae g oe டர் க ஹீ HQ me RE PAR ஆ 

இந்த ஊக அளவும் உச்ச எல்லை ௪ = 4 விடச் சிறியது. 

அதாவது 9ச்டிசசேவின் சமமின் மைப்படி, ' 

2012-212௪ கடட 

I 

oF 4 

மாதிரி 558 

ஈதனித்தி வகை சாண்டர் மகறி: 4. ஆனது:4:௮ ச 120, 1 

என்ற. புள்ளிகளில் 3 B2, BF, nee ஊக அளவுகளை முறையே 

கொண்டிருந்தால் 820, ச- ் என்சி சரிபரீர்கிதவும். “5 

| 6 4 

; da, J og. 
ட் ச்ம் te gr a Oi.
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1 - 35. 1. 5 = 3 BO) = (1) =, + OP. எ“ + OY" ஆ 

Ln Bop Leeds ot 0+ > 

மூமலும் பல்க வண்ணன், நர அஸ் 

கர 4 ௮ நத்தம் கசக்க கம 

a PRX ED +P (—X>D 

P(X ED EP MX Zhe 
eo 

| | | 1 
eta 4 * 

Que P,(| Y¥~H I= ko) corp oe goranean aée 

எல்லை ௪ ஐ அடைந்து விடுகிறது: 

பயிற்சி 71 

(1) ௩ என்ற ராண்டம் மாறியின் சராசரி 7£ ஆகவும், 

E((X— p)"*) என்பது அமையப் பெறவும் (6௦5) இருந்தால், 
அத்துடன் 22 0 என்றால், 

[1 கீற] 203 இரகு. தர அட 

(2) E(X)=3. oe ு ]|3) என்றதான ,% ராண்டம் 

மாறியில் செபிச்சேவ் சமமின்மையைப் பயன்படுத்தி 
Pp (~2<X <8) ஊக அளவுக்கான குறைந்த எல்லை (108 

நஙு யை நிர்ணயிக்கவும், 

(3) ந மாறியின் தி.௨. சா. 44/44 என்ற இடை 

வெளியில், 44% (0 என்றால், 

Pe (Pease 4, நடு 02 

ம்பா சச்ச் UM. ௮42௮0 
என்றும் நிரூபி:



134 கணிதப் புள்ளியியல் 

et < 3 

14) பன் திடை.சா. M (t) = we 8220 

100) ௬1 என்றால், 

Bacrof (3)-ன் விசாவை (யப் பயன்படுத்தி 

2) 72 1) - 0 என்றும் 

2 (&%-1 10 என்றும் காண்க. 

- (இங்கு 4 (எல்லையற்ற) முடிவிலியான (infinite) git எண் 

ஆகும். ப ட்



6. நிபந்தனை ஊக அளவும் 
புள்ளியியல் தற்சார்பும் 

(Conditional Probability and Statistical Independence) 

6-1, நிபந்தனை ஊச அளவு 

(2 என்ற மாதிரி கணத்திலுள்ள உபகணம் க்கான: ஊக. 

அளவு கணக்சார்பலன் (ஊ.க-சா), 7 (()-எனக்கொள்வோம். 

6, என்ற கணத்துக்கான ஊ.க.சா. (00 > 0 எனக் கொள் 

வோம். 

"இரு ராண்டம் Car ger ude ஏற்படும். உறுப்புகள் (மதிப் 

புகள்) பேன் மதிப்புகளாக இருப்பின், சோதனையில் ஏற் 

பட்ட மதிப்புககசா மட்டுமே. எடுத்துக் கொள்வோம். இப் 

போது 0, ஜ மாதிரி. கணம் என வைத்துக் கொண்டு 0-ன் மற்ற 

உபகணமான ன் ஊக அளவைக் கணக்கிடலாம். இந்த 

ஊக அளவானது 0, விளைவின் எண்மானத்தைச் (179ற௦0்85) 

சார்ந்த 0, விளைவின் 'நீபந்தனை ஊக அளவு? ஆகும். 

அதாவது 0, கொடுக்கப்பட்ட போது, சேன் நிபந்தனை 

். ஊக அளவு கணிக்கப்படுகிறது- 

இதை 72(0,)ே என எழுதுகின்றோம். டேன் மொத்த 

உறுப்புகளில் (9-க்கும் பொதுவான உறுப்புகள் [0 6 என்று 

குறிக்கலாம். 

ஆகவே, 2 (நி ௪ 2() பேபே ஆகும். அத்துடன் 
206/0) ௪1 என்பது நாம் அறிந்ததே... QL OT FOO GF 

சார்ந்த, டே! இரண்டுவிளைவுகளின் “ஊக அளவு : விகித
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மும், ப கணத்தைச் சார்ந்த டே டே[] % இரண்டு விளைவுகளின் 
ஊக அளவு விகிதமும் சமமானவையாகும். 

P(C, C,/C,) P(C, 9 ¢,) 

எனவே வு... PG) 
dag PC, NCIC) - 20000, 

சி) 

இங்கு () 7(0,) ia 0 
Cii) P (C,/C,) 

(14) PC, {C,)) = 7 என்பன விரும்பத்தகும் நிபந்தனை களா. 

கும். அத்துடன். நே ஜே... டே இவை யாவும்' ஒன்றுக்கொள்று 

இணையாத (04/௦4) க்கள் பனுமிட் 

2[% 00 00.. 0 பேபி 

-2(வ20 420/4. 4 2(வமே 
(வாசகர்கள் இதை நிரூபித்துக் கொள்ள. விடப்பட்டது. ) 

இதேபோல ஒன்று அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட ராண்டம் மாறி 
களின் கணம் இ என்றால் (& கணம் (-ன் மேல் வரையறுக்கப் 

பட்டது), மேலும் க -ன் உபகணங்கள் 40) 4, எண்றாலும்., 4, -ன் 

ண் தரப்பட்ட பின் 4-ன் நிபந்தனை ஊக அளவை P (84) 

P(A, / Ad = PAD Ae என mane, 

இங்கு (P A, > 0. ) 

இந்த நிபந்தனை ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

(நி.ஸ.௮.சா) விளக்கத்திலிருந்து,' 

P(A, 1) A,) = P(A). P (A,/A,) | 

“அல்லது P(C, 1) Or) = P (Ci). (029). 
இத்த வரையறையானது ஓர் ஊக.சா.வைக்: கொண் 

டுள்ள எந்தக். கணத்துக்கும் பொருந்தும்... 

். இதையே ஊக அளவுப் ௦ பெருக்கல் நியதி rom ABBE 

பண்டா அன்ஸ் Law of. Probability):
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மாதிரி 1: 

ஒரு சீட்டுக் கட்டிலிருந்து 5 சீட்டுக்கள் ராண்டம் மூணறயில் 
(கட்டில் திரும்பச் சேர்க்காதவாறு) ஒருவருக்குக் கொடுக்கப்படு 

கிறது. அவரிடம் குறைந்த பட்சம் 4 டைமண்டுகள் இருப் 

பதாகக் கொண்டால் (00, அவர் கையிலிருக்கும் எல்லாச் சீட்டு 

களும் டைமண்டுகள் (0,) என்பதற்கான ஊக அளவு யாது? 

[31 [39 52 \" இங்கு2(0- (2) (1) *(,) 
ரீ 52 

(5. 
ற் ௮ டைமண்டு என்றால், 

C, = {D}D = 4,5}: 

"ea TBs Dem sf 

2 NG = C, Boe. 
ey P (C, [0 C,) வ் P (9. PC l= Bay = Pai) 

ssi" Picy 2 (9) - 
a 

P(G,/C,) = 
| | 5 (? 1 
ககர
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மாதிரி .2 

“சம. 

PC [5] யே = சீ (பே = (ட | பே 

க. 
எ: 4 

2. 
ட 

6. 

பெருக்கல் நியதியை நாம் நீட்டிக்கலாம். மூன்று விளைவு 
கள் 4), 42, 4-களுக்கான வெட்டு 400 4, [:.43 என்றால், 

P(4, 9 A, 1 43] = 72[(400 42 0 43] 

= P(A, Ay). P [As 0 4s) J 

= P(A,). P(A2/ Ap. P[A3/(4AiN 42) 

i tA, f A,) = P(A). P(A, A; 
ஆகும்.] 

பயிற்சி 1 

(1) Pie, Nes Nes Ne) = Plea). P (fA) 2 [1௩0 os‘) 
alg.» KP fee] Neg Nes) 

என்று நிரூபிக்கவும். 

(2) ஒரு சீட்டுக்கட்டை நன்கு குலுக்கி ராண்டம் முறையில் 

(கட்டில் திரும்பச் சேர்க்காவண்ணம்) போடப்பட்ட சீட்டுகளில் 
இருவருக்கு உடைத்தான 13 சீட்டுக்களை எடுத்துக்கொள்வோம். 

அவருக்குக் குறைந்தது! இரண்டு 'ராஜாக்களாவது இருக்கிறது 
என்ற அனுமானத்தை (எடுகோட்டை)ச் சார்ந்தவாறு 

குறைந்தது 3 ராஜாக்களாவது அவரிடம் இருப்பதற்கான Bus 

தனை ஊக அளவைக் காண்க, 

€3) C,, Cy, wo. Le rah p நன்னத்கொகள்று இணையாத 

ணங்கள் பூச்சியமற்ற ஊக அளவுகளைக்: கொண்டிருந்தால்,
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‘Bwngyih C,. Coy ௮ நெ இவற்றின் பிணைப்பு (யம்) ே erp 

கணமானால், 
நட்ட லட கத இப 

உம. /0ி4 ழா. PAC [OSH vee 

| 4 2 முற. 20/0 என்று திரூபி: 

இங்கு 2 (0) 5.0 என்றால், கீழ்க்கண்ட * பேபயீஸ் 

சூத்திரதைத? (8௮-% ரியாஐப12) நிரூபித்துக் காட்டுக. 

_ 2ம். 2(68/0 ess 
_ PICICN = Bey PIG). + PG) P (CIC). F men 

+ P (Gm) P (C | Cn) i= 1, 2, ஒக MM, 

  

. [குறிப்பு ॥ . P (00. P (C,/C) = P (ம. 26/0] 

(4) ஒரு பையில் 3 சிவப்பு பந்துகளும், 7 ஊ.தா பந்துக்களும், 

இரண்டாவது பையில் 6 சிவப்பு பந்துகளும், 8 ஊஜா பந்து 

களும். உள்ளன... ஏதாவது ஒரு. பையை ராண்டமாகத் தேர்ந் 

தெடுத்து, அதினுள்ளிருந்து :ஒரு பந்து எடுக்கப்படுகிறது; 

* 1 அபிபந்து சிவப்பு நிறம். என்பதற்கான ஊக + OT CD Bs de 

கணக்கிடு, 
ty thee pe 1 

Gi) அப்பந்து சிவப்பு: என்;ற. எடுகோட்டைச்'. சார்ந்து, 

இரண்டாவது பையிலிருந்து அப்பந்து எடுக்கப்பட்டதற்கான 

நிபந்தனை ஊக அளவைக் கண்டுபிடி. 

6.2. விளிம்புப் பரவலும், -திபந்தனைப் பரவலும் (Marginal 

and Conditional Distributions) 

oo" yy Xy மாறிகளின் ஊ,அஃசா, 7 (9 எனக்கொள்வோம், 

நன்கு புரியும் பொருட்டு, ஒன்றுச்கு மேற்பட்ட ராண்டம் 

மாறிகள் வருமிடத்து இந்த ஊ.௮, சா. அல்லது தி.ப.சா.வை 

ஓர் இணைந்த ஊ. ௮. சா, அல்லது. இணைந்த. கி..ப. சா. 

(joint p. d. f., or ரெ 68.8) என வழங்குவோம். 

். எனவே [0௮ என்பது 2, 2, மர்றிகளின் இ௫தீத் 
ண,௮;சா. ஆகும். (இ.ஊ. அசா. ட் 

| னா அர) என்றவிளைவை இப்போது. கவனிப்போம்: "2 
€மலே கூறிய விளைவானது, efit, of P Pal: ணி 0
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347௨ 4 நழக பபால் ட டி ௮ வி. என்ற. விளைவு நிகழும் 
போதுதான் நிகழ முடியும். 

எனவே, 

ர ரர; bw 
க P, (a mM 1 = ன்ற 4 ௮] ன | | SF Cx, 44) dx, dx, 

கட்கு 

(தாடர்வகைக் கானத்) 

அல்லது லி 4 = * ட 

mp: [a < Ke < i ன ௮௮ X2< + 1௯ > Sher) 
28 Bee a aciX,<b x2 

a (தனித்த வகைக்கானது.) 

, இப்போது ட 

ம் fms, 2) diy அல்லது த Sm, x2) என்பது ey rae 
0௦0. 

சார்பலனாக மட்டுமே: காணப்படுகிறது... இதை. 7, (7௪ 
oreo AG opi. 

te th, என்வே, ஓவ்வொரு a < ம் க்கும், 

ee ee தொடர் வதை, 
a 

bu. oe 3, gy ges a ©. கலம் 4, “tae ml 
lig a டட இட்து 8-2) Kb © 3 3 த் 

“இந்த டக்கு மட்டுமான ear, அ. சா: Sf, வ ஆகும். “இங்கு 
ஒரு இலையாக உடமதிப்பில், எல்லா x மதிப்புக்கும் இணைந்த 
ஊ.௮, சா. Fey, 4) ஐத் இதமல்க்க் படுத்தினாலோ அல்லது 
கூட்டினாலோ: கிடைப்பது :7,(0,) ஆகும். அதனால். இந்தந் 
தொகையை அல்லது கூட்டலை 2, ுி-- தளத்தின் . விளிம்பு 
(Margin) எனக் : கூறலாம். ஆகவே, 7, (பி என்பது %, ன் 
விளிம்பு ஊக-அள:வு அடர் த்திச் பண்ட் Qe 5:68. oor. 
அ.சா. ௫; றம். 7) என்போம். னின் உல ய 23
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2, 

Qe sGurw f(x) = | Sf Cys Xs dx, AO part aes) 

ae 

அல்லது - 

ரு 5/7... : (தனிவகக்) 
xy 

எனேவ ழீ? 2) வானது ன் வி. ச். BFE. ஆகும், 

மாதிரி 3: > வட்ட ட்ப 

ந மாறிகளின் இணைந்த ஊ. ௮. சா. 

ரிக -ுடட்கு0 2247, 0௮௮12 

= 1, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்) 

5 

என்றால், lo leg OR 

நாடன் விளிம்பு ஊ: ௮. சா, யாது? 

£-ன் விளிம்பு ஊ: ௮. சர் என்ன? 

இங்கு ன் விளிம்பு ஊ. ௮. சர். 

fil") = ட க்க 

உ
ய
 
ப
ெ
ண
:
 

(1)? (4 
= x, + >: 

இதேபோல கடன் விளிம்பு ஊ; ௮. சா, 

ந + 

Ja Gy) = | ரச கட 
6



1a? | சணிதபிஃபுள்பளிகியல் 

தத. 
Boe nial ee, al 

  

மரதிரி 42 னி 

X15 iy, மாறிகளின் இணைந்த. om. அ. சா. 

ர eh a மதர் கச் Als 2; ஆ நக்க க்க oe 

Sf (ery %2) = ae 1, 2, 3, <«cmn 

= 0, (opp மீதிப்புக்களில் எல்லாம்) என்றால் 

டீன் விளிம்பு ஊ. அ..சா. * 

உட. 
Ii (4) = 2, 4X ஆ படி 

ப் *2= + 

9 /1 1 1 
“a (3 +ot et 

1,1 1 1/4. 
ator gt "Pl 

3 

1 
crear fi) = 3 ன = 

2 3 4 1° தி 

இதே போன்று], (8) - -5- ஆகும். 
4
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சீம்தும் (2) 3 273) 1) 472 அரு ம. ௬ 

  

  

9 9 

ப [ச +87 BS” “| 

9 13, 3 .* ் 
4173 ~ ் 4a 64 EES. ap Oe 

Qon sGu X\-sr விளிம்பு ஊ. சா. ணன் பயன்படுத்தியும் 

பெறலாம்; ம் 

1 தப 23 எர (407 
. xy = 3 

= fi (3) க 

க 4 243 த். 

PX,=2) = f(s 2) + f (2,2) + 76) nists a4. 0 

9 9 "Sg 
ort ata? Pe 4 

9 1 i 
= a3 + ae et eee = | 

2. °P, (X= 2) =
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இப்பபாது, திபந்தனை ஊக அளவு அடர்த்திச் சரர்பலனைக் 
கவனிப்போம். 

Xy, Xo மாறிகளின் இணைந்த ஊஃ௮, சா. ரீ *2)5 

&டத்கு மட்டுமான விளிம்பு உ. ௮. சா.ரீ, (ப். 

. டக்கு மட்டுமான "விளிம்பு “or. a}. re fy (x2) எனவும் 

கொள்வோம். 

4, உபகணம் |: 
A, { Cis #03 he = Hy! 5 - ௦ 429.4 ௦) எனவும் 

மல்பகணம் 9 ் எ நர் | 

A,t { {15 52)) — OLS 5 ey My} TOLD , 
இருக்கட்டும். உ ரு திரிக* ௬ உ எ 3 

“« P(4y = Py [x = “j= fi tA? > 0 என்றவாறு 

ட் இருக்கிறது. ; 

நிபந்தனை ஊக அளவின் ee 

|. PtAy Ad) ப 
சசி நழட. 

2 [&) - 289 2 ௭ 37] 

= 2:12 சுப... 

_ fly's x2!) 
> Fy fay) 

அதாவது (பே 22) ஏதாவது ஒரு புள்ளியானுல், மேலும் 

(20) > 0 என்றாலும், X, = 2௨, என்று தரப்பட்ட: பின்னர், 

Xo = ட என்ற மதிப்புக்கான நிபந்தனை ஊக அளவு, 

ல் ae woo. ் Fe ae 

  

இந்த அளவு £,-ன் ஒரு சார்பலனாகும்: Qos -f (%/*,); 
என வழங்குகின் றோம். : , 

  எனவே, 7(22/%0ி - oe, இருதி அட 
473 ம. 3
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இந்த 7 (2/0) ஓர் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலனாகும். 
ஏனென்றால் எடுத்துக்காட்டாக தனித்த வகையில், 

ழம் சே 3) 22 1. 
இரப்ப a AG ரச்சு 

“Fi Oy) ao: = பரவலை 

டீ A, C4) 

= ily) | wane 
. ஆகவே, தனித்த வகை ராண்டம்மாறி X, = ௨, எனத் தரப் 

பட்டிருப்பின், தனி.வகை ராண்டம் மாறி 4, - ஓ மதிப்பிற்கான 
நிபந்தனை ஊ. அ: சார்பலனே f (x,/%, ) ஆகும். 

இதேபோல/7/(,3) - படல (20 

என்பது %, - டி தரப்பட்டிருப்பின் &, - உக்கான au 
தனை ஊ. அஃ. சா: ஆகும். 

இதைப் போன்றே டி &, இரண்டும் தொடர் : ராண்டம் 
மாறிகளானால், அவற்றின் இணைந்த ஊ. ௮-௪. Files கயி 

எனவும், 

டக்கு மட்டுமான விளிம்பு ௭௯. ௮. சா:7ீ 4 (60) 

2ம-க்கு மட்டுமான ' விளிம்பு ஊ. ௮: &. fy (xs) . என்வும் 
கொள்வோம். 

: முன்னே: குறிப்பிட்ட. விளக்கப்படி A (a) > 90 எனும் 
போது, 

மேலும், 1. felt) dx, 

Be Ly-— 10
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ஆகவே, 7 (௨/0) சார்பலன் ஒரு தொடர் ராண்டம் மாறி 

யின் ஊ;: ௮. சாவின் பொதுப்பண்பைப் பெற்றுள் 

arg எனவே தொடர் ராண்டம் மாறி 24, ௨ எனத் 

் தரப்பட்ட : பின், தொடர் ராண்டம் மாறி 2 - 8”-க்கான 

நிபந்தனை ஊ. ௮. சா. ரீ (3,_/4) ஆகும். - 

இதே போல, (ஈட) FEY, fy (rq) ௨0 

எனவும் எழுதுகின்றோம். 

இரண்டு நிபந்தனை ஊ. ௮. சார்பலன்களும் ஓர் gar. af. 

சார்பலனின் எல்லாப் பொதுப் பண்புகளையும் பெற்றுள்ளன. 

ஆகலே; இந்த நிபந்தனை ஊ. ௮. சார்பல்ன்களின் ஊக அளவு 

களையும், எதிர்பார்க்கத்;தக்க அளவுகளையும் கணக்கிட முடியும்: 

தொடர் வகைராண்டம் மாறிகளுக்கு, 

் ் b ் 

Pela < Xy<4/X, =) = | fale de, Bod 

இதையே X= x, என்று, தரப்பட்ட Qar,..a KX, < b-& 

கான நிபந்தனை ஊக அளவு எனக் கூறுகி3ரும். ad 

இதை P.{a> X, < b/x,| vor TEA Dd SaPve. 

இமத மாதிரி, =" =. 
a 

Pile<X <dil=|SOiialdn wipe...» 
6 ன்
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ஃ&௭ன் Om Fruer.u (X,) crore 

oo 

El u(X,)/ 21) = | un) flail) dey ஆகும். 
oo ம 

இதை - ௨, எனத்தரப்பட்டபின் ப (2) சார்பலனின் * நஇிபத் 
தனை எதிர்பார்க்கத் தக்க stay, (8.61.4) (Conditional : 

Expectation) என்று வழங்கலாம். குறிப்பாக: 

கடுக, தரப்பட்டபின், பன் நிபந்தனைச் சராசரி 

=E (X3/*, ) 

ந, - உ, தரப்பட்டபின், 2ட,-ன் நிபத்தகச்: மாறுபாடு 

= E{[X, ~ E(X2/ #1.) V/*1} Soe . 

= E(X#/s,) —[ E(m/*,)? aang. 

QGs@urn, u(X,/x,)-6@b TEHSOT. Cogn sreaes 
குப் பதில் கூட்டலை உடயோகித்து, தனித்த வகைக்கான நிபந் 
தனை ஊக அளவுகளையும் நிபந்தனை எதிர்பளிக்கற்வக்க அளவு 

களையும் எழுத முடியும். 

மாதிரி 5: 

டி &, இருமாறிகளின் இணைந்த ஊ.௮.சா£ 

FC 15 42) = 2,004, Cx <1, 

௪ 0), (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்) 

என்றால், 

1 

(197 (=f 2. dx, = 2(I—*,),0 <1 <1 

க 

௯ 0, (மேற்றமதிப்புகளுக்கு எல்லாம்.) 

Si (4) = 21 —*,) என்பது கபண் eae ஊக அளவு 

அடர்த்திச் சார்பலன் . 
<b>
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(ட் ஜே): ஷான் நிபந்தனை ௯.௮.௪. 

xX 

ட்ட 
e 

“sto Ga) = அஷ, ௮ ௮1 

me 0, (wap. எல்லா மதிப்புகளுக்கும். ர் 

fey 4). 
Fs (*2) 

t “(09 F (4182) 

ஃ f C%,/%_) “ee? ee ep ee, ॥ 

2.0) (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லா.ம்:)):: 

(ஞு சு = fr கடு 2௪ 
Co 

௭ன் நிபந்தனைச் ௭ [௨ 04241 
BS EY Gade te og Se Bg ot Be 

yey னய E CX, [82 ப் ஞே : 0: z 85 x 4 A a t 

சவா ஞான னம வரட்டு.
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(v) ன் Bug shor மாறுபாடு - 

௪ தீ([&ட- க (&ப/21-/)] 

கற 

  

“PNY 
ores @aX—ar நிபந்தனை மாறுபாடு... 

(ஸ் உரஉஃ 23/2) - 4] 

fread | 
6 ; 
2 

tol
 f

e”
 

dx,. | ச் fC 41) %2) = x, 

haf OG Tee EFS HT
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peat = 

a
e
 

் ம 

(wii) PCO <4) =|f (சழ கட 

எனவே, (2௭241) 21௪7 

=P,[o< X, “24/X = a] 

6-3. உட் தொடர்புக் கெழு (0௦61211010. 0௦21101204) 

ஒரு மாதிரியிலுள்ள உறுப்புகள் ஒவ்வொன்றும்' ஒரே 
சமயத்தில் சில குணப்பண்புகளைப் பெற்றிருக்கின்றன என நாம் 
அறிவோம். இக் குணங்களுக்குள்ள தொடர்பைப் பற்றி ஆராய 

௮க் குணங்களை ஏற்கக்கூடிய உறுப்புகளின் மதிப்புகளுக்கான 
உடன் தொடர்பைக் கொண்டு வெளிப்படுத்துகின்றோம். 
எடுத்துக்காட்டாக ஒரு பொருளின் உற்பத்தி குறையக்குறைய 
அதன் விலை அதிகரித்துக்கொண்டே டேபாகும். இதே 'போல 
அதன் உற்பத்தி அதிகரிக்க, அதிகரிக்கப் பொதுவாக விலை 
குறைந்துவரும். இதேபோல எடுத்துக்காட்டாக அதிக உயரம் 

உள்ள மாணவர்கள் (நெட்டையர்கள் ). அதிக எடை உள்ளவர் 
களாயும், குறைந்த உயரமானவர்கள் ' (குட்டையர்கள்) 

குறைந்த எடையுள்ளவர்களாகவும் இருக்கக் காண்கிறோம். 
ஆகையால், இரண்டு மாறிகளின் மதிப்புகள் ஒரே சமயத்தில் 
அதிகரித்துக்கொண்டோ; அல்லது குறைந்துகொண்டோ
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சென்றால், “அம் மாறிகள் நேரான தொடர்பைப்பெற்றிருக் 
கின்றன என்றும், ஒரு மாறியின் மதிப்புகள் அதிகமர்க, 
அதிகமாக மற்றொன்றின் மதிப்புகள் குறைந்துகொண்டே 
வந்தால், ௮ம் மாறிகள் எதிர்மறைத் தொடர்பைப் பெற்றிருக் 

கின்றன என்றும் கூறுகின்றோம். 

இம் மாறிகளிடையே உள்ள தொடர்பை மட்டும் அறிந்தால் 
பேோர்தாது.' அவை எந்த அளவுக்குத் தொடர்பைப் பெற்றிருக் 

கின்றன என் பதைப் புள்ளியியல் வாயிலாக அறிய ஒரு கெழுவை 

வரையறுத்து அதன் மூலம் அறிகிறோம். இக் கெழுவை “உடன் 

AstLiysOaqp? (Correlation Coefficient) erarACGH. இனி 
இக் கெழு எவ்வாறு வரையறுக்கப்படுகிறது "என்று கவனிப் 

போம். 

%, 7 இரு மாறிகளின் இணைந்த ஊ. ௮. சா. aaa எனக் 

கொள்வோம். 

u(x, 9). crerug, (X,7)-o ஒரு சார்பலன் என்றால், 

E[u(X, 9) ] முன்பே வரையறுக்கப்பட்டுள்ளபடி, u(x, 7) 

சார்பலனின் எதிர்பார்க்கத்தக்க அளவு ஆகும். ் 

உ (29) ஈ என்றால், (20) - 8, சராசரி எனவும், 

u(x,y) = y Tord, E(X) = நீ... 4 

u (x59) = (# — Hy) argo, E(X — ம 
௪ மாறுபாடு ௪," 

ம(,) - (ற. 8) என்றால், (2 - 7 

௩ மாறுபாடு ௪; எனவும் அறிவோம். 

இப்போது, (மம (௪- ஜக் கவனிப்போம். 

த(ம ம) (7-6) 
=E(XY =, X—#B, 1+ By M2). 

= E(X1)—#,E(X)—#, EC) +4, Bs 

= E(XT)—-,-,- FLL, + ம, 

= E(X1Y) - Ff,
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இதையே &% 7 இருமாறிகளின் உடன் மாறுபாடு 

(௦2௦8௨111௦6) என வழங்குகிறோம். - 

a, a, > 0 என்றால், 

2, - EGR Fy) Co Pa) என்பது % 7” மா.றிகளின் 
ந் எடி ர 

உடன் தொடர்புக் கெழு (Correlation Coefficient) என்று 

வரையறுக்கப்படுகிறது. ஸ் 

Qo மாறிகளின் உடன் மாறுபாட்டை, அம் மாறிகளின் 

திட்ட விலக்கங்களைப் பெருக்கிய தொகையால் வகுத்தால், 

அதுவே, &, **மாறிகளின் உடன் தொடர்புக் கெழு ஆகும். 

மாதிரி 6: 

&,; 7 மாறிகளின் இணைந்த ஊ, ௮, சா. 

ர்கூடூ-0௮42 43) 0 4.41 

= 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்) என்றால் 

y 
| 1௮௧ dx dy Xeon epreh = fy = E(X) = 

ya 

i 
=
 

C
a
e
n
,
 

“
ம
 

வ
 

அ
வ
த
ள
?
 

6 
ட்

. 

2 

ரன் சராசரி oa #, = E (7) 

we 
ட அ 

S
t
e
 ச 

“ர: 29 . dx dy
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= | [2 sy] dy 
9 

[2-3] “3. ப 

. ன 

கட்க சிற ப தர்ர ழ்) டிக்கி: (a), 

  

_௨ பகம். 
3 க 9 ர் 

௫ 

o,* = E( a — Hy! , : 

-§ 

e
y
 

> : 42 

2 y+ dx dy — (7) 

॥ 
இ
க
 

_ aS
) 

ப் 
x ot
e x
 

4 
உக்ர லு ப 

டடத 
“4
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i 

og 
= 6. —_— வகை ]2 அச் 9 

-fo.“%]-4,2 4. 4. 
. 9: 4 9 18 4 

க
த
்

 00

. 

ஃ ன் உடன் மாறுபாடு : 

௯ நீ(%27)- ம 

|] jax ie dy -(+) (+) 

  “J peer 
1 

-2-=[4 A. பெட்ல. 
12. “9 ls} 9 ச 39: 

எனவே 4, 7-ன் உடன் தொடர்புக்கெழு 

P X, Y-or etic மாறுபாடு 

'* அப்பன் மாறுபாடு] [7-ன் மாறுபாடு] . 

_ 36 ட. 1. 81 
ர் a a 

18 ° 18 18 

எனவே, Py = 0.5. 

[சூறிப்பு: இரு ராண்டம் மாறிகளின் சில பரவல்களுக்கு 
உளனும் உடன் தொடர்புக் கெழு அந்த பரவலின் மிக உப
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யோகமான பண்பாகக் காணப்படுகிறது: 9வைப்பற்றி மேலும் 
நுட்பமாகக் கவனித்தால் ன் மதிப்பானது --1& உக 41 
என்ற இடைவெளியில் அடங்குகிறது என அறியலாம். ௯ 1 
என்றால்; 74௪4 ர (20) என்ற சார்பலனுடன் ஒரு நேர் 
கோடு உருவாகிறது.] 

&் 7 இரு மாறிகளின் இணைந்த ஊ, ௮. சா. 

ரி(5,0) எனவும், 26ன் விளிம்பு ௯. ௮; சா. 7, (2) எனவும் 
கொள்வோம். 

(02.0 என்ற புள்ளிகளில் 4 % என்று தரப்பட்ட 
பின், 7:-ன் நிபந்தனை ண. ௮. சா, ் 

சீ). ச 

7 (2/9) =. Fay கும் 

இங்கு ர-ன் நிபந்தனைச் சராசரி 83/2). 

(2/2) - j 270/6. 
ஜெ 

op 

= | oy. Fes) de 
௨. (தொடர் வகைக் 

ணன டே) 
கானது), 

இந்த 4-ன் நிபந்தனைச் சராசரியானது, க்கு மட்டுமே 

உரித்தான ஒரு சார்பலனாகும். — 

இதைத் (௦) என வழங்கலாம். 

இதேபோல 7”--ர எனத் தரப்பட்டபின். -ன் நிபந்தனை 
சராசரியானது , )-க்கு மட்டுமே உரித்தான ஒரு சார் பலனாகும். 
இதை & (ர) என வழங்குவோம். (2) என்பது ன் ஒரு 

நேர் கோட்டுச் சார்பலன் ஆனால், அதாவது ற்(ஐ00 ௬௨-2௪ 
என்றால், ன் நிபந்தனைச் சராசரி ௭ல் நேர்கோட்டில் 

சார்ந்துள்ளது (118௨11 ஈ). வேறு விதமாகக் குறிப்பிட்டால், 
Y மாறி ஒரு நேர்கோட்டு நிபந்தனைச் சராசரியை (1108௨ 

conditional ஊடயா)ப் பெற்றுள்ளது எனக் கூறலாம்.



156 oe ௨ ஸு கி 45 =e 

- B(x) =a dt-bx creirGe, a, b இவற்றின் as 

sep நிர்ணயிப்போம்: . 

2. *-மாநிகளின் மாறுபாடுகள் சட், ௪3” முறையே என்று 
Raed Count : 

ne BEL fay | 2700 = 

fi) 

உம என்று நாம் அறிவோம். 

எனவே ன சு 

| 27ல் - (௪௪௫) .7, (ன் 
— 

இரு பக்கங்களையும் ௨-ன் மேல் தொகுத்தரல் (பால. 

| 
ge 

8 ஜெ 

ரீ) ம்.ஸ்- j . (a+ b x) fits) dx...Ch) 
ob ன் ‘ 

— 

ee
ns

 |
 

STAG 

i + ட டதத த ் 

ee Ex) = | சடப் + 6, ர xf, (x) dx 
ஜ் ட. ௫ 

லது +5 E (2) ஆகும். 

அதாவது ீ$ை. 

tt [800 கடி தறாவறு ஒர் ௫ 

ன் என். "'இருபக்கங்களையும். முதலில் ” ஆல் பெருக்கிப் சிறகு 
கண், மேல் கொகுக்காக் 

of ey fle dx = 

— பூ ட் த. ன த் 13% ப
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நட வது அட பகடு படு 

(டல் ல்க ॥ 

ம. 

ystag E(X 1) = 2. E() + bE) 2. G) 
X, ன் உடன் wor gun B 

ற சமர த ஐ என்றும், 

ன் மாறுபாடு 

Var (X) = ப்ட் - BY எண்டும் நக் அதிவோம்- 

மேலும் 0(%, 77) -. ௪௪ ் 

இவற்றை 3-ல் உபயோகித்தால், 

7 ச, சம் கடு = ah, +5 (0, + a பஜ 

1, (4) சார்பலன்களின் தீர்வின்படி ட 

3 3 ௪, த. த் 3 

சரத 2-4. ரர எனவும் 
or 

b= _ 28 எனவும் நிர்ணயிக்கப்படுகிறது. 
1 

எனவேச் (0) - (277/2 

௪3 
ஈதர் சம் (%- 2.) ஆகிறது. 

Gig ro திபந்தனைச் சராசரி. ன். இதர்க்காட்டுச் 

"சார்பலனாகக் காணப்படுகிறது... ய ies 

இதே போன்று » Cy) = சீ 

தடம் உம 89 எனவும், 

அறியலாம்: இங்கு ன் guppies சராசரி, ன் நேநர் 

கோட்டுச் சார்பலனாக்க் காணப்படுகிறது. - , அடுத்தபடியாக 

திபந்தனைச் சராசரி வரி வடிவ வகைத்தானது (11௨) என்ற
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அனுமானத்தில் நிபந்தனைப் பரவலின் மாறுபாட்டை 
ஆராய்வோம். ் 

கன் நிபந்தனை sar gent 8 

E{LY-E( 4/9 he} 
oo 

ன 110 - த: 2 2 (4 - eT fone 

வூ 

ai fo து - 20-80 ] ரவ don (5) 

704. 

இது ஓர் எதிர்மறையிலா (non-negative variance) மாறுபாடு 

ஆகும். இத்துடன், .இம்மாறுபாடு- முடிந்தவரை - (பம்ர௦ல்) 

௭க்கு மட்டுமேயான ஒரு சார்பலன் ஆகும். அப்படியாயின் 
(5)ஐ முதலில் ரீ; (2)-ஆல் "பெருக்கிப் பின்னர் ன் மேல் 
தொகுத்தால், கிடைக்கும் விள்வு எதிர்மறையிலாதது 

ஆகும். 

  

எனவே. 

J இடு மீற. 3 ட எ டமி ay 

“f(t y) dy ds 

oJ 
. 7 ப 4 ப ட 

் | | [0 ச்ட் “சீட”
 f 

wo OF CO 
. 

சே 00] 
“E18. dx. 

_ 54 Fin ea ot E(x — சம். 
4 ay ரர டை =
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-22௯8(2- ச, (- 2. 
oy 

=o,’ + poo, — 29 05 p a1 
o; ey 

=o," — p? o* = a2? (1 — o,?) = 0° . 

மேலும், இம்மாறுபாட்டை & (ய) எனக் குறிப்பிட்டால், 

8ீ[6()]௪ ச2(1- ஜி20. 

அல்லது உ 2 1 

Ss 13 23 1 ஆகும். 

 நிபந்தனைச் சராசரி வரி வடிவ. ல்கையில் இல்லாவிடில் 
(௦௦0-11௨) அங்கும் - 1 2 25 1 என்ற சமமின்மை உண்மை 
யானது என்பதை இரூபித்தல் வாசகர்கள் பயிற்சிக்கு விடப் 
பட்டுள்ளது. 

மேற்படி '7ன் நிபந்தனை மாறுபாடு ன் சார்பலனாக 
இல்லாமல், ஒரு நிலை எண் %2;0 ஆக இருப்பதாகக் 
கொள்வோம். 

இப்போது 6ஐ./, (3ஆல் பெருக்கி, பின்பூ ஊன் மேல் 
தொகுத்தால், கிடைக்கும் விளைவு k-Cu ஆகும். 

இங்குக் ௬ ச (1-2). 

எனவ, 4 - ௨ எனத் தரப்பட்ட பின், 7-ன் ஒவ்வொரு 
திபந் தனைப் பரவலின் மாறுபாடும் ச,” (1--”) ஆகிறது. 

2௮0 எனில், 7-ன் ஒவ்வொரு நிபந்தனைப் பரவலின் மாறு 
பாடும், ன் விணிய்புப் பரவலின் ம.றுபாடு ஏ5”-க்கு சம 

மாகிறது. ஆனால், ஜூ ஒன்று இலக்கத்தை அணுகும் போது 
ன் நிபத்தனைப் பரவலின் மாறுபாடும் அந்த நெருக்கத்தை 

ஒட்டிக் குறைகிறது. 

xX; Toren மாறிகள் தண்கத் வகையைச் சார்ந்திருப் 

பினும் டமூமற்கூறிய எல்லா விளைவுகளும் அவற்றிற்குப் 
பொருந்தும். ர.
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X,Y மாறிகளின்: இணைந்த: எரவலுக்காண திருப்புத் 

திறன்களை உருவாக்கும் சார்பலன் (தி. ௨. சா.) 

டி) என்ற பண்பள வைகள்), . முறையே, a hy <te X. Dis 

அந் லட் உர என்றவாறு இருந்த, E(eh®+h? y 
அமையப் பெற்றால், டக ர ரர. 

M (ny) EGE?) 
இதுவே %, 7 மாறிகளின்... இனைந்த, பரவலின். தி. உ. சா. 

என வழங்கப்படும். 

ஒரு ராண்டம் — இருப்பது போல்வே X,Y Qo 
மாறிகளின் தி. ௨. சா. சரீ (8, என்பது, X, ¥ இவற்றின் , 
இணைந்த பரவலை முழுமையாக " இர்ண்யிக்கிறது.. அத்துடன் 

ன் விளிம்புப் பரவல் ன் விளிம்புப் பரவல் இரண்-டையும்கூட 

paps: ou bm oe. 

  

ப ரகடதும் சிட்டு 2 ச டர் மரி ழு. 
,_ இதேபோல: M 0. id); =z Chg Im Sts) ARB: ட் 

ஈன் அதார் வகை ராண்டம் மர்றிகளில் கீழ்க்காணும் சமன் 
பாடு மிகவும் பயன் படுகிறது. 

லல ge: rs “நாட், 12: 

௪ fra -O t,5- 

ம மத +tey 

  

Boe es oe i படம 

ஆ ஆவ மட 2 

oo Ray டசி ௦ ie ae ie St = 0° oe 

ர Lore aaa 

  

தத்... டக் ன 

= E(x. 1)
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r=l, s=0, ர 

9 48 (0, 0) 
(கத க எத = Fi 

r=0,5 = 1 என்றால், 

    

54400) _ 22-௪2 

7௪2, 2-0 என்றால், 

2:48(0,0) _ 
21 ~ E(x) 

stenGai o,? = E(X*) ~ B,*. படட... (60 

7௯0) 2-2 என்றால் 

8° M (0,0) poy 
ee ECP) 

எனவே ச, 8 (3) -- 4 

r=1,5 = 1 என்றால், 

9” 48 (0, 0) டட a EN 

எனவே, 8(%- ஐ) (1-2) - 02) - ௪ 

%, 7 மாறிகள் தனித்த வகையைச் சார்ந்திருந்தாலும், 

சமன்பாடுகள் 6-ன் விளைவுகள் இதற்கும் பொருந்தும். இவற் 

றைக் கொண்டு உடன் தொடர்புக் கெழுவைக் கணக்கிட 

முடியும்... எனவே ட மாறிகளின் இணைப் பரவலின் தி. ௨. 

சா. கொடுக்கப்பட்டிருந்தால் அதன் மூலம் உடன் தொடர்புக். 

கெழுவை எளிதாகக் கண்டு பிடிக்கலாம். 

மாதிரி 72: 

f (try %) =O", OSS SO 

௯௬0, (மற்ற எல்லா மதிப்புக்களிலும்) என்றால், 

ஐஐ 
M Ch t,.) = | | * ty X + 24% ers, dx, சி 

0 “1 

கு..-11
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ம ம: 

  

-{ ef 5 ( | sett Boo 4 deg ) a 0 ட ய x ie ல்லை A 

ஐ பண்ட் தத்து அனு. [அபு aaa Yo x ட ட் 2s LAS 0 ay Tgp ட்ட 
co டஸ்ட் Sees at 8 : 

0, 1 CAP ae 
6. இ 
எ . 

= (2 ty — C1. = லட 

a 1. - இ 

a a ட. 
= rs PT Oe et aI dee 

a (oe Pe 

டட ர(ழ.. ் 
அரண ம. த்: 

Mw 

. (14 9 1-0 ் 

“இக்கு லட் hth <1 eee. 

=e சமன்பாடுக்ள் ் 6ஜஐ: உபயோகித்தால், Bs க oi" 2 ors 
ட்டு இவற்றைக் கணிக்கலாம். ய 

_ சம(0,0) 

ட 84 

  

ட E(X 

அபு ப! 
த் அ 

(கு ட்
 ட 
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~e[ BL t, 4 + (bo BY ti ehy 
$ 0௯ 

க ணப 

௩ 141௮2, 

of EX) = we 
_ 8*M (0,0) ee ந 

ot? சச், 

=| த ததக ற ௮ று 73} Soon, * 

=2-1=1. . ன 

ohm BUX 1 
6? M(0,0) 

ச் . எதன் 

aire “Vinay HO? 

(1 ஜு 1) _ py 
ர், =t,=0 

=f 2(1- 291 (1-0 தபல (1—t,—t2)-* 

+ (l=t)-* (1-4, -4,)* +2 (1—t,)-* (1—ty—#,)- JF” 
ty = t,=0: 

உ) (Xp — Bs) = E (XX) — Br By 
0: M- (0,0) _ 
லனா. 

த்து. உட்டா (Ivf வ (1—t#,) * 

feos (ட —t,)*] —2 

ர 1, ௬120
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== [ (1 — t,)? 2. (1—t,—t,) “4 (1-௮: (உட 1-2 

#,=st, =0 

=(2+1)—-2=1. 

ஆகவே, %, 75*ன் உடன் தொடர்புக் கெழு 

Gugyb X, X,-s4 விளிம்புப் பரவல்களின் தி. ௨. சா.க்கள் 
மூறையே, - 

₹2 

go ge ன 
M (1,0) 5 B (eh *t) =f ந சக்கி, சார் dx, dx,. g 2° ௩ 

co “+ 

M(tyo)= {oh [em 3)" de, 
ol . x4 

2 

| சர்டரட ட —*1 de, 
2. 

௧9 
- | ச (1 த) க de. “TB 

௦ 

இங்கு 1) 4 1. 

இதேபோன்று . ட 

M (0,4) =E(e 2%) = (eh, 6 — ஆப 
௦ My 

8 ரி 

94
 
ப
ப
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cA i ற் 

-{[- ear | ௪ 
xi 

1 

> pda) Toe sae 

1 | ட மக, 1. 
= 1-2 =k mee a இ - O° 

me gy ty Sh 
(1 — t) 

இத்துடன் விளிம்புப் பரவல்கள் , 

௨ 7 ர ஸ் _. 

fi@d= fe “கல [2-8] 2௪ ॥ 

x 

fi: (a) =e —* , 0¢nce# 

௮0, (மற்ற மதிப்புகளில்) 

௧2 3 

fo (42) = | e —~*a dx, =e—*s{ dxy- 

ஓ 
௫ 

= ¢ —%o [x]0”2 ௮ தத ea 

Sa 62 = xe *8, 0S 4%, 

2 0, (மற்ற இடங்களிலெல்லாம்.) 

தீர்வுகள் யாவும் நிரூபிக்கப்பட்டன. 

6-4. புள்ளியியல் தற்சார்பு (Statistical Independence) 

X,, X, us Sadr தொடர்வகை . அல்லது தனித்தவகை 

ராண்டம் மாறிகளாகவும் Sf (x19 2) அவற்றின் இணைத்த
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ஊ.௮. சார்பலன், 7, (0, (ஐ) முறையே .&ீபூ, &-ன் சார் 

விளிம்பு ஊ-௮. ,சார்பலன்கள் ஆகவும் இருக்கட்டும். நிபந்தனை 

ஊக அளவுச் சார்பலனின் வரையறைப்படி,- 5 

SF Gry *2) + FG). Zs @/*,) TOF எழுதுகிறோம். சில சமயம் 

ரீ /ஈ0 சார்பலன், உ, ஐச் சராரமல் இருப்பதாக வைத்துக் 

கொள்வோம். 

தொடர்வகை ராண்டம் எட்னா. கடன் திபத்தனை ஊக 

அளவு அடர்த்திச்- சார்பலன் - Ss ae 

ce 

fa (4) = | ரீ 9) சி, 
கெழு 

9 

ர்க j fal afi 1) de, 
0: - . 

= fain) ‘fe Fe dey" 

அரி ல. எரிக்க. 

எனவே, (8) - Fauld. ன ௭ 

மேலும் 7 (%, 22) = he (+1). fa (*s) 

அதாவது &, ௯ x, எனத்தரப்பட்டபின் , 3: கடன் திபந்தனைப் 

பரவலானது, ௨, ஐப்பற்றிய எந் த அனுமானத்தையும் சாராமல் 
இருந்தால், 

2 (0 522. =Sf1(%)-Ss Si, : 

மேற்கூறிய சமன்பாடு சரியாக இருக்கையில்மட்டுமே 
ஃ&ட 4, மாறிகளை, புள்ளியியலில்' சார்பற்ற மாறிகள்' என வங்ழகு 
கிரோம். (Statistically. Independent -Variates). Quis ur Meer 
ராண்டம் மாறிகளேயாகும்,
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மாதிரி 8: : al லட 

ட ரத X, ,இருமாநிகளின்... இணைந் த, ஊ. அ; சார்பலன்-. 

f(s x) = 12%, %, (l—%), O< 1 SN, O KS 40: zt cee 

ge an து 0) (மற்ற இடங்களில். ல்லாம்) .. 
க். 

என்றால், இவை இரண்டும் area சார்பற்ற | நந்தன் 

என்று நிரூபி-” 
Souda: “ரு ஆர்க்க ட ௨ இகவ & ட் ம ப்பூ 

கன் விளிம்பு ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் தி 

1 ஸ் 

At) = | 12%, 2௨( 1-9 865. 

ox | = 12 x,. 4. 

Safe(%y) = 2% 0 < 4 < be po டு 

= 0, (opp மதிப்புகளில் ௪ எல்லாம். ) 

॥ —
 

we
 

x ன 
ம
ற
வ
 

ச
ட
ை
ய
 

ட
வ
 

-]
 

| { 
w
e
 

ன் விளிம்பு ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 
j a am s x 1 உடு ர 

நில ) மடிக், 

x oe (1—x,) | ர் | 

ofa (x2), = : 6% (1-2) 0 ஃ Xy <i ; 

= 0 , (மற்ற மதிப்புகளுக்கெலாம்) 

700 ஜி ௪ சே Gry (29: க 
௮ 12 கடி-௪2,0-4 ௮ 1 

0 “41 

0 (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம்.) 

எனவே 70௯ “மீட (x 5)» Sa @:) என்று புலனாகிறது. இதனால் 

ட ஃ&, மாறிகள் புள்ளியியலில் சர்ர்பற்ற மாஜிக் என்னை | கிரூபண் 

மாகிறது: ை ை ல
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மாதிரி 9; 

x X, Q@ ராண்டம் மாறிகளின் இணைந்த ஊக அளவு 
அடர்த்திச் சார்பலன். 

றி ய) == 2...€ வகு yg 0 Cm << %,0 < x < @ 

௮ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கு எல்லாம்), 

என்றால், &,, 42 புள்ளியியலில் சார்ந்த (சார்புடைய) மாறிகள் 
என திரூபி- 

ட ட ஐ 

f,@) = | 2.௪4, * de 
o 

ல 

- 2௭ [ 2 *] 

- 2.௪ 00422 “7,04௮. 

ட 

fs G2) = ந Qe உ “ஆ. 

= 2.1"), 04.௮4. 

எனவே, Ff, Ca) « Fa (%e) 

mQie 12.22 (1 — 72) 

gia Crt) gy y= "ல 

BOR, ஷி 2 மேரி... 
(ட 22) மே 7 (7: sayy 2, ES
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பொதுப்பண்புகள் 

(1) X, &, புள்ளியியலில் சார்பற்ற ராண்டம் மாறிகளாயி 

னும், அவற்றின், விளிம்பு ஊக அளவு, அடர்த்திச் சார்பலன் கள் 

முறையே 7, (80. (62) என்றாலும், ஒவ்வொரு a= ne 
2௮ மக்கும் [2) ம, டி 2 நிலை எண்கள்]. 

P,fa<X, <b, ௨ X, <d] 

=P.[a<cX, <b]. P< X, <a) 

நிரூபணம் : 

ட்டி X இரண்டு புள்ளியியலில் சார்பற்ற : ராண்டம் 

மாறிகளான தால், ் 

சீமக் எரீட(ே) . /உ00 

ஆகவே தொடர் வகையில், | 

2; [க லட்ச, உல வி 

ர் bod 

; = 1] f Chia %) dx, மிய 

ந் 4 

| | Si (#1) + fa (2) da ச 

b . d 

= J Si (6. J Sa (x2) de 

॥ P.[a< X, <b]. P,[e< Xs < dj 
“ “apg 

தனித்த வகையில், 

இரக்கி டி உல லசி]௭ 5. = fw) 
acx,<b ¢<X,<d 

= 2 2 Ai Cy), fs (x5) 

acXicb cfX,<d.
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~ [ecko] [oc 3 ணை] 

WIR ck), Ie cmeay 

மாதிரி 8-ல் eT 167) X, X toro , சார்ச்பற்ற 
மா றிகள். ் 

னங்க 

-P, [0 42% 4 + ,0< b< =| க 

க sa. 

-] Jas ‘att அதி dx, . 

op PLO K <4] 
2 ் eos ப ் : 5. . 

| Si (2) « dxy -| 2.4, 6 dx, =| ல 3 

= ட் ட் 

ts eo gs ஓ ௫ 

ஜு“, 
“து : woe. (2)
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P,.[0<X, <3] 

6 x2(1—%) dey 

6 
g
e
e
 

ic
e 

x,* (3) 
  

ரர] 1 
4 (உ ஆ] 

ர 

ஸ் : ற 
1s 6. = 
: a ம் 2௨ 6 

கட
ிய

ை 
t 
1 Bie saa 

_ இங்கு (1) = (2) x @). 
‘| 

Roe hat உட kao ee ர 

j 
| எனவே, , 

| ் ன் ் 

|. Prla<Xi <b, சல மி - 9) [242 வ3] 2 [223 எச: 

GQurgiueiy 2208 

புள்ளியியலில் சார்பற்ற ராண்டம் மாறிகள் டி, இவற் 

றின் விளிம்பு ஊக அளவு அடர்த்திச். சார்பலன் fi (x) » fal (x) 

முறையே என்றால், 

ஆடக்கு oe சா ர்பலன். u (*1) ஐயும், 

மக்கும் மட்டுமான சார்பலன் 9 (3, ஐயும்: பெருக்கிய், 

தொகைக்கான எதிர்பார்க்கத் தக்க அளவு, தனித் தனியே 

யான எதிர்பார்க்கத் தக்க genie 'பெருக்கலாகும்.. 

அதாவது டக ஒன்ஸ் 
ந 

El u(X)- 2 Ga) 1. = சடம். 2029]. 
ஸ் அ 

XK, அட புள்ளியியலில் சார்பற்ற சண்டன் மாறிச்ளான 

கால், 

Fay) 1 (HD Fa ் 
மில் ர ரு 

Sa 2 

E [u(X,) 2 (x) ae பி 1 u(x) . 2%) Aft a 

ர 90 00: 

ச dx; ச் dx,,.
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- { | a ae a 0: 71 (872022) 

dx, ° dx 

oo : 
ண f u(x,) . fr (x) dx, 

— co 

௦ 

] (௩2 fa (4s) dea 
=— 00 ் 

= {E]u(s,)]-}{E.- ம(]1] 

பொதுப்பண்பு 3: 

Ris ஆ ராண்டம் மாறிகளின் இணைந்த ஊக அளவு அடர்த் 

திச் சார்பலன் ரீ (ஆ 5), 

ட, ஆன் விளிம்பு ஊ: ௮, சார்பலன்கள் முறையே 7(%,), 
ரீ எனக் கொள்வோம். 

டி ஆ-ன் பரவலின் திருப்புத் திறன்களை உருவாக்கும் 
சார்பலன் 44 (2, 1) என இருக்கட்டும். 

M (ட, 12) - சீசீ (0 0) M (0, t,) 

என்று இருந்தால் மட்டுமே %,, % இரண்டும் புள்ளியியலில் 
சார்பற்ற மாறிகளாகும். 

திரூபணம் : 

Gi) X,, இரண்டும் புள்ளியவில் சார்பற்ற ராண்டம் 
மாறிகளானால், 

கடல தழ அர 2) 
= E ( ச 1 ஆட . 2221) 

ச்,
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“(450 ச(45) 
(ஏனெனில், Xi 1, இரண்டும் 

சாற்பற்றவை) 

௯ சீசீ 0),0) . 48(0,7) 

(வரையறைப்படி) 

௯ விளிம்புப் பரவலின் திருப்புத்திறன் களை 

உருவாக்கும் சார்பலன்களின் பெருக்குத் தொகை. 

எனவே, 

M (ty, t) = சீசீ (0, 0) ் M (0, #2). 
  

* Gi) இதேபோல 4/(4,, 4,)-ர்சீ மபூ0) 48(0,1,) என்றால் 
ந, ம, இரண்டும் புள்ளியியலில் ச்ர்ர்ப்ற்ற மாறிகள் என்றும் 
நிரூபிக்கலாம் 

... &,க்கான ஒரே ஒரு தி. ௨. சா: 48 (டி 0) 

மே 

M (ty 0) = ] ச் 7 (௨) கடி 

— © 

ப் ந 2 
111) M (0,2) = j 2 3? fa Cs) dea: 

oo 

M (ty. 0) « A4 (0s ts) 
08 

-[ J ‘4s ser, | 

[ Lag]



a - 
. எகிலனி தப்வுள் ச்டயியல் 

4) she ல ட. ் = ட் ft ர \ » 

் 1. bp & bE | = ff EE ely py Oe 
Bra hag 

dx, dx... (V) 

மேலும், MG ல a Mt oO") werden 
LAL QOW OT Bye oe : ௭, one was sti (2) 

ளை. 

Cs eo , ப் ட 

ச்சீ (1519) = தி j த நேரு ர கல fxs xq) dep deg 

O° மிட. ட ரவு த & 4 
5 வமல் i} உ அஸ் டல exe Ss. 

ப த அ. இ: % உ க நக லட RKP gy EE Uses! (0) ல் க உட 

“ (09 (2),4 சமன். பர்டுகளின் மூலம், 3: “0. 

7 மே 24 எ (4) + Ss (37 சயன புலனுகிறது.. 

எனவே &, &, Sacto புள்ளியியலில் கபற்று ராண்டம் 
மாறிகளாகும். 

இதே பொதுப் பண்புகள் "தனித்த வகை தண்டே 
பொருந்தும்: அங்கு தொகுத்தல் குறிக்குப்' பதிலாகக் கூட்டல் 
குறியை உபயோகித்துப் பண்புகளின் விஃவுகளை விளக்கலாம். 

மடி 4, wv Xp ன்ற 4 ராரண்டம் மாறிகளின் இணைந்த , அக 

அளவு அடர்த்திச் ruben f las 2 ஜி) விளிம்பு ஊ. ௮. 

சார்பலன்கள் முறையே /1 (21), 7: (45.7, (௨0 எனவும் கொள் 
வோம். இங்கும் flair, %-. %.) = (20) - 2 ஆ (6) 
என்ரால் மட்டுமே; &,, 2... 1, என்பண - இன்றுக்கொன்று 
புள்ளி.பியலில் சார்பற்ற. ராண்டம் மாநிகளாகும், 

மேலும், பொதுப்பண்பு ஜ் நீட்டித்தால், ந் 

பட சீ [a 4) 4 bys a2 < Xy <b, a < ற பி 

bw Pee X, <b). Ply <X, <b] 
_ Pilan < Xn < br).
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த 

= 7] Pi fap <- Xi < bi] ஆகும். 

பொதுப்பண்பு 227 நீட்டித்தால், 

E [81 (X1) * uy (X,) -. o Uy (Xx, J] 

i st Eu, (X,)]- Ets (கா... சிடு (அ - 

இதைச் கரங்க எழுதினால், 

ச[ர உழ ர் ஈரமா. 
i=l i=, 

X,,-X,...X or Qawps பரவலின் : திருப்புத்திறனை 
உருவாக்கும் சார்பலன் M (t,, tz ...t,) என்றால், ; என்ற ஒரு 
நேர் எண்ணுக்கு,--, ௮ம் < hi G = 1,2..2) என்ற இடை 

வெளியில், . 

M (t, t, 00 tn) = E[e ஆடர் கிடார் th வு 

இதை%,%, ..%, தி.௨. சார்பலன் எனவும்" கூற்லாம். 
இந்த தி. உ. சார்பலன் ஈ மாறிகளின் இணைந்த பரவலை முழுக்க 
முழுக்க ஒரேயடியாக நிர்ணயிக்கிறது. : 

எடுத்துக்காட்டாக 20-ன் விளிம்புப் பரவலின் ' தி. &. “சார் 
பலன் M (8,0. 0... 1,0, 0) 2 1)2,3...8 எனவும், . 

ஆடி 3 இரு க் .விளிம்புப் பரவலின் தி. உ. சார் 
பலன் M (0,0 ட டை டு உடநீ] 0, ere 0) எனவும், 

[2], 2, ...ஈ,7௪1, 2, ர /] எனவும் கொள்வோம். 

இப்போது பொதுப்பண்பு (3)ஐ நீட்டித்தல்.” எம் 

M (ty ty «+» tn) = J] M (0, 0, 05 ty 0, -.. 0) 
xk 

என்றால் மட்டுமே, இந்தஈமாறிகளும் அதாவது Xi, Xo. 2 2) 
மாறிகளும் ஒன்றுக்கொன்று பின்னியியலில் estube ராண்டம் 
மாறிகளாகும். ar
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3, 26, 2% மூன்றும் ஒன்றுக்கொன்று புள்ளியியலில் 

சார்பற்ற மாறிகள் என்றால், அவை இணைகளில் (சோடிகளில்) 

(றவ்ரா155) “புள்ளியியலில் சார்பற்று” காணப்படுகின் றன . 

[ அதாவது 3,233 ( *ந4./- 1, 23) இரண்டு புள்ளி 
யியலும் சார்பற்றவை.] 

ஆனால், இணைக்கு இணை சார்பற்ற தன்மை (pairwise 

independent) Q@éG5 wr Haar, ஒன்றுக்கொன்று appa 

(mutually independent) craré mo Gi apywirg. 

கீழ்க்கண்ட பர்ன்ஸ்டீனின் : எடுத்துக்காட்டு (Bernstein’s 
15) இதை நன்கு விளக்கும். 

fC. தம் = + ie #2, 3) 2 4- (1,0,0), (0,1,0) 

் (0, 0, 19, நக 1,13 

= 0, ற்ற மதிப்புகளுக்கு என்றால்) 

் * /என்ற ந, 1 -ன் இணைந்த ஊ. ௮. சார்பலன், 

ரே) அ] 03) ௨400, 0), (0, 1) (1,0), As DI 

= 0» (opp WAY SEHSS,) 

அதே சமயத்தில், 

file) = ௬௮.0 1 

“ ௮0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கு ஆகும்.) 

$ 98 ] என்றால், . 

Sus, 9) = fi) - HOD ., 

ஆகவே 42, 4 இரண்டும் புள்ளியியலில சார்பற்றவை, 

ஆனாலும், 

மேட) ௫ 23 (#1) + Si (#2) Ss (is). 

 சர்னவே, 24 20, X: மூன்றும் ஒன்றுக்கொன்று பவம் 

யியலில் சார்புடைய மாறிகள் எனத் தெரிகிறது.
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மாதிரி 10 

௩, 2, 2, 1, நான்கு மாறிகளும் புள்ளியியலில் சார்பற்ற 

மாறிகளானால், அவற்றின் இணைந்த ஊ. ௮. சார்பலன், 

FT Chry X25 ¥3, 4%) = 16 yy ட சித க 

| O<u<l, 0234 

= 0, (மற்ற எல்லா மதிப்புகளிலும் ) 

என்றால், ன, 

3, &, விளிம்பு ஊ. ௮. சார்பலன், 

1 1 

நடக் எழ | Fn சட ஸூ டல் 
= 6 aie ate 

ane 

t 

௫ 

1 

=f ர 162), க கட பிட்சு. 
டெ) ள் 

1 

= 16%, %,. | x3 ( fx ax,) dx: 

9 

1 

P,, (#3 *%) = 16 x, %, fx க [3 ] dxs 
¢ ௦ 

at } 

. = inna LE] 

. fu (ts %)= 4% IS <i 

0<%,<1 

௯. ட, (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம்) 

மேலும் X, = 2, X, = 5, என்று தரப்பட்டபின் க, கன் 

நிபந்தனை ஊ. ௮. சார்பலன், 
a 

& bye 12



178 gph ge oir flu wag 

SF (x1, 1௨ Xo x) 

Fy sa) GD 
16 x1 Xe. “x3, oe hee = 4 xy xs 

4 x 24 

ரீஷே ¥3/%qs %) = 4 ப க 0 4 a of ர 

| 0<% <1 

cm 0, (நிற எல்லா மதிப்புகளிலும்) 

பயிற்சி 11. 

(1) ஃ&,ஆ-ன் இணைந்த ஊ. = சார்பலன் 

ரீதி எட்ட இட 0 வு 41) 0 49௮1 

௮ 0, (ம்ற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம்.) 

என்றால், &,, 42 ன் விளிம்பு:௯. ௮. சார்பலன்களைக் கணிக்க 

வும். டி x, இரு மாறிகளும் புள்ளியியலில் சார்புடைய 

ராண்டம் மாறிகள் என நிரூபிக்கவும். 

(2) f C%15°%2) = © 

*, = 1,2, 3, 43 xg = 1,2, 3,4 

௮ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கு எல்லாம்). 

என்றால், 2, 2 மாறிகள் புள்ளியியலில் சார்பற்ற மாறிகள் 

என்று நிரூபித்துக் காட்டுக... 

(3) Fl கய) = 4%,, (1 அ) ன்னை <1,0< 4%, <1 

0, (மற்ற மதிப்டிகளிள்? என்ரால்) 

2[0 24%, 1). 044 41 மதிப்பைக் காண்க. 

வ்கி hy ety படா 
(4) சட கனி க் ,0<%4< 0, 0 ௨12 ௬௨௮ 

௯ 0, (மற்ற மதிட் யுகளுக்கு, எல்லாம்) என் ரல் 

ட் xX,  நாறிசன் புள்ளியிய்லில் சார்பற்ற மாறிகள் என Aes.
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i(X,-+-X,) 2 
மேலும் [ச 1712 (1௨ “5 041 என்றும் 

நிரூபி. 

(5) அத்தியாயத்தின் கடைசியில் குறிப்பிட்ட ₹பர்ன்ஸ் 

டீன்? எடுத்துக்காட்டில் &,, ட், 4) பரவலின் திருப்புத்திறனை 
உருவாக்கும் சார்பலன், 

M (Uys lay t3) என்றால், 

M (i, 12,0) = M (ts 05,0) - M (0, ta, 0) எனவும், 

சிசீ(டி0, ந) அ மரீ (ர. 0, 0). 8(0, 0.13). எனவும், 

M (0, ty, 13) = M (0, tay 0) . M (0, 0, #3) எனவும் நிரூபித் 

துக். காட்டுக. ட as 

ஆனால் நர் (பூ 99 3) é Mit hy, 0, ட. M0, too 0) 

M (0,. 0, ts): 

ததன் மூலம் அ ற், Xs. “மூன்றும் ‘Gem, சோடியாக 
(இணைக்கு இணையாக) மட்டுமே புள்ளியியலில் சார்பற்றவை 
என்றும், மூன்றும் ஒன்றுக்கொன்று புச்அிட்யில் சார்புடை 
யவை என்றும் விளக்குக. . ட 

sok



7. . சல இறப்புப் பரவல்கள் 
(Sonie Special Distributions) 

7-1. pie 051 O% Yor ahs usar scr (Point Distri- 

butions) ் ் 

மிகவும் எளிதாகப் புரிந்து கொள்ளக் கூடிய தனித்த பரவல், 

மொத்த திணிவுகளும் (1௦181 10835) ஒரே புள்ளி ஈ-ல் சூழ்ந்திருக். 

கையில், ஏற்படும் பரவலாகும். இத்தகைய பரவலைக் கொண்ட 

ஒரு ராண்டம் மாறி *ஐ ஒரு மாறி என்று வழங்குவதே பொருந் 

தாத் ஒன்றாகும். ஏனெனில், அம் மாறி ௩ என்ற மதிப்பைக் 
கொண்டிருப்பதற்கான ஊக அளவு 1 ஆகும். அத்துடன் மற்ற 

எந்தமதிப்பையும் கொண்டிருப்பதற்கான ஊக அளவு பூச்சியம் 

ஆகும். இப் பரவலின் சராசரி ஈ என்ற மாறுபாடு 0 என்றும் 

வெளிப் படையாகவே தெரிகிறது, மேலும், இந்த ஒரே ஒரு 

ஒரு பரவலுக்கு மட்டுமே பூச்சியம் மாறுபாடு இருப்பதாக உணர 

லாம். 

மொத்த திணிவுகளும் இரு வேறு புள்ளிகளில் சூழ்ந்திருக் 
கையில் ஏற்படும் மற்றொரு பரவலைந்கவனி 43பாம். அ மாறியை, 
பொருத்தமுடைய ஆதி, (0ெ2்:) அலகு (5௦௨௦) களின் மூலம் 

மேற்படி புள்ளிகள் 2-0, 4-1 என்ற மதிப்புகளுக்துச் சரியாக 
இருக்கும் போது மாற்றியமைக்கலாம். [இப்போது 4 - 1ல் 
காணப்படும் திணிவு எண்ணிக்கையை ற் எனவும், & - 0-ல் . 

காணப்படும் திணிவு எண்ணிக்கையை ர 4 [ற எனவும் 

கொள்வேம். இப் பரவலைநம் கொண்ட % மாறி.பின் மதிப்புகள் 
1, 0-க்நான ஊக அளவுகள் முறை3.பழ், ர ஆதம்] 

oor Su ள் சராச3) 82 தீ (0-௮ ச, 7.0. 

&-ன் மாறுபாடு ௮ லாய். இஸ் 84
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= (p.i®.+ 9-0%)—p* = p—p* 

= p(1—p) = p49 

ன் திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் சார்பலன் 24 (2): - ் 

Mx (t) = E (t*) = Set* f(x) 

*=0,1 

ல சரிடி, q tet. p, [-. இங்கு 7ீ (0) ௬ 

, 700) pd 
=qtpe 

7-2 ஈருறுப்புப்பரவல் (Binomial distribution) 

புள்ளியியல் தத்துவத்தின் செயல் முறைகளில் மிகவும் 
அடிக்கடி உபயோகமாகின்ற தனித்த பரவல்களில் ஈருறுப்புப் 

பரவலும் ஒன்றாகும். ஒரு சோதனையைத் திரும்பத்திரும்பச் 
பெய்வதால் ஏற்படும் விளைவுகளை ஒட்டி இப் பரவல் அமைகிறது: 

ஒரு குறிப் ட்ட விளைவின் ஊக அளவு அல்லது நிகழ்தகவு 
(ஃல்ஸ்பிா்டி) “2? எனக் கொள்வோம். அந்த விளைவானது, ஒரு 

புறச் சாய்வற்ற அல்லது பிறழ்ச்சியற்ற (மாம1260) ஒரு-காசைச் 

சுண்டி விடும்பொழுது தலை விழுவதற்கான விளைவாக இருக்க 

லாம். இதன் ஊக அளவுழ் - 5 ஆகும். இூதயபோல இரு 

சீரான பகடைகளை உருட்டிய பின் மொத்தம் 7 எண்ணிக்கை 
வருவதான விளைவாகவும் இருக்கலாம், இதன் ஊக அளவு 

P= a = - . அல்லது நன்கு கலக்கப்பட்ட ஒரு சீட்டுக் 

கட்டிலிருந்து 5 சீட்டுக்கள் உருவப்பட்டால் (எடுக்கப்பட்டால்) 

2-க்கு மேற் பட்ட ஏஸ்கள் (&௦₹) இருப்பதற்கான விளைவா கவும் 

இருக்கலாம். இதற்கான ஊகஅளவு 

4 48. 4\ ( 48 4 4 48 
( 2 | 3 J T\3 2 4} 1 ட பிம். iG 

ஆகவே மிகவும் பொதுவாகக் கூறினால், எந்த ஒரு குறிப் 
பிட்ட விளைவும் ஏற்பட்டதற்கான ஊக அளவுற் எனக் கொண் 
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டால், அவ்விளைவு நிகழாதற்கான ஊக அளவுச - 1 —p ஆகும்; 

ira நிகழ்ந்ததை *வெற்றி? என்றும், நிகழாததைத் 
“தோல்வி”? என்றும் குறித்தால், வெற்றிக்கான ஊக அளவுற் 

என்றும், தோல்விக்கான ஊக அளவு ர: 1 - த் என்றும் அறி 

கிரோம். 

வரையறை 1: 

ஒருராண்டம் மாறி ன் ஊக அளவு அடர்த்திச் 

சார்பலன் f (x), : 

ff) = (" ) pram x = 05152, hg = L —p 

௩ 0, (மற்ற இடங்களில் எல்லாம்) என்றால், & மாறி ஓர் 
ஈருறுப்புப்பரவலில் அமைந்திருக்கிறது . எனலாம். அத்த 
கைய 7(0) ஓர் ஈருறுப்பு ஊ.அ.சார்பலன் ஆகும். 

ஓர் ஈருறுப்புப் பரவலைச் (டி, ற) என்ற குறியில் வழங்கு 
வோம்.ங்கு. ஈ, ர் இரண்டும் ஈருறுப்புப் பரவலின் *பண்பளவு 
sor? (Parameter) ஆகும், ஒரு ராண்டம் சோதனையின் ஈ 
முயற்சிகளில் (trials) ஃ வெற்றிகள் கிட்டுவதற்கான ஊக 

அளவைக் காண்போம். ர 

ஈ முயற்சிகளில் £ வெற்றிகள் என்றால், (:--2) தோல்விகள் 
என்பது யாவரும் அறிந்ததே. ஒரு வெற்றியின் ஊக அளவு த்; 
அத்துடன் எல்லா முயற்சிகளும் சார்பற்றவை என்பதால் 

வெற்றிகளின் ஊக அளவு = p.p...x தடவைகள் 

= p*. 

(0 தோல்விகளின் ஊக அளவு - ஏராள 

் 1 முயற்சிகளில் உ வெற்றிகளும், (௩-௦) ணை 
மான ஊக அளவு 4 தி 

இந்த வெற்றிகள், ஈ முயற்சிகளில் (ஏதாவது? வெற்றி 

களாக இருப்பதால், ( : ) (தடவைகளில் நிகழலாம். எனவே, 

உ ராண்டம் மாறியின் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

ff (x) = (i prams x=, 1,2,...2 

- 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்.)
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BSS } (1, p) பரவலில்,॥ ஒரு தனித்த பண்பளவை;$-ஏனெ 

னில் 0, ],2,3...என்ற முழு எண் முயற்சிகள்தான் இருக் 
குமே தவிர ஈ,-: 2:49 முயற்சிகள் என்பது அர்த்தமற்றவை, -. 

ம் ஒரு தொடர்ப் ' பண்பள்வை; ஏனெனில் 0-க்கும், 

1-க்கும் இடையில் எந்த ஒரு சிறிய மதிப்பையும் ந எடுத்துக் 
கொள்ளும். 

எடுத்துக்காட்ட அ 

X ற (10, 1/4) என்றால் ௩-ன் ஈருறுப்பு ஊ, ௮. சார்பலன் 

. 10\ 10-42 

_ ம) 11% /3\ 10 — x 
ட Bey 4 ‘ 4 5 x = 0, 1,2, »- 10 

௯ 0 (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம்! 

என்று புலனாகிறது. 

் சருறுப்புப் பரவலின் -திருப்புத் திறன்களை உருவாக்கும் 

சார்பலன் 

சாமு 2 உ 5ரல 

த ee வட ; 

E(t) (pet arma 
ரஷ டு 

=(5.! aq) oaatte 

॥ ரி
 

3 

ன் சராசரி, மாறுபாடு. இவற்றை. தி. உ. சா. மூலம் 

கணிக்கலாம். 

nol 

ச்ச் = [gt pe! L(pe ‘9



184. கணிதப் புள்ளியியல் 

ami 

2-4 பன் சராசரி ௮ 24 (0) அ ஈ(ரரற) த கத (i) 

ச*- ன் மாறுபாடு - 2 (22) 44 

= M" (0) — # 

= t 
M" (th=nlfn—1) pe’ (q+ pe (pe*) 

+n(qt+pe'). (pe!) 

M" (t) = [M" l= n(n—1)-p-1-09 + ஜ். i 

tng p) "sped 

=n(n—1) p? +p 

o = X-ar orgur@ =n(n— 1)pt+np— np 

=np(l—p) =npq உடம் 

மசதிரி 1 : 

ஒரு காசை 5 தடவைகள் சுண்டி விட்டால், (தலை விழுவ 
தற்கான ஊக அளவை 1 என நாம் இங்குக் கொண்டால்) 

Gi) சரியாக 3 தலைகள் வருவதற்கான, 

(1) குறைந்தது3 தலைகள் வருவதற்கான, 

(ய) அதிக பட்சம் 3 தலைகள் வருவதற்கான ஊக அளவு 

களக் கண்டு பிடிக்கவும். 

மேலும், இப்பரவலின் தி, ௨. சார்பலனைக் கண்டு பிடித்து, 
சராசரி, மாறுபாட்டைக் கணிக்கவும். 

Sita: 

இங்கு &- 6, 3)



சில சிறப்புப் பரவல்கள் ் 18s 

(i) X = 3-éere7r ote sara; 

டு 00 -2 
(ii) &- 3 அல்லது4 அல்லது *-க்கான ஊக அனை 

உணா 0009 010 

+ OOF a 
(11) %-0, 1, 2, அல்லது 3-க்கான ஊக அளவு, 

P.{X <3] =1—P,—[X2=3) * 
' e 

= 1—P,[X =4or5] 

=1—[P,(X = 4) + P,(X = 5)] 

=1-[ (2) GG) +) ON 
11 232 

-1- 53 

~ 243° 

இந்த ஈருறுப்புப் பரவலுக்கான தி. ௨. சார்பலன், 

M()=(g+pe') = ட எட் ] 

கூன் sprefl =p = E(X)—np=5. 

நூன் மாறுபாடு, ச” 12 ர
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மாதிரி 2: 

&மாறியின் தி. உ: சார்பலன் 

M (i) (3 ஷ் 5 ல y என்றால் 

ப் 2௪௯2௦3) 

மூ சன் சராசரி 

(ம்) ஊன் மாறுபாடு இவற்றைக் கணக்கிடுக. 

இங்கு &-- ச(3,2) என்ற ஈறுருப்பு மாறி. 

ன் ஊ, ௮. சார்பலன் 

f£@) -(° ) 00 rez 0, 1,25 3045 5 

௯0, (மற்ற மதீப்புகளில்.) 

P,. (X = 2or3] = P,[X =2] + P(X = 3] 

-(3) GG + 6) GO? 

ன் சராசரி 8 (X) = np ne : 

10 
= 3 ௯ 3.33. 

10 
ண் மாறுபாடு ச =apg~=s. ஆஸ = 111 

w
i
t
 

  

மாதிரி 36 

4 ச (டூ) என்றால் 

rt)
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a. - 

2[2-,] = fe என்று நிரூபி. 
[ 

E(X) = wf என்று அறிவோம். 

e(2)=.4.3 E(X) = a > ka. அப! 

Vv (=) os (2-2) = E(x np)" 

  

al 

P49 _ PY 3 ="5 ன் ட்ட 

ஈருறுப்புப் பரவலின் மூகடு 

f (x)-or 939 550 5S (consecutive) ndiinjachee விகிதம் 

n x+1 n2-—x-—1 

fet) _ (பச q 
705) fn n—x- 

(1. 

p 
q +10 

3 a 

=   

3 

2 3 நற் -- ஏ என்றால், fs: 21 

ee f C8 +1) 
_ =e ie q aren Gee Ft) <i. 

நற் பர ஒரு முழு எண் (integer) இல்லாவிட்டால், ஈத் ரஃக்கும் 

(np —97 + 1)-க்கும் இடையிலுள்ள முழு எண் நஆக இருக் 
கட்டும். உ மாறி 0-விலிருந்து ரஃக்குக் கூடும் en ரீ து om & 

_ அளவுகள் ஒரே. சீராகக் கூடுகின்றன. ர x
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உமாறிரஃலிருந்து ஈ-க்குக் கூடும்போது, 7 (2) ஊக அளவுகள் 

ஒரே சீராகக் குறைகின்றன. பரவலின் ஊக அளவுப் படங்கள் 

(கீழே காண்க) நிலைத் grom-asar (ordinates) x = 7 என்ற மதிப் 

புக்கு ஒரு தனி உச்சத்தைக் காட்டும். அந்த உச்சம் (maximum) 

பரவலின் முகட்டைச் சார்ந்ததாகும். (ஈழ -- ர) ஒரு முழு எண் 

ணாகில், 2 ஈழ - ர) உ ௮ ழ் பற் என்ற இரண்டு மதிப்பு களில் 
இரண்டு உச்ச நிலைத் தாரங்கள், (இரண்டு முகடுகளுக்காக) 

இருக்கும். 

0.3 

௦.1 | 
1 ட ப் | ] I , > 

படம் 10 

ஓர் ௨.௪௪ கட்ட உறுப்புள்ள ஈருறுப்புப் பரவல் 2 - 4; க. 

0.3 

௦.2 

oO 1 2 3 4 5&5 6 7 @ 

படம் 11. 

இரூ உச்ச கட்ட உறுப்புகள் உள்ள ஈருறுப்புப் பரவல் 

P = 4, nu = 8. 

கருறுப்புப் பரவலைப் பொருத்துதல் (Fitting of a binomial 

distribution) : 

ஒரு மாதிரியின் மூலம் இதை விளக்குவோம். ' 

ட q காசுகள். சுண்டப்பட்டு தலைகள் விழும் எண்ணிக்கை 

குறிக்கப்படுகிறது. இச் சோதனையை 138 தடவைகள் 'திரும்பத்:
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திரும்ப நிகழ்த்தியதில் கிடைத்த விவரங்கள் கீழே தரப்பட் 
டுள்ளன. இவற்றைக் கொண்டு பிறழ்ச்சியற்ற காசுகளா 

யிருப்பின் , ஓர் ஈருறுப்புப் பரவலைப் பொருத்துக. 

  

  

    
  

| | 
ன பை 

=f . டட; | ஞி = hy, 

| | 
| 0 ் 7 

| Lo | _ 6 

2 i9 

3 : $35 
| 

' 

7 21 13% வ 

5 - | 23 

7 | 1 | 
as |. 

மொத்தம் | 128 

  

இங்கு 17 ௯.128) ஈ௮ 7.2 ௪.3) ௪-௬: 

உ ஓர் ஈருறுப்பு மாறியாகில், அதன் (ஊக அளவு) நிகழ் 

தகவு அடர்த்திச் சார்பலளைக் கீழ்க்கண்டவர்று எழுதலாம். 

senna (pie te (QI 
ஆகவே, 

b(x+ 1,256) = ஆ oe 

  

  

x ஆ 1 q ஆகும். 

இப்போது, ௨ 46 

4 ‘ ட nt... aes sy x + ] n—xs—] 

ச]; yp) _ (e+ Il—x—1jIP 8 
b(x3 mp) al, X Nw 

iGogi*e «
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_ @= +4) ம். ் 

“0: 

Sh sein   

aie be + 15 nt, f) = 

இதைப் பவண்டுக்த் எதிர்பானிக்கத்கக்கு அலைவெண்களைசு 

கணிக்கலாம். 

py ‘ 78-28 

இங்கு பே = 4. ம (x; ny pd. 

= - F(x) 

70-78 ௭௮ 12௩ +) == te 

£0 =agt FO ர, 

2: = அ. ட... = 21. 

F{3) ப ro Je (21)° 
க 35. 

faye ag tale ட. 

டு சர், ல ட்டர் wo 

“f(6) = Ta. (4) = 7 

77): aaa MM =1 
  

எனவே, Eg 7128 = N- 

x=O
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இப்போது கண்டு அறிந்த shOaarsiruyh... 1 Ht 

பார்க்கத்தக்க அலைவெண்களையும் கீழ்க்கண்டவாறு பட்டியலில் 

அமைப்போம். இதுவே எருறுப்புப் பரவலின் பொருத்து 

தலாகும். 

  

  

  
    

தலைகளின் | கண்டுஅறிந்த எதிர் பார்க்கத் 

எண்ணிக் | அலைவெண்கள் gon ae 
கை - Oo வெண்கள் 

E 

0 7 ர 

2 19 21 

3 35 35 

+ அட 3S: 
5 23 2] 

5 
சீ 

7 + ட ச் 

ச * 1 ரக ட. 1. ப் 

மொத்தம் : 5128 |... 128 |       
  

n n 
இங்கு 2-01 = 2 4128 என்பது குறிப்பிடத்தக்கது. 

=) ine 

ஈருறுப்புத் திருப்புத்திறன் கள்: 

By. =P = np sremayib 

8; = npg எனவும் நிரூபிக்கப்பட்டது. 

இதேபோல, 

Ps = 2 $9 (9-9); 

ச, ௮ ரர [143 (௩௪2) தர] என்றும்,
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டா .. இதன் மூலம் கோட்ட அளவுகளும் தட்டையளவு.களும் 

  

ட் q—p 
முறையே ட ௭ அன் 

பயப் 

— i669 
¥2 npg 

எனவும் நிரூபிப்பதை வாசகர்களுக்குப் பயிற்சியாக விடப் 

பட்டது. 

குறிப்பு 1: 

(0 த 24 என்றால், 45 0 ஆகும். 
< ன் 

ii) சோதனை முயற்சிகள் ‘? ' மிகவும் அதிகமாகப் 

போனால், 4௦32 இரண்டும் பர்சியத்தை நெருங்கும். 
. 

மாதிரி, 4: 

ஓர் ஈருறுப்புப் பரவலுக்கு “டரோமனாவ்ஸ்கியின் கீழ்க் 

காணும் மறுதரவு onde (recurrence relation) நிரூபிக்கவும். 

துர்க சி[ (ttt) Be + oe 1. 

உன் மதிப்பு /5, 4 = ( ) BF gr-* (x—nf): BGO . 

சானவே, 

ல? (4) 5௪௭ சக (பறற 

௫-2 | : 4 q n-x71 (x—np)! 

us") geste 
> 1௩
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apt . தல] தல தைர.) 

“ap 7 El (Ts ர (x — np)’ 
[xg — mp + xp] } 

ஈம். இடு 

i (" ele eet an 

x 
fj 

சணமவ, 

த்ர அத்த) ட் டத் | 

eyo Fwd 

அலைது , : 

na [tet + nt Bay 1-4 1 BSS. 

QuGurg t= t+ 1 எனச் சமனிட்டால் 

774 1 

இத் Aerie (௯0, 1) 2 என்று தொடர்ச்சியாக 

எடுத்தால், 

t=, Po pq [27 +n. me | 

=pqt0+s) (v Bowls Fr = 0 a6) 

os றர 

to J. P= ra (Ge UP m2, | 

தர lz apy +o] 

க்ட்பு- 13



i94 
கணிதப் புள்ளியிய

ல். 

அதித நட எ np) 

=p q(q—P) = mpgtl = 27) 

= Pe [ era 2)+2q (1 —2p) 

—np(l—2p)} + 3m» 574] 

= [pa —2npg—2npqtng—nP 

+2np?+3n'pq) 

= pqin(l—2p) +2np* — 4p + 4np 
| 43epq) 

= paq[n(6p' —6p +1) +3n-np ql 

=npq[(l—6pq9) +2paq] 

B, நதர (12629 33 ரர். 

ம் 
த 

ஆகவே , - ce 

் 2 

  

u® pe q* 

ட. 

. . ie . 

_ 12” 
124 

5) = 
y, = + VS: = inp q 

Be =o ௮ npall—6pajt+ 
2 pq 

Pz 
mpg
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«34 LES, 
172 9 

1-6 

Ye = B38 = pa 
பதும 

1-2 என்றால், ந 1220 

து egret > 0 

npg 

= 1—6pq9 
B= 3+— ௭2. 

_1-628 Y¥: = 2p > 0 

1-௮ என்ரால் இ; 0), B27 3 

¥170, %70 eerg Yyamapg. 

பயிற்சி 1 

(1 சருறுப்பு ஊ. ௮. சார்பலன் 

ரம (7) EF (ts enone 
௮ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்) என்றால், இப் பரவலின் 

திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் சார்பலன்., 

1 t க க 
Muy = (5 + நச என்றும் 

7 7 ட்டது 
fl. = 5 eo = 7 Ter Od Bet. 

அத்துடன் , 

ட 20:21], 

(i) ராம 57 இவற்றின் மதிப்பையும் காண்க.
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(3 பத்து காசுகளை ஒரே சமயத்தில் சுண்டி விட்டால் 

குறைந்தது ஏழு தலைகளாவது விழுவதற்கான ஊக அளவைக் 

கண்டுபிடி. 

G3) ஐந்து சார்பற்ற முயற்சிகளைக் கொண்ட ஓர் 

ஈருறுப்புப் பரவலின் முறையே 1, 2 வெற்றிகளுக்கான ஊக 

அளவு 0-4096, 0-2048 என்றால், அப் பர வலின் பண்பளவு ழஜக் 

கண்டுபிடி. 

(4) ஓர் ஈருறுப்பு ராண்டம் மாறி X-S6» 

(i) = 6 | 

(i) P(X =4) = $= (022 2 என்றால், 

ன் ஊக அளவு றஜக் கண்டுபிடி. 

(5) றஐஃ3, ௩-7 என்ற ஓர் ஈருறுப்புப் பரவலின் 

முகட்டைக் கணிக்கவும் 

(6). ஓர் ஈருறுப்புப் பரவலின் 80, Bs மதிப்புகள் கீழ்கண்ட 

வாறு வரையறுக்கப்பட்டால் , 

டர 89 a 
B= 7 BH = 100 என்றால், 

அப் பரவலை நிர்ணயித்து பிறகு ற) ர sega X= 8-& 

கான ஊக அளவைக் கணக்கிடுக. 

கர gy 
412 8 
  (7) ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட ஈருறுப்பு மாறி. 

திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் சார்பலனைக் கண்டுபிடி - 2 

3 

௩ ௦ என்றால், தி. ௨. சார்பலனின் மதிப்பு சர (5 je 

அணுகுகிறது என்று நிரூபி. 

(8) ஓர் ஈருறுப்பு ராண்டம் மாறியின் ஊ, ௮. சார்பலன் 

f() = 24 5,2௮0) 1,2 veh 

gies.
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௯ 0, (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம்), 

என்றால், 

  

  

n 
Cov (:, a *) = (‘. உ ்) இவற்றின் உடன் 

டாரா n n / 

மாறுபாடு - -- Pa serair gu நிரூபி. 

7-3. மூன்று உறுப்புப் பரவல் 

ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட ராண்டம் மாறிக்கும், ஈருறுப்புப் 

பரவலைப் பொதுப்படுத்தி எழுத முடியும். 

௨ ஒரு நேர் எண் என்றால், ௪, 82) 83 என்பன நிலையான 

எண்களானால் y ழ் 

n ர எம 

உ டட 
x20 ௬0 1 கம (ப) 

1 ஆ... நர தடா 
a, -& + & 

n 34 
= > n! a - 

x, = 0 x,[(n— x)! 

ee xe னன இடை (௩ = ய) ! x ih x: xz 

xg =0 x1 (n—x,—x,)! M+ 3 

n! * n— x, 

௮. ஜி பய் “01 % ‘(a, + ay) 

= (a + @, + a3)" ஆகும். 

இதை வைத்துக் கொண்டு ஒரு மூன்று உறுப்புப் பரலி 

வரையறுப்போம். ப்ர உவ
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டி உ, எதிர் மறையிலா முழு எண்கள், x1 + 36 3 7% 

Pro Pas Ps ape mith GC pit Deir corn weit (positive fractions) 

நட ட.ற, 4 றி ௯.1 எனவும் இருக்கட்டும். 

பிறகு ,, &, என்ற தனித்த வகை ராண்டம் மாறிகளின் 

இணைந்த ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

n! 4, %2 சாடு 
x %. சதை rrr ree rem ழீ ந்த a) x, ! x, !(n —%,—4%,)! “Pi+ P2+ Ps > 

ரை வர்ல x2 <x 

௯ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம் ,) >a= 1 

pi > od 

இதையே, 

= n! xy கட டி 

FO) = ர ரஜா ம. ந ஜட 

> y= 3 

0 (மற்ற மதிப்புகஞுக்கெல்லாம) இற அற 

p>o 

எனவும் எழுதலாம். 

a2 h—X*, 

2 OLS (m1 a) = (P+ ps-+pa)" = | Ang. 
1=0 57-0 

இந்த இணைந்தண,.௮. சார்பலன் (2, 82) ஐக் கெயண்ட 

கூ 42 மாறிகளின் பரவலை ஒரு *மூன்று உறுப்புப் பரவல்? 

என வழங்குகிறோம். 

எடுத்துக்காட்டாக ஈ - 4, ௮3, ற், -0,2 ற்2-0.3, என்றால் 

4! 
# VAs ed = Gitano 
ஆகிறது. 

(0.2”1(0.3)%(0 5) 50%
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இந்த.மூன்று உறுப்புப் பரவலின் திருப்புத்திறனை உருவாக் 

கும் சார்பலனும்,. ஈருறுப்புப்பரவலின் தி.௨உ.சார்பலனைப் 

போலவே அமைகிறது, 

கரம் nl i x 
M(t = ப்பி. tae pe 1 ye ( ] 4 

( a ta) 20 ர xy ர் Xa ! (n—x,—%,)! (24 22 . 

n—X,—K, 

X Ps 

= P1 ef! + Pact? +p, | (டன் எல்லா மெய்யான மதிப் 

dy புக்களுக்கும்). 

&, % மாறிகளின் விளிம்புப் பரவல்களின் தி.௨உ. சார்பலன் 

கள் முறையே 

M(t» 0) = (Pi ef) + Ps 1 29௪ [0 + Pret)" 

M (05t,) = (pit Paet*-+ ps)" = [Cl—p2) +Pact*" ஆகும். 

இங்கு 48 (ப, 2) - 48, 0). 44(0, 8) என்றால், &,, 36 

மாறிகள் புள்ளியியலில் சார்பற்ற மாறிகளாகும். 

இங்கு 38, - 8, ஐ) | 
X, + b(n, pr) இரண்டும் சார்பற்றவை. 

ஆகவே 4, &,-க்களின் சராசரி, மாறுபாடுகளாவன: 

  

மாறிகள் | சராசரி | மாறுபாடு | குறிப்பு: 

  

x, | P=, o,=np, I—pi1—pi=p, +P, 
  

  

  42 | a= np2 
  
ரூ அரி] py \—p,=p,+P3 

  

Gugyh X, =x, Tors annie ஆ-ன் நிபந்தனை ணக 

அளவு அட ர்த்திச் சார்பலன்



200 "கணிதப் புள்ளியியல் 

நட்ட அட 

  

  

n nl 

ரீ (வே/*டு = ன ் a3! x! (n—%,—*2)t Pi Ps P3 

x17 

n 

al 22 (n—*,)! 

* அன 51 Pr = (Lp as ] ர டை பகலிம் 

தூ 1 நடக 

பம ட 
(—?,)""*, 

= |. (n—x,)! Pa \* (ye இவண் 2 

xg 1 (n—x,—x,)! ° \ 1—p, imme) 

ty £0, 1,2 5009 (nx) 

0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கு எல்லாம்) 

எனவே %, - உ, எனத்தரப்பட்டபின், 2ட-ன் நிபத்தனைப் 

பரவலை உ-ம் | (n—*,), ட் க | என வழங்கலாம். 

இந்த.32-ன் சராசரி 

  

I—p, 

Qa eo CprGan_@ge சமன்பாடு (linear equation). 

E (Ain) = -ஸ( 4 ஆகும். 

இதேபோன்று &, ௮௨, எனத்தரப்பட்டபின் 2ட்டன் நிபந்தனைப் 

பரவலை XX, > p | (mad. (<2 | Jeo வழங்கலாம். 
Pa 

ண் நிபந்தனை ச்சராசரி 

[2/௯ ௩-௨)௮ “(வீ ட] ஆகும். 

E(X,/x,). (ப/,) சமன்பாடுகளின் வலப் uéss Sais a 2, 
க்களை கெழுக்களைப் பெருக்கிய சொகசையாக து, உடன் 
தொடர்புக்கெழுவின் வர்க்கமாகும். Pik
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eo te) (=) a Ps 
1-2) 1 தத (றப (129) 

டி கடன் எழுக்கள் எதிர்மறையிலிருப்பதால் (—ve), path 

௭ sium pags: 

  

ஆகவே, 

po Pr Pa. ‘ 

(ம (ஐ 

  

7-4. பல உறுப்புப் பரவல் (Multinomial Distribution) 

இப்பரவலை நீட்டித்து பல உறுப்புப் பரவலின் ஊக அளவு 

அடர்த்திச் சார்பலனை எழுதலாம். | 

பூ ஆ, டட என்ற (6 - 1) தனித்த வகை ராண்டம் 

மாறிகளின் இணைந்த ஊ. ௮. 'சார்பலன்: 

n! x, *2 Xk 

மி பேதி. ௭ Peo ் 2 ) 1 1 821 ம் “நி ற). இந் 

Dawa 

> B= 1 p>o 

௯0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம். “ 

ஏனெனில் % ௬(௩- உ - ஐ இ எ ee — Xk HOT GSS 

மாகும். 

இந்த பல உறுப்புப் பரவலின் தி. ௨. சார்பலன் 

M (ty ty ++ ty) 

ty tg tems க 

= pre +P. tet Pee ஈறி 

[எல்லா (0 1, ...க) மெய்யான மதிப்புகளுக்கும்.] 

$ 4 என்ற ஒரு பல உறுப்புப் பரவலின் இணைந்த தி. உ. 

சார்பலனைக் கீழ்க்கண்டவாறு எழுதுவோம்.
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n ந தழ. ந தநத 

M (ty tay 3) = 2 z 
*,20 9-0 *,=0 

4 

ni ( 1 5 

my! xl 1 ௨1 1718 1228 s 

tg \ x3 x, 

(க on ர் 

Qugx, =n —*x,—%*%,—*, 

Pe = 1 — Py — Pa — Poe 

81 t, t3] 2 
Mitte) = [pt ne + Py é ‘ae |" 

இங்கு 7, - $$ ௬0 என்றால், டன் விளிம்புப் பரவல் 
1, றப் பண்பளவைகளாகக் கொண்ட ஓர் எஈருறுப்புப் 
பரவலாக ஆகிறது. 

t n- 

M(H, 0,0) =(,+pre + p2 + Pr) 

ty n 

=[(l—p)+tpe ] > 

1 தட தர ற; 4 2, ஆகும். 

ஆகவே, &,-ன் நிபந்தனைப் பரவல் &,- ச் (௩, 20 

இதன் சராசரி 4 E (Xi) = np,. 

சீ (பூ ரல். $- 0எனின், ட், 2 இரண்டிற்கும் 

சேர்த்த விளிம்புப் பரவல் ஒரு மூன்று உறுப்புப் பரவலாகும். 

(வாசகர் நிரூபணத்துக்கு இது விடப்பட்டுள்ள து.)
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பயிற்சி 17. 

(0 &,&, இரண்டு மாறிகளும் ஒரு மூன்று உறுப்புப் 
பரவலில் அமைந்திருந்தால், அதன் திருப்புத்திறனை உரு 
வாக்கும் சார்பலனை umaiuGsS (differentiate) X,, X.-or 

உடன் மாறுபாடு - -- றற, எனக் காட்டுக. 

(2) %-,௦(2,2), 7-ம் (4, ற) என்றால், 

மேலும் 2,[&2 1] - $ என்றால், 2,[2:2 1]ஐக் கணக் 

கிடவும். 

(3) &,ி,,-ன் இணைந்த ஊ. ௮. சார்பலன் 

7.௫ (0): (9 (9) 
92௯0, 1) 2) ௨20 

x, = 1,2, 3,4, 5 

௯ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கு) என்றால், 

(i) E(X,) 
(ii) E (X,/x1) 

இவற்றைக் காணவும். 

7-5. umiierer ugessd (Poisson Distribution) 

வெற்றியின் ஊக அளவு ற (அல்லது 9) மிகச் சிறிதாயிருந்து, 
ஈ-ன் மதிப்பு மிக அதிகமாக இருந்து அதே சமயம் ஈ2- x 

நிலையான எண் ஆக இருந்தால், ஈருறுப்புப் பரவல், பாய்சான் 

பரவலை அணுகுகிறது எனக் கூறலாம். 

மாறியின் ஊ. ௮. சார்பலன் 

—-xr x 

fy, x =0, 1,..2) -- © 

௮ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்.) 

என்றவாறு இருப்பின், 4 மாறி ஒரு பாய்சான் மாறி என 

வழங்கப்படும். 4 மாறி ஒரு பாய்சான் பரவலில் அமைந் 

துள்ளது.
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x A x" Sion nina 
e =1+RXr tgp teh oy ta eee தாம் 

அறிவோம். 

௦ கெ * oo 

ஆகவே, 5 f(s) =F ¢ % 
ட 2௯0 a= x! 

= ச. அழ என்பதால், 

ரி ஓர் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன். 

இங்கு * தனித்த வகை ராண்டம் மாறி. 

இப்போது ஈருறுப்புப் பரவலிலிருந்து எவ்வாறு பாய்சான் 

பரவல் கிடைக்கிறது என்று ஆராய்வோம். 

ஈருறுப்புப் பரவலில் % வெற்றிகளுக்கான ஊக அளவு 

x nm Xx 

ra-P&=9=("), : 

கற என்பதால், p = ர 

  

ட P= sam (S)*(1- SE) 

ட் rx r\ -%.(1-4) ரி ட, 

Rn 

n> 00 எனும் போது,
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x 

lim, Xr. 

1-2 ௦ (00-55 தந” 

  

_ . 

கு (1 யூ x) ் (! ~ = ் "3 wom 
nm 

) ௫ உ. என்று எக்ஸ்பொனன்ஷியல் 

தேற்றம் மூலமாக நாம் அறிவோம், 

த 
lim x 

n— 0 l= 

உ 
lim x 

\ hs © நவை 

) =~ (1-0) = 1, q@areha > +0. 
ர் 

எனவே lim, 
க ட் 

_lim [1 nl 

n-» co [nx *(n—x)! 

Que ௩1] -க்கான “ஸ்டர்லிங்?2கின் தோராய சூத்திரத் 

தைப் பயன்படுத்துவோம்- 

  

nl =” n+ 1/2 
42௬ ௨௪ on ச 

வை «x 

lim x 
தது FH) = x!” 

_ aw n+ 3/2 
lim AiR உச of 

  n— x —(n—x) நை 1/2 

8 ,42% ௪ ௪ (a— x) 

—-‘r *« 

ச் » எரர் ் புதாடர்ச்சி அடுத்தப்பக்கம்)
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பப தந. நஃய/2 

Tins 42௬ ௨௪ on 

fi—> 02 n 1/2—« 
e  mn x nt 1/2 எச 8 x 

ட ந ரே சகட்ட ~ oR 1~ =) 

—zX x 

ச x lim 1 

7 ஜர  ... 2-2 7 அடத 

x x x 

(ma) (ma) 
—-Xr « ன டு « 

ச x 1 ட 2 
= ௪ — 3   

(2 முடிவுடையதாக இருப்பதால்) 

ஆகவே 0, 1,2. வெற்றிகளுக்கான ஊக அளவுகள் 

ஆ ய) —AySs 
முறையே ௪ »@ dee 2] ae BU. 

இதையே -X « 

ரம. 01,220 

௮0, (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம் 

என வழங்குகிறோம். 

ஆதலால் ஓர் ஈருறுப்புப் பரவல், மிகச் சிறிய ற, மிகப் 

பெரிய, அதே சமயம் p= XK ஒரு நிலை எண் என்றால், 

பாய்சான் பரவலை அணுகுகிறது என விள க்கப்பட்டது. 

பாய்சான் பரவல் % என்ற ஓரே ஒரு பண்பளவைக் 

கொண்டுள்ளது. 

பாய்சான் மாறிகளின் எடுத்துக்காட்டுகள் 

(1) அச்சில் வெளிவந்த ஒரு புத்தகத்தின் ஒரு அக்குத்தில் 

காணப்படும் அச்சுப் பிழைகள். 

ஐ நூறு ஆணிகள் கொண்ட ஒரு பெட்டியில் காணப் 

பட்ட சரியில்லாத (குறையுள்ள) ஆணிகளின் எண்ணிக்கை.
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(3) ஒரு நூதன (அதிசயமான) வியாதியால் ஓர் ஊரில் 
குறிப்பிட்ட வருடத்தில் இறந்தவர்களின் எண்ணிக்கை. 

(4) மாரடைப்பினால், * காலத்தில் ஏற்பட்ட சாவுகளின் 

(தற்கொலைகளின்) எண்ணிக்கை. 

(5) £ நேரத்தில், ஒரு குறிப்பிட்ட தெருவைக் கடந்து 
செல்லும் ஊர்திகளின் எண்ணிக்கை முதலியன. 

பாய்சான் பரவலின் திருப்புத்திழனை உருவாக்கும் சார்பலன் 

tx 

M(ith= De. f (x). 
z= 

ix ~-X_ 24 
e 6 A 
0 x! 
  

= 

x ॥ 
64
8 

— 

e (re! ற ப க ஆச் 
0 x! m= « i

m
s
 

x 
| 

_ 2062-0 

எனவே, எல்லா மெய்யான / மதிப்புகளுக்கும் 

reer) 
008. அ.ஆரும் 

உ. 
M(t) =e 21) 

௯-1 
கன் சராசரி = E (X) = M (0) =e ox 

=1-AK=X 

rch —D | 
M" (t) =e i 

ட t 5 Ae 1 Re) Ke Dre +e .
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eee ட புகு AD 
M" (0). =e. பட ஆ] 1 ரி 1 கட்டட 

=hi+h, 
Py =e +X | 

3 தம்ப பூல EAH AAA 

ட. கன் மாறுபாடு ச*-. ... 

எனவே, 

பாய்சான் பரவல்களில் சராசரியும் மாறுபாடும் (ழ ௭ of) 

சமமானவை: உ 

தி. ௨. சார்பலன் மூலம் 5, ஐயும் கண்டு பிடித்து ற; 82 

4) 7/2 இவற்றின் மதிப்புகளையும் எழுதலாம். 

டக 

y= 3rTtTHR 

ப்ப 1 
By Bae = % x’ x 

ப ப 3M HAL டிட் 
Ba “fe wT TX 

oe es ge 

¥, = B3 -—3 = 3+ x73 ss x 

1 
= மூ? எ 9 

எனவே, 8--௦ எனும் போது, நு) +0, Ys 0 

அதாவது மாறி ஓர்-இயல் நிலைப் பரவலில் ஆமையும்,
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மதிரி 5; | 

ஒரு பாய்சான் ராண்டம் மாறி X-swe 

P,(X= 1) = P(X = 2) rare, 

P(X = 4) அளவைக் கண்டு பிடி. 

X—+ PCR) rarya, 

—- xX x 

Js) = ட, “= 0, 1, 25 ase 08 

il 0, (மற்ற மற்ற மதிப்புகளுக்கிகல்லாம்.) 

  

2-2) -727 (௩ 1) எனத் தரப்பட்டுள்ளது. 

எனவே, 

X P(X = 1) =P(¥= 1). 

n=2 

  

—2 x 

ஆகவே (20) - £ ae x 0,1, 2 ல   

௯ 0, (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம்). 

“த் 46 +2 க சீ 2 @. ் 

Mine P(X = 4) = எ ஜா 5 514. 
ஆகிறது. 

& tp] 4 
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் பாய்சான் பரவலைக் பொருத்துதல் 

கீழ்க்கண்ட ஒரு மாறியின் .பரவலுக்கு, ஒரு பாய்சான் 
பரவலைப் பொருத்தி, எதிர்பார்க்கத்தக்க அலைவெண்கள்க் 
கணக்கிடுக, ஸ்ட 9 ப 

  

  

  

  
  

தகவு? , கொதுக்கப்பட, பரவலுக்கு 

y= 
a _ 127 பப்ப 0302). 

ஊன் மாறி ஒரு பாய்சான் மாறியானால், ௨-ன் (ஊக அளவு) 

நிகழ்தகவு அடர்த்திச் சார்பலன் டட 

—-A_* 050 « 
p(s) = Sah _ ¢ (0-50) , 

x! 

v= 0, 1 525,40 ce 

_ xX த ஆ] 

ட்டு கக்க = ற. 

. oe | Ls 

Se ¢ =" ee ஐ. 

பால்கி]
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0.5 
70) - 400 te | = 400 » x 0.6065 = 242.63 = 243, 

£0) = £0) = © |e 
  

  f= | 

= 121.30 ~ 121, 

0-5 121.30 
  

f= SPU) = | == 30-32 ~ 30. 

70) = 99. £2) = BF = 5.05 = 5. 

£4) = 2. 7G) = 5 2 0௮௨ | 

£3) = 22.704) = AF = 0,068 = 0. 
a rr அனகை ttt re ean ns SR வன 

5 
எனவே, 5; gf ௯. 400 

எனவே, கண்டு அறிந்த அலைவெண்களையும் எதிர்பார்க்கத் 

BSS அலைவெண்களையும் அட்டவணைப்படுத்தி தீர்வு 

காணலாம்: 

  

      

  

i 

| 
கண்டறிந்த . 237 | 127 | 35 | 0; 400 | 

| அலைவெண்் | | ~ | 

| a ச ரா 
| எதிர்பார்க்கத் 243) 121. 51) 1) 0. 400 

| 
| 

| | 

j ॥ ௩ 

Li 
பாய்சான் பரவலின் கூட்டல் gwg (Additive property } 

XX. WO மாறிகளும் சார்பற்ற பாய்சான் மாறிகளாக இருக் 

கட்டும். இவற்றின் சராசறிகள் a முறையே %.. என்றால், 

| 

தக்க அலவன் | 
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(2-௧, என்ற wor (i+ 2X2) சராசரியைக் கொண்ட ஒரு 

பாய்சான் மாறியே யாகும். 

X,> Pp (ra) 

42 2 (2௨௦ 

ன் தி-௨.சார்பலன் My, (t) 

= 21 (ச-1) : 

er, (1) 

ன் தி.உ.சார் பலன் ரீ (t)= சி (௭-1) 

ட, &, இரண்டும் சார்பற்றவையாதலால், 

Myi+x2(t) = E [et (H+ %) J 

ப் Et efX yet%q] 

= E [.ix,]. E [et*s] 

= Mx (2. Mx, (2) 

_ெடு இ டு 

_ இவர்க) 

வலப்பக்கம் ஒரு பாய்சான் பரவலின் தி.உ.சார்பலனாக 

உள்ளது. எனவே (3-2) மாறியானது, (பிய ஐச் சராசரி 

யாகக் கொண்டஒரு பாய்சான் பரவல் என நிரூபணமாகிறது. 

இதையே தநீட்டித்தால் 20, XX, Tarp n சார்பற்ற 

பாய்சான் மாறிகள் மூறையே ட ட டர என்ற சராசரி 

யுடனிருந்தால், 

n n 

நடும் 20 மாறியானது Sars BF சராசரியாகக் 
1ம் 

3 ௯ம். 

கொண்ட ஒரு பாய்சான் மாறியாகும்
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பாய்சான் பரவலின் முகடு 

ரி(9-ன் அடுத்தடுத்த (0௦05600146) மதிப்புக்களின் விகித 

மீ 1) 
மானது சு என்றால், ௩ பாய்சான் மாறிக்கான 

xX 
S(*+1) ௪ MHI (HED! _ x 

709) இ er x */x! xl 

இங்கு), 2 2 41 என்ரால், (41) 279. 

x 
f(x) _¢ eet 

இதேபோல 010 ஆ. அறிக 

உ. 00! 

இங்கு %, 2 2 என்றால், / (60 5702-0. 

    

முகடு கீழ்க்கண்டவாறு வரையறுக்கப்படுகிறது. 

“A rl “Af “Arh 
_# x 2 #4 A 5 * __Xd 

(r—1)! r! (r+1)! 

இதைத் தீர்வு கண்டால், £ 3 9, 741 2 9. என்று கிடைக் 

கிறது. அதாவது ),_--1 ௨75), ஆகும். ), ஒரு முழு எண் 
இல்லை என்றால், ().--1)-க்கும் )_-க்கும் இடையினுள்ள முழு 

எண் தான் ₹₹முகடு?? ஆகும். ), ஒரு முழு என்றால், (0,--1)-க் 

கும் )_-க்ருமான ஊக அளவுகள் சமமானதால், எதைவேண்டு 

மானாலும் முகடாகக் கருதலாம்: இங்கு “இரு முகடுகள்? 

உள்ளன. 

%,, 2ம் இருமாறிகளும் சார்பற்ற பாய்சான் மாறிகளாகவும் 

உ. முறையே அவற்றின் சராசரிகளாகவும் இருந்தால், 

(௩-3 ஒரு பாய்சான் மாறியாகாது. 

ஏனெனில் (2--2ம)-ன் தி.உ. சரர்பலனை எடுத்துக் கொண் 

டால் 

M () ௪42) படி 
டோ Xa



214 - தணிதப்'புள்ளியியல் 

டு. கடட 

ச்ச் (9.18 (0 [2082 (1) = M, (at) 

ஆகும்] 

i = 
- வேக) —V 

ர் —t 

௮௧ pre 1) + Aa (₹ ர). 

இதை ம (4-1) என்ற பாணியில் எழுதமுடியாது. 

ஆகவே (%--%,) ஒரு பாய்சான் மாறியல்ல என்று கூறுகிறோம் 

மாதிரி 6: 

ஒரு பாய்சான் பரவலுக்கு 4-1, 4-2 இரு இடங்களில் 

“இரட்டை முகடு? உள்ளது என்றால், 2-1 அல்லது 2 மதிப்பு 

களுக்கான ஊ௧ அளவு யாது? 

இரட்டை முகடுகள் £ ௯ 9, -- 1,% ௮. என்ற இரு இடங் 
களில் இருக்கும் என நாம் முன்னமேயே விளக்கினோம். 

r~-* 

எனவே f (*#) = 42௨ என்றால். 

SQ) = f (2) 

எ 1 —Xr 
Bs rA_ ¢ xr? 

11 2r 

l=; rn =2. 

sroapGas f(x) me —* 2% . 

x! 

P(X = | qooogy X = 2) = P(X = 1) 4+ P(X = 2) 
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மாதிரி 7 : : . 
ர் ் : = ~ 

& மாறி ), சராசரியைக் கொண்ட பாய்சான் மாறியானால் 

X—X : 
+e ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட பாய்சான் மாறி என்று நிரூபி. 

அதன் தி. ௨. சார்பலனைக் கண்டு, பிடித்து, ஈ.- ௦ என்றால், 

இந்த தி. ௨. சா: சற் [2 le அணுகுகிறது என்று நிரூபி: 

  

  eins (75%) 
1 . dt . 

= —E(X— = —(AX'-—A)=0. 
42% ( a x! 

உ | 
௯ இ] —— ர (7) ் 

௮ 
% 

(ர 
x 

ரீ (X) = » ௯ 1. E(X¥—))* = 5 

& என்பது பாய்சான் மாறியான தால், Sa 

Y= 2 ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட பாய்சான் மாறி. 

vx 

Y-or BH. @. FTTUVET, 

—
 94 

வச 
| I! 

,
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2c |§6M(t)=e Mx (=) 

  

ஆகவே 1௦245) (2) ---4% 14-02: -1) 

ல 1 ] 
“விம ஒர் = சது. 35 

t? 1 75 

=— WK t+ini— ty + 3, a 

       

எனவே iim log M, (t) = 
ln © 

வ [டி b Za | 
Nm ஜே [$+ 3! Anp 

ட் (2 = =p) வ ட 

2 

௮. 
starBas log My (t) - 52 

2/2 

5-௦ எனும் போது, 

My (t) — ¢ #2/2 

மாதிரி 8; 

ஈருறுப்புப் பரவலின் முதல் 4 மையத் திருப்புத்திறன் களி 

லிருந்து பாய்சான் பரவலின் முதல் நான்கு மையத் திருப்புத் 

திறன்களைக் கண்டுபிடி.
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ஈருறுப்புத் திருப்புத் திறன்களின் முதல் 4 திருப்புத்திறன் 
களாவன் : 

மட 0, சராசரி ஹூ ற 

By = NPQ 

ns = npg (a—P) 

p= 3st pig t+npg(l—6P9) 

கீழே கண்ட நிபந்தனைகளுடன், ஈருறுப்புப் ப்ரவல் ஒரு 

பாய்சான் பரவலாகிறது என நாம் அறிவோம். 

டு உ 
(ii) 2-௦ 
(iii) nP=rA>, BG (8 Olu ore 

இவற்றைக் கொண்டு பாய்சான் பரவலின் முதல் 4 மையத் 

திருப்புத்திறன்களைக் காணலாம். 

#, = 0 

சராசரி உட lim ap = X- 
n— 0 

# = lim (pq) 

=(lim:np) (im. 9) =X-1=A-. 

டி lim [np 9 —P) J 

= {lim n pq] - [lim (q — இ] 

= r.1.[1—O] =X. 

ae, = lim (np). ge t+ ap-g(l—6P9)] 

=3r*.14+rA-1-0—6.0-N=3N +A: 

7 
pz 

_ x
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மாதிரி 9: 

&, 23% இரு மாறிகளும் சார்பற்ற பாய்சான் மாறிகளானால் 

(௩, &,) கொடுக்கப்பட்டபின் , டன் நிபந்தனைப்பரவல் 

ஓர் ஈருறுப்புப்பரவல் என நிரூபி. 

ட, மாறிகள், ) பூ 22 ஐச் சராசரியாகக் கொண்ட இரு 

சார்பற்ற பாய்சான் மாறிகளானால், 

ட் (Xx, + X,) மாறியும் CA trAD சராசரியுடன் கூடிய ஒரு 

பாய்சான் மாறியாகும். 

SCX, = 1 Xit X2 = 2) 

FR, = 4] Xitha=0) =" eX, = a) 
ஆகும். 

அதாவது 

ந, [2,52௬ 
P, [X,=*1/ ஆஃ = nl = P; [X + Xx, = ய] , 

&,, 3 இரண்டும் சார்பற்றவையா தலால், 

ட a4 “2 n—x, 

  

உ வக்க க Gea! 

— (௮ + As n 

¢ (Ay + A2) 

n! 

= sone cael அ ட்ரஸ் R-— Xs 

x, 1 (n—x,)! [டக கடா x) 

. ay NX, 

“(52 8 

As ப ட dha pape tee A 

இங்கு ச் எ? P Ai +A2 

எனவே X,4+X, = ஈ எனத்தரப்பட்டபின் 2ட்ன் நிபந்தனைப் 

பரவல் ௩, ற டட என்ற பண்பளவைகளைக் கொண்ட 
1 2 

ஓர் ஈருறுப்புப் பரவலாகிறது-
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மாதிரி 10: 

காரை (ஊர்தியை) வாடகைக்கு விடும் நிறுவனம் ஒன்று 

தினமும் 2 கார்களை வாடகைக்கு விடுகிறது. ஒவ்வொரு 

நாளும் 1 காருக்கான தேவைகளின் எண்ணிக்கை. (14௦. ௦ 

demands). 1.5 என்ற சராசரியைக் கொண்ட .ஒரு பாய்சான் 

பரவல் என்றால், ன க 

i) ஒரு காரும் உபயோகமாகாத நாள்கள் விகிதத்தையும், 

(ய் சில தேவைகள் மறுக்கப் படக்கூடிய நாள்கள் விகிதத் 

தையும் கணக்கிடுக. 

் ட வந்த x 

ig fo) = 0 

() ஒரு காரும் உபயோகமாகத நாள்களின் விகிதம் 

—1'5 
= P,(« = 0) =e 

(ii) சில தேவை மறுக்கப் படக் கூடிய நாள்களின் விகிதம் 

2 2, [ 29 2] 
=1—P,[X< 2] \ 

=1—{P, [X= +P, [(X=1] +P, 2) 

16.5) 15. ee meet hes . 
[a+ erg | 3 ( * = 0.2081 

= 0.1931. 

மாதிரி 11: 

ஓர் ஆஸ்பத்திரியில் 50 நோயாளிகள் தினமும் அனுமதிக் 

கப்படுகின்றனர். சராசரியாக, நூற்றில் மூவருக்குச் சிறப்பு வசதி 

களுடன் கூடிய சிறப்பு அறை (ஸ்பெஷல் அறை) தேவைப்படு 

கிறது. ஒரு குறிப்பிட்ட நாள் காலையில், அப்படிப்பட்ட மூன்று 

அறைகள் காலியாக உள்ளன எனத் தெரிகிறது. 50 நோயாளி 

கள்.அனுமதிக்கப்படுவார்கள் என்றால், மூன்றுக்கு மேற்பட்ட 

நபர்கள் சிறப்பு அறைகளை நாடுவதற்கான ஊக அளவு யாது ?
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சிறப்பு அறையை ஒருவன் விரும்புவதற்கான ஊக அளவு 

3 
P= 100: = 0.03. 

n=50;X = np = 50 X 0.03 = _123 

றகுறைவாக இருப்பதால், பாய்சான் பரவலை உபயோகிக் 

கிறோம். 

உ நோயாளிகள் சிறப்பு அறைகளை விரும்புவதற்கான 

sme ogy (=a) easy x =0,1,2 = Ushy Lye x! , 

மூன்றுக்கு மேற்பட்ட தோயாளிகள் சிறப்பு அறையை 

விரும்புவதற்கான ஊக அளவு 4 P, [X > 3] 

P, [X > 3] = 1—P, [X < 3] 

= 1— P(X =1)-P, (X = 2Q—PAX = 3) 

—P, (X = 0) 

— 1. 3 1.5 r 
= 1]—e LS > OF ஆகும்: 

x=0 

பயிற்சி 117. 

(1) பாய்சான் பரவலுக்கான மறுதரவு தத்துவத்தை நிரூபி. 

Pra = ஈ[ஈ ட்டா | 

இதன் மூலம் பரவலின் கோட்ட அளவையும் தட்டையள 

வையும் கண்டுபிடி- 

(2) டாக்சி டிரைவர்களால் ஓர் ஆண்டில் ஏற்படும் விபத் 

துகளின் எண்ணிக்கை சரசாரி 3 ஜக் கொண்ட பாய்சான் 

பரவலைச் சார்ந்து இருந்தால், ஒரு 1000 டாக்சி டிரைவர்களில் 

ஓர் ஆண்டில் ஒரு விபத்துக்கும் காரணமாகாத டிரைவர்களின் 

எண்ணிக்கையையும், 3-க்கு மேற்பட்ட விபத்துகளுக்குக் காரண 

மான டிரைவர்களின் எண்ணிக்கையையும் கணக்கிடுக.
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(3) % சராசரியைக் கொண்ட ஒரு & மாறியின் பாய்சான் 

பரவலின் 

டு கீ). 2 மோ) 

GD) A = 1 என்றால், 8[124-11] = என்றும் நிரூபி. 

(மைசூர் B.Sc. 1969) 

(4) p= i250” என்றவாறு, 2ம் சார்பற்ற மாறிகள் ). 

n 

சராசரியைக் கொண்ட பாய்சான் மாறிகளாயின், Y= % 3 
ர் 1 = 

n ன் 

என்ற மாறி 2 Xi ஐச் சராசரியாகக் கொண்ட பாய்சான் மாறி 
i= 

என நிரூபி, (அண்ணாமலை 4.5௦., 1962) 

7-6. எதிர்மறை ஈருறுப்புப்பர வல் (Negative Binomial Distri- 

bution ) 

ஈருறுப்புப்பரவலில் சில மாற்றங்களுடன் இங்கு ஆராய்ந் 

தால், * எதிர்மறை ஈருறுப்புப்பரவல்? கிடைக்கிறது. 

ஒரு சோதனையின் ஈ முயற்சிககாத் தொடர்ச்சியாக 

ஒன்றன் பின் ஒன்றாக எடுத்துக் கொள்வோம். 

(0) முயற்சிகள் ஒவ்வொன்றும் சார்பற்றவை. 

(மு முயற்சிக்கு முயற்சி வெற்றியின் ஊக அளவு ர ஆனது 

ஒரு நிலை எண் என்று அனுமானித்தால், 

(4) முயற்சிகளில் சரியாக 7 வெற்றிகளும் £௨ தோல்வி 

களும் பெறுவதற்கான ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

ரீ) என்ருல், 

ரீ) = (ப) தந்தி x= 0, 1, 2; aos 

௯ 0, (மற்ற இடங்களில் எல்லாம்). 

சரியாக வெற்றிகள் பெற வேண்டுமாயின், கடைசி 

முயற்சி ஒரு வெற்றியாக அமைய டவண்டும். இதற்கான' ஊசு
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அளவு ற ஆகும். -ஏனெனில், அத்துடன் நம் முயற்சியை நாம் 
நிறுத்திக் கொள்கிறோம். அதாவது மீத முள்ள (௨2-71) முயற்சி ' 

களில் (--1) வெற்றிகள் ஏற்படவேண்டும்- . 

e+r—l 

| ஆதற்கான ஊக அளவு =( ) 2 82-ஆகும். 

எனவே, (241) முயற்சிகளில் ॥ வெற்றிகளுக்கான ஊக 

அள்வு | 

P, (x57) =| ( ட்ட ட | [2] 

உட] ட்ட ட் ௪ ( oT ) preg 

இங்கு (2471-1) _ உ 7-1 

( r—1 ) ( ன் ] டட 

_ 71) 4 72) வெ (ம 1) ௪, 
= oo ் ் உ தரபா z   

(29) (Hr) (12) [= (DDI, 
=(-)* x! 

oo (7) 
; எனவே டே?) -( -ற(, ‘) ௭. 

_; அண்டு இ 

= ( ) Pp (—4)*, = 051,224 ் 
ட் 

or) os 8 - 

அணை ம் பாகி 
mn f வெரி 

அசர ற த 1
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ஆகவே 700, டு என்பது ௨. என்ற தனித்த எதிர்மறை ஈ௬ 

றுப்புப் பரவலின் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன்:, இந்த 3-ன் 

பரவலின் “பாஸ்கலின் பரவல்? என்றும் வழங்கலாம் 

எதிர் மறை ஈருறுப்புப்பரவலின் தி.உ. சார்பலன் . 

My (i) = E(et*) = = el* f(*sr) 
x=0 

1 
p= ம q= —~ எனக் கொண்டால், 

ட? Q 

1 = p+q ப்ட் = eS 
Q 2 Q 

a ee ee 

crores f (431) = (CP eo" iy 

(=) oe (at 
மேலும் கழ) 3 ரிய 

x= 

- 3, (=) Fe) 
2 [0-2 

இப்போது »’ = M' (0) 
oo M(t) = Pits (Q—Pet ore! 
சிடு வாம =1P=rl+Q) 

  

\ 

  

wag cele 1 ) 4 | ம்ம
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(241) 
P 

  

“நன் சராசரி ழக உ 

t -r-2 

M" (t) = PP. e(-r-1) (Q-P et) (-P et ) 
-r-1 

+ (Q-P.t) rP et 

r~2 

லந ௫௮72, ௪. டு (022 (2.2) 

ரக] 

4 (022 722 
=rP (10) 2௮ = r(r+1) P?+-9P. 

Pag ™ Bone 

r(r+1) நாட்ட மிர, ॥ 

=r P¥irP = rP(1+P) = PQ 

P+1 1 

கம அதா PP 

2-1 

“த 

051 என்பதால், 720,213. 

அதாவது ன் மாறுபாடு? 2-ன் சராசரி. இது இப் பரவலின் 

ஒரு முக்கிய விளைவாகும். 

7-7. ஜியோமிதிப் பரவல் 

எதிர்மறை ஈருறுப்புப்பரவலில் kel crore, agi ஜியோ 

மிதிப் பரவலாகிறது. 

ஒரு சோ தனையில் முதல் வெற்றிக்கு முந்திய தோல்வி 

களின் எண்ணிக்கை £ எனில், % என்ற ராண்டம் மாறியின் 

ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் ,
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SI), = 9* Ps x = 0,1,2, =n »quel—p 

- ௬0, (மற்ற மதிப்புக்களில் எல்லாம்) என்றால் $7(2)௭ 
$ரசற ற (149-151. எனவேர(9) ஒர் ஊ.௮. சார்பலன் 

தான்: இப்பரவல் ர என்ற ஒரே ஒரு பண்பளவைக் கொண் 

டுள்ளது. 

&மாறியின் தி.௨: சார்பலன் ப 

M(t) = Sak qt p= Pd (el¥ 
“ ME) = p. (1—get)—" 

M’ (t) = —p (l—get)—* (—<aet) 

: M' (0) = —p (1a) —* (-9) 

= ee _ 4. எனவே சன் சராசரி க. 

, (1-9) P ae க ட 

ன் மாறுபாடு ச” - 2006-2 

ட்
ட : மாடு 

ரூ
 

ச seit ச் [க ட்ஜ்], = 0 

= fe (a anaes? Ce) 
+i ll ~ ot) | 

ஆ ட் _* ட ச 

சிசி (0.௪ ரர [3 (1-௫ 4 0 | 

(onl Eel ர] ௭ நிர. ழ் : rr 

q 2 ர.
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=
,
 

எனவே ன் மாறுபாடு a = (* + 4) - (4) 

= — op + . 

ட் 14.4 
P P 

a 3 (qt+p) = oi 

  

  

7-8. ஒரு சீரான பரவல் அல்லது ,செவ்வகப் . ப்ரான்ஸ் 

இரவு! distribution or ain Distribution) 

x, x sake என்ற n டராண்டம் singles © L rere அதே 

ஊக அளவுடன் —_— &-ன்் ஊ. ௮. சார்பலன்' 

f(X= 4%) = i, bE 238 

௪ 0, (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம்). இப்போது 

ஒரு சீரான பரவலில் அமைகிறது எனக் கூறலாம். 

எடுத்துக்காட்டாக, ஒரு காசைச் சுண்டும் போதும் ஒரு பக 

டையை உருட்டும்போதும் ஏற்படுகிற விஃாவுகள் ஒரு சீரான 

பரவலில் அல்லதுசெவ்வகப்.பரவலில் அமைந்திருக்கும். 

மாதீரி 12 ; 

ச, என்ற இரு சார்பற்ற ராண்டம் மாறிகள் ஒரே 

ஜியோரிதிப் : , பரவலைப பெற்றிருப்பின், 4, 2-4 எனத் . 

தாப்பட்டிருந்தால் மன் நிபந்தனைப், கி ஒரு. sil பரவல் 

என்பதை நிரூபி. 

&ட,,-ன் ஊ. ௮. சார்பலன்கள்  முறையே(39), 7௨) 
என்றால், 

0 ரீ) 2. - r= 0, ty 253... Kit X= k 

எனத் தரப்பட்ட பின், ்



சில சிறப்புப பரவல்கள் . 227 

& -2 என்பதற்கான நிபந்தனை ஊக அளவு அடர்த்திச் 
சார் பலன், 

மி டு) 

SF, Ga 3) 

அதாவது) ஊக அளவில் எழுதினால், 

உ -ஒ நட ந 4 
Py LX + Xe =k] 

2 ie ர நமம 

Sein + x2) = 

  P(X, =s/Mi +X, =H = 

E P(X, 5 டு, 
0 

டு ம் (x =k — 8) 
k aa bg 

உ 2,241). (0-0 
t#=0 : 

(ஏனெனில் &,, &, இரண்டும் சார்பற்றவை) 

ஆகவே, 
த ட 

2) (ம எ 202) ௪ 6) ௪ படமா 

  

2 Ip at. wey 

= a _ நூர் 

5 2 gk (க + 1) 2 gk 

p*¢ 
t=0- 

0 , 
a= kev பி நஹ 0, 1) 2 ச] 

ஆகவே 24 4 %, - ம எனத் தரப்பட்ட பின், உடன் நிபத் - 

தனை ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் , 

மீ 4 அ ara 5 =0,1,2.. 

=0, (மற்ற இடங்களில்). 

Ds oe 5 சீரான (செவ்வகப்) பரவல் ஆகும்.



29g - கணிதப் புள்ளியியல் 

8-9. ஹைபர் - ஜியோமிதிப்.பரவல் (Hyper— Geometric 

Distribution) 

ஒரு பைக்குள் 5 சிவப்பு, ச் கறுப்புப் பந்துகள் இருந்து, நாம் 
ராண்டம் முறையில் ஈ பந்துகளை (பையினுள் திரும்பப் போடாத 
வாறு) பையிலிருந்து எடுத்தால், அவற்றில் x Sait பந்துகள் 

இருப்பதற்கான ஊக அளவு, 

5 ies 1-2, 
, வ்கி அப 

n 

௫ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்) 

- இந்த ணக அளவு அடர்த்திச் சார்பலனைக் கொண்ட மாறி 

ஒரு “மட்டு மீறிய ஜியோமிதிப் பரவலி”?ல் அமைகிறது எனக் 

் கூறலாம். * 

32 ஐசினப்பு பந்துகளில் சிவப்பு பந்துகளை (. முறைகளிலும், 
ஞ் 

கறுப்புப் பந்துகளில் க — *) கறுப்பு பந்துகளை (, ) முறை 

களிலும் எடுக்க. முடியும், ஆகவே, ஈபத்துகளில் * சிவப்பு பந்து 

a ம் 
களாக இருப்பதற்குரிய « ஊக அளவு ௫ ] ( 

ச 

oe O<x<2, OSn—xSb என்ற 

சமமின் மைகள் விளக்கப்படுகின்்றன - 

மட்டுமீறிய:ஜியோமிதிப் ப,வலின் திருப்புத்திறன்கள் 

இடர் கடர வேடு வல] (5 ட 
n 

E(X) =F, = Y% 7 ho = Bea EP 

¥ I. ட இ we ice al b 
(* +>) ர் esa! (a) 
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கத் nN 

x=1 (௪21) 1 (2 x)" (,.) 

n 

“ey ACN) 
8 60) = i ] (,,- ப் 

| [2 122 இ, கட] 
து” சுக்கு 

1 

  

எப்படியெனில் , 

ட ச் . . 
மட “டிடடு 1 2 முழ “77. சமன்பாட்டில் 

x ” ன் கெழுக்களை இரு பக்கமும் ஒப்பிட்டுப் பார்த்தால், 

,-) 1 ர 

a 

ath 

_ (’ +H 

  pau E(X)=1- 

சிவப்பு பந்து கிடைப்பதற்கான ஊக அளவே, வெற்றியின் 

ஏ. து 
ஊக அளவு ற Tad, P= ae ஆகும். 

ron Bas B(X) = 1. ar =" P. 

ன் மாறுபாடு *- 8 (5) [8 (57: 

= E (X*)— 2° [ஆ 

-- ப தீரு றம — 19] + E(X)
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E(X(X—1)} = 3 உட.) , 
் ்) 

எழுவது ல் (a—2)! (,’.) 

ர 2-2 1511-௩௪ 

ap EV 
[eQerefid x — 2 = y + (0, 2— 2)] 

  

_4€a—1). (a+b—2 

fren} a) 
-._ a(a—1lj.a(n—1)} 

(a+ (a+b —1) 

  

a(a — 1) ௩(-1) 
எனவே & (2) - மட்கி 

a 
“a+b 
  +n 

expr of = ECR) — TR 
_ a(a—i1)a{n—1) 

~ (a+b) (a+ b—1) 

  

n ட —n7n er கம். 

+7 aye" Gry 
ne 

~ (a+ bf (a+ 6—1) 

{ (a—1) (2— 1) (a+ 5) + (@+6) (2 + 6-1) 
தய ட்த ந]
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na ; 

(a+ b)¥ (a+ ரு. D 

[a+ 6)(na—a—nt]] 
+ (a+ 8) (@+5—1) 
—se(@+b—1)] 

oa 
~ (a + b)*- (a +6 — 1)" 

{[—na—nb+ab+ b* + na} 

nab (atb—n) 

* (a+b)*(a+b—1) 

na ச a+b—n 

“apo a+b. a+b—1) 

(டப = npq. o+b—1 . 

a+b =) 
எனவே ன் மாறுபாடு ச” - மர: (Ss 

atb=c ஆனது முடிவிலியை "அணுகும்போது, மட்டுமீறிய 

ஜியோமுதிப்பரவல் ஓர் ஈருறுப்புப்பரவலை அணுகுகிறது- 

எப்படியென்றால், 7 

(22. யக 

pegs eel (20) = (*}. 

ey (0) on. 

ot . : BL ன க உ! ற ! 

xi(a—x)!" மூ 1 (6-1 1' 21 

a (௪-2... படட _— அர டக். ன (2-௩ 1) 

xT GT 

: con 1. 
os டு (7-2). டு I.



மரி (2-௮) 
4-2 8-9 

(4(- 1 (- ஆ... (பு) 

ன்று நய <= 2-2 9 என்றும் கொள்க 
இங்கு 2 

  

  

  

2 ஒரு முடிவிலியை அணுகினால் , 

hi . ன் ் ‘ 
3 (+ 7) =p இங்கு ௮ Oy 1, 2,௮௨3 

அதனால், 

n 
f(x) = (2 )- நிதிய. நமி பைவி- 

௪ தடவைகள் (௩-2) தடவைகள் 

weil A % (2௨௩ 

இது ஓர் ஈருறுப்புப்பரவலின் ஊ. ௮. சார் பலனாகும். 

ஆகவே 2824ம் ஒரு முடிவிலியை அணுகும்போது, மட்டு 

மீறிய பரவல் ஒரு ஈருறுப்புப்பரவலை அணுகுகிறது. ் 

மாதிரி 13: 

நூறு தக்காளிகள் கொண்ட ஒரு கூடையில் 20 அழுகிய 

(ஃட்டுப்போன) தக்காளிகள் உள்ளன. ராண்டம் முறையில் 

(திரும்பவும் கூடையினுள் போடப்படாமல்) (184௦01 replace- 

ட); 15 தக்காளிகள் கூடையிலிருந்து பொறுக்கி எடுக்கப் 

பட்டால், அந்த "மாதிரியில் — ம்.
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ட் ai) சரியாக 2 அழுகிய தக்காளிகள் இருப்பதற்கான 

. யே குறைந்த பட்சம் 3 ல | தட்ட 

- (6 அதிக பட்சம் 2 om eS 

ஊக அளவுகளைக் கணக்கிடுக. 

Stay ் 

100 தக்காளிகளில் , 80 நல்லவை, 20 கெட்டவை என இரு 

வகைகளாகப் பிரிக்கலாம். 

(0 (0-ல் 13 நல்லவை, 2 கெட்டவை) 

அதாவது 80 நல்லவனவற்றில் 13-ம், 20 கெட்டவற்றில் 2b 

( 20 ( 80 

2 13: 

(டீ) 15 

(4) குறைந்த பட்சம் 2 என்றால், மாதிரியில் எடுக்கப்பட்ட 

15 தக்காளிகளில் அழுகியவற்றின் எண்ணிக்கை 3334. ௮௮ த 

14, 15 ஆகவும் இருக்கலாம், 

உ (](5) 

கிடைப்பதற்கான ms goa = 

ஸ் 3 (2) (ses ) 7 

1 (4) 
= 1—Pr- (X=0,1) 

4 (G20) 
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(101 4) 
| (டி) 

1-2 (ட) 
(௩) 

(ஸ் அதிகபட்சம் 2 அழுகியவை என்றால் 2-0,1,2 என்று 
பொருள். 

  = j— 

ஆகும். ஆ 124 

(3 ௮043 (1) 
மாதிரி. 14 ; 

* நன்கு கலக்கப்பட்ட 52 சீட்டுக்களா உடைய ஒரு கட்டி 

லிருந்து (திரும்பச் சேர்க்காதவாறு) ராண்டம் முறையில் 2 சீட் 

டுக்கள் உருவப்பட்டால் , 2 ஏஸ் (௦௦) கிடைப்பதற்கான ஊக 

அளவு யாது? 

ஒரு சீட்டுக்கட்டில் மொத்தமாக 4 &௦ஊகள் உள்ளன. 

ஆகவே 53 சீட்டுக்களை, 4 .&௦௦-௧ள் ஒரு பகுதியாகவும், மீதி 48 

(௧௦6 அல்லாத) சீட்டுக்களை மற்றொரு பகுதியாகவும் பிரிக்கலாம்* 

a= 4; 6 =.48, a + b= 52, n=2 

ஆகவே, 2 சீட்டுக்களும் &௦6 என்றால், அதன் ஊக அளவு 

(0) த 2-7 _ 2 0 

( 52 ) ் ( 52 ] 

\ 2 2 

  Pr (X =2)= 
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பயிற்சி IV. 

(பி ஓர் எதிர் மறை ஈருறுப்புப் பரவலுக்கான “கூட்டுச் 
சராசரியிலிருந்து கழிக்கப்பட்ட சராசரி விலக்கத்தை” 
நிர்ணயிக்கவும். 

(2) ஒரு தம்பதி, ஓர் ஆண் மகவு தங்களுக்குப் பிறக்கும் 
வரை, குழந்தைகளா ஈன்றெடுக்க முடிவு செய்கின்றனர். அவர் 

களுக்கு உண்டாகும் குழந்தைகளின் எண்ணிக்கையின் ௯௧ 
அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் யாது? அவர்கள் குலத்தில் ஆண் 

மகவுக்கான ஊக அளவு $ என்றால், முதல் ஆண் மகவு பிறக்கும் 
முன்பாக எத்தனை குழந்தைகள் பெற வேண்டும் என்பதற்கான 

எதிர்பார்க்கத்தக்க அளவைக் கணக்கிடுக, 

G3) 1£ அம்பாஸிடர் கார்களையும், 8 பியட் கார்களையும் 
கொண்ட ஒரு வாடகை டாக்ஸி நிறுவனத்தில், 5 கார்கள் 
(ரிப்பேர்) பழுது என்றால், மேலும் அம்பாஸிடர் கார் பழுதாவ 
தற்கான ஊக அளவும், பியட் கார். பழுதாவதற்கான ஊ௧ 

அளவும் சமமாயின், அந்த ஐந்தில் 

(மூன்று அம்பாஸிடர் 2 பியட் கார்கள் ஏன்பதற்கான 
ஊக அளவு என்ன? 

Gi) குறைந்தது 3 அம்பாஸிடர் கார்களாவது பழுதாக 

... இருந்தால், அதற்கான ஊக அளவு என்ன? 

(ப எல்லா ஐந்து கார்களும் ஒரே வகையைச் சேர்ந்த 
(86 1ட1:6) தற்கான ஊக அளவையும் கணக்கிகு. 

(4) ஒருகுறி பார்ப்பவரின் (நிமித்தகரின்) வருவதுரைத் 
குலின் ௯௧ அளவு0.01 என்றால்,அவரது 20ஆவது வருவதுரைத் 
தலானது 4ஆவது சரியான (நிகழ்ச்சி) சொல் என்றால் (41 

Correct prediction), அதற்கான ஊக அளவைக் கண்டுபிடி. 

(5) ஒரு நீச்சல்காரர், ஓர் ஏரியை முழுமையாக நீந்திக் 
கரை சேருவதுக்கான ஊக அளவு 0.4 என்றால், 

G) 10ஆவது நீச்சல்காரர் ஏரியைக் கடக்கும் முதல் நபர் 
என்பதற்கான ஊக அளவு யாது? 

Gi) அந்த 10ஆவது நீச்சல்காரர் 4ஆவது நபராக ஏரியைக் 
- .ஈகுடக்கிறார். என்பதற்கான் ஊக அளவைக் கண்டுபிடி.



8. தொடர்ச்ப் பரவல்கள் 
(Continuous Distributions) 

8-1. Osdsasacs ug ad (Rectangular Distribution) 

தொடர்ச்சிப் பரவல்களின் சாதாரணமான ஒன்று ஒரு 
சீரான அல்லது செவ்வகப் பரவலாகும். X என்ற தொடர் 
ராண்டம் மாறியின் ஊ., ௮. சார்பலன் 

f(t) = go வலி, ௧20, oh < £B. 

௯ 0, (மற்ற இடங்களில் எல்லாம்). 

  

      

Fx) 

4 

p-« 

> x 
௦ ௦ 8 

ப்டம் 12, 

செவ்வகப் பரவல் 

இதை ஒரு சீரான் பரவல், அல்லது செவ்வகப் பரவல் 

் எனக் கூறுகிறோம். 

. . இப் பரவலுக்கு 4, B crarp இரு பண்பள:வைகள் உள்ளன.
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இணைகைப்படம் ஒரு செவ்வகத்தில் (நீண்ட சதுரத்தில்) 
உள்ள தாலேயே இதை ஒரு செவ்வகப் பரவல் என்கிறோம். 

திருப்புத்திறன்கள் 

க 
=k y= 2 70௪ 

   

6-0. 

re Bad _ தமல. 
எனவே 74௯ (வி #5 an a 

ar 
- ஈழத் எள பதில் = 

ட த 

ஸு ஆன் மாறுபாடு 2 8 tha + of BS ர் 

4(B? + Bob + of?) — 3B +2 cf B+ oh’) 
~ 12 
  

82௨844 _மூ-௮ 
பர 12 12 

, நன் திரள் பரவல் சார்பலன், 

F(xj = - ர f(x) dx -
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209 (௫ 5 pa 

8-2. அடுக்குப் பரவல் (Exponential Distribution) 

ஒரு கொடர் ராண்டம் மாறி 2&ன் அடர்த்திக் சார்பலன் 

ரீரூ6) ஈ3 TOs 5 6202 

௮ 0, (மற்ற மதிம்புகவில்! எல்லாம்) என்றால் அந்த ' 

மாறி அடுக்குய் பரவலில் a wma ah எனலாம். 

இப் பரவலில் 6 என்ற ஒரு பண்பளவு உள்ளது. 

கீழே காணும் வரைப்படம் இப் பரவலை. நன்கு விளக்கு 

கிறது. 

800 

| 

| ~ a. oe 

yee 13, 

அடுக்குப் ப்ரவல் 

  

ன் திரள் சார்பலன் 

x 

F (x)= P[Xsx] =, 1 மீக 6)
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x ௫ 

so | ௮09 ao சீ உஸ் 

j 6 7 

; 46 x 

-6 [=i 
0 

=| 6] ் 8 
ன தி =I1—e : 

0 எளி 

எனவே 2,(42 x) = 1 — F(x) 

—16 46 
whb-—(l—-¢ ° )=e 

=a 
P X2zaj=e உ 

இதை வரைப் படத்தில் கோடிட்ட பகுதியாகக் காட்டப் 

பட்டுள்ளது. 

திருப்புத்திறன்கள் 
* ஆவது மையம் தெரியாத திருப்புத்திறன் ,8,' என்றால், 

௦6 

நூ தடு. fe’ -£6.0)- de 
0 

= கவன் 2 ட் 

0 

ன் (7 yo .
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இங்கு 5 =) எனக் கொண்டால், 

£ (0, 6) என்றால்ர -- (0, 5) ஆகிறது. 

அத்துடன் 5 = dy 

x= @Q.y- 

ட்... ey eek 
[ஏனெனில் "| 2 ஆட பதக rea] 

ட் ட . 

ஸூ ட ரம 2௮ =e 

r=, என்றால், 
pi Or) (29 ் 

3) என்றால் ௮ 0.21 20! 

ன் மாறுபாடு ர 30: — 9? = Q: 

wh நூன் இந்தப் பரவலில். திட்ட விலக்கமும், சராசரியும் 

ஒரே மதிப்புடையவையாகும். 

(இதே போல பாய்சான் urudl® p= XK =e என்பதை 

நாம் முன்பே கண்டோம்.]
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இந்த அடுக்குப் டக் டி 3௨ மதிப்பை இப்போது 

கணக்கிடுவோம். ட் sO 

uw =O, o2= 20% ம =~ or wm! = 249". உடற 

எனவே 8, 20%, டிஈ29* 98 | 

a 6 

Bi = Be 48 a = oe 

கர் 6° 

டட 90௨. 
Bs Ey “@ “ . 5 

எனவே Bi = 43 B2=9 

அடுக்குப் - பரவலின் திருப்புத்திறுளை உருவாக்கும் 

entusods (M. G. F- of an Exponential Distribution) 

“Mz (1) = £°") 

ம் 

jen se 16. ak oe: 

9 

டு (1-1௧)2 
சீ dx 

o
m
,
 

(1 — 94) * என்று கொள்வோம். 
நே கே 

யூ li 

இ
 

௫ 

௬0,  அதிழுல்ற ௮0 

x = 00) என்றால் ௭ OC 

எனவே (0)
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b= 5-10) ex 

னது a 
௪௦ - ர: 

கறு 1 

2 (1-0) dy. 
8 

ve . My (t) = 
௨
௨
 

1 w-—y 1-1 
௯. (1-0) ச f° “J dy 

. 0 

ர ் ர 

(1-9) உர( (1-1 

இந்த 84% (29-லிருந்தும் திருப்புத்திறன்கசா கணக் 
கிடலாம். 

டு 7 ad See 

Hy = [M(t] =([—-(1-10)- (—-@) 
t= 0 #=0 

் ௯௯.2. 

=[@(i—#@) 1] 
ர் ௯.0 

= Q- 

ஸ்ட : 
கம்] = (20°01 - 04: 61 = 20 

$௯0 $௯0 

் 2 
B= [ச்ச (2) 

(0 

—4 
= [27.90°(i—?t@) |: = 

(௯0 
60 
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தன இன்ப 1 

-5 
=[2.3.4.@°U—#@) ] 

t= O 

- 4! @ 

= 24 Q 

மையம் தெரியாத திருப்புத் திறன்களிலிருந்து, மையத் 
திருப்புத்திறன்களைக் கீழ்க்காணும் சூத்திரத்தைப் பயன் 
படுத்திக் கணக்கிடலாம். 

pr pe — (; ) ert py’ + (; ) Hi (Bat) 

ப A t= 
—( ் ] (ies (e’)® $$ 0 

r— | 
r— | r 

(கி யடி. மற். 

r= 23 po = ஹி (ஐபி) ௬297-0”. 

r= 35 psa! — Sos ms’ + 3(m)* — Cur’ 

| = 69° — 3.20.9: +2- @. 

= 2Q° 

r= 45 நர மட்ட 4 oe wa +6 pe! (oy) 

— eps!» Ce) + Ce) 

= 249'- 4.68.8 +6-28'- 8-30 

=9 0 ஆகின்றன.
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8-8. காம்மாப் பரவல் (கோக Distribution) 

ஒரு தொடர் ராண்டம் மாறி &-ன் ஊக அளவு , அடர்த்திக் 

சார்பலன் , 
பி ் ரக்த 1 வு 

SG, Q@) = kee 7 we ,0<x< am, &L,8>0. 

௪ 0,(மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம்) என்றால், ஈமாறி 
ஒரு காம்மா மாறியாகும். இந்த ன் பரவலை “ காம்மாப் பரவல்”? 
என வழங்கலாம். இங்கு k carp நிலை” எண்ணின் 
மதிப்பை, BLT BRS சார்பலனின் நிபந்தனை. 

ஆகக ் 

2 = 
] ரீ, 0) - 1 மூலம் கண்டு பிடிப்போம். 

லு 

இங்கு1- | 76)4 
று 

oc 

J £0, 0) a 
ஹ் 

்் வீர] அற i 
= fe. * ட டட a 

x —+ (05 co) | 

ளி ட னா ட கட ழ் டத , 
டக ௩ ins + vu. லல M2 SFT ORD =e (0, CO;



தொடர்ச் சிப்.பரவல்கள் 245 

சீ 

co 
ஒது ஜட இலக் இடத் 

ர 4-1 
* dx 

ob 
=B . 0 (4). லாத 

[இங்கு [ (4) ஒரு காம்மா சார்பலீன் .] 

  

B . 7[(4) 

ரில படட பரக8 AT, 
BP Ce) 

A,B > 00: 

=0, (upp மதிப்புகளுக்கெல்லாம்). 

இந்த காம்மாப் பரவல் ஒரு முக்கியப் பரவல். ஆகும். 

4 ௯.1 என்றால், இப்பரவல் அடுக்குப் பரவலாகிறது. 

ஃ “2... $ -2௭ன்றுல், ஒருகை- வர்க்கப் பரவல் 

கிடைக்கிறது: இதைப்பற்றி , மேலும் விரிவாகப் பின்னர் 

படிப்போம்: பரட் ்
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குசம்மாப் பரவலின் திருப்புத்திறன்கள் 

(4 2] 

Mim EG) Y= («1 Fe, 0). de 
—- 

டே 1 y ர் 
= | ஃ aX ட் 

OB (4) 

7B 

_ 1 

A 
B P(t) 

wo 

| ஏஃ 4-1 
x ௪ dx a 

x dx 1-3 என்றால், ஈ௮ இஃ (ae 

& - (0, 00) என்றால், ¢ + (0, 0) ஆகும். 

எனவே ௩: zo 

Bf (oh) 

a 
நஜ நூ ஷர] பர 

B af ட் 
0 

ரூ ஐ 
{7 4-1 

ச் ட மி : 

0 
ol a dt. 

B . (4)
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+ of | ப 
அ கவ்வை CL + YD ° 

B -. Poo) 

¥ 
B- 7 (£+ y) 

(2. a 
_ tg Rh ED டம் 

y= 8: ரண். “8: மறு 
(432 
ர. 

Bf DT 2 (oe +1) (A) BY 

அஷ்ட 

y =2, n, = B’. 

ன் மாறுபாடு ச” py =H — (60) ் 

= of (o£ + 1) B— 2 

க கதி 

ன் காம்மாப் பரவலுக்கான திரள் சார்பலன் 

F(x) = Py (X¥ < x) 

  

° ' விடி 4௮1 
—— .e 7x dx 

  

் ந் ர (4) 
காம்மாப் an திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் சார்பலன் 

Mx () = E@**) 

௦ 1 ieee | ee ol — 

fe. 4 ச 1. x dx 
3 B - P(t) 

1 
ao டால் |. ate, eh ow FB) x 

B 1 (4) ds
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x > (0, @) 

பதர ஜட 

கட்டட 

B . Pty 

Oo.  &@—brei. ட 

[க் 4௧ —tB ற -é . dy 

உணட டம். இ ரும்ப டா. ஷீ அவ gh at rt -a-80 
ரித் 

e+e. pr¢ SSF). BO Hm 

Y டம் 
இங்கு ர -ன் கெழுவே ரூ! ஆகும். 

a! = &B- 

“pal = of (oh + 1). 8... மூதலியன. 

அல்லது; 

கட்ட [ச்சி (9)] 

t=O 

௮ (ஷீ _ 

ரல: 1222. a = tp. 
ப் ௫ நட்...
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. ட af — 2 

MJ = M"(0) =[LB(L+) (E80) 8] 
(புதி. 2 ட 20 

இதே போல மற்ற திருப்புத்திறன்களையும் கணிக்க 

முடியும். 

8-4. uscd M211 uy aH (Normal Distribution)” 

இன்றைய புள்ளியியல் ஆய்வில் மிகவுஜ்: apd Hanor or 

பரவல் இயல்நிலைப் பரவலாகும். இதையே *காஸ்ஸியன் 

பரவல்? (Gaussian Distribution) என்றும் வழங்கலாம். பல 

செய்முறை நிலைகளில் உள்ள'புள்ளி விவரங்கள் தேர்ராயமாக 

இயல் நிலையில் பரவியிருப்பததக் காண்திறோம். இயல்நிலை 

யற்ற பரவல், ஒரு சாதாரண உருவ மாற்றத்தின் மூலம் இயல் 

நிலைப் Hpac அமைவதை தபச காணுகிறோம். 

wags Girt “ராண்டம். மாறியின் ஊக. ட ஷன 
அடர்த்திச் கார்பலன்,; 

ட்ட்க ட விக்க 2% ட d ன் 

மீம். ச ட ல வழ 

ழு அழ 6 

~~ 04௪46" 
என்றால், அது ஓர் இயல்நிலை மாறி. 

ன் பரவல் ஓர்  இயல்நிலைப் பரவலில் அமைகிறது. 

இப் பரவலுக்கு ௨, ச என்ற இரு பண்பளவுகள் உள்ளன. ச் என்ற 

உ கஜ 
ரம 

நில எண்ணின் மதிப்பை | f@de= 1 என்ற ச 

பாட்டைக் கொண்டு கணிக்க முடியும்.” 

© 7 

—_— (x ய:/௪” டு மஜ edt gh 

ae S de = Loree,
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oO _ ஐ 
1. ர். தக d 
k ௪ 

0 

x— 4 ன் 
~ = t என்றால், % - ச் 

  

© 
. i — #/2 
உ த 7 k.g.e dt 

௦ 

வக 1/2 
௪ ஓர் இரட்டைப்படைச் சார்பலன் (கா sanction). 

—& 

எனவே + = அரக ( i ௮) 

0 

3 

= = Z Ter Ge t= 2z- 

at dt = 9dz 

1 l 
di= — == pat= Vee dz. 

£- (0, 6) என்றால், : -- (0, 6) ஆகும். 

ல் i 
i 2 z= 1 dz. 

“eT we | 422. 
0
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2௪. 00) ஈச௪.ு௯.௨ (ஏனெனில் 70) - 4௯) 

1 
crorGai. k= one 

1 —(x— 2) 7/20°* 

“fO)= Tp? 3 ~~ OK xX 40. 

இந்த இயல் நிலைப்பரவலை ஓர் ஈருறுப்புப் பரவலின் அணு 

கும் தன்மை உடைத்தான பரவல் எனலாம்: இதற்குக் கீழ் 

கண்ட நிபந்தனைகள் பொருந்த வேண்டும்? 

(i) முயற்சிகளின் எண்ணிக்கை முடிவிலியாக இருத்தல் 

வேண்டும். [அதாவது ஈ--0௦௦]. 

(ல் வெற்றியின் ஊக அளவோ (அல்லது தோல்வியின் 

ஊக அளவோ) மிகவும் குறைவாக இருக்கக் கூடாது. 

இப்போது ஓர் ஈருறுப்புப்பரவலை எடுத்துக்கொண்டு 

1-௯ ஆகும் போது இப் பரவல் எவ்வாறு இயல் 

நிலையை அணுகுகிறது எனக் காண்போம். 

ஈருறுப்புப்பர வலில் 2 மாறி, தனித்த மாறியாகும். 

X — b (mp, y npq)s ௩௯0) 1, 2, oe eoelke 

ze X—m ஒரு தனித்த தரப்படுத்தப்பட்ட ஈருறுப்பு 
க] மாறி. 

  

8-0 என்றால், 8 - - (te +—-8. (n-+0 ஆகும் போது) 

௩ 1 என்றால், £ - +f + +00. (n+ ஆகும் போது). 

ஆகவே ஈ முடிவிலியை அணுகும் போது, 2-ம் அதனால் &-ம் ஒரு 

(-%,௦) வீச்சில் உள்ள ஒரு தொடர்மாறியாகிறது. அதன் 

பரவலும் ஒரு தொடர் பரவலாகிறது. இப்போது தரப்படுத்தப் 

பட்ட ஈருறுப்புப் பரவலின் திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் சார் 

பலன், ஈ--௦௦ ஆகும் போது என்ன ஆகிறது என்று பார்ப் 

போம்,
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"நன் தி. ௨, சார்பலன் 4409) = (g-+pet என்றால் 

  

  

2-ன் தி. ௨. சார்பலன் ய (9) = (2 
. — 

நகர 

டடத ஏ. 7H ml) =e ie * Ninpq ் 

ப்ப ட 
9 SS 

one (er 7] 

ஆகிறது... 

வே 1௦5 42(09 Jt ttn. ॥ ப : 4 ச a ள் nN. tO ட — எனவே 1௦2 q 8 [1-pitpe மறற 

ற 7 t +n. log | 1+p (4124 “ரச 

1 

a ஸ் e ர ர 1 ] i] 

(24 9 21: ஐடி * 38 Gp 

t 
க =—= —1 p. Ce ர ) 

  

1 தம் ் 
-[/ 2. ஏ: ஐ 31 (ர்: ள் ra | = resis. 

t 

ston Gaur n log 1 142 டப 

= niog(l + 7)
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நாக 978 *₹4 

= 2 | ந வெய் + = Tr + access | 

=n 2. 8 ட் a ல | [ | 
= ஜு. t+ oT ர் ஜு ஞி pt 

ME Be ot த -obt. P 

ST we ar a Fa Ga PE 1. 

mp 4s i 

யனா? *21-5 
டி 

  

ர ரய னைக A 
=J- t+ la rt? 

crarGeu log M, (t) 

= [Eee FE HF] ool 
? 1 4014] 

இப்போது ௨ -- ௦௦ என்றால், 1௦த 48, (1) - ---. 

  

॥ 

2 

அதாவது M, (t) > exp [17/2]. 

2-ன் தி.௨. சார்பலன் ஒருதரப் படுத்தப்பட்ட இயல் நிலைப் 

பரவலின் தி: ௨. சார்பலனை ஒத்து இருக்கிறது. மேலும், ஒரு 

மாறியின் தி. ௨: சார்பலனிலிருந்து அம் மாறியின் பரவலை முழு 

மையாக நிர்ணயிக்கலாம். எனவே, இங்கு 2 ஓர் இயல் நிலை 

மாறியாகிறது- , ... ் உ டி
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அதாவது ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட ஈருறுப்பு மாறி ஈ முடி 
விலியை அணுகும்போது, ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் நிலை 
மாறியாகிறது. 

எனவே ௦ என்றால், ஈருறுப்புப்பரவல், இயல் நிலைப் 

பரவலை அணுகுகிறது என்பது நிரூபணமாகிறது. 

இதேபோன்று ), சராசரியைக் கொண்ட ஒரு தனித்த 

பாய்சான் மாறியும் 1 முடிவிலியை அணுகும்போது, ஓர் 

(தொடர் மாறி) இயல் நிலை மாறியை அணுகுகிறது. (9. - np). 

&- p (A) srar Ge, 

X—E(X) —X ‘ உ டட. 
ரம. ” Yr? ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட 

பாய்சான் மாறி. 

ACet— 1) 

X-or 8. ea. Friusd My (t) = ¢ என்றால், 

2-ன் தி. ௨. சார்பலன் 

—TRt t 
Mz (t)=M (t) =e மிகி (=) 

ந vx 

4. 

  

ஷுட் (௪ 1) 
= 6 8 

_ tir 
log M, (i) = —VXt= (2 —1).
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வல் ? z8 { 
= VAt+ FF + 7° > ர 

ுூ,- ஈற என்று மதிப்பிட, 

log Mz (t) = —vnp.t+np-t 

ர் i 1 
ர்ஜ 31: ap TO 

. 8 1 

Hat o(; 1/2 

ப ? 
1 -- 00 என்றால், 1௦ 182 (9-5 உட 

ன 7/2 
« = M,(t) +e 

எனவே 2-ன் தி. ௨. சார்பலன் ஓரு தரப்படுத்தப்பட்ட 

இயல்நிலை மாறியின் தி. உ: சார்பலன் என்பதால், 4 ஒரு தரப் 

படுத்தப்பட்ட இயல்நிலை மாறியாகும். ஆகவே மாறி, ஈமுடி 

விலியை அணுகும் போது இயல்நிலை மாறியாகவும், 2-ன் 

பரவல் ஓர் இயல்நிலைப் பரவலாகவும் அமைகிறது: 

இத்தகைய இயல்நிலைப் பரவலின் தி. ௨. சார்பலன் 

  

  

ட. டீ இட 
ஸம் எ உதித் oe 

ண? இ து ஆ 4] 

- 0 4 ம ௮௦ 

02௮௦ 

= 0, (opp மதிப்புகளில் எல்லாம்). 

இங்கு ன் சராசரி ,£ எனவும், ன். மாறுபாடு ச” 

எனவும் அறியலாம்:
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இயல் நிலைப் பரவலின் முக்கிய பண்புகளும், இயல் நிலை 

ous gray afar @arGib (Chief properties of Normal Distri- 

bution & Normal Probability Curve ) 
Wee 

& மாறியின் சராசரி, மாறுபாடு முறையே ம், ர் எண்டன் 

கண் ஊக அளவு வள கோடு; ome x ee 8 ல்கள் ட 

— & 

: ve ஜி Fe (x _~ 44) ் 

ஏர42௯ 
  

  

0௮2400 

ஆகும். 

    
பெசரட் 

ட படம் 14. 

இயல் நிலைப்.பரஉல் 

yh x= என்ற நேர்கோட்டில் இவ்' வ்சாகோடு “gus 

சீராக உள்ளது. nr a : oe ME 

(2) "இப்பரவலின் கூட்டுச் சராசரி, இடைநிலை, முகடு 

மூன்றும் ரே இட்த்தில் பொருந்தியுள்ள்ன. ~~ °° 

(3) எண்ணளவில்: (numerically) & மாதி கூடுகையில், 

(x) வேகமாகக் குறைகிறது, (%- 7£ என்ற: புள்ளியில் ஊக 

அளவு உச்சமாக உள்ளது.) ட் 

(4 “8220 5; - 3 என உள்ளது. . 

(5)- இவர் 40 

துர் அ. ரத மே) னர 
(டட. 0, ந By ves 

., 6). Quid, wr றிகளின் ஒருபடிக் Gg hag oo. pb _. Ginear 

combination) et Que MI tor Dur |id- ட்
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(7) கூட்டுச் சஈராசரியிலிருந்து கழிக்கப்பட்ட சராசரி 

M.D. = 2 சஃக்ச (தோராயமாக). 

(8) XY asa இவ் வள்கோட்டுக்கு ஒரு. தொலை தொடு 

கோடு (அணுகு கோ டு) (29௩௭ழ10%6) ஆகும். 

இயல்நிலைப் பரவலின் திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் 

  

சார்பலன் 

= கடகட LE rg. 
ம் 

் tx ௪ (8-2) 
- 1 |, ன dx 

ர்க ஐ = * 

=? sentra க மட்ட ஸ்ப ஜூ. 
சீ 

2 (- )0)) எனவே > (~— ©, @). 

OD = ௩ உர் ர 

| t(# +02) 87] 
ட 8 

[ 
My (4) = லை dz- 

= ¢ ‘ ச dz. ் டத 

ம கீ... 

ர் oP: [23 — 2te 

=e les \. 
492௯ று. 

te? 

2 ae 1+. 
dz. 

Sty. — 17
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அ ஆ ஓல 

நட்டான் டட (bere 
mm ச ஓ 42௯ é dz 

று 

ம. 4-௪ என்றால், du = dz. 

e+ (= 00, co) rags u > (— 0,0). 
அகா 

me 
. 

oC த ஆக : 

i +4Po 1 ஜூ] 

Mx (t) = கபடு ௮. |, du 
று 

42௩ 

ம பூரச 
me 

pt +32 0? 

எனவே ன் தி.௨. சார்பலன் 48% '(0) ௪. 

  

- இயல் நிலைப் பரவலின் eqn peer (Cymulants) 

உருவாக்கும் சார்ப்லன் : (CGF) : 

கூன் கு. ௨. சமர்பலன் 

Ky (t) = 1௦த 420) (வரையறைப்படி) 

பட்ச 
log [e ॥ 

= ptttea 

K, = முதல் குமுலண்ட் - grref = Ky (t)-® ஈன் 

கெழு = pe ் 

Kp = ஆவது குமுலண்ட் = orgur®@ = Kx (t)-# 

i? 

ன் கெழு - ௪ 

K, = Kx (t)-6 5 -r கெழு - 0, r= 3,4... 

எனவே கட = K, = we. =O.
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மேலும் 13> டி 0 

t= K+ 9 KE = 0 +39! = Bot 

3a 

எனவே 8; - 0 

é 3 4 

2 = a es ம் ௫ 3 என்றாகிறது. 

| என்ற - ராண்டம் இயல்நிலை மாறியானது N (ய ௪1) 
&- ‘ ட்டு 

-- மாதி 1/10,1) ஒரு தரப்படுத்தப்   சீ 0 என்றால், 74 - 

பட்ட இயல்நிலை மாறியாகும். 

௪20 என்பதால், 14*ன் பரவல் சார்பல்ன் 6 (w) . 

G(o) = 2, (W< 0] =P, les < | . 
ச 

=P,[X<su+aa} * 

p+ ow 

i 1 “| 
- 3 var 2௪ |e   

  

வடு 

y= pleat என்றால் - சழ். 

00 
ந ௯-3 3-4 - — oe 

a 

oaote—e oo _ 
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தொடர் ராண்டம் மாறி 14-ன் பரவல். சார்பலனின் வகைக் 

கெழு 6' (௦) - 11-ன் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் ச (௰) 

ஆகும். ் 

1 —o fy 
G' (w)= g (») = ——e dw 

42௩ - 4ம். 
  

எனவே 14-34 (0, 1) 

97 ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் நிலை மாறி என்று நிரூபண 
மாகிறது. ' oO ் ் 

நன் திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் சார் பலன் 

pi+ gta’ 
Myx (t) =e i = 

4702 
2-ன் தி. ௨. சார்பலன் ச்சீ. (1) ஆகும்- 

M, (2) - 41 ம் @ 
  

  

கர் சரச] -௪ 
8 . @€ ச 

வ ஆர்த்து த் 
ட. ச = €é a 

Ply 
=€ 

N
i
e
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எனவே தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் நிலை மாறி.£-ன் 

தி. உ.சா. - ச8ீ2(0) ௪ 

a 

இயல் நிலைப்பரவலின் திருப்புத் திறன்கள் (Moments) 

(274 1)ஆவது மையத் திருப்புத்திறன் 

ல 27௭1 

Mana | =| ௮-௮) fe) dx 

= _1_ - \- ணர் e சே dx. 

3 த யத 
oe 

—_—— = 2 எனக் கொள்வோம். &--7*௪4. 

  

ரு . whl ஷி 
ப ச — cy. ose ge dz 

ort ~ 49௪ (6) 4 7 
௯௯00௦ 

ஊ341 ஐ Atl ௮4/2 : 
௪ 2° f° vy 

உட . 

= 0:(ஏ னெனில், சி சாம, : z {2 எச் ற 

தொகைச் சார்பு (integrand) @@ ன் 

ஒற்றைப் படைச் சார்பலன்]). 

= 
ச dz. 

    

a
 

ஃ 

ஓ
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ஐ. 

அல ஒன ரட் 

  

    

  

| co 2 — 1 («—+#)* 

= =. தத் 2 
ரர92௯.' j 8 a 

வழு 

த டட 2/2 

a; ட ் தது 

ட கர ம் ணை 
அல இட்ட சது 8 Ke z= ) 

“92௩ J fs ச 

விய கல சழ ர r ere 28/2 

= ae, 2. | ‘yt உச், dz. 

42௯ 
0 

[ஏனனில் ze 42 ஓர் இரட்டைப்படை தொகைச் 

சார்பு]. _— 

  

ர ர் 37 r ப dt 

pares Saw ச j (2 9). 2௪ Ss == 3 ¢ 

42௩. “0 : 427 

॥ 

ர் த் 2r . ச poy 

க f(r + 1/2) 

27 27 

அச 
TaD ரல 

ye fed ed. 1/2).
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27. 2 (கே) (21-3) fares 
க ௩2 2 2 

1.3.5.ர7..ரோ-3ு)7-1) 7.2 
a”. 

  

typ 2123.56 T me Qr—32taW.o 2” 

இங்கு, 

7 0, என்றால், - 1 

a- 

r=1, m= l-ot=ao 

r=2, #1 -3.0t 3 

B= BHO Cr =O 
_ te _ 30 _ 3. 

be = o 3. 

r, = +18, =0 

எனவே இயல்நிலைப் பரவலுக்கு எப்போதும் 

71 ௬ 0 

ரு 0 ஆகும்: 

சார்பற்ற ஈராண்டம் மாறிகள் 2ட், 4; Xo ஓர் இயல் நிலைப் 

பரவலில் அமைந்துள்ளன எனக் கொள்வோம். அவற்றின் 

சராசரி, மாறுபாடு முறையே ற, சட் என்று இருக்கட்டும். 

x-> N Ces o*) என்றால், 

Mx(t)=e" t+ yh" cron prin Gaurd,
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ஆகவே ம் - 7/(ய, சட் என்றால் 

G = 1, 25 caw ny 

M fen g EEE 
xt 

Yaak, +X, +m +aX,= 3 a X; = Qmuge 
$ அ] 

சேர்மானமாக இருக்கட்டும். 

(இங்கு ச, 8, உ.ஆ என்பன ஈ நிலை எண்கள்) 

7௯ ச பன் தி.உ. சார்பலன் (28.07) 

0-4 ம 
> a; X; 

-M oo (0 
a, X, + ag Xp + 02 yn Xn 

=M (t).-M ().M  ()wM (2) 
ay Xx, a, X2 855 an Xn 

Cs டி... ம, எல்லாம் சார்பற்றவை.) 

=M (a,t).M (a,t)...M (at) 
x x ந 7 

(5: மரீ. (0௮ மரீ (04) என நாம் முன்பே அறிவோம்.) 
cx x : 

எல்லா? 1, 2, 3... ஈக்கும், 

pz at + த ட a? oe 

My, (at) =e என்பதால் 

My()= MC) = AM Cat) ட 
384 

n பகர் 117. சட்சட்
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M,(t) =e 2 Mat +4 LH a? of. 

_ 75௪7401410 சம் 

இது ஓர் இயல்நிலை மாறியின் தி. ௨. சார்பலனை ஒத்து 
உள்ளது. எனவே 7- 564 ஓர் இயல்நிலை மாறி, இதன் 

சராசரி சே 8207 மாறுபாடு - ¥ a? of 
ix . i 3 

எனவே 7-4 La Xit—aN(S ann Ya? oa;') . 
fed 

Que) 4 =m=... =a, = 1 என்றால் 

சத oN (Tw, Lor) 

(எல்லா 2-க்கும்) என்றால் 
சட் ௬ ஏ” 

2 பிற ஈச) 

(ப் இயல்நிலைப் பரவலின் கூட்டல் நியதியை (additiv 
0௦0௭49) நிர்ணயிக்கிறது. ் 

அதாவது &,, &, ... 4, என்பன யூ, சடீ்-களை சராசரிகளா 

கவும், மாறுபாடுகளாகவும் கொண்டஈ சார்பற்ற இயல் நிலை மாறி 
களானால், இந்த ஈ மாறிகளின் கூட்டலும் ஒர் இயல்நிலை. 
மாறிகளாகும். 

(iii) X; --+ 4 (யூ ச) crear i = 1,2, 3, ... க்கும் 
என்றால், 

ததை. 4 
1=Q)=.. = 4, = 5 என்றும் கொண்டால்,
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க a? 

அதாவது ௨-3! ( By = ல 

இதனால் கிடைக்கும் முக்கிய விளைவு (result) : 

X; (i = 1, 2...n) என்பன ர சராசரியையும், ச” மாறுபாட்டையும் 

கொண்ட சர்வ சமமாகப் upeudiut. (identically distributed) 
சார்பற்ற மாறிகளானால், அவற்றின் சராசரி %-ம் மசராசரி 

௩ ன் 

யையும், @ மாறுபர்ட்டையும் கொண்ட ஓர் இயல்நிலை 

மாறியேயாகும். 

அதாவது 25 “5 3 (ட, ௪) என்றால் 

F—M(+,5) ஆகும் 

ம) ச 1,821; a= 0- ச,௪... ந என்றால். 

a Xi = X, + XO NC, + 0 சீர சலி 

(இங்கு &,, 2ம சார்பற்ற மாறிகள்) 

(v) a, = ila 22], 43=0= asl ப — 

Ea; Xj=X, — 2 எர NCH, — fas சட்டச்) ஆகும். 

(இங்கு 2, 22 இரண்டும் சார்மற்றுளைந் 

இயல்நிலைப் பரவலுக்கான சராசரி விலக்கம் (1868௦ Deviat- 

ion of a Normal Distribution) 

கூட்டுச் சராசரியிலிருந்து 
கழிக்கப்பட்ட சராசரி விலக்கம் = M.D. 

௪, வி. 

(9 ௫) 

a j lx— |. f(x) dx 

று
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| ம 

‘ அ ; ~ 9 s(x — #) 

Me DP 742௯௩ [கீ 1௪ 2 dx 

x—-FP_. 
= —~ seared, (x—p)=al|z1.53 dx =a dz. 

சீ 

ஐ 

சவி. - ். j — 27/2 

42௯ ௪.|81.ச a. dz 
௦ 

ல 

= a | = 27/2 

42௩ 181௪ dz. 
oO 

ட்ட 40 a 
[~ lz]ee ஓர் இரட்டைபடைச் சார்பலன்] 

(0, ௦) இடைவெளியில் | 21௪ 2 என்பதால், 

= 7/5 பட் ட 5 சவி ர ன ், de 

த 

Zs oa ot gz dz =d 
ப சை t 2 ர என்றால், + 

z+ (0, &) crarGar t+ (0, 6) என்பதால், 

. ஓல 

_ 7 ன் சவிஎ [ர ஏர. |, ஸி 

7 பர Bee 

@ 

இ ம] 

0 

ர்
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~ 

ஆஃ 

ச; (தோரா யமாக). 

எனவே சராசரி விலக்கம் 3 $ ர 

இயல் நிலைப் பரவலின் முகடு (18006 01 ௨ Normal Distribution } 

ரீ) உச்சமான மதிப்புக்கான ன் மதிப்பு ₹₹முகடு?2 

எனப்படும்: 

(i) LF’ Cx)) = 05 
x= X, 

ii) [f" (4) ] <0 என இருந்தால், 
x= ர 

7(29-ன் உச்ச மதிப்பு காண முடியும். அதுவே 7 (௩) 

ஆகும். 

  

1 a 
1 5 a 

f(s) ம ஒக எனக் கொள்வோம்.. 
742௩ ட Wet % ன் 

1௦2 7 (9-2 ம. ட - ஐ... (ஒரு தில் எண்)... 

இதை வகைப்படுத்தி @e (differentiate), 

re - அபத xc +) 

fi = ee) f(a) = 0 என்றால் 

x = தகும். 

மேலும், 

[7] (x = ல் 4 [1 - f (x) + (x on ef! 601 

நக =
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ரீ'(0-0 சமன்பாடு ௩-௨ என்ற முகட்டைத் 

தருகிறது. 

இயல் நிலைப் பரவலின் இடைநிலை (Median ௦7 8 

Normal Distribution) 

இடை நிலை - 3460 என்றால்: 

  

Med 
ன் கெ 

| ருக்க | sere. 
௭ "Med 

Med 
- 

| F (x) dx எடுத்துக் கவனிப்போம். 

Bien — ட (x — zy 

4 = 2 j a é 2௪ ன் dx. 

: 742௩ 

உர TD 4, 24 abe 

இங்கு  மாறியின் கூட்டுச் சராசரி ம என்றால்) 

    

yoo 2 

— 5a — 27 
= j ட 8 20° dx 

௪4:2௩ “இ 
—O ர 

a* Med- att (es 3 

; | 1 ன் 2 3 ( 6) de 

= —— 

J @ V2"
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1. 
த Lf 4 
“sgn | * 

டு 

2௯ 17 என்றால் 6௮ ௪.25. 

இணை அறத் இரண் படிக்க வ் 

$20 gm BE 
  = 0. 

2 (ஐ, ம) என்றால் 22 (--6, 0) 

  

0 #4 

— 25/2 
எனவே, 4; - ட னி fe 2, de. 

௪242௩ 
0 

ட தத்தா ட் 
“ச ஸ்ட 

42 ௩ 
0 

0 ட. ஐ... 
(ஏனெனில் | $ (ede = { $ (2) dz 

—& 0 

இங்கு 4 ஒர் இயல் நிலைமாநியானதால்.) 

ட எ 

எனவே, 7, = lt ் ச ae 
1 42௯ J ் 42
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N
i
n
 

॥ 
1 C = ‘I 1 
லவ் | af di =}. —s:5 h(a) = 4. 

Vn 0 

pone I, +1, =} org அறிவோம்.. 

இங்கு 7, - 1 என்பதால் ]; = 0 ஆகும். 

அதாவது 

_ Med 

I= { fdr =0 
ம் 

ரீ(9 சார்பலன் (ட, 1480) இடைவெளியில் -வரையறுக்கப் 

பட்டுள்ளதால், இங்கு £- 1888 என்றால் மட்டுமே /2-0 

ஆகும். 

strarGas, » = Med. 

அதாவது சராசரி - இடைநிலை என்ற புள்ளியில்தான் 

ஐ. 

. மன்ற இயல் நிலை மாறியின் சராசரி 5: இடை நிலை 

நிகழக்கூடிய பிழை (Probable Error) அல்லது கால்மான 

வீச்சு ட் ் 1 8 

9, என்பது ஒரு பிழை மதிப்பு எனக்கொள்வோம். 

இப்போது மாறி ஓரு 7//(டி.ச£)எனக் கெ £ண்டால், 

(2-9), ௨4).) இடைவெளிக்குள் £), என்ற ஒரு பிழை? 
நிகழக் கூடிய ஊக அளவும், ஜை (மேற்கூறிய) இடைவெளிக்கு 

அப்பால் ஒரு பிழை நிகழக் கூடிய ஊக அளவும் ஒன் றேயாகில், 

அந்தப் பிழையை “நிகழக் கூடிய பிழை? அல்லது ஊகப் 

‘Geo p (Probable Error) sraré கூறுகிறோம். ் 

அதாவது, ஒரு குறிப்பீட்ட ), பிழை, ஆ இடைவெளிக்கு 

உள்ளே அல்லது வெளியே விழக்கூடிய ஊக அளவு சரிசமமாக 

இருப்பதாகக் கொள்ளப்படுவ்தால்,
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84% a its 3 

piel | e 2 aCe 8) dx =} 

a a 
8 

2235-4 என்றால்) dx = & dz. 

x= yw-— >, என்றால் 2 - “AT #_ _X 

x=pep+td, என்றால் உ டர) 2 
ச ச 

2/௪ த 
எனவே. | . * P ae = 4 

“பச 

7௩/2 , 

அதாவது — திர | ₹ வ ம் 
42௩ 0 

[ஏனெனில் 5 இயல்நிலை மாறியானதால் 

Alo & Ale Ale Ale Ale” 
fe f+f=f+f-2-f ] 
Je -rJod 0 6 0 

—— ர்க 472 ஐ 02 
42௩ 6 

2. க்கான மதிப்பை இயல்நிலைப் பரவலின் பரப்பளவு 

அட்டவணையிலிருந்து கண்டால், 0.25-க்கான ன் மதிப்பு 

௯ 06745 என அறிவோம். 

x எனவே ஷு 0.6745 ~ 

W
i
n
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ஆதலால் ஊகப் பிழை ), * $ச (தோராயமாக) 

இதன் மூலம் முதல் கால்மானம் 04 உ--% 

= p-—2a = p-- 0.6745 ஏ. 

pdr aps srdurers Q3= 1+ A =H + 0.6745 0. 

Q3-—Q, 

2 
கால்மான வீச்சு = 

_ (2 0.6745 ச) - (x — 0.0745 a) 
~ 4 

= 0.6745 ¢ 

ல
 

௪ ப ச. (தோரயமாக) 

ம
 

  

பரப்பளவுப் பண்பு 

X oN (pn, ௪) என்றால், 

(X=p, X= பி இடைவெளியில் 2 ராண்டம் மாறியின் 

ஊக அளவு 

x 

ails ee eae= ர சீறல் 

Bz 

\ x 

  

g (x — HD" கக்க கட்டட ல் a 

oven Je 2 ௪ dx 
ம 

3 = பனக என்றால், dx =v dis 

௪ 

2 மஎன்றால், : “0 ஆகிறது. 

X பெ என்றால், : = டவ ட ஆகிறது. 

க.பு. 18



274 க்ணிதப் புள்ளியியல் 

somGuP,[p <X< x)= P,0< F< 21] 

= | ழ் (5) dz 
0 

இங்கு ழ் (£) ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட ராண்டம் இயல்நிலை 

மாறிமின் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன். 

த! 

| ற் (2) 88 என்பது *இயல்நிலை ஊக அளவுத் தொகை? 

0 

(Normal Probability intergral) எனப்படுகிறது. 

(௪20, 8-0) என்ற நிலைத் தூரங்களின் இடையில் , 
தரப்படுத்தப்பட்ட இயல்நிலை வள கோட்டினுள் ஏற்படும் பரப்பு 

அளவை இத் தொகை காட்டுகிறது. 

இப் பரப்பளவுகள் 0-01 இடை வெளிகளிகளில் அசன் பல 

மதிப்புகளுக்கு அட்டவணைப் படுத்தப்பட்டுள்ளது (அட்டவணை 

கடைசியில் காண்க). 

குறிப்பாக இங்கு றன்று (ஊக அளவுகளை ) நிகழ் தகவுகளாக் 

கணக்கிடுவோம். 

ate 

Gi) Prlu me <X <a tel | F (x) dx 

poe 
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| . 

= i, 6 (8: (சமச் சீரானதால்) 

0 

_ ௩2 0.3413 (பரப்பளவு அட்டவணையிலிருந்து) 

= 0.6826. 

அதாவது 68.26 சதவிகித அளவு (பரப்பானது) உன் 

மதிப்பு 8 4 ர இடைவெளியில் காணப்படுகிறது. 

  

—— re 

|*-3௪ 127 fro k= Are 1472௪ 

௯.3 ௯௮3 14௦ சே] 22 25௮ 

படம் 15. 

இதே போல, 

(ii) P,{(H—-20 < X< fle Pf[-2< f <2] 

bo
 

=). ற் (5) dz 

a
 

ம்
 

= 2 X 0.4772 

_= 0.9544 
  

agra g 95.44°% சதவிகித அளவு ட்ன் மதிப்பு B+ 26 

இடைவெளியில் காணப்படும். 

(ii) Guay P, [HB — 30 < X < B+ 3)
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= 2. | ம் (3) dz 

0 

= 2X 0.49865 

" = 0.9973. 

அதாவது 99.73 சதவிகித அளவு நன் மதிப்பு fe + 3¢ 

இடைவெளியில் உள்ளது. 

ஆகவே, அறிமுறைப்படி (தத்துவப்படி) இயல்நிலை 
(--௦,) இடைவெளியில் இருப்பதாகக் கொள்ளப்பட்ட 
போதிலும், ம 3௪ இடைவெளியிலேயே (முக்காலும்) அம் மாறி 
இருக்க வேண்டும் என நாம் எதிர்பார்க்கிறோம். 

இயல் நிலைப் பரவலின் முக்கியத்துவம் (120004௧௭௦6 01 (106 

Normal Distribution) . 

முதன் முதலில் 1773 ஆம் ஆண்டில் ஓர் ஆங்கில கணக் 

கியல் நிபுணர் டீ-மாய்வர் (1098-௩௦14) ஒரு கணித நூலில் இந்த 

இயல்நிலைப் பரவலை வரையறுத்தார். ஈருறுப்புப் பரவலானது 

௩௨௯. என்ற போது, இயல்நிலைப் பரவலை அணுகும் 

விதத்தை இவர் கண்டறிந்து, வாய்ப்புக்கூறு விகாயாட்டுக்களில் 

உண்டாகும் வினாக்களுக்கு இதைப் பயன்படுத்தினார். வான 

வியலில் பிழைகளின் பரவலாக, 19ஆம் நூற்றாண்டின் ஆரம் 

பத்தில் இது திரும்பவும் கண்டு பிடிக்கப்பட்டது. காஸ் (கேம) 

என்ற பேராசிரியர் இயல் நிலைப் பரவலை ஆராய்ந்து உண்டாக் 

கியதால் இதை *காஸ்ஸியன் பரவல்? (கேசு Distribution) 

என்றும் வழங்குகிறோம். 

இயல்நிலைப் பரவல் புள்ளியியல் தத்துவங்களில் ஒரு 

முக்கியமான பணியை ஆற்றுகிறது. 

(டி செய்முறையில் (உண்டாகிற) காணப்படும் எல்லாப் 

பரவல்களும் (எடுத்துக்காட்டாக ஈருறுப்புப் பரவல், பாய்சான், 

மட்டுமீறிய ஜியோமபிதிப் பரவல் முதலியன) இயல் நிலைப் 

பரவலைப் பெரிதும் ஒத்திருக்கின் றன (இயல் நிலைப் பரவலுக்குத் 

மதோராயமாக்கப்படுகின் றன), 

(2) ஸ்டூடன்டின் ॥), ஸ்நெடக்கரின் 7) கை-வர்க்கப் 

பரவல்கள் முத.௮ியனவும் விரிந்த மாதிரிகளுக்கு (1௨126 812165) 

இயல் நிலையை அணுகுகின் றன.



தொடர்ச்சிப் பரவல்கள் 277 

(3) மேலும், ஒரு மாறி இயல்நிலைப் பரவலில் இல்லா 
விடினும், மாதிரியின் சாதாரண உருவ மாற்றம் மூலம் அதை 
இயல்நிலைக்குக் கொண்டுவர முடியும். 

எடுத்துக்காட்டாக ன் பரவல் கோட்டத்திலிருந்தால் 

(சமச்சீரற்று இருந்தால்), 44-ன் பரவல் இயல்நிலையில் அமை 

கிறது. 

(4) எல்லா விரிந்த மாதிரிகளின் தத்துவங்களும் முழுக்க 

முழுக்க இயல் நிலைப் பரவலின் பண்புகளா ஒட்டியே அமைந் 

துள்ளன. 

(5) பலமாதிரிப் பண்பளவைகளின் பரவல்கள் (எடுத்துக் 

காட்டாக மாதிரிச் சராசரி, மாதிரியின் மாறுபாடு முதலியன) 

விரிந்த மாதிரிகளுக்கு இயல்நிலையை அணுகுவதைக் காண் 
கிரோம். இயல்நிலை வளைகோடுகளின் உதவியால் இப் பரவல் 

களை நன்கு ஆராய முடிகிறது. 

(6) மாதிரியின் எல்லா சிறப்புக் காண் சோதனைகளின் 

நிரூபணங்களும் மாதிரிகள் எடுக்கப்பட்ட முழுமைத் தொகுதி 

கள் இயல்நிலையில் உள்ளன? என்ற தற்கோளை அடிப்படை 

யாகக் கொண்டு உள்ளன. 

(7) புள்ளியியல் தரக்கட்டுப்பாட்டில் இயல் நிலைப் பர வல் 

மிகவும் பயன் படுகிறது. 

இயல்நிலை வளைகோட்டைப் பொருத்துதல் 

கொடுக்கப்பட்ட ஓர் அலைவெண் பரவலுக்கு உகந்த 

இயல் நிலை வளகோட்டை இரு வகைகளில் பொருத்தலாம். 

(i) நிலைத் தூரம் ம் (2) அட்டவணையைப் பயன் படுத்திப் 

பொருத்தலாம். 

<1 

(1) 62) என்ற இயல்நிலைப் பரப்பளவு அட்ட 

று 

வணையைப் பயன்படுத்திப் பொருத்தலாம். 

(1) x or guider அலைவெண் பரவலிலிருந்து அதன் 

சராசரி ஐ, மாறுபாடு ச3-களைக் கணிக்கவும்,
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(2) இவற்றைக் கொண்டு ன் Quad fe oa sare, 

அடர்த்திச் சார்பலனை வரையறுக்கலாம். 

1 
1 Tor TO 
= 6 

742௩ 

இப்போது) - 4. (2), (இங்கு 1/- மொத்த அலை 

வெண்கள்.) 

இச் சமன்பாடு பரவலுக்கு ஏற்ற இயல்நிலை வளை 

கோட்டை வரையறுக்கிறது. 

2 (20 = 

  3) 44 4 என்றால், இயல்நிலை வ௲கோட்டின் 

சமன்பாடு 

க 312 

y= x . ate, 8 

ச 42௩ 
N 

- — -$&) என்றாகிறது. 

உக்கேற்ற ற் (2)-ன் மதிப்புகளை £ அட்டவணையிலிருந்து 

கண்டிடவும்: இவை நிலைத் தாரங்களின் நீளங்களா ஊக 

அளவில் தெரிவிக்கின்றன. ஜ் (2). கிடைத்த பின் ந-ன் 

மதிப்புகளை, 

y= அ, ம்(2) மூலமாக அறியலாம். 

(4 பின்னர் ஐ பிரிவு இடைவெளியின் நீளத்தால் பெருக் 

கினால் % 2௪ எதிர்பார்க்கத்தக்க அலைவெண்கள் ஆகும். 

இவ்வாறாக இயல்நிலைப் பரவலை அமைத்து எதிர்பார்க்கத் 

தக்க அலைவெண்களைக் கணிக்கலாம். 

2ஆவது முறை : இயல்நிலைப் பரப்பளவு அட்டவணையை 
உபயோகித்து எதிர்பார்க்கத்தக்க ஊக அளவுகக£க் கணக் 

கிடுதல். 

(Ll) இங்குச் சராசரி,திட்ட விலக்கம் இவற்றை அலைவெண்் 
பரவலின் மூலம் கண்டறிந்து, 

(2) X-a இயல்நிலை ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலனை 

எழுதலாம்: 
[ 

+ gg (% தரி 
ற் (9) = Lg %*@ , 004240, 
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(3) ஒவ்வொரு பிரிவு இடைவெளியின் கீழ் எல்லைக்கான, 
தரப்படுத்தப்பட்ட இயல்நிலை மாறியை 5; என்றால், 

இங்கு &)' -- ஆவது பிரிவு இடைவெளியின் கீழ் எல்லை. 

(4) “இயல்நிலை வளை கோட்டுப் பரப்பளவு”? அட்டவணை 

யைப் பயன்படுத்தி£ - 4 என்ற நிலைத் தூரத்திற்கு இடது 
பக்கத்தின் வளசாகோட்டுப் பரப்பைக் கணக்கிடுவோம். 

(59 பிறகு அடுத்தடுத்த பிரி௮ இடைவெளிகளுக்கான 
பரப்புகளைக் (4ஐ) கழித்தல் மூலம் "காணுவோம். 

. [அதாவது4 (40-ம் (60771 1, 2, 3 ow] 
(6) மொத்த அலைவெண் என்றால், 4. 4. - எதிர்பார்க் 

கத்தக்க அலைவெண்களாகும். 

இவ்வாறும் இயல்நிலைப் பரவலைப் பொருத்தலாம். 

மாதிரி 1: 
கீழ்க்காணும் பரவலுக்கு உகந்த ஓர் இயல்நிலைப் பரவலின் 

சமன்பாட்டைப் பொருத்தி எதிர்பார்க்கத்தக்க அலைவெண் 

கக் கணக்கிடுக, ் 
  

x tom ப் Is s | 10 12] 14{ 16] 18 | 20| 2224 
| | | 

22|35| 43 38 20|13]5 ட 200 

  

மொத் 
தம் 

    

  (அய் a (5 
    
  

நட ட் Se x 2 = 13.85         

ச எ ன் மாறுபாடு 3! — ¥ 

2 [Wes ue — | 

= 4X 3.6695 
எனவே திட்ட விலக்கம் ச - 3.832 

ன் இயல்நிலை ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன், 

1] a 

1 அடா * - 13-85) 
600-532.
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_ — 13.85) 
_ 200 1 9.(3.832)" 

3.832 5௯ 

_ *—13.85 _. 
3.832 "Gs 

—- 20 1 872 
2 383212. 

ல் எதிர்பார்க்கத் 

f fi fib 1 _3 கரவ அளவகக 

= * u ய 5 == @ அ ‘ 

93) 42௩ ச ம் (6.2 

il—s|— அகி 29.2.5730) -0.0145 1.52 

q|—al—281 112/— 2.0485,  - 0.0535 5.6 =6 

15\—-3|—45| 135|—1.5270)  — 0.1197 12.4 = 12 

10| 22--2/—44] 88|/—1-0050'  — 0.2408 25.1-= 25 

12| 35|—1/—35| 35|— 0.483 — 0-3549 37.0 = 37 

1443) 0 01 0 0.0039} — 0.3982 41.5 = 42 

16| 38! 1 38; 38] 0.5610] — 0.3405 35.5 = 36 

189200 3 40] 80} 1-0830/ — 0.2210 93.0 = 23 | 

20013 அ 39) 117| 1.6050, — 0.1101 11.5 = 12 

99| 5; 4| 200 800 2.1270! — 0.0417 4.5=4 

ட் 11 அ 5 25 26490 -0.0120 12m i 

ஸி ia 

S|200] — |—15} 735) — _ 200 

5 
கு 

தங்கு ௨- 14. 
2 

0௯2 

V = 200
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இவ்விதமாக இயல்நிலைப் பரவல் பொருத்தப்பட்டு எதிர் 

பார்க்கத்தக்க அலைவெண்கள் கணிக்கப்படுகின் றன. 

மாதிரி 2: 

கீழ்க்கண்ட அலைவெண் பரவலுக்கு உகந்த ஓர் இயல் 

நிலைப் பரவலைப் பொருத்தவும். இயல்நிலைப் பரப்பளவைப் 
பயன்படுத்தி எதிர்பார்க்கத்தத்க அலைவெண்களக் கணக் 
கிடவும்- 
  

  

  

  

பிரிவு இடைவெளி | அலைவெண்கள் 

719 — 81 3 
g1 — 83 10 
83 — 85 7 
85 — 87 11 
87 — 89 15 

| 39-91 16 
1 9193 23 

93 — 95 30 
“95 — 97 40 

| 99 டர 
/ 99 — 101 17 

101 — 103 10 
103 — 105 6 
105 — 107 6 
107 — 109 2 
109 — 111 1 

மொத்தம் 214         
இதற்கான சராசரி - 93.934 எனவும், மாறுபாடு - 6.16 

எனவும் கணக்கிட்டு அறியவும்.
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எனவே 5 என்ற இயல்மாறியின் அடர்த்திச் சார்பலன் 

= a ர — _ 1 —93-. a p(s) = ஆ ETE 9399 | 

் 00 ௮-2 “00 

எதிர்பார்க்கத்தக்க அலைவெண்களின் கணிப்பு 
  

  

  

  
            

Zz 

இடை வெளி a af p(z1) 1692 AOC ம் ay oe 
—CO — | 

79— $ட ;-- 2.4230 | 0.0078 0-0105 | 2264 2 

81— 83 (- 20990 | 0.0183 0.0206 | 4.28- 4 

83 — 85 ;- 1.7745| 00384 0.0337 | 7-52 = 8 

85 — 87 |— 1.4499] 0.0736 0.0578 |12.38 = 12 

87 — 89 {— 1.1253] 0.1314 0.0805 |17.23 = 17 

89 — 91 |+ 0.08007} 0.2139 0 1051 |22-21 = 22 

91 — 93 |+ 0:04761| 0-3157 0.1247 |26.60 = 27 

93 — 95 |+ 0.1515 | 0.4404 0.1254 [36.83 = 27 

95 — 97 |+ 0.1731} 0.5638 0.1267 |27.11 = 27 

97— 99 |+ 0.4977} 0-5915 0.1224 |26.19 = 26 

99 — 101 |+ 0.8223 | 0.7939 0.0789 116.84 = 17 

101 — 103 {+ 1.1469 | 0.8729 0:0563 |12.6 - 12 

103-- 05 {+ 1-4715 | 0.9293 0-0348 | 7-45= 7 

105-107 |+ 1.7691 | 0.9641 0-01:9 | 4.052 4 

107 — 109 |+ 2.1207] 0.9830 0.0096 | 2.06 = 2 

109 — 111 |+ 2.4453 | 0.9927 0.0046 | 0.0097 - 

மொத்தம் 214     
  

உ ௮ பிரிவு இடைவெளியின் கீழ் எல்லை. 
இங்குக் கடைசி நிரல் எதிர்பார்க்கத்தக்க அலைவெண் 

களைக் குறிக்கின்றது...



தொடர்ச்சிப் பர வல்கள் 283 

மாதிரி 3 ; 

X + (ம 10, ச ௭ 2) என்றால், மாறி (-- 3, 12) இடை 

வெளியில் அமைவதற்கான ஊக அளவு என்ன? 

P,[—3 < X < 12] 

  

  

12 ட சதல 
ர THIN 

3 242௩ 

2 2. என்றால், 

1 - 57] 

1 
pi-6.5<Z<i= | ee சர 

5.512% 

0 ] 

| 4: | $ (z) dz. 
_65 0 

6.5 1 
| + | ழ் (2) 8 
0 0 

6.5 

| = | சமச் சீரானது. 

—6.5 0 

௮ 0,50 4 0-3413 (அட்டவணை மூலமாக) 

= 0.8413 

மாதிரி & : 

முகடு 27?” 

௫ கு.”
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என்ற 2-ன் திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் சார் பலன்களி 
லிருந்து 4-ன் பரவலைக் காணவும், 

(a) ஓர் இயல்நிலை மாறியின் தி. ௨. சார்பலன் 
2,2 

My ()=0 Ee? cor pris hess. 
தி, ௨. சார்பலனின் அருந்தனிப் பண்பிலிருந்து 

tit +f o* __ீ3 22 

எனவே p = 2 

ஏர் 

5 =2. o7= 4. o = 2 

« X>+N(2,4). அதாவது % மாறி, சராசரி 2, மாறு 
பாடு 4 கொண்ட ஓர் இயல்நிலை மாறியாகும். 

(b) Mx (t) ee _ 03: 160 _, pit bot 

8௩0 

௪” ௬16. 

2 7/(8, ௪59 - N (0, 16) 
ஓர் இயல்நிலைப் பரவலில் அமைந்துள்ள து. 

(2)-ல் 4-ன்- பரவல் 

292௩ 

_ட_1 46-37 
அவ்ன் 

()-ல் X-or பரவல் 

(2-2) 
dP =   

  

  

1 ’ 
| = 2 (16) ச (x—-0) 

dP= ——e 
442௩ 
  

1 32 
== ¢ 

442௩ 

மாதிரி 5: ் 

ஓர் இயல்நிலைப் பரவலுக்கு 10-லிருந்து விலக்கப்பட்ட 
முதலாவது திருப்புத்திறன் 40 எனவும், 50-லிருந்து விலக்கப் 
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பட்ட 4-வது திருப்புத்திறன் 48 எனவும் இருப்பின், ௮ப் பரவ 
லின் சராசரி, திட்ட விலக்கத்தைக் கணிக்கவும். 

(சென்னை சர்வகலாசாலை, 1961) 

zp,’ (about 10) = 40 

அதாவது E(X — 10) = 40 

E (X) — 10 = 40 

E (X) = 50 3 எனவே 2-ன் சராசரி - 50 

u,! (about 50) = E(¥ — 50)* = 49, - 

= 48 

இரண்டில் ப பபணலு மட ர 3௪ 48 ஆகும். 

ஏன்வே ஏ” 16 

மாறுபாடு ச“- 4 

திட்ட விலக்கம் ௪ ௮ 2 
  

மாதிரி 6: 

ஓர் இயல் நிலைப் பரவலுக்குக் கால்மான — 3 சராசரி 

விலக்கம் ₹ திட்ட விலக்கம் மூன்றும் தோராயமாக ₹12:15 

என்ற ணவ ண்ண என நிரூபி, 

X—+ Nin, o*) 

0,053 முறையே நுதல்... மூன்றாம் கால்மானங்களாயின், 

P, [X < Qi] = 0.25 

P,[X > Q3] = 0.25 

X=Q3 க. ௨2 என்க: 

X=Q, <= டட. _2, என்க. (படத்தில் காண்க) 

  

படம் 16.
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கிய டக்க து 
ச் 

எனவே, கால்மான விலக்கம் 0.20. - கா. வி. - ன Q, 

ex Qs ரத 0.1 _ 2௪ 1 
கா. வி, - gon = ys A 

P(0O< 2 < z,] = 0.25 

அல்லது 2; -* 067 (பரப்பரளவு அட்டவணையிலிருந்து) 

எனவே, கா. வி.- 0,67௪ Bo, 

மேலும், ௪. வி. ௪ 7? og += 
Tn 

o
e
 ௪ என்று முன்பே திரூபித் 

தோம்: 

எனவேடகா. வி:௪. வி. தி.வி. ₹:2$௪:ந௪ 2௪. 

10: 12: 15 என்று நிரூபிக்கப்பட்டது. 

மாதிரி 7: 

ஒரு சரியான இடைநிலைப் பரவலில் 7 சதவிகித உறுப்பு 

கள் 35-க்குக் கீழேயும், 89 % சதவிகித உறுப்புகள் 63-க்குக் 

கீழேயும் இருந்தால், அப் பரவலின் சராசரி, திட்ட விலக்கத் 
தைக் கண்டு பிடிக்கவும். 

X + N(CH, 5) 

P,(X < 63) = 0.89. 

எனவே 2 (214 63) 4 0.41 

அத்துடன் 7(4 4 35) - 0.07 

௪ 35 என்ற மதிப்பு & அ /ம்-க்கும் இடது பக்கத்திலிருப்ப 

தால், அதற்குச் சரியான I= ணம   ன் மதிப்பு ஓர் எதிர் 

மறை மதிப்பாகும், 

  லி =— 2
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  ~ = Zo சன்று கொள்க. 

  

P,(O< KK < 2) = 0.39 | 

PO<Z<z4,)=0-43 J 

பரப்பளவு அட்டவணையிலிருந்து 2) - 1.23 

படத்தில் விளக்கப்பட்டுள்ளது. 

  

z2 = 1.48 

என அறிகிறோம். 

எனவே, ட் > a 1.23 ன (1) 

ண = — 1.48. ba (2) 

ay-@; Baan » =10.33 

எனவே ௬354 (1.48) % (10.33) 

= 50.3. 

  

| 
| pf = 50.3 | 

2 4 10.33 | 
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கடைசியாகக் 8ழே கண்ட அட்டவணையில் அதிகமாகப் 

பயன்படும் பரவல்களையும் அவற்றின் திருப்புத்திறனை உரு 
வாக்கும் சார்பலன் களையும் விளக்கிடுவோம். 
  

  

    
2 42 400,     

. பரவலின் நிகழ்தகவு திருப்புத்திறனை 
பரவல் (ஊக அளவு) அடர்த்திச் உருவாக்கும் சார் 

சார் பலன் (2. 7.) user (M. G. F.) 

1) # ப்புப் ட 
ரவ சி பூச்சு ஒர in 

(@ + fe) 
x= 0, 1, 25578 

௪ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்) 

(2) பாய்சான் ன கு x 57 

சி படுக. ஆடு 
= 0, 1; Deck 

௪ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்) 

ப ம ரை 

3) எதிர் ‘ | _ த அழகால்! நல் 
ஈருறுப்புப் றி. ௮ 5 ரர 
பரவல் கடி. 1, 2 520200 oP 7 

௪ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்) 

(4) காம்மாப் ட & 

பரவல் 
f(s) = a xe B (1 — Bt) ~L. 

84 [1(4) x> 0. 

௪ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்.) 

(5) அடுக்குப் ட 
ல = 

“ f@= 5° 950. 1 -99-. 

௯ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்) | 

(6) Que 
நிலைபி 9 
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பயிற்சிகள் |. 

(ப ஓர் இயல்நிலைப் பரவலின் முக்கிய பொதுப்பண்புகளைா 
விளக்கி அதற்கான கணக்கியல் உருவை வருவிக்கவும். புள்ளி 

,பியலில் இப் பரவலின் முக்கியத்துவத்தை நன்கு விளக்குக. 

(2) (4) எந்த நிபந்தனையில், எவ்வாறு ஓர் எருறுப்புப் 
பரவல் இயல்நிலைப் பரவலை அணுகுகிறது என்பதை 

விளக்குக. i 

(b) மசீசராசரியும், ச திட்ட விலக்கமும் கொண்ட இயல் 

நிலைப் பரவலுக்கு, கூட்டுச் சராசரியிலிருந்து கழிக்கப்பட்ட 

சராசரி விலக்கம் ச [என்று நிரூபி. மேலும், இடைநிலை 
ரு 

யிலிருந்து கழிக்கப்பட்ட சராசரி விலக்கத்தைக் கணக்கிடவும். 

(3) இயல்நிலைப் பரவலை வரையறுத்து, (ட முக, 

(ய) இடைநிலை, (0) B,, (9 நீ, மதிப்புகளைக் காண்க. 

(4) (ம) ர) என இருக்கட்டும்: 

P,(X < 89) = 0.905 

7, (0.4 94) - 0.95 என்றால் 

£, ர” மதிப்புகளைக் கணிக்கவும். 

(5) ஒரு ராண்டம் ம।நி&-ன் திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் 

சார்பலன் 1%(9 2. என்றால் 2, (1.24 49)-ன் 
மதிப்பைக் கண்டுபிடி. 

(6) f(s) ௪௦ ee 0. 420. என்றால், 

ரீயே ஓர் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார் பலனின் inl: 

பூர்த்தி செய்தால், ஈன் மதிப்பு யாது? 

(7) X, (0, சபி 

X, + NCO; சலி | | 

உட ட். இரண்டும் சார்பற்ற இயல் நிலை மாறிகளானால், 

அக்க. 

க. பு.--19
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Ve அந ot X, என்ற 1 177 இரு மாறிகளும், 
2 

ஐவ்வொன்றும் 0 சராசரியையும், (சபி டசி மாறுபாட்டையும் 

கொண்ட இரு சார்பற்ற இயல்நிலை மாறிகள் என நிரூபித்துக் 

காட்டு. 

(8) (a) “இயல் நிலை வளைகோட்டின் கீழ்பரப்பு? அட்ட 
வணையைப் பயன்படுத்தி, 

D, = ம 0.525 ௪ என்றும் 

2) 4 1,282 ச என்றும் நிரூபி. 

(b) X—+ N(65, 25) என்றால் ,,-ன் மதிப்பு என்ன? 

(ு சராசரி 0, மாறுபாடு 1ஜக் கொண்ட மாறி ஓர் 

இயல்நிலை மாறியானால், 

2 2 

மு. உ” 

இவற்றின் சராசரி, மாறுபாடுகளைக் கணக்கிடுக. 

(10) ஒரு மாறியின் நிகழ்தகவு அடர்த்திச் சார்பலன் ; 

= | — § Clog x)’ 
f@) = x2 7 ் 3 20 

  

a 

2 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்) என்றால், அந்த 

மாறி ஒரு (லாக் -- நார்மல்?) *மடக்கை இயல்நில்ப் பரவலில்? 

இருப்பதாகக் கூறலாம். இப்போது :-ன் சராசரி) மாறுபாடு 

இவற்றைக் கணக்கிடவும். 

8-5. மாறிகளின் உருவ மாற்றங்கள் 

சில சமயங்களில் புள்ளியியல் தத்துவத்தில் ஒரு கொடுக்கப் 

பட்டராண்டம் மாறியின் ஒரு சார்பலனுக்கான பரவலைப் அறிய 

விரும்புவோம். எடுத்துக்காட்டாக &% ஒரு ராண்டம் மாறி 

யானால், &*-ன் பரவல் யாது? ஒரு காம்மா மாறியானால், 

3 ந 53௨ணன் பரவல் எப்படி இருக்கும்? இவற்றிற்கான தீர்வு
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காண இப்போது மாறிகளின் உருவ மாற்றங்கள் பற்றிக் கீழே 
ஆராய்வோம். 

ரி (29) என்ற சார்பலன் உன் வகைப்படுத்தப்பட்டதும், - 

ஒரே முறை ஏறும் (அல்லது இறங்கும்) சார்பலன் (monotonic 
increasing function) Y~ oo ஊக அளவு அடர்த்திச் சார் 

பலன் 7, (7) 

dx; dy ‘ 
dyl? dx #0 BEu. 

  

Fi (9) = fs C4)» 

இங்கு &-ன் ஊ. ௮. சார்பலன் 5 (x) ஆகும். 

மாதிரி : 

&மாறியின் அடர்த்திச் சார்பலன்: 

f (%; @) = 042௨0 ௦050 

0, (மற்ற மதிப்புகளில்) என்றால் , 

Y=2X4+ 3ன் அட்ர்த்திச் சார்பல்னைக் கணிக்கவும். 

3223 

Poy, ai 
dx dy a 

எனவே, 

fi (9) 0. Fi | 

“5 3< 97 < 2043 

௯ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்) - 

மாதிரி 8: 
டர 

f(x) ௮ ௧.௪ aie x>Od0
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௪ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்) என்றால் 

G) r= x 

மு 712 இவற்றின் அட்ர்த்திச் சார்பலன்கள் 

என்ன ? ் s 

pox? 

Bg
 

॥ ஓ
 

x 

“௯33. 

81
% ॥ Ne
 

dx 
எனவேர், (9) - 7,100. | க் 

  

cy? eye ay Fh) 

=y.e 7? acy em 

௯0, (மற்ற மதிப்புகளில்). 

AQ) =A). 5 

os 
தழ 

படி ௮2௨௪ 

‘. abe af 

me .é 

னி 3 
எனவே (0 ஈ௪௨௪ ane af
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3-3 ௪37 

“—aocy<@. =e ய் 

மாதிரி.9 £ 

& மாறி ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் நிலை மாறியானால், 

7-1 மாறி 4-1), நீ அ 2ஐப் பண்பளவுகளாகக் 
கொண்ட ஒரு காம்மா மாறி எனக் காண்க. 

& ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல்நிலை மாறி: . 

வெத 7/2 

  

    

அதன் சார்பலன் ரீ(ு - ட _ ௦௮2 0 
42௯ 

= x 

dx 
௫22 அ 21] 

dx —1/2 
a a 

dx 
fi 9) = f(x) - dy 

an 1 — 9f2 ௨12. 
Ay) = —= - ¢ $ ற )-2, 

42 ரு 

(ஏனெனில் 7 (2) ஓர் இரட்டைப்படைச் சார்பலனாதலால் — 

உ] 2: | 
zl 0 

எனவே 3ஆல் பெருக்குகிறோம்). 

| 2 $ 1 
2ட02- ஆ ஈழ ° J 237 >0 

௪ 0, (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம்). . -
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ஆகவே 7-4 %*என்பது L =}, இ அ: ஜேக் கொண்ட 

ஒரு காம்மா மாறியாகிறது. . 

ஈன் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

7000ஈ 1, 024251 

- 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கு எல்லாம்), என்றால் 

    

y = — 2 loge x மாறி, 2 இயக்கப் பாகைகளைக் டை 

(degrees ௦81260 ஒரு கை-வர்க்க மாறி , என்று நிரூபி. 

— (2 
_ y= = 2ilogx xe 

«> 0,0 - 
y+ (0, 0) 

dy 2 |e — 9/2 
de Pr dy =4h.x=> 5°86 

dx எனவே/, () = fz) + |Z 

f() =1 

—y2  -/2 
எனவே (௮) - 1:7௪ =the , 0] 42 

= 0, (upp மதிப்புகளில்), 

ல்க 21௦2 ன் பரவல், 2 இ. பாகைகளையுடைய 

ஒரு 3 பரவல். 

dP = வு 58 ற ற், 

2 ps4) O< ry < @
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8-6. மூதல் வகை பீட்டாப் பரவல் (Beta Distribution of the 

first kind) 

ஒரு தொடர் ராண்டம் மாறி 2&ன் ஊ. ௮. சார்பலன் , 

mam] n—1 

ரீ - அ ௪ 1-௮ ஸா 

- (0 மற்ற மதிப்புகளுக்கு எல்லாம்) என்றால், மாறியை 
7, 1 இரு பண்புகளைக் கொண்ட ஒரு “முதல் வகை பீட்டா மாறி? 

₹ிட(ஈ, 2)? என்றும், இதற்கான பரவலை “முதல் வகைப் பீட்டாப் 
பரவல்” என்றும் வழங்கலாம். 

திருப்புத்திறன்கள் 5 

1 

  ட்ட 1 is m— | n— | 
Rr ~  B(m ny ae # (1-2 dx 

= B(m+r,n)_ 

B (m, n) 

B(m, 2) = பர்பி 100 று வரையறுக்கப்படுகிறது. 
தன்ட! 

எனவே, 
படர டு ௫ ॥ ௩௮) 

r= Tim tn+tr) ர ர 

fh (m+n). 2 (m+7) 
(mm) ~ (m+n+7) 

ஈட (m+n) 
P(m+n+ 1) [ (m) 
  

r=]; By! = 

m ['(m). [1 (m+n) ந 
(m+n). PD (m+n) 1 (my m+n 

ll 

Ph (m +2) (m+n) r=2 2 = ரமாக 2 Woy
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_.. ரூட்டு ௩ ரஸ: மறு 
கட்கு ரலி ராறு. ஈர 

Fee a ft _ 
= On fn) (m+ om + 1) 

எனவே, ea = pea’ — Cri’)? | 

| m (m + 1) m? 
    

= (m +n) (m Ent i) (m +n) 

mn 

=m +n. (m+n+)) 

827. இரண்டாம் வகைப் பீட்டாப் பரவல் 

X மாறியின் (ஊக அளவு) நிகழ்தகவு அடர்த்திச் சார் 

பலன் 
- 

m— 1 

f@) = oe’ OSI? 
B (Cm, n) (டத “77 m,n>0 

_ 0, (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம்), என்றால் & மாறி 

யானது ஓர் இரண்டாம் வகை பீட்டா மாறி எனவும், அதன் 

பரவல் ஓர் இரண்டாம் வகை பீட்டாப். பரவல் எனவும் 

வழங்கப்பெறுகிறது. 

திருப்புத்திறன்கள் ₹ 

@ 

tro \ x "Sf (x) dx 

0 

x (m+n ly ல 

க | பப ப ட. 
$ீரூு } முற 

டர? n— 1) 

~ B (m,n)
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P(m+r P(n—r) [ (m + 2) 

ட.” ஈரக் Ga) PC) 

(m+ 7). D(n—7) 
ரு. [00 

a1: படநட | ஈம. 
rely கட்டா நு ப. 

  

டா. ர (1) “om 

“(@Q— 1) Mm) PCr — 1). ஜவர 

  

7 1௫௬2) P@—2) 
நாம ய 

(m-+1)m. [(m). rw வ 2). 
(xn = 1) (@— 2) (௫) தகை, 

m(m +4- 1) 

(n— 1) (n— 2) 

[8 டல (மட் 

- gaye ~ (7) 
m(m+n—1) 

ஒற் ௫-2 

॥ ரக 

  

மாதிரி 10: 

X +N (Cp, 0”) என்றால், 

vt ழ் (5) மாறி ஒரு காம்மா மாறி (1) ஆகும். 

நன் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

  

. i 1 Cpbncn ye? 
f(s) = “oa |-r= (பய | 

௮ லர
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x— z\° — வ ட 
ர-$. (77) என்றால் to! LD 

— 1/2 
dx 5 

= . 1.7 “= =: dy ௪ 42.3 3 

f() ஓர் இரட்டைப் படைச் சார்பலன் ஆனதால், 

ஓ 3 ௦ 

க்கான | தொகையானது )-க்கான 2 | தொகையாக 

_ஐ 0 

ஆகிறது. 

எனவே, 

  

ரு) (ல. 5 

அல்லது வேறுவிதமாக எழுதினால், 

  

  

  

  

dx 

ச ப2760. 17. 11 1; 

zs fi 

- — சி 
7) own. 

1 2 ச 
= ito க .2 

a, 42 

1 ம் ப் — 1/2 

= —e ) 

4௩ ச 

ர சதி நக்ஷ் 
= Wen *° oy 3 043 4௦ 

0, (மற்ற மதிப்புக்களில் எல்லாம்), ந்
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_ a 

எனவே ந கம ஒரு 2 (1)மாறி என்று தெரிய 

வருகிறது. 

மாதிரி 17; 

&, 7 என்பன, முறையே ஈட, ஈ பண்பளவுகளைகீ கொண்ட 

இரண்டு சார்பற்ற காம்மா மாறிகளானால், 

பீ. என்பது (ஈ 4 ஐப் பண்பளவாகக் கொண்ட 

ஒரு காம்மா மாறி, 

Pos font மாறியானது ௬, ஈ பண்பளவுகளைக் கொண்ட 

ஒரு முதல் வகை பீட்டா மாறி என நிரூபி: 

அதாவது&-0 (௩0 

Y + G(n) 

% 7” இரண்டும் சார்பற்றவையாகில், 

U=X+7+G(m+n) 

x க 
V சுடர Bi(m,n) மாறிகள் என நிரூபிக் 

கலாம். 

ன் அடர்ததிச் சார் பலன் 

1 டத m—i1 

fst) ™ Fey * .% ,0<x <M, m>d. 

_ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்): 
ஈன் அடர்த்திச் சார்பலன் 

7௨2) - FR ** J : 

O<y em, n>0 

௮ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்).
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xX, 7”இரண்டும் சார்பற்றவை யாதலால், 

&, ன் இணைந்த ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன், 

f (459) = fi) AO) 

| —(*+57) m—I1 2-1 

  

  

  

    

1 
= Coro To 7s x Tm) ஈர *“ ? 

uo = xy 

= x _ Xx 

~ xby ஐ 

ok @ UU 

peux su—us = u(l—r) 

படட 2622 
் 1 @ (tu, v) 

= |Ox ax | உ]. 

au 2௨: ௯ [311௯71 

ay ay u—t& 

Ot ou 

x — (0, ©) 

ya (0, ©) என்பதால், 

u—+ (0, ©) | 

v> (0, 1) cor 1b a wer©r 

எனவே, 7, 1-ன் இனைந்த ஊக அளவு அடர்த்திச் சார் 

பலன், 

g (u,v) = f (%, 9) iJ) 

=f (uv, u(1— »)) JI
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om Uf m—| 

eee eee ட் 
f (m) | (a) 

1-1 
[uC — a] 171 

ரண 1 ஈட ஈடு ் Pr (m+ a) 

—~u m+-n—lm—1- n—1 
டத ம பறி ச (1--ஐ9 

a fo pawl) . 
oe ச 

1 ona! ம 

: 1 ற 
(ல | 

== &i (29... (9 

ட த 1 எழ ஆ ஐ 

BORO KEM Ou @ 
௫ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்)- 

i m—1 நம் 

a= —gtaray ட போ ப ட 
= 0, (மற்ற மதிப்புகளில்). ர 

இங்கு த; (ம, 8) = 1 (0): ௪2 (9) எண்பதாம் Uy 1” இரண்டும் 

சார்பற்ற மாறிகள் ஆகின்றன. 

மேலும், மாறி (௩4 x) பண்பளவுடன் கூடிய ஒரு காம்மா 

மாறி, 
co - 

77மாறி ஈ, ॥ இரு பண்பளவுககாக் கொண்ட ஒரு முதல் 

வகைப் பீட்டா மாறி என்று நிரூபணமானது.
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மாதிரி 12 2 

m, n பண்பளவுகளைக் கொண்ட ராண்டம் மாறிகள் 

முறையே 2ட், &, என்றுல், 

(7 = 4a, + X2 

Ur = என்றால், 

இரண்டும் சார்பற்றவை என்றும், 

U, > G(m +n) 

U,> Bo (m,n) wor pact cror pid Heed. 
௩ 

&, 2. இரண்டும் சார்பற்ற காம்மாப் பரவலைச் சார்ந் 

திருப்பதால், 

7 (80 x2) = A; (*,)- fo (4) 

| —* ட நர —y nol 
<= Fim) Pin) * 8 ச x க் 8 உட yp > 

042) 400. 

= 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கு) என்றாகும். 

uy = X, + x2 

  

  

ul, = - 
a My 

x x, x u fie, = 142. .40e. & 

x, 782 *2 

ச் ச = 4 

"A= Tt 

எனவே x, = ty. x2 

Uy, 
Uy. 
Ty Ht ts 
 



தொடர்ச்சிப் பரவல்கள் 303 

தண்ட பம [1௮ 
ty மட 4 I+u, 

  

  

  

  

  

= My 
Ra Smiths 1 ஆய 

uy U2 ;-—4 

~l+ua, 1 +4, 

ட 2 (0534 

IJI 7 0 (பூ up) 

. — ஏ = 14) 

ட் (1-1 ப அ 

கழ ச (0, ௦) 

- + (0, 0) என்பதால் 

uy (0, 6) 
\ aso நாம் கண்டு அறியலாம். 

ீ- (0, 6) 

eg (ur, Ug) ௩ [ரீ சி. IJ! 

Uy uy by த 

~ ‘a THe |: 

1 — (ae eo 

    

  

  

Remy ery’ ° i+u, 

n—| 
141 

ms (ர கசி ப 

1 ணை! 174. + n—2 

ர்ரூடாரு , 

ன் m—1 ite 

Fs, Ea 
ய) m+n (1 + ue)
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Pee oS m+n-] 

ரு... 

m=} 

ர ர ப 

ன -B(m, ny (i+a2)"-+" 

O<u-< oo > O0<u, <a 

த, (0). 22 (4a) > 0< ப்ப U, <@. 

௯ (0), (மற்ற மதிப்புகளுக்கு). 

சயியு-௪ட (1) 2. (ம) என்பதால் மட, டீ இரு மாறிகளும் 
சார்பற்றவையாகும். மேலும், 

(/, மாறி ஒரு G (m அ rt) மாறி எனவும், 

7, மாறி ஒரு 3. (௬, 1) மாறி எனவும் Bee histor Spay 

மாதிரி 13: , 

ஈ எண்ணிக்கைகள்..கொண்ட ஒரு ராண்டம் மாதிரியைக் 

கீழ்க்கண்ட பரவலில் அமைந்துள்ள ஒரு முழுமைத் தொகுதி 

யிலிருந்து எடுத்தால் %-ன் பரவலைக் கண்டு பிடிக்கலாம். 

  

in — x/a = pew i 

14 = i * (3) 

ஐ 
M (Q)=E (e'*) = | bx. 
தட்டப் a
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roe) x 

oJ | ~({i—2#fe இஃ] 

ree ம் 6 
1 -!(l—aty p-1 

1௫0 1- 3 dy. | 3 

__1 (2) - 
  

் ழி 
ஐ மகக 

t 

sa 

| ss M () = = (௪ | 
cx 

My ()=M_ (= M 
xX; 
  

n 

(io Xs Xo... Xn சார் பற்றவை) 

- ர (034 ™ AQ 5) 

4] ச” 
(ஏனெனில் 4-கள் எல்லாம் சர்வ. சமமானவை.) 

(3-7 
| 

i 

18 
க,பு.--20



306 க்ணிதப் புள்ளியியல் 

ஆகவே ஃ&-ன் பரவலை நன் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார் 
பலன் மூலம் விளக்கலாம். 

உன் ௭௯.அ.சார்பலன் 

௩ 

= (2) AAR) ப 
ta ₹ (2) 
(72) “ ரன எஸ 

8-8. கோஷியின் ugassd (Cauchy Distribution) 

ஒரு தொடர் ராண்டம் மாறி 2ட்ன் ஊ.அ௮.சார்பலன் 

1 
IO) = SFE உல றி 2௮2 

என்றால் 28 மாறியை ஒரு *கோஷி மாறி” என்றும், அதன் 
பரவல் ஒரு 6கோஷி பரவல்? என்றும் கூறலாம். இப் பரவல் 

புள்ளியியல் தத்துவத்தில் மிகவும் உபயோகமாகிறது. 

த என்ற ..புள்ளியைச் சுற்றி சமச்சீராக இதன் 
அடர்த்திச் சார்பலன் உள்ளது. எனவே, இப் பரவலின் இடை 

நிலை 4 ஆகும். இது திருப்புத்திறன்கள் அமையாத ஒரு 
பரவல் ஆகும். 

மேலும் 2, &, இரு சார்பற்ற தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் நிலை 

மாறிகளானால், 7- #1 மாறியானது ஒரு கோஷி மாறி: 
2 

  

Astug Yo Pugster அடர்த்திச் சரர்பலன் ஒரு 
கோஷி அடர்த்திச் சார்பலனாக இருக்கும். இப் பரவலுக்கான 
சராசரி 

5 ௫) 

  

yim [ere ite 
ற 

ஸ் 

-= டய 4 
de —— ~ ன 3
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ட ஐ ௯ 

= pL. ட ப 1 கேட) dx B 1 dx + | 

ம 
“THC 

_ னா 

ன் a 
= JA JO. . Y= அமை . e+ x | பூ ( x உ) 

ல் 

ம் J: ; 
‘ —-—— dy 51 & Susi er மையான aie {253 ly Os து ஒரு முழு 

று 

ஒருங்கியாக (164813 convergent) இல்லாவிடினும். 

n 

‘ . ட்ட lim y 
இதன் தலையாய மதிப்பு (Principal value) nas 18) dy 

தொகை அமைந்து காணப்படுகிறது. 

மேலும், இத் தொகையின் மதிப்பு பூச்சியமாகிறது. எனவே, 

ey =2z+0 

ஆதலால்,பொது தோக்கில், கோஷி பரவலின் சராசரி 

அமையப்பெருது. கோஷியின் சராசரி அமைந்துள்ளதாக நாம் 

எடுத்துக்கொண்டால், அதன் மதிப்பு 4 மல் அமைந் 

திருக்கும். | 

இதன் ஊக அளவு வளை கோடு - உ புள்ளியைச் சுற்றி 

சமச்சீராக இருப்பதால், சராசரி, இடை நிலை, முகடு மூன்றும் 

ஒரே இடத்தில் (4-2) பொருந்துகின்றன. மேலும், 24-ன் 

மாறுபாடு எ” - கீ (ய 

ல 
natal (கோத) 
டக 1--(2-- ய” 

ஹ் 

இங்கு ச* அமையப் பெருது; ஏனென்றால், இத் தொகை 

ஒருங்கியற்ற தொகையாகும் (not cenvergent). என வே 

ர 9-த்கு கோஷி பரவலின் ந மதிப்பு அமையப் பெறாது.
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பயிற்சி 17. 

qa) ஃ, 7 இருமாறிகளும் N (0,1) என்றமாறிகளாயின் , 

(i) xX? 

Gi) + Y 

is த் 
(1) உன் பரவல்களையும், அவற்றின் மாறுபாடுகளையும் 

கணக்கிடவும் 

(2 %, 7 இரு மாறிகளும் முறையே ு, ௩ இரு பண்பளவு 

களக் கொண்ட காம்மா மாறியானால், 

UH X+4+ Pr 

xA-—Yr 

8௮ த 

என்ற இரு மாறிகளும் சார்பற்றவை என்று நிரூபி. 

(3) &மாறியின் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

f(x) = 2x e730 42% 4௦ 

0 , (மற்ற மதிப்புகளில்) என்றால் 

ராம நன் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலனை நிர்ண 

யிக்கவும். 

(4) மாறி (௩/2, ௩/2) இடைவெளியில் ஒரு செவ்வகப் 

பரவலில் (ஒரே சீரான பரவலில்) அமைந்திருந்தால், 7” 18௩ 

ன் பரவல் ஒரு “கோஷி? பரவல் (Cauchy Distribution) ere 

நிரூபித்துக் காட்டுக.



9. மாறிகளின் உடன் தொடர்பும், 
தொடர்புப் போக்கும் 

(Correlation and Regression) 

9-1. மாறிகளின் உடன் தொடர்பு 

ஒரு மாறியைப்பற்றிய பரவல்களை முந்திய அத்தியாயங் 

களில் அறிந்தது போல இரு மாறிப் பரவல்களை (1//வ1க௩6 012108) 

அறிவதற்கு அவை தொடர்புடையவை என்றால், அத் தொடர் 

பைப் பற்றி இங்கு ஆராய்வோம். எடுத்துக்காட்டாக ஒரு குறிப் 

பிட்ட ஆட்களின் தொகுப்பில் அவர்களின் எடையையும் 

உயரத்தையும் அளந்து ஆராய்ந்தால், அது ஓர் இரு மாறிப் 
பரவல் எனப்படும். இத்தகைய இரு மாறிப்பரவலில் எடையும் 

உயரமும் ஒன்றுக் கொன்று தொடர்புடையதாக இருக்கிறதா 
என்று நாம் காண முற்படுவோம். ஒரு மாறியின் மாற்றம் மற்ற 

மாநியைப் பாதித்து, அதையும் மாற்றினால், அவ்விரு மாறிகளை 

யும் “தொடர்புள்ள மாறிகள்? என வழங்கலாம். இரு மாறி 
களும் ஓரேதிசையில் மாறுபட்டால் (அதாவது ஒரு மாறி கூடி, 

மற்ற மாறியும் கூடினாலோ , அல்லது ஒரு மாறி குறையும் போது 

மற்ற மாறியும் குறைந்தாலோ), அத் தொடர்பை *நேரடித் 
தொடர்பு, அல்லது *₹மிகைத் தொடர்பு?? (Positive Correla- 

(1௦1) . என்கிறோம். 

இதேேபோல, இவ்விரு மாறிகளும் எதிர்த் திசையில் மாறு 
பட்டால், அத் தொடர்பை எதிர் மறைத் தொடர்பு” (1462க11476- 

Correlation) என்று கூறலாம். 

%, 7 என்ற இரு ராண்டம் மாறிகளின் உடன் தொடர்புக் 
கெழு ₹(&,2) என்று வரையறுத்தால் ,
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Cor (X; 2) Cor CX, aD a 
ஃ = ye ee FL ee SE 

EN = 1 ey VERT EP se op கிறது 

என்வேச்தமகை அக்லாக். உது (=) (>) 
oX vy ௪ o 

உடன் தொடர்புக் கெழு ௩5 ஐ வேறு விதமாகவும் எழுத 
லாம். திருப்புத்திறன்கசா உபயோகித்து இரு மாறிப் பர 

வலுக்கு எழுத உ நூ என்ற இரு விதமான திருப்புத்திறன்களை 
முதலில் இங்கு வரையறுப்போம். 

Bis ES xy 6 f (9) (தனித்த வகை) 
rs 

௦ 0- 

[iis x அ .ரீடிறு்.ஜம் (தொடர் வகை) 
டெ ஜெ 

அதே போல, 

r Ss 

Br = ZE(x— xX) (9-7). f(x, 9) (தனித்த வகை) 
rs 

ம் 

ae & 

| | (* — x) ் (ந) சீறும் 
ழு 0 ; 

(தொடர் வகை) 

இங்கு 1- 1) 2-0 என்றால், 

ஐ ல 

ந ழ ரூ ற்கு ௪ 
ழு று 

70, அ நீத 

dS (er) dx. dy = (ற) 9. 

9
-
௫
 

ல 
g
g



"மாறிகளின்' உடன் தொடர்பும், தொடர்புப் போக்கும் 311 

r=2, s=0 

ம [9 ௪] | ், 

கடி [ ஐ*0(0 2) ](௮்ச் 
கழு ஆறு 

= Var (x) =o," 

7௬ 0) ஆ 

. -ஐூ. ஐ ‘ 
_ 2. 

co j j த) (ர) Sle, raed 
01 00 

= Var. (7) = ay’. 

ல co . 

_ 1 1 
Pa = J | 6-௨) (ர) f(x, 9) dxdy 

~O —O 

= cor (#, 9) = oxy = E(x — 2) (9 = 5): 

(தனித்த வகைக்கும் இதேதே போல வரையறுக்கலாம்.) 

ஆக்னாஷால பகம். = னை பிய 
Vox. ay N20 * Bos 

டூ ் டினா cor (X, 19) 

ம் 51 ருரு 

__ (2) (7-3 

VE(X —X).E(r—Yry 

522 

ire] Bary 
  Tx,y =  
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ந நாநா. _ 

VE (48 — WX) (SPN 7) 
(சீர்படா விவரங்களுக்கு ௩3 Data) 

(23-27 

உறு) ரு) இரு டாக 
  
  

(சீரான விவரங்களுக்குத் தொகுக்கப்பட்ட விவரங்களுக்கு.) 
உடன்தொடர்புக் கெழுவானது, ஆதி, அலகுகளின் மாற்றங் 

களில் சார்பற்ற ஒரு கெழுவாகும். 

ஏனெனில் %, 7*மாறிகளை உருவமாற்றம் செய்தால், 

ர த 
  

Y—c 

d 
  V= என்ற 

இரு மாறிகளின் உடன்தொடர்புக் கொழுவைக் காணலாம் 
(இங்கு ஈ, ம், 2, ச நிலை எண்களாகும்.) 

71 7, என நிரூபிக்கலாம். 

_ cor (U; V) 

VVC). VOW) 

\ 

5 p = ॥ E [(u— a) (v — 9) 

«(= =] | 

    

b , d 

__1 கடி... 
bd 

V(U) = E(u—u)?* 

= £(*54) = ட் Var (x) 

  

  

௯ 
த் V(X). மூ



மாறிகளின் உடன் தொடர்பும், தொடர்புப் போக்கும் 313. 

V(V) - தடி 

  

  

    

= #(252 =n (iii) 

cor (U , V) 
எனவே? = VV (U) VV) 

1 proor (x, N 
  

  ரச * VV(X). VY) 

ver 
று bd * Ty 

=r,» 3 [6,d pGr 6M (sign) உடைய 

தாய் இருந்தால்.) 

௫ ர ர (டிய எதிர்க் குறியுடையதாக 

இருந்தால்.] 

2. இரு சார்பற்ற மாறிகள் தொடர்பற்று உள்ளன. 

& 17 இரு சார்பற்ற மாறிகளானால், 

cor(x,y) = E(X— X)(Y¥— 1) 

E(X—X): E(Y—Y) =0 

cor (xy) sterGei ty, y= 
VV (X). VOT) 

ஆதலால் இரு சார்பற்ற மாறிகள் தொடர்பற்றவை. 

ஆனால், சார்புள்ள மாறிகள் தொடர்புடையவை என்று 

நிச்சயமாகக் கூறமுடியாது. 

எடுத்துக்காட்டாக, & மாறி (1, 1) இடைவெளியில் ஒரு 
*ஒரு சீரான? பரவலில் அமைந்திருந்து, 24” என்றால்,
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மாறி, &மாறியை முழுதும் சார்ந்துள்ளது. 

இங்கு 4-ன் ஊக அளவு அடர்த்திச். சார்பலன், 

f(x) =}4,—-<Xe1 

௯ 0, (மற்ற மதிப்புகளில்). 

1 

இப்போது உட மகிழும் | prea}. * | 
ரத அர 

al
e 

1 

49 = ECL) = EG!) = alee 
1 

= [a J stat 

cor(s,9) = E(X—0)(r—})- 

= E(—0) (2*— 4) 

= E(t — 3] 

  

॥ 
ba
be
s 

ண
ை
 

| 
% 
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y,
 ed ர் 
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] | tv ® ww
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ஆகவே 4, 7 இரண்டும் முழுதும் சார்புடையதாக இருந்த 
போதிலும் ரந, y = 0. , 

எனவே, சார்பற்ற ராண்டம் மாதிரிகள் உடன் தொடர் 

பற்றவை ஆகும். கு 
உடன் தொடர்பற்ற ராண்டம் மாறிகள் சார்பற்றவை 

யாக இருக்கவேண்டிய அவசியம் இல்லை. 

ந, 7 மாறிகள் உடன் தொடர் பற்றவையானால், 

(29) (ம 4 7(1) என நிரூபி. 

[77(அ) என்பது &-ன் மாறுபாடு] | 

V(X + VY) = Elety — ஐ டட 

= El@ +9)— (3 +901" 

= E[(@—%) + Q—y)P 

= E(x—8)*+ E (y—v)' + 2 E (#2) 3) 

= V(X) + V (LY) + 2 Cor (X,7) 

- இங்கு %, 7” இரண்டும் உடன் தொடர் பற்றவையாதலால் 

Cor(X;7)=0. 

crores V(X+ Y) = V(X) + V(Y) 
  

QC sGurw V(X—Y) = V(X) 4+ 7 (2) ஆகும். 

ந, * உடன் தொடர்புடன் இருக்கையில் 

37) 2 சட், என்றால் 

ort, = ox' +a,’ + 2 Cor (x, ») 

Cor (x, +) 

Ox Wy 
Gingyih, r= என்பதால், 

Cor (x,y) = 1 ox ச) ஆகும். .



316 கணிதப் புள்ளியியல் 

ச V(X + ரதி] = ot, = ox +o, + 2 T Ox Ove 

அதாவது Wag, = ox't+y — (e2+e,") 

‘= o°(~+) — ox’ — a,’ 

2ex ச 

எனவே ௪.) ௪,” ச,£-ட, மதிப்புகளாக் கொண்டும் ன் 
மதிப்பை இச் சூத்திரத்தின் மூலம் கணிக்கலாம். 

&, 7 மாறிகளுக்கு 

aa X—X, 

2 774 என்றும் 

ச, ர” முறையே இவற்றின் மாறுபாடு என்றும் கொள் 
வோம். 

  டு. 1 5 (அ ) 2-9 

na xi Ji * * க ் 
wt (=. + =) =21+1) என்றும் நிரூபி 

2 

மேலும் -- | 5 ர 5 1 என்றும் நிரூபி: 

— 1 a5 Xi Ji 
(i) Q- ude = ௪ > (= oS கச ee அ) 

_ ox 4 ஸ்”. 2௯ 

ox” oy" oxo? 
  

4 2(1-2), - வ.பக்கம் 

ox" ar ox oy 
(ii) இ.பக்கம்--1- 5 (4-+2 4 2h 28 அம்பு 

= ox oy 2.௪.௩ ரூ உ ப ப எற்கு   

Gx Gy ox Gy
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=2(14+ r) = aude. 

2 4 a 

இப்போது 45 (= “= மறு! ௨ 0 ஏனெனில், 
Gx ர் ச 

இது ஒரு வாக்கங்களின் கூடுதல். 

, ஆதாவது 2 (1--ஐ9 2 0. 

1௮2 0 

r<l 

இதைப் போல (11) ஆவது மதிப்பும் எதிர் மறையற்றது. 

21-20, 

1720 

12 ].. 

இரண்டையும் சேர்த்து எழுதினால் --1 5 7 5 1 என்பது 

புலனாகிறது. 

9-2. மாறிகளின் தொடர்புப் போக்கு (6216554010) 

ஓர், இரு மாறிப் பரவலில், மாறிகள் தொடர்புடன் இருந் 
தால், இந்த இணை மாறிகளை (சோடி மாறிகக£) ப்புள்ளிகளின் 
மூலம், "சிதறல் விளக்கப்படமாக அமைக்கலாம். அப் புள்ளிகள் 

ஏதேனும் ஒரு வளை கோட்டைச் சுற்றிச் சூழ்ந்திருப்பின் , அந்த 
வள கோட்டை *தொடர்புப் போக்கு வகாகோடு?. (0மோர6 ௦ 
1%ஜ281௦1) என வழங்கலாம். ஒரு மாறியின் ஒரு குறிப்பிட்ட 
மதிப்பைக் கொண்டு மற்ற மாறியின் சிறந்த மதிப்பீட்டு 

அளவைக் கண்டு பிடிக்கப் பயன்படும் நேர்கோடு ஒரு தொடர் 
புப் போக்கு நேர்கோடு ஆகும், 

& சார்பற்ற மாறியாகவும், 13” ஒரு சார்புள்ள மாறியாகவும் 
இருக்கட்டும். 

ன் மீது ன் தொடர்புப் போக்குச் சமன்பாடு 

3 ௩ சரம் 4ஆக இருக்கட்டும். 

2, ம் நிலை எண்களின் சிறந்த மதிப்பீட்டை (மிகக் குறைந்த 
வர்க்கமுறை) மீச்சிறு வர்க்கமுறை (861100 of least squares) 
மூலம் நிர்ணயிக்கலாம்.
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a n ae a ல் 

௮ இ; ௧- bx) rar Geo 

S =f (a, b) tars Dster® S-or சிறுமத்திற்கான (ஊம்ஈ1- 

mum) நிபந்தனைகளை 

  

  

@ ௨0] 
OS. (முக்கியமான சார்பலன் கள் ) 

(1) ஆ. 0 

வட்ட O'S ப 
(iii) 5a? >0 

ள் 958 ‘ ! ் 
(iv) DB உ.0 எனவும் வரையறுக்கலாம். 

இங்கு a = 0 sor Ga 

== 2D > (9 ரசி — 5 xi) = 

aie = 0 என்றால் 

தத சி ௧௪0 
அதாவது இங்கு இரண்டு ஒழுங்குச் சமன்பாடுகள் கிண்டல் 

கவரக் (Normal equations). 

T-(yi— a — bx) =0 நரன ட கத see கு eee ௫ 

Sxl —a— bx)=0 ட் ஸ் (2) 

apes சமன் பாடுகளைத் தீர்வு கண்டு, ச, ச-ன் மதிப்பீடுகளை 

யலாம். 

அதாவது தறகாமர்ச், yx ae a அ - (i) 

> துர ச Sad “BSA a" w« @) 

00) ஜல் வகுத்தால்". | a 
ஒல ஈத்த ப இ கல ஆ மல்டி 1 உடு.
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எனவே (5, 9) என்ற புள்ளியின் வழியாக ன் மீது 9-ன் 
தொடர்புப் போக்குச் சார்பலன் செல்கிறது என்று அறி 

AC Gib. 

P,, =E (x—%) (y—F) 

=E (xy) — x¥ 

i 
= 23 - 9 என நாம் அறிவோம். 

. i = 
> i= Py AEF 

மேலும், சலீல் 5 - ந* என் பதால் நகல்கள் 

இப்போது (2)ஐ ஆல் வகுத்தால் 

2 2௮) ௬ வரம், ் 3 n n 

Bayt ey = ak+b (ox*+-29) 

=x (a+bz)+54.x". 

=x F+5 ox? 

. yy=box?. 

Fy stot Gat b=» —— 
ox 

= 

  

a
>
 

॥ அ
 | ஒ I ft “e
t | 

Q *
,
 x 

x axa y ச 
b= உம். ஆ ௩௭௬௭௭0 ணெ 2), 

j ox ox ox 

- எனவேன் சார்பலன் 

a A 

ரக சச
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னு Puy 
———, XX ox 

2 t ox 

சற = 22 (0௮௫)   6 (y= 

எனவே, &-ன் மீதுர-ன் தொ. போ. சமன்பாடு (தொடர் 

புப் போக்குச் சமன்பாடு) 

(y- = 2"(e—3) ஸ் * ஆ ப (A) 

ர ஒரு சார்பிலா மாறி, £ ஒரு சார்புள்ள மாறியாக இருந் 
தால் 

நன் மீது -ன் தொ. போ. சமன்பாடு. 

கண (32 ஆகும். 

முன்போல * மீச் சிறு வர்க்க முறை? மூலம் 4, .8-ன் சிறந்த 
மதிப்பீட்டைக் கணித்துர-ன் மீதான -ன் சமன்பாட்டை எழுத 

லாம். 

ரன் மீது ன் தொ: போ. சமன்பாடு 

roa ் (9) ஸ்ட பட us (B) (x—x)= ற   

பொதுவாக, எப்போதும் இரண்டு தொடர்புப் போக்குச் 

சமன்பாடுகள் இருப்பதைக் காண்கிறோம். 

(0: %மீது ன் சமன்பாடு. 

Gi) 7மீதுட்ன் சமன்பாடு. 

ஏதாவது ஒரு கொடுக்கப்பட்ட க்கான ன் மதிப்பீட்டைக் 
கணிக்க (1) ஐப் பயன்படுத்துகிறோம் (இங்கு % சார்பற்றது; 
verity gg). கொடுக்கப்பட்ட )$-க்கான உன் மதிப்பீட்டை
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ரன் மீது ௨ன் தொ. போ. சமன்பாட்டின் மூலம், அதாவது 
(ய9-ன் மூலம் கணிக்கலாம். 

(இங்கு சார்பற்றது; ஃ சார்புடையது 

2 

“r=, என்றால், 3-3 22 (x—x) > 

ax . . 

ழி ரம் 

oy ox 

இதேபோல 

(கே x)= = (9-9) 

இரண்டும் ஒன்றேயாதலால், ஒரே ஒரு கொடர்புப் போக் 

குச் சமன்பாடு காணப்படுகிறது- 

r=—] என்றாலும்,” (8S 

ச _ (22 
| ax |= : ap 

இரண்டுக்குப் பதில் ஒரே தொடர்புப் போக்குச் சமன்பாடு 

காணப்படுகிறது. 

  

தொடர்புப் போக்குக் கெழுக்கள் 

  

Bil Fy 
~ ன் மீது /-ன் தொ- போ: Saga ae Ss" 

rox 
ஈன் மீது ன் தொ. போ: கெழு- a bry = 7 

2 1.0 rax 
ai or Bou dy, .dyx= og —— 

ax எதி 

த 
are. 

க. பு.-2)
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“7? = byx . Buys 

rats be s by 

அதாவது உடன்தொடர்புக்கெழு, தொடர்புப் போக்குக் 

கெழுக்களின் ஜியோமிதிச் சராசரியாகும். 

தொ. போ. கெழுக்கள் ? 0 என்றால், 12: 0 ஆகும். 

  

தொ: போ. கெழுக்கள் 4 0 என்றால், £ 4 0 ஆகும். 

ஒரு தொடர்புப் போக்குக் கெழு | இலக்கத்தைவிட அதிக 

மானால், மற்றொரு தொ. போ. கெழு ॥ இலக்கத்தைவிடக் குறை 

வாக இருப்பதைக் காணலாம். ஏனெனில், 

உமி எ 77 2 ] 

2: 1 எனில் ம் 2 1 என இருத்தல் அவசியம். 

இரு தொடர்புப்போக்கு சமன்பாடுகளுக்கு இடைப்பட்ட 

குறுங்கோணம் 

ன் மீது 7*-ன் தொ. போ. சமன்பாடு, 

y-jpe not (x— xz) = m, (x—2) என்க. . (1) 
  

Y-or 8 g 2-ன் தொ.ஃபோ. சமன்பாடு 

அதாவது (ர --$) - 22 ன் (₹-- ஜ9-ஈடி 6-2) என்௧க.(2) 

  

(1), (2) சமன்பாடுகளின் சரிவுகள் (slopes ) முறையே 

roy 
ox 
  my 

7S 
~ rax 
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இரு சமன்பாடுகளுக்கிடையே காணப்படும் குறுங்கோணம் 

0, என்றால், 

லயம் ஒர் 
ம் 4 டி 

  

  

  

_7 1 ox xy 

r * (ox? + @ 9") 

ழ் ox ay ‘ 
= < 

r fier r < 1) 

ல நாகி 

எனவேபவடு எட்ட: எட 2 
(i) 7-௪ 4* என்றால், ௩0 - 0,0ஈ%0,;க 

.. எனவே இரு சமன்பாடுகளும் ஒருங்கே பொருந்துகின் நன. :. 
அல்லது ஒன்றுக்கொன்று இணையாக இருக்கின் றன. 

இச் சமன்பாடுகள் (8,9) புள்ளி வழியே செல்வதால் 

இவை இணையாக இருக்க முடியாது. ஆகவே, இரண்டும் 

ஒருங்கே பொருந்துகின்றன. 

Gi) r= 0 cargo, 

tan@=@. a4s'ag 8 = ௯/2 

எனவே இரு மாறிகளும் உடன் தொடர்பு இல்லாமல் 

இருப்பின் , அவற்றின், சமன் பாடுகள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத் 

தாக அமையும். 

7 wHUT yo gy cReap (Standard error of estimate ol y) 

நன் மீதுர-ன் தொ: போ. சமன்பாடு 

= I ze ரர அ 6௮௮) 
ox 

7211 ல ் 
பத அ 1 -—— (X — ௪ pa Fr = ற ( x)



கண்டநித்தர மதிப்பிற்கும், எதிர்பார்க்கும் 7 மதிப்பிற்கும் 

இடையேயுள்ள வேறுபாடுகளின் வர்க்கக் கூட்டலை 

2 SF re Be, 

2S, 5 (x — TP 

  

         

  

int 

- 8 pop zee} 
ந டப Fs @ — a] 

உ[0-9:4 21 6-௮ 

2. 3% wy =) 
s 3 

aSpaalex +o ற் —2- Pu,   

Poy ox 

~ nfo — 224] 

=noxv({i-—r) 

மர” எ சந (1- ர) 

அல்லது மதிப்பிட்டின் தரப்பிழை - $,- ச_4(1 -- 77) 

இதே போல, x மதிப்பீட்டின் தரப்பிழை 

= Se=o,Vl—7) எனவும் நிரூபிக்கலாம். 

ஆ கூச (1-7)20 

1220
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௮] 

அல்லது 1] 27௮ 1 

சூறிப்பு : 
(0) 7-௬ 4 1 என்றால், 

Sy" = 0 

எனவே, எல்லாப் புள்ளிகளும் நேர்கோட்டில் அமை 
கின்றன. 

(1) 7௯ 0 என்றால் 

பீ ௮ ஏரு 

இங்கு எதிர்பார்க்கும் 7”மதிப்புகள், 7-ன் சராசரியாக 
இருக்கும். 

உடன் தொடர்புக்கெழுவின் ஊகப்பிழை (Probable Error) 

1 இணை மாறிகளின் மதிப்புகளக் கொண்ட ஒரு ராண்டம் 
மாதிரியில், * என்பது உடன் தொடர்புக் எழுகாளுகி, அதன் 
ஊகப்பிழையைக் கீழ்க்கண்டவாறு காணலாம். 

4 
grinGenip (Std. Error) 

8.௩. 1-7 என்றால், 
vn 

  

ஊகப்பிழை - 0.6745 % தரப்பிழை 

= 0.6745 1-7 
qn
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கொடுக்கப்பட்ட உடன் தொடர்புக் கெழுவின் ஏற்புடை 

மையைச் (81111 சோதிக்க இந்த ஊகப்பிழை பயன் 

படுகிறது- 

9-3. afiensS Dore ty (Rank Correlation) 

இங்கு ஈ நபர்களின் இரு குணப் பண்புகளை (4, 8) அவர் 

களின் தகுதிகளின் படி வரிசைப்படுத்துவோம். 

இந்த வரிசை முறைகள் இரு பண்பளவுகளுக்கும் பொது 

வில், வெவ்வேறாக மாறுபட்டு இருக்கும். 

எடுத்துக்காட்டாக அழகிற்கும் அதிவிற்குமான தொடர் 

பைக் கவனித்தால், அழகான நபர் mar ppg இருக்க 

வேண்டுமென்ற அவசியம் இல்லை. 

4, 8 என்ற இரு பண்புகளில் “வது நபரின் வரிசைகள் 

டிரம் ௪ 1,2,3 ...॥ என இருக்கட்டும். 

கள், ராகள் வரிசைகளுக்கிடையேயான உடன் 

தொடர்புக்கெழுவை, .4-க்கும் -க்குமான வரிசைத் 
தொடர்பு எனக் கூறலாம். 

சமநிலை வரிசை இல்லை (ஈ௦ (15) என்ற தற்கோளுடன் X.Y 

மாறிகளின் மதிப்புகளை ஆராய் 3 வாம். 

இங்கு £ மாறி |, 2, 3....ஈ மகிப்புக்களையும், ர மாறி இதே 
மதிப்புகளையும் வெவ்வேறு மாறுபட்ட இடங்களில் கொண் 

டிருக்கின்றன. 

௩ (1--1)/2 2௨-41 
aerGat =F = ——— =   

ம ர 1 
ஊன் மான் மாறுபாடு சம் = ் இற 

5 2 - முதல் ॥ இயற்கை எண்களின் இருபடிக் கூடுதல்- 

_௩0-41) (22+ 1) 

6 

படக நோடு 07 
67 4 
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2 (3ா“-32%1) 306௧1) 
சல 

12 

nt 
~ 42° 

2 

இதே Cure a= =. 

xi— yi = ய் என்றால், 

d; = (x;~*) —(9:-F) 

+ Sat= ர (6-௪) - (»—5)]* 

HLS (28 +( 91-2 (= 9) (He) 

=ox+ay'—2 cor (x, y) 

1 நீ ர் 
ர் ௫ 2 cor (௮). 

“1 1 . 
*. 2 cor (x, )=2- 5 ee ai 

பணை 1 
cor (x)= Fy By BH 

ix, 2) வரிசைகளின் உடன் தொடர்புக்சிகழு 

cor {xy 9) 
Try J ஏஏ)” 

27 

Ee Ge) 
  

  

 



38... 2... :தணிதப்புள்ளியியல் 

3-1 1 

= we” 

Cr 
= 2n co டர Be" . 

6 3 di? 
12 

= 
இதையே x, ன் வரிசைத்தொடர்பு என்கிறோம். இதை 

£ஸ்பியர்மேனின் உடன் தொடர்புக்கெழு? என்றும் வழங்க 

லாம். 

410 என்றால் (எல்லா £--க்கும்) 

r=] BSW. 

மாதிரி 1; 

Qo ear AsrLiddors gramtih wor pact X, 1 ~r 

சராசரி, மாறுபாடு முறையே 0, 0; ச;£, ௪.” என்றால், 

umx cos Q@ + y sin Q 

  

psx sin @ — 7 cos Q. என்றால் 

7 சட் Os எ பி 
பண [(o12 — o:')* + 40,* o,* 00860" 2201 ன நிரூபி. 

தீர்வு $ 

&, 7 மாறிகள் தொடர்பிலா மாறிகள் ; 

etorGeu cor (x, )=0 ry, x = 0. 

= xcosQ@ + ysin Q. 

i= xcosQ + 7 sing 

7 —0=@—#) 605 O + (99) ஸ்ட... 
/-ன் மாறுபாடு௯ ரம =E (u—i)? 
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= E [(«—x) cos @+( »—¥) sing] 

= ox" cos*Q+ a7" sin*Q@ +2 sin @ cos @ cor (x, 7) 

॥ ௪%* ௦08804 ர” ௭10. 

[௦ (௨, ¥)=0.] 

சமீ ௪1” 0080 சஜ 51௩70. 

ut ly ov 8 [v—v]* 

=E [ (*—X) sin @—(»-—F) cos Q]’ 

=ox" sin @+c7* cos’*Q—2 sin Q cos Q [cor (x, y)] 

ov? = oc,’ sin? Q + o,'. cos? Q. 

cor (u, y)=E [(u—2) (v—2)]} 

=E ((x—%) cosQ+{ y—¥) sin Q] 

x [(*—2) sin Q--( y—F) cos Q] 

=ox* cos Q. sin Q@ ~cos’Q. cor (x, 7) 

+sin*Q- cor (x, y)—o3*. sin Q. cos Q. 

=(¢,°—¢,7) sinQ- cos Q. 

நட்டமா 
்் [rere 

_ (௪,௪22) sin 0. 5050 ட } 

f(a? cos*Q + 0,°sin7Q) (a1°sin’® + a,"cos’ Q)} 

சய” கட்க (௪. ௦௦8804 சஹஸ்பீடு) (௪ டீவ்ட்ட--௪,“0080). 

ுச.ட௨௦௦ஷஐஓ0. எட0--ச,£ச, (00810 -- ௭0) 

+-g,'. cos?Q. sin®Q. 

ட் =(0,4+0,') sin?Q. cos?Q. + a170, (cos? Q +-sin?Q)? 

௮2 சபீச,3 ௭030. ௦0550. 

(௪ 2--௪,2)5. 8020. ௦௦8094-௪ட எ,*.
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2 (௪13--௪23)5. sin?Q. cos? Q@ 

் சி ௪3, ௪02 
  

(சட்--௪23)5. sin?Q- 00530) 

(௪.3 ௪டஏ3)3. 8பீ0, 0௦294 ௪,2௪,? 
  

= (so ,?—22?)?. 
(sin2@)? 

4 

Gin) as 
(o,;?—o,”)?. த russ, 

  

z, 

= (சட் -- எட ப் 

(0, — o,7)* + 42,7 a2” cosec * 29 

(சட ill சஜ) 
ஃ pus = (or ரா ச்)” + 4 ச. ச் 605607 29] 1/2 

மாதிரி. 2: 

, *ராண்டம் மாறிகள் இயல் நிலையில் இரறைத்தவாது 

பரவியிருந்தால், 

u= xcos bh + ysin ob. 

a= ycos 4 --20.4, என இருக்கட்டும். 

27 சகர 2 பட 
= — oF என இருந்தால் 1, ௦2 இரு மாறி 

களும் உடன் தொடர்பில்லாத மாறிகள் என்று நிரூபித்துக் 

காட்டு. 

tan2 L= 

(Qugr=r (x9) 5 oe - உன் மாறுபாடு. ao y* = )-68r 

மாறுபாடு) 

cor (#, 0) = E[(u — a) (» — 9)] 

= E[(x—x) cos & + ( — y)sin L] 

X [ly — ¥) cos oh — (x — X) sin A] 

= cos? of «cor (xy) — ox" cos of. sin of



மாறிகளின் உடன் தொடர்பும், தொடர்புப் போக்கும் 331 

+o° y’. cos L. sin L . — sin’ AL. cor (x, y) 

= cos 2 oL. cor (x, y) — (sx* — சஜி. 

sin 2 ஃ 
த: 

₹2௦ ௯ 0அதாவது ௦௦ (௬, ௦) - 0 என்றால் மட்டுமே 1-ம், ௦-ம் 

உடன் தொடர்பிலா மாறிகள்- 

. ௦00 (யி) - 0 என்றால் 

  cos 2 oL. cor (x, 7) = (c,* —o,?). 20 5 ol 

& 2cor (x, 9) ='tan2 SL 

(சட — oy 

2to-% ty ll எனவே, 2௦0௦2 4 ன் ம் 
சழ ளு நு 

மாதிரி 3: 

ஒரே மாறுபாட்டைக் கொண்ட மூன்று தொடர்பற்ற 
மாறிகள் X41, 22, 2% என்றால், 

u = x1 +X 

B= x2 + 4X3 

யி உமாறிகளின் உடன் தொடர்புக் கெழுவைக் கணக் 
கிடலாம். 

u—a = (x, — %,) + (%2 — %;) 

o— 3 = (xy — X2) + (x, — Xs) 

ழ்
 vn ॥ ம்
 ॥ 8 ॥ 

an
 (தரப்பட்டுள்ள து) 

93 9 ௪2௯ 0 - 9233 = Sys (



332 ... கணிதப் புள்ளியியல் 

ஊ (உ [மற 6 ஐ] ட 
௮ இர கடி * ௫ எம] 

[௬-௮ 46-2௮ 
ee oy bois + oy + on 

- ௪4 (ஏனெனில் ௪ட ௮ 0) 

= ௪ (௪2 =o *) 

U-e மாறுபாடு cut = E(u— ay 

= E[(# — x1) + (டி. 54]. 

ஃ சம் சஜ * சேரி 

=o) + சல ௬ 2௪] 

-ன் மாறுபாடு - சளி இ [2 9] 

= E[(x, — %2) + (3 — நீழ] 

= o2' + o3° + 2033 

- எச (2 ௪0) 

= 20° , 

cor (u,v 
sror Garry, y om ee 

  

au? ev 

o* _ 

49 277247 22” ற 

(மாதிரி 4; 

ர மாறிகளின் சராசரி 0, மாறுபாடுகள் சூ, ௭”, உடன் 
தொடர்புக்கெழு 7 என்றால் 

u ax + by
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v= bx — a இரண்டும் தொடர்பிலா மாறிகள் எனில், 

ou. ad = (a" + B) ox* ay- ரர் என நிரூபி. 

Am wpeo pig (matrix method) 

[2 yet 2d 0 | 

[ope [ A] EF ] on [62] 

ee) - SNe) fe] 
81 “ஐ 

b—~—a 

மு மர x ogy; 

ற | 

        

uo 

  

E(u ot — 0) = (a? + 6°) [E (x* 7) — E* (x y)] 

சமி ச =x (a* + 4). (x" o,* — 7 ox" oy) 

= (a + 59)* ox" 0? (i — 1’) 

எனவே ௪௭:௪8 ௯ (24 ச?) ௪௭௯. YI Py 
இிரூபிக்கப்பட்ட து. 

மாதிரி 5: 

கீழே தரப்பட்டிருக்கும் அட்டவணை 10 மனிதர்களின் 
உயரத்தையும் (அங்குலத்தில்), எடையையும் (பவுண்டில்) 
காட்டுகிறது. உயரத்திற்கும் எடைக்கும் இடையேயுள்ள 
உடன் தொடர்புக் கெழுவைக் கணக்கிடுக, மேலும் XST, ox; oy 
கண்டுபிடித்து தொடர்புப் போக்குச் சமன்பாடுகளை எழுதுக. 

  

உயரம் | அஷ i SB | at) 5 | my a 73 | 67 லல 
(அங்) ] | | 1 

    

i 
i 

t 

(பவு). |   எர 010165 டயா ௮) 1] 150 
ட பப படட ட |
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A= 69. 

U=X—A= X—69 corgi 

கணிதப் புள்ளியியல் 

B= 165 எனக்கொண்டால் 

7 7.8 7-- 165 என்றும் கொள்வோம். 

ஷிஎு ரடி என்பதால் ௩, ஐக் கணக்கிடுவோம்.. 

  

      

  
                
  

  

  

[ச கயா ole Lo” | 

‘| 68 | sao] —1}—25] 1 | 623 _} 25 

ல (1801 o| டீ| 0 010 

6 1151-4] 01 | 225 | 0 

70 | 190{ 17) 25] 14 | 625 | 25 

n ' 170} 2! 51) 4 | 25 |. 10 

73 | 195, 4]. 30] 16 | 900 (120 

67 | 145] -—2} 20] 4 | 400 | 40 

66 | 140} —3|-25; 9 | 625 | 75 

62 | 155| —71—10] 49 | 100 | 70 

69 | 180; 0| 15} 0 | 225 | 0 

மொத் | —10} 10 | 1003750 | 365 
தம் | ‘ 

“Ss XY NXT N = 10. 
ny = (CL X—-NREM— NYT) 3° 

_$ார- ௫௫ 
N. 

“15: ரண வே |
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365. (19) (10/10 
  

    

= 0.646. _ [400- ரர) 73750—(10)"]1/2 = 
10 10] 

ox ௬௭ ஸூ Yuta 

_ 1, மழு = py +100 -()' = 0-19. 

சட vr, = 3. 

ol = 3 ஆ 

ஒர் நர ரா W 

ட் ருரு ம 10 

ப 375 [2374 

oY? 2374 3. 72 1934 
  

X = 68; Y= 166- 

எனவே ன் மீது 7௩ன் தொடர்புப் போக்குச் சமன்பாடு? 

G-— 7) = 2% (2) 
ox. 

(y ~166) sh. (932 _ 6g) 

3 (y—166) = (0.646) (19.34) (x—68) - (i) 

ன் மீது ன் தொ.பே. சமன்பாடு 

7 Yox 
மணற் =— (p—s) 

ey
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மாதிரி 62 

$- 68 0:046. (3) ட 
19:34 

எனவே, 

கணிதப். புள்ளியியல் 

669. (ii) 

ஒரு அறிவுத் திறனாய்வுப் போட்டியில் 28, 3” இரு பாடங் 
களில் 100 மாணவர்கள் பெற்ற மதிப்பெண்களைத் தொகுத்து 

உடன் தொடர்புப் பட்டியல் கீழே தரப்பட்டுள்ளது. 

ஃ 7 பாடங்களின் மதிப்பெண்களுக்கான உடன்தொடர்புக் 

கெழுவைக் கணக்கிடவும். 
பாடுகளையும் கண்டுபிடிக்கவும். 
தரப்பிழை என்ன ? 

இரு தொடர்புப் போக்குச் சமன் 
மேலும் 7” மதிப்பீட்டுக்கான 

கணக்கு மதிப்பெண்கள் 
  

  

  
    

      
      
        

  

    

  

      

        
  

40-49 | 50-59 | 60-69 | 70-79 | 80-89 | 90-99 one 

90-99 2! 4 | 4 10 

[80-89 1/ 4{/ 6] 5] 16 

¢ 70-79 5 | 10 8 | 1 24 

இ 60-69 1 4 9 5 2 | a | 

4 acters Ng Pt | 

1 316 6 2 | 7 
a 
G pos | f 1. , 

49 3) 5) 4 | ok 
| | | \ 

| மொத் ப | | aa 7 | 15 | 25 | 23 20 | 10 | 100 | 
| | 
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இங்கு 4, 7 மாறிகளின் உடன்தொடர்புக்கெழு 

27.47.) (272) 
  tyr = SS oe ES SS 

v (NS fe: 7—(3 fe - XP (ND AM HCO ATS 

ஸ் X—A X— 64:5 

* C7 10 

பச ரியர் z ல 
uy = 5 அட ஜடா என்று கொண்டால் 

மதமா என நாம் முன்பே நிரூபித்ததால், 

பந ஜக் கணக்கிடுவோம். 

அத டாட (ன நு (5 0) 

[2 Dd fete’ -— 0D fx 1) fv. powt fous] 

N= ¥ fx= fy=100. 

இப்போது > fxs Lhe ux, S fx'ur?, Shy இரக பு, உ ய் 

5: உட இவற்றைக் கணக்கிட கீழ்க்காணும் அட்டவணையை 

அமைக்கிடராம். 

TUxs Up = 

  

  

  

  

  

  

    
  

                    
    

  

  

கணித திப்பென்கள் 6 

5 
x | 445 | 54.5 164.5 | 74.5 |84-5|945 ' ; டீ cum of 

ee y yy |TyUy numbers 
i ux w each 

iy uy -2 | -1 ௦ 1 213 i 

945 | 2 2)4] 4 10 20 40 |. 44 

> i [4] fel [24] 

545. 1 ப 4 6 5 16 16 16 a1 

BL | ச] 12) ந ் 
8 74.5| 0 5 | 10] 8 4 a4 ௦ ௦ ௦ 

3 மண்டன Ie} 

3 கக்கா 4 1 | 4 935 ப் 24 24 a1 2 

உட... [|_| இ Es] Fa! 
8 5451-21 3/1 64 6 | 2 17 -34 68 20 

iS fiz 1 fot OF ் 

445|-3 | 32 | 5) 4 12° «| -36 108 33 

| . 1) 8.6. : it 

; இக உது படி நு போடுர 

i ed | 7 ந் ் ee 1 a ao) 14 len=too. | =-55 2252 | <125 

; உழ 2 fxx [14 | -13 | ௨125045122 15 
. . al 

2. ம 5; 
FxUx 28| 15 | O | 23} Ba| 90)" Ne 

் ட EFUxUy 
-g2}ar| oo] | 24/39 |"lo,                    
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இந்த அட்டவணையையும், சூத்திரத்தையும் பயன்படுத்தி 
னால் கிடைக்கிறது. 

LM fuxe—(S fxux) (> fru) 

"VN Shr —(S frrus)') [சரடு ந (5 fy) 

__ 100 (125) — (64) (—55) 
™ ¥EC100) (236) — (64)"F- [(100) (253—(—55)*] 

  

_.. 16020 0-7686. 

4 (19504): (22275). 

- மேலும் %, 2*ன் திட்ட விலக்கங்களையும் கணிக்கலாம். 

(6 5 நட்! fx uy" > மடி ux\s 236 64 5 

oes [ae -(“* 10 / {00 — \ 100 

= 13-966 ° 

ty Cy. / நட்ட எட்ட 

253 (—55\" ௮0 ere 
“100° - (Fi 100 a 

PaAtG 2H 

  

(64) = 64.5410. (55 = = 

ன அ 0 
Y= B4+ G,. fe 

  

  

= 74,5 +10. ட ட = 69-0 

எனவே 8? 7, ௪, சூடி ரஷ இவற்றின் மதிப்புகளை வைத்துக் 
கொண்டு இரண்டு தொடர்புப் போக்குச் சமன்பாடுகளைக் 
கண்டு பிடிக்கலாம்;
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- மன் மீது: “ன் தத். போ. சமன்:ச்டு... ஆ 

mf ae 

(0. 7686) Ua: 925). _ 
் 13-946 —1(X — 70.9) 

Y—69.0 = 

அதாவது r. — 69.0 = : 0. 821(X— 70.9)  .. =f) 

ன் மீது கன் iar. Gur. சமன்பாடு ் 

ra 
Xm—X=       

(0.7686) (13.966) (X — 10.9) = Se (r= 69.0) 

4 stagi X — 70.9 = 0.719 (Y — 69.0) 

இங்கு தொடர்புப் போக்குக் கெழுக்கள் 

= 0.821 

  

bxy = 0.719 

மேலும் = 40% ரந என்பதை மதிப்புகளைச் சமனிட்டுக் 

காண eet | 

r= (0.821) W. 719) - 0.7686 

மேலும், 7” மதிப்பீட்டின் தரப்பிழை $,- ர. 41" 

என்றால், ட 

தர Bea Sy = (14. 925) vi — (0 7௯9 

= 9.548. ca) 

மாதிரி 7 ் 

(2) இரு மாதிரிகளின் n,n, 

சராசரி (2,270) (Bae Fs) -- 

திட்ட விலக்கம் (ons oy), (xa Oy)
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உடன் தொடர்புக்கெழு, 1,,.ஈ, என்றால், இரு மாதிரிகளையும் 

pages சேர்த்த கூட்டு மாதிரிக்கான உடன் தொடர்புக் 
கெழுவைக் கண்டுபிடி: ் 

கூட்டு சேர்த்த மாதிரிக்கான சராசரி (3, ¥) 

ட ந் பருமன் ௬, 4 

99 ss திட்ட vga (or, vy) 

oF 2 உ டன்தொடர்புக்கெழு 

dyz = 2-9. என்றால், 

8 ர Ay = MH, Oxy Sy + My 12 Ox2 Tyg + N, dx, dy, 

2 + 712 dx, dy, 

என்ற சூத்திரத்தை நிரூபி, 

(6) கீழே கொடுக்கப்பட்ட விவரங்களுக்கு கூட்டுச் 
சேர்த் தமா.திரியின் உடன் தொடர்புக் கெழுவைக் கணக்கிடுக. 

மாதிரி 1 மாதிரி 11 

மாதிரி பருமன் ஈ ் 100 150 

் மாதிரி சராசரி x . 80 72 

மாதிரிரசராசரி 5 100 118 

மாதிரி மாறுபாடு (௪3) 10 12 

மாதிரி மாறுபாடு (௪5) 15 18 

உடன் தொடர்புக்கெழு() '0,6 0.4 

Stay: 

wy Sy 123). x 
8, + fn,
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sg mi +m J, 
¥ = a ப பப் 

my + 12 

nox =n (ox? + dx") + mg (ox," + dx,') 

ney = nor? + dy") + ny Co 9.7 + ,") 

a. 

fC — 21) Or — J) 

  

y= i=| 

Nye TH SFY, 

n 

D> (% — Xs) (i — Fa) 
ழ் imn, +1 . ses eco 

112 ௨௪32 

கூட்டுச் சேர்த்த மாதிரிக்கு 

n 
5 (ப (ட ¥) 

$ ௯] 
7 ௮ 4 

1 ஈ% சற 

n 
gqsrugnr.exoy = (3-2) (9-3) 

t=] 

ல் 

௪ $ (0-8) (அ 9). 
1௯ 

n 

+> 2) (தற) .. 
1==n 

. 
+1 

n, 3 

3 (a — XY) (nu —- 7) = 31 இ (ட 2)] 
= i=] 

[((ai— ¥) + (F1 — FD) 

(1) 

(2) 

அ (8-0 * (ற, ௭3) 4 (9-3) 

5-0 ௩-௧ YO ¥1)
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ட +m (%,— 2) (Vi — Fe 

DON F (x; — X11) = 0 

5 (அட - va) ன 0 

a ட் n 
எனவே, az (i — 4) (H- 7) =. & — x) (i 9) 

is = . 

+m (21 om EG x) 

= Mr, On ont. dey. dy - கை a8 (3) 

இதேதே போல, 

n . . fe, க உ த 

S (i — &) (9 — ந) ௮ 2; ஐ;$ எழ ர. ரி) மிடி மீற..(4) 

=m +1 

NOx Oy = M1, 0x1 O yl +My 12 Oxy oy 

+n, dx. dy,. +n, dx, dy,- Pep déaviue tg... (5) 

(b) கொடுக்கப்பட்ட uwuostiysar இச் சூத்திரத்தில் 
(அ சமனிட்டு ன் மதிப்பைக் காணலாம். ் 

= _. (100) (80) + (150) (72) _ oo = 75.2 

- (100) (100) -- (150 (118) 
ச் 250 == 110.8 

dx, == Xy — X= 4.8 

dy = நிழ எழ = 10.8 

diy = 2, — 2 = 32 

dy, = Fg— 9 = 7.2 

nox = 0, (ox +%dx,*) + 2, (o%," + dx") = 6640 

ne y = ne (oy, + dv") + m Coy? + dy?) = 23640
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எனவே, 

சட 71 படவ O yy + டிரம் சடக் உடம்பு ஸ்ட பூய ம 

ரர) 

(100) (0.6 4150 -- 150 . (0 4) 4216 -- 100 (10.8) (4-8) 
+ 150 (3.2) (7.2) 

(6640) (23640) 

= 0.8186. 

மாதிரி 8: 

16 மாணவர்களின் கணித; பெளதிக மதிப்பெண்களை 

வரிசைப்படுத்திக் கீழே தரப்பட்டுள்ளது. இதற்கான வரிசை 

தொடர்புக் கெழுவைக் கணக்கிடவும். 

  | 

கணக்கில் | 
வரிசைகள்| 1| 2 

(x) 

cn | 

7 119௭ 

| 
| 

| 
“Fh 

| 

3456 

| 
th IL 15 

| | 

வரிசைத் தொடர்பைக் காண உதவும் கெழு 

3 d;? dj == Xj — 9; 
1-6 ரு [arte | 

பெளதிகத் 
'தில் வரிசை 
| கள் (9) 

eye 126 ts 
1] ॥ 

ந 

| 

      

  

16 16 

இங்கு $ d= ஜ்: (x; —»i) 
iss | = 

2 O04 (8) 4040404184 402) + 1) 

4 (=) + (—4)" + BY +(—1)+ (2) (1) + 3) 

= 6441 EIS ESLI EI 16 4941444149 

= 136
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6 X 136 
எனவே Po y = 1 165 

= 1] 80 

பயிற்சி 1 

(1) 10 மாணவர்களின் கணிதம், புள்ளியியல் பாடங்களின் : 

மதிப் பெண்கள் கீழே தரப்பட்டுள்ளன. 

மாணவர்கள் 1] 2 3 4 56 7%$9 10. 

கணிதம் மதிப்பெண் 75 30 60 80 53 35 15 40 38 48 

் - புள்ளியியல் x9 5 45 S54 91 58 63 35 43 45 44 

(மைசூர். 1967) 

(a2) இரு பாடங்களுக்கான உடன் தொடர்புக் கெழுவைக் 
கணிக்க. ் 

(6) இப்பரவலுக்குக்கான சிதறல் விளக்கப்படம் வரைக. 

(2 கீழ்க்கண்ட மதிப்புக்களைப்பயன் படுத்தி 4, ன் உடன் 

தொடர்புக் கெழுவைக் கணக்கிடுக : 

yx = 548 Ex? = 21522 
i=] t=] 

Z 1 = 156 3 yt = 1675 
i=] t=} 

a 

$ நர = 4883+ n = 160. 
i= 

(3) இரு மாறிகளின் 50 (இணை) சோடி மதிப்புகளிலிருந்து 
கணிக்கப்பட்ட அள வுகள்: 

¥= 10 F = 6 

Oy = ரூ.௩2 7௯ 0
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மேற்கொண்டு ஆராய்ந்ததில் £ = 10, ௮ 6 என்ற சோடி 

மதிப்புகள் தவருன மதிப்புகள் எனத் தெரிய வந்தது. இந்த 

மதிப்புகளை விலக்கிவிட்டு மீதியுள்ள 49 சாடி மதிப்புகளுக்கு 
? கண்டுபிடித்து முன்னைய லிருந்து இது எவ்வளவு வேறு 

பட்டுள்ளது எனக் காண்க, ் 

(4) &,27, 2 என்றமூன்று ராண்டம் மாறிகளுக்கு. 

E(X)= 10 = E(Y) = E() 

ov =l,e0f =4,02=9 

rxy = 0 rez = ryz = + என்றுல் 

(a) E(X+ %—22) 

_ (b) -Cor (32 X, 52) 

(c) Var (X -- 2.2%) இவற்றைக் கணிக்கவும். 

(5) X, ¥ Qo wa Haot 0, சராசரியுடனும், ஒரே மாறுபாடு 

௪”-- உடனும், 0, உடன் தொடர்புக் கெழுவுடனும் இருப்பின், : 

u= Xcos L + ysin ob 

vz Xsin o& — y cos Lb 

மாறிகள் ஓரே மாறுபாட்டுடனும் (௪5), பூச்சியம் உடன் 

தொடர்புக் கெழுவுடனும் இருக்கின்றன என நிரூபி. 

(6) % இரு சார்பிலா ராண்டம் மாறிகள் . 

பம 

V=X— 7 என்றால் 

டி க ஹர என்று நிரூபி. 

இங்கு ரஷ * க்கும் க்கும் இடையேயுள்ள உடன் 

தொடர்புக் கெழு:
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(1) &ட,,ம் மூன்று தொடர்பில்லாத மாறிகள் ஒவ் 

வொன்றும் ஈ சராசரியுடனும், ச முறையே ச;*. ௪2% ௪3” மாறு 

பாடுகளுடனும் இருந்தால், 

oa U Xs பி 

ர ௮ தத 

(7, -ன் உடன் தொடர்புக் கெழு 

ன் படட ல் | 
4 (சப் ௪2)(௪ + 03°) 

  என்று நிரூபி- Tfuv 

(8) 100 கணவர்கள் மனைவியர்களின் வயதுகக£க்கொண்ட 

கீழ்க்காணும் அட்டவணையிலிருந்து கணவர் வயதுக்கும் மனைவி 

வயதுக்கும் இடையே காணப்படும் உடன் தொடர்புக் 

கெழுவைக் காணவும். 

  

  

  
  

  

  

  

    

கணவர் . 

பத | 20-30 | 30-40 | 40-50 | 50-60 | 60-70 | மொத்தம் 

வயது 

15-25 5 | 9 | 3 | 17 

25-35 | 1 | 2 | 2 37 

35-45 | 12 2 15 

45-55 4 16 5 25 

55-65 | 4 2 6 

மொத்தம்। 5 |230 | 44 | 24 7 100                     
(9) ஓர். இசைப்போட்டியில் பங்கு பெற்ற 10 போட்டி 

யாளர்கள் 2 நீதிபதிகள் கீழ்க்கண்ட முறையில் வரிசைப்
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படுத்தியுள்ளனர்- இதற்கான ஸ்யியர்மேனின் உடன் 
தொடர்புக் கெழுவைக் கணித்து, இரு நீதிபதிகளும் அவர் 
களின் தரத்திலிருந்து மாறுபடுகின்றனரா என்று ஆராய்க. 

  

நீதிபதி 

  

1444-15 
  

    சகச 33 மய 
  

(10 இரு தொடர்புப் போக்குச் சமன்பாடுகளிடையே 
உள்ள கோணம் 0 எனவும், உடன் தொடர்புக்கெழு 7 எனவும் 

இருந்தால், ௭௩0 4 1 - ரீ என நிரூபித்துக் காட்டு. 

(11) இரு தொடர்புப் போக்குச் சமன் பாடுகள் 

e+ 2y = 5 

2 4 3] - 8 என்றால் 

6) *5 p-0r சராசரி 

ஸ் ரன் உடன் தொடர்புக்கெழு 

(iii) தொடர்புப் போக்குக் கெழுக்களின் விகிதம், 

இவற்றைக் கணக்கிடவும். 

9-4, இருமாறி இயல் நிலைப்பரவல் (14கா12(5 Normal 

Distribution) 

77 இருமாறிகளின் கீழ்க்கண்ட சார்பலனை ஆராய்வோம். 

i. ~ 8 
SG, சட 2 41-23 ச 2 

0 olay eh 
--௦௦ 44% 400) 

  

—o<7<@,
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a, >0, o, > 0) 

று ரி Bis Hy < ௦, 

1௮ உலர். 

தற்சமயம் நிலை எண்களான ஆட, உ, சட், சஃ், உ என்பன 
ஒரு பரவலின் பண்பளவுகள் என்று நமக்குத் தெரியாது. இந்த 
7 ஓர் இணைந்த. (ஊக அளவு) நிகழ்தகவு அடர்த்திச் சார் 
பலனின் பொதுப்பண்புகக£ப் பெற்றிருக்கும் என்றுகூட நமக் 

குத் தெரியாது. இருந்தாலும் இப்போது 

(1) ரீ) ஓர் இணைந்த ஊ. ௮. சார்பலன் என்றும் 

(0 கா (சபி) 14 (டூ, சி) பரவலில் உள்ளன 
என்றும், 

(iii) க, ன் உடன் தொடர்புக்கெழு உ என்றும் இங்கு 
திரூபிப்போம். 

இத்தகைய இணைந்த ஒரு (ஊக அளவு) நிகழ்தகவு அடர்த் 
திச் சார்பலன் ஓர் “இருமாறி இயல் நிலைப்பரவலின் நிகழ்தகவு 
அடர்த்திச் சார்பலன்? என வழங்கப்படும். அத்துடன் X,Y 
ராண்டம் மாறிகள் *இருமாறி இயல்நிலைப் பரவலை2ப் பெற்றுள் 
ளன எனக் கூறுகிறோம். 

எதிர்மறையற்ற சார்பலன் /(2,0) ஓர் இணைந்த ஊ. ௮ 
சார்பலன் என்பதை இப்டூபாது விளக்குவோம். சார்பலன் ' 
Si (+) ஐக் கீழ்க்கண்டவாறு வரையறுத்தால், 

ம 

(6) =| fee 
— 00 

00 4 ESE) SE 
(i +n ( SE) 
  

இங்கு 8-8, 49 (2-8)
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—( fs J’ ட்ட ட் 
எனவேரீ, (0-௪ 147, | ச 272 (1-2) 

கண்னன் ப ௮ dy. 
or: Von ay N27 ர? 41 ஜ் 

  

7 (20-க்கான கோவை (௨55101) யில் காணப்படும் 

தொகைச் சார்பை (integrand) சராசரியும், ச2 (1-2) மாறு 

பாட்டையும் கொண்ட ஓர் இயல் நிலை அடர்த்திச் சார்பலன் 

எனக் கருதலாம். ஆதலால், அத் தொகையின் மதிப்பு 1 ஆகும். 

x- B, ] ஃ (0௪ ஷிபு |] 
௪௫2௯ a, ட 0௮2 40, 

௦ ல ஓ 

| f(x,y dvs \ Ff, (4) dx «1 srarugie 

00-00 ஜு 

அந்து எதிர்மறைச்சார்பலன் 7 (௩ 1) இரு தொடர்வகை 

ராண்டம் மாறிகள் &, 7-ன் இணைந்த ஊ. ௮. சார்பலனாகும். 

அத்துடன் 2ன் விளிம்பு ஊ.௮. சார்பலன்தான் f, (x) என் 

பதும் புலனாகிறது. இங்கு மாறி /7; சராசரியையும் சட் மாறு 
பாட்டையும் கொண்ட ஓர் இயல்நிலைமாறி: இதேபோல 75ம் 

ஒரு 24 (/4; ௪,”) பரவலிலுள்ள ஒரு மாறி எனக் காண்கிறோம் 

் ஆகவே 

ட்ட ஜு ஆர ட] ட க] Fos NU Ol 51 ௫ [- ஜுது 

நம எனத் தரப்பட்டபின், 1-ன் நிபந்தனை அடர்த்திச் 

சார்பலன்தான் மேலே காணப்படும் வலது பக்க இரண்டாம் 

உறுப்பாகும். அதாவது, 

மீ bjt { exp |- poe tym } 

a; ¥2~ V(l-p") அடர பதர] 

7-ன் நிபந்தனை அடர்க்திச் சார்பலல் y 2“ (*x— 4) 
1 

என்ற சராசரியையும், a2 (1-2) என்ற மாறுபாட்டையும் 

கெண்ட ஓர் இயல்திலைப்பரவலேயாகும். ்
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எக.வே, ஓர் இருமாறி இயல்நிலைப்பரவலுக்கு 22--% எனத் 

தரப்பட்டபின் , ன் நிபந்தனைச்சராசரி, -ன் ஒரு படிக்குரிய 

தாக உள்ளது. 

அதாவது 

E (118) =Pa+ 941) 

இங்கு &-ன் கெழு ag என்பதாலும், 
i 

S15 Oy முறையே &, சான் திட்ட கலகிகல்களா கா தரதூம் 

உஎன்பது &, சுன் உடன் தொடர்புக் கெழுவாகும். 

இதேபோல 7:-) எனத் தரப்பட்டபின் நன் நிபந்தனைப் 

பரவல் இயல் ஓர் நிலைப்பரவலேயாகும் என்றும் நிரூபிக்கலாம்ஃ 

இதன் நிபந்தனைச் சராசரி 

E(X | j)=#, + 710 Pa) 
2 , ட 

ன் மாறுபாடு ௪, (1-ல். 

உ ரப அரி 0 ச் (ஜ் | 

ஆகவே X,Y Qo மாறிகளின் இணைந்த அடர்த்திச்சார்பலன் 

படட. வட டட x—f, 2. os 

fH N= 2no10,N(1—p*) | 2-4) 1( ௪, ) 

(0) (உர) 
ல. ன் | 

உன்ட விடல் ப 

இங்கு Pas fas சப ச, உஎன்பன இப் பரவலுக்கான ஐந்து 

பண்பளவுகள் ஆகும்.
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—-@ <P, <@ 

௦௦ 472 400 

சட 0 

Cs > 0 

—-l<p <i 

இவ்வீச்சுக்களினுள் இப்பண்பளவுகள் அமைந்து இருக்கும். 

இருமாறி இயல்திலைப் பரவலிண் " திருப்புத்திறன்களை 

உருவாக்கும் garusds (MGF. of bivariate இளமதி! Distri- 
bution) 

&, 7 மாறிகளின் இணைந்த பரவலுக்கான தி. ௨. சார்பலன் 

May (4, ts) = M (tr ty) 

ம் ஐ 

- | | tt th bey ள் 

ச f (rs 9) dx. dy 
ற ஐ 

ம 
= j ty x 

e «fi (*) 
ஹு 

ஐ 

| ப்ரி ் 
ச 70712) ம 12 

கஜ - hy 

(எல்லா £,,-ன் மெய்யான மதி ப்புகளுக்கும்) 

அடைப்புக்குள் உள்ள தொகை நிபந்தனை ரிக்கி 

சார்பலன்/ (9199-ன் தி: உ. சார்பலன் 

ல 
Pal 
Je  . f (vt xe 

ஹ்



352 4 ப த உட கணிதப் புள்ளியியல் 

8 ee ee 

CO 

— 00 சரி ஸி 4/௯ 

1 ~ 3. 

22 | Qe? (1 ஜக 2. (x — nah Je 
௪1 

& ௬ 2 எனத் தரப்பட்டபின் 7-ன் நிபந்தனை அடர்த்திச் 

P 71 ey சார்பலன் ந, 4 -. டி ' சராசரியையும், 
சட 

௪2 (1-2) மாறுபாட்டையும் கொண்ட ஓர் இயல்நிலைப் பரவ 

லில் இருப்பதால், இந்த நிபந்தனை அடர்த்திச் சார்பலனின் 
திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் சார்பலன் , 

மு 

| 4. 
oe fuisdy 

று 

= exp { ty [v2 + ‘= (* — 2] 

ழ் ் 
+ a + oe C1 ~ 2%) } 

எனவே சீ (11, 2) 

72 . 
பட | 7 

= exp [கடி நடா pera |   

௦ 

x} ap 454, லட “உட 8 } Aw dé. 

t? சட் 

ஆனால் (6) ஊரா yg . ் 

(எல்லா மெய்யான / மதிப்புகளுக்கும்.)
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இப்போது (டி 7 25) என்று கொண்டால் 
1 

Pp 

af ti. +h 2 x 

J -" 
ம 

  

Si (x) dz 

(அர்க்ய பவ pare I 

€ சட = ட 

எனவே, M (t1, ts) 

8 oy i சப 

+ wa + ah ann +--+ 

  

  

“ச” ௪௨, சட Pes , ot 
+ சய ட ட ட ௮ + 2t, 1, ட 3 

opti +2pit + t,? ps? 

ap [thm t fit —— a Ps 

ty ty + fe Bs t (to, + 2t, ty o, oy + t27 @,") 

உட்ச =e 

(எல்லா t, £,-ன் மெய்யான மதிப்புக்களுக்கும்) 

எனவே 

நோய துட 
உர FES ஆ 

} (tes + 23௪ டசடசத +t சப) 

  

க, பு.--23
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. - இப்போதும் பம்) 

X Pa Ni, 1) என்றால் 

m= 2-0 

o, =i o2 = 1 

சன்று சமனிட்டபிள்,, 

ஸ்ட 1-ன்- இணைந்த பரவலுக்கான தி, உ. சார் வண். 

M(H. 4.) = ieee O 4+ ED. 1 Teele KI 
ee = 

. ft +244 + a, 
~ @ 

(எல்லா he ஊண் மெய்யான 

மகிப்புகளுக்கும்) 

எனவே 

M (t,, #2) os exp [t, By +f, wa + 

ty) a@,* 2Pe, 028, ty + t,?0 ,3 

+ 2 
  

  

இத்த தி. ௨. சார்பலனில் 2. 0என்று 9 பாண்டால், 

a a 2 a 

M (t,. ty) = erp eS ee ee 

fywr tito | நிரம் ட 
ல் ரா é or Sey 

a: AM (ட 0) . MM (0, ட 

் எனவே 20 ஆகும் போது, 4. ?/' மாறிகள் புள்ளியியலில் 
சார்பற்றவை என அறிகிறோம். ன்ட் ்



lot Os Aor உடன் தொடர்பும், தொடர்புப் போக்கும் 355 

மறுதலை யாக (conversely) த 

த்ரீ (பூ 62) - சரீ (0), சீ (0, 1,,,) என்றால், 

pa, ail t, . 

. ff = d 

இங்கு ௪, ச, 20 என்பதால் உ. 0 ஆக இருத்தல் 
வேண்டும். ் 7 

srarGu, X, Yurhedr poomGw pg, டீ சராசரி, சச 
மாறுபாடு என்ற உடன் தொடர்புக் கெழுவைக்கொண்ட ஓம் 
இருமாறி இயல்நிலைப் பரவலில் அமைந்திருந்தால், உ 0 

என்றால் மட்டுமே, &%, 7”மாறிகள் புள்ளியியலில் சார்பற்றவை 

யாகும். 

முன்பு 2-0 என்றால் &%, 7” மாறிகள் சார்பற்றவைகளாக 

“இருக்கவேண்டிய அவசியம் இல்லை எனக்கூறி இருந்தோம். 

ஆனால், அந்த இரு மாறிகளும் ஓர் இரு மாறிப் பரவலில் 
அமைந்து, ஜ- 0 என்ற சமயத்தில் மட்டுமே, சார்பற்ற மாறி 

களாகும், oe 

மாதிரி 9 £ 

தரப்படுத்தப்பட்ட &, 7” மாறிகளின் இருமாறி இயல்நிலைப் 

பரவல் 

1 ௩௨52 a 
ழீ ௮) = Ce oo |—aq= Fy ட (2 2 xy +) ) 

என்றால் 

() இம் மாறிகளின் தி. ௨. சார்பலன் 

M (i,, ts) ட ஸி [3 Gy +2P ht 4.29] என்று நிரூபி: 

(ti) திருப்புத்திறன்.கள் prs கீழ்க்காணும் . மறு தரவுத் 

தொடரில் அமைகிறது 'என: விளக்குக: 

யம (49 - உத + (7 — 1) (2 1) 
r—i,s—1 

(1D ஐ = 2



356- கணிதப் புள்ளியியல் 

(0 ஈ3:௮0 என்றால் 4௩ - 0 எனவும் 

(iv) p31 = 39) Pa = 1+ 2 p* எனவும் காண்க. 

(அண்ணாமலை ௪. கா. 1963) 

() முன்பே நிரூபிக்கப்பட்டு விட்டது. 

(ம) M (ty, t2) = exp. நண பப ie | 

  

2 

> =M (t, + ot) 

ge = M (t2 + pti) 

. oe i 2 [M(t, + pt.) ] 

= M-14 (4 + pt) M 

அம்ரீ [ (4 7221-11] 

oa = ME (t, + Py) + 

Hrs = M (t,, 19-ன் பிரிவில் (கஷ்ட) a கெழு 

M (t,5 12) = exp [ர (t? + 2P i, by + t2*)] 

ஸூ 7 s 

டு நஹ oe 
720 s=0 ச] 57 

aM (h, te) ert wilt 
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“உ மாடுக 2 ty (02 ah J 

= M P+ (t, + Pt) (4 + Ph): M 

eM aM aM 
obi, oR es இலா க 

= MP + (t, +t, P)(t, +t, P)M—t, P(t, + t,P) M 

—t,p (4, + tip) M 

= M[(P+tt, +h7P4t°P + t, te pt'—t'p 

— t,t pp?’ —t, Pmt, tp PY 

= M[p + tit, (t — e”)] 

  

எனவே, 
a 

Ca + Mp t+ Met) 

இந்த சமன்பாட்டின் படி , 

a ot TH ten +4] 
Ot,. Ot at,-Ob 

ros 

- oe | EE prs. 112 என்றால், 

ர] s—l 

SE rs ற 

oOo @ 1 5 
=ph. > = rs. ret ty 

r=0 s=0 71 3]



358 

"ஆப ர்டி1 

  

கணிதப் புள்ளியியல் 

0௦00 . 7: 2-1 

* 2. 3 இந உட. 

் 6 60 Ir! sl! 

co cd rs 

+(iwro)t.t, © 5 ம. ty ty 

0 0 rf sl 

-- € © ros 
௩௪௨3 = ம 4 4, 

௦ 0 ris! . 

“Om © fr 
=P. Ths ர. மட ட 

0 0 71 91 

மேல ச் 

ஃ உ? இ brs os. t,t 

0 0 71 51 

Cc © y 

+P. இ ம்ம. 
0 0 rf 97 

oO oo r+1 s4+1 

+ (1 — p’) “2 > Brs . ty ம். . 

(191 (0-1)? 

(19 (251) 

r—1ls~—1 

ன் ts 

டு ற! 

r—l, sa] 

4223-1) 121. 8 [2 

(r=)! G=1)! 
r—t s—1 

சட தர பூய. 
ae @—1)t @—V
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* (ஜஜ ழ். 
சர 1 

8 sty . 

(r— 010--! 
7.2, 222 

இங்கு ரஸ் டு கெழுக்களை இரு பக்கங்களிலும் 

ஒப்பிட்டால், 

Hrs = P. ரவ] 2) 32 
- 1) (௪-1) 

+P அழி சு இஃ நி இவ ட 
தளை இ 

“,;-22 2 ஆகிறது. 

fro = [P(r+s —1)] a + (1— @)J(r— 1) 
oS 

(s— 1) hy 6 நிரூபணமாகியது. 

r=3,s=1 Bsr = P(3)- pan 

=3P. ox = 32 ( sox’ = 4) 

37 

2,242. மி. வடா (1-2). 1. 1. க 

௫3 சச ,1(1-- ஐ 

3741-75) 

அம] 

#03 = #3020 (+5 #yo=0= fy.) 

12 2P #o,+0=0. 

par 2P pie tO=0- 

yosd= teas +12 1 Pda,
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=0+0- =0. 

இதேபோல 1-0; 30. 

எனவே ,-2 -ஓற்றைப்படை எண் என்றால், 

(r—1)+(s—1)= ” ” 

(r—2+(s—-2)= ss ஆகும். 

B30 = #030 

#12 H,2=0 

த நர0 என்பதால் 

(7-9) ஒற்றைப்படை எண்ணாகில், 

  

Prs=0- 

மாதிரி 10; 

%, 7” இருமாறிகளும் முறையே 1, --2 சராசரியும், 1) 2 மாறு 
பாடு 0-6 உடன் தொடர்புக்கெழுவும் கொண்ட இயல்நிலை மாறி 
களானால், இருமாறி இயல்நிலை அடர்த்திச் சார்பலன் ரீ (&, gs 
காண்க. X=O3 எனத்தரப்பட்டபின், 7',நிபந்தனை மாறியின் 
மாறுபாட்டுக்கெழு (௦௦8110401௩ ௦8 ஏக்கர் வைக் கணிக்கவும் . 

7 மாறிகள் ஓர் இருமாறி இயல் நிலைப்பரவலைச் சார்ந் 
திருப்பின் , 

ரக2- ட்ட ன[-உடட (4) 

> aye 
கொடுக்கப்பட்ட படி டி சட், சல o-or uGcuysar f(r, s) vo 
சமனிட்டால், 

  

1 
70629: ௬0௮ exp} [- or 120௨0௮ (2-1)
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Jt? (=) | 
(3-)+ 42 ] 

ன் மீது ன் நிபந்தன ஊக அளவு அடர்த்திச் சார் 

பலன் 

omeey (a) yy 
$9 [x)= LG2)_ 

  

  

  

    

g(x) ~ 42௯ : 942: 41-25) 

_1 [272 6 6or-3—1)) al 0.60(-3 ட] 

ஜட ட் 3 a 
$02/ ) V2, (08) 4௯ 

0:5 aa 
13% (2426, 

சக த ப ப ப 
:ு (1:13) 42௩ 

co 00429 
2 Ely | X=203] = 

/ Je dy = —26 
ஐ (1.13) 42௩ வடலி 

மேலும் 7”(7”/ 8-0:3)-௪,3 (125) 

2 [140-693] 

4 200:64-123. 

எனவே % தரப்பட்டபின், Y நிபந்தனை மாறியின் மாறு 

  

மாறுபாட்டுக் கெழு (0081101824 of variation) =( $71) < 100 

1°13 
= oe x 100 

+ 43-5, 
=
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மாதிரி Ii: 

ஓர் இருமாறி இயல் நிலைப்பரவல் 

2r அ 6 டக _ + aya dak 

fing ee UF OP 6 B11 fpf 

0.௮ 4 77௮2௦ 

என்றுல் 4 /மாறிகளின் சராசரி, மாறுபாடு, உடன்தொடர்புக் 

கெழு இவற்றையும் உ-ன் விளிம்புப்பரவலையும் காண்க, 

&, 1 மாறிகளின் இருமாறி இயல் நிலை (ஊக அளவு) நிகழ் 
வு அடர்த்திச் சார்பலன் 

க திய பவம் ட ட _ 1 ரச 
(௩2) 2no;9NC(i—?*) wep | 2(1--P*) (| ௪1 ] 

ணய ப்ப 
என்று நாம் அறிவோம். 

இங்த (1),(2) ar evo. naa ஒப்பிட்டால், 

~ a CEP oN EY 
- 74-24-8002 0-0)41600-01] 
என்பதால் ம, -2, 8, 1] என்று தெரியவருகிறது. 

1 ர 
$ (4) = Pp tne (3) 

1 
# (16) = 22: (ஆ vee eem res 

27 
$ (8 0)= 2௪,௪௧12) ௧௩999௫9௦9௭ (5) 

(3) 12. கவை (6) 
(4) ’ சட த
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©, 0-5=2P.—* =o. }=P. 
(4) 

p=0.5 

(3) ௫. a 

* 3°" 9a," (0.75) 

15௪8௮3 

oy = =F சர. 

a 2 

(உர் 
ச் 

o, = Ts Oat 

ன் விளிம்பு அடர்த்திச் சார்பலன் 

(௨௮7 

  
  

_ = இந்த 2 (x—2)? 
g(X)=e 2 அண ஹட ககக 

NOK G N(2/ax) ௮௦0 3௮% ௩00.



10. மாதிரிகளின் அறிமுறைத்து த்துவம் 
(Sampling Theory) 

ஒரு குறிப்பிட்ட குணப்பண்பை ஒரு விரிந்த முழுமைத் 
தொகுதியைக் கொண்டு ஆராய்வதற்கு, ௮ம் முழுமைத் 

தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட ஒரு ராண்டம் மாதிரியை ஒரு 
புள்ளியியல் நிபுணர் மேற்கொள்ளுகிறார். மாதிரியின் அந்தப் 

பண்பு அளவுகளைப் ($(211106) பற்றி அறிந்து அவற்றின் மூலம் 
முழுமைத் தொகுதியின் குணப்பண்புகளை மதிப்பீடு செய்ய அவர் 
முயலு௫றார். ஒரு முழுமைத் தொகுதியில் எல்லா நபர்களின் 
உயரங்களின் தொகுப்பை :₹உயரங்களின் அகில கணம்?? 

(பீம) அல்லது உயரங்களின் முழுமைத் தொகுதி? என 

வழங்குகிறோம். பிறகு அந்த முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து 
எடுக்கப்பட்ட மாதிரி நபர்களின் உயரங்களின் தொகுப்பை 
“உயரங்களின் மாதிரி? எனக் கூறலாம். இதேபோன்று எடை 

களின் முழுமைத் தொகுதி, கூலிகளின் முழுமைத் தொகுதி 
முதலியனவற்றைக் கவனிக்கலாம். இம் முழுமைத் தொகுதி 
யிலிருந்து (தேர்ந்து) எடுக்கப்பட்ட “மாதிரிகளின் அறிமுறை” 
யானது முதலில் மாதிரியின் பண்பளவுகளிலிருந்து (8181451108) 
முழுமைத் தொகுதியின் பண்பளவு (41௧௩6௫0875) மதிப்பீடு செய் 
வதிலும், பிறகு அந்த மதிப்பீட்டைக்கொண்டு உண்மை மதிப் 
புக்கும் மதிப்பீட்டுக்கும் இடையிலுள்ள வேறுபாட்டைச் சரி 
பார்ப்பதிலும் பயன் படுகிறது. 

அந்த அறிமுறைக்கு அடிப்படையானது, ராண்டம் 

மாதிரித் தத்துவம் ஆகும். முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து ஓர் 
உறுப்பைத் தேர்ந்தெடுக்கையில், இதேபோன்ற ஒவ்வோர் 
உறுப்பும் தேர் ந்தெடுக்கப்படும் நிகழ்தகவு (ஊக அளவு) சம 
மாக இருப்பின், அப்படி எடுக்கப்பட்ட உறுப்புகளின் 
தொகுப்பை ₹ராண்டம் மா'திரி? என வழங்குகிறோம்.
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மாதிரியில் காணப்படும் உறுப்புக்களின் எண்ணிக்கை 
1 என்றால் இதை மாதிரியின் பருமன் எனக்கூறுகிறோம். 

4 பருமனுள்ள ஒரு முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து, ஈ பரு 
மனுள்ள ஒரு ராண்டம் மாதிரியை எடுப்பதாகக் கொள்வோம், 

இது போன்ற 10, மாதிரிகளின் ஒவ்வொரு மாதிரியும் தேர்ந் 

'தெடுக்கப்படக் கூடிய நிகழ்தகவு சமமாக இருந்தால், அந்த 

மாதிரி முறையை ஒரு ₹ராண்டம் மாதிரி? எனக்கூறுதல் 

பொருந்தும். ் 

Fretyomr or Af apepp (Simple Sampling) 

சாதாரண மாதிரி ஒரு ராண்டம் மாதிரியாகும். இங்கு 

மாதிரிக்குத் தேர் ந்தெடுக்கப்படும் ஒவ்வோர் உறுப்பின் நிகழ் 

தகவு ர் என்றால், இந்த நிகழ்தகவு முந்திய தேர்தெடுத்தல் 
களைச் சாராது இருக்கும் எனக் கொள்வோம். இப்படிப்பட்ட 

ராண்டம் மாதிரியைச் *சாதாரண மாதிரி முறை? எனக்கூறு 
AG Gib. 

எடுத்துக்காட்டாக ஒவ்வொரு முயற்சியிலும் வெற்றிக்கான 
நிலையான நிகழ்தகவு ந் எனக் கொண்டால், ஒரு முழுமைத் 
தொகுதியிலிருந்து தேர் ந்ெதடுக்கப்படும்ா பருமனுள்ள சாதாரண 

மாதிரியை, ஈ சார்பற்ற முயற்சிகளின் தொகுப்புடன் ஒன்று 
படுத்தலாம். எனவே, சாதாரண மாதிரியில், முழுமைத் 

தொகுதி மிகப் பெரிதாக இருக்கவேண்டும். அல்லது அடுத்த 
ேேர்ந்தெடுப்புக்கு முன்பு, முன்னாடியே தேர்ந்தெடுக்கப்பட்ட 

உறுப்பை, (வெற்றி அல்லது தோல்வியைக் குறித்துக் கொண்டு) 

முழுமைத் தொகுதியுடன் திரும்பச் சேர்த்துவிடவேண்டும், 

(இல்லாவிடில் த் நிகழ் தகவு நிலையாக இருக்காது. மேலும், 

மாதிரியும் ஒரு ராண்டம் மாதிரியாக ஆகமுடியாது). இங்கு ஓர் 
ஈருறுப்புப் பரவல், மாதிரியில் வெற்றிகளின் எண்ணிக்கை 
களுக்கான ஒரு மாதிரிப்பரவல் என வழங்கப்படுகிறது. 

இதன் சராசரி ஈத் என்றும், மாறுபாடு apg என்றும் நாம் 
அறிவோம். அதாவது திட்ட விலக்கம் = புறறர, 

இதைய மாதிரிப் பரவல்களில் தரப்பிழை (Standard 

ரா௦0) என்று கூறுகிறோம்: 

எனவே வெற்றிகளின் எண்ணிக்கையின் தரப்பிழை = 

ing ஒரு மாதிரியில் வெற்றிகளின் விகிதமானது.
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“வெற்றிகளின் எண்ணிக்கை x oo 
Sap Osea = ee 

"இந்த விகிதத்தின் சராசரி 8 (t)= “=p. 

n 33 : ஜீ a 

as 7 மாறுபாடு ௪... எண்ட் த் 5 

2 x— a) 

i 
=a Var (x) 

anti அட்ட ர வத 
74 

். வெற்றிகளின் விகிதத்தரப்பிழை- பட 

மாதிரியில் காணப்படுகிற வெற்றிகளின் விகிதத் திட்பம் 

  

(Precision) = —_— = {_?_ 
தரப்பிழை ற்ர 

விரிந்த மாதிரிகளும் (Large Samples), சோதனைக் காண் 
- திறனும் (16% 0$ 512110௧0௦௦) 

மாதிரிபின் பருமன் ஈ மிஃப் பெரிதாகும் போது அதை ஒரு 

விரிந்த மாதிரி என்கிறோம், 

... சிறப்புகாண்.சோதனைகளை ஆராய்வதற்கு முன்பு சில வரை 

யறைகளைக் கவனிப் போம், . 

1. சூனிய எடுகோள் (01ப!1 117001116512) : 

முழுமைத் தொகுதியின் பண்பளவைப்பற்றி:ப ஒரு குறிப் 
பிட்ட விவரமே ₹சூனிய எடுகோள்? எனப்படுகிறது. வேறு 

பாடற்ற (விலக்கம் இல்லாத) ஓர் எடுகோளைச் சூனிய எடு 
கோள் என்கிறோம். இதை 19, என்று எழுதலாம்.
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2. முழுமைத் தெமகுதிப்பண்பளவு; மாதிரிப் பண்பளவு 
(Parameter, Statistic) 

முன்பே வரையறுத்துள்ளபடி ஒரு முழுமைத் தொகுதியின் 
புள்ளியியல் நிலை எண்களை “முழுமைத் தொகுதிப் பண்பளவு? 
(Parameter) sroor& ga A றாம். ம। திரியின் TdT Ua af d( Statistic) 
இருந்து இம் முழுமைத் தொகுதிப்பண்பளவு வேறுபட்டதெ Tor 
ஆகும். செய்முறையில் மாதிரி மதிபபுக்களைக் கொண்டு சரா 
சரி, மாறுபாடு 2” என்றமாதிகளின் பன்பளவுகளைக் காண 
லாம்: இந்த <<, மீ என்ற மா ரிப்பண்பளவுகளின் மூலம், 
முழுமைத் தொகுதியின் ஒந்திை (ன : மேப்ஷத0ப்1டக) சடா 
சரி /4, மாறுபாடு ச” இவற்றை மடிப்9ி_லாம். இங்கு உ, 18 
என்பன மாதிரிப் பண்பளவுகள் என்றால், 2,௪* என்பன முழு 
மைத் தொகுதியின் பண்பளவுகள் ஆகும். 

ஒரு முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து (2௦, என்றவாறு) பல 
மாதிரிகள் எழுக்கலரம் என்பதால், ஓவ்வெபரு மாதிரிக்கும் ஒரு 

மாதிரிப்பண்பளவு கிடைக்கிறது: மாதிரிக்கு மாதுரி இப் பண் 

பளவு வேறு படலாம். எனவே, ஒரு பண்பளவுக்கு பல மாதிரி 

மதிப்புக்கள் (5௩0௩16 781086) இருக்கின்றன. இதைப் பற்றி 

ஆராய்வதே ₹மாதிரி அறிமுறை? யின் அடிப்படைத் தத்துவ 
மாகும். 

3. மாதிரி முறையில் பிழைகள் ($கு!1௩௪ 1௦15) 

மாதிரியின் பண்பளவு மதிப்பைக் கொண்டு முழுமைத் 

தொகுதியின் பண்பளவைப்பற்றிய நம்பகமான உய்த் 

துணர்வைப் (7110 1 4626006) பெற மாதிரி ௮றிமுறைத் தத்து 

வம் மிகவும் பயன்படுநிறது. நடைமுறை ஃில், ஒரு முழுமைத் 
தொகுதி.பின் ஒரு மாதிரிபை நன்கு ஆராய்ந்தபின், அந்த 

முழுமைத் தொகுதிபைப எடுத்தக் கெள்ள அல்லது தள்ளி 

விடத் தீர்மானிக்கிற. இத் தீர்மானத்தின் போது நாம்.இரு 

வகையான பிழைகளைச் செயய நேரிடலாம். 

ய்) மூழல் வகைப் பிழை: சூனி। எடுகோள் 11, உண்மை 

-யாக இருந்தம் போது, அதைந்தர்ளியிடுவது (மறுப்பது) மூதல் 

வகைப் பிழை எனப்படும். 

ப்ப) இரண்டாம் வகைப் பிழை: சூனிய எடுக்கோள் 11, 

தவராக இநக்தமேபோது, அதை எடுத்துக்கொள்வது இரண் 

டாம் வகைப் பிழையாகும்.
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இரு பிழைகளிலும் முதல் வகைப்பிழையைவிட இரண்டாம் 

வகைப்பிழை மிகவும் ஆபத்தானது. புள்ளியியல் முறையில் இரு 

பிழைகளையும் ஒரேயடியாகக் குறைக்க முடியாது. ஏனெனில், 

ஒன்றைக் குறைத்தால் மற்றது கூடும். 

ஆகவே, முதல் வகைப் பிழையை ஒரு குறிப்பிட்ட மட்டத் 

தில் நிலையாக வைத்துக் கொண்டு, இண்ரடாம் வகைப் பிழை 

யை முடிந்த வரையில் குறைக்கலாம். 

எடுத்துக்காட்டு : 

(2) ஒரு நீதிபதி ஒரு குற்றவாளியை விடுதலை செய்வது 
முதல் வகைப் பிழை; அவர் ஒரு திராபராதியைத் தண்டிப்பது 

இரண்டாம் வகைப் பிழையாகும். 

(b) ஓர் ஆசிரியர் ஒரு படிப்பில் மோசமான மாணவனைப் 
£பாஸ்2 செய்ய ஸவப்பது முதல் வகைப் பிழை; கெட்டிக்கார 
மாணவனை “பெயில்? ஆகச் செய்வது இரண்டாம் வகைப் 

பிழை. இத்த எடுத்துக்காட்டுகளில் இரண்டாம் வகைப் பிழை 

முன்னதைவிட ஆபத்தான தாகும். ் 

2, [முதல் வகைப் பிழை] - முதல் வகைப் பிழைக்கான 

நிகழ் தகவு 

= of 

2 [இரண்டாம் வகைப் பிழை] - $ என வழங்குகிறோம். 

4. தீர்வு கட்டமான பகுதி (04௦81 1%621010) 

ஒரு மாதிரி கணத்தில் சூனிய எடுகோஃ£ாத் (70) தள்ளி 
வைக்கப்படும் பகுதியைத் *தீர்வு கட்டமான பகுதி' அல்லது 
(ெடுபிடியான பகுதி) “மறுக்கப்படும் பகுதி? என்று வழங்கு 

கிரோம். 

5: சிறப்பு காண் மட்டம் (1,546! ௦0 51த௩1110௧௦6) 

ஒரு ராண்டம் மாதிரியின் ஏதாவது ஒரு மதிப்பு *கெடுபிடி 
யான? பகுதியில் அமைந்திரூப்பதற்கான நிகழ் த௲தவை (ஊக 

அளவை) “*சிறப்புகாண் மட்டம்? என்கிமோோம். வேறுவிதமாகக் 
கூறினால், சிறப்புகாண் மட்டம் என்பது முதல் வகைப் 
பிழையின் மதிப்பளவு (8426) ஆகும். புள்ளியியல் எடுகோள் 
"சோதனைகளில் இரு சிறப்பு காண் மட்டங்கள் பயன்படுகின்



மாதிரிகளின் அறிமுறைத் தத்துவம் 369, 

: 6 “(5500 5 சதவிகித சிறப்புகாண் ' ம்ட்ட்ம் “(2) 1௪த 

விகித சிறப்பு காண் மட்டம். ் 

ADI OU BI 5 

af — : P, | ணட 1.96 |= 0-05 என்றால் 

[1 &-ம1/2 ae = 

- ‘Bie BUX) = ws: ‘oy eo] 

எனவே | 4-4 த| 2 1.96 ௪ என்றால் 5% சிறப்புகாண் 

மட்டத்தில் சூனிய எடுகோள் 77, தள்ளிவிடப்படுகிறது (நிராகரிக் 
கப்படுகிறது என்றும் கூறலாம்). 

|&-௨| 41,96௪ என்றால் 77,ஐ எடுத்துக் கொள்ளலாம் 

என்றுதான் கூற முடியும். “77,ஜ சரி என்று முழுதாக எடுத்துக் 

கொள்க”? என்று நிச்சயமாகக் கூற முடியாது; ஏனென்றால், 

ஐ வரையறுக்கும்போது *ராண்டம் மாதிரியின் ஏற்ற இறக் 

கங்களை ஒட்டி ( ட் ம் | வேறுபாடு இருக்கலாம்? என்று கொள் 

கிறோம். மற்ற எந்த ஒரு காரணத்தாலும் இருக்கலாம் 

அல்லவா! 5 ் ர. 

6. நம்பக எல்லை அல்லது நம்பிக்கை <i எல்லை 

(Confidence limit or fiducial limit) உ டன 

உ சராசரியைக் கொண்ட ஈபருமனுள்ள ஒரு ககன் 

ராண்டம் மாதிரியை எடுத்துக் கொள்வோம். ் 

2 ட 

ந ர (க) என்று நாம் முன்பே நிரூபித்தோம். 

இங்கு £, 7”. ர முழுமைத் manny சராசரி 

மாறுபாடு, a ate 

ஒரு குறிப்பிட்ட சதவிகிதத்தில் நான் மதிப்பு Cae 

அமைகிறது என ஆராய்வேர்ம். அந்த . எல்லையே : அந்து 

சதவீத நம்பக எல்லை?யாகும். 

x — 

மாநி: 

க. பூ௮-24 

மாறி ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல்நிலை 

3. 
  2: 

Si
l
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இங்கு 8-க்காள 95% சதவிகித நம்பக எல்லையைக் கண்டு 
பிடிச்ச வேண்டியிருந்தால். 

Pf) zi < 196] ௬0.55 

அதாவது al F-vi< 1.962] = 0.95 
ர் fl 

அனவே தாக்கான 95% நம்பக எல்லை 

i; ¥—P} < 1.98 ட 
Vn. 

அதாவது நீ 2 21.96. 
vn 

F-19 2 ம 
an 

" மேலும்- (222) 416 ௫ 
n 

poet 1.96 
in 

. எனவே தம்பக என்ன் 

X — 1.96 =<? < 441968 

அதாவது (2 ஷ் ர. 96 a) = 

é 

Bees Bu: பான்று 99% nace தம்பக எல்லை 

£4258 & 

£ ~ 1.96 _ + 95% தம்பக கீழ் எல்லை, 
் ம் ச இர ் ல்
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An 
ஃ 31:96 :-”. ௮ 95% நம்பக் மேல் எல்லை? 

1.96, 2.58 என்பன . (95%, :99% -. நம்பக எல்லைக்கான 
அல்லது 5%, 1% சிழப்புகாண்: மட்டத்துக்கான:.௭ன். மதிப்புகள். 

இயல் நிலைப் பரவல் பரப்பளவு . அம என்னப்பன் கிடைக்கும் 
பெற்றவை.. ட் 

10-2. விரிந்த மாதிரிகள் ் 

௩ பெரிய பருமனாகில், ஈருறுப்புப் பரவல் ஓர் 'இயல் நிலைப் 

பரவலை அணுகுகிறது என்று முன்பே நாம் கண்டோம். .. இரு 

பர்வல்களிலும் ஒத்திசைவான இடைவெளிகளுக்கான நிகழ் 
தகவுகள் ஈ விரிவடையும் போது சமத்துவத்தை” 'அணுகுகின்றன. 

என்பதே இதன் பொருள். ச”: மாறுபாட்டைக் கொண்ட ஓர், 
இயல்நிலை மாறியின் ஒரு ராண்டம் மதிப்பு சராசரியின் Qe 
பக்கங்களிலும் 3 Be கடந்த எல்லையில். அமைவதற்கான நி கழ் 

தகவு 0.0027' என் நாம். முன்பு பார். த்தோம்.. . 

    0.00135 
  

3௮ ட ட 2 ௩௧௪ 

kL BBs. 

2 வீரிந்த மாதிரிகள் : * 

அதாவது . ன து 

PLR —3e ou <F 439) 2.09973 
oom PL 1X — el அரோ] அ வெ 

sonGar P,[ | X—pl = 35] = 0. 0027.- | 

ட் (இதைப் படம் விளக்குகிறது.) 
| ்..இதே போல: ச ஜி 

AU 2 Rie BIS,
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அதாவது கிட்டத்தட்ட 41% மதிப்புகள் % * 2௪ அளவுக்கு 

வெளியே இருப்பதைக் காணலாம். 

என்வே ம விரிவடையும் போது,. ॥ பருமனுள்ள ஒரு 
சாதாரண மாதிரியில் வெற்றிகளுக்கான எண்ணிக்கை சர சரி 
யிலிருந்து இரண்டு மடங்கு தரப்பிழைக்கு மேற்பட்டு விலகி 
இருப்பதற்கான நிகழ்தகவு (ச 0:0456) மிகச் சிறியதாகும். 
அந்த விலக்கம் 3 தரப்பிழையைக காட்டிலும் அதிகமாக இருப்ப 

தற்கான நிகழ்தகவு (௪.0 0927) மிசுரிகச் சிறிய தொன் 

கும். 

இதை மனத்தில் கெரண்டு, ஒரு தரப்பட்ட விரிந்த மாதிரி 
யானது ஒரு முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட 
சாதாரண ராண்டம் மாதிரி என்ற சூனிய எடுகோள்ைச் 
சோதிக்க முற்படுவோம். 

ஒரு-குறிப்பிட்ட பண்பு (வாார்ட்பாக) நிகழுவ்தற்கான சார்பு 

அலைவெண் ர என்றும், விரிந்த மாதிரியின் cig os ஈ என்றும் 
"ரகொள்டவாம். ் 

ச என்பது வெற்றிகளின் எண்ணிக்கை என்றால், 

கீ நற ் 

V (x) = நற 

3 ன் தரப்பிழை = 1p 9 

ஒரு. மாதிரியில் (2-ஈ)ன் மதிப்பு 34227 ஐ விட அதிகமானால், 
மேற்படி சூனிய எடுகோளின்படி, அந்நிகழ்ச்சி நம்புதற்கரிய 
(improbable) gq நிகழ்ச்சியாகும். 

அப்படி நடந்தாலோ, சூன்ய எடுகோள் பொருத்த மற்றது 

என்றும், எனவே, வேறுபாடு மிகவும் பொருளுடையதாக 
(5்தாம்$0லார்) இருக்கிறது என்றும் முடிவுக்கு வருகிறோம், இத் 
தகைய சோதனைகள் உபயோகப்படுத்தப்பட்ட த-ன் மதிப்பு 
தவருக இருக்கலாம் அல்லது சாதாரண மாதிரியின் நிபந்தனை 
கள் கடைப்பிடிக்கப் படவில்லை என்ற சந்தேகத்தை நம்மிடம் 
ஏற்படுகிறது. 5௨ம் வேறுபாடு 2 தரப்பிழைகளுக்குறைவாக 
இருந்தால் அவ்வேறுபாடு பொருளுடையதாக இல்லை எனக் 

கொள்ளலாம். 2 ;தரப்பிழைகளுக்கு மேற்பட்டு இருந்தால், 

'பொருளூடைமையும் வேறுபாட்டையொட்டிக்கூடுகிறது. பொரு
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ளுடைமை, பொருளுடைமை இல்லாத்தன்மை இரண்டிற்கு 

மான எல்லை, சரியாக வரையறுக்க முடிவதில்லை. எனினும் 

A&—~ E(X) 

SE (X) 

இல்லை என்றும் 

5. 2 என்றால் வேறுபாடு பொருளுடையது 

SE (X) 5 2 என்றால் வேறுபடு பொருளுடையதாக 

இருக்கிறது எனவும் குறிக்கலாம். 

X—E(X) 
இங்கு 4 எந்த மாறியானாலும் SEC ஒரு ணன் 

பட்ட மாறி. அதிலும் ௩ மிகவும் விரிவடைந்தால், பட்ட 

ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் நிலைமாறியாசுக் கருதப்படுகிறது. 

X—E (X) 
எனவே, 

X—E (X) 
SE (X) 

காண் மட்டத்தில் (விலக்கம்) வேறுபாடு பொருளுடையதாக 

இல்லை எனக் கூறுகிறோம். 

சரியாகக் கூறின் 2 1:96 என்றால்), 5%, சிறப்புக் 

4-8 (4) 
SE (X) 

விலக்கம் பொருளுடையதாக உள்ளது ஆகும். 

> 1°96 என்றால், 5% சிறப்புக்காண் மட்டத்தில்   

ட malt 

SEX) 
மட்டத்தில் a அல்லது விலக்கம் மிகவும் 

பொருளுடையது எனக் கூறலாம். 

அதேபோல > 2°58 என்றால், 1% சிறப்புக்காண் 

இந்த 1:96, 2 58 மதிப்புகள் இயல் நிலைப்பரவலில் முறையே 

சரியான 95 , 09% நம்பக எல்லைக்கான நிலைத்தார மதிப்புகள் 

ஆகின்றன. 

10-39. சிறப்புகாண் சோதனைகள் 

ஒரு மா திரியில் ஈ ஒரு பெரிய எண்ணாகவும், % வெற்றிகளின் 

எண்ணிக்கையாகவும் இருந்தால் a= ம்? எனக் கொள்க,
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(2) | 
n ் n ் 

2. இங்கு உ 22 வெற்றியின்-விகிதம் (முழுமைத் தொகுதி 
யில்) 6TOOT Be ் as 

க 
எனவே a= ரத 

் — 000 ty = 
Le 

a z ‘| 22 1°96 என்றால், அடக்கும் த்ஃக்கும் ஆன வேறுபாடு 

  

5%. சிறப்புகாண் மட்டத்தில் பொருளுடையதாக.இருக்கும். 

pe Capp -விகிதத்தைக்கொண்ட மாதிரியானது, ஐ 

வெற்றி ead முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து 

எடுக்கப்பட்டதாயின் ர'-ன் 95% நம்பக எல்லையானது re 

PE 196 SEP), = ௪3199 ர் (இங்கு ர- 1-2.) 

விரிந்தமாதிரிகளின் pute (Comparison. of large. samples). 

P,P, எனும் இரு முழுமைத் தொகுதிகளிலிருந்து ஈ;, Na 

பருமனுள்ள இரு விரிந்த சா தாரண மா.திரிகளில் ஒரு பண்பின் 

பரவியுள்ளமையைச் (prevalence) சோதிக்க முற்படுவோம். 

இரு மா திரிகளின் "எவற்றிகளின் விகிதங்கள் முறையே 

Ps pr Tr GH (p,—f,) விலக்கம், அந்த இரு முழுமைத் தொகுதி 
களின் இடையே ஒரு மெய்யான விலக்கத்துக்குப் பொரு 

ளஞூடையதா என: ஆராய்வோம்... ந், ட் என்பன முறையே 

முழுமைத் தொகுதிகளின் விகிதங்களாயின்?: ன் 

= E (0-2 

“E( p=’ 
grees 2 

Wael i = AW 

71 

ச் 9 

Var (22) = De te = 

Ng
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ன (தத சீட்ட ft fs 

விரிந்த மாதிகளுக்கு தட, இயல் நிலைப்பரவலை அணுகுவ 

தால் ற், மாறியும் ஓர் இயல் நிலைப்பரவலில் அமைகிறது. 

(தீ; ற) 2 (Py தத. 

SE. PP) எனவே, 4 (0, 1) ஆகும். 

Ho: சூனிய எடுகோள் ந, -ற'3௯்' என்க. 

அதாவது முழுமைத் தொகுதிகளில் விகிதங்கள் சமம் என் 

றால், மாதிரிகளிலும் விகிதங்கள் சமமாக இருக்கும். அதாவது 

மாதிரிகளின் விலக்கம் பொருளுடையதாக இருக்காது எனக் 

கொள்வோம் a | 

E (p. ~p,) = Epi Ek (Ps) = Ps’ Pa’ == 0 

மட.ஜ)-௯7 (2947 (2 (1: மாதிரிகள் சார்பற்றவை.) 

ப சீட்ட ட சிட்ட 
783 7 n2 

x PL. TE 
hy + Ny 

I ! 
=P ie = | 

n, ’ 

-. விகிதங்களின் விலக்கத்துக்கான சோதனைப் பண்பளவு 

(P:—P2) — கீழு ற) 
SE. (p,—-P2) 

2௮ 

~ =P) =9__. vo, 1) 
782 + a 

தட் உன் மதிப்புக்கள் அறியாமல், இரண்டும் சமம் என்று 

சதரிந்த நிலையில் ற, ற,ஜக் கொண்டு முழுமைத் தொகுதியில் 
விகித மதிப்பீடு ற ஜக் காணலாம். 

தன 711 இ ஆ இழ 

கண்டி
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இது ஒரு டற்களயற்ற மக்க மதிப்பீடாகும். இப் 

போது 22 1:96 என்றால், 5% சி. கா: மட்டத்தில் விகிதங்களின் 

. விலக்கம் பரன் ன என்று aa H, — உடன்று 

தள்ளி afin.” ** 

எனவே, இந்த rs sre சமவிகிதங்களுடன் கூடிய 
முழுமைத் தொ/குதிகளிலிருந்து - அடைக்கப் பெற்றவை அல்ல 
என்று கூறி முடிக்கிறோம். 

8 4 1:96 என்றால்) 5% மட்டத்தில் மாதிரி 'விகிதங்களின் 
. விலக்கம் டர. பொருளுடையதாக இல்லை. எனவே, இவ் 

. விருமாறிகளும் சமமுள்ள விகிதங்களுடன் கூடிய முழுமைத் 
தொகுதியிலிருந்து Sg dentin மாதிரிகள் ௪ எனக் eye. த 

இதேபோல 5 - 2° 58 என்றால், “1% மட்டத்தில். விலக்கம் 
பொருளுடையதாக இருக்கும்... 

10=4,: p,' %.p,! என்றால், முழுமைத் த தாகுகளின் விகிதங் 
களின் விளக்கம், ஈடிர பருமனுள்ள இரு சாதாரண மாதிரிகளில் 
ஒளிந்து இருக்கும் வாய்ப்பு உண்டா எனச் சோதிக்க 
₹ சோதனைப் பண்பளவு பயன் படுகிறது. ் 

(2; = fp.) = (2, — தி) கடு N (0,1) 
z= 

py’ 4" Pa’ Qa [ig ny 

- மாதிரி விகிதங்கள், இங்குக் கொடுக்கப்படவில்லை. சூனிய 
எடுகோள் 189 8 ற், - ற், என்றால், முழுமைத் தொகுகளின் விகி 

தங்களின் விலக்கத்தை மாதிரிகள். காண்பிக்காதது என்று 

பொருள். 5 ௩ ் 

எனவே lz) = ie அட ப 

பரி Qu 5 Pr 9s’ fa! 95" 770, 1)- 

n2 

எடுத்துக்காட்டு. 1; ee. 

ஒரு பகடையை 9000 ர தடவைகள் உருட்டி விட்டர்ல், 3240 
தடவைகள், 3, அல்லது 2: இலக்5ம் வருகிறது எனக் 
கொள்வோம். ராண்டம் முறையில் பகடை உருட்டி விடப்
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பட்டதாகக் கொண்டால், அது ஒரு பிறழ்ச்சியற்ற பகடையா 

எனச் சோதித்து அறிக. 

n = 9000 

1, அல்லது 2 வருவது வெற்றி எனக் கொண்டால், வெற்றிக் 

கான ஊக அளவுற் - $-%9 ் wt 

Ho: பகடை பிறழ்ச்சியற்றது என்க. 

எனவேவழ் - 1/3, ர- 2/3 

5 வெற்றிகளின் எண்ணிக்கை - 3240 

nb = 9000. ¥ = 3000. 

S. E. (x) = inpq = 9000.}.3 

= -¥2000 = 44-73. 

He x—np _ 3240 — 3000 
TOME apg 4473 

= 536 > 2°58. 

எனவே 1% மட்டத்தில் Ho sarah விடப்படுகிறது .அல்லது 

இிராகரிக்கப்படுகிறது. 

. ஆகவே, அப் பகடை ஒரு கர்ப (ஒரு சர்ட் 

பகடை என முடிவு கட்டுகிறோம். 

எடுத்துக்காட் ௫ 2: 

“ஓரு பெரிய ஆரஞ்சுப் பழக் குவியலில் இருந்து 400 

ஆரஞ்சுகளை எடுத்தால், அவற்றில் 50 அழுகியகாக உள்ளது. 
அக் குவியலிலுள்ள அழுகிய ஆரஞ்சுகளின் சதவிகிதத்தை 

மதிப்பிடவும். மேலும், ௮ச் சதவிகிதம் எந்த எல்லைக்குள் 

இருக்கும் எனக் கணக்கிடவும். அழுகிய ஆரஞ்சுகளின் விகிதம் 

f= a = 1/8 asrorg % 100 - 12:5% பழங்கள் அழுகி 

யுள்ளன. இச் சதவிகிதம் [ழ் + 1-96 5. 8. (2)] %100 என்ற 
எல்லைக்குள் இருக்கும்:
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8 (0 2 ச் - முரை. 

2°64 

எனவே 059, நம்பக எல்லை [த 4 196% 0-0165]% 

் = [12-5 + 1:96 x 1°65] 
= 1254 3°24 

== (9°28, 15:74) 

முழு நம்பக எல்லை + [e+ 3 11% 
n 

= [12°5 + 4:95) 

= (765, 17°45) 1 

எனவே 7:7%க்கும் 17:59%க்கும் இடையில் அழுகிய ஆரஞ்சு 
களின் சதவிகிதம் அமைகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 3: 

4 நகரத்திலிருந்து எடுக்கப்பட்ட 600 நபர்ககசாக்கொண்ட. 
ஒரு சாதாரண ராண்டம் மாதிரியில் 450 பேர் அரிசி சாப்பிடு 
Gant; 2 நகரத்திலிருந்து எடுக்கப்பட்ட 900 நபர்களைக் 

கொண்ட மற்றொரு ராண்டம் மாதிரியில் 450 பேர் அரிசி சாப் 
பிடுவோர் என்றால், அரிசி சாப்பிடுவோரின் விகிதத்தைப் 
பொறுத்தவரை 4 நகரமும் 8 நகரமும் மாறுபட்டதா, இல்லையா 
என விளக்கிடுக: 

Ho: py = ற, அதாவது அரிசி சாப்பிடுவதைப் பொறுத்த 
வரையில், நகரங்கள் பொருளுடையதாக மாறவில்லை 
எனலாம். 

இங்கு 1'- 600, 2, Py = *1 = 450 

nz = 900, 1213 == x2 = 450. 

450 
Ph = og = F = O75
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450 
Po = 900 $ ௯ 0550. 

27௦: ற. - ற. ௮ ற என்ற சூனிய எடுகோளின் படி, 

த ரர, கோம், என் 
் i + 1 சர் ஐ 

“Pet M Py _900 
mtn 2500. 

gq = 0°40. 

  

ee _(0-75 ~ 050) - 

[090 6) (0°4) (0 wo + ww ) 

| 0:25 
"15000 1 

[02 (=) 024) (=si00007 540000 ]. ச 
| தச ழும் வட 

003. oe 

  

  

இங்கு 52 2 38 என்பது 1% மட்டத்தில் H, நிராகரிக்கப் 

படுகிறது. 

(21-29 வேறுபாடு.பொருளுடையதாக உள்ளது. என்வே, 

4; 8.நகரங்கள் அரிசி-ச௪பப்பிடுவோரின் விகிதத்தைப் பொறுத்த 

வரை மாறுபட்டுள்ளது என-உய்த்துணருகிறோம். 

எடுத்துக்காட்டு 4; 

“ஓர் ஆண்டில் 4 நகர்த்தில் பிறந்த 956 குழந்தைகளில் 
52.5% பெண் மகவுகள். 8 நகரத்தில் பிறந்த 450 குழந்தைகளில் 

43.2% பெண் 'மகவுகள் எனறால், இந்த இரு நகரங்களிலும் 
பெண் மகவுகளின் ates Range பெ ॥ ருளுடையதா என்று 
நிரூபி- ச் :
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இங்கு ஈ, - 956 

n, = 450. 

fi = 0. 525 

p2 = 0. 432 

Ho: py’ = p,' = p ever. 

அதாவது இரு நகரங்களிலும் | பெண் மகவின் விகித Cam 

பாடு பொருளுடையதாக இல்லை. 

z= _Pi~Ps + V(O,)) 

jm (ச + ‘| 

ny Py + 72 றட _ (956) (0 525) + (450) (0.432) 

+2, 1406 

  

p= 0-4: 6. எனவே q= 0.504. 

z= 0-525— 0.432 9.093 
ல (60% Jo .496) (0. 504) ( es 

= 3.257 > 2.58 

எனவே 1%மட்டத்தில் 77, நிராகரிக்கப்படுகிறது. ஆத 
லால், இரு நகரங்களிலும் பெண் மகவின் விகித வேறுபாடுகள் 
மிகவும் பொருளூடையதாக இருக்கிறது. 

எூத்துக்காட்டு 5: 

இரு பெரிய (முழுமைத் தொகுதிகளில்) ஜனக்கணிப்புகளில் 
முறையே 30% , 25% நபர்கள் சுருள் முடியுடையவராக இருக் 
கிறார்கள் எனத் தெரிகிறது. இவற்றிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட, 
முறையே 1200,900 பருமனுள்ள ராண்டம் மாதிரிகளில் இந்த 
வேறுபாடு மறைந்து காணப்படுகிறதா எனக் கண்டு பிடிக்கவும்.
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௭ 1200 ௬030 

n= 900. pp = 0.25 

Ho: p's = p'2 

— BAStag(Pi—p,) விலக்கம் (வேறுபாடு) மாதிரிகளில் 
மறைந்துள்ளது என்பது சூனிய எடுகோள். 

(21--2.)-ன் தரப்பிழை 

= fon Pe = + Ps 4s 

Ny 

ட்டா - ணா 
1200 "~~ “900 

= 0-0 195. 

தகவ் பட பட 

2005 _ 
0.0195 

  12] 2 

> 1.96- 

எனவே, 5% மட்டத்தில் சூனிய எடுகோள் நிராகரிக்கப் 
படுகிறது. 

ஆதலால், மாதிரிகளில் (௭2.9 வேறுபாடு மறைந்து 
காணப் படவில்லை. அல்லது, மாதிரிகள் முமுமைத் தொகுதி 
விகிதங்களின் வேறுபாட்டை நன்கு காட்டுகின்றன. 

ஒரு முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட ௩ பரும 
னுள்ள மாதிரியின் சராசரி 5, முழுமைத் தொகுதியின் சராசரி 
உ, மாறுபாடு ஏ” எனவும் கொள்வோம். 

._. 22,1 முழுமைத் தொகுதி இவற்றின் சராசரிகளின் .வேறு 
பாடு பொருளுடைய வககையில் இல்லை. 

அதாவது இந்த மாதிரியானது, (௨, ச). எனப்பட்ட 

முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்டதாகக் கருதலாம்,
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எனவே சோதனைப் பண்பளவு 

x—E (2) 

ற (வ) அளி (00) = 

GF) 
இப்போது |] 5 2:58 என்றால், 74, ஐ 1% மட்டத்தில் 

நிராகரிக்கலாம். 
“2 

|| 2 1.96 என்றால், Hoa7 5% மட்டத்தில் நிராகரிக்கலாம். 

1/| 2 1.96 என்றால், 5% மட்டத்தில் 2, சூனிய எடுகோள் 

நிரா கரிக்கப்படுவதுமில்லை, முழுதாக எடுத்துக்கொள்ளப்படு 
வதுமில்லை. 

இங்குப் பொதுவாக நாம் கூறுவது என்னவென்றாுல்,சராசரி 
களின் வேறுபாடு 5% மட்டத்தில் பொருளுடைய தா:க இல்லை 
என்றால், இம்மாதிரி கொடுக்கப்பட்ட முழுமைத் தொகுதியி 
லிருந்து எடுக்கப்பட்ட மாதிரியாகக் காணப்படுகிறது: ' 

இரு வீரிந்த மாதிரிகளின் கரகர ளை ஒப்பிடுதல் 

ஈட nN, பருமனுள்ள இரண்டு சார்பற்ற சாதாரணமான 

மாதிரிக் எடுத்துக். தனம வட 

இச் சராசரிகளின் iuganm யாதளணனட்யதை எனக் 

கண்டறி கீழ்க்கண்ட சூனிய எடுகோளைக் கவனிப்போம். 
a 

H, : வேறுபாடு Barents இல்லை, 

அதாவது இருமாதிரிகளும் ச "திட்டவிலக்கத்தைக்கொண்ட 

தரே முழுமைத் 'எிதாருகினிலிரும்து நறுக்கி பளை எனச் 

Si Bove ih. 

yar தரப்பிழை ௮3.8 (௧0) அ 
wy 

ல் ‘a pride pS. E. fas. 
NR,
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மாதிரிகள் ச॥ர்பற்றவையா தலால், 

கா (௨-௧) - 7 (20 4- கோ (ம) 

ந. s 4 
we be அனவ 3 5 1 

ny My am 

. . 1 1 
” (%,—%2)-ar spidey = ol (++ > ) 

1 a 

எனவே, சராசரிகளை ஒப்பிட்டுப்பார்பதற்கான சோதனைப் 
பண்பலவு 

] _ | (%,—%,) — E (1 — x2) | ej = SEB) (0, 19. 

வம்ப |. தழுவு தடதட ] 
ம Jl ! + +) 3 a 

Ny My 

eI
 

ண? 
இது - A >2:58 என்றால் 7% எடுகோள் 

ச / ta | 
ny n, 

] 9, மட்டத்தில் திராகரிக்கப்படுகிறது 

Lt] > 1°96 என்றால், 5% மட்டத்தில் 29, நிராகரிக்கப்படு 
கிறது. ர 

குறிப்பு 1: 

௪ தரப்படாவிடில், அல்லது தெரியாவிட்டால், மாதிரி 

யிலிருந்து இதற்கான மதிப்பீட்டைக் கண்டு பிடித்து உபயே.கிக் 
கலாம். ் ் 

இரு மாதிரிகளும் ௪)£$ ௪2 என்ற மாறுபாடுககாக்கொண்ட 

இரு வெவ்வேறான முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப் 

பட்டவையானால், அந்த இருமு. தொ. களும் இதேே சராசரி 

யைக் கொண்டுள்ளனவா என்று சோதித்து ஆராயலாம். 

"இங்கும் (41—52)-@ worgurGe 

Var {X,—%,)= Var (%,) + Var (x,)
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| |: 2:58 எனில், 1% மட்டத்தில் HH, நிராகரிக்கப்படு. 

கிறது. ர ர 

குறிப்பு 2: 

- 24) 24 தெரியாவிட்டால், விரிந்த -மாதிரிகளிலிருந்து 

இதற்கான மதிப்பீட்டைக் கணித்து: உபயோகிக்கலாம்... 

விரிந்த மாதிரிகளில் 

  த. 

- (1 ரபி 
n 

ட் ஆஷி ப 1 (22 8-0 ஆகும்போது oe 

இதேபோன்று . 

டத = ( ட் ௯” அ ஸீ 

E(s"}= { ag) oa 

குறிப்) -1-க்கான். சோ தனைப்பண்பளவு 

161 அ. | ஆட. 

3 படித் = 
க க
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குறிப்பு 2-க்கான சோதனைப் பண்பளவு 

  

ஒது" | ¥, — X2] 
111௯ Ts Sp i 

ny 792. 

ள்னவே, 

(1) முழுமைத் தொகுதி 7/(ஐ, ௪7) TSN (a 0°) 
மாதிரி “இட. (சார்ப்நிறகைை * Ss, 

பருமன் i geatlpe «= | Ng 

சராசரி உட x, 

Lf) ae. TIRE வ ny n2 

a த gees _ Bes 

(2) மு.தொ.. ட ௪5)... N (ny 0°) 

* மாதிரி mg, (சார்பற்ந்வை) S, 

பருமன் அர Bers Ms 

சராசரி 5. ன் Xa 

bey = Lee 22) = = 
1°, 1 

ர்வு 
இ மு.தொ.... யலி Nes 6) 
pe ~ (ஆனால் ச" தெரியாது) 

மாதிரி சர் மி, சோர்பற்றண்வு்) S2 

பருமன் mM 722 

_ சராசரி Xs x 

... சகன் மதிப்பீடு 33 

| t | ன | x, த் Rett. 

I ly. 

sf (= + oy 

க.ப...-25
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(4) 

(5) 
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மு. தொ. தச) 44௪9) 

(ச தெரியாது) 

மாதிரி டி, (சார்பற்றவை) S, 

பரு ன் my பட ட பப இ 

சராசரி x, .. . X2 

சீன்: மதிப்பீடு s* 

lt |= |, — %)— (Hi — Fa) | 

பிகு = i 

முழுமைத் தொகுதி 7(2,, சம்... Nyy oy) 

மாதிரி பிட (சார்பற்றவை)- Sz 

பரன் n, 1 M2 

சராசரி x, ம். இ 

lt] = (%, = ¥,) — (4 = 2) 

மூக தொ. ச சப் N (n29 92" 

மாதிரி. ஆ. சோர்பற்றவை) 8, 

பருமன் டி ன ர... 

சராசரி ஜட .் ் x9 

ரின் மதிப்பீடு . 5 th . க 55° 

1 12 (%y — Fa) — “et =o lL 

sy 3) - e+e



மாதிரிகளின் அறிமுறைத் தத்துவம் 387 

எடுத்துக்காட்டு 6 : 

900 உறுப்பினர்கள் கொண்ட - ரு மாதிரியின் ' சராசரி 
3.4 செ. மீ: என்றால், 3.25 செ. மீ. சர்ரசரியும் 2.61 செ. மீ. 
திட்ட விலக்கமும் கொண்ட ஒரு. பெரிய முழுமைத் தொகுதி 
யிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட மாதிரியாக, மேற்படி மாதிரியைக் 

கருத இடம்: உண்டா? ் ் 

தரப்பட்டவை : 

900 

$ 3,4செ. மீட்டர் 

ட 3.25 செ. மீட்டர் 

சல நிமிர செமி... 

H,: நேக்கும் மக்கும் . இடையேயுள்ள வேறுபாடு 5% 

மட்டத்தில் பொருளுடையதாக இல்லை. அதாவது இந்த மாதிரி 

யானது, கொடுக்கப்பட்ட முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக் 

கப்பட்ட மாதிரியாகும். 85 

எனவே (0)! ve je—el 
ச 

4900. 13. 4 — 3.25 | 
~ 2.61 

30 x 0.15 
2.51 * 

‘wa 

= 1.72 < 1.96 

  

இங்கு | £ | - 196 என்பதால் 17:ஐ நிராகரிக்காமல் இருக் 

கலாம். அதாவது £, 6 இவற்றின் வேறுபாடு பொருளுடைய 

தாக இல்லை. ் 

இந்த மாதிரி, கொடுக்கப்பட்ட முழுமைத் தொகுதியிலி 

ருந்து எடுக்கப்பட்ட மாதிரியாகக் கருதப்படுகின் றது-
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எடுத்துக்காட்டு 7 ; 

6400 ஆங்கிலேயர்களின் உயரம் பற்றிய ஒரு சாத. ரண 
மாதிரியின் சராசரி 67.85", திட்ட. விலக்கம்: 2.56'' என்.றும், 

1600 ஆஸ்திேலியர்களின் உயரம் பற்றிய மற்றொரு: சாதாரண 

மாதிரியின் சராசரி 68.55, திட்ட விலக்கம் 2 52'” என்றும் 

இருந்தால், “ஆஸ்திரேலியர்கள் பொதுவாக ஆங்கிலேயர் ௧௭. 
விட உயரமானவர்கள்? என்பதை மேற்படி விவரங்களைக் 

கொண்டு ஆராய்க. - aE 

பி, 2 முதல் மாதிரி : n, = 6300 

4 Ky = 67.85" 

oS, = 2.56", 

, Sy: இரண்டாம் மாதிரி சார்பற்றதாகும். 

  

n, = 1600 

X_g-= 68.55" 

os2 2.52. 

முதல் மாதிரிச் சராசரியின் தரப்பிழை ட 
் . ito My tenes 

இரண்டாம் ரச ய 23 = 2 

த் Vins 

சராசரிகள் வேறுபாட்டின் தரப்பிழை = [1 4 Se 
at இ ON 78 Ny 

6400 1600 

= 0-07" 

2 22. 

| x1 — X2 | 
  li} oO 

Hee _ ச் rt கம் ச 

Gr; 2 aa | 

.. 0,70.
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ஆகவே 47, சூனிய எடுகோள் 15% மட்டத்திலேயே நிராக 

.ரிக்கப்படுகிறது. எனவே, இரு முழுமைத் தொகுதிகளின் சரா 

சரிகளும் சமமாக இல்லை. ஆஸ்திரேலியர்கள் , பொதுவாகவே 

ஆங்கிலேயர்களைவிட உயரமானவர்கள் தான் என நிரூபண 

மாகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 8 : 

மாணவர்களின் ஒரு பெரிய தொகுப்பில், ஓர் அறிவுத் 

திறனாய்வுச் சோதகச நடத்தப்பட்டதில் மதிப்புகளின் திட்ட 

விலக்கம் 30 எனத் தெரிகிறது: 203 மாணவர்களைக் கொண்ட 

ஒரு தொகுப்பில் சராசரி மதிப்பு |28 என்றும், 150 மாணவர் 

களக் கொண்ட மற்றொரு தொகுப்பில் சராசரி மதிப்பு 135 

என்றும் இருந்தால், அவ்விரு தொகுதிகளுக்கும் இடையே 

பொருளுடைய வேறுபாடு காணப்படுகிறதா என்று கண்டு 

பிடிக்கவும். 

n, -= 200 X, = 128 

n, = 150 % = 135 

முழுமைத் தொகுதியின் திட்ட விலக்கம் ச - 30 

Hot “இரு மாதிரித் தொகுப்புகளின் சராசரிகளின் வேறு 

பாடு பொருளுடையதாகத் தெரியவில்லை? என்பதாகும். 

| x—- x | 

  

சோதனைப் பண்பளவு 1/1 - டம் 

| [Ge ta) ஏ உ. ௩. 
be ny 

| 135 — 128 | 

30 7/1 J 
Jie + 50 

7 

~ 39 7% 

.., எனவே, . இத்த மாதிரித் தொகுப்புகளிடையே பொரு 

ஞடையதான வேறுபாடு காணப்படுகிறது. 3
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- இரு.திட்ட வீலக்கங்களின் வேறுபாடு பொருளுடையதா 

என்று:அறிய , 

எனது 
டி Sv E Gs) (s) | 

இங்கு ஈன் தரப்பிழை = oo 
42 

  

் (இதன் நிருபணம் வாசகர்களுக்கு விடப்பட்டது). 

|! ele. +N O51.) 

: W2n 
“இங்கு || 2) 1:96 என்றால், 5% மட்டத்தில் வேறு 

பாடு (க்கும் ச-க்கும் உள்ள வேறுபாடு) பொருளுடையதாக 

இருக்கும். 

எடுத்துக்காட்டு 9: 

72 உறுப்புக்களைக்கொண்ட ஒரு.ராண்டம் மாறியின் திட்ட 

விலக்கம் 3:2” என்றால் .இந்த மாதிரியானது 3-1" திட்ட் 

விலக்கம் கொண்ட ஒரு முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப் 

பட்ட ஒரு மாதிரி என. நிரூபி. 

  
  

  

a oe OL." 

_3. ண 34 = 0°26." 

427 4 144 

1:- ஏ] 0:10 
1814 =] 0-26 41 

42 ் 

oo Ho நிராகரிக்கப்படவில்லை. 

அதாவது இரு திட்ட விலக்கங்களின் வேறுபாடு பொரு 
ளஞூடையதாக இல்லை. 

ள்னவே இந்த மாதிரி, கொடுக்கப்பட்ட முழுமைத் தொகுதி 
யிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட மாதிரிதான். ்
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காணப்படும் உடன் தொடர்புக் கழுவின் பொருளுடைய 

தன்மை 

முழுமைத் தொகுதியின் ௨, தொ. கெழு£ என்றும்; 

மாதிரியின் ௨, தொ. கெழு £ என்றும், 2 சிறிய மதிப்புள்ள 

தாகவும் இருந்தால் , 

7-2 SEC)” 4்(0, 1) ஆகிறது. 

பூ a 

இங்கு ஈன் தரப்பிழை = SE. (r) = — 
8 

282. இரண்டு ௨. பொ. கெழுக்களின் வேறுபாடும் பொரு 

ளஞுூடையதல்ல. 

இதற்கான சோதனைப் பண்பளவு, 

| 2] 
| 

Von 

(11 51-96 என்றார், 
    

மாதிரி, முழுமைத் தொகுதியின் ௨. தொ. கெழுக்களின் 

வேறுபாடு 5% மட்டத்தில் பெ.ருளுடையதாக உள்ளது என : 

அறிகிறோம், 

எடுத்துக்காட்டு 10: 

ஒரு மாதிரியில் இரு தொடர்புள்ள மாறிகளின் உடன் 

தொடர்புக் கெழு 03) முழுமைத் தொகுதியில் உடன் 

தொடர்புக்கெழு 0:25 என்றால், இரண்டு ௨. தொ. கெழுக் 

களும் பொருளுடைய முறையில் 6வறுபடுகின்றனவா என்று 

ஆராய்க. (இங்கு மாதிரியின் பருமன் 100 எனத் தரப் 

பட்டுள்ளது.) ் 

Ho: வேறுபடவில்லை. 

r= 03 ட 

o> 0:25. 

சேதானைப் பண்ஊவு = (7) = 1. மரு ட 
C= 6°) 
Vn 

  

i
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“ட. (04-02. 6050 _,, we 
lz] = ண்டு ஜி] அட்ட 0°53 < 1 96. 

¥ 100 

141 < 1-96 என்பதால், வேறுபாடு பொருளுடையது 
அல்ல. 

எடுத்துக்காட்டு 112: 5” 

சராசரி 0:1, திட்ட விலக்கம் 21 உடன் கூடிய ஒரு 

முழுமைத் தொகுதியிலிரூந்து 900 பருமனுள்ள ஒரு சாதாரண 
மாதிரி எடுக்கப்பட்டால், அதன் சராசரி எதிர் மறையாக 

இருப்பதன் நிகழ்தகவைக் கணக்கிடுக:. , : 

4 0:1 

ச 2:1,8- 900 என்றால் 

£ 4 0-க்கான் நிகழ் தகவு 

| <o} 

= . | 

  RG SM=F { [ 
  

vn - 

       

  

  

கொலம். 142986 3௦. அ 

படம் 80. ் 

Que z= x = ஆ 2/(0, 1 )என நாம் அறிவோம். 

(=)
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nF { [eo ஆ. 46] 

= P, 

ர
 

=F? 
் 

refs 

| 

  Cu } 
2 

- = 30 240 | 

ட அட | அப கடல 
x =0 307 40] 

+= 3 

1-4286 
P, லள மண சன் 

= 0°5 — 0-423 

= 0:077. (ஏனெனில் சமச்சீரானவை) 

பயிற்சி 1. 

(1) கீழ்க்கண்டவற்றை விளக்குக : 

(i) 

Gi) 
(iii) 

(vi) 
(v) 

முழுமைத் தொகுதிப் பண்பளவு, மாதிரிப் 

பண்பளவு. 

கெடுபிடியான பகுதி. 

தரப்பிழை 

முதல் வகை, இரண்டாம் வகைப்பட்ட பிழைகள். 

சூனிய எடுகோள். 

(35 விரிந்த மாதிரிகள் அறிமுறையில் தரப்பிழைகளின் 

முக்கியத்துவத்தை விவரிக்கவும். ் ட் 

._. ஒரு நிலையான வெற்றி ஊக. அளவு ற எனக்கொண்ட 

சார்பற்ற முயற்சிகளின் ஒரு தொகுப்பில், வெற்றி 'விகிதத்தின் 

தரப்பிழை 124 என நிரூபி; (ர -1-ற) 
n ட .
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(3) (ய ஒரு காசு 1600 தடவைகள் சுண்டிவிடப்பட்ட 

போது 825 தடவைகள் தலைவிழுந்தன். காசு பிறழ்ச்சியானதா 

எனச் சோதித்து ஆராய்க. 

(2) ஒரு பகடையானது 3.4 தடவைகள் உருட்டப்பட்டு 
181 தடவைகள் ஒற்றைப்படை எண்கள் வருமாயின், அது 
ஒரு “சரியான? பகடையா எனச் சோதித்து உணரவும். ௮ம் 
முடிவுக்கு வருகிற காரணத்தை கவனத்துடன் விளக்கவும்: 

(I A. S. 1960) 

(4) ஒரு பெருந் தொகுப்பிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட 1000 
ஆப்பிள்களில் |00 அழுகியயையாக உள்ளன. அத் தொகுப்பில் 
உள்ள ஆப்பிள்களின் சதவிகிதத்தை மதிப்பீடு செய்க. 
அத்துடன் MF சதவிகிதம் எந்த எல்லைகளுக்குள் இருக்கும் 
எனவும் கண்டுபிடிக் க்கவும். ன் 

(5) ஒரு நகரத்தில் 800 மனிதர்களைக்கொண்ட ஒரு 

ராண்டம் மாதிரியில் 600 பேர் கறுப்பு முடி கொண்டவர்கள் ; 
மற்ற நகரத்தில் 1000 மனிதர்களைக்கொண்ட மாதிரியில் 700 
பேர்: கறுப்பு முடி கொண்டவர்கள் என்றால், .கறுப்பு. முடி 
கொண்டவர்களின் விகித வேறுபாடு உத்தேசமாக 24 தடவை 

கள் விகித வேறுபாட்டுத் PE pene இருக்கும் என்று 
காட்டுக. 

(6) ஒரு நகத்தில் 900 பள்ளி. மாணவர்கள் பின்ண்ட 
OG ராண்டம்: மாதிரியில் 20% மாணவர்கள் ஒரு உடற்குறை 
கொண்டுள்ளனர். மற்றம நதரத்தில், 1600: மாணவர்களின் 
ராண்டம் மாதிரியில் , 18-59% மாணவர்கள் உடற்குறையுள்ள வர் 
கள் என்றால் விகிதங்களின் ன்பு பொருளூடையதா எனச் 
எனி 

ரு. "ஒரு முழுமைத் சதொகுதி 6°52 சராசரி, 1-6 திட்டவிலக் 
கத்தையுடையது. 400 பருமனுள்ள ஒரு மாதிரியின்' சராசரி 
680 என்றால், இம்மாதிரி கொடுக்கப்பட்ட முழுமைத் தொகுதியி 
லிருந்து எடுக்கப்பட்ட ராண்டம் மாதிரியா எனச் சோதித்து 

அறிக. 

ம. 144. நபர்களாக்கொண்ட ஒரு ராண்டம் "மாதிரியின் 
ச்ராசரி-உயரம் 651, திட்டவிலக்கம் 2:51' என்றால், 66'' சராசரி 

யுடன் கூடிய ஒரு .முழுமைத்- தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட 
ரசண்டம் மாதிரியா. என ஆராய்க.



மாதிரிகளின் அறிமுறைத் தத்துவம் 395 

(9) உடற்பயிற்சிப் போட்டியாளர்கள் தொகுப்பில் சராசரி 
உயரம் 67", திட்டவிலக்கம் 1:51! என்று தெரிகிறது. ஒரு 

கல்லூரி மாணவர் 70'' உயரமுள்ளவர் என்றால். அவர் ஒரு 
போட்டியாளர் அல்ல என்று முடிவு கட்டமுடியுமா ? 

(10) 62 தொழிலாளர் குடும்பங்கள் கொண்ட ஒரு மாதிரி 

யில் பால் நுகரும் அளவு சராசரி 12-8 பின்ட்டுகள், தி. வி. 5.6. 

பின்ட்டுகள் (1௦1) என்றும், மற்றொரு 113 நடுத்தரக் குடும்பங் 
கள்கொண்ட ஒரு மாதிரியில் அவை முறையே 15:9, 6-8 பின்ட்டு 
கள் என்றால், தொழிலாளர் குடும்பங்களுக்கும், நடுத்தர குடும் 
பங்களுக்கும் இதைப்பற்றி வேறுபாடு பொருளுடையதா எனச் 

சோதி. 

(11) ஒருமருத்துவ பரிசோதனையின்போது ஒரு கலாசாலை 
யில்- பயிலும் மாணவ் மாணவிகளில் .1437 மாணவர்களில் 432 

பேருக்கும், 441. மாணவிகளில் 152 பேருக்கும் கண்கோளாறு: 
இருப்பது தெரிகிறது. (ஆண் பெண்) இனத்துக்கும். கண்: 
கோளாறுக்கும் ஏதாவது தொடர்பு உண்டா என்று சோதித்து 
விளக்குக. ட் i On நீ



11. ௨: ௧ முதலிய பரவல்கள்.. 

1i-1. ws-utss5 usya® (Distribution of x") 

ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல்நிலை மாறியின் வர்க்கத்தை 

ஒரு ॥ இயக்கப்பாகை (08தா66 ௦4. 116600 கெண்ட ஒரு 7 

மாறி *கை வர்க்க மாறி? என்று வழங்குகின்றோம். 

&-4(74 ர) என்றால் 

gu tf - 740, 1); 5 ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல்நிலை 

மாறி. 

க? - ள் 
எனவே 24 () ௫2: (1). இது ஒரு | இயக்கப்பாகை 

கூடிய ஒரு கை வர்க்க மாறி, 

பொதுவாக 2 (4], 2, 3, என்பன 4; சராசரியை 

யும், ச மாறுபாட்டையும் கொண்ட சார்பற்ற இயல்நிலை மாறி 
களாயின் , 

n n . : 

s (4). 2 கிடை வ் பட்ட பட். ட படு 
=| taal] Fi 

என்பது ஈ இயக்கப் பாகைகளுடன் ௯டிய. ஒரு கை வர்க்க 
மாறி. 

(1)-ன் கூட்டலிலுள்ள சார்பற்ற வர்க்கங்களின் எண்ணிக் 
கையை *இயக்கப்பாகை? என்கிறோம். இம் மாறியின் பரவலை
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திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் சார்பலனைப் பயன்படுத்தி, தீர் 
மானிக்கலாம். 

Xj N iF, 2?) t=, 2, 3,...:..2 - 

ப் மாறிகள் சார்பற்றவையானால் , 

  வழ (சர 2 i2l ச i=} 

. % — இங்கு 3) - அ. 

3 கள் சார்பற்றவையானதால் , களும் சார்பற்றவை 
யாகும்... : 

ச 

Mya () = M — 

> ai, 

ர்... 

= Ms (2) - Ms (t) . mM. ட... சிக (9: 

My, @ = 7] எடு க்யா 

- [49] 
(ஏளெனில் எல்லா 2-களும் சர்வ சமமானவை.) 

  

gy Sh ஜட. 
இங்கு f (x) = — e Be? என்றால் 

Von 

1 — 2 /a 
(2) =-— சட...   

42௯



398 . கணிதப் புள்ளியியல் 

eh My: (t).. = BE (e tz?) 

  

  

CO . £2 ் 

™ | 8 ழ் (2)4ஃ 
பந்து. 8 oof 

ஐ 42 — 2h 
கு 1 ர 8 சீ dz 

492௩ _ ட் 

I 9 -(1-2924.. 

“ட ௪ 2.௬. 
at ஐ 

= 1 e Vn 2 

in [1 — 2! \ 
2 

ப் 243 வன் 

் — a* x? ச 

ஏனென்றால் ழ் த அ னை 

—- © i 

== (1 — 2%) 

—~ 2 

My 4) - QO = xy O = (1 20 

a, , 
இதன் தி. ௨. சார்பலன் L =},8 = ஆ - வைப் பண் 

பளவுகளாகக்கொண்ட ஒரு காம்மா' மாறியின் 'திருப்புத்திறனை 

உருவாக்கும் சார்பலனாகும்.
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எனவே, ன் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

= ~ Bs வலை 4 
2 (3) 2 ச 2 x) = — x { ) கி ச (( ) 0 ௨441 டல. 

At 
= 0, (opp Qimcefed credermid). 

  

இந்த %” மாறியின் பரவல் ॥ இயக்கப் பாகைகளைக்கொண்ட 

ஒரு கை வர்க்கப் பரவல் என்று வழங்கப்படுகிறது. 

a 

த - ் என்றால், %3 = . 

éx* = 2 dt 

x* + (0, 6) என்றால் / (0, 9. ஆகும். 

  

எனவே, 

Bf 
1 —f 2 

fi) = ற யு e (22) : 0O<t<ao 
2 2 

a ப 

1 வடா! 
e .t O< t<@ 6) | < 

௪. 
எனவே 2 ஒரு (5) பண்பளவுடன் கூடிய ஒரு காம்மா 

மாறியாகும். 

n= 2 என்றால் மாறி ஓர் அடுக்கு மாறியாகிறது. 

x g—1 

M72 @) 042540 
72- ஈடு 

உ அ என்றால்
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F(x) = Fe -0<%< @ 

௪.0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்): 

உன் பரவல் ஓர் அடுக்குப் பரவல் 

ருவாக்கும்,சார்பலன் %* பரவலின் திருப்புத்திறனை உ 

a My, கண E டீ 9 7 

ல 

™ | ext "ae 
je F(R?) 0d x? 

1 oO x* 
Tie he r (:) ர t-x* wee 

ரூ = 8 ரீ 2 12 5 

oe 
2. 

8.2. 0) 
1 © 

| { —4#(1— 22 ஆ.
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ன் சராசரி ம! [சீ (1)] 
t= 

= — 5. | 

-[-fa-% ஐ] 
i=0 

or மாறுபாடு ந இ (சம 

2 4 [சசி'(0)] 
t=0 

: n ர as eee ஆ 

= ட் (-?-பு0- 2 அ] 
டட =. 

  

n(n +2) 
“se, 2. 

srenGei,X*-or nt gur@ = 2 (n+ 2) — 42௩ 

x பரவலின் கூ.௨. சா. (குமுலண்டுகளை உருவாக்கும் 

சார்பலன்) 

Ky, (2) = log M x? 9... : 

n 

2 
=a ol log (1 — 2¢) 

n (2t)? (26° ட ] 

“5 [245 நர் ர் 

&$ உ ரஆவது குமுலண்ட் 

2 த (2ல் <= oir கெழு: 

கன co (ene 

க.பு.--26
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ki = 2 =n 
2 

கல. கலக 

2 9 
Sy S Gage een 

் ஐவ, அக. Cr 1)! 

.. சராசரி &, =n . 

மாறுபாடு - K,=2n= po 

Ps; = Kz =8n .- 

(Pp = K,4+3K,' = 48412 2° 

f= =f = 50 (n — oO அணுகும் போது) 

கடட ட கக மள 12 
இரத் எ ae ஈரா ம. 

(1-௦ என்றால்) 

ஆகவே இயக்கப் பானக பெரிதான எண்ணாக இருந்தால் 

2” பரவல் ஓர் இயல் நிலைப் பரவலை அணுகும். 

நடைமுறையில் 30-க்கு மேற்பட்ட ॥ எண்ணுக்கு இயல் 

நிலைப் பரவலை அணுகும் %”-ன் தோராயம் சரியானதாகும். 

1॥ - 30 வரைக்குமான 5% 1%, அளவுக்கான %”-ன் மதிப்பு 

களை இறுதி அட்டவணை கொடுக்கிறது. 

ு* மாறிகளின் கூட்டல் நியதி (Additive property of x") 

உப. 1, இரு மாறிகளும் முறையே ஐ, 1, இயக்கப் பாகை 
களூடன் கூடிய சார்பற்ற கை வர்க்க மாறிகளானால் 

உட ஆம், ட ஈறு. இயக்கப் பாகையாகக் கொண்ட
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ஒரு கை வர்க்க மாறியாகும். இதையே கூட்ட்ல்' “நியதி 
என்கிறோம். 

%* வர்க்கப் பரவலின் திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் 
சார்பலன் உ 5 

48 ,,9-(1-2 2 

—n 

My s@) =(1—2t) 2 ஆகும்: 
3 

  

ட 22” இரு மாறிகளும் சார்பற்றவையாதலால், 

Mya ys =M yi OM ys) 

(தி. ௨. சார்பலன்களின் பண்பாகும்.) 

டக | னு ௯௫ ௩ _ ஐ 

= (1 — 2t) (12 ௩ ரி 

ரு. ! 

2 a {1 2 

ஆகவே 1 --%,3-ன் தி. ௨. சார்பலனும் ஒரு %*-ன் தி: உ: 

சார்பலனை ஒத்துள்ளது. 

மேலும் %)” + %,”-ன் இயக்கப்பாகை (n, + 12) ou. 

எனவே கூட்டல் நியதி நிரூபணமாகிறது. 

இதையே நீட்டித்து எழுதினால், 

கள் (4 1,2,3,...8) ஒவ்வொன்றும் முறையே 

(௮ 1, 2, 3,..ம9 இயக்கப் பாகையுடன் கூடிய சார்பற்ற 
k 

கை வர்க்க மாறிகளானால், அவற்றின்கூடுதல் £ %/ மாறியும் 
ix 

k 4 ட 
5: ஐ. ஐ இயக்கப் பகையாகக்கொண்ட ஒரு கை வர்க்க மாறி 

i=] ் 

யாகும்-



404 
கி இய புள ளிய யல் 

அதாவது 

k 

M (t) = 7 M_ it) 
k 

Ex 
i=] 

ஸ் 5 1) மாறி ஒரு 5 ஈ, ஐ இயக்கப் பாகையாகக் கொண்ட 

ஒரு கை வர்க்க மாறியாகும். 

உ, 4, இரண்டும் முறையே ௩ ; ஈட ௩ இயக்கப் 

பாகைகளுடன் கூடிய கை வர்க்க மாறிகளாயின், மேலும், 

x2, %, இரண்டும் சார்பற்று: இருந்தால், %,-ம் ஈ இயக்கப் 

பாகை கொண்ட ஒரு கை வர்க்க மாறியாகும். 

நட் 2-1 
ட ௮. 

டக்கு 

2) 
ப்ச்ச் x,* + x,’ (6) = Ci — 28) 

my 182 

ருரு ரு 
= (t— 2) ி. (10-20) 

. —n, 
Mya ழூ உ முதற் 3 

1: ல் 

83 இரண்டும் சார்பற்றவை யாதலால்,
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M Xi" + x, (4) = My (2) M x! (2) என்பதால் 

௮௧. 
- 2 

M x (t) = (1 -- 2%). 

starGau X,2 or gm 2 @. ur. Asrom gw xX மாறி 

யாகும்: 

4-2 (1, 420) என்றால், ௨ இயக்கப் பாகைகளுடன் 

கூடிய x மாறிபின் சராச& ஈ.எனவும், திட்ட விலக்கம் 42 

எனவும் இருக்கிறது: 

எனவே 6 ௯ ராணு ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட %“ மாறி, 
n 

  

இதன் தி. ௨: சார்பலன். 

  

    

  

  

M (t) tz) 
M,) = “wt—n = E (4 

42 . 

t x'—n 

“21: ( In ) | 
i 

7 iin 
௯ சீ 12௩. E ( சீ ) 

- UF a t 
த 2 Jv 2n 

nn டர 
- fs அ 3 

= ¢ | 4231) 
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log ச் 0-௮. iz t— ரா log 

JF] 
— dit tt [5.13 

({Eye+d( (EF) e+ பபப ல] 

ட அ ட பச 

*0( 4 _ 

ரீ 
> 3207 + ௦0 என்றால்) 

  

  

  

  

8 

ப் 4400-2 5. 

எனவே ௦ என்றாகும்போது, ன் தி. ௨. சார்பலன் 
ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல்நிலை மாறியின் தி. ௨. சார் 

பலனாகும். 

“ 2+ N (0; 1) 

அதாவது தரப்படுத்தப்பட்ட %* மாறி, தரப்படுத்தப்பட்ட 

Quad py மாறியை அணுகுகிறது. 

எனவே %ிமாறி--௦ எனும்போது ஓர் இயல் நிலைப் 

பரவலை அணுகுகிறது. 
பீ, 2 மாறிகள் முறையே 8, 1, இ. பா. களுடன் கூடிய 

இரு சார்பற்ற கை வர்க்க மாறியானால், 

ட் 

x" +{x," 

v= XP + X,?
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8, 2 இரண்டும் சார்பற்ற மாறிகள் என்றும், 

72 மாறி ஒரு £, (> : = jor என்றும், v wom ph spam X* (n, +72) 

மாறி என்றும் நிரூபி. 

&ட்,%உ சார்பற்றவையாதலால், 

7 (ட, x2") = Ai (%,’) பீடி (227) 

  

  

  

த aii ay _] 

ப்ப a 2 
=2 my ச ய é (ப் 

, 2 

1 லு ze ns அந் 

2 ‘ 2) உறர உ? (2) 
0 < x,°, x, <1 

it, n2 
- $ (x) + %,") ப வர் ௮௮] 

௮ 2௪ னு. 2 2 

ச ரீம். (]| என்றாகும். 

கரீ(12,2(1-7. 170. 

எப்படி என்றால், 

  

2 

es ட 
v 

uv = நபீ 

YX = vu—Xy =v—vum=v() — u) 

u 

—v(Il— 4) 

  

ப்) 
து CD “|. 
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%1* > (0, ©) 

X%—+ (0,0) என்பதால் 

u — (0, 1) 
2 (0, ௦) என்று காணப்படுகிறது. 

உ மாறிகளின் இணைந்த ஊ.௮: சார்பலன் 

நி அர Ny 
  

5 
ட. 2 2 

g(% 2) = ce a (uv) fe(i—u)] . » 

(FEE 1௪ 2 2 2 (1—u) . 

0.௨4] 

  

  

  

O<u<@ 

Ques = 212 டி 

ம 
¢= 

nN, + Ne Ste வப் 
1 1 ste.) 

8 ஆ p Mites s a 
22 2 its i 

2 2 

எனவே ச (௦5) - &; (4): 2, (v) 

ny ட் te 

1 2 | 2 இங்குச, (0 ௮ 1 (1—#) 
ஆ 42. 

2 2 

048441
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௪.0 (மற்ற மதிப்புக்களில்). 

  

m+m _ 
துரிதம் அனை ன். ஜு உட 

m+ ர ny +n 
2 2 2 

Ol< vc ow. 

0, (மற்ற மதிப்புகளில்.) 

£ (9) ௪,(மூ. த, (9) என்பதாலும் 

1, 9 இரண்டும் சார்பற்ற மாறிகள் என்றும் 

  « ~B, ( mts ) மாறி 

o— A (ny + m2) மாறி என்றும் நிரூபணமாகிறது. 

, 4,712 மாறிகள் முறையே mn, n, Qusacurmssepr or 
கூடிய இரு சார்பற்ற கை வர்க்க மாறிகளாயின், 

  

_ x; My ty 5 
w= 55 மாறி ஒரு (82 | 2 ) மாறியாகும். 

Sf (x, 22) =h (x,")- Js (%2") 

—X1" + 327 m Ny 

a) 2 
me. . (%,%) வே site sate (1 

0 2%பு22 ௮40. 

௮ 0 (மற்ற மதிப்புகளுக் கெல்லாம்). 
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x*, 
Que u= x,   

7 - 5, என்றால் 

x? = uo. 1 
%2 ௭, see ee (2 

ட், இருமாறிகளும் (0,9) இடைவெளியில் 
உள்ளன. 

1, சமாறிகளும் (0, ௦)-ல் உள்ளன என்று அறிகிறோம். 

  
wm | Oo ட், 2) vou 

31 5190௮ 0 1 |=". 

cram Geu g (u,v) = f(X,", %,*)- IJ]... we (3) 

= f (uy, v). |JI 

அட (1 + 4) 1 
த க ட் அளை (ur) > 1 ர —t VU.» a00(4) 

O<uuc@. 

உன் பரவலையும், உ மாறியின் ஊக அளவு அடர்த்திச் 
சார்பலனையும் இதன் மூலம் கண்டுபிடிக்க (4) ஐ, ௦ மாறிக்குத் 
தொகுத்தால், உன் விளிம்புப் பரவலைக் காணலாம். 

(0,00) இடைவெளியில் உமாறியைத் தொகுத்த பின் 

ன் நிபந்தனை அடர்த்திச் சார்பலன் 

௦௦ 

au) = ( £(u,0) de 

002) my itm 

ஓ 

டல 2 2 2 
a 9 ௫ ஸ் 

ஓ
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My ras) 
u 2 

நறு m + 12 

2 Pye \ 1/0 1-௨ 2 
2 2 2 2 

oO 

  

உ. 
2 

(+ ் 4] (4௦ 2 
048௨௦ 

_ 0, (மற்ற மதிப்புக்களில் எல்லாம்). 

எனவே ௪ 35 BO B, (= 4) மாநியாகிறது. 

11-2 மாதிரிச் சராசரி, மாதிரியின் மாறுபாடு, இவற்றின் 

Qe BS ug as (Joint Distribution of Sample mean x and 

Sample variance s*) 

xia N(e, 0°), i=l, 2 me 2 oopneriupp Que 

நிலை மாறிகளை எடுத்துக் கொள்வோம். ் 

  34 ப ட்ட Gd 
n 

k= 

sis க > (x; — ¥)? ons oes (2) 

S
f
 

இவற்றின் இணைந்த பரவலைக் காண்போம்.
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௮ சு என்ற செங்குத்து உருமாற்றத்தை, B அணியின் 

1 7] 1 . z 
a ம் fy See = BROT 
pp நிரை (row) ( a, த a ) என்று இருக்குமாறு 

எட௫த்துக் கொள்வோம். ooo -- (3 

(இங்கு 8 அணி' [ஒரு செங்குத்து அணியாகிறது. 

ஃ 2 திடு 

1 

- 1 I 1 xa 
(i) Fal (= in eee a) : 

seritlnin 

௮௭: ௮ > i = ae oa Mn ¥ (4 
in vn mx aes 08 ) 

(ii) wy? + 9? + ooo + a = ட் + x" +... x,* 

n " 

௬ நுதி EGi-zy +nx 
t=] t= 

ne 

= > Gs — ¥)* +»? 
t=] 

n 

fo Ia A I one InP = 2 Ryans... (5) 
‘= 

a 
QoCurg 3: — ஐக் கவனிப்போம். 

f=] 

7 

ECan = = a + wy poe + Gna) -(6) 

= (91 in ey tos" ஆ பபர்... (7) 

ஏனெனில் (6) - =x +n pt — 22 > xi
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(1) ந 1 க் 22 நற 

இங்கு 5” - $ ௨4 என்று தாம் அறிந்ததே. 

$ ௧௧. (9. (செ) செறு 

சனமே (6) = (7). 

எனவே, Xgs ய உன் இணைந்த அடர்த்தியான து. 

— (% — p)/2 o? — (2, 77/2 ௪" 
68 உமத உச 

படி ௮2௪ 
wa Og @ 

1 5 
[= te 5 (i 152,09] 

  

ட 8 ச் 

௬ 22௪ 3 [ «- 7 (53) | 
t=] ௪42௯ 

இந்த அடர்த்தியானது 

Gee [yy — VO py t+ os +393" +o.) Hon") / 2 0°- 8G 

அடி 3-௨ சார்பற்ற முறையில் பரவியுள்ள மாறி உரு 

மாற்றப்படுகிறது. 

ள்னவே 5௬3, 7741 ௪1] 

உ a : 
Js +33 ee ae — x9 (n= 1) 

r 

8 . ns 
மேலும் 7 = 

— 2 உ 

அதனால், = Tn kin சார்பற்ற முறையில் பரவி 
யுள்ளன.
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அலகைச் சாதகப்படி மாற்றியமைத்தால் xy 3 இவற் 

றின் இணைந்த பரவல். ட்ட ர ரர : 

  

apa (அ) 4. உபி. அசல 

—n(z—ry a ் இயர் - 20 n 

= 6.€ 20 .dxe-se De®. (*%) 2 ds) 

ட: ௩00௨4௮௨0௦0 

0422 49 

"ஐ, உன் இணைந்த பரவலையும், xX; 2 இரு மாறிகளின் 

சார்பற்ற போக்கினையும் இங்குக் கண்டறிந்தோம். 

த மாறியின் தி.'உ.-சார்பலன் 

உன் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

Vn 7 

ரல Be ஆ[- ஜட கர   

௦௦ 43 403 

ஊன் தி. ௨. சார்பலன் 

M, (0) = My 1 O=Ms 5, () 

  

+ ் 7 

n 

ன் t =H May (=) (x-aeer சார்பற்றவை) 
t= 

் [™ ச (1 .... ரகள்'சர்வ சமமானவை) 
2 

af” டி 2 +. bik rs 2° 92” ௪? I . = [.
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nyt Bo 

ர: அன 

  

(2):- || 

= € 

ன் தி.௨. சார்பலன் ஓர் இயல்நிலைப் பரவலின் 
தி. ௨. சார்பலனை ஒத்துள்ளது. 

மேலும் ன் சராசரி ஐ ் \ 

ச் 

&-ன் மாறுபாடு (=) 

X aN (HZ) wot. 

Q@s போன்று 2-ன் சராசரியையும் baggie 
கீழ காண்போம். 

ன் ஊ, ௮. சார்பலன் 

  

  

   

  

  

  

தனை! 

2 n n— | 

(ae) a Te = 
Sf) = oa ௪ (25) 

த! 
0 82244௦ 

௯ 0 (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லாம். 

n n—l ns உ = 
ட் ட ஐ... 52 5 

(s*) ds*
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n n—l —ns*/2a" ntl 

( 2e° ) 2 2 

னாபா நனி ததத தத் ம்" 

(F) 6 
7-1 

n — n+ 

(க)? 77) 
2 (+) 2 

    

ee 
; | 

எனவே சராசரி அடர | 1-5) 

௨ என்றால் 4-0. 
n 

E (*)= ( டட) சச. 

மேலும் 8 (20௪ ம் 

  

௪" என்பதால் 
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அதாவது E (re (x;— xy | ௬ ஏ” 

E (s*) =. [s= 1 $3 பேல] 
n—1i=] 

-9 o'-& GopsAupp oHOIG sraraord. Qos s-or 
மதிப்பு சிறப்புகாண் சோதனைகளில் (சிறு மாதிரிகளுக்கு) மிக 
வும் பயன்படுகிறது. ௪” தரப்படாத இடங்களில் சிறிய மாதிரி 
களுக்கு 5: ஐயே 4” க்குப் பதிலாக உபயோகிக்கலாம். 

  

| n உ a —* ad 
3 2 o* ் pr=e tera டட] (உ GD ale) 

(=) 
n \"x2 டர் 

2 
. (9) d(s)   

  

  

॥ 

  

  

    

  

1 \2 (௪) 
(10) 1) 42 

= —— டக > 

நீக இயக) (டி கடு கட் 
n n 

_ 0) டட), 300 
n n 

க. பு.--27
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2-1) 
973 

= a (: -<-) ஏ. 

ட, 7? மாறிகள் முறையே ட 8 சராசரி, சட், ச?” மாறுபாடு 

கொண்ட சார்பற்ற இயல் நிலை மாறிகளானால் 

எனவே (6”)-ன் மாறுபாடு - ச். 

  

நடா a என்ற விகிதம் ஒரு மகேகரஷி பரவலில் அமை 

—p2 
வதை இப்போது காணலாம். 

  

f(t) ™ (oO; +0, 2) > ௦ 4140 

என்பது கோஷி மாறி !-ன் அடர்த்திச் சார்பலன். 

  

தட்ச நீர 
i= T— Fs, 

ot BX Biot 
ay” (27/௪2. 

இவ் விகிதம் சார்பற்ற இயல்நிலை மாறிகளின் வர்க்கங் 

களின் விகிதமாகும். 

௨.௨ ட i 

தொகுதி மைனர் 43 ௭ என்பது 1 இ.பா. 

கொண்ட ஒரு %” மாறி. - %,5) என்க. 

பகுதி (பிஸூ௦யாம்பம்மா) a Ee என்பது 1 இ ] ௨உயா. 

ச 

கொண்ட சார்பற்ற மற்றொரு %” மாறி) %2) என்சு . 

3 323 2 

எனவே,“ பம. ட 
71 x," 

> Ba ( 3) org. 

a 3 
2 ர் 

எனவே, என் (ஊக அளவு) நிகழ்தகவு அடர்க்கிச் 

சார்பலன் ,
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(1 - rey டு oe yam 1. - 

(: ent at) ih 

o¢gt<@ 

  

  

அதாவது . நிகழ் தகவு வகையீடு (0௦௦3001107 6147672011), 
[dP = f (x) dx] 

௫௨7 (அடு. 2 (அச)   

  

ர. டி ந _ | : 

BaD on ச( அ) 

  

“அழ சர 
on (Oe 

PO) PG) (ச, + = *) 2) 

் சடச2 4? . 2 ் 
: 2 SS 0 ர் ௦: 
த o® (சமீர ச) இல்ன து 

எனவே  /-ன் நிகழ்தகவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

னள டப ட்ட. ப.ச. F(t) ு [அ + ௪2210) 2 €. oe 

Qagoa=o, =1 என்றால் 

் e _ it. 

n (+h) ? 

இது -ஒரு கோஷியின் அடர்த்திச் சார்பலனாகும் என்பது 

புலனாகிறது. ர ரர 

f= oe Fig
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11-8. ஸ்டூடன்டின் “0? பரவல் 

நடைமுறையில் உபயோகப்படக் கூடிய மற்றொரு முக்கிய 

மான பரவல் -ன் பரவல் ஆகும். WS. கோஸெட் என்பவர் 

“ஸ்டூடன்ட்”? என்ற புனைப் பெயரில் 1908ஆம் ஆண்டில் இந்த 

்- பரவலைக் கண்டு பிடித்தார். ஃபிஷர் என்பவர் 1926-ல் 

இதைச் சரி செய்து இதன் பரவலை நிலைநிறுத்தினார். 1) என்ற 

ர॥ண்டம் மாறி ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் நிலை மாறி 

எனவும், 87 என்ற ராண்டம் மாறி, £ இயக்கப் பாகை கொண்ட 

ஒரு கை வர்க்க மாறி எனவும் இருக்கட்டும். மேலும் 717 மா.றி. 

கள் சார்பற்ற மாறிகளானால், அவற்றின் இணைந்த நிகழ்தகவு 

அடர்த்திச் சார் பலன் fF Or) ore Gv, 

FCy, uy = go. h(a). 

த . த் —u 

oe eal ஆ 
, . 2 4 z 

oa He வெவைவவையை [த் 

k கீ 

a te) 
- 0 ஒர ௮0௦ 

ச es 

0O<u<@. 

= 0, (மற்ற மதிப்புகளில் எல்லா ம்); 

இப்போது ஒரு புதிய ராண்டம் மாறி ஐ வரையறுக் 

கலாம். 

i=. ஆ. 
4 (8/6) 

இந்த ஈன் மதிப்பு ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் நிலை 
மாறிக்கும், சார்பற்ற முறையில் கை வர்க்கப் பரவலைப் பெற் 

றுள்ள மாறியின் வர்க்க மூலத்துக்குமான விகிதம் ஆகும்." 

. மாதிகளை உருவ மாற்றம் செய்து ன் பரவலைக் கண்டு 

பீடிப்போம்.
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p= a, $௨ ௩ 1 என்றால் ம் 

ஜ் = f Cu) - 1S! 

“42 2] “tl 

  

  

    

= a(y, 4) 
a cE 

ee ee _ 
ve OK We | /? 

k 
௦ 1 

& 1 ~—< =z 

rye {£zZ) கை ற் 
ழ் ( ) 92௯.2 (4 4 [2 டச் Ve 

2. (2 ] oi a 
vk 

1 I, Atl, 8 142. 

~~ OK Pk vk £ 2 e 2 ( F | 

௭௮ (௫ | 

-M <t< @O,0<2< @ 

- 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கு எல்லாம்.)
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இப்போது 1-ன் விளிம்பு ணக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

ல 

ழ், (2) = ர் ழ் (53) dz 

—& 

௦ 

= | ற் 5) 85. 

0 

  

>: (i) = 

92௯௦. 3 r (3) 

o k+l, ~£(,4%) 
6 dz 

zt -y 
om § (14+ |) cers 

20 
z= 2 

(ர ) 

dz= 2 dv 

₹- (0, ௦0) என்றால், 2- (0, 6) ஆகிறது: 

எனவே, 

ps (#) “0 
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அடு 

  

| 611 

= ink r (5) (2 
= 2) 41 7” 

ட 2 
(ஈர) 

0 ௮4174 

- i Jo 1 7 a EE 2 (52) ர 
4] 

0414௦ 

ஆதலால் ?”மாறி../(0, |) எனவும், (/மாறி ஒரு ச (0) 

மாறி எனவும் இருந்தால், மேலும் இரண்டும் சார்பற்ற மாறி 

களானால், 

2 மாறியானது ஜ், (00)ஐ அதன் நிகழ்தகவு 

le) 
அடர்த்திச் சார்பலனாகப் பெற்றுள்ளது என அறியலாம்: 

  

i= 

இந்த /-ன் பரவலை £ஸ்டூடன்ட்டீன் ‘l? பரவல்? எனக் கூறு 

கிரோம் இப்பரவல் % இயக்கப் பாகைகள்க் கொண்ட 

பரவலாகும். 

ன் நிகழ்தகவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

[ 
ie a (v5) : (பற ட 

8
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Az) 
கை வர்க்க மாறியின் இயக்கப் பாகை என்ற எண்ணைக் 

கொண்டே முழுக்க முழுக்க ! பரவல் தீர்மானிக்கப்படுகிறது 

என அறியவும். 

  

  
. இ.பா, என்ற/[மாறியாகும். 

t 

P,{T <t] = | $1 (é) dt. 

ஐ 

ன் பரவல்: மற்ருரு விளக்க முறை 

பூ ட வி என்ற ராண்டம் ஈ ராண்டம் மாறிகள் ம சராசரி 

யும், ச" மாறுபாடும் உள்ள pir Quid Hav முழுமைத் தொகுதி 

யிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட ராண்டம் மாதிரியாக இருக்கட்டும். 

த 

(i) 
இங்கு £ என்பது மாதிரிச் சராசரி 

te 

  

என வரையறுக்கவும். 

$* என்பது சன் பிறழ்ச்சியற்ற மதிப்பீடு. 

n 

s? wo 3, (i — x) = 2   

இந்த் மாறியின் நிகழ்தகவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

1: 1 
f@ - - டம . ் 

qo .B ( ’ 3) 2 — 
2 (1+ =) 2 

௦0 ௨040 

உல 1) 

என்றால், ன் பரவல்ஒரு ஸ்டூடன்டின் ( பரவல் என வழங்க 

*ப்படுகிறது.
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/ மாறி, உஇயக்கப் பாகைளுடன் கூடிய ஒரு / பரவலில் 

அமைந்திருக்கும். 

  

  

  

ழக கனல் 73 (x —#): oa 

~ 2 — B) 
ns? 

(=) 
- o 

? n(x —#)* _ ce — ot iF} _ மட் 
நர உல்... உ 2(27) ட ஆ 

என்க. 

தொகுதி - 9” - உன் தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் 

(7) 
நிலை மாறியின் வர்க்கம்: 

இது ஒரு இ.பா. கொண்ட ஒரு 3” மாறி. 

பகுதி ௮ -- ௬ a 
ச ௪ 

n 

at LS 2 PO - VD 
im] 

இது ௩-1) இயக்கப் பாகைகள் கொண்ட ஒரு 

1” மாறி. 

மீ பரவல்கள் சார்பற்றவையாதலின் , %,*, 22” பரவல்கள் 

சார்பற்றவை. 

ஆகவே, இரு சார்பற்ற %* பரவல்களின் விகிதம்.ஓர் இரண் 

டாம் வகைப் பீட்டாப் பரவலில் அமைந்திருக்கும். 

x13 x? C1) n—1 

Be = Gay ர இட] மாச 
  

o> Bs (bs 5) ors
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இதன் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

3 fff = ட்ட () 
  

  

  

v B 1 பது ௦ 11 
322 2 2 டத 

[1 + . 0< —< @ 
ற 

அதாவதுடி 

1 ] 
ff = ணை 2 . opi? 

Vo. B (+ a 2 3 

|! | | ஐ.21௮4௦ 

இங்கு 4 rae என வரையறுக்கப்பட்டுள்ள து. 

he 
முழுமைத் தொகுதியின் மாறுபாடு ௪* தெரியாத நிலையில், 

Sie உபயோகப்படுத்தி / மாறியை விளக்குவது, “ஸ்டூடன்டின் 

் மாறியின்? ஒரு சிறப்புப் பண்பாகும். 

இந்த? பரவல் / -0 என்ற நேர்கோட்டை ஒட்டிய ஒரு 

சமச்சீரான பரவல். 

(2) கூடும் போது, ௮ வேகமாகக் குறைகிறது. 
1+ 5) 

k 

0 எனும் போது, / வளைகோட்டில் நிலைத்தூரம் . மிகவும் 

உச்சமாக உள்ளது. 

திறப்புத் திறன்கள் : 
ம, 1-0 ஏனெனில், ஈன் தொகைச் சார்பு ஓர் Ore. 

டைப் படைச் சார்பலன் 

Cc 23 

— |! $1 (t) dt. 
09
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7 ; ர 1 a 

= a (A ea ‘(r) 

(இ > 

“15 B(r+43-7) 

உட்.) 
(2) 172 டு 

டா(3) (5) 
  

டூ (2-1) (2-3) (245)....5.3..| நரி 

ae 2 6-௮ (2-4) (k—6)...(k—2r) ் 

இதில் ௭-1, 2 எனச் சமனிட்டு அதன் மூலம் pr, உ, ஐக் 

கணிக்கலாம். இதிலிருந்து ட (32 இவற்றைக் கணக்கிட்டு k
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முடிவிலியை அணுகும்போது எப்படி ! பரவல் இயல்நிலைப் பர 

வலை அணுகுகிறது எனக்காண்போம். 

ழ் 

கவ்வை 1: 

k—2 

KR. 4 3; 

r=25 Fe= ற 1-௮ 

ப அ ஐ 6-5 

  தட 43௪0 (2 ௨-0) 
3 

இட கம். 347/2) 6-4) 3-2) ~ 

நட அது 4 

_ 3 (1—2/k) Lo. 

00 எனும்போது turf gt இயல்நிலைப்பரவலை 

அணுகுகிறது. 

‘ 1 என்றால் [ பரவல் ஒரு கோஷி பரவலாகிறது: 

—
 1 

of. த gy td 
& B(x ¥){ 1+ r) 2 _w<t<o. 

Qag f()= 
  

_ ட டட. | 
1+1 

20,929) Cite) 2 —-M<t<o. 

1 1 
— ஸு (+8)? ஜ் ௨17 40: 

எனவே, / ஒரு கோஷி பரவலில் அமைவதைக் காணலாம்,
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11-4. ஸ்நெடகரின் 7! பரவல் (Snedecor’s Distribution) 

ஈட) இயக்கப் பாகைகளுடன் கூடிய இரு புள் ளியியலில் 

சார்பற்ற (Statistically independent) கை வர்க்க ராண்டம் 

மாறிகள் 1, ௦ என்றால், இவற்றின் விகிதம் ஒரு 7” மாறியாகும். 

(௨/8) 

(2/5) 
  

ு, மமாறிகளின் இணைந்த ஊ. .அ சா: 

அ டட டட டமார் 
1 2 2 2 

FOO=TT my Pla) yma ‘ 
(z)"(4) 2" 

0<uc@ 

0< v< @. 

௪ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்), ச 

உர மாறிகளை உருவ மாற்றம் செய்தால், 

  

  

  

ujm 
= 2-3 0 

f vn ? 

u m 
ye eee 

m f " i fake y,, 
“= = «De - (ve =z) 

ume ௯. 

f (0+ ©)» z (0) 90) என அறிகிறோம். ஜெக்கோபியன் 

(Jacobian). 

7 யு) ms mf 

| ர்க எள் = n n 

a(f2 0 ‘ 
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எனவே,ம் (78) ரீ. |] 

- [7 உ]. 111 

  

  

  

027. ௮40,0 424௦ 

௪ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்). 

  

  

॥ ் தன் | 

_— a (உ) (FZ)? 
2 2 

ழி Zz 

co HEU 
O<f,2z<@ 

அ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்). 

௨-ன் மதிப்புக்களுக்குத் தொகை காணில், /-ன் விளிம்பு 
ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் கிடைக்கும்.
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எனவே, 

CO 

(192 ](ூ2) 44 
ழி 

॥ 

0 co 

fo.de4 J oh ade: 
ல ட. me 

  

  

ஐ [ஈட ட. 

ட |] 2 Moy Ber 

“உ: (212) 2 2 

ஷி - (ரச 1)]4. 

இங்கு ॥ - > ie ॥ ) என்று சமனிட்டால் 

  

  

2% 
nf 

(ரப) 
Gertie ie = — சரதம் t 

“t+ 1) 2 Gt (0, 0) . 

ர்ச் 
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fn, ae 

ல
 Nr
 

  

  

  

0< f<om. 

௪ 0, (மற்ற மதிப்புகளுக்கெல்லாம்), 

எனவே, !, ௩என்ற இயக்கப் பாகைகளுடன் கூடிய சார் 
பற்ற கை வர்க்க மாறிகள் முறையே , என்றால், ் 

sa மாறி மேலே காணும் ந; (7) என்ற, ன் 
ஊ, ௮. சா. வைப் பெற்றிருக்கும். 

  F= 

இந்த £ மாறியின் பரவலை (/-பரவல்) ஸ்நெடகரின் 
சபெரவல்? என்று கூறுகின்கிறாம். 

இந்த -ன் பரவல் ஈ, ௩ என்ற இரு பண்பளவைகளைக் 

கொண்டு குறிக்கப்படுகிறது. இந்தப் பண்பளவைகளை ன் 
இயக்கப்பாகைகள் (degrees of freedom) எனவும் வழங்க 

arb, Fé தொகுதி (Numerator)u§eo aeror ஈ-மாறியின் 

இ. பா. ஈஜஐத்தான் முதலில் எழுதவேண்டும். குறிப்பிட்ட 

my ny f மதிப்புகளுக்கான , 

ர் 
8 [27] 4 j o1 (x)dx-e தோராய மதிப்புகளை 

—@ 

"இறுதி அட்டவணையில் காணலாம்.
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“ன் மற்றொரு விளக்கம் 2 

கடம் (i= 1, 2. ககக க 

என்ற மதிப்புகள் ச” மாறுபாட்டுடன் கூடிய ஓர் இயல்நிலை 
முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட இரண்டு சார்பற்ற 
ராண்டம் மாதிரிகளின் மதிப்புகள் எனக் கொள்வோம். 

நடி 2 மாதிரிகளின் சராசரிகளாகவும், 513, 4,” மாதிரிகளின், 
௪*-ன் பிறழ்ச்சியற்ற மதிப்பீடுகளாகவும் இருக்கட்டும். 

€ 

1 2 

    

க அண. S?= ai = (x,t — X,) 

my 2 2. 

= S,? ne—I1 2 (+, j—-X2)? crear aod, 
3 j= 

ட் 

Yo oF 
(m—-1) F (௮1) மப / சி 

1 முழ (1) S,"Jo? 

ட / ௪” 
13) 38/௪” 

1 2 

= =~ 6TOTS. 
x2! 

1 அடுபூ 2—l= 02 எனக் கொள்க. 

Qage X,° + xo, @. ur. 

x,* > Xu இ. பா. 

க, பு.--28
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இரு மாதிரிகளும் சார்பழ்றலை யாதலால், 

கணிதப் புள்ளியியல் 

X42, 2] இரண்டும் சார்பற்ற %” மாறிகள். 

டமி 
  

  

  

  

் எனவே இந்த%”-களின் விகிதம் அ, = 
a 8 

ழ் v2 

ஒரு 5 (=> >} மாறியாகும். 

yPF ல் 
க எ அணி OM. BJ. FUT, ச 

] பட 

—— 2 

( WE ) = 1 
a ர. 32 சட), 

v2 7 iv 
டத் 2. 

8 (2 ன் [ae SS) 7 
92 

0 <. பச் < @ 
V2 

அல்லது, 

vy 

ay = 2 
92 F 

g(f) = io 
t a 

B(3 ட்டு 1 + ae 

2 2 } Vy 2 

O<Feom, 

91 

ஆ 2! 
2 2 

a Ph ee 

B பே ப 2 (sea, எட்ட ட? 

\ a, | 3 

் 042749. 

= 0, (மாறற மதிப்புகளில் எல்லாம்]. 
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திருப்புத் திறன்கள் ; 

435 

  

    

  

  

  

  

அரக) (Sr) 
(2) GE F Gey Ga? 

= RG ee (zy 

  

oe Ge BY டர உன்னு பேட 
742” m n—2 

‘= 23 E,! = ” (m2) - (2—2) 6-4) om .
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Bp = சி (சழ 

= m({m+2)0 n ; 

m* (n—2),(n—4)  (n—2)* 
  

ny [(m+2) (n—2) — m (n—A4)) 
- m (n—2)* (2-4) 

n® [mn-+2n—2m—4—mn+4m)] 

௬ (2-2) (௩-4) 

2n? (m+n—2) 

m (n—2)' (n—4) 

2 (=: + =] , 
m n 

ன் பரவல். ச* ஐச் சாற்பற்று உள்ள்து. 7! வகாகோடு } 
வடிவுடன் (௨2) அமைந்துள்ளது. ௬22 என்றால், மணி வடி 

aunt & (Bell Shaped) oe or gi. 

(8 

11-5 ஆ பிஷரின் 2-பரவல் (Fisher’s Z- Distribution) 
F-or up ucblefy 5 5}, 

L£= Le 1௦ஐ, 7” என்று சமனிட்டபின் 8-ன் ஊ. ௮, சார் 

பலன் 

  

் m n 

2,2 ," 
f@ = et ols திச Z 32 

— OM <2< @ 

ஆகும். 

$; 7 பரவல்களுக்கான தொடர்பு 

&” இயக்கப் பாகையுடன் கூடிய / மாறியின் வர்க்கமானது, 
1. 4 இயக்பை பாகைகளைக் கொண்ட ஒரு 7? பரவலில் அமை 

கிறது.



1, 33, 77) ச்முதலிய பரவல்கள் 437 

நிரூபணம் 

சம) ர], ம என்று 7/-பரவலில் சமனிட்டால், 

  
  

  

௮. mm 

$ (F) dF = (=) a ‘ta 
8 [22]! (14 ar) 2 

ம் e iL 

_(z)? (4)? - d (t*) 

B (54) ( lta “2 

1 dt 
= Tr. B (5) (1+ ‘3 

-O< <@ 

= f (dt 

எனவே, / ஒரு 4 இயக்கப் பாகையுடன் கூடிய ஒரு 
மாறியாகும். ; 

பயிற்சி 1. 

1) ஒரு%” மாறியை வரையறுத்து அதன் on. ser 

பலனைக் கண்டு பிடிக்கவும். 

அதன் மூலம் %”மாறியின் சராசரி, மாறுபாடு இவற்றையும் 
கணிக்கவும். 

இ ௩, * மாதிரிகள் முறையே ஈ,ஈ இயக்கப் பாகை 
களுடன் கூடிய சார்பற்ற %” மாறிகளானால்,
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ட டர 

ய் 4s 

இவற்றின் பரவல்ககைக் கண்டு பிடிக்கவும். 

(3) ஈஇயக்கப்பாகைகள் கொண்ட ஒரு %" பரவலுக்கான 

திருப்புத் திறன்களின் கீழ்க்காணும் மறுதரவுச் சார்பை(860ம7- 

ence relation) நிர்ணயிக்கவும். 

r+, = 2r (4, + 1 

(4) மாறி ஈ இயக்கப் பாகைகள் கொண்ட. ஒரு %" மாறி 
யானால், ஈ மிகப் பெரிதாயின் , [32% - 428) ஓர் இயல் ' நிலைப் 

பரவலை அணுகுகிறது என நிரூபி. 

(5) ந ஒரு தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் நிலை மாறியானால், 

t= xin a ன் பரவலைக் காண்க.   

(இங்கு %” ஒரு ஈ இ.பா. கொண்ட %" மாறி). 

(6) ௩. இ. பா. உள்ள ஒரு! பரவலின் சராசரியையும், மாறு 
பாட்டையும் கண்டுபிடிக்கவும். ஈ மிகப் பெரிதாக ஆகும்போது, 

் மாறி ஓர் இயல் நிலைப்பரவலில் அமைகிறது என நிரூபி. 

(7) மாறி, பூ, பண்பளவைகளை கொண்ட 7 பரவலில் . 

அமைந்தால், மாறி ட பண்பளவைகளாக் கொண்ட 

7 பரவலில் அமைகிறது என நிரூபித்துக் காட்டுக. 

(8) இரு மாதிரிகளின் சராசரிகளினிடையேயுள்ள வேறு 
பாட்டைச் சோதிக்கப் பயன்படும் சோதனைப் பண்பளவை, 
அதைச் சார்ந்த தற்கோள்களுடன் விளக்குக. 

_ 9) ஓர் இயல் நிலை முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப் 
பட்ட ஆ, ம். என்ற ॥ மதிப்புகாக் கொண்ட ஒரு
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ராண்டம் மாதிரியின் மாறுபாட்டுக்கான (க்கான) சராசரியை 
யும், மாறுபாட்டையும் கண்டு பிடிக்கவும். 1 மிகப் பெரிதாகும் 

போது, அவை முறையே ௪”, வ் என்ற மதிப்புகளை அணுகு 

கின்றது என்று நிரூபி. ் 

71-06. மையம் தெரியாத /-பரவல் 

9 மாறி ஒரு 4/(, சீ) மாறி, என்றும் -*- மாறி ஒரு சார் 

பற்ற $* (6) மாறி என்றும் கொள்வோம். பிறகு$- 4 மாறி 
40/8) 

ஒரு மையமந்று ஸ்டூடன்டின் (மாறி எனவ, அதன். ஊக 
அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

  

  

  

ne — %/" ௯. ay Raed 6 
kD = TT ERAT EET oy (உ) 

gs f2 PS 
2) Lele as 

௦9 47:40 

$- ம 

ஆகவும் இருக்கும். 

2 இரு மாறிகளின் இணைந்த பரவல் 

Yer f(x) =o TOMAR 2 04 ye 
ச x dy . dx 

k ai இங்கு ர் =| W2na0.0 2 (442) | ஆகும்: ee (2) 

r sin Q 
7 cos* Q ] என்ற உருமாற்றம் செய்மின், (3)
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தறி ஏ, 

a — #2 sin Q 

yy 2m) 77"? = 
2௩ 9 sin Q 70080 

  

௮ 27௦080 4 277௦௩00200 

== 21% cos Q (cos* @ + sin’ Q) 

= 21 cosQ. 

> (0,0); @—(— 7/2, ௬/2) ஆகும். 

crorGou, g(r, Q) = f(x,» |J| 

= f[r'cos?Q, rsin Q]- IJ| 

, ந.0 மாறிகளின் இனைந்த ஊக அளவு அடர்த்திச் 

சார்பலன். 

_/222 —(r—2 B rsin Q)/20° 
௪06) =e e é 

த | 
2 

X (7 cos* Q) 2:77 005 0. 

02:74:0௦ 

௧/2 40 4௩/2 

௯-0, (மற்ற எல்லா மதிப்புகளுக்கும்). 

அதாவது, 

0-2 மரற 0)--27” k—1 
ச் rk (cos Q) 

eee oe (4) 

g(r, Q= coe 

bale ம [Bie amt OB oy
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இங்கு 10 மாறிகள் சார்பற்ற மாறிகள் அல்ல என்று அறி 

AG yin. 

ஏனெனில், 

ச(, 9)2, (2) 8, (0) 

[2 (9, ௯ (6) இவை விளிம்பு ஊக அளவு அடர்த்திச் சார் 
பலன்கள் என்றால்]. 

எனவே ஆழ் [ (மா௦0)/௪3.] ஐ விரிவுபடுத்தி ஒரு முடி 

விலித் தொடராக (841466 88ர்68) எழுதலாம். 

(சண்ட) | ச? a 

ண 
[ (அ | 

3 
  

ஐ (௩0) 2 

= x sl os 

  

எனவே (4) சமன்பாடு, 

73/2௪ k-1 @O |. s k+s 

g (7, Q) = 2 € (௦௦௨0) $ (6௭௩9) £ 
90 9] ச. (6) 

ரஜப் பொறுத்த வரை; ஒவ்வோர் உறுப்பாக (5) ஐத் 

தொகுத்தால், 6 மாறியின் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார் 

பலன் கிடை%9றது. எனவே, 0-ன் ஊ. அ: சார்பலன் 

ஐ —* |, o? k--1 co (nsinQ)s K+s — 

h(@) = {° 8 (௦௦5 9) 3, slo's r dr 

0 

slots 

ச ழ் ஆர — 
க் (9) க j [க (cos ஓ 5 (F sin @ 9) 

0 |
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k+s+1 

  

  

2-1 — 1/2 «? ~~ 2 - 1 

் .e (r?) d (r?) 

—1 — 1/2 
[ஃ dr? =2rdr; dr=2 (8) 8 (7)5] 

வர க] ஐ 
=2c¢,.(cosQ) . > p (=) 

s=0 2 

kKts+l . s 
(0௪) 7 (3 sin 9 ; 

71 a 

— 1) 
கூ] ட k k/2 2 [8௯.௪ 242] 

9/2 த்ர 

எக் 2 (cos Q) 

ரூ k+ts+1 ம் 5 | ன k+s+1 : x 2 2 2 : (6+sin Q)- 
s=0 | 2 ச் "sl os 

k+1 
2 = a 

. 2 - (cos Q) — 8/2 

ன் 12 
5 6) 2 4௩ - 

தந்த கட்டு. இக ட் வி $s sin 

2 pee lp Ta 

(8 = . என்று அறிக.)
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2 44 கடட உருமாற்றம் செய்தால், 

73/8 
‘ ; 

t oe ake “ sin? Q= an @ TE | sin’ @ (+ ek) 

sin Q ட e = i 
cos" k : க 22, 

sin? Q = (1 -— sin? Q) 1+tan? Q@ = sec? Q@ (147) 

ர k 4g t? \ ப e ‘ ஹட. 

sin’ (: +-F} எ இர - [கிட "(Le (EF BBY 

t 
t = =o | ang iz 

dt 
2 உ d சம் காணல் ஓ sec? Q 0 ie 

பட 1 dt 
₹6- l+tan?Q@ ° VE 

~~ Ad og hd 
vk (k + #?) (k-+t?) 

dQ ik iJis 20 டம 4 

௯/2 

O- (0, ௪/2) 
t-+( — @, 0). 

0-விலிருந்து க்கு மாற்றம் செய்த பின், ஈன் ஊக 
அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் 

  

. i—k ' டட க் 
ழ் (0) கவுல் (ar)   

4/2 5” 
  

© 5 5 
> ர (=) 8 {2 Te 

70 2 st [2 ச]: மது
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2 —68?/2 - 

ஜு k+1 

). n1/2).Ck +02) ? r
e
 | 

—
—
,
 

N
i
s
 

வ் 

Lede ff 2f V2 

2, (+e) (ees ) 
—-O<t< ow 

# 
$a 

௪ 

எனவே உன் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் ஒரு மையம் 

தெரியாத! மாறியின் பரவலாக அமைகிறது. 

இனி 8-0 என்றால், என்ன ஆகிறது என்று கவனிப்போம். 

8/2 - 87/2 
é 

த்க் எனன தடவ 
் k 1 2 2 p(f) rane #) 
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i ॥ 
ha” 

b> 

  

k + 

(த் veg | 

—aM<t<@ 

இது ஒரு மையமுள்ள /-ன் அடர்த்திச் சார்பலன்- 

எனவே 8 0 எனும் போது, ட- 0 என்றுல், மையமற்ற 

£ பரவல் ஒரு மையமுள்ள / பரவலாக அமைகின் றது. 

இனி ஊ௧ அளவு அடர்த்திச் சார்பலன் என்பதைச் சுருக்க 
மாக அடர்த்திச் சார்பலன் என்றே கூறுவோம். 

x-6ir tigeued (Lemma) 

X aw N(H, ர) மாறியானால் 8-ன்பரவலைக்காண விழை 
வோம். 

உன் பரவல் 

. ப ப ஹை 2 

துவட்ட pO I Hw even) 
a kx 

y= Oomadleras. 

dy = 2x dx. 

+ (— ©, ©) tarugiad y= x*  (0,0) இடைவெளி 
யில் உள்ளது. 

கொடுக்கப்பட்ட ஒருர-க்கு இரண்டு £ மதிப்புகள் உள்ளன. 
அதாவது - 5. -5 என்பன. 

ஃ 2-ல் உள்ள அடர்த்தியின் உருமாற்றம் 

| [2-2 FE + Pk) / 20k ச் ் 
a ° at ரத 
சக்ர தட் (2) 

எனவும் 

dp, =



446. கணிதப் புள்ளியியல் 

_$ல் உள்ள அடர்த்தியின் உருமாற்றம் 

ட, புட2்க ச து. ௫ 
dp, = —_—— = 

tka 2ky 

எனவும் நாம் அறிகிறோம்- 

(2, (3)-ன் கூடுதலே. மொத்த ஊக அளவு, வகைகமீடு 
(probability differential) a,or 570, 

ன் பரவல் 

மற dp, + dp2 

  

  

  

= 1  —yl2e* —(#*/20") Vy. FB /20*—y yp/20” 
thon ¢ * e ச _ +4 

Wy dy 

_.1 =F F)/20* டடத 
ian oe il Wy ele | Do  () 

vy 

_— 7 (ஏனனில் ச zs x cos bX) 

ச —x* 

e+e ல். ர x . . 
7 = 1+ அ + ai «+ ர 0 என்பதால், 

ET oF BE 
cos h a é 3 +e 22
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எனவே 9-ன் பரவல் 

வில் பப் ட்ப 
d P3 = a ரீ உட்ச ற 

INR 

ச it டடத | மீ é 

|! + 2! (>)? + 12] ச் வசீ [இ] 

டு 422” ழா r i é 1 

ண é ன் 2(2-] = rl * | 275, in a 55) சீற (6) 

  

  

நெற்...” 

ae 7\r poe 4 tag a ee பண்கள் = ( Z| aH (ae, + 457) ஐ எடுத்துக் 
ச ee 

கொள்வோம். 

  
'ர௮ 0 என்றால், 5) - 2( 55 2] 

  

  

உற்பட ந பன் இர் 
3௪77“ 44) 

! — j/20° ழ் : = ae ச -7 + (i) 

oe # ;_}
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— 3/2௪7 —} 
சீ உ, ழி 

a1 

»\ it —jl2o" 3. 
«x } ( = ) aS € ழி. 

‘ BP \2 1 5 

7௯2 என்றால், (௫௪): 1 gl 27 2 27) 

2! 

2 5/2 ~y[2e* 3/2 

2 ட ௪. ச Jl. 1 5 i ச அ. 

2௪” 21. 2௪” (5/2) 

2 2 —y|20 3/2 

= ௫: i. 1 i, 
i é ழி 

(2) ar (7 3.1 
9 2 

ட (2 7” 
௮௮/27” “தி 

“4 நரக (௪ 1 1 3 

3 2! ௪42௩ ம் = 

4 —y 2k® —1/2 த 

உ ட ந]. ட. ற ட்ட J wes (iii) 

i. ஹவ்ல ae 

= (ச ) 9927 

எனவே (6, (4), 08) உறுப்புகளைச் 'சமனிட்டுப் பார்த் 

தால் (5)-ம், (6)-ம் (ஒன்றா) சமமாக இருப்பதை அறிகிறோம். 

ஆதலால், ந -க“-ன் பரவல் 

—p/20° ஐ 1 
i உட் று i 1 

dp=e 202]: உரு G (a ) r+h 5 y) dy. 

O< rp cD
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11-7 மையம் தெரியாத %-ன் பரவல் (Non-central 

X?-distribution) 

கிய (0௪7) 1, 23...) என்ற மாறிகள் & சார் 

பற்ற இயல் நிலைமாறிகளாயின் , 

8௭ [33 / ச$]-ன் பரவலைக் காண முற்படலாம். 

(1) 0 என்றால், (எல்லா ?-மதிப்புகளுக்கும்) 

நீ 
= ஒரு %* (1) மாறி. மேலும் £ மாறிகளும் சார்பற்றவை 

யாதலால் 297/௪" ஒரு.%* (6) மாறியாகிறது. 

(ம் ௪0 என்றால், [3 / ச] ஒருமையற்ற கைவர்க் 
கப்பரவலைச் சாடுகிறது. இது எவ்வாறு மையமற்ற %”-பர வலில் 

அமைந்துள்ளது என்பதை விளக்கமாகக் கீழே காணலாம். 

pea bit மட்க 1 தல என்று இருக்கட்டும். 

722 % என்ற செங்குத்து உருவமாற்௱க்௯த எடுத்துக் 
கொள்வோம்: செங்குத்து அணி Bea முதல் வரிசை 

Se iE ட்ட ove +) ஆக இருக்கட்டும். 

உருவ மாற்றம் செங்குத்தானலால், 

கீ k 

= போடு = த வே ட - pi) 
t= t= 

me QxP+ Dp? —2E% Py 

கத] 4 2-2) 5 

எப்படி என்றால் செங்குத்து உருவ மாற்றத்தால் 

k k 
3. இரக ஆ டீ ஆகும். 

i=} t=] 

k 
மேலும், 5; 7-2 (தரப்பட்டுள்ளது) 

ial 

a ty. --29
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x4 

5 Ay Ba pk Xs 
ங் = er — ் 

இங்கு, | 3 27 Se ) : 

—_ xk 

| 
= பாற . 2. 1 த 

- எனவே %% ஐ - ர) ம. 

k 

“~ 2 (iB) = 2 oe +5 + ரேம = ண 

ு (2-௨): க ve 
. i=? 

இப்போது 2), Xa yee பன் Gea ps me gaia; HTS 

தியைக் கவனித்தால் 

  ட்ட கழி I- LE ய் | ஆனது. 

ey. exp per (ரதன * ௮ | என்ற ஊ க 

அடர் தியாக மாறுகிறது: ட் 

எனவே, பூ. என்பன 4 சார்பற்ற. மாறிகள் OT i 

றும், 4 (2), 

% (9-0, /-2, 3,...க் எனவும் நாம் அறிகிறோம். 

மேலும், 4! &- 2” 7 என்பதால், கொடுக்கப்பட்ட மாதிரிப் 

பண்பலவவு- 

_ > ட do ட a IAI wt 6 ro 2a 2 பட்டு அட்மிட் 

மர எனக் கெளளளலாம் 

என 2வ7)-%* (4-1) மாறியாகும், 

அல்லது - al ச ம் ர) அறி எனவும் கூறலாம். 
-
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மேலும் -ன் பரவலானது 

—,' | 2e*co 1 ம் ௪ தி 
dpyme pop th oy (உய .. ச (1) 

எப்படியெனில் , 

் — a 22 Cc ் rT 

fv (+/ po") dx=e த் a உ 1 8 ‘ -_ on: (ee )-6@rths0 ப 
௪” , ் ் 

என்று சற்று முன்புதான் கண்டறிந்தோம். 

இப்போது ம, ॥ இருமாறிகளின் இணைந்த பரவலை எழுதலாம். 

—p/2e* a 1 ட் , 
22௮௪ Jae) -Giu சி tort 4) du. 

x G(+14-=*) do lw QY 

மேலும் #4, க... ௮ ௩. என்பன சார்பற்ற காம்மா மாறி 
களானால், 

ர சூ! பப், ட ரி வி த்நிை +G (%_ 1 hy Pr) 
நக்க டர் பர dx, dx,...dx%q (3) 

m= G(x | by prt pater th,) ror prih அறிவோம். 

இந்த காம்மாப் பரவலின் கூட்டல் நியதியை உபயோகித் 
BIO, XU + என் பரவல் 

த /2'௦ 4. ர | k 
dP=e டாம் (267 ): G | x/istt, | ஒ(4) 

இதையே ik இயக்கப்பாகைகளுடன் கூடிய ஒரு மையமற்ற 

கை வர்க்க மாறியின் பரவல் என வழங்குகிறோம்.
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Quer 2 faire, 3. ஜ ஸை யயம் தெரியாத தன்மை 

யுடைத்த பண், பளவு ஆகும். எனவே, இந்த 2” மாறியானது 

4, % இரு பண்பளவுகளைக் கொண்ட pm xX (kyr) orgs 

யாகும். 

0 எனும்மீபாது, ), - 0 ஆகும். அப்போது இந்த 

மையமற்ற %” மாறி ஒரு மையமுள்ள %” மாறியாகிறது. 

எனவே, (4)-ல் // - 0 என்று சமனிட்டால், சாதாரண 
மையமுள்ள %”-ன் பரவல் கிடைக்கிறது. 

அதாவது) 

சல 2 ரு (2) 20-32) 22 
ம்: 

ப 

k COI +3) ax | 
P= 

_—
 

  4. Pe") [ecm 44 + Fal Hee 

= i Cte, =) dx 

Ky. 
ன விட்டா வு 0<x<@ 

11-8 மையம் தெரியாத 7/-ன் பரவல் (Non - Central 

F distributio: } 

x2 — x? (ks hh ஒரு மையம் தெரியாத %* மாதி
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2-௪ %2ஈ0) ஒரு மையமுள்ள %” மாறி, இந்த இரண்டு 

%* மாறிகளும் சார்பற்றவை எனக் கொள்வோம். 

8 

f= ட என வரையறுப்போம்- 
3 

() %-0 என்றால், ரீமாறி மையமுள்ள இரு %" மாறி 
களின் விகிதமாக அமைந்து, ரீ பரவல் ஒரு மையமுள்ள 
2 பரவலைச் சாடும். ஜி ஆர ப டா இலகும் 

அதாவது, 

i} X* (x,/k,) - x* (8/4) dx, dx, 

  

=x, 

Be 

=f (fIki, ka) 

by 
ர ட்ட 2 koa ke’ O<f<om ..{1) 

(2 2) 1492 

(i) 9),%0என்றால், %,*, 8,-ன் இணைந்த அடர்த்தி 
யானது, 

_[ 32 Mr 1 
== , . 2 ( | 71 

4 k 2 G (xr +5) ax, 

x [2 (x71, ௪) dX ] ஆகும்: ட (2) 

X17, 2” இரண்டும் சார்பற்றவையாதலால், 

f ] 0/4, த. G(%y/ Ls pa) dx, dey = f ( 72 றட 2 09) 
= x 

32
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fim 1 
1 f 

- B (Pris fa) fit fo 

(1+/) 

(3ஐ (2)-ன் ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும் பயன்படுத்தினால் 

ன் அடர்த்தி கிடைக்கிறது. 

» O< f<@ «» (3) 

எனவேரீ£ன் பரவல், 

pars (x) a 

k 

  

  

  

~+t+r—1 
kim ர 2 

Jt) படட 
12-47) 7 (2] rt 3 

2 (1347 

0474௦ 

இதையே மையம் தெரியாத ரன் பரவல் எனக் 

கூறுகிறோம் 

இந்த/7மாறியை ரீ, 1, ?)3) என்ற மூன்று பண்பளவுகள்க் 

கொண்டு குறிப்பிடுகிறோம்- 

இதையே (மட்டுமீறிய) ஹைப்பர் ஜியோமிதிச் சார்பலன் 
{hyper geometric function) பீ, உருவத்திலும் எழுதலாம். 

k 
-r"/2 (7) 2 - 1 

சல ai 11, ff __ 

OU) க் 2 2 (l+f) 2 

ட... தரகு படு 
  

  

எரீ(]ி4) ர,
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. இங்கு 77, என்பது ஒரு முதல் வகை (மட்டு மீறிய) ஹைப் 
பர் ஜியோமிதிச் சார் பலனாகும். ் 

ஐ 
Witt, BsH= F Potty i) *., 

r=() P(t) : 7(8௬ற.! 
  

11.9 முழுமைத் தொகுதியில் ட 4 0 எனும்போது, ஈ இணை 

மாறிகளை [(ப், /) - EES Fy Digi Dig கைகள nj கொண்ட ஒரு 

ராண்டம் மாதிரியில், மாதிரி உடன் தொடர்புக் aeap (Sample 

Correlation Coefficient) aftr uy areb 

Xp POT OT LOT இரு இயல் நிஸை மாறிகளாக இருக்கட்டும், 

x—N(#,5 01°) 

> N(F2, o2') 

அ, மாறிகளின் இரு மாறி இயல்நிலைப் பரவலானது, 

டட பவன வட அன வை _ பபப 0 
ச்ச “ina | 2(1- 8) {(’ 7 ] 

பட ws 

  

x= ௫௮, 
n 

_ 1 
y = “= 2! 

i= அபத ஆ 1 = ர is 

5 + உடு, ஐ. 

« I a 
மேலும் அ இ (9) ௪௪2.
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சமன்பாடு (1'-லிருந்து. 7, பூ”) மாறிகளின் . இணைந்த 
பரவலைக் காண முற்படுவோம். 

  

Ao og Tm 2k என்று «- (2) 
G1 2 

முதலில் உருமாற்றப்படுத்தி 

Y—PX ச 
- பிறகு f= = re : படக்கு 3   

இரண்டாவது உருவமாற்றம் செய்தால், 

தட மகப் ப மம. 
1-7 ? (= Py 

X* —2PXYrx X* Yr 
2 2 pata ஜு ஆகிறது: 

Ji = 8 (x, a(x, ») - 152 a(X, Y) 

8, 9) a(x, NY)’ a (€, 4) 

= 0, 02V(1 — P*) 

9(6,9) =f (sy) IJ. 

1 

~ 2m a, o2 VT — PP)” ‘ 0, 0,.Nj — P*, 

சீ. உமாறிகளின் இணைந்த பரவல் 

  

1 —4(@ x 14 
dP -= tn é 

dn vee nee (4) 

Ei + fy ப ++ _ 
4 = = fn ர wat 

ee ன 
b= அடு (8-2 எனவும்
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மற்ற யக்ககா செங்குத்தான உருமாற்றத்திற் கேம்ப 

வரையறுப்போம். 

வூ.களை இங்கு நிலை எண்களாகக்கொண்டு களுக்கான 

ஷுகளை செங்குத்தான உருமாற்றம் மூலம் வரையறுக்கலாம். 

அச் = Sut =u! Eat 

$ ௮] t=] 

ட ட n 

=n fl" X 5S ui 
2 

n n 
sorGa sd (§:;- ff = ட் ம வரய 

3 

      

  

  

  

  

vs ச, சு 

von (6) 

n 

= uf + Du* 
3 

«= > (v— 4) (& — 5) 
42 (a; — a) 

அனை ம அட 
Urns ௪, 

4 

ஆ C1: _ n) Is 3 (பே ன் x)" = = 

QuGurgu, = அற டேட் ஸி (8-9 

் [CE Cay?
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சன் [சட ச் "at கல 
(1-2) rie க] ] 

    

RIS] Sq சாட் 
ச் க் F174 

~ a= [ee 
சட 

ns, 1S, 31 — ° 
ae 2 ra a, as = 

Sy 
| [சண ங் 1 os 

_ in on ஆத =). wer) \ "" 
௮. 

= ௬ ச 
5 

ச, ~ = ் 

ந் u, தி ௪, ௪1 எர 

_ 2 ets 3, 4 ச் =| 
a 

ட் 2 CEE) = oo ae _   
n 

= ut > uy. 

' 3 

  

o, e192 os 

n sg Aprsy $2. past 
\[2 — + வித் 

—~Pa 

n 
4 நண si 

(1-௮, சட] 
_ 

ot வைக்க எடி “க 
* 

(8) (129) ar oe 
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Rr 

> ய ட் க்ஸ் 

i= 1-2. சி 
  

U3, டி... செங்குத்தான தன்மைக்கான 'நிபந்தனைகளைப் 

பெற்றிருக்கும். 

ச-கள் சார்பற்ற தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் நிலை மாறிகள் 

எனவே, உகளும் சார்பற்ற தரப்படுத்தப்பட்ட இயல் நிலை 

மாறிகளே. 

எனவே, 82” - %/$ ஒரு இ. பா. கொண்ட % மாறி: : 

n 
5 u,? = %,"3 Dg (n-1) @. ur. கொண்ட %' மாறி. 

=3 

எனவே, X,7, XX, WPMD yy Xie see ஜ௲ுகளுக்குமான 

இணைந்த பரவல். 

  

  

  

  

| அம் ax d (x1) ன் ய் 

n—2 1 ; 

1 x7 /2 — a 

* 4 n- 2 [1-2 ¢ (x *) ட d(x") 

“2 2 

உட த மது 
| 

ee € ax, dx ச. dX, 

6 | sO ) ் ? 

ave (9) 

. 3 

இப்போது, %3” = ட. ஒரு %“ (6-1) மாறி என வரை 

யறுக்கவும். 

X1, X29 0 ee ee oka இவற்றையொட்டி தொகுத்தால், 21, 

"களின் பரவல் கிடைக்கும். இதற்குப் பதில் %,3 என எழு 

தினால், ஈட், %2 29” மூன்றின் இணைந்த பரவலை எழுதலாம்.



  

  

  

4ஸ். அணிதப் புள்ளியியுல் 
—Xx,*/s 3-1 

1 3 ’ a பனி 4 (20) eas * ட? ட்ட 

n—2 1 

ர —%x5"/2 த 

2 2 உ [8-2 7 (2) d (2 ) 

3. 2 . 

க] j 

_ tl heh (x 1) 2 - d(x 5) x ப 
2 ரன் 1 ப Ny 

(10) 

இதிலிருந்து ஈட ௩, 1 இவற்றின் Aims s பரவலை இங்கு 
நிர்ணயிப்போம். 

உ. n TS, ட Sa 3 

“ (1p?) - = “2 ] 

நல ட. ப” புட 
் (ஆ. a? vey ) 

x,? = ans : 
91 

9 ) (x 9 X23 Ars Az 9% 3°) 

bas 2 “C5 525 7. rT) 

= le [2 2௮ 29 2ns, ! sia [2- 2 | olan] 
2nsy (1-5) 2 

e, (1—?) ௪2 (1-5 

| 2ns, 
| மத் ட்டு 

ட் 
௦
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(1-5) 

  

es 5. ஆஷ். ட ஜஜ. [2 | 
Jas) =. 2 

le (1-௪) ௪1-25) a, 

_ Antr's2? 
‘o4°(1-p3)* ரி ( 

2ns, . ‘4n?s,? A ors. ட பாகல். 

= ௪ ௪ஓூ (1—P2)* ( 

8 n® sy5,° (2) 

Pos Up) \ en ௪ 

வே, பப. மட 4337 நவ் ன 
எனவே, /%”. 211: 8837 po, U—e) 

  

  

  

“abl 

oH Ts oy |: 

Ps 

oy 

dr. சீ ச. 

r*s2? a Pst ~ Dorsis 523 
14 Xa +23! “ரு ன ந் 2 ரகர aT ae 23 

நட 

E+ (P=, 
9 v1 

பட்டத a __ 2Pr 515, 45 Sy 

~ (1—P*)| ¢,? 0,02 ௪ 

ஆதலால், 

[102௬27 22) 

n ச்ட் 2prs,52 
== cap | ~ 20 — ஐ ச, 03 02 

Ss. + Bf வவறு 

11 4 nai 

— 1/2 2 2 

(8) ௫3...
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ந 71 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

> n—4 n—4 
n _ Ss ஷ் இ 

aaa eae IT) 
1-௬ 2 92 “க 

13 

n 2 n—3 
x n—3 o Sy 

௪; a 

n—4 1/2 —3 n-4 a 4 

=” (i—o)- 4 - ஆ (1-3) 2 
99 அகி. Pp 

தடு te 3 ay, 
சட அடி (1-௬. . 12௧ ௪3 7.13) 

எனவே, ies 39 இவற்றிற்கான இணைந்த பரவல் 

றெ i 

os n—2 ட, | 
1 ள் வு (75). 2 2: (">") 

2. P(ij2y2 : க்ப் 2 

25 3 n—4 -: 1/2 
_8n பட. ற ௨ (1-7) 

n—4 n—4 2 n—4 

a of Lo) CL = 9) 2 

n—4 

n—2 2 ஆ [ரு 
XK . (Sy 55) {l—r) . ? 21 — 74, 

(2, பேக ன் வப 
ச, ன் 91௪, ஏ 

0< 55550, 14 சுய
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- அதாவது, 

  

    

  

  

a— J 
ma. 

P= =F n (2a ஈ/ சி 
2 0) | 2 ) ( 2 

ல் 
n—2 2° 

(022) . (1-9) 

நிர 
ன கு 1 : 

(a1 ௪3) » (1-2) 

ண ரன் மட் 272 ஆ sy 

- | - அர்க். > ee + SB | 

ds, .ds2. dr 

௪௪௪ aot ose (14) 

இந்த முறையை €சாக்கின்ஸ் முறை? (Sawkin’s Method) 

என வழங்குகி3றாம். இ3த போல *குல்பேக்? (Kulloack) Dor 
முறையின் மூலமோ, விஷார்ட் (141/1) பரவலின் மூலமோ இத்த 

293? மூன்று மாறிகளின் இணைந்த பரவலைக் கண்டு பிடிக்கலாம். 

எளிதாக இருக்க பேண்டுமென்பதால், பின் சொல்லப் 
பட்ட இரு முறைகளையும் இங்கு விளக்கவில்லை. 

மேலே காணும். இணப் பரவலிகிருந்து பூ களுக்குத் 
தொகுத்தால், -ன் பரவல் கிடைக்கிறது. 

(14)-% exponential உறுப்பை எடுத்துக் கொண்டால், 

ச் 9 # o Be 2 p rs, Sy கட் ர் 4 

exp | ன ர _ = பட்ட. ஏதம Qo 

அதற ( சை (வி தடீ 2 இரு சத எரு 5221. எனக் கொள்ளவும் 

sae ver oe (15)
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[இங்கு 4 - புஜ 

—nre 

8-5 (1 PF) 

  

. ] ர் 222 (1-2) 

வீரப் ~— 2 Bs, 52 Y Ss 
(15 த சீ உச 

2 _ ஈக னத் ல (—28B 51 2) 

v=0 01 

*-மாறியின் பர-வல் 

  

n 2-4/0 @ _ க. dP =¢c,-(i —7’) 2 பு ) 8-2 202 25) 

(3122 ௨8 
் 0 0 

[2 - 227103 Je dsp X-dr ... (16) 
சட . Fl, 

QuGurg, | 

௦ ய 

pa ff Hd bs + 2B 55a 2) 
($1 55) ரீ ் ் 

ல்டல்ன் மதிப்பைக் காண்போம். 

தனம் 
t= ee —os,° 

. ஆ a” 8 ds, 

ட்ப ஏ [ee 

Ss க்
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ம dos a—2+0 

“ எ st 2 ~d (s,") 

| ல் (0) 2 3 

[ச ௫ m—-1l+p 
_ iJ டல ஹத 7 — 1 
ஈர , x ax 0 ட க 

[1௮ 14] று est 
n—l+y த i 

2 20,5(1—p* 
வீ சட0-௪01. soeeeasessns (17) 

இதேபோல | 

ஐ. ௩௩249 ட 1 n(2—)*")\ 
dss = 3° | 2] ட் 

  

89-12 

[டது] a அட (08) 

மேலும் (15)-ல் காணப்படும் 0,-ன் மதிப்பு (14-ல் உள்ள 

நிலை எண்களாகும். 

இங்கு, 

Px) 1 @+5)= 
2 A (2+) 

?- i 
nh) என்ற (Duplication For- 

ல) டூப்ளிகேஷன் சூத்திரத்தை உபயோகிக்கியரோம்- 

  

= 13 $ 22-௭2 

ண்! 

e+ 4 = ~~ ந 2s—] அவத 3 

“உர n—2 ர ja-1\_ PQ): P(n—2) _ கூடாத) 

se (Fe) { 5 }= n—3 o> 

2 2 வெ(19)



466 2" peal eer yer eftuS wed 

  

n—3 = - 2 + ve (=): "(*>*)- க. 42). ஆகிறது 

எனவே 1மாறியின் பரவல் 

ன n—l . 12) = 

dp= ர n—1 

(௪1 a.) (1-2 2 2 

(௩72) aA. lis 
5 [க 72 V(l—p?) |: 21 2 

p (அ) dr 

  

    

  

  

  

  

  

_ ர 1 ஆர 

| டல] [arias] a ; : - 
கட *றுகு ௨௨௨௨௪ ௫௨௪. see (20) 

n . (I-71?) 
= > amt n—| 

(#1 72)- 1-2) 2 ஈ 10௮. 

ட n? (Py 
3 sf : 

(e10,)” GQ—p)” 

og welts ie eit 
pels லட (0௫) ட் 5? 2 பர? : | 2. he 

i . _ 5 find co? . இல ள் 

=2 =p Ty p(t Pan 2. டி. 012] 4 கூ P(n—2) ° 
ப ப்பட அல்கல் ட “Ts j.gr<) 

இதுவே -மாறியின் பரவலாகும்-' ஞு
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௦௨௨8 (1) 2- 0 ஆகும்போது, இது ஒரு (ஈ--2) இயக்கப் 
பாகையுடன் கூடிய ஸ்டூடண்டின் / பரவலைச் சாடுகிறது. 

dP = 273. ர னை 71௪ உட (ஐ 
காத) 

(ன மூலம் 8௬ ஈட ர ல (2) 
3-3 | 2 

  “ரரி எரிவு "(4 
எனவே, 

ததர n—1 

  

  

  

n—4 

-— 1 பட ல = 
~ ey 

wee eee 

a( Bo 2 

பண 41-77 8-2 என்று கொண்டால் (25) எப்படி
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cererGar, “இதன் பரவல், . 

  

| (Lane 
ந உட நி ம் ஆஅ 

dP = ae ( x) : 1. ர 8 ரர் 

B( 5 3) (1+ >) 

edt (1-9) (று _ 
» ட் (1 ry (i—r,)’ 

4 ov 

  

  

  

  

  

  

    

| 
dP. eh J pty Bt a(t) (ee) 

_ [ரர ar 
dP= | (ஜு 

1 து 6௫ 1 பண் 

8 (7 2. அ) ச O<r<} 

= (1 — 7) : eke, ட 
w— 2 oe, bay : Bi 3 “| lend) 

இட்ட! 

ow hf a » | 2 
ர 01 சூ) ar 

(1 ர ஈ_2 m mo (23) 
2] (“7
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எனவே £ 0 எனும்போதும் 2. 0 எனும்போதும் 
மாதிரியில் உடன் தொடர்புக் கெழுவின் பரவலை முறையே 

(21), (23) மூலமாகக் காணலாம். ல 

17. 10. 250 எனும்போதூ மாதிரித் தொடர்புப் போக்குக் 
r Sq 

கிர 

Regression Coefficient when 3,0) 

கெழு 2 - ன். பரவல் (Distribution of Sample   

உ-ன் மீது ன் தொடர்புப் போக்குக் கெழு ae by = 
1? 

ஆகும். முழுமைத் தொகுதியின் உடன் தொடர்புக்கெழு.£40 

pantialas அதாவது — போக்குக் கெழு 8240 என்றால், 

B, =P 3B, = 25. என இருக்கட்டும்: 
நே 

  

கி க 

இதேபோல மாதிரிக்கு ச, - 1 ௯ 1 உடன் 
2 

Sy. he 5, 

பரவலைக்காண r,s, உன் இணைந்த பரவலை எடுத்துக்கொள் 

கின்றோம். ் 

*, பின் இணைப்பரவல் 

  

  

உ ழ் 
dP ட ஜக்வாகலயி n 

க ் ௨1 bat 

‘i - (a, சலி (10-75) 2. ௬ f(n — 2) 

n—4 

டு “மு. * 

n 3 fs 2Prspsy ஆ } 

x oe | — spy ios . GF, o2 + ச ் 

/ dr . ds, « ds, 

b, = 1 sy = 3 ன ம என்றால் 

Oy Sy 
see 

52 
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படே சீ mba ts 
52 52 5,” 

(3, 3.) _ 

| O (b,, 5,, 55) 0 1 0 

0 0 1 

ச 4 
5 

dr.ds,.ds, = ட . db, . ds, டமி 
: 

Qagb+(—w,0@) ,—l<r<l. 

02% 

31 |b2] <5 4 00. 

ச, 3, உன் இணைப்பரவல் 

ணை ! 
dP = : 

n—2 n— 1 

(oe, 2) (1-8) 2. «x. M(n—2) 

n—4 

8--2[) _ bd si ‘2 
பே... தன ரி அபூ 

5s 

  

5 சய 223 52° 
அ [- ஆஷா (இர அட்டக் || சடள்த 

ds,- ds,. dby. 

a—} 
n 

n— 1 
  

n—J] 2 
(௪௪2) 29) ௩. ௫௬௮32) 

n—4 
an— ] 2 

9, 0 சமீசமி)
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: : a s, ட 2251 $2 } 

eel aaa Sec அர் வ] 
db, . ds, dy. 

|| 51 

4] ௧1 ’ 19213 ஆ 
Sy 

எனவே ன் வீச்சு [5, | bz |, ௦0) ஆகும். 

3உமாறிகளைக் கொண்ட சார்பைத் தொகுத்தால், 

  

    

  

n 525 \ ட n 

(ஜுர "உ சட இ 2(1 — P*) 
Il=e ் மத உத 

s, 161 

s2 — b,"5,3 x 7 5 4 

| ௪ | ௦ —™ டீ சட்) ds, 

n by* sy? 

~20—Py ௪௪ 
I=e © nu 

ஆர் அன்டு! ௨2 
் 1 2 

~ , du 

[tS 522? si? =u-+(0, 00) 

d (s.°)=2s2ds,=du] 

n bp" s,* 

= « 20-25): a, யு | 
1 oe ce a a tite 

"2 “n—2 

  

(க 5 
nb.’ Ss; 

னக டக 2௪71-7), இங்கு ஏ ஒரு நிலை எண் 

ஆகும். எனவே bay 5, இரண்டின் இணைந்த பரவல்,
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நர] n 5," _ 2Pbas,* ச் si } 
Paes,” on (rates hoe te 

db, ds, 

ர] n 1 2°56 5,’ 
அஜி ரக் ei|— staat eee te) ds,. dba. 

ஐ (0,60) வீச்சில் தொகுத்தால், 8,-ன் பரவல் கிடைக்கும் 

\ 

  

ரு en 
dP mc, . db, 1," ' ds, 

0 . 

n 1 2Pb, , by 
[இங்கு “ 21- ௮ -ர டட சனி ]] 

n—2 

62° db, உழ r ௮2. . > d(s,") 

0 

  

2 
d 

1 
= C3 ச - db, 

டு, @,) "? 
௪ம் ௪ ௪2 சய 

db, 
  

  

  
  

Fr 

d bz 
dP mc, ட 

[22-22 3.2) Fee a a1 v1
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எ ப் . ழ் 
டன eee எனச் சமனிட்டால், 

1 

ab 

(6. — B,)* + ல 0 ] 
கேசி 

1/2” 
ae 

௦ 4.௦ 

= f (ba) d be 
உடன் மதிப்பை 7 (ம்) ஓர் ஊக அளவு அடர்த்திச் சார் 

பலன் ஆனதால் 8$-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் தொகுத்து 

கணிக்கலாம். 

21 படித்தான திருப்புத்திறன் 
27 

Por = &° Gs — Ba) 2m த * 

= [ (ட. இ +r’ 

N= 2h. (1-2) 

    

co 327 

at By டர த » b=(b,—Ba) என்க. 

0 (#@+ HX?) | 

ம்... வ ட்டு 4 2 
ஆட ஙி என்றுளி க் = dre 

2b.d6 = RP-du 

db 8 
2.௮ 

எனவே, 

‘ ச் 

er a ee ae 
ட 8/2 2 .
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@m2r+1i—n r—4 
rA__ u 

உடு நஜ de. 

0 1 

    

     
agro rit" B(r +32 ) 

7072 மட) 1 மொத்த ஊக அளவு 

d b, 

oJ [௮ +A 

  

71/2 

  

எனவே 1 க கரன் (6- | 

  

  

“Bh tS) . 8) 

எனவேச்,ன் பரவல் 

  

  

db, 

dP =O By EA I n/2 

= 1 9-1 

- (2) “(ஐ 2 
௪1 1 ந] 

8 (22) 
db, 

[௭௭ ஆ௭- அன 

27.41 ர 
° Par—C.xX . க (+ +4, 

  

பதை | 

2 1-௪
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Pp (3/2) P () 

  

  

  

  

  

  

  

  

eronGas b, or urguT® p= ar * G@n3) 

._ 7.0 எனில் 

dP=C,. பட ச 7-0 எனில் 

(* ர.) = B2 = 0. 
a 

n— 1 

7௨ 1 , db, 

oT; யானை! (கர் உ? 
2y 2 சட் 

3 0 ௮4. 

a 

Que b,- oor மாறுபாடு ௮ a த ட ஆகும்.



12. சிறு மாதிரிகளின் சாதனைகள் 

(Small Sample Tests) 

12-1. ஸ்டூடன்டின் / பரவலை ஓட்டிய சோதனைகள் 

இங்குப் பொதுவாக 430 எனக் கொள்கிறோம். முழுமைத் 

தொகுதியின் மாறுபாடு'ச"” தரப்படாவிடில், முழுமைத் தொகுதி 

யின் சராசரிக்கும் அதிலிருந்து எடுக்கப்படும் (சிறு) மாதிரியின் 

சராசரிக்கும் இடையே. காணப்படுகிற வேறுபாடு பொரு 

ளுடையதாக இருகிறதா என்று சோதித்து அறிய 

ம் 
t= 3 என்ற சோதனைப் பண்பளவை எடுத்துக் 

நிர 

கொள்வோம். ‘ 

இங்கு 8, /£ முறையே மாதிரி, முழுமைத் தொகுதிச் சார 
சரிகள் , ° 

n 

1 ன் 2 

oa &, டல வ முழுமைத் தொகுதி ௪ 

மாறுபாடு தரப்படாத போது, அதன் பிறழ்ச்சியற்ற மதிப்பீடு. 

ca. n= (சிறு) மாதிரியின் பருமன். 

, 82: மாதிரிச் சராசரிக்கும் முழுமைத் தொகுதியின் சராசரிக் 
கும் இடையே காணப்படும் வேறுபாடு பொருளுடையது இல்லை 
எனக் கொள்கிறோம். அதாவது இந்தமாதிரியானது) கொடுக்:
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கப்பட்ட ஒரு முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து ராண்டம் முறையில் 

எடுக்கப்பட்ட ஒரு மாதிரியாகும் எனக் கொள்வோம். அப்படி 

இருப்பின், இரண்டு சராசரிகளுக்கு மிடையே வேறுபாடுகள் 

இருக்காது என்பதாகும். 

இச் சூனிய எடுகோளுடன் வறிய கண்டி பண்பள 
வைக் கணக்கிடுவோம். 

ம ட. து 
t= > மாறி (2-1) இயக்கப்பாகை கொண்ட 

z . 

ஒரு ஸ்டூடன்டின் £ பரவலைச் சாந்திருப்பதால், கொடுக்கப் 
பட்ட விவரங்களுக்கான , மதிப்பைக் கண்டுபிடித்து அந்த 

மதிப்பையும், (₹-- 1) இயக்கப்பாகைகளுக்கு 5% சிறப்பு காண் 

மட்டத்தில் -ன் அட்டவணை மதிப்பு 4 ஐயும் ஒப்பிட்டுப்பார்க்க 
வேண்டும். Ss 

2 bcrarmn HH, Prrahasuuddpg. 

உ ௭ம் என்றால் 77, PaaS Ra 

(அதாவது 17௦ ஐ 5% மட்டத்தில் எடுத்துக் 
கொள்ளலாம்.) 

இங்கு te (0.05) - 5% மட்டத்தில் பணி?) இ. "tsetse 

-ன் அட்டவணை மதிப்பு... ் 

4 (0.01) - 1% மட்டத்தில் (6-1) இ.பாகைக் கான.ன் 
pam மதிப்பு. 

(0 ௪" தரப்படாத ஒரு முழுமைத் சொகுதியிலிருந்து 
எடுக்கப்பட்ட இரண்டு மாதிரிகளின் சராசரிகளின் வேறுபாடு 
பொருளுடையதாக உள்ளதா என்று இப்போது சோதிப்போம், 
சோதனக்க! ன பண்பளவு 

if] பட்ச. 

(1-1) 
ரு 3 ஈட்டி 

இங்கு 3” - (n,-+n,—2)
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n, மிட் + Nn, வி 

(ரு --2) 

my Ny 
= z பேகம் க (29 

iat jot 
  

(n, + m—2) 

Bie 

முழுமைத் தொகுதி (7௪“) (0 Spuur_tsg) 

மாதிரிகள் 8) சர்பத்தமைய் Se 

பருமன் 711 722 

சராசரி x, Xs 

மாதிரி மாறுபாடு 5" 52" 

மாதிரியின் பிதழ்சியற்ற) மிட் மிட 
ச"-ன்மதிப்பீடு. 

முதல் ioe Anise மாறுபாட்டிலிருந்து முழுமைத் தொகுதி 
ண ௪”-க்கான ஒரு மதிப்பீடு 

15> (2,—1) oe * ஆகிறது. 

இதேபோல 2ஆவது மாதிரிக்கு ஈ; 52” - (ட-1) ௪2 

இரண்டு மாதிரிகளின் காறுபாடுகளைக் கொண்டு ச3-ன் 
மதிப்./டு அறியப்படுகிறது. 

உட ஈட * n, S,? 
ச = வ ண ன ன க கன ண கை 

(4+ 2,—2) 

_ டு 874 (ற 92 
பூ என்த 

டா தல படபட = 
8] னை | > Su zy
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$7 = ! a (ச 

(%,—%,)-er தரப்பிழைக்கான மதிப்பில் ச3-க்குப்பதிலாக 

ட ஐ உபயோகிக்கிறோம். எப்படி: என்றால் 

சூ v2 
(%,—X2)-or மாறுபாடு -   

  

ny 112 

= 0° ( (e+ =) 

(௩, 1) பிட் + (n, i 1) S2’ my + n* 

(m+ m—2) ne ot 

கழி 
அணுகலை ட ஷுக்கான தரப்பிழை- டி. (உட 

ச அட ந ங்கும் என்பதால் 

‘Mite 
கொடுக்கப்பட்ட மாதிரிகளின் மதிப்புகளிலிருந்து ் மதிப் 

பைபக் கண்டுபிடித்து, (௨௭ 192) இயக்கப்பாகைக்கு 5%, 
சிநப்புகடண் மட்டத்தில் (-ன் அட்ட. ணையின் மதிப்பையும் 

பார்தது இரண்டையும் ஒப்பிடஷேணைடும். 

கண்டறிந்த / 2 அட்டவணை 4 என்றால் /4௦ தள்ளிவிடப்படு 
கிறது. 

ட சர ௮ என்றால், 7/௦ நிராகரிக்கபடவில்லை, . 

Gi) இரு மாதிரிகளின் பருமனும் ஒரே அளவாக : இருந் 

தால், அதாவது hy ௯ 72 ௬ 1. என் றிருந்கால்,. (2ஆவது 

சோதனைப வி. கீழ்க்கண்ட சோதனை பயனுள்ளதாக இருக் 
கும். இரு மாதிரிகளின் % மதிப்புகளை ஒன்றுக்கு நேராக மற்
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Ager m என எழுதி, இரண்டுக்கு மேவறுபாட்டை ம் எனக்குறிக் 

தால், . . Fo 

d—0 
te gn எச்பி இயர் 

a 
va 

ன் I 
இங்கு 5“ - 5 (4--2)” ஆகிறது. 

இச் சோதனை இரு மாதிரிகளுக்கான சோதனையானாலும், 

ae wor Sider or சோதனைபோலவவே, சோதனைப் பண்பள 
வைக் கண்டு பிடிக்கப்படுவதால், அதிக சிரமம் இல்லாமல் 

போய் விடுகிறது... 

(iv) pi இயல்.நிஸலை முழுமைத் தொகுதியிலீருந்து எடுக் 
கப்பட்ட ஒரு ராண்டம் மாதிரியின் உடன் தொடர்புக்கெழு 

ச ஐச் சோ தனையிடல்: 

மாதிரியின் பருமன் a (சிறியது) ஆக இருக்கட்டும். இதற் 

கான சோதனைப் பண்பளவு . 

சீ encores be (G2) ப டட இவா. aa பரக்கக் 

இங்கு 77௦: முழுமைத் தொகுதியில் பூச்சியம் உடன் தொடர் 

புக் கெழு 2 - 0 என்று கொள்கிறோம். ் 

.... அதாவதுமாதிரியில் உடன் தொடர்புக் கெழு பூச்சியமில்லா 

விட்டால), அது ரண்டம் மாதிரிரின் ஏழ்றத்த।ழ்வினம ஏற் 

பட்டிருக்கல.2ம் எனக் கொள்ளப்படுகிறது. 

இந்த சூனிய எடுகோளுடன் மேற்படி ( மதிப்பைக் கண் 

டறிந்து 5% (15%) மட்டத்தில 1-2) இ. பாகைக்க! ன / அட்ட 

வணை மதிப்பையும் பார்த்து இரண்டையும் ஒப்பிடுகி£றாம். 

i= ty என்றால், Hom Prrafddsgn. அதாவது 

முழுமைத் தொகுதியில் ஏதாவது உடன் தொடர்பு இருக்கிறது 

எனறு முடிவு கட்டுகி3றோம். அப்படி ஏதும் இல்லையானால், இந்த 

மாதிரி, அந்த முழுமைத் தொகுழியிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட 
திலஃலை என்று அறிகியறோம்:



சிறு மாதிரிகளின் சோதனைகள் 481 

12-2. ஃபிஷரின் 2-உருவமாற்றம் 

முழுமைத் தொகுதியின் உடன் தொடர்புக்கெழு 7 சிறிய 
தாக இல்லாவிடில், ஈ பெரிய எண் ஆனால், ஃபிஷர் ஒரு 2 
உருவமாற்றத்தின் மூலம் இயல்நிலைப் பரவல் தன்மையை 
இங்கு உபயோகப்படுத்துகின்ரார். 

z= f° log டத ) என்பது உருவமாற்றம்.   

எனவே, 8-4 -18ா (52) (9 

  

1 

n— 3 

  

Var (z) = z-ar urgur@ = 

Ho: முழுமைத் தொகுதியில் உடன் தெர்டர்பு உ என்பதே 
சூனிய எடுகோரள். ் 

ஒரு விரிந்த மாதிரிக்கு, 

Pa ae > N(0,1)3 (2 - © என்றால்) 

ics 

$உ 1196 என்றால், 72௦ நிராகரிக்கப்படுகிறது. 

  

எனவே, முழுமைத் தொகுதியில் உடன் தொடர்பு காணப் 
படுகிறது. அல்லது இம்மாதிரியானது, 2 உடன் தொடர்புடன் 
கூடிய முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட தல்ல என்று 
முடிக்கிறோம். 

1, %, பருமனுடைய இரு பரிந்த ராண்டம் ம-திரிகள் 
முறையே ச, 7, உடன் தெ.டடர்புக் மெழவுடன், தரே முழு 
மைத் தெ குதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்டிருந்தாலே அல்லது 

ஒரே முழுமைத் தொகுதி உடன் தெபடர்பு கொண். இரு 

முழுமைத தெ குதிகளிலிருந்து எடுக்கப்பட்டிருந்தாலோ)
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7 பே ஜுன் மாறுபாடு - கதி 

௭ 7(4;) ட 11 2)--ேோ (3ப:49) 

= Vii) + (722 ஏனெனில், : 
டி ஆ சார்பற்றவை.. 

Via) «ty 

  

1 . J . ; 
எனவே, 7 (4122) = ot   

  

் அதனால் (5,                  

  

ny— =: ‘ng 3 

ஆகிறது. 

782: இரு மாதிரிகளும் கொடுக்கப்பட்ட மூழூமைத்தொகுதி 

யிலிருந்து எடுக்கப்பட்டவை. 

த கடட 

a ar: = |”. 

[£1 > 1:96 என்றால், 779 நிராகரிக்கப்படுகிறது. 

i= 7N (30.1) - 
  

தொடர்புப் போக்தக் கெழுவீற்நான | Cre» dor 

X-an Bg Tor YEQOUS OS' GP Ags cry CirsGs 
கெழு $ ஆகக்கொண்ட ஓர் இரு மாறி :இயல்நிலை முழுமைத் 
மெ குதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட ராண்டம் மதிரி (யூ, 3) 
$2 1)... என்றா, மாதிரியில் காணபபடும் ன் மீது 
Your தெடடர்புப் பே.க்குக் கெழு ம எனக்கொள்வோம்.. 
$, ரீ இரு மதிப்புகளின் வேறு பாடு பொருஷடையத.க 

உ௱எளதா எனச் சே!தித்து அறிய .//௦: வேறுபாடுகள் பொரு 

ளூடையதில்லை எனக்கெ॥ள்க. : கொடுக்கப்பட்ட மாதிரிக்கு 

X- மீது ன் தொடர்புப் போக்குச் சமன்பாடு 

நு ௯ ச் 5-2



சிறு மாதிரிகளின் சோதனைகள் 483 

£ மாறியில் ஒரு கொடுக்கப்பட்ட. ;% மதிப்புக்கான 

ஆன் மதிப்பீட்டை 

7274-0 2) ஈன எழுதலாம்; 

n 

(n—2 5 டெல? 
‘= 

srerGar t= (b—B)| ————_—_-_ | > tn-2 இ.பா. 
72. 

5 பூடு! 
i=1 —_ 

ஆகிறது. இந்த /-ன் மதிப்பைக் கண்டறிந்து பிறகு 5% (19%) மட் 

டத்தில் (ஈ--2).இ. பாகையுடன் கூடிய அட்டவணை. -ன் மதிப் 

புடன் ஒப்பிட்டால், தொடர்பு போக்குக் கெழுக்களின் வேறு 
பாடு பொருளுடையதா என்று அறியலாம். 

2 ₹ அ என்றால் 27, நிராகரிக்கப்படுகிறது: 8, ந இரண் 

டின் வேறுபாடு இங்கு பொருரூடையதா ௧ இருக்கும். 

12-28. நம்பக எல்லைகள் 

(i) ஈசிறியதாக இருக்கும்போது, முழுமைத் தொகுதிச்சரா 

சரியின் 95% நம்பக எல்லையைக் கணிக்கலாம்... 

5-4 
(=) (௩42) இ. பா. என்று நாம் அறிவோம். 
qn i 

t= 

95% நம்பக எல்லைக்கான நிகழ்தகவு ? 

2-8] 
| 

S 3 

ல் 
| |க-- ச்ச்] ௭] = 0°95 

UH 

  
௪ < buses | ௯ 0:05 

va | 

மி ‘ au. is 
இப்போது 1%--த| -44,-9 ன் என்று எடுத்துக்கொண்டால் 

ம ) 
E—B ௭ va 

அத்துடன்--(£-) < lores 

\ 

E
l
a
 

nJ
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- 8 | 
அதாவது 2-1) ௩ 

Na 

மேலும், ம 4 8-%.பூ 2. 
qn 

இரண்டையும் சேர்த்து எழுதினால், 

ழ் த 
சட காம் தன்ட loroy =" 

n 

எனவே, 

டி Ss 
P, [4 சம தல ர SH tous [=0°95 ஆகிறது . 

an vn 

இ த ட . _, § 
தான் 95% நம்பக எல்லை ( ஜர் = நீ ] 

இதைப்போல /8-ன் 99% நம்பக எல்லை (சக் அஸி ] ஆகும். 
n J 

95% நம்பக எல்லையைக் கண்டுபிடிக்க 8 ஐ. 

] n 

S? = 5 (0-2). 
el 22] 
  

என்ற சூத்திரத்தைப் பயன் படுத்திக் கண்டுபிடிக்க வேண்டும் 

மேலும் 1, மதிரபை (॥-1) இயக்கப்பாகைக்கு 7 அட்டவணை 

மூலம் எடுத்துக்கொள்ள வேண்டும்: பிறகு இ + Ss le | 
் Wa 

கணக்கிடலாம். 

இதேபோல 99% நம்பக எல்லை | உர் = teva, ) mus 
௩ 

கணக்கீடலாம். 

Gi) மூழடிரைத்ிதாகுதிகளின் சராசரிகளின் பேறுபாட்டூக் 
கான 959 ௩ம்பக எல்லை 

; இரு மாதிரிகளின் சராச ரிகள் 20), பருமன்கள் ஈடா? என 

வம் இருந்தால் ்
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Ss? igs 1) S1°+(2,—1) S," 

(n, +n,—2) 

ny, sn, s;° 3 கோச ப” + x வோக்" 
  = —2_.— =] j=1 

(a+2,—2)  — (m+ 2~—2) 

முதல் மாதிரியின் உறுப்புகள் ஃ,,, 2), vee X42, 

இரண்டாம் ,, 93 Mots Xdgereree X_N, என்றால் பின் 

மதிப்பு அறியமுடியும். 

மேலும் முழுமைத் தொகுதிச் சராசரிகள் 5, , /£, என்றால் 

ட பேட 
—— ன் தீ 

(1 நு போத இ. பா. கொண்ட 
ny Nn, 

ஒரு /-பரவல் என நாம் அறிவோம். 

(21--2௮)-ன் 95% நம்பக எல்லைக்கான ஊக அளவு : 

Pr[ | t | அ. 095 

(இங்கு to-05 75% WLLL GFAHAH (n,-+n2—2) இயக்கப்பாகைக் 

கான 1/-ன் அட்டவணை மதிப்பு )] ் 

_॥ ட22-( ட்டு ॥ Hy) | 

Pr ப்பா னு s (t+) 

ஆகவே 95% நம்பக எல்லையை 

< tyros | 0-95 

sffLylh 
+ (%1—¥4) —(#1— #2) | < 7௭ JG + =) 

மூலமாகக் கண்டு பிடிக்கிறோம். 

௮711. a 
அதாவது (9-௨) 449: / Va + 2 ம் ப
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மேலும் -- [2,--20--ட-௪௮) க் | நர் oo 

அதாவது 

TTL) | 
பட்டி / (-+ =) 4 கோசி 

1 1 

Giogyth (p,— #2) < (¥:—¥ 4) +6o'os = / Gt +) 

இரண்டையும் சேர்த்து எழுதினால் 

(8849-1 *் | (4 2] < (1 — Pa) < Cs — F2) + hee? 

ef ஆப Mert 
அதாவது (2, ௪-ன் 95% நம்பக எல்லை, 

[பு 4 கசி Jit 1] ஆகும். 
1 2 

இதேபோல 99% நம்பக எல்லை 

[ (¥,—¥2) tho 3 J (ர் 1) ஆகும். 

இங்கு ௩1%  சிறப்புகாண் மட்டத்தில் ஈத) 

யக்கப்பா கைக்கான -ன் அட்டவணையின் மதிப்பு ஆகும். 
க - 

எடுத்துக்காட்டு 1£ 

ஒரு ராண்டம் மாதிரியில் 10 குழந்தைகளின் (1-0) நுண் 

ணறிவுக்கான ஈவு (1ஈ6111த604 910112௧4) 

100, 107, 101. 110, 70 120, 88, 83, 95) 93 என்றால் 1.Q. 

100 சராசரியாகக் கொண்ட ஒரு முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து 

எடுக்கப்பட்ட மாதிரியே இந்த மாதிரி என்று கூற இயலுமா? 

சோதித்து உணர்க.



சிறு மாதிரிகளின் சோதனைகள் , 487 

தீ: ௨௮ 100 என்க. 

அதாவது (2-2) வேறுபாடு பொருளுடையதாக இல்லை 

சோதனைப் பண்பளவு 

xp 
[_=   — th-2 Q.ur. 

i § 

தி 
இங்கு £, $' மதிப்புகள் கணிக்கப்படவேண்டும். 

4 100 எனக் கொள்வோம். 
2-4 மதிப்புகளைக் கொண்டு x, S* pS கணக்கிடலாம். 

  

  

  
        

x x—A =X ர 

100 0 0 

107 7 49 

101 | 7 

110 10 100 

70 ஆறு 900 

120 20 400 

88 —12 144 

83 -17 289 

9 | —5 25 

98 கி 4 

| 972 | —28 1912 
} 
  

0 See
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f= அய த (த) 
n—1 : 

1 

  

  

  

= a. = sa [5 4 nX*) 

= 1912—78.4 ~ 1833.6 = 203.73. 

9 9 

2 
க ௯ 20,373. ஃ 4. = 4.514 

n ain 

Ho: # - 100 என்ற சூன்ய எடுகோளின் படி 

௮ _ 1 97.2—100| 
Ss 4.514 

  

ஆனால் 10-19 இயக்கப்பாகை கொண்ட (5%மட்டத்துக் 

கான) அட்டவணை ன் மதிப்பு 2.262 

கண்டறிந்த ‘ 

அட்டவணை ॥/ = tg PROM, 

ta tly 

27௦ நிராகரிக்கப்படவில்லை, 

எனவே, 5% சிறப்புகாண் மட்டத்தில் 17௦ ஐ எடுத்துக்கொள் 

ளலாம். 

அதாவது தரப்பட்ட மாதிரி அளவுகள் £-100 என்ற சரா 
சரியுடன் கூடிய முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட 

மாதிரியாக அறிகிறோம். மேலும் /£-ன் 95% நம்பக எல்லை 

பபானது; ட
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= 97:5 + 2.262 X 4.514 

= 9.75 + 10.21 

= (86.99, 107.41) 

இங்கு 100 என்ற மதிப்பு இந்த எல்லைக்குள் உள்ளதை 

அறியலாம். 

எடுத்துக்காட்டு இ. 

ஓர் இயல் நிலை முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப் 
பட்ட 16 பருமனுள்ள ஒரு ராண்டம் மாதிரியிலிருந்து கீழ்க்கண்ட 

மதிப்புகள் கிடைக்கின்றன. 

¥ = 41.’ in. 

> (4: %)* = 135 sq.in. 

90% சதவீதத்தில் முழுமைத் தொகுதிச் சராசரி ஐ எந்த. 

ச எல்லைக்குள் இருக்கவேண்டும்? 

இங்கு 8.௦, - 1 %சிறப்புகாண் மட்டத்தில் 

௨-1 ௮ 15 இ.பாகைக்கான /-ன் அட்ட 

  

வணை மதிப்பு 

a 2-947 

இங்கு 5 8 பகட்டு 122. 
1 2-1 n(n—=1) 1615 

லவ் 9 மி 3 
ஓ ஆ இடர் இரக 

எனவே £&-ன் 09% நம்பக எல்லை 

83.2 
vn
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= 41.5 + (2.947) (0.75) | 

= 41.5 + 2.21 

= (39-29, 43.71) 

எனவே 39.29.2844 43.71. 

எடுத்துக்காட்டு 3: ; 

4 உணவு கொடுக்கப்பட்ட 10 பன்றிக்குட்டிகளின் 
ர ண்டம் மாதிரிக்கு, ஒரு குறிப்பிட்ட காலவரையில் , ஏற்பட்ட 

எடை அதிகரிப்பு 

் 69,8,10,7,9, 8, 10, 12, 8, பவுண்டுகள் ஆகும். இதே 
போன்ற 7 உணவு தரப்பட்ட8 பன்றிகளுக்கான மாதிரியில் 

எடை அதிகரிப்பு. 

7, 10, 8 9, 7, 8, 6,9 பவுண்டுகள் என்றால், 

எடை. அதிகரிப்பைப் பொறுத்தவரை. 4, 5 இரு உணவு 

வகைகள் பொருளுடைய விதத்தில் வேறுபடுகின்றனவா என்று 

ஆராய்க. 

மாதிரி 3: 

Ry = 8.7 

uy, = 10 

1 வரட்டி 783 (837 ste Fggtoat= AE 
= 2.61 

- மாதிரி 2-க்கான நூ = 8 

8 

y «aj — 2x" 
j=l 

sf = i 
2 

524   — (8) = 1.50 

10
0.
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H,: இரு உணவு வகைகளும் பொருளுடைய விதத்தில் 

பேவறுபடவில்லை. 

| %, — 22 | 
  

  

a t od et Qsauy |i [சி ட ரு 1 m+n,-2 @). ul. 

N Le =) 

a (4 — DSP +O, — 1S," Qags = a << ae 

ப அட்டர் 
~~ ny + 1 = 2 

_3%.1112 _ 38) 
16. 16 

2.38 என்றால் 
ர 

it) = 8.7 — 8.0 
new [1B 

Je 30) 

ட் 0.9563 = ft 
க. 

ரூடி 2 16 இயக்கப் பாகைக்கான (5% மட்டத் 

தில்) அட்டவணை /-ன் மதிப்பு — னு = 2.]2 

Qugt ~<! és என்பதால் /% நிராகரிக்கப்படவில்லை. 

எனவே இழு உணவு வகைகளும், (எடை அதிகரிப்பைப் 

பொறுத்தவரை) 5% மட்டத்தில் பொருளுடைய விதத்தில் 

வேவறுபடவில்லை. 

எடுத்துக்காட்டு 4: 

எடுத்துக்காட்டு 3-ல் முதல் மாதிரியின் பருமன் 8 ஆனால், 

(அதாவது கடைசி இரண்டு மதிப்புகளை நீக்கி விட்டால்) இரு 

மாதிரிகளின் பருமனும் ஒரே சமமாக இருக்கும். இங்கு 

சசோதனை செய்யலாம்.
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xn | xq ச்சா கு சி 

6 7 எ 1 1 

9 10 - 1 1 

8 0 | 0 

10 9 . 1 1 

717 0 (0 
9 8 i 1 

8 6 2 | 4 

10 9 ॥ 1 

னெ] ௮ 3 9 

d—0 
Qugt= எ. ட இ. பா. 

qn 

=n sas 

d = } = 0.375. 

St we Ed dS 

s* = ஜக d)* = 45d? — (d)? 

= $— 

= 1.125 —0.141 

= 0.984 
a . $ 3 7 Bi ae 3 ப மவ DA 6.1408,  



சிறு மாதிரிகளின் சோதனைகள் 493 

டமி ees ட் 
ஆ 901406 - 0,375 

d—0 0.375 et 
ட t a= eo = —_—_—_—— வஜு. . = க என்டமுவ நி 0.375 mn STOR & 

14 

3% சிறப்புக்காண் மட்டத்தில் ௩உ- | ௮ 7 இயக்கப் பாகைகள் 
கான ன் அட்டவணை மதிப்பு து = 2.36. 

ர < Fy என்பதால் 74, ஏற்றுக் கொள்ளப்படுகிறது 

(5% மட்டத்தில்). 
ன் 

எனவே, உணவு வகைகளில் வேறுபாடு இல்லை. 

எடுத்துக்காட்டு 5 : 

ஓர் இயல் நில முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட 
27 ஜதை மாறிகள் கொண்ட ஒரு ராண்டம் மாதிரியில் மாறியின் 
உடன் தொடர்புக் கெழு 

(1) 10.3 என்றல் 

(ii) ர7- 0.6 என்றால் 

இந்த 7 மதிப்பு பொருளுடையதா எனச் சோதித்து அறிக, 
Gi) ரஃ0.3 | . 

At முழிமைந் தொகுதியில் பூச்சியம் ௨. தொ. கெழு 
எனக் கொள்வோம். ் 

1 ர அனக்கு 
6 bpm me, ho எனவே |/| or V(n— 2) ¢ 

n—2@. un, 

A,3 15 
j= —- 5 = = os 1.57 

க vi _09 12 vu.91 

5% மட்டத்தில் 25 இ. பாஸலகக்சான/ sy = 2-06 

14 tg WORDS He: PzO0 என்ற சூனிய எடு 

கோள ஏற்றுக் கொள்ளப்படுகிறது.
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(ii) 0.6 என்றால் 

  

te = 3.75 அ 2.06 

ta > அ என்பதால் 77, நிராகரிக்கப்படுகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 6 5 

ஓர் இரு மாறி இயல்நிலை முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து 
எடுக்கப்பட்ட 1 (சோடி) இணை மாறிகள் .கொண்ட ஒரு 

ராண்டம்/மா திரியில் 55) சிறப்பு காண் மட்ட த்தில் பொருளுடை 

யதாக இருக்கும் குறைந்த பட்” அளவு உன் மதிப்பு யாது? 

127 

5% சிறப்புகாண் மட்டத்தில் ॥-- 2௪ 25 இ. பாகைக்கான 

ரன் அட்டவணை மதிப்பு - 1 அ = by-o, = 2-06 

7. 220 என்ற சூனிய எடுகோளின் படி 

கட்ச —+ ty 2 என்பதால், 

கண்டு பிடிக்கப் பெறும் /-ன் மதிப்பு 5% ihe பொருளு 

டையதாக இருக்க வேண்டுமாயின், 

121242 

ச ace கானான் 
அதாவது (அன, va — 2) > lees 

vl—r 

எனவே = a (1 — 2) > Paes 

ர் to” *os a 

i=? ன் (a — 2) 

i (2.06 serve shy > 20
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25775 4.24 (1-௫ 

உ (2544.24) 715 4.24 

29.24 9? > 4.24 

4.24 
29.24 

5 

அதாவது” $ 0.45 ' 

Ir | > 0.381 

எனவே குறைந்த பட்ச | £ |-ன் மதிப்பு - 0.38] ஆகும். 

எடுத்துக்காட்டு 7 2 

28 சோடிகள் கொண்ட ஒரு ராண்டம் மாதிரியில் உடன் 

தொடர்புக்கெழு 0./ என்றால், 2 உருவ மாற்றத்தைப் பயன் 

படுத்தி இது, 

(1) பூச்சியத்திலிருந்து (தஹ -0) 

(ii) .0.5-லிருந்து (2 - 0.5) பொருளுடைய விதத்தில் Carpi 

பட்டுள்ளதா என ஆராய்க. ் 

  

(a = 0p) 

இற்கு 1+0\ _ ventas B x loge (7-2) =H loge 5 5) =o 

r= 07 ் 

m == 28 
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1-7 
= 4 X 2302585 log |) (53 } 

= 11513 log (55:67) 

10 

= 0°87. 
—— 

3 எ தீ 
எனவே || ஈ a 

J n— 3 

ட 10°87 = 0) = 5 (0°87) 

/ 1 
(௬) 

= 4°35 2:58 (1% சிறப்புகாண் மட்டத்தில்) 

  

எனவே, பூச்சியம் உடன் தொடர்புஃ கெழு என்ற முழுமைத் 

தொகுதி உடன் தொடர்பு தவறானது. 

அதாவது. முழுமைத் தொகுதியில் உடன் தொடர்பு 

உள்ளது என்கிறோம். 

“ம் 2205 

z= 087 

1x 0:5) _ o, 
f= dele (75) = Oss   

corsa [|/ | ௯ _0:87 0:55. 
(52 

௯ 156 4 196 

உ 112 நிராகரிக்கப்படவில்லை. 

அதாவது 2 0:5 என்ற முழுமைத் தொகுதியைச் 

சார்த்த கொடுக்கப்பட்ட புள்ளி விவரம் எனத் தெரிய 

வருகிறது.
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எடுத்துக்காட்டு 5 : 

233 சோடிகள் கொண்ட ஒரு மாதிரியின் மாறிகள் 0:5 உடன் 
தொடர்புக் கெழுவுடனலும், 28 சோடிகள் கொண்ட மற்றொரு 

மாதிரிவின் மாறிகள் 0-8 உடன் தொடர்புக் கெழுவுடனும் 

காணப்பட்டால், இந்த இரு உடன் தொடர்புக் கெழுக்களும் 
பொருளுடைய விதத்தில் பவேறுபட்டுள்ளனவா எனச் 

சோதித்து அறிக- 

He: இரு மாதிரிகளும் இரு இயல் நிலை முழுமைத் தொகுதி 

பிலிருந்து எடுக்கப்பட்டவை எனக் கொள்ளலாம். 

l+r 
24 ௯ 310 es 41 } aes} 

i 11௯. (1-2) 
ந் ச 

~ — 7 

Jos tg 2! 
(a3 +53) 

Bee 7, =23 , mm = 28- 

1,=05 , r= 03. 

15 e = $x 23027 dog, (as) 

= 0°55. 

/ 8 
ts = 4 0 273026. ie, olor) 

= 1:10. 
eee _ 055 

ம். ie 
23 500 

m= 1:83 < 1:06 (5% சிறப்புகாண் பட்டத்தில்) 

  

க. பு.--32
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எனவே 17/2 மறுக்கப்படவில்லை. 

. இவ்விரு மாறிகளும் ஒரே இயல் நிலை முழுமைத் தொகுதி 

யிலிருந்து எடுக்கப்பட்டவையாகும். அதாவது இரண்டு உடன்' 

தொடர்புக் கெழுக்களும் பொருளுடைய வகையில் வேறுபட 

வில்லை என்று அறிகிறோம்: 5 * 

பயிற்சி 1 

(Nit எலிகள் கொண்ட ஒரு  ராண்டம். மாதிரியில் 

அவற்றின் ரத்தத்தின் பசைத்தன் மை (Viscosity of blood) uGer 

சராசரி 3:92, திட்டவிலக்கம் 0-61 என்றால், இந்த மாதிரியைக் 

கொண்ட முழுமைத் தொகுதியின் சராசரி ம- க்கான 95% 

நம்பக எல்லையைக் கணக்கிடுக. 

(2) 12 வியாதியஸ்தர்களுக்கு ஒரு. குறிப்பிட்ட மருந்து 
கொடுக்கப்பட்டதில் ஏற்பட்ட ரத்தக் கொதிப்டி அதி கரிப்பின் 

விவரம் £ 

5, 2,8) — 1) 3,0, 6, — 2,1, 5,0, 4. 

என்றால் ௮ம் மருந்து சாப்பிட்டால் பொதுவாக ரத்தக் 

கொதிப்பு அதிகரிக்கும் என்று கூற முடீயுமா? சோதனை 

செய்து கண்டறிக. _ 

G) 9,7 uGuayaa QrarG srewrih மாதிரிகளின் 

சராசரி, மற்ற மதிப்புகள் கீழே தரப்பட்டுள்ளன : 

மாதிரி 1 மாதிரி 2. 

1. பருமன் ௩: 9 7 

2. #yreM xi: 196-40  , 198:82 

3. > — x): 26 94 18°73 

Qran@ ur Ahab »Cr yuwus AsTeHMIGSS 
எடுக்கப்பட்டவையா என ஆராய்க. . 

(4) 4,9 என்ற இரு மருந்துகளை (0 வியாதியஸ்தர்களுக்குத் 

தரப்பட்டபின் அவர்கள் அதிகமாகத் தூங்கிய மணிநேரம் 

அடுத்த பக்கத்தில் உள்ள அட்டவணையில் காட்டடபட்டுள்ள.து.
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அதிகமாகத் தூங்கிய மணி நேரங்கள் 

  

  

வியாதியஸ்தர் | 4ீமருந்து | 8£மருந்து' 

1 0-7 1-9 

2 —16 08 | 

-3 — 0-2 1-4 

4 — 1-2 0-1 

5 — O1 அடர 

6 3-4 44 

7 3:7 தி 

8 0:8 ட்டர், 

9 0:0 46 

10 20 3-6           

மருந்துகளின் சக்திகளுக்கிடையே வேறுபாடு பொருளுடை 

தாக உள்ளதா? சோதி. ் ட 

(5) ராண்டம் முறையில் தேர்ந்தெடுக்கப்பட்ட . மாலு 

மிகளின் உயரங்கள் ள் லல 

63, 65, 68, 69, 71,72, அங்குலங்கள். மற்ருரு ராண்டம் 

முறையில் தேர்ந்தெடுக்கப்பட்ட 10 .சிப்பாய்களின் உயரங்கள் 

6], 62, 65, 66, 69, 69, 70), சிட்டி 725 735 என்றால் இந்த 

விவரங்களிலிருந்து சிப்பாய்கள் பொதுவாக மாலுமிகளை விட 

உயரமானவர்கள் என்ற கூற்றை ஆய்க. 

(6) ஒரு ராண்டம் மாதிரியில் 18 இணைமாநிகளின் உடன் 

தொடர்புக்கெழு 7-0.72 என்றால், இந்த மாதிரியைப் பூச்சியம் 

உடன் தொடர்புக் கெழுக் கொண்ட முழுமைத் தொகுதியிலி 

ரூந்து எடுத்கப்பட்டதாகக் கொள்ள முடியுமா ? 

(7) மேற்படி மாதிரியை 0:5 உடன் தொடர்புக் கெழுக் 

கொண்ட முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து தேர்ந்தெடுக்கப்பட்ட 

தாக எண்ணுவதற்கு வழி உண்டா? விவரிக்கவும்- ்்
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(8) ஒரு மாதிரியில் 39 சோடி மாறிகளின் உடன் தொடர் 

புக் கெழு 0.69 : என்றால், 0.8 உடன் தொடர்புக் கெழுக் 

கொண்ட ஒரு முழுமைத் தொகுதியின் மாதிரிதான் அதுவா 

என விளக்குக. இங்கு £-க்கான 95% நம்பக எல்லையைக் 

கணக்கிடுக. 

(9) . ஒரு மாதிரியில் 28 இணை மாறிகளின் உடன் தொடர் 

புக் கெழு 0-8 என்றும், மற்றொரு 39 இணை மாறிகளின் உடன் 

தொடர்புக் கெழு 0.7 என்றும் இருந்தால், இவ்விரு உடன் 

தொடர்புகள், பொருளுடைய விதத்தில் வேறுபட்டு இருக் 

கின்றனவா? ஆராய்க. 

12-4. 1 சோதனை (கை வர்க்கச் சோதனை) 

பரவல் புள்ளியியலில் நிறைய இடங்களில் பயன்படு 

கிறது. 

GU) முழுமைத் தொகுதி மாறுபாட்டின் தற்கோள் மதிப்பு 

ச ச)” என்பதைச் சோதிப்பதற்கும், 

(2) பொருத்தச் செம்மையை ((2௦௦006% ௦1 0ச் சோதிக் 

கவும், 
ர 

(௮ குணப்பண்புகளின் சார்பற்ற தன்மை மையச் 

சோதித்து அறியவும், VY மாறி மிகவும் பயன் படுகிறது. 

(4) மேலும், முழுமை மாறுபாடுகளின் சார்பற்ற மதிப்பீடு 

களின் சமபடித்தான தன்மையை (440000ஐ₹0810))ச் சோதிப் 

பதற்கும், 

5) முழுமை உடன் தொடர்புக் கெழுவின் சார்பற்ற மதிப் 

பீடுகளின சமபடித்தான தன்மையைச் சோதித்து அறிவதற்கும் 

$* மாறி பெரும்பாலும் பயன் படுகிறது. 

இனி எவ்வாறு இந்த 5 வலைகளிலும் %”--மாறி பயன்படு 
கிறது என் பதைக் கீழே விளக்குவோம். 

(1) முழுமை மாறுபாட்டிற்கான 1 சோதனை 

முழுமை மாறுபாடு ச* - ௪,” என்ற 81 சூனிய எடுகோளை 
எழித்துக் கொள்வோம். இதிலிருந்து, எடுக்கப்ட்ட மாதிரி மாறி 
களுக்கான மாதிரி மாறுபாட்டைக் கொண்டு ஐ வரை 
யறுத்தால்,
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n 

த” ௮7 n n 

ye Ld Bt at ] 
௪ ச) i} ச் 

ns* : 
= a —+ %3 (1) 

இந்த 14 *மாறி ஒரு (௩-1) இயக்கப் பாகையுடன் கூடிய 

ஒரு %* என்பதால் தரப்பட்ட 6, மதிப்புகளிலிருந்து 

4? n 
கல ப 

௪௦ 

  ஐக் கண்டுபிடிக்கவும். 

5% சிறப்பு காண் மட்டத்தில் (1--1) இ.பாகைக்கான 2-ன் 

அட்டவணை மதிப்பு Bg OO: 

ree > x TBM, 27, நிராகரிக்கப்படுகிறது. 

x <” sore Hyg 5% wit séo gos 

கொள்ளலாம். 

12-5. ச*-க்கான நம்பக எல்லை 95% 

க்கான 95% நம்பக எல்லையை 

Fnst 

: <i |= 0.95   

P, [17 

75. 

௪ 

  xi" ; 1 x2? ன் p.[-< < =; | 0.95 

? ரி 
அதாவது P, lee >a'’> Fr |=095 

1 2 

இதை வேறுவிதமாக எழுதினால் 

ns? ns? 
ண்ட 2¢ —— |= 090 

| x," <a*< x, | 5
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இங்கு %,2-2:5% சிறப்புகாண் மட்டத்தில் (1-1) இயக் 

கப்பாகைக்கான இடது முனை %". 

      

5 

oO 3) x2 x x 

படம் 21, 

%,2-2: 5% சிறப்புகாண் மட்டத்தில் (:--1) இயக்கப்பா கைக் 

கான வலது முனை xX. 

ee P, [0 < X? <X,"] =0°025 

ற, [%74%74௦ ]0:025 

இத்தகைய %பீ, %_-க்களை அட்டவணை %” மூலம் கண்டறிந்து 

சமனிட்டால் ச"க்கான 95% நம்பக எல்லையானது 

ns? ns® 

(a> ar) eo* 

12-6. பொருத்துச் செம்மைக்கான சோதனை (Test of 

Goodness of Fit) 

அறிமுறைக்கும் நடைமுறைக்கும் இடையே காணப்படும் 

பேவறுபாடுகள் பொருளுடையவையா என்பதைச் சோதித்தறிந் 

திட உபயோகப்படுகிற இந்த “*பொருத்துச் செம்மைக்கான 

33 சோதனையை??கார்ல் பியர்ஸன் என்பவர் 1900ஆம்ஆண்டில் 

கண்டறிந்தார். இந்த வேறுபாட்டிற்கான காரணம் சந்தர்ப்ப 

வசத்தாலானதா அல்லது கொடுக்கப்பட்ட மதிப்புகளைப் 

பொருத்துவதற்கான அறிமுறைகளின் பற்றாக் குறையினால் ஏற் 

பட்டதா எனக் காணுதற்கு இச் சோதனை பயன் படுகிறது. 

சோதனையில் கண்டறிந்த மதிப்புகளா (அலைவெண்க௭ை) 

0; 1, 2, 3... ற எனவும், அவற்றிற்கான அறிமுறை அலை
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வெண்ககா அதாவது எதிர்பார்க்கத்தக்க அலைவெண்களை 

முறையே 4; (3-1, 2,......n) எனவும் கொள்வோம். பிறகு 

சி (89 
போ இ [த | சில. ஆகிறது. 

ix] E; (x 1) இ.பா, 

பேர சிரியர் ஃபிஷர் இச் சோதனையின் தகுதிக்கான நிபந் 

தனைகளை விளக்குகிறார். 

(0 மாதிரி அளவுகள். (மதிப்புகள்) சார்பற்றவையாக 

இருக்கவேண்டும். 

(4) கட்ட அலைவெண்களுக்கான (௦811 ௦00204) இறுக்கி 

கள் ஒரு படித்தானதாக இருத்தல் வேண்டும். 

Ej. 
1 I

M
s
 

- அதாவது 3 0/4 
t=] t 

(ய் எந்த அறிமுறைக்கட்ட அலைவெண்களும் க்குக் 

குறைந்து இருக்கக்கூடாது. அப்படிக்குறைந்து இருந்தால், 
அதை அதற்கு முன்னிருக்கும் அல்லது அதற்கு அடுத்த அலை 
வெண்ணுடன் கூட்டி 5-க்கு மேலாக ஆக்க வேண்டும். இப் 

படிச் சேர்த்தமைக்காக கடைசியில் இயக்கப்பாகைகளைச் சரி 

செய்யவேண்டும். 

எடுத்துக்காட்டு 9; 

A,B,C,D என்ற 4 தொகுதிகளில் “பீன்ஸ்?2ஸின் விகித 

மானது9:3:321 என்ற விகிதத்தில் உள்ளது என அறி 

முறை மூலம் அறிகிறோம். 

1600 பீன்ஸ்களில், ஒரு குறிப்பிட்ட சோதனையில், அந்த 

4 தெர்குதிகளுக்குமான எண்ணிக்கைகள் முறையே 882, 313, 

387. 8 என்றால், சோதனையின் விக£வு, அறிமுறையை ஒத்து 

வருகிறதா எனச் சோதித்து ஆராய்க. 

Ho: “4, 2,000 நால்வகைத் தொகுதிகளில் பீன்ஸ் 

9: 3:3;: 1 என்ற விகிதத்தில் உள்ளன? எனக்கொள்வோம், 

கண்டறிந்த மதிப்புகள் 0,. 0,, பெ 0, என்றால்,
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pres   

O, = 882 E, = 1600 X Ps = 900. 

0, = 313 E, = 1600 x ஆ ௬ 300. 

03 = 287 E; = 1600 96 rE = 300. 

O, = 118 E, = 1600 X is = 100. 

5 0/4 1600 5 ந 1600 
i=l டட t=1 

oy? =e 4 (0-8 

t= | i 

க் O;? , 5 

கடு க னி எனவும் எழுதலாம். 4: 1600. 

inl i 

ய் (882-000 5 4 (313—300)? , அரன் 

900 ~~ 300° 300 

(118— 100)? 

100 

37 40: 360040-3633--0:563343-2400-4 7266 

59%, சிறப்புகாண் மட்டத்தில் 4--1-3 இயக்கப்பாகைக்கான 

$%-ன் அட்டவணை மதிப்பு - 4” x 

x2 oe 7-815 
௮ 

x? க < a என்பதால் Hy நிரா கரிக்கப்படவில்லை. 

எனவே, அறிமுறைக்கும் நடைமுறைக்கும் நல்லதொரு 

தொடர்பு உள்ளது என அறிகிறோம். 

எடுத்துக்காட்டு 10 : 

5 குழந்தைகள் கொண்ட 320 குடும்பங்களை ஆராய்ச்சி 

செய்ததில் அடுத்துவரும் விவரம் புலனாகிறது :
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ஆண்பிள்ளை எண்ணிக்கை 54321 0 

பெண் பிள்ளை எண்ணிக்கை 012 3 4 5 

குடும்பங்களின் எண்ணிக்கை. 14 56 110 88 40 12 

= 320 

ஆண் அல்லது பெண் மகவு பிறப்பது சரிசம வாய்ப்பு 

உடைத்தது என்ற சூன்ய எடுகோளைச் சோதித்து உணர்க. 

ஆண் மகவு பிறப்பதன் ஊக அளவு “ற் என்க. 

பெண் » ” ” 3 8 (ர ௬ 1- p). 

௪ கழ 

27 [ர ஆண் மகவு பிறப்புகள்] - ( 2 | பர 

p= hg = 4 என்பதால் 70) 1, 2,3,4, £ என்பதற் 

கான ஊக அளவுகளை ./ ௯ 120 ஆல் பெருக்க 7 - 0,1, 2, 3; 

4, 5-க் கான எதிர்பார்க்கத்தக்க குடும்பங்களின் எண்ணிக்கை 

2; கிடைக்கவரும். 

7 
2௦-(1)-மட5- (0) 7 என்குல் 

ந ௮0) ௪2. 200) - 
  

  

2) 002 - ச aa a = ae 

p(r=J)= (0 Fz eee) eee 50. 

Pir By (ம 55 E(r = 2) = 320 x ந 100. 

7-3 (1)6 ap E(r = 3) = 320x 4p = 100. 

p(r=4)= (ம 2 E(r = 4) = 320 x = 50. 

p= 3) = ()ம ay E (r = 5) = 320 X az = 10.
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0, E usiystrs கீழ்க்கண்டவாறு அட்டவணைப் 
படுத்தலாம். 

  

  

            
  

0 E (O — E)? | (O— E)"/z 

14 10 16 1°60 

56 50 36 0:72 

110 100 100 1-00 

88 100 144 1°44 

40 50 100 2:00 

12 10 ‘4 0-40 

320 320 —4 7°16 

n 

xe = E (0 — 8)5 
* $3 ] E: 

0, ல அ ட ச 
| = > “a = ச என்றும் கூறலாம். | 

= 7:16 

5.% சிறப்புகாண் மட்டத்தில் 6 —1 = 5 இயக்கப் பாகைக் 
கான 2-ன் அட்டவணை மதிப்பு - 3" a 11:07. ° 

x* ம் < x’ a என்பதால். 

ஆண், பெண் இரு பிறப்புகளும் சரிசமமானவை என்ற 
சூனிய எடுகோள் 5% மட்டத்தில் ஏற்றுக்கொள்ளப்பட்டது. 

2-7. குணப் பண்புகளின் சார்பிலாத் தன்மை 

_ 4, 8ீ என்ற இரு குணப் பண்புகளை (attribute)ds sao 

Gumi. A 99, A,, A,y...4, என்ற 7 சிறு பகுதிகளாகவும் 

2ீஐ2ட.2,... என்ற? சிறு பகுதிகளாகவும் பிரிக்கலாம். 

இதை ஒரு பல்வகைப் பிரிவு (Manifold classification) 

எனலாம்.



  

பல்வேறு கட்ட அலைவெண்கள் 

  

  

  

  
  

    
    
          
  

  

  

— A, | Ay | As ட டிகை | A; | ககக வ Ar மொத்தம் 

Be | (Bu | (4,B,) | (4B) | (4,3) (A; By) (4B) | (B) 

By ((A, B, | , 3 (B;) 

B, (A, Bs) | | (ஐ. 

B, (Ay B,) - (B,) 

B, | (A,B) | * 3. (A; By) (3) | 

| | 
| 

- z 

த | (A; B,) | | | (4B) (B,) 

மொத்தம் | (40) (42) | (4,) | (A,) வைப (A) [esse (A) | ow         
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இந்த பல்வேறு கட்ட அலைவெண்கள் மேலே காணும் 

அட்டவணையில் விளக்கப்படுகின்றன - 

இதையே ஒரு ‘(rXs) இணைப்பட்டியல்? (Contingency 

1215) என்கிறோம். 

இங்கு 2 (49 ர் 
‘= 

மி 

இதி ௮7 
j=l 

(49, (8) யாவும் ஒரு படி அலைவெண்கள் 

(4;$0) .. இவை ஒருபடி அலைவெண்கள் . 

- இப்படிப்பட்ட குணப் பண்புகள் சார்பற்றவையா எனச் 
சோதிப்பதுதான் இங்கு நமது முக்கிய குறிகோள். 

இரு பண்புகளும் சார்பற்றவை என்றால், 

(4: By) = (A) «(6 18) seit. 

p (Ai B)) = p (Ai) - 2 (B)) 

அதாவது 4B) a வப 

எனவே (4 8) - 0
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அதாவது எதிர்பார்க்கும் (4. இ) sora, = (Aj. Bye 
என்றால், 

(A, Bide = பிம்பம்) 

இச் சூத்திரத்தைக் கொண்டு /- 1, 2,3...ர, 

-1,23...௨ என்ற எல்லா கட்ட அலைவெண்கள் 
(4, 8,)-க்கும் (4; By) eB கணக்கிடலாம். 

இந்த (4; ஐக் கொண்ட ஓர் அட்டவணையை 
உருவாக்கினால், எதிர்பார்க்கத்தக்கு அலைவெண்களின் அட்ட 
வணை கிடைக்கும்: 

பல்வேறு கட்ட அலைவெண்கள் 

  

  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

    

__4 A; Az awe 4; eee 4; 1மெ ரத்தம் 
B 

B, (410. (42, (4/8. (80 

B, (A, Bide (B2) 

Bs (Ai Bae (83) 

By (வ). | (AB ie (B)) 

Bs 
(Bs) 

மொத்தம் | (4) | (42) | - | (AD | 14, N.                        
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.. இரு இணைப் பட்டியல்களையும் கொண்டு, 

v= 5 (Oy — Su)" என்ற மதிப்பைக் காணலாம். 
ij : 

i 

இங்கு 0ர- (4 £/) என்றால் 

Ei = (Ai Bide = ol ane 

_ yy (AB) = (4 Bad 
அணா! st = 

- (r-—l)-G -1)இ. பா. 

723,933 ண்ணா, 

இந்த லவ் பத (3-0 (5- 1) Perr rs. இயக்கப் 

பா கையுடன் கூடிய ஒரு %” மாறியாகும். 

கண்டறிந்த %”-ன் மதிப்பு - %” - என்க. 

x? ay * 5% மட்டத்தில் (-- 1) (:-- 1) இயக்கப் பாகை 

யுடன் கூடிய %”-ன் அட்டவணை மதிப்பு. 

இப்போது x = x ௮ என்றால், 5% மட்டத்தில் இரு 

குணப் பண்புகளும் ; ereebacued என்ற சூன்ய எடுகோள் 

H, நிராகரிக்கப்படுகிறது. எனவே, இவ்விரு பண்புகளும் சார் 

புடன் உள்ளன எனக் கூறலாம். 

இந்த x? ஒரு ௪ 1966-1) இயக்கப் பாணகையுடன், கூடிய 

ஒரு %” ஆக எவ்வாறு ஆகிறது என்பதைக்': கீழே விளக்கு 

வோம். 

756 2இணைப் பட்டியலில், எதிர்பார்க்கும் அலைவெண் 

களக் கணிக்கையில், நிரை) Bre மொத்தங்கள், எல்லாம் 

சேர்த்த மொத்தம் ஆகிய மூன்றும் 'நிலையாக உள்ளன: . * நிரல் 

மொத்தங்களும், ச நிரை மொத்தங்களும், (7-2) நிபந்தனை 

களைக் கட்ட அலைவெண்களின் மீது விதிக்கிறது என்பதாலும், 

> 4 = > B= N என்பதாலும், சார்பற்ற அிரதகளவிலை 

எண்ணிக்கை (7 --2- 1) ஆக மாறுகிறது.
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மொத்த கட்ட அலைவெண்களின் எண்ணிக்கை rs 

என்றால் %“-க்கான இயக்கப் பாகைகள் 

ட ௯73-- (நிபந்தனைகளின் எண்ணிக்கை) 

=rs-—(r+s—}) 

=mrs—-r—-s+tl= (r—-D6— 1) 

எடுத்துக்காட்டு 11 ; 

(டி (ம ஒரு பட்டப்படிப்புத் தேர்வீல் கணிதம், ரசாயனம் 

பாடங்களிலும் ஒரு வகுப்பு மாணவர்கள் தேறியவர் , தேருதவர் 

பட்டியல் கீழே தரப்பட்டுள்ளது. இதைக் கொண்டு இரு பாடங் 
களிலும் தேர்வு எழுதிய முறை சார்பற்றதா என்று சோதித்து 

ஆராய்க... . 

(1) (6) பிரிவில் உள்ள அட்டவணைக்கு எதிர்பார்க்கும் 

அலைவெண்களை (4) 4) இனைப்பட்டியலைத் தயார் செய்க. 

(ii) (0) பிரிவில் உள்ள 3)64இணைப் பட்டியலுக்கு 

%” சோதனை செய்க. ் க் ் 

. 4)4 இணைப்பட்டியல் 

  

    

  

  

  

  
      

  

    

கணிதம் 

மொத்தம் 

IL | I | 117 ப ர 
வகு சக் வகுப்பு வகுப்பு |பெயில் 

| பாஸ் 

முதல் 
வகுப்பு 20 60 50 20 150 

g ் _ ee ன் 

6 i | 00 35 220 3 [ம் வகுப்பு 15 70 | 1 5 | 220 
ட ர 

ட Il பு ் வகுப் ் Ae 

= ண் 10 40 85 15 ~ 4500-7 

| 

பெயில் 5 | 30 | 15 | .30 80 

மொத்தம் | 50 (200 | 250 | 100 600     
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(4) 3X4 இணை ப்பட்டியல் 

ரசாயனம் 

  

  

  
  

  

  

  

  

    
    

டன (1 வகுப்பு ய வகுப்பு பர் வரப்பு பெயில் [மொத்தம் 

 (பவகுப்பு| 3 | 60 | 50 | il 159 
6 | 
$ 1 வகுப்பு 24 70 100 | 27 221 

க = 

பாஸ் 12 36 | 164 

| | 

மொத்தம்| 74 | 166 | 241 | 63 | 544   

  

  

(ஐ) பிரிவுக்கான Sta 

ரசாயனம், கணிதத்தில் மாணவர்கள் பெற்ற மதிப்பெண் 

கள் சார்பற்றவை என்ற /%ி சூனிய எடுகோளுடன் , எதிர்பார்க் 

கத்தக்க அலைவெண்கமகாக் கொண்ட அட்டவணையைத் குயார் 

செய்வோம். 

இங்கு (சிந் ௮ (அடல் எல்லா 2, /-க்களுக்கும். கணி 

தம் .1 பண்பு என்றும், ரசாயனம் B பண்பு எனவும் கொள் 

வோம். 

எடுத்துக்காட்டாக (4, சீ0-20 எனத் தரப்பட்டுள்ளது. 

(கீட89_ 500150 _ 75 _ 
ஃ (கமிட் “ a es 12s 

es (83) _ 50X220_,.. 
(A, By)e=E (A, Bs) = 183 

(40 (39). 50 150 
Sei Sn eae z= பப் சைட மம். 8 E(A, Bs) i a 12'5 

A) (B,) 5080 
(A, B) = em Sa = 87
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இதே போல, 

_ (4 (By) _ 200150 _ 
E (A, By) = Hy = G09 150 

E (A, B,)=75°3 E (A, B,)=33'°3 

E (A, Bs) =50 E (A, B,)=25 

E (A, B,)=267 E (A, B,)=36°7 

E (A, B,)=62°5 E (A, Bs) =25 

E (A3 B2)=91°7 E (A, B,=13-5 

E (A3 B3)=62°5 

  

இப்படிக் கண்டுபிடிக்கப்பட்ட எதிர்பார்க்கத்தக்க அலை 

வெண்களுக்கான 464 இணைப்பட்டியலை கீழ்க்கண்டவாறு 

அமைக்கலாம். 

404 இணைப்பட்டியல் (எதிர்பார்க்கத்தக்கது) 

  

  

கணிதம் 

ள் eS . 

| க | + a mE | 3 3.௮ 
—— = 6 Os | 5 g & 

; @; @| a@7;6;,& 
  

Taginy| 125} 50-0] 62:5 | 250) 1500 

ர] வகுப்பு| 18:3|) 73:3) 91:7 | 36-7 220°0 | 
  

  

ர
ச
ா
ய
ன
ம
்

 

[ரரவகுப்பு| 125) 50-:0) 62°5 | 25-0] 150°0 

பெயில் 6.7| 26°7| 33:3 | 13°3 80:0 

மொத்தம்। 50:0| 200:0 | 250-0 100.0 600° 

  
    

  

  

                
  

இங்கு நிரல், நிரை, மொத்தங்களும், எல்லாவற்றுக்குமான 

மொத்தமும் மாறாமல் அதே அளவாக உள்ளன என்பது குறிப் 

பிடத்தக்கது. 

& oO —33
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(2) இரு பாடங்களிலும் பெற்ற (மதிப்பெண்கள்) வகுப்பு 

கள் சார்பற்றவை என்ற 77, சூனிய எடுகோளுடன் எதிர்பார்க் 

கத்தக்க அலைவெண்களிவ பட்டியலைத் தயாரிப்போம். 

இங்கு ரசாயனம் 4, கணிதம் 8 என்றால், 

(4, 29-38 எனத்தரப்பட்டுள்ளது. 

(4007... 
B(Ay Bid= y= வு 

74X22 E(A, B) =a |= 30°1 

இதேபோல மற்ற எல்லா 10 எதிர்பார்க்கத்தக்க அலைவெண் 

களையும் கண்டு பிடித்து அட்டவணைப் படுத்துவோம். 

3%4 இணைப்பட்டியல் 

  

ர | I | ur 11] 
= (வகுப்புவகுப்புவகுப்பு பெயில்| மொத்தம் 

  

1 வகுப்பு 21-6) 48-5| 70-51 18:4] °159-0 

  

  

Il வகுப்பு) 30:1| 67:5|) 97:8| 256! 221°0 
  

11] வகுப்பு) 22:3| 50:0) 72.7। 19:0| 164:0 

  

| 
மொத்தம் | 7401 16:012410|) 63:0| 544.0 

                  
  

கொடுக்கப்பட்ட 0 (௦ல1ய்) பட்டியலின் அலைவெண்களை 

யும், கணிக்கப்பட்ட' 8 (60060060) பட்டியலின் அலைவெண் 

களையும் கொண்டு %”-ன் மதிப்பைக் காணலாம். 

  ந 23 (௦. - கீ 

டு ம 2)" - இங்கு 0 - (4-8) 

படகு Ey = E(A; B.).
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a 
=y 2h ந. w= 544. 

ப் 

381 247 12. ர 
= ae sor + ara tags 

701 30 100° 
tars + 500 +t FOS ஏ 

911 un oT 251 
* ரா மம் 9 * 199 ]-54. 

= 40-7044. 
 X* = 40°7044. 

க 

13 ௮ = 5% சிறப்பு காண் மட்டத்தில் 2 - (4-1) (3-1) 

௪ 6 இயக்கப் பாகைகளுடன்' கூடிய ஒரு %'-ன் அட்டவணை 

மதிப்பு - 12:59, 

x? அ > v os எ ou gs dD, Ho நிராகரிக்கப்படுகிறது. 

கண்டு பிடிக்கப்பட்ட %*-ன் மதிப்பு மிகவும் பொருளுடையதாக 

உள்ளது. 

எனவே, இரு பாடங்களிலும் மாணவர் தகுதி. சார்புள்ள 

தா.கக் காணப்படுகிறது: 

எடுத்துக்காட்டு 12: 

ஒரு 2 )6 2 இணைப் பட்டியலுக்கு 

  

  

  

  

  

  

| 4 | 4 [மொத்தம் 

B a b a+b 

B 6 | d |e +d 

கொத்தம் கச் 4 2 N |           
  

Nea+tb+e+d.
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20 a N (ad — bey 

(a +5) (64d) (a4 5) (+4) என்று நிரூபிக்கவும்- 

4, 2 இரு குணப்பண்புகளும் சார்பற்றவை என்ற 7, சூனிய 

எடுகோளின் படி, 

௪, ம், 2, உன் எதிர்பார்க்கும் மதிப்புகளைக் காண்போம். 

E(a) = (oh) er 

E(b)= (a+ ae (4-2) 

E@ = (etd) Cor 6) 

d d 
E(d)= (rd) Ore 

எனவே, எதிர்பார்க்கத் தக்க மதிப்புகளுக்கான 

252. இணைப்பட்டியல் 

  
  

  

  

  

  

    

  

  

    
  

| 

A டு 
5 —| A | ob | மொத்தம் | 

(a+b) (b+c) |(a+5) (6-2) 

| B etd) lata [lero மேகி saat 

| மொத்தம் a+c b+d | N | 

N=e+b+e+d 

ஆகவே, 

ம ஸு (On கீழ” 
by
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[a — F(a) [து] (e-Ele)] , [¢—-E(@)}° 

Ea) + Eis) + B® மீழ் 

+6) (ate) * 

ert (சரடு 
N 

a—E (a) = a— 619 219 

a(atb+c+d) — (a*+ac+be+ub) 

. N 

ad—be 

N 
  = 

(a+5) (b+d) 
b—E(b) = 6 “SO 

தசம் + c+d) — Cac + ad + bd + #) 

= N 

— (ad—be) . 

= N 

இதேபோல 

c—E(c) om a (eo   

d—E(d) =o ன அறியலாம்.   

ஆகவே 

ட 4-5 1 1 1 1 ] 

82 “ழு ஐ௫ "ந 20 

அ டப் ட ee a et 
Ea) கீ) (244) (௩9 (2-4) 644)
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(64) -- (24௦) 
(a+b) (a+c)- (6-+4) 

NM 
(சம) (௧4௦) (6-2) : 

m= WN, 

= 

11 
1: ந சிர் 

FG)! E@~ Gta C+D CH 
டட ர] ப 

் last awl teat ral 
: 1 1 

= N? pate Utd * tH) O44 CFA) 

~~ (a+b) (a+c) (h+d) (2-2). 

N’ 

= —Ca¥by Cate) (+4) G44) © 

உட (ad—be?) ut” 
என்னால் நு. மசி ம (ச) (2-2) 

a பய பயவயயமையை யய 

எடுத்துக்காட்டு 13: 

கீழே தரப்பட்ட விவரங்களிலிருந்து தந் தகளின் கண்கள் 

நிறத்திற்கும் அவர்களது பிள்ளைகளின் கண்கள் நிறத்திற்கும் 

ஏதாவது தொடர்புள்ளதா எனச் சோதிக்கவும். 

பிள்ளையின் கண் நிறம் 
  

    

  

  

  

8 

யை 

3 | ட es நிறம் apa, மொத்தம் | 

ட [axon | 20 | 10 | 30° ©. | 

3 க 
a வதனம் 20 | 
eo நிறம் 50 | 70 
இ. 

| 

6 
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இரு நிறங்களுக்கும் தொடர்பு இல்லை; அவை சார்பற்றவை 

என்ற 1/9 சூனிய எடுகோளின்படி எதிர்பார்க்கும் மதிப்புக்களைக் 

கணிக்கலாம். 

சிட் (௪2-00 ‘ ‘ ‘ , ௮ ஆட அம பக அகட அட அடல ை பயன் GED (ate) Ord CHA HHP ABT MBM 
ugSsS X-a bHimus soldsaorid- 

x? 

இங்கு ச- 20 

ம் - 10 | 

¢ = 20 

d = 50 

N = 100. 

= 100 (20x 50—10 x 10)* = 12.7 

30 x 70 x 40 x 60 

எனவே x? = 12.7 

a - அட்டவணை 3” மதிப்பு (0.05 மட்டத்தில், ] இ, பா 

= 3.841. 

eS > OP என்பதால் 14௦ நிராகரிக்கப்படுகிறது. 

ஃ தந்ைத, மகன் கண் நிறங்கள் சார்புடையவையாக 

உள்ளன. 

12-8. யேட்சின் Hess. (Yate’s Correction) 

RPG 2X2 இணைப்பட்டியலில் ஏதாவது ஓர் அலை வெண் 

5-466 குறைவாக இருந்தால், அதை மற்ற அலை 
வெண்ணுடன் இணைத்து % ஐக் கணிக்கலாம். இப்படிக் கணிப் 

பதால், %* ஆனது 1-1! --0 இயக்கப்பாகை கொண்ட $” ஆக 

மாறும். இது அர்த்தமற்றது என்பதால் இதற்கு யேட்சின் 

திருத்த முறையை மேற்கொள்ளலாம். அதாவது எந்த அலை 

வெண் மிகவும் குறைவாக உள்ளதோ அத்துடன் 0.5 ஐக் கூட்டி 

மற்ற அலைவெண்களையும் (நிரை மொத்தங்கள், நிரல் மொத்தங் 

கள், எல்லாம் சேர்த்த மொத்தம் யாவும் சிறிதும் மாறுபடாத 

படி) சரிசெய்து எழுதுவோம். 

எடுத்துக்காட்டாக 60? அலைவெண் 5-க்குக் குறைந்த தும் 

மற்ற மூன்று அலைவெண்களையும் விட மிகச் சிறியதுமாக இருந்
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தால், யேட்சு திருத்தத்தின் மூலம், கீழ்க்கண்டவாறு 2%2 

இணைப்பட்டியல் அமையப்பெறும்” 

டூயட்சின் திருத்த முறைப்படி 

    

  

  

  

                          

  

இணப்பட்டியல் 

வு 4 | ஃ .. | A | oo 

Bi\ajb 12-ச் B \a+}lb—}la+b 

ட (டட eters) |__| —_—| —_|_— 

B ச d \ct+d B \e—3ld+het+a 

. jatclb+d| N .. jatelb+td| N 

இணைப்பட்டியல் | இணைப்பட்டியல் 2 

இரண்டு இணைப்பட்டியல்களிலும் ஒரே விளிம்பு மொத் 

தங்கள் இருப்பதைக்காணலாம். 

இப்போது இணைப்பட்டியல் க்கான ஐ முன்போலக் 

கணித்து 5" அட்டவணை மதிப்பைக் கொண்டு ஒப்பிட்டு பண்பு 

களின் சார்பற்ற, சார்புடைய தன்மையை முடிவு செய்கிறோம். 

எடுத்துக்காட்டு 14: 

கீழ்க்கண்ட பட்டியலை ஆராய்வோம். 

  

aa இறந்தவர்கள் | இருப்பவர்கள் | மொத்தம் 

  

  

    

ஊசிபோடப் 
ரர அர் 2 10 12 

ஊசிபோடப்: 8 

படாதவர்கள் 4 12 

  

மொத்தம் 10 14 24           
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இதில் மிகக் குறைந்த அலைவெண் - 2. எனவே இதை 

2.5 என்று மாற்றி மேயட்சு திருத்தம்படி இணைப்பட்டியல் 

அமைப்போம். 

  

  

  

  

  

| aps. | act. | a | 

ஊசி | 2°5 | 9-5 | 12 

ஊசி இல்லை) 7-5 | 4-5 | 12 

ae: 
வியாதியைப் போக்க ஊசி குத்துவது பயன்படாது. 

னப டி 
இதற்கான %” - (2 டச9(2-2)(ம-2)(2- 8) 

_ 4 FS. 239, 17 
= துஆ 

12. 12. 10. 14 

_ 24 (45—285)? 

16 12. 12. 10. 14 

_ x “5 42857. 

59, சிறப்புகாண் மட்டத்தில் | இயக்கப் பாகைக்கான 

உன் அட்டவணை மதிப்பு, %” an 3°84). 

x? =< x a என்பதால், 78௦ நிராகரிக்கப்படுகிறது. 

எனவே, வியாதியைப் போக்க ஊசி குத்துவது பயன் 

படுகிறது என முடிவு கட்டுகிறோம். 

2)௩2 இணைப்பட்டியலின் [ (திருத்தமான (1220()] சரியான 

சோதனை 

குணப் பண்புகளின் சார்பிலாத் தன்மையைச் சோதிக்கப் 

பயன்படத்தக்க %” சோதனை ஒரு தோராய சோதனையாகும்:
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சார்பிலாத் தன்மையை உய்த்துணரும் உண்மையான : 
தன்மையை, திருத்தமான சோத்னைதான் காட்டுகிறது. இச் 
சோதனை சிறிதளவு கடினமான தென்றாலும், 33 சோதனை 
சந்தேகத்திற்கு வ ணாும்பிபானு இச் சோதனை நமக்குப் பயன் 

படுகிறது. 
  

  

  

  

  
    

வ | 4 | ol | 

>| «| [ess 
1-1 214 

ate ba N 
  

  

  

N=a+b+e4d 

இந்தப் பட்டியலில், உள்ளே காணப்படும் அலைவெண்களை 

nl 
1 எல் விதங்களில் அமைக்கலாம். ... ... ..() 

இரு பண்புகளும் சார்பற்றவையானால், விளிம்பு மொத் 
தங்கள் கிடைக்கப் பெறுவதற்கான மொத்த வழிகள் 

n! n! 

(a +c) (6+)! " (a+ 6)! (c+)! 
  

எனவே, இத்தகைய பட்டியல் கிடைக்கப் பெறுவதற்கான 
I ஊக அளவு 4 இ 

nl 

21 41 71 4! 
nl nl 

(a+ 5) (e+ d)! “(a+ a)! (¢ +d)! 

  

      

(ate)! (6+a)!(a+ db)! (c+)! 
elb!lctdi(at+ce+b ta) 

69% 990 cee one aos (3) . 
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இதிலிருந்து 2-0, 1, %...... என்பதற்கான ஊக அளவு 

களைக் கணிக்க முடியும் 

எ௫த்துக்காட்டு 75 : 

முன் எடுத்துக்காட்டில் ஊசி குத்தப்பட்டு இறந்தவர் Sa? 
என்றால், மேலும் 2 - 2 அல்லது 1] அல்லது 0 என்பதற்கான ஊ௧ 

arey = P, (a = 2) X P,(4 = 1) X P, (a> 0) 

_ 121 12! 10! 14! த 121 121 10114! _ 121121 10! 14! 
2110181 41 24! (1! 1//9131 24! 0! 121 10/21 24! 

௯ 0018. 

  

எனவேச- 2, 1, அல்லது 0-க்கான ஊக அளவு இந்த 
திருத்தமான சோதனை மூலம் கணிக்கப்பட்டு இது 0:025-க்கு 

அதிகமாக இருந்தால் (இயல் நிலை வண கோட்டின் ஒரு பக்க 

சோதனைக்கான சிறப்புகாண் மட்டம் 2.5%), சார்பிலாத் 

தன்மை 77, ஏற்றுக்கொள்ளப்படுகிறது. 

_0.025-க்குக் குறைவாக இருந்தால் 77௦ நிராகரிக்கப்பட்டு 

இரு பண்புகளும் சார்புடையன எனத் தீர்மானிக்கப்படுகிறது. 

இங்கு 0:018 2 0025 என்பதால், 480 நிராகரிக்கப்பட்டு 

இரு பண்புகளும் சார்புடையதாகத் தீர்மானிக்கப்படுகிறது. 

அதாவது .1: இருப்பவர்கள், 4 - இறந்தவர்கள். 

இஃ ஊசி போடப்பட்டவர்கள்? ந ௪ ஊசி போடஙப்படாத 

வர்கள் என்றால், 

41, 2 இரண்டும் tritium. wea. 

அதாவது ஊசி குத்தியதால் வியாதி குணமடைத்து 

பிழைக்கிறார்கள் என்று நாம் உய்த் துணருகிறோம் 

7௨-9., பல சார்பற்ற முழுமைத் தொகுதியின் மாறுபாடுகளின் 

மதிப்பிகளைச் சமாக உள்ளனவா எனச் சாதித் 

தல்-பார்ட்லெட்டின் சோதனை (Bartlett? s Test): 

நரி இ ப்பட். என்பன ம் சார்பற்ற மாதிரிகளிலிருத்து 

எடுக்கப்பட்ட முழுமைத் தொகுதி மாறுபாட்டிற்கான AD pipe Fi 

யற்ற 4 மதிப்பீடுகள் என்று கொள்வோம்.
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இவை முறையே, 8,.-, ட இயக்கப் பாகைகள்க் 
கொண்டதாக இருக்கட்டும். 

இந்த மாதிரிகள் ஒரே முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து 
எடுக்கப்பட்டவை என்ற எடுகோளின் படி 

உ > 9; sé _ Zo; S? k 

2 9 v (r= ¥ 4) 
t= 1 

    

என்பதும் முழுமை மாறுபாடு ச” க்கான ஒரு பிநழ்ச்சியற்ற 

மதிப்பீடாகும். ஏனெனில், 

39) Si 

v 
E(S) = E| 

> 9 ற சூட 3 
ண கை ப சத்து VES) =o. 

பார்ட்லெட் என்பவர் கீழ்க்கண்ட சோதனைப் பண்பளவை 

(k — 1) இயக்கப் பாகைகொண்ட ஒரு %” மாறி என வரையறுத் 

துள்ளார். 

Mel ஸ் தைல [1 அரை என்றும் அதாவது = 3-1) ins ன்றால், 

1 k 
ar | 78s ~ 3 vlog. Se |- x(k — 1). 

= 

எனவே, இந்த %' ஐக் கணித்து %” ஆ உடன் ஒப்பிட்டுச் 

சோதிக்கலாம். 

1௮ = 5% சிறப்புகாண் மட்டத்தில் (4 -- 1) இயக்கப் 

பாகை கொண்ட ஒரு %”-ன் அட்டவணை மதிப்பு. 

இனி x < x oy என்றால் 70௦ நிராகரிக்கப்படுகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 16 : 

5 மாதிரிகளிலிருந்து கிடைத்த அடுத்து வரும் புள்ளி விவரங் 
களிலிருந்து இம் மாதிரிகள் ஒரே முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து 

எடுக்கப்பட்டன வா என்று சோதித்து ஆராய்க,
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| மாறுபாட்டின் 
மாதிரிகள் | பருமன் மதிப்பீடு 

i ni vi sit 

1 6 5 3°8 

2 9 8 44 

3 7 6 8:₹1 

4 8 7 1.9 

5 5 4 | 9°4 

= ss 30 os 

k=5. 

27722 எல்லா மாதிரிகளும் ஒரே முழுமைத் தொகுதியிலி 

ருந்து எடுக்கப்பட்டவை. அதாவது மாதிரிகளின் மாறு 

பாட்டு மதிப்பீடுகளின் வேறுபாடு பொருளுடையதல்ல- 

1 k ; 
x= x| v loge S8— Su; loge Si* | 

= 

| ந 1 wore sen HA 
=I+ tel etetbtttinds] 

%”-ன் மதிப்பைக் கணித்தால் X* ன 445, 

Bg 79H 5% சிறப்புகாண் மட்டத்தில் 4 இயக்கப் 

பாகைக் கான %*-ன் அட்டவணை மதிப்பு: 

x? ளி <x an என்பதால் /7) ஏற்றுக்கொள்ளப்படுகிறது. 

எனவே, இந்த எல்லா மாதிரிகளும் ஒரே முழுமைத்தொகுதி 

யிலிருந்து எடுக்கப்பட்டவை என்ற முடிவுக்கு வருகின் றோம்.
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72-10. பலசார்பற்ற உட ன்தொடர்புக்கெழு மதிப்பீடுகள் 

சமமானவையா எனச் சோதித்தல் 

ரடிரர, வ என்பன 4 சார்பற்ற உடன் தொடர்புக்கெழு 

மதிப்பீடுகள் எனக் கொள்வோம். இவை யாவும் ஒரே இரு 

மாறி முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து வருவதாக சூனிய எடு 

கோளை எடுத்துக்கொள்வோம். 

ர], 2) 3)...4் என்றவாறு 

Are + loge i) 

y= 2 Ge என்றும் கொள்வோம். 

விரிந்த மாதிரிகளுக்கு 2, 82 83... Ze எல்லாம் ஒரே சரா 

.சரியைக் கொண்டவ।(று இயல்திலையில் பரவியிருக்கின்றன. 

ஆகவே, அவற்றின் கூட்டல் 2? (௪-3) (௨--2)' என்பது (6-1) 

இயக்கப்பாகைகளுடன் கூடிய ஒரு %” பரவலில் தோராயமாக 

அமைகிறது. ் : 

X* = (nj—3) (41-2) 

  _ —_ a [> (1-3) ப” 
= > (7; 9 4 53 (m—3) 

சார்பற்ற தன்மையை இச் சோதனைப்பண்பளவு மூலம் சோதிக் 

கலாம். 

x = oe என்றால் 5% நிராகரிக்கப்படுகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 17: 

20 30, 39, 26, 35 இணை மாறிகளைக்கொண்ட 5 சார்பற்ற 

ராண்டம் மாதிரிகளிலிருந்து கிடைத்த உடன் தொடர்புக் 

கெழுக்களின் மதிப்பீடுகள் முறையே .0-39, 0:61, 0:43, 0:54, 

0.48 என்றால், இம் மதிப்பீடுஉள்: சமபடித்தானதா என்று 

சோதித்து ஆராய்க. அப்படி இருப்பின் முழுமைத் தொகுதி 
யில உடன் தொடர்புக்கெழுக்கான மதிப்பீட்டைக் காண்க.
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தீர்வு ; 

Tj Ri nj—3 (1;—3) a (n,—3) a; 

0:39 0-412 18 7.416 3-055 

061 0-709 27 19-143 | 13°572 

0-43 0°460 36° 16-550 7618 

0°54 0604 23 13892 8:391- 

0-48 0:524 42 16-768 8: 786 

மொத்தம்| - 136 | 73-773 | 41-422         
  

ero Gai, X*=¥ (nj—3) (zi—z)’ 

=¥ (ni -3) 32-12 - Dal?   
2 (௩-3 

ட ஆண்ட வரி 
%*- 41422 Te 

1-4: 

xe = 14 
& 

x*  =9.49, ன 

ந a ue < ௮, 

27, ஏற்றுக்கொள்ளப்படுகிறது. 
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எனவே, உடன் தொடர்புக்கெழுக்கள் 1, சமபடித்தானவை 

யாகக் கொள்ளப்படுகிறது. 

மேலும்,
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= 0°5425 

ி.என்பது 2-ன் மதிப்பீடு ஆனாக ) 

  

22 
ல்ல த்தன 0 அணை அணா 

௮ = 2 

அத்துடன் 2241-4. 

A சர 
ன 

pga stan Az=tan h (0-5425) 
fer 

=0°495. 

12-11. F-Gaerp% : ‘F_ugacher Gar sam.” 

இரண்டு சிறிய மாதிரிகள் எடுத்துக் கொள்வோம். 

அவற்றின் பருமன்கள் முறையே 1), 1, ஆக் இருக்கட்டும்: இவ் 

விரு மாதிரிகளும் ச” மாறுபாட்டைக் கொண்ட ஓர் இயல்நிலை 

முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்டவையாயின், ச" 

தெரியா நிலையில் , அதற்கான பிறழ்ச்சியற்ற மதிப்பீடுகளா இவ் 

விரு மாதிரிகளும் 95, ன் வாயிலாகத் தருகின்றன. 

இங்கு இம் மாதிரிகளின் மாறுபாடுகள் 8“), 3% என்றாலும், 

அவற்றை எடுத்துக் கொள்ளாமல் அவற்றுக்குப் பதிலாக 5”), 52” 

. களைப் பயன் படுத்துகிறோம். 

ப, 31 என்பன முதல் மாதிரியின் உறுப்புகள்: 

3 உ என்பன இரண்டாம் மாதிரியின் உறுப்புகள் 

என்றும் கொண்டால்),
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18) 
xy = 1 ny 2 “Ti 

im) 

1 பு 

y= “ape 

i. 

3 1 8 a 2 1 i 

SP = = 2 Gay 5 SM = S (%) — 7)" 
1 ரர mT 2) 

உடபட டள 1 
2 = ne (12-32) p82 = a (வய 

1 

ட 3 மி் இப்போது 7 53 — Faymty 1 இ.பா 
2 

  

எனவே முழுமைத் தொகுதி மாறுபாட்டிற்கான இரு சார் 
பற்ற மதிப்பீடுகளின் விகிதத்தை சிறப்புக்காண் சோதனை 

மூலம் சோதிக்க 77 சோதனைப் பண்பளவு உபயோகப்படுகிறது. 

Ho: இரண்டு மாதிரிகளின் ௪£ மதிப்பீடுகளாக S,*, S,’-& 

கும் இடையேயுள்ள வேறுபாடு 'பொருளுடையதல்ல, அதாவது 

இரண்டு மாதிரிகளும் “ஐ மாறுபாடாகக் கொண்ட முழுமைத் 

தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்டவை. 

இதந்த சூன்ய எடுகோளின்படி, சோ தனைப் பண்பளவு 

டி a 

F= or அஆ சிர) 02 v, = m—1 

3 0, = n,—1 

Ne . 
F = ர ஆக இருக்கட்டும். 

a 

Ds = 5% Aptujsrar wt FHod ௦,, ௩ இலக்கப் பாகை 

களுக்கான 7-ன் அட்டவணை மதிப்பு: 

இப்போது fs 2 Ps என்றால், /4௦ நிராகரிக்கப்படுகிறது, 

&. ty.— 34
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F < ௮ எனில், 77, ஏற்றுக்கொள்ளப்பட்டு இரு மாதிரி 

களும் ர” மாறுபாடு கொண்ட ஓரே முழுமைத் தொகுதியி 

லிருந்து எடுக்கப்பட்டவை என்று தீர்மானிக்கப்படுகிறது. 

குறிப்பு; இந்த /-ன் சோதனை பரவற்படி ஆய்வுகளுக்கும், 
(Analysis of 7கார்கா௦6) மிகவும் பயன் படுகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 18: 

8, 7 பருமன்கசாக்கொண்ட இரு சார்பற்ற மாதிரிகளின் 

உறுப்புகள் கீழே தரப்பட்டுள்ளது. முழுமைத் தொகுதி மாறு 

 பாட்டிற்கான பிறழ்ச்சியற்ற மதிப்பீடுகள் பொருளுடைய விதத் 

தில் வேறுபடுகின் நனவா என ஆராய்க. 

மாதிரி 1: 9, 11, 13, 11, 15, 9, 12, 14 

மாதிரி 2: 10) 12) 10, 14) 9,8,10 

(B.Sc. Anc. April, 1912) 

உ 22 t= 438) — (SEY = 4/1875 

gat ட ரு (> )' = 35-8878, 7 7 

% SP = a = gx 41878 = 4-786: 

S2 = கட் = கர் = 4-536. 

க ல 4 <1 F , = (7.6) @.ur. 46 
5% மட்டத்தில் அட்டவணை மதிப்பு, 

4:22 

இங்கு F < a என்பதால், இரு மதிப்பீடுகளும் பெ. 

ளஞூடைய விதத்தில் வேறுபடவில்லை,
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பயிற்சி 11 

(1) 20 பருமனுள்ள ஒரு ராண்டம் மாதிரியின் திட்ட விலக் 

கம் 7-3 என்றால், இம்மாதிரி ச௪* மாறுபாட்டுடன் கூடிய ஒரு முழூ 

மைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்ட தன்றால், o'- S&T Or 

959, நம்பக எல்லையைக் கணக்கிடுக. 

(2) 12 பருமனுள்ள ஒரு ராண்டம் மாதிரியின் மாறுபாடு 

26-17 என்றால், இம்மாதிரியானது oF =12 என்ற மதிப்புடைய 

முழுமைத் தொகுதியிலிருந்து எடுக்கப்பட்டதா எனச்சோதித்து 

ஆராய்க. 

(3) ஐந்து காசுகள் ஒரே சமயத்தில், 3200 தடவைகள் 

சுண்டிவிடப்படுகின் றன. தலைகளின் எண்ணிக்கை 0,1, 2, 35 

4, 5 என்றதற்கான அலைவெண்கள் முறையே 80, 570, 1100, 

900, 500, 50 என்றால், இவ்விவரங்களுக்கு ஒரு ஈருறுப்புப் பர 

வலைப் பொருத்தியபின், பொருத்துச்செம்மைக்கான சோ தனை 

யைச் செய்து காசுகள் பிறழ்ச்சியற்றவையா எனக் கண்டுபிடி. 

(4) பின்வரும் பட்டியலில் குற்றவாளிகளின் எடைகளும், 

அவர்களின் மனப்போக்கு நிலைகளும் கொடுக்கப்பட்டுள்ளன. 

கை வர்க்கச்சோதனை மூலம் எடைக்கும், மன நிலைக்கும் 

ஏதாவது உறவு உண்டா என்று சோதித்து ஆராய்க. 

    

  

    

    

  
  

  

      

எடைகள் (பவுண்டில்) | 

ம ல 

மன நிலை g 114 | ஓ 
7 | | | 1: மொத்தம் 

o's! 8}e{A : 
கே — —_ ஆனு 

[உட] || 

Qurgarer pe | 25| 75| 90 | 100 | 120 410 

உறுதியற்ற நிலை 20 | 15 20 | 15 | 10 | 90 

மொத்தம் 45| 901120 115 | 130 | 500         
    

(5) 200 மாணவர்கள் ஆங்கிலத்திலும் கணிதத்திலும் அவர் 

களின் திறமைக்கேற்ப பிரிக்கப்பட்டுள் ளனர்- ஆங்கிலத்துக்
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கும் கணிதத்திற்கும் ஏதேனும் தொடர்பு உண்டா என்பதை %” 

சோதனை மூலம் ஆராய்க. 
  

  

  

    

  

  

  

      
          

கணிதத்தில் தரப்பிரிவு 

ஸு a ௭ 

B B a 
28 க த டட 
W8i | Yay | dad [மொத்தம் 

$e | “Ss | “gs pe 4 ௫ 

B 
= மேல் தரம் 35 20 10 65 

e 

| B 2 = | நடுத்தரம் 18 40 13 71 
@ 1 

=| ற "i 3 

ந கீழ்த்தரம் | 2 Is 40 64 
& 
‘a 

3 பதத 62 24௮ 63 | 200 மொத்தம் | | |         

(69) கீழ்க்கண்ட விவரங்களிலிருந்து , குறைந்த வருமான 

முள்ளோர் நடுப்பகல் உணவை வீட்டில் உண்பதை விரும்பு 
கிரார்களா என்பதை %” சோ தனையால் காண்க. 
  

  

  

  

            

நடுப்பகல் உணவு அருந்துமிடம் 

வருமானம் —| மொத்தம் 

வீட்டில் | விடுதியில் 

குறைந்த 
வருமானம் 400 | 300 | 700 

ADS | 
வறுமானம் 50 50 100 

மொத்தம் 450 350) 800   
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(7) மூன்று சார்பற்ற மாதிரிகளைப்பற்றிய சில விவரங்கள் 

கீழே தரப்பட்டுள்ளன : 

பருமன் உறுப்பு மதிப்புகள் 

5 24, 30, 37, 50, 74 

9 30, 49, 50, 57, 76, 82, 85, 88, 98 

3 36, 83, 90. 

முழுமைத் தொகுதியின் மாறுபாடுகளின் மதிப்பீடுகள் சம 

மானவையா என்று சோதித்து ஆராய்க. பார்ட்லெட்டின் 

சோதனைப் பண்பளவை உபயோகப்படுத்துக. ் 

(8) நான்கு சார்பற்ற மாதிரிகளைப் பற்றிய விவரங்கள் கீழே 

தரப்பட்டுள்ளன. இவற்றிலிருந்து, உடன் தொடர்புக்கெழுக் 

களின் மதிப்பீடுகள் சமபடித்தான தா எனச்சோதித்து ஆராய்க: 

  

  

  

மாதிரி | பருமன் | உடன் தொடர்புக்கெழு 

| 30 068 

2 20 0-48 

3 | 25 = மீறிய 

4 | 44 0-74 
  

(9) ஒரு குறிப்பிட்ட காலவரையில், இரண்டு உணவுவகை 

களினால் ஏற்பட்ட எடை அதிகரிப்பை, 10 மாணவர் தொகுதி 

கொண்ட இரு சார்பற்ற ராண்டம் மாதிரிகளில் கீடுழ தரப்பட் 

டிருக்கிறது. 

> S, 3, By 3, % Fe 6, 35 7 

Ay By By Te Sy Se Sy ட ஷ் 5 

இவற்றுக்கான மாறுபாடுகள் பொருளுடைய வகையில் வேறு 

படுகின்றனவா எனச் சோதிக்கவும்.
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அட்டவணை 1; இயல் நிலை வளைகோட்டின் நிலைத்தாரங்கள் 

  

x 00 01 02 .03 04 -05 -06 0.7 08 0.9 

  

0.0 3989 3989 3989 3088 39% 3964 3982 3980 3977 4073 

0௨] 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 925 4918 

0.2 3910 3902 3894 38835 3676 3867 3857 3847 3836 3825 

0.3 3814 3802 3790 3776 3765 3752 31737 3725 3712 3697 

0.4 3683 3668 3653 3637 3621 +3605 -3589 3572. .3555 3538 

0.5 3521 3503 +3485 -3467 +3448 3429 3410 3391 3372 03352 

0.6 +3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144 

0.7 3123 310 3079 3056 3034 3011 2069 2966 2943 2920 

0.8 2897 -2874 2850 2827 2803 -2780 +2756 2732 2709 +2685 

0.9 -2661 2637 2613 2389 2565 2541] 2516 +2492 +2468 2444 

1.0 2420 -2396 2371 +2347 +2323 «2299 -2275 2251 12227 +2203 a 

1.1 -2179 «2155 2131 2107 2083 «2059 2036 2012 1989 1965 8 

1.2 1942 1919 1895 - 1872 - 1849 1826 1804 1781 1758 1736 % 

1.3 1714 1691 1669 1647 1626 - 1604 1582 1561 1539 518 Ce 

1.4 - 1497 -1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 ட் 

1.5 © .1295 1276 1257 «1238 1219 +1200 1182 1103 1145 1127 உ 

1.6 -1109 -1092 1074 1057 - 1040 1023 1006 0989 0973 ,0957 ம 

1-7 -0940 -0925 -0909 0893 0878 0863 -0848 -0833 -0818 «0804 5.
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2.4 

2.5 

2.6 

2.7 

2.8 

2.9 

0790 
-0656 

-0540 

-0440 

-0355 

-0283 

0.224 

0.175 

0-136 

-0104 

-0079 

-0060 

-0775 

0644 

-0529 

-0431 

-0347 

-0277 

-0219 

-O17] 

-0132 

-0101 

-0077 

-0058 

0761 
-0632 

-0519 

-0422 

-0359 

-0270 

-0213 

-0167 

-0129 

-0099 

-0075 

-0056 

-0748 

-0620 

-0508 

-0413 

0332 

0264 

0208 

0163 

0126 

0096 

0073 

0055 

-0734 
-0608 

-0498 

-0404 

-0325 

-0258 

0203 

0158 

-0i22 

“0093 

-0071 

-0053 

-0721 

-0596 

0488 

-0396 

-0317 

60252 

0198 

0154 

0119 

-0091 

-0069 

-0051 

-0707 
-0584 

-0478 

-0387 

0310 

-0246 

-0194 

-0151 

"0116 

0088 

+0067 
-0050 

-0694 

-0573 

0468 

-0379 

-0303 

0241 

0189 

0147 

0113 

-0086 

-0065 

-0048 

-068 1 0669 

-0562 :0551 

0459 0449 

0371 -0363 

-0297 -0290 

-0235 0229 

-0184 -0180 

+0143 -0139 

-0110 -0107 

-0084 -0081 

-0063 0061 

-0047 -0046 
  

தரப்படுத்தப்பட்ட % மாறிக்கு 2- 

  

௪22/5; என்ற திலைத்தூரங்கள் . அட்டவணையில் தரப்பட்டுள்ளன. 

பேராசிரியர் (காலஞ்சென்ற) %, &, ஃபிஷர், பேராசிரியர் 1, யேட்சு இவர்களின் “5121101௦21 7௦186 for 11௦(௦810] 
Agricultural and Medical Research” Published by Oliver & ஷேம், £ம்மம்மாஜ்--லிருந்து, ஆசிரியர்கள், வெளியிட்டோர் 

களது அனுமதியுடன் தரப்பட்டுள்ள து. 
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அட்டவணை 2: இயல்நிலை வளைகோட்டின் பரப்பளவு 

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 

0.0 -0000 0040 0080 0120 0159 ௮199 0239 .0279 03109 0359 

0.1 +0398 -0438 0478 0517 0557 -0596 0636 0675 0714 0753 

0.2 -0793 -0832 -0871 0910 0948 -0987 -1026 1064 1103 114] 

0.3 1179 1217 1255 1293 1331 1368 1406 1443 1480 1517 

0.4 1554 1591 1628 - 1664 1706 1736 1772 1808 1844 1879 

0.5 1915 1950 1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 -2224 

0.6 2257 2291 2324 -2357 2389 -2422 2454 2486 2518 2249 

0.7 . 2580 2611 2642 2673  ,2704 2734 2767 2794 2823 -2852 

0.8 2881 2910 2939 2067 2905 3023 3051 3078 3106 3133 

0.9 3159 3186 3212 3233 324 3289 3215 240 3365 33809 

1.0 3413 3438 346) 3485 3508 3531 3554 3577 35099 4621 

1.] -3643 3665 3686 3708 3729 3749 3770 3790 3810 3830 

1.2 3849 3869 3888 3909 1925 2944 3962 3980 3997 -4015 

1.3 -4032 -4049 4066 -4082 4099 4115 4131 4147 4162 ATT 

1.4 -4192 -4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319 

1.5 -4332 -4345 4357 -4370 +4382 4394 4406 4418 4430 444] 

1.6 +4452 4463 4474 4485 44095 4505 4515 4525 4535 -4545 

1.7 4554 4564 4573 4582 +4591 +4599 4008 4616 4625 4633 

1.8 -4641 -4649 +4656 -4664 -4671 +4678 4686 4693 -4699 -4706 
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[7
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ஐ 

1.9 

2.0 

2.1 

22 

2.3 

2.4 

2.5 

2.6 

2.7 

2:8 

2-9 

“4713 

4772 

+4821 

-4861 

4893 

-4918 

«4938 

4953 

,4965 

4974 

-4981 

«4719 

-4778 

-4826 

-4865 

4896 

+4920 

-4940 

+4955 

+4966 

-4975 

4982 

4726 
-4783 

-4830 

-4868 

-4898 

-4922 

-4941 

+4936 

4967 

-4976 

4983 

4732 
4788 
4834 
,4871 
,4901 
4925 

-4943 

4957 

-4968 

+4977 

4983 

-4738 

-4973 

-4838 

4875 

4927 

-4927 

«4945 

-4959 

-4969 

-4977 

4984 

4744 

-4798 

-4842 

4878 

4906 

«4929 

-4946 

-4960 

4970 

-4978 

4984 

4750 
4803 
4846 

-4881 

-4909 

493] 

-4948 

-4961 
4971 
-4979 
-4985 

பேராசிரியர் (காலஞ்சென்ற) 1, &. ஃபிஷர்; பேராசிரியர் F. யேட்சு 

அனுமதியுடன் தரப்பட்டது. ' 

-4756 

-4808 

-4850 

-4884 

4911 

4932 

4949 

4962. 
4972 

4980 

-4985 

a 
*« Statistical Tables for Biological, 

Agricultural and Medical Research” Published by Oliver & Boyd, Edinburg—e8 Gog ஆசிரியர்கள், வெளியிட்டேோர்களின் 

-4762 

-4812 

-4854 

-4887 

-4913 

-4934 

4951 : 

-4963 

-4973 

-4980 

4985 

4767 

-4817 

4857 

-4890 

-4916 

-4936 

-4952 

-4964 

-4974 

4981 

-4986 
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அட்டவணை. 8 ஸ்டூடன்ட் :-ன் பரவல். 

{xn - இயக்கப் பாகைகள் ழா - ஊக அளவுகள்.] 

      

  

        

  

n/P, 0.50 0.10 0-05 0.02 0.01 0.001 

| 1.00 6.31 13.71 $1.82 63.66 636.62 

2 0.82 2.92 4.30 6.97 ¥ 93 31.60 

3 0.77 2.35 3.18 4.54 5.84 12.94 

4 0.74 2.13 2.78 3°75 4.60 8.61 

5 0.73 .. 2.02 257 3.37 4.03 6.96 

6 0.72 1.94 2.45 | 3.14 3.71 5-96 

7 0.71 1.90 ஒரு" 3.00 3.50 5.41 

8 071 1.86 “2.31 2.90 3.36 5.04 

9 ். 0,70 1 83 2236 2.80 3-25 4.78 

10 0.70 1.81 "9.23 2.76 3.17 4.59 

1] 0.70 1.80 2.20 9.72 3.11 4.44 

12 0.70 1-78 2.18 2.68 3.06 4.32 

13 0.69 [77 2.16 2.65 3.01 4.22 

14 0.69 1.76 215 2.62 2.98 4.14 

AS 069: : 1.75. 2.13 2.60 2.95 4.07 
16 0.69 "4.75 2.12 2.58 2.92 4.02 . 

17 0.69 1.74 ஐ.” 2.59 2.90: 3.97. 
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18 0.69 1.73 2.10 2.55 2.88 3.92 ட 
19 0.69 1-73 2.09 2.54 2-86 3.88 [் 
20 0.69 1.73 2.09 2.54 2.8 8.85 2 

21 0.69 12 2-08 2.52 2.83 ட 383 | 
22 0.69 1.72 2.07 2.51 2.32 3.79 2 
23 0.69 1.71 2.07 2.50 2-81 4.37 அ, 
24 0.69 1.7) 2.06 2.49 2.80 - a6 
25 0.68 1.71 2.06 2.49 2.79 3-73 
26 0.68 1.71 2-06 2.48 2.78 3.71 
27 0.68 1.70 2.05 2-47 2.77 3.69 
28 0.68 1.70 2.05 2.47 2.76 3.67 
29 0.68 1.70 2.05 2.46 2.76 3.66 
30 0.68 1.70 2.04 2.46 2.75 3.65 
ஐ 0.67 1.65 1.96 2.43 2.58 3.29 

பேராசிரியர் (காலஞ் சென்ற) ஃபிஷர், பேராசிரியர் &. யேட்சு இவர்களின் Sa;istical Tables for Biological Agricultura 
and Medical Research “Published by Oliver & Boyel, ல்பமாவஜ்-லிருத்து ஆசிரியர், வெளியிட்டோர்களின் அனுமதியுடன்] 
தரப்பட்டுன்து. 
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அட்டவணை 4. கை வர்க்கப் பரவல் 

[₹ - இயக்கப் பாகைகள் 2, - ஊச அளவுகள்] 

  
  

  

1/2 0.95 0.50 0.10 0.05 0.01 

1 0.004 0.46 2:71 3.84 6.64 

2 0.103 1.39 4.00 5.99 9.21 

3 0.35 2.37 6.25 7-82 11-34 

4 0.71 3-36 1.78 9.49 13.28 

5 1-14 4.35 9.24 11-07 15.09 

6 1.64 © 5.35 10.64 12.59 16.81 

7 2.17 6.35 12.02 14.07 18.48 

8 2.73 7.34 "13.36 15.51 20.09 

9 2.32 8.34 14.68 16.92 21.67 

10 3.94 9.34 15.99 18.31 23.21 

11 4.58 10-34 17.28 19.68 24.72 

12 5.23 11-34 18.55 21.03 26.22 

13 5.89 12.34 19.81 22.36 27.69 

14 657 13.34 21-06 23.68 29.14 

15 7.26 14.34 22.31 25.00 30.58 

16 7.96 15.34 23.54 26.30 32.00 
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17 8.67 ட 16-34 24.77. 27.59 33.41 
18 9.39 17.34 25.99 28.87 34-80 

19 10.12 18.34 27.20 30.14 36.19 

20 10.85 19.34 28.41 31.41 37°57 

21 11.59 20.34 29.62 32.67 38.93 

22 12.34 21.34 30.81 33-92 40.29 

23 13.09 22°34 32.01 35-17 41.64 

24 13.85 23.34 33-20 36.42 42.98 

25 14.71 24.34 34.38 37.65 44.31 

26 15.38 25.34 35.56 38.88 45.64 

27 16.15 26.34 36.74. 40.11 46.66 

28 16.93 27°34 37.92 ். 41.84 48.28 

29 17.71 28.34 39.09 42.56 49.59 

30 18.49 29.34 40.26 43.77 50.89 

  

பேராசிரியர் (காலஞ் சென்ற %. 4. ஃபிஷர், பேராசிரியர் 11, யேட்சு இவர்களின் **8/20210௨] Tables for Biological» 
Agricultural and Medical Research published by Olived Boyd ’’ Edinburgh- €@535) Afwitad, வெளியிட்டோர்களின் 
அனுமதியுடன் தரப்பட்டுள்ளது. 
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அட்டவணை 5 1-ன் பரவல் 

(5% சிறப்புகாண் மட்டத்தில்) (ஈட, 12 - இயக்கப் பாகைகள்) 

  

றட. 1 2 3 4 5 6 8 12. 24 ல 

1 161.4 199.5 25.7 224.6 230.2 234.0 238.9 243.9 249.0 254.3 

2 18.51 .. 19.00 19.16 19.25 19.30. 19-33 19.37 19-41 19.45 19.50 

3 10.13 9.55 9.28 +12 9.01 8.94 8.84 8.74 8.64 8.53 

4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.04 5-91 5.77 5.63 

5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.82 4.68 4.53 4.36 

6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4:28 4.15 4.00 3.84 3.67 

7. 5.59 5.74 435 4412 3.97 347. 343 3259 3.41 3.23 

8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.44 3:28 3.12 2.93 

9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3:37 3.23 3.07 2.90 2.71 

10 4:96 410. 3.71 3.48 3:33 3-22 307 2.9 2.74 2.54 

11. 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 2.95 2.79 2.61 2.40 

12 4.75 3.88 3.49 3.26 3.11 3.00 2.85 2.69 2-50 2.30 

13 4.67 3.80 3.41 3:18 3.02 2.92 2.77 2,60 942- 221 

14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2°70 2.53 2.35 2.13 

15 454 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.64 2.48 2.29 2.07 

16 4.49 3-63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.59 2.42 2.24 2-01 

17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.55 2.38 2.19 1.96 
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18 
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26 
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120 in, * 

4.41 

4.38 

4.35 

4.32 

4.30 

4°28 

4.26 

4.24 
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4.20 

4.18 
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3.23 
3.15 
3.07 
2.99 

3.16 
3.13 
3.10 

3:07 

3505 

3.03 

3.01 
2.99 

2.98 
2.96 
2.95 
2.93 
2.92 
2.84 

2 76 

2.68 

‘2.60 

2.93 
2.90 

2.87 

2.84 

2.82 

2.80 

2.78 

2.76 

2.74 

2.73 

2.73 

2.70 

2 69 

2.6) 

2:52 

2.45 

2,277 

2.71 
2.74 
2.71 

2.68 

2.66 

2.64 

2°62 

2.60 

2.59 

2 57 

2.56 

2.54 

2.53 

2.45 

2.37 

2.29 

2.21 

2.66 © 

2.63 
2.60 

2.57 
2.55 
2.53 
2.51 
2.49 

2.4/ 

2 46 

2.44 

2.43 

2.42 

2.34 

2.25 

2.17 

2.09 

2.51 
2.48 
2.45 

2-42 
2.40 
2.38 
2.36 
2.34 

2.32 

2.30 

2.29 

2.28 

2.27 

2.18 

2.10 

2.02 

1.94 

2.34 

2.31 

2.28 

2.25 

2:23 

2.20 

2.18 

2.16 

2:15 

2.13 

2612 

2-10 

2.09 

2.00 

1.92 

1.83 

1.75 

2.15 

2.11 

2.08 

2.05 
203 
2.00 
1.98 © 

1.96 

1.95 

1.93 

1.91 
1.90 

1.89 

1.79 

] 70 

1.61. 
1.52 

1.92.. 

1.88 

1.84 

181° 
1.78 

1.76 

1.73 
1.71 

1.69 

1.67 

1.65 

1.64 

1.62 

1.51 ° 

1.39 

1.25 

1.00 

      

  

பேராசிரியர் (காலஞ் சென்ற) %, க. பிஷர், 

Agricultural and Medical Research published by Oltv 

அனுமதியுடன் தரப்பட்டுள்ள து. 

பேராசிரியர் 1. யேட்சு இவர்களின் 

er Boyd, Edinburgh’'s§ @ sa ஆசிரியர்க 
“Statistical Tables for Biologica) 

ள், வெளியிட்டோர்களின் 
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அட்டவணை-6. 

ச-ன்பரவல் 

(1% சிறப்புக்காண் மட்டத்தில்) . 

[ஈ,-இயக்கப்பா கைகள் , ௩, இயக்கப்பாகைகள் ] 

  

we 

  

அண் 1 2 3 4 5 6 8 12 24 ல 
2 

I 4052 4999 5403 5625 5764 5859 5981 6 106 6234 6366 

2 98-49 99:00 99°17 90:25 99:30) 99:33 99:36 99:42 99:46 9950 

3 34-12 30.81. 29:46: ஜட. 29:24 290 27:49 27:05 26:60 26:12 

4 2120 1800 1669 1598 1552 152) 1480 14:37 1393 13:46 

5 16:26 13.27 1206 11:39) 1097 10:67 10:29 9:89 9°47 9.02 

6 13-74. 1092 9-78 9°15 8°75 8°47 8:10 7-72 7:31 6-88 

7 12:25 9:55 8-45 7°85 7°46 7:19 6-84 6:47 6-07 5 65 

8 11-26 8-65 7:59 7.01 6 63 6:37 6:03 5°67 5-28 4-86 

9 10-56 8-02 6:99 6°42 6:06 5-80 5°47 5511 4:73 4°31 

10 10-04 7556 6-55 5:99 5°64 5:39 5:06 4:71 4:33 3:91 

i 965 7:20 6°22 5°67 5-32 5-07 4-74 4:40 402 3 60 

12 9°33 6-93 5°95 5-41 5°06 4-82 4:50 4:16 3:78 3°36 

13 : 9-07 6-70 5:74 5:20 4:86 4:62 4-30 3°96 3°59 3°16 

14 8°86 6-51 5°56 5-03 4:69 446 4:14 3°80 3°43 3-00 

15 8:68 6°36 5:42 4:89 4:56 4°32 ' 4.00 3°67 3°29 2:87 
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8°53 
8°40 
8°28 
8°18 
8:10 

8₹02 

7°94 

7°88 

7°82 

THT 

7-72 

7:68 

7-64 

7°60 

7°56 

7531 

7°08 

6°85 

6°64 

6°23 

611 

6°01 

5°93 

5°85 

5°78 

5°72 

5°66 

5°61 

S57 

5°53 

5°49 

5°45 

5-42 

5°39 

5°18 

4°98 

4:79 

4:60 

5:29 

5:18 

5:09 

5:01 

4:94 

4:87 

4:82 

4:76 

4:72 

4:68 

4-64 

4:60 

4:57 

4:54 

4:51 

4:31 

4:13 

3-95 

3°78 

4:77 

4:67 

4:58 

4-50 

4°43 

4°37 

4:3) 

4°26 

4°22 

4:18 

414 
4:1] 

4:07 
4:04 
4-02 
3-83 
3°65 
3°48 
3-32 

4.44 
4:34 
4-25 
4-17 
4:10 
4:04 

3:99 

3°94 

3:90 

3°86 

3°82 

3-78 

3°75 

3°73 

3-70 

3°51 

3:34 

3°17 

3°02 

4°20 

4:10 

4:01 

3°94 

3:87 

3°81 

3°76 

3:71 

367 

3:63 

3₹59 

3°56 

3°53 

3°50 

3°47 

3°29 

3°12 

2°96 

2°80 

3:89 
3:79 
3°71 
3°63 
3:56 

3:51 

3:45 

3°41 

3°36 

3°32 

3°29 

3°26 

3:23 

3:20 

3:17 

2°99 

2°82 

2°66 

2-51 

- 3°55 
3°45 
3-37 
3°30 
3:23 

3°17 

3°12 

3°07 

3°03 

2°99 

2°96 

2°93 

2:90 

2°87 

2°84 

2°66 

2°50 

2°34 

2°18 

3-18 
3-08 
3:00 
2°92 
2°86 

2°80 

2°75 

2°70 

2°66 

2°62 

2°58 

2°55 

2°52 

2:49 

2°47 

2:29 

2°12 

1°95 

1°79 

2°75 

2°65 

2°57 

2:49 

2.42 

2:36 

2°31 

2:26 

2:21 

2:17 

2:13 

2°10 

2°06 

2:03 

2:01 

1°80 

1-60 

1°38 

1:00 
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கலைச் சொற்கள் ' 

Additive property 
Aposteriori probability 

Apriori probability 
Allocation 

Arithmetic Mean 

9 progression 

Ascending-order 

Association 

ட of attributes 

+ of coefficient of 

Attribute 

Averages 

Axis 

Bell-shaped 
Biased variate 

Binomial variate 

Bivariate 

- Boundary 

‘Census method 

‘Central tendency 
‘Chance 
(Characteristic function 

A 
கூட்டல் நியதி 

பின்னறித்த 
(ஊக அளவு) 

முன் கூட்டிய ஊக அளவு 

பங்கீடு 

கூட்டிடை, கூட்டுச் சராசரி 

கூட்டுத் தொடர் 

ஏறுவரிசை 

தொடர்பு 

குணப்பண்புகளின் தொடர்பு 
தொடர்புக் கெழு 
குணப்பண்பு 

சராசரிகள் 

அச்சு 

திகழ்தகவு, 

“மணி? வடிவுடைய 

பிறழ்ச்சியான மாறி 

ஈருறுப்பு மாறி 
இரு மாறி 
வரம்பு 

மக்கட் கணிப்பு, முழுமைத் 

தொகுதிக் கணிப்பு 

மையநிலைப் போக் 
வாய்ப்பு ் 
சிறப்புச் சார்பலன்
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Class 

» frequency 

»» intervel 

> limit 

Classification 

Classify 
Coefficient 

ஜு of assocication 

of dispersion 

ஷ் of correlation 

5 of regression 

3 of skewness 

“*eye.* Of variation - 

Compound event 
Conditional Probability 

, density 3s 33. 

Cenfidence limit 

Constraint 

Consumer 

'-Centingency table 
Continuity’ ~ 
Continuous variable | 

Continuous type 
Correlation 

an positive 

ஷு negative 

ஆ ப அதத 
55 table 

Covariance 

Critical 

is region 

Cumulativ 

»,  °distribution function— 

ம் frequency : 

கணிதப் புள்ளியியல் 

பிரிவு, வகுப்பு 
பிரிவு, அலைவெண் 
பிரிவு, இடைவெளி 

பிரிவு எல்லை: 
பாகுபாடு, பிரிவினை 
பாகுபடுத்து 

கெழு 
தொடர்புக் கெழு 
சிதறல் கெழு 
'உட்ன் தொடர்புக்கெழு 
தொடர்புப் போக்குக்கெழு 

கோட்டக் கெழு, சமச் 
சீரின்மைக்கெழு 

மாறுபாட்டுக் கெழு 
கூட்டு நிகழ்ச்சி 

நிபந்தனை ஊக அளவு 
நிபந்தனை ஊக அளவு 
அடர்த்தி 

நம்பக எல்லை 

இறுக்கி 
துய்ப்போர் , நுகருவோர் 

இணைப்பட்டியல் 
தொடர்ச்சி 

தொடர் மாறி 

தொடர் வகை 

உடன் தொடர்பு 

நேரிடை உடன் தொடர்பு 

எதிர்மறை உடன் தொடர்பு 

வரிசைத் தொடர்பு 

தொடர்புப் பட்டியல் 

உடன் மாறுபாடு 

தீர்வு கட்டமான, ₹கெடுபிடி 

யான 

தீர்வுகட்ட பகுதி, *கெடுபிடி? 
யான பகுதி, மறுக்கப்படும் 

பகுதி 
. திரள் 

திரள் பரவல் சார்பலன் 

திரள் அலைவெண்



கலைச்சொற்கள் 

ஸு frequency curve, 

. "less than 

ட் frequency curve, 
greater than 

Curve 

-Curve-fitting 

Data 

க primary 

> secondary 

9: ‘Statistical 

Decile 
Degree 

Degrees of freedom 

Denominator 

Density 

நடு probability 

Dependent event 

Derive 

Descending order 

Design 

Deviation 

33 mean 

ழு mean, from mean 

ஒடு mean, from medium — 

99 mean, from mode 

டு quartile 

>» Standard 
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கீழ் இனத்திரள் அலைவெண் 

வளை கோடு 

. மேலினத் திரள் அலைவெண் 

வளாகோடு 

வளை கோடு 
வளை கோட்டைப் பொருத்து 

குல் 

விவரங்கள் 

முதனிலை விவரங்கள் 

இரண்டாம் நிலை விவரங்கள் 

புள்ளி விவரங்கள் 

பதின் மானம் 

பாகை 

இயக்கப் பாகைகள் 

பகுதி 
அடர்த்தி 

ஊக அளவு அடர்த்தி, நிகழ் 
தகவு அடர்த்தி 

சார்புடைய நிகழ்ச்சி 

வருவி 
இறங்கு வரிசை 

உருவ அமைப்பு, திட்ட 

அமைப்பு 

வேறுபாடு, விலக்கம், கழிவு 

சராசரி விலக்கம் 

கூட்டுச் சராசரியிலிருந்து 

கழிக்கப்பட்ட சர.ா.ர சரி 

விலக்கம் 

இடை நிலையிலிருந்து கழிக் 
கழிக்கப்பட்ட சராசரி விலக் 

கம் 

முகடிலிருந்து கழிக்கப்பட்ட 

சராசரி விலக்கம் 

கால்மான விலக்கம் 

தர விலக்கம்
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‘Diagram, scatter 

», Statistical 

Die 

Differential 

Discontinuons variable 
Discrete variable 

Dispersion 

5s measures of 

Distribution 

binomial 

beta, of first kind 

” 

“98 

o> 

Distribution, bivariate normal 

5 continuous 

ட discrete 

exponential 

gamma 

geometric 

hypergeometric 

x multinomical 

அ negative binomial 

53 normal 

Poisson 

3° rectangular 

(uniform) 

53. 

coefficient, r 

sample mean 

sample regression 

coefficient, b2 

trinomial 

beta, of second kind— 

sample correlation— 

கணிதப் புள்ளியியல் 

சிதறல் விளக்கப்படம் 

புள்ளி விவர விளக்கப்படம் 

பகடை 

வகையீடு 

தொடர்பிலா மாறி, தனித்த 
வகை மாறி 

சிதறல் 

சிதறல் அளவைகள் 

பரவல் 

ஈருறுப்புப் பரவல் 

முதல்வகை பீட்டாப் பரவல் 

இரண்டாம் வகை பீட்டாப் 

பரவல் 

இருமாறி இயல் நிலைப் பரவல் 

தொடர்ச்சியான பரவல் 

தனித்த பரவல் 

அடுக்குப் பரவல் 

காம்மாப் பரவல் 

ஜியோமிதிப் பரவல் 

மட்டுமீறிய ஜியோமிதிப் பர 

வல் 

பல உறுப்புப் பரவல் 

எதிர்மறை ஈருறுப்புப் பரவல் 

இயல் நிலைப்பரவல் 

பாய்ஸான் பரவல் 

செவ்வகப் பரவல், (ஒரே 

சீரான பரவல்) 

மாதிரி உடன் தொடர்புக் 

கெழுவின் பரவல் 

மாதிரிச் சராசரியின் பரவல் 

மாதிரித் தொடர்புப்போக்குக் 

கெழுவின் பரவல் 

மூன்று உறுப்புப் பரவல்



கலைச்சொற்கள் 

Distribution sample variance s* — 

3 of non-central t 

= of t-students’ “t”?— 

க்ஷி of x? 

of non-central x? 

ry} of F 

Pe of nor—central F 

9 of z 

Equally likely 
Empirical formula 

Enquiry 

Enumertor 

Error 

Establish 

Estimate 

‘Evaluate 

Evaluation 

Even function 

Event 

5, dependent 

», indepenpent 

» conditional 

Expectation, Mathematical 

Expected value 
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மாதிரியின் மாறுபாட்டுப் பர 

வல் 

மையமற்ற /-ன் பரவல் 

ன் பரவல் (ஸ்டூடன்டின் 

் பரவல்) 

ன் பரவல், ₹கை?வர்க்கப் 

பரவல் 

மையமற்ற *கை'வர்க்கப் பர 

வல் 

7-ன் பரவல் 

மையமற்ற கன் பரவல் 

£-ன் பரவல் 

சரிசம வாய்ப்புள்ள 

அனுபவ ரீதியில் உள்ள 

சூத்திரம் 
கணக்கெடுப்பு 

கணக்கெடுப்போர் 

பிழை 

நிறுவு 
மதிப்பீடு 

கணக்கிடு 

கணக்கீடு 

இரட்டைப் படைச் சார்பலன் 

நிகழ்ச்சி, விளைவு 

சார்புடைய நிகழ்ச்சி 

சார்பற்ற, (சார் பிலா) 

நிகழ்ச்சி 

நிபந்தனை நிகழ்ச்சி 

கணக்கு முறைப்படி .எதிர் 

பார்க்கத்தக்க அளவு 

எதிர்பார்க்கத் தக்க 

(மதிப்பு) 
அளவு
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Factor 

Finite 
Fit 

Fluctuation 

Forecast’ 

Frequency 

னு curve 

"> cumulative 

ச் distribution 

Function 

Greometric mean 

ல distribution 

55 progression 

Graph 

Greater than Ogive 

Group 

Harmonic Mean 

” progression © 

Homogeneous 

Hypothesis 

த Null 

Identical 

Individual - 

Inerence 

Infinite ~ 

Infinity 

கணிதப் புள்ளியியல் 

--.. காரணி 

-. முடிவுடைய, எல்லையுள்ள 

- இணைப்பு, பொருத்தல் 
— ஏற்ற விறக்கம் 

— முன் கணிப்பு 

- அலைவெண் 

— அல்வெண் வளைகோடு 

— திரள் அலைவெண் 
-- அலைவெண் பரவல் 

— சார்பலன் 

— ஜியோமிதிச் சராசரி 

- ஐியோமிதிப் பரவல் 

— ஜியோமிதித்தொடர் 

௯ வரைப் படம் 

-. மேலின * ஓகைவ்3 

— தொகுதி, தொகுப்பு 

. இசைச் சராசரி 

-- இசைத் தொடர் 

-- சம படித்தான, ஒரு படித் 
கான 

— எடுகோள் 

--. சூன்ய எடுகோள் 

— சர்வ சமமுடைய 

— தனித்த 
--. உய்த்துணர்வு 

— முடிவிலியான வரையற்ற, 

எல்லையற்ற 

— em
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Integral 

Interval 

Item 

J shaped . 

Kurtosis 

Kurtic, lepto 

3° 3 platy 

Large samples 

Least squares Method 

Less than Ogive 

Limit 

Linear constraint 

Logarithm 

Lower quartile 

Marginal prob:.bility 

” », density function 

Maximum 

Mean 

a arithmetic 

ய weighted 
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தொகுப்பு :: 

இடைவெளி 

உறுப்பு 

4 வடிவுடைய 

குட்டையளவு 

மிகைத்தட்டை 

குறைத்தட்டை 

விரித்த மாதிரிகள் 

மீச்சிறு வர்க்கமுறை 

கீழின ஒகைவ் 

எல்லை, வரம்பு 

நேர்கோட்டு இறுக்கி, 

ஒருபடி இறுக்கி 
மடக்கை 

கீழ்க் கால்மானம் 

விளிம்பு ஊக அளவு (நிகழ் 

தகவு) 
விளிம்பு ஊக அளவு அடர்த் 

திச் சார்பலன் 

உச்சம், பெருமம் 

சராசரி 

கூட்டுச் சராசரி 

எடைச் சராசரி
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Measures of central tendency 

»» Of dispersion 

5 of skewness 

» of kurtosis 

Medium 

Minimum 

Mode 

uni—modal 

bi-modal 

Moments 

%> 

a> 

Moment Generating Function 

Most probable 

Mutually exclusive 

Negative binomial. 

Non-nagative function 

Normal curve 

», equation 

ast variates 

3» population 

» probability curve: 

Null Hypothesis Sed 

கணிதப் புள்ளியியல் 

மையதநிலைப் போக்கு அளவு 

கள். 

சிதறல் அளவைகள் 

சமச்சீரின்மை அளவைககள், 

கோட்ட அளவைகள் 

தட்டை அளவைகள் 

இடைநிலை 

சிறுமம், மிகக்குறைந்த 

முகடு 

ஒரு முகட்டு... 

இரு முகட்டு... 

திருப்புத் திறன்கள் 

திருப்புத்திறனை உருவாக்கும் 
சார்பலன் 

பெரும்பாலாக நிகழக்கூடிய 

ஒன்றையொன்று விலக்கும் 

தன்மை படைத்த 

எதிர்மறை ஈருறுப்பு 

எதிர்மறையிலா சார்பலன் 

இயல் நிலை வளை கோடு 
ஒழுங்குச் சமன்பாடு 

இயல் நிலை மாறிகள் 

இயல் நிலை முழுமைத் 
தொகுதி. 

இயல் நிலை ஊக அளவு வளை 

கோடு 

சூன்ய எடுகோள் -



கலைச்சொற்கள் 

Observation 

Odd function 

Ogive curve 

One-tailed test ° 

‘Ordinate 

‘Origin 

Paired variates 

‘pair wise 

parameter 

pencentile . . 

population 

probability. : 

») density function 

(p-d.f): 

ஒட mathematical 

+5 Statistical _ 

Probable error 

Qualitative data 

Quality Control 

- Quartile 

: Quantitative data 

537° 

கண்டறிதல் 

ஒற்றைப். படைச் சார்பலன் 

ஒகைவ் வள கோடு 

ஒரு முனைச் சோதனை 

நிலைத் தூரம் 

மூலம், ஆதி 

இணைந்த மாறிகள், சோடி 

மாறிகள் 

இண இணையாக, சோடி 
சோடியாக 

முழுமைத் தொகுதிப் பண் 

பளவு 

_நூற்றுமானம் 

முழுமைத் தொகுதி 

ஊக அளவு, நிகழ்தகவு - 
ஊக அளவு அடர்த்திச் சார் 

பலன் 

(ஊ.௮.சா) 

கணக்கியல் ஊக அளவு 

புள்ளியியல் ஊக அளவு . 

நிகழக் கூடிய பிழை 

பண்பின விவரங்கள் 

தரக் கட்டுப்பாடு 

கால் மானம் 

அளவின விவரங்கள் -
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Quartile deviation 

yo) range 

yy 99 Anter 

Questionnaire 

Range 

Rank 

y» Correlation 

Ratio 

Raw, Data 

Recurrence Relation 

Regression 
as ~ Coefficient 

99 equation 

‘55 estimate 

»> linzar 

Reliability. 

Sample 

xy) Yandum 

Sampling error 

93 simple randum . 
3 

scale 

«schedule 

Shape 

Size 

Small Samples 

கணிதப்புள்ளியில் 

கால் மான விலக்கம் 

கால்ம।ன வீச்சு 

இடைக் கால்மான வீச்சு 

வினாத்தாள் 

வீச்சு 

வரிசை 

வரிசைத் தொடர்பு 

விகிதம் 

சீர்படா விவரங்கள் 

மறுதரவு தொடர்பு 

தொடர்புப் போக்கு 

தொடர்புப் போக்குக் கெழு 

தொடர்புப் போக்குச் சமன் . 

பாடு 

தொடர்புப் போக்கு மதிப்பீடு 

நேர்கோட்டுத் தொடர்புப் 
போக்கு 

ஏற்புடைமை, நம்பகம் 

மாதிரி 

ராண்டம் மாதிரி 

மாதிரித் தேர்வின் பிழை 

சாதாரண ராண்டம் மாதிரி 

முறை 

அலகு 

வினாப் பட்டியல் . 

வடிவம் 

பருமம் 

சிறிய மாதிரிகள்.



கலைச்சொற்கள்: 

Standard deviation 

Standardisation 

Standardised 

Statistic 

' Statistics 

, டு mathematical 

Statistical methods 

»» inference 

9» quality control 

Symmetry 

Table 

Tabulate 

Techniques 

Test 

Test of significance 

Test x2 

+» students’ t 

Tools 

Trial 

Two tailed test 

Unbiased 

Uniform 

Unit 

Upper quartile 

Variance 

Variaie, variable 

552 

தர விலக்கம் , 

தரப்படுத்து தல் . 
தரப்படுத்தப்பட்ட 

மாதிரிப் பண்பளவு 

புள்ளியியல் 

கணிதப்புள்ளியியல் 

புள்ளியியல் அறி முறைகள் 
புள்ளியியல் உய்த்துணர்வு 

.. புள்ளியியல் தரக்கட்டுப்பாடு 

சமச் சீரான 

அட்டவணை 

பட்டியல் அமை 

பொறி முறைகள் 

சோதனை 

பொருளுடைமை சோதனை, 

சிறப்புகாண் சோதனை 

கை வர்க்கச் சோதனை 

1 சோதனை (ஸ்டுடன்டின் t) 

சோதனை 

கருவிகள் , சாதனங்கள் 

முயற்சி 

இரு முனைச் சோதனை 

பிறழ்ச்சி யற்ற 
ஒரு சீரான 

அலகு 

மேல் கால் மானம் 

மாறுபாடு 

மா.றி
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33 

33 

99 

x2 

X2-test 

is 8° Cagulti—) 

continuous 

discrete . 

dependent 

independent 

(uni—) 
(bi—) 

கலைச் சொற்கள். 

- தொடர் மாறி 

- தனித்தமாறி 
_ சார்புள்ள மாறி 

௨ சார்பற்ற மாறி 

— ஒருமாறி 
— Qo orp 
— ue orf 

x 

ம. கை வர்க்கம் 

_ கைவர்க்கச் சோதனை
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