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அணிந்துரை 

(திரு. செ. மாதவன், தமிழகக் கல்வி-தொழில் அமைச்சர்) 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கி எட்டு ஆண்டுகள் 
ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் பி.ஏ. வகுப்பு மாண 
வர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் தமிழிலேயே கற்று வந்தனர். 
1968ஆம் ஆண்டின் தொடக்கதீதில் புகுமுக வகுப்பிலும் 0. VU. 3), 
1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து பட்டப் படிப்பு வகுப்புகளிலும் விஞ்ஞானப் 
பாடங்களையும் தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய்துள்ளோம். தமிழி 
லேயே கற்பிப்போம் என முன்வந்துள்ள கல்லூரி. ஆசிரியர்களின் 
ஊக்கம், பிற பல துறைகளிலும் தொண்டு செய்வோர் இதற்கெனத் 

தந்த உழைப்பு, தங்கள் சிறப்புத் துறைகளில் நூல்கள் எழுதித் தர 
முன்வந்த நூலாசிரியர்கள் தொண்டுணர்ச்சி இவற்றின் காரணமாக 

இத் திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும் மனநிறைவும் தரதீதக்க வகை 
யில் நடைபெற்று வருகிறது. இவ்வகையில், கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் 
மாணவர்க்குக் கலை, அறிவியல் பாடங்களைத் தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்ப 

தற்குத் தேவையான பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக் 
கழகம் ஆண்டுதோறும் எடுதீதுவரும் பெருமுயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் 
சொல்லவேண்டும். 

._ பல துறைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனையோ நெருக் 

கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலதீதில் அரியமுறையில் நூல்கள் எழுதித் 
தந்துள்ளனர். 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளாதாரம், தத்துவம், புவி 

யியல், கணிதம், பெளதிகம், வேதியியல், உயிரியல், வானியல், புள்ளி 

யியல் ஆகிய எல்லாத் துறைகளிலும் தனி நூல்கள், மொழிபெயர்ப்பு 
நூல்கள் என்ற இரு வகையிலும் தமிழ் வெளியீட்டுக் கழகம் நூல்களை 

வெளியிட்டு வருகிறது. 

இவற்றுள் ஒன்றான * தொகுமுறை வரைகணிதம் ? என்ற இந் 

நூல் தமிழ் வெளியீட்டுக் கழகத்தின் 19&ஆவது வெளியீடாகும். இது 
வரை 229 நூல்கள் வெளிவந்துள்ளன. 

உழைப்பின் வாரா உறுதிகள் இல்லை ;) ஆதலின், உழைதீது வெற்றி 
காண்போம். தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் உலக மாணவர் 
களிடையே சிறந்த இடம் பெறவேண்டும் ற அதுவே தமிழன்னையின் 
குறிக்கோளுமாகும். தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக் கழகங்களின் பலவகை 
உதவிகளுக்கும் ஓத்துழைப்புக்கும் நம் மனம் கலந்த நன்றி உரித 
தாகுக. 

செ. மாதவன்



நூன்முகம் 

£ தொகுமுறை வரைகணிததீ?தின் முறை பண்டைக் கிரேக்கர் 

களால் வகுக்கப்பட்டது. இம் முறையின் சிறப்பை யூக்லிதரது 

(Euclid) 4 அடிப்படை? எனப் பொருள்படும் ‘Elements? எனும் 

நூல் தொகுப்பால் காணலாம். ஒருசில எடுகோள்கள் (1௦5401௨1௨5), 

ஒருசில விதிகள், விளக்கங்கள், இவற்றை மட்டும் ஆதாரமாகக் 

கொண்டு) அவற்றிற்கோ அல்லது ஓன்றற்கொன்றோ, முரணில்லாத 

முடிவுகளைக் கோவையாக இம்முறை காண்கிறது. இத்தகைய ஆய்வு 

முறை, கல்விக்குப் பெரும்பயனளிக்கதீதக்கது எனக் கருதி, யூகீலிதரது 

மூறைவடிவ கணிதம் இரண்டாயிரம் ஆண்டுகளாக மேலைநாடெங்கும் 

பயிலப்பட்டூ வந்தது. ட 

இசீ சிறு நூலில் பதினேழாம் நூற்றாண்டுக்குப் பிறகு இம்முறையில் 

கண்ட தேற்றங்கள் சிலவற்றைக் கோவையாகக் காட்டியுள்ளோம். 

கனவடிவ கணிதத் தேற்றங்கள் யூகிலிதரது * 131-௯75 ? எனும் நூல் 

தொகுப்பின் பதினொன்றாம் நூலில் காணலாம். மாணவர்கள், முடிவு 

களைவிட அவற்றைக் காணும் முறையே பயிலத் தகுந்தது என மனதில் 

கொண்டு பயனுறுவார்களென நம்புகிறோம். 

‘gre ஆசிரியன் ?
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1. நியமப் பாதை 

சில நியதிகட்கு உட்பட்டு ஒரு புள்ளி இயங்கினால், அதன் பாதை, 

நியமப்பாதை (1.௦௦) எனப்படும். எடுத்துக்காட்டாக ஒரு சில கூறு 

'வோம் : 

1. ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஒரே தூரதீதில் இயங்கும் புள்ளியின் 

'நியமப்பாதை, ஒரு வட்டமாகும். 

2. இரண்டு புள்ளிகளிலிருந்து சமதூரமாக இருக்க இயங்கும் 
புள்ளியின் நியமப்பாதை அவ்விரு புள்ளிகளைசீ சேர்க்கும் கோட்டுதீ 
துண்டின் நடுக்குதீதுக் கோடாகும். 

32 இரண்டு கோடுகளிலிருந்து சமதூரமாக இருக்க இயங்கும் 
புள்ளியின் நியமப்பாதை; அந்தக் கோடுகளிடையே உள்ள கோணங்் 
களின் இரு சம வெட்டிகளாகும். 

4. ஒரு கோட்டிலிருந்து ஒரு குறிப்பிட்ட தூரதீதில் இருக்கும்படி 
இயங்கும் புள்ளியின் நியமப்பாதை, கோட்டிற்கு இருபுறமும் அந்த 
தூரத்தில் உள்ள இரண்டு இணைகோடுகளாகும். 

5. இரண்டு புள்ளிகள், இயங்கும் புள்ளியில், ஒரு குறிப்பிட்ட 
'கோணத்தைத் தாங்கினால் இயங்கும் புள்ளியின் நியமப்பாதை ஒரு 
வட்ட வில்லாகும். 

இவ்வாறு நியமப்பாதை (i) ஒரு வரையாகலாம் (4) அல்லது 
ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட வரையும் ஆகலாம் (144) அல்லது ஒரு வரையின் 
ஒரு பகுதி மட்டும் ஆகலாம். எவ்வாறாயினும் (1) நியதிக்குட்படும் 
ஒவ்வொரு புள்ளியும் நியமப்பாதையில் அமையும் (11) நியமப்பாதை 
யில் உள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியும் நியதிக்குட்பட்டிருகீகும். 

தேற்றம் 1 

௦ என்பது ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி. 2 என்பது இயங்கும் 
புள்ளி. ௦2யில் 07: 06 ஒரு குறிப்பிட்ட விகிதத்தில் இருக்கு 
மாறு கொள்ள (1) 2 ஒரு நேர்கோட்டில் இயங்கினால் ஒவின்



2 தொகுமுறை வரைகணிதம் 

நியமப்பாதை அதற்கு இணையான ஒரு கோடாகும். (4) 7 ஒரு 

வட்டத்தில் இயங்கினால், ஒவின் நியமப்பாதை ஒரு வட்டமாகும். 

1௦ 

  

  

படம் 1. 

(ழ .48 எனும் கோட்டில்? இயங்குகிற்து. 
&றிகீகுக் குத்தாக 0 என்னும் கோடு வரைக. 
OP:0Q=k எனும்படி சியில் டு எனும் பூன்னிகபக் 
கொள்க. 

_0க்கு 97 எனும் குத்துக்கோடு வரைக. 

. நிரூபணம்: 2079 - 90: - /0%2 

wv 

ஃ செயற 
௧௦௦7] & ௦22 

», OX _ OP =k. 
௦ 09 

9 எங்கிருப்பினும் x நிலையான புள்ளி. ௦வும் நிலையானது. 
உ Yupb OX எனும் நிலையான கோட்டில் நிலையான புள்ளியாகும். 
LOYQ = 90” ஆனதால், வென் 'நியமப்பாதை 0க்கு யில் உள்ள 
குதீதுக் கோடாகும். அதாவது .&க்கு 1 வழியுள்ள இணைகோடாகும். 

..     
 



நியமப்பாதை 3 

(2) 2.என்ற புள்ளி, .&88 மையமாகவும் ‘a? நீளமுள்ள 
ஆரமுடைய வட்டத்தில் இயங்கினால் 

வரைதல்: 24, 048 ஒன்று சேர்க்க. 

“ட வழி 2.4க்கு 9 எனும் இணைகோடு வரைக: 
0.49, இந்தக்கோடு £யில் சந்திக்கட்டும். 

“நிருபணம்: + PAWIQB . AOAP || AOBQ 

- AP OA _ OP _ 
809 OB” 0G 
ஆனால் 0) .4 நிலையான புள்ளிகள் 

“௨ லயும் நிலையான புள்ளி. 

1. a 
BQ = நகம் =i 

“உ மீயிலிருந்து குறிப்பிட்ட தூரத்தில் 9 இயங்குகிறது. - 

ஒயின் நியமப்பாதை ஒரு வட்டமாகும். 

குறிப்பு: 2 ஒரு பலகோணத்தின் பக்கங்களில் நகர்ந்தால் 9 ஓத்த 
் வடிவுடைய : ஒரு பலகோணத்தின் ஒத்த பக்கங்களில் 

நகரும். 

தேற்றம் 2 
(அப்போலோனியஸ் வட்டம்) 

இரண்டூ புள்ளிகளிலிருந்துள்ள தூரங்கள் ஒரு குறிப்பிட்ட 
விகிதத்தில் இருக்குமாறு இயங்கும் புள்ளியின் நியமப்பாதை ஒரு 
வட்டமாகும். 

    4. L 

A. B B 

, படம் 3, 

கொள்கை : 4; 2 இரு புள்ளிகள். 

24:28 1: ர எனும்படி புள்ளி .”? அமைகிறது.



தொகுமுறை வரைகணிதஆம் ' 

நிரூபிக்க : 22 இந்த நியதிக்குட்பட்டு இயங்கினால் அதன் நியமப் _ 
பாதை ஒரு வட்டம் என. 

வரைதல் : . 4.42 என்ற கோணத்தின் உள் வெளிச் சம 

.. வெட்டிகள் வரைக. அவை .4899 4, 1” என்ற புள்ளி © 

களில் முறையே சந்திக்கட்டும். 

நிரூபணம்: 42: 42:24 47:87 1: 

&.. 4மயில் 2) 7” என்பவை 7 எங்கிருப்பினும் நிலை 

யான புள்ளிகளாகும். 

அன்றியும் 427 = 90° 

ஃ மியின் நியமப்பாதை 48 1 : ௩ எனும் விகிதத்தில் 

உள்ளாகவும் புறம்பாகவும் பிரிக்கின்ற &; 1 எனும் 

புள்ளிகளைசீ சேர்க்கும் கோட்டுத் துண்டை விட்ட 

மாகக் கொண்ட வட்டமாகும். 

(ம) இவ்வட்டத்தில் 2 அமைந்தால் 23.4: 28 - 1:௬௩ என 

. நிரூபிக்கவேண்டும். 

(இயன்றால்) 2.22“ - 2.42 எனும்படி 2288 வரைக. - 
Ag ABB Bd Garren. 

*- LXPY = 90° 2. PY stab Gar@ LAPB wer 
வெளிச் சமவெட்டியாகும். 

AX AP AY ee 
XB = PR - நூ (அளவிதும் குறியிதும்) 

ப டதத நறு 
** கர B’Y 

AX XB @ AX _XB 
3@” Ay = BY 

ட = = 2a (அளவிலும் குறியிலும்) 

ee ௰* எனும் புள்ளி' யுடன் பொருந்துகிறது. 

24, 27 எனும் கோடுகள் LAPBudedr உள்; 

ர வெளிச் சமவெட்டிகள் 

- ல் PA: PB = AX: XB ॥: ௩ ஆகிறது. 

மாற்று. நிரூபணம் : (ii) % வழி 2*கு இணையாக, 022 
Ne எனும். கோடு வரையவும். May PAR 

போலும் 2.58 றயிலும் வெட்டட்டும்.



நியமப்பாதை 

  

  

ஒரு முக்கோணத்தின் 

அடிப்பக்கமும்; 
மும் தரப்பட்டால் (1) அதன் 

படம் 4, 

Cx AX _XB_ XD 
PY AY” BY” PY 
CX = XD 
LPXC = LPXD = 90° 

PC = PD [we XPY =90° CXIl'PY] 
LAPBS® PX sw Gan Gans. 

PA: PB = AX: XB = U:im. 

தேற்றம் 3 

எதிர்கோண 

.-குத்துமையம் (01) உள் தொடூ 
வட்டமைமயம் (14) வெளித் 

தொடு வட்டமையங்கள் (iv) 

மையக்கோட்டு சந்தி இவற் 
நின் நியமப்பாதைகள் வட்ட 
விற்களாகும். 

கொள்கை: 480 என்ற முகீ 
கோணத்தில் பக்கம் யேம் 
கோணம் யும் தரப்பட் 
டூள்ளன. 

(ட) நிறுவ: அதன் குத்துமையத் 
தின் நியமப்பாதை ஒரு வட்ட 
வில் என. 

  
படம் 5,



6 

வரைதல் ₹ 

நிரூபணம் : 

தொகுமுறை வரைகணிதம் 

இ௦யும், கோணம் .ஃயும் தரப்பட்டதால் .4யின் நியமப் 

பாதை, 20யின் மேல் .4& எனும் கோணத்தைத் தாங்கும் 

வட்டவில் 2.40 ஆகும். இதை வரைக. வட்டமையம் 

8 ஆகுக. ஆகவே .4 எங்கிருப்பினும் சுற்று வட்டமையம். 

-ஓன்றே. .&0யேன் குத்துமையம் ௦ ஆகுக. BC&G 

5.4* எனும் குதீதுக்கோடு வரைந்து அதை க்கு. 

8.&-4,8* எனும் படி நீட்டு, 5088 ஒன்று சேர். 

“51.40 (இரண்டும் 1 BC) 
SS’=AO (3 SA’=3A0) 

8.8“0.4 இணைகரம் 

SO=SA ஆனால் 8” ஒரு நிலைப்புள்ளி, 

வின் நியமப்பாதை, 5888 மையமாகவும் 5.4 நீளமுள்ள 

ஆரமுள்ள -வட்டமாகும். 

்....5.& எனும் ஆரம் வட்டவில் 0.&யில் சுழலும்போது: 

அதே அளவுள்ள வட்டவில்லில் 5,0வும் சுழல்கிறது. 

ஆகவே வவின் நியமப்பாதை இந்த வட்டவில்லாகும். 

[இந்த வட்டவில்லில் 28037 என்ற பாகம், வில் 

£.40கீகுசீ சமமாக இருக்கும் 80க்கு 2) CY 

என்பவை குத்துக்கோடுகள்.] 

(ii) உள்தொடூ வட்டமையத்தின் நியமப்பாதை 

ம, 72 1, என்பவை முக்கோ 
ணம் .&யின் உள், வெளித்தொடு 
வட்டமையங்களாகுக. 

உள் சமவெட்டி; BAC என்ற 
கோணத்தின் வில் 806 உயில் 
வெட்டட்டும். 

2 ௰ியின்  நடுப்புள்ளி 2 
“ஆகும் அன்றியும் TBI, =90°. 

உய 

“உ௰ மின் நியமப்பாதை 28 

PI,=PB. 

மையமாகவும் 28 ஆர நீளமுள்ள 
வட்டத்தில் அமைகிறது. அவற்றுள், 
யின் நியமப்பாதை .& உள்ள பக்கம் 

அமையும் வில்லாகும். ஆகவே 7;யின் 
நியமப்பாதையும் . இதற்கு எதிர்ப்புற 
மாக அமையும்-சம வட்டவில்லாகும். 

 



Suwtiu4e 5 7. 

வெளித்தொடூ வட்டமையங்களின் 
நியமப்பாதை 

  

படம் 7. 

AR 4மயேோன் சுற்றுவட்டம் & 7; 1 யின் 9 புள்ளி வட்டமாகும். 

“இந்த வட்டம் 7, டியின் நடுப்புள்ளி 9 வழிச் செல்லும். 

- அன்றியும் | 7,227, | 7,090? 

oe Q1,= QI,= QB= QU 

of att ABC, atraled BCuler pOtiuystrah Q. 

ஆகவே .4 எங்கிருப்பினும் 9 நிலையானது. 

ம மீத என்ற இரு புள்ளிகள், வை மையமாகவும், 954 

ஆரமாகவுடைய வட்டதீதில் அமைகின்றன. 

இந்த வட்டத்தில் /,யின் நியமப்பாதை எந்தப் பகுதி, /,யின் 
நியமப்பாதை எந்தப் பகுதி என்பதைப் பார்ப்போம். 

4 எனும் புள்ளி யை வட்டம் .&80யில் நெருங்கும்போது யும் 
அதன் நியமப்பாதை வட்டத்தில் யை நெருங்குகிறது. வைச் 
சேர்க்கும் கோடு நியமப்பாதை வட்டத்தை 4ல் வெட்டினால் வின் 
நிலை 5* ஆகும். & 02-90 அதேபோல பேவைச் சேர்க்கும் 

கோடு வட்டத்தை ௦ல் வெட்டினால் CBC’=90° 

“உடன் நியமப்பாதை 30ல் அமையும் வில் ன் நியமப்பாதை 
“ல் அமையும் வில் எனக் காண்கிறோம்.



8 தொகுமுறை வரைகணிதம் 

(ம) மையக்கோட்டுச் சந்தியின் நியமப்பாதை: 

  

படம் 8, 

முக்கோணம் .40) .80 தரப்பட்டுள்ளது 4.4 தரப்பட்டுள்ளது. 

. 4யின் நியமப்பாதை யின் மேல் அமையும் 4.40 எனும் 
கோணம் அமையும் வட்ட வில்லாகும். 1௦யின் நடுப்புள்ளி 4 ஆகுக. 

2 ஒரு நிலைப்புள்ளி & .&௦யின் மையக்கோட்டுச் சந்தி 
ஆகுக. 0 எனும் புள்ளி &.4ல் XG: XA=1:3 எனும் விகிததீ 

_ தில் இருக்குமாறு அமைகிறது. 

ஃ....௩ வட்டவில் 0.4 யில் நகரும்போது யேம் % ஆர நீளமுள்ள 
வட்டவில்லில் நகருகிறது. 

[மாற்று நிரூபணம் : GPItAB, 01140 என வரைக. 

இவை 202 20 வில் வெட்டடும். * 

FEES 104, ppaPqnact 
உஉ௰0 நிலைப்புள்ளிகள் LPGQ=LBAC 

உன் நியமப்பாதை 2 வில் மேல் 7..& அமையுமாறு உள்ள 
_ வடீட வில்லாகும்.] 

பயிற்சி 3 

* ஒரு  முக்கோண்திதின் பரப்பும், அதன் ஒரு பக்கத்தின் நீள 
_ மும் ‘areca, மையக்கோட்டுசீ சந்தியின் நியமப்பாதை, அநீதப் 
பக்கத்திற்கு. இணை: ஈன கோடு என நிறுவுக, 

2. oF இணைகரத்தின் பரப்பும், ஒரு பக்கமும் தரப்பட்டால், மூலை 
விட்டங்கள் வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளியின் நியமப்பாதை என்ன ₹ ; 

 



நியமப்பாதை 9 

3. 40 என்ற முக்கோணத்தில் 90 என்ற பக்கமும், 2 என்ற. 
கோணமும் தரப்பட்டால், மையக்கோட்டுச் சந்தியின் நியமப்பாதை. 

என்ன ?' 

4; ஒரு முக்கோணம் .&யேல் 80) .&யேோன் நீட்சியில் 
புள்ளிகள் P,Q oréruma BP: PC = AQ: AC எனும்படி அமை. 
கின்றன. AP, BQ craybh கோடுகள் ? எனும் புள்ளியில் சந்தித்தால் 
அது £0ன் நடுப்புள்ளி எனக்காட்டு. ன் நியமப்பாதை என்ன ₹ 

5. கீழ்வரும் அளவுகளும் புள்ளியும் தரப்பட்டால் முக்கோணம். 

40 அமைக்கும் வகையைக் கூறுக. 

(0) பக்கம் ௨, கோணம் .&, உள் தொடு வட்ட மையம். 

(13) பக்கம் ) கோணம் .&4, குதீதுச்சந்தி அல்லது மையக் 
கோட்டுச் சந்தி இவையின் பக்கம் ௨ லிருந்துள்ள தூரம். 

(114) பக்கம் ௨, கோணம் .&, 27/80 எனும் கோணம் CN, 
ஓன்பது புள்ளி வட்ட மையம். 

6. ஒரு குறிப்பிட்ட நீளமுள்ள .&8 எனும் கோட்டுதீதுண்டு 0.4, 
௦2 எனும்' கோட்டில் நுனிகள் இருக்குமாறு நகர்ந்தால் &௦.4யின் 

குதீதுச்சந்தியின் நியமப்பாதை ஒரு வட்டத்தில் அமைகிறது எனக 
காட்டு. 

7. “ஒரே கோட்டமையும் .&£, 80 எனும் துண்டுகள் ஒரு 
புள்ளியில் சசகோணத்தைத் தாங்குகின்றன என்றால் அந்தப் புள்ளியின் 
நியமப்பாதை என்ன ? 

8 A, B, C என்பவை ஒரு கோடமையும் புள்ளிகள் 
24:2:.2027: ௩: ௩ எனும்படி PRE காணும் வகையைக் 
காண்க. 

9. .40:என்ற முக்கோணதீதினுள் 22.4 : PB: PC=limin 
எனும்படி அமையும் 22884 காணும் வகையைக் கூறுக,



2. இசைப் புள்ளி வரிசையும் 

கோட்டுக் கற்றையும் 

ப. புன்ளி வரிசை: ஒரு நேர்கோட்டில் அமையும் புள்ளிகளைட 
புள்ளி வரிசை (%௨௭ஐ௦ ௦1 ௦105) என்கிறோம். 4; 2 2, 5, 

* எனும் புள்ளிகள் ஒரு * கோட்டமைவனவாயின்; புள்ளி வரிசையை 
(; 2, 2, 2...) எனக் குறிப்போம். 

  

A 8 8 Q 
படம் 9, 

குறுக்குத்தகவு? .& 2) 2, ட என்பவை ஒரு கோடமைப் 
புள்ளிகளாகுக. P எனும் புள்ளி, .&2989.422: 2 என்ற தகவிலும் 
(Ratio) ட எனும் புள்ளி, .409.: 9 என்ற தகவிலும் பிரிக்கிறது. 

"இவற்றின் தகவு 25 GB ஆகும். இந்தமதிப்பை (4, 269) எனச் 

.குறிப்போம். 
டக 404700. 4700 

ஃ 0) 29 - 551027 42:22 அழற 
AP-BQ 

AQ-BP 

/குறிப்பு 1: நேர்கோட்டுதீ துண்டுகள் ஒரே திசையாயின் ஒரே குறி 
. யுடையவையாகும். எதிர்தீ திசையாயின் எதிர்க் குறி 

யுடையவை. இதனால் QB=— BA, எனவும் 29-22 
... எனவும் வருகிறது. 

90920 . 
* நத ஐநத தத அகும்] 

  

4 (AB, PQ) 7 

* நேர்கோட்டைக் கோடு என்றே இனிமேல் சொல்வோம்.



இசைப் புள்ளி வரிசையும் கோட்டுக் கற்றையும் il 

குறிப்பு 2: (45) 29) எனும் மதிப்பு, .&2மிடு என்ற புள்ளி 
வரிசையின் : குறுக்குத்தகவு ? (Cross ratio) crear 

படும்... 

குறிப்பு 8: குறுக்குதீதகவை. (4239) எனவும் குறிப்பது வழக்கம். 
நாம் இந்நூலில் இந்தக் குறியீட்டைக் கையாள்வோம். 

குறிப்பு &: (சிடு இன் மதிப்பை எழுதக் கீழ்வரும் உத்தியைப் 
பயன்படுதீதலாம். ஒரு வட்டத்தில் புள்ளிகளை முறையாக 

வலஞ்சுழியாகக் குறிப்போம். புள்ளிகளை வலஞ்சுழியாகக் 
கொள்ளக் குறுக்குத்தகவின் தொகுதியும், கிடஞ்சுழியாகக் 
கொள்ள, பகுதியும் வருகிறது. 

சி 

B- 

படம் 40. 

அஇசைப்புள்ளி வரிசை (Harmonie Range) A, P, B, Q, 

என்பவை ஒரு கோடமைப் புள்ளிகளாகுக. புள்ளி வரிசையின் 

குறுக்குதீதகவு (428) -1 என்றால், &; 1 8) ட என்ற புள்ளி 

வரிசை இசைப்புள்ளி வநிசை எனப் பெயர்படும். 

குறிப்பு 1; (42.1 

  os AQ-BP =—1 

AP _ _ AQ 
இ தற. BQ 

, AP _ AQ 
  

** PB ~~ QB 
1146—2
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5 49 எனும் கோட்டுத்துண்டை, 2, எனும் புள்ளிகக் 
உள்ளீடாகவும் புறம்பாகவும் முறையே ஒரே விகிதத்தி 

பிரிக்கின்றன. 

இந்தப் பண்பையே இசைப்புள்ளி வரிசைக்கு விளக்கமாக 
” கொள்வதும் உண்டு. 

குறிப்பு 8: 498 2, 9 எனும் புள்ளிகள் *: ஆர்மானிக் ??காகப் பிரி 
கின்றன எனக் கூறப்படும். 

குறிப்பு &: 22 எனும் புள்ளி, .4க்கு, வின் இசைதீ துணைப்புள்வ 
எனப்படும். 69 எனும் புள்ளி, 2யின் இசைதீ துணை! 
புள்ளி எனப்படும். அதாவது 2), 9 எனும் புள்ளிகள் 

-4க்கு ஒன்றற்கொன்று இசைதீ துணைப் புள்ளிகளாகும் 

தேற்றம் 4 
ABS *, 6 ஆர்மானிக்காகப் பிரித்தால் வை 4, 8 எனும் 

புள்ளிகள் ஆர்மானிக்காகப் பிரிக்கும். 
நிறுவுகை (௦௦) : (42 = 1 

, AP _ -AQ 
oe PB == “QB 

, AP __ —PB 
ee AQ கை “QB 

. PA _ பாற 
ee AQ = “BQ. 

ee PQma, A, B, எனும் புள்ளிகள் ஆர் மானிக்காகப் 

பிரிக்கின்றன. 

குறிப்பு 1: .&க்கு 2, 9 எனும் புள்ளிகள் இசைதீ துணைப் புள்ளி 
களானால், 20க்கு, .4, 8 எனும் புள்ளிகள் Doss 
துணைப் புள்ளிகளாகும். 

குறிப்பு 2: AP, AB, AQ எனும் துண்டுகள், ஆர்மானிக்குத் 
். தொடரில் உள்ளன என நிறுவ முடியும். 

AP=p AB=b AQ=q Sarurge.- 

* PB = AB—AP=b-p 
— BQ = AQ-AB=q~b 
(APBQ) - -1 ஆனதால் 

ண் $B = OE ஆனால் 08-99
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42409... உ __8 
“மி. $-றஏர-5 

(4. Pq—Pb = bg—pq 

"றர = bq+bp: 

95 ஆல் வகுக்க. 

2 க! 
5 நார 

. 2 1 1 
“AB * APT AQ 

42) 42) 409 ஆர்மானிக்குதீ தொடரில் உள்ளன. 

தேற்றம் 5 
ABS, P, 6 எனும் புள்ளிகள் ஆர்மானிக்காகப் பிரித்தால், 

எனும் புள்ளி .4யின் கடப்ப வியுமானாக் OP.OQ = OA?= OB? 

ஆகும். 

  

ட +— 5. + A oO PB 6 
படம் 11, 

நிரூபணம் : oo Ss (கொள்கை) 

. AP_ AQ 
* “BP~ BQ 
AO+OP_AO+0Q 
௦2-௦2 “09-03 

=AO ஆனதால் 

4002 404009 
40-02 0Q-—AO 

240_ 209 
202 2A0 

* OP.OQ=AOC?2 

* OP.OQ=O0A?= OB? (2-1) 

வழிகளைத் திருப்ப, தேற்றதீதின் மறுதலை வருகிறது. அதாவது 
428. .என்ற புள்ளி வரிசையில் .4£யின் நடுப்புள்ளி ஆகவும், 

02.06-௦43 ஆகவுமானால் ABS, P, எெனும் புள்ளிகள் 

ஆர்மானிக்காகப் பிரிக்கும்.
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குறிப்பு : இந்தத் தேற்றமும் அதன் மறுதலையும் உத்திக் கணக்6 
களில் (40215) மிகவும் பயன்படுத்தப்படுவனவாகும். 

இசை துணைப்புள்ளிகளின் நிலை : 

QA? 6. B 
, படம் 12. 

(a) ABEG P,Q sreituma இசை துணைப் புள்ளிகளாகுக 
அமியின் நடுப்புள்ளி 0ஆகுக. ஃ 02.09-0.42(- 022) என நிறுவ் 
யுள்ளோம். 0.4* வர்க்கமாதலால் நேரெண்ணாகும். .& 0.2.0 வு் 
நேரெண்ணாகிறது. .& 02, டி என்பவை ஒரே திசையுடையவை 
உம) எெனும் துணைப் புள்ளிகள், .&தியின் நடுப்புள்ளியான 0வுக 
ஒரே திசையில், அதாவது ஓரே பக்கதீதில் அமைகிறது. 

(9) இன் நிலைமாற, டன் நிலை எவ்வாறு மாறுகிறதெனப் 
0.42 

பார்ப்போம். 00 - OP 

(i) எனும் புள்ளி .4யுடன் பொருந்தினால் 022 - 04 
ஃடுி-04) வெம் .4யுடன் பொருந்துகிறது. அதாவது 
(APBQ)=-1 arg சொல்வது போல (4.4.1 என 
ஆகிறது. (22) 

(0) 2, யிலிருந்து நீங்கி வை நோக்கி நகரட்டும் 
“ OP<OA .. OQ>0A; Q, 4கீகு இடமாக; .4யின் புறம்பாக 
அமைகிறது. 

(014) 2) வை அணுகும்போது யின் அளவு பூசீசியதீதை 
அணுகுகிறது. . 00ன் மதிப்பு மிகப் பெரிதாகிறது. ஆகவே, 2) 
வெடன் பொருந்தும்போது, அதன் ஆர்மானிக்குதீ துணைப்புள்ளி 
என்ன என்று கூறுவது தேவையாகிறது வென் இசை துணைப்புள்ளி, 
அயில் உள்ள ர்கந்தழிப் புள்ளி (Point at infinity) erérACgib. 

. இவ்வாறு ஒரு நேர்கோட்டில் : கந்தழிப் புள்ளி ?? எனும் புள்ளி ஒன்று 
உளது? ஒரு நேர்கோட்டிற்கு ஒரே ஒரு கந்தழிப் புள்ளி உள்ளது 
எனும் கருத்து (௦௦4) உருவாகிறது. ஆகவே *4,4யின் நடுப் 
புள்ளியின் இசை துணைப்புள்ளி, அதில் உள்ள கந்தழிப் புள்ளி 
யாகும்.?? ” 

42ீயின். நடுப்புள்ளி, கோட்டில் உள்ள கந்தழிப் புள்ளியின் 
இசை துணைப். புள்ளியாகும். '. (2:3) 

இக்கருத்து, வரை கணிதத்தில் அடிக்கடிப் பயன்படுவதாகும். 

_ * staf என்றால் கடவுள் எனப் பொருளும் உண்டு, அப்பாற் கடந்தவர் அல்லது முற்றும் கடந்தவர் எனும் பொருளில் வரும்,
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[ கந்தழி? என்பதை ௨ எனும் குறியீட்டால் காட்டுவோம். ட 
கந்தழிப் புள்ளியானால், 0௦ எனக் குறிப்போம்.  (.408095)--1 

என ஆகிறது]. 
ு) 2, பின்னும் விலிருந்து 88 நோக்கி நகரும்போது 

அதன் துணைப்புள்ளி 6), .4மக்குப் புறம்பாக, யின் வலது பக்கத்தில் 
அமையும். 2, மயுடன் பொருந்தும்போது பும் யுடன் பொருந்து 

கிறது. அதாவது (.48585)--1 என வருகிறது. இவ்வாறு £யின் 

நிலை 4 மயில் .4யிலிருந்து க்கு மாறும்போது, அதன் துணைப்புள்ளி 
- யாகிய வென் நிலை எவ்வாறு மாறுகிறது என்பதை விளக்கினோம். 

கோட்டுக்கற்றை: ஒரு புள்ளிவழிச் செல்லும் கோட்டுதீ 
தொகுதியைக் கோட்டுக்கற்றை (Pencils of lines) எனக் கூறு 
கிறோம். புள்ளிகளை .&, 2, ௭ெனும் எழுத்துக்களால் குறிப்பது 
போன்று கோடுகளை, ௦, 5, ௦ எனப் பெயரிட்டழைப்போம். (இங்கு 

ஐ, 6, ௦ என்பவை அல்ஜீப்ரா எண்கள் அல்ல என்பது கவனிக்கத். 

தக்கது). ௦ என்ற புள்ளிவழி ௨, 6, 6, 8 எனும் கோடுகள் சென்றால், 
௦ அந்தக் Care. Géa ho pulcr ap2ar (Vertex of the pencil) crart 
uGb. Car Géspmpou O(a, b, c,....)etoré GMUGurb. OA, 
92, 00 என்பவை கோடுகளானால், கற்றையை O(ABC...) creraytb 
குறிப்போம். 

கோட்டுக்கற்றையின் குறுக்குத் தகவு ₹ 

a, p, b, gq என்பவை ெனும் புன்னவழிக் எொப்காள்கு 

O(apbq) எனும் கோட்டுக்கற்றையின் குறுதீகுத் தகவு = ap sin ap ‘sin bq 
sin ag ‘sin bp 

எனப்படும். 

  

படம் 13. 

[ap என்றால் a, P எனும் கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணம் 
க௭எனும் கோட்டுடன் ற ஏற்படுத்தும் கோணம் ஆகும்.]
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கோடுகளை 044, 02), 02, 0 எனக் குறித்தால் குறுக்குத் தகவு: 
sin AOP - sin BOQ 
sin AOQ + sin BOP 
0(42டு) எனவோ குறிப்பது வழக்கம். 

இசைக் கோட்டுக்கற்றை : (11௨௦௩௦௦14௦ pencil): 
௦(௧ற69)--1 ஆனால், அது இசைக் கோட்டுக்கற்றை எனப்படும் 

தேற்றம் 6 
அசைக் கோட்டுக்கற்றை ஒரு குறுக்கு வெட்டியை வெட்டும் 

புள்ளிகள் இசைப் புள்ளி வரிசையாக அமையும். 

ஓ 

ஆகும். இதை Ofapbg) எனவோ அல்ல; 

A 

ர் P ௩ ௩௨ 

hr b - 

படம் 14, 

கொள்கை : 0(கற௦9)- -1 ஆகுக. 

யாதாமொரு குறுக்குவெட்டியை; முறையே .&; 2 
2, எெனும் புள்ளிகளின் அதன் கோடுகள் ௧, ற; 6, 
ர வெட்டட்டும். 

நிரூபிக்க : (4220)--1 என. 

நிரூபணம்: (42ஓ - அதத 

_&402,௧2௦ட 
~ KAOQ.A BOP 

_ % OA.OP sin ap +4 OB.OQ sin bg 

~ 3 0A.0Q sin aq - 3 OB.OP sin bp
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sin ap «sin bg 

sin aq> sin bp 

= O(apbq) 

ஆனால் 0௫௧6) - -1 
உட கமி - 1 

அதாவது A, P, B, டு என்பது இசைப்புள்ளி வரிசை ஆகும். 

॥ 
குறிப்பு 1: இன்னொரு குறுக்குவெட்டியை, .&” 22 25) 9) எனும் 

புள்ளிகளில் வெட்டினால் (A’P’B’Q’)=(APBQ)=-1 

என வருகிறது. 

குறிப்பு 2: ஒரு இசைப்புள்ளி வரிசையில் அமையும் புள்ளிகளை, 
யாதாமொரு புள்ளியுடன் சேர்க்கவரும் கோட்டுகீகற்றை 
இசைக் கோட்டுக்கற்றை எனவும் வருகிறது. 5 

குறிப்பு 8: மேற்கூறியவை இசைப் பண்புடைய புள்ளிவரிசை. 
கோட்டுக்கற்றை, மட்டுக்குமன்றி, குறுக்குதீதகவு யாதாயி 
னும் பொருந்தும் எனவும் தெரிகிறது. 

குறிப்பு &: 0(௩ற89) எனும் கோட்டுக்கற்றை ஒரு குறுக்கு வெட்டியை 
: APBQ capb புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. இந்தப் 

* புள்ளிகளை, 0” எனும் புள்ளியுடன் சேர்க்க. 0(429) 
எனும் கோட்டுக்கற்றை வருகிறது. இந்தக் கோட்டுக் 
கற்றை; இன்னொரு குறுக்கு வெட்டியை (.4“₹“099) 
எனும் புள்ளி வரிசையில் வெட்டுகிறது, என்றால் 

O(apbq) = 0'(A’P’B’Q’) [=(APBQ)] 

என வருகிறது. இதேபோல் 

(APBQ) = O'(A’P’B’Q’) = (A’P’B’Q’) 

என வருகிறது. இவ்வாறு மேற்கூறிய வரைதல் மூலம் 
(By ௦௦௬௧1௧௦11௦), குறுச்குதீதகவின் மதிப்புமாறாமல் 

நிற்கிறது. 
மேற்கூறிய வரைதல் முறை *வீச்சிடல்? (1௦]௦011ஐு எனப் 

படும். * வீச்சிடலால் ?) கோட்டுக்கற்றையினதோ அல்லது புள்ளி 
வரிசையினதேர, . குறுக்குதீதகவு மாறாமல் நிற்கிறது. குறிப்பாக, 

இசைக் கோட்டுக்கற்றைகளும், புள்ளிவரிசைகளும், வீச்சிடலால் மாறு 

வதில்லை எனவும் தெரிகிறது. இவ்வாறு வரும் கோட்டுகீ கற்றைகளை 
Sides shenpacr erérgnb (Projective Pencils), புள்ளி 
aifimgatr ‘fsa? aiflmeracdr erérgib (Projective Ranges) 

fm plugsiog. Bug O(apbg), O'(A’P’B’Q’) வீச்சில் அமை
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கின்றன. அதேபோல (4&01யும் (4:9£09யும் வீச்சி 

அமையும் புள்ளி வரிசைகளாகும்,. ் 

வீச்சில் அமையும் புள்ளி வரிசைகளின் குறுக்குத்தகவுக 
சமமாக இருக்கும். 

விச்சில் அமையும் கோட்டுக் சுத்தைகளின் குறுக்குத்தகவுக॥ 
சமமாக இருக்கும். 

தேற்றம் 7 
O(ACBD) எனும் இசைக் கோட்டுக் கற்றையில் .40) Bi 

ஒன்றற்கொன்று செங்குத்தாக அமைந்தால், அவை 602 எனும் 
கோணத்தின் உள், வெளிச் சமவெட்டிகளாகும். 

  

  

படம் 15. 

கொள்கை: (1) ௦(422த என்பது இசைக் கோட்டுக் கற்றை. 
* O(ACBD)=-— 

(ii) OALOB (Sisraig: LAOB=90°) 

நிரூபிக்க: LCOB = ZBOD. 

வரைதல் : 2 வழி 0.4க்கு இணைகோடு வரைக. அது 02), 
‘OCB D’, Cc’ எனும் புள்ளிகளின் வெட்டட்டும். 

நிரூபணம்: “5: 2:0₹10.4) இரு இணைகோடுகளும் ஓரே 
க கந்தழிப் புள்ளியைப் பொதுவில் உடையன. 

கந்தழிப் புள்ளியை .4“௦௦ எனக் குறிப்போம். 

..0(4026) எனும் கோட்டுக் கற்றையால் 0” 
எனும் குறுக்குவெட்டியில் .4௦௦0“0₹ எனும் 
புள்ளிவரிசை ஏற்படுகிறது.
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உ (4௦055) - 0(402)- 1. 
2, கந்தழிப் புள்ளி .4“௦யின் இசைதீ துணைப்புள்ளி: 
யாதலால் 0”0“இன் நடுப்புள்ளியாகும். 

[2:3 பார்க்கவும்]: 

டட சேமி BD’ 

முக்கோணங்கள் 022, ௦2“இல் 

BC’ = BD’ 

OB = OB 

LOBC’ = LOBD=90° C: D’C’ lt! OA 
OBL'OA sere: 

“ AOC’B = AOBD’ 

* LC’OB = LD’OB 
OB எனும் கோடு ச0மியின் ஒரு சம்வெட்டி 
யாகும்) 043௦8 ஆதலால் அது மற்றொரு சம. 
வெட்டியாகும். 

குறிப்பு : 
மற்று நிரூபணம்: :: .&௦ 10:27 

ட... பூக்40 
* மே சம் 

AD_ AO 
BD~ BD’ 

ஆனால் (ACBD) =:O(/ACBD)=-1 

, AC AD 
“ம் மற 
௦2 றற. (i) 

உ: சேம [140 “, OBD’ = AOB= 

ஆனால் 028.70.4 AOB = 90° “. OBD’ = 90° 

*. OBC’ = 90° 

முக்கோணங்கள் 020, 0422:ல் 

BC’ = BD’; OBD’ = OBC’ = 90°, OB பொது 
ஆதலால் அவை சர்வசமம். 

* L£C’OB = LD’OB 

OB எனும் கோடு ச0மியின் ஒரு சமவெட்டியாகும்.. 
OALTOS ஆதலால், அது மற்றொரு சமவெட்டியாகும்.
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தேற்றம் 8 
(க்௦ற), (4:௦2:05) எனும் இரண்டு கோடுகளில் அணையும் 

'இசைப்புள்ளி வரிசைகளில் 4.4; 85”, 26” ஒரு. புள்ளி வழிச் 

சென்ஞால், 20“உம் அதே புள்ளிவழிச் செல்லும். 

        

/e   [ 

படம் 16, 

கொள்கை: (1) (402 - (440225) 

(ii) 4.47) 004; 89; எனும் கோடுகள் 0 வழிச் 
் செல்கின்றன. 

நிரூபிக்க: 00” எனும் கோடும் ௦ வழிச் செல்லும் என. 

. வரைதல்: 292” 0 வழிச் செல்லவில்லை எனில், 029 
சேர்க்கவும். 02) 402” எனும் கோட்டை D” 
எனும் புள்ளியில் வெட்டட்டும். 

நிரூபணம்: (40052) = O(ACBD) 
= (A’C’B’D"). 

ஆனால் (402) . = (A’C’B’D') 
ஃ (A'C'B’ D™y = (A’C’B’D’) | 

, A’O’.B’D” — தற் 
** A’D". BIC? ~ A’DB’C"”.. 
BED" es றச் 

ot TAP 3) tao PAP . 

ஆனால்... Bat "எனும்: துண்டை ஒரு குறி 
- ஓரே புள்ளியில் - மட்டுமே பிரிக்க” முடியுமாதல 
4/ள்ளிகள் ஒன்றே : ௪, ற*உடன் பொருந்துகி 
எனும் கோடும் 6 வழிச் செல்கிறது. - 

கிததீதில் 
oe 'எனும் 

அதாவது 2: 
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கிளத்தேற்றம் : 
வேறு வேறு கோடுகளில் அமையும் இரண்டூ இசைப்புள்ளி 

வரிசைகளுக்கு ஒரு ஒத்த புள்ளி பொதுவானால் மற்ற ஒத்த புள்ளி 
களைச் சேர்க்கும் கோடுகள் ஒரு புள்ளி வழிக் கோடுகளாகும் 

  

  

ல் படம் 17, 

கொள்கை: (4௦) -(4 62: --1 

நிரூபிக்க: ' 00, 2.5*, 0” ஒரு புள்ளிவழிக் கோடுகளென 

வரைதல்: CC’, BB’ crab கோடுகள் வில் வெட்டமட்டும். 

0.&வை ஒன்று சேர்க்கவும் 04) எனும் கோடு 2” 

வழிச் செல்லாதாயின் AC’ எனும் கோட்டை 49“ல் 

வெட்டட்டும். 

நிரூபணம் : (402) - 0(4022) 
. = (AC’ 3B’ 73 த் 

ஆனால் (402) - (402: (15) 

“% (A C* B* D*) = (A C? B* D’) 

டமி) ற* உடன் பொருந்துகிறது. 

ஃ டறறச எனும் கோடும் 002, 5.8“ உடன் ஒரு புள்ளி 

வழிக் கோடாகிறது. - 

[குறிப்பு: இந்தக் கிளைத்தேற்றம், உத்திக் கணக்குகளில் * கோடுகள் 

ஒரு புள்ளி வழிக்கோடுகள் ? எனக் காட்டப் பயன்படுகிறது.]
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தேற்றம் 9 

O(ACBD), ௦(402ற) என்ற இரு இசைக் கோட்டுக். 
கற்றைகளில், .4, 0; 8 என்பவை ஒரு கோடமைம் புள்ளிகளாயின், 

ற எனும் புள்ளியும் அதே கோட்டில் அமையும் புள்ளியாகும். 

, ‘ 
Q ௦ 

  

படம் 18, 

நிரூபணம்: .4, 0) 2 எனும் புள்ளிகள் அமையும் கோடு 006 
லும், 0: 02 லும் வெட்டட்டும். 

(ACBE) = O(ACBE) 
_* = O(ACBD) ஆனால் 212ச2- 

“. (ACBE)=-1 
அதேபோல: (40885 ௦” (40- 

(க) 2 (ACBE’) 

. AC.BE — AC.BE’ 
‘* AE.BC ன கறு 

  

. BE BE gaan, s oe EA = = BA cP (16) 

ல் E, ‘EY எதும் புள்ளிகள் ஒன்றே அதாவது D 
, ஸ்கும். :    

ட்டி i பள்ளியும் A, C, ற் அலையும் "கோட்டில்
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கிளைத்தேற்றம் : 

வேறு வேறு முனைகளையுடைய இரண்டு இசைக் கோட்டுக் 
கற்றைகளில், இரண்டிற்கும் ஒரு கோடு பொதுவானால், மற்ற 
ஒத்த கோடுகள் சந்திக்கும் புள்ளிகள் ஒரு கோடமைப் | ஏஸ் 

களாகும். 

இதன் நிரூபணம், தேற்றத்தின் நிரூபணம் போன்றதே. 

அதாவது 

நிரூபணம் : 

oe 

தேற்றம் 

(402) - (ற. ஆனால் 
(ACBD) =-1 246 

(4௦8) இசைப்புள்ளி வரிசையாகும் 

(ACBD) = (ADBC) 

AC.BD _ AD.BC 
AD.BC ~ AC.BD 

Act _ AD? 
CB? ~ DB? 

. AC AD 
* CB = "ps 
oe — என்றால் யேம், யும் வெவ்வேறு புள்ளி 

களல்ல. 

40 ற 
௦2 DB 

(ACBD) =-1 

ACsZCuren O(acbd) = O(adbe) எனின் - O(acba) 

என்பது இசைக்கோட்டுக் கற்றையாகும். (17)
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முமு நாற்கோணமும், முமு நாற்கரமும் 

(Complete quadrangle and quadrilateral) 

  

படம் 19, 

முழு நாற்கோணம் 

மூன்று புள்ளிகள் ஒரு கோடமை 
யாத; நான்கு புள்ளி அமைப்பு 
முழு நாற்கோணம் எனப்படும். 

நான்கு புள்ளிகள் .&, 4, 2. 
ஆகுக. 

இரு இரு புள்ளிகளாக இணைக்க 
மூன்று ஜோடிக் கோடுகள் வரும். 
அவை. மூன்று ஜோடி எதிர்ப்... 

பகல வலவன் அவை 
யாவன ் 

AB, CD; . AC, -BD; 

AD, BC; 

[48 என்றால் A, B எதும் க 
புள்ளிகள் தரும் கோடு 
பொருளாம் ‘] 

   

படம் 20, 

முழு நாற்கரம் 

மூன்று கோடுகள் ஒரு புள்ளி 
வழியல்லாத நான்கு கோட்ட 
மைப்பு முழூ anes எனப் 
படும். ட் 

நான்கு கோடுகள். ay by டம் 

குக. 

இரு இரு 

  

வரல் சந்திக்க 
மூன்று ஜோடி । புள்ளிகள். வரும். 

அவை மூன்று.ஜோடி எதிர் முனை 
களெனப்படும். அவையாவன ₹ 

ab, eds ac, bd; ad, be; 

  

TB என்றால், . 

 : கோடுகள் தரும்” புள்ளி எனப் 
பொருளாம்].
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முமுநாற் கோணம் 

மூன்று ஜோடிப் பக்கங்கள் 
மூன்று புள்ளிகளைத் தருகின்றன. 

AB,CD+G 
AC, BD +. E| மூன்று) 
AD,BC+F| 7 

இவை மூலைப் புள்ளிகள் (04௨ஐ௦- 
nal points) எனப்படும். மூன்று 

மூலைப் புள்ளிகள் ஏற்படுத்தும் 

முக்கோணம்; நாற்கோணத்தின் 
இசை முக்கோணம் எனப்படும். 

முமுநாற்கரம் 
மூன்று ஜோடி முனைகள், மூன்று 

கோடுகளைத் தருகின்றன. அவை 
யாவன £ 

oN ON ர் 

ab, ed > g | 
சூது மூன்று 
ac, bd > ௪ கோடுகள் 
டு சொரஷ { 

ad, be > 7 | 

இவை மூலைக் கோடுகள் 
(diagonal lines) எனப்படும். 
மூன்று மூலைக்கோடுகள் ஏற்படுதீ 

தும் முக்கோணம் நாற்கரதீதின் 
இசை முக்கோணம் எனப்படும். 

முழு நாற்கோணம், முமு நாற்கரம் இவற்றின் 
ஆர்மானிக்குப் பண்பு 

தேற்றம் 1௦0 
. டு ஒரு நாற்கோணத்தின் இரு எதிர்ப்பக்கங்களும், அவை 
சந்திக்கும் புள்ளி வழி அமையும் இசை முக்கோணத்தின் இரு 
பக்கங்களும், இசைக் கோட்டுக் கற்றையாகும். 

(0) ஒரு முழு நாற்கரத்தின் இரு எதிர் முனைகளும், அவை 
களைச் சேர்க்கும் கோட்டில் அமையும், இசை முக்கோணத்தின் 
இரு முனைகளும், இசைப்புள்ளி வரிசையாகும். 

Fe 
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கொள்கை : 

(ட) நிறுவ: 

_ நிரூபணம் : 

௫. 
ee 

தொகுமுறை வரைகணிதம் 

ABCD ஒரு முழு நாற்கோணம்$ FE, 47) ேே அதன் 
மூலைப் புள்ளிகள். FEC என்ற முக்கோணம் இசை 

முக்கோணம்? 118 எனும் கோடு .&88 ல் 

வெட்டட்டும். 

(40) --1 என. 

முக்கோணம் 4” .4யில், கேவாத்தேற்றப்படி 

AK BC FD_ 1 
‘KB CFDA 

மெனிலாஸ் தேற் றப்படி 

AG BC FD_ 4 
GB'CF'DA 

, S222" 
் க மே 

கேழ -- 

F(AKBG) =-1 

F(AEBG) =-1 
ல 

(4) படதீதை முழு நாற்கரமெனக் கொண்டால் .&, ே அதன் 
எதிர்முனைகளாகும் $ .&லே6 20 8*ல் வெட்டட்டும் 

பூ 
se 

நிறுவ: 

நிரூபணம் : 

E, 11: என்பவை நாற்கரதீது ஆர்மானிக்கு we 
கோணத்தின் இருமுனைகளாகும். 

(AECE’) =-1 

முன் நிரூபிதீதபடி 
F (AEBG)=-1 

AC என்ற குறுக்கு வெட்டியில் அமையும் புள்ளி 
வரிசை (42808) - -1 

(ii) வதில் நாற்கரதீதின் மூலைக்கோடு .&08 மற்றிரு 
மூலைக்கோடுகள் 9), 7 என்பவை EF, 22ல் வெட்டு 
கின்றன... 

ஆகவே தேற்றத்தைக் கீழ்வருமாறு கூறுவது வழக்கம். 

ஒரு முமு நாற்கரத்தின் ஒரு மூலைக்கோட்டை மற்றிரு மூலைக் 
கோடுகள் ஆர்மானிக்காகப் பிரிக்கும்.?



கிசைப் புள்ளி வரிசையும் கோட்டுக் கற்றையும் 27 

மாற்று நிரூபணம் : 

  

படம் 22 

400 என்பதை நாற்கரமாகக் கொள்வோம். 

_ ர மம, 770 அதன் மூலைக்கோடுகள். 

"40௮௮, 20, 10 எனும் கோடுகள் 4, யில் வெட்டுகின்றன. 

- திற, 70 எனும் கோடுகள் ல் வெட்டிக்கொள்கின்றன. 

“நிரூபணம் : (AECP) = F(AECP)= (DEBQ)=G(DEBQ) 

“ (AECP) =(CEAP) AC என்ற குறுக்கு வெட்டி 
யில் புள்ளி வரிசை 

உ (428022) 1 

- நேர்கோடு மட்டும் வரைதல் வழி, இருபுள்ளிகளுக்கு, அவற் 
கடல் ஒரு கோடமைப்புள்ளி ஒன்றின் இசைத்துணைப் புள்ளி 

காணல் முறை: 

(படம் 21 பார்க்க) 

4, ம இரு புள்ளிகளாகுக. 

அவற்றைச் சேர்க்கும் கோட்டில் CG மற்றொரு புள்ளியாகுக. 

் 4) மிக்கு யேன் இசைத்துணைப் புள்ளியை கோடுகள் மட்டும் 
வரைந்து காண > 

முறை: 2 ஏதேனும் புள்ளியாகுக. 

214, 772௪ சேர்க்கவும். 

வழி ஏதேனும் ஒரு கோடு 47) 41-48 0, ம எனும் 
புள்ளிகளில் வெட்டட்டும். 

1146-3



28 தொகுமுறை வரைகணிதம். 

40; 28௪ சேர்க்கவும். 

இவை 2யில் வெட்டட்டும். 

2, 88௪ சேர்க்கும் கோடு .&யை Keb Gani Ge. 
அப்போது .&4திக்கு யேன் இசைதீதுணைப் புள்ளி 
& ஆகும். : ௩ 

[நிரூபணம் : தேற்றம் 10ல் காணவும்.] 

பயிற்சி 2 
1. (408)--1 என்றால் AC, AB, AD ஆர்மானிக்குதீ 

தொடரில் உள்ளன எனக் காட்டு, 

2. 4 எனும் துண்டை 0ம் ஆர்மானிக்காகப் பிரிக்கிறது. 
. . 2PB PC. PD 

2 ஏதேனும் ஒரு புள்ளியானால் ந காத என நிறுவுக. 

9. (402) என்ற இசைப் புள்ளிவரிசையில் .&£ியின் நடும் 
புள்ளி ௦ என்றால், ் 

ம 2.42 - DC-DO 
(ii) AB-CD = 2AD:CB = 2AC-BD 

4. இரண்டு வட்டங்கள் யில் வெட்டிக்கொள்கின்றன. ஒரு. 

பொதுத் தொடுகோடு அவற்றை 4டவில் தொடுகின்றன. அதை. 
20 வழிச் செல்லும் விட்டம் LMS வெட்டுகிறது. PQmu LM 
ஆர்மானிக்காகப் பிரிக்கிறது எனக் காட்டு. , 

5. முக்கோணம் .4 யேல், வழக்கமான குறியீட்டைக் கையாள 
A(BC; II); A(OH; 172) இவை இசைக்கோட்டுக் கற்றைகள் 
எனக் காட்டு. . a ் 

6. ..&ம02 ஒரு இணைகரம், இக்கு இணையாக .&7? வரையப் 
படுகிறது. .&(280)- -1 என நிரூபி. ் 

7. ஒரு வட்டதீதில் அமையும் நான்கு புள்ளிகள், வட்டத்தில் ஒரு 
புள்ளியில் இசைக்கோட்டுக் கற்றையை ஏற்படுத்தினால் வட்டத்தில் 
எல்லாப் புள்ளிகளிலும், இசைக்கோட்டுக் கற்றைகளை ஏற்படுத்துகிற 
தென நிறுவுக. ' 

8. ஒரு வட்டத்தின் நான்கு தொடுகோடுகள் யாதேனும் ஒரு 
தொடுகோட்டில் இசைபுள்ளி வரிசைகளை ஏற்படுதீதினால், மற்றத் 
தொடுகோடுகளிலும் அவ்வாறே இசைபுள்ளி வரிசைகளை ஏற்படுத்தும் 
எனக் காட்டு. : ் 

9. 269), .& என்பவை ஒரு வட்டத்தின் இணை நாண்களாகும். 
4 யின் நடுப்புள்ளி ௦. 70 வட்டதீதை மீண்டும் 2ல்.வெட்டுகிறது. 
வில் வரையப்படும் தொடுகோடு QT எனில் Q(ARBT) இசைக்     
கோட்டுக் கற்றை எனக் காட்டு.- ர வவ
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10. : ஒரு வட்டத்தில் .48 ஒரு விட்டம்; .&2? யாதேனும் ஒரு நாண். 
A, மியில் உள்ள தொடுகோடுகள் வெல் வெட்டுகின்றன. யிலிருந்து 
4றிக்கு 28 குதீதுக்கோடானால் 22.58 20 சமமாக வெட்டுகிறதெனகீ 
காட்டு. 

11. 0௦,0 எனும் கோடுகளை 2, வெல் வெட்டும்படி A anf) 
ட் 1 1 1 . 

48 AP* AQ ௭௮ம் 
படி புள்ளி 1884 கொண்டால் கோடுகள் ae ன் நியமப் 

பாதையும் ஒரு கோடு எனக் காட்டு. 

கோடுகள் வரையப்படுகின்றன. 4 29வில்-- 

12. P,Q, RF, S என்பவை ஒரு வட்டதீதின் யாதேனும் ஒரு 
புள்ளியில் இசைக்கோட்டுக் கற்றையை ஏற்படுத்தும் புள்ளிகள் (இசை 

வட்ட வரிசைப் புள்ளிகள்), 269) 8; 2) 95; 15ல் அமையும் 

தொடுகோடுகள். Q, இல் உள்ள தொடுகோடுகள், இவை ஒரு 

கோடமைப் புள்ளிகளில் வெட்டிக்கொள்கின்றன எனக் காட்டு. 

13. ABC என்ற முக்கோணத்தில் BC நிலையாகவும் .& ஒரு 
கோட்டில் நகருவதாகவும் உள்ளது. இன்னொரு குறிப்பிட்ட கோடு 

4) 46 7, டுவிலும் வெட்டுகின்றன. 0) 02? இவை வெட்டும் 
* புள்ளியின் நியமப்பாதை ஒரு நேர்கோடெனகீ காட்டு, 

14.* 4280 என்ற முக்கோணத்தில் க்கு இணையான 29 எனும் 

கோடு 48 2யிலும் 4 வை பூவிலும் வெட்டுகிறது. 02) ட ல் 

வெட்டிக்கொள்கிறது. AP, BCuldér மையக்கோடு எனக் காட்டு. 

15. 4280 என்பது ஒரு முக்கோணம். .& ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி. 

K a eG Gar@ BC, CA, AB®@ RP, 6), 3ல்: சந்திக்கிறது. 

2,69,% ௩ இசைப்புள்ளி வரிசையாக அமைய எத்தனை கோடுகள் 

acinar ‘ 

16. ஒரு மூக்கோணதீதில் சுற்றுவட்ட மையம் மையக்கோட்டுசி 

சந்தி, ஒன்பது புள்ளிவட்டமையம். மையக்குத்து சந்தி இவை இசைப் 

புள்ளி வரிசை எனக் காட்டு. 

17. DPQ, DRS aérp D aps Car@acr, APR, AQS cranib 

A alps Car@str P2oursd arsirG கோடுகளை மாற்றினால் re 

98 இவை வெட்டும் புள்ளியின் நியமரேகை என்ன ₹ 

18. 49 எனும் கோடு லே யேல் சந்திக்கிறது. யில் உள்ள 

77 எனும் புள்ளி வழிச் செல்லும் 47 எனும் கோடு BD#RS Qa 

Qa Gaps. CQ, ED எனும் கோடுகள் 43ல் வெட்டிக்கொள்கின்றன. 

2, க எனும் கோடுகள் 2ல் வெட்டிக்கொள்கின்றன. 25 எனும் 

புள்ளி 80யில் நகரும்போது 2 நிலைப்புள்ளி என நிரூபி.



8. வட்டங்களின் ஆர்மானிக்குப் பண்புகள் 
(Harmonic Properties of Circles) 

குத்துவட்டங்கள் 
(Orthogonal Circles) 

4 எனும் புள்ளியை மையமாகவுடைய வட்டத்தை ©(A) cord 
குறிப்போம். ் - 

  

படம் 28, 

(4) 62 2 எனும் புள்ளியில் வெட்டட்டும். வட்டங்களுக்கு 
இடையேயுள்ள கோணம் என்பது 2 எனும் புள்ளியில் வட்டங்களுக்கு 
வரையப்படும் தொடுகோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணமாகும். 

ஆனால் தொடுகோடுகள் முறையே AP, BPégd குத்தாகும். 
ஃ அவற்றிடையேயுள்ள. கோணம் _.42ககுசீ சமம், 
ஃ. இரண்டு வட்டங்களுக்கிடையேயுள்ள கோண்ம், அவை வெட்டும் 

புள்ளிக்கு வரையப்படும் ஆரங்களிடையேயுள்ள கோணமாகும்.
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வெட்டுங்கோணம், செங்கோணமாயின்; வட்டங்கள் குத்து 

வட்டங்கள் எனப்படும். 0(4) 17 6() ஆக அமைநீது Pulled 

வெட்டினால் LAPB=90° Heb. PBL’ AP ஆனதால் 2.8 O(A)S 

குதீ தொடுகோடாகும். அதேபோல 2.4 (29)க்குத் தொடுகோடாகும். 

  

படம் 24, 

(i). ஆகவே இரண்டு வட்டங்களில் ஒன்றன் மையத்தி 

னின்று மற்ற வட்டத்திற்குள்ள தொடுகோட்டின் நீளம், ஆரத் 

திற்குச் சமமானால், இரண்டூ வட்டங்களும் குத்தாகும். 

(4) மறுதலையாக, இரண்டூ வட்டங்கள் ஒன்றற்கொன்று 

குத்தானால், ஒன்றன் மையத்தினின்று மற்றதற்குள்ள தொடு 
கோட்டின் நீளம், அந்த வட்ட ஆரத்திற்குச் சமமாகும். 

அதாவது (4), (9) இருவட்டங்கள் ஆகுக. 

(ஆயின் ஆரம் க ஆகுக. 

யிலிருந்து (க்கு கஷஷயபிபறுக் தொடுகோட்டு நீளம் 

74 ஆகுக; 

(i) t, = ௨ என்றால் @(A) Lr ©(B) 

(ii) @(A) L” O(B) tar@bt, =a
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தேற்றம் 11 

இரண்டு வட்டங்கள் ஒன்றற்கொன்று குத்தானால், ஒன்றன் 
விட்டத்தை மற்றது ஆர்மானிக்காகப் பிரிக்கும். 

  

  

படம் 25, 

கொள்கை: () @(A) L’ @(B) 

நிரூபிக்க : 

| நிரூபணம் : 

(48 மையமாகவுடைய வட்டமும் 8884 மையமாக' 
வுடைய வட்டமும் ஒன்றற்கொன்று குத்தாகும்.) . 

2) 6(4)யின் விட்டம் 2 0வை ©(B), XY எனும் 
புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. 

(PXQY) = -1 

வட்டங்கள் 7'யில் வெட்டட்டும். 

6(௫) 17 (2) ஆதலால் 
AT, ait (9)க்குத் தொடுகோடு. 

AX.AY = AT? 

= AQ? (¢ AQ = AT aL ஆரம்) 
ஆனால் 29 விட்டம் ஆதலால் டார் See 
4 ஆகும். :அதாவது AP = AQ. 

வை X, Y எனும் an ஆர்கானிக் 
பிரிக்கின்றன. (தேற்றம் 5) அஸ்கா ட ௫." Bean
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தேற்றம் 1௨ 

(மறுதலை) 
இரண்டு வட்டங்களில், ஒன்றன் விட்டத்தை மற்றது 

ஆர்மானிக்காகப் பிநித்தால் அவை குத்து வட்டங்களாகும். 

  

  

படம் 26. 

ம கொள்கை : (10) 6(4)யின் விட்டம் 2 வை 06(2) X, யில் 
ஆர்மானிக்காகப் பிரிக்கிறது. 
அதாவது (291) - <1 

நிரூபிக்க: O(A) 1” O(4). 

- நிரூபணம் : வட்டங்கள் 7'யில் வெட்டட்டும். 

(PXQY) = -1 

ஆனால் .&2 - .&4டு [29 விட்டம் .& மையமாதலால்] 

4247 422 

ஆனால் 42.47 12 

[₹,-.4யிலிருந்து வட்டம் (9)க்குள்ள தொடுகோட்டு 
நீளம்.] 

உர் ட 40 ௪ வட்டஆரம். 

உ வட்டங்கள் ஒன்றற்கொன்று குத்தாகும். 

ஒரு வட்டத்தின் தன் மாற்றுப் புள்ளிகள் : ஒரு வட்டதீதின் 
விட்ட நுனிகளுடன் இசைப்புள்ளி வரிசையில் அமையும் அரு புள்ளிகள் 
அந்த வட்டத்திற்குத் தன் மாற்றுப் புள்ளிகள் (10728௦ ற௦10%5 17௦௭
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$%உ ௦1௪01 எனப்படும். படம் 25ல், 48 மையமாகவுடைய வட்டத் 

திற்கு 29 விட்டமாகும், 2, 1 எனும் புள்விகளுடன் 269) இசைப் புள்ளி 

வரிசையில் அமைகின்றன. அதரவது (2491)--1; ஆகவே 41 

வட்டதீதிற்கு தன் மாற்றுப் புள்ளிகளாகும். 

இவ்வாறு அமையும்போது 2டவின் நடுப்புள்ளி வட்ட மையம் 

4 ஆகும். 
ல 441௧2 (வட்ட ஆரம் ௦) 

இந்தத் தொடர்பைத் தன் மாற்றுப் புள்ளிகட்கு விளக்கமாகக் 
கொள்வதும் உண்டு. அதரவது 48 மையமாகவுடைய ஒரு வட்டத் 
தின் விட்டதீதில் ..4%..477-2 (௨ வட்ட ஆரம்) எனும்படி 4, 3 புள்ளி 
கன் அமைந்தால் அவை வட்டத்தின் தன் மாற்றுப் புள்ளிகளெனப் 

- படும். 29 அந்த விட்டதீதின் நுனிகளானால் (224092) 1 ஆகும். 

இசைக்கோடும், இசைப்புள்ளியும் 

(Poles and Polars) 

தேற்றம்' 18 

ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி வழி ஒரு வட்டத்திற்கு வரையப்படும் 
நாண் முனைகளுக்குள்ள, புள்ளியின் இசைத் துணைப் புள்ளியின் 
நியமப்பாதை ஒரு நேர்கோடாகும். 

  
படம் 22..-
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கொள்கை : (1) ௦ எனும் புள்ளியை மையமாகவும் ௨ எனும் நீள 
முள்ள ஆரமும் உள்ள வட்டம் டூ (0) 
(ம) 2 என்பது ஒரு புள்ளி. 
(14) 2 வழி .&2 ஏதேனுமொரு நாண், அதில் 
4மக்கு 2யின் இசைத் துணைப் புள்ளி 6. 

நிரூபிக்க : AB மாறும் போது (ஆனால் 2 வழியே சென்று): 
டுவின் இயங்குவழி ஒரு நேர்கோடென. 

வரைதல் : 0௦க்கு 924 எனும் குதீதுக்கோடு வரைக. 

நிரூபணம் : (429)--1) 

் 1: 22₹09-2005 . 

© மிவெை விட்டமாகவுடைய வட்டம் 2?” வழிச் செல் 
கிறது. அதன் விட்டமாகிய 2 வை வட்டம் டூ (0). 
.4றியில் ஆர்மானிக்காகப் பிரிக்கிறது. 

© (O)LO PP’Q. 
ஸ் விலிருந்து, வட்டம் 227“9விற்கு வரையப்படும் தொடு கோட் 

டின் நீளம் அதன் ஆரம் * ஆகும். ஆனால் தொடுகோட்டின் நீளம். 

= VOP.OP’. 

: OP.OF* = 1 
டு எங்கு இருப்பினும் அதிலிருந்து 02£கீகு வரையப்படும். 

குதீதுக்கோட்டின் அடி 7” நிலையானது. 

உ டவின் நியமப்பாதை மெக்கு 2ல் அமையும் குதீதுக். 

கோடாகும். 

குறிப்பு 3: (.4289)--1 என்றால் 29வை விட்டமாகவுடைய 
வட்டம் 45 வழி வட்டங்களுக்குக் குதீதாகவுள்ளது எனும் 
தேற்றத்தைப் பயன்படுதீதியுள்ளோம். 

குறிப்பு 2: வென் நியமப்பாதையாகிய நேர்கோடு வட்டத்திற்கு. 

யின் இசைக்கோடு (௦1௨) எனப்படும். 2 அந்தக். 
கோட்டின் இசைப் புள்ளி (௦1௮) எனப்படும். 

குறிப்பு 8: OP.OP’=r? ஆவதால் 2), 7?” எனும் புள்ளிகள் வட்டத். 

திற்குதீ தன் மாற்றுப் புள்ளிகளாகும். 

ஆகவே வை மையமாகவுடைய வட்டத்திற்கு £யின் இசைக் 

கோடு, ௦2 எனும் கோட்டிற்கு யின் தன் மாற்றுப் புள்ளியில் குத்தாக 

அமையும் கோடாகும் எனத் தெரிகிறது. 

, மறுதலையாக £யின் இசைக்கோடு 02யை 4£யின் தன் மாற்றுப் 

புள்ளியாகிய 17”*ல் வெட்டுகிறது எனவும் தெளிவாகிறது.
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தேற்றம் 14 

ஒரு வட்டத்திற்கு .க4 எனும் புள்ளியின் இசைக்கோடூ பீ வழிச் 
செல்லுமாயின், டீயின் இசைக்கோடு .4 வழிச் செல்லும். 

—_—_ 

   
   

  

படம் 28, 

கொள்கை : .4 என்பது ஒரு புள்ளி. வட்டம்: (0)க்கு டண 
் ட இசைக்கோடு 2 வழிச் செல்கிறது. 

நிரூபிக்க : இன் இசைக்கோடு .4 வழிச் செல்லும் என. 

வரைதல் : .&4£8சீ சேர்க்கும் கோடு, வட்டத்தை ஷ் எனும் 
புள்ளிகளில் வெட்டட்டும். 

நிரூபணம் : 2 எனும் புள்ளி .4யின் இசைக்கோட்டில் அமைவ 
தால், 2வக்கு .&யின்” அலசத், பரவப் புள்ளி 
யாகும். 

ஃ  மிவெக்கு மயின் இசைத் துணைப்புள்ளி A ஆகும். 
ட இசைக்கோட்டின் விளக்கப்படி, , A. எனும் புள்ளி. 

மியின் 'இசைக்கோட்டில் Pet a 
அதாவது £யின்' Barrier: a 5 எதும் புள்ளி 
வழிச் செல்லுகிறது. ர் 

குறிப்பு ஒரு, புள்ளியின் ' .'இசைக்கோடு இன்னொரு புள்ளி வழிச் 
"செல்லுமாயின்; இரு புள்ளிகளும் ஒன்றற் று துணை 
_மியப் : புள்ளிகள் (Conjugate poin 

ல் அமையும் 
- ஓவ்வொரு புள்ளியும் அதன் துணையியப் புள்ளியாகும்.
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தேற்றம் 15 

[தேற்றம் 14ன் இருபான்மை நெறித் தேற்றம்] 

_ [Dual Theorem of Theorem 14] 

ஒரு வட்டத்திற்கு * ௨? எனும் கோட்டின் இசைப் புள்ளி, 6b’ 

எனும் கோட்டில் அமை ந்தால், 5இன் இசைப் புள்னி, * ஈ?யில் 
அரையும், 

₹௩3இன் இசைப்புள்ளி .& ஆகுக 

₹053இன் இசைப் புள்ளி 5 ஆகுக 

“. யின் இசைகீகோடு ₹௨? ஆகும் 

யின் இசைக்கோடு ₹%3 ஆகும் 

4 எனும் புள்ளி 0ல் அமைந்துள்ளது (கொள்கை) 

அதாவது £மயின் இசைக்கோடாகிய 6, .4 வழிச் செல்கிறது. 

“உ..4இன் இசைக்கோடு * ௨! 2 வழிச் செல்லும். 

உ௰இன் இசைப்புள்ளி 2, : ௪?இல் அமையும். 

“குறிப்பு: ஒரு கோட்டின் இசைப்புள்ளி இன்னொரு கோட்டில் அமைந் 
. தால், இரு கோடுகள் ஒன்றற்கொன்று துணையிய 

த கோடுகள் (லே12௨1௨ 11௦௮5) எனப்படும். 

குறிப்பு 1: இரண்டூ புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் இசைப் 

புள்ளி, அப்புள்ளிகளின் இசைக்கோடுகளின் சந்தி 
யாகும். 

4, £ என்ற இரு புள்ளிகளின் இசைக் கோடுகள் முறையே ௨, 5 
ஆகுக. 

௨, 6 சந்திக்கும் புள்ளி 1, ஆகுக. 

.4யின் இசைக்கோடு 6, / வழிச் செல்வதால் இன் இசைக்கோடு 

1. வழிசீ செல்ல வேண்டும். 

மயின் இசைக்கோடு யும் 1. வழிச் செல்வதால், இன் இசைக் 
கோடு .2 வழியும் செல்ல வேண்டும். 

“ LOs இசைக்கோடு .& 8 ஆகும். அதாவது .4 மீயின் 
அசைப்புள்ளி /, ஆகும். 

4; ம என்ற இரண்டு புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் கோட்டை A B 
- எனக் குறிப்பது போன்று ௨, 6 எனும் இரண்டு கோடுகள் வெட்டும் 

புள்ளியை 5 என்று குறிப்போம். அப்போது .&யின் இசைப்புள்ளி 

8$ என வருகிறது. %$யின் இசைக்கோடு .49 எனவுமாறுகிறது.
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குறிப்பு 2: அதாவது இரண்டூ கோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் 

இசைக்கோடு, அவற்றின் இசைப் புள்ளிகளை இணைக் 

கும் கோடாகும் எனதீ தெரிகிறது. 

குறிப்பு (1) (2) ஒன்றற்கொன்று இருபான்மை நெறிப்பண் 

பெனக் காண்கிறோம். 

தேற்றம் 16 

நான்கு புள்ளிகள் ஒரு கோட்டின் இசைப்புள்ளி வரிசை 

யானால், ஒரு வட்டத்திற்கு அவற்றின் இசைக் : கோடுகள் 

இசைக் கோட்டுக் கற்றையாக அமையும். 

  

  
படம் 29. 

4௨0 எனும் புள்ளிகள் / எனும் கோட்டில் அமைகின்றன. 
௦ என்பது ஒரு வட்டத்தின் மையம், 4, எனும் புள்ளி 4 எனும் 
கோட்டின் இசைப்புள்ளியாகுக. 

1 இன் இசைக்கோடு 613) A, B, Cy D எனும் புள்ளிகள் 
வழிசீ.செல்வதால், .&, 3, 22 எனும் புள்ளிகளின் .இசைக்கோடுகள் 

a,b,e,d என்பவை 7, வழிசீ செல்லும் கோடுகளாகும், இவ்வாறு 
ஒரு கோடமைப்புள்ளிகளின் இசைக்கோடுகள்,; ° ஒரு புள்ளி வழிக் 
கோடுகளாகின்றன. 

அன்றியும் ௧.0.4 61702, ௦1706 dLOD “(abe d) 
எனும் . கற்றையும் O(ABCD) எனும் ண்ட் சம கோணங்களை 
அடக்கல் கோட்டுக் கற்) றயாகும். 

*. (abed).= O (ABCD) = (ABCD) 

(ABCD) = =1 stra L (abed) = ~1 ஆகிறது.
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தன்னிசை முக்கோணம் : ஒரு வட்டத்திற்கு ஒரு முக்கோணதீ 

தின் பக்கங்கள், எதிர் முனைகளின் இசைக் கோடுகளானால், அத்தகைய 

மூக்கோணம் வட்டத்திற்கு தன்னிசை முக்கோணம் (5௦12 

conjugate triangle) seriuGds. முக்கோணதீதிற்கு வட்டம் 

தன்னிசை வட்டம் (Polar circle) எனப்படும். 

ஒரு வட்டம் தரப்பட்டால் அத்தகைய முக்கோணம் உளதா 

என்பதை ஆராய்வோம். 

  

படம் 30. 

௦ எனும் புள்ளியை மையமாகவும் * ஆரமும் உள்ள வட்டத்தைக் 

கொள்வோம். 

4யாதாயினும் ஒரு புள்ளியாகுகக அதன் இசைக்கோடு ‘a’ 

ஆகுக. 

0.4க்கு .4யின் தன்மாற்றுப் புள்ளியாகிய .47ல் 6693 குதீதாக 

அமையும். [ஃ OA.OA’=r?] 

6 ௩3ல் 8 எனும் ஏதேனும் ஒரு புள்ளியைக் கொள்க. 

4யின் இசைக்கோடு 29 வழிச் செல்வதால் யின் இசைக்கோடு 

4 வழிச் செல்ல வேண்டும். அத்துடன் 04க்குக் குதீதாகவும் இருக்க 

வேண்டும். 

ஃ-௦மக்கு 41 எனும் குதீதுக் கோடு வரைக, இது 4£யின் 

இசைக்கோடு 6 ஆகும்.
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2”, மீயின் தன்மாற்றுப் புள்ளியாகும் [ஃ& 08.08₹௭4] யும் 

யும் யேல் சந்திக்கட்டும். . 

உ .4மயின் இசைப் புள்ளியாகும். 

௨௦) 04). .& முறையே 4; 2, யேன் இசைக் கோடு 

களெனதீ தெளிவாகிறது. 

குறிப்பு 1: .& தளதீதில் ஏதேனும் ஒரு புள்வியாதலாலும் .4-ன் 
இசைக்கோட்டில் 3 ஏதேனும் ஒரு புள்ளி ஆதலாலும், 
வட்டம் தரப்பட்டால் மிகப் பலத் தன்னிசை முக்கோணங் 
கள் காண முடியும் எனத் தெரிகிறது. 

குறிப்பு 2: ௦.4, 02, 00 எனும் கோடுகள் 580) 0.4, .4மக்குக் 

: குதீதுக் கோடுகளாதலால், வட்டமையம் முக்கோணதீ 
தின் குத்து சந்தி (Ortho centre) எனவும் தெரிகிறது. 

குறிப்பு 8: 0.4.04702.04*--72 என வருவதால் .&,.47; 2,285) 
- வுக்கு ஒரே புறமாக அமைகின்றன. அதாவது குதீதுச் 

சந்தி முக்கோணதீதிற்கு வெளியே அமைகிறது. 

உ. முக்கோணம் விரிகோண முக்கோணம் எனவும் தெரிகிறது. 

தன்னிசை வட்டம் (௦1௨௨ ௦101௮) ₹ 

  

  

படம் 31. 

uN 

480 விரிகோண முக்கோணமாகுக. 

AA’; BB’; CC’ «St பக்கங்களுக்கு வரையப்படும் குத்துக் 
கோடுகளாகுக. அவை 0 எனும் குதீது சந்தியில் சந்திக்கின்றன.
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AA’ CO’; AA’ BB’; BB’ CC’ Bow att நாற்கரங்களாத. 

லின் 04,04* 2 02.02” - 00.00 - 23 (ஆகுக). 

வை மையமாகவும் £ நீள ஆரமுள்ள.வட்டதீதிற்கு 90 0.ஃக்கு 

.47யின் தன்மாற்றுப் புள்ளியாகிய .4*ல் அமையும் குதீதுகீ கோடாகும். 

வட்டத்திற்கு .4யின் இசைக்கோடு 0 ஆகும். இதே 

போன்று, 9, யேன் இசைக் கோடுகள், முறையே 0.4, AB AG. 

இந்த வட்டத்திற்கு, ABC தன்னிசை முக்கோணமாகும். 

ஆகவே, 

(0 விரிகோண முக்கோணம் தரப்பட்டால் அது ஒரே ஒரு 

வட்டதீதிற்கு மட்டும் தன்னிசை முக்கோணமாகிறது. 

அத்தகைய வட்டத்தின் பெயர் முக்கோணத்தின் 
தன்னிசை வட்டம் (2௦1௨௨ ௦101௨ of the triangle) 

எனப்படும். 

Gi) முக்கோணம் குறுங்கோணமானால் 0 முக்கோணத்ீதிற் 
குள் அமையும். 0.4-0.4* எதிரெண்ணாகும். ஏனெனில் 

0.4, 0.4* எதிரெதிர்தீ திசையுடையவை. . தன்னிசை 

வட்ட ஆரவர்க்கம் . 0.4:0.4£ எதிரெண். .% ஆரம் 

aputer Berapmr_wg (Imaginary radius) depo 
மையம் மெய்ப் புள்ளியாகும். ஆகவே தன்னிசை வட்டம் 

உள்ளது. ஆனால் அது கற்பனை வட்டம் என்கிறோம். 

” [அதாவது நெறித் தொடர்சீசிக் கொள்கையால், இங்கும் 
வட்டம் உள்ளது என்கிறோம்.] 

(ili) ABC என்ற முக்கோணத்தில் 44590” ஆனால் 
தன்னிசை: வட்ட ஆரம்--0, குத்து சந்தி.4&. தன் 
னிசை வட்டம் ௩ எனும் புள்ளி வட்டம் (1௦1௩ ௦11௦1௦) 

ஆகும். 

ஒரு முக்கோணத்தின் தன்னிசை வட்டம் வரைய.- (படம் 30 

பார்க்கவும்). 

420 முக்கோணம் ஆகுக. இதற்குத் தன்னிசை வட்டம் மெய் 

வட்டமானால். ஒரு கோணம் விரிகோணமாதல் வேண்டும். .4 எனும் 

கோணம் விரிகோணமாகுக. முக்கோணத்தின் குதீதுயரகீ கோடுகள் 

AA’, 005) 00” எதிர்பக்கங்களை A’, B’, மேயில் சந்திக்கவும். 

௦ எனும் புள்ளி குத்துமையம் ஆகுக. 04, 0.4” எனும் நீளங்களுகீ 

குப் பெருக்கிடை (06200௨௨11௦ ௩௨) காண்க. அது 02, ஆகுக, 

௦வை மையமாகவும், 07. எனும் நீளம் ஆரமுள்ள வட்டம் வரையப் 

படின் அது முக்கோணத்தின் தன்னிசை வட்டமாகும்.
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தேற்றம் 17 

ஒரு வட்டத்தில் வரையப்பெறும் முழு நாற்கோணத்தின் இசை 
.முக்கோணம், வட்டத்திற்குத் தன்னிசை முக்கோணமாகும். 

  
  

"கொள்கை : 

. நிரூபிக்க : 

-வரைதல் : 

நிரூபணம் : 

  

படம் 32. 

வட்டதீதில் அமையும் நான்கு புள்ளிகள் .&02 
யால் ஆன நாற்கோணத்தின் இசை முக்கோணம் 
292 ஆகும். 

2095 வட்டதீதிற்குத் தன்னிசை முக்கோணமென 

PR, ABB Hab, மல இலும் வெட்டட்டும். 

முழு pre தின் ஆர்மானிக்குப் பண்பின்படி 
2 (க - 
(DKCQ) = Mi; (AHBQ) = ம 

*. AB, DC sréruma Q aif probrsarreb. Dap 
நில் வின் இசைத் துணைப்புள்ளிகள் 17, 2: ஆகும். 
ஆகவே இவை (வின் இசைக்கோட்டில் அமையும். 

வின் இசைக்கோடு 77.6. அதாவது 

8 

புவின்' இசைக்கோடு 128. இதேபோல் 
சியின் இசைக்கோடு 92, 

யின்.இசைக்கோடு 29 '- 

_ வட்டதீதிற்கு 202 தன்னிசை முக்கோணமாகும்.
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தேற்றம் 138 _ 
ஒரு முழு நாற்கரத்தின் நான்கு கோடுகள் ஒரு வட்டத்திற்குத் 

தொடுகோடுகளாக அமைந்தால், அதன் இசை முக்கோணம் 
வட்டத்திற்குத் தன்னிசை முக்கோணமாகும்.    

படம் 33. 

கொள்கை: ௨, 6. ட 8 எனும் கோடுகள் ஒரு வட்டத்திற்குத் 

நிரூபிக்க : 

நிரூபணம் : 

1146-4 

தொடுகோடுகளாகும். 

abed என்ற நாற்கரத்தின் இசை முக்கோணம் 
வட்டதீதிற்குதீ தன்னிசை முக்கோணமென. 

௨, 5. டிம் என்பவை வட்டத்தை .4, 25, 0, 9 என்ற 

புள்ளியில் தொடட்டும். .4யின் இசை 

முக்கோணம் PQR AEs. 

வட்டதீதிற்கு 19: தன்னிசை முக்கோணம் ஆகும். 
24, 2, 22), 209) என்பவை ஒரு புள்ளி 7, வழிக் 

கோடுகள்... 

அவற்றின் இசைப்புள்ளிகள் ஒரு கோடமைப்புள்ளி 
களாகும். 

கா =a $ 
இசைப் புள்ளிகளாவன 3: ௨ ) 6, 5 ஆகும்.
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... நாற்கோட்டதீதின் மூலைக்கோடு ab, be இவற்றைச் 

சேர்க்கும் கோடு, அதாவது 9£ ஆகிறது. இதே 

போல மற்ற மூலைக்கோடுகள் 82 29 என்பவை 

யாம். ஆகவே நாற்கரத்தின் இசை முக்கோ 

ணமும் 2297 ஆகிறது. இது. வட்டதீதிற்கு தன் 

னிசை முக்கோணம் என்று முன்னரே சொன்னோம். 

ஃ.. வட்டதீதைத் தொடும்: கோடுகள் நான்கினால் அமை 

யப்பெறும் நாற்கரதீதின் இசை முக்கோணம், 

வட்டத்திற்கு தன்னிசை முக்கோணம் எனத் 

தெரிகிறது. 

குறிப்பு 2: ஒரு வட்டத்தில் வரையப்படும் நாற்கோணமும், நாற் 

கோண முனைகளில் வரையப்படும் நான்கு தொடுகோடூ 
களாகிய நாற்கரமும், ஒரே முக்கோணத்தை இசை 
முக்கோணமாக அமைந்துள்ளன என்றும், அந்த 
முக்கோணம், வட்டத்திற்குத் தன்னிசை முக்கோணம் 
என்றும், மேலே கூறிய தேற்றத்தின் நிரூபணத்தால் தெளி 
வாகிறது. இதையே தேற்றமாகக் கூறுவதும் உண்டு. 

  

uLtb 34, 

கோடூ வரைதல் வழி (37 ௩1 Construction) ஒரு வட்டத் 
திற்கு ஒரு புள்ளியின் இசைகோட்டை அமைத்தல். | 

வட்டமும்; P எனும் புள்ளியும் தரப்பட்டுப்கிதுர் : வட்டத்திற்கு 
அயின் இசைக்கோட்டை அமைக்க,
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2 வழி இருகோடுகள்;, வட்டத்தை முறையே 4, 2; 0, 2;யில் 
வெட்டும்படி வரைக. A, B, C, D, யில் சந்திக்கின்றன. 4 02 
40) மீமியில் ட), ல் சந்திக்கட்டும். அப்போது 294) நாற்கோணதீ 
தின் இசை முக்கோணமாகும். ஆகவே வட்டதீதிற்குத் தன்னிசை 
முக்கோணமாகும். .ஃ ட, யின் இசைக்கோடாக அமைகிறது. 

கோடூ வரைதல் வழி (7 ஈய ௦051௦11௦00) ஒரு வட்டத் 
திற்கு, ஒரு கோட்டின் இசைப் புள்ளி காண. 

‘1? என்பது ஒரு கோடாகுக், 

டி ம) என இரு புள்ளிகளைக் கோட்டில் கொள்வோம். முன் 
சொன்னபடி, இவற்றின் இசைக்கோடுகள் ட), 4, நெ % வரைவோம். 
இவையிரண்டும் /, எனும் புள்ளியில் வெட்டினால் [இன் இசைப்புள்ளி 
2. ஆகும். ஏனெனில் 2, 2; வழிச் செல்லும் கோட்டின் இசைப்புள்ளி) 
அவற்றின் இசைக்கோடுகள் சந்திக்கும் புள்ளி ஆகும். 

 இருபான்மை நெறித்? தத்துவம் . 
(Principle of Duality) 

இசைப் புள்ளி வரிசை; இசைக் கோட்டுக் கற்றை; முழு நாற் 
கோணம்; முழு நாற்கரம் இவைபற்றிய தேற்றங்களை ஆராய்ந்தால் 

் ஒரு உண்மை புலப்படும். அதாவது ஒவ்வொரு, ₹புள்ளி, கோடு ? 

தொடர்பைத் தரும் தேற்றத்திற்கும் ஓதீத கோடு, புள்ளி? 
தொடர்பைத்தரும் தேற்றங்கள் வரும். இந்த உண்மையை மேலும் 

இசைக், கோடுகள்) இசைப் புள்ளிகள், இசைத் துணைப் புள்ளிகள், 

இசைதீ துணைக் கோடுகள் இவைகளைப் படிக்கும்போதும் தென்படு 
கிறது. ஒதீத தொடர்புகளைக் கீழே கூறுவோம் : 

புள்ளி, கோடூ தொடர்பு கோடூ புள்ளித் தொடர்பு 

1 இருபுள்ளி. வழிக்கோடு இருகோடு சேரும் புள்ளி 

2 .&ம எனும் கோடு ab எனும் புள்ளி 
3 4 எனும் புள்ளி ॥/ எனும் கோட் ௨ எனும் கோட௫ /, எனும் புள்ளி 

- டில் அமையும். வழிச் செல்லும் 

4 கோட்டில் அமையும் புள்ளி புள்ளி வழிக் கோட்டுக் கற்றை 
வரிசை 

5 இசைப் புள்ளி வரிசை இசைகீ கோட்டுக் கற்றை 
6 ஒரு நாற்கோணம் - நாற்கரம் 
7 வட்டதீதின்மேல் புள்ளி -.. வட்டதீதைதீ தொடும் கோடு 

8 இசைப்புள்ளி இசைக்கோடு 
9 இரு புள்ளிகளைச் சேர்கீகும் இரு கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 

கேட்டின் அகிசைப்புள்ளி, யின் இசைக்கோடு, கோடு 

புள்ளிகளின் இசைக்கோடு களின் இசைப்புள்ளி வழிக் 
களின் சந்தி கோடு
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எனத் தேற்றங்கள் ஒத்து வருவதைக் காணலாம். ஆகவே * புள்ளி 

கோடு தொடர்பு ? நெறியை நிலைநாட்டினால் இந்தத் ததீதுவப்படி 

கோடு, புள்ளி ? தொடர்பும் நிலை நாட்டப்பட்டதாகக் கொள்ளலாம். 

எடூத்துக்காட்டாய் : ₹* ஒரு வட்டத்திற்கு இரு தணையிய புள்ளி 

களும் அவைகளைச் சேர்க்கும் கோடு வட்டத்தை வெட்டும் புள்ளிகளும் 

இசைப் புள்ளி வரிசையாகும் ? என்பது 64 இசைக்கோட்டின் விளக்கத்தி 

லிருந்து தெற்றெனத் தெளியும் உண்மையாகும். 

இதிலிருந்து வரும் ௫ இருபான்மை நெறி?த் தேற்றம் * இரு இசைதீ 

துணைக்கோடுகளும் அவை வெட்டும் புள்ளியிலிருந்து வட்டதீதிற்குள்ள 

இரு தொடூ கோடுகளும் * இசைக் கோட்டுக் கற்றையாகும் ? என்பதாம். 

இதை நிறுவ வேற்று நிரூபணம் தேவையில்லை. முதல் தேற்றத்தை 

நிறுவி, * இருபான்மை நெறியினால்,? இந்த உண்மை புலனாகிறது 

எனவும் நிலைநாட்டலாம். 

“நெறித் தொடர்ச்சி” தத்துவம் 
(Principle of Continuity) 

கணித விதியில் ₹ விலக்குகள் ? (15%௦2*1௦1௩) நேரிடா வண்ணம் 
தவிர்க்க 6 நெறித் தொடர்ச்சி? எனும் கொள்கை புகுத்தப்படுகிற து. 

எடுத்துக்காட்டாய், ஒரு வட்டதீதை ஒரு கோடு கரண்டு புள்ளிகளில் 

வெட்டலாம்; அல்லது தொடலாம், அல்லது வெட்டாமலும் இருக்கலாம், 

என மூன்று நிலைகள் வருகின்றன. இவ்வாறின்றி ஒரே விதியாகக் கூற 

வேண்டுமாயின் அதாவது விலக்குகளைதீ தவிர்க்கவேண்டுமாயின் சில 

கருதீதுக்களைப் புகுத்தவோ அல்லது உள்ள கருத்தின் பொருளை விரிவு 

படுத்தவோ தேவைப்படும். ₹* ஒரு கோடு வட்டத்தை இரண்டு புள்ளி 

களில்? வெட்டும் எனக்கூறி வெட்டும் புள்ளிகள் ஒன்றுடன் ஒன்று 

பொருநீதினால் கோடு தொடூ கோடெனப்படும். வெடீடாவிடில், மெய்ப் 

புன்ளிகளில் மட்டும் வெட்டவில்லையே ஒழிய, * கற்பனைப் புள்ளிகளில் ? 
வெட்டுகிறது எனக் கோட்டில் கற்பனைப் புள்ளிகளும் உள்ளன எனக் 

கூறுகிறோம். வரை கணிதத்தை இயற்கணிதம் வழி ஆராயும்போது 

6 எவ்வாறு கற்பனை எண்கள் ? பயன்படுகின்றனவோ அதுபோன்று 

தொகு முறையில் ஆராயும்போது (0௨1; கநரம்19௨11௦ ரவ௦111௦4) 

 நெறிதீ தொடர்சீசி!த் ததீதுவம் பயன்படுகிறது. எடுதீதுக்காட்டாய் ₹ 

வட்டத்தில் 6 இரண்டு இசைத்துணைப் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடு! 

வட்டதீதால் ஆர்மானிக்காகப் பிரிக்கப்படுகிறது என்பது ஓர் உண்மை. 

கோடு; வட்டத்தை வெட்டாவிட்டாலும், புள்ளிகள் உள்ளன. ஆனால் 
அவை மெய்ப்புள்ளிகளல்ல, ₹ கற்பனைப்புள்ளிகள் ? என ₹தநெறிதீ 
தொடர்ச்சி!தீ தத்துவம் விலக்கைத் தவிர்க்கிறது.
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பயிற்சி 

1. ஒரு வட்டத்திற்கு வெளியே 2 எனும் புள்ளியுள்ளது. PA 
PB வட்டதீதிற்கு வரையப்படும் தொடு கோடுகள் வட்டத்தை .4, யில், 
தொடுகின்றன. .& எனும் கோடு 2யின் இசைக்கோடு எனக் காட்டு. 

2. வட்டதீதின் தளத்திலுள்ள 2 வழி நாண்களின் நுனிகளில் 
வட்டதீதிற்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகள் 2யின் இசைக்கோட்டில் 
சந்திக்கின்றன எனக் காட்டு. 

3. வட்டதீதின் மேல் உள்ள புள்ளியின் இசைக்கோடு; அங்குள்ள 
தொடுகோடாகும். 

4. (0) வட்டத்தின் விட்டதீதின் இசைப்புள்ளி யாது? (14) வட்ட 
மையத்தின் இசைக்கோடு யாது? 

5. ஒரு கோட்டில் உள்ள Toad புள்ளியிலிருந்து வட்டத் 

திற்குதீ 7", 29 என்பவை தொடுகோடுகள். 73" கோட்டில் நிலைமாறும் 
போதும் 79 ஓரே ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி வழிச் செல்லும் எனக் காட்டு. 

6. ௦ எனும் புள்ளியை மையமாகவுடைய வட்டதீதிற்கு 2; 69 

என்பவை இசைத்துணைப் புள்ளிகள். &0௦2டவிற்கு 79வின் இசைப் 

. புள்ளி குத்து சந்தி எனக் காட்டு. 

7... இரண்டு வட்டங்கள் வெட்டிக்கொண்டால் பொது நாண் ஒரு 

வட்டத்திற்கு மற்ற வட்டமையதீதின் இசைக் கோடாகும். 

8. ஒரு வட்டத்தின் சமநீளமுள்ள நாண்களின் இசைப் புள்ளிகள் 

.. (அதே வட்டத்திற்கு) இன்னொரு வட்டதீதில் அமையும். 

9, 50, 0.4, .&மயின் இசைப் புள்ளிகள் (ஒரு வட்டதீதிற்கு) 

A’, *, 01 ஆனால் 4, 2, 0 என்பவை 2“0”, 0.4”, 48 இவற்றின் 

இசைப்புள்ளிகளாகும். 

10. ஒரு வட்டதீதில் .&, 5, ந) 0 எனும் புள்ளிகள் வட்டத்தில் 

அமையும் ஆர்மானிக்குப் புள்ளி வரிசை என்றால் 40 89 என்பவை 

வட்டத்திற்கு இசைத் துணைக்கோடுகளாகும். மறுதலையைக் கூறி 

நிரூபிக்க. 

11. 490 என்ற முக்கோணத்தின் உள் விட்டமையம் 1; IA, 

IB, IC எனும் கோடுகளுக்கு ல் குத்துக்கோடுகள் யாதேனும் தொடு 

கோட்டை (உன் தொடு வட்டத்தின்) 2 6) 28ல் வெட்டுகின்றன. 

42, 26, 02 ஒரு புள்ளி வழிக்கோடுகளெனக் காட்டு. 

12. ஒரு வட்டத்திற்கு 2 எனும் புள்ளியில் உள்ள தொடுகோடு 

இரு இசைத் துணைப் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டுத் துண்டின் சம 

வெட்டியானால் அப்புள்ளிகள் 2யில் செங்கோணம் தாங்குகிறது எனக் 

காட்டு.
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- 138. 2) 8 என்பவை ஒரு வட்டத்திற்கு இசைத் துணைப் புள்ளிகள். 

2.4) 92. என்பவை வட்டதீதிற்குள்ள Seca Sane என்றால் 

2022242302, 

14. A ABCuNedr சுற்றுவட்டத்திற்கு யின் இசைப்புள்ளி 3" 

4யில் உள்ள தொடுகோட்டிற்கு T வழி இணையாகவுள்ள கோடு 

AB, AC® D, யில் வெட்டுகிறது. 207-724 என Hows. 

15. ஒரு வட்ட நாண் .&8 29) எனும் இன்னொரு நாண் யேல் 

சமக்கூறிடுகிறது. 2, 0ல் வட்டதீதிற்குள்ள தொடுகோடுகள் ABB 

17, £இல் வெட்டுகிறது. 217-126 எனக்காண்க. 

16. ABCD எனும் நாற்கரம் ஒரு வட்டத்தைதீ தொடுகிறது. 

42, 269, 0௩, 2.5 என்பவை யாதேனும் ஒரு தொடுகோட்டுக்குள்ள 

குத்துக்கோடுகள், AP. CR: BQ.DSWér மதிப்பு, தொடுகோடு 

மாறினும் மாறாது எனக் காட்டு. 

17. கோடு மட்டும் வரைதல்வழி ஒரு வட்டத்திற்கு ஒரு புள்ளியில் 

தொடுகோடூ வரையும் வகையைகீ காண்க. 

18. ஒரு வட்டத்திற்கு 29) யாதேனுமொரு நாண் .4 எனும் புள்ளி 
apt செல்லுகிறது. 8 எனும் மற்றொரு குறிப்பிட்ட புள்ளியை 
2 பேடன் சேர்க்கும் கோடுகள் வட்டத்தை மீண்டும் 5, 8ல் வெட்டு 
கின்றன. நாண் மாறும்போது, 5 மாறும் எனவும் ஆனால் ஒரு குறிப் 

பிட்ட புள்ளி வழியே செல்லும் எனவும் காண்க. 

19. இரண்டு வெட்டும் வட்டங்களுக்குப் பொதுத் தன்னிசை முகீ 
கோணம் யாது? வெட்டாத வட்டங்களுக்குப் பொதுத் தன்னிசை முகீ 
கோணம் யாது 

20. AB, BC, CD, DA ஒரு வட்டத்திற்கு நான்கு தொடு 
கோடுகள், [A’, B’ C’, 04] அவை வட்டத்தைத் தொடும் புள்ளிகள். 

“.42ம0) 2:01 எனும் கோடுகள் யில் சந்திதீதால் 70.1..40 எனக் 
காட்டு. (0) வட்டமையம்)



&. இரு வட்டங்களின் அச் 

ஒரு வட்டத்திற்குப் புள்ளியின் வர்க்கம் 
(Power of a point with respect to a circle) 

௦ என்ற புள்ளியை மையமாக ₹*? நீளமுள்ள ஆரமுடைய 
வட்டம் ஒன்றைக் கொள்வோம். 

  

  

படம் 35. 

2 ஏதேனும் ஒரு புள்ளியாகுக. வட்டத்திற்குப் யின் வர்க்க 
மெனப்படூவது 2?௦3--72 ஆகும். 

குறிப்பு: 22 வழி வரையப்படும் ஏதேனும் ஒரு வட்டதீதை 

A, B எனும் .புள்ளிகளில் வெட்டட்டும். விலிருந்து .4£க்கு 
0/7 எனும் குதீதுக்கோடு வரைக. 

உ. .4மியின் நடுப்புள்ளி 11 ஆகும். 

AN = NB = ஐ ஆகுக. 

“ PA.PB = (2772-5 (PN+2) = PN?—2? 
(PO? — ON?) —(A0?— ON?) 
PO?— OA? 
PO2?—r?2 = Puller af Selb.
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உஉ௰ வழி விட்டத்திற்கு! வரையப்படும் கோடு, விட்டத்தை 
வெட்டும் புள்ளிகளின் தூரங்களின் பெருக்கற்பலன் யின் வர்க்க 
மாகிறது. 

குறிப்பு: 227” என்பது தொடுகோடானால் 

PT.PT = 17௦8-74 ஆகிறது. 

. புள்ளியின் வர்க்கம், புள்ளியிலிருந்து வட்டதீதிற்குள்ள தொடு 
கோட்டு நீளத்தின் வர்க்கம் எனவும் தெரிகிறது. 

குறிப்பு 8: புள்ளி வட்டத்திற்கு 
(1) வெளியே இருந்தால் வர்கீகம் நேரெண். 

(3) வட்டதீதில் அமைந்தால் வர்க்கம் 0. 

(ill) வட்டத்திற்குள் அமைந்தால் வர்க்கம் எதிரெண்ணாகும்.. 

தேற்றம் 19 
இரண்டு வட்டங்களுக்கு, ஒரு புள்ளியின் வர்க்கங்கள் 

சமமாக இருக்கும்படி அது நகர்ந்தால் அதன் நியமப்பாதை, 
வட்டமையங்களைச் சேர்க்கும் கோட்டிற்குக் குத்தாகவுள்ள ஒரு 
கோடாகும். ் 

  
    படம் 36.
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கொள்கை: (1) .4, 2 என்ற புள்ளிகளை மையமாகவும் ௨, 6 நீள 
முள்ள “ஆரங்களையும் முறையே உள்ள இரு. 
வட்டங்கள். 

(ii) PA?—a?=PB?—b? எனும்படி அமையும். 

2 எனும் புள்ளி. 

நிரூபிக்க : 23யின் நியமப்பாதை .4£க்குக் குதீதாகவுள்ள ஒரு. 

கோடு என 

வரைதல்: .&£கீகு 7/8 எனும் குதீதுக்கோடு வரைக. 

4மியின் நடுப்புள்ளி 0 ஆகுக. 

நிரூபணம்: 2.42-62 - 28-58 

eo PA2— PB? = 52628 

3 (AM?24MP2)—(BM24MP) = a?—b? 
(: PM 1" AB) 

3 AM?—MB? = a2—2? . 

3 (AM+MB) (AM-—MB) = a?-0? 
° AB.2.0M = a?—b? 

a2—b2 

ட சொ ன் த தத 
22 மாறினாலும், .4கீ்கு அதன் குத்தடி M (foot of the 

perpendicular) Slévwmrer g)- 

& சியின் Huntiuroms, ABSG Md Amoub G5HS 

கோடாகும். 

குறிப்பு 1: 

199603 

இத்தகைய நியமப்பாதை; இருவட்டங்களின் ‘sos 

தொடு கோட்டு Mée%’ (Radical axis) எனப்படும்.. 

ஏனெனில், புள்ளியின் வர்க்கம் தொடுகோட்டு நீள 

வர்க்கமாதலால், இக்கோட்டில் உள்ள புள்ளியிலிருந்து 

வரையப்படும் தொடுகோடுகள் சம நீளமுள்ளவை. 

6 சமத் தொடுகோட்டு ௮௪௬? என்பதை இரு வட்டங்- 

களின் 4: ௮௪௬ ?? என்றே சுருக்கிக் கூறுவோம். 

4 யில் 4ர72-.]8ீ.92 - 2-2 என அமையும் 18 எனும் 

புள்ளியில் .4க்கு வரையப்படும் குதீதுக்கோடு வட்டத் 

தின் அச்சாகிறது என்பதைக் காண்கிறோம்.
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குறிப்பு 4: 
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இரண்டு வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று வெட்டிக் கொண் 

டால், அவற்றின் பொதுநாண், சமத்தொடூ கோட்டச் 

சாகும். ஏனெனில் இரண்டு வட்டங்கள் X, Y எனும் 

|. 

  
படம் 37. 

புள்ளிகளில் வெட்டட்டும். ல் 2 யாதேனும் "புள்ளி 
யாகுக. . வட்டங்கள் இரண்டிற்கும் யின் வர்க்கம்: 
2:27 சமமாதலால் 2”, வட்டங்களின் அச்சில் அமை 
கிறது. அதாவது x, Y வழிச் செல்லும் கோடூ வட்டங் 
களின் அச்சாகும். 

மாற்று நிரூபணம் : $ 

%; 1) என்ற புள்ளிகளின் வர்க்கங்கள், இரண்டு வட்டங்களுக்கும், 

பூச்சியம். : ஆகவே அவை வட்டங்களின் அச்சில் அமைகின்றன... 

உ.2 வழிச் செல்லும் கோடு வட்டங்களின் அச்சாகும். 

குறிப்பு 5: வட்டம்: (4) வட்டம் 2 இவை ஒன்றையொன்று 
உள்ளாகவோ அல்லது வெளியாகவோ ல் தொட்டுக் 
கொண்டால் அவற் தின் அச்சு ஆல். உள்ள £ பொதுத் தாடு 

Bae சொடாகும், 

"இரண்டு. வட்டங்கள் தரப்படின், அவற்றின் அச்சை வரைய :₹ 

இலை 1. (Case 1)? இரண்டு வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று xX, Y 
எனும் புள்விகளில் வெட்டினால், 213” வழிச் செல்லும் கோடு 
வட்டங்கவின் அச்சாகும்.
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நிலை 2 (0௨8௦ 2): இரண்டு வட்டங்கள் வெட்டிக் கொள்ளாவிடில் 

வட்டம் ட (A) © (B) வெட்டிக் கொள்ளாமல் அமைகின்றன. . 

இரண்டு வட்டங்களையும் முறையே &; 3 2, 9 எனும் புள்ளி 

களில் வெட்டும்படி இன்னொரு வட்டம் வரைக. . அதன் 

மையம் 0 ஆகுக. 

  

படம் 38. 

2டி, ௩1” என்பவை ௦ எனும் புள்ளியில் சந்திக்கட்டும். 

இன்னொரு வட்டம் (ஜே) 2, டெ; 1; வெட்டும்படி வரைக. P,; 

டி 3, எனும் கோடுகள் 0.இல் சந்திக்கட்டும். அப்போது ©(A) 

ஓ(2) இவற்றின் அச்சு 0, டெ, வழிச் செல்லும் கோடாகும். 

நிரூபணம் : வெலிருந்து (4), 2, ட(6க்கு வரையப் 

படும் தொடுகோடுகளின் நீளம் முறையே ty, tz, to 

ற்குக. 

(4) 6(0யின் அச்சு 41 ஆகும் 

௦ எனும் புள்ளி 4ல் அமைவதால் 4,410 
இதே போல tg=te 

டக்கர் 
ஃ 6(4, 0) எனும் வட்டங்களின் அச்சிலும் ௦ 

அமைகிறது. 

அதாவது 64) 6(2, 066) என்ற மூன்று வட்டங்களை, 

இரண்டிரண்டாகக் கொள்ள வரும் மூன்று அச்சுக்கள், 

பொதுவாக, ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கின்றன. அத்தகைய புள்ளி 6, 

மூன்று வட்டங்களின் அச்௬சந்தி (௨௦4௦௨1 ஷேம்) எனப்படும். 

அதே போல் 0.4, 2, டூ0யின், அச்சுசந்தி 0, ஆகும். 

0) எனும் புள்ளிகள் (24) (22) எனும் வட்டங்களின் 

அச்சில் அமைகின்றன. அதாவது 00); வழிச் செல்லும் கோடு 

அவற்றின் அச்சாகும்.
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குறிப்பு 3: © (A), (2, 6 (6) என மூன்று வட்டங்கள் தரப் 
பட்டால், அவைகளை இரண்டிரண்டூ வட்டங்களாகக் 

கொள்ள வரும் மூன்று அச்சுக்கள், பொதுவாக, ஒரு 
புள்ளியில் சந்திக்கும் என ஒரு Sanka இங்கு 
கண்டோம். 

குறிப்பு 2: 4பொதுவாக? எனக் கூறுவதால் சிறப்பு விதி விலக்குகள். 
உள்ளன என்பது தெளிவாகிறது. வட்டமையங்கள், 
4, 4) 0 ஒரு 5கோடமைவன ஆயின், அச்சுக்கள் 
மூன்றும் .48க்குக் குத்தாக அமையும்... ஆகவே அவை: 

இணைகோடுகளாம். அவைகள் மூன்றிற்கும் ஒரே 
sb Pcueref (Point at infinity or ideal point) 
உள்ளது. இங்கு அச்சுசந்தி கந்தழிப்புள்ளி ஆகிறது. 

குறிப்பு 8: மற்றொரு விதி விலக்கையும் காட்டுவோம். இரண்டு 

வட்டங்கள் XY எனும் புள்ளிகளில் வெட்டட்டும். 43 
வழி இன்னுமொரு வட்டம் வரைக, இங்கு மூன்று 
வட்டங்களில், இரண்டிரண்டாக வட்டங்களைக் கொண் 
டாலும் 3” வழிச் செல்லும் கோடே பொது அச்சாக 
வருகிறது. மூன்று வட்டங்கள் ஓரசீசு வட்டங்கள் 

- (௦2௯௨1. ௦௭௦1௪8) எனப்படும். இரண்டு வட்டங்கள் 
வெட்டிக் கொள்ளாவிடினும் இத்தகைய நிலை. ஏற்படுமா 
என்பதைப் பற்றியும் மற்றும் பல விவரங்களையும் * ஓரச்சு 

வட்டங்கள் ? எனும் பிரிவில் காண்போம். 

ஓரச்௬ு வட்டங்கள் 

(Coaxal circles) 

ஒரு வட்டத் தொகுதியில். எந்த இரு வட்டங்களாயினும், ஒரே 
கோடு அபதல, அச்சாக அமைத்தால், அது நக வட்டத் தொகுதி 
எனப்படும், ட 

இரண்டு .. வட்டங்கள், “ஒரு ட ஏச்சு வட்டத் : தொகுதியை 
'நிச்சமிக்கும் 3 

நிலை. : 1: இரண்டு வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று 2 எனும் 
புள்ளிகளில்-வெட்டிக் கொள்ளட்டும். அவற்றின் ௮௪௬ X,Y ald 

செல்லும்: « கோடாகும். &, 7 எனும் இரு புள்ளிகள் 'வழி' பலப்பல 
வட்டங்கள். வரையலாம். இவ்வட்டத் தொகுதியில், ' ஏந்த இரண்டு 

D He காண்டாலும்; .. அவற்றின். அச்சு...” எனும் ஒரே 
ம். இவ்வாறு. இரண்டு வட்டங்கள் வெட்டும்” புள்ளிகள் வழிச் 

செல்லும் ' . வட்டங்கள் ஓரசீசு வட்டத் தொகுதியாக அமைகின்றன. 
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வட்ட மையங்கள் யாவும் & யின் நடுக்குதீதுக்கோட்டில் அமையும். 
அவற்றுள் மிகச் சிறிய வட்டம் 48 விட்டமாககீ கொண்ட வட்டம். 
இத்தகைய ஓரச்சு வட்டத் தொகுதி வெட்டிக் கொள்ளும் ஓரச்சு 
arvtg @5r6@H (System of intersecting Coaxal Circles) 

எனப்படும். 

நிலை 2: ..4, 84 மையங்களாகிய இரு வட்டங்கள் வெட்டிக் 

கொள்ளாத வட்டங்களாகுக; 

  

  

2 படம் 39. 

அவற்றின் அச்சு 0%, .&8 வில் வெட்டட்டும். விலிருந்து 

2, டக்கு 67) 67” எனும் தொடுகோடுகள் வரைக. வை 

மையமாகவும் 0789 ஆரமாகவும் வட்டம் வரைக. இந்த வட்டதீதிற்கு 

2 எனும் புள்ளியில் 20 எனும் தொடுகோடூ வரைக. 4 48 

- யில் வெட்டட்டும். ஸே மையாகமாகவும் 02 ஆரமாகவும் வட்டம் 

வரைக, இந்த வட்டம் 6 மற்றிருவட்டங்களுடன் ஓரச்சு வட்டமாக 

அமையும். 

நிரூபணம் : வட்டம் கு விலிருந்து வரையப்படும் தொடு 

கோடூ 02 ஆகும். 
௦2-07-0177 

விலிருந்து மூன்று வட்டங்களுக்கும் வரையப்படும் 

தொடுகோடுகள் சமம். 

..0எனும் புள்ளி 6 4, 6 யோன் அச்சிலும் 6 4, 

டூ யோன் அச்சிலும் உள்ளது. ஆனால் 0, வட்ட 

மையங்களைச் சேர்க்கும் கோட்டில் உள்ளது. 

௦.4, டன் அச்சு .40கேகு வெல் உள்ள குதீதுக்கோடாகிய 

0௦% ஆகும். இதுவே 62, டூயோன் அச்சுமாகும். ஆகவே மூன்றும் 

ஓரசீசு வட்டங்களாகின்றன.
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வை” மையமாகவுடைய வட்டத்தில் 2 எனும் புள்ளியை பல 

இடங்களில் கொள்ள 0.4, பூமியுடன் ஒரே அச்சை உடைய பல 

வட்டங்கள் வரையலாம். aetna சேர்ந்து ஓரச்சுவட்டத் தொகுதி 

எனப்படும். 

குறிப்பு 1: 

குறிப்பு 2: 

'இத்தகைய வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று வெட்டிகீகொள் 
ளாதனவாதலால் வெட்டா ஓரச்சு வட்டத் தொகுதி 

- (040நடம்றந்ஹுகஒ௦ர்ம்ஜ நூகங்ரடை ௦5 012019) எனப்படும். 

வை மையமாகவுடைய வட்டம் வட்டமையங்கள் அமை 
யும் கோட்டை (48) 7, 1,” எனும் புள்ளிகளில் வெட் 
டட்டும். 1? எனும் புள்ளி 4ல் அமைந்தால் அங்குள்ள 
தொடுகோடு .&8 1ல் வெட்டுகிறது. ஆகவே /, எனும் 
புள்ளியும் பூச்சிய ஆரமுள்ள வட்டமாகவும், வட்டதீ 

தொகுதியைச் சேர்ந்ததாக அமைகிறது. இதேபோல 2” 
எனும் புள்ளியும் வட்டத் தொகுதியின் புள்ளி வட்ட 
மாகும். 

வை மையமாகவுடைய வட்டத்தின் எந்தத் தொடு 
கோடும் L, 7,“ எனும் புள்ளிகளுக்கிடையே ABB 
வெட்டாது. ஏனெனில் அது வட்டத்தின் உட்புறமாகும். 
ஆகவே ஓரசீசு வட்ட மையங்களுக்கு டி 7.” எல்லைப் 
புள்ளிகளாகிறது. ஆகவே இவை ஓரச்சு வட்டதீதொகுதி, 
யின் எல்லைப் புள்ளிகள் (1.1௦ம்ர்10ஐ ௦178) எனப்படும். 

வெட்டாத ஓரச்சு வட்டத் தொகுதிக்கு மட்டுமே மெய். எல் 
லைப் புள்ளிகளுள்ளன,. அவை வட்டத் தொகுதியைச் 
சேர்ந்த பூச்சிய ஆரமுடைய (ககன வட்டங்கள் என்பதும் 

கவனிக்கத்தக்கது. 

பொது அச்சில். 2 ஏதேனும் ஒரு புள்ளியாகுக, அப் 
். போது£யிலிருந்து ஓரசீசுதீ் தொகுதியின் ஓவ்வொரு வட் 

டதீதிற்கும் வரையப்படும் தொடுகோடுகள் நீளம் சமமாக 
இருக்கும். 7., 1”. எனும் எல்லைப்: புள்ளிகளையும் இவ் 
வட்டத் தொகுதியின் புள்ளி வட்டங்களாக கருதுவதால், 
தொடுகோட்டின் நீளம் 21, 27,“க்குசீ சமம் என்பதுவும் 
கவனிக்கத்தக்கது. 

குத்துவட்டங்கள் (Orthogonal circles) : 

ப. இரண்டு வட்டங்கள் ஒன்றற்கொன்று குத்தாக் அமைய, 
ஓன்றன்- மையத்தினின்று மற்றதற்கு வரையப்படும் தொடுகோட்டு 
நீளம் வட்ட ஆரத்திற்குச் சமம், :
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(01) இரண்டு வட்டங்கள் குதீதானால் ஒன்றன் விட்டத்தை 
மற்றது ஆர்மனிக்காகப் பிரிக்கும். 

Gii) (APBQ)=—-1, 4மியை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டம், 
2 வழிச் செல்லும் வட்டங்கள் யாவையும், குதீதாக வெட்டும். 
இவைகளைப் பயன்படுத்திக் குத்துவட்டங்களை மேலும் ஆராய்வோம். 

ஒரு வட்டத்திற்குக் குத்துவட்டம் வரைய : 

டூ (4)கீகுக் குதீதுவட்டம் வரைய, வட்டதீதில் யாதேனும் ஒரு. 
புள்ளி யைக் கொள்க. 

27” என்பது அங்கு வரையப்படும் தொடுகோடாகுக, 23" என்ற 
கோட்டில், யாதேனும் ஒரு புள்ளி 884 கொள்க. யை மையமாகவும், 

  

படம் 40, 

BP ஆரமாகவுமுடைய வட்டம் 0(4)க்குக் குதீதாகும். ஏனெனில் 
டூ (அக்கு வட்ட ஆரம் 87? தொடுகோடு; அதேபோல இ (29)க்கு 
வட்ட ஆரம் .47” தொடுகோடு. 

தேற்றம் 20 

G) இரண்டூ வட்டங்களுக்குப் பொதுக்குத்தாய் அமையும் 

வட்டங்களின் மையங்கள், அவ்வட்டங்களின் அச்சில் அமையும். 

(0) பொதுக்குத்து வட்டங்கள், ஓரச்சு வட்டத் தொகுதி 

யாகும். 

(மழ) இரண்டு வட்டங்கள் வெட்டிக்கொண்டால் வெட்டும் 

புள்ளிகள், பொதுக்குத்து ஓரச்சு வட்டத் தொகுதியின் எல்லைப் 

புள்ளிகளாகும். 

மோ) இரண்டு வட்டங்கள் வெட்டாவிடில் பொதுக்குத்து 

ஓரச்்௬ வட்டங்கள் வெட்டும் வட்டங்களாவதுடன், அவைகள் 

வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளிகள், இரண்டு வட்டங்கள் நிச்சயிக்கும் 

ஓரச்சு வட்டத் தொகுதியின் எல்லைப்புள்ளிகளாகும்.
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படம் 41, 

  

  

படம் 42, 

மூ 6), (2) தரப்பட்டுள்ளன. இவற்றிற்குப் பொதுக்குதீதாக 
ஒரு வட்டம் அமைந்தால், அதன் மையமாகிய 4£யிலிருந்து வட்டங் 
களுக்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் நீளம் 6 (யின் ஆரதீ 
_திற்குச் சமமாக வேண்டும். யிலிருந்து வட்டங்களுக்கு வரையப் 

படும் தொடுகோட்டு நீளங்கள் சமம், ஃ 2” வட்டங்களின் (சமத் தொடு
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கோட்டு அச்சில் அமைய வேண்டும். இவ்வாறு © (A), © (B) 
இவற்றிற்குப் பொதுக்குதீது வட்டமையங்கள், வட்டங்களின் அச்சில் 

அமையும். மறுதலையாக, வட்டங்களின் அச்சில் ஒரு புள்ளி 184 

, கொண்டு, அதனின்று அவற்றில் ஒன்றிற்கு வரையப்படும் தொடு 

கோட்டை ஆரமாகவுடைய வட்டம், இரண்டு வட்டங்களையும் குத்தாக 

வெட்டும். 

(1) வட்டம் © (A), 6 ()8 குத்தாக வெட்டும் வட்டங்களில் 

ஏதேனும் இரண்டு வட்டங்கள் 6 (2) 6 (9944 கொள்க. 

ட..4 எனும் வட்டம் ட (2), 6 (டுக்கு குத்தானதால் யிலிருந்து 
இவற்றிற்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் நீளங்கள் சமம். © P, 

டூ (டு எனும் வட்டங்களின் அச்சில் .4& அமைகிறது. அதுபோன்று 

டு (யின் மையம் மயும் அமைகிறது. (0) ட (கன் வட்ட 

அச்சு 4 ஆகும். 6 (4) 6 (2) எனும் வட்டங்களுக்குப் 

பொதுக்குதீதாக அமையும் வட்டங்களில் எந்த இருவட்டமாயினும் 

அவற்றின் அச்சு .& ஆகும். ஆகவே பொதுக்குதீது வட்டங்கள், 

ஓரச்சு வட்டத் தொகுதியாகும். 

(iii) © (A), © (B) Maa XY crap புள்ளிகளில் வெட்டிக் 

கொண்டால் % புள்ளியை புள்ளி வட்டமாகக் கருதலாம். இது 

இரண்டு வட்டங்களுக்கும் குதீதுவட்ட மெனவும் கருதலாம். ஏனெனில் 

% எனும் மையதீதுடன் பூச்சிய ஆரம் வட்டமெனக் கருதப்படுவதால் 

இதுபோன்று 3£ஸீயும் பொதுக்குதீது வட்டங்களின் மற்றொரு புள்ளி 

வட்டமாகும். 4 X, Y என்பவை பொதுக்குதீது ஓரச்சு வட்டதீ 

தொகுதியின் எல்லைப் புள்ளிகளாகும். 

(ம) வட்டம் O(A), O(B) வெட்டிக்கொள்ளாவிடில் அவை 

நிச்சயிக்கும் ஒரசீசு வட்டத் தொகுதியின் எல்லைப் புள்ளிகள். மெய்ப் 

புள்ளிகளாகும். அவை 4, 7.* ஆகுக. வட்டங்களின் அச்சு 1.1“இன் 

நடுக்குதீதுக் கோடாகும். அச்சில் யாதேனும் ஒரு புள்ளியிலிருந்து 

(அக்கு வரையப்படும் தொடுகோடு; O(A), (4) நிச்சயிக்கும் 

ஒவ்வொரு .வட்டத்திற்கும் வரையப்படும் தொடுகோட்டிற்குச் சமம். 

L, L’ இத் தொகுதியைச் சேர்ந்த புள்ளிவட்டங்களாதலால், தொடு 

கோடு 27, 27க்குச் சமம். ஆகவே PR மையமாகவும் OA, 

டக்கு வரையப்படும் தொடுகோட்டை ஆரமுடைய வட்டம் 7, L’ 

வழிச்செல்லும். இவ்வாறு O(A), 0(2)கீ வரையப்படும் ஓவ்வொரு 

பொதுக்குதீது வட்டமும் 77,” வழிச் செல்லும் வெட்டும் ஓரச்௬ 

வட்டத் தொகுதியாகும். அவை வெட்டும் புள்ளிகள் 7”, 0(4), 

65) நிச்சயிக்கும் ஓரசீசு வட்டதீ தொகுதியின் எல்லைப் புள்ளி 

களாகும். 

1146—5
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மூன்று வட்டங்களுக்கும் குத்தான வட்டம் 

(i) பொதுவாக, மூன்று வட்டங்களுக்கு ஒரே ஒரு வட்டம் 
குதீதாக அமையும். 

Gi) ஆனால் ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட வட்டங்கள் குத்தாக. 
அமைந்தால், கணக்கில்லாக் குதீதுவட்டங்கள் உள்ளன. 

(111) அவை யாவும் ஓரசீசுவட்டங்களாகும். 

(iv) மூன்று வட்டங்கள், இதற்குக் குதீது ஓரசீசு வட்டத். 
தொகுதியாகும். 

௫ ஒ(4, 6(2, 6(0) மூன்று வட்டங்களாகுக. மூன்நிற் 
கும் 6(5) குதீதாக அமையவேண்டுமாயின், 6(4)), 62; 66, 

©(C)3; O(C), O(A) என வட்டங்களை இரண்டிரண்டாகக்கொள்ள 
வரும் மூன்று அச்சுகளில் அமையவேண்டும். ஆனால் பொதுவாக, 
இம் மூன்று அச்சுக்கள் அச்சு சந்தியில் (௨846௨1 ௦௫) சந்திக் 
கின்றன. அச்சுசநீதி $ ஆகுக; லிருந்து மூன்று வட்டங்களுக்கும் 
வரையப்படும் தொடுகோடுகள் சமமாகும். . ஆகவே மூன்று வட்டங் 

களுக்கும் குதீதாக அமையும் ஒரே வட்டம், 52 மையமாகவும்,” 
வட்டங்களுக்கு cape தொடுகோட்டை ஆரமாகவுமுடைய 

வட்டமாகும். 

௦42, 6௫, 6(0)யின் மையங்கள் நேர்கோட்டில் அமை ந்தால், 
அச்சுசந்தி கந்தழிப் புள்ளியாகும். குதீதுவட்டம், மையங்கள் வழிச் 
செல்லும் கோடாக மாறுகிறது. ் = 68 

Gi) A, B,C மையங்களாகக் கொண்ட வட்டங்களை 62) 

(ட) எனும் வட்டங்கள் குதீதாக வெட்டும் எனக் கண்டால், 2, 9 
எனும் புள்ளிகள், வட்டங்களை கிரண்டிரண்டாகக் கொள்ளவரும் மூன்று 
அச்சுக் கோடுகளிலும் அமையவேண்டும்.' ஆகவே மூன்று அச்சுக்கள் 
வெவ்வேறாக இருக்கமுடியாது: : PQ எனும்: கோடு, அவைகளின் 
பொது அச்சாக அமைகிறது. : 

*. (a) O(A), © ©(B) (6) ஓரச்சு வட்டங்களாகின்றன. 

௫) A, 2, 0'ஓரு கோடமைவன. 
_(e) A, B, C எனும் கோடும் 79 எனும் கோடும் ஒன்றற்: 

கொன்று குத்தாகும்... 

ஸ் (மு 29 எனும்: கோட்டில்; உள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியையும் 
மையமாகவும், அதனின்றுள்ள் தொடுகோட்டை.. ஆரமாகவும் உடைய 
வட்டங்கள் யாவும் ©(A), 6(9)) 6(6)8 குத்தாக வெட்டும். 

இவ்வாறு கணக்கில்லா வட்டங்கள் உள்ளன.
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மே) இவ் வட்டத் தொகுதியின் எந்த இரண்டு வட்டங்களுக்கும் 
40 எனும் கோடு அச்சாவதால், குதீதுவட்டதீ தொகுதியும் ஓரச்சு 
“வட்டத் தொகுதியாகும். ஆகவே இரண்டு வட்டத் தொகுதிகளும் 

ஒன்றற்கொன்று குத்தாகும். 

தேற்றம் 21 

(ம ஒரு நாற்கரத்தின் மூலைக் கோடுகளை விட்டமாகக் 
கொண்ட வட்டங்கள் ஓரச்சு வட்டத் தொகுதியாகும். 

01) மூலைக் கோடுூகளின் நடுப்புள்ளிகள் ஒரு கோடமைவன. 

(iii) நான்கு கோடுகளை, மும்மூன்றாகக் கொள்ளவரும் 

நான்கு முக்கோணங்களின் தன்னிசை வட்டங்களும் ஓரச்சு 

வட்டங்களாகும். 

(௫) நான்கு முக்கோணங்களின் குத்து சந்திகள் ஓரு 

கோடமைவன. ட? 

. ு) இசை முக்கோணத்தின் & DH! வட்டமையம் 

(011௦யா௩ ௦௨௩4) இந்தக் கோட்டில் அமையும். 

  

  

படம் 43, 

ஷி 6, டி ம என்ற நான்கு கோடுகளான நாற்கரம் அதன் எதிரெதிர் 

முனைகள் 4, 0; 2,220) 4, 7” ஆகுக. ௨ 6, 2 என்ற கோடூகளான 

முக்கோணம் (படம் காண்க) 2920 ஆகும்; ௨, 6, ஆல் ஆன முக் 

கோணம் 4977; ௧௦௦ஆல் ஆன முக்கோணம் .&424; 5௦8ஆல் ஆன 

முக்கோணம் DCE என நான்கு முக்கோணங்கள் உள்ளன. 

இவற்றுள் 270 என்ற முக்கோணத்தின் தன்னிசை வட்டதீதிற்கு
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BFC தன்னிசை முக்கோணமாகும். 40 எனும் பக்கம் யின் 
இசைக் கோடாகிறது. இது ம வழிசீ செல்வதால், Bupb,  Dupd 

வட்டத்திற்கு துணையியப் புள்ளிகள். 

-௰004.. வட்டமாகவுடைய வட்டம் 80/”இன் தன்னிசை 

'வட்டத்திற்குக் குதீதாகும். இதேபோன்று இதே வட்டதீதிற்கு .46 
மல விட்டமாகவுடைய வட்டங்கள் குத்தாகும். 

மற்ற மூன்று முக்கோணங்களின் தன்னிசை வட்டங்களும் இதே . 
போன்று 4 ம, 1/8 விட்டமாகவுடைய மூன்று வட்டங்களுக்குகீ 

குதீதாக அமைகின்றன. மூன்று வட்டங்களுக்கு ஒன்றுக்குமேல் குத்து 
வட்டங்கள் உள்ளன. ஆதலால், 

(டு மூன்று வட்டங்களும் ஓரச்சு வட்டங்களாகின்றன. 

(ii) அவற்றின் மையங்கள், அதாவது 4 கழ) EF Qer 
நடுப்புள்ளிகள் ஒரு கோடமைவன. 

Gil) குதீது வட்டங்களாகிய நான்கு தன்னிசை வட்டங்களும் 
ஓரச்சு வட்டங்களாகின்றன. 

(ு) அவைகளின் மையங்கள்--நான்கு முக்கோணங்களின் 
குத்து சந்திகள்--அவையும் ஒரு கோடமைகின்றன. 

(vy) இரண்டு ஓரச்சு வட்டத் தொகுதிகளும் ஒன்றற்கொன்று 
குதீதாக,' அமைவதால், அவைகளின் மையங்கள் வழிக்கோடுகளும் 
குதீதாகின்றன. wa 

_(vi) EF எணும் மூலைக்கோடு, ' .&லேீ 0ல் வெட்டட்டும். 
உ (4000-1, ஆர்மானிக்கு முக்கோணத்தின் சுற்று வட்டம் 
பேட. வழிச்செல்வதால் 40 : விட்டமாகவுடைய வட்டதீதிற்குக் 
சுத்தாகிலத்- இதேபோன்று மற்றிரு வட்டங்களுக்கும் குதீதாக 
அமைவதால், இந்தச் சுற்றுவட்டமும் தன்னிசை வட்டங்களுடன் 
ஓரசீசு... வட்டமாகிறது. ஆகவே இசை முக்கோணத்தின் கூற்று 
வட்டமையம், நான்கு een குதீதுசந்திகளுடன் ஒரு 
கோடமைகிறது. .
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| தேற்றம் 22 
ஓரச்சு வட்டங்களுக்கு ஒரு புள்ளியின் இசைக் கோடுகள் ஒரு 

புள்ளிவழிக் கோடூகளாகும். 

p'     
படம் 44, 

கொள்கை: (4) என்பது ஓரசீசு வட்டங்களின் ஒரு வட்டம். 

d 2 என்பது ஒரு புள்ளி. 

நிரூபிக்க : வட்டங்களுக்குப் 23யின் இசைக் கோடுகள் ஒரு 

புள்ளிவழிக் கோடுகளென. 

வரைதல் : 2 வழி, ஓரச்சு வட்டங்களுக்குக் குதீதாகவுள்ள ஒரே 

வட்டதீதை வரைக. ட அதன் விட்டமாகுக. 

நிரூபணம் : 42, குத்துவட்டதீதை “யில் வெட்டட்டும். 

-. AP.AP’ = AT? 
[4 7” குதீது வட்டத்திற்குள்ள தொடு கோடு.] . 

வட்டங்கள் குதீதானதால் .47'-ஈ [டூ .4யின் ஆரம்] 

அதிக அசி 
2, 22” என்பவை வட்டத்திற்கு தன்மாற்றுப் புள்ளி 

29 விட்டமாதலால் 772“09--905. 

வட்டம் 4கீகு யின் இசைக்கோடு ௦ வழிச் செல்லுகிறது. ஓரசீசு 
வட்டம் யாதாயினும் 72வழி அதனைக் குதீதாக வெட்டும் ஒரே வட்டமாத 

லாலும், 79) அதன்விட்ட முனைகளாதலாலும். எல்லா வட்டங்களுக்கும் 
யின் இசைக்கோடுகள் எெனும் புள்ளிவழிச் செல்லும் ஒரு புள்ளிவழிக் 
கோடுகளாகின்றன.
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குறிப்பு 13: 2, பொது அச்சில் அமைந்தால் டுவும் அச்சில் அமை 
- கின்றது. ஆகவே அசீசில் உள்ள புள்ளியின் இசைக் 
கோடுகள் அச்சில் சநீதிக்கின்றன. 

தேற்றம் 28 
இரு வட்டங்களுக்குள்ள; ஒரு புள்ளியின் வர்க்கங்களின் 

வித்தியாசம், அவ்வட்டங்களின் அச்சுக்கு புள்ளியிலிருநீதுள்ள 

தூரத்துடன் நேர் விகிதத்தில் இருக்கும். 
॥ 

t 

| 
I 

| 
| 
॥ 

i 

படம் 45. 

கொள்கை? (1) 4; யை மையங்களாகவும், a, b எனும் ஆர 

நீளங்களுள்ள இரு வட்டங்கள். 
(1) 487, அவற்றின் அச்சு. 

(114) 2) ஏதேனும் ஒரு புள்ளி; 27, 1187, 

நிரூபிக்க: 2:1,௦2யின் வர்க்க வித்தியாசம் 

வரைதல் : .&மிக்கு 22/7 எனும் குத்துக்கோடு வரைக. 

நிரூபணம்: ((.4)கீகு 2யின் வர்க்கம் - 7,42-ஐ2 
டக்கு 7யின் வர்க்கம் - 25252 

உ வர்க்க விதீதியாசம் - (2248-62) (22.02 
= (PA?— PB?)—(a?—5?) 
= (AN?—NB?)—(AM?— MB 

[தேற்றம் 19 பார்க்க] 
௨2.42.0072 42,000 
= 2 AB(ON~OM) 

2 ABLMN 
2 AB.PL 

“ WANG ES Puolér தூரமும், அதன் வர்க்க வித்தியாசமும் 
நேர் விகிதத்தில் உள்ளன. 

n
f
l
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குறிப்பு : 2? வட்டம் யில் அமைந்தால் 2£யின் வர்க்க விதீதியாசம், 
0.4கீகுள்ள வர்கீகமாகும். அதாவது 04க்கு 29 தொடு 
கோடானால் 102 ஆகும். 

PQ = ௨.4.7 என வருகிறது. 

தேற்றம் 24 
இரண்டு வட்டங்களுக்கு ஒரு புள்ளியின் வர்க்கங்களின் 

விகிதம் மாறாது இருக்கும்படி நகர்ந்தால் அதன் நியமப்பாதை 

வட்டங்களுடன் ஓரச்சாக அமையும் ஒரு வட்டமாகும். 

6.4, (2) வட்டங்களாகுக. 2 ஒரு புள்ளியாகுக டூ.ஃக்கு யின் 

வர்க்கம் ₹,2 டூமக்கு யின் வர்க்கம் ந ஆகுக. 

12: ரீ நிலையானது. சியின் வழி இருவட்டங்களுடன் ஓரச்சாக 

அமையும் ஒரே வட்டதீதை வரைக. அதன் மையம் ஆகுக. 22 

என்பது பொது அச்சுக்கு வரையப்படும் குதீதுக் கோடாகுக. 

 t,2 = 2 PL.AC 
tp? = 2 PL.BC 

AC: BC = t,?: t;* 

ஃ_ 2 மாறினும் யோன் நிலை மாறாது. 

22 எங்கிருப்பினும் அதன் வழிச் செல்லும் வட்டம், லே மைய 

“மாகவும் டூ.4; டூமியுடன் ஓரச்சு வட்டமாகவும் அமையும் வட்ட 

மாகும். 

தேற்றம் 24 (6) 
(மறுதலை) 

இரண்டு வட்டங்களுடன் ஓரச்சாக அமையும் மற்றொரு 

வட்டத்தில் அமையும் புள்ளிகளின் இரண்டூ வட்டங்களுக்குள்ள 

வர்க்கங்களின் விகிதம் நிலையாக இருக்கும். 

(ல், ©(B) என்பவை .&, .5எனும் மையங்களையுடைய வட்டங் 

களாகுக. அவற்றுடன் ஓரசீசாக அமையும் வட்டம் 8 மையமாக 

வுடையதாகுக. 2 இந்த வட்டத்தில் ஏதேனும் புள்ளியாகுக. Pud 

லிருந்து வட்டம் .4, வட்டம் 8 இவற்றிற்குள்ள வர்க்கம் 8 ரஜ 

ஆகுக. பொது அச்சுக்கு 7£/,எனும் குதீதுக்கோடு வரைக. 

நிரூபணம்: ¢,2 = 2PL.AC 
t,? = 2 PL.BC 

& $2287 = AC: Bc 
2 வட்டம் (00யில் எங்கிருப்பினும் வர்கீகங்களின் 

விகிதம் மாறாத நிலைஎண் எனத் தெளிவாகிறது.
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தேற்றம் 25 (சாலமன் தேற்றம்) 

P,Q Qo புள்ளிகளாகுக. ௦ என்பது ஒரு வட்டத்தின் 
மையம். 27, ஒர என்பவை.முறையே ஒவின் இசைக்கோடு, £ன் 

'இசைக்கோடு இவற்றநிற்குள்ள குத்துக்கோடுகள் என்றால் 
OP : OQ=PL: QM Aw». 

    

  

படம் 46, 

நிரூபணம் : 2யின் தன்மாற்றுப் புள்ளி /* ஆகுக. 

வென் தன்மாற்றுப் புள்ளி 6” ஆகுக." 
PL’1L0Q QM’ 1LOP ஆகுக : 

OP.OP’=0Q.0Q’=r? ம 

LOM’Q=LOL’P=90° 

ஃ. 18227,“0 வட்ட நாற்கரம் 

2-02,044₹-00:07. (2) 
று = OP.M’P*=0Q.L’Q" 

- OP: 0Q=L’'Q’: M'P’ 
Send L’Q’=PL3 M’P’=QM, 

*. OP: OQ=PL: QM 
குறிப்பு 2: இரு புள்ளிகளின் வட்டமையத்தினின்றுள்ள தூரங்களின் 

- விகிதம் ஒன்றன் இசைக்கோட்டிலிருந்து மற்றதன் தூரங் 
களுக்குள்ள விகிதத்திற்குசீ சமம் எனவும் கூறலாம்.
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பயிற்சி 

1. இரண்டு வட்டங்களுக்கு AB ஒரு பொதுத் தொடு: 
கோடென்றால் .&84 விட்டமாகவுடைய வட்டம் இரண்டிற்கும் குத்து 
வட்டம் எனகீ காண்க. 

2, 480 என்ற முக்கோணத்தில் யேன் நடுப்புள்ளி &;: 
லிருந்து 2.4&யின் உள்ள சம வெட்டிக்கு வரையப்படும் குத்துக்கோடு,. 

உள்தொடு வட்டம், .4கீகு எதிருள்ள வெளித் தொடு வட்டம் இவற்றின் 
AFH எனக் காட்டு. 

“8 ௯&.400யில் 80) 0, 4. இவற்றின் நடுப்புள்ளிகள் 
ஃ, 2. 3 8ன் கோண சம வெட்டிகள் &.4யேன் உள்தொடூ 

வெளிதீதொடூ வட்டங்களை இரண்டிரண்டாகக் கொள்ள வரும் வட்டங் 
களின் அச்சுக்களாகும் எனக் காண்க. 

4. ஒரு வட்டதீதிற்கு .&, 8 என்பவை தொடு கோடுகள். 

ம.க, 02 இவற்றின் நடுப்புள்ளியைச் சேர்க்கும் கோட்டில் 4 யாதேனு. 
மொரு புள்ளி என்றால் 40- லிருந்து வட்டதீதிற்கு வரையப்படும் 
தொடுூ கோட்டு நீளத்திற்குச் சமம் எனக் காட்டு. 

5. இரு வட்டங்களுக்கு 2 எனும் புள்ளியின் (i) வர்க்கங்களின் 
கூடுதல் நிலையானால் அதன் நியமப்பாதை என்ன ₹ (11) வர்க்கங்களின் 

விதீதியாசம் நிலையானால் அதன் நியமப்பாதை என்ன £₹ 
6. ஒரு முக்கோணத்தின் : பக்கங்களை விட்டமாககீ கொண்டு: 

வரையப்படும் வட்டங்களின் அச்சு சந்தி முக்கோணத்தின் குத்து சந்தி 

என நிலைநாட்டு. 
7. ஓரச்சு வட்டதீதொகுதியின் எல்லைப் புள்ளிகள் 4, 1, தொகுதி 

யின் இரு வட்டங்களை ஒரு கோடு வில் தொடுகிறது என்றால் 1”, 

2229-90? எனக் காட்டு. 

8. மேற் கணக்கில் 729 எனும் தொடுகோடு தொகுதியைச் சேர்ந்த. 

இன்னொரு வட்டத்தை .&மயில் வெட்டினால், £, 2 எனும் கோடு 4, 

யின் கோண சம வெட்டியாகும். 

9, 42, 00 என்பவை ஒரு கோட்டில் அமையும் புள்ளிகள் 

.4றிஜயும் மெயும் ஆர்மானிக்காகப் பிரிக்கும் 41” எனும் புள்ளிகளைக் 

காணும் வகையைக் கூறுக. 

10. ஓரச்சு வட்டத் தொகுதியில் அமையும்படியும் ஒரு கோட்டைத் 

தொடும்படியுமான வட்டம் வரையும் வகையைக் கூறுக. அத்தகைய 

வட்டங்கள் இரண்டு உள்ளன எனக் காட்டு. 

17. இரண்டு வட்டங்களுடன் ஓரச்சு வட்டமாகவும் இன்னொரு. 

வட்டதீதைக் குதீதாக வெட்டும்படியும் உள்ள வட்டம் வரையும் 

. வகையைக் காணவும். எத்தனை வட்டங்கள் இவ்வாறு வரையலாம் ? 

12. இரு வட்டங்களுடன் ஓரச்சாகவும் ஒரு வட்டதீதை தொடும் 

படியாகவும் உள்ள வட்டம் வரையும் வகையைக் காணவும்.



5. போன்மை மையங்கள் 

(Centres of similitudes) 

இரண்டு வட்டங்களின் mwowuhad aopCw AB HE. 
அவற்றின் ஆரங்கள் a,b ஆகுக. .& எனும் கோட்டுத் துண்டை 
ஃ) 5, எனும் புள்ளிகளில் வெளியாகவும் உள்ளாகவும் ௨ :6 எனும் 
விகிதத்தில் பிரிதீதால், 5, 5, எனும் புள்ளிகள் வட்டங்களின் போன்மை 
மையங்கள் (ஷே ௦7 ௧101111028) எனப்படும். வெளிப் புள்ளி 

, புறப்போன்மை மையம் எனவும், மற்ற புள்ளி 5, உள் போன்மை 
மையம் எனவும் பெயர் பெறும். 

தேற்றம் 86 

இரண்டு வட்டங்களில், வட்டத்திற்கு ஒன்றாக உள்ள இரண்டு 
இணை ஆரங்களின் முனைகளைச் சேர்க்கும் கோடு போன்மை 

மையங்களின் ஒன்றன் வழிச் செல்லும். 

  

  

படம் 47. 

கொள்கை வட்டம் (4), (யில் முறையே AP, BP, (om 
திசை) இணை ஆரங்கள். 

42 மற, (எதிர்தீதிசை) இணை ஆரங்கள். 

நிறுவ : 22 (அல்லது Pp;) போன்மை மையம் வழிசீ செல் 
கிறது என.
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வரைதல் : 

நிரூபணம் : 

- குறிப்பு : 

மு 22, மையங்களைச் சேர்க்கும் .&888 5 எனும் 
புள்ளியில் வெட்டட்டும். 

(ம்) 2ற, அதே கோட்டை ல் வெட்டட்டும். 

AP ॥ BP, 

AASP |] ABSP, 

AS _AP _a 
BS = BP,=b 
AP, 22 யாதேனும் இணை ஆரங்களாயினும் 4589 
22, ஒரே விகிதத்தில் 8 எனும் புள்ளியில் வெட்டு 
கிறது. ஆகவே 22, .&8 வெட்டும் 2 புள்ளி 
நிலையானது. .&8 5 புறம்பாக ஆரங்கனின் 
விகிததீதில் பிரிப்பதால் அது புறப்போன்மை மைய 

மாகும். ' 
27, வட்டங்களின் புறப்போன்மை மையம் வழிச் 
செல்கிறது. 
இதேபோல Pp, உட்போன்மை : மையம் வழிச் 

செல்லும். 
வட்டங்களின் நேர்ப்பொதுத் தொடுகோடுகள் புறப் 

போன்மை மையமாகவும், குறுக்குப் பொதுதீ தொடு 

கோடுகள் உட்போன்மை மையம் வழியாகவும் செல்லும். 

ஓத்த புள்ளிகளும் வேற்றுப் புள்ளிகளும் (Corresponding 

and non corresponding points): படத்தில் 222) வட்டங்களை 

மீண்டும் 9 வெல் வெட்டினால் 09); 222) எனும் புள்ளிகள் ஒன்றற் 

கொன்று ஓத்த புள்ளிகள் எனவும் 769); 92) என்பவை வட்டங்களின் 

வேற்றுப் புள்ளிகளெனவும் அழைக்கப்படும். 

தேற்றம் 87 
இரண்டு வட்டங்களின் போன்மை மையம் வழிச் செல்லும் 

யாதேனும் ஒரு கோடு வட்டங்களை வெட்டும் புள்ளிகள் இரண் 

டிரண்டாக இரு இணை ஆரங்களின் முனைகளாகும். 

  

  

படம் 48,
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கொள்கை : .4, யை மையங்களாகவுடைய இரு வட்டங்கள். 

நிறுவ : 

நிரூபணம் : 

  

அவற்றின் ஆரங்கள் ௨, 6 ஆகுக. £ வட்டதீதின் 

ஒரு போன்மை வட்டம் ஆகுக. £ வழிச் செல்லும் 

யாதேனும் ஒரு கோடு வட்டம் (.4)8 2, விலும் 

வட்டம் (5)8 (2, ெஅலும் வெட்டட்டும். 

இவை இரண்டிரண்டாக இரு இணை ஆஆரங்களின் 

முனைகள் என. 

42, 82, எனும் கோடுகளைக் கொள்வோம். 

AASP, ABSP, Dap Me 
AS_ AP 
BS = BP, 
உள்ளடங்குகோணம் 24.&82 - 28527, 

ஆகவே மற்ற உள்ளடங்காக் கோணங்கள் 

(i) ZLAPS=ZL3P,S (ii) (அல்லது 4.42,5180- 

2ம.2,5) முதல் சமன்பாட்டைக் கொண்டால் 

42122, 
அன்றியும் 2.4&972-7.479; 480,5-282,0, 

LAQP=ZBQ;P, 

AQIBQ, 
இவ்வாறு முனைகள் இரண்டிரண்டாக இணை ஆரங் 

களின் முனைகளாகின் றன. 

(ம) இரண்டாவது சமன்பாட்டைக் கொண்டால் கீழ் 

வரும் படதீதின்படி அமையும். 

  

படம் 49. 

LAPS=180-— 52, 8-180-2892,- 489.2 

421/6), இதிலிருந்து 
49182, எனவும் வரும். 

£ வழிச் செல்லும் கோட்டிற்குக் கூறியவை யாவும் S, ape 
செல்லும் கோடுகளுக்கும் இதே போலப் பொருந்தும்.
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தேற்றம் 38 

போன்மை மையத்தினின்று வேறு புள்ளிகளுக்குள்ள தூரங் 

களின் பெருக்கற்பலன், புள்ளிகள் மாறினும், மாருது. 

    

  

படம் 50. 

கொள்கை : வட்டம் (4), வட்டம் (3)யில் 

42, 222, இணை ஆரங்கள் 
222, வட்டங்களை மீண்டும் முறையே 
ஓட), வெட்டுகிறது. .&48 8ல் வெட்டுகிறது. 

“௨. 5 போன்மை மையமாகும். 

நிறுவ : 42) 282, யாதேனும் இணை ஆரங்களாயினும் 
SP.SQ,=SP,.SQ, crear. 

Hepuesrth: ASAP || SBP,; ASAQ|I"SBQ, 

  

SP _a 

82 “5 
. SP.SQ, _ a 
* Sp eg. த. 

ஆனால் லிருந்து டூ.4, டூ.3,கீ்குள்ள தொடுகோடுகளின் நீஎங்கள் 

Lay tp ஆகுக. 

அப்போது 82..5809,-1,2 

ஞ் SP.SQ:=F ts? 

உரக [பொதுத் தொடுகோடு £ வழிச் 
so” tz b செல்வதால்] 

ஃ SP.SQ, = tats 
tytz மாறா மதிப்பாகும். 

ஆகவே வேறு புள்ளிகளுக்கு போன்மை மையத்தினின்றுள்ள 

தூரங்களின் பெருக்கற் பலன் (புள்ளிகள் மாறினும்) ஒன்றாகவே இருக் 
கிறது.
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குறிப்பு 1: ,8 எனும் புள்ளியை மையமாகவும் 5/4, எனும் ஆர 
முள்ள வட்டத்திற்கு, பூ டெ என்பவை மாற்றுப் 

... புள்ளிகள் என்பது காண்க. 

குறிப்பு 2: இதே வட்டத்தை அடிப்படையாகக் கொண்டால் 58 தன் 
மாற்றி மையமாகக் கொள்ள; டூ.4யின் தன் மாற்று 

வட்டம் 3 ஆகவும் டூ£ம£யின் .தன் மாற்று வட்டம் 
OA ஆகவும் வருகிறது. இம்முறையால் இரண்டு 
வட்டங்கள் 2) 22 தரப்பட 2;இன் தன் மாற்று 39 

ஆகிறது. 
குறிப்பு: இரண்டு வட்டங்களைச் சம ஆர வட்டங்களாகத் தன் 

மாற்றிடும் முறையை இங்கே காணலாம். 

888 மையமாகவும் Vt,t, ஆரமுமுடைய வட்டதீதை 5 
என்போம். 

.4, டம இந்த வட்டத்திற்கு மாற்று வட்டங்கள் (Inverses) 
இன் மேல் 0 எனும் புள்ளியை தன்மாற்றி மையமாகக் கொள்க. 

அப்போது யின் தன்மாற்று 57” ஒரு நேர் கோடாகும். .இதற்கு 

ட.4, டூமீயின் தன்மாற்றுகள் 6.4”, 68“ மாற்றுவரைகளாகும். 2” 

நேர் கோடானதால் ட.4*; 84 கோட்டில் ஒன்றுக்கொன்று பிரதி 

பலிப்பு (1%௨ஐ௦) ஆகும். 

“உடு.4 டம” சம வட்டங்களாகும்; 

போன்மை மைய வட்டம்: இரண்டு வட்டங்களின் இரு 
போன்மை மையங்களை விட்ட நுனிகளாகக் கொண்ட வட்டம் 
போன்மை மைய வட்டம் (01101௨ ௦8 கம்ரடம்11%00௨) எனப்படும். 

தேற்றம் 89 

- இரண்டூ வட்டங்களும், அவ ற்ஜின் போன்மை மைய வட்டமும் 
ஓரச்சு வட்டங்களாகும். - 

  

  
படம் 51.
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ட.4, மம இரு வட்டங்கள். அவற்றின் ஆரங்கள் ₹க3, ₹55 
ஆகுக. 4, ம அவற்றின் மையங்கள். 

S, 5, அவற்றின் போன்மை மையங்கள். 

SS,8 விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தில் 2 ஏதேனும் ஒரு புள்ளி. 

வரைதல் : 2323, எனும் தொடு கோடுகள் OA, OBEG 
வரைக. 

நிரூபணம் : Si aa S,PS=90° 

és PS, 2.8 என்பவை 4.42,5இன் உள் வெளிச் சம 

ete 2 4 45 
கள் 4 நற SBS 

, PA_AT 3 ஃ 3 - RT? Mdswdr LATP=LBT’P=90 

“. AAPT |] ABPT, 

« PT: PT,=PA: PB=a:b 

“உ மியின் நியமப் பாதை; அதாவது போன்மை மைய வட்டம் 
மற்றிரு வட்டங்களுடன் ஓரச்சு வட்டமாகும். 

மாற்று நிரூபணம் : 

  

படம் 52. 

(4) ஓ) 2, வில் வெட்டிக் கொள்ளட்டும். 
55, போன்மை மையங்களாகுக. 

ஃ 45: 5மி௮ 6:54 42:22) 45:50 42:74 

“. PS, PS, LAPBulsr esr, Gust sn Gan iy sorrgib. 

ஃ. 8829. விட்டமாகவுடைய வட்டம் (போன்மை மைய வட்டம்) 

2 வழிச் செல்லும். அதேபோல ௦ வழியும் செல்லும். ஆகவே மூன்று 

வட்டங்களும் ஓரச்சு வட்டங்களாகும் ; * தொடர்ச்சி நெறி?தீ ததீதுவதீ 

தால் வெட்டா வட்டங்களுக்கும் இந் நெறி பொருந்தும்).
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தேற்றம் 40 

மூன்று வட்டங்களை இரண்டிரண்டாகக் கொள்ள வரும் 

குன்று போன்மை மைய வட்டங்கள் ஓரச்சு வட்டங்களாகும். 

  

  

படம் 53, 

A, B,C வட்ட மையங்களாகுக. 

a,b, ¢ Sah ier ஆரங்களாகுக. 

@©B, ©Culdr போன்மை ஸ்ம்யங்கள் இடி Oy 

ட, டூ.4யின் போன்மை மையங்கள் 5; ௭2 

ட.4, .டூ.3யின் போன்மை மையங்கள் 9 ரூடி 

டே ர புறப் போன்மை மையங்கள். 

ஏ, ஏ ஈட உள் போன்மை மையங்கள். 

252 AB. (2)(2) (GE) <n 
உட இத 35 என்பவை ஒரு கோடமைவன. 

BS, Cr, ட் Ags 

Sea es “(G)G)G)= 
we Sy எ 9 ஒரு கோடமைவன. 

இதே போன்று தக் 

இ ரூடி ர 55 டர? ஒரு கோடமைவன. 
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நான்கு கோடுகள் முழு நாற்கரம் ஆகிறது. அவைகளின் மூலைகீ 

கோடுகள் 8; 83 5) ர$ 8. இவற்றை விட்டங்களாகவுடைய 

வட்டங்கள் அதாவது மூன்று போன்மைமைய வட்டங்கள் ஓரச்சு 

வட்டங்களாகும். 

(ஆகவே 6.40 திவற்றிற்குக் குத்து வட்டமாகும்). 

பயிற்சி 

1. ஒரு முக்கோணத்தின் சுற்று வட்டம், ஒன்பது புள்ளி வட்டம் 

இவற்றின் போன்மை மையங்கள்; மையக் கோட்டுச் சந்தி, குத்து 

சநீதி எனகீகாட்டு. ் ் 

2. இரண்டு வட்டங்களை, ஒரு வட்டம் தொடும் புள்ளிகளைச் 

சேர்க்கும் கோடு, வட்டங்களின், போன்மை மையங்களின் ஒன்றன் 

_ வழிச் செல்கிறதென நிலைநாட்டு. 

3. இரண்டு வட்டங்களின் போன்மை மையங்களில் ஒன்று ஒரு 

வட்டதீதினுள் அமைந்தால் அது மற்ற வட்டத்தினுள்ளும் அமைய 

வேண்டும். 

. 4. முக்கோணம் .&யோல், .4யின் இரு சமவெட்டி யை 

யில் வெட்டுகிறது. உள்தொடு வட்டத்திற்கும் .4கீகு எதிருள்ள 

வெளித்தொடு வட்டதீதிற்குமான போன்மை மையங்கள் A, 2 எனும் 

புள்ளிகளாகும். 

5. இரு வட்டங்களின் ஒரு போன்மை மையம் வழி வட்டங்களை 

வெட்டும்படி ஒரு கோடு வரையப்படுகிற.து. வேறு புள்ளிகளில் வட்டங் 

களுக்கு வரையப்படும் தொடு கோடுகள், வட்டங்களின் அச்சுடன் ஒரு 

புள்ளி வழிக் கோடுகளாகும். 

6. 400 ஒரு வட்ட நாற்கரம் 40) 9 வெட்டிக் கொள்ளும் 

புள்ளி 3; .&22, 80 வெட்டிக் கொள்ளும் புள்ளி 27% .&29, CD 

என்பவற்றை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டங்களின் போன்மை மைய 

வட்டதீதிற்கு 57” விட்டமாகும். — 

7. இரு வட்டங்களின் மையப் புள்ளிகளும், அவற்றின் போன்மை 

மைய வட்டமும் ஓரசீ்சு வட்டங்களெனக் காட்டு. 

1146—6



6. தன்மாற்றம் 

(Inversion) 

- விளக்கம்: ₹* தன்மாற்று நிகழ்ச்சி என்பது என்ன என்று 

விளக்குவோம். 

(4, 2) வே... என்பது ஒரு புள்ளிதீ தொகுதியாகுக ₹ 

0.எனும் ஒரு புள்ளியைக் கொள்க; 0.48 சேர்க்கும் கோட்டில் 
OA.OA’=K எனும்படி .4* எனும் புள்ளியைக் கொள்க. இது 
போன்று OB எனும் கோட்டில் 02.02: என 22 எனும் : 
புன்ளியைக் கொள்க, இவ்வாறு (4, £, 0. எனும் புள்ளிதீ 
தொகுதியை : (4 5 0* வ. யாக மாற்றுகிறோம். இந்த 
திகழ்சீசிக்கு, (இத்தகைய wipoeeie) (Transformation) * தன் 
மாற்றம் ? (1௦7௮1௧1௦) எனப் பெயராகும். 

குறிப்பு 3: ௦ எனும் புள்ளிக்குத் * தன்மாற்றி மையம் ? (லேோ1௨ 
of inversion) எனப் பெயர். 

குறிப்பு 2:- (47, 9”, 01 ௮ எனும் புள்ளிகள் வெக்கு (4, 2, ௦ 
யின் தன்மாற்றுப் புள்ளிகள் (1௭27௧௦ ௦115) . 

எனப் பெயர் பெறும். 

குறிப்பு 8: ௦ எனும் புள்ளியை மையமாகவும் 47 எனும் ஆர நீள 
_ முள்ள வட்டதீதிற்குதீ தன்மாற்றி விட்டம் (011௦1௨ ௦7 
inversion) srarts Quuyr@tb. 

குறிப்பு &: தன்மாற்றி வட்டத்திற்கு; .&.4£; 88₹) 00; உ... என் 
பவை தன்மாற்றுப் புள்ளிகள் என்பது கவனிக்கதீதக்கது. 

குறிப்பு 5: (A, B, C ௬௧௦ ல எனும் தொகுதி, (A’, B’, ௦ 9 5௦௧௪ eee) 

எனும் தொகுதியின் தன்மாற்றுத் தொகுதி என்பதையும் 
காண்கிறோம். - 

குறிப்பு:6: இவ்வாறு (Ay By © ஆ (65 B*, C’ னி என்பவை 
‘ ஒன்றற்கொன்று தன்மாற்றுதீ தொகுதிகளானால்
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மூ.4.47) 997; 007; எனும் கோடுகள் ௦ எனும் 
புள்ளிவழிக் கோடுகளாகவும், 

(ii) OA.OA’ = OB.OB’ = 00,007 ........௨௮28 எனவும் 
_ அமையும். 

குறிப்பு 7: 8 நேரெண்ணானால் அதாவது 2 ஆனால் 

i (ம) தன்மாற்றி வட்ட: ஆரம் 1$; அது மெய்யான வட்டம் 
- ஆகும். 4.48; நீ; வ. என்பவை OSGi ஓரேபுறமாய் 
அமையும். 

(ii) K எதிரெண்ணானால், அதாவது --7? [என்றால் தன்மாற்றி 
“வட்டம் ஆரம் 47-11] அதாவது கற்பனை எண் (பொய் எண்). ஆகவே 
௦ எனும் மெய்ப்புள்ளியையுடைய, கற்பனை விட்டமாகத் தன்மாற்றி 
வட்டம் அமைகிறது, 4.4“) 25) 00₹; எனும் புள்ளிகள் வெக்கு 
எதிர் எதிர்புறமாக அமையும். 

குறிப்பு 8: 2 எனும் புள்ளி ஒரு நியமப்பாதை 588 வரைந்தால், 
அதன் தன்மாற்றுப்புள்ளி 2” எனும் வரையை வரையும். 
இன் தன்மாற்றுவரை 5; எனப்படும். 2, 2” என்பவை 

இல் வெட்டிக்கொண்டால், 4 தன்மாற்றி வட்டதீதில் 
அமையும் என்றும் புலனாகிறது. இனிமேல் தன்மாற்று 
நிகழ்சீசியினால் ஏற்படும் மாற்றங்களைக் காண்போம். 

தேற்றம் 26 
(ு தன்மாற்றி மையம் ஓர் கோட்டில் அமைந்தால், அந்தக் 

கோட்டின் தன்மாற்று வரை அதுவே. 

(ii) அந்தக் கோட்டில் அமையும் நான்கு புள்ளிகள் 

கொண்ட புள்ளி வரிசையின் குறுக்குத்தகவுமாறாது. 

- உ + + 
௦ A ® c Dp Pp 

படம் 54. 

(0) கோட்டில் 2 ஏதேனும் புள்ளி ஆகுக. தன்மாற்று மையம் 

௦ கோட்டில் அமைகிறது. 

அ. மியின் தன்மாற்றுப்-புள்ளி 7; 023யிலேயே OP.OP’=K 

எனும்படி அமைகிறது. ஆகவே 4 கோட்டில் நகரும்போது, 2ம் 

அதே கோட்டில் நகருகிறது. 

அ. ஒரு கோட்டின் தன்மாற்றுவரை; அதே கோட்டில் உள்ள தன் 

மாற்றி மையத்துக்கு, அதே கோடாகும்.
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: (fii) A, B,C, D oérp கோட்டில் உள்ள புள்ளிகளின் 
தன்மாற்றுப் புள்ளிகள் A’, B’, C*, 9” ஆகுக. 

4. OA.OA’ = QB.OB’ = OC.0C’=0D.0D'=K 

am _ ABCD _ (OB-OA).(OD-OC) 
ஆனால் (440) - Ar GB = (OD=0A). (OB- OC) 
ன சந «K KK. 

K OK KK. 
ட (or இ oa) (or = oc) 
_ (OA’—OB’) . (OC’— OD") 
~ (OA’—OD’) . (OC’— OB’) 

_ AB’. C’D? | 
™ ANDY . Crp ~ 

  

  

(A’B’C’D’) 

குறிப்பு 3: இசைப் புள்ளி வரிசை இசைப் புள்ளி வரிசையாக 
மாறுகிறது. 

குறிப்பு 2: கோட்டில் 7, வைவை நெருங்கும்போது அதன் தன் 
மாற்றுப்புள்ளி 2”, தொலைவில் செல்கிறது. 

௨௨220 ஆகும்போது 21 ௨ என ஆகிறது. 

உ வென் தன்மாற்றுப்புள்ளி, கந்தழிப்புள்ளி ஆகும். 

AGsGure shsiPcijrefuldr (Point of infinity) தன் 
மாற்றுப்புள்ளி O ஆகும். 

குறிப்பு 8: 2? எனும் புள்ளி யின். நடுப்புள்ளி ஆகுக. கோட்டின் 
கந்தழிப்புள்ளி. 9௦ “ஆகுக. 

அப்போது (42806) --1; தன்மாற்றுக்குப் 
பிறகு (4727979705) 1 ஆனால் 07௦௦-0 ஆகும் 

உ (422770) 4.1 என வரும். 

மறுதலையாக. (42580) . --1 ஆனால் .தன்மாற்றுக்குப் பிறகு 
4”₹யின் நடுப்புள்ளியாக 2” வருகிறது. 

ஏனெனில் (47.2.5705) 1 ஆனால் வின் தன்மாற்றுப்புள்ளி 
௦” கந்தழிப் புள்ளியாகும். 

குறிப்பு &: 0 வழிச் செல்லும் இசைக் கோட்டுக்கற்றை, இசைக் 
கற்றையாக இருக்கும். ஏனெனில் கோடுகள் ஓவ்வொன் 
௮ம் அதே கோடுகளாக மாறுவதால்,
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தேற்றம் 27. 

தன்மாற்றி மையம், தன்னுள் இல்லாத கோட்டின் தன்மாற்று 

வரை, அந்த மையம் வழிச் செல்லும் ஒரு வட்டமாகும். 

  

  

  
படம் 55. 

42 என்பது ஒரு கோடு; ௦ என்பது அதன்மேல் இல்லாத ஒரு 

புள்ளி. வைத் தன்மாற்றி மையமாககீ கொள்வோம். 2 என்பது 

கோட்டில் யாதேனும் ஒரு புள்ளி, அதன் தன்மாற்றுபுள்ளி 2?” ஆகுக) 

02.02 7; கோட்டிற்கு 0.4 எனும் குத்துக் கோடுவரைக ; 

யின் தன்மாற்றுப்புள்ளி .4” ஆகுக. 

20.4.0478; அன்றியும் கோட்டில் 2” எங்கிருப்பினும் 

A, A’ oir நிலை மாறாது. 

-* OP.OP’ = OA.OA% & AA’ P’P 9 al நாற்கரம் 

“ LOP’A’ = LOAP 

= 90° 

ம கோட்டில் நகரும்போது, 2” எனும் அதன் தன்மாற்றுப் 

புள்ளி, 0.4*88 விட்டமாகவுடைய வட்டத்தில் நகருகிறது. 

ஃ- கோட்டின் தன்மாற்றுவரை, ௦ வழிச் செல்லும் வட்டமாகும்.
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தேற்றம் 28 
. தன்மாற்றி மையம் ஒரு வட்டத்தின்மீது இருந்தால் அவ் 

வட்டத்தின் தன்மாற்றுவரை நேர்கோடாகும். 

  

  

படம் 56. 

.. வட்டத்தின் மையம் ஜே ஆகுக; தன்மாற்றி மையம் வட்டதீதின் 
மேல் உள்ளது. 00 வட்டத்தை மறுபடியும் .4யில் வெட்டட்டும். 
யின் தன்மாற்றுப்புள்ளி .&* ஆகுக. 

ஃ 47) 4) இவை நிலைப்புள்ளிகள். ் 
வட்டத்தில் யாதேனும் ஒரு புள்ளி 2 ஆகுக. யின் தன்மாற்றுப் 

புள்ளி 2” ஆகுக. 2 வட்டத்தில் நகரும்போது 7 நகரும் வரையைக் 
காணவேண்டும். 2*.4*88 ஒன்று சேர்க்கவும். 

OP.OP’ = OA.OA’ 

ஷ் அம? ஓரு வட்ட நாற்கரம். 

“ LOA’P’ = LOPA Se LOPA = 90° 
“ LOA’P*’ = 90° 

ஃ 2 எனும் புள்ளி 044க்கு .4£இல் குத்ீதாகவுள்ள கோட்டில் 
நகருகிறது. 

அதாவது தன்மாற்றிமையம், ஒரு வட்டத்தின் மீதிருநீதால், 
வட்டதீதின் தன்மாற்றுவரை ௦ வழிச் செல்லும் விட்டத்திற்குக் குத்துக் 
கோடாகும். 

குறிப்பு ண: வட்டமையம் யோன் தன்மாற்றுப்புள்ளி 07 ஆகுக.
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* OC.OC’ = R2 = OA.OA’ 

, ஆளனால் -0.4 - 206 

wv OC.OC’ = 20C.0A’ 

ee OC’ = 20A’ 

3° OA’ = A’C’ 

“. வட்டமையம், கோட்டில் வின் பிரதிபலிப்பாக (100௨9) மாறு 
கிறது. 

தேற்றம் 29 
தன்மாற்றி மையம், வட்டத்தின்மீது இல்லாவிடில் வட்டத்தின் 

தன்மாற்று மற்றொரு வட்டமாகும். 

  

  

படம் 57. 

C எனும் புள்ளியை மையமாகக்கொண்ட வட்டம் 57 ஆகுக. 

௦ தன்மாற்றிமையம் ஆகுக. 2 வட்டம் ஜன்மீது ஒரு புள்ளி ஆகுக. 

௦விலிருந்து தக்கு வரையப்படும் தொடுகோட்டு நீளம் $£ ஆகுக. 

ம* எனும் புள்ளி யின் தன்மாற்று, 2? வட்டம் Fb நகரும்போது 

FP? நகரும் வரையைக் காணவேண்டும். 02 மீண்டும் வட்டம் ல 

வில் வெட்டட்டும். 

இப்போது OP.OP’ = R* 

Amd OP.OQ. = $2 

OP’ R2 
. 09 =H (நிலைமதிப்பு) 

[2*; 9 மாநினாலும் விகிதம் மாறாது] 
ஆனால் 2 வட்டம் நல் நகரும்போது டம் 2ல் நகருகிறது. 

027: 09 - நிலை மதிப்பானதால், 1ம் ஒரு வட்டத்தில் நகரு 

கிறது, [தேற்றம்: 14 காண்க] 

3.௦ எனும் தன்மாற்றி மையத்திற்கு, வட்டம் ன் தன்மாற்று 

வரை ந எனும் வட்டம் ஆகும்.
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குறிப்பு 1: 

வட்டம் 2ம், அதன் தன்மாற்று வட்டம் 5ம் &, 3 எனும் புள்ளி 

களில் வெட்டிக்கொண்டால், 4) 1 அவத்தின் தன்மாற்றுகள் மூறையே 

5, 3” எனும் புள்ளிகளே. ) 7 ப 

0௦22 28) 0032 8. 2 ஆ 

&.%, 77 எனும் புள்ளிகள் வை மையமாகவும் £ நீளமுள்ள ஷா 

முடைய தன்மாற்றி வட்டதீதிலும் அமையும். 

“உ தன்மாற்றி வட்டம்) வட்டம் 5. அதன் மாற்று 2”) எனும் 

மூன்று வட்டங்களும் 418 அச்சாகவுடைய ஓரச்சு வட்டங்களாகும். 

குறிப்பு 2: 
௦ வழி உள்ள வின் விட்டம், .&8 ஆகுக. இந்தக் கோடு வட்டம் 

378 A’, 0*இல் வெட்டட்டும். 

அ. 4, ம இவற்றின் தன்மாற்றுகள் .&4”; 8* ஆகும். 2 வட்டத்தின் 

மையமாகிய யின்: தன்மாற்றும் இதே கோட்டில் அமையும் 0” ஆகுக. 

(படம் காண்க. கோட்டில் அமையும் கந்தழிப்புள்ளி ஸ்ர ஆனால் 

(ACBQo) = ~1). ', (A’C’B’0) = 
“ CO’, வட்டம் x’ கீகு வென் தன்மாற்துப் ப 

(inverse point of O for circle 2 7 

குறிப்பு 8: 
த எனும் வட்டத்திற்கு வென் தன்மாற்றுப் புள்ளி D ஆகுக. 

"uy (OADB) = -1; 
“. (Qo A’D’B’) = 

"3% D’ srapib ydraf .4£9*யின் நடுப்புள்னி. அதாவது வட்டம் 
>’ Deir மையம். தடுப்பு பண்டி! 

ஃ இக்கு வென் தன்மாற்றுப்புள்ளி >? இன் மையமாக மாதுகிறது.
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தேற்றம் 80 

இரண்டு வரைகள் எந்தக் கோணத்தில். ஒன்றையொன்று 
வெட்டிக்கொள்கின்றனவேட,. அதே கோணத்தில், அவற்றின் தன் 
மாற்றுவரைகள் வெட்டிக்கொள்கின்றன. 

  

  

படம் 58 

0.டி 0 எனும் இரு வரைகள் 2யில் வெட்டிக்கொள்கின்றன. 

0 எனும் புள்ளி தன்மாற்றி மையமாகுக. 0, 0 எனும் வரை 
கனின் தன்மாற்றுகள் ௦,” 02” ஆகுக. அவற்றின் பொசுப்புள்ளி யின் 
தன்மாற்று 7* ஆகும். 270 ஒரு கோடமைவனவும் 02.02“ £ ஆக 
வும் அமையும். 

௦ வழிச் செல்லும் ஒரு கோடு Oy 0௦0 0 இவற்றை ட, R, 
Q’, R’ எனும் புள்ளிகளில் வெட்டட்டும். அப்போது ௫, .£ இவற்றின் 
தன்மாற்றுகள் 99, 1” ஆகும். 

- OP.OP’ = 0Q.0Q’; 02.02: - 08.02 

“உ PP’Q’Qb PP’ “ம் வட்ட நாற்கரங்கள். 

உ க்டி272 70295; LOR’P’ = LOPR 

. LOR’ P’-LOQ’P’ = 4028-4020 

“ LR’P’Q’ = LRQP 

௦9% எனும் கோடு 02 எனும் கோட்டை அணுக 40) PR 

P’Q’, 27” என்பவை முறையே 0டி 02 0:20” எனும் வரைகளுக்கு 

2, 22 எனும் புள்ளிகளில் தொடுகோடுகள் ஆகின்றன. 

உட 09 எனும் வரைகளுக்கு 7யில் உள்ள தொடுகோட்டிடைகீ 

கோணம் 0: 0” எனும் தன்மாற்று வரைகளுக்கு 2?*யில் உள்ள 

தொடுகோட்டிடைக் கோணம், 

ஃ இருவரைகள் வெட்டிக்கோணமும், அவற்றின் தன்மாற்றுக்கள் 

வெட்டிக்கொள்ளும் கோணமும் சமம்.
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குறிப்பு 1: 
(1) இரண்டு வட்டங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணம்; அவை 

வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளியில் உள்ள தொடுகோட்டிடையே உள்ள 
கோணமாகும். 

(1) ஒரு வட்டதீதை ..4&8 என்ற நாணில் ஒரு கோடு வெட்டி 
னால், கோட்டிற்கும் வட்டதீதிற்குமிடையேயுள்ள கோணம், .&4.8 எனும் 
நாண் வட்ட வில்லில் தாங்கும் கோணமாகும். 

(iii) ஆகவே ஒரு வட்டமும் அதன் விட்டமும் ஒன்றை 
"யொன்று குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளும். 

(ே) ஒரு வட்டத்திற்கும்ஏ அதன் தொடுகோட்டிற்குமிடையே 
யுள்ள கோணம் 0 ஆகும். 

(: இரண்டு வட்டங்கள், தொடுவட்டங்களாயின் அவற் 
றிடையேயுள்ள கோணம் 0? ஆகும். 

(vi) இரண்டு இணைகோடுகளுக்கிடையேயுள்ள . கோணமும் 
0° ஆகும். 

குறிப்பு 2: இரண்டு குத்துவட்டங்கள் 5) 5 2, 9 எனும் புள்ளி 
களில் வெட்டிக் கொள்ளட்டும். 

(1) கரண்டு வட்டங்களிலும் அமையாத தன்மாற்றி மையத் 

திற்கு, இவற்றின் தன்மாற்று 0, 0, எனும் இரு குத்து வட்டங் 
களாகும். 

(ii) தன்மாற்றிமையம் 5;,ல் அமைந்தால், 5, எனும் வட்டம் 
05 எனும் கோடாகும். 2; எனும் வட்டம் 0; எனும் வட்டமாகும். 
5 2, இரண்டும் குத்து வட்டமாதலால், 0, 0, இரண்டும் குத்தாகும். 
அதாவது 02 எனும் வட்டதீதின் விட்டமாக 0, எனும் கோடூ அமையும். 

(014) தன்மாற்றிப் புள்ளியை; P ஆகக் கொண்டால் 2, ந 

எனும் இரு வட்டங்களும் 0; 02 எனும் கோடுகளாகும்; 21.2, 
ஆவதால் 01.02 என அமையும். அவை வெட்டும்புள்ளி வென் 
தன்மாற்றாுன 9” எனும் புள்ளியாகும். இவ்வரறு இரண்டு சூத்து 
வட்டங்களின், வெட்டுப்புள்ளி ஒன்றைத் தன்மாற்றி மையமாகக் 
கொண்டூ மாற்றம் செய்தால், அவை ஒன்றற்கொன்று குத்தான இரு 
"கோடுகளாக மாறுகின்றன. 

(0) கரண்டு வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று 2 எனும் புள்ளி 
யில் தொட்டால், 28 தன்மாற்றி மையமாகக் கொள்ள, வட்டங்களின் 
தன்மாற்று இரு இணைகோடுகளாகும்.
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தேற்றம் 81 
ஒரு வட்டமும், அதன் இரு தன்மாற்றுப் புள்ளிகளும் கொண்ட 

தொகுதியின் தன்மாற்று இன்னொரு வட்டமும் அதன் இரு 
தன்மாற்றுப் புள்ளிகளுமாகும். 

  

  

படம் 59, 

  

  

படம் 60. 

2: என்பது .4&82 மையமாகக் கொண்ட ஒரு வட்டம்) 2) 9 எனும் 

புள்ளிகள் இவ்வட்டத்திற்கு தன்மாற்றுப் புள்ளிகள். 

௦ எனும் புள்ளியைத் தன்மாற்றி - மையமாகக் கொள்க. மூ ஆடு 

இவற்றின் தன்மாற்று 7“, 9” ஆகுக. ௦ வழிச் செல்லும் 299 எனும் 

வட்டம் 2*0* எனும் கோடாக மாறுகிறது. 2 எனும் வட்டம் >’ 

ஆகிறது. 602917 ஆனதால் 29172 ஆகிறது. ஃ P’Q’ 

எனும் கோடு “இன் மையம் 3” வழிச் செல்கிறது.
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0ம் 29) வழிச் செல்லும் வட்டங்கள் யாவும் க்குக் 
குதீதாதலால் தன்மாற்றுக்குப் பிறகு 19” வழிச் செல்லும் வட்டங் 
கள் யாவும் 3;”க்குக் குத்தாகின்றன. & 20” எனும் புள்ளிகள் 2;7க்கு 

இன்வர்ஸ் புள்ளிகளாகும். 

குறிப்பு : மாற்று நிரூபணம்: இரண்டு புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் 
வட்டங்கள் யாவும் ஒரு வட்டதீதிற்குக் குதீதானால், அப் 
புள்ளிகள், வட்டத்தின் தன்மாற்றுப் புள்ளிகளாகும் 

என்பது ஒரு உண்மை. 46 வழிச் செல்லும் வட்டங்கள் 
யாவும் நக்குக் குதீதாகவுள்ளன. ஏனெனில் இக்கு 2, ட 
தன்மாற்றுப் புள்ளிகள், மாற்று நிகழ்ச்சிக்குப் பிறகு P’Q’ 
வழி வட்டங்கள் 5“க்குக் குத்து என வருகிறது. 2 P’Q’ 
என்பவை 3:”க்கு தன்மாற்றுப் புள்ளிகள் எனக் காண் 
கிறோம். 

இவ்வாறு தேற்ற நிரூபணத்தின் இரண்டாம் பகுதியே போதுமான 
நிரூபணமாகிறது. முதல் பகுதி தேவையில்லை. 

குறிப்பு 2: தன்மாற்றி மையம், வட்டம் 5ல் அமைந்தால் +’, Cot 
* கோடாகிறது. P’Q’ : வழிச் செல்லும் வட்டங்கள். 

யாவற்றிற்கும் இந்தக் கோடு விட்டமாகும். அதாவது 
வட்டங்களின் மையங்கள் 21இல் அமையும் ஃ 2” எனும் 
கோடு 2“ட“இன் மையக் குத்துக் கோடாகும். அதாவது 
2; 9: ஒன்றற்கொன்று கோட்டில் பிரதிபலிப்பாகும். 
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ஓரச்சு வட்டங்களின் தன்மாற்றுகள், ஒரு புள்ளிவழிக் கோடு 
களாகவோ; அல்லது பொது மைய வட்டங்களாகவோ ஆகும்படி 
மாற்றம் செய்ய முடியும். 

(0) வெட்டும் ஓரசீசு வட்டங்களைக் கொள்வோம். அவை 
வெட்டும் புள்ளிகள் 7, ட Bee. PRS தன்மாற்றி மையமாகக் 
கொண்டால், ஒவ்வொரு வட்டமும் 7” வழிச் செல்வதால், அவற்றின் 
தன்மாற்றுவரை நேர்கோடுகளாகும். ஒவ்வொரு வட்டமும் 9) வழிச் 
செல்வதால், டுவின் தன்மாற்றுப் புள்ளியான 01 வழி அக்கோடுகள் 
செல்லவேண்டும். ஆகவே வெட்டும் ஓரசீச௬ வட்டங்களை, அவை 
வெட்டும் ஒரு புள்ளிக்கு தன்மாற்று நேரிட; ஒரு புள்ளி வழிக் கோடு 
களாக மாறுகின்றன. 

(ii). வெட்டாத ஓரசீசு. வட்டங்களாயின், எல்லைப் புள்ளிகள் 
மெய்ப் புள்ளிகளாகும். Sima Li, L, Hes ஒவ்வொரு வட்டதீ
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திற்கும் பூ 7.) இன்வர்ஸ் புள்ளிகளாகும். ஒரு எல்லைப் புள்ளியை 
அதாவது 17,8ீத் தன்மாற்றி மையமாகக் கொள்வோம் வட்டம் 

ஓவ்வொன்றும், இன்னொரு வட்டமாக மாறுகிறது. ட 7 என்ற 
புள்ளிகளின் தன்மாற்றுப் புள்ளிகள் ஒவ்வொரு தன்மாற்று வட்டத் 
திற்கும், இன்வர்ஸ் புள்ளிகளாகும். ஆனால் /.,இன் தன்மாற்றுப் புள்ளி 
கநீதழிப் புள்ளி. அதன் இன்வர்ஸ் வட்டமையம் ஆகவே இன் தன் 
மாற்று எல்லா வட்டங்களுக்கும் மையமாகும். அதாவது வெட்டாத 
ஓரச்சு வட்டங்களை ஒரு எல்லைப் புள்ளிக்குத் தன்மாற்று செய்ய, 

பொதுமைய வட்டங்களாக மாறுகிறது. 

[மாற்று நிரூபணம் : 1) 2 எனும் எல்லைப் புள்ளி வழிச் செல் 

_ லும் வட்டங்கள் யாவும், வெட்டாத ஓரச்சு வட்டங்களுக்குக் குதீதாகும் ; 

- ழ,கீகுதீ தன்மாற்றுச் செய்ய, குத்து வட்டங்கள் யாவும் 4! வழிச் 

செல்லும் கோடுகளாகின்றன. ஓரச்௬ு வட்டங்கள் இக்கோடுகளுக்குகீ 

குத்து வட்டங்களாக மாறுகின்றன. ஆகவே கோடுகள் யாவும் இவற் 

நிற்கு விட்டங்கள் (34௨1௦௦1௦72) ஆகும். ஆகவே குத்து வட்டங்களின் 

மையம் 74; ஆகிறது. .ஃ& ஓரசீசு வட்டங்கள் பொதுமைய வட்டங் 

களாக மாறுகின்றன.] 

  

  

  
  

படம் 61. படம் 62.
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தேற்றம் 898 

௦ எனும் தன்மாற்றி மையத்திற்கு 2”, ஒ எனும் புள்ளிகளின் 
..தன்மாற்றுக்கள் P’, ஓ”. எனும் புள்ளிகள். 7ஒ) 7 ஒ” எனும் 
_ கோட்டுத் - குண்டுகளுக்கு, வெிலிருந்து உள்ளா தூரங்கள் 
மறைய 

ஓஒ _P’ 82... OP’-0@’ 
Pi P Te Go Bo = 5 = OP-OQ = Rt 

[ என்பது ப கல்ணத வட்டதீதின் ஆர நீளம்]. 

  

படம் 65. 

26 2 க்கு 027, 00 எனும் குத்துக்கோடுகள் வரைக 

OF =p OG = p’ 

PP’; 99”. இவை தன்மாற்றுப் புள்ளிகளாதலின் 

OP:OP’ = 09:0Q’ & PQQ’P’ வட்ட நாற்கரம் 

* LOPQ = LOQ’P*3; LOQP = LOP’Q’ 

“ A OPQ Ilr A 0Q’P’ 

OG _ Og _ PY ஏற” (i) 
OF ~ OP = Po PQ” p 
P’Q’ 09”. 009௩09. 09௩027 
  

அன்றியும் 52:50:90. 0802. 
பட்ச ஜூ... ஜு தனை 
** “PQ ~ OP-0@ ௦9 Re (ii) 

குறிப்பு : இந்தத் தேற்றத்தில் மட்டுமே, -தூரம், நீளம் எனும் அள 
- - வுப் பண்புகள் (Metrical Properties) வந்தன. இது 

வரை வந்துள்ளவை விவரப் பண்புகளே. (Descriptive 
- Properties) ’
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தேற்றம் 54 

் ஒரு நாற்கரத்தில், இரு ஜோடி, எதிர்ப் பக்கங்கள் உள்ளடக் 
கும் செவ்வகத்தின் கூடுதல், அதன் மூலைக்கோடுூகள் உள்ளடக் . 
கும் செவ்வகத்திற்குக் குறையாது. 

  

  

படம் 64, 

கொள்கை : 0420 ஒரு நாற்கரம். ஆனால் வட்ட நாற்கரமல்ல. 

நிரூபிக்க : OA.BC+OC.AB = OB.AC 

நிரூபணம் : ௦ எனும் முனையைதீ தன்மாற்றி மையமாகக் 

கொள்க. 

A, B, C இவற்றின் தன்மாற்றுக்கள் .&* 8” 0” ஆகுக. 

* _ R2 சீ ச 

ஃ ட கறி = oar opr’ B 

கண. 412 ச் ச் 

BC = கடம் 
Re bar 

24 2 ரகத் 4 
. R20C ,, », _ ROC.0C’ 4,2, 
w OC.AB = oarope™ B = og-oBp-o0"4 F 

4 

ஃ OC.AB = ள் ஆச ற நமறச 
~OA’.OB’.OC” 

[K = R*/OA’.OB’.0C%}
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தேற்றம் 94 
் ஒரு நாற்கரத்தில், இரு ஜோடி, எதிர்ப் பக்கங்கள் உள்ளடக் 

கும் செவ்வகத்தின் கூடுதல், அதன் மூலைக்கோடுூகள் உள்ளடக் . 
கும் செவ்வகத்திற்குக் குறையாது.    
  

படம் 64, 

கொள்கை : 0420 ஒரு நாற்கரம். ஆனால் வட்ட நாற்கரமல்ல. 

நிரூபிக்க : OA.BC+OC.AB = OB.AC 

நிரூபணம் : ௦ எனும் முனையைதீ தன்மாற்றி மையமாகக் 

கொள்க. 

A, B, C இவற்றின் தன்மாற்றுக்கள் .&* 8” 0” ஆகுக. 

* ணை 733 சீ ௪ 

“AB 5 புவ டதாக 2 

கணை 432 சி சீ 

BC = ௦20 
Re bar 

CA = ocr.oar' 4 
. R20C ,, », _ ROC.0C’ 4,2, 
J OC.AB = oaropr*’ B = on--oB-00r 4 3 

4 

3 OC.AB = ர் A’ B’ = KA'B? 
~OA’.OB’.OC” 

[K = R*/OA’.OB’.0C%]
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இதேபோல 0.4.0 - ௩,807 
ப்ட் OB.CA =:K.0’A’ 

:. ss OA.BC+O0C.AB .= K[B’C’+A’B’ 
>. KAO’ 
> OB.CA 

“ OA.BC+O0C.AB > OB.AC 
0.40 வட்ட நாற்கரமாயின் .4”£₹0*. ஒரு கோடமையும். 

அப்போது 2₹079*,47 - 0747 
அப்போது ௦.4.82,400..48 - ௦8..40. 

தேற்றம் 35 

ஒரு முக்கோணத்தின் ஒன்பது புள்ளி வட்டம், அதன் உள், 
'வெளி வட்டங்களுக்குத் தொடூ வட்டமாய் அமைகின்றது. 

  

  

படம் 65. 

40 என்ற முக்கோணத்தில் உள்வட்டம்: ௨6 இல் தொடு 
கிறது. வெளிவட்டம் 52 %*இல் தொடுகிறது. 477, லே 5இல் 
"வெட்டுகிறது. யோன் நடுப்புள்ளி 0; .&யோன் நடுப்புள்ளி 2; 
BC&@ AD குதீதுக்கோடு, ட (2) 6 0 நான்காவது தொடுவரை 
SL ஆகுக. As ABS Leb வெட்டட்டும். 28 ல் வெட்டட்டும். 

நிரூபணம் : க [- 6-௮] 

திடு ௬00 
ப ட கோடும் ஜெ
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“. விலிருந்து உள்வட்டம் டூ (2), வெளிவட்டம் டூ (ிக்குள்ள 

தொடுகோட்டு நீளம் 040” ஆகும். ஃ லை தன்மாற்றி மையமா 

கவும் 04 ஆர நீளமுள்ள வட்டத்தைதீ தன்மாற்றி வட்டமாகவும் 

கொள்ளவும். அப்போது டு (யின் தன்மாற்று வட்டம் அதுவே. 

- அதுபோல 6 (யின் தன்மாற்று வட்டமும் அதுவே. 0) 

Gi (AISI)=—-1 

இவற்றிலிருந்து BCS Sar or குதீதடிப் புள்ளிகளானால் ஆன புள்ளி 

வரிசை (0%.5%5)--1. ஆனால் 42”இன் நடுப்புள்ளி ௦ 

2 OS.OD=OX?%= OX" 

2. ௰ியின் தன்மாற்றுப் புள்ளி 5 ஆகும். ஆகவே 04௮42 வழிச் 

செல்லும் ஒன்பது புள்ளி வட்டம் 5 வழிச் செல்லும் ஒரு கோடாகும். 

அல்லாமலும் 4085 - 225 (5 OKZWBLA) 

= LLSA+LLAS 

= LASC+LSAC 

LZCD 

= 1C0DZ (3 ZC=ZA=ZD 

“s CDA=90°) 

॥ 

:. 520 ஒரு வட்ட நாற்கரம் 

.. 0%.௦2-05.02- 02 

5. சீன் தன்மாற்றுப்புள்ளி 26 ஆகும். 

29 புள்ளி வட்டதீதில் தன்மாற்றாகிய கோடு EK வழியும் 

செல்கிறது. 

3 இந்தத் தன்மாற்று 6 (2) 6 மேகின் நான்காவது தொடு 

கோடாகும். 

ஆகவே தன்மாற்றுக்கு முன் ஓன்பது புள்ளி வட்டம் 0 6, 

© 204த் தொடவேண்டும். . 

. இதுபோன்று 0 (லயும் தொடவேண்டும். 

[இந்தத் தேற்றதீதிற்கு ஃபோயர்பாகீஸ் Csbpb (Feuerbachs) 

- எனப் பெயராகும்.] 

1146-7
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மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1: ஒரு முக்கோணத்தின் குதீதுயரக் கோடுகள் ஒரு. 

புன்வியில் சந்திக்கின்றன எனும் தேற்றதீதிலிருந்து, ஏதேனும் ஒரு. 
புன்னிக்குத் தன்மாற்று நிகழ்த்த வரும் தேற்றம் யாது 

  

  

படம் 66. 

ஏதேனும் ஒரு புள்ளி வேத் 'தன்மரற்றி மையமாகக் கொள் 
வேரம். தன்மாற்று நேரிடுகிறது என்பதை - எனக் குறிப்போம். 

மாற்றத்திற்கு முன் மாற்றத்திற்குப் பிறகு 
AB, BC, 04) மூன்று 047*) 02501 00141 எனும். 

கோடுகள் ்”  டஒவழிமூன்று வட்டங்கள் 

AD எனும் க்குக் குத்துக் - 0) .4* வழி ட 0207த்குக் 
கோடு குதீது வட்டம் 0.47 

8 எனும் 04க்குக் குத்துக். 0) * வழி © OCA’ EGS 
கோடு GSH attrib OB’ EF’ 

CF எனும் ..4£க்குக்' — > OC’ afl © OA’BR’SS GSS! 
கோடு வட்டம் 00447 

மூன்று கோடுகளும் 7 எனும் 4 மூன்று! குதீது வட்டங்களும் ஒரு. 
. புள்ளியில் சந்திக்கின்றன ட புள்ளியில் சந்திக்கின்றன 

மாற்றத்திற்குப் பிறகு வந்ததைத் தொகுத்துக் கூறுவோம். ₹: ஒரு 
புள்ளி 0 வழி வட்டங்கள் மூன்றனுள், ஓவ்வொரு வட்டதீதிற்கும், 
மற்றிருவட்டங்கள் வெட்டும் புள்ளி வழியாகவும், ௦ வழியாகவும் 
சென்று, குதீதாக அமையும் வட்டங்கள் மூன்றும் மீண்டு ஒரு புள்ளியில் 
வெட்டும். அதாவது ஒரசீசு வட்டங்களாகும் 73 எனும் தேற்றம். 
வருகிறது.
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மாதிரிக் கணக்கு 2: .4 எனும் புள்ளியில் வெட்டும் இரு 
வட்டங்கள் ஒரு கோட்டை 2, எனும் புள்ளிகளிலும், இன்னொரு 
கோட்டை 9) 8 எனும் புள்ளிகளிலும் தொடுகின்றன. வட்டங்கள் 
PAQ, 5.45, ஒன்றையொன்று .4யில் தொடும் வட்டங்கள் என நிரூபி. 

நிரூபணம் : வட்டங்கள் .4யில் வெட்டிக் கொள்வதால் A எனும் 
புள்ளியைதீ தன்மாற்றி மையமாகக் கொள்வோம். 

மாற்றத்திற்கு முன் 
Fr 

Q 

RK 

படம் 67. 

வட்டங்கள் 2, 22 4, 3,வழிச் செல்பவை. 

ஒரு கோட்டை £விலும் இன்னொரு கோட்டை 885 இலும் 
தொடுகின்றன. 

வட்டங்கள் PAQ, RAS ஒன்றையொன்று 4யில் தொடும் என 
நிரூபிக்க. 

மாற்றத்திற்குப் பிறகு 

  

படம் 68. 

கோடுகள் ர, ர, 23* வழிச் செல்பவை. 

4 வழிச் செல்லும் ஒரு வட்டத்தை 4“0)*விலும், இன்னொரு 
வட்டத்தை “8”லும் தொடுகின்றன. ்
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கோடுகள் 7“09-, 5“8* ஒன்றற்கொன்று இணையென நிரூபிக்க. 

ஆனால் 2095) 8.8“ என்பவை இரண்டும் ர) ர ம எனும் 
கோடுகள் உள்ளடக்கும் கோணத்தின் சமவெட்டிக்குகீ குதீதுக்கோடு 
ளெனக் காணலாம். 4225095188” ஆகவே மாற்றத்திற்கு 
முன்னர் உள்ளதும் சரியே. அதாவது வட்டங்கள் PAQ, RAS, 
என்பவை ..4ூ. எனும் புள்ளியில் ஒன்றையொன்று தொடுபவை ஆகும். 

பயிற்சி 

1. ஒரு வட்டதீதின் மையத்தைதீ தன்மாற்றி மையம் ஆகக் 

கொண்டால், அதன் தன்மாற்று வரை என்ன 2 

2. ஏதேனும் ஒரு புள்ளிக்கு (1) ஒரு இணைகரதீதின் தன்மாற்று 
என்ன? (1) புள்ளி இணைகரத்தின் ஒரு பக்கதீதிலானால் என்ன ? 
(111) ஒரு முனையானால் என்ன ? 

3. (0) இரண்டு வட்டங்கள், அவைகளின் பொதுத்தொடு 
கோடுகள் இவற்றின் தன்மாற்று என்ன? (11) தன்மாற்றி மையம் 
வட்டங்கள் வெட்டிக் கொள்ளும் ஒரு புள்ளியானால் தன்மாற்று என்ன ? 
(111) பொதுத் தொடுகோடுகள் வெட்டிக் கொள்ளும் புள்ளிதீ தன்மாற்றி 
மையமானால் என்ன ? ப 

4... கீழ்வரும் தேற்றங்களின் தன்மாற்றுத் தேற்றம் என்ன 
வருகிறது. 

(0) ஒரு வட்டதீதிற்கு வெளியிலிருந்து புள்ளியிலிருந்து 
இரண்டு தொடுகோடுகள் வரைய முடியும். 

(04) மூன்று கோடுகளைத் தொடும்படி நான்கு வட்டங்கள் 
வரைய முடியும். 

(மம) இரண்டு கோடுகளைதீ தொட்டு ஒரு புள்ளி வழிச் செல்லும் 
படி இரண்டு வட்டங்களே வரைய முடியும். 

() ஒரு புள்ளி வழி ஒரு கோட்டை ஒரு புள்ளியில் தொடும்படி 
ச வட்டம் வரைய முடியும். .... 

Oe மூன்று வட்டங்கள்: ஒன்றையொன்று @ பக் வட்டங்களெனில் 
eed தொடும் புள்ளிகள் வழி வட்டம் மூன்றிற்கும் குத்தாகும். 
(குறிப்பு: ஒரு தொடும் புள்ளியைத்ீ தன்மாற்றி மையமாகக் கொள்க.) 

6.. ABC என்ற முக்கோணத்தில் சுற்று வட்டத்தில் ௦ எனும் 

புள்ளியைக் கொள்க. . 04, 0, 00 இவற்றை விட்டமாகக் கொண்ட 
வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று வெட்டிக்கொள்ளும் மற்ற மூன்று புள்ளிகள் 
ஒரு கோடமைப் புள்ளிகளெனக் காட்டு. 

7. APB, CPD ' என்பவை ஓரு வடீடதீதின்' நாண்கள். 
வட்டங்கள் கிச் BPD மீண்டும் வெல் வெட்டுகின்றன. PB
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நிலையாகக் கொண்டு நாண்கள் மட்டும் மாறினால், டுவின் நியமப்பாதை 
என்ன ? 

8. இரண்டு வட்டங்கள் .4யில் வெட்டிக்கொள்கின்றன. 26) 58 

என்பவை பொதுத் தொடுகோடுகள். OC PAQ, O RAS Auld 

தொடும் வட்டங்கள் எனக் காட்டு. 

9. 6242, 0.7202:; .இருகுதீது வட்டங்கள் டூ 2.42, 
டூ 2யயும் இருகுத்து வட்டங்கள் என்றால் டூ 2.4 டூ 2ழியும் 
குதீது வட்டங்கள் எனக் காட்டு. 

10. A, 2, 0) ம ஒரு கோடமைப் புள்ளிகள். Ay, By Cy 
என்பவை © BCD, © CDA, ODAB எனும் வட்டங்களின் 

மையங்கள். <A, stand Ydrafl ADU gb, B, crab ysrol BDudanbd 
அமைந்தால் 6 எனும் புள்ளி மயில் அமையும் எனகீ காட்டு. 

11. 0) 4, 2, 1 எனும் நான்கு புள்ளிகளில் டூ OAC, © OBC 

குதீது வட்டங்களானால் 60.4, டூ.4&ியேம் குத்து வட்டங்களெனக் 

காட்டு. 

12. 3 66? எனும் ஆரமுடைய அிருவட்டங்களின் பொதுத் 

தொடுகோட்டின் நீளம் ர, தன்மாற்றிடவரும் வட்டங்களின் ஆரங்கள் 

7, 567 பொதுத் தொடுகோட்டு நீளம் 4” என்றால் 3: ௧௦ - t” 2 a’b’ 

என நிறுவுக. .. 

19. முக்கோணம் .&808, அதே வருமாறு எவ்வாறு தன் 

மாற்றிடுவது? சுற்று வட்டம், பக்கங்கள், ஒன்பது புள்ளிவட்டங்கள் 

இவற்றின் தன்மாற்றுக்கள் என்ன ? 

14. ட ரே என்பவை இருகுத்து வட்டங்கள். .4, .4” என்பவை 

0,கீகு இன்வர்ஸ் புள்ளிகள். &, 8 என்பவை க்கு இன்வர்ஸ் 

புள்ளிகள் எனக் காட்டு. 

15. தெ எனும் இருகுத்து வட்டங்களைத் தன்மாற்றி மையமாகக் 

கொள்ள, 2:எனும் வரையின் தன்மாற்றுக்கள் முறை 2), 2, ஆகும். 

ரெக்கு 2)ன் தன்மாற்றும் க்கு ந,$கன் தன்மாற்றும் ஒன்றே என 

நிரூபி. 

16. 0 எனும் தன்மாற்றி வட்டத்திற்கு 0) நே எனும் வட்டங்கள் 

ஓன்றற்கொன்று தன்மாற்றானால் அவையிடையேயுள்ள கோணத்தை 

ே சமக்கூறிடுகிறது எனக் காட்டு. 

17. ஒரு முக்கோணத்தின் சுற்றுவட்டத்தில் ஒரு புள்ளியிலிருந்து 

பக்கங்களுக்குள்ள குதீதடிப் புள்ளிகள் ஒரு கோடமைவன எனும் 

தேற்றத்தை அப்புள்ளிக்குதீ தன்மாற்று செய்ய வருவது யாது? 

18. ௦ எனும் புள்ளி வழியியுள்ள 0, OY எனும் கோடுகள் 

ஒரு கோட்டை X, Yd வெட்டுகின்றன. 2401 எனும் கோணம்
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மாறாதிருக்கும்படிக் கோடுகள் மாறுமானால் ட 401 ஒரு குறிப்பிட்ட 
வட்டத்தைத் தொடும் என நிறுவுக, 

19. O, Ay Ay A, A, starume ஒரு வட்டத்தில் உள்ள 
பள்ளிகள் அமி. இதி” x AL Ay A,A, 

OA,.0A,* GA,.04,* OA,,.0A,~ 04,04, என 
  

நிறுவுக. 
20. 4;2,)0 என்பவை ஒரு ணம் புள்ளிகள். 

1 1 
“௦471௦௦ பட

ு ய 2200-00 என 0 எனும் புள்ளியுள்ளது. 

என நிரூபி. 

21. ட, 8 என்பவை இரண்டு வட்டங்களுக்கு 2 எனும் புள்ளியின் 

இன்வர்ஸ் புள்ளிகள். 2? ஒரு ஓரச்சுவட்டத்தில் நகர்ந்தால், 9.2 ஒரு 
திலைப்புள்ளி வழிச் செல்லும் எனக் காட்டு. 

22. ஒரு வட்டத்திற்கு 2) 2” இன்வர்ஸ் புள்ளிகள். 92“ என்பது 
வட்டதீதின் நாண் என்றால் 202.8 எனும் கோணத்தை 224 சமக் 
கூறிடுகிறது எனக் காட்டு. 

23. நான்கு சமநீளமுள்ள கம்பிகள் 705 எனும் சாய்சதுரமாக * 
இணைக்கப்பட்டுள்ளன. டு, 03 எனும் இருசம நீளமுள்ள கம்பிகள் 

அவற்றுடன் இணைக்கப்பட்டு்ள்ளன., பவை நிலையாகக் கொண்டு 
யை ஒருவரையில் நகர்தீதினால், £ அதன் தன்மாற்றுவரையில் நகரும் 
எனக் காட்டு. 

24. மூன்று வட்டங்களை அதே வட்ட வ்சளாகதி தன்மாற்றிட, தன் 
மாற்றி மையம் காண்க. 

25. மூன்று வட்டங்களைச் சமவட்டங்களாகத் தன்மாற்றி 
மையத்தைக் காணவும். ்



7. கனவடிவ கணிதம் 
(Solid Geometry) 

Awoacmpummsdar (Some defenitions): 

1. தளம் (11௨௩௮: ஒரு பரப்பில் உள்ள ஏதேனும் இரண்டு 
புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடு, பரப்பில் முற்றும் அமைந்தால், 
அத்தகைய பரப்பு தளம் எனப்படும். 

குறிப்பு 1: 

குறிப்பு 2: 

குறிப்பு 5: 

ஆகவே ஒரு தளத்தை, ஒரு கோடு ஒரு புள்ளியில் 

மட்டுமே சந்திக்கும். ஏனெனில் இரண்டு புள்ளிகள் 
கோட்டிற்கும், தளத்திற்கும் பொதுவானால், வரையறைப் 
படி கோடு முற்றிலும் தளதீதில் அமையவேண்டி வரும். 

கோட்டை எவ்வளவு தூரம் வேண்டுமானாலும் நீட்ட 

லாம். அதுபோன்று தளத்தையும் எப்பக்கமும், 
எவ்வளவு தூரம் வேண்டுமாயினும் பரவசீ செய்யலாம். 

இதுவும் வரையறையிலிருந்து தெளிவாகிறது. ஏனெனில் 

இரண்டு புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடு, எத்திசையில் 

வேண்டுமானாலும் இருக்கலாம். ஆகவே எஏத்திசையிலும் 
நீட்டலாம். 

ஒரு கோடு எதீதனை தூரம் நீட்டினாலும் ஒரு தளத்தை 

ஒரு புள்ளியில் சந்திக்காவிடில் அந்தக்கோடு, தளத்திற்கு 
அஇணைகோட௫ எனப்படும். 

ஒரு கோடு ஒரு தளத்தை வெட்டும் புள்ளி வழி தளத்தில் 
அமையும் கோடுகள் யாவும், அத்தக் கோட்டுக்குக் 

குதீதாக அமைந்தால், கோடு, தளதீதிற்குக் குத்துக் 
கோடு எனப்படும். (08௦0௨1 4௦ 14% ற1௧௨ அல்லது 

perpendicular to the plane.) 

தளதீதிற்குக் குதீதாகவோ, இணையாகவோ அல்லாத 
கோடு தளத்திற்குச் சாய்வில் உள்ளன கோடு எனப்படும்.
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் குறிப்பு 6: இரண்டு தளப் பரப்புக்கள், எல்லாத் திசையில் பரவி: 

னாலும், . ஒன்றையொன்று வெட்டிக்கொள்ளாவிடில், 

அவை ஒன்றற்கொன்று இணை எனப்படும். 

பயிற்சி 

1. AB, AC என்பவை ஒரு தளத்தில் அமையும் இரண்டு ௪ம 

நீளமுள்ள கோட்டுத் துண்டுகளாகும். 41) என்பது தளத்திற்குக் 

குதீதுக்கோடு ஆனால் 258-190 என நிறுவுக. 

2. ஒரு தளதீதிற்கு வெளியேயுள்ள புள்ளியிலிருந்து தளத்தில் 

சமதூரதீதில் அமையும் புள்ளிகள், ஒரு வட்டத்தில் அமையும் எனக் 

காட்டு, 

3. மூன்றுபுள்ளிகளிலிருந்து, சமதூர தீதில், வெளியில் (1௦ 50௨௦௦) 

இயங்கும். புள்ளியின் நியமப்பாதை என்ன ₹ 

எடுகோள் 1: ஒரு. நேர்கோட்டில் அமையாத மூன்று புள்ளிகள் 

வழி, ஒரே ஒரு தளம் உள்ளது. 

எடூகோள் 2: இரண்டு தளங்கள் ஒரு புள்ளியில் மட்டுமாக 

வெட்டிக்கொள்ளாது. 

குறிப்பு 1: இரண்டாவது எடுகோளிலிருந்து நாம் 'கீழ்க்கண்ட 
வற்றை அறியலாம். 

G) இரண்டு தளங்களுக்குப் பொதுவாக இரண்டு புள்ளிக 

ளரவது இருக்கவேண்டும். அவ்வாறெனின்,; : அவைகளைச் சேர்க்கும் 

கோடு, முற்றிலும் இரண்டு , தளங்களிலும் அமையவேண்டும்... 

அதாவது. இரண்டு தளங்கள். ஒன்றையொன்று ஒரு நேர்கோட்டில். 

வெட்டிக்கெரள்ள வேண்டும். - 

(ii) மூன்று புள்ளிகள், இரண்டு தளங்களுக்குப் பட தண்ணர் 

அவை ஒரு-கோட்டில் அமையாதனவாக இருக்கமுடியாது. ஏனெனில். 

முதல் எடுகோள்படி, மூன்று. புள்ளிகள் வழி ஒரு தளம் மட்டுமே. 

அமையமுடியும். வெவ்வேறாக இரண்டு தளங்கள் அமையமுடியாது. 

ஆகவே இரண்டு தளங்கள் ஒரு கோட்டில் மட்டுமே 'வெட்டிக்கொள்ள 
முடியும்? மூன்று பொதுப் புள்ளிகளோ (அதற்கு மேலோ) இருந்தால். 
அவையாவும். அந்தப் ட்ட ரக அமைவனவரக இருக்க. 
'வேண்டும்:. ் 

  

(014) இரண்டு seiner Heth பொதுப் புள்ளியே .இல்லாவிடில்,. 
- அவை இணைதளங்கள் என முன்னரே கூறியுள்ளோம்.
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தேற்றம் 41 

பொதுவாக மூன்று தளங்கள் ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கும். 

Py, Pay 4 என்பவை மூன்று தளங்களாகுக. 

22) 7 எனும் தளங்கள் தரும் கோடு 1; 
2 2, எனும் தளங்கள் தரும் கோடு 12 ஆகுக. 
2, 2, எனும் தளங்கள் தரும் கோடு 1 

112 எனும் கோடுகள், ஓரே தளம் 4%யில் அமைவதால், (அவை. 

இணையாக இல்லாவிடில்) ஒரு புள்ளி 4ல் வெட்டிக்கொள்ளும். 

2 ம எனும் புள்ளி 1,இல் இருப்பதால் 2) 7, எனும் தளங்கள் 

இரண்டிலும் அமையவேண்டும். 

ம எனும் புள்ளி 1,இல் இருப்பதால் 24%, 1; எனும் தளங்களிலும். 

இருக்கவேண்டும். 

ஆகவே ' எனும் புள்ளி, 4) 2 1 மூன்று தளங்களுக்கு 

, பொதுவான புள்ளியாகும். ஆகவே அது [1 எனும் கோட்டிலும் 

அமையவேண்டும். இவ்வாறு மூன்று தளங்கள், (அவை வெட்டுங் 

கோடுகள் இணையாக இல்லாவிடில்) ஒரு புள்ளியைப் (ஓரே ஒரு. 

* புள்ளியை) பொதுவாகக் கொண்டுள்ளன. 

தளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணம் 

  

படம் 69, 

இரண்டு தளங்கள் ஒன்றையொன்று 29) எனும் கோட்டில் வெட்டிக் 

கொள்ளட்டும். இந்தக் கோட்டில் .&, ஏதேனும் ஒரு புள்ளியாகுக- 

ஒரு தளத்தில் புக்குக் குத்தாக .& வரைக மற்ற தளத்தில்
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மிவுக்குக் குதீதாக .&7 வரைக. அப்போது தளதீதிடையேயுள்ள 
கோணம், .42, 43”. இவையிடையேயுள்ள கோணமாகும். 

LXAY=90° . என்றால் தளங்கள் - ஒன்றற்கொன்று குதீதுத் 
தளங்கள் எனப்படும். 

தே ற்றம் 42 

ஒன்றையொன்று வெட்டிக்கொள்ளும் இரண்டு நேர்கோடுகள் 

வழி ஒரே ஒரு தளம் அமையும். 
AB, AC இரண்டு வெட்டிக்கொள்ளும் நேர்கோடுகளாகுக. 

இரண்டிற்கும் பொதுப்புள்ளி A; 8 என்பது ஒரு கோட்டில் 
யாதேனும் ஒரு புள்ளி. 5 என்பது மற்ற கோட்டில் யாதேனும் ஒரு 
புள்ளி. 

4; ம, என்பவை ஒரு கோடமையாத மூன்று புள்ளிகளாதலின் 
அவை வழி ஓரே ஒரு தளம் உள்ளது: 

ஆகவே .&, AC எனும் கோடுகள் இந்தத் தளத்தில் முற்றும் 
அமைகின்றன. 

4) 40 வழி இன்னுமொரு தளமிருந்தால் இரண்டு தளங்கள் 
இரண்டு நேர்கோடுகளில் வெட்டுகின்றன என முரணாக வரும். 

ஆகவே 4, .40 வழி ஓரே ஒரு தளமுள்ளது. 

குறிப்பு 1: ஓரு நேர்கோடு, அதில் அமையாத ஒரு புள்ளி. இவை 
அமையும் வண்ணம் ஓரே ஒரு தளம் மட்டும் உள்ளது. 

[ஏனெனில் .4.8 நேர்கோடாகுக. ப ஏதேனும் புள்ளியாகுக- 
ஆகவே 42, .40 வழி ஓரே தளம் மட்டுமே உள்ளது.] 

குறிப்பு 2 : இரண்டு 'இணைகோடுகள் வழி ஒரே ஒரு தளம் மட்டும் 

உள்ளது. 

42). 00. இரு இணைகோடுகளாகுக. .&8 எனும் கோடு, 
0 எனும் புள்ளி இவை வழி ஓரே ஒரு தளம் அமையும். 'இந்ததீ 
தளதீதில் .48கீகு இணையாக ஒரு கோடு உள்ளது. அது 0% ஆகுக. 
அப்போது 0 வழி, .&க்கு ௦0%, 0 என இரண்டு இணைகோடுகளைக் 
காண்கிறோம். 4 ஒரு புள்ளி வழி ஒரு கோட்டிற்கு இணையாக ஓரே 
ஒரு கோடு-உள்ளது? எனும் எடுகோளுக்கு இது முரண் ஆகும். 
ஆகவே 6, மே என்பவை: ஒரே கோடாகும். அதாவது 40 
என்ற தளத்தில் 0) அமைகிறது. ் ். 

இரண்டு இணைகோடுகள் 'வழிஇறே... ஒரு தளமுள்ளது எனகீ 
காண்கிறோம். டட
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தேற்றம் 43 

வெட்டிக்கொள்ளும் இரண்டூ கோடூகளுக்கு, அவை வெட்டும் 

புள்ளி வழிச் அமையும் குத்துக்கோடு, கோடுகள் அடக்கும் தளத் 

திற்கே குத்தாக அமையும். 

‘ 

  

  

படம் 70. 

கொள்கை : 0%, ௦7” என்பவை ௦ல் வெட்டிக்கொள்ளும் இரு 

கோடுகள். 04 அவற்றிற்குக் குத்துகோடு. 

நிறுவ : ௦1” என்ற தளத்திற்கே, 0.4 குத்து என அதாவது 

௦ வழிச் செல்லும் 401” என்ற தளத்தில் உள்ள 

எல்லாக் கோடுகளும்: 0.4க்குக் குத்தாக இருக்கு 

மென. 

வரைதல் : ௦ வழி தளம் 207கில் யாதேனும் ஒரு கோடு OD 

ams: தளத்தில் ODEG DUI குதீதாகவுள்ள 

கோடு OX மயிலும் 078 யிலும் வெட்டட்டும். 

நிரூபணம் : 4.40), 4.&௦0 செங்கோணங்கள் 

*. AB?—AC? = (AO?+ 0B?)—(AO?+ OC?) 
= OB?—0C? 
= (OD?+ DB?)—C(OD?+ DC?) 

, [is 2ZD=90°] 

॥ DB?—DC?



102 தொகுமுறை வரைகணிதம். 

௨௨.4 எனும் புள்ளி ,0.4யில் எங்கிருப்பினும் க, 
க்குக் குத்துக்கோடாகும். 

உ.4ம034 றற 
(OA?+ OB?) —(OB?2— OD?) 

= OA?2+4+ OD? 

“. 24000 ஒரு செங்கோணமாகும். 

௦4, மெிக்குக் குதீதாகிறது. 

அதாவது 0.4, 0 வழிச் சென்று, தளம் 4077ல் 
அமையும் ஒவ்வொரு கோட்டிற்கும் 0.4. குத்தாக. 
அமைகிறது. 

“௨ தளத்திற்கு 0.4 எனும் கோடு குத்தாகும். 

[குறிப்பு 2 தளதீதில்.உள்ள ஒரு புள்ளி ௦ வழிச் செல்லும் ஒவ்வொரு. 
கோட்டுடனும் செங்கோணம் ஏற்படுத்தும் கோடே தளதீ 
திற்கு வெல் உள்ள குத்துக்கோடு என வரையறுத்தோம்.. 

தேற்றத்தின்படி, இரண்டு கோடுகளுக்கும் மட்டும். 
குதீதாக ஒரு கோடு அமைந்தால், அது தளத்திற்கே. 
குதீதாகும் எனக் காண்கிறோம்.] 

மாற்று நிரூபணம் : 
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. ப்பத் 71. 

கொள்கை : ௦2, 06 என்ற.இரு கோடுகளுக்கு 0.4 குத்து.
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நிறுவ :₹ 020யில் உள்ள ௦ வழிச் செல்லும் : கோடுகள் 
0.4க்குக் குதீது என. 

வரைதல் : 0.80 என்ற தளத்தில் உள்ள 04) எனும் யாதேனும் 
ஒரு கோடு 04 மயில் வெட்டட்டும். .&0௨ A’ 
எனும் புள்ளிக்கு 0.4“-:0.& எனும்படி நீட்டு, 

B,D, C எனும் புள்ளிகளை .4, 4” எனும் புள்ளி 
களுடன் நேர்கோட்டால் இணைக்கவும். 

"நிரூபணம் : &.40₹, .4₹04யில் 
4௦-40; ம பொது ச்.&௦-- 74708 (905) 

சி 44; அதேபோல AC=A’C 

AABC, A’ BCund 
AB=A’B, AC=A’C, BC Qurgiti uéaib 

“. AABC =AA’BC 

“. LABC = LA’BC 
AABD, A’BDuW AB=A’B BD பொது 

LABD=LA’BD (3 ABC=LA’BC) 

« AABD = ALA’BD 

” AD=A’D. ; 

Ag Surs, \N\AOD, AA’ODIG 
AO=A’0 (aienr ged) 
OD பொதுப் பக்கம் 

AD=A’D. 

“, AAOD = AA’OD 

» LAOD = LA’OD 

“உ.2்.402) செங்கோணம். 

ஃ மெிக்குக் குத்தாக 4) அமைகிறது. 

“2200 என்ற தளத்தில் ௦ வழிச் செல்லும் ஒவ்வொரு 

கோட்டிற்கும் 0.& குதீதாகும். அதாவது தளதீ 

திற்கே குத்தாகும். 
பயிற்சி 

1. ஆறு சதுரங்கள் உள்ளடக்கிய வடிவம், கன சதுரம் என்று 

விளக்கம் கூறினால், அதன் ஒவ்வொரு விளிம்பும், வடிவத்தின் இரண்டு 

பக்கங்களுக்குக் குத்து என நிறுவுக. 

2. AB என்பது ஒரு நேர்கோடு, .& 49 அதற்குக் குத்துக் 

கோடுகள், 85) 577 என்பவை 4 க்குக் குத்துக்கோடுகள். தளங்கள் 

0.4, 8]! இணை தளங்கள் என நிறுவுக.
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குறிப்பு 1: ஒரு கோட்டிற்கு ஒரு புள்ளியில் குதீதாக். அமையும். 
கோடுகள் யாவும், ஒரே தளக்கோடுகள் ஆகும். 

தி 

  

  

படம் 72. 

0.& எனும் கோட்டிற்கு, 02, 06, 02.....என்பவை. குத்துச் 
கோடுகள். 

"0௦ எனும் தளத்திற்கு 0.4 குத்துக் கோடாகும். .&02), 
என்ற தளமும் BOC என்ற தளமும் 0 எனும் கோட்டில் வெட்டிக். 
கொண்டால் .40க்கு 0% குதீதாக. வேண்டும். (படத்தில் 02489 காட்ட 
வில்லை). 0, .&௦2) எனும் தளதீதில் அமைந்து .40க்கு 0 எனும் 
புள்ளியில் குதீதாகிறது. - ஆனால் கொள்கைப்படி 0யும் அதே. 
தளத்தில். '.40க்குக் குதீதாகும். ஒரு தளத்தில் 40கீகு வெல் 0. 
02 எனும் இரண்டு குத்துக்கோடுகள் இருக்க முடியாது. ஆகவே. 
Oz, மெயுடன் பொருந்துகிறது; - அதாவது 042 எனும் கோடும் 30௦௦ 
எனும் தளத்தில் அமைகிறது. * இவ்வாறே: .4க்கு வெல் உள்ள: 
எல்லாகீ குதீதுக்கோடுகளும்' ௦0 எனும் தளத்திலேயே அமை. 
கின்றன. : 

குறிப்பு 2: :..செங்கோணம் 408. 0.48 சுற்றி சுழற்ற 02 எனும் 
“கோடு .&0க்கு: வில் hgh aren தளத்தை ஏற்படுத்து. 

:கிறது. 
இரண்டு பள்ளிகளிலிருந்து சமதூரத்திக்" - அமையும் 
புள்ளிகள், அப்புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் . அட்டனில் நடுக். 
e858 தளத்தில் அமைகின்றன. 
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பயிற்சி 

1. இரண்டு வெட்டிக் கொள்ளும் வட்டங்கள், அவற்றின் மையங். 
களைச் சேர்க்கும்கோட்டை அச்சாகச் கொண்டு சுழன்றால், அவை 
வெட்டிக் கொள்ளும் புள்ளிகள் மையக் கோட்டுக்குக் குத்தான தளத்தில் 
அமைகின்றன எனக் காண். 

ட ம.க ம08 நிலை எண் எனும்படி 2 எனும் புள்ளி நகர்ந். 
தரல், அதன் நியமப்பாதை என்ன? (4, 29 நிலைப்புள்ளிகள்). 

தேற்றம் 44 

ra ஒரு தளத்திற்கு இரண்டு கோடுகள் குத்தானால் அவை ஒன்றற். 
'கொன்று அணைகோடுகளாகும். 

  

  

படம் 78. 

"கொள்கை : AB, CD எனும் கோடுகள் & எனும் தளதீதிற்கு 
2, ம எனும் புள்ளிகளில் குதீதாகவுள்ளன. 

நிறுவ : AB, CD இணைகோடுகளென. 

வரைதல் : 80% கோட்டால் இணைக்கவும். க்குக் குதீதாக 
& எனும் தளத்தில் 22” எனும் கோடு வரைக) 
DE=DF 26s. BE, BF, AE, AD, AF 
எனும் கோடுகள் வரைக.
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நிரூபணம் : க.க க&.க்கி2ல் 
ABQurgi; BE=BF [B, EF sé நடுக்குத்துக் 

கோட்டில் அமைவதால்] 

LABE=LABF=90° 

* AABE=AABF 

2. AE=AF 
AADEZAADF [+3 AD Qurgi AE=AF; 

DE=DF] 
» LADE=LADF  .. ADLEF 
- EF&@ Duis BD, AD, CD @S gs Car@adr. 

ஃ.. 4ம் என்ற தளத்தில் மேயும் அமைகிறது. 
LABD=LBDC=90° 3, ABICD. 
42, 2 என்பவை இணைகோடுகள். 

குறிப்பு: 0.4 ஒரு தளத்திற்கு வில் குதீதாகுக. 54” தளதீதில் 
அமையும் ஏதேனும் ஒரு கோடாகுக, EF&Ss sors 
தில் 09 எனும் குத்துக்கோடு வரைந்தால் .&2) 471 
ஒன்றற்கொன்று குதீதாகும் என்பதையும் மேற்கூறிய 
தேற்றத்தில் காண்கிறோம். ் 

தேற்றம் 45 

மறுதலை) 
இரண்டு .இணேகோடுகளில் ஒன்று ஒரு தளத்திற்குக் குத் 

தானால், மற்றதும் தளத்திற்குக் குத்தாகும். 
(முந்திய படத்தைக் கொள்க) 

கொள்கை : .&2, ம என்பவை இரு இணைகோடுகள். 2: எனும் 
தளத்திற்கு .&2), மயில் குதீதாகவுள்ளது. 02 
எனும் கோடு தளதீதை மயில் வெடீடுகிறது. 

நிறுவ : தளத்திற்கு யும் குத்து என 
வரைதல்: தளதீதில், BDég Daf 757 எனும் குத்துக் 

கோடூ வரைக. 

DE=DF ஆகுக. BE, BF, AE, AD, AF 
எனும் கோடுகள் வரைக. 

நிரூபணம் : 2*/7இன் நடுக்குதீதுக் கோட்டில் 3 அமைவதால் 
BE=BF 
AABCEAABF (wv AB Qurg LABF= 

LABF=90° BE=BF)
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AE= AF 

AADE, AADFS& 
AD Qurg) DE=DF, AE=AF 

“~ AADE=AADF 
LADE=LADF ”. EDLAD 

ஆனால் EDL BD 
EF sab ABD&EGE GSSTSGW. 
ஆனால் 42, 0 இணைகோடுகளானதால் 4. 

தளத்தில் 12 அமைகிறது. 

“ ED 1’ CD. 
AB, CD ஒரு தளதீதில் அமைவதாலும் 

ABICD SAoarsrgib LABD+LCDB=180° 
ஆனால் LABD=90° “. LCDB=90° 
BD Ll” CD. 
CD எனும் கோடு BD, DE எனும் கோடுகள் 

அமையும் தளத்திற்கு அதாவது X எனும் தளத் 

திற்குக் குத்தாகும். 
தேற்றம் 46 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஒரு தளத்திற்கு வரையப்படும் கோடுகள் 

யாவற்றிலும் மிகச் சிறியது, அதிலிருந்து தளத்திற்கு வரையப்படும் 

குத்துக்கோடாகும். 
& 

  

  
  

படம் 74 

தளம் க்கு, .4யிலிருந்து 49 குத்தாகுக, .& வழி யாதேனும் 
ஒரு கோடு, .40 தளத்தை ல் சத்திக்கட்டும். 30 தளத்தில் உள்ள 
தால் 4.48 செங்கோணம் 

உ.ம்; 42, 

1146—8
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தேற்றம் 47 
ஒரு தனத்திற்கு (1) அதில் அமைத புள்ளியிலிருந்து 

குத்துக் கோடு வரைய த அதில் அமையும் புள்ளியில் குத்துக் 

கோடூ வரைய. 

  

  

படம் 75. 

(i) தளம் ஃ,; அதில் அமையாத புள்ளி .&. 

யிலிருந்து க்குக் குத்துக்கோடு வரைய தளதீதில் 90 எனும் 
ஏதேனும் ஒரு கோடு வரைக. 

க்கு 11) எனும் குத்துக்கோடுூ வரைக, 

குளத்தில் 30க்கு 27” எனும் குத்துக்கோடு வரைக, 
DE&e@ AF எனும் குதீதுக்கோடு வரைக. 
47” தளம் க்குக் குத்தாகும். 

நிரூபணம் : 2” வழி க்கு இணையாக 027 வரைக, 

ழு பம, 301.4) ஆனதால் 

427” எனும் தளத்திற்கு 30 குத்தாகும். 

71180 ஆனதால் FH தளம் .&௰ க்குக் 

குதீதாகும் 
உ சிம் ஆனால் 4 பாரா 

44” தள FHE&e அதாவது தளம் க்குக் 

குத்தாகும்.
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04) &எனும் தளத்தில் 4 அமைந்தால். தளத்திற்கு வெளியே 

2 எனும் புள்ளியைக் கொள்க. 4:48 எனும் குத்துக்கோடூ தளத்திற்கு 

வரைக, .&2ரீ என்ற தளத்தில் 2]ரக்கு இணையாக .&7” வரைக. 

47” வரைக. AF தளதீதிற்குக் குதீதாகும். 

வெட்டாக் கோடுகள் (51% lines): 

இரண்டு கோடுகள் வெட்டாவிடில் அவை ஒரே தளத்தில் 

அமையாதனவாகும். 

இரண்டூ வெட்டாக் கோடூகளிடையேயுள்ள கோணம்; ஒரு 

கோட்டிற்கும், அதில் உள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளிவழி மற்ற 

கோட்டிற்கு வரையப்படும் இணை கோட்டிற்குமுள்ள கோணமாகும். 

வெட்டாக் குத்துக்கோடுகள் : இரண்டு வெட்டாக் கோடூ 

களிடையேயுள்ள கோணம் செங்கோணமானால், அவை வெட்டாக் 

குத்துக்கோடுகள் எனப்படும். ் 

soarwear gribsgib: (Skew quadrilateral) 

நான்கு புள்ளிகள், ஒரே தளத்தில் அமையாதனவாயின், அவை 

களைச் சேர்க்கும் நேர்க்கோடுகளான வடிவம் தளமலா நாற்கரம் 

* எனப்படும். 

தேற்றம் 48 
இரண்டூ வெட்டாக் கோடுகள் வழியாக ஒரு சோடி இணைத் 

தளங்களே அமைக்கமுடியும். 

%* 

  

படம் 76.
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42) மே இரு வெட்டாக் கோடூகளாகுக. 

க்கு இணையாக 4.3 வரைக. 

.4மிக்கு இணையாக 02” வரைக. 

தளம் 2.42 ॥ தளம் 20.8. 

4 வழி வேறொரு இணைதளமிருந்தால், அது ACDE என்ற 

தளத்தை ௩231ல் வெட்டட்டும். 

..4277*10ம0 என வருகிறது. 

ஆகவே 0மிக்கு இணையாக .& வழி ஒரே தளத்தில் AE, AE’ 

என இருகோடுகள் உள்ளன என வருகிறது. இது கியலாதாகையால் 

472, 479* என்பவை ஓரே கோடுதான். 

4) மெ வழியாக இரண்டு தளங்களே ஒன்றற்கொன்று இணை 

யாக உள்ளன. 

தேற்றம் &9 
(0 இரண்டூ வெட்டாக் கோடுூகளுக்குப் பொதுக்குத்தாக ஒரே 

ஒரு கோடு உள்ளது. (4) இதுவே, அந்தக் கோடுூகளிடையே 

மிகச் சிறிய தூரத்தைத் தரும்.    

படம் 77,
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AB, CD என்பவை ஒரே தளத்தில் அமையாத இருகோடுகள். 

,4க்கு இணையாக 07 எனும் கோடு வரைக, மயில் யாதேனும் 

ஒரு புள்ளி 2யிலிருந்து 08 எனும் தளத்திற்கு 221” எனும் குத்துக் 
கோடு வரைக. க்கு இணையாகவுள்ள 2”ஊெனும் கோடு CDB ௦ல் 

வெட்டட்டும். 

2 FCUAB; .. மாக்கு இணையான (0/7 எனும் கோடு 488 

ரீல் வெட்டட்டும். 

GH எனும் கோடு 4, மக்குப் பொதுக்குத்துக்கோடு ௭௬ 

திரூபிப்போம். 

HGIPF, PF L’ sab DCE 

. HG L gah DCE 

. HGLCD. HGLGF 

அன்றியும் 1202 ஒரு இணைகரம், 

உட மே 077 செங்கோணம். 

 GHLAB. 

இவ்வாறு 4, மக்குப் பொதுவில் குத்தாக 017 அமைவதைக் 

காண்கிறோம். 

வரைதல் முறையினால், GH seb ஓரே ஒரு பொதுக் குத்துக் 

கோடு உள்ளது என்பதுவும் தெளிவாகிறது. 

(ம) மெயில் யாதேனுமொரு புள்ளி 9 ஆகுக. 

PQ, OF சேர்க்கவும். 

LPFQ = செங்கோணம், 

% PQ>PF ஆனால் 227 004 

“ PQ>GH 

. மே, இரு கோடுகளில் உள்ள புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் எந்தத் 

கோட்டைவிடச் சிறியதாகும். 

குறிப்பு ழ: இரண்டு வெட்டாக் கோடுகளிடையேயுள்ள தூரம். 

அவை வழியுள்ள இணைதளங்களிடையேயுள்ள தூரம் 

எனக் காண்கிறோம். 

குறிப்பு 2: ஒரு தளத்திற்கு ஒரு கோடு இணையானால் தளத்தில் 

அதற்கு &ணையாக அமையாத, மற்ற எல்லாக் கோடு 

களுக்குள்ள மிகசீ சிறிய தூரம் ஒன்றாகவே (சமமாகவே) 

இருக்கும் எனவும் தெரிகிறது. (இதை நிறுவுக)
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குறிப்பு 3: படத்தில் 017இன் நடுப்புள்ளியையும் 229இன் நடுப் 
.' புள்ளியையும் சேர்க்கும் கோடு பெக்குக் குதீது என 

__ நிறுவுக. 

"குறிப்பு &: 7” எனும் புள்ளி .4£யிலும் 9 எனும் புள்ளி மயிலும். 
நகர, 2?டகின் நடுப்புள்ளியின் நியமப்பாதை யாது ₹ 

பயிற்சி 

1. கிரண்டூ புள்ளிகளிலிருநீது சம தூரத்தில் நகரும் புள்ளியின் 
நியமப்பாதை, புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் மையக்குத்துத். 
தளம் எனக் காண்க. ் 

2. ஒரு தளதீதில் 40 என்பவை மூன்று புள்ளிகள். 2 எனும். 
புள்ளி &.4ியேினுள் உள்ளது. 9 வெளியே ஒரு புள்ளியானால் 
OP<OA, OB, OC என நிறுவுக. 

3. இரண்டு தளங்களிலிருந்து சமதூரத்தில் நகரும் புள்ளியின் 
நியமப்பாதை கிரண்டு தளங்கள் எனவும் அவை ஒன்றற்கொன்று. 
குதீதுதீ தளங்கள் எனவும் காட்டு. 

4. ஒரு ஒழுங்கான நான்முகியின் (Regular tetrahedron) 
வெட்டாத இரு விளிம்புகளிடையேயுள்ள மிகச்சிறிய தூரம், அவற்றின் 
நடுப்புள்ளிகளைசீ சேகரிக்கும் கோடு என நிறுவுக. * 

5. ஒரு கோடு வழித்தளங்களுக்கு, ஒரு புள்ளியிலிருந்துள்ள 
குதீதடியின்: (௦௦% ௦7 1132 ஐன்ூ31௦01௨2) நியமப் பாதை என்ன ₹ 

6. 04, ம) 00 என்பவை முறையே a, b, ¢ நீளமுள்ள 
ஒன்றற்கொன்று குத்தான கோடுகள். வெட்டாத விளிம்புகளிடை உள்ள 
தூரத்தைக் கணக்கிடு, ் 

7. மேற்கூறிய கணகீகில் 40 எனும் தளத்திலிருந்து வின் 
தூரம் ௧6௦-- Va2b?2 + 62௦2-௦2௦2 எனக காட்டு. ன 8. 

8. ABCD எனும் தளம், ஒரு கனசீ செவ்வகத்தின் அடித்தள: மாகும். கு எதிர்முனை 8.  8.டக்கு 9% குத்தாகவுள்ளது. AXE 
எனும் தளத்திற்கு 8.) குத்து. எனக் காட்டு, ற, 4௨0 எனும் 
இரு தளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணம் என்ன ? 

9.04) 02) 00. ஓன்றற்கொன்று' குதீதான கோடுகள். 074 
எனும் ;குத்துக்கோடு 42கேகு: வரையப்படுகிறது. &.&மயேன் 
குதீதுமையம்:27.எனக் காட்டு. 

10. ௭, ர: எனும் இரு தளங்கள் AB எனும் கோட்டில் வெட்டிக் 
கொள்கின்றன. 1.௩ என்பவை 4மிக்குச் சமச்சாய்வில் ரல் உள்ள
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கோடுகள் ர*ல் அவற்றின் வீழல்களும் .&£க்குச் சமச்சாய்வில் உள்ளன 

- எனக் காட்டு. பச் 

11; ஒரு நான்குமுகியின் நான்கு முனைகளை, அவைகளின் எதிர் 
முக்கோணப் பக்கங்களின் மையக்கோட்டுச் சந்திகளுடன் சேர்க்கும் 

நான்கு கோடுகள் ஒரு புள்ளிவழிக் கோடுகளெனவும், அப்புள்ளி 

கோடுகளை 3 : 1 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கிறதெனவும் காட்டு. 

12. ஒரு நான்முகியின் 6 விளிம்புகளையும் தொடும் கோளத்தின் 

ஆரத்தைக் கணக்கிடுக. ் 

13 ஒரு:நான்முகியின் அடிப்பக்கம் ஒரு சமகோண முக்கோணம். 

உச்சிக் கோணங்கள் செங்கோணங்கள். அடிப்பக்கதீதின் மையத்தி 

னின்று ஒரு பக்கதீதிற்குள்ள தூரம் முனைவழி விளிம்பின் மூன்றில் 
. ஓன்று எனகீ காட்டு. 

~ 

14. ஒரு கனசதுரத்தின் மூலைக்கோட்டிற்கும், அதை வெட்டாத 

விளிம்பிற்கும் இடையேயுள்ள தூரத்தைக் கணக்கிடு. 

15. ஒரு நான்முகியின் இரு முனைகளிலிருந்து எதிர்ப் பக்கங் 

_ களுக்கு வரையப்படும் குதீதுக்கோடுகள் வெட்டிக்கொண்டால், மற்றிரு 

முனைகளிலிருந்து அவற்றின் எதிர்ப்பக்கங்களுக்கு வரையப்படும் 

"குதீதுக்கோடுகளும் வெட்டிக்கொள்ளும்.



கலைச்சொற்கள் 

Centre of inversion . 

Centre of similitude 

‘ Coaxal circles 

Complete quadrilateral 

Complete quadrangle 

Conjugate points 

Conjugate lines 

Continuity principle of 
Cross ratio 

Diagonal line triangle 

Diagonal point triangle 

Duality, principle of 

Harmonic Range 

Harmonic Pencil 

Harmonic triangle 

Inverse points 

‘Inverse curve 

_ Limiting points 

' Orthogonal'circles 

Plane 

Point circle 

Pole of a line 

Polar of a point 

Power of a point 

Radical axis 

Radical centre 

Similitude centre of 

Similitude cricle of 

Skew lines _ 

தன் மாற்றி மையம் 

போன்மை மையம் 

ஓரச்சு வட்டங்கள் 

முழு நாற்கரம் 

முழு நாற்கோணம் 
துணையியப் புள்ளிகள் 

துணையியக் கோடுகள் . 

தொடர்ச்சி-நெறித் தத்துவம் 

குறுக்குத் தகவு உ 
மூலைக் கோட்டு முக்கோணம் 

மூலைப் புள்ளி முக்கோணம் 

இருபான்மை நெறிதீ தத்துவம் 

இசைப் புள்ளி வரிசை 

இசைக் கோட்டுக் கற்றை 

இசை முக்கோணம் 

தன்மாற்றுப் புள்ளிகள் 

தன்மாற்று வரை 
எல்லைப் புள்ளிகள் 

குத்து வட்டங்கள் 

தளம் 

புள்ளி வட்டம் 

கோட்டின் இசைப்,.புள்ளி 

புள்ளியின் இசைக் கோடு 

புள்ளியின் வர்க்கம் . 

சமத்தொடு கோட்டசீசு 

அச்சு சந்தி 

போன்மை மையம் 

போன்மை மைய வட்டம் 

வெட்டாக் கோடுகள்...
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