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பதிப்புரை 

ஒருபடி. இயல்முறைக் கணிதம் என்ற 
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கல்லூரிக் தமிழ்க் குழுவின் சார்பில் 

வெளியான 35 நூல்களையும் சேர்த்து 

இதுவரை 733 நூல்கள் வெளிவந்துள்ளன. 

இந் நூல் மைய அரசு, கல்வி, சமூக நல 

அமைச்சகத்தின் “மாநில மொழியில் 

பல்கலைக்கழக நூல்கள் வெளியிடும் 

திட்டத்”தின்8ழ் வெளியிடப்படுகிறது. 

மேலாண்மை இயக்குந்ர் 
தமிழ்காட்டுப் பாடநூல் கி.றுவனம்.
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yO, 
பொருளடக்கம் 

அடிப்படைக் கொள்கைகள் (௫4581௦ 0011020189) 

அணிகள் (1448117069) : 

ஒருபடிச் சமன்பாடுகள் (119082 equations) 

-வெக்டர் வெளி (Vector Space) 

ஒருபடி நிலைமாற்றம் (14௦ transformation) 

அணிகளும் ஒருபடி. நிலைமாற்றங்களும் (188111005 
and linear transformations) 

2UQUGéG Geese Inner product spaces) 

ன சிறப்பு மூலங்கள், Qoudtstac (Characteristic 

roots, vectors) 

வீச்சு, or mWerento (Projection, Invariance) : 

பக்கம் 

17 

55 

86 

147 

2138 

245 

289 

826.



1. அடிப்படைக் கொள்கைகள் 
(Basic Concepts) 

1-1. கணங்கள் (69) 

நன்கு வரையறுக்கப்பட்டுள்ள எந்த ஒரு குறிப்பிட்ட 
பொருள்களின் தொகுப்பு அல்லது இனம் ஒரு கணம் எனப்படும். 
நன்கு வரையறுக்கப்பட்டுள்ள இனம் எனின், எந்த ஒரு குறிப் 

பிட்டுள்ள பொருளும் அந்த இனத்தில் உண்டு அல்லது இல்லை 
என்பதை நம்மால் தெளிவாகக் கூறமுடியும். 

ஒரு கணத்திலுள்ள பொருள்கள் அதன் மூலகங்கள் 
(elements) எனப்படும். அப் பொருள்கள் எவையாகவேனும் 

இருக்கலாம். 4,,2,...,7,.2 என்ற பெரிய எழுத்து 
களினால் கணங்களையும், க, ம், க... 3 7) 2. என்ற சிறிய 
எழுத்துகளினால் அதன் மூலகங்களையும் குறியீடு செய்வது மரபு. 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

; (i) A = {a, e, i, o, u} 

4 கணம் ஆங்கில எழுத்துகளில் உயிர் எழுத்துகள் a, குர் 2, 1 
கொண்ட கணமாகும். 

“() 5- 0: % ஓர் ஒற்றை முழு எண்) 
மி கணம் அனைத்து ஒற்றை எண்கள் கொண்ட கணமாகும். 

1-2. முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள மூலகங்களைக் கொண்ட 
கணம் முடிவுற்ற கணமெனவும் (110116 580) அவ்வாறற்ற கணம் 
மூடிவிலிக் கணம் (11146 86) எனவும் கூறப்படும். 

ஒரே ஒரு மூலகம்கொண்ட கணம் ஒருமைக்கணம் (811216(01) 
எனப்படும். (௦) என்ற ஒரு கணம் ஒருமைக் குணமாகும்.
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_ மூலகமற்ற ஒரு கணம் பூச்சியக் கணம் எனப்படும். இது 

*் எனக் குறிப்பிடப்படும். (ம) என்பது பூச்சியக் கணத்தைக் 
கொண்ட ஒரு கணமாதலின், ஜ-ம், (6)-ம் வெவ்வேரானவை. 

1-3. . கீழ்க் கணங்கள் (801-5௦9) 

4 எனும் கணத்திலுள்ள ஒவ்வொரு மூலகமும் 8 கணத் 
இலுமிருப்பின், கணம் 84 கணம் B-or &ழ்க்கணம் எனப்படும். 
இது 4 ௪ 8 எனக் குறியீடு பண தப 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

@ 4= (1,3, 7 
-- B {1, 3, 5, 7, 9} எனின், 

46௨ அல்லது 5 4. 

{1, 3, 5} 
(3, 5, 1) எனின், 

4 6 ம,மேலும் 4- 2, 

4௦௨4. 7 

Gi) A 
B 

| 

1-4, அடிப்படைக் கணச்: செய்கைகள் ‘(Fundamental set 
operations) _ 

(1) ae ஒன்றிணைப்பு 

A,B என்பவை இரு - கணங்களெனின், ' அவற்றின் 
ஒன்றிணைப்பு 40.8 எனக் குறிப்பிடப்படும். 408 என்பது A, B 
இரண்டிலும் உள்ள மூலகங்களைக் கொண்ட கணமாகும். 

குறியீட்டின்படி, 

AUB = {x :x © A, அல்லது உ © BY 

எடுத்துக்காட்டுகள் . 

» @ A = {a, b, c} 
B= {b,d,e} aoler, ° 

AUB = {a, b,c, d, et 

(0 4 (2 :% ஒரு கூட்டு முழு எண்) 

க - 0: ஒரு குறை முழு எண்) 
AUB = {z:2z, பூச்சியமற்ற ஒரு முழு எண்) 

(iii) A = {1,2, 3} 
B = {2,3,4} 

_ AUB = {1, 2, 3,4} 

ib
e.
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(2) , கணங்களின் வெட்டு (1412756011011 ௦7 5618) 

ச் 8 என்ற இரு கணங்களது வெட்டு 40 8 எனக் 

றிப்பிடப்படும். 4 0) 8 என்பது 4, 18 கணங்களது பொது 
மூலகங்களைக் கொண்ட ஒரு கணமாகும். 

    

   

  

குறியீட்டின்படி, 
AN B={x:xeGAdA, xe B} 

அடுக்துக்காட்டுகள் 

: () A = {a,b,¢, d,. ey 
B= {e,d,e,f,g} எனின், 

An B = {e,d, e} 

(ii) A= {x i: ஓர் ஒற்றை எண்) 
B={y ப் ஓர் இரட்டை எண்) எனின், 

NB = (2 : 2 ஓர் ஒற்றை எண், 
2 ஓர் இரட்டை எண்) 

ு ம பூச்சியக் கணம். 

(3) கணங்களின் வேறுபாடு (0175876006 ௦8 8649) 

4, 8ீ என்ற இரு கணங்களின் வேறுபாடு (4. 2) 
என்று குறிப்பிடப்படும். (4- 8) என்பது 8-ல் இல்லாத, 
ஆனால், 4-ல் மட்டும் உள்ள மூலகங்களைக் கொண்ட கணமாகும். 

குறியீட்டின்படி, 

4-2 (2:14, ஜக 

“B-A={y:yeEB, y€ A} 

எடுத்துக்காட்டுகள் - 

(i) A = {3, 4, 5, 6} 
B= {3,6} எனின், 

A—B = {4,5} 

(11) A= {1, 2, 3, 4, 5, a, b}- 

B= {4,5,'c,d} -qrosfler, 
_.A—B = {1, 2,3, a,b} 

B-—A = {c,d}. 

(4) ஒரு கண நிரப்பி (Complement of a set) 

பொதுவான கணம் ((பரஸ்ர2வ1 860) (7 ஒன்றின் சீழ்க்கணம் 
4 எனில், 4-ன் நிரப்பி 7- 4 எனும் கணமாகும். இது கி
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எனக் குறிப்பிடப்படும். 4! என்ற கணம் 4-ல் இன்னா, ஆனால் 

(-ல் மட்டும் இருக்கின்ற மூலகங்கள் கொண்டதாகும். 

குறியீட்டின்படி, 
A=zU—-A={x:xEU,x€ A} 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

ட U={a,b,c,4,4 
A= {a,b} எனின், 
கி 0-4 {c,d,e} 

(ii) v= 2, 3, 4, 5, ...} 
் 41, 3-5) 2 +}, எனின், 
ase ee of 

குறிப்பு: (a2) AUA' =U, (b+) ANA =, (©) U' = ¢. 

1-5. 2@wrppb (Mapping) 

4, 8 என்பவை இரு கணங்களெனவும் -யிலுள்ள 

ஓவ்வொரு மூலகத்தையும் -யிலுள்ள ஒரு மூலகத்துடன் _ 

ஓரே முறையில் தொடர்புபடுத்தும் சில விதிகள் உள்ளன 

எனவும் கொள்வோம். இவ்வாறு 4 கணத்தை 28 கணத்துடன் 

தொடர்புபடுத்தும் முறையை உருமாற்றம் என்றும், குறிப்பாக . 

உள் உருமாற்றம் (104௦ ா8[றஜஐ) என்றும் கூறுவோம். 

  

  

  

படம் 7 

இவ் வுருமாற்றம் ரீ என்ற எழுத்தால் குறிக்கப்பட்டு, 
: 4௮௰ என்றோ அல்லது 4௮: ம என்றோ எழுதப்படும். 

மேலும், ௨: என்பது .4-யிலுள்ள ஒரு மூலகமாயின், மூலகம் 
௩-வோடு உருமாற்றம் ரீ தொடர்புபடுத்தும் 2-யிலுள்ள மூலகம் 

fla) என்று குறிக்கப்படும். f(a), a-or விம்பம் (24௧2). 
எனப்படும்.
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படத்தில் 2, 6 4 மூலகங்கள் உ ௪ 8 மூலகத்துடனும், 
ச் 6 4 மூலகம் ர 6 8 மூலகத்துடனும், 2 € 4 மூலகம் 6 2 
மூலகத்துடனும். தொடர்புபடுத்தப்பட்டுள்ளன. அதாவது, 

உ, v= f(b) 
u = f(c), w= f(d). 

4 கணத்திலுள்ள மூலகங்கள் B கணத்தின் ஓத்த மூலகங் 
களது முந்தைய விம்பங்கள் (16-112205) எனப்படும். 

1-6. Gwe 2 @wrHmb (Onto Mapping) 

2 கணத்திலுள்ள மூலகங்கள் அனைத்தும் 4 கணத்தில் 
உள்ள மூலகங்களுடன் தொடர்புற்றிருப்பின், அவ்வகை உ 
மாற்றம் மேல் உருமாற்றம் (0ெர்௦ mapping) எனப்படும். 

Ant ஒன்றுக்கொன்றான உருமாற்றம் (01௦ (௦ 006 80) 

உருமாற்றம் 7:4௮:28 என்பது, 4 கணத்திலுள்ள 
, வெவ்வே று . மூலகங்களுக்கு வெவ்வேறு விம்பங்கள் 2-ல் 
"இருக்குமாறு அமைந்தால், ஒன்றுக்கொன்றான உருமாற்றம் 

எனப்படும். : , 

1-8. அநேக ஒன்று உருமாற்றம் (1/4813/-00௦ mapping) 

மீ கணத்திலுள்ள மூலகங்களில் குறைந்தது ஒன்றிற்காவது 
4 கணத்திலுள்ள மூலகங்களில் இரண்டு அல்லது இரண்டிற்கு 

“மேற்பட்ட மூலகங்களுடன் தொடர்புள்ள உருமாற்றம் அதேக 

ஒன்று உள் உருமாற்றம் (1883-06 101௦ mapping) எனப்படும். 

மீ கணத்திலுள்ள மூலகங்களில் குறைந்தது ஒன்னிதகாறை 
4-யிலுள்ள மூலகங்களில் இரண்டு அல்லது இரண்டுக்கு மேற் 
பட்ட மூலகங்களுடன் தொடர்பிருந்து, 8-ல் உள்ள மூலகங்கள் 

அனைத்தும் 4-ன் /*-விம்பங்களாக இருப்பின், அவ்வகை ௨௫ 

மாற்றம் அநேக ஒன்று மேல் உருமாற்றம் (Many-one onto 
mapping) எனப்படும். 

1-9. Goiwr@en 20TH Mb (Inverse mapping) 

f: 4>B என்பது ஒன்றுக்கொன்றான மேல் உருமாற்றம் 
எனக் கொள்வோம். எனவே, யிலுள்ள ஓவ்வொரு மூலகத் 
திற்கும் ஒரே ஒரு மூலகம் 4-ல் இருக்கும். ஆகவே, 2-யிலுள்ள 

2 என்ற ஒவ்வொரு .மூலகமும் 4-ல் உள்ள அதன் முந்தைய 
விம்பம் ந மீது உருமாற்றப்படுகறது எனக்கொண்டு, -லிருந்து
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4-க்கு.. உருமாற்றம் செய்யலாம். இவ்வகை உருமாற்றம் 
ரன் நேர்மாறான உருமாற்றம் எனப்பட்டு ff எனக் குறியிடப் 
படும். 

குறியீட்டின்படி, 

2-7], xed, yes. 
% 

1-107 குலங்கள் (Groups) 

பின்வரும் விதிகள் பொருந்தும், ௨ என்ற ஓர் இணைச் 
Geréene (Operation) கொண்ட வெறுமையற்ற கணம் 6 ஒரு 
குலம் எனப்படும். 

fi) xe yEeGyx,yeEeG 

il) xe(yoz) = (xeoyloz, ¥ x,y,z © G (Getiny விதி- 
: Associative law) 

(1) 6-ல் உள்ள ஓவ்வொரு மூலகம் க்கும் 
சர்வசம epwsid (Identity element) எனப்படும் ச எனும் 
மூலகம் %௦2 2௨% ௬ % என்ற . கட்டுப்பாட்டில் இருக்க” 

. வேண்டும். 

(2) நேர்மாறு மூலகம் (70176186 81020) இருக்கவேண்டும். 
அதாவது, 6-ல் உள்ள % எனும் ஒவ்வொரு மூலகத்திற்கும் 

ட நாக 0 என்ற ஒரு மூலகம் 

ம ௨02௯ 32 231 ௮ 8 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் இருக்கவேண்டும். 

மேற்குறிப்பிட்ட விதிகளுடன் ஒரு குலத்திலுள்ள மூலகங் 
களுக்குப் பரிமாற்று விதி (0௦௯௯11௧046 1) பொருந்துமெனின், 
AF குலம் அபெலியன் Gerd (Abelian group). னயல். 
அதாவது, அபெலியன் குலத்தில், ் 

3௦20-17௦3, ச 0064 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

1. - (21, 6-0). என்பது பெருக்கஷ் இணைச் 
சேர்க்கையின்கீழ் ஒரு முடிவுள்ள அபெலியன் (௦811௨) குலம் 
என நிறுவுக. . 

கணம் 0-ல் ஒரு குலத்துக்கான விதிகள் அனைத்தும் பொருந் 
தும் என முதலில் நிறுவுவோம்.



~ 

அடிப்படைக் கொள்கைகள் ச் 

(1) 'இணைச்சேர்க்கை 

1)=l1EeG 

1-i=ieG 

l{(—i) = -iEG 

(-)(-) = ieG 
@(-) = -P =1EG 

எனவே பெருக்கல் கணம், 0-ல் ஓர் இணைச்சேர்க்கை ஆகும். 

(14) சேர்ப்பு விதி 

(1.9.0 (டி. (0௮8221 
(1). (௩ம் றி -1-(—#) = -1.1= -1 

. (-1l-i)- -i= —1-(@- —i) 4 

இது அனைத்து மூலகங்களுக்கும் பொருந்துமாதலின், சேர்ப்பு 
விதி கணம் 0-க்குப் பொருந்தும். 

(114) சர்வசம மூலகம் 

கணம் 0-ல் சர்வசம மூலகம் 1] அகும். 

ஏனெனின், 1.ர் 7.1] 1,160 

(iv) நேர்மாறு மூலகம் 

1, 1, ம -4 ஆகிய மூலகங்களது நேர்மாறு மூலகங்கள் 

முறையே 1, -1, -ற ர ஆகும். அதாவது, ஓவ்வொரு மூலகத் 

இற்கும் ஒரு நேர்மாறு மூலகம் 0-ல் உண்டு. 

எனவே, 0 ஒரு குலமாகும். 

மீண்டும், 

i-(-D=(-)-i= -ieG 

1-(-D =(-1)-1=16EG6 முதலியன. 

குலம் 6-ல் பரிமாற்று விதியும் பொருந்துவதால் ௮து அபெலி 

யன் குலமாகும். மேலும், குலம் 0-ல் உள்ள மூலகங்களின் 
எண்ணிக்கை 4, ஆதலின், குலம் 0 ஒரு முடிவுற்ற அபெலியன் 
குலமாகும். ்
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2, அனைத்து முழு எண்களது' கணம் 1, கூட்டல் இணைச் 
சேர்க்கையின்கீழ் ஒரு குலம் என நிறுவுக. 

I= {..., —3, -2, -1,0,1, 2, 3, ...} 
எனக் கொள்வோம். 

(1) இணைச்சேர்க்கை 

இரு முழு எண்களது. பெருக்கம் ஒரு முழு எண். . 
« aobel ¥ abel ் 

(ii) சேர்ப்பு விதி இசி 

முழு எண்கள் கூட்டலுக்குச் சேர்ப்பு விதி பொருந்தும். 

‘4 @tbte= at b+o,¥ a,b,c, ET 

(iii) சர்வசம மூலகம் 

தொகுதி 7-ல் உள்ள 0 சர்வசம மூலகமாகும். ஏனெனில், 

a+0=0+a=a4, Yael 

(11) நேர்மாறு மூலகம் 

தொகுதி 7-ல் உள்ள 8 என்ற ஒவ்வொரு மூலகத்திற்கும் 
- 86/7 என்ற மூலகம் 

a+(-a =(-a)+a=0 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் உண்டு. 

4 8. என்பது. ஏ-ன் நோர்மாறு மூலகம் எனப்படும். 

(1) பரிமாற்று விதி ் ் 

முழு எண்கள் கூட்டலுக்குப் பரிமாற்று விதி பொருந்தும். 

& @+b=b+a, ¥abel 

ஒரு குலத்தின் அனைத்து விதிகளும் தொகுதி 7-க்குப் 
பொருந்துமாதலின், 7 என்பது கூட்டல் இணைச் சேர்க்கையின் 

Eb ஒரு குலமாகும். மேலும், பரிமாற்று விதியும் பொருந்து 

வதால் 7 ஒரு முடிவில்லாத அவெலியண் குலம். 

1-11. sorb (Field) a 
of 5 

ஒரு'வெறுமையற்ற கணம் 75ல் a விதிகள் பொருந்து 
மெனின், அது ஒரு களம் எனப்படும்.
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(1) 6-4) ஓர் அபெலியன் குலம். 

(இ-து)டு 4 bE F>a+berF 

Gi) atb=beavabeF 
ji) a+(b+e)=(@t+b+e ¥abncqEF 

(0) பூச்சிய மூலகம் எனப்படும் 0 என்ற மூலகம் 
a+0=0+4 ¥aEF 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் இருந்தும், 0 “ 7ஆகவும் இருக்கும். 

(9) 7ல் உள்ள ஒவ்வொரு மூலகம் ௪-க்கும், -ர 6.2 
என்ற மூலகம் 

a+ (-a= -a+a=0, ¥aEF 
என்ற கட்டுப்பாட்டில் உண்டு, . \ 

(2) 6*,.) ஒர் அபெலியன் குலம். (இங்கு F*={xe F; x0}) 
(9-H) (i) a,b, E F* >a.b © F* 

(0) a.b=b.a, ¥ a,b, © F* 

(iii) a.(b.c) =(a.b).c, Yab,ce F* 
(iv) ஒருமை மூலகம் (Unity element) எனப்படும் 1 

என்ற மூலகம் 

a-l=l-a=a, ¥acF* 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் இருப்பதோடு, 1 Ee F ஆகவும் இருக்கும். 

(v) 77*-ல் உள்ள ஒவ்வொரு மூலகம் ௪-க்கும், ர-1 ஏ 7* 
என்ற ஒரே முறை மூலகம் (யாரப0௦ element) 

சரா, ஜல], Yae F* 
என்ற கட்டுப்பாட்டில் உண்டு. 

G3) a-O6+0=a-b+are 

(b+c)-a=b-at+e-a, ¥abecGF 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

(1) , அனைத்து மெய்யெண்களின் கணம். 

(2 அனைத்து சிக்கலெண்களது கணம். 
இவை முறையே (,4,), (C, +, -) எனக் குறிப்பிடப்படும். 

(3) அனைத்து முழு எண்களது கணம் ஒரு களம் அன்று, - 
ஏனெனின், ஒன்று என்ற எண்ணைத் தவிர, மற்றப் பூச்சியமில்
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- எண்களுக்குப் பெருக்கல் இணைச்சேர்க்கையின்8ழ் நேர்மாறு மூல 
கம்' கிடையாது. 

எடுத்துக்காட்டாக, 2 என்ற எண்ணின் பெருக்கல் நோர் 

மாறு மூலகம் 2-1 - %$ ஒரு முழு எண் அன்று. 

(9 ௨௩48 வடிவிலுள்ள அனைத்து மெய்யெண்கள் 
ஒரு களம் என நிறுவுக. (8, இரண்டும் விகிதமுறு எண்கள்), 

ஷி 

a+b v2 வடிவிலுள்ள அனைத்து மெய்யெண்களது கணம் ௩ என்க. 

1. (S, +) ஓர் அபெலியன் குலம் என rae நிறுவுவோம். 

(1) இணைச்சேர்க்கை 

A=a,+56, ¥2,B=a,+ 6b, 12 என்பவை ,5-ன் யாதேனும் 

இரு மூலகங்கள் என்க. 

“Ad B= (a, + 5, V2) + (a, +8, V2) 

(a, + a,) + (6, + b,) V2 

=P+Q,2ES.: P=a+a, 

Q=b+),. 

(11) பரிமாற்று விதி 

A+B = (a,+4;) + (6,+5,) 42 

= (4,+4,) + (b,+5,) 42 

= (a,+b; 12) + (a,+5, ¥2) 
= B+A 

(114) சேர்ப்பு விதி 

(8440 - [ம.ஒ 4 60042] 4 குடு 
= [(@,+4,)+a,] + [b, +b.)+6,] v2 

= [a,+(@,+4,)] + [b,+(6.+6,)] 42 

(a,+5,V2) + [(a,+a5) + (b; +5,)¥2] 
(a,+5,V2) +. [(a, 5,92) + (a+b, 4] 

= A+(B+C) 
(19) சர்வசம மூலகம் 

॥ 

0-040.42.6 6 ஆதலின் 5-ல். சர்வசம மூலகம் 0 
உள்ளது.
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(v) நேர்மாறு மூலகம் i 

4,+5,v2 என்ற S-0 ocho மூலகத்தின் நோர்மாறு 
மூலகம் —a,-b,v2 © S. 

(a,+6,V2) + (-a,- 5,2) 

= (a,-a,) + (6,-5,) v2 

= 04+0V2 = 0 

எனவே, 5-ல் ஒவ்வொரு மூலகத்திற்கும் ஒரு நேர்மாறு 
மூலகம் உண்டு. 

எனவே, (8, -- ) ஓர் அபெலியன் குலம். 

2. அடுத்து, S* ={x SS; x 40) எனின், (S*,.) or 
அபெலியன் குலம் என நிறுவுவோம். 

(i) இணைச்சேர்க்கை 
A = a,+b,V2, B= a,+b,N2 & S* orafler, 

A+ B= (a,+b,N2) (a, +bV2)_ 
= (4,a,+2b,b,) + (a,5,+4,b,) 2 

= L+MJ2 € S*, L=a,a,+2b,be 
M=a,b,+ a,b, 

(4) பரிமாற்று விதி 

் 4:2௮ (ஏ.2மம) - (சம் * ஈட 4/2 

B+-A = (a,a,+2b,b,) + (b,a,+6,4,) 4/2 
ல் = (4,4,+25,b,) + (a,b,+4,5,) 42 

A+B : 

B-A . It (௮-து) A+B 

(111) சேர்ப்பு விதி 

Cc = As+b; V2 எனின், 

A (BC) = (@,-4bA2) + [a+ ay) + (ay+bu42)]. 
= (4,46,¥2) + [(@,4,+2b,53) + (a,b; -+4,52)¥2] 

= [a,(a,4,+26,bs) + 2b, (a,b,+4;5,)] 

+ [ai(Qybg+ayb,) + ச், (@,a,-+ 25,b5)]¥2 

= (a,4,4,+2a,b,b, +2a,b,b, + 2a,b,b,) 

+ (@,4,)3 + 4,035, + a243b; +2b,b,b,)¥2
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~ (4. ற. C = [(aia,-+2b,b,) + (a,b, 44,612] - (கர்ச2) 
= (4,040, + 2a,b,b, + 2a,b,b,+2a,b,)5) 

+ (a,a,b3+2b,b,b,+4,4352 + 4,45 b,)¥2 > 

= (4,4,0,+2a,b,b,+ 2a,b,b, +2a,b,bs) 

+ (a,a,b;+4,4,5,+4,4,b, + 2b Dabs) 2 

=A-(B-C) 

ற சர்வசம மூலகம் 

$ி*-ல் சர்வசம மூலகம் 1. 

114042 உ மி் ~ 

(௫) நேர்மாறு மூலகம் 

  

டட டு 
(ர்ம்.2) 6 5* மூலகத்தின் நேர்மாறு மூலகம் 252 

ப 1ம் oe. 
. சத்பு/2) கோகி 

1 ட a, — b, 42 ட -5, 42 

a toe ~ (a+bv2)(a~6 = ர 2b4 
ay 

= 2, TL ர் த oe 3 42 

8 ர _ a, 1 “தி, 
_ 710142 ௪ S*, a Q= — 2b; 

எனவே, 5*-ல் உள்ள ஒவ்வொரு மூலகத்திற்கும் ஒரு 
நேர்மாறு மூலகம் $*-ல் உண்டு. 

எனவே, (6*,.) ஒர் அபெலியன் குலம். a 

3. மீண்டும், 

A- (B+C) ன (சச4/2 s [(@2 + bay) -F (a, + 53¥2)] 

= (a, +5,¥2) - [(@,+4,) + (0,+5,)V2] 

= [a,(a,+a,;}+ 2b, (6,+46,)] 

+ [bi(a, +45) + a.(b,+b;)\V¥2 

~ = [(@,a,+2b,b,) + ¥2(b,a,+5,4,)) 

+ |(aya,+25,5;) + 42(b,a,+5,4;)] 

= (4, +542) (a,4+-by2) + (A: +802) (a,+b¥2) 

= A- B+A ௨௦ 

இவ்வாறே, (8-0). 4 B-A+C-A
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ஒரு களத்தின் அனைத்து விதிகளும் ,5-க்குப் பொருந்துவதால் 
௰ ஒரு களமாகும். 

1-12. வெக்டர்கள் (/201075) | 

அளவும் திசையும் கொண்டது ஒரு வெக்டர் (Vector) 
எனப்படும். ஒரு வெக்டர் கணியத்தைத் (760102 பெரு) 

. தசை கொண்ட கோட்டுத் துண்டத்தினால் குறிப்பிடலாம். 

Y 

‘A Qc. yy 

  

oO x
y
 

படம் 2 

ஆ 

படத்தில் 0.4-ஒரு வெக்டரைக் குறிக்கும். அதன் அளவு 04 
கோட்டின். நீளம், 0.8 ஒரு குறித்த திசையைக் கொடுக்கும். 

4 புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் (x .]) எனின், 

விந்த. 

வெக்டர் 0.4 - xi+yj 

* இங்கு i,j என்பவை 3, ற இசைகளின் அலகு வெக்டர் 
களாகும். 

ஒரு தளத்தில் ஒரு புள்ளியைக் குறிப்பிட வரிசைப்பட்ட 
ஒரு சோடி எண்களை (ட, X,) உபயோகிக்கின்றோம். இங்கு 

வரிசைப்பட்ட அதே சோடி எண்கள் 0,395) ஒரு இருபரி 
மாண வெக்டரைக் குறிக்கும். 

ஒரு வரிசைப்பட்ட n எண்கள் ட, 3 .... 2) MN பரிமாண 

வெக்டர் எனப்படும். 3௨, 3ஷ .. 0. என்பவை மெய்யெண் 

களாகவோ சிக்கலெண்களாகவோ இருக்கக்கூடும். மேலும் அவை 
மூறையே வெக்டரின் முதல், இரண்டாம், ..., ஆவது கூறு 

எனப்படும்.
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1.13. பூச்சிய வெக்டர் (Zero vector) 

.... தனது கூறுகள் அனைத்தும் பூச்சியமாகக் கொண்ட இவெக்டர்,.. 

பூச்சிய வெக்டர் எனப்படும்: இது 0 எனக் குறியீடு செய்யப்படும். 

(அ-து) (0,0,...,0) =0 

1-14.. வெக்டரின் அடிப்படைச் செய்கைகள் 

1. ஒரு வெக்டரின் எண்ணிப் பெருக்கி (608187 multiple) — 

வரையறை 

் ந 2 எனவும் உ ஓர் எண் எனவும் 

கொண்டால், ் 

ச%- நர: (ஐ க as axn) 

என வரையறுக்கப்படுகிறது. 

2, வெக்டர்களின் கூட்டல் 
3 (டி டியி 

Y = Op Var +9 Ya) 

என்பவை இரு 1 பரிமாண வெக்டர்களெனின், 

் 

க அடே, டிவி 4 டி] ஒரிய) 

- ோர்றிடி ஜேோர்றித பட கோட்ரிவி 

என் வரையறுக்கப்படுகிறது. ” 

எடுத்துக்காட்டுகள் ட 

X = 5,-21),7-.0, 1,-1,0) எனின், 

3X+7Y = 33,5, -2,1) + 72, 1, -1, 0) 
= (9, 15, - 6, 3) + (14, 7, ~7, 0) 

9 + 14, 1547, -6 - 7,3 +0) 
(23, 22, = 13, 3) 

1X-2Y = 1, 5, -2, 1) -2, 1, -1, 0) 
= (21, 35, - 14,7) + (-4, -2, +2, 0) , 

(21-4, 35-2, -14+2, 740) . 
= (17, 33, -12, 7) 

It 
I 

I 

3. சில முடிவுகள் 

(i) 1- ¥ == (டி த வவர Xn) 

Gi) (-1) + X= (=e, று டய



அடிப்படைக் கொள்கைகள் 15 

(iii) O- ¥ = 0 

(iv) a-0=0. 
(v) (ab) X=a(bX) 

(vi) X+Y=Y+X 

(vil) (X-- Y+Z=X+(V+Z) 

(vill) a (X+Y)=aX¥+aY 

(ix) (a+b) X=aX+bX 

(x) X-X=0 \ 

(xi) 0O-¥= -¥- 

Gi) -(-x)= 8 
(xii) X¥-Y= -(Y-X) 

(xiv) X¥-Y= Z> X¥=Z+Y 

(xv) (a-b) X =aX - bX 

இவை அனைத்தும் 1-14-ல் கொடுக்கப்பட்டுள்ள வரை 
யறைகளிலிருந்து பெறப்படும். 

1-15. எண்ணிப் பெருக்கி (8௦வ/8 product), அளவு (000108), 
தூரம் ள் 

ஆ இரடி ஷு ஷி 

Y= (pn ரவி 
என்பவை இரு % பரிமாண வெக்டர்கள் என்க, 

ஃ& 7 இரு வெக்டர்களது எண்ணிப் பெருக்கி (808187 product), 

X+-Y= மிட் 22... ரிய 

என வரையறுக்கப்படுகிறது. — 

& வெக்டரது அளவு (1300011056) | | எனக் குறியிடப்பட்டு 

[Xt = V(X) = Wa yt. bn) 
என வரையறுக்கப்படும். 

X,Y arm இரு வெக்டர்களுக்கடையே உள்ள தூரம் 
d (X,Y) எனக் குறிப்பிடப்பட்டு 

2(%2)- V1 — V1)? +a - a)? +e +n Yn) 
என வரையறுக்கப்படுகிறது.
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X,Y arn இரு வெக்டர்களுக்கிடையே உள்ள கோணம் 
0 எனின், 

71%) 17] ௦00௦80 ஆகும். 

 X-Y=0 aafler, Q = 90°. 

எனவே % 7 0 எனின், அவ்விரு a தம்முள் 
செங்குத்தானவையாம். 

எடுத்துக்காட்டுகள் ் a 

X = (2, 3, 4, 5) ் 

2 2, 0, 3,1) எனின், 

எண்ணிப் பெருக்கி. *- (2, 3, 4, 5). 6, 0, 3, 1) 
=2-243-044-345-1 
= 4+0+4+12+5 
= 2] 

gory | X| = V{2?4-3744945%} 4 
= V{44+9416425} 

தூரம் A(X,Y) = y{ (2-2)? +(3 -0)? + (4-3)? +(5- 1)*} | 
a V{0?+37+ 17447} - 

= ¥{04+9+1+16} 
௮ 426



2. இளரிகள் 
(Matrices) 

2-1. அணி - வரையறை 

m நிறைகள், % நிரல்கள், ma மூலகங்கள் கொண்ட 
ஒரு செவ்வக வரிசை “9 X n” அணி எனப்படும். 

ககக்க்க்க.. ஒட்கிக்கக 

1 றே வ Ann | 
— wee! Mx 2 

4 அணியில் m நிரைகளும் ஈ நிரல்களும், mn மூலகங்களும் 
உள்ளன. மூலகம் ஓவ்வொன்றும் அணிமூலகம் (61 0ரோர் ௦68 matrix) 
எனப்படும். அணிமூலகங்கள் மெய்யெண்களாகவோ அல்லது 

| சக்கலெண்களாகவோ இருக்கக்கூடும். ஏப என்பது / வது நிரையில் 
J ag நிரலிலுள்ள மூலகமாகும். செவ்வக வரிசையைப் பகர 
வடைப்புகள் [ ] அல்லது பிறை அடைப்புகள் ( ). இட்டு 
ஓர் அணியைக் குறிப்பது மரபு. ஓர் அணிக்குப் பெருமானம் 
கிடையாது. சூ, ஐ... Ann என்பவை அணியின் மூலைவிட்ட 
t(pusmaort gid (Diagonal elements). 

2-2... அணி வகைகள் (81005 08 கர்ப்) 
(1). நிரை அணி (Row matrix) 

ஒரு நிரையும் ஈ நிரல்களும் கொண்ட ஓர் ௮ணி நிரை 
அணி எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு: 4 [1 9 11 7 3],,, 
என்பது ஒரு: 1%5 நிரை அணியாகும். 

ஒரு--4 so
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ii) ge syemA (Column matrix) 
12 திரைகளும் ஒரு நிரலும் கொண்ட ஓர் அணி நிரல் அணி 

அனப்படும். i 

எடுத்துக்காட்டு : 3 
B 

3x1 நிரல் அணியாகும். 

(144) முற்றும் பூச்சிய அணி (111! matrix) 

ஒரு 11% 1 அணியில் அதன் மூலகங்கள் அனைத்தும் பூச்சிய 
"மெனின், AG (m,n) தரமுடைய முற்றும் பூச்சிய ௮ண்ி 
“எனப்படும். . 

(11) சமமூலைவரை அணி (Diagonal matrix) 

ஒரு சதுர அணியில் அதன் மூலைவிட்டத்திலுள்ள மூலகங் 
களைத் தீவிர மற்றவை .யாவும் பூச்சியமெனின், : அது ஒரு;சம 
மூலைவரை அணி எனப்படும், - 

எடுத்துக்காட்டு : i 

   ணை வட்டு உரு 

A என்ற ஈ%4 அணி (சதுர அணி)யில் அதன் மூலைவிட்டங்களில் 
உள்ள மூலகங்கள் ஏடி உ, ஈட... 8. ஏனைய மூலகங்கள் அனைத்தும் 
பூச்சியமாகும். 4 அணி சமமூலைவரை அணி எனப்படும். 

(9) -மூலைவரை அணி (Scalar matrix) 
. மூலைவிட்டத்திலுள்ள மூலகங்கள் அனைத்தும் சமமாக உள்ள 

“ஒரு சமமூலைவரை அணி, மூலைவரை அணி எனப்படும். ' 

எடுத்துக்காட்டு : 

B= - எனும் அணி 

s
o
o
 

l
o
 

5
6
 

௦
 

6
௬
௦
௨
 6

8 

t
n
e
 

5 
5 

4x4 “மூலைவரை அணியாகும்.
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ஒரு சதுர அணியில் மூலைவிட்டத்திலுள்ள மூலகங்கள் ஓவ் 
வொன்றும் ஒன்றுக்குச் சமமாகவும், மற்ற மூலகங்கள் பூச்சியத் 
ிற்குச் " சமமாகவுமிருப்பின் அது அணி 2G (unit matrix) 
னப்பட்டு 7 எனக் குறியீடு செய்யப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு : ட்ட... 0 
01. 0 

ன ணி ae i 

00... 1 
குரம் 1 கொண்ட அணி அலகு. 

ஈர) உள் அணி (06-10 

4 என்ற ஓர் அணியில் சில நிரைகளை அல்லது சல நிரல் 
களை அல்லது சில நிரல்களையும் நிரைகளையும் நீக்கக் கிடைக்கப் 

. ற்றும் அணி 4 அணியின் உள்அணி எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு : 29 5 4°% 
A=13 6 | 2 3 | என்ற அணியின் 

4123-4 
ஆ 7654 5]. 

சில உள் அணிகள்: [2 7 5 

3 8 | ரிக Ba தது 
ல் 4121:[76545]: [45/7 சக 

। 765 ; 

ஏர) முக்கோண. Quast (Triangular matrices) 

ஒரு சதுர அணியில் மூலைவிட்டத்திற்கு மேலுள்ள மூலகங்கள் 
அனைத்தும் பூச்சியமெனின், அது 8ழ்முக்கோண அணி (0௭ 

triangular matrix) srarayib, மூலைவிட்டத்திற்குக் சமுள்ள மூலகங்கள் 
. அனைத்தும் பூச்சியமெனின், அது மேல்முக்கோண அணி (upper 

triangular matrix) எனவும் கூறப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு : Oy 0 0 vase 2 
Aa] 02400 oe ௦ 

G31 89 09 0 

சீட fine டி வலை றர 

என்பது ஒரு கீழ்முக்கோண அணி எனப்படும்.
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ஈட Ary ரடி... சட 
O Gag Ag வ. Gan 
O O Ogg eee gn 

என்பது ஒரு மேல்முக்கோண அணியாகும். 

(viii) ewé&yefl (Symmetric matrix) 

[ச;/] என்ற ஒரு சதுர அணியில் ai; = aj; (i,j = 1, 2, ஐ 
எனின், அது ஒரு சமச்சீரணி எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு : 7 “5% so 

A = 46120 
51371 
82724 

, 90. 144 5x5 

இதில் ay on 7; 8 — 6, senee 

Aig = Ay = 43 ais = as, = வடி ஆடக ஏடி = Ty பவ 

(9 எதிர்ச்சீரணி (Skew Symmetric matrix) 
A = [ஏப] எனும் ஒரு சதுர அணியில் ஈ;1 “ - ஏ; (7 1, 

3 ய _ 7) எனின்.. அது ஓர் எதிர்ச்சரணி எனப்படும். 

aij = - ai; ஆதலின், எதிர்ச் சீரணியில் மூலைவிட்ட 

்் மூலகங்கள் அனைத்தும் பூச்சியமாகும். 

(2 எடி - சப, “ 2a; =0 > ay = 0.) 

எடுத்துக்காட்டு : 01 2 

4- 1103 
23 00, 

என்பது ஓர் எதிர்ச் சரணியாகும். 

2-3. Q\eeléGanema (Determinant) . _ 

ப ட... aaane Qin 

A Qo, ag cones Gen 

Qn, ரே... வ Ann 

என்பது ஒரு சதுர அணி எனின்,
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ay, ட ௩௧௨௨௨ Ayn 

க Ag, og sees Gan 

Any Ang ve Gan 

என்பது 4 அணியின் அணிக்கோவை எனப்படும். இது | 4[ எனக் 
குறியீடு செய்யப்படும், 

௯ 

2-4. ஒரு களத்தின் மீதமைந்த அணி' (182மம% மாள ௨ 1491) 
ஓர் அணி 4-ன் அனைத்து மூலகங்களும் ஒரே களம் 7-ல் 

உள்ளதெனின், 4 அணி 7 களத்தின் மீதமைந்த அணி 
எனப்படும். ் 

2 களம் மியெண் களம் 8 எனின் 4 அணி மெய்யணி 
(Real matrix) என்வும், சிக்கலெண்களைக் கொண்ட களம் — 
C எனின் 4 அணி ிக்கலணி (Complex ம்ம்ப் எனவும் 
கூறப்படும். 

2-5. சம அணிகள் (30181 matrices) ; 

இரு அணிகளது தரமும் ஒத்த மூலகங்களும் சமமெனின், 
அவை சம அணிகள் எனப்படும். 

2... (அது A= [aij B= [bij] என்ற அணிகளில் ஓவ் 
வொன்றினது தரமும் 78% எனவும், ' - 

சப எ ச்பூ 0-1, 2 .... 9 i) 
J=1, 2, , 717 எனவும் 

இருப்பின், 4 - 8 இகும். 

எடுத்துக்காட்டு : 1 23 123 
4-5 1314], 2-1314] எனின், 

423
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“Be _3 , AGLI“ Quicvapon ms கணிதம்: 

2-6. சரிநிகர் தொடர்பு (Equivalence relation) 

1. . யாதானுமொரு அணி 4, 4.4 என்றவாறு இருப்பின், 

அது பிரதிபலிக்கும் தன்மை (%வீ்6 நா௦ரன() எனப்படும். 

2. 4, ம என்ற யாதாமிரு அணிகளில் 4-2 என்பதூ 

2-8 எனின் அது சமச்சீர் தன்மை (Symmetric property): 
எனப்படும். ் 

3. A,B,C என்பவை யாதாவது மூன்று அணிகள்.. 

4-8, 8-0 எனின்: 4-0 என்றால், அது கடத்தும் தன்மை 
(Transitive றா௦றரடு) எனப்படும். 

எனவே, அணிகளது சமத்தன்மை ஒரு சரிநிகர் தொடர் 
“யாகும். 

2-7. git அணியின் எண்ணி பெருக்கி (Scalar multiple of a 
matrix) “ "| 

A =[4ijl|myn 

அணி, ௩ ஒரு எண்ணி (இசையிலி) எனவும் கொள்வோம். ?, ஓரு 
- சிக்கலெண்ணாகவோ அல்லது மெய்யெண்ணாகவோ இருக்கக். 
கூடும். பின், 

4 [)) ஈப] என வரையறுக்கப்படும். 

(9-1) அணி 4-ன் ஒவ்வொரு மூலகத்தையும் 2._-ஆல் பெருக்கிப் 
. பெறும் அணி ),4 ஆகும். 

எடுத்துக்காட்டு : ர் ப. மடி ஏட ( . 

7 ட பேட ஜே. ஜஜ எனின், 

Say Sas Sat, 
3421 Say, Sdos 

கரட் க்ஷ. 5ஆூ எ ள் 
ன்றாகும். 

ப. மடி Say, mao 7 

2-8.  அணிகளது கூட்டல் (Matrix addition) 
இரு அணிகளில் நிரை, திரல்களின் எண்ணிக்கை சமமெனின், 

ஒத்த மூலகங்களது கூட்டுத் தொகையைத் தனது மூலகங்களாசக் 
கொண்ட மூன்றாவ து ௮ணி முதல் இரு அணிகளது கூட்டலாகும்..



அணிகள் ் LE 

எடுத்துக்காட்டு: 

1. A=[@ij ]myn, B= [Bij |mxn எனின், 

A+B=[aij J+0 6:3] =[aiit+bij Imyn 

A~B=[aij |-[ bij] =[ aij +1 - bi 1=Laii- bi}, 

த . feel : 3 3] 
A=]12 5 3],° B10 1 3 2| எனின், 

13 4 2 dey, 12 1:1],,, 

23 74 1 230 
A+B= 2231-9124] 

134214 .L1 211 

P2+1 342 743 440 3 510 4] 
[140 241 543 342] =]1 3 8 5 

4632 [3௪1 442 241 141 

  
2374 1 23 0 

48-22 [1 253[-10 13 2 
13421 1211] 

[23 74 —1 -2-3 0 
=[1 2.5 3} 4] 0-1 -3 -2 
13421 ர் எத ஒழ் =] 

3+ 

Dime 

4- 

| 
= {1-0 

வர் 

2-9. கூட்டல் நியதிகள் (Laws of addition) 

. A = [ajj), B= [bij], C = [cji] 
என்பவை அனைத்தும் 1161 அணிகள் என்௪. 

ப) பரிமாற்று 61 (Commutative law) 

A+B = [aji]+[bi5] 
= [aijt+b;3] (கூட்டல் விதிப்படி) 

[bij-+a;)] (களம். பரிமாற்றுவிதிக்குட். 
[5:3] +[aii] பட்டது) 
BoA, 

*% AtS = B+, 

t
o
u
t
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(14) சேர்ப்டி விதி லவ்வ law) 

A+(B+C) = [aii]+[bii+esi] 

= [24 4-2] 

= [aij +5;i)+[cii] 

= (க 

A+(B+C) = (A+B)+C. 

(iii) umi&L@ aH (Distributive law) 

4 ஒரு திசையிலி (எண்ணி) எனின், 

& க - 1 [க-). 
& [சபசப] 
[A aij+-A Bij] 
[A aji]+[A bii] 
AA+A B. 

A (A+B) = 4A4AB. 

॥॥
 

ம
ட
 

(iv) நேரெதிர் அணி (க4ய்117௦ 10085) ந் 

“கீ*(-04 - [ச]4(-1) [சப] 
 [சபி]4[- சபி] 

[24 - சப] 

= [o] 
(-1) 4 என்பது 4-ன் நேரெதிர் கூட்டுஅணி எனப்படும். 

Il 
1 

॥ 

(v) G@HAGEmw seh (Identity matrix) க 

ன (4-0 © [aij] +[0;j] 
; = [aij + Oj] 

= [aj] = A. 

= [oi] என்ற முற்றும் பூச்சிய அணி மூற்றொருமை ௮௪௮ 

வ மலம் எனப்படும். 

2-10. தேற்றம் 

௭ 4: 8 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ஷன மீ - 4. என்ற 
ஒரேமுறைத் தீர்வு (unique solution) ண்டு, 

(4, 8 ஒரே வகை அணிகளாகும்.) 

கிரூபணம் 
முதல் &-4 - 9 என்ற சமன்பா:' டி.ற்கு ஒரு ர்வு உண்டு 

என நிறுவுவோம். 

சமன்பாடு: நட - ற.
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. QRd X= B-A cons IT HuIuy-cir, 

(B-A)+A = {B+(-A)}+A4 
= B+ [-A+A] (சேர்ப்பு விதி) 

= B+0O (-4, 8-ன் நேரெதிர் அணி) 

“ X= B-A arp aw Sia X+A = 2-க்கு உண்டு. 

இனி இத் தீர்வு ஒரேமுறைத் தீர்வு என நிறுவுவோம். 
இச் சமன்பாட்டிற்கு வேறொரு தீர்வு 77 என்போம். + 

பின் சமன்பாடு 7 4 - 8 என்றாகும். 

ட ௫௮ சழ 

Y+A=bB. . 

எனவே, X+ Y= E+ gf 

X= ¥. 

எனவே, 32-24 என்ற தீர்வு ஒரேமுறைத் தீர்வு ஆகும். 

22-11, தேற்றம் 

ச” என்ற ஓரு களத்திலுள்ள' அனைத்து 71611 அணிகளது 

கணம் கூட்டல் விதிக்குட்பட்ட ஒரு பரிமாற்றுக் குழவாகும். 

ரிரூபணம் 

பரிமாற்றுக்குழவுக்கான விதிகள் 

ட 260 4 %ற௨0 
று ௨00௨2) - 0021) ம ஆச ௪0, 

(ii) eox =x, ¥xEG. 
£ என்பது சார்வசம மூலகமாகும். 

fiv) xtox =e, Y¥xEG. 

%-* என்பது 3-ன் நேர்மாறு மூலகம். 

(v) xop = yor, ¥ xy EG. 

இனி 711 அணிகளது கணம் $-க்கு மேற்கூறிய விதிகள் 
'பொருந்துமெனின், 4 ஒரு பரிமாற்றுக் குழவாகும். 

fi) 4, 8 என்பவை 11% அணிகளெனின், 4 -- யும் ஒரு 
771761 அணியாகும். விதி () பொருந்தும். 

Gi) A+(B4+ O2= (44+ B)+C cor grb operant 
கண்டோம். 2 o&§ (ii) பொருந்தும்.
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(iii) [0],௨ என்பது 7ல் அமைந்த பூச்சிய அணி என்க... 

ஃ [0] [சயிஷக * [0-2 ௪ [கிஷ 
(அ-து) 0444, % 4௨௫, 
[01௨௯ சர்வசம மூலகம், விதி (ம) பொருந்தும்... 

(iv) 4 = [சர எனின், -4 - [-சயி என நாம் அறிவோம். 

உத -AtA | 
= [~ ai] + [aij] = [-aj+ aij] = [0] 

(9-g) -A+A=0 

இவ்வாறே A-A = 0 

விதி (5) பொருந்தும். 

(v) A+B = [ai] + [bi] 
= [ay + 53] 

= [bj + aii] 
= [bi] + [ail 
=B+A, ¥ A, BES. 

விதி )-ம் பொருந்தும். 

.... எனவே, 7! களத்தின் மீதமைந்துள்ள அனைத்து உ அணி 
கஞம் ஒரு பரிமாற்றுக்குழவாகும். 

2-12. அணிகளது பெருக்கல் (ரீயிர்ற11௦21100 of matrices) _ 
A,B என்ற இரு அணிகளில் 4அணியிலுள்ள திரல்களின் 

எண்ணிக்கை 2 அணியிலுள்ள நிரைகளின் எண்ணிக்கைக்குச் 
சமமெனின், அவ்விரு அணிகளும் பெருக்கப்படக்கூடும். 

4-ன் 7-வது நிரை, B-or, j-ug நிரல் இவற்றின் உட். 
'பெருக்குத்தொகையை தனது 3-வது உறுப்பாகக் கொண்ட அணி 

ஆனது முறையே 4, 8 அணிகளது பெருக்கல் எனப்படும். 

- இது 6- 8 எனக் குறிப்பிடப்படும். A, B அணிகளது 
அணித்தரங்கள் முறையே mxny ஷூ எனின், ன். அணித்தரம்: 

இற ஆகும், 

A = [dijlmyn 
B= [Bidax i எனின், 

ே - [28 ஆகும். 
ட ஆளி



அணிகள் 

கசிபு + Gig ba3 + 
n 

> dix xj 
1151 

wom + Gin Bp; 
ச 

"மேலும் 6 - 48-ல் 4 என்பது முன்காரணி (1௦-90100 எனவும் 

B என்பது பின்காரணி (7௦81-1010) எனவும் கூறப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு: 

AB | 

R, C, 

N
A
R
 

m
i
r
 ON
 

I 

1௮
2 

ம்
 

நம
ம 
இ
ஸ
 

—
 

ON 

W
O
 

29 டம்
 

nw 
A
A
D
   by

 D
y b

y 
! ஃ 

31] 

|! [1231] 

[4562] 

= [4562] 

ob
 

W
N
 e

e 

OD 
வ
ல
ர
்

 

b
n
 

D>
 

a
a
 2 

N
e
w
r
y
 

L
o
w
y
 

  

N
e
 
W
h
 

w
m
 
O
e
 

W
e
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=_ 

8 

J 
N
e
W
 b

d 

எனின், 

N
O
K
 
W
b
 

W
e
m
 

h
o
 

ee
 

4x2 

W
e
 
b
e
 

x2 

1242-30-12 

= 24+643+2 = 13 

v1) +2(2)+3(1) + 1G} 

= 1444+343=11 

=4(2)-+5(3)+.6(1) + 2(2) 
= 84154644 = 33 

=4(1) + 5(2)+6(1)-+2(3) 

= 44104646 = 26  
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RC, = [2133] ர 9 -2இ41)43(0)-3(2) 

் = 4434346 = 16 

2 

RC, = [2133] PF 1 7=20)+12)+3()43@) 

~ ர = 2424349 = 16: 

3 

“RC, RC 13 11 
ு: AB=| R, Cy, Ry.Cy =| 33 26 

R,§C, R, C, 16 16 

மாதிரி-1 

10 1 [014 
A=}0201, B=] 030 

013 058 
eroler, A?*—~B = 7.என நிறுவுக. : 

கிருபணம் ட் 

10 1 | 1 0 1 | 
A=AA=|1020] 1020) 

10131! (0 13] 
1+0+0 0+04+1 14043 

. = | 04040 0+4-+40 eee 
[| 04040 04243 04049 | 

| 
| o

o
o
 

Mm 
W
e
 

w
o
n
o
r
 

  

உ »”
 

| மே
 

I 

o
o
r
 

O
O
F
 
ம
ெ
 

o
r
o
 

U
t
e
 
U
e
 

  

m
 
M
O
o
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V
O
O
H
 

| 
| 
| 

த் ॥ by i



அணிகள் 209 

2-13. பெருக்கல் anion 

A = [aij ச = [eal ச = [eid 
mxn xp xq 

எனின், 42, 8௦, 44ம், (42)6 முதலிய த வாரகாக்கள் உண்டு... 

(1) சேர்ப்பு விதி (&8500181146 188) 

ந 

BC = [bijaxp [வீ - [5 bx cu | 

“2, A(BC)= [ai] [S Bix cxil 
n ற ் 

= 2, ae (2, bx cu) | ர் = 1, 25 வட்ட 

= > air (br, Cj t+ Brg Cot... + Brp Cpj) 

= ai, (B41 Cyjtby, Coit... + Byp Cpi) 

+ ig (Da: Cj + Dog Cat oe + Dap Cpi) 

- +@in (bn; Cit One Coit... +Dnp Cpj) 

= (ai; by, + Gig bay + wet Qin bn) Cj 

+ (i, Byp + Gig Bog +... + Gin Ong) பே 

+(ai, b wwt ig Dap +....+in Bap) Cpj 

n a 

= (32 Giy Dy, cyt (3 ai brs) eit nt (Shae 8௨) ஜே 

ர ன் 

டி (2 diy bx) Ckj 
k=1 

» ABC) = [35 (Ear bux) oa] 

இவ்வாறே, 

B = [aj] [bj] = [2௭ bex 

(ABYC = LG. Gis re) >| 

A(BC) = (AB) Cc. 

mxp
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ஏ11) பங்கீட்டு விதி (Distributive law) 

494௦) - [ai {1a + Leal 

= [s, ax b+ ex) | 

= 2. dix bu | + 2. dix வ] 

= AB + AG, 

A(B+O) = = AB+AC. 

இவ்வாறே, (B+ C)A = = BA+CA. 

Giiiy who og} (Commutative law) 

A = [dijmxn, B= [சியி 
னின், 4 யிலுள்ள நிரல்களின் எண்ணிக்கையும் 8 யிலுள்ள 
நிரைகளின் எண்ணிக்கையும் சமமாதலின் 48 பெருக்கம் உண்டு. 
ஆனால், 8 யிலுள்ள நிரல்களின் எண்ணிக்கையும் 4 யிலுள்ள 

நிரகளின் எண்ணிக்கையும் சமமல்லவாதலின் £.4 பெருக்கம். 
இடையாது. ட் 

மீண்டும், 2.4 பெருக்கம் உண்டெனினும், ‘AB யும் BA யும் 

சமமாக Sea Reon அவசியமில்லை. 

AB # BA. 
எனவே, மாற்றுவிதி அணி பெருக்கலுக்குப் பொருந்தாது. 

மேலும் 48 - 0 எனின், 4-யோ 2 -யோ 0.ஆக இருக்கத் 
"தேயில்லை, 

மீண்டும், 4 7 O, AB= AC => B=C. 

oral — 2 

0 0 
A= [30 ப B=| | னது 21 — எனக 

இங்கு 40, 40. 

1 
ஆனால், 4B=| 56 | [2 1] 

ட 04-07 _ [00 
0-0 040 ன 00 

50 

(அது) 40),
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Be 
O
N
 1 

125 pal) 
3 2 1 Jesse | 3 

AB # BA aor Hoyas. 

  

sx 3 

N
 

Go
 

| 
3 | 

க | 2(1) + 1(2) +33) to ue we | 
3() +22) +13) 3(2)-+2(5)+10) 3(3)+22)+10) J. x5 
1. 44+ 543. பாசத், 

3443 641041 94441. 
= | 12 12 நீர் | 

10 17 14 
2.4. பெருக்கம் கிடையாது. 

    

AB # BA. 

மாதிரி - 4 
ச அணிர் 1 4 சின 1 I 2] ஈரனின், 

he 212 ee Ts டக 0 

: | 3 1 3x2 
AB Zz BA என நிறுவுக. 

385) etm Ui ewer Lb . 

கீகீ- [11 211121 © 
(212121. 

த ர 
eT eae ர்க | _ 9 ‘| 

24246 44042] ~ | 10 6 4,,, 
Pale 1 aT 

BA=; 20; [21.2 
[31 | 

144 142 244 / | 5 3.6 
= 240 240 440 | ‘= "| 22 4 | 

342 31 642 | | 5 4 8 | gxs 
AB # BA, 

GCugib, AB HG 2X2 s601; BA am 3x3 som.
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2- 14. தேற்றம் 

ஓரே அணித்தரம் கொண்ட இரு” சதுர: அணிணாது அணிக். 
கோவைகளது பெருக்குத் தொகை, அவ்வணிகளது பெருக்கத். 

தின் அணிக்கோவைக்குச் சமம். 

நிரூபணம் 

A = [ajlmxn, B= [Bilnxp எனின், 

AB = | 5 diy bs | (வரையறை) 
r=i 2 ‘ ச 

  

  

    

| AB] = 3 சட ம ] 2s 

j|A| | Bl. 7 

மாதிரி- 5 ட . 

‘ [10 1 Pet i | 
A= {123 » B=!1 O-1-} எனின், 

} 21 14] 11 11] 
[48] - |4| [8] என நிறுவுக 

நிரூபணம் 1 

11011! 11111) 
42- | 123 1 0-1 

211 1-1 1 

14+0+1 1440-1 14041] 
- [14243 140-3 (1-243 | 

82144 24061 S144 | 

20 2 | ் 
1 நிதா 

4 1 2 

உ ]கீச1- | 20 2 
6-2 2 
412 

2(-4-2)4042 (648) . . 

We
a 

12128 - 16,
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. 101]. i 
[A4} = (1231) = 12+-3)2 04104) 

211 | 
= 1(-1) + 0+ 1(-3) = aA, 

fb id 1 
121 - 1110-1 - 10-09-1000 (ற 

1-1 1 = -1-2-1l = 4 

x (21 (Bl = +964 & 

[AB] = |A| | BI. 

- 2-15. நிரை, நிரல் மாற்று அணி (Transpose of a matrix) 
... யாதேனும் ஒர் அணி 4-ன் நிரைகளையும், நிரல்களையும் 

“முறையே தன் நிரல்களாகவும், நிரைகளாகவும் கொண்ட ஓர் 
அணி 4 அணியின் நிரை, நிரல் மாற்று அணி எனப்படும். 
Qa கீ' அல்லது 47 எனக் குறியீடு செய்யப்படும், 

2) (9 Gt) A = [ailaxn எனின், 

ட A= [Alem ஆகும். Oring (ali = ay), 
4 அணியின். ரவது மூலகம் A'-cr /-வது மூலகமாகும். 
மேலும், 42 A! எனின், 4 அணி ஒரு சமச்சீர் அணியாகும். 

மீண்டும் (4) = A, 

216. தேற்றம் 
ட 4, 8 அணிகளது அணித்தரம் சமமெனின், 

0 (A+B) = A'+B' 

(ii) (AB) = B'A' அகும் 

- நிரூபணம் 

ன (கடட... ain ம... Din 
| dg Gon வப on boy Bas = 

(0045... .... உ மின பேல. பட a 

[ட Ame சரக கோ meen Sms bm reese Bua! men 

என்க. ்
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[சபம்டி கடிஎ்மிடி சடம் 
பட்டி ஜோடி ovens Ognt+ bon 

we ABH | ரர... 

| கேடா சடை Qn +Bme esse, கடலை 

னவே, ட 
பேர்டிடு கரடி. Am, tbo, 
Dyn tByz கோடி  -eeeee ட “ட்டி 

(A+ BY = | பெய். வவவவ வட வவட 

| dian Bin, Batch Dans அடை பிக, 
“Oy (தத தக ami த ம்ப by eeeeee bm, | 

பழ 9. Qm2} + by, ற 45௧௯௯௪ bag | 

ழு வை வெட வ 
ட்ப 1 0 = 

L@yn Gan ௭ Qmn சி Ban ன in| 

= Ai + B 

(A+B)! = A'+B'. 

Gi) A= [dilmxn, B= [சீறிய6 என்க. 

AB. = [ai] (il = | 3, ai bx | 
= [cx] = ே என்க. 

எனவே, 

(AB) = C'= ° [c' si] 
{cix] - 

= [5 ay dix] 

| 3. மயூ as | 

௪ [2 dx aj] 

- [fam 
(4B) = BA’. 

BA 

றிப்பு: 
(BC)! = [(4B) CY 

= C'(AB) = C'B'A' 
(ABC) = C'B'A'. 

எனவே,” (கட... Aa)’ = திப 

(1)
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2-17. இணையிய அணி (Conjugate of a matrix) 

4 அணி என்பது சிக்கலெண் களம் C-or மீதமைந்த 
Qt ௮ணி என்க. சிக்கலெண்களுக்குப் பதில் அதன் இணைச் 
சிக்கலெண்களைப் பிரதியிட்டுப்பெறும் அணி இணையிய அணி (அ) 

| Zitovn FAS eres (Conjugate matrix) எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

237 0 3ம் 
1-i 1-7 2:30 

342 1 120) 

துணைச்சிக்கலணி (௮) இணையிய அணி 

அவர் 0 இயம் 
12 1-0 2-3 
3227 ர 147 

என்ற் அணியின் 

  

் A = ஆகும். 

    

வயம் 

22-18. தேற்றம் 

4 [சரக சபி உ இரு அணிகள் எனின் : “ 

(0 4-7 

(i) A+B = 448 

(iii) AB= AB 

கிரூபணம் 

டு 4-ன் முவதுமூல்கம் ஷூ (2 4௮ [கழி 
நன் ij-ou gy மூலகம் ag 

- .ுன் இணைச்சிக்கலெண் 

4-ன் வது மூலகம் aij 

- ஏன் இணைச்சிக்கலெண் 

உ ஐ... 

A=or [வது மூலகம். 

a [as] = [asl]
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(ii) A =, [dj] mxns B= [bi)mgn என்க.” 

. . A+B = [aj+by] ae se 

3 எனவே, A+B = Laj+ bi] - 

| | - [ஆக] 
= [aj] * [கூ] 

A+B 

A+B = A+B. 

ஸ் A = [ai] men, B= [ச]... என்க, 
A= [ai] myn; = [Bylaxp 

AB | SY dix ப்பூ 
k=1 

bl
 

  

ms 
J
b
 ॥ 

W
H
 

ப
ட
ட
 

B 
5 

x 
x 

3 
1 

a | 3, dix bs; 

= [ai] [5] 

A B. 

2 AB = AB. 

॥ 

2-19, நிரை, நிரல் மாற்று இணையிய சிக்கலணி 
(Conjugate transpose of a matrix) 

சிக்கலெண் களத்தின் மீதமைந்த அணி A என்க. A-ee 

துணைச் சிக்கலணி (௮) இணையிய சக்கலணி A எனின், 

“ன் நிரை, நிரல் மாற்று அணி (AY ஆனது 4-ன் நிரை, நிரல்: 
மாற்று இணையிய ணாக எனப்படும், இது : 4* என்று 

குறியிடப்படும். 
‘ 

        

எடுத்துக்காட்டாக, _ ட 

14i 1-i 0 
A = 12-ம் 2430 342i எனின், 

io o-i 242i 
—_— = 8x 

1 147 0 
12 1277 2-31 3-2 ம் 

-~i +i 2-2: 
a es 8x3 

1-ம் 247 -i 

    

RP 3-2) 2-2)
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2-20. GamiWAwer ge0flacr (Hermitian matrices) 

4 என்ற் ஒரு சதுர ௮ணி 4*- 4 என்ற முறையில் இருப் 
பின் அது ஹெர்மிசியன் அணி என்றும் 4*- - 4 என்ற முறை 
யில் இருப்பின் அது எதிர் ஹெர்மிசியன் 'அணி ((81:-9 Hermitian 
matrix) எனவும் கூறப்படும். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

1 1i+i -i7- 1 1-i i 
(0 ய்ய 2 si foon, a= |v 2 3-i 

i 3-i 3 -i 3+i 3 

1 1-i -i 

=| 2 | =a 

i 3-i 3 

எனவே, .4 ஒரு ஹெர்மிசியன் அணி. 

ஷ்
 

A* = 

                

f i 2-3) 4457 
(ii) A = |_ (243%) 0 2 | எனின், 

(4-0 2 ௪3ம் 

ட. 154 243i  4-54) 
A= |-(2=3i) 0 = % 

[- (445i) -2i 30. 

ர் 0-3 -(4+5i) | 
4*- 124310 ~ 2 

4-Si -2i 3i | 

டர் 243i 445i 
Se & 243i 90 2) & A 

-(4-5i) 2 - 3 

(2)-gi) At = - A. 

எனவே, .4 ஒரு எதிர் ஹெர்மிசியன் அணி. 

மாதிரி-6 

4, 8 என்ற இரு 71% அணிகளது நிரை, ' நிரல் மாற்று 
இணையிய சிக்கலணிகள் (001]/02816 (7811600567 முறையே 44) 2ர், 

என்ற ஒரு ஈ)(ஐ அணியினது நிரை, நிரல் மாற்று இணையிய 
சிக்கலணி 0* எனின், ்
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டு (௫24 
(ii) (A+B)* = A*+B* 

. (ii) (AC)* = C* A* 

: நிரூபணம் ் 

4, 2. அணிகளது நிரை, நிரல் மாற்று இணையிய 

_ சிக்கலணிகள் முறையே 44, 8* ஆதலின், - ள் 

4 = @) = @) 
BY = (By = (8) 
cee © =(C) 

@ ச... 
| rr 

(100 
  

‘) (4 A® = (Ay = (A')) 

/ (« (A)! ் 

( 

(4) 
A 

o
O
 

“H
ol
 

(4*)* = A. 

ட (கடு துற 

(A+B)* = { AFBy } 
: {ASB 

(4) +B) = At+Bt 
(4+B)* = A*4+B* 

|| 
॥ 

॥ 
| 

(iii) (AC)* = 

40 (மர 
= (cA A) , ( (Ac)! eo ௦2 

- இஸ 
நரி ர 

... மாதிரி-7 

4 என்பது யாதாமொரு சதுர அணி எனின், 4--கீ* ஒரு 

- ஹெர்மிசயன் அணி எனவும், 4-.4* ஒரு எதிர்: ஹெர்மிசியன் 
அணி எனவும் நிறுவுக.
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நிகுபணம் 

ட. க. கீர எனின், 4 ஹெர்மிசியன் அணி, 

- கீ. கீர் எனின்,.4 எதிர் ஹெர்மிசியன் அணி. 

இப்பொழுது, 

(A+A*)* = A*4 (A*)* 

= A¥+ A 

_ = A+A* 

எனவே, .4-1.4* ஒரு ஹெர்மிசியன் அணி. 

மீண்டும், 
(A- A*)* = A* -(A*)* 

= A*-—A 

= (A-A*) 

எனவே, 4- 4* ஒரு எதிர் ஹெர்மிசியன் அணி. 

மாதிரி. 
4, என்பவை ஸஹெர்மிசியன் அணிகளெனின், A+B, 

24.8-1.2.4 என்பவை ஹெொ்மிசியன் அணிகள் எனவும், 48-24 
எதிர் ஹெொமிசியன் அணி எனவும் நிறுவுக. 

18 @ Li cow ib 

4, சீ ஹெர்மிசியன் அணிகளா தலின், 
-A=A*, B=B* 

(A+B) ஒரு ஹெர்மிசியன் அணி. 

(4424) - (AB)* + (BA)* 
= B*A* + A*B* 

BA + AB 
AB + BA. 

(428-194) ஒரு' ஹொமிசியன் அணி. 

;கிதி-நறர் = (AB)* ~ (BA)* 
BYA* —~ A*B* 

BA = AB 
— (AB -BA). 

ஃ (48-84) ஒரு எதிர் ஹெர்மிசியன் அணி. 

He
n 

w
d
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2-21. செங்குத்தணிகள் (0110020021 matrices) 

4 என்ற ஒரு சதுர அணி 4'4-/7 என்றவாறு இருப்பின், 
செங்குத்தணி (0ம்௦த008] மம்மி எனப்படும். 

AA = I= (4'A) =I 
- 2 AA ST (Fad 

=> dead 

AA=I = AA' = 

௨2-22. அலகு அணி (Unitary matrix) 

. 4 என்ற ஒரு சதுர அணி 444 - 7.என்றவாறு இருப்பின், 
அது, அலகு அணி ரஈபீப்கார மகர்ற்டு எனப்படும். : 

மாதிரி க, 

ப 4=| Sir Oa 8] எனின், 4. ஒரு செங்குத்தணி என 

நிறுவுக.  , 

நிரூபணம் 

= CosQ@ Sin® 
க (390 0 

A= Cos Q -Sin 0 

+SinQ@ Cos al 

_ AA = ie ~ Sin ன் Cos Q@ Sin @ 
me ~ | Sin 0 Cos § -SinQ@ Cos 4 

_ ine O+ Sin? Q | Cos Q SinQ - Sin Q@ Cos @ 
~ [Sin Q Cos Q — SinQ@CosQ@ Sin? Q@ +-Cos* ® 

[SET =e 
4 என்பது ஒரு செங்குத்தணி. 

மாதிரி-10 

17 117 
‘de 2° 2 ட ் 

“(142 [a7 என்பது அலகு அணி என நிறுவுக. 
See 

௫. 3
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கிரூபணம் ன் 
i I4i  -1+i 1+i 1+i 

4 = அ 2 2 2 எ ந்த் ing | ௬.4 [ப ரத் Leg SS 2 
(நர் நண. 
த. “ந 

எனவே, 4*- (க) - -l-i 13 ee வித. 

"T-t --f] (i4e * -14T] ட 2 2 || 2. 2 4 அரக்கு [ரர் நதர | tad 1-7 
2 [| அ 5 

T-? + ந். முற முற 
_ 4 1 | 4 4 

(ft ய 1731-2 4 4 4 4 
2 3 ௪ 110 அ 1 0 

னி த 5 as = 7 

- அத 0 1 
உட தர்ம = 

எனவே, 4 ஒரு அலகு அணியாகும். 

2-23. பூச்சியக்கோவை அணி (Singular matrix) 

| 4| - ௦ எனின், 4 அணி பூச்சியக்கோவை அணி எளவும், 
] 4]13*௦ எனின், 4 அணி பூச்சியமில் கோவை அணி (non- 

ஜர்தா நாஜம்டு எனவும் கூறப்படும். 

22-24. சேர்ப்பு அணி (கய்/௦ம் of a matrix) 
கி [ரி ஒரு சதுர அணி, ன் இணைக்காரணி Ai 

எனின், (14 |-ல்), 
சேர்ப்பு அணி A = [சீ என வரையறுக்கப்படுகிறது. 

  

| Au ; An | 
(sig) Gating Az | A Ar வவ Ano 

| Ag, Ay Ann_| men
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~ 

          

“102 | 
A= 21 0 எனின், 4 அணியின் சேர்ப்பு அணி 

ட3 21 ் ‘ 

காண்க 

நிரூபணம் 

102. 1 0 2: 
ச். 2 1-0 ( 2141-1210 

॥ 321 321 

as . | 10 
டி - ஈடன் இணைக்காரணி - | 21“ 1 

{20 
சீடி சடன் இணைக்காரணி- ௨ | 3 4 |= —2 

2 1 i 
Ai, = சடுன் இணைக்காரணி = + 32 |- 

இவ்வாறே, 4, - 4, கட - 5, Agg -2 
Ag, = l= —2, Ago = 4, As, = =1 என்றாகும். 

| A i | ன் இடன் காறாணம்னால் அமையும் அணி 

ரர். 
4-5-2 

-2 4 1 
ச் 

    

—_ 

சேர்ப்பு கீ . இணைக்காரணிகளால் அமையும் 
அணியின் நிரை, நிரல் மாற்று அணி, 

1 4-2] 
~2-5 4 
| 1- 1 

னி 

    

5. 
2 

2-25. தேற்றம் 

4 ஒரு சதுர ௮ணி எனின், 
4 (சேர்ப்பு 4) - (சேர்ப்பு 4) 4 - | 4] /என்முகும். 

நிரூபணம் 

| Ais படில (மே 
ட டே வ Asn எனின், 

௪௧௨௬௧௨௨௧௯௨ 

 



அணிகள் க்கீ 

சேர்ப்பு 4 - ஆகும். 
| ie ote | ne 

3 4 (சேர்ப்பு 4) - , ; 

Gy yy ve Gin | | Ay Ag oe Ain} 
ட ஏஷ... ஜே கிழி ஷி ன் Ang 

Gis, ay ome ஷே [| வகி வில. 

141/0... 0 ள் 
_| 0141... 0 

00... Va 

10௦ 0. 
_ (101. 0 

pO Om 1 | 

=|A|I 
இவ்வாறே (சேர்ப்பு 4) 4 = | 4 | / என நிறுவலாம். 

4 (சேர்ப்பு) - (சேர்ப்பு) .4- [417 © 

மாதிரி-1 2 

எனின், 

  

10 2 
A=; 2 1 0 

3 2 1 

  

4 (சேர்ப்பு 4) - (சேர்ப்பு 4) 4 - | 4 | / என நிறுவுக.. 

  

  

நிரூபணம் 

10 2. ் 
மாதிரி-11-ல் 4 --| 2 1 0 எனின், 

் 2 1 

1 442 
சேர்ப்பு 4-|-2 5 4 என நிறுவினோம்.. 

1-2 1 
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் 1 0 2 [நக் 

3 2 1 1-2 1 

1 1402 4+0-4 ~240+42 
= 2-2+0 8. 5-0 -44440 

| 3-441 12-1042 -6+8+1_ 

3 007] 10 0 
= 030 (3.0 10 

-00 3 00 1 

1.02 
141)-1)2 10 = 1(1-0) + 0 + 2(4-3) 

321 = 10)+2() 
் = 142 

= 3. 

| 

3 (சேர்ப்பு A) = 3 

  

o
o
-
 

o
r
o
 

=|AlI 

9) 4 

|Z 
இவ்வாறே (சேர்ப்பு 4) 4 - | 4|7 என நிரூபிக்கலாம். 

2-26. தேற்றம் ் 

A, B இரண்டும் 7- சதுர அணிகள், | 4] * 0,| Bl # O 
எனின், (சேர்ப்பு ,48)-- (சேர்ப்பு 9) (சேர்ப்பு 4) எனவாகும். 

கிரூபணம் ~ 

42 ஒரு சதுர அணியாதலின்: 
- சீறி (சேர்ப்பு 4)-- | 48|7- (சேர்ப்பு 48) 48. -() 
42 (சேர்ப்பு 2) (சேர்ப்பு .4) 

=A (சீசேர்ப்பு 2) சேர்ப்பு 4 

-4(|8|7) சேர்ப்பு 4 (:: 2 சேர்ப்பு 8- | 812) 
- | 81 (42 சேர்ப்பு 4 

ம (4சேர்ப்புகிறத (:2.47-4) 

Ho
d 

ud 
wd 

te
u 

pe
 

Re ஆ
 சேர்ப்பு AB).  (:(09-ன்படி)
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இவ்வாறே, 

+ Amines 2) (சேர்ப்பு 4) 48 

- சேர்ப்பு 8 ((சேர்ப்பு 44) 8 
- சேர்ப்பு2(| 41228 

| A | Geriny BB) 
| A|(Geitny B)B (2 [B= B) || 

-|41(1212) 
-1411/217 
_])48)7 
(சேர்ப்பு 42) AB. (-” (19-ன் படி) 

(சேர்ப்பு 42) - (சர்ப்பு 2) (சேர்ப்பு A). 

1. 2_27, ேரெதிர் அணி (inverse of a matrix) 

4 ஒரு சதுர அணி என்க. ,48-9,4-7 என்ற கட்டுப்பாட்டில்: : 
ம என்ற ஓர் அணி இருக்குமெனின், 8 அணி 4 அணியின் நேரெதிர் 
அணி (Inverse of a ராமம்) எனப்படும். இது 4! என குறிப்பிடப் 
படும். 

4 (சேர்ப்பு A) = | 4 | 7 ஆதலின், 

4 (சேர்ப்பு 4) 
| A.| * 0 எனில், 7 - aT என்றாகும். 

ரி சேர்ப்பு 4 
எனவே, 4 - ரய என்றாகும். 

நேரெதிர் அணி சதுர அணிக்கு மட்டுமே உண்டு, 

2-28. தேற்றம் 
4 என்ற ஒரு சதுர அணிக்கு நேரெதிர் அணி இருக்க போது 

மானதும் அவசியமானதுமான கட்டுப்பாடு | 4 | 4 0 ஆகும், 

நிரூபணம் - 

4120 

1 
B= 74) (சேர்ப்பு 4) crasflesr, 

வ த ட் ஒலக டட ட 
= ee LAI (சேர்ப்பு 4) - | 4 4 (சேர்ப்பு 4)
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1 ் 
எ 1417 ம க்சேர்ப்புகி 1400 

| A 

= J. 

BA = TAL (சேர்ப்பு A). A = (A 1417: 

3 AB=BA=I 
ன i ட 

எனவே, 2 - TAL (சேர்ப்பு 4) என்பது .4' (4-ன் 

'நேரெதிர்'அணி) ஆகும். 

| 41 0 எனின், 3' உண்டு, 
அடுத்து, .4-ன் நேரெதிர் அணி 2 எனக் கொள்வோம். 

எனவே, 428-7 

உ ]கீசி[ எ]சீ$ ௯0 

141 [கச 

எனவே, | 4| *0, 

2-29, தேற்றம் 
4, அணிக்கு நேரெதிர் அணி உண்டு எனின், அது ஒரே 

முறையில் இருக்கும். 

கிரூபணம் 

4 என்ற ஒரு சதுர அணிக்கு நேரெதிர் அணி உண்டு எனவும் 
அவை £; 6 எனவும் கொள்வோம். 

் சீறி - /- 2.4 (வரையறை) 

40- 7- 4 (வரையறை) 

ஃ சி 40 

ctesGeu, CAB = (CA) B= IB = B, 

CAB = C(AB) = CI=C. 

* B= GC, 

எனவே, 4 அணியின் நேரெதிர் அணி ஒரே முறையில் உண்டு. 

2-30. தேற்றம் 

@) 4 பூச்சியமில் கோவை அணி 42 -1 40 எனின், 8-0, 
(ii) (ABY = B' A’ 

(iii) (4! = (4) எனநிறுவுக;.



4 

அணிகள் 47 

கிருபணம் 

(i) .4 பூச்சியமில் கோவை அணி யாதலின் 4! உண்டு, 

AB = AC . 

இருபக்கமும் 4! ஆல் முன் பெருக்கம் செய்யின், 

A' (AB) = A! (AC) 
(A'A) B = (A'JA)C 

72-76 ( சிக்ஃம் 

3௮ 0 _ 

எனவே, | 4] 40, 42- 40 எனின், 8 - 6 

(ii) 4.8 என்ற அணிகள் பூச்சியமில் கோவை அணிகள் 

என்க. 

31410, [Bl #0. | 
3 சி, நி என்பவை AA’ = Ai A*= 

BB' = B B = I 

என்ற முறையில் உண்டு. 

2)481-141 12,1481 20. 

எனவே, .48 பூச்சியமில் கோவை அணி,  (48)-1 உண்டு. 

(AB) = 0-4 என்க, 

2. C(4B) = @B' 4!) (AB) 
B' (A' A) B 
BIB («A A=T) 

=B'B  ( IB=B) 
ad 

- (AB) C ="(AB) B'A’) 
= A(BB)A . 

ச்ச் (62௪௪௮௫ 
= AA' (AI = A) 

5 o 

-. C(AB) = (AB) C =T 

எனவே, (4.9) அணியின் நேரெதிர் ௮ணி ம 4 

(2-5) (AB) = சிகி. 

॥ 
॥ 

||
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$A] #0. Gi} .4 ஒரு பூச்சியமில் கோவை அணி என்க. 

1கீி[5]1கி|,]|கி120. 
ட எனவே, 4!:ஒரு பூச்சியமில் கோவை அணியாகும், . ஆதலின் 

அதற்கு ஓ.ரு நேரெதிர் அணி உண்டு. 

் 4, 4ி-ன் நேரெதிர் அணிகள் முறையே 4, (04)! என்சு. 

AA =A'A=I 

உ (வீட அதி அரபி! 
யே கி- கில் (மரற 

இது.48- BA=1 த 

என்றவாறு உள்ளது. . எனவே, .4-ன் நேரெதிர் அணி 2, 
(அ-து) .சி-ன் நேரெத், அணி (A'y’ 

  

கணி (ர 
‘ டி ட ; 

2-31. சமன்பாடுகளின் தீர்வு (Solution of equations) 

, சடிடா ஏடிடி 4... + Qin Xn = Dy 

ட சேடர் 4 சே எ இர 

. any xy + கடட ர யா Gon Xn = bn 

என்ற 1 ஒருபடிச் சமன்பாடுகதா டத 

த் கிழ ல 
டக ட Ayn x, b&b fF 

Qe Age». Aon Xj} ம். 

Qn, Ang ++» Ann Xn Bb, 
Boomer ts எ வஷரிதி சச அவல் 

ர் . ச என எழுதலாம். . : 

மே... சட. 
எனவே, A. = Aa, Az, wae Gon 

| கே க்ஷ... Ana 5 

x) ம், 

xX = *a மி bs ஏனின், 

Xn ba . 

மேற் குறிப்பிட்ட சமன்பாடுகள், 
AX=8B 

என்ற அணிச் சமன்பாடாகும், .



அணிகள் .. ் 4g 

ந A [= = 0 எனின், 4! என்ற SE அணி .4-க்கு கண்டிட 

A X= 8B. 

என்ற சமன்பாட்டை A! -ஆல் இருபுதமும் முன்பெருக்கம் 

செய்யின், [ 

ல. 41 கிற என்றுகும். 

(A! A)X = AB 
IX= AB (2 AAZ=D 
X= A'B 

xy b, 

te peg] oe 

பழு Xn ba ஆரும். 
மாதிரி-்13 

க
ம
ழ
 டட? 121 | 

1 2: - 

ழ் ன் சேர்ப்பு அணி, நேரெதிர் அணி காண்க, 

நிரூபணம் 

u
r
 22 

| 4 | 2 3° 

  

  
= 1(44-3)-2 (6-3) +1 (3-2) 
= 1-6+1=-4240. 

எனவே, 4 பூச்சியமில் கோவை அணியாகும். 

சட - 1-ன் இணைக்காரணி Ay =i . 
ஏடி - உன் இணைக்காரணி டி +3 
O15 = 1-ன் இணைக்காரணி Ag = 1 

இவ்வாறே, 4௨ = —2, Ay = 1; dey = 1 
Au = 4, “Ag = 05 Ay = —4. 

ட டட Ai, 4g Any J 
எனவே, (சேர்ப்பு) - Ary Age Ass 

ச சீடி A } 

| 
॥ 

4 
.. ருக்
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எனவே, சி - (சோர் 7H A) 
| 4 

| ந.தி | 
1 |-3 1 0 

52 11-4 1. © 

  

மாதிரிட14 

1 3 4 பட்ட 

A=,|.3 2 3 craficr, AA! = Terex Amaya. 
1 1 1 2 : 

aS eG Ls over ib 

‘ 1-3 4 
A=-34]-3 1 6 (மாதிரி-13) 

I~ 1-4 : 
t 

71211 ர 1-3 4 
“A A'=-+4 3 2 3 -3 10 | 

112 1 1-4 

ஜ். 1-6+1 -342+1. , 440-4 
== 3- 6-3 -9+243 12+0-12 

_ 1-342 312. 4+0-8 

-4007 © 
=-} 0-4 0 

0 0-4 ‘ 

100 
= 0 1 0 =J 

00 1 

AAD aL 

மாதிரி-1 5 i . 

ற இ. த க்ஷ 
| ட : | செங்குத்தணி என நிறுவுக.
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ll 
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(து A'A =I. 
எனவே, 4 அணி ஒரு செங்குத்தணியாகும். 

_மாதிரி-16 

டே 10) நேரா) என்பவை இரு செங்குத்துக்கோடு 
களது இசைக் கொசைன்களெனின், 

ச்ட் dim, Ln, : ட்ட காது 0 

Lm, m? myn, 97, 172”. MN, - டியூச்யெ 
Ln, mn, n? Loy ரர அணி) 

என நிறுவுக. 

7 

“ஸிரூபணம் 

(டிடி 0, 10, 714 திசைக் கொசைன்களா தலின், 

ட்ரம் உட்1 

1? +m +n? = 1 

Ll, + mm, + nn, = 0. 
ர் 8 3 PT le lm, hn, 

: 8 ] சீரு ராட் ரப 

i Ln, mn, 1," 

lL? Lm, Lyn, | 1? Lm, 1a, 

ட Tym, m? mn, lm, m? 777177. | 

in, many n? | Ln, mn, n?
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ட (ப டபீ-ட்டி /ர்ட(0பி-ரபி பட Ln, (1 ட்டா) | 

=) hm Uetmitn?’y) m? Ce +m?2+n7) mn, 1? +m? +n?) 
| சரட் ப் பபடி myn, U2 +m? +n) n? 0? +m? +n,%) | 

1? Lm, ln, 

= im, m,* myn, hoy ட்ட Ss 1,7 =] 

ன | lin, mn, n? | ; 

L? Lm, kn, 3 1? Lym, In, 
lm m2? man, Lm, m2? m,n 

| ‘Ln, myn, ரபி | | lflg Mn, nq" | 

2 
ட ait Ln, | I? dm, In, | 
m, 18ம் mis Im, m,* m,n, 

3 Ln, man, a ந In, MeN, Ny | 

Lf 

ml,Sil- mm, Fl, mM, > 1, Je 

ml Slit, nym, > 1,1, nn, > 1, | 

14 
| ட ன Lm, dll, ham Suk 

ர 
இரத் க ம் 6 (இம 1 படர் mm, + n,m = 0) 

பயிற்சி 2-1 

டஃ4-[ 210 1,௪௨1 212] 
| 301 | | 331 [> 

c-1 221 | து 
எனின், 

டு 4424... 
(ii) A+ (B+C) = கோடி 

Gi) 3(A + B) = 34 + 3B 
(iv) (B+ C) 5 =5B =5C° 
என நிறுவுக,
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. 1 
2 A= 4 |,B= 

3 WM 
W
e
 

A
N
O
S
 

  
42 பெருக்கம் 

  
காண்க. 

A || 

ம்
 
ட
ம
 

ம் 

21 
3 எனின், 

3 1 

= AB+AC என நிறுவுக, 

Ps 9.377 
1 0-1 | எனின், 

ட. -3-3-2_ 

உ 5 + 
o
a
 

2_ 

» B=   us
 

a
a
 ர் 

நல
்
 

வம
்

 
பவ
ம்
 

o
r
n
 

  

1 

2 

1 ண்பன் 

(34--25)4 - 7 என நிறுவுக. 

0 
1 
0 

fs
 

hey
 

il 

o
o
r
 =)

 

எனிஷ்,   
2... - ர என நிறுவுக, 

5 A= 21.22 10 ]-25]| ?4] 

எனின், பின் வருபனவற்றை நிறுவுக. 

ட்டு 4488-0 

Gi) AB= BA=-C 

(iii) A = CB =-BC. 

_ 123 7 
6 4=[ 337 | cane, 

Aa—3A'+3A~—J] காண்க, 

7. 42 (3 1] உ ௫ டூ 1. ட 
(AB) = B'A' என நிறுவுக, 

os
   O

n
 

உ 4௨1-305 | எனன, 
2 5.0 

(சர்ப்ப 4), .4-ன் நேரெதிர் அணி காண்க,
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f 25~-10—15 
விடை: (Gein A) };-10 4 11 ; 

‘ (டி 1 9 7) 

ஃ 
ச
ி
ல
ு
 

= 
பூ
வு
 

—
 

rj
 

ta
r 

b
e
 

b=
 

bi 
R
e
 

oy
 

No
me

, 

9. அணி: முறையில் பின்வரும் சமன்பாடுகளது தீர்வ 
காண்க. 

12x + Ty—4z=4 

Ix - 4y +2z= 11 

6x + lly + 3z = 12 

{aer: x=1,y=0,z= 2}. 

10. 4 ஒருதரம் கொண்ட சதுர சமச்சீர் அணி, 2 அதே 
தரம் கொண்ட ஒரு சதுர எதிர்ச் சீரணி, (4-2) ஒரு பூச்சியமில் 

அணிக்கோவை, ௦ - (4--£)(4- 8) எனின், 

(i) C'(A+B)C = A+B 

(ii) C'(A-B)C = A-B 

(ii) 6'40- 4 என Amys. 

11. 4 - [கர வஷ௰ி - [சீரு எனின், 

(AB)! = B! A! cor Amays. 

100 
1% -A = | ~1 1°90 | அணியின் நேரெதிர் 

ர் ந ] 

அணி 2 எனின், 

(A+B = 4 ] 

ந o
o
r
 

o
r
o
 0 

0 
1 என 'நி 'றுவுக...



3. ஒருபடிச் சமன்பாடுகள், 
அனரி அளலவை-நாடக்க மாற்றங்கள் 

(Linear equations, Rank of a matrix, Elementary 

Transformations) 

3-1. சித்நணிக்கோவை (Minor of a matrix) 
_ A என்றலர் அணியில் 7 நிரைகள், £ நிரல்கள் தவிர்த்து 

மற்ற நிரைகளையும் நிரல்களையும் நீக்கக் இடைக்கும் 7567 அணிக் 

கோவை, 4 அணியின் சிற்றணிக்கோவை எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

A= எனிஷ், ட 

Gy, Aq Ay 

Go, Ag, ஜே 

Gs, Asn ஜே 

ஒரு இற்றணிக் கோவையாகும். 

  

  

இது A அணியில் .3 நிறைகள், 3 நிரல்கள் தவிர்த்து மற்ற 
திரைகளையும் நிரல்களையும் நீக்கக் கிடைக்கும் 3563 அணிக்கோவை 

யாகும். 

மாதிரி-1 

2 

A= 5 

(1 

10 4 
21 3 எனின், 

203 J 

மீப்பெ'ு தரமுடைய சிற்றணிக் கோவைகள் காண்க.
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- மிரூபணம் ~ 

முதலாவது, இரண்டாவது, மூன்றாவது, நான்காவது , 
நிரல்களை நீக்கிக் கடைக்கப்பெறும் சேணிகள் (Sub-matrices) 

  

      

  

முறையே 

104 ],f7f204 1214721 0 
213 4, 5 1 3 5 2 3 5 2 1 
20 3 $ 03 |, 12 3 |, 12 0 

எனவே, மீப்பெரு தரமுடைய சிற்றணிக் கோவைகள் 

10 4 20 4 21 4 2 10 
2 1 3 5 13 5 2 3 5 2 1 
2 0 3 1 0 3 of 1 23 [,f 1 2 0             

  

இவை ஒவ்வொன்றினது தரமும் 3 ஆகும், 

9-2. அணி அளவை (Rank of a matrix) - 

ஒரு சதுர அணி 4-ல் 7 தரமுடைய சற்றணிக் கோவைகளில் 
யாதேனும் ஒன்று பூச்சியமில் அணிக்கோவையாகவும், மற்ற எல்லா 
(1) தரமுடைய சிற்றணிக் கோவைகளும் பூச்சியமாகவும்: 
இருப்பின், .4-ன் அணி அளவை * ஆகும். 

ஒரு சதுர அணி 4-ன் தரம் 1 என்க. பின் | 4 | 2 0 எனின், 

4-ன் அணி அளவை * ஆகும், | 4 | - 0 எனின், 4-ன் அணி 
அளவை சர. 

4 அணியின் அணி அளவை ர (4) எனக் கு றிப்பிடப்படும். ் 
முற்றும் பூச்சிய அணியின் அணி அளவை பூச்சியமாகும். 

மாதிரி-2 

1-2 1 

5-4 0 
அளவைக் சாண்க. 

௫ிரூபணம் 

| 1-2 1 | து |41-] 3 0-2 | -10-$ஒ420410) 41-12) | 5240 = -8 + 20-12 
ax
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ee | = 04640, 
எனவே, p (A) = 2. 

            

மாதிரி 

ந 11 17) 
465. 1-1 2-1 எனின், 

(310 1 

4-ன் அணி அளவைக் காண்க, 

கிரூபணம் 

அணி 4-ன் மீப்பெரு தரமுடைய சிற்றணிக் கோவைகள் 

1 1-1 1-1 1 1 1 1 1-1 1 
1-1 2 | j-1 2-1 1-1-1 1 2-1 
3 1 0 1-0 1 3 1,] 3 0 1 

1 1-1 
.{ 2-1 2 | =1@-2)-1 0-6-1 (143) =-24+6-4-0 
310 . 

11 1 
“1 2-1 | =1@—0)+1(-1+1+1 @-2) =2+0-2=0 
10 1 

111 
1-1-1 |} = 1(-14)-1043)41(0143) 

311 | =0-444-0 
1-1 1 ட்ட 
1 2-1 = 1@=0)+1(1+3)+1 0-6) 

3 0 1 | =24+4-6=0,     
(அ-து) மீப்பெரு சிற்றணிக் கோவைகள் அனைத்தும் 

பூச்சியமாம், இவை ஒவ்வொன்றின் தரமும் 3 ஆகும். 

அடுத்து தரம் 2 உள்ள சிற்றணிக் கோவைகளை ஆராய் 
“வோம், அவற்றுள் ஒன்று, 

| த } | = 1-3=-20. 

‘3 எனவே, 4 அணியின் அணி அளவை 2, 

(9-51) p (A) = 2.
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9-3. தொடக்க மாற்றங்கள் (Elementary transformations) 

கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்று மாற்றங்களும் தொடக்க: 
மாதிறங்கள் எனப்படும். 

1. ஒர் அணியில் யாதேனும் இரு நிரைகளை அல்லது இரூ. 
நிரல்களை ஒன்றுக் கொன்று இடமாற்றுதல், 

குறியீட்டில், 80) என்பது ;, jag Heng ser முறையே ட டவது 
திரைகளாக மாற்றமடைவதையும்; டட என்பது வது நிரல்கள் 
முறையேர் வது நிரல்களாக மாற்றமடைவதையும் குறிக்கும். 

2. gt அணியில் யாதேனும் ஓரு நிரை அல்லது நிரலின்: 
மூலகங்கள் ஒவ்வொன்றையும் பூச்சியமில் எண்ணால் பெருக்குதல். 

குறியீட்டில், 8, என்பது வது நிரையிலுள்ள ஒவ்வோர் 
உறுப்பையும் 4 என்ற பூச்சியமில் எண்ணால் பெருக்குவதையும் 4 
என்பது jog நிரலிலுள்ள ஒவ்வோர் உறுப்பையும் % -ஆல் 
பெருக்குவதையும் குறிக்கும். 

3. யாதேனும் ஒரு நிரை அல்லது நிரல்களிலுள்ள 
மூலகங்கள் அனைத்தையும் பூச்சியமில் எண்ணால் பெருக்கிப்: 
பிரிதொரு நிரை அல்லது நிரலின் ஒத்த உறுப்புகளுடன் கூட்டுதல், 

ப குறியீட்டில், (AR + Ri) என்பது வது நிரையிலுள்ள ஒவ்வொரு மூலகத்தையும் 4-ஆல் பெருக்கி 7-வது நிரையிலுள்ள 
௪௧.த மூலகங்களுடன் கூட்டுவதையும், (0; 4 C)) என்பது 7-வது 
நிரவிலுள்ள ஒவ்வொரு மூலகத்தையும் 4-ஆல் பெருக்இ வது: 
நிரலிலுள்ள ஒத்த மூலகங்களுடன் கூட்டுவதையும் குறிக்கும். 

குறிப்பு : 
4 என்ற ஒரு 111 அணியிலிருந்து தொடக்க மாற்றங்களால் 

கிடைக்கப்பெறும் 8 என்ற ஈட) அணி, 4-ன் இணைமாற்று அணி 
(Equivalent matrix) எனப்படும். இது 8௨ 4 எனக் குறிக்கப்: : 
படும். - ட 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

14709 “1497 
டு4-12351 15123 154 [ர 

3 216 1௦,132 6 1 
; இங்கு மூன்றாவது, தான்காவது நிரல்கள் முறையே தான்காவது மூன்றாவது நிரல்களாக மாற்றப்பட்டுள்ளன...
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7 14797 1 
@i)4 =1]2351 1~] 4 

3 2 1 6 |2R,] 3 
= B 

A
W
 

©
 7 

10 
1 N

D
 

&
 

இங்கு இரண்டாவது நிரை இரண்டால் பெருக்கப்- 

பட்டுள்ளது. : - 

7 4797] 14 71 
நச 12327 2555 122 

235i Lm said 

இங்கு மூதல் நிரலின் மூலகங்களை இரண்டால் பெருக்கி: 

நான்காவது நிரலின் ஓத்த மூலகங்களுடன் கூட்டப்பட்டுள்ளது. 

3-4. நேரெதிர் தாடக்கமா fmt (Inverse வண transfor-- 

mations) 

ஒர் அணி 4-ல் யாதேனும் ஒரு Sern deere it செய்ய 2: 

எனும் இணைமாற்று அணி கிடைக்கப்பெறும் என்க. பின் எந்த ஒரு 
மாற்றம் 8-ல் செய்தால் மீண்டும் A அணி இடைக்குமோ, அத் 

தொடக்கமாற்றமானது 4 அணியில் நடைபெற்ற மாற்றத்தின்” 
நேரெதிர் தொடக்கமாற்றம் எனப்படும். ° 

4 அணியின்ர், வது நிரைகளை இடமாற்றுவதை 279 என்க. இந்த 
மாற்றத்தால் கிடைக்கப்பெறும் அணி 2 என்க. பின் இதே Rij 

இடமாற்றத்தை 8-ல் செய்தால் மீண்டும் .4 அணி கிடைக்கும்.. 

எனவே, டன் நேரெதிர் தொடக்கமாற்றம் 7டி ஆகும். eran 
டேன் நேரெதிர் தொடக்கமாற்றம் 6ே ஆகும். 

மீண்டும் 1-வது நிரையை = பெருக்க 8 அணி கிடைக்கு 

மெனின், 8 அணியில் ட்வது நிரையை-. -ஆல் பெருக்க A அணி: 

கிடைக்கும். எனவே % ன் நேரெதிர்மாற்றம் -- Ri AG. 

3-5. தொடக்க அணிகள் (Elementary matrices) 

ஓர் ௮ணி அலகை (மார்; நரற்டு யாதேனும் ஒரு தொடக்க 
மாற்றத்திற்கு உட்படுத்திக் இடைக்கப்பெறும் அணி தொடக்க. 

அணி எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

100 

I=; 0 | 

0 ] o
m
 

_ 
©
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டி செய்கைக்குட்படுத்தப்பட்டு இடைக்கப்பெறும் அணி 

001 ் 
சீவ. 1. 0-1 0 ~ B 

| 100 
- ே செய்கைக்குட்படுத்தி கிடைக்கப்பெறும் அணி 

001) 
Fx ௨1% 1 we 

100 ) 

அணி 2-யும் அணி யும் ஒன்றே என்பதைக் கவனிக்க. 

-3-6. தொடக்க அணிகளும் குறியீடுகளும் 

Qi அணி அலகில் (unit matrix) i, jag நிரைகளையோ 
(அல்லது) 7, /-வது நிரல்களையோ இடம்மாற்றி கிடைக்கப்பெறும் 
.அணி 8) எனக்குறியிடப்படும். 

17] 1. 

ஆனால் | 4] --1 (2 2 நிரை (௮) நிரல்கள் இடம் 
“மாறினால் அணிக்கோவையின் குறி மாறும், க 

ஓர் அணி அலகில் /-வது நிரையையோ (அ) /-வது நிரலையோ 
-4-ஆல் பெருக்கிக் கிடைக்கப்பெறும் அணி ) 2; எனக்கு றியிடப்படும். 

உ [சி அந | A Eq | = a. 

ஒர் அணி அலகில் 7-வது நிரையை 4 என்ற மாறிலியால் 
பெருக்கி /-வது நிரையின் ஒத்த உறுப்புகளுடன் கூட்டிக் இடைக்கப் 
“பெறும் அணி (2) எனக்குறியிடப்படும். ஓர் அணி அலகில் 4-வது 
நிரலை 4 என்ற மாறிலியால் பெருக்கி, /-வது நிரலுடன் கூட்டிக் 
-இிடைக்கப்பெறும் அணி Ea) எனப்படும். 

20000) sen Ey (Aa) அணியின் நிரை, நிரல் மாற்று அணி 
.யாகும் என்பதைக் கவனிக்க. ் 

2 1711, | Za) | = 1. 

3-7. தேற்றம் 

ஒரு 71% அணியில் செய்யப்படும் ஒவ்வொரு ஆதார நிரை 
மாற்றங்களும், அவ்வணியை இம்மாற்றங்களை யொத்த 71617 

. ஆதார அணியால் முன்பெருக்கம் (016 யிரரற]]) செய்து இடைக்கப் 
“பெறும். க
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. ஒரு 71547 அணியில் செய்யப்படும் ஓவ்வொரு ஆதார நிரல் 
மாற்றமும், அவ்வணியை இம்மாற்றங்களை யொத்த nX Hn: 
ஆதார அணியால் பின் பெருக்கம் (2௦% மாம](1 01) செய்து கிடைக்கட் 

- பெறும். 

    

நிரூபணம் 

[” கடி சீடி. An) R, 

யு ஆ வ ந = Ry 
A = 

eee 

ப Q@m1 ரேவ ௨ Gmn _f mxn Rn 

“கடி மடி. 
Bar Dog ves Dap = [Cyy Cay vary Cy} 

ட by; Dog ee bap பயம 

என்க. 

ஞ் இங்கு, Ri என்பது (யூ, ஃ Ain) என்ற நிரை வெக்௨. 
ow Vector). a 

0) என்பது by ] என்ற நிரல் வெக்டர் (பேய 

baj Vector).- 

bg; 

பின், 

அடே டு ப 
C =AB = RC, RC, .. RC 

RnC, Rn, வட RmCp 
mxp - 

Qag Ri என்பது ஆ, 0 என்ற வெக்டர்களது உட். 

பெருக்குக் தொகை (2 றா௦ம்௦0) யாகும். : 

இதிலிருந்து .4-ன் நிரைகளில் ஏதேனும் ஒரு ஆதார நிரை: 
அற்றம் நிசமுமெனின்  48-ன் நிரைகளிலும் அதே வகை நிரை 
மாற்றம். நிகழமுமெனவும், 4-ன் நிரல்களில் ஏதேனும் ஒரு1ஆதகார- 
நிரல்மாற்றம் நிகழுமெனின் .42-ன் நிரல்களிலும் அதே வகை 

நிரல்மாற்றம் நிகமுமெனவும் அறிகிறோம். எனவே, ,48-ல் நிகழ 
வேண்டிய ஒவ்வொரு ஆதார நிரை மாற்றமும், முன்பெருக்கலணி'
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.ி-ல்-செய்வதன் மூலமும், 4-ல் நிகமழவேண்டிய ஓவ்வொரு ஆதார 

நிரல் மாற்றமும் பின் பெருக்கலணி 5-ல் நிகழ்த்துவதன் மூலமும் 

.இடைக்கப்பெறலாம் என்றாகிறது. 

இனி, 4௩4 எனக்கொண்டால், மேற்கு றிப்பிட்ட 

“கோட்பாட்டின்படி 4-ல். நிகழ்த்தவேண்டிய ஓவ்வொரு நிரை 

மாற்றமும். முன். , பெருக்கலணி ௩ல் நிகழ்த்துவதன் மூலம் 

.இடைக்கப்பெறலாம். அதாவது, .4 என்ற ஒரு 71% 1 அணியில் 

செய்யப்படும் எந்தவொரு ஆதார நிரை: மாற்றமும், 

-அவ்வணியை இம்மாற்றங்களையொத்த 7 என்ற 78% 7 ஆதார 

அணியால் .முன்பெருக்கம் செய்து கிடைக்கப்பெறும்; 

இவ்வாறே, 4 - கரி, என்பதால், ி-ல் ஆடங்தரபேண்டை 

. எந்தவொரு ஆதார நிரல் மாற்றமும் 'இம்மாற்றங்களையொத்த 

ட என்ற 71% 77ஆதார அணியால் பின் பெருக்கம் செய்து 

.இடைக்கப்பெறும். 

3-8, தொடக்க அணியின் நேர்மாறு அணி 

ஓர் அலகு அணி. 2ல். ர் வது: நிரைகளை இடம் மாற்றுவதன் 
மூலம் இடைக்கப்பெறும் அணி ர என்க, அ ம் என்க. 

பிஷ்டிி ன்படி, 

Ey. A =I 
Fy. Ey = I 1 

னவே, நோர்மாறு அணியின் வரையறையின்படி, 

(Ey)' = Ej 
: ஏனவே, ஆன் நேோர்மாறு- அணி 8, அணியேயாகும். 

. மீண்டும், ௩ 5; என்பது அலகு அணி [cit 7-வது நிரையை 4-ஆல் 

"பெருக்கக் இடைக்கும் அணி, 4 என்க, 4-ஐ மீண்டும் 1] 7 
"செயலுக்கு உட்படுத்த 7 அணி கிடைக்கப் பெறுவோம், 

பின், 3.7-ன்படி, 

VERA al 
1 RAR = 1 1 

என்வே, (4 Ej! = (1' B) (வரையறையின்படி), 

இவ்வாறே, [8$ லு: - Bi (—a) 

[Ex al = Ei (-A) 
- கான நிறுவலாம்.
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மேலும், தொடக்க அணியினது நேர்மாறு அணி'। அதே 
போன்ற ஓர் அணியேயாகும், 

3-9. தேற்றம் 

£, ட என்ற பூச்சியமில் கோவை அணிகள் இரண்டு 240 - 8 
என்ற முறையில் இருந்தால் மட்டுமே 4, 8 அணிகள் இணைமாற்று 
அணிகளாகும். 

நிரூபணம் 

A, B என்பவை இரு இணைமாற்று அணிகள் என்க, .4-ன் 
ஒவ்வொரு நிரை மாற்றமும் ஒத்த தொடக்க மாற்றத்தினால் 4-ன் 
முன் பெருக்கத்திற்குச் சமானமாகும். மேலும், .4-ன் ஒவ்வொரு 
நிரல் மாற்றமும் ஒத்த தொடக்க மாற்றத்தின்.4-ன் பின் பெருக்கத் 
-திற்குச் சமானமாகும். 

நிரை மாற்றங்களின் ஒத்த கொடக்க அணிகள் £,, 2, ..., 2. 
எனவும் நிரல் மாற்றங்களது ஒத்த தொடக்க அணிகள் ., 0,, 
(9. எனவும் கொள்க. இ 

அகிய ம்ம சிடி இ ௯ ம 

(9) 240௬2, : Pi PUP, oe P, 

2 = 2,0, ... Os 

._ ஓவ்வொரு தொடக்க மாற்றமும் பூச்சியமில் கோவை அணி 

யாதலின் 7, 0. இரண்டும் பூச்சியமில் கோவை அணிகளாகும். 

3:10. தேற்றம் 

ஓவ்வொரு பூச்சியமில் கோவை சதுர அணியும் தொடக்க 
._ அணிகளது பெருக்கமாக விளக்கப்படக்கூடும், 

ரிரூபணம் 

nN தரமுடைய ஒரு சதுர அணி .4 என்க. 

உட சிசி நூ அமி. ம 

0-0, ..0 

P,, sexy, Py? 0:1; ஜெஃஃ 0. தொடக்க அணிகளாம். 

yf" os (2 Py, PD
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0 = (0. 0,-.. 0.) 
= O,' 0.) see Q.' oF 

PAQ =i, 

என்பதை 2-ல் முன்பெருக்கம் செய்யின், 

P (PAQ) = P' Ia 
2 40-27 (2௪௨32) 

LAQ=P (: PP =1,) 
2 ' AQ=P' 

அடுத்து இருபுறமும் பின்பெருக்கம் (' - ஆல் செய்யின், 

(40) 0 = PO 
AQD)=P' 
At, = Fg 

,A=P Q 
(அத) 4 = P,P... POs Os. 0 

3-11. தொடக்க அணிகளிலிருந்து கேர்மாறு அணி காணுதல் 

4 ஒரு பூச்சியமில் கோவை சதுர அணி என்க. 

ம PAQG=, 

ஐ). O = O,0,.: Os. 

= (OY (PY 
= OP 

=O, Op ous Ose Pr Prat ous Pa Pr 

குறிப்பு : டல 
4 அணியின் தோர்மாறு அணியினைக் காண, முதலில் 

A=IA 

என எழுதி, 
\ 

4-ஐயும் முன்காரணி /-ஐயும் பல்வேறு தொடக்க மாற்றங் 

களுக்குட்.படுத்தி, 
ச ் 

- I= BA 
என்ற முறையில் கொணரவேண்டும். 

பின் 8 என்பது 4-ன் நேரெதிர் அணியாகும்.
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மாதிரி-4 

12.3 
Al-= 230, ap iets நேரெதிர் 

ம ச அணி காண்க. 

-திரூபணம் 

Azx=I,A 

[123 7) f 100 4 
| 230 - | 010 | 4 
(012 (0.01 | 

(2) என்ற மாற்றத்தினால்... 
1.2 3 [ 100 : 
0-1-6 = -2 10 |. 4 

gi 012 4 00117 

oo (௪1) என்றந்தொடக்கமாற்றத்தினால், 

£ 123.) ் 1 0 0 
01 6 = 2-1 0 . 4 

| O12 | O01 J 

Rig (= 1) என்ற தொடக்கமாற்றத்தினால், 
. fF 123 7 f 100 ) 

அ: 0 16 = 2-1 0 | A. 

ந் [ 0 O44 J f—2 11 J 
ls : R; (4) என்ற தொடக்கமாற்றம், 
க்... கர இன்ஸ் க மலா } 

016 = 2-10 | A 
த (4-4. ] 

ட சீ09: ட 
[123 f 100 7} 
| 010 | =,[/-1 48 | 4 
(001 | | ttt J 

டி:
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[1220-1217] 
010 1] = J 71 4.5 | A 

(001 ) { சோக? J 

J=BA என்க 

of ee 
* Bsa lal 37 if 

wl 44-4 1) 

f 6-1-9 Yo... கார் 
1 |-42 6 ‘| என்பது .4-ன் நேரெதிர் 

(உய்ய 
அணியாகும். 

39-12. தொடக்கமாற்றங்கள் ஓர் அணியின் அளவை மாற்குது 

oh அணியில் இரு” நிரைசன் அல்லது இரு நிரல்கள் இடம் 
மாறினால் அண்யின து அணிக்கோவையின்- குறி சாறும். மேலும், 
லர் அணியின் யாதாமொரு நிரை அல்லது நிரலை இரு பூச்சியமில், 

எண் /-ஆல் பெருக்க, அணிக்கோவையும் 4-ஆல் பெருக்கப்படும்., 
எனவே, முதல் இரு தொடக்க மாற்றங்களால் அணி அளவை. 
மாறாது என்பது இ குனிவு. , இவ்வாறே மூன்றாவது தொடர் 

வகித்தன அணி அளவை மாற்ருது என நிறுவலாம். ய் 

3-13. அணிமின் நியம வடகம் (Cantnieel form or normal 
form) 

ஒவ்வொரு 18% அணியும் தொடீக்க மாற்றங்களால் 
‘Sementary operations) பின் வரும் வடிவங்களில் யாதாமொன்றாக 

ஒடுக்கப்படக்கூடும். 

௩ [2] [21] 
இது அணியின் நியவடிவல் எனப்படும். 

I 

A என்ற ஓர் அணி நியமவடிவில் ஷூக்கப்படின், அதன் 
அணி அளவை 7, ஆகும்.
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எடுத்துக்காட்டுகள் 

் ஒரு 4%3 அணியில், 

100 
1 _ 01.0 

fo] =| 001 
0 0 0 

1.0 0% 
O77 | ட 10 

0.0) [ 000. 
ட்000. 

ஒரு 3%4 அணியில், : a : 

[ 1000. 
[7 0] | 01.0 0 இ 

{ 00-10 j 

[1000 
[00 | = Ah 0100 | 

. { 0000 J 

மாதிரி-5 

2-2 0 6 
420 2 

ee gi wo 8 
142 1 2 

என்ற அணியை நியமவடிவில் ஒடுக்க, அதன் அணி 

அளவைக் காண்க, 

அிரூபணம் 

2-2 0 6 
202 

A=] j-1 03 
1-2 1 2 

1-1 03 
ட 2101 
கடுகடு 1—1 0-3. 
» 1-2 1 2
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இது | ர் ௦ | என்ற நியம வடிவில் உள்ளது. 

எனவே, அணி அளவை 3 ஆகும். 

பயிற்சி 3-7 

Bed 1. தொடக்கமாற்றங்களால் பின் வரும் அணிகளது நேர் 
மோ று அணிகள் காண்க. 

mmc 1 2 3 | 121 
படு 2 30 (ii) 3.2.3 
[012 «2b i 2 

6-1-9 

{ cto scr @ i Ea 2 6 | 
உரம் fF. 

_1 9-4 
Gi) 4 3-1 0 |} 

121 4' 

ceo ௬ தொடக்க நிரை மரணிறன்களுக்குட்பறுக்கி பின்னரும் 
அ ஊணியினது நோர்மாறு அணி காண்க, 

—2 1 3 

i 0-1 1 

1 20 

    

  
  

  

3 As 143 9 எனின், 3.4 ௨ 7 என்ற 
8 9 2 

மூறையில் உள்ள 2 அணியைக் காண்க, 

Sos 872 9 
] emt 1 [டக ர \ 
chon 4 பப 2. 

உ 

"4. பின் வரும் அணிகளது நேர்மாறு அணிகளைக் காண்க. 
் 1 3 

0 3-3 
OQ A= ரண > 

7d og
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5. A = 

a எனின், 

4 அணியின் அணி அளவைக் காண்க. 

[விடை : P (A) = 2]. 

6. பின் வரும் ௮அணிகளது அணி அளவைக் காண்க. 

012 3 oo 1.3 4 3 
(டு 00 1-7 . Gi) 3°912 9 

0000 ் —1~3-4~3 

12 22 3% 4 
: 22:38. தீ 55 

(iii) 32 42) 52 ஓ. 

42 52 62 72 

[விடைகள் : (0) 2 (டு 1 (ழ் 3] 

1 தித்! 11 1 
7A =|.03 2 [,8-|] 22 2 |எனிஷ் 

ன் 2 310 ~ Tt 33 «3 
44 5, 48 அணிகளது அணி அளவைகள் காண்க, 

[விடைகள் : P (A+B) = 2, p (AB) = 1
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8. பின்வரும் அணிகளை நியம வடிவில் ஒடுக்கி அணி 
. அளவைகள் காண்க. 

. 4 அர்கம் 7 _ 
| meri eli 

@ 7 31342 | OF 4 
lL 6 3 0-7 J ~ 

[விடைகள் : (03 Gi) 2] - 

1 1—1 —1-2-1 
9, ச - 2-3 4 ,B=]| 612 6 எனின், 

32423 | 510 5 

A, B, A+B, AB, 8.4. அணிகளது அணி : அளவைகளை 

- சிற்றணிக்கோவைகள் மூலம் காண்க. 

_[விடைகள்:. p (4) = 2, p (B) = p (A+B) = 2, 
p (AB) = 0, pp (BA) 

டு 11d — 
10, A= | 1-1-1 [கை 205] று | 

i, 
1] 

.3 1 1 

என்றவாறு உள்ள பூச்சியமில் கோவை அணிகள் 27, 0 காண்க... 

ம 1 00 1-1 0 
{amen =| ஷ் 1 ந்து G i-} ॥ி 

ட. யர 0. 00 1 

ஒருபடிச் susttun(hact (Linear Equations) 

3-14. சமபடியில்லாத ஒருபடிச் சமன்பாடுகள் (௩௦0-1,010026- 
neous linear equations) 

Oy X  Ayg Xy +o. + AinXn = 4, 

Gy X + Gag Xq + vee + Ayn Xn = இ 

eeesee wt cee 

என்பவை டி 2, 3 என்ற மாறிகளில் ஈ சமன்பாடு. 

களாகும். * ்
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f a, Ap - Ayn > 

yy Arg Gan 

BS 4 ர வேவ பெலில 

L Amy Gm, +++ Amin ஆ 

ft 4 [ ஆ 
b, 3 

மீ = owe ’ xy = vee 

L bm J 1 : | Xn எனின், 

் | 
மேற்கண்ட சமன்பாடுகளை: 

AX=B8.. ய் 

என்ற அணி வடிவில் எழுதலாம். 

4 அணி கெழு eof (Coefficient matrix) எனப்படும், 

( பே Ay Qn b, 

Gy, ஷே ஜே b, 

ஆ நமை meee 
* «3 கடம்ப ந Bes J 

என்ற அணி மிகுதிபடுத் திய அணி (௨பதய0றர௦ப் matrix) எனப்படும். 

இதன் அணித்தரம் [ஈ%(2--1)] ஆகும். . இவ்வணியை (4,2) 
எனக்கு தியிடுவது மரபு... 

3-15. — a சமன்பாடு (Consistent equations) 

AX = 8 என்ற அணி 'சமன்பாட்டிற்கு ஓன்று அல்லது 

ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட தீர்வுகள் இருப்பின், அவை பொருத்தமுள்ள 

சமன்பாடுகள் எனவும், மற்றவை பொருத்தமற்ற சமன்பாடுகள்” 

{Inconsistent 600211௦08) எனவும் கூறப்படும். பொருத்தமுடைய 
சமன்பாடுகளுக்கு ஒரே ஒரு தீர்வு இருப்பின், அவை ஒரே முறை 
Siraj (unique solution) கொண்டவை எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

டு x+ p=2 = 
ax + 4y = 7 

என்ற சமன்பாடுகளுக்கு % = 1,]3. -.$.. என்ற ஓரே முறைத் 

இர்வு உண்டு. க
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(ii) 2x + 3y = Bh 
6x + 9y = 15 

reir சமன்பாடுகளில் இரண்டாவது சமன்பாடு முதல் சமன் 

் பாட்டிற்குச் சமானமானதாகும். 

(9-3) 2x + 3y = 5 
   

   

    

« x=k aller, y= 5—2k 
ue 3 . 

Sela: வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு $-ன் வெவ்வேறு மதிப்புகள் 
இடைக்கும். எனவே, இச்சமன்பாடுகளுக்கு முடிவிலி சரன் 
Alnfinite number of solutions) 2 air@. 

மேற்குறிப்பிட்ட இருவகை சமன்பாடுகளும் பொருத்து. 
டைய சமன்பாடுகளாகும். 

Gi) x4 2y= 3 
2x + 4y = 6 

a என்; று: “சமன்பாடுகளை எடுத் துக்கொண்டால், 

7 இரண்டாவது சமன்பாட்டிலிருந்து x + 2y = 3 crore 
-இடைக்கப்பெறும். 

ஃ Xt 2p=5 த 

2-3 3 என்றாகிறது. 

இவ்விரு சமன்பாடுகளிலும் ஓரே சமயத்தில் . பொருந்தும் 
.அர்வுகள் கிடையாது, இவை பொருத்தமற்ற சமன்பாடுகள் எனப் 
படும், 

344 6. ௩மாறிகளில் உ சமன்பாடுகள் 

120) 4 எடி2ட் 4 * சமி ௧ சி, 

ஜேட் சழ 1 ப 3 நடை ந 

ஷேட் கடி... 1 ஈஷ3% எ சூ 1 சமன்பாடுகள், 

[கே டி... சட) (x: ) ( 5) 

டே Ang வ. Ayn Xy ம, 
Az foi .... A= B= 

wes an, ang ee) Aan J 3 L xa J es J 

- எனின், சமன்பாடுகளது .௮ணி சமன்பாடு 

42 - 2.அஆகும்.
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இனி, இச் சமன்பாடுகளது தீர்வு காண்போம். 

செய்முறை 1 (ரோலை ரய/6-கிராஈமரின். விது) 

| A | # 0 crea. 

Oy Xy + yy Xg + Ayg Xz + oes. + Gyn Xn = சி, 

நேட! ஏடிடி 1 நஷ்ட ர் + Gyn Xn = இழ 

Ag, X1 + Ase Xq + Agg Xz + பப + dsn Xn = b, 

© Ant Xy + Ang Xp + Ang Xs $ ப + Gan Xn = by 

என்ற 71 சமன்பாடுகளில், 

[சஏீ என்ற கெழு அணி (Coefficient Matrix) A எனவும், சட 
மூலகத்தின் இணைக்காரணி .40) எனவும் கொள்வோம், 

முதலாவது, இரண்டாவது, . ... nag சமன்பாடுகளை: 
முறையே 4,,, 4 .... 4௨ என்ற இணைக்காரணிகளால் பெருக்கக்: 
கூட்டினால், ் ் ம 

n n a 

2, மே Ai XX + 2, 3 Ai, Xe ரட் > in Ain Xn 
i= i= . i= 

= > bi Ai 
i=t ப 

  

என்றாகும் . 

b, Gy eee Arn | ; 

| by Gy we | 

உ ]கி௯க | ப ட்ட ப் [514 (என்க) 
நே க்ஷ... Ann 

ன் = | A, | ன 

அடுத்து, முதலாவது, இரண்டா வது, ..., 1-வது சமன்பாடுகளை 
முறையே 4, 4, .... சீடி ஆகியவற்றால் பெருக்கிக் கூட்டினால், 

a; மி, as we An 

| A | + Xm ayy ம, ௨... ர ற | A, | (என்க), 

oon see 

Qn, bp Gog «+. Onn
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‘ _~ lAl : ல 3 = “TAI | 

; இவ்வாறே தொடர்ந்து கடைசியாக, முதலாவது,. 

இரண்டாவது, மூன்றாவது, ...... , 7-வது சமன்பாடுகளை முறையே: 
அ சீஷ ட சீ ஆகியவற்றால் பெருக்கிக் கூட்ட 

ட் சட Ay + Any 3, 

டட சட. படி by 

] சி] |/ஆட ஜே... கூட ம, 

ஜே Any 9 (ஐ On 

1 =| An | (என்க) 
GTO CPG. 

Ay | ே =, ee 
sme 8S TAT 

உ — 1A — 14! _ | 4o] 
TAL பகி ர Tay 

செய்முறை ௫ (நேோர்மாறு அணி மூலம் தீர்வு காணுதல்) 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு 

( AX = B. 

|4| 40 aafler, A-&@ Cortior my gon! A! 2cin@. 

« A! (AX) = A'B 

(அ-து) (A'A) X = A'B 

IX=A'B (சிகி 
உ கசி சிசு 

(௫-௬) xy ம், 

3 bs 
20 = 3 b, 

Xn ba 

இங்கு 4' - (சேர்ப்பு 4) என்ற விதியைக் கையாண்டு ி-ஒக்: 

| A | 
காணலாம்.
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மாதிரி-1 

பின் வரும் ஒருபடிச் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க. 

x+2y+ z=8 . 

2x — 3y + 2z = 2 
3x + y+2z= 11. 

நிரூபணம் 

“செய்முறை 1 (மேரச ரய1-இராமரின் விதி). 

12 1 
2-3 2 
3 1 2 

AX = 8 என்பது 

12 1 
2-3 
x 1, 

8 2 
2-3 

11. 

ட 

A= 

[4] = 2 

2 

1 

{ A,| = 2 

2 

—
 

| A, | =   
44,| =     

  

  

oa 
Lz J 

அணி சமன்பாடு. 

8 
ea 2 | 

1, 

( 
»Bue | 

ப 1 

1(—6—2) —2 4—6) + 1(2+9) 

8144411270, 

8 (—6—2)—2 (4—22) + 1 (2+33) 

—64 + 36 + 35 
7 

1 (4~22)—8 (4-6) + 1 (22-6) 
18 4 16 +16 
14 (| 

| 1 (-33-2--2 (22—6) + 8 (2+9) 

= —35—32 + 88 

= 21 

7 
7 =] 

14 ் 

அழு @® 
a
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[41-70 

ஒருபடிச் சமன்பாடுகள் . 

செய்முறை 2 
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எனவே, | .4-[-ன் இணைக்காரணிகளால் அமையும் அண் 

A,, A 

A,, A 

( An Aw கிட 
A 

A l



3-17, தேற்றம் 

X= Pay Xi ++) Mn] 

X, = Pray 2 +++» Xanl 

Xm = [%m,; Xmy» த] Xml 

என்ற 78 வெக்டரா்களால் அமையும் A என்ற ஒரு 7150 அணியின் 
n<n) அணி அளவை 7 எனின், (7:77), 4 அணியில் ஒருபடிச் 

-சரர்பற்ற வெக்டர்களது எண் 7 ஆகும். மீதியுள்ள வெக்டர்கள் 
எண் (3. இவை மற்ற 7 வெக்டர்களது ஒரு படிச் 
சோர்க்கையாகும். 

நிரூபணம் 

4 அணியின் 7 என்க. 

-ஏனவே, 4. அணியில் 7 தரம் கொண்ட பூச்சியமில் சிற்றணிக் 
கோவை குறைந்தது ஒன்ருவது இருக்கும். .இக்கோவை அணி 

பினது இடதுபுற மேல் முனையில் இருக்குமாறு கொள்ளலாம். 
இதை ௩, என்க. 

    

  

[ அடி இடி அ 7 
. அதாவது, A= Xx Xog (s+) Xen 

! ae னின், 

| டை க்ஷ *mn J myn 

[ ம அடி ம) 
AL = Ky ke os Ke .! 

ss #0 

(க வ. வட ஆடி J ane 

டல் சேராத எஞ்சிய நிரைகளில் ஒன்றையும் நிரல்களில் 
"ஒன்றையும் ௩-ல் சேர்ப்பின் இடைக்கும் அணி Ae என்க, 

ச 2... Mr Xs 

டி, 2 oe Mer  Xas 

(9-5) A, = een st tee tue oe | PE OL 
Xr த வரர. நட 
த் தய இர ty 215 try Xt (41) (241) 

க அணியில் 2, 5, i219 Xts TOD கடை நிரலின் மூலகங்களது 
.இணைக்காரணிகள்,
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Ajsy Ags» -++3 Arss Ats எனின், 

Ats = An x 0. 

மேலும், ஒரு சதுர அணியில் ஒரு நிரையிலுள்ள மூலகங்களை 
“வேஜொரு நிரையிலுள்ள ஓத்த மூலகங்களின் இணைக்காரணிகளால் 
"பெருக்கக் கூட்டிய தொகை பூச்சியாம். 

we Xy Axs + Xq1 Ags + owe + Xe Ays + Xta Ats = 0 

X32 அடி 4 கிகி ம் ர் மடி கடி ர் Xte Ats = 0 

௭௬௫ aon C  » அஅதிககுக்கு 

Xyr Ays + Xgr Ags + வர மேட கிடார் tr Ats = O 

(மேலும், ் 

25 Ais. + Xas Ags + .. + Xrs Ars + Xts Ats = Ay = 0 

(1) 

கல் இல்லாத எஞ்சிய (n—r) நிரல்களில் யாதாமொன்றே 
ஆன் கடைசி நிரலாகும். 

  

ஃ சமன்பாடு (1) எஞ்ச (௬-9: நிரல்களில் ஒவ்வொரு 
.நிரலுக்கும் பொருந்தும். ட 

எனவே, 

Nyy A,s + Xa Ags + eee + Xry Ags + யூ As = 0 

X19 444 + Xa Ay; + ... + Xeg Als + Xt Ats =0 

eeteee we ee 

Xin Ags + + Xan Ags +... + Xen Ars + Xtn Ars = O 

இவைகளைக் கூட்டின், 

சீடி மட ரரி ர் க டேட் ஆ ர வர் ஜு 

ரக கோ ஒர்... ர்கீடியேோர்கடி ம... 4-0 

.(அ-து) A,, x, 5 As, Xs, 4 வற் Ars xX, oe சிடி X =0 

Ats = Ai x 0. 

உ நு டப பகிடி க Ae Xt + Ane Xd 
ts 

எனவே, xX: வெக்டரானது Xy Xa vy Xp என்ற 7 வெக்டர்களது 

ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும். 2 என்பது எஞ்சிய (௬-7) வெக்டர் 
களில் யாதேனும் ஒன் ௬.தலின், ் 

பைட டட டி Xm என்ற (வெக்டர்கள் ஒவ்வொன்றும் 

Kay Kay <e ,24 என்ற 7 வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும்.
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இனி உ, &,...ஃட வெக்பர்கள் ஒருபடிச் சார்பற்றவை 
(Linearly independent) என திறுவுவோம். 

(Mi ] 

இட = | Xi | ,i= ண 

| xa J 
எனக் கொள்வோம், 

Ay Xa 4) வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்புடையவை என்க. 

A,X, + gM, tos + Ag X= 0 
என்ற கட்டுப்பாவ்டில் முற்றும் பூச்சியமில் (0௦1 811 2210) எண்கள் 
டில் படி ட உண்டு; 

Ae Xa + Ag Xa Foe H Ar Xe = O 
Ay Xap + Ag Hyg Fone t Ar Xy =O 

கிட்டார் Ag Xing + ee + Ay Xap = O 

)ன்பாடுகளை எடுத்துச்கொண்டால், 

a = 0. 

ஃ. கிராமரின் விஇப்படி, A, = 0, A, = 0, .., Ae = 0. 

   se 

இது &, &, ... ம. ஒருபடிச் சார்புடையவை என்ற 
சற்கோளுக்கு எதிரானதாகும். எனவே, X,, Xu... 0 வெக்டர்கள் 
இர௫ுபடிச் சார்பற்றவையாகும். 

ஆஃ :18-ஆதேற்றம் 

4,414, 8) என்ற அணிகளது அணி அளவைகள் சமமாயிருத். 
தால் மட்டுமே 4-8 என்ற அணி சமன்பாட்டிற்குத் தீர்வு 
உண்டு, 

நிரூபணம் 

ட்ட கீ அணியின் அவனி அளவை 7 எனக் கொள்வோம். 4 அணியின் 

திரல் வெக்டர்கள் டே ஜே.டி டேஎனின், 
AX = 8 சமன்பாடு 

ic, Cy --- Cal 
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- (சேது) , C.x%, tC xy +. + போடா ம 

a AX ௪ மீ சமன்பாடு பொருத்தமுடைய . சமன்பாடு என்க. 

(அ-து) 4 - மீ சமன்பாட்டிற்குத் இர்வு உண்டு என்சு, 

& B= K,C, + K,C, + .. + KaCg. 

at சீன் அணி அளவை * ஆதலின், மீதியுள்ள (8-7) நிரல்கள் 
“வே Cray ப டேஓவ்வொன்றும் படி... 6 இவற்றின் ஒரு 

படிச் சே்க்கையாகும். எனவே, 2 அணி, Gs C., .. aoa, Ce நிரல்களின் 
-ஒருபடிச் சேர்மானமாகும். 

: எனவே, [4, 9] அணியிலும் ஒருபடிச் சார்பற்ற நிரல்களின் 
ல oo எண்ணிக்கை 7 ஆகும். 

[கீ 8] அணியின் அணி அளவை ஈ ஆகும், (அ-து) A, 
[A BY என்ற இரு அணிகளது அளவைகள் சமமாகும். 

அடுத்து, 4, [.4, 8] அணிகளது அணி அளவைகள் weaned: 
- கொள்வோம். அணி அளவை * எனின், [4, 2] அணியிலுள்ள ஒரு 

படிச்சார்பற்ற நிரல்கள் 7 ஆகும். ஆனால், [4, 8] அணியிலுள்ள 

C,, Cy ..., டே வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்பற்றவையாம். எனவே, 
B அணி Cy Cy டே ஆகியவற்றின் ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும். 
-ஆசுவே, அனைத்தும் பூச்சியமில் 2, %, .... 4௨ எனும் £ மாறிலிகள் 
உண்டு, 

ve A, C +A, C+ .. +A, Cr+ 0. வேர்...௩0. ட- 2 

இச்சமன்பாட்டை 

பேட் தேடி 4. 1 நேர்பட றி 

- என்ற சமன்பாட்டுடன் ஓப்பிடின், 

= Ay Xe = Age osx wy Xe Ae 

es ட = 0, Xa, = O, ..., X = 0 என்றாகும். 

எனவே, AX = 8 என்ற சமன்பாட்டிற்குத் இர்வு உண்டு, 

(9-g) AX = Baw பொருத்தமுடைய.சமன்பாடாகும். 

 மாதிரி-2 | 
பின்வரும் சமன்பாடுகள் பொருத்தமுடைய சமன்பாடுகள் 

- என நிறுவுக. 
ட 3-4 2கூத் . ' 

'xn+3y+4z2=4 ; 
ax+ Pt 2Z=6. 

ஒரு---6
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கிரூபணம் 
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அணி 4, அணி [4, 8] என்ற ஆகியவற்றின் அணி அளவுகள் 
சமமாதலின், கொடுத்துள்ள சமன்பாடுகள் பொருத்தமுடைய 

_ (consistent equations) சமன்பாடுகளாகும். ் 

- மாதிரி-3 
பின் வரும் சமன்பாடுகள் பொருத்தமற்ற சமன்பாடுகள் என 

ஜிறுவு 6. க 
அட றே = 7 

Sx +4y+2z2=9 

4x + 6y அ 4 

“ கிரூபணம் 
அணிச்சமன்பாடு ௩ - 2 எனின், 

  

[230 1 [ந] 7.) 
| 5 4 1 ற 1௨19 
L 4 6 2 3 

R,—R, R,-2 Ry, என்ற மாற்றங்களால் சமன்பாடு 

0 

2 
230 1 [ஐ 123 

| 311 இ ரன் _ | 
-{ 000 j [2 $ ய 

3x + ழ் 4. 2329 

Ox + Oy + 0z =-I11 

கடைசி : சமன்பாட்டிலிருந்து 0 -. 11 என்றாகிறது. இது 
'பெரிருத்தமற்றது. எனவே, சமன்பாடுகள் பொருத்தமற்ற 
சமன்பாடுகள் ஆகும். ் ் 

பயிற்சி 3-2 

ட 1. பின்வரும் சமன்பாடுகள் பொருத்தமுடைய சமன்பாடு 
கள் என நிறுவி, அவற்றை விடுவி." 

j 4x 4+ 3y 4+ 32+t=9 
x+2y4+ z24+t=2 

3x + 4y + 2z-t=8 

2x + 3y + 424 St = 5 

x—- pt z—-f=4 
f{Seor:. x= 1, y= 0, z= 2, §=—1)]
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‘2. பின்வரும் சமன்பாடுகள் பொருத்தமுடைய சமன்பாடு 

“கள் என் நிறுவி, அவற்றை விடுவி... 

x+2y —5z2+9 

3x — prdaz—5 

ax + 3y— z—3 

4x —S5y+ 243 

[Mer : x = 4, y= h, z = 3). 

॥ 
॥ 

ெ
ெ
 
ம
ெ
க
்
க
ச
ு
 

3. பின்வருபவை பொருத்தம த் ற (1000181810) சமன்பாடு 

கள் என நிறுவுக. 

x+ pt2z+t=5 

2x +3y— z—2t=2 

Ax + Sy + 32 = 7 

4. 2x + 6y + J1 =0 
6x + 20y — 62 +3 =.0 

6y — 18z2+1=0 

"என்பவை பொருத்தமற்ற சமன்பாடுகள் என நிறுவுக. 

5. x~- 4y+7z= 14 

3x + By — 2z = 13 

Tx — 8y + 262 = 5 

என்பவை பொருத்தமற்ற சமன்பாடுகளா, இல்லையா என்பதைக் 

காண்க, 

[விடை: பொருத்தமற்ற சமன்பாடுகள்] 

6. %, /4-ன் எம்மதிப்புகளுக்குப் பின்வரும் சமன்பாடுகள் 

(i) ஒரே வகைத் தீர்வு, (1) முடிவிலி தீர்வுகள், 

04) தீர்வுகளற்று, இருக்கும்? 
xXx+ yr z=3 

x + 2y + 2z = 6 

x+Ay+3z= 8 

fers @Aets Maas, #=9 GAH 5 sw 

7. ஃ-ன் எம்மதிப்புகளுக்கு 
3x— y+taz=i1 

2x+ yr z=2 
 x+2y —AT=—1 

என்ற சமன்பாடுகள் பொருத்தமுடைய சமன்பாடுகளாகும்.
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8. ஃ, /4-ன் எம்மதிப்புகளுக்கு 
x+ y+ z=6 
x + 2y + 3z = 10 
xX+2y+az= # 

என்ற சமன்பாடுகள் 

டு ஓரே முறைத் தீர்வு (1) முடிவிலி தீர்வுகள், 

Gil) தீர்வுகளற்று, இருக்கும்? 
[விடை: 0) 4553, 8210 ௫) 4-3, 2-10 ஸ் 4-3, 6௪ 10] 

9. பின்வரும் சமன்பாடுகள் பொருத்தமுடையவையா, 
அல்லவா என ஆராய்க. 

“<"@ x +24- 224 Gi) x4 y—2z+u43t =1 
yo ebay bh சல... 2x — y+2z+2u+6t =2 

xp ly +62 =-7 3x + 2y—4z—3u—9t =3 

Gi) x+ y+ 2௬4 
- 2x + Sy — 2z = 3 
x+y —7z=5 

jefen: (i) பொருத்தமுடையவை (ii) பொருத்தமுடையவை 

(0 பொருத்த மற்றவை.]



&. 0ெக்டர் வெளி. 
(Vector Space) 

4-1. வெக்டர்களது ஒருபடிச் “சார்பு-வரையறை (Linear 
* 8608008006 04 4601018) 

3:ட 2 0௨ என்பவை களம் 7-ல் வரையறுக்கப்பட்ட ஒரு 
வெக்டர் தொகுதி (88 ௦160(018) என்க. 2, ரூ, ..., க என்பவை 
7ல் உள்ள முற்றும் பூச்சியமற்ற (௦4 ௨1 2620) எண்கள் என்போம்... 

பின், é 

A,X, + A,X, +... baa = 9 

எனும் சமன்பாட்டில் அவ்வெக்டர்கள் பொருந்துமெனின், அவை 

ஒருபடிச் சார்புடைய வெக்டர்கள் எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

1. (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1, 2, 3) என்ற 

வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்புடையவை என நிரூபி. 

- x, = (1, 0, 0), x, = (0, 1, 0) 

x = 0,0,0, x, = (1, 2, 3) cers. 

Xi, Xq, Xp, X, வெக்டர்கள் 

82004 ,%, + 4%, +4a,x%,=0 

என்ற சமன்பாட்டில் பொருந்துமாறு ஈ,, ர, As, A, என்ற 
அனைத்தும் பூச்சியமற்ற இசையிலிகள் (802188) 7-ல் இருக்குமெனின், 
அவ்வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்புடையவை. 

a, =—1, ௪௮2 ௬-3, உ,-1 என்ற மதிப்புகளுக்கு 

a, x, + a, X_ + asx; + a, xX, => 0 

எஸ் ராகும்.
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SS AX + OLX, + நேடி + LM. 

= —1 (1,0,0)—2 (0,1,0)—3 (80,1) +1 (i,2,3): 

(—1,0,0) + (0,—2,0) + (0,0,—3) + ய 2,3): 

(—141, —2+42, —3+3) 

(0, 0, 0) 

0 He 
dl 

எனவே, 6, 20, Xa, X, வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்புடையவை. 

2, 13 (0-ல் உள்ள (1,2,3), (4,1,5) (-4,6,2) என்ந 
வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்புடையவை என நிரூபி. 

x,.= (1,2,3), x, = (41,5), x; = (—4,6,2) orara. 

௪3) +, Gy Xp + Ag X= 0, Qyy Ay A, GF 

= @, (1,253) + a, (41,5) + @ (— —4,6,2) = (0, 0, 0) 

x9 (a, +4a,—4a,, 2a,+4,+6a,, 3a,+5a,+2a;) = © ,0, 0) 
. 6,+4a,—4a,=9 

2a, + a, + 6a, = 0 

3a, + 5a, + 2a,= 0 

இவற்றில் ச, -ஐ நீக்க, 7௦-14 - 0 

அ சூ a, =—44, 

a, = 1 ers கொண்டால், 

-@=—-4, a,=2, a= 1. 

சேத) (1,253), (41,5), (—4,6,2) என்ற வெக்டர்கள் 

A,X, + ,Xq + ay Xs -0 என்ற சமன்பாட்டில் பொருந்துமாறு 

a, =—4, a, = 2, a, = 1 ora மூன்று இசையிலிகள் உள்ளன. 

எனவே, கொடுத்துள்ள வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்புடையவை. 

4-2, ஒருபடிச் சார்பற்ற வெக்டர்கள் (Linear Independance of 

- vectors) 

களம் /*ல் வரையறுக்கப்பட்ட Xyy Nyy oy Xn என்ற வெக்டர் 

தொகுதி 

A, Xj ப ரிம்... 1 ௭௦௭ 0 உ௪7' என்ற சமன்பாட்டில் 

பொருந்தும் போது Ay Ayy oy In என்ற அனைத்து இசையிலிகளும் 

'பூச்சியமெனின், அவ்வெக்டல்ளன் ஒருபடிச் சார்பற்றவையாம். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

1. வெறுமை கணம்த், ஒருபடிச் சார்பற்ற கணமாகும்.
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2. (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) வெக்டர்கள் ஒருபடிச் 
சார்பற்றவை என நிரூபி. 

x, = (1, 0, 0), x, = (, 1, 0), x, = (0, 0, 1) என்க. 

a,x, + 4x, +a,x,=0 

a, (1, 0, 0), + a, (0, 1, 0), + a, (0, 0, 1) = (0, 0, 0) 

(a,, 0, 0) + (6, 0) + (0, 0, a@,) = (0, 0, 0) 

(2,5 4, a;) = (0, 0, 0) 

a, = 0, a, = 0, a, = 0. 

36, 20) வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்பற்றவையாம். “
U
U
U
Y
 

3. x, = (1,0,0), x, = (0,1,0), x, = (0,0,1), 

x = (1,1,1) என்ற வெக்டர்களில் யாதேனும் மூன்று 
(வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்பற்றவை என நிரூபி, 

யாதேனும் மூன்று வெக்டர்கள் %,, ஐ, 5, என்க. 

4,X,+a,x%,+a,x,=90 

=> a, (1, 0, 0) + a, 0, 0, 1) + a, (1, 1, 1) = (0, 0, 0) 
=> (a, 0,0) + (0, 0, a,) + (a, a, a,) = ©, 0, 0) 
> (4, 4+ a, a, a, + a,) = (0,9, 0) 

>a,+a,=—90, a4=0, a +a,=0 

>a,=0 a,=0, a4 =0 

ஃ 20,000 வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்புடையவையல்ல. 

மீண்டும், நான்கு வெக்டர்களும் ஒருபடிச் சார்புடையவை 
என நிறுவலாம். 

௪,314 ௬3, 4 சூடி சடம், 0 
=> 4, (1,0,0) + a, (0,1,0) + a, (0,01) + a, (1,1,1) = (, 0, 0 

= (a,, 0, 0) + (0, a,, 0) + (0, 0, @,) + (a, a, a,) = (0, 0, 

=> (4, + a, a,+ a, a, + a) = (0, 0, 0) 
28 +e, = Ot a, & ஆர் ஆ = 8 

a, = a, = a, =— a, = K (ras) 

Kx,+Kx,+.Kx,—-Kx,=90 

(அ-து) X, + X, + X,—-x, = 0 

(அ-து) டி 2, 20, 20, வெக்டர்கள், 
20 சூடி 4 ௬3டி-- சட்டு 0 

e
e
 

என்ற சமன்பாட்டில் பொருந்துமாறு ௪,- 1, a,= 1,4, = 1, 
க. 1 என்ற இசையிலிகள் உள்ளன. 

எனவே, நான்கு வெக்டர்களும் ஒருபடிச் சார்புடையவை.
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4, (1,1,0,0), (0,0,0,3), (0,1,0,0) வெக்டர்கள் ஒரு 

அடிச் சார்பற்றவை என நிறுவுக. ச 

a, (1, 1, 0, 0) + a, (0, 0, 0, 3) + a, (0, 1, 0, 0) = (0, 9, 0, 0) 

=> (கடி டே 0, 0) + (0, 0, 0, 3a.) + (0, a, 0, 0) = (0, 0, 0, 0) 

2 a= 0, a, = 0, a, 0 

வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்பற்றவை. 

er 2x3 அணிகள் கொண்ட வெக்டர் ள் ௫.00 எனின், 

: —1-1 1-1- . ன் [*1 1] 12-71]. [1718] அசை 
'ஒருபடிச் சார்பற்றவை என நிறுவுக. 

ட்ட. 1 கடி வரி 1-1-3 
a 1-2 3) ae நனை? 2- [703 

எனக் கொள்வோம். 

aA + bB a 20 

211 1-1-3 
12 3|+ 2 [3 2 alte 20 5 

4a+2b+ 2 a— b- € 2a— eae 
a+3b—2c —2a+2b+0c 3a+4b+5e 

உ கிட aA+bB+cC =O 

ஆ 4a+2b+ c a— b- c 2a— b—3c}_fFO 0 9 

a+3b-2c -2a+2b+0c 3a+4b+5e}° LO G 9 

=> 47-25... 20 a+ 3b—2c = 0 

a-~ b—~c=0 —2a+2b=0 

— 2a- b-3c = 0 3a'+ 4b + 5c = O 

இவற்றை விடுவிப்பின், 

் ஈர) b= 0, 2-- 0 

எனவே, 4, B,C அணிகள் ஒருபடிச் சார்பற்றவை. 

“4-3.  ஒருபடிச் சேர்மானம் (14௦6௧௭ 0௦010௨14௦0) 

2. எனும் யாதேனும் ஓரு வெக்டர் 3௨ Xy .., Xn என்ற 
வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்மானமாக விவரிக்கப்பெறுமெனின், 

அதா வது, 
sete 2 X = A,X, + A, Xy +. + Gn Xa எனின், 

oat Gadi gleru கொடுக்கப்பட்டுள்ள வெக்டர்களது ஒருபடிச் 

சேர்மானம் எனப்படும்.- ்
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எடுத்துக்காட்டுகள் 

1. (2-1,1) வெக்டரை (2,1,3), (1,1,2) என்ற எண்கள் 
களது ஒருபடிச் சக்கரமாக னின்று, 

x = Q, —1, 1), 
= (2, 1, 3), x, = (1, 1, 2) ears. 

த, - சட்ட ர, 20 எனக் கொள்வோம். 

(2, -1, 1) = a, 2, 1,3) + a, (1,1, = 

= (வே Gi, 3a,)° ot (a, as, 2௪97: 

= (2a, + ay @, + Gy 3a, + 2a,) 

2a, +a,=2 (1) 

a, +a,=-1- (2) - 
3a,+2a,= 1 3). 

இச்சமன்பாடுகளை விடுவிப்பின், 

a, = 3, a, =—4. 

(2, —1,1) = 3 (2, 1, 3) -4 (1, 1, 2). 

2. பே, ஆ, ட, ப. வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்புடையவை 
எனின், அவற்றுள் ஒன்று மற்ற வெக்டர்களது ஒருபடி.ச் சேர்மான 
மாக விளக்கலாம் என நிரூபி. 

3:டி 3௦ ட வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்புடையவை எனின் 

சடார் ஆர்... கட: 0 (1) 

என்ற சமன்பாட்டில் வெக்டர்கள் பொருந்துமாறு அனைத்தும் 
பூச்சியமற்ற இசையிலிகள் ௭, ௪, ..., 8ட 7-ல் இருக்கும். 

a, #0 arers, . 

சமன்பாடு (1) -ஐ ௭; -ஆல் வகுப்பின், 

a, ர த இ 
x, = (-2) Xe + (==) Xs 4... (“௨௯ 

மேலே கிடைக்கும் சமன்பாட்டிலிருந்து 2 வெக்டர் மற்ற 
வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்மானம் என்பது தெளிவாகிறது. 

3. 2.-5,3) வெக்டர் (1,-5,7), (1,—3,2), (2,-—4,—1) 
என்த வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்மானமாக விளக்கப்பட 

| இயலாது என காண்பி, 

x = (2, —5,3), x, = (1, —5, 7) 

x, = (1 ,—3, 2), x, = Q, —4, - 1) என்க.
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x = ax, + bx, + cx, a,b,c GF stare. 

சது: (2, —5, 3) = al, —5,7) + CL, —3, 2) +¢ 2, —4, — I 

=: (a, —5a, 7a) + (6, —3b, 2b) + Qc, —4e, —¢) 

= (a+b+2c, —5a—3b—4c, Ta+2b—c) 

S06 at b42c= 2 (1) 
+5a+3b+ 4c 5 (2) 

Ta+2b— c ் இ 

(2-வது சமன்பாட்டிலிருந்து சமன்பாடு (1)-ன் மும்மடங்கைக்: 

கஹிப்பின், 

i 
ll 

2a —2c = — 1 e a—-c=—-}t மு 

(9-வது சமன்பாட்டுடன் சமன்பாடு (1)-ன் இருமடங்கைக்: 

கழிப்பின், 

5452-1  % சம 0) 

சமன்பாடுகள் (4), (9-லிருந்து அவையிரண்டும் முரணான 

(பொருத்தமற்ற) சமன்பாடுகள் என்பது தெளிவு.. 

எனவே, xX வெக்டர் X45 Xp X, வெக்டர்களது ஒருபடிச் 

சோ்மானமாகாது. 

4-4. தேற்றம், 

.... ஒருபடிச் சார்பற்ற கணத்தின் கீழ்கணமும் ஒருபடிச்: 

சார்பற்றவை. 

நிரூபணம் 

Xp 306 வடை வெக்டர்களைக் கொண்ட கணம் 6, என்க. 

டி டி ட 2௦ வெக்டர்களைக் கொண்ட கணம் 5, என்க. 

(r < k) 

& SS, CS. 

கணம் S, agyyé sriupog. pr பி) கணமும் ஒரு படிச் 

சார்பற்றது என நிரூபிப்போம். 

$ிடகணம் ஒருபடிச் சார்பற்றது ஆதலின், 

A,X, + Xt ப் பேட = 0, a SF 

=> a,=0, a,=0,...5a% = 0 

3 சு பிர் ப. Haw = 0, FS k) 

@,X, + 4,X, + ar Xp + OX, F$OMHG 

“>> 4, = 0, a, = 0, +..,4r = 0 

எ௬வே, கணம் 5, ஒருபடிச் சார்பற்றதாம்.
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4-5, தேற்றம் 

% வெக்டர் %,, 30, ..., 3, என்ற ர வெக்டர்களது ஒருபடிச் 
சேர்மானமெனின், 30, %, ..., உ, % என்ற (1) வெக்டர்களது 

கணம் ஒருபடிச் சார்புடையவையாம். 

மறுதலையாக, 3, 3, .... ட என்ற (0-1) வெக்டர்களைக் 
"கொண்ட கணம் ஒருபடிச் சார்புடையவை எனின், % வெக்டர் 
உ, ட டே என்ற ஒருபடிச் சார்பற்ற வெக்டர்களது சேர்மான 
மாகும். 

அரூபணம் 

(0 % வெக்டர் 2, 30 ..., டி என்ற * வெக்டர்களது ஒருபடிச் 

“சேர்மானமாதலின் 

X=4%,4+4%+..4a% (lI) a EF. 

அடி ஐ... அனைத்தும் பூச்சியமில் திசையிலிகள். 

26, 26டி 2 ஒடி என்ற (7-1) வெக்டர்கள் கொண்ட கணம் 

ஒருபடிச் சார்பற்றவை என இனி நிறுவுவோம். 

சமன்பாடு (1)-லிருந்து 

கடர 4%, +...4+4%,+(-1I)x=0 (2) 

Ay Gy ட மடி. ௭1. என்பவை அனைத்தும் பூச்சியமில் 6-1) 
_இசையிலிகள். 

... சமன்பாடு (2)-லிருந்து 2, 3, .... Xp THD (7-1) வெக்டர்கள் 
ஒருபடிச் சார்புடையவையாம். 

(ii) மறுதலையாக, 3, 3௦ ..., 3, 3 வெக்டார்கள் கொண்ட 
'தொகுதி ஒருபடிச் சார்புடையவை எனக் கொள்வோம். 

AX, + aXe... $a + a,x =O (3) 

அடி ஜே. பேட என்பவை முற்றும் பூச்சியமில் திசையிலிகள். 

Op X = A,X, AX +... + ar Xp. 

மேலும், 20 3 ....2.. வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்பஜ்றவை 
என்க. 

4 இ 4 ௩2௮0. 

-> b=0 b=0,...,5.=0 

9,4, = 0 எனின், சமன்பாடு (3) -லிருந்து 

சுடர் 4,%,+..+4,x, =0
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. இங்கு ஈடி ஐ ... ௬ என்பவை அனைத்தும் பூச்சியமில் இிசையிலிகள். 

_ சமன்பாடு (4)-உடன் ஒப்பு நோக்கும்போது இது முரண்பாடென்ரு 

" இறது. 

எனவே உ, 2* 0. 

ஆகவே, சமன்பாடு (2) -லிருந்து 

_ ரீ கு... : = 1 (2) 54 (க) (2),   
  

  டை, 4. என்பவை அனைத்தும் பூச்சியமில் இசையிலவி' 
Beet (4 . 

-களாம். 

எனவே, % வெக்டர் 2, 2 என்ற வெக்டர்களது ஒரு 

படிச் சேர்மானமாகும். ் 

4-6. வெக்டர் வெளி (/6001 50806) 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள களம் 77 எனின், வெறுமையற்ற 1* எனும்: 

ஒரு சுணம் பின்வரும் விதிகளுக்குட்பட்டு ஒரு வெக்டர் வெளி' 

எனப்படும். 

t. (V+) @@ uur bos Gerd, (Abelian group) 

(9-3) டு «ye V aefer,x+yeV 

~@) xty=ytx ரி 67 (ல் உள்ள 

அனைத்து 2, 3 வெக்டர்களுக்கும்) 

iii) 0 என்று குறிப்பிடப்படும் பூச்சிய வெக்டர் (மட: 

60100) 1-ல், 

x+0=04x=0 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் இருக்கும். 

(iv) ௪ 1*என்ற ஒவ்வொரு வெக்டருக்கும் - % 6 7* என்ற 

வெக்டர் 

(-x)+x= x+(-x) =0 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் இருக்கும். 

௫ x+(0+2) = (x+y) +24 4%) 7 EV. 

2. ஐ சக ௭614 

இவ்விதி பின்வரும் கட்டுப்பாடுகளுக்குட்படவேண்டும். 

(i) a(x+y) = ax+ay, ஆற ௪77 சவரி
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Gi) (a+b) x = ax+bx, WxEV34,bEF 

(iii) (ab) x = a (6x) ் 

0 1.2-3% 67; 162 

4-7. பூச்சிய வெளி (Null Space) 

0 என்ற நேர்மாறு மூலகம் மட்டும் கொண்ட வெக்டர் வெளி 
ஆச்சிய வெளி எனப்படும். இது (0] எனக் குறியீடு செய்யப்வஷிம். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

1. ௫ ஒரு களம் எனின், 7 (1) ஒரு வெக்டர் வெளியாகும். 

1. 7 ஒரு களமாதலின் அது ஒரு பரிமாற்று குலமாகும். 

2. களத்தின் மூலகங்கள் பங்8ட்டு விதிக்குட்படுவனவா தலின் 

டு சற - ax+tay,acF;xyeF 

Gi) (@+b)x = ax+bx, a, be Fx EF. 

களத்தின் மூலகங்கள் சேர்ப்பு விதிக்குட்படுவன வாதலின், 

(ili) a (bx) = (ab) x, a, bE F;x Ee F 

(iv) 1 பெருக்கல் சர்வ சம மூலகமாதலின், 

1. 3:39 16762 

வெக்டர் வெளியின் விதிகள் யாவும் 7”(2)-க்குப் பொருந்து 
வதால், 2” (2) ஒரு வெக்டர் வெளியாகும். 

2. 0.1) இடைவெளியில் வகையிடத்தக்க (அ) தொகை 
'யபிடத்தக்க அனைத்து மெய்மதிப்பு தொடர் சார்புகளது (௯! 
‘valued continuous functions) seri A stefler, A (R) என்பது 
“கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள கூட்டல், திசையிலி பெருக்கல் 
அவிதிகளுக்குட்பட்ட ஒரு வெக்டர் வெளி என நிரூபி. 

f+9@= f@+e@®, 47,26௨1 
(af)(x)= af(x), ¥aGR;sfEA (2) 

1. டு இரு தொடர் சார்புகளது கூட்டுத் தொகை ஓரு 
தொடர் சார்பாகும். மேலும், இரு மெய்மதிப்புகளது கூட்டுத் 
தொகையும் ஒரு மெய்மதிப்பாகும். 

எனவே, 

சீ ச 
“42% 640)-ன்படி, 72௪ 4.
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Gi) 7 ஐம்.€ 4 எனின், 

[Ef +3)4+ AL) = +8) @) + 4@) 
=f@ +e) +4) 
=f) + fg @ +4@) 
= f(%) + @ +4) 
[சீ @+4]@), xe @, 1 

ப. t S@)2@,4 @) ஆ௫யெவை மெய்யெண்கள். மேஜதும் 

ிமெய்யெண்களது கூட்டல் சோப்பு விதிக்குட்பட்டதாகும். 

3 (74 இரச ரம டிக்கு 
ர் ஸ் முதலில் 0.எனும் சார்பை 

Ox =0 ER¥xEM,) 

"சான்ற கட்டுப்பாட்டில் வரைய றுத் துக் கொள்வோம். 

என Ge வ, 0 

சார்பாகும். 

(x) € A ஒரு மெய்மதிப்புடைய கணண 

௨5 009 ௪.4 எனும் சார்பு 

6௮40-0067 - 
=0+/f() 
=f@,¥xE@) 

i 

என் .ற கட்டுப்பாட்டில் உள்ளது. 

(#5) 0+f=f 
இவ்வாறே f+0= ரீ 

எனவே, 0 எனும் சார்பு கூட்டு சர்வ சம மூலகமாக (8௨/01/0976 
identity) A-o 2 drargy, 

(iv) fE A aerm ஓவ்வொரு சார்புக்கும் - 7 என்ற ஒரு 
சார்பை 

(7) @® = -f@ 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் வரையறுப்போம், பின் - ரீ எனும் 
சார்பும் மெய்மதிப்பு கொண்ட தொடர் சார்பாகும். 

ஃ fea.
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எனவே, 7௪.4 என்ற ஓவ்வொரு சார்புக்கும், -- ம் ஒக் 

என்ற சார்பு Ms 

- (f+ CG f1@®= f%+-A® 
=/@) -f@ 
= 0 =0(), (0,1) 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் உள்ளது. 

2 ft (-fy)=0 
இவ்வாறே, (- 7) 7 =0 

ஆகவே, - ரீ எனும் சார்பு, 7 எனும் சார்பின் கூட்டு நேர்மாறு 

_tpo sib (additive inverse) y@uw. 

(7௪௨.4 எனிஷ் 

(f+gx=f@+s® 
= g(x) + f@) 
=(¢+f)x (01) 

s fees es 

2. (0 ௨௨ £ யாதேனும் ஒரு திசையிலி, 7, ச ௪ 4 என்க. 

fa(ft+ 91 @M=4l(f+ 90), vxe@ 1) 

=alf@+e)] 

=af(x)+ag(x) 

[ve af(,¢@ ER மெய்யெண்கள் பரிமாற்று விதிக்குட் 

பட்டவை.] 

= (af)x + (ag)x (-ன் படி. 

= (af + ag) (x) 
aft a=as tag. 

Gi) கும்_ 37/௨ 4 எனின், 

[ச-ட்ிர16- கி7/06, 460 1) 

= af(x) + 5f@,[v ab eR] 
= @f)x + OS) x, [ Q)-cr ung] 
=faf+o6f|x VxeE(, 1) 

(a+b)f= af+obf. ©
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Gi) abe R, fe A, 

[(ab) f\ (x) = (ab) f (x) 
சழ]... ர 

் = a (bf) (x), 4 x € (0, 1) 

2. (ab) f = a (Pf). 

Gv) 1eER, fea, 

(1.7) = Lf) = 700) 42௨ (0.1) 

LJ = 7 

ஒரு வெக்டர் வெளியின் அனைத்து விதிகளும் 4 (75)-க்குப் 

பொருந்துறெதாதலின், .4 (2) ஒரு வெக்டர் வெளியாகும். 

3. மெய்யெண்களை மூலகங்களாகக்கொண்ட அனைத்து 

mXn அணிகளும் ஒரு வெக்டர் வெளியாகும். 

அனைத்து 1111 அணிகளைக் கொண்ட கணம் 7: என்க. 

(து) Vi = {[Gilmxn : aij © R}. 

அணிகளது கூட்டலும் எண்ணீ பெருக்கியும் பின்வருமாறு 

வரையறுக்கப்பட்டுள்ளன. 

‘A= [dijlmyn 3 B= [சிய எனின், 

A + B= [Gijlmxn tt [சி > AE V, BEV 

= [aj + dilmxn 

KA = K {aijlmn = [KGilmsny KER, AE V. 

இனி 7” (8) ஒரு வெக்டர் வெளி என நிறுவுவோம். 

1. (0) : இணைச்சேர்க்கை 
ஆமி, 

A+ B= fai] + [bi] = [ag + Oi] EV (R) 

(14) பரிமாற்றுவிதி 

A+B = [ai] + [i] 
{aj + Si), 
[bj + aij] 
[bij] + [aij] 
B+ A. ॥ 

॥ 
॥
॥
॥
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(ம) சர்வசம மூலகம் 

O= [6 7. 
௦4 .4- pat ha + ol 

= [aj] = A 
(2 ல் கூட்டு சர்வ சம மூலகம் ௦ ஆகும்.) 

O+A=A 

QaanGp A+O= A. 

(அ-து) 7 (8)-ல் சர்வ சம மூலகம் [ox}. 

@y) கேர்மாறு மூலகம் ; 

AEV aap giQarG mxn அணிக்கும் 

- கீ. [சம் 6 7 என்ற ஒரு 7101 அணி 

கீ*[-4- 1894 [சமி 
= [aj - ai] = [oi] = 2 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் உள்ளது. 

(அது) At[-A]= 
இவ்வாறே [-4]-- 4-2, 

(௫) சேர்ப்பு விதி 

(A+B) + C= { [ai] + [bi } + [ew], C = [ea 
= [(@j + by] + (ஜி 

[ (aij + Sy) + (ci) ] 
[ (ay) + Gy + ci) ] 
fay] + [bj + ci] 

lai] + [ (by) + (cy) ] ' 
=A+t+(B+0C) 

a (A+B) 4+C=A4+ B40. 

storGar V Oc wfior ay @ovtb ஆகும், 

d
l
 

॥ 
|| 

2. (i) KA = K [ay] = [K a] & V, KERAEG WV. 

Gi) K (A+B) = K[ (a) + (6) ] 
= K [ay + 63] = [Kay + Kdg 
= [K aj] + [K bij] 
= XK [சழ] + K [53] 

=KA+KB.
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(K, + K,) [ai], K, K, ER, ASV, | 

[ (Ki + K,) ai] 
[ K, aj + K, ai] 
[ Ky ai] + [ Kz aij] 
K, [aij] + Ka; [aij] 

=K,A+K,4. 
(iv) (K, K,) A = K, K, (ai) = [(K; K,) i} 

= [K, (K, aij) ] = K, (K, aii) 
Ss K, [K, (aij) ] = K, (K, A) 

(அத) (கழி கீ K, (Ky A). 
(Vy) 1ER, ACV aoofen, 

1A = 1. fai] = [1. ai] 

= [ai] = A. 

(Ses) lLA=A. VAEVD. 

Git) (K, + 82 4 

H 
of
l 

tl 
df 

df 

   
Gor # வெளியின் அனைத்து விதிகளும் பொருந்துவதால் 

(R).EaG வெக்டர் வெளியாம். 

கி, ௫. (ரூ... 0) : ட5 7) எனின், * ஒரு எவ 

பனி என நிரூபி. 

X = (yy .... Gn) 

y = (B,, B,, ..., Bn) எனின், 

ற (டியூ. டிம். Ba) 

aes = (a + by, a, + Boy ஒகே ர மில 

32 @ (@,, Gy ...5 - (மேடி... மர) ம 7 

xX = y எனின், சட ம்பூஆ- ட... பே = Do. | 

   Qe கணம் 15 வெக்டர் வெளியின் அனைத்து விதிகளுக்கும் 

பாருந்துகிறது என நிறுவுவோம். ் 

ன 1. 7 ஒரு. பரிமாற்று குலம், 

(0 ற 7 எனின் 

: Xb y (மூட், டி, .-09 Gn + Bn) ஒ 75 

Gil) x+y = (G, a, ..., an) + (By by, «.., bn) 

(4, + சிடிஷ சீ... உள் Bp) 
(By + yy By + Gay «2-9 By + Gn) 
(Byy Bay «+09 Ba) + (Gig Gay --+9 An) 

=yrx. |
 

॥
॥
॥
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(0 0-(0,%...,0) சர்வ சம மூலகமாகும், 

படட: (6,..0) 1 (மே 8 ..யே 
= (0 + Ay O+ Ay, «150 + Gn) 

= (Gy, Aes «.5 Gn) = X. 

0 % உ 7 என்ற ஒவ்வொரு வெக்டருக்கும் 

-x= (-4, — Ga, wey = ap) Se 7 என்ற ஒரு வெக்டர் 

x + (—x) = (G, a, «.., An) + (—@y ~Gyy ..., —An) 
= (€,—4,, 2, -— Ay, ..+5 An'— a) 

= (0, 0, ..., 0) - 

௦ சர்வ சம மூலகம் 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் உள்ளது. 

(v) &+y)4+2 = (கட .. கிட, இ... bat (Cr, Coy «es Cn 

= (a,+,, கிழ வடி Gn+ bz) + (¢,, Cag oes, Cn) 

[Gi +2) + Cty (GQ, 4B.) + Ca, 00 (Gn+ 6p) +¢n) 

[a,+ (6,4+¢,), do+ (b.+€s), very An + (Gat en)] 

(Gis Qa, 0-5 An) + (B, 4+ yy Bg +g, «2-5 bn +n) 

(ஏடி, .... Anyi [rs Bay மி (ட டி 01. 

x+ (y+ 2). 

॥ 
| 

எனவே, 7 ஒரு பரிமாற்று குலம், 

2. எண்ணி பெருக்கி விதிகள். 

Gi) ஈசு 2 (@,+h, a,4+-b,, ...5 Qn+dn) 

= [a (a, +b,), a (a, + b,), டம (மே ர் ba)] 

= (aa,+ab,, aa,+ab,, ...5@A,+aby) 

= (AO Ay, ..., AAp) + (Ab, Ady, ...4 ADn). 

= A (jy Gay «05 Qn) + (By, bg, 069 Ba) 

=ax+ay. 

(ம் மு = (€4+b) (Gy, Gey ..-5 Ga), abeEF 

் = [@+5) a, (a+b) Ay, ..., (@+b) a) | 

= (aa,+ba,, aa,+ba,, ...5 மர்மம . 

(€a,, Ay, ..15 AGn) + (ba, bag, ..., bay} 

A (Gy, Ay, «045 Ga) + B (Ayy Ay, «045 An} 

max-~ bx. 

|| 
[|
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நய
 

Desir Gass 

மம் (௪), ௬... 20) 
[ (@d) a, (ab) yg, (0) ௯1] 
[a (ba,), 2 லே. டி @ (DA) | 

a (ba,, bay, ..:, bz) 

Q[B (Ais Gyo «+9 Ga) ] 

& a (bx) 

Git) @b) x 

Ho
a 

nw 
i 

tq
 

jv) 1E BR xeEV, 
lx = 1. (டிசி... வே 

= (1. Gy, 1. yy «205 1. Gn) 

் - (டி... வி - 2 

எனவே, கணம் ]* ஒரு வெக்டர் வெளியாகும். 

> 5. மெய்யெண்களின் களத்தில் அனைத்து ஒருங்கு தொடர் 

-மூறைகளது கணம் ஒரு வெக்டர் வெளி என நிரூபி. 

X = {Xey Nig oney Rng vc) = (Kel 

he Y= டி] veo Vag +} = {Va} 
் என்பவை இரண்டும் இரு ஒருங்கு தொடர்முறைகள் என்க. 

OL, ஒரு பரிமாற்று குலம், 

(i) x+y = {xn} + {yn} 
௪ (௦ 49. ஒரு ஒருங்கு தொடர்முறை 

(அ-து) நற எர) ற 7 

(10) x+y = {tn + yo} 

= {Vn + Xn} 

= {yo} + {x} = 42 

(9-5) xt+y=ytx. 

(iii) {0} - (டி... 0) என்பது 7-ல் சர்வ சம மூலகமாகும். 

{0} + {xn} = {0 + Xn} = {xo}. 

(iv) {xn} € V என்ற ஒவ்வொரு தொடர் முறைக்கும் 

3130 எ 77 என்ற ஒரு தொடர்முறை 

{xn} + {-xXy} = (a — Xa} 
410) சர்வ சம மூலகம் 

.. : எஷ்ற கட்டுப்பாட்டில் உள்ளது.
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(VY) @ + y) +2 =[ {xa} + fo} ] + {a} 
= {xn + ¥a} + {Zn} 

= {%n} + Yn + Zn} 
= {xo} + [{ya} + {zn} ] 
=x+(4+2) 

எனவே, 78 ஒரு அபெலியன் (௮) பரிமாற் று குலமாகும். 

2. எண்ணி பெருக்கி விதிகள். 

G) a(x +-y) =a4[{*m}+ {y}], @ER 
் @ {Xn + Ya} = {aXn + ayn} 

{axn} + {aya} = a {xn} + a {yn} 
ax + ay, 

(a + b) {xa} = {(a + B) xa} 
{axn + bxn} = {axa} + {bx} 

@{%q} + B {xq} 
ax + bx, xEV, a4bER 

(iii) (@b) x = a {Xn} = {(ab) xp} 
= {a bxn)} = a {bx} 
= @ [b {x,}] = a [bx]. 

fv) 1ER, xevV 
1.x = 1. {xq} = {1.x} = {xn} = x. 

no
u 

ou 

(i) @+b)x 

॥ 
1
1
 

வெக்டர் வெளியின் அனைத்து விதிகளும் பொருந்துவதால் 
7” (9 ஒரு வெக்டர் வெளியாகும். 

4-8. வெக்டர் வெளியின் ucirysdr (Properties of Vector 
Spaces) 

1. ao=0,¥aeF, oc V. 

கிரூபணம் 

20) ஊடலு. று ஒழ் 

74 ௦ எனின், 
a(x + 0) = ax + ao 
(௮) ax = ax + ao 

(அ) ax + 0= ax + ao 

௦ -- 40 (நீக்கல் விதிப்படி) 

(௮) ௦-௦ ©
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— 2. ex=0 

இகுபணம் 

“(a+ b)x=ax+ bx, gbEFxEeVv 

5 - உ எனின் 

fa + o)x = ax + ox 
ax = ax + Ox 

ax -+ 0 = ax + ox 

: ஃ 0 =0x (fsa விதிப்படி 

. (து) - 0 ் 

் 3. (-a)x = - (ax) 

நிஞபணம் ~ 

ன ax + (-ax= [ச--(-அ/% [2 -சகூட்டு .ர்மாறு 

மூலகம் 
Mer = ox =O 

, 

(g-g) ax + (-ax =o 
*, (—a)x = னற. 

. A a(x-y) = ax—ay 

a(x—y) = a[x + (—Y)] 
=ax+a(-y) 
= ax - ay (3-cF uIP) 

“ a(x-y)= ax—ay. 

‘4-9. வெக்டர் உள்வெளி (760101 5ய1050809) 

(oF களத்தில் 7” எனும் வெக்டர் வெளியின் உட்கணம் (300860) 

14: என்க. வெக்டர் கூட்டல், எண்ணி பெருக்கி என்ற செய்கை 

கள். வெக்டர் வெளி ]ஃயில் உள்ளது 'போன்றே உட்கணம் 

-ஏஃயிலும் இருப்பின், 14% கணம் ]*யின் வெக்டர் உள்வெளி 

எனப்படும். 

  

“எடுத்துக்காட்டுகள் 

1. 7 என்ற வெக்டர் வெளியில் பூச்சிய வெக்டர் மட்டும் 

“கொண்ட (௦) கணமும் வெக்டர் வெளி ]5யும் வெக்டர் வெளி 

-7-ஃயின் வெக்டர் உள்வெளிகளாகும். இவை வெக்டர் வெளி 1-யின் 

 திரணமான'உள் வெளிகள் (144181 80050௧066) எனப்படும், மற்றவை 

திரண்மல்லா.த (14-11) உள்வெளிகளாகும்.
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2. அனைத்து mxm சதுர அணிகளது வெக்டர் வெளி 77 

எனவும், அனைத்து 1051 சமச்சீர் அணிகளது வெக்டர் வெளி 
W எனவும் கொண்டால், 17 என்பது 7*-யின் வெக்டர் உள் 

பவெளியாகும். ் 

3. ௯ கறம குர ப. ம நரா, ரட் 77 என்ற அனைத்து 

பல்லுறுப்பு கோவைகளது வெக்டர் வெளி 7* என்க. பின் 

சபல... ப வட ரர வபர. என்ற அனைத்து பல்லுறுப்பு 

கோவைகளது கணம் ]4* எனின், 71* வெக்டர்வெளி 7*-யின் வெக்டர் 

உள்வெளியாகும். 

4. Va(F) என்பது அனைத்து 1-வெக்டர்களது வெக்டர்வெளி 
என்க. ் 

_ Vs (R) என்பது அனைத்து 3-வெக்டர்களது வெக்டர் வெளி 

யாகும். இதன் வெக்டர்கள் (டி Xy 39: வடிவில் இருக்கும். 

ஆனால் 75, (8) என்பது (௦, 36) வடிவில் இருக்கும் அனைத்து 2- 
வெக்டர்களது வெளியாகும். 

எனவே, 77, (8) என்ற வெக்டர் வெளி 77, (9) என்ற வெக்டர் 
(வெளியின் வெக்டர் உள் வெளியாகாது. 

4-10. தேற்றம் 

VF) ஒரு வெக்டர் வெளி எனவும் 14” ஒர் உட்கணம் எனவும் 

கொள்வோம். பின், 

(1) 17*ஒரு வெறுமையற்ற கணம் 

Gj) றகர றர ஒர 

(மழ சகு 2 ஐ கர 

என்ற மூன்று விதிகளும் பொருந்தினால், பொருந்தினால் மட்டுமே 

7** கணம் 1* என்ற வெக்டர் வெளியின் வெக்டர் உள் வெளியாகும். 

நிரூபணம் 

7: கணம் “யின் வெக்டர் உள்வெளி என்க. பின் 77” வெக்டா் 
'வெளியாதலின் அது பரிமாற்று குலமாகும். மேலும் 75யின் உட் 
GWE (Subgroup) ae. அவே, 0. என்ற மூலகம் 4-ல் 
இருக்கும். 

77* ஒரு வெறுமையற்ற கணம்,
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மீண்டும் ஓர் உட்குலத்திற்கு அவசியமும் போதுமானதுமான 

நிற க. 77-22- yew 

மேலும், 7*-யின் வெக்டர் உள்வெளி 14 ஆதலின் ஈ 6 ச். 

36 2 ௨ 8. 

எனவே, 14” ஒரு. வெக்டர் உள்வெளியெனின் கொடுத்துள்ள” 

மூன்று விதிகளும் அதற்குப் பொருந்துகின்றன. 

மறுதலையாக, மேற்குறிப்பிட்டுள்ள மூன்று விதிகளும் உட் 

கணம் ]17-க்குப் பொருந்துமெனின் உட்கணம் ]77ஒரு வெக்டர் உள் 

- வளி என நிறுவுவோம். 

(, (டு விதிகளின்படி 14*ஓர் உட்குலமாகும். 7 ஒரு பரிமாற்று 

..குலமாதலின் அதன் உட்குலமான 17-ம் ஒரு பரிமாற்று குலமாகும். 

எனவே, வெக்டர் வெளியின் முதல் விதி 18-க்குப் பொருந்தும். 

“(10)-ன்படி வெக்டர் வெளியின் 2-வது விதியும் ரர-க்குப்பொருந்தும். 

776 77, ௩ல் உள்ள ஒவ்வொரு மூலகமும் யில் ஒரு மூலக 

மாகும், 7க்குப் பொருந்தும் வெக்டர் வெளியின் அனைத்து 

-விதிகளும் 17-க்குப் பொருந்துவதால், வெக்டர் வெளி 1-யின் ஒரு 

*வெக்டர் உள்வெளி 74 ஆகும். 

4:11. தேற்றம் 

் 77 (ர ஒரு வெக்டர் வெளி எனவும் W அதன் உட்கணம் 

“எனவும் கொள்வோம். பின், 

abeF; உர கர று 

- என்ற விதி பொருந்தினால், பொருந்தினால் மட்டுமே 11” என்பது 

வெக்டர் வெளி 7-யின் உள்வெளியாகும். 

..ஜிரூபணம் 

17” என்பது 7-யின் வெக்டர் உள்வெளி என்க. 

3 உல, நகர 2 மாக] 

த ம், று கர றகர 

ரமேலும், ஐடி உர 
: >ax+byew 

os எனவே, ]%ஃயின் வெக்டர் உள்வெளி ர” எனின், 

» &@bEF, x yeW>ax+ bye W.
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மறுதலையாக, 4bEF;x,yeW>ax+ by © W என்க... 
இனி W என்பது 7*யின் வெக்டர் உள்வெளி என..நிறுவுவோம். 

@=1,b=-1 எனின், 

Ll-lEF; x~xyeEWoa>ilx+(-lyEew 

(அ-து) x- yew 
எனவே, 18* என்பது 1*-யின் உட்குலமாகும். 

” ஒரு பரிமாற்றுக் குலமாதலின் 14-ம் ஒரு பரிமாற்றுக் குலம்... 

மேலும், 5 -- ॥ : எனின், 

சும ௨71 ரு ற உர 

>axeGW (. oy=o) 

மீண்டும் ர. ர 

எனவே, வெக்டர் வெளி 1*க்குப் பொருந்தும் அனைத்து விதிகளும்: 
க்கும் பொருத்துவதால், உட்கணம் ]14* வெக்டர் வெளி 7-யின்- 

உள்வெளியாகும். 

4-12. உள்வெளி செய்கைகள் (1260௧ ௦8 800௧௦௦) 

1. உள்வெளிகளது வெட்டு (1ஈ(656014௦0 ௦4 8015808069). 

1” என்ற வெக்டார் வெளியின் உள்வெளிகளான ரர, We 
என்பனவற்றின் வெட்டும் ஓர் உள்வெளியாகும். 

நிரூபணம் 

ரகர, ௬5௨7 என்க, 
“ *EGW,NW,>xEwW,xe WwW, 

2,026, 61 
1, 11 உள்வெளிகளா தலின், 

“1, ர று உர் 

76 7, ௭ --நற உ] 

ax + bye W. 1 Wi. 

(+H) க, YEW, NW, > ax+ bE WNW. 
ஃ 80 7 ஓர் உள்வெளியாகும். 

மேலும், பொதுவாக, 

“ஒரு வெக்டர் வெளியின் உள்வெளிகளது வெட்டு ஓள் 
உள்வெளி”*? என்பதும் உண்மை.
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வெக்டர் வெளியின் உள்வெளிகள்- 

  

W= 1 Wi={x EV x GW என்க. 

. * ஒரு வெறுமையற்ற கணமாகும். :: ௦6 1851. 

ப 0 ந௩- ச 

ஒம் 67% நற ௪14 எனிஷ் 

x ye Wi ri = 

s ax+byeWi i (095 ஓர் உள்வெளி) 

(org) ax + by EN Wi 

னவே, 1 7 ஒர் உள்வெளியாகும். 

. ae
 

   

      

2, ed@Qaafaarg ஒன் றிணைப்பு (Union of Subspaces) 

ட் sh 7 என்ற வெக்டர் வெளியானது இரு உள்வெளிகள் 4, ]7'... 

எனின், 9, ப 1 என்பது அவ்விரு உள்வெளிகளது ஒன் றிணைப்பு 

எனப்படும்,    
ae ‘Bes உள்வெளிகளது sc Rory ஓர் உள்வெளியாக இருக்க. 

வேண்டிய அவசியமில்லை. 

    

   

ab,cER} ஒரு வெக்டர் வெளி 

w= { (a, 0,0) : a & R} 

»W, = ((0,b, 0) :b ER} 

W,U W, = {x: x = (a, 0,0) (9) (0, 5, 0) } 
அன்பது ஒர் உள்வெளியா காது. 

2 சீடிகு உற (௦0) (டி,௦) 6 18 ப W. 

= K,x + K,y = K,(@, 0,0) + K, (0, 4, 0) 

= (K, a, 0, 0) + (0, K,b, 0) 

= (K, a, K.b,0) € W, U W,.
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3. ஒருபடி கூட்டல் (110௦௧ $மாம) 

7” (2) என்ற வெளியானது யாதேனும் இரு உள்வெளிகள் 
ர, 11% எனின், 147-ல் உள்ள ஓவ்வொரு மூலகத்தையும் 7-ல் 

உள்ள ஓவ்வொரு மூலகத்துடன் கூட்டிப் பெறும் அனைத்து மூலகங் 
களது தொகுதி (கணம்) 7, 777, ஆகியவைகளின் ஒருபடி கூட்டல் 

எலப்படும், 

குறியீட்டின்படி, 
W,+ W,=(xty:xEWyy & W,) 

எடுத்துக்காட்டு 

“Vs 1(2 7): கம கக்க ௨0. 

W,= 1( 33): a, c,d © Ri 

W, = [அகர a,b, ER} எனின், 

4 %- 1( 279-௧௨8) 2 

-4-13. தேற்றம் 

4, 77%, என்பவை 74 (2) என்ற வெக்டர் வெளியின் உள்வெளி 
களெனின், 77, -- W, என்ற ஒருபடி கூட்டலும் V-uler ait 
வெளியாகும். 

நிரூபணம் 

XX E Wis Vis yl. € W, crore. 

னவே, 3) 4] 2 +y கு 

க்க: 3 கர ax, + bx, GW, 

@4bEF; yyy. € Wy => ay, + by, € W, 

(Ce 7, 77, உள்வெளிகளாகும்) 

(ax, + bx,y + (ay, + by) EW, + W, 

மீண்டும், கும்“ ர உ], 4-7 

ax + by = a[x, + y] + bile, 4 ற] 
= ax, + ay, + bx, + by, 

ல் = (ax, + bx.) + (ay, + by.) CW, + W, 

ஃ டம 9 என்பது 1*யின் உள்வெளியாகும்.
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414, நேரான தொகை (11760 $ய) - 

   

   

சட 7) என்பவை 7 (2) என்ற வெக்டர்வெளியின் உள்: 
(வெளிகள் என்க. x CWyy © Wz ௪ 7*என்ச. 2 ௪ 7* என்ற. 

கம்.2 -- % 3: ழ என்ற ஓரே முறையில் விவரிக்கப்பெறின், 17 
என்பது ர, 17, என்ற உள்வெளிகளது நேரான தொகை எனம்: 

படும், ் : 

ர், 7, வெளிகளது நேரான தொகை 74 6 19*, என குறியிடு 

செய்யப்படும். 

(து) *- 7 68. 

  

எடுத்துக்காட்டு 

வ 

e
f
 

a
o
 

வ
ூ
 

> 1 4 { 
W, = 1 

A W, 

9 > 
) a,b,e,dER} 

); adeR} 

18 ச, 228] என்க, 

es
 

9 

] 
ன || 

41
 

2 

7-ல் உள்ள (2 ? ம ) என்ற யாதேனும் ஒரு மூலகம் 
\ த் ம் 

கச்) ௧204 ne) 
adj)” \oad 6 0 

என ஓரே முறையில் விவரிக்கப்படும். 

ட. த OW, W, உள்வெளிகளது நேரான கூட்டுத் தொகை 7* 

ஆரும். 

சேது = W, © Wy 

~ 

“2. 75 (60 என்ற வெக்டர்வெளியில் 2 = (a, b, c) steve. 

W,={G@}),0); a4bER 

W,={(0,b,c); bc ER} என்பவை 

Vy (2-ன் இரு உள் வெளிகள் என்க. 

b b 
சக்க (௧3.2) (௧22) | 

ம் 3b 
=(45.0)+(%7><)
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=a,+6,, 4,€ Wf, & 88 

= e+ Ps, a CWB, © Ws 

மேலே குறிப்பிட்டுள்ள வகைக்குறிப்பு ஒரே முறையில் இல்லை. 

எனவே, 774 77, 6 Wy i 

(அது) ௪ 

ஆனால், 7*- 79, - 19, 

4-15. தேற்றம் 

7 என்ற வெக்டர்வெளி அதன் உள்வெளிகளான ட 17% 
என்பன வற்றின் ஒருபடி கூட்டல் எனின், 

V=W,@W,2 W, 1 W, = {o}. 

ிரூபணம் 

ர 4, 6 147, என்க. 

இனி நாம் W, 1 W, = (௦) என நிறுவுவோம். 

இயலுமெனின், .ஒரு பூச்சியமில் வெக்டர் 9, ர 8-ல் 
உள்ளது என்க. 

(௮-2, 0 18,222 

zEW,,zEwW, 

WN W, arerugy V-uler 2 orQoueh ur gor, . 

20 22௨7 

இப்பொழுது, ர 

Z=0+2, 0E€W,, zEW, 
=Z+0, zEW,, oEGW,. 

(9-3) 2 ௪ 7” என்ற பூச்சியமில் வெக்டர் ஒரே முறையில் விளக்கப் 
படவில்லை. இது V = 9, ஐ 7, என்ற கொள்கைக்கு எதிர் 
மறையானதாகும். எனவே, பூச்சியமில் வெக்டர்கள் 97, () Ww 
கிடையாது. 9, ர 77, ஒர் உள் வெளியாதலின் அதிலுள்ள: ஒரே 
வெக்டர் பூச்சிய வெக்டர் ஆகும். 

ஃ 77-7௮. 

மறுதலையாக 1, ட 9: - (2) என்க. 
'இனி நாம் 7*- 9 ஐ 7, என நிறுவுவோம். :
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V=W,+ 1) , ஆதலின் - 
சழ 267; ந; ௨ WW, 

    

   

    
    

    
   

  

    
   

   

  

    
    

      

   

டுகாடுக்கப்பட்டுள்ள இந்த விளக்கம் ஒரே மூறை விளக்கம் என 
பிப்போம். 

இயலுமெனின், வேறொரு விளக்கம் உள்ளது என்சு, 

அக) z=x+y, xEW, YEW, 
fe =Mth, 1» ECWyyY EC RM, 

Le oe ae ae நு 

: Xn X= நிர 

ws 6 1. அ 5 ம ட W, Ce W, ஓர் உள்வெளி) 

ட We>y-y CW, (3 W, ஓர் உள்வெளி) 

3-2). ௪ 3) 3. ஆதலின், [4-ல் உள்ள ஒரு மூலகமும் 9-ல் 

ள்ள மூலகமும் ஒன்றேயாகும். (அ-த) Wi, W, என்ற இரு உள் 

ஸிகளுக்கும் பொதுவான ஒரு மூலகம் உண்டு, அனால் 

“றம் (30) என்ற வெக்டர்கள் பூச்சிய Qos 

நடு ந ந) று ௮ ற 

; “e X=X1 Yu yi 

எனவே, 2-- 4 ந என்ற விளக்கம் ஒரே முறை விளக்க 
ர்கும். 

ன V= WOW, _ 
6. 1” ஒரு வெக்டர் வெளி, 17, * ..., 19% அதன் உள் 
ளிகள் என்க, 2 ஏ ]* என்ற லெக்டர் 

ச டர ட உரு 6 17% 

று ஒரே மூறையில் அனன்கட்மின, டா... 79%) என்ற 
வக்டர் உள்வெளிகளது நேரான தொகை 74 ஆகும்... 

(அ-த) V=WLiOW,®.. © Wa 

7. ஒன்றாத உள்வெளிகள் (Disjoint Subspaces) 

சீடி 78% என்ற உள்வெளிகள௫ வெட்டு ஒரு பூச்சிய உள் 
ஸி எனின், 19, 77, இரண்டும் ஒன்றாத உள்வெளிகள் எனப் 

அடும். 9, W, இரண்டும் ஒன்றாத உ.ள்வெளிகள் எனின், 
WH, இ Ww, = = {o}
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4-18. நிரப்பு உள்வெளிகள் (மோ! ோரோர்கார Subspaces) 

ர 77 ஐ 77, எனின், 7* என்ற வெக்டர் வெளியின் உள் 

வெளிகள்£ன ]7£,, 177, என்பவை நிரப்பு உள் வெளிகள் எனப்படும்... 

4-19. ஒரு கணத்தின் ஒருபடி பிறப்பாக்கி --வரையறை. 
(Linear span of a set) _ , 

V (0) என்ற ஒரு வெக்டர் வெளியின் வெறுமையற்ற உட். 

கணம் ட என்க. ஃ-ல் உள்ள மூலகங்களின் அனைத்து ஒருபடி. 

முடிவுறு சேர்மானங்களின் கணம் ஒருபடி பிறப்பாக்கி (110௦௧1 
508௨ ௦ 85ல் எனப்படும். இது 4 (6) என்று குறிப்பிடப்படும். 

4-20. தேற்றம் 

* ஒரு வெக்டர் வெளி, 5 அதன் உட்கணம் எனின் ஞ் 
ஓர் உள்வெளியாகும். 

ழி 

நிரூபணம் Ww 

L (5)-ல் யாதேனும் இரு மூலகங்கள் %, ற என்க. 

எனவே, வரையறையின்படி, 

அதுத அதல் ம் நழக கடி 

y=by thy, t.. tbaym;s FER YES. 
L(S) ஓர் உள்வெளி என நிறுவ 

ab GF; x,y © L(S)> ax + by GE LS) 

என நாம் நிறுவவேண்டும். 

ax + by = a[a, டர் ag X, +... + Gn Xp] 

+ b[by yy: + by Ye + 1. + Dm Ym] 

॥ 

n m 

ay axit+ b> 5; y; 
ந ட 

= ¥ (aa x; + Hoon 

iid (a 4) xX, + (a 2) ந்தா டர் (a 22) Xn 

+ (bb) y. + 6B) Ja -+( bm) Ym 

(அ-து) பி 20, வட 20 Vio Voy «++ Vm என்ற இல் உள்ள மூலகங்களதூ 

ஒருபடிச் சேர்மானமாக (82% 4 2) -ஐ விளக்க முடியும். 

3 ax + by & L(S). 

எனவே, 4 (6) என்பது Qeudi_iQarafl V-uler 2.cr@euan.
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4-21. * ர வெக்டர் வெளியின் உட்கணங்கள் 5, 1 எனின், 

டு 5ஃ௩றா-௩இ௫இ௦௩௫. 
“@ SCTSLOScLM. 

ii) | V-eir 26 Qauefl S = L (S) = 

௫ ௩௩௫1-௩௫ 
௫ ௩டுபரூ-௩௫்ு ௩௫௬. 

ques 

@) SCL(T) (கொள்கை) 

oe டி வடி ல பி ட ஐ... டே 67 எனின், 

டிஜே ee Xn © L(T) 

௪/6) > a; x: 
i=1 ் 

டி டிரை (யு 2 YaneLl(T) 
ஃ உறா. 

ஆனால், % “2 (69. 
262260) 

L(S) CL (7). 

Gi) SCT (கொள்கை) 

(9) என்க. 2. x = 5 800 
30டி ஜே ஒக ச இ டி வே வடிலே ௪ 3 

௩ டிம் (0) 

x = TaxeEL(T) 

(srg) x ELT) ' 
எனவே, Ee L(S)>x EL (T) 

. LGS)CL(T) 

(60 ர₹யின் உள்வெளி 8 என்க... 
இனி 7 (6) - $ என நிறுவுவோம். 

xEL(S>x= 2௬3735, உ சிறகு 
(v 75யின் உள்வெளி S} 

- LS)cS 
மேலும் 5 6 2 (6) என்பது தெளிவு. 

L()=8. , 

aG—s
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மறுதலையாக, 7 (6) - $ என்க. 

75யின் உள்வெளி 7, (6) ஆதலின், 5-ம் 7-யின் உள்வெளியாகும். 

7-யின் உள்வெளி 42 (6) - 5. 

(iv) 21(6)]- 7 [5] என நிறுவ, 7 (6) - 7' என்க. 

2 (6) ஓர் உள்வெளியாதலின் 7-ம் ஓர் உள்வெளியாம். 

(ii)-r oy = L(T) = T 

L{£L{S)] = LS). 

(vy) L(SUT)= £68) + LQ) aor Aga 
ு “2 (4 பூ 7) என்க. 

3- சூட ௬334... 4 நி? சகு “டிப 

- Laxtlaw; x CSET 

x © L(S) + L(T) 
ஆகவே, L(S UT) CLS) + LT) — (i) 

மீண்டும், 2 - 7 (6) - 7 (7) என்க. 

z=x+y3;xEL(S),y ELT) 

=Laxj+laxj;x, eC Sm ET 

=Zax [xy = OG} U 00] 
. zEL(SU T). 

sronGau, L (S) + L(T) CL(SUT) —(2) 
ஆகவே (1), (2)-ன் படி. 

L(S UT) = L(S) + L(T). 

4...22. இணைக்கணம் (Coset) 

ர* (7) ஒரு வெக்டர் வெளி, 17” அதன் உள்வெளி என்க, 

x € V எனின், 

A={x+y:yeEW} 

எனும் கணம் இடது இணைக்கணம் எனப்படும். இது % + W எனக் 
குறிப்பிடப்படும். ் 

இவ்வாறே, 

2 முற; 

எனப்படுவது வலது இணைக்கணம் (3[ஜ1 6௦6) எனப்பட்டு 
ச - 1 எனக் குறியிடப்படும்.
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வெக்டர் வெளியில் கூட்டல் பரிமாற்றுவிதி பொருந்து 

x+y=ytx Y¥xreEV,yeW 

ல் ர சீம ் 

அது) 77-ன் வலது இணைக்கணமும் இடது இணைக்கணமும் 

நழுவதும் ஒத்துள்ளது. 
17 என்ற கணமும் 0 -- 14 என்ற இணைக்கணமாகும். 

  

   

   

        

    

   

            

   

    

3. தேற்றம் 

“சிகளத்தின் மீதமைந்த 7” என்ற ஒரு வெக்டர் வெளியில் 147 

£பது ஓர் உள்வெளி (809௧௦6) எனின், 

ர (42:27) 

என்ற கணம், பின்வரும் வரையறைகளுக்குட்பட்ட ச களத்தின் 

1மீதமைந்த ஓர் உள்வெளியாகும்: 

டு ரூஐ ற 844). ஏக 

“௭ ச ஹ் 11-09 ௪௨827 

ிருபணம் [த 

முதலில் கூட்டல், பெருக்கல் சேர்க்கைகள் நன்கு வரையறுக்கப் 

.டுள்ளனவா என்பதைக் காண்போம். 

அதாவது, 
3 

பட்டு W+x=Wt+x Wty Pin aang 7 

எனின், சூ டே 30 ௮30) 

edi) W+x=W+x',xx EV crater, 
Wtax=W+ax',aecF 

ன் நிறுவுவோம். 

0) நூ ற றி 

gorGer, W = W + x' + (-X), 
ற ஐ நர (2 ற 01) 

je =X + 0, WwW, வரர் 

இவ்வாறே, Wty=W+ y' எனின், v = y + WW. எ 18 

srarGou, (W+x') + (W+y') = + W40' 4 ந) (வரையறையின் 

=Wi(xtwt+yt+w) படி 
= (W+w,+w)t+ ற) 
=W+ety)
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- எனவே, கூட்டல் சேர்க்கை (8பப1(10ற ௦௦000௦4100) நன்கு வரை- 
யறுக்கப்பட்டுள்ளது. 

ம ந 
=> ஜி ச] 
5 சிறி ௨7, ரக 

=> ax'-axcw 

=> W+ ax = W + ax' 

எனவே, பெருக்கல் சேர்க்கையும் (Multiplication Composition) 
நன்கு வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது. 

இனி 71 ஒரு வெக்டர் வெளி என நிறுவுவோம். (௮-து),. 
வெக்டர் வெளிக்கான கோட்பாடுகள் 7-ல் பொருந்துகின்றண 
என நிறுவுவோம். 

1. (0) ர கர ற ஒர 

ந பற ஒரு 
=> (W+xy+Wt+y=W+ einer 
௨ 0-9 (ற ௨7, 

என்வே, கூட்டல் இணைச்சேர்க்கை 7-ல் பொருந்தும். 

(2) OF ag + OF + 

=W+(x4+y) 
= நட்டு 

= (W+y) +(W+ x) 
எனவே, பரிமாற்றுவிதி 1”'-ல் பொருந்தும். 

இ ௬ ற 742 சர; நற, 2௪ 75 caller, 
[(W+ xa +W+ 14+ VW + 2) 

[W+@&w+y]+(W+2) 
W + & +) +2 
W+xi(y +2) 
(W+xt+(W+Ot+] 

=(W+x+[(Wt+y+W+2]) 
எனவே, சேர்ப்பு விதியும் 7-ல் பொருந்தும். 

॥ 
॥
॥
 

॥ 

(4) 0௦687 எனின், 77*-- 0 € 7” என்பது 

49-0ஐ- 40049), 3277 
=W+x 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் உள்ளது.
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் எனவே கூட்டு சர்வசம மூலகம் W + 0 ஆகும். 

6) W+x EV’ crofler, W + (- x) EV' aarp eposid 

(W+xy+W+(-)] =W+h+(-9) 
= W+o 

(சன், ற கட்டுப்பாட்டில் உள்ளது. 

் எனவே, ((77* 1- 5) என்ற மூலகத்திற்கு 18: -- (-3) என்ற ஒரு 

“நேர்மாறு மூலகம் உள்ளது. 

2.௨ 0௧௪26 7 எனின், ௭ எ 7: டட 
3: சலக ரப கர ௧-2 1749௨௪ [இ 

: (௮-௧) சடல ௨1, 

னவே, 5-ல் பெருக்கு இணைச் சேர்க்கை உள்ளது. 

2 aeF; சாட WH+tyeV, 

al(W+xyn+(W+y)] =e W+@+y) 
W+a(x+y) 

W + ax + ay 

= (W + ax) + (W + ay) 

wee =a(W+x+a(Wrty) 

னவே, V'-w பெருக்கு பங்&ட்டு விதி உள்ளது. 

  

   
fo
u 

॥ 

  

ட் இ கும்கர 74௧77 

4௪3) W+x= W+ at 5x 

fowl W -+ (ax + bx) 
(W + ax) + (W + bx) 

a(W+x+b(W+) 

   | 
Vi
l 

aon O GDEF, WHxeEds 

a) (W + x») = W + (ab) x = W +0) 
a a{W + bx] 

a[b(W + x)] 

   

॥ 
1 

॥ 

டி 7-6 17 என்ற ஒவ்வொரு மூலகத்திற்கும், 1. 

“என்ற மூலகம், 

1-5 - W+ilex=W+x 

“eter கட்டுப்பாட்டில் உள்ளது. 

... ஒருவெக்டர்ே வளியின் அனைத்து விதிகளும் 7*-க்குப் பொருந்து 

வதால், 7”! ஒரு வெக்டர் வெளியாம்.
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4-24, maj Gausfl (Quotient Space) 

1” என்ற வெக்டர் வெளியின் ஓர் உள் வெளி 74 எனின், 

7-ன் அனைத்து இணைக்கணங்களின் கணமான 7, 14-ஐ சார்கின்ற. 

வெக்டர் வெளி 1*ன் ஈவு வெளி எனப்படும். இது ் எனக் குறி: 

யீடு செய்யப்படும். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

சிக்கலெண் கெழுக்கள் உடைய பல்லுறுப்புக் கோவைகளது: 
வெக்டர் வெளி (௦) எனின், பின் வருப்னவற்றை நிரூபி. 

1. இரட்டை, ஒற்றை பல்லுறுப்புக்கோவைகளது W,. Won 
என்ற கணங்கள் உள் வெளிகள். 

2. W,, W, என்பவை நிரப்பு உள் வெளிகள். 

நிரூபணம் 

Vioh={p: pth=atat+.u}aeEec 

1. p(—t) = p(t) cafe, p(t) இரட்டை பல்லுறுப்புக்கோவை: 
எனவும், ஐ (-7) -- 22) எனின், ஒற்றை பல்லுறுப்புக்கோவை: 
எனவும் கூறப்படும். 

சீட - (ற: 2) இரட்டை பல்லுறுப்புக்கோவை ) 
7 - (2009: 2(0) ஒற்றை பல்லுறுப்புக்கோவை 1 

P@=a+att+ait+.., - 
Pf =a +a;/@ + alte +..., 

Pi (t)> py (t) € 77, என்க. 

a,a & C aoller, 

ap, (t) + a'p,(t)=a(at+a,t? +a,t* +...) 
a’ (a. +a)t? +a) t*+ ...) 

(2 ௩28௦) * (௬௭௪௮) 14... 
இது ஒர் இரட்டை பல்லுறுப்புக் கோவையாகும். 

॥ 
4 

॥ 

eroGai, ap, (t) + a' p, (t) & W,. 

(7S) P(t (0) ௨1; ௧௦௨௫ 
22) 20) 1 

“ஃ 7, ஓர் உள் வெளியாகும். 

இவ்வாறே 17-ம் ஓர் உள் வெளியாகும்
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2. அடுத்து 777, 14, என்பவை நிரப்பு உள் வெளிகள் என 

திறுவுவோம். 

“(rg V = 8) 4 WW, W, = {0} என நிறுவுவோம். 
zEVrzaqa+at+al+atita tt+...- 

ப ு (6 ௬4-74.) கர at? +...) 
- பல்லுறுப்புக்கோவை 6 74, - பல்லுறுப்புக் 

கோவை ஐ 8. 

ல்ல ரட்ட, 

, மீண்டும், (2) உ, ர 77*, என்க. 

ஃ று 517, ௫௨7. 

erorGal, p (—t) = p(t) v pMe WwW, 

P(-th=—p(t) + pew, 
_ pt) =— pe). oo 

(9-5) P(t)+ pH=0. yePw udaymcnysGarenes 

WLW, = {o} 
டர ர ஒரு, 

(இஃது) W,, 777, என்பவை நிரப்பு உள்வெளிகளாம். 

4-25. அடிப்படை (Basis) 

* (22) ஒரு வெக்டர் வெளி, 7ஃன் உட்கணம் ,$ என்க. 

i ி-ல் உள்ள வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்பற்றவையாகவும், 

2. 78ல் உள்ள ஒவ்வொரு வெக்டரும் ,-ல் உள்ள மூலகங்களது 
ஒருபடிச் சேர்க்கையாகவும் இருப்பின், 

4 என்பது 7*ன் அடிப்படைக் கணம் எனப்படும். இது £ எனக் 

குறியீடு செய்யப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு 

பேட டட 01, ஷு ப டய என்ற! வெக்டர்களைக் 
கொண்ட ஓர் அமைப்பு $) 7% (2-ன் அடிப்படைக் கணமாகும். 

முதலில் 5-ல் உள்ள வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்பற்றவை என 
நிறுவுவோம். 

டட டே (1, 0, ...,0), e, = (0,1, ..., 0, ..௮. €n = (0,0, ...5 1) 
என்க,



420 ் ஒருபடி இயல்முறைக் கணிதம்: 

டிரே 0-9 Qn EFS Cry gy ட Cn E S ஆதலின், 

ஈட, -- ௬, - ... On On 

(10, ...0)4௧(0,1..,0) 4... ௯(0,0,... 1) 
= (Ay, Ay ஃட மடு , 

ae + A, 8, +... + Gn en = O 

> (a, ஜே ஃஆ Qn) = (0, 0, vee 0) 

=> = 0, a =0,...,a = 0. 

என்வே, ,$ ஒருபடிச் சார்பற்ற கணமாகும். 

மீண்டும், 

டேட் ஆட .ு. 4: டட (பேர... மறு. 

(அது) (ட ஷூ... Gn) என்ற 7-யில் உள்ள ஏதேனும் ஒரு 
வெக்டர் 5-ல் உள்ள மூலகங்கள் உ, 8, ..., டேஆகியவற்றின் ஒரு 
படிச் சேர்மானமாகும், . 

ஃ  பிஓர் அடிப்படைக் கணம் (02516 5ல். 

4-26. கூறுகள் (00-010108109) 

7 பரிமாண' வெக்டர் வெளி 7-ன் அடிப்படைக் கணம் 

(டி ஐ, ... Cn) என்க. 7-ல் உள்ள யாதாமொரு வெக்டர் v 
எனின், ் 

v= @@, ௬௩... * நே 2 

பின், ஈட 2, ..., பே என்ற இசையிலிகள். கொடுக்கப்பட்டுள்ள அடிப் 

படையைச்சார்ந்த வெக்டர் *-ன் கூறுகள் எனப்படும். (௪, சே... 82) 
என்பது கூறு வெக்டர் (Co-ordinate Vector) எனப்பகும். 
இவ்வெக்டர் [1], அல்லது [1] எனக் குறியீடு செய்யப்படும். 

4-27. தேற்றம் 

B= {yy X25 00-9 Xn} என்ற கணத்தை அடிப்ப்டைக் கணமாகக் 

"கொண்ட ஓரு முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளி ]%ல், ந ஏ 4 
என்ற ஒவ்வொரு வெக்டரும் .8-ல் உள்ள வெக்டர்களது ஒருபடிச் 
'சேர்மானமாக ஓரே முறையில் (011408]3) விளக்கப்படும். 

கிரூபணம் 

ரன் அடிப்படைக் கணம் 8 ஆதலின் 5 € 7* என்ற வெக்டர், 

235 சடை பூஜ, + Gn Xn (1) என்று விளக்கப்படும். 

மேற் குறிப்பிட்டது elite முறை விளக்கம் என நாம் 'நிதுவ 
(வேண்டும்.



4வெக்டர் வெளி ட்ரம் 

'இயலுமெனின், 

‘x= b,x, +b, xy +... + On Xn என்க. (2) 

()-லிருந்து (2)-ஐக் கழிக்க, 
௮ (கற்றிட 4 (மிடி 4 (நேமி Xn 

। கணம் ஒருபடிச் சார்பற்ற கணமா தலின், 

a,—b, = 0, a,—-b, = 0, ...5 Ga— Pn = O 
% @, = Dy Ay = மி.கி 

  

   

  

   

  

“எனவே, மேற்குறிப்பிட்டுள்ள (1), (2 என்ற இரு விளக்கங்களும் 

pei usr GLb. 

(சோத ந EV aarn ஓவ்வொரு வெக்டரும் 5-ல் உள்ள 

வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்மானமாக ஓரே முறையில் விளக்கப் 

ப்டும். 

4 28. தேற்றம் 

en ஒவ்வொரு முடிவுள்ள பரிமாண இவெக்டர் வெளிக்கும் ஓர் 

ee sane 

Aguamib 

் -. 770) ஒரு முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளி, 3, 2 +++» Xm 

“வெக்டர்கள் கொண்ட அமைப்பு 5, 1-ஐப் பிறப்பிக்கின்றது என்க. 

ல் உள்ள அனைத்து வெக்டர்களும் பூச்சியமில் வெக்டர்கள் 

எனக் கொள்ளலாம். இனி, 4 ஒருபடிச் சார்பற்றது எனின், அது 

ர் அடிப்படைக் கணமாகும். 

:. 4 ஒருபடிச் சார்புடையது எனக் கொள்வோம்.” எனவே, X; 

“என்ற வெக்டர் 25, 2 .... பட என்ற வெக்டர்களது ஒரு படிச் 

ஈசேோர்க்கையாகும். அதாவது, 2டி 20௦ ட 20டி 204 +) Xm என்ற 

“வெக்டர்கள் கொண்ட ' அமைப்பும் 77 (25-ஐ பிறப்பிக்கும். 

டிடி வட என்ற வெக்டர்களது அமைப்பான S பிறப்பிக்கும். 

வ்்டார் வெளி 7* (2) ஆதலின், 7* (2) -ல் உள்ள ஒவ்வொரு 

*வெக்டரும் $ீ-ல் உள்ள வெக்டர்களது ஒருபடிச் Gait Fons ua GL. 

“மேலும், %; வெக்டர் ,, 36, .... என்ற வெக்டர்களது ஒருபடிச் 

“சேர்க்கையாகும். எனவே, ர (ரல் உள்ள ஒவ்வொரு வெக்டரும் 

டி ஜே ட பேடி Nig அடி 200 என்ற வெக்டர்களது ஒருபடிச் 

*சோர்க்கையாகும். 

அதாவது, Xyy Xgq ++ Kinny Xigas -++9 Xm என்ற (m—1) வெக்டர் 

ளது அமைப்பான $, சன்ஸ் ம் ர (0-ஐ பிறப்பிக்கின்றது. Sy



122 , ஒருபடி இயல்முறைக் கணிதம். 

ஒருபடிச் சார்பற்றது எனின், 5, அடிப்படைக் கணமாகும். S,-tb- 
ஒருபடிச் சார்புடையதெனின் 08--2) வெக்டர்கள் கொண்ட S,. 
என்ற ஓர் அமைப்பைக் காணலாம். இது ஒருபடிச் சார்பற்றதாக 
இருந்து ]* (7)-ன் அடிப்படையாக இருக்கக்கூடும். இல்லையெனின், . 
மேற்குறிப்பிட்டவாறு தொடர்ந்து ஒரே ஒரு பூச்சியமில் வெக்டர் 
கொண்ட கணத்தை அடையலாம். இக்கணம் ஒருபடிச் 
சார்பற்றதாகும். ் 

எனவே, ஒவ்வொரு வெக்டர் வெளிக்கும் ஓர் அடிப்படைக். 
கணம் உண்டு, மேலும், முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளி” 

ஒன்றுக்குக் குறைந்தது ஓர் அடிப்படை உண்டு, 

4-29. தேற்றம் 

டி 3 ey Xm) என்ற முடிவுள்ள கணம் $ பிறப்பிக்கும். 
வெக்டர் வெளி 77 (7) எனின், இவ்வெளியில் உள்ள யாதேனும். 
ஒருபடிச் சார்பற்ற கணம் ,$,-ன் மூலகங்களது எண்ணிக்கை M-5G- 
மேற்படாது. 

நிரூபணம் 

Bs (அடிமை வடிவே? 

மி, = {Vis Voy vey Vn} என்க, 

LS) =V, ட கணம் ஒருபடிச்-சார்பற்றது. 

தாம் 1 5 7 என நிறுவவேண்டும். 

ஒல் உள்ள ஓவ்வொரு மூலகமும் 7-ல் உள்ள ஒரு மூலகம்... 
னும், கணம் 5 வெக்டர் வெளி “ஐ பிறப்பிக்கின்றது. எனவே... 

டல் உள்ள” எந்த ஒரு வெக்டரும் ,5-ல் உள்ள மூலகங்களது ஒரு. 
படிச் சேர்க்கையாகும். 

(2B) Vy = A,X, + A,X +... + dmXmy ay ~ O,0,E F. (I> 
ooh, Sym { ¥1, X15 Xey «2-2 Xn } 

என்ற ஒரு கணத்தை எடுத்துக் கொண்டால் 5, 6 5 என்றாகும். 

L(S,) C L(S) 
=> L(S)CY. 

மேலும், 15ல் உள்ள ஒரு வெக்டர் % எனின், 

x= b,x, + b,x, +... + ba Xm bE F 

m 

= Lbx, = Y Bi xi + 3; x; (2) 
4 ixéj



வெக்டர் வெளி 12 

(1)-லிருந்து, 

ந, 3200-4 உ) 0 
ந்தர் 

(-து) xi = a yj — (வி -@). 
12] 

சமன்பாடுகள் (2), (3)-லிருந்து 

௯௬ DT நி; ம்ம் ட % 7, 

isi 

॥ உட ட ம்) 4 ர 5 (8) xi] 
175] 124] d 

= 3 (b-asi a ) +b a », 
= bj bj 

2; (௨௮ a எ இனி 
ஃ 2ம் (2. 

ஆகவே, 7 (50. ஆனால் 7 (52) CV. 

எனவே, ம் (55) = V. 

கணம் 5_-ல் உள்ள ஒரு மூலகமான ]; அக்கணத்திலுள்ள- 

மற்ற, மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க்கையாக விலகப் வரும 

"தால் கணம் ,, ஒருபடிச் சார்புடையதாகும், ஆகவே, எல் உள்ள 

வெக்டர்களுள் ஒன்று அதற்கு முன்னுள்ள வெக்டர்களது ஒருபடிச் 

சேர்க்கையாகும். கணம் $), ஒருபடிச் சார்பற்ற காதலின் அவ் 

வெக்டர் ந;-ஆக இருக்கமுடியாது. : எனவே, அவ்வெக்டர் 

Hay May wong Xu வெக்டர்களில் யாதேனும் ஒன்றாகும், அதை Xx 

என்போர், 

(2-H) Xe = Cr Vi + AX + de Xa pe + dy: Xke1s Cy G 62: 

இனி, Ss = நறிய படி ௨௮ 200 படிய oy Xn ர் 

'என்ற கணத்தை எடுத்துக் கொண்டால் 74 - 2 ($;) என்றாகும் 

ஆகவே, - இல் உள்ள ட வெக்டரை நீக்கி டல் உள்ள ந 

வெக்டரைப் பிர.இயிட்டு 5, என்ற கணம் இடைக்கப்பெற்றுள்ளோம். . 

மீண்டும், . 

Sy = (நிஷரிடி பப்டி 22ஐ. டி பேட்டி வடி அட Xn } 

என்ற கணத்தை எடுத்துக் கொண்டு மேற்குறிப்பிட்ட முறையில்- 

தொடர்ந்தால் 5,-ல் உள்ள 3) நீக்கப்பெற்று (அதற்குப் பதில்) 5-ல்: 

உள்ள ந; பிரதியிடப்பட்ட,
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Ss = { Veo 315 ன்ட் ஆ ஷி 202010 வடி 200 ட 2 டி டி 

என்ற ஒரு புதிய கணம் 7* - 7 (6) என்றவாறு கிடைக்கப் 
‘Om Gauri. , 

இவ்வாறு தொடர்ந்து செயல்படின் ஓவ்வொரு முறையும் 
அல் உள்ள -களுள் ஓன்று நீக்கப்பெற்று 5-ல் உள்ள களுள் 
ஒன்று பிரதியிடப்பட்ட ஒரு புதிய கணம் ட, 7*- ந (6) என்ற 
வாறு இடைக்கப் பெறுவோம். 

AS m எனின், முடிவில் 7*-ஐ பிறப்பிக்கும். 

் 1ிடிநி ரிஷி பேடி படி 2 a-m } 
-என்ற கணம் இடைக்கப் பெறுவோம். 

/2 2 11 எனின், முடிவில் 

{Vis Yao 0௨7 : 

ஏன்ற கணம் சடைக்கப்பெறுவோம். இதிலிருந்து நட என்ற 
“வெக்டர் 7, 3; ..., 3௨. என்ற வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்க்கை 
ஏன்றாகிறது. அதாவது, நூ, வெக்டா் மிட கணத்தில் உள்ள அவ் 
“வெக்டருக்கு முந்திய வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்க்கை என்றாகும். 
இது 5, கணம் ஒருபடிச் சார்பற்றது என்ற கொள்கைக்குப் 
“பொருந்தாததாம். எனவே, 3 4 1, ் 

(அஃது) 731 7. 

-4-30. பரிமாணம் (0௦01) 

7” (2) என்ற ஒரு முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளியினது 
யாதேனும் ஒரு அடிப்படைக் கணத்திலுள்ள மூலகங்களது 
எண்ணிக்கை வெக்டர் வெளி 7*ன் பரிமாணம் (0010800௭௦0) 
எனப்படும், 

t 431. தேற்றம் 

7” (29 ஒரு முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளி (finite dimen- 
“840781 ௦௦107 8080௦) எனின், “ன் யாதாமிரு அடிப்படைக் கணங்கள் 
-௪ம எண்ணிக்கை கொண்ட மூலகங்களைப் பெற்றிருக்கும். 

.இிரூபணம் 

B, = { X15 Xo» seeg Xm } 

By = {Vis Vay vey Yn } 

என்பவை வெக்டர் வெளி 7*-ன் இரு அடிப்படைகள் என்க.
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மீட்ஐ ரன் அடிப்படைக் கணமாகவும் 5,-ஐ 75ல் உள்ள ஒரு. 

படிச்சார்பற்ற கணமாகவும் ௧௫௬ இனால், 

ie ; 715 77 (1) 

...... மீண்டும், 2,-ஐ 1*ன் அடிப்படைக் கணமாகவும் கீடஐ 1-ல்: 
"உள்ள ஒருபடிச் சார்பற்ற கணமாகவும் கருதினால், 

msn (2) 

எனவே, (1), (2)-ன் படி, 

m= nN. 

Gar, B,, B, ore Qaréi_st Qeueh V-or BG Se Lay 

sonra 3s eeamienian, எண்ணிக்கை சமமாகும். 

4-32. தேற்றம் 

் V 0 ஒரு முடிவுள்ள பரிமாண வெர்டர் வெளி. 

Si = {Fy Yo ௩) என்பது 1ல் உள்ள ஒருபடிச் சார்பற்ற. 

பாதேனும் ஒரு கணம் என்க. 5; ஒரு அடிப்படைக் கணம் அல்ல- 

எனின், (டி நட டி டி ரிய௩ என்பது “ன் அடிப்படைக் 

கணமாக அமையுமாறு ந%)டி3ிறஃ eee Vengn என்ற வெக்டர்கள்- 

7-ல் உண்டு. (௮-து) 1-ல் உள்ள ஒருபடிச் சார்பற்ற யாதேனும். 

ஒரு கணத்தை 7-ன் அடிப்படைக் கணமாக விரிவாக்கலாம். 

சிரூபணம் 

V (7) ஒரு முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளி. எனவே, 

அதற்கு முடிவுள்ள அடிப்படைக் கணம் உண்டு, 

அவ்வடிப்படைக் கணம் 

B = {X1, Xqy +09 Xn } என்க, 

Si = {Vi Vay +2 Ym } 
என்பது 7ல் உள்ள ஒருபடிச் சார்பற்ற கணம் ஆகும். 

Sa = {Vio Var ery Ying X1y ஜே ௮ Xn } 

என்ற ஒரு கணத்தைக் கருதுவோம். 

ர-ன் அடிப்படைக் கணம் 8. மேலும், 3-ல் உள்ள ஒவ்வொரு. 

_ மூலசுமும் 1-ல் உண்டு. 

ஃ இடல் உள்ள ஓவ்வொரு மூலசுமும் 8-ல் உள்ள மூலசுங்: 

_ களது ஒருபடிச் சேர்க்கையாக விவரிக்கப்படக் கூடும். 

(4-gi) vi = Dajxy— 1), YES aj EF
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2 ௪ 7 எனின், 

க 

x= > Oxi (Ce ன் அடிப்படை 2) 
ist : 

= Loyt fax; (“” களத்தில் ௦ கூட்டு சர்வ 
j a ௪ம மூலகமாகும்) 

ஃ 2ம் (£2. 

(69 - (2) 

மீண்டும், ர ம் (6), 

Y= Lhyt+laxn, b,aeEF. 
; j i 

= LbQ@ajxy+ Dex, (Co pi = TE agxd 

= £C aj bj + cj) xi 

yYEV (“ரான் அடிப்படை B) 

-sroaGou, L(S,) CV. — (3) 

(2), (3)-ன் படி, 

V = L(S,). 

மேலும் (1)-ன் படி, 

நர - 3 ஈர 
1 

ல இரு, 0 OVg tue $0. Vir +O. Vigs + -.-OVm 2 ij Xi 

= 2 ov 2 ரூ 
ii 

(அ-து) 5-ல் உள்ள ஒரு மூலகம் அதிலுள்ள ஏனைய மூலகங்கள து 
ஒருபடிச் சேர்க்கையாக விவரிக்கப்படும். எனவே, ம, ஒருபடிச் 

சார்புடையது. ஆனால், 13 ...ட என்ற வெக்டர்களில் எதை 

யும் அவ்வாறு விவரிக்க இயலாது, (-” 5, ஒருபடிச் சார்பற்றது). 
எனவே, அத்தகைய வெக்டர் நடி 3 ... டி என்பனவற்றில் 

யாதேனும் ஒன்றாய் இருத்தல் வேண்டும். அது டி ௪ 2 என்க. 

(-Si) Xe = dy Vida Yo Feet din Ymth, Xr thy Nyt thee Mo 
இப்பொழுது, 

S; = { M19 Voy «ees Ven» பப்டி 200. ஷி மய (ட 206டி ட ees Xn } 

ன்ற கணத்தை எடுத்துக் கொள்வோம். 

(அ-து) 5; என்பது 2, வெக்டரைத் தவிர்த்து மற்ற 5-ல் உள்ள 
அனைத்து வெக்டர்களையும் கொண்டது.
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நாம் இப்பொழுது 7 (8) - 1*என நிறுவுவோம். பின் 5, 

“ஒருபடிச் சார்பற்றதெனின் அது 5;-ஐ விரித்துக் கிடைக்கப் பெற்ற 
= 
அடிப்படைக் கணமாகும். 

5, 6 8) ஆதலின் 7 (6) 4 (2. 

59 17*ஆதலின் 6917-06. 

மேலும், % “ V, 

   

ஆ < 

x= 2 Dx; 
4-1 

- இகர 4 On Xx 
பச 

= மு xitd_ (d, Vy of vee 4௩ ym+tl, xy 4“ tly Xe) ; 

(அ-து) 2 வெக்டர் 5-ல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்மான 
மம்ரகும். 

  

gee x © L(S,). 

எனவே, 117(59. -() 

(2,(-ன்படி, *-ந(6). 

    

டடம 177ஆதலின் 5, ஒருபடிச் சார்புடையதாகவோ அல்லது 
ஒருபடிச் சார்பற்றதாகவோ இருக்கும். ஒருபடிச் சார்பற்ற 

“தெனின் 8, கணம் 4-ல் இருந்து விரிவாக்கப்பட்ட அடிப்படைக் 
கணமாகும். ,$; ஒருபடிச் சார்புடைய தெனின், 51 என்ற ஒரு 

கணம், 

ட 6௦ -7 

(1) .5] ஒருபடிச் சார்பற்றது 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் கிடைக்கும் வரை மேற் குறிக முறையில் 
“தொடரலாம். எனவே, ,-ல் இருந்து விரிவாக்கப்பட்ட கணமான 

அடவெக்டர் வெளி 7*-ன் அடிப்படைக் கணமாகும். 

மேற்குறிப்பிட்டவாறு தொடர்ந்தால் நமக்குக் இடைக்கப் 

“பெறும் அதிகபட்சமான கணம் ();,7% ..., 7 ஆகும். இது ஒரு 
;ங்டிச் சார்பற்றதாகும். இது “ன் அடிப்படைக் கணமாகும். 

* 33. தேற்றம் . 

i (22) என்ற முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளியின் ]7, 

என்ற உள்வெளிக்கு ஒத்த உள்வெளி 145, 

V=W,0W, 

ன்ற கட்டுப்பாட்டில் உண்டு. 
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கிரூபணம் 

V முடிவுள்ள பரிமாணம் உள்ளதா லின், நடம் மூருவுளை 

பரிமாணம் கொண்டதாகும். 

§, = கீ் டு ஆர்க் 

என்பது ]77-ன் அடிப்படைக் கணம் என்க. பின் அது ஒருபடிச்' 

சார்பற்றதாகும். எனவே, 5,-ஐ ஈன் அடிப்படைக் கணமாக 

விரிவாக்கக்கூடும். அதை 5; என்க. 

(9-5) Sa = (ட) 20௨7, 782 79. 

erorGou, Sy = { Xma1, Xmsa, வடி] 

என்ற (n—m) Qast_iaer Qarcir_. sorrtd S,-ciT 21 Sos or & 

லின் ஒருபடிச் சார்பற்றதாகும். 

நாம் 17, என்ற உள்வெளி 

V=W,@OW. 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் உள்ளது என நிறுவவேண்டும். 

அதற்கு 7 - 7 (69) என எடுத்துக் கொண்டு, 

(ஐ 77% ஓர் உள்வெளி 

(6 7-1, 4-7 

௦ ௬7% - (27 

என நிறுவ வேண்டும். 

(a) 3, ஓர் உள்வெளி. 

xyeCW, என்க. 

டர ம), 

X= பேட லேட் பேக வேடிக ர் வர் நேட ர 2 Ai Ke 

y = நீவ” வட ர் சிவே ர் டர் மி = EBX 

. x,yEW.;K, 4 

K, x+ Ky = K, 3 ax + Ke 3 bixi 

= 5 (K, a+ K, bi) Xi, 
i=m+1 

= இிஎல் உள்ள மூலகங்களது aguas 
சோர்க்கை- 

oe கடன் Ki y e W,. 

எனவே, 17 ஒர் உள் வெளியாகும்.
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(b) V = W, + Ws 
2 € 7* என்க. 

௬ இவ குர் dy, Xe eee + OnXa (Cl ன் அடிப்படை ஓ] 

m n 

= Lax + Va xi 
i=. a வர்க 

= Wor மூலகம் 4 ர -ன் மூலகம் 

zEwWw,+ W,. 

சது) VOW, +W,, 
மீண்டும், 

சர், 77, என்க, 

ஃ சல 7ல் உள்ள ஒரு வெக்டர் 4. 7-ல் உள்ள ஒரு 
வெக்டர் 

ma க 

Taxi + Dai xi 
i=a i=m+1 

= ந Qi XY 

"$F 

ஃ் சக 

எனவே, 77, -. 77, 7 

ந ந 4 19. 

(6) W, NW, (௦7 

2350 ஜர் ர ]7, arora. 

ஃ சக], ௪௪ Ws. 

சகு) ௪௮ Bax = SD; x; 
Fmt 

Se 

u
M
 : 

a 
M
p
 

sO 

மி ஒருபடிச் சார்பற்றதாதலின் 

. & = 0,4, = 0,...,4m 0 

் தில = 6, Drs = ௦, கக்கத் ba = 0. 

லட சூ... 

எனவே, W, N W, = {o ச் 

ஒரு---9
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44-34. ஒருபடி கூட்டலின் பரிமாணம்-- தேற்றம் (Dimension of 
a linear sum) 

V(F) என்ற முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளியின் உள் 
(வெளிகள் 17, 9, எனின், 

பரிமாணம் 787, 1 ப்ரிமாணம் 18”, 

௩ பரிமாணம் (8, ட பரிமாணம் ப, 08 

மேலும், 7 - ர, ஐ 17, எனின், 

பரிமாணம் 7 - பரிமாணம் 7, -.- பரிமாணம் 77. 

கிரூபணம் 

V முடிவுள்ள பரிமாண வெளியாதலின், ரட் 0௬ 
ஆகியவை முடிவுள்ள பரிமாணமுள்ளவையாம். 

Sy = {Z,, 29, -.., k } 

என்பவை W, 1) 187, என்ற வெளியின் அடிப்படை என்க... 

ஃ பரிமாணம் (94) ட 89 -& 

மேலும், 5, ஒருபடிச் சார்பற்றவையாம். 

0 1, என்பது 787, 11), ஆய இரண்டினதும் உள்வெனி 
யாகும். எனவே, 14, 0) [8 என்ற உள்வெளியினது அடிப்படைக் 
கணம் 5,-ஐ அது 8, 19, அகியவற்றிற்கு.ம் அடிப்படைக் கணமாக 
இருக்குமாறு விரிவாக்கலாம். 

Sy = 4 0 படி ய M1 Me oy XE}, 

சீர், என்ற வெளியினது அடிப்படைக் கணம் எளவும், 

S; = 4%, 22, ட ம ரிய ழி ஐ டி Ym } > 

97, என்ற வெளியினது அடிப்படைக் கணம் எனவும் கொள்க. 

ஃ பரிமாணம் ட இ. 

ப்ரிமாணம் 17% - த ரூ 

இனி, நாம் 

வரிமாணம் 4, - பரிமாணம் W, 

ு பரிமாணம் (8, 4 2) + பரிமாணம் (0 1 
என நிறுவுவோம். 

(து) ச) று - பரிமாணம் (74 ஈட் 4 

(அ-து) பரிமாணம் (7, 4 Ws) =k +1l+m 
என நிறுவுவோம்.
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இதற்கு (6-/--) வெக்டர்கள் ஒருப்டிச் சார்பற்ற 
.கணத்தை (4, என்க, L(S,) = Wy + 775 என்றவாறு காண் 
“போம். 

எனவே, 
Sy = கத பூ படறே அபு வட ரோ நடமிடு வடிரிலர் 

 ஷரன்கு. 

இனி நாம் பின் வருவனவற்றை நிறுவுவோம். 

(a) 4, ஒருபடிச் சார்பற்றது. 

(6b) டப - W, + W:. 

i k 1 m 

(2) 2அக் இருப = be ve = 0 (1) என்க. 
: நற i=) =1 

Sawt Lax = - J uv 
_இடப்பக்கமுள்ளது உல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்மான 

மாகும். 

அடு குபேர ரு 18. 

அடுத்து, - > OK = HD ORM + Y ௨௮ 

(அஃது) 5 கடட என்பது இல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் 

- சேர்மானமாகும். 

Ss by ட ஏ W, 

Gog, Sazuz+t - Soke EW, 

on Shey 00% 

Wi Wor ggtico_& sosrtd S; AGW. 

S Sher = 4%, + dy Za + we + dk Ze 

= 5 dp Zp 

o SD be ye -— PS dp Zp =O 

எனவே, By Day oes Ome Tis Dy nn e TOT DM இசையிலிகள் அனைத் 

தும் பூச்சியமாகும். 

- எனவே, (1) பின் வருமாறு ஒடுங்குகிறது. 

3 டா 2 புர 0 

- (அ-து) ஒருபடிச் சார்பற்ற 5, கணத்தின் மூலகங்களது இருபடிச் " 

“சேர்க்கை பூச்சியமாகும். 

we Cay Cay டியே படி ஜே ம ஒவ்வொன்றும் ௦.
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அதாவது, ச; = 0, 1 = at Ly. 2s asey f 
by = Oy J = Ne 2y airy 

(9-31) Lou + Tax, ~ LY by mo 

> Gq=ov¥iaq-ovi,b =o k, 

எனவே, 5, ஒருபடிச் சார்பற்ற கணமாகும். 

26%, என்க. 

ல சண மறு EW, ye W,. 

(9°31) z = 5-ல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடி.ச் சேர்ச்கை 

1 இல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க்கை, 
ு இடல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க்கை 

ஃ சம்ப. 

எனவே, W, + W,C L(S,). —(Q) 

அடுத்து, 2 ௪ L(S,) 
மேற்குறிப்பிட்டவாறு நோ்மாறான வரிசையில் தொடர்த்தான் 

2 கர, W, 

எனக் காண்டியரும். 

. L(ISJCW,+ W, —Q) 

(2), 3)-8gsg L(S,) = W, +W,. 
எனவே, ,, என்பது (W, + W,)-or அடி்படையாம். 

இதன் பரிமாணம் (44/41) ஆகும். 

ஃ பரிமாணம் (84, 41) 177) ௯ த 1/0 

= (kK +) + (k + m—m 
ு.. பரிமாணம் W, + பரிமாணம் 14, 

பரிமாணம் (0) 0 W.) 

(அ-து) பரிமாணம் 7, - பரிமாணம் 4, ௨ பரிமாணம் (18-17; 

4 பரிமாணம் (4: 0 8. 

Ve= W, @ W, oofcr, W, 1 W, = {0} 
ஃ பரிமாணம் (14) 0 13 - o. 

எனவே, பரிமாணம் ]* - பரிமாணம் ]4', 4 பரிமாணம் ]7'... 

4-35. நேரான தொகையின் பரிமாணம் -- தேற்றம் (Dimen- 
sion of direct sum) 

Ws ரர, என்ற உள்வெளிகளது நேரான” பாசை ve ன் ற. 
.மூடிவுள்ள பரிமாண வெளி எனின்,.. ் 

“.. பரிமாணம் V = ஆ பரிமாணம், 11 * பரிமாண 
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ரிரூபணம் 

.. பரிமாணம் 187, - ந பரிமாணம் 78, - 11 என்க. 

-(”. 77முடிவுள்ள பரிமாண வெளியாதலின், 188), 19-ம் முடிவுள்ள 
பரிமாண உள் வெளிகளாகும்) 

கூ Sy SS {Myo Kae wey Ht } 

ட மி (நபர ரூர் 

என்பவை முறையே ]7,, 177, என்ற உள்வெளிகளது அடிப்படை 

கள் என்போம். 

Ao. மிடி [டி ey XL, Vag Vos ட 07௯ } 
உ என்ற கணம் 7*-ன் அடிப்படைக் கணம் என .முதலில் திறுவு 

வோம். அதாவது, | 

(ஐ $; ஒருபடிச் சார்பற்றது 

® L(S,) =V 
- என நிறுவுவோம். 

(2) 5; ஒருபடிச் சார்பற்றது-- 
1 m 

LTax+ $£ ர 0 
51 ரர 

என்ற தொடர்பை எடுத்துக் கொண்டால், 

3 ரி - இ றற 

"இடப்பக்கம் உள்ளது 5-ல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க் 
-கையாதலின் அது [7-ல் உள்ள ஒரு வெக்டராகும். வலப்பக்கம் 

உள்ளது ,$,-ல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடி.ச் சேர்க்கையாதலின் 
அது 77 -ல் உள்ள ஒரு வெக்டராகும். 

இரண்டும் சமமாதலின் ஒவ்வொன்றும் 74, 177, ஆக இரண்டி. 
லும் உள்ளது. (௮-து) [8 0 18%-ல் உள்ளது. 

உ ௦,00௬, Win W,. 

1” வெளி ]9*,, ]77*, உள்வெளிகளது தேரான தொகையா தலின், 

W.n W, = (2 

பட ளுடைய. இர = 0 

விடி 3 ஆகிய இரண்டும் ஒருபடிச் சார்பற்றவையா தலின், 
Ql, == 0, Q, = 0, ..., 41 = 0; b, = 0, b, = 0, ..., 0m = O. 

1 m 

டத டி > by =o 
i=t j*1 

> Q4=a=.=-am =0b=b=..=bn 0 

௨ டிடி ஒருபடிச் சார்பற்றவையாகும்.
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(b) L(S, = V. 
8 6 8, ஆதலின், 

ey =*x+y, xeW, ye W, 

25 ரு 2 இறு 

- இல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க்ரை 
54 (62. 

ஃட ரகம 0 

மேலும், 

22/6) 22-12-4263 

> z=x+y,xEW,yeEW, 

> zeV. 

ஃ மட? 0 

(2), -ன் படி, ் 
V = L(S,). 

ஃ ஆ என்பது 7-ன் அடிப்படைக் கணமாகும். 

ty
 

Y
U
y
 

N
O
N
 

எனவே, 

பரிமாணம் 7₹- [4 நர 

5 பரிமாணம் 77, 4 பரிமாணம் 77%. 

4-36. ஈவு வெளியின் பரிமாணம் 

7 (2) என்ற முடிவுள்ள பரிமாண வெளியின் ஓர் உள்வெளி 17” 
எனின், 

யரிமாணம் A ு பரிமாணம் ]£- பரிமாணம் ]ர£. 

(7 ={W+xxEV} aug ra வெளியாகும். ) 

ன் பரிமாணம் 7, 174-ன் பரிமாணம் ர என்க. 

இடு 12 வடி] 

என்பது 7*-ன் அடிப்படைக் கணமாகக் கொள்வோம். 

எனவே, $, ஒருபடிச் சார்பற்றதாகும். 

ஃ  மிடஜஐ (/-- m) வெக்டர்கள் கொண்ட 7“ன் அடிப்படைக் 

கணமாக ($, என்க) விரிவாக்கலாம்.' 

Se = {X15 Xay «0+, Xmy Vis Von -++9 YI} என்க, 

ஃ ரன் பரிமாணம் = 1 + m.
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இனி ௫ என்ற ஈவு ளெொளியின் அடிப்படைக் கணத்தைக் 

காண்போம். 

(து) 3- (4, 133. 1130 
என்ற கணம் 

(a) 

(d) 

5, ஒருபடிச் சார்பற்றது 

V 
ட இ ட்ை 

ம் ( s) W 

என்று நிறுவுவோம். 

(a) 5, ஒருபடி.ச் சார்பற்றது. 

3 
2b(W + y) = 0 
நத 

=> 

=> 

ஆஆ 

சாட்ட (2. 77-2- 82614) 

Lhyew 
L 5; ஒல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க்கை 

a 
ச்? புரு 

ற்றை 

ந ம $; 0/0 ௬ 0 (6-ல் $ உள்ள மூலகங்களது ஒரு. 

படிச் சேர்க்கை), 

ம்; ு டிப 1 - 1, 2; wal 

j=1,2,...,m 

S, QGuLEs சார்பற்றதாகும். 

Vv 
L (60 = w 

Ve. 
2 “-- என்க. 

Ww 

W+x, xEV 
ர 4 (6-ல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க்கை 

N ol 

m i 

z~W+daxt+ byi 
j=1 i=1 

று தூ; (“2 2 $ருற 

z=W+dby (© xEWW+x=W) 

[5] |
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=> z=W(by, + by, +... diy) 

=> 2=(W+ by) t+ Wt by) +. +(W + br yi) 

=> z=bW+y)t+b,(Wtry) +. + bi (W + yi) 

3 2௯ நில் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க்கை 

=> 2௯ கம (62, 

2 1 ம (9. 

மீண்டும் நேர்மாருன முறையில் தொடர்ந்தால், 7 

ZzEL(S)> ze Ww: 

V 
& (59 Cc w° 

எனவெ, L(S;) = ச் 
ச் 

eo 

ஃ டி) என்பது நன் அடிப்படைக் கணம். - 

மேலும் y -ன் பரிமாணம் 1, 

எனவே, 8 

7*-ன் பரிமாணம் - 7 ரவு. (0. nel +m) 

W 
௪ பரிமாணம் V — wiitoresrib W. 

4-37. உள்வெளிகளது நேரானதொகை (Direct Sum of 

subspaces) ் 

7” என்ற வெக்டர் வெளியின் உள்வெளிகள் 18, 18%, ... Wa 

என்க. ந 6 17என்ற ஒவ்வொரு வெக்டரும் 

X=X, te +... + Xn HY EC Wi Mi 

என்று ஓரே முறையில் (uniquely) விளக்கப்படுமெனின், 

ரர, ர... 1) என்ற உள்வெளிகளது நேரான தொகை 1£ எனப் 

படும். இது, 

V=W,OW,@...® Wa 

எனக் குறிப்பிடப்படும். 

4-38. தேற்றம் 

Wi, Woe cog We என்பவை 77 (0 என்ற வெக்டர் வெளியின் 

அள்வெளிகள், 72,, 8, ..., ட என்பவை முறையே அவற்றின் அடி ப்
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படைகள் என்போம். பின் () 2; என்பது ஈன் ஓர் அடிப்படை 

யாக இருந்தால் மட்டுமே 1 என்பது அவ்வுள் பெவெலிகளது நேரான 

'தாகை எனப்படும். 

  

கிரூப்ணம் 

சீட (நட்ர2், .ரட்)?. என்பது [டன் அடிப்படை 

By = {Vi Vals பீ என்பது 147-ன் அடிப்படை 

என்க. 

V=W,0W, என்க, 

2 £=% +X, 3 Ec Wx, & Wi. 

(c,' Da 4 ஜ் Ye டர் டி ye’) 
ட இர் நு tet yal + — + cy" yi") 

(சது) 7-ல் உள்ள ஒரு வெக்டர் 2, B, என்ற அடிப்படைகளில் 
உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும். அதாவது, 7-ல் 

தள்ள வெக்டர் 2, பூ 8, என்ற கணத்திலுள்ள அனைத்து மூலகங் 
களது ஒருபடிச் சேர்க்கையாம். 

  

   

  

   

  

அடுத்து, 8, ப, ஒருபடிச் சார்பற்ற கணம் என நிறுவுவோம். 

ரர, 177, இரண்டும் சார்பற்றவையா தலின், 

“Xp kX =O DX = O,X%, = 9. 

‘erorGar, c,' y,' + ¢,' y2' +... + Kl Vx’ = 0 
cy yy! + cal yn” +... ter! yy" = 0 

B,. By இரண்டும் ஒருபடிச் சார்பற்றவை. 

C) 3 03, ¢3 2 0) wy Cd = 0 
C,” = 0, 6," = 0)..3 ci" = 0+ 

. BU 2, ஒருபடிச் சார்பற்ற கணமாகும். 

எனவே, டப 2 என்பது ]7*-ன் அடிப்படைக் கணமாகும். (௮- து) 

V= ர, ஒ 17, எனின், 2, பூ 2, என்பது V-or அடிப்படைக் 

கணமாம். 

d; என்பது 7) உள்வெளியின் பரிமாணம் என்க. 

ii il என்பது ]45-ன் ப்படை 
titer » Yai J a அடி 

ஊன்போம். ௩ 

k 
இனி பூ; என்பது ]*-ன் ஒர் அடிப்படை என நிறுவுவோம் 

i=1 ‘
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ஒருபடிச் சேர்க்கை 

8 1, ஒர... 77% என்க. 

oo X= XX +. HM, xEV, iC WiN: 

ox = CF xi, + Cai wei +... 4 Cail xail, 
di 

= ¥ ci; xj > 
ma 

k di i i 
x = | 2 Xj \ 

i=1 31 

எனவே, 2 6 7* என்ற எந்த ஒரு வெக்டரும் பூ.5;-ல் உள்ள 
அனைத்து மூலகங்க௱து ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும். 

ஒருபடிச் சார்பற்றவை 

மேலும், ரர, 1, ..., 77% சார்பற்றவைகளாகும். 

ororGar, X =X, +X +... 4௮ 0 

=> X, = 0, X, = 0,..., Xk = 0 
d, d, dy 

=> Lexi =o, Y cP? xi? = 0,..., 0 4k x*¥ = 0 
க 4 1 

=> @b— 0, f= 19.2, vcs Gd i = 2 டில் 

ஃ UB ஒர் ஒருபடிச் சார்பற்ற கணமாகும். அதாவது, 

2 7 ஒர... 77% எனின், 8 - பத; என்பது ]*-ன் ஓர்” 

அடிப்படையாகும். 

Qol B= UB என்பது ]*-ன் அடிப்படைக் கணமாகக் 

கொண்டு முன் பின்னாக்கித் தொடர்ந்தால் 7” - 18, 176...ூ7%. 
என நிறுவலாம். 

குறிப்பு : 
Wi, Way... ர, என்பவை 7-ன் உள்வெளிகள் என்க. 

6 ௨௪ 77% என்போம். பின் ர், ந... 7) சார்பற்றனளை 
எனின், 

2: 0 2 ரு ந 00௮ 0-2 20: 0 ட 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

1. V ரா என்ற வெக்டர் வெளியின் பரிமாணம் ஈ எனின்ட 
உக்கு மேற்பட்ட வெக்டர்களைக் கொண்ட *-ன் ஒவ்வோர் உட் 
-கணமும் ஒருபடிச் சார்புடையதாகும் என நிறுவுக.
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- ந வெக்டர்களுக்கு மேற்பட்ட மூலகங்களைக் கொண்ட கணம். 

படிச் சார்பற்ற தெனின், அது V-sr அடிப்படைக் கணமாக: 

ருக்கக்கூடும்; அல்லது அதை விரிவாக்கி ]*-ன் அடிப்படைக்: 

கணம் எனக் காணலாம். இரு விதங்களிலும் 7*-ன் அடிப்படைக்: 

ணத்தின் மூலகங்களின் எண்ணிக்கை 7-க்கு மேற்பட்டதாகும். 

(தாவது, -ன் பரிமாணம் 58. ஆனால், வெக்டர் வெளியின் - 

/ரிமாணம் 1 ஆதலின், இது முற்றும் பொருந்தாது. 

எனவே, க்கு மேற்பட்ட வெக்டர்களைக் கொண்ட உட். 

ணம் ஒருபடிச் சார்புடையதாகும். 

    
    

    

   
   

     

    

2. %% (ூ0-ன் அடிப்படைக் கணம் 5 - ((1,0,...0),. 

1, ..., 0), ... (0, O, ..., 1) } என நிரூபி, 

ி அடிப்படைக் கணம் என நிரூபிக்க 

(௮ ,$.ஒருபடிச் சார்பற்றது 

(6) L(S)V 
ன திரூபிக்கவேண்டும். 

(a) $ஒருபடிச் சார்பற்றது. 

ர இசையிலிகள் ஏ,, 8, .... மே 2 2” என்க. 

. ௪(0,0,...0-4க(00,1,...0) -...௯00,0..,1) = 0° 

Ps > (Ay Ay, .. விலட = * 0, ..., 0) 
a! & a4 = 0, a= ,a& =O 

எனவே, டி ஒருபடிச் சவிதா று. 

se —() LS) = 
(சட Gyr டை ற் = a, (1,0, ..., 0) + ... + an (0, 0, ..., 1) 

அ-து) 7-ல் உள்ள 7-வெக்டர் ஒவ்வொன்றும் 5-ன் மூலகங்களது . 

ருபடிச் சோர்க்கையாகும். ௩ L(S)= V. 

எனவே, 7”-ன் அடி.ப்படைக் கணம் , ஆகும். 

ப... இ; ad-be 4 ௦ எனின், 5 - (௨௮, ௨14] என்ற; 

கணம் 0 ()-ன் அடிப்படை என ன ப 

்் K, (a + ib) + K, (ce + id) = 
(K,a + Kyo) 1; &b+Kd=0 

K,a+ Ki,c=0, K,b+K,d=o0 —() 
‘K, ab + K,cb = 0, K,ab + K,ad =o 
K, (ad — bc) = o 

~. (ad— be) A oO, araflor, Kz = 0 
9௮.0 எனின், (1)-லிருந்து K, = 0. 
A 

Y
u
u
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(ga-ga) K,(a+ ib) + K.(e + id) = 0 

=> K,=0, Kk: =o. 

டி ஒருபடிச் சார்பற்றதாகும். 

. மீண்டும், 

நடு (சு) (64 72) என்க. 

x= K,a+K,c, y= K,b+ K,d 
ககர » _ bx—ay 

ad—be’"* — be—ad ” 

(அ-து) 2(5)-ல் உள்ள ஒரு மூலகம் 5-ல் உள்ள மூலகங்களது ஒரு 

படிச் சேர்க்கையாகும். 

K, = ad—be # o. 

எனவே, ஈமீ--ம௦ 4 ௦ எனின், S-sosrib c (R)-oF அடிப்படை 

யாகும். 

4, 9) (6-ன் அடிப்படை 8 = {(1,0, 0), (1.7, 9), 

(1, 1,1)1] என நிரூபி, மேலும் (2-3, 4, 2-3) என்ற 

வெக்டரின் கூறுகளைக் காண்க. 

a, G, 0, 0) + a (i, 1,0) + a, A, 1, 1) = 0 

=> (a, +4. + 4;, a + 4, a3) = (0, 0, 0) 
=> 44+4+4 = 0, 4,+4, = 0, a = 0. 

=> 4 =0, 4% = 0, 4 = 0. 

5 ஒருபடிச் சார்பற்றதாகும். 

மீண்டும், 

(4, @:, @;) = K, (1, 0, 0) + K, (I, 1, 0) + K, 1, 1, 
= (K, + K. + Ky, K, + Kg, Ks) 

K,+ K, + K; = Q, K, + K, = 4, K, = 4, 

* K, = a, K, = @,~—a;, K, = a,—a, 

(@;, 4, 2) - (@)—a2) (1, 0, 0) + (@,—a,) (1, 1, 0) Fa, (1,1,1) 
ு: து - ர 

77, (2-ன் அடிப்படைக் கணம் $. 

அடுத்து, a= 2 +33, a = 4i, a, = 22-30 என்க. . 

(a,, a, a;)=(@, —a,) (1, 0, 0) +(a,—a,) (1, 1, 0) + a, (1, 1, 1) 

(2 + 37, 4i, 2 - 37) 

= (2+3i—4i) (1, 0, 0)+(4i—2—33) (1. 1, 0)+-(2—3/) G1!) 
= (2—i) (1, 0, 0) + (-2+7i) (1,1,0) - (2-3) C1, 1, 1)
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எனவே, (2-3, 42-30) என்ற வெக்டரது கூறுகள் 

2—i, —2+71, 2-3). 

5. x = (0,1,a) என்ற வெக்டர் * (3, 1,—2).. 

உ (ன2,1,-1) என்ற வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்மானம். 

எனின் 3-ன் மதிப்பைக் காண்க. 

K, G, 1,—-2) + Ka (2,.1-1) orsirs. (0, 1, a) = 

2. 01,0 =GKi+2K, K, + Ky —2 4-8) 

2. 3K,4+2K,=0 —(1) 
Kt hei (2) 

—-2K,-K, =a கு. 

(1), Q)-S@ss K,= — 2, K, = 

எனவே, (3)-லிருந்து 
_2(ஆ.(3-௭ 

(அ-த) 2-1 

1 6. *, 06) என்ற வெக்டர் வெளியின் அடிப்படை (3, 3, 37: 

எனின், £X, + Xo, Xq - Xes Xs 4 உ) என்பதும் *, (5)-ன் அடியப். 

படை என நிருபி, 

2, ம், 2௪ £ எனின், 

a(x, + X,) + h(x, + %) +¢@ +x) =0 —() 

- என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து 

x (a@t+och)t+x at b)+ x, (6+ 0 = 0 serge. 

atc=O0, a+tb=0, b+ce=0 (4 { Xy m, ¥ }- 

ஒருபடிச் சார்பற்றது), 
௩ ஏ௨0, 0, 20. 

எனவே, (1)-லிருந்து 
[4 ஆ ஏர டி 4 9007. ஒருபடிச் சார்பற்றதாம். 

மீண்டும், ஐ ௪ 75 (5) எனின், 

ரஜி ட்ரே 17 (x, - X,) xX = pi, + 

= @1Dme + Ot Out OED 

S = {x %2,X,} என்பது 77, (இ-ன் அடிப்படை யாதலின் 

x = பி-ன் மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க்கை 

= b,x, + Ba xy + மிட நடி
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துட சி, + 5; Xs 

= (+m +0 FOG +x 

b= pty, b, = p+q,6= 4+ 

b, + 6,—6, — b+ sb bh, 
எனவே, D = 5 =   ச 

n
i
g
 

b, — 6, + 4, 

2, 

ட, ம, என்பவை அனைத்தும் பூச்சியமில் இசையிலிகள் 

: ற, ச, என்பவை அனைத்தும் பூச்சியமில் இசையிலிகள். 

x= p(X, +%2) + 9 (xX, + %) +O +X) 

           

b, + b, — bs 
= Beas i, + = 

—b, b, + 6; பட்ட 9, 
+ te (Xe ae Oy, + 4) 

= (NX, + Xs, Xy + Xe, Ng + Xi) BAITS Dore: 

. களது ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும். 

. எனவே, பேரு Xe +X, Xe +X) எனும் கணம் 7 (R)-2 

பிறப்பிக்கின்றது. மேலும், இக் கணம் ஒருபடிச் சார்பற்றது. 

(ரு ஆ ரஜி ட 20) என்பது 78, (ன் அடிப் 

படைக் கணமாகும். 

7. V(®) என்பது ॥% ॥ அணிகள் கொண்ட வெெக்டர் 

வெளி, 4, */, என்பவை முறையே eueér (Symmetric) ewé 

&5m (anti symmetric) gooflact sons. W,, W, Qocer@o n' 

. அணிகள் எனின், 

vV=awW,OW, 

என நிரூபி. 

நிரூபணம் 

4 ஒரு ॥ அணி, 4! அதன் திருப்பு அணி (Transpose) 

. என்க.



‘Qos Glouafl ர்க்க 

2 -[$(4-2]] -3[சி- (ஸூ 
=}[4'—-A)= -}[4-4] = -@. 

corGal, Peutér ge! 5௩ PC W, 

செமச்சரற்றஅணி » OCW, 

oonGu, A= P +O, PEW, QE W,. 

அடுத்து இத்தகைய விளக்கம் ஒரே முறை விளக்கம் என 
நிறுவுவோம். — 

இயலுமெனின், 4 மிட ௩ டெமி, EW, 

& P/ =P, OQ! = வ இப 

எனவே, சி (24 இட - 2] 05 சீட 0) 

ஏஅ-து) கீ 2,340) கில 2-0. 
ஆகவே, P=4(44+4') = 4$[P1. +04 21 -O:)] = Pi 

Q= 4 (A-A') = 3 [Pi + ௦. — Py + 0] =0, 

எனவே, 4 - 7. ட என்பது ஓரே முறை (மா1000) விளக்கம். 

(அ-து) ASV என்ற ஒரு மூலகம். 
அ4ீ2ி-0)2க7 டக, என்று ஓரே முறையில் விளக்கப் 
sub. 

V=W.® W,. 

8. அனைத்து 2%2 அணிகளது வெக்டர்வெளி V crore. 
.அணிக்கோவை பூச்சியம் கொண்ட அனைத்து 2% 2 அணிகளது 
கணம் 57 எனின், 99 என்பது */-ன் உள்வெளி அல்ல என நிரூபி, 

“42 (82), 22 ($$)24%௨8என்க. 
0 0 o b ? 

_ ao] _ _Jooj_ 
lA} = [22] =, |21- [1-2 

ஃ சிகர றர, 

. ao ௦09 
“னால், A+B= ( y+(3 3) 

|4+ Bl ॥ 

o
a
 

வ
 & ns
 6 

- ALB EW.
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(அ-து) A,BEWrDA+BEW. 

ர” என்பது 7-ன் உள்வெளி அல்ல. 

9. x, = (1,2,3)) x, = (2,-1,1) ஐ (3,1,4,. 
x, = (2,3, 4) orefler S= {x,,x,,%,.X,} என்ற கணத்தி 
லிருந்து *, (௩) என்ற வெக்டர் வெளிக்கு ஓர் அடிப்படை. 
காண்க. 

ஆ ௬௭ (10,23-40-1,10- 6105-௫ 

(அ-து) Xi + x, — x, = 0. : ் 

எனவே, (ஈட 39, 3) ஒருபடிச் சார்பற்றது அல்ல. 

ax, + bx, + cx, = 0, 4,b,c GR ares. 

er, a, 2,3) + 62,-1,1)+¢2,3,4=0 
{a + 2b + 2c, 2a-b + 3c, 3a + b + 4c) = (0, 0, 0) 

(9-51) a+2b+ 2c =0 
2a-—b+3c=0 

3a +b 4+ 4c =0 

இவற்றை விடுவிப்பின், ௪-0 6-0, 2-0, 

எனவே, ax, + bx, + cx, = 0 
=> ச-0, 6-0, 20 

. 1303, என்ற கணம் ஒருபடிச் சார்பற்றது. 

4 12,900) என்க, 

2: இட 4 mx, + 00, 0௪ 17 ரர இசையிலிகள் 

= 1(1, 2,3) + m(Q2,-1, 1) + 1 (2,3,4) 

மீண்டும், 1-ல் உள்ள வெக்டர் (K,, K,, 9) வடிவில் இருக்கும்... 

ஃ (ட K,, கறி = 1]. Ly 3) +m (2,~—1, 1) +H (2, 3, 4) 

= +2m+2n, 2l—-m+3n, 3l+m+4n) 

1+2m+2n = K, (1) 
2l-m+3n = K, —(2) 
3l-+m+4n = K, —(3) 

(2) X 2 + (Cl) => 5/ + 8m = 2K, + K, 

Q)+@G)>5l+ n= Ki.+ K; 

n= K, + K, - K;. 

Si + 7n = (K, + கீல் உல K, + K, - K, crores 7 Hud 

5/ + 7K, + 7K, — 1K, = Ka + K, 

Si= ~ 7K, - 6K, + 8K,
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அல்லது, / எனன பசியா? 

() > 1+ 2m 4+ 2n = Ky 

_— 7K. — 6K, + 8K, 
(அ-து) நிக டட. பகு இட தற்கு   

> K, 

* — 7K, '- 6K, + 8K, + 10K, + 10K,-10K, + 10m = 5 K, 

3 1022 = 2K, — 4K, + 2K, 

K, — 2K, + K; 
5 

_  — 7K, - 6K, + 8K (arg) Fp 

mM = 

» mM = K, - 2k, + K, 

5 > 

எனவே, 0 (8. 5, 9 என்ற வெக்டர் 

. (K,, Ks, K,) = 1(, 2, 3) + m (2,-1.1) + 2 @, 3, 4) 

என்ற முறையில் விளக்கப்படும். 

எனவே, ௪ 7* என்ற ஒவ்வொரு வெக்டரும் 4-ல் உள்ள 

-வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும். 

ஃ (393௨20. எனும் ஒருபடிச் சார்பற்ற கணம் 7, ()-ஐப்: 

பிறப்பிக்கும். 

(அ-து) 4 N,.Xa, Xs} என்பது Vs, (2)-ன் அடிப்படைக் 

கணமாகும். 

பயிற்சி 4-1 

1. (1,2,1), (0,-1,-2), (1,-1,1) என்ற வெக்டர்கள் 

ஒருபடிச் சார்பற்றவை என நிரூபி, 

2. (1,0-1,02,1,3, (1,0, 1), (-1,0,0) என்ற வெக்டர்கள் 

.ஒருபடிச் சார்புடையவை என நிறுவுக. 

3. 7, என்ற வெக்டர் வெளியிலுள்ள 5 - (2 2 3 x} 

என்ற கணத்தின் ஒருபடிச் சார்பற்ற உட்சணத்தை 5, (என்க), 

(60 - 2 (6) என்றவாறு காண்க. 

x, = (1, 2,—1), x, = (—3,—6, 3), x, = (2, I, 5), 

x, = (8,7, 7) எனக் கொள்க. 

விடை : S, => { 1, 2; கர]; (2, 1, 3) }. 

ஒரு--10
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4, 77) (F) என்ற வெக்டர் வெளியின் அடிப்படைக் கணம் 

4 ad, 2; 1), (2, 1, 0), (1-1, 2) } என திறுவுக. 

5. இ ((,1,10) (60,110), (0,1,-1)) என்ற கணம் 

77, (9-ஐப் பிறப்பிக்கும் எனக் காண்பி, 

6. 8 களத்தில் வரிசைப்பட்ட சிக்கலெண் சோடிகளைக் 
கொண்ட வெக்டர் வெளி 7*-ன் அடிப்படைக் கணம் 

(10) 61) G0), 0,1) ) என நிறுவுக. ் 

3. S= {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,0), ய,1,1)) என்பது 

3 (ன் நீள்பரப்பி, ஆனால் அடிப்படைக் கணம் அல்ல என 

Pgs. 

8. a + a, 2ta, 2 +..4 ரபூசடிஈட 8 என்ற பல்லுறுப்புக் 

கோவைகளது வெக்டர் வெளி ]* எனின் முழு எண் கெழுக்களைக் 
கொண்ட அனைத்து பல்லுறுப்புக் கோவைகளது. கணமான 4, 

7“ன் உள்பவெளி அல்ல என திரூபி. ் 

9, அனைத்து 2%3 அணிகளைக் கொண்ட வெக்டர் வெளி 

7”(2) எனின், 

S = 100 01 00 0) 
-1(00 0) (00 (00 00/,\ 1007, 

000 000 1) 
010 Ze) 01 

என்ற கணம் 77 (2)-ன் அடிப்படை எனக் காண்பி, ் 

10. 7₹ 0௬ வெக்டர் வெளியில் ந, 9) 2 என்பவை ஒருபடிச் 
சார்பற்ற வெக்டர்கள் எனின், 

03-௪3 

(6) x+}, X¥—y, X-2y +z 
என்பவையும் ஒருபடிச் சார்பற்ற வெக்டர்கள் என நிரூபி. 

11. G,-3,2), (@,-1,1), என்ற இதக்டர்களலு ஒருபடிச் 
சேோர்க்கையாக (1, 7,-4) என்ற வெக்டரை விவரி, 

12. (1,—-3, 2), (2,-4,-1), (0,-5, 9) வெக்டர்களது ஒருபடிச் 
சேர்க்கையாக (2,- 5, 3) வெக்டரை விரித்தெழுதுக,



5. ஒருபடி நிலைமாற்றம் 
(Linear Transformation) 

5-1. ஒருபடி நிலைமாற்றம் -- வரையறை 

86, ௬ இருவெக்டர் வெளிகள் எனின், 

T(ax + by) = aT (x) + bT(v),x EGU; yEV; ௨4 
என்ற உருவமாற்றம் 7: (2-7 ஒருபடி நிலைமாற்றம் (10828 
Transformation) எனப்படும். 

மாதிரி-1 

87 77 என்பன 7£களத்தின் மீதமைந்த இருவெக்டர் வெளிகள், 
2: 8௮! எனின், 

() T(o) =0 
@) T(-xy) =-TO) 

(iii) T(x-3) = TX-TO), ¥xX.VEU aor நிறுவுக. 

கிரூபணம் 

டு 1060-௦ 

T=), xEU, vEV என்க. 

T(x) = T(x + 0) 

=TX+TO©) 
Pto=T(D+ TO), (“ன் கூட்டு சர்வசம மூலகம் 9) 

. o=T(o) (நீக்கல் விதிப்படி) 

(ட T(-x) = ஐ 

T(-xX) = TI(-)@)] 
= ~17T(x) (2. 7 ஒருபடி நிலைமாற்றம்” 

= ரி
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ii} T(x—y) = TG) - T() 

T(x—y) = Tx + (-Y)] 
0 -2(-ற (5 7 ஒருபடி நிலைமாற்றம்) 
70-[-70] (மன்படி) 
0 - 709. 

ll
l 

5-2. guy Gewed (Linear Operator) — aempuep 

”(0) என்ற வெக்டர் வெளியில், 

T (ax + by) = aT(x) + b6TQ) 
xEV, yel,a4beF 

என்த உருவமாற்றம் 7: 77 77 ஒருபடிச் செயலி (Lineaz 

ரக) எனப்படும். ் 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

1. T (a, b) = f@ +b, a), a b € ௩ எனின் 

T: V; (R) > V2 (R) என்ற உருவமாற்றம் ஒருபடிச் செயலி (14௦௨ 

Operator) srat Ama. 

(4, ட, (8, 5.) Se Ve (6, 7712 2 எனின், 

T {2 (a, 6.) 80, 62] 
T { (la, lb,) + (maz, mb,) | 

T [ la, + ma,, 1b, + mb.] 

= [ (la, + ma,) + (lb, + mb.) , (fa, + mas) ] 
= [/(a, + b,) + m (a. + Ba) , (la, + ma.) ] 
= [/(a, +5,), la, ] + [m (a. + ba), ma, | 

= 1 (a, +b,, a.) + m (as + Bay a) 
= 1T (a,, b,) + m T (Gs, ba) 

T [7 (a,, 6) + m (aa, 42] 

= 17 (a, 6,) + m T (az, 2). 

எனவே, 7? ஒருபடிச் செயலி ஆகும். 

॥ 
॥ 

2, V ®) ஒரு வெக்டர் வெளி எனவும் T என்ற உருஷ் © 

iomjmo, T(a-ib) a+ ib, ¥ (a-ib) GV (R); a beR 
எனவும் கொண்டு, 7? ஓர் ஒருபடி நிலைமாற்றம் என நிறுவுக. 

x =a—ibhy =c-id GV(R), LmeR ows. 

ix + my © V (R).
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T (ix + my) = T [/(@-ib) + (c -id}]} 

= T [@a+me) -i(b+ md) } 

[Ua + me) +i (lb + md)| 

[i@@+ibt+m(ct+ id) ] 

= 1T(a— ib) +mT(c-id) 

3 =/!T@+mTO) 
(org) Tx + my) = 17) +mTO}. 

்.எனவே, 7 ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும். 
ll 

; 5-3. சர்வசம செயலி (identity Operator) — ampuep 

V (F) என்ற வெக்டர் வெளியில், 200 - % 616 என்ற 

உருவமாற்றம் 7: 177: 7 சர்வசம உருவமாற்றம் அல்லது சர்வ 

௪ம செயலி எனப்படும். இது 7 என குறியீடு செய்யப்படும். 

சர்வசம உருவமாற்றம் ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும். 

ழு ஐ] ௬ம் 67 எனின், ஈ%* by & V. 

: “மேலும், 7 (ax + by) = ax + by 
ட = al(x)+ 5/()). 

4அது I (ax + by) = al(x) + b7()). 

3-4, பூச்சிய செயலி (2610 000840) -- வரையறை 

7 ஸர என்ற வெக்டர் வெளியில், T @® =a 4% xEeV 

என்ற உருவமாற்றம் 7: 17 7 பூச்சிய உருவமாற்றம் (அல்லது) 

மூச்சி செயலி எனப்படும். இது 6 என குறியீடு செய்யப்படும். 

பூச்சிய உருவமாற்றம் ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும். 

wvVEV, abeF safer, ax + by eV. 

6 (ax + by) = 0 (வரையை) 

=aotbo 

= ad(x) + b6G). 

(2-5) O(ax + by) = a6 (x) + 560). 

5-5. ஒருபடி நிலைமாற்றங்களின் கூட்டல் -- வரையறை 

U (F) 7 ஸூ. இருவெக்டர் வெளிகள் என்க. பின் 

02 7: ரப 7 இரு ஒருபடி நிலைமாற்றங்களெனின், 

அவற்றின் கூட்டல், 

(ழு - ரட் 09, 42608 

என்று வரையறுக்கப்படும்.
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ஒருபடி நிலை மாற்றங்களின் கூட்டலும் ஒருபடி நிலைமாற்துமும்.. 

ர ௪ 07: உம் ௨7 எனின், 634 ர: 0 

ஃ ப் T.) (ax + by) 

T, (ax + by) + Ta (ax + by) (uengusna) 

aT,~%)+6T,0)+4T.@)+ 67:0) 

a[T,@) + 7.@)] + 407,0) + 7:6) ] 

a(T, + T.) @) + 6%, + Tr) Q) 

எனமவ, வரையறையின்படி, 7, 7) ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும்.. 

॥ 
1 

॥ 

5-6. ஒருபடி நிலைமாற்றத்தின் திசையிலி பெருக்கம்--வரையறை 
(Scalar multiplication of linear tarnsformation) 

(2 70 வெக்டர் வெளிகள், ச ௪ 7” ஒரு இசையிலி என்௪.. 

7: 7: 77 எனின், ஈ£ 7 என்ற உருவமாற்றம், 

af) &) = a[T@], ¥VxEU 

என வரையறுக்கப்படும். 

> 7 ஒருபடி நிலைமாற்றமெனின், 27-ம் நேர்நிலைமாற்றமாகும் 

றி 07: 6,287 எனின், + cy EU 

(aT) [bx + cy] = al T(x + cy)] 

a[bT (x) + cTQ)] 
= baT(x) + caTQ) 

b (aT) (@) + ¢ (a7) 0) 
எனவே, (7) ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும். 

5-7. ஒருபடி நிலைமாற்றத்தின் கூட்டு நேர்மாறு மூலகம்: 
(Additive inverse of linear transformation) 

(-T)(@)=-[T@l, vxeu 
aT He Guorpmbd (-T), aguy Hewormmibd Tus HG 
நேர்.மாறு மூலகம் எனப்படும். 

(-7) ஓர் ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும். 

2 றக: ௦௧72 எனின், ரு -ட 0௨ 0, 

(-T) @x+ by) = -[T @ + by)] 
= -[aT(x)+6TQ)] 

, = a[-T @)] + b[-TQ)! 
= @(-T) x+5b(-T)y 

(அத) (-2) @x + by) = a(-T) (x) + 6(-7T) 03 

- 7 ஒருபடி நிலை மாற்றமாகும். 

॥ 
||
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5-8. gemma (fsomorphism) 

ம, 1 (6) என்பவை 2” களத்தில் இரு வெக்டர் வெளிகள் 

என்க. பின், 

7: ம. 

என்ற வெளியை 1” வெளிக்கு மேல் செய்யும் ஒன்றுக்கொன்றான 

நேர் நிலைமாற்றத்தை ஒற்றுருவு மாற்றம் என்கிறோம். இது 

U (F) & 1: () எனக் குறியீடு செய்யப்படும். 

- (து Cl) 7 ஒன்றுக் கொன்றான மேல் உருமாற்றம் 

(2) தோர் நிலைமாற்றம் 

என்ற வித்களுக்குட்பட்ட T : மூ 7 என்ற உருமாற்றம் 

ஒற்றுருவு மாற்றம் எனப்படும். 

= 9. தேற்றம் 

. ”. ஒவ்வொரு உபரிமாண வெக்டர்வெளி * (1)-ம், *௩ (0) என்ற. 

வெக்டர் வெளியின் ஒற்றுருவாகும். 

நிகூபணம் 

7” (2) என்ற ॥ பரிமாண வெக்டர் வெளியின் அடிப்படைக் 

ணம் 

B= {x Nyy ey Naf என்க, 

3 உ 77 என்ற ஒவ்வொரு வெக்டரும், 

303 இறட ஜூரம் டர் An Nn உ அ அ 

என்ற ஒரே முறையில் விளக்கப்படும். 

மேலும், 7, (27)-ல் உள்ள ஒவ்வொரு வெக்ட. ரும் 

(டே 8 ..., 8) என்ற வடிவிலுள்ள 1-வெக்டராகும். 

இப்பொழுது நாம் 7 என்ற ஓர் உருமாற்றத்தை 

T: V (P)> Vs (F) 

(க-து) 7 (ச, 4 + An Xn) = (Ay Ay v1 And 

என்று வரையறுப்போம். 

இனி 7 ஒற்றுருவு மாற்றம் என நிரூபிப்போம். 

7. 0) ஒன்றுக்கொள்றானது 

Tix =T ly), pH dx tbr re + ba Xa TOK.
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Pla, x, + @,%, +... +7, Xs) 
= T(b, x, + FP: Bi nee De Ha) 

(2. 2 மேம் ௪ (சட Big. x25 Du) 

» Gy Ay + GX + 1 Og XM = Oe, + bx, +... + On te, 

எனவே, 7” ஓன்றுக்கொள்றான உருமாற்றம். 

Gi) 7 மேல்மாற்றம் 

(௪, 2, .... ம) 67 (2) என்ற ஒவ்வொரு வெக்டருக்கும், 
23௬ 0 கு 4 ப. ம கரே என்ற ஒரு வக்டர் 

T (a, 4, + a,X, +... + Ga Xa) = (ச)... சய 
என்றவாறு உள்ளது. ் 

ஃ 3 ஓரு மேல் மாற்றமாகும். 

lag) T ஓன்றுக்கொன்றான மேல் உருமாற்றமாகும். 

3 2. ம ஒருபடி நிலைமாற்றம் 

Y=bX +b x, +... + bax, FSV oHTH,” 

T (ax ~ by) = T fa (a,x, + a,x, + ... + Gn Xn) 
+ & (b,x, + b,x, — ... + bn Xn)] 

= Tl (aa, + bb,) x, + (aa, + bb) x, + ... = (aaatbba) Xo} 

= {aa,, aa,,...,aa,) + (bb, bb. ..., bbs} 
= @ (4, 4, ..., dn) + B (B,, by, ..., bp) 
= aT(x)+bT() 

7 ஒரு படி திலைமாற்றமாகும். 

அதாவது, 7'ஒன்றுக்கொன்றான மேல் ஒருபடி நிலைமாந்றமாம் 

ஃ 7 00௯ ர (0. 

5-10. தேற்றம் 

7 களத்தில் அமைந்த இரு முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் 
வெளிகள் ப (1), 0) என்க. பின், 

பு௨ 0 பரிமாணம் 1 - பரிமாணம் *. 

சிரூபணம் 

௨1: (7) என்க, 

நாம் பரிமாணம் 47 - பரிமாணம் 7* என நிறுவுவோம்.
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ஒருபடி நிலைமாற்றம் 

பரிமாணம் (/ - nl என்க, 

Dusit Gael /-ன் அடிப்படைக் சஎணம், 

B= {xX Ny, பம் என்போம், 

-மஞு.௨7(6) ஆதலின், 7: 0! என்ற ஒற்றுருவு மாழ்றம் 
் ஆண்டு. இணி, 

S={PTigk Tigh Fop)}. ¥ T Qe 

என்பது 7“ன் அடிப்படைக் சணம் என நிறுவுவோம். 

GMa, டே 7 என்ற இசையிலிகள் 

“, T (x,) + ay T (xy) +. + Om T (Xm) 

என்றவாறு உள்ளது என்௪. 

| ஓ 

ஆட சி[கூதடல் கூடில் ச கிற பர எ 2 (2) 

கு ப ரூட் ப் Om Xm = 0 

(-:. 7 ன்றுக்கொன்றானது, 7 (௧) - 7(8)-2௨-4) 

(3, 20, 30. என்பது ஓர் அடிப்படை கணம் ஆதலின், 

a = 0, 4 =O, ...,Am = O 

எனவே, (7 (0), 706) oe T Om} ஒரு படிச் சார்பற்ற 
தாகும். . 

மேலும், 7” ஒரு மேல் உருமாற்றம் (001௦ mapping). -ysGar, 

௪ 77 என்ற ஓவ்வொரு வெக்டருக்கும், 7 (21) - ற என்றவாறு 

26 (என்ற ஒரு வெக்டர் உண்டு, 

மீண்டும், 

நன திவு ஆற்று ப ம சரி க. (1 0ன் 
அடிப்படை BY 

எனவே, 7 (0) 

7 (ம, xy + b, Ny 4+... + bm Xm ) ுு 7 

1(அ-து) b, T (x,) +e hy T (x,) ae ame =F by T (Xm) =F 

எனவே, 1ல் உள்ள ஒவ்வொரு மூலகமும் கணம் 5-ல் உள்ள 

... மூலகங்களது ஒருபடி சேர்மான மாகும். 

EZ (S) = FV. 

& S={T (x), T%,),..T Gm} 

எனும் கணம் வெக்டர் வெளி 1-ன் அடிப்படையாகும்.



154 ஒருபடி இயல்முறை கணிதம்: 

2 Voir பரிமாண்ம் 78 ஆகும், 
எனவே, பரிமாணம் (/ - பரிமாணம் 75, 

அடுத்து, பரிமாணம் 8/ - பரிமாணம்: ]* என்க, இனி.நாம். 
(2) 2 77 (2) என நிறுவுவோம். 

அடு 4 (டட அ] 

By = (Vp Vo vr Ym} 
என்பவை முறையே 0, 1” என்ற வெக்டர் வெளிகளது அடிப்படை. * 

SOT ores. 

XEU, Cy Cy Cm 217 எனின், 

X= CyXy, ஜஜ 3 0௯ (2 புன் அடிப்படை 2. 

FG) = V+ Ovo bi பேர என்று வரையறுக்கப் 
பட்ட 7: 8 7 என்ற உருமாற்றத்தை எடுத்துக் கொள்வோம். 

T @)= yi என்றவாறு உருமாற்றம் 7: உளது என்பது 
தெளிவு. 

1. (0) 7 ஒன்றுக்கொள்றான்து 

%, ர ௪ (7 எனின், 

nm 

x= இ 

a , 

Gx, p= Lelx, (c' CF) 
i=. 2 i=. க 

7-௮ ரூ$கல ர ($ ய 

=> 5 F (& Xi). = > T (¢;' xi) 

=> 5 a{T @] = > ci! (T (x) ] 

(a-a')y [v T(x) = is Vil ழ் 
உட்க 

5 பட்ட ஓ 3 [இப {Vu Vas wy Yat ஒரு 

படிச் சார்பற்ற கணம்) 
=> 23 qoxm= lel x 
> 2= % 

ஃ 3 ஒன்றுக் கொள்றானதாகும்.
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மு ॥ ஒரு மேல் உருமாற்றம் 

5 7-ல் உள்ள ஓவ்வொரு மூலகமும் £ 4); என்று விளக்கப்படக். 

“ கூடும். இது 0-ல் உள்ள £ 42) என்ற மூலகத்தின் 7:விம்பமாகும்... 

- எனவே, 7”ஒரு மேல் உருமாற்றமாகும். 

2. ௫ ஒருபடி நிலைமாற்றம் 

ot ௩2௪ 7 எனின், 

X= 4%, + 2%, +--- + Qn Xm 7 ah 
i. ட 7 

தல த றட இ ப ர மிட J 

a T (ax + 52) 

: T [a (a, X, + Gy X%_ + + + Om Xm) 

+ b (b,x, + bax, +... + bm Xm) F 

TLE (aa, + bb) x], i= 1,2,...,m 

= (aa; + bb) yi 

Taayit Vb yi 

சட ஈர 93 மற) 
aT (x) + 6T(@) 

7” ஒருபடி நிலைமாற்றம். 

எனவே, 7' உருமாற்றம் ( வெளியை 1” வெளிக்கு மேல் செய்யும்: 

.ஒன்றுக்கொன்றான நேர் நிலைமாற்றமாகும். 

உட ந மனா உர, 
IRE 

Nl 
wo
u 

wu
 

a 

5-1. : தேற்றம் 

... ந களத்தில் அமைந்த 14 என்ற வெக்டர் வெளியின் கிரப்பூ 
வெளிகள் ஈ,, ஈ, என்க. (அ-து.) * - டு W,.- Ger, y Eg. 

என்ற ஒவ்வொரு வெக்டருக்கும் 3 -- ஈ, என்ற இணைக்கணத்தை. 

  அளிக்கும் ']' எனும் உருமாற்றம்; ஈ., இவைகளுக்கிடையே 

அமைந்த ஒற்றுருவு மாற்றமாகும். ப 

ண் 

Faye 421௮ 7 209 =y+W, vEew, _யூ 

சரடு ௭ 
என்பது கொள்கை, 

1 ஓர் ஒற்றுருவு மாற்றம் என நிறுவவேண்டும்.
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1. டு ? ஒன்றுக் கொனள்றானது 

T(,) = T Os), Yuva ௨ 18, என்க, 

2 Wt Wi =y + ட --(1)-ன்படி 

U
U
U
S
 

1 = j2 

w= Va = W, 

டார € W, [] W, 

ந றக (2 OW, 787, நிரப்பு உள்வெளிகள்) 

ஃ 7 ஒன்றுக்கொனள்றான உருமாற்றம். 

(ர 1? மேல் உருமாற்றம் 

2-4 187   சன 7₹ என்க. 
1 

(7 சடா 6 W,) 

ஸ்கர் ரி ற்று 8. (5 சுறு கழ ௮] 

1 
॥ 

॥ 

z+W,e ees 
W 

xe Way Se W,) 

௩ ஈட 04 8 (: இணைக்கணத்தின் 

ந டு): GW xe 

yt W, 

- 7) 

பண்பு) 
W,) 

என்ற 'ஒவ்வொன்றிற்கும், ர ௪1% 
1 

aug Ty)=y +W,=2+ 777, என்றவாறு இருக்கிறது. 

. எனவே, 7'மேல் உருமாற்றமாகும். 

௮. 1 நேர் நிலைமாற்றம் 

நூறு, 6 W,, a,b 6 7” எனின், ay, + by, & Ww, 

~. T (ay, + by.) = ay, + by, + W, (+ 

॥ 

a 9-ன்படி) 
(ay, + Wi) + (by. + Wi) (2 இணைக் 

கணத்தின் பண்பு) 

சுட்ட உச டு Co QRows 

aT (y,) + bT (ys) 

T ஓர் ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும். 

னவே, 7' ஓற்றுருவு மாற்றமாகும். 

கணத்தின் பண்பு) 

ன
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5-12. eGuy. A&ourppmse gy QugGsaeb (Product of linear- 
transformations) 

UF), V (FP) W (PF) ceruma epar gy Qardét_t Qaeflsetr 

என்க. பின், 

T,:U>V 

T3:V>W 

என்பவை, இரு ஒருபடி நிலை மாற்றங்களெனின், 

(7,7) @)=Ti{h (x), ¥xEU 
ன்த விதிக்குட்பட்ட (7:,7,) என்ற (25-77 உருவமாற்றம் 7, 75, 
ன்ற ஒருபடி நிலைமாற்றங்களது பெருக்கம் எனப்படும். 

(7.27) என்பது ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும். 

%ற 6 6:: ரம் ௪7! எனின், ax + by € U. 

    

   

  

   

  

   

  

பின், (T, T,) (ax + by) = T,[T, (ax + by)] 

= T, [275 (x) a bT, (7)] 

= aT, [T, («)] + 57,[T, @)] 
i =a (7, T;) (x) + b (T, T,) 0) 

து) (பய (ax + by) =a (7, Ey) % + b (7, T,)y 

ஃ.. (12) ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும்.      

    
   

13. ஒருபடி நிலைமாற்றத்தின் பண்புகள் 

ay (22) ஒரு வெக்டர்வெளி; 7, 7, 17% என்பவை 7-ல் ஒருபடி... 
மால தவ்கள் (நேர் நிலைமர்ற்றங்கள்) எனின், 

் 0 ௬௭ டி வி 

2 IT, =i,f=T, 

QB) (+ T,)T; = 1,7, + T, Ts 

(4) 7, (%+ 75) = 7,7, + 7, Ts 

(5S) T, (T,T;) = (MT Ts) Ts 

(6) a (T7,T,) = (@7,)T, = T, (@T,), ௭ ஒரு. 

இசையிலி, [6, 7 என்பவை V-cr S55. 
(௦ 7”) பூச்சிய, சர்வசம செயலிகளாகும்.] 

BS ibs 

"நிரூபணம் 

(௫) T,0 =0T,=0 

xe V aers. Dor,
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@,0)*# = T, hd யூ] (பெருக்கல் வரையை) - 
= T, (0) (0-ன் வரையறை) 

=O 
= 0 (x) 

4 %O=0 

மீண்டும், 
(0 T,)x = O[T, @)] 

=O(@), ௧-0) ௪7 
=O 

= 0 (x) 
OT,=0 

எனவே, 7,060 ளு = 0 

(2) IT, =T,I=T, 

IT, (x) =7(7T,09)] (2 ன் வரையறை 

= qT; (x). 

மீண்டும் Trl (x)= TLL @)] 
= 7, (x), [sv ன் வரையறை] 

4 [= 7,2 = 2, “eh 

இ ௫, ரு று (வலது பங்கீட்டு விதி) 

[ு, ஐ (x) =. (7, + TL) T; &%)], ல] 

=FIT, @)1+ 7,17; @)) © 
= (T,T,) «)+ 7, 75) (x) 
= (7,7, + Ta T;) (X) 2° 

ஆர்டி குல ருரு 

(ஆ ந ௫-1, T, +T,T, (இடது iste விதி) 

[T. (Ty + T.)]@) = TAC, + Te) x) 
= T,[T, &) + T; &)] 

- பே) + (11 Ts) @&) 
= (7, T, + T,T,) 0) 

T, (T, + T;) = T, T, + T, T;. , 

45) ர் (T, T,) = {T, T,) ப் (சேர்ப்பு விதி) 

(7) 07012 = 7T,[(7,T;) x] 

= T,{T, (T; &))] 
= [7 T,) T, («)] 
[29271 

7) நோ - போடுர...
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46) a (1, T) = @T,) T, = 7, @T,) 
ria (7, T,)|)x = aT, [T, &)} 

=[(@T,) T, ()} 
. , = [ @T,)T,]x 
2 @(T,T.) = @T,)T, 

மீண்டும், 

[7 @T,)]x = T,[ @T,) x] 
T, (aT, (x)] 
aT, (T, (x)] 

a[(T, T,) x] 
a(T,T,)x 

a (T, T,) 

It 
Ho
i 

Mn 
tt
! 

ஃ T, (aT.) 

என்வே, 

a (T,T,) = (7, T, = T, (@T,). 

5-14, 1-ல் பல்லுறுப்புக் கோவை 

அர ர எனின், 77ம் ஒருபடி நிலைமாற்றமாம். 2 75 
7. 75 என எழுதலாம். மேலும் ஒருபடி நிலைமாற்றங்களின் 
பருக்கல் சேர்ப்பு விதிக்குட்பட்டவையாதலின் 7% 72... 
டவைகள் என வரையறுக்கலாம். ஆதலின், 71-ம் ஒரு படி. நிலை 

மாற்றமேயாகும். (1 ஒரு கூட்டு முழு எண்), மேலும், 7௦ 2 7 

    

   

     5. தேற்றம் 
ரூ, ௫ என்பவை களத்தின் மீது அமைந்த வெக்டர் 

வளிகள் என்க. 1-லிருந்து 4/-க்கு அமையும் அனைத்து ஒருபடி. 
மிலைமாற்றங்களும் கொண்ட கணம் 1, (0, V) 

(ரஜ ௪ முர) மறகற ருடறு கர 
சிக ௭700, VxeU; 11௨,267 

சான்ற விதிகளுக்குட்பட்ட, 1? களத்தில் அமைந்த ஒரு வெக்டர் 
(இவளியாகும்.    
ஸிரூமணம் . 

LU, V) என்ற கணம் வெக்டர் வெளியின் அனைத்து விதி 
களுக்கும் பொருந்துமெனின், அது ஒரு வெக்டர் வெளியாகும்.
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1. ௩, ஒரு கூட்டு பரிமாற்று குலம் 
G) ர 07; சம் ௨7 எனின், ax + by & 0. 

79 (ax + by) = T, (ax + by) + T, (ax + by) 
= aT, (x) +bT, (y)+aT, ௦7 0) 

ச[2, 607, (91-6௪ [2 0) 75 00% 
a(T,+T,)x + 6(7,+T)y 

(௮-த) இரு ஒருபடி நிலை மாற்றங்களது கூட்டலும் ஒருபடி. 

திலைமாற்றமேயாகும். 

ll 
(2) (T,+T.) x T, (x) + T, (x) 

T, (x) + T, &)- 
(T, + T,) x 

எனவே, பரிமாற்று விதி பொருந்தும். 

(3) Fi, 13 Ts Ee L எனின், 

[(T, + T:) + Tex = (1, + Ts) x + Ts) 
T, (x) + Ts (*) 00) 
T, (x) + [T, @) ‘+ Ts @)] 
T, (x) + [(T, + Ts) x] 
[T,+ (2,4 Tole 

(T, உரி உரு பர 4 (9 

ho 
l
o
w
e
 

௨ 75-ன் சர்வசம மூலகம் பூச்சிய நிலைமாற்றம். 

(T+ 0)x=T (x) +0 @) 

5 70 

(அது) 7406-7 
இவ்வாறே? -7 ் 

6) T, ௪ ம என்ற ஓவ்வொரு மூலகத்துக்கும் 2) € L- 

என்ற மூலகம் 

IT, + (-Ti)] @) = T, &) + (-T,) @&) 
T, (x) - T, &) 
0 

௦ 0) 
(9g) 715 (00 
இவ்வாறே,(-709 2-0 ் 
எனவே, - 7, என்பது 7'-ன் நேர்மாறு மூலகம் ஆகும். 

£ (ம,1) ஒரு கூட்டு பரிமாற்று குலம். 

வ
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2: திசையிலி பெருக்கல் விதிகள் 

QM றக U:. ௦,867, எனின், 4 ஸ் 07 

(aT,) (ex + dv) = ச[?, (0.4 ஜ்] 

a[cT, (x) + dT, (y)] 
a[cT, (x)] + 4 @T, ()] 
(ac) T, (x) + (ad) T, (y) — 

. = ¢faT, x)) + fal, ()] 
ஜ் = ce (aT,)x + d(aT,}y 

or gi) T, EL, a€ F soles, aT, © L. 

hi
i 

o
t
 

Ul 

பு. T, EL; abeF araslcr, 

[a + 6) T.jx = @+5)T, (x) 
் aT, (x) + OT, (x) 

(@T,)x+ @T,)x 
(aT, + bT,) x 

(a+ 6)T,= aT, + b7, 

oat 
il 

ul 

3) ஈ,* க், 2௪7 எனின், 

02/2௪ 4 722] 
= @a[T, (*) + T, (&x)] 

aT, (x)+ aT, (x) 
(aT,)x 4 (@T,)x 
(@T,+ aT.)x 

(ors சு 7T,) = aT, + af,. 

il 
Wf 

கு T,EL; 4,bEF 

“T@b) T,) 1x = (ab)T, (x), vwxreUu 

= a[bT, (x)] 
= a[(0T,) x] 
=fa (6T,)|x 

(@)T, = a (T,) 

ட. ன, “ம என்ற planes ஒருபடி நிலை மாற்றத்திற்கும்.. 
EP என்பது 

2720-7 சட] 

= =T,() - 
(ஐ ET, = T, 
(80-11 
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ஆகவே, ஒரு வேக்டர் வெளியின் அனைத்து விதிகளும் LW, V) 
என்ற கணத்திற்குப் பொருந்துகிறது. 

5ம் (6 1) ஒரு வெக்டர் வெளியாகும், 

மாதிரி--2 

2” களத்தில் அமைந்த இரு வெக்டா் வெளிகள் U,V என்க, 

T,,T, 8௮11 உருவமாற்றங்கள் ஒருபடி நிலை மாருறங்கள் 

என்க. பின் 7: U > FV என்ற உருவமாற்றம் 

0-௪2)0)4% 00, ரம. ட“ 

என்று வரையறுக்கப்படின், அது ஒருபடி நிலைமாற்றம் என 

இிறுவுக. 

நிருபணம் 

௮7 7; os vo 

என்பவை ஒருபடி நிலைமா ற்றங்கள், 

டய கு 2), ய). மற 0 

ட ரிமூசுரர் 0007 மறக 0. 

௩. ரீ. என்பது 0-லிருந்து 1.-க்கு ஒர் உருவமாற்றமாகும். 

இனி, 7' ஒருபடி நிலைமாற்றம் என jes Gantt, 

xy EU; ட, மீ சி லவ் 0 

ரிம் aT, ( cx+dy) + fF, tex + dy) 

= afeT, &) + dT, (v)] + le T, @)+4T, oI 
= acT,(x)+ad Ty) + eT, (x) + dT, () 

claT, (x) + T, (x)) + dat, O) + T.O 
” சிய) சீ) 

. Thx + dy) = CT (x) + dT) 

எனவே, 7 ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும். ~ > | 

5-16. ஒருபடி நிலைமாற்றத்தின் Gaara ன வரையறை 
1 (201 ௦ீ ௨ 148௦௨ Transformation) ் 

u CF), V (PF) என்பவை 7 களத்தின் மீதமைந்த வெக்டர்- 

(வெளிகள் என்க. பின், 7: ௮: 1/ எனின், ஒருபடி. நிலைமாற்றம் 

ஆல் 1-ல் உள்ள பூச்சிய வெக்டராக அமைப்பு மாற்றம் 

பெறும் 0-ல் உள்ள அனைத்து வெக்டர்களது :கணம், ஒருபடி நிலை



'ஒருப்டி நிலைமாற்றம் 762. 

மாற்றம் 7-ன் கொனல் (801061) எனப்படும். இது ஒருபடி நிலை 
மாற்றத்தின் பூச்சிய வெளி எனவும் அமைக்கப்படும். 

(அ-து) பூச்சிய வெளி (7) - 7/ (7) 
பதத - 607 00)-0௨3 

3:17. தேற்றம் 

: 8.2. 7) இரு வெக்டர் வெளிகள் என்க. 7' என்ற ஒருபடி 
- நிலைமாற்றத்தின் பூச்யெவெளி &£ எனின், U (2)-ன் உள்வெளி 

  

-கிருப்ணம் 

:.  பூச்சியவெளி (7)-&- (60:70) -06 7), 
OSK 

னவே, கட் 

வடட பறி ன U, T(x)=0, T(y,=O0 

“மேலும், ற 6 தர ௪0, மறு ௨.௰. 

T (ax + by) = aT (x) + OT (y) | 
= a4.0+b.0 (amnruicnm) 

=O 

ரன்வே, x,yEK; abeFaax+beEK. 

        

       

  

lI 

3 2 என்பது 0-ன் ஒர் உள்வெளி. 

“1 8. வீச்சு (௩8126) -- வரையறை 

் U(F), ர 0 என்பவை 7 களத்தின் மீது அமைந்த இரு 

adit வெளிகள், 7): (/-- 1 ஒருபடி நிலைமாற்றம் என்க. 
பின் -ன் விம்பசகணம் (11௨௨௦ 56 ௦810), “ன் வீச்சு எனப்படும். 

இது % (77) அல்லது 7: (7) என குறியீடு செய்யப்படும். 

(-g) R(T) ={yeEV: y=T(%), xeU}- 

5 19. தேற்றம் 

உ 00), ரா இரு வெக்டர் வெளிகள் என்க. என்ற ஒருபடி 

 நிலைமாற்றத்தின் வீச்சு rete எனின், அது $]*ன் ஓர் உள்வேளி 

யாகும், 

  

பனம் 

௪ 8 எனின், 
் ட r(x) =), TH) =,» XS U
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பேடி 00௦௨௨0 சமன 

ay, + by, = aT(x,) 22706) 

= T (ax,) + T (6x) 

- (௩4 ச) (2 7"ஒருபடி நிலைமாத்தம்); 
ஃ று றுக் 

எனவே, 2 (2) என்பது 7*ன் ஓர் உள்வெளி. 

5-20. ஒருபடி நிலைமாற்றத்தின் தரம் - வரையறை (Rank of 
a linear transformation) | 

பீ, ரஞ் என்பவை 7” களத்தில் அமைந்த இரு வெக்டா்- 
வெளிகள், ?' : /- 7 ஒருபடி நிலைமாற்றம் என்க. பின் £ (7)-ன்- 
பரிமாணம் 7-ன் தரம் (கா) எனப்படும். இது FF (T) எண: 
குறியீடு செய்யப்படும். 

(அது) /£(7) - பரிமாணம் [2 (27]. 

5-21. ஒருபடி நிலைமாற்றத்தின் பூச்சிய பரிமாணம் (Nullity of” 
a linear transformation) 

6, ம வெக்டர் வெளிகள், 2: 2- 7 ஒருபடி நிலை 
மாற்றம் என்க. பின் 7-ன் பூச்சிய வெளியினது பரிமாணம் 7-ன்- 
பூச்சிய பரிமாணம் எனப்படும். இது ம (27) என குறியீடு செய்யப்: 
படும். 

(9-31) (5) - பரிமாணம் [77] 

5-22. ஒருமைசேர், ஒருமையற்ற ஒருபடி நிலைமாற்றங்கள் 
(Singular, Non-singular linear transformations) 

OF), V(F) என்பவை இரு வெக்டர் வெளிகள் என்க. பின்: 
7272 7 என்ற ஒருபடி நிலைமாற்றம் 

7000, 40௨07 
என்ற கட்டுப்பாட்டிலிருப்பின், அது ஒருமைசேர் ஒருபடி நிலை 
மாற்றம் எனப்படும். 

0-ல் உள்ள பூச்சிய வெக்டர் மட்டுமே 15ல் உள்ள பூச்சிய: 
வெக்டராக உருவமாற்றம் பெறக்கூடிய ஒருபடி நிலைமாற்றம். 
ஒருமையற்ற (1401-51 த1கா) நிலைமாற்றம் எனப்படும். 

5-23. நேர்மாறான அல்லது நேர்மாறுத் தன்மையுடைய செயலி: 
(Invertible Operator) 

& என்ற களத்தின்மீது அமைந்த வெக்டர் வெளி 7* என்க. 
யின் 2: 77 7 என்ற அமைப்பு மாற்றம் ஒன்றுக்கொன்னான-



ஒருபடி நிலைமாற்றம்... 165 
மேல் ஒருநிலை மாற்றமெனின், 7' நேர்மாறுத் தன்மையுடைய 

. செயலி எனப்படும். 

53-24. தேற்றம் | 
௫ களத்தின் மீதமைந்துள்ள இரு வெக்டர் வெளிகள் 10 (8), 

: ௫௫) என்க. 1 முடிவுள்ள பரிமாணமுடையது, 7:19 

ஒருபடி. நிலைமாற்றம் என்க. பின், 

. பரிமாணம் 17 - தரம் (1) -- 1ஃ-ன் பூச்சிய பரிமாணம் என 
ஷிறுவுக, 

அிரூபணம் 

2-0) என்ற வெக்டர் வெளியின் பரிமாணம் 8 என்க. (0) 

ஏன்ற பூச்சியவெளி, 0(22)-ன் உள்வெளியாதலின் அதன் பரிமாணம் 

ஐ விட அதிகமில்லாமலிருக்கும். 

(அ-து) பூச்சியவெளி பரிமாணம் & எனின், 8 4 7. 

Bio நிற நே வய மி 

என்பது 1/(7)-ன் அடிப்படைக் கணம் எனின், நாம் 8,-ஐ விரிவாக்கி 
அதை (7 (0-ன் அடிப்படைக் கணம் எனக் கொள்ளலாம். அது, 

] By = (Ny. Nay படி ப படுப டி பேட 

- சன்க, 

இனி 1-2) வெக்டர்களது 7? விம்பங்களைக் கொண்ட 

: B= {T (Cts); T (42), sony T (Xn)} 

Grom sosrid, £ (2) என்ற 7-வீச்சின் அடிப்படைக் கணம் என 

- நிறுவுவோம். 

. ம். ந, ஒருபடிச் சார்பற்றது 

அயம் பேடி 4 பேடி வேலர் + aT Gn) = O, AEF 
=> T (Qeay Xk43) ats 7 (பேட 34௮) + sae + T (@a Xn) = 0 

=> T (aay Meat + Uys Neag too + Ga Xa) = O 

a Oka: Near Hh Ukge Xkag bee $F aS N (fT). 

ட ஆனால், 8, - (2. ஐ, 000. என்பது 747 (2) என்ற வெளியின் 

ட அழிப்படைக் கணம்; 

ஆகவே, (20. 1 Meas + Ake Xkae +... + ay Xa) என்ற 

'வெக்டர் 8ல் உள்ள வெக்பார்களது ஒருப்டிச் சோர்மானமாக 

விளக்கலாம், |
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ர டட பேடி feeb On Xn=b, X, 40, X, +... + By A 
(து) சி, Xx, + bg xy bw Bn Xn பட Keay Mae Xk ag 

— 2 — Ag Xy = O 

(9-5) 8-ல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்மானம் பூச்சிய 
மாகும். 

தீ, ஒருபடி சார்பற்றதாதலின், 

ச், - ௫ மீ எ 6) Dn = 0, Qing 2 By Meg S Dy npdla 44 Me 

எனவே; 

கடர T (x44) + key T (Xka2) + oe + On T (Xn) = 

= &,, = 9, Aksg = O,...,4 0 

இ Sail retin கொண்ட 2, என்ற கணம் ஒருபடி... 
கரர்பத்றதாகும், ் 

2 L@)=R(T: - B CU,L(B) CRT) WD 

x © R(T) எனின், 

வரையறையின்படி ந - 709, % 0 
...07(29-ன் அடிப்படைக் கணம் By. ் 

“xX EU, X= a, X, + Og Xq + we A Xb. AO ப்ப 

- you Tw 

TQ, X%, + ag X%q be + ame +. dy Xn) 

4, T(x,)+a, T (xg) +--+ 7000-1... 2 ப்ட் 

a, O74, 0+... nore T (Xkay)+-.- +40 T (Xo) 

படம் பேயி ர் 7000) 

(w T (x) = 0, i= 1,2, .5K) 

Y= Okay T (xa) “bose + Gy T (Xn) . 

(அ-து) 7 வெக்டர், 70%), 7000, .... 2 0 என்ற மூலகங்- 

களது, ஒருபடி. சேோர்மானமாகும். அதாவது, y Gadi 2, 

கணத்திலுள்ள மூலகங்களது ஒருபடி சேர்மானமாகும். 

॥ 
Ho

u 

2ROCLB இ. 
—.% EB)= RM). ( @,Q) 

& 2B, கணம் 7 (79-ன் அடிப்படையாகும். 

கணம்: 5-ல் உள்ள மூலகங்களது எண் (--£) ஆகும், எனவே... 
அ பேன் ப்ரிமானம் (7-9) 

(rg) சூறா ஈத்
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«. E(N4+N(N =@-HO+K 

ட்டு ௪ 1 முன் பரிமாணம் 
எனவே, % 

: “en S71 + 1-ன் பூச்சிய பரிமாணம் - ன் பரிமாணம். 

5-25. தேற்றம் 

௨ ரி களத்தின் மீதமைந்த ॥ பரிமாண வெக்டர் வெளிகள் பீ ® 
ப (F). அவற்றின் அடிப்படைகள் முறையே 

ளி நி, (அடே வட்ட] 

ந்த்ட்டட ப ப அமணர் என்க 
நு 2 ற வரந) ட 

என்ற மூறையில் T: U>V என்ற ஒருபடி நிலைமாற்றம் ஒரே 

ரயில் இருக்கும். 

நிருபணம் 

2 Oper அடிப்படை 8, ஆதலின் % 07 என்று. எத்த °° 

க்டரும் ட 

OE Oy Xe Xe Foe Hb On Xn படல மி 
று விளக்கப்படக் கூடும். 8 ஒர ரில 

apse, T(x) = T(a, x, + a,x, +... + dn Xn) 

        

= a,T (x) + a,T (x) +. . + a, T (Xa) 
= AN, + Ve tee tanta, (Car படி 

=Zan, aEF vred 21௮    பஷி 
ic 

22 முறையில் வரைய இப்போம். 

(இனி 7" ஒருபடி நிலைமாற்றம் என அறுவுவோம்.. 

ரன்: அடிப்படை 8, ஆதலின், 2 201 ௪ 1. 

7 என்ற உருமாற்றம் 7. 18 ஆகும். 

டி EU, ௪,௪34 மட ௪ 0 
பே 232. ae eee ~ 
Mg = FI, X, A My X_ +... + Mn Xo = mx, 2m e = FY 

4 P(e, + bx.) = T lathx + b=Um xi] 
a [5௪3] | 

Tak + bm) yi. (வரையறையிலிருத்து) 

சறட ச் பட 

aT(x) +5T,) 
aren Coy, T g@uLy. Hewuwr Hpi. 

॥ 
1 

॥
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Wate @rd (2)-cr Qc aren sur & (particular case) 

M= OX, FOX, p.. HLM + “PRE ட்ட 

Ly 
1 ॥ 

V, 

22 ஃஸ்த 28 

- (து) Tix) = TO) - 1.1) -]ட gD ஷப 

எனவே, 7: 2: 77 ஒருபடி ice. 

அடுத்து இந்த ஒருபடி நிலைமாற்றம் 7' ஒரேமூறை நிலை 
அரற்றம் என நி றுவுவோம். 

71 என்பது, 7” () = ௪.3 என்ற முறையில் பிரிதொரு நில் 

மாற்றம் என்க. விண், 

71 (2 - 7"($3) 
ஐது qj T' (xi) 

எனவே, T: U>V தனித்தன்மையுடையது. 

§- 26. தேற்றம் 

7: 8-7 என்ற ஒருபடி நிலைமாற்றம், அது ஒருமையற்ற 
தாயிருந்தால் மட்டுமே ஒற்றுருவாகும். ் 

நிரூபணம் 

2 ஓர். ஒற்றுருவு என்க. (அ-து) 7'ஒன்றுக் கொன்றான மேல் 
உருமாற்றம் என்சு. இனி 7'ஒருமையற்றது என நிறுவுவோம். 

"ஒன்றுக் கொன்றான உருமாற்றமாதலின் ௦68 என்ற ஒரு 
'வெக்டர் மட்டுமே 7' மாற்றத்தினால் 0 € 1” என்றாகும். அதவது, 
ஈன் பூச்சிய வெளியில் உள்ள ஒரே வெக்டர் 0 மட்டுமே ஆசூம், 

எனவே, 7'ஒருமையற்றதாகும். 

4௦றுதலையாக, 7”ஒருமையற்றது (non-singular) என்க, இனி, 7: 
ஒன்றுக்கொனள்றானது எனக் காண்போம். ee 

T (x,) = T (,) Lo: 
ு 700-020 EV; x,x.EU 

=> T(x4,-x)= 90 

=> டி 06047 

ந ஆஆ 

ஃ ..? ஒன்றுக்கொன்றானது.
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T ஒருமையற்றது, ஒன்றுக்கொனள்றானது. எனவே, ?' மேல் 

: அருமாற்றமுமாகும். 

-.. எனவே, 2'ஒற்றுருவு ஆகும். 

5.27. தேற்றம் 
.... ந களத்தின் மீது அமைந்துள்ள வெக்டர் வெளிகள், (7௫), 
3 மூ என்க. பின், அவற்றின் பரிமாணங்கள் முறையே m, a 
எனின், 1. (ப, *%) என்ற வெக்டர் வெளியின் பரிமாணம் ஈடு 
ஆகும். 

.கிரூபணம் 

B, = ேூஆூ...ஒஅவ 

Bs = (Vso Hoy +++ Yn) 

என்பவை முறையே 07, 17 வெக்டர் வெளிகளது அடிப்படைகள் 
என்க. பின், 

ர். (1) 

ன் 71 
7 ட y,t=KK,i=1, 

ட் Tit) = 127217 1, 
என்ற pen mui» Ty E L(U, V): U > டர என்ற ஒரேமுறை 
“(unique) அமைப்பு மாற்றம் உண்டு. 

மேலும், (0:13 72) 12731) என்ற கணத்தில் 
உள்ள மூலகங்களது எண்ணிக்கை 11 ஈ ஆகும். 

் ஃ இதும் (7 7) என்ற வெக்டர் வெளியின் அடிப்படைக் 
கணம் என நிறுவுதல் போதுமானது. 

ho
 
ம
 

ட டு றழி ஒருபடிச் சார்பற்றது 
ஆ எ 7” என்க. 

a 

X aj Ti = O என்க. 
iz 

( x 5 ay Ti ) (Xx) = 0 rd 
j=1 jet 

் ஆ n ச 
. 

அல்லது, 5 ayy Tri OX) = 0, (4 Ti = ai zw 
ப ரம 

n 

(-து) $ ayy =e 
j=1



170 ்... ஒருபடி இயல்முறைக் கணிதம். 

ஆனால், மீ, (1),],, Ya} ஒருபடிச் சார்பற்றது. 

6. aj=o Mi ் : 

aj = 9 ¥ilj 

a, Ti = 0 m
a
 

| 
h
d
 

எனவே, 
a=) ji 

“> ஐ Yiz=1,2,..,m 

ர்ஆ 12. 

{Tj} ஒருபடிச் சார்பற்றது. 

(6) L (U, V) = L (82, B, = {Ti}. 

S-§) T=L(U,V) arp எந்த ஒருபடி நிலைமாற்றமும், 
டன் ஒருபடிச் சேோர்க்கையாகும் என நிறுவுவோம். 

7-௨ 4/4 1,3...771. என்க. 

2) ௪ 15 மேலும் 7*-ன் அடிப்படை 85. 

T(x) = ௪ கணம் 8,-ல் உள்ள மூலகங்களது.. ஒருபடி. 
சேோர்சக்சையாக விளக்கப்படக்கூடும். 

(rs) a ௪ 77 என்ற இசையிலிகள் 

n * 

3= 2 ay, f= 1,2,....m —(2) 
1] 

ம் 

என்றவாறு இருக்கும். 

Q;; Tj என்க. 
1 

அடுத்து, இ 

1
1
4
3
 

1 my
 n
i
s
 

7 இ என நிறுவுவது போதுமானது. 

mi oon 

5 ix) = ( 3 x aj 2) (Xx) = Es aij பு (xz) 
11 JF ் ். J 

ஈட 249406) ((1)-ன்படி) | 

T
h
r
 

0 (2 (ன் படி) | pa
s 

os 

| 
10
 a (2-ன் படி)
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. Se) கூ கடக கு ம ஆ வர்ர 

Bingyib, T(x) = ze, K = 1,2....,m 

S (x) = 00 

(arg) {Ty} கணம் 2 (8, 1)-ஐ பிறப்பிக்கின்றது. 

5 னவே, (29 erarugy L (U,V) என்ற வெளியின் Higa 

படைக் கணமாகும். (ர)-ல் உள்ள மூலகங்கள் 71177. 

பரிமாணம் [2 (7)]-87 | 
Pal ௪ பரிமாணம் [07]. பரிமாணம் [8]. 

    

7: 8 7 எனின், 

பரிமாணம் [2 (0, ()] - பரிமாணம் ((). பரிமாணம் (U) 

, = mm = ne 

மாதிரி-3 
் ஜ் 8, (5௮: 1, (5 என்ற ஓர் உருமாற்றம் 

௪,656, - (2), ச...) என்ற கட்டுப்பாட்டில் ஒருபடி நிலை 

றம் என நிறுவுக.     

  

   
நிரூபணம் 

X= by). Y = Gy by EVR 4GbER 
wax by & V,(R). | 

Tax + by) = Tla@, by, ¢,) + 6 Gs, by. Ca)] 

, T [(aa,, aby, ac,) + (bag, bb2. 9௦2) ] 

T laa, + ba,, ab, + bbz, ac, + be, | 

[ac, + bey, aa, + ba, + ab, + bb. ] 

Lac, + bee, a (a. + பூ] 

[சடசட ௭ம்டு ௮9 (62, 82 தி) 1 

aT (a,,6,,0) + b6T(@,, Bay Co) 

aT(x) +5TQ). | 

சது T (ax + by) = aT) +6 TO). 

ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும். 

்திரி-4 
2 பே 32) = (Xe; ,) ட் (0) 

qT; (ப Xa) = {o, Xo) —(ii) 

ho
u 

ue 
i 

W
y
 

I 
| 
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என்ற முறையில் a) : Vy (R) > V, (8) 
: V, (R) > V, (RX) aeruca . 

இரு ஒருபடி. மான னின் அவை பரிமாற்று விதிக்கு 
-உட்பட்டவையா என்பதை ஆராய்க. 

அிருூபணம் 

722 ப.) ௪ 7 [2 ம, 22] 
= T, [o, x,] --(0)-ன் படி 
௪ (௦) _(டு-ன் படி. 

மழ லட 22) = 7 [23 ம, 27)] 

“கபி எடு-ன் படி 
“2 33. _-ன் படி 

ச மக ம 

7, 7. என்ற ஒருபடி. நிலைமாற்றங்கள் மேல் குறிப்பிட்ட 
-விதிகளுக்கு உட்படின், பரிமாற்று விதிக்கு உட்படாது. 

-மாதிரி-5 

7: (5-- 7£5.(2) என்ற உருமாற்றம் 

7௦,9௦9 - (3a-2b+c, a~3b—2c) என வரையறுக்கப்படின், 
-அது ஒருபடி நிலைமாற்றம் என நிரூபி. 

ரிருபணம் 

x= (சட b,, €,) ச 3 = (௪2, by; Cy) ௪ [அ (R), a, b € F 

=> ax + by & V,(R). 

T (ax + by) = T[a (a, bi, e:) + b (az, b 29 22)] 

= T[ (ad, aby, ac,) + (சட மீம் be,)] 
= T[aa, + ba, ab, + + bbe, ac, + bcp] 

=~. Tax + by) 

= [3 (aa, + ba,)-2 (ab, + bb,) + on + bes), 
(aa, + ba,)-3 (ab, + bb,)-2 (ac, + be,)] 

= [@(3a,~ 2b, + ¢,) + b (3a, —2b,+0¢,), 
a (a, — 3b, - 2c,) + b (a, —3b, -2c,)] 

= (1a (3a,-2b, + €1), a (a,—3, — 20] 
+ {6 Ba,—2b, + 5), (@,- 3b, - 2c.) }] 

= [a { Ba—2b, + c,), (a, 3b, -2c,)} 
+ b{ 3dy—2b, + 22), (௩-3, - 222) )] 

=a P@Qy. By ¢,) +5 T (az, bo, Cy) 

= aT (x) + bT(y).
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(arg) T(ax + by) = aT@) +6T() 
எனவே, 7' ஒருபடி நிலை மாற்றம். 

மாதிரி-6 

7: (கி. 5 என்ற உருமாற்றம், 

T@ Raab oor asrugésiuiygsr, 99 Qmuy. Herod ws 

மல்ல என நிறுவுக. 

நிரூபணம் 

x= @, 6),y = @,,b,)EV,(RDitbne F 

=> ktmye V, (®). 

se T x + my) = Tll(@,b) + m (a,, b,)] 

, T [ (la,, /b,) + (na,, mb,)) 

T [la, + ma,, lb, + mb, ] 

(la, + ma,) (lb, + mb,). ॥ 
॥
॥
 

IT@®) +mTQ) =/1T@, b) + mT (a, b,) 

= I (a, b,) + m (a, b,) 

= la, b, + ma, bz 

Tix + my) 4 ITO) +mTV(). 

மாதிரி-7 
அனைத்து 77161 அணிகளது வெக்டர் வெளி 7* (F), அதேஃ£ 

தளத்தில் அமைந்த 2, 0 என்பவை முறையே 79691, 719611. என்ற. 
இரு நிலைத்த அணிகள் என்க. பின், 7 (4) - 240 என்ற. 

யில் அமைந்துள்ள 7: - 7£ என்ற உருமாற்றம் ஒரு. 

ப்டி.நிலை மாற்றம் என நீரூபி. 

    

நிரூபணம் 

சி ஓரு 11011 அணி, 4 ஒரு 77% அணி. 

ஃ. 74 ஓர 707 அணியாகும். 

0 ஒரு 101 அணியாதலால், 

சி.480 ஒருஈ00 அணியாகும் 

S PAQEV(®). 
ABEV(F):a,bEF>0aA+ b6BEV (F).
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அ T(@A + 6B) = 462). 
= (a PA + 6 PB)Q 
= aPAQ + b PBQ 

= aT(A) + bT(B) . ev * 

7 ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும். 

மாதிரி- 8 

ச களத்தின்மீது அமைந்த ॥ பரிமாண வெக்டர்வெளி 7, 

ஏ: ஒருபடி நிலைமாற்றம் என்க. பின், 7-ன் வீச்சும் (௩௧௨20), 

வூச்சிய வெளியும் ஒன்ளுயிருப்பின் (102141081), n ஓர் இரட்டை 
எண் என நிறுவுக. 

௫ிரூபணம் 

T-or sob (Rank) + 7*ன் பூச்சிய. பரிமாணம் 

= V-or பரிமாணம் —(1) 

ஈரூ-ம், 7779-ம் சர்வசமமாதலின் (ஒன்ருயிருப்பின்) 
2(7)-ன் பரிமாணம் - 74(29-ன் பரிமாணம் 

(அ-து) 7-ன் தரம் -.7-ன் பூச்சிய பரிமாணம் 

(1) விருந்து, . 
231 7-ன் தரம்] - [ -” பரிமாணம் U = nj 

7-ன் தரம் = 5 7 

எனவே, 71 இரட்டை. முழு எண்ணாகும். 

மாதிரி-9 தாட் 

77 (25, £ (1) ஆகிய இரண்டும் சர்வசமமாக இருக்குமாறு 

அமையும் ... 2 என்ற . ஒருபடி திலமாத்தத்திறிகு ஓர் எடுத்துக் 
காட்டு காண்க. 

நிரூபணம் 

7:09... 
என்ற ஒரு நிலைமாற்றம் 

சடீட்க)- 0௦), ரிக. 
என்றவாறு உள்ளது என்க. 7 

N (T) = {x: T(x) = 0} 

TX) = = Tf (சட, ச) - oie (@,, 0 0) = = (9, ஃ. 

ஃ. ௫: 0.
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எனவே, X = (ay, 0) 

ஃ N{T) = {@, 0): T@,0) = @,0)}, 4x ER (0) 

BE Ce FON 

= T (a, 2) 

- (ூ, 9) 

மேலும், (ஈ,டஸ) - ஐ (1,0) + a, (0, 1) . 

, = A,X, + A, Xs Xp My S V, (RK) 

y= TQ) = TG, 4) . 

= T [a, x, + @ x2] 

= a,T (x,) + @, T (x,) 
=a, T (1, 0). +. a, T (0, Ll) 

, = 4, (0,°0) + a, (I; 0) 

seat (0,0), (1,0) என்ற வெக்டர்கள் £ (2)-ஐ பிறப்பிக்கும், . 
.ச்சிய வெக்டரைத் தவிர்த்து (2) என்பது (1,௦) என்ற 

--வெக்டரினால் பிறப்பிக்கப்படுகறது எனலாம். 

2, சீறா (௩00): ௨) 
(அ-து) R(T) = {(a,0): a, € R} 

“(09-ன் ப்பூ, மு) = { (4, ௦): T (Gy 0) = ௦] க 

எனவே, &£ (2), 7/4 (2) ஆகிய இரண்டும் சர்வ சமமாக - 
அமைந்துள்ளன. இதற்கான 7-மாற்றம் 

் சிடி: பூட்... 

மாதிரி-10 

8 (௬ என்பது ஒரு வெக்டர் வெளி என்க, பின், 

் T #0, T? 4 Os I = 6 

என்ற மூறையில் அமைந்துள்ள, 7' என்ற. ஒருபடி நிலை மாற்றத் 

திற்கு ஓர் எடுத்துக்காட்டு காண்க. 

நிரூபணம் 

T (a, b, c) == (0, a,b), 5,010 
என்று 7-ஐ வரையறுப்போம். — ் 

74 0. 

T? (a, bc) = T[ T (a, b, c)] 

் ள் T L ௦, a, b) 

= [0,0,a] # 0 

| 
॥
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அடுத்து, 
710, ம,௦௮ - 7[7(] 

= J? [oe, a, b] 

= T[T@,a, })] 

= T[o, 0, a] 

(0, 0, 0) = 0 

T (a, b, c) = (0, 4, 6) எனின், 

0, 740) 70, 

பயிற்சி 5-1 

LT: Vi(R)>V,(R) என்ற ஒருபடி நிலைமாற்றம் 
7 (ட, @;, 4) = (போ 4 ஆர் %, a, + 24,-4,, 

a, + a, + 3a,—3a,), a, 0), பூ. மட E R 

என்ற முறையில் இருப்பின், & (2)-ன் அடிப்படையையும்: பரி 

மரணத்தையும் காண்க. 

f Moor: B= {(1,1,1), ©,1,2)}, P(T) =2] © 

2. T yy Gey A,)¥= (a, + Gay Gg + G)y பே ) & VCR) 
என்று வரையறுக்கப்பட்டுள்ள ஒருபடி நிலைமாற்றம் 

T: V,(R) > V,(R) sroficr, (1) R(T), Gi) N(T) 
ஆகியவற்றின் அடிப்படைகள், பரிமாணங்கள் காண்க. 

[விடை: (i) B= {(1,0), ©,1)}; P(T) = 2 
di) B= {1,-1,)D}:P(@ =1] 

3. களத்தின் மீதமைந்த வெக்டர் வெளி (2), 

7: 7277 ஒருபடி நிலைமாற்றம் என்க. பின், மே கொடுக்கம் | 
பட்டுள்ள இரு கூற்றுகளும் சமம் என நிரூபி. 

@. RT) NNW) = (2 
மு [7001-2 700௦, 

4. 7 - |x-y | என்ற முறையில் உள்ள 

7: 00.5 என்ற நிலை மாற்றம் ஒருபடி. நிலை மாற்றம் 
அல்ல என நிரூபி. 

5. 7 (ம, - (ரூ,2, 2) என்று வரையறுக்கப்பட்டுள்ள' 

T: V,(R)>V,(R) என்ற நிலைமாற்றம் ஒருபடி நிலைமாற்றம் 
என தநிறுவுக.
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-. 6 Ta, a)=(it4a, a) worm T: Vy (R)> R உருமாற்றம் 

ஒருபடி நிலை மாற்றம் எனக் காண்பி. 

i ee 7, அனைத்து 5 அணிகளது வெக்டர் வெளி 7 (2) என்க. 

2 இரு நிலைத்த 50 அணி எனின், 

T (A) = AP-PA 

ந் என்று enamel, சூ ராமு மு என்ற் உருமாற்றம் 

ஒருபடி திலைமாற்றம். என நிரூபி, 

8. அனைத்து 77196 77 அணிகளது. வெக்டா வெளி ஈ(2), 50 
என்பவை முறையே 711177, 7161 அணிகளாகும். 

‘TA = PAO என்ற வரையறைக்குட்பட்ட 7” என்ற அமைப்பூ 

். மாற்றம் (உருமாற்றம்) ஒருபடி நிலை மாற்றம் என நிரூபி. 

9. 7 ஒரு முடிவுள்ள பரிமாண வெள்பர் வெளி, T: V>V 
எ்ன்பது 7”-ன் தரம் -- 7-ன் கரம் என்றவாறு அமைந்துள்ள ஒரு. 

படி நிலை மாற்றம் எனின், 3*ன் வீச்சும், பூச்சிய வெளியும். 

ஒன்றாத வெளிகள் (01/௦107 50௧028) என நிரூபி. 

10. 77: (77 ஒருபடி நிலைமாற்றம். (7 முடிவுள்ள பரி” 
“ம்ர்ண வெக்டர் வெளி. பின், 7 ஒருமையற்றதாய் இருந்தால் 
மட்டுமே 0/-ன் பரிமாணமும் 7-ன் வீச்சின் பரிமாணமும் சமமாகும் 

.. என நிரூபி. 

5-28. நேர்மாறு emiy (Inverse function) 

-, Fi U>V ஒரு ஒன்றுக்கொன்றான மேல் கருமாற்றம் 
(ohe- one-onto mapping) ears. பின் ற € (7 என்ற ஒவ்வொரு. 
CVSS Ht sid x GU sro உன முறை மூலகத்தை (unique 

௭0) தொடர்பு படுத்தும் ச்: ரம என்ற உருமாற்றம் 
2-ன் நேர்மாறு (14/2189) எனப்படும், 

மி. தன்றுக்கொள்றன உருமாற்றம் என்பது ரல் உள்ள: 
கொல்லேறு மூலகங்கள் 1-ல் வெவ்வேறு விம்பங்களைக் (Images) 
கொண்டிருக்கும் என்பதைக் குறிக்கும். 

(து) 709 -றஅல்லதுஜ- 7” 0); ற ௨7 
மீண்டும் 7” மேல் உருமாற்றம் என்பது 1-ல் உள்ள அனைத்து 

மூலகங்களும் (7-ல் உள்ள மூலகங்களது 7*விம்பங்கள் என் 

பதைக் குறிக்கும். எனவே, 1-ல் உள்ள ஓவ்வொரு மூலகத்திற்கும் 
7” விம்பம் (7-ல் உண்டு. 

ஒரு--12
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ஆதலின் 7” என்று குறிப்பிடப்படும் ஒரு ஒத்தியைபு 
(00ா252008௦9) 7-ல் உள்ள. ஒவ்வொரு மூலகத்கையும் 0-ல் 

உள்ள ஒரே முறை மூலகத்துடன் ' (Unique ரர) தொடர்பு 

படுத்தும் வகையில் உள்ளது. epee.” T gers V-AGés 

க்கான ஒரு சார்பாகும். . 

* நேர்மாறு emiy (Inverse function) "இருப்பதற்கு வேண்டிய 

கட்டுப்பாடுகள். 

(1) ஒன்றுக் கொன்றான மேல் உருமாற்றம் மட்டுமே நேர் 

மாறு உருமாற்றம் கொண்டிருக்கும். 

T: U>V ஒன்றுக்கொன்றானதல்ல: என்க. பின், 0-ல் 
உள்ள இரண்டு அல்லது இரண்டிற்கு மேற்பட்ட மூலகங்கள் 7£-ல் 

ஒரே 7-விம்பத்தைக் கொண்டிருக்கும். அதனால், 7-ல் உள்ள 

- மூலகத்திற்கு 0-ல் 7” விம்பம் ஒரே முறையில் இரத, ஆகவே, 7” 

- தரு உருமாற்றமாகாது. . 

மேலும் T மேல் உருமாற்றம் அல்ல எனின், 7-ல் உள்ள 

இல மூலகங்கள் (/-ல் உள்ள மூலகங்களது 7-விம்பமாக இருக்காது. 

- ஆகவே, 7-ல் உள்ள அனைத்து மூலகங்களுக்கும் 7” விம்பங்கள் 

ல் இராது. எனவே, 4” உருமாத்தமாகாது. 

ஆகவே, ஒஓன்றுக்கொன்றான மேல் உருமாற்றம் — Gar 

-4DIT OI agrees கொண்டிருக்கும். 

(2) ஈரும் என்ற கேர்மாறு உருமாற்றமும் ஒன்றுக் 

'கொன்றான மேல் உருமாற்றமாகும், 

் சி: ம . Tw=y 6௨ ௫ற6 7 

7: ர 2 FQ) =x. . 

_ உருமாற்றம் நேோர்மாறு உருமாற்றம் போண்டிருக்குலெனின் 

ம. ஒன்றுக்கொன்றான மேல் உருமாற்றமாகும். 

« Te) = Te) > x, = 

T (x:) -]% என்க, 5. சிடு ஐ) 
270 -.நூ என்க. ட ரிரடு = x, 
7 ல் - 09௮ 36 

700 5 70 

=—Vi = ye
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7" ஒன்றுக் கொள்றான உருமாற்றமாகும். 

மீண்டும் 7 மேல் உருமாற்றமாதலின் 1-ல் உள்ள வெவ்வேறு 
மூலகங்கள் 7-ல் உள்ள வெவ்வேறு மூலகங்களது 7-விம்பங்களாகும். 

எனவே, 0-ல் உள்ள வெவ்வேறு மூலகங்கள் 7ல் உள்ள 

. வெவ்வேறு மூலகங்களது 71 விம்பங்களாகும். . எனவே, 

T':V > 9 மேல் உருமாற்றமாகும். 

நு € 77 எனின், 

TT) = ஈரி) - ற 
ஃ  எூர1. என்பது ]*-ல் சர்வசம உருமாற்றமாம். 

(அ-து) சாரி 
xe U எனின், = 

TT@WM=T{T@}=TW=*x 

T= Ih 

எனவே, 7": 7 7 ஒன்றுக் கொன்றான மேல் உருமாற்றமாம். 

"மேலும், ry = ச த Tq 

குறிப்பு: 7: 2 77 எனின், 71: - 7 ஆகும். 

ஃ ச்சி ரதா ச் # 

3) நேர்மாறு சார்பு ஒரே முறையில் இருக்கும். 

.. ச்: 6277 நேர்மாறுத்தன்மை (Invertible) யுடையது என்க. 
(3-81) 7 ஒன்றுக்கொன்றான மேல் உருமாற்றம் என்க. 

ப V>U Ty: V > 8 என்பவை T-or இரு நேர்மாறுகள் 
என்போம். 

7' ஒன்றுக்கொன்றான மேல் உருமாற்றம். 

26], % 0, 77 

ட் 09-32, 1(709)- 112700 - 2-2 

T,() = T,{T@} = 7,T@ =hx=x 
ஃ 1109-70), 
லட ரி = T,. 

எனவே, 7-ன் நேர்மாறு ஒரே பைட ருக்கும். 

(5:29. தேற்றம் 
சி களத்தின் மீதமைந்த ஓரு வெக்டர் வெளிகள் U,V crore. 

208௮. 77 ஒன்றுக் கொன்றான மேல் ஒருபடி நிலைமாற்றம்
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(One-one-onto linear transformation) creer, T': V>U என்று 

தோர்மாறு சார்பு ஒருபடி நிஸ்மாற்றம் என தறல 

நிரூபணம் ட ‘ 

“T: U>V ஒன்றுக் கொன்றன மேல் சலா ணிறவன்கிகட 
ச்: ர 0. என்ற ஒன்றுக். கொள்றான மேல் உருமாற்றம் ஒரே 

முறையில் உள்ளது. மேலும், , TT = க. சறட குடன் ஒரு. 

படி நிலைமாற்றமாதலின் ரம் ஒருபடி நிலைமாற்றம். என இணீ 
நிறுவுவோம். 

T:U>V, T:¥>U 

ae x, 87; Vig ear எனின், 

7000-7) “() ௬-0 
T(x) = y. (9) x. = F (9: 

2. T (ax, + bx,) பேடி EGU; aber 

= aTix,) + bT (x) => ax, ட உ U 

“= ay, + by, EV © மேலும் 7" ஒருபடி 

்் நிலைமாற்றம்): 
ரீ (ay, + by.) = ax, + bx, 

=aT'(y) + bP) 
லம் ஒருபடி ae 

5-30. தேற்றம் . 

7” என்ற வெக்டர் வெளி மீது த பாது என்ற ஒருபடிச் 
Qeweleer (linear operators) 7, T, = ௪ 9 பட 7 என்றவாறு: 
இருப்பின், 7, நேர்மாறுத் Laine 8 

மேலும், 7) அ. 

நிரூபணம் 

222௨ ர 71௪ 7 (சர்வசமசெயலி) என்று T,, Ts, T. 
செயலிகள் உள்ளன என கொடுக்கப்பட் டுள்ளது. . 7, நேர்மாறுத்: 
தன்மையுடையது என நாம் நிறுவவேண்டும். (அ-து) 7, ஒன்றுக் 
கொன்றான மேல் உருமாற்றம் என நிறுவவேண்டும். 

T, (x;) = T, (x2) 

=> 1,7, (x) = T, 7, %) 

=> I(x) = 1x) 
=> X, = X, 

4 3) ஒன்றுக் கொன்றானதாகும்.
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7 அடுத்து, 9  1* என்ற ஓவ்வொரு வெக்டருக்கும் 00 = x 

சன்றவாறு x ௪ 1£ என்று ஒரு வெக்டர் உண்டு. 

நுகர ௬003 

௮ கரடு] - 71. (2 71 ஒரு உருமாற்றம்) | 
=> (T,T.)(”) = T, ®) 

= I) =T,@) (v 1.7, =) 
=> y= T, ). 

எனவே, 7, ஒன்றுக் கொன்றான:மேல் உருமாற்றமாகும். 

| ஃ 7 நேோர்மாறுத் தன்மையுடையது. 

: இனி, 7! 7 - 17% என நிறுவுவோம். 

கொடுத்துள்ளபடி, 77% - 4 

s BG ம MO (se 7 நேர்மாறுத் தன்மை 

யுடையது 
00 - rT" (சேர்ப்பு விதிப்படி) 

ப ச்ம் 
= ரி ன மட 

“மேலும், கொள்கைப்படி, 7% 2) 4 

3 7! =7@y) ப 
> 7,0, பச ௪ பீட். (2. சசர்வசம செயலி) 

=> 7207] (2 சூர் ர்க). 
= i, = அரி 

எனவே, Ts = T; = 7. 

ப இ௫ 31. தேற்றம் 

் 77 களத்தின் மீது அமைந்த 7* (2) என்ற வெக்டர் வெளி மீது 

டசி என்பது ஒரு நேர்மாறுத் தன்மையுடைய செயலி என்க. பின், : 

(1) ச ஒரு நேர்மாறுத் தன்மையுடைய செயலி, 8 ௦ ௪4 

2 மு = at 

; (3) T, 7 நேர்மாறுத்தன்மையுடையது எனின், (779 

Spiros கதுன்மையுடையது. A(T, rT = f,' Fy. 

(4) 7) நேர்மாறுத் வரக்கா ற்கு T,'-w 

 நோர்மாறுத் தன்மையுடையது. மேலும் (7, = 

ஜிரூபணம் 

. 77 என்ற வெக்டர் வெளி மீது 7: 77 7 ஒரு நேர்மாறுத் 

குன்மையுடைய செயலி என்க, 1' ஒன்றுக் கொன்றான மேல். உரு 

சீமாற்றமாதலின்,



மத்த | pug Quagpanp set gu 

ததா வழர சாகத் ஆ 

206/7 என்க. 

எனவே, 0! - ல் 6 7 என்ற ஒரு மூலகம் 

aa=!T 
என்றவாறு இருக்கும். 

௫ (22) நேர்மாறுத் தன்மையுடைய செயலி. ௨௭௪ ௦ 6 *. 

aT (x) = @T)) . 

=> T(axy=T (a) ் (“:. 7 ஒருபடி நிலைமாற்றம்) 

> ax = ay . (2 T ergs Oarercpor gs) 

=> x =yaHxo (ve ax = ay=>a' (ax) = a' (ayy 
-=>(@a)x=(@ayox= yp 

ர 

க குறு ஒன்றுக் கொன்றான உருமாற்றம். மேலும், 7'ஒரு 

மேல் உருமாற்றம் எனின், (4. 7)-ம் ஒரு மேல் உருமாற்றமாகும். 

எனவே, (7) ஒரு நேர்மாறுத் தன்மையுடைய உருமாற்றம்.. 

மீண்டும், டிச 7 ற ௨] ம ஹ்.க 7 

(aT) (cx + dy) = T(acx + ady) [eT (ax) = aT (Oh: 
= ac T (x) + ad T(y) 
= c(aT)x + d(aT)y 

(rg) (aT) (ex + dy) = ¢ (aT) x + d(aT) y. 

எனவே, (87) ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும், 

அதாவது, 27'ஒரு நோர்மாறுத் தன்மையுடைய ஒருபடி. நிலைமாற்ற: 

Lor Gib. 

@ @t’= +7 
7 நோ்மாறுக் குன்மையுடையது. 

& FT s T! T= J 

@N@ry=a’'Tr=1.I=1 
(@T)(@T) =aa¢T'T=1.l=1 

erorGar, (aT) = a'T' = ம ர். 

(3) (T, 19 நேர்மாறுத் தன்மையுடையது. (7), T,) = T.' T,'- 
“கொடுத்துள்ளபடி, 7, 7, நேர்மாறுத் தன்மையுடையவை.
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A Pea T!T=2 

7,7) =T) fei 
மேலும், 7, 7! என்பவை ஒருபடி நிலை மாற்றங்கள். 

- மூதலில் (7, 7) ஒன்றுக் கொன்ரானவை என நிறுவுவோம். 

(7, T,) x. = (Ti Ta) Xo Fis eV 

>. TF. teil = Tis வே 
=> fT, (x,) = T; (x4) (+ T, ஒன்றுக் கொன்றானது) 

> X, =X, 

| (2.7) ஒன்றுக் கொன்றான உருமாற்றமாம். 

மீண்டும், ! 

3 6 7* எனின், 72, 0 - ந என்றவாறு xEV எனத் ஒரு: 

வெக்டர் உண்டு. (₹” 7 மேல் உருமாற்றம்) 

is “மேலும், ஒவ்வொரு % 6 1 என்ற வெக்டருக்கும் 2 ஏ 78 
ஏன்ற வெக்டர், 

T, (2) = x (5. 7, மேல் உருமாற்றம்) 

“என்றவாறு இருக்கும். 

ரக 7* என்ற ஒவ்வொரு வெக்டருக்கும் 2 ௪ )£ என்ற ஒரு: - 

- வெக்டர், 

y = T,@) 

= 7,{T,@)] 
௯ (27) (2) 

- என்ற முறையில் இருக்கின்றது. 

ஃ (டமி) மேல் உருமாற்றமாகும். 

எனவே, (2, 72) நோர்மாறு தன்மையுடையது. 

மேலும், 7, ,T,' ஒருபடி நிலை மாற்றங்கள். 

'எனவே, (7; T பி 7] சூரி 2 
= Ty (கரா 
7 1 
I 

I
 

"இவ்வாறே, 

க ரேவ த 
ம் சர றி பிள மிக் 

எனவே, (7, 1- 7/4,
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6 ர கேர்மாறுத் தன்மையுடையது, my = 1, 

Xpdp EV, y, = Ti வெ 

=> Ti Qn =% 0 (wT, Gaturas 
தன்மையுடையது) . 

2௨7% ev, y,=T, (x,) 

=> T,' 0) =.%, , 

ஸ் 3 7.௨ V, 

3 y= = T,' (0) 
டா ஜெ 1 ° ah ஷே 

=> 2) 10 (2 71 ஒருபடி நிலைமாற்றம்) 
=> VM a Ya 

7 ஒன்றுக் ண்கள் உருமாற்றம். 

— ஒரு உருமாற்றமாதலின் % 6 1 என்ற தல்ணெரு 

வெக்டருக்கும் ந எ 1 என்ற ஒரு வெக்டர் 

y = T, (x) 

என்றவாறு இருக்கும். 

(௬) 710) - 
ஃ ர்! ஒரு மேல் உருமாற்றம். 

எனவே, 7' நேர்மாறுத் தன்மையுடையதாகும். 

மேலும், 

(T, T,') = (TT, = 
ட 2 மற 
மாதிரி 1 

- Ve (R) வெக்டர் வெளியின் மீதுள்ள 7' என்ற ஒருபடி தலை 
மாற்றம் 

T (x, y, z) = (x -3y-2z, y—4z, z) 

எனின், 7"-ஐக் காண்க. 

@=x-3y-2z, b=y-42, c =z aers. 

ee ச: டே 

yr=b4+42=64 4c... 

X=a+ 3y+ 22 =a4+3(b + 4c) + 2c 

=a -+ 3b + 14¢ ‘
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P(x, y, 2) = [x—3y-22z, y-4z, 2]: 
= [a,b,c] 

= @bh°09<ixny2 
= [a+ 3b + 14, b + 4c, 6] 

ஃ 9 ேற2) ௪ [x + 3y + 142, y 2 42) 2] 

மாதிரி - 2 

I (a,b,c) = Ga, a-b,2a+b+c) என்று வரையறுக் 
கப்பட்டுள்ள 7:: 77, (5 ர, (6) என்ற ஒருபடி நிலை மாற்றம் 
'நோர்மாறுத் தன்மையுடையது என நிறுவுக. 7"-ஐக் காண்க. 
மேலும், (7-1) (27-37) -09 என நிரூபி. ” 

(0) TGpruwrgs soroooujsorusgy (Invertible), 

1 = (@, by, ¢), % = (4, bg, Cs) = 7” (9 எனின், 

சியி எ T (x,) 

= TG, 6, ¢,) = TQ, b,, ¢,) 

=> (Ga, a,-b,, 2a, + b, + ¢,)= Ba, a, -b,, 2a,+b,+C.) 

we a, S05 Dy = by 6 = Ce 

எனவே; 7" ஒன்றுக் கொன்றான உருமாற்றமாம். 

T (a, b,c) = (p, 4, r) என்க, 

ஆனால், T (a, b, c) = Ga, a-b, 2a +b + ) 

  

  

ra p = 3a, q=a-br=2at+b+re 

oe oe BP sang = 2 aga தன 

¢= r—2atb=r- ட அதி =. ‘ 

_ ee a Fe mene 

ற, ௫௩ 6 7, ச,ம்,௦,- 2 

எனலே, (a, b, c) € V,(R). 

  

a ie ச் ஒரு மேல் உருமாற்றம் ஆகும். 

் 7 1/ஒரு ஒன்றுக் கொன்றான மேல் Greer, அது. 
ation os தன்மையுடையது.
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(ம 7-ஐக் காணுதல் 

T (a, b,c) = (p, 9,1) எனின், 

7 (2, த,7)- (௪,ம்,௦ 

3 (4 aot, -p+atr) 

at 3b 2 1 @b0 = G , அட —atb+e) 

(ii), (1? -1) (T-3D = O 

(T -31) (a, b, c) = T@, b,c) - 31 (a, b,c) 
= G3 a,a-b, 2a+b6+c) - 3௬, 

= (0,a—4b, 2a+ 5b —2c) 

2 (T-D (T-31 
(2-2) (0,a-4b, 2a + b—2c) 

T? (0, a—4b, 2a + b-2c) -I (0, a-4b, 2a +b —2c} 

T? (x4, Xq, Xs) =F (Xt, Xa, Xs) Ho
u 

il 

(x, = 0, X, = a—4b, x, = 2a + b-2c என்க) 

T? (x4, Xe, Xs) = TET Gis டி 2ட)] 

= T[3x,, 120. 2X, + a + 3] 

- [3 Yn Vs) 

ட 3x, y= Xy— Xs Ve = 2x, + Xy + Xs என்க). 

= BY V—- Ve 2V, + Ye ys) 
= [3 (3x,), 3x, -— (1 - %2), 2 (3x) த டே -3ஒ* (கேடாக 

== (9X1, 2X, + X yy 9X1 + Xs) 

= [9 (0), 2(0) + (a—4b), 9(0) + 2a + b—2c] 
= [o, a—4b, 2a + b—2c]. 

I Gpte mM) - வேகக் 
: = [o, a—4b, 2a +b—2c] 

2 (PD (T=31 
T? (0, a—4b, 2a + b-2c) — I (0, a—4b, 2a + b- 20) 
T? (X45 Xe, Xs) —I (X, Xq, Xs) ் 
[o, a—4b, 2a + b—2c] - [0, 9--4ம, 26 4 ௦-2] 
O be He

ut
e 

tl 
॥
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மாதிரி-3 
வெக்டர் வெளி 74, மீது T ஒருபடி நிலைமாற்றம் என்க.. 

T-T +1= 0 எனின், 7 நேர்மாறுத் கின்னமைய/டையது என- 

'நிறுவுக. 

கொடுக்கப்பட்டுள்ளது 7-7 7-0 

ஃ ர ரில் 

உட Ta =(T-Dx =TX®-I() =y-x, TX) = y aers.. 

* TLT@)] =y-x (erg) TY) =y-x 
Ty) = - 2 எனின், 2- pre. 

@ Teams னன்களது 

T (x;) = T(x.) எனவே, y, = Ys 

“~ TO)=TO) > 1 = 2% : 

WR SH PWM EMO 
Wy = 7) ஆதலின், O = 0-3... 0] 

எனவே, 2' ஒன்றுக் கொன்றானது. 

ஞ்? மேல் உருமாற்றம் 

ye 1* என்ற ஓவ்வொரு வெக்டருக்கும் 10) = - 2 என்று 
முறையில் ச € 77 என்ற வெக்டர் உள்ளது. 

_  £= yx அதலின், ர 6 ]* என்ற வெக்டருக்கு ந ஐ 78. 

என்று இருக்கும். 

“(af து) ஒர என்ற ஒவ்வொரு வெக்டருக்கும் 709) 3: 

என்றவாறு % € 7* என்ற வெக்டர் உண்டு. 

ஃ ஒரு மேல் உருமாற்றம் 

எனவே: 7' நோர்மாறுத் தன்மையுடையது. 

ட பயிற்சி 5-2 
் “1. OV, (R) என்ற வெக்டர் வெளி மீது அமைந்துள்ள 1 என்று 

ஒருபடி நிலைமாற்றம், 

“ சீரறு- 2-5, 42) 
எனறு வரையறுக்கப்பட்டிருப்பின், 7-ன் நேர்மாறைக் காண்க. 

வி x=¥ ate + yt 2 | [விடை: 7 (2), 2) = [4 டதத 3 ்
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2. V என்ற வெக்டர் வெளி மீது 71-74 7 0 என்ற 
முறையில் உள்ள' 7” என்ற ஒருபடி நிலைமாற்றம் நேர்மாறுத் 
_தன்மையுடையது. என நிறுவுக.. 0 =, ரு 

3. 7* என்ற முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளி மீதமைந் 

_துள்ள ஒருபடி நிலைமாற்றங்கள் 7, 7% எனின், 7: 7, - 7 என்ற 
கட்டுப்பாட்டில் பின் வருவனவற்றை நிறுவுக. 

(ட 7,727 இரண்டும் தேர்மாறுத் தன்மையுடையவை. * 

(i) T, = Ty. 

4. மீ, = {x Xe, meee Xn}; B, = ப Ye sag i . 

என்பவை முடிவுள்ள பரிமாண “வெக்டர் Bai V (F)-6r இரு 

வரிசைப்பட்ட அடிப்படைக் கணங்களெனின், 700). = 3; என்ற 

ஈழுறையில் 7*-ன் மீது ஒரே முறை (ார்ரய6) நேர்மாறுத் தன்மை 

யுடைய ஒருபடி. நிலைமாற்றம் ஒன்று உண்டு என நிறுவுக. 

5. 7 (09 என்ற வெக்டர் வெளி மீது 7' என்ற ஒருபடி நிலை 
மாற்றம் பின் வருமாறு வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது... 

TG, b) = (aa + bf, ya + 8b); GZHEV, On 
a, B 2,686 2௦. 

௨ 8-8” * ௦ என்ற கட்டுப்பாட்டில் மட்டுமே ?'நேர்மாறுத் 

ஆன்மையுடையது என நிரூபி. 

ஒருபடிச் சார்புகள் (அ) திசையிலி மதிப்புடைய சார்புகள் 
(Linear Panctionals or Scalar valued functions) — 

5-32. g@upé சார்புகள் -- வரையறை 

7₹(7) என்பது.களம் 7-ன் மீதமைந்த ஒரு வெக்டர் வெளி 
என்க. பின் 7: 737 என்ற கருமாத்தம்? 

எட நிய oF) LEP HA, ¥xyEV;abeF 
என்றவாறு இருப்பின், 1” மீதமைந்த ஒருபடிச் சார்பு : எனப்படும். 

5-33. தேற்றம் 

VF) என்ற. வெக்டர் வெளி மீது 7: 772-7! என்றவாறு 

அமைந்துள்ள உருமாற்றம் 70) ௦ 336 78 என்றிருப்பின், 

அது ஒருபடிச் சார்பாகும்.
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கிரூபணம். 

xyEbv; 4beF > axi bev 

ஃ ° Tax + by) =0 (- T(x) = 9) 

=ao+bo. . 
=\aT (x) + bT (y) 

(௮-து) T (ax + by) = aT (x) ௪700) 

எனவே, 7'ஒருபடிச் சார்பு ஆகும். 

: இது பூச்சிய சார்பு ன் கணினி எனப்பட்டு 0 எனக்: 

் குறியிடப்படும். 

் 5-34. தேற்றம் 

V (F) aw வெக்டர் வெளி, 1 அதன் மீதமைத்த ஒருபடிச்சார்பு. 
(Linear functional) crosfer, 

(—T) (x) =-T(X) 77 

என்றவாறு உள்ள -7:: 77 7 என்ற உருமாற்றம் ff hemes 
் ஒருபடிச் சார்பாகும். 

கிரூமணம் ் 

ட 3, ஒ 7 abeEF>ax+byeV. 

(-T) (ax + by) =-[T (ax + by)] 
= -[aT (x) + 6TQ)] 

— aT (x)-bT(y) . 
a[—T(x)] + b[-TO)] 

a(-T) (x) + b(—T)(») 

7 “& (-T) @@uys சார்பு அகும். 

omg 1 ் 
V (RQ) என்பது மெய்யெண்களது களத்தின் மீதமைந்த.. 

் அனைத்து ற (2) என்ற Le SOS சொனனான் வெக்டர் வெஸ்: 
எனின், 

«oT: V(R)>R 
என்ற உருமாற்றம் ட் 

[2001-1] 2094 

N
l
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என்றவாறு "இருப்பின் ச 1 ஒருபடிச் aang (Linear functional) என 

_நிறுவுக.. 

அிரூபணம் 

டமி (0,020 279; ௧௫௨ £ எனின், 

ap, (t) + bp, OE VCR) 

. Tlap,@O+t+ b Ds (t)] , z 

- [முதுக] 

- [சடம் [ சநடுள் 

=e |. நடு மந |. p, (t) dt 

= aT[p,()] + 5TIip, Ol. 

ஏ என்பது V(R) மீதமைந்த ஒருபடிச் சார்பு Bon. 

55-35. தேற்றம் 

ரர (79 என்ற ஒரு வெக்டர் வெளி imines அனைத்து Agus 

smrtiysorgy (Linear functionals) sowri V* பின் வரும் கூட்டல், 

.இசையிலி பெருக்கல் விதிகளுக்குட்பட்டு 2” களத்தின் மீதமைந்த 

ஒரு வெக்டர் வெளியாம். 

டு, Ty மு 

(aT) (x) = a{[T(X)],7,T7,6V*; xEV3a Ee F. 

கிரூபணம் 

ஒரு வெக்டர் இவளிலினது. அனைத்து விதிகளும் “க்குப் 

பிபொருந்துமெனின், 7 ஒரு வெக்டர் வெளியாகும். 

இனி வெக்டர் வெளியின் விதிகள் அனைத்தும் 1£* கணத்திற்குப் 

:பொருந்துகன்றனவா என ஆராய்வோம். ் 

(1) T, 1 € ௩ மழ) v* 

T, T, E V* => T, @), T,0)EF,¥xEV 

, 7109-7), 2 

(1, +7) (@) =T,@) + T&F. (Qaréiens) 
xXyYEV; a4bEF D> ax+oeEV.., a
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(Ty + T,) (ax + by) = T, (ax + by) + T, (ax + by) 

[aT, (x) + OT,)1 + fT, @) +57,0)] 
a[T, (x) + aT, @)] + 217, + FIT, ON 
a[T, () + T,@)1+561,0+ 7T,0)] 
al(T, + T.) 1+ 61M, + T.)0)] 

or5) 19. (ax+by)=a [(T,+7,) @+o (+7) on 

- 4. (டர் 29) ஒருபடிச் சார்பு ஆகும். 

(அ-து) ர,ரு,கர* (37) ௨77, 

॥ 
॥ 

1 
॥ 

  

  

   

  

   

“இரு 194) -7) 2439 
றர, உர எனின், 

ரு ற்ப ரல - ௫909 109) ௨௪ 7 
டர Ee : [T, @)- + T, x)] ல 

T, (x) + (Tax) + 7, CO 
T, (x). + (Ty + Ts) OI 
[T, + (T. + T.)] 

“a Ti+ Td) + Te = T+ + 1). 

Ho
l 

we 
a
u
 

(ட் நீ*_ல் கூட்டு சர்வசம மூலகம் 0 

0+T@W=0M+T 
O+ no 

T (%)- 

on OH T= T 

இவ்வாறே 746 - 7 

      

(கனவே, 7”*-ல் கூட்டு சர்வசம மூலகம் spclitivg identity) ௪ என்பது 

ஆகும். ; 

(4) V*-0 கூட்டு கேர்மாறு கலகம் உண்டு 

2 எ 77* என்ற ஓவ்வொரு சார்புக்கும் (-7) € V* என்ற 

  

fe ce 

E+ DN = 294 ( 7) (9 
௪ 128 41-09] 

oO 

6 (x) | 
॥
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2. T4A(-1I= 6 
இவ்வாறே, (-1)4 7-0... 
எனவே, 77*-ல் கூட்டு நேர்மாறு மூலகம் (additive inverse} 
ஒவ்வொரு மூலகத்திற்கும் உண்டு. னீ 

குறிப்பு : 
(= T) (ax + by) பு (ax + dy)] 

= [aT சு] 
—aT (x)-bT,Q). 

a[-T (x)] + b[- —T 
a(-T)x + b(—T)y 7 1

 
॥॥ 

2 —T ce V* 

(5) ப்ரிமாற்று விதி , ட் 

9-௦ 47%: “702,௨72 7 
Ta (x). + T, (x) © 
(T, + T,) (x). 

«. TT, + T, குமர எக — 

etorGau, V* acy பரிமாற்று' குலமாகும். (Cuninmintive group)- 

॥ 
1 

॥ 

(9) ௨௪௬, ரகர* வகர 

TeV >T@MEF, ஏறக 

=> aTQxyecF, YaeF. 

(@QT)@)=alT@MeF, 2 2 “ 7 (வரையறை), 

மீண்டும், 

xyEV;4dEF > ex+ dev. 

. (aT) (cx + dy) = a[T (cx + dy)] 
a[cT (x) + dT(y)] 

a [eT (x)| + a[d T-(Q)] 
(ac) T (x) + (ad) TQ) 

(ca) T (x) + (da) T (y) 
c [aT (x)] + d[aT (y)} 
2[(௪2) 00] - சீ[((22) ()] 

aT ஒருபடிச் சார்பு (110௦8 70ற௦14௦0௮1) அகும். 

(அ-து) கனு ரகர எகர. 

Ib
i 

th
i 

e
u
 

a
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(1) @+b)T=aT+bT, ற்கு 

4b SF; TeVe 

[(@ + 5) T]@) = (a + 8) ([TO)]) 
a[T()] + 6 (T@)] 
(aT) (x) + (6T) (x) 
(aT + bT) (x) 

(1-g1) (a + 6)T |) = @T + bT)@). 

“. (@4+b6)T= aT + bT 

8) a(t, + T,) = aT, + aT, 
T,,7,EV*,aecF, 

[a(T, + T,) @&) = a7, + T)@)] 
wh a{T, (x) - 709] 

(aT;) (x) + (272) (x) 
(aT, + aT,) (x) 

fx a(T, + T,) = aT, + aT,, Vx EV. 

f
o
n
d
 

~ (9) (b) T = a(bT) 

[(ab) T}(x) = (ab) IT@], TEV*, GOEF. 
gee 4 a [b (T (&)] 

a [(6T) 0] 
; [a (6T)] (x) 
2 (&) T= a(bT), முற கர, 

lo
u 

i 

(0) ET=T v¥xeV. 

V*- oscirer pauGara@ ipa T-&6, 1 ௪ 7 என்ற மூலகம் 

~ET)G) = ITO! ற ஒர் 

= T(x) 
என்ற முறையில் இருக்கும். 

774 7) 322 7 

ஆக ஒரு வெக்டர் வெளியின் அனைத்து விதிகளும் V* என்ற 
'கணத்திற்குப் பொருந்துவதால், 7** என்ற கணம் ஒரு வெக்டர் 
,வெளியாம். 

ஒரு--- 14
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5-36. துணை வெளி (190௨ Space) 

F களத்தின் மீதமைந்த ஒரு வெக்டர் வெளி 7 (2) என்க. 

Ur V மீதமைந்த அனைத்து ஒருபடிச் சார்புகளது (Linear 

functionals) sorb 77* என்பது 71 களத்தின் மீதமைந்த ஒரு 

வெக்டர் வெளியாகும். இது ]* வெளியின் துணை Goof (dual 

8ற806) எனப்படும். 

குறியீட்டின்படி, 

Ve ={T:TMEV® YxeV} 

5-37. தேற்றம் £ 
7* (2) என்பது ஒரு 1 பரிமாண வெக்டர் வெளி, 

A = {by boy ey En} என்பது ன் ஓர் அடிப்படை என்க. பின் 

2- (03, வ். என்ற 1 மாறிலிகள் (0019818018) கொண்ட 

குணத்திற்கு 
f €) =m, t= 1,2,... 

என்றவாறு ரீ எனும் த் (unique) ஒருபடிச் ert (linear 
functional) V-0 @@s@w. 

அிரூபணம் ; 

4 என்பது ]*-ன் ஓர் அடிப்படையா தலின், 

€=ab+akzt.t+min, VEEVGEF. 

இனி, 
ரீக குர டி 4 மேரே மலம 

என்ற முறையில் ரீ எனும் ஒரு சார்பை வரையறுப்போம். 

கச், பிகர 

Fé =2% பேட. F, 
Gea . : 

(3-81) f crayid entity ES 7 என்ற வெக்டரை 7-ல் உள்ள ஒரு 

மூலகத்திற்குத் தொடர்பு படுத்துகிறது. எனவே, 7 என்பது ]:-/! 

என்றவாறுள்ள ஓர் அமைப்பு மாற்றமாகும். 

அடுத்ததாக, 7 ஒருபடிச் சார்பு என நிறுவுவோம். 

- ஏ. 1* எனின், 

q.= b, ச், + be கீ + eee + ba fn 

f (a) = bx) + Dy By AP vee > By Xy 

என வரையறுப்போம்.
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ak + by =afa,é, + ay &, + + On Fa] 

+ b[b, €, + db, &, +. + On En] 

= (aa, + bb.) £, + (aa, + bba) &, +...+ (aan + bbrén 

f (a& + by) 

= f [(aa, + bb.) €, + (aa, + bb.) Eg + oe + 

(aay + bbz) én] 

== (aa, + bb.) x, + (aa, + bb.) xX, +... + (On + dba) xn 

= (4a, X, + Ga,X, +... + An Xp) os 

+ (bb, x, + bby X, +... + bbg Xn) 
a (a, X, + 4, Xo + oe + On Xn) 

+ b(b, x, + by X. +... + ba Xa) 

il 

af(E)+b f (m). 
7 என்பது ஒருபடிச் சார்பு ஆகும். 

மீண்டும் ரீ-ன் வரையறைப்படி, 

4 - 88 ௦.& 34... 1. சீ... 4+ 080 

af (Ei) = 0.x, + 0.x, +. b La ர் 020 1 ௯௨ 

7 (09.3 

எனவே, ரீ (60 - 3, ல 3 வ 

அடுத்து, ரீ ஒரே முறையில் உள்ளது என நிறுவுவோம். 
௪ (ட்ட, i=1,2,.., என்க. 

ம ஐ 60 இடிடா திவ் ரி an En) ல 

: =a,e(&) + a, (Es) +... + Ong (En) 

= A,X, + A,X. +... + an Xn 

=f © 

sQ@ =f 
எனவே, 7 ஓரே முறையில் உள்ளது. 

- 5-88. தேற்றம் ் 

ட் 7” (0 என்ற முடிவுள்ள பரிமாண வெக்ட்ர் வெளியின் 
பரிமாணமும் ]*-ன் துணை வெளியான 7*“-ன் பரிமாணமும் ஒன்றே 
same) ஆகும். 

 அிரூபணம் 

V-or ஒர் அடிப்படைக் கணம் 

A = {Xi Xq, 0, Xn} என்க.
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பின், ந ஏ ]* என்ற எந்த ஒரு மூலகமும் 

XG, X1 + Ay Xp + oe + An Xn 

என்று. ஓரே முறையில் 4-ல் உள்ள cocaine gy ஒருபடிச் Ger- 

மானமாக விளக்கப்படும். 

இனி, நாம் 77(70-ல்' 

S= Sud we : enfin 

என்ற கணத்தை 

இழு கு , நீல் ஆவடி 

என்றவாறு வரையறுப்போம். 
ற 

(அ-து) ந) -/ ( 2 Gi x) > GeF 
மத 

= ய 

ஒவ்வொரு 7-ம் 1ல் ஓரே வயப் பய் ஒருபடிச் சார் 

பாகும். 

மேலும், ந 09 - ஐ- ம சர ட, 

அடுத்து, ' 

S= (hole ஒப என்ற ஒருபடிச் சார்புகள் 77*-ன் ஓர்” 

அடிப்படை என நிறுவுவோம். 

bfitbfst.+oifr=0 HEF 
என்ற தொடர்பைக் கருதுக. 

ce (8, fh, + ரீ +... + ba fa) (x) =o (xj) ழ் Ty. 2. asay he 

& df, 0) + கடி ர் ஒள் Dn fa ஜே =o \ 

(9-5) 2 [AGM =0, f= 1,2,..,0 

2 3b di = 0 (efi) = 54) 

ஃ ௦, 713... 

(அ-த) BD, = 0, by = ட... 0. 

னவே, கணம் $ ஒருபடிச் சார்பற்றவையாகும். 

அடுத்தபடியாக, 

ரீக 7£* என்ற எந்த ஒருபடிச் சார்பும்-.5$-ல் உள்ள வெக்டர் 
களது ஒருபடிச் சேர்மானம் என நிறுவுவோம்.
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்  ீ.என்பது [1-ல் யாதாமொரு ஒருபடிச் சார்பு, 

SF CG சிக டு ஆச என்க. 

Yer f (x) = f (5 aj Xi) 

= ~ a f (xi) 
௬ 3 Qi Ci 

: ஆனால், நீடு - ந க, fev*,xeV. 
ம = La fi (x) 

5 2 ர) oy 

= Gj 

f@) = Lac; 
, = 26a; (“:. களத்தில் பரிமாற்றுவிதி ' 

பொருத்தும்) 

= raf 

௫ [க சீடி] 4- [c, Fs (x)} +... + [eo fa OO] 

= (c, f1) (&) + (Ge fa) &) + + Caf) (x) 

5 (டே ரீடர் ரீடர் + Caf) () 

- ($17)0 

ஃ f = La fis YxeE V. 

ஃ. ரீ. ௪. ரர் என்ற எந்த ஒருபடிச் சார்பும் டீ-ல் உள்ள் 

.-*வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும். 

(அ-து) ந(6) - 1 

எனவே, 5 (ரீடி7 பீடி என்ற ஒருபடிச் சார்புகளது 

கணம் 1/*-ன் அடிப்படையாகும். $-ல் உள்ள உறுப்புகளது 

எண்ணிக்கை 1 ஆதலின் 17*-ன் பரிமாணமும் 7 ஆகும். 

எனவே, 75, 7** இரண்டும் ஒரே பரிமாணமுள்ளவையாகும். 
2 ச 

5-39. துணை அடிப்படை (யலி basis) 

(ட 3 ட ய என்ற கணம் 7*(2) என்ற வெக்டர் வெளியின் 

அடிப்படை என்க. பின், 

fied = Be 1,757 
A) = 2 10:72] 

என்றவாறு உள்ள 

{fu fos என்ற கணம் 77*-ன் அடிப்படைக் கணம் 

ஏனப்படும்.
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8டி என்பது குரொனக்கர் டெல்டா (Kronecker delta): 
எனப்படும். i 

மாதிரி-2 

V, (R)-oF அடிப்படைக் கணம் ச - {x = (1,9), 7 - (0, 1)7- 
எனின், £-ன் துணை அடிப்படைக் கணம் (0௦8108515) காண்க. 

நிரூபணம் 

B={x=(1,0,7=@ 1} . 
என்பது ]%, (789-ன் அடிப்படை யாதலின், அதன் துணை அடிப் 

படைக் கணமும் இரு மூலகங்கள் கொண்டிருக்கும். 

உஈ- (73... என்க. ' 

Que. f, xy) = ax+ay 

Sis yo=bxtbiy என்றவாறு இருக்கும். | 

a 

மேலும் வரையறைப்படி 

ஷ் இ ப 0,212 hop = = {02124 
ஃ f,@) = 6, =1, மீட = 6, = 0 

f,@) = 4, =0, Fg (%) = bg. = 1 

1=f,@,) =/,(, 0) = a,.1 + ௬.0 - a, 

o=f,(%) =f,(, 1) = 4.0 + a1 = a, 

௦2 ரீ யே =f, (1, 0) = 3.1 + 5,0 = d, 

1=f,0,)=/,.0,1) =h.@+ 1 = b, 

ad, =-1, a, = 0, b, = 0, b, = 1 

S,@y=a,x+ay=x- 

உழ) ம், ற று 

2* - 8-ன் துணை அடிப்படை 

- -1%727 
(௮-து) 8*- (7, 2-3 ரீ) Yh. 

மாதிரி-3 

B{(1,—1, 3), (0,1,-1), (0,3,-2) என்பது 1, (2ி-ன் ஓர்: 
அடிப்படைக் கணம் எனின், அதன்-துணை அடிப்படைக் கணம் BY 
காண்க.
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ரிரூபணம் 

B= {(1,-1,3, @1, -D, @,3,—2)3 

2*-லும் மூன்று மூலகங்கள் உண்டு. 

BY = {fifofs} verre. 

Bag f, (x,y,z) = ax + ay + a2 
fa (%~¥, 2) = b,x + by + b,z எட்ட 7. 

Ss y 2D OxX+ Cyt ae 

வரையறையின்படி, 

fl 
. fi &i) = bi = 167 ் 

ரீடவே ௬ 3 டே 0, Ff: (%) = 0 

fax) =0, fa Ga) = 1, f, Os) = 0 

- £5) = 9, fs (%) = 9, Je@) = 1 

1=f,(,) =f:(,—-1,4+3) = 4,-4, + 3a, 

0=f,() =f,@,1, —1) = 4,-4, 

0 = f.(x,) =f, 0 3, —2) = 3a,.—2a,; 

௩
 

(அ-து) ச, + 3a, = 1 
a,—-a, =0 

3a, _ 2a, = 

எனவே, a,= 1, a= 90, 4, = 1 

அடுத்து, 

௦2-70) (1,-1,3)- 8-2, 4 3 ் % 

l= Is (x2) =f, (0, 1,—1) = b,—b, 

0 =f ரி] =f, (0, 3,-2) = 3b,—2b, 

Pe b, ன + 36, = 0 

b, - b =1 
3b, — 2b, = 0 

b, =7, 6, =-—2, 6b, =-3. 

மீண்டும், 

0 =f; (x,) = Fs (1,—1, 3) 

0 =f; &) =f, (@,1,-1) 

1 ழீ ௦ சீழ் (0,3,--2) 

C,—C, + 3e, 

Cols 

Cy 20, lo 
w
o
n
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[அ-து] C.-C, + 3c, = 0 

G- ¢ =90 

ரூ ப்ர] 
a 

. ¢,=—-2, gq =1, ¢ =1 

3 f,@yYD=a,X+aytaz=x 

f:@%¥%2=—b,x+by +b, z = Tx—2y—3z 

702-42௬ அர ௪ 

எனவே, 

*- ப, 72 7௩7. ஆகும். 

Si. ff; என்பது மேலே கொடுக்கப்பட்டுள்ளவாறு இருக்கும். 

5-40, இரண்டாவது துணை அடிப்படைக் கணம் (5000ம் 
dual basis) 

ஒவ்வொரு வெக்டர் வெளி 7*-க்கும் ஒரு துணை வெளி 7* 
உண்டு. எனவே,  17* என்ற துணை வெளிக்கும் ஒரு துணை வெளி 
இருக்கும். இது 1£-ன் இரண்டாவது துணை வெளி (6600௩ பிப81. 

88) எனப்படும். இது 7£** எனக் குறியிடப்படும். 

58-41. தேற்றம் 

7₹(27) ஒரு ஈ பரிமாண வெக்டர் வெளி எனின், % ௪ 74 என்ற 
எந்த ஒரு பூச்சியமில் வெக்டருக்கும். ர**-ல் 7 என்ற ஒருபடிச்சார்பு 

f (x) # 0 என்றவாறு உண்டு. 

கிரூபணம் 

*-ன் அடிப்படை 
2௪ டி, 207 என்சு. 

2-ன் துணை அடிப்படை 

கீர் (7, ரீ ர் என்போம். 

fix) = 55, ¥ fi © Bt, xi © B. 

x= lax, x#0ECV, aGMEF. 

a) 
[fi 06]. 

“ட்
 
ba

ts
 

2s fi) =f \ 

[| 

1 
M
a



ஒருபடி திலைமாற்றம். = 207 

n 

* ee உ டை Oy 

= Qj 

ப 

tf (x) =0, ¥ f e V* எனின், 

fi @)=0 ; 
> ag=o, j=1,2,..,n 

=> Xxatlax=o 

இது % 94 9 என்ற தற்கோளுக்கு எதிர்: மறையாகும். 

எனவே, XO எனின், 7 எ 774. எனும் குறைந்தது ஒருபடிச் 

சார்புக்காவது foys#oa. 

45-42. தேற்றம் 

£ என்பது 17* மீது£(7) - ரீ, 7 ௪ 7* என்றவாறு 

வரையறுக்கப்பட்ட ஒருபடிச் சார்பு என்க. 

பின், ௮3 , ௩௪ [8 என்ற 

?-லிருத்து 7**-க்கான கருவமாற்றம் (ராகறறர்த) ஒற்றுருவு 
மாற்றம் (0500001181) ஆகும். 

கிரூபணம் ' 

பட ஜக ரீக, நகு ரர் 

மேலும், ரீ ந) 
% ஒருபடிச் சார்பாகும். 

fa fy EV* எனவும், ௪ம் எ 7 எனவும் இருப்பின், 

கன், * bf.) = laf, + df 21) 
= (af,) (x) 4 (670 (0 
= af, (%) + Of a (x) 
= ax (f,) + bx (f) 

tor து) x laf,, + bf.) = az (f,) + bx (fy). 

7" OM 2 ஒருபடிச் சார்பு (Linear functional) ஆகும். 

ly ey 
Bat x > x creirm V-> V** உருவ sept ஒருபடி. நிலை 

மாற்றம் என நிறுவுவோம். ¢ 
Ge"
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ரீ ஒர* என்ற ஓவ்வொரு சார்புக்கும் 

tax + by) (f) = f (ax + by) 
af(x)+ bf) 
ax(f)+b5(f) 
(85) (7) - (62) (7) 
(az + by) (f) 

(அ-து) ax +by = ax + by 
ஃ அற ஒருபடி நிலைமாற்றமாகும். 

மேலும், 2-9 2(f) = 7(/) 
=f) =f) 
=>fax-yy=0, 7 774 

லட மம 7 39 நூறு ம. 0] 

He
t 

fh 
we
l 

I 

X> X என்பது ஒன்றுக் கொன்றான உருமாற்றமாம். 

V,V** அகிய இரண்டு வெளிகளும் ஒரே பரிமாணமுடையவைட 

மேலும், 2-ஐ என்பது 7-ல் உள்ள வெவ்வேறு மூலகங்களை 
வெவ்வேருக இருக்குமாறு 7. 17**_த்கு உருமாற்றம் செய்யும்: - 
ஒருபடிச் சார்பு ஆகும். 

எனவே, %.- $ என்ற ரர. V** உருமாற்றம் ஒற்றுருவு' 
மாற்றமாகும். 

இது Qubos ghogw@e wrHmb (natural isomorphism): 
எனப்படும். 

மாதிரி-4 - 

7 என்பது, ஒரு முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளி 7” (2-ல்: 
Qmuyé enix (Linear functional) srofler, f (x)= 0, x EV 
என்றவாறுள்ள அனைத்து வெக்டர்களது கணம் 7-ன் உள்வெளி 
யாகும். அதன் பரிமாணம் காண்க. 

இிரூபணம் 

N={xeEv: f(x) 2) என்க. 

fo)=o உட சர 

எனவே, 17 ஒரு வெறுமையற்ற (௭௦1-ஊற0(3) கணமாம். 

24 என்பது ஒருபடி.ச் சார்புகளது பூச்சிய வெளி. மேலும், 78 
ஓர் உள் வெளியாகும்.
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மேலும், 

7-ன் பரிமாணம் - 7“ன் வீச்செல்லையின் பரிமாணம் 

் ரன் பூச்சிய வெளியின் பரிமாணம். 

7 பூச்சிய சார்பெனின், 

. நீடு vxev - 

ஃ. 4 என்பது 7* என்ற முழு வெளியாகும். 

பரிமாணம் 77 பரிமாணம் [7 

77 என்க, 

மேலும், ரீன் வீச்செல்லை 7” களத்தின் பூச்சியத்தைக்:: 

கொண்டிருக்கும். 

பரிமாணம் (ரன் வீச்செல்லை) -- 0 

பரிமாணம் 77 09 பரிமாணம் (“ன் பூச்சியவெளி) 

n = பரிமாணம் N, 

7 பூச்சிய சார்பல்லவெனின், 7-ன் வீச்செல்லை களம் 7” ஆகும்... 

ஃ பரிமாணம் (/5ன் வீச்செல்லை) - 1 

ஃ பரிமாணம் 7 - பரிமாணம் (/*ன் வீச்செல்லை) 

4 பரிமாணம் (ரன் பூச்சிய வெளி) 

௩ 1 4 ரன் பூச்சிய வெளியின் பரிமாணம் 

ஃ for பூச்சிய வெளியின் பரிமாணம் = (n—1) 

5-43. yéAuwréAacr (annihilators) . 

டட ரா என்ற முடிவுள்ள பரிமாண” வெக்டர் வெளியின் உட்... 
கணம் டி. என்க. பின், ம-ல் உள்ள எந்த ஒரு மூலகத்தையும் 7-ல் 

உள்ள பூச்சியத்திற்கு உருமாற்றம் செய்யும் 7*-ன் மீதமைந்து.. 

"அனைத்து ஒருபடிச் சார்புகளது கணம் $ கணத்தின் பூச்சியமாக்கி- 
(மோிப்1க1௦0) எனப்படும். இது 5 என்க. 

(7:70:௦2 டி 7 ஒர) பரா, 

5-44, தேற்றம் 

2 V(P) வெக்டர் வெளியின் உட்கணம் ட என்க. $ கணத்தின்- 
ஸூச்சியமாக்கயொன S° என்ற கணம் V*¥ என்ற வெக்டர் துணை 
வெளியின் (0081 90806) உள் வெளி என நிறுவுக.
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அிரூபணம் 

பூச்சியமாக்கியின் வரையறைப்படி, 

0௨௧55, 

ரீ. 72௪.4; ௪௦௪7 எனின், 

At (xy) = 0, Ff, (x) = 0, மடி 

(af, + bf.) &) = Cf.) &) 4 (700 
Of , (x).+ OF, (x) 
a.0 + b.0 

= 0 

os af, + bf, Ee §° 

எனவே, $? என்பது 1**-ன் உள்வெளியாம். 

॥ 
|] 

| 

௮3-45. தேற்றம் 

V (F) என்ற 7 பரிமாண வெக்டர் வெளியின் உள்வெளி 8 ' 
என்க. 5-ன் பரிமாணம் ர எனின், 5-ன் பூச்சியமாக்கியான S°-or 

பரிமாணம் (0-1) ஆகும். 

(அ-து) பரிமாணம் ($) -- பரிமாணம் (89) - பரிமாணம் (15) 

ிரூபணம் 

ஃ-ன் பரிமாணம் 78 ஆதலின், 

மீட 12020 பப 00. என்பதை டன் அடிப்படையாகக் 

கொள்வோம். ் 

பின் 8, கணத்தை 7*-ன் அடிப்படைக் கணமாக அமையுமாறு. 

ஸி குர்து ஜே வடி பே வடி வம் 

என்று விரிவாக்கலாம். 

அடுத்து 77* என்ற 1-ன் துணை வெளியின் B, (என்க) 

பரிமாணமூடையதா தலின், அது 1 ஒருபடிச் சார்புகள் கொண்டி 
ருக்கும், 

& Bel fay வலை இஷ Prizas shit} 

இனி 5”-ன் பரிமாணம் (n —m) crow BlayeyG aur tb. 

அஃது) இட ர்க Imes cota) என்ற ஒருபடிச் சார்புகளது 

கணம் ஃ”-ன் அடிப்படைக் கணம் என நிறுவுவோம். ்



ஒருபடி நிலைமாற்றம் 205 

2, என்பது 2,-ன் உட்கணம். மேலும், 2, என்பது 7** வெளியின்- 
அடிப்படைக் கணமாம். எனவே, 2, ஒருபடி சார்பற்றவை (110௦௨11ட- 
independant). 

மீண்டும், 

த டத. X= 4,X, ஆடடிம்... 4 800 

= 1 ajxj (2; ஆனது 5-ன் அடிப்படை) 
i 

~ fi @M= fk ax; 
m 

= = a fit), i= my மடு ஷி 72 j= 

6.
 

Te J=1,2,..,m; i= m+1,m+2,...,0. crorGa, i ¢ j. 

எனவே, மேலுள் ள கூட்டுத் கொகையில்: ஓவ்வொரு உறுப்பும். 
- பூச்சியமாகும்]. 

(ors) di fi (x) =0 பூ % “டம் - Milo mye9 ++, 72, 

அடுத்தபடியாக 2 (809 - 5” என நிறுவுவோம்..7ீ ஏ V* 
"என்பது ன் மீதமைந்த ஒருபடிச் சார்பு (1106௨ 70001௦௨]). என் ௧. 
By என்பது 77*-ன் அடிப்படையா தலின், 

ரில ந், நிர இர 4 +... +b fh 

“வததி கலச 
j=1 

. f(x) = நீ bi fi x) 

= 2b8; (+ fix) = 53) 
த ௬ 1 

(௮-து) Ff (x) = 5; 

pen lv b= SD] Se SF 

டி
 5 J ODA + ze co



2206 . 6 eer இயல்முறை கணிதம் 

அனால், 7 54” எனின் ரீ(9)- ௦, 1 ௪3, 

[அ-து) 0 = 0, SF () = 0, oF Om) = 0. 

(9-5) f(x) =o, i=1,2,...,m 

வல்லி f=, ம் SxS + ல் Safi 
i=m+1 

j
u
s
 

f Gi) fi. = 0 

= SF &ma1) Fins Foose + fs) fe 

- டல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க்கை, 

fEeS => ரீக 

ororGeu, S° C L (B,). 

மீண்டும், 

SELB) = f= 3 bf 
j=m+1 

= பப 

%. எனின், x = Lax; 
jt 

A) = fit as, ர் 4-1, 

௮ மாரா வடர t= Mtlewsno கு. மஞ் 

எனவே, ஒவ்வொரு உறுப்பும் பூச்சியமாம்]. 

7௩327௧ 65, ள் 

L(B) C So. 

எனவே, Sy = L (B,) 

(9-3) 55-ன் அடிப்படைக் கணம் 8, ஆகும். 

ஃ இன் பரிமாணம் = n - ரர 

௩ (“ன் பரிமாணம்--(6-ன் பரிமாணம்) 

(அ-து) - (4-ன் பரிமாணம்) -- (65-ன் பரிமாணம்) 

. ஃ (1-ன் பரிமாணம்):
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௧.46. தேற்றம் 
* வெளியின் உள்வெளிகள் ]77,, 17%, எனின், 

@ W,= Wie W,° = W, 

(i) W, CW,=> Wo Cc W,° 

என நிறுவுக. ' 
கிரூபணம் | 

(i) W, = W, என்க. 

3 mG கணங்கள் சார்வசமமெனின், அவற்றின் பூச்சியமாச்சி 

களும் (annihilators) eresFLowm Gib. 

2 Wye = W. 
மறுதலையாக, W,° = W,° என்சு, 

(8, - (89) ஆதலின், 
5” - (855) என்றாகும். 

(து) 8, 820 

He W,09,8W,0° அகிய இரண்டும் 77**-ன் உள்வெளிகள். மேலும், 

Var மூலகங்கள் 77*-ன் மீதமைந்த ஒருபடிச் சார்புகளாம்.. 
loin ub 3 அ "என்பது Vx ரர* அகும், 

ஃ W, oo — = Wor 

= 2(W,) = 2(H,) 
>W,= Wy 

. (0) 1, ட 77, என்க, 

மீ] எனின், 7009-0 4278 
70-09 றகர், [1 69 

» fe Wy 
(a-g) fe W,° =fe W,° 

Wy Cc Wye: 

's -47. தேற்றம் 

3 என்ற வெக்டர் வெளியின் உள்வெளிகள் W,, Wey 
7. ="W, © W, எனின்,
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(i) W,* ~ W,° 
(ii) நவர. 

(ii) V¥=W,°@ We 
என நிறுவுக, 

த் 
ஆட 

நிரூபணம் 

V=W.0W, 

z=x+y, zEV, xEMm, yew, 

Goan, With W, = {o} 

/-ன் பரிமாணம் + W,-or பரிமாணம் - 7ஈ“ன் பரிமாணம்... 

டு ௨ 2, 

பரிமாணம் 7*- ர, பரிமாணம் 77£- 7 என்க. 
= 

ஃ wuiftoresrtb W, = n-m 

பரிமாணம் 141) - பரிமாணம் 18£* ஆதலின், 

பரிமாணம் நுர*் - ர ஆகும். 

பரிமாணம் [௦ 4 பரிமாணம் 77, - பரிமாணம் ]£ ஆதலின், 

பரிமாணம் 777௦ - பரிமாணம் 7* - பரிமாணம் 5, 
77 0) 

=m 

- பரிமாணம் 777) 

- பரிமாணம் நீர் [5 டன் பரிமாணம் 

= Wi*-or பரிமாணம்] 

(9-3) Uflioresri Wi* = ule W,° 

: . Wit ~ We. 

(ii) நீர் = Wie 

பரிமாணம் ]8* பரிமாணம் W, 

n—m 

பரிமாணம் 7* - பரிமாணம் 74 

பரிமாணம் ]72௦ 

et 

(பரிமாணம் 774 -- பரிமாணம் 77௦ - பரிமாணம் Vy 

(௮-து), பரிமாணம் 18* - பரிமாணம் 177௦, : 

. We ~ We.



ஒருபடி தீலைமாற்றம் 209 

(ம்). ௩ ௫ ஓரு 

V¥-ar ஐ REST V-or மீதமைந்த ஒருபடிச் சார்புகள், 

மேலும், 79 --ன் மூலக் ஈளுழ் ன் மீதமைந்த ஒருபடிச் ணம் சி 

Serr @tb (J.inear functionals), 

‘fe Wi ரி 5? என்க, 

fem",, few, 

eerGau, f(xs)=O, YxreE WwW, 

(0020, ¥re W,. 

2€ 7*எனில், 7(2)- ரீ -ட்ஜு (1: zextNxEeM ve W,: 

4 ு ஓர) 

f(x) +f) 
=-O++0 

= 0 

ஃ.. 7 என்பது பூச்மெ சார்பு 9b (Zero functional) 

எனவே, டட: - {O}. 

அடுத்தபடியாக, 

22] ௪௨717 6 நீடி ந], என்க, 

Qe, fi) = FO) . 

90-70 y¥ fe v* 

என்ற முறையில் fi, fr என்ற இரு ஒருபடிச் சார்புகளை வரையறுப் 

போம். *' 

x=xtO0, ¥xEW, 

சச ச் (x + 0) 

£0) (ன் வரையறை) 1! 

= O 

2 few, (2 A. @=0 Vxe WM. 
WeinGir, y= 0+ y, ye W, 

~ Ss &) = f, (@ + y¥) 

= f (©) [7 என் வரையறை] 
= 0 

Fs (y) =o ¥ y € W,. 

fre W,. 
9@-—14
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aw su, f, 1), நூ - 
இனி, 7, 1. என்பவை ஒருபடிச் சார்பூகளி ஏன நிறுவுவோம். 

டி * ஸ் டர 

21253 L £ என்ன) 2) = XY FY, Za = Xa bs. 

x» MEW, IDEM, 

az, + br, =a(x, +y,) +6 (x, +- 3) 

= (ax, + bx.) + (ay, + bys) 

20 SW, ஃ ax, + bx, EW, 

Johe W, . ay, + by, _ W, > 4a, b SF, 

SJ, ((ax, + bx.) + (ay, + by) 

= [ஏ 4 இர, [டன் வரையறைப்படி] , 
= af (yy) + bf (ya) 

= af, (2:) + bf, (2.), Lf or ume 
பறைப்படி] 

ரதி (42) - bz,) 

(அது) f, (a2, + 5:,) = af, (=,) + df, (224 

ஃ மீட்க 18) என்பது ஒருபடிச் சார்பு ஆகும், 

இவ்வாறே, 

Sf. (az, + bz.) = f,[(ax, + bx,) + (ay, + by,)] 

= flax, + bx,), [fer amgwecciug] 

af (x) + bf (xs) 

= af, (21) + Of 2 (2) , பூன் வரையறைப்படி) 

wo ff, (az, + bz.) = af, (21) + Bf, (%)- 

எனவே, 7, 6 185,” என்பதும் ஒருபடிச் சார்பு ஆகும். | 

அடுத்து, ரீ ௪ 7, 4 ட என நிறுவுவோம். 

2௨. ரீ என்ற ஒவ்வொரு மூலகத்திற்கும், 

பீடர்/22- ரீ 0) ப 
70) -7(20 
f(xy +f) 
f@+y) 
ரீ, 26 h

o
u
 

d
o
y
 

||
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4 ரீகுரீட பாட ௪191 
௩ ச “க்க 

எனவே, ர*- 25 82. 
ச் 28, “ரஷ 

மேலும், 50%: {0} 

்டரார் அரிம்மு 1, 

பயிற்சி 5-3 

1. 75, (50 என்ற வெக்டர் வெளியின் அடிப்படை 
B= {(1, 0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)} எனின், 2-ன் துணை 

அடிப்படைக் கணம் 8“-ஐக் காண்க. 

fats: BY = {fis fo fs} 

Ty (Xs Fy 2) = xy fra (XI 2) ௬3 ரீடடே3ு2) - 2] 

௪ 

2. 6 (ன் அடிப்படைக் கணம் 

2 ((1,-23), ((,-1,1)), (2,—4, 7)} 

எனின், .2-ன் துணை அடிப்படைக் கணம் 24 காண்க, 

[விடை: BY = {fis fos fr} 

fi (XY, 2) = —3x—-S5y—2z, fa மூ) = 2x + y, 

Fi Oyyz) = (x + 2v + 2)] 

3. 14: என்பது 16 (27) வெக்டர் வெளியின் உட்கணம் எனின், 
We=[LW)]), Wo = LW) cra Dyes. 

4. 1 (60) வெக்டர் வெளி மீது 7 என்ற ஒருபடிச் சார்பு 
7[(21)]-15, 7[(1,-3)]1--10 எனின்,/7(ட )-ஐக் காண்க. 

[விடை: ரீடெு) = 4x + 7y] 

5. B = {1,—1],3), (0,1,-1), (0, 3,-31 என்பது மெய் 
யெண்களது களம் “ன் மீதமைந்த வெக்டர் வெளி V (9-ன் 
அடிப்படைக் கணமெனின், 8-ன் துணை அடிப்படைக் கணம் (Dual 
basis ௦18) காண்க, 

[விடை: ம* 2 {fu fa Fs} 

Si MD = x, fa (x, Y,2Z) = 7x—2y = 3z, 
ff, ON 2) = — Wx ty 72]
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6. W,, W, என்பவை 7 (7) என்ற வெக்டர் வெளியின் உள் 
வெளிகளெனின், 

ட ராறு? - ஏம Ws 

Gi) Wi+ Wy =<"Wen We 
என நிறுவுக. ; 

7. (,2-34, (0,1,4,—1) என்ற வெக்டர்களால் பிறப்' 
பிக்கப்படும் 7”, (60-ன் உள்வெளி 77” எனின், 14-ன் பூச்சியமாக்கி 

யின் (annihilator) அடிப்படையைக் காண்க, 

[விடை: (7, 727, 

Sf, Gs ¥s%t) = 112 மு 32 
Fs (x; Y, Z, 6) = 6x ~~ y= tj



6. அனரிகளும் ஒருபடி நிலிமாற்றங்களும் 
(Matrices and linear transformations) 

6-1. நிலைமாற்றங்களை விளக்கும் அணிகள் 

(1) ஒருபடி நிலைமாற்றத்தை விளக்கும் அணி 

7₹(2) என்ற வெக்டர் வெளியின் ஒரு வரிசைப்பட்ட அடிப் 

tiene (ordered basis of V ()) 

B= {X45 Xg9 -005 Xa } என்க. 

எனவே, 1-ல் உள்ள ஓவ்வொரு வெக்டரும் 8-ல் உள்ள மூலகங் 

களது ஒருபடிச் சோர்க்கையாகும். 

77 ஸா என்ற வெக்டர் வெளியின் ஒரு வரிசைப்பட்ட அடிப் 
படைக் கணம். 

= {Vu Var vr Ym} எனின், 
37*-ல்' உள்ள ஒவ்வொரு வெக்டரும் 8-ல் உள்ள மூலசுங்களது ஒரு 

டிச் சோர்க்கையாகும். 

7: 77: 777 ஒருபடி நிலைமாற்றம் என்க. 

% “ 17 எனின், 70) ஏ 18, 

70009) என்ற ஒவ்வொன்றும் ல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் 

'சேர்க்கையாகும், 

8அ-து) T(x) = Ai Wi + கடர எ + Gm Ym 

T (Xa) = Gig Vy 1H Gag Va + ர் வேட yn 

TX) = An Vy + Gan Vg + ++» + Amn Yn 

m 
ia T (x) = 2 aio j= 1, 2, ...5 7% 

1
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மேற்குறிப்பிட்ட கோவைகளது கெழு அணி (Coefficient: 
matrix ) 

Be yy ee Cory 
Gig: lag xx ting 

\ 

Qyn Agn wee Amn 

- என்றாகும். 

பின் T: ஆ 17” என்ற ஒருபடி நிலை மாற்றத்தின் B. By, 

என்ற அடிப்படைகளைச் சார்ந்த அணி, டைன் அணி 
யினது நிரை, நிரல் மாற்று அணியாகும். 

(து) ன் அணி, 

உட ஈட... An 
டே... Gan 

ர் 

போட Amy +» Omn 

இந்த அணி [7] ் எனக் குறியீடு செய்யப்படும். 

(2) ஒருபடி செயலியை விளக்கும் அணி 

7 ஒருபடிச் செயலி (அ-து) 7: 73. 7* எனின், 1 - 3. 
எனவே, “ன் அணி 11% அணியாகும். 

n 

. TaH)= அசர, 7௬13... 
i=4 

எனவே, 8 என்ற வரிசைப்பட்ட அடிப்படையைச் சார்ந்த ன் 
அணி [7] ந என்று குறியீடு செய்யப்பட்டு 

பே ஈட. கம் 
ர aa, Aan eee Qon 

[7], - 

Qn, Ang oe Ann 

என விளக்கப்படும்.
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6-2. கூறுவெக்டர் (co-ordinate vector) 

7 களத்தின் மீது அமைந்த 7* (2) என்ற வெக்டர் வெளி 

ஸ்-ன் ஒரு வரிசைப்பட்ட அடிப்படை 

.. தல [0ூஆு.. பி. எனின், 

3 எ 7* என்ற யாதாமொரு வெக்டர் 

X= a, XT Ap Xa + vee An Xn 

'என்று விவரிக்கப்படும். 

:இது அணி குறியீட்டில், % - ay 
ஸ் a, 

Qn 7 

என்ற நிரல் வெக்டராக விளக்கப்படும். 

“பின், ச, பூ, ட, உ எனற இசையிலிகள் 8 என்ற அடிப்படையைச் 

- சார்ந்த -ன் கூறுகள் எனப்படும். இது [2] எனக் குறியீடு 

'செய்யப்படும் ட் 

a, 

: a, 

(rs) [x] p= 
ந 

we’ சீ 3 20) என்பது 7* (2) என்ற 7” களத்தின் 

: மீதமைந்த வெக்டர் வெளியின் ஓர் அடிப்படை, 7*ஒருப்டிச் செயலி 
எனின், 3 ௪ ]7* என்ற யாதாமொரு வெக்டருக்கு, 

[7], [ச] - [ச (விழ 
சான்றாகும். 

"நிரூபணம் 

லே = 5 ay Xi 
i=1 : 

= Ay X, + Agi Xg ot ee Haj Xn என்க.
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வலப்பக்கத்திலுள்ள ஈட 30 ... கே என்ற கெழுக்கள் [ Tp என்ற 

அணியினது /-வது நிரலாகும். 

x = bX + by Xq + wey + On Xn oToviletr, 

ட்டி, 

b, 
[x]p= ats என்றாகும். 

ba 

இப்பொழுது, 

T(x) = T (Ox. + ba xa +... + bn Xn) 

= தா z bi Xj = xb; T (i) 
i=1 i 

5 % LY ax; . (° Ti) = ¥ ay xd 
i j 

i 

 , ர் 
= (¥ a, bj) x, + (2 a; Bi) x, +... + (Z கூட்டப் 

> = 2 (2 abi) x 

i 

1, 2 வடிரக 
I, 2s: gp Dig: aay Wes 

எனவே, [7:00 Ip என்பது கெழு: அணியின் நிரை, நிரல் 

மாற்று அணியாகும். ட 

8 சடம்; 
: 3 ஏவ 5; - 

me [700] = 

= Ani bj 

LT ay by + ay b, ம் Gn On 
aay By 4 Gag By ... + en Da 

Any Dy +H dog Dy + we + Gan Bn 

ay 212 oe By b, 

Gay Ogg வ Ogg b, 

் Tp [xp = 

an; ane «es Ann ம். ‘
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Qy, by + Aya be +... + Ain Bn 

Az, By ++ Ayg Bg +... + Gan On 

Any 0, + Gng by +... + Aon On - 

= [Tp 

எனவே, [2]த [x]p = [T(x)]p 

பின், AB = [ej] = [5 Qx by] ஒரு 11% அணியாகும். 
டப ் k= ட 

4அ-து) 48-ன் (--/)-வது மூலகம் கன் வது நிரை B-sr வது 
நிரல் ஆகியவற்றின் உட்டெருக்கத்தின் கூட்டுத் கொகையாம். 

6-4, தேற்றம் 

ட V (2) வெளி மீதமைந்த 7, 7, என்ற ஒருபடி நிலை மாற்றங் 
BOTS) B= 0,302 20 என்ற நிலைத்த அடிப்படைக் கணத்தைச் 

சார்ந்த அணிகள் [7], [7] எனின், அதே அடிப்படையைச் 

சார்ந்து 7-2) 202, 17) என்ற செயலிகளைப் பின்வருமாறு 

எழுதலாம். 

@) [7% + %)] = (7,)+ fT.) 
(i) [KT,] ‘ 

(ii) [7, Te] | 
| 

வி 
கவு

 
ட
ல
 ke 

re
t 
e
g
 

a டி நவ
ம்
 

அரணம் 

[*;]1-[ஆ],1751- [89] என்க, 
7டி 72 என்பவை ஒருபடிச் செயலிகளாதலின், இரண்டும் 

௪1: அணிகளாகும், தி . 

n று 
ஃடபிடறெ - ன் சு, 7) - வ bin Xi 

di) [T, + To} - [ந] [ற] 
(T, + F.) (xj) = T, (xj) + T, Oy) 

= VY சிடி ¥ by x 
௪3 (aij + bi) xi 

= Cip Xi
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{[7, + T.] = [ey] 
= [ay + 45] = [ay] + [68] 
14 [29]. 

ம் [௩11 - [௩]. 

‘(Ti () = KT, @) 

+ 

n 

= KY ay x; 
351 

(K ij) Xi 

வ்
 u 

॥ M
s
 

M
s
 

(ci) xi 
i=1 

[K T,) =[cy] 
=[Kaj] = 817] 

Gi) [T,T.] =(T,] [TI] 
(T, T.) லே கு T, {Ta (x) } A 

nL 

T, ( 5 bis x ) 
. K=1 

=3 bg T, 0) (2 Ty aGuygs செயலி) 
1 

ட 

॥ 

k= 

3 n 

= 2 திய 3 ஏ Xi 
k=1 த 1-3 

n n 

= & ( Y dix bx; )x 
j=1 k=l 

n 

= = (ci Xi) 
i=1
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6-5. தேற்றம் 

U,V, W என்பவை முறையே 747, 1, 2 பரிமாணங்கள் கொண்ட... 
முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளிகள்; அவற்றின் அடிப்படைகள்- 

முறையே £,, 8, 2, என்க. 

27 7: 72 77 ரர 

என்பவை ஒருபடி நிலை மாற்றங்களெனின், - 

By B B நரக ர ராப் 
என நிறுவக. 

நிரூபணம் 

மி; [டு 206 வட கர் 

Bz = {Vis Vos +) Yn} 

By = (2, 29 «Zp } 5 என்க. 

கரச எ [வு] சியி = [bu] vem 
. B 
[T, Ti] = [cj] pxn 

i. m 

மேலும், i (xj) = Lajyyi, i= 1, ஆ வ (ட) 
1-1 

p ' 
T, (vid = ட் bxi Zk த ச் 1, 2, weey ML —(2) 

24 - 

Pp ் ர் 
T, T, xj) = = ரர தத இடது எத —(3) 

Fi 

T, T, ix) = T, {T, &)} 

= T,| 2 x: | (2 (0-ன் படி 
al 

m ஸ் 

“24709 Co 7; ஒருபடி நிலைமாற்றம்_ 

2 tt M
s
 

r
e
 

(
4
 

க 

>
 

[62
 8 

வ
ள
்

?
 

கி
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(3), (4) சமன்பாடுகளிலிரு ந் து, 

7 : 

Cg = bom biaj, j=1,2,...0; K= 1, 
iz 

வடி 

ஃ [cxj] = | சய லட ் 
pxa ist pxn 

= [bu] [ஸூ] (அணிகளது பெருக்கல் 
pxm mxn வரையறை) 

B. Bg | B. எனவே, [T, பத. = [221917]. 

6-6. தேற்றம் 

2” களத்தின் மீதமைந்த இருவெக்டர் வெளிகள் 1 (2), V(F) 
என்க. அவை முடிவுள்ள பரிமாண வெளிகள் எனவும், அவற்றின் 
அடிப்படைகள் முறையே 

By, = [டி ---, Xn} 

B, = {Vy Va, -- Ym} et ் 

எனவும் கொள்க. 74 (2) என்பது அனைத்து 17178 அணிகளைக் 
கொண்ட வெக்டர் வெளி என்போம். பின், 7: 2: ]7£ என்ற ஒரு 

படி நிலை மாற்றத்திற்கு 2, 8,-ஐச் சார்ந்த அணியினை அளிக்கும் 
சார்பு 2 (7 1) என்ற வெக்டர் வெளியிலிருந்து W () என்ற 
வெக்டர் வெளிக்கு ஒற்றுருவு ஆகும், 

நிரூபணம் 

7” என்பது 7 (07, 1)-ஐச் சோர்ந்த யாதாமொரு ஒருபடி நில் 
tor hob ores. [Aj] myn என்பது 8, 2, என்ற அடிப்படைகளைச் 

- சார்ந்த 7-ன் அணி என்போம், 

f: L(U,W>W என்று ஒரு சார்பை 

ம [7] a [aij] myn —(1) 

B, = [Db 2 f(T) =(TAR = [biloen ௮) 
என்ற முறையில் வரையறுப்போம்., 

இனி ரீ ஒரு ஒற்றுருவு என நிறுவுவோம். அதாவது, 7 ஒன்றுக் 
கொன்றன மேல் ஒருபடி நிலை மாற்றம் என் நிறுவுவோம்.
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7 ஒன்றுக் கொன்றானது 

ச் (20 =f (T;) > [4ij ] myn = [ bij J nxn 

உ யூ ஆ, i= 1,2,..,m; j= 1,2,..,27 

m ச m 

= x சர 2 biy, Gf =1,2,...,n 
i= i=1 

=> Ti (x) = T, (x), ருது விரி 
S77 அ ப 

(ors) சம்ம தெர க 

7 ஒன்றுக்கொன்றான உருமாற்றம்; 

7 மேல் உருமாற்றம் 

[cj Ee 77£ ஒரு mxXn அணி என்க. பின், இவ்வணிக்கு ஒத்த 
7: 8. 17 என்ற ஒருபடி நிலைமாற்றம் 

m 

T (xj) = 2 cyvi, J=l1,..,2 

என்றவாறு இருக்கும். 

எனவே, [21 - [சூ] அகும், 

.... அதாவது, ரீ (7) - [ey] man 
எனவே, 7 ஒரு மேல் உருமாற்றம். 

- 7 ஒருபடி நிலைமாற்றம் 

(ற) 479 - [ர 4 72 
த 

- [2125 4 [ரர] 
“ரீபே 7002 (64 தேற்றப்படி) 

ஃ ரி (ன் 

en 7" ஒருபடி guar vin 

7 ஒரு ஒற்றுருவாகும்.
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6-7. தேற்றம் 

களத்தின் மீதமைந்த வெக்டர் வெளி 7 (2) என்௯. 

இ (3 டை என்ற அடிப்படைக் கணத்தைச் சார்ந்த சர்வ 

சம செயலி 7 patie: செயலி டூ ஆகியவற்றின் அணிகள் முறையே 

- அலகு அணி (மாப் matrix), yeu sani (zero றல யாகும். 

ஃஜிரூபணம் 

i=1 

று 

702 = 2 Aj Xi 

U(x) = Xj = 00%, + OXy tae FLA ர் 9௨0 

: n 

T(x) = = 645% 

o f= [dy] [ev dye 1, ரீக] 

= HUG Boo =0, iF J} 

இவ்வாறே, 

6009-2 0௮டர் 02% 4 ரர் 03 
. ; 

ல ஃ 6002 2 03 
j=1 டி 

எனவே, [௦] - [ஆ] 

‘6-8. நேர்மாறு செயலியினது அணி 

7* (ற வெக்டர் மீதமைந்த 7' என்ற ஒருபடி செயலியின் அடிப் 

படை 2-ஐச் சார்ந்த அணி [ 7:] - [௯] என்க. பின், 

7 நேர்மாறுத் தன்மையுடையது 4 [7] - [கர நேர்மாறுத் 

தன்மையுடையது. 

மேலும், [71] - [8] - [கழி 

6-9. அடிப்படை மாற்றம் (௨02 ௦2 basis) 

By = {Xp Xoo +3 Xn } 

Be = {Vi 0௨7 

என்பவை 77 (1) வெக்டர் வெளியின் இரு அடிப்படைகள்[என்க. : 
e
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X= A,X, + Ag Xq + -.. + 20 

x = b,x, +, Xg +... + On Xn 
௫ 

(டக. மே, மடி, ..., மம என்பவை 2, By என்ற அடிப் 
படைகளைச் சார்ந்த 2-ன் கூறுகள் எனப்படும். 

“ரு ஒருபடி நிலைமாற்றம் எனின், 7' (0 yi, [௩ 1,2..., 1 என்று 

நாம் முன்னரே கண்டோம். 
° 

2, என்ற அடிப்படையைச் சார்ந்த 7-ன் அணி [7], 

௬ [7] [கி, சிகி f=1,2,..,0 
ன 325 ஏட்டு ஜே 4 எ நேம ல 77 

Le, i) = = T(@, x, + ay X%_ +... + Qn Xn) 

ae =a,T(,)+ 4, T (xs) +... + Gn T (Xn) 

= 4, Y, + 4, Vet... Lt Bada 

T@ = - ௦ எனின், * 
"> A, Vy + Ag Vg +). + On Yn, = O 

தி, ஒருபடிச் சார்பற்றதா.தலின், 
4, = 0, A,= 0, ..., MI =O 

A Q,X%y + a, Xo +...+ aX =O 

(91-53) x=0 

அதாவது, T(x) = 2 எனின், x=0 

என்வே, 7" நேர்மாறுத் தன்மையுடையது. 

* 10, தேற்றம் 

கட எ 130) 3 பி 

= {Vie Var 7 என்பவை வெக்டர் வெளி 7/ (7)-ச் 

  

Qo அடிப்படைகள் என்க. 7-ல் உள்ள % என்ற ஓரு வெக்டர் 
2, .8,-ஐச் சார்ந்து 

ae x= Zax = Ebi y; 

- எனின், கூறுகளுக்கடையே, உள்ள தொடர்பு , 

உட டு, 7-1,2....ர 

சான்றாகும்.
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நிரூபணம் 

தல தடட க் கவடி பயம் கடட 

Ly, + bg ye + + On dn 
=, TG@)+b, T(x,) He + by T (=). 

  

ல் eT (x)= pip 

| 

1
1
4
3
 

T (xj) ~ 

ra
n 

ர z C4 Xi» (4.10-ன் படி) 

n n 

= J ( 3 பே b; )x . 
ist j=i 

n a 

(9-G): Lax= x (5. x ey ட 
911) 42௧ 

|| 

-
M
 

& a= = cy 5; , Aes 

[ei] ereirm அணியினது நிறை, நிரல் மாற்று அணி B விருந்து By 3G 
மாறும் மாறுபாடு அணி (Transition matrix) எனப்படும். 

6-11. தேற்றம் 

B, = (டி Xog ores Xn} 

B, = {Ve ஐ ஆ Yu } என்ற ல 

அடிப்படைகளைச் சார்ந்து உறு ஏ.77 என்ற வெக்டர்கள் ் 

X= A,X, + A,X, + ob ATX 

YH AV 4 இரு + we + On Vo 

என்று விளக்கப்படுமெனின், 3, .என்ற வெக்டர்களுக்கு: இடையே 
உள்ள தொடர்பு ந - 70) என்றாகும். 7 என்ற $ஒருபடி, [நிலை. 

மாற்றத்தின் அணி, [112 = [ex] என்க. 

நிரூபணம் 

Y= ayy ag yy ove + An Vn 

= 4, T (xX,) + aT (%) +... + Qa T (Xn), 

(oT (xi) = vo 
= T (a, x, + GX + oe + Ga Xn), டட 

(2. 7 ஒருபடி நிலை மாற்றம்), 
= T(x) . ae : 

» y= €Q).
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6-1 2. வடிவொப்புமை (ஈயா) , 

4, 2 இரு 130 அணிகள் என்க. 8- 712 என்ற முறையில் 

2. என்ற நேர்மாறுத் தன்மையுடைய ஒரு 71) அணி இருப்பின், 

A,B இரண்டும் வடிவொத்தவை (ர்) எனப்படும். 

ட்ட ரூ என்பவை (0) என்ற வெக்டர் வெளி மீதமைந்த இரு 

ee செயலிகள் என்க. 32% - 71 7, 2 என்ற முறையில் 7 

“என்ற நேர்மாறுத் தன்மையுடைய ஒருபடி நிலைமாற்றம் ஓன்று 

உண்டு எனின், 7, 7 இரண்டும் வடிவொத்த ஒருபடிச் செயலிகள் 

எனப்படும், 

6-1. தேற்றம் 
7.0௬ என்ற வெக்டர் வெளி மீதமைந்த 7, என்ற ஒருபடி 

நிலை மாற்றத்தின் அணிகள் By - 12%0ூ 20) ஃடி 27, 

By = {Vis Vos v9 Va} என்ற அடிப்படைகளைச் சார்ந்து முறையே 

{aij], [bij] எனின், : ் 

[சஜ - [7] (Tile: [T]e1 » [T]e1 = [cil] 
"என்ராகும். 

் நிருபணம் 

[1 Jar = [aij] 5 [782 - = [bil (கொள்கை) 

ஃ ரில $ ௮) Xis Za நட ஆ வடி 78 
iz 

TQ) == bi Vin 7-1, 
ச ச் ௩ ம 

ற்று], (2 சிற 

ர, 3 கப x | 
k=1 

n 

= L cu T, (x) 
k=1 

n 

ன யூ. 2 Gig Xi (“70000௯ 2 பரு 
ட்ட i 

== (2 2 as) Xi eth) 

ஒரு--75
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னால், 209 = ( 3 bi x) (e T, (y) = > bi vi) 

= S bu T (xx) 

= + by ( 2௯௨) 

= 3 (, 5 Cik bss) 20 

(ars) 7.09) = 3 (3, ene) இ 
ர் . \ 

(1, இ சமன்பாடுகலிலிருந்து 

( ix au) a= DS ( > Cie bx ) Xi 
1 i k=1 — t

M
e
 

a
M
 

bs 

1 

B n 

S dix tei = > Cie Oyj 
k=l k=1 

(cogs) [ail fei] = [ea] [Bi]. 

(இது) . [Tile (Tle - [7] [ப 

இருபக்கமும் [7]51-ஆல் முன் பெருக்கம் (01உ-ரயரம்ற1]) செய்யின், 

(TT: (Tae: [Tn = [Ty pi. {Z Jet (7 ௪ [பிட 

[Tiler = [Tei [2 [772 

6-14. தேற்றம் 

77 களத்தின் மீதமைந்த அனைத்து 71% அணிகளது சணத்தில் 
வடிவொப்புமை பணவயத் ஒரு சரிநிகர் தொடர்பாகும் (equi- 
valence relation). 

lem weve tb 

4, 8 அணிகள் வடிவொத்தவை (similar) எனின், 2 என்ற 

மற்றொரு 77611 அணி 

45 ச87. (அல்லது) B=P'A P 

. என்ற முறையில் இருக்கும், ,
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Ooh £ என்ற இத்தொடர்பு சரிறிகா் எயிட்] என நிறுவு 

வோம். 

பிரதிபலிக்கும் தன்மை 

7 நேர்மாறுத் தன்மையுடைய அலகு | எனின், 4 - 77! 
எனவே, 4 அணி 4-யுடன் வடிவொத்துள்ளது; அதாவது, 4 24. 

ஃ 22 என்ற தொடர்பு பிரதிபலிக்கும் தன்மை (8 விஷஷ்டு) 
கொண்டதாகும். 

சமச்சீர் தன்மை 

A=PBP'! 
P'AP = P'(PBP')P 

= (P'P)B (P' P) 
= B 

உ இழு ரர் இ ரீ (:” மிநோ்மாறுத் தன்மை 

யுடையது) 
=CAC. C= PF 

அணி 8 ௮ணி .4-யுடன் சமச்சீரில் உள்ளது. எனவே, &£ 
என்ற தொடர்பு சமச்சீர் (ஸுகம்) கொண்டதாகும். 

கடத்தும் தன்மை 

4 அணி 2 அணியடனும், அதனி ே அணியுடனும் வடிவொத் 
துள்ளது என்க. 

் 2, 9 என்ற இரு நேர்மாறுத் தன்மையுடைய இரு 
அணிகள், 

அ PBP' 

2-000' 
என்ற முறையில் இருக்கும், 

ட கறற , | 

= P(QC QO) PI 2, ட .நோர்மாறுத் தன்மை 
=(PQ)C@ P) யுடையவை எனின், (2)-ம் 
= (PQ)C(P oy நேர்மாறுத் தன்மையுடைய 

'வையாம். 

னவே, அணி 4. அணி யுடன் வடிவொத்திருக்கும். 

ஃ 8. என்ற தொடர்பு கடத்தும் தன்மை Cleans 
நிகாண்டதாகும்.
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எனவே, 8 என்ற தொடர்பு ஒரு சரிநிகர் தொடர்பு (equiva- 

lence relation) 4%@b. 

6-15. தேற்றம் 

ஒரு வெக்டர் வெளி மீதமைந்த ஒருபடி நிலை மாற்றங்களின் 

வடிவொப்புமை ஒரு சரிநிகர் தொடர்பாகும். 

நிரூபணம் 

ரல் கள்ள கன் ஒருபடி நிலை மாற்றங்களது கணம்: 

ம (7, 77) என்க. 7” இரண்டும் வடிவொத்தவை எனின், 1 என்ற 

ஒரு நேர்மாறுத் கடைப் ஒருபடி நிலை cage 

கச்ச (ஆ ச 

என்ற முறையில் இருக்கும். 

பிரதிபலிக்கும் தன்மை (Reflexive) 

ு. எ 2 (7, 7) என்றஒவ்வொரு ஒருபடி நிலை மாற்றமும், 

T,= iT? 

என்றாகும். (7-நேர்மாறுத் தன்மையுடைய சர்வசம ஒருபடி நிலை 

மாற்றம்), 
ee T, ||] T, (௮-7, R T, 

crorGau, RO தாடர்பு, பிரதிபலிக்கும்ர்தன்மையுடையது. 

சமச்சீருடையது (Symmetric) 

7”-ஆனாது 7-வுடன்"வடிவொத்திருப்பின், 7'என்ற நேர்மாறுத் 

தன்மையுடைய ஒருபடி நிலை மாற்றம் 

அ ம நாற்ற 
என்ற முறையில் உள்ளது. 

3 இரா ரு ருரு ர 

= (77) TF 7) 
ஃ 1 என்பது 7டவுடன் வடிவொத்திருக்கிறது. 

எனவே, £ என்ற தொடர்பு சமச்சீருடையது. 

கடத்தும் தன்மை (Transitiye) 

7 என்பது 7-உடனும், 7” என்பது 7,-உடனும் வடிவொத் 

துள்ளது என்க, எனவே, 2, 0 என்று நேர்மாறுத் குன்மையுடைம் 

இரு ஒருபடி நிலை மாற்றங்கள்
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ட அதித 

2-0 I; 0 

ட என்ற முறையில் இருக்கும். 

= 1,2 மித்! 

2(07,0) 7” 
ஓ 7(22) 

= (PQ), (P oF 
“ Ty gyorg 7)-உடன் வடிவொத்திருக்கும், 

எனவே, £ தொடர்பு கடத்தும் தன்மையுடையது. 

|| 
| 

வடிவொப்புமை ஒரு சரிநிகர் தொடர்பாகும். 

6-16. ஒருபடி. செயலியின் அணிக்கோவை 

7 (77) என்ற வெக்டர் வெளி மீது 7' ஒருபடிச் செயலி என்க. 
8 என்ற அடிப்படையைச் சார்ந்து 7*ன் அணி [7] எனின், 

7-ன் அணிக்கோவை - [71-ன் அணிக்கோவை என வரை 

வறுக்கப்படும். 

6-17. தேற்றம் 

7* (2) என்ற வெக்டர் வெளி மீதமைந்த 7' என்ற ஒருபடிச் 

செயலியின் அணிக்கோவை ஓரே முறையில் (0ம்ர05) இருக்கும். 

கிரூபணம் . 

B,, B, என்ற அடிப்படைகளைச் சார்ந்து 77 (2) வெக்டர் வெளி 
மீதமைந்துள்ள 7' என்ற ஒருபடிச் செயலியின் அணிகள் முறையே 

1ம், [சீடி] என்க, 

(a-Si) [2] = [ai], [Tle = [மீது 

எனவே, [6] என்ற நேோர்மாறுத் தன்மையுடைய ஒருபடிச் செயலி, 

[bi] = [சமி [ஆ [ஆ] 
என்ற முறையில் இருக்கும். 

+ அணிக்கோவை [5] - அணிக்கோவை ([ஐழி' [aij] [cij] } 
~ ௪ அணிக்கோவை [eal அணிக்கோவை [சப] அணிக்கோவை [8.8 

- அ௮ணிக்கோவை [eal அணிக்கோவை [8] அணிக்கோவை [கீ 
- (அணிக்கோவை [38 அணிக்கோவை [20]அணிக்கோ வைகி



- அணிக்கோவை [7] அணிக்கோவை [aj 
- 7 அணிக்கோவை [சபி 
- அணிக்கோவை [சி 

(அ-து) . அணிக்கோவை [by] - அணிக்கோவை [aij]. 

மாதிரி-1 8 1 

மெய்யெண்களைக் கெழுக்களாகவும், மீப்பெருபடி ம் 
கொண்ட ன் அனைத்து பல்லுறுப்புக் கோவைகளது வெக்டர் 
வெளி V (72) என்க. 7ல் அமைந்த என்ற ஒருபடிச் செயலி, 

d , DUM=7- VO), ஒரு உ 
என வரையறுக்கப்படின், VF )-or ஓர் அடிப்படையைச் சார்த்ஆ 
தின் அணியைக் காண்க. 

நிரூபணம் 

B= {1, ew, 21] 

என்பது V (F)-ar ஓர் அடிப்படை என்க, 
\ 

DQ)=0 = al+ox+ox8+..4 0.22. 
2009-1 = 1,142 2084, பூ 2 
கிறு ஃ = 0.1 + 2x + ox? +... + 0.x 

D (@*) = nx = ol ox tox +... + o.xe-t + 0, xe. 

000 . O 

100... 0 
ஃ கெழு அணி = 020 .. 0 

000 o
 

௫
௦
௦
 

; n 

எனவே, 2 செயலியின் அணி 
- மிகழு அணியினது நிரை, நிரல் மாற்று அணி 

010 ... 00 
002 .. 00 

000 .. 0 n 

Oo ம்
 

ம
 

oO
 

ம்
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மாதிரி-2 

7: (5-7 (டு என்ற நிலைமாற்றம் 

FQ, y) = 2x + 3y, x—y) 
என்று வரையறுக்கப்பட்டிருப்பின், திட்டமான அடிப்படை 
(18ம் 58518)-யைச் சார்ந்த 7*ன் அணியைக் காண்க, 

நிரூபணம் 

7, (6-ன் திட்டமான அடிப்படை 2- ((1,0), (0, 1)} 

263) - (2x + 3y, x-y) 
ஃ Fd,0) = 24+0,1-0) = 2,1 = 20,9) + 1 (0, I) 

T 0,1) = © + 3,0-1) = G,—1) = 3 (1, 0)-1@, 1) 

ASTI, T(x.) = 2x, + x 
T (x) = 3x, — x ச x= (1, 0) 

ட - (0, 1) 
2 1 

இ = கமு அணி [3-1] 

எனவே, T-sir அணி 

..... 5 கெழு ௮ணியினது நிரை, நிரல் மாற்று அணி 

[1-1] 
"மாதிரி-3 

~ 

T: ¥,(R)> V(X) என்ற ஒருபடி நிலை மாற்றம் 
T (x, ¥5 Z) = (Qx—4y + 92, 5x + 3y—2z) 

என்று, வரையறுக்கப்பட்டிருப்பின், *ன் இட்டமான அடிப்படை 
யைச் சார்ந்து 7*ன் அணியைக் காண்க. 

நிரூபணம் i 

V,(R)-s7 திட்டமான அடிப்படை, 

B, = { (1,0, 0), (0, 1, 0), ©, 0, 1)} 
7 ன் திட்டமான அடிப்படை, 

B, = {(1, 0), (0,1)) 
T (x, ¥, Z) = (2x-4y + 9z, 5x + 3y—2z) 

. T(0,0,0)= 2-0+0, 5+ 0-0) = (2, 5) 

= 2, 0) + 5(0, 1) = 2x, + 5x,
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T (0, 1,0) = 0-4 + 0, 0 + 3-0) = (-4, 3) 

=—4(1, 0) + 30, 1) = —4x, + 3x, | 

T (0, 0, 1) = O—0 + 9,0 + 0-2) = (9,—2) 

= 9(1, 0) —2 0, 1) = 9x,—2x,. 

(அ-து T(1, 0,0) = 2x, + 5x, x, = (1, 0) 

T(0,1,0) = —4x%,+ 3x, x, = (0, 1) 

T(O,0.1) = 9x, - 2x, 

2 5 

எனவே, கெழு அணி ட | 

9 —2 

பரன் அணி - கெழு அணியினது நிரை, நிரல் மாற்று அணி 

ன 2-4 9 
ளு 5 3-2 

மாதிரி-4 

7 (9-ல் அமைந்த 7?” என்ற நிலைமாற்றம் 

T (x, y, 2) = (% y, 0) 
என வரையறுக்கப்படின், திட்டமான அடிப்படையைச் சார்ந்த 
ன் அணியினைக் காண்க, 

கிரூபணம் 

V, (R)-oF திட்டமான அடிப்படை, 

B= (1,0,0) (0, 1,0), (0, 0, 1)} 

T (x, y, 2) = (x, y, 0) (வரையறை) 

T (1, 0,0) = (1,0,0) : 1B + 00,1.) + 88,0 1 
TO, 1,0) = ©, 1, 0) = 0(1, 0, 0) + 1@, 1,0) + 0 0,0, 1) 
T (0,0, 1) = (0,0, 0) Se ODN GO Rh 

(9S) T (1, 0,0) = Lx, + 0.x, + Ox, 
F (0, 1,0) = 0.x, + 1.x, + O.x, 
T (0,0, 1) = 0.x, + 0.x, + 0.x, 

x, = (1, 0,0), x, = (0, 1, 0), x, = (0, 0, 1) 

1 0 0 
கெழு அணி = 0 1 0 

00 0 

a 
1 

ம்




அணிகளும் ஒருபடி. நிலைமாற்றங்களும் ் 233 

எனவே, 7-ன் அணி 
= கெழு அணியினது நிரை, நிரல் மாற்று அணி 

1,0 6 
= 0 10 

00 0 

மாதிரி-5 

2: (5 7 (6) ஒருபடி நிலை மாற்றம் என்க. 

(6, 7, (0 ஆகியவற்றின் அடிப்படைகள். முறையே 

10110) Cs 1, 0), (1, 0, 0)}, (1, 3), (25)) 
எனின், 

T (x, y, Z) = (3 43-42 நற 4 32) 

என்ற வரையறையின் கீழ் 7-ன் அணியை மேற்குறிப்பிட்ட அடிப் 
படைகளைச் சார்ந்து காண்க. . 

ரிரூபணம் d 

ர, (52-ன் அடிப்படை B, = { (1, 1, 1), (1, 1, 0), (1, 0, 0)) 

7 (59-ன் அடிப்படை Bz = { (1, 3), (2, 5)} 

T (x, y, Z) = (3x + 2y-4z, x-S5y 32 

* TOUL1I= GB+2 -4,1-5+43) =d,—1) 
T(1,1,0)=G+2-0,1-540)=(5,-4) 
T(],¢,0) = (3+0-6, 1 -0+40)=@, 1). 

(1,-1) என்பது 2-ல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடி.ச் சேர்க்கை 
யாதலின், 

(1,-1) = (0,3௫5 

= (a, 3a) + (2b,55) © 

= (a + 2b, 3a + 5d) 

எனவே, ஏ--22- 1, 3a4+ 5b =—1 

சல வ் இவ 

இவ்வாறே, (5, — 4) = a(l, 3) + 6 (2, 5) 

= (a+ 2b, 3a + 5d) 

sterGeu, a + 2b = 5, 3a + 5b =—4 

a= — 33, b= 19 

G, ) = aC. ஆள்க 5) 
க ae 2, 3u + 5b)
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எனவே, 8-4 25-32, 38 5 - 1. 

ச- 13 9-8, 

ஃ (U,-D = -—70,3) + 4Q,5) _ 

(5,-4) = —33 (1, 3) + 19 (2, 5) 

3, 1) = -1301,3)+ 8@,5) 

(4-3) T (1,1,1) = —7x, + 4x, 

T 1, 1,0) = -33x, + 19x, 

T (1, 0,0) = —13x, + 8x,; x, = (1, 3), x, = (2, 5} 

i -7 4 

ர any sat | —33 19 | 

-13 8 

எனவே, ஈன் அணி . ; 
- கெழு அணியினது நிரை, நிரல் மாற்று அணி 

. 7-33-13 
. 4 19 8 

மாதிரி-6 

5; (25) என்ற வெக்டர் வெளியினது திட்டமான அடிப்படை 
யைச் சார்ந்து 7 என்ற ஒருபடி நிலை மாற்றத்தின் அணி 

0 1 1 ் 
1 0-1 எனின், { (0, 1,-1), (1,-1, 1), (—1, 1, 0) }- 

-1-1 0 . 

என்ற அடிப்படையைச் சார்ந்து 7-ன் அணியைக் காண்க, 

ிரூபணம் 

 (9-ன் திட்டமான அடிப்படை, 

B= {1,0,0), (0, 1, 0), (0,0,1)) 

0 1 1 
கொடுத்துள்ளபடி, [75 - +1 0-1 | 

-1-1 0 

7 (1,0,0)- 0(1,0,0)4100,1,0)-100,0,10-6,1,-ட 
T (0, 1,0) = 1 (1, 0, 0)+0 (0, 1, 0)-1,0,1) = (1, 0,-1) 
F (0, 0,1) = 1(1, 0, 0)—1G, 1, 0)+0 0,0, 1) = (1,-1, Oy
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2. T (ato) = Ta, 0,0) + 5 (0,1, 0) + ¢ 0,0, 1)] 
- aT (1, 0,0) + bT (0. 1,0) + eT (,0, 1) 

700, 1,-1) 4500-1) 4௨20-10) 
(o+b+eato-—c, -a-b+0) 

= (6+, a-c, —a-6b) : 

croaGo, T (a,b,c) = (6 + Ga-c, — a—b) ster முறையில்: 

7 வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது. 

] 
1
|
 

|| 

அடுத்து; 8, - ((0, 1,-1), (,-1,0),(-1,10)) 

T (a,b, = (b+, a-c -a-b) ஆதலின், 

T 0, 16-1) = 0 1.—-D=1 ©, L—-1)+0 (L- 1, 1) +0 (1, 1, 
T (1,1, 1) = 0,0, 0) =00,1,-1)+0(L,-1, N+0(-1, 1,0) 

T (-1,1,0)= ,-1,0)=0@, .-)+00,-L D-1(-1,1,% 

(த T O,1,—-1) = 1x, + Om + 0.x, 
Tf (1,-1, 1) = 0.x; + 0.x, + 0.x; 

T (-1, 1, 0) = 0.x; + 0.x, - 1.x, 

[x, =(0,1,-1)) % = (b-L 1 ஆ (-11,0)] 
1 0 0 

one aot = | 000 

u
u
u
 

0 0-1 

எனவே, 75-ன் அணி 

- கெழு அணியினது நிரை, நிரல் மாற்று அணி 

100 ர 

000: 
0 0-1 

மாதிரி-7 

77, (5-ன் இரு அடிப்படைகள் 2, - 4 (1, 0), (0, 1) }, 

B, = {, 1), (- 1, 0)} ereirs. அடிப்படைகள் 2,-லிருந்து 2,-க்குப்த 

2,-லிருந்து 8,-க்கும் ஆன வேறுபாடு அணிகள் முறையே 2, 0 
tee 

cradle, saloon arcs, Gugytd, P\ = 0 என A MIYS. 

|| 

நிரூபணம் 

முதலில் 8,-லிருந்து 8,-க்கான 1-ஐக் காண்போம். 

B, = {(1, 0), (0, 1)}5 B, = {0, 0, (—1, 0)} 

( 1,1) =1 4,0) +1(0,) 

¢(-1, 0)=-14, 0} + 0 (0, 1)
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oe கெழு அணி - | _| | 

எனவே, 2 - கெழு அணியினது நிரை, நிரல் மாற்று அணி 

_ [ 1-1 | 

1 1 

அடுத்து 0-ஐக் காண்போம் 

B,= {0 D, (-1,0)}, B= ee (0, 1)} 
(1,0) =a (l,i) + 6(-1], 0) . என்க, 

= (a, a) + (-4, 0) 

= (a-JB, a) 

-a-b=1, a=o0 ட திர. 

(1,0) = 0(1, 1) -1(இர 0) 
(0,1) -௪(1, 1) 421, 0) 

3 = (a- ச், டத 

எனவே, 2-1 ச்- 1, ம் 

(0,1)=10,1) +1(-150). 

(அ-து) (1,0) = 0(1,1)-1(-1,0) = Ox, - Lx 
(0, 1) ="1 (1,1) + 1(-1,0) = 1.x, + Lx, 

[x= (1, 1), xX. = (-1,0)] 

0-1 

எனவே, 9 - கெழு அணியினது நிரை, நிரல் மாற்று அணி 

ட [0 1 
~ {-1 1 

r 1-1 1 0 1 
[1௨]: 25 [டட] 

அடுத்து P' = Q என நிறுவுவோம் 

் 1-1 0 1 
re 1 0 E 1 | 

_ர 1041 1-1 7 110 
~ | 10-01 140 [ed oa 

I 

| 

|  
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(௮-து) 20-17 

இருபுறமும் 7'-ஆல் முன் பெருக்கம் (0-1) செய்தால், 

P'PQ=P'l ; 

I Q=P 

எனவே,0 = P'. 

மாதிரி-8 ச 

௦ (2) என்ற வெக்டர் வெளியினது இரு அடிப்படைகள் 

= {l,i}, B= {1 i; b+ 21} எனின், 

() லிருந்து 5-க்கும், 8 லிருந்து £ீட்க்குமான மாறுபாடு” 

அணிகள் 2, 0-ஐக் காண்க. 1 

Gi) [7] = 7 [21 7 P,T = & என தநிறுவுக, ' 

நிரூபணம் je: ச 

@ B= (lig? {xx} = {1, 
Bo={1+i, 142} = {yy} என்க, 

1 

1 

எனவே, 

2 கெழு அணியினது நிரை, நிரல் மாற்று அணி - [ i 5 | 

மீண்டும், 

x,=1 a(i+i) +5 (0+ 2) 

(a + ia) + (b + 2bi) 
(a+b) +i (a+ 2by 

«. atb=1,a+2b=0 

oorGer, a= +2, b=—1 

x, =204+7) -1042/ 

Gugyih, x, =i=a(1 +i) +b (1 + 2) 
= (a+ ai) + (b+ 2bi) 

= @+ b) +i(a + 2b) 

॥ 
॥
॥
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a+5=0,a+2 
எனவே, a= —1, 

ஃ& ஆ 1 (1331 முற 

(அ-து) 4 =2y,- Ly 
Xo = 1] + நந 

ச 1 
b= 1 ॥ 

| 

-1 1 

ஆகவே, 0 - கெழு அணியினது நிரை, நிரல் மாற்று அணி 

2-1 ட்ட 
1 1 2-1 

ஸூ (ஐ 

T(x) =TQ)=1=1 
=1Q@M+o0i= 1.x + 0.x5 

எனவே, கெழு அணி | டத் | 

| 

எரு *ு ஆ சீல ட தர வருத Ox,- Lis 
1 0 

செழு அணி = | 0-1 | 

எனவே, [79 - கெழு அணியினது நிரை; நிரல் மாற்று அணி 

_ 1 0 =| o-t |. 

2 99- 71-23-1427 =1-2; 

1-i=a(1+i)+5(1 + 21 
= (a + ai) + (b + 2bi) 

(a+b) +i(a+ 2) 
a+b=1,a+2%=-1 

erorGal, a = 3, p=—2 

“ I-i=304+)-20 42) ௫ 

ce 
tl 

|
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1-2 = a(l +i) +5(1 + 2i) 
= (a + ai) + (6 + 2bi) 
= (a + b) + i (a+ 2b) 

2. atb=1, af2b=-2 

-rorGou, u = 4, 6 = -3. 

gk 1-H 40 4)-3042) இ 

(1)--லிருந்து, TO) = ஆ 22 

42)—AG Hg, TO) = 47 37% 

எனவே, கெழு அணி - i 3 | 

[7] - கெழு அணியினது நிரை, நிரல் மாற்று அணி 

ட்ர3 4 
cS LD a | 

ws) [71௨ - 2 |; [1182 - இ 4 

. அடுத்து 7"-ஐத் இர்மானிப்போம். 

1 1 

r=[ aa | 
ho Pte | 31-60 -% 

சப = 1, Qa = |y Oy = 1, Ay = 2 என்க. 

3. சடன் இணைக்காரணி 40௩ 2 
= கன் Qdorsargonl = Aj =—1 

4. நன் இணைக்காரணி - கீ 1 

ஆன் இணைக்காரணி - அடி 1 

  

. “l= Ay Ata = 

+ [as | Ay கீழ | 
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டர 2-1 17.10 1 1 
crotGou, P'[T] 31 P = E 1 {| 0-1 1 1 2 | 

் 1-10 2.0 + 1.1 1 4 

—1.1+4+ 1.0 -1.0 —1.1 1 2 | 

11111] 
2 
1 

2 
1 

21+ 11 2.1 + 1.2 
1.1 

2 
1 

(| 

-1.1 11-12 

2 202 [2] 82- 

மாதிரி-9 ் = 
. By = {(1,0), (01), 8&௨- (1,2, (2, 3)) என்பவை 7, (ஆ 

என்ற வெக்டர் வெளியினது இரு அடிப்படைகள், 2 & V,(R), 
. மீடலிருந்து £_-க்கான மாறுபாடு அணி (2124௦0 வம்ப ம. எனின், 

[2௨ - சீ[2]1 
என்பதைச் சரிபார்க்கவும், 

நிரூபணம் 

முதலில் மாறுபாடு அணி 7-ஐக் காண்போம் 

B, = 42, 0), (0, 1)} > B, = { (1, 2), 2, 3) }. - 

(i, 2) = a(i, 0) + 5, 1) என்க. 

(1,2) = @,0) + 0,8) 
(a, b) 

a=1,b6=2 “~ 

arorGuu, (1,2) = 1 (1,0) + 2(0, 1) 

இவ்வாறே, (2, 3) = 2 (1, 0) + 30, 1) 

& Pp Le + 2a, 
Ya = 2. x, 4 32% 

[> = (1, 0), X23 = (0, 1), Vi = (1, 2), V2 = (2, 31 

12 
௬ கெழு =| 2 3 | ~
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எனவே, 2 - கெழு அணியின் நிரை, நிரல் மாற்று அணி 

[13] 
அடுத்து [2]9;-ஐக் காண்போம் 

2: 0) 74 என்க, 

ஃ டேறு-௭(1,0)-0,1) . 3 

= (4,9) +0, =@+b) 
ஆ: ஏற மி, ் 

அதாவது, (x,y) = x (1,0) + ¥(@, 1. 

எனவே, B,-¢ சார்ந்த ௪ன் கூறு வெக்டர் - | * | 
ர் 

(ors) 8-| 7]. 

இனி, [2]52-ஐக் காண்போம் 

z= (x,y) EV என்க. 

(x, y) = a (1, 2) +5 Q, 3) 
= (a, 2a) + (2b, 3) 

. = (a + 2b, 2a + 3b) 

* @+2b=x, 2a+3b=y 

எனவே, ௪௮ - 3x + 2y, b = 2x-y. 

“ &, y) = (-3x + 2y) (1, 2) + Qx-y) Q, 3) 

ஆகவ, 2,-ஐச் சார்ந்த 2-ன் கூறு வெக்டர் [2 + ட் | 
v 

(rg) wa gen ) 2x - நு 

அஒத்து (Ze: = P (z)e2 என நிறுவுவோம் 

a 12 —3x + 2y 

ce ?@n=| 23 | | ax - y | 
ட டர =3x + 2y + 2Qx-y) 

ee ட [203 + 2y) +3 (2x-y) | 

- 8@—16 |
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~3x + 2y + 4x—2y 
-—6x + 4y + 6x-3y | 

| = le 

ஃ {Zl = P{z]p2 
| 

| 
[7 

பயிற்சி 6 

1. 75 (இ என்ற வெக்டர் வெளியின் மீதமைந்துள்ள பின் 
வரும் ஒருபடிச் செயலிகளது 7, (9-ன் திட்டமான அடிப்படை 
யைச் சார்ந்த அணிகளைக் காண்க, 

ட 7௫௬0-02 - 4b,a + 5b) 

மு 7௫௮0-0 - 3bh,a+ 5) © 

(ili) T (a, b) = (2b, 3a - 5). 

[விடைகள்: (9) fi 5 | iy [ -3 116 [$_1]. 

2. 7 (6) வெக்டர் இனி மீதமைந்த 7' எனும் ஒருபடிச். 
செயலி, ?' (௪,ம்,௦-28-- ¢, a-4b, 3a) என வரையறுக்கப்” 

பட்டிருப்பின், 

(i) ((1,1,1) (1,1, 0) (1, 0, 0) } 

(i) {(1, 0, 0), (0, 1,0), ©, 0, 1) } 
TTD Hic sls Sn 5s 7-ன் அணிகளைக் காண்க, 

3 3 3. 0 13 : 
கபன்: (@) | -6 -6 -2 | Gi | 2 -40 

6 5-1 1 00 

3. 75 (6 என்ற வெக்டர் வெளியினது (1, 0), (0, 1)) என்ற 
அடிப்படையைச் சார்ந்த ஒருபடி நிலைமாற்றத்தின் அணி 

| ள் = | எனின், ((1,]1), (1, -1)} என்ற அடிப்படையைச் 

சார்ந்த ஒருபடி. நிலைமாற்றத்தின் அணியினைக் காண்க. 

(அடை [3 1]] 
4, அனைத்து 2% 2 அணிகளது வெக்டர்வெளி 7 (2) என்க. 

7மீதமைந்து ஒருபடி நிலைமாற்றம் 7,
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T(x)=Ax,xEV, A= | 11] 
என்ற முறையில் இருப்பின், 

10 01 00 00 
{ | 00/1, 00/1, 10 |,| 01 

அன்ற அடிப்படையைச் சார்ந்த 7-ன் அணியைக் காண்க. 

விடை : 

த 

0 
1 
0 
1 

EF வழக்கமான அடிப்படைகளைச் சார்ந்த பின்வரும் ஒருபடி 

திலைமாற்றங்களது அணிகளைக் காண்க. 

(ட T:V,(R)>V,(R), T (a, 6, ¢c) = (c,b + c,at+a+o) 

(ii) T:V (R)>V,(R), T (a) = (a, 5a) 

Git) T: Vs (R)> V,(R), TG, b,c) = [2a - 46 + 9e, 
Sa + 3b — 2c} 

: - 001 
jos (0) 01 1 || ் | 

( 1 11. 

ஸ் 532] ] 
6. 2: (6-7 (ம் என்ற ஒருபடி நிலை மாற்றம் 

T: (a,b,c) = Qa + b-c, 3a—2b + 4c) 

என வரையறுக்கப்படின், 

0) முறையே ((1,1,1), (1,1,0), ((,0,0)), ((,3), 0, 
என்ற V, (R), V, (Ryo அடிப்படைகளைச் சார்ந்த 7ன் 
அணியைக் காண்க, 

Gi) [7] 0) ௪ [70] என நிறுவுக. 
ட் : 

6 

1 விளடகள்: (i) | i 23 | (i?) ‘Ixy = | bc | 
a—b 

nr. f 5a+ 6b - 82 
[2 (942 =| ba Sb | ;
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3 2: 097 மு ஒருபடி நிலை மாற்றம் என்சு, 

10 6 
திட்டமான அடிப்படையைச் சார்ந்து 7-ன் அணி | 0 1 0 | 

் 00 1 
எனின், நிலை மாற்றத்தைக் கர்ண்க, 

(விடை: 700, 2) = (x, y, 0)} 

8. T (a,b) = (4a-2b, 2a + b) என்க. .8,- (10), (01). 

={0,), (-1,0)) என்ற அடிப்படைகளில் _£,-லிருந்து 
ணட மாறுபாடு அணி 7 என்க... பின், ர் 

டு [2]2- P' [T]ei P 
(ii) P[x]e = [x]e , x € Vz (R) 

என நிறுவுக. 

9. 75 (9 என்ற. வெக்டர் வெளியின் இரு அடிப்படைகள் 

B, = {(1,%, 0,1)), 2,-((,2, (2,3)) எனின், 
(0) லிருந்து 8£,-க்கான மாறுபாடு அணி 7-ஐயும் 2,-லிருந்சு 

க்கான மாறுபாடு அணி 0-ஐயும் காண்க. 

(i) [7] 2 [7] , T (a, b)= Qa-3b,a+4b) aor 
நிறுவுக. 

10. பின் வருபனவற்றில் எதில் % (4) - 0 என்பது மெம்: 
யாகும் எனக் காண்க. 

1 
டு sig mete, =| 1 

1 

0 
1 
0 

11. T@, %, 4) = (4,4) corm ams அமைந்துள்ள 

நிலை மாற்றம் ஒருபடி நிலை மாற்றம் என நிறுவுக. 

O
r
o
 

B
e
e
 

O
m
 

ம
ை
 
(ஸ

்
 
1ல

்
 

மு x@ = 8-21, A= 

(விடை: இரண்டிலும் மெய்யாகும் ]. 

12. என்ற ஓர் உருமாற்றம், 

. மமுடு- [தல ௪9௨ 
என வரைய்றுக்கப்பட்டிருப்பின், T ஒருபடி நிலைமாற்றம் என 

B DIYS.



7. உட்பெருக்கு வெளிகள் 
(Inner product spaces) 

7-1. 2@ug@saw (Inner product) 
V,(R) என்பது £ களத்தின் மீதமைந்த முப்பரிமண மெய் 

வெக்டர்களது கணம் என்க, முப்பரிமாண வெளியில், 4, 2 
என்பவை இரு புள்ளிகள் எனவும் அவற்றின். நிலை வெக்டர்கள் 363 

எனவும் கொள்வோம். 

(அ-து) X = (Ay Ay, a) 

நூ (டிம், 4) 

பின், BA = x-y = (a,-b,, a,-b,, a,—bs) 

(x-y} oro வெக்டரின் அளவு (௮) நீளம் 

அ ஏ (போம் 2 (நம் 4 (கம்). 

(rg) 12-71 4/1((-ச்் 4 (நம் 4 (கம்) 
ஆதி 0 புள்ளி எனின், ் 

OA= |x| = ¥ (a? + a? + a,*). 

இது 104) எனக் குறியீடு செய்யப்படும். 

னவே, | - (ம ஜீரக 

|x—yll = ¥ {(@-5)? + (@,—5,)? + G@- 5s)? } 

“xX, ந என்ற இரு வெக்டர்களது உட்பெருக்கம் 3 - 
2] | 2௦80 என வரையறுக்கப்படும். 

(9 என்பது 3, 9 வெக்டர்களது திசைகஞக்கடையே உள்ள 

காணம்.) ் . ் 

புதிய குறியீட்டின்படி, %, 7 வெக்டர்களது உட்பெருக்கம் 

(x,y) = ம், + a,b, + a, b, என்மாகும்.
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(x, y) = 2412] 0089. 

_ &y) 

(ora) 088 = ஈறிரர் : 

7-2. உட்பெருக்கம்---மெய், சிக்கலெண். வெக்டர் வெளிகள் 

(Inner product—Real & complex vector spaces) 

@ x,y eV, (R), x= (a; ag, 2), y= ம. bs, 29 என்க. 

ier, (XX) = a? + a2 +a? = x? > 0 

(x,x) =0 > a? + a? + a,” = 0 
=> a, = 0, 4 = 0, 4,=0 

=>x=0 

மீண்டும், 33 0 

=> x =(0,0,0) 

(xy = 8 +0+0 = 0 

எனவே, yao %- 0 

ஆனால் % 6 7 (9) [சிக்கலெண் வெக்டர் வெளி] எனிண்_ 

அதாவது, ந - (1,௦) எனின், 

x= (1, i, 0) zx 0. 

ஆனால் (௪2) - 14377 422-1-14 2-௦ 

(2-3) (% x) = 0, x #0. 

எனவே, 0,292 ந ௦ என்பது சிக்கல் எண் வெக்டர் 

வெளி (00௦1116% 1601௦1 80௨05)-க்குப் பொருந்தாது. 

ஆகவே, உட்பெருக்கத்திற்கு “லி ஒரு வழியில் வரையறை 

செய்வோம். 

X = (A, 4, 4;,), y = (by, by, bs) EV; VO எனின், 

(x, y) = a,b, + a, 5, + 4,5, 

151, 5,5, என்பவை இணைச் Saatanete ze (complex conjugate) | 

என வரையறுப்போம். 

ஃ 0209 =4,4,+ a4, + dy as 

=|a,|?+|a|*+|a,[% (se @a= {al 

ு மெய்யெண்கள் 2 ௦. 

2,329 -2 எனின், |, |*-4 | [3--[[3௦
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4 =0, 0), ௬-0 

“ XO ் 

எனவே, 029-௦25 1-9 

அடுத்து ௩ - ௨ எனின், % - (9, 0, 0) 

லட ௬) ௫0), ௬-0 

ட கூ எடு 

ஃட 0: (ட - 

எனவே, (x, xX) =o <4 2-௦. : 

0 

0 

... எனவே, (2) = a, by + a 6, + a, 5, 

என்ற புதிய உட்பெருக்க வரையறையின் '8ழ்” 

(x, x) = 0 => x = 

என்பது மெய்யெண், சிக்கலெண் வெளிகளில் பொருந்தும். 

(ii) %,ற ௪ 7, (5) [மெய்யெண் வெக்டர் வெளி] எனின், 

(x, y) =. a, by, + a, b, + a, b, 

= b, a, + b, a, + 6; a, 

= (y, x) 

ஃ Oy) = 0, x) 

(இ-து) பரிமாற்று விதி மெய்யெண் வெக்டர் வெளியில் 
பொருந்தும். 

33 எ 77, (0) [சிக்கலெண் வெக்டர் வெளி] எனின், 

(% y) =} ay ச், + a, b, + ay ர், 

(y, x) = b1 a, + 5, a, + by as 

(x, Y) # Os x)’ 
(9-9) பரிமாற்று விதி சிக்கலெண் களத்தில் பொருந்தாது. 

  

அனால், (,2) - 28) 4 இ aa + b, a, 

= 5, a, + 6,4, + 5, a, 

= 6,a,+6,a,+6,a,, (¢ @=4 
= 4,5, + a 6, டாம் 

= றி 

ஃ கறு - 3
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(iii) ற எ 7, (8) எனின், 

2, ax + by = a (ayy da, a3) + b (bs be bs) 

= (84, Adz, aa;) + (bb,, bbz, bb,) 

= (aa, + bb,, aa, + bb,, aa, + bb.) 

e V, (R). 

(ax + 57, z) = [(aa, + bb,, aa, + bb,, aa, + bby), (€., Co, ey 
= [(aa, + bb,) c, + (aa, + bb.) c, + (aa, + 5b,)e] 

= {(4a,} ¢; + (Gas) C, + (Gas) 3} 

+ {(6b,) ¢, ம) ட (ம) Cs} 
= 4(@, C, +4, 0,44, ¢,) + b (b,c, + 3b, cz + 5, es) 
=a%,237+66, ற... 

(அ-து) (ax+dy,z) = a (x, Z) +5 (, 2), z = (C15 Coy a e V,(R) 

3,“ 75(9) .எனின், 
ஆச்! ax+ by =a (a,4,,a,) +5 (6, &, 85) 

“(ax + by) = (aa, day, aa;) + (bb,, bb,, 5b;) 
"= (aa, + bb, aa,+.bb,, aa, + bb,) 

{ax + by, z) = [ (aa, + bb,, aa, + bbs, ad, + bbs) (ys Cay C3) J 

= [ (aa,+5b,) ட (aa,-+bb,) €,+(aa,+5b;) ச] 

= [{(aa,) €, + (aa,) & + (௪8) 7 + 
{(bb,) é, + (bb, ) @, + (66,) 87] 

= a (@, 6, + A, Ga + ayes) +b (0, +8, Ey +, és) 
= a(x, 2) +B (y, z). 

(see) (ax + by, 2) = a(x, z) + b(y,2) 

sromGor, (ax + by, 2) = a(x,z) + b(y, 2) ன்றன. மெய் 
யெண், சிக்கலெண் வெக்டர் வெளிகளில் பொருந்தும். 

(x,y) = a, By + a,b, + a; 6, ் ரீ 

என்று வரையறுக்கப்பட்ட இரு வெக்டர்களது உட்பெருக்கம் பின் 
வரும் பண்புகளை மெய்யெண், சிக்கலெண் வெக்டர் வெளிகளில் 
கொண்டிருக்கும். 

ட ௫௨௦ ௫-௪ 4-௦ 
Gi) கூறு று : | 

(ili) (ax + by,z) = a (x,z) +5 (vz).
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7-3. உட்பெருக்கம் (12 product) — வரையறை : 

2” என்பது மெய்யெண்கள் அல்லது சிக்கலெண்களைக் 

“கொண்ட களம், 1* (9) ஒரு வெக்டர் வெளி என்க. பின் 7(2)-ல் 
உள்ள ஓவ்வொரு வரிசைப்பட்ட சோடி பண ஆ ரு 

என்பவற்றிற்கு (2, ழ) என்ற திசையிலியை 

YT) (42x) 20, (4x) =o oF ws 

(2) @ y) = 0) 

(3) (ex + by.z) =a (xz) + 5(y,2) 

என்ற முறையில் அளிக்கும் சார்பு 18 ட் ல் ஒர் உட்பெருக்கம் என 
வரையறுக்கப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு . ‘ 

(ax + by, 2) = a(x, z) + 5 (y, 2) 

என்பவற்றிலிருந்து கீழ் காணும் முடிவுகளை நிரூபி, 

(i) (ax-by,z) = a(x, z) — by, 2) 

(1) (x, ay + bz) = (x,y) + B (xz) 

மம் (x, ay - bz) =@ (xy) - ச் (2) 

\ 

கிரூபணம் 

(i) (ax — by, a) = = [{ax + (— b) y}, 2z] 
= a(x, 2) + (-5) 0, 2. 
௨ ச௫௮- ச, 2) 

fii) (x,ay + bz) = (ay + bz, x) 

= a(y,x) + 5,x) 
a(x) + 6 (x). 
a (x, y) + 6 (x, 2) 

iii) (x, ay - bz) = [(ay - 62, x)] 

= [a(y, x) - 6G, x)] 
= a(y,x) - 6(z,x) 

= a(x, y ) - b (x,y) 

| 
|] 

7-4. உட்பெருக்கு வெளிகள் (Inner product spaces) 

ஓர் உட்பெருக்கம் கொண்ட வெக்டர் வெளி 7 (2) உட் 

பெருக்கு வெளி எனப்படும்.
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மெய்யெண் களத்தில் அமைந்த உட்பெருக்கு வெளி 
யூக்லிடியன் வெளி (1:00114281 50806) எனவும், சிக்கலெண் களத்தின் 
மீது அமைந்த உட்பெருக்கு வெளி அலகு வெளி அல்லது யூனிடரி' 
Qaerai (Unitary 80802 எனவும் கூறப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு ் 

Vy, (©) என்ற Dadi Quel ei sq Goevefl (unitary 

space) crow Bias. 

நிரூபணம் 

X = (%, 2வி 

Y= Onde, 9a? YU VEV, VEC 

என்போம். 

(Y= MIL +I, ர் 00% 
என வரையறுப்போம். 

உட்பெருக்கு விதிகள் அனைத்தும் பொருந்தினால் 75(௦) தா் 
அலகு வெளி (மறர்ர்காரு 80௧௦௦) ஆகும். 

மி ௫29-204 3 எ ர் Xn Tn 

[134 [ஆ[** ௮.4 [1௬௪ 

(x, x) =o 

=> [m|?+imyltt..+ [ml r= 0 
D> XH = 0, X= Oy «Xn 0 

=> x=0 

மீண்டும் x=0 

= Hy = Oy ஜே ன நிழ sing Xn’ O 

=> [%|? + [x [%+... + [am]? =0 
> (x=0 

2 = (% x)= 0 +4 x=0 

(2-3)) (x, x) = 0, (x, x)= 0 Hh x= 0. 

  

(0:09 = ¥, Fi + Ye Xo + + Yn Xn 
= 9,%, + Vax, t+... + aXe 

XV, + Xe Va + wee + Xn Vn 

(262) 

(2, 29) - 

|| 
॥ 

il (அ-து) (3)
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(iii) ச-(2,ஆ,....ஐு 67%(0) எனின், 

ax -+ by ரட2 0 ம் ட,ற... 79 

= (ax, + by, ax. + bys ..., AXn + bYa) 

we, [ax + by, 2] = [ax +by, ax,+by,, «..5a%n+byn), 
(2, Z, ++ -, Zn) | 

= (ax, +by,) z,+(ax,+by2) 2, 4... * (லட பட்டும் 

‘ = (ax,) Z, (வட 2, + ரு (@%s) 2: Za 

+ (6y,) 2 +. Gy) Zz, + we + (yn) Sm 

= a (x, Z, + Xe Za +... + Xn Zn) 

+ b(b, 2, +b, 2, +. + On Zn): 
a (x, z) + b(y, 2) 

(2-Gi) [ax + by, z] = a(x, 2) + by, 2). 

உட்பெருக்கு விதிகள் அனைத்தும் 75, (௦-க்குப் பொருந்து: 

வதால், 7”, (6) ஒர் அலகு வெளி (பா௫்(8ர 50806) ஆகும். 

| 

.... மெய்யெண்கள் அல்லது ிக்கலெண்கள் களத்தின் மீது: 
அமைந்த ஓவ்வொரு முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளியும் ஓர்: 

உட்பெருக்கு வெளியாகும். 

நிரூபணம் 

V (f+) என்பது ஒரு முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளி_ 
அதன் பரிமாணம் 11 என்க. 

B= {%,, x, Ba Sees Xn } 

என்பது 7” (2) வெளியின் அடிப்படைக் கணம் என்க. 

%,7,2 6 (2) எனின், 

5 டட ௬3... 4 ஏடிடி), GEF 

நூ சில ஏமி பம் மிர » DEF 

2 பேட 4 நேடி 4 ன் 20 ட Ci EF. 

7” (2509-ல் உட்பெருக்கம் 

_&y=a,6,+ a6, + ..4+ கம. (1) 
என வரையறுப்போம், 

இனி 7(2) ஓர் உட்பெருக்கத்துக்கான விதிகளுக்குப் பொருந்து 

. கிறதா என ஆராய்வோம்.
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(i) ௫3-௬௬... 4 ஆ 

|] ][க/** 4 [கூ] 
0. V 

il 

(xy x)=o. 

la [*@+]aje+..+ lal =o 
=> A = 0, A, = Oy 149A = O 
> 202 0 

மீண்டும், ந - உ 

= 4 = 0, A= 0,..,4 =O . 

i el el 
~ => 020 - 0 

(x, x) = & Boe a tok ame, 

fi) OX» 1: + by a ர படம் சவ 
் 14 + by de +... + Bn ae 

a,b, + a6, +... » + an bn 

o
u
 

t
y
 

அ
!
 

| 
ஆ
 

ஆ:
 

3 

ல் % 

(ii) ற ஒர “a, b E€F> a+berv. ' 

4 ax + by = a (Ary Ay «+4 dn) + B (Bs, bay o00, Ba) 
. = (4d, a4,, ..., Aan) + (bb,, bb,, ..., 5Ba) ன 

= (aa, + Dba, aad, + bby, ...5 Aan + bby) - 
“ 7 ் 

2 € 1* எனின், 

fax + by, 2) = [(aa, + bb,, aa, + bbs, ..., Wan + bba), - 
, (¢1, Co, Cs) | ர 

= [ (2௧5 806, (aa, + bb.) é, +... + 

(aap, + Eda) En) ] 

= [da,@, + Gd, ... 4 சம்... 
+ bb, é, + bb, G, +... + bba En] 

= [a(a,é, +4, @, +... + Gn En) 
+ b(b, 1 + by &, +... + சய] 

= lau,z)+5(y,2)] 

(ax + by, 2) = a(x, 2) + b(y, 2) 
அதாவது, (1) உட்பெருக்கு விதிகள் அனைத்திற்கும் பொருந்துகிறது. 
கனவே, 18 ஓர் உட்பெருக்கு வெளியாகும். '
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7-6. பீளச்சார்புள்ள வெக்டர் வெளி (14017760 vector space) 

V ஒரு வெக்டர் வெளி என்க, % ௪ 7* என்ற ஓவ்வொரு. 

வெக்டருக்கும் ! | என்று குறியீடு செய்யப்படும் ஒரு மெய்யெண் 

(i) |x} >o, Ixl=o ey x=0 

(i) Jax = [alxl, @eF 
(iii) Jxtyl Ss Ixl+ivt 

- என்ற முறையில் இருப்பின், 1-வெளி ஒரு நீளச்சார்புள்ள வெக்டா்: 

வெளி (040010௦0 46001 50806). எனப்படும். 

7-7. தேற்றம் 

ட... ஒவ்வோர் உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளியும் நீளச்சார்புள்ள” 

வெக்டர் வெளியாகும். 

நிரூபணம் 

நார் உட்பெருக்கு வெளி என்க, இது ஒரு நீளச்சார்புடைய- 

வெக்டர் வெளி எனின் 7-6- ல் கொடுத்துள்ள மூன்று கட்டுப்ப 

களும் tee பொருந்தும். 

%,3, 2 ௪ ]* என்க, பின்; 

உட்பெருக்கம் வரையறையின்படி, 

(x20, கூற ௨உ உட (0) 
9-0,  * உஷிதத 

(ax + by, z) = a(x, z) + 6, 2). ட) 

% ௪ 7* என்ற ஒவ்வொரு வெக்டருக்கும் 

21-42 —) 
(i) (x, x) = Ix? > 0 (arg) [xl > 0 

மேலும், 121 ௦-௬ ௫29-௦2௦ > x= 0 

gong, |x| = 0 <> x= 0 
எனவே முதல் கட்டுப்பாடு பொருந்தும். 

(ii) |“ - (௦29 {xl =v @ x)] 
= a(x, ax) [~~ a(x, ax) = (ax, ax)} 

= a (ax, x) ர. கறு 2] 

= alfa, x)] 
= a4 a (x, x) 

= | a| * xi? 

2 fax) = | @| [ll
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அதாவது, இரண்டாவது கட்டுப்பாடும் பொருந்தும். 

(iii) 12315 ஐ 3று 
=@x+y+0x+7) -0-ன்படி 
= A+YY+ORYY -()-ன் படி, 
= 6,3)90,2)--06)-0,2) --(9)-ன் படி. 

=@%)+09)0+@H+0y 
“6390243400 

{x + iy) + @ + iy) = & +) + OW) = 2x 
 2[04 ற)-ன் மெய்ப்பகுது] 

“4 0)-ன் மெய்ப்பகுதி - x 

[x+iy|= e+ yp 

(6 * ம)-ன் மெய்ப்பகுதி 2 |[% + iy|. 

ட ஆ 112-62௮ 4-6) ௫30, 
- [285 * 2[06 )-ன் மெய்ப்பகுதி ] -- |] 
< (xl? +2] Gy) | + dy? 
S |ixile + 2 Wl vd + lye. 
S (lint + lly)? 

ஃ 12] 2 |] 4 |] 

ஆகவே நீளச்சார்புள்ள வெக்டர் வெளியின் மூன்றாவது 
கட்டுப்பாடும் பொருந்துகிறது. 

ஆக, அனைத்து கட்டுப்பாடுகளும் பொருந்துவதால் V (F) 
என்பது நீளச்சார்புடைய வெக்டர் வெளியாகும். 

அதாவது, ஒவ்வோர் உட்பெருக்கு வெளியும் ஒரு நீளச் 
சார்புடைய வெக்டர் வெளி (14௦060 96001 80805) ஆகும். 

குறிப்பு : ச்டி 
இதன் மறுதலை மெய்யன்று, 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

(1) ர என்பன ஓர் உட்பெருக்கு வெளியில் யாதேனு மிரு 
டுவக்டர்கள் எனின், 

டு |] 1-ர18- 20844 21] 
Gi) Mx + yi? - 1-7] - 4((0ற)-ன் மெய்ப்பகுதி ) 

என நிறுவுக.
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கிரூபணம் 

ம 1-0, நறு 
- =(x,x+y+O,x4+ y) 

=(X+y x) + டே) 

9௭09509௭02) 
(x) + Ox) + GY +H) 
629-0௫2) ட 40]. 
62) 4-3 4 2) 
ll? + கே +O, x) + iyi? 

  

o
e
 

te 
be
a 

x= yl? = &-y, x-y) 

(x,x-y) -— , x-y) 
(x—y, x) ~ (x-y, y) 

{(x, x)- 0 x)} — {(@ y-(% Y)} 

(x, 

  

॥ 
1 

॥ 

  

௦29 - (% 2) - நே 4-0, ந 
9 - )-0,29- ற) 

lil? - கே) 0௮ 4 itll? 

a. ie + yl? + Ilx—yll? 

= {|lxf2 +, y) + 11) - 
: * (45: - தே 2) - 29 - Ibi? 3 

= 2 I [xl + 2 yl? 

llx + yl? + Ie—yl® = 2 fix? + 2 Iie. 

ow 
tt 

மேலும், 

(i) |x + yl? - lx—yi? = {[lxh? + (ey) + (y, x) + IIyll?} 
- 4111-௫2) - (x) + Ilyi?} 

=2{@%y) + 0, x)} 

-2(%ற 4 ௫) 
- 2[2 ( மெய்ப்பகுதி (5, y) ¥] 
௪ 4 (மெய்ப்பகுதி 9) 

(2) மெய்யான உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளியில் %, 1 என்ற 
'இரு வெக்டர்கள் |] - |] என்ற முறையில் இருப்பின், 
(௪ ற) ஐ) - ௦ என நிறுவுக. 

நிரூபணம் 

மேரி - 620 4 (5-0) 
௫ ௫ 29 1 (0-3)
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ே29-0,2 0-0) 
(x, னத எக சஷி 
(x, x) — (, Y) . 

Ie று. எ ne களத்தில் உட்பெருக்கு. 

வெக்டர் வெளி] ள் 

ரி 
| 

5 ]]5 - |] 

(அ-த) (x+y, x - y) = IP -— ily? 

- ஆனால் 42] = fly] (Qamcrene) 

(x+y, x—y) = |x|? — fl? 
= ix? — [xe ~ 
= O ச 

மாதிரி-1 

2, 9- என்பன அலகு வெளியில் (097 space) Que 
வெக்டர்கள் எனின், 

4 (x, y) = ix + [6-9 42] ஜர் 1-1 
என நிறுவுக, ட 

Fl en, coor ib ~ 

‘x + yl? = xi? + ivi? +o y+ 0.x 
lx — yl? = fel? + [915 - xy -— Ox), 

  
  

Ix + yl? — |x - yl? = 2 (x,y) + 2 0,*x) (1) ' 

(a y = iy எனின், ப 
Xx + iy? - |x-y|P= 2%) 4+2x -இ 

Gun gytb, (x, iy) = Gy, x) 
-ர0,9-710,9- 70௨) 

‘ = -i(%,y) 
எனவே, சமன்பாடு (2), 

IIx + iy? - x = Hl? =-27(%, y) +2 Gy, x) 
= —2i(x, y) + 2i a x) mea 

i (ix + iy? ~ ilix - iy? 
= -2 i? (x, y) + 21? (y, x) 
= 2(x,y) -2(y, x) இ
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சமன்பாடுகள் (1), (3)-ஐக் கூட்டினால், 

12-25“ = flv —yl? + 7] + Hl]? ர] நபி 

2%, y) + 20%) + 2(% - 20,9 
=4 (x, 29. 

॥ 

க 4009 = Ibe + le = Ibe 298 47124 நர] 2 = ay 

மாதிரி- 2 

2 மாறியில் பல்.லுறுப்புக் கோவைகளது வெக்டர் வெளி ]%ல் 
உட்பெருக்கம் ் 

1 : ் 
௩: |) ௨098, ஈக 

என்க, பின், x (2) =z-+ 3, y@= - 22217 எனின், பின் 
வருவனவற்றைக் காண்க. 

டு 63) 

(ii) 12 

நிரூபணம் 

டு கற [ஈர 

zs 1.6 4342214374 

= [le 4 528 4 132 4 21) dz 

2* ஜூ 2? t 

a +55 +15 4 212 | | 
1 த. 13. 

- (ஒக ஒக அ அகி] 
_ 3420478 + 252 353 

த ௩ நத 12 
be 
oo te ya 22. : 24 மீ ;
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ii) 1-2) 
= 1. x (2) x (z) dz 

a fe 43) (2+ 3)az 

“ fe 4 62 +9) dz 

_t? 62 i 

=$4+349 

ஆட 37 
3 

ஃ xi) ௪ 437/2 

மாதிரி-3 

2 (ஈடச2, ந மடம் என்பவை 1 (2)-ல் உள்ள இரு 

(இவக்டர்கள் எனின், 

(x,y) = 8, 6, + (@, + 4,) (6, + 6») 

என்பது 77, (25)-ல் உள்ள உட்பெருக்கம் என நிரூபி. எனவே, 

7, (5-ஐச் சேர்ந்த (3, 4) வெக்டரின் நீளத்தைக் காண்க. 

i 

. கிரூபணம் 

டு y= 4,5,+@, +4,)6, +53) 
ஓர் உட்பெருக்க மெனின், உட்பெருக்கு விதிகள் பொருந்த 

வேண்டும். 

(1) (x, x) => 0, (x, x) = 0 =} x=0 

(x,y) =a, 5, + (a, + 4,) (6, + 52) (கொள்கை) 

a. (% XxX) = 4 4,4+ (4, + a.) (4, + 4 

14, + (a, + a.) a Fas 

jo, |=4 |4,+a,|% 20 

* (x%,x20 

மீண்டும், 

3) =9 > |al*+la+a,|2=0 
2 0, 80 

2 டூ 2.) ௮ ௧ 

“2-௦. 
4 டேலி சக்கு 

ர 
|| 

்
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2 (y=, %) 

by G1 + (by + bs) (ஈட Gy) 

b, a, + (b, + 5.) (a + a.) 

a, 5, * டார ச) (6, + 22) 

a,b, + (4, + 4,) (6, + 6,) 
(x, ¥) 

“ (%¥Y) = x) 

  

| dy, x) 
|| 

ou
d 

(3) (ax + by, z) = a (x, z) + b(y, 2) 

Z=(¢,,C,) என்க, 

(ax ae by) = a(a,, 82) + b (2, bs) 

= (aa,, aa.) + (bb, bby) 
= (aa, + bb,, aay + bb,) 

“. (ax-+by, 2) = [ (aa, +bb,) 2, + (aa, +bb, +aa,+bb,) (€,+¢,)] 
=a{a,é, + (a,+4,) (€,+é,) } 

+ b{b, + 6, + 5.) (@, + @)* 
a(x,z) + b(y,2z) 

(ax + by, z) = a(x, 2) + b(y, 2) 

எனவே, ஓர் உட்பெருக்கு விதிகள் அனைத்தும் பொருந்து 
. வதால், ் 

(x, i= a, by + (a + Gs) (b, + 55) 

4”, (2)-ல் ஓர் உட்பெருக்கத்தை வரையறுக்கும். 

(1) மீண்டும்,  |Ix||? = (x, x) 

= 44 + (GM + 4) ௪ 

இங்கு | =3,a,=4 + x = (3, 4) 

IM? = 334+ 0448449 
3340344044 
3217229149 
= 58 

வி = ¥ 58
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மாதிரி- 4 

V, (BR) வெக்டர் வெளியில், 

(x y)=a,+ a, +6,+ 5, 

என்ற முறையில் அமையும் பெருக்கம் உட்பெருக்கமாகா ந: எண 

திறுவுக. 

நிரூபணம் 

உட்பெருக்க விதிகள் (மெய்யெண் களத்தில்) 

டு 35922 ௫20)-0௦ 2-4 0 

Gi) (x ¥) = ( x) 
Gii) (ax + by, z) = 2-2, 2) 

(41) = 4 +a,4+5,+ 5, 
=6,+6,+4,+ 4, 

= (yx) 

2 பேறு - 020) 

(ax + by) = சட a5) + 6 (8, bz) 
= (aa,, aa,) + (bb,, bb») 
= (aa, + bb,, aa, + bb.) 

(ax + by, z) = aa, + bb, + aa, + bbe +e, + 22 
(வரையறை$ 

a(x,2)=alaq+a,+e,+ 65] 
b(y,z)= b[b, +b, +e, +e] 

v. a(x,z) + b(y, 2) = aa,4+bb, + aa,-+ bbs + (ர) (உர் 

ஃ (ax + by, z) # a(x, z) + DU, 2) 

cranGas, (x, y) = a, + a, +b, + dy 

என்பது ]* (9) வெளியில் உட்பெருக்கமாகாது. 

பயிற்சி 7-1 

1. ஓர் உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளியில் 2, 3 இரு வெச்டர்கள் 
எனின், ் 

டு ரூ = 40,9) 
(ii) (x, ay) = 4 (%, y) 

Sra DOYS.
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2. இரு உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளியில் (,,)9- ௪ ற 6 7 
னின், 2 - ௦ என நிறுவுக, 

3. 152) என்ற வெக்டர் வெளியில் 

(x, y) = a,b, + a 

ஏன்ற முறையில் உள்ள பெருக்கம் உட்பெருக்கமல்ல என நிறுவுக. 

4. 1800) என்ற வெக்டர் வெளியில், 

lax + byl? = [ச] 412151] 4 சீற) 4 
bz (y, x) 

சன நிறுவுக. 5 

5. ( y) = 2a,6, + 4,5, + 4,6, + a5, என்பது ரஸா 
(வக்டர் வெளியிலும், 

(x, ¥) = 2a, b, + a,b, + a,b, + a,b, என்பது 7* (6) 

'வெக்டர் வெளியிலும், 

உட்பெருக்கமாகும் என நிறுவுக. 

6. சிக்கலெண் களத்தின் மீத்மைந்த வெக்டர் வெளி ]* (9 
பல்லுறுப்புக் கோவை வெளி என்க, 

: டட 

௫2) = 120020 d,xyOev 

என்பது ஓர் உட்பெருக்கம் என நிறுவுக, 

5. பின் வரும் வெக்டரின் நீளம் காண்க. 

@ x= (1,236 F(R) 

(b) x = (1,-2, 5) © V, (R) 

[விடை: () 414 மு 30] 

8. அனைத்து பல்லுறுப்புக் கோவைகளது வெக்டர் வெளி 7*ல் 
ர 

Oy) = | ‘x (1) y(t) dt 

ஈன்ற முறையில் உட்பெருக்கம் இருப்பின், 

(00-47-0271. 1 எனிண் 

0) (xr), Gi) ரு] முதலியவற்றைக் காண்க. 

விடை: மு 11/4 மூ (9
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9. ஓர் உதாரணத்தைக் கூறி ஓவ்வொரு நீளச்சார்புள்ள- 
வெக்:_ர் வெளியும் ஓர் உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளி அல்ல எனக் 
காண்பி, 

‘10. ரா (2) என்பது ஓர் உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளி எனின், 
{(o,y) = 6 ¥VyeV என நிரூபி, 

7-8. Gsm (Schwarz’s Inequality) 

ஒர் உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளியில் x, ¥ என்பன இரு 
வெக்டர்கள் எனின், 

te] 5 19 ]0/] (14) 
என்ற சமனின்மை மெய்யாகும். 

கிரூபணம் 

V (2) ஓர்'உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளி என்க. எனஷே 
உட்பெருக்கு (2, )) பின் வரும் விதிகளுக்குப் பொருந்தும். 

(i) (x, x) = 0, பகிடி அகடு 

ஞு ௫-0, ஐ 
(ii) (ax + by, z) = a(x, Z) + 5b (y, z) 

3. - 0 எனின், 

| (xy) | = [xi] fll (! இருபக்கமும் பூச்சியம்? 

24௦ எனின், |] ௦ 

ii? என்பது 7-ல் உள்ள ஒரு இசையிலி, 

ட ௮ 4 
Zex-. GD று குர் (2) என்க. # 

ஃ  டுன்படி, | 2௦ 

ஃ 0312] - 2 

= (x, y) (x, ¥) 2 
் கண்டக *- மா 1 ணன் 

இத்த ae? y|- 

@y ff . &y, » | 
(91 ES 1)” - 

I
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  = @9- FY 0 Ply EG; »| 

  

  

“THF iyi." iv 

= னஸ் (x,y) y) (2. y) (x, x) aE ௩9-03 

(ற) டி. ரர 
சிட் பிட 

= (xx) மற _00 02) 
நி 01 

(2) 0) 0 
ட் IVa * 02 » 

= டன த்து ட | (02) 39 5 
~ ॥221 2 yl? | (ம y) | bit Il | 

_ irene பி் 
= |] ௪ lye . 

| 021" 
து) சி |] 4 (௮ அ: 1] ॥ | | yl 

1») 2 o< |zp, o < 995 ॥2| Ix pe 

2 LE < tah 

எனவே, | (x, y) |? 28/8 [5 

1, ») | S 19913]. 

குறிப்பு : 
(i) அலகு வெளி Va (௦)-ல், += (4, a5, vers an), 

௮ மூடம்... ம) எனின், பின் 

கேறு- சச், 4 ஐ படர் நேரிய 

(arg) 1962 - [௪/8 1௬134...41௯7£. 
தேற்றம் 7-8-ன் படி 

| a, b, + ஐம்... + Gn By |? S {]a,[? + ]a, 2 +... + fan|?} 

x {1h ]? + [ba]? +... + [bn l?}
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n ப n n 

(a-gl)| Tab]? s Ula? ry] a |? 
j=1 1 1 

'இது கோசி சமனின்மை (0811011378 10600 வ) எனப்படும். 

(01) யுக்ளிடியன் வெளி (1001106881 80806) 72, (25-ல் 

(x, y) = [lail Ill Cos @. 
4 என்பது %, ந வெக்டர்களுக்கிடையே உள்ள கோணம், 

ட (2) 0 = 80 Te ii 
Schwarz’s சமனின்படி, 

ர் 

  ட படேற் 
0௦9 ழு =! 

எனவே, 0 என்பது 2, ற வெக்டர்களுக்கு இடையே உள்ள கோணம் 
எனின், 059 |, 

7-9. தேற்றம் 

}@, y)} = Iti = ர ஒருபடிச் சார்புடையவை என 

நிறுவுக. 

நிரூபணம் 

3, ஒருபடிச் சார்புடையவை என்க. 

இனி | 009) - 19] | என நிறுவுவோம். 
ஆ: ஒருபடிச் சார்புடையவை யாதலின், அவற்றில் ஒன்று மற்ற 

குன் மடங்காக விளக்கலாம். 

2 மு றர என்க. 

1062)1- | (ay, y) | 
ு 1809),]) |, (உட்பெருக்கம் 3-ம் விதிப்படி) 

= | a| lly? 

மேலும், |2ப] |] = layil Wl 
= | 4| [ltt Ilyll 
= 181194: Ce Mail = Ja | ibid 

LOY) 1] = fall I 
மறுதலையாக, |) | = ॥॥]1]] என்சு.
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இனி, %, ற ஒருபடிச் சார்புடையவை என நிறுவுவோம், 

2 - 0 என்றால், 

02) - [மி] 

{@,y)} - 000) 

ச்சிய வெக்டரைக் கொண்ட கணம் ஒருபடிச் சார்புடையதாக 
இருக்குமாதலின், %, 3 வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்புடையன 

என்பது தெளிவு. 

224 2 எனின், |/| > 0. 
ன a 1 <x lisll Ho ». 1,» I 

2 பட 
அதாவது, | (x, Di? | = |20]| ள் 

* 162! = ௪௯ ரி (#) Iai = 1. —(2) 

இப்பொழுது, 

|% - (x, 2) ZIP = (xX — Az, x — Az), A = (2) எனக் 
கொள்வோம். 

a {lx 222 2422 - 4 (2, %- 42) 

= (x,xy-AwD-AlZn- AG 2D 

= (x, x) ௪: a (x, 2) - AGN + AE _ 

= (xx) - AA-AAFAAL, (2 4002 
் (39) 

= lx? - AA -AA+HAA, (6182-7) 

= [xP - 2A - 

= |ixP - Jal’. (1 7/5 18/5) 
= |lxl? - |, 2)? . 
= | |, (2 12] ௨ -.ன் படி 

a
,
 |x — 2213 4 0 

ஃ. 12: 022] - 6 

x - (x%,z)z=0
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ட லு டத x= (x ட. ¥ 

5 நு Tb மு 
a. உட? 
= TT & 2 a 
= {x, ¥) 

17” 

ற 
(த) x=ky k=   நந்த 

எனவே, % வெக்டர் ற வெக்டரின் ஒரு மடங்காகும். 

௪ ஃ ற வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்புடையவையாம். 

2-19. தேற்றம் 

௩.7 என்பவை ஓர் உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளியில் உள்ள 

இரு வெக்டர்கள் எனின், %, 3 வெக்டர்களுக்கிடையே உள்ள 

d(x, y) = ||x-y! 
என்று வரையறுக்கப்படுமானால், பின் வருபனவற்றை நிரூபி. 

fi) சீ௫ூற)2 2, சீறு) - சண்டி வறு 
i) d(x, y) = diy, x) 

(11) d(x, y) < d(x,z) + dz, y) 

(iv) d(x, y) = d(x +z, » +z) 

நிரூபணம் 

(i) d@,y) = lx - yl] =e 
1 --]|| - ௦ என்பது % - ந என்றால் மட்டுமே மெய்யாகும்... 

எனவே, %- 3 என்றிருந்தால் மட்டுமே, d(x, y) = 0 

து) கீ -2உ*.றகற. 

Gi) சீ - 2-1 (:: வரையஜை) 
5 ]|-(-2ஐி] 
= |-1] lly-—xll, Ce lla@-y)I 

= [a[||x—y lip 
I(y - x il 

li 
fl 

dy, x).
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iii) சீட = Ix - yl 
=||x-2z+2z-—yil 
2 |%-2]| -|2- ரர (“” முக்கோண 

சமனின்மை 711480 20187 1601811035 

< d(x, z) + d(z, y). , 

(iv) d(x y) =I|x- yl 
12-29-0041 
d(x + 2,5 y+ 2). 

|| 
|| 

7-11. செங்குத்துமை- வரைய்றை (0110௦20811 — definition}, 

3, ர என்பவை V(F) வெக்டர்வெளியில் உள்ள இரு. 
வெக்டர்கள் என்க. 1₹(2) ஓர் உட்பெருக்கு வெக்டர்வெளி என்- 
Gurw. (x, y) = ௦ எனின், 2, ந என்ற இரு வெக்டர்களும். 

செங்குத்து வெக்டர்கள் எனப்படும். 

அதாவது, x | y => (x,y) =0 

மேலும், 00௦60 - ட ௪ 00 - 90°. 

(1) செங்குத்துமை சமச்சீர்மையுடையது. 

(அ-து) 21 றர] 

xly>(Q,y)=0   
>(x,y) = 0 

=0,x) =0 
= y Lx, 

(0) ஒவ்வொரு வெக்டரும் பூச்சிய வெக்டருக்குச்- 
செங்குத்தாகும். 

(x,0)=0 ¥xEV(F) 
எனவே, ஓவ்வொரு வெக்டரும் பூச்சிய வெக்டருக்குச்- 

செங்குத்தாகும். 

(iii) தம்முடன் செங்குத்தான ஒரே வெக்டர் பூச்சிய: 
வெக்டர். 7 

% 94 ௦ என்க. 

மேலும், 2 10020 - 0 

ு]21 - ௦ 
23 0
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எனவே, % 1. எனின், % பூச்சிய வெக்டராக இருத்தல் 

வேண்டும். 

"7-12. செங்குத்து உள்வெளி- வரையறை. 

(ரு என்ற ஓர் உட்பெருக்கு வெளியின் இரு உள்வெளிகள், 

அன்றிலுள்ள ஒவ்வொரு வெக்டரும் மற்றதில் உள்ள ஒவ்வொரு 
ae செங்குத்தாக இருக்குமாறு இருப்பின் அவை 

செங்குத்து உள்வெளிகள் (01110த0௨] 8/0808068) எனப்படும். 

(அ-து) (Y= Oo நக], 6] எனின், 1-ல் உள்ள 
85. 7 என்ற உள்வெளிகள் செங்குத்து உள்வெளிகள் எனப்படும். 

₹7-13. செங்குத்துக் கணம் - வரையறை (0111020081 564- 
Definition) 

7 (7) ஒர் உட்பெருக்கு வெக்டர்வெளி, ,$ அதில் ஓர் உட்கணம் 

அன்க. 5-ல் உள்ள யாதேனும் இரு வெக்டர்கள் தம்முள் செங்குத் 

“தெனின் $ கணம் செங்குத்துக் கணம் எனப்படும். 

| AGT Ou Sly S (222) டூ என்ற கணம் 

(Xi, Xj) = 0, TAF srerm தலையில் இருப்பின், செங்குத்துக் 

கணம் எனப்படும். 

"7-14. செங்குத்து ரிரப்பி - வரையறை (Orthogonal Comple- 

ment — Definition) 

7£ என்ற வெக்டர் வெளியின் உட்கணம் &-ன் செங்குத்து 
நிரப்பி என்பது டி கணத்துடன் செங்குத்தாக இருக்கும் அனைத்து 
“வெக்டர்களது கணமாகும். இது 51 எனக் குறியீடு செய்யப்படும்; 

= {x: x | S}. 

‘T-15. அலகு செங்குத்துக் கணம் - வரையறை (Orthonormal 

Set — Definition) | 

OV என்ற யூக்ளிட் வெக்டர் வெளியிலுள்ள ஒரு செங்குத்துக் : 

கணத்தில் இருக்கும் அனைத்து வெக்டர்களும் அலகு வெக்டர்களாக 
விருப்பின், அக்கணம் அலகு செங்குத்து வெக்டர் கணம் மயவ்ளாள” 

“mal set 07 4601079) எனப்படும், 

அதாவது, 54- (டூ 0) என்ற கணம் 

@). Gx) = 0, i 47 

(0) Oty 24) = [pall? = 
என்ற முறையில் இருப்பின் 4 கணம் ஓர் அலகு செங்குத்துக் கண 
ADIT @LD,



உட்பெருக்கு. வெளிகள் 269 

7-16. தேற்றம் 

£ 0 என்ற யூக்ளிட் வெக்டர் வெளியில் பூச்சியமற்ற 

வெக்டர்களைக் கொண்ட எந்த ஒரு செங்குத்துக் கணமும் ஒருபடிச்: 
சார்பற்று இருக்கும். 

நிரூபணம் 

S = {Xy, 209 பய என்பது 7-ல் உள்ள செங்குத்துக் கணம்: 
என்க, 6 ௦ xj) = ௦, 1257 ் 

நு ஏட ஜீ எ ம ரமே ௨7 --(1) என்க. 

er, (Y, Xx) = ( ல aj Xi, x ) ர தன் இ 
1-1 

= = Gy (Xi, x) 
a=. 

௪ பஷி, &ஃட2... 

[ஒரு செங்குத்துக் கணம். ஃ (Xi, %) = 0,1 AKT 

(Xn Xx) # 0, 

Qa = (Yo Xx) டி ர 02 பர் 

  

(Xk, Xk 

ற 25 75 எனின், 

(0, Xx) : : 
= = = ] 2 oe ak (Xky Xu) ° உ கி 9 M9 sory 

, எனவே, (1)-லிருந்து 

, டெ 4 சட ப் நேரே 0 
=> Gy = 0, Ay = Oy ory A 0. 

எனவே, $ கணம் ஒருபடிச் சார்பற்ற நிலையில் இருக்கும். 

7-17. தேற்றம் 

ஓர் அலகு செங்குத்து வெக்டர்களது கணம் ஒருபடிச் சார்பற்ற 

நிலையிலிருக்கும். 

நிரூபணம் 

கொள்கைப்படி, (xi, Xj) = 1, i = ச் _(1) 

= 0,1 # j 

4, %X%, $F 4,X%, be + OX = 0, AEF aore.
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(௮-து) = 3௦ 4 
j=l 

; . 

டி ( 3 dj Xiy Xp ) = (0, Xr) 
i=1 

t 

அதாவது, ( Qe Xiy ௩] = (0, Xr) 
i= 

நந 

= a; (Xip X;) = 0 

(1)-ன் படி, Gr (Xr Xr) = O 

அதாவது, 8,.10 

are ஜட 0 

எனவே, பட, ரூ௭%..டே 0 

2 S= yy Xy oy Xn} என்ற அலகு செங்குத்து வெக்டர்களது 

அணம் ஒருபடிச் சார்பற்ற நிலையில் இருக்கும். 

“7-18, முற்றிய அலகு செங்குத்துக் கணம் (Complete orthonor- 

mal set) 

V(F) crorp Gadért Gachia $ ஓர் அலகு செங்குத்துக் 

அணம் என்க, அது வேறொரு பெரிய கணத்தினுள் அடங்காது 

இருப்பின், முற்றிய அலகு செங்குத்துக் கணம் எனப்படும். 

‘7-19. செங்குத்து பரிமாணம் (0111020781 ப11054௦1) 

ஓர் உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளியிலுள்ள அலகு செங்குத்துக் 
கணத்தில் இருக்கக் கூடிய வெக்டர்களது மீப்பெரு எண்ணிக்கை 

வெளியின் செங்குத்து பரிமாணம் எனப்படும் 

'7-20. தேற்றம் 

ஒவ்வொரு முடிவுள்ள பரிமாண உட்பெருக்கு வெளிக்கும் ஓர் 

அலகு செங்குத்து அடிப்படைக் கணம் உண்டு. 

நிரூபணம் 

V (F) ஒரு ஈ பரிமாண உட்பெருக்கு வெளி என்க. 

B= {X19 Xay oy Xn} 

என்பது 1* (2)-ன் அடிப்படை என்க.
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மி கணத்தில் உள்ள மூலகங்களைக் கொண்டு 7*(2)-ல் ஓர் அலகு 

- இசங்குத்துக் கணம் அமைப்போம், 

மீ என்பது 7 (7)-ன் அடிப்படைக் கணம், எனவே, 2-ல் உள்ள 
இவக்டர்கள் பூச்சியமில் வெக்டர்களாகும். 

x, FOV => |x| 4 0 

ன் க்! 
> +—-=y406CV(F நவி 32570) 

  

மேதும் |)” - 0௦29 - (எனு ஷண) 

= oo (2 |] எ "ஒரு மெய்யெண்) 

tl 
I] ll? 

எனவே, &, - (பி ஓர் அலகு செங்குத்துக் கணம், ற, = ன் 

8) ட - பேதி (2) 

எனக் கொண்டு &, கணத்தை விரிவாக்கலாம். 

. . Ne * 

1, - ௦ எனின், Xp = (Xoy VI Vr = (XV) ட்ட 
சபி 

ஃ.ட அடி என்பது டன் மடங்காகும். 

ஆனால் தீ, ஒருபடிச் சார்பற்றதாதலின் இது மெய்யன்று... 

னவே, 1, 4 0 

u,#0> =y, Z0GCV(F). அட 

॥ 1] 

ுடகணத்தை விரிவாக்கிப் பெற்ற கணம் X, = {y,, y,} 

9 1 ; 
On yi) = (Gar 2) - Yeni) (gy yi) = 0 (. ue V (F), 

Yer) 
ஸல Ug Uy ட My» Ua) = Or 29 - ( elt? Weel) ) ட்ரிம். ' 

1; ¥1) = ( a a ) = (ம a) = | 

      

= 

    
Pall? ill het?
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ஃ  %, என்பது 7*(0)9-ல் உள்ள ஓர் அலகு செங்குத்துக் கணமாகும்... 

மேலும் 1) - el வெக்டர்கள் 3, 1 என்பனவற்றின் ஒ௫ுபடிச் 

சேர்க்கையரகும். ௩, என்ற வெக்டர் ற, 1, வெக்டர்களது ஒருபடிச் 

சோ்க்மையரகும். 

மீண்டும் ந, கணத்தை &, - முடி) என்ற கணமாக 

Uz = X; — (Xx Vy) ¥1 — Ons ¥.) Va G VF) 
என்ற ப.றையில் அமைக்கலாம். 

[2 ழ் 
X, = 31டிற்தரு் Ys= Teall #0EF(F) 

“wa {2 டடம 
(9,210) - ( (| 92% ) = Tdi க 70 

உ[ கர்ம), உட 

uz i. ௮ 2 ர் = i தி 
7 க ( 9 ¥2 ) = Hera! (Us V2) 

॥ 

  

ளி 

௦2 [11 மகர) & X4) 
uz uy 

(Ys: y:) = Ca 3 [22 ) 

1 
~ Thal (us, u;) = 1. 

  

எனவே, ௩, (நடி ஓர் அலகு செங்குத்துக் கணம். 3, என்பது 

3,30௦, வெக்டர்களது ஒருபடிச் சோ்க்கையாகும். 3, என்பது 
நறு, ற, வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும். 

இவ்வாறே, மேற்குறிப்பிட்ட முறையில் தொடர்ந்தால் 
ce 

Xin = {Vis Vag ---2 Vent 

என்ற ஒர் அலகு செங்குத்துக் கணம் அமைக்கலாம். நடி 33 ஒரி 

என்ற வெக்டர்கள் ஒவ்வொன்றும் X4y Ney 3௨ வெக்டர்களது 

ஒருபடிச் சேர்க்கை, மேலும் 3,3௩ ..., 3௩ஃ..என்ற வெக்டர்கள் 

ஒவ்வொன்றும் ந, 3), ..., 7௨ வெக்டர்களது ஒருபடிச் சேர்க்கை 

யாகும், இணி, 

m 

Umit = Xm41 = a Qi yi ௨ (2) என்க. 

i=
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இதில் கட என்பது டல் உள்ள ஒவ்வொரு மூலகத்துடனும் 
“செங்குத்தாக இருக்குமாறு Ay ௯... 8௨. என்ற இசையிலிகளைத் 
தீர்மானிக்க வேண்டும், 

4அது) Umar Vi) = [கூட — Lai Vin Vi] = 0, j = 1, 2, 

> (போடடி yi) - = G 0 yi) =o i= 

=> கேடி] - a =o 
=> a = (Xm Vi), Jf = 1, 2, ..., m. 

எனவே, 

m 

Uni, = Xmel 2 (Xmas yi) Vi —(1) 
6 1- 

நன்று வெக்டர் டல் உள்ள ஒவ்வொரு மூலகத்துடனும் செய்துக் 

தாய் உள்ளது. மேலும் ட் 9. 

” வே, * ௦ எனின், ஈட! என்ப்து 20, 35 .... 2௦ என்ற வெக்டர் 
களது ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும். இது 8 ஒருபடிச் சார்பற்ற 
நிலையில் உள்ளது என்பதற்கு எதிர்மறையாகும். எனவே, 
Ama: FO. 

Ums1 3 கை = Oe Ya ve Ymards Ym = +1 

= 1 வட 2   

Ut ல 

Wma Yi) = (sh உ ) oJ 

7 Mimsy 1) =O (2 (0ன்படி |e ++I 

Umat Umi.  \ 1 (y Sacre wore தனை ம! = (Vaio டய ணக eemayll lle. ll? (சோடி வஃய 1. 

எனவே; ஆட ஒர் அலகு செங்குத்துக் கணமாகும். 
ட மிடிரிஐ ட ரூப என்பவை டி 26 .... பட வெக்டர்களது ஒருபடிச் 

“சேர்க்கை. 32டி 206 ட ேடிட என்பவை Vyy Vay very வடட வெக்டா் 

களது ஒருபடிச் சேர்க்கை, 

் எனவே, டி ஓர் அல-௩ செங்குத்துக் கணம் எனின், 3, 
.- என்பதும் ஓர் அலகு செங்குத்துக் கணமாகும், 

 தொகுப்பாய்வு முறை (014001100 0811௦0) யில் 

Xn = {Vy Vay வடி Yn } 

eG—18
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என்ற 7*(2)-ல் உள்ள ஓர் அலகு செங்குத்துக் கணம் நமக்குக் கிடைக் 

இன்றது. இதன் ஓத்த அடிப்படைக் கணம் ((0170800104102 02516) 
B= (yy 0௯) ஆகும். நடி ந. ட என்பவை 

டி 6. ory Xn ஆகியவற்றின் ஒருபடிச் சேர்க்கை; 35, 20; ...3% 

என்பவை டி], ..., 1) ஆகியவற்றின் ஒருபடிச் சேர்க்கை. மேலும். 
ர₹ (2) வெளியில் உள்ள மீப்பெரு அலகு செங்குத்துக் கணமாசவும் 

23% உள்ளது. ~~ 6 7 (1) ஒருபடிச் சார்பற்றது. மேலும். 

ர₹(25-ன் பரிமாணம் ஆதலின் 1*(2)-ல் உள்ள எந்த ஒருபடிச் சார் 

பற்ற கணமும் 7 மூலகங்களுக்கு மேல் கொண்டிராது. எனவே ட 

ஒரு முற்றிய அலகு செங்குத்துக் கணமாகும் (0011616 0114௦௦01- 

mal set). 

இவ்வாறு, 7* (2)-ல் உள்ள ஓர் அடிப்படைக் கணத்தை முற்றிய 

அலகு கணமாக மாற்றும் முறை கிராம்-சுமிது செங்குத்தாக்கும்: 

(pen » (Gram-Schmidt orthogonalisation process) எனப்படும். 

குறிப்பு : 
Xn = 1(]டிற....,7,3 என்ற அலகு செங்குத்துக் கணத்தை 

7 0-ன் அடிப்படைக் கணமாகவும் கொள்ளலாம். 

2) ஒருபடிச் சார்பற்ற நிலையில் உள்ளது. மேலும் 7* (2-ல் 
உள்ள % என்ற எந்த ஒரு வெக்டரும் 35, 35, ..., டி என்பனவற்றின் 

ஒருபடிச் சேர்க்கை, 3, 30, ...3% என்பவை நடி )%.... 7 என்பன 

வற்றின் ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும், 

எனவே 4 எனும் குணம் 77 (2) வெளியின் ஓர் அடிப்படைக் 

கணமாகும். இது அலகு செங்குத்து அடிப்படை (0111100011084 

3518) எனப்படும். 

7-21. தேற்றம் 

77 ஓர் உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளி, 5 - (30, 30, ... 37 
என்பது முடிவுள்ள அலகு செங்குத்துக் கணம் ([ஈ॥16 orthonormal 
960) எனின், பின்வருவன சமமானவை (6001421201). 

1. $ ஒரு முற்றிய அலகு செங்குத்துக் கணம். 

2. x EV, (x, x) = 0, i=-1, 2, ...,2 creole, x = 0. 

. (அ-து) x 1S > x=0. 

3, 5கணம் வெக்டர் வெளி 7*ஐப் பிறப்பிக்கும். 

(91-51) L(S) = V.



் உம்பெருக்கு வெளிகள் 2.72... 

4, 36 77 எனின், % என்பது டி 3, ட டர என்பனவற்றின் 

ப 

ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும், (௮-த)3- (ட) 
i=1 

a வ 

4. 2௪ 77 எனின், ட) - $ ௫30) பற). 
1 

n 

6. x & V cafe, |x? = ©] Ox] *. 
i=l ஹெ 

நிரூபணம் 

1, ஒரு முற்றிய அலகு செங்குத்துக் கணம் என்க... 

2 x) = 0 > x = டர என நிறுவுவோம். 

x #0, (Xx) = 0 எனின், 

பின் ர் ra என்பது ஓர் அலகு வெக்டர் மார 420100), மேலும் 
lit ot 

ஒவ்வொரு , உடனும் செங்குத்தாக இருக்கும், 

x 4 பிர = {xy Xo9 «009 Xny Tell 

என்ற விரிவாக்கப்பட்ட கணம் அலகு செங்குத்துக் சுணமாகும். 

ஃ ஒரு ன் ண வன! கணம் என்ற கூற்றுக்கு இது எதிர் 
மறையாகும் ஸ் ண ஜூ 

3. அடுத்தும் (6) - 17* என நிறுவுவோம், 

2 (5) ௨ 1* என்பதை நாம் அறிவோம். 

எனவே * (ட 7 (6) என நிறுவுவது போதுமானது. 

ஃ 7ல் உள்ள ஒவ்வொரு வெக்டரும் 5-ல் உள்ள மூலக் 
களது ஒருபடிச் சேர்க்கையெனின், 1 2 (6), 

இயலுமெனின் % ௪ 7 என்பது $-ல் உள்ள மூலகங்களது ஒரு 
படிச் சேர்க்கை அல்ல எனக் கொள்வோம். 

(௮-3) XA CM + OyXg + oe bt CaN, GE = (பே xj) 

(2-8/) xX A E(x, Ki) x 

x- 2,Wx ஒரு பூச்சிய வெக்டர் அல்ல,
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wa 
மீண்டும், [%- 2 (30) 0 3] 

4 

: n 

= (x, xj) — [ 2 , xi) (% 44] 
i=. 

n 
= (xx) - (x, Xi) by, 65 = 0,1 

i=t . B17 |
 வ்
 

ர்
வ 

= (x, xj) — டே௮0)1- 0 

இதிலிருந்து, பூச்சியமில் வெக்டர் ' 

Me
 

x- (, 220) 20 
i 

ஓவ்வொரு வெக்டர் ட-க்கும் செங்குத்தாகும். எனவே, கட்டுப் 
யாடு (2-ன்படி, 

x = 3 (x, x) (x) = 0 
j=1 

n ச 

அல்லது, ௭ L (x, Xi) Xi 
i=1 

 டி-ல் உள்ள மூலகங்களது ஒருபடிச் சேர்க்கை. 

(6 

ஏற்கெனவே, ம. (6) 7 என்பது தெளிவு. 

“ L(S)=V. 

ச, 1160-7, இனி % என்பது 3, 3 .. 
வற்றின் ஒருபடிச் சேர்க்கையாக விளக்கலாம். 

௦ என்பன 

L(S) = 8 3- டன் ஒருபடிச் சேர்க்கையாகும் 
= CX, + Og Ng be + Cn Xn 

= DG xi 

“ (x, x) =f 2% (ax), xj] 

Ji (Xin Xj) || 

V
t
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- ஏஷ [v b= 0, TAs 
=1, 74 J] 

ட நி 

எனவே, ந 5; ௫௬33 3 (x, Xi) Xi. 

, 5. அடுத்து, (x, ¥) = 

நிறுவுவோம். i 

கட்டுப்பாடு (40-ன் படி, 

n 

39 Gi Ys % Y EV என 
i 

n 

X= YX, xi) x 
ந 

“2 Gy) = [ = (x, Xi) Xig EZ (Ys Xj) 3 | tye = 

a n —_——_— 
“2 2039 039 (i, x) 

நச் ரகர : 

ஐச் சார்த்து கூட்டினால், 

0 x) = f= 0, fri 

வல் 1, J =i 

n 

= (%, x) (, xi).1 
i=l 

॥ ஃ (& y) 

= ட = 2x) G9 

6 | = S| (x xD} eror PayayGourtd. 
1-1 

கட்டுப்பாடு (5)-ன்படி, 

(x, y) = ம் (x, xi) (xi, y)
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ஸ்
 

o 
Ne
e”
 

|| t4
o 

: % xi) (Xi, x) 

a 
..
 

(x, xi) (x, xi) ll 

M
s
 

I = 

2 oie = Si@xae. 
1] 

எனவே, 4 ஒரு முற்றிய அலகு செங்குத்துக் கணம் எனின், 
கட்டுப்பாடு (2) உண்மையாகும், 

கட்டுப்பாடு (2) உண்மை => (3) => (4) உ) (6). 

இனி, 5 ஒரு முற்றிய அலகு செங்குத்துக் கணம் என நிறுவு 
வோம், 

ஃ ஒரு முற்றிய அலகு செங்குத்துக் கணம் அல்ல எனின், $, 
என்ற பெரிய கணம் $ என்ற அலகு செங்குத்துக் கணத்துக்கு 

இருக்கும். 

(4-H) 1 6 7* என்ற ஒரு பூச்சியமில் அலகு வெக்டர் 5-ல் 
உள்ள மூலகங்களுடன் செங்குத்தாக இருக்கும், 

(3-5 30௮0 34 

ஆனல், [8 ௪ 5 |ரூஷ* 40 

192-025 0, இது ஒரு பூச்சியமில் வெக்டர் என்ற 

கூற்றுக்கு எதிர்மறையான துடி 

எனவே, $ ஒர் அலகு செங்குத்துக் கணம். 

7-22. தேற்றம் 

$ி- (நட Xa} என்பது உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளி 
7-ல் ஒர் அலகு செங்குத்துக் கணம், % ௪ ]* என்ச. 

பின், 5 1617 2 180 

இது பேஸ்ஸலல் சமனின்மை (1965889218 10201211) எனப்படும்.
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கிரூபணம் 

7*(0 ஒரு வெக்டர்வெளி, SEV. 

3 சறட? திரு 6; ௧-௮ 
i=1 

¥(E)*) ஒர் உட்பெருக்கு வெளியா தலின், 
௦ 21 (உட்பெருக்கு வெளியின் விதி 1-ன்படு] 

ta? (த2 - [ந - Sai xy x= 5 a Xi] 

= (x,x-Llax)-C Gi Nis x-> a Xi) 

= (x- 3 Gj Xi, க குடு 

= & Y-( Gi XE DD ai Y—-T ai Hw - TaD 

xl? —¥ ai Oi, x)— Sai @, x) - 3 க[- ௫0 xD] 

ixP— 3 a,x) - 3 ai a + 2” ai Gi OG, XD 
ixie— laa - Laa + UG a 

n 

= §xi#- Z jail? 
டு 

n 

. |xP- E lal? so 
i= 

(அத) 31௧152 122 

N
t
s
 

| (x, xi) |? S fxs. 
1 

அடுத்து 2 என்பது 6 S என்ற வெக்டருக்குச் செங்குத் 

தாகும், ் 

n 

dz, x) = (x - © ax x), J = 1, 2, 78 
1 

Fs (4, x) ஸை ௫ பட்(டி xj)
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* 0639 - ஈர3) 
“டி [2 Oe x7) = 1] 
= (x, x) — (x, Xj) 

=0 

2 என்பது 2ட ௪ $ என்ற ஓவ்வொரு வெக்டருக்குச் செங்குத் 
தூகும், 

. n 
எனவே, & | (x, x) |? 2 |12, 

(ம 

மாதிரி-1 

lx + yl? = [vie + [phe என்றிருந்தால் மட்டுமே, மெய் 
யெண்களைக் கொண்ட உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளியில் உள்ள 3௨3: 
என்ற இரு வெக்டர்கள் செங்குத்தானவை என நிரூபி, இது சிக்ச 
லெண் உட்பெருக்கு வெளியில் உண்மையல்ல எனவும் நிரூபி, 

நிரூபணம் 

7”(2) மெய்யெண்களைச் கொண்ட உட்பெருக்கு வெளி: 
(யுக்ளீடியன் வெளி), 393 € ]* என்க. 

9, எ ]* செங்குத்தானவை என்க, (௮-து) (09) = 0 

இனி, ]% 4 9]5 ௬ | + [ly என நிறுவுவோம். 

Ix + yi? 64,230 
= (x,x + y) + (x + y) ட 
“சோ 4 64) [*” நேரு - (00) மிட 

(2) ஒரு யூக்ளிடியன் வெளி] , 

639) 40,294 2) 4 0) 
Ix? +o +0 + [18 
xl? + Iles Le Gy) = 0.x) = 0 ysofy.wer 

வெளியில் $ 

Ho
l 

yy 

மீண்டும் |% -- yl? = |x + yl? orcas, 
இனி (3) -. 2 என நிறுவுவோம். 

Ix + yl? = lle + [ந] 

அதாவது, [0645 - yy) + x) + [lyi? = lly? + Ilys 
=> 2(x,y)=0 
=> (%y)=0 

=> XY GeuG@sgroronas
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ஃ று) = 0 <=> [x + yl = fle + fe. 
இது பித்தகோரியன் தேற்றம் (1911,8207081 11201௭) எனப்படும். 

அடுத்து 7” (2) ஓர் அலகு வெக்டர்வெளி (௮-து) சிக்கலெண்- 
களத்தில் அமைத்த உட்பெருக்கு வெக்டர்வெளி எனின், பின் 

124-012 1025 4 11 

மு [0054 (77 
மூ 24) 12 4 1715 
(K+ A+ OHH = brie + iow 
Gx) +03) + OY) + O59) = 6054 [ந 
(x) x) + 04%) + GY) + O45) = Ile + Jie 
ix? + Os) + Gy y) + ly? = lal? + Ive 
G, x) + a 3137-௪ 

(+O 3) = 0 
2 மெய்ப்பகுதி ட ற) - 0 

று) 24 ௦. 
(4-5) 3, செங்குத்து வெக்டர்கள் அல்ல. எனவே, சிக்கலெண்-: 
களத்தில் அமைத்த உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளியில், 

ix + yl? = il? + Die <> Gy) = 0 
என்ற கட்டுப்பாடு பொருந்தாது. 

ம
ு
ழ
ு
 

மு
ழ 

மாதிரி-2 

7”. (2) என்ற முடிவுள்ள பரிமாண உட்பெருக்கு வெக்டர்- 
வெளியில் 18, 77, என்பவை உள்வெளிகள் எனின், 

“(ச மஉாரிட ரம 0 751 என நிறுவுக. 

நிரூபணம் 

2௪ (8, 7) என்க. 

பின் 2 வெக்டர் (W, + 7)-ல் உள்ள அனைத்து வெக்டர்களுடனும்;. 
செங்குத்தாக இருக்கும். 

(-த) 21,419) 
(3-35) [2 )])=9 xeEW, ye W, 

ஃ (390+@y) = 0 

(அ-து) (2, x)= 0, xe W, 
Gry = 4 VS Wr
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எனவே, ஒரம், ze Wy 

. 2e(WAN WA) 

எனவே, (W, + Wt C(WiAN WA) மு 

மீண்டும், 2 ௪ 871 0 ம என்க. 

ட 2 ஐ ம், 2௫ [ரம 

= (இ 09% W, 

Z,y)=0, ye W, 

a (x) +(zy)=0, xEGW, yew, 

(௮அ-த) (A2x+¥vV=>=0,x+y ECW,+ W, 

(2-3) 7S (W, + W,)t 
எனவே, மட ரம, றட இ 

சமன்பாடுகள் (1), (2)-லிருந்து 
டட Wn Wt. 

-மாதிரி-3 

இிராம்-சுமிது செங்குத்து முறையைப் பயன்படுத்தி ( (1, 0, 0, 

ஏ1, 10), (1,1,1)) என்ற அடிப்படையைக் கொண்ட V, (R) 
“வெக்டர் வெளியின் ஓர் அலகு செங்குத்து அடிப்படைக் கணத்தைக் 
காண்க, 

அிரூபணம் 

3 5 (டி a. y = (b, bb) E V எனின், 15 (இ-ல் 
.உட்பெருக்கு 

(x, v) = a,b, + a,b, + a, by. 

B = {Xn %y H5% = (40,0) 2 = (IL Om = Ub 1) 
என்பது 17, (8)-ன் அடிப்படை. 

2-ஐச் சார்ந்த 77, (5-ன் அலகு செங்குத்து அடிப்படை (ortho- 

snormal bas’s), 

B, = fy, Vos Vs } என்க, 

டக அட ட ம மேட் Go me 
xp 4 (அ, 200) 4 iP? + 0? + “+ 0 
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w= — Ge) 

= (i, 1,0) - [(1,1,0), (1, 0, 0)] (1,0,0) 

= (1,0) ~ 40 #0) (0,0) (¥ (1.0 (10) 
= (1,1, 0) - Ci, 0, 0) = ன தன் எட 

= (0, 1, 0). =14+0+9) 

ர ட 8... (610) ் 
~~ = Yuli = ர பகல (தேயி [01,0110 1, 0] 

் =04+1+4+0=1) 

a a = (0, 1, 0). 

மீண்டும், 

Us == Xs — (Xe Vi), — Ose Pe) Ve 3 

= (1,1, 1) ~ (a, 1,0), C1, 0, 0)] C1, 0, 0) - 

[ (1.1, 1) @, 1, 01 @, 1, 0 
1,1, 1) = (1, 0,0) (1, 0, 0) — (, 1, 0) (, 1, 0) 

  

Sih aed = 6h 
= (0, 0, 1) 

ச — Ms _ _ (0,0, 1) (0,010) _ 
7 Tul = Vee = 1 = OOD 

அலகு செங்குத்து அடிப்படைக் கணம் 

((1,0,0), (0, 1,0), 6,691) 

மாதிரி-4 

V (F) உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளியினது உள்வெளிகள் 

W,, W, எனின், 

(WN W)t = We + Wit 

TOT DIYS. 

ஷிரூபணம் 

ச(8 0 71 என்க, 

(22) - XxEW, NN W,- 

xeWw, xe W,. 

{aj-Gl) (Z,x)= 0, x%EW,; (x)= 0, YE IP,
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(2,3)-% 2௨ 174 
(22 x) =O, HES Wt எனின், (2 x) ு 0 

(2, x) = (29 4 (ஜே2ு ௬ ௦ 
(z, x) = (2, + 2, x) =o 

சீ மோ சி பேக ரம், த க ரம 
அக ரம ம 

ஃ (ட ட ராம ஜாம —(1) 

மீண்டும், zEWA+ WA என்க. 

$ 
[
1
 

ZJ=%4y+%, 7EW 1, 2,6 Wot 
> (ZX) = (2, F259 X) = (Zag x) + (ஜே 
(Z,, X) = 0, (2, x) = 0 எனின், 

(2.39 - ௦ என்றாகும். 

- ஆனால், x CW, z, & Wit என்றால், (2டி20 - 0 

இவ்வாறே, க் W,, 24S Wt எனின், (ஜே x) =O 

~ XxEW, xe W, aofler, (z,x) = 0 

“அதாவது. % 77, 0 77% எனின், (2209) - ௦ 

2, 0. 

எனவே, மட ந ந _ ௯ 

சமன்பாடுகள் (1), (2)-லிருந்து 

(Win Wt = WA + WA. 

மாதிரி-5 

llax +. ஜி - |சஷி 4 | | 
என்றால் மட்டுமே சிக்கலெண் களத்தின் மீதமைந்த உட்பெருக்கு 
வெக்டர் வெளியிலுள்ள %, ற என்ற வெக்டர்கள் செங்குத்தாகும்... 

நிரூபணம் 

2, 7) வெக்டர்கள் செங்குத்தானவை என்க. 

இனி flax + byl? = |லபி* 4 |? என நிறுவுவோம். 
2 செங்குத்தானவை, (3) - ௦ 

jax + by? = (ax + by, ax + by) 

(ax, ax) + (ax, by) + (by, ax) + (by, by) 
1/2 + (ax, by) + (ax, 4 (ற 
llaxli? + 29” 4 2 ( மெய்ப்பகுதி (ஐ, 60) 7 
llax|* + llbyl? + 2 Quinine) ab (x,y) (1). 

= bax? + [byi*, [+ Gy) = 0] 

(| 
fo
u 

॥
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Co
 

ர
 

மீண்டும், | 4 இர - |ஸ45 4 [015 என்க. 
இனி (3) - 9 அதாவது 26) ]' செங்குத்தானவை என திறுவு 

“வோம், 

சமன்பாடு (1)-லிருந்து 

245 4 (215 * 2 மெய்ப்பகுதி சீ (0.3) - 1015 4 நக 
2 2மெய்ப்பகுதி சீ டூ) - ௦ 

(அ-து) ழ) - ௦. 

எனவே, 2,,3 வெக்டர்கள் செங்குத்தானவையாகும், 

மாதிரி-6 

ஓர் உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளியில் (3, 7) என்பது அலகு 

செங்குத்துக் கணம் எனின், 2) )) வெக்டர்களுக்கிடையே உள்ள 

- தூரத்தைக் காண்க. 

கிரூபணம் 2 

(2) அலகு செங்குத்துக் கணம் ஆதலின், 

4215-6291 9-0 1. 

-மமேலும் 0) - ௦. 

வரையறையின்படி, %, ற வெக்டர்களுக்கிடையேயுள்ள குரரம் 

நிற]. ஆகும். ் 

ஆடற]: (று) ௫0) 

= (x, x—y) — (2-0) 

= (x) -— %y) - Ox) +05”) 
1-0-0411 

—- 2 

s |x - yl = J2. + 

எனவே, 25 3! வெக்டர்களுக்கிடையேயுள்ள தூரம் /2, 

மாதிரி-7 

7 ((1 0, i)s (2, 1,1 + i)} என்ற கணத்தினால் பிறப்பிக்கப் 

படும் 7 (c) என்ற வெக்டர் வெளியின் உள்வெளியான 14-ன் 
. அலகு செங்குத்து அடிப்படைக் கணம் காண்க.
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கிரூபணம் 

x, = (1,0, 1), x. = (21,140) என்க, 

B={x.y,} crofler, L(B) = W. 

XO X,-or இசையிலி மடங்காக விளக்க முடியாது. எனவே 

₹ந,டிறப் ஒருபடிச் சார்பற்ற நிலையில் இருக்கும். 

எனவே, 8 கணம் ]14-ன் அடிப்படையாகும். 

S = முடிற) என்பது 2-ஐச் சார்ந்த 1ரீ-ன் அலகு செங்குத்துக் 

கணம் என்க. 

  

ற ட்ட (1, 0, i) 
‘ty 4 (1, 0,2), (1, 0, i)} 
0,0) — _ 0,4 

WU.1 400+}  VA4+D 

(4 ட்ட.” 
~ = 3% — 

42 5) 

அடுத்து, 

2 20 ௭ (Xe VI 

=Q1,1+i)- (படபட (pep 

  

737°) § 
i i 

(az) 
. 2 (1+ ii 1 i 

#(Q2,1i,1+i)— ytret rp) 1 (நத 

த i [ 1 i 
(1,140 - த இ zp 

24+i-1 1 i 

ஷ் (42°? aa) 

{ 
( 

= 11 +d—( 

( 
(



உட்பெருக்கு வெளிகள் aan தர 

& twit=oad= { (255.1, 354),   

  

  

  

  

ah 3-0. 320 310 17 27 i 5 37 PE LT + தா 

_ 3-௨ 34ம் 3H, 3~i 

_ 9-8 97” fe 9+] 
த் 4 +14 T= +1+ page 

=~ My 10 _ +4 +10 24 
4 4 ~ 4 = = "a 

= 6 

  

ர yy = ஸூ 
_3-i 1 இடர் 

296736 * 26 

என்வே, 14” உள்வெளியின் அலகு செங்குத்து அடிப்படைக் கணம்: 

$ி- (டி) | 
_ §f3 i\ f3-i 1 33 
= (21a) Gis 56° a6) 5 

பயிற்சி 7-2 

1. இராம்-சுமிது செங்குத்தாக்கும்-முறையைப். பயன்படுத்தி 

ர, (/9-க்கு ஓர் அலகு செங்குத்து அடிப்படையைக் காண்சு, 

(x1, X25 Xs) என்பது ஓர் அடிப்படை என்க. 

(ij) x, = 0,0,1), % = (1,0, - 1), x; = (0, 3, 4) 

Gi) x, = (0,1), % = (0, 1, 1), x, = (0, 0, 1). 

oo 1 1 . ) 
| [ Meni: (i) f (. 2 3 a) ° (2 உரு 3) > (0, 1, ௦) §
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ட 1 © (G8) Gad): 
(6-7 # 4/2, ® ௮) 

2. (,23-1,2), (,4,72,-1) என்ற வல்டஸ்னால் 

பூறப்பிக்கப்படும் உள்வெளி 14: என்க. பின் 1771 -ன் அடிப்படைக் 

கணம் காண்க, 

3. ரர என்ற உட்பெருக்கு வெளியின் ஓர் உள்வெளி W 
என்க. [ட டே என்பது ]ர4-ன் அடிப்படை எனின், 

ட ௫7 12 73 

அன்றால் மட்டுமே] ஒ ]77ம என நிறுவுக. 

4, ஐ வெக்டர் ர வெக்டருடன் செங்குத்தெனின், ன் 

ஒவ்வொரு தஇசையிலி மடங்கும் ந வெக்டருடன் செங்குத்தாகும் 

என நிறுவுக. 

5. (0) என்பது அலகு செங்குத்துக் கணம் எனின், 20] 

வெக்டர்களுக்கிடையே யுள்ள தூரத்தைக் காண்ச. 

6. 7, (89)-ன் ஓர் உள்வெளி Wass. B= ((1,2,3,-2), 

(2, 4, 5,-1)) என்பது 14-ஐப் பிதப்பிகிளும் எனின், [871-க்கு ஓர் : 

னர மூப்படை காண்க, 

7 V ( ஓரு முடிவுள்ள ப்ரிமாணமுள்ள உட்பெருக்கு 

வெக்டர் வெளி, 5 - (ட . ௨7 என்பது 7-ல் உள்ள அலகு 

செங்குத்துக் கணம் என்க. பின் 2 eV, LY | (xi, 2) |? = 21 எனிண், 
i=1 

கணம் 7*-க்கு ஒர் அடிப்படை கணம் என நிரூபி.



8. ரிறப்பு மூலங்கள், ஜெக்டர்கள். 
(Characteristic roots, vectors) 

8-1. சிறப்பு மூலங்களும் வெக்டர்களும் - வரையறை 

, F களத்தின் மீதமைந்த வெக்டர் வெளி 7-ல் 3 ஒருபடிச் 
செயலி என்க. பின் %:௪ 7*(7) என்ற பூச்சியமில் வெக்டர், 

T (x) = a(x) 

. என்ற முறையில் இருப்பின், 4 எ 7” என்ற தஇிசையிலி 7' என்ற ஒரு, 
படிச் செயலியின் சிறப்பு மூலம் (Characteristic root) பண்ன 

2? களத்தின் மீதமைந்த வெக்டர் வெளி ரஃல் 7 ஒருபடிச் 
செயலி என்க. பின் 4 € 7” என்ற ஒரு இசையிலி, 

T(x)= Ax . 

என்ற முறையில் இருப்பின், 2 6 77 (2) என்ற பூச்சியமில் வெக்டா்- 

7' என்ற ஒருபடிச் செயலியின் சிறப்பு வெக்டர் (01841801071911௦: 
vector) எனப்படும். 

x வெக்டர், சிறப்பு மூலம் /-ஐ௪் சார்ந்த T-or அிறப்பு: 

வெக்டர் எனப்படும். 

குறிப்பு-1 
சிறப்பு மூலம் 4-ஐச் சார்ந்த 7-ன் சிறப்பு வெக்டர் 3 எனின்,, 

2 வெக்டரின் ஓவ்வொரு தஇசையிலி பெருக்கியும் 4-ஐச் சார்ந்த. 

சிறப்பு வெக்டராகும். 

T (x) = A) 

' T(ax) = aT (x) 

= a (Ax) 

= A (ax) 
எனவே, மேற்குறிப்பிட்டது உண்மை என்றாகிறது. 

_ ஒரு--19
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+ 

குறிப்பு-2 ் 
ஒரு சிறப்பு வெக்டரைச் சார்ந்து இரு வெவ்வேறு இறப்பு 

மூலங்களிறா. 

இயலுமெனின், &, 4; என்பவை % என்ற ஒரு இறப்பு 
'வெக்டரைச் சார்ந்த இரு வெவ்வேறு சிறப்பு மூலங்கள் என்க. 

பின் வரையறையின்படி, 

T(x) =Aax 
T(x) = a,x 

wo ax =Ax> (A-A)x=0 

2 சிறப்பு வெக்டராதலின், x 40 
கட 

& a=”, . 

எனவே, ஒரு சிறப்பு வெக்டரைச் சார்ந்து இரு வெவ்வேறு இறப்பு 
மூலங்களிரா. 

ஆனால் குறிப்பு-1-ன் படி ஓரு சிறப்பு மூலத்தைச் சார்ந்து 
(வெவ்வேறு சிறப்பு வெக்டர்கள் இருக்கக் கூடும். 

8-2. சிறப்பு வெளி (Proper space) 

ஒரு சிறப்பு வெக்டரைச் சார்ந்து இரு வெவ்வேறு இறப்பு 
மூலங்களிரா, ஆனால் ஒரு இறப்பு மூலத்தைச் சார்ந்து வெவ்வேறு 
சிறப்பு வெக்டர்கள் இருக்கக் கூடும் என நாம் கண்டோம். அத் 
தகைய சிறப்பு வெக்டர்கள் அனைத்தும் கொண்ட கணம் இறப்பு 
மூலம் ,-ஐச் சார்ந்த 7-ன் சிறப்பு வெளி எனப்படும். இவ்வெளி 
யை சிசி, எனக் குறியீடு செய்வோம். 

ஃ 48) - (402 V: T(x) = Ax}. 

5-3. தேற்றம் 

சிறப்பு மதிப்பு (மூலம்) 4-ஐச் சார்ந்த அனைத்து இறப்பு 'வெக்டர்களது கணம் பூசீய வெக்டருடன் சேர்ந்து 77 (27) என்ற 
'வெக்டர் வெளியின் உள்வெளியாகும். 

நிரூபணம் 
சிறப்பு மூலம் 4-ஐச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டர் % எ ]* என்க. 

பின், 
79 -% 

M) —~{xEV:i Ta) = ax} cV
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பிசி, கணத்துடன் பூச்சிய வெக்டரையும் சேர்த்துக் கொள்வோம். 

20 டி M) எனின், 

Te) =Aax, T (x:) = Ax, 

அட mE M, எனின், 2டி2, ச 77 

ஸ்ர %, EM) a,b GF => ax, + bx, eM, 

ae TF (ax,-+ bx,) = aT (x,) + bT ,) 

a (A x) + (Aa Xa) 

A (ax,) + A (bx,) 
= A (ax, + bx.) 

ஃ ax, + bx, E M) 

Vo
l 

எனவே, M), என்பது 78 (7-ன் உள்வெளி. 

8-4, தேற்றம் 

இறப்பு மூலம் /-ஐச் சார்ந்த 7*ன் சிறப்பு வெளி ச்) ன் கீழ் 
9 

ஒரு Lor. mous Gib (Invariant under T). 

கிரூபணம் 

M) என்ற சிறப்பு வெளி T-cr &ீம் ஒரு மாற்றமிலி என நிறுவு 

(வதற்கு, % ச, என்ற ஓவ்வொரு வெக்டருக்கும் 7'(0) எ M, 

என நிறுவவேண்டும். 

3 6 44) எனின், T(x) =.Ax. 

mM, என்பது ஓர் உள்வெளியா தலின், 

 € 14, AGF > 44 14, 

(அ-து) T(x)e My 

கனவே, 78) என்பது 7-ன் கீழ் ஒரு மாற்றமிலியாகும். 
் ௪ 

5-5. நிறநிரல் (8060) - வரையறை    

ன் அனைத்து சிறப்பு மூலங்களது கணம் 7*ன் நிற்நிரல் 

கானப்படும். ் 
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எடுத்துக்காட்டு 

7”, (5) ஒரு வெக்டர் வெளி, 7” ஒருபடி நிலைமாற்றம் என்க... 

—1 2 

7-ன் அணி என்போம். 

B= | a ¢ | crertigs Vy (Re-or அடிப்படையைச் சார்ந்த. 

x=| a | 09 எனின், 
5 

Bx = Ax 

(12115 ]-412] 1 2 b ~ b 

5a + 4b = da, a(a - 5) ~ 4b = 0 _(1) 

a + 2b = ab, —a+b(a-2) =0 4 é 

கெழு அணியின் அணிக்கோவை பூச்சியமெனின், இச்சமன்பாடு 

களுக்குத் தீர்வு உண்டு. 
| 4-5 —4 

~1a—2 

@Q=—5) A-2—4=0 
2 a? -7A+6=0 

crorGar, (A — 6) (A — 1) = 0 

| =0 எனின், 

& 51; 4-6. 

ஆகவே 7-ன் சிறப்பு மதஇுப்புகள் (மூலங்கள்) 1, 6. 

சமன்பாடு (1)-லிருந்த; - 48.2 49௨0 

- a= b=o 

a= - b. 

a [ 1 ட 
ல்ல b |= [1 ] என்பது A = | oer சிறப்பு 

மூலத்தைச் சார்ந்த T-or சிறப்பு வெக்டராகும். 

: எனவே, % - 1-ஐச் சார்ந்த 75*ன் இறப்பு வெளி (010001 

80806) ((1, -- 1) என்பதனால் பிறப்பிக்கப்படும், 

௩௪ 6 எனிஷ், ன் ் 

சமன்பாடு (1)-லிருந்து . ஏலகித் 0 

—a+4b=0 
a = 4b,
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a 4 
oS XS உ“ [1] என்பது 4-6 என்ற இறப்பு 

LD OO HE சார்ந்த 3-ன் சிறப்பு வெக்டராகும். 

.. எனவே, 4 - 6-ஐச் சார்ந்த 71ன் சிறப்புவெளி ((4, 1) } என்ப 
அனால் பிறப்பிக்கப்படும். 

அதாவது, 75ன் கிறப்புவெளி (1, - 1), (6, 1) என்ற வெக்டர் 

களால் பிறப்பிக்கப்படும், 

8-6. தேற்றம் 

்.... சிக்கலெண் களத்தின் மீதமைந்த 7”(2) என்ற வெக்டர்வெளி 
மீது 7 ஒருபடிச் செயலி என்சு, பின், 7*ன் சிறப்பு மூலங்கள் “ன் 

'வெறுமையற்ற ஓர் உட்கணமாகும், மேலும் சிறப்பு மூலங்களது 

எண்ணிக்கை 1” (2) வெளியின் பரிமாணத்துக்கு-மேற்படாது. 

௫ிரூபணம் 

1₹ (27) என்ற முடிவுள்ள பரிமாணம் கொண்ட வெக்டர் வெளி 

பின்மீது /” ஒருபடிச்செயலி என்க. A என்பது 77 (2)-ன் ஓர் அடிப் 
படையான 2-ஐச் சார்ந்த 7-ன் அணி என்க, % என்பது “ன் 

யாதாமொரு சிறப்பு மூலமெனின், % ௪ 1* என்ற பூச்சியமில் ஒரு 
வெக்டர் 

F(x) = ax 

என்ற முறையில் இருக்கும். 

ட 22-47 (7-சர்வசம செயலி) 

. (T - 1) ஐ) 0 

எனவே, (27-- ௩/7) ஒருமையானது (1 ஐ1ட 

[A — 47/] ஒருமையானது 

[4-7 [௦ 

14-71 ௦ என்ற சமன்பாடு சிறப்பியல்பு சமன்பாடு 
{Characteristic equation) srewcns@ib, 

7 ரூ... என்ற ' வெக்டர் வெளியின் பரிமாணம் 7, 
சி- 00) ரி A = [Gil men TOM, Ver |A—-AT| =o 
என்ற சமன்பாடு 1-ல் 7 படி கொண்டதாகும்.
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எனவே, T-or Amey மூலங்களது எண்ணிக்கை டக்கு 
மேற்படாது. சிறப்பு மூலங்களைச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டர்கள் 

(A --Alx=o0 

என்ற அணி சமன்பாட்டிலிருந்து கிடைக்கப்பெறும், 3 வெக்டா்- 
நிரல் அணியாக (010 மரா) விளக்கப்படும். 

8-7. தேற்றம் 

(4-7) 2௦ என்றிருந்தால் மட்டுமே: & என்பது T-or 
சிறப்பு மூலமாகும். ் 

2(2) - அணிக்கோவை (7 - A), 

என்ற பல்லுறுப்புக் கோவையை எடுத்துக்கொள்வோம். பின், 
2 (4) - ௦ என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து இடைக்கப்பெறும் 1 6/7” 
என்ற திசையிலிகள் 7-ன் சிறப்பு மூலங்களாகும். எனவே, 749: 
என்பது 7-ன் சிறப்பியல்பு கோவை (01137201671911௦ polynomial). 

எனவும், |4-%71- ௦2 என்ற சமன்பாடு 7-ன் சிறப்பியல்பு 
சமன்பாடு (Characteristic equation) எனவும் கூறப்படும். மேலும். 
4-ஐச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டர்கள் 

(A-AaDx=o0 

என்ற அணி சமன்பாடு (188171 equation) மூலம் பெறப்படும்... 
% வெக்டர் நிரல் அணியாக விளக்கப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு 

7” (29) வெக்டர் வெளி மீதமைந்த ஒருபடி நிலை மாற்றம் 
7-என்க.. 

2 3 
7-ன் அணி =| -1 1 எனின், 7-ன் சிறப்பியல்பு 

சமன்பாடு, 

|tl-Al=o. 

1 0 23 [t1-~A]= fe[ 03 ]-[43 || 

ஃ. 17/74 41௨ 2 எனின், 

i-2 —3 . . 
| 1 721 | =° “௭6% 

ஃ 6-2 0-3 

© C-3t4+5= 0
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எனவே, ம 3549-20 _ 34 2 
2 2 

*  மெய்யெண் களத்தில் 7-க்குச் சிறப்பு மூலங்கள் இடை 
யாது, ஆனால் சிக்கலெண் களத்தில் 7*ன் சிறப்பு. மூலங்கள் 

3+id, 3-i¥y aos , ர் ப ஆகும். 

8-8, தேற்றம் 

7”(2) வெக்டர் வெளி மீதுள்ள ?' என்ற ஒருபடிச் செயலியின் 
சிறப்பு மூலங்கள் %,, %, .... ஐச் சார்ந்த பூச்சியமில் சிறப்பு 
'வெக்டர்கள் டட டி ..., ப என்பவை ஒருபடிச் சார்பற்றவையாகும். ' 

கிரூபணம் 

Ay Ags erg dn என்பவை 7-ன் சிறப்பு மூலங்கள், டி, 0 
_ என்பவை சிறப்பு மூலங்களைச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டர்கள் என்க. 

er, T(x) = Ay x: 

த 

சி 3 

72 - 1 எனின், (2, கணம் ஒருபடிச் சார்பற்றதாகும். இனி 

தொகுத்தறி முறை (Induction method) u® x,, Xa, ட Xn 

'வெக்டர்கள் ஒருபடிச் சார்பற்றவை என நிறுவுவோம். 

பிட 10 நடிவடகவ்  ர்ட்ரா 

எனும் கணம் ஒருபடிச் சார்பற்ற கணம் என்க. 

Ss, = {X15 டதத ப் டப் 

எனும் கணம் ஒருபடிச் சார்பற்ற கணம் என நிரூபிப்போம். 

படி ட மே பேட ௪ 7" எனின், 

Gy Xy + Ag Xq bee + Ae Xt + ஏட்ப ம்ப 0 —(1) 

=> PG, xy + ag Xo + + Op Xr + Arg: Xry,) = T CO) 

=> a, T(x) + a, Ts) +. + Gear T (X14) = ௦ 
=> GG, Ay Xy + Ay Ag Mg ர பேட Atay Xray, = O 

(SBI, AY Hy Hoy Ag Xa Hove + Ge Ag Xe + Gray Ary X tay =O 

இ
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சமன்பாடு (1)-ஐ 4, -ஆல் பெருக்கி அதிலிருந்து சமன்பாடு (2-ஐ 
கழிப்பின், 

ஆவே — As) Xy + Ag (Arag — Aa) Xo $-..+ Gr டல்) 0 
ஃடகணம் ஒருபடிச் சார்பற்றது. மேலும் %, /ஃ .. Ary, என்பவை 
“வெவ்வேறானவை. 

etoiGal, a, = 0, A, = 0, ...5 Ar = O. 

இம்மதிப்புகளை சமன்பாடு (2)-ல் பிரதியிடின், 

Ora, Ary, Xr4, = 0 

Xray FO, Ary, = O. 

அனவே, 5, என்ற கணம் ஒருபடிச் சார்பற்றதாகும். 

(அ-து) கணம் $, ஒருபடிச் சார்பற்றதெனின், கணம் 9ம் 
ருபடிச் சார்பற்றதாகும். 

ஃ (23 என்ற கணம் ஒருபடிச் சார்பற்றதாதலின் தொகுத் 
தறி முறைப்படி {Xyy Xyy 0009 Xn} என்ற கணம் ஒருபடிச் சார்பற்ற 
தாகும். 

4-9. தேற்றம். கெய்லி-ஹமில்டன் தேற்றம். (ஷஷ 1௨ரரி- 
ton Theorem) 

ஒரு களத்தின் மீதமைந்த அனைத்து சதுர அணிகளும் அதனது அிறப்பியல்பு சமன்பாட்டை நிறைவு செய்யும். 

கிரூபணம் 

7” (2) என்பது 7” களத்தின் மீதமைந்த வெக்டர் வெளி, 
7: 7. 7 ஒருபடி நிலைமாற்றம் என்க. 

1* வெளியின் ஓர் அடிப்படையைச் சார்ந்த 7*ன் அணி 
820] ம ௪ 7 என்போம். 

பே Ay ws Ayn 
ளி அப Og Qa வ கட 

க்ஷ Hag one Bow 

7 என்பது சர்வசம அணி, % இசையிலி எனின், 
2()- 7-7 

” [கீ-)712௦ 
என்பது 4-ன் சிறப்பியல்பு சமன்பாடாகும்.
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பே டட we An 
Gg, G@sg wee an 

“FA-all= 

Gor Gna «ee Ann 

  

"10 0 

0 1 0 
- 41 

| 0 0 1 

ட் Ay oe An 7] 

Gy தேதி பட்டி 

கேட ng +e Ang — A_| 

எனவே, [4-9 ரதி =O எனின், 

போகி Ay we An 

பே ஜோஸ்... ஏட 

பட. ஷே... நேசி] 

« [A-al| = (- 1)? {a "+p, AP-T 4 pg AN? +e pa} (eres) 
j 9 ன அள்! ல பகை + A (என்க) 

ஃ த 14. 0] 

ு ஜர் சக்ர ஐ க ட... + ay AX —(1) 

4-ன் சிறப்பியல்பு சமன்பாடு, |4-al| =o 

* dg taaAta rae +t.. நார 

A என்பது இச்சமன்பாட்டில் பொருந்தும் என நாம் நிறுவ 
“வேண்டும். 

(அது a4 4+a,A4+a A274... +a,A7 = 0 
என திறுவவேண்டும். 

(4-7) அணியின் இணைக்காரணிகளால் அமையும் அணிக் 
“கோவையின் படி (7-1) ஆதலின், [4 - AT] அணியினது துணை 

அணி (உப்௦ரம் ராகரார்டு அல்லது 4 அணியின் சிறப்பியல்பு துணை



298 ஒருபடி இயல்முறை கணீதம் 

அணியின் மூலங்கள் 1-ல் 0-1) படியுள்ள பல்லுறுப்புக் கோவை 

யாகும். 

ஃ துணை அணி[4 - 77] 
= Bo + BLA + BAe +... + Boy Am! —(2) 

இங்கு 2, 2ட 2, .... ட என்பவை சதுர அணிகளாம். 

* [க-4/]துணைஅணி (4-%7/]-14- 4412 

சமன்பாடுகள் (1), (2)-ஐ.ப் பயன்படுத்தி, 

[A —- AZ] [Bo + BA + Bart... + Ba, Am] 

=I[a, +a, +4,42 +... 4 சிரம 

இரு பக்கங்களில் உள்ள 1-ன் ஒத்த படிகளைச் சமன்படுத்தினால் 

பீன் வரும் சமன்பாடுகள் கிடைக்கப் பெறுவோம். 

சீ) ௬7 

AB, — B, = a,1 
AB, ~ B, =a,1 

AB, சி Ba_s = Api சீ 

னு Ba, = 7 

இச்சமன்பாடுகளை முறையே 7, 4, 45, ..., 40-ஆல் முன் பெருக்கம் 

(premultiply) Geuiueir, 

IAB, =lIal=a,I 

AA B,~ AB = Aatl=aA 

A® B, — A? B, = A® a, I = a, A? 

A® By_,- A™-! திட சிர் நடம் - படர An-} 

— A° By, = A" a, I = a, A®. 

மேற்குறிப்பிட்ட சமன்பாடுகளைக் கூட்டினால், 

௦2-74 உட கக்... 4 ஏட AD 

என்றாகும். 

எனவே, சமன்பாடு (1)-ன்படி 

2(4)-௦ அல்லது 2-௨.
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எடுத்துக்காட்டு 

1 20 ப 
A= 2-1 0 | என்ற சதுர அணி அகன் சிறப்பியல்பு 

0 0-1 

சமன்பாட்டில் பொருந்தும் என நிறுவுக. 

நிரூபணம் 

[44-47] || 
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டவ 2 0 
= 2 -(l+a) 0 

0 0 (1-2) 

1—a 2 0 
[|4-All[ =o => 2--(i+a) 0 =.0 

0 0 (144) 

(1-a) (14a)? = 2[-2(1 + a) - 8-௦ 
(i-a) +A)? +4(14+a) = 0 

=> (1+a)[G-a) +a) +4] = 0 

=> (14a) (l-a? +4) = 0 
=> (+a) 6-22) =0 

AP + a2 - 5A-5 = 0 

இனி நாம் 4 அணி A* + A? -5SA-5 - ௦2 என்ற சமன்பாட்டில் 

பொருந்தும் என நிறுவ வேண்டும். 

(து) A® + A? -5A — SIT = 0 என நிறுவ வேண்டும்.
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எனவே, அணி 4 அதன் சிறப்பியல்பு சமன்பாட்டை நிறைவு 
செய்யும். 

8-10. g@@emwuwhp (non-singular) அணியின் நேரெதிர் அணி 

4 என்பது ஒருமையற்ற அணி (பூச்சியமில் கோவை அணி). 

|.412% ச என்போம். பின் 

|4-7/7| -௦ என்பது 4-ன் சிறப்பியல்பு சமன்பாடாகும்... 
(௮-9 4 அணியின் சிறப்பியல்பு சமன்பாடு, 

கு சடக் 4 கக ப மம்மி 0 உணடு 

மீண்டும் தேற்றம் 6-9-ன் படி, 

a lt+aA+a47+..4+-a,42°=0 —(2) 

சமன்பாடு (1) அனைத்து A-cir மதிப்புகளுக்கும் க. OUI IT Rs 

4 - ௦ என்ற மதிப்புக்கும் பொருந்தும். 

4-௦ எனின், 

[4--௪71| - ஆ 

(அல்லது), [.4| - ௯ 
{| A| #0, ௬-௦ 

FLOGT LUTE (2)-29 Ao- வகுப்பின், 

_ & fa 43 fn ட if Ata Aton tj aaa 

  

do ௦ 

் -. | & 4 4a On An பீஷ் சவ [பகிர் ஜக 4 வல்ல 4° 

4! ஆல் பின் பெருக்கம் செய்யின், (” | A| 4 0) 

A- ~ {4% சுப. gee Oe gn A | 1A = [pate Bade + Bad | | 

—(3}s 

உ IA =A', AA HTL கதி ச சுகு கலக 
AA = கீசு 7-2... 
க்சி Ax? (A A!) = AMAT = AM 

எனவே, சமன்பாடு (3)-லிருந்து, 

7: 
A _ a a, a உ வண்ட Fee 

| it do Ay do Pb ex oh a° a ‘ 

i 
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-எடுத்துக்காட்டு 

3. 2 
A= 103 எனின், 

40 2 

.4-ன் நேரெதிர் அணியைக் காண்க. 

நிரூபணம் 

3-1 2 
A = 1 0 3 

402 | 

3-1 2 
ஃ [க[ 2 103 

40 2 | 
- 3[21-- 1[2-121--2[2] 
= o-10+0 

ு 2 10 0. 

“ A அணி ஒருமையற்ற அணியாகும். 

இதன் சிறப்பியல்பு சமன்பாடு | 4-2 7| 

      

  

    

3-1 2 1 2 0 
JA-AT|= 1 0 3 ட 019 

40 2 00 0 

3-a -1 2 : 
= 1 -—a 3 

| 4 0 2-a 

3—2 -1 2 
iw |A-Arl|] =om] 1 23 - 0 

4 0 2-5 

&-54“- 410 0, 

“இச்சமன்பாட்டில் 4 பொருந்துமாதலின் : 
A* — 5A? -A4+10I=0 

Mo = 10, a, = ~1, ao— 4, கந 

A= - |S. I+—*?- A+ a | 
௦ ao 

ட ட க 5 - = Py dae ta
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8-11. தேற்றம் 

4 களத்தின் மீதமைத்த வெக்டர் வெளி V(F), T: V>V 
ஒருபடிச் செயலி என்க, பின் (T-A QD ஓருமையுற்றதாக 

இருந்தால் மட்டுமே % ௪ 7 என்ற திசையிலி 7-ன் சிறப்பு வெக்ட.. 
ராகும். 

நிரூபணம் 

Tw=ax 

= A(x) 

“47099 --(1) என்ற முறையில், 
% எனும் ஒரு பூச்சியமில் வெக்டர் (௩௦௦-260 46001) இருந்தால் 
மட்டுமே 4 என்பது 7-ன் சிறப்பு வெக்டராகும். 

(1)-லிருந்து, (7-1) - ௨ 
% #0, எனவே, வரையறையிலிருந்து (T-A D ஒருமையுற்றது 
(Singular) 46. , 

8-12. தேற்றம் 

7” (2) வெக்டர் வெளி மீதமைந்த 7' ஒருபடி நிலை மாற்ற: 
மெனின், % € 7 என்பதன் சிறப்பு வெளி (proper space): 
(7-௩ /)-ன் பூச்சிய வெளியாகும், 

நிரூபணம் 

பூச்சிய வெளி (7-7) (ஜ.க.ரா: ம.) Dx=o} —(I) 
(T-ADx=0, x%,EV என்க, 

ஃ மக 4/௨ அ —(2)
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2௪! எனிண், 

T (ax,) = aT (x,) 
= aa (x,) [> @)-cireng] 
= A (@,) 

MT (ax) = 2 (a) ன் 

எனவே, (1)-ன்படி, ௯௦ எ பூச்சிய்வெனி (7-௨ 

ஃ y¢Ga Gaal (T-AN = [௯ - ac F}. 

எனவே, பூச்செ வெளி (7-4 7) என்பது 4-ன் ஜறெப்பு வெளியாகும். 

மாதிரி- 1 

2-1 1 

A= | 1 2-1 |= சதுர அணியினத, சிறப் 
1 -i 2 

பியல்பு சமன்பாடு காண்க. மேலும் 4 அணி இறைப்பியல்பு சமன் 
பாட்டில் பொருத்தும் எனவும் நிறுவக. 

நிரூபணம் 

2-1 1 100 
(வாம | 2-1] -al 010 | 

1-1 2_ 001 
2-1 -1 ந 

-[- டத் | 
1 ம தூர 

சிறப்பியல்பு சமன்பாடு 14-70. 

பஷ ர ந 
zs | -1 2-a -1 ] =0 

1 =1 2-4 | 

எனவே, (2-4)[(2-4) (2-2)-(-ூ) (-01-41 
டத [-1@-4)-(—D 0)] + 1[-1(-)-@—-a).1] = 0 

2 Q-a G-4 4294 0-N+A-D=0 
(அ-த) 6-8 4+ 247-34 + 4a27-a*? +A-1+4+,A-1=0 

eronGat, 37-647 +94-4=0 arorug A goniier AninGudy
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இனி இிறப்பியல்பு சமன்பாட்டில் 4 பொருந்தும் என நிறுவு 
"வோம். 

fr 2 -1 1 7 

A= -1 2 | 

L 1 =i 2 

- 2 —1 1 2 -1 1 
A = -1 2 | இ 2 1 

| I -il 2 1 -i1 2 

= + Hail கிம் பபற 
| Bee. aadug 14144 
rT 6 -5 5 

= -5 6 —5 

| 5 -5 6 

“6-5 5 உலர் 1 
= -5 6-5] -1 2 -1 

| 5 -5 6 L =f இ 

124-545 -6-10-5 6+5+10 | 

“ க்தர்கர் «3-2-1 F159 

  

1 

= -10-6-5 5+124+5 ~—5—6-10 

ட 104+546 -5-10-6° 545412 

Tr 22 -21 21 

= 21 22 21 

21 -21 22   
A®.— 64? + 9A - 4] 

22 21 21 6-5 5 
= -21 2 ~21 [—~61-—5 6 ~5 

91 அ: ஐ 5 -5 6 

இலரி நீ 1 0 0 
+9] -1 2 -1 141.0 10 

i ந் 2 001
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22-21 21 36 30-30 
= -3 22-21 Ff 4 3-36 30 

2-2 2 — 30-36 

3 -9 9 கி 0 0 
+ -9 18 -9 J+ @-4 0 

[ 2s 3 | | 0 கா] 
22361 184 2.30 -—9+0 
2130-90 22.35 4115-4 
21—30+ 940 -21430 —9+0 

21—30 “30 | 

—214+30 -9+40 
22—36+ 18-4 

000 
= 000 = 0 

. 000 

2 A ~ 64°494—47=0 

(அ-து) 4 ௮ணி 

£2 —~G6A2t+ 9R-~A=Q 

என்று சமன்பாட்டில் பொருந்தும். 

மாதிரி-2 

மாஇரி-]1-ல் உன்ன 4 அணியின் தேரெதிர் அணி காண்க. 

கிரூபணம் 

A? —6A274+94 -4F7=0 

ஃ கிரம சிர — 642 + 9A 

I= 4 (4* - 642 + 94) 

இருபக்கமும் 4" ஆல் முன் பெருக்கம் செய்யின், 

AT =3 [A'A*~6A' 424924 A] 
=4 [A*—64 +497] 

6-5 5 2-1 
=4 -5 6 -5/—6] -1 2 

5-5 6 1 -1 

+9 

“1 

os 
0 
1 
0 o

o
 -

=
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6-5 5 -2 
-a4 -5 6-5/4 6 

5-5 6 - 6 

6-1249 ~—5 4640 5 -6+0 

+
 OO
 

S
o
w
 

t
l
 

+ 

5 +6+0 6-124+9 -5 4610 
5640 -5+4 640 6-12+49 

மாதிரி-3 

8-6 2 
A= -6 7-4 என்ற அணியின் சிறப்பு மதிப்புகளையும் 

2-4 3 

ஒத்த சிறப்பு வெளியையும் காண்க. 

நிரூபணம் 

8-6 2 
A= -6 7-4 

2 4 3 

சிறப்பியல்பு சமன்பாடு | 4-%7| -0 
8-6. 2 1 00 

2-4 3 00 1 7 
‘ கு -6 2 

= -6 7-A -4 (அ) 
= (8-a)[(—a) G—a) — 4.4] 

+ 6[-6 3—a) — (—42] 
*2[(-6)(-4-(2 0-0] 

= 6-2) (2-10%45) 4664-10) 2 (22 4 10) 
= —A> + 18d? - 45a.
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jA-al|=0 எனின், 
#182 + 452 =6 
a@-3) @-15) = 0 

டத இ ஆமா 

- அணி சமண்டாடு 

(—-anHnx=0 WH 

4-0 எனின், 

(A -0-Dx=9 

3 ee all Zde [ol 
| 2-4 311 1 [௦ 
8x, — 6x,+2x%,=90 

-6x,+7x,-4x, = 6 
2%,-4x,+3x,=-—0 

இவற்றை விடுவிப்பின், 

= = 3 =} =m (என்க) 

i=]_,13] பிண்ட x= = 2 

[| [2] 
என்பது A = 0-ஐச் சார்த்த இறப்பு (ஜா) வெக றாகும். 

3 - 3 எனின், 
(A -3Dx=0 
8-6 2 100] 

1-6 7-4!-3, 010 x=0 
(| -§ 7-4) - pores) 

8-3 -6 a 0 
௮) ( —6 7-3 41-26) 

0 

௮ 1-2 42112 1) 
| 2-4 011௧1 |
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Ps §$x,-6x,+2x,=0 

—6x,+4x,—4x, =0 

2x,-—4x, + 0.x, 0 

  

இச் சமன்பாடுகளை விடுவிப்பின், 

ட = => = 25 =n (என்க) 

12171] 
என்பது  - 3-ஐச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டராகும் (ஈ என்பது 

பூச்சியமில் மெய்யெண்). 

& - 15 எனின், 

(A -—15Dx=0 

8-6 2 100 

-6 7-4 | - 15 0101] --0 

2-4 3 001 | 
8153 —6 2 

( ௬6 74135 4 டூ = 0 
2 4 3-15 

(அ-து) —6 -8 —4 Xe = 0 
2 —4 —12 Xs 0 

-7x,—-6%,+ 2x,=0 

—6x,—-8x,—- 4x, =0 
2x, —4x, 12 - 0 

இவற்றை விடுவிப்பின், 

x i ; 
> = = = a = p (என்க) 

xy 2 

எனவே, % Xa | = | 2 | 

Xs 1 

aorugy A = 15ஐச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டராகும். ற என்பது 
யாதாமொரு பூச்சியமில் மெய்யெண்.
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71 [1/5] 
- என்பவை பிறப்பிக்கும் வெளிகள் ) - 0, 3, 15-ஐச் சார்ந்த சிறப்பு 
வெளிகளாசகும். 

மாதிரி-4 

1 1] 1 
A= 1 11 என்ற அணியினது சிறப்பு வெளிகள், 

111 
சிறப்பு வெக்டர்கள் முதலியவற்றைக் காண்க, 

நிரூபணம் 

11 1 

A= 111 

1 1 1 : 

| 4-7) - 0 என்பது 4-ன் சிறப்பியல்பு சமன்பாடு. 

11 மர. 1004. 
A-Al = 1 1 1 —al oOo 1 0 

1 1 1 0 0 1 

1—a 1 1 

= 1 ia 1 

1 1 1—a 

14-47) ௪ 0 எனின், 

12. 1 1. 

1 14 1 =:0 

1 1 1-4 

(ற [1-ஐ0-0-1- புற 
+1 [1—1€0-a)] = 0 

. (U-avy—-(d-at+ataa=0 

1-34 + 342 - ABH 14+AtA4taA=—0 

. 34?7— A> =0 

(௮-த) a2 (A—3) = 0 
எனவே A = 0, 0, 3.
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அணிச் சமன்பாடு (4-7) 0 

&₹ 0 எனின், 

1-1) 
(௮-து) xX, + %y +x, = 0 

Xx +xy+x,= 0 

x + Xe + Xz = 0 

இம் மூன்று சமன்பாடுகளும், % 4 9-3 0 என்ற சமன் 

பாட்டிற்குச் சமானமானவை, 

இவ்வகையில் ஒருபடிச் சார்பற்ற தீர்வு 

1], 0,3%- - 1 என்றாகும். 

[3]: 11 
என்பது % - 0-ஐச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டராகும். 

॥ி - 3 எனின், 

4-3ழ)2-0 

1 1 1 1 0 0 

([1 1) 1௨] 521 

1 1 1 00 1 

—2 1 1 x; 0 “2190-0 1 1-2 Xs 0 

—2x,+ % +x, =0 

x,—2x, + x, = 0 

X, + x,-2x, = 0 

a= = 4 = ஐ (என்க) 

[B12] 
என்பது % - 3-ஐச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டராகும். 
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மாதிசி-5 

சிக்கலெண் களத்தின் மீதமைத்த வெக்டர் வெளி 75 (6-ல் 7! 
ஒருபடி நிலைமாற்றம் என்க. 1 (9-ன் அடிப்படையைச் சார்த்த 

‘ 5 4 
ன் அணி [ 12 | 

7-ன் சிறப்பு மதிப்புகளையும் வெக்டர்களையும் காண்க, 

நிரூபணம் 

க [11 ]-4[41] 
5-2 

“| உீலபி 
சிறப்பியல்பு சமன்பாடு | 471-0௦0 

.. 5-% 4 | = 
ச்க்ஃ | i 5.51 = 

orarGer, (5—A)(2-A) - 4 = 0 

po APH724+6=0 
4 (erg) (-N@-6) =0 

A= 1,6. 

aA =1 = crafler, 

். அணிசமன்பாடு (4-2) -.0 என்பது 
(4-292- 0 என்றாகும். 

([13]-1271])-- 
[GIP 
4x, + 4x, = 0 

உ 9-0 

ஸ்ட இரா எடிட் 2 &=1 தென வரு ன் 1 

“எனவே x =[3% J=[ | 
S 7 Xs ர் 

(என்பது % - 1-ஐச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டர். % - 6 எனின், 
... அணிச் சமன்பாடு (4-6) 5-0 

(CEE Fab? ye
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த 1 4 ௩ 1_ [0 

* [4] []-[௨] 
ஃ எரி 0 

ு,- 0 

(அஃது) x; = 4% 

எனவே, x, = 4 x, = 1. 

sae ]-[1 Joes 
A= ஐச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டர். 

எனவே, சிறப்பு மதிப்புகள் 1, 6 

W
u
 

1 4 
சிறப்பு வெக்டர்கள் முறையே | ன | | 1 | 

8-13. சமழூலைவரை அணியாக மாற்றுதல் 

பரிமாணம் ர உள்ள வெக்டர்வெளி ]* (2) மீது 7' ஒரு படி நிலை 
மாற்றம் என்க, 7-ன் ஒரு வரிசைப்பட்ட அடிப்படை, 

B = (Wigs Xs5 325 Xn) என்போம். 

T(x) =a,%,+0%,+...40% 
T,) =Ox,+ a,x +... +05 

T (Xs) = 0.x; + 0.x, +... + O.%n 

இதிலிருந்து பூ சநத ட 2 என்பவை சிறப்பு மூலங்கள் 

ஏடி... றச் சார்ந்த 7-ன் சிறப்பு வெக்டர்களாம். 

மேலும் 7-ன் அணி 

ச)0 0... 0 
0 ௩0... 0 
00 a4... 0 

00 0... a 

என்று விளக்கப்படும். 

(௮-து) 7'ஒரு ௪ம மூலைவரை அணியாக விளக்கப்படும். 

8-14. வரையறை 

முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர் வெளி 77 (22) மீது 7' ஒருபடி 

நிலைமாற்றம் என்க. பின் 7-ன் அடிப்படைக் கணத்தில் உள்ள ஒல்
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வொரு வெக்டரும் 7*ன் சிறப்பு வெக்டர் எனின்,?' என்ற ஒருபடி. 
நிலைமாற்றம் மூலைவிட்டப்படுத்தக்கூடியது (18200வ](ச21௨ 
எனப்படும். 

மாதிரி-6 

7' ஒருமையுள்ளது (1021௨0) என்றால் மட்டுமே 7'என்ற ஒரு 
படிநிலைமாற்றத்தின் சிறப்பு வெக்டர் 0 என நிறுவுக. 

நிரூபணம் 

70-%-0 

(அ-த) 700-0,%40 
என்ற முறையில் % என்ற பூச்சியமில் வெக்டர் ஒன்று இருந்தால் 
மட்டுமே 7*ன் சிறப்பு வெக்டர் 0 ஆகும். 

ஃ. வரையறையின்படி , 7"ஒருமையுடையதாகும். 

மாதிரி-7 

நேர்மாறுதன்மையுடைய 77 என்ற ஒருபடி நிலைமாற் 

றத்தின் சிறப்பு மூலம் 4 எனின், 4' என்பது 71-ன் சிறப்பு மூலம் 
என நிரூபி. ் 

"நிரூபணம் 

V (F) வெக்டர்வெளி மீதமைந்த ஒருபடிநிலை மாற்றம் T 

நேோர்மாறு தன்மையுடையது, & அதன் சிறப்பு மூலம் என்க. 

5 ஐ.௪ 77 என்ற ஒரு வெக்டர் 

T(x) = ax —(1) 

என்ற முறையில் இருக்கும். 

(1)-லிருந்து, 
ச ௪௯ 2) 

=AT'(x) 

2 I(x) = AaT' (x) 

3 கலச்சி 

crorGou, A'x = A AT'(x) 

=P@ 
ஃ ரின் சிறப்பு மூலம் 4' ஆகும்.
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மாதிரி-6 

A = [33 | crater, PAP ஒரு சம மூலைவரை அணி 
என்றவாறு உள்ள அணி 7-ஐக் காண்க, 

நிரூபணம் 

4-ன் சிறப்பியல்பு அணி (4- ச) 

L23 }-ef od J=[' 354] 
1.) 4 55 _ 

(4-5 52! 
5 ல -8 
= AS~ 4) -5 

ஸ் | 4-7] - 0 எனின், 

A-4a -5=0 

(து) (4+ I)Q-5)=0 
“ A=5, - 1 

அணிச் சமன்பாடு (A-ANx=0 

௩ - 5 எனின், 
(4 -S5Dx= 

1 

0 

ee) ae | | = |=| 0 | 

1] :]-[3) 
-4x,+4x,=0 

2x,- 2x, =0 

எனவே, 3): 10. 

இதற்கு ஒரு சார்பற்ற இர்வு (Independant solution) 2 ci@, 
x, = 1, எனின், x, = 1. 

[15-11] 
என்பது 4 -- 5-ஐச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டர்.
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2 4 1 _ 

[241 [௧15] 
எனவே, 2444-0 

2x,+4x, =0 

(9-S/) % + 2x, = 0. 

. இதற்கு ஒரு சார்பற்ற இர்வு உண்டு, 

xy = 2 எனின், x= வர, 

உ ஓலு 1[_ 2 உ கக [3 =| i] 

என்பது & - --1 ஐச் சார்ந்த சிறப்பு வெக்டர்.. 

1 

நிரல்களாகப் பெற்ற அணி 27 என்க. 

r= [1-1] 
முதலில் 7" ஐக் காண்போம். 

ட் — a 1. 2. ள் . சிறப்பு வெக்டர்கள் | | ; = என்பனவற்றை 

£-ன் சிறப்பியல்பு சமன்பாடு | 2- 47| -0 

1 2 1 0 

உ || -பி-4[ ட]? 
1 —a 2] _ 

_oorGer, (1—a)(—-1—a) - 2=0 

“—(1—a—-2 = 0 

a®?-3=0
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கெய்லி-ஹமில்டன் தேற்றப்படி, 2*- 37.0 

அல்லது, l= 327 

ஃ 72 5; 2 = 4(P' P)P 

=iIP 

ee ச த்தி 

1 2 
1-1 | 

| 
r
e
o
 

௯ 

tf] 
த் 

எனவே, 7.42 

_ fe #2 1 4 1 2 
“ii wi laa | 1 —1 

_ Tk 3 1+4 2-4 
டம் 1] | oe oe 
- [it #2 5 2 

|e த் 5 1 

[சச 144] 
ட. $-$ -$-3 

ee 0 

= [6-1]   
= மூலை வரை அணி. 

68-15. தேற்றம் 
€néEr Qewoludar (Symmetric operator) எய்கன் (131201) 

மதிப்புகள் அனைத்தும் மெய்யானவையாம், 

நிரூபணம் 

£* என்ற ஓர் உட்பெருக்கு வெக்டர் வெளி 7” ஒரு சமச்சீர் 

மாற்றம் என்க. சிறப்பு (61260) மதிப்பு -ஐச் சார்ந்த சிறப்பு வெக் 
it (eigen vector or characteristic vector) x ereirs. 

ஃ. 7002 12 

4 மெய்யெனின் 1 - 1 ஆகும்.
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4 x) = (Ax, x} 
=[T (x), x] 
=[x, T(x] (v 7 சமச்சீருடையது) 

- ௫42 
= (x, x) 

“ல 
° “062 

இரு பக்கமும் (டி 9ஆல் வகுக்க, 4 - 3 

எனவே, 7-ன் எய்கன் மதிப்புகள் மெய்யானவையாம். 

8-16. தேற்றம் 

7' என்பது 1* என்ற வெக்டர் வெளி மீதமைத்த ஒரு சமச்சீர் 

மாற்றம் என்க. 4, ௩ என்ற இரு வெவ்வேறு சிறப்பு மஇிப்புகளைச் 

சார்த்த எய்கன் வெக்டர்கள் 3, ந எனின், (01) - 0. (அ-து) 3] 
செங்குத்து வெக்டர்கள் என நிறுவக. 

நிரூபணம் 

: Ti) =ax 

TO)=2ry AFF. 

Qe grid (yy) = 0 என திறுவுவோம். 

AG, ¥) = (Ax, y) 
=[TQ), y] 
[700] ( 7 சமச்சீருடையது 

=[x,TO)] (T= T*) 
= [T), x] 

= [eo yx] 

=2 (x) 
=p (xy) 

ஃ 40609 20) 
“00. [2 , மெய் மதிப்புடையது] 

எனவே, (1-0) (௩) 0 
ஆனால் 4- 0 

ஃ று =0 

(அ-து) 5] வெக்டர்கள் செங்குத்து வெக்டர்கள்.
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8-17. தேற்றம் 

7 என்ற. செயலியின் எய்கன் வெக்டர் 4 என்க. 

பின் 5 0 எனின் 450 (௮72 0 எனின் 4 2 0 என நிறுவுக. 

நிரூபணம் ் 

T (x) = ax என்க. 

[T (x), x] = (Ax, x) 

= A(x, x) 

81/21 
[T (x), x] - 4418 

மேலும், | x 2 =O YX. 

எனவே, [7'2,]20 எனின், ௩2௨0 

(ஆ [72,212 0 எனின், 45 0. 

8-18. தேற்றம் 

7* என்ற முடிவுள்ள பரிமாண வெக்டர்வெளிமீது 7' ஒரு 
படிச் செயலி என்க. 8, ..., /% என்ற பூச்சியமில். £ ஒருபடிச் 
செயலிகளும் ஜே, தே ..., டே என்ற £ தஇிசையிலிகளும் 

ட 7 டே, ழே .. ம டே 

று 7 இ இ... 4 

(0 ௬-0, 7/7 

என்ற முறையில் உள்ளன என்போம். பின் கீழ் வருவனவற்றை 

நிறுவுக. ்் 
(a) டே தே... Cy என்பவை வெவ்வேறான 7-ன் சிறப்பு 

மதிப்புகள். 

6) 6 சார்ந்த 7-“ன் சிறப்பு வெளி 8;-ன் வீச்செல்லை. 

(c) E? = E,. 

நிரூபணம் 

I=xE,+ E+. ட 

ட மிக பிட f+... + A) 
=KRE+hA+.+ BK 
= EE; Cs E Fi = 0, iz j) 

= ம்பி 

= BA
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5, 6 யே என்பவை 1-ன் வெவ்வேறு சிறப்படி மதிப்டிகள்.. 

ச கி அதுக்க பப ட ருரு 
3 மதி (கி ௮ டக ம பம் படக 

ு டேக் + CBE + ப 4 OE Fi 

=GHhER (- BR=a if jf 
= GE 
=GHR (2 BF: 

& Th= Gs 

5 (T-GAD ௨ இது) பூர் செயலி 

ம 0) 225 ௦2 என்ற வெக்டர் கம உ என்ற மூறையில் 
இருக்கும். 

ஃ (T~-~GD Kx=o0 

Exx=y 2 என்க. 

எனவே, 3 என்ற ஒரு பூச்சியமில் வெக்டருக்கு 

(T-GDy=e 

(a-s) Tr = Cy, yo, 

எனவே, c; 9G AMcny oH; (Characteristic vector), 

2 ஓரு தஇிசையிலி என்க. ம ஒரு இறப்பு மதிப்பு எனவும்: 
கொள்வோம். 

& Tx = ex, x o. 

Tas qk, x=k=€ Ex 

ஃ (கடகம்... GA)x = CAFE +..4 Ax 

(9-5) CL, E,x+ C, E,xX +... tO Ex 

=CE,x+CE,x+..+CKx 

o (C,—-c) Ey x + (Q,— 0c) Ey X +. + (e-—c) EX = O 

&%, 2, .... 2 செயலிகளை அடுத்தடுத்து பயன்படுத்தினால், 

(c,—c) Ey x = 0, (¢,—¢) Ey xX = 0, «15 (Ck 0) Ey X = 0 

[ve EE =0, it j, Ef = Ki}. ‘ 

கடு, 5... 2 என்ற அனைத்து வெக்டர்களும் பூச்சிய 

Awa, 
nt Bt +t h)x=o 

& x= © , 

xX = 0. ஆனால் % 3 ௦. 

- ஓரு--27
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எனவே, 2, 3, 8, 3... 2 அனைத்தும் பூச்சியமாயிராது. 
குறைந்தது ஒன்றாவது பூச்சியமில் வெக்டராகும். 

ரு 0 என்க. 

எனவே, (௦-௦) BX =O என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து 

௦-2 ௪ 9 என்றாகும். 

வு கதர் 

(அ-து) 2 என்பது மடி 6, .... டே என்ற இசையிலிகளில் ஒன்று. 

Cy, Cay ey Cy என்பவை 7-ன் சிறப்பு மூலங்களாம். 

உ சார்ந்த 1-ன் சிறப்பு வெளி *;-ன் வீச்செல்லை. 

இனி 9 - (7--௦7)-ன் பூச்சிய வெளி £;-ன் வீச்செல்லை என 

நிறுவுவோம். 

% 6 பூச்சிய வெளி (2'--௦4) என்க. 

“ (T—ci)x =o 

S T= C,8.4 0,2 +. + GE 
I=E, +E, +... + Ey, 

[(C, £,4+C,E, +...4 Cy A)-C (2,42, +...4 &)] x=0 

 [(G4—-C) E, +...4 (G-C) Bj +...4(4-C) &] x= 0 

இனி 2... ௮ல் அடுத்தடுத்து பெருக்க, 

(டே-62,2- 6, (6-0&,-க..,(ே009 ஆ௨- 2 

[v. BER=0 it j, EF = Ej 

அதாவது, (சேடி 19) 

ழூ ச GQ=— 4&0; 

எனவே, &%- ௫ + 7/2 

ஃ 212 (தேட இ ப மீட ற டு 7 

%௬ 85% 53 ந எ £ன் வீச்செல்லை. 

4. டேசார்ந்த 7*ன் சிறப்பு வெளி ன் வீச்செல்லையாகும். 

பயிற்சி 8 

1. 4-ன் சிறப்பு வெக்டர் %, எனின், 2:,-ஐச் சார்ந்த சிறப்பு 
மூலம் 4, ஒன்றுதான் உண்டு என நிறுவுக.
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2, பின்வரும் அணிகள் ஓவ்வொன்றித்கும் அனைத்து இறப்பு 
மீமதப்புகளைக் காண்க. 

fi -3 3] f-3 1 -1) 
@ 4 = | 3 -53 11-75 =) 

(6 -64 | (-6 6 2] 
மலும் எத்த அணி மூலை விட்டப்படுத்தக்கூடியது (04௨20 31422016) 
எனக் காண்க. 

விடை: (0) -2-24 Gi) 2,-4 
[17 [1 ] fi) fiy £@) 
| i 0 1 | prj paid 
tO 3. [71 |, (2): (07,117. 

[-200 | 
4 மூலை விட்டப்படுத்தக்கூடியது. 2142] 0-2 0 | 

(004 ] 

f 300 } 
3 A= 1 0 2-5 | எனின் 

{ 0 1-2 ) 

(i) மெய்யெண் களம் -ன் மீதமைந்த 4-ன் சிறப்பு மதிப்பு 
களையும், ள் 

(ii) சக்கலெண் களம் ன் மீதமைந்த சிறப்பு மதிப்புகளையும் 

BIT GETS. 

[விடை: (0) A=3 (ii) &௬3,%-2] 

ட. 4, பின்வரும் அணிகளுக்குச் சிறப்பு மதிப்புகளையும் சிறப்பு 
வெக்டர்களையும் காண்க. 

  

* 1 அத] அ 
ஞ் [ 111 ] 20 5-4 
டு 45 | 1 1 1 | @ A= -1 1-2 3 
ட (ட 111) 4—1 6 

fi} fk) 
டு 33 | Of | & | 

(-l J, * J 

மு 1, 1,1, 2} -
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5. A-cr சிறப்பு மூலம் aA, எனின், 4,-ஐச் சார்ந்த 4-ன் 
இறப்பு வெக்டர்கள் ஒன்றுக்கு மேற்பட்டு உண்டு என நிறுவுக. 

6. 7 என்ற நேர்மாறுத்தன்மையுடைய செயலியின் எய்கன் 

மதிப்பு % எனின், 7"-ன் எய்கன் மதிப்பு 3 என நிறுவுக. 

Te | 

ப 
எய்கன் வெக்டர்களையும் காண்க. 

என்ற அணியின் எய்சன் மூலங்களையும் 

௨
5
 

8 

ஒ 
ட
ே
 

௩ 
6
0
 

ப
ெ
்
ு
ப
்
ட
ப
ு
 

[ விடை: எய்கன் மதிப்பு; a, b,c. 

1) (hy 
எய்கன் வெக்டர்: K, 0 [ »K, [b-a], 

Lo J eed 
[ச 

க, [ச| 8 

Lo jb 
f 220 ) 

8 A= | 211+ | எனின் 
(-723 | 

4 அணியின் சிறப்பு மூலங்களையும் வெக்டர்களையும் காண்க. 

[$விடை: இறப்பு மூலங்கள்: 13 -4, 

சிறப்பு வெக்டர்கள் : ௨. | 

L 

1 2 

0 2 

| 0 0 

4 அணியின் சிறப்பியல்பு சமன்பாட்டையும் சிறப்பு வெளிகளையும் 

த் [11 11 
விடை: 1,2,2. | | | 

| Loy toss 

எனின், 

m
e
 

9 A= 

2 
3 
2 
3 

2. ce
t 
si

cs
ss

ci
ma

ia
l 

—_
 

o
o
 

ல
்
ல
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16. பின்வரும் அணிகளை சம மூலை வரை அணிகளாக 
கீகாற்றுக, 

  

் f inte? ] [ ௨ சஃ1) 
(0 | 242 il) | (112 J மி டட 2 | 

f 200 ) 
| 030 | 
(004 j 

் [211 7... 
31). 4-1 51241 | crafter, 

3 ட 112 J 

A அணியின் சிறப்பியல்பு சமன்பாட்டையும், 4-ன் நேரெதிர் 
- அணியையும் காண்க, 

விடை: (i) x*—6x2 + 9x-4 = 0 

~ f 3 1-1 ) 
jij) A=3f 13 1 | 

{ -1 1 3 J 

42. கெய்லி-ஆமில்டன் தேற்றத்தை உபயோகித்துப் பின்வரும் 
அணிகளது நேரெதிர் அணிகளைக் காண்க. 

   
[7 012 4 [ 2-1 2) 

@ | 123 | @] 2 02 | 
{ 3 11 fj (-1 01 ) 

இத | [ 0 1-2) 
0$ 1-8 6-2 |(ழு1;)-4 3) ir 

(ட 5-3 1 fj (012 ) 

 



9. வீச்சு, மாற்றமிள்மை 
(Projection, -Invariance) 

9-1. மாற்றமின்மை (Invariance) 

7” (7) வெக்டர் வெளி மீது ?' ஒருபடிச் செயலி, 14: என்பது 

75“ன் உள்வெளி என்க. பின், 

701 ஏறு 

என்றிருந்தால் 7*ன் &ழ் 17* மாற்றமிலாதது எனப்படும். 

7-ன் £ழ் 175ன் விம்பம் 7' (115) எனின், 

T(W)={T@: xEeW} 

THEW D> T(DNEV 

. TWCY. 

AX, Hl sgX EW எனின், 200) ௨ 8 

. TW) cw 

sorGu, T-or ip W or polar gare. 

அதாவது, 

7-ன் கீழ் 17” மாற்றமிலாதது- 7(0 ௨17) ௭௫174 

குறிப்பு 
72) € ]4* எனின், % 6 ]74* என்பது சரியல்ல. 

எடுத்துக்காட்டு 

(0) 2 களத்தின் மீது ல் உள்ள அனைத்து பல்லுறுப்புக் 
கோவைகளது வெக்டர் வெளி 70), மீப்பெரும் படியாக 7-ஐ௪் 
கொண்ட பல்லுறுப்புக் கோவைகளது வெக்டர் வெளி 14, “ன் 
உள்வெளி என்க. ற் என்பது 1*ன் மீது அமைந்த வகைக்கெழு
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“@ésuio9 (Differential operator) sronGurib. W-o octet யாதா 
மொரு பல்லுறுப்புக் கோவை ரீ (0 எனின், 2 (7 0] எ W. 
2 வகையிடுதலால் கோவையின்படி குறையும். .. மி [7020]-ன் 
aaa NM. குறைவாக இருக்கும்.) 

எனவே, ச 6 774 எனின், [7016 7: 

(இது) D என்ற வகைக்கெழு செயலியின் &ழ் ]7* என்ற உள்வெளி 
..மாற்றமிலா உள்வெளியாகும். 

2 7 என்ற வெக்டர் வெளியின் உள்வெளி 144 (ஆஃ 
oars. 77()-ன் மீதமைந்த ஒருபடி. செயலி 7' என்க. பின், 

் ௦ 7(60)- 26] 

எனவே, “ன் பூச்சிய உள்வெளியான 175 7-ன் 8ழ் மாற்றமிலாதது.. 

192, ஒடுக்கும் தன்மை (Reducibility) 

... 7.) என்ற வெக்டர் வெளியின் இரு உள்வெளிகள் 77', 9, 
என்க. 7-ன் மீதமைந்த ஒருபடிச் செயலி 7'என்க. பின், 

ப (0 V=W.@ W,. ; 

Gi) ன் கழ் 1, 77, என்ற உள்வெளிகள் மாற்றமிலிகள், 
என்ற முறையில் இருப்பின், 7” என்ற செயலி Ws , என்ற வெளி 

-களால் ஒடுக்கப்பட்டுள்ளது எனப்படும். 

மாதிரி-1 

ம” களத்தின் மீதமைந்த வெக்டர் வெளி 7 (2, T அதன் 
மீதமைந்த ஒருபடி நிலைமாற்றம் என்க, பின் R(T), N (T} 
இரண்டும் 7-ன் கீழ் மாற்றமிலிகள் எனக் காண்பி. 

நிரூபணம் 
௪௫) என்பது 75ன் வீச்சு எல்லை (₹ஜ ௦17) 
942) என்பது 7*ன் பூச்சியவெளி (14ய11 space of T}. 

சற, றா இரண்டும் 7-ன் உள்வெளிகள் என நாம் அறிவோம். 
்.. சீறா. (ஐகுர ௱ு௨௨) 

:. *EN(T) 2 7009-0 

ஆனால் பூச்சிய வெளி ஓர் உள்வெளி, 3 ௦உஎ(7). 
(து) T(x)E N(T), 4x Ee N(T). 

ஃ 742) என்பது 7*ன் 8ம் ஒரு மாற்றமிலி. 

ழ் 

 



328 , ஒருபடி இயல்முறை கணிதம். 

மீண்டும், 

R(T) ={TWMEV; xEV} 

_£(7) என்பது 7£ (2)-ன் உள்வெளி யாதலின், 

xER(T) >xEv 

=>TMeEeRm 

னவே, 2£ (7) என்பது 7-ன் &ழ் ஒரு மாற்றமிலியாகும். 

மாதிரி-2 

5 என்ற ஒருபடிச் செயலியின் &ழ் W,, 18, என்ற உள்வெளி 

கள் மாற்றமிலிகள் எனின், இவ்வுள்வெளிகளால் பி றப்பிக்கப்படும் 

அள்வெளியும் 7*ன் சீழ் மாற்றமிலி என நிரூபி. 

கிரூபணம் 

W,,W, என்ற உள்வெளிகளால் பிறப்பிக்கப்படும் உள்வெளி 

ச என்க. . W=W, + W,. 

(3-5) % E Wy EW, Toile, x =X, +X, SE ரர் 

200-703) 
் = T(x,) + T (@,) (2 7 ஒருபடிச் செயலி) 

உகு (2 19, ன் கழ் மாற்றமிலி). 
ஆ ௬ 700) 61 (“ரான் கழ் மாற்றமிலி) 

2 70-70 21 

எனவே, 7774 700 677 

ஃ  சீன் £ழ் 17 ஓரு மாற்றமிலியாகும். 

மாதிரி-3 

T: V>V ஒருபடி 'நிலைமாற்றம், ரீ (0) யாதாமொரு பல் 

_லுறுப்புக்கோவை என்சு. பின் 7ீ(2)-ன் கொல் 7-ன் கீழ் மாற்ற 

மிலி என நிறுவுக. 

நிரூபணம் 

V (Por மீதமைந்து 7" ஒருபடி நிலைமாற்றமாதலின், ரீ (1-ம் 
V-cr மீதமைந்த ஒருபடி நிலை மாற்றமாகும். 

7 (1)-ன் பூச்சியவெளி (கொனல்) 77” என்க. 

6 W={xev: f(T)x =0} —(1) 

W acrug T-or Epp ஒரு மாற்றமிலி என நிறுவவேண்டும்.
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(9-5) xEW>a> TYEW. 

170-700 
ஃ  ிம்றா5ரீழா. 

If (1) T]@) = [TAO] 
x EW எனின், 

2 UFMTI@ =ITF(D 1x 
oe) f(T) T(x) = TIf(T) x] 

=T(o), (2 (0-ன்படு 
: 70 உர 

அதாவது, உர ஏழு உர. 

டர்ன் கழ் ]7* ஒரு மாற்றமிலியாகும். 

5-3. வீச்சு (Projection) 

₹ (7) என்ற வெக்டர் வெளி அதனுடைய உள் வெளிகளான 
ச, 18, ஆகியவற்றின் நேரான கூட்டல் (Direct sum) என்க. 

4அ-து) V=WL® W,. 

என்வே, 2 € 1* என்ற வெக்டர், 

- ZEex+y,xEw, yEW, 

என்ற ஓரே முறையில் (மார்ப) விளக்கப்படும். 

்... மின், என்ற ஓர் உருமாற்றம் (2: 77, 

E(z) =x 

என்று வரையறுக்கப்படின், அது 74-ல் 777, வழி வீச்சு (17016௦110௦ 

ற 799) வீத /) எனப்படும். (அல்லது) :22 என்பது 14-ல் [*ன் 

வீச்சு எனப்படும். : 

ந ஒருபடி.ச் செயலியாகும். 

2,டி%உ என்பவை 1-ல் உள்ள யாதாமிரு வெக்டர்கள் என்க, 

21 4 Ws கடக ஈடு. 

5 டி எ ந) x, © W,, ரி © Wa 

2432, EV, a beF எனின், ௭2 + bz, & V. 

az, + bz, = a(x. + ¥,) + be + Ya) 

= (ax, + ay.) + (bx. + by,) 
ட = (ax, + bx.) + (ay, + bya) 
இதில், ௨௦ 4 bx, E Wy ay, + by, © W,.
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E (az, + 62) = Ela(x, +) + 6G + y2)] 
= E[(ax, + bx.) + fay, + ர) ] 
= ax, + bx, (வரையறையின்படி) 

E@)= E+ W=% 

E (2.) = E (%, + Ya) = % 

E (az, + bz.) = ax, + bx, 
= aE (20) + bE (z,). 

எனவே, 29 ஒருபடிச் செயலியாகும். 

குறிப்பு: 
2! என்பது ]7%-ல் 7-ன் வீச்சு என வரையரறுக்கப்படும்.. 

(a-g) (2-0; ௪-2) 8. 

9-4. தேற்றம் 

7*() என்ற வெக்டர் வெளி அதன் உள்வெளிகளான Wi Wi. 

ஆகியவற்றின் நோ்கூட்டல் (௮-த) 1 - W, ® ரர. என்ச, 

7? என்பது ]7*,-ல் 1*-ன் வீச்செனின், 

E@)=0 7268 
=ezctzEewW, 

என நிறுவுக, ன 

சிரூபணம் 

2090-22௧1 
என்பதை முதலில் நிறுவுவோம், 

26 777, எனின், 22௬26 [8 

E@=E(o+2)=0 . மேன் வரையறைப்படி) 

zEW, > E()=o0 

இவ்வாறே, (2) 2: 26 W, 

E(@)=0 > ze€ W, 

அடுத்து, (2-2 26 17, என்பதை நிறுவுவோம். 

ze W, எனின், z+o=ZEW, 

E(@) = Ez +0)= Zz 

”. ZEW, > E@=z இ 

இவ்வாறே, ஐ 226] 

ஃ (0-௪ ணி சகர.
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9-5. தேற்றம் 

ரல் அமைத்துள்ள 2 என்ற ஒருபடி நிலை மாற்றம் 2“ 

என்ரால் மட்டுமே 7*ன் யாதாமொரு உள்வெளியில் ce 
வீச்சாகும். 

(அ-து) 2 ஒருவீச்சு > B= E, 

நிரூபணம் 

8, 17 என்ற .உள்வெளிகளது நேரான கூட்டல் 1* என்க. 

(9-351) V=W,@ W.. 

22 என்பது [7-ல் 75ன் வீச்சு என்போம். 

ஃ சீறு சம); சகர] நகர, 
=* 

E? = 8 என நிறுவுவோம். 

2 6“ 74 எனின், 

EeE=ELE@)], z=x+yp 

= ELE(x + 3)] 
= E(x) (2 £E@+ y) = £E(@)) 
= E(x + 0) (௦26 177, கூட்டு சர்வ சம மூலகம்ந 

=x 

= (ஐ 

ஃ 20209 

(அ-து) 2-2 
அடுத்து, 5“ - 72 என்க. 

இனி 2 என்பது 7*“ன் யாதாமொரு உள்வெளியில் “ன் வீச்சு- 
என நிறுவவோம், 

U = ன் வீச்சு எல்லை (88126) - (27: 20-23) 
௪ 2£(2) என்க. 

W = ன் பூச்சிய வெளி (Null space) = 27. 2-௨. 

= N(E) aera. 

முதலில் 0 77-- (2௦% என நிறுவுவோம். 

ட. ச80 7 எனின், 220 சகர 

ள் உ சக கீழு ௪ 
ட. w z2EWw, E@ =o 

எனவே, 2 - ௦
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49-51) 25 ட 2-௪ 

எனவே, 0 7-2 (த 

அடுத்து, V = W,+ W, என நிறுவுவோம். 

7-ல் உள்ள யாதாமொரு வெக்டர் 2 என்க. 

z=E(z) - E(z)+2 

=E@+I@-E® (6 7-2 
= E@)+ I - E)@) 

Wor வரையறையின்படி E(z) € U. 

E[(l-£)@] ={£0- 41@ 
= (E - ச 
5 (82-22, (௬) 

= 0(2) 
=o 

Ef{d - E)z]=o 

சன் வரையறையின்படி, a-H@Oew. 

எனவே, 2 6 77 என்ற யாதாமொரு வெக்டர் 

2௪29-00-06), ௧00-228 என 

-விளக்கப்படக்கூடும். 

7 418 

“மேலும், 0 77-42 

கடர (ம 

U, W இவற்றின் வரையறையின்படி, 18 என்பது 0-ல் ஈன் 

வீச்சாம். எனவே, ஒரு வீச்சு ரர 2“ - 2. 

9-6. தேற்றம் 

7” என்பது அதன் உள்வெளிகளான ]$£,, 77, ஆகியவற்றின் 

நேரான கூட்டல் என்க. பின், 78 என்பது ]77-ல் ன் வீச்சு 
எனின் (1. -- £) என்பது 7-ல் “ன் வீச்சாகும். 

_ஸிரூபணம் 

22 என்பது 4-ல் ரன் வீச்சு, 

௪ ~ 222, E@=x, z=x+y, xEW, ySWu



ts. மாற்றமின்மை 22௮2 

இல (1-2) என்பது 17-ல் 7-ன் வீச்சு என நிறுவுதல்- 
: வேண்டும். 

%®=(@d-£Y=(-A\0 - £4) 

=f —JE -~ El + EF 
=J-E-E+E (= Fl = JE = E, E? x E}is 

=IJ-E 
= £' 

(rg) EP =E 
ஃ டமி (1 - £) acrug aq Sea, 

Bein Grd, 

E'(2)=(0-L4@=1@)-£OQ 
=z—E(z); Fans 8 we Wr, 

=z—x (: E@®=% 
5 9214] - 72 

=y 
(2g) E'() = y. 
4 - (॥- 29) என்பது 7-ல் 1-ன் வீச்சாகும். 

மறுதுலையாக, 

அ (1-2) என்பது ]177-ல் 7*ன் வீச்சு என்க. 

இனி 2” என்பது ]4-ல் 7“ன் வீச்சு என நிறுவுவோம். 

(i - 9 என்பது ]77-ல் 75ன் வீச்சு. 

-க-0-2, 0-2 -ற க]. 

சதனைரதனை தை 

க மீ திட [திய 7. 2 ் 

[-E-E+EF*=1-E (: IEEI = Ey 
E> - E=0 

fe =F 

எனவே, 2 ஒரு வீச்சாகும். 
   

ண்டும், (- 29) என்பது ]77-ல் 75“ன் வீச்சாதலின், 

ட eo - 4 ற 

- தீ ற 
2-2 அற (“சல மீ.
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o xtyp-EQ@ya=y 
ஜம தீ 

எனவே, 222) -- 2. 

2 என்பது 777,-ல் 1*ன் வீச்சாகும். 

எனவே, 22 என்பது 18£,-ல் 1-ன் வீச்சு ர (ம) என்பது 

8-ல் 7-ன் வீழ்ச்சி. 

5.7. தேற்றம் 

“5 என்ற வெக்டர் வெளியின் கன் அவளி;0, 77 என்பது 

, ஒருபடி நிலைமாற்றம், 2 என்பது U-& V-or வீச்சு எனின், “ன் 

-இழ் / ஒரு மாற்றமிலி ர் 278 - 78 என நிறுவுக. 

இிரூபணம் 

2” என்பது 0-ல் 7*ன் வீச்சு. 

எனவே, [7 என்ற ஒர் உள்வெளி, 

V=U@QW 

என்ற முறையில் 75ல் இருக்கின்றது. 

(அ-த)2- 4,௪22 7, 1 6 18 

பின், E(z) = E(xt+y)= x Hh) 
E@aze3>zeWw —-{2) 

E@=0f>zEeW —3) 
U ன்பது 7*ன் Sip ஒரு மாற்றமிலி என்௪. 

இனி 2722 72 என நிறுவுவோம். 

7-ன் கழ் ஒரு மாற்றமிலியாதலின், 

7009. றக 0. 

7802 700), (2 கீழு 

ETE (z) = ET (x) 
=T@, (” 736௨௦௮) 

T E(z) = ETE (2) 

எனவே, 7. ETE 

அடுத்து, 7 - ETE என்க, 

த்து 

இனி, 3-ன் 8ம் (ஒரு மாற்றமிலி என நிறுவுவோம்,
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TE = ETE 

«= E@ =x xe U. 

xeU aaile, 

ETE = TE 

ETE (x) = TE() 

- EIT@I=TO ( TH=yH 
& FxeEU (2 என்பது 6ல் 7*ன் வீச்சு) 

் மீன் கம் ஒரு மாற்றமிலி வெளியாகும், 

எனவே, 7-ன் 8ம் 7 மாற்றமிலி த பா 

3-8. தேற்றம் 

* என்ற வெக்டர் வெளியின் உள்வெளிகள் 47, W. 

85 18) 7 என்பது 7:ன் மீதமைந்த ஒருபடி நிலைமாற்றம். 
8 என்பது 84ல் 78ன் வீச்சு எனின், 

- (8, 1) சோடியில் 7 ஒடுக்கப்படும் “ஆ தர 72 

கிரூபணம் 

2-2 3 எனின், 

28 3671 2000-3 என்றாகும். 

3, 17 இரண்டும் 7-ன் கீழ் மாற்றமிலிகளாகும். 

ஃ 028 ¥ xX eEU 

டூ ௨17 YVrew 

« EIT@]=TO, 700 

E[ITO)]J= 2௨, 003 ௨1 
மீண்டும், 27) - [72] 

௪ கீ[2 0-3] 
= E[Ix+ Ty] 

=E[T@M]+£E(TO] 
042 (+ TWeET 

rye W) 
=TIE@)ls (* சுவ 

(அத) சாமு TLE] 

டவ ரத
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மறுதலையாக, ET = TE என்க, 

இனி, (5, 7) சோடியால் 7?' ஓடுக்கப்படும் என நிறுவுவோம்... 

(அ-த) ர - (76177 ஆதலின் U,V Qocin@ib 7-ன் கீழ் மாற்ற. 

மிலிகள் என நிறுவவேண்டும். 

% 6 (7 என்க. 

ஃ் அஃ ரது ET (x) = TE(x) = TQ), [v E@=xh 

2[7001- 70, மேலும் E என்பது U-w V-cr Fee. 

. Twedv 

(௮-த) %€ (எனின், 70 6 47 

எனவே, 7-ன் கழ் (7 ஒரு மாற்றமிலியாகும். 

மீண்டும், 3 6 17 என்க. 3 மீ ௪ 

-- ET = TE, ET(y) = TE(y)=T0) (+ Ey) = oy 
5 0 

27) - ௦. மேலும் 2 என்பது 0-ல் 7*ன் வீச்சு. 

. THWOEW, 

“. yewsa TYE W. 

ororGas, T-cr ip W ஒரு மாற்றமிலியாகும். 

ஃ (0, 77) சோடியால் 7' ஒடுக்கப்படும். 

ES ETH=HTE. 

9-9. தேற்றம் 

7” களத்தின் மீது அமைந்த வெக்டர் வெளி 7*(7), Uy Wis 
(7, 17% என்பவை ]* (5-ன் நிரப்பு உள்வெளிகள். (௮-ஐ) 

ர ு,ஒரு,ர- லர. 2, என்பவை முறையே (ல் 
ரன் வீச்சு, (7-ல் 7*ன் வீச்சு என்போம். பின், 7” களம் 1-1 40 
என்றவாறு அமைந்துள்ளது என்ற கட்டுப்பாட்டின் &ழ், பின்வரும் 

முடிவுகள் மெய்யாகும். 

1, (8, 8) என்பது 8, 8) - ELE, = 0 என்றால் மட்டுமே: 
ஒரு வீச்சு ஆகும். U=U,0 U, ௮], 0 77% எனின், 
மேற்குறிப்பிட்ட கட்டுப்பாட்டின் சீழ் 8 - 8, 2) என்பது 04ல் 

ரன் லீச்சாகும்.
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2 (A, = £) என்பது EYE, இடு ௨ ள 
மட்டுமே ஒரு வீச்சு ஆகும், U' = படிக 8-7 
எனின், மேற்குறிப்பிட்ட கட்டுப்பாட்டின் கீழ் 8 2. 
ன்பது (7'-ல் 7*ன் வீச்சு, 

     

  

3. U" = UN Ua, W" = W, + Wy area, பின், 
Ey -E, = E, E, = 8 எனின், 2 என்பது (71-ல் ன் வீச்சு, 

தர்பணம் 

“ கட 2, என்பவை முறையே 47, (7-ல் ]*ன் வீச்சுகள், 

Ey = கி ர E, (1) 
- மேலும், V= U,OW, ] _ஒ 

= U,® W, 

1. @) மேட 2) ஒரு வீச்சு என்க, 

பின், (2, + E,)? 2-2 (வரையறை) 

மம + E, E, + E, E, + Ep = E, + EB, 

E, + £, FE, + E,£, + Ey = E,+ £, 

E, E, + E, E, = O 

இருபக்கமும் இடதுபக்கத்தில் 7:,-ஆல் பெருக்கின், 

கட்கு 4 இடு இட HD 

மீண்டும், aoe: ஆல் வலப்பக்கமாகப் பெருக்கின், 

அட படா சீட் - O.£, 

ணகி ஐ ட 
E,E,E, + E,E, = 

be. (E, E, + E, E,E,) - (E, E,E, + E,E,) = 0 
8: கடம 4 மி கிடு 0 

2, ௬2. 

௦ 
0 

:(அ-து) 2, 2, பரிமாற்று விதிக்குட்பட்டது. 

(2, 4) ஓர் வீச்சு => E, ட ட 0 

மேலும் 8, 8, - ௬8, 

4 E, E, + E, E, = O 

சேது) (141) £,E, = 0 
ஒரு--28 
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1410) 2/0. 

. £, E, = E, E, = 2 ட் 

nqvetionre, | 

E, E, = E, E, = O என்க. 

இனி, (8, 8) ஒரு வீச்சு என நிறுவுவோம். . 

E, E, = E,E, =O ஆதலின், 

(Ey + £,)* = (E, + E,) (E, + £,) 
= E,* + £,F, + £,£, Pee 
— = 2 + ப . 

= E, + இ CF. £,* மத தர = E,) 

. (2, + EY = £, + &: 

(2. 4 2) ஓர் வீச்சர்கும். 

(10) E= E, + E, crorugy 0-ல் ன் வீச்சு என்க. 

Wer, Ue{zeEV:E@) =z} 
W={zEV:E(z)=0}° 

இனி U = U, © U, என நிறுவுவோம். 

ZX, + Vis E,(@) = x, “8, (800 -ற, 6 ட 

2-டிற (2 -டி ௨0), 1 -£)Q=%€E W, 
26 (/ எனின், E(z) =z 

(FE, 92௬௪ (s இரக்க £) 

(௮-த) E,(@) + E,@) =z 

“ z= E,(z) + 03 

= £, (xs + a) + Ey (x, + ற) ர் 

= Ey (%) + E,; (ya) + E, (4) + E, 00) 

க்கி] 2,094 2 [2,000] ௬0 
=E,y+ Ayn, ல் E,E, 2 இம் 

- ஆனால், E,(E, y.) = Elk = Ei yo Eyy EU, © 
«=F, ELy) = EP y, = Ey yp te E,y, EU, 

ee ப் 25 சிபா 2 றட Exy, € U,, Ex y, € Us 

(3-53) Us Ure உள்ள வெக்டர்களது கூட்டல் ச ஆகும். 

«© 2CU, +0;
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மேலும், 
“2 கனு, ரு சற்று று புகு பூ 

“io (E, + Ez = (E, + BE) (x+y) 
os ு 2,002, 04௬0 4௫ 

x + Ys ட 2, 0) ஸ் 0, Ey (x) =2@ த 

  

i 
tl 

(2-5) (A, + E)z=2 

அல்லது, 22 - 2 

ப ட பேது) டூ ௭ ர௨8 
எனவே, U = U, + Uy 

மீண்டும், 20, 0 0, எனின்,2€ (7,,26 0 

க இடி ௮ சட்டு ௨௪ 

-து) 2-2,(2)- 2,[&(2])- 1222 
eS =o0(z)=0 (- £, = £, E, = 0) 

. டட Z=0%z2E0U,NU,z 

எனவே, படட ,- 12) 

U = U, + U, என முன்னர். கண்டோம். 

' 

    

ல் ஃ U=U,@U, 

அடுத்ததாக, 7 WL W, என நிறுவுவோம், 

2 ]7*எனின், (2) - ௦ . 

(௮-து) (Ei + E.)z = 0 
அல்லது, E,(z) + £,(z) = 0 

இருபக்கமும் E,, £,-300) QuGgéAer, 

் கீப்டு கப] இ 
E,[£,(@]+ £2 @ = £,(0) 

”. £,@)+£,£:@ 2 ௦ (2 Ef = £)) - 

- EE, @+ 4 =o08 (e Et = £) 
2 SS £, (z) = EZ, 2) 3 0 

அல்லது, E,(z) = E, (2) = o 

”" ZEW, zeEW, 
ZEW, W, 

அதாவது, 777, ர 77.
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மீண்டும், 2 6 ட 777, எனின், 

26], சக], 

வடு (2) - o, E, (Zz) = 

sous, E,(z) + (0 - ௦ 

(£, + £.)(Z) = 

“« E()=o0 

எனவே, 26 [77 

டட 
ஆகவே, 17- ந ஐ ர. 

2. (i) (2, -. றி ஒரு வீச்சு 

தா. 0 (02 சட 40) ஒரு வீச்சு, 
என தேற்றம் 9-6-ல் கண்டோம். 

74 2 என்க, 

பின், 2, - E,E,=0 என்றால் மட்டுமே (FE, + £.) ஒரு 

வீச்சாகும். 

(og) — E,) E,= E,U— £4) = 0. 

“” £,-£,F, = E,-£,£, = 

* £,= E, E, = E,£, 

அதாவது, E,= E, E, = E,E, aeére@pe wi @Gin (2, - 8) 
ஒரு வீச்சாகும். 

(ii) 22, என்பது (7-ல் 1*ன் வீச்சு, 

(7 - £,) என்பது ]77-ல் 17*ன் வீச்சாகும். 

எனவே, [| (14)-ன்படி, : : 

(I - £)+£,=] - (0, - ந) ஒரு வீச்சாகும். 

து) I- (E, - 29 என்பது W' மீது (71 வழி ஒரு விச்காகுல், 

(BiG W = WO WU = UL Wy 
எனவே, தேற்றம் 9-6-ன்படி, - 

ச [0742 மற் 4 இர E; S E, ட் 

என்பது (7-ன் மீது 77” வழி வீச்சாகும்.
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3. E= £,8£, இற் எனக் கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 

க (கட (25 

.£, EY 2, 

(E, E.) E, (2 2 - 22) 

(2 2) E, Cv £,E, = 4, சீடி 

E, Ej? 5 

2 E, த (2 £3 = மப 

. 2 

எனவே, 2 ஒரு வீச்சாகும், 

{l
l 

& 

fo
ul
 

gp 
dh 

dt 

2 என்பது (77 மீது 197” வழி வீச்சு (1101601100 ௦1 1077 81072 1/7) 
ள்னின், 

U"={zEVv: E(2)=7} 
W"={zEVvV: E(z)=0} 

இனி (/*- (7, 0 7, என நிறுவுவோம். 

2607” எனின், 22) -௪ 

29 - ௧126] (உ ௪-௮ 
= E,[F, E,]z : 

= EE, (2) 
= Ey E,(@) (2 By = B) 
= E(z) ( E, £, =.£) 

மேலும், &, (2) - E, [2(2)] (” 80௬௪) . 

= Ef, [E, E, (2)]. (2 E= E,E,) 

= BPE, ©) 
= E, E, (z) ( E,? = E,) 

= E(2) (2 E, E, = £) 
= 2 ‘ 

. zeu,2zeEw, 

எனவே, 2607, 0 6 

மேலும் பாரு (7. N (7 

“மீண்டும், 2 6 870 87, எனின், 2௪ 4,2௨௪ 8, 
E,@=2 E,()=2
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(9-5) E@)=(E,£)z (1 E=E, Fi) 
= £,[E,(@)] 
= E, (2) (v £:@ =2) 
= 2 (vw £,@=2) 

~ 260" 

(2-8) U; 0 0 ட (7 

U, ௩ - 47 

(ii) W'= Wi + W, aor அடுத்து நிறுவுவோ ம். 

2 6 7771 எனின், 9(2) - ௦ 

ஃ [£, £,](@) = 0 

௨ 2602-௦256 1, 

இவ்வாறே, 2, (2) உர, 

2- (2-4 (1- 28202) 
[2,2௩௩ (-£)Q6€W,), 

WCW, + W, 
மீண்டும், 2 6 7 4 175) எனின், 

22] 

ஃ கீ2- சீற 

= E(x) + 80) 
(E, E,) (x)+(E, 22) (x) (- E=E, E, = E, E,) 

E, (0) + E, (0) 
0 5 

॥
॥
॥
!
 

. zew" 

அதாவது, W, + W, c Ww 

W" = Wit Wy 

9-10. அடுக்கு கணிப்பு (1௦௭௦1004௦0) 
2” களத்தின் மீதமைந்த வெக்டர் வெளி 7* (7) என்க, 

V(F)-cr மீதமைந்த 7' என்ற ஒருபடி நிலைமாற்றம் 7 - 7 எனின், 
_ அது ஓர் அடுக்கு கணிப்பு (1870101101) எனப்படும், 

“9-11, தேற்றம்... ன் , : 

, அனைத்து அடுக்கு கணிப்புகளின் கணம் 4, அனைத்து வீச்சுகளது 
 (1:(8) வெக்டர் வெளி மீது) கணம் 8 என்சு, பின் 77 (2) வெக்டர் 
ப வெளியின் சிறப்பியல்பு 2 அல்ல, (அ-து) 1௩1௦ எனின்,
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7௪ (28 1) என்பது கணம் 4-க்கும் சுணம் க்கும் ஒன்றுக் 
கொளன்றான ஓத்தியைபு (016-016 Correspondence) c.juDS gyi. 

நிரூயணம் | 
8 ஒரு வீச்சு எனின், 28 - ஓர் அடுக்கு கணிப்பு என 

முதலில் நிறுவுவோம். 

ே--0 றற 
= 4E) ~ 2El = 12E + fh 
= 4B ~4E+I (+ El= IE, b =I) 
=4E-4E+I (3 மரு) 

௯0 7 

=f 

: எனவே, (28 - 1) ஓர் அடுக்கு கணிப்பாகும். 

அடுத்து 7'6 4 என்ற ஒவ்வொரு மூலகத்திற்கும் 77 2827 
“என்ற முறையில் EE B என்ற ஒரு மூலகம் உண்டு என நிறுவு 
வோம், 

a Tay , (அது) = ஒரு வீச்சு என நிறுவுவோம். 

Tey. | ( yo) =40+0 
| குத[ 3 பர 1] 

=4/4+T+7TH+]], (4 ரூமா ப 
IT: = TI = T) 

  

  

(T+ 17] 
(T+ = ( 7 

ae T+/7.\3 T+ pre ("y= 
ee 
எனவே, 
[52 

Hl 

  

  

  

Ww 

Z ஒரு வீச்சாகும்,   

T + 
2 

பட டடோ3௬22 . 7 என்ற தொடர்பு 4 கணம் 8 கணம் 
இவற்றுக்குள் ஒன்றுக்கொன்றான ஒத்தியைபு ஏற்படுத்து த,
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9.12. வீச்சு அணி (Matrix of a projection) 

2 செயலியின் வீச்சு எல்லை (18029), பூச்சிய வெளி (யி 
8௨௦ முறையே 74”, 177, என்க. V = W, @ 175, எனவும் கொள்க, 

ரர”, 77%, என்பனவற்றின் அடிப்படைகள் முறையே - 

B, = { படி Xa, கக Xm } 

B, = {Vis Var evry Vn} 

WW, yawoip Der Capirosr gt 1c) (Direct Sum) V asada, 
Bo BU B, acrugy V-or qi gute. 94Gb, ் 

என்போம். 

ரது) 8- (03% 000, Xm, Vas Vay vey Ya 

என்பது 7“ன் அடிப்படை. 

இனி 2-ன் அணியைக் காண்போம். 

உ ,, 7213... 

1, சந் ஆ. : 

* Exi= xi, Eyji =o 

erorGeu, Ex, = X,= 1%, +0+ 0+ wo 

EX, =X =o+1xX%,+ 0+... +0 

Exe = = 0+0+0+..+ Lomt.. +0 Xm 

Fy, =o =ot0+o0+4+..+0 

Ey,=o0 = o+o+o0+...+4+0 

Ey, = 0 = OF 0+0+.. +0 

ன் அணி - கெழு அணியினது திரை, நிரல் மாற்று அணி 

ட In 0 

_ 0. ௦ 

ட என்பது ஈட). சர்வசம அணி, 

9-13. தேற்றம் 
V= W, ல W, @ eee ல Wa எனின், ஸ்ட Eg, tery Ea என்ற 77 

ஒரு படிச்செயலிகள் பின் குறிப்பிட்ட முறையில் 7ல் இருக்கும்.
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@) ஒவ்வொரு ம் ஒரு வீச்சாகும். (௮-து) E? = E; 

டு ௧௧௮0 /2/ 
Gi) த ப ௮ 

“(ற் ன் வீச்சு எல்லை 17. 

.. மறுதலையாக, ஈட, & என்ற ஈ ஓருபடிச் செயலிகள் 
மற்குறிப்பிட்ட (9, (ii), Gil), (iv) நிபந்தனைகளுக்குட்பட்டும் 
வரு 8-ம் ன் வீச்செல்லையாகவும் இருப்பின், 
- 8,686... 6 18% ஆகும். 

   

     
  

"நிரூபணம் 
ன V=W,@W.®... @ We என்க, 

6 =X, +H +..¢m,xEV, mew 

இனி 7-ல் 2; என்ற ஒரு செயலியை 

2 ௬ 39, (சேன் /ஆவது கூறு) 

என்ற முறையில் வரையறுப்போம். 

“ன் உள்வெளி 775, மேலும் 3, ௪ 17%, எனவே, 7; என்பது 
இரு செயலியாகும். 

   
மீண்டும், 3, எ 17 எனின், . 1 ர ௪ 77 

(மேலும், Ex = x;,, Ej (v) = J; 
33 ax + - ஈடே எ லி ச்டு பறம... + Yn} 

_ = (ay, + by) + @y + by.) +. + (aXn + bya) 

= > (axi+ by), பிறி 

ax, + bi E Wi, [2 Xa Vi Wig Wi git actQaia] 

, ஃ E; (ax + by) 

= த (2௦ 4 ஜ0-ன் /ஆவது கூறு (வரையறையின்படி) 

= axj + by; 
= = ee ES Ps (= Bx =m, By = 
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(இது 2, .... & என்ற 7 செயலிகளும் guys செயலி 
களாம். 

(1) நூ ஒரு வீச்சு 

Bix = BlEjal = Bix) அ 
இ[0-40-... +4 45+... + Of 

- ஆவது கூறு 
= Xj ப்ப 

ன ரர 
 Efx= Ex Mx 

எனவே, EP = E£; 

ஃ 8) ஒரு வீச்சாகும். 

(அஃது) &,ட&, .... 4 என்பவை வீச்சுகளாம் (1101௦01401). 

Gi) EE =0,i sj 3 | 

EEO) - 8 (0)] 
௩ 0, Ej (x) = x; 

580-404... 4... 0) 

[ஆவது கூறு. 
= 0 

= 0.00) ் 

ஃ பிபதி090-009.. Mx 
Ej E; =.0, 

dil) I= E, +E, 4+ ..4+4E 

X= Xb Xg tp oer + Xn 

ஆனால் (2) - xi, (*) = x 

சீல் அ. 

=X, + Xp te tn 
= E, (x) + E(x) +... + Exe) 
=(E, + Eyt..+Ex)x,. Mx 

a Tm E RE, b on + Ep. 

(iv) நன் வீச்செல்லை 11. 
2 று]. 

்.. ஆதலின் &ன் வீச்செல்லை 17 என்ற உள்வெளியாம்.
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மறுதலையாக, 

ந் இடி படி மீட என்பவை ]*-மீது அமைந்த ஒருபடிச் செயலிகள். 
எடுச்செயலிகள் (1), (14), (40), (8) என்ற கட்டுப்பாடுகளுக்குட்பட்டது. 

ன் வீச்செல்லை 14%, 44; எனக் கொள்வோம். 

ன் இனி, ர ரு W, boone இ Wa . 

"என நாம் நிறுவுவோம். 

    ட்டுப்பாடு ()-லிருந்து, 
ரத ப அ ௮2 

ர்க அமி 7 
ட = E,x + 204 ப. 4 படம 

  

Pon ox ல இல் இறு பம ௮ 

ஆ me X, +X. + ர் Xn (7 EB (x) = xi) 

a ன் V os W, + W, + eee + Wi 

அடுத்து, xi = Ey yi crore. 

் உட இலே EH +e tee + Xn) 

லயே + Ej (%) + oe + லெ 

29 (22, Vy) + Ej (Es, Vo) + oe + E; (En yn) 

  

= E Ej yj (v AA = 0,1 4)) 
= EPpy 
= Ej yj (" E? = 
= Xj (v xi = Ziyi) 

"இதிலிருந்து x ஓரே . முறையில் விளக்கப்பட்டுள்ளது (Uniquely 
*10765560) என்பது தெளிவு. 

உ ரர ௬..ஒ7, 
  

  

தேற்றம் 
7”என்ற வெக்டர் வெளியில் 7' ஒருபடிச் செயலி என்க. 

7, என்ற உள்வெளிகளும் 8, 2 .... 72%. என்ற    
2-0, 77 

E=E,+E,+7..+ & 

E-otr &#Qee 0 W;
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என்ற முறையில் அமைந்துள்ளன என்போம். பின், [77 என்ற 

ஒவ்வொரு உள்வெளியும் 7-ன் கீழ் மாற்றமிலியாக (Invariant 

under 1). இருக்க அப்றம் தேவையுமான கட்டுப்பாடு 

TE,= ET, Mi = 1,2,.:., K. 

நிரூபணம் 

ச-ன்&ழ் 14” மாற்றமிலியெனின், 

% 6 72 700) 6 18 

7 ௮ ET Vy என்க. 

இனி T-cr Bip W; Qc vor we (Invariant) என நிறுவுவோம். 
% ௪ 79, என்க. 

ர 0 

சஜ- 7 [800] 
= T Ej (x) = E, T (x) 

“x= Ex, TE, = ET, T(x) = E;, T(x) 

3: சுக 17% டன் வீச்செல்லை, 
எனவே, 72% - 77 எனின், 19, ஒரு மாற்றமிலியாகும். 

மறுதலையாக, 

- ஓவ்வொரு Wid ன் சழ ஒரு மாற்றமிலி என்க. இணீ, 
ராஐ இர Yi=1,2,...,k என நிறுவுவோம். 

32 € ]* என்க. 

ர ஏண்ட (டி அ மிகவு எ வன் கிழி 
=E,x+ FE, x+.0.+ Ex 

oo Tx=TE,x+TExt..+T&x பழு 
வரையறையின்பட். 72 ௪ 185, 17% ஒரு மாற்றமிலி, 

“ TEx] = Eiyi ; (2) 

o Tx 2k, y, + Boy, to + Ev 

எனவே, 

க (229 இ [மிறர் பிறு ரப + Ex ye] 

=Bejy (1 BE =0,7#))) 
= Efy (0 ச ட 
= Ej yj 

T(x) (1 இன்படி)



© E(Tx=TEx ஏற்க 
ட ன்று 

மாதிரி-4 

   8, என்பது 07) மீது 177, வழி ஒரு வீச்சு, 9, என்பது U, 8a W, 
"வழி: (Projection on U, along W,) வீச்சு, E,E, = 22 எனின், 
£, eb E,-£ 1£, ஒரு வீச்சு என நிறுவுக, 

கிரூயணம் 

(EZ, + E, ~ E, E,) 

= (£, + £, - E,£,)(E, + E, - £, EB) 
= (E? + £, EF, - EE) + (E,£: + EZ - BE, E, E,) 

+ (-E£, E, E, - E, E,1+ E,E, E, E,) 
= (£, + E, E, — E, E,) + (E,£, + E, - E, E,E,) 

+(- EYE, - EE, E+ Buea 
= (A,)+(2,£,+£,-E,E;)  - 

+(- £,£, - EE, + E, E,E,) - 

= (£,) + (£,) + (- £, E, - E,E, + E,E, E,) 
= 0 +() - CG E, + £, E, ~ E;, E,) 

= E, + E, = E, E, 

. (EZ, + E, — £,E,)* = E, +E, —E£, E: 

“எனவே, (8 8, - 5, ஒரு வீச்சாகும்; 

மாதிரி-5 

V (F) என்ற வெக்டர் வெளிமீது T என்ற ஒருபடி நிலை 
மாற்றம் ் 

: TU T= TU -Ty.=0 

நான்ற முறையில் இருப்பின், 7' என்பது ]7*ன் மீது ஒரு வீச்சு என 
ஜிறுவுக. 

ப
க
 

ல
்

 

oe quai 

Tl? I -T TU-T) = 0 

Pr—-T’=T[U-T)U-T)}=0 
T2— ill pr -IT-TI+ P}=90 . 
M-T'=T[I-T-T +1) =0,. (4 P= IT = l= T) 
T?- ee ie I~ T?+TI=0 , 
T=, T-TT 4°77 —0 

॥ 

(
ம
ம
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3 சிப வ0) (2: ரய ஏட 

ஆ நிய TF. 

எனவே, 7 ஒரு வீச்சாகும். 

மாதிரி-6 

72) வெக்டர் வெளி மீது 7'ஒருபடிச் * செயலி எனின், மின் 
வருவன 7-ன்கீம் மாற்றமிலி என நிறுவுக. 

(i) 7*ன் கெர்னல் (ரவ! ௦4 T) 

(1) ன் விம்பம் (86 ௦4 1) 

(iit) (0) 

நிரூபணம் 

72 7 7 ஒருபடி நிலைமாற்றம். 

(i) 1-ன் கெனல், 71-ன்கீழ் ஒரு மாற்றமிலி 

x எ கொனல் 7' எனின், 

2090-0, நக 

ஆனால் 7-ன் கொர்னல் 7 (2)-ன் உள்வெளி. 

ஃ ஈன் கொனல் 7” களத்தின் மீதமைந்த ஒரு வெக்டர் 
வெளி; ் 

0 € கொ்னல் 7” 

yar, T(x) = 0 
2 T(x) ௪ கொளல் T 

x & Gates T=> T (x) உ கொர்னல் 7; எனவே, 
கொ்னல் 7” என்பது 7-ன்£ழ் ஒரு மாற்றமிலி வெளியாகும். 

(ii) 7-ன் விம்பம் 7-ன்கீழ் மாற்றமிலி 

7-ன் வீச்சு எல்லை (%81ஐ) - (7(9) :% ௪ 77) 

எனவே, 7”ன் விம்பம் 7'(2) வடிவில் இருக்கும், எ 75, 

% 6 7-ன் விம்பம் எனின், 

6.7 ( 7ன்விம்பம் 

ஃ 7006 7-ன் விம்பம். (வரையறையின்படி) 

'(அ-து). 702 எ ரன் விம்பம்' 2 € ன் விம்பம் 

ஃ ன் விம்பம் 7-ன்ம் ஒரு மாற்றமிலி.
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(0 (0) என்பது 7-ன்கீழ் மாற்றமிலி 

2. 70)-04(0), 7(0)(0] 

1 ஃ 0610) 7009(0) 

- எனவே, (0) என்பது 7-ன் 8ழ் ஒரு மாற்றமிலியாகும். 

-மாதிரி-7 

- ரீ() ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை, 7” 1*-5- 7* ஒருபடிச் செயலி 
எனின், 7ீ(7)-ன் கெொனல் 7-ன்£ழ் ஒரு மாற்றமிலி என நிறுவுக. 

நிரூபணம் , 

% “ கொ்னல் 7 (7) எனின், [7(2)]9-0 —(1) 

7009) € கெர்னல் 7 (7) என நிறுவுவோம். 

(TIO) [7720] [::7()1- 17()] 
- 7[7(0)%] 
= T(0) [ev f(T) x = 0] 
='0 (2 T a@uuyé Qewed) 

அதாவது, [7(7)] 7109-0, x © Garter f(T) 
ஃ 709) € கெொனல் f(T) 

ஃ 96 கொனல் f (T)> T(x) 6 கெனல் 7 (1) 

ஃ. கெனல் (2) என்பது 2-ன்.8£ழ் ஒரு மாற்றமிலி,. 

-மாதிரி-8 
77 6. 7 8, என்பது 0-ன் மீது 15ன் வீச்சு & என்பது 

W-or மீது 1*-ன் வீச்சு எனின், 

@ £4+&=1 

(ii) E, E, = £,E, = 0 cron Haas, 

'நிரூபணம் 

மு 

ws (2, + E;)z = E, (8) + E, ஐ : . 

டே கற) z=xt+y 
௫ 4] SE (x+y) =x 
வ் க கறு று 

= I(z) ; 

x we (2, + E;) 2: 723) 

எனவே, 8-8 - 1.
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dil) E,E,=0=E,E, 

E,E,=£,U - £,) 
இடது. தபற 

(2 Et = ம இழ ம இட வ மரி Ey) 
= 0 

E,E, = E,(1- E,) 
உரத். - 

= E, - E, (v E,T=E£,, = E,) 

=0 

மாதிரி-9 

2 8 என்பவை முறையே “ன் மீது ஒருபடி. நிலைமாற்றம், 

ஒரு வீச்சு, 7 - /-- 8 எனின், : 

T = ETE + ETF + FTE + FIF 

என நிறுவுக. 

நிரூபணம் 

ETE + ETF + FTE + FTF 

= ET (E+ F)+ FT(E + F) 

= ET[E + (1 eel ak ie E)} (« F=I-E£) 

= EPL) + Err] 

= ET + FT 

(E + F)T 

[E+U-£)jT , (உ சிக EB) 

IT=T ; , 

2 T= ETE + ETF + FTE + FTF 

ha
e 

t
l
 

மாதிரி-1௦0 

் கடக, று, 2, 2, என்றால் மட்டுமே £,, 2, என்ற 
வீச்சுகளது வீச்சு எல்லைகள் (௩81265) ஒன்றாக இருக்கும். ' 

கிரூபணம் 

“ இடன் விச்சு எல்லை 8, எனின், E, (2) © R, 
என் வீச்சு எல்லை 75, எனின், 22, (2) ஏ 75 

வீச்சு எல்லைகள் ஒன்றே.என்க. (௮-து) R, = Ry.
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E, E, = £, - 
E,E, = E, i என நிறுவுவோம். 

ட (2) - £,[4,@)] ் (ய) 

5 இக, ௩-0) ௩௧௨, 

ஃ (19-லிருந்து, 2, &,(20- £, 
எனவே, BE, £, = £, 

+058, Es E, (2) = E,LE@] இ 
v E,@MER, R=R, AODER 

ஃ  (2-லிருந்து, 2, 22-22, 

“& #, Ey, = E, 

அடுத்தபடியாக, 5, 2, டி £, FE, = என்க. 

அட 5 என நாம் நிறுவுவோம். 

xE R, எனின், E, (x) = x 

s £,[E,@)] = £,() 

” £,(*)=&, (x) 

எனவே, 2: = E, (x) [v E,@) =] 

=> xER,; FR, CR, 

மீண்டும், எ 7, எனின், E, (x) = X 

“& £, [2,9] =2,@) 
=> E,£,(x) = E,() | 

=> £,(x) =F), (7 E,E, = 2௮) 

=> 35 800, (“௬௦09-2 
26 78) 

+. xEGR, > xER, BCR 

R= By 

uid Al - 9 

1, F=,@W,, 2 என்பது (ன் மீது 1*-ன் வீச்சு எனின், 

விம்பம் 2 - 177, கொர்னல் 8 - ர, ளன நிறுவுக. 

2 2 என்பது 0/-ன் மீது 1*-ன் வீச்செனின், 88 என்பதும் ஒரு 
ae 

sa cor Dyas. aZVEF.
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3, 75 (ஐ என்ற வெக்டர் வெளி மீது ?' என்ற ஒருபடி நிலை: 

மாற்றத்தின் தஇட்டமான அடிப்படையைச் : சார்ந்த அணி 

1 0 

நிறுவுக. ் . : 

[ o 1 | எனின், (0) என்பது 7-ன்8ழ்' ஒரு மாற்றமிலி என- 

4, 75 (5-ன் மீதமைந்த 7' என்ற ஒருபடி நிலைமாற்றத்தின்- 

திட்டமான அடிப்படையைச் சார்ந்த அணி [ ; ஞு | எனின்,. 

ஓரு-பரிமாண மாற்றமிலி உள்வெளியை 3' கொண்டிருக்கும் என 

நிறுவுக. 

5, 5 நா. என்றால் மட்டுமே 2, 7 என்ற இரு 
வீச்சுகளது பூச்சிய வெளிகள் ஒன்றாக இருக்கும் என நிறுவுக.
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