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1. தோற்றுவாய் 
(Introduction) 

§ 1. வரையறைகள் 

வகைக்கெழுக்கள் அல்லது வகையீடுகள் அடங்கிய சமன் 

பாடுகளே வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் எனப்படும். 
கெழுச் சமன்பாடுகள் இருவகைப்படும் : 

வகைக் 

(1) சாதாரண வகைக்கெழுச் Fucsrur Hast (Ordinary 
differential equations). 

(2) u@f amsdéo saps eusrur@acr (Partial differential 
equations). — ட 

சாதாரண வகைக்கெழுச் , சமன்பாடு களில் ஓர ஒரு சார்பில்: 

மாறியும் அந்த மாறியைப் பொறுத்த வகைக்கெழுக்களும் இடம் 

பெறும். எடுத்துக்காட்டாக, 

  

dy = cosx dx sen ss ove (25) 

d*y ட்... ட 
வை இரக Gy = 0 க மர 

dx” dx 7 2 CHD 

ட்ட 4+ 5x + 7 = et | 
dt | 

் வ டட ரம 
dy ஆ By — xX = e7t | ் 

dt J 

மேக்கண்டவை எல்லாம். சாதாரண வகைக்கெழுச் சமன் 

பாடுகள், iit xy என்ற இரு சார்புடைய மாறிகளும், 

7 என்ந ஒரே ஒரு சார்பில் மாறியும் இருக்கின் றன ,



a பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள்: 

புதி வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகளில் ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட 

சார்பில் மாறிகளும் அவைகளைப் பொறுத்த வகைக்கெழுக்களும் 

இடம் பெறும். எடுத்துக்காட்டாக, 

oz Oz Cj | 
Xeno + நிலவை இது ம் ட்ட சக எங்க aee Vv 

8x ~~ ay 10 
பா) 23. 

Aaa ianietitines: ieee டூ eee Roe sis ab: 

ax? ன் 3 (1) 

இவைகள் எல்லாம் பகுதி வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகள், 

ஒரு nisms ape சமன்பாட்டில் அமைந்திருக்கும் வகைக். 

கெழுவின் மிக உயர்ந்த வரிசை3யே, அந்தச் சமன்பாட்டின் வரிசை 

101001) என ப்படும். ஆகவே, மேற்கண்டவற்றில் 

(i) சமன்பாட்டின் வரிசை ஒன்று, 

Gi) சமன்பாட்டின் வரிசை இரண்டு. 

Civ)~ib, (10-ம் முறையே. முதல்... இரண்டாம்.. வரிசைப் பகுதி 

அகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள். 

ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டில் அமைந்திருக்கும் வகைக் 

கெழுவின் மிக உயர்ந்த வரிசையின் படியே, அச் சமன்பாட்டின் 

படி. (தோல cana க் 

மற wy, ef ட க eat ௫ 

(“ae வதா ~+- Sy = 0 என்ற சாதாரணச் சமன்: 

பாட்டின். வரிசை தன்ட; படி மூன்று. ஸ் 

ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின். படியைத் தீர்மானம் செய் 

வதற்கு முன்பு, அந்தச். சமன் பாட்டிலுள்ள வகைக்கெொழுக்களு_டன் 

சம்பந்தப்பட்ட மூலங்களையும் ' பின்னங்களையும் நீக்கிக் கொள்ளா 

ண்டும். எடுத்துக்காட்டாக, 

x க 
1 +- 

[1 ( dx ae 

yy ad 

இஜர் 

என் ற வகைக்கெழுச் சமன் பாட்டில், இரு பக்கங்களையும் வர்க்கப் 
படக னது பெருக்கினால் கிடைக்கும் சமன் பாடு 

ஹு -[1ஈ(இ]



தோற்றுவாய். = | ? 

ஆகவே, இந்தச் சமன்பாட்டின் வரிசை 2. படி, 2 என்று தெரி 

கிறது... 

§ 2. வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 6 ஏற்படக் காரணம் 

விஞ்ஞானி. பொறியியல் பற்றிய பல பகுதிகளில்: கக 

கெழுக்கள் இடம்பெறுகின்றன.  வகைக்கெழுவால் மாறிக்ளின் 

மாறுவீதத்தினை அளக்கலாமென்று நமக்குத் தெரியும்; ) ஆகவே, 
மாறுவீதம் சம்பந்தப்பட்ட பல விதிகளை எடுத்துரைக்க! வகைக் 

கெழுச் சமன்பாடு முக்கியமாகப் பயன்படுகிறது. அர்மாதிரிப் 

பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் (applied differential 

equations) Apu Ga Scamp ப 

8 8. வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளின் இரவுகள் 

சார்புடைய மாறி, சார்பில் மாறி இவைகளை மட்டும் கொண்ட 

தாயம் "அவைகளுடைய வகைக்கெழுக்கள் இல்லாகுதாயூம் 
உள்ள ஏதாவது ஒரு தொடர்பு, ஒரு .வகைக்கெழுச் சமன் 

பாட்டுக்குப் பொருத்தமாக அமைந்தால், மேற்கண்ட. தொடர்பு 

அத்த  வகைக்கெழுர் சமன்பாட்டின் தீர்வு (solution) அல்லது 

@Gpromae (integral) எனப்படும். எடுத்துக்காட்டாக, 

42 == COS x ணன ane fobs tee (1) 

என்ற வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டுக்கு, 

y — sin. x ee oes ves woe (2) 

என்பது ஒரு தீர்வு. 

மேலும், ¥ = $in wa + c ee cen . 1 டப் ன் ] (3) 

என்ற சார்பும் (1)-க்குப் பொருத்தமாக இருக்கிறது. (9)-ல் 

“ஏதேனும் ஒரு wre (arbitrary constant). ஆகவே, (8) ஐ 
வகைக்கெழுச் சமன்பாடு (1 )-sir யோதுத்துர்வு (general 

solution) என்பர். ஊக்கு வெவ் வறு மதீப்புகள் கொடுத்தால், 

வகைக்கெழுச் சமன் பாட்டுக்குப் பல தீர்வுகள் கிடைக்கின் றன. 

அவைகள் சமன்பாட்டின் சிறப்புத் தீர்கள் (par ticular மதிக்கக் 

எனப்படும். 

ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் தீர்வு, சமன்பாட்டின் மனை 

(மார்ப 6) என்றதும் சொல்லப்படும். 

ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் தீர்வில் அமையும் மாறிலி: 
களின் எண்ணிக்கையும் அச் சமன்பாட்டின். வரிசையும். ஒன்றாக



4 பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

இருந்தால், மேற்படி தீர்வு, அந்தச் சமன்பாட்டின் மிஈம் 

பொதுத் Giey (most general 5310110000 எனப்படும். ஆகவே, . 

முதல் வரிசை வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் மிகப் பொதுத் 

தீர்வில் ஒரு மாறிலி அடங்கியிருக்கும். இரண்டாம் வரிசை 

வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் மிகப் பொதுத்தீர்வில் இரண்டு 

மாறிலிகள் -அடங்கியிருக்எம். இம் மாதிரியே 77-வரிசையுள்் ள 

வகக்கெழுச் சமன்பாட்டின் மிகப் பொதுத்தீர்வில் 77 மாறிலிகள் 

இடம் பெறும். 

84. வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் அமைப்பது 

ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் தீர்விலிருந்து அந்தச் 
சமன் பாடு எவ்விதம் ஏற்படுகின்றது என்பதை முதலில் ஆராய் 

வோம். 

j=: ACOSmx + Bsin nX ww oe a (1) 

என்று கொள்வோம். . இதில் 4, 2 என்பவை இரு பொது 

மாறிலிகள். (11ஐப் பொதுத்தீர்வாசக் கொண்ட வகைக்கெழுச் 

சமன் பாட்டைக் கண்டுபிடிப்?பாம். (1)-லிருந்து, X HU பொறுத்த 

வகைக்கெழு இரு முறை காணின், 

அம் = — Ansinnx + தீ/ர008 71%... “se (2) 

ஓ 

SP = — An® cosnx — Bn" sin nx 

= —n® (A cos nx + B sin nx) -- (33 

(1); (2), (8) இவைகளிலிருந்து, 4, 2 இவற்றை நீக்குவோு. 

(1)ஐ (8)-ல் பிரதியிட்டால், 

d*y 
த்தா = வெ ற 

ay Gat my =O wm ௬௬ fd) 

(4) நமக்கு வேண்டிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடு. 

ஆகவே, பொது மாறிலிகளடங்கிய கொடுத்துள்ள ஒரு சார்பி 
லிருந்து தகுந்த வகைக்கெழுச் சமன்பாடு கிடைப்பதற்கு. அந்தச் 

சார்பை. நமக்கு வேண்டிய தடவைகள் வகையிட்டு, பின்பு அந்த 
மாறிலிகளை நீக்க வேண்டும். இம்முறை பின்கண்ட எ த்துக் 

காட்டுகளீலிருந்து நன்கு விளங்கும். —



gir mous ‘ | ஷீர் நர a 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு ந 2 

நு ந் ஜூ ப சர 32 ye என்ற rey: து. மாறிலி 

ஐ நீக்கி. வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டைக் காண்டி. 

௫.8. 10; 71, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

கொடுத்துள்ள. சார்பு நூ 1 4 x? + ctl + x2)? we (1) 

C1) @Q x ஐப் பொறுத்து வகையிட்டால், 

ஸ் 1 . ce 
ட்ட... இம (2) % 40 By 5 X= xX + Vi x       

(19-ம், (2)-ம் கொண்டு, 2 என்ற மாறிலியை நீக்குவோம். 

ஐ] & ் : ச 

(19ஃலிருந்து, ம் அ ay aon aoe 28 (3) 

(1 -. x*)* 
. 

(89)ஐ. (2)-ல் பிரதியிட்டால், 

ன் ன தி ய. aa டர Ls 

(1 x ay? $f Te +X 

ட 1 ற) 

— b+x* 

- அ டிசி ௮ 
குழ. ஆ i+ Fay னை | ee 

(1 +x?) = a RY என 0 Bee ee ட்ட (4) 

ax ் ் 

இதுவே நாம் வேண்டும் வகைக்கெழுச் சமன்பாடாகும். 

Gers (1+x*) yo — xy = என்றும் எழுதலாம். 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

xymae®* - be-** warp sity he தகுந்த வுக்கெழுச் 

சமன்பாட்டைக் காண்க. ௫.8. 78, மட ப.க.) 

கொடுத்துள்ள சார்பு மூ -ரச£* 4 be-*s sae hs (1) 

இந்தச் சார்பில் இரண்டு மாறிலிகள் a, beh இருப்பதால், இது 

இரண்டாம் வரிசையுள்ள ஒரு வகைக்3கழுச் ச௪மன்பாட்டுக்குத்



6 பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

தீர்வாக ௮மையும். ஆகவே (1)ஐ நாம் இரண்டு முறை வகையிட. 
வேண்டும். 

(1)ஐ இருபக்கமும் 3;ஐப் பொறுத்து வகைக்கெழு காணின், 
கிடைப்பது, :.. 

30-34] இர? - ஒழ்௪ 23 oon = { 
dx 

(9
 

௮
 

மீண்டும் (2)ஐ வகையிட்டால்., 

d?y dv, dy _ be கே 
னார் இர் ஐ சலம் 42 

= 4 (ae®* + be~**) 

௮ அரு... (1) ஐப் பயன்படுத்தி] 

d?’y > dy 
ge tg A= BD 

மேற்கண்ட செய்முறையிலேயே. மாறிலிகள் ௩ம் நீக்கப்பட் 
டுர்ளன. ஆகவே, (8) நமக்கு வேண்டிய சமன் பாடாகும். 

Qos xy" + 2y - அழு - 0 என்றும் எழுதலாம். 

எடுத்துக்றட்டு 8 2 

ஈம். இரு மாறிலிகளெணனின் ந - ர800% 4 ம் 18௩2 என்ற 

சார்லபத் $ர்வாகக் கொண்ட இரண்டாம் வரீசை வகைக்கெழுச் 

சமன்பாட்டைக் காண்க. 
சசி 

(5. £. 10. மதுரைப் பல்கலைக்கழகம் 
£. 3. 10, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்), 

/yroasecx+btanx .. ரை ஸை ~ {ij} 

ல் ட்ப asec x tan x + b sec” x 

= sec x (a tan x + b sec x) 1" *me . (2) 

d*y 2 } | Ge = See x (a sec* x.+ b sec x tan x) 

. + (Catan x + bsec x) sec x tan x 

= sec” x(a sec x + btan x) ட 
+ secx(atanx-+bsecx)tanx... (8) 

(2), (2), (8) இவற்றிலிருந்து ௪, 8 மாநிலிகளை நீக்குவோம்.



தாற்றுவாய் 

(1) ஐயும் (2) ஐயும் (8-ல் பிரதியிட்டால். . கிடைப்பது 

_d*y த ட அதை 
“தம் அ 88% அடு | dy | NX 

அதாவது, 

dty dy த 
—- — tan > ome PSEC” A eee த் பு * ஆல We tan x - de ysec 4 (4) 

(4) நமக்கு வேண்டிய வகைக்கெழுச் ௪மன்பாடாகும், 

பயிற்ககள் 1 ்.! 

1, கீழ்க்காணும் வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளின் விக்ன, 
பர முட்ட மனத எழுஐவும் 2 

@ (ae) +(a) =e 
tad 

ரூ. v= En = | 

y 

௩ 

ஞி 

Cc) oy OP = 

(ய் &. a g + 4 a + £ = O (ட அல ‘i tor றிவிக கிர் 
at Gi 

hand @ 2. கீழ்க்கண்ட சார்புகளில் மாறிலிகளை நீக்கி, உரிய வகைக் 
கெழுச் சமன்பாடுகளைக் காண்க 2 ட் 

(a) y= ax + bx? 

(0) y = ae** + be~** 

(c) y= aemt 4 homme (௮. 62, செவ் னைப் பல்கலைக்கழம் 

i 

e
t
 

(d) yp = ரம. பு சார + ege* 

(6) pecye® +6, cosx 

, (B. E. 11, செல்னைப் பல்கலைக்கழகம்? 

(f) நு 0,210. உ sinx 

(8. 8. 72, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்] 

(g) y(x) = cos mx (A cosh. mix -+ B sinh mx) 

(8.ம. 72. சென்னைப் பல்களைக்க முகம் 

[ன் சார்பாக ந இருக்கிறதென்பலத R(X) என்ற குற்யிறு 
காட்டுகிறது].



பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்.பாடுகள் : 

8. yp=axta~— ரூ என்பதிலிருந்து ஈஐ நீக்கவும். 

4, pvt ௪ ॥ என்ற வெப்பம். மாற்றீடற்ற விதியிலிருந்து 

(&012௨11௦ 1௧௭) ஈஐ நீக்கி வகைக்கெழுச் சமன்பாடு காண்க. 

தி. ரூ றர008 (0 -- ம) ஐப் பொதுத் தீர்வாகக் கொண்ட 
வகைக்கெழுச் சமன் பாட்டைக் காண்க. (4. மி.மாறிலிகள்) 

(£. 8. 71, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

8. ர (6 0)5 என்ற சார்பைப் பொதுத் தீர்வாகக் 

கொண்ட இரண்டாம் வரிசை வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டைக் 

காண்க. (4, 0 மாறிலிகள்) 

(8. 8. 752, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்) 

7. உருளை வலிமைக் கொள் கையில், (16003 07 the strength 

of cylinders). w==Ar + 2 (A,B இரு மாறிலிகள்). என்ற 

சூத்திரம் இடம்பெறுகிறது. -க்குப் பொருத்தமாயுள்ள வகைக் 

கெழுச் சமன் பாட்டைக் காண்க. 

5. சாமானிய இசையியக்கத்தின் சமன்பாடு (6008110௩ ௦8 
simple harmonic motion;. x = @sin (ot+9) என்பதாகும். இதில் 
os a (amplitude) a, at.t& Gareauib (phase angle) 6 இவைகளை 
நீக்கி, வகைக்கெழுச் சமன் பாடு காண்க, 

9. தடைப்பட்ட இசையியக்கத்தின் (resisted harmonic 

101101) சமன்பாடு 3 = 43 $11 ௪7 -- 6) என் பதாகும். இதில் 
4. ம் இவைகளை நீக்கி, வகைக்கெழுச் சமன்பாடு காண்க. 

10. y= Acosax + Bsinax + Ceosh ax + D sinh ax 

என்ற சார்பில் 4, 2, 0 பொது மாறிலிகள் இந்தச் சார்புக்கு 

உகந்த வகைக்கெழுச் சமன் பாட்டைக் கண்டுபிடிக்கவும். 

85. வகைக்கெழுச் சான்பாட்டின். வடிவந்தன்மை விளக்கம் 
(Geometrical interpretation of a differential equation) 

Soy 2 ச ot : 7 35 பந ரூ... (1) . என்பது ஆதியை மையமாகவும் 

ஏஎஆரம் ஆகவும் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடாகும். 

a=1,2,3.. என்ற. வெவ்வறு மதிப்புகள் கொள்ளும் 

் போது...” - நூ = 1, 303] ஆ றர v= 9, .. போன்று 

ஒரு வட்டக் குடும்பம் ஏற்படுகிறது. இவைகளெல்லாம் ஆதியை



இதாற்றுவாய்.. Ys வடட 
9 

மையமாகக் கொண்ட ஒரு வட்டக் கே குடும்பம். இந்தக் குடும்பத் 
திற்குப் பொதுவாக உள்ள 38” ... (1) என்ற சமன்பாட்டி 

விருந்து அக் குடும்பத்தின் வடிவத் தன்மை புலப்படுவதில்லை. 

. இப்போது (1)-லிருந்து உ மாறிலியை நீக்குவோம். 

(1)ஐ இருபக்கமும் % ஐப் பொறுத்து வகையிட்டால். 

Qx + By a == (0 

ay ட | 
(ayo து] x + ரி ஜட a= Q aie ote ewe (2) 

(1)-க்க உரிய வகைக் கெழுச் சமன்பாடு (2) 

x ட, பட @vp x | டட 
(2)-லிருநீது Thx a ர y tte eee nee (8) 

(8) ஐக் கொண்டு, கொடுத்துள்ள வட்டக் குடும்பத்தின் 

வடிவத் தன்மையை அறியலாம். அதிலிருந்து நாம் அறிவது 

பாதெனில், ் 

இக் குடும்பத்திலுள்ள எந்த வட்டத்துக்கும் 3) என்ற 

இடத்தில் வரையப்படுகிற தொடுகோட்டின் சாய்வு - — = 

' ணை _ அப்புள்ளியின் FX ஆயத்தொலை 
(அது) சாய்வு - அப் புள்ளியின் ந ஆயத்தொலை 

“மேலும், (2 3). என்ற பள்ளியில் அமையும் தொடு காடும், அப் 

புள்ளியை மையத்தோடு சேர்க்கும் ஆரைக்கோடும் (radius) 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக உள்ளன என்றும் ஆநிகிரும். 

அனெனில், அப் புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் ஆரையின் சாய்வு 

(ஆரையின் சாய்வு) ௩ (தொடுகோட்டின் சாய்வு) 

x டக விண்ட், வலை ee 
x 

ஆகவே, ஒரு வளைவரைக் குடும்பத்தின் வடிவத் தன்மையை 

அதனுடைய வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டிலிருநீது அறியலாம்.



11) | பயன்முூைற வகைக்கெழுச் சமன் பாடுசன் 

௬ 
Ti ha SEL (Hook 

எடூத்துக்காட்டு 12 

ஒரு வட்டக் ரூடூம்பம், ஆரம் ர ஆகஃவுடையது. அதண் 

வகைககெழுச் சமன்பாடு யாது? 

கொடுத்துள்ள வட்டக் குடும்பத்தைச் சேர்ந்த,. ஏதேனு 

மொரு வட்டத்தின் மையம் (ம, ம) என்ற புள்ளீயாகக் கொல்வோம். 

அந்த வட்டத்தின் சமன்பாடி 

(xX eae a)? + Cy =n (து = r? noo . 200 (1) 

இதில் ஈ, ம் இரு மாறீலிகள். ன இக 

(1)ஐ இரு பக்கமும் ஐஜஐப் பொறுத்து வகையிட்டால், 

2-4 2(y — b) ea 

, ட்டம் 
. (அஃது) (03 ஏ) டு db) க் me O + ses ins (2) 

(2) ஐ வகையிட்டால், 

பம dy dy 

1 0-4) “de® ஜே de = 9 

y fpr f+ dy \? அம ம் ௫, (அஃது) (2-2 1+(4 4) =O wm (3) 

(1), (2), (8) இவற் லிருந்து ஈ, மஃக்களை நீக்குவோம். 

1'*(6) ] (8)-லிருந்து, ற ந. - (2 சத்ரு ரதி om AD 

_ . dy 
(29-லிருந்து, 2-- ர - மூ.) ல 51% _ (5) 

முதலில் (8) ஐ (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

ef dv? 0-2) ௩0-77 

(அ-து) 0-7] 1 (வு) oe — (6)



தோற்றுவாய் ்் ் SO af 

(6)-ல் (4) ஐப் பிரதியிட்டால், 

dy | . 
i 

[் + (- ்) a Jas (4 v டட ன 

fae SP Cie 

( ax -)" 

. 4 7 d ee 

து) “(42 a) = | 4 + (2) | Po ey 

(7) நமக்கு வேண்டிய வகைக்கெழு ச் சமன்பாடாகும். 

  

எடுத்துக்காட்டு 2: 

ஒரு பாவளைவுக் (parabola)  சூடிம்பத்தன் அச்சுகன் 

x அச்சில் அமைந்தருக்கின் றன. பல்லக், = Pasi (1 sous} 

ஆறியாக உவ்வளது. அக்கு குடும்பத்தின் வரைக்கிக மச் சமணப் 

யாது ? (2. %. 11, மதுரைப் ் பல்உவைக்க் முக கல்ட் 

கொடுத்துள்ள பரவளைவுக் குடும்பத்தைச் சேர்ந்த ஏதேணு 

மொன்றின் சூவிய மாறிலி (18105 1௦0000) 44 எனக் வொல்வோம், 
Re
 se 

4 

ட் அதனுடைய சமன்பாடு?” - da(x — a) wee 017 

இதில் ஈ ஒரு மாறிலி, 

(1) ஐ இரு பக்கமும் ஐப் பொறுத்து வகையிட்டால், 

ly 
2 4 = 
Yas 

dy 
க்ஷ 

அதாவது ந) - இர வ் ae CBE 

(19, (2) இவற்றிலிருந்து, ஈ ஐ நீக்குவோம். 

2 1 ம். 
2)-68 se Pos (2)-08@ 5S! ணம் 7 2 

(9-ன் இந்த மதிப்பை (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

ly 1 d அவ் இடி ay க aye 

a ர் ன் x? a) 

a 2xy 2 = — ( ay owe ost fas 
dx ee 

(3) நமக்கு வேண்டிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடு.
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பயிற்சிகள் 2 

1. ஒரு Gaiden குடும்பத்தின் வகைக்கெழுச்சமன் 
72 ‘ 

wir பல ௯ ரூபி. இந்தச் சமன்பாடு விளக்கும் 

வடிவத் தன்மை யாது? 

உ, ஆதியின் வழியாகச் செல்லும் ஒரு நேர்கோட்டுக்கு 

x = i என்று நிரூபி, இந்தச் சமன்பாடு விளக்கும் வடிவத் 

தன்மை யாது ? | 

9. ஒரு வட்டக் குடும்பம், ௮ச்சுகளைத் தொடுகோடுகளாகக் | 

கொண்டுள்ளது. அதன் வகைக்கெழுச் சமன்பாடு யாது 2? 

1. ஆதியின் வழியாகச் செல்லும் ஒரு வட்டக் குடும்பத்தின் 

மையப் புள்ளிகள் 2-அச்சில் அமைந்துள்ளன. .. அதன் வகைக் 

கெழுச் சமன்பாடு யாது ? ் 

கி. நூ ரூ. இறு ௭0 என்ற சமன்பாடுள்ள ஒரு வட்டக் 

குடும்பத்தின் வகைக்ககெழுச் சமன்பாடு (5) ட் ௮ இறு | 

என்று காட்டு. (உ. £. 70 மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

6. பொதுவச்சுள்ள (௦௦2021) ஒரு வட்டக்குடும்பத்தின் 

சமண் பாடு x? பற? +BQax+c=0 என்பதாகும். இதில் ஏமாறிலி. 
சமாறாத மாறிலி, அதன் வகைக்கெழுச் சமன்பாடு யாது? 

7... ஒரு பரவளைவுக் குடும்பத்தின். அச்சுகள், அச்சோடு, 

ஒரு போகுக் காடுகள் (றகாக1181. 11188). அவைகளின் குவிய 

மாறிலி 47. அக் குடும்பத்தின் சகிக்க சமன்பாடு யாது? 

8. ஓரு பரவளைவுக் குடும்பத்தின் அச்சுகள், | 3-அச்சோடு, 

areata அதன் வகைக்கெழுச் சமன்பாடு, 

J+ (= ட ”) - ௪ 0 என்று காட்டு. 

9. r=a(] + cosQ என்ற நெஞ்சுவளைக் (கோப்1௦10) கூடும் 
பத்தின் வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டைக் எண்ழிபிட்க்கயம் 

10. r=c & என்ற சுருளிக் (spiral). Spits Ser வகைக் 

BBLS erie யாது? 

11. "=a" cs 29 என்ற வளைவரைக் குடும்பத்தின் வகைக். 

கெழுச் சமன்பாடு யாது ?



2, முதல் வரிசை, முதற்படிச் 

சமன்பாடுகள் 

த் ் (Equations of the First Order and of the First Degree} 

86... முன் அத்தியாயத்தில் 0, ந, மாறிலிகளடங்கிய ஒரு. 

சார்பிலிருந்து ந ந) ஜப் பொறுத்த ரூஃன் வகைக்கெழுக் 

களடங்கிய ஒரு தொடர்பு கிடைக்கும் முறை காட்டப்பட்டது. 
அதாவது, ஐ, என்பவற்றின் தொடர்பிலிருந்து, வகைக்கெழுச் 

சமன்பாடு காணும் முறை விளக்கப்பட்டது. இப்போது 
இதனுடைய தேர்மாறான முறையைக் க௨னிப்போம். அதாவது, 

கொடுத்து. ள்ள ஓரு வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டிலிருந்து 
அதிலடங்கிய மாறு ராசிகளுக்கிடையேயுள்ள தொடர்பைக் காண 

(மவண்டும். 

கொடுத்துள்ள மூலங்ாாளுக்குகந்த இயற்கணிதச் சமன்பாட்டை 

அமைப்பது எளிது, ஆனால் இதற்கு தேர்மாறாக, எல்லாவித. 

இயற்கணிதச் சமன்பாடுகளின் . தீர்வைக் காண்பது . அதைவிடக் - 

கடினம். எத்தகைய சிக்கலான சார்பு இருந்தாலும் அதன் வகைக் . 

கெழுவைக் காணமுடியும். . ஆனால் இதற்கு நேர்மாறாக, எல்லா 

விதச் சார்புகளுக்கும் கணிதத்திற்குரிய அமைப்பில் தொகை காண 

முடியாது. இவ்வாறே கொடுத்துள்ள தீர்விலிருந்து அதற்குகந்த 
வகைக்கெழுச். சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடிக்கமுடியும்... ஆனால், 

இதற்கு நேர்மாறாக எல்லாவித வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகளுக்கும் 

தீர்வு காணுவது இயலாது. 

எனினும், சில குறிப்பிட்ட அமைப்புடைய வகைக்கெழுச் 
சமன் பாருகளுக்குத் . தீர்வு காணலாம். . அம்மாதிரி. குறிப்பிட்ட 
அமைப்புடைய முதல்: வரிசை, _முதற்படிச் சமன்பாடுகளை: 
ஆராய்வோம். a
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917. அமைப்பு 1 பாறுராடுகள் பிர்க்க்ப்படக் கூடியவை (7 வார்க1105 

Separable ) , 

கொடுத்துள்ள ஒரு சமன்பாட்டை 

fxwydx + FQ) dy =O tty சக (1) 

ஏன்ற முறையில் அமைத்து எழுத முடியுமெனக் கொள்வோம். 
இதில் ஓர் உறுப்பு ஐ, ஸ் இவைககையும் மற்றொன்று 1, 0 இவை 

கையும்! அடக்கியிருக்கின்றன, அதாவது, மாறுராசிகள் ஆரு 

பஇரிக்கப்பட க்கூடியவை. 

மேற்கண்ட சமன்பாட்டை நேரடியாகத் தொகையிடலாம். 

அப்போது நமக்குக் கிடைப்பது 

~ gt 

| Pixddx + [ F (y) dy=C வட wes (2) 
© 

அன்ற தீர்வு. இதில் ்் ஏதேனுமொரு மாறிலி, 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

7 | 
எடுத்துக்காட்டு 1: 

னீ க 

இர்ஷூ காண்க : 

ஞூ. 935 1. உ. 172, சென்னைப் பல்கலைக் 
௭ (x) “— 2 scene யலை, ட ல . 

x" — Bx + இ கழகம்) - 

dy _ yr — By +5 
dx ~ சிம் ய ற 

| dy ஸ் | 
  

    

  

பிரித்தெழுதினுல், ஜீ இட்து “ஜு ஜு 

சாகக் 5 ர ஜு ES ரஸ் 

| அறு +o * | (x =F pa? re 

Ss ] oo yy es le = Pe ன உ ௮9 

  

ட் “2 tan~* ( ் 5 ) = tan“? (x.— 1)4 2 என்பது 

தீர்வு. |



முதல் வரிசை முதற்படிச் சமன்பாடுகள் 
1S 

eds தூக்காடுட்டு: 8 2 

MF தீர்வு. காண்க 2 sy — xdy + ox" py? ex3 dx =: 0 - 
* it “By 763, சென்னைப் "பல்கலைக்கழகம், 

ட 

கொடுத்துள்ள சம்ன்பாட்டைப் "பின்வருமாறு எழுதலாம். 

vdx —xdy 
Benge சந இத்த ox” dx =O 

அதாவது, A (4) ப 89௪” ௮0 

| (5) [ஐ et de =e 

x ட் 3 ட்ட 

(அ. து) = |e d(x®) = ¢ 

உ. 4 * @ ஆட 

அல்லது 4 4- 4 - ௦ என்பது தீர்வு, 

அடுத்துக்காட்டு 32 

ஆர்வு காண்க £ 

800” % 18037 8% -- 8605] tan x dy = 

இரு பக்கங்களையும் $&௩ x tan ஆல் வகுத்தால், 

  

  

86020. sec? y s avy 4 ம 13 
tan x be tan p dy ன் 

" sec? x i sec* 602 7 ‘ 

ந; க | tan x a tao y 3 

d (tan x) சீறி... 
அதாவ ee 
ADTs | ல tan yp 

log tan x + log tan yp ='c"' ine டை i) 

stot ust Siey. 

முகஇயக் குறிப்பு ண மேற்கண்டதில் ௨ என்பது ஒரு பொது 
மாறிலி. ஆகவே, 2 1022 என்று கொள்ளலாம். (2 என்பது 

மற்5றாரு மாற்லி) . கடர 

QoGurg logtan x + logtan y ௮ 102 0 என்பது தீர்வு, 

அதாவது log (tan x tan y) = loge 

அல்லது tan x tany=¢ eee eon (2)
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என்.பது தீர்வாகும், தீர்வின் (2) ஆவது அமைப்பு, (1) ஐக் காட் 

டிலும் நேர்த்தியாகவும் சுருக்கமாகவுமுள்ள து. ஆகவே, ஒரு. 

வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் தீர்வை சுருக்கமான வடிவத்தில் 

எழுதுவதற்கு, தீர்வில் நாம் சேர்க்கும் மாறிலியின் அமைப்பைத். 

தக்கபடி எடுத்தக்கொள்ளலாம்,. 

எடுத்துக்காட்டு & £ 

௯ 0 என்றபோது, ந 0. என்ற நிபந்தணைக்குட்பட்டு. 

dy We =O என்ற வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் இிறப்புத். 

தீர்வைக் காணவும். 

கொடுத்துள்ள சமன்பாட்டை 

dy = ௪35: ௪.2 என்று எழுதலாம். 

dy — =e** dx 
ey 

[eva a je dx +e 

Sy 8 
அதாவது, = e-Y = 3 ன Cc ons ” 600 eo (19. 

  

இது சமன்பாட்டின் பொதுத் தீர்வு, 

9 0, ந- 0 என்ற நிபந்தனை கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 

5 (1)-ல் இந்த மதிப்புகளைப் பிரதியிட்டால், கிடைப்பது. 
4d 

-~l=-9 +e 

s c= 4 
ee . 8 

ன் இந்த மதிப்பை (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

ees 4 
mee OTN ee 

3 

அல்லது, 2-1 5௪. 4௮0 என்பது சிறப்புத் தீர்வு...



முதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் 
ரதி “J 

பயிற்சிகள் 3 

பின்வரும் வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகளுக்குத் தீர்வு காண்க. 

1. xdx+ypdy=0O 

10. 

Al. 

12. 

13. 

1 As” 

டத, 

16... 

ரம டர றர ம ஜி எரா 

x dy + ydx = 0 

கை... 
dx நுதி 

dy A(t 8) 

ட. தடு 

cos 9 dr — rsinQ dF = 

(1 — e*) sec” 2y dy + Ser tany dx =:0 

(B. EB. °62, Qeen Sores பல்கலைக்கழகம் ; | 

(B.E. 64, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்? 

(sin x + cos x) dy + (cos x — sin x)dx = 0 

d Paap” ள் ay taf 2 01.8. 61, சென்னைப் 
ax 1—x* பல்கலைக் கழகம்) | 

  

ee. AY eg eae et 

A i + x? oe +y? =0 

dy | 

dy, x(1 Ty) 
dx ' y(l + x*) 

y dx 
sin-*x ay eg ae 0 

(1+ a = Bx cot ச 

  3 i a % ௩ கு 

=o + 2 ட் 1 = QO (8. E. 09, சென்னைப் 
பல்கலைக்கழகம்) 

x ன நறு, (5.5. "51, ஆந்தீராப் பல்கலைக்கழகம்) 

ஸ் 
ae == Qxy + Zax. (B. E. 64, வெங்கடேஸ்வராப் 

யல் கட க்கப் மகம்) 

ul. oul. சூ



ig பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

17. (x* றர) 4 + y+ xy? =6 

(2.8. 66, வெங்கடேஸ்வராப் பல்கலைக்கழகம் J 

ஷ் (1-2) 
dx ~ x(1 + y*) 

dy dy\ 
19. y— xa = a(» ட் =) 

(B. E. ₹65, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

ஆ (2102 1 2) 
dx siny + yp cosy 

(8. 8. “64, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

1 

21. yp cosV x dx ~ 2Vx-e” dy=0 
(B. 8. £69, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

22. xdy + ydx + 4V 1 —x'y? dx =0 s 
(B. E. 64, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

18. 

20.   

  

28 a சன... 1. 760, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

24, 2 - ஞ்ச ஜூ ௪௫ (B. E. "64, அண்ணாமலைப் 
= பல்ஃலைக்க ழகம்) 

26. ந ப ௮ சர்? று ற (8. 8. 64, சென்னைப் 
* ‘ _ பல்கலைக்கழகம்) 

26. a = et¥Ycoshx .. (B. E. 769, மதுரைப் ் 
dx | one - பல்கலைக்கழகம்) 

$8. கொடுத்துள்ள ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாடு மாறுராசிகள் 
பிரிக்கப்பட க் கூடிய வகையில் :அமைந்திராவிட்டால், சிறிது 
மாற்றங்கள் மூலம், அதை ஆவ்வகைக்குக் கொண்டுவர இயலும். 
எடுத்துக்காட்டாக. ன ரர 

dy : 
ws ~ me A 7 eee திக fee 77 7 (0-4 Ay) ௮ (1) 

என்ற சமன் பாட்டில், 

ax + by =u ம் க்ஷ. 4 ரஷ (23 

என்று பிரதியிடுவோம், இந்த மாற்றத்தினால், ௨ புதிய சார்புடைய 

மாறியாக ஆகிறது என்றும், 3 சார்பில் மாறியாகவே இருக்கு 
மென்றும் கொள்ளவேண்டும்.



முதல் வரிசை, மூதற்படிச் சமன்பாடுகள் 19 

(2) விருந்து, 

டட அ டம. 
சர்ச. ஐ 

du 

நன வப + ட. = (8) 

(8) 9 (1)-ல் பிரதியிட்டால், கிடைப்பது, - 

| du 

dx 
a = f (u) 

வளம், 

அதாவது, ட் =a+tbf(u) a coe (4) 

இது 3. ம இவற்றில் வகைக்கெழுச் சமன் பாடு 2 

du = 2) 
Sir == dX sve oon ave a (ஐ) 

(5)-ல் ம, 1 ராசிகள் பிரிக்கப்படுகின். றன . 

ம '6)ஐ தொகையிட்டால், 

டடத... க 5 | tasty = {ax +c=x + ் ட்ட | (8) 

சான்பது (1) உடைய தீர்வாகும். 

இது மாதிரியே, னு அடங்க ட்ப ge இ 

yftxy)dx +x F(xy)dy= 0... “ee (7) 

என்ற சமன்பாட்டைத் தீர்க்க ன க 

we (8) 20 3 a Le wat 

(8)-8@G HH. 

dy _ dv 
2-2 TY = -இ 

Ae dm ட் 
“dy : de? 
ae சக ட பவை க ர ane a (2)



20 - பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகள் 

(1) ஐ பின்வருமாறு எழுதலாம். 
, ரத | 

yf (xy) + x F(xy) ர = sus = (103 

(8), (9) இவைகளை (10)-ல் பிரதியிட்டால் கிடைப்பது 

= 

(dy ) 

yf@M+ Fi) .AS = Os 
1 

d 
அதாவது -.7(0 +P (ao *) ௮ 13 

7 
F fy) — a) Fe 

FQ) 2 லல = FO) = =f0) _ "LF fv) 
x 

டம். இட * 
[200-700]. % 

. தொகையிட்டால், ட 

ர F(vy dx 7 ட 

1௫ ரா *- [atom es £4, 
என்பது தீர்வாகும். 

எடூத்துக்காட்டுகள் . 

எடுத்துக்காட்டு 1 2. * ன சோ 

தீர்வுகாண்கு ₹ 

(x — ர” @. - ரா (1.3. 64, சென் னைப் பல்கலைக்கழகம்), 

இந்தச் சமன்பாடு ஆ =f(ax+ by) என்ற வகையைச் 

- சேர்ந்தது. 

ந: ம என்று பிரதியிடுக. 

ப் ப dy: ட ப்ட் வகைக்கெழு காணின், 1 - “அட ரத்ன உ 

126 == dy — dit ன் 1 

ne i Oe i 

a ay = i ss du ae: ax



கொடுத்துள்ள சமன் பாடு இப்போது, 

1” (1 — ட) = a? என்று மாறும். 

  

x 

i due ம” 

dx nu” 

du _ oo = 2 

dx 77” 1” 

ie. dx(u?-a)= ducu? 

At a —y go dt 
Uo & 

    

{ g du=xX+e¢ 

  

தொகைகாண, | சர 
J ் 

Um 2. > a வன் te a's 
ம்க் 

  

  

{CG 4s என்னல் ககக 

uta Ba ம 
ப டத 24 u+ a க 

அல்லது, 5 log zo 2 ௪ -y=c 

என்பது தீர்வாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 2: 
இர்வு காண்க 6 ் 

(x8 y® px? y% eb ADE ae ow al 

— xp. 1). 30 ல். == O. 

இந்த சமன்பாடு Df (ay) de + ¥ F (ay) dy = 0 என்ற 

் வகையைச் சேர்ந்தது. 

99 - 4 என்று பிரதியிடுவோம்..



22 ் பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

  

dy du 
* =< ச ~ 7 = “dx | 

du du u 

dy dx x. xX 

dx x x 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு இப்போது 

(u® +? + u+ ij 

{= 2 
dx “x 

முழு ம —u+ 1)x — = 0     

என்று மாறும். 

(ut tu + uv? +4) 

+P —u+ 1) ( fo x) = 0 

Moye UM Tw YD 
dx நப் ம்ம் 

டாட் ட்ட 
dx uw—u*—u+il 

wt மீ மீ ர றர பூ புழு 

ட்டி மழ 1 

— 2u® — 2u? 

uw—u>—u+i 

  

  

  

  

au (ut 1) 
~ we (u~1)— itu- 1) 

ஸ் om 9)” (u+-1) _ - இப் (21) 

-1)02-1) (2-1) ம-1) (41) 

ட டட 
ட... 1)” 

பர 2 

ee (u a du= டக 2 Gx 

14 

wu? — By 1 dx ( \ du = ~ ait



முதல் வரிசை; முதற்படிச்: சமன்பாடுகள் : ஐஐ 

அதாவது 8-- 2104-௬ 2 logx + 0 

1 . 
xy — 2 log (xy) ~ xp 2logx +e 

1 ௨. 
xp ~ இ (10232 + logy) — 3 22 10220 - ¢ 

3 
xy — 2logy— wy es என்பது தீர்வு. 

பயிற்ரிகள் 4 

பின்வரும் வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளுக்குத் தீர்வு காண்க: 

dy a “FL 748 1. (x+y) a me a 

(B. E. °61, 63, 64 Gee dure பல்கலைக்கழகம்] 

2. cos(x + yp) dy = dx 

dy ; த 

dy _, y= 4, We 7% tan (yx) 1 | 

(£. 8. 01, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

dy ன = 5. ax + x tan (y—x} i 

(2.8. “61, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்? 

6. oe = keXt¥— 1 0.1, 772, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்? 

dy 2 
fe eer ta ev mv (6.8. ”:0 மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

8. y(xy+ 1) dx +x(xy —- 1)dy=0 

2. yCl — xy + x3?) dx + x (x*32—xp) dy = 0



a4 பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகள்... 

அமைப்பு. 11 

$9. சமபடித்தானச் சமன்பாடுகள் : Homogeneous Equations) 

dy fix, ற) ப 
dx F(x, y) ~ (12 
  

என்ற அமைப்புடைய . ஒரு வகைக்கெழுச் சமன் பாட்டில், 7, 77 

இரண்டு சார்புகளும் ட, 3. என்ற ராசிகளின் ஓத்த ௪மபடி.த்தான 

கோவைகளாக இருந்தால்: (1) ஒரு சமபடித்தானச் சமன்பாடு 

எனப்படும், 

நு + 8x*y 
dx — x® + 8xy? | 

பக்கத்றுப் பின்னத்தின் மேற்கோவையும் கீழ்க்கோவையும் சம 

படித்தான முப்படிக் கோவைகள். ஆகவே, இது ஒரு சமபடித் 

ன வகைக்கெழுச் சமன்பாடாகும். ் 

எடுத்துக்காட்டாக, - என்பதில் வலப் 

2 1ஃ-ல் நீ,” இரண்டு சார்புகளும் ஐ, 3ஃல் 2 படியுள்ள ஒத்த 

சமபடித்தான கோவைகளாக வைத்துக்கொள்வோம். அப்போது 
? 

அவைகளை முறையே 21௨ (=). x"G (+) என்று எழுதலாம். 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு இப்போது 

“ஈ(2) | (2) Z வைட. 

் eG) (2) 
3 = i, ove ove ௧௨௨ one (8) 

என்று பிரதியிடுவோம். 

  

என் முகம். 

இந்த மாற்றத்தினால், v புதிய சார்புடைய மாறியாக ஆகிறது: 
% சார்பில் ae இருக்கும். 

(8) ஐ ஜப் பொருத்து scenic, 
dy es dv 

ee = yp “+ x “ae 11 த் oe ௧௪௧ (4) 

(8), (4) இவைகளை (8)-ல் பிரதியிட்டால், கிடைப்பது 
dy தழு 

pl x ட்ப ௮ 

Te de <A



pee வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் லற. 

மாறிலிகளைப் பிரித்தால், 

  

GW) நூ. & 
சு 2 
«Pe sO) sO vG() 

~ dx 2: (1) 

02) (| mes "Woes 
\emcnem ? =| &4e=togxte » (6) 

{5)-b y= > என்று பிரதியிட்டால், .தீர்வு கிடைக்கும். 

குறிப்பு ௨ பொதுவாக ஒரு வகைக்கெழுச் சமன் பாடு, 

dy ¥ : oe -7(3) ய ர ரர BY 

என்ற அமைப்பிலிருந்தால், அது சமபடித்தான வகைக்கெழுச் 

சமன்பாடு எனப்படும். இத்தகைய சமன்பாட்டின் தீர்வு காண 

youn என்ற மாற்றம் பயன்படும். இத்த மாற்றத்தினால் சார்பு 

டைய மாறி மாற்றப்படுகிறதென்பதை அறிந்துகொள்ளவேண்டும். 

இந்த மாற்றத்திற்கிணங்க, . சமன்பாடு (6) 

9. se ௪ ரீ(2) என்று மாறுகிறது. 

அதாவது x அட் = £O) id 

அக dy _ dx 

Oe Feet 2 

இதொாகையிட்டால், 

dy “on I . 
lanay5 = log xa 0 oes aon (7) 

(7 )=0/ v i = என்று பிரதியிட்டால், தீர்வு கிடைக்கும். 

ர் ஆரு எடுத்துகாட்டுகள் 

ரகு துக்காட்டு 1 : 

இர்வு காண்க ₹ 

5x* -- 8x? y*— xy) dv + (2x®y—8x*y?-5y*) dy = 0 

இகாடுத்துள்ள சமன்பாட்டிலிருந்து- ட் 

  

dy 5x*48x*y? —2Qxy® 

iy ~~ Bey Bx 5° —5y" 
பலர் 4 ரர் - Oxy? 
ட. இழ ஆ திரரா? 2 களிறு _ mm ta



26 பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள்: 

“y= wx க ல ண் கை. (8) 
என்று பிரதியிடுவோம். 

ஸ் dy ae i ane எனி 3}: 
dx எல் dx = 

(2), (8) இவைகளை (1)-ல் பிரதியிட்டால், கிடைப்பது 

என்டன ஸ் 5x* + Bxtv? — Ox*y3 

“dx ~ Bytx* + இழந் — Qxtp 

பட § +38? — 25) 

~ Hp* + Sy? — Qy 

ட கக்க உ 
* ~~ §y* -- By? — Qy 1 

_ 8 + 8y* — 21% — Fy? — Bv? + கபி 
ரு, Sy* + By? — Qy 

படல கி திமி திரிய த 
ens அனையை வெலிய வவமையய வு 1 

5. + இர. இர 

  

டவ து +7? — v? — 1) 

ச 2“) இர. இ 
  

(Sv* இரு ற்ப 5 a 

pF 1. yS — yp? yf ஜு x 

d(v® + y® — y? — 1) dx 

Arg ~ a ee 4 4-௫ எட 

தொகையிட்டால், 

— jog a5 + yi — yy? 1) = 5 log x + loge 

‘log (v® + v? — v2 — 1) 4 5 logx = loge 
log (v® + y® — yp? — 1) + log x® = loge 

log (v® + vy? — v2? — 1) x5 = loge 

அல்லது (5 ஷ் y> — y? 3) xi = 6 

& 8 2 } ¥ v - 
—_—oo வ வடட ஒன ee 1 5 Ss மத 

(+: Fe x E ட. 

2 y? + x? pS — x8 yp? ~ x5 =e என்பது தீர்வு.
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ஏடுத்தகிகாட் @ 2: 

_ foray காண்க : 

ஷ். நு 4 வெற 

  

  

= ee (B. E. 64) 

. ழி =X one ane ome aun . (1 த] 

என்று பிரதியிடுவோம். 7 

d ம். . க * a =v Xe = wee = C2). 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு, 

dv _ ve x® + 8x? y 
v+x dx x® + 8x* 

ve -- Bp ர . = a gy) என்று மாறும். 

dv oy By om ve + By -—- vy நிரூ 
aie ரில 3? y* ட 1 + 8y? 

| _ 2v— 2% _ (1-2) 
~ P+4+Byp% ~ 1 + By? 

(1+ 8?) dv _ ig dx 
y(l—v?) x 

தொகையிட்டால், 

1 + 8y? dx ன் ் னி 

இடப்புறத்தைக் கண்டுபிடிக்க, தொகைச் சார்பைப் பகுதி பின்னங் 
களாக பிரித்துக் கொள்ளலாம். 

3 4 B C 
ர (1 — v2) =: த + j=? வ yop eee Cr (4) 

  

என் றால், 

1 + திர (1-9 (4 -0- (1 49340 (று... (9) 

இதில் முறையே 2-0, 1, --1 என்று பிரதியிட்டால், 

1=A(1)(1) « A=] 

14+ 8= 8(1)(2) = 28 . B= 

B+ 8=C(—1)(2)=— 2C 1. C= இ



இது பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்சாடுகள் 

the 1--3v* 
2 2 

் 

(1 3 ஷ். + 1—y i-+v (6) 

£8 )-str வைல cm பிரதியிட்டால்,. 

| ள் | க ix 

tas -- Blog (1—v) -- கஷ்ட = எனன சீ 

21௦82 4 2102 (1-7) 4 2log (1+) = log vy — e 

log x*® + log (1—y)? + log (itv)? = log v + loge 

"(இங்கு 2 = log c) 

log x* Cly)? (1 4-3)” ண = 

அதாவது, நூ(1--207 (1007-0 

ர 
x 005. ம ஒட 

x” i... x x 

(x—y)}* க = “oxy 

(x*@—yp?)? = மறு என்பது தீர்வாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 3: 

7இர்வு காண்க 2 ் 

xdy—y¥ dx = Vx* + y? dx 
. (B. E. °65, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

கொடுத்துள்ள சமன்பாட்டிலிஞந்து, 

xdy = (V+ VEEP de 
dp Pr Vet Py 
dx xo வ் ve (1) > 

இது சமபடி த்தான சமன்பாடு என்பது இப்போது தெரிகிறது. 

pe Wy ae ஆஸ க் (2) 

என்று பிரதியிடுவோம். . ட் ஆ 

இட்ட த்க் பல் த “ae = p+x ae ட்ட ௬௯௧ ட்ப (8) 
 



+ முதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் 29° 

(8), (2) இவற்றை (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

de owe tx a ராரா 
y+ x Wx — eee டு ர று? 

  

ம ஏமம் று ர = i 

dv ட dx 
Vat a : 

தொகையிட்டால், 

fats = 19 te 
log@~@+V¥i+v) = log x -+ loge = log cx 

ஏ வு மற = CX 
erent 

ஆட ye ex 
et al t+ x” 

அல்லது yp bx? ty? “0” தீர்வாகும். 

  

எடு ‘, துக்காட்டு & : தீர்வு காண்க: 

J 2 2 2 ¥ 
x tan. -—— — dx -- x sec tion, gf = 0. 

( @ x y pan a 7 x J 

ட்ப ease : ப் ௬ ‘ ட a ட ௮ 3 

1.) சமன்பாட்டின் உறுப்புக்களின் "அமைப்பிலிருந்து = = WV 

GROG! Y - 42 என்ற பிரதியீடு பயனளிக்குமென்று ஊகிக்கலாம், ' 

A Pe : 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு. 

y ன ஆல உரு ம் 
xtan——- — ysec ~~— | + மம. “ரா ரன ௯ 0... (1) 

| (xen => பிர் x dx so AT) 

. என்பதாகும். 

ட == px என்றால் 2 அ வகை பப 
y CMe மூ... dx 

2 (1) Qeotw wr popu 

— dv \ . 
. xtany —-vxsec?.v - x sect VV Xr டு 

ப ் ் ஸ்ட் / 

at என்பதாகும். 

Cie Ay டலஸ் tan'v + x* sce? v —- = O 

: 
dx



80 பயன்முறை... வகைக்கெழுச். சமன்பாடுகள்... 

92 80 நீக்கினால், mony 

நஹ + dx -+ x sec? v dv = 0. 

x tan v ஐக் கொண்டு வகுத்தால், 

் ax sec? v 

ஆஸ் ஒர =O 
dx , d(tanv) | 

த வலவ வு = 

x  tanv 

  

தொகையிட்டால், ன 

| dx | [4 (9 Vv) 4 
eine old oon rote ஜீ 

x tan-v 

foo x + log tanv = loge 

log (x tan v) = log c 

அல்லது xXtanv=e 

x tan = ு 2. என்பது தீர்வாகும். 

பயிற்ககள் 5 

பின் வரும் saat? சமன் பாடுகளுக்குத்' தீர்வு காண்க 2”. ட 

ம. 
தக சதக் es Bs E. °54, அண்ணாமல்ப் பலகலேக்கழகம்) 

2. x+y அல 2y (B. EB. 762, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

3. (x~ By) a x= 0 

(8. 8. 60, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

dy ot 
. ணய 6 4 oy ayy (0.8. 69, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

தி. Qxy + (vy? —x*) a = 0 

(8. 8. 44, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

dy 2 | 

- (8: 8. 762; சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்)
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7. 

40. 

Ad. 

12. 

ப் 4, 

12. 

is. 

17. 

As. 

12. 

dx ~ xy? 

(x? + p*) dx — Oxy dy =0 
(B. E. 62, “64, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

ட a x a — a ஷ் 2xy3 aS : I, yo என்பதற்கிணங்க 

(5. 8. 1, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

2 _ oy Jy 

(ம. 8. “50, ஆந்திராப் பல்கலைக்கழகம் $ 7 
ப. 3. 71, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

(y? — 2xy) dx = (x* — Bxy) dy 

(8. 8. 29, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

3 (ந-20) ஹ் ற (yx) dx 
(8. 8. “50, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

(அமு இற) dx + (y?—4xy— 2x") dp = 0 
. CB. B. 62, 71, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

x*y dx — (x*+y*) dy = 0 
(B. EB. °64, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்) 

dy _ x*+y% 
  (8. 8. *68, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

ப 25) dx ~ (x' ~8x" y) dy = [2] | 
'(B. E. °63, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

      2 dy + = 2 
“a. 5. 64, வெங்கடேசாப் பல்கலைக்கழகம்) 

x (2y*—x*) a = y (yt —x*) 

(B. E. “Ot, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

i 522 ஸ் டமும் 0 

CB: Es *78, மதுரைப் பல்கலைக்கழ “ழ் 

ay" “a = x* + 2y* 

(8.2. “71, மதுரைப் பல்கலை |



32 பயன் முறை வகைககெழுச் சமன்பாடுகள் | 

20. 0. — xy) dx == (x? “5 Qxy) dy . \ 

் ு (B. E. °73, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம் 

21. (x + y)? dx = 2x" dy | | 
. (B. E. "12, ingens பல்கலைக்கழகம்). 

2 2 dy ர ரர 22. (x* — y*) a | 

(B. E. 71, மதுரைப் பல்கலைக் கழகம்) 
ற | 

ட்டம் x 
28. 1 அற 2௪ 

  

டட low 2 - 24. a= Sp மேத ~ logx + 1) 

= Sis ர 
26. (ee ere’ 4) 5-௦ 

இ... x = p+ x Sin (z) 

“eB. E. n, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம் 

அமைப்பு Til Ss 

§ 10. சமபடியில்லாதச் . சமன்பாடுகள் . 01௦யண்டர0த005006- 

equations) : So 

ஒரு வகைக் கெழுச் mnie. கீழ்க்கண்ட வடிவத்தில் இ இரும் 
பதா கக் கொள்வோம். ் 

dy ep by +e | ele tem tlie. 
ax ஞு ax 4 b'y ஷி. [ப டு ் one aee (1) 

இங்கு உம, உம்ம் ec கொடுத்துள்ள மாறிலிக 
(19-ல் . வலப்புறத்துப் ie aie மேற்கோவையும் . ' ihe he 
கோவையும் FwuiugWldorgma. sjonoscir x. p-od signe 

கோவைகள். இம் மாதிரி வமைக்கெழுச் சமன்பாடுகளைக் கீழ்க் 

. கண்ட மூறையில் மாற்றங்கள் செய்து சமபடித்தான சமன் பாடு 
களாகக் கொண்டு வரலாம். பின் 889 முறைப் பிரகாரம் அவற்றின் 

தீர்வு காண இடலும். 4 

x= X + 7 ப one ர ர : ் ous : 4 C2) , 

pe Ym பெட்ட one (ல.



முதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் ஓஓ: 

என்று பிரதியிடுவோம்.. இதில் X, 3 மூறையே புதிய சார்பில் 
orp, சார்புடைய மாறிகளாகும். l,m என்பவை மாறிலிகள். 

அவைகளை நாம் பிற்பட்டுத் தேவைக்குத் தகுந்தபடி அமைத்துக் 

கொள் ளலாம். 

(2), (8)-லிருந்து %- 84) ஸ் 73 

"இப்போது (1) மாறுவது 

dY _ aX + bY + (al + bm +) ay 

ay ~aX4FbY4 (@l+omte) ~~ 

என்றபடி, /, 11.இவற்றை நம் விருப்பப்படி. அமைத்துக் கொள்ள 

லாம். ஆகையால், 

al+bm+cec =0 oa wae see (6) 

al+b'm+c’ =0 - ost (6) 

என்ற நிபந்தனைகளுக்குட்பட்டு /, 1 மதிப்புகளைத் தீர்மானித்து& 
கொள் வோம். 

எனவே, (4)-லிருந்து கிடைப்பது 

ay _ aX + bY | 
dX = aX + by eee eee oes (7) 

என்ற சமபடித்தான சமன்பாடு. 

ஆகவே, 17-09 என்று பிரதியிட்டு, $ 9-ல் கூறியபடி, 
(7)-ன் தீர்வு காணலாம். 2 

கிடைத்த தீர்வு 7 (2 1) 0 eer ன (8) 

என்றால், அதில் X= x-l Y= Y¥—m எனப் பிரதியிட்டு, 

முடிவில் ~£(x—l,y—m) = 0 ச (9) 

என்பது தீர்வாகும். 

சூறிப்பு 2: கொடுத்துள்ள சமன்பாடு (1)-ல் வ = a 

என்று கொள்வோம். இந்த நிலையில் மேற்குறித்த . மாற்றும் 
முறை பயனளிக்காது. ட 

Lal. &.— 8



அகி பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகள் 

ஏனெனில் /, ஈ। இவைகளைக் காண இயலாது. 

a b 
4... அர என்போம். 
a b ; 

qd= a k, மி = ர் ies 

சமன்பாடு (5) மாறுவது 2'&/-- ௪884 ௨4 0 என்றபடி, 

அதாவது, 1+ bm+ a= 0 ன வ (10) 

di+bhm+c=0 wees (6) 

(10), (6) இவைகள் ஒன்றுக்கொன்று முரணானதாக இருக்கும் 

சமன்பாடுகள். அவைகளைத் தீர்க்க இயலாது. l, 1 மாறிலிகளைக் 

கண்டுபிடிக்க முடியாததால், கொடுத்துள்ள வகைக்கெழுச் 

சமன் பாட்டின் தீர்வைக் காண இயலாது. ப 

இந்த நிலையில், கொடுத்துள்ள சமன்பாடு, 

dy — akx + dky+e 

ax ax + yp tec 

_k(a’x + bly) +e 
~ Tax + by +c 

  

ss பல (11) 

அன்று மாறும். 

இப்போது ச மிர ௭ 8s (18) 

அன்று பிரதியிடுவோம். 

. ‘a’ ab’ அ. a a. 

iu, 
a a = — ன ப ve (18) 

dut ; 
பை வலி 
dx _kute 

i’ ube’ 

t ச் k ப ் 

‘dx ம் (ay) = 2 (0 என்று கொள்வோம்.



முதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் 9௪... 

Ox dx 
o(uy 

du 

190 பயங் ™ “ (14) 

($ 4)லிருந்து 2, ௨ இவைகளுக்குள்ள தொடர்பு கிடைக்கும். 

_ அதில் ௮ எ ம்3ுூ. என்று பிரதியிட்டால், முடிவில் தீர்வு 

.. கிடைக்கும். 

எடுத்துகாட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

தீர்வு காண்க : 

டீம் _ ர ர் 
ds ae arse (டீ. 8, 08, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் ; 

B. 5, 64, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்; 
£. பீ. 70, மதுரைப் பல்கலைக் கழகம்) 

ஐ ந. நு 07 ரட்என்று பிரதியிடுவோம். 

இவற்றில் /, 1 மாறிலிகள். 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு மாறியபின் கிடைப்பது 

dY  X+2Y+ (1+ 2m— 8) 
“Ty ar)... ane aaa i 

dX BX + Y+(2/+ m—8) _, 4) 

i+2n—-8=+0 .... ee : yee (ஐ 

2]}+m—-38 = 0 oe ais னு (3) 

என்ற நிபந்தனைகளிலிருந்து மீட தீர்மானிக்கப்படுகின் றன. 

{2), (8) இவைகளைத் தீர்த்து /-1-1 என்று கிடைக்கிறது. 

(1)-ன் புதிய அமைப்பு 

d¥ ¥+4+2Y 
dX — ay uly ooo tee vee (4) 

என்பது. 
we 
் Y = px ees . wii bite (3) 

என்று பிரதியிடுவோம்.



86 பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகள்: 

dY dy / : 
ay =’ t+ * a ஓ geo wee (8) 

(6), (5) இவற்றை (4)-ல் பிரதியிட்டால், 

xo X+2vX 1+ 29 

+ ஓடர் 2+ 

  

. நண மஸ உர 

்” கீ. இர 1 இர 

  

க 2--1 _ aX 
ஃ Ga)" = er wets oe (7) 

தொகையிட்டால், 

பக் dy = {4 ஞ் 2. an a (8) 

  

இடட்புறத்தைக் கண்டுபிடிக்க, தொகைச் satan பகுதிபின்னங் 

களாகப் பிரித்துக் கொள்ளலாம். 

2-7 B 

poet Toy top 
Qt+y=A(C1 tv) + BCI — ») 

இதில் முறையே 9 - 1, - 1 என்று பிரதியிட்டால், 

8 

  

Q+1=AU+1)=284° 2 A= 

2-1=B(1+1)=2B B= 

2+y _ 3 1 4 

inv “Bd -y) Bien ane (97. 

(8)-ன் இடப்புறத்தில் (9) ஐப் பிரதியிட்டால், 

8 dy dX 

இ. ae a 

3 

— 8 log(1 — ஐ. log(1 + +) = Blog X¥ + Qc’



முதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் - இர 

log 4 பழத + v) = log X¥? of log c 
(3-9) 

log 7 = log cX? 

2 

பட்டு 7 ௭7 
y 

i+y _f.. y 
அதாவது 7 yy ax (v=) (1-3 

X+Y 

Y+Ve2c(X¥—yy 2. om ows Ss OY 

. ஆனால் x=¥H]=2¥4 1 

pe Y+tm=Y-+1 

X=x-—-i1, Y=yp—i1 

இவற்றை (10).ல் பிரதியிட்டால், 

3 8 றம ௭2 (ம ந வழு $98 

அல்லது ர க 2 (2--])5 முடிவான தீர்வு. 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

தவ 

(4xt 241) 2 aaxyy-s 

(8. 8. 71, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

mes , ஜஜ ன கொடுத்துள்ள சமன்பாடு = = 4 Be wi (i) 

— இங்கு -%- /, ற 7. என்ற மாற்றம் பயனளிக் 
காது. ஏனெனில் 2lt+m—-B=—0, 4/3. இ. 1௮0 
என்ற சமன்பாடுகள் ஒன்றுக்கொன்று முரணானதாகி 7, ஈ. காண 
இயலாது. ்
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ர இ 4. ற. எனக் கொள்வோம். 

di | dy du to ay aug BY 
dx = + “dx அது 2 dx 

to
 

இப்போது (1) மாறுவது 

du ஓட 4 8 

dx ~~ Outi 

du 2(2u+4i)t+u—8 _ கம 1 

என் றபடி . 

ஜீ இர + 4 Su 1 

2u ed 1 
கடர 7 = oe ale | 

2 7 
pala தனத வட லையை see fy E ட்] thi = ax 

oe 

> + 55 Flog (Su-—-1)=x+e¢ 

| = (Ex +) 4 Ze log (10x + + Sy 1) 4. 2 என்பது 
தீர்வாகும். 

| 

பயிற்சிகள் 6 

பின்வரும் வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளுக்குத் தீர்வு காண்க ட் 

(1 லிருந்து 17 வரை) 

1. (9-4 18y — 14) அய (4 தட... 7) 

(B. a 65, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

2. (8y —7x + 7) dx + (7y — 8x + 5) 0௮ 0, 
(B. E. °66, சென் னேப் பல்கலைக்கழகம் ; 

(8. 8. 71, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

8. (2x —y+ idx = (By wx Bm ljdy 
(B. ம், 51, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

4. ர 0) (1. 4p + ஜு ௨0 
(3. 8. 61, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்)



முதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் வில 

d 10x + 8y— 12 _ Br de ட   5. ஐ டது ௪. ௯ (0 

(௩... 61, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்? 

6 dy x+7y+2 

‘dx ~~ &x+5y+6 
(5.7. 61, 64, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்] 

ay 
7. (8x+y— 5) F- = Bx + By - 2 

௨.1. 52, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்): 

dy  4-—-2®x—y 

8. a ஐம் 
(B. E. 50, ஆந்திராப் பல்கலைக்கழகம்) 

9 3294 
"dx 8x + இற இ | 

(B. 8. 65, வெங்கடேசாப்:பல்கலைக்கழ கம்): 

dy ‘Ax By - aa J 

LO: -go 1 இழ Ae Ay ர 
(B. E. 70, ' சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்] 

பூ. அட. அமன் 8 dx 2x4 2y + ர 

(ட. 8. 65, 66, சென்னைப் பல்கலைக்கழக, 

ந, (று. 1) 0௭ (மநு 1) ஸு 

(8. %. “50, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்] 

i, 82 12. 
் “dx a NX னு 4y -- 3 

(B. BE. 51, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 

14. (2x + 8y + 4)ஸ்௯ (அம 6y + 5) dy 

18. (4x — 6p — 1) dx — (2x ~— 8y 4+ இடம் ௮0 

| (13. டீ. 68, 71, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்). 

dy ஐ று. 
பல் சச் x#+y9— 1. 

(B. E. 11, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்):



AO பயன்முறை .வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

(. 5, 70, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

18. (4x+ By +1) dx+(8x+ 2) +1) dy =O என்ற 
சமன்பாட்டின் பொதுத்தீர்வு ஒரு அதிபர வளைவுக்குடும்பத்தைத் 
குறிக்கிறதென்றும், . அதிலடங்கிய .அதிபரவளைவுகளைல்லாவற் 
நிற்கும் தொலைத்தொடு கோடுகள் பொதுவானவை என்றும் 

காட்டுக, (ந. 8. 58, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்) 

gil. அமைப்பு 14: பொருத்தமான வகைக்கெழூச் சமன் 

ur@aeér (Exact differential equations) 

௪௬ ரீ(,]) என்ற சார்பை எடுத்துக் கொள்வோம். இதில் 
0, என்பன ஒன்றுக்கொன்று தொடர்பில்லாத இரண்டு மாறிகள், 
அவைகள் ஒரே சமயத்தில் சேர்ந்தாற்போல் மாறினால், உன் 

மதிப்பும் மாறும், ௨-ன் கூடிய வசையீடு (10181 01170:0171161) கீழ்க் 
கண்ட சூத்திரத்தின் மூலம் நமக்குக் கிடைக்கிறது . 

of 
ef 

a2 = Ox dx + ஆ ay 

Oz Oz | 

~ Ox aha by a 

இங்கு நேரிடையாக 3, கொண்ட சார்பிலிருந்து வகையீடு 

2 கிடைக்கிறது. ஆகவே அதற்கு பொருத்தமான வகையிீடு 

அல்லது நிறை வகையீடு (exact differential, perfect diflerential) 
எனப்பெயர். எடுத்துக்காட்டாக, 2 (ம. 0 = x® + xy 
அன்றால், ் 

கன் By 

dz = (2x 4 yidx + xdy 

oz எ 
Bx = O2x+ y, = X 

(2x + yp)dx+xdyp storm simaut@, பொருத்தான வகை 
்ீடாக இருக்கிறது. 

சில வகையீடுகள் பொருத்தமானதாக இருக்காது, எடுத்துக் 
காட்டாக, (2 --]) 66-37. என்பது பொருத்தமான தல்ல. 
இந்த வகையீடு நேரிடையாகக் கிடைக்கக்கூடிய 1 (பூ) என்ற 
சார்பு கண்டுபிடிக்க இயலாது.



.மூதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் Al 

ஒரு பொருத்தமான வகையீட்டை பூச்சியத்துக்குச் சமப் 
படுத்தினால், ஒரு பொருத்தமான வகைக்கெழுச் சமன்பாடு 

. கிடைக்கும். ஆகவே (214--])2%-1- 227 -0 என்பது ஒரு 

பொருத்தமான வகைக்கெழுச் சமன்பாடாகும். 

இனி ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாடு பொருத்தமானதாயிருப் 

தற்குத் தேவையான நிபந்தனையையும் அந்த நிபந்தனைக்குக் 

கட்டுப்பட்ட சமன்பாட்டைத் தீர்ப்பதையும் ஆராய்வோம். 

813. முதல் வரிசை, முதற்படி வகைக்கெழுச் சமன்பாடு 

பொருத்தமானதாக அமைவதற்கு நிபந்தனை £ 

கொடுத்துள்ள முதல் வரிசை, மூதற்படி வகைக்கெழுச் 

சமன் பாடு 

Mdx+Ndy=0  .. wwe wo (1) 

என்று கொள்வோம். இதில்-/ரீ, // இரண்டும் 2, 3-ல் சார்புகள். 

(1) பொருத்தமானதாயிருப்பின், 488%-- 1/0 ஓரு பொருத் 

மான வகையீடாக அமைய வேண்டும். அதாவது 2, நுல் 1 என்ற 

ஏதேனுமொரு சார்பிலிருந்து, நேரிடையாக வழிவந்த வகை 

டாக இருக்க வேண்டும். 

aarugi Mdx-+Ndy= duu டன aes (2) 

ர 21 மே... a* 
ஆனால் 8 De dx + By dy ame sue (3) 

(2), (8) இவைகளிலிருந்து 

Ou ou | 
M — “Ox. ane (4) ச — “Oy. one Foo (5) 

ஆகவே கொடுத்துள்ள சமன்பாடு பொருத்தமானதாக இருப் 

பதற்கு (4), (5) இரண்டும் தேவையான (1160658819) கட்டுப் 
பாடுகள். இவைகளிலிருந்து மஐ நீக்கி, ஒரு தனிக் கட்டுப்பாடு 
கண்டுபிடிக்கலாம். 

  

OM a” 
பி ப வப ல (4)-லிருந்து, 57 ன 

N a? x 

  

. 2 
(5)-லிருந்து, - a =
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ப ட ப் சீட. ஆனால் Bray = By ay 
OM aN 
oy as “ox one ட் ote (6) 

இந்த நிபந்தனை (6), சமன்பாடு (1) பொருத்தமானதாக. 
இருப்பதற்குத் தேதேவையானது. 

aM aN : டது வர் 812. மறுதலையாக, “i = ட. என்ற நிபந்தனையின்6ழ் 

Mdx + Ndy am பொருத்தமான வகையிடாகும் என்பதை. 
இப்போது நாம் நிரூபணம் செய்யவேண்டும். 

OM aN 
கொடுத்துள்ள நிபந்தனை “ay கா் was (ட 

48 என்ற சார்பில், நஐ ஒரு மாறிலியாகக் கொண்டு, 2 ஐப் 

பொருத்த நுண். தொகை | Max = V yen னு (2) 

எனக்.கொள்வோம், 

OF | அப்போது ax = Mw ee ண ட! (099 

. (8) ஐ இரு புறமும் ஐப் பொருத்து பகுதி வகையிட்டால்., 

ey 9.17 

dydx ~ dp 

IN ‘ : eae =a" (4) ( (1) ஐப் பயன்படுத்தி] 

்் ல் 957... 837 av _ 
ஆனா Oy ox ண “6x dy al aw) a sae (ஐ) 

் (4), (5) ட. ப 
aVv , a i ( 7) as wae (8) 

இருபுறமும் % ஐப் பொருத்துத் தொகையிட்டால், 

917 
N =- By +e 

இங்கு Gs x ators ஒரு மாறிலி.



முதல் வரிசை; மூதற்படிச் சமன்பாடுகள் | 43. 

ஆகவே, ௦ ரீ) என்று கொள்வோம். 

ave N= 5 +10) ee ee A
 வி
 

Se
at

 

(8). (1) இவைகளைப் பயன்படுத்தி, 

9 a . 
M dx + Ndy ட dx + 15 +f) | dy 

= (ey dx + “i ay ) + fy) dy 

= dV + f(y) dy 

=WV+adalf f(y) dy] 

=d[V + ff dy] oo ஸ் (8) 

௪ ஓரு பொருத்தமான வகையீடு 

ஆகவே ஆ sein on என்ற. நிபந்தனை இருந்தால், - 

சீம 7/4. என்பது ஒரு பொருத்தமான வகையிடாக அமை 

கிறது. அப்போது Mdx+Ndy=O0 ஒரு பொருத்தமான 
வகைக்கெழுச் சமன்பாடாகும். 

812, $18 இவைகளின் முடிவுகளை இணைத்தால், பின்வரும் 
மூக்கிய தேற்றம் நமக்குக் கிடைக்கிறது . 

ச்ச்ண் ட ீற்- 0 என்ற ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பகடு 

ர ர ் ௦7 ON . டத 
பொருத்தமானதாயிருப்பதற்கு, ஆ “ஜு TTP BU PBs, 

தேவையானதும் போதுமானதுமாகும். (The condition is both 

necessary and sufficient). 

815. பொருத்தமான வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டுக்குக் இர்ஷ;. 
காணும் முறை: 

சச 20-- 7/0 - 0 என்பது ஒரு பொருத்தமான வகைக்கெழுச் 

oM ON 
சமன்பாடானால். --- = 4. என்ற நிபந்தனை உண்டு. 

இந்த நிபந்தனைக்குட் பட்டு, 

Max + Nav =d (V + ff) dp 
[$ (18)-ல் (8)ஆவது சமன்பாடு]



Ad பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு, 

சீ[75-- [70 ல்] 0 என்றாகும். 

இதைத் தொகையிட்டால், 

7 [7029 6/- ம என்பது தீர்வு. we fay 

இங்கு | 82௦ (0) மாறிலி) 

[$ (18)-ல் (2) ஆவது சமன்பாடு] 

7090-14 > [3 (18)-ல் (7)வது சமன்பாடு] 

=K- w \ Mdx 

7”, 70)-க்கு மேற்கண்டவற்றை (&)-ல் பிரதியிட்டால், 
2 

{ mae +f [»- By | Mdx | dy = € - 0 

(2 மாறிலி 

இவ்வாறே, 

தர 
| Ndy + | | ர்ச் - ay | Ndy | a= C ம ம 

(% மாறிலி) Lo | 

  

  

1 அல்லது 11 நச8%-- ண் - 0 என்ற பொறுத்தமான சமன் 

பாட்டின் தீர்வாகும். : 
ளு 

மூக்கியக் கு mat : 

9 

௪ ர மட்டும் கொண்ட சார்பு 

| [7- | Madx |e 

என்ற தொகையில் ரந மட்டிலுந்தான் இடம் பெறும். ஆகவே 
நடைமுறையில், 

| ஙு ~ = | Max lay 

சான்பதற்குப் பதிலாக [ava 3 இல்லாத உறுப்புகள்) ம் என்று 

“சொன்னால் போதுமானது.
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..  மஐப் பின்வருமாறு எழுதலாம் 2 

| Max ய | 77-ல்'$ இல்லாத உறுப்புகள்) ஷ்--0 

ந மாறிலி 
  

ஆகவே 448 -- 1/8 - 0 என்ற பொருத்தமான வகைக்கக்ழுச் 

-.. சமன்பாட்டின் தீர்வுகாண, கீழ்க்கண்ட செய்முறை (011102 ரயில) 
. மிக்கப் பயனளிக்கும் : 

Gi) ந-ஐ மாநிலியாகக் கொண்டு 1448% ஐத் தொகையிடவும், 

(ii) N-b x இல்லாத உறுப்புகளை மட்டும் வைத்துக்கொண்டு 
Nady ஐத் தொகையிடவும். 

(11) இரண்டு தொகைகளையும் கூட்டி ஒரு மாறிலிக்குச் சமப் 

படுத்தவும். | 

தீர்வு காணும் வழி பின்வரும் எடுத்துக்காட்டுகளால் நன்கு 
விளங்கும். | 

எடுத்துக்காட் டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1 2 

ர்வு காண்க £ 

OF — 4xy — By*) dx + Cy? — 4xy — 2x7) dy =0 
(டீ.£, 71, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

இங்கு சீற கிறு. 2y?, N= y? — 4xy — Bx? 

oM ON 
wy an Ax — 4y, = == — 4y — 4x 

_ 2M _ ON 
dy இற DS 

ஆகவே சமன்பாடு பொருத்தமானதாக இருக்கிறது. 

14ல் = fo — 4xy — 2y*) dx 

3 மாறிலி 3 மாறிலி 

x | 
ஜு — Ext y — By’ x உ. (1)



46, ப பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் ' 

1-ல் 3 இல்லாத உறும்பு = y" 
ஆ ஆ 8 

| (N-b x இல்லாத உறுப்பு) ம: = | நூ ஸ் a (2) 

3 3 
ஸ் — 2x? y — By x + க ao i 

அல்லது ந — 6x* y — Gy? x + oy? = ¢ என்பது தீர்வாகும், 

பரிடுத்அக்காட்டு 23 

3 2 dy து 5 me 2 ! ® x® sec? க் 4 கற மா. 0063 என்பது பொருத்தமான 

வகைக்கேழுச் சமன்பாடு என்று காட்டவும். அப்படியானால், 
அதன் நீர்வு யாது ? (£.&. 10, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

கொடுத்துள்ள சமன்பாட்டை மாற்றி யெழுதினால் 

(8x* tany — cos x) dx + x* sec’ y 0 என்று கிடைக்கும். 

இங்கு M -= கஜ” tany — cos x; N = x° sec? y 

OM - 2 உ. 2 2 ம “by == 8x? sec ys Dx a: Bx* sec® ட   

om. ON 
ற... நற 

ஆகவே சமன்பாடு பொருத்தமானதாக இருக்கிறது. 

| M dx = | (8x? tan y — cos x) dx = x* tan y — sin x 
3 மாறிலி. . yp wir Hed ; 

4-ல் 3 இல்லாத உறுப்பு இல்லை, 

x* tan y — sin x == ¢ என்பது தீர்வு, 

பயிற்சிகள் 7 

் பின்வரும் சமன்பாடுகள் பொ . ருத்தமானவை என்பதை சரி பார்த்துத் தீர்வு காண்கவும். 

1. (கற 25) *- (அலீ இற? தர*) ௮0 
கி. (1 4 4xp + இ) ஜு +1 + 4xy + 2x*) dy = 0 

(B. E. °64)
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8. (x? — Oxy — y*)dx —(x+ y)?*dp=0 (B. E. 62) 

44, 

- 
O 

0, 

பந, 

ழி 2. 

18. 

14. 

46. 

346, 

iv. 

(y? + Sxy + 1) dx + (2xy + x") dy = O (B.E. °64) 

Oo ர் ; 4] 2 

y (x? + yp? ர்) “a +r (x? +)? — a) =O 

(B. E. °66} 

(x? + y? — a®) xdx பனந b?) ydy = O 

(2ax + by + ge) dx + ( Bey -+- bx + e)dy = 0 

(1 + 6y? — 8x* y) dy = (8xy? _ x?) ds . 
CB. E. "52, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்) 

(கற்று Ox — p*) dx + (x* — 8y*x) dy = 0 
(3. பீ, “78, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

(2xy + y — tan py) dx+(x* —x tan? py + sec*p)dy = O 
(B. E. °48) 

2 + 2 dy (ம — xy) + (sin yp ~ x pe = 0 

CB. E. 72, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

(cos?x — cos x sin of sin y) dx + (cosy 

— sin of sinx cosy) dp = 
(8. 8. 50, a6 Sores usds tod ap 51h) 

[cosx tany + cos(x + py) J dx + [sin x sec? yp 

+ cos(x-+ y)] dy =O 

sin.x sin®y dx ~— (cos x cos®y tan » 4+- cos x tan y) dy=O 
(8. மீ. 72, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

(2x*y + 4x® — 12xy* + By? — ver + ச“) ஸீ 
tr (12ax%y 4. Qxy® அபி ந இ ப ஸூ 0 

zm ஆ 

€ +e” )ds+(4 = ம் ce? dy=0 

(e’ + y cos xp) dx + (xe¥ + x cos xp) dy =O 
(5. ம, 65, வெங்கடேசா பல்கலைக்கழகம்)



பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள்: 

815. தொகையீட்டுக் காரணிகள் (1௦16878112 18010715) 

.. Mdx + Ndy = 0 என்ற சமன்பாடு நேரடியாகப் பொருத்த 
மானதாக இல்லாவிடினும், ஒரு தகுந்த காரணியால் பெருக்கினால், 
அதைப் பொருத்தமான சமன்பாடாக்கலாம். அம்மாதிரி பெருக்கும் 

காரணிக்கு தொகையீட்டுக் காரணி என்று பெயர். எடுத்துக். 

காட்டாக, ந(1--3) 6-3 - 0 என்ற சமன்பாடு பொருத்த. 

மானதாக இல்லை. 

| இங்க 1-2 (1 + xy)=yt xy", N= ற, 

OM oN _ _ eM ர 

dy PPA B= TE Way a | 
மேற்கண்ட சமன்பாட்டை ydx —xdy + xy* dx = 0 என்று 

எழுதலாம், 

இதை முழுவதும் ந” ஆல் வகுத்தால், 

ydx — xdy 
y” 

' (XN fe YN _ அதாவது (5 -4(3)-௦ 

os = x x? 

அல்லது (3 ஆ a) = 0 

+xdx = 0 

இது ஒரு பொருத்தமான சமன் பாடு. 

x 2 

இதனுடைய தீர்வு ல் = - 2 என்பதாகும். 

ஆகவே, இங்கு ௨ ஒரு தொகையீட்டுக் காரணியாகும். 

Mdx+Ndy=0O என்ற சமன்பாட்டிற்கு தொகையீட்டுக்: 
காரணிகளைக் கண்டு பிடிப்பதற்குப் பொதுவாக ஒரு முறையும் 
இல்லையெனலாம். பெரும்பாலும் கொடுத்துள்ள வகைக்கெழுச் 
சமன் பாட்டின் உறுப்புகளை சரியாக ஒழுங்கு படுத்தி தொகுத்தால், 
ஒவ்வொரு தொகுப்பையும் ஒரு நேரான வகையீடாக்க, தகுந்த 
காரணியை : நிர்ணயம் செய்துவிடலாம். அடிக்கடி சமன்பாடு 
களில் வரக்கூடிய சில உறுப்புகளின் தொகுப்புகளும் அவை



முதல் வரிசை; முதற்படிச் சமன்பாடுகள் ' 49 

களுக்குகந்த தொகையீட்டுக் காரணிகளும் கீழே கொடுக்கப்பட் 
டிருக்கின்றன. காரணியால் பெருக்கியபின் ஏற்படும் பொருத்த 

மான வகையீடு காட்டப்பட்டி ருக்கிறது. 

  

  

  

  

உறுப்புகளின் | தொகையீட்டுக் |. பொருத்தமான 

(1) (2) ப (5) 

1 dy — _xdy — y dx = “er சக்க 2 ற. 
1 dx —xd 

“yp dx — x dy yp ar han -45) 

Qxy dy — y* dx =. | ex ன் — yi dx (4 2, ் x 

Qxy dx — x® dy ௪ aay de = உ ee i (3 ) 

கம்பட்ட a = a a xy xy . ச் x 

= d(log y) — d(log x}: 

= d (log y — log x) 

af 2. d log ( : ) 

(24 
1 xdy — ydx x* } d ரக ம —- ae ee eee Seno xdy — yar x® + y® xt 4 y? x+y ff 

(= x* ) 

4G) 
i 4, = 

x - 
ட 

a at tan-* (= | 
x 

    

      
Li. bu. ச, அகழ



பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள்: Ot
 

©
 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

wh aio 1) 

தீர்வுகாண்க : 

xdy —ydx — (1 நூ) மீட 0 

Gigs (1 --- x?) dx பொருத்தமான வகையீடாக இருக்கிறது. 

  

xdy -- ருக்கு ஒரு தொகையீட்டுக் காரணி தேவை. அது x2 

சான்று உடனே தெரிகிறது. மேலும் இது மூன்றாவது உறுப்பைத் 
தொகையிடவும் உதவியாக இருக்கும். 

ஆகவே > என்ற தொகையீட்டுக் காரணியால் கொடுத் 

துள்ள சமன்பாட்டைப் பெருக்கியபின், 

  

வகைய ட் —— 2 ச 

அழ அன். - {i= x ) dx = 0 
x 

y i 
அதாவது (3) _- (x ௮ 1) 4 a 

இதாகையிட்டால், 

அிஃ்லது நு 4 1 4-7 ௯ மர என்பது தீர்வு, 

அதித்துக்காடுட்டு 2: | 
SA (Bx? + 1Bxy — By") de + (8x — Qxy) dy =O என்ற 
சமன்பாடுக்கு பா ஒரு தொை கயீட்டுக்காரணி என்றால், அதன் 
இர்வு காண்க. (8. 8. 70, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு, 

(Sx° + 1 2xy—By*) de + (8x"—2xy) dp =: O , (1) 

இதற்கு x" தொகையீட்டுக் காரணி, : 

(1) x" St DUGSH EA, Among 

COS fe இலார் ற ய இர றா) இடு (இரக்க 
ப — 2x" y)dy=0 1. (23 

வெத்விவல்வையவயய யை



மூதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் தர். 

இப்போது (2) ஒரு பொறுத்தமான வது ௪மண் எண்டன் 

M = Ox"r* + Lx ty — By? 

N அ கிறார்? இர் என்றால் 

OM =: 12xet* — By xn 
op 

= == 8 (+2) x0t) — By (n+l) x 

பொருத்தமான சமன்பாட்டில் oe = ae என்ற நிபந்தனை 
யுண்டு, 

| 
P2xet* — Gp x? = 8 (n+2) xt! —- By (nti) x 

இருபக்கங்களையும் ஒப்பிட்டுப்பார்த்தால், 

142) 12), இரு. 1) 

"அதாவது ர-ட2-4, ர..189 என்று கிடைக்கிறது. 

டை Stéa, n= Q, - 

- ஆகவே. 1” ஒரு தொகையீட்டுக் காரணி 

1௯ 8 என்று (2)-ல் பிரதியிட்டால், ட ட்ட ட் 4 ko 

(ix* +1 2x8 y;—Bx%p2) dx + (8x* ~ 2° ydy= 0 ai (8) 

இது பொறுத்தமான சமன்பாடாகும். yo Ly, 

8 14ல் கூடிய செய் முறைப்படி, WEL mt ஸூ சசி 

[ Mdx = | (Ox* + 128x% yp — Bx% yp?) le 

pure y மாறிலி 

ப = x" + இற நூறா 

ல் 0 இல்லாத உறுப்பொன்றும் கிடையாது . 

ந 4 கற்று றர ௭ ॥ என்பது தீர்வு, 

   
ஓத்துக்காட்டு 3: 

05-27) மலர மு 0 என்ற சமன்பாட்டுக்கு நர p? - 
இரு தொகையீட்டுக் காரணி என்றால், அதன் Stay ata se. 

கொடுத்துள்ள சமன் பாட்டை 2] ஆல் பெருக்கக் கிடைப்பது , 

Cxmynbe ym Bath dy 4 ஜம்போ dyp=OQ 0 1 tt)



§2 பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகள் 

இது பொறுத்தமான சமன்பாடாகும், 

M = xmynt? — xmt2ynt2, N= xmtSy என்றால், 
த , 

3 = (n-+2) xmynt® — (m1) xmb2yn 

i = (m+8) xmt? ya 

aM ON _, ர ம் 

(n+2) xmynt® — (n+1) xmt2yo = (m+8) xmt+2 yn 

927 நா ஆல் வகுத்தால், 
(n+2) y ~— (n+1) x? = (m+8) x? 

அல்லது (m+n+4) x? — (n+-2)y =O. 
இது ஒரு சர்வசமம். 

உ ரி ரா 4-0. ன் ரு (2). 

n + 2 = 0 eee vee ow (3 }- 

Qoushdgiggin=— 2, m= — 2aun Amt ésbngi. 

1 
நரி நரி அ ror ஒரு. தொகையீட்டுக் காரணியாகும், 

90) 71 மதிட்புகளை (1 )-ல் பிரதியிட்டால், 

(x-* — y-*) dx + xy-* dy 0 

1 1 x 

(௪ 5) a+ yr Y= 0 
1 a (க ஸ் அணி ) =0 

x y y 

A ay GRAM) 2 0 
7 

4 ae —a(%) =0 
x y 

தொகையிட்டால், 

= 
x y 

= € 

அல்லது cxy + x° + y = 0 என்பது தீர்வாகும்.
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பயிற்கெள் 8 

தீர்வு காண்க: (1 லிருந்து 16 வரை) . 

i. 

a
a
h
 

த 
aj
 

PA ame aay m= Bae ex® dx = 0 
(ற. 1. ₹66, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

(xtex — நொ) 6 - டட ்ற ஹ் 0: : 
(6.௩, “51, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்? 

B. EB. °54, அண்ணாமலைப்பல்கலைக்கழகம்) 

் 222) -7 — + Oy" 1227-0 

xdy — ydx = (x? + ) (de + dy) 

(y + x®y?) dx + xdy = 0 

Cy + y® cos x) dx — (x— y®) dy = 0 

* ge =P - 
8. xdy — (y + logx) dx aa D 

ம்ம. 

12. 

is. 

14. 

18. 

6. 

. (py — 2x?) dx —x(l — xy)dy =O 

Cy — x®) dx + (x? coty —x)dy = 0 

a” (xdy — ydx) 

32% + ydy = x + y? 

ற (இ + erdx — et dy = 0 

(B. E. 752, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்) 

(1 + xy) pdx + (1 —- xy) xdy = 0 

(yew? + 4x3) dx + (Qxyerv? — By?) dy = 0 

; d | 
(xerr + By) = + yer? = O 

ற. 7. 79, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

— xd 
ydy + yap a 22 = 6 

(B. E. 72, சென்னைப் பல்கலைக்க.ழகம்)
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17. (2x —yp)dv-+ (2p -+ x) dv = 0 ore p eustrure_ Gas 

கடர ஒரு தொகையீட்டுக் காரணி என்று காட்டு. அப்படி 

யானால் தீர்வு யாது? (1. 1. “64, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

18. xdx + ydy + 4p? (x? று) dy = 0 என்ற சமண் 

பாட்டுக்கு ம் y தொகையீட்டுக் காரணி என்றால், . சமன் ..” 

பாட்டின் தீர்வு காண்க. (%.1. *65, 79, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

19. (8xy — இர) dx + (x? ~ Baxy) dy ௭ 0 என்ற சமன் 

பாட்டுக்கு 1 என்ற வகையில் ஒரு. தொசகையீட்டு காரணி 
இருற்தால், அதன் தீர்வு யாது ? 

- (8.7. 72, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

20. (2p ~ 8xy*Jdv -~xdy=0 arp சமன்பாட்டுக்கு 
x” yore) வகையில் ஒரு தொகையீட்டுக் காரணி இருந்தால், 

அதன் தீர்வு யாது 2 

21, (xcosy—ysiny) dy + (xsiny + yoosy)dx =Q | 
என்ற சமன்பாட்டுக்கு :: மட்டிலும் அடங்கிய ஒரு சார்பு, தொகை& ். 

காரணியாக இருக்கிறது. தொகைக் காரணியைக் கண்டுபிடி த்து, 
சமன்பாட்டின் தீர்வை காண்க. 

(8. 8. 11, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 

[சூறிப்பு 2 தொகைக் காரணியை ரீ (ம) என்று கொள்ளவும்] 

ஓ, ரளி. இம) ஸ். இற ஷ்0 என்ற சமன் 
பாட்டுக்கு ரீ என்ற % மட்டிலும் அடங்கிய ஒரு சார்பு, 

தொகைக் காரணியாக இருக்கிறது. ரீ(09-ன் அமைப்பைக் கண்டு 

பிடித்து சமன்பாட்டின் தீர்வைக் காண்க. 

_ . 3 

23. ysec® x dx + இ tan x — oF) |e - 0 என்ற: 
அ _ 

சமன் பாட்டுக்கு 37” என்ற வகையில் ஒரு தொகையீட்டுக் காரணி 

இருந்தால், 1-ன் மதிப்பு யாது 2? சமன்பாட்டின் தீர்வையும் காண்க, 

816. தொகையீட்டுக் காரணிகள் சண்டூபீடிக்க ல வீதிகள் 

Mdx + Ndy 0 பொருத்தமற்ற தாயிருந்தால், சில நிலை | 

களில் தொசையீட்டுக் காரணிகள் கண்டுபிடிக்க இயலும். 
அவைகளை இப்போது கவனிப்போம்,



DD o 

முதல் வரிசை, மூதற்படிச் சமன்பாடுகள் 

விது1, Mx + Ny # © oon oi, Mdx + Ndy 0 என்று 

டுப் i 
சமன் பாடு சம்படித்தனதாகவுமிருந்தால், அப்போது Wer Ny 

ஒரு தொகையீட்டுக் காரணியாகும். 

நிருபணம் : 

Max + Ndy = rv jo x + Ny) 3 ட்ரீ அடர் 
2 

றி 

i ‘ 
ரு 

் + (Mx — Ny) (= _ 
ys 3 

1 
Soy (Mx + Ny) d leg (xy) 

+ (Mx—Ny) d{ log =) | we (2a 

Max + ற _Ndy 1 . 1 Mx — Ny x \ 
‘ oo a yt I lo i 
Te Ny 5 dlog (வெர் 4 5 ie Ny d lag (=) 

% 
த 

சக one sea (3) 

Max + Ndy 0 சமபடித்தாலாதால், 

Mx — Ny 
Mx -+ Ny 

Mx — Ny 

“Mx + Ny 

என்ற கோவையும் சமடடித்தனதக இருக்கும். 

=a (4 =) என்று வைத்துக் கொள்ளலாம். 

2 (2) லிருந்து. 
Mdx +- Ney ] ம் ~f # aa VY 
Te : ட oN i க் “அ ப் log (xy) -- “3 r( r) டப் log ‘Ga, 

= 2 d low (x¥) 

ந "x (9). ௫1௫) ‘eG 
ர . x ் fox 

Ss dlog (xy) + F & ) ரீ (ர் ) we C(O} 

௪ வலப்பக்கத்தில் ஒவ்வொரு உறுப்பும் நிறைவகையிடாக உள்ளது. 

॥ 

a Wes ஒரு தொகையீட்டுக் காரணியாகும்.
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அப்போது 14% -- 7/ற் - 0 என்ற சமன்பாடு 

Mdx + Ndy _ . 7 

Mx + 0 என்றாகும் 

“ (8)-8@5g5) 

i x x 
macaicits — வ. as O a @ log (xy) ங். 

தொகையிட்டால், 

1 wi x (ஷை [2(2)(2)-. 
அல்லது ன் log (xy) + % (5) = ¢ என்பது தீர்வாகும். 

குறிப்பு (1): Mx + Ny = 0 என்றால், 

. M _ Dy 
Mx =— Ny. ௩ a 

dy Mdx -- 744) - 0 என்பதிலிருந்து ae = — i 

சமன் பாடு ௮. 2. என்றாகும் 
dx x GS 

ம் ஸ் அதாவது - = 7" 

Asronsultrad, log x = log y + loge = log ey 

X= cy THUG! Stey. 

@Piy 2: Mdx + Ndy =O சமபடித்தானதாக இருந்தால், 
தொகையீட்டுக் காரணி கண்டுபிடித்து தீர்வு காண்பதைவிட, 
௩7% என்று பிரதியிட்டு $9-ல் சொல்லியபடி, தீர்வு காண்பது 

சாலச் சிறந்தது 

விதி 11: Mx — Ny # O என்றும், 182 - நஸ் - 0 என்ற 
சமன்பாடு 7, (ம) நம 7, (00-20 - 0 என்ற அமைப்பிலு 
மிருந்தால், அப்போது ரத ஒரு தொகையிட்டுக் காரணி 

யாகும்.



மூதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் ஓர? 

நிரூபணம் £ 

விதி 1-ன் நிரூபணத்தில் (1) என்ற சர்வசமத்திலிருந்து, 

48% -- ]ிற் ஆல் வகுக்கக் கிடைப்பது, 

Mdx + Mdx + Ndy ; Mx +N 
“iy ௭ பிட + “ie Nip d log (xy) + 1400 >) | 

we (4D 

guGurg M =f; (xy) y, N =f (0) :3 என்பதால் 
Mx + Ny _ fied xy + fa (xy) xy 
Mx — Ny — fy (xy)*xy — fo (xy)> xy 

_Sfithe 
Fi 5 

௪ ரீ) எனலாம். 

(4)-லிருந்து 
Nd 1 Mdx + y — ஏ [70041 (xy) +4 (tos>) | Mx — Nv 

_ 1 fey ,.. a2 =+4 i d (xy) + (3) | 

ண = [ (xy) d (xy) + d (tos >) | 

ees eee (5) 

வலப்பக்கத்தில் ஒவ்வொரு உறுப்பும் நிறை வகையீடாக உள்ளது. 

  

  

i ட் ௫ ; ‘ix — Ny ஓரு தொசையீட்டுக் காரணியாகும். 

அப்போது Mdx + Ndy = 0 என்ற சமன்பாடு 

_ Mdx + Nady 
Mx — Ny 

(5-8 551 F (xy) d (xy) + a (Iog >) =.0 

  9 என்றாகும். 

தொகையிட்டால், 

CF (xy) d (ay) + log க் ௪ 2 என்பது தீர்வாகும், 

குறிப்டி 1: Ax — Ny = 0 என்ரால்,
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M dy 
ர் க = + iene: pe ee, et Ndy = 0-8@ 55 =, de 

சமன்பாடு வத ண வட "ஸிவ என்றாகும் 

: dx dy 
அதாவது --- ௬ - —— 

2 

தொகையிட்டால், 102 -. 1 ஐ 4. loge = log > 

6 த 5 5 
x= = அல்லது 2 - ௦ தீர்வாகும். 

குறிப்பு 2: (09 ரண் ர் 00) வன் ௪ 0 என்ற சமன் 
பாட்டை மு - ழ என்று பிரதியிட்டும் தீர்வு காணலாம். ($8ஆம் 

யக்கம் பார்க்கவும்.) 

OM _ @N 

> Op ox 
விதி 111: a   == [(X) என்றமைந்தால், (அதாவது 

2-ல் மட்டிலுமுள்ள சார்பானால்) அப்போது e 
ff tx) dx i 

: : OG 
தொகையீட்டுக் காரணியாகும் 

நிரூபணம் ₹ 

OM ON 

dy ax . — 
No SO) star OD இருந்தால் 

oM oN - 
“ay. = Ox ன N f(x) aes (6) 

Mdx + Ndy = 9M e I(x) dx ஆல் பெருக்க, 

olf) dx ie + We [ f(x) dx 0 

Qos M, dx = N, dy = 0 என்போம் 

La .. 

 gte M, = Mel SOE 

6M, 

ay 

N, = Ne 17004 

ட டி f(x) dx 917 
ay vs a: * (8)



முதல் வரிசை, மூதற்படிச் சமன்பாடுகள் Be 

ON, Ne J Fx) ax ச ] i (x) dx EN 

“ax f(x) ex 

2 JF (x) ax இ f(x) + ax | 

_, [ PO dx i [(8) ஐப் பயன் படுத்தி] 

221 (8). ருந்து] 

(7) ஒரு பொருத்தமான சமன் பாடு. 

ர்ர்பேஸ் 
ஆகவே 2 ஒரு  தொகையீட்டுக் காரணியா கும் 

OM ON 
by ax 

விதி 14: அட்ட - 900 என்றமைந்தாள். 
| 80). (அதாஷது 1௩ல் மட்டிலுமுள்ள சார்பானால்) அப்போது. 

ஒரு தொமையீட்டுக் காரணியாகும். 

இந்த விதியின் நிரூபணத்தை விதி 111-ல் கூறியவாறு 9 
லாம், அது மாணவர்களுக்கு ஒரு பயிற்சியாக ஒதுக்கப்ப ௮ 

  

வி; 7: Mdx + Ndp = 0 woit® euacstur® 

xo 8 Cm ydx -- nx ay னி ஐ! yh (mtyy dx + nix dp = 0 
என்ற அமைப்பி பிலிருந்தால், குற்று ஒரு தொகையிீட்டுக் காரணி 
பின் வருமாறு காணலாம். 

x of ர்! 8 Cmydx +- nxdy) gQ ox 

என்பதால் பெருக்கல் கிடைப்பது. 

km— f — 1 412 இஃ 

mx ol + kar —~ oh — i ரு B+i1+kn- B ~ 1 

+ b-+km dl -— 1 திதி இய 
ax 4 FX at : ee of ந் ட ee 2 ai 

kim -- 1 he km oka 1 அதாவது, 81 ப்ட் ப நற று dv 

hips ம 

kn xo ; Am fy 
இதை my d (Sar ) “WN d ( TE )
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, 1. | ators, =[ றர acy 4 ym dy my] 

. i km — ker அல்லது -- d(x ve y 8) என்று எழுதலாம். 

இவ்வாறே, சமன்பாட்டின். இரண்டாவது பகுதியிலுள்ள 

| yh pha (myydx + 1,x dy) 9 

kim, or —-1 நட டட ட ge AY ol} oy 1721 By என்பதால், 

பெருக்கக் கிடைப்பது ட் acm y My 
1 

). 

ஆகவே, இரு பகுதிகளும் தனித்தனியே ஒரு நிறை வகையீடாக 
wig Her near, ஆனால் சமன்பாடு முழுவதற்கும் ஒரே பொதுவான 
தொசையீட்டுக் காரணி கண்டுபிடி க்கவேண்டும். இதற்கு 
நிபந்தனைகள் பின் வருமாறு : 

ee 

kn —- B—~—l=kn, — B, —1. 

இந்த இரண்டு சமன்பாடுகளில் %, 6). தவிர மற்றவை கொடுத் 
துள்ள மாறிலிகள், ஆகவே, இவைகளைத் தீர்த்து 8, £-யின் 
மதிப்புகளைப் பெற்று, கொடுத்துள்ள வை கக்கெழுச் சமன்பாட்டுக்கு 

ஒரு தொசையீட்டுக் காரணியைக் கண்டுபிடிக்கலாம், 

மேற்கண்ட சமன்பாடு, தனித்தனித் தொகையீட்டுக் காரணி 
யால் பெருக்கப்பட்டால், 

1 ரபி ys 4 i d(x eet yay =o 
k ky 

என்றாகும். 

இதிலிருந்து தொகையிட்டால், 

1. ப kn 4 a ye Kh yp heh =e oe a 

k ச் ky ன்பது 
தீர்வாகும், 

மேற்கண்ட. விதிகள் பின்வரும் எடுத்துக்காட்டுகளால் நன்கு 
விளங்கும்,



முதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் Gr 

எடுத்துகாட்டூகள் 

எடுத்துக்காட்டு a3 

இர்வுகாண்க £ 

(x?y — இறு) ட பீ 8x*y) dv = O. 
(B. 8. 71. மதுரைப் பல்கலைக்கழகம் ; 

ம. 2, £69, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

சமன்பாட்டின் உறுப்புகள் சமபடித்தானவை, 

உ $16-ல் விதி 1 பிரகாரம் 

1 
x (x*y— 2xy* )—y மீத) 
  

1 ல் = வச என்பது தொகையீட்டுக் காரணியாகும். 

* a 1 2 a. ் ஆகவே சமன்பாட்டை னர் ஆல் பெருக்க, 

xty—2Bxy* 4. G8 — 8x*y) 
xy? ye dy = 0 

ந 2 x 

1 x 2 3 

ans ஓ 
a x dy ——dx+-—-d= 

a(=) - 2 420௨0 
ச * 7 

தொகையிட்டால், 

3 - 210224 8 1021ற ௬ 0 என்பது தீர்வாகும், 

, எடுத்துக்காட்டு 22 

தீர்வு காண்க 2 

நூ 4 இற) மேட்டு ஜூ) மூ கூட



62 பயன்முறை வகைக்கெழுச். சமன் பாடுகள்: 

இங்கு $1 6-ல் விதி // பிரகாரம் 

J 

xp xy + Bx® py?) — xp (xy — x? p®,y 
  

3 
= “இர ன் என்பது தொகையீட்டுக் காரணியாகும். 

8 நீக்கி, சமன்பாட்டை 5 5 ஆல் பருக, 

xy ae Bx? 2 xX (xy — x த € ் “ig Pa த de x (xy = நர ) dy sss O . 

x* ye ye #3 

i £ . 1 1 
eo we dy WO a நந ட்] : dx + te dy = dy =O 

க சேவு 3 டத 1 
ee ees ழ் een 9 வதன கல்வ. weer அனையை 4y— oy dx + x dy + z dx —. ர dy = 0 

       
2 pt x dy) + 8 de — = a) == © 

ட் 

Re 

i 4s டட "Xx dx —- > 11) = 0 x 

தொ.கையிட்டால், 

1 ~ + 2logx — logy = ¢ THUG Sit ur@b. 

அடுத்துக்காட்டு 8: 

இம்வு காண்க? 

(ஆமே — x* cos y) dy = (tan y — 8x*) dy 

அிகாடுத்துள்ள சமல் பாடு, 

ர் - மு) 4-1 (182070 2 ற” 0080 மூ40 

Bag M = 8x* — tany, N = xsce*y — x° cos » crag, 

OM sec® ; an net த் i 
அவை oo வை ‘> ம் ௮ம் = ஒரு 30 xX COS Vs 

ay} “* Bx எத. எர Senge 

OM aN ட்ப 
dy ax



மூதல் வரிசை, மூதற்படிச் சமன் பாடுகள் aa: 

  

OM _ ON 
dy ox 8 sec*y + 2x ¢ COS p 

N x sect@y —-x? ௦08] 

_ & sec? y — x Cos y) 

~ x (sec? vy — xX cos yp) 

ae se ன் = f(x). 

5816-ல் விதி 11] பிரகாரம் 

| f (xj dx | ச் dx | ° 
ல 2 x ~ Blog x log டம். 

2 = ¢ =e "se \ x 

1 
= sg என்பது தொகையீட்டுக் காரணி. 

i 
சமன்பாட்டை -...- ஆல் பெருக்க, 

ட ஆ ் (2-5 m2) a dx + (௫. *— cosy ) dy =0 
sec? ற 

    

8x°dx - 008] dy + dy — a dx = 0 
ow 

8x%dx — cos y dy + 75 ane”? ay Ce y dx 
= 

  

d(x®) -- d(sin y) + xd (tan y) = tan y dx =6 
+ 

d(x®) -- d(sin y) +d (=) = 

இதாகையிட்டால், 

(ஹர. 
33 -- ஐ 4- - 25 2ம் 0 என்பது தீர்வாகும், 

எடுத்துக்காட்டு & ₹ 

தீர்வு காண்சு : 

ke sec y — tan y ய -- ம sec y Jogx) dy = 0. 

“இங்கு M-= secy —tany, N=—x-+ secy logx



684 பயன் முறை 'வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகள் 

  

aM 1 : 2 ஆ“ 07860] tan y + an 3) ௮ பள் y 

aN sec y — aa நி 
ox + x 

aM oN ர 2 ay Ox = 7 sec y tan y — sec 9 1 

= ~ sec y tan y — tan® y 

tan y (2 = ¥{ “sec y — tan y 

8M oN y | | by Oe tan y (> sec y — tan y ) 
es M = 
  

ரி 
அ 860 நு ௨ sec y tan y 

= tan y = 9 (y) 

8168-ல் விதி 197 பிரகாரம் 

க \ ae ‘dy on SPO) dy _ .—ftanydy _ jlogcosy _ 
cos y 

ston ug தெகையீட்டுக் காரணி. 

FLOGTLITL EOL. COS PMV QuGHas, 

€ — sin 7) dx — (x cos y — logx) dy = 0 

< dx + log x dy — sin ydx — x cosdy =O 

[yd (log x) + log x dy] — [sin y dx +xd(siny)]=0 

d(y log x) — d(xsiny) = 0 

தொகையிட்டால், . 

ylogx —xsiny = ௦ என்பது தீர்வாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 52 

தீர்வு காண்க : 

y (xy + 2x* y*) dx + x (xy — x*® y*) dy =0 

சமன்பாட்டை மாற்றி பின்வருமாறு எழுதலாம். 

xy (ydx + xdy) + x* y® (2ydx —xdyy=Q w. (1)



முதல் வரிசை, மூதற்படிச் சமன்பாடுகள் ae 

முதல் பகுதியை xo yb (my dx + 1% ம்) என்று குறிப்பிட்டால், 

௮4 17, $ 7,77௬ 7, 1, 

ஆகவே $1 6-ல் விதி "/ பிரகாரம் தொகையீட்டுக் காரணி, 

ட ௭ 1. ப ணன் +i 
— 

k—2. k-—2 =X y eee: sem eve 88 (2) 

இரண்டாவது பகுதியை ட்ட (miydx + mxdy) என்று 
குறிப்பிட்டா ல், 

1 = 2, Bi = 2,M,=2,m=— 1. 

இதற்குத் தகுந்த தொகையீட்டுக் காரணி . 

— ஸ்ட ன் வலம லை _ xf 1) -- லட ன் ந 771 Bi 1 

2k,—8 —k,—~—8 
=X y ke wal wie (3). 

இரண்டு காரணிகளும் ஒன்றாக இருப்பதற்கு, 
em Be By Bm பட ப (4) 

k-2=-—-k,-8 wo ww ee = (கீர 
என்ற நிபந்தனைகள் வேண்டும். | 

(4) -—-(5); 8k, =0 & hy = 0. 

(4)-0 ky = 0 என்று பிரதியிட்டால், ௩-7 

். (2)-லிருந்து, பொதுத் தொகைக் காரணி 
i . 

x3 3° 

  

= ஒக நுணி = 

2 2 1 2 . 2 

சமன் பாட்டை xe ஆல் பெருக்க, 

i Te (pdx + xdy) + yy (Bvde — xdy) = 0 zy 
டத 1 

wae dy) + ஆ ai Nee a 

ப வ.௪.-2



66 பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

தொகையிட்டால், 

் 1 
2. 4 ட 2. a ar 2logx — 1029 4 ஈர என்பது தீர்வாகும். 

-பயிற்கள் 9 
தொகைக் காரணிகளைக் கண்டுபிடித்துக் கீழ்வரும் சமன்பாடு .. 

களின் தீர்வு காண்க £ 

1. (y® — By x") dx + (2xy* — x*) dy = 0 
BQ. (x® y® 4 x2 y? + xy + 1) ydx ++ (x y® — x2 y? 

—xy-+1)xdy=0 

8. yxy +ti)de+x(l + xy + x? yp?) dy =0 

A, (x? + y? +1) dx — Qxyp dy =0 

5. \xy—e dx — x°ydy = 0 
us (£.&. 1, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

G. y(2xy + et) dx —- et dy 0 : 

7. x? (pdx + 2x dy) + y® (ydx + 4x dy) == 

8. (2x? y — By*) dx + (8x® + Qxy®) dy = 0 

9. (x® + y? + 2x) dx + Q2ydy =0 | 

10. x(4y dx + 2x dy) + y® (By dx + 5x dy) =O 

ட் dy , 
2y ~~ == xy? + 27. (x*?p — x) ‘a xy y 

(B. E. 71, 72, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

Gy அமைப்பு 7: நேய வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 
(Linear Differential Equations) : 

dy ட பா் 
“ae + Pyp=@ wee து ane (1) 

என்ற அமைப்புடைய ஒரு மூதல் வரிசை வகைக்கெழுச் சமன் 
பாட்டில். 2, 0 இந்த இரண்டும் ௩ ஐ மட்டிலும் அடங்கிய சார்பு 

களாகவோ அல்லது மாறிகளாகவோ இருந்தால் (1) நல்: நேரிய 

சமன்பாடு எனப்படும். 3, 9! ஒன்றுக்கொன்று மாறிக்கொண்டு



முதல் வரிசை, மூதற்படிச் சமன்பாடுகள் 67 

(1) அமைப்புள்ள வகைக்கெழுச் சமன்பாடு 3-ல் நேரிய சமன் 

பாடாகும். ஆகவே முதல் . வரிசை நேரிய சமன்பாட்டில், 

சார்புடைய . மாறியும் அதனுடைய வகைக்கெழுவும் மூதல் 

படியிலிருக்கும். இவைகள் ஒன்றையொன்று பெருக்கலில் இருக் 

காது. 

(1) உடைய தீர்வு காண்பதற்கு ௪ [44 என்ற. காரணியால் 

இபருக்குவோம். ட் 

{ Pdx f dy ர் சிஸ் 
2 Be ன Py ) = Ge ene ceo (2) 

இப்போது, | 

d Pdx df §Pdx\ a ml" 2 (௫ “922 

ட நகும் P+el Pax dv 

| dx 

ணக py) 
௩ (2)-ன் இடப்புறம், 

(2) ஐக் கீழ்க்கண்டபடி எழுதலாம் : 

d Pdx Pad; 
(2 )= oe (8) 

தொகையிட்டால், 
P a a 

ye 1 ies அரு | Qe | Pas dx vee ceo (4) 

என்பது தீர்வாகும். 

; . { Pdx . . 
குறிப்பு 1: சமன்பாடு (1) ஐ e ஆல் பெருக்கினால், 

அது (8) ஆவதில் உள்ள ஒரு பொருத்தமான சமன்பாடாக மாறு 

கிறது, அதற்குப்பிறகு தொகையிடல் மூலம் தீர்வு காண இபலு 
கம 

கிறது, ஆகவே e! ‘ ஐ (1) உடைய தொகையீட்டுக்காரணி 
வபயெனலாம். 

சூறிப்பு 2: =. + Py=Q என்ற சமன்பாடு, தொகை 

பமீட்டுக்காரணி e J Pax 

“புதிய அமைப்பு ட் (25 திக்கம் ] ௬ இ 

ஆல் பெருக்கப்பட்டால், அதனுடைய 

{Pdx _, ; 
2. என்றாகும்,
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அதாவது “Ey X Gare dr.] = OC X Gar, an. 

(இங்கு தொ. கா. என்பது தொகையீட்டுக் காரணி) 

மேற்கண்ட முடிவை நீனைவில் கொள்வது மிக்க நல்லது, 

“ குறிப்பு35 ௪57092, சிக புழு. என்ற முடிவுகள் நேரிய சமன்பாடுகளின் தீர்வு காணும் கணக்கு." 
களில், பெரிதும் பயன் படும். 

குறிப்பு &: நேரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் நியம 

வடிவம் (Standard form) Rid +Py=Q ஆகும். . இதில் 

அ உடைய குணகம் 1. சில நேரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடு: 

களில் ட உடைய .குணகம் 3 அல்லாது வேருக இருந்தால், 

மூதலில் அவைகளை நியம வடிவத்துக்குக் கொண்டு வர வேண்டும். 
பிறகு மேற்கண்ட முறைப்படி தீர்வு காணலாம். 

ர எடுத்துக்காட்டுகள் ae 
அடத்துக்காட்டு 1: 

| இர்வு காண்க £ 

ஆ +ycotx = 2cosx (B. E. “72, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்): 

இது நியம உடிவத்திலுள்ள நேரிய வகைக்கெழுச் சமன் பாடாகும். 

2 00% 0- 20083 

{ Pax = [cot x dx = log sin x ' 

தொகைக் காரணி - ௪ ணய 208 டி =!sin x 

சமன் பாட்டை இரு பக்கமும் 81 2: ஆல் பெருக்க, 

2, (py sin x) = 2 cos x sin x = sin 2x 

தொகையிட்டால், 

nxac+ (si = C208 Bx ysinx = C+ J sin 2x dx = 0 2



முதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் eo 

எடுத்துக்காட்டு a: 

a 
d 

a 

௮. இ 0013 810 2ஜ என்ற சமன்பாட்டை, ஐ. —~- 
63 

XX 

என்றால் ந 8 என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்டுத் Sik nay. Goad 

0 ௨34 ௬ என்ற இடைவெளியில் ந-ன் மீச்சிறு மடப்பு - 3 
ச 27 
“யேன்று காட்டு, 

_ dy » = cin Or 
“dx இறு cot x ல sin. 2x 086 one “* (1) 

இங்கு 72 -- 8 cotx. 

1 24 = {- 8 cotx dx = — 8 log sin x 

= log (sin Ky * = log a | 
“\ sin® x 

f Pdx log sin® x i 
Oar. Fr. = ௪ = @ = 

sin®x 

(1) ம். ஆன் பெருக்க 
8 3 3 கரல 

1 ஆல 
க ந] 1 எல் உழ 

_ இவா 0083 ட 20082. 

~ sin? x ~ sin? 

தொகையிட்டால், 

Jon 6052 5 
sin®x யு sin* x te 

=e to( 2 Ginx) 
= err 2| sin®x 

2 
= ¢-+2x— 

  

ள் 2 ட் 
51112 $1112% 

= c¢sin®x சஹ “wx ae (2}



FO ப்யன்முறை வகை க்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

(2)-ல் | x= > y= 2 என்று பிரதியிட்டால், 

7 é யூபி — 913 ப a Ss =e ப ஓ 2=c¢ sin த 2 sin இ ௦ 

c=4 | ப 

௭ (2)-லிருந்து, ந 4.4 85% -- எ ஹர உட்ட்(89):- 

நன் மீச்சிறு மதிப்பு காண; 8 3 - ர என்று கொள்வோம். 

(8)-லிருந்து, ந 4u® — 21? ove ணட (4) 

4 ஐப் பொருத்து வகையிட்டால், 

த = 1 Sy? — 4u 600 eee aoe (5) du . 

Py _, 6) au = ae —_— 4 $80 see a9 ( னீ 

ற் மீச்சிறு மதிப்பை அடையும்போது, ன் 

தனை d*y 

aa ஜு 
* 1247 —4u=0 

 4u(8u~1) =0 

1 0 அல்லது ee 3 ட 

a ட்ட d*y _ i 
“= B To Ger, (6)-AG sg ஸ்ட் 24 x = 

A nh os of, 

= நூன் மீச்சிறு மதிப்பைத் தருகின்றது. 

8 8. 

ஃ. (4)-லிருந்து, மு) =4*x (=) —2 (2) a 
, மீச்சிறு 

41 2 2 
தர. 37 

oo U ॥



முதல் வரிசை, மூதற்படிச் சமன்பாடுகள் சமி 

"எடுத்துக்காட்டு 3 

கீ தீர்வு காண் 2 

a, a ல (3-2) ந 1 | 
(2. ம, '05, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 

முதலில் சமன்பாட்டை, நியம வடிவத்துக்குக் கொண்டு வர 

வேண்டும். 

(1- 25) ஆல் வகுக்க, 

  

  

  

dy x 1 
ணொ மதக ஒம்.  D 
e பலம ப்ட் 

இங்கு P = 1 — x? 

% _. 4 | அவ 50 

J Pax = - poe OF gs ie 
1 eee 

= log (1 —x°) = log fi — x* 

| ம் சவர ப +2 eae 

உட்தொ.கா, — of Pdx <= ௪௦24 1 ன் அ ஒம் — x* 

(1)ஐ.7 -- 2 ஆல் பெருக்களுல், 

8 em OP கட 1 i 
GiOvia-x«®)=Vi-xe: joe ype 

தொகையிட்டால், 

y af 1— x? = ¢ ob அணக == 6 + sin? ee 

் டூத்துக்காட்டு 4: 

இம்வு காண்க £ 

5x? (கிற. இர (ம் 1) அடு 

(8.1. 72, சென்லைப் பல்கலைக்கழகம்) 

கொடுத்துள்ள சமன் பாடு நியம வடிவத்தில் 

  dy Ax? — 2 50 ட 5x* 
dx x(x? — 1)? x(x® 1) x*—1
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4y* — 9 ட 4x? — 92 
இங்கு P= x(x? — 1) ~ x(x— 1) (x +1) 
  

| 28% காண, (2 ஐப் பகுதிப்பின்னங்களாகப் பிரித்துக் 

கொள்ளவேண்டும். 

4x? — 2 A B Cc 
x(x—1)(x¢l) ~ x © eoT ted 

o 4x®—- 2=A(x— 1) (x +1) + Bx(x4+ 1) 

  

  

+ Cx(x- 1) 

இதில் முறையே $; 0, 1, 1 என்று பிரதியிட்டால், 

—2=A(-1)(1) =—-A = A=® 
4—2=Bx1x2 = 2B Ba] 

4—2=C(—1)(-2)=2¢ டம 
நய 4x? — 2 2. 1 4 
~'G@—-DG@FD SORES Teer 

_o (axe d(x—1) . ( d(x41) |Pax-2 [4 +i) FS நிக த பகு 
= 2 log x + log (x — 1) + log (x + 1) 
= log [x* (x — 1) (x + 1)] 

ட தொ.கா. ச] 2 108 [x* (x—1) (x+1)] 

= x? (x—1) (x-+1)=x? (x71) 
(1)ஐ3” (2-1) ஆல் பெருக்கினால், 

  

பளி (*—1)J = — a ~ x? (x?-1) = — 5x* 

தொகையிட்டால், 

px’ (x?-—1) =e — 5x* dx =¢ — x® 

த்துக்காட்டு 5: 

ர்வு காண்க £ 

cos? x + y = tan x. 

(8, 8. 64, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்)
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கொடுத்துள்ள சமன்பாடு நியம வடிவத்தில், 

dy 1 tan x 

de * cos* x! = 0085 x ms. = co = (AY 

இங்கு 7 = sec? x 
cos* x 

{ Pax one f sec xdx = tanx 

. Ogi. ar. =e fPdx _ etal x 

(1) ஐ 9 * ஆல் பெருக்கினால், 

  
LS 5 ட tanx tan x tan x 

= —— = @ 2 ரம 

ஆ 008” ந” ட் ‘tan x * 820” 3 

தொகையிட்டால், 

நசட * = C+ | கு &% Sen" x de ட்ட (2) 

-. வலப் புறத்து நுண் தொகையைக் காண, | 

tan x = ௨ என்று பிரதியிடுவோம். 

ஃ sec*x dx = du 

tan x 
| 6 tan x sec*x dx 

“u 
= fe u dit 

ணை | ud ce) 

u 17 
=uUue — | e du 

u i tan x tan x 
=ue -~-e = tan xe ~—— €@ 

ஃ  (2)-லிருந்து 

tan x tan x tan x 
ye = e¢-+-tanx'e —e 

té 
c= ¢ +e an x (tan x — 1)
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பயிற்சிகள் 19 

இர்வுகாண்க 2 

= 

10. 

oy y cot x = cosecx _* 

(2.8. “04, வெங்கடேசா பல்கலைக்கழகம்): 
dy ரி Ge TY Cotx = sin 2x . 

(B. BE. 57, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

® +. y cot x = cot x cos x | 

(5.1, 62, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்): 

dy | dx 1 Y Cot x = 4x cosec x; 

= என்றபோது, ற௮0 என்பதற்கிணங்க 

ன + yptanx = cos®x (CB. E. 48) ஆ 

ஆடம். +2 tanx = cos x 
ச ம. ஐ 

(ம. 1, 50, ஆந்திராப் பல்கலைக்கழகம்): 

ae + ny tan x.= sin x 

dy 
240% ஆ YP tan x = COs x (B. EB. °49) 

d 
= — ytanx = e” sec 33 

dy ; ‘ 
2 cosx ட்] + 4y sin x = sin 2x; 

n . 

மேலும் 3 ஜு என்றபோது y= O என்றால், 

1 
நான் மீட்பெரு மதிப்பு “ஏ என்று காட்டு. 

(B. E’ 65. சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் ; 

22.62) அண் மமைலைப் பல்கலைக்கழகம்)



மூதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் 

ஸ் a : | உப் ர நீர, (14௧9-2 - இறு - ஏற - (8, 58) 

ஸ் ox? 00823 ன 

if a TS ஆத த (8.8. 768) 
  

3 dv i z 78. (x* + 1) ae Exy = az 

- / | 14. (x? + 1) OL 4 xy அம (B. E.°64) 

  

ax 

dy, 8x 1 
a ட மலி. (1 ஹூ 53 *= i,y=0 

என்பதற்கிணங்க. 

சி dy 1 
16.0 (4° + 1) ve + axy = aT (B. E. °62) 

. dy . ee 9 17. xX “ae ய y ot log x= Q (B. E. 91) 

16. ட்ப 4: < ந... இந 

xlogx ~ loex 

டி _ 
dx ° x 

  

19. 

dy 
20 ச x “dx —y=x* cos? x 

dy 
21. (x-+ 1) ரிக சீ 1043 

dy . 
22. xcosx ae + ¥(x sm x -+ cos x) = 1 

ட்ப 

(2.8. 71, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

dy, xp a 

“9: ஜே ம = (142) 
ச் 

ay 7" ர அ பத. 24. (122) புட அடி 21 பறர்$2-0,10௯0 

என்பதற்கிணங்க. 

dy a 
25. ளி — a*) a + xP = Cx -+ a) fx? a?



768 

‘830 2 ் 

26. 

27. 

2௨. 

29. 

Ol. 

82. 

88. 

84. 

35. 

86. 

37. 

388, 

39. 

4), 

பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

- 

x(x — 1) — (x ayy = x9 (2x - 1) 
aa 

(1 + x?) 5 tyson eS 0B. Be 759) 
dy | | த ப் de + ycosx = “ஐ sin 2x (B. E. 58) 

dy | _.. = sin x க 
ஆடச் ழூ... $) 008 2: =e cot x 

dy 2 2 3 B.E ஞ் Fe = Ox? — y + 8) (B. E. 50) 

GQ+y24+0-xyae 
dy 1— 8x 
de te? 

dy 

  

Ve +x ty=Va? tex 

(1 $292 — x)? y = xem 

  

J y ட கர பத 

முனு மு வ 

00866 x Be +cos x 
~ a 

4 ~ -+ ptanh x = sinh 2x 
ax 

(5.7. “66, வெங்கடேசா பல்கலைக்கழகம்) 

dy | x(1 — x?) — + (2x? — l)y = 8x® 
dx 

d (1 — x9) 2 4 xy =x - 
(B. E. 72, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம் ழகம்)
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41. (1+ x*)tan-*x+y’ றவ மய நீறு வயர் 
என்பதற்கிணங்க, - oo 

(B. E. °72, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்). 

42. xy'(x)+(1+x)v=e% 
(5.7. 71, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

43. y' (x — sin 2x = y cotx . 

(2. 8. 70 சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

et (£. 1. '72, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

818. “அமைப்பு 1. நேரீய அமைப்புக்கு மாற்றக்கூடிய சமன் 
wa பாடுகள் (6010811018 reducible to the linear type) : 

A. QuiGorored sueirus@Bernowli’s equation) 

4. இற. i உட (1) 

- என்ற அமைப்புடைய வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டில் த QO 
இரண்டும் x மட்டிலும் அடங்கிய சார்புகளாகவோ இருந்தால், 
aso பெர்னெேளலி சமன்பாடென்று பெயர், சார்புடைய 
மாறியையை மாற்றி (1) ஐ ஒரு நேரிய வகைக்கெழுவாகக் கொண்டு. 

- வரலாம். 

(1)-ன் இரு பக்கங்களையும் 7 ஆல் வகுக்க, 

Ad PY oo 
yr dx + yo 2 

ஆப a + நறு = ran aso (2) 

yr => நு eo aon toe oop (3): 

என்று பிரதியிடுவோம். 

இதனால் 1, புதிய சார்புடை. மாறியாகும். 

~ 4[8)ஐ ஐப் பொறுத்து வகையிட்டால், 

dy dy 
(1—n) yon". “dx dx
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2, B- ட dy . ae நக ee eg re வட see (4) 

(8). (4) Bente (2)-e பிரதியிட்டால், 

1. re Py=0 : 
நர: 

கட கட்டப்பட்ட இ | 5 dx a Q ர wa | (5) 

(Bp I ரல் 0 ஒரு நேரிய வகைகெழுச் சமன்பாடு. 

அதற்கு 50! ? PCL —n) dx ஒரு தொகையீட்டுக் காரணி, 

{Pct mn 8) ihe ன் இரு பக்கங்களையும், ௪ ஆல் பெருக்க, 

Z இனா | P(1—n) d ae| 7! ( 8) "|= eam e! 0 ன் ay 

தொகையிட்டால், 

oe ef ௧௯ e+ Jou —nyeiPU-ndx , 

இதில் 7ஃ-க்கு 5 Se Siaiss mes, 

ழ் ர் te oA # UA ~n)dx 

-} | OC! —ny.ei PG இ 92 என்பது தீர்வாகும். 

இ... நேரிய அமைப்புக்கு மாற்றக்கூடிய மற்றொருவித சமன்பாடு, 

ச d 
70) a + PS(y) = Q aeérugy. 

இதில் 7, 0 இரண்டும் % ஐ மட்டிலும் அடங்கிய பங்கய 
அல்லது மாறிலிகளாகவோ இருக்கலாம். 

மேற்கண்டதில் 7) - ம என்று மரதியிட்டால், . 

700 oe = oS: 
ax
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ஆகவே சமன்பாடு, i 4 7/2 0 என்பது சூல் ஒரு நேரிய 

சமன்பாடாக மாறும். 

இவ்வாறு நேரிய சமன்பாடாக மாற்றும் விதத்தை விளக்கக் 
கீழ்க்காணும் எடுத்துக்காட்டுகள் பயன்படும், 

எடூத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1 2 

இர்வு காண்க? 

சா x பர? 3” (B.E. °62, °70, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

இகர்டுத்துள்ள சமன்பாட்டை. % ஆல் வகுக்க, ன 

d . ம் ன க ‘ a + x =— ம டது த் தி £6e ் eee (1) 

(2) ஐ] ஆல் வகுக்க, 

627 பம பம. (9 ந ரா ச் அதி ees one vee (2) 

நு = ¥ see ees ceo 

அன்று பிரதியிடுவோம். 

its eee (3) 

dy dy 
e ஷ்ஷ் — 6 aS opie ss ai 

்் oy": dx dx 

1 de | 
a 5° dx ஞு vee (4) 

(8), (4) இவைகளை (2)-ல் பிரதியிட்டால், கிடைப்பது 

1 dy 1 க 
பஷர் eee a. Po ae yt 

6 dx ' x 

அதாவது ன் smi = px — Bx ees cee (5) 

இது 1-ல் நேரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடு. 

தங்கு 22...



50, பயன் மூறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

| Pax = | - Fae = 5 toex = los (sr) 

ந ச 

log { --_ 
° @gsr. ar. =e (ச) 1 

(5) @ 5. 5 Hd QuGes, 

E(re)-- be 8 

  

தொகையிட்டால், 

v ‘ 5 5 

ge men | sede set தத 
— 5 ் | து ஆ 62 Bye THUS! தீர்வாகும். 

எடூத்துக்காட்டு 2 ₹ 

தீர் காண்க 6 

A iy? de = (sin-ty — x) dy 
| ; (B. E. "54, ஆந்திராப் பல்கலைக்கழகம்]: 

கொடுத்துள்ள சமன்பாட்டிலிருந்து, 

dx sin-*y — 5 
— 

      

வ... ஏம] 
dx 1 sin-* y 

௩ eee ————— X SS ல்க லக் sae eae i ் 

dy ட அர ர ஏழ y? ae 

இது 3-ல் நேரியதாக இருக்கிறது. 
1 . 

Be ae s | Pay = (yee ஸ்ற 

=i 

2 Ost. or = vee = gon . 

உரலை 

(1)ஐ இம் ச் ஆல் பெருக்க, 

d sin-?y\ _ sin~*y __sin”* y | 

(ச) ம்ம ¥ “
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தொகையிட்டால், 

sin-* y ர sin-* y sin-* y 
=e¢e-+ 6 உ வ பபப d xe விழ ன் 

௬ 24 jen -udu [ஸ்ர * 9 என்றால் 

_ a yh 
VT — y? ஞு au | 

  

=ce-+ | ud (e") 

= ¢ + ரட் வ [ef du 

14 14 
=c+ue 2௪ 

nwt 

ச்சி” JY sin-ty —~ 1) 

எழுத்துக்காட்டு 8 5: 

தீர்வு காண்க £ 

ட கோர 
dx ந ற 

= (1 + x)e* sec y 

(B. £.°69, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 5: 

சமன் பாட்டை 860 ற ஆல் வகுக்க, 

1 dy tany 
secy dx ~ Seep(1 xy ~ Cte 
COs ர dy டம். . 4 9 கெ ந x * 74 உரம் a உர ௭ (1-0) 2 ote (1) 

sin ழ் == i ௧௧௨ aes ooo mad (2) 

என்று பிரதியிடுவோம். 

005 5 = , ee ் ம் dx — ax ௪9௮ eee nee eee (3) 

(8), (8) இவற்றை (1 )-ல் பிரதியிட்டால், 

du 1 
“as — Ty ந ஊஊ (மீ +- xe 

இது ரல் நேரியதாக இருக்கிறது. 
ப.வ. ௪.8
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1 . - ட 2 a உட fg | te= |e = log (1 + x) 

i 

= 1s (sy) 
ன க 1௦2 [ --- ப 

“1 40 ர 
Gar. er, = ௪ கன பெலள்வள்லை 

1 க ட 

d we _i — (i + x)e* = pF ae (4 iss) > 112 az OF oes (5) 

தொகையிட்டால், 

  

4. தனை ட x = % 

i+x er | eds cre 

=~ = ¢ + e* erat ug) தீர்வாகும். 

பயிற்சிகள் 1] 

தீர்வு காண்க : 

3, | ் 
dx 1— x? 

  

(8. ம, 68, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

me ப — xy = x7}? 

(B. E. 51, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்] 

B. (i+ ye == xp 22 ந் 

(8. 8. "51, ஆந்திராப் பல்கலைக்கழகம்) 

2 
ஆ 2 

4, 6 1 —- x") A —xy= oxy" 

(B. E. 162, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

dy 
5. -;- + pocosx = p"sin 2x 

dx ச 

(3.8. "2 ஆந்திராப் பல்கலைக்கழகம்) '



மூதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் . 

6. 

34. 

ion
) 

iv. 

xy (x) 

dy 81% 32 00820 

y* 

  

83 | 

(8.1. 68, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் ) 

22 
“அ = ya 

(9. 8. 60”, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

கடத் ர் 

ts -+- ptan x == y” gin®x 

dy 
dx 

pos x = py? (sin Bx ட 
* 

ay ee pix 

— COS x} 

CB. 8. 04, வெங்கடேஸ்வராப் பல்கலைக்கழகம்) 

dy 
ye yO ர பப se xe p? — xp ax ் ் 

(13. 8. 94, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 5 

(B. 8. 74, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

dy 
8 cent அடல y = ப்ப ட் டச் 

ட “ 2 

ஐ 

sin Bx ் ன க 8 ந 11 vse p 

E. 11, மதுடைப் பல்கலைக்கழகம்) 

(B. EB. PTL, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

cosx.y' (xs —- psin x = நட மடம் 
(ம. 8. “70, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

று. — Bytanx == pt tan’sx 
ax ் : 

68. 8. 70, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்)
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19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் ' 

(1+y*) dx = (tan-*y—x) dy 

1 + ( tan p— —secy) 2 = 0 

ம i a 3 2 dx 7 ¥ sin 2y = x cos’ y 

(B. EB. °55, Qe Sores பல்கலைக்கழகம்). 

அம் ay _ a4 sin py? = (x+1)8 

(B. E. °63, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்), 

ரு 4 = et 1 = Be’ 

Y iy, | டட a = 1 — x (y—x) — x® (y—x)



3, முதல் வரிசையும் ஒன்றுக்கு 
மமற்பட்ட படியுங்கொண்ட 

சமன்பாடுகள் 
(Equations of the first order and of a degree 

higher than the first) 

919, இந்த அத்தியாயத்தில் நாம் ஆராயப்போகும் சமன் 
பாடுகள் முதல் வரிசையும் ஆனால் ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட படியுங் 
கொண்டவை. அப்படிப்பட்ட சமன்பாடுகளை 

dy 
f(* Ps டர் அசை 0 boo mae nee (i) 

என்று பொதுவாகக் குறிப்பிடலாம். அ ஊற என்று ௬ருக்கமாகக் 

குறிப்பிட்டால், 

(1)/ஐ ரூ.0 ௬0 one ow (அ) 
என்று எழுதலாம். 

(௮)-ல் அடங்கிய சமன்பாடுகளை மூன்று வகைகளாகப் பிரிக்க 
ஸாம் 

(8) (8-லிருந்து ற ஐத் தீர்த்து, பிறகு தீர்வு காணலாம். 

(6) (2)-லிருந்து ந ஐத் தீர்த்து, பிறகு தீர்வு காணலாம். 

(௦2 (4)-லிருந்து ஐஐத் திர்த்து, பிறகு தீர்வு காணலாம். 

மேற்கண்ட ஓவ்வொரு வகையிலுமடங்கிய சமன்பாடுகளைத் 
தீர்ப்பதை இப்போது கவனிப்போம்.



86 ட பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

-$20, வகை I: p தீர்ப்பதற்கு அமைந்துள்ள சமன்பாடுகள் 
(Equations solvable for p) : 

பொதுவாக, முதல் வரிசை, % படியுள்ள சமன்பாட்டை. 

தி மிரா + Py pi? + oe Pay p + Pp = O we C1) 

என்று குறிப்பிடலாம். இங்கு Py. Po,» Pa முதலியவை 3]: 
அடங்கிய சார்புகள். சில நிலைகளில் (1)-ன் இடப் புறத்துக் 

கோவையை ந-ல் முதல் படி காரணிகளாகப் பிரிக்க இயலும் . 

அப்போது (1)ஐ 

ர க்பிமு- சீ) உழு 0 ப... (இ 
என்று அமைக்கலாம். 

(2)-ல் உள்ள ஒவ்வொரு காரணியையும் தனியே பூச்சியத் 
துக்குச் சமப்படுத்தினால், 

நி கடற் இ றி எ மீற 

என்ற 1 மூதல் வரிசை முதற்படி சமன்பாடுகள் கிடைக்கின்றன . 

இவைகளின் தீர்வுகள் முறையே, 

ர (3. 20௭0, fa (Xs Ps Cg) = Oy as 

sos Fei (x, Vo Cn) = O see (3) 

என்று கொள்வோம். 

03 உ ஃ௨நே எல்லாம் மாறிலிகள்... 

இந்தத் தீர்வுகள் யாவும் (1)-ன் தீர்வுகளாகும், இவைகளில். 
Cy = Cg Swe 00௭2 என்று ஒரே மாறிலியை வைத்தாலும், 
2 ஏதாவது ஒரு மதிப்பை எடுத்துக் கொள்வதால், தீரிவுகளின் 

பொதுத் தன்மை மாறாது. ஆகவே தீர்வுகள் 

C1 (% ys €) = Os fe (%1 YC) =O, ow fa (Hs Yee) =O me (A) 
என்று அமையலாம்... 

இந்த 7 தீர்வுகளைத் தொடுத்து ஒரே சமன்பாட்டில், 

712 20% றய) % vee vee fe (Xr Ys 0) = O wwe (5) 

என்று எழுதலாம். .
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எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

தர்வுகாண்கு 3 

p> —Sp+@=0 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு (ர-- 8) (2... 8) 0 ஆலும். 

p= 2.8 

ழி = 2 என்ரால், dy = ஜ் 

ax oe 
  

இதைத் தொகையிட்டால், ந இழ 8 

று 8 என்றபோது. இ, J 
ax 

இதன் தீர்வு] - 8x-+e 

இரண்டையும் சேர்த்த தீர்வு இற) (நூ Bx - c= 0 

எடுத்துக்காட்டு 2 2 

தீர்வு காண்க 2 

p? (x + By) + Bp2 fx + vy) + iy றட 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு, 

p(p? (e+ Sri + Bp(x+y) + pt Ox] =G 

p{p? (x-+ 8ritop(x + Qy +p + 2x) by + 2x]. = 0 

p[p(x + ®y;ip + 1)+ ry + 2x) (pt 13]7=9 

p(p+ iplp(s + Bya+ y+ Bx] = 

இதிலிருந்து கடைக்கும் தனிச் சமன்பாடுகள் 2 

றஐஃடு .. (1) p+ti=O ... (2), 
p(x+ 2y) + y+ @x=0.. (8) 

d (1)-லிருந்து ட =O 3 ந ச என்பதுதீர்வு .. Ci 

(2)-லி pa ௬ ன 1 “ஒப்ருந்து = el 

dy = — dx :



பவர
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றி 24 2 என்பது தீர்வு . ‘xx (G1) 

y+ &x 

x + By 

  

(9)-லிருந்து 2-2 _ 
குறுக்கே பெருக்கினால், 

xdy + 2y dy = — pdx — 2x dx 

2y dy + @xdx+xdy+ypdx=0 

2ydy + 2x dx +d(xy) =0 

தொகையிட்டால், pe tx? +x=—e ane (iii) 

Gi), (ii), Gil) இவற்றை இணைத்து. 

(y—¢) (y+x—c) (x®+y?+xy—¢) = 0 
அன்று தீர்வை எழுதலாம், 

ஆட
 

எடுத்துக்காட்டு 8: 

ர்வ காண்க 2 

p? + 2py cot x = y? 

p* + 2py cotx — y? =O wan க (1) 

இது றஃல் இருபடி சமன்பாடு. | | 

றி-க்குத் தீர்வு காணில், 

_ 001 ௬ 4] ப லம ஆ 

2 
  Pp 

அவனகக ட கனத 

  

  

  

2 

_ —2ycotx + V 4y* cosec?x, 
2 

_ —2y cotx + By cosec x 
ட் 2 

= — ycotx + y cosec x ௯ on i: (2) 

[2)-ல் குறியை எடுத்துக்கொண்டால், 

a =p=—y cot x + yp cosec x



மூதல் வரிசையும் ஓன்றுக்கு மேற்பட்ட .. உ சமன்பாடுகள் 

4 4 = (cosec x—cot x) dx 

99 

இதாகையிட்டால், 

log y = — log (cosec x + cot x) — log sin x + log c 

log [y (cosec x + cot x) sin x] = loge 

y (cosec x + cotx)snx =c¢ 

1 4 cos X — 

Y\ Sin x sinx j/° 

  

| ஸ்
 

y(i toosx) =e abe (8) 

(2)-ல் -- குறியை எடுத்துக்கொண்டால், 

dy 
— =p=—ycotx — ycasec x 
ax 

dy ர = (—cot x — cosec x) dx 

- தொகையிட்டால், 

logy = — log sin x + log (cosec x + cot x) + loge 

log (y sin x) = log ¢ (cosec x + cot x) 

F sinx = ¢ (cosec x + cot x) 

8] -- cos x} 
c iin caine 

sinx 

gun fii Fee) ol See) c 
sin? x ~ J — cos? x 1—cos x 

1 (4) 

8), (4) லிருந்து ந(1 +4 cosx) = ம என்பது தீர்வாகும், 

3 (1 - 00800) ௭௦ 

பயிற்கள் 12 
தீர்வு காண்க £ 

lL. p®? —O9p+18=0 

(8. 8. 52, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

2. x* p? + Sxyp + Qp? = O



20 

10. 

13, 

12. 

18. 

14. 

821. 

பயன் மூறை வகைகககெழுச் சமன்பாதுகள் 

xyp* + p(8x* — y2) 0-0 | 
CB. &. 10, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்): 

a. dy 
{x* + 9) —— + xp = Oo 9 (% ep xo ap pe az x4} 

(B. E. °54, Gest Gores usbatvdsaiparn) | 
4 

(2 ட) சஜ Ht yt a? ் 

(£. ௨. '46, 12 சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்: 

xp? — Qpy+x= 0 

(3. 2. 7°55, Aes Gore: uchatudasp sib): 

~2 2X 
P றி ¥ x 

P(pty=x(x+ y) 

ஓ ழூ 8 
p+ (2*9--7)2 + xy -+ - va Po = 0 

p® + 2xp* — y* p® — 2xy? p = 0 | 
(2. ந. 87, 69, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்): 

(துற) றர ஒழ ப ஜீ? ப ஜுர) ற 
ட x8ys = 0 

P(p + y) = x* (x? + ¥) 

நு 2 (ற a “Tf p*) 

dy\8 oe dy 

வகை 118 ந தீர்ப்பதற்கு அயைந்துள்ள சமன்பாடுகள் 

(Equations solvable for y) 

f(y p)= 0 என்ற சமன் பாட்டிலிருந்து, ந ஐத் தீர்த்து, 

=.= 

ax 

அதன் மதிப்பை 5, ற இவைகளடங்கிய ஒரு சார்பாக அமைக் 

“ கலாம் என்று கொள்வோம்... அதாவது ந சிற)... (dy 

(1)ஐ ஐப் பொருத்து வகையிட்டால், 

dy 
a 

3 

= “ae oo றி) சச ree aun {2)}-
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(2)-ன் இடப்புறம் அ. = Do 
dx 

. a ௬ a dl 7 ’ dp ae 

வலப்புறத்தில் --- 7 (ட.ற) யென்பது ஐ றட. “4. இஷ வ 
ஸ் dx ” 

களடங்கிய ஒரு சார்பாக இருக்கும். 

(கிண் அமைப்பு 

dp 
® (xp we) = 9 fe ae sy ஒர 

என்றிருக்கும். 3, ற இவைகளில் முதல் வரிசை, முதற்படி வகைக் 

கெழுச் சமஷ்பாடாக (8) இருப்பதால், இரண்டாவது அத்தியா 

யத்தின் வழிகள் மூலமாக அதன் தீர்வைக் காணலாம். 

அந்தத் தீர்வு 

"ம் (p> Xs 87 = ப tae ee ane 

என்றிருக்கட்டும். இப்போது (1), (4) இவைகளிலிருந்து ஐஐ 
நீக்கினால் 2, 3, 2 அடங்கிய ஒரு சார்பு கிடைக்கும். அதுவே நாம் 
வேண்டும் தீர்வாகும். ் 

fad 

சில நிலைகளில் (1), (4) இவைகளிலிருந்து றஐ நீக்குவது 
கடினமாக இருக்கலாம். அப்போது (1), (4) இரண்டும் சேர்ந்து 
தீர்வாகக் கொள்ளலாம். இந்த இரண்டு சமன்பாடுகளும் ந, நஜ. 
றி என்ற துணையலகு (0௨180௦102) மூலம் அறிவிப்பதாகக் கொள்ளா 
லாம். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1 2 

இரவு காண்க £ 
% 0 

4 y dy ) - — By ay a dx J d + a. 
ae 

i 
¥ 

cr} ம 4 ௪ னு a Ad & 
ms ௯ ம என்றால், சமன்பாடு ரற* -- இறு -+ ves O w fl) 

yp? +1) Spx. 

fe க 

e ப! வன் பவ்ய 2p ‘ ட்இரு 
an J so Pp 1. ரீ aon eas yan ed 

4 i 

நூன் மதிப்பு x. p இவற்றில் ஓரு சார்பாக உள்ளது
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()ஐ ஐப் பொருத்து வகையிட்டால், 

| wd | d 
[ or +0 pts ie) — px: 2p i | _அ _ al x x | 

Bde ~ 53 17 
‘ cd 

p (p* 41)” 8 | por +1) + at (p* 4 1) 

ரு 2 ற. 2 -2[2௦** 0/0 -2) ] 

p(p* + 1) — 2p (p? + 1) — 2x 2 —p*)=0 

p(p? + 1)(p? +1 ஐ ஐ. (1 —p2)=0 

dp 895 2 ரு. 1 ட்ட ர வு 2. 1» P(p* +1) + 2x — |=0 

HAGGSS p> - 1 =0 “oe see (3 த் 

அல்லது, 

p(p? + 1) + 2x 4 2௦... உடு 

முதலில், (4) ஐ எடுத்துக் கொண்டு, அதற்குத் தீர்வு காண்போம். 

(04)-லிருந்து, p(p? + 1) dx + 2xdp=0 

  

dx 2 dp 

x + D(p? + 1) 

.கொகையிட்டால், 

dp 
logx + 2 | ——,*—_—. = ¢’' பஸ ர 

இதில் 1 A Bp+C 
p@ +1) = “ச” + Pad என்றால், 

1 = A(p?4+1) + p(Bp+O) we « (8) 

p= 0 என்றுபிரதியிட்டு, 1 = A.
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றன் குணகத்தை ஒப்பிட்டு, 

0-4 

நிலா வ இல வம 1} 

றன் குணகத்தை ஒப்பிட்டு, 0 - 6, 

d, 
(5)-லிருந்து, 1௦2% + 2[ (2 _ lotr ao | =o! 

log x + 2 log p — log (p?+1) = loge 

2 
x log oy = loge 

Pex _ 
pert 3 8 aoe eve eos (7): 

இப்பொழுது, (1), (7) இவைகளிலிருந்து ஐஐ. நீக்க. 
- வேண்டும். 

(7)-லிருந்து, றற p*e+e 

  

(8) ஐ (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

c 
y-—— — Opx ty = 0 

மொடு 

6 
தர்தா ட) == Bpx 

yx 2 —— = 2px 
30-- 6 P 

  

% ஐ. நீக்கினால், 3) 2 ௦) 
நூ ஆம் 4p? 2-௨,” 

பலவு 4c oe 2 & மீ 6 * ° = (x—c) [ (5) ஐ மீண்டும் பயன் படுத்தி] 

== 4de(x—c)



Og ! பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

அதாவது Ye = Aex— de® ad ws ். (9) 

இதுவே கொடுத்துள்ள சமன்பாட்டின் பொதுத் தீர்வாகும், 

இப்போது (8)-லிருந்து ஐ” 3 பதி wa (10) 

(1. (10) இவைகளிலிருந்து ர ஐ நீக்கவேண்டும். 

நெரிடையாக, இந்த மதிப்பை (1)ஃல் பிரதியிட்டாால், 

¥ க I னி விர + தி இ fy 

ர. தறற வ O அள்லது oy == px 

x est pix? 2 xt 

ps thy பக்க war whe , (4 1) 

($7, (10) இவைகளிலிருந்து. ரஜ நீக்கிய பில், நமக்கு 
உ நக்குள்ளா ஒரு தொடர்பு (11) கிடைத்திருக்கிறது. இந்தத் 

கொட நில் ஒரு மாறிலியும் இடம் பெறவில்லை. இதுவும் கொடுத் 
துன்ன சமன்பாடு (1)-ன் தீர்வாகும். இதில் மாறிலியொன்று 

மில்லாகுதால், இது nals Sto (singular solution) sreorcusGen. 

ahh ah are 23 

இர்வு உண்க 2 

yo pex ஆதி nee ஸை ட (i) 

௩ ஐப் பொருத்து வகையிட்டால், 

ay nh ee ap te 8) 
ர தன்ட ச் of ey af ப்ட் 4. ஸ் = 

= dx ax 

ap, 

D , . 
pli-p) = - wf Bpx -- 1) 

dd 

dx = Bpx i, I 

dp p(i~p) © p(i~p) 
dx 2 உத 

ன ரர னவ YA ன் | ர க்ப் 1 ம் ் ற / ர —py ose wee . (2) 1 

Qe x- ஒரு நேரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடு,
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இதாகையீட்டுக் காரணி 

[sere | 
= @ இம் <= ¢ 2 log (p—13 = (p= 1° 

(2) ஐ 0-1)“ ஆல் பெருக்க, 

| 4 pl 
p(i~p} 

ற 
  d ட ஜட. இரத 

ந 120] ௭12 1). 

| ௮ 3 படட 
ற 

இதாகையிட்டால், 

2 Q ன் நீ ் 

உ(2-1)8 ௭௨௮ | (- { 4. 3)? 

«= ¢-—~ p + log p 

fe eg eee a, உங்கல் cs on உட டூ 

இப்போது (1), (8)-கஞக்குமிடையே ற ஐ நீக்குவது அரிது. 
ஆகவே (1)-ம், (8)-ம் சேர்ந்து தீர்வாகும், அவைகள் நூ 3 

மதிப்புகளை ற என்ற துணையலகு மூலம் கொடுப்பதாகக் கருதலாம். 

பயிற்சிகள் 13 

இர்வு காண்சு 

ட் ya அ pr வ ் ம 

(B. E. 66, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் ] 

2. ay = x? +p” 

yo x + atan*p 

4. x — yp = ap* 

5. pol +p)x + casp 

6. xp? — 2yp+ax =O 

ச. மடு px) = yp”
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822. வகை Ut : XGitdusps Dew gear சமன்பாடுகள் 
(Equations solvable for x) 

f(y. p) =O storm sucruny AG igs 2 ஐத் தீர்த்து, 
அதன் மதிப்பை ;, ற இவைகளடங்கிய ஒரு சார்பாக அமைக்கலாம் 
என்று கொள்வோம். அதாவது 3 ஈசி)... woe (1) 

(1) ஐ றஜஐப் பொருத்து வகையிட்டால், 

de ds. | ட 
——- = —— 3 seg peo one ல் ; 

வலப்புறத்தில் FO P STSHILIGI Ys Ys அட இவைகள 
டங்கிய ஒரு சார்பாக இருக்கும், 

ஹ். , ay) = 0 வடு   & (2)-ன் அமைப்பு (2 Ps 
என்றிருக்கும். | > 

ys 2 இவைகளில் மூதல் வரிசை, மூதற்படி வகைக்கெழுச் 
சமன்பாடாக (8) இருப்பதால், இரண்டாவது அத்தியாயத்தின் — 
வழிகள் மூலமாக அதன் தீர்வைக் காணலாம். 

- அந்தத் தீர்வு YC, p,c) = 0 வ (4). 
என் நிருக்கட்டும். | 

- இப்போது (1), (4) இவைகளிலிந்து ற ஐ நீக்சினால், 2, ye 
அடங்கிய ஒரு சார்பு கிடைக்கும், அதுவே நாம் வேண்டும் 
தீர்வாகும். 

அப்படி : ற ஐ... விலக்குவது கடினமாக இருஃகும் நிலையில்,. 
(1), (4) இரண்டும் சேர்ந்து தீர்வாகக் கொள்ளலாம். அறைஙகள் 
3௦ 7) ஐ. ற என்ற துணையலகு மூலம் அறிவிப்பதாகக் கொள்ளலாம். 

எடுத்துகாட்டுகள் 
எடுத்துக்காட்டு 1: 

தீர்வு காண்க 

yp? — 2px 0. : 
'சூறிப்பு: இந்தக் கணக்கு 3-ன் தீர்வு அறிந்து முன்பு செய்யம் பட்டிருக்கிறது. பக்கம், எடுத்துக்காட் 1 ஐப் பார்க்கவும். 

இங்கு 3-ன் தீர்வு அறிந்து செய்யப்படும், '
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yp" — 2px 1 y = 0 seo “awe es (1% 

‘p? + 1 
(1 9-லிருந்து, x= a * pee fee eae (2) 

(2) ஐ ஐப் பொருத்து வகையிட்டால், 

ஜு dp ம] 2 டன 2 1 ப 2 ‘ 

ity — 4 Pe Pray tee t+ tt—ye’ +1) a | 

  

    

dp 2 ழ் 

PHP றி ம றத் பட கரி பே ன [Pe 032 தமய ட] 
ஆட 2 

2 
மி 

dp 2 8.1). ர pip + 1)+ (p dy a 

ற் 22” 
  

ற நறழு“41)-ம- 1) y 2 

ap 
dy லு 7 

(p*® — 1) pty, )=0 

p(p>+1—2)4+(p? — 1)y 

இதிலிருந்து p*—1=0 (8) 

dp 
1 60 a = 0 ee ave “ee _ ் 4 ச 

முதலில் (4) ஐ எடுத்துக்கொண்டு, அதற்குத் தீர்வு காண்போம். 

(4 /-லிருந்து -dy + ydp = 0. 

அதாவது 2(ற)-0 

தொகையிட்டால், py=c eee we ஏது 

இப்போது (1), (5) இவைகளிலிஈந்து ரஜ நீக்க வேண் Bu 

(5)-லிருந்து, 

ப.வ.ச௪..7



9... பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்சாடுகள். 
(6) ஜ், (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

2 
‘ yg kx ty= 0 

c? — 2Qex + y* =0 . 

- அல்லது, yy? = Bcx — 0” ste ove oes (7) 

இதுவே கொடுத்துள்ள சமன்பாட்டின் பொதுத்தீர்வாகும். 

இப்போது (8)-லிருந்து ர“ 1 ... ரி wen (6) 

(1), (8) இவைகளிலி நந்து ற ஐ நீக்க வேண்டும். 

நேரிடையாக ற5-ன் மதிப்பை , 5 லிருந்து (1)-ல் பிரதிபிட்டால், 

91 ஜி று 0 | 

2y ~ 2px= 0 அல்லது y = px 

“yp? == p®x* = x? 

ற ஏ ஹஜ ந் me ta we (DB) 

பக்கம் -ல் விளக் கியபடி, (9) ஒரு தனித் தீர்வாகும், 

எடுத்துக்காட்டு 82 டட 

தடவு ண் ஆ) 

x = py + ap? | 

x = py + ap” க் 4 (127 

௮ ஐப் பொருத்து வகையிட்டால், 

  

dx. dp dp “ap சிரம இடர் Bap ப ப் 

1 dp 
.— = = f+ 2 ? P+ sho thes uP} 

1—p* ம் 
ந. து (y + 2up) 

dy Pp ட 
dp நற (y + Bup) 

dy _ Dp Se மரற” | . கரணி ot a 
Mai y-% Q@ Cafu வகைக் 9கழுச் சமன்பாடு.
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தொகையீட்டுக் one 

  

  

  

  

; 4 : 

* ge @ SF =p ளி? ௮ 

(2) ஐ ௩1 ர* ஆல் பெருக்க, 7 

Bs d sega ட் Da 2 a _ ஓ 

0௫41-9) —— ரம ப. றல் வ == 

இதாகையிட்டால், 
OS yal 4 

றக. 3 6 Bap? a 

2asin2Q@cos@ do 
OK 

no fH 
(p = 8௩0 என்று பிரதியிட்டு) 

=c-+ 2a | ae do | 

ப afa (1 - cos 20) dQ 

sin 29 
  eee 

=c+a(Q — sin Q@ cosQ) 

=e+a(sin-'p—p Vis 2p) - wait (8). 

இப்போது; (1). (8) களுக்குமிடையே றஐ நீக்குவது அரிது. 

ஆகவே அகைகளிரண்டும் மீசர்ந்து தீர்வாகும்... அவைகள் x.y 

மதிப்புகளை ற என்ற துணையலகு மூலம கொடுப்பதாகக் கருதலாம். 

பயிற்ச்கள் 14. 

தீர்வு காண்க 8 

1. ந. ஏறுற 4 ற“ 0 
(ந. 8. 66, “07, சென்னைப் ப்னிலிக்கழுகளிற் 

(2. y= yp’ + 2px 

  

நானா அண்டா த te
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823. இளாரோ அமைப்புள்ள சமன்பாடு. (Clairaut’s form of 

equation) ¢. 

y= ux பாடு ம கப்தில் ட 

என்ற சமன்பாடு, கிளாரோ என்பவரால் தீர்வு காணப்பட்டதால், 

அதற்கு இளாரோ சமன்பாடு எனப்பெயர், 

(1) @ $ 8 1-ல் குறிப்பிட்ட முறைப்படித் தீர்க்கலாம்... 

ஐப் பொருத்து வகையிட்டால், இ 

aorta Br poy 

paptxtssin & 

3 Petr @1=0 

இதிலிருந்து a = 0 அல்லது2 7 (2) 0 

முதலாவதர்க 4. ு 0 என்பதை எடுத்துக்கொண்டால்,. 

p= மாறிலி = co | oS eee | va (2): 

௪ ௦ என்று (1)-ல் பிரதியிட்டால்,...  - 

peextf(c) ப ப வைட்ட (9, 

இது. (1)-ன் பொதுத் தீர்வாகும். : 

4 அடுத்து, % 7 (22 = 0 we vee a (ay 

(1)-க்கும் (1)-க்குமிடை. யே pe - நீக்கினால், 90, அடங்கிய. 

ஒரு தொடர்பு கீடைடைக்கும். இந்தத் தொடர்பில், ஒரு மாற்லியும் 

இடம் பெறவில்லையாதலால், முன்பு விள க்கியபடி., அதுவே தனித் 

தீர்வாகும். ் 

.. முக்கியக் குறிப்பு உ (1), (8) இவைகளை ஒட்பிடும்போது, ! 
கிளாரோ சமன் பாட்டில் ற-க்குப் பதிலாக. 2 பிரதியிட்டால், பொதுத் 

தீர்வு உடனடியாகக் கிடைக்கிறது. 7 ; 
aie 

பண
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எடுத்துக்காட்டுகள் - | 

எடுத்துக்காட்டு ந 2 

தீர்வு. கண்க i 

    

  

    

றவற. Ti 2. தனித் தர்வையும்கண்டுபிடிக்கவும், 
ம +p ற் 

50 uO  (B. BE. °51, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம். 

B. E. ea, சென்னப் பக்கக் 

ர்! = px + 1 + p? see | க . | eee (1) 

இரு பக்கங்களை க் i pores வகையிட்டால், ்் 

அ இரண > ட “ச் 8 | 

7 ப பத pec th py &. | 
vi 2 த ம. 24) ட் நர் ம 

ன் P+P _ 

dp [i +p? — p? | ட papte nak | றி | 

ன * Lo 254 
ர் dp 1 
ce ae a Cl + p*)? 

d a 
te ர ப ; | > 

(1 + p*)? 
a | . 

இதிலிருந்து “dx =. see eee (fee » ate ‘oe, - vane (2) 

அல்லது x + வைய் ட்டம் — 0 pee உரி je ் (3) 

| (1 +p’)? , 

முதலில் (2) ஐத் தொகையிட்டால், 

ற மாறிலி - ர பனா dag’ (= 2. ewe * oes (4) 

இதை (1)-ல் பிரதீயிட்டால், 

் y = CX + வ கலவை ந ப oon (5 }. 

V1 +c? 

என்பது பொதுத் தீர்வாகும். ...



0 ட்ட, பயன்.முறை. வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

அடுத்து, (9)-க்கும் (1)-க்கு மிடையே ற.ஐ. நீக்க வேண்டும். 

    

  

(9)-லிருந்து, ட அத 
(1 நூ 

ஃ a? = x? (1 + p’)® 

a® ; ட ரூ : 

L+p? = — gateog p? = — 1 ஸு (6) 
: xs x8 

16) ஐ (1)-ல் பிரதியிட்டால்; 

ப ந ஜஜ பட 

படி ஷு 
x3 

x8 : a 4 1 g ஓ 

டூ ( 

உ ட கடட னிட ஷ் நர ஆதரி 4 

= (= <= 1\x( +. at)" ் 

x? 

9 ஓ 2 ட கு 
3 (2° —_ x¥) (° ஆ a ) 

a a’ ஒட ் 

ye («8 + a) Je — x® Sone = wee (7) 

(7) தனித் தீர்வாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 22 

தீர்வு காண்க 2 

x" (y — px) = yp” : . 
(B. E. 66, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

ஜூ வை ஐ ves wwe woe wwe OCD) 

a 7 y? குரு ஸு ose ந் eee see (2, 

என்று பிரதியிடுவோம்.



மூதல் வரிசையும் ஒன்றக்கு மேற்பட்ட ௮. உ சமன்பாடுகள் 108: 

o &xdx=du, 2ydy = dy 

dv _ Bydy _y 
du 2xdx ~ x? 

x dy . 
2 — இ: கனமான ப் aoe 4 wee ‘ a ் அல்லது 2-௬ எ பச (8) 

(1), (2), (8) இவற்றைக். கொடுத்துள்ள. சமன் பாட்டில். 

பிரதியிட்டால், கிடைப்பது 

ws Bey Bg) my ALL EY, 
u(y y° du ந) எற. a (ac) 

இடத ஸ் _ dv 

u( ae} = aa) 

pen gg 2 ag { க] 
ல உய. dv fd 

அல்லது உம = (Gr) 
T= att (a) ன _ Cay 

இது ஒரு கிளோரோ சமன்பாடு. 

ஆகவே பொதுத்தீர்வு கிடைக்க a -க்குப் பதிலாக (4ல். 

2 யிரதியிட வேண்டும். 

ட ஏ அ மு ம 

pee +c? என்பது பொதுத்தீர்வாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 5 : 

இளாரோவின் விரீவுபடுத்தின அமைப்புள்ள | சமன் பாடு. 

நூ றரீழ(ற) 1 ஜ் ற) என்பதாகும். (Extended form of Clairaut’s 

equation) Abo தீர்வைக் காண்க, 

y = xf Cp) = @ (p) see ரர aag (17 

3 ஐப் பொருத்து வகையிட்டால், 

dv படம் பட = FD) fe + Sp) + (p) 

p =f{p)+ ப ef xfi (py + a | ் 

“dx



மறுக ப் க - பயன்முறை வகைக்கெழு* சமன்பாடுகள் 

இதிலிருந்து, 

BA, 21 + Op) 
dp p-—fi(p) ~ 

dx ~ Ft Cp) _ p (ற)   
oe eet ௨௧௦ ஓ 

dp ~ p-f lp)” p-f(p) (2) 

(௮), 05ல் ஒரு நேரியச் சமன்பாடாகும். நீ 

அகனுடைய தீர்வு 20௦,000 wm ட... ஐ 

ரான் ற் ருக் கட் ம். 

(1)-& ib, (8)-க்குமிடையில் றிஐ நீக்கினால், பொதுத்தீர்வு 
கிடைக்கும். 

பயிற்சிகள் 15 
ST ay Fe GT Hs 

1. y=(x—a)p—p* 
(5.8. 52, 01, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

a + ES 
8. ந“ றஜ 4] ற 

ளை அ ளை? 

5. p*x—p?y—1=0 
. (8. 8. 55 சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

8. vy = apx + bp® 

7. y= 2px + y®p® 
. (சூறிப்பு: Ax uy y? ு 9 என்று பிரதியிடவும்) 

8. y= xp? +p 
9... 202 -a)= Qpxy — y? ட த. 

10. (x~a)p?*+(x—y)p—y =0 
17. (px ~ y) (py + x)= up 

ப (குறிப்பு; 27 ம 37 ௮ 9 என்று பிரதியிடவும்) 
12, ற = log (px-—. y) (B. BE. °37, மதுரைப் பல்கலைக்கழ கங்



4, முதல் வரிசை, முதற்படி வகைக் 
கெழுச் சமன்பாடுகளின் 

பயன் பூறைகள் 
(Applications of differential equations of the first 

order and the first degree) 

8624. விஞ்ஞானம்; பொறியியல்பற்றிய பல. விதிககாக் 

கணித அமைப்பில் எடுத்துரைக்கும்போது வகைக்கசெழுச்சமண் 
பாடுகள் ஏற்படுகின்றன. இந்த அத்தியாயத்தில் பல துறைகளி 

லிருந்து ஏற்படும் மூதல் வரிசை, முதற்படி, வகைக்கெழுச் சமன் 

பாடுகளை ஆராய்வோம். 

$25. வடிவ கணிதம் சம்பந்தப்பட்ட சமன்பாடுகள் (equations 

relating to geometrical problems) : 

yf 

  

  

Wy 

Oo   
படம் 1, 

வகைநுண் கணிதத்திலிருந்து வளை வரை சப்பந்தப்பாட்ட கீழ்க் 

கண்ட சூத்திரங்களை. முதலில் நினைவில் கொள்வோம்."



406 உட... MINT (LSM வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

7 ுூரறு)- 0 என்ற வளை வரையில் 7 (2. ந) என்ற புள்ளியாக. 
இருக்கட்டும். 7 இடத்துத் தொடுகோடும், செங்கோடும் 5 அச்சை 
.மூநையே 7, // என்ற புள்ளிகளில் வெட்டட்டும் 

dy 
. A ் ் 

274. 0, 27 மு எனின், 8ம் = “Ie 

PT mS Goi GGar@ (tangent), PN mp4 GemGsr® (normal), 
TM ge Gims GartGni@ (subtangent), MN gn கிளைச் செம்: 
கோடு (200௦1றவ1) என்றும் கூறுவோம். 

2 அடங்கிய கீழ்க்கண்ட சூத்திரங்கள்மூலம், மேற்கண்ட 

வற்றின் நீளங்களை அறியலாம். 

_ கிரத்தொடுகோடு - 2. டர. 718 - கிளைத் தொடுகோடு - ce y ip 

க dy 
44// - கிளைச் செங்கோடு ற Ie 

தொடுூகோடு 

| yal dx \? ச அறு 1 A a நு 

raf + dy \* ச (1) 

செங்கோடு ன க் | 
ay 

PN=y / P+ az) 

மேலும் 7 இடத்து ஒரு மிகச்சிறிய வளைவரை நீளம் ரச 
என்றால், ல 

dx \? dv \? a நி ட (a) =" +(e) 
தொடூகோடு. செங்கோடு முதலியவற்றின் சம்பந்தத்துடன் 

ஏதாவது ஒரு வடிவ கணிதத்தன் மை கொடுக்கப்பட டிருந்தால், ' 
மேற்-ண்ட சூத்திரங்களா உபயோகித்து, ஒரு வகைக் eb copa 
சமன்பாடு. அமைக்க முடியும். . பின்வரும் எடுத்துக்காட்டுகள் 
இதை விளக்குகின்றன .



முதல் வரிசை, முதற்படி ௨. உபன்ன் முறைகள் 107 

எடூத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

எந்த இடத்துக் ஒளைச்செங்கோட்டின் நுளமும் ஐ என்ற: 

மாறிலியாக அமையும் வளைவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க, 

(x, y) என்ற புள்ளியிடத்து கிளைச் செங்கோட்டின் 

நீளம் று ம _* 

கேள்விப்படி, yp ay = @ 

ydy = adx 

2 

தொகையிட்டால், Jo- = axte’ 
2 

நூ ௭ 2 0. (உரு மாறிலி 

எடுத்துக்காட்டு .2 £ 

ஒரு வளை வரையின் மேல் 7 என்ற புன்ளியிடத்து அமையும் 
செங்கோடு ஃ அச்சை மியிலிருந்து ஒரு மாருத தூாரதஇல் வெட்டு. 
கிறது. அந்த வளைவரைக் கூடும்பததின் வகை௬ெெழுச் சமண் 
பாடடைக் கண்டுபிடித்து . அதைச்சார்ந்த - வளை வரைகள் 
வட்டங்கள் என்று நிறுவுக., 

இங்கு 2 (2,,3)-என்ற புள்ளியிடத்து 

செங்கோட்டின் நீளம் - ந் (மாறிலி) 

dy \* ட ட் 74771 4 (=) a ய a ODD 

(1) வகாவரைக் குடும்பத்தின் வகைத்கெழுச் சமன் பாழு. 

ந்து ட dy ழ் = 

dv kay 
( 4) ௪ அநக 

dy ae Vike — y' நு 
தெல் க் வபர சகைவனைகளை எவனை 

மீட் y 

ee ॥ 
1



108 . ண த்தா? முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

   vay ப + dx 
4k? — y? 

oie yey = dx 

Very 7 

அதாகையிட்டால், 

ற x+A 

& ki — y? = (A = x)? 

அல்லது (At x)? +y? =k? ia me SS) 

(2) ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாடாகும். 

எடுத்துக்காட்டு ம £ 

ஒரு வளைவரையில் நீளமுள்ள இரு புள்ளிகளின் குக் 
தாயங்கள் (ordinates) வளை வரை, xX et இவைகளுக்கு 

இடைப்பட்ட பாப்பு ர (ர ஒரு மாறிலி). அந்த வளை வரர (0. a) 

என்ற புன்ளி வழ்யாகச் செனறால், அதனுடைய சமன்பாடு யாது ? 

ஒரு வளைவரையின் இரு புள்ளிகளின் குத்தாயங்கள், வளை 

வரை, 2-அச்சு இவைகளுக்கு இடைப்பட்ட பரப்பு 4 என்றால், 

dA | 
dx = y eee eae: soo aime (1) 

(தொகை நுண் கணித சூத்திரம்) 

மேலும் அந்த புள் ஜிகளின் வளைநீனம் 8 என்றால், 

ix ~a/ 1+ (2) 0 ட்ட (ஐ 

(வகை நுண் கணித சூத்திரம்) 

மகேள்விப்படி, 4 A=as . oe . 

dA a ds 
dx. “dx 

செய. த ப (8) 

நாம் விரும்பும் வளைவரையின் வகைக்கெழுச். சமன்பாடு (8) 

ஆகும், 

. 
w
e



முதல் வரிசை, முதற்படி உ... உபயன் முறைகள் 108 

ம. a 

(5,-லிருந்து, 

  

ஜட a 

V த் ட. ர் ad 

தொகையிட்டால், 

௦௦5 4-7 = == ck = sn வெப் டை ஆ ட (௯ 

௮0, ந ௯ ர என்று (4)-ல் பிரதியிட்டால், 

cos h-* =e 

« திடு 

cos h-? os 
a a 

x x 
2 =cosh( + %) = 008 h = 

a | a a 

y= a cos h— ௪65 wee ட் esa (59 

(5) நமக்கு வேண்டிய வளை வரையின் சம்ன்ன்று. அது ஒரு 

ப்பு வளையைக் (081ரகா$) குறிக்கிறது. 

பயிற்சிகள் 16 

1. ஒரு கண்ணகயில (0.1) என்ற புஸ்ளியிடத்துத் தொடு 
௦ 

Gare igor ghey (gradent: ண் அந்த வளை வரை (3, —4) 

என்ற புள்ளி வழியாகச் சென்றால். அவ்வளைவரை யாது ? 

(ட. 8. “06, ஆந்திராப் பல்கலைக்கழகம்) 

2 படி) என்ற இடத்துத் தொடுகோட்டின் சரிவு oe | | ப ட்டும் 
ஆகவும், ஆதிவழியாகச் செல்லும் வளைவரையைக் கண்டுபிடி. 

 



1 (ட 3 ள் பனி மூறை வகைக் ிகழுச் சமன் பாடுகள்” 

BS ஜரு-வகாவரையின் கிளாத் தொடுகோட்டின் நீளம் ஓரு 

மாறிலியென்றால், அவ்வளைவரை யாது ? - 

4. ஒரு வளைவரையின் கிளாத் தொடுகோட்டின் நீளம் 
-ஆயத் தொலையையொட்டி நேர்மாற்றம் உடையதானால், அவ் 
வளைவரை யாது? அவ்வளைவரை (1, 2)3 (4, 4) என்ற 
புள்ளிகள் வழியாகச் செஷ்லுமானால், அவ்வளைவரை யாது? ' 

2. ஒரு வள்வரையின் கிளைச் செங்கோடு, ன் ஆயத் 
தொலைக்குச் சமம். , அவ்வளைவரை யர்து ? ளு 

6. ஒரு வளைவரையின் (2, ற) என்ற புள்ளியிடத்துக் கிளைச் 
செங்கோடு, அப்புள்ளியின் ஆயத்தொலைகளின் பெருக்கலுக்குத்- 
தலைகீழ் எண்ணாக உள்ளது. அந்த வளைவரை (1, 0) என்ற 
புள்ளி வழியேச் , சன்றால், அதன். சமன்பாடு யாது ? 

7... அச்சுகளின் இடைப்பட்ட தொடுகோட்டுப் பகுதி, 
தொடும் புள்ளியில் இரு சம்பாகங்களாகப் பிரிக்கப்பட்டால், வளை 
வரையின் சமன்பாடு யாது ? ‘ ன 

8. ஒரு வளைவரையின் 7 என்ற இடத்துச் செங்கோடு 
அச்சை 0-ல் ஜஷெட்டுகிறது. 0-க்கும் ஆதிக்குமுள்ள தூரம், 
ன் 0 ஆயத்தொலையின் இரண்டு மடங்கென்றால், அந்த வளை 

- வரை செவ்வக அதிபரவளைவு ‘rectangular hyperbola) என்று 
நிரூபி, ் | ட 

5. தொடுகோட்டின் நீளம் 4 என்ற மாறிலியாக இருக்கும் 
வளைவரைக் குடும்பத்தின் சமன்பாடு யாது: (0. k) என்ற புள்ளி 
வழியாகச் செல்லும். அக்குடும்பத்தைச் சேர்த்த வளைவரையைக் 
கண்டுபிடி. 1 

910. வளைவரையின் ஒரு புள்ளியின் குத்தாயத்தின். அடி. 
பிலிருந்தடி அப்புள்ளியின் தொடு$காட்டிற்குள்ள செங்குத்துத் 
தூரம் 2 என்ற மாற்லியென் ரல் அவ்வளை வரையின் சமன்பாடு 
யாது ? .அவ்வளைவரை “ந.ஃஅச்ரை செங்குத்தாக வெட்டினால், 
தெ. கைடீட்டு மாறிலியைக் கண்டுபிடி க்ஃவும. 

| குதிப்பு படம் 1ல். லிருந்து மி7-க்கு ML செங்குத்து 

தூரமென்றுல், . 

  

PAL = bs; ML = ypoos Wr = 
» a/ : -(ay] i
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526. . செங்குத்து வீச்சு பாகைகள் : கார்டிசியன் ஆயத், தொலைவு. 

.. சன் (0114௦200௨1 178]60101165 2 வோர்ே180) 000101௨108) 

ஒரு குடும்பத்தைச் சேர்ந்த விளவரைகள் ஒவ்வொன்றும் 
மற்றொரு குடும்பத்தைச் சேர்ந்த உளைவரைகள் ஓவ்9வ "ன்றையும் ... 
இசங்குத்தாக வெட்டிக்கொண்டால் இறு. குடும்பத் தின௬ க : wppS Gri yg Bie uompedoarara Quut. Qbs மாதிரி 
“அமைப்பு கொண்ட வளை வரைக் குடும்பங்கள் பல பயன் முறை 
கலில் ஏ.ற்படுகின் றன. . எடுத்துக்காட்டாக, வெப்ப: ஓட்டம் 
அூற்படச்கூடிய வளை வரைகளும். ஒரே வெப்ப நிலையிலுள்ள புள்ளி 
களங்கிய வளை வரைகளும் ஒன்றுக் தொன்று செங்குத்து வீச்சுப் 
பாதைகள். இது மாதிரியே மின்னோட்டப்பாதைகளும் சம 
அழுத்தமூள்ள வள்வரைகளும் ஒன்றுக௧௦ கொன்று. செங்குத்து afd se 

பாதைகள். 

இப்போது ர்ு, ys ee ட்ட ன ர. | C1). 

அன்ற சமன் பாடுள்ள ஒரு வளைவரைக். குடும்பத்தை எடுத்துக் ... 

கொள்வோம். இதில் ॥ ஒரு மாறிலி ஐ நீக்கி (1 -க்குகந்த.. 

மூதல் வரிசை வகைக்கெழுச் சமன் பாட்டை கண்டுபிடிக்கலாம் 

அந்து சமன்பாடு / (= ye in) = 0° sai toa | (2) dx = 

என் போம், 

(1) ஐச் சேர்ந்த ஒரு வளைவரையும் அதனுடைய செங்குத்து ் 

வீச்சான உளைவரையும் (2.1) என்ற புள்ளியில் வெட்டட்டும். 

இந்த இரு வளை meni Sorte (x.y) பொதுப் புள்ளியாகும்.- : 

முதல் வளை வரையின் சரிவு A » Qrar@ வளை வரைகளும் 

மிசங்குத்தாக இருப்பதால் xX y) என்ற பொதுப்புள்ளியில் 

அவற்றின் சரிவுகளின் ' பெருக்சுத்தொகை - 1 ஆக: இருக்க: 

வேண்டும். 
ரா | 

TX என்பது செங்குத்து வளை வரையின் etait — (: 5 

dx 

mao (2)-t x, yp இரண்டையும் வைத்துக்கொண்டு. 

ட் க்சப் பதிலாக - — ஐப் பிரதியிட்டால், ற் ன்” 

மிசெங்ரத்து Sia பாதையின் வகைக் 3 கெழுச் சமன்பாடு 

கிடைக்கு
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இப்படிக் கிடைப்பது 

F(« 379 -ஜ) -0 = 

0 yo a = 0 sas see : eee (3): 

(5)-ன் தீர்வு, செங்குத்து வீச்சுப் பாதையின் சமன்பாட்டைக்: 
கொடுக்கும், : 

அல்லது 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடூத்துக்காட்டு 1 2 

நூ = 4ax என்ற பரவளைவுக் குடும்பத்தஇன் செங்குத்து: 

விங்சுப் பாதையைக் கண்டுபிடிக்கவும். 

நூ 40... டட உ. (1). 

வகைகக்கெழுக் காரணின், 
ad 

2y a == 4a cee: neo wen (2) ; 

(1), (2)-லிருந்து ஈஜ நீக்கினால், 
dy கி ரீ ye = By ant x அல்லது ந yp = 2x 7 oe es (ஆ 

(5), கொடுத்துள்ள பரவளைவுக் குடும்பத்தின் வகைக்?காழுச் 
சமன்பாடாகும். செங்குத்து af Fores. eee வகைக்கெழு: 
கண்டுபிடிக்க, 

  

»  , ay . 
(8)-ல் 2, 1) ஐ மாற்றாமல், a -6@0 usera — ன் ) பிரதி: . 

“dx 
யிட்டால் போதும். 

1 
po Ox X —. ஈடு 

=) 

HCV : sont +9 நுண் = ஸஸலை 2x dx . vee ட aes (4) 

இதுவே செங்குத்து வீச்சுப் பரதனின் வகைக்கெழுச் சமன் 
பாடாகும்.
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(4) ஐத் தொகையிட்யால், 

wy Pte = x" +e 

ஷு ம் — இற 2 ௩ 

ஸ்ர அல்லது நூ - 2x® = see cae 02) 

(5) ஒரு நீள்வட்டக் குடும்பத்தைக் குறிக்கும். 

எடூத்து க்காட்டு 22 

x? y? 

FER TREE TF te Sees ae 
வனளைவகளின் (007௦: 001408) செங்குத்து வீச்கப் பாதைகள். 

அவைகேளதசகன் அன்று தறுவுக். , 

xe at ட 

சட்ட நிழ 1 ப ee OF 
வகைக்கெழுக் காணின், 

_ ee , 8  , WP _,¢ 
err TER ae 

wih oa ed 

x(B8+Q) $y (@2+A) 4 =O 

d 
x» டூ 12) = - (25 + a*y a.) ட 

dy eos - ae Be: oan _ (ஷூ 

(2) ஐ (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

  

x . ~ : 

2 2, 4 + 42 dv aa 
Oe + BPP, Ox + utp ப 

G ee, ax ) : ( 6 ட . hx 

d iy 
a ae x+y 

La. FL 8
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dy a _ _ ப 

ழ் பரப சிப) 2 — aya (8) 

கி), கொடுத்துள்ள கூம்பு வளவுகளின் வகைக்கெழுச் சமன் 

பாடாகும். இவைகளின் செங்குத்து வீச்சுப் Uren aes வகைக் 

இகழுச் சமன்பாட்டை கண்டுபிடிக்க, (ல் ( 3) ஐ மாற்றாமல், .. 

ae udeora, —~ (5 ஐ cay eae au 

ux 

அனர். 
Ob GE — y? a (2b )-»- 

dx 

se dy dy \3 
ap ae (HE me இண்ட a, 4Y ay \e 

அட்டர் பஷி ௭59 0 (4) ° 

(4 )-1b வரர், ஒரே கபத்தின். 

உ. (8) னுடைய செங்குத்து வீச்சுப்பாதைகள் அவைகளே தான்



aged. வரிசை; மூத்ற்படி soo ௨ உப்யன் முறைகள் 1415: 

பயிற்சிகள் 17 

1. ஜூ ற” ரூ என்ற வட்டக்குடும்பத்தின் செங்குத்து 

வீச்சுப்பாதையைக் கண்டுபிடிக்கவும். இந்தப் பாதைகள் அந்த 
வட்டங்களின் ஆரங்களைனக் காட்டவும், 

2. அச்சை ஆதியில் தொடும் வட்டக் குடும்பத்தின் வகைக் . 

“கெழுச் சமன்பாட்டையும் அதன் செங்குத்து வீச்சுப்பாதையை 
யும் கண்டுபிடிக்கவும். (ம். 8. 70, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

8. y>=4a(x+a) என்ற பொதுக்குவிய பரவளைவுக் 

குடும்பத்தின் செங்குத்து வீச்சுப்பாதை அதுவேயாகுமென 

நிறுவுக. 

ஜூ ர் 

  

       னப் ர ஆக (A ஒரு மாறிலி) என்ற நீள் 
வட்டக் குடும்பத்தின் செங்குத்து வீச்சுப்பாதையைக் கண்டு 

பிடிக்கவும். (ம. 8. 73, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்; 

ம, 8. “51, ஆந்திராப் caine tee. 

ம் இ, ர று பெற ௮ 2 என்ற நீள்வட்டக் குடும்பத்தின். 
செங்குத்து வீச்சுப் ணன் கண்டுபிடிக்கவும். ் 

(2.2. “iy மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

பட டூ xt — yp? = a? என்ற. செவ்வக அதிபர வளைவு 

குடும்பத்தின் செங்குத்து வீச்சுப் பாதை பைக் காண்கவும். 

ரீ. என்ற அரை முப்படிப்பரவளை (semicubrical 

parabola )-& குடும்பத்தின் செங்குத்து வீச்சுப் பாதையைக் 
காண்கவும். (மீ. 8. 52, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்) 

827. செங்குத்து வீச்சுப்பாதைகள் : போலார் ஆயத்தொலைகள் 
பபப trajectories — Polar coordinates) — 

707 ௦, k) = 0 ௧5% eno + ee. a ) 

sre சமன்பாடுள்ள ஒரு வளவ்ரைக் etude எடுத்துக் 

ட கொள்வோம். இதில் 6 ஒரு. மாறிலி, (//-லிருத்து. ஜப் 

* பொருத்து வகைக்கெழுக் கண்டுபிடித்து ஐ நீக்கிக் கிடைத்தச்.. 

சமன்பாடு பிட [91] i ௬.௫ , ௯ nee (87



116 ee பயன்முறை: வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

என்போம். படத்தில், (1) ஐச் சேர்ந்த என்ற வளைவரை 
2 (70) வழியாகச் செல்லுகிறது. 2 இடத்துத் தொடுகோட்டுக்குட் 

  

  

  
படம் &, 

02-க்கு மிடையேயுள்ள கோணம் ம் எனீல், 
] dQ 

tan ந் =f dr aoa 900 wine ee (3) 

என்ற வளைவரை, 6ஐ 7-ல் .செங்குத்தாக வெட்டட்டும், 
6-க்கு 7 இடத்துத் தொடுகோட்டுக்கும் 0,-க்கு மீடையேயுள்ள 
கோணம் என்றால், ம 4 90-ம், 

ந் ane = tan (90° + ) 

= — cot 

உவ 1 1 i dr St ep Bop = nm SS. ey tan ? 00... 720 
“dr 

ஆகவே (2)-ல் 7, 0 இரண்டையும் எழ வ அக்க 

dQ s ௩ 1 r ar “கப பதிலாக: -- = 5 ig ஐப் பிரதியிட்டால், 

(2). ன் செங்குத்து வீச்சுப்பாதையின் வகைக்கெழுச் சம்ன்ப்டு 
கிடைக்கும். 

இ 
d 

அதாவது, 40 -க்குப் பதிலாக _ wih உபர். 
rm “dQ



மூதல் வரிசை; முதற்படி .... உட ப்யன் முறைகள் ohh? 

அல்லது, 0 -60 ugeora — r? oe என்று பி[தியிட் 

டால் போதும், 

இந்த மாற்றத்தினால் கிடைப்பது 

805. ப | Ps 0. — r? ay ) = © = roe coe (வ) 

(5)-ன் தீர்வு, செங்குத்து வீச்சுப்பாதையின் சமன்பாட்டைக் 
கொடுக்கும். 

எடுத்துக்காட்டு 

r=a(i-+ieosQ), r=h(1—cosQ) arp நெஞ்சு 
வளைவுகள் (cardioids) செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்கறன 

  

  

என்று காட்டவும். (8.7. 52, ஆந்திராப் பல்கலைக்கழகம்] 

(14:06) ஒட ws ves (1) 

(ஐப் பொருத்து வலை கயிட்டால், 

{5 = -— a sin 9. seo one sae (2) 

- . : 1 + cos 9 
(1) + (2); ~ sng | 

i) dQ 

ர் sin 0 உக 
௪ —_ i+ ள் கடி ன் ean (3) 

(1)9-ன் வகைக்கெழுச் சமன்பாடு (8) ஆகும். 

C1 )-str லை வீச்சுப் பாதை கிடைக்க, 

(5)-ல் - ன் க்குப் பொக. ர் பம. பிரதியிட்டால் போதும் 

7 48 _ sing 
dr i + 0080 

௬௪
 -

 

(109 dr 

811), 0 r
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தொகையிட்டால், | ப 

[ல 40 + 22 {cot @40 « = ரன் +e’ 

— log (cose @ + cot Q) + log sin Q@ = logr + loge 

    
     

' அதாவது 
8 9 ட 

log eal 0080 ₹94-2019 + cot 9 = 10g or 

| sin® 0. ட 
102 (- 1080) log cr 

_ __ sin? @ 1 — cos* Q _. 

= I+cosQ 140080 = t= tos 

ot a (1. — cos 0) 
6 . 

=b(1~cosQ) ww wee . 4) 

(15-ம், (4)-ம் செங்குத்தாக வெட்டிக்கொள்ளும், 

பயிற்சிகள் 18 

ட 7. ர: 80050 என்ற வட்டக்சுடும்பத்திற்கு செங்குத்து 

வீச்சுப் பாதை யாது? 

2 en எல் (6) ¥ ச்குவிய வளைவுக் - T= W008 ன்ற  பொதுச்கு பர வு 

குடூம்பத்தீன் செங்குத்து வீச்சுப் பாதையைக் கண்டூபிடி. 

8. r=accs16 ser p உளைவரைக் குடும்பத்தின் செங் 

சுத்து வீச்சுப்பாதையைக் கண்டுபிடி. 

828. இயக்கவியல் சம்பந்தப்பட்ட சமன்பாடுகள் (1200811006 

relating to dynamics) : 

0 என்ற நீஉைப்பள்ளி உளடய 'சோட்டின் உழிச் செல்லும், ட 

ஒரு பொருள் [நொடிக்குட்பின் 0-விலிருந்து 8 தூரத்தீலிருந்தால், 

அப் பொருளின் தசை வேகம் (1210௦11) 1 - 4 oo. ‘(i)



.. மூதல் வரிசை, முதற்படி உ பயன் முறைகள் 412 

pHs sib (acceleration) a = a ழம் 

_ a, ds 
~ ds dt 

=— a "YP wee Ci) 

(௬. (ம். (ம் சூத்திரங்களை உபயோகித்து இயக்கவியல் சம்பநீதப்' 

பட்ட சில சமன் பாடுகளின் தீர்வைக் காணலாம். 

எடுத்துக்காட்டுகள். 

எடுத்துக்காட்டு 1 2 ட 

நிறை 1 உள்ள ஒரு போருள் செங்குத்தாக இசைவேகம்- 

9) உடன் மேலே எறியப்பந்குறது. காற்றின் தடை (air resistance) 

இசை வேகத்தைப்போல் ம மடங்குள்ளது. ர நொடிகளுக்குப்பிற சூ. 

பெயருளின் தசை வேகம் ர என்றுல், 

kt 

me mg a 
i: (7 +E Je ...” என்றூநிறுவுக. 

மிகப் பெரீய உயரம் ஐ அடையும் போது, நேரம் ॥ யாது? 

ந ரூடி டரா 476. . 
மேலும் H = ty ke log (1 இ ட என்று. காட் 

டவும். (B. E. °71, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்: 

ஆரம்பப் புள்ளி 0 ஐ ஆதியாக எடுத்துக் 

கொண்டு, தூரத்தை மேல் திசையில் செங்குத் 

தாக அளட்போம். 

/ நொடிக்குப்பிறகு, 2 என்ற இடத்தில் 

பொருள் இருக்கட்டும். 
kv | PL 

023, ல் திசைவேகம் - 3. - | 

™ 2-ல் ஏற்படும் விசைகள் “C   (1) stat. mg 

(0) arpisr gor ky.



34-20 

இரண்டும்: செங்தத்தாக கீழ்த்திசையில் 

=me+kv 
(நியூட்டனின் இரண்டாவது 

மொத்த விளைவு விசை 

௮ என்றால், விளைவு alone = ma. 

பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

இயங்குகின் றன 
(கீழ்த்திசையில்) மூடூக்கம் 

இயக்க விதிப்படி ),) இது செங்குத்தாக பொருள் நகரும் ஜிசையில் 

இயங்குகிறது. 

. ஐச. (24 000) 

_ ட்ட a=—g-— 

ar aes A MOV a= sis 

aw Hg ky 
da 5 

dv k 

“dt tm 4 

௨56 

இது 9-ல் ஒரு நேரிய வகைக்சழுச் சமன்பாடு, 

இதன். தொகையீட்டுக் காரணி - ௪ 

kt 
(8) ஐ ௪” ஆல் பெருக்க, 

“ht ) kt 

4 ரச ௮ m 
dt = oe 

தொகையிட்டால், 

kt At 

. A m 
ve =C— {2 dt 

ட்டர் 

ko a 

on At 
av. -¥ = Ce ~ s 

k 

[ச 

eae 

(2) 

(3) 

kt 
ia 

2 

(4) 

(12.
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ஆரம்பத்தில், ர 0 என்றபோது ॥ ௭ 00, 

m oy ny OE 

m 
C= Ve ட் 

. ௭ன் இந்த மதிப்பை, (4)-ல் பிரதியிட்டால், 

ட்ட | 
ys ¢ +7) CD) 

At ன சூ 
2 0+ = = (> + க) த. எ - wo (8) 

மிகப்பெரிய வாரணி 27 ஐ அடையும்போது, v= 0. 

(8)-ல் 7௯0 என்று பிரதியிட்டால், 

kt 
mg mg om > = Vg + e 

kK ( ர k ) 

m mg: mg 
6 இவ்வகை வவையைவவய யமா a tn = வ snes nee 

 kvg + me (7) 

  

  

ர். mg 
kt vo + பை 

(7) லிருந்து கிடைக்கும் [ன் மதிப்பு, மிகப்பெரிய உயரத்தை 

அடையும் நேரத்தைக் கொடுக்கிறது. 

yo “a என்பதால், (8) லிருந்து 

kt 1 
dx mg ~~ Mn mg அல (டல ) ச a ee (8) 

இதாகையிட்டால், 

உனக்க] (ரர ச * de— | 82



122 Bae? "பயன்முறை வஸக்ககெழுச் சமன்பாடுகள் 

_ Ke 
mg 2 m mg 

= ot; ( 1௦ அ) உத் 
m 

_ Kt 
_ 4m nig m met ம் 

ணை எ கன் ட உத் ௬ வி 

ஆரம்பத்தில் 7 - 0 என்றபோது, '%- 0... 

777 m ர னை! ( % +2 

m s das (டி 4 1௨ 

4-ன் இந்த மதிப்பை (9-ல் பிரதியிட்டால், 
kt 

_ mf. mg\ om omg mn 
re ET (+) x (% +72) ¢ 

mat . 
க ன ட்ட க 56௦ 6 i 0) 

(7) லிருந்து கிடைக்கும் ரன் மதிப்பை (10)-ல் மீரதியிட்டால், 

கிடைக்கும் 2: மிகப் பெரிய உயரம் /7 ஆகும், 

(1) mene மடக்கை எடுப்பின், 

= log (ee + Es ) 

ஆழ் . 1712 ் i= ப் log a 3. = ~_ = (11) 

(7). (11) இவைகளை (10)-ல் பிரதியிட்டால், | 

Ha ™(y 478) mf, 1 me mg \. 
k ot kK) ok "o + k kyy ome | 

~ ey mM) of me ee k lee (gs 1 ne)
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My 8. m (kyo +g mg 

ச k ட் kig + mg 

EE tos (a kyg ae rg 

rive m? g mg 
—   

m? 

+h = ee ee w(t 

77110 
ச. me 

ET ற்ப ய. va) 
— = 

  

_ my, _ mg fas mz + kyo 
nn “ee omg 

_ my _ mg f Kr 
ஞு ழ் 8 1 T ng ) 

எடுத்துக்காட்டு 8 3 

நீறை ர! உள்ள ஒரு பொருள் புவி ஈர்ப்பு விசையால், gira 

லீருந்து செங்குத்தாக ழே விீழுறது. காற்றின் தடை, இசை: 

0வகத்இன் வர்கத்தையோட்டி நேர் மாற்றழுடையதந, 2 தாரம் 

விழுந்த போது, அதனுடைய இமைவேகம் 7 என்றுல், 

இரு த் த் 771௪. ரி 

a = log ter எனு நிறுவுக, இங்கு 5 ஹார 

  

ஆரம்பப் புள்ளி 0ஐ. ஆதியாக எடுக்துக் கொண்டு, தூரத். 
தைக் கீழ்த்திசையில் செங்குத்தாக அளப்போம். 

  

  

/ நொடிக்குப் பிறகு, பொருள் 2 என்ற இடத்தில் [ட 

.. இருக்கட்டும். 
x 

OP=x. P-c ghudib Seneser : K 

(1) ston mg &ps Hm Fuled ly 
P + 

(ம) காற்றின் தடை 4/1” மேல் திசையில் | 

; i 
2 Quorgss alana one = mg — kv? Yims 

(கீழ்த்திசையில்) 
ட் e 2. 4 வி வி _ . 

முடுக்கம் ர என்றால், விளைவு விசை - 7110 படம் 4 

(நியூட்டனின் இரண்டாவது இயக்க விஷிப்படி) 

இது செங்குத்தா கப். பொருள் நகரும் திசையில் இயங்குகிறது.
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& ma = mg — kv? 

” 

a=g—-—y* 

4 dy 

பணை?" 

  

  

ஸ் k 
es yp — So ———— a 

dx § m 7 

— a*k _ y2 (= ன a) 
m m k 

k ன் ன் ளி 

8 (a ட ) 

s v | k £ 

அதாகையிட் டால், 

i ர் 
மன “2 log (a® — y?) =< ai a. A 995 aoe (1) 

ஆரம்பத்தில், x = 0 என்றபோது, 7.0 
‘ 1 . | 

ன் “2 log a ன 4 | ant sen ace ooa (2) 

(2) ஐ (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

kx 
m 

3 டம் kx 
(air) = 

: 21% த் 
Bir 60 Hy “ஜை == log oy ° 

1 1 
— —g log (a*@—~—v?) = ~~ = log a? | 

  

பயிற்சிகள் 19 

7. நிறை ர உள்ள. ஒரு பொருள் புவி ஈர்ப்பு விசையால் 

ஓய்விலிருந்து செங்குத்தாக விழுகிறது. திசைவேகம். ॥ எனும் 

போது காற்றின் தடை” உள்ளது. 1 நொடிகளுக்குப் பிறகு
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அதனுடைய திசைவேகம் யாது ? அது வீழுந்த தாரத்தையும்: 
கண்டுபிடிக்கவும். . 

2, மேற்கணக்கில் 77 திசை வேகத்தை அடைய, அது 

எவ்வளவு தூரம் விழ வேண்டும் என்பதைக் கண்டுபிடிக்கவும், 

(%. 8. 78. மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

ட 8. மெதுவாக ஒரு திரவகத்தில் அமுங்கும் பொருளின் 

முடுக்கம் 8, விசை வேகம் v இரண்டும் 5-௬ ௪. தம (2, 

மாறநிலீகள் ) என்ற சமன் பாட்டுக்கு உட் பட்டிருக்கின் றன 

ஆரர்பத்தில் பொருள் ஓய்விலிருந்து கிளம்பினால், அமுங்கின 

தூரத்தை [ன் சார்பாகக் கண்டுபிடிக்கவும். 

(.ம%: 10, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

4, ஆகாய விமானத்தின் நிலைப்புத்தன்மை பற்றிய கொள் 

கையில் (theary of stability of aeroplane), or = £ COS of — kv 

(g. oo. k wrishat) stim suotrury) கிடைக்கிறது. t=O 

என் றபோது ॥- 0 என்றால், மேற்கண்ட சமன்பாட்டின் தீர்வு 

- காண்க. 

5. ஒரு விசையாட் சுழலியின் (மிரா) கோணத் திசை 
Goes (angular velocity) o wh Hus gros ur®, 

re ௮ ௮ 25 (2, 2 மாறிலிகள்) என்பதாசும். 

ஒரு நிமிடத்தின் முடிவில் கோணத் திசைவேகம் ஆரம்பத்துகீ 

கோணத் திசைவேகத்தின் 90% என்றால், அடுத்த நிமிடத்தின் 

முடிவில் கோணத் திசைவேகம் 51 irs க்குச் சரியும் என்று: 

காட்டவும். 

dy ‘ x 
§ 29. a = oy என்ற சமன்பாடு £ 

dy a ற உ. (1) என்ற சமன்பாட்டில், உஒரு 4 அல்லது. 
x 

_- மாறீலியெனக் கொள்வோம். பல துறைகளில் இந்த சமன்பாடு 

i ஏற்ப௫ வதால், இது மிகவும் முக்கியம் வாய்ந்ததாகும், 

(1)-லிருந்து மாறி௨ளைப் பிரித்தால்; 

2 
2



126. ... பயன்முறை வகைக்கெழுச் ௪மன்பாடுகள்: 

as ரகையிட்டால்,. 

log y = ax +A 

; ன் ட eta =o. 

அதாவது, _ ன கு | | 

y = rn ட்ட ago coe wae (2). 

டட சன்று பிரதியிட்டு) 
அமன்பாடு (1) ஐயும் அதன் தீர்வு (2) ஐயும் நினைவில் கொள்வது 
அவசியம். 

அடுத்து வரும் பகுதிகளில் மேற்கண்ட சமன்பாடு ஏற்படும் 
அகில நிலைகளை ஆராய்வோம். 

330. இயற்கை வளர்வீது (1.8; ௦1 118113] Growth) : 

ஒரு நாட்டின் ஜனத் 9தாகை ஒரு குநிட்பிட்ட சமயத்தில் N 
எனக் கொள்வோம். சாதாரண சூழ் திலையில், ஜனத் ிதாகை 
மாறும் விகிதம் N-&@ நேர் மாற்றழுடையது என்று எதிர் பார்க்க 

ஸாரம். ஆகவே = = kN என்ற சமன்பாடு 3 a me J சமன் . ஜனத்தொகை 

வளரும் விதியைக் குறிக்கிறது. இவ்வாறே தானாகவே உண்டாகக் கூடிய எந்தத் தொகையும் மாறும் விகிதம் மேற்கண்ட சமன் 
பாட்டால் குறிக்கப்படும். 2/ என்பது கிருமிகளின் எண்ணிக்கை 
யைக் குறிப்பிட்டால், அவைகளின் வளரும் விதி மேற்கண்ட சமன் 
பாட்டால் குறிக்கப்படும். 

881. சிதைவு விதி (18௭ ௦74600 or Law of decomposition) : 
கதிர் இயக்கப் பொருளில், அணுக்கள் அவைகளாகவே சிதறு 

கையுள்ள அணுக்களிருந்தால். இந்தத் தொகை சிதறும் விஇிதம், 
4/-க்கு நேர் மாற்றம் உடையதென்று தெரிகிறது. ஆகவே. a = —kN step © rinses. மேற்கண்ட விதியிலிருந்து 
கிடைக்கிறது. 

| ல்
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932, கூட்டு வட்டி ais (Compound Interest Law) ~ 

குறிப்பிட்ட அசல் தொகை ர% தொடரீச்சி கூட்டு. வட்டிக்கு 

விடப் பட்டகாகக் கொள்வோம். காலம் / சென்ற பிறகு, அசலும் 

வட்டியும் சேர்ந்து 4 தொகை என்றால், மிகச் சிறிய காலம் ௩-ல் 

இதாகையில் மாறுதல் கீ என் போம். 

& 4 என்ற மாற்றம் இந்த சிறிய காலத்திற்குண்டான வட்டி : 

பால்தான் என்று வைத்துக்கொள்ளலாம், 

் r 
ao aA se A a 1U0 A ர் 

கசி சீ 
At 400 

Bs Lt AA AF 
ere 

Qt» On: ”~ 100 

di r : 
அதாவது , dt. aaa (ita ~A=kaA. 

9 ஙு .dy 9 க % a ai 

இந்த . சமன்பாடு dg? = a9 என்ற அமைப்பில் இருக்கிறது. 

ஆகவே ட =ay என்ற சமன்பாட்டை தொடர் வட்டி விது 

அன்றும் குறிப்பிடுவது வழக்கம், 

3 33, நியூட்டன் சூளிர்வு விதி (1820710119 Law of Cooling) 

ஒரு உஷ்ண மானடு ருள் வெட்பம் குறைந்து வரும் விகிதம்... 

அதன் வெட்பநிஷைக்கும் சூழ்பிலைபின் வெட்ப நிலைக்கு-ழள்ள.. 

அவித்தியாசத்துக்கு நேர் மாற்றழுடையது என்பது நியூட்டன் குளிர். 

விதியாகும். பொருளின் வெட்பநிலை 7, சூழ்நிலையின் வெட்பநிலை. 

Ty, t are அளவு என்றால், ் 

ar தீ (7) என்பது மேற்படி விதி. 

அய = y என்றால், 

‘dT dy a = we (2, ஒரு மாறிலி)
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ஃ மேற்கண்ட சமன்பாடு, 

dy 
‘dt 

== — ky என்றாதம்; 

இதுவும் $ 29-ல் விளக்கிய சமன்பாட்டின் அமைப்புள்ளது. இங்கு 
றி என்பது பொருளின் வெட்பிலைக்கும் சூழ்நிலை வெட்பநிலைக் கு 

முள்ள வித்தியாசத்தைக் குறிக்கிறது. 

§ 34. CED mn Torus aldésdace (First Order Chemical 
Reactions) : 

சில ரசாயண வீனைக்களில், மாறும் பொருளின் அளவு ஒரு. 

சமயத்தில் // என்றால், மாறும் விகிதம் //-க்கு நேர் மாற்றம் எனத். 

செரிகிறது. ஆகவே இந்த நிலையை. 4. ௬ ௮ 277 என்ற சமன் 

பாட்டால் குறிக்கலாம். 

8805. காற்றின் 2109 etd (Atmospherie Pressure) 8 

கடல்மட்டத்துக்கு 1 உயரத்தில் காற்றின் அழுத்தம்: 
றி என்றால், ற மாறும் விகிதம் ற-க்கு நேர் மாற்றமெனத் தெரிகிறது. 

் 4] ் ஆகவே, ட - நற என்பது இந்த விதியைக் குறிக்கிறது. 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடூத்துக்காட்டு 1: 

யூோனியம் சிதறும் விதம், அத்த 
அளவுக்கு தேர் மாற்ற. AAUP iy RH 

apo pGui M,, MM, @iath non அளவுள்ள யூரேனியம் இருப்பின், 
(T,—T i) log 2 : 

Ee Mi \ என்ற கால அளவில் ர] 

குணத்திலிரு4கும் அதன்: 

பாது அளவு யூசேனியம் 

இருக்குமென்று நிரூபி, 

கால அளவு t- ஐகிராம் யூரேனியம் இருப்பதாகக் கொள் 
வோம். | 

ax kx | ai = ஸ் ட்ப ம் ட் ் ane ப . [1] fe (12 

என்பது சிதறல் விதி, ர 

DH. Ty, 7, aarp avons wae 

ர
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(1)-sr Siay, 

4 te | . (8) 

கேள்விப்படி, t= T, sro mGurg x = M, 

i= TT, என்றபோது 3 -. M, 

இந்த மதிப்புகளை ()-ல் பயன் படுத்தினால், 

M,= see wc sii aes (3) 

M, =0@ “7 ve ge (AD 

ஆரம்பத்தில் - 0 என்றபோது, (2)-லிருந்து, 
| x=c ms ses one _ (57 

இதுதான் ஆரம்பத்திலிருந்து யூரேனியத்தின் அளவு. 

x= = என்றபோது கால அளவு / நமக்குத் தேவை... 

x= ள் என்று (2)-ல் பிரதியிட்டால், 

2 —ki 
Ss = ce 

—kt 3 
e — Ss 

1 | 

—kt= os (z) = — log 2 

t= =. log 2 san vie னக ண (86% 
k | ௪ 

இப்போது 4 ஐக் கண்டுபிடிக்க வேண்டும். 

| தம 
M, ட 8 ர _ k(T,—T,) 

(8) = (4); நரி. — ர்க்க = @ 

Ae tos (Fr) =k(T, — 7.) 
2 

das’ 1 tor ( Mu | k = (fF, -T) ios ( M, ) லக க்க (7) 

U. Ol. F.—D
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C7) @ (6)- b Sy bet we, Ban rie 2 oe SY, 

  

இதுதான் நாம் வேண்டிய கால அளவு. 

எடுத்துக்காட்டு 2 : 
1006” வெட்பநிலையுள்ள ஒரு பொருள் 20°C வெட்ப நிலை 

யுன்ள சூழ்நிலையில் குளிரடைகறது. 10 நிமிடங்களில் அது 
8550-க்குக் குளிர்ந்தால், எப்போது 25°C வெட்ப நிலையை 
அடையும். அரைமணிக்குப் பிறகு அதன் வெட்ப தில யாது? 

(8. 8. “64, சென்.னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

£ நிமிடங்களுக்குப் பிறகு பொருளின். வெட்பநிலைக் கும் 
சூழ்நிலையின் வெட்பநிலைக்குமுள்ள வித்தியாசம் y என்றால், ் 

ப் == — ky <n (1) (நியூட்டன் குளிர்ச்சி விதிப்படி) 

11)-ன் தீர்வு ரூ ௦௨... கடவ டே (ஜு 
ஆரம்பத்தில், yp = 100 - 20 = 80 

ee F=O0, y= 80 என்ற மதிப்புகளை (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

80 = ¢ eee அலகை _ ote eee (3) 

உண் இந்த மதிப்பை (2)~sd பிரதியிட்டால், ட 

37 = 80e-k ட aoe ‘ 1 iia ட eee , (4) 

84 10 என்றபோது, ந 75 - 20 _ தத 
இந்த மதிப்புகளை (4). ல் பிரதியிட்டால், 

தத = 80-1௦ 

் 55 ' JT Ce-kKyto 25911 cen") 80 16. 

பொருளின் வெப்பநிலை 25° "ஆகும்போது, 

= y= 25 - 20 =65.



முதல் வரிசை; முதற்படி? பயன் முறைகள் ப் 

இதற்குத் தகுந்த /-ன் மதிப்பு 1) என்றால், | é 

5 = soe [ (4)-லிருந்து] 

(௪ றக். ங் [ (5) ஐப் பயன்படுத்தி] 

மடக்கை எடுப்பின், 

oe It ப யூ 
10 816 ~ “816 

ty = 10 . log 

—~ = 74 நிமிடங்கள் 
log ஸு 

[௩ 80 என்றபோது, (4)-லிருந்து. 

y= 807 BOA 

= 80 (ச் பம் 

ofa) 
(Fa) 

பொருளின் வெட்பநிலை -- 50” - 26 

பொருளின் வெட்பநிலை - 46௩ 

எடுத்துக்காட்டு 5 : 

கடல் மட்டத்தில் காற்றின் அழுத்தம் சதுர அங்குலத்துக் சூ 
் SAAT பவுண்டுகளாகவும் 10,000 அடி உயாத்தில் சதுர. அங்குலத். 
BSG 10-1 பவுண்டுகளாகவுமுள்ள து. 15, 000 அடி உயரத்தில். 
காற்றின் அழுத்தம் யாது?
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கடல் மட்டத்துக்கு: ர் உயரத்தில் காற்றின் அழுத்தம் ற் 
என்றால், ற மாறும் விகிதம் ற-க்கு நேர் மாற்றமென விதி. 

dp _, ர த்தி கெ சா a si (1) 

ப்ரி Bit pave” o vs 7 » (2), 

h=0 osrpGurg, p = 14:7 ; 

இந்த மதிப்புகளை (2).ல் பிரதியிட்டால், 

1 ஆ கர ous aie — sna (3): 

p= idem a, as ss we) (AY 

h = 10000 sretmpGurgi, p= 10-1 

10°1 = 14°-7 e19900k 

10-57 pk\i0000 _. | - 

(59) 14:7 
10+1 de | ek (7 ay ன wes si - (5) 

் - 15000 என்றபோது, (4)-லிருந்து 
a 14-7 g15000k 

= 14-7 (ek)! 8000 

ட்டு [10:10 ~ 147 (121) 
10°] 

14 ர “14°97 ) 

bug 1(5) ப் பயன்படுத்தி] 

॥ 
ர 8:8 பவுண்டுகள் சதுர அங்குலத்துக்கு. 

பயிற்சிகள் 20 

i. egal தொகை. 47 என்ருல் அலவ்கள், வளரும் 
விகிதம் 2/-க்கு. நேர் மாற்றமுடையது. ஆரம்பத்தில் 7 100... 
ஒரு மணிக்குப் பிறகு 1/ - 552 என்ரும். 14. மணிகளுக்குப் பிறக 
அன் மதிப்பு யாது ?
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2, ஒரு இரசாயன வினையில், கால அளவு [-ல் பொருளின் 

. அளவின் நேர்மாற்றமாக, பொருளின் மாறும் விகிதம் இருக்கிறது. 
1] மணிக்குப்பிறகு பொருளில் 60 கிராம்களும் 4 மணிக்குப்பிறகு 
1 கிராம்களும் மீதியிருந்தன என்றால் ஆரம்பத்தில் இருந்த 

பொருளின் அளவு யாது ? 

8. ஜனத்தொகையின் மாறும் விகிதம், அத்தொகைக்கு 

நேர் மாற்றமாயிருக்கிறது. 40 வருடங்களில் ஒரு நகரத்தின் 

ஜனத்தொகை 40,000-லிருந்து 60,000-க்கு அதிகமானால், 

60 வருட முடிவில் அந்நகரின் ஜனத்தொகை யாது? 

4. ஒரு, பொருள் குளிரும் விகிதம், அதனுடைய வெட்ப 

நிலைக்கும் சூழ்நிலையின் வெட்பநிலைக்குமுள்ள வித்தியாசத்துக்கு 
நேர் மாற்றமாக உள்ளது. 25”? வெப்பமுள்ள சூழ்நிலை-பில் 
1005-யிலிருந்து 1 நிமிடத்திற்கு 755-க்கு ஒரு பொருள் குஸிர்ந் 
தால், 8 நிமிடங்களுக்குப்பிறகு அதன் வெட்பநிலை யாது ? 

(8. 8. 12. மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

5. 80” வெட்பநிலையுள்ள சூழ் நிலையில் ஒரு பொருள் 805. 
யிலிருந்து 60“-க்கு 12 நிமிடங்களில் குளிர்ந்தால், 24 நிமிடங் 
களுக்குப்பிறது அதனுடைய வெட்பநிலை யாது 2? 

6. 750 வெட்பநிலையுள்ள பொருள் ' 25” வெட்பநிலை 

யுள்ள சூழ்நிலையில் ட என்ற விகிதத்தில் குளிரடைகிறது. இங்கு 

9, சூழ்திலைக்குமேல் பொருளின் வெட்பநிலையின் அதிக எண்ணிக் 

கையைக் குறிக்கிறது. 10 நிமிடங்களுக்குப் பிறகு, பொருளின் 

வெட்பநிலை 650 என்றால், 80 நிமிடங்களுக்குப்பிறகு அதன் 

வெட்பநிலை யாது ? 556 வெட்பதிலையை அடைய எவ்வளவு 

நேரம் ஆகும் என் பதையும் காண்க. 

ப ம.8. 65, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

7. தண்ணீர், வெளிச்சத்தை உட்கிரகித்துக்கொள்ளுகிறது . 

என்ற நியதி, கடல் ஆழத்தில் இருள் உள்ளது என்பதிலிருந்து 
தெரிகிறது. 10 அடி ஆழத்தில் நீர், மேல் தளத்தில் அடிக்கும் 

வெளிச் சத்தில் 40% ஐ கிரகித்துக் கொள்ளுகிறது. 247 அடி 

. ஆழத்தில், மேல் தளத்தில் அடிக்கும் வெளிச்சத்தில் 500000 

பங்குதான் இருக்கும் என்று நிறுவுக. வெளிச்சத்தை உட்கிர 

..கிக்கும் விகிதம். வெளிச்சத்துக்கு நேர் மாற்றமாயிருக்குமென்று 

எடுத்துக்கொள்ளவும்.
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8.ஃ கடல்மட்டத்தில் காற்றின் அழுத்தம் சதுர அங்குலத். 
துக்கு...14:7 பவுண்டுகளாகவும், 1000 அடி உயரத்தில் சதுர 
அங்குலத்துக்கு 14 பவுண்டுகளாகவுமூள்ளது. 70,000 அடி 

உயரத்தில் காற்றின் அழுத்தம் யாது ?. 

dy § 36. ta + Pp=Oamp Cafu சமன்பாடு £ 

இந்த சமன்பாட்டில் 7, 0 இரண்டும் மாறிலிகள் அல்லது ஐம். 

பொருத்த சார்புகள். அதாவது அவைகளில் % இடம் பெறாது. 

இந்து வகை ஏற்படும் சில நிலைகளை அடுத்து வரும் பகுதிகளில். 
ஆராய்வோம். 

9881. எனிய மின் கூற்றுக்கள் ($10ற16 Electric Circuits) : 

ஒரு எளிய மின் சுற்றில் கீழ்க்காணும் மூன்று உறுப்புக்கள் 

(01002018) இடம் பெறுகின் றன. 

(1) மின் தடை R (Resistance) 

(I YY” 
படம் 5. 

இது. Beir Geni dongs (current) தடுப்பதற்குப் பயன்படும் 

மின் சுற்றின் ஒரு துணையலகாகும் (41௧1௩00107. 

GY “மின் காண்டம் 7 (Inductance) | 

ட ட் | 

| படம் 6. ் 

இது மின்னோட்டத்தின் மாறுதலைத் தடுப்பதற்குப் பயன்படும் 
மின் சுற்றின் ஒரு துணையலகாகும்,. 

(iii) மின் தேக்கம் C (Capacitance) 

tom: Pe 
படம் 7... 

இது மின்னழுத்தத்தின் (4௦11826) கிறு தடுப்பதற்குப் 
- யயன்படும் மின் சுற்றின் ஒரு துணையலகாகும்.
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... மேற்கண்ட உறுப்புக்கள் வழியாகச் செல்லும் மின்னோட்டம் 

(2-ம் அதனால் ஏற்படும் மின்னழுத்தக் குறைவு (௦-ம். எறக்கி 

வாறு தொடர்பு கொண்டுள்ளன. 

(i) மின்தடை & மூலம் ஏற்படும் மின்ன மூத்தக்குறைவு 

= Ri 

(1) மின் தூண்டம் ட மூலம் ஏற்படும் மின்ன முத்தக்குறைவு. 

(111) மின் தேக்கம் 6 மூலம் ஏற்படும் மின்ன முத் தக்குறைவு. 

ர 
e= =; 

Cc 

இங்கு ர என்பது மின்னூட்டம் (616011710௦ 0௨26) . 

மேலும் மின்னூட்டத்தின். பாய்வேகல் / என்றால், 

ணப 
~ dt 

மின் சுற்றுக்குகந்த வகைக்கெழுச் சமன்பாடு கண்டுபிடிக்௬ 

் கீழ்க்கண்ட இர்க்காஃப் விதி (1810110115 188) பயன் படும். 

ஒரு முற்றுச் ௬ற்றில் (10560 :170001) ஏற்படும் மின் னழுத்தக் 

குறைவுகளின் குறியியல் ao. Hsov (algebraic பா) அந்தச் சுற்றி: 

லுள்ள வெளி மின்னமழுத்தத்துக்குச் சமம். 

§ 38. ம் தொடர் ௬ற்றின் வகைக்கெழுச் சமன்பாடு : 

மின்தடை 7, மின்தூண்டம் / கொண்ட ஓரு மின்சுற்றில் 

"பொருத்தப்பட்ட மின்னழுத்தம் 2 என்று கொள்வோம். .கால 

அளவு 1-ல். சுற்றில் பாயும் மின் னோேட்டம். என்றால், &,. L. Qonm 

களால் ஏற்படுப மின்னமுத்தக் குறைவுகளின் கூடுதல் 

. di 

5. கிரீக்காஃப் விதிப்படி, 

di 
Rit Ll ar oe FE
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a typie > we “a xa (1) 

இது 1-ல் ஒரு நேரிய சமன்பாடு. 

E ஒரு மாறிலி எனக் கொள்வோம். | 

ர... Rt 
| னு ai “F a 

தொகையீட்டுக் காரணி == e~ ஜு 

Rt 
« iL . . 

(ம) ஐ ச . ஆல் பெருக்கினால், 

சீர் Ri 
df(,,L\. 2 1 
ல்.” \= Te 

தொகையிட்டால், 

Rt Rt 

ம் Et ik ie == A -+ TI ச் “ம் 

Rt 

ஜ த். அதி 
= A+ 7: R 

இ 

Ri . . 
EL : 2 = ட்ட ee ‘wae noe =A Re (2) 

ஆரம்பத்தில், சுற்றில் மின்னோட்டம் இல்லையென்றால், 
7௯0 என்றபோது 7/0 

(2)~8@ 6g O = A+ 5. 

a > | | 

அன். இந்த மதிப்பை. (2-ல் பிரதியிட்ட wed, 

Rt Rt. 
5 fe “eae a ow ee 

be = த be 8
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Rt 
EE, ம2 

ளு K TR 

Rt 

_ = டத் = a(t 4 ) = உட 

Rt, 

/-ன் மதிப்பு அதிகரிக்கும்போது, 8 எத் மதிப்பு குறை 

கிறது. ஆகவே ஈன் மதிப்பு அதிகரிக்கிறது. 

E 
t—> ௰ என்றபோது, 7-3 ஐ. 

இது ர-ன் மிகப் பெரியதும் நிலையான மதிப்புமாகும். 

(§38. RC தொடர் சுற்றின் வகைக்கெழுச் சமன்பாடு 

மின்தடை 8, மின்தேக்கம் கொண்ட ஒரு மின் சுற்றில், 

பொருத்தப்பட்ட மின்னழுத்தம் 8 என்று கொள்வோம். கால 

அளவு 4-ல் ௬ற்றில் பாயும் மின்னோட்டம் ந மின்னூட்டம் 4 

என்றால், & 6௦ ria ஏற்படும் மின்னழுத்தக் குறைவு 

.களின் கூடுதல் - 742 4 = 

os கிரீக்காஃப் விதிப்படி, 

Ri + 4. ee ven” see (1) 

உ. dq | 
ஆனால் ர ர. ௭ we vai (2) 

(2) ஐ (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

கப + Lak 
c 

dq 1 E 
‘at | CR 7 = Rr ave | Kes eee (3) 

இது ர-ல் ஒரு நேரிய சமன்பாடு, 

2 ஒரு மாறிலி எனக்கொள்வோம்.
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1 ae ர 

தொகையீட்டுக் காரணி - 2: on = Gs, 

t 

(3) 9 e GR ஆல் பெருக்கினால், 

உ J. 
d ( CR ) EE CR. 
க் 7 6 = R e 

. தொகையிட்டால், 

i ப ் 
ரோ தமம் fre ™ wy 

1. 

CR 
ச e 

==. A TR ek | 

CR 

. பம. 

- கிற: ER inn oa ஸி ( 4}: 

ஆரம்பத்தில் t= 0 ster pGurgi g = 0 

(4) லிருந்து 0-- 4-1 80 

4-ன் இந்த மதிப்பை (4)-ல் பிரதியிட்டால், .. 

தத ர ளை! 
ரச. _ நர pe oe &® 

டட 
ர மீர௪ = + £e 

oes 9 

ன _ ஐ —e hee aa .* "3 Se ee (த,
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ர-ன் வகைக்கெழு காணின், . 
ட ம டட E 

dq _ .., ck 1 தி. மக 
at = Ec 6 2௩ கத. வலை த மி 

a 

_£, 24 
ணை 

எடுத்துக்காட்டு 5 

மின் தடை. 2, மின் தாண்டம் /, மின்னழுத்தம் E sin wf 

என்றுள்ள மின் சுற்றில் பாயூம் மின்னோட்டம் ims கொடுக்கும். 

சமன்பாடு, 

L 4 + Ri = Esin wt ஆகும். 

7 0 என்றபோது, i = O என்றால். 

_ Rt 
= Te i ர்க ம (ot — 6) 4 ஹூ Ly 

என்று. நிரூபிக்கஷம், 

இங்கு ந tan-* 2 : 

(B. E. °66, Qecit Bors ushadvoSaypaid 3 

ந. 1. 65, ஆந்திராப் பல்கலைக்கழகம்: 

fase 4- Ri = Esin wi 
be 

di RR, £- . . 
“ae + - னு i= TF SIM wi se. ர ப Ci} 

இது 7-ல் நேரிய சமன்பாடு, 

J Ra 8 
தொகையீட்டுக் காரணி - ன் = @ i 

Re 
(1)ஐ ௪ ஆல் பெருக்கினால், 

AD க் 
d ட L : E ம 

அத்த re =. . SM of
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| இதாகையிட்டால், 

St Rt 
ன் ட இ Er | ie - சீ. 3. € sin wt dt Le 

Ri 
_4 E . 2 te & = a Fr த ரு G 4111 07 -- « cos ot) 

Ee +- 60 

Rt 

oi ck peg eR saws care = OR? DE ௨5) (510 ஐ7 -- 2 ல 008:ஐர்) 

_ Rt 

VR® + LE? oo? 

ஸ் Lew SIM wf -- ட்ட. ட. பர wt Crees ARE Pee ] 
eee oee ச (2) 

@ = tan-* me என் றதனால். 

த 
tan? = RO 

cos @ = டட ் : oo sec p Vi 1 மாடித். ட 0? 
ம் 

சி் பவ கட்டல் க. 

VRE EEG? 
; Le 

sn? = tan? .cos@ = 2 பப 
6 ? ப al RR? + 17a? 

818 ம், ௦08 ம் இவைகளை (2-ல் பிரதியிட்டால், 
JN 

Ri 

i= de ம் ர ர ட் “Tie = Laan Gin ot gos P— —sin $ cos wt)
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Ri 

BF 
= Ae “+ ன: அண தாட் sin (wt—) னி (3) 

t=0, ௬0 என்ற மதிப்புகளை .(8)-ல் பிரதியிட்டால், 

  

  

E -_ 2 8௩ம் 0 இ -ட் ய வம மு (ட) ௮ இட வவ பபப al R? + L?m? (—9) af R? + 422” 

8 ம் 
A A = Jf R? + L?0* wine ae ean ate (4) 

4-ன் இந்த மதிப்பை (8)-ல் பிரதியிட்டால், 

Ret 
ட ட Esin } த். E . 

‘TR plo + VRE Tes SCOP) 

Re 
= es Saas [ஸ் ((லர.ம்) +snG.e ய் | 

பயிற்ககள் 21 

1. மின்தடை & மின்தாண்டம் கொண்ட ஒரு மின் 

சுற்றில் மின்னோட்டம் (/ பற்றிய சமன்பாடு 4 4 + Ris Esreirus 

தாகும். E ஒரு மாறிலி. ஆரம்பத்தில் சுற்றில் மின்னோட்டம் 

ஏதுமில்லை யென்றால், 

Rt 
, is ~~ h 
i= -» ( te 4 ) என்று நிறுவுக. 

(£. ம. '66, வெங்கடேசா பல்கலைக்கழகம்) 

௪. மின்தடை & மின்தேக்கம் 6, மின்னழுத்தம் 2 உள்ள 

மின்்சுற்றில் மின்னோட்டம் / பற்றிய சமன்பாடு, 

“dt RC” RB dt 

என்பதாகும், த ஒரு மாறிலி யென்றால், ர் ஐக் காண்கவும்.



‘1 42 பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகள்: 

5. மின்தடை 8, மின்தாண்டம் / உள்ள Astra Hid 
மின் $னோட்டம் / ஐப் பற்றிய சமன்பாடு, 

ne + Ri = Ecos wt 

என்பதாகும். 7, உமாறிலிகள் கால அளவு 1-ல் i 9S காண்க, 

4 மின்தடை £, மின் தேக்கம் 0, மின்னழுத்தம் 6 உள்ள 

மின் சுற்றில், ee ஐப் பற்றிய சமன்பாடு, 

a 
R “2 பம் = என்பதாகும். EF = #, cos of 

| (Eq. @ wor Hebasstr ) 

- 0 என்றபோது, 1-0 என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்டு, 

மேற்கண்ட சமன்பாட்டின் தீர்வு காண்கவும். 

(ம. ப, 65, சென்னைப் ee) 

5. C மின் தேக்கமுள்ள ; மின் தேக்கி, மின் தடை 2£-மூலம், 

நிலையான- மின்ன ழுத்தம் 1/-யினால் மின் னூட்டப்பட்டிருக்கிறது. 

மின்னூட்டம் ர என்றால், 

r=: O என்றபோது ர 0 என்ருல்... | 

q = cy (1 =. "957 | 

7 

ay’ 2" @ V Rc 
—— i= 4. 2 - என்றும் » Boies. 

€. ஒரு மின் பக்க ர்லைப்கற்தில் (parallel c circuit > Q& 

கிளையில் மின் தடை R, மின்தூண்டம் // இவையும் இரண்டாவது 

கிளையில் சமமான... - மின்தடை 7-ம், மின் தேக்கம் ம் உள்ளன. 

மாறும் மின்ன முத்தம் 240 ல் இரு கிளைகளிலும்: மின்னோட்டங்கள்: 

டி ,ஐூ உண்டாக்குகிறது. ஆரம்பத்தில் மின்னோட்டம் ஏதுமில்லை 

யென்றால், கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளிலிருந்து. 7), 7. அடக் 

காண்க £₹.



a 

முதல். வரிசை, முதற்படி.
 eee ets .னயயன்! முறைகள்

 ரி 4g 

ன் di 3 oo ihe 19 

| ca + Ri = Esinot 

ட + Roe =oEcosat 
  

RC = ந என்றால், மொத்த மின்னோட்டம் 

: ச E sin wt © 
81 + 82 எசா எ 

  

என்று நிறுவுக. 

$40. வேடப் பொறியியல் (Chemical Engineering) #Fibug pu 

பட்டசமன்பாடுகள் 

a. +Py=Q. என்ற வகைச்சமன் பாடுகள் வேதிப் 

டபாறியியல் பற்றிய சில நிலைகளில் இடம் பெறுகின்றன. பின் வரும் 

எடுத்துக்காட்டு இதை நன்கு விளக்கும். 

எடுத்துக்காட்டு : 

ந0 பவுண்டு நிறையுள்ள உப்பு கரைத்து, மொத்தம் 100 

காலன் உப்புநீர் ஒரு தொட்டியில் உள்ளது. காலனுக்கு 8 பவுண்டு 

உப்பு உள்ள நீர், நிமிடத்துக்கு 8 காலன் வீதம் அந்தத் தொட்டி 

யில். ஊற்றப்படுகிறது. இந்தக்கலவை, தொட்டியிலிருந்து 

நிமிடத்துக்கு 8 காலன் வீதம் வெளியேறுூறது. 30 நிமிடங் 

களுக்சூப்பிறகு தொட்டியிலுள்ள உப்பு அளவு எவ்வளவு ? 

கால அளவு 1 நிமிடங்களில்; தொட்டியில் உள்ள உப்பின் 

நிறை 3 மவுண்டுகள் என்றும், 7 நிமிடங்களில் உப்பின் நிறை 

அற்றம் & % புவுண்டுகள் என்றும் கொள்வோம். 

6 Ax = (தொட்டியின் உள்ளே வரும் உப்பின் அளவு) 

- (வெளியே செல்லும் உப்பின் அளவு) .. (1) 

ஒரு நிமிடத்தில் 8 காலன் உப்பு நேர் சேர்க்கப்படுகிறது. 

அதில் 8 பவுண்டு உப்புள்ளது. :- 

கர நிமிடங்களில், 6 & 7 பவுண்டு. உப்பு தொட்டிக்குள் 

'சேர்க்கப்படுகிறது. 
ses eae eee cos (2
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நிமிடத்திற்கு 8 காலன் நீர் ஊற்றப்பட்டு, அதே சமயத்தில் 

இ காலன் நீர் வெளியேறுகிறது. 

.. தொட்டியில் நீரின் அளவு. நிமிடத்துக்கு 1 காலன் வீதம் 

அதிகரிக்கிறது. 1 நிமிடங்களில் அதிகரித்த நீரின் அளவு - £ 

காலன்கள். 

மொத்த அளவு - 100 --ர் காலன்கள். இவற்றில். , 

% பவுண்டு உப்பு உள்ளது. 

2 x s » 

நிமிடத்திற்கு 2 காலன் உப்பு நீர் வெளியேறுவதால், Wwe 

பவுண்டு உப்பு, ஒரு நிமிடத்தில் வெளியேறுகிறது. ப 

& 7 நிமிடங்களில் வெளியேறும் உப்பு 

2x த த | 
= 700 +7 Al பவுண்டுகள் ன கட்ட (3) 

(2), (8) இவற்றை (1 )-ல் பிரதியிட்டால், 

2x 
Ax = SAt— 100 +t Af 

Ax. — சட az 

At 100 +12 

க் உடு 
At-+O At ~~ . 100-447 

அ ட தட்ட. 
dt — 100 +t 

dx 2x wt 
ee “dt + 100 +t — 6 வகை see ௮௦௪ (4) 

இது, 76ல் நேரிய சமன்பாடு. 

தொகையீட்டுக் காரணி 

2 
J 100 +7 

2122010049 _ 100.4 pe



இ 
அத்தொட்டியில் ஊற்றப்படுகிறது. இந்தக்கலவை 
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(4) (100 + 1)? ஆல் பெருக்கினால், 

ar | x00 +1) FF 6 (100 + 1)? 

தொகையிட்டால், 
ne 

x(100'+ 4)? = A+ | 6 (100 + 1)? dt 

=A+ 2(1004 18)? « ws (5) 

ஆரம்பத்தில் 1௭ 0 என்றபோது, x = 50 

த0:100₹- 4-1 2-100# 
A = 50:1007 — ஓ:1005 

= 1002(50 — £00) = — 1007*150 

x(100 + 1)? = — 100150 + 2(100 + 2)* 

1007-150 
— (110 +1)? + 2 (1 00 + ச்) eeu eas (8 ர் ve xX = 

1 80 என்றால், 

700-150 

x= “தடு + ? x 180 
= 260 — 88°76 

“௮ 171 :24 பவுண்டுகள். 

பயிற்சிகள் 22 

1. 60 பவுண்டு நிறையுள்ள உப்பைக் கரைத்து, மொத்தம் 

100 காலன் உப்புநீர் ஒரு தொட்டியிலுள்ளது. காலனுக்கு 

£ பவுண்டு உப்புள்ள நீர், நிமிடத்துக்கு 2 காலன் வீதம் அந்தத் 

தொட்டியில் ஊற்றப்படுகிறது. இந்தக்கலவை தொட்டியிலிருந்து 

நிமிடத்துக்கு 8 காலன் வீதம் வெளியேறுகிறது. 1 மணிக்குப் 

பிறகு தொட்டியிலுள் எ உப்பு அளவு எவ்வளவு 2 

2. ஓரு தொட்டியில் 800 காலன்கள் நீர் உள்ளது. கால 

னுக்கு 2 பவுண்டு உப்புள்ள நீர் நிமிடத்துக்கு 8 காலன்கள் வீதம் 

அதே 
வேகத்தில் வெளியேறுகிறது. தொட்டியில் 200 பவுண்டு நிறை 

யுள்ள உப்பு எப்போதிருக்கும் ? ௬௮ டவ 

(%. 7, 68, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

ப,வ. ௪.10
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8. ஒருதொட்டியில் 50 காலன்கள் நீர் உள்ளது. காலனுக்கு 

5" பவுண்டு உப்புள்ள நீர், நிமிடத்துக்கு 2 காலன்கள் வீதம் 
.அந்தத்தொட்டியில் ஊற்றப்படுகிறது. இந்தக்கலவை அதே 
இவகத்தில் வெளியேறுகிறது. தொட்டியிலுள்ள உப்பின் நிறை 

40 பவுண்டிலிருந்து 50 பவுண்டு வருவதற்கு எத்தனை நிமிடங் 

களாகும் ? 

4. 500 பவுண்டு நிறையுள்ள உப்பைக் கரைத்து, மொத்தம் 

300 காலன் உப்புநீர் உள்ள தொட்டியில், நிமிடத்திற்கு 10 

காலன் வீதம் புதிய நீர் ஊற்றப்படுகிறது. இந்தக்கலவை அதே 

வேகத்தில், தொட்டியிலிருந்து வெளியேறுகிறது. தொட்டியி 

லுள்ள உப்பின் நிறை FO பவுண்டாக எவ்வளவு நேரமாகும்? 

5 க... இரண்டாம் வகை இரசாயண aitsajsds (Second Order 

(ஸர: 0100058868) 

சில இரசாயன விளைவுகளில் 4, B என்ற இரு பொருள்கள் 
கலந்து புதிய பொருள் 6 ஏற்படும், பொதுவாக 4 பொருளின் 

ஒரு மூலக்கூறு (1001600167, அன் ஒரு மூலக்கூறுடன் சேர்ந்து, 

(-ன் ஒரு மூலக்கூறு உண்டாகும். ஆரம்பத்தில் A, B இவை 

களின் மூலக்கூறுகளின் எண்ணிக்கை மூறையே ஏ, ம் என்றும், 
ஞால அளவு /-ல், சேல் % மூலக்கூறுகள் ஏற்படுவதாகவும் கொள் 
வாம். இப்போது, 4 பொருளில்: உள்ள apwdo mach a—x; 
இல் உள்ளவை 5--ற. இந்த இரசாயன வினையின் சமன்பாடு, 

a = k (a—x) (b—X) என்பதாகும், 

இங்கு &, ஒரு -- ராசி. இந்த! சமன்பாட்டின் தீர்வு கண்டு, 

$.ஐ 7 சார்பில் விளக்கலாம். 

வாடுத்துக்காட்டு 2 

. ஓரு இரசாயன வினையில் கழ்க்கண்ட சமன்பாடு கிடைத் 

ae dx ன 
ளர் OF The “dt. ணர் k {ad—x) (b—x). Hs Gy இவை உன் + மாறிலி 

கன். 7-0 என்றபோது ம 0 என்றால் ஜக் காணவும். 

ax 
dt 7 B (ax) (b-x) 

dx | . 
sip ames: . et. 1 QT aes _ ட 
(௪-2) (84-20) ச see (1) ea 

oe
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ம். A 
— [ 2. : 

cies, Gaon வானை கவலை வைல ல் பப்ப ம் மல் ee OTST ரா குட 

(u—Nx) (h- x) a—x | b=x = 

1 = Athb—x) + Bla-x). 

ce @ b என்ற பாதிப்புகளை பிரதியிட்டால், 

t= A(h—a); 1 = Bla — 4) 

1 1 

A= Bog? Fate | 

precip te 2 | i 
(த்) (சீ) 
  

) ~ (b=ayfa=xy * (a—b) (—x) 

.. (ம)-விருந்து, 

1 ட்ட [ 
een PY be eee இழ eK dt 
(5-௪) (2-3) ் (ஏ) மிப வ் 

தொகையிட்டால், 

— .——--—— log fa — x} —- log (9 — xj = Ar+cC 
ha a—b 

=O, x= O srerm (2)-0 பிரதியிட்டால், 

3 

இதி 
  

I én bga~ Sp logb=C om (8) 

ஈன் மதிப்பை, (8)-ல் பிரதியிட்டால், 

  

  நர் த்வம் 1 ஜி. வ ; 
ள் 

i 

gS b 

  

jog (b — x} 

 



148 பயன்முறை உகைக்கசெழுச் சமன் பாடுகள் 

= fi lo டச். — lo க அன் 
“ச. 0... ர. 

டடம ‘6 5b ,a-—*x 
த் (5 =x a 

(a — b) kt = log — 2 இ] 

b os) _ (a — b) kt 

    

ரத்ந 

  இக் 

பயிற்தகள் 23 

8. ஒரு ரசாயன வினையில் கீழ்க்கண்ட சமன்பாடு கிடைக் 
கிறது. 

  

dx fa — க் 2 த்ராச ட்டு ம) 

இதிலிருந்து 

kt = ட்டு log 4 z= - 0 எண்று நி 
21-47) ” நற ne Peres 

2 Be, bole) என்ற இரசாயன சமன்பாட்டிலிருற் க di = Kk. 3 ற் ர் ன மான்பாடட்ி ருந்து 

| 4 ட தக் a® kt t=0, x=0 என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்டு, ற = ce 
take 

என்று காண்பிக்கவம். 

ax. . . 
3. - =k (a—-x) (மற) என்ற இரசாயன சமண் 

பாட்டிலிருந்து, 

  

ட்டை 1 i டடம ips ௮௮ ட்ட 

“ ஈசி மர கத “தவற 1.” 

என்று நிறுவுக, 

3, = i (a—x) (6b—x) (c—x) என்ற இரசாயன சமன் 

யாட்டுக்கு 2-0, x=0 என்ற திபத்தனைக்குட்பட்டு,
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தீர்வுகண்டு, 

(0-4) 0-4) 0-2) 
_ (eb) (௨-9 (ba) Kt Cay நிரூபிக்கவும். 

ட dx 

  

5. at =k(a—-x oop இரசாயன சுமன்பாட்டுக்கு 

‘ பஞ் உகு நர x (2Ba—x) 
x= 0, t=O என்ற நிபந்தனையின்கீழ் ket ae 

என்று நிறுவுக, 

8. கன உருளைகளில் உள்ள முக்கியம் (87288) றஜக் 

கொடுக்கும் சமன்பாடு pe + 2p= 2c. இங்கு 2 ஒரு மாறிலி, 

ற.ஐ ஈன் சார்பில் கண்டுபிடிக்கவும். 

als ஒரு கன உருளையில் இறுகும் அமுக்கம் (௦௦17095146 

stress) ற, நீட்சி அமுக்கம் (1051௦ 887288) 7 இவைகள் சேர்ந்த 

சமன்பாடு 7 <P ற 5 ரீ 0 என்பதாகும். 

ரீ மும் (௪, ம் மாறிலிகள்) என்னும் y = ry என்றபோது 

ற லுறபூ ரகர எடதகத ற 0 என்றும் வைத்துக்கொண்டு 

ட ) ட்டது. டா என்று நிறுவுக.



5. மாறிலி குணகங்களுடன்கூடிய 
நரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 
(Linear differential equalions with consiant coefficients) 

§ 42. ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட வரிசையுள்ள. தலியா வகைக்கெழுச் 
சமன்பாடுகள் : 

1 7-ல் முதல் வரிசை நேரிய வகைக் கெழுச் சமன்பாட்டைப் 
பன்றி விவரணம் கொடுக்கப்பட்டது. இப்போது ஒன்றுக்கு மேற் 
பட்ட வரிசையுள்ள நேரிய வை கக்கெழுச் ௪மன்பாடுகளைக் கவனிப் 
போம். இந்த மாதிரி நேரிய சமன்பாடுகளில், சார்புடைய மாழி 
யும் அதனுடைய ஏனைய வகைக்கெழுக்களும் முதல்படியிலி 
ருக்கும். அவைகள் ஒன்றையொன்று பெருக்கிக்கொண்டு இருக் 
காது. 

) கட்டு ரகக எர்த் < ப 

ன + + 1 ar: * + fs னை ஸீ வ] aoe wt P ce dx” agent ஸ்ர! Ode 
+ Pay = X ‘ oe (1) i. 

என்பது ஒரு 11-ம் உரிசை, முதற்படி நேரியச் சமன்பாட்டின் பொது 
அமைப்பாகும். இதில் வலப்புறத்திலுள்ள 2-ம் குணகள்களாகிய 
Pi, Po, Py wah மாறிலிகள் அல்லது ன் சார்புகள், 
மச ஹ ஷ மியாவும் மாறிலிகளாக இருந்தால், (1) ஐக் கீழ்க் 
கண்டவாறு எழுதலாம் : 

d"y d°—* சொற 
9 

£ 
dy co ot சரிடி ப்பன். | a te eee = On 

dx® + ‘oo r ஜா! a இறு 
ர any = A eee (2) 

இது மாறிலி குணகங்களுடன் கூடிய நேரிய வகைக்கெழுச் சமண் 
பாடு 

முதலில், வலது புறத்தில் %- 0 என்றுள்ள நேரிய சமன் 

பாட்டின் தீர்வை அறிவோம்.
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மர் 

8 48. . வலது புறம் பூச்சியமாகவள்ள நேரியச் சமன்பாட்டிஸ் 
ஜி
. 

நவ 

acid hare a 23 டழ் ௮ ட ep = D we (3 ர 
dx? dx °° 

என்ற a, b, ¢ மாறிலிகள் குணகங்களாகவுடைய இரண்டாம் 
வரிசை நேரிய சமன்பாட்டை முதலில் எடுத்துக்கொள்வோம். 
yore Pee என்ற இரு சார்புகள் கனிஃய  (1)-க்குத்: 

தீர்வாக பொருத்தமிருக்கிறதென்று வைத்துக்கொள்வோம். பின். 

y= Ay, + By, (A, B® ரண்டும் பபாதாமொரு மாறிலிகள்) 

என்பது சமன்பாடு (1)-ன் பொதுத் தீர்வாகும். இதைப் பின்வரு. 

மாறு நிரூபிக்கலாம், 

peyi ஊர என்பவை தனியே (1 )-க்குப் பொருத்தமாக: 

இருப்பதால், ந.ஃக்குப் பதிலாக இவைகளைப் பிரதியிட்டால், 

dd Vi dy 
1 b - Loop, = O wae ee (த. 

ax 2 + dx pT ery ( த 

a Po dv. . 7 3 

[சித ——s ee -+- b ae CVs == 9 aes eee 3 ழ் 

க் ax + Ve ( 3 

என்ற முடிவுகள் கிடைக்கின் றன . 

இப்போது y= Ay; + திரி என்று பிரதியிட்டால் 

வற dy 
fa + ba ஸதி Tax ் db 

ச் 2 
a eo (ay) - Byn) + 2 க (4r, + Byg) 

ர ௦ (43) ஆ By.) 

ம் x 

=AXO+8x 0 [(25, (8) இவற்றைப் பயன் படுத்தி? 

௮ 0 

.. ஆகவே yp = Ay, + By, என்பது (1)-க்குப் பொருத்தமா 

யிருக்கிறது. மேலும் (1)-ன் பொதுத் தீர்வில் இரண்டு மாறிலிகள் 

இடம் பெறவேண்டுமாதலால், 37௩ கீரி + 1... சமன்பாடு 

1)-ன் பொதுத் தீர்வு என்பது திண்ணம்.



152 பயன் முறை வகைகககெழுச் சமன்பாடுகள்: 

மேற்கண்ட முடிவு, 7. வரிசையுள்ள ஒரு சமன்பாட்டுக்கும் 
பொருந்தும். ஆகவே ற). நுறு உற றட என்ற 
ஒன்நூக்கொன்று தொடர்பற்ற (12ம்) சார்புகள் தனியே 

dey dry | ly 
en 1 81 ஜா ர எ Anna gy day = O 

என்ற சமன்பாட்டுக்குத் தீர்வுகளாகப் பொருந்தினால், 

2 ர நி + Ca Var + oe + Cn Ya 

என்பது மேற்படி சமன்பாட்டின் பொதுத் தீர்வாகும். இங்கு 
அடர டட என்பவை 7 மாறிலிகள். 

$44. amauiL@®s Geuod (The Differential Operator) 

வகையிடல் செய்கை ட என்ற குறியீடு மூலம் குறிப்பிடப் 

படுகிறது. 4 என்பதற்குப் பதிலாக, ஓரே எழுத்து 2 என்பதை 

பயன்படுத்துவது நல்லது. ஆகவே ழி வகைமீட்டுச் செயலி 
ட் மீ 

யாகும். அதரவது றி 4 We’ 

dy 
OF = ae 

ற என்பதன் பொருள், 2 எனும் வகையீட்டு*? செயலி 
2 எனும் சார்பின்மேல் இயங்குகிறது. 

இவ்வா றே D? y — a 2°? Dp நி = “dxe? see see 

d"y 
{ Tt ய அக்கை a பொதுவாக Diy = Fan 

2 என்பதை முதல் வகைக்கெழுச் செயலியென்றும், 

_.ற₹ஐ இரண்டாவது வகைக்கெழுச் செயலியெனவும், 

றா என்பதை 71 முறை வகைக்கெழுச் செயலியெனவும் 
கொள்ளலாம். 

முக்கிய குறிப்பு : ர என்பதை ஒரு பெருக்கலாகக் கொள்ளக் 
கூடாது. D என்பதற்குத் தனி பொருள் ஏதுமில்லை. 2) ஒரு 
சார்பின்மேல் இயங்கும்போதுதான், பொருள், பெறுகிறது. 
காடுத்துக்காட்டாக, று) - cosx
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ன dty ஜு சற. 
இப்போது ஜன. + ay ee = as a ன க] 

tea + ay =O 

என் ற சமன்பாட்டை 

நிர + a, D-*y + a, De-?y + wb ap, Dp + aay = 9 - 

cous (D® + a, D* + a, DH? + we one 

+ a)-17} D+ a.) y= 0 

அதாவது f(D) p=O0 என்று எழுதலாம். 

இங்கு f(D) = நரா + a, இர ae ee + Gay D + Ay 

f(D) strug Qe தொடர்ச் செயலியை (௦௩ operator)& 

குறிப்பிடுவதாகக் கொள்ளலாம். 

845. வகையீட்டுச் செயலி ஐப் பற்றியத் தேற்றங்கள் 

ற என்ற வகையீட்டுச் செயலி பல விஷயங்களில் ஒரு இயற் 

கணிதக்குறி (௨]தல்கர௦௨1 வூாாம்௦1) போல், இயங்குகிறது. இயற் 

- கணிதத்தில் முக்கிய விதிகள் பின்வருமாறு : 

(1) m(a+b) = ma + ஈம் பரவு வித (distributive law) 

(2) ab = ba wrpm oF (commutative law) 

(8) ams a? =amtr G46 569 aD (index law) 

@oGurgm Dtu-+-v) = Du+ Dv 

D™ Dy = Dmitry 1 ௩ முழு எண்கள்) 

என்ற முடிவுகள் நமக்குத் தெரியும். ஆகவே, மேற்கண்ட விதி 

களில் (1), (8) இவைகளுக்கு 2 என்ற குறி பொருத்தமாயிருக் 

கிறது . ் 

மேலும் D (ku) = k நிர (இங்கு &% ஒரு மாறிலி). 

ஒரு மாறிலியைப் பொருத்து. மி மாற்று விதிக்கும் உட்பட்டிருக் © 

கிறது. ஆகவே ஐ இயற்கணிதக்குறி மாதிரியே கருதலா 

மென்று தெரிகிறது. ் 

இப்போது (D—a)(D—b)y என்ற கோவையை எடுத்துக் 

7 d- ட்டு , 

கொள்வோம். இ வடட அ வற. ் குறிக் - கொள்வோம் இது (2 a) ( ae b) 3 ஐக் குறிக்கிறது
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d . 1)" 
முதலில் “அட 7 2 ஆல் ரன் மேல் இயங்கும்போது a — dy 

என்ற மூடிவு கிடைக்கிறது. இந்த மூடிவின் மேல் > — ad Bes 
a 

ப iis ் dy 
இயங்கும்போது, --- (3. _ by \ — af 3 _ bv )   

dx ( dx ப ax 

ay lt dy, . ne டத 
அதாவது 53 - (ஈரம்) 5 4 ஸ் என்ற முடிவு கிடைக்கிறது. 

72 2௮ : : 

அடுத்து (2-4) (2-1) ட என்ற கோையையும் முன்மாதிரி 

ழ் உ டமா ட dy . 
விரித் தெழுதினால், me (at: க + aby என்ற அதே முடிவு 

as ad 

தான் கிடைக்கும். 1 

Gugut [D°—~(a+b) D+ abjv என்ற கோவையின் 

. ay dy a -. by os  ghy - ALD. முடிவு ax? (a -j- b) de 1 20)! ஆகும் 

ஃ (D—a}(DB-—b) = (D-b) (D—-a) = D* —(a+b} D--ab. 
மேற்கண்ட மூன்று தொடர் செயவிகளும் ந என்ற ஏதாவது சார் 

பின் மேல் இயங்கும்போது, கிடைக்கின்ற முடிவகள் ஒன்றேதான். 
ஆகவே ஒரு தொடர் செயலி, ஒரு சார்பின் மேல் இயங்கும்போது, 

ஐ ஓர் இயற்கணிதக்குறி மாதிரி கருதி, அந்தத் தொடர் 
செயலியை காரணிகளாகப் பிரித்து, எந்த வரிசையிலாவது 

அந்தக் காரணிகளைக்கொண்டு சார்பின்மேல் இயங்கலாம். 

மேற்கண்டதில் ஈ, ம் முதலியவைகள் மாறிலிகளென்பதை. 
அறியவேண்டும். 

a®y ரக இர ஸ் 

§ 46. 7 + ay Get a. Gace t we சடார் + ay = G 
£ ர் i eZ 

என்ற நேரிய சமன்பாட்டின் தர்ஷ 3 

§ 44-% விளக்கியபடி, கொடுத்துள்ள சடீவ்பட்டை D 

குறியை உபயோகித்து, 

(தா. ஐதர் மூர் ப பம் படி * கறு 0 

grog f(D) y = 0 vee ars ies +a (15 

என்று எழுதலாம். 

ah
 

\ 
Qwee f(D) = D2 ta, Do-* + we + Gy D+ Gg we (2) 

என்ற தொடர் செயலியைக் குறிப்பிடும், 2-ல் 7 படியுள்ள ஒரு 

பல்லுருப்புக் கோவையாக ரீ (2) இருக்கிறது. இயற்கணித விதி
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களுக்கு 22 இணங்கியிருப்பதால், 7 (2) ஐப் பொதுவாக 11 ஒருபடிக் 

காரணிகளாகப் பிரிக்கலாம். 

f(D) =0 ves ax bei we (8) 

என்ற இயற் கணித sioctruTe_G&S My, Me, -. Hn மூலங்க 

ளென்ஞருல், 

ரீ): றட றாடும்). ரம... (4) 

ஆகவே சமன்பாடு (1) இப்போது. | 

(D—m,)(D—m,)..(D—m)y=O0.w (5) 
என் ராகும். 

ன இப்போது (2 - Ma} நாவை ய் - sie ney (4) 

என்ற முதல் வரிசை சமன்பாட்டின் தீர்வு 1 - நர என்று கொள் 

வோம். 

இந்தத் தீர்வை (6)-ல் பிரதியிட்டால், ன 

(D — My) Vy) = O = sit dex (7) 

என்ற பொருத்தம் கிடைக்கிறது. 

(7/-ன் இரு புறமும் (2 ப (தி ர) உமி 0 

என்ற தொடர் செயலியால் இயங்கினால், 

CD ~ m,)(D — m,) .. (CD — mty-1) (D — Ma) Vn 

= (D a [117 (2 — My) eon (D is ப 0 

௪ 0 என்று கிடைக்கிறது. 

அதாவது 7 (2) 0 sen xin ine (8) 

(1) ஐயும் (8) ஐயும் ஒப்பிட்டுப் பார்த்தால், | ற ௬ ட என்ற தீர்வூ 

சமன்பாடு (1) [அல்லது (5)7-க்கும் பொருத்தமென்று தெரிகிறது. 

அடுத்து, சமன் பாடு (6) ஐ விரித்தெழுதினால், 

29 டங்கு ட ves w= (9) 

என்ருகும். 

Osi y-d முதல் வரிசை நேசியச் சமன்பாடு, 

se — | ity dx றட 
தொகையீட்டுக் காரணி - e J Wn = ¢ 7
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(23s9e Max ஆல் பெருக்கினால், 

(ச ™*) =oxe "** ௮0 

:தொகையிட்டால், 

பற த ர்வ fo dx = டி மாறிலி) 

AS y= Ch eax ws = awe we. (16) 

MnX [ (10)-ல் வலப்புறத்திலுள்ள ட ௪ 
என்று முன்பு வைத்துக்கொள்ளப்பட்டது] 

என்ற சார்புதான் ந, 

(10)-ல் உள்ள தீர்வு சமன்பாடு (1)-க்குப் பொருத்த 

மாகும். 

இப்போது (4)-ல் உள்ள தொடர் செயலியின் காரணிகளை 

எந்த வரிசையிலும் எழுதலாமா தலால், 

உுூ.ுழர-0, மு-ருா)ர-௭0, ... என்பவற்றின் 

தீர்வுகளும் (1 )-க்குப் பொருத்தமானவை. 

7711 26 177220 
அதாவது yy =c,e உ நு கு ட... முதலியவை 

சமன்பாடு (1 )-க்குத் தனித்தனியே பொருத்தமானவை. 

8 4-ல் விளக்கியபடி,, 

121752 MW 22% ் 771,% 
peee 1 புச் ப ப மருக. (11) 

என்பது (1)-ன் . பொதுத்தீர்வாகும். இதில் ௩ மாறிலிகள் 
(Cys Cos டி ஜே. உள்ளன. 0) 182). டி 80... முதலியவை 

f(D) = 0 என்ற இயற்கணித சமன்பாட்டின் மூலங்களாகும். 

ரீ(2)-0 என்பதற்கு துணைச் சமன்பாடு. (auxiliary 

.50021101) என்று பெயர்.
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எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1 : 

தீர்வு காண்க £ 

மீற. “னு _ 
8 yet 10 — — 8y=0 

கொடுத்துள்ள சமன்பாட்டை 2 குறியீட்டை உபயோகித்து, 

(8D? + 10D— 8) y=0 என்று எழுதலாம். 

துணைச் சமன்பாடு 

8D? + 10D—8=0 

8D? + 12D — 2D—-8 =0 

8D (D+4) — 2(D+4) 
(D+4)(3D—2)=0 

॥ ௦2 

2 =- 4,45 

‘ ட 2 
6 46-ல் சொல்லியபடி, ர) - 4, நூ => 

எனகிற aX ; ; 
y=c,e +e,e° என்பது தீர்வாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 8 : 

தீர்வு காண்க: 

(D? + 2D? —5D —- 6)ற-0 

gioré sustrur®@ f(D) = B° + 2D" -SsD—6=0 

ழி 1 என்று பிரதியிட்டால், 

f(D=-—-14+282+4+5-6=—-7+7=0 

ற 1 1 என்பது 7(0)-ன் காரணி, 

Di + 2p*-5D—8=(D+ 1)(D* + D— 6) 

=(D+1)(D+8)(D— 
2) 

துணைச் சமன்பாடு (0-1)ம--8)ம-9)-40 

௪ என்றாகும். 
். 
\, D=-—1,. —8, 2 

y = Ae + Be-** + Ce®®* srerugi தீர்வாகும்.
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அடுத்துக்காட்டு 8: 

ர டு d?x > ax - . 5 . ட ஆ அணு 
குட்பட்டு ae 7 3 a 4 22 0 என்ற சமன்பாட்டின் இர்வு 

. காண்க. 

இங்கு / சார்பில் மாறி, % சார்புடை மாறி. 

d 
= = என்றால், கொடுத்துள்ள சமன்பாடு 
@ 

(D? — 8D + 2)x = 0 என்றாகும். 

துணைச்சமன்பாடு 2“- 92 -_௨-0 

(D—1)(D—2)=0 

B = j, 2B. 

x = Aer + Bert... eee tes (1) 

- என்பது பொதுத் தீர்வாகும். ஷ் 

[9-லிருந்து, “= Act + 2Be% € )}- ருந்து, Wt == Aet + 8 ees eve (2) 

t= O எனும்போது x = 0. 

ஆகவே இந்த மதிப்புகளை (3 )-ல் பிரதியிட்டால்; 

0௪ இத. ows one vee (3) 

ft = O எனும்போது a = 4, 

- இந்த மதிப்புகளை (8)-ல் பிரதியிட்டால், 

4௯ தி தற. க ன vee (4) 

(4)—(8); 4=B 

- (89-லிருந்து, 4-4 

4, தி இவற்றின் மதிப்புகளை (2)-ல் பிரதியிட்டால், 

oy x — 4et + et,
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பயிற்டுகள் 24 

1 ப னை கப உன 2dy = O 

> 

ட கந ; dy eo 
2 ஸா உ. — 547 = 0 

ம்ம்... dx , 

5. (ற்: பதற. 12)y=0 
ரல் ந் au” Vy es 

விட அபக — py= Oo 
ax” ் 

மா. ஜீரழ dy ட ee P ர ds aes கட் (8. 2. 2௦, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

க  d*y dy 
இ, லவன் அட ஜல உட. ப ஷை ரி நி வட்ல — Gy சன் டு 

dx? ae ax ் 

12... சீ ட 
ம்ம : q, மீம் ப. பஜ. 
ax® ax 

ரர றே dy 
ன த் | - 1 
Hy, Le a a he லகி... + 15y = 0 

ax” ஸ்... ax ; 

று டஸ் 
இ wot. oe fe-thj)—— - oby = 6 
. ac ** ச கற் * 

wa
e 

ட க்$. வகைக்வெழுச் சமன்பாடும் துணேச் சமன்பமடும் : 

வலது புறம் பூச்சியமாகவுள்ள மாறிலி குணகங்களுடன்கூடிய 

நேரிய வரளைக்கெழுச் சமன்பாடு f(D) y= 0 என்பதின் தீர்வு 

காண்க,  அதற்குகந்த இயற்கணித சமன்பாடு ரீ(2)-0 
சன்பதை எழுதிக்கொள்ளவேண்டும். இதற்கு துணைச் சமன்பாடு 

எனப்பெயர், இதனுடைய  மூலங்களிலிருந்து கொடுத்துள்ள 
வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் பொதுத்தீர்வை அமைக்கலாம். 

துணைச் சமன்பாட்டின் மூலங்களின் தன்மைக்குத் ததந்தாற்போல், 

வகைக்கெழுச் ௪மன் பாட்டின் பொதுத்தீரீவு அமையும். 

8 4686-ல் துணைச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் மெய்வெண்களாக 
வும் ஒன்றுக்கொன்று வெவ்வேறான தாகவுமிருப்பதாகக் கொள்ளப் 

பட்டன. அவைகள் pe Mae ரி என்றால், 

௬ in 
2 ௭ சேடி 

அபராரதுத் தீர்வாகும், 

x, [735 17701 . 
= €a2€ + sce tone என்பது 

௩ 
க்



-160 பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள். 

இனி, துணைச் சமன்பாட்டின் மூலங்களுடைய மற்றத் தன் 

மைக்குத் தகுந்தாற்போல், வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் .தீர்வு. 

அமையும் விதத்தை ஆராய்வோம். 

848. துணைச் சமன்பாட்டின் மூலங்களில் சில மெய்யெண் 
| AMTHMYD FOUITIMOMAMCAQD Qh bsatdD ams5GQnaps 

சமன்பாட்டின் ர்வு : 

f(D) =0 என்றதுணைச் சமன்பாட்டின் M1, Me, we. My . 

- என்ற 7 மூலங்களில் 79:, 112 இரண்டும் சமமென்று கொள்வோம். 

- அதாவது 1) ௭ 1911, 

$46-ல் (1 1)-ல் கன் கக்கல் இப்போது, . 

mx Max MgX 
yu ge eee ue” A + oe + Cae 

என்றாகும். CarppsHd QId 1, Cas Cy THY n மாறிலிகள் 
இருந்தாலும், அவைகளெல்லாம் wot oot maiwisven. 

மேற்கண்டதைச் சுருக்கினால், 

71%... MgX 
நக (டே சதிச் அரிச +e + ene 

OAS c, + ॥_-க்குப் பதிலாக சீ என்ற ஒரு தனி மாறிலி பயன 

ளிக்கக் கூடியது. 

17720 

x P13X Myx . . 
y = Ae 2 4 09 6 +... toe என்பதுதான் 

தீர்வு. இதில் 1 - 1 மாறிலிகள் அடங்கியிருக்கின்றன. ஆகவே 
இது பொதுத் தீர்வாகாது... 

7 (07 - 0 என்ற சமன்பாட்டை, 

(D — m,)(D— m,)... (D — ma) y = 0 
என்று எழுதலாமென்று ஏற்கெனவே அறிந்தோம். Hg = Mtg, 
என்ற நிலையில், வகைக்கெழுச் சமன்பாடு, 

(D~m,)*(D—m) (D—m)y=0 என் ரகம், 

இதில் (2 ஐ): = 0 ன | we (1): 
என்ற கிளைச் சமன்பாட்டின் தீர்வை இப்போது நாம் ஆராய்த்தால் 
போதுமானது. 

சமன்பாடு (1) ஐ, 

ரை 2122. = my = = - 0 20 ட ் (27 

என்று எழுதலாம். ந த



மாறிலி குண கங்களுடன் கூடிய... one சமன்பாடுகள் 165 

இதில் (D—m,)y =u ane we ty see (3): 

எனக் கோள்வோம், 

(2) ஐ (2)-ல் பிரதியிட்டால், 

(D—m,)u=0 wan at wa (4) 

(4)-ன் தீர்வு $ 46-ல் (9) வது சமன்பாட்டில் விள க்கீயபடி, 

777122 
1 098. ம ஸு a es (22. 

ஆகும். 

புன் இந்த மதிப்பை (8)-ல் பிரதியிட்டால், 

2 -ஈடர டிசி 
ஸ். = 771120. 
அது இ] ௩ சீதம் “ti wus ழக (8)- 

இது ]-ல் தேரியச் சமன்பாடு. 

தொகையீட்டுக்காரணி eT td (6) ஐப் பெருக்கினால், 

d — Mx 77120 770122 
கண்டக் 8 ர = Co € i  € 1 as 
dx 2 2 

தொகையிட்டால், 

— Myx : 
ye 8 ல ட | Cg AX = Cy + Cg X. 

mx 
y= (C1 + cex)e ' 

17720 ரம். ட 
ஆகவே, 618 + coe என்பதற்குப் பதீலாக, பொதுக். 

1x 

Sieh (¢, + 0926 த் என்ற பகுதி இடம் பெறுகிறது. 

முழுப் பொதுத்தீர்வு 

17102 mex 
y= (eq, teexle  +eae * bw bene® 

|   

இதில் 20. மடி டைய ட என்ற ஒன்றுக்கொன்று வெவ்வேறான 

ற மாறிலிகள் உள்ளன. 

ப.வ. ௪.11



3262 Nae | பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகள்: 

இவ்வாறே, ஒரு துணைச்சமன்பாட்டில், மூன்று மூலங்கள் 

ஈட என்று சமமாக உருமபோது, அதற்குத் தகுந்தபடி 

சர (படலம் கூலி) என்ற பகுதி, பொதுத்தீ/வில் இடம் 
பெறும். 

....... பொதுவாக, குணைச்சபன்பாட்டில் 7 மூலங்கள் my, Ms 

அட டைஎன்று சமமாக வரும்போது, அதற்குத் தகுந்தபடி, 

772 : 2 r~i ௧ 8 Cry tt 0222-0 ரு + ப வெ மேம்?) என்ற பகுதி 

பொதகுத்தீர்வில் இடம் பெறும். 

எடுந்துக்காட்டுகள் 

அடுத்துக்காட்டு 1: 

இர்டு காணாக் : 

(D*—~6D+9)y=0 

கூணைச்சமன்பாடு D%? —~6D+9=0 . 

(D— ஈறி ௮.இ$ டு. 
D= 8,8 (சமமான மூலங்கள்) 

yor or (A 1: 0) என்பது தீர்வாகும். 

சூத்துக்காட்டு 22 

இர்வு கண்க : 

d*y dey d*®y dy fost weed ட இவவ ப ந கட்டடம் விஷ = Q. 
ax* dx® dx® : dx ay = 0 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு 

{D* — ps ome 9D? “Se 112 எ: 4)y = oO 

துணைச்சமன்பாடு 

f(D = Dt ~ D?—9n*—~11D—~4a=0 

D=~— ம என்று பிரதியிட்டால், 

OH 1+1-9411-4818~189 ='0 
2 4-1 என்பது f (D)~sr ஒரு காரணி.
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௩ f{CD) = (D + 1) (D® — 2b® — 7D — 4). 

=(D+1)(D+ 1)¢(D*? — BD — 4) 

=(D+ 81) (D+ 1)(0 + 1) (D-—4) 

- துணைச்சமன்பாடு (241) (2--14) (/9--1) (2-4)-0 

D=-1, —~ 1, —1.4 

இதில் மூன்று மூலங்கள் -- 1 ஆகவும், நான்காவது மூலம் 

ேறா5வுமிருக்கீன் றன . 

_ 4 
. yprowe ர ச ம 0222-1 பட) 4 ப.2 க என்பது தீர் 

வாகும். 

பயிற்சிகள் 25 

ர்வு காண்க 2 

  

  

கீற பல் 
te ge ~ Bae Fy =O 

கர ட்ப dy 2 _ 
2. a 2a. +ay=0 

5. (D>—~8D°+8D—1)y=0 
d3 சீரே 

4. 03 8 20 

d®x வ dy ட்ட 

த ர் ஜு ye TP =P 

சட்ட சட்டம் 
Gs. da® + ax? 7 dx wep == 0 

ர dq 1 க ம் . 
Ga ok Whe +R 7 4 9 = 0; R? = 4-2 என்றால் 

(..ம. 71, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம் ; 

£. 1. 12. சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 

949. துணைச்சமன்பாட்டின் மூலங்களில் ல, கற்ப4ன எண் 

களா௯ இருந்தல், வகைக்கேழுச் சமன்பாட்டின் தீர்வு? 

f(D) =90 என்ற துணைச்சமன் பாட்டின் குணகங்கள். 
(சட. என்பவை) மெய்்யண்களாக இருப்பதால், அது 

டைய மூலங்களில் சில கற்பனை எண்களாக இருப்பின், அவைகள் 
Ox ahubrQueianrs (conjuzate imaginary numbers 3
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அமையவேண்டும். ஆகவே ஈட. my My என்ற மூலங்களில். 

21.11) கற்டனை5யண்களென்றால், 8 ஓ +18. m, = ft - if 

என்ற அமைப்பில் இருக்கவேண்டும். இங்கு /- 4-9 ஓ) 
பெய்யெண்கள், ப. 71) இவைகள் வெவ்வேறாக இருப்பதால்.. 

§ 46-cb கூறியபடி, 

Mx Max 77112 797220 
நு ரச! ச.“ 400௪ + we + Cpe 

என்பது பொதுத்தீர்வாகும். ட் 

இதில் ரா) சம்பந்தப்பட்ட பகுதியைமட்டும் எடுத்துக் 
கொண்டால், 

ள் சட gittex | 

= ce (ht iB Ix “- c, et IB)» 

= இர a, ibs + ey eX. ef Bx 

== ae (cos Bx + isin Bx) + ce (cos 8x — isin Bx): 

ட ச் ௩ 0050 -* [81009 ஆய்லர் தேற்றப்படி) 

= en cos Bx (ce, + ¢,) +e 

ag (4 cos Bx + Bsin Bx) - 

AX. no ae | 
sin Bx ic; — ¢.) 2 

[«: tee =A (ட ௨௮ 2 என்று 4, 4 இரு 

புதிய மாறிலிகளைப் பயன்படுத்தி | 

  

ஸ் | y= a (Acos Bx + Bsin Bx) beg mk oe 

ப 

  

என்பது முழு பொகுத்தீர்வாகும், 

இதில் 4, 2, டையூ என்ற ஓன்றுக்கொன்று வெவ்வேருண 
மாறிலிகள் உள்ளன. 

எடுத்துக்காட்டுகள் 
எடுத்துக்காட்டு. 1: 

தீர்வு காண்க 2 

ற... மீ 
tI
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கொடுத்துள்ள சமன்பாடு, 

(D? +D+1)y=0 

  

  

  

துணைச்சமன்பாடு, 

D?+D+1=0 

pawl ttt 4 ரு. 
7 2 ~ 2 | 

1 Vg டு 
௮ ய a == & 3 1 il + if 

1 Vs d= —g 1 B= 

ம். Ve Ve ஓ 8 3 
நு ௮ ௫ ( 4 cos ஐ மல சஸ்்த ட) 

என்பது தீர்வாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

ஜர்வு காண்க £ 

d*y ; d*y a —0 
ae 4.42 8y 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு, 

(D*? — 2D? + 4D — 8)y=0 

துணைச் சமன்பாடு, 

தி. கற 240.-84௬0 

D?*(D— 2)4+4(D—2)= 

(D ~— 2)(D2 + 4)=0 

D=2; D?=—4 | 

ம 

2“ 4ஃலிரநந்து, இ 4 ந ௮4 3 இ/ 

D= 2, 0 + 2i, 0 — சர் என்பவை மூலங்கள் . 

ges gee +e * (Boos 2x + Csin 2x) a 

oe * + Boos 2x + Csin 2x erstrugs Stare,



166 Pe Ee பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள 

பயிற்சிகள் 26. 

ஒர்வு காண்க 2 

1. (D? —~2D+ 2)y=0 

d’y dy ட 3 ft BE” 4 ஓத ற 2 dx? ] Sax மை 27 

ட 

இ, அழி ட மடு துர ௨0 
(1. 2. “57, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்). 

_ ay . ட்ட — 3, 
4. aa ty 0% x= 0, p= 2; hh. 

ற இ. என்ற நிபந்தனைகுட்பட்டு 

5. (D?+16)y=0 

6. (D> 4+D?—2D+12)y= 

7. (D?+7D% +16D+10)y=0— 

d*y d*y 
8. 24. ச 4-0 

ப , 
9. டலாம் 20 

தத்த 

10. dx* -- m*y = O 

் 4 2 

11. ry 138 7 + sey=o 

12. y" (x) + 4y" (x) + 18’ (x) = O 
| (8. 7. 72, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

18. py" (x) + By’ (x) + 4y' (x) + By =O 
(8. ம. 10, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

$50. துணைச்சமன்பாட்டின் (மூலங்களில் சில; கற்பனை யேண் 
கள*கஷம், சமமாகவுமீருந்தால் வகைக்கெழுச் சமண்பட் 
டின் தீர்வு | “= . 

f(D) = 0 “என்ற தணைச்சமன்பாட்டின் ரா.) ஈட. wee Me 
என்ற மூலங்களில் ஈட. 1) இரண்டும் இணைக்கற்டனையெண் களாக: 

=A +78. m=A-if8 என்றடடி இருக்கட்டும். மேலும்:
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M, = My. Ng = ர, என்றும் இருச்சட்டு!ர, அதாவது. ரா), 77, 

ma. Mm, என்ற இருசோடி சமமான மூஉங்களிருப்பதால், 

$ 48-ல் விளக்கீயபடி, 

mx MX 
Ste p= (cy texe + (ceg + egxde * 

79121 (7221 
3. 60. 8 4 ம ரச.” ஆகும். 

இதில் ர. ஈட, சம்பந்தப்பட்ட பகுதியைமட்டிலும் ம என்று: 

எடுத்துக்கொண்டால், 

Col + iB} x Cal ~iB Ix 
14 (ரூ ரூ3) ௪ + (டூ. ரு உடு) ௪ 

lx fT 

| fe, + ¢,x) (cos. Bx + isin Bx) 

4 (ஈத + ¢,x) (cos Bx — /sin Bx) | 
ர. 

Ax ; . ‘ 
= @ cos Bx { (e) + Cab fb (Oy + 24) } 

+ isin Bx { Ce, — Cy) + (Cg —- C4) } | 

QB cy + eg = A eg beg = Be ifey — eg) = Ce 
(22 -- 82) ௩ ம என்று நான்கு புதிய மாறிலிதகளை பிரதியிட்டால், 

நன அ [(4 Bx) cos Bx + (C + Dy) sin Bx] - 

  

r= oo 4. Bx) cos Bx + (e+ Dx)sin Br] 

| Ms) 
* rs oh ene 2 eal 

cong QurgidgStarar. இதில் 4, 8. 0.00. டி என்று 
ஒன்றுக்கொன்று வெவ்வேறான / மசநிலிகள் உள்ளன. 

எ௫ூத்துநக்காட்டு £ 

தீர்வு காண்க 2 

ரீ ரழ டு 
—— + 8 ~~ + I கூடி G ஆ \ ‘ 

dx* 1 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு, 

(b* + §D? + 16) p= O
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துணைச் சமன்பாடு, 

*+ 8D? + 16 =0 

(D*® + 4)(D? + 4)=0 

மி. அபக 

=e bf 7, wa 4 

= 0 2+ 2), 0 + Bi 

மூலங்கள் கற்பனை யெண்களாகவும், சமமாகவுமிருக்கின் றன. 

. $50 ஐப் பயன்படுத்தி, 

y= gi [(A + Bx} cos 2x 4+-(e + Dx) sin 2x} 

= (A + Bx) cos 2x +(C + Dx) sin 2x 

என்பது தீர்வாகும். 

பயிற்சிகள் 27 
தீர்வு காண்க : a 

1. (D* + 2D* 4+ 1)y=0 

2. (D*+ 4D° + 8D* + 8D+ 4)y=0 

8. (D* 4+. 2D? 4+ 8D? 4+ 2D+1)y=0 

$51. வலது புறம் பூச்யொரிள்லாமல், ன் சார்பு % உள்ள ஒரு 
நேரிய சமன் பாட்டின் தீர்வு. 

2 

தெளிவிற்காக, aot டட + bf ~+cp= x se (1) 

ன்ற சமன்பாட்டை தல தத்தத் கொள்வோம். 

இதில் ஈம், ௦ மாறிலிகள் X, x-o சார்பு. 

| dy dy 
முதலில் ஏ. ற்... 4. cps 0 eee 

dx dx 4 | 4 (2) 

ன்ற சமன்பாட்டின் தீர்வைக் காண்ஃபாம். 

இகற்சத் தகுந்த துணைச்சமன் பாட்டை. எழுதி, $ 46. 6 49... 

$ 49 இஉற்றில் குறிப்பிட்ட ஒருவகைப் கப்பாப் Radel தீர்வு 

காண இயலும்.
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y= VY ow (8) என்பது (8)-ன் தீர்வாகக் கொள்வோம். 

Y என்ற சார்பில் இரு மாறிலிகள் கட்டாயமாக இடம் பெறும், 

9௯ 3 என்பது (2)-க்குப் பொருத்தமாக இருப்பதால், 

757 dY 
ப் de ன ம் ‘ae +cY=0 ™ ஸு (4) 

அடுத்து, ந ॥. என்ற சார்பு (1)-ன் ஒரு சிறப்புக் நரவாக 

(particular integral) Qpsar Hid. அதாவது ப என்பது ய தாரு 

மாறிலிகளுமில்லாமல் சாதாரணமாக (1))-க்குப் பொருத்தமாயுள்ள , 

உ டங்கீய ஓரு சார்பு. 
் 

2s (ij you என்று பிரதியிட்டால், 

d* _ du, ட ஒல 
த + b “dx Tt c= xX ௧௬௧ | ese wee (5) 

(4), (5) இவைகளைக் கூட்டினால், 
2 ் ‘ 

ame a ட (டம 327140 .. (6) 

(1). (8) இவைகளை ஒப்பிட்டுப் பார்த்தால், 

ந 77 4- 4. என்பது சமன்பாடு (1)-க்கும் பொருத்த மாகத் 

தெரிகிறது. 7-ல் இரு மாறிலிகள் இப் (தாலு*, புல் மாறிலி 

யொன்றும் இல்லாததாலும் 4-1 என்பதில் இரு. மாறிலிகள் 

கட்டாயமாக உள்ளன. 

உறு 74-04 என்பது சமன்பாடு (1)-ன் பொதுத் 

தீர்வாகும். 

அடுத்து, பொதுவாக 

day de-ty ரம d | 
இண TO et Fe ype tt வே gine 

அதாவது f(D)y= xX on eee ase (7) 

' என்ற சமன் பாட்டை எடுத்துக்கொள் வோம். 

முதலில் 70)றர-0... ப. a ey 

என்ற சமன் பாட்டின் பொதுத்தீர்வு ற - 7 எனக் கொள்வோம். 

7-ல் 1 மாறிலிகள் அடங்கியிருக்கும்.
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௩ 9 என்பது (8 '-க்குப் பொருத்தமாக இருப்பதால், 

7ீ.ம)7720... ~ (8) 

அடுத்து யாதொரு wr Hed say மில்லாமல், 

ற ௯ ர என்ற சார்பு (7,-ன் சிறப்புத் தீர்வாக இருக்கட்டும். 

. f{(D)u=X ae vas ae we (10) ! 

(9). (10) இவைகளைக் கூட்டினால், 

7 (பு) ws we fia) 

(79. (11) இரண்டையும் ஒப்பிட்டுப் பார்த்தால், 

௯ 74 ர எளஸ்றசார் (7 -க்குப் பொருத்தமாக இருக்கிறது. 

மேலம் 7-ல் 71) மாறிலிகளீலிடப்பகாலும் பல் யாதொரு மாநிலியு 

மில்லாததாலும். 11-௩8 எண்பதில் ஈ மாறிலிகள் கட்டாயமாக 

உள்ளன. 

3௩ 7-0 என்பது சமன்பாடு (7)9.-ன். பொதுத். 

தீர்வாசம். 

ஆகவே சமன்பாடு (7 ன் தீர்வை. இரு பகுதிகளாகக்கண்டு'. 
பிடிக்கிறோம். add y= 177 எண்ற சார்பு சமன்பாடு (8)-ன் 

பொதுத்தீர்வாகும். சமன்பாடு '(7)ஐ. வலப் புறத்தில் பூச்சியம்: 

வைத்து அமைத்தால். சமன்பாடு (5) கிடைக்கும். ஆக வ 

(13)-க்கு ஓூகடிய சமன்பாடு. (ா௦மப06ம் equations என்று பெயர். 

இதனுடைய தீர்வை, அதாவது, ஐ $:18, 048, 849-ல் குறிப் 

பிட்ட முறைகளில் கண்டுபிடிக்கலாம், அடுத்து, . சமன்பாடு 
(1) க்கு ௩ என்ற சிறரப்புத்தீர்வை தாம் கண்டுபிடிக்க: 

பேண்டும், இரண்டையும் கூட்டினால், நூ - cor u என்று முழு 

பொதுத்தீர்வு கிடைக்கும். 

என்பதைத் துணைத் தீம் ௮ (complementary function) srs gy 
1; என்பதை இறப்புத்தீர்வ (particular integral) sro pib gO dp. 

வோம். 

853, ஒரு வகைக்கெழுச். சமன்பாட்டின் சிறப்புத் தீ/ஸவப்பற்றி 
நன்கு அறிந்துகொள்ள, சில எடுத்துக்காட்டுகள் பயனளிக்கும். 

ர டல்... ப 
dx* “dx 

என்ற சமன் பாட்டை எ$த்துக்கொள்வோம். 

ae pee POT 15 aoe ‘eee ட்ரூ



மாறிலி குணகங்களுடன் கூடிய .. so» சமன்பாடுகள் 121 

க்குப் பதிலாக (1)-ல், .மாறிலிகள் இல்லாத ஒரு சார்பை 

பிரதியிட்டு, பொருத்தமிநடபின், ந்த சார்பு (1 “ன் ஒரு 

சிறப்டத் தீர்வாகும். இங்கு ௨4 10% 8 என்ற சார்பு 

(1)-க்குப் பொருத்தமாயிருக் 8றது. ஆகவே. ந 1028 

என்பது (1)-க்கு சிறப்புத் தீர்வாகும். இதில் ஒரு மாறிலியுமில்லை 

என் பதைக் கவனிக்கவேண்டும். 

த ற . dy 
அடுத்து qe dx | 

2x 

என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக்கொள்வோம். Ashe y= 

என்பது சிறப்புத் தீர்வாகும். இதை கண்டுூபிடிப்பதி திடு, வலப் 

புறத்தல் 25* இருப்பதாலும் சன் வகைக்கெழுக்கள் 2“ 

ஏதாவதொகு மாறலியாக அமைவத:லும், pss 4 ச. (8) 

என்பதை (2)-ன் சிறப்புத் தீர்வாகக்கொள்வோம் 

dy J2a, 
(8)-லிருந்து 2 cx 2A e**, fe == 44 e?* 

Quponp (2Q)-% Ayr SeIcw 10, 

44 0e%* +5 xX BAe + BAe டர 

204A e** = சூர 

ம் I ம் @. . 3 க. o 

ஃ (8)-லிருந்து 3 0 255 என்பது சிறப்புத் தீரீவாகும்.. 

துணைத் தீர்வு ௪ண்டுபிடிக்மம் முறை முன்பு விளச்கப்பட்டது. 

இனி பிஸ் வரம் பகுதிகளில் சிறப்புத் தீர்வைக் காணும் முறை: 

களை ஆராய்வோம் 

சீ ‘ ் ‘ wk at 
853, தலம் வகையிட்ருச் செயலி { The inverse operation pf. 

y ட் 

ற என்ற வசையீட்டுச் செயலி. ஒரு சார்பின் மேல் ws eed, 

> ந e ட. 

த என் LIM gh Blow Bip 

வசையீட்டுச் செயலியாகக் கருதுவோம். ' அதாவது, மி என்ற: 

செயலி ஒரு சார்பின்மேல் இயங்கிக்கொடுக்கும் முடிவுக்கு எ Aya oat: 

அந்த சார்பின் வலைக் கழு உடை க்கும்.



AT tire வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

முடிவை ம் என்ற செயலி அதே சார்பின்மேல் இயங்சம்போது 

கொடுக்கும். ஆகவே 5 என்ருல் தொகையிடல் என்று பொரு 

சாகிறது. 

ம என்றால் 4. (பி என்றும் ச (௨) என்றால் [ wdx ரல் (4 என்றும், py (2. ரல், 18 

1 
சான்றும் கொள்ளலாம், இவ்வாறே, “றி என்றால் இருமுறை 

தொகையிடல் என்று ஆகிறது. 

எடுத்துக்காட்டாக, 

D(x*) = 5x* 

LD? (x") = 20x" 

1 சட [சூட ee pane fs ax = a 

Joys) | [8 உட (2 ox pe x = [ (xt cay = [Adee Jy 

இப்போது, 

1 wes s i 
he ஸ் (x5) = pr (20%) 

= | | 203° ¢ax,* 
“8 x* 

= | 20 2. ds 

a= x? 

a த ஹனி 

ரை ரன் az } 
-f 7x8 

= on) . 

ச 
பழு வாரத்து, ee 

pth Gat) = x8 = அப D® (x8) bp? ' aE pe ப
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ஆசவே ஒரு சார்பின் மேல், வகையீட்டுச் செயலியும் அதே 

தலைகீழ் வசையீட்டுச் செயலியும் சேர்ந்தாற்போல் எந்த. 

வரிசையில் இயங்கினாலும், சார்பு மாறாது. இதை பொதுவாக. 

கீழ்வருமாறு தெரிவிக்கலாம். 

எ தீத் அ FD) Fepy eH Fey tre 
இங்கு 7 (0) என்பது ஒரு தொடர் வகையீட்டுச் செயலி, 

854. இறப்புத் தீர்வின் சூறியீடடு alsraau (Symbolic expression: 

for the Particular Integral) 

(pe + ay இக் + ad, Do-? +... + Any D+ Aad y a X 

அதாவது 7 (0)... an கை ome (12 

என்ற சார்புக்கு சிறப்புத் நீர்வு y = 8 என்றால், 

f(Dju=X en ப awe ve: (2) 

என்றும் பொருந்தும். 

i . 4 . . 
(29-ன் இரு பக்கங்களிலும் ர்் என்ற தலைகீழ் தொடர் 

செயலியால் ணை | 

1. 

poyfP*=70py * 
நி உடல 

அதாவது u = FD) Xx woe vee wae (3) | 

(8) ஐ சிறப்புத்தீர்வு ப-ன் குறியீட்டு விளக்கமாகக் கருதலாம். 

"இவ்வாறு எழுதும்போது, தொடர் செயலி தரி என்பது க்கே. _ | 

முன்பு எழுதப்படவேண்டும். 

1 ப | 
(3)m u=X. f(D? என்று எழுதக்கூடாது. ஏனெனில், 

சி 

72) என்பதற்குத் தனி பொருள் கிடையாது. 

  

| 

மன்று .& என்று எழுதும்போது, ஐ 7(00) வகுத்து 

வரும் ஈவு 4. என்பது பொருள் அல்ல. ம என்ற சார்பின் மேல் 

7(0) இயங்கினால் ட கிடைககுமென்பதை, தலைகீழ் முறையீல்,



114 பயன்முறை வகைக் தரச் சமன் பாடுகள் 

ர் 5 ன் வர அடு a : : 
7 ஷ் என்றதொடர் பெயலி 1 -விமேல் இயங் கினால் கிடைக்கும் 

எண்பதே 8ீ)ன் விளக்கம் 

$55. இறப்புந்தீர்வு நண இல குறிப்பிட்ட முறைகள் ; 

(Dy = ¥ எண்ற சமான்படட்டில், பீட்ன். அமைப்பைப், 

பொருத்து சிறப்புத் தீர்வுகள் காண சில பிரத்தியேசம। வழிகளி 

ருக்கிறன. கீழ்க்கண்ட வகைசளு£கிணங்க, சிபப்புத்தீர்வு 

காணும் முறைகளை நாம் அடுத்து வரும் பருதிகளில் ஆர.ய்வோம். 

k , ல் ் ஓ. 
(a; 20. என்ற அமைப்பு. [4 ஒரு 4 மூழு எண்) 

(b) X= 2 பூ ஒரு மாறிலி] 

(டூ ௭ வு வறு அல்லது. 008௭2 

ப Ax டட. ன சு 

(dj) X=e உப்ப | இந்த இரண்டிலும் 11 (0) ஏதேனு 

க) டக 

im Yaa. ie |e es 

§ 8G. சமன்பாட்டி ன் லைப்புறத்திள் a (Kk spy + apap a oior) 

என்ற உறுப்புககுத் தகுந்தபடி ரிறப்புத் Sim: 

னு k 
ICDs y= x என்ற சமன்பாட்டுக்கு சிறப்புத்தீரிவு 

Sy ies _1 டர் 
க் னை f(D) ல் eae ena . ene (1) 

இநத முடிவைக் கண்டு பிடிப்பதற்கு, 

I ் , ட ணம 

ட க( அசங்க பம | 
ச io ர 

இயற்கணித விதிகளின்படி. (9-ன் மேற்பட்ட படிகளில் விரித்து 
எழுதலாம். . அப்மாதீரி கிடைத்துள்ள DY, 2. அடங்கிய 

கோவையின் உறுப்புக்களைக் கொண்டு, ay மேல். இயங்கினால் 

முடிவு கடைக்கும். f (DF = [vom B D-sir மேற்படிகளில் 

விரித்து எழுதும்பேது, % படிக்கு. மேலுள்ள உறுப்புகளை விட்டு 

விடலாம். ஏனெனில் அவ்வுறுப்புக்கள்' x ast மேல் இயங்கும் 
போது, பூச்சியம்தான் கிடைக்கும். a.
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[2] எதி என்பதின் விரித்தலைக்கண்டு பிடிக்க; ஈருறுப்புத் 

தற்றத்தை (ராம்ப் நரா உபயோகப்படுத்தலாம். கீழ்க் 

கணும் சில pas விரித் தக்களை நினைவில் கொள்ளுதல் நல்லது. 

(ழ் றார் அரு. மர x? + x8 4 @ 

(b-xpt=i- xt ஆ x8 +e cee © 

(1 ஜுரம் Ox + 9x? + 4c? +... @ 

(hp xy? = a — Ox + 8.7 — 4x? bs gees 

எ௫ுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்கடா௫ 1 2 

Bb a} dy 0 Gd Dp 2 

(D? + D+ 1) y = x? 

girs Stay ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D? +D+1)Y=0 

'துணைச் சமன்பாடு, 

034340. 

    

Bm LT te பமிலி 
2 2 2 

- V8 V8 
Y=oe (4 cos ~ 3% x -+- Bsin எது x) 

சிறப்புத் தீர்வு ps கண்டுபிடிக்க, 

ற் ஆறும், ஏர 

= yD Foy * 
_ | 3 மஜ] 

= [1 —(D+D*) முற பரலி
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= (1 — D— D*) x") | இங்க விரித் தலில் /)“-க்கு, 

மேற்பட்ட 19-ன் படிகள் தேவையி4 | 

= (1 — D)x* 

= 1 x? — D (x*) 

ஆ ஜூ ய இந ம் 

போதுத் தீர்வு ந -- 1-8 
' 

——— x 

2 v3 V8 ) 
= x - Bsin - x ச் (4 cos ஓ 

0. தனை 

  

எடுத்துக்காட்டு 2% 

ஜாவுகாண்கு? 

மர 2250) 22 
(BLE. 64, ஓஸ்மேனியா பல்கஉைக்கழகம்) 

துணைத்தீர்வு 7 ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(Dt — 2D? + D*) Y=0 

து£னச் சமன்பாடு 

D* 208-327 

D? (D? — 20+ 1)=0 

Phe 13()— ipo 

D=0,0, 1,1 என்று இரு சோடி, சம மூலங்கள். 

ப்தி 
2 y= (A + Bx) +e! ** (C4 Dx) 

= A+ Bx +0" (C + Dx) 

சிறப்புத்தீர்வு / ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(L4*— 2D§'+ Dyu=x 

! 
 U= FE Bp ey Dp? (x) 

1 

=p raps pt



| 5 1 5 (Li eee cee ௦௦௦ சமன்பாடுகள் 17. மாறீவி குணகங்களுடன் கூடி 

1 aa 

— (2 லை 2 0 |! (2D ~D | (x) 
1 

“றக 

i 

[ + (2D—D*) + ௨1 

- apart + 2D)x 

1 ee . 2 = a (x + 2) 

॥ 

2.        

= Sp [Ot eer 

(5 * என்பது தொகையீட்டுச் செயலி] 

ட + Px) 

2 2 = “3 +x 

ஃ GQurgs Stay y= Y+u 
8 

= A+ Bx + et(e+ Dx) + “- +2" 

முக்கியக் குறிப்பு 2 

ப ஐக் கண்டுபிடிப்பதற்கு முதலில் a ஆல் உ மீது இயங்க 

லாம், அப்போது, | 

ம ப டட © cag: 
(20425) நக * 

[ 

TO BD + pt 5 -) 

ட் > என்பது தொகையீட்டுச் செயலி] 

abso (3) 

i_ 

| 

Lite SU. ச]



4-78. பயன்படுமுறை வகைகெழுச் சமன் பாடுகள் 

இ ஜரா 

4 

(i + 2D -+ 8D* + 4D?) a | i 
x® | 8 x? 6x 6 

sme fb Bango a 6 4.5 

“x8 

=p tx + 8x + 4 

இவ்வழியில் சிறப்புத் தீர்வில் 8 -- 4 என்ற இரு உறுப்புக்கள் 
அடடுதலாகக் கிடைக்கின் றன, 

.இட்போது, பொதுத் தீர்வு 

8 

y= A+ Bx te" (C+Dx) +E +x? + 8x44 
7 ன 

: 

அதாவது ற (44-4) 4-(9-8)2 4 சீ (ஐ 4 ap te 

3 

= Ay + Bix +e° (C+Dx) + + x? 

{A + 4 என்பதை 5) என்றும் 2 -- 38 எஷ்பதை B, sresr ph 

இரு புதிய மாறிலிகள் மூலம் குறிக்கலாம்). 

இரு வழிகளிலும் கிடைத்த நன் அமைப்பு மூடிவில் ஒன்றாகத் 

தாண் இருக்கிறது. ஆகவே இரண்டாம் வழி மூலம் கிடைத்த 

சிறப்புத்தீர்வீலுள்ள 98% -- 4 என்ற அதிகட்படி உறுப்புக்களுக்கு 

முக்கியத்துவம் இல்லை 3யெனலாம். 

இம்மாதீரி நீஉகளில் ஐக் கண்டுபிடிப்பதற்கு, ட் என்ற 

செயலியைக் கடைசியாக வைத்து இயங்குவது என்பதை பொது 
அவாகக் கடைப்பிடிக்கலாம், 

எடுத்துக்காட்டு 8 2. 

தீர்வு காண்க 2 
8 

d 
“as + Sy =x* + 2x41 

குணைத் தீர்வு 1 ஐக் கண்டுபிடிக்க, (D> + 8) ¥Y =O
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துணைச் சமன்பாடு D'+8=0 

(D + 2)(D* - 2D+4)=0 

D+a=0 அல்லது 9“. டி. அடு 

2+ 14-16 
  

  

ae D = — 2 "அல்லது D= 

D=—-2 De=ilxnwivs 

vedo +6" (BoosV ex +CsinV 8x) 

சிறப்புத்தீரவு ௨ ஐ கண்டுபிடிக்க, 

(0538) ம 4 2a2x+1 

நீ 
= p?+ 8s (x* + 2x “+ 1) 

1 
இட 

8 (3 + 
(xt + Ox + 1) 

i pty | — இ ச “5 ) (xt + Bx + 1) 

ம் [2 பாம. =glin-“, +(4 _ 

அலர 

  

டர D* 
tee, = i = 7) Ce + 2x 1. 1) 

=p [1 (xt + Ox-b1)—-g D* (xt + 2x41 >| 

an ம & ட scat 1 ன் 7 

= (at — 8x+ 1)
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உ பொதுத் Stay y = Y+u 

வத டம கற இல 

+ Csinv¥ 8 x) to (xt — Bx + Ly 

பயிற்சிகள் 28 

தீர்வு காண்க? 

de ee 

2. = of 4. + j= x 

Bo pt ype Bx 

(B. b. 44, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

4, (D? + 9)y=x? 
B.E. '80, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்). 

5. அஆ ஒரி ர்க = x — 2x9 

6. (D* + 8D? + 2D) y =x? 

7 (0D' 4+ D? + D+ 1)y= Ox? + Bx?—4x 116 
(3. £. 'க்க், சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் % 

8. ந வலி = Dep Ups tt xe 
(B. E. °45, Geet Sorts usbaBvda pant 3 

B. E. 66, GameaGuem uacta dapat) 

§ 57. 'சமன்பசட் டின் எஎய்புறக்கில் 5 * (ர ஒரு aa) என்று. 

உறுப்புககுத் தகுந்தபடி €றபடத் தீர்வு : 

2 க்குத் தொடர்ச்சியாக வகைக்கெழு காணின், 

Die **) = het 

தூ (6 lx) — ol? elk aoe 99% 

, Diet) = ௪5%
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பொதுவாக ற” தல் )= ot” en 

& f(D) ew == (D? + a, Di-* + a, D'-* +... 

4 gay D + aye & 

sa oh eo 4 சற தன் + a, டப அல் 

ப வ ம்கடல்சீட பக2் 

(ஜீ ay AO + aL? + om 
+ an-1 of + Gad ett 

வம் F(A) 5 3” ௧0௦ oe aoe (1) 

இரு பக்கமும் சற என்ற தலை £ழ்ந் தொடர் செயலிபால் இபங் 

கினால், | 
i lx 1 ol x 

ax. i, 2122 
அதாவது ey (ole mB 

இங்கு ரீ (2) என்பது. 4 அடங்கிய ஒரு சார்பு, 

். ஆகவே அது ஒரு மாறிலி, 

“70400-ன் மதிர்பு பூச்சியமில்லை3யென்றால், (2)-ன் இரு பக்கங் 
களையும் 7 (4) ஆல் வகுத்தால் கிடைப்பது, 

  

ட்ரீ 5 = i 5 

7 (4) 7 (12) 

i 1 . க 

ரன 4 = Fay “00௧0 என்றால் 
  

| (கத்தாம்-1) 
1 

சூத்திரம் 1-லிருந்து எச் 

பதிலாக தொடர் செயலி சார்பில் ஏ டிரதிபிட்டால் போதுின்று 

தெரிகிறது. ஆனும் இந்த சூந்திரம் (41.0 என்ற இலைபில் 

என்பதின் முடிவு காண, 0-க்கு ப
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தான் பொருந்தும். 7(வி)- 0 என்றால் Faye என்பது 

yes trfinity) gor இந்த நீஷையில் சிறட்பத் தீர்வு கண்டு 
- பிடிக்டும் மூழறைஉயட்பற்றி அடுத்த பு தீயில் ஆராய்வோம். 

எடூத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1 5 

தீர்வு காண்க 2 

(கி... 7D+ 12)y ௮௪ 

துணைத் தீர்வு 1 ஐக் சண்டுபிடிச்க,. 

(2“-72-412)3 0 

குணைக் சமன்பாடு 

D?—~7D+12=0 

(D~—4)(D—8)=0 

D=4, 3 

S r= de" -- ne 

சிறப்புத் தீர்வு ஐக் சண்டுபிடிக்க, 

மரற. 12)u=e8 

  

_ . ae (சூத்திரம் 1 ஐப் பயன்படுத்தி, 
1-7 + 12 2-க்குப் பதிலாக 1 பிரதியிட்டால்) 

  

ஃ GQurg ds Stay நு 7-1 ழ 

= ae" + pe" + a
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எடுத்துக்காட்டு 22 

தீர்வு காண்க £ 

d?y 
ae aa + 5y + @coshx 0 

கொடூத்துள்ள சமன்பாடு 

(D? + 4D+5)y = — 2coshx 

தணைத் தீர்வு 3'ஐக் சண்டுபிடிக்க, - 

. மு534ற035)ழ-0 

துணைச் சமன் பாடு 

  

  

5 40.5 கூடு 

பகு) 20 —4+2 on 
D=————~ 9 — os a ce = 2B நீ 

— 2; . 
ட்ட “(A cosx + Bsin x) 

சிறப்புத் Stay u Qa கண்டுபிடிக்க, 

(D? + 4D+4 5)u= —2coshx 

--2( “52-௪௭ 

1 

4 87 றய கறி | 

இதன் முடிவை இரு பகுதிகளாகக் கண்டு பிடிக்கலாம்... 

(8 - ௪7) 

1 

“=p apys 
ம் se — 

அ ராம தடுத 2, ி.க்குப் பதிலாக 3 பிரதியிட்டு. 

e® 

“10
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௰-க்முப் பதிலாக 1 பிரதீயிட்டு 

| ॥ | 3 
oo US Uy + Ue. 

> பொதுத் தீர்வு 

தனை அண்ண ன. 

= gH es cos x + Bsinx)— 3 on <> 

அடூத்துக்காட்டு 52 

இர்த காண்க 2 

(D? 4+4D+4)y=4e* — 13” 

குணைத்தீரீவு 1 ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D? +4D+4) Y=0 

துணைச் சமன்பாடு] 

D?+4D+4=0 

(D+ 2)(D+ 2)=0 

D=—2,-—-2 | 

Yao A + Bx) 

Apuys Sia u ys கண்டுபிடிக்க, 

(D? + 4D + 4)u= 4e7* — 7x? 
2 o e 4c" 46% seb Fmcus Ste 

mee 1 — 

தி கறம 

1 
~ 4+5+4 

ae 
381 4 (42 J 

42” ”(ம-க்குப் பதிலாக 2 பிரதியிட்டு)
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- 720-க்த் தகுந்த சிறப்புத் தீர்வு 

se eget 
a2 D? ~ 4D + 4 

— 1 (725) 

(1 +D+-4-) 

வ் |! (2 12) 1. (25) 

ஆ] e+) 
+(0+ 22) -(0+ ) 4] 

2 ஓதுக 
எ] 1-0 + pt 20. — pe | x 

u (— 7x*) 

  

i 

  

  

D2 

4 

  

4] 4 

7 8 D? D> ள் 

ர தா ர + 2 ட் =-4(? —Bx * - X 6x = *8) 

7 9 
பென் வவட வையம் உ. 2 ௨௨. ப ் se a (2 Bx" + x 8) 

பொதுத் தீர்வு 

நு] 4 ஏட ர் [த 

_2 ore 

=e (A+Bx) + 
ந 

ப i (* = Bx? + “ஐ x--8 ) 

பயிற்ருகள் 29 
தீர்வுகாண்க : 

1. (D?—-5D+ 6)y = e* 

2 (D? + 2D+ 1) y = 2e*
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3. (D?+2D+ 2)y= 8+ 5௪ 

(5.௩. 70) மதுரைப் பல்கலைக் கழகம்). 

4, (ம் + D -- 2)ற ௭2 பத 

(1. 1. 72, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

5. (D? + 2ரறி-ற 4 ஏ) 4 ௪87 

6. (D?+4D+8)y=(1 + e*)® 

(8. 8. 85, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் ): 

d*y dy 7, aa ~~ + Sy = es x =O, x = log 2 

என்ற இரு மதிப்புகளுக்கும் ந: 0 என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்டு' 

8. (D? — 2D? தற. 6)y = e** 

இ, மு. 8D? + 4)] 20% 

(8.7. ₹58, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

d®y | d?y dy இ on 

10. Ge tee tg உ Te Te 

(B. E. °65, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

11. (D* + D®? + 1)y = ax® + be-* 

2 

12. A வய ax 2. + k?y =e 

§ 58. ரு என்ற இறப்புக் ர்வு: விலக்கு வகை (62%000- 

tional case). 

1 ௮42 1 lx $ _* ற ௮ ் ப் b. சிய 

ரி ° Flay © என்ற சூத்திரம், 7(௭)பூச்சிய 
மாக இஈலாத நிகூயில்தான் பயனளிக்கும். ரீ) 0 என்றாஷ் 

இந்த சூத்திரத்தை உபயோகஃப்படூத்தி, சிறப்புத் தீர்வைக் காண 

இடலாது. 7(49-0 என்றுல், f(D) =O என்ற குணைள் 

சமன்பாட்டுக்கு ofl ஒரு மூலமாகிறது. ஆகவே ர் என்பதில் 

உள்ள 4 என்ற ராசி. துணைச் சபன்பாட்டின் மூலமாக வரக் 

கூடுமானால், மேற்சண்ட சூச்திரத்தை உபயோகப்படுத்தி, 

சிறட்புத் தீர்வ சாணபுடிடாது. இம்மாதீரி விக்கு வகைகளில், 

சிறப்பத் தீர்வைக் கண்டுபிடிக்க வேறு வழியைப் பின்பற்ற 

வேண் டும்,
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i lx ட் 7 : . ட 
gow? ஈன்ற செய்கையின் முடிவை சூத்திரம் ஜக 

கொண்டு, ம-க்குப் பதிலாக ௭ பிரதியிட்டு, கண்டுபிடிக்க 

முடியாது. இதனுடைய முடிவை 1 என்று கொள்வேபம், 

ol xX 

  

a 
அதாவது த é 

இருபக்கமும் ற -- 4 ஆல் இயற்கினால், 

(D—dA)u= ex 

du _ lx 
de Hee an tas ben (4) 

இது 8-ல் ஒரு நேரிய சமன்பாடு, 

இதற்கு தொகையிீட்டுக் காரணி = உ ர் ஒகே _ பஸ்ம 

(1) 99 e 4” ஆல பெருக்கினால், 
d _ x —lx 4. ( ue 54) _ 2 வடர 

தொகையிட்டால், . 

we கப | i dx 

  

  

= Ae 

(இங்கு வலது புறத்தில் தொகையிட்டபின், ஒரு மாறிலியைச்' 

சேர்க்கவில்லை, ஏனெனில் 1/-ன் சாமானிய அமைப்புதான் 

நமக்குத் தேதேவை) i 

o Us xen? 

j ix x 
DBT OU HI a” = xe™ | 

| | 

இம்மா தீரியே, 

_. 1. இட 1 1. ம 

(2 வி” D-d D-d 

1 ol X . த 
Dow 8 )= ? என்போம்.
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(D—d)v = se 

a ~~ oly = xe Ax ate ன (2) 

இது ஈ௩ல் நேரிய சமன்பாடு, இதற்கும் தொகைமடீட்டுக் காரணி 
—oflx 

8 க 

olx ஆல் பெருக்கினால், 

d (> eo) gam sg வல 

(2) ஐ ௨. 

ax 

௩ தொகையிட்டால், 

ஐ —olX x 
pe al = [xde = 7 

  

  

  

மல “உ 

இவ்வாறே, 

1 Ax Ax, x® 

(D— a)? ° e 91 

- பொதுவாக, 

3 AX ர . 
மஹா அல் = © ° a¢ |. சூத்திரம் (11) 

  

Bis சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்தி, f(L) = 0 என்ற நிலையில் 
1 _ lx 

f(D) © 
பின் வரும் எடுத்துக்காட்டுகள் இம்முறையை நன்கு விளக்கும் 

ன் முடிவைக் கண்டுபிடிக்கலாம்.
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எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 12 

தீடவு காண்க? 

(D? — 5D + 6)y = e** | 

துணைத் தீர்வு ட ஐக் கண்டுபிடிக்க, (0“-50--6) 4-0 

துணைச் சமன்பாடு )”--50--6-0. | 

(D—8)(D—2) =9 

D= 8, 8 

எ சற 

சிறப்புத் தீர்வு உ ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D? — 5D + Signe 

1 2o* 
“i> D* ணு 5D + 6 ‘ 

_ 1 22 

~ (D—8) (D-2) = 

— 2 1 நஜ. (சூத்திரம் [ஐப் பயன்படுத்தி: 
™~ D-8° D—2 ம-க்குப பஜ்லாக 8 po dy sud py 

__1_ 8x =p-8 

gh” ow, (சூத்திரம் 17 ஐப் பயன்படுத்தி). 
பொதுத் தீர்வு 3௬ 7-1 8 

3x 
== de 4. Be" ப திட 

எடுத்துக்காட்டு 82 

இர்வு கண் ஃ £ 

ஸ்ப க கடி! 

துணைத்தீர்வு 1 ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(2404) 0
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துணைச் சமன்பாடு D?—~4D+4=0 

(D— 2)(D— 2)=0 

D= 2, 2 

ரவ த (a 4 Bet 

சிறட்புத் தீர்வு ॥ ஐக் கண்டுபிடிக்௯, 

(D? —~-4D+ 4) u= த்ு 

கடத் த 

“=D? —4D+4 

_ 1, 2x 

6-2“ 
ஓ ன் ் 

ஜு, = . (சூத்திரம் 11 ஐப் பயன்படுத்தி) 

பொதுத் தீர்வு ர. 1 4-4 
2 

“ப்பி 
2 

பயிற்சிகள் 30 

இரவு காண்க 2 

1. (8D? +D—14)y= ரஷ ளி 

a, (D?—-2D+ 1l)y=e* 

8. (D® — 2mD + m3) y = உ 

dey 
“dx? 

+8 ட + Syme” 

(B. B. °70, Gest Sore: ucbstvud sip sib) 

5. (D?-~6D+9)p=ae™ 
(B. 8.72, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

6. முதற. 6) 4 ச ன்ப bit 
(B. BE. 11, சென்னைப் udstobsipett
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சற dy x® SY ge 1 Oy = | 
Ys dx? 6 dx r Sy இ e ) 

8 (D?—138D+ 36) y= g ae + sink x 
(4. 8, °69, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

@, (D?—8D+2)y=e"; ர 

x= Osi nGurgiy = 8, Dy= 8 என்ற நிபந்தனை 
களின் கீழ் 

டலஸ் 10௦ “ant தண் 3 a= cosh x 

31. மு. 1203 18) 2 (சீ ன் eT By" 

(B.E. 44°, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 

412. (D'—i)y= (ச + 1)" 

| (8. E. °64, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்) 

19. முரற 180. 12)y = 202* ட (உட 
+ 20x — 10 

(B. E. 85, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) . 

(859, சமன்பாட்டின் வலப்புறத்தில் 81 வு cos ol x Col ஒரு 

மாறிலி) என்ற உறுப்புடளு குத் ததந்த றப்புத் தீர்வு, 

sin A X-b6 5 தொடர்ச்சியாக வகைக்கெழு காணின், 

கியி) = ol cos dx 

D? (sin hx) = — of? sin fv vee vee (15 

D® (sin dx) = — of? cos dx 

L* (sin lx) = ol* sin dx | 

அல்லது (5)“ ௩ வு (5) 014... ove (2) | 

D* (sin ox) = ob* cos dx 

D® (sin olx) = — of ® sin dx 

cog (D?)® sin hx = (—oh2)? sin Lx os ஷை (BY
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(1), (2), (8) இவற்றீலிருந்து பொதுவாகக் கிடைப்பது 

(D? "sin dx = (— ஓட் 8௩ ௮ல் என்ற விதி, 

ம் (05) என்பது ம:-ல் ஒரு விகித முழுச்சார்பு (ரஈரர்வி integral: 
function) s1 6 Med, 

@ (D*) sin dx = $(— of?) sin dx way aa (4). 

(4)-ன் இருபக்கங்களின் மேல் Di ஆல் இயங்கினால், 

¢ மார் °$(D*) sin lx = 

அதாவது sin lx = அஷ ந ௭9)40௮4% ... (ஐ. 

1 ‘ 
ந் (D2) ° ழ் (—o*) sin lx 

இங்கு ம் (--4£) என்பது ஒரு சாதாரண பெருக்குமெண். அதன் 
மதப்பு பூச்கியமி௨லை யென்றால், (5/-ன் இரு பக்கங்களையும்: 

ழ் (- ob? ee வகுக்க, 

1 ' 
2 ன y sin lx = @ iD) sin of x. 

  

i . 1 ‘ 
(D2) sin hx = பாரணை யா 804௦ $(—a*) # O 

  

இவ்வாறே, 
  

Peay Oe காடாக 8 cle POL)   
  

சூத்திரம் (1]7: 
a1 

1 ட என்பவற்றின் முடிவு: __ சூத்திரம் (111)-லிருந்து 4 > றி: = 
aravus pd, D*-460 usSwrs, தொடர் .சசெயலி சார்பில், 
D?-4¢@0 usate — ot* பி) தியிட்டால் போதுமென்று தெரிகிறது. 
இந்த சூத்திரம் 6(-15/) ஈ 0 என்ற நிஉயி௨தான் பொருந்தும். 

மேற்கண்ட ee இன்னும் வன்ன 

உ sin (olx + B) = ட =a aa ax + B) 

ந் ளி cos (hx + 8) = ட Cos (lx + B) 

sisi MD YH ACOH Bd Ed கீடைக்கீன் நன , |
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எடுத்தக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு ம 2 

தீர்வுகாண்க? 

| (D* — 4D — 5) y = sin 4x 

துணைத்தீர்வு 1 ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D? — 4D—5) Y=0 

துணைச் சமன்பாடு, 

“கிழி. வு 

(D~5)(D+1);= 0 

D=6, 3 

Y = Ae®* 4- Ben* 

சிறப்புத் தீர்வு உ ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D? —- 40 ~ Sj u = sin 4x 

ட மல ee sin ae 6 U= pe Tgp 5 m Xe 

ர் 
அ எக த sin’ 4x | awe ol ='4, (?=16. 

04 ௮19 என்று சூத்தீரம் 111-ன் படி, சரதியிடுகிழேம் | 

= pe Mee sin 4x 
(21+4D) 

இப்போது. தொடரீ செயலிபில், 2“ மட்டும் அடங்கிய உறுப்புக்: 

களை நாம் கொண்டு வரவேண்டும். 

ஆகவே மேலும் கீழும் இணை செயலியால் பெருக்கவேண்டும். 

  

(51. 4ற) 1 A 

fo HE (BL பெட்டகம் 4D) *" * 

Q1— 4D) 1 : 

= ப 160" sin 4x 
21] — 4 . 

ee ae (21— 4D) Sin 4x ர் . . வம் 

441—16x—16 

நரி, பி, ௪.14
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= — ies = a sin 4x 
697 

1 . ட் 
இண் வவ ற. 4) 4 4 B47 | sin 4x x cos «| 

_7 
69 

ll —_— 7 (21 sin 4x — 16 cos Ac) 

பொதுத் தீர்வு ந 4 -- 8 

=: Ae*x + தச ஜு (21 sin 4x 

— 16 cos 4x) 

அருத்துக்காட்டு 32 

தீர்வு காண்க, 

(24 LP ௯௯ D—1)y = cos 2x 

ton & Stay Y ps aa Odyss. (U3 + D?-~D+1)Y=0 

pioré sussur@ D? + D7 —D—1=0 

்.சிறட்புத் தீர்வு ஐக் கண்டுபிடிக்க. 

« 
wa @ 

D(D+1)—1D4+1)=0 
(D+1)(D?—1)=0 

(D+1;(D+ 1)(D— 1) =C€ 

D=—1,-1,1 

e Y=e-*(A.+ Bx) + Ce 

(bv? + D? — D— 1)u =cos 2) 

  

_—___| ப. 02 
“நட்ட. 1 a 

= : cos 2x - 
~ DD? + v? —D—1 

  ௦08 2௦௨ (சூத்தீரம் 11]ஐப் 
= D-(—4)-4—D-1 | 

4 பயன்படுத்தி) 
1 . 

== ——.. —_, 608 2 Bp Ts: x
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1 ட டு 

டு... 

—5 (D+ 1)(D- 1) 

(D— 1) 

தமை. cos 2x 

coed 

_- oP ag ஐ =5 (D*— 1) cos 2x 

(றி. 1) 

த(.4.1 

டட 1 

™~ B5 

(2 sin 2x + cos v3 

25 

- cos 2x 

ee 
  — 

“bh 
as 0 GQurgs Stay y= Y +u 

அட (A+ Bx) + Ce = 

c. oO
 

.. சமன்பாடுகள் 

cos 2x 

(8 sin 2x — cos 2x) 

r2 sin 2x + cos Ex) 
25 
  

குறிப்பு : சிறப்புத்தீர்வு கண்டுபிடிக்க, 05 = D*:D என்று; 

எழுதி ட5-க்கு மட்டிலும் -4 என்று பிரதி பிட்டோம். அ$த பால். 

எழுதிக் கொள்ளலாம். 

எடுத்துக்காட்டு a: 

Gio காண்ச௬ு 5 

ம் + &D =a 6)y = 

துணைத்தீர்வு Y pe கண்டுபிடிக்க, 

(ம் + 5D — 6) Y 

துணைச் சமன்பாடு, ன சூ 

மி ஃ50-8 

டமி 

y = de °* + Be™ 

Apts Sito u Bs ait HAG Ss, 

ட் (D? தற்
கு ட 

‘gin 42211) ர. 

0 i! 

sin 4x sia x
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1 . ட்ட 
= — he ee OL Ax sin x 

“2 ழ் +. 5D _ 8 Sin 4X Sin 

இப்போது, தீரிகோணப் பெருக்கல் சூத்தீரம் உபயோகித்து, 

வலட்பக்கத்திலுள்ள சார்பலன் களின் பெருக்கலை ஒரு கூட்டல் 

அல்லது வித்தீயாசமாக மாற்றலாம். சூத்தீரப்டடி, 

2 sin 4x sin x = cos (4x -- x) — cos (4x + x) 

= cos 8x — cos 5x 

  

“sin 4x sin x = + {cos Bx — cos 5x) 

க எனக கடா 3 cos 5x) es u = ட தற ஓ: (005 82 

கத ஈத : —, COS Bx “உ. ஓ. நப தற. 
1 மி 

“ஜு” தட தற் ஐ 5 
(மிக்குப் பதிலாக -9 பீரதீயிட்டு) 

1 ந ட 
க்ஷி படவ 6 = தட் Epis ககன் 

1 ie   

I. ss 

ந. றத 
io ° D°_9 cos 8x 

டர 0-9 3 
10:55.” 

ஸல வை 35 (—8 sin 8x + 8 cos 8x) 

1 
_
 

Us 
wee மய ॥ ரணை 008 53 “p+ epee” 

1 
பூளா கார ர: அன: இத்து 1 ஆவல் ரர் 

(௪,
 

1 
“தட தர cos 8x 

(8.
 

6D +81 | 

a 

Ek வகைய. 

1 5 

1 
2 

ட 
2
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நி 
15. 

(OP + BI) 

“இத ட. ஐ. இடர் cos 5x 

= -25 sin 5x + 81 cos 5x) 

—1586 

™ 
oi 

=
 

- தத (௪9 sin 5x + 81 ces 5x) 

  

Qurgisé Stey y= Y+ uy + Ue 

— 6x x 1 
= Ae + Be — T80 

(— 8 sin 8x + 3 cos 8x) 

+ ஜு 6 இ 83 51 ல ௭௧7 

பயிற்ககள் 3% 

இர்வு.காண்க 3 

ஸூ 

(D? + D + ty = sin 2x 
(B. B. °65, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

(ற் ஆ இற 3 1) y= cos. x 

(D* + 9)y = cos 2x +8 

» (8D? + 4D 14jp =Be™ + cos 5X 

(8. %. “60, சென்னைப் பல்கலைக் கழகம்) 

ரா மதறி ப yy வ்கி (B. E. 51). 

fe _ 
By ay en 4- cos x 

(B. E. °73, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம் 

dy 
zo by - By = x + cos > 

(B. E. “72, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்)? 

(D* + 4) yp = sin 8x + x* 4 

(ம. 8, 571, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்] 

மூ 48D4 ay =e எ + sinx ட 
(1. 8. 69, சென்னைப் பல்கலைக் கழகஸ்ற்:
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d*y dy | oye _ 10. ண் 2 in 3. 2y= & cos x3 

d 
37 0 என்றபோது. y=O= re 

என்ற நிபந்தனைகளுக்குட்பட்டு 

11. (D* + D? + D*)y = Sx? + cos x (5.௩. பூ 

228. (D* + இறு +. n*j) y = ccs mx 
(ம. 8. 51, அண்ணாமலைப் பஸ்னிலக்கமாகிர் 

18. (D® —-8D°* + 4D— 2)y= e+ cosx 
7 (B. 7. “04. 70. சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 5 

டட B. 8. 54, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம் 

14, (Db? —~ 4D + 3) y = sin 8x cos 2x 
(B. E. 758, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

15. (D* + D? — D —1)y = cos* x + e** | 

(6.8. 54, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்). 

8. (D*® + 1) y = sin 8x — cos? O° 

(5.1. 64, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 
aa ் 

17. டக + y = cos 2x 

18. ம — 4D? + 18D)y = 1 + cos 2x 
(B. E. 65, வெங்கடேசாப் பல்கலைக்கழகம்) 

டக் ட 1 று த்வா என் 
§60.- ந (205) sin Lx, $ (D?) cos Ax என்ற சிறப்புத் தீர்வுகள் 8 

விலக்கு வகைகள். 

ips) sin dx = ae ப zs sin 4. என்ற எசூத்திரம், 

(4) பூச்சியமில் த். யூ யில்தான் பயனளிக்கும். 

ழ் (-£)- 0 என்றால். இந்த. சூத்தீரத்தகை உபயோகட்படுத்தி, 

சிறப்புத்தீர்வு காண இயலாது . இந்த நிலையில் சிறப்புத்தீர்வைக் 

கண்டுபிடிக்க வேறு வழியை. பின்பற்றவேண்டும். 

i it ‘ 2 cos of im Ges Dt + ot? 811) ௮2 அல்லது “நே டு xX என்ற ‘ad 

neuicn yhoo, Gs Sout Il auras, D?-660 users — of *
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பிரதியிட்டு கண்டுபிடிக்க முடியாது. 'இவற்றின் . முடிவுகளை... 

முறையே ॥, 4 என்று கொள்வேோம, 

8 
வை 008 2 ரு வவ 

D* + @ 

1 : 
AP + of? sin Lx 

1 
es u + v= Dia ol 

ம 75420 

p+a? © 
ee il 

(2-1 (4412) 

ee git 
DB—ih Cll +i old 

l 

; (cos Ax + isin ox) 

(சூத்திரம் 1 ஐப் பயன்படுத்தி 

_ 13 பபப ட 
~ Bid கி ர 

1 

= Bin 
Ix ‘ad - (609 alx + isin lx) 

x 

  

  

ஐச 4 (சூத்திரம் (11)ஐப் பயன்படுத்.) 

சூத்திரம் (177): 

= eg (i 698 lx — sin Ax) - 

ண் “24 (sin lt — i cos lx) 

மிமய், கற்பனைப் பகுதிகளை ஒன் றுக்கொன்று சமப்படுத்தினால், 

xo, : ் 4 

“n= “Ba sim of x 

ye ZO LK = a 

1 - _ x sin Ax 

Dep ares = BE 

- 1 x cos bt pep age mae = si 
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இந்த சூத்தீரத்தைப் பயன்படுத்தி. ம(--௮4”) - 0 என்ற நிலையில் 
J . ; 

“$ (D2) sin ol X, SBS 608 ob x என் பனவறிறின் முடிவுகளைக் 

கண்டுபிடிக்கலாம். பின்வரும் எடுத்துக்காட்டுகள் இம்முறையை 

நன்கு விளக்கும். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடூத்துக்காட்டு 1 2 

தீர்வு காண்க £. 
& 

ட் - a* y = sin ax 

துணைத்தீர்வு 1 ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D* — a*) Y¥=0 

துணைச் சமன்பாடு, 

D* — at =0 
(D? ட 3) (D? +a?) = 0 

5 D? = qa?, D? = — aq? 

லத D=2+a4, D=+ia 

உ Y= de + Be ™ + Coos ax + Dsin ax 

சிறப்புத்தீர்வு உ ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D* — a*)u = sin ax 
; | 

Y= pt at 810 ax 

பட்ட ம. 2 cereus ovenethmenea எர மயல்லைகவைகை. sin ax 

£2 + a? © DD? — a? ் 

1. 1 
D? + ax  (-—a? —a®) 

| (சூத்திரம் (111) ஐப் பயன்படுத்தி) 
அங்கு, 
  sin ax 

: ம ர 
= ட் Ba? ற ப rae sin @x 

(சூத்தீரம் 14 ஐப் பயன் படுத்தி]
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பொதுத்தீரீவு நூ 4-4 8 

ax ax 
= Ae” + Be - Ccosax : 

: x eors ax 
- D sin ax + ——_ ஷ் 1 aa 

6 

அஏடுத்துக்காட்டு 8 2 

3௯ 0 என்றவயோது, ந௬0, அட 0 என்ற நிபந்தனைக் 

2 ல 

ஆட்பட்டு or Ay=Sin px Ton p சமன்பாட்டின் இர்வு 

  

I p#2 என்றால். sin px — 4 sin 2x எனஷும் 

y= 4— p* 
  

11. ஐ 8 என்முல் ந ப isin 2x —2x cos தடி எனவுக் 

இிறுவுக, (ம. 8. “64, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு (ற. 4) = sin px 

துணைத்தீர்வு ஐக் கண்டிபிடிக்க, (0-4) 7-0 

துணைச் சமன்பாடு “-- 440 

றா... 
D= + V—4 = + Qi 

* ¥=Acos 2x + Bsin 2x 

பகுதி$ று 2 என்றபோது, 

சிறப்புத் தீர்வு உ ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D* + 4) u = sin px 

4= sin px oo 
D* +4 

= ல 81 ற%. (சூத்திரம் 111 ஐப் பயன்படுத்தி) 

» GQurgidés Stay y= Y+u ப 

= Acos 2x + Bsin 2x + eos 
4—p* | 

eco (ly
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௯0, 3௮0 என்ற மதிப்புகளை (1-ல் பிரதியிட்டால், 

0௬ 

அர தா ces ses ஓ. yp = Bsin 2x + a= p (2) 

Amada ழே காணின், 

dy |, pcos px. ற 
ர அக் ல த eas + dx 2B cos 2x + =p (வு 

௭ 0, a ௪ 0 என்ற மதிப்புகளை (8)-ல் பிரதியிட்டால்.. 

p —_ Opt — 0 சர தட்டு 

ட்ட ற 
2 தபர) 

2-ன் இந்த மதிப்பை (2)-ல் பிரதியிட்டால், 

  

sin xX 
y= 2 (a> e, Sin 2x + a 

sin Psi px எத Sin 2x 

= ~ aa ace 008 aoe 4 ர் Zp! (4) 

Al p= 2 என்றபோது. துணைத்தீர்வு முன் பகுதியில்: 

கண்டுபிடித்த கேோவைதான்.. 

சிறப்புத்தீர்வு 1 ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

பக + 4)v= sin px = sin 2x 

= 4 1 
D2 ட sin 2x 

% 60 
ma 

ஐ . . : 

“" (சூத்திரம் 147 ஐப் பயன்பஇத்தி) : 

க
க
ம
 

5  பொதுத்தீர்வுர - 7-4 1-4 4008 2x 
os 2. 

+ Bsin 2x — oo = (5) 

  

X= 0, pH O என்ற மதிப்புகளை (5,-ல் பிரதியிட்டால், 

O=A Oo
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x ens 2x . 
s y= Bsin 2x — எங்கை = att   

வகைக்கெழு காணின், 

் ம க 
அ — 2 Bcos 2x ~ — (cos 2x — Bxsm 2x) வ 
dx 4 

dy 
x= 0; a = 0 என்ற மதிப்புகளை (7)-ல் பிரதியிட்டால், 

i 
O = 2B — a 

1 
ee B — ‘8 

B-oir இந்த மதிப்பை (6)- பிரதியிட்டால், 

1 ஓ. 30 6085 2x 
y= “gy Sin x= வா 

= ஈன (sin 2x — 2x cos 2x). 

பயிற்சிகள் 32 

தீர்வு காண்க 
ட” 

1. TY 4. dy = cos 2x 

2. (D*® ஷ் 4) y 8 cos*x 

௨08: 

(6). 

(7). 

(௩. 8. 56”, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்] 

ஐ, (D? + 16) y = e-** + cos 4x " 

(B. & °61, Qsem ores பல்கலைக்கழகம் 

ந. 8. 64, அண்ணாமலைப் பல்கலைக் கழகம்) - 

4, (D? + a*) =y sin ax 

5. அடம் b’y = 4008 83%. 

x = 0 என்றால், y = 1, பல 0 என்ற நிபந்தனை சளுக்தட்பட்டு 

6. [2 + ¢(m* + 2) D? + m® | y 

+: mM 
௯: 008 

cond 

72 
“ஓ ௯ . வேர் எதா இட
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81. $சமன்பாட்டின் வலப்புறத்தில் 4 4 என்ற உறுப்;க்குத் 

தகுந்த சிறப்புத் தீர் (இங்கு V என்பது %-ன் ஒரு சவர்பு) 

முதலில். ew x என்ற தர்கள் (&, -ன் ஒரு சார்பு) 

வகைக்கெழுக்களைக் காண்போம், ் 

உது * றற. புர 

* px + AX) =e முற 

ற ஸு. வ நளி மச] 

=e Dipped Xtae™ Dt ௭ ¥ 

= ot* ம் (D+ oh) + AD +0] 

= eX (D4 of) ¥ 

QusrGp, Qurgisure 

be (e** x) ன மு ஃ ஹார 

7 (2) என்பது ஒரு தொடர் வகையீட்டுச் செயலியென்றுல், 

706 bx x) = emt “f(D + L)X ow (0) 

இப்போது f(D + ol) X =F w ole we °€9) 

எனக் கொள்வோம். 

& ஓர் ன் சார்பாக இருப்பதால், யும் ஓர் ன். சார்பாக 

இருக்கும், 

டர 
eee, Ve aoe acc 38 ~ 

LID + AD (8) 

(2). (8) இவற்றை (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

க்் ஆட்ட ந்த் 2 இ ப 
2 [£” 7ல் "1-2 Vw (2 

(2)-லிருந்து, X=
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விர 4 ர் டச் | 2 os (ஆ ன் இரு புறமும் FD) ஆல் இயங்கினால், 

i ol X i oT ம் lx 
——— f(D) — OY OE OS வம்ப பயம 
fay 1 E f@+ a) | ~ FD) (< v) 

ole, tp ருண 
6 8°" FD hm" ~ FH (2 இ) 

அல்லது, 

  

1 ol x lx ம. . டட 

Fin) (OV) = Gorey Y wae 
    
  

இதிலிருந்து 251 7 என்ற பெருக்கலின்மீது ஒரு தொடர் செயலி 

இயங்கும்போது, ப்பூ வலத்திவிருந்து இடம் தள்ளி. தொடர் 

செயலி சார்பில் மி-க்குப் பதிலாக 9 -- ௮ பிதியிட்டு, புதுதொடர் 

செயலியால் [₹ மேல் இயங்கவேண்டு3மென்று தெரிக்றது. ou ஜூ. 

தொடர் செயலிக்கு வெளியில் இடந்தள்ளுவதால், மேற்கண்ட 

முறைக்கு அடுக்குக்குறி தள்ளுதல் (02081 shift) என்று 

பெயர், 
் 

எடுத்துக்காட்டுகள் - 

எடுத்துக்காட்டு 1 2 

தீர்வு காண்க 8! | 

(25 a? P-type" (i +x) 

CB. E. °59, Qesh Bore பல்கலைக்கழகம்) 

துணைத்தீர்வு 7 ஐக் கண்டுபிடிக்க, (0£-70-8) 7 0 

துணைச்சமன்பாடு D'~7TD-S=O | 

(D+1)(D®—D- 8) = 

(D+1)(D—8)(D+2) = 0 

et Je க, an B 

a Bx. ப விழு a Y= de” 4 Be" +e



௮06 ட... பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகள் 

சிறப்புத்தீரீவு ॥ ஐக் கண்டுபிடி க்க, 

தா 40.௨ 8) ம ச் “(+ x) 

  

      

| 1 
u=PD*_7p—6 ச் “(142 

2x. 1 . ் 
“முழவு றட) ச (1 + x) ் 

| (அடுககுக்குறி தள்ளுதல் மூலம்) 
&x 1 | கு 

~ @  " D8¥eD* + 12D 8—7D—14aze ல 
2x 1 a, | 

=e b+ ep? +sp— 120 +) 
2x 1 பக ண. ரத 50 “ஏற” றக (129 

ட டம 12 12 

2x a Di \ V1 
~ © <a | A “Cis + Te zt) x 

(! +x) 

" 6D* ns val (3 உ] 
(1 + x) 

; 

  

௪ 
= — “Pp i ம் ன் (i +x) [ கொடர் செயலியில் 

ன் மூதல்படி மட்டும் போகும் | 

னை கபட — வை x! = we (tte+es 5 <a (+ + Te iz) 

பொதுத் தீர்வு ந. Y +u 

x —2x = de” + Be "கல் eee 

17 | 
ca (#4 ta 5)
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av த் நூக்காட்டு z 3 

காவு காண்க 2 

வ் 

ரு கீழ e”* sin Bx. 

(BE. °72. மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

துணைத்தீர்வு 1 ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D? +4) 0 

.துணச் சமன்பாடு | 

bD?+4=0 க் 

D?=—A4 உறி டியும் ஐ. 

» Y= Acos ஜே வ B sin Qe 

சிறப்புத்தீர்வு உ ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D? + 4,u =e * sin Bx 

ys : 2x sin 8 “= pa? x 

2x 1 
(மத 3 ~q sin 8x 

(அடுக்குக்குறி தள்ளுதல் மூலம்] 

  

= ச — sin 8 
~ " be + dv + 8 a. 

1 | 7 

a தி 2x rt en tin sin ax 

கழி ஏறிய 

(சூத்திரம் 111 ஐப் Sm NED 

ag I. sin 8x = "அறிம * 
ட ஜெ. (4D4 1). 2 
= @€ உரக 1 sin 8x 

ப ஜெ. (4D4+1) 3 உட ரி 

i Tea eH யாகம் 
2x | 

. “3 வத (1205 85 -+ sin 8x) 
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» surgsstay y= Y+u 

= Acos 2x + Bsin 2x 

ட 2x ் 

6 
Tas -(12 cos 8x + sia 8x) 

பயிற்சிகள் 33 

தீர்வு காண்க 2 

1. (D7 —4D-+ 18) y 274 cos 8x 
(ம. ம, “66, வெங்கடே சாப் பல்கலைக்கழகம்): 

2. (ற 4 இற. 8) = e™ 103 

(ம. ௩, 04 வெங்கடேசாப் பல்கலைக்கழகம்): 

FY 4p _ _ By = e**(1 + x") | 
(8. 1. 798, மதுரைப் பல்௨லைக்க ழகம்) 

4, நே கிபி மழ 4 இச ப றதா 
(ம. £. “72, சென்னைப் பல்கலைக் வழகம்) 

5. (D?—1l)y =e* cosx 
(2. 3. “71, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்): 

6. (D* — 2D+ l)y=e*sinx 
at ged, (B. BE. °90, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்). 

7 (DP + 2D—8)y =e (1 + 2x) | 
(B. ப், 74, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்): 

8. (D? —5D+ 6)y = x7 e& 

(8.ம௰. 72, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

9. (D?' + 4D— 12) y = (x — 1) e* 

(2. 8. °71, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்): 

0. ம். 4D + 3) y = e~* sin x 

(B. B. 71 ரீசென் னப் பல்கலைக்கழகம்) 

11. (D— 1)? y = & + xe** — Qsinx 

| _ (3.%, £69, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

12. (D* — 6D + 10} y = x* e®* + sin® x | 
(2.8. “68, சென்னைப் usbe tn de part)
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18. (D® — 3D* + 4) y = xe*™* 
(ம. ப. “09, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 

14. (D>? — D*? —~D+ 1) y = xe* 
(B. ம, “52, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்) 

த, மு. 1) 4 சீ 
(2. 8. “08, ஓஸ்மானியாப் பல்கலைக்கழகம்: 

16. (be — 8D? + 8D— |) ௪ 

(ம. B. °92, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்? 

803. சமன்பாட்டின் வலப்புறத்தில் 3:17” என்ற உறுப்புக்குத். 

தகுந்த சிறப்புத் தீர்வு : (இங்கு 1* என்பது 3-ன் ஒரு சார்பு): 

தொடர்ச்சியாக வகைக்கெழு காணின், 

D(x Uj=xbdDU+U 

D2(xU)=xD*u+DU+.DU 

=xD'u+2D.U 

D® (x U) =x D*u+ D'u+2D?U 

= x D®8u+ 8D? U | 

பொதுவாக, 

D(x U) = x D°U + n:D-1 U 
ரு தடட 

7(29 என்பது.ஒரு தொடர் வகையீட்டு* செயலி என்றல், 

| rod | 
f(D) (x Uj = x f(D) U + | ax 7) | U 

=xf(D)U+f' (D)U wm owe CAD 

இப்போது, 

F(D) U =. V . eee : wes aoe aoe (2) . 

? எனக் கொள்வோம். 

(7 ஒரு ஜ-ன் சார்பாக இருப்பதால், யும் ஒரு பன் சார்பாக 

இருக்கும், - 
ப.வ.ச.ஃ 14
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(29-லிருந் ண் - V (8) ருந்து f (2) eee 

(2). (8) இவற்றை (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

1 
7022] 71) | = XV +I (D)* Fp V evo (4) 

  

(Ayer இருபக்கங்களின் மீதும் ற ஆல் இயங்கினால், 

1 1 1 a a வய வஹி 
ரீ 4123 [ரம y | FD) * 

  

  

  

ப ட ற்ட்ட1 
+ Fp) FP) F053" 

அதாவது, 

I pt 1 f(D 
* “ரு * = FD *” + Fed FO 7010) 

அல்லது, 

் ௮௪ டட. (20). 
ழு 2: சு - ய ர்ு? 

| 7 22) Vw =| *- cat Foy ©) 

1 , 
| 2௨ [ »- t(D) | rem 7. [சூத்திரம் (1/1) 

  

  

இந்த சூச்திரத்தை மறுபடி மறுபடி பயன்படுத்தி, 

217 27 ... மூதலியவற்றிற்குத் தகுந்த சிறப்புத் தீர்வுகளைக் 
கண்டுபிடிக்கலாம். 

Suu: x*sindxy x cosdx என்பதற்குத் தகுந்த 
அிறப்புத் தீர்வைக் கண்டு பிடிப்பதற்கு, மேற்படி சூத்திரத்பைை 
படிப்படியாக பயன்படுத்திச் செய்வது கடினமாக இருக்கும். 
ஆகவே, அம்மாதீரி நிஷையில். 8112௦, 008 41 முதலி..வற்றீற்கு 
அல வ-ளுடைய அடுக்குக் குறி மதிப்புகளை [ரகக] values) 

பிரதியிட்டு, சூத்திரம் (17) ஐ பயன்படுத்தி Aprys Stay 
காண்பது எளிது. இம் முறை பின்வரும் எடுத்துக்காட்டு 2-ல். 
அிளக்கப்பட்டிருககிறது.
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எடத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு i: 

Heal காண்க 2 

(25-89 1) - 10083 

- துணைத் தீர்வு ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D* + 2D+1)Y=0 

துணைச் சமன்பாடு, 

D? + 2D+1=0 

(D+1)(D+1)=0 

= 

* Y= e*(A + Bx) 

சிறப்புத் தீர்வு 2. ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(2520-1) 1)u=xcosx 

கணவ. டட. i 

~~ pi+2p+1 

ரய 2DdD+2 i 

= Pavey) pepe 
(சூத்திரம் (1/1) ஐப் பயன்படுத்தி; 
ghd f(D) = D* + 2D+ 1) 

2D+2 1 

“(2 தட உற. ர] =i oo த நயன் 

(சூத்திரம் 111 ஐப் பயன்படுத்தி). 

005 % 

  

Qp+e )\i ம 
= றட 2 ம இ உது க 

உற டஐ ட 
ay ர்க் பு ச 

4 +2 
= (> ஜ் உப) Le 

<< 2(*- => a sin x
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(+--+) sn 

|
 

2 

x sin x — (D + 1) (—cos x) 
ws 

| 
: i ட் 

x sin x + i sin x -+ cos x) 

= @ (x sin x — sin x + cos x) 

* Gurgs Stay y= Y+u 
= e-* (A+ Bx) 

+e sin x — sin x -++ cos x) 

எடுத்துக்காட்டு 8 2 

இர்வு காண்க £ 

(D* + 2D* + 1) y = x* cos x . 
(8. ம. 54, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்) &- 

துணைத்தீரீவு Y yd கண்டுபிடிக்க, ் 

(D* + 2D* +1) Y=0 

துணைச் சமன்பாடு, 

D* + 2D?+1=0 

(D* + 1)¢D? +1) =0 

D'=—1,—1 

Dai, ti | 

Y = (A+ Bx) cos x + (C+Dx) sin x. 

சிறப்புத் தீர்வு / ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D* + 2D* + 7) 2 006 

. _ i: ink ல் 2 அட தற yi? cos x 

a “ நி i ட் ் 272 +- 8715 

Dt + 2p* +1 * ( 2 

  

      

॥
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i x? 272 

“~p*+2d? +1 2 ! 
1 x? 18 

+ pep ep PT ஐ ~ OD) 
இப்போது | 

1 ் x” eit 

p* > Sp? F 1 ஐ 

_1 1. வலம 
ஓ மு31* 
1 1 பத 

~ 2° Tot + ip* 
( அடுக்குக்குறி தள்ளுதல் மூலம்] இத 

பவம். 

  

    

  

  

  

_டச, 1 D ப 
ணை - (ra! பஸ 

et, Ufa oe 8 
~~ 8°" ற (= i 2 

பப ர 2.2 இலி 
~ 8 12 i 6 4 

elx x x® | . 

= tld Tag tai * (2) 

(2)-ல் 1-க்குப் பதிலாக --7 பிரதீயிட்டால்,- 

7 நிச தட டக ட 5. இர 
ig ~ a7 ச 

69%. aon (3) 

cenaeermeinns | SS கணணி 

ற“ றட” ஐ
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(2), (8) இவற்றை (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

e' x ட்ட 8 x? 

a= F (+42 + si + =") 
—ix க் 5 2 

+g (— fe <4: 3 அ =} 
& “3 , 

= — 36° G 4. 2௭) a a; G _ 2-௭) 

பது 
4 3 ் 2 x x உ ரட்ட 2. — Ba 2 Cos x + 2 fi sin x + 22 2 cos x 

  

I 

  

xe x* . x = — yy cos ¥ + rc SIN X -b 4 g- COS x 

ஃ பொதுத் தீரீவுற- 7-2. 

= (A + Bx)cosx + (C+ Dr) sine 
x* x8 x® 

— 4g cos x +- ல sin x ++ ~~ COSX . 
“16 

uuinFac 34 

தீர்வு காண்க 7 

1. (D? + 4)y=xsinx 

(B. EB. °53; 70, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

ந 

2. ae = x? sinx (B. E. °S7, Geen Sorts ப் பல்கலைக்கழகம்) 

2 

3. a _ yo xt cos 

சற , dy — 

5. (D? + 1) y = x cos 2x 

6. (D* + 8D* + 16) y= xsin 2x



6. 'மாறி குணகங்களுடன் கூடிய 

டீநரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

(Linear differential equations with variable coefficients) 

§63. ஒரு படித்தான நேரம வருக்கிகு மச் சமனண்பசரட்கூன் 

இந்த அத்தியாயத்தில் மாறி குணகங்களுடன் கூடிய நேரிய 

வகைக்ககெழுச் சமன்பா௫களைப்பற்றி ஆராய் வோம். முக்கியமாக 

ஒரு குறிப்பிட்ட அமைப்புள்ள வகைக்ஃழுச் சமன்பாடுகளைப்பற்றி 

கவனிப்போம். 

  oy உணர 
ஸ் 

sal dx® + ay தன ட சலலரகச ஆச ப்ர ல் “ae + Gay 

=F ws we CUD 

என்பது சல ஒருபடி வகைக்கெழுச் சமன்பாடாகும் (homogeneous 

differential equation). Hed a, dgs ... சே மாறிலிகள், 

& ஒரு உன் சார்பு. இந்த அமைப்பில் 

d 
x a (2 % முதல் வகைக்கெழு), 

d*y 2 2 is க 2 
x Tae ௩ இரண்டாம் வகைக்கெழு?), ண ர 

ti 
xf ay ள் (27 26 7௩ம் வகைக்கெழு), ௨. உ என்ற சேர்க்கைகள் 

உறுப்புக்களில் இருக்கின்றன. அதனால் இந்தச் சமன்பாட்டுக்கு 

FOUR DSI வகைக்கெழுச் சமன்பாடு (௦000210018 110௧ 

differential equation) sre ti tumad. 

39 ௮ ச₹ என்று பிரதியிட்டு, சார்பில் மாறிலியை விருந்து 
௪-க்கு மாற்றினால், 1வது சமன் பாட்டை, மாறிலி குணகங்களுடண்



216 பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள். 

அடடியு வகைக் கெழுச் சமன்பாட்டாக மாற்றலாம். இந்த மாற்று 
முறையை விவரமாக ஆராய்வோம். 

௬ ௪5 என்றால், z= lo wo = : ; ரூல், 2௭ 10222 Fo = 
டத். _ & , dz _ di 

** ax ‘dz dx dz “x 

த ஞ் dy . 
. fe x— “ax = a eae 206 eee vee (1) 

  #8 (8) 
_. உரல், ம 

ன் dz x 

  

ட . டம 1 ம் ரஸ். டட. 
சே ர ac (Ge 

ம கடம காக்க 
x? de Te = (a dx 

1 dy 1. d*y , 1 
* 

௨
3
 = 

— 

~ ae Ty dz* ந 

- 2 (@y _ wp 
~~ dz? dz 

"d*y d ர dy . ஓ a ௮ coe ee a ent வவட அவயம் 

= os ax* dz? dz ப ve ( ) 

=e = 4 ( உ) ட 

-£[2 (2 -2)] 
ம od fd*y dy ) 

oS 

a" dx dz* dz 

dy\ d L\- 

+ (46 ௫ a) ae (GED
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1 day dy), & 
™ நூ dz \ dz* dz dx 

ay ay. f_ 2 
dz” az ( x® 

ம d*y aX) ~ 
தலமை   

  

x 4 d2® நீர x 

_ 2 fay _ 
aye dz* dz 

_ 1 fdty _ dy ay. ம். 
=e (33 “ஜ் ஜார்“ 

1 /d® d? d - fe (Gh -0 Se +e) 

  

8 d® d? d 
2 x 52 = cr 8 a4 BE we (8) 

இப்போது 2 என்ற செயலி முன்போல் £ ஐயும் 0 என்ற 

'செயலி 2 ஐயும் குறிப்பதாகக் கொள்வோம். 

மேற்கண்ட (1), (2), (8) முடிவுகளைப் பின்வருமாறு எழுதலாம். 

xDy = Oy ௧௧% re 20 ane (4) 

x? D? y = 0 — Oy | 

=(0? -O)y . 

= 0 (0 = 1)y wise | nae eos (5) 

x* D? y = Q*y — 80°y + 20y 
= (Q° — 80° + 20) y 

=Q(6? — 80+ 2)y 

-90-0ம-ஐழ ..... ov (6 

(4), (5), 08) இவற்றிலிருந்து 0, 6 என்ற இரு செயலிகளுக்கு 
முள்ள சம்பந்தம் பின்வருமாறு £
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xD=Q, x*D? =@/@ — 1), ] 
“௬ 0(0--1)(6- 2) | 

ட | [ 
பாதுவாக | 

x? BDF = 9 (6 — 1) (G — 2) wea ove (@—r+1){ 

ஆகவே 3 ௪₹ என்று பிரதீயிட்டு, < என் பதை 6 என்று 

குறிட்பிட்டால், சமன்பாடு 1 பின்வரும் உருக்கொள் கிறது £ 

E (@— 1). (Q—n+1) +4, O(Q—1) » (Q—n +2) + mm. 

ப கட்டு ௩ | yo2Z'. =m .E 

இங்கு 2 என்பது ன் மாறிய அமைப்பு, 

அது 2-ன் சார்பாக இருக்கும், 

சமன் பாடு Il, ரீ(0)] =Z7 6௩9 ரக asa 609 144] 

என்ற அமைப்பிலுள்ளத. அதில் குணகங்களைல்லாம் மாறிலிகள், 

ஆகவே முன் அத்தியாயத்தில் கூடிய முறைகள் கொண்டு, அதன் 

தீர்வு காணலாம். அதன் பொதுத்தீர்வு ந - ம் (2) என்றால், 1-ன் 
பொதுத்தீர்வு ற - ம் 1023) என்பதாகும். 

எடுத்துக்காட் டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1.2 

தீர்வு காண்க 2 

d*y dy a oF. அ தச 
உ ன் ரல ழக ல 

(8. 8. 57, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

4 = D என்றால் கொடுத்துள்ள சமன்பாடு 

25. 130 க)ற 23 ave (1) 

3 - ௪£ அதாவது ச - 1௦5%.என்று பிரதியிட்டு, 

ட ஐ என்று குறிப்பிட்டால், 
. 

xD = @, x°D° = Q(Q — 1) storm Ey ayjacr BHEGS OsMupd-
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சமன்பாடு (1) 

[0(@— 1) +70 + S]y = (௪8 ௬ 
(QO? + 66+ 5) y = e* Xs ஷு ia (2). 

என்றாகும். 

துணைத்தீர்வு 1 ஐக் கண்டுபிடிக்க, (6 4 80--5) 77-௦0 

துணைச் சமன்பாடு 0” + 69+ 5 = 

(@+1)(@+5)=9 

ஜெய ந் இ 

Y = Ae? + Be 

சிறப்புத் தீரீவு 1/ ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(0-1. 60--5)ம- ச* 

Fo 

O° + 66 +5 

i 

36% 5 ° 
1 8 கூட்ட. தூக் 

60 

i= ஏர 

52 
  

ஜென்ம. 

= பொ துத் தீர்வு y= 3 -- u 

a —z டத . 1 B 

wd இஃ i pZ yn & ம. ஐல  அி(2)-7 4 2(2) “60 (25) 

Ax~* -+- இசி பட ட்ட x 

A B 3 
இவை: 2 ட al) ன : ம 

x x* ' 6060 a 

எடுத்துக்காட்டு 8 2 

தீர்வு காண்க 2 

0 7 d? dy ர 4+ 8x A ee +x -7- 4+ yp = cos (log x) 

(ம. 8. 79, மதுரைப் பல்கலைக்கழஃம் )
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கொடுத்துள்ள சமன்பாடு 

(x®D® + 8x*?D? +xD+1)y=cos(logx) ௨௧... 

x= (அதாவது 2 - 1௦2 %) என்று பிரதியிட்டு, 

் ஐ 0 என்று குறிப்பிட்டால், 

xD=Q, x*°D? = 9(@— 1), 

9-9 (0- 1) (9-- 2) என்ற முடிவுகள் நமக்குத் தெரியும். 

ஃ... சமன்பாடு (1), 

(8606-1) 6-2)--80(0- 1)--0--1]- 0082 
£0 (0° — 80+ 2) + 89° — 89+ 9+ 1] »=cosz 

அதாவது (05 + l)y = COS Z een owe seo ் (2) 

ஏரன்றாகும். 

துணைத்தீர்வு ஐக் கண்டுபிடிக்க, (05 + 1)¥Y=0 

துணைச் சமன்பாடு 0₹-- 10 

(9-1) (6“-09-1)-0 

__டட1 414 3   

@=-— 1, 24,08 
2 2 

  
2 Y= dete ee? (Boos © vs z+ Csin sin YS 2) 

சிறப்புத் தீர்வு 2 ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

~(Q® +1)u=cosz 

“௭41 7 0082 

= Q. ar 4 CcosZz . 

ees 75082 ் (0 =—1 என்று பிரதியிட்டு)
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1+0 
~ C18) (11 $8)? 
_ 340 அதக 

ந --9 
— COS Z 

1-4 

005 2 

  

= = (cos z—sin 2) ட 

2 பொதுத் தீர்வு ந 1-8. 

= Act+er மட 

221 

+ C க்ப் ௨2) += a cos z—sin z): 

  

= tetas [ren YE ig x) 

+-C sia (2௪ 5 log 2) ] 

௮௩ ஐ] 59 (log x)—sin (log x) | 

எடுத்துக்காட்டு 82. 

தீர்வு காண்க £ 

(x? D? — xD + 2)y=x log 2 

% - எ (அதாவது 2-- 1023) என்று பிரதியிட்டு,. .. 

ன் ஐ 0 என்று குறிப்பிட்டால், 

தெரியும். 

ஃ கொடுத்துள்ள சமன்பாடு, 

[90.9-1)-06--2];- ௪.2 

(0200-8); ௪.2 என்றாகும். 

துணைத் தீர்வு 7 ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(6“- 29-42) 7-0 

2-0 2-0 (Q—1) என்ற மூடிவுகள் ee
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துணைச் சமன்பாடு 

e?-29+2=0 

2 

* Y= e?(Acosz + B sin z) 

சிறப்புத் தீர்வு / ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(@? — 29 + 2)u=—e.2 

i 

g=2+V4—-8 _ ஓவ 
7 இ ஓ 

  

  

ae * 0. 0.2 65 ,2 

3 
w= @e7, 2 ee « Z 

(6+1)° — 2(0+1)4+2 
(அடுக்குக்குறி தள்ளுதல் மூலம்) 

=e, = - ; oZ 
0° + 20+ 1—29-2+82 

1 

=e ear? 
= @°*(1 + 9*)-*z 
= ¢2 (8 அத் ௦ so woe ) Z 

= @.2Z 

பொகுத் தீர்வு, 
y=Y+u 
=e (Acosz+ Bsinz)+ ez 

= x[A cos (log x) + Bsin (log x) ] + x log x 

எடுத்துக்காட்டு க £ 

தீர்வு காண்க £ 

பூ d -2 SY. i 
1 தற் + ea + ey se 

(8. 8. “61, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்; 
£. ப். 68, ஓஸ்மானியாப் பல்கலைக்கழகம்) 

x= (அதாவது 2-'10௦22:) என்று பிரதியிட்டு, ன ஐ 

என்று குறிப்பிட்டால், கொடுத்துள்ள சமன்பாடு, 

(90(9- 1)-- 49 -- 5]; - ௪ 

(Q* + 80 + 2)y =e TGS
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துணைத் தீர்வு 3 ஐக் ண் oe 

(Q? +80+2)Y=0 
துணைச் சமன்பாடு, 

90-99-௨2௬0 

(0 -- 1)(0--2) 

0--1,04-2 

ஆட ௫ கசா + Be-*? 

சிறப்புத் தீர்வு ௨ ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(6490-1 2)ம- ௪. 

0” 89 --2 
oy a 

(@ 1710+ ” 
ட 1 a 

= (e577 ers)? 
(செயலியைப் பகுதிப் பின்னங்களாகப் பிரித்து) 

1 ன் 1 a 

9-1 2“ 

=, : ere eo சாக சீ gf 
6+! 9-2 

iz 
ஜல சாக a ft ze a sims e772 a த 2 

2௨2“ @—-1i+1 

(அடுக்குக் குறித் தள்ளுதல் மூலம்) 
ez ் 

  

= 1 
ஷி முகி உப லற வ தாச உப்ப 2௦ 

e Py க 

ம இரக | ee ஜீ... சாக | e72 ச் dz 

N - ௪௭ [சீ சீ0-௪*[ சசி ம்னா. 
ங் 

== சா2 | அஸ்- ௪*] xerdx (% e =X) 

os e772 ச. ents | xd (e*)
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௪5, ௭. e772 [௬ 1௪ ax | 

e-% e* — e-?2 (xe* — சீ) 
॥ 

= e-% et — e-*2 e* (x—1)} 

Y+u 

== Aenw? நிசா +. e-* et —e-*7 e® (x—1) 

= Ax " Bx-* = x7* eX — x? eF (x— 1). 

॥ உ பொதுத்தீர்வு ] 

எம் ந்த ர 

பயிற்சிகள் 35 

தீர்வு காண்க? (1-லிருந்து ௨2 வரை) 

2 

1. x a — 2 a 4y = x* 

(B. E. °66, ஆந்திராப் பல்கலைக்கழகம்) 

கற டல் வ படப்பு a es 2 
2. 26 dx? + re Bx 

(5.1. 59, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்): 

8. (x? D®? — 4xD+ 6)y = x? (x+1) 

(B. E. 64, இரமணி பல்கலைக்கழகம்): 

d? : xf 
4. x? <= ie + y = x? 

(B. B. 71, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்): 

த. x 060-927 பிற 11 
(0.௨8. 71, சென்னைப் எரவல்கது கன் 

ந] 

6. x? FY _ ax 2 ஸ் 4 ay =x 

| (5.8. °70, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்): 

7. ற 0.3 அறு (x) + Qy = 6x . 
(B. E. 70, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 

ய்ய 5 

8. x ya) bay" ல கிதை 

(8. 8, 72, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்]



மாறி குணகங்களுடன் கூடிய go. ods ove PUSH LI head 

இ (4 i 

9. (ம் 25.2) p= 
KP spe 

(ம். ம். 10, LO Sil Gif ப் பல் 

10 நர (0 கருந் ப் 4 9 024113 ௮ 20 
pas aN de 
(hb. “ta, & Sonic Sl. GR Lae Ob Geis ம் 

கீ 2 ay Pes 
d ¥ . 4 og ay a cee GB eB 

11. = ae வ Bx" ax? ட் ae = Gy — Bx 
to’ © ee 

ae
 

09 (ஸு = 

yp anal ) 

oe 

, ன்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

12. x8 p(x) + BOP (xi xy (vx) + yixp = 0 

ம் ட நம 0. இன்ன ளைப் பல் தலைக்கழு Beh | 

: i? (ad ர 
| a Yo Ox? ப் Qo ek இறு ட்ப 

3 3 A ஆ வங் ஐ t ப 

= as dc ax x 

ப. Eo °60, இன் ணப் பஸ் கலைக்கமு Bub } 

( 

44. rx Ep ௮. த்த b* 4 xD =|. i 3 ழ்் pice sin flog x} 

(8, 725, சென்னைப் பக்கவேக்கமுகஞ்நி 

15. 
ஸல ax —— -- ay ஹம் பிழி log x 

(dx ள் 
(5. 8. 72, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்? 

16. (x° D® — 6xd _ சீரநு எந 102 

(6. 8. “ரீட, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்): 

ஆ ம். 
3 we Yo eee poor Ox low xs 

- ay . 
கண 6 ற் = -. as © x= 1 என்றால் ந - 8, Ne 

என்ற நிபந்தனைக்குட்பட் GP 

(5.8. 60, சென்மலேைப் பல்கைக்கழகம் 

கர ட 8 ஹ் மத 
sha “x? + x de! 

(83. 756, சென்னைப் பல்கலைக்கழ கமர் . 

" a 

19. x- a ak oP ao J = 0 

(B. E “69, சென்னைப் பல்ஃடைக்கமுகம் 3 

20. x8 x" (x) — xP yl iay se xy tx) =! 

(8. E 72”. சென்னைப் பல்க 

u. op. F.— 15 

க க்கழுகம் J.



226 டர் பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

Qi. xy" (xj -- By’ (x) = x? 
cB. E. 70, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

% ட் 1 

a 2 3 1 வு ட 22. ௪௪ + axD+ijy = (1 ~ x)® 

_ ரீசுறிப்வு; சிறப்புத் தீர்வு கண்டுபிடிக்க, எடுத்துக்காட்டு 

4-ல் கையாண்ட முறையைப் பின்பற்றவும். ] 

af A 
23. ர னு 438௮0 என்ற சமன்பாட்டில் 

ச ஒரு 4 ‘oe 5 அலது 0 என்பதற்குத் தகுநீ 
தாற்போல், மூன்று வைவ் வறு தீர்வககாக் காணவும், 

(8. £. 73, சென்னைப் பல்கலைக் ழகம்) 

S64. ஒருபடிக்தான வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளுக்கு மாற்றக் 

கூடிய சமன்பாடுகள் 2 

  

ry a-1% 

{a of bx)" te ஷி - Py tz ஷய 175 அப் ர் y “+ eee 

கணி 

dy . | 
oo “+ Pony (a ol bx) “dx. -- Pay = F (x) eee (1) 

அன்ற சமன்பாட்டில் ரப, Pos உட மாறிலிகள். | 

F(x), ண் சார்பு எனக் கொள்வோம். 

இப்போது -- bx = X என்று பிரதியிட்டால், 

ax 

ட ரலி 

டம் aX\_, d 

dx ~ dX dx } dx 

a =x $3 a a ஆற்? _d® ட ட்ப 

ஸ். 4. adx* > dx8 5 நற? 

இவைகளை (1-ல். பிர யிட்டால், : 

yn நட் 2. 2. +. P Xa pr-2 duty y 4 

“axe அ ௦. 

aw Py XB et Pay = (25 

  

*)



காறி குணகங்களு ண் கூடிய oe coe vor சமன்பாடுகள் இலா 

பதத 7 டடம. ச 1. ¥ axe 

a ழ் (X) ஓக (ஆ 

  

சமன்பாடு (2). ஒரூ படித்தான வகைக்கெழு* சமன்பாடாகும், 
ஆகவே அதன் தீர்வை $68-ல் விவரித்த முறைப்படி கண்டு 

பிடிக்கலாம். 

எறத்துக்காட்டு 

தீர்வு காண்க 2 

(x + a)? - oe ~ A(x + ay Py 6y = x 

(ம. E. 5, Oe ste orci oats a8) 

x + [ச ஆட்ட xX ooe 2௦௦ 586 (1) 

என்று பிரதியிட்டால்,. =a ஷு நீ, 

ay dy _ aX _ dy 
சை கோனை 

“ “ay “ax ல. 81 

dty _ a dv\ 4d fdy 

dx® ~~ dx\ dX J aX \ dx 

| உதித் 

ஆகவே, கொடுத் ள் சமன்பாடு 

d° 
x* ரக AK o ape 6y = x ~ a ome ave (ஆ, 

STOR (1B (HUD. 

இப்போது 2 2 (அதாவது 2 - log X) என்று பிரதியிட்டு, 

ர். ஐ 0 என்று குறிப்பிட்டால், சமன்பாடு (8). - 
dz 

[(0(@—1)—-40+ 6]ly=e—a 

(650148) ௪-௨ iw ove oe. (8), 

கன் கும்,



29g | பயன் மூறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுக. 

துணைத் தீரீவு 1 ஐக் கண்டுபிடிக்க, (0”-- த. 8) 

. துணைச் சமன்பாடு 0₹.-50-- 640 

0 = 2,8 

o Y= Ae*z + Betz 

Aptys Stajyu ms ssirHGq da, 

(0° —~ 50 4+ 6jumect—a 

i 
u= roe EF ௮ WZ)   

0? — 5076 

= ப ப ப பைத பம் “Freee "6-0. (12 
1 1 — : s © 20.z 1-576° ~“' 9? 59+46 °° 

a ச i O.g 

~ 2 *oreyve?* 

a & _ @& 
~ gg 8 

ஃ.. பொதுத் தீர்வு ந 4 77 ஐ ள். 
எகிர்சம இச Sf 

8 = AY? + BX? 4 2 vos ச் 

= A (x+a}* + B(x-+-a)® =e = ட் 

= A (x+aj? + B(xt+a;* + (8x +;2a) 

பயிற்தகள் 36 

இர்வு காண்க 2 

் 8 

fo: (2x — 1)? £2. + (2x — 1) 2. — 2y=0 

(B. E. £83, செஷனைப் பல்கலைக்கழகம்ட்
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ம | dv 
3 mise, DQywy பட a Q, (5 + 2x) re B(S + Bx) fo 7 8y 8x 

  

(B. E. 50, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 
. , 

8. (x-+ 2)* 82 — (x-+ இ) 4. று கிழ. ஆ 

  

dx* 
(ந. 3. “65, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்] 

ற dy a © . xp oe ரகக Getta ty 
== 4 cos log (2 + x) 

  

கர dy வட் வல ~ ak £24) 
6. (a+ bx)? — + b(a + bx) ee -k*y=0 

(B. 8, 52 சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்)



7. g@jtions Cafu: amadGaape 
a சமன்பாடுகள் 

“1 (Simaltanceus Linear Differential equations) 

$65. இதர. இரு மாற்சளடர்சீய உசைச்சேழுச் சமன் 
யாடூசளை அராய்நீ்சோம். ர. இரண்டு சாரீ்டடைய மாறிகள் 
/ என்ற சார்பில் மார்லயமப் டொருத்த சாரீடசளாக இருச்சட்டும்; 
x yi Boast bdu SB. உசைக்கசெழுச் சமன்பாடுசளி 
£ருந்துடி ௯3: இரண்டையும் 7 சாரியில் தீர்வுகாண இடலும். இது 
போன்ற feud. susiel Gs Cane Fach அமைமசிஸ் ரன, 

Gis அத்தியாமத்தில் மாறி டீணசங்சளுடன் கூடிய ஒருங்கை. 
தேரிய உகைக்சேழுச் சமன்பாடுகளை ஆராய்வோம். 

$66. ஒருங்கை நேரீய வகைக்கேழுச் சமன்பாடுகள் 

fi (D)x +f, (D)y =a Py ee oes eee Ci} 

Fy (D)x+ Fy(D)y = $_(t) oe ae (2 

என்ற சமன்பாடூகளில் ம என்பது -5. என்ற செயலி$ fr. fos 

சர. 79) என்பவை ழ-ல் பஎ்லுறட்புக் கோவைசள். இந்த சமன் 
பாடுகளின் தீர்வ காண, இயற் சணித ஒருந்கைச் சமன் பாடுகளின் 
தீர்வு மூரையைப் பீன் பர்றகிறோம். அதாவது, முதலீல் (11, (2) 
இலை சளீலீருந்து ; பட்டும் அட ங்சீய ஒரு சமன் பாட்டைக் கண்டு 
பிடிக்கிறோம். இதற்கு றஐ நீக்க ஷேண்டும், 

(1)-ன் இரு பக்கமும் 7, (7) ஆல் இயங்கீனால், 
(2): (2), ற). 5 | 

ப (2-0. ... (0
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ஒருங்கை நேரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 82. 

(2)-ன் இரு பக்க-மம் 7, (0) ஆல் இயங்கினால், 

Ss (D)°f, (Ox + JS, (D)° Fe fD) y 

=fe(D)*$, (1) =m (5 
(3) — (4); [4 (D)° f, (2) —/f, (D) °F, (D)] x 

= Fe(D)' $1 'ti— f(D). (1) om = (BD 
(5) மாறி குணஃங்களுடன் கூடிய ஒரு வகைக்கெழுச் சமன் 
பாடாகும்,. 

(5)-ன் தீர்வு ம. ஜ் ஐ) ods ve —« (B) 

என்றால், (6) ஐ (1) அல்லது (Qed பிரதீயிட்டு. ஈகண்டுபிடிக்க 
இயலும். 

குறிப்பு 12 [2 (7 (2)--7, 2). 0017 என்ற 
கோவையில் Destr உயரிந்த படியின் எண் OIG eon Bud x. ¥ 
Zourepeiu பொதுத் தீரிவில் ஆடங்கியு மா றிலிகளின் 
எண்ணிக்கைக்குச் சாம், ஓருங்கை பமைக்கிகயுச். சமன்பாடு. 
களுடைய தீர்வு காணுபபோது, மேற்?சண்ன விதிப் பிரகாரம் - 
போறுத் தீர்வில் மாறவிகள் அமைந்திருச்க வேண்டும். இந்து 
ANALG மேல் மாறிலிகள் கொண்ூ$வரப்பட்டர oe Bag wae 
படியான மாறீலிகளை மற்றவைகள் சார்பில் அமைக்க வேண்டும். 

குறிப்பு £2 (1). (2) இவற்றிலிருந்து, x ஐ நீக்கி, ந மட்டும் 
அடங்கிய சமன்பாட்டைக் காணலாம், அதிலிருந்து, prom தீர்வு 
காணும்போது, அத் தீர்வில் அமைந்திருக்கும் மாறிலிகள் தனித் 
தல வயல்ல, இவைகளும் 3-ன் பொதுத் தீர்வீலிருக2ம் மாறிலி 
களுக்கும் உளள தொடர்பை, டி] இவற்றின் மதிப்புகளை 
(4, அல்லது (8-ல் பிரதியிட்டுக் கஸ்.டுபிடிக்க வேண்டும், 

ஒருங்கைச் சமள் பாடுகளின் தீர்வு காணும் முறைக் கீழ்வரும்: 
எடுத்துக்காட்டுகள் மூலம் நன்கு விளங்கும். 

எடூத்துக்கா ட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1 2 

தீர்வு காண்சு £ 

dv 
wa ம கீற இற் 

Beeson 
(B. E °61, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 

நீ. 8. “௦4, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்?!



as
 

8 ர்க
் பயன் மூலற வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் - 

முகுல் வழி £ 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடுகள், 

(i - co 4) ok By கை ழீ wpe 320 woe (1) 

தல ஸா Ci oh ஓ ர << டீ ooo ௧௦௦ “ay (2) 

(1)-67 O@ vdsapt (D+ 5) ஆல் இயங்கினால், 
(D+ 5,1 D+ 4) x 4 பணக ய காவை 2) 7 

oz ] + இர் ove (8) 

(2) ஐ 8 ஆல் பெருக்கினால், 

மே கி(இி கிறு ௭ கர். oon சட soe (4) 

(8) (4 5 
((D+ 5°D + 4)—B] x= 1 + 5t — Bet 

(BD? + 90+ 94)xy= 1 + 5t— Bet ... (5) 

Hior Ss Bioy X ns sarGdy&s, 

(D? + OD ++ 14) ¥=O0 

துணைச் சமன்பாடு, 

Dd? + 9D + 14 = 

D+ 2)(D+7)=90 

3 Xm Aor?t +. Bent 

சிறப்புத் தீர்வு ர ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(0₹492 41424 
நி) தர. Se 

és = ௧௭ a 35 114 (1 + 5t — Se} 

Hy =A iT ep. ia © + 5t) 
: 

By een a esate 9 an {1 -F இ t) 

4 (1 ரர் 14.) 

1, 9D | Dp? \-1 ஷ் 
74 (1 + 14.7 Ae) (1 + 52)



இருங்கை நேரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

i ODN, 

= sa ருது] (150) 
1 9 

(ome 1. நீ ல ஓர் ~ ர A x 5) 

_ | தட 24 _ Sf 81 

~~ 1a( 14) 14 196 

u _ (— Bet) 
2°" D* - 8D + 14 

4 [ட இ௮ . “ர ஒழுகி POM mg 

5 பொதுத் தீர்வு, 

x= X+u 
81 23 

= de + Be" + 1G 9g எ" 

18)-ன் வகைக்கெழு காணின், 

dx | & et 
as | EER றை 2 2 omen =F apes கை eel SE 566 “i Ae"? 7 Be ‘+4 8 

[3 )-லிருந்து, 

இறு கை ரீ (றி 4 4)x 

dx 
es ees a: mm AX 

5 6 8 ரீ டட கடக ௯ ரீ 4: 24௪ 84 7 Be-* 4 ல் 

10¢ 

உ. 

(8) 

91 e 
a) oe Oe ee ல = = டட w= கி.தீதா?$ றிது 18 ௫ + 49 + 2 

[(6); (7) இவைகளைப் பயன் படுத்தி 7 

லர் 9 
  

னை ~ Bde" aa 8 Be-"* — 7 +g = ஷ். 

27 

ஓத. 

  

க ம் 19 2A ain 2 woo FT ர் Set 9. 

கட ழக வாத எ அமிச ம் a4 ஓது 
(8)



234. பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள். 

இரண்டாம் வழி : 

மூதல்வழிப் பிரகாரம், 

Bf Rt et as நிற் 1. இற ம. 1 KN. ன வனை வடு x = சார 4. நீசாப4 4 196 5 (6) 

இதை (ஜ)-ல் பிரதியிட்டால், 

dy 
Wt Oy = Sx + et 

. 3 ஐ . 

= — Bde~*t ~ BBe-"t — a oe +f +e 

ன ஓர் ங்] 5 et 
a — DAew*t — DBe-?? — 7 = é . ரர உர் 4 

Roe 206 (9) 

இது $-ல் ஒரு நேரிய சமன்பாடு, 

தொகையீட்டுக் காரணி - 2 {ode == @Ft 

(9)ஐ 2: ஆல் பெருக்கினால், 

a 5¢ ௨ 2 ர ஒர் 
dt (ye ) - (- 242 ₹ஃ. இறிசா*0 7 

591 5 et : 

+ 98 to 4 Je ் 

= — DAe®t — DBe-*t _ 2 eet +. oo ert 2. wee 

தொகையிட்டால், 

ம் 0.24 அட _ 2B ren 

  

Rede 5 e% 
T G90 +724 

—_ A Se RB, 2e tm np St eft = C e°t +. Be- est 4. 35 

8 teks 5 e%



ஒ௫ங்கை நேரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 235° 

a க் 

“மன சக Fett t gg ef + Hod 

- 8A .. i 9 
ள் = கி யப TL en Be TQ _ 

. p= Cen” 377 ¢ + Be a + pe 

5 
+ “od et aoe (10) 

இந்தத் தீர்வில் அதிகப்படியாக C என்ற ஒரு மாறிலி இடம் பெற் 

நிருச்கிறது. 6 84.8 இவைகளுச்கிடையேயள்ள தொடர்பைக் 

சண்டுபிடிக்க, 3... இவற்றின் மதிப்புகளை (6), (10) இவற்றி. 

லிருந்து (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

ச் 

ட
ட
ம
 

— 2Ae~** — 7 Be" + 4 இது 

Sf at ct 
wo 2Q sion a, ceases ட தஹன உண் 

+4(4e | Be" த 196 8 

£0 (con beta tend gy 
. ச் 

a gt \ ழ் எரு 53 8) i 

இதைச் சுருக்கினால், 

8Ce-*t = 0. 

5 C2x#0 

0-ன் இந்த மதிப்பை ( 10)-ல் பிரதியிட்டால், 

24 ர 9 
= — + - ~ 28 86 ணை, ௮ ஷே வ ௫ 

y ஐ. 8 + Be = + 6 
டடத 

98 24 

இது முன்பு கிடைத்த தீர்வுதான். 

மூன்ரும் வழி. 

முதல் இரு வழிகள் பிரகாரம், ற ஐ நீக்கி, 2-ல் ஒரு சமன்பாடு 

கிடைத்தது. ப 

5 6 
= 26 at ot 81. ef 

x= Aew*t + சா 78 1 =a By - 

இப்போது (1), (2) லிருந்து % ஐ நீக்குவேடம். 

(ஐ (2) ஆல் பெருக்கினால், 
ஒழம்-ட்.௮)ற-ட ரே = ene மை [119
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(பன் மேல் ற + 4 ஆல் இயற கினால், 

2(D + ஏற ரதி) அ) ற ப -S)y=(D+ 49) ௪ 
ms ett det ஒட (12. 

(2) ~ (11): ப 
[(D + 4)(D+5)-- 6]y = 5௪6. இர 

(L* + OD -. 14) yp = Set — Qt 

துணைத் தீர்வு 177 Cen*? +. De~*e, 

இங்கு 6, 2 இரு புதிய மாறிலிகள். 

சிறப்புத் Stay y ஐஃ கண்டுபிடிக்க, 
(“90 1414 = Set. Of 

i 

Dy 90, 1a id 

=a et 
= pi + ep +14 

Us (Set — Qry 

5 
=a som ——— $ 22 ] 6 ட்டு 

i . 

ற 9D 14 6௪0 

“ae 4 அ). 

1 D? \- 
7 (+3847 7) ் 

mee (ime 

Yq = 

      

i 

7 14 

adh ஓ படம். ட. 
“(1 ப) + os 

w= Uy -+ Ug 

பொதுத் தீர்வு Y + u 

os Ce~*t nf. Det டு “i a — = + we ann (13)



ஒருங்கை நேரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் : 237 

இட்போது, (6), (18) இவைகளில் நான்கு மாறிலிகள் 4. B.C, D 

உஉள. இந்தத் தீர்வுகள் வெடுத்துல்ள சமன பாடுகளுக்கு 

ஏககாலத்தில் பொருத்தமய் இருக்க வேவ்டியதால், A.B C, BD 

எல்லாம. தனித் வையக இருக் உ முடியது, அவைகளுக்கி டை யே 

யுள்ள தொடர்பைக் காண, 8 , (18) இவைகளை (1-௨ பிர தியிட. 

வேண் டும். 

et 
ee வம 2 Ae~*? அஸ் 7 Be~ 7 -- ay ட ஐ” 

, 5 f 21 e\ 
. as Dt ட க ட்ட ட எ ல் = ee eee 

+4 (4e + Be" +14 7 196 5) 
. 5 2 

wot =f ப. இஷ இட! வெல Ses ப - fos நீ +8 (Ce அலிசின் தக் 7 ன. ் 

HBT US 
(804 20௪14 (80 BBie“* =O 

2s ett ot தஇவைகளுடைய குணகங்கள் தனித்தனியே . 

பூச்சீயமாக இருக்க வேண்டும, 

3 802420), #D~38E8=0 

அதாவது ae » D=B 

(189)-ல் இந்த மதிப்புகளை பிரதீயிட்டால், 
= 

3௮ 4 ப a BE + Be-™ + ன் 9 
ர்ு 

ட ஏர 0, 

எடுத்துக்காட்டு 8 2 

Gi any ௯௦ண் ௩8 

d’x ட் த 
ரர் 42 ஆறு ௯ ௫8 

AY. — 4y -—- &y =O 
di* 

.B. E.? 78, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்). 

கொடூத்தள்ள சமன்பாடுகள் 

(மய சீ... ௨ ன் உ (09 

றர மு.) 0 200 ௨௧௨. ் ee (2)
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(1)-ன் மேல் இரு புறமும் 2” .- 8 ஆல் இயங்கினால், 

(02-9) பபி 1) உ (றி) ௮ (03.5) 232 

== 4e?t — Bere 

= e*t was (8) 
(8B) — (2)3 

[(D® — 8)(D? + 1) + 4] x =e" 
ரத் ட. ஓத ன h)x =< e78 oom nee oes (4) 

அணைத் தீர்வு & ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(D* — 2D* 4- 1) X == 0 

துணைச் சமன்பாடு, 

ற். 2D? +1=0 

(Dt-1)(i —~1 =O 

(D+ 4)(D— 1) (D+1)(D—1)= 

உ றியது புய 
அதாவது 7 கை! 

a KX = et (A+ Bry + et (C+ Dt) . 

சிறப்புத் தீர்வு ப ஐக் கண்டுபிடிக்க, — 

(D* — 2D? +- 1) um = 5. 

Doge 
நக i= D* து 2p? a 

1 
இலக் : ert 

~ Qf — Bx 2% +. 7 

258 

  

i ௫3 
e*t = —— 

8 
ese 

ப ட... 18843 
3 பொதுத் தீர்வு 

na Xtuect(AtB+er(C+DN+ ப ௫ 
15)-ஃன் வகைக்கெழு காணின், - 

SE met BH (A+ Bie bet +D—e* (C+ D1) 
ள் கக பட்ட ப : 2e7t 

te ee



தஇருங்கை நேரிய வகைக்கெழுச் “சமன்பர்டுகள் 299 

அல ச (க நட சட எமி — Det 

—~etD+e*(C + Dit) + 5 2” 

= 2BBet +-(4 + Br) et — aDe-* + e-*(C + Dt): 

+ a et ne (8) 

(i)-8@6H, 

ypoet—x— ak 
Ze. 

ஆ ௪6%. et (A + BI) —e* (2 ++ Dt) — “த் 

௮ இத. (அறி) 4-1 80௪74. ச (0-1 

. — 4 256 
: . 7 க 9 

(C1). (8) இவற்றைப் பயன்படுத்தி] 
=— BA + Bihet— 2(C + =. -— QBet - 

ஷி. 20௪ +5 : G98 (77 

பயிற்சகள் 37 
ர்வு காண்க 2 

dx 
le cae TEEPE 

dy 
ET RR er கடம் 

(B. 1. 162. சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் 9 
£. 8. “73, மதுரைப் பல்கஷைக்தழகம்]) 

dx தது ் ப | 
அ. “ate -- Qx இழ கந 

dy 1 . 2 Ss ope இழ. ett. a Bx + 2y=e | 

(8.7. 65. 61, சென்னைப் பல்கலைக்கழகஞ் 
இ, 8. 61, அண்ணா 2லைப். பல்கலைக்கழகம்



249 .. பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

Be op exty= 

my. + 3y— x = Let 

(B. E. °57, 64 stron Bos பல்கலைக்கழகம்) 

dx dy ‘ 
எ — - + இற = cos Bt 4. a aT cos 

a : 
வல 4. — 2x = sin 2¢ 

(B. E. °70, 71 Ose Bore பல்கலைக்கழகம்) 

5. a F494 2x 4-y= O 

ae of ox ந 9290 

(8. 6, 61, சென்னைப் பல்கலைக்கழ கம்) 

6. ata x = ew? 

4. & ஆ 2p = ¢os 27 

(8. ட. °90, Oech Bnet rictadud sip sib} 

dx 7 4— +9 j + Ox + Bly =e 
dt 

s 24-7 Det B4y = 8 
dt 

(8. 8. 64, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்] 

Ox’ (+ xt BY C+ y(tr=et 

(8. E. °71, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்] 

9. (D-—8)x—(D-11y = cost 

x— (D-8&) y= 0 
(ம். &. 74, மதுரைப் பல்கஷேக்கழகம்)-



“தருங்கை நேரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் தகி] 

10. ot —8x—4y=0 

ae te t= டட 
ட் (8.௫. 61, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

11. ae + m*y=0 

ம இழ ௭ 0 1 

18. = + yp = sint 

ay tf x == cos ரீ 

(B. E. 65°, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்] 

18. D®y +(D+6)x=et 

Dy + Dx = 1? (B. B.°69, QesirSsares பல்கலைக்கழகம்) 

und pPack 38 

சிறப்புத் தீர்வைக் காண்க & 

ஸ் 
es ரு == et a 77 + 2y ட 

dy பட தடி ன் — 8x = ௪ 

f= 0 என்றபோது 0 -ஈ yp என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்டு 

dx 
arene = z 2. ii + 2y = 5௪ 

dy a teak 
7 — 2x = 52 

் தக 0 என்றபோது 1, நு: 8 என்ற நிபந்தணைக்குட் பட்டு 
ன (ரூ.6. *70, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

ப.வ. சம
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dx . 
3. “a சக்சஸ் ் 

dy 
dt + x= cost 

ப ௬ 0 என்றபோது, %- 1, ந 8 என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்டு 

. 8. ?71, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்ழ் 

dy , 4. Wn + px = sin pt 

டன ட் 

இங்குற ஒரு மாறிலி; 7-0 என்றபோது 1-4 1, 3 - 0 என்ந 

இிபந்தனைக்குட்பட்டு. (B. E. 19, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்)



8, நேரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடு 

களின் பயன்முறைகள் 

Applications of Linear Differential Equations) 

567. நான்காவது அத்தியாயத்தில், பல துறைகளிலிருந்து 
ஏற்படும் முதல் வரிசை முதற்படி வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளை 

கவனித்தோம். இந்த அத்தியாயத்தில் ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட 

வரிசையுள்ள வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளின் பயன் முறைகளை 

ஆராய் வோம். 

6 68. Ls R, Cc uf ar சுற்றுக்கள் 6 

மின் சுற்றுக்களில் ஏற்படும் மூதல் வரிசை சமன்பாடுகளை 

மூன்பு அறிந்தோம். இப்போது, மின்தடை, மின்தூண்டம், மின் 

தேக்கம் முதலிய மூன்று உறுப்புக்களும் கொண்ட ஒரு தொடர் 

மின் சுற்றைக் கவனிப்போம். 

மின் தடை 7, மின் தூண்டம் 2, மின் தேக்கம் 2 உள்ள ஒரு 

மின்சுற்றில் பொருத்தப்பட்ட மின்னழுத்தம் 4 என்று கொள் 

வோம். கால அளவு 2-ல் சுற்றில் பாயும் மின்னோட்டம் i, er 

னூட்டம் ர என்றால், 4, 8௨௦ மூலம் ஏற்படும் மின்னழுத்தக் - 

குறைவுகளின் கூடுதல் 

di ன & 

கிர்க்காஃப் விதிப்படி. 

di ., 4 . | 

bat Rit GB om 0 

. 3. . 
அதனால், i= a nee eve ace con con: (2)
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(2) @ (1 த ee 

4 2-3 t+ Zak a4 a ote CD 

(19-ன் இரு ன் 7 ஐப் படகு வகையிட்டால், 

7223 1 மீ. ரீக 
Lae tka Od ம் 

சீர் ப ட று. ம... dé . 
ககர கீ ர் ௬2௬ ao” xe (4): 

(8), (4) சமன்பாடுகளைத் தீர்வு செய்து q ் இவற்றைக் கண்டு. 

பிடிக்கலாம். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு £ 2 ட, 

2, &,ேே என்ற மூன்று துணையலகுகசளுனள்னள ஒரு தொடர் மின். 

௬ற்றில் மின்னூட்டம் ர, மின்னோட்டம் 7 இரண்டையும் 
கொடுக்கும் சமன்பாடுகூன். 

ர 29 a4 = Esin ot 

  

A ay : 1 
i= ர என்பனவாம். ஐ” 7 என்ற கட்டுப்பாட்டுக்குட் 

பட்டு, ஒத்திசைவுக்கு (12500810௦6) மின்னோட்டம் சரிசெய்யப் 
ஓ ட இக i ச ஓ 4L ௭ ன் ம 

பட்டிருக்கிறது. &” “ரு. என்றும் =O எண்றபோது 

q=i= 0 som (Ree, 

ப ae 
E னை... i 

q= al COs wt + e {cos FE op age Sip “3777 sin vt | 

At 
i= 2 sin wt pee 2 a sin pt RE PN Le = 

ere நிறுவுக, இங்கு ற* ௮ 4 8. 
LE 411 

(8. 8. 62, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம் ; 
(மி. 8, “711, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்):
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& என்பதை D sro oy SOCAL wred, 

கொடுத்துள்ள சமன்பாடு. 

(மா ஆ கமி 4 +) q = Esin wr 

"துணைத் தீர்வு 1 ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(205 4+ RD +=) எடு 

3 
துணைச் சமன்பாடு, 2“ கற ௬ ௮ 0 

  

சான்று கொள்கை. ) 

R ் 7 ae 
= = £1 x ee ஒதண்பவனைலைவம் 

2L ve AL? 
த ரு! 

ted aes oe ef 
ஓந P 

Rt 
pone சான 

Y=e es (A cos pt + B sin pt) 

ஆரிறப்புத் தீர்வு 2 ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(zp + RD + 2) u= E sin of



£46 ea 8 பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகக் 

டட. 

  

  

us ——_——_——-- E sin of 
2 wns ee ee LD? + RD -+- C 

os ் i E sin wt 

கலை கம் + RDB +. ச த 

(D* = — 6£ என்று பிரதியிட்டு), 

4 ஐ f “2 ரதன என்பதால் = Bp n we 2 ic ° STH, 

La? = t) 

டம் _ cos at 

ட R a 

ஃ Qurgs Stajg= Y+u 

Rt 

ae 2b Acos pt + Bsi oe ர் | q= 4 Spt + n pt} Ro a | 

me ow (CIP 

ர் ௯.0 என்றபோது, ர- 0. | 
. 

Os A a 
E 

A = “Re eon பசலை eon one aan aae (2) 

( 1)-ன் வகைக்கெழு காணின், 

| Ri | 
~ BF . 

A i= e (— AP sin pt + Bp cos pt) 

_ Rt 
+ (A cos pt + Bsin pt)-e aL — or 

~. E . | 

* ஜு sin ct wa (3 } 
் நட 

= 0 என்றபோது, 7 0. 

R . 

க, 0 = Bp— Zp "A
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R E 
aie B= 22. 8 நத wer ட oun «ee (4): 

(20, (4) இவற்றை (1)-ல் பிரதியிட்டால், 

உட ராறு... ER. E . 
(50527 ன Ro 2Lp sin pt ) _ ‘te. aot 

  

  

Ey, *% cos ன் 24 sin pt ) -- cos at = e ( pt+ SLp in p S$ @ 

அண டை (5) 

(5)-லிருந்து, 
_ Rt 

. 2h os BR 
i=e sin pt (— 4p ~ 57) 

Rt 
. . BLO AR\ , £... .. i cos pt { Ap — ar)? sin ws 

_ _Rt 

= @ 2L 87 ர் னி EP _ R . E ச R 

= DPEV~ "Ra ~ Bip Ro &L 

+= sin ct 

AR _ (+ #-4E-0) 
Rt 

~ 2b Ep R°E னு ot { ges ர e sin pt( = அநு + sin w 

ட 217 

ச: 4 வ]... (2 
~ © 71 Ro — pRe (ze 

+4 sin af 

Rt 
~ "SL E . 

= 1 eee el அவையை ர் 6 sin pt x pRa LC “ஒல.



பயன்படுமுறை வகைகெழுச் சமன்பாடுகள் . 

-- Rt 

= > | sin wt — : - அல் siti pt | 
Dp i க LC 

VLC 

Rt 
i SL 7 = sin wt ~ அட்ட Sin pt 

| ஆரா . ] 

எடுத்துக்காட்டு 2 

மின்தாண்டம் 7, மின்தேக்கம் 6 உள்ள ஒரு கூற்றில் பொருத் 
தப்பட்ட மின்னழுத்தம் 2 ந. கால அளவு 7-0 என்ற 
போது, மின்னூட்டம், மீன்னோட்டம் இரண்டும் பூச்சியம். கால 

ஆ ௩ க e ட nE அனவ f-o மின்னோட்டம் i = L (nm? —a*) (cos wt — cos nt) 

= 1. 

  

TM PMYS. Gee CLw? 

மேலும் ஈ௮ ௰ என்றால் வ என்று காட்டவும். 

கால அளவு 7-ல் மின்னூட்டம் ர, மின்னோட்டம் / என்று 

இருக்கட்டும். i= 4. 

£., ே மூலம் ஏற்படும் மின்னழுத்தக் குறைவுகளின் கூடுதல் 

= di 4 

= bate | | 
_ a*q gq. = Lo ழ் 2 * 

3. கிர்க்காஃப் விதிப்படி, 

44 q 5 
—— bk -7?.— qa + ¢ E sin nt 

1 1 3 _ 7 (20* + G)a= Esina ow (1) (2) 

1 
துணைத்தீர்வு 1 ஐக் கண்டூபிடிக்க, (4° 4. ம) 720 

துணைச்சமன்பாடு LD? +. + = 0
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1 . ல் 

கூட்டப் ஹெல fee 2௮ 1) D CE ao (2. சேல 1] 

ட்துவஹ்கு வ றவ வற. 

Y =A cos wi -- B sin or ane soe (2) 

சிறப்புத்தீர்வு உ ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

(40° -+- 7c) u = Esin nt 

“y= —————_ sin at 
1 Ha lies மம. 

கத எனவவ SIT 
7 Lt + Cc 

வக ல் பத் + ry $in 777 (n 3 ய) 

= L (wo? =n) sin nt 

, E sin nt 
q= Y¥+u= A cos wt + Bsin ot + L(o* — n*) 

one ன (8) 

7௯ 0 என்றபோது, ர 0 

. Q=A 

: BE sin nt . 
ge Bsinott peasy AD 

வகைக்கெழு காணின் , 

ag En cos nt 
7 ene ர் = ஸ் 10 = கண்பட பபா mee . awe 5 

“it i Bo cos wt + ட — 7") | (5) 

7௭ 0 என்றபோது. 40 

2. —n* } 
ழூ 

En 
es B ன் ன் Tia tot a)



250 பயன் மூறை. வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள்: 

£-ன் மதிப்பை (5)-ல் பிரதியிட்டாால், 

z a= படகில் cos at + _ £n cos ne 

ட் Le (w*—n*) L(a@*~-n*} 

E 
= Tay (cas nit — cos cot) 

En . 
=o Lint) {COS Wf — COS HT) oa owe (8) 

ர ௮ ம. என்றால், சிறப்புத்தீர்வை புதியதாகக் காணவேண்டும்... 

அதை 7 என் போம். 

y= ————— sin ait 

ட கை ர் 
~ Ep? + Low? © 

by 1 ‘ 
Dew? Sin OF _——_ ர் se 

Ey _ teoswr 
ர “ஓம 

($ 80- சூத்திரம் (137) ஐப் பயன்படுத்தி ] 

Et cos ®t 
சே அமலை வகை 

ஓரம. 

7 006 ல] 
3 ரகர 9-௮ 400573 இர்டலர் டட. ~ Btw 

t=0 oernGurg, g =O 

பூ. ரீ 

. 8 மர | 
ஆட தி நீறு ல. அடை. a a (8) 

வகைக்கெழு காணின், 

dq _. E , aks “i= i= Bw cos of — “எர 6008 ஐர்-- மர் 810 67) ... (9).
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720 என்றபோது, 70 

ஸ் ; 0 ர், Bw அக “27ஐ 

. இன் மதிப்பை (9)-ல் பிரதியிட்டால்.. 
ஆ 

  = ® COS Wf ட்ட COS 4}.  . Wr sim wT I ல [ம COs Wi காரல் COs wk + Siw f sim @ 

_ Et sin cf 
~ OE 

பயிற்ககள் 39 

1, ஒரு மின்தேக்கியின் மின்னூட்டம் ர கீழ்க்கண்ட சமண்: 

பாட்டுக்குப் பொருத்தமாயிருக்கிறது. 

  

44 டி 84. ன லை தடா 4 ஆ 4 முகி கரக்க 

7(0)-௩ 0. ர(0)- = O என்ற நிபந்தனை களுக்குட்பட்டும் 

ச 2 

4L>CR*, dt = = உல. ன என்பவைகளை   

உபயோகப்படுத்தியும், மேற்கண்ட சமன் பாட்டிலிருந்து, 

q = Oe “= cos wr + = sin or) என்று நிறுவுக, 

. Ko aay a — eet lh? 
மேலும். மின்னோட்டம் 7 — Ge ௮ (» > sin மர் 

என்று காட்டவும். (B. 8. °65, வெங்கடேசாப் பல்கலைக்கழகம்) 

2, மின்தேக்கம் 0 உள்ள ஒரு மின்தேக்கி, தன் மின் 

தூண்டம் (5612 000௦8006) 4, பொருத்தப்பட்ட மின்னழுத்தம் 

E sin ட மூலம் மின்னூட்டமடைகிறது. கால அளவு ல். மிண் 

னூட்டஃம் - உ EC { sin cas re) ro Amare. 

2 Ti re ர் LC ry LC



2 D2 பயன் மாறை வகைககெழுச் சமன்பாடுகள் 

8. ஒரு மின் சுற்றில் காலம் 7-4 0-ல் £ sin pr மின்னழுத் 
தம் பொருத்தப்படுகிறது. வழக்கமான ம.றியிட்டு முறைப்படி, 

ர 4! di i 
& . + -> i = pE cos pt 

deta ee சி 
என்ற சமன்பாட்டை நிறுவுக. 

Guay (i) CR? > AL ii} 04 ௮ 47 என்ற நிபந்தனைகளுக் 
குட்பட்டு மேற்படி சமன்பாட்டின் தீரீவிலிருந்து / ஐக் கண்டு 
பிடிக்கவும். 

4. 28.0 மூன்று உறுப்புக்களுமுள்ள ஒரு மின் சுற்றில் 
மின்னூட்டம் ர, மின்னழுத்தம் LE (ஒரு மாறிலி) என்றால் கீழ்க் 
கண்ட சமன்பாடு கிடைக்கிறது : 

a? de 1 

மின்னூட்டம் ர ஊசலாடத் (௦801118416) தேவையான நிபந்தனை 
யாது? 

அந்த நிபந்தனைக்குட்பட்டு 

டூ 2 (4 cos + + B sin 4] =) + CE 

என்று நிரூபிக்கவும். 

R 
( 2: =, அல ae 417) 

என்று வைத்துக் கொள்ளவும். 

CB. ப். 70. மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

5. £,R,C மூன்று உைறுப்புக்களுமுள்ள ஒரு மின் சுற்றில் 
மின்னோட்டம் ந ஐக் கொடுக்கும் சமன்பாடு, 

2 4 

J ல + R ன், 3 ௮ == 78008 றர் என்பதாகும். 

(7, 8, 0௨ மாறிலிகள், 2 கால அளவு) 

இஃ ராசி என்றால், மேற்படி. சமன்பாட்டின் தீர்வில் உள்ள 

ADSESEGH 2 Onw&scir (exnonential terms), 12- ல....என்ற 
போது... பூச்சியத்தை நோக்குகின்றன .. என்று . காட்டவும்: 

அடுக்குக்குறி உறுப்புக்களை நீக்கிவிடலாம். என்ற தீர்மானத்துடன், 
அமண்பாட்டின் தீர்வைக் காண்கவும்,
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இந்தத் தீர்மானதுடன். கொடுத்துள்ள 8, ற, 2 மதிப்பு 

களுக்குத் தகுந்தபடி, ண் மிகப் பெரிய மதிப்பு VLC =x = என்ற 

போது ஏற்படுமென்று காட்டவும். 
. (B. BE. 12, மதுரைப் பலகிலக்கரகம்டு 

6. ம, 8.0 மூன்று உறுப்புக்களுமுள்ள ஒரு மின் சுற்றில் 
மின்னழுத்தம் Esinet பொருத்தப்படுகிறது, மின்னோட்டம் 
-க்குப் பொருத்தமான சமன்பாடு யாது ? அலைவுகளை த் தடுக்கக் 
கூடிய அளவுக்குள்ள மின் தடை &-ன் மதிப்பு யாது ? 

ஈடன் இந்த மதிப்புக்கு $- yp (sin or — ore ) 
என்று நிரூபிக்கவும், 

io % இரண்டு மாறிலிகளும் க்ப்ம 4], தூப a என்று 

நிபந்னைகளுச்குட்பட்டு இருக்கின்றன. மேலும் 7௬0 எண்று. 

போது மின்னூட்டம், மின்னோட்டம் இரண்டும் பூச்சியமன க் 

கொள்ளவும். ] 

- 7. ம, 0 இரு உறுப்புக்களுமூள்ள ஒரு மின் சுற்றில் 8, 008 ம 

பிச்வடத்ககள் பொருத்தப்படுகிறது. மின்னூட்டம் 0-வுக்குப் 
8” Q ; 

பொருத்தமான சமன்பாடு. - ட ன்        அ ல Eo ள் தை ஸு 
ர் CL ட் i, : sTooi 

நிறுவுக ம லடட். என்றும் 2௮௫ என்றபோது 2 = Uo» 
V¥ CL 

“மின்னோட்டம் ம. என்றால், கால அளவு /-ல் இஃ Qo 

cos @1 + —2- sia we -b ல °. 00 ஐ என்று நிறுவுக. 

869. 240m sallow utarge (Bending of 0௦௨08) 2 

ஒரு நீளமான உத்திரம். நேர் பாரத்தைத் தாங்கும்போதுட 

வளையக் கூடும். வந்த உருவில், கீழ்ப் பாதியிலுள்ள இழைகள் 

நீளவும் மேல் பாதீயில் உள்ள இழைகள் சுருங்கவும் கூடும், 

இவைகள் இரண்டும். சமிடையில் சில இழைகள் சுருக்கம், நீட்டம் 
இவை இரண்டுமில்லாமல் இருக்கும். இக்கு இழை: களிருக்குமிடத் 
துக்கு நடுநிலை rive (neutral suriacs) எண்டு பெயர். உத்திரத் 

தின் மேல் பாரம் வைக்கப்படிவதற்கத முன்பு, sen lay BT உள்ள 

இழைகள் ¢ 'உத்திரத்தின் மைய்ய அச்சு) இப்போது இந்த நலப்



அத... be ga அ பயன் முறை. வகைக்கெழுச். சமன்பாடுகள். 

பரப்பில் ஒரு வளைவு உருவத்தில் இருக்கின்றன. இதற்கு மீள். 
இயல்புடைய வளைவு (deflection curve, elastic curve) stench 
“பெயர், இந்த வளைவைக் கண்டுபிடிப்பதற்கு, ” வகைக்கெழுச் 
சமன்பாடுகள் பயன்.படுகின். றன . . 

  

  

  
  

  

படம் 8, 

மீள் இயல்புடைய வளைவை சீ என்ற இடத்திலும் ந நிலைப் 
பரப்பை 44” என்ற கோட்டிவும் வெட்டும்படியான, உத்திரத்தின் 
ஒருகுறுக்குப் பகுதியை (07095 800101) எடுத்துக் கொள் வோம். 
இந்தப் பகுதியின் ஏதாவது ஒரு பக்கத்தில் உத்திரத்தின் மேல் 
இயங்கும் எல்லா விசைகளின் , 

4A" ஐப் பொருத்து, வளைவு திருப்புத்திறண் (0 வயத moment) 
Mf என்றால், 

_ EF _, ‘ டார் ந்த் ஷு “ஐ. என்பது பெர்ணெனலி . ஆய்லர் சூத்திரம், 

(Bernowli-~ Euler formula) 

இங்கு 2-4 உத்திரத்தின். மீட்டுக் சூணகம் modulus of 
elasticity of the beam). 

| i= AA’ ஐப் பொருத்து, குறுக்குப் பகுதியின் தலைத் 

-இருப்புத்கிறுன் (00ம் 07 inertia) | 

K= ws Quctysmw வளைவின் சி டூர0ஃல் வளையாரம் 
(xadius of curvature) |
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வகை நுண் கணிதத்திலிருந்து, 

tC) | என் பது சூத்திரம். ' 

ன் (GR) 

ற உத்திரத்தின் வளைவு மிகச்சிறியதாக இருந்தால், மீள் எ இப்வ்புடைன 

வளைவின் அகில் சிறியதே. 

3 

அறிபோது, மேற்கண்ட சூத்திரத்தில் a2 உடன் ஒப்பிடும் 

போது, டன் மிகச் சிறியதாகும்,. ஆகவே அதை நிக்கி 

விடலாம். 

_ i te ae 

( ax* ) 

பெர்னெளலி - ஆய்லர் சூத்திரத்தில், | ன் மேற்கண்ட 

மதிப்பைப் பயல் படுத் தினால், 

  

M = கர a ன் ச w (1) 

என்ற சூத்திரம் கிடை oo 

இந்த வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டிலிருந்து உத்திரத்தின் வை 

தலைக் காணலாம். இச் சூத்திரத்தில் உத்திரத்தின் ஒரு பகுதியி 
லுள்ள . எல்லா விசைகளின் திருப்பித் Bp» oils . (moments) 

@pHaiusd mGsyas (algebraic sum) M swore இருக்கும். 

ஆகவே, ரீ ஐ 2-ல் ஒரு சார்பாகக் கண்டுபிடித்து. சமன்பாடு 

(1)-ன் தீர்வு காண வேண்டும். 

ரீ ஐக் கண்டுபிடிப்பதற்கு, உத்திரத்தின் ஒரு குறுக்குப் 
பகுதியில் இயங்கும் விசைகளின் திருப்பத் திறன்களின் குறிகளை 

சரியாக நிர்ணயம் செய்யவேண்டும். எல்லா கணக்குகளிலும் 

3-அச் ௬ கீழ்த் திசையில் எடுத்துக்கொள்வோம். கீழ்த் திசையை 

நோக்கி இயங்கும் விசைகள் -*- திருப்புத் திறன்களும் மேல் 

திசையை நோக்கி இயங்கும் விசைகள் - ஜிருப்புத் திறன்களும் 

கொடுக்கும்.
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§ 70. எல்லை நியதிகள் ( Eseneeny” Conditions; ¢ 

சில வகைகள் : 

உத்திரங்களின் வளைதல் சம்பந்தப்பட்ட கணக்குகளில் இரு 
முனைகளும் சில் நிபந்தனைக்குட்பட்டிருக்கலாம் 2 

  

படம் 9. 

4 என்ற முனை, தடையின்றி தாங்க நிற்கலாம் (simply 
supported or freely supported). 

அப்போது இந்த முனையில் வளைவு கிடையாது. 

. yO : 

மேலும் இந்த முனையில் வளைஷ திருப்புத் திறனும் கிடையாது. 

மீற j 
ஜல். ம் 

(11) 

  

படம் 170, 

ஒரு முனை சுவற்றில் பிணையப்பட்டிருக்கலாம்.. அல்லது Dan. 

ii 5 HEH Gur GSSUUL y GS Bor ged (fixed horzentally). 

அப்போது இந்த முனையில் வளைவு கிடையாது. 

gfe ps0. | 

“மேலும் இந்த: முனையில் உத்திரம் கிடைமட்டததிலரு ரப்பதால், 

சரிவு 0. ் 
ஸ் 

ந வத் == 0 
dx
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எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு hg 

1 நீனமுளன்ள ஒரு உத்திரம் அதன் முளைகளில் தடையின்றி. 

தாங்கி தீற்கின்றது. 3 அதன் எடை அடர்த்தி (weight per unit 
length). ஒரு முனையிலிருந்து 2 தூராத்தில் ஏற்படும், வளைவு ஆ 
என்றால், 

என்ற சமன்பாடு கிடைக்கிறது. உத்திரத்துன் மையத்தில் வனை வ, 

ட. தீழ]/* 

~ 884 EI 

என்று நிரூபிக்கவும். (1. 8, 71, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

மீள் . இயல்புடைய வளைவின் சமன்பாடு இங்குக் . கொடுக்கம் 
பட்டிருந்தாலும், நாம் அதை முதலில் நிறுவுவோம். 

  

  

சி dv hve 
2 “2 

O J ட 
A “x 

(x,y) 

P 

Wt 

Nl வ் y 

ட் il. 

படத்தில் காட்டியபடி;௦%, 07” அச்சுகளை.எடூத்துக் கொள்வோம். 
மீள் இயல்புடைய வளைவில் 27 (0,)) ஏதேனுமொரு புள்ளி. 

. உத்தீரத்தின் மொத்த எலட - //,/ ஆகவே, ஓவ்வொரு முலை 

— lw 
wanis Gined apaaih = "a 

i... F.— 17



q 

£58 . பயன்றறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் | 

02 என்ற பகுதியில் இயங்கும் விசைகள் £ 

௫. n iw . £0 2 த 

(i) O~dt என்ற மேல் அமுக்கம். 

11) 9-ன் எடை ௨௨. Qe OP- மையத்தில் நேர்க் கீழ்த் 
திணையில் இ தயங்குகிறது. 

A*y El gM 
- திஐப் பொறுத்து 9-ல் இயங்கும் விசை 

களின் திருப்புத் திறன்களின் குறியியல். 
கூடுதல். 

x iw 
= We" ge 

w ச 
=e OF ee Ix} ௬௧௪ oo (1) 

நல்லை நியதிகள் : 

1௫) x= 0 என்றபோது yp = 0 

Gi) x = ler pGurg y = 0 

உத்திரத்தில் aphor at gooulss OC தாங்கி நிற்கின்றன. 

C)gx Sane Ted, 

(2 ப dee HA ல (8) 
pow) ௩ 3 2 

(2) 29 தொகையிட்டால், 

wf x* i” | | Bly= (45 ட =) + AX EB om (8) 

எல்லை நிபந்தனை (பூ. ஐ 5-ல் பிரதியிட்டால், 

பட 09-தீ 

.நஇபந்தனை (11, ஐ (8)-ல் பிரதியிட்டால், 

ட ம... /* i* 
‘4p = ol ye ee ௪) “ Al 

_ wit — wit wit* 
A= "te ~ Ba > Ba
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_ we 
~ இஃ 

(3 )-8G bm) 

wf x ix? \ . wi*x - 
Ely =-3 (fe _ | a ட, டு 

‘ l : : 
் உத்திரத்தின் மையத்தில் ஐ ௭ “து எனும்போது, 

(4)-விருந்து, | 

ர (பப்பி wit 
= 2 ( 192 4g) * 48 

_ wit wit Bit 
584 " 86 ~ 884 

Swit ப 
*“ இதற்] 

எடுத்துக்காட்டு ன 8 

நீளம் /-ம் எடையமர்த்து மும் உள்ள ஒரு வளைக் சட்டத்கின் 

் (காய்) நிலையான முனையை ஆூயாசுக் கொண்டு வளைதலைக் 

கொடுக்கும் சமன்பாடு, 

ரீ d*y Ww 4 4 e 

El > = 3 (/ 200” என்பதாகசூம், 
dx 

் 
௬ * wi* é ன் ன் 

அதனுடைய மிகப் பெரிய வளைதல் SET எண்று நிரூபிக்கவும். 
Ne 

௦ 
ட 

A 

  

“iy ் 

டர (4-3) 

படம் 12. 

  
மீள் இயல்புடைய வளைவில் 27 (2, 1) ஏதேனுமொரு புள்ளி.



£60 ட பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள், 

PA என்ற பகுதியின் எடை ம (/--203. 

இந்த விசை, அதன் நடுப்புள்ளி.ஜ-ன் வழியாக நேர் கீழ்த் 
திசையில் இயங்குகிறது. 

திக்கு வலப்பக்கத்தில் திருப்புத் திறன்களை எடுத்தால், 
a*y Ys MO 

fl 3 
= Peon Gura@ ga. PA-& இயங்கும் விசைகளின், 

_திருப்புத் கர்ணனின் சூறியியல் கூடுதல் 

= yw (2. GS zy 

at até — ச ope eee ete ae) யூ x) | 

எல்லை நியதிகள் : 

(௧-0 என்றபோது: ௯.0. 
d 

(1) 2-0 என்றபோது a ஸல 

Ci) ஐத் தொகையிட்டால், 

் dye Ww (I—x)* EI. oe ரத ட் ob = 

அத்தம். (ii) 99 (2)- பிரதீயிட்டால், 

ogy Ome aw wh 
+ Aa = ரா கார் த 

  

(3) ஐத் தொகையிட்டால், ட | 

w(l—x)* wi? x 
ன Bye பதப் றிட உரச see ன். 

ட ௮4 

(1) 

(2) 

(3) 

“(4



௫
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நிபந்தனை ஐ (4-ல் பிரதியிட்டால்; 

fe 

wit 

Bog 

(4)-லிருந்து, 

தூர ப ப அ அட்ட. 

அர கார உக 
உ உ ௫ 

மிகப்பெரிய வளை தல் .4-ல் ஏற்படும். 

3 7 என்று (5)-ல் பிரதியிட்டால், 

Ely = wit wit இய* ரர 
y= 6 24 4. ~ 

wit 
net பெரியது SET - 

பயிற்சிகள் 40 

1. நீளம் 2ஈ, எடையடரீத்தி ம-ம் உள்ள ஒரு உத்திரத்தின் 
முனைகள் கிடைமட்டத்திற்குப் பொருத்தப்பட்டிருக்கின் றன. ஒரு 

முனையிலிருந்து x தூரத்தில் ஏற்படும் வளைவு ந என்றால், 

d*y 
“dx® 

என்ற சமன்பாடு கிடைக்கிறது. 

= gy (2a — Bax + 8x") - 

மிகப்பெரிய வளை தலைக் கண்டுபிடிக்கவும். 
(1. . °62, செவ்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

2, நீளம் 7, எடைடயர்த்தி ஏம் உள்ள ஒரு வளை சட்டம். 

அதனுடைய தொங்கும் பூனையில் பாரம் Woes தாங்குகிறது 
நிலையான மூனையை ஆதியாக எடுத்துக்கொண்டு, வளைதலைக் 

கொடுக்கும் சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடிக்கவும். மிடப்பெரிப வளை 

தலையும், நிலையான முனைபில் ஏற்படும் சுழலினைத் திருப்புத் 

Pp%rupd (moment 64 (௦ 0௦யற16) கண்டுபிடிக்கவும். 

(3. 8. 765, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்?
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8, நீளம் /, எடையடர்த்தி 1-ம் உள்ள ஒரு உத்திரம் அதன் 
முனைகளில் தடையின்றி தாங்கி நிற்கின்றது. மேலும் அதன் 

"மையத்தில் W நிறையுள்ள ஒரு பாரம் இருக்கிறது. மிகப் பெரிய. 

வளைதலைக் கண்டுபிடிக்கவும், 

4. நீளம் / உள்ள ஒரு இலேசான உத்திரம், அதன் தொங்கு. 
முனையில் 77' நிறையுள்ள ஒரு பாரத்தைத் தாங்குகிறது. fat 
பெரிய வளைதலை கண்டூபிடிக்கவும். ன க ப 

(B. 8. 764, அண்ணாமலைப் பல்கலைக்கழகம்): 

2. . நீளம் 2/ உள்ள உத்திரம் அதன் முனைகளில் தடையின்.றி: 

தாங்கி நிற்கின்றது. அதன் மையத்தில் 177எடையுள்ள பாரம் 

இருக்கிறது. உத்திரத்தின் எடை யுடன் ஒப்பிடும்போது. 14” மிகப். 
பெரியது. 

மிகப் பெரிய sider gob = - 44 என்று காட்டவும். 
் 671 

86. நீளம் /, எடையடர்த்திய:ர் உள்ள ஒரு உத்திரம் x = 0: 

என்ற முனையில் பொருத்தப்பட்டிருக்கிறது. மற்ற முனையில். ச 

அதேமட்டத்தில் தடையின்றி தாங்கி நிற்கிறது. வளளைவுச் * 
d*y “Wil? த wx? ட ட்ட 
he தராது 9920 4. - - என்றால், 

aye 

சமண்பாடு 27   

நு ஐ x சார்பில் கண்டுபிடிக்கவும். 

க ர ள் 
= je Ue — 88) 

என்ற : இடத்தில் மிகப்பெரிய ' வளைவு ஏற்படுகிறதென்றும்: 
காட்டவும், 

7. ஒரு குறிப்பிட்ட முறையில் பொருத்தப்பட்டுள்ள உத்தி: 

ரத்தின் உளைவுச் சமன்பாடு 

| d*y w f i? ர ரு ் 
EI ee = 4.7 +) -- கீ என்பதாகும், 

&£ ஒரு மாறிலி. = 9, = என்றபோது, ன் டு 

3௭ -த ST றபோது, நு அட்டு என்ரால் y ஐ சார்பில் கண்டுபிடிக். 

சவம், கன் மதீட்புயாது.? (8. £. '72, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்),
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871. குறுக்குத் தாங்ககளும் (struts), காண்களும் (00]01075) ஈ. 

ஒரு எந்திரவியல் அமைப்பில் குறுக்குத் தாங்கிகளும் தூண்களும்: 

பாகங்களாக இருக்கின்றன. இவைகளின் முனைகளில் அமுக்கம்: 

(மரல்) அல்லது இறுக்கம் (001001889101) ஏற்படும். இவைகளின் 
வளைவைப் பற்றி, பின் வரும் எடுத்துக்காட்டுகள் நன்கு விளக்கும். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு * : 

நீளம் / உன்ன கிடைமட்ட குறுக்குத் தாங்க, ஒரு முனையில்: 
இடைமட்டத்துக்கும்.. பொருத்தப்பட்டு மற்றோரு முனையில் 

7* எடையுள்ள பாரத்தைக் தாங்குகிறது. இடைமட்ட அமுக்கம் 

ஐ என்றால். தோங்கும் முனையில் வணைவு - ப (tan nl — nl) 
3 ட்டச் ் 

    

  

. P 
என்று காட்டவும். (ச் =n asi வைத்துக் கொள்ளவும். 

(8. %, “72, சென்னைப் பல்கலைக்கழகம்) 

i 

i ott 

PL 4 ஆட 70 

டப் எவவ re t i 
1 ல்க ப a 

| வ்” (த் 
i . ் ட 1, 

qtr 1 பரப 1 8 

4 ர oe ws \ 

“வ | ( 
wt 
“SR ‘he 

4 3 nae 
| P 

Ww 

wl 

படம் 28. 

A முனையின் மேல் அமுக்கம், கீழ்த் திகையில் செங்குத்தா 

குறுக்குத் தாங்கியை 4-ல் பொருத்துவதற்கு £ என்ற சுழுலிணை 

தேவை. ட் 

தொங்கும் முனையில் வளவ ச என் நிருஃகட்டும்.
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“வளைவில் 02, 3) ஏதேனுமொரு புள்ளி. 

2] 

தர a = Mu 
dx? 

- ஜேேப் பொருத்து. CB- இயங்கும் விசைகளின் 
திருப்புத் திறன்களின் குறியியல் கூடுதல், 

- (2-2 - 2 (ஏற) 

d*y 

  

W P 
coe. dx® = ௮ Ey 20) 

n? 

We ட ட gt (a—y) 
1 ன் 

ன க ws P 3 டட P [ « er” . ஆகவே ET = | 

கர eo Wn] த் Wn?x 
இத எண்று க கழல அ இதி வ வாலிய os நீர] 

    

துணைத்தீர்வு 7” ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

உட) 0 ( இங்கு D = =) 

துணைச் சமன்பாடு “டூ = 0 

DD? = — n? 

றி து பூவ + in 

“ Y= Acos ax + B sin nx 

சிறப்புத்தீர்வு / ஐக் கண்டுபிடிக்க, 

ப் 2 
(D* + n*) u ட + y2 Wn?x 

  

  

P P 

. 1 Heat Wn?x 
4௩ “uo D* +n? ————— + ர் Pp ல் 

1 2 Wr? = ry சட்ட சர 
n® (1 + as)



இநரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளின். பயன் முறைகள் 

     
  

  

na — 
ட. (1 atl 

ட a _ Wr?! “$0 +) Choe 
i Wn? i Wn? x 

wi Wx | 
nen a oh GE me விட்ட 

பொதுத்தீரீவு $-௯ Yu 

«= A cos nx -+ Bsin nx 

Wx 

ல்லை நியதிகள் 8 

10) ஐ௬0 என்றபோது y 

Gi} x= 0 என்றபோது = 

P 

௯ 0 

நிபந்தனை (1) ஐ (8)-ல் பிரதியிட்டால், ' 

(89-ன் வகைக்கெழுக் காணின், 

dy ea a = = — AN sin nx -+ Bncos nx — 

வ 

WI sa (M ie) 1 

"நிபந்தனை Git 99 | 4)ஃல் பிரதியிட்டால்... 

O = Ba — fy 
a 

ப W ப 
B wanes “Pn wae owe 

Wa" =): 

Wn? x 

265° 

செக ee eet 

(2) 

(3) 

(4)
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4. சீ இவற்றின் மேற்கண்ட மதிப்புகளை (2)-ல் பிரதியிட்டால், 

Wi - ந். ரர. 
எ (5 + a) cos nx + Pa a BE 4 அத 

Wx 
+a நு... (8) 

x= / என்றபோது P= a 

Wi a WI ம க இன டட. ய கணமாக உர் a) cos nl 4 Pr sin nl த 

ன 
ன a— aad 

Wh Neos nia smal 
( த 7 ௨) 5 $ = oe Sin 7 

Wi Ww 
ற +a=- Pa tan af 

a = WwW fan nl னை, WE 

~ Pr P 

W ee {tan nl — nl) 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

_ நீளம் /, எடையடர்த்தி ம-ம் உள்ள ஒரு குறுக்குத் தாங்கி இரு 
முனைகளிலும் தடையின்றி தாங்கி நிற்கின்றது. ஒவ்வொரு முனை 
யிலும் இடைமட்ட. அமுக்கம் 2 என்ருல், மிகப்பெரிய வளைவு 

ர 26) WP 
Pa? 2 87 

என்று காட்டவும். 

( இங்கு அ = 2 என்று எடுத்துக் செகள்ளவும். 

மேலும் மிகப்பெரிய வளைவு திருப்புத்திறன், எண்ணனவில் 

wf ன் a 1) 
ரூ ( a 

மதிப்புடையதென் று காட்டவும். 

“A
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படத்தில் காட்டியபடி, OX, OY gest எழத் துக்கொள் 

வோம். 

  

  

ல். ் அ 
2 a, 2. 

P.O 
. 

ந ன ae 
4 aie po 

“BP x 
(2-4) ட ஹர 

ச் 
ieee 

y Vou 

Y 

படம் 14, 

குறுக்குத் தா ங்கியின் மொத்த எடை = wi. 

ஓவ்வொரு முனையிலும் மேல் அமுக்கம் = sad 
. ஐ 

வளைவில் 0 (5.3) என்ற புள்ளியை எழு த்துக்கொள்வோம். 

2 7 

EI ae =M 

2 0 ஐப் பொருத்து OO பகுதியில் இயங்கும் விசை 

களின் திருப்புத்திறன்களின் குறியியல் 

கூடுதல். 

x wi * 
= wx ௫ “oO” = Py T= “ஓ ax 

wx? ss wie ட 

— oo Py ன ஓ. கண்ல ல் ஓ ~ ‘eee | Bet 4 1} 

. d*y ட P ட பட We ட] 

ட தன். நூ. இர் ne 

ரர wat 2 , 

ae ம் நக ரா சத் ஃ anh 
08 gag 2) 

ie +. V = pp 6-10 .4 
f. Bo 
(2 த 

a nA weet j BP அக்க ஸ் 

==: மழ இ + ob Si Gs 
(2)-ன் துணைத்தீர்வு he
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சிறப்புத்தீர்வு 
_ 1 மச | d 

“= Dre தத (ழ் 

= | ன் (ற்று 0-2) 
= pp > (2 + — ey (x? — Ix) 

w ற் 
= ap (2 — =z) (x* — Ix) 

ட்ட 3 
2 (2 i Ot 

(2)-ன் பொதுத்தீர்வு 
y= VYt+u 

| 

. w 2 = A cos ax + Bsin ay + 55 G Ix — 7a oo. (8) 

ல்லை நியதிகள் : 

(i) x =0 என்றபோது y = O 

di) x= 1 என்றபோது vy =O 

‘Ci)-Q (8)- ) Fy Sud i, 

Ww 

O = 4 ~ “pas 

A= pat ~ ஸ் வட்ட (A) 

(11) ஐ (8)-ல் பிரதியிட்டால், 
. ச் 

O = Acosal + Bsin al — Pat 

: 19 w 
B sin al = Pa® ~ Pa® °° al 

w 
ee (1 — cos al)
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மிர் sin al 

in? 2L 
ow FE 2. 
தி. 2 sin ௨2! 

sin > CGS “ஐ 

w al ' ட ் 
= “Pa? tan ஓ. oo owe ex awe (5) 

4, 8 இவற்றின் மதிப்புகளை (8-ல் பிரதியிட்டால், _ 

  | w ன் 19 al 
y= “றர Cos ax + “Pa? tan ல sin ax 

fy 7 2 ae + (2-௦ சு 7 6 
மிகப்பெரிய வளைவு, 08-ன் மையத்தில் ஏற்படும். 

ஐ ௮-2 என்று (6)-ல் பிரதியிட்டல், 

ரி ம்ப? பூ. பம் 
) வ.வளைவு சீல 2 Pa? உ 2 

w y2 qa ஐ 

* (2-௮) 

  

  

a sin’ அ w /? 2 Ww serene டல ௮ 

“(082 al) + Be ( 4 4) 
08-_- 

w 1 wl® w 

~~ Pa® al 82 Pa® 
0605-2 

w al 1\ — yw]? 

~ Fa (se 5 ~ ) SP 

= Yo என்போம். ewe wae wn ட்ட 

வளைவு திருப்புத் திறன் 

_ பூம? 
dx*



he
 

ஷி
 

ல்
 

ee pe wx? wily 

ET 2° ஐ 

இந்தத் திருப்புத்திறனின் மிகப்பெரிய 

போது ஏற்படும். 

மிகப்பெரிய திருப்புத்திறன் 

_ 22% 
(Ha). 

° வ “3 

ழூ ia 
an a= Pyy + தடட 

் 9] 

I 

பவி முல வகைகிகெழுச் சமன்பாடுகள் 

ose ies (8) 

( (1)-லிருந்து ] 

த அ [ (8)-லிருந்து ] 

ர ன் 2° 

of i (@t-1)-3 ¥ - ஆ 

தை Voi மதிப்பைப் ப அ தகட்டு] 

i 

at we al 
= ர் a (* es - ட) 

(கழ ய 1) ஆ 

ச.ச 

wit = wl? =     

1 al த் ட்ட (555 he 1) எண்ணளவில். 

பயிற்சிகள் 41 

i. goru. /, sutnoy alempeny (flexural rigidity) 87-ம் உள்ள 
ஓர் இலேசான இணை உத்திரத்தின் ( (112108) முனைகளில் இழுவிசை 
(tension) P-b மையத்தில் W நிறையுள்ள பாரமும் உள்ளன. 
கீழ்க்கண்டவைகளை நிரூபிக்கவும் ₹ 

(1) ஒரு முனையிலிருந்து 2 : தூரத்தில் ஏற்படும் வளைவு ற ஐக் 
கொடுக்கும் சமன் பாடு 

ற ஆப பபா 
dx? ட 

         

(ate Zp =a" )
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Gi) ara y= —— வையம் { nx cosk ௮ — sin h nx 
2n P cosh Se ee . 

  

- : _ °F [ al ர் (111) மையத்தில் வளைவு - =P ( tan 5 3) 

(4) மிகப்பெரிய வளைவு திருப்புத்திறன் எண்ணளவில் - 
W 1 ல த tan “2 மதிப்புடையது . 

2. தீளம் /, வளைவு விறைப்பு 8/, எடையடர்த்தி ட உள்ள 
ஒரு இணை உத்திரத்தின் முனைகளில் இழுவிசை 2 உள்ளது. 
அதன் வளைவைக் கொடுக்கும் சமன்பாடு, 

Zs, 742 

a — Py ss Sp கூ — Ix) ( இங்கு பசி =n) 

அன்றும், மிகப்பெரிய வளைவு திருப்புத்திறன் 

nl 
wl I ~~ sech =) 

eee, அஜ URESRIRI IS ato isontnecnensesi ee EES என்றும் காட்டவும். 
ச 

9. நீளம் 1, எடையடர்த்தி உ உள்ள ஒரு இலேசான 
உத் திரத்தின் இருமுனைகளும் கிடைமட்டத்திற்குப் பொருத்தப் 
பட்டிருக்கின்றன. முனைகளில் உட்பக்கமாக 2” என்ற சமமான . 
விசைகள் கிடைமட்டத்தில் இயங்குகின்றன. ஒரு முனையிலிருந்து 
அ தூரத்தில் ஏற்படும் வளைவு 1 என்றால், ர 

ty . a. , wx? why a” os ere + Pps G+ ee என்று காட்டவும். 
x ் & ! 

இங்கு &.. / வழக்கமான குறீயீட்டுப்படி மாறிலிகள். 

2 என்பது பொருத்துவதற்குத் தேவையுள்ள சுழலிணைத் 

ிருப்புத்திறன் . 
W . ne ப nl ன் ணை | mints Cia ல — 24 7-2 1 என்று காட்டவும். மேலும் 4 5 (1 த 60 >) a 3 

Ein® மி என்று கொள்ளவும்.
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4. நீளம் 7, எளடயடர்த்தி ஈும் உள்ளா ஒரு ஞுறுக்குதாங்கி 

யின் முனைகளில் சமமானதும் எதிராவவுழுலள என்ற விசைகள் 

இயங்குக்ன்நன. வளைவைக் கொடுக்கும் சமன்பாடு 

ஐ 

் ன் pon ‘y= sa  .. 20) என்றும் 

30, 2 7 என்றபோது ந-0 என்றும் எடுத்துக்கொண்டு. 

a 

Ge 2), ட்டு 
ye ul ap (**- ~ ) 

Pn? cos — 
2 

என்று காட்டவும். 21” - 2 என்று கொள்ளவும். 

6. = குறுக்கு தாங்கியின் வளைவைக் கொழுக்கும் சமன் 

யாடு கம் ன் 4 49 - மஎன்பதாகும். 

“y = 0 sar pGurg y = 0, x / என்றபோது ம 0 

= a r நிவ 605 8 (2-2) ர் என் காட் ய 

y=? | cos ni பழக சக்ர பகற் 

_ தாட்2 என்று பைத்துக் கொள்ளவும். 

6. நீளம் / உள்ள ஒரு குறுக்கு தாங்கியின் ட. 0 என்ற 
மூனை கிடைமட்டத்தீற்குப் பொ ருத்தடபட் டிருக்கிறது. மற்று முனை 
P அமுக்கம் உஎஉளதாயும்தடையிவ றி தாங்கி திற்கிறது. வளைவைக் 
கொடுக்கும் சமன் படு, 

  

_ R sin ax 
y= -p = Leos ax +1 — x} என்று காட்டவும். 

மேலும் 12087 ரர என்று நீரூபிக்கவூம். 
(2 ௨. 14, மதுரைப் பல்சசலைக்கழகம்)



நேரிய வகைக்கெழுச் சமன் பாடுகளின் பயன் முறைகள் 278 

7. நீளம் / உள்ள ஒரு ஆத்திரம் :இருமுனைகளிலும்” துடை 
யி ன்றி தாங்கி நிற்கிறது. அதில் ௮ச்௬ அமுக்கம் (85ம6]1 thrust) 
॥உஉள்ளது. வளைவைத்தரும் சமன்பாடு 

8” 2. wi? ப் 

கழ் ரச்சு த ட் என்பதாகும். 

உத்திரத்தின் மையத்தில் வளை பன ் 
1 5100-ஐ என்று 

காட்டவும். 

(OP? = 2/௩” என்று எழ்த்தக்ளளள்னஹ், 

(5. 8. 779, மதுரைப் பல்கலைக்கழகம்) 

ல . . அ இஃ 
மையத்தில் வளைவு திருப்புத்திறன் - - “2 57 “என்றும் 

காட்டவும். 
| 

8. ஒரு முனை கிடைமட்டத்திற்குப் பொருத்தப்பட்டதாயும் 

மற்ற முனையில் 2 இழுவிசையுள்ள ஒரு உத்திரத்தின் (நிறை 
அடர்த்தி ॥ உள்ளது) வளைவு சமன்பாடு 

d*y wx” 
= Py — எது என்பதாகும். EI 

dy - 
எ 0 என்றபோது ந-0 = என்றால் 

w wx* 
Y= pps (i—cosk nx) + ap 

  

என்று காட்டவும். " 

(ப ஆ mn? என்று எடுத்துக்கொள்ளவும். 
) 

9. ஒரு முனை கிடைமட்டத்திற்குப் Sis dscuatiierapt 

மற்ற முனையில் இறுகும் விசை (compressive force) al 

ஓர் உத்திரத்தின் வளைவுச் சமன் பாடு 

d*y wx? 
, a 

7 22 ப ஆட 
al dx* ச் 2 

நட 

- என்பதாகும். ஐ-0 என்றபோது ந--0--72 என்ற நிபத் 

தனைக்குட்பட்டு, மேற்கண்ட சமன்பாட்டின் தீர்வைக்- காண்க. 

ப.வ.ச.௮18



274, Seca RUSE D வகைக்கெழுசி சமன்.பாடுகள்: 

4 78... எந்திரத் தண்டின் ௬ற்றுகிற வேகம். (Whirling Speed of 
sy Shaft) © . ப 

ஒரு எந்திரத் தண்டு 'சுழலும்போது, குறைந்த வேகங்களில், 
விறைப்பாகவே இருக்கின். றது, ஒரு குறிப்பிட்ட வேகத்தை 
அடையும்போது, சுற்றுவதால் ஏற்படும் மைய விலக்கு விசை 
{centrifugal force) ub gs avbrin.ctt விறைப்பினால் ஏற்படும் மீட்டு 
விசையும் (76610710த 10706) ஒன்றுக்கொன்று .சமமாகவிருக்கும். 
.இந்ீத வேகத்திற்கு. கற்றுகற வேகம் (whirling speed) அல்லது 
மாறுறலை வேகம் (07111021 ஐய) எனப் பெயர். இந்த வேகத் 
திற்கு மேற்பட்டோ , அல்லது.. இதே வேகத்தில்: அதிக காலத் 
.திற்கோ, எந்திரத் துண்டை சுற்ற விட்டால், அது முறியக்கூடும். 
இந்த குறிப்பிட்ட சுற்றுகிற வேகத்தை, வகைக்கெழுச் சமன்பாடு 
கள் மூலம் அறியலாம். ல்ல 

  

படம் 15. 

தண்டின் கோணத் திசைவேகம் ௨ என்கும்போது, நடுநிலை 
அச்சில், ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளியிலிருந்து. % தூரத்தில் ஏற்படும் 

வளைவு ந என்போம். ப - ப 

"தண்டின் எடை அடர்த்தி 2 என் றிருக்கட்டும். 

க நீளத்திற்கு, மையவிலக்கு விசை -- 0-2 = wy se (1) 

“இந்த் ‘allen ௪; தண்டின். மீட்புவிசையால் சரிக்கட்டப்படுகிறது. 
|திரங்களைப்பற்றிய கொள்கையிலிருந்து, 

மீட்பு: விசையின். அளவு விகிதம் = EIS. 

“உ நீளத்திற்கு மீட்பு விசை - 27 A 4- Ax wm (2)
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, வி
 

ர 

(1), (8) இவற்றை சமப்படுத்தினால்; - 

| தர. இய? 
xe OX =P es oak 

d*y Po? 

dx* ~ g El சி 

2 Pav _ 4 
gE = ப என்று பிரதியிட்டால்,' 

d*y ச் 

de OF 

. dty க் ர. 

அல்லது 7 - aty= OQ : 2 oon wwe one, (8) 
எட்டடி. அட geet Ss 

தண்டின் சுற்றுகிற வேகத்திற்குரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடு 

(8) ஆகும். | 

{3)-o தீர்வைக்காண, 

துணைச் சமன்பாடு Dt — a* = 0 (0 Si x) த 
த க் x 

(D? + a*)(D* — a*).= 0 

D? = —a*, றர” 

D=+ia, +a 

(5)-ன் பொதுத் தீர்வு 

y = Acos ax + Bsinax + C coshax + D sink AX we (4) 

(Aye actor Ay By CD stop wor GaBestan எல்லை. நியதிகளைக் 

கொண்டு தீர்மானிக்கலாம். எல்லை நியதிகள் கீழ்க்காணும் முக்கிய 

வகைகளைச் சேர்ந்தவை. தஆ கலக்க eage a பட்டர் oth Fie oH 

Ui) தண்டின். இரு முனைகளிலும். உராய் தலை பாகங்கள் 

(bearings) குட்டையாக. இருக்கலாம். இது உத்திரத்தில் இரு, 

முனைகளும் தடையின்றி தாங்கி நிற்கும் அமைப்பைப் போன்றது. 

ஆகவே இதற்கு எல்லை நிபந்தனைகள் “ந 0, 5 3 0. 

அதாவது முனைகளில் வளைவும், வளைவு திருப்புத்திறனும். கிடை 

யாது. ae



ஓத பயன்முறை வகைக்ககொழுச் சுமணன் பாடுகள் 

(1) . தண்டின் ஒரு முனையில் உராய் தலைபாகங்கள் நீளமாக, 
இருக்கலாம். இது உத்திரத்தின் முனே கிடைமட்டத்துக்கு, 

- பொருத்தப்பட்டது போலாகும். ஆகவே இதற்கு எல்லை நிபந், 

தனைகள் y= 0, 2 ௪ 0 என்பனவாம். 

(14) தண்டின் ஒருமுனை யாதொரு தடையின்றி இருந்தால், (0211760119 1106) அந்த முனையில் வளைவு திருப்புத்திறனும், வெட்டு சையும் (ஸ்ல்ண்த 2௯) கிடையாது, ஆகவே இதற்கு எல்லை 
டு பற. அணக வண்ட 

நிபந்தனைகள் Te = ௦, ae = OQ steiruistiourti. 

எடுத்துக்காட்டு 

நீளம் /.உள்ள ஒரு தண்டின் சுற்று வேகத்தைக் கொடுக்கற. 
| : . d*y 4 க < ag க் ம சமன்பாடு “ரச் 80௩.0 என்பதாம். இங்கு பரவ 

கண்டின் இரு முனைகளிலும் உராய்தளலையாகங்கள் நீண்ட வையாக 
"இருந்தால், தண்டு ௬ற்றும்போது 006 ஏர. பய] cd =: ol ar gyn 
நிரூபிக்கவும். 

hay 
St — a‘y கன ப , ae னன ane (1) 

(1)-ன் பொதுத் தீர்வு 

y = Acosax + Bsin‘ax + C cosh ax + D sinh ay vee (Bs 

. எல்லை நிபந்தனைகள் : 

5 x O-b p=O ஐ 

ட _ ட 
2-0 ae =? Ci) 
x= l-t yp =O (iii) 

(2)-sir வகைக்கெழு காணின், 
் ஜ் 

பண. இட 7 Aa sin ax + Ba cos axt+. Ca sink ux 

Davcosh ax wu (0
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1, (4) இவைகளை முறையே (8), (8) இவற்றில் பிரதியிட்டால், 

0 =A4 . = ன உக்க கட ௪௪௨ = (4) 

O = Ba + Da 

அதாவது Q=B+D se ae — (5) 

ட் = eee A, D = — B | ட 

(2)-லிருந்து, 

y = Acosax + Bsin ax — Acosh ௨-0 ஸ்ட் ட... (6) 

4(8)-லிருந்து, 

dy no Aa sin ax -+ Ba cos ax— Aa sinh ax — Ba cosh ax 

w (7) 

_ ம், (4) இவைகளை முறையே (8), (7) இவற்றில் பிரதியிட்டால், 

O = Acos al + Bsin al’ — A cosh al — B sinh al னு 

அதாவது A (cosal — cosh al) = B sinh al — sin al) wu. (8) 

O = — Aasin al + Bacos al — Aa sinh al: —~ Bacosh al 

அதாவது A(sin al + sinh al) = B(cos al ஆர் al) vs (9) 

(8) ஐ (9) ஆல் வகுத்தால், ote 
cos al — cosh ai __ sink al — sin-al 

sin a! + sink al cos al — cosh al 

(cos ai—cosh al)? = ( sink al + sin al) (sinh al — sin al) 

cos*al -- 2 cos al cosh al + cosh? al = sinh*al ௮ sin®al 

costal + sin®a/ + cosh*al — sinh? al = 2 cos al cosh al 

i+i= 2 cos al cosh al 

2 cosalcoshal = 1
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பயிற்டுகள் .42 

1- $ 7-ல்... எடுத்துக்காட்டில் தண்டின் இரு புறத்திலும்: 

உராய்தலைபாகங்கள் குட்டையாக இருந்தால், சுற்றுகிற வேகம் 
௮. ஐக் கண்டுபிடிக்கவும். 

2: த, .$ 7-ல் எடுத்துக்காட்டில் தண்டின் ஒரு புறத்து உராம். 
தலைபாகம் குட்டையாகவும் மறுபுறுத்து உராய்தலைபாகம் நெட்டை 

யாகவும் . இருந்தால், தண்டு சுற்றும்போது tant al = tan al 

என்று நிரூபிக்கவும். 
. உ, $ 7ல் எடுத்துக்காட்டில் தண்டின் ஒரு புறத்து உராய் 

தலைபாகம் நெட்டையாகவும் மறுபுறத்து உராய் தலைபாகம் முற்றிலும் 

யாதொரு தடையின்றி இருந்தால், தண்டு சுற்றுவதற்கு நிபத்தனை 
cosal.coshal= — 1 என்று நிரூபிக்கவும். 

4. தண்டின் சற்று வேகத்தைக் கொடுக்கும் சமன் பாடு 

ப ad லூ . . 
EI ௮ — W “அச = WV என்பதாகும். 

> Sie W, sory sot: o esr கோண த்திசை வேகம். 
(மேற்கண்ட சமன்பாட்டின் தீர்வு 

_ per 2, _ + A cos ax+B sin ax -+ C cosh ax +D sink ax 

a 

| என்று நிரூபிக்கவும். ae = a* sro gy எடுத்துக்கொள் எவும். ) 

்.... ஆதியை மையத்தில் எடுத்துக்கொண்டு, தண்டின் நீளம் 
க/ என்றும் இரு முனைகளில் உராவ்தலைபாகங்கள் குட்டையாக. 
இருப்பதாகவும் வைத்துக்கொண்டு, . 

g COS ax cosh ax ஆ , . . 

¥= Bet cosal t “coshal ~ * ) என்று காட்டவும், 

மேலும் தண்டின் மையத்தில் வளைவு திருப்புத்திறன் 

நர் = Wel (86000 ய/ -- 860 10) என்று நிரூபிக்கவும்.



1. 

dy 

ye np =O 

விடைகள் 

பயிற்கெள் 1. 

(a) வரிசை 2, படி 8 (b) ரணி 2, ae 

fc) வரிசை 8, படி 1 (0) வரிசை. 2. டயட் 

                    

(a) ர 3௨.44 ஐயம் 
dx” 

dy dy - ஸூ ge tag HO ட | 

மு . dy ட y= (0 (8) pgs — Tae FPO 
; d?y ab 

(e) (cos x + sin x) (ps — B.cosx Fe | + (cos x — aay on EY 
dy .. ae ~ 

cf) OF og ன் (sin * — cos x) y =a Or 

d?y dy, 2mPy tan? mx = 0 (ஐ “gee: t Bm tana ope ok On a 

yo px ate ர] Que p= 7 ் 

* dp + rp = Q 

= 3 
y et < 

d*u 
r? ன் +r அ நர 

re +.
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22 
8. ae + wx = 0 

a. Geet Bop St (htt) x = 0 

Ws d*y a, | 
in. as a*y =O 

1, அஆக்குடும்பத்தி ற்கு வளைவு (6ப741ம6) என்பதேயில்லை, 

ட நேர்கோட்டுக் குடும்பத்துக்கு வரையும் தொடுகோடு, 

கொடித்துள்ள நேர்க்கோடுதான். 

லு - 2 (3 :) — 2x} a + (y* — Oxy) =O 

. Bxy - a = O 

ட்ட ly 
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8. e293. +(4 ye) 

F, C1 + cos) dr = — rsin 89 

dr = 5. கல r 9. ட ட rian 2G = 0. 

பயிற்சிகள் 4. 

ப 1 நர ஊர 2, xy = ¢ 

B O59? + (yt BY =e 4 (yt8y?=c (x2) 

5 rasQ@=e 8. tany = c(1—e7)* 

y+ log ‘sin x+-cos x)=c 8. sin-*x + sin~* y =e 

9. w+ V¥ 14x) yt+VT+y = ¢ 

10. VigegvVity ac 

41. முழி முழு) ௦
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ட வீ , ¥ 
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பயிற்ககள் 4. 
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3 9 

சர்ச 
renin az Ax + € 7. க 0 அலவ 

ட ஜநா 
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20 ப 225. = ex? 
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பயிற்சிகள் 6. 
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ந ற 4-3 ர 

5. x* + Qx®y? — Qa*x® + Qa*y? + yt =o 

6. x* + 2x*y® — Qa*x? — p* — Qh? y® = ¢ 

7. ax* + bxy + gx + cy? 4+-ep=A 

8. 6x*y? — x* — 4p — ByP = ce 

9. நூ + x* — pSxy = c 
(B. E. °73, wgienre பல்கலைக்கழகம்) 
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13. உட மந ஆ 1 
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வைஸ் 

16. x+ ye? கம தி 
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ஊற 2 

xy* — By = ex 

log (x* + y7) + tan-* a =e 

log (x* + y7) + ay =e 

x®y — ax?y*® =e 

x? — xPy = cy 
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ரிலே ப சர்ட் ட்ட 

* 

n== 2, y* tanx—tany= 6 

a (y* — x = ¢ 
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ye ஊ 0-4 8 (sin x — 1) 
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ye படப். 
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(1—n) sin x 
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படவ. ச, 13



ead 

28. 

24, 

it. 

12. 

12. ரீ 

14. 

பயன் முறை வமைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

sin y? 

(24 1)” 
ஐ 1)௪- இற 2 

ப்ப 
லெ அட த்ய 

பயிற்சிகள் 12, 

  

xe 

=€-+ “ஜு + Xx 

Cy — 6x — ec) (vy — 88 —c) =O 

(xy — ce) (x*7y —c) = 0 

Cy? + 8x? — ce) (y — cx*®) = O 

(y — ex) (y? — x® —¢) = 0 

sin—* = log x = ¢ 

vt Vy றர — op te Vy? — xt — பரு =O 
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ட குழி 
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x? Ly? se ox 
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பயிற்சிகள் 15, 

பொதுத்தீர்வு ட... ஷ் 
x 

தனித்தீர்வு 1. 
4 ் ax?
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  log fp -x) = ட ye டன் 6 i og 7 த 68 கொடுத்துள்ள சமன்பாட் 

Xteo [கம ழக -- வரர கொடுத் 

துள்ள சமன்பாட்டோடு 
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4. பொதுத்தீர்வு நூ 06% 4 88- ac 

தனித்தீர்வு (x + a)’ = 4ay 

| | 1 
5. Qurg ds Si oy yr cx — 2 

தனித்தீர்வு 4y° = 27x" 

a லிய 
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2 

  

  

- ae 

he 2 pyh _. 
11. y* 02 tie 

12. preecx—e 
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பயிற்ககள் 19. 

2 n 

தட *. tanknt, x= = log coshnt இங்கு ச் த 

2 

81௪ ட்ப டவ 
ரா 27? > BY 

~— is + “pe அவப் += t. 

y= EOS (1 pone)



£94 பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

பயிற்சிகள் 20, 
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tan g-P* (A cos gx -+ B sim gx) + 

> e
e 

Bek 
5 

vis) 
2 

et +=7 + 

  

eas 

  
7) 
“at 

ட் 
a 

a® + 2pa+p* +9" 
. ம் 

நட சா (4 cos 2x + Bsin 2x) + ஐ 

3 2 1 8 தக வவட இடக் வில தர ம வட. தச் ர tats ஜ் 4 8 ஓ 

& 

y ss de® + Be®* + Cenm?® + ல் 

8x é 
y = e®* (A+ Bx) + Ce* + | 

  

பட்ட இ... 

பதா ந்த் 
pen 
 வெசவணானைளை ளா சந்வுள்ள் 
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ன் 1 உ 2 10. y= Ab e*(B+ Cx) t+ 2 சர்ம ர 

தடட 
இல 

டய 2 ae 
1i. yo Acos _ + Bsin® gt) 

af 
டத வ 18. x இ 

2 2 

+ ax? 

ள் ட்ட ட ப ox 

AB. y'e (ei + ceme + oe 

பயிற்சிகள் 80. 

சம. 

மறு Ae** + Be 8 + xe** 

2. y=e,+ex+72 

8. y= em (A + Be) + 2S உ 

உறுவ ரசா + cye7** ப றா, 

Bx 

y= e%(A + Bx) 32 
23₹ 

நு கீசா?* 1 இரக 3 இறா + ao 

ae (¢, + €gx) e&* + = + 2 ex + Ber 

1 
y= Ae-** + Bete = xe 

y= er(2— 8) + et



10. 

11. 

12, 

18. 

xe* ரி தணி 
y= ore + (€, + ¢cgx) e7* + அஜான் நல eo 

டப ஆ | பயக 3௪2 ன் x அச் 

x 

  y = Aexte 2 (Boos TS x + ¢ sin x) 
2 : 

ex 2 
மை விவ வட ட 

7 டக aa 

y= e?* (4 + Bx) + ce®* + Qxe®* + x7 +x+4 1 

பயிற்சி கள் al. 

நூ ௮ ௫ (42% va xe nines) 

bo
] +
 

  

“i (2 cos 2x + 8 sin 2x} 

yet (A + Bx) -- ~~ Sin x 

ப பல்வ சில்க் 
5 

ட x 
y = Ae®* + Be டு + க் 

a as (5 sin 5x — §9 cos 5x)- 

y = Ae-* 4+ Be~?* — ற் (8 cos x — sin x) 

| x 8x 7 

* தா த 
1 

  

sx ae ட்ப 
Pee. 8 (4௯37 x + BsinY 7 x) 

1 sin x + cos x” 
—~ e* Bit ti esi உ டர லாலா களாள எரி 

ர தர் த
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#2. 

128. 

ம, 

72. 

பயன்முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

௦ உடம் 1 p= Ae + Be ~ (=+ 9) 
(sin x — 8 cos x} 

+ 10 

டு _ sin &x 1f. 1 
y= Acos Bx + Bsin கலை. தம் + (= - -த 

yp = Aew* + Bew?X ட நார்ப் io (sin x — 8 cos x) 

y = e*(~— cosx + 8 sin x) + cosx — 2 sinx 

x 

y= A+ Bete 2 cos V8 x + Dain VO உ) 

5x* 5x* ; 

a 7-37 sins 
y = (A+Bx) cos nx + (C+Dx) sin nx + - eee 

yp = Ae* + e* (Boos x + C sin x) + xe* 

ஆ. so sin x + cos x) 

yp == Ae® + Be®* + SEE (10 COs 5x — 11 sin 5x) 

oh ஞு (sin x + 2 cos x) 

1 1 y= e-* (A+ Bx) Cex + ன் ere — 

னி வரம் 5 (5 sin 2x + cos 2x) 

x ம 

y= de-* + e = ( B cos +e x+ Csin = உ) 
கவண் 

  

  

1 ‘ 
+ அதர (sin Bx + 27 cos 8x) 

eat 4 (sin x — cos x) — = 

“
a
a
 

r
y
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17. 

is. 

Be 

x 

= Ae-* + e 2 ( Boos SP + Csin ok x)   

7 ae (cos 2x — 8 sin 2x} 

y= A+ e**(Bcos 8x + ன 3x) 

+. 3 + ane (9 sin 2x + 8 cos Bx} 

பயிற்கள் 32. 

x ‘sin 2x 
y = ¢, cos Rx + cy-sin Bx + a 

y = Acos 2x + Bain 2x + = +5 x sin 2x 

ல y = Acos 4x + Bsin 4x + oe “எழ த உ ஸ்ட 

Xx COS Ax 

2a 
  y= Acosax + Bsin ax — 

y= cos bx + sin bx 

yp = c, cosmx + c, sin mx + Cg COS nx + C4 sin nx 

4. யவன ! sin nx — sin mx 
OT Atm — nn?) \ n m 

பயிற்சிகள் 33. 
3228 sin 8x 

y = e** (A cos 8x + Bsin 8x) + 6 

  

நக்க ஆ ஆ *| Beos (F log =) 

  

1 2ஸ்(32 log x) | +% + Jog x 

y = Ae~** + Ber 4 ள் (2. = ஸ் 2
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13. 

414. 

15. 

16. 

பயன் மூ வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

ye 
லு க த் x 

று மக (கி இழு ப 07 ( wt ] 
CO one 

y= AexX + Be + =z (2 sin x — cos x) 

y = eX (A + Bx — sin x) 

ப ஆஸ வங்க ப 4 ee Dy 1. yes at 8 தி் 2 (2: =) 

2 ச் 2 7 
y= Ae** ++ Be®* “1 ஐ G + Bx + ன்] 

கயி e* (a? — 9 wees p—- 8X 25% a ae 2 
y= 242 ++ Ae “> 24 ( X x) 

y= Ae* + Bee* + ee (7 sin x + 6 cos x) 

y= eX (A + Bx) + a eX + e®* (x,— 2) — cos x 

y = e®* (A cosx + B sin x) + e®* (x* — 2) 

1 1 
“+ = = — 2 20 60 -(2 sin 2x — cos 2x) 

pos fe* + e* (B+ Cx) +5 எகோ 1) 

y = Ae-* + e ் (2 + Cx) es ex 

  

— (2x — 8) 

y= e8(A + Bx + Cx2) bers 2 (x + 4) 
* 4. 

y = e8(A + Bx + Cx®) + SE   

uni ps கள் 34, 

x sin x 
-p= Acos 2x + Bein 2x +b, ts LS eee 

3 9 

x=: A+ Bx — x® sinx — 4x cosx + 6 sinx 

டம ரது 1 
(ys Ce + Cge%* 22 cos x + x sinx + —= cosx 

2
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4. 

se
] 

i ‘ 
pe Ce, + egxhe + ஐ (x COS ¥ - COSX — sim x) 

a 1 4. 
—— க ௪ ச = . poe & y = C1, COSX + Cg SMX — -g x + g sin 2x 

y= (ce, + ¢,x) cos 2x + (eg + eg xX sin 2e 

ao, 
— ~-.- x* sin 2x 

82 

பயிற்சிகள் 55. 

நீ 
y = ax* + bx* + = x* log x 

y= A+ Blogx + oy 

y = Ax® + Bx? + (x® — x*) log x 

p=x(A+ Blogx) +x? 

11 
y= A+ Bxt — = - “2 log x 

8 

y = Ax? + Bx + 2 

p= a 
x 

  

ன ட்டா ௭ 3 log x 
_ a2 ~~ ட்டி - Se pe Ax? + 4 og 0 logx ax 

py = Axat? + Bx — x" log x 

p= Ax® + x* [2 cos (v3 log x} 

டக | 2 . 
+ Csin (VS tog x) | + “log x 

{pre u(A + Blog x) + 
் x
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13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23, 

1. y= (2x— »| 4 4+C(ax—1) 2 

பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

நு இராரி ப Bx-*® ப. டோ? 2   = x~* log x B18 

y+ Ax + al B cos (2 log *) 

+ Csin (22 log x) | 

ல ன் [ஸ் (log x) + cos Clog »| 

— 1 டக x ட 5. றம ஜார் ப நிழ ட =) 

1 
y = Ax" + Bx* — -), x* log x 

y= xl — log x) + = (logx)* 

ypoa+t blog x + 2 (log x)® 

poea+blogx— x 

y= At x® (B+ Clog x) 3x 

po At Bt — 21 

x 

“1. 
  y = =-(A + Blogx) +> sae 199. 

2. ௭ ற” என்றால் தீர்வு £ - ,4 006 (21021) 
-++ B sin (p log r} 

- --ழ* என்றால் Stay R= Ar? + Bre 

பயிற்ககள் 36. 
Vs 

45 

+ B(2x — 1) = |



ஊிடைகள் he 8 308° 

2. y= AS + 2x) 1 “குஹ” we 
8x 4S 

“2 இ. 

8. y= (xt 2)[ A+ Blog +245 pat 
(1௦ (x + 2] | இ 

4. y=, coslog(1 +x) +c, sim log(1 + x) 
+ 2log (1 + x) sin log (12-4 x}: 

5. y= Acos | 108 (atbx) | 

-- Bsin |! log (a + bx) » | 

பயிற்சிகள் 37. 

1. x= e*t (A cost -+ Bsin t) | 

y= el cA — B) cos t-- (A +B) sin ‘| 

2t. 18 8 e*t 

  

sis ~ Be $ —- —_ படை mart oe ee Ae + Be’ த es TF 

87 12... 
yo — Jeet வ இர பப ப்ப ப பட்ட லவ இ௫ y Ae ‘Bet த் 35 ன ௮ ert 

et e*t 
ஆ தருக்க ரன் வடவை * வல்ல ales 8, ௮ சா (A+ BY ட் 25. ~ Be 

ee 
ay sees ம —fe Lo pw tt ங் _ y Be e~*t (4 +} BO +e bg 

4p சர (4006 ட் +. B sin ற — அட ௮ 

y = e (4 sin t — B cos. yo 

5. y= Acost-+Bsint 

f : r= (sin ¢— 8 cos 9-2. 1077 4 0052) 
7 

ட வ, ௪.-இ0
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6. மிளை Ae" ot Be*t — 
  

et (cos 2t¢ + 5 sin 2f) 

6 

  

26 

= 8 Aen ~ 4 ert — + et + an cos ஐ] 

17 
+ 9 sin 2t 

6 2et 
7 வல னை பக... 7. ps e-*t¢d cost + Bsint) + >a 13 

. a A Bsi ew" A Si B t X= = “5° (Acost + sin 1) — —5~( sin t — Bcos t) 

31 98 
ஹி அடக் இட int 

+ 96% + 47 
‘8. x= Ae*t + Bet 

+ 2 94 ae Be 3B ச 

74 5 4° 
8. x= Ae +- ௪ § sin t — 17 cost 

68 |. 

A ,; 8B 9 cos t,.— 7, 8107 : 
yoy et ——y- et + 180 

a0. yset(A+ Bit)tet(C + Dt) 

x= —{et(24+2B+4 2B). 
-+ e*(2C — 2D 4 2Dt) } 

    

  

_ 148 | 
Na mt mt 

Al. xe 04 00% cz sin ——— an (a af ஓ “+ “2 Ts) 

1717 

வ ஓ. oo omt met 
+ e Cg COS —=~ + Cc, SIN a 

( “42 . 72) 

டு nt. ண் 

afr ate 42. ் gin ee ட cos ௪) 
இடு ந்த SVE, 

mt : ் 

~ af 2 mt 
4. ௧ ‘ மீ பெ6 எர்னய். வ் ர: sin ——— (cso - டக
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12. x = Aet + Be-'+ Ccoost+ Dsint 

  

  

“feost | ising 
| . அவன் a + a 

y = — Ae — Bet + Coost+ இர 

sin ¢ — cos f t (sin t — cos ft) 
ae ஐ + a 

1 i ச் 
உ நு 3. எறி ப t ot 18. p= At Be + Ceo சிம் ஆத 

ee பப்ப Bt __ —2e aa sos Zz | _ 3 . x = — Be Ce~*t + 6 3 + 16 

பயிற்சிகள் 38. 

(cs 2t + sin 2t+ e — ஊட) 

sin ஓட்ட cos 2r + Bet — ௪) 

2 x=— ets y = Bet ர் 

8. x ents y= sint+ 1+ et 

4. x= cospt+ > sin pt 

y = — sin pt 

"' பயிற்கெள் 39.0 

olf 8. (i) Aer cosh (Bt + €) +e cos ® sin (pt + $) 

(11). 42 M cos (Bt oF €)-+ ன் 00502 (ரர ந) 

it LC p*
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5. os (pt — of 
* = PETS p CL £ Rape OS OF DD 

oe ட. சீழ். இங்குக் Gr 

ai, di boo . 
6. £ WE வய R= + eis Hea cos et 

Cc 

பயிற்சிகள் 40, 

1. ve. 
் 7447 

| to 3 LW ya WI* x 

| wx WI wit 
6 “6 இக 

ié 8... (Swi + aw) 

[ர] 

4. ST 

6. Ely= oe (81* — 5lx + 8x*) 

7 Ely = WOE YE vit Sp wl? 
° “12 48 24 £884 

“niin Ai, 

ee ye இய Bo gt BY) | Pi “908 nx ap (+ z) 

PF 

ங் ் a இரத் படை வமைகை 

பயிற்சிகள் 45, 

n® a? 
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கலைச்சொற்கள் 

(தமிழ் -- ஆங்கிலம்) 

அச்சு 

அச்சு அமுக்கம் 

அடுக்குக்குறி மதிப்பு 

அடுக்குக்குறி விதி 
அத்தியாயம் 
அதிபரவளைவு 

அமுக்கம் 

அரைமுப்படிப் பரவளைவு 

ஆதி 
ஆயத்தொலை 

ஆரைக்கோடு 

இடப்புறம் 
இடைவெளி 

இணை உத்திரம் 
இணைக் கற்பனை எண் 

இயக்க விதி 

இயற்கணிதக் குறி ் இ இ | 

.இயற்கணித சமன்பாடு 

௮4 

கலை 97015 

axial thrust 

exponential value 

index law 

chapter 

‘hyperbola 

thrust 

‘semicubical parabola 

- origin 

coordinate 

radius: 

left side 

interval 

- tierod 

conjugate imaginary number 

law of motion பி 

algebraical symbol 

algebraical equation



810 பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள்- 

இறுகும் அமுக்கம் — compressive stress 
இறுக்கம் — compression 
இறுகும் விசை — compressive force 
இழுவிசை — tension 

சீ 

ஈருறுப்புத் தேற்றம் — binomial theorem 

உ 

உத்திரம் — beam 

29 Ss Hor OFS Eomraih— modulus of elasticity of the 
beam 

உத்திரங்களின் வளைதல் — bending of beams 
உராய் தலைபாகம் ~~ bearing oe * 
உருளை வலிமைக் கொள்கை — theory of strength of cylinders. 

உள்ளமுக்கம் — stress 

or 

எடை ர ரர weight 

எடை அடர்த்தி —- weight per unit length 
எண்ணளவு — magnitude 

எந்திரத் தண்டு — shaft 

எல்லை நியதி — boundary condition 

எளிய மின் சுற்று ௨. simple electric circuit 

oy 

ஏதேனுமொரு om arbitrary 

| இ 

ஒத்திசைவு ட... 1990127000 
ஒருப்டித்தான »— homogeneous 
ஒரு போகுக் கோடுகள். ©— parallel lines 
ஒருங்களமச் சமன்பாடுகள். — simultancous equations



கலைச்சொற்கள். 

ஓய்வு 

கட்டக்கோணம் 

கயிற்று வளை 

கற்பனை எண். 

காற்றின் அழுத்தம் 
காற்றின் தடை 

கிடைமட்டம் 

குத்தாயம் 
குணகம் 

குறியியல் கூடுதல் 
குறுக்குத் தாங்கி 
குவியம் 

குவிய மாறிலி 

கூடிய வகையாீடு 

கோணத் திசைவேகம் : 

கோவை 

FL HSS eM or 
சமபடித்தான 

சர்வ சமம் | 

சரிவு 

சாதாரண வகைக்கெழுச் 
சமன்பாடு 

சாமானிய இசையியக்கம் | 

சார்பில் மாறி 

சார்பு 

சார்புடைய மாறி 

சிறப்புத் தீர்வு 

கூக்கிரம் 

து
 

ds 
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rest 

phase angle 

catenary 

imaginary number 

atmospheric pressure 

air resistance 

horizontal 

ordinate 

coefficient 

algebraic sum 

— strat 

focus 

latus rectum 

total differential 

’ angular velocity _ 

expression 

equipotential 

homogeneous 

identity 

gradient, slope 

ordinary differential equation: 

simple harmonic motion 

independent variable 

function 

dependent variable — 
particular solution, particular 

integral . 

formula



செய்முறை 

செவ்வக் அதிபரவளைவு 

செங்குத்து நீச்சுப்பாதை 

செங்கோடு 

௬ற்றுகிற வேகம் 

சுழலிணை 

சுழலிணை த் திருப்புதிறன் 

இடைப் பட்ட அிசையியக்கம் 

தணித்தீர்வு 

குலைகீழ் 

குவைலழ் செயலி 

இசைவேகம் 

தீர்வு 
துணை அலகு 
நுணைச் சமன்பாடு 

குணைத் தீர்வு 
Qi soar 

ஒதாகை 

தொகைச் சார்பு 

தொகையீடு 

தொகையீட்டுக் காரணி 

ail தொடக்கப்பகு; 

தொடர் சுற்று 

தொடர் செயலி 

தொடர்பற்ற 

தொடர்பு | 

தொடுவரை,. தொடுகோடு 

தொலைத் தொடுகோடு 

நடுநிலைப் பரப்பு | 

நிபந்தனை 

சசககக 

பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

working rule 

rectangular hyperbola 

orthogonal trajectory 

normal 

whirling speed 

couple 

moment of the couple 

resisted simple harmonic 

motion 

singular solution | 

reciprocal 

inverse operator 

velocity... 

solution eon: 

parameter. - 

auxiliary equation 

complementary function 

column 

integral 

integrand 

integrate 

integrating factor 

introduction 

series circuit 

sroup operator 

independent 

relation 

tangent . 

asymptote 

neutral surface | 

condition
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நியம வடிவம் eae 

நிரூபணம் mt 

நிறை aa 
நிறையான வகையீடு —— 

நிலைமத் திருப்புதிறன் za 

நிலைப்புத்தன் மை te 

நீட்சி அமூக்கம் one 

நீள்வட்டம் -.. ன் 

தெஞ்சு வளை ச் oe 

நேர்மாற்றம் — 

நேரிய வகைக்கெழுச் 
சமன்பாடு -- 

பகுதிப் பின்னங்கள்... 

பகுதிவகையீடு 

பகுதி வகைக்கெழுச் eee, 
அமன்பாடு. 

(1. ் 

பயன் மனை வகைக்கெழுச் <a 
சமன்பாடு  -- 

பரவ — 

- பரவு விதி அவை 

பல்லூறுப்புக் கோவை ட வ 

பாய் வேகம் — 

பிரதியிடு Bo mass 

பிரதியீடு ட வவ 

புவி ஈர்ப்புவிசை வவ 

பூச்சியம் ee 

பொது அச்சுள்ள — 

பொதுக்குவிய கூம்பு வளைவு -- 

பொதுத் தீர்வு வக 
பொருத்தமான. வகைக்கெழுச் 

_ சமன் பாடு : ன 
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-standard form 

proof 

mass 

perfect differential 

moment of inertia 

. stability 

tensile stress 

ellipse 

cardioid 

varies directly 

linear differential equation 

partial fractions 

partial differential 

partial differential equation 

applied defferential equation © 

parabola 

distributive law 

polynomial expression 

“rate of flow 

subsiitute 

substitution 

farce of gravity 

Zero 

coaxal 

confocal conic 

general solution 

_ exact differential equation 

பொருத்தமான வகையீடு oe, exact differntial



314 

மடக்கை 

மறுதலையாக 

மாற்று விதி 
மாறி 

மாறிலி 

மாறுநிலை வேகம் :: 

மிகப். பொதுத் தீர்வு 

மின் தடை. 

மின் தேக்கம் 

மின் தேக்கி 

மின் தூண்டம் 

மின் பக்க இணைப்புச் சுற்று 

மின்னழுத்தம் 

மின்னூட்டம் 

மின் னேட்டம் 

மீச்சிறு மதிப்பு 

மீப்பெரு மதிப்பு 

மீட்சி விசை 

மீள் இயல்புடைய வளைவு >. 

முடிவிலி 

முடுக்கம் 

முரணுூன் 

முற்றுச் சுற்று 
மூலம் 

மூலக்கூறு 

மெய்யெண் 

மையம் 

மைய விலகு விசை 

வகைக்கெழு 

வகைக்கெழுச் சமன்பாடு 

அவகையீடு 

    

பயன் முறை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

logarithm 

conversely 

commutative law 

variable 

constant 

critical speed 

most general solution . 

electrical resistance 

capacitance 

condenser 

inductance 

parallel circuit 

voltage 

electric charge 
electric current 

minimum value 
maximum value 

storing force 

deflection curve, elastic curve 

infinity 

acceleration 

inconsistent 

closed circuit 

root 

molecule 

real number 

centre 

centrifugal force 

differential coefficient 

differential equation 

‘differential »
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வகையீட்டுச் செயலி — differential operator 

வகைநுண் கணிதம் — differential calculus 

வடிவ கணிதம் — geometry 

வரிசை — order 

வரையறை — definition 

வளை சட்டம் — cantilever 

வளையாரம் - = gadius of curvature 

வளைவரை .. _ = curve 

வளைவு . ty | _— curvature 

வளைவு திருப்பு திறன் — bending moment 

வளைவு விறைப்பு ௮ம் flexural rigidity 

விகித முழுச் சார்பு --—. rational integral function 

விதி te AP me RRR “pa 
விசை பரி 5 oo. == force: 

விசையாட். சுழலி. : he Po flywheel 

விலக்கு வகை... - x exceptional case 

விளைவு resultant 

ஆச்ச ன்னு amplitude 

வெட்டு விசை. hearing force 

வெப்பம் மாற்றீடற்ற விதி ர adiabatic law 

Gud Qurpulued ©. = chemical engineering —
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