
  

  

LG WUT Way 

ஆசிரியர் 

பேராசிரியர் எஸ். நாராயணன், எம்.ஏ, 

தமிழ்நாட்டுப் 

$/த)யாடநால் நிறூவனம் 
ஏசன்னை 

  

   



த.பா.நி. (க.வெ.) வரிசை எண்--874 

பகுப்பாய்வு 

ஆசிரியர் 

பேராசிரியர் எஸ். நாராயணன், எம்.ஏ., 

(ஓய்வுபெற்ற பேராசிரியர்) 

9, பஜுல்லா ரோடு, 
சென்னை: 17. 

தமிழ்நாட்டுப் 

தியாடநால் நிறூவனம் 

 



First Edition — March, 1982 

Number of Copies — 1000 

T. N. T. B.S. (C.P.) No. 874 

© Government of Tamilnadu 

ANALYSIS 
Pror. S§. NARAYANAN 

Price Rs. 15-50 

Published by the Tamilnadu Textbook Society 

under the Centrally Sponsored Scheme of production | 

of books and literature in regional languages - 

at the University level, of the Government of | 

India in the Ministry of Education and Social : 

W are (Department of Culture), New Delhi. 

This book has been printed on concessional 

| 
| 

| 
paper made available by the Government of | 

India. 
  

Printed by: 

Metro Printers & Packaging Industry, 
Madras~29.



அணிந்துரை 
(திரு. செ. அரங்கநாயகம், தமிழகக் கல்வி அமைச்சர்) 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்விமொழியாக ஆக்கி புதி 

தோராண்டுகள் ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில அனத ப்பு 

இளங்கலை வகுப்புவரை மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் 

அனைத்தையும் தமிழிலேயே கற்றுவந்தனர். 1969ஆம் ஆண்டி 

லிருந்து அறிவியல் பாடங்களையும் தமிழிலேயே கற்பிக்க 
ஏற்பாடு செய்துள்ளோம். தமிழிலேயே கற்பிப்போம் என முன் 

வந்துள்ள கல்லூரி ஆசிரியர்களின் ஊக்கம், பிற பல துறை 

களில் தொண்டுசெய்வோர் இதற்கெனத் தந்த உழைப்பு, 

தங்கள் சிறப்புத் துறைகளில் நூல்கள் எழுதித் தர மூன் 
வந்துள்ள நூலாசிரியர்கள் தொண்டுணர்ச்சி இவற்றின் 

காரணமாக இத் திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும் மன 

நிறைவும் தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்று வருகிறது. இவ் 

வகையில் கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் கலை, அறிவியல் 

பாடங்களை மாணவர்களுக்குத் தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்ப 

தற்குத் தேவையான பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைக் 

காமராசர் பல்கலைக்கழகமும் சென்னைப் பல்கலைக்கழகமும் 

ஆண்டு தோறும் எடுத்தீவரும் பெருமுயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் 

சொல்லவேண்டும். 

அகராதியியல், அரசியல், இயற்பியல், உயிரியல், 

உளவியல், கணிதவியல், சட்டவியல், தாவரவியல், 

புவியமைப்பியல், புவியியல், புள்ளியியல், பொருளியல், 

பொறியியல், மனையியல், மெய்ப்பொருளியல், வரலாற்றியல், 

வானியல், விலங்கியல், வேதியியல் ஆகிய எல்லாத் துறை 

களிலும் மூலநூல்கள், மொழிபெயர்ப்பு நூல்கள் என்று இரு 

வகையிலும் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனம் நூல்களை 

வெளியிட்டுவருகிறது. 
இவற்றுள் ஒன்றான பகுப்பாய்வு என்னும் இந் நூல் 

தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனத்தின் 874 ஆவது வெளி 
யீடாகும். கல்லூரித் தமிழ்க் குழுவின் சார்பில் வெளியான 

35 நூல்களையும் சேர்த்து இதுவரை 909 நால்கள் வெளி 

வந்துள்ளன. இந் நூல் மைய அரசு, கல்வி, சமூகநல 

அமைச்சகத்தின் ₹மாநில மொழியில் பல்கலைக்கழக நூல்கள் 

வெளியிடும் திட்டத்தின்கீழ் வெளியிடப்படுகிறது. 
தமிழில் பயிலும் மாணவர்கள் உலக மாணவர்களிடையே 

சிறந்த இடம் பெறவேண்டும் என்பதே நம் குறிக்கோளாகும். 

கல்லூரிகளிலும் பல்கலைக்கழகங்களிலும் கலையியற் பாடங் 

களையும், அறிவியற் பாடங்களையும், தொழில்நுட்ப அறிவுப் 

பாடங்களையும் பயிலுகின்ற மாணவர்கள், அவற்றைத் 

தமிழில் பயிலவேண்டும் என்பதை வலியுறுத்தி வருவதற்குக் 

காரணம், தமிழறிவு வளரவேண்டும் என்பதைவிட, தமிழ் 

மக்களின் அறிவு ஆற்றல் எளிதாக, விரைவாக வளர 

வேண்டும் என்பதுதான். எங்கும் தமிழ்; எதிலும் தமிழ்” 

என்னும் குறிக்கோளை நிறைவேற்ற வேண்டிய கடப்பாடு 
தமிழக ஆசிரியப் பெருமக்களையும் மாணவர்களையும் 

சார்ந்ததாகும். தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக்கழகங்களின் பல் 

வகை உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் மனம்கலந்த 
நன்றி உரித்தாகுக! . 

6௪. அரங்கநாயகம்
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1. மெய் எண்கள் 

& 1-1. 

கணிதமுறைப் பகுப்பாய்வில் எண்களின் தன்மை 

களையும் அவற்றின் விளைவுகளையும
் ஆராய்கின்றோம்

. 

நீளம், பரப்பு, இடைநிலை (0814621288), உள் (within), rymid 

(சர்மா), தொடர்ச்சி (௦௦௦111) போன்ற கோட்பாடுகளை
 

எண்களின் மூலமாகவே விவரிக்க முற்படுகின்றோம்
. ஆகவே 

முழு எண், விகிதமுறு எண், விகிதமுறா எண் என்ற மெய் எண் 

களின் பாகுபாடுகளை நன்கு அறிந்துகொள்ளுத
ல் இன்றி 

யமையாததாகும்
. 

21-13. 8141, 23...) என்பதுமிகை முழு எண்களைக் 

கொண்ட கணமாகும். 

க 324 i, 0,1, 2; 3, ws} என்பது Pip எண்களைக் 

கொண்ட கணம், 

Q~ {xix = pling € Gg #0} sep கணம் விகித 
முறு எண்களைக் கொண்ட கணமாகும். 

[ஐ, ர, ர2* 0 என்ற இரண்டு முழு எண்களின் விகிதமாகக் குறிப்பிடக்கூடிய எண் விகிதமூறு எண் (rational number) 
எனப்படும்.] 

4 என்ற கணம் கூட்டல், பெருக்கல் என்னும் செயல்களைப் 
பொறுத்து அடைவுப் பண்பைப் (010807௦ 0000) பெற்றிருக் 
கிறது. ஆனால் கழித்தல், வகுத்தல் என்னும் செயல்களைப் 
பொறுத்து 78 அடைவுப் பண்பைப் பெறவில்லை, FPS aed 
அடைவுப் பண்பைப் பெறுதல்வேண்டிக்குறை முழு எண்களும் 
(negative numbers), பூச்சியமில்லாத எண்ணால் வகுத்தலில் அடைவுப் பண்பு பெறவேண்டி விகிதமுறு எண்களும் தேவைப் 
பட்டன. 

£1-1.2. விகிதமுறு எண் கணத்தின் பின்வரும் குணங்கள் 

அடிப்படைத் தன்மை வாய்ந்தவை :



2 பகுப்பாய்வு 

(பின்வருவனவற்றில் ௭, 4, 6...என்பன விகிதமுறு எண் 
களைக் குறிப்பிடும்.) 

1. வரிசை 

(i) ௬, ம் என்பன இரு விகிதமுறு எண்கள் எனின் 
ஏம் அல்லது ர-ம் அல்லது ரம் என இருத்தல் வேண்டும். 

(11) a>b, b>c aeher a>e. 

(111) a<b crePe a<c<ch என்னுமாறு, 0 என்ற விகித 
மூறு எண்ணை நாம் காண இயலும். 

ட்ட ர் 
(எடுத்துக்காட்டாக ௦ - et? னன் a<c<b. 

O<k<1 எனின் “ட்ட என்னும் எண் எப்பொழுதும் 

2, ம-க்கு இடையே அமைந்துள்ளது.) 

இந்தப் பண்பினால், விகிதமுறு எண்களின் கணம் 

அடர்ந்தீருக்கின் றது (02086) எனக் கொள்வோம். 

2. கூட்டல் 

2, ம் என்பன இரு விகிதமுறு எண் எனின், ஏ-டச்-யும் ஒரு 
விகிதமுறு எண்ணாகும். கூட்டலின் தன்மைகளாவன;: 

(i) a+b =b+a (uforppit பண்பு). 

(ii) (a+b)+csa+(b+c) (சேர்ப்புப் பண்பு), 

(iii) 0 என்ற உறுப்பு. 

240-0-ர-7 என வருமாறு அமைந்துள்ளது. ['0" 
கூட்டலின் ஒருமை (142011) எண் ஆகும்.] 

(iv) ச என்ற ஒவ்வொரு விகிதமுறு எண்ணிற்கும் - ஏ 
என்ற எண் a+(~a) = (-௪)-ஈ- 0 என வருமாறு அமைந் 
துள்ளது. - ஏ என்பது *2'-ன் கூட்டல் எதிர் எண் (௨4011146 
1076786) அல்லது “2'-ன் எதிர்மறை (௦௦981176) எண் ஆகும். 

(௫) a<b எனின் ச-ம்ஃம்--2 ஆகும்.
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3. பெருக்கல் 

4 ச் விகிதமுறு எண்களெனின், சம்-யும் ஒரு விகிதமுறு 

எண்ணாகும் (அடைவுப் பண்பு). பெருக்கலின் தன்மை 

களாவன? 

(i) மம (பரிமாற்றுப் பண்பு), 

(ii) (சம்)2-4(42) (சேர்ப்புப் பண்பு). 

(iii) alela=a (lL என்பது பெருக்கலில் ஒருமை 

எண்ணாகும். 1 என்பதை ஒன்று என்றழைப்போம்). 

(iv) a0 எனின், 8-1 என்பது aa~!=atq= ] என 

வருமாறு அமைகின் றது. 

௨1 என்பது '2'-ன் பெருக்கல் எதிர் எண் (ய141ற1108ர14௪ 

ர ள96 ௦1 1201010081) எனப்படும். 

(ர) a(b+c)=ab+ac (பங்கீட்டுவிதி), 

(டு ஷம், 20 எனின் சட$ம்ம, 

4, ஆர்க்கிமிடிஸ் பண்பு 

5ம் எனின, 82௨ என வருமாறு ஈ என்ற மிகை மு 

எண்ணை நாம் காணலாம். 
மூ 

பயிற்சி 1 
விகிதமுறு எண்களின் மேற்கூறிய பண்புகளை மாத்திரம் 

பயன் படுத்திப் பின்வருவனவற்றை நிறுவுக: 

(1) a(-5) = - (46). 
(2) (-a)(-b)=ab. 
(3) ச ம் என்னுமாறு, ஒரேஒரு % தானுள்ளது. 

(4) ” 6740 எனின், 22- ச்என்னுமாறு, ஒரேஒரு % தானுள்ளது 

5 1-2. விகிதமுறு எண்களின் வெட்டுகள் 

விகிதமுறு எண்களைப் பின்வருமாறு 2, £ என்ற இ 

பிரிவுகளாகப் பிரிப்போம்: 
௫ 

(i) ஒவ்வொரு பிரிவிலும் எண்கள் உள்ளன. 

(ii) ஒவ்வொரு விகிதமுறு எண்ணும் ஏதாவதொரு 
. பிரிவில் காணப்படும்.
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(111) 7-ல் காணப்படும் ஒவ்வோர் எண்ணும் 2-ல் 
காணப்படும் ஓவ்வோர் எண்ணையும்விடச் சிறியது. 
அதாவது, acl, bER எனின், ach ஆகும். இத்தகைய 
பாகுபாடு ஒரு டெடிகிண்டின் Glau G (Dedekind Section or 
cut) எனப்படும். இதனை (2, £) எனக் குறிப்போம். 

& என்பதை வெட்டின் கீழ்ப்பிரிவு எனவும், 8 என்பதை 
மன் மேற்பிரிவு என்றும் குறிப்போம். 

(1, 8) ஒரு பிரிவு எனின், ச62, 84௪ (ம் விகிதமுறு 
எண்கள்) எனின், ம்64. அவ்வாறே 262, 89௦ ஆனால் 62 
(நிறுவல் தருக), 

6 1-2.1. வெட்டுகளில் மூவகை உள்ளன: (1) ற, % என்பன 
விகிதமுறு எண்கள் 242-262; 22, ர ஜ62. 

(2, 2) 6 1:2-ல் கொடுக்கப்பட்ட மூன்று நிபந்தனைகட்கும். 
உட்படுதல் காண்க. 

இங்கு 7, பிரிவில் மீப்பெரு எண் எதுவுமில்லை; 7 வகுப்பின் 
மீச்சிறு எண் ற ஆகும். (8, 75) என்னும் இவ்வெட்டு ந என்ற. 
விகிதமுறு எண்ணைக் குறிக்கும். 

(ii) 2, ஒரு விகிதமுறு எண்கள்; ற ஜர்; 

X>p=> 26% (0, 9) என்பது வெட்டின் அடிக்கோள்களைப் 
பின்பற்றுவது தெளிவு. இங்கு ற என்பது 7, பிரிவில் மீப்பெரு. 
எண்; £ பிரிவில் மீச்சிறு எண் எதுவுமில்லை. 

(iii) 4 பிரிவில் மீப்பெரு எண்ணும் 2 பிரிவில் மீச்சிறு 
எண்ணும் இல்லாதிருத்தல். 

எடுத்துக்காட்டாக, / என்பது எல்லாக் குறை விகிதமுறு 
எண்களையும் 9, 2-ஐவிடக் குறைவான வர்க்கத்தைக்கொண்ட 
மிகை விகிதமுறு எண்களையும்கொண்ட கணம் எனக் கொள் 
வோம்; £ என்பது 2ஐவிட அதிகமான வர்க்கத்தைக் கொண்ட 
மிகை விகிதமுறு எண்களைக்கொண்ட கணம்; (2, 8) என்னும் 
இவ்வெட்டில் ஒரு விகிதமுறு எண்ணும் விட்டுப்போகவில்லை. 

இதனை நிறுவுவதற்கு 2-ஐ வர்க்கமாகக் கொண்ட விகித. 
மறு எண் இல்லை என்று காண்பித்தால் போதுமானது.
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மூடியுமானால், ற/ என்னும் விகிதமுறு crain 2; - 2 என்னு 

மாறு அமையட்டும். 

ற, ர இவ்விரண்டிற்கும் பொதுக்காரணி ஏதுமில்லை என்று 
கொள்வோம். 

[து ர் =2> p?=29q? 

ஆகவே p? என்பது இரட்டைப்படை எண். அதாவது, 

ற என்பது இரட்டைப்படை எண், ற என்க (1 ஒரு முழு 
எண்). எனவே, ற? - 4882 404 2 ரு - ரே ர? ஓர் 
இரட்டைப்படை எண். அதாவது ஏ ஓர் இரட்டைப்படை எண் 
எனவே ற, ஏ இவற்றிற்கு 2 பொதுக்காரணியாக அமைகின்றது. 

இது ஒரு முரண்பாடு (ற, ஏ-க்குப் பொதுக்காரணி ஏதுமில்லை 
என்பது நமது எடுகோள்). எனவே 2-ஐ வர்க்கமாகக் கொண்ட. 

விகிதமுறு எண் இல்லை என்பது தெரிவு. 

k (>0) என்பது L பிரிவின் மீப்பெரு எண்ணானால், 342, 

ர் ஒரு மிகை எண். 

(8) aa 2- 342k} = (B42k)° >0. 

443k\? 4 
எனவே (2) 2. ஆதலால் ட EL. 

_ 443k , _ 2(2-K) 
மேலும் 5-4 32. 20: 

4. டட 
எனவே 3122. 

ஆதலால் ம என்பது ம் பிரிவின் மீப்பெரு எண் என்பது 

தவறாகிறது. எனவே, £& பிரிவின் மீப்பெரு எண் இருத்தல் 

இயலாது. 

இவ்வாறே 2 பிரிவின் மீச்சிறு எண் ஏதுமில்லை எனவும் 

நிறுவலாம். 

£ பிரிவிற்கு ஒரு மீப்பெரு எண்ணும், &£ பிரிவிற்கு ஒரு 

மீச்சிறு எண்ணும் ஒருங்கே இருத்தல் இயலாது. ஏனெனில், 

இவ்வாறு இரு எண்கள் இருந்தால் இவற்றிற்கு இடையே உள்ள
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எந்த விகிதமுறு எண்ணும் 2, 8 இவ்விரண்டிலும் விட்டுப் 
போயிருக்கும். ஆகவே (2, 5) ஒரு வெட்டாகாது. 

£ 1-2.2. மேற்கூறியவற்றால் ஒரு விகிதமுறு எண் இருவகை 
வெட்டுகளால் குறிப்பிடப்படக்கூடும் என்று புலனாகிறது. 
ஆனால், மெய்யெண் களின் இயல்பை நன்கு விளக்குவதற்கு 
ஓர் எண்ணிற்குப் பொருத்தமாக ஒரேஒரு வெட்டுதான் எனக் 

கொள்ளுதல் பொருத்தமுள்ளது. ஆகவே, வெட்டின் வரை 
யறையைப் பின்வருமாறு மாற்றியமைப்பது அவசியமாகின் றது. 

7, பிரிவில் மீப்பெரு எண் இல்லை என்று வலியுறுத்துகிறோம். 
ஆகவே, 

(i) LR என்ற இருபிரிவுகளாக விகிதமுறு எண்களைப் 
பிரிக்கலாம்; ஒவ்வொன்றிலும் உறுப்புகள் உள்ளன. 

(11) ஒவ்வொரு விகிதமுறு எண்ணும் ஏதேனும் ஒரு 
பிரிவில் காணலாம். 

(iii) த பிரிவில் உள்ள ஒவ்வோர் எண்ணும் £ பிரிவில் 
உள்ள ஒவ்வோர் எண்ணையும்விடச் சிறியது. 

(11) 7 பிரிவில் மீப்பெரு எண் ஏதுமில்லை. 

குறிப்பு: விகிதமுறு எண்களைக் கொண்ட ஒரு தொகுதி 

7 பிரிவாக அமையவேண்டுமெனின், 5 5 

(1) எல்லா விகிதமுறு எண்களும் அதில் இருக்கக்கூடாது. 

(11) அதற்கு ஒரு மீப்பெரு எண் இருத்தல் கூடாது, 

(41) அந்தத் தொகுதியைச் சார்ந்த எந்த விகிதமுறு 
எண்ணையும்விடச் சிறியதாயுள்ள எல்லா விகிதமுறு 
எண்களும் அதில் இருத்தல் வேண்டும். 

இத்தகைய தொகுதியைச் சேரா எல்லா விகிதமுறு எண் 
களும் [ஐக் கீழ்ப்பிரிவாகக் கொண்ட வெட்டின்மேற்பிரிவாகும். 

2 1-2.8. தேற்றம்: (2, £) ஒரு வெட்டு என்க; 650 ஒரு 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள எண் (எத்தனை சிறியதானாலும் சரி) 

எனின், 67: 6/8;1)-% - £ என வருமாறு %,ந என்ற இரு 

எண்களை ஈம்மால் காண இயலும்.
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நிறுவல் 
262; bER; b—a>dk என அமையுமாறு இரு எண் 

களைக் கருதுக. 

ஆர்க்கிமிடிஸின் பண்பின்படி, 

22ம் - ச என்னுமாறு என்ற ஒரு மிகை முழு எண் உள்ளது. 

அதாவது, ச₹8-1 1. 

எனவே a, atk, a+ 2k, ...... ,a+nk என்ற வரிசையில் 
a€L;a+nk€R. eG, Obs வரிசையில் a + nkEL 

ஆகவும் உ (ஈ41) 6.8 ஆகவும் அமையுமாறு இரு அடுத் 
துள்ள எண்கள் இருத்தல் வேண்டும் , 

a+nk =x; a+ (nt+l)k - ற எனின், x, / என்பது நாம் 

காண விரும்பிய எண் களாகும். 

6 1-9. 

வரையறை 1: விகிதமுறு எண்களின் வெட்டு ஒரு 

மெய் எண் எனப்படும். 

வரையறை 2: 2 பிரிவில் மீச்சிறு எண் அமையப்பெற்ற 

பிரிவு ஒரு விகிதமுறு மெய் எண்ணாகும்; 2 பிரிவில் மீச்சிறு 

எண் அமையப்பெறாத வெட்டு ஒரு விகிதமுறா எண் 

(Irrational number) 4@u. 

உ என்பது 2 பிரிவின் மீச்சிறு எண்ணெனின், (7, 75) என்ற 

விகிதமுறு மெய் எண் % என்ற விகிதமுறு எண்ணிற்குப் 

பொருந்துவதாகும். 

% என்ற விகிதமுறு எண்ணிற்குப் பொருத்தமான விகித 

மூறு மெய்யெண்ணை 3 எனக் குறிப்பிடுவோம். 

குறிப்பு: விகிதமுறு எண்களின் கணத்திற்கும் விகித 

மூறு மெய்யெண் களின் கணத்திற்கும் ஓர் ஒன்று--ஒன்றுப் 

பொருத்தம் (1-1 correspondence) உள்ளது. 

8 1-4. மெய்யெண்களில் வரிசை உறவு 

&, = (Ly Ri X= (7, &,) என்பன இரு மெய் எண்கள் 
எனின், பின்வரும் குணங்கள் ஒன்றுக்கொன்று விலக்குந் 

தன்மை வாய்ந்தவை.
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(1) 7, என்பது /,-ன் தகு உட்கணம். 

(ii) L, என்பது £,-ன் தகு உட்கணம். 

(iii) L, = Z,. 

வரையறை 

சகி ட மு மம் எனின் 4, 4 (பஜ விடச் சிறியது). 

L,CLy; Ly மட எனின் 45, (4, 6-ஐவிடப் பெரியது). 

L, = L, எனின் 4௪ 4, (4, உ இரண்டும் சமம்). 

பயிற்சி 11 

(ட் லழுஷ, எனில், ஓ): 

(ii) ஒழ. எனில் 7, 0, என்ற கணம் கணக்கிலடங்கா 

எண்களைக் கொண்டது என்று நிறுவுக. 

8 1-5. 
ச பிரிவின் மிகச் சிறிய எண் 0 எனில், 0 என்ற 

விகிதமுறு மெய்யெண் பூச்சியம் என்ற மெய்யெண்ணாகும். 

(0 என்பது0 உடன் பொருந்திய மெய்யெண்) & 40 எனில் 

4 ஒரு குறை மெய்யெண்ணாகும். & 5 0 எனில் 4 ஒரு மிகை 

மெய்யெண்ணாகும். 

குறிப்பு 2: ஒரு மெய்யெண் மிகை எண்ணானால் சீ, பிரிவில் 
ஒரு மிகை எண்ணாவது இருத்தல் வேண்டும்; இவ்வாறே 

8 பிரிவில் ஒரு குறை எண்ணாவது இருந்தால்தான் மெய்யெண் 

குறை எண் ஆகும். 

8 1-6. 
ஷ, 5, என்ற மெய்யெண்களில் ௭44; 349 எனின், 

437 ஆகும். 

நிறுவல் 

45 (ம, ௪ (மூ, 22594, 2) என்க. 

4 ஆதலால், 22 

B>y ஆதலால், டம. 

ஆகவே L,CL,. 

மேலும் 7,-ல் இல்லாத ஓர் உறுப்பாவது 7-ல் இருத்தல் 

வேண்டும். இது மலும் இருக்கமுடியாது, (அன்றி இவ்
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வுறுப்பு 7-ல் இருந்தால் 7, ஆதலின்அது 2-ல் இருத்தல் 
வேண்டும்.) ஆகவே 4, என்பது 7£,-ன் தகு உட்கணம், 
எனவே K<Y. 

பயிற்சி 111 

ஓவ்வொரு குறை எண்ணும் ஓவ்வொரு மிகை எண்ணை 
விடச் சிறியது என நிறுவுக. 

ச 1-7. தேற்றம் 

65 (2, 2) என்க; a,CL, a, 6 2 எனின், ச; 2), 5௨. 

நிறுவல் 

ay = (Ly. Ry) ay = (Ly, Ry) oreins. 

a1, 4, என்பன முறையே 2, /% பிரிவுகளின் மீச்சிறு எண் 

களாகும். ர, 62, எனவே ஈ;-ஐவிடச் சிறிய ஒவ்வோர் எண் 
மீஃவிருக்கும். 

ஆகவே 6516ம். 2 மீபமம். 

எனவே ச, 44. 

2, என்பது £ வகுப்பின் மீச்சிறு எண் எனின் 7... 

a, = &%. 
ச9), உன் மீச்சிறு எண் அன்று எனின் 2£, 42 எனவும். 

ஆகவே 267, எனவும் நிறுவலாம். எனவே ௨.22. 

2 1-8. தேற்றம் 

இரு வெவ்வேறான மெய்யெண்களுக்கிடையே அளவி 
லடங்கா மெய்யெண்கள் அமைந்துள்ளன. 

நிறுவல் 
உட (ப 80; 6) 5 (ம. 8) என்பன இரு வெவ் 

வேறான மெய்யெண்கள் என்க, X,<X, என்று கொள் 

வோம். எனவே ம;௨4,. ஆதலால் வில் £ ஐச் சேராத 

கணக்கிலடங்கா விகிதமுறு எண்கள் உள்ளன. இவ் 

வெண்கள் அனைத்தும் &,-ல் இருக்கும். 2 என்பது இவ் 

வெண்களில் ஒன்று எனின், 

ஒட 8 4
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தேற்றம் : 

ஈட, 8,)”இரு விகிதமுறு எண்கள் என்க. 

(i) a,<a, stefler a, <a, 

(ii) a, = ay erafier a, = a, 

(iii) a; > a, creer a, > a, 

நிறுவல் 

8“ ர என்க. a, = (L,, R,); ‘da = (L,, Rs) 

361, எனின் 34; 58, (2 ஒரு விகிதமுறு எண்) 

ஃ 262. ஆகவேம், ம். 

0:28) எனின், க்ப் உ மடக் 

ஃ மீட என்பது 7,_-வின் ஒரு தகு உட்கணம். த 8, 42. 

(ii), (iii) என்பனவற்றின் திறுவல்கள் பயிற்சியாக விடப் 

பட்டுள்ளன. 

£ 1-9. கூட்டல் 

கடன (0 கப; ஆன (டிடி) 89) என்க, 

௪ (24/60 612 
என்க, 

ower 
வசு 

xy விகிதமுறு எண்கள்] 

L 4. ஜ் என்பது தெளிவு. 2,688; 3,628) எனின் 

x+yEL. 

a, EL i ag € Ly cretra, 

Q, bay = ர என்க. 

b < acoflsr, b = 2-% என்னுமாறு ஒரு மிகை விகிதமுறு 
எண் உள்ளது. 

bea-x=4,+4,~x = (a, -x)+a, 

a, € Ly eeOora,- x E Ly aE, 

BsGaba=a,-xta,€eL 

எனவே ௪-ஐவிடக் குறைந்த எல்லா விகிதமுறு எண்களும் 

2-ல் அமைந்திருக்கும்.
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மேலும், 2, டீ-வில் மீப்பெரு எண்கள் இல்லையாதலின் 

மலும் மீப்பெரு எண் இல்லை. ஆகவே 4 என்பது ஒரு, 

வெட்டின் கீழ்ப்பிரிவாக அமையமுடியும். £ என்பது 7-ல் 

அமையாத விகிதமுறு எண்களைக் கொண்ட கணமாயின், 

(ம, 3) ஒரு வெட்டாகும். இந்த வெட்டு (2, 8), (La Ry): 
என்ற வெட்டுகளின் கூட்டுத்தொகையென வரையறுக்கப் 

படுகிறது. 

அதாவது (LZ, R) = (Ly, Ri) + (La Ry) ஒட் வ. 

E 1-10. 

6 5 (7, 8) என்பது ஒரு மெய்யெண், 
Ly = {-x/x€ Rs x — ன் மீச்சிறு எண் அன்று) என்க... 

L, A 9) மடல் மீப்பெரு எண்ணும் இல்லை. ஈ 6 2, என்க. 

ந் என்பது ஈ-ஐவிடச் சிறிய விகிதமுறு எண் எனின், 
—b>-—a 

-(-a) = ர ஆதலின், -ஈ6 2 

_ந5 - ச ஆதலின், -ம் 6 8 

erotG@ou —(—b) 61; அதாவதுச் 6 Ly. 

R,=ix/x EL xX % ஒரு விகிதமுறு எண்) எனின் (2 2£:. 

ஒரு வெட்டு. இந்த வெட்டுக் குறிப்பிடும் மெய்யெண் —o«K 

என்று வரையறுக்கப்படுகிறது. 

€ 1-10.1. «, B மெய்யெண்கள் எனின், K + (—)s 

என்பது 8--$ என அழைக்கப்பெறும். 

ச 1-11. கூட்டலின் அடிப்படைப் பண்புகள் 

« = (L,,R,)3 B = (Ly, Ry) Y = (Ls, Ra) ost s. 

பின்வரும் பண்புகள் மனத்தில் வைக்கற்பாலன. 

&ட: மாற்றுப் பண்பு 

“«+B=-B+% 

a, €L,3 பூம், எனின் சடா நூ எ ஈர் சட
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எனவே &£ - (௪; 47/26 ௬ 6 2 என்ற கணமும் 

Lt = {dg + L,fa,€L,; a,€L,} என்ற கணமும் சமம், 

ஆகவே 2,71-ஐ கீழ்ப்பிரிவுகளாகக் கொண்ட மெய்யெண்கள் 
சமம். 

.&9. சேர்ப்புப் பண்பு 

«+ (B+) = (x+B) + ¥ 

4,€L;3a,€L,; a,€L, ctafar, 4,;+(a4,+45)=(a,+a,)+a, 
என்பதிலிருந்து இப் பண்பு பெறப்படுகிறது. (விரிவான 
நிறுவல் சுலபமாய்க் கிடைக்கும்.) 

A,: கூட்டலொருமையின் உண்மை 

«+0 = «. 

நிறுவல் 

02 (2, 8) எனின், 0 என்பது மன் மீச்சிறு எண் 

-ணாகும். KX = (Ly, Ry) K +0 = (2, 8) எனின், ச்ம், 
என்று நிறுவுவோம். 

acL எனில், ॥- ஏ, ர7(8, EL a EL’) Qh a’ ஒரு 
குறை எண். எனவே ர... ஈட 861 அதாவது LCOEL,...(1) 

இப்பொழுது ௭; என்பது 7-ல் ஏதேனும் ஓர் உறுப்பாக இருக் 
“கட்டும். 2-ல் மீப்பெரு எண் இல்லை. 

ஆகவே ௭; 6 1, என்னுமாறு & என்ற மிகை விகிதமுறு 
“எண் ஒன்றை நாம் காண இயலும். 

220 ஆதலின், —k<0; corGou ~ k 62, 

a, = (a,+k) + (-k) €L. 

strorGou a, € Lb, 4,€L; cror@ay L,cL, wes (2) 

(1), (2) இவற்றிலிருந்து  - 7, என்பது தெளிவு. 
ஆகவே K +0 = ஓ என்பது தெளிவாகிறது
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A,: கூட்டல் எதிர் எண் உண்மை 

44 (-ஏஒ)-0 
«x = (Ly,R1); —X= (L, R) என்க. 

ட் + (—<) = (7, R’) எனின் R'-er மீச்சிறு எண் 0 eTeur 

நிறுவுவோம். 

Li = {a, + (-2)/a, € Lis b, € Ry; 6, டன் மீச்சிறு 

எண் அன்றுட். 

a, < by ஆதலில், 

a,-b, <0. எனவே 7-ன் எல்லா உறுப்புகளும் குறை. 

எண்களே. % என்பது ஏதேனுமொரு குறை விகித முறு எண் 
எனின், --6 மிகை எண். 

எனவே, 6ம் 86 80 

b,—a, - - 4 என்னுமாறு சடம், என்ற இரு எண்களை 

நாம் காண இயலும். ஆதலின் ச; 4 (-ம.) =k. 

அதாவது 6 L’. 

ஆகவே 21 என்பது எல்லாக் குறை விகிதமுறு எண் 

களையும் கொண்ட கணம். ஆகையால் 0 என்பது 2-ன் 

மீச்சிறு எண்ணாகும், 

A,: எனின் 443284 5. 

ஒக (2240: B= (Ly, R2); Y (75, 8) என்க. 

x+y = (LR); B+yY = 7 2) எனின், 

தன (மட ஏடி /மட6ம17 as 627 

Li = (85 + dg/a,E Lai ச, 62.) 

20 ஆதலின் 6, ” 2, 

எனவேர 6 ம, 52 ரூட6ம்) 

cratGora, +4, € L" >a, +a, CL’ 

ae Lie Ll.
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8 6 Dy; a, மூ L, எனின் 8) 6 R, 

aL a," >a, sroPe E = a,’-a, aw Boos HA Sg 
எண், 

எனவே ம், - 8, - 8 என்னுமாறு a, €L,; 667, காண 

முடியும். 

இப்பொழுது ௨4௨, 83 540) - £ = 
4,+), 

a +a, €L'; a, +5, ER" (5 a,€R; 8,627) 

சடா 885 மேம்: ன் ஓர் உறுப்பு 8-ல் அமைந் 
துள்ளது. எனவே 47 என்பது 2”-ன் ஒரு தகு உட்கணம், 

எனவேடி* 75 $ 9 

க 1-12. மெய்யெண்களின் பெருக்குத்தொகை 

வரையறை : 

X= (Ly Ru) XK, = (La, Ry) என்பன இருமிகை மெய் 
'யெண்கள் என்க. 

L= {x/x ஒரு குறை விகிதமுறு எண் அல்லது $ = 0 

அல்லது $அற௫ ற, 720;ற602, ௭62 

(7, 2) என்பது 7-ஐக் கீழ்ப்பிரிவாகக் கொண்ட கணம் 
னில், உ (2, 2) என வரையறுக்கப்படுகிறது. 

K>0; 840 எனில், - $ீ$0 ஆகும். 

€$--.-[4(-)] என்றும், 440, 350 எனில் 

KB = --[(-4)] எனவும் கொள் வோம். 

XK, B இவையிரண்டும் குறையெண் எனில் 

48 - (௨) (இ) ஆகும். 

XK, 8 இவ்விரண்டில் ஏதேனும் ஒன்றோ அல்லது இவ் 
விரண்டுமோ பூச்சியமெனில் ஷீ - 0 

5-12.1. பூச்சியயல்லாத மெய்யெண்ணின் தலைகீழ் 

x= (Ly, Ri) ஒரு மிகை மெய்யெண் என்க. (7, £) 
என்னும் பிரிவைப் பின்வருமாறு நிர்ணயித்திடுக? எல்லாக் 
குறை விகிதமுறு எண்கள், பூச்சியம், 8, வகுப்பில் மீச்சிறு
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எண் இருந்தால் அதைத் தவிர மற்ற எண்களின் தலைகீழ் 

இவை அனைத்தையும் கொண்ட கணம் L, 

850; 2€ ம எனில் ட 68 

‘ . 1 
மேலும் b>0; b<a எனில் “FD. எனவே 65. 

அதாவது, bEL. 8 என்பது 7-ல் அல்லாத விகிதமுறு எண் 

களைக் கொண்ட கணம் என்றால் (2, £) ஒரு வெட்டு என்று 

எளிதில் நிறுவலாம். 

(7, R) என்னும் வெட்டு (2, £0)-ன் தலைகீழ் (reciprocal) 
என வரையறுக்கப்படுகிறது. (4, R)-g9, x"! 

வோம். 

எனக் குறிப்பிடு 

x < 0 cafe x ' = 

(வோம். 

— [(— «4 ] ater வரையறுத்திடு 

B 0 எனில், ௩81 என்பதனை *. எனக் குறிப்பிடு 

(வோம். 

௪ 1-12,2. பெருக்கலின் அடிப்படைப் பண்புகள் 

M,: 4 - 8௩ (மாற்றுப் பண்பு). 

M,: («B)Y = 4 (89) (சேர்ப்புப் பண்பு). 

(குறிப்பு: மேற்கூறிய இரு பண்புகளுக்கும், பெருக்கலின் 
வரையறையிலிருந்து நிறுவல் தருக ) 

நர,: பெருக்கல் ஒருமை எண்: KT = «, 

நிறுவல் | 

« = (L,,R,)s T= (La, Ro)i XT மு, என்க, 

1 cresrugy Ry-ot BFA gy crassr, 

எனவே 4, - (24%: விகிதமுறு எண்; x<1} 
முதலில் 420 என்க.
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படி 2,207 a, EL, a,€L, stePer aa, 61. மேலும் 
41 2 சழ ௨91 

எனவே 82, 64... ஆதலின் 6 7.. 

இப்பொழுது 820; 8,672; சூட a,€L, எனின் 

டே 41. எனவே 162 
்் 2 2 

ay மேலும் ர, - ரூ (=) 
ay 

இதில் ௭,621 4 622 ௬.3: 0-1 50 
2 2 

ஆதலால் a, CL. 

எனவே 2,௦42. 

ஃ மமெடிம/ மம L,. 

ஆகவே XK T = ஷீ, 

இரண்டாவதாக, 40 எனில், --ஒ50, 

முதற்பகுதி நிறுவலின்படி, (-ஷ) - 7 = -« 

எனவே -- (4). = — (—«) 

அதாவது--[-(ட * 7)]-(--) 
ஆகையால் K*° 7 ௯ உ, 

குறிப்பு : 1 என்பது மெய்யெண்களின் பெருக்கல் 
ஒருமை எண் ஆகின்றது. 

8,: பெருக்கலில் எதிர்எண் அமைப்பு: ஷ ~ 0, K.< gi = T. 

நிறுவல் 

(i) 50 என்போம். 

til « = (Ly, Ry)s <7! = (L, R)s KK! = (L, 0) என்க, 
a,>0, a,€L,; b, ER, (b,, Ri-r Ssh எண்ணன்று)
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. 1 1. 
எனின், “Fh? EL; > >0. 

எனவே, 7 1-ன் மிகை உறுப்புகள் ஆட் என்ற அமைப்பில் 
1 

இருக்கும். மேலும் a,, <b,. 

*, a <1, srorGara€L craPeoa<l. 8 என்பது 1ஐ 
1 

விடச் சிறிய விகிதமுறும் எண் எனில், 1. - %. என்னுமாறு 
a,€Ly, b, ER, கண்டுபிடுக்க இயலும். ச 

R= A ay ட் எனவே 2867. 
ட்டம், Dy 

அதாவது 1 என்பது 8'-ன் மீச்சிறு எண்ணாகும். 
ஆகவே (21, 81) - 1. 

(4) 440 எனில் ~ «> 0. 
எனவே «1<0; (-X) 1>0. 

moasured KK 1 = (-«K) -K) T= T, 
குறிப்பு: % ! என்பது ஒ-ன் பெருக்கல் எதிர் எண் ஆகும், 

Kc t= 1] என்பதால் ஒ 1ஐ 4 எனவும் குறிப்பிடலாம். 

M,: ஓரியல்புப் பண்பு: <<8; Y>0 «tafe 4/4 34 

(1) மூதலில் ஷ, 50 என்போம். 

ல (ம, 280: 8-8) (2, 82. 

xy = (L, Rk); BY (21, 81) 

குறை விகிதமுறும் எண்களும் பூச்சியமும் 7, 71 இரண்டி 

லும் அடங்கியுள்ளன. 48 ஆதலால், டன் ஒவ்வொரு 
உருப்பும்71, லும் //,விலுமிருப்பதால் -ன் ஒவ்வொரு உறுப்பி 

லும் இருக்கும். 

a, >0; a, €Lyi மிட ஆக இருக்கட்டும். டிவில் மீப் 

பெரு எண் இல்லையாதலால், சர, 16 2,, ச 1 2 உ, எனுமாறு 
காணக்கிடைக்கும்: ஐ, ர! 62 

2௨ ர எனின் 651. 
Qa 

பகுப்.--2
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bs 
  எனவே 

இயலும். 

ஏர அ தீர * a, (ka,) = a, by. 

a,'>0; 4,1 €L,; a,>0; a,€ L;. 

ஃ ஜோரு 621 அல்லது, ம், 62. 

மேலும் ச, 628, 26%. 

a, 5-E€R. எனவேச, 4, 67, 

உடது,ம்ம்ன் தகு உட்கணம். 

ஆதலின் 43/43 37 

= k என்னுமாற a,€L,; 6,6% காண 

(ii) ஃ,,$ இரண்டும் குறை எண்கள் எனில், -ஷ, 8 
இரண்டும் மிகை எண்கள். 

௨-9 எனில் - 4; - $ீழ$ அதாவது - $4- «. 

எனவே (1)-ன்படி, - 35/4 - KY 

அதாவது, - (- 23)? - (- ஸு) 

இல 

(114) 40, 320 எனில், 44/40; 84720. 

stotGeu KY < BY என்பது வெளிப்படை. 

M,: இரு விகிதமுறும் மெய்யெண்களின் பெருக்குத்துகை 
அவற்றுடன் இசைந்த விகிதமுறும் எண்களின் பெருக்குத் 
தொகையுடன் இசைந்த மெய் விகிதமுறும் எண்ணாகும். 

அதாவது ௭, ம் விகிதமுறும் எண்கள் எனில், ஏ-$ ஈர், 

(1) ச, 650 என்க. az (மப R,); 6 = (Ly, 2) 

a.b = (L, R) என்க. 

x>0; xE Li y>0: yEL, srafev, 

xy>0; xyEL 

மேலும் x<a; peb 

ஃ xy<ab crarGeu L-sir ஒவ்வொரு 2 picid abgg of _# 
சிறியது,
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இப்பொழுது ௭௦% சம்; 650 எனில், 621 

ட்ட பரம 2k 
் 2 1+k 

144 2k 
441; ஆதலின், 7 <1; 14k <1. 

. 1+k 2k 
ae abk a( 5 ) ( ச் 4) 

1+k 2k l+k 
* a (-F) <a; 6 (7) <6, ச (45 ) (அ தர. 

2k 
o( 13) chs 

- abk EL. அதாவது சம்ஐ விடச் சிறிய எந்த எண்ணும் 
1-ல் இருக்கும். ஆகவே மம் £ பிரிவின் மீச்சிறு எண்ணாகும் 

  

எனவே, ச“ 5 2ம். 

(இதைப் பயன்படுத்தி, a<0, 5<0 ஆனாலும் a<0, b>0 

ஆனாலும் ர.தஈ ஏம் என நிறுவுக.) 

3, பங்கீட்டுவிதி: <(B+Y)=xB+«y. 

x =(L,R,)s B=(La 8 95(2, 82) 484) = (L, R) 
KBEKY = (Ls, Rg) என்க. 

x, B, 3 மிகை மெய்யெண்கள் என்று கொள்வோம். 

எல்லாக் குறை விகிதமுறும் எண்களும், பூச்சியமும் 7, 71 

என்ற இரு பிரிவிலும் காணப்படும். 

சட சப் டன் மிகை உறுப்பாகவும் ஈ,, 7௩-ன் ஏதேனும் 

ஒரு மிகை உறுப்பாகவும் ச, 2,-ன் ஏதேனும் மிகை உறுப்பாக 

வும் இருக்கும்பொழுது, 4-ன் உறுப்புகள் 4,(8,--2.) என்ற 
அமைப்பிலும் 7 '-ன் உறுப்புகள் 88,428 என்ற அமைப்பி 
லும் உள்ளன. 

ச, (சட) - 8789 8125 ஆதலின் ௨, ஈ7 எனக் கொண் 

டால் ந-ன் ஒவ்வொரு மிகை உறுப்பும் டல் இருப்பதைக் 

காணலாம். இவ்வாறே 8;1 ஈஈ எனில்,
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சீன் a1a,4+a;'a, என்ற உறுப்படி 75ல் இருப்பது 
தெளிவு. 

சமச் எனில் on <i 
1 

a” 

emme'l(Z-) « | 
இப்பொழுது, 2'- ச, £ச, (: 21 <1. } 

ay a 1 

  

* a . : எனவே — 2. மல் அமையும். 
1 

ay} . 

a, 25 -85' எனில், Oda +4,"04— 0,45 40,0," =4, ( a, +a,’ ) 

எனவே 71-ன் ஒவ்வொரு மிகை உறுப்பும் 7-ல் காணப். 
படும். 

| எனவே 752, ஆதலின் (843) 49-49 (1) 

இப்பொழுது (8-3) - 4$- ஸு என நிறுவுவோம். 

(i) 8-9 எனில் 8-4-0. «(B-y)=<6=56. 
«“B-K<Y=<B-«B-X<B=6; ctrorGe x(B-Y)=«KB- ஷூ; 

(ii) 855 எனின் 6-450 

எனவே _ஒ$-_ [3-(0-54)] -ஷூ4.ஃ(8- 50. 

BMECou KB - KY 

=[KY+«(8-yY)]-«y 

-௨4(3-97) (சேர்ப்பு விதியைட் பயன் 
படுத்தி) 

(iii) 8-9 எனின் 8-94:0 அதாவது Y-B<0 

(11)-ன்படி K(Y-B)=KY~«K ZB. 

“(B- ¥)=«[-(Y- B)]= - «(¥ ~ B) 
= -(KY-KB)aKB~ KY, (2)
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எண்களாய் எவ்வகையில் அமைந்த போதும் (மொத்தம் எட்டு 
வகைகள் உள்ளன), (5-9) - 46-43 என் நிறுவலாம். 

5 1123: பின்வரும் தேற்றங்கள் -பெருக்கப் பண்பு 
களைப் பயன்படுத்தி எளிதில் நிறுவப்படக்கூடியவை, 

() ஃ மீ இரு மெய்யெண்கள் (6) எனில் 4 
என்னுமாறு % என்னும் மெய்யெண் ஒன்று உள்ளது. 

(ii) ஒரு பூச்சியமில்லாத விகிதமுறும் : மெய்யெண்ணின் 
தலைகீழ் ஒரு விகிதமுறும் மெய்யெண்ணாகும். 

(iii) இரு விகிதமுறும் மெய்யெண்களின் விகிதம் ஒரு 
விகிதமுறும் மெய்யெண்ணாகும், மேலும், ௪,ம் (50) இரு 
.விகிதமுறும் எண்கள் எனில், 

கடச 
ம் டத 

£ 1:18: எண் அளவு அல்லது மட்டு (Modulus) 

ஏதேனும் ஒரு மெய்யெண் எனில் 

உன் எண் அளவு (அல்லது மட்டு) பின்வரும் சார்பாக 
வரையறுக்கப்படுகிறது. 

x, 440 எனில் 

lx] = 0, «=0°,, 
—X, «<0 9 

குறிப்பு : 
(i) எல்லா மெய்யெண்களின் எண் அளவுகளும் மிகை 

எண்களே. 

(ii) | x-Bl = [B-«] 

(iii) [< | <k craPed, -k<XK<k, 

[Gii), (11) எளிதில் நிறுவலாம்.] 

£1,18.1: Gsppb; |«+B1<] «+ 18]



நிரூபணம்”: 

820 எனில் $ஃ | ஃ | 

௨-0 எனில் Km - | ஷீ | 

எனவே ஏதேனும் ஒரு மெய்யெண் எனில், 
~{[s] <* < Ja] 

இவ்வாறே, - | 8] 2 || 

ஆதலின், -(1%|-418]) ௨4௨ |ல[4[ நீ 
sang, |<+B<|«]+1B] 

E1.19.2: Csppb: |<-B) <[«|-|BI 

நிரூபணம்: 

X=(« -B)4+B 

l<]=[(«x-B)+8 | 

<|«-B/+ 1B] 
அதாவது, |<|- | Bl <|«-B| 
எனவே, 18-$ீ 1214] - || 

6 118.8: தேற்றம்: ] %- $ | ₹7/ எனின், 
B-%<«K&<B+Y. 

|x| <k=>-kexck என்பதிலிருந்து இத்தேற்றத்தை 
சுலபமாக நிறுவலாம். 

5 1.19.4: தேற்றம்: | K“Bl=|«< | | Bf 

(i) ஃ, $ீமிகை எண்கள் எனின், 

| %21-ஒ$-]4] 18] 
(4) ஃ, $ இரண்டும் குறை எண்கள் எனின், 

1 421 =«xB=(-«)(-B)= | « | [BI 
(14) 90; 040 எனின் 840. 
எனவே [4814-8
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=~ ~[-(«)(-B)]J 

=<(-B)=|[«/ |B] 
இவ்வாறே, 440, 820 எனினும், | xB) =| «| B| 

8 1.13.5: தேற்றம்: rm - ra (நிருபணம் தருக.) 

  

£ 1-14: டெடிகிண்டின் தேற்றம். 

எல்லா மெய்யெண்களும் L, R என்றும் இரு பிரிவுகளாகக் 
கீழ்க்கண்டவாறு பிரிக்கப்படுகின்றனவென்று கொள்வோம். 

(0) ஓவ்வொரு வகுப்பிலும் உறுப்புகள் உள்ளன. 

(21) ஒவ்வொரு மெய்யெண்ணும் இரண்டில் ஒரு பிரிவில் 
காணப்படும். 

(ii) ௩-ன் ஒவ்வொரு உறுப்பும் சன் ஒவ்வொரு 

உறுப்பையும் விடச் சிறியது. எனின் 7 வகுப்பின் ஒரு 

மீப்பெரு எண்ணோ அல்லது 2 வகுப்பின் ஒரு மீச்சிறு 
எண்ணோ காணப்படும்: 

நிரூபணம் : 7-ன் எல்லா விகிதமுறு எண்களும் 7, என்ற 
பிரிவையும் &8-ன் எல்லா விகிதமுறு எண்களும் ட என்ற 

பிரிவையும் அமைக்கட்டும். 

ச என்பது £, பிரிவின் மீப்பெரு எண் எனில் £ என்ற 
மெய்யெண் -பிரிவில் அமையும். ர, & பிரிவின் மீப்பெரு 
எண் என நிறுவுவோம். 

அவ்வாறில்லையெனில் 4 என்பது 7 பிரிவின் மீப்பெரு 
எண்ணாக இருக்கட்டும். எனில், ரக்கும் ஒக்கும் இடையே 

முடிவில்லாத எண்ணிக்கையுடைய விகிதமுறும் மெய்யெண்கள் 

உள்ளன. அவற்றில் த ஒரு எண் என்க, 

அதாவது, ர ₹$.24. 

KEL? F< XK ஆதலின் FEL. எனவேச்€£.. 

மேலும் ர“நீ; ஆதலின் ச£ம்.
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ஆனால் நமது எடுகோளின்படி ஈம,-ன் மீப்பெரு எண் 
இம்முரண் பாடு 7, £-ன் மீப்பெரு எண் இல்லை என்பதைப் 
பொய் என நிறுவுவதால், “ர -ன் மீப்பெரு எண் ஆகும் 
என்பது. தெளிவு. 

இவ்வாறே, ம், £, வகுப்பின் மீச்சிறு எண் எனின், $, Ry 
வகுப்பின் மீச்சிறு எண்ணாகும். 

இப்பொழுது 2-ல் மீப்பெரு எண்ணும் 2.-ன் மீச்சிறு 
எண்ணும் இல்லை என்று கொள்வோம். (2, 7.) இந்நிலையில் 
ஒரு விகிதமுறா எண்ணைக் குறிக்கும். இதனை & என்போம், 

% ம-வகுப்பிலோ அல்லது £ வகுப்பிலோ அமையும். ௯2 
எனில், ஷ, 2-ன் மீப்பெரு எண்ணாகும். அவ்வாறில்லை 

யெனில் %* என்பது 7-ல் மீப்பெரு எண்ணாகட்டும். 7 என்பது 

XK, %1க்கு இடையே அமைந்ததொரு விகிதமுறும் எண் எனில் 
417-141 

abl gor acl, 

sterGeu (L,, R,) = & என்ற வெட்டில், வை விட பெரிய 
மெய்யெண்ணான ' 7, பிரிவில் அமைந்துள்ளது. இது ஒரு 
முரண்பாடு. எனவே KEL எனில், ஃ, £-ன் மீப்பெரு எண்ணாக 

அமைதல் வேண்டும். இவ்வாறே ஃ6€.£ எனில், XK, Ror SEPM! 
எண்ணாக அமைதல் வேண்டும். 

E 1-15. GwwGwee Car@ (Linear Continuum) 

ஏதேனும் ஒரு கிடைநேர்க்கோட்டை எடுத்துக்கொண்டு 
அதில் 0, 07 என்னும் இரு புள்ளிகளை ௦0-ன் வலப்பக்கத்தில் 

(7 இருக்குமாறு எடுத்துக்கொள்வோம். விலிருந்து 7 உள்ள 
பக்கத்தை கோட்டின் மிகைப் பகுதி என்றும், மறுபக்கத்தை 
குறைந் பகுதி எனவும் அழைப்போம். 0, 7 என முறையே 

0, 1 என்ற இரு எண்களையும் குறிக்கட்டும். ற/ஏ (50) என்ற 
விகிதமுறு எண்ணை டுவிலிருந்து 00/-ன் ரவில் ஒரு பகுதிக்குச் 

சமமான ற இடைவெளிகளைக் கடந்து (ற மிகை எண்ணனின் 
மிகைப் பக்கத்திலும், ற குறை எண் எனில் எதிர்பக்கத்திலும் 
கடக்கவேண்டும்) அடையும் 2 என்ற புள்ளியால் குறிப்பிட 

லாம். 

இத்தகைய அமைப்பில் ஈஃம் எனில் ௬, ம-ன் இடப்பக்கத்தில் 
அமைவதைக் காணலாம். இத்தகைய கோட்டில் விகிதமூறும்
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எண்களைக் குறிக்கும் புள்ளிகளைத் தவிர மற்றப் புள்ளிகளும் 
காணப்படும். 

௦பீஜப் பக்கமாகக் கொண்ட சதுரத்தின் மூலை விட்டத் 

திற்குச் சமமாக இக்கோட்டில் 00 எடுத்துக்கொண்டால் 0 ஒரு 

விகிதமுறும் எண்ணைக் குறிக்காது. இவ்வாறே 0 - அய 00 
என அமையுமாறு வரும் புள்ளிகளும் விகிதமுறும் எண்களைக் 
குறிக்கா, (காரணம் தருக) ஆகவே விகிதமுறும் எண்கள் 
மாத்திரம் நேர்கோட்டின் எல்லாப் புள்ளிகளையும் குறித்திட 
இயலாது. 

(2, 8) ஒரு வெட்டு என்க, மேற்கூறிய நேர்க்கோட்டமைப் 
பில் 2 என்னும் புள்ளி, 7 பிரிவில் அமைந்த புள்ளிகள் க்கு 
இடப்புறமும் £ பிரிவின் அமைந்த புள்ளிகள் சக்கு வலப்புலத் 
திலுப் அமையுமாறு எடுக்கப்பட்டால், 2 ஒரு மெய்யெண்ணை க் 
குறிக்கும். மறுதலையாக இக்கோட்டில் 7 என்பது ஏதேனும் 
ஒரு புள்ளி எனில் க்கு இடப்புறம் அமைந்த விகிதமுறும் 

புள்ளிகள் 7 பிரிவையும் 7க்கு வலப்புறம் உள்ள விகிதமுறும் 

புள்ளிகள் £ பிரிவையும் அமைப்பதாகக் கொண்டால் (2 விகித 
மூறும் எண் எனிவ் 7, 2-பிரிவில் அமையும்.) (2, 2) ஒரு 
வெட்டு ஆகும். எனவே ச ஒரு மெய்யெண்ணைக்் குறிக்கும். 
இந்த நேர்க்கோட்டமைப்பைக் கூட்டுத் தொடர்ச்சி என 
அழைக்கிறோம்.



2. எல்லைப் புள்ளிகள் 
தொடர் முறைகள் 

E 2-1. இடைவெளிகள் 

a, 9 என்பன இரு மெய்யெண்கள் (8) எனில், 

(1) {x/a<x<b} என்ற கணம் ஒரு மூடிய இடைவெளி 
(closed 1018ர781) எனப்படிம். இதனை [ஈ, 6] எனக் 
குறிப்போம், 

(11) 1௧/22) என்ற கணம் ஒரு திறந்த இடைவெளி 
(open interval) ஆகும். இதனை (௧௪, 6) எனக் 
குறிப்போம். 

(ili) [a, 5) = {x/acx<b}, , 
(௪, ௦] - 0/2) என்பன ஒருபுறம் முடிய 
(அல்லது ஒருபுறம் திறந்த) இடைவெளிகளாகும். 

& 2-2. கணங்களின் எல்லைகள் (வரம்புகள்) 

S என்பது மெய்யெண் கணத்தின் உட்கணமாக 
இருக்கட்டும். ‘a என்ற மெய்யெண் 642122 என 
அமையுமாயின், 4 கீழ்வரம்புடையது எனப்படும்; *ம£ இன் 
ஒரு கீழ் எல்லை (வரம்பு) எனப்படும். இவ்வாறே சீ என்னும் 
மெய்யெண் xCSox<bh என அமையுமாயின், டி மேல் 
வரம்புடையது எனவும்; ம், $-ன் ஒரு மேல்வரம்பு எனவும் 
அழைக்கப்படும், 

மேலும், கீழும் வரம்பையுடைய கணம் வரம்புள்ள 
(6௦00060) கணம் எனப்படும். 

£ 2-2.1: ஒரு கணத்தின் மேல் வரம்புகளில் மிகச் சிறிய 

எண் மீச்சிறு மேல்வரம்பு எனப்படும். இவ்வாறே கீழ்வரம்பு 
களில் மிகப் பெரிய எண் மீப்பெரு கீழ்வரம்பு எனப்படும்.
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(i) ‘m’ ஒரு கணத்தின் ஏதேனும் மீச்சிறுமேல் வரம்பு 
என்க. 4” ஒரு கணத்தின் ஏதேனும் நடு மேல்வரம்பு 
எனின், ஈம். 

(ம) 477 ஒரு கணத்தின் மீப்பெரு கீழ்வரம்பென்க. 
‘a’ என்பது கணத்தின் ஏதேனுமொரு கீழ்வரம்பு. 
எனின் /24. 

(111) மீப்பெரு கீழ்வரம்போ அல்லது மீச்சிறு மேல் 
வரம்போ கணத்தின் உறுப்பாக இருக்கவேண்டு 
மென்பது இல்லை. 

(iv) / ஒரு கணத்தின் மீப்பெரு கீழ்வரம்பு எனின் € 20 
என்ற எந்த எண் கொடுக்கப்பட்டாலும், (/, 7-6): 
என்ற இடைவெளில் கணத்தின் ஓர் உறுப்பேனும் 
அமைதல் வேண்டும். (அவ்வாறில்லையெனில் 

மீப்பெரு கீழ்வரம்பு /ஐ விட பெரியதாகும்.) 

(Vv) இவ்வாறே ஈ கணத்தின் மீச்சிறு மேல்வரம்பு எனின் 
(௬- 6,1) என்ற இடைவெளியில் கணத்தின் ஒரு. 
உறுப்பாகிலும் இருத்தல்வேண் டும்- 

£ 2-8. எல்லைப் புள்ளிகள் 

ஒரு கணத்தில் 6 என்ற புள்ளி (8-6, 8-6) என்ற: 
அருகாமையில் (620) முடிவில்லாத . உறுப்புகள் இருக்கு. 

மெனில் 8 அந்தக் கணத்தின் ஒரு எல்லைப் புள்ளி எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு 

1 3 a Be . 1. { [3௭3 1 +— } என்ற கணத்தில் 1,- 1 என்பவை. 

எல்லைப் புள்ளிகள். 

1 1 I 7 
2. {—+—+—mnvew | என்ற கணத்தில் 

(ருரு p 

டு ‘ . I 1 . எல்லைப் புள்ளிகள், ௦ம் - 4 னை (m,nEN) என்னும் 

அமைப்பில் உள்ள எண்களும் ஆகும்.
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L 3 n 

௦ என்பது எல்லைப் புள்ளி, 

நர் ம்ம ம ப 
3. I, ர 2 go wee ece எற் wee ர் என்ற கணத்தில் 

1 

(குறிப்பு: 0 என்பது கணத்தின் உறுப்பில்லை என்பதைக் 
காண் ௧.) 

£ 2-9.1 குறிப்பு 

& என்பது A என்ற கணத்தின் எல்லைப் புள்ளி எனில், 
(5-6, &*6) என்ற இடை வெளியில் 4-ன் ஒரு உறுப்பாவது 
இருத்தல் வேண்டும். அவ்வாறே எந்த மிகை £க்கும் 
(8£- 6,874 6)-ல் சின் ஒரு உறுப்பேனும் இருந்தால்தான் 8, சன் 
எல்லைப் புள்ளி ஆகும். (நிரூபணம் தருக.) 

£ 2-92 வரையறை 

A என்ற கணத்தின் எல்லைப் புள்ளிகளைக் கொண்ட 
கணம் கீ-ன் வழிவந்த கணம் (1146ம் 86) எனப்படும். 
அதனை 41எனக் குறிப்பிடுவது வழக்கம். 

5 2-3.5 போல்ஸோனா--வியர்ஸ்ட்ராஸ் தேற்றம் 

ஓவ்வொரு வரம்புடைய முடிவில்லாக் கணத்திலும் ஒரு 
எல்லைப் புள்ளி உண்டு. 

நிரூபணம் 

4 ஒரு வரம்புள்ள முடிவில்லா கணமாக விருக்கட்டும் 
4 வரம்புள்ளது எனில் 407, ம] ஆகுமாறு [8,8] என்றும் மூடிய 
இடைவெளியை நாம் காண இயலும். 

S என்னும் கணத்தைப் பின்வருமாறு அமைத்திடுக. 

$ி- (2/2) விடக் குறைவான .4-ன் உறுப்புகள் உயர்ந்த 
பட்சம் அறுதியான எண்ணிக்கையுடையது.] 

3240; ஏனெனில் ஈ64. 

மேலும் ம், $-ன் ஒரு மேல்வரம்மாகும். 

எனவே 4 வரம்புடைய கணம் 

£ என்பது £-ன் மீச்சிறு மேல்வரம்பாக இருக்கட்டும்.
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£, 4-ன் ஒரு எல்லைப் புள்ளி என நிறுவுவோம். 

(ஈட ம்.) என்னும் இடைவெளி £-ன் 2 என்ற அருகாமையில் 
அமைந்திருக்கட்டும். 

சடக் ஆதலின் ஈ,, 5-ன் மேல்வரம்பாக இருக்க இயலாது. 

எனவே ௭786, 963 என்னுமாறு ஒரு ரஒன்று உள் 
ளது. 176.8 ஆதலால் ர, 4ீ-ன் ஒரு முடிவுள்ளா (௩116) எண் 

ணிக்கையுடைய உறுப்புகளைக் காட்டிலும்தான் அதிக 

மாயுள்ள்து. 826; எனவே ச், 5$-ன் ஒரு மேல்வரம்பாகும். 
ஆயினும் 2, 5-ன் ஒரு உறுப்பல்ல. எனவே, மீயை விடக் 

குறைவான சீயின் உறுப்புக்கள் முடிவில்லாதவை. 

மேலும் சஜ விடக் குறைவான 4-ன் உறுப்புக்கள் அறுதி 
யான எண்ணிக்கையுடையவை. எனவே (௭, ச)-ல் முடிவில்லாத 
எண்ணிக்கையுடைய உறுப்புகள் உள்ளன. ஆகவே சீ ஒரு 
எல்லைப் புள்ளியாகும். 

வரையறை 

மூடிய கணம்: ஒரு கணத்தின் எல்லைப் புள்ளிகள் 
யாவும் அந்தக் கணத்தின் உறுப்புக்களாயின், அந்தக் கணம் 

மூடியகணம் ஆகும், 

அதாவது, 4௮ 41 எனின், 4 ஒரு மூடியகணமாகும். 

£ 3. சார்புகள் 

A, B இருகணங்கள் என்க. &-ன் ஓவ்வொரு உறுப்புக்கும் 
இயைபாக B-o ஒரு உறுப்பை இணைக்கும் விதியை 

சீயிலிருந்து யின் மேல் வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு என்கிறோம் 
4 என்றும் கணத்தைச் சார்பின் அரங்கம் (4௦0௧11) எனவும் 
சார்பு மதிப்புக் களரியான Boo உறுப்புக்களை சார்பின் 
வீச்சுகம் (158126) எனவும் அழைப்போம். பகுப்பாய்வில் A, B 

இரண்டையுமே மெய்யெண்களின் கணங்களாகக் கொள் 
வோம். .கீ-ன் % என்னும் மெய்யெண்ணின் சார்பு மதிப்பு 
628 எனின் 

yen f(x) எனவும், சார்பினை 7 (அல்லது, 4, ந, 2... 

போன்ற எழுத்துக்கள்) என்று கூறுவோம். சார்பின் வீச்சு 

(72): 26.4) என்னும் கணத்தில் நிர்ணயிக்கப்படும்.
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£ 8-1. தொடரினம்: தொடர்முறை (6601106006) 

Quied crosr soit (Natural ௩ம௦08) கணத்தை அரங்கமாக்க 

கொண்ட சார்பு ஒரு தொடர்முறை எனப்படும். 

ரீ), 167 என்னும் தொடர் முறையை 

(கவ், (டூ ௩ 71) 1 €61)எனவும் குறிப்பிடுவோம். 

எடுத்துக்காட்டு: 

2, 4 8. 2 \n-1 WZ ge pee வ n= (2) 

+i 1 1 me an=(-1)a-1 
(ம் 1, ~ “> e 3 ச “que eee one “rt 

(iii) 1,-1.1, -1,-L.. wan = (- 1)! 

(iv) 1, -2, 3, 4, 5, soe ee eee A = (-1)*-'n 

£ 8-1.1 வரம்புள்ள தொடரினங்கள் 

(௨ ஒரு தொடர்முறை என்க. 

n€N, ௩ என வருமாறு k,K என்னும் எண்கள் 
இருக்குமேயானால் {an} Ob வரம்புள்ள தொடர்முறையாகும் 

எடுத்துக்காட்டு 

(i) கூ௪ (8)”-1 எனில் (ஈ) வரம்புள்ளது. ஏனெனில் 
0<a,<1 (n€N) 

(ii) an = | 2 croPed {an} eupbuppg. 

பயிற்சி 147 

பின்வரும் தொடர்முறைகள் வரம்புள்ளானவா என்று 
ஆய்க: 

(i) 15,253... 

(ii) Sin 7/2, Sin 27/2, Sin 37/2 ... ... 

(iii) 1, -2, 3, -4, ... ...



எல்லப் புள்ளிகள் தொடர் முறைகள் 3] 

[விடைகள்: (1) வரம்பற்றது (11) வரம்புள்ளது (114) வரம் 
பற்றது] 

£ 8-1.2 தொடரினத்தின் எல்லைப் புள்ளிகள் 
{ an } என்ற தொடர்முறையின் எண்ணிலடங்கா 

உறுப்புக்கள் (&- 6, 8-6) என்றும் இடைவெளியில் ் 
திருப்பின் , “மைத் 

& என்பது (௬,)-ன் ஒரு எல்லைப் புள்ளியாகும். 

இவ்வாறன்றி (8- 6, 5-6) என்ற இடைவெளியில் அறுதி 
யாக எண்ணிக்கையுடைய உறுப்புகளே அமைந்திருக்குமாயின் 

£, (2ூ-ன் எல்லைப்புள்ளியாகமாட்டாது, 

எடுத்துக்காட்டு 

[ . (i) Gn = ரு (220) gpenmed O creiriigy {aq}-sir @Go 

  

எல்லைப் புள்ளி யாகும். 

(ii) an= 1+( - 1)" எனில், 0, 2 என்பன (ஈவன் எல்லைப் 

புள்ளிகளாகும். 

£ 8-2. தேற்றம் 

ஓவ்வொரு வரம்புள்ள தொடரினத்திற்கும் ஒரு எல்லைப் 

புள்ளி உண்டு. 

(க என்பது ஒரு தொடர்முறை என்க. 

இதன் வீச்சு A creer se 

(டு 4 அறுதியான (மூடிவுள்ள எண்ணிக்கையுடைய) 
உறுப்புக்களைக் கொண்ட கணம் எனில், 4-ன் 

வெவ்வேறு உறுப்புகளில் ஒன்றேனும் எண்ணற்ற 

Yop வருதல் வேண்டும். இதனை 86 எனின், 

(2-6, 816) என்ற இடைவெளியில் (க$-ன் 

எண்ணற்ற உறுப்புகள் உள்ளன. எனவே 6 ஒரு 

எல்லைப் புள்ளியாகும். 

(11) 4 ஒரு முடிவில்லாக் கணம் எனில், (7 வரம்புள்ள 
தாகையால், கீயும் வரம்புள்ளதே, எனவே போல் 

ஸோனா--வியர்ஸ்ட்ராஸ் தேற்றத்தின்படி 4யில்
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ஒரு எல்லைப் புள்ளியேனும் நிச்சயம் உண்டு. இது 
n எனில் (7-6, 7146) என்னும் இடைவெளி 

யில், 4-ன் முடிவிலடங்கா உறுப்புக்கவ் உள்ளன. 

அதாவது ஈன் முடிவில்லா எண்ணிக்கையுடைய 

மதிப்புக்களுக்கு ௭6 (7- 6,7--6) எனவே, ஏ (ஈவன் 
எல்லைப் புள்ளியாகும். ் 

குறிப்பு 
2. என்பன (ஈடன் மிகச் சிறிய, மிகப் பெரிய எல்லைப் 

புள்ளிகள் எனின், சயை (ஈ,)-ன் கீழ் எல்லைப் புள்ளி (1௦௭௦7 
limit of indetermination) ஜஜ. (சின் மேல் புள்ளி (பறற 
[ரய 08 ரற024சராம்றக1100) எனவும் அழைப்பது வழக்கம். 

ச எல்லை ௭, எனவும்; 0 எல்லை ௬, எனவும் குறிக்கப். 
படும். 

£ 3-8. குவித் தொடரினங்கள் (ஒருங்குத் தொடரினங்கள்) 

ஒரே ஒரு எல்லையை மாத்திரம் கொண்ட தொடரினம் 
குவித் தொடரினம் (ஒருங்குத்தொடரினம்) எனப்படும். இத்த 
எல்லைப் புள்ளி / எனில் எல்லை ஈ௮-௦ ௬-7 என வரும். 
மேலும் / (ச4-ன் எல்லைப் புள்ளி எனப்படும். 

£ 3.31 தேற்றம் : (க: என்ற தொடரினம் / என்ற எல்லைப் 
புள்ளியைக் கொண்டிருப்பதற்கு ஒரு தேவையானதும் போது 
மான நிபந்தனை, கொடுத்துள்ள ஒவ்வொரு E€(>0)46 
பொருத்தமாக 64, ஈஷா எனில் | aa-N<€ என வருமாறு 
இருப்பதாகும். 

நிரூபணம் : 

(1) நிபந்தனை தேவையானது. 

{an}, lag நோக்கிக் குவிகிறது என்போம். அதாவது 
(a) {an} வரம்புள்ளது (4)/ என்பது (ஈப்ன் ஒரே எல்லைப் 
புள்ளி. எனவே 62௦ கொடுக்கப்பட்டிருந்தால், ஈன் அறுதி 
யான மதிப்புகளுக்குதான் (7-6) I+ €). இவ்வாறு 
(2-6, ௭-6) என்ற இடைவெளியைச் சாராத உறுப்புகளின் 
மிகப் பெரிய கீழ்க்குறி ஈ-1 எனில், n>m=a,€ (1- €./+€). 

அதாவது, 128 எனில் | ௬௩-/| 46, 

(11) நிபந்தனை போதுமானது,
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கொடுக்கப்பட்டுள்ள நிபந்தனையைக் கொண்டு நாம் பின் 

வருவனவற்றை நிறுவுவோம்: 

(a) {an} வரம்புள்ளது. 

(6) 7, (சட்-ன் ஒரு எல்லைப் புள்ளி. 

(c) {an}-0 வேறொரு எல்லைப் புள்ளியும் இல்லை. 

61 எனக் கொண்டால், ற என்ற என்ணை, ூர எனில் 

| ௯-7] 41 என வருமாறு நாம் காண இயலும், அதாவது 

சஜ எனில், ௯6 (/-1, 741) 

(1-1, சட - மேப் என்ற கணத்தின் மிகச் சிறிய எண் 
£ ஆகவும், (/-41, சூ, சூ - ம... என்ற உறுப்பின் மிகப் 

பெரிய என் &£ ஆகவும் இருந்தால், 

ஏன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் $௨,௨& என்பது தெளிவு. 

எனவே (௪) வரம்புள்ள கணம். 

எல்லா மிகை €க்கும், ஜா எனில் 

Jan-L[ <€ என வருவதால், / ஒரு எல்லைப் புள்ளி 
யாகும். 

முடியுமானால் /1 (ஈப-ன் மற்றொரு எல்லைப் புள்ளியா 
யிருக்கட்டும். /15):/ எனில், 6-3(/1-7) எனக் கொண்டு, 

717-252 62/- 6 என ஆகிறது. 

இப்பொழுது, ஈட எனில் ஈ,6 (/- 6, /6) என அமையு 
மாறு ஈ என்றும் ஓர் எண் உள்ளது. (நாம் ஒப்புக்கொண்ட 

நிபந்தனையின்படி) எனவே, 7/4 6ஐ விடப் பெரிய (ஈன் 
உறுப்புகள் அறுதியான எண்ணிக்கையுடையவை,. எனவே 

(1-6. Pe) என்ற இடைவெளியில் ஓர் அறுதியான 

எண்ணிக்கையுடைய உறுப்புக்களே காணப்படும். எனவே 
71 ஓர் எல்லைப்புள்ளியாக மாட்டாது. 

ஆகவே /, (ச-ன் ஒரே எல்லைப் புள்ளியாகும். எனவே 

(ச) /ஐ நோக்கி ஒருங்குகின்றது. 
2 4, கோஷியின் பொதுக் குவிக் கொள்கை (கேர 
Principle of Convergence): 

(க் என்னும் தொடரினம் ஒருங்குவதற்கு, கொடுக்கப் 
பட்ட எந்த மிகை 6-க்கும் பொருத்தமாக ஈ என்னும் முழு 

பகுப். 3
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எண், 713௮1, =p>o, | antp-~ an | < 6 ன வருமாறு 

இருப்பது. ஒரு தேவையான, போதுமான நிபந்தனையாகும் , 

நிரூபணம்: 

(1) நிபந்தனை தேவையானது: 

(ப என்னும் தொடரினம் [ஐ நோக்கி ஒருங்கட்டும் எனில் 
622 கெகொடுக்கப்பட்ட நிலையில் nom எனில் 

| ௯-/| ₹6€9 ஆகுமாறு ஈ உள்ளது. 

இந்நிலையில், 7-5; ஆதலின் 

< 

| ௯௮4௨-71] <— 
2 

ererGev | Gna n-Gn| € 

= | (@n+p-1 | = (a, - 1) | 

< | 4,tp-1| + ]a,-1] 

€ € 
<—+—-€ 

2 2 

Gi) நிபந்தனை போதுமானது. 

இந்தப் பகுதியின் நிரூபணத்தில் முதலாவதாக கொடுத் 
துள்ள நிபந்தனையால் 1௨,) வரம்புள்ளது என்றும்; இரண்டாவ 
தாக இந்த வரம்புள்ள தொடரினத்தில் ஒரே ஒரு எல்லைப் 

புள்ளிதான் உண்டென்றும் நிறுவுவோம். 

6 1 எனக் கொண்டு, உ,%௦ எனில் 

| Gn4p-a4n [| <1 

ஆகுமாறு 7 என்றும் மிகை முழு எண் உள்ளது. 

எனவே, ஐஐ எனில் | ச--ற-]| “1. 

அதாவது, ற ௦ எனில், 

4 8. <a 
r-l r+p r+l
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k= {an-1, ப சி வேய் என்ற கணத்தின் மீச்சிறு உறுப் 
unsoyb, K={dn+1,4,, a, ... ar_1} eretrp கணத்தின் மீப்பெரு 
உறுப்பாகவும் இருக்கட்டும். 

இதனால் kK<an<k, 44 என ஆகிறது. 

அதாவது (௪, வரம்புடைய கணமாகும். 

ஆதலால் (பக்கு ஒரு ஒரு எல்லைப் புள்ளியேனும் 
உண்டு, முடியுமானால் /, /1 என்பன இரு எல்லைப் புள்ளி 
களாக இருக்கட்டும். 

652 கொடுக்கப்பட்டால், 858, 22௦ எனின் 

ட 
| An +p ~ An | < 3 என mgs காணலாம். 

/ ஓர் எல்லைப் புள்ளியாதலால், 

| Qn, -/ | ce என CUGLOID! Nim காண இயலும். 

மேலும் /1 ஒர் எல்லைப் புள்ளியாதலால் 

ஈர எனில் | க்ஷ] 4 € என வருமாறு ஈ, ஐ காண 

இயலும். 

ஈடா, 5 1 ஆனால் 

| சட |< ஆ (கொடுத்துள்ள கோஷி நிபந்தனைப் 

படி) 

எனவே, 

[7-7] = [/-ேடா் செட்டி * ச /1) 

[7] [சேடி | | கேட -71 | 

6 பஎதைச்சையாதலின், [-11 என மூடிவு கிடைக்கிறது 

எனவே (ஈக்கு ஒரே ஒரு எல்லைப் புள்ளிதான் உண்டு 

அதாவது (8, இந்த எல்லைப் புள்ளியை நோக்கிக் குவிகிறது.
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£ 5 எல்லைகளின் இயற்கணிதம் 

£ 5-1 தேற்றம் 

4, (ம் என்ற தொடரினங்களில், எல்லை ஈ, -/, எல்லை. 
7722 n<20 

த், -7' எனின், 

(1) etebeme (a, +5,) =141' 
71-20 

(ii) எல்லை எல்லை (ர,-ம்,) 7-7 
n>R 

(iii) எல்லை ஈர, by = |]! 

(iv) 40 cresfer, எல்லை," = + 

n> 0 

நிரூபணம் 

652 கொடுக்கப்பட்டிருந்தால், m,, m? என்னும் முழு. 
எண்களை 

6 n>m, எனில் | ௩-7] a5 ஆகவும் 

n>m, எனில் | 5, -/1 45 ஆகவும் 

காண இயலும். எனவே m, என்பது ஈட ஈடி இவற்றில் 

பெரியதானின், 

(i) க |(யரச்)- (1-1! | 

௪ | (க-4)7(ம-17) | 
€ 6 _ 

< 5 டப 7 = €. 

ஆதலால், எல்லை (8.16) “14/1 
82-20 

(11) அதே நிபந்தனையின்கீழ் 

np>m= | (an-bn) - (47/4 | 

௩ (ர, -1)-(86-71) 

[741-717] 

€ 6 வம் ரு 26.
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எனவே எல்லை (8, - 9) -7-/1 
72:2௦ 

(iii) a,b, -W' =a,(b, - 14) +1 (a, -1) 

wf Qn bn -U')= | aa(bn-I+1(c,-D | 

< | ay (In-l*) | + | Ga!) | 

<fan{ |fnlt | + [ltt [௭] 

(ச ஒருங்கு தொடரிணம் ஆதலால், வரம்புள்ளது. 

|] ௬8 

எல்லை ச, 5/1, எல்லை ம், -/1 ஆதலின், 

n-> 20 n> 2 

ஈட 10) என்னும் முழு எனகள் 

ஈ ௮ ஈட எனில், | ௭-1] <n ஆகவும் 

சூடி எனில், | 1,-1' | ட எனவும் காண இயலும். 

1 என்பது ட, 1) இவற்றில் பெரியது எனில், 

n> m=> | கூட்! | 

<|an) | o.-P [+ [2] | anal | 

€ € 
<Ko et IP airy 
= &, 

எனவே எல்லை (ட, ச்,)-1/7” 

n> x 

Da,-lb, _ /1(௪,-2)-/(/,-71) 
3 an l 

(15) 5, 1 bt bait 
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24m 17/11[க7/1-4/7| 1/1] 
“7,7 Ts itn | [Pt 

{b,}> 1 40 2 ர, என்றும் மிகை முழு எண் 

1 

227, எனில், | b,-1' | -> ஆகுமாறு காண இயலும். 

அதாவது உ) ௱ட |/11--17,| ௨1,4441 11) 

1-6 $ 1/1] 4 [ச | 

எனவே, 1, எளில் 

உபி. பக 11 
Th 7] [| [7] 

[சமன்பாடு (1)ன்படி ] 

_ பயக ட [சமன்பாடு (2)ன் படி 
z 

2 
< | 7/1 | | an-2| +2 | 
  

7 

TTT | bon 
69-0எனில், ஜ௱, எனில் | aq 1 | ett € எனவும், 

3 | 7 | . னி _11 . n>m, creer | by-1' | “ர. + எனவும், 

ஆகுமாறு 78,, ஈ, என்னும் மிகை மூழு எண்கள் காண இயலும். 
8 என்பது 1, Mg, MZ என்பனவற்றின் மிகப் பெரிய எண் 

எனில், 

n2m>m=> 5 7 

  

கடி 

6 Cx < 7+y 7 

: a, 
எனவே எல்லை N->-co 4 + 

bn
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குறிப்பு: 

(சம, (சீப் ஒருங்குத் தொடரினங்களரயமையாத போதிலும் 
(ச் ஒருங்குணம். 

எடுத்துக்காட்டு 

௯-௬ (1) (19571 614 எனில் 

மி, -0171677 

அதாவது (௬-2, ஒருங்குத் தொடரினம். 
எனினும் (௪.7, (ம, ஒருங்குத் தொடசினங்களல்ல. 

& 5.2 தேற்றம் 

(ச் (53 என்பவன ஒருங்குத் தொடரினங்கள்; 

ட்ட an<by, எனில், எல்லை ஷே எல்லை தர 

n->o 

நிரூபணம்: 

எல்லை ஈ,-7/ எல்லை ம்,-1/1 என்க. 

(i) 75/1 எனில், 7/-7/1236 ஆக இருக்கட்டும். 

இவ்வாறாயின், (7-6, 746) 1 (1-1) 2 
136 “72 6 

(ச, (4.3 ஒருங்குத் தொடரினங்கள் ஆதலின் ௫ எனில் 

௭6 (/-6, (046), ,601- 6,716) என அமையுமாறு ஈ 
காண இயலும் 

எனவே, 12௬ எனில், 9, 411 6 4/- 6. 

அதாவது ம், 48. 

இது ஒரு முரண்பாடு, எனவே[$/1 

ஆகவே 4/7. 

பயிற்சி 17 

{an}, {bn}, (207 என்ற ஒருங்குத்த் தொடரினங்களில்
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(1) ஈரி, (ii) எல்லை a, எல்லை ட, 2/ எனில், 
n>» uU->x 

எல்லை ம், -/ என்று நிரூபி, 
77-25 

5 6. ஓரியல்புத் தொடரினங்கள் (140001014௦ 5601000068): 

8 69, கட ம. எனின் (ச, ஏறுமுகத் தொடரினம் 
(monotonic increasing sequence) எனவும், ¥, EN, ேடர11 50 
எனில் an} இறங்குமுகத் தொடரினம் (ய:௦௩௦1௦௦1௦ decreasing 
sequence) எனவும் வழங்கப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு 

(1) ௨,342 எனில் (ச, ஏறுமுகத் தொடரினம். 

(ii) a,=2+ = srePed {an} Dow pas Ogsar_Moord, 

E 6.1 Csppb 
ஓர் ஓரியல்புத் தொடரினம் குவிவதற்குத் தேவையான 

போதுமான ஒரு நிபந்தனை அந்தத் தொடரினம் வரம்புள்ளதா 
யிருத்தல் ஆகும், 

நிரூபணம்: 

(1) நிபந்தனை தேவையானது: 

எல்லம ஒருங்குத் தொடரினங்களும் வரம்புள்ளவை. 
எனவே ஓரியல்பு ஒருங்குத் தொடரினங்களும் வரம்புள்ளவை 
தான். 

(11) நிபந்தனை போதுமானது: 

[8] ஏறுமுகமானதும் வரம்புடையதும் ஆயின், / என்பது 
அதன் மீச்சிறு மேல் வரம்பாயிருக்கட்டும். 

620 கொடுக்கப்பட்டதாயின், ரு எனில், ச,5/- € 
ஆகுமாறு ஒரு ஈ உள்ளது. 

[2:] ஏறுமுகத்தது ஆதலில், 

Nom எனில், மம.
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srorGeu nm stesfled, anpzl — € 

மேலும், ௭, 2/-47/-- 6 பு, 

எனவே, ௧௭6 (/- 6, 17/40) 

அதாவது உ ] சர-7/[ 46 

. எல்லை ரட-], 

n->- co 

QeianGp {b,} வரம்புள்ள இறங்குமுகத் தொடரினமாயின் 
{ba} அதின் மீப்பெரு கீழ்வரம்பை நோக்கி ஒருங்குகின்றது 

என்று நிறுவலாம், 

8 6.2 தேற்றம்: ஒரு வரம்பற்ற ஓரியல்புத் தொடரினம் +20 
அல்லது - க்கு விரிக்கின் றது. 

நிரூபணம் 

(2... ஒரு வரம்பற்ற ஏறுமுகத் தொடரினம் என்க. 

4 எண்பது ஒரு (பெரிய) முழு எண்ணாக இருக்கட்டும் 
{an} வரம்பற்றதாகையால், 

சக் ஆகுமாறு ஈ என்ற ஒரு மிதை முழு எண் உள்ளது. 
(இல்லாவிட்டால் கி, என ஆகும்; அதாவது (8. வரம் 

புள்ளதாகும்.) 

{an} ஏறுமுகத்ததாகையால், 128, ௨22௩24. அதாவது 
(2), 2 தோக்கி விரிகின்றது. 

இவ்வாறே (4, ஒரு வரம்பற்ற இறங்குமூகத் தொடரின 
மெனில் (,1- ௨ஐ நோக்கி விரிகின்றது என நிறுவலாம். 

குறிப்பு : 
வரம்புள்ள குவிதல் இல்லாத தொடரினம், அளவான 

ஊசலாட்டம் (இத்தகைய தொடரினத்திற்கு இரு எல்லைப் 
புள்ளிகளேனும் இருத்தல் வேண்டும்”) 

வரம்பற்ற தொடரினங்களில் (1) ௨ஐ நோக்கி விரிதல் 
(ii) -ுஐ நோக்கி விரிதல் (111) அளவற்ற ஊசலாட்டம் 

என்னும் மூவகைத் தன்மைகளில் ஒன்று காணப்படும்.
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மாதிரிக் கணக்குகள் 

ளி 1 2 
1. எல்லை (ர் no +7 ) = $ என நிறுவுக. ர? 

1 2 +n 

கோள சர் வரல 

_ 1424+ +7 _ (41) _ n+l ny 1 
mm ~~ ona mn Pt oT 

620௦, மூன்னமேயே கொடுக்கப்பட்டசெனின், 

lan - 4] = a <& (> ae எனின்] 

எனவே எல்லை ர,ிஎ$, 
n-> 2X 

2, எல்லை ஆ ௬1 என நிறுவுக, 

2௦ 

n>3 எனில், 

ட 1 +n(n-1) 1 4n(n-1)(n-2) 1 
(14+ >] “ம்க் எ பதர ள் es net 

  

(m4 13 உறுப்புகளுள்ளன.) 

Ht (aed =f+i4 n ete n n 
  

1-2 1:23 

< 1414 டார் _ | fe tee wee (N+) 
1-2 1.2.3 

உறுப்புகள், 

I 1 1 
< I+1+ > + எ ob pT 

i 4 “கத tort... + te + ae te 
m= 3, 1.
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எனவே டி3 crore (SET) <n. 

astoug! n+ t> (n+1)” 

1 
> (n+1) n+1 

1 
ஆகவேஈ உ 

2. 

எனவே [an], மூன்றாவது உறுப்பிலிருந்து இறங்கு. 
மூகத்தது. 

1 
மேலும், கூ ரர 219௩ 

அதாவது (சப் 1ஐ கீழ்வரம்பாகக் கொண்டது. 

எனவே (ச, ஓர் ஒருங்குத் தொடரினமாகும். 

652 கொடுக்கபட்டதாயிருந்தால், 

ate = tact MOM ery 

,fa-) 
> 1+4€ tT 2... 

nn 1) 63 om" > ப் ஆகுமானால் அதாவது, 

n> ce +1) 

1 2 
ma a> gat! 

எனவே 14 651 

1 

n 
|m-1] <€vn> 2 +1, 

I . 
எனவே எல்லை ஜூ 7! 

7122௦
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8. அடுக்குக்குறி எல்லை 

ரவ (1 + 5) எனில் (௪, ஒரு ஒருங்கு தொடரினம், 

(இதன் எல்லை ச எனக் குறிக்கப்படும்.) 

1) ் (2-1) 1] நாா-1) ஈர. 4 
(1+ =) = Itn- — + 13   

  

n> bay ns 

+ tee ane ஃ (௩1) உறுப்புகள்) 

2 (இத... = 141+ n 
ரத 3 

> (n+1) உறுப்புகள் (1) 
இவ்வாறே, 

1 ந 2 n+ mmc wee ee ee (14 oY) bm 1414 1-1 (1 at ){t era) atl 
ai 1:2 12:3 

ர்வ வ ௮ (132) உறுப்புகள் R 

A <n cto 

A A 

ந மர 

A A 
a STF 

A A 
1-7 41- (4512, )
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1 ர 2 A aft-hy )(t- Zale oft~ oh 

ஆகையால் மூன்றாவது உறுப்பிலிருந்து (2)-ன் வலப் பக்கத் 
திலிருக்கும் ஒவ்வொரு உறுப்பும் (1)ன் வலப்பக்கத்திலிருக்கும் 
இசைந்த உறுப்பை விடப் பெரியது; (2)-ன் முதல் இரண்டு 
உறுப்புக்களும் (1)-ன் மூதல் இரண்டு உறுப்புகளுக்குச் சமம்; 

மேலும் (2)-ல் (%--2) மிகை உறுப்புகளும், (1)-ல் (4-1) உறுப்பு 

களும் உள்ளது. 

1 1 1 
எனவே (14 ati) > ( 1+ ") 

ட அஆ 

அதாவது (ஈ.பி ஓர் ஏறுமுகத் தொடரிசை. 

: 1 \n 
மேலும் (1)-ல் கண்டபடி, 86: (1 +7) 

en (ea) (8) 1 4 wee 1314 

௮. (௩41) உறுப்புகள் 

1 1 
< 1414-41 H+ ove ee 4-௨ 

1-4 ort tee nee HK GUE M 

ன Yoh yt 3 

அதாவது {an} என்ற ஏறுமுகத் தொடரினத்தின் மேல் 

வரம்புள்ளது. எனவே {an} ஒருங்கு தொடராகும்,
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4. {a,} என்ற தொடரினத்தில், ஈட எனில் 
[டட] 2 4 | எனில் எல்லை ௩௩0 என நிறுவுக. | an | ௮2:3௦ 

நிரூபணம் : 

an Gn, | Gm 434 
| 2 | 7 கோபு (8 | | am | an | 

            

<8 on} = GLE = ne (ne ஆட) 
<€ [5 (=) எனின் | 

அதாவது எல்லை a,=0 
n>> 

ச ச 8 8 - 5. எல்லை a,=1 crasfcir, எல்லை 1௨8 
n->20 n->2 4 

என்று நிறுவுக. 

கிரூபணம் : 

8, ஈ,-/ என்க எல்லை b, =0. எனவே ஐ என்றும் மிகை 
ச 

எண்ணை ர. எனில் |, | “2 என வருமாறு எடுத்துக் 
கொள்ள இயலும், 

b,+5,+...+6, _ 2... 1 + bm +. 19m ம... ட, n n n 

எனவே, cuted tbs [4 fpetbet nba 

| Bis 4 4 | 4... 4 | bn | 

n
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|கர11 1 66 
  

  

இப்பொழுது. 4 + “5 - >(n-m) 

n 

க -  a-m 6 ௨ உறுப்புகள் <5 

ஈ1டஎன்றும் மிகை என், e>m,>m எனில் 

€ படி ட் 2 2 - என வருமாறு காண இயலும், 

[ஃ சர்மிர் 4ம்). அறுதியான உறுப்புகளின் கூட்டுத் 
தொகை.] 

எனவே (1)-லிருந்து 

த்தி. 4ம் €,€£. a 2 +5 € 

அதாவது எல்லை உட்பட்
ட. 

  

n-> 20 

sess thn _ (by+1 . 
இப்பொழுது mats tba _( பமடம் +(bn +) 

ப திபிமிவ்டர்க் 
+1 

எனவே எல்லை 11 2: = எல்லை 22 +n 4 

2-2 n->o 

6. ang, =V ka, (k, 4; Mone எண்கள்) எனில், 

(சப். 21-60 என்னும் சமன்பாட்டின் மிகை மூலத்தை 

நோக்கி ஒருங்குகிறது என்று நிறுவுக, 

Qn 41 a 8.௨ ஆவதற்கு, 

nyse 43) ஆகவேண்டும்.
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அதாவது, (௦2442). ப 

? 82 

௮1 ம 

” a, 2a, ஆகவேண்டும். 

ச,2 ஆவதற்கு, 2122,” ஆகவேண்டும். 

அதாவது a, +k a,? 

ஆகையால் a? ~a, -kS O. 

41° -a,-ke= 
௦ என்னும் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் - 48 

(x, B>o), 

(24௩ (05 30 ஆகவேண்டும். 

BTA +K>q + 2:20; 450. 

srerGou a, - B So ஆகவேண்டும். 

8123 எனில், a, , 1௨82 அதாவது (ச. இறங்குமுகத்தது: 
ர் 2 Coognd an. ~ ay? =a,4+k-a,2 

அ எ (நேர +k) 

“(ரஷ (டு 

எனவே ர,- பட்ட 
கோட 

வடட ட்ட 2 ef 
1-4 ” (0-ம் அதனால் (சடி£)ம் 

குவித் தொடரினம்., 

4 எல்லையை 46 ௫0 தி 
h->0o € ( பாதுமளவு அதிகரித்தால்)



எல்லைப் புள்ளிகள் தொடர் முறைகள் 

இவ்வசறே ௭; “8 எனில் (4, ஏறும்முகத்தது எனவும். 

a?,+, -a,? எனவும் பிக்கலாம். ட்டி வும் நிரூ B-a, < 

எல்லை ஈ, - $ எனவும் நிரூவலாம், 
n-> 

பயிற்சிகள் 7 

1. கோஷியின் ஒருங்குதல் கொள்கையைப் பயன்படுத்தி 

a,=144+... ++ srosflsd, {an} Qw விரித்தொடரினம் என்று 

Boas. 

  

2 {xi < | crafled a, =x" srr அமைந்த (ஈ,) என்னும் 

தொடரினத்தின் எல்லை ஈர ௬௦ என நிறுவுக, 

1௮௨ 

3. 2” ஒரு மாறிலி எனில் எல்லை “ட =0 என நிறுவுக 

2-௦ 

4, an=(Vn F1- fn) TOP, {An} QHUHS தொடரினம் 

என்று காண்பி. 

1 1 1 . 
5. an “S41 * Aa nee Te எனில், {a,} ey 

முகத்தது எனவும் ஒருங்குகின்றது எனவும் நிறுவுக. 

6. 0, ப 4/1 1 எனில் எல்லை ௭ ஈ*(1-- 473) 
22-20 

7. (0,,/ஐ நோக்கிக் குவிகின்றதென்றால், 

(11), [lle நோக்கி ஒருங்குகின்றது என 

நிறுவுக. 
பகுப்.--4



3, முடிவில்லாத் தொடர்கள் 

8 8-1 வரையறை 

(2.7 ஒரு தொடரினம் எனின், 

சர் டிம்... ம கூர் ப எனக் குறிப்பிடப்படுவது ஒரு 

௦ 
முடிவில்லாத் தொடராகும். இதனை 5) ஈ, என்றும் குறிப்பிட 

n= | 

லாம். இத் தொடரில் 

n 

Sn =4yHGgt -- +4n= 220 என்க. 
[| 

{s,) என்பது கொடுத்துள்ள தொடரின் பகுதி கூட்டுத் 

தொகை எனப்படும். i 

(2 ஒருங்குத் தொடரினமானால் (0001467260 860006) 

oo 

£ ௭ ஒருங்குத் தொடர் எனப்படும். எல்லை 9,-2 எனில், 
n> oo 

x 

ச என்பது 59, என்ற முடிவில்லாத் தொடரின் கூட்டுத்தொகை 

n=] 
எனப்படும். 

£ 8-2 தொடர்களின் தன்மைகள் 

ஒருங்காத் தொடர்கள் நால்வகைப்படும்.
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(0 ஐஐ நோக்கி விரியும் தொடர்கள் 

(ii) -௦ஐ நோக்கி விரியும் தொடர்கள் 

(111) அளவான ஊசலாட்டம் கொண்டவை 

(iv) அளவில்லா ஊசலாட்டம் கொண்டவை 

8 8-8-1 மிகை உறுப்புக்களை மட்டும் கொண்ட தொடர்கள் 

x 

DS ay-@ ano ஈட எனின், 

{Sn} ௪ (டாக் 47 ஓர். ஏறுமுகத் தொடரினம்; 

ஏனெனில் 8, “982 - ஹேோ0. . 

எனவே, (8,), 8 என்றும் எல்லைக்கு ஒருங்கும்; அல்லது 
ஐ நோக்கி விரியும். இத் தொடர்களுக்கு ஊசலாட்டம் 

இல்லை. 

குறிப்பு 

மிகை உறுப்புத் தொடர் ஒன்று ஒருங்குவதற்குத் தேவை 
யானதும் போதுமானதுமான ஒரு நிபந்தனை (2, வரம்புள்ளதா 
யிருத்தல். (நிரூபணம் தருக.) 

2 9-9-39 பெருக்குத்தொடர் 

1 தத ..... என்ற தொடர் (92); (மத) 
எனின் ஒருங்கும்; 21 எனில் விரியும். 

நிரூபணம் 

(1) 24341 எனில்,
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எனவே ௮ 978 
1-x’ 

ஆகவே, (8௨) என்ற ஏறுமுகத் தொடரின் மேல்வரம் 
புள்ளது. எனவே (9, ஒருங்குத் தொடரின மாகும். 

(ii) 1 எனின் 9, எனவே யல, அதாவது, 
2 
5 ச, விரித்தொடர். 
n=] 

£ 9-4 ஓப்புநோக்கும் சோதனைகள் 

£ 8-4-1 தேற்றம் 

28. 2௦, என்ற இரு மிகை உறுப்புத் தொடர்களில் 5, 
ஒருங்குத் தொடராயிருந்து 7%ஈ. எனில், ஈம், roe, da, 
ஒருங்குத் தொடராகும். 

நிரூபணம் 

Sn =Q,;+4,4+ ooo +4n, 

Sn'2b,+b,+... +b, Tes 

a,tagt ... +an=k, 

ச +b,=k! sree. 

82 ஆதலால், 

4 

Om4+1t@m+at -.- 42 வ் டார்ச் பஸ்கி, 

*்
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Sa ~k <Sy1~-k! 

SnSSnitk—-k'. 

3௪, ஒருங்குகின் றமையால் 

{sat} <i, vn>m. 

etootGeu Sa<Sni +k -k! 

<l+k-k’. 

(22) வரம்புள்ள ஏறுமுகத் தொடர்ச்சி 

ம 

ஆதலால் 6 ர் ஒருங்குத் தொடராகும். 
A= 

£ 9-4-2 தேற்றம் 2 

Da, Db, என்ற இரு மிகை உறுப்புத்தொடர்களில் 58, 
விரித்தொடர்; ஈ.ம்,, எட எனில் 38 விரித்தொடராகும். 

நிரூபணம் 

க்கும் .. மச சர கமி அம் ப. அம 

நு, 1274 ... ரகக அம்பி அ என்க. 

ஏன்டி எற, மேட பார்க டர் ரர 

> bmsstbmsat பரம 

Sa-~k > $n'-k' 

ஆகவே, S» > Saitk—-ki
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எல்லை 95. எல்லை 5,1+k-k!. 
n> co u-> x 

ஆனால் erevenew s,' = o (Sb, oP SO Sar grgevmed) 
n> 

எல்லை Sy = 2. 

n> 

32, விரித்தொடராகும், 

8 8-4-$தேற்றம் 3 

௦௨. 2௩ என்ற மிகை உறுப்புத் தொடர்களில் எல்லை 
714௮-0௦ 

a =kto coefier, Sa, Dd. QGrerG@b geapraGea: 

ஓருங்கும் அல்லது விரியும். 

  

நிரூபணம் 

On>0. 2௦ ஆதலின், 

2௦ ஆகும். 

0-:6€ 2 எனில், 

an 
ரா ஆகும்பொழுது | - ப] <€ BS ௩ காண 

மூடியும். 

ஜாட எனில், 6- 6 <> 27-06 
(ப 

அதாவது (*- 6), 86 £ 046), ன எனில்
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3 ஆந், ஒருங்குத் தொடர் எனில், 99/46) 2-ம் ஓர் 
ஒருங்குத்தொடர் ஆகும். எனவே ஒப்பு நோக்கும் சோதனை 

யின் (5: 3.4.)படி 512, ஒருங்குத் தொடர் ஆகிறது. 

௭8, விரித்தொடர் எனில், 5(/- 6)-ல் விரித்தொடர் 

ஆகும். ஜா எனில்! ஏ,2 (/- 6)ம.. 

ரம் விரித்தொடர் ஆகும். 

8 9-4-4 குறிப்பு 

ஒப்புநோக்குவதற்கு தன்மை முற்றும் தெரிந்த சில 
தொடர்கள் தேவை. 

30 
(1) 53%, என்னும் பெருக்குத்தொடரின் ஒருங்கல் பண்பு 

n=] 

களை நாம் ஆறி3வேமம். (6 3.3.2-ஐப் பார்க்கவும்.) 

(ii) இப்பொழுது இவ்வகையின் பயன்படக்கூடிய 
மற்றொரு தொடரைக் காண்போம். 

தேற்றம் 

2 1 
அ என்னும் தொடர் ற51 எனில் ஒருங்கும்; 

n=] 

ற.ஃ1 எனில் விரியும். 

வகை (௮) ற? என்க. 

1 1 1 
88 “2 + op + oe toe
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1 1 1 1 1 1 1 
=e t (+5 +) +(e சரள +7) 

1 1 1 + (37 ஆ 3) +. (co கழ * வர்ல) 

  

~ Mami tae teap tt apap 
ட)" 

< Se Tp! 

AQuGurapg, 27+'-1>2* 

எனவே 171 >Sqn>Sne 

2-1 

2p-1 
crest eu 5,< 5," t 1 -1< arte 

(8) வரம்புள்ள ஏறுமுகத் தொடர்ச்சி, 

ஆதலால், 52, ஒருங்குத்தொடர். 

(ஆ) றவ] என்க,
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1 1 1 
Sno = I+—> ம ர் பள் 

1 1 1 1 1,1 ,1 
= (14 r) +(--+-a)+( te be 4). 

1 1 i 

Haiti * ஊடு - +r) 

T4+4+3+4+ oe 

n 

2 

7 என்பது ஒரு பெரிய எண் எனில், 

22௮7. 

எனவே (8) வரம்பில்லாத ஏறுமுகத் தொடரினம். 

எல்லை Sy = 30. 

n>o 

> _ ஒரு விரித்தொடர். 

(இ) ௭1 எனில் 8௮ ¥n>1
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in 1 

n? ர் 

1 . . வகை (ஆ)-ன்படி 5) —— AG விரித்தொடர். 

எனவே, 8 3-4-2-ன்”டி, ர21 எனில், 

I . : a ஒரு விரித்தொடராகும். 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

பின்வரும் தொடர்களின் ஒருங்குதலை ஆய்க. 

277 
1 அத 

2117 2 
Gn காலு உர. நா என்க, 

an ௮ 2747 ஷீ = 24+7.2-" 

ந. S"48 OBR 1+8.5" 

எல்லை ட் க] (2 7, 5 132 ௦ எனின்) 
7 

n>a 

2 an = > (=) ஒரு பெருக்குத்தொடர். இதில் பொது 

விகிதம் ₹1. எனவே =($) ஒரு ஒருங்குத்தொடர், 

& 3.4.3-ன்படி, 5ம் 'ஒருங்குத் தொடராகும்.
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2-3 
2 > __ TF 

(௪43) ௬௩1) 7 

2n+3 1 . 
(5nt+3)n+1) 3/2 * bn = அத என்க. a, = 

  

    

an 2n+3 3 

bn 43) 41)32 12 
1 

n(2+3]n) > 
ய n2 

n(5-+ 3/n) 13/2 (L+1)n)3/2. 

_ (2+3/n) 
(543/5) (௩1/32 

a, 2 
எல்லை -- அ 

ba 5 

n> 

1 உட . ட 
௩ ப 2-5 - ஒருங்கும் தொடர் [£ 3.4.4 ம்]ஐப் 

பார்க்கவும். 

அம் ஒருங்குத் தொடராகும். 

n+1 

3: 2 ரர 00 

n+1 

On = (42) 4/n 3s என்ன் நைட 
Vn 

_ an_ (atl) பர உப டமாக... 
எனின், 5” ௫32) “ஏ”. (14278) (143/)0/2
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N-> © 

1 DS), = அர ஒரு விரித்தொடர் [5) 3,4.4 ((] 

5: 834 படி, 

ஃ இம் ஒரு விரித்தொடராகும். 

செல்வங்களில் 

(4) > Jn+l ~ Jn-1 

n 

a, « ntl - Jnl 
a n ” 

  

  

~ (VntT -— புட புர ப) 

MVntl + ./n-1) 

nt+1-(n-1) 

n(f/n+l + J/n-1) 

2 

ஸ்டார் 4/2] 

  

an 2 3 

SEE a 4 =
|
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ee 
(14 ) + (1- a} 

மேலும் 5ம், ஒருங்கும் தொடர் [8 3.4.4 (11)படி] 

>Ln> x» எனில் 

இடம் ஒருங்கும் தொடர் (£ 3.4.3-ஐப் பார்க்கவும்” 

பயிற்சி 71 

* 1 

() 2 1 
1-1 

2 

ட 7-3 

(i) Saar pany 
71 1 

ao கண 

ய n+/n 
(111) 2572-1 

n=1 

(iv) Do sin + 

51 

[விடைகள்: (1) ஒருங்குகிறது (14) விரிகிறது... 

(iii) ஒருங்குகிறது (14) ஒருங்குகிறது]
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28,45 தேற்றம் 4 

San அடி என்ற மிகை உறுப்புத் தொடர்களில் , 

antl batl : : 

(ii) ட எனில், “a, = எ எண்றும் 

(ம) 50, ஒருங்குத் தொடர் எனவும் இருந்தால், 28, 

ஒருங்குத் தொடர் ஆகும். 

கிரூபணம்: 

ந ஏடா கடம் ர ஜே 

Spi = by + bg + oe On என்க, 

சட்ட... 1 ௩ kh ட ஆ ம் எக! என்க. 

Aram எனில், சட மச .. antam+ i vee tn 

  

  

Am +2 “(8 
= ட பிம் ம படட ர வகை படிப் 2 + Gnu | 

Smtr Amer பேய்ய mts spe, 2,3... 
am Amari Qm+r_9 7 am 

hmtt நமா. இம்ம 
= bm +71 bm +72 ~~ bn 

4கொடுத்துள்ள நிபந்தனைப்படி )
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ட (1)-லிருந்து, 

Abn 4 b b Sa <K4m 4 {+ to-tpemte 4 Pmts 5 dy 
| Om 44 bs a. 4 யூ bm 4 4 

k+~—@+t_ (stig, ty 
m+ . 

= am +1 Jo! 
K+ yd (Sn kl) 

mol 
ck + Mt (st =k!) [st = Uber mL Os 

m+ 

தொகை எனின் 

4 (ச) வரம்புள்ளது: மேலும் ஏறுமுகத்தது, 

எனவே 51, ஒருங்குத் தொடராகும், 

8 8-4-5 தேற்றம் 5 

ச் 3ம், என்ற இரு மிகை உறுப்புத் தொடர்களில் 

(4) அ விரித்தொடராயும் (14) ௨௭ எனில், 

6,41 கர்ம. ; என்றும் இருந்தால், 
an a 

  

S a,-b விரித்தொடராகும். 

(நிரூபணம் பயிற்சியாக விடப்பட்டுள்ளது.) 

MS 3-4-7 விகிதச் சோதனைகள் 

டி ஆலம்பர்ட்டின் சோதனை (0: &16008719 71251)
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தேற்றம் 1 

ஸ் 

ஐ, ஒரு மிகை உறுப்புத் தொடர்; 
n=] 

இதில் எல்லை ோட்டமு | என்க. 
(அ Qn 

(i) /₹1 எனில், 3 ஒருங்குத் தொடர்; 

(14) 21 எனில், 392, ஒரு விரித்தொடர். 

(122) 141. 

எல்லை 22+ ஆதலின் கொடுத்துள்ள எந்த 6$2 க்கும் 
n->o an 

இயைபாக ஈ என்னும் மிகை எண்ணை, ஐ! எனில், 

ஆய 2] I< € என வருமாறு காண இயலும். 
8   

அதாவது, ஐ எனில், 
| 

/- 64 Ht cite (1) 

6ஐ/- 64 4 ஆக எடுத்துக் கொள்ளலாம். 

எனவே ஈ2ஈ எனில், ஆட தீர், 
77%.
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1 எனில், ௭) 4... 488 

Ay HA, beet Om_ 1p t@mbam + yt... tan 

வச $70 ந 
௫ 8, --82 4... 86 ப 1 அட்ட +) (-2) 

m 97% 

amie ft = an 47 an டர ட Am + | 

62% ட 7 7 am 
  

<k", =1, 1, ...) 

எனவே, (2)-லிருந்து 

nom எனில், 

Sn<(Qy4t0gt.--+4m_1) + வே1 க்க 1) 

(சர் டர்டி 44274 அந்தம் வரை) 

(சர்ச் வர்சவபர் உழ 

எனவே (8௨) என்ற ஏறுமுகத் தொடரினம் மேல்வரம் 

புள்ளது. 

[829 ஒருங்கும் தொடர் 

ஆகவே 8௨, ஒருங்கும் தொடர் 

(11) /57 என்க 

(1)-ல் (1)ன்படி, 6 ₹௦2 கொடுக்கப்பட்டால், 1 என்னும் 
எண் 121 எனில், 

கட 6 ஆகுமாறு காண இயலும். 
a 

1<x<ci-~€ cresfier, 
பகுட்,--5
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சப். ஏர, 
a 

ve 2-8 ர் 0771) ஜோர் டாம 

டோ ரே +4 it see +a, 

  

ont antl பர்கா ) 
am am 

14 2 + 
க கா amt 

| a, Gntl dm + areca 

Qn nl antl 

+h, ௩.1 an ) 

ஒஷி(1-- 61434... 41) 

உ ௲(11- ... 41) ரர உறுப்புகள் வரை) 

= (n-m+1)an 

ஃசீ உ (n-mt+ 1am 

எனவே (3, மேல்வரம்பற்றது. 

ஃ இர விரித் தொடராகும், 

குறிப்பு 

[1] எனில் 88, ஒருங்குத்தொடராகவோ அல்லது விரித் 
தொடராகவோ அமையலாம். 

எடுத்துக்காட்டு 

(9) ௬௭3 எனில், Sot - சர்ச படில எனில்)
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ஆனால் 5 + விரிவுத் தொடராகும். 

a,+1 ட (n+1)8 

an ns 
(ii) an = 4; எனில், 

1 
= (! + a) rh aos எனில்) 

ஆனால் 52, ஒருங்குத் தொடராகும். 

£9-4-8- தேற்றம்: 2 

ராப்பே சோதனை (158206 7680) 

நார, என்ற மிகைஉறுப்புத் தொடரில், 

an 

antl 
  எல்லை | = | ௪ என்க. 

77௮2௦ 

(i) 1751 எனில், 6, ஒருங்குத்தொடர் 

(11) [<1 எனில், 8% விரித்தொடர் 

நிரூபணம் 

(i) /21 என்க. 6 “௦கொடுக்கப்பட்டிருந்தால், m என்னும் 

எண் ர எனில் 

  

17 E< 

  

ay 
n - 

( ட cree (1) என்னுமாறு காணலாம். 

7 an 

strorGou nom எனில், 7 (4-1 )-- 6
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/51 ஆதலின், /- 6 591 எனக் கொண்டால், 

  

an 
1ஜாடஎனில், 1 ees -1 ஆ 

=A — NGn + > >XAn +1 

=ndn - (n+ L)ant lo(« ~ Lan +1 

Qae n=m,m+1, m+2 ... 1 எனக் கொண்டால், 

Man ~(M+V am = 1” - 1)சகா1 

(81-41) சக ட்டா (*7 ? m+ La(< = Lam + 2 

(M4-2)am+2 - (M+ 3)am + s>(* —1)am +5 

சட - (M41) On 4 2 (௩-1). 

கூட்டினால், 188, - (2-4 1)௪௨ ௩122 - 1) 

ர்க டாரே ர ்கோ்ம] 

11982 

_ ma 
எனவே 9, ட்ட 4 

1-« 

Satl < Smt em 

எனவே (28%) வரம்புடையது: ஏறுமுகமானது. 

37% ஒருங்குத் தொடராகும்.
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(ii) <1. 

(0-ல் (1)லிருந்து, 14+ € <1 crehe, 

¥ np, naa -1)<1 
n+y 

  

  

  

an 1 n+1 
= ரு “1 ர 7 

  

      

  

k m 
எனவே ச, “எ = 

n n 

8 4 ஒரு விரித்தொடராகும். 

எனவே 5-ம் விரித்தொடராகும்,
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குறிப்பு 

/-1 எனில் 3)--ன் ஒருங்குத் தன்மை குறித்து ஒன்றும் 
சொல்வதற்கில்லை. 

5 8-4-9, கோஷியின் மூலச் சோதனை (0௨ே௦௦1378 0௦1 
Test) 

1 
39% என்ற மிகை உறுப்புத் தொடரில் எல்லை ரி, 

78-2௦ 

= 1 

என்க, 

(i) 7/1 எனில், 34, ஒருங்குத்தொடர்; 

(11) /51 எனில், 512, ஒரு விரித்தொடர். 

நிரூபணம் 

1 
n 

Lita, =1 ஆதலின், கொடுக்கப்பட்ட €$௦க்கு இயை 
n> 

பாக ௬ என்னும் எண் நு எனில், 

  

1 
a, a ~li<e€ ஆகுமாறு உள்ளது. 

1 
* ரப எனில், [/- 6 “1. <I+€ 

(i) [<1 என்க, 

1 

ரர எனில், ச, 71 <I+€
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721 ஆதலில், 7464 61 என்னுமாறு ஐ எடுத்துக் 

கொள்ள இயலும். 

i 

எனவே ரஷா எனில், உட ௨146 

அதாவது ச,்? 

1 (41) என்றும் பெருக்குத் தொடருடன் ஒப்புநோக்க, 

52, ஒருங்குத் தொடர் என்பது தெளிவாகின்றது. 

(மூ டர், 

i 1 
சலி சனில், a oh E>l 

an 

(£ஐ7- 651 ஆகுமாறு கொள்ளலாம்.) 

அதாவது 21 wnm. 

எனவே 3 டா (1-0) 

(2ம் வரம்பற்றது. 

எனவே 51௨, விரித்தொடராகும். 

குறிப்பு 

1. கோஷியின் ஒருங்கல்கொள்கையின்படி, 2/8, ஒருங்குத் 

தொடர் எனில் (3) ஒருங்குத் தொடரினம். 

எனவே [சரத 3] 5642-0) VP>O 

(62௦ முன்னமே கொடுக்கப்பட்ட எண்; 8, ௨ப் பொறுத் 

துக் காணப்படக்கூடிய எண்) 

] Sarr oda | <E-
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எனவே (௨1) <€ 

எல்லை ஈ,௩௦. இது 32, குவிவதற்காக தேவையான 
A> © 

நிபந்தனை. 

21 ஆதலின் ர, டபபூச்சியத்தை நோக்கி ஒருங்கவில்லை; 
ஆதலின் 32, ஒருங்க இயலாது: மேலும் 510, மிகை உறுப்புத் 

தொடர். எனவே 5), விரித்தொடர் என்றும் நிரூபணத்தை 
நிறைவு செய்யலாம், 

ஆயினும் ஈ,௮-0 ஒரு போதுமான நிபந்தனையல்ல., எடுத் 

துக்காட்டாக 31 என்றும் தொடரில் ௮0 ஆனால்3)1- 

விரித்தொடர் என்று நாம் அறிவோம். 

& மேற்கூறப்பட்ட தேற்றத்தில் /-] எனில் நம்மால் 
அகன் ஒருங்கலைப் பற்றி ஒன்றும் கூற இயலாது. 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

5 1 
“ர் சர 

௯1 

கோ ட்ட 
Bn Z£ti n+l 

எல்லை ant} ௬01, 
an 

n> 

ஃ இ ஒருங்குத் தொடர்,
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n(n-+-2) 
அ 03). 

73 

(4) (அ) 
  
antl _ (n41) M43) (n+3)?_ ட 

கூ க ரது ௫4)” m+) 144) சச 78 

் எல்லை... ஈ 1, எனவே டாலம் பர்ட் சோதனை 
nm 

n-> 0 

தெளிவு தரவில்லை. 

கர - 4n* - 44,2 

[aan (+3) 

  எல்லை -- 
m+4 

- 1]~o<1. 

. ராபே சோதனையின்படி, 20, விரித் தொடராகும். 

குறிப்பு 

5 ‘ n(n+2 
எல்லை A, = எல்லை (n+2) 

A> NN} 00 

"( a) 
(143) 83 டட 2) 

ஆதலால் ௦, பூச்சியத்தை நோக்கி ஒருங்கலில்லை. 

எனவே2ஈ, ஒருங்க இயலாது.
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மேலும் 5ஈ, மிகைஉறுப்புத் தொடராதலின் விரித்தொடரே 

யாகும். 

1 1.3 1.3.5 
GO) சர்ர் ராகா 

a, = 13.5. ... ே-1) 
. 4.7, .. 3n+l) 

a _ 1.3.5. ... (2n-1) (2n4+1) 

wet 4.7. ... ௩1) (3-4) 

24 ணெ 

கேர ntl T na 

ay, 34 34 4 4 

n 

எல்லை 4111 -2 <i. 
n 

Dien PHUGW Osrri. 

_ va 
Tara 

“At ட ம் n “ee +l 

‘ (n+1)? +1 

x">o. (4) 2 

தகதக காது Xe 

*) 

U-p> oe
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1 எனில் 34, ஒருங்கும். 

21 எனில் 5௪, விரியும். 

டைன: 

  

  
x=] stashed, a, = vn — 

/ni+t 

b =i எனில் n Vn ல, 

an n? 1 
ba NS சூட -,/ 1 1 (n>) crefer) 

I+, 

ழ் I ‘ 
ஆனால் > wo விரித் தொடர், 

ஃ ௮, விரித்தொடர் ஆகும். 

  

  

  

Zn (5) SA 

ja | 241 
a, = nn’ atl= றா 

சோம n+l 727 
ay [7 (1) 4 1 

nat (wet )* = 7 = ணன மனா! வா் 1 = oF (a) Top 78 

எல்லை antl ட் “ர,
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5, ஒருங்கும் தொடர். 

(6) S142)" Bie a, - (1+4)- 

(ட “1 (ம) (றர 
= 

an 

ய. 1 —et =— <i. 
n e 

எல்லை Ay, 

77௮2 
: இம ஒருங்கும் தொடர். (8 3.4,.9-ன் படி) 

பயிற்சி 911 

பின்வரும் தொடர்களின் ஒருங்கலை ஆய்க. 

x 

(n+a) (n+5) 

1 Bata ly (942) 

n=] 

1.3.5.....Q2n-1 

22 sie an 4 emx>0, 

(£n)* 
3. 22 

4. gC!) amt 

| % 

2x 3127 4°x3 

—_ வெல்
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[விடைகள் (1) விரிகிறது (2) 221 எனில் ஒருங்குகிறது; 

1 விரிகிறது; (3) || 42 ஒருங்குகிறது; 342 விரிகிறது; 

1 I 
(4) ஒருங்குகிறது: (5) x<— ஒருங்குகிறது; 22 வீரிகிறது,] 

௪ 8,5. உறுப்புகள் மிகை, குறை எண்களான தொடர்கள், 

இத்தகைய தொடர்களில் ஐவகைத் தன்மைகள் காணப் 

படும். 

(i) உறுப்புக்களின் மட்டுக்களாலான தொடர் ஒருங்கு 

தல் (அறவொருங்கல், ௨௦801116 conergence) 

(ii) தொடர் ஒருங்குதல், ஆயினும் அறவொருங்கலின்மை 

(iii) விரிதல் (9) அளவான ஊசலாட்டம் 

(1) அளவற்ற ஊசலாட்டம் 

£ 8.5.1. வரையறை 

ஒரு தொடரின் எந்த இரு அடுத்துள்ள உறுப்புக்களும் 

எதிர்க்குறியுடன் இருந்தால் அத்தொடர் ஆடற்றொடர் எனப் 

uGw (alternating series). 

8 8.52. தேற்றம் 

ஒரு ஆடற்றொடரின் உறுப்புக்களின் மட்டுக்கள் 
பூச்சியத்தை நெருங்கும் இறங்கு தொடரினமாயின், அத் 
தொடர் ஒருங்கும் தொடராகும். 

நிரூபணம் 

சட ஆர்கலி பட்ட (in >OF An) PY] ஆடற் 
றொடர் என்க. 

அதில் எல்லை An =O. 
20
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டே டோடோ வட ருடே 

=(a,-@,)+(a,-a,)+ ... ... + (@on_1— Aan) 

50 (ஏனெனில் ay >a_, 2. @n_An_,>0) 

மேலும் மிக o=Sant(Gon+ 1-@n 49) 
டி றக 

ட {sn} ஒரு ஏறுமுகத் தொடரினம். 

மேலும் Sgn 7aQ, - (a, -3)- (a, = 85) சக்கி BS (உ யி ஜோ 

<a’ 

crotGou {5,} QHWHS OBA. 

THUMM Son = / என்க. 
1௮20 

மிமீ ஜே 1 

ETREDOD Son 4 1 = THEN Syn எல்லை Ayn + 1 
n> 2 n>» n->-20 

73௦. (2௦ எனில் ௧௮௦ என்று 

கொடுக்கப்பட்டுள்ளது.) 

எனவே 1 ஒற்றைப்படையாயினும் இரட்டைப்படையாயி 

னும் எல்லை s, = 1. ao . 
n-> 20 

2)ம ஒருங்குத் தொடர். 

E 3.6. sipGleur @miae (absolute convergence) 

UOTUMD: Dan என்னும் தொடர்; 2) | ௭ | ஒருங்குத் 
தொடரானால் அறவொருங்கலுடைத்தாகும். 

£ 8.6.2 தேற்றம் 

அறவொருங்கத்தொடர் ஒருங்குத் தொடராகும்,
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நிரூபணம் 

22௨ ஒரு அறவொருங்கத்தொடராயின், 5) | ச, | ஒழிங்குத் 

தொடர். 

by = Qn + | an | ereofetr, 

o<by<2 | a, | 

51) ச | ஒருங்குத் தொடராதலால், 3ம,-ம் ஒருங்குத் 
தொடராகும். 

ல 8 a ர்ச் 

DS | an | als Sbn als $0 Sani $n! S| an | 
n=] ‘ ் 

ரச 

ட 310, எனில், 
1 

S/n Snt5n- 

"Sam Sn - Sn’ 

எல்லை FS, எல்லை 47,- எல்லை 2,” 

7௮:30 n> n>» 

afta 

ர ஒருங்குத் தொடராகும். 

குறிப்பு 

இதன் மறுதலை உண்மையல்ல. 

எடுத்துக்காட்டாக, 1-5-43-24 vor. ஒரு சொற்றொடர்: 

இதன் உறுப்புகளின் மட்டுக்கள் இறங்குமுகத் தொடராய் 

பூச்சியத்தை நெருங்ககின்றன. எனவே இது ஒரு ஒருங்குத் 

தொடராகும். (6 3.2-ஐப் பார்க்கவும்)
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ஆனால் இதன் உறுப்புகளின் மட்டுக்களாகிய தொடர் 
143143... இது ஒரு விரித்தொடர் என்பதை நாம் 

அறிவோம். 

32௨. அறவொருங்கலாயில்லாமல் வெறும் ஒருங்கலா 
யிருப்பின் அது நிபந்தனையொருங்கலுடைத்தது (condi- 
11௦081144 ௦௦ங தர்) என்று கூறுகிறோம். 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

5) 2 (-1)"? 
பில அடு 

n=] 

- Ut 
2n(2n - 1) 

an 

|| n? ‘ 

1 zs a ஒருங்குத் தொடராகும். 

ஃ 3 [8 [-ம் ஒருங்குத் தொடராகும். 

அதாவது Ta, அறவொருங்கல் உடையது. 

  

  

2. Sat x's! 

ant+1 (n+1)? att 1 
a, n? A -( 1+ 3) 

எல்லை 
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Gi) [| 41 எனில், 5, அறவொருங்கல் உடையது. 

(ii) 1 எனில்; 28, விரித்தொடராகும். 

(114) 21 எனில், தொடர் 1-2 .. அரு. 

௮௦ (2-0 எனில்) 

எனவே 51௦, விரித்தொடர். 

(iv) 2-1 எனில், Sa, அளவில்லா ஊசலாட்டம் 

உடையது. 

3. 2(-1) 

1 

  

1 ee 

n 
— 

  

  

பேட்ட _ n 

ட | n+l | +I 

கேம 1 5௪ [ந]. 5/5] 
| 

எல்லை | 

  

n> 2X 

(1) [x] < | எனில், 20௦, அறவொருங்கலுடையது. 

(ii) [x] < | எனில், 5), விரித்தொடர். 

(iii) x<1 எனில், ;ன் உறுப்புக்கள்" குறை 

உறுப்புகள். 

எனவே 58, - ௨ஐ நோக்கி விரியும் விரித்தொடர். 

(iv) 1 எனில்தொடர் -1-1-1-ம் ... விரித்தொடர் 

(ஈ) 51 எனில் இது ஒரு அளவில்லா ஊசல் தொடர், 

(vi) ௧௪341 எனில் 28, =~1-$+)-44+ ... «. 

இது ஒரு ஒருங்குத் தொடர் என்று முன்னமேயே பார்த் 
துள்ளோம். 

பகுப்.--6
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m(m -1) 
a 1-2 ஆஃ டர் 

  

4. மடப் 

m(m - 1)(m-2)...(m-nt+1) x" + 

1.2... 1 

என்ற எஈருறுப்புத் தொடர் || £1 எனில் அறவொருங்கல் 

உடையது என நிறுவுக. 

  

  

_ (7-1)... ... (82-71) ன 

an = 12... .. (1) 

m(m-1) ... ௩-1) 
aye = 5 4 7 a, 

அயி. (கார்ட an n 

  

- (அபக 

எல்லை | “41 = | x | 

௨ 

| | ₹1 எனில் ஈறுப்புத் தொடர் அறவொருங்கல் 
உடையது. 

பயிற்சி VIII 

பின்வரும் தொடர்களின் அறவொருங்கலை ஆய்க: 

1 4x 712 
  

  

— —m aT Loot Ht tant 

டட 2 n? x8 
2 ard = + jet VF + 

& 7 3 x x
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2 
x” 

2 n(n+3) 
1 

x 
ner ige 1 

|n 
  6. 

n=0 . 

விடைகள்: (1) |%) 41 ஒருங்குகிறது; 

|2[21 விரிகிறது; ஐ- 1 விரிகிறது; 

௯ - ர ஓருங்குகிறது. 

(2) || ₹1 ஒருங்குகிறது; | [1 விரிகிறது; 3-1 விரி 
கிறது; %- - 1 ஒருங்குகிறது; (3) |%] 41 ஒருங்குகிறது; ஜ21 
ஒருங்குகிறது; 2-1 விரிகிறது; [x{>1 விரிகிறது; 

(4) [|x| <1] ஒருங்குகிறது; 1- 51 ஒருங்குகிறது; |ஜ151 
விரிகிறது.
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5 4.1. நாம் ஏற்கனவே சார்பின் வரையறையைப் பார்த் 
துள்ளோம். இப்பொழுது சார்புகளின் அடிப்படைத் 
தன்மையை சற்று விரிவாக ஆராய்வோம். 

4, 8 என்பன ஏதேனும் இரு கணங்கள் எனின், 

AXBe {(x, y){x€A, yEB} என்ற கணத்தை 4, சீயின் 
கார்ட்டிஸியன் (தோர்66181) பெருக்கற்பலன் என்கிறோம், 

[(2, 7) ஒரு வரிசைச் சோடி. அதாவது (2, ற) 4 (8, y)]- 

4%2-ன் உட்கணம் சியிலிருந்து 8ீக்குக் கொள்ளப்பட்ட 

உறவு என்று வரையறுக்கிறோம். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

(i) A={5, 6, 7, 8), 2-1, 5, 9, 13) 8 என்ற உறை 
{(x, y) |x € Ay € B, 22] எனக் கொண்டால் 

R = {(5, 1), (6,1), (7, 1), (8, 1), (6, 5), (7, 5), (8, 5)} 

(ii) க என்பது மெய்யெண்களின் கணம் என்க. 

R={(x,y) | x€A. y € A, 2527-4361 4900) என்பது 

கீ-ன் மேல் வரையறுக்கப்பட்டது உறவாகும். 

பொதுவாக கூறுமிடத்து, 8 என்ற உறவில் 4-ல் க்கு 
இயைந்த 8-ன் உறுப்பு ஒன்றே ஒன்றாக இருக்கவேண்டுவ 
தில்லை. எடுத்துக்காட்டாக (% 3) மெய்யெண்கள் எனில் 
{(x, 7) |] x?+y2=25} என்றும் உறவில் 3 எனில், yotS 
என வருகிறது. இவ்வாறில்லாமல், 4யின் ஓவ்வொரு உறுப்புக் 
கும் இயைபாக 8-ல் ஒரே ஒரு உறுப்புத்தான் உண்டு என
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அமையப்பெறும் உறவு பிணைக்கப்பட்ட சார்பாகும், இந்தப் 
பிணைப்பு ஏதோ ஒரு விதியின்படி இருக்காமல் இந்த விதியை 
4-யிலிருந்து 8ீ-க்குப் பிணைக்கப்பட்ட சார்பு என்று கூறு 
கின்றோம். 

4, சார்பின் அரங்கம் அல்லது மதிப்பகம் என்றும் 2, 

சார்பின் துணை அரங்கம் என்றும் குறிப்பிடுவோம், .4-யில் 

க்குப் பொருத்தமாக £5-யின் உறுப்பு ர எனின், ந, உன் பிம்பம் 

என்றும் குறிப்பிடுவோம். 4-யின் உறுப்புகளை 28-ன் உறுப்பு 
களுடன் பிணைக்கும்விதியை/7 என்றுகுறிப்பிட்டால், சார்பினை 

ரீ? 4௮2 எனவும், 

4-யின் % என்ற உறுப்புக்குப் பொருத்தமான 4-யின் 
உறுப்பு ந எனில், நஐ ன் பிம்பம் எனவும், /7(%) எனவும் 
குறிப்பிடுவோம். 

2-யில் ,4-யின் உறுப்புக்களின் பிம்பங்களாகிய உட்கணம் 

சுன் வீச்சகம் என்று குறிப்பிடப்படும், /-ன் வீச்சகம் 9 எனில் 
7 அீயிலிருந்து 8-ன் மேல் வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு எனப்படும். 
இத்தகைய சார்பில் 

31742, (பூ 296.4) எனில், 

ரீ ப27000) என ஆயின் ff ஓர் ஒன்று--ஒன்றுச் 
சார்பாகும். 

பகுப்பாய்வில் நாம் அரங்கம் வீச்சகம் இரண்டுமே மெய் 
யெண் கணங்களாயிருக்கும் சார்புகளை ஆராய்வோம். 
குறிப்பாக, சார்புகளின் அரங்கம் மெய்யெண்களின் திறந்த 
அல்லது மூடிய இடைவெளிகளாயிருக்கும். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

(i) f(x)=1, ¥xER, (Ry என்பது எல்லா மெய்யெண் 
களையும் கொண்ட கணம்.)
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இது ஒரு மாறிலிச் சார்பு, இதன் வீச்சகம் (1) என்ற 
ஒருறுப்புச் சார்பு, 

(ii) f(x) - [2, 3 விகிதமுறும் எண் எனில், 
11. % விகிதமுறா எண் எனில் 

வீச்சகம் (௦, 1) என்ற ஈருறுப்புக் கணம், 

(iii) xE (~», +0 ) எனில், 

700)- ஜாக் .். 1 பரா. 

இதன் வீச்சகம் வலப்பக்கமிருக்கும் பல்லுறுப்புக் 
கோவையின் தன்மையைப் பொருத்தது. 

(iv) f(x) = sin x வெல் 
இதன் வீச்சகம் [-1, 4 1] என்ற இடைவெளி. 

(9) f(x) = et; x€ (-w, +o) 
இதன் வீச்சகம் (0, ௨) என்ற இடைவெளி, 

குறிப்பு 

(1) ஒரு திரிகோணமிதிச் சார்பு. 

(vii) ஒரு அடுக்குக்குறிச் சார்பு. இவை அதீயியற் சார்பு 
களுக்கு (Transcendental function) எடுத்துக் 
காட்டுகள். 

& 4.2. வரம்புள்ள சார்புகள் . 

ஒரு சார்பின் வீச்சகம் வரம்புள்ளதாயின் அச்சார்பு 
வரம்புள்ளதாகும். (0, ௨)ஐ அரங்கமாகக் கொண்ட 7 என்றும் 
சார்பு. 

ழீ) = =. rer வரையறுக்கப்பட்டால், 
311 

பேன் வரம்புகள் 0, 1 ஆகும், கீழ்வரம்பு, சார்பின் ஒரு 
மதிப்பாகும், மேல்வரம்பு அவ்வாறில்லை,
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f(x) = jt 390 எனில் 

(0 x=o,, 

என வரையறுக்கப்பட் டால், /(2) வரம்பற்றது. 

£ 4.3. எல்லைகள் 

ரீ என்னும் சார்பு (ரன் ஏதோ ஒரு அருகாமையில் எல்லா 

புள்ளிகளிலும் வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது என்று கொள்வோம். 

(ச-ல்" வரையறுக்கப்பட வில்லையெனில் பரவாயில்லை) 

65௦ கொடுக்கப்பட்டதாகக் கொண்டு, 12௦ என்ற எண்ணை 

| x-aj <y எனில், | ரீ(2)-/| 46 என வருமாறு காண 

இயலும் எனில், 

எல்லை 7 (22) -/ என்று வரையறுக்கிறோம். 

x->a 

அதாவது 36 (௪-9, ௪49) 27(2) 6 (/- 6,746) 

எனில், எல்லை 7 (%) -/ ஆகும். 
௮3 

குறிப்பு 

(i) 26(க 246)527(2) 6 |[/-6, 746) எனில், 
] என்பது சார்புக்கு -ன் வலப்புற எல்லை எனவும், 

6(2- €6,2) :7(296(/- 6,116) எனில்/ என்பது 
சார்புக்கு '2-ன் இடப்புற எல்லை எனவும் வழங்கப் 

படும். இவற்றை 

எல்லை 7 (%) - 7 (8-௦) எனவும் 

x-pa+o 

எல்லை (1) - 7(8--௦) எனவும் குறிப்பிடுவோம். 

37௮0-2 

(ii) faq, 2 என்ற புள்ளியில் இட.ப்புற வலப்புற 

எல்லைகள் இருக்கவேண்டுமென் பதில்லை,
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(111) எல்லை f(x)=f(a) ஆக எப்பொழுதும் இருக்க 
x>a 

வேண்டுமென் பதில்லை. அவ்வாறிருப்பின் ‘a’ ரன் 
ஒரு தொடர்ச்சிப் புள்ளி ஆகும். 

(iv) ஈா என்பது கொடுக்கப்பட்ட ஒரு மிகை என் என்க 
இதற்கு இயைபாக 9 என்னும் எண் [ஜ-ர[ 43 
எனில் ரீ) 4 என அமையுமாறு காண இயலு 
மெனில், 72) 4௦ ஐ நோக்கி விரியும்; இவ்வாறே 

| %-ஈ[| ₹9 எனில் 7ீ(0)4-11 எனில் 7(20), -௨ஐ 
நோக்கி விரியும். 

5 4.4.1. சாபு எல்லைகளின் இயற்கணிதம் 

௮2: 7(2)4 B(x)>B எனில் 

() 7(2)4௪00)௭-0 

(1) of (x)>c« 

(iii) f(x) g(x) > f(x) g(«) 

(vi) ு > = (% 0 cresfed) 

[V) %, நவை அணுகும்போது 7020), 79) அணுகும் எனில் எல்லை /[௪(2)]- 7 [எல்லை g(x)] x>a xa 

(i), (ii). (iii), (7) தொடர் முறையில் கையாளப்பட்ட 
வழிகளில் நிறுவலாம். எனவே அவற்றின் நிரூபணம் பயிற்சி 
யாக விடப்பட்டுள்ளன. 

(ஈ)ன் நிரூபணம் கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 

x >a ctePed g(x) > B 

% B creed f(x) > f(B)
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. ஆகவே, E>o கொடுக்கப்பட்டுள்ளது எனில், ர, 1; 
என்ற எண்கள் | ச(2)-$] 4, எனில் 

| 7[2(%)]-78) | ₹€ என வருமாறும், 

[x-a| <q எனில் | 2029-8 | 4. என வருமாறும் 
காண இயலும். இவ்விரண்டிலிருந்தும் 

| 2-4 | 47] என்க. 

| 7[ச(2)]--/(,8) | 6 என்பது பெறப்படுகிறது. 

எனவே எல்லை 7[ச(2)] - (8) - 7£[எல்லை ௪(2)] என்பது 
xa x>a 

தெளிவாகிறது. 

8 4,4.2. குறிப்பு 

(i) 3௮ஐ எனில் 7(2) ௮ 4, g(x) 0 என்ற நிலையிலும் 

மேற்கூறிய முடிவுகள் பொருந்தும். 

எடுத்துக்காட்டாக (1)க்கு நிரூபணம் பின்வருமாறு மாற்றி 

அமைக்கப்படல் வேண்டும். 

x> 20> f(x) > % g(x) -B ஆதலின், 

6$௦க்கு இயைபாக &,, %% என்றும் எண்கள் 

ஒட எனில் | 7009-4 | 4-2 எனவும், 

XX, cra | g(x) B | << எனவும் காணலாம். 

& என்பது &, 4-ல் பெரியது எனின், 

x>X erofied | f(x)+9(x) -(<+8) |
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₹[72)-4[* [2(09-| 

4 + < - € என வருகிறது. 

இவ்வாறே, (11,) (114), (15), (7)-ன் முடிவுகளும் நிருவப் 
படலாம். 

(ii) % அதிகரித்துக்கொண்டே போகும்போது 

(91) ‘a’ என்ற எல்லையை அணுகி, ௪(%) --௦ஐ நோக்கி 

அல்லது - ஐஐ நோக்கி விரிந்தால், 7(%)--௪(2)-ம் 4-௦ அல்லது 

-௦ஐ நோக்கி விரியும். இவ்வாறன்னியில் ஐ(%) ஊசலாட்டம் 
கொண்டதனில், ரீ0)-14௪(2)-ம் ஊசலாட்டம் கொண்டதாகும். 

(24) f(x) > @; g(x) > ௨ எனில் அல்லது அளவான 
ஊசலாட்டம் உடையது எனில் /(2) 14-22). 

(QB) f(x) > ©, ச(20)2- எனில், 709-௪02) அளவான 
எல்லையை அடையலாம்; அல்லது 4௦ அல்லது -௦யை 

நோக்கி விரியலாம்; அல்லது அளவாகவோ அன்றி அளவில் 
லாமலோ ஊசலாட்டம் உடையதாயிருக்கும். 

(ஈ) 70), g(x) அளவற்ற ஊசலாட்டம் உடைய 
தெனில் /(2942(2) கந்தழியை (௦) நோக்கி விரியலாம்; 
அல்லது அளவற்ற ஊசலாட்டம் உடையதாயிருக்கலாம், 
ஆனால் முடிவுள்ள எல்லையை அணுகவோ அல்லது 
அளவான ஊசலாட்டம் கொண்டதாகவோ இருக்க இயலாது. 

(2.) f(x), g(x) இரண்டும் அளவான ஊசலாட்டம் 
உடையது எனில் f(x)+g(x) ஒரு அளவான எல்லையை 
நோக்கி ஒருங்கும்; அல்லது அளவான ஊசலாட்டம் 
உடையதாயிருக்கும். 

(ஊ) f(x) அளவான ஊசலாட்டத்தையும் (2) அளவற்ற 
ஊசலாட்டத்தையும் கொண்டதெனில் 7(2)--௪(%) அளவற்ற 
ஊசலாட்டம் கொண்டது.
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(௭) ரி), gx) இரண்டும் அளவற்ற ஊசலாட்டம் 
கொண் டதெனில் 72) 4- ௪(2) 4-௦ அல்லது - ௦ நோக்கி விரியும்; 
அல்லது அளவற்ற ஊசலாட்டம் உடையதாயிருக்கும். 

£ 4.4.3. 

(i) 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

ரீ, g(x) = - x எனில் 

f(x) +-9(x) =0 3. 

cromGou eredene fx()+ B(x) =o. 

(ii) f(x) = x2; g(x) - -3 எனில் 
f(x) + g(x) =x? —-x=x(x-1) 

எல்லை /7(%) 4 2(2)- ௦ 

xX>2 

(iii) f(x) =x+sin x, g(x)= -* எனில் 

72)-12(2) - 2/௨. இது அளவான ஊசலாட்டம் 

கொண்டது (வரம்புகள் 41). 

(iv) ரீ) -ற4(-1) 0 ச(%)- -37 எனில், 

(v) 

(vi) 

f(x) + 9(x)=(- 1)" 

இது அளவற்ற ஊசலாட்டம் கொண்டது. 

f(x) =x?, (x) =sin % எனில் 

ரீ2)-4௪(29) 27427182௮௨ 62 ல எனில்) 

f(x)=1+ sin x, 9(x)= - சர் எனில் 

f(x) + g(x) = 2. 

ctetGeu erevened f(x) + ௪(2) - 2. 
, ஆல 

(vii) f(x)=sin x; g(x)=sin எனில் 

f(x) +. g(x) =2 sinx syeraysi on ose eur t.tb @_emwigy
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85. தொடர்ச்சி 

பகுப்பாய்வில் தொடர்ச்சியுள்ள சார்புகள் ஒரு முக்கிய 

மான இடத்தை வகிக்கின்றன. பொதுப்படையாகக் கூறு 

மிடத்து, மாறியின் ஒரு மதிப்பில் ஒரு சிறு வேறுபாடு ஏற்படும் 

பொழுது, சார்பின் மதிப்பிலும் வேறுபாடு சிறிதளவேயிருக்கு 

மெனில், சார்பு அந்த மதிப்புக்கு இயைந்த புள்ளியின் 
தொடர்ச்சியுடையது என்று கூறுவோம். அவ்வாறின்றி, 

மாறியின் மதிப்பில் ஒரு சிறு வேறுபாடுக்கு இயைபாக சார்பின் 
மதிப்பில் கணிசமான அளவோ அல்லது மிக அதிகமான 

அளவே வேறுபாடு வரும் எனில், அப்புள்ளி தொடர்ச்சியுள்ள 

புள்ளி ஆக மாட்டது. தொடர்ச்சியைப் பின்வருமாறு திட்ட 

வட்டமாக வரையறுக்கிறோம். 

£ 4.5. வரையறை 

7 என்னும் சார்பு £ என்ற புள்ளியின் அருகாமையில் x, £ஐ 
நோக்கி அணுகும்போது, 72), /(8) என்றும் எல்லையை 

அணுகுமாயின், 7, 8 என்னும் புள்ளியில் தொடர்ச்சியுடையது: 

அதாவது, எல்லை 7(29) - ரீ்(2£) - எல்லை I(x) எனில், 7 கல் 

2-0 x>E+o 
தொட ர்ச்சியுள்ள து. 

இதிலிருந்து, 65௦ கொடுத்திருந்தால், (6) 

| :-8 | 49 எனில் | f(x)- f(E) | <€ என்னுமாருகொள்ள 

இயலும் என்பது தெளிவாகிறது. 

குறிப்பு 

ஒரு இடைவெளியில் ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் தொடர்ச்சி 

யுடைய சார்பு இடைவெளியில் தொடர்ச்சியுடையதாய்க் 

கருதப்படும். 
x
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£ 4.5.1. எடுத்துக்காட்டுகள் 

(i) 90) = 253 xt cote 

mk 3௯] எனின், 

2 

எல்லை Tr" eTevened (x-+1)=2. 

x->] நம 

எனவே &-2 எனில், 7 1 என்ற புள்ளியில் தொடர்ச்சி 
யுள்ளது. 22 எனில் ௩-1 என்கிற புள்ளி ன் தொடர்ச்சி 
யற்ற புள்ளி. 

£ 4.5.2. தொடர்ச்சியின்மையின் பாகுபாடுகள் 

தொடர்ச்சியின்மை இரு வகைப்படும். 

700), (௪, ச) என்ற இடைவெளியில் வரையறுக்கப்பட்ட 

தெனக் கொள்வோம், 

(i) 06ம்) என்ற புள்ளியில் எல்லை 7௫) -7(2) ஆக 
x>e 

இயலாதிருத்தல், இந்நிலை f(cto), f(c-o QrenGw 
அமைதந்திருந்து அவை  சமமில்லாதிருந்தாலோ 
அல்லது 7(2-4-௦), 7(2-௦) இரண்டும் சமமாயிருந்தும் 
7(6)யினின்றும் வேறுபட்டிருந்தாலோ உருவகும். 
இரண்டாவது வகையில், /(2)ன் மதிப்பைத் தகுந்த 
மூறையில் மாற்றி அமைப்பதன் மூலம் cod f-6r 
தொடர்ச்சியின்மை தவிர்க்கப்படக் கூடியது. 

S(e-o)=f(c) ஆனால் /7(240)/7(2) எனில் coed ஒரு 
சாதாரண வலப்பக்கத் தொடர்ச்சியின்மையுள்ளது. இவ்வாறே 

f(c-+o)=f(c)s (c-o)tf(c) எனில், ௨ல் இடப்பக்கத் 
தொடர்ச்சியின்மையுள்ளது-



94 பகுப்பாய்வு 

(ப) 26 (௭, ம்)-ல் எல்லை/(2) வரையறுக்கப்படாதிருத்தல் 
20 

இங்கு /(2- ௦), /(2-2) இரண்டுமே காணமுடியாதவை, 

6 4.5.3. குறிப்பு 

(i) f(c+o), /7(2-௦) இவ்விரண்டில் ஒன்று இல்லாதிருந் 
தால் 7-ல் இருவகையும் கலந்த தொடர்ச்சியின்மை 
உள்ளது. 

(11) 7/2) அல்லது/(2- 2) அல்லது இரண்டும் கந்தழியை 
நோக்கி விரிந்தால், ஈல் 7 கந்தழித் தொடர்ச்சி 
யின்மை உள்ளது. 

(141) 25-2--2 அல்லது 2- உ என்ற நிலையில் /ஊசலாட்ட 

மூடையது எனில் தொடர்ச்சியின்மை ஊசலாட்ட 
முடையது எனக் கூறலாம், 

5 4.5,4. எடுத்துக்காட்டுகள் 

  

1 
(i) SQ) = 7 

இங்கு f(c-0)=1; f(c+o) =o. 

௦-ல் ரீமுதல் வகைத் தொடர்ச்சியின்மை கொண்டது 

(ii) for pe sin + x#0 
0 % ஈர எனில் 

| sin 4 21; எனவே சட வரம்புள்ளது. 

flot+)=f(o-)=0; flo)=o.
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எனவே ௦ என்ற புள்ளியில் 7 தொடர்ச்சியுள்ளது. 

ன் மற்ற மதிப்புகளுக்கு 7/தொடர்ச்சியுள்ளது என்று 

எள்று எளிதில் நிறுவலாம். 

(இங்கு /(2) வரையறுக்சப்படாதிருந்தாலோ அன்றி 
7௦) என்றிருந்தாலோ ௦. /-ன் தொடர்ச்சி 2 புள்ளி ஆக 

மாட்டாது.) 

(iii) f(x) = Lt ee எனில், ௦ ஒரு தவிர்க்கக்கூடிய 

n> © 

@Qgsn_isFufcrenw (avoidable discontinuity) 
எனவே ௦ ஒரு தவிர்க்கக்கூடிய தொடர்ச்சியின்மை. 

. nx 
Seg f(x) = எல்லை? 2240 

n-> © 

= 1 ௬௬0 

என வரையறுத்திருந்தால் 7, ஈவிலும் தொடர்ச்சி 

யுள்ளதாயிருக்கும். 

ட்ட 2 _ 
(vi) f= எல்லை (871 1 nx. 

12௦ 

8௦ எனில், (2) -1; 10 எனில் 7(%) - -1; எனவே 

74௦) -1;7(-௦)- -1. ஆதலால் ௦-ல் முதல் வகைத் 

தொடர்ச்சியின்மையுள்ளது. 

[குறிப்பு: 7(%) -9, 2-௦ எனின் இதே சார்பு டிரிஷ்லேயால் 
கண்டுபிடிக்கப்பட்டுள்ளது. ] 

(vy) f)= ஸ்ம o-w f+1, -1க்கிடையே அளவான
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ஊசலாட்டமுடையது. ஆதலின் f(+0), f(-0) 
இரண்டுமே வரையறுக்கப்படவில்லை, 

1 

(xe) 

Ketoj=x, f(c-o)=n. 

(vi) f(ixj=f(x)=   3940 எனில், 

ஆகையால் ceo ரீகந்தழித் தொடர்ச்சியின்மை 
அடைந்துள்ளது. 

(vii) 9-4. 3 

sin xz வரம்புள்ள சார்பு. 

௦ என்ற புள்ளியில், +. sin என்கிற சார்பு 

ரு, -லக்கிடையே ஊசலாட்டமுடையது. 

(viii) f(x) - {= % விகிதமுறும் எண் எனில், 

Lo, x விகிதமுறா எண் எனில், 

7(2), விகிதமுறும் புள்ளிகளில் தொடர்ச்சியற்றதாயும், 
விகிதமுறாத புள்ளிகளில் தொடர்ச்சியுள்ளதா 

யிருக்கும். 

ரன எனில் (2, ௪61). 

இதன் அருகாமையில் கணக்கிலடங்கா விகிதமுறா 

எண்கள் உள்ளன. இவற்றில் % ஒன்று எனில், 

1 ர . 
€= “0g என எடுத்துக் கொண்டு 

jn (5-)-[e-d]-bee
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எனவே ற/ர என்ற புள்ளியில் தொடர்ச்சியற்றது, 
Xo விகிதமுறா எண் எண்க. 65௦2 கொடுக்கப்பட் 

டிருந்தால் ன என்னுமாறு முடிவுள்ள எண்ணிக் 

கையுடைய மதிப்புகள் மாத்திரம் ரக்கு தரமுடியும். 

(ஏ ஒரு மிகை முழு எண்) 

4 என்ற எண்ணை 1-3; ] வர குறிக்கும் ௦ன் 

அருகாமையில் 2- ஊ௯6க்குச் சரியான = போன்ற 

விகிதமுறும் எண்கள் இயலாதவாறு எடுத்துக்கொள்ள : 
லாம். எனவே |3- 8 | 49] குறிப்பிடும் அருகாமை 

யில் அமைந்த a போன்ற விகிதமுறும் எண்களுக்கு 

246. இந்த அருகாமையில் | f(x) -f(x0) | 

[o-0=<€, x af Mgappr ctesr creased 
on i= -o=<€, % விகிதமுறாத எண் 

எனில் 

எனவே ,, ன் ஒரு தொடர்ச்சிப் புள்ளி ஆகும். 

பயிற்சி 1& 

1, பின்வரும் சார்புகளின் தொடர்ச்சியை ஆய்க: 

(அ) IE மமெய்யெண் மதிப்புகளுக்கு) 
7-8 

(ஷ) -ஒண( ட] அச எனில் 

பகுப்.--7
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(இ) 2௦36% (௩-௦ என்ற புள்ளியில்) 

(ஈ) 7812 (பன் மெய்யெண் மதிப்புகளுக்கு/ 

(2) J) = [80% sg 
\ k, 3௨0 எனில் 

1 (ஊ) றா 60520 (x-a) (%-4 என்கிற புள்ளியில்) 

  

ந 
(sr) i (ன் மெய்யெண் மதிப்புக்களுக்கு 

x 

Il~e 

[விடை:-- (அ) ச) காச எனின் ஈசல் தொடர்ச்சி 

யில்லாதது. 

(ஆ) f(a) வரையறுக்காவிட்டாலும் அல்லது f(a}¥o 

எனில், %-ஈல் தொடர்ச்சியில்லாதது. 

(இ) தொடர்ச்சியில்லாதது. 

(ஈ) x= (20+ 1)5- புள்ளிகளைத் தவிர, தொடர்ச்சி 

யுள்ளது. 

(௨) 61 எனில் எங்கும் தொடர்ச்சியுள்ளது. 

(ஊ) ல் தொடச்சியில்லை. 

(௪) எங்கும் தொடர்ச்சியுள்ளது.] 

% விகிதமுறும் எண் எனில் 2. f(x)= (0. 
0, விகிதமுறா எண் எனில் 

ரீ எல்லாப் புள்ளிகளிலும் தொடர்ச்சியற்றது என நிருவுக,. 

3. fd [x sin xx 0 எனில் 

Lo, x=0 cree i
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7 பான் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் தொடர்ச்சியுடையது என 

நிறுவுக. 

4. f(x)= [30 வேகத் எனில் 
4 1, எனில் 
(1-3 வர் எனில் 

3 என்றும் புள்ளியில் 7முதல் வகை தொடர்ச்சியின்மை 

உடையது என நிறவுக. 

7 என்றும் சார்பு பின்வருமாறு நிறுவப்படுகிறது: - 

S(x)= (0, ௩-0 எனில் 
132,042 எனில் 
43 நத எனில் 

-XECX<I எனில் 
௯] எனில் ( 

x=o, 1, 1 என்னும் புள்ளியில் £7 தொடர்சியின்மையுடைய 

தென்று நிருவுக. 

3 

1 

£ 4.6. தொடர்ச்சியுள்ள சார்புகளின் பண்புகள் 

தேற்றம் 1 

7 என்னும் சார்பு [ஈ, ௪] என்ற மூடிய இடைவெளியில் 
தொடர்ச்சியுடையது எனில், கொடுத்திருக்கும் 6 £0க்கு 
இயைபாக, [ச, 6] என்ற இடைவெளியை முடிவான எண்ணிக் 
கையுடைய பகுதி இடைவெளிகளாக. 3, 27 ஓரே பகுதி இடை 
வெளியைச் சார்ந்தது எனின் |/(2”)-7(27) 4 6 என்னுமாறு 
பிரிக்கலாம். 

நிரூபணம் 

கொடுத்திருக்கும் தேற்றம் தவறன்று கொள்க, cnt? 

எனில், [ஈ, 0], [26] என்று ஒன்றிலாவது தேற்றவ தவறாயிருக்க 

வேண்டும். இந்த இடைவெளியில் [ஈ,, ம்,] என்க, cy— arth, 

ctoofed, [2,, b,], [¢1, 5,] eT Dor Geushachd ஒன்றிலாவது
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தேற்றம் தவறாயிருக்க வேண்டும். இதனை [8,,ம்;] என்க, 
இம்முறையைத் தொடர்ந்து கடை.பிடித்தால், நமக்கு ஒன்றுனுள் 
ஒன்றடங்கியதாக [ம்], [ஈ,8,]... என்ற கூடு போன்ற 

அமைப்பு இடைவெளிகள் (165464 111617க18) கிடைக்கின்றன. 
எனவே இந்த இடைவெளிகளுக்குப் பொதுவாக 8 என்றும் 

ஒரு புள்ளியிலிருத்தல் வேண்டும், எனவே ஏபி wee An wes 
என்ற தொடர் முறையும்; ம், ... 6... என்ற தொடர்முறை 
யும் £ என்றும் ஒரே எல்லையை அணுகுகின்றன. மேலும் 
[2,, ba] என்ற இடைவெளிகளில் (ஈ6/8) கொடுத்திருக்கும் 

தேற்றம் தவறானது. 

Exa; EXxb என்க, 7, £ என்றும் புள்ளியில் தொடர்ச்சி 
யுடையது, எனவே ர என்றும் எண் | -& | 4 எனில், 

: ~~ 

| f(x) -F(E) | <& ஆகுமாறு கொள்ள இயலும். 

8, - 8௭0] ஆகுமாறு ஈஜஐத் தெரிந்து எடுத்துக்கொள்ளு 

வோம். இந்நிலையில் (Qn, by] Cc [E-7, E+] எனவே, x x 

[an, by]-or Quy yohoPasit எனில், 

LM) - FE) <S 

IF @)-fE) | < 

5 1129-10) 2 ] மனு 19) - பாற -16)) | 

ஃ [ரி AE) | + LFF) | 

ட € 
தர் ரக 6 

இது ஒரு முரண்பாடு. எனவே தேற்ற சரியாய்த்தானிருக்க 

வேண்டும். 8£-ர அல்லது 6ம் எனினும், சிறு மாற்றங்களுடன் 

மேற்கூறிய நிரூபணம் செல்லும்.
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5 4.6.2. கூடு போன்ற அமைப்பு இடைவெளித் தேற்றம் 

A;,Ag ». Any. TOM மூடிய இடைவெளிகளின் 
தொடரினம் 4,0.4,_, என்னுமாறும், 1 கந்தழியை நெருங்கும் 
பொழுது 4,-ன் நீளம் 2வை கெருங்குமாறும், அமைந்திருந் 
தால், 6 என்னும் புள்ளி அதன் ஒவ்வொரு அருகாமையிலும் 
ஒரு அறுதியான எண்ணிக்கையுடைய இடைவெளிகளைத் 
தவிர மற்றெல்லா இடைவெளிகளிலும் அமைந்திருக்குமாறு 
உள்ளது. 

நிரூபணம் 

சிர “[8,, 9, என்க (NEN). 

அரட்.4._ ஆதலின் 

Qn {Sans மமம். 

எனவே ஏடி ஈ) oe An one PH ஏறுமுகத் தொடரினம்- 
ஒவ்வொரு உறுப்பும் ௦,ஐ விடச் சிறியது, எனவே 

An>XK <b, 

இவ்வாறே (5, 2;ஐ.க் கீழே வரம்பாயுடைய இறங்குமுகத் 

தொடர். 

௧௨௮32௮) 

€ 0 கொடுத்திருந்தால், 4, 3, என்ற எண்கள் 

82, எனில் | டி- 4 | ட ஆகுமாறும், 

71477 எனில் || <§ ஆகுமாறும், அமைந்துள்ளன; 

மேலும் 4,-ன் நீளம்௮௦,
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ஆதலின், 3 என்னும் எண் ஒன்று 

8-3) எனில் | a,-b, | <& ஆகுமாறு உண்டு. 

4 என்பது 3, 4, 5) என்பனவற்றின் பெரிய எண் எனில், 

1-5 | % -8 | = | XK = An tn -Ontba- B | 

< | anx | + | an - On i+ | bn- B | 

€ 
3 

wa & ,€ ட 
<p ty += =€ 

€ தன்னிச்சையுடை புது ஆதலின், 85 

இதுவே நாம் தேடும் £. 

மேலும் எல்லை ச, எல்லை ம், ஆதலால் 

n> 2 1௮22௦ 

71 என்றும் எண், 191 எனில், 

கம இவ்விரண்டுமே 

(5-8, 8-4) என்றும் இடைவெளியில் இருக்குமாறு, காண 

இயலும். 

எனவே, சீட Aay ... An_, என்ற இடை வெளிகளைத் 

தவிர மற்றெல்லா இடைவெளிகளும் (5- இ E+P) என்னும் 

ச-ன் அருகாமையில் அமையும் (240) 

£ 4.63. தேற்றம் 

ஒரு சார்பு மூடிய இடைவெளி [a, b]ed தொடர்ச்சியுடை 

யது எனில், அது இந்த இடைவெளியில் வரம்புடையதாகும். 

நிரூபணம் 

[௯ சியை xy, 39 28 என்ற புள்ளியில் ' 37 6 

(Xai, Xn) எனில் (97 உ எ௦்) | 72) -7ீ0) | 46 (6
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முன்னமேயே கொடுக்கப்பட்ட மிகை எண்.) என அமையு 

களாகப் பிரித்துடுக, |. NOR இடைவெளி 

ரண் ஒட எனில், 

1702) | - 178) -7)-72) 

“ 172) | + 1A) -f(a) | 

< {fai +e 

32) 2220) எனில் 

1729) | - 172) -72%)-7(20) | 

2 [720 1 4179-78) | 

<i fa)| +E+€= | f(a) | +2€ 

QoianGp, x,<x<x, ctafe, 

[ f(x) | < | f(a) | +3€ 

டம் எனில், 

172) 1 < | f(a) | +n€ 

7 அறுதியான எண் ஆதலால், /(2), [ச, ம]-ல் வரம்புள்ளது 
என்று தெளிவாகிறது. 

£ 4.7. சீரான தொடர்ச்சி (௦11010. ௦011 ய]1(9) 

வரையறை 

கொடுத்துள்ள 6$50க்குப் பொருத்தமாக ர என்றும் மிகை 

எண் [2-2 | 49 எனில், | 72) -7(20)4 6 ஆயின், 7(2), xo 

என்னும் புள்ளியில் தொடர்ச்சியுடையது என்று நாம் 
அறிவோம். இதில் 7 பொதுவாக €, %ன் மதிப்புக்களைப்
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பொருத்தது, [ஈ, 6]-ன் எல்லாப் புள்ளிகளுக்கும் ஒரே ஈர, Cg 
மட்டுமே சார்ந்து காணப்பட இயலுமெனில், f[a, b] என்றும் 
இடைவெளியில் சீரான தொடர்ச்சியுடையது என்று கூறு கிறோம், 

5 4.71 தேற்றம் 

ஒரு சார்பு ஒரு மூடிய இடைவெளியில் தொடர்ச்சியுடைய 
தெனில் அது அந்த இடைவெளியில் சீரான தொடர்ச்சி 
யுடையது. 

நிரூபணம் 

(2, 5] என்றும் இஉடவெளியை 3), %) டட என்றும் 
புள்ளிகளால் (டி xy) >=1,2, .. n(xg=a; X,=5) என்ற 
இடைவெளிகளாக ர அறுதியுள்ள எண்) ம, 276 (பேட்டி) 

எனில், | fx)’) ~ f(x)”) | ர - (640 மூன்னமேயே கொடுக் 

கப்பட்டது) என வருமாறு பிரித்திடுக. 

) என்பதை %)-8, எப... (ம-)_பி இவற்றில் மிகச் 
சிறியதைவிடச் சிறியதாக எடுத்துக்கொள்க. 

[ x’ - x" | <9 என்னுமாறு 56, x" என்ற புள்ளிகளை [, ச்] 
யிலிருந்து எடுத்துக்கொண்டே ஈமானால், இந்தப் புள்ளிகள் 
இரண்டும் ஒரே பகுதி இடைவெளியிலோ அன்றி அடுத்துள்ள 
இரு பகுதி இடைவெளிகளிலோ அமைந்திருக்கும். 

இரண்டும் ஒரே இடைடவளியில் அமைந்திருப்பின், 
(1)-ன்படி, [/2)-/02) | 28. x’, x" என்ற இரண்டு புள்ளி 
களும், (ட Xr), (Xr பட்ட 1) என்னும் அடுத்தடுத்த பகுதி 

இடைவெளிகளில் அமைதந்திருப்பின், 2, 4242, 427 டட ப 

எனவே |) -7227) | “ 1/2) -/0,)) + Sr) - 0") | 
[சீல -7(2) | + | fOr) - fe) | 
€ 6 
3 6
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நம் வரையறையின்படி 7 எந்த நடு குறிப்பிட்டான புள்ளி 
யின் மதிப்பையும் சார்ந்ததல்ல, எனவே f, [a, 2]-ல் சீரான 
தொடர்ச்சியுடையது. 

மாதிரிக் கணக்கு 

(0, 1) இடைவெளியில் டட என்றும் சார்பை எடுத்துக் 

கொள்வோம்; பதான் இடைவெளி 0:21 (0வில் திறந்ததும், 

1ல் மூடியதும்)யில் தொடர்ச்சியுள்ள சார்பு; ஆனால் 340 

என்கிற புள்ளியில் தொடர்ச்சியில்லாதது. ஆகையால் (0, 1)ல் 

sin சீரான தொடர்ச்சியுள்ள சார்பல்ல, ஆனால் மேற்தேற்றத் 

தின்படி 620 எவ்வளவு சிறியதாயினும், (6, 1) என்கிற இடை 

1 .s . 
வெளியில் ச சீரான தொடர்ச்சியுள்ளது. 

6 4.72 தேற்றம் 

7 [2 ம]ல் தொடர்ச்சியுள்ள சார்பாயிருந்தால், அதனுடைய 
வரம்புகளின் மதிப்புகளை இடைவெளியில் ஒரு புள்ளி 
யிலாவது பெறும். 

நீ [ச, மல் தொடர்ச்சியுள்ள சார்பு, [ச, 6]ல் “ன் மீப்பெரு 
கீழ்வரம்பு 11 என்றும் மீச்சிறு மேல்வரம்பு &ரீ என்றும் கொள்க. 

[ச. ச]ன் எந்தப் புள்ளியிலும் 47 என்ற மதிப்பை ரீபெற 
வில்லை என்று கொள்வோம். இவ்வாறெனில் [ச, ம]-ன் எந்தப் 

புள்ளியிலும் சீ -/(2) 20. 

எனவே ரு [a, ச1-ன ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் 
தொடர்ச்சியுள்ளது: 

இதன் மேல் வரம்பு 1/ எனில், [ஈ, 6]-ன் ஒவ்வொரு புள்ளியி 

லும்
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1 

17-70 <™ 

1 
அதாவது 48-/(0) 2 a, 

1 A(X)<M - ஸு 

எனவே ரீ மீச்சிறு மேல்வரம்பு இல்லை என ஆகிறது. இது 
ஒரு முரண்பாடு, எனவே, [ஈ, 6]-ல் ஒரு புள்ளியலாவது 7 M 
என்ற மதிப்பைப் பெறவேண்டும். இவ்வாறே [ச, சீ]-ல் ஒரு 
புள்ளியிலாவது 7-ன் மீப்பெரு கீழ்வரம்பின் மதிப்பைப் பெற 
வேண்டும். 

குறிப்பு 

_ [கம்] என்ற இடைவெளியில் ன் மீப்பெரு கீழ்வரம்பு, 
மீச்சிறு மேல்வரம்பு ஈ., ரீ எனில் ரீ என்பது [4 ம்]யில் ரன் 
ஊசலாட்டம் (0901118110) எனப்படும். இந்த வரையறையின் 
படி, 5 6.2 தேற்றத்திலிருந்து, ரீ [ச, 60ல் தொடர்ச்சியுள்ள 
தெனில், [ச, 5]ஐ (2,320, (ட ௬)... (டப) என்ற அறுதி 
யான எண்ணிக்கையுடைய இடைவெளியாய் ஒவ்வொன்றிலும் 

சார்பின் ஊசலாட்டம் €ஐ.விடச் சிறியது (6 40, முன்னேயே 

கொடுக்கப்பட்டதென்று) ஆக இருக்குமாறு பிரிக்கலாம் 

என்பது தெளிவாகிறது. 

6 4.78 தேற்றம் 

ரீ என்னும் சார்பு [ச, 6]ல் தொடர்ச்சியுள்ளதாய், /(௦), 72) 
எதிர்க்குறிகள் உடையதாயிருப்பின், சக்கும் ச்க்குமிடையே 
ஒரு புள்ளியிலாவது 7 பூச்சிய மதிப்பைப் பெறுகின்றது. 

நிரூபணம் 

7(8):0,/7(௪)2௨0 என்று கொள்வோம். 7தொடர்ச்சியுள்ள 
தால், ஈன் ஒரு அருகாமையில் 7 குறை மதிப்புகளையும் postr 
ஒரு அருகாமையில் ரீமிகை மதிப்புகளையும் பெற்றிருக்கும்.



சார்புகள் உறவுகள் 107 

[ச, ம]-ல் ரீமிகை மதிப்புக்களை பெற்றிருக்கும். % மதிப்புகளின் 
உட்கணத்தில் YN என்பது மீப்பெரு கீழ்வரம்பு என்க: 
(2:92) மீப்பொரு கீழ்வரம்பின் வரையறையின்் படி ரஷ); 
என்ற இடைவெளியில் 7 ()-0. மேலும் ),-ல் ரீதொடர்ச்சி 
யுள்ளது, எனவேரீ(9.)0. 

S0\N)=-c(c>0) எனில், 7-ல் தொடர்ச்சியுள்ளதால் c 
என்ற மிகை எண்ணை, (2-9), | <n எனில் |/0)-70.) | ர 
ஆக காண இயலும். 

எனவே” ),), 4) என்ற இகூட வெளியில் 7(2) 40. 

ஆகையால் jp, ரன் மிகை மதிப்புகளுக்கு இயைத்த 3 
மதிப்புகளின் மீட்பெரு கீழ்வரம்பாக இருத்தல் இயலாது. இது 

ஒரு முரண்பாடு. 

எனவேரீ),)-0 ஆகத்தான் இருக்கவேண்டும். 

கிளைத் தேற்றம் 

இதிலிருந்து 7 (௪) 72) எனில், [ச, 4]ல் £ தொடர்ச்சியான 
தால், [ச,௪]ல் (2), 7(6)க்கிடை யே ஒவ்வொரு மதிப்பையும் ஒரு 
புள்ளியிலேனும் 7 பெறும். 

்.என்பது 7(ஏ)க்கும் /(2)க்கு மிடையே உள்ள ஒரு பதிப்பு 
எனில், 7(%) - 6-6(%) என் க. மேற்கூறிய தேற்றத்தை ம்(பக்குப் 
பயன் படுத்தி 72), 6 என்றும் மதிப்பை f[a, bled ஒரு புள்ளி 
யேனும் பெறும் என நிறுவலாம். 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

0; -0 எனில் 
ரீ9-4 2-2 0422 எனில் 

2: 7-2 எனில் 

சார்பு 0விலும் 2-லும் தொடர்ச்சியற்றது.
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இதன் வரம்புகள் 0, 2. இந்த மதிப்புகளையும், அவை 
களின் நடுவேயுள்ள மதிப்புகளையும், [0, 2] என்ற இடைவெளி 

யில் ஒரு தரம் மட்டுமே பெறுகின்றது. 

* சி 13 £ x0 mere {ites 
L 0 += 99 

0 என்பது ஒரு தொடர்ச்சியின்மைப் புள்ளி. 0ஐ உள் 
ளடங்கிய எந்த இடைவெளியிலும் (உதாரணமாக - 2௭1) 
இந்த சார்புக்கு மேல்வரம்போ, கீழ்வரம்போ இல்லை. 

3. = 

Fie) J sink, x40 எனில் 

LO; x=0 crashed 

என வரையறுக்கப்பட்ட சார்பின் வரம்புகளைக் காண் 

கிறோம். ர எவ்வளவு சிறிய மிகை எண்ணாயிருந்தாலும் சரி, 
- 9-7 என்றும் இடைவெளியில் ரீ)ன் வரம்புகள் 51 

ஆகும். - விலிருந்து ர வரை நன் மதிப்பு ஏறும்பொழுது, /(%) 

இந்த வரம்புகளின் மதிப்புகளை முடிவில்லாத தடவைகள் 

அடையக்கூடும். *]ன் நடுவேயுள்ளது மதிப்புகளையும் 
இவ்வாறே மூடிவில்லாத தடவைகள் அடையக்கூடும், இருந்த 

பொழுதிலும் ஒரு தொடர்ச்சியின்மைப் புள்ளி. 

பயிற்சி % 

S(x)= 
4 

என வரையறுக்கப்பட்டுள்ள இச்சார்பின் வரம்புகளைக 

காண்க. 

[-1, 1] என்ற மூடிய இடைவெளியில் சார்பு தன் வரம்பு 

களை அடைகின்றதா என்று ஆய்க. 
(விடை; 0, ௦; 0ஐ அடைகிறது)
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2. 7(209-%- [2] எனின் 7 ன் எல்லா முழு எண் மதிப்பு 
களுக்கும் தொடர்ச்சியற்றது என்று நிறுவுக, (0, 1) இடை 

வெளியில் வரம்புகளைக் காண்க, 7(2) தன்மேல் வரம்பை 
அடைகின்றதா? 

3. 720) (2 % விகிதமுறும் எண் எனில் 
7, 20/47 ற, ர61/ எனில் 

ரீக்கு மேல்வரம்பு இல்லை என்றும் 0 கீழ்வரம்பு என்றும் 

நிருவுக. 

ச 4.81 ஒருமுகச் சார்புகள் (180௦00101௦ 100011005 

£ 481 வரையறை 

ரீஎன்னும் சார்பு fa, bled வரையறுக்கப்பட்டதாகக் 

கொள்வோம். (1) ச 27ம் என்னும்போது (i) 7(2) 
<f(x") என்றோ அன்றி (11) 74%' 427௮ம் எனில் /(2) 27027) 
என்றோ இருப்பின் ஒரு முகச்சார்பாகும். 

(1) உண்மையெனில் 7 ஒரு ஏறுமுகச் சார்பு 

(ii) உண்மையெனில் 7 ஒரு இறங்குமூகச் சார்பு. 

ஒருமுகச்சார்புகள் மூடிய அல்லது திறந்த இடைவெளி 

களில் வரையறுக்கப்படலாம். 

£4.82 ஒருமுகச் சார்புகளின் பண்புகள் 

ஒருமுகத் தொடரினத்தின் பண்புகளை ஒத்திருக்கின்றன; 

தொடரினங்களில் நிரூபித்தவாறே பின்வரும் ஒருமுகச் சார்பு 

களுக்குப் பொருந்தும் தேற்றங்களை நிறுவலாம். 

(1) ஆ என்ற நிலையில் f(x) <k (k AG அறுதியான 
மாறிலி எண்) எனில் எல்லை /(%) ஒன்று உண்டு; 

n> co
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அது க்குச் சமமாகவோ அன்றி வியை விடக் 
குறைவாகவோ இருக்கும். 

(ii) 8 என்ற நிலையில் F(x) ஏறுமுகச் சார்பாகவும் 

k என்னும் குறிப்பிட்ட எண்ணைவிட அதிகமாக 

இருப்பின் எல்லை /(2) உண்டு; அது ஃ% ஆக 
X>a 

இருக்கும் = 

(ili) (a,b) என்ற திறந்த இடைவெளியில ஏறுமுகச் சார்பு 
என்க. அந்த இடைவெளியில் 7(2)2% ( ஒரு குறிப் 

பிட்ட எண்) எனில், /(8-௦) உண்டு. அது kenw 
விட அதிகமாகவே அல்லது மககுச் சமமாகவோ 

(1) (௪) என்கிற திறந்த இடைவெளியில் ரீ ஏறுமுகத்தா 

யிருந்து 7(%) 6 (6 ஒரு குறிப்பிட்ட எண்) எனில், 
ரீ2-௦) உண்டு. அது ஈயை விடக் குறைவாகவோ 

அல்லது அதற்குச் சமமாகவோ இருக்கும். 

(i), (ii), (iii), 0) தேற்றங்களை இறங்குமுகச் சார்பு 
களுக்கும் பொருத்தமாக மாற்றியமைக்கலாம். 

(iii), 1)-விலிருந்து (2, ச) என்ற திறந் த இடைவெளியில் 
7 ஒருமுகமாகவும் வரம்புள்ளதாகவும் இருக்குமானல், அதற்கு 
சயிலோ, மயிலோ அல்லது திறந்த இடைவெளியிலோ சாதாரண 

தொடர்ச்சியின் மைதான் இருக்கமுடியுமென்பது புலனாகிறது, 

ஒரு திறந்த இடைவவளியில் /(%) ஒருமூகமானதாயிருந்து 
வரம்புள்ளதென்று அறியப்படாதிருந்தால், இடைவெளியின் 
ஓரப் புள்ளிகளில் (13௩3 ற௦1ஈ(8) கந்தழியாகலாம், எடுத்துக் 

காட்டாக 7029-75 x€(0, 1) எனில், 7ீ ஒருமுகச் சார்பு. 

ஆனால் வரம்புள்ளதல்ல. 

ஒரு இடைவெளியில், 7ீ ஒருமுகச் சார்பாயிருக்குமெனில் 
அதன் தொடாச்சியினமைப்புள்ளிகள். ஒரு முடிவுள்ள கண 

மாயிருக்கவேண் டுமென் பதில்லை.
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எடுத்துக்காட்டுகள் 

[1, (1:21) எனில் 

| +. (a <x<t) எனில் 

  

| 
4 eee 

F(x) | T pee 1 1 - 

| த் கர் “32௯ “ar rare (1 மிமுகழுஎண்) 

(9, x20 எனில், 

என ரீவரையறுக்கப்பட்டால், 

இடைவெளி [0, 1]ல் £ ஒரு ஏறுமுகச் சார்பு. இதற்கு 

1 
x= அள (௭1, 2, ... ) என்ற புள்ளிகள் தொடர்ச்சியின்மை 

யுள்ளது. 

் 4.9 எதிர் சார்புகள் 

தேற்றம் 

ரீ என்பது [ச, 8]ல் வரையறுக்கப்பட்ட தொடர்ச்சியுள்ள 
கடுமையான ஒருமுகச் சார்பு (110113 ௦0௦4௦௦1௦) எனில், 

அதற்கு ழ் என்னும் எதிர்சார்பு /(5),7ம)ஐ ஓரப்புள்ளிகளாகக் 
கொண்ட இடைவெளியில் தொடர்ச்சியுள்ளதாயும் கடுமை 

யான ஒருமுகப் பண்புகொண்டதாயும் அமைந்துள்ளது: 

அதாவது 7-ல் 56 [௪, 6]ன் பிம்பம் ந); 2-ஜ்(3) 
அதாவது ஒருங்கிணைந்த சார்பு. 

OLf] {9(y)} என்பது ஒருமைச் சார்பாகும் (1421143 

function) 
‘ 

நப 42, எனில், 72.) ₹7(6) எனில் 7 கடுமையான ஏறு 

முகச் சார்பு; 3, 820) எனில் S(x1) >Slx%,) எனில் கடுமையான 

இறங்குமுகச் சார்பு எனப்படும்.
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நிரூபணம் 

[a,b] 7 ஏறுமுகம் கொண் டதென்று கொள்வோம் 
(இறங்குமுகச் சார்புக்கு நிரூபணம் பின்வருவது போலவே. 
சிறு மாற்றங்களுடன் அமையும்,) 

7 [2 ம]யில் தொடர்ச்சியுள்ளதாயும் கடுமையான ஏறு 
மூகம் கொண்டதாயுமிருத்தலால், 79), f(b) என்றும் மதிப்புக் 
களுக்கிடையே ஓவ்வொரு மதிப்பையும் ஒரேஒரு மூறை 7 பெறு 
கின்றது. எனவே fla)=A, f(b)=B எனில், [4, 8-ல் நூன் 
ஒவ்வொரு மதிப்பிற்கும் பொருத்தமாக [, ம]-யில் 9-ன் ஒரே 
ஒரு மதிப்புத்தான் உள்ளது. எனவே ம் என்னும் எதிர்சார்பு 
ஒன்று (4, 8)ன் மேல் வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது. 

ழ்ஏறுமுகச் சார்பு என்பது வெளிப்படை. [க, ச]-யில் ஐ, 
என்றுல் மதிப்பிற்குப் பொருத்தமான [4, 8]-ன் உறுப்பு vy, ஆக 

இருக்கட்டும், அதாவது ந; எரி.) அல்லது %, எற். 

X,-€, 4 [ச ம]ல் இருக்குமாறு 6 என்ற ஒரு மிகை 

எண்ணாக இருக்கட்டும். இதற்குப் பொருத்தமான ர) மதிப்புகள் 

Yi-M நிர்] என்க. ர, 7) இவற்றில் சிறியது ர எனில் 

26 (9-7, 2 ர1)-226 போர் 6, 6). 

அதாவது [ந]; | <y எனில் |$-. [| 26 

ஃ [2 (90-20) | 46. எனவே, ஜ்,ந-ல் தொடர்ச்சி 
யுள்ளது. 

[.4, 8]-ல் ந் ஒவ்வொரு மதிப்பைப் பெறுவதாகும். அதற்கு 
இயைபாக [9,ம்]-ல் ஒரே ஒரு மதிப்பு உள்ளதாயும், ஜ், [.4,8)]-ல் 
தொடர்ச்சியுள்ளது என்று நிறுவப்படுகிறது. 

குறிப்பு: ந்-ன் வரைபடம் ரஜ என்ற நேர்கோட்டில் 
7-ன் வரைபடத்தின் பிம்பம் ஆகும், 

எடுத்துக்காட்டு 

7(%)-%* என [0. ல]-ல் வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு, 
[0, ல]-ல் தொடர்ச்சியுள்ளது. ஏறுமுகம் கொண்டது. எனவே
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அதின் எதிர்ச்சார்பு (7)- ரு (மிகைமூலம்); [9, 5௦]-ல் 
தொடர்ச்சியுள்ளது, ஏறுமுகம் கொண்டது. 

மாதிரிக் கணக்கு 

dla ( நல்ல் ந) என்னும் இடைவெளியில் இறங்கு 

மூகம் கொண்டதென்று நிறுவுக. 

f(x) = னில், 

sinx — sin(x+p) எனில் 
x x+p ் 

(x+A) sin x > x sin(x+h) crafer, 

= Xx(sin x cos h+cos x sin h) crePed 

(x+h) tan x>x(tan x cos h+sin h) எனில், 

OF (xth-x cos h)>sin 6 எனில், 

tan x sinh 

x ~ h+x(l-cos h) 

tan x ர னால. 

x h 
    

o<x< a; o<h< எனில், ஆஆ கிரி 

  

என்று 

நாம் அறிவோம். சமனிலி நிரூபித்தாயுள்ளது. 

௦விலிருந்து ௩/2 வரை % ஏறும்பொழுது, 1விலிருந்து 

3 வரை இறங்குமுகமாயுள்ளது, 

பகுப்.--8
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குறிப்பு 
tan x ரு 

(0, 7) என்றும் இடைவெளியில் ஏறுமுகம் 

கொண்டது என நிறுவுக. 

8 4.10. வரையறை 
7; [ச, ச]-ல் வரையறைக்கப்பட்டுள்ளதெனக்கொள்க. [க க] 

என்ற இடைவெளியை 2,(-9), %, 0... டட... (5) என்றும் 

புள்ளிகளில் 1 பகுதி இடைவெளிகளாகப் பிரிக்கலாம். இந்தப் 
பிரிவினையை 7 என்று குறிப்போம். [ச, ம]-ன் எல்லாப் பிரி 
வினைகளையும் கொண்ட கணத்தை 7 என்போம். 

ron 

v(a, 6, P)=S (f(x) -fOr_if | என்னும் கூட்டுத்தொகை 
r=] 

[௪, ம்]-ல் 7-ன் யுடன் இயைந்த மாற்றம் எனக் கூறப்படும். 

n 

3 72)-7ீ(2)_ப | ஈன் மீச்சிறு மேல்வரம்பு ஒரு அறுதி 
re 

யான எண் எனில், [௪, 21-ல் வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டது 
வரையறுக்கிறோம். 

இந்த மேல்வரம்பு ]* எனில், 

ஏதேனும் ஒருவகைப் பிரிவினைக்காவது 

(௪, 62)57- 6 (6 முன்னமே கொடுக்கப்பட்ட மிகை எண்) 

£ 4,10.1. மிகை மாற்றங்கள்; குறைமாற்றங்கள் 

2, [ச, ம]-ன் ஒரு பிரிவினை என்க. 

74 

7(2)-/(2)-3 (2-7 ப] 
r=] 

= Sit Do sere.
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டி என்பது 7 (2,)-/2_பு-ன் மிகை மதிப்புகளின் 
கூட்டுத்தொகை; 32 7(_பி-ன் குறை மதிப்புக்களின் கூட்டுத் 
தொகை, 

& ஈரச்) -/(2) என்க, 

& 7) -7(2_ப) எனில் 

A = f(b) - f(a) -2(&9-2 (க 

ரிவரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டது எனில், 

A<V(a, 5). 

Gwgue 3), (Ar) - Daf A-)<V(a, 6) 

Di(Ar)t+ Sol Ar) = A<V(a, 4) 

Dil(Ar)<3(\Vt A) 

39.) (VA) 

எனவே 3), (&7),-2(&) இரண்டும் [2, ச]-ன் எல்லாப் 
பிரிவினை களுக்கும் மேல்வரம்பு கொண்டவை, 

65 கொடுக்கப்பட்டிருந்தால், 2 என்றும் பிரிவினையை 

நு] கா[277- € என்னுமாறு எடுத்துக்கொள்க. 

இப்பிரிவினைக்கு, 2,(&)25 (7₹4-&- 6) 

“அகக் (7- &- 6) 

எனவே 3;(&), -23(&-ன் மேல்வரம்புகள் 4.1 ௬,7௧௯ 
ஆகும. இவற்றை ,7 7/4 எனக் குறிப்பிட்டால், 

V= PIN 

QA=P-N
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2/4, 7 என்பவை [, ம]-ல் முறையே /*ன் மிகை குறை 

மொத்த மாற்றங்கள் என அழைக்கப்படும். 

8 &,10.2 தேற்றம் 

ஒவ்வொரு வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்ட சார்பும் இரு 
ஏறுமுகச் சார்புகளின் வித்தியாசமாகக் குறிப்பிடக்கூடியது. 

நிரூபணம் 

[2, 7-ல் ரீ ஒரு வரம்புள்ள மாற்றங் கொண்ட. சார்பு என்க. 

% (8, 6)-ல் ஏதேனும் ஒரு புள்ளியெனில், 7, [5, 27-லும் 

வரம்புள்ள மாற்றங் கொண்டதே. [ச, %]-ல் /-ன் மிகை, குறை, 
மொத்த மாற்றங்கள் Pla, x), —N(a, x), V(a, ௨) எனில், 

V(a, x)= P(a,x)+N(a,x) (1) 

F(x) - f(a) = P(a, x)-N(a, x) (2) 

f(x) = Pa, x) - N(a, x)+f(a) 

={P(a, x)+f(a)+ | fla) | }-{N(a x)+ | f@ |} 
P(a, x)+f(a)+ | f(a)| =P(a, 2) அல்லது Pla, x)+2 | f(a) 
இரண்டுமே ஏறுமுகங்கள் சார்புகள் தான். 

ஏனெனில் நந எனில், 

P(a, x')=3, [Ar(a, x)] +5, LAr(x, x')] 

2>),[4-(a, x)] = P(a, x’) 

இவ்வாறே, 14(௪, x')>N(a, x) 

குறிப்பு 
(1) மேற்கூறிய நிரூபணம் | /(௪)க்கு பதிலாக % என்னும் 

மாறிலியை உபயோகித்தாலும் சரியாக இருக்கும். 

(2) மேற்கூறிய தேதற்றத்தில், ஏறுமுகச் சார்புகள் 

என்பதிற்குப் பதிலாக இறங்குமுகச் சார்புகள் என்று
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எடுத்துக்கொள்ளலாம். நிரூபணத்தைச் சில மாறுதல் 
களுடன் அமைக்க இயலும். 

& 4.10.3 இதன் மறுதலை 

இரண்டு ஏறுமுகச் சார்புகளின் வித்தியாசமாகக் கூறப் 
படக்கூடிய ஒவ்வொரு சார்பும் வரம்புள்ள மாற்றம் 
கொண்டவையே. 

நிரூபணம் : 7-7- 0 என்க. 

7, 0 இரண்டும் ஏறுமுகச் சார்புகளாக இருக்கட்டும். 

சி-[௪, ச]-ன் ஒரு பிரிவினை (2,;, ட... எனப் புள்ளி 
களில் எனில்) 

Rk 

2 S(x,) -f(xr_1) | 2! [LF(xr) - F(xr_,] - [G(xr) - G(xr_,)]- 
re r= 

7 ர் 

௮ | (22) -72(6_)-43) | 002) - 62 ப-- 
re] 7-1 

u n 

= 3170) ~ F(xr_, I+ த்த -0(2_ப 
r= r= 

(2,  ஏறுமுகச் சார்புகள்) 

= [F() - F(a)] - [G(b) - G(a)] 

= f(b) - f(a) 

எனவே [ச, ம]-ல் 7வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டதாகும். 

குறிப்பு 

1. மேலே நிரூபிக்கப்பட்ட தேற்றங்களிலிருந்து, ஓர் 
இடைவெளியில் வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு வரம்புள்ள 

எனின் தேவையானதும் போதுமானதுமுள்ள நிபந்தனை 

இச்சார்பை இரண்டு ஏறுமுகச் சார்புகளின் வித்தியாச
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மாகக் குறிப்புகளின் வித்தியாசமாகக் குறிப்பிடக்கூடும் 
என்பது, 

2. fi=F,-Gii fy=Fo-Gs (Fi, Fo, G,, Ge இரண்டும் 
ஓர் ஏறுமுகத்தவை என்று கொள்வோம்.) 

எனில், 

St; tfp=(F,~G,)t(F,-G,) 

=(F, tF,)-(G,+G,) 

FitF,, போடே இரண்டும் ஏறுமுகத்தவை, 

ச ரீ வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டது, 

மேலும், 7, So =(F,-G,;)(F,-G,) 

=(F, ட்டர், G,)-(F, Gat F, G,) 

FiFs+GiGy, F,Gs3+F,G, இரண்டுமே வரம்புள்ள 
மாற்றம் கொண்ட வை. 

எனவே இரண்டு வரம்புள்ள சார்புகளின் கூட்டுத்தொகை, 
வித்தியாசம், பெருக்கல் தொகை-- இவை யாவும் வரம்புள்ள 
மாற்றம் கொண்டுள்ளன. 

6 4,10.4 தேற்றம் 

7 என்னும் சார்பு [௪, 0], [c, b] a<c<b) என்னும் இடை 
வெளிகளில் வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டது எனின், அது 
(2, ம]யிலும் வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டதாகும், 

நிரூபணம் 

[௪, 2]யில் 7 வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டது. 

P(a, x),-N(a, x) என்பன ன் மிகை, குறை மாற்றங் 
கள் எனின், 

2) (2) ஈ2(௪, %)-7(2); 0,(2)- 8/2, 2) என்பவையில் வரை 
யறுக்கப்பட்டால்,
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சப 0 என்னும் இரு சார்புகளும் ஏறுமுகம் கொண்டவை, 

மேலும், fa, ௦]யில் 

f(x) = F (x) - Gy) (1) 

இவ்வாறே, [2. ச்]யில் 7 வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டதால், 

F(x) = P(e, x)+f(c) +k 
G,(x)=N(c, x)+k 

எனில், 7”, 0, இரண்டும் ஏறுமூகத்தன. 

மேலும் [௦, 6]யில், ரீ(20) - F(x) - (20) (2) 

7, யில் வரையறுக்கப்பட்டுள்ளதால், 

(1), (2)லிருந்து, 

F,(c)-G,(c)=F,(c) - Gc). 

எனவே ஐ G, (c)=G,(c) என எடுத்துக்கொண்டோ 
மானால், 7”, (2)77_(2) ஆகும். 

7, என்னும் சார்புகள் [ர, ச]யில் பின்வருமாறு வரை 
யறுக்கப்படட்டும். 

F,(x), 2௪30 எனில் 
2(2)- {pc ச்ம், 

. § Gylx)aqx<ec ,, 
a= {E25 உம், 

F, G என்பவன [4, 6]யில் ஏறுமுகம் கொண்டவை, 

மேலும், [ச, ச]யில், ரீ- 7-0. 

[௪, 6]யில் 7 வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டது. 

£.4.10.5 தேற்றம் 

[க ம]யில் 7 தொடர்ச்சியும், வரம்புள்ள மாற்றமும் 

கொண்டதாயிருக்கட்டும்.
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%6 [9, ம] எனில், 7*(௪, ஐ [ச, 7-ல் 7-ன் மொத்த மாற்றமா 
யிருக்கட்டும். 

V, [a, 6]ல் தொடர்ச்சியுள்ளது. 

நிரூபணம் 

x என்பது [ஈ, ம]யில் ஏதேனும் ஒரு புள்ளியாக 
இருக்கட்டும். 

€ ஏதேனும் ஒரு மிகை எண் என்க. 

[ஈ, 6]-ல் 2 என்னும் பிரிவினையை 

V(a, x, P)>V(a, x)-—E€ என்னுமாறு உண்டுபண்ண 
முடியும். 11 என்பது ந-ன் இடப்புற அருகாமையில் ஒரு புள்ளி 
யெனில், 

W(a, x’, 2) (2, %, 7)- |7(2)- 702) 

7 [க. ம்]யில் தொடர்ச்சியுள்ள தாகையால், 

Xtep | f(x')-f(x) | 46 ஆகுமாறு கொள்வோம். 

எனவே, 1*(2, x')>v(a, Xj P)>N(a, x) -2€ 

மேலும், 77(ச, 21) (2, 2)-ல் ஏறுமுகம் கொண்டது 

1௮22-௦ எனில், 7*(ஏ, 21)71(2, 2). 

இவ்வாறே, 3-ன் வலப்புற அருகாமையில் - 1 எடுத்துக் 
கொண்டால் 11440 எனில், 

V(x, x')>V(a, x). 

aGeu stevens V(a, x!) =V(a, x). 

Xy>x 

எனவே, 7*(2, %), [ச, 6]யில் தொடர்ச்சியுள்ளது. 

குறிப்பு 
இவ்வாறே ர [ஈ, ச]-ல் தொடர்ச்சியுள்ளது எனில், [ஈ, ச]-ன் 

x என்ற எந்தப் புள்ளியிலும் (9, 2), 7/(௪ச, %) இரண்டும் 

தொடர்ச்சியுள்ளதென்று நிறுவலாம்.
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மாதிரிக் கணக்கு 

79-14 =, x>0 

(0, 0 எனில், 

[0, 1]-ல் 7 வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டதல்ல என்று 

நிறுவுக. 

[0, 1/-ன் பின்வரும் பிரிவினையைக் கருதுக. 

fo, 2 2 2 2 24) 
ர (22-1)௩' (2-1௩' (2-1 3 ௩ ர் 
  

| fxr) -f(xr_1) | அண்ட sin orn | 
| ர 

i =| +1-(+1| =2 
_ _ _o; t2+__+2 > { fxr) S(%r_s) | | +1 1 ணிய 

(1 உறுப்புகள்) 
க142- | 881-112, 

1 கந்தழிக்குச் செல்லும்போது, 

எனவே [0, 1]-ல் 7 வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டதல்ல, 

பயிற்சி 27 

ரீ) - 12 sin = (x6) 

(0 (20) எனில், 

[0, 1-ல் £ வரம்புள்ள மாற்றம் கொண்டதல்ல என்று 

Enns.



5. வகையிடல் 

(Differentiation) 

5 5.1.1 வரையறை 

[ஈ, ம] என்றும் மூடிய இடைவெளியில் 7 வரையறுக்கப்பட்ட 
தென்று கொள்வோம். 

% என்பது இந்த இடைவெளியில் ஏதேனும் உள் புள்ளி 
யாகஇருக்கட்டும், 

x : 
ue de A) சீ என்பது ஒரு வேறுபாட்டு விகிதம். இந்த 

விகிதம் %', ஐஐ அணுகும்போது ஒரு குறிப்பிட்ட எல்லையை 

அணுகும் எனில், 7, 2-ல் வகையிடக் கூடியது என்றும், அந்த 
எல்லை 3-ல் /*ன் வகைக்கெழு எனவும் வரையறுக்கப்படு 

கின்றது. அந்த எல்லை /'(%) எனக் குறிக்கப்படும். 

எனவே 7() - எல்லை ey மம 

அற 

a - f(x) இதனை எல்லை -அவளனவும் எழுதலாம். 

h->0 

வலப்புற வகைக்கெழு 

எல்லை பட Aes ௨ ள்ளதாயிருந்தால், 2-ல் “ன் வலப்புற 

x’ >x~0 

வகைக்கெழு எனக் குறிக்கப்படும். 

702) - f(x) ட் உள்ளதாயிருந்தால், 
X =X இவ்வாறே எல்லை 

ஆற ர
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ஊல் ரன் இடப்புற வகைக்கெழு எனப்படும்; இது 7“(%- 2 
எனவும் குறிக்கப்படும். 

f'(x~ 0) =f (x+0) crePe 

77 ல் வகைப்படுத்தக்கூடியது; இந்த பொது மதிப்பு 7”(2 

ஆகும். 

7 [2) ச]-ன் ஓவ்வொரு புள்ளியிலும் வகைப்படுத்தக் 

கூடியது எனில் 7, [ச, 6]யில் வகைப்படுத்தக்கூடியது எனப் 
படும். இந்நிலையில் 72, 6]யின் மேல் 7” என்னும் மற்றொரு 

சார்பு வரையறுக்கப்படுகிறது. 

%6/[ச, ம]எனின் ல் சார்பின் மதிப்பு (0) ஆகும். 

7 பான் வகைககெழு எனப்படும். 

ஃ 5.1.2 பின்வரும் தொடக்கத்திற்குரிய தேற்றங்களை 
நிறுவுவோம். 

(i) ௭௩/(௮)௪4் (6 ஒரு மாறிலி எனின்), 7"(2)-& 

f(x) =kex 

Fixth)=k. 

pata: fixth)-f(x)=k-k=o. 

LXt+W-fO) _ ணை கணக் 

ல்லை LETH Me) =O. எ 

h>o 

(ii) fd=x vx oof, f'(x)=1 

S(x+h) -f(x)=xth-x=h
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றலை.) fe) 
1 

. h 
எல் - எல்லை - ௧1. 

h>o h->o 

ரீ டன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் வகைப்படுத்தக் 

கூடியது. 

(14) தேற்றம் 
ரீ என்றும் சார்பு டால் அறுதியான (4௦41௪) வகைக் 

கெழு உடையதாயிருப்பின் /, ல் தொடர்ச்சி 

யுள்ளது. 

நிரூபணம் 

7, ல் அறுதியான வகைக்கெழு உடையது. 

72), ~ f (Xo) 

X=~Xq 
. எல்லை உள்ளது; அறுதியானது. 

டி 

இதை ௬௯ என்க. 

f(x) —f(X0) = Ha fo) (x ~ Xo) 

fix) - fx) எல்லை 
எல்லை [/(20) -/(2,)] - எல்லை மற 

X>X, XX, 

(x- Xz) ௮ ௦,0௭0 

எனவே எல்லை 7(%) - எல்லை 7(%,)-0 

32-30 X->Xq 

steven f(x) = f(Xa). 
XPXq 

fi ஷல் தொடர்ச்சியுள்ளது.
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குறிப்பு 
இதன் மறுதலை உண்மையில்லை. 

எடுத்துக்காட்டாக (1) /(2)- |) என வரையறுக்கப் 

பட்ட சார்பு எனக் கருதுக. 

இதில், எல்லை f(x)= |0| =0=f10). 
3420 

7, 0 என்னும் புள்ளியில் தொடர்ச்சியுள்ளது. ஆனால் 

f(x) - f(0) [x | {1.50 erat 
x-0 =a LH x <0 எனில் 

F(x) - (0) _ 0 ர, எனவே எல்லை 

x>0 

i, 0 என்னும் புள்ளியில் வகைப்படுத்தக்கூடியது 
அல்ல, 

(2) Ax)= | xsin = (x#0) 

Lo | (x=0) 

என்று வரையறுப்போம். இந்த சார்புக்கு (0) அமையவில்லை 

நிரூபணம் 

ஜ௯0 என்கிற புள்ளியில் /(%) தொடர்ச்சியுள்ளது என்று 

நிறுவுக, 

74-70) 
h 

S'(x) = erebenn 

h>0 

h sin 1 
எல்லை h = erevene sin— 

னை ண் h 

h->0 h<0
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4 பூச்சியத்தை நெருங்கும் பொழுது, sine அளவிலுள்ள 

ஊசல் உள்ளது. 

ஆகையால் 7(0) அமையவில்லை. 

A(x), 0 என்னும் புள்ளியில் தொடர்ச்சியுள்ளதாயிருந் 
தாலும், வகைப்படுத்தக்கூடியது அல்ல. 

(3) /(60)- 4/௨ 2௦) எதை எடுத்துக்கொள்வோம். ௪ 
என்கிற இடைவெளியில், /(%) தொடர்ச்சியுள்ளது. ஆனால் 

7(0)-எல்லை டடக் எல்லை--. ௨௦ 
1 

x Vx 

X>+0 xX>+0 

  

f'(o) அமையவில்லை, 

௦ என்னும் புள்ளியில், தொடர்ச்சியுள்ளதாயிருந்தாலும் 

f(x) வகைப்படுத்தக்கூடியது அல்ல. 

(4) ae x! sine (2920) 

Lo (x=0) 

என்று வரையறுக்கப்படுகிறது, 

எல்லை x? sin = =o; f(x) o- என்னும் புள்ளியில் 

தொடர்ச்சியுள்ளது. 

நிரூபணம் 

1 
x0 ctosfled, f'(x)=2x sin - cost 

8-௦ என்னும் புள்ளியில், 5, cos = வரையறுக்க முடி 

பாது. ஆகையால் வகைக்கெழு விதிகள் பயன் கொடுக்க
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வில்லை. அதனால், 7ீ(௦2) இல்லையென்று நிர்ணயம் பண்ண 

முடியாது. 

Sth) - fo) _ எல்லை 217 ///_ ற 
h h 

h>o h>o 

7£(௦)- எல்லை 

cos ற அருகாமையில், ஊசலாடுவதால், 7/”(2) ஒரு 
x 

எல்லையும் நெருங்காது, ௮௦ எனில்; இருந்தபோதிலும், f'(o) 
பூச்சியம் என்கிற குறிப்பிட்ட மதிப்பை அடைகிறது. 

£ 5.1.8 வகைக்கெழுவின் அடிப்படைத் தேற்றங்கள் 

ரீ, ௪ என்றும் சார்புகள் [8, 6]யில் வரையறுக்கப்பட்டு 
(௪, ச]யின் 1 என்ற எந்தப் புள்ளியிலும் வகைப்படுத்தக் 

கூடியது எனில், 7-2, /2, 7/௪ என்னும் சார்புகளும் 5-ல் வகைப் 
படுத்தக்கூடும். 

() 0209-700௪ 00 

(9 (2)'2- 7 (x)g{x) +f(x)e'(x) 

(ii) (flay (x) = SOL SOEC) பம 0 எனல் 

நிரூபணம் 

(i) h=ftg sraPed, 
h(x‘) - h(x) =f) + 9(x') ~ f(x) - ௪00) 

=f(x') - f(x) + 8(x') - g(x) 

ட 02) - (2) _72-70)_ g(x") - g(x) 
உ ரஜி 3 ௮20 3-3 

ல்லை 802-109 லஸை22-700 
xX =x ஆற 

முலற நல
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4 எல்லை g(x’) ~ (gx) ~ (gx) 
ந 

XN 

அதாவது, 4'(2) - 7(2)--2'(2) 

(இந்த எல்லைகள் இருக்கும் எனில்) 

(ii) h= fg என்க, 

A(x") = h(x) =f(x") a(x’) - f(x) a(x) 

= [f(x') ~ f(x) ]9(x') +f) 9(x') - ௪020] 

எல்லை h(x") - 40) 
33 

x'>x ஆற 

I(x’) - f(x) , 
“SI 8X) 

ax) 24010 ஜீ 
4- எல்லை. 

ஆற 

அதாவது, /'(2) - 7£(2)௪(29)--7(2)2(2) 

ஆகவே (/௪)' (x) = f(x) a(x) +S(x)2'(x) 

(iii) A= “F 2(x) 40 crafo, 

  

g(x’) ௪02) 

ணை 5 EA Ya (x) - f(x) g(x’) 

smal? were 772)-/(2)) -/00(2(2)௪(5)] 

என்னல் aye a7). ல I 7 X 6Tebensd 

ae ee BE) x’ >x அற 3 ஆற
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ஆற XY aX . xX =X 

. என்லை ee ~ fix) ~ fx) see) 

1 
A(x) = 12059] [g(x f(x) -7(2)2'(2)] 

குறிப்பு 

(21) (14)-ல் ௪(2)-௦, ௭௭ எனில், g(x) =0 

h'(x)=f'(x)ce+o. 

stot Gau (cf) (x) =cf(x). 

(ஆ) (ழ்), (0)ஐ.ப் பயன்படுத்தி, 

1 முழு எண் எனில் நூன் வகைக்கெழு ஐ2ட்1 என 

நிறுவலாம். (8 கூறை எண் எனில், 940 ஆக 
இருக்கவேண்டும்.) இதிலிருந்து 3-ன் பல்லுறுப்புக் 
கோவைகளும், பகுதியைப் பூச்சியமாக்காத மதிப்பு 

களுக்கு விகிதச் சார்புகளும் வகைப்படுத்தக் 
கூடியவை என்று தெளிவாகிறது. 

£ 5.1.4 தேற்றம் 

தொடர்விதி (சங்கிலி விதி ௫21௩ £ய16) 

ரீ என்னும் சார்பு [ச, 6]யில் தொடர்ச்சியுள்ளதாய், ஏதோ 

ஒரு %6 [ச, ம]யில் வகைக்கெழுக் கொண்டதாயிருக்கட்டும்; 
1] என்பது “ன் வீச்சகத்தை உள்ளடக்கிய இடைவெளி என்க; 

௪ என்னும் சார்பு 1-ன் மேல் வரையறுக்கப்பட்டு /-ன் வீச்சகத் 

தில் தொடர்ச்சியுள்ளதாயும், 7(%) என்னும் புள்ளியில் வகைக் 
கெழு கொண்டதாயும் இருக்கட்டும். 

h(x) = ef f(x) ] axx<b crofeo, 

h, ௮-ல் வகைக்கெழு கொண்டது. 

h'(x)=g" [f(x)] f(x) 
பகுப்--9
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நிரூபணம் 

yHf(x) என்க, 

-ல் “ன் வகைக்கெழு 7”“(2) ஆதலால், 

ல்லை 7ீ (22) - 72 
நடலை ட அடம் Ale). 

எனவே, 3-ன் ஓர் அருகாமை 3' அதில் இருக்கும் 

பொழுது FO) FO) poy tn, x) ஆகும். 

ற எனில், 9, (2')-௦. 

அதாவது, 7(2:) -7() - (2-2) ([7(2) 1-1 (2)] 

இவ்வாறே, 8()”)- 202) (9)”-2)[ஜ)--4,(9]; 

இதில் ந” ஐ. எனில், ர, 9-௦. 

h(x’) - h(x) = gff(x')] - gif(x)] 

= g(y') - 20) 

=(¥'- yEa'(y)+75/y")] 

[720-709] [2'()-1ஈ, (y1)] 

- (2-3) [7(22) - f(x) 4+-04(x)] 

[s*/y)+no(y')] 

எல்லை கட்டர் ௪ எல்லை [722 -729-8.(27] 

7-0 ஆர 

[எல்லை [2'()--9,01)] 
x Xx
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அதாவது, 4(20] - 7”() எல்லல [2'() -4, 1)] 
yoy 

LA x-e தொடர்ச்சியுள்ளதால், 
x>x cree — f(x")>f(x) 

அதாவது நர] 

“ரீ(20200 

- [291/2 

க 5.2 வகைக்கெழுவின் குறி 

ரீ, [ச,ம]யில் வரையறுக்கப்பட்டது என்க. 

%,[ச, ம]யின் ஓர் உட்புள்ளி என்றும், 

ரி) உள்ளது என்றும் கொள்க. 

(0 7292௪ என்க. 

cron LX =fO) = I(x) >o 
3 ஊழி 

x'>x 

ு 620 7(09ஐ விடச் சிறியதாய்க் கொடுக்கப்பட்ட 
தாயின், 5 என்றும் மிகை எண்ணை, [3:-ந] 28 
எனில், 

SAE ரம ₹ 6ஆகுமாறு கொள்ள இயலும். 

இந்நிலையில், 

(29 - 64 மப f(x) - E¥XE [x ~8,X43 

E<f'(x) ஆதலின், 

LOI), px) - E>o va€[x~-3, 3-5], 12%, 
x -_
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=» pee -f(x)>0, X<x'<x+8 எனில்; 
f(8) -fix)<o, x-8ax' <x crofied 

ர அகம் 45235 எனில் 
7(2) 702): 2- 8427-42 எனில் 

அதாவது /”(20)20 எனில் ன் ஓர் அருகாமையில் /(2): 
ஏறுமுகத்தது. 

(ii) 7£(2)-:0 என்க. 

6 என்னும் சார்பை ஜ்()- -7(%) என்னுமாறு வரை 

யறுத்தால், 7”(0) 2௦-4”(20)5 2. 

எனவே, 3-ன் ஓர் அருகாமையில் 6 ஏறுமுகத்தது of 

இறங்குமுகத்தது. 

E 5.8. ரோலின் தேற்றம் (௩௦1169 716072) 

[௪, ]ஐ அரங்கமாகக் கொண்ட / என்னும் சார்பு 

(1) மூடிய இடைவெளி [ச, ம]யில் தொடர்ச்சியுள்ளதாய் 

(ii) திறந்த இடைவெளி (௪, 8)யில் வகைப்படுத்தக் கூடிய 
தாய் 

(iii) (௪) -/(ம) என்னுமாய் இருந்தால் 

7(0)-௦ என்னுமாறு (௬ )-ல் 2” என்னும் ஒரு மதிப். 
பாவது உள்ளது. 

நிரூபணம் 

7 [ச, 0]-ல் தொடர்ச்சியுள்ளதரயிருப்பதால், வரம்புள்ளது? 

அது தன்மேல், கீழ்வரம்புகளை [௪, ம்]-ல் அடைகின்றது. 

[௪, 1-ல் ன் மேல்வரம்பு M ஆகவும் கீழ்வரம்பு 1 ஆகவும் 

இருக்கட்டும், 

flc)l=M ஆகவும் f(d)=m ஆகவும் இருக்குமாறு, ௦, சீ 

என்பன [ர, 5]-ல் ர(சி)-ஈ ஆகவும் இருக்குமாறு, ௦, சீ என்பன 

ரா, 0]-ல் உள் புள்ளிகளாயிருக்கட்டும். 

Mam sung Mm.
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(i) 47-17 எனில் /(20)- சீ 764, 8] 

அதாவது, 7(20), [ச, ச்]-ல் ஒரு மாறிலி, 

. f'(x)=0 ¥x€ fa, b} 

(11) 44228 cresPov, f(a) = f(b) 

Bsored M, m-o Qeragoug /(௪), /(5)-னின்றும் மாறு 
பட்டிருக்க வேண்டும், 

M+ fla) cers, 

34-7(2) ஆக இருக்கட்டும், 

M#f(a); M#f(b), 44 -7(௦) ஆதலின் 

92/12) 2௦2 
இவ்வாறே ஈம் 

2-ல் ரீவகைக்கெழு உடையது. 

7”(2)-௦ என நிறுவுவோம். 

7 (உஊு௮6[6, 245] எனில் 

K(x) >flc) ஆகுமாறு 55௦2 காணலாம். 

அதாவது /(2)2 88, 16 [6, 215] எனில், 

ஆனால் 4, /5ன் மேல் வரம்பாதலின், 

72) 77 இது ஒரு மூரண்பாடு. 

70) 

72) 9226 [2-8, 6] எனில் 

I(x) >f(c)=M. 

ஆனால் /(2) 74. இதுவும் ஒரு முரண்பாடு, 

. (2) 0 ஆகத்தானிருக்க வேண்டும்.
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கிளைத் தேற்றம் 

7(2)-]7(6)-% என்னும்பொழுது மேல் தேற்றத்தை விரிக்க. 
மூடியும். 

2ி(2) -7(5) -£ எனில், மேல் தேற்றத்தின் படி, 

F'(x)=0, x€ (a, b) எனில் 

f'(x)=0, x€(a, b). 

மாதிரிக் கணக்கு 

ரோலின் தேற்றத்தை /()-(1-8)7 (%-8)1 என்னும் பொழுது சோதனை செய், 

72) 9, 1-9) 1-ம் எனில் 

fx) = (x=)! (xb)! [(m4n)x = mb =na)] 

P(x)=0, x+ அடடா எனில்; அதாவது (9, 8)-ல் ஒரு உள் 

5 5.4. லாகிராஞ்சின் தேற்றம் 

[a, b] என்னும் மூடிய இடைவெளியை அரங்கமாகக் 
கொண்ட 7 என்னும் சார்பு (1) [ச, ம]யில் தொடர்ச்சியுள்ள 
தாயும் (ii) [a, 6]-ல் வகைக்கெழு உ.டையதாயும் இருக்கிறது 
எனில், திறந்த இடைவெளி (௫, 6)-ல் 2 என்றும் ஒரு புள்ளி 

20-72 -]7*(௦) என வருமாறு அமைந்துள்ளது. 

நிரூபணம் ; 
ம் என்னும் சார்பை பின்வருமாறு வரையறுத்திடுவோம்: 

த்(*) “709-143 இதில் 4 என்பது 
$(a)=9(b) என அமையுமாறு உள்ள மாறிலியாக இருக் 

கட்டும்.
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f(a) + Aa = f(b) + Ab 

அதாவது, A - 9-0) 

ம், [ச, ]-ல் தொடர்ச்சியுள்ளது; 

(௪, 2)-ல் வகைக்கெழு கொண்டது. 

ரோலின் தேற்றம் ற்க்குப் பயன்படுவது. 

(௪, ம)-ல் 2 என்றும் புள்ளி ந்'(2)--௦ என்னுமாறு 
உள்ளது. 

P(x) = f'(X)+A- 

g(c)=0 எனில் 4 -7*(௦) 

அல்லது) 102 

கிளைத் தேற்றங்கள் 

() [/௪,ம்]-ஒ f'(x)=ovx எனில், 720), [௪, 6]-ல் ஒரு 

மாறிலிச் சார்பாகும். 

(ii) [க, ம]-ல் ['(x)>ovx எனில், 7(%) ஒரு ஏறுமுகச் 
சார்பு.. 

(iii) [a, 7-ல் 75) 402 எனில், 7(3) ஒரு இறங்குமுகச் 
சார்பாகும். 

குறிப்பு 

ம் 7-0 எனில் இத் தேற்றத்தின் முடிவை 

ரீ(2-1- 4) 27(2)-1/7(2404); (24041) என எழுதலாம். 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

(7) 70) ஒரு இருபடிக் கோவையெனின், 6-]% என்று 
நிருவுக.
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fix) =Ix94mx4n crofer, 

f'(x)=lx4+m 

. flath)=l(ath)?+m(ath)+n 

குறிப்பின்படி, 

f(a+ h) - f(a) =hf’'(a+ oh 

K(a+h)?+m(a+h)+n- [la?+ma+n] 

= h[2(a+eh)+m] 

அதாவது, 1/3 - 210/7 

0-3 

(2) 22502 எனில், 

224:4/02(1--%) என்று நிறுவுக. 

702) ஈ/௦2(1-09) எனில் 

1 ரி - ட   

குறிப்பின்படி, (2) - 37(0%), (2 ₹0 41) எனில் 

ச(0)--/2௪(1-40)-0 

7(6%) - ட்ட   

log (1+x) hex 

எப்பொழுதும், 1--0%21 

log (1+x) <x
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£ 5.5. கோஷியின் இடைநிலைத் தேற்றம் (Cauchy's 
Mean Value Theorem) 

7 ச என்னும் சார்புகள் [ச, 6]யில் தொடர்ச்சியுள்ளதாயும் 
(a, bX வகைபடுத்தக்கூடியதாயும் அமைந்து, (௦, 6)-யில் 
உன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் ஈ'(%) ௦ எனில், 

(a, ம)-ல் 2 என்ற ஓரு மதிப்புக்காவது 

79-12) _ 709 
g(b)- g(a) fc) 

  ஆகும். 

நிரூபணம் 

ர் என்னும் சார்பை 

(x) =f(x)+Ag(x) என்னும் உறவால் நிர்ணயித்திடுக; 

இதில் 4 என்னும் மாறிலி 9(a)=$(b) ஆக இருக்குமாறு 

அமைந்திருக்கட்டும். 

ஃ [ச(௪)-(௪)] 4= - [f(6)- f(a] 

(8) - (940, ஏனெனில் 

glb)=s(a)>g 60-ல் தோற்றத்தின் நிபந்தனையைப் 

பூர்த்தி செய்கிறது. ஆதலால், (௭, 5)-ல் ஒரு மதிப்பிற்காவது உ 
பூச்சியமாகும். இது மூன்றாவதாகக் கொடுக்கப்பட்ட நிபந் 

தனைக்கு முரணாகும். 

ge fib = fla) 
e(B)~ g(a) 3. வண்டும். 

[ச, ம] யில் ந் தொடர்ச்சியுள்ளது; (௪, ம)யில் வகைக்கெழு 

கொண்டது. மேலும் ற்(ர) (2) ஆதலின் ரோல் தோற்றத் 
Sor ug (a, b-bd என்னும் மதிப்பு ஜ்'(2)-0 ஆகுமாறு 

உள்ளது.
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(9-0 0=f'(c)+Ae'(c) 

fle) f(b) - 112) 
அதாவது cy = — Am சு 

95:6 உயர்வகைக் கெழுக்கள் 

7 [க. 8]-ல் ஐ என்ற புள்ளியில் வகைக்கெழு கொண்டதா 

யிருக்கட்டும். அதாவது £-ன் அருகாமையில் 7” தொடர்ச்சி 
யுள்ளது. ‘ 

7 க்கு ௩ல் வகைக்கெழு உண்டு எனில், 

இந்த வகைக்கெழு f(x) எனப்படும். 

ன் உண்மை ரீஃன் தொடர்ச்சியை உறுதிப்படுத்துகிறது? 
இவ்வாறு /*-ன் வகைக் கெழு 7! என வரையறுக்கப்படும்- 
நான்காவது, ஐந்தாவது.........வகைக்கெழுக்களும் இவ்வாறே 
வரையறுக்கப்படும், பொதுவாக: [11 ல் அமைந்தீருக்கு 
மானால், அதன் வகைக்கெழு அவ்வாறு ஒன்று இருக்குமானால் , 
7“(2) எனப்படும். 

95-7 பொது இடைநிலைத் தோற்றம் (டெய்லரின் தேற்றம்). 

நிரூபணம்: 

7 என்னும் சார்புக்கு 

(i) [a,a+h] என்றும் இடைவெளியில் (1) ஆவது: 
வகைக் கெழு தொடர்ச்சியுள்ளது; 

(ii) ஈ-ஆவது வகைக்கெழு, 7” (௪,ஈ4-/)ல் அமைந்துள் 
ளது எனில், 

(1/4) 2 ஏதேனும் நடு மிகை எண் எனில், 0க்கும் 146 
இடையே 90 என்று ஒரு எண் எனில், 

சீட் - 404-795 “அ * (2)... கைக
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n_p 

பட ரப Mo ine mc oa ரிச்... (1) in-1 
  

நிரூபணம்: 

ரச, ச-ட்]ில் 7 1ன் தொடர்ச்சி [ச, ச-]-ல் 7 ர... 
ரி 1-ன் தொடர்ச்சிகளை உறுதிப்படுத்துகின் றது. 

ம் என்னும் சார்பை 

$(x)=f(x)+(a+h- ஐல கட் xy Lx)+ ». 

(a+h- 297 1 

+ 2-1 
f"'(x)+ A(at+h- x)? 

என நிர்ணயித்து, .4 என்னும் மாறிலி 

ஜ்(2) (௪-4) என அமையுமாறு தெரிந்தீடுக. 

  

அதாவது 

flath) =fa) +hf (a)+ ரி... 

+ Tact iv 1(a)+ Ah? cee ee tee (2)ஆகும். 

ழ், [ஈ, 2-(4]-ல் தொடர்ச்சியுள்ளது; 

(a, ath)- வகைக்கெழு கொண்டது. 

எனவே, ரோலின் தேற்றம்படி, 6” (௪-404)-௦ ஆகுமாறு: 

06(0, 1) உள்ளது. 

F(at+h-x)"* 
ஆனால் ஜ்'(2) - Aol ரீ?(2) - ற4(ரஃ 20௪1 
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$'(a+6h) = oO fat Oh) - ~ pA(1-6)” 'AP™! 

Ae ட 9) 2/7(ர- 6h) 

அகிய p|n-l 

(0#0, ho) 

சியின் மதிப்பை (2)ல் பிரதியிட, நமக்குத் தேவையான 
தேற்றத்தின் முடிவு கிடைக்கிறது. 

குறிப்பு 

he(1 -0)" 2 

(i) R,= ட்ட 77(24-0/) என்பது 1 உறுப்புக்களுக் 

குப் பின் அமைந்துள்ள டெய்லரின் மீதி என்று 
வழங்கப்படும். 

(ii) ர-1 எனில், 

R, = CU 907 
[n=l 

  

7”(2-40/) என வரும். 

இந்த அமைப்பில் மீதி கோஷியினால் நிறுவப்பட்டது 

ச. _ h (114) p=n croPed, R, = la “(a+6h) Bg on Bsn epe 

கண்ட மீதி, 

“கிளைத் தேற்றங்கள் 

(1) டெய்லரின் விரிவு 

%6[2, ௪-4] என்க, 

7; டெய்லரின் தேற்ற நிபந்தனைகளுக்குக் கட் ல் 
(2-)9ஐ % எனக் கொண்டு, 

கூ டுப்பட்டா 

I(x) = fla)+ 704 Se



வகையிடல் 
141 

(x 1.1 (x-njr(1- 6)" ? ,, 

| 8-1 
f pi{n-t (a+ 6-n_a) 

(0461) (3) 
+ 7 (7) 

என விரிவடையும், இது ரன் டெய்லர் விரிவு. 

(1) மக்லாரின் தேற்றம் 

(3)-ல், 8-௦ எனக் கொண்டால், 

Mx) =(0) + F(0)+ Ty "Ot + ன frr“(x) 
—_— 

— 

x(1- 0)" ? f"(6x), 

* ந]: 

stos, fr 3, [2, /பி-ல் தொடர்ச்சியுள்ளதாயும் (௦, 4)-ல் 

வகைக்கெழு கொண்டதாயும் இருந்தால், விரிவு பெறும். 

ர்ச் 

கடைசி உறுப்பு, லாகிராஞ்ச் முறைப்படி. க 
றுப்பு, at” (8%) 

என ஆகும். 

£ 5.8. சார்புகளின் அடுக்குத்தொடர்கள் 

ரீ [ச, 2--4]-ல் எல்லா வகைக்கெழுக்களையும் பெற்றிரும் 

பின், 

நண்டு 144 பலக ப அசி PMGtR, 

=S,tRn 

என்பதில் 1-2 2,௮0 எனில் 

எல்லை S,=f (ath) 

h* 

me 

crenGes flath=flart a+ ALO met Paha
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என்னும் கந்தழித் தொடர் /(9-ட()க்கு ஒருங்குகின்றது. 

இதிலிருந்து, 7, [0, 2] என்றும் இடைவெளியில் எல்லா 
வகைக் கெழுக்களை பெற்றிருப்பின், 

7005494704 2704... Wat “1(0) 

எனவரும். இதில் எல்லை 8-0 எனில், 
n>» 

I) = $0) +75 FO) 4” SPIO). IMO) + 

என மூடிவிலித் தொடர் உருவம் பெருகிறது. 

(i) /(2)--௪* எனில், /7*(2)-27 ௭4 677 71(0)-1 

லாகிராஞ்சின் மீதி அமைப்பைப் பயன்படுத்தி 

R,= 0 = ee 

எல்லை 2 0% 
nme Th 0; ௪, மான். அளவான மதிப்புகளுக்கு 

வரம்புள்ளது. 

எனவே ee கட 0 

x x x" 
௪1 [ர Tz + Tat 

(% மூடிவுள்ள மதிப்புகளைப் பெறக்கூடும்) 

(ii) f(x)=sin x crashed 

frocesin (x 71)
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in t1; n=Im4t1 aroha =.f(0)= { “0; a 2m எனில் (௬670) 

x Cy _ _x . கா 

Rn= 77(62) - ln sin (x+—5- ) 

ர். 
ரு 

எல்லை = ரு crotéofein( ox-tn உ] <1 

n> oo 

12 எனில், £,-2. 

ம) f(x) = cos x era i fo(s) = cos( 2+ 75] 

(11)-ல் போலவே &,-௦, 1230 எனில் 

0, 1-2 1 எனில் 
மேலும் (2) - 1, n=dm is 

L-1,2=4m42_,, 

m=0, 1,2... 

2 4 
cos ககம பழ ல 

(iv) f(x)=log (142) 

1 (1 1 1-1 

709 எ-டு - 
  ; 192 -1 எனில், 

ரீ*(9)-(-1)1 1 1-7 

லாகிராஞ்சின் மீதி அமைப்பால்
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x” 

  Re= 7 f(0x) 

{= VP 
நண iver) 

(51) O<xecl cresfed, O< = — <1,ym>0. 

- 0, 9௨ எனில், 

௮-0, ௨ எனில் 

(ஆ) -14340 எனில் 

கோஷியின் மீதி அமைப்பைப் பயன்படுத்தி 

ப 

கட (1-6) 177(600 
  

    

உ ந 1 1-6 ted 

1-6 
0 பனா? 1   

1 1 
மேலும் T+ox < ண] 

எல்லை ந” 

n>» =0 crafed 

Rn>o, n>» crahed 

6 -1l<x<l எனில் மக்ளாரின் விதியைப் பயன் 

த 
படுத்தி /௦2 (14ஐ-2-7 ப எ அம்ப 

என வருகிறது



வகையிடல் 145 

£ 5.8 தேரா அமைப்புகள் 

தேற்றம் 1 : /, ச என்னும் சார்புகள் 

எல்லை A எல்லை ப : 
ஷர 2702-0. பூர 200)-0 என்னு மாறும். 

ச-ல்.7”, 2 இரண்டுக்கும் வகைக்கெழு உள்ளவாறும் 
அமைந்திருந்தால், 

eievenco f(x) _ f'(a) 7s ‘ 
x>a zx) (a) [g'(a)~0 எனில்] 

நிரூபணம் 

7 சாக்கு 'ர-ல் வகைக்கெழு இருத்தலால் 7, ச இரண்டும் 
*2ீ-ல் தொடர்ச்சியுள்ளவை. 

fia) = g(a) =0. 

f(aj= erevanay At") ~ fla) _ எல்லை f(a+h) 

இவ்வாறே, 2'(2) - ererenep SLY) 
h>0 

(2) _ og f(a+h) scm cp A(X) 
g(a) aod. g(at+h) ” மண்னை 2] 

தேற்றம் 2 
லாஹாஸ்பிடல் விதி 

7 2 என்னும் இரண்டு சார்புகள், 

(i) எல்லை/(%)-0; எல்லை ௪(%)-0; 
மர ஆர 

+ ; “(5 
(19 எல்லை கல - / என அமைந்திருந்தால், 

I(x) 
எல்லை அட அ / 
xq 200 

பகுப்.--10
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நிரூபணம் 

எல்லை f(x) = lof, g-&& 
x>a 20 

ட என் (a~3, a48) sre gd ஏதோ ஓர் அண்மையில் 
ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் வகைக்கெழு உண்டு; இந்தப் புள்ளி 

களில் g'(x) 40 

ர்) ௬-0 எனின் என்க. (இந்த எடுகோள் 

தேற்றத்தின் நிபந்தனைக்கோ, அல்லது முடிவுக்கோ முரண் 

பாடுள் ளதன்று,) 

x€[a-d ௪45] எனில், கோஷியின் இடை நிலைத் தேற்றத் 
தின்படி, 

ரஜ றல 7 
a(x) e(x)-a(a) 8) 

[2, கக்கும் 2-க்கும் இடையே உள்ளது.] 

எனவே சல்லி என்னல் F(a) 

ர 200) ம 28) 

௩ 7 (2 22 எனில் 850 என்பது தெளிவு.) 

தேற்றம் 8 

7 2 என்னும் இரு சார்புகள் 

எல்லை | ச(%) | -ல; எல்லை அ 7 என வருமாறு 
12 8 

அமைந்திருந்தால், 

எல்லை f(x) = | 
Xe 8(2) 

நிரூபணம் 

(1) முதலாவதாக [0 என்க, 

f(x) 
எல்லை வரை க ் ve B(x) அறுதியாயிருப்பதால்
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f, சாக்கு (௪-5, ௪45) என்னும் ஈன் ஏதோ ஓர் 
அண்மையில் % என்ற ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் 

75), ௪0௦ உண்டு, 2'(2)0 (742). 

(௭, 8-8) என்னும் இடைவெளியில், 2'(%) ஒரே 
குறியை உடையது. இவ்வாறே (௪-5, 2) என்னும் 
இடைவெளியிலும் 2ூ(2௦) ஒரே குறியை உடையது- 
2(:)20 என்க; 650 என்க. 

(x) iL € 
yx€(a, at), 

  

3, <3(8, >0) srevor இயலும். 

  

”(2)1 2 

எனவே %6(௪, 8-8) எனின், 

-16[௪(ச45) - ச(9]“(7(245,) - 729] 

₹%6[௪(245,) - 2(2)] 

அவி ₹ 1622) 472) 43622) 

]/459 - 494 /இச450- 2) 

=~ | flatt:) | +10) 1 ஆ 
[| ௪2450 | 41௪9 |] 

=> | fix) | < S| sl(ata)t | சல (14 | fat di 
=$€ | ௪02) | 4-8 (ஐச் சார்ந்ததன்று.) 

fo) €, _k 
ea) 27 Tee] 
cta&one | o(x)| =~ pear, ¥xE(a, 4+8,) 

3௮௪7 
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னில் k Ee 
Bo<d, oF Tax) | “3 ஆகுமாறு 3, sent 

இயலும். 

at fi € , € 

எனவே எல்லை f(x) ௨0 

  

௭30 803) 

இவ்வாறே (8-5, ச) என்னும் இடைவெளியைக் கருதி. 

எல்லை (x) 

xpa-0 8%) 

  

-= 09 என நிறுவலாம். 

f(x) 9 storGey, sTRENE—— 

x>a_ 802) 

(ii) இரண்டாவதாக /௪0 என்க, 

$(2) -7(29 - /௪(2) எனின், 

எல்லை P(x) = எல்லை] 4. -l 1-௦. 
கச 02 ூடி (200 

  

எனவே முதல் வகையின் படி 

எல்லை ப) 
ஷர 23) 

: I(x) அதாவது, eréoens| -! | ௨0 

ஸ் எல்லை.) =] 
3௮4 g(x)
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‘as 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

1. 7 ௬ல் வகைக்கெழு கொண்டதெனின் [7'(௦),20] 

(1) எல்லை 8670-42-21) 
h>0 h 

காண்க, 

ட எல் S(ct+h) -fic) 

(ம எ: 
காண்க. 

(0 எல்லை f(cth)+fic-h)- 2f(c) 
h>0 h 

fle-h) fle) * எல்லை 

h>0 
ு எல்லை 

f(e th) ~f() 

h>0 h 

f(ct+0)-f'(ce-O)=f'(c)-f(c) [% 7 ௬ல் வகைக் 
கெழு உடையது.] 

0. 

ட . fict+h)-f(c) 
Gi) oan He= B= He) 

: Af’ (c+ 94) 
— வலவ [0 , எல்லை 7021 6.) [0₹9,₹1; 040, 21] 

_7(240) 72) _ 
7(2-0) 7(9) 

2. [a, ath] என்னும் இடைவெளியில், லாகிராஞ்சியின் 
இடைநிலைத் தேற்றத்தைப் பின்வரும் சார்புகளுக்குப் பயன் 

படுத்தி, ஒவ்வொன்றிலும் வரும் 0-ன் மதிப்புகளைக் காண்க, 

(i) 0௪ (ii) fl) = log x
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() 72) - ௪ எனில், 
f(a+h) - f(a) =hf'(a+ oh) 

meth ohm he’t en 

=e(e*-1) =he%e a 

e”-1 
௮6 0௯ 7   

(2-1) 
h 
  >6h=log 

1 et —1 
* 04 + log i 

  

(ii) f(x)=log x ctesfed, f'(x) = 4 

F(a +h) ~ f(a) = hf'(b+0h) 

  

h 
=>log(a+h) - log a= oh 

=log (1+ =) = 1 
a டம 

ந 

e+ — : h i+ h 
log ஏ 

1 a 
கவே, ல் எ வல ஆ 102 (1+ ப h 

a 

x? 

3. 390 எனின், 102(1-4%)2%- -2- என்று நிறுவுக. 

  

72) -102(1-4%) எனின், f'(x)= ட்ட : f"(x)= - “ஷு
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மக்லாரின் தேற்றப்படி 7(2) = flO) + xf (+ Fy 0%). 

. x* 11 
எனவே, 1௦2 (142)-042- 5 PTET 

இசி 8 
log (l+2x)-x=- 5 tee 

ப es | x~ log (1 x x 052 *-198074)-0 ௪ 1 “2 

[ச 5-4 கீழ் மாதிரிக் கணக்கு 2ஜயும் இதனுடன் இணைத் 
தால், 251௦2 (142)22- “3 என்று கிடைக்கும்.] 

4, லாஹாஸ்பிடல் விதியைப் பயன்படுத்திப் பின்வரும் 

எல்லைகளைக் காண்க: 

x? - 6x48 
(1) எல்லை ௨ 

2 

- a e* 
(ii) க்கம் 4 

அட் 

sin x-—x 

a ee 

  

~x 
iv னஞ்ணாடு0. வைகை 

ey? x1 1952 

e* +gin x~1 
ல்லை... ப 

Oso loa +s) 

த ல் sin log (1+-x) 
(vi) n> log (1+sin x)
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(vii) எல்லை. 
ர 003602 

(viii) crebeneyl08 Sin 2x _ 
x>0Q logsinx 

(i) எல்லை ர (2. “எல்லை? 
33.2 %74+2x-8 \ 0 x2 4 

-—._1 
6 3 

(il) எல்லை. (-2] எல்லை உ. ல 
xX> 2 x 32௦ 1 

(iii) எல்லை sit 2% (+) எல்லை coset) 
x>0 ந 0 x->0 3x? 0 

“எல்லை tr) (மீண்டும் லாஹாஸ்பிடல் 
ae விதியைப் பயன்படுத்தி) 

0092 வட பன் கை டட) 

ஷம் 
$ 

(iv) எல்லை (0) எல்லைப் iV) எல்லை - [௯ — 
x>l logx\ 9 eel 2/2 

௪ எல்லை- ௯ -] 

௮1 

(v) எல்லை e*+sin x—1 (4) 
x>0 | log(i+x) 0 
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ச sin log({+ x) (5) 

(vi) OD log(i+sin x) 0 

cos log(1+x) 1 

x>0 Legos x 
1+sin x 

cos log | £08 308 
I 

aw} 

cos 0 
1+0 

  

1௦20 ரஃல 
(911) எல்லை 2 (=-) 

x>0 cosec x\ @ 

1 

= எல்லை x 

x>0 -cosec x cot x 

கண i 2 

= எல்லை 0° (4) 
x>0 xcosx \0 

. -2 gin 2 008 22 ad 
௯ எல்லை பகன் கபன் (மீண்டும் லாஹாஸ்பிடல் விதி 

008 xX sin x : ‘ x>0 யைப் பயன்படுத்தி) 

i 1 

ன] 
ft ௮
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Les . log sin?x { — © 
(vili) எல்லை -—————|_ > 

x->0 log sinx 

  

2c0s ?x 
ச a 

எல்லை ௨ _31_2_ 
x>0 cos x 

sin x 

ம் 2 _ எல்லை 2sin x sey x 

x>0 08 x sin®x 

. a. 
எல்லை 2810 2008 33; 

x->Q 2 sin x cos?x 

2 

= 6TEDEMED ae = 
x->0 cos*x 

  

பயிற்சி 267 

1. f(x) தொடர்ச்சியுள்ளதெனில் 

எல்லை 42429-31240119) _ 
h>0 (x) என நிறுவுக. 

2. ரீ றை, 0௩342 

f(b) - fla) =(b - 4)/(2) என்னும் முடிவில், 2-ன் மதிப்பைக் 
காண்க. 

3. (i) 14204௪ 

8 

(ii) cos x>1 -> என்று காண்க,
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4. பின்வரும் எல்லைகளைக் கணித்திடுக: 

(1) எல்லை 1௪77-2 2 
x>0 5x? 

(fi) எல்லை x cos x —- log(1+ x) 

x->0 x 

eee 5 

(111) எல்லை x 
x ° 

ரர் என்லை 8 
x>4 x?+4+x-20 

(v) எல்லை tan x -sin x 

x>-0 sin*x 

Sane sin x 

fyi) எல்லை 3x? -2x+1 

2x74+5x~-2 
xo 

(viii) sreveneo 
x>o * 

(4) எல்லை cot 2x 

x>0 cot x 

2 

x>0 cot x?
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[விடைகள்: (2.) 8- 4/3 

4(i) *,(14) 4, (iii) 0, (iv) 5, (௫) 4, (vi) 1, (vii) 3, 

(viii) ல. (00) 3, (1) ப 

£ 5.10.1 மீப்பெரு, மீச்சிறு மதிப்புகள் 

3, என்பது [2ச,5]-ன் உட்புள்ளியாக இருக்கட்டும். 

7ீ[8, 6]-ன் மேல் வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு என்க. 

(௫-8, Notd) என்றும் ஈன் ஏதோ ஓர் அண்மையில் 
72/99 ௭6 (டி - 8) டர5) எனில், 7(2,)) /*ன் ஒரு. மீப் 
பெரு மதிப்பாகும். 

இவ்வாறில்லாமல் 73,9472), ¥X(Xo- 8. Notd) எனில், 

ரீ(,), ன் ஒரு மீச்சிறு மதிப்பாகும். 

9-ல், 7 மீச்சிறு மதிப்போ, மீப்பெரு மதிப்போ பெற்றிருந் 

தால், /(30,) ஒரு திரும்பு மதிப்பாகும்; 3, ஒரு திரும்பு முனைப் 
புள்ளி எனப்படும். 

8 5.10.2 தேற்றம் 

7 /-ன் ஒரு திரும்பு மதிப்பாயின், /'(2,) -0: 7) வகை 
யிடத்தக்கதெனில். 

நிரூபணம் 

79௪450 எனில், ன் ஒவ்வோர் அண்மையிலும், 
7(2)2706) என்று மாறும், 7(%) 47(2,) என்னு மாறும் புள்ளிகள் 
உள்ளன. இது, 7) திரும்பு புள்ளி என்னும் எடுகோளிற்கு 
மூரண்பாடாகும், 

8 5,10.8 தேற்றம் 

திரும்பு மதிப்பிற்குப் போதுமான நிபந்தனைகள் 

39 [8, ம]-ன் உட்புள்ளியாயிருக்கட்டும் . 

7 [௪ 6]-ல் வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு என்க, 

7297)... சரீ 12,9௮0; 7(0)20 என்க, 

(*, ௭ல் அமைந்துள்ளது.)
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1 ஒற்றைப்படை எண் எனில், :, ஒரு திரும்பு முனைப் 
புள்ளி அன்று; ஈ இரட்டைப்படை எண் எனில், /(5,) ஒரு 
திரும்பு மதிப்பாகும்; இந்நிலையில், 

72920 எனில், /(20) /-ன் ஒரு மீச்சிறு மதிப்பு; 

7(3)₹0 எனில், /(20,)/-ன் ஒரு மீப்பெரு மதிப்பு, 

நிரூபணம் 

70092 கழி) ௨0 (1) 

௭ன் (2டி-5, ர6) என்னும் இடைவெளியில் 7, ர்... 

Sf") அமைந்துள்ளன. 

ர்? 20; ரிு0 எனில், 

(௦-5, 346) என்னும் இடைவெளி (6-5) 

3%- 842-420 எனின், 7” (0) 47 1209-0 ஆகவும் 
, 43-04 எனின், 71297: 12) -0 எனவும் | (2) 

அமைந்துள்ளது. 

7ீ(0)20 எனில், 

டி - 843-120) எனில்,7* 1(0)5 ரி 102) 0 ் 
22-38 எனில்,/” (2) 47-10) -0 எனவம் } (3) 

ஆகூமாறு (Xo 8) 2716) அமைந்துள்ளது. 

கொடுத்துள்ள நிபந்தனைகளைப் பயன்படுத் 
எனில், டெய்லரின் தேற்றப்படி, ச்ச 1614 

த் Ari 

Kxoth) = fixo) +hf(%0)+ eon 0 + jal f"(x54+0h) 

  

அதாவது /(20)4-4) - Mo) = 9-7 (267 64)(1-ன்படி) 

[xo t0hE(%o- 8, Xo+3)]
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7 இரட்டைப்படை எண், /*(2௦)50 எனில், 

(2)-லிருந்து (26) 4) - 76) 40 
எனவே(2,) ஒரு மீச்சிறு மதிப்பாகும். 

1 இரட்டைப்படை எண், 7*()-40 எனில் (3)-லிருந்து 
சீ) -72)40. 

எனவே /(2,) ஒரு மீப்பெரு மதிப்பாகும். 
1 ஒற்றைப்படை எண் எனில், (2), (3) இவற்றிலிருந்து 

ரி'(:9240 எனில், (3947) -/5,) (-5,%) (6 3,19) என்னும் 
இடைவெளிகளில் எதிர்க்குறிகள் உடையன, எனவே I(%o) 
ஒரு திரும்பு மதிப்பு ஆகமாட்டாது. 

£ 5.11. வகையீடுகள் (0188811819) 

7 என்னும் சார்பு [ச, ம்]யில் வரையறுக்கப்பட்டிருக்கட்டும்; 
6 [ம,ம்] என்க, 

3-ல் சார்பின் மதிப்பு 7(2) ஆகும். இதனை y எனக் 
அகாண்டால், 

f(x+8x)-f(x) ஆகும் 7(5)- எல்லை கும். 
௨௨20 ox 

எனவே, 3-ன் ஓர் அண்மையில், 

Aw) =f'(x)+«(3x) 
<(Sx)>0, 2-0 எனில் 

அதாவது /(2-4-5%) - 7(%) -7“(2)6%-4 ஒ(8%)62% 
ரீ14520) -/(2)ஐ 8 எனக் குறிப்பது வழக்கம். 

எனவே sy=fi'(x)ex+«K(dx)3x 

இதில், /“(2)6% முதல்நிலைச் சிறு மதிப்பு. 

இது 2-ல் “ன் வகையீடு என வழங்கப்படும். 

இதனை 87 (அல்லது ஸ்) எனக் குறிப்பிடுவோம். 

எனவே, 87%) -7”(2)5% 

ரீ) -2 எனில், 2-1, 

எனவே ௭726) - f'(x)dx. 

இது 2-ல் காணப்படும் சிறு பிழைகளுக்குப் பொருத்தமாக 

ல் காணக்கூடிய பிழையைத் தோராயமாக அறிவதற்குப் 
பயன் படுகிறது.



6. வரையறுத்த தொகையீடு 

(Definite Integral) 

2 6.1.1 தொகை காணக்கூடிய சார்பின் ரீமன் வரையறை 

ரீ என்பது [ச, ம] என்னும் இடைவெளியில் வரையறுக்கப் 
பட்ட ஒரு வரம்புள்ள சார்பாயிருக்கட்டும். [ச, 6]ஐ, 1 பகுதி 
இடைவெளிகளாக [சடப் [டி]... .ு. [உடம்] பிரிப் 

போம். 

(a <x; “4202 வ பெர <b) 

[௪, ம] இடைவெளியில் 7(2)-ன் மேல், கீழ் எல்லைகள், 48, 1 

ஆகவிருக்கட்டும். சீட, என்பன [2,_ பூ, 3,]-ல் மேல், கீழ் 

வரம்புகளாயிருக்கட்டும். 2-3, 5-3, என்று வைத்துக்கொள் 

வோம். 

பின்வரும் வகையில் வரையறுக்கப்பட்ட கூட்டுத் 

தொகைகள் 5, 3 என்பனவற்றைக் கருதுவோம்: 

S=M,(x,-a)+Mi(x%g-X J+ oe +M,(b-xn_1) 

s=Mm(X,-a)+m(X,-NX,)+ wo bm (b-Xn_4) 

இடைவெளி [ஈ, 8]ஐச் சிறிய பகுதி இடைவெளிகளாகப் 

பாகுபடுத்தும் ஒவ்வொரு முறைக்கும் இயைபாக, கூட்டுத் 
தொகைகள் $, 4 இருக்கின்றன; எப்பொழுதும் 925. 

வெவ்வேறு சிறிய பகுதிகளாகப் பிரிக்கப்படும் முறை 
களுக்கு, 5-ல் குறிக்கப்படும் தொகைகளுக்கு ஒரு கீழ்வரம்பு 
இருக்கின்றது; ஏனென்றால் $511 (6-8), அதேபோல் 9-ல் 

குறிக்கப்படும் தொகைகளெல்லாம் <M(b-a) ஆக இருப்ப 

தால், மேல் எல்லை உடையனவாயுள்ளன.
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5-ல் குறிக்கப்படும் தொகைகளின் கீழ்வரம்பை 7 என்றும், 
9-ல் குறிக்கப்படும் தொகைகளின் வரம்பை 7 என்றும குறிப் 

போம். 

7-7 எனின், 7/(%) [ச, ம] என்னும் இடைவெளியில் ரீமன் 

மூறையில் தொகை காணக்கூடியது. இவ்வாறாயின் 

ச அல்லது 9-ன் மதிப்பு இடைவெளி[ர,௦]ல் /(2)-ன் வரையறுத்த 

தொகை என்று கூறுவோம். அதை fi fxjdx என்று குறிப் 
a 

போம். 

£ 6.1.2 வரைவிலக்கணம் 

[ஈ, 6] என்னும் இடைவெளியில் வரையறுக்கப்பட்ட ஒரு 

வரம்புள்ள சார்பான 7, மேல் தொகை £$-களின் கீழ்வரம்பும் 

கீழ்த் தொகை ௦-களின் மேல்வரம்பும் சமமாகும்படி இருந் 

தால் 7 ரீமன் முறைப்படி தொகை காணக்கூடியது என்று 
கூறுகிறோம். 

"த் 
மேற்கொடுத்த வரைவிலக்கணத்திலிருந்து, | Ldn? s 

என்றும் 42 என்றும் தெளிவாக விளங்குகிறது. 8, வழக்கம் 

போல் குறிக்கப்பட்டுள்ள கூட்டுத் தொகைகள். 

ி,-க்குப் பதிலாக நாம் பின்வரும் கோவைகள் உபயோகப் 

படுத்தலாம். 

8-6 (0_ப Xr) eres; r=1,2... 

பின்வரும் தொகையைக் காண்போம்: 

DS-SflE1) (x, -a)+ ose eee +flEr) (Xp — Xp_a)+ 

+f(En) (b =~ Xn_1) 

ஒவ்வொரு சிறிய vGFH Qeor Geuehuland, m,<flEr)<Mr 
என வருவதால், 5 என்கிற தொகை $, 6 இவற்றினிடையே 

அமைந்துள்ளது. 

பகுதி இடைவெளிகளின் எண்ணிக்கை, ு, ஒவ்வொரு 
பகுதி இடைவெளியின் நீளமும் பூச்சியத்தை நெருங்கும் வகை 
யில், கந்தழியை நெருங்குமானால், (1௮-ல), 8, ச என்கிற
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தொகைகள் ஒரே எல்லையை உடைத்தாயுள்ளன எனின் 

b ் . a 72) ஸ்ம் 3வும் அதே எல்லையை உடைத்தாயுள்ளது. 

ஆகவே, தொகை காணக்கூடிய ரீ என்றும் சார்புக்கு 
71. கந்தழியை கெருங்கும்பொழுது (5-௨), ஓவ்வொரு சிறு 

பகுதி இடைவெளியின் நீளம் பூச்சியத்தை நெருங்கும்; 6, 
என்பது (2,_,, டில் ஈன் ஏதோவொரு மதிப்பு எனில், 

n 

r டிப b பதைக் 
குறிப்பாக 6 என்பதை %;_; அல்லது %, ஆக தேர்ந் 

தெடுக்கலாம். 

குறிப்பு 
[௪, ம]ல் /(%) வரம்புள்ள சார்பு என்கிற நிபந்தனை ஒன்று 

தான் நாம் வைத்திருக்கும் தற்கோள். இதனால் ஒவ்வொரு 

வரம்புள்ள சார்பும் தொகைக் காணக்கூடியதொன்றாகாது, 

£ 6.2 தேற்றம் 7/4 

[2, 6] இடைவெளியின் ஒரு பிரிவினையில் சிறு பகுதிகளின் 
முனைப் புள்ளிகள். ௭,026. .... டிடி. ஆக இருக்கவும் 
இம்முறையின் கூட்டுத் தொகைகள் $, 2 யிருக்கவும். 

மேற்சொல்லப்பட்ட சிறு பகுதிளையோ இடைவெளி 

களின் சிலவற்றையோ எல்லாவற்றையோ மேலும் சிறு பகுதி 
களாக வெட்டுவோம். இப்புதிய பாகுபாட்டின் சிறு பகுதி 
களின் முனைப் புள்ளிகள் 

BVir Va +» Veiiy Xs Var Vets oo Vit» றிட டம் 
என்றிருக்கவும். 

மேற்கொண்ட முறையில் அடைந்துள்ள பிரிவில் மூனை 
புள்ளிகள் மூதலில் சொல்லப்பட்ட பிரிவின் மூனைப் 
புள்ளிகளாக இருப்பின், மேற்சொல்லப்பட்ட பிரிவினை 

மூதல் பிரிவினைக்கு அடுத்து வருகின்றதாக (௦௦08600196) 
பகுப்.--11
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ச் 

கூறப்படும். இப்பிரிவினையின் மேல், கீழ் தொகைகளை 5), ர 
என்று குறிக்கவும், 

(௪, %;) பிரிவிலிருந்து ஏற்படும் தொகைகள் 4, அவுக்குரிய 
பங்கை ஒப்பிடுவோம். 7(0ுன் மேல் கீழ் எல்லைகள் (ரப் 
பிரிவினில் 48”, ஈட் ஆகவும் (7, ),)ல் 8," ஈூ,' ஆகவுமிருப் 
பின், (௪, X14) இடைவெளியிலிருந்து ஏற்படும் அன் பாகம் 
My (V1- D+ Ma (Vo- Yt oe ee EMM X, Fn) oe QD) 
ஆயுள்ளது. 

ஆனால் சீட், 18, ... சிட் ஒவ்வொன்றும் M,g9 விட 
பெரிதில்லை. 

அதாவது தொகை 3-ன் (௪, £பிலிருந்து * ரீ, (5, - ஏ) 

இதுபோல் S-s (x, நூலிருந்து ஏற்படும் பாகம் 

> M, (X_.-X,), ete. 

கூட்டின், 572 (2) 

இதுபோல், ரஜ (3) 

இப்பொழுது (4, ம)ஐ ஏதாகினும் இரண்டு வழிகளில் 
பிரிப்போம், அவைகளை 

A, Xi, பேபி பொருத்தமுள்ள தொகைள் 4, 4 (1) 
என்றும் 

A, Vie அட பொருத்தமுள்ள தொகைகள் ட” 80 *' (ii) 
என்றும் கருதுவோம். 

இவைகளிரண்டையும் மேற்பொருத்தினால், (1) (ப இப் 
பிரிவுகளுக்கு அடுத்து வருகின்ற பிரிவு கிடைக்கும்; அவை 

களின் தொகைகள் 5), ர என்று அழைப்போம். 

(2)-ன் மூலம், 37) ர: 

gars, S1<S' and ozs’ 

ஆனால் 39 

ட வர விகட மேலும் 5”
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ஆகையால் (8, ம)யின் எவ்விதப் பிரிவினாலேற்படும் 
தொகை 5 இப்பிரிவினாலேற்படும் அல்லது வேறு பிரிவினா 
“லேற்படும் ஐ விட குறைவில்லை. 

வேண்டிய அளவிற்கு /-ன் அருகே தொகை ௯ம் க்கு 
சமீபத்தில் தொகை 5-ம் கண்டுபிடிக்கலாம், 

I<J. Jeg 8. 7 பெரிதாகவிருந்தால், ஏதொரு 
&ரிரிவினையில் 95 $ என்று தொனிக்கும், 

£ 6.3, டார்போவின் தேற்றம் 

நாம் எடுத்துக்கொள்ளும் மிகச் சிறிய நேர் எண் 6ஐ 

சார்ந்து, மற்றொரு மிகை எண் ஈ, வெவ்வேறு பிரிவினை 
களிலும் எல்லா சிறு பகுதிகளின் நீளம் 6 யிருந்தால், 
கூட்டுத்தொகை 5, /ஐ விட 6க்கு குறைவாகப் பெரிதாகவும் 

and 5,/ஐ விட €க்கு குறைவாகச் சிறியதாகவுமிருக்கும்படி 
அமைந்துள்ளது. 

(அதாவது, இடைவெளியின் தரித்தல் முனைப் புள்ளி 

களின் எண் வரையறாதளவு ஏறிக்கொண்டு போகுமெனில் 

சிறுப் பகுதிகளின் நீளம் பூச்சியத்தை நெருங்கும்பொழுது, 
தொகைகள் $, 5 இவைகள் 7, /களை நெருங்கும்.) 

5, $க்கு J, [கீழ் எல்லை, மேல்வரம்புகளாயிருப்பதால், 
இடைவெளி (௭, )ஐ பிரிக்கும் வகையில், ஒரு பிரிவினையை 

5, ஐ விட க்கும் குறைந்த அளவில் பெரிதாயிருக்கிறது. 

இப்பிரிவு முறையை a, dy a... Ay 4 என்று குறிப்போம்; இம் 

மூறையைச் சார்ந்த தொகை $,, 4, ஆயிருக்கட்டும். டய 

6 
்் கிழ சிர் த 

இப்பிரிவின் சிறு பகுதிகளின் நீளங்களின் மீச்சிறு மதிப்பு 

ர வாயிருக்கட்டும். 

89 “330 பம என்கிற பிரிவினையில்
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| டட | ௭7 (7-1, 2... ாயிருக்கட்டும். இப்பிரிவினையை 
சார்ந்த தொகைகள் $,, 2, ஆயிருக்கட்டும். (2): 

(1)ன் மேல் (2)ஐ மேற்பொருத்தினால், 

a, X15 Nas Qs; Xa» 34, tee ணர் b மேலுள்ள பிரிவினை 

கிடைக்கும்; இதைச் சார்ந்த தொகைகள் Sar Sh ஆயிருக் 
கட்டும். (3): 

மேற்சொல்லப்பட்ட பிரிவினை (3), வகைகள் (1), (2) 

இவைகளுக்கு அடுத்தடுத்திருக்கின்றன. 

Si>S, (62ஐப் பார்க்கவும்”) 

ஆனால் FO, <I + - 

S3 < Fak 3 5 (4) 

இப்பொழுது, 

S, எடித் -அ[சசீட Xr) (Xp — Xr_1)- M(xX+_,, நே 2) 

(a; - Xr_1)- M(ax, Xr) (Xr — an) J 

M(x", x") என்பது இடைவெளி (%, 7)ல் சீபென் மேல்: 
வரம்பு 2லுள்ள (2, ட, 3) யெனும் இடைவெளியில் ச,, ச, ச. 
உட்புள்ளிகளாயிருந்தாய்; அதாவது மூனைப் புள்ளிகளாக. 
இல்லை எனின், 5) என்பது இவ்வகை இடைவெளிகளை ச் 
சார்ந்த கூட்டல், 

(1)ல் ஒவ்வொரு இடைவெளியின் நீளமும் 5; மேலும் 

(3)ல் ஒவ்வொரு இடைவெளியின் நீளம் >, 

(29ல் அடுத்தடுத்து வரும் களின் நடுவே இரண்டு ஈக்கள் 
வரமுடியாது. 

௮ கூட்டலில், (௦-1) உறுப்புகளுக்கு மேலிருக்க முடியாது. 

(a, bed |/2)1|ன் மேல் எல்லை A என்று வைத்துக். 
கொள்வோம்.
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பி - 53 பின் வகையில் திருப்பி எழுதுவோம். 

Sa ~ S300 = SEM (115 Xr) — M(%r_1)an)} (a, Xr_4) 

+{M(Xr_as Xr) ~ Muy X>) (Xp ~ ay) ] 

சீ ye Xp) ~ Mey _y, Ay )uyid M(Xy_ 1X - M(ax, 2ம் 

20; Gog seme 24g AFL. GluPgcbe, (p>2A) 

Sy ~ டி, 424570. - பூ 

5) என்றும் கூட்டலில் (ர-1) உறுப்புகளுக்கு மேலிருக்க 
மூடியாது; தவிர ஒவ்வொரு இடைவெளி | x,-x,_, | நர 

எனவே, $, - $_22(2- 1)49. 

ஆகையால், (4)லிருந்து, 8,747: 42 ர-ட) 44 

இதுவரை நாம் ஒரே ஒரு நிபந்தனைதான் ரன் பேரில் 

வைத்திருக்கிறோம், அதாவது (1)ல் சிறு பகுதிகளின் நீளங்கள் 

ஒர. 

ரவை 2(2-1) கர 

ie. 7“ பு என்று தேர்ந்தெடுத்துக்கொள்ளு 

வோம். 

வை இப்படித் தேர்ந்தெடுத்தால், 4, 7 6 

எனவே தேற்றம் நீருபிக்கப்பட்டுள்ளது. 

%, ரீக்கும் இதேபோல் நீரூபணம் தர இயலும், 6, $ 

இரண்டிற்கும் ஒரே ஏஐ தேர்ந்தெடுத்துக்கொள்ளலாம்; 
ஏனெனில் $, 2-ன் தனி நிரூபணங்களிலுள்ள இரண்டு ரக்களில் 

சிறியதை இரண்டுக்கும் ஏவாக எடுத்துக்கொள்ளலாம். 

8 6.4 தொகை காணலுக்கு வேண்டிய போதிய நிபந் 

HOON ST 

f (a, ம)யில் வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு:
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முன்னமே கொடுக்கப்பட்ட மிகை எண் க்கு சார்ந்து. 
(a, ச)-ன் ஏரு பிரிவினை ஒவ்வொரு சிறு இடைவெளியும் ரவை 
விட சிறுதாகவோ, சமானாகவோ இருக்கும்பொழுது, 
-9:6 ஆகுமாறு ர என்னும் மிகை எண் உண்டு எனில், 
7 தொகை காணக்கூடிய சார்பாகும். 

(i) 2-94:6 எடுகோளாளால் 

ஆனால் SJ; sx] 

J-I<S-s<e€ 

அதாவது 7-7, 

நிபந்தனை போதுமானது. 

(11) இப்பொழுது நிபந்தனை தேவையானது என்று 
நிரூபிப்போம், 

7(9) என்கிற சார்பு (௪, ம)-ல் தொனகாணக்கூடிய தாயின் 

J=T1, 

டார்போவின் தேற்றத்திற்கிணங்கி, கொடுக்கப்பட்ட 

€க்குச் சார்ந்து, (8, ம) பிரிக்கும் ஒவ்வொரு பாகுபாட்டில் சிறு 
இடைவெளிகள் ரவை விட சிறிதாகவோ சமானமாகவோருக்கு 
மெனின், 

S-J< Ss 1-s< 5 ஆகுகாறு ஏவை நாம் தேர்ந் 

தெடுக்க இயலும். 
srorGou S-s=S-J+I- € (7-7 என்பதால்) 

6 
ஜம் த வ் 

£65 தொகை காணக்கூடிய சார்புகள் 

(1) ஒவ்வொரூ தொடர்ச்சியான சார்பும் தொகை 
காணக்கூடியது. 

70) இடைவெளி (ர, )ல் தொடர்ச்சி சார்பாயிருக்கட்டும்- 
எனவே இது வரம்புகளுக்கும் அடங்கியது. 

தொடர்ச்சி சார்புகளின் குணங்களால், மிகச் சிறிய 
யாதொமொரு மிகை எண் மேக்குச் சார்ந்து (4, 6)ஐ பிரிக்கும் 
ஒவவொரு வழியிலும் சிறு இடைவெளியின் நீளம் ரவை விடக்
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குறைவாகவோ, சமானமாகவோ யிருக்குமெனின், சார்பு /(20)ன் 
ஊசல் 6ஐ விட குறைவுள்ளதாயிருக்கும்படி ர என்ற மிகை 

எண் ஒன்று உள்ளது. 

இத்தகைய பிரிவினையின் முனிப் புள்ளிகள் 

௦-4, 30... நீரகம் என்றிருக்கட்டும். 

S43) MX, ~ Xr_)s 5S = DMNA Xy — Xr_ 1) 

* S-s=D>(Mr —m,) (x, - Xr_1) 

ஆனால் ர்ச், - 70,4௮6 

ஆகையால் $-8 462 (X+~xXr_1) <€ (6-9) 

£ 4வது தேற்றத்தின்படி, /(£) தொகை காணக்கூடிய சார்பு. 

(ii) ஒவ்வொரு வரம்புக்குட்பட்ட ஒருமுகச் சார்பும் 

தொகை காணக்கூடியது. 

ரீ) என்பது (௬, ம)ல் ஒரு வரம்புள்ள ஒருமுகச் சார்பா 
யிருக்கட்டும். f(x) மாறிலி சார்பாயிருக்கும் வகை மிக 

எளிதானது. /(௨) ஒரே மூறை ஏறும் சார்பாயிருக்கட்டும். 

(௪, 8)ஐ பிரிக்கும் வகை ர 3௨, 2... ஈம். என்று குறிப் 

போம். 

7 ஒரே முறை ஏறும் சார்பாயிருப்பதால், 

S=ftx,) (x, -a) +. + S(x,) (3, ட) + யக) (ச்-ஐ,_ ப]; 

s= f(a) (X,-a) + 2. + I Xp) (6p — Xr) AS (%a_1) 

(-6x,_1) 

சிறு இடைவெளிகளின் நீளம் ரவை விடச் சிறியதாயிருந் 

S-s= DS [729-7(2)_ப] கேபி 

282172) - 7(ட ப] 

<n (f(6)-f(a)] 

(72, 72). ... 79), ர குறை சார்பாக இல்லாததால்) 

” வைடு Hay B விட சிறியதாகத் தேர்ந்தெடுப்போம்;
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ப படம அதாவது 74 7ீ()-712) 

S-5 <€, 

5 4 தேற்றத்தினால் 7 தேற்றத்தினால் 7(%) இடைவெளி (௨, ச)-ல் தொகை காணக்கூடியது. 

கிளைத் தேற்றம் 

வரம்புக்குட்பட்ட மாற்றம் கொண்டுள்ள சார்பை இரண்டு 
இரண்டு ஒரு முகச் சார்புகளின் வித்தியாசமாகக் காட்ட 
முடியுமாதலால், அது தொகை காணக்கூடியது. 

(111) (4,6) இடைவெளியில் ஒரு எல்லையுள்ள சார்பின் 

தொடர்ச்சியின்மையுள்ள முனைகள் முடிவுள்ள 
எண்ணிக்கையான இடைவெனிகளுக்குள்ளடக்க 
முடிந்தால், சார்பூ தொகை காணக்கூடியது; எப் 
போவெனின் இவ்விடைவெளிகளின் மொத்த நீளம் 
ஒரு யாதாமொரு இணை எண்ணைவிடத் தாழ்ந்த 
தாழ்ந்ததாக இருக்கவேண்டும். 

6 என்பது மிகச் சிறிய யாதொமெரு மிகை எண்ணா 
யிருக்கட்டும். (௪,)-ல் 17(20)-ன் மேல் வரம்பு 4 என்று 
வைத்துக்கொள்வோம். நமது எடுகோளின்படி, 7(22)-ன் 

தொடர்ச்சியின்மையுள்ள மூனைகளை எண்ணிக்கையுள்ள 
இடைவெளிகளில் உள்ளடக்க முடியும், இவ்விடைவெளி 

களின் மொத்த நீளம் > ட என்க. 

ம: (சீட) டே ப என்பதால், 

தொடர்ச்சியின் மையில்லாத முனைகள் உள்ளடங்கிய 
இடைவெளிகளினாலேற்படும் $-9-ன் பங்கு $24% (இடை 
வெளிகளின் மொத்த நீளம்) 

6 Ec 
அதாவது >2A 4A = > | 

மீதியுள்ள அடைத்த இடைவெளிகளில் f(x) தொடர்ச்தி 
யான சார்பாயிருக்கிறது. ஆகையால் /(%) தொகை காணக் 
கூடிய சார்பு. ஆகையால், (௪,ம)யின் இப்பாகத்தில் இடைவெளி
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களாய் பிரிக்க முடியும். அங்கு S-s < < 

இவ்விரண்டு இடைவெளிகளையும் சேர்க்கும்பொழுது 
பி எிம6. 

(4, 6)-ல் தொகை காணக்கூடிய சார்பு. 

(மேற்சொல்லப்பட்ட தொடர்ச்சியில்லாத மூனைகள் 
சாதாரண தொடர்ச்சியில்லாத புள்ளிகளாயிருக்கவேண்டு 
மென்ற அவசியமில்லை. ஆனால் அவை முடிவில்லாத 
தொடர்ச்சியில்லாத முனைகளயிருக்க முடியாது, ஏனெனின், 
S(*) வரம்புள்ள சார்பாயிருக்கிறது) 

(19) (௪, a,), (@y, aq), ».. (@p_,, 6) என்கிற ஓவ்வொரு பகுதி 
யிலும், வரம்புள்ள f(x) என்கிற சார்பு தொகை 
காணக்கூடியதாயிருந்தால், /(2)க்கு (a, 9ல் தொகை 

காணலாம். 

ஒவ்வொரு சிறு பகுதிகளிலும் /(2) தொகை காணக்கூடிய 

தாயிருப்பதால், (௪, 6)ஐ பகுதி இடைவெளிகளாக ஒவ்வொரு சிறு 

பகுதி (6 ப, Xr)qud S-s< ச் ஆக இருக்குமாறு பிரிக்க 

மொத்தப் பிரிவில், S-s < p= <€. 

*. (a, b)-d f(x) தொகை காணக்கூடிய சார்பு, 

கிளைத் தேற்றங்கள் 

(௪, ஐ எல்லையுள்ள திறந்த சிறிய இடைவெளிகளாகப் 

பிரித்து, ஒவ்வொரு சிறு பாகத்திலும், எல்லையுள்ள சார்பு 
ஓரே முகச் சாபாகவோ, தொடர்ச்சியுள்ள சார்பாகவோ, 

இருந்தால் 7 (8, 6)-ல் தொகை காணக்கூடியது. 

(7) வரம்புள்ள சார்பு (2) இடைவெளி (௦, b)-6 தொகை 

காணக்கூடியதாயிருந்தால், | f(x) | (ச, b)-& 

தொகை காணக்கூடியது. 

ஓரே பிரிக்கும் வழியில், 

| fx) | -ன் 5-2 % 7(2)-ன் 5-2.
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கிளைத் தேற்றம் 

மறுதலை உண்மையில்லை, 

உதாரணம் 

(0, 1) இடைவெளியில் விகிதமுறுகின்ற %-ன் மதிப்புகளுக்கு. 

7(%)-1 என்றும், விகிதமுறாத -ன் மதிப்புகளுக்கு 7(2)-- -1 

என்று இருக்கவும். | f(x)| =1 என்கிற சார்பு (0, 1)ல் 
தொகை காணக்கூடியது. 

ஆனால் (0,1)-ல் f(x) தொகை காணக்கூடிய சார்பில்லை.. 

ஒவ்வொரு இடைவெளியிலும் /(%)-ன் ஊசல்-2. ஆகையால் 

6€ஐ. விட $-ஈஐ சிறியதாகச் செய்ய முடியாது. 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

8. 

(9, 1) என்கிற இடைவெளியில் (1 ஒரு மிகை முழுஎண்] 
7(2)-0% ஒரு Dep எண்ணாயிருந்தால் 7(20)-1 உன் இதர 
மதிப்புகளுக்கு என்று வரையறுக்கப்பட்டால், f(x) ரீமான் 
நிர்ணயப்படி, தொகைக் காணக்கூடிய சார்பு. 

7(2)-ன் தொடர்ச்சியிலலாத முனைகள் 24 1, 2, ... 11 என்ற 
மதிப்புகளில் ஏற்படுவதால், இம்முனைகளின் எண்ணிக்கை 

ஒரு முடிவுள்ள எண். மேற்சொல்லப்பட்ட தொடர்ச்சியில்லாத 

மூனைகளை ஒவ்வொன்றையும், S— ஐ. விடச் சிறியதான 

இடைவெளியிலடைத்தால், இவ்விடைவெளிகளின் மொத்த 

நீளம் 6ஐ விடச் சிறியது. 85 (ஈ10)படி, 72) தொகை காணக் 
கூடிய சார்பு. 

Ex. 2 

விகிதமுறுகின்ற 5-ன் மதிப்புகளுக்கு f(x)=0; ன் விகித 

மூறாத மதிப்புகளுக்கு 7ீ(2)-1 என்று வரையறுக்கப்பட்டால்- 

70) எந்த முடிவுள்ள (௪, 6)-ன் இடைவெளியிலும் தொகை 
காணமுடியாது. 

(a, b)aQ 2 ட... டட டம் என்று பகுதி இடை 
வெளிகளாகப் பிரிக்கப்பட்டால், 8-1, 17௩0 ஆகயிருக்கும்
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இடைவெளி (%.,., X,) Teueray PPugsruIG pared, 1, 0- 
என்கிற மதிப்புகள் Cowwd. M,=1, m,=1,m,~0 (r=1, 2, ... n). 

S= IM, (x; - X71) = US டுப் 

s= Sm, (X,-Xr_,) = 0 

S-s = b-aceé 

ஃ 7(2)க்கு இடைவெளி (௨, 9)ல் தொகை காண முடியாது. 

Ex. 3, 

மீறு) என்கிற சார்பு கீழ்க்கண்டபடி வரையறுக்கப். 

பட்டுள்ளது. 

  

மூடிவில்லாத தொடர்ச்சியின்மை முனைகளிருந்தபொழு. 

திலும், f(x) இடைவெளி (0, 1)ல் தொகை காணக்கூடியது. 

AX) வரையறுக்கப்பட்டதிலிருந்து, 

7(0)-0 
J(x)=1) (4<x<1) 

fxj=3 (= அஷ ) 

1 1 ex 1 
I(x) = Qe 2 x< wr 

ஆகையால், 7(%) (0, 1)-ல் வரம்புள்ள ஏறும் சார்பாயிருக். 

கிறது. 

85 (11) படி, 7(2)க்கு தொகை காணக்கூடும். 

b . . ட்டு 
6 6.6 J fOddx என்ற வரையறுத்த தொகையீட்டின்- 

a 
தன்மைகள்.
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இடைவெளி (௧, ம்)-ல் (2) எல்லையுள்ள தொகை காணக் 
கூடிய சார்பென்று வைத்துக்கொள் வோம்.) 

I. a a 

J ghee == J 5 ee 

b 
S, f° {(X)dx Qeomusenn nenpup seu Gunapg, 

ரம் என்று வைத்துக்கொண்டோம். 

456 ஆயிருந்தால், பூல ...பேடபிம் என்கிற இடை 

வெளிகளாய்ப் பிரிப்போம். 

S=M(x,-a) +... + Mu(b-Xn_1) 

ந) (அடல)... (நடப் 
(1) 

என்பவைகளை எடுத்துக்கொள்வோம். 

புதிய 5-ம், 6, ட... 20.9 என்கிற இடைவெளிகளிருந்து 

கிடைக்குப் 5-ம் அளவில் ஒன்றே; குறியில் மாத்திரம் வேறு 

யாடிருக்கும். 

(1)ல் வரையறுக்கப்பட்ட $, ஈ இருக்கின்றன. 

வரையறுக்கப்பட்ட தொகையீடு இவ்விரண்டு தொகை 

களின் பொது எல்லை. 

Il. a<c<b எனில் fp. f(x) 4x = ff. f(x) dx 4- 
a a 

ff. f(x)dx 

(௪,௦)ஐ இடைவெளிகளாகப் பிரிக்கும் ஒரு பிரிவினையில் 

ம மூனைப் புள்ளியாய் இல்லாமலிருக்கட்டும். ஐ ஒரு கூடுத 

லான மூனைப் புள்ளியாக நுழைப்பதால். தொகை $ அதிக 

மாகாது. ஆகையால் (௪, 6)ஐ இடைவெளிகளாகப் பிரிக்கும் 

ஒவ்வொரு பாகுபாட்டிலும் தொகை 5 4 ர் S(x)dx + 
a 

fs S(x)dx.
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. [் னு ரிக ம 1 ரி ட ய 
27a a Cc 

இதேபோல், 2ஐ தோக்கும்பொழுது, ஒவ்வொரு பிரிக்கும் 

பாகுபாட்டில், 59% | S(x)dx + | Sx)dx 
a Jc வ. 

க f. S(x)dx < [- f(x)dx + [லை wa ame (2) 
J a J a ww C 

b 
(1). (2)லீருந்து, f f(x)dx = f° ர்ு [லை 

J a 7 a Jc 

111. f(x), g(x) என்ற இரண்டு சார்புகளும் தொகை. 

காணக்கூடியவையாயிருந்தால், /(2)42(:/) தொகை. 
காணக்கூடியது; 

Mb 

J © f(x) + glx)dx = |, fooax + J ஒலு 
a 4 a a 

(௪, ம்)-ன் இடைவெளிகளாகப் பிரிக்கும் ஒரு பாகுபாட்டில், 

இடை வளி (ட Xp) M,-m,, M,}, ர, மூறையே 

S(x), g(x)-o வரம்புகளாகவும் நர, m,! அதே இடைவெளியில் 

fix) + ௪(2)-ன் வரம்புகளாகவும் இருக்கவும். 

இடைவெளி, டேபில். மேல் வரையறையிலிருந்து. 

M, < My + M;'3m, > Mr + m,". 

ரி), 22) முறையே சார்ந்த மேல், கீழ் தொகைகள் (8, 9), 

(51, 24), (5; 9) ஆயிருந்தால், $ ௮ 5 4 41) S>s+s! (1 

(1)லிருந்து, 72 24 4 373] (2). 

gon J = J; J! = I eGo ர 

2. A(x) + 2x) இடைவெளி (௪ ச)-ல் தொகை காணக். 

கூடியது.
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மலும் J fix) + கைய f. f(x)dx + 
a a 

f a g(x)dx 

IV. grees காணக்கூடிய சார்புகள் f,(x), 7,(2)-ன் 
பெருக்கல் ஒரு தொகை காணக்கூடிய சார்பு. 

ஆ, 

குறிப்பாக, ரீ (2). (2) இரண்டும் இடைவெளி (௪, 5)-ல். 
நேர் சார்புகளாகவிருக்கட்டும். இடைவெளி (x, ப %,)-ல் 
விரி ராடு சசி மப சில்பா எனவே 7(2), (2), F(x) டீ. 
என்கிற சார்புகளின மேல், கீழ் எல்லைகளாக இருக்கட்டும. 

(2,ம)ஐ பிரிக்கும் இடைவெளிகளில் (ட 3, என்றும் 

பகுதி இடைவெளியில் (5.5), 51, 91), (5:,7) எனவே மேற் 

சொல்லப்பட்ட சார்புகளின் மேல், கீழ் கூட்டுத்தொகைகளாக 
விருக்கட்டும். 

அப்பொழுது, ரீ ப. ௭ 48 18 டாட வரர், 

M,(M,.1 -)+m,1(M, ~m,) 

ஆகையால், 8, /81 என்பவை (௪, 5)-ல் 7ீ,(5), £(2)-ன் 
எல்லைகளாக இருக்குமின், 

M,-m,<M(M,‘-m,') + M'(M,.-i,) 

(Xe ~ Xy_ 1) பெருக்கி பிறகு கூட்டினால், 
3-ரஃம்ரீ (51-21) 4 M‘1(S-s) 

ஆனால் ர, (2), (2) தொகை காணக்கூடியவாயிருப்பதால் 
S-s<c€and S'-sice€, 

ஃ >)-o>0. 

| ஆகையால் (2, ம)யில் 7, (20) (0) தொகை காணக்கூடிபது 

துணை முடிபு 
Fi), fal). fix) தொகை காணக்கூடிய சார்புகளா 

பிருந்தால், இவைகளைடங்கிய ஒவ்வொரு பல்லுறுப்புக் 
கோவையும் தொகை காணக்கூடியதாயிருக்கும் ,
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V. 7(2)2௪(2)) மேலும் இவ்விரண்டு சார்புகளும் (9, 6)-ல் 
தொகை காணக்கூடியவையாயிருந்தால், 

ர 792௮ f , e(x)d, 

$(x) = f(x) — g(x) என்று வைத்துக்கொள்ளுவோம். 

அப்பொழுது (x)z0 (1) 

(a, b)-8 O(x) தொகை காணக்கூடிய சார்பு, 

a: மேலும், (1)லிருந்து, J $(x)d,>0 
a 

b b 

[லச { ச(ல... 
Joa Ja 

கிளைத் தேற்றம் 

(௪, 5)-ல் 7) தொகை காணக்கூடிய சார்பாயிருந்தால் 

[பவ க௪ [10௯ மேலம் |. லக 

< | | f(x) | dx 

  

(a, b)- f(x) தொகை காணக்கூடிய சார்பாயிருந்தால், 

720) | ம் தொகை காணக்கூடியது. (85, 41)ஐப் பார்க்கவும்.) 

- {fin)| < fo) < li)! 

b b 

ரல குறித்த தேற்றபடி, |” || ஸ். ] [லஸ் 
Ja a 

இரண் டாவது விளைவை நிரூபிக்க, 

72) -/7/(2) (x>0) 

=0 (x<0) 

Si(x)= -f(x)  (x)<0) 

=0 (x>0)
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என்று வறையறுப்போம். 

அப்பொழுது /(%) -7, (2)-7(௮ 

மேலும் | 7/0) | -7,(2)17(2) 

‘ f ° f(x)d, = f ° xd. - (fea. 
a a a 

f 2 ௩0௫4 
a 

தில ர் 712) | fa(x)a, 
a a 

ஆகவே f° ரீ(2)8, 14 f° Si Q)d. + 
a ௩ 

      

712), 722) மிகை மதிப்புகளை மட்டும் கொண்ட சார்பா 
யிருப்பதால் 

J 
b 
f(x) 

  

  

சாக | [00-00 } ax 

2 file 
& 6.7 முதல் இடைநிலை மதிப்புத் தேற்றம் 

இடைவெளி (௬,சி-ல், /(2), மூ (2) என்கிற சார்புகள் 
வரம்புள்ள தொகை காணக்கூடிய சார்புகளாயிருக்கட்டும். 
மேலும் 54(%) (௪, ம்)-ல் ஒரே குறியுடன் கூடியதாயிருக்கட்டும். 
குறிப்பாக, (௭, 8)-ல் ச 150 ஆயிருக்கட்டும். 

dx 
  

(a, b)- f(x)-%1 M,m என்பவை மேல், கீழ் வரம்பு 
களென்று வைத்துக்கொள்ளுவோம். 

வரையறைப்படி M<f(x)<M. 

V(x) என்கிற மிகை காரணியால் பெருக்குவோம். 

MUM UITAPSI, MY(x)<f(x)W (x)<M (x) 
72) 40) தொகை காணக்கூடியதால், 86 4-ன் படி,
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இ ய பட 1 ஏல 

[£ என்கிற எண் 1, சீன் நடுவேயிருந்தால், அதாவது , 
சாரீ பேற்சொல்லப்பட்ட விளைவினால் 

f ° foxy (ride J ” (94: என்று ஏற்படும் (1) 
a a 

(a, b-bd V(x) ogi சார்பாயிருந்தாலும், மேற்கூறிய 

விளைவு பொருந்தும். 

மேலும், (௭, ம)-ல் (2) தொடர்ச்சியுள்ள சார்பாயிருந்தால், 
m, Mit நடுமத்தியிலிருக்கும் ஒவ்வொரு மதிப்பையும் F(x) 
எடுத்துக்கொள்ளும்; குறிப்பாக --சயாயிருக்கும்பொழுது 
7(2)-/.. அதாவது/(6) - ம 

் J fay W(xdx = f(E) f © W(x)dx (ack<b') (4) 
a a 

எனவே முதல் சராசரி மதிப்புத் தேற்றத்தை நாம் 
நிரூபித்துவிட்டோம். 

இடைவெளி (௪, )-ல், 72), V(x) என்கிற சார்புகள் 
வரம்புள்ள தொகை காணக்கூடிய சார்புகளாயிருந்து, மேலும் 
70) தொடர்ச்சி சார்பாயிருந்து, 4(2) ஒரே குறியுடன்கூடியதா 
யிருந்தால், 

f ஈன்] f ° Vxddx, (act<b 

f(x) தொடர்ச்சி சார்பாயில்லாவிட்டால், /(£)க்குப் பதிலாக 
47 என்கிற எண்ணை, (- 2/4) எழுதவேண்டும். 

எப்பொழுதும்போல், (௪, ம)ல் ஈ, 8, 7(0-ன் கீழ், மேல் 
எல்லைகள் குறிப்பாக, 54(%)-1 என்று வைத்துக்கொண்டால் 

பகுப்.--12
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(2)லிருந்து, f ° fxddx=f() (b-a) (axE<b) 
என்று தொடரும். 

£ 6.8 தொகை நுண் கணிதத்தின் அடிப்படைத் தேற்றம். 
தேற்றம் 1: 

இடைவெளி (8, ச)-ல், (6) வரம்புள்ள தொகை காணக் 
கூடிய சார்பாயிருந்தால், ் 

F(x) ற 702)62 (9, 6)ல் தொடர்ச்சி சார்பாயிருக்கும். 
a 

xth இடைவெளியிலடங்கியிருந்தால், 

x+h 
Feethy-Fix)= f Sx)dx - fi f x)dx 

a 

x+h 
“J S(x)dx 

=Hh  (67/ஐப் பார்க்கவும்) 

(1-4); வழக்கம்போல், 14, 27 என்கிற எண்கள் இடை 
வெளி (2, 2 /)ல் (பின் மேல், கீழ் எல்லைகள். 

(a, bd F(x) தொடர்ச்சியுள்ள சார்பு. 

தேற்றம் 2 
(௭, ச)ல் /(%) தொடர்ச்சியுள்ள சார்பாயிருந்தால், (ன் 

வகைக்கெழு /(%) ஆயிருக்கும். 

(a,b)m f(x) தொடர்ச்சியுள்ள சார்பாயிருப்பதால், 

F(x+h)— F(x) =hF(E)3x <E<xth (£7 (2)ஐப் பார்க்கவும்.) 
SB 

4 பூச்சியத்தை நெருங்கும்பொழுது (/-0), 

7(6)ன் எல்லை /(%) ஆகும்.
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உர rh F(x) 

h>0 h 

அதாவது, 774(2) 720) 

=f(x) 

குறிப்பு 

1. இந்தத் தேற்றம் தொகைநுண் கணிதத்தில் அடிப்படி 
யான முக்கியத்துவம் அடைந்துள்ளது. இத்தேற்றத்தால் 

தொகை காணலை வகையிடலின் எதிர் செயலாக (inverse 
Operation) &@sevm. 

(a, bd f(x) ஒரு தொடர்ச்சியுள்ள சார்பாயிருந்து, 
x 

F(a f 7(2:)8% குறிக்கப்பட்டால், 
a 

d . . ‘ ட 
சன 229 ஈ7(2) என்றிருப்பது குறிப்பிடத்தக்கது. 

ஏதேனுமொரு வழியில், ஒரு தொடர்ச்சியுள்ள சார்பு 
P(X) கண்டுபிடிக்க முடிந்து, அந்த 6(2), 

d = 9x) = fx) 
என்கிற சமன்பாட்டை பூர்த்தி செய்யட்டும். அப்பொழுது 

d . . : அ ॥₹00)-6(2)]-0 என்றிருப்பதால், /(2), (2)க்கிடையே 

ஒரு மாறா எண்தான் வித்தியாசமிருக்கும். 

. F(x)=$(x)+C 

ஜேக் கண்டுபிடிக்க, நன் மதிப்பை ர என்று வைத்துக் 
இகாள்ளுவோம். 

F(x) = 1. S(x)dx ஆயிருப்பதால், 
a
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x *, 

F(a)= f 7004-0 =¢d{ajdx+C 

“ C= ~ d(a) 

Xx 

 F(x)=$(x)- 9(a)= | ரில் 
w/a 

2. மேலும், ஒவ்வொரு தொடர்ச்சியுள்ள சார்பும் மற்றொரு 
தொடர்ச்சியுள்ள சார்பின் வகைக்கெழு என்று ஏற்படும்; 
மேலே இரண்டாவது சொல்லப்பட்ட சார்பை மூலச்சார்பு. 

(ptimitive) ete mp an mci, 

பயிற்சிகள் 111 

1. (0, 1) என்கிற இடைவெளியில், f(x) = 3r?x? 

(ay xg +) என்று வரையறுச்சுப்பட்டுள்ளது. (0, 1) 

இடைவெளியில் 7) தொகை காணக்கூடியதென்று நிரூபிக்க 

“4 . 

ays. Gogud|  fx)dxq anains. 
/ 0 

2. ரி) -1 (14sin ry 
pro a (0x1) 

க) சாம 
(1-௮ ்] 

என்று வரையறுக்கப்பட்டால், 7/2) தொகை காணக்கூடிய 

சார்பு என்று நிரூபி, 

n 1 1 
3: ரில (ஸ் 57௭ ரா by a
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மேலும் /0)-1 என்று 4) வரையறுக்கப்பட்டால், (0, 1) 
என்கிற இடைவெளியில் 7) ரீமான மூறைப்படி தொகை 
காணக்கூடிய தென்றும், அந்த தொகை $ என்றும் நிரூபி, 

4. இடைவெளி (0, 1)ல் கீழ்கண்டபடி 700) உரையறுக்கப் 
பட்டுள்ளது? 

1 | 1 
சிபி“ (= CNXN< wr) சர, 2,3 

1 
2 என்பது 2ஐ விட பெரிய முழுயெண்் f S(x)dx 

0 

என்ற தொகை இருக்கிறதென்றும் அதன் மதிப்புட்ட என்றும் 

நிரூபி, 

5. இடைவெளி (0, 1)ல், கீழ்கண்டபடி 70) வரையறுக் 
கப்பட்டுள்ளது: 

% பூச்சிய மதிப்பில்லாத = என்றும் விகிறமுறுகின்ற எண் 

ணாயிருக்கும்பொழுது ற, ரவிற்கு பொது காரணி இல்லாமலிருந் 
ere, f(x) = ர ு விகிதமுறாத எண்ணாகவோ பூச்சிய 

.மாகவோயிருந்தால், 7:;) -0 இடைவெளி (0. 1)ல் 7(5) தொகை 

காணக்கூடியசார்பென்று நிரூபி, மேலும் J, 7(208% என்பதை 

மதிப்பிடு. 

6. இடைவெளி (-1, 1)ல்/(%)-2; (2) ச என்று எடுத் 
துக்கொண்டு, முதல் சராசரி மதிப்புத் தேற்றத்தைச் சரிபார், 

7. பின் சொன்னபடி 7(:)ஐ வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது:-- 

% விகிதமுறுகின்ற எண்ணாயிருந்தால், /(20) - 4/1 5
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% விகிதமுறாத எண்ணாயிருந்தால், /(%) 1-2 

1 1 ௯ 

t= J [0௯4௨] [கட 3- 0 0 4 

என்று நிரூபி. Gwgnd (0, 1) f(x) தொகை காணமுடியாத. 
சார்பென்று காட்டவும். 

8. இடைவெளி (0, 2)ல், 72௦) பின்வருமாறு வரையறுக்கப். 
பட்டுள்ளது:-- 

2 விகித முறுகின்ற எண்ணாயிருந்தால், 720) -1- 7; 

% விகிதமூறாத எண்ணாயிருந்தால், 72) = x - x? 

மேல், கீழ் தொகைகளைக் காண்க, 

9. இடைவெளி (-1, 1)ல், கீழ் சொன்னபடி f(x) ump 
யறுக்கப்பட்டுள்ள து:....- 

wo 1 1 1, 
S(x) =x sin rT 8 (x0) 

f(x) =0 (x=0) 

: . _ I 7(2)-ன் ped 4x? sin 9 என்றும், ஆனால் 

1 
f eden மதிப்பிடமுடியாதென்றும் காண்பி, 

[இந்த உதாரணம் மூலத்திற்கும் (primitive) தொகைக் 
@b (Integral) உள்ள வித்தியாசத்தை நன்கு வெளிப்படுத்து 
கிறது].



பன்மாறி தொகைகள் 
(Multiple Integrals) 

தொகை காணலை வகையிடலுக்கு எதிரிடைச் செய 

லாகவோ, கூட்டல் செய்கையாகவோக் கருதலாம், 

(a, ச) என்கிற மூடிய ((0105௦0 1161781) இடைவெளியில் /(20) 
என்பது தொடர்ச்சியான சார்பாகயிருக்கட்டும், ஆகையால் 
இந்த இடைவெளியில் /(%) வரம்புகளுக்குட்பட்ட சார்பாகும். 

மூக என்று வைத்துக்கொள்ளுவோம். இடைவெளி (௪, 6)ஐ 
பகுதிக்குரிய £ சிறிய இடைவெளிகளாக பிரிப்போம். அவை 
களை 2; மீட... மிட எனவே அழைப்போம் 
ச, ...ம்என்பன ஏறுகின்ற மதிப்பு வரிசையிலிருக்கட்டும்., 

சிறிய பகுதியான (6ி_பூ 2,)ல் 8,” என்கிறது ஒரு புள்ளியா 
யிருக்கட்டும். ச-ு ம்-,ி என்று வைத்துக்கொண்டு, தொகை 

SEs) (4%, -Xo)+SEs) பிர்... * ரிக) உட 
என்பதை ஆராய்வோம். 1 கந்தழியை எல்லையாகக்கொண்ட 

பொழுது, இத்தொகை குறிப்பிட்ட எல்லையை நெருங்கும்; 
1-ல என்பதால் ஒவ்9வாரு சிறு இடைவெளியும் பூச்சியத்தை 
நெருங்கும். நாம் ஏற்கனவே இந்த எல்லை குறிப்பிட்ட 

b 
தொகை என்று பார்த்துள்ளோம்; அதை [: 7(%)48% என்று குறித் 

a 

துள்ளோம். எளிய சார்புகளைக்களை இவ்வரையறையிலிருந்து 

b 
மதிப்பீடு செய்வது சுலபமாகும். ஆகையால் |. S(x)dx = F(b) 

a 

- F(a); 

4 80 9) என்கிறதிலிருந்து தொகை மதிப்பீடு செய் 
கிறோம்.
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6 2௨1 இருமாறித் தொகையின் வரையறை 

௨ என்னும் அடைத்த வளைகோட்டால் சுற்றப்பட்ட 
4 என்கிற பகுதியில் (ர2ஐ100) 72,) என்கிற சார்பு லும் நலும் 
தொடர்ச்சியான சார்பாயிருக்கட்டும். மேலும் f(x, y) தொடர்ச்சி 
சார்பாயிருக்கட்டும், 8 என்கிற பகுதியை ஈ சிறிய பகுதிகளாக 
கிட க்கி க என்று பிரிப்போம். 

சிறு பகுதி ௪4ல் (8 11) என்கிற புள்ளியை எடுத்துக் 
கொள்ளுவோம். 

r=n 

378610 &.௰, என்ற தொகையை ஆராய்வோம். 
சர் 

1 கந்தழியை எல்லையாகக் கொண்டால், AA,>0 
(7-1, 2...) இத்தொகையின் எல்லையை பகுதி %£ல் இருமாறித் 
தொகை என்று வரையறுப்போம். 

Foun 

Jf S(xy)dA = Ut 2 782 qd, 
R n>o fel] 

% 6 Aay 

Ki 
பர) 

  

x! ௦ x 

  qi! 
i 

Rg தொகை காணல் பகுதியென்று அழைப்போம். 
எளிய தொகை காணச் செய்கையில் இடைவெளி (8, க்குப் 
பதிலாக 8 ஏற்பட்டுள்ளது.
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சில சமயங்களில், இருமாறித் தொகையை 

1 [te he 
ze R 

என்று எழுதுவதுண்டு. 

5 2.2 இருமாறித் தொகையின் மதிப்பீடு 

  

[ 

3 
வளைகோடு ன் பேரில் 7, 7/7 என்கிற புள்ளிகளில் மீச்சிறு 

தான, மீப்பெருதான நிலைத் தூரங்களிருக்கட்டும்; 2, 0 புள்ளி 
களில் மீச்சிறு, மீப்பெருதான அச்சுத் தூரங்களிருக்கட்டும், 

LPM, 038 வளைக்கோடுகளின் சமன்பாடுகள் 3-7, (ந), 
%- (3) என இருக்கட்டும். 

இடைவெளி (௭, ச)ஐ ஈ சம பாகங்களாக பிரிப்போம்; 
2 அச்சிற்கு இணையாக வெட்டுபுள்ளிகள் மூலம் கோடுகள் 
வரைவோம். ந அச்சில் மேலுள்ள இடைவெளி (௦, சிஐ 
111 சம பாகங்களாகப் பிரித்து, 3 அச்சிற்கு இணையாக வெட்டுப் 
புள்ளிகள் மூலம் கோடுகள் வரைவோம். 

அப்பொழுது பகுதி £ஐ ௩, என்கிற உட்பகுதிகளாகப் 
பிரிக்கப்படுகின் றன; ௩.8, என்பதின் பரப்பளவு 

கடி = Aa; Ays என்றாகும்.
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கல் (6, ஐ. என்பது ஏதாவதொரு புள்ளியா 
யிருக்கட்டும். 

ச ௭71 இ] 

தொகை 3 = 78௨ Nrs) கிட. 

7-௯] 9-1 

771 s=m 

அ By SlErss Ns) AX, AYs என்று எழுதலாம். (1) 

இந்தக் கூட்டல் உறுப்புகளை 7, ஐப் பொறுத்த வகையில் 
எந்த வரிசையிலும் செய்யலாம், உறுப்புகளின் கூட்டுத் 
தொகைகளை முதலில் நிரைகளுக்கு கண்டுபிடித்து பிறகு இக் 
கூட்டுத்தொகைகளை ஒன்று சேர்க்கலாம். 

தொகை (1)ஐ பின்வருமாறு எழுதலாம்:-- 

m 7ம் 

> கற [27 Nrs) Ax;,] 
s=l r=] 

fans) 
ஆனால் எல்லை = ரீலு Nrs) AX, = “fx, Ns ax, 

n>o ral 71(72) 

3 து rs = fn ல்லும் Es; 
fi (qs 

77 கந்தழியை எல்லையாகக் கொள்ளும்பொழுது, 

220 

(7) 
மேலும் J’ Te nidx amps 1,ஐ. சார்ந்திருக்கிறது. 

fi (772) 

அதை 7௫.) என்று வைத்துக்கொள்ளுவோம். 

அப்பொழுது (1)ல் குறித்த தொகை 

௪774 

னு [F(y.)+ EsJAYys 

S=]
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m m ; 
=> F(ns) Asti EsAys -- (ii) 

என்றெழுதலாம். 

777 d 

எல்லை 39) Flys) Ays= J F(y)dy 
m>o sal 6 

771 d 
ஃ இ சுகர் ர. 23944 6 

3] 

777 

ஆகையால் (11)ஐ [4 - 
ப. சீ0)ல்4613 வகர என்றெழுத. 

Cc S= 

லாம். 

இப்பொழுது ஈ கந்தழியை நெருங்கட்டும்; (மேற்சொன்ன 

d ௬. ட 

கோவை]. 2(2)6:ஐ நெருங்கும்; ஏனென்றால் (1) 60 
ே 

(ii) 6.ஐ 6,ஐ.விடச் சிறியதாகச் செய்யலாம்; (0 

m m 
Bsus S CsAV<E1 D Aye->0 

s=] sol 

Fine fetes nad Is = x, Ns x 

ji (ns) 

7200) 
= f f(x. y)dx 

ti (7) 

” தொகையீடு காணும்பொழுது ரல மாறிலியாக கருத 

லாம். 72௦, ஈடல என்னும்பொழுது 

d f(y) 

(1) f ௦ f roy” y)dx dy என்றாகிறது.
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ஆகையால் இருமாறித் தொகையை மதிப்பிடும்பொழுது 
7(%,)) என்பதை ஐ மாத்திரம் சார்ந்ததாக கருதவேண்டும். 

ஐ மாறிலியாக வைததுக்கொள்ள வேண்டும்; 3, (3)லிருந்து 

%- 7, (1) வரை முதவில் தொகையிடல் செய்து பிறகு கிடைக்கும் 
ஐ சார்ந்த சார்பை நு ஈயிலிருந்து 3-/ வரை தொகை காண 
வேண்டும். 

இதேபோல் ஒவ்வொரு பத்தியிலும் தொகை கண்டு பிறகு 

அத்தொகைகளைக் கூட்டினால், 

. b o(x) Te Fix, y\dA = | y? தா. 

(x) 

மூதலில் 7(2, ))ஐ ரஜ மட்டும் சார்ந்த சார்பாக கருதி, >,(x) 
விருந்து 9,(2) வரை தொகை காணவேண்டும்; இங்கு 720, 

270 வளைகோடுகளின் சமன்பாடுகள் நஃம்,(20)) ந ம_(2) 

என்று வைத்துக்கொள்ளுவோம்; பிறகு கிடைக்கும் ஐச் 
சார்ந்த சார்பை %-சயிலிருந்து ௩-ம் வரை தொகை காண 
வேண்டும். 

துணை முடிவு 
தொகை காணும் uss x=a, x=b, y=c, y=d eredanw 

களுக்கடங்கின செவ்வகமாயிருந்தால், 

te fix, y)dA = ர f- f(x, y)dy dx 

; “db 
அலலது - ] த J (x, y)dx dy 

a. a a 

ஆகையால், மாறிலி எல்லைகளினுள், தொகை காணுகிற 
வரிசை முக்கியமீல்லை. 

குறிப்பு 

b 

J J feo firs yidy dx rer Open y= fx) ym fale)
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(2௭, 226) என்ற எல்லைகளுக்கடங்கிய அரங்கத்தில் தொகை 

காண்கிறோம். இவ்வரிசையை மாற்றவதற்கு, அரங்கத்தின் 

படத்தை வரைந்து தொகை காணவேண்டும். படத்திலிருந்து 

%,ரன் எல்லைகளை நிர்ணயிக்க முடியும். 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

1. நர? -ஈ் என்கிற வட்டத்தின் மிகை கால் 

வட்டத்தை பகுதியாகக் கொண் Lae, f fr dx dy என்பதை 

மதிப்பீடு. 

x! ௦ x 
7 

% 

1 

ர 
ஐ. மாறிலியாய் வைத்துக்கொண்டால், ந என்பது 

௦விலிருந்து /25-%* வரை மாறும் முழு அரங்கத்தையும் 

வியாபிக்கவேண்டுமானால், ஐ ம௦விலிருந்து ச வரை மாறவிட 

வேண்டும். 

  
Va? — x? 

ஃ xy dx dy= ழா : 

JJ? “O J; Ji xy dy dx 

“Pyare 
/ 0 2. dx 

௦ அ 

a 

| x(a? -x?) 
J 0 என்தன dx
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2. 020; 31௮1 என்கிற பகுதியில் 

f forte ய் என்பதை மதிப்பீடு, 

இந்த அரங்கம் 1-0, ந-0, 141 என்கிற எல்லைகளைக் 
கொண்ட முக்கோணமாகும். 

* 1 l-x 2 இ ண {J (x? ty?)ypx dp= to. ர (x? 4y?)dy dx 

¥ 

டு | 91 
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8 2a-x 
3. |. J xy dx dx என்கிற இருமாறித் தொகை 

/ 0 2 32/4 

யில் காணும் வரிசையை மாற்றி மதிப்பீடு. 

ச 

  

  

  
a 

“யிலிருந்து 22-% வரை 3 மாறுகிறது. அதாவது, 3 வளை 

2 x 
Gan@acr y= —, நற-2ர-% மத்தியிலே ற அடங்கியுள்ளது? 

விலிருந்து 2 வரை % மாறுகிறது, தொகை காணும் 
UGE OPO ஆகும். தொகை காணும் வரிசையை மாற்றினால், 

முதலில் ஐ மாறிலியாக வைத்துக்கொண்டு, %ஐ சார்ந்து 

தொகை காணுவோம். அதாவது % அச்சத்திற்கு இணையாக 

கோடுகள் போட்டு தொகை காணவேண்டும். மேற்சொல்லிய 

படி இப்பகுதியை பரப்பும் (00401112) பொழுது, இக்கோடுகளின் 

மூனை கள் நீண்டு %--3)-22 என்கிற நேர்கோடு வரையிலும் 
2 x 

வளைகோடு p= = வரையிலும் வருகின்றன. ஆகையால் 

இப்பகுதியை £யின் மூலம் செல்லும் நேர்கோடு) -ஈ என்பதால் 
இரண்டு பாகங்களாகப் பிரிக்கிறோம். 

ஒரு பாகத்திற்கு விலிருந்து /ருஇற வரை x மாறுகிறது. 
மற்றொரு பாகத்திற்கு 0 விலிருந்து 2a—y வரை % மாறுகிறது. 
முதல்பாகத்தில் 0 விலிருந்து உ வரை மாறுகிறது; இரண்டாது 
பாகத்தில் 0 விலிருந்து 2ர வரை ந மாறுகிறது.
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a 2a-x 
xy dx dy 

௦, x°ja 

_ / XV 2a (a-y 

1 xy dxdy + } , xy dy dx 
உ * * ௦ ௦ 

உ[ நந 1/0 “2a xy [2a~y SEP oe JOP Pw 
9 

aay? |. Za 

- | 2-4 ¥ f (2-9) 8. _ 325 ௦ 8 
வ 

4. தொகை காணும் வரிசையை மாற்றி, 

ஓ ao க 
|: ர ன 89 என்று வைத்துக்கெள்ளுவோம். 

க x 

ம R 

  a
 

ee
 

  

௦ x 
முதலில் ஐப் பொறுத்து லிருந்து ௨ வரை தொகை காணவும்; 
பிறகு ஐ சார்ந்து லிருந்து ௨ வரை தொகை காணவும். 

yox என்கிற நேர்கோடு 0/4 என்றழைப்போம். தொகை 
காணும் பகுதீ 8 என்பது ட4க்கு மேலிருக்கிறது. தொகை 
காணும் வரிசையை மாற்றுவோம்,
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முதலில் ர மாறிலியாக வைத்துக்கொள்வோம்; அப் 

பொழுது விலிருந்து 37 வரை x மாறுகிறது. பிறகு Rg 

நிரவுவதற்கு ௦விவிருந்து ௨ வரை 3 மாறும். 

3 
லக்க fe ப ர dx 

௦ 

o 
™ ey 

“0 y 

_ 2 ov f° ர ட டட 

“அ வசிய அய 
௦ 

௪04141. 

பயிற்சி 2017 

1. கீழ் வரும் தொகைகளை மதிட்பிடு:-- 

0 - 

| ] (xt+y)dx dy விடை ப (a* +5?) 
4 9 ௦ 

தம்: . 4 
(ii) J, | xylxt+y)dx dy ட்ரீ) 

(iii) pee ye rdrdo ட ar) 
(1? +a")? 

1 
ரம்(ர?-(1 

(iv) J J, x*y*(x+y)dy ax Cas et) 

் fi 2dxdy ( 
Ji gr அ... 

(vi) fi fo (x8+y2)dx dy (, 

பகுப்.--13 

w
e
 

—
 

a/
s,
 

N
e
e
”
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we 136 
(vii) | J (xt+y)dxdy 4, 7] 

/ 0 x2 

Se +5) 
பட a far-x? aa 

(40 1 Jt y'dx dy ( 15 

(1 “௯/2 “1/2 

5 J J 9 (sin 29+3cos2e)dedd (, ௯) 

on/2 ₹20050 5) 
(x) | “nado redodx (2 9 

. 1 ரக 67 
(xi) Jo ] A x2dxdy (ம ல) 

(201) "௯ (a(l+cos@) 4௬02 
Jo 0 r?sinadedr ( 4 ) 

x2 2 

2. | | ஷ்ஷ் நீன்வட்டம் 9 + — alo காற்பகுதி 

யில் மதிப்பிடு, (விடை $) 

3. | J @- dave அரைவட்டம் நூரின் 

  

நேற்காற் பகுதியில் மதிப்பீடு, (விடை nat ) 
8 

பின்வரும் தொகைகளை எதி£ துள் ர ் 

பேரில் மதிப்பிடு: ரர குறித்துள்ள பகுதியின் 

ச 5.3 8 . = (i) Jf y°dxdy Vy பகுதி வட்ட பரப்பு x? +-y5<1 

ு 
(விடை 2)
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ox ர 2 2 
(ii) ] [அல்கி பகுதி 90; 920; 2 44 

௩ த 
வி a 

( டை 34 ) 

(iii) |_| vaxass பகுதி பரவளைவு 3-3), நேர்கோடு 

  

x+y <2 ws Swe பரப்பு (விடை 3) 

(iv) [ட | பல்கு: பகுதி நேர்கோடு3ு-20), பரவளைவு 

. 1 
3.௮3? நடுவிலுள்ள பரப்பு (விடை ar ) 

ர 

(9) ] ]3 80. பகுதி நேர்கோடு 9-3, பரவளைவு 
ஏ 41-35 நடுவிலுள்ள பரப்பு (விடை 10.8) 

5, பின்வரும் தொகைளில் தொகை காணும் வரிசையை 
மாற்றி மதிட்பிடவும்:-- 

  

  

(i) | J, x dy dx (விடை 45) 
/ீ.0 ர நூ 4+y? 

(ii) J a x? 

“11 ஸ் dy dx 
& 0 y Vx? +y? 

[விடை = log (v2+1)| 

ween (4 (2V ax 424 
(111) J 0 J ax x? dx dy ( rv = ) 

. 0 

div) (3 (Vary 
JoJ (x+y)dy dx (» 17.1)
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4a “24/2. 1622 

நடு J, ie. dx dx ( 3 ) 
4a 

6. ந] விறல் ஸ் என்கிற தொகையை 2:30, 

3220, 23௮1 என்கிற பகுதியின் மீது மதிப்பீடு 

2௯ 
(விடை 10] 

x? y? \2 
7 1-— -2_/ . 

FS ( அ b? ) டம என்கிற தொகையை. 

x + 3. 11 என்கிற பகுதியின்மீது மதிப்பீடு. 
ம் ம் as 

a 

பகுப்யாய்ஷ 

  

8. தொகை காணும் வரிசையை மாற்றி, 

a dx 4 f{y)dy = 4 ட 0 J ர, ட “0(9-/0)/ 
என்று நிரூபி. 

8 கோண தூர கூறுகளில் இருமாறித் தொகை Double 
integral in polar coordinates) 

கோண தூர கூறுகளை உபயோகிக்கும்பொழுது, பகுதி 
ஐ பின்வரும் வழியில் பிரிக்கலாம். ஆதி புள்ளி மூலம் £க்கு, 

தொடு கோடுகள் வரையவேண்டும். ஆதியை மையம். 
கொண்ட 7ஐ தொடு வட்ட விவ்களையும் வரைக. 
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7 ரவிலிருந்து 7-ம் வரையிலுள்ள (8, ம்) என்கிற ஆரை 
இடைவெளியை 1 சம பாகங்களாக ௩, இடைவெளிகளில் 

ஓர்மைய வட்டங்களின் வில்களாகப் பிரிக்கவும். 0-ஃ 

பபிவிருந்து 6-4 வரையிலுள்ள (ஃ, 8) என்கிற கோண இடை 
வெளியை 2 சம பாகங்களாக ௩0) இடைவெளியில் ஆரை 
கோடுகளின் மூலம் பிரிக்கவும், இச்செய்கையால் £ என்கிற 

பகுதியை கழி நுண் வளைகோட்டிற்குரிய செவ்வகங்களாகவும் 

பகுதிக்குரிய செவ்வகங்களாகவும் பிரித்துள்ளோம். Ar, A; 
'போதுமளவு சிறியதாயிருந்தால், இப்பகுதிகளின் பரப்பு மிகச் 

சிறியதாயிருக்கும். 

ஃகிடிு3( காபிக் அ ௩0) 

=(ri tt Ard Arn AG; 

ஒவ்வொரு AA Web Pi; என்கிற புள்ளியை எடுத்துக் 

கொள்வோம். இப்புள்ளிகளில், /(, 9) சார்பின் மதிப்பை 

கண்டுபிடிப்போம். இந்த மதிப்பீடுகளுடன் ஃகீஏியின் 

பெருக்கல் தொகைகளின் கூட்டுத்தொகையை கண்டுபிடிப் 
I 

போம். நமது செளகரியத்திற்காக, புன் £ கூறு கர Ar 

என்று வைத்துக்கொள்வோம். யின் 0 கூறு ர, என்று குறிப் 

(பாம். 

அப்பொழுது எல்லை 2 (Ei ni) EAA 
022௦ i 

>a n 

fs S(@, ©)rdrd@ creirg) cuengusgisGCun, 
R 

கோண தார கூறுகளில் இருமாறித் தொகையை மதிப்பிட 

முதலில் 69 மாறிலியாக வைத்துக்கொண்டு, 7, 0)ஐ 

ர-7(6)விலிருந்து 7-(9) வரையில் மாறுவதாக வைத்துக் 

கொண்டு தொகை காணுவோம்; பிறகு கிடைக்கும் கோவையை 
6ஐ விலிருந்து $வரை மாறுவதாக வைத்து தொகை 

காணுவோம். 

fone) 
- f(r, @)dr 80 

: f f ட ரல் ல: fa ne) 
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மாதிரிக் கணக்குகள் 

1, வட்டம் 7-7 009வின் மேல் பாதியை பகுதியாகக் 

கொண்டால், J f ர ரன் க0ஜ மதிப்பீடு, 

6-7 

  

  

௦ 8-0 

J J ra/ பீரா ar do 

“௯/2 r=a cos 
= J de Fa/g? =p dr 

0 7௬0 

“௩/2 ‘ acos@ = ~}(a? - 9] 
Jo 2 

a 2 "௫/2 
(1 -sin*9)d@ 

ai ln 2. 283௩-4) 
zee — சடை ete = re 

2 3 

2. கோண தூர கூறுகளுக்கு மாற்றி | | (x? +y")dy dxx 

என்கிற Asiomecus air x+y? =a? com UGsuse 
மதிப்பிடு,



பன்மாறி தொகைகள் 199 

ர 
ர் 

J ferrynay dx 

~ Jf rirdr do (வட்டம் 7-ஈ) என்கிற பகுதி) 

2௩ (க 
J de Is redr 

0 4. 

2௯ r* \a 2௯௩ mat 

J, க) a= > 

3. கோண தார கூறுகளுக்கு மாற்றி 

1 ர220)] நட அ 0.70 ஜிய? சலம் 

என்கிற தொகையை மதிப் பிடு, 

தொகை காணும் பகுதி % அச்சுவிற்கு மேலிருக்கும் 
வட்டம் 2337-2, கோண தூர கூறுகளுக்கு மாற்றினால் 
700807 0-0, 6-௩/2 என்று மாறும், 

ச் 
a © 

x +Y=XR 

  | 
| 

ஐ 36 
  

௯/2 ன் 
ஃ வேண்டிய தொகை J 45100 0080௪2 rd do 

0
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=4 f nid for 
: sing cos@ dé ரழி 
௦ ௦ 

பகுப்பாய்வு 

—py? 

௪/2 7 ௩009 
= f sin 0050 ao( - ) 9 

  

௦ ௦ 

7/2 

-2f (1-6 வை. cose 49 

- 3] ஹ் - ௪05 ein? 
a) ௦ 

-{ 1-(1-௪ப Veen 

uuipA XV 

1. பின்வரும் தொகைகளை குறிக்கப்பட்ட பகுதிகளில் 
மதிப்பிடு:-- 

(1) ர | ஈஸ்ட் 89 பகுதி 7-8 0050யின் பரப்பு 

[விடை Tae | 

(ii) ff r?cos@ dr d@ us lemniscate r? =a? Cos? Ostr 

ஒரு தடம்] விடை சம்பு? |   

16 

(iii) de de ன ௭ விடை க 
பி. 2 

(vi) yy dr d@ பகுதி இதயவுரு (நெஞ்சு 

  

வளைவு) [௩ 8(1--௦050)ன் பரப்பு [விடை 4a? | 
3
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: Soja ட்ட 

2. வட்டம் 727 0050 வின் மேல் பாதி“பிரீப்பில் 

 பரர]/0? a? 1 
J fe sin@ cose dr d@= 16 | 3+ ன்] 

என்று நிரூபி. 

201 

3. கோணதுர கூறுகளுக்கு மாற்றி பின்வரும் தொகை 

களை காண் ௧:-- 

(i) JJ xy(x?t+y?)dxdy; USF oluw x*+y2=a? 

நேர்காற் பகுதி 

(ii) Jo Joe Jo Jo 

x* dy dx_ 

(x? F y?)3/2 ww 

—(x'+y?)dxdy 

xdydx f. ra 

é ] gy Fy 

(vii) fe Je dx படட ஸ்ஸ். 

(x? (x+y? +a?) 

ர 

[விடை =| 

3na*t 

4 அனி 

ma 
[விடை a 

1 

[வ on 

m7 

[விடை ‘ha? | 
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£ 4. மும்மாறித் தொகைகள் 

$ என்கிற மேற்பரப்பில் அடங்கியுள்ள பகுதி £ல் ,ஐப் 
பொறுத்தவரையில் 702, ந, 5) ஒரு மதிப்புடைய தொடர்ச்சி 
யுள்ள சார்பாயிருந்தால், இருமாறித் தொகையை போல 
மூம்மாறித் தொகை வரையறுக்கப்படுகிறது. பகசூதி ஐ சிறிய 
பகுதிதள் AR, யாகப் பிரிப்போம். ௩ &டடன் கனவளவு ௩77, 
எனறால், £ பகுதியில் 7(3:2)ன் மும்மாறித் தெமகையை கீழ் 
கண்டவாறு வரையறுக்கப்படும். 

தனை! 

p=m 
. t=p 

ட ys 2)47*- எல்லை > SE rst. rate Lest AVese 
230 1 

m>a 3=1 

p>a 1 

மூம்மாறித் தொகையை மதிப்பீடு செய்வதற்கு, பகுதி 8ஜ 
அச்சுத்தளங்களுக்கு இணையாக தளங்கள் வரைந்து பிரிக்க 

வேண்டும். 

அப்பொழுது கரு கறு, ADs Az: 

தொகையின் உறுப்புகளை பொறுத்தமாக ஏற்பாடு 

செய்தால், 

, Vi f.(z) Gal, 2) 
7 I(x, ys z)dV = ரகு (2) . ற், ஜி f(x, ys z)dxdydz 

என்று நிரூபணம் செய்யலாம். 

பரப்பு $-ன் சமன்பாட்டிலிருந்து, 9), 29, 7,(2), (2), 

9.0% 2), 9.012) என்கிற எல்லைகளைத் தீர்மானம் செய்ய 

முடியும். 

குறிப்பு 1 
தொகை காணும் வரிசை கீழே கண்டபடி எழுதலாம். '
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f(%, », 2) dx dy dz 
| 1) (AG) 

9(0%2)
 

J3 Jno J oy.) 

  

  

  

I 

1, (9) 0 ( மரு) 
1 00) ல்புல் 

ட்டு ba cgay ரிக (௧           த 
        

மேலே காண்பிக்கப்பட்ட தொகை காணும் வரிசையில் 

மூதலில் உள்ளடங்கிய செவ்வகத்திலிருந்து ஆரம்பித்து வெளி 

செவ்வகத்திற்கு சென்று மதிப்பீடு காணவேண்டும். 

குறிப்பு 2 

ஐ சார்ந்து தொகை காணும்பொழுது, 3, சகளை மாறிலி 

களாக கருதவேண்டும்; ஐ சார்ந்து தொகை காணும்பொழுது 

2ஐ மாறிலியாக எடுந்துக்கொள்ள வேண்டும். 

குறிப்பு 3 

எல்லைகளுடன் தொகை Jf [fee y, z) ax dy dz 

. கொடுக்கப்பட்டிருந்தால், எல்லைகளின் மூலம் எவ்வரிசையில் 

மதிப்பிடவேண்டுமென்று தெளிவாக அறியலாம். எல்லைகள் 

மாறிலிகளாயில்லாவிட்டால், ஸ்ஸ், 2. கொடுக்கப்பட்டுள்ள 

வரிசையிலிருந்து தொகை காணவேண்டும். 

எடுத்துக்காட்டு 

நந) 27 22 என்றும் கோளத்தின் நேர் அரைக்கால் 

பாகத்தில், J J f xy2(x* +yo+z*)dxdydzgg wd nF செய்ய: 

வும்.
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2 2 2 ழு 2104-4 

மேற்சொல்லப்பட்ட பகுதியில், சன் எல்லைகள் 

0, ம 2973) 

நன் எல்லைகள் 0, / 

  

ற?) 

ஈன் எல்லைகள் 0, a. 

வேண்டிய தொகை = 

? eo ம "வாடு அ pp? 312. y? 

do? 5 fe xy2(x?-+y9 4-22)dz 

a var — xf 4 Xy2* | Var axe yy? = [Ort x ச் ட dy து உ] 

1] க கக : 2 dy [xya® ~(x*+y2)?] 

0 

a y? yt ye Wat ox? = * ற்சி) 25 பேட yy 0 ~x ff ax [a "2 லை | 
ர் a 

“5௪ ( 
8 

Jig (24-57) Qa tx2de= So
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பயிற்சி 97] 

x°+y24+22 =a? என்கிற கோளத்தின் மிகை அரைக்கால் 

பகுதியில், | | [ஷ2ஸ் ம்.ம் என்கிற தொகை காணவும்.. 

ர₹ 

(வடை: 148 ‘) 

ஃ&. பின்வரும் தொகைகளை குறிக்கப்பட்ட பகுதிகளில் 
மதிட்பீடு செய்யவும். 

i dx dy dz 

1 J Jima 
பகுதி தளங்கள் raz 

நஃ0, 2-0, றந 2௮1 உள்ளடங்கிய கனவளவு 

5 1 = (வடை $ 1௦22 16) 

(11) JJ Jen dxdy பகுதி தளங்கள் x=0, y=0,. 

z=0, +5 dp = 1] உள்ளடங்கிய நான்முகி 

4872” 
(வீடை 550) 

dx dy dz . . . 
(iii) ffs Visita x20; y>0; z>0; 

nm? 

x?+y?4+27<l. (விடை 7) 

  

3. தளங்கள் 2-0,ந-0, 2-0, 4742-1 உள்ளடங்கிய 

ன் ஆ 
கனவளவில் இ ச் 

என்பதை நிரூபி, 

(l-x-y-z)? dx dy =™ 
4
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மடங்குத் தொகையீடுகளின் பயன்கள் 

y F(x) 

f (x) 

  

  

  
£51 vega, v=b,y=(f), y=F(x) இவைகளின் உள்ளடங்கிய 
பரப்பை மதிப்பிடு. 

7 என்கிற புள்ளியின் கூறுகள் (x, y) என்றும் 0(%-4 ௩௨, 

PEAY) என்றும் வைத்துக்கொள்ளுவோம். செவ்வகம் 2705ன் 
பரப்பு எம், கரி. வளைவுகள் ழஃ7(0), ந (20, நேர்கோடு 
கள் 3-8, 3-ம் இவைகளுக்கடங்கிய பரப்பை இம்மாதிரி 

செவ்வகங்களாகபம் பிரித்து, பிறக தொகை கண்டால், நமக்கு 
வேண்டிய பரப்பு கிடைக்கும். 

தற்காலிகமாக %$, ௩ இவைகளை மாறிவிகளாக வைத்துக் 

கொண்டு ு.ஃவலிருந்து ரூ வரையிலுள்ள நிலைக்குத்திற்குரிய 
பரப்பை தொகை கண்டால். அப்பரப்பின் தொகை 

Ye 

எ எல்லை கூற நூறு, 

Ay>0 AY, 

ya 

இதை ax f 89 என்று எழுதலாம். 
yt 

3 ரவிலிருந்து 3-ம் வரையிலுள்ள இப்படியிருக்கும் 
பரட்புகளைக் கூட்டினால்,
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5 va 
தமக்கு வேண்டிய பரப்பு எல்லை 51 _ ay 

Ax>0 ao 

த் 32 

= dx a 

a vi 

b ye 
எ] | dy dx 

a,./ 012 

£ 5.2 இதேபோல், புவிஈர்ப்பு மையத்தின் கூறுகள் xX 

என்பவை ref fs dx dy பப்பி dx dy 

[face “11௯௯. 

சூத்திரங்களால் கிடைக்கின்றன. மேற்சொன்ன தொகைதான் 
எல்லைகள் கொடுக்கப்பட்ட பரப்பை பகுதியாய் உடைத் 
துள்ளனவாயிருக்க வேண்டும். 

y 

5 5.8 ஆதியிலிருந்து பரப்பின் ஒரு சிறிய பகுதியின் 
{dx dy) தூரத்தின் வர்க்கம் x? ** ஆவதால், ஆதிமூலம் xy 
களத்திற்கு செங்குத்தாக வரையப்பட்ட அச்சை சார்ந்த 

சடத்துவச் சுழல் திறன் |. [orty yas dy என்கிற சூத்திரத் 

தால் தரப்படுகின் றது. இததொகை காணும்பொழுது, எல்லை 
கள் முழு பரப்பையும் நிரவச் செய்யவேணடும். 

மாதிரிக் கணக்குகள் 
a? ர 

1. நீள்வட்டம் = + ட ௩ 1 பரப்பைக் கண்டுபிடி. 
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வேண்டிய பரப்பு 4 (காற்பகுதியின் பரப்பு) 

௮4 (408.பின் பரப்பு) 

தாற்காலிகமாக 38 மாறிலி வைத்துக்கொண்டு, நஜ 

விலிருந்து ம், 71-22 அரை மாறட்டும்; பிறகு xg 

0விலிருந்து ர வரை மாறவிடுவோம். 

காற்பகுதி ,40யின் பரப்பு - fie J’ oF - = 

3 scot 
-f dx by, ~ aa (x=a sing என்று வைத்துக் 

a a கொள்ளுவோம,) 
=b ௩/1 
= a 608?6d0 = abx/4 

ஓ. ௦ ச் 

நீள்வட்டத்தின் பரப்பு - 407/4 = rab. 

a. பரவளைவுகள் ரூ ர%, $* -றுனுள்ளடங்கிய பரப்பின் 
புவிஈர்ப்பின் மையத்கைக் காண்க, 

  

  

¥ 2 
Qay =x al 513 

4 

1 

$ 

t 

4 

O Ay x 

2 
Y=ax 

இப்பரவளைவுகளின் வெட்டும் புள்ளிகளின் கூறுகளை 
4 

கண்டுபிடிப்போம். — = ax
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அதாவது 3௯0, 1-1 

அப்பொழுது ௦, நர 

வெட்டும் புள்ளிகள் 0(௦, ௦), 4(௪, 2) 

ஐ மாறிவியை வைத்துக்கொண்டால், ரன் எல்லைகள் 
x? 

ர யிலிருத்து 4/8 வரையிருக்கும்; பிறகு ௦விலிருந்து ச வரை ௦ 
மாறும். 

a கம் fr — x? 
dx | mes ர . dy Jo Vv ax peas 

  

  

  

7 x fa a 2 

ல் =f ax pve = [(va-= dx 

௦ வீ x? dy “ 

a 

3 3 “ஆ 8 
Fa = 20 
அம 

ல் "a “Vax 
je |e y ax y dy (௪-௮) 

் “xia A 4 
a Vax ~ 23/3 

ய் 
J ௦ “J dy 

x? Ja 

9 as 9a 

“20 a? 20 

3. ஒரு தளப்படலம் 

x? 3 . a . 3 + re என்கிற நீள்வட்டத்தின் காற் பகுதி ஒரு 

சீராயில்லாத அடர்த்தியுடையதாயிருக்கிறது. (5, y) என்கிற 
புள்ளியிள அடர்ததி kxy என்றால், புவிஈர்ப்பு மையத்தைக் 

காண்க. (4 என்பது ஒரு .மாறிலி,) 
பகுப்.--14
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புவிஈர்ப்பு மையத்தின் கூறுகள் (%, ந) ஆக இருக்கட்டும், 

் டு /1-22/௪1 
அப்பொழுது, x= kxy. x dx dy 

Oe matte x?/a? 

k xy dx dy 

ந்தது 1-x?/a? 
க xy dx dy 

re “ணன =x?/a 
o Jo k xy y dx dy 

ன் தொகுதி 

bV/T= 
8] pore = xt dey dy 

8] (37) 1௮௪ 
7 0 ௦ 
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kb? Ca x? 

7௦ 

kb*} 2 x* [ 

2 [ 4a? |, 

47ம் 

$ 

~ _ 8a 
* = [15 

8b 
சமச் சீரால், y -i5 

4, ஒரு சீரான அடர்த்தியுள்ள வட்ட தரைப்படலத்திற்கு 
அதன் ஒரு விட்டத்தை அச்சாகக் கொண்ட சடத்துவச் சுழல் 
இிறனை மதிப்பிடு. 

வட்டத்தின் சமன்பாடு 2-1? - ரூ, 

அதின் ஒரு விட்டம் % அச்சாகிறது. 

இந்த அச்சைக் கொண்ட சடத்துவச் சுழல் திறன், 

_ J J pax dy.y3; Peorcug ஒரே சீரான அடர்த்தி. 

%ஐ மாறிலியாகக் கொண்டு, நஐ- 4/27-3* லிருந்து 

+ fa? - x? eucng மாறவிடவேண்டும்; பிறகு ஐ - ஈவிலிருந்து 

347 வரை மாறவிடவேண்டும். 

வேண்டிய சடத்துவச் சுழல் திறன் 2 

] 7 Py dx ye" எ 
-Va?-x? 

S als = =P dx| 73" — 
- Va?-x?
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3 +a 

“Py (a? -x9)§ dx 
ர 

2 a 

- 2] (at—x,)} ae 

(:- 88109 என்று வைத்துக்கொள்ளுவோம்.) 

_ 12 ௬/2 
~ 3 800810 ரீ0 

௦ 

4021 3 1 ௩ 
4 2 2 

4 2 

- nee = we (தளப்படலத்தின் திணிவு 18௬0௨௫ 

பயிற்சி 

1 GpiGar@ach x =0, y=0, + ட் 1] உள்ளடங்கிய 

பரப்பை இருமாறித் தொகை காணல் வழியால் மதிட்பிடுக. 
(விடை 145) 

2. பரவளைவு yax(4—-x), xX oe இவைகளுக்குள் 
ளடங்கிய பரப்பை மதிப்பிடுக" (விடை 103) 

3. அரை முப்படிப் பரவளைவு 3-5, நேர்கோடு நு 

இவைகளுக்குள்ளடங்கிய 3 அச்சிற்கு மேலிருக்கும் பரப்பைக் 
ர 

கண்டுபிடி. (வடை <0) 

4, வட்டம் x*+y?=10, ugeuensray y? = 9x இவைகளுக் 

குள்ளடங்கிய பரப்பின் முதல் காற்பகுதியிலிருக்கும் பாகத்தைக் 
கண்டுபிடி, (விடை 62) 

டக, பரவளைவு 4-3, ந?-4-43 இவைகளிடையுள்ள 
பரப்பை மதிப்பிடுக், (விடை 8) 

6. பரவளைவு 6-7, நேர்கோடு ந-னுள்ளடங்கிய 
பரப்பின் புவிஈர்ப்பு மையத்தைக் காண் ௧, (விடை $, $)
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7. பரவளைவு y?=4ax, x see, செவ்வகலம் இவை 
.களுனடங்கிய பரப்பின் புவிஈர்ப்பு மையத்தைக் காண்க. 

[ஆ (3.2) 
x4 y? . 

ஈ 1 என்கிற நீள் வட்டத் 8. ஓரே சீராயுள்ள ae pe   

துள்ளடங்கிய பரப்பின் பேரச்சை அச்சாகக் கொண்ட சடத் 

துவச் சுழல் திறனை மதிப்பிடுக, 

x2 yp? 

ate ol 
UL OS BH, (X,y) THAD YoraPuSe wiSH kxy என்றால், 

UL wogsor Fwlmud SorOly. 

(வடை ப் ) 

9. நீள்வட்ட காற்பகுதி வடிவமுள்ள 

  

£ 5.4 கோண தூர கூறுகளில் பரப்பு உறுப்பு 8.4-7ள் 40 

ஒரு வளை கோடிலுடங்கிய பகுதி £ன் பரப்பு - |] ம் 80 

கோணதூர கூறுகளில், புவிஈர்ப்பு மையம், சடத்துவச் 

சுழல் திறன் தேக்காட்டின் ஆயக்கூறுகளிலுள்ள சூத்திரங்களை 
பின்பற்றி ஆராயலாம், 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

1. இதயவுரு 7-8(1-௦௦5 6) னுள்ளடங்கிய பரப்பை மதிப் 

பிடு வேண்டிய பரப்பு - [ [4ல்
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6H மாறிலி வைத்துக்கொண்டால், ரன் எல்லைகள் ௫, 
௭(1- ௦056) ஆகும்; பிறகு - விலிருந்து ௩ வரை 9 மாற, 
வேண்டும். 

‘ . 1 
 Gouetriqws ugeny = |” ஸ் 4 +59) 

nx 0 

௯ ் 73 Ja(1+ cose) 
™ 80 2 

“kn Oo 

  

a? ு 

an) f (1+ cos@)?d@ 
ஜு 

2 ௩ 
2 ரதி (1-4௦050)540 

Orn 0 

௯83 4cos* —~ dg 
2 

J ௦ 

“௩/2 = 4a? | cos*$.2 do 
1௦ 

( S-= ம் என்று வைத்துக்கொள் estan.) 

3. 1 =8a?- 
a 4 2 

nx 3a? 

2... 2 

2. லெம்னிஸ்கேட் (lemniscate) r?=a2cos29 ன் ஒரு, 
தடத்தின் புவிஈர்ப்பின் மையத்தைக் கண்டுபிடி, 

7” 27 00520 என்கிற வளைகோடு தொடக்கக் கோடைப் 
பற்றி சமச் சீராயுள்ளது. ஆகையால் ஒரு தடம் 6ன் 

எல்லைகள் வ ட உள்ளடங்கியிருக்கும்.
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@
 (4 a
 

  

  
வளைகோட்டின் சமச்சீரிலிருந்து, புவிஈர்ப்பு தொடக்கக் 

கோட்டின்மேல் அமைந்துள்ளது. இப்புள்ளியின் ஆதிபுள்ளி 

யிலிருந்து £ தொலைவிலிருக்கட்டும். 

f | xdydx ர் |. 70080 787720 

வ உ [fox ” [fae 
J] reesearde 

|. ர rdrd® 

9ஐ மாறிலியாக வைத்துக்கொண்டு, rep ௦விலிரூந்து 

௪4/௦௦526 வரை மாறவிடுவோம்; பிறகு 9ஐ- ௩/4 விலிருந்து ௩/4 
வரை மாறட்டும். 

“ர /4 
| க ட 

1 வு 3 
௦ 

  

7/4 
J 40 (1? _\a,/cos26 

—n/4 2 Jo
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pais | 
3 <j (cos2e) 

  

  

ட 7/4 -௩:4 
~ a? Cx/4 
தா | 00526 80 
“= 

21 ௪/4 312 

J | ட ( 1 - 29௦56] 605089 

*( 811126 yee 

2\ 2 ]-mj4 

yn 8a 3 cos*ddd 

“3v5 — [0-(-) 

  

[V2 sind=sing என்று வைத்துக்கொள்ளுவோம்.] 

1 
2   2423 13௩ _ ஈம? 

3 4 2 8 

பயிற்சி 22711 

1, வட்டம் 7380050 ஸுள்ளடங்கியதும் இதயவுருவி 

ர 2(1-1௦080)விற்கு புறத்திலுள்ள பரப்பை மதிட்பிடுக. 

(விடை 7a") 

2. வட்டங்கள் ஈர, 720080 மத்தியிலுள்ள பரப்பைக் 

காண்க. 

an /3 

இதயவுருவுகள் 7-௭(1--0089), 7-8(1- 0050) மத்தியி 

லுள்ள பரப்பை மதிப்பிடு, 

(விடை அட்ச 3 )
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4, அரைவட்டமுள்ள படலத்தில், எல்லை விட்டத் 
திவிருந்துள்ள தூரத்தை சார்ந்து அடர்த்தி நேராக 
மாறுகிறது. இவ்விட்டத்திலிருந்து புவிஈர்ப்பு மையத் 
தின் தூரத்தைக் காண்க. 

(விடை று 

5. ர3-ர00820வின் தளத்திற்கு தொடக்கக் கோடை 

அச்சாயுள்ள சடத்துவச் சுழல் திறனைக் காண்க. 

Ma 
[விடை Me _(3n - 8)| 

இதயவுரு 781-008) உருவத்திலுள்ள படலத்தில் 

அடர்த்தி ஆதிப்புள்ளியிலிருந்து தூரத்தை சார்ந்து 
நேராக மாறுகிறது, புவிஈர்ப்பு மையத்தைக் காண்க. 

6 வை (99) 
ச 6.1 சுற்றல் கனவளவு 

படத்தில் 4.2 என்ற வளைகோடு 3 -ரீபபின் ஒரு பிரிவு. 
% அச்சைச் சுற்றி 42 சுற்றட்டும். 7, 0 என்கிற புள்ளிகளின் 

கூறுகள் (,)), (ம, ௩) எனவேயிருக்கட்டும். 72804 

செவ்வகத்தைப் பூர்த்தி செய்வோம். 

B 

  

Mh 
  

      
X=a 20 
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இச்செவ்வகத்தின் பரப்பு - &% சீ. 

ஒரு முழுச் சுற்றலில் பரப்பு, 7795 கனவுருவத்தை பிறப் 
பிக்கிறது. இதன் கனவளவு ௬14 சழ) -ந£) கூற 

=n[2vAyAxt(Ay)? AX] 

ரவு, மு. (முதல் வரிசை கழிநுண்களை மாத்திரம் 

கருதும்பொழுது) 

xab ye f(x) 
மொத்த கனவளவு 1*-எல்லை 5) > 

Ax>0 x=a y=0 

b f(x) 

27 J ] ydydx 
aJo 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

any AY.AXx 

2 என்றும் ஆரம் உள்ள கோளத்தின் / உயரமுள்ள 

துண்டின் கனவளவு காண்க. 

பிறப்பிக்கின்ற வட்டத்தின் சமன்பாடு 3” -27 என்க. 
இதன மையம் ஆதிப்புள்ளி % அச்சு துண்டின் தளத்திற்கு, 
செங்குத்தாயிருக்கட்டும், 

4 1 

° 

  

  

    
—= 

2 7. \3 ச ட = va ௭22 
துண்டின் கனவளவு 

on J . f : 3



பண்மாறி கொகைகள் 219: 

  

இணை முடிவு 
: 2 சேர? ் 

/-8 அரைக்கோளனத்தின் பருமன் 5 - ஆகும்.   

£ 6.2 திடப்பொருள்களின் கனவளவு இருமாறித் தொகை. 
களாகக் காணுதல் 

2-]7(,) என்கிற மேற்பரப்பின் ஒரு பாகம் $ என்க”: 
அ தளத்தின் 41 இதன் குத்துவீச்சு என்க. 

S,S', சுற்றியுள்ள உருளைப் பரப்பு இவைகளுக் 
கூள்ளடங்கிய திடப்பொருளின் கனவளவின் கோவையை. 
காண்போம். 

2 
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உ அச்சுகளிற்கு இணைகோடுகளை வரைந்து பரப்பு 
$1ஐ. சிறிய செவ்வக பரப்புகள் மீ£ஷ் ஆகப் பிரிப்போம். 
இவை  ஓவ்வொன்றையும் அடிப்படையாகக் கொண்டு 
3 அச்சிற்கு இணையாக கோடுகளை நீளமாக வைத்து 
பட்டகம் வரைவோம். $, 4” நடுவேயுள்ள பட்டகத்தின் 
கனவளவு ஈசி சிற. 

ஆகையால் மொத்த கனவளவு- எல்லை 5992௭3. நர, 

Ax>o 

Ay>o 

. Ve |] 2288), (5” பரப்பில் தொகை காண 
வ வீடி 

வேண்டும்.) 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

1. ௬ற்றல் பரவளைவுரு %7-]7 2ல் தளம் 2ஃ4ஆல் 
உள்ளடங்கிய கன அளவைக் காண்க, 

  

தளம் 2-4விற்கும் பரவளைவுரு 37-4-ற?£--42விற்கும் 

் a 2 

நடுவேயுள்ள நீளம் - 302 (4- 13 ) 

  

4 

xy தளத்தின் மேல் 22078ன் குத்துவீச்சு வட்டம் 9 47 16 
-ஆகும்.
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2 a 

yaa f |(₹- = ) dydx 

(vivid x*+y3 =l6eh மிகைகாற்பகுதீயில் தொகை காண 

வேண்டும்.) 

  

2 3 

0 = Jaap 

அமி. 24 பட 5 

0 

2 4 3/2 அ] (6-௮) te 

2 1/2 (48100 என் 
3 x 256 | 4008*080 று வைத் துக்கொண்டாக்) 

[2 3 ] ௩ 

ர 3 3 22 

2. உருளை 3₹-4]ந*-4, தளங்கள் நு42-௩4, 20 இவை, 

களுக்குள்ளடங்கிய கன அளவைக் காண க. 

வேண்டிய கன அளவு 2 J J (4- y)dxdy 

x?=4-y?; 

ஆகவே 3-4 /4-]” 

ஜன் எல்லைகள் -:4/4-]?லிருந்து 4-4/4-]ந வரை 

யிலும் றன் எல்லைகள் - 2லிருந்து --2 வரையிலுமிருக்கும்.
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2 

ன அளவு 1 (4-y)2V4-y? dy 

8 2 —_. 2 

i V4~y?dy (J, V +y? dy =03 

ஏனென்றால் தொகைச் சார்பு 94/1]? ஒற்றை சார்பா 
யிருக்கிறது.) 

-[“ சு கன அளவு - 1 v4a-y? dy 

௩/4 
= 16] 008020 

0 

(7-25100 என்று வைத்துக்கொண்டால்) 
ள் 16x. 

€6.3 கனஅளவை மும்மாறித் தொகையாகக் காணுதல் 

2(%,2, 2) என்கிற புள்ளி என்க, அச்சுசுளிற்கு இணை 
யாக AX, AY, AZ என்று நீளமுள்ள இணை கரத்தின் திண்மம் 
2085 70717 என்க. 

  

  

இச்சிறிய திண்மத்தின் கனவளவை Ay அதாவது 
க &9, &2 என்று எடுத்துக்கொள்ள் வோம். ஆகையால்
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மொத்த கனவளவு -எல்லை 315135 ௫3, க. கூ௪ 
Ax>0 

Ay>0 

2௮0 

அதாவது [J fe dy yz (VgImMs காண எல்லைகள் 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள அரங்கத்தினிலிருந்து தீர்மானிக்க 
வேண்டும்.) 

மாதிரிக் கணக்கு 

புள்ளி (2:,], 2)ல் அடர்த்தி ௩ னன் 
V xyz 

2௬0, 29-12 என்கிற முகங்களைக் கொண்ட தான்முகியின் 

திணிவு = ka3/2 என்று நிரூபி. 

வேண்டிய திணிவு |] Je fe k 
oO ௦ ௦ V xyz dxdydz 

ak ் 45 [த ay ax-y dz 

0 /x ள் ௦ Vy J; 4/2. 

a dx a-x dy 

Sivas. wars 
[y =(a~ x)sin’9 «ren gy வைத்துக்கொள்ளுவோம்.] 

Ca dx ௯/2 
=2k — ட J o Vx (ax J" 2cos? dg 

2 x=Q, y=0 

  

ு 4 4 3 
=4k 4° 7 Bl > aka” 

பயிற்சி 26117 

1, x=0,y=0,2-0,— + 24+ = =1 என்கிற மூகங் 

களைக் கொண்ட நான்முகியின் கண பரிமாணத்தைக் காண்க 

(விடை =)
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மேற்சொன்ன கனபரிமாணத்தின் புவிஈர்ப்பு மையத்தின் 

a6 ¢ 
கூறுகள் யாவன? (வடை 4: 114 

2. என்கிற ஆரத்தைக் கொண்ட ஒரு கோளத்தின் 
மையம் மூலமாய் ஒரு வட்டமுள்ள துவாரம் (ஆரம் ம) செய்யப் 
படின் கோளத்தின் மீதி பாகத்தின் கன அளவு யாது? 

{ விடை = 127 -(# oF} 

3. 2-0 தளத்திற்கும் 54 -142-ர என்கிற தளத்திற்கும் 
நடுவேயுள்ள உருளை 244]? -ரன் கன அளவைக் காண்க. 

f= (5-4) 
4, பரவளைவுருவு 2-37--)ல் தளம் 22% வெட்டப் 

பட்டுள்ள கன அளவைக் காண்க. 

5. 2-0 தளத்திற்கு மேலும், உருளை நூ]? 4, கூம்பு 

9333” -3₹ இவைகளினுள்ளடங்கிய கனவளவைக் காண்க. 

£ 7 வளை பரப்புகளின் பரப்புகள் 

படத்தில் 48 என்கிற மேற்பரப்பின் சமன்பாடு z=f(x, y) 

என்க. 

  

  

3    
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இப்பரப்பின் மேலிருக்கும் 41 என்கிற ஒரு பகுதியின் 
பரப்பைக் காணவேண்டியதென்று கொள்வோம். 23 தளத்தின் 

மேல் Soar செங்குத்து வீச்சு 51 என்க. 

%, அச்சுக்களுக்கு இணையாக கோடுகள் வரைந்து 
பரப்பு 4ஐ சிறிய செவ்வகங்கள் Ax, Ay பரப்புள்ளனவாகப் 
பிரிப்போம். 70.87' என்னும் சிறு பகுதியின் ர தளத்தின்மேல் 
செங்குத்து விச்சு ௨ &ர என ஆகும். 

Ax Ay = (PQORTeH பரப்பு). ௦084 [தளம் க்கும் 
மீயினிலுள்ள தொடுதளத்திற்கு மிடையேயுள்ள கோணம் 
ஷ என்க; அதாவது 2 அச்சிற்கும் சயிலிருக்கும் தொடுதளத் 

திற்கு செங்குத்தான கோடிற்கும் உள்ள கோணம் ஷ,] 

F(xyz) =0 etait கிற சமன்பாடைக் கொண்ட மேற்பரப்பிற்கு 

செங்குத்தாய் வரையப்பட்ட நேர்கோட்டின் திசை (0(750110௩ 
. F oF OF. 

Cosines) =, ay’ az - அவைகளுக்கு விகித சமனாகும். 

ஏனெனில் 27(%,3, 2) -/(2, 9, 2) - 250. 

ஆகவே 008%- மார்ப 

. 20 நான் பரப்பு - (2) + (3) tihPaxay 

92 Ax.A 
ஆகவே 51 -எல்லை 2 51( 55 z) +(%/ +i}# x. Ay 

“SEY =P eo 
இத்தொகையின் எல்லைகள் $1 பகுதியின் 0 தளத்தின் 

மேலுள்ள வீச்சைப் பொறுத்துள்ளன. 

$2 தளத்தின் மேல் 51ன் வீச்சு 4 என்று வைத்துக்கொண் 

டால், மேற்கூறிய தொகை - 

பகுப்.--15
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SJ LHR PCP a 
ஙு cate 

(இங்கு 92 தளத்தின் மேல் $1ன் வீச்சு $ என்று கொள்ளவும்,) 
என்று எளிதில் நிரூபிக்கலாம், 

மாதிரிக் கணக்கு 

1. £7ஆரமூள்ள கோளத்தின் வளை பரப்பின் பரப்பைக் 
காண்க. 

2 

  

4 

கோளத்தின் மையம் ஆதி புள்ளியானால், அதன் 
சமன்பாடு 2743742777 எனவாகும், மூதல் அரை காற் 
கோளத்தின் வளை பரப்பை நாம் எடுத்துக்கொள்ளுவோம். 
மூழு கோளத்தின் வளை பரப்பில் இது ; ஆயிருக்கும், 2௫ தளத் 
தின் பேரிலுள்ள இப்பரப்பின் குத்துவீச்சு. இத்தளத்திலுள்ள 
வட்டம் 1-3” -7£ல் ஒரு காற்பகுதியாகும். 

ஆகையால் நமக்கு வேண்டிய பரப்பு 

016 + EP AP as
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(இத்தொகையை வட்டம் 57437 ரன் மிகை காற்பகுதி 

காணவோண்டும்.) 

கோளத்தின் வளைபரப்பின் பரப்பு 

x° y? $ பக 
க ர 2_y2 2 

~8 | jee dydx 

அட 

௪1) ax ஸ்ம 3 ரர x3 
a பதவிப் 

r 

= 8r Ji dx ௯/2 =4xr? 

2. கோளம் %”-3£423-9ர£ல் உருளை x?+y? =3axe 

வெட்டப்பட்டுள்ள மேற்பரப்பின் பரப்பைக் காண்க, 

ு3ுூ தளத்தின் மேல் வேண்டப்பட்டுள்ள பரப்பு 85ன் வீச்சு 

வட்டம் 13? -34% ஆகும்.
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கோளத்தில் 2- 987-935 

92. மு. —_——— 

ax” Voa=xt-y? 

2 -y 

ay” 92-23 x2ay? 

உ (த (291 ஆ 
2 என்கிற பகுதி வட்டம் 37-47-3000, 2-0 உள்ள 

டங்கிய பரப்பு) 

உ 
8-1 “பினு. 5 dxdy 

R 

3a 

“Sf, V9a*=-x?=y? dxdy 

rdrd0 

ரு f a Voat=r8 
(கோணத் தூரக் கூறுகளுக்கு மாற்றவும்.) 

கோணத் தூரக் கூறுகளில், வட்டத்தின் சமன்பாடு: 
32 0050 பகுதி £8ஐ வியாபிக்கவேண்டுமெனின், ஈன்



பன்மாறி தொகைகள் 229 

    

எல்லைகள் 0, 340080, ன் எல்லைகள் - ் ; = 

௩/2 320090 
S=3a | do f rdr 

m/e 6 40-75 

௩/2 
ரர do [ -ar- 3) [ஞ் 

70/2 
~3af 

> (3a - 345100)80 

=9na? 

wuIHsAl XVIII 

1, கோளம் x*+y?+z2? =16a%eb a Goner x? +y? = daxe 
'வெட்டுப்பட்டுள்ள பரப்பு 164₹(ஈ- 2) என்று நிரூபி, 

2. உருளை 7-3 -3யினுள்ளும் 9 தளத்திற்கு 
மேலுமுள்ள கூம்பு %£-ஸர?-- 42ன் பரப்பைக் காண்க. 

(விடை aus na?) 

3. gnthtyy z*=3(x?+y")eneir octet CGanrend 
xi +y?+(z-4)? = l6afer பகுதியின் பரப்பை மதிப்பீடு, 

(விடை 16௩) 

4, உருளைப் பரப்பின் முதற் அரைக்கால் பரப்பைக் 

காண்க. (விடை 2௩7(2- 43) 

5. உருளை 5-3? தளம் xt+y+Z—a ஸனாலுள்ள 

வெட்டின் பரப்பு யாது?



8. மாறிகளின் மாற்றம் 

68.1 2,3,சலிருந்து ௨,1, ஈற்கு 2-7, v, w), y= (u,v W), 
சனஸ்(4, *), 1) என்கிற சமன்பாடுகளின் மூலம் செய்தால் சில 
பன்மாறித் தொகைகளை சுலபமாக மதிப்பீடு செய்ய இயலும், 

8 8.2 ஜக்கோபியன் (78௦௦18: அல்லது சார்பு அணிக் 
கோவை) 

நுண் கணிதத்தில் பயின்ற பகூதி வகைக்கெழுச் சார்பூ 

மூறைகளை மனத்தில்கொள்ளவேண்டும். 

E 8.2.1. uef(x,y) எழ, 3) இரண்டு சார்புகளும் 
+s . - Ou Qu ov 0 க 

» Yo G) சி யி உரல்ல உடம் அவ் “ட x,y தாடர்ச் பன்னாத oe ay (ax By x, yed 

தொடர்ச்சியுள்ளனவாயிருப்பின் எனக்கொண்டால், 

i( u,v ) அல்னது a(u, v) 

  

  

x,y 9(2, 3) 

கைடா 
_| ox oy 

4 9 
ox ay 

என்னும் அணிக்கோவை ஒரு ஜக்கோபியன் எனப்படும். 

இவ்வாறே ந், ஜீ, ... bn என்பன ஒவ்வொன்றும் 
3 ... டிஎன்ற மாறிகளின் சார்பு எனக்கொண்டால், 

நடந் bs) 1 abr dhe abe 
O(X1, Xa, ons Xn OX, OX, OXy 

96, 08, 985 

“9x! 03 OXn 

(அட ம abe 
OX, OX 03%    

என்று அணிக்கோவை ஒரு ஐக்கோபியன் எனப்படும்.
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58.2.2 ஜக்கோபியன்களின் பெருக்கல் விதி (௩ய16£ 
Multiplication of Jacobians) 

O(U 3 4g. 2 Un) = = (ய). உ) 900 று 

O(X 1) Xqs wee Xn O(Y1» Yo «+. Yn O(%15Xqs Xn) 

[Bring uy = SAY 1s Var ove Yn) te Bs(X ys Xqs றட 
நமஃ], 2... என்று கொள்க.] 

நிரூபணம் 

Our _ Our OY 04 0 
OXs OY; As OY2 O%s 

Bue ர 
+3y, “ax, (0 

7௬1,232... ஈ 

9௯1, 2... 7 

நிரூபிக்கவேண்டியதின் வலப்பக்கம் 

ணை சை 

  

OHs, Oty Oey 
037 995 ட ல 03௩ OX; 0X9 OXn 

பட்டை] Ou, | {OYo, Os 3 
OY: ௨. 09 91 836 aXn 

Bun On 86 (00 ரே ஜு 
OY: 999.” On டட” OOXn | 

அணிக்கோவைகளின் பெருக்கல் விதியின்படி, இந்த இரு 
அணிக்கோவைகளின் பெருக்கல் பலனாகிய அணிக்கோவை 
யில் -வரிசைக்கும் 2- நிரலுக்கும் பொதுவான உறுப்பு (1)-ன் 

வலப்பக்கமாகும். எனவே இந்த அணிக்கோவைகளின் 
பெருக்கற்பலன் நிரூபிக்கவேண்டிய இடப்பக்கம். 

கிளைத் தேற்றம் 

1. குறிப்பாக இரண்டு மாறிலிகளை மாத்திரம் ஆராய்ந் 

தால், 

62) 9) _௦0 ¥) 
9(%,9) 0&9) ௦61
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பகுப்பாய்வு 

2. (1)ல் 6-9, ரை என்று பிரதி செய்தால் 

௮) BOY) _ 5) 
9(%,9) 6) “5 

ஆனால் 

ou Ou —_ 0 
800) _ | ou “av | | ' 1 
o(u, 9) Qu av ™ 

— — 0 1 
ov. oP | 

எனவே a(u,v) a(x, y) 
997 ஒறு 1 

ச என்றும் ஐக்கோபியனின் நேர்மாறான ஐக்கோபியன் 
Jt எனின், 741 -1 என்று நிரூபிக்கப்பட்டுள்ளது. 

&£ 8.3 தேற்றம் 

6(%,3) 
dx dy= 9 (ர dudy 

%, 2 என்பன ஒவ்வொன்றம் u,v ster மாறிகளின் சார்பு 
எனக் கொண்டால், ௨, ॥ என்பன ஒவ்வொன்றும், %, 3 என்ற 
மாறிகளின் சார்பு எனக்கொள்ளலாம். 

(குறிப்பு: இப்புத்தகத்தின் நோக்கில், இத்தேற்றத்தின் 
நிரூபணம் தேவையில்லை என்று விடப் 
பட்டது.] 

குறிப்பு 
1. x, y-99 7.0 என்றுள்ள (கோணத்தூரக் கூறுகளுக்கு 

மாறுதல்களைச் செய்தால், 7 0050, 4-7 819, 

Ox, Ox 
a(x, y) or 090 cos —rsind 

59) = =P a(r, 6) oy. ay, sine raves 

or 30 | 

dxdy = r drdo. 

QsieurCp, x, y, z~s9 ச, 6, $ என்றுள்ள £, 6, ந் என்கிற 
கோளக்கூறுகளுக்கு மாற்ற சூத்திரங்கள்,
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x =r sin 0 cos ¢, 

y=rsing sind, 

270080 அமைந்திருக்கின்றன. 

    

  

ox x 
a(x, ¥,Z) 157 ra ம் 
9(, 2, 0 

OY 09 oy 
“or ag a0 

31 Oz ae 
07 of 06. 

sing ௦009ம் -—r sing sing 7 0080 0௦5 
= | sino sing r sing cos rcosd sing 

0050 0 -r sing 

௮ 77 sind. 

9(, 5, 2) =P? ef dx dy dz = Sr bre) =-r? sing drddde 

₹ 8.4 இருமாறித் தொகை | [705 y)dxdyeb 

x=flu, v) y=O(u, v) என்று பிரதி செய்யின், 

தொகை ff Fit. v), (2, 7] 7 (x, oa dudv 

என்று கிடைக்கும். 8, ர-ன் எல்லைகளை R பகுதியிலிருந்து 

நிர்ணயிக்கலாம். 

இவ்வாறே, |] er y,z) dx dy dz-& 

x= f(u. v, W) 
. y= (u,v, w) 

z= (u,v Ww) 

என்று பிரதியீடு செய்யின், 

கொடுக்கப்பட்ட தொகை
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=f fF 9, 9) se ட் dudvdw என மாறும். 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

வ dxdy (4. என்கிற முக்கோணம் 

3௯0,3-0, 3443-1 என்கிற பக்கங்களைக் கொண்டதெனில் 
xty=u, yew என்று பிரதி செய்து, தொகையை மதிப்பிடுக. 

3-3 ௪1 yuu. 

x=u(L-vjs y =uy. 

ae 8x 
ax, y) _ | 0% 98 me 

= = mat 

d(u, v) BY by y ர 
“Qu “Ov 

மூக்கோணத்தின் பக்கங்கள் 540, ற௬0, 711 கொண்ட 
பரப்பு, பக்கங்கள் u=0,u=0,v=0, v=l என்றுள்ள சதுரத்தின் 
பரப்பாக மாறுகிறது. 

Jf flv -x-ytae ay 

“Se [u?v(1 ~¥) (1-u)Pududr 

“ffi எம்டி கள் 

[1] எழும்ப, வடடல 

= B(3, 2) BG, 8) 

_ Ferg Tare 
1049) ~ PG)
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ற டு) 
33 21(5) 

2. 
105 

2. பரவளைவுகள் ந y?=bx, x?=cy, x கீ] 

உள்ளடங்கிய வளைகோட்டிற்குரிய பரப்பை மதிப்பிடு. 

92 3?) ரம என்று பிரதியிட்டால், 0”, நுகர: 

என்று கிடைக்கும். 

டன் எல்லைகள் லிருந்து ச் வரை 

ர-ன் எல்லைகள் மீலிருந்து 43 வரை என்று தெளிவாகிறது. 

    

Ja O(% Y) _ | Xu Xe 97 மோ ட ஆர? 

9, Vv) Yu Yo Quy u? 

  

மதிப்பீடு செய்யவேண்டிய பரப்பு 

. v= 43 u=b1/3 
-f | dxdy = f ° J யன் 

” “ u=al/3 vech 

vedi/3 (u=61/3 
= J (- 3u?v?)dudy 

u=al/3~ u=al/3 

61/3 41/3 G25 al/3 21/3 

1 
ஷு (6-8) (8-6) - 

3. பகுதி ற-ன் எல்லைகள் 30, 990, 334377 -8” எனின், 

ff ey axdy-in('~*"*") 

D 

என்று காண்பி.
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கோணதூரக் கூறுகளுக்கு மாற்றினால், dxdy=rdrdo; rer 
எல்லைகள் விலிருந்து £& வரை, 6ன் எல்லைகள் விலிருந்து 
௯/2 வரை என ஆகும். 

பம? a 1] x றக ர 

J JD 0 e rdrd6 
0 

ஈ/2 | க்கட 
= d ல் 8 

ye RDP de ~F(r--*) 
9 

4, கோளம் ற? 3527 அரன் அரைக்கால் வட்டத்தின் 

பேரில் தொகை | J ர xyzdxdydz-9& anains. 

x, yr Zoos , 6, ம என்றும் கோளக்கூறுகளுக்கு 
மாற்றுவோம். 

3-7 8100 0086 

y=rsing sing 

5 570080 

dxdydz = eee drdodg = - r°sing drdedd 

கோளத்தின் அரைக்கால் பாகத்தைப் பரவி தொகை 

காணின், 

ரன் எல்லைகள், 0விலிருந்து உ வரை, 

ந்-ன் எல்லைகள் 0விலிருந்து ௩/2 வரை, 

9-ன் எல்லைகள் 4 விலிருந்து 0 வரை, என ஆகும். 

2. காணவேண்டிய தொகை 

fo n/2 [் r®sin?9cos@ sing be: ர 

் in¢cos¢( ~ 
r=0 J $=0/ gan? $( ~r*sing)drdadgp
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rma ௩/2. ௩/2 
-] ரம் sing cos சீழ் 8118000508 

r=0 0 0 

r* \a / sin?d \w/2 910 3௯/2 

(= ~2 _ sw ய ௦ 0 0. 48 

பயிற்சி %1% 

பின்வரும் தொகைகளை குறிப்பிட்ட தொகுதியில் 

மதிப்பிடுக. 

1. J |. (%3-17)ல்ஹ், ன் எல்லை வளை வரைகள் 

த 28 

x?-yt=a,x?-y?=b, Axyac, 2xy=d (O<a<b, O<c<d; 

0, 390, 220 எனின்) 

1 [* புன 
2. J Jo fi V x? + y2dxdyao x=u, y=uv என்று பிரதி. 

செய்து மதிப்பிடு. 

3. fff" yo? zt (1-x-y~-2)*dxdydz 

ரன் எல்லை தளங்களின் சமன்பாடுகள் x=0, y=0,z=0, 

xtytz=1. stenGou 

dxdydz . . 

4, ff Jere Yves கோளம் 

V 

x? py24+2? =c? oT பருமம் எனின் 

5, ff (xtydxdy, R என்கிற இணைகரத்தின் 
R 

usamacr x+y=0, x+y =2, 3x-2y=0, 3x-2y =3 எனின் 

[விடைகள்: 1. (5-7) (2-௦) 2. 414/2-10(4/2-41)] 

ரு? 

3, ௭3/4 4. 1022



9. தகாத் தொகைகள் 

பீட்டா, காமா சார்புகள் 

(Improper integrals; Beta and Gamma functions) 

£ 1.1 தகாத் தொகை இனங்கள் 

b 

லல என்கிற தொகையை வரையறுக்கும்பொழுது, 

தொகை காணும் Genres fa, hb}, f(x) என்கிற தொகை 

சார்பை வரம்புக்குள்ளடங்கியதொன்று கொண்டோம். இப் 
பொழுது இரண்டு வகைகளை ஆராய்வோம். இவ்வகைகள் 
பின்வருமாறு: 

(i) இடைவெளி அளவில்லாதபடி ஏறுகின்றது, ஆனால் 

தொகைச் சார்ந்த வரம்புகுட்பட்ட த. 

(ii) தொகை காணும் இடைவெளியில், தொகை சார்புக்கு 
அளவான கந்தழித் தொடர்ச்சியின்மைப் புள்ளிகளிருக் 
கின்றன ப் 

க 1.2 முதல் வகை: தொகை கந்தழி எல்லை கொண்டது. 

“ரி 

ச என்கிற குறிப்பிட்ட எண் எனில், « என்ற எண் (<>a) 
எனில், இடைவெளி (௪, ஒல் /(%) வரம்புக்களடங்கிய தொகை 

காணக்கூடிய சார்பு என்க. fe fix)dxgg sreeeneo 

a 20 -> a 

30 ் 
f: ரீ) (இந்த எல்லைக் காணமுடிந்தால்) என்று 

வரையறுப்போம். இந்த முடிவுள்ள எண்ணாக எல்லை 
3 

; red ழ் இருக்குமான J; 700)2:ஐ ஒரு அளவில்லாத தொகை 
என்றும் அது குவிகிறதென்றும் சொல்வோம்.
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க த் மெ 

இதற்கு மாறாக, எல்லை |. S(x)dx+ © &g விரிகிறது 

~> nD J a 

அல்லது வரையறுக்கப்படவில்லையென்று சொல்வோம். இதே 

மாதிரி - 2௦க்கு விரிவதற்கு வரையறுக்க முடியும். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

» de, எல்லை 3 2 எல்லை - +) 
2230 x? %ஆ 3 78 

௪ எல்லை ர வில 1 கூர... = 
a ன் + ) 1. .இங்கு தொகை குவிகிறது, 

2, எ ச “22 எல்லை Xe Xe 
0 xX > 20 ௩ 0 ௮:30 

(5 
-X து 

= எல்லை( -e +1 e 1. இங்கும் தொகை ஒருங்குகிறது 
X> 2 

2 

f; எட மல்லை உல 

1 “EX n . 
எல்லை at 2 4 = ர அங்கு தொகை குவி 

  

1 1 156 

எ எல்லை ர ய்து a I 

6௮2௦ 

ட் 2௦ ~\X 4, |. ஸ்ட ட எல்லை], 45 _ எல்லை(2*3], 
் Vx X>2 vx 

= 2 ctebonm (/ X - -1) 

X20 

௮௦ இங்கு லக்கு விரிவாகிறது அல்லது இருக்கவில்லை. 

3 : XxX 
3: J logx dx = ersvene logx ஸீ எல்லை 

1 ஐ J 1 X>x 

(கட் xlogx -x 
1 

((பகுதிப்படுத்தி தொகை கண்டபின்)
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எல்லை [(2610226- 1)-12-௦] தொகை க்கு விரிவா 

2௮-20 

கிறது. 

2 1 ; es 1 . 
log -——— dx எல்லை log — dx =-stebena 

6. f; ௦ ஐ Jt x 22230 

x 
|. logx dx 

=ervene (xlogx-x)=—-stetenm (XlogX-X+1)>- 0 

௮3௦ ௮3௦ 

தொகை - ௨க்கு விரிகிறது. 

7. 00 எனில், fe sinxdx = sradenad sinxdx 
ள் ௦ 2 3 

2 2 அ. 

எல்லை | - cosx) ௫ எல்லை(003%--௦052) 
X>a a 233௦ 

cosx ஓர் வரம்புள்ள சார்பு; *நக்குள்ளடங்கியது. 

ஆகையால் தொகைக்கு அளவுள்ள ஊசலாட்டமிருக்கிறது. 

ச் 
£13 -ஒக்கு தொகை |. f(x)dx 

30 

் என்பது குறிப்பிட்ட எண் எனில், 26ம் எனில், இடை 

வெளி [, ம]ல் ரீ%) வரம்புக்கள்ளடங்கிய தொகை காணக் 
b 

கூடிய சார்பாயிரூந்தால், | 
௩ 

f(x)dx = tb emev 
X>2 

b 
டுள் (இந்த எல்லை காண முடிந்தால்) என்று வரை 

யறுப்போம். 

b 

J x 7(0)ஐ ஒரு அளவில்லாத தெரகை என்றும், 

அது குவிகிறதென்றும் சொல்லுவோம். இதற்கு மாறாக, 

tx ரீ), 4லக்கோ, -லக்கோ விரியலாம்; அல்லது 

அளவுள்ள அல்லது அளவில்லாத ஊசலாட்டமிருக்கலாம்.
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எடுத்துக்காட்டுகள் 

1 ௦ 0 ௩0 
. e*dx = staened 20௪ எல்லை [ €” 1 

= X>- 0 xX X>- 20 ் 

“ எல்லை (1-௪₹)21; 9 விகிறது. ட்ட ) தாகை குவிகிறது 

2. |. 0 dx 0 dx 

~o (1-3 “X35 J x (3x) 

1 0 
ண எல்லை. (1 - 3x) 
2232-௦ x 

எல்லை (3 - A =x) 

X>- 0 3 3 1-3X 

1 => 0-1 தொகை ஒருங்குகிறது. 

0 *0 

3. J 008/2 0-௪ எல்லை cosbxdx 
௦5 23௮25 = 

0 
= éTEVENG (sine) 

xX >- o Xx 

௬0- எல்லை sinkX 

3-௦ 

4 X -X 
= = 57 6DEN 6D = 

X>- ௨௨௩. ௨ தொகை விரிவாகிறது. 
2 

0 0 
4, J x Sinx dx = எல்லை ] x sinxdx 

2 X>-w 

எல்லை (வட்ஸ்), [பகுதிப்படுத்தி தொகை 
X->- 2 Xx கண்டபின் 7 

“ எல்லை (2005 - 81126) 
X>- 0 

cosX, sinX இவ்விரண்டும் --1க்கிடையே ஊசலாகும். 

ஆகையால் கொடுக்கப்பட்ட தொகை அளவில்லாத 
ஊசலாட்டமுள்ளதாயிருக்கிறது. 4 

பகுப்.--16
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E14 - லயிலிருந்து ௨ வரை தொகைகள்: 

fe ய் 7(20)8% 

ஜூ oc 

f ௨ லகம்] ட ரீ0)6-ம் இரண்டும் குவிந்தால் 

௫ 

J f(x)dx குவிகிறதன்று வரையறுப்போம்; அப் 
டு 

பொழுது இது முன்சொன்ன இரண்டு தொகைகளின் கூட்டுத் 

தொகை எனப்படும். 

குறிப்பு 
தொகையின் மதிப்பு பயன்படுத்திய ஐ சாரவில்லை 

என்பதை கவனிக்கவேண்டும். 

மாதிரிக்கணக்கு 

+a 

ஜு. 

dx 
Te குவிகிறது என்று காண்க. 

ட் [ரீட் பரிவை we © (3) -(“)]-3 
£ 1.5 இரண்டாவது வகை; தொகை காணும் இடைவெளி 
யில் சில புள்ளிகளில் தொகைச் சார்பு கந்தழி மதிப்பைப் 

பெறுவது. 

(a) [8, 8]-என்கிற சார்பில் 7(2)ன் அளவற்றத் தொடர்ச்சி 

யின்மை உள்ள ஒரே புள்ளி கீழ் எல்லை 'ம' ஆயிருக்கட்டும். 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள 60 எனில், [ச-6, 6] இடை 
வெளியில் /(%) வரம்புள்ள தொகை காணக்கூடிய சார்பா 

ஃபிருக்கட்டும். ்
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5 6 எல்லை |. ன் 72) இருக்குமெனில், இதை |, 46212 

என்று குறிப்போம். இந்த எல்லை அமைந்திராவிட்டால், 
தொகை குவியவில்லையென்று கூறுவோம். 

(6) இவ்வாறே, மேல் எல்லை ‘hb’ 7()-ன் அளவற்ற 
தொடர்ச்சியின்மை உள்ள ஒரே புள்ளியாய் இருந்தால், மேலும் 
சீ, [a, b- €]-w வரம்புள்ள் தொகை காணக்கூடிய 
சார்பாயிருந்தால், 

: b- 

உலை J ் 70)48 இருக்குமெனில், இதை 
a 

*b 

| S(x)dx ster gyn Gun. 
aia 

(6) ஈ,ம் இரண்டும் அளவற்றத் தொடர்ச்சியின்மை உள்ள 
புள்ளிகளாயிருக்கட்டும். 

் . Ja று ரல] f(x)dx (a<c<b) 

என்று வரையறுக்கப்படுகிறது. 

(0) 2 என்கிற உட்புள்ளியில் (7:25), 72090) அளவற்றத் 
இதொடர்ச்சியின்மை அமைந்துள்ளது என்றிருக்கட்டும், 

b கன 

ர் TORRE eas : Sold 

b 
- எல்லை 72) 4 

620.7 246 
என்று வரையறுக்கப்படுகிறது. 

6, €' பூச்சியத்தை சார்பில்லாமல் நெருங்கும்பொழுது 
மேலே குறிப்பிட்ட எல்லைகள் சில சமயங்களில் அமைவ 

தில்லை. ஆனால் 6-6” எனில், கோஷி.பினால் வரையறுக்கப் 
பட்ட முதல் தொகை என வழங்கப்படும்.
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௩ ‘b = தொகை 2] ரஸ் - எல்லை | ் ப 
௩ a €>0 a 

reo ரபர் என்று குறிக்கிறோம்; (எல்லைகள் 
6-4 6 

அமைந்திருந்தால்) 

(6) கந்தழியின் தொடர்ச்சியின்மை புள்ளிகள் %,, 29... 

[௪, 8]-ல் இருக்கட்டும். 

ASX ட் wn டிம் எனில், 

நலக] ரக [7 நலக]. 709255, 
வலது பக்கத்திலிருக்கும் தொகைகள் முன் கூறியபடி வரை 
யறுக்கப்பட்டுள்ளன. 

குறிப்பு 
[a, b]-, f(x) வரம்புளள தொகை காணக்கூடிய 

சார்பெனின், 

ர் S(x)dxgg 8G Ggsrems (proper imtegral) என்று 

கூறுவோம். ரீ(%)-ற்கு கந்தழித் தொடர்ச்சியின்மை புள்ளிகள் 

அமையுமாயின், | 72 ஐ தகாத தொகை (10061 

integral) sreir gy சிலரால் வழங்கப்படும். 

மாதிரிக்கணக்குகள் 

I 
1. J dx . : 

0 ௨ -ஐ ஆராய்வோம். 
Vx 

0-ல் தொகை சார்பு தொடர்ச்சியில்லை வரையறைப்படி, 

1 re] 
d +. i . இம 

J. > ௪ எல்லை dx (இந்த எல்லை இருப்பின்) 
E204 € VX 

: —\i 
= 6T 6060) 6D (25)
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2 எல்லை (1-/€6)-2 

620 

1 

ஆகவே |. 11 குவிகிறது. 
* Vx 

1 
2. f ax . 

J0 ஏடா ஐ ஆராய்க, 

தொகை சார்பு அகத்து x= 1b தொடர்ச்சியின்மை 
  

  

Vi-x? 

புள்ளது. 

வரையறைப்படி, 

dx ௩ dx 
த ு எல்லை 

/ 0 1-1 620 0 Vitex 

(இந்த எல்லை இருப்பின்) 

எல்லை (ஸ் yrs 
€>0 0 

a fo oe 7 
* எல்லை 811 1(1- €)msin (1௮ 

620 2 

ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள தொகை குவிகிறது. 

41 
3. 1 as -ஐ ஆராய்க, 

உ —_ x4 

  

3௯0 தொகை சார்புக்கு தொடர்ச்சியில்லாத புள்ளி 
வரையறைப்படி, 

+1 - 
f a ப எல்லை 5 aX ப எல்லை 

-1 8 0 4-1 XT 0 
  

  

1 ௬ *. 

f et dx (இந்த எல்லைகள் இருப்பின்) _ 
“ Xs
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- எல்லை ( 3,1 ys 4 எல்லை 3,4 ). 
620 ம 620 e* 

3௪ எல்லை (ட € 1/3 ) செல்லை ட 6ப்/3 ) 

60 6120 
௬343௮. 

+1 
4s Py பட. 42 மதிப்பீடு, 

+1 -€ 
P ரி ax = 6TMENG J -1 ax 

A €>0 x 

+ 67 den ev 1 dx . . 

620 ர (இந்த எல்லைகள் இருப்பின் 

எல்லை | toa - »| ~€ 1-எல்லை (oe 
60 I €>0 € 

- எல்லை 106 - எல்லை 1026 - எல்லை [02 + 
€>0 €<0 626 

எல்லை 1௦2 1-0 

பயிற்சி %% 

பின்வரும் தொகைகளின் குவிதலை ஆராய்க:-- 

(1) | ஜ் 
a 1 xs
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0 
(5) dx 

ர 2 (1 லை x)? 

(6) ர ax 
12 நிற? 

உட்ப 

3 dx 

0) J; (1+) /x 

6 பீட்டா, காமா சார்புகள் 

£ 2.1 வரையறைகள் 

; ந் 

(1) I, 9 1(1- ஐ) 12 (ட, 50 எனின்) 

என்கிற தொகையை மீட்டா சார்பென்று கூறுவது 

வழக்கம். இதை (1, 1) என்று எழுதுவோம். 

(ii) f? x" le=dy (n>0) என்கிற தொகையை காமா 

சார்பென்று அழைப்போம். அதை 11) எழுதுவது 
வழக்கம், 

£ 2.2 காமா சார்பின் குவிதல் 
7120 எனில், 

rine f° wiesde ostaps. 
1 ஐ 

T(n) = J, x Le ஈதி f ' 3212 8] 
\ 

1 t 
f ட எல்லை f 70711௪ 27% (இந்த எல்லை 
70 eso 26 இருப்பின்)
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% சிறியதாயிருக்கும்பொழுது, தொகை சார்பு 37” 1ஐப் 

(போல் தன்மை வாய்ந்துள்ளது; 750, இந்த எல்லை அமையும். 
. ‘ xr 

இரண்டாவது தொகையில், ௪5 lr (” ஒரு மிகை மூழு எண் 
— 

  

எனில்) 
xrtt 

< Tr 

  

(r>nt1 crefie) 

கடர 1 
x” 

ர் 4” என்கிற கூவியும் தொகையைப் போல்: 

ஒரு மாறிலி மடங்கைவிட fe e *x" ஜீ; அதிகமாயிராது. 

n>0 crafle, T'(n) @0f dow. 

குறிப்பு 

பின்வரும் பக்கங்களில், (7, 1) - எட் என்று 

நிரூவுவோம்; ஆகையால் (௬, பு ஈடி:0, ம0 எனின் குவிகிறது 

5 2.3 காமா சார்பின் மீட்சி சூத்திரம் (8600716106 1010ய/௨ ௦74 
Gamma functions) 

தேற்றம் 

20405 ] 2 97௪ “ஜீ (5 -1 எனின்) 

1:37, ௪ 29... என்று எடுத்துக்கொண்டு, பகுதிப் 
படுத்தித் தொகைக் கண்டால் 

P(ntn)=| - என]? ~n J; ~e *x" Idx, 
0 0 ் 

எல்லை உ 940 (00 எனில்) 

x>0
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x 
எல்லை ௪ *%"- எல்லை - =O 

Dintiyan {© ex" dx 

“8170 (05௨0 எனில்) 

[குறிப்பு: 120 எனில், மேற்கூறிய சூத்திரம் உண்மை] 

கிளைத் தேற்றம் (1) 
₹ ஒரு மிகை முழு எண் எனில், 

௩1): 1 

ிரூபணம் 

மடங்குத் தேற்றத்தின்படி, 

௩10) 

(7-1). 1) 

(7-1) -2)... 1] ய) 

TQ) = J x°e dx 

“fe e "qx 

௦ 

ட 
அச ea 
=1 

ஃ T(atl)= [a 

கிளைத் தேற்றம் (14) 

TD(n+4) =(n+0-1) (n+a-2) ... aT (a) 

(௩ ஒரு மிகை முழு எண் எனில்)
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& 3 பீட்டா சார்பின் தன்மைகள் 

(i) B(m, n)= B(n, m) 

நிரூபணம் 

2) 1) 11 ஜு 

நய 1] எனப் பிரதி செய்தால், 

Bln, n) = f | harry dy) 

1 
= I, நு 1(1 ந) 102் 

த = B(n, m) 
Ls fsax= {* fla-x)dx என்கிற தன்மையிலிருந்து . 

(i) தெளிவாகிறது. ] 

ழு B(m, ne x= 5 என்று பிரதியீடு செய்வோம் 

3௯0 எனில்,ர-0; 7-௦ எனில் ந- 2, 

B(m, n) = 1 71 1(1 ஐ) 123 

. ஸு yt 1 _ dy 

Jo (ty)? (ity)! (1+)? 

ல் 2 ட 
J; ணன் அவவை 8 

ரு 
1 

(ய் B(m, n)= J Lx dene, 

3 ௬81110 என்று பிரதியீடு செய்தால்,
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௩/2 
B(m m= f (8119) (1 30) 1 2910008040 

22 n/2 
81117 1000831- 1070 

இதை 2/7 உடன்று எழுதுவோம். 

Toon = 48 (ER, 2) 

  

2 

8 4 பீட்டா காமா சார்புகளின் உறவு (தொடர்பு) 
தேற்றம் 

T . 
Bim, n)« een என்று நிறுவுவோம். 

Tom~ ] 7 371 le yd 

x= 1 என்று பிரதி செய்தால், 

700) - | (1௪2/4 

2] சரர்று 

1-2] 2 33-12-2922 என எழுதலாம். 

T(n) =2 |. ட நரம் ிது 
J/ 0 

Tom) Tina f° xtm-tererdx f° yan-servrdy 
/ 0 0 

கீ |. fe KIM 1 yIAT 1 Em (x9 + y*)dxdy- 

௬7 0080, 3-7 5110 eres gy 99 FuS@ Oeuwisned, dxdy = rdrdq-
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%, நன் எல்லைகள் 0-விலிருந்து ல வரையாயிருப்பதால்! 

3, முதல் காற்பகுதி ஒரு புள்ளியின் கூறுகள் 

ச-ன் எல்லைகள் விலிருந்து உ வரை, 

0-ன் எல்லைகள் 0விலிருந்து ௩/2 வரையாகும். 

=4 * 5/2 ட் ; டம T(m) T(n) J, 17 (70089) ண்ட 

௯) 

=4 | | [2 evr வடர 1 BCs?” ! gdrd® 

20 J 8 

a 

=f I. ஒத IM 1 1 009 3ட் 10 drd® 

. 

2 ௩/2 ட _ a 4 சாரர் சாமு sin?” ! 9cos?* 19d 

9 ட உ 

இப்பொழுது, | * ச்ட் 12 

0 

=4 f; men le tds (r? 27 என்று பிரதியீடு செய்தால்) 

=300n+-n) 
“m2 ட 

sR sin?” 190087 1020-7 ப an 

=48(m, n) 
T(m) T() =4.48(m, n) 

=T(m+n) B(m, n) 

Tim) Ti”) 
BGA, ")= “Fea 

கிளைத் தேற்றங்கள் 

(i) 7-4 
B(m, n) = Tom) Tn) 

T(m+n) 

mans} crerg பிரதியீடு செய்தால்,
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TG) PG) _ 
“TD - B (4. 4) 

. 2 
ஆனால் $(, 9-2 8112000500 870 

2 வர் ஆப 
T(1)=1 

» [rain 

ஆகவே TD(ih=/z 

(௫) B(m, ny ORO 

91 1-7 என்று பிரதியீடு செய்க, 

D(a) TL -1)= B(n, 1-n) 

“Jo 2. மு] 
nm 
a | 
SIn Ar 

[இந்த விளைவை நாம் உண்மை என்று கொள்வோம்.] 

ஈர் என்று பிரதி செய்தால், 

1:72 

2] 3 811/2 

(1/4) 63 (1மு)ல் கிடைத்துள்ள சூத்திரம் 
re /2 

$h(m, n= | 911121 100091 1070 

21- ற, n=q என்று பிரதியீடு செய்தால்,



"254 

“2p-1 ர 

(3)ஐப் பயன்படுத்தினால், 

பகுப்பாய்வு 

௩௯12 

jx 911 190061 tedxm 9a( 5 +) 

_, TE) t( 
௩34) 
(1) 13) 4 2 ") (1) 

i
f
 

(புல் ர-1 என்று பிரதி செய்தால், 

pe 2 

| ரு sin” 1040 

(அ) _ ௩71) 
“(அ 7 re) E4(i) (2) 

  

(பில் ரர என்று பிரதியீடு செய்தால், 

2 

n/2 | ற் (5 ) \e 
J 812 100087" 1680-3 பகை 

0 I(p) 

  jr sin?” 129d6 = (2). 
0 0-1 21706) 

26-ம் என்று பிரதியீடு செய்தால், 

டானை |? sin? 14d | 2)” 

0 Tp) 

va B o( 24h )- r(-) 
(2) “Tn கிடைக்கிறது. 

அதாவது
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a) 0(7-) _ VR Tp) 24 
2-1 

2௯24 என்று பிரதியீடு செய்தால், 

1 ந. ௪112) 
2201 

aa + என்று பிரதியீடு செய்தால், 

என்று கிடைக்கும். (4) 

TQ) 1a) 10 5, 
= 

£5 காமாபீட்டா சார்புகளைப் பயன்படுத்தி சில தொகை 

களைக் காணலாம், 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

1 பா 

1 |, x (௦ =) 4, என்பதை மதிப்பிடு: 
் 

79 

log —— =f அதாவது %-௨ என்று பிரதி செய்தால், 

dx=-—e'dt 

0 
எனவே [7 ou ர dx= |. (2 *)717(-௪ 1)8 

“J eM in gy 

  

க ளு dy 
(m+1) tay என்று பிரதி செய்தால்; 47 - அ 

(வே: டிய தொகை 1 evym 1 dy 

ட சர்ட் I 
(m+n)" m+ 

1 
- டூர் 100) 

2. f; e*" dxgp மதிப்பிடுக.
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at அதாவது 2; 81 என்று'பிரதி செய்தால், 

ஐ ட ஐ 1 

“ரஜ. ம qo ° J “தோ 4 
ஐ 

1], க்ரர்ல் 

  

=41(4)= Vx 

3. பின்வரும் தொகைகளைக் காண்க... 

. 1 

(1) J, x7(L-x)*dx 

ன 7/2 . 
(11) fF 8111700055 086 

ட 2 (iii) fe sint*° gdp 

i ௩/2 
(iv) fF V7 tanede 

(i) fo x7(1-x)®dx = B(8, 9) 

_ 11(8) 1(9) 

1717) 

{7 {8 

711 5-1 
(ii) pre sin*cos*0do =38( 3 =) 

[E3 (14)யின்படி] 
_ P(A) 13) 

*  T) 
1 13 12 = 
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m2 (1) 1(2) (iii) |, sin'°gd@= 4 —— fA 
. ty + -y) 

(64 கிளைத்தேற்றம் 3(1)-ன் படி] 

$:5:1:$ ந: []]]” 

  

T(6) 

9.7-5-3 
“5 (40: 

63௩ 

512 

. 7/2 — ஈு/2 - (iv) [் V tanede = | sin ?acos 3 odo 
உ 

, Tre) ra) 
2" T+) 

[54 கிளைத்தேற்றம் 3(1)-ன் படி] 

“$1() 10) 

௬ 

    

2sin 3 

[64 கிளைத்தேற்றம் (11)-ன் படி ] 

Sls
 

4. fi X™(1-x")?dx என்னும் தொகையைக் காமாச் 

cm. . 1 சார்பின் மூலம் மதிட்பிடு; குறிப்பாக f x® (1-x9) 1° d x = er 
J 0 

மதிப்பைக் காண்க. 

7-7: அதாவது, 87-12 = dy என்று பிரதியீடு செய்யின் , 
பகுப்.-.-17
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258 

ர m 1 ற dy ப 
ஸத் ஸம், வர வன க a 

J x™(1 - x")? dx = | y" பு ny n-1 0 / 9 n 

| 977-121 

he a = =f, y (1 - y)?dy 

m-n+1 1 

-—-6(t +1, ptt) 

n 

1 ECR) P(e) 

1 1 
“ர 9 2௩1 ) 

  

  

உ 7 
(3 +p+1) 

அட (வ) 1 
., x8({ —x3)10dyay —+~—__~___ Jc “op (+ + ம்பு 

ப மிப) ட 118) ~ 396 

5. Sr" ost வியி 640 ரா) ° — (6602704ம வ்பிடு)ஈ நஷ்ட 
என்று காண்க. 

116-/ என்று தொகையில் பிரதியீடு செய்யின், 

தொகை = ந ris dt 
0 (a4+b+2)n4" 

Vb tadJay என்று பிரதியீடு செய்தால்,
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கொடுக்கப்பட்ட தொகை = ன] a1 
இர 2 

2a™"b 0 ௭ dy 

_ ட 10) 
யய 

பயிற்சி 2201 

1 _ 1.2 2n-1 l. TD(ntd)= ~ fe ot) Vie என்று காண்க. 

1.35. (Qn-1) நஜ = என் பி, 
7.4.6... on ரப முதிர 

பீம, 1) 341,2) நீழ, 3. 
8 சி 24 

என்றுகாண்க. 

4, பின்வரும் தொகைகளை மதிப்பீடு செய்க: 

0 fe wend 
one dhe (11) 

(iv) 

ர 

(iii) Ie ev dx 

11 
Vv ௬/2 

(1) 0. $1%*0003₹080 

2 
(vi) ரர் 51070 ௦0870 4 

(vii) fr mie 

பகுப்.--17 க 

  

ae cosx
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1 3 6 

(x) ர x2(1 - x2)? dx 

5. பின்வரும் சமன்பாடுகளை சோதனை செய்க: 

7 
ல் 7/2 ௩/2 
(PY vaimde x ட... 0 Jo Ving 80௩ 

  

(ii) ஐ னி ல ட “ரீ ு 
1 xXe=X ax Xx x 2 மேஜை மம் 

J J; ° 164/2 

(ii) 1 x?dx f ta ச 
JO பூச் 20 (பூம avr 

(iv) fe x?dx _ ௩2 

    

  

விடைகள்: டு 4 மு ரு ஸ் று அ 

. 5 3 ௬) 210) 0 SS iy te 

(vi) + EE (00 அறம் 

Jn (n+) 8 
எ மடு 0 3 |
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5 6. பன்மாறித் தொகைகளுக்குக் காமாச் சார்பின் உப 
யோகங்கள் 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

1. காமாச் சார்புகளைப் பொருத்தி 
ரு 

J | x" ydy dxg 

முக்கோணப் பகுதி 720, 320, 2411 மேல் மதிப்பிடு, 

மூக்கோணத்தை 042 எனில், வெட்டுத்துண்டுகள் 
941, 0.8-1 என ஆகும். 

|. x? y"dxdy 
J AOAB 

1 1-x ரீ 
= Dp 8 Jo x? dx 1) yldy 

1 மம] 
y = 2 

Jo * as| qtl | 

1 1 
= g4t J. xP(1-— x)% + dx 

  

1 

T(p+1) 11742) 

q+i T(p+ 4+ 3) 

1) டு 
174 4-3) 

2. வட்டம் x8+y =2-c Doss காற்பகுதியின் மேல் 

Jf xytdx dy 9 காமாச் சார்புகளைப் பொருத்தி 

மதிப்பிடு.
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(1) வட்டத்தின் பரப்பையும் 

(11) காற்பகுதியின் புவிஈர்ப்பு மையத்தின் கூறுகளையும் 
நிதானி, 

x \2 y\2 
x20, y20, =) + (2) 1 பகுதியின் எல்லைகளை 

நிர்ணயிக்கின் றன. 

= 30.4 யரர என்று பிரதியீடு செய்தால், 

இட் a= | f( axt lp (ஸர்) jax? yay? dX dy 

மார 7 -1 _ அம்பல் ஒபன் 
(use X>0,¥>0, கவட) 

  

  

(1) வட்டத்தின் பரப்பு 

“41/4 dy (ui@B x>0, yo0, x°+y2<a?) 

(0-ல் றரஃ0, ர௩0 என்று பிரதியீடு செய்தால், 

> Tr ‘ . ‘ a : 
வட்டத்தின் பரப்பு 24 4 TO) ரர
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(ii) காற்பகுதியின் புவிஈர்ப்பு மையம் ( 3, ந.) எனின், 

JJ xdy dx f foae 

x= ;y= 
JJ dy dx |] dy dx 

(பகுதி வட்டத்தின் மிகைக்காற்பகுதி) 

தொகுதியை மதிப்பிட, ற 1, 4-0 என்று (1)-ல் பிரதி செய்க, 

5 மு) 
4 Ts) 

na? ௬ அ 3௩ 
4 
  

4a 
இவ்வாறே, = 30 

y 

3. 330), 0, 0, 243421] இவற்றால் வரை 
யறுக்கப்பட்ட நான்முகியின் பருமத்தின் பேரில், 

J |] நே? ரே ம் 7ீ2-ஐ மதிப்பிடு. 

மேற்சொல்லப்பட்ட தொகை 

1] ரீ] 1-x-y 
= Jo J 0 I. xyaz" dx dy dz 

1 - 
oe | [் x xP yd zr +1 ]1-x-y 

J 0/0 dx dy 
0 

  

r+i 

  

1 “1 1-x 

ary fo leew tae ay
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நு, நம என்று பிரதிபரீடு செய்யின், 

xeu(l—v); peuv என ஆகும். 

a(x, y) _ l~y “| esi 

atu, v) ர 

dx dy =udu dy 

2-0 எனின், u(l-v)=0, sigreugi u=0 அல்லது vel. 
y=0 scrofa, uw=0, mang u=0, அல்லது 2௮0, 431 
எனின், ம 1. 

x30, yoO, xtyql இவைகளால் வரையறுக்கப்பட்ட 
முக்கோணம் ௩048, மா தளத்தில் மஃ0, 4௯1, 1௮0,௯11 இவை 
களுக்குளடங்கிய பரப்பாக மாறுகிறது. 

ஆகவே, கொடுக்கப்பட்ட தொகை 

1 1 7) 

r+ | | Q uP(1 —v)? (uv)? (1- மார்ப ஜ் 

1 1 1 
71] 1 f, (2 84 ty] —yyr tt (1-v)?du dy   

[ 1 
art, uP t+ ariel —uy + bdu 1 v1 ~ v)rdy 

  

= Hp Alp tat2, 42) Bath, p+) 

1 மழு) 1042) படட) Toth) 
741 pt qtrt4) I(p+9+2) 

1 142) 1-1) (6-0 
r+] IM(p+qt+r+4)
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265 

11241) (qt) 7-1) 

1(2-4-7-4) 

ன ரத ட.) ரீ ஓ 

v (1-x? —y?—z)2 

xX? +y? +2? <1 எனின்.) 

“ரூ, 2£- 2 என்று பிரதியீடு செய்தால் 

காணவேண்டிய தொகை 1] 1 அ 8447 22 ட்ட ட (1. ~X-Y-z)7? 
V xyz 

(X>0, 720, 220, ௩412௮0) 

“tf x7 tay [> y~ tay 
0 7/0 

J “தர் பட்டர் 

1] x tax [= y fay per 0 80 

[Z=(1-X- Y)sin’9 என்று பிரதியீடு செய்யின் ] 

௯ 1 = 7 Jo தரம ௬42 

n 
qa Blt 2) 

_௩ நு இ 
4 T(2) 

௯ 2 

- F3[ re | 
௬3
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பயிற்சி 21 

பின்வரும் (1-3) தொகைகளைக் குறிக்கப்பட்டுள்ள பகுதி 

யில் மதிப்பிடுக: 

1. Jf xPy"dy dx (= 20, 20, ஈரக்] 

ஆ » 2 2 

2. | | x¥y4dy dx (x0, »>0, = + > <1) 

(1) நீள்வட்டத்தின் பரப்பையும் 

(i) நீள்வட்டத்தின் மிகைக் காற்பகுதியின் புவிஈர்ப்பு 
மையத்தின் கூறுகளையும் 

(ili) x geome பற்றிய சடத்துவச் சுழல்திறனையும் 
காண்க. 

3. ff Vxy(1-x-y) dx dy (x>0, y>0, x+-y<1) 

2 zZ? 2 

4, = + > + > ஈ] என்கிற நீள்வளையக் 

கோளத்தின் பருமனைக் காண்க. 

. AP+e+ 2(p+1L)D(g+l ) 
[விடைகள் : (1) 3 

21 7-1 
(2 gett pati r ( 2 ) r( 2 ) 

) 
4 r (Eft. 42) 

2 4 ws 
(1) xab (1i) la 3a | (iii) 34255 

2x 
(3) “105 

(4) 3 rabe|
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