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அணிந்துரை 
(திரு. செ. அரங்கநாயகம், தமிழகக் கல்வி அமைச்சர்) 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கிப் பதினேழாண்டு 
கள் ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் இளங்கலை 
வகுப்புவரை மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் தமிழ் 
லேயே கற்று வந்தனர், 1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து அறிவியல் 
பாடங்களையும் தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய்துள்ளோம். 
தமிழிலேயே கற்பிப்போம் என முன்வந்துள்ள கல்லூரி ஆசிரியர் 
களின் ஊக்கம், பிற பல துறைகளில் தொண்டு செய்வோர் இதற் 
கெனத் தந்த உழைப்பு, தங்கள் சிறப்புத் துறைகளில் நூல்கள் 
எழுதித் தர முன்வந்துள்ள நூலாசிரியர்கள் தொண்டுணர்ச்சி இவற் 
றின் காரணமாக இத் திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும் மனநிறை 
வும் தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்று வருகிறது. இவ்வகையில் 
கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் கலை, அறிவியல் -பாடங்களை மாணவர் 
களுக்குத் தமிழில யே பயிற்றுவிப்பதற்குத் கதவையான பயிற்சி 
யைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக்கழகமம் சென்னைப் 
பல்கலைக்கழகமும் ஆண்டுதோறும் எடுத்துவரும் பெருமுயற்கி 
யைக் குறிப்பிட்டுச் சொல்லவேண்டும். 

. வரலாற்றியல், அரசியல், உளவியல், பொருளியல், மெய்ப் 
பொருளியல், புவியியல், புவியமைப்பியல், மனையியல், கணித 
வியல், இயற்பியல், வேதியியல், உயிரியல், வானியல், புள்ளியியல், 
விலங்கியல், தாவரவியல், பொறியியல், சட்டவியல் ஆகிய 
எல்லாத் துறைகளிலும் மூலநூல்கள், மொழிபெயர்ப்பு நூல்கள் 
என்று இரு வகையிலும் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனம் நூல்களை 
வெளியிட்டு வருகிறது. 

இவற்றுள் ஒன்றான கணித இயற்பியல் என்னும் இந் நூல் 
தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனத்தின் 763 ஆவது வெளியீடாகும். 
கல்லூரித் தமிழ்க் குழுவின் சார்பில் வெளியான 35 நூல்களையும் 
சேர்த்து இதுவரை 798 நூல்கள் வெளிவந்துள்ளன. இந் நூல் 
மைய அரசு, கல்வி, சமூக நல அமைச்சகத்தின் *மாநில மொழியில் 
பல்கலைக்கழக நூல்கள் வெளியிடும் திட்ட'த்தின்கீழ் வெளியிடப் 
படுகிறது. “ 

தமிழில் பயிலும் மாணவர்கள் . உலக மாணவர்களிடையே 
சிறந்த இடம் பெறவேண்டும் என்பதே நம் குறிக்கோளாகும். 
கல்லூரிகளிலும் பல்கலைக்கழகங்களிலும் கலையியற் பாடங்களையும், 
அறிவியற் பாடங்களையும், தொழில்நுட்ப அறிவுப் பாடங்களையும் 
பயிலுகின்ற மாணவர்கள், அவற்றைத் தமிழில் பயில வேண்டும் 
என்பதை வலியுறுத்தி வருவதற்குக் காரணம், தமிழறிவு வளர 
வேண்டும் என்பதைவிட, தமிழ் மக்களின் அறிவு ஆற்றல் எளிதாக, 
விரைவாக வளரவேண்டும் என்பதுதான். *எதிலும் தமிழ் ; எங்கும் 
தமிழ்” என்னும் குறிக்கோளை நிறைவேற்ற வண்டிய கடப்பாடு 
தமிழக ஆசிரியப் பெருமக்களையும் மாணவர்களையும் சார்ந்த 
தாகும். தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக்கழகங்களின் பல்வகை உதவி 
களுக்கும் ஓத்துழைப்புக்கும் தம் மனம்கலந்த நன்றி உரியதாகுக! 

0௪. அரங்கநாயகம்
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1. வெக்டார் பகுப்பாய்வு 

தொடக்கவுரை 

1. வெக்டாரின் இயற்கணிதம் 

எந்திரவியல், செயல்முறை கணிதம் போன்ற தலைப்புகளின் 

கீழுள்ள சில முக்கியமான கணக்கு முறைகளை ஆய்வதற்கு அமைந் 

துள்ள பல வழிகளில் ஒன்றாக வெக்டார் அமைந்துள்ளது. 

இயற்பியலிலும், வேறு பல துறைகளிலும் நாம் காணும் அளவு 

களை, கணியங்களை இருவகைப் படுத்தலாம். அவையாவன: 
(1) ஸ்கேலார் அளவு, (2) வெக்டார் அளவு. ஒருசில கணியங்கள் 
எண் மதிப்பு மட்டிலும் (0082111106) தெரிந்தாலே அறுதியிட்டு 
நிர்ணயிக்கத் தக்கனவாயிருக்கின்றன. மூவளவை வெளியில் 

(3-011020810081 8ற௧௦6) அவற்றின் திசை என்னவென்று அறிய 
வேண்டியதில்லை. உதாரணமாக, ஒரு பொருளின் நிறை அல்லது 

பொருண்மை (0888), நீளம், கன அளவு, உஷ்ணநிலை, வேகம் 

் (ற) போன்றவற்றைக் குறிப்பிடலாம். இம்மாதிரி கணியங்களைத் 
திசையிலி (808181) என்கிறோம். இவைகளை ஏதோ ஓர் அளவு 

கோல் அல்லது அலகு (1௫) கொண்டு அளந்து, அவ்வளவினை 

ஒரு மெய் எண்ணாமல் குறிக்கிறோம். இதற்கு மாறாக எண் மதிப் 

போடு திசையும் சேர்ந்து குறிப்பிட்டால் மட்டுமே உண்மையான 
பொருள் கொடுக்கும் வேறு சில கணியங்களும் உள்ளன. அவற் 
றினை வெக்டார் (4601௦) என்கிறோம். இதற்கு உதாரணமாக, 

திசை வேகம் (61௦௦11), முடுக்கம் (௨௦௦6187811), விசை (00106) 

போன்றவற்றினைக் குறிப்பிடலாம். 

திசையிலிகளை முழுமையாகக் குறிப்பிடுவதற்கு (1) திசையிலி 
அலகையும், (2) குறிப்பிட்ட திசையிலி கணியம் எவ்வளவு 

திசையிலி அலகைக் கொண்டுள்ளது என்றும் அறிய வேண்டும். 

ஆனால், வெக்டார்களைக் குறிப்பிடுவதற்கு (1) வெக்டார் அலகு, 
(2) குறிப்பிட்ட வெக்டார் கணியம் எவ்வளவு வெக்டார் அலகு 

களைக் கொண்டுள்ளது என்ற அறிவு, (3) திசைபற்றிய குறிப்பு 

ஆகிய மூன்றும் தேவைப்படுகின்றன.



2 கணித இயற்பியல் 

1-01. திசைக் குறியிட்ட நேர்கோட்டுத் துண்டுகள் (Directed 

line segments) 

வெக்டாரைக் குறிக்கும் முறை : வெறும் அளவுகளிலிருந்து 

வெக்டாரை வேறுபடுத்திக் காட்டுவதற்காக, நாம் அவ்வெழுத்து 

களின்மீது தலைக்கோடிட்டுக் காட்டலாம். படத்தின் மூலம் ஒரு 

வெக்டாரைக் குறிக்க, திசைக் குறியிட்ட நேர்கோட்டுத் 

துண்டினைப் பயன்படுத்தலாம். ஆரம்பப் புள்ளி முற்றுப் புள்ளி 

களால் வரையறுக்கப்பட்ட, நேர்கோட்டின் எந்த ஒரு பகுதியும் 

திசைக் குறியிட்ட நேர்கோட்டுத் துண்டு எனக் கூறப்படும். 

படம் (1)-ல் காட்டியுள்ள நேர்கோட்டுத் துண்டு AB, 
4-யினை ஆரம்பப் புள்ளி 

யாகவும், யினை முடிவுப் 
5 புள்ளியாகவும் கெகொண்டு, 

4-யிலிருந்து 8-க்கு என்ற 
திசையுணர்வையும், 4 என்ற 
அளவினையும் ககொண்டு 

விளங்குவதால் 48, ஒரு வெக் 

டாரைக் குறிக்கிறது, .4-ஐயும், 
&-ஐயும் இடம் மாற்றினால் 

இரண்டும் ஒரே திசை நேர்க் 

கோட்டினைக் குறிக்காது. 42, 

படம் 1 ஒரு திசையைக் குறித்தால், 2.4 
மற்றொரு திசையைக் குறிக்கும். ஆனால், அவை அளவில் மட்டும் 
சமமாய் இருக்கும். 

  

திசைக் குறியிட்ட நேர்கோட்டுத் துண்டுகளின் சிறப் 
பியல்புகள் : 

ஒவ்வொரு திசைக் குறியிட்ட நேர்கோட்டுத் துண்டும் 
பின்வரும் மூன்று இயல்புகளைக் கொண்டுள்ளது: (1) நீளம், 
(2) ஆதாரம் (support), (3) திசையுணர்வு (86089). 

1. நீளம்: திசைக் குறியிட்ட நேர்கோட்டுத் துண்டின் நீள 

மானது | 481 என்று குறிக்கப்படும். இதிலிருந்து அ2ஃயும் 

றி.4-யும் ஒரே நீளமுள்ளவை எனத் தெளிவாகத் தெரிகிறது. 

[481 = | BA
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2. ஆதாரம் : திசைக் குறியிட்ட நேர்கோட்டுத் துண்டு 
எந்த நேர்கோட்டின் பகுதியாக அமைகிறதோ, அந்த நேர் 

கோடு ஆதாரக் கோடு அல்லது ஆதாரம் எனப்படும். 

3. திசையுணர்வு : 48-யின் திசையுணர்வு, .4-யிலிருந்து 

2-ஆகவும், 2.4-யின் திசையுணர்வு 5-யிலிருந்து 4-ஆகவும் 
அமைகிறது. அதாவது நேர்கோட்டுத் துண்டின் திசையுணர்வு, 

அதன் ஆரம்பப் புள்ளியிலிருந்து, முடிவுப் புள்ளியின் திசையில் 

அமைகிறது. எனவே, 48-யும், 2.4-யும் ஒரே நீளமும் ஆதாரமும் 
உள்ளனவாயும், ஆனால் வெவ்வேறு திசையுணர்வுகளைக் கொண் 

டனவாயும் இருக்கின்றன. 

1:02. வெக்டாரின் வகைகள் 

1. ஓரலகு வெக்டார் (104 1600) : ஒரு வெக்டாரின் எண் 

மதிப்பு ஒருமை (1) என்று இருந்தால், அவ் வெக்டாரை ஓரலகு 

வெக்டார் என்கிறோம். ௪, சீ; 5, எனும் வெக்டார்களின் திசையில் 

  
  

a ம் 2 
LO லகு வெக்டார்கள் முறையே — —) = 

oneal goe’ Tal’ Tar’ Tel 
ஆகும். இவற்றை a, b, ¢ எனக் குறிப்பது வழக்கம். 

2, சுழி வெக்டார் (11111 760001 01 2670 46010): எண் மதிப்பு 

௬ழியமாக உள்ள வெக்டார் சுழி வெக்டார் எனப்படும். இதன் 

ஆரம்பப் புள்ளியும் முடிவுப் புள்ளியும் ஒன்றியிருக்கும். எனவே, 

இதன் திசை நிர்ணயிக்க இயலாது. 

3. ஒத்த வெக்டார்கள் (1.4%6 1601018) : இணையான தாங்கும் 

கோடுகளையுடைய வெக்டார்கள் ஓத்த வெக்டார்கள் எனப்படும், 

4, சம வெக்டார்கள் (130081 vectors): ஓரே அளவான எண் 

மதிப்பும் ஒரே திசையும் கொண்ட வெக்டார்கள் சம வெக்டார் 

கள் எனப்படும். 

படம் 2-ல் 48- 22-27 எனும்படியும், ABICD IEF 

எனும்படியும் கோடுகள் வரையப்பட்டுள்ளன. ர 

3 AB =CD = EF
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படம் 2 ் 

5. எதிர்மறை Gaustmr (Negative vector): 8 எனும் 
வெக்டாரின் எண்மதிப்பும், “ன் திசைக்கு எதிர்த் திசையும் உடைய 
வெக்டாரைக் ன் எதிர்மறை வெக்டார் என்கிறோம். இதனை (- 8) 

எனக் குறிக்கிறோம். 

6. கட்டிலா வெக்டார் (Free vector): கொடுக்கப்பட்ட 
ஒரு வெக்டாரின் தாங்கும் கோட்டிற்கு இணையாக மூவளவை 
வெளியில், எத்தனையோ கோடுகள் வரைய இயலும். அக் கோடு 

களில் எடுக்கப்படும், திசைக் குறியிட்ட கொடுக்கப்பட்ட வெக்டா 

ரின் எண் மதிப்பிற்குச் சமநீளமுள்ள, நேர்கோட்டுத் துண்டுகள் 

அனைத்தும் கொடுக்கப்பட்ட வெக்டாருக்குச் சமம். எனவே, 
வெக்டாரின் ஆரம்பப் புள்ளி குறிப்பிடப்படாத வரையிலும், அவ் 
வெக்டாரைக் கட்டிலா வெக்டார் (7௦26 460100) என்கிறோம். 

7... அறுதியிட்ட வெக்டார் (1,00811860 4601௦3) : வெக்டாரின் 
ஆரம்பப் புள்ளி அறுதியிட்டுக் கூறப்பட்டு விட்டால், அப் புள்ளி 

வழியே, கொடுக்கப்பட்ட எண் மதிப்பும் திசையும் கொண்டதாய் 

ஒரேயொரு வெக்டார்தான் வரைய இயலும். எனவே, இவ்வகை 

வெக்டார்களை அறுதியிட்ட வெக்பார்கள் என்கிறோம். 

8. தலைகீழ் வெக்டார் (860410௦௦௨1 vector): ர எனும் 
கொடுக்கப்பட்ட வெக்டாரின் திசையில் அமைந்து ஆனால் 

என்கி கொண்ட ஒரு வெக்டாரை (6)-' எனக் குறிப் 
14] 

பிடுகிறோம். 

(
௨
2
 

॥ 
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சி 

ம் - சர எனில், (4)-1 | 
al
s 

1-03. வெக்டார் இயற்கணிதம் 

(1) வெக்டார் கூட்டல் : 2ம் என்டவை கூட்டப்படவேண்டிய 
இரண்டு வெக்டார்களாக இருக்கட்டும். 0 என்ற ஒரு புள்ளியி 

லிருந்து வெக்டார் ஐ-க்குச் சமமான வெக்டார் யும், வெக்டார்
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0.4-ன் முற்றுப்புள்ளி .4-ஐ ஆரம்பப் புள்ளியாகக்கொண்டு வெக்டார் 
ஸல 

க்குச் சமமான வெக்டார் ,48-ஐயும் வரைந்துகொள் (படம் 3). 

ணை eee 

eee, த : 8 

“e 

4x 
௦ 

ன். 
| படம் 3 

0. 8 என்ற இரு புள்ளிகளையும் ஒரு நேர்கோட்டினால் இணைத் 

> ஞூ ஹு ழ் 4 

தால்4வரும் வெக்டார் 02, வெக்டார்கள் ச, ம் இவையிரண்டின் 

கூட்டுத் தொகையாகும், 

OB=0A + AB=a+5b 

இதை வெக்டார் கூட்டல் வாய்பாடு எனலாம். 

(அ) வெக்டார்களின் கூட்டல் மாற்று விதிக்கு உட்பட்டது. 

a+b=b+a. 

OA = a, AB =6b ஆக இருக்கட்டும். 

 at+b= OB 

§     
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0.4-யும், AB-uph அடுத்துள்ள பக்கங்களாகக்கொண்டு 

048.4! என்ற ஓர் இணைகரம் வரைந்துகொள், (படம் 4). இப் 

— ௭. — —e 

Ourapgi OA'=AB =6, A’B=OA =a. 

a +b= OB= OA'+A'B=b +a 

எனவே,'வெக்டார்களின் கூட்டல் மாற்று விதிக்கு உட்பட்டது 

என அறிகிறோம். 

(ஆ) வெக்டார்களின் கூட்டல் சேர்ப்பு விதிக்கு உட்பட்டது. 

a+(6+c)=@+b) +e 

0 என்ற புள்ளியை எடுத்துக்கொள் (படம் 5). OA=a, AB = b, 

BC = ©. 

  

படம் 5
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ச-யிலிருந்து கழிப்பது, வெக்டார் 

ayo a+ (b + ¢c)=O0OA+AC=0 

மேலும், ச + b =OA+ 

—
 

storGeu (a + 6) + c= 

இதிலிருந்து (2 -- b) +e 

adoog (a+ b)+6 = a+ (0+ ஜ என்பது வெளிப்படை. 

= 0C =a+6+°) 

(2) வெக்டார் கழித்தல் : ந் என்ற வெக்டாரை, வெக்டார் 

கூயுடன் வெக்டார் யின் 

எதிர் வெக்டாரான (ஜ்) ஐக் 
கூட்டுவதற்குச் சமமாகும், அதா 

வது£- 5-௪ஈ-((-)-7. இந்தக் 
கழித்தல் முறையைப் படம் 6 
விளக்குகிறது. இதில் வெக்டார் 

யின் எதிர் வெக்டார் வரையப் 
பட்டு, வெக்டாரின் கூட்டு விதி 
பயன்படுத்தப்பட்டுள்ளது. 

(3) வெக்டாரை ஒரு திசை 

யிலியால் பெருக்கல்: nn, a 

என்பவை கொடுக்கப்பட்ட ஒரு 

பிட்டுள்ள பண்புகளைக் கொண்ட 

8 

€ 

Q > 
ஷை 

ச்
 

டி
ல 
க
.
க
 

or
 

e
o
 

ச் 
“
2
 திசையிலியாகவும் ஒரு வெக் ‘ a 

டாராகவும் முறையே கொள்ள 7 a 

வும். இவற்றின் பெருக்குத் is | 

தொகையான % ௪, கீழ்க்குறிப் , ॥ 

ஒரு வெக்டாராகும். 

o
O
.
 

ல்
. 

f 

(அ) வெக்டார் ஈயின் படம் 6 
ஆதாரம், வெக்டார் 8-யினுடைய 

ஆதாரமாகவோ அல்லது அதன் இணை ஆதாரமாகவோ 
இருக்கும். 

(ஆ) வெக்டார் ஈ8-யின் நீளம் 

[na| =n|a| ஆகும்.
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இதிலிருந்து ஈன் நேர், எதிர் தன்மைக் கேற்ப (அதன் சுழி 

மதிப்பு உள்பட) வெக்டார் ஈ8-யின் நீளம், (2) அல்லது (-8) 

தடவைகள் ஈயின் நீளத்தைக் கொண்டுள்ளது. 

(இ) ஈ-ன் நேர், எதிர் தன்மைக்கேற்ப, வெக்டார் ஈர-யின் திசை 

யுணர்வு, வெக்டார் ஈயின் திசையுணர்வுக்கு தேராகவோ 

எதிராகவோ அமையும். 

மேலே வரையறுக்கப்பட்ட விதிகளிலிருந்து பின்வரும் சமன் 

பாடுகளை எழுதலாம்: 

(i) (mn) G=m (na) 

(1) 08- 0, அதாவது சுழியை வெக்டார் ர ஆல் 
பெருக்கினால் சுழி வெக்டார் கிடைக்கும். 

(11) 1 8-8. 

1-04. வலக்கை, இடக்கை திருகு மரபுகள் 

படம் 7-ல் உள்ள 0, 07, 02 என்ற நேர்கோடுகள், புள்ளி 

0-விலிருந்து ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக வரையப்பட்டதாகக் 
கொள். இவை வலக்கை 

திருகு மரபை ஒட்டிய குத்துக் 
கோடுகள் எனப்படும். OX 
என்னும் அச்சை 02-யுடன் 

சேர்க்கத் திருகுவதுபோல் ஒரு 

சாதாரண இரும்புத் திருகின் 
முனை 04 என்னும் அச்சின் 

முனையுள்ள திசையில் நகரும். 

சீசா மூடிகள் இத்தகைய திருகு 
போன்றவையாகும். 

  

வலக்கையில் உள்ள சுண்டு 

விரல், மோதிர விரல் இவை 
களை மடக்கிக் கொள்ளவும் : நடு விரலைக் கைக்குக் குத்தாகக் 
கொண்டு மற்றிரு விரல்களை விரித்துக் கொண்டோமென்றால் 
கட்டை விரல் 3-அச்சையும், ஆள்காட்டி விரல் 7-அச்சையும், 
நடுவிரல் 2-அச்சையும் குறிக்கும். 

படம் 7 

இதே மாதிரி, இடக்கை திருகு முறையையும் பயன்படுத்தி 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாயுள்ள மூன்று அச்சுகளை வரைந்து 
கொள்ளலாம்,
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A A 1-05. 7, 7, % எனும் அலகு வெக்டார்கள் 
வழக்கத்திலுள்ள அலகு வெக்டார்கள், வலக்கை திருகு 

மரபைப்பற்றி வரையப்பட்ட கார்டீசியின் குறியீட்டு அச்சுகளின் 

திசைகளைக்கொண்டுள்ளது (படம் 8), 

i என்ற அலகு Seite ace முறையின் நேர் அச்சு 

திசையைக் கொண்டுள்ளது. 3 என்ற அலகு வெக்டார் நேர் 7* 

அச்சுத் திசையையும் k என்ற 

அலகு வெக்டார் நேர் 2-௮ச் 

சுத் திசையையும் கொண்டுள் 

ளது. ஓவ்வொரு வெக்டாரும், 

எந்தத் திசையுணர்வைக் 

கொண்டிருந்தாலும், அது 
அதனுடைய எண் மதிப்பு, 

அந்தத் திசையின் அலகு வெக் 

டார் ஆகிய இவை இரண் 

டின் பெருக்குத் தொகையாக 

எழுதப்படும். 

A=ak (1) 

இங்கு £ என்பது 4-யின் ய்க்டு 
திசையிலுள்ள அலகு வெக்டா 

ராகும். ஈச என்பது வெக்டார் சன் எண் மதிப்பாகும். 

  

வெக்டாரின் கூறுகள் : எந்த வெக்டார்களின் கூட்டுத்தொகை 

Quart 1 என்று வருகிறதோ அந்த வெக்டார்கள் வெக்டார் 

4-யின் கூறுகள் எனப்படும், வழக்கத்தில் உள்ள கூறுகள் 4, 2, 2 

ஆகிய கிடை நிலை அச்சுகளுக்கு இணையாக உள்ளவை. இவை 

வெக்டாரின் நீள் சதுரக் கூறுகள் எனப்படும். இவை X, Y,zZ 

தளங்களின்மீது படிவிக்கப்பட்ட எறிவு படிவங்களாகும் (projec- 

tion). 

01” என்ற அச்சை 07” என்ற அச்சை நோக்கி, அச்சு 02ஐப் 

பற்றிச் சுற்றினால் ஒரு வலக்கைத் திருகின் முனை 02-ன் நேர்திசை 

யின் வழியே நகரும், இதனை.மனத்திற்கொண்டு 02-ன் நேர் திசை 

குறிக்கப்பட்டுள்ளது. இது மாதிரியே மற்ற அச்சுகளான OY, 

02 இவை இரண்டின் நேர்திசைகளையும் குறித்துக்கொள்ளலாம்,



10 கணித இயற்பியல் 

இந்த நேர் திசைகளைக் குறிப்பிடுகையில் &, 2, 2 இவைகளை வட்ட. 

வரிசையில் வைத்துக்கொள்ள வேண்டும். 

படம் 9-ல் புள்ளி 0 என்பதை வெக்டார் அ-யின் ஒரு முனை 
யாகக் கொள். ஒரு நீள்சதுர இணைகரத்தினை, அதன் மூன்று 
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படம் 9 

   
ஓரங்களும் முக்கிய அச்சுகளான 0%, 01, 02 இவைகளின் மேல் 
இருக்கும் புள்ளி 0-வைச் சந்திக்குபடி வரை, இதனை வரையும் போது வெக்டார் சீ படம் 9-ல் உள்ள, புள்ளி £-வழியே செல்லும் 
மூலை விட்டமாக அமைய வேண்டும், படத்திலிருந்து 

= OB+ BE 

A= OE=OA+ AB+ BE 
= 0A4+0C+0G6 

=A, +Ay+4, (2)
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Que A, A, A, என்பவை வெக்டார் 4-யின் வெக்டார் 
கூறுகளாகும். 

8௨, பூ. பூ. என்பவை 4, 4, 4, என்ற வெக்டார் கூறு 
களின் எண் மதிப்பாக முறையே கொண்டால் சமன்பாடு (1)-ன் 

படி, 

32 ல கரி | 

As = ay j ் உ 

A, =azk J 

என்று எழுதலாம். 

ஆகையால், 472. 178௯ we (4) 

1-06. வெக்டாரின் திசைக் கொசைன் விதி 

வெக்டார் 7, ந, 77, 2 அச்சுகள் இவற்றிற்கு இடையேயுள்ள 

கோணங்களை முறையே (A, x), (A, y), (A, 2) என்று கொண் 

டால், படம் 9-லிருந்து 

a, = | A] cos (A, x) ... (5a) 

ay = | A] cos (A, y) we (5b) 

a, = | A| cos (A, 2) we (Se) 

என்று எழுதலாம். இந்தச் சமன்பாடுகளின் இருமடிகளைக் கண்டு 

பிடித்துக் கூட்டினால் 

az?+a,?+a,2= | A |? [cos*(A, x)+cos*(A, y)+cos? (A, 27] 

என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும். 

MDH, Ax? +ay?+a,? = O.4?+ AB + BE =OEF= | A|? 

எனவே 

008” (4,209) -008 (4,ந)-(௦௦8” (4, 2)-1 (6) 

இது வெக்டாரின் திசைக் கொசைன் விதி (1917601101 
(008106 12) எனப்படும்.
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சமன்பாடு (5)-ன்படி, 

az cos (A, x) = | A| cos? (A, x) 

a, cos (A, y) = | 4[ cos* (A, ¥) 

a, cos (A, z) = | A] cos? (A, 2) 

இந்த மூன்று சமன்பாடுகளைக் கூட்டிச் சமன்பாடு (ப் 
பயன்படுத்தி, 

| 41- ௯008(4,9 + ay cos (A, y) 
+ az cos (A, 2) -. (7) 

என எழுதலாம். 

cos (A, x), cos (A, y), 0008 (4, 2) ஆகியவை முறையே 
வெக்டார் 4-யின் 5, 77, 2 திசைக் கொசைன்கள் எனக் கூறப் 

படும். இவற்றை 7, ஈ, 1 என்ற எழுத்துகளால் முறையே குறிப் 
பிட்டால், 3 

| 4| =ld:+may+na, stor எழுதலாம். $ என்பது வெக் 
டார் 4-யின் திசையிலுள்ள அலகு வெக்டாரானால் 

நி 1/4. 4 ௫) 
அதாவது, அலகு வெக்டார் Ss ஐயும், &, 7, 2 திசையிலுள்ள 

அலகு வெக்டார்கள் i, i, & ஐயும் இணைக்கும் சமன்பாடு 
கிடைக்கிறது, 

A A 

பொதுவாக, எந்த ஒரு வெக்டரரினையும் A 27474) + kA, 
எனக் குறிப்பிடலாம். 

1-07. வெக்டாரின் புள்ளிப் பெருக்கல் (0௦ product) 
இரண்டு வெக்டார்களின் பெருக்கற் பலன் ஒரு திசையிலியாக 

அமையும். இந்தப் பெருக்கற் தொகையின் எண் மதிப்பானது, 
கொடுக்கப்பட்ட வெக்டார்களின் எண் மதிப்புகள் இவையிரண்டின் 
இடையிலுள்ள கோணத்தின் கொசைன் ஆகியவற்றின் பெருக்குத் 
தொகைக்குச் சமமாகும். இரண்டு வெக்டார்களுக்கு இடையே ஒரு 
புள்ளி குறிக்கப்பட்டிருந்தால், அது அந்த வெக்டார்களின் புள்ளிப் 
பெருக்கலைக் குறிக்கும், 

அதாவது 4.நீ- |ச1 11) ௦௯ (ச, 
=(OA) (OB) cos 9 

=O0OA+ OC



வெக்டார் பகுப்பாய்வு 

எனவே, இரண்டு வெக்டார்களின் புள்ளிப் 

தொகையானது, முதல் 

வெக்டாரின் எண் மதிப்பை 

அதன் திசையிலுள்ள 

இரண்டாவது வெக்டாரின் 
கூற்றினால் பெருக்கும் 

போது கிடைக்கும் பெருக் 
கற்பலனுக்குச் சமமாகும். 

இரண்டு வெக்டார்கள் 

ஒரே திசையிலிருந்தால் 
அவற்றுக்கிடையே உள்ள 

கோணத்தின் கொசைன் 

41 என்ற மதிப்பையும் எதிர்த் திசையிலிருந்தால் 

படம் 10 
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என்ற 

மதிப்பையும், நேர்க்குத்தாக இருந்தால் 0 என்ற மதிப்பையும் 

ஏற்கும், 

மேற் கூறப்பட்ட பண்புகளைப் பயன்படுத்தி, 

B.A = இ.சி | 41௦08(-6) 

= | தி] | 41௦௦66 4.8 

Qai Qumsacder (Gor) wordy oH (Commutative Law) 

எனப்படும். எனவே, புள்ளிப் பெருக்குத் தொகை வெக்டார்களின் 

இடச்சார்பற்றது என அறிகிறோம். 

3-0 அல்லது 8-0 அல்லது 9-3 ஆக இருந்தால் 4.8-0 

ஆகும், 

தால் (அதாவது 6-0), 4. 8- | 4] 121. 

1, நீ இவையிரண்டும் இணை வெக்டார்களாக இருந்
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எனவே | 4] 47.4 

8 இவையிரண்டிற்கும் இடையேயுள்ள கோணம் 

A.B 

[4] |B] 
@=cos—" என எழுதப்படும். 

மேற் கூறப்பட்ட பண்புகளை, ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான 
அலகு வெக்டார்களுக்குப் பயன்படுத்தினால், 

கூடக் 

வெக்டார் A, Qusert B4C4+D இவையிரண்டின் புள்ளிப் 
பெருக்குத் தொகையைப் பின்வருமாறு எழுதலாம் (படம் 11) 

| 4| | OD | cos 6 

A.(B+C+D)= | A| | OK| 

=|4|(|OM|+|ML|+ZK]) 

=| A| |OM| +14) 1 Mz| 
* 141128 

ட 

  

   

fr
 

நல
்ல
 
தக
்க
 
கக
ுஸ
்க
 

௦ Z
h
e
n
 

1 >
V



வெக்டார் பகுப்பாய்வு is 

அல்லது 

A(B+C+D)=A4'B+AB+A:D 

எனவே, புள்ளிப் பெருக்குத் தொகையானது கூடுதலின்கீழ் 
வகுத்தமைகிறது, இதனையே, பொதுவாக 

இங்கு 9 என்பது வெக்டார்கள் 4, 8-க்கு இடையேயுள்ள 
கோணமாகும். 

வெக்டார்கள் 4, 5 ஐ அவைகளின் கூறுகள்மூலம் குறித்தால் 

= & “a a 

அகர் Astj Ay+k A, 

= “A “A nN 

B=i B+j By +k B, 

au Dy ida ah A, Ap ௬ 
A.B=(i Astj Ay+k Az). Bst+j By +k Bz) 

= A, Bs+Ay Byt+Az Bz. 

ஆகவே, இரண்டு வெக்டார்களின் புள்ளிப் பெருக்குத் தொகை 

அவைகளின் %, 77, 2 அச்சுக்கூறுகளை முறையே பெருக்கிக் கூட்டு 

வதற்குச் சமமாகும். 

1-08. வெக்டார் புள்ளிப்பெருக்கலின் பயன்கள் 

(அ) செயல் : வெக்டாரின் புள்ளிப் பெருக்கலை எந்திர வேலை 

யில் (0601801௦81 01%) பயன்படுத்துவதன்மூலம் சுலபமாக 

விளக்கலாம்.
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படம் 13-ல் விசை செயல்படும் புள்ளி 4, இடப்பெயர்ச்சி 

(displacement) அடைகிறதென்று கொள்வோம். இந்த இடப் 

பெயர்ச்சியின் எண் மதிப்பு, 

திசை இவற்றினை வெக்டார் 

ஆல் குறிக்கலாம், இப் 
பொழுது இந்த விசை செய் 
யும் வேலையானது, இடப் 

பெயர்ச்சி, இதன் திசையி 

௪ லுள்ள விசையின் கூறு 

corde oS ஆகியவற்றின்... பெருக்குத் 

படம் 12 தொகை என வரையறுக்கப் 

படுகிறது. அதாவது 
Gleusd = | S| | F | cos gsFS. 

   
இங்கு 9 என்பது வெக்டார்கள் $, 7-ன் இடையே உள்ள கோணம். 
Fy Fy என்பதுஒரே புள்ளியில் செயல்படும் இரண்டு விசைக 
ate [படம் 1200] அவற்றின் தொகுபயன் விசையை F=F,+F, என்று எழுதலாம். வகுத்தமைவு விதியை உபயோகித்து 

சிடி, நி ற 24.5 
என்று காணலாம். ad ee er ‘ களின் இரால், oe சமன்பாட்டின்மூலம்' தொகுபயன் 

னித்தனி விசைகளின் செயல்களின் கூட்டுத் = eo உ « 
° கூட்டுத் 

டட ae என்று தெரிகிறது. பொதுவாக, ஒன்றுக்கு பட்ட விசைகள் ஒரு புள்ளியில் செயல்படும்போது, அவை 

ல் AP 

# 

7 | | 
a —i OH 

(80) "(b) 
படம் 13 

ஒவ்வொன்றும் செய்யும் செயல்களின் மொத்த அளவு, அவ் விசை 
களின் தொகுபயன் விசையின் செயலுக்குச் சமம் என வரை 
யறுக்கலாம் ,
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ஒரு நிலையான விசை Fatt Oeucd uid ysraf .4, இரண்டு 
தொடர்ச்சியான இடப்பெயர்ச்சிகளை (படம் 13௦) (அதாவது 

§,= AB, §,= BC) அடையும் பொழுது, வெக்டாரின் வகுத்தமைவு 
விதியைப் பயன்படுத்தி 

F.S+F. 8, =F. (டி) என்று எழுதலாம். ஆகவே, 

விசை செயல்படும் புள்ளி, 4-யிலிருந்து 2-க்கும், 5-யிலிருந்து 

௦-க்கும் இடப்பெயர்ச்சி அடையும்போது விசை 7 செய்யும் தனித் 

தனி செயல்களின் கூட்டுத்தொகை, அந்த புள்ளி 4-யிலிருந்து 

0-க்கு இடப்பெயர்ச்சி அடையும்போது விசை செய்யும் செய 

லுக்குச் சமமாகும். இதே மாதிரி விசை 7-செயல்படும் புள்ளி 4, 

பல தொடர்ச்சியான இடப் பெயர்ச்சிகளை அடைந்து 7-ஐ அடையும் 

போது ச- செய்யும் தனித்தனி செயல்களின் கூட்டுத் தொகை 

அப்புள்ளியானது 4-யிலிருந்து ஒரே இடப்பெயர்ச்சியின் மூலம் 

யை அடைய செய்யும் செயலுக்குச் சமம் என்று பொதுவாக 

வரையறுக்கப்படுகிறது. 

பயிற்சி £ 
A A A A A KR 

(4i+ 7 - 3%), Bits —-*) 

என்ற இரு விசைகள் ஒரு துகளின் மீது செயல்படும்போது அது 

an 
“w a 

2427-29) என்ற புள்ளியிலிருந்து, (32 4- 47 4 8) என்ற புள்ளிக்கு 
நகருகிறது. இந்த விசைகளால் செய்யப்பட்ட மொத்த செயலைக் 

கணக்கிடு (௦181 ௭௦11). 

விசை செயல்படும் பள்ளி 0, 2-க்கு நகர்ந்தால் 

A A A A A A 

OB= 6i+47+k)-G+24+ 3k) 

~47 427 -2k 

எனவே, விசைகள் செய்யும் வேலை 

_ (கட - 391207 - இ மிடி - 29 

(1h 4 2f- 4k1. [8427 - 2K) 

244 4 189 - 40 அலகுகள் ॥ 

t
e
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(ஆ) மாயவேலை : (Virtual work) 

0 என்ற புள்ளியில் உள்ள துகள்மீது செயல்படும் 7,, 2... 72 
என்ற விசைகள் சம நிலையில் இருப்பதாகக் கொள்வோம், துகள் 

61 என்ற இடப்பெயர்ச்சி அடையும்போது செய்யப்படும் வேலை 

“(20 1 4. சற. 52 
விசைகள் சம நிலையில் இருப்பதால் 

(44.௮0 

இதிலிருந்து மாய வேலை கொள்கையை பின் வருமாறு வரையறுக்க 
லாம். 

சம நிலையிலுள்ள விசைகள் ஒரு துகளின் மீது செயல்படும் 
போது, அது மிகச் சிறிய இடப்பெயர்ச்சி அடையுமானால், இந்த 

விசைகள் செய்யும் மொத்த வேலை சுழியமாகும். 

குறிப்பு :--விசைகள் ஒரு விறைப்பான (11214) பொருளின்மீது 

செயல்படுமானாலும் இந்த கொள்கை பொருந்தும். 

எடுத்துக்காட்டு : 

படம் 14-ல் 480087” என்பது, ஒன்றுக்கொன்று இணைக்கப் 
பட்ட 1177 என்ற எடையினை உடைய ஆறு சம அளவுள்ள கோல் 

களைப் பக்கங்களாகக் கொண்ட 

ஒரு ஒழுங்கான அறுகோண 

மாக இருக்கட்டும். 48 என்ற 
பக்கம், ஒரு சமதளத்தில் 

பொருந்தி, அறுகோணம் 

ABCDEF ஒரு செங்குத்துத் 

தளத்தில் நிலையாக நிற்கிறது 
என்று கொள்வோம். 6, 7 
என்ற மூலைகள் ஒரு மெல்லிய 

கயிற்றினால் இணைக்கப்பட்டால் 

அதன் இழுவிசை (6151௦1) 

  

  

படம் 14 

3 என்று நிரூபி. 

A- தோற்றுவாயாகக்கொண்டுர், / என்ற ஒரலகுகள் 48-யின் 

திசையிலும் அதற்கு செங்குத்துத் திசையிலும் முறையே உள்ள 
தாகக்கொள். 61/4 என்ற எடை அறுகோணத்தின் மையமான 
0-வில் செயல்படுகிறது.
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௦, 27, இவற்றின் நிலை (0314101) வெக்டார்கள். 

acos@i+asinej 

A A 

-acosgi +asing j, 

(a + acos 6) i+ (a sin ஓர் ஆகும், 
எனவே மாய வேலையின் சமன்பாடு 

-6W i. 0 (a cos 8 i+a sin @ i) 

+Ti. 6 (-acos 6 ita sin ல் 

+(-T i). d [(a + acos 9) itasin 6 J] 

=0, 

அல்லது, 

-6W cos 60 6+T sin 63 6+T sin6d6 

௬0 

T=3Weote 

@ =60° 

erorGar T =3W cot 60=1/3 W 

பயிற்சி 1: 

420 என்பது ஒன்றுக்கொன்று இணைக்கப்பட்ட சம 

அளவுள்ள, எடை யில்லாத 4 கோல்களை பக்கங்களாகக்கொண்ட 

ஒரு சாய் சதுரமாக இருக்கட்டும். ேஎன்ற புள்ளியில் குடை 97 

இணைக்கப்பட்டு இந்த சாய் சதுரம் 4-யிலிருந்து தொங்க விடப் 

படும்போது 18%,/3 என்ற தாக்கு விசை த௰ என்ற முலை விட்டம் 

வழியே செயல்படும் என காண்பி. 

பயிற்சி 2: 

ஒன்றுக்கொன்று இணைக்கப்பட்ட, நான்கு சீரான (uniform 

கோல்கள் 4800 என்ந இணைகரத்தின் பக்கங்களாக அமைகின் 

றன என்று கொள். இணைகரத்தின் உரு மாருமலிருக்க 4, என்ற 

புள்ளிகள் ஒரு கயிற்றினால் இணைக்கப்பட்டு, இந்த இணைகரம் 
4-யிலிருந்து தொங்கவிடப்படும் பொது கயிற்றிலுள்ள இழு 

விசை (008100) இணைகரத்தின் எடையில் பாதி என்று நிரூபி,
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1.09. வெக்டாரின் வெக்டார் பெருக்கல் : 
இரண்டு வெக்டார்களின் வெக்டார் பெருக்குத் தொகை 

(vector products) ஒரு வெக்டாராக அமைகிறது. இதன் எண் 

மதிப்பு, கொடுக்கப்பட்ட வெக்டார்களின் எண்ணளவுகள், இவை 

யிரண்டின் இடையிலுள்ள கோணத்தின் சைன் (6116) ஆகிய 

வற்றின் பெருக்குத் தொகைக்குச் சமமாகும். 

மிர ி4்1 12] ஸ்ட 

அதாவது 171-141 [21 ஊட 

இங்கு வெக்டார் ர என்பது வெக்டார் 7₹ திசையில் கருதப்படும் 
அலகு வெக்டாராகும், 

இதன் திசை A,B உள்ள தளத்துக்கு செங்குத்தாக 

இருக்கிறது. 

  

படம் 1§ 

அதாவது வெக்டார் 4-ஐ. 17-ஐ அச்சாகக்கொண்டு, 6” நேர் திசை 
யில் சுற்றினால், 5-பின் இடத்தை அடையும். (படம்.15) 

= | B| 8110-0 என்பது இணைகரம் 0407-0 குத்துயரம் 

ஆதலால் Ax B-ufedr எண் மதிப்பு இணைகரத்தின் ‘i : 
Lo i DSO பரப்பளவுக் 

சமமாகும். 
ர் கு 

(கச = 2
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அதாவது, 3) 4-ன் எண்மதிப்பு 4% 5-ன் எண் மதிப்புபாக இருக் 

கிறது. ஆனால் வெக்டார் £, வெக்டார் 84-ன் இடத்தை அடை 

வதற்கு எதிர்த்திசையில் சுற்ற வேண்டியிருப்பதால் 

BxA=-Ax8B 

இதிலிருந்து வெக்டார்களின் பெருக்கல், இனமாற்று விதிக்கு 

உட்பட்டதல்ல என அறிகிறோம். 

வெக்டார்கள் 3 5 இணையாக இருந்தால் 6- 0 அல்லது 1805 

எனவே 4 % 8-0 

மறுதலை : 

2165-0 வானால் வெக்டார்கள் 4, 2 இவை யிரண்டில் ஏதா 

வதொன்று சுழியமாகவோ அல்லது இவை யிரண்டும் இணை 

யாகவோ இருக்க வேண்டும், 

வெக்டார் 4-க்கு செங்குத்துத்தளமான 447/-ல் வெக்டார் நீ-யின் 
எறிவு படிவத்தை எடுத்து அதை 0.4-ஐ அச்சாகக் கொண்டு 

இடஞ்சுழியாக 90” ௬ழற்றி | 4|-ஆல் பெருக்கினால், 4%2 
வெக்டார் கிடைக்கும், 

இந்த முறைப்படி வெக்டார் 4-யுடன் படம் 16-ல் உள்ள 

&20-ன் பக்கங்களான வெக்டார்கள் 2, 6, 2-0 

&._. B+c 

படம் 16 

இவற்றின் வெக்டார் பெருக்குத் தொகையை எடுத்தால் அதன் 

விளவாகக்கிடைக்கும் 42, 4௦6, 4 மி.) ஆகியவை 
வேூரறாரு முக்கோணத்தின் பக்கங்களாக அமைகின்றன. ஆகவே 

ie 

(B+C)x 4-Bx At Cxd.



22 கணித இயற்பியல் 

இந்த சமன்பாடுகள் வெக்டார் பெருக்கலின் வகுத்தமைவு விதி 

யைக் குறிக்கின்றன, இதை படம் 17 Gi parities கி — 

இந்த விதியை வெக்டார்ககா இடம் மாற்றாமல் இரண்டுக்கு மேற் 

பட்ட வெக்டார் தொகுதிக்கும் பயன்படுத்தலாம். 

ec A 
zi 

a வ
 

  

    
  

  

படம் 17 

மேற் கூறிய பண்புகளிலிருந்து 

& ஆ 4 A A A 

ixizjxj=akxk=0 

ixjs k ர 

ஃ 2 A த் x 
JIXk= I =k x jf 

A A x 2 A 

kKxi= j =- ixk 

என்ற அலகு வெக்டார்களின் சமன்பாடுகளை எழுதலாம் 
இவற்றினை பயன்படுத்தி, வெக்டார்களின் பெருக்குத் தொகையை 
அவற்றின் கூறுகளின் மூலம் பின்வருமாறு குறிப்பிடலாம். 

சத எனத் எனது 

B= i Bx +j By +h Bz
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இப்பொழுது (0 4%-- 7 Ay +k Az) xX (i Bx + j Bz +k Bz) 

AX B + 

= 1 (Ay Bz- Az By) 4 7 (4௪ Bx - Ax By) 

+ k (Ax By | Ay Bx) 

இதையே அணிக்கோவை வடிவத்தில் எழுதலாம். 

A A A 

i J k 

Be Ax Ay Az வ 

Bx By Bz 

மூன்று அல்லது அதற்கதிகமான வெக்டார்களின் பெருக்குத் 
தொகை. 

4, 2, 6 என்றி மூன்று வெக்டார்களின் திசையில் அல்லது வெக் 
டார் பெருக்கலின் மூலம் பின்வரும் மும்மடி பெருக்குத் தொகையை 

அமைக்கலாம். 

(1) (4. B)C 

(2)A.(BxC) 

(3) Ax BxC 

(0 (A. B) 6 என்பது திசையிலி A. B, வெக்டார் ஆகிய 
இரண்டின் பெருக்குத் தொகையாகும். 

Q) A.(BXC) என்பது வெக்டார்கள் 44, 8, 0 இவற்றினை 
அடுத்தடுத்த விளிம்புகளாக உள்ள இணைகரத் திண்மத்தின் கன 

பரிமாணத்துக்கு சமமாகவுள்ள ஒரு திசையிலியாகும். 

படம் 18-லிருந்து ந என்பது அடிதளத்துக்கு செங்குத்து 

வெக்டாராகிறது அதன் எண்மதிப்பு அடித்தளத்தின் பரப்பளவுக்கு
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we 

இதன் மீது வெக்டார் ,8-ன் எறிவு படிவத்தினை எடுத்தால் 
அது இணைகரத்திண்மத்தின் குத்துயரத்துக்குச் சமம் (0) எனவே 

படம் 18 

சமம். 

4.(8%0)-% |; - இணைகரத் திண்மத்தின் கனபரி 
மாணம். 

படத்திலிருந்து, 

A.(BxC)=B.(€x Aj=oC. (AxB)..... (1) 
என்று அறியலாம். 

(Ax B). C=C. (Ax B) 

ஆகவே சமன்பாடு (1)-ன் மூலம்(4%2) .0-2.(8%௫ 
என்று எழுதலாம், எனவே வெக்டாரின் திசையிலி மும்மடி பெருக் 
கலில் . யையும் % ஐயும் இடம் மாற்றலாம். 

சமன்பாடு (1)-ஐ 

Ax Ay Az 

A.(BxC)=| Bx By Bz என்றும் 

Cx Cy Cz 

அணிக்கோவை வடிவத்தில் எழுதலாம். 

(3) 4%3% என்பது வெக்டார் 8% க்கும் வெக்டார் 

4-க்கும் செங்குத்தாகவும், வெக்டார்கள் £, 0 உள்ள தளத்திற்கு
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இணையாகவும் உள்ளது. Ax (BxC) ‘= (A. ௫ B-(A ‘ B) ௦ 

என்று நிரூபிக்கலாம். 

1.10அ. நிலையான அச்சுபற்றிய சுழற்றல் (18௦411௦1 86054 & 12004 

axis). 

ஒரு திண்பொருள் 0-வின் வழியே செல்லும் ஒரு அச்சை ம 

என்ற கோண வேகத்தில் சுற்றுகிறதெனக் கொள்வோம். படம் 19 

won அதன் கோண திசை 

. வேகமான Q-adeir star 

மதிப்பு ௨ ஆகும். ஒரு 
வலஞ்சுழி திருகாணி 

மேற் கூறியபடி சுற்றப் 

பட்டால் முன்னேறும் 

திசையே இந்த வெக் 

டாரின் திசையாகும். R 

என்பது O-alol@G bg 

பொருளிலுள்ள 7- என்ற 

9 . புள்ளிக்கு வரையப்பட்ட 

fee ௮ம் வெக்டாராகக்கொள், இந் 

  

தப் புள்ளி 2, ய | 8] 816 என்ற வேகத்துடன் | £| 84169 என் 
பதை ஆரமாகக்கொண்ட வட்டத்தில் நகர்கியது ஆகையால் அதன் 

திசைவேகம்7*-£% 8. இதன் எண்மதிப்பு |V | =|2| | RI 

8௩0-ல]|8| 80. அதன்திசையும், வெக்டார் பெருக்கலின் 
வரையறைப்படி சரியாகவே அமைகிறது. 
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(ஆ) விசையின் திருப்புத்திறன் (18௦0304 ௦7 ௧ 10706) 

கொடுக்கப்பட்ட பொருளில் 2 என்பதே 77 என்ற விசையின் 

செயல்படு புள்ளியாகக்கொள்் படம் 20, 8 என்பது வேறொரு 

புள்வி 0-விலிருந்து 7-க்கு: வரையப்பட்ட வெக்டாராகக்கொள் 

வெக்டார்கள் 8,47-ன் வெக்டார் பெருக்குத்தொகையான நீரீ- 8%77 

என்பது 7-ன் 0 பற்றிய திருப்புத்திறன் ஆகும். இந்த விசையானது, 
0-வின் வழியே செல்லும் 0 வெக்டார் 77” இவையுள்ள தளத்திற்கு 
செங்குத்தான அச்சை மையமாகக் கொண்டு பொருளை சுழற்று 

கிறது. 84-ன் திசை, இந்த அச்சின் நேர் திசையில் அமைகிறது, 

இதன் எண் மதிப்பு, விசை 7, அச்சிலிருந்து அதன் செங்குத்து 
தூரம் ஆகியவற்றின் கபருக்குத்தொகைச் சமம். 

விசை சன், 0:2:என்ற அச்சுபற்றிய திருப்புத்திறன், 02-ன் 
டத ட = PL செங்குத்துத் தளமான 7-ல் F-sr எறிவு படிவம் (202, &ன் 

எறிவு படிவம் 7,, இவற்றின் பெருக்கித் தொகையென வரை யறுக் 
கப்படும். 

இது 0708 என்ற இணைகரத்தின் 27%௩ல் வரையப்பட்ட 
எறிவு , படிவமான 02, ட, 1/-ன் பர்ப்பளவுக்கு சமம் என தெளி 
வாகிறது. 02044 என்ற இணைகரத்தின் பரப்பளவு, வெக்டார் 
48-ன் எண் மதிப்பிற்குச் சமமாகவும், XY தளத்திற்கும் இதற்கும் 
இடையே உள்ள கோணம், வெக்டார் 47, 02 இவற்றிற்கு 
இடையே உள்ள கோணத்துக்கு சமமாகவும் இருப்பதால், ,7* 
தளத்தில் இந்த இணைகரத்தின் எறிவு படிவம், 02-ல் வெக்டார் 

4ச-ன் எறிவு படிவத்துக்கு சமம் எனக்காணலாம், இதிலுருந்து 
டுவின் வழியாக செல்லும் ஏதாவது ஒர் அச்சு பற்றிய, விசை சீன் 

திருப்புத்திறன் அந்த அச்சின் திசையிலுள்ள வெக்டார் 38-ன் 
கூறுக்கு சமம், 

ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட விசைகள் ஒரு புள்ளியில் செயல்பட்டால் 
அவைகளின் திருப்புத்திறன்களின் மொத்தம், அவ்விசைகளின் 
தொகுபயன் விசையின் திருப்புத்திறனுக்கு சமமென்று, வெக்டாரின் 
வகுத்தமைவு விதியின் மூலம் காணலாம். ஏனெனில் விசைகள் 

F,. Fy Fy, Fn atestuer 2:எனும் ஒரு புள்ளியில் செயல்படும்போது 
அவற்றின் தனித்தனி திருப்புத்திறன்கள் 

OPXF,+0PxF, ....., OP x Fn eu. 
ஆகவே திருப்புபுத்திறன்களின் மொத்தம்
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Px F.40P x அரி et OP X Fn 

= OPX (F,+F, +. + Fa) 

=RXF இங்கு வெக்டார் 7! என்பது விசைகள் 

சீடி சீடி டி ம களின் தொகுபயன் விசை ஆகும். 

0-வை தோற்றுவாயாகக் கொண்டு Paix V4hz 

OP =ix~jy-+kz என்க, 

எனவே மொத்தத்திருப்புத்திறன் 

ij k 

M= x yz 

XYZ 

=(yZ-2Y) p4(2¥ - xZ} j+(xY-yX) k 

இதில் 7, 7, £ குணகங்கள் 0%, 017, 02 அச்சுகளைப்பற்றிய 

திருப்புத்திறன்கள் முறையே Mx, My, Mz ஆகும். எனவே 
ஏதேனும் ஒரு விசையின் திருப்புத்திறன் ஏதேனும் ஒரு கோட்டைப் 

பற்றி காண, அக்கோட்டிலுள்ள ஒரு புள்ளி பற்றிய திருப்புத்திறன் 

கண்டு, அதை அக்கோட்டின் திசையில் கூறாக பிரிக்க வேண்டும். 

இவ்வாறு ஒரு புள்ளி பற்றிய திருப்புத்திறன் என்பது ஒரு வெக் 
டாராகவும், ஒரு கோட்டைப்பற்றிய திருப்புத்திறன் ஓர் திசையிலி 

யாகவும் அமைகிறது, 

  

படம் 21 

ஒரே எண் மதிப்பும் எதிர் திசைகளையும் கொண்ட தர் 

என்ற இரு இணை விசைகளை ஒரு இரட்டை (௦௦16) எனக் கூறு



வோம் படம் 21 2,, எனபன - 7, 2 என்ற விசைகள் செயல் 

படும் கோடுகளிலுள்ள புள்ளிகளளானால் புள்ளி 0 பற்றிய இந்த 

இரட்டையின் திருப்புத்திறன் R, xF-R, x F=(Ry-R) xF 

ஆகும், இங்கு வெக்டார்கள் RK, R, என்பன வெக்டார்கள் 

OP,, OP, இவைகளைக் குறிக்கின்றன. (8,- 89.8 என்பது 

வெக்டார். 22; ஆதலால் இந்த இரண்டையின் திருப்புத் 

திறனை எந்தப் புள்ளியினைப்பற்றி கணக்கிட்டாலும் M=RxF 
என்ற ஒரே மதிப்பினை உடையதாகவே இருக்கும். 

வெக்டார் நுண்கணிதம் 

2. வகை நுண்கணிதம் 

2.01. ஒரு திசையிலி மாறியின் வெக்டார் சார்பு 

7” எனும் வெக்டார் ஒரு திசையிலி மாறி 4-ன் மாறுதல்களுக் 
கேற்ப, தானும் மாறுமானால், அதனை அந்த திசையிலியின் வெக் 

டார் சார்பு, அதாவது 4 (7) என்கிறோம். 

படம் 22-ல் 02- (0 என்க, இது தொடர்ச்சியான 

தாகவும், /-ன் ஒரு மதிப்புக்கு வெக்டார் ட ககு ஒரு மதிப்பு 
மட்டிலுமே கொடுக்கும், ஒரு மதிப்புடைய சார்பு 

ல. 
என்பதாயும் கொள்வோம். 

-எனும் மாறி, 74-௩7 என      
மாறும்போது வெக்டார் 02 

என்பது வெக்டார் டட ஆக 
£ மாறுகிறது எனக் கொள் Fou 

படம் 22 வோம். அதாவது டூர் 
சோக. உ (0 ஆக 

மாறும்போது, (27 (25-ன் பெருக்கமான 

AF=F(t+Ad) - F ()=P6 ஆகும், 
ர் sia 

At திசையிலியாதலால், “1. 29. 
டர் At
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என்பது 7 வழி செல்லும் ஒரு வெக்டாராகும். கன் மதிப்பு 
சுழியை நெருங்கும்போது, இந்த வெக்டாரின் எல்லை மதிப்பான 

dF sr’ AF 
dt = AteOat 

வெக்டார் 7-ன் /-ஐப் பொறுத்த வகைக் கெழு எனப்படும். 

குறிப்பாக, / என்பது நேரமானால் = என்பது வெக்டார் /௩ன் 

மாறுவீதம் எனப்படும். 

2.02. ஒரு கரும் புள்ளியின் திசை வேகம் : 

படம் 23-ல் £- 02 என்பது, நிலைப்புள்ளியி (160 நரம்) 
லிருந்து, ஒரு வளைகோட்டில் நகரும் புள்ளியான 4-க்கு வரையப் 

பட்ட வெக்டாராகவும் 9 என் 

பது நிலைப்புள்ளி மக்கும் 

2-க்கும் இடையேயுள்ள தூர 

மாகவும் ககொள்ேே வாம். 

ம, ட-க்கு நகரும்போது ௩௨8 

என்பது 79 ஆகும், ர் என் 

  

  

AS 

பது pre (chord) PQ anf 

Gas 2 _ பான் 
As வில் 

oS) என்ற நீளத்தைக் 
படம் 23 Arc 

கொண்ட வெக்டாராகும். ட எனும் புள்ளி 2-ஐ நெருங்கும் 

போது நாண் 2, 2-ல் வரையப்படும் தொடு கோட்டினை நெருங்கி 

ன் ர . dR க ய ‘ 
முடிவில் அதனுடன் ஒனறும், எனவே, ae என்ற எல்லை மதிப்பு 

ஓரலகு நீளமுள்ள £-ல் வரையப்படும் தொடு கோடடின் 

திசையில் அமையும் ஒரு வெக்டாராகும். 7 என்பது நேரமானால் 

dR dR ds_, OS ல cepa Hey Gens 
a Be" ரர என்பது | 77] எ. என்ற எண்மதிப்பு கொண்ட 

தொடு கோட்டின் வழி செல்லும் ஒரு வெக்டார் என்பதால், 

V த 5 ‘ 
V = ன் -ஐ 2-பின் திசை வேகம் என வரையறுக்கலாம். 

at
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2 _ 22 ர்பது 2-மின் முடுக்கம் ஆகும். 
47 dt’ 

வெக்டார்களின் கூட்டல் பெருக்கல் இவைகளின் வகைக் 

கெழுக்களைக் கண்டு பிடிக்கும்போது, நுண்கணிதத்தில் பயன் 

படுத்தப்படும் வரையறைகளையே பயன் படுத்தலாம். ஆனால் இங்கு 

ரசிகளின் வரிசை (010௦) மாற்றக் கூடாது. 

சான்றாக, வெக்டார்கள் A‘ B,C என்பன 1-யின் சார்புள்ள 

தாகவும் 0- 4% 2...(1) எனவும் இருக்கட்டும். 

இங்கு வெக்டார்கள் A, B,C என்பன ௩4; கறி ௩௦ என்ற 
பெருக்கங்களை அடைந்தால் 

C+ AC=(A+A4)x (B+ AB) 

= Ax B+AX AB+AAX B+ AA+AB.....(2) 

சகன்பாடு(2)-லிருந்து (1)ஐக் கழிக்க ௩௦- 4% ௬.2 டயம 
+OAxAB என கிடைக்கும், இந்த சமன் பாட்டின் இரு பக் 
கங்களையும் கர் ஆல் வகுத்து எல்லை மதிப்பினைக் கண்டால் 

22.88. 84. _ 
ஷ் அக தன் இக 

இதன் வலப்பக்க உறுப்புக்களில் வெக்டார் 4, 2-யின் 
இடங்கள் சமன் பாடு (1)-ல் உள்ளபடியே மாறாமல் உள்ளன். 

2.03. (அ திசையிலி மும்மடி, பெருக்குத் தொகையின் வகைக் 
கெழுகாணல் (1)188721181100 ௦2 8081௨ triple product) : 

V=A .[BxC] 

V+OV=[A+A4]; | [BEAB]x{(C+AC] } 
=(4+ a4]. | BxO4+BxAC+LABKG 

=A [Bx C]+ AA. [BxC]+4.[ABxC] 

+4 BL x AC]+ 44. {ABxC]4+ a4. [Bx AC 

AV=A4 .(BxC]44 .(ABxC]+4. [Bx AC] 
இங்கு சிறு உறுப்புகள் (80811 (2108) நீக்கப்பட்டுள்ளன.
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எனவே, 

2 7 ன் 1809-4. |” 2142. [ax% 

(ஆ) வெக்டாரின் மும்மடி பெருக்குத் தொகையின் வகைக் கெழு 
காணல் (19116701181101 06 4601௦7 triple product): 

V=Ax([BxC] 

V+AV =[A+ A4]x (B+ AB)x(CLAG 
= (A+ AA) x[Bx C4 Bx AC+ABxC] 

= Ax Bx C]+Ax[ABx C]44x [Bx AC] 

+ ABX [Bx AC]+AX]ABxC] 

+AAX[x ABxC] 

சிறு உறுப்புகளை be AV = AAx [Bx C]+Ax[ABx C] 

+AX[BxC] 

av dA <=. 4B 
7 * ar XLBX C+ Ax 5 XC] 

dC. 
+AXx [Bx]. 

2,04. வெக்டாரின் ஒருபடி வகைக்கெழு சமன்பாடு (Linear 160 
tor differential equations) 

ஒன்று அல்லது அதற்கு மேபட்ட.வெக்டார் மாறிகள் அவற்றின் 

வகைக் கெழுக்கள் உள்ள ஒரு படிவகைக் கெழு சமன்பாடுகளை, 
திசையிலி வகைக்கெழு சமன்பாடுகளைத்தீர்க்கும் முறையிலேயே 

தீர்க்கலாம். ஆனால் இங்கு தொகையீட்டு மாறிலிகள் வெக்டார் 
களாக இருக்கும். 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

ஒரு தகரும் துகளின் முடுக்கம் மாறிலியானால்' அதாவது
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இங்கு 17, என்பது ஒரு வெக்டார் மாறிலி நேரம். 1-0 ஆக இருக் 

கும்போது இந்த மாறிலி 7”, - தொடக்க திசை வேகமாகிறது. 

சமன் பாடு (2)-ன் தொகையிட்டைக் கண்டால் 8 44 

AV ALR, toGgang. இங்கு வெக்டார் 8, என்பது நேரம் 1-0 

ஆகும்போது /-ன்வெக்டார் மதிப்பாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 2 : 

வெக்டார்கள் %, Y - என்பன நேரம் 1-ஐ சார்ந்திருந்து 

ர (1) a -kX-... (2) என்ற வகைக் கெழு சமன் 

பாடுகளின் முலம் கட்டுப்பட்டிருக்கின்றன எனக் கொள்வோம். 

இங்கு £ என்பது மாறிலி, சமன்பாடு (1)-ன் ஐப் பொறுத்தவகைக் 

கெழுவினைக் கண்டு (2)-லிருந்து அடக்கு பிரதியிட்டால், = 

நட என கிடைக்கிறது. இதன் தீர்வு %£- 4 81 24-18 ௦௦5 kt 

இங்கு 4, 8 என்பன வெக்டார் மாறிலிகள், இதனை சமன்பாடு 

(1)-sb Gp Hu. Y= A cos kt -Bsin ர் என காணலாம். 

2.05. (ஐ துகள் அல்லது துகள்களின் இயக்கம் : 

ஒரு நகரும் துகள் அல்லது புள்ளியின் பொருண்மை m-Hps 

வும், 17 திசை வேகமாகவும் இருந்தால், ஈரச் என்பது. அதன் 
® js (momentum) sortu@ib. நியூட்டனின் இரண்டாவது 

d. = ன — 
இயக்கவிதி a (aV) =F என் எழுதப்படும், இங்கு 4 என்பது 

துகளின் மீது செயல்படும் விசையாகும். - மாறிலியாக இருப் 

Wo. 
ப்தால் இதையே mG = F என எழுதலாம். இங்கு = துகளின் 

முடுக்கமாகாம். 

0 என்ற நிலைப்புள்ளியிலிருந்து. நகரும் துகளுக்கு வரையப் 

பட்ட வெக்டார் என்றால், -வைப்பொறுத்து உந்தத்தின் திருப் 

புத்திறன் அல்லது கோண உந்தம் (angular momentum) 
ரி ய் ரப (7 என்ற வெக்டாராக வரையறுக்கலாம். 

IR Vs ன் 7778-0 என்பதால் 

do. | _ di. dR. a (Rx mV) = RX a (nl) + x mV
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இங்கு ர என்பது 0-வைப் பொறுத்து விசை 7-ன் திருப்புத்திறன் 
அல்லது இரட்டைத் திருப்புதிறன் (40005) ஆகும். அதாவது 
dt =M. 

My, May vee , 1818 என்ற பொருண்மைகனையும் 7, 7...... > Vn 
என்ற திசை வேகங்களையும் கொண்ட ஈ துகள்களின் மீது 

டி 2... மீட என்ற விசைகள் செயல் படுவதாகக் கொள்வோம் 

நியூட்டனின் இரண்டாவது விதியை பயன்படுத்தி 

1 _ _ உ. டட டட ட 
5 (m, Vim, Vat. tim V,)=B, 474... Fy 

என எழுதலாம். 

சீட மக என்பது இந்த துகள்களின் மீது செயல் 
படும் விசைகளின் கூட்டுத்தைகையாகும். இது துகள்கள் ஒன் 
றுக்கொன்று செயல்படும்போது உண்டாகும் விசைகள் . (உள் 
விசைகள்) வெளிப்பொருள்கள் இவைகளின் மீது செயல்படுத்தும் 
விசைகள் வெளி விசைகள்இவற்றின் கூடுதலாகும். 

நியூட்டனின் மூன்றாவது விதியின்படி. 'உள் விசைகளின் கூட் 
டுத் தொகை சுழியமாகிறது. ஆகவே, 7 என்பது வெளி விசை 

களின் கூடுதலாகும். 

2.05. (0) புவியீர்ப்பு புள்ளியின் இயக்கம் : 

Ris மிடை % என்ற வெக்டார்கள் 0 என்ற நிலைப்புள்ளியிருந்து 

Ty, Mg, பட. என்ற பொருண்மைகளைக் கொண்டதுகள் 

களுக்கு வரையப்பட்ட வெக்டார்களாகக் கொள்வோம். 

  
உப்... 40% 

  Ra Biting Repo. tittn Re 

என்ற வெக்டார் 0-விலிருந்து வரையப்பட்டால் இதன் இறுதிப் 
புள்ளியான 6-ஆனது இந்தத் துகள்கள் தொகுதி (895(5)-யின் 

புவியீர்ப்புப்; புள்ளி (௦2176 ௦1 காமு) எனப்படும். 

இதையே, 

m, R, +m, Ryo... Mn -Rn=mR, 

eror stapsuTb, QaGgn=m,+tm,+ ~..+m, ஆகும். இந்த 
சமன்பாட்டின் 4-ஐப் பொறுத்த வகைக் கெழுவைக் கண்டால் 

3
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4 dR ட்டி 
90) டர, 7... +n Vo = aR V, எனக் கிடைக்கும். 

இங்கு வெக்டார் 77, என்பது புவியீர்ப்பு புள்ளியின் திசை வேக 
மாகும், நியூட்டனின் இரண்டாவது விதிப்படி 

d ன் 
a (nV,=F 

எனவே புவியீர்ப்புப் புள்ளியானது துகள்களின் பொருண்மை 

களின் கூட்டுத் தொகையான m என்ற பொருண்னமயைக் 

கொண்ட ஒரு துகளைப்போல இந்தத் தொகுதியில் (system) Qewsd 

படும் வெளிவிசைகளின் கூட்டுத் தொகையான 7 என்ற விசையால் 
செயல்படுத்தப்படுகிறது என அறிகிறோம். 

இந்த தொகுதி(௫/8160)-யின் ஒவ்வொரு துகளுக்கும் 

dH ~ set 5 ஜு மீச என சமன்பாட்டினை எழுதலாம், 

தொகுதியின் எல்லா துகள்களுக்கும் மொத்த மாகக் கருதப்படும் 

போது, ட்ட =M, a எழுதலாம். 

இங்கு /7,-88, 88-7௦ 87... பூ மர்... என் 
பது துகள்களின் 0-வைப் பொறுத்த கோண உந்தங்களின் (angular 
7007101010) கூடுதல் ஆகும். 

My= RX P, +R: X Fy+ econ +RaX Fy srsitugy F,, Fey ௨, 
என்ற விசைகளின் 0-வைப் பொறுத்த திருப்புத் திறன்களின் கூடுத 
லாகும். 

இதிலிருந்கு 0-வைப் பொறுத்த மொத்த கோண உந்த 
(angular momentum) மாறுவீதம் 0-வைப் பொறுத்த, வெளி விசை 
களின் திருப்புத் திறன்களின் கூடுதலுக்குச் சமம் என்று தெரிகிறது. 

நகரும் புவியீர்ப்பு புள்ளியைப் பொறுத்து துகள் ஈன் திசை 

வேகம் ர், - Vo, கோண உந்தம் m, (R, = ம x (ரச், = ர்) ஆகும், 
எனவே, புவியீர்ப்புப் புள்ளியைப் பொறுத்த மொத்த கோண உந் 
தம் He= = mi (Ri - Re) x (Vi - Ve) QosGu He=H-~mRex Ve i 

என எழுதலாம். இங்கு 7- 2.3 820776 ஆகும், அதுவது
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துகள்களின் தொகுதி 0-வைப் பொறுத்த கோண உந்தம் கீழ்க் 

கண்ட இரண்டு பகுதிகளின் கூட்டுத் தொகையாகும். 

(1) புவியீர்ப்புப் புள்ளியைப் பொறுத்த கோண உந்தம். 

(2) m என்ற பொருண்மையும் Ve - என்ற திசைவேகமும் 
கொண்ட ஒரு துகளின் 0-வைப் பொறுத்த கோண உந்தம், 

இதே மாதிரி, புவியீர்ப்புப் புள்ளியைப் பொறுத்த விசைகளின் 

திருப்புத்திறன் Mc= 3 (Ri- Re)X Fiz M-RexF 
i 

எனவே M= Mc+RexF 

விசைகளின், 0-வைப் பொறுத்த மொத்த திருப்புத்திறன் பின் 

வரும் இரு பகுதிகளின் கூட்டுத் தொகையாகும். 

(1) விசைகளின் புவியீர்ப்புப் புள்ளியைப் பொறுத்த திருப்புத் 

திறன் 

(2) புவியீர்ப்புப் புள்ளி வழியே செயல்படும் இணைவாக்க 
விளைவு விசையின் 0-வைப் பொறுத்த திருப்புத்திறன். 

H=He+mRexVe. 

இதன் வகைக்கெழுவைக் கண்டு மேற்கண்ட சமன்பாடுகளைப் 

பயன்படுத்தி ae - 72 என எழுதலாம். 

இதிலிருந்து கோண உந்தத்தின் மாற்றுவீதம் திருப்புத்திறன் 
களின் மொத்தத்திற்கு சமம் எனத் தெரிகிறது. எனவே கோண 

உந்தம், திருப்புத்திறன் இவைகளை 0-என்ற _நிலைப்புள்ளியை 
பொறுத்தோ அல்லது நகரும் புவியீர்ப்புப் புள்ளியை பொறுத்தோ 
கண்டாலும் இந்த சமன்பாடு பொருந்தும் எனத் தெரிகிறது. 

2.06. yaluiriny yossteo (gravitational 14614) துகளின் 
இயக்கம் : 

புவியீர்ப்பு சக்தி மட்டும் செயல்படும்போது m என்ற 

பொருண்மை உள்ள ஒரு துகளின் இயக்க சமன்பாட்டினை 

ச் ‘ த 72 —mgk .....(1) sreirgy எழுதலாம்.
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இங்கு வெக்டார் £ என்பது மேல் நோக்கி செங்குத்தாக வரை 

k uo யப்பட்ட ஒரு அலகு கெண்ட்ன் 

ராகும், வெக்டார் 7 என்பது 

துகளின் ஆயத்தைக் குறிக்கும். 

படம் 24 சமன்பாடு (1)-ஐ 

ட ar ee ao 28 என்றும் எழுதலாம். 

y av என்று கொண்டால் 
ட ர dt 

படம் 24 or - 8 ஆகும். 

இதை தொகை படுத்தும்போது 

v=—gtk+b.. . (2) என்று எழுதலாம். 

_ சீ ஒரு மாறிலி வெக்டாராகும். 

{=O ஆக இருக்கும்போது ர ௨... என்றால் சமன்பாடு 
(2)-லிருந்து ௦, எனக் காணலாம், 

என்வே, 

7/1 வ் 
9 ல இர் கவை] 

இதன் தொகை காண, 

r=t,-h gttk+¢ என்றறிகிறோம். 

1-0 ஆக இருக்கும்போது r=O என்றால் 2-0, 

எனவே ர- 8974-1 23%. (6 

சமன்பாடு (4)-லிருந்து இந்த துகளின் இயங்கு வரை (1௦௦08) 
புள்ளி 0, வெக்டார்கள் u,, k இவைகளால் வரை யறுக்கப்பட்ட 
தளத்தில் அமையும் ஒரூ வளைவு கோடு என்று தெரிகிறது. 

1-0 என்ற கணத்தில் இந்த துகளின் திசை வேகம் செங்குத் 
தாக வெக்டார் /-யின் திசையிலிருந்தால், அந்தக் கணத்தில் இந்த 
துகளின் நிலையானது 0-வின் வழியே செல்லும் செங்குத்துக் கோட் 
டில், இது மாருமல் இருக்சூம் ஈன சமன்பாடு (4)-லிருந்து 
தெரிகிறது,
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வெக்டார்கள் ஐ, £ இவைகளின் திசைகள் வெவ்வேரு” 
இருக்கும்போது இவற்றினை 0%, 0 திசைகளில் குறித்தால் நேரம் 
8-கணத்தில் 

x= |u,|t 
=-$ gt? என்று ஆகிறது. 

இதிலிருந்து 7-ஐ நீக்சி 

g yo -§ டட என்று காணலாம். 
| w, | * 

எனவே, புவியீர்ப்பு களத்தில் தன்னிச்சையாக இயங்கும் 

துகளின் இயங்கு வரை ஒரு பரவளைவு (ஐ௨௨௦௦18) எனத் தெர 
கிறது. இந்த இயங்கு வரை (10008)-யின் உச்சிப்புள்ளியின் திசை 

வேகத்தின் செங்குத்துக் கூறு சுழியமாகும். அதாவது ,%-0. 

எனவே சமன்பாடு (3)-லிருந்து (,-278) 6-0. 

el
 oo 

g 
t=   

இது துகள் உச்சிப் புள்ளியை அடைய எடுக்கும் நேரமாகும் 
எறிவுப் புள்ளி வழியே செல்லும் சமதளத்தில், துகளின் இயங்கு 

வரையின் இறுதிப் புள்ளியுல் 7 . £- 0 ஆகும், 

அதாவது (/-3 ௪4) 4-0 
ம். 0.   1-9 அல்லது 

ur,k_. 
எனவே ர்.” என்பது 

o 

துகள் இறுதிப்புள்ளியை அடைய எடுக்கும் நேரம் ஆகும். 

பயிற்சி : 

இயங்கு வரை பரவளைவின் உச்சிப்புள்ளி, இறுதிப்புள்ளி இவற் 

நின் வெக்டார் நிலைகளைக் கணக்கிடு. 

2.07. &fludurcr Qwasa : (Simple harmonic motion) 

ஒரு துகளின்மீது செலுத்தப்படும் விசையின் எண் எதிப்பு, ஒரு 
நிலைப் புள்ளியிலிருந்து துகளுக்குள்ள இடப்பெயர்ச்சியைப்
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பொறுத்தும், விசையின் திசை நிலைப்புள்ளியை நோக்கியும் இருந் 

தால் அதன் இயக்கம் சீரியல்பான இயக்கம் எனப்படும். இந்த 

இயக்கத்தின் சமன்பாடு 

ar 
dr 

இங்கு வெக்டார் * என்பது துகளின் வெக்டார் நிலையாரும் pe 
என்பது விகித சம மாறிலி, 

இதன் பொதுத் தீர்வு 

Hr... (1) 

r= GCOS A/PMt+b sin s/f 1... (2) 

இங்கு ஈ, ம் என்பவை மாறிலி வென்டார்கள் ஆகும், 
இதன் வகைக் கெழு 

dr - _ 
தத்து ~ VE a 7/2 1-8 6006 4,7/8%.....(3) 

1 09- என்ற கணத்தில், சமன்பாடுகள் (2), (3)-விருந்து 
r=@ 

9௩/26 என்று அறிகிறோம், 

a, b 04, oY வழியே எடுத்துக் கொண்டால் சமன்பாடு 

(2-லிருந்து இந்த துகளின் இயங்கு வரையின் எந்த புள்ளியிலும் 

%- 18] 008,787, 151 ஊகம் 
என்று அறிகிறோம். 

  

படம் 25
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x ற எனவே Tal? + Tere} என்று எழுதலாம், அல்லது 
x? y? . 

3 + Bo! என்ற நீள்வட்டம் (611186) துகளின் இயங்கு வரை 

எனத் தெரிகிறது. படம் 25, 

. சமன்பாடுகள் (2) (3)-லிருந்து ஈ, உ என்பன (-யின் திரும்பு? 
சார்புகள் எனத் தெரிகிறது. 

ல் . 2a 2௯௩ 
சுழற்சி நேரம்---- ஈவது --- நேரத்தில் துகள், இந் ve அகலத் நரத்தில் து இந்த 

நீள் வட்டத்தை ஒருமுறை வரையும். 

பயிற்சி : _ 

ஒரு துகளின் முடுக்கம் 20 என்ற கணத்தில் சச i=6 

(t+1) 543 (sin tk ஆனால் 9, 7-ஐக் கணக்கிடு. இங்கு துகளின் 

திசை வேகமும், நிலையும் /- 0-த்தில் சுழியம் என எடுத்துக் 

கொள். 

2.08. பகுதி வகைக் கெழுக்கள் (471481 ப14/270ற(1211015) 

7” என்பது ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட-திசையிலி மாறிகளின். வெக்டார 

சார்பனூல், ]*-ன் வகைக்கெழுக்கள் ஒவ்வொரு மாறியைப் பொறுத் 

தும் காண இயலும், அவ்வாறு காணும்போது மற்ற ஒரு மாறியைத் 

தவிர மாறிகளை மாறிலிகளாகக் கருத வேண்டும். இவ்வாறு காணப் 

பட்ட வகைக் கெழுக்கள் பகுதி வகைக் கெழுக்கள் எனப்படும். 

V=f (x,y, Z) Ow 

௦... எல்லை f (ZEA, Y, 2)- f(x,y, 2) 

x  Ax>O AX 

இதே மாதிரி 2 3) என்ற பகுதி வகைக் கெழுக்களையும் 

எழுதலாம். எனவே, 

டர் 97 97 
சி-7ர — — 5x x +3 dts, dz 

r= ix + jy 4 /சஎன்றால் 

ஆனால் ட 

i dx+j dy+k dz
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எனவே 

; dV adV A ர் dy Ea ties [ ஆர் eo. li dx+j dy+k dz\ 

[39 3 roe dr |r ve + 7 a வ 

9 919 vai ai Te ates. என்பது ஒரு இயக்கியானால் 

றகர 

ரீர்- ௭77. ம் அல்லது 

dV=(a,dr)V...... (1) ஆகும். 

இங்கு ஏ என்பது ஒரு செயற்பாட்டினைக் குறிக்கும் குறியீட்டு 
வெக்டாராகும் “டெல்? (061) என அழைக்கப்படும் இந்த வெக்டார் 

முதன் முதலில் ஹேமில்டன் (17கற௱॥1100)) என்பவரால் நடை முறை 
யில் புகுத்தப்பட்டது. மற்ற வெக்டார்களைப் பொறுத்து எல்லா விதி 

முறைகளுக்கும் இது ஒத்து வருகிறது, இதனைப் பயன் படுத்தி சரிவு 
அல்லது வாட்டம் (தாக0101). பாய்வு (12010௦ , ariped (curl) 
எனும் மூன்று கணியங்களை வரை யறுக்கலாம். கன் கூறுகள் 

089 09 ‘ . . 2 
i, j, ம வழியே ae Ge Be என்ற குறியீட்டு அளவுகளாகும். 

4. என்பது திசையிலி நுண்கணிதத்தில் வகைக்கெழு காணும் 

செயல்பாட்டைக் குறிப்பது போன்று, வெக்டார் நுண்கணிதத்தில் 

ட 
7 அமைகிறது, அதாவது எர a” Lap te ‘eu 

, 2.09. திசையிலிகளமும், வெக்டார்களமும் ($௦விக” and vector 
fields) 

மூவளவை வெளியில் (1117௦6 01010ற5ம்01டி1 80௧௦6) 8 என்னும் 
ஒரு பகுதியை 16201) எடுத்துக் கொள்வோம். இப்பகுதியிலுள்ள 

ஒவ்வொரு புள்ளியும் ஏதாவதோரு இயற்பியல் பண்புடன் தொடர் 

புடையிதனக் கொள்வோம். இவ்வியற்பியல் பண்பு ஒவ்வாரு 

புள்ளிக்கும் தகுந்தவாறு மாறுகிறாற்போலும், வரை யறுக்கப்பட்ட 

மதிப்பினை உடையதாயும் இருக்குமாறு எழுதப்பட்டுள்ள தனக் 

கொள்வோம். அப்படியாயின் £ எனும் மூவளவை வெளியின் பகுதி 
புலம். எனப்படும். 

புலங்களை ₹திசையிலி புலம்”, *வெக்டார் புலம்” என இரு 

வகையாக பிரிக்கலாம். இயற்பியல் பண்பை எழுதும் சார்பு
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திசையிலு சார்பாயின் “திசையிலி புலம் ? என்றும் வெக்டார் 
“சார்பாயின் வெக்டார் புலம்? என்றும் அமைக்க படும். இவ் 
வாறு திசையிலி புலத்தில் இயற்பியல் பண்பு, திசையிலி சார்பினால் 
கொடுக்கப்படும், புலத்தின் பல்வேறு புள்ளிகளி.4? இத்திசை 
யிலியின் மதிப்பு மாறுபடும். “அதாவது P எனும் ஏதாவது 

ஒரு புள்ளியில் அதன் மதிப்பு அப்புள்ளியின் ஆயத்தொலைகளைச் 

சார்ந்து அமையும்; எனவே இயற்பியற் பண்பைக் காட்டும் 

இம்மாறி ஒரு புள்ளியின் நிலையைச் சார்ந்து அமைவதால், இதனை 

“: திசையிலிப் புள்ளி சார்பு!” (scalar point function) என 
அழைக்கலாம். 

எடுத்துக்காட்டாக, சூடாக்கப்பட்ட. பொருள் ஒன்றில் சூட்டின் 

பரவல் நிலையை ஆராயும்போது, வெவ்வேறு புள்ளிகளில் உள்ள 

வெப்பநிலையைக் காட்டும் சார்பு, “'திசையிலிப் புள்ளிச் சார்பா'*கும். 
பொருள் இடம் கொண்டுள்ள பகுதி வெளிதிசையிலிப் புலமாகும். 

இதே போன்று, பொருள் அடர்த்திப் பரவலை காட்டும் சார்பு 

(distribution of density), மின்சார நிலைசக்தி முதலியன 

(௦1181), வேறு சில எடுத்துக்காட்டுகளாகும். 

ஒரு குறிப்பிட்ட பகுதி வெளியினோடு ஒரு இயற்பியற் பண்பை 
தொடர்புபடுத்திக் காட்டுவது ஒரு வெக்டார் சார்பானால், அப்புலம் 

வெக்டார் புலம் எனப்படும் எனக் கண்டோம். 

எடுத்துக் காட்டாக, இயங்கிக் கொண்டிருக்கும், பாய்மம்” (மிரும்) 

ஒன்றின் பல்வேறு புள்ளிகளின் திசை வேகங்களைக் குறிக்கும் 

சார்புகள் வெக்டார் சார்களாகும், எனவே அப்பாய்மம் இடம் 

கொண்டுள்ள பகுதி வெக்டார் புலம் எனப்படும். ஓவ்வொரு புள்ளி 

யிலும் பாய் மத்தின் திசை வேகம் ஒரு தொடர்ச்சியான வெக்டார் 

சார்பாகும். (௦011170008 vector function) ஒரு குறிப்பிட்ட 
புள்ளியில் அப்பாய் மத்தின் திசை வேகம் ஒரு குறிப்பிட்ட 

திசையும், அளவும் கொண்டதாயும், புலம் முழுவதிலும் புள்ளிக் 

குப் புள்ளிதிசையிலும் அளவிலும் அது தொடர்ச்சியாக மாறுபடு 

வதாயும் அமைகிறது. இவ்வாறு இயற்பியற் பண்பு ஒன்றினை 

புள்ளியின் நிலைக்குத் தக்கவாறு தொடர்ச்சியாக மாறக் கூடிய 

வெக்டார் சார்பாக எழுதுவதைத்தான் “*வெக்டார் புள்ளிச் சார்பு, 

(vector point function) என்கிறோம். 

2.10. (௮) திசையிலிப்புள்ளிச் சார்பின் சரிவு; (கப்ர் ௦88 
scalar function) 

S(x,y, 2 THUG apse வெளியில் ஏதோ ஒரு புள்ளிக் 

குப் பொருந்தும் ஒரு திசையிலிப் புள்ளிச்சார்புஎனக் கெர்ள்வோம்.
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2 ழ் 205 pos A Os ு வெக்டார். இன் 
அப்படியானால் ( ix ae சீ +k 32 எனும் வெக்டார் 

சரிவு எனப்படும். இதனை ‘efley S’ (grad 4) எனக் கூறலாம். இந்த 

oS oS 
புதிய வெக்டாரை வறை யறை செய்ய a a oz என்ற பகுதி 

வகைக் கெழுக்களைக்காண இயல வேண்டும். $(2,], 2) எனும் 
சார்பு தொடச்சியுள்ளதாயும் (௦௦11/11111018) வகைக் கெழுக்காண 

(8121182016) தகுதியுள்ளதாயும் அமைகின்ற பகுதி முழுவதி 
லும் இம்மாதிரி *சரிவு 5” எனும் வெக்டார் காண இயலும். 

as oS Aas 
Gal fay S =i — — == 2 எனவே சரிவு 5- 2 (சத எல AS.. (1) 

இது ஒரு வெக்டார் களத்தை வரையறுக்கிறது. 

5 என்பது ஒரு மாறிலியானால் 

os os os 
ie Gp = te =O. srorGai ¢fay S= O 

(ஆ) சரிவு 5-ன் வடிவகணித விளக்கம் : 
ஒரு திசையிலிகளத்தில் $,, 5, என்ற அருகேயுள்ள மேற் 

ல பரப்புகளை ($மரிக௦௦8) எடுத் 
A துக் கொள்வோம் படம் 26. 

இவைகள் முறையே S$, SAS 

என்ற திசையிலிப் புள்ளிச் 

சார்புகளை உடையதாக இருக் 

கட்டும். எனவே திசையிலிச் 
சார்பின் மதிப்பு 5-ல் உள்ள 

4 என்ற எந்த ஒரு புள்ளியிலும் 
S ஆகவும், ஒல் உள்ள 2 

என்ற எந்த ஒரு புள்ளியிலும் 
Stds ஆகவும் இருக்கும். ௦ 

என்பது அச்சுத் தோற்றுவா 
யானால் 

OA=r; OB=r+ ay 

என்வே 

AB= ar   4-0 & அதன் வழிச்செல் 
லும் மேற் பரப்பிற்கு வரையப் 

படம் 36 படும் நேர் குத்துகோடு 
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(௨௦1-௧௮1)  வழிச்செல்லும் மேற்பரப்பின் 6-ல் வெட்டும். 
எனவே யடி &ி,-வின் இடையை உள்ள மிகக் குறுகிய தூரம் 

40 ஆகும். இதன் நீளம் 88. இது 40-ன் நேர்குத்து திசையில் 
அமைந்துள்ளது, 4 என்ற புள்ளியில் வெக்டார் 4 திசையில் 

ன் ௨64 as 
S-sr,worm வீதம் 8 அகும். = என்பது 4-ல் வெளி நோக்கிய 

நேர்க்குத்துக் கோட்டின் வழியே $-ன் மாறுவீதம் ஆகும்: 

ZL ம.40-06 எனில் 

42005 0- 46 

அதாவது ௧7008 6- AAn 

எல்லை க 

க௲ிடிகா 5059 

எனவே க் எல்லை as 
or Ar 

௨ எல்லை AS An 
An Ar 

on. 
are 9 

. os os 
௦௦8 69 | 4 | ஆகையால் ar & ர 

aystaigy AB-sir anfGus S-sr wrgnb வீதம், 4-ல் வரையப் 

படும் நேர்குத்துக்கோட்டின் வழியே மாறும் வீதத்தை விடக்குறை 

வாகும். 4 என்ற திசை நம் விருப்பிற்கேற்ப எடுத்துக் கொண்ட 

தாகவும். எனவே, எந்தவொரு புள்ளியிலும் 5-ன மாறும் வீதம் அப் 

புள்ளியில் வரையப்படும் நேர்குத்துக் கோட்டின் வழியேதான் 

மிகக் கூடுதலாய் அமைகிறது. 

4-ல் வரையப்படும் செங்கோட்டின் வழியமைந்த ஒரலகு வெக் 

டார் ஈ எனக் கொள்வோம். 

அப்படியானால் ௧7-௧7 ஆகும். 
AS 
An 

a AS = 
Gunayib> AS =——* . Ar 

் Ann 

டன் எனவே பண ப் . dr ..,. (2)
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இதையே சமன்பாடு (1)-ன் மூலம் 

dS= AS. dr... (3) 

எனவும் எழுதலாம், 

எனவே சமன்பாடுகள் (2) (3)-லிருந்து 

oS* : 
சகா எனத் தெரிகிறது. 

x os ம a ‘ 
அதாவது ௩. என்பது ஈன் திசையில் ea எனும் எண் மதிப் 

புடன் அமைந்த வெக்டாராகும். = என்பது ீஃல டன் மிகப் 

பெரும் மாறுவீதம் (27௦8165%1 7816 ௦710162888) ஆகும். இவ்வாறு 

ஏமி-ன் விளக்கமானது கீழ் வருமாறு கொடுக்கப்படும். திசையி 
லிப் புள்ளிச் சார்பு 5 (௦,3, 2)/-ன் சரிவு எள்பது 5 (௨ற,5)-6 

எனும் மேற்பரப்பிற்கு அது அதிகரிக்கும் திசையில் வரையப்படும் 
நேர்குத்திக் கோட்டின் திசையில் அமைந்த ஒரு வெக்டாராகும். 

அதன் அளவு அப்புள்ளியில் அச்சார்பின் மீப்பெரும்மாறு வீதம் 
‘ i, , os os (maximum rate of increase) ஆகும். மேலும் a 7 008 9 

ஆகையால், எத்திசையிலும் சார்பின் திசை வகைக்கெழு அத்திசை 
யில் சார்பின் சரிவின் வீழ்ச்சிஏகு சமமாகும். 

(இ) முக்கியமான சில வழி முடிவுகள் : 

(1) திசையிலிப் புள்ளிச்' சார்புகளின் கூட்டலின் சரிவு, தனித் 
தனிச் சார்புகளின் கூட்டலுக்கு சமம், சர என்பன திசையிலிப் 
புள்ளிச் எம் எனில் Vv 49௪ 7-0 77... ஏனெனில் 

Vv (u+y) =e NHS uty tke (uty), 

a du a 0 @ op A ay 

(iat gt & “rat ர ரு கீத் zs) 
=VutAy. 

(2) இரு meen suetene சரிவு காணும் முறை: 

௨05 127 ஓம்த் றா 

~Alac ) ov | bu { + ei td {us + v2) 

+h {ut ey}
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-u(? 34 st) 
oy 

+ 221.7 3 டச் aoe 
ox IS 

= uVyt+y Vu. 

(3) சார்பின் சார்புக்குச் சரிவு காணும் முறை; 

97 (0) எனக் கொள்வோம். 

4 என்பது %, ந, சேன் சார்பு 

Vv= Vf (u) 

= ee ae 

AO ரி (ல [15 t. ee sz 

= fi (uw) au 

இங்கு 7” (w) aérugS [f(a] seuss GHsOpg. 
இவ்வாறு சாதாரண வகைக் கெழு காணும் விதிமுறைகளை ர் 

பின் பற்றுகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 1 : 

Faixtjy+kz, 17] -7, வெக்டார் 7 என்பது வெக்டார் 

ரன் திசையில் அமையும் ஓரலகு வெக்டார் எனில், :(1) vr= 

Q) = > என நிரூபி. 

(07-72-7122 

ர,“ (ஜீ நரம த) பப 

or . or x 
2r— = 2x AUS S- = —— 

y 
Is
 ௫ or ர் 
இதே மாதிரி ay a 

9 

க் 

- -2 ஆகும். th
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எனவே ௨-7 49M + 

p24 G2 4+ he 

174 (2 

உ 24(7) -*(7)%(ஒ) + te) 
= 12 +f 7 + ko] 

௨74 
= — I 

எடுத்துக்காட்டு 2 : 

A (x, Y, 2) எனும் புள்ளியை தோற்றுவாய் அல்லது ஆதியுடன் 

இணைக்கும் கோட்டின் நீளம் * எனவும், 4-யின் வெக்டார் நிலை 
> 

ச எனவும் இருந்தால் க (0) ரூ: 7 என நிரூபி, 

_ A-sir அச்சு தூரங்கள் (௦, ந, 2) ஆகையால் 7 - 3 x+ jy+kz 

> -rsPax+ytz? 

2.2.8 ௪ 
ox ர? op ம r 

am (7 ் ஆ 7g + iS) க 

= are! 2 + iz ய aor) 

wn (EMER பவட
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எடுத்துக்காட்டு 3 : 

(1, 1, 3) என்னும் புள்ளியில் ௨-2 என்ற சார்பின் மீப்பெரு 
அதிகரிப்பு வீதம் எவ்வளவு ? 

ஒரு புள்ளியில் ஒரு சார்பின் மீப்பெரு அதிகரிப்பு வீதம், அப் 

புள்ளியில் அச்சார்பின் சரிவினால், திசையிலும் மதிப்பாலும் குறிக் 
கப்பெறும். 

-Au= (= + ig + டல் 

= iyz + jxyt+ k2 xyz 

எனவே (1, 1,3) எனும் புள்ளியில் இதன் மதிப்பு 97-49 7-6 
கும். 

மதிப்பு | 9749 /16 8| ப பான 

எடுத்துக்காட்டு 4 : 

xy+z=3, xlogz-y'=-3 

என்ற வளை பரப்புககா வெட்டிக் கொள்ளும் புள்ளிகளில் ஒன் 
ரன (-1, 2, 1)-ல் இப்பரப்புகளுக்கு இடைப்பட்ட கோணம் 

என்ன ? 

வெட்டும் புள்ளியில் பரப்புகளுக்கு வரையப்படும் நேர்குத்துக் 

கோடுகளுக்கிடைப்பக்க கோணம் தான் பரப்புகளுக்கு இடைப் 
பட்டகோண மாகும், 

2: ௮ அ a, <a OS vs 
தளத்திற்கு நேர்குத்தான ஓரலகு வெக்டார் ககர 

ஆகும்: 
3342-3 என்ற தளத்திற்கு 

கடி 72 ழும் 

் பைர் 

ஓரலகு வெக்டார் 1, - be wk 

(-1,2, 1)-ல் இவ்வெக்டார் —4  
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இதே மாதிரி vlog z-y'+ 4=0 என்ற பரப்பிற்கு நேர்குத் 
தான ஓரலகு வெக்டார், (-1, 2, 1,)-் 

  “ -~4j7-—k . 
ர - Vit ஆகு 

கருதப்பட்டிருக்கிற வெட்டிக் கொக ஆக புள்ளியின் ௮ச்்௬ 
தூரங்களை தளங்களின் சமன்பாடுகளில் பிரிதியிட்டால், மாறுப்பட்ட 

குறி.பீடி௮டைய மதிப்புகள் கநவதால் வளை பரப்புகரில் ஒன்றின் 

உள்ளேயும், மற்றதின் வெளியிலுமாக தோற்றுவாய் அல்லது ஆதி 
iS ௯. அமைகிறது. எனவே வெக்டார் ர, குறியீட்டை மாற்றிக்கொண்டு 

A 

வெக்டார் க்கும் வெக்டார் க்கும் அடைப்பட்டக் கோணமான 
9-வைக் காண வேண்டும். 

cos @ = 1, n= p= அ). CS os 
vis ௩817 

= 2 i, 

~ 7306 

8 =cos*'   =. ம். 
7306 2௫ 

2.11. (அ) வெக்டார் சார்பின் பாய்வு : (20106 of a vector 
function) 

7 என்பது வெக்டார் புலம் ஒன்றில், வரை யறுக்கப்பட்ட 
வகைக்கெழு காணத்தக்க ஒரு வெக்டார் புள்ளிச் சார்பு எனக் 
கொள்வோம். அப்படியானால் புலத்தில் ஒவ்வாரு புள்ளி 

(ம் 1,2)-இலும் 7-ன் மதிப்பு கிடைப்பதுடன், அப்புள்ளியில் அச் 
சாபின் வகைக்கெழுவும் காணத்தக்க நிலையில் அச்சார்பு அமையும் 
இந்நிலையில் ஏ. 7” என்பது ஒரு திசையிலியைக் கொடுக்கும். 
அதுவே 7-ன் பாய்வு எனப்படும். 2” என்பது TFAG FE +¢k P. 
என்றிருந்தால் 

டீ? 1.40, 99 4 A A aePeyin + a3 ர் 2). (fF +i+F +k F,) 

_ OF, + OF, + OF, 

~ ox நே Be
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இஷ் வாய்ப்பாடு 7 எனும் வெக்டார் சார்பு கொடுக்கப்பட்டால் 

அதன் பாய்வு காண பயன்படும், 

(ஆ) ஒரு வெக்டாரின் பாய்வுக்கு இயற்பியல் விளக்கம் (110£1௦௨] 

interpretation of a divergence of a vector) 

மூவளவை வெளியின் ஒரு பகுதியில், இயங்கும் பாய்மம் 

நிரம்பியுள்ளது எனக் கொள்வோம். 

A (xX, ¥ 2) எனும் புள்ளியில் பாய்மத்தின் திசை வேகம் 

7? ivy+k 772 எனும் வெக்டார் சார்பினால் குறிக்கப்பெறும் 
எனக் கொள்வோம் படம் 27. 

[4 

  

  
  

  

படம் 27 

4-ல் ஒரு முனையை உடையதும், 6 மீ, 82 என்ற நீளங்களை 

விளிம்புகளாய் கொண்டதுமான ஒரு செவ்வக இணைகரத் திண் 

மத்தை எடுத்துக் கொள்வோம். இத்திண்மத்தின் ஒரு முகத்தின் 
வழியாக, ஓரலகு நேரத்தில் பாயும், பாய்மத்தின் தோராய அளவு, 

அம்முகத்தின் பரப்பினை, அதற்கு நேர்குத்தான திசையில் பாய்மத் 

தின் திசை வேகத்தினால் பெருக்கினால் கிடைக்கும். படத்தில் 

கரட்டிய வாறு 4800 என்ற முகத்தின் வழியே உள் நுழையும் 

பாய்ம அளவு ஃ&% 52 9) (4802 எனும் தளம் 402 எனும் தளத் 

4 ot eG
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ர ‘ வே 
ற்கு இணையாயிருப்பதால் ர, 72 என்ற திசை 

reopen வழி பாயும், பாய்மத்தின் அளவை பாதிப்பதில்லை), 

ர. என்ற முகத்தின் வழிமீய வெளியேறும் அளவு 

Vv த 
கக்க கற ௧௮ ௬௪ (W482 AY) எனவே  ட7௩க்கு 

செங்குத்தான இரு முகங்களின் வழி பாய்வதினால் ஏற்படும் குறைவு 

(decrease) 

கக் கூறுகள் 

= AX az (vy +92 Ay)- 4x azVy 

_ovy AX AY AZ 
0. 

இதே போன்று 02-க்கு, 04க்குச் செங்குத்துத் தளங்களின் 

வழி பாய்வதாலும் ora Ax Ay AZ Bes AX AY AZ எனும் 
52 Ox னு 

குறைவுகள் ஏற்படும். எனவே செவ்வக இணைகரத்தின் மத்திலுள்ள 

பாய்ம அளவில் ஓரலகு நேரத்தில் ஏற்படும் மொத்தக் குறைவு 

— Pax ayaz avx , avy , avz 
“ox oy பூ oz 

ஓரலகு கன அளவில், QriwG CorsHd ஏற்படும் 
மொத்தக் குறைவு 

  = 972 + avy avy AX AV AZ 

ox oy oy Ax Ay BE 

ovx , Wy , oz 
“ax 1 Oy 92 

இது தான் 77 எனும் வெக்டார் சார்பின் பாய்வு என வரையறுக் 

கப்பட்டது எனவே 7* என்பது ஒரு பாய்மத்தின் திசைவேகத்தினைக் 
குறிக்கும் வெக்டார் எனில் & . 7* அல்லது 7*-ன் பாய்வு என்பது 
குறிப்பிட்ட புள்ளியில் ஓரலகு நேரத்தில், ஓரலகு கன அளவில் அப் 
பாய்மம் என்ன விகிதத்தில் பாய்கிறது 'என்பதைக் காட்டுகிறது. 
இது போன்று விளக்கம் வேறு வெக்டார் களங்களுக்கும் பொருந் 
தும். எடுத்துக்காட்டாக 77 என்பது மின் விசைப் பாய்வையேச
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அல்லது வெப்பம் பாயும் வேகத்தையோ குறித்தால் ௩, ]* என்பது 
ஓரலகு நேரத்தில், ஓரலவு கன அளவிற்கு எவ்வளவு மின் விசை 
பாய்கிறது அல்லது எந்த விகிதத்தில் வெப்பம் வெளியேற்றப் படு 

கிறது என்பதைக் காட்டும். 

செயலி & ஒரு மாற்றமிலி, எனவே பாய்வும் கூட ஒரு மாற்ற 

மிலியாகும். பாய்மத்தின் ஒரு புள்ளியில் பாய்வு (--) ஆக இருந் 

தால், பாய்மம் விரிவடைகிறது என்றோ அல்லது அதன் அடர்த்தி 

அப்புள்ளியின் நேரத்தைச் சார்ந்து குறைகிறது என்றோ கொள்ள 

வேண்டும். அப்புள்ளி பாய்மத்தின் “மூலம்?” (8017௦6) ஆகும். 

பாய்வு (-) ஆக இருந்தால் பாய்மம் சுருங்குகிறது என்றோ அல் 

லது அதன் அடர்த்தி அந்த புள்ளியில் அதிகமாகிறது என்றோ 

கொள்ள வேண்டும். எனவே அப்புள்ளியை **எதிர் மூலம்?” அல் 
லது :*உறிஞ்சி?* (841) எனக் கூறலாம். ஒரு பாய்மத்தில் உள் 
நுழையும் பாயமும் (flux) வெளிவரும் பாயமும் ஒன்றுக்கொன்று 

t. 

suuts Qapared urding Vad .V=0 Gd. Qotorg units 
மத்தி மூலமோ அல்லது உறிஞ்சியோ இல்லாதிருந்தால், அதனை 
*இறுகாத் தன்மை'' உள்ள (incompressible) umiitowb sroré sp 

லாம். & 7-0 என்ற சமன்பாட்டினை இறுகாத் தன்மையுள்ள 
பாய்மங்களின் “*தொடர்ச்சிச்சமன்பாடு”? (64081100 ௦7 continu- 

ity) என்கிறோம். இந் நியதிக்கு உட்பட்ட வெக்டார்களை “*வரிச் 
௬ர௬ள் உருளை வெக்டார்கள்”? (solenoidal 460௦75) என்கிறோம். 

2.12. (அ) ஒரு வெக்டாரின் சுழல் (மே1 01 ௨ 1604௦1) 

F (x, y, Z) என்பது மூவளவை வெளியின் ஒரு பகுதியில் ஒவ் 
வொரு புள்ளியிலும் வரையறுக்கப்பட்டதும், வகைக் கெழுக்காணத் 

தக்கதுமான, ஒரு வெக்டார் புள்ளிச் சார்பு எனில் ௩%8, என்ற 

ன் “சுழல்!” என அழைக்கப்படும். 

A A A . 
F=iF, + jf, + k& F, எனில், 

ND DDL ADV Ap AGA AXF “(x + Feet is) + GFAP F,AARE,) 

ஆமி க ட பரக் 
த் எ: a) tPA 52)
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00% ஜே அர 0 
வா யப அன்... 

க்க _ dF, 
* 4 ல்) 

“aw nN “aw 

} 3 தீ 

9 4 ட 
=| Ox oy ௦2 

! F, P, 

(ஆ) வெக்டாரின் சுழலுக்கு இயற்பியல் விளக்கம் : 

— ¥ 

Vay 

  

      

  

படம் 28 

படம் 28-ல் உள்ளபடி 2.அச்சிற்கு, நேர்க்குத்தானதும் அத 

னைச் சுற்றி குறிப்பிட்ட அம்புக்ருறியின் திசையில் வரையப்பட்ட
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8%, மீ என்ற பக்கங்களையுடையதுமான ச்சர என்ற செவ்வகபரப்பை 
எடுத்துக்கொள்வோம். ஸ், ஸ் என்பன மிகமிகச் சிறிய மறையத் 
தகுந்த மதிப்பினைக் கொண்டவை (வேம திரு 8௨11) எனவே 

எந்த ஒரு பக்கத்தின் மையப் புள்ளியிலும் வெட்டார் ]£-ன் கூறின் 
(௦௦11101011) எண் மதிப்பு அந்தப் பக்கத்தில் அதன் சராசரி மதிப் 
புக்குச் சமம். 

ab, be, 8௦, மரீ வழியே அதன் சராசரி மதிப்புகள் முறையே 

OVx Vy 
Vx-4 > dy, Vy+ ie dx, 

37% ஹ் 08% று, றந 2 ர Vx+ 4% ae dy,=Vy-4 ayo 

ஆகும், 

படத்தில் காண்பிக்கப்பட்டுள்ள அம்புக்குறி திசையில் ரற்சரீ 

என்ற வடிவ விளிம்பு வரை அல்லது உருவரை (contour) வழியே 

கோட்டு வழித்தொகை (1,106 118221), 

mi OV: 5 oVx d d. [w= $ ஆட்ஸ்) ata y |: he 

  ர் V; *[ 09-45 52. dyy-Wy-3 2 ax |: dy 

vy 87% ட்ட [ae = ர் dy . dx. 

ஆனால் சழ்ஈசன் பரப்பளவு 85 . dy Gb. எனவே சம்£௭-க்கு 

நேர்குத்தான திசையில் அதாவது 22-திசையில் ஒரளவு பரப்பள 

வுக்குக் கோட்டுவழித் தொகையானது. 

avy _ ox ் 
03 ay oom 

_ ந் 82௦௨ 
எனவே aps av = (5 - 9.
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௨. ரு. 00௯௩, 

இர மாதிர கழல் ச எ த 

.ட_ர02 095 
சுழல் XV = = Se ; 

என எழுதலாம், 

சுழல் 7-௬ழல் ,7-சுழல் 7- சுழல் V 

16-29) - 
op 52 oO. 

அ _ இ 
+ ASE - ஆ 

7 5 is 

3 0 3. _ 
=| Ox Oy az =AX> 

Vx Vy Vz | 

& மாற்ற மிலியாக இருப்பதால், “சுழலும்” ஒரு மாற்ற மிலி 
யாகும். 

நீர்யியக்கு விசையியலில் (Hydrodynamics) umn gs Her 
“சுழற்சி”? (70181100)-யைப் பற்றி அறிய இயக்கி ““௬ழலை”? பயன் 
படுத்துவோம், ஆகவே ௬ழல் 7*-ஐ சில சமயத்தில் “ரோட் 17?” 

(Rot V) எனவும் குறிப்போம். 

எடுத்துக்காட்டு 1 : 

ஒரு கட்டிருக்கமான பொருள், இயக்கத்தில் இருக்கும் பொழுது 
எந்த ஒரு புள்ளியிலும் அதன் சுழல் 7* [நேர் கோட்டு திசை வேகம் 
(linear velocity) ஆனது, அதன் கோணத்திசை வேகத்தின் 
(angular 61௦௦10) இரு மடங்கு என நிரூபி,
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கட்டிருக்கப் பொருளானது ஒரு அச்சைச் சுற்றி செகண்டுக்கு 

ம ஆரையன்கள் (720188) என்ற ஒரே சீரான கோணதிசை வேகத் 

துடன் (௦) சுழல்வதாகக் கொள் 

வோம், இதன் எண் மதிப்பு w 

ஆகவும், இதன் திசை சுழல் AF 
சின் திசையாகவும் கொள்வோம். 

இவ்வச்சின் மீது 0-எனும் ஒரு 

புள்ளியும், கட்டிருக்கப் பொரு 

ளில் 2-என்றொரு புள்ளியும் 

எடுத்துக் கொள்வோம். 44 

என்பதை சுழல் அச்சுக்கு செங் 

குத்தாக வரைவோம், 0-வை 

தோற்றுவாயாக அல்லது ஆதி 

wired (origin) கொண்டு OP=r 
என்க. பொருள் சுழல்கையில் 

2ஃ-ஆனது 1/-ஐ மையமாகவும், 

7/2-ஐ ஆரமாகவும் உடைய வட் 

டத்தில் நகரும். அதாவது 

0,2.க்கு. 0/-க்கும் இடைப்பட்ட 

கோணம் 9 எனில் 02 81 0- 78106 என்ற ஆரத்துடன் கூடிய 

வட்டத்தில் 0227/ என்ற தளத்திற்கு செங்குத்தாக நகரும். எனவே 

2-யின் நேர்க்கோட்டு திசை3வகம் 7/7. - OP sing .w=wr sin @ 

இவ்வாறு 2-யின் நெர்க்கோட்டு திசை வேகம் ம ஈ 810 9 என்ற 

எண் மதிப்புடன் 074-க்கு செங்குத்தாக ம, 7-க்கு வலக்கை 

அமைப்புடனும் விளங்குவதால் 7* - ௰% 7 

  

படம் 297 

— “aw “A nN 

r= ixt+t jytkz 

@=fo,+j0,+k o, ஆதலால் 

A A A 
iw,+j o,+k w, 

a A A 
I J k 

ல, ல, @, 
V=oxr
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“A 

=7 (w, Z~W, y)4+7(@, X—wW, +k (@, Y- வ, x) 

? த் k 

ப. 3 3. 4 
ஆதலால் & 677 Ox Oy 92 

ம, ம3-௰,2 ௰]ழு- ௰;% 

-76,-0-04௦) 4 7ி(டி,-0-0-4௦) 

+k (w,-0-O0+0,) 
A ட்ட 
52௦,472 02 ம,2௰௯ 

அதாவது சுழல் V = 20 

ஆகவே கோண திசை வேகம் 

3 ச௬ுழல்்]7 

இவ்விளக்கம் ௩ %17-ஐச் சுழல் 1* என்றழைப்பதின் பொருத் 
தத்தினையும் காட்டுகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 2 : 

= ஜி A A 
7:72 7] 42 எனில் 

பாய்வு 7-3, சுழல் 7-0 என நிரூபி 

பாய்வு ர- ௩7 

“0 டு 2 A , 

-(2 4, % 
“(ax ay t 2)=3
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IPO r= AXr 
“aw ww nw 

i ; k 

8 x) 3 
= Ox oy ௦2 

x 2 

“1927 7/9 
மம ox 

பூ (5 oy 

~(%_ 02% 3) 

=O 

மேற்கண்ட இரு முடிவுகளும் வாய்பாடாக மனதிற்கொள்ள 
வேண்டும். 

எடுத்துக்காட்டு 3 : 

  
  

  

  

a a 
Ix +)) என்ற கோவையின் சுழல் காண்க, 

x-y 

a x ” ye x த வகை V= 2 + fa *0.£ என இருக்கட்டும் 

உராய (192 ஹூடா _ 27 
=e (Oy ட ர 

“Vy OVx\4 

thax 7 ஓஒ)” 
x y 

இங்கு Vz=0, ததன் அ எய் Vy= x+y" 

N nN , 

.xityj_ 4a Aa y 
ape — =O. i+0O ~J# 2 (ஷூ) 

9 x A 

~ Oy x+y 14 

y & 1 5-2 
=|" Gry coy | k= Cay
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எடுத்துக்காட்டு 4 : 

008 2 + yp log நரி. 7 யின் சுழல் காண் 

“a A 

சுழல் [% 008 2? +y log xj -2°k] 

௦ »_ 0 5 1d [ஜு (-ஐு-2 (22) | + 

௦ உக 2 (x cos ae | 2) 1] 

6. டட ரிக் 4 (y log x)- 5 (cos 2) | 

(ஏனெனில் 17% 608 2, 1) - ர 102, 77225) 

SX sin=j + 2k, 

2.13. M&Auwores eile, samium@adt (Formulae of ex- 
pansion) 

(ஐ) பாய்வு சரிவு$- ௩. ௩. ௬ 

2 SOS 205 os 
-(F§ ரர் வ is + 82) 

89. as, as 
ot at 

ie ke 3° Sat at டு 

மு அட oe எனவே பாய்வு சரிவு - + 
ax? oy + Sa =o 

இதனை லேப்லாசின் இயக்கி (Laplace’s operator) எனக் கூறு 
வோம்,
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(b) aryped eflay S= AX DS 

-(@2 +724 b2) + + (P84 : 28 4 205 

  

ie 

“A N A 

i ரீ k 

ஃ 3 4. 
= ay ov oy 

aw aS ஜீ 
Ox oy 92 

os as _ ars 

(0 - ௦2 ல்] gees ax 092 52) 

es — os 
ox dy ay 55) 

=0. 

(c) eff umiiay V =A (A.V 

(i+ FS + 8B) Gas + yt) 
norvx , vtVy , a°Vz 

-( “gat ஷ்” =) 

(702 = த் பு a 

J Syax ~ axay ” dydz 

AQ*Vx avy oy) 

(27 எர ௪ 

இங்கு 1* என்பது ஒரு பாய்மத்தின் திசை வேகமானால் பாய்வு 

* என்பது ஒரூ புள்ளியில், ஓரலவு நேரத்தில் அதன் அடர்த்தியின் 

திசையிலி மாறு வீதத்தையும், சரிவு பாய்வு 7* என்பது ஓரலகு
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தூரத்தில் அடர்த்தியின் மிகப்பெரும் மாறு வீத வெக்டாரையும் 

குறிக்கின்றன. 

(தத பற [0-2 
a: Come mm 

0/aVx avy 00% 072 

“tl ar me) ty 32 ன 
௦ 674 

ப ட அத” =) 
vz _ avy , arvx _ ovz , avy 01% 

6292) 62621 862  dyox | dzox  dzoy 

  

  

பாய்வு ம- 0 என்றுல், 

ம என்பது வரிச்சுருள் உருளை வெக்டார் புலத்தினைக் குறிக்கும் 

எனவே (7) 1* என்பது ஒரு வரிச் ௬ரூள் உருளை வெக்டார் 
புலமாகும், 

(6) ௬ழல் (௬ழல் )-௩% கர 

i ap k 

3 5 a 
= Ox oy 92 

612 | avy aVvx oVz ர aVx 
oy 62. $2 ox 89% நூ 

  கர05] _ Ox, Oe 6:72 

96% BF By? call 
pp ove _ obhy 80% a pee a ஒன் * ர 
07% 0792 678 ஊரு 
0202 x? ஓரி ஒஸ்] 
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- 13009, wy, ave 
Ox ay * இ௫ 

ai (ar avy , ave 
+h ‘oe Tt oy * 57 ) 

௦7% 0 , avz 
+h GS + a) 

A eV? ௦ ந்? ௦ 

் பம் ல ட 52 ) 

க். vy , 6772 
ர ஜா t 

Alfa Vz eV ௦72 

ஹு ஜா ௪) 

=V(v.V)-7°V 

  
  

  

௮ சரிவு பாய்வு 7*- ஏ? 

(ff) @7)V= (ux 5 Sty 2 +uz2yv 

<= A A A 
Ver=xityjtzk; 

oxi ஜி azk 
(6.8) 7- ee +uy = ap +uz “ae 

= Ux F+uy ftuzk 
= Ms 

எனவே (.&) 7- 9 

(2) பாய்வு (4%2)- A. ன 

“(ஜே ௫ ர் sz) 

| i (Ay Bz- Az By) + f(Az Bx - Ax Bz) 

+ £( Ax By = Ay Bx)
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அல்லது பா (Ax B) 

௦ is Bz-A —(A - ax (Ay Bz- Az By) +5, (Az Bx- Ax Bz) 

௦ 
+ ae (Ax By - Ay Bx) 

942 ay 64% 42 
wy ரசி (5. aE) 

_ Bz scl gAx 
ox ர) 

af OFF BY) 4 (ச _ ame) 
oy 

_ OBy _ ௦22 Bx 

ite “Ox “Oy ) 

A nw சு 

=(Bxi +By j +Bzk). 
[சே _ ங் ce - sey) 

y 

“Coe > Be] 
A A A 

-(Axi+ Ayjt+ Azk. 

[சே ஹு ப 6822 
ஜூ 52 a? 

oBy _ oB-\n 11 “நீ 

தி (சுழல் 4)- 4.(சுழல் £). 

பாய்வு (24% 8) -3.சுழல் 4- 2.சுழல் 2. 

(டு சுழல் (4%2)-க%(க்3ு, 
“A A A 
i ரீ 

ai oO oO 2 
Ox oy ௦2 

(AxB)s (4௨) பூத)
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க A A 
i Jj k | 

= _6. Oo _6. 
ox oy ௦2 

Ay Bz- By Az Az Bx-Bz Ox Ax By- Bx Ay 

எனவே 

ape x (Ax B) 

ட (Ax By-Bx Ay)~ அடை 824) | 

= ஐ ப 
iy By Tt ay ன் அர் aay Oy 

923 042 04% aBz 

“4557 wl a a 
_ Arf OBY 4 9B2\% _ 944 042 
- a(S + ary BAS t 927 

QAxd _ gyBBxn _ ஸ்ர 
——/TJ = சி 

+ By sy het te By mae! 

௬ழல் ௩ (24%) 

OBx oBy aBz 
= Axi ae Oy + az =| 

arady , adv 4 ade - Bx if S + + = | 

0.42 ௦4% axe 
+ | Bx a டதா ல் + Bz = | 

x2 QO Bx? O Bx? 
- [4 BE 4 Ay SP 4 de SOP] 

_ தரி பாய்வு ந 957 பாய்வு a+| Bris 2 

64% 0.4 
+ By > + Bei |
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இது போலவே 

சுழல்; (4%28) 

- இ /பாய்வு 8-2; / பாய்வு 4 

[ Bx oe Z| 

AQ AY AQ By 
+. Byj == Sy + Bzj | 

7049 ட 629 
ர oy an = 

      

Grips, (AX B)= A, ke பாய்வு B-B,k பாய்வு 4 

+ [ a8 ப 4A yh + By 2 

AQBz ee 2982 Bz -| ke =|: 

3.0 A A FA 

aripso (AX B)=(Asy i+ Ay J+A, k) uriliey B 

s (Bs i+ By 742, ற் பாய்வு 4 

(5 சரிவு 8 

சுழல் (34%8)- 4 பாய்வு B= B பாய்வு 4-1 (2 சரிவு 4 

_ _ -(A சரிவு 2). 
(0) பாய்வு (24)- &.(24) 

(2 ஸ்கேலார்). 

க. (ககக வு 

(2 + 23 + ன (sAxi+sAyj +sAzk) 

=& (4s) + & (say) + & (042) 
பா dh ay எ“ ak ys at + a 

+ Ace
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வு சி சி, க 

=s umrwWey A+(Ax i+ Ayj + Ark). 

Gite Birks) 
2 பாய்வு 4-- 4,சரிவு -.2. 

பாய்வு (2.4)-2 பாய்வு 4.4,சரிவு 5. 

(j) ape s4= A X(sA) 

OP, Bd மகர அத 1 (244 32] Sz 54) x x [கவத dee] 

சுழல் (24) 

3042) - ள் (242) 7 

        A ane iS _ 405% 
= S§ (s Z = AY? 

d4z இகம் 4 « aoe 
= leg’ ஷு ]* (கழ - 32} 

இது போன்றே 

சுழல் 3 (84) 

2] 3 MAI + (age - கலர] 

சுழல் 2 (2.4) 

[- 390- [ச8- அ 
எனவே 

  

ப
வ
ள
்

 

a
>
 

சுழல் (2.4) 

Zz AV\A ௦.4 0.42 
= 5 [ 94 ௦ YN; + S a   

ரூ. 827 ௦2 Ox 

Ody _ oAx\ 
ய “Ox ay
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- (1274-88) ௨ (கமி- Ay} + Ack) 

உ சுழல் A+(aifiey s)x A 

அல்லது 

சுழல் 2,4)-2 சுழல் .4- 42 சரிவு 5. 

(k) @ifiay (A,B) = A [Ax Bxt Ay By+ A; B,). 

சரிவு, (4.2) 

2 [As B,+ Ay ‘By+ A, B,| 

a 043 yoy yoAy 
= Ax ன ஸர + Fay A. ட ட 

922 9.42 
A “ti ௯ ட த் = 

ox 

6430 64% oBz + MaMa By + Az | 

oBy oe oBz 54௪ EFORy + dy SS ப ர் கி + BS - 4 

“ vis 042 = Ag Ay = 

= 02 “Oy aT’ “Oz 

௪ சரிவு Bx + Beilay) Ax + Ay (5 - oe 

- By( 2 - us - AZ (SF - ae 

0 Ax se 

கி - ஸ் 
எனவே 

சரிவு _ (4.2) -(4 சரிவு) 84 (தீ சரிவு) .4,4(4% சுழல் 2). 
+(BXx aid A)x,
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சரிவு (4.8) - (4 சரிவு) 8--(ி சரிவு) 4-(4% சுழல் B) 

(58% சுழல் 4) 

எடுத்துக்காட்டு 1 

4 என்பது ஒரு மாறிலி அலகு வெக்டாரானால் 

&[ஏ (7.4-ஏ%(7%41- ௭.17 என காண்பி. 

Q. u.=A[7(V.A)- 7 X(VX AD] 

AJ[A eflay] 7+ Aa.V -(A efi) V+ Ax oped V] 

=V.V+4.( A+ ape V) 

= V.V+A4[Ax(V xP)]= VV. 

எடுத்துக்காட்டு 2 

(7, 9: என்பன திசையிலிகாளானால் 

கழல் (3 சரிவு 177)-(72) % (க) என நிரூபி. 

சுழல் (சரிவு 197) - சுழல் (44) 

ப சுழல் 4- 4% சரிவு ம 

_ (7 சுழல் சரிவு ]4£- (சரிவு 777) (சரிவு ம) 

-9- (சரிவு 1) % (சரிவு 145 

௪ (சரிவு 1) % (சரிவு 187) 

(72% (௪1) 

நிரூபிக்கப்பட்டது. 

எடுத்துக்காட்டு 3: 

ஏ.) (ஏ%3.(92) என நிரூபி. 

Que v(sv x B)=umisay (6 சுழல் 2) 

2 பாய்வு ௬ழல் B- (arpa BX effigy 5) 

=O-+(aipe B). (efay 5) 

பாய்வு சுழல் B= 0) 

=(7 XB). V5) 
நிரூபிக்கப்பட்டது.
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எடுத்துக்காட்டு 4 

7 X(sv XB)=ST X( 7X B)-(9 XB) X(V5) stor Beth. 

vy X(sv XB) =aripso (s ௬ழல் B) 

2 சுழல் ௬ழல் £ீ- சுழல் 8% சரிவு ௪ 

=s eiey B-sv?-B-(V xX B)x(Vs) 

3 ௬ழல் சுழல் நீ- Vv x B)x(V8) 

=sT X(V XB)-(7 XB)x(Vs5). 

நிரூபிக்கப்பட்டது 

எடுத்துக்காட்டு 5 
ரரி 
*- (சாஸ 4+ ன் ன் என நிரூபி, 

ஒரு வெக்டார் Vv, X, y; 2, ன் சார்பானால், அப்பொழுது 

2-14. 

P= —_ de & ay 4h dot OO 

(6 dv + So dy + dz W “+ SY at 

-(s¢7- ei + me) (Fax பரிஸ் + 84) 

க at 

டட 
=(V.dry¥ + Sf dt 

வரிச்சுருள் உருளைப் புலமும், சுழற்சியில்லாத புலமும். 
(Solenoidal on Irrotational fields), 

ஒரூ வெக்டார் புலத்தின் ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் ஒரு வெக் 
டாரின் பாய்வு சழியமானால் அக்களம் “வரிச்சுருள் உருகாக் களம்?” எனப்படும் ஏற்கனவே பாய்வு (௬ழல் 7-0, எனக் 
கண்டோம். எனவே 7* என்பது ஹேவேரொரு வெக்டார் சார்பு 2-ன் 

சுழல் மதிப்பாய் இருக்கலாம்,
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ஒரு வெக்டார் புலத்தில் ஒரு வெக்டாரின் சுழல் எல்லா புள்ளி 
களிலும் ௬ழியானால் அப்புலம் சுழற்சியில்லாக்புலம் எனப்படும், 
சுழல் 1௯.0 எனில் 7*, ௬ழற்சியில்லாக் புலம் ஒன்றினை நிர்ண 
யிக்கும். 

முன்பே சுழல் (சரிவு 5$)-0, என ஒரு திசையிலி சார்பு 5-க்கு 

நிறுவினோம். அதைக் கொண்டு 7* ஒரு திசையிலா அளவுறுப் 
புள்ளிச் சார்பின் சரிவாக இருக்கலாம் என்ற முடிவுக்கு வரு 
கிறோம். இதிலிருந்து திசையிலி புலம் 5-லிருந்து வெக்டார் புலம் 
ர௩யினை உருவாக்க முடியும் என அறிகிறோம். ]* என்பது “காப்பு 
நிலை வெக்டார் புலம்”? (0௦1516 1/60%௦1 1614) எனப்படும். 

பயிற்சி 

1. (நிரூபி. ௧(740)92௧74௧0 

(b) A(FG)=FAG+GAF 

இங்கு 77, 0 என்பன 3]; ன் வகைக்கொழு காணக்கூடிய 

திசையிலி சார்புகள், 

2.6 ~ In (=) 

2. p= (> ) ஆனால் ௩ ஜ்-ஐக் கண்டுபிடி 

[ விடை. ௫ (b) = ர் 

3. Aa=xt.2i - 2227 + x? Zk ஆனால் 

1-1, 1-0 A.A-Q& axtTOOy.. 

: . = [விடை - 3.] 

4, க.க) ௧.சிர்க.தீ 
என நிரூபி. 

5. ௩௩4௮0 ஆனால் க.(.460)ஐக் கண்டுபிடி. 

[விடை. சுழியம்] 

சி 

6. (424௪) 7403-௮ 74 (மே cy+2z) k 
சுழற்சி யில்லாததானால், மாறிலிகள் ௪, 2, -ஐக் கண்டுபிடி. 

[விடை. a=4, b=2, லட 1]
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7... 4, 8 இவை சுழற்சியில்லா வெக்டார்களானால் 42 வரிச் 

சுருள் உருளை வெக்டார் என நிரூபி. 

9... தொகை காணல் (1௦16211010) 

வகைக் கெழு காண்பதின் தலைகீழ் முறையே தொகை காணு 

தல் ஆகும், அதாவது r எனும் ஒரு வெக்டார் சார்பு திசையிலி 
மாறி “யின் வெக்டார் சார்பை அதன் /-ஐப்பொறுத்த வகைக்கெழு 

7ஆக இருக்குமாறு கண்டுபிடிப்பதைத்தான் 7-ன் / ஒட்டிய தொகை 

காணுதல் என்கிறோம் 77 எனும் சார்பு, 7-ன் ஒரு தொகை எனவும், 
SH eriy (Primitive) எனவும் அழைக்கப்பெறும், இதனை 

F=fr ம். எனும் குறியீட்டினால் குடிக்கிறோம். 7” என்பது 

தொகைகாணும் குறியீடு, 2 என்பது தொகைக்குரிய மாறிலி. 7 
எனும் சார்பு தொகை சார்பு?? (1ஈட் நாகா) இத் தொடர்பின் 
பொருள் 

ய் 
-- 2 7 என்பதாகும். a என்பதாகும் 

கோட்டு வழித்தொகை, பரப்பு வழித்தொகை, கன வழித் 
தொகை எனபன வெக்டார் பகுப்பாய்வில் முக்கியமானவை 
யாகும். 

8:01. கொட்டு வழித்தொகை (Line integral) தொடு கோட்டு 
வழித்தொகை 

ஒரு வளை வரையையும், அவ்வளை வரையில் ஒரு நிலைப்புள்ளியி 
லிருந்து அளக்கப்படும், வில்லின் நீளம் 5-ன் சார்பாக அமைந்த 
ஒரு வெக்டார் சார்பு 7-யும் எடுத்துக் கொள்வோம். படம் 30 
4, 2 எனும் இரு புள்ளிகள் இவ்வளைக் கோட்டின் மேல் ஈர, சச் 
எனும் மதிப்புக்களுக்குத் தகுந்த புள்ளிகள் என். வளைவரையில் 
ஏதேனும் ஒரு புள்ளியில் வரையப்படும் ஒரலகு தொடுகோடு 1 

என்க. அப்படியானால் 7.3 என்பது அப்புள்ளியில் தொடுகோட் 
டின் வி 7- ன் கூறு ஆகும். 

a, ம் எனும் இடைவெளியில் இக்கணியத்தின் உ ஒட்டிய வரை யறுத்த தொகை 7-ன், வளைவரை வழியான கோட்டு வழித்தொகை 
எனப்படும். (Line integral)



வெக்டார் பகுப்பாய்வு 71 

  

படம் 30 

b 
i ம் 

இதையே J Fd? =o 5 757 என்றும் எழுதலாம், இங்கு 
a a 

௦ 7 எனும் நுண்ணிய வெக்டார் 0 ௨ எனும் வெக்டாருக்குச் சமம். 

அது தொடு கோட்டுக்கு இணையானது. எடுத்துக்காட்டாக 7 

என்பது ஒரு துகளின் கேல் செயல்படும் விகசய்னைக் குறித்தால், 

அத்துகள்,ஒரு வளைவரையின் மீது நகர் கையில் Or எனும் இடப் 

பெயர்ச்சிக்குத் தகுந்த விசையினால் செய்யப்ப்டும் வேலை அளவு 

7.91 ஆகும். எனவே வளைவரையிலுள்ள 4, தீ எனும் இரு புள்ளி 

களுக்கிடையில் காணப்படும் வரையறுக்கப்பட்ட தொகை, அத் 

துகள் .4-யிலிருந்து 7*க்கு 2-னால் செய்யப்படும் மொத்த வேலை 

அளவினைக் குறிக்கும். 77 என்பது 7 என்னும் புள்ளியிலுள்ள மின் 
சார (அல்லது காந்த) புலச் செறிவை (1118151137) குறித்தால் 

கோட்டு வழித்தொகை ஓரலகு மின் விசைச் செறுவினால் (அல்லது 

துருவத்தினால்) .4-யிலிருந்து 5-க்கு நகர்கையில் செய்யப்படும் 

வேலை அளவைக் குறிக்கிறது. அதாவது அவ்விரு வேறுபாட்டினைக் 

Potential difference) @HSAaDg. 

பாய்ம இயக்கவியலில் 1” என்பது பாய்மத்றின் ஒரு புள்ளியின் 

திசை வேகத்தினைக் குறித்தால், பாய்மத்தில் வரையப்படும் மூடியு
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வளை வரையினைச சுற்றிலும் எடுக்கப்படும் கோட்டு வழித் தொகை 

} Vidr= [Pps 

என்பது, வளை வரையைச் சுற்றிலும் உள்ள சுழற்சி எனப்படும். 

{Bar = je dx + | Py dy + | Py dy 

B A 

இதிலிருந்து pai =- | Rar என காணலாம். ஏனைனில் 
A Be 

4-யிலிருந்து 8 நோக்கி நகர் செய்யப்படும் வேலை அளவைக் குறிக் 
சிறது. கையில் மிகையாகக் (-.) கருதப்படும் ஸ், 2-யிலிருந்து 4 

நோக்கி நகர் கையில்-- ர் ஆகும். 

2? எனும் சார்பு ஏதோவொரு திசையிலி புள்ளிச் சார்பு 7*-யின் 
சரிவு எனக் கொள்வோம். அப்படியானால், 

B B 

[௭ = ] AV.dr = J dV ஆகும். 
Av . A 

இத்தொகை ர£டி = க் -குச் சமம் ஆகும், 77 எனும் சார்பு ஒரு 
மதிப்புடைய சார்பாக அமைந்து ஒரு மூடியவளை வரையினைச் 
சுற்றி (010564 ௦081௦0) தொகைக் கணக்கிடப்பட்டால் ஆரம்பப் 
புள்ளியும் முடிவுப் புள்ளியும் ஒன்றி விடுவதால் 7£5- 7,-0 என் 
றாகிவிடும். 

அதாவது ஜ4,16,87 - 0, 

4209 என்ற ஒரு மூடிய வளை வரையை எடுத்துக் கொள் 
வோம் (படம் 31), 

(இதனைச் சுற்றிலும் 7-ன் தோடு கோட்டு வழித்தொகை சுழிய 
மாதலால் 

| F.dr + 1847௨௦ 
428 RQA
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ளை 
F.dr = J F.dr=O 

APR OR 

] சவ J Ped i. 
APR AOR 

எந்த ஒரு வளை வரைக்கும் இது பொருத்து: . 6 
4 ஒரு நிலையான புள்ளி, 8 ஒரு மாறும் 
புள்ளி எனவும் கொள்க. .4-யிலிருத்து 7 
வரை காணப்படும் தொடுகோட்டு வழித் 

தொகை, மதிப்பு வடுத்துக் கொள்ளப்படும் 

பாதையைச் சார்ந்தில்லாதிருந்தால் ஒரு 

திசையிலிப் புள்ளிச்சார்பாகும். இதனை 7 

எனலாம். 

  

R 

JRarev எனவே 2-ல் ஏற் SA 

“A படம் 31 

படும் சிறு இடப்பெயர்ச்சி --க்குத் தக்க, 7-ல் ஏற்படும் கூடுதல் 

dV =F.dr 

ஆனால் dV=AV.dr எனக் கண்டோம். 

ப/-ன் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும், 

F.dr=AV.dr 

ட தி த ஆகும். 

அதாவது ஏதோ ஒரு திசையிலிப் புள்ளிச் சார்பு ன் சரிவுக்குச் 

கி ட ட 
சமமாகும். பொதுவாக F.d7 எனும் தொகை .4-யிலிருந்து 

“4 

£-க்கு எப்பாதை வழி தொகை காணப்படுகிறது என்பதைச் 

சார்ந்து அமைகிறது. வேறு வேறு பாதைகளுக்கு வேறு வேறு 

தொகை கிடைக்கும். ஆனால் 7” ஒரு திசையிலிப்புள்ளிச் சார்பின் 

சரிவானால், எல்லாப் பாதைகளுக்கும்ஒரே தொகை மதிப்புத்தான்
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கிடைக்கும், இவ்வாறு 7-ன் கோட்டுவழித் தொகை, தொகை 

கரண எடுத்துக்கொள்ளும் பாதையைச் சார்ந்திடாவிடில், அச்சார்பு 

ஒரு “காப்பு நிலப்புலத்தினை?? (00180142114/6 4௦14) உருவாக்கு 

கிறது என்று சொல்கிறோம். அப்போது 7” ஒரு திசையிலிப் புள் 

ளிச் சார்பின் சரிவாகும். 

ஒரு காப்பு நிலைக் களத்தில் 7” என்பது ஒரு விசையானால் 

B 

கசா 

A 

என்பது அது செய்யும் வேலையைக் குறிக்கிறது. 2, என்பது ஒரு 
நிலைப் புள்ளியாகவும் 7 (2, ;, 2) என்பது ஒரு மாறு புள்ளியாகவும் 

இருந்தால் 

2 

d (x, 3s Z)= [2.2 r 

P 

என்பது 7%-யிலுள்ள மின்னுட்ட அளவினைக் குறிக்கிறது. இது 
ஒரலகு பொருள் _£-பிலிருந்து 7.-வுக்கு நகரும்பொமூது செய்யப் 
ப்டும் வேலைக்குச் சமம், 

சீஎவில் மின்னுட்ட அளவு சுழியமாகும், 

Pe 

என்ட fre r 

P.>« P 

என்ற தொகையீடு ஒரு வரையறுத்த எல்லை மதிப்பினைப் பெறு 
கிறது. இதையே 

6 

$- [சா 
சி 

என எழுதலாம். 

இதன் வகைக்்ழுகாண 

do=—F.d7
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என கிடைக்கிறது, மாறுபுள்ளி 2 கீழ் எல்லை மதிப்பாக இருப் 
பதால் நீழ் “_”* குறியீடு பெறுகிறது. 

dg=dr.a¢d 

இந்த சமன்பாடுகள் சீர-ன் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் பொருந்து 
மாதலால் 

27 - கழ் என எழுதலாம். 

இதிலிருந்து ஒரு காப்பு நிலைக்களத்தில் விசையானது (-) மின் 

னுட்ட சரிவினுக்குச் சமம் என தெரிகிறது, 

3-02. பரப்பு செங்கோட்டு வழித்தொகை அல்லது பரப்பு வழித் 

@gree (Normal Surface Integral) 

PG ater sorsHeorupd (Curved 517180௦) அதன் ஒவ்வொரு 

புள்ளியிலும் முடிவுள்ள (1௦116) வரையறுத்த (86111118) மதிப்பினை 

யுடைய ஒரு வெக்டார் சார்பு 7/-ஐயும் எடுத்துக் கொள்வோம்: 

தளத்தில் 2 எனும் புள்ளியில் வரையப்படும் செங்கோட்டிற்கு 

இணையான ஓரலகு வெக்டார் 1 என்க. இதன் திசைவளை தளம் 

மூடியாதாயிருப்பின் வெளி நோக்கியும் மூடாதாயிருப்பின் தளத் 

திற்கு ஒரு புறமாகவே எபோதும் அமைந்ததாக இருக்கும் அப்படி 

யானால் in என்பது நேர்குத்துக் கோட்டின் வழியாக 7-ன் கூறு 

கும். வளைதளப் பரப்பினை மிக நுண்ணிய மூலகப் பரப்புகளாகப் 

பிரிப்பதாயும் 2-யினைச் சுற்றிமையும்-நுண்ணியபரப்பு ௦ 4 எனவும் 

கொள்வோம். 

S=DP. ஈ௦ 4 எனும் கூட்டல் தளத்தில் எல்லா நுண்ணிய 

பரப்புகளுக்கும் எடுக்கபட்டால் நுண் பரப்புகளின் எண்ணிக்கை 

கந்தழியையும் (1ரரிரப்(;), 6 4 சுழியத்தையும் நாடு கையில் Soir 
மதிப்பு ஒரு வரையறுக்கப்பட்ட எல்லையினை நெருங்கும். இவ் 

வெல்லை மதிப்பினைத் தான் கொடுக்கப்பட்ட வளை தளத்தின்மீது 

7-ன் பரப்பு வழித்தொகை அல்லது பரப்பு நேர்குத்துக்கோடு வழித் 

தொகை என்கிறோம். இதனை 

=A eg | 2 24 எல்லை 9) ௮ ஆகி 

என எழுதுகிறோம். உண்மையில் இது 1.௩ என்ல் திசையிலிச் 

சார்பின் பரப்பு வழித்தொகை யாகும். முன்பே நாம் பரப்புகளை 

வெக்டரினால் குறிக்கும் முறை பற்றிக் குறிப்பிட்டுள்ளபடி, £ஃயில்
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உள்ள 9.4 என்ற பரப்பினை 7ஃயில் வளை தளத்துக்கு வரையப்படும் 

சி = 4. ௪. 

நேர்குத்துக் கோட்டின் திசையில் அமைந்த 04 ஈ என்ற வொண்டர் 

குறிக்கும். 69.1 என்றும் குறிப்பிடுவதுண்டு எனவே மேற் சொன்ன 

தொகையை 

| 2,மீ.4- எல்லை 5 F.QA 

என்றும் எழுதலாம். இங்கு தொகையைக்காண பயன் படுத்தும் 
மாறி பரம்பளவாக எட௫ுக்கப்பட்டுள்ளது. ஆகவே ஒற்றைத் 

தொகையீடு இடப் பெற்றுள்ளது. சில நூல்களில் இரட்டைத் 
தொகையீட்டைப் பயன் படுத்துவர் அதாவது 

| ] 244 

S 

THs HIVAQaT, gould srapsiunQsirar S என்பது அத் 
தளம் முழுவது தொகை காணப்படல் வேண்டும் என்தைக் 
குறிக்கும், 

3-03. பரப்பு வழித்தொகைகாணுதலின் இயற்பியல் விளக்கம். 

ஒரு பாய்மத்தில் ஏதோ ஒரு புள்ளியில் திசை வேகம் 7 எனக் 
கொள்வோம். அப்புள்ளியைச் சுற்றி 9.4 என்ற நூண்ணிய பரப் 
பளவை எடுத்துக் கொள்வோம் அப்புள்ளியில் வளை தளத்திற்கு 

“aw 
நேர்குத்துக் கோட்டின் திசை இணையான ஒரலகு கவக்டார் 

எனில் நர 94 என்பது அந்த நாண்ணிய பரப்பளவுக்குச்' நேர்குத்து 
திசையில் ஒரலகு நேரத்தில் வெளியேறும் பாய்ம அளவினைக் குறிக் 
சிறது. தொடுகோட்டு வழியான கூறு அந் நாண்ணிய பரப்பின் 
வழியே வெளியேறும் பாய்ம அளவை பாதிப்பதில்லை. எனவே 
அந்நூண்ணிய பரப்பின் வழி வெளியேறும் பாய்ம முழுவதும் 
அதற்கு நேர்குத்தான கோட்டின் திசையில் வெளியேறுவது தான் 
எனவே 7 94 எனும் மதிப்பினை வளை தரப்பரப்பு முழுவதற்கும் 
கூட்டி தொகை கண்டால் அது, அப்பரப்பு முழுவதின் வழியே 
ஒரலகு நேரத்தில் வெளியேனும் பாய்ம மொத்த அளவினைக் குறிக் 
கிறது. பொதுவாக 7 2:54 என்பது கொடுக்கப்பட்ட வள தளப் 
பரப்பு முழுவதும் வழியே வெளிப்பாயும் 7-ன் பாய் வினைல் குறிக் 
கிறது. 7£ என்பது மின்விசை காந்தவிசை, புவியீர்ப்பு விசை வெப்
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பப் பாய்வு முதலிய இயல் பியல் வெக்டார்களில் ஏதேனும் ஒன்றாக 
இருக்கலாம். 

பரப்பு வழித்தொகையில் ஒரு தேற்றம் 

7 தளத்தில் வளைதளப்பரப்பு டன் எறிவு படிவம் 7£ எனில் 

f faa- f fan 2S. 
ய J | ak | 

நிரூபணம் 
டி என்ற வளைதளப் பரப்பில் 2 என்ற புள்ளியில் ௩,572 என்ற 

நூண்ணிய பரப்பளவை எடுத்துக் கொள்வோய், % என்பது இந்த 
பரப்புக்கு வெளிதோக்கிய ஓரலகு -நேர்குத்துக்கோடாக இருக்கப் 

படும். இந்த பரப்பு 5, 23: தளத்திற்கு 6 கோணத்தில் சாய்ந்தருப் 
பதாகக் கொள் வோம். 

அப்படியானால் “ _ டி. JJ AdS என்பது, // கந்தழியையும், 

Ss 
N oa 

3 சுழியத்தையும் அணுகும்போது 2) a pn ASp sr sows 
po 

தில் ,4-யின் மதிப்பாகும் 2 தளத்தின் நுண்ணிய பரப்பளவு 

ூடுறான் வீழல் கற கறற ஆகும். எனவே, 

Axp Ayp = ASp Cos 6 = க ஈம் இங்கு k என்பது 
க கறற க்கு வரையப்பட்ட ஓரலகு நேர்குத்துக் கோடாகும். 

எனவே ூட்ற - er 
; nk | 

ன் எல்லை N A 

௫ = Ap.n A Sp 
ட ASp>O P=1 

எல்லை 

2 x A Xp A yp 
No> « Ss Ap. n 14 | 

Axp>O லு | 

Ape 

JJ ao Hk 
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3.04. கன அளவு வழித்தொகை (1116 Volume Integration) 

மூவளவை வெளியில், 7* என்ற கனபரிமாணத்தைக் கொண்ட 
மூடிய பரப்பளவை எடுத்துக் கொண்டால் 7£7/££ 7781 என்பது 

V 
ஒரு வெக்டார் சார்பு “ன் கன அளவு வழித்தொகை என 
வரையறுக்கப்படும், 

இதையே 

11] Fdx dy dz = JSS (822 + k F.z) 

xy : xy 2 dx dy dz 

என்று எழுதலாம். 

3:05. ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் (Stoke’s Theorem) : 

3 என்ற திறந்த பரப்பின்மீது ஒரு சீரான (Uniform), முடிவுள்ள 
(finite) தொடர்ச்சியான வெக்டார் சார்பு -ன் ay, Aetr 
செங்கோட்டு வழக்கூறின் பரப்பு வழித்தொகை, $-ன் வரம்பான 
மூடிய வரை சேயின் தொடுகோட்டு வழியான 7 தொகைக்கு சமமாகும், அதாவது ஒரு வளைதள பரப்பின் மேல் 5 என்ற திறந்த பரப்பின் வரம்பாக அமைந்த, தன்னைத்தானே வெட்டிக் கொள்ளாத ஒரு எளிய மூடிய வளைவரை ஐ எடுத்துக்கொள்வோம் (படம் 32) 

“A - 
Te&rnyar F 
I 

  

படம் 32, 

Bis பரப்பு S இரண்டு புறங்களை உடையது என்றும், இதனைப் 
படத்தில் காட்டியது போல வலை பின்னியதுபோல் கோடுகள் 
வரைந்து 6 யில் உள்ள புள்ளிகளை இணைத்து சிறுசிறு இணைகரக் 
கட்டங்கள் எண்ணிறந்த அளவுக் உருவாக் ் ம் 
ணன், கு ருவாக்கலாம் எனக்
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வலைதள பரப்புக்கு எத்திசையில் வரையப்படும் நேர்குத்துக் 
கோடு மிகை திசையில் உள்ளது என கொள்ளப்படுகிறதோ அச் 
மேர்குத்துக்கோடு வளை வரையினைச் (ஐ) சுற்றும்போது 
இடக்கைப் பக்கம் அமைய வேண்டும், இவ்வாறிருந்தால் 0 யினை 

மிகைத் திசையில் சுற்றுவதாய் எடுத்துக் கொள்ளலாம். nr 
“என்பது 2 (2,], 2) என்ற புள்ளியில் மிகைத் திசையில் வரையப் 

பட்ட ஓரலகு நேர்குத்துக் கோடாகும், 7(2,ந, 2) என்ந வெக் 
டார் சார்பும் அதன் வகைக் கெழுக்களும் $, ஆகியவற்றில் 
எல்லாப் புள்ளிகளிலும் தொடர்ச்சியானவை எனக் கொண்டால், 

22475 7௨ 28.4 என நிரூபிக்கலாம். 
Cc Ss 

படம் 33-ல் ஒரு சிறு கட்டம் பெரிதாக்கிக் காட்டப்பட்டுள்ள து 

புள்ளிக்குப்புள்ளி Face மதிப்பு worgagred F-cr egref wH0y 
aor AB, BC, 002, 9.4-யில் முறையே 2, 8 77 7, என இருக் 

Fa@ ~~ = at ——— 

   
படம் 33, 

கட்டும், 40, 80, என்ற பக்கங்கள் முறையே ௩ ச & சீ என்க. 

o SFodt =F, AG+ Fo Ab + Fy (—A a) + F, (—Ad) 
ABCD 

॥ A do (F, - இ A b(F, - F,) 

॥ Ab, (F. -F)+ Qa (Fy - FO
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ம் எனும் சிறு இடப்பெயர்ச்சிக்குத் தகுந்த 7! ஏற்படும் மாற்றம் 

2 எனில் 

~ OF oF oF 
AF = 2 தகக கறக ay oO? 

ட டிரி டரி 
“(௧2 அஷ ae 

= (Ar. A)F 

(ஏனெனில் Ar = A xia yi +A zk) எனவேரல் ஏற் 

படும் சிறுமாற்றம் AF - (௩. 7 

. F,- ௨ கம வழியே ௩ எனும் சிறு இடப்பெயர்ச் 

சிக்குத் தகுந்த, /*ல் ஏற்படும் மாற்றம் - (௩ த, ௯2, 

தேபோல் 8 - ச, - 48 வழியே & 8 எனும் சிறு இடப் 

பெயர்ச்சிக்குத் தகுந்த 7 ல் ஏற்படும் மாற்றம், 

= (A a A)F, 

© Sf Fd t= 4b,(Aa A)F - A4,(V bb ADE 
ABCD 

=[A bAaYV)-AG(ABY)). F 

= {vax vx AlF 

_ (Aax Ab. AxF 

|புள்ளிப் பெருக்கலையும் வெக்டார் பெருக்கலையும் இட மாற்றிக் 

கொள்ளலாம் என்ற விதிப்படி] ஆனால் V ax Vb என்பது இணை 
கரம் ABCD யின் பரப்பு வெக்டாராகும். இதனை ஏ ம என 
குறிக்கலாம். 

Sb dr=aav xF=9F. 94 
ABCD
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இது போன்றே எல்லா சிறு கட்டங்களுக்கும் கோட்டு வழித் 
தொகையினைக் கண்டுபிடித்து கூட்ட வேண்டும். ஆனால் கோட்டு 
வழித்தொகைகளை அருகருகே உள்ள இணைகரங்களின் பக்கங் 
களின் வழியே காணும்போது ஒரு தடவை ஒரு திசையிலும், 
அண்டைக் கட்டத்தின் பக்கமாகக் கொண்டு தொகை காணு 
கையில் எதிர்த்திசையிலுமாக காணப்படுவதால், இதன் தொகை 
சுழியமாகிறது. ஆனால் வளை தளத்தின் வரம்பாக அமைந்த வள 
வரையை ஒட்டிய சிறு கட்டங்களில் தொகை காணும்போது, வளை 
வரையின் பகுதியான சிறு சிறு துண்டுகளில் காணப்படும் தொகை 
கள் மட்டிலும் ஒரே தடவை ஒரே திசையில் காணப்பட்டுக் கூட்டப் 
படுகின்றன. எனவே மொத்த வளை தளப்பரப்பிலும் அமைந்த 

எல்லாக் கட்டங்களின் பக்கங்களின் வழியாகக் காணப்படும் 
கோட்டு வழித்தொகைகளின் கூட்டல் அந்த வரம்பான வளை 

வரையில் காணப்படும் கோட்டு வழித்தொகைக்குச் சமம், 

எனவே 

மீக் 27- 7௧௧4 
6 Ss 

இவ்வாறு ஸ்டோக்கின் தேற்றம் நிரூபிக்கப்படுகிறது. 

குறிப்பு: ஒரு வளைதளத்தின் வரம்பான வளைவரை ஒரு சம 

தளத்திலிருத்தால் 7” ஏ x FidA=fF.dr 
Cc 

அந்த சமதளத்தில் அவ்வளை :வரை யினால் அடைக்கப் பெறும் 
௪மதளப் பரப்பு வழித் தொகையும் 

மிரர், மி் என்றே ஆகும், எனவே 
Cc 

SVUXF. d A ctairp DS5tms QE வளைதளப் பரப்பின்மீது 
S 

கரணப்படுமாயின் அவ்வளைதளப் பரப்பின் வரம்பு வள வரை 

யினால் ஒரு சமதளத்தில் அடைக்கப்்பெறும் பரப்பின்மீது பரப்பு 

வழித்தொகை கண்டால் போதும். 

3.06. காஸின் பாய்வுத்தோற்றம் (198? 1914௭20106 theorem) 

காஸின் பாய்வுத் தேற்றத்தின் மூலம் ஒரு கன வழித் 

தொகையைப் பரப்பு வழித்தொகையாக மாற்றலாம். 

6
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77-எனும் கன பரிமாணத்தை மூடிய வளை தள பரப்பு 5-ன் மீது 

7” எனும் வெக்டார் சார்பின் செங்கோட்டு வழிக் கூறின் பரப்பு 

வழித்தொகை, அம்மூடிய பரப்பினுள் உள்ள கன அளவு முழுமை 

யிலும் எடுக்கப்பட்ட, அச்சார்பின் பாய்வு மதிப்பின் கன வழித் 

தொகைக்குச் சமம், 

asrag fff (v.Aydv= ff Aa.dS 
Vv டி 

இதனை நிரூபிக்க இந்த சமன்பாட்டின் இடது பக்கத்தை 
பின்வருமாறு விரிவாக்கலாம். அதாவது 

Jf fe A)dV = JSJ Ue Ban ட அகல் ae 

ரரி மச்ச] 24 ae dy dz 

LS f Me acara 

Vv 

இந்த சமன்பாட்டின் வலப்பக்கத்திலுள்ள முதல் தொகை 
யீட்டை எடுத்துக்கொள்வோம். 
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படம் 34-ல் 2, (2,232) லிருந்து Py (x. y, £)வரை நீளும் ஸீ 82 
என்ற பரப்பளவினை உடைய வரித்துண்டு (84102) வழியே 5 பற்றிய 
தொகையீட்டைக் காணும்போது பின்வருமாறு கிடைக்கிறது. 

642 பதம் 
JSS “Ox. dx dy dz = J J [Ax (xa Ys 2)—Ax (டி 3, ௮) dy dz 

Vv ௩ 

இங்கு (3. 2), (6, 2) என்பன 2,, ன் ஆயங்கள் ஆகும், 
P,-o dy dz = - dsx. P,-0% dy dz = dsx 

எனவே 

642 ் 
11] த dx dy dz 1] Ax dsx 

V ழி 

இங்கு வலது பக்கத்திலுள்ள பரப்பு வழித்தொகை 7*-ஐ மூடிய 
அந்த பரப்பு முழுவதிலும் கண்டு பிடிக்கப்பட்டுள்ளது. இதேமாதிரி 

oAy ட ° 
SSS Sy ea de = I I Ay dsy 

V Ss 

642 8 
SSS “iz dv dydz | | Az d sz 

V டி 

என எழுதலாம். எனவே இம்மூன்றினையும் கூட்ட 

JSS (v. adv = [ f [Axdsx + Ay dSy + Az dS] 
ரா Ss 

-jf A. d &§. 

5 
இவ்வாறு காஸின் தேற்றத்தை நிரூபிக்கலாம். 

3.07. பாய்வுத் தேற்றத்தின் இயல்பியல் விளக்கம் £ 

4 எனும் திசை வேகத்துடன் இயங்கிக் கொண்டிருக்கும் 

பாய்மப் பகுதி ஒன்றினுள் மூடிய வளை தளப்பரப்பு $-ஓன்றினை 
எடுத்துக் கொண்டால், இப்பரப்பின் வழிச்செல்லும் பாய்மத்தின் 

அளவை இரு வழிகளில் கணக்கிடலாம்,
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(1) பரப்பிற்கு நேர்குத்துக் கோட்டின் வழியில் வெளிப்பாயும் 

மொத்த அளவினைக் கணக்கிடலாம். இது 

7774. 4.54 ஆகும், 
Ss 

(2) வளைதள பரப்பினுள் முழு கன அளவிலுமாக ஓரலகு கன 

அளவிற்கு எவ்வளவு பாய்மம் பாய்கிறது என்பதை கணக்கிட்டும் 

அறியலாம், இது ஏ. A எனும் 4-யின் பரய்வு மதிப்பாகும். 

dv. எனும் நுண் கன அளவின் வழியே ஒரு செகண்டில் பாயும் 

பாய்ம அளவு 7. 4ீஸ் இதனை அக்கன அளவு முழுவதும் கண்டு 
கூட்டினால் 

பர ஏ..கில் கிடைக்கும். இவ்விரண்டுஅளவுகளும் சமமாகையால் று 

SS 4dS = SS fT. Ah என கிடைக்கிறது. 
J V 

5.08. கிரீனின் தேற்றம் (01௦௦18 (160780) 

4-7 

இங்கு வெக்டார் புலம் 4 என்பது u என்ற திசையிலி சார்பு 
12 என்ற மற்றோரு திசையிலிச் சார்பின் சரிவு இவற்றின் பெருக்குத் 

தொகையாக எழுதப்பட்டுள்ளது. யின் பாய்வினை 

Ao 
oy 

6 ow 6 ow 6 ow 

~ sl * ox ய oy (« oy )tae{™ | 

= i (= ow hs ன இ ou Ow 

௦ 6 
கக்க கீல் 42-42 

  

ox? oy? oz? ox Ox 

ou Ow su ow 
oy நூ var oz 

=uV¥w+e Vu. Vw (ய 

என்று எழுதலாம் ,
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லாஸின் தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தி கிரீனின் தேற்றத்தை 
நிரூபிக்கலாம். ஆகவே காஸ் தேற்றத்தின் இடப்பக்கத்தில் 

7. க்கு பிரதியிட்டு 

ப்போ ஏரனாடு dv 

் = SS (u.vw).ds .. (2) 
பி 

என்று எழுதலாம். இந்த மாற்றம் கீரின் தேற்றத்தின் முதல் வடி 
வம் எனக்கூறுவோம். சமன்பாடு (2)-ல் ச, 1-ஐ இடம் மாற்றி 

எழுதினால் 

SSS wv?ut vw. Vu) dv 
v 

=ff(wvwds  .. QB) 
s 

கிடைக்கிறது. 

(3)-ஐ (2)-லிருந்து கழிக்க 
SSS (uv°w-wy iu) dv 

v 

= Sf (uvw-wsn).ds 
s 

எனக் கிடைக்கிறது. இதனை கிரீன் தேற்றத்தின் இரண்டாவது 

வடிவம் எனக் கூறுவோம். 

இந்த தேற்றம் மின் இயக்க இயவிலும், பாய்ம இயக்க இயலி 

லும் பெரிதும் பயன்படுத்தப் படுகிறது. 

9:09. ஒரு சமதளத்திலுள்ள பரப்பிற்கு பயன்படுத்தப்படும் கிரீ 
னின் தேற்றம் : 

6 என்ற வளவரையினையுடைய 2 தளத்தில் 4 என்பது ஒரு 
பகுதியாயும் 877 என்பவையும், அவற்றிள் வகைக் கெழுக்களும், 

3-ல், தொடர்ச்சியானதாய் இருந்தால் 

$ (Max-+Ndy) = LIZ ~ MV ae ay 
Ss Ox oy 

என்று எழுதலாம். இங்கு சேஐ மிகைத் (திசையில் சுற்ற 
வேண்டும்.
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நிரூபணம் : ஸ்டோக் தேற்றத்தின்படி. 

ம் A.dr=S S(F x A),nds syed. 
Cc Ss 

௨ என்ற வளைவரை 7 தளத்தில் வனரயப்பட்டால் 

A A யல ப$ “A 

n=k; A-i Ax+j Ay ஆகும். 

எனவே 

¢ Adr=S f (x A).kds 
Ss 

4-௯ 18 கீர 77 எனக் கொண்டால் 

VXA ONG + So (Sr - 
az! 

ஆகும். 
எனவே 

(vx ar-(2 a x 

A.dr=Mdx+N dy 246. 

எனவே ஸ்டோக்கின் தேற்றத்தை பின் வருமாறு மாற்றி எழுதலாம் 

¢ (Mdx+Ndy) -] பே வ SS) & dx dy 

இதுவே சமதள பரப்பில் கிரீனின் தேற்ற மாகும். 

9:10. நிலை மின்னியலில் காஸின் தேற்றம் : 

தேற்றம் : ஓரு மூடிய பரப்பின் வழிச் செல்லும் மொத்த நேர் 
குத்து மின் தூண்டல் (total normal electric induction), 955 

பரப்பளவிற்குள் அடங்கிய 

மின்னூட்டத்தின் 4௩ தட 
வைக்குச் சமம், 

நிரூபணம் : படம் 35-ல் 

பி என்பது ஒரு மூடிய பரப் 

பளவாகவும், 7 என்பது வெக் 

டார் OP ஆகவும் இருக்கட் 

டும். 5-ல் ர் என்ற நுண் 

ணிய பரப்பளவை எடுத்துக் 

  

பூடம் 35
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கொள், இங்கு 7 என்பது சீஃன்"மிகைத் திசையில் வரையப்பட்ட 
ஓரலகு நேர்குத்து வெக்டாராகும். சீ$ஃல் இதன் வழியே செல்லும் 

நேர்குத்து மின்தூண்டலை .ர£ எனஎழுதலாம். இங்கு £ என்பது 

சில் மின் செறிவாகும். அதாவது 2- tk, ர என்பது 0-வில் 

உள்ள மின்னூட்டம், நீ என்பது 7-ன் திசையில் உள்ள ஓரலகு 
r 

iy 
  வெக்டார், அதாவது தீ ~ 

என்வே ல் நேர் குத்து மின்தூண்டல் 

= tds = Finds, Pr 

இதனை பயன்படுத்தி மூடிய பரப்பளவு வழி செல்லும் மொத்த 

நேர்க்குத்து மின் தூண்டலைக் கணக்கிடலாம். 

வசி 

சி rn 
Sm f [fina = af ve as 

S டி 

காஸ் தேற்றத்தின்படி 

ரூ சிய ர் ் 

f i ds = 11/௯ (=) ஸ் ஆகும். 
r ட் r 

Ss V 

ஆனால் 9 (’ ) = (vr) rtrt ver 

ழோ? சரோ *40, 

7” என்ற கனபரிமானத்திற்குள் [௪0 ஆக இருக்க வேண்டும் 

மேலும் தோற்றுவாய் அல்லது ஆதி 0, 7*-க்கு வெளியே இருக்க 

வேண்டும். 

எனவே இந்த கன பரிமாணத்திற்கும் மின்னூட்டம் .0-ஆக 
இருந்தால். இதனை மூடிய பரப்பின் வழிச் செல்லும் மொத்த தேர் 

குத்து மின்தூண்டல் சுழியமாகும். 

ஆத் 0, டி-க்குள் இருந்தால் 0-வைச் சுற்றி, 2 என்ற ஆ ர 
தினையுயை 1? என்ற வட்டத்தை வரை. ஃ, இவற்றின் இடையே
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உள்ள பகுதியை 7: எனக் கூறுவோம், பாய்வுத் தேற்றத்தின்படி 

nF ne nF [sa Spo [fe 
- [[[ஃ&(2) 6-௦ 

T 

இங்கு T-s@cr r0. 

  

  

A— r\- 

எனவே >) வதர — P? es 

P PT தாசி 
A AK 

க ட nr ds 

+S fprden f (Faden - ff 
s 1 33 

= prf ][4 

T 
ட 

வனர 4x 

  

எனவே ரஎன்ற மின்னூட்டத்தையுடைய கனபரிமாணத்தைமூடிய 4 எனும் பரப்பின் வழியே செல் a லும் மொத்த நேர்குத்து மின் 
தூண்டல் 

= 2] 57 82-4௩ ர ஆகும், 

டி
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39-11, கிரீன் தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தி பாய்சான் (01850) 
சமன்பாட்டின் தீர்வு காணல் : 

பாய்சான் சமன்பாட்டின் பொது வடிவம் &* 9-0 என் 
பதாகும். இங்கு ம் என்பது திசையிலி சார்பு, ௩” என்பது லேப் 
லாஸின் செயலி. இந்த சமன்பாடு ஒரு படித்தானது அல்ல. பாய் 

சான் சமன் பாட்டை 

A* =f (x, ys 2) 

என்று எடுத்துக் கொள்வோம். இங்கு ரீ என்பது 2, ற, 2 என்பவை 

களின் திசையிலி சார்பு. 

திசையிலி சார்பு 7 (3, 3, 2) கொடுக்கப்பட்டதாகக் கொண்டு 

P' (x,y, 2) என்ற காட்சிப் பதிவின் நிலைபுள்ளிக்கு (160 00111 07 

௦0871௨1100) ம (x', y’, 2)-ஐத் தீர்ப்போம் 2 (௨, y, 2) என்பதை 
மாறும் புள்ளியாகக் கொண்டு அதன் வழியில் தொகையீடுகளைக் 

காணுவோம் (படம் 36) நிலைப்புள்ளி 2!-ஐப் பற்றிய 5, என்ற ஆர 

  

படம் 36 

முள்ள ஒரு கோள உட்குழிவினைக் (8201071081 லொர்டு) கொண்ட 
7* என்ற ஒரு கனபரிமாணத்தை எடுத்துக் கொள்வோம். $டி €, 

என்பன அதன் உள், வெளிப் பரப்பளவுகளாக இருக்கட்டும். 

1 1 
ல் எ] ௨. (1) என்க.  
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இங்கு 02-, 024, 2-7 

என்பன, 0 என்னும் தோற்றுவாயைப் பொறுத்த வெக்டார்களாக 

இருக்கட்டும். இதிலிருந்து 

1 —— - —-— "eS TO- yy ஜா   

எனவே 

2 ௩5 4 ஆ சிட்ட — A — 
T VM (x+x'P + முற 4 (2-257 

=O ww. (2) 

  

என அறிகிறோம். 

இதிலிருந்து லேப்லாஸ் சமன்பாடு 1ஃக்குப் பொருந்தும் எனத் 
தெரிகிறது. ௨, 2 இவற்றின், முதல், இரண்டாவது வகைக் கெழுக் த து மு ் 
கள் ஆகியவை தீர்வான தாகவும், தொடர்ச்சியான தாகவும் 
இருந்தால், 

தச் (2 79-72. ஸ் 

= SS (uyw-w vu).d5 

என கிரீனின் தேற்றத்தின்படி எழுதலாம், இதையே சமன்பாடு 
கள் (1) (2)-ஐப் பிரிதியிட்டு 

14] ௪-1 7[2- (pas 
என்று எழுதலாம், இங்கு லம் என்றும் மரீ என்றும் 
கொண்டு 

[SIRO wf [G00] a8 
-— (3) என்று காணலாம். 

சமன்பாடு (3)-ன் வலப்பக்கத்தில் பரப்புத் தொகையீட்டினைக் 
காணும்போது, பரப்பளவுகள் 5,, 5, இவைகளின் மேல் காண வேண்டும்,
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வலப்பக்கம் “i (+)] a 

[ர வரக 
fF .dS Qe S, சுழியத்தை நெருங்கும்போது 

S, 1 

os OF | ‘ Vb.dS > -— | P, 859, என்றாகிறது. 

89, உட்குழிவுக்கு உட்பக்கமாக இருப்பதால் இங்கு (--) குறி 

வருகிறது. எனவே 

6 ஒட 31 4௮! நிகில் கடி 
5; 

S,- ri Pusogs நெருங்கும்போது இதன் வலப்பக்கம் 0 

 v(--).as>-¢ | ஈ(- 2) ௬29 [fears] rt 
சூ] த = -Am $ (x', 20) 

இப்பொழுது 7£ என்ற கனபரிமாணம் கந்தழியை நெருங்கும் 

போது, tea போல் ஜ-யும் சுழியத்தை நெருங்குகிறது என்ற 

எல்லை நிபந்தனையை எடுத்துக் கொள்வோம், 

கந்தழியில் LP i 6a(—-)a 

<- என்ற மதிப்பினைப் பெறுகிறது. எனவே பரப்புத் 

தொகை யீட்டிற்குப் பிறகு இந்த இண்டும் a என்ற மதிப்பினை 

உடையவைகளாக இருப்பதால் கந்தழியில் இவையிரண்டும் சுழிய 

மதிப்பைப் பெறுகின்றன,
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எனவே இதன்படி 

ff fare y, 2) ஸ்--4ஈ 0], 20) 
ர் 

அல்லது 

1 ரீப்டிரிட சி நு, ஐ | அல்பம் ரஹ் ன் 9 OLY B= - 7 orl ly 

என்றாகிறது. இது பாய்சான் சமன்பாட்டின் தீர்வாகும். 

98-12, பாய்ம இயக்கத்தில் வெக்டாரின் பயன் (கறற011021100 to 
hydrodynamics) : 

மூவளவை Gaefutar am wu QHuled (x, y, Z, f) என்னும் 
செறிவுடைய பாய்மம் நிரம்பியுள்ளதாகக் கொள்வோம். இப்பகுதி 

யில் $ி என்ற மூடிய பரப்பினை உடைய 7* என்னும் கனபரி 

மாணத்தை எடுத்துக் கொள்வோம். நேரம் 7-ல் இக்கன பரி 

மாணத்துக்குள் உள்ள பாய்மத்தின் திண்மை ட (2) எனக்கொள்் 
வோம், அப்படியானால் 

2O-SSS Pav . ( 

V என்பது பாய்மத்தில் ஒரு துகளின் திசை வேகமானால், 7£-ல் 
உள்ள பாய்மத்தின் திண்மை, 

dQ டட ட 
தக LS (Pv).dS — () 

என்ற வீதத்தில் அதிகரிக்கிறது. 

சமன்பாடு (1)-ன் நேரம்பற்றிய வகைக்கெழு கண்டு (2)-உடன் 

ஒப்பிட்டால் 

ae SS fa--f [eas « & 

என்று கிடைக்கிறது. ் ° 

ஆனால் காஸின் தேற்றத்தின்படி 
SS (Pi)\.dS= f Sy ST AP¥) dV ww (4)
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இதனை (3)-ல் பிரிதியிட 

JS fir y-en] dv =0 ட) 
v 

என்றாகிறது. 

இங்கு தொகைச் சார்பு தொடர்ச்சி யுள்ளதாக இருப்பதாலும்” 

V என்ற கன பரிமானம் யாதா மொன்றாக இருப்பதாலும் சமன் 
பாடு (5)-ஐப் பின்வருமாறு எழுதலாம். 

க ஏ.(ஐூ.-0 oo © 

இதுபாய்ம இயலின் அடிப்படை சமன்பாடு ஆகும். இதையே 
பாய்ம இயலின் தொடர்ச்சி சமன்பாடு (6018110 of continuity) 
என்று கூறுவோம். 

பாய்மம் அமுக்கப்பட. இயலாத தாயிருந்தால் அதன் செறிவு 
ஒரு மாறிலி ஆகிவிடும். அப்பொழுது 

oP 052 (கஸ் (0 

பாய்ம ஓட்டம் சுழற்சியில்லாததாயின் 

700-0 -- (8) 

ஆனால் வெக்டார் நுண்கணிதத்தின்படி 

y= V0 டு) 

என்றால் தான், 7)1-0 ஆகும். இங்கு ஜ் என்பது ஒரு திசையிலி 
சார்பு. சமன்பாடு (7)-லிருத்து ஒரு இறுகாத் தன்மையுள்ள பாய் 

மத்திற்கு ௭௮-09 என காண்கிறோம். எனவே 0 என்பது திசை 
வேக அழுத்தம் (4610௦0117 ஐ௦121181) ஆகும். இது (எற்) 

௫ 7500 என்ற சமன் பாட்டுக்குக் கட்டுப்படும், 

பாய்மத்தின் ஓரு நிலையான வரம்பில் திசை வேகத்துக்கு நேர்க் 
குத்துக்கூறு கிடையாது, எனவே சமன்பாடு (9)-ன்படி நேர் 
குத்துக் கோட்டின் வழியே ஜன் மாறுவீதமான 

Op _ 
aa 0 ஆகிறது,
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23,௫௪0) என்ற சார்பு, பாய்மத்தில் ஒரு துகளின் அழுத் 

தம், செறிவு மற்ற எந்த ஒரு பண்பையும் குறிப்பதாகக் கொள் 

வோம். 

ap roe குறிப்பிட்ட ஒரு புள்ளியில் 77-ன் 4 பற்றிய மாறு 

வீதமாகும். 7/-ன் மொத்த வகைக்கெழு 

_oH oH oH oH 
பண் ர dy X 52 dz Kae dt 

dH dHdx , ah dv , 9H dz , oH 
aad ya ay ate 

— Adx | Ady | Adz 

vet tat a 

ஷ் 

VH = 12 + re + 0 என்பதால் 

ஏர. dH dx dH dy , dH dz 

ax di dy det by at 

ஆகும் இதிலிருந்து 
dH oH. - 
ae அ ஜு எ நலக] மம 

என எழுதலாம். 

3-13. ஆய்லரின் இயக்க சமன்பாடு (08758 equations of 
motion). 

உராய்வு இல்லாத பாய்மத்தின் இயக்க சமன்பாட்டை அறிய, 

பாய்மத்தின் dx, dy, dz என்ற கனமரிமானம் உள்ள P dx dy, dz 
என்ற திண்மை உடைய நுண்ணிய பகுதியில் (614) செயல் 
படும் விசைகளை எடுத்துக் கொள்வோம். 2 என்பது பாய்மத்தின் 

அழுத்தமானால் 

dy oP Pa ~ P+ ஷூ ox) dy dz = - 2 ate dy de 

என்பது நுண்ணிய பகுதியில், $; திசையில் செயல்படும் விசை 

யாகும், F என்பது ஓரலகு திண்மையுள்ள பாய்மத்தின் மீது 
செயல்படும் புற விசையானால் Fx P dx dy dz என்பது அந்த நுண்
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ணிய பகுதியின் மேல் திசையில் செயல்படும் புறவிை சயாகும் 

% திசையில் % இந்நுண்ணிய பகுதியின் முடுக்கம் os ஆகும். 

எனவே நியூட்டனின் 2-வது விதிப்படி 

dvs 
at . Pdx dy dz = Fs P dx dy dz 

oP 
“லத் dx dy dz 

என்று எழுதலாம். 

இது மாதிரியே ற, 2 திசைகளில் எழுதி ஆய்லரின் 

ஜஸ். 7 
ம் FS VP கி (11) 

என்னும் இயக்க சமன்பாட்டை அடையலாம். 

ஆனால் சமன்பாடு (10)-ன்படி 

dy Ww, ye . 
7 yt VY woe w. (12) 

ஆனால் ௫.ஏ)1 394 (எ 9 7 . (3) 

என் அறிவோம். 

(12, (3)-ஐப் பயன் படுத்தி ஆய்லரின் இயக்க சமன்பாட். 

டைப் பின்வரும் வடிவத்தின் எழுதலாம். 

ov vg yet (VXI) xd = F- top .. (4) 
P 

ச காப்பு நிலை விசையாக;இருந்தால் அதற்கு 1 என்ற அழுத் 

தம் உள்ளது. 

7 ல 37/77 ஆகும், 

பாய்மத்தின் இயக்கம் சுழற்சி யில்லாததாக இருந்தால் 

ஏர”) 111 ௮ ம ஆரும்,
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எனவே, சமன்பாடு (14)-ஐப் பின் வருமாறு எழுதலாம், 

od த 1. _ 
ச௫ூர்1 944 ௭74-2௪4 ௦ 

அல்லது ௩௨-09 (05) 

: og , vw சி 
இங்கும-:- 4743 

ஏதேனும் ஒரு நேரத்தில், 8: என்பது பாய்மத்தில் யாதாமொரு 

வழியைத் குறித்தால் 

க? dx + ரில் +k dz ஆகும். 

- ow Aow “A ow 
yw.dr= (5 + 7 + se ; 

A “A “nw 

(idx + j dy + k dz) 

ow ow ow 
“Bets, ety 

= dw =O ௬௮௧ (16) 

இந்த ஸ்கேலார் பெருக்கல் எழுத சமன்பாடு (15)-ஐ பயன் 
படுத்தியுள்ளோம். 

ஆனால் (16)-ன்படி - (0) என்றாகிறது. அதாவது ம, 8-ன் 
சார்பு என்று எழுதுகிறோம். 

௦ம் ரூ 2 அதாவது 4473 

- £() ஆகும். உ) 

இதற்கு பெர்னாலியின் சமன் பாடு என்று பெயர். 

குறிப்பாக, 7 ஒரு மாறிலியாகவும் பாய்மத்தின் இயக்கம் சீரான 
் gine : தாகவும் இருந்தால் af - ஆகிறது 

எனவே பெர்னாலியின் சமன்பாடு ' 

ve P ட ம் ல் ் > சஸ் ர $ என்ற வடிவத்தைப் பெறுகிறது. இப்.
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பொழுது இ ஒரு மாறிலியாகும். இந்த சமன்பாட்டின் இயற்பியல் 

விளக்கம் பின்வருமாறு : 

பாய்மத்தின் எல்லாப் புள்ளியிலும் அதன் ஒரலகு திண்மத் 

தின் இயக்க ஆற்றல், நிலை ஆற்றல் அழுத்த ஆற்றல் இவற்றின் 
கூட்டுத் தொகை ஒரு மாறிலியாகும். 

4-0. வளைவரைக் கூறுகள் (00௨11110௦1 0௦01011216) : 

கார்டிஷியன் கூற்றுத் தொகுதியில் மூவளவை வெளியில் 2 
என்னும் எந்த புள்ளியும் (2, ந, 2) என்ற கூறுகளால் குறிக்கப்படு 
கிறது. இங்கு (4, 8, /) என்னும் புள்ளியானது, 2-4, )-%, 2-/) 

என்ற மூன்று தளங்களும் வெட்டிக் கொள்ளும் புள்ளியென வரை 

யறுக்கப்படுகிறது இத்த தளங்கள் இரட்டைகளாக எடுக்கும் 

போது ஒன்றுக்கொள்று நேர்குத்தாக (orthogonal) இருக் 

கின்றன. : } 

பொதுவாக, மூவளவை வெளியில் உள்ள ஒரு புள்ளியை 

a, = tore, uy = மாறிலி, ம, - மாறிலி என்ற மூன்று பரப்புகள் வெட் 

டிக்கொள்ளும் புள்ளிியன வரையறுக்கலாம். இந்த பரப்புகள் சம 

.தள தளமாக இருக்க வேண்டிய அவசியம் இல்லை. இப்பொழுது 

நமக்கு வளைவரைக் கூற்றுத்தொகுதி கிடைக்கிறது. இதில்: ஒவ் 

வொரு புள்ளியும் (2, 24, 22) என்ற கூறுகாளல் குறிக்கப்படுகிறது. 

இப்பொழுது 2 என்னு ஒரு புள்ளி (2, ந 2) என்ற கார்டிஷியன் 

கூறுகளால் குறிக்கப்படுகிறதென்றும் 

u, = U, (x, Ys Z) 

Uy = Us (X, Ys 2) 

uz, (X, Ys Z) - (1) 

॥ 
li Vo 

என்ற மூன்று கணியங்களைத் தனி சிறப்புப் பட கண்டு பிடிக்க 

முடியுமென்றும் வைத்துக் கொள்வோம். 

இதற்கு சார்புகள் 9, 4, , தொடர்ச்சி வகைக்கெழு காணக் 
கூடியதாக இருத்தல் வேண்டும். மேலும் டி 1,, 1, வரையறுக்கப் 

படுகிற பகுதி முழுவதும் 
௪ 4 ஸ்



க் கணித. இயற்பியல்: 

  

| Qu Qu ou 

ய). கய! a oes oh #O wee (2) 

Qu, 04, On, 

Qu Gu Ou 

ஆக இருக்க வேண்டும். 

HO DUTY ST (௨, உ) 72ஃயின் வளைவரைக் கூறுகள் ஆகும். 

சமன் பாடு (1) வளைவரைக் கூறுகளிலிருந்து செவ்வகக், கூறுகளின். 
உருவ மாற்றத்தைக் கொடுக்கிறது. 

அணிக்கோவை (சமன்பாடு 2) உருவ மாறுத்தின். ஜெகோபி 

யம் என அமைக்கப்பழிம், இது எளிமையாக 

Ryy 786 1 J (*, ப்ர ) 

என் குறிக்கப்படும். 

சஃயின் மதிப்பு சுழியமாகாமலிருக்கும் தன்மை (x, y, 2)ஃக்கும்டி 
(ட உ டிக்கும் ஒன்றுக்கொன்றான ஒத்தியையை உறுதி செய். 
கிறது. 

4-01. ஆயத்தொலை மேற் பரப்புகள், ஆயத் தொலை வளைகோடுகள் 
(co-ordinate surfaces, co-ordivate curves). 

14, மாறிலி, 8, மாறிலி, ,- மாறிலி என்பதால் மூவளவை 
வெளியில் உள்ள ஒரு புள்ளிைபக் குறிக்கும், எனவே, மூவளவை 
வெளியில் கொடுக்கப்பட்ட 2 என்னும் புள்ளி வழியாக ௨, ஈட 

ஒட 5 ப என்ற மூன்று மேற் பரப்புகள் செல்லுகின்றன என் 
பது தெளிவாகிறது. இந்த மேற் பரப்புகளுக்கு ஆயத்தொலை 

மேற் பரப்புகள் எனப் பெயர், தனித்தனியாக இவைகளை 4, மேற் 

பரப்பு யூ, மேற்பரப்பு, பூ, மேற்பரப்பு, எனக் கூறலாம், 

இரண்டு ஆயத் தொலை மேற் பரப்புகள் ஓரு வளை கோட்டில் 
வெட்டிக் கொள்வதால், புள்ளி 2-யின் வழியே மூன்று வளைகோடு _ 
கள் செல்கின்றது. இவைகளுக்கு ஆயத்தொலை வளை கோடுகள் _ 
என்று பெயர். vu, மட்டும் மாறுகின்ற வளைகோம்டுக்கு ம, வளை
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கோடு என்று பெயர், இதுபோன்றே பூ வளைகோடும் வளை 
கோடும் வரையறுக்கபடுகின்றன. 

     
படம் 37 

குறிப்பு: ஆயத்தொலை மேற்பரப்புகள் இரட்டையாக தேர் 
குத்தாக இருப்பதால், வளவரைக் கூற்றுத் தொகுதி தேர்குத்தாக 
விருக்கிறது என கூறப்படும், 

4-02, அலகு தொடுகோடும் நேர்குத்து வெக்டாரும். 

AANA * ட ட 4 ௫ Lj, k என்பன அச்சுகளின் வழியே உள்ள அலகு வெக்டார்க 
ளானால், P(x, y,2Z) என்னும் புள்ளியின் நிலை வெக்டார் 
ல A A A 
r= xi+yj + zk ஆகும். இதை வளைவரைக் கூறுகள் (4,, Uas Us) 

க்கு மாற்றி எழுதினால் £ - 7 (8, ty, 14) Grd. 
சட வளை கோட்டின் வழியே uw, மட்டுமே மாறுவதால் OF 

என்பது 7 என்னும் புள்ளியில் வளை கோட்டின் தொடுகோட்டு3 
டாராகும். 

வக் 

ov _ ட பத Sa, | - ச. எனக் கொண்டால் 

கஜ [18 11 8 
ர் Ou, Ou; டடத Ou, 
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என்பது 7 என்னும் புள்ளியில், 1; வனைகோட்டுக்கு ஒரலகு தொடு 
கோட்டு வெக்டாராகும், இது மாதிரியே 

கட்1 97 A 1 ar “ம 68] / a Ou 

என எழுதலாம். 

இங்கு 8, - | ன் டக் 8 | 

  

என்பன முறையே, 2 என்னும் புள்ளியில் சூ, u, வளை கோடு 
களுக்கு . வரையப்பட்ட அலகு தொடுகோட்டு வெக்டாகளாகும். 

எனவே 

ar _ A Or டடக் or _ A 
ud, hy 15 Bi, =h, e, ous = hy e; 

என கிடைக்கிறது &,, 8, எனும் எண்கள் அளவு மூறைக்குரிய 
(மமக) -கெழுக்கள் அல்லது அளவு காரணிகள் (80815 factors) 
எனப்படும். 

புள்ளி 2-பில், 2, உட என்ற மேற்பரப்புக்கு, Vu, நேர்குத்து 

வழியே உள்ளது. எனவே 2, 4 fea r கொடுக்கப்பட்ட புள் 
ளியில், ௨,- ௦, என்ற மேற் பரப்புக்கு அலகு நேர்குத்து வெக்டா 
ராகும், இது போன்றே மற்ற இரு அலகு நேர்குத்து வெக்டார்களை 
யும் எழுதலாம். 

அலகு தொடுகோட்டு வெக்டார் 2, 1-0, 889 - என்ற மேற் 
பரப்புகளுக்கு புள்ளி 7-ல் வரையப்பட்ட இரண்டு தொடுகோட்டு 
தளங்கள் வெட்டிக்கொள்ளும் கோட்டின் வழிய அமைகிறது 
வளைவரைத் தொகுதி நேர்குத்தாக இருந்தால் தான், இது, 2 என் னும் புள்ளியில் ம, ஈ, என்ற மேற்பரப்புக்கு அலகு நேர்குத்தாக 
ஆரும்.
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4-03. செங்குத்துக்கான Hubgewaedr (orthogonality condi- 

tion : 

T = 7 (Uys thy Ug) he இருக்கட்டும், இப்பொழுது 

ar or ar 
Ou; Que’ ous 

Uys Mo, Ug வளை கோடுகளின்வழி செல்லும் தொடுகோட்டு வெக் 

டார்களாகும். கூற்றுத் தொகுதி நேர்குத்தாக இருப்பதால் 7 வழி 

செல்லும் மூன்று மேற் பரப்புகளும் ஒன்றுக்கொன்று நேர்குத்தாக 

வெட்டின கொள்கின்றன். எனவே ஆயத் தொலை வளைகோரு 

களுக்கு தொடுகோட்டு வெக்டார்கள் இரட்டை இரட்டையாக 

செங்குத்தாக வெட்டிக் கொள்ளுகின்றன. இந்த நிபந்தனைக்குட் 

பட வேண்டுமானால் 

ஆகியவை முறையே, £-என்னும் புள்ளியில் 

ந ரஜ a oF _g 

ஆக இருக்க வெண்டும், 

எனவே இவை நேர்குத்தாக இருப்பதற்கு வேண்டிய நிபந் 

தனைகளாகும். 

4-04. வில்லின் நீளம், மூலக பருமன் (1112100441 volume) : 

7 7 (0, 067) என்பதால் 

ar 
ou, 3 ld » di, + ory, it, sy a 

nw Nn 

- 2, du, e, + h, du, e, + hy dus es 

எனவே வில்லின் இரண்டு அடுத்தடுத்த புள்ளிகளுந்டைபிலுள் எ 

நீளம் 85, 

கீள். ம் ஆகும். 

N சி 

2 ok =O, Su ba ஈர சட” 0 

என்ற நேர்குத்து நிபந்தனைகளைப் பயன்படுத்தி 

as 
dst = (hy du, e, + hy dye, = hy diy eg)oi?
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சி 

பேண்ட ட + hy dus ey + hy dits es 
= h,? du.® + hy? da,* + hy* du. 

என எழுதலாம். 

a, - வளை கோட்டில், 1, உ மாறிகளாததால், ஆயத் தொலை 
வளைகோடுகளின் வழியேயுள்ள வில்லின் நீளங்கள் முறையே 

ds, = h, du, 
ds, = h, du, 

ds, = hs du, ஆகும், 

மூலகபருமன் ஸ் - ds, ds, ds, 

=h,h, h, du, du, du, ஆகும், 

4-05. Gamneé o gies (P, O, 4) (Spherical coordinates) 

  a 

  

  

படம் 38 

2 என்னும் புள்ளியின் கோளக் கூறுகள் 
P=QP என்பது தோற்றுவாய்0-லிருந்து 22-க்கு உள்ள தூரம்,



வெக்டார் பகுப்பாய்வு 103 

6 என்பது 02-க்கும் 

2 அச்ச௬ுக்கும் இடையே உள்ள கோணம், 

ம் என்பது 02, 60 என்ற தளங்களுக்கிடையே உள்ள 

கோண ஆகியவையாகும். (படம் 38). ் 

407 என்ற தளத்துக்கு நேர்குத்தாக, 0-ஐ 0-வில் சந்திக்கும் 
uy. PQ scarp கோடு வரைச் அச்சுக்கு ?தர்குத்தாக 08 வரை. 

ZPQR=90°-0 “ PQ=Z=P cos @,: 

OQ=Psin @ 

OR=x=0Q.08 $= Psin @ co: 

RQ=y=O0Q sin $= P sin @ sin 

x+y? +23, = P? sin? @ cos? @+P* sin’ @ sin’ p 
+P cos? g@= P? 

எனவே புள்ளி 2 (2, 0, 6). 0-ஐ மையமாகவும், 2-வை ஆரமாக 

வும் கொண்ட. கோள மேற் பரப்பின் மீது இருக்கிறது. 

ஆயத்தொலை மேற்பரப்புகள் 72-ஈ, 0-௫ P= ¢, என்பன 

முறையே, 0-ஐ மையமாரசுக் கொண்ட கோளங்கள் 0-ஐ உச்சி 

யாகவும், 02-ஐ அச்சாகவம் கொண்ட கூம்புகள், 2 அச்சின் வழி 

செல்லும் தளங்கள் ஆகியவை ஆகும். இவை இரட்டை இரட் 
டையாக ற் வளை கோடுகளிலும், 72 வளை கோடுகளிலும், ட உளை 
கோடுகளிலும் வெட்டிக் கொள்ளுகின்றன, இவை முறையே 4 2” 

போன்ற வட்டங்கள், OP போன்ற கோழிகள், 6200 போன்ற 

அரை வட்டங்கள் ஆகும். 

“A NA 

அலகு தொடுகோட்டு வெக்டார்கள் ௪,, க, ரூ என்பன பின் 

வருமாறு கிடைக்கில் றன, 

a A A A 
r=xi+jyf/+ 2k 

= Psin ¢ cos $f + P sin Q sin oF + cos 9k 

atk = OF | ar | sad = SP oP 
* A ‘ ; A A 
singcos$7+sinasn PJ; + cos Ok 

= [sin? @ cos’ $ + sin? d sin? + cos* 9 | 2
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A கு 

sin @ COs go + sin 9 sin $j + cos@ k, 

oF J | ar | | Ss 
FA . “a 

Pcos@cos $7 + Pcos@sing@j - Psinek 

P [cos? @ cas? ¢ + sos? 9 sin? d + sin® 6]% 

॥ 

a பகி ட டட 008900867/--0080 8/0 27- 9104 ॥ 

BF oF 
~ OP 36 

: க 4 é A 
_ ~P sin Osin gi + P sin @ cos ¢ / 

P [sin* @ sin? 6 + sin* @ cos? ¢]4 
  

= — sin o / + cos $7 

|e b=] [ee] Be 

  

என வரையறுக்கலாம். 

கோளக் 'கூறுகளில் வில்லின் நீளம் 4, 

தனை பன ணன் அ னை ய 

= di? + I dg? + 2 sin? 9 dg? 

gps uur dy = h, h, h, du, du, du, 

P? sin? 9 dP do dd. 

மேலும் 

N க z 4a ட : e.l, = (sin @ cos $7 + sin @ sin 6} + cos Qf) 

(cos @ cos P+ cos @ sin oj - sin @ k) 

=sin @ cos @ cos? ¢ + sin @ cos @ sin?® 

— sin @ cos 9 = 9, 

“A A 

1,.1, = (cos @ cos $7 + cos @ sin oj - sin @ k) 

- (sin gi + cos $3) = 0
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க = (-sin 6 i+ 008 $4). 

105 

ச : A 
(sin 6 cos ழ் + sin 6 sin op + cos @ k)=8. 

எனவே கோளக் கூறுகள் நேர்குத்ரானவை. 

4-06- உருளைக் கூறுகள் (1 ற், 2) 0111071081 0001010816 : : 

ச என்பது (2, 1, 2) என்ற புள்ளியாகவும், 7-யிலிருந்து 407 
தளத்துக்கு வரையப்பட்ட நேர்குத்தினடி 9 ஆகவும் இருக்கட்டும். 

0௦00-2, 4200-ம். இப்பொமூது (2, P) என்பன ட-வின் 

கோணதூரக் கூறுகள் ஆகும். 

02-2௪ ஆதலால் £-யின் கூறுகள் (2, ர், 2) ஆகும். இக்கூடு 

களுக்கு 2-யின் உருளைக்கூறுகள் என்று பெயர். 

    

z 

iC 

~ 

Bee tonne ob உரத்து 

if ள் 4 
ido Gs 

aT ஆ 
z 

ஆவர் 8 > Pp 

R 
3 டெ 

xF 

படம் 39 

- செங்கோண முக்கோணம் 002- லிருந்து 

OR=x=O0Q cos $=P cos 

RQ=y=O0Q sin =P sin 9.
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எனவே உருளைக் கூறுகளும், செவ்வகக் கூறுகள் (,ந, 2-ம் 

பின்வரும் சமன் பாடுகளால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. : ' 

x=Pcos$, நு] ஹஜ், 2-2 

இங்கு 750, 0.4 2௬, - ௨:௪௮ ஆக எடுத்துக் கொள் 
வது வழக்கம், 

P=c, $c, 2-௦ ஆகிய ஆயத்தொலை மேற் பரப்புகள் 
முறையே 04-ஐ பொதுவச் சாகவுள்ள உருளைகள், . 2 அச்சு 
வழியே செல்லும் தளங்கள், 2 அச்சுக்கு செங்குத்தாகவுள்ள தளங் 
கள் ஆகியவையாகும். இவை இரட்டை இரட்டையாக .2 வளை 
கோடுகளிலும், 22 வளை கோடுகளிலும் ம் வகக்கோடுகளிலும் 
வெட்டிக் கொள்ளுகின்றன. அவையமூறையே 02 போன்ற. நேர் 
கோடுகள் 52 போன்ற நேர்கோடுகள் மேலும் 417 போன்ற வட் 
டங்கள் ஆகும், 

ம்-யில் அலகு தொடுகோட்டு வெக்டார்கள் 
NAN 

Lill; ஆகியவற்றைப் பின் வருமாறு எழுதலாம். 
we “a ் 
Foxttyf +k = P cos 67 + Psing} + zk. 

4 oF / | or | தி sie 
62 ௦2 [2089 க உற்] 

Nn 7 

= - 970084 நுற்ர், 

ர் ட / | or | - -P sin 67+ P cos $} 
௦ம் op | மிரஷ்பீற் 4008 2] 

சு 

~ sin ors cos Of 

a ar a 2 1 = — = ° 62 / | og | ப 

இத் தொகுதிக்கு 
பட 2) முற்) நத) எனவே 

- | 
or 

h, | ரர் | ன் 1, h,= 

ஆகும் 

॥
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எனவே, உருளைக்கூறுகளில் நீளம் ஆனது 

ds* = h,? du,? h,* du,? + ச்ட் ஸ்ட் 

= dl? + P dg? + dz® 

எனவும் மூலகப்பருமனே 

dv = h, h, hz du,-du, du, = Pd Id $dz 

எனவும் கிடைக்கின்றன. 

மேலும் 

| 
Ra, = (cos $ i + sin $ f) .(-sin $ feos $/) 

= sin gd cos $ + sin d cos $ = 0. 

h. 7 (-sing?+ cos¢j).k =0 

“ 
h,.2, &. (cos i+ sin $9) = 0. 

எனவே உருளைக் கூற்றுத் தொகுதியும் நேர்குத்தான தாகும். 

(orthogonal). 

4-07. வளைவரைக் கூறுகளில் வெக்டாரின் -சரிவு, பாய்வு சுழல் 

ஆகியவற்றுக்கான கோவைகள். 

(1) ௮. 7 என்னும் திசையிலி நிலைச்சார்பு நேர்குத்து வளை 

வகைக்கூறுகள் (9, ௨, ஈ)3ஆல் குறிக்கப்படுகிறதென்றுகொள்வோம். 

சீடி Cy, Cy என்பன ஆயத்தொலை வளை கோடுகளுக்கு அலகு தொடு 

கோட்டு வெக்டார்களாகும், 

VF, - ஒரு வெக்டாராதலால், இதை 

A A A 

மி f 4, ழீ 1, + Sals 

என அடிப்படை வெக்டார்கள் 2, & es ஆகியவை மூலம் குறிப்பிட 

லாம். இங்கு ],7,. 7; என்பன திசையிலிகள்,
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ம் ஏமி. 

A ~ A A or of 

=(hatfea ths 89). ic சேடர் 4 

97 
+a. dus) 

சி க 

= 72, + fs ey + fs 23]. 

“nw சி ரு 

(A, du, சட் hy du; க hs du, 22) 

~fily du, + fa hy du, + Ss hg dus. 

ஆனால் 

சோறு டட டரா dF = ou, du, + a du, + aa du, 

எனவே 

_ 82 OF _ OF 
Fem sy otle = ant fole = மே 

அல்லது 

டப & _ 1 oF _ Bl OF 

hoa Sa ho ae fa a, 
என் எழுதலாம் 

இதிலிருந்து 

ட1 wa 1 aFa,1 28% 

பூணன் ம. கத்து அ: உவன் எ. 
nw A A 

~% OF .@& OF உ OF 
ட hy Ou, h, 00% + hy, Ou; 

எனவே வளை வரைக் கூறுகளில் செயலி * ஆனது. 

ப$ உ $ உ 2 Yack உட உ 5. உ 8 
h dub hy 8m) hy Oty 

என கொடுக்கப்படுகிறது.
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ஆ. F=u, டி, என அடுத்தடுத்துக் கொண்டால் 

“Aw “A “A 

8 
Vu, a Vu = ie ஏ 

3 

என கிடைக்கிறது. 

. 1 
இதிலிருந்து - | மா | -:-,7-1,23. 

2 

ஏனெனில் | er} = 1. 

இ. 7. h, h என்பன அலகு நேர்குத்து வெக்டார்களின் வலக் 
கைத் தொகுதியை உருவாக்குவதால் 

A Aw A A A a A A “Aw 

h=hxly h=lxhy b=hxh 

ஆனால் 
A A 

-Rahvu, 1, = hy Vtg, 1g = hy Au; 

எனவே, இவற்றை பிரதியிட 

A 

i, = huh, Vs 

nN “Aw 

1, < hgh, Au;x Vu, 15 =A hp Tu X Vie 

அல்லது 
h, Vu, = 0 ஏ 24 110 ஆகும்- 

இது போன்றே h, Vik, hg VUs ஆகியவைகளுக்கும் 

எழுதலாம். 

(2) ச என்பது வளை வரைக் கூறுகளில் (8, 1, 8,) ஒரு வெக் 
Nn AN “A 

டார் சார்பாக இருக்கட்டும். 7, /|,, 1, என்பன அலகு தொடு 

கோட்டு வெக்டார்களாகும். 

= “A A “A 

நீ நம ககர
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பாய்வு 7 - ஏ, 
“A A A 

ad v AFA + Bi + F, 13) 

= 0. h + 0 (Fsh) + 9 «(Ps hs) 
9 -(F, 1) 2 9. (F, hy hy Tuy X Tus 

7, த; மு % ஏய 

அதாவது 
aA 

v AB, L)= Fh ts 7. (9m, x TH) 

+ Vu, X An,. dA (கடத 

V7 .(fa=fv.a+a.vf 

  

ஆனால் 
7* (7.2 Tu5) 

92. ௧9 ஏழ. 7) Tu, = 0 
சுழல் சரிவு ரீ 0), 

எனவே 

A A 1 3 A 

ட வம் உ 
hy = id hy Ou, (Fi ha hs) 5 

jt 3 a 1 3 A 
+ hy Bus (F, hy hg) es + Ty Sut h, h3) es | 

1 3 A “ந Sali tats) 2 x 05.8) 

_-_! 6 
~ Tay hg hig Bug, (Fs ha es) 

இது போன்றே 

க 1 V4) = pe - 2 (4 hy) 
A 1 a FES gegen Su, Fs Ma ha)
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எனவே 

5௨1 [உ 2 ரி னி op h, hy [50 (Ps Me கர்வ (Fe hs hu) 
௦ 

ட்டி Sons h, ௦] 

3)2- 2,4௩2 4 2, ச, எனவே 

  

ஷய = “A nN A 
ayo F=e AXF=V X (F,e,+ F,e, + Fye,) 

A A A 

VX (Fie) + V xX (Fie) + 7 B,; es) 

இப்போது, 

Ax (8, ல = 77% (Fin 9 u)[-e, =k, யூ 

Sx(fa=fvxa+o0fxa 

= V(F, hj) X 9 wy 

(” சுழல் சரிவு ய, = 0) 

அதவது 

1 A v (F, = [ i, Se hy) & + = ௮௫ hy)er 

i hy) @ டக | 5a, 1) &3 ட் 

1 0 a 1 2 A 

ih, Bus" Ta, டட 11704 
இதுபோன்றே 

A 1 ae A 1 a 
*% (Fs 2) நத Say Fe) oe a au, 

A 
(F, hy) ௪, 

ட அரு. 3 Vx FO) = ஜே காக்கு வே 

  

(F, ta) ey



112 கணித இயற்பியல் 

    

  

  

Ouy ௦ ous 

சிடர், 2, சட 

எனவே 

oe 1 0 3 ie 

VxP= hy h,| du, F,h;) - Su, (PF, h.) fe 

Sg OF, h ) le 
பூ h, hi ous (Fh) - Ou, (ச் 72) (% 

1 9 _ 2 ஸ் 

+ tel Se, Fe) 3a, MO fos 

h, é, hy ey hs 2 | 

1 | 
| 

“jr | « லி 3 | 

| 
| 

| 
| 
| 

(க) கோளக் கூறுகளில் சரிவு, பாய்வு, சுழல் ஆகியவற்றுக் 
கான கோவைகள். 

கோளக் கூறுகள் (/, 6, $) ஆகியவை 

u, = 2) ட) 

h, = 1, h, = P,h, = P sin @ ஆகும். 

மேலும் 

A ‘ a, A Ze e, = sin @ cos $i + sin 9 sin Of + cos 0 K 

A A 

&, = cos cos $i+cosgsing) - sind k 
a : . 

ef = - sin $7? + cos o>. 

எனவே 

ஏறிய ம் 2 1 க 1 aF A 
= Spe tp ஒத 851" எடி ae ° 

—— VF = 3; sino [ sino Se ற + PS (sind F,) OP 

oF; 
+ PSO
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உட] 3 OF A Vx Fo pil {FR cron, - 3) 2 
OF, dea? , 14 + ‘Sp sin @ 5p (P Fy |e, 

4 sing [2 (Pr) - 2 és | 

(5) உருளைக் கூறுகளின் சரிவு, பாய்வு, சுழல் ஆகியவற்றுக் 
கான கோவைகள் 

உருளைக் கூறுகள் (7, ந், ஐ) 

ச ச) உ ஜ,ய௮2 

1-1, 2, 1 ஆகும், 

மேலும் 
ர் ர 

சட ௮ COS gt + sin ழ்? 
aA 

சதக sin g ? + cos $7} 

83 ek 

TOT SA 

a, tT BFA AF நத tp do ° 

+. 17a aF 
AF Pap PF + SE + 

e 1 OF, axF= S[ [Se - Sem late 

+p [oF _ OF, 
௦2 BP |



2. அணிக்கோவைகள் 

1, gym’ é Carma eer 

1-01. இந்த அத்தி.பா.பத்தில் அணிக்கோவைகளின் பண்பு 
உலையு.. லவ பம் ுயமயிப ப மபரன்ற விஞ்ஞானப் பிரிவுகளில் 
இவைகளைப் பயன்பழித்தும் முறைகளையும் காண்3பாம். மிக 

சிக்கலான கோவைகளை சுருக்கமாக எழுதவும், ஒருபடி சமன் 
பாழிகளின் தீர்வுகளை சுலபமாக காணவும் அணிக்காவை பயன் 
படிகிறது, 

மாறுபட$ம் மதிப்புகளையுடைய x, xX, என்ற இராசிகளைக் 
கொண்ட 

a, X, + b,x, = 0 ni (0 

a,X, + 4x, = 0 . (2) 

என்ற சமன்பாடுகளிலிருந்து 

a ee 
xX a, 72 

என்ற நீர்வினை எழுதலாம். இதில் ச, ச், - ச, 5, என்ற கோவையை 

| கட] 
| a, b, | 

என்று குறிக்கலாம். இதற்கு இரண்டாம் வரிசை (5600ம் order) 
அணிக்ககாவை என்று பெயர். 

இந்த அணிக்கோவை இரண்டு நிரைகளையும்” இரண்டு 
நிரல்கவையும் அகாண்டிருக்கிறது. 

இதே மாதிரி 

பேட சிடி எ 3; ௩0 

டர டி ப ௫ ௮0 

Q,%, - bX, = டூ ௩0 

॥
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என்ற சமன்பா$களை எடுத்துக் கொள்வோம். இவைகளிலிருந்து 
டி @, 20... ஆகியவற்றை BtADY a, (Co.  - b ¢) + 
(படிய - C24) +e, (4, & - a, A) = 0 என்று காணலாம். 
இதன் இடப்பக்க சகாவையை 

| a,b,c ] 

| a, by Cy | 

| a, by Cs | 

என்ற அணிக் கோவையின் மூலம் குறிக்கலாம். 

அணிக்கோவையின் பொது வரையறை 

இ ௫ டிடிடி டம ௫௪ ௬௮ வமர 

கூ வூட் டடம உ அர 

கூறிட நே கலில் ௨௮ ஆ 

என்ற ஈ * மூலகங்களை (1115) எடுத்துக்கொண்டு பின் 
வரும் அணிவரிசை (காவு) எழுது. 

4, by & oc ex லல எடி 8 | 
| bp bp gavsxnvwe aly 

e
e
 

on
es
 m
ee
e 

ந] சூ Gee av pe wp ne*h 

இந்த அணிக்கோவை, nn epwstatns Dard எல்லா 

விதமான பெருந்குத் தொகைகளின் கூடுதலுந்குத் சாமம், இந்த 

பெருக்குத் தொர.கைகளிலுள்ள மூலகங்கள், ஈ, ஈழுத்துந்களிலிருந்து 

எடுக்கப்பட்டவை. இந்த ஜூ முலகங்களை எழிக்கும்பொழது 
ஒவ்வொரு நிரையிலிரந்து ஓ?ர?யாரு மூலகங்ககா, ஒவ் வாரூ 
திரலிலிருந்து ஒரேயொரு மூலகங்களை மட்டும எழிக்க வேண்டும். 

இந்த பெருக்கு தொ.கைகளின் கூடுதல் பின்வரும் விதிகளுக்கு 
உட்பட்டது. 

குறிகளின் விதி 

அணிக்கோவையின் எந்தஒரு உறுப்பின் குறியினைக் 
கொடுக்கும்பொழுதும் பின்வரும் இரண்டு விதிகளைப் பின்பற்ற 
வேண்டும். 

1. மிருந்து வலமாக வரையப்படும் தலைபாப மூலை 

விஃடத்தில் அல௰பும் மூலகங்களின் பெருக்குத் தொகைபான
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ibe ரூ... உ... ரூ என்ற உறுப்பின் குறி கூட்டற் குறி 

} யாக இருக்கஃவண்டம், 

2. மற்று உறு புகளின் பின் ஓட்டு எண்கள் ($மீடு இயல் 

பான உரி௦சயிலிநந்து மாறிபி க்கு, இந்த பின் ஒட்டு எண் 
களின் ராற்று வீமங்கள் இரட்டைப் படையாக₹வா, ஒற்றைப் 
படையாககவோ இரு பதற்கு ஏற்ப, அந்த உறுப்புகள் கூட்டற் 
குறியை/யா, கழித்தல் குறிைஃயா ஏற்கும். 

உதாரணம் + 

| is ட் ட் | a,(>, rs-b, C,)—b,('4¢,-a5 Cs) 
» by Cy ஸ் 

+c, (a,b, - a, b 
| a, b3 C3 | ae a. 

Qt, 18D WHY, அணிக்கோவையின் தலையாய விட் 
டத்தில் அரைகிறது. மேலும் இதன் பின் ஓட்டு எண்கள் இயல் 
பான உரிசையில் அமைத்துள்ளன. எனவே இது 4 குறியைக் 

கொண்ருள்ளது. ஆலை a, bs டூ என்ற உறுரபில் பின்ஓட்டு 
எண்கள் இயல்பான வசிசயிலிருந்து ஓஒற்றைபபடையில் மாறு 
பட்டிருப்பதால் இது “--” குறியை பெறுகிறது; 

அணிக்கோவையின் . விரிவு 1. உறுப்புக்களை கொண்டது. 
இவற்றில் ஒரு பாதி “4” குறியையும், ஈறு பாதி : குறியையும் 
ஏற்கும். 

இந்த அணிக் கோவை ॥ நிரைகளையும், ஈ நிரல்களையும் கொண் 
முள்ளதால் இது ஈ ஆவது-ஃ வரிசை (1.௩ ॥ம்2) அணிக்கோவை 
னபபறும். 

1.02. அணிக்கோவைகளின் பண்புகள் (£௦ற21ம465 ௦4 determi. 
வப) 

தேற்றம் 1. 

ஒரு அணிக்கோவையின் மதிப்பு, நிரைகளை நிரல்களாகவும், 
நிரற்களை நிரைகளாகவும் மாற்றி அமைப்பதால் மாருது 

அதாவது, 

; | சடம், 6 | 

| ன 

| a, by cy | 

a, a, a, ரீ 
Dy by by |
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் | > 8, | —b, Pa,e, |} tr, da 
Q.u. =a, | | | 

ர ழ் f 5, 2 byes | 03 Cy a, ob, 

Qu. =a, (by 0,755 ௨ - (டி ரஈ 61) 

46) (2, ச், 7 Gs ச்) 

| b, hs | -a, | 6, 5,| ta, 1A, >, | 
வ.ப.- சட] | | | | | 

| ஆட | I, es} Jey ee | 

ma, (h, ¢3-b, ¢2) — a, (1 Cg - 93 C1) 

+ a, (3, ¢y - 5, @) 

எனவே, இ,ப.- வ, ப. ' 

தேற்றம் 2. 
ஒரு அணிக்கோவையின் ஏதாவது இரண்டு நிரகளையோ 

அல்லது நிரங்களை யா மாற்றி அல௰ப்பதாம் அந 5 சூடி ராறு 

தவிர மதிப்பு ராருநு. 

| 15, % | | 

| | 
{ay 2 | = = | a, சு] 

| | | | 
இ ec, | la, hy ey. | 

என நிரூரிக்க வேண்டும். 

(இந்த அணி கோவையில் ஒர ர ary 9 மாயும் அறண்றாவது 

நிரையும் ஓன்றுந்கொன்று சாற்றி அ வாக்க பம் ள்ளன.) 

இ.டி-சட(2, ஷூ இ க (டூ ரஷணி 3 

a 1 ( 2 bs ் b, 8.) 

வ.ப,--[ ஈட (9; டூ - b, ,)-b, 4, 2-4, ¢.) 

+c, (4, 5,-6,4,)] 

எனவே இ. ப.-வ,ப. 

தேற்றம் 3. 

ஓர் அணிக்கோவையில் இருநிரை ள். அலது நிரற்கள் 

மூழுதும் ஒ$தவாறு இருந்தால் அதன் மதிப்பு சழியஈகும்,
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கொடுக்கப்பட்ட அணிக் கோவையீன் மதிப்பு ௩ ஆக இருக் 

கட்டும். ஓத்தவாறுள்ள நிரைகளை மாற்றி அமைந்தால் அதன் 

மதிப்பு -- & என இரண்டாம் தேற்றத்தின் படி கண்டோம். 

ஆனால் இவை முழுதும் ஓத்த நிரைகள். 

௨ இக க 

அதாவது2க- 0 

அல்லது & 20 

தேற்றம் 4 

ஒரு நிரையில் அல்லது நிரலி உ௱ள ஓவ்9வாரு மூலகத்தை 
யும் ஒர கணியம் K ஆல் பெருக்கினால், ௩ மதிப்புள்ள அணிக் 
கோவையின் மதிப்பு &£ ௧ ஆகும். 

ஒரு அணிக்கோவையை விரித்தெழுதுுபோது அதன் 
ஒவ்வொரு உறுப்பு (term) ஒவ்வொரு நிவரயிலி ருந்து ஒர ஒரு 
மூலகத்தையும் (1181) ,௨., நிரலிலிருந்து ஓ3ர ஒரு 
முலகத்தையும் மட்டுமே கொண்டதாக இருக்கிறது. 

எனவே, 

| Ka, Kb, Ke, | laf, ec, | | 

ட fe ty aK lag by « | = | a Kb, cy | 

[௩ & ௩] | a, b,c | |, Kb, cy | 

கிளைத்தேற்றம் 
ஒரு அணிக்கோவையில் ஒரூ. நிரையில் (நிரலில்) ௨எள 

மூலகங்கள் பாற்றொரு நிரையில் (நிரலி) உள்ள இசைந்த முலகங் 
களைப் போல் & மடங்கரக இருந்தால் அதன் மதிப்பு சுழிய 
மாகும். 

சேற்றம் 5, 

ஒரு நிரையில் அல்லது ஒர நிரலில் உள்ள ஒவ் வோர் மூலக 
மும் இரு எண்களின் கூடுதலாக இருந்தா அந்த அணிக் 
கோவைபை ஓ$ர தரழள்ள இரு அணிக்கோவைகளின் கூடித் லாக எழுதலாம்.
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| உர வசி ௮, ௩34] la, be, | 
| | | | 
1 ag b, Cs | னி | a, b, Cy | 

| | | 
| as b, C5 | fa, bey | 

1 WK, & XK, | 
| | 

+ | tg by Cy ! 

| a, ரூ. | 

) O.u. = (4,+%,) (bc, - be, 

-a, ' (hy +1%&,) ¢, - b, (0, + « } 
1 

+ 0, ் (by + %&,) ரி (மடு «,)| 

= a, (b, C3 - b, GC.) - ௪, (5, Cy > b, ஈபி 

ர்க் ட. கிர் ஒடி சய 

- ஆ (டட - by 01) + «5 1b, ey - 52 C4) 

= OU. 

தேற்றம் 6. 

ஒரு நிரையில் (நிரலி) உள்ள மூலகத்துடன், ஏற்? றர 

நிரையின் (நிரலின்) இசைந்த உறுப் க “ர லி ௩ ஆல் பெருக்கி 

கூட்டினை அணிக்கோவையின் மதிப்பு மாருநு, 

அதாவது 
| 4, b,c la, + Kb, b,c, | | 

| | | 
fa, by ¢ | = Ja, + Kb, by ¢, | 

| | 
| | as + Kb, b, C3 |
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| சடம், 8 | [ 5, “1 | 

= | a, By cy +K | 5,°b, Cy 

Ja, b, Cs | | சத bs Cs | 

தேற்றம் (3) ன்படி மேலுள்ள இரண்டாவது அணிக்கோவை 

யின் மதிப்பு சுழியமாகிறது. 

எனவே 

இ. ப. வ. ப, 

1.03. சிற்றணிக்கோவை (1410௦7) 

எந்த ஒரு நிரை, நிரல் இவற்றிலுள்ள மூலகங்களின் மூலமும் 
ஒரு அணிக்கோவையினை விரிவாக எழுதலாம், 

{a bo, dy | 
la, b, ௦, d, | 

a= | ஆக இருக்கட்டும். 
| a, bs €3 dy 

| a, ம், 6 qd, 

& ஐ என்பது, மூலகம் ச, யினைக் கொண்ட நிரை, நிரல் 

இவை இரண்டையும் நீக்கி கணக்கிடப்பட்ட அணிக்கேசவை 
எனக் கொள் வாம். இது ஏ-ன் சிற்றணிக் கே வை எனப்படும். 

அணிக் கோவையின் விரிவிலுள்ள எல்லா உறுப்புக்களையும் 
பின் வருமாறு தொகுக்கலாம். (( ௨௩6 ஊ௦ய₹0). 

1. சடஐக் கொண்ட உறு புக்கள் 

2. க ஐக் கொண்ட உறுப்புக்கள் 

3... ௩ ஐக் கொண்ட உறுப்புக்கள், 

4, ச,ஐக் கொண்ட உறுப்புக்கள், 

எந்த ஒரு உறுப்பிலும், இரண்டு “a? க்களின் பெருக்குத் 
தொகை இருக்க முடியாது என்பதிலிருந்து மேற் கண்ட (ஊா up) 
தொகுதியில், அணிக் கோவைவின் எல்லா உறுப்புகளும் உள்ளன 
என்று அறியலாம்,
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உட மி; ரூ.8, என்ற உறுப்பில் ர, ஐ wp mind, b, eg d, & 
உள்ள பின் ஒட்டு எண்ணை முடிந்த வகைபிலைற்லாம் வரிசை 
மாற்றல் செய்தல் ச; உள்ள எல்லா உறுப்புகளையும் பெறலாம், 

ஆகையால் ச; உள்ள எல்லா உறுப்புகளும் ச, (5, ௩ சீற 
ஆகும். 

அதாவது ஈ; (௧ ச, முதல் இரண்டு வரிசைகளையும் ஒன்றுக் 
கொன்று மாற்றி அமைத்தால் 

சம், டூ ஷ் ! 

| 
Ja, bye, dg, | 

க | | 
| ரத சி; டூ ஷ் | 
| | 

| [abe a 

வலது பக்க அணிக் கோவையில், 

a, உள்ள உறு புகள் - ஈ, (6; ௩ ரீ ஆகையால் ௬ வில் 
2. உள்ள உறுப்புகள் 

mm a, (5, ¢3 d,) = - a, 44, 

தே மாதிரி ஈ.ஈ, இந்த மூலகங்கள் உள்ள உறுப்புகளை 
ச, கடி என்றும் ~ a, A a, என்றும் முறையே ழுதலாம். 

ஆகவே 
& =a, AM - a4, Aa, +4, 4a,-0,4 4, qd) 

அணி௩ கோவையின் தரம் ॥ ஆக இருந்தால் அதன் விரிவு 

A =a AR = 7, AI, 4,...,5,-4t-17' Aan Qt 

மாதிரி எந்த ஒர அணிக்கோவையையும், அதன் எந்த ஒரு நிரை 
நிரல் இவற்றிலுள்ள மூலகங்களின் மூலம் விரிவாக எழுதலாம். 

உதாரணமாக 

fa, by Cyan 

lo, been .. |, 
॥ 

| ar by ep »-.. In 

=A Ay-bAn+g Ag +... = (டு [டக 1
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=-aA¢:¢h bb - oboe t (-1te al) 

= (-Dier Aer tO 2G + hep tt Fi (2 

(6. Ob + da Qeatfr Ofr + ) 

1.04. இணைக்காரணி ( ௦780107) 

ஒரு அணிச் கோவை 

கு ரக ர நிமிட படர் மட. (2) 

என்று எழுதப்பட்டால் இங்கு A, B,~CyD, mM 0,44, c,d! 
ஆகியவற்றின் தணைக்காரணிகள் என்று சொல்வோம். 

சமன்பாடுகள் (1), (2) லிருந்து ஒரூ மூலகத்திள் சிற்றணிக் 
கோவையும், இணைக்காரணியு ம ஒ3ர மதிப்புடையவை யென்றும் 
ஆலை குறியில் வேறுபட்டிருக்கலாம் என்றும் அறிகி3ரோம். 

அதாவது 4; - &ஈ;$ மி, கத்; 

C,= Aco; D, = - Ad, 

பொதுவாக இனை சாரணியின் சு.றியினை கண்டு பிடிக்க, பின் 
வரும் சுலபமான விதியினை பின்பற்றலாம். 

கட. 

-+-+4 
+-+- 

“ஆஃ 

ஒரு மூலகத்தை, மேலே இடது மூலைக்குக் கொண்டுவர அதை 
நகர்த்த வேண்டிய முறைகளின் எண்ணிக்கை தரட்டையாகவோ 
அல்லது ஒற்றையாகவோ இருப்பதைப் பொருத்து ‘+? GH 
யையோ, “--' குறியையோ, முறையே ஏற்கும், 

தேற்றம் 7. 

ஒரு நிரையில் (ரலி) உள்ள மூலகங்களை ஈற்ரோரு நிரையில் 
(ரலி ) உள்ள இசைந்த உறுப்புகளின் இணைக் காரணிகளைக் 
கொண்டு பெருக்கி, கூட்டினால் அதன் மதிப்பு சழியமாகும்.
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அதாவது : 

jhe | 

O= | a b, ¢, 

a, b, cy 

ஆனால் 
நடக்டர்கிகி 42௦ 

நிரூபணம் 

இந்த சமன் பாட்டின் இடப்பக்க கோவையை 

| 5,5, ¢, | என்ற அணிக் கோவையாக எழுதலாம், 
தேற்றம் 3-ன்படி இந்த அணிக் கா வையின் 

bs by Cs மதிப்பு ௬ழிப மாவதால் இந்த தேற்றம் நிரூபிக் 
கப்பழிகிறது, 

bs by cy | 

1.05. அணிக்கோவைகளைப் பயன்படுத்தி ஒருபடி சமன்பாடு 
களின் தீர்வு காணும் முறை 

இப்பொழுது மூன்று இராசிகளை புடைப மூன்று ஒன்றாம் வரிசை 
(First order) சமன்பாடுகளின் தீர்வினைக் காணும் முறையை 

விவரிப்போம். 

சபர் 3 4 உட) - ம வ () 

a, X_ + hy X_ + Cy x,=4, . ©) 

aX, + bX, + Cy Xsm4s we G) 

acip susrur hain stH5Hs orca, Qau@ ar, br, cr 

(௯1, 2, 3) என்பவை மாறிலிகள். 

| abc, | 

a = a, by ரூ 

| as by cs 
ஆக இருக்கட்டும். 

| a, டச்; டி. | 

ட கட”. | சூடு ரூ 

| 
a, X, bs cy |
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நிரல் 2-லுள்ள மூலகங்களை x, carb ரிரல் 3-லஓள்ள 

மூலகங்களை ,-ஆ.லும் பெருக்கி அகைகளின் கூடுதலை, முதல் 

நிரலிலுள்ள இசைந்த மூலகங்களு_ன் gc. 

| அஆ ea b, ¢; | 

Q,%_ சி, ஆர ரூரூ 8. | 

    

Ax, = 

a, %, + by x, + C5 %X5 b, es | 

d, be, 

ட] d, b, Cy 

| 4d, bs ¢, | 

| @, b; ¢ 

| d, bs e, 
] 

எனவே, 4 விடட 

இதே முறையில், 2, ஆகிய இராச்களீன் ud cue with 
கண்டுபிடி$கலாம். 

| அரி] { adic, | 

| dB, & |. dy ey 

| ஷ் ரூ ் | a,d,e¢ | 
ஆகவே க “ம வமல் ல. தம பய பப 

x, xy 

ab, d, | 

a, 6, d, | 

சச் ம், | 
rt 

என்று காணலாம். இத ஈாதிரி ஈ ஒன்றாம் வரிசை சான்பாடு 
களில் இந்த மூறையைப் பயள்படுத்தி ஈர இராிகளின் மதிப்பை
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கண்டுபிடிக்கமாம். எந்த ஒரு இராசியின் மதிப்பைக் கண்டு 

பிடிக்கவும் அந்த இராசியின் கூணங்களை கொழுக்கப்பட்ட சமன் 
பாடுகளின் வலப் பக்கத்திலுள்ள மாறிலிகளால் மாற்றி அமைத்து 

அதன் பயகைக் கிடைக்கும் அணிக் கோவையை ௬௩ ஆல் வகுக்க 

வேண்டரிம். இதற்கு (ஈகா ா1) கிரேமர் விதி என்று 

பெயர். 

A= O ஆனால் இந்த விதியைப் பயன்படுத்த முடியாது. 

ஒனவே & 40 என்ற கட்டிப் பாட்டின் கீழ் இதைப் uuu pss 

வேண்டும். 

  

உதாரணம் 

xX, - 2x, + 3x, = 2 

2x, - 3x, = 3 

xX, + xX, + ௬6 

(1-2 3 | 
| | 

A= | 2 0.-3 {78 
| 

2ம் 3 

3 0 -3 
| 
}6 1 1 | 

x, =-—— வையவன் செ 
19 

}1 2 3 | 
| 

| 1 3 -3 | 

| 1 6 2 | 
x, =-— =2 

19 

107. இயற்பியலில் அணிக்கோவையின் பயன்கள் 

. lor HAsSi Gorswswrs காண்ட ஒருபடி வகைக்க 
eiostrian pean (Linear dite-ential equations) giv torpmdacy 

செப்து, ஒருபடி சமன்பாடுகளாக. எழு அலஙகளின் திர்வுகுே
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'கிரேமர் விதியின் மூமம் கண்டுபிடிக்கலாம், மின்சார சுற்றுகளின் 
நிலையற்ற தன்மைகள், இயக்க இயலில் (13௨௦1 ஆரா) 
அலைவு வீச்சுகள், அலைவு வகைகள், ஆகிய இயற்பியல் கணக்கு 

களில் இந்த முறையினை பயன்படுத்தி அவைகளின் பண்புகளைக் 

(0 வமா. காணலாம். சான்றாக,பரி மாற்று மின் தூண்டல் 

iMuiucl Inductan e Circui ), Bar தேக்கிகளால் இணைக்கப்பட்ட 
மின் சுற்றுகள் இவைகளை எரித்துக் கொள்வோம், 

பறிமாற்று மீன் தூண்டல் சுற்று 

  

  

| 12 

bia 

rn ன் 

ஓ Laa 

ப் ட்ப 

4 : v2 Saas 

  

படம் 40 

படம் 40 இங்கு மின் காந்தத்தினால் இணைக்கப்பட்ட இரண்டு 
சுற்றுகள் உள்ளன. 1, என்பது புரிராற்று மின் தூண்டல் 
குணகம் (Co-efficient of Mutua 1௩0௦ கா௦. எனப்படும், 
சுற்றுகள் |, 3-ல் உள்ள மின் ஷவேட்டங்கள் உ ட்வினறுல் ஏற்படும் 
காந்தப் புலன்களின் திசைகள் ஓன்றாக இருந்தால் 1 குறியையுக் 
எதிராக இருந்தால் - குறியையும் L,, ஏற்கும் இவ்விரண்டு 
சுற்றுகளில் உள்ள மின்: படங்களைக் கட்டுபடுத்தும் வகைக் 
கெழு சமன்பாருகளை கிர்சாப் விதி (/£01509 1ஜுூ) யைபயன் 
படுத்தி பின்வருமாறு எழுதலாம். 

di di, . Ly ait Law +Ryii=E (0) 

di, di, : 
க்ஷ ஜா Lua + R,, i,=O vos (2) 

Dus &ஒ என்பன முறையே சுற்றுக்கள் 1, 3ல் உள்ள சுருஜ் 
ட ஜின் தன்.மின்திலம எண்களாகும்.
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சப 8. என்பன சுற்றுக்கள் 1, 2-ல் உள்ள மின் தடைக 
ளாகும், 

L (i) =I, 

L¢,)=1, 

ட ° ‘ = ல் . ன் எது 

என்று இருக்கட்டும். இதில் (, என்பது லேப்லாஸ் மாற்றுக் 

குறியாகும் 1, 1௧06 17க௩௩[0௦1॥) அதாவது ௪.) } = f (s) 
4 

. 
கபி சாஸ் 20) ம் என வரையறுக்கப்பட்டிள்ளது. இங்கு 5 என் 

௦ 
பது ஒரு மம.ப்யான சாரா.மாறி.பாகும். 

$- 0 கணத்தில் 

i, = O 

i, = O 

8 என்பது ஒரு மாறிலி. இதைப் பபன்படுத்தி, சமன்பாடுகள் 
(1) ம) இவை இரண்டையும் லேப்லாஸ் மாற்றம் சசய்து பின் 

வருமாறு எழுதலாம் 

E 
Slyul,tSlypl, + Rul = ஏ (3) 

a 

SLo, 1, + SLyl, + Raz I, = O vee (4) 

சி3$ரமர் விதியினைப் பயன்படுத்தி மேற்கண்ட. இரண்டு சமன் 

பாடுகளையும் 7; /_-க்குத் தீர்க்கலாம், 

sly, 

Oo 
o
m
 

SLi, + R ஓ” 

  

shy, + Ry சட்டி | 

sLy5 SLoyt Roy |
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E | shj+Ry 5 
| 

ர | சகட ௦ | 

2 | | 

| SLytRi, shy, 

| SLi. SL, Ro, | 

எனவே 

l= (Els) (sLy. + R,.) 

BO Char Loy ~ Lig?) SA Ry Lae + Rag Ly, S + Rui Ros 

1, = = 8 215 

(Li, க்ஷ - க்யூ) ல் + (Rig Ly + Ry, Lys) ஷி + Ri. Rs, 

Ry; “ம + Roy Ly 

"2 (hu £ 220° £,,°) 

Ry R Roa ளி wo? தற வ இன் என்று கொண்டால் 
12 

Sigg + Roo | Soy + Roe ப 

"Dy Lao — Ly," 29 7 oe ($s? + oo + 1 2) ம ் 

_ ப 3 ட shin. நட ப 

2 சப ட - Ti, S? + 2as + w,* 

சீ ஆக இருப்பதால் சீ - wo = B cork Darsir 
வோம். இந்த சமன் பாடுகளின் இருபக்கங்களிலும் தலை கீழ் 
லேப்லாஸ் மாற்றம் (106756 1,கற1806 Transform) செய்தால் 
i,, i, வைபின் வருமாறு “i 

             E l-e a - B’) Lay - a Ros 

“Ri B Ros 

xe sin 181] 

ட 

i, = Tn சி ச 2 7 
i Ray. 

OHAAAGg Sard (1). Hab. ஆக ஆக 4, அதன் இறுதி 

மதிப்பான கு அடைகிறது. 
சொ டா
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di 3 3 . த் = 0, என்று கொண்டு, ஈக்கு தீர்வினைக் கண்டால் 

1 . 
t= Bz tarh= 4. என்ற ரான் மாதிட்புக்கு ழீ அதன் மீப்பெரு 

மதிப்பைப் (ாடப்றயா ர.) பெறுகிறது என்று காணலாம். 

மேலும் ॥ ஆனது ௨-௩ (௫) ஐ அ௮ணுதம்போது /,-ன் மதிப்பு 
சுழியத்தை ெரங்குகிறது என்று 9தரிகிறது. 

குறிப்பாக 8) = Ry = RK Ly = Ly = Ly Lys = M 
என்று கொண்டால் சமன்பாடுகள் (3), (4) 9 Der ogiorg. 
மாற்றி எழுதஃவண்டும். ன 

ரண பார 

sLI, + sMI, +81, =0 

மேற் கண்ட முறைப்படி, இவற்றின் தீர்வையும் கண்டால் 

; E 2-e78, t,—e- %6 

1” "> R 2 

E 

    

i, ~ — (-e78% tty ars woah : 

R R 3 
இங்கு சட எர Toy BOD 

மின் தேக்கியால் இணைக்கப்பட்ட மின் சுற்றுகள் 

Ri bi 5 2 Ra. a 
கடை அடை TT WA ——| F-—   

  

« 

4 eS Tw 

படம் 41 

டே. என்னும் மின் தேக்கி, இரன்டு மின் சுற்று ry d 

இணைக்கிறது. (படம் 41)) /- 0 கணத்தில், கூகிழ் (அவ. 

9
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Sm apy இந்த சுற்றில் மின் விசை தொடர்பு படுத்தப்பருகிறது, 

இபபொழது மின்னோட்டங்கள் 1), 7, வை கணக்கிட வேண்டும், 

கிர்சாப் விதியைப்பயன்படுத்தி 

di, 
Linn +R, i+ 242% -E 

3 12 . (1) 
di டட த Ly Gt Roly + B+ ட் = 0 

என எழுதலாம், 

இச்சமன்பாட்டில் 7, 7, என்பன 1, 2-மின் சுற்றுக்களில் 

உள்ள சுருள் களின் தன் மின் நிலைம எண்ணையும் (66]£ 18480௦8006 

Rus dis Cr» Roe Gar Cg என்பன முறையே இச்சுற்றுக்களில் உள்ள 
மின்தடை, மின்னூட்டம், மின்தேக்கி ஆகியவற்றையும் குறிக் 
கின் றன. 

இங்கு, - 311; - & 
Leh: L)= ts LQ) = Qt 

502 - 02 
என்று கொள்வோம். 

t= 0 ஆக இருக்கும்போது 

i, —O q,=0 

i, = O q, = O எனக் கொள்வோம். 

சமன்பாடு (1) ஐ லேப்லாஸ் மாற்றம் செய்து பின் வருமாறு 
எழுதலாம். 

ரீ ம் 
SQL,1, + Ril, + so tages 3G, மி 

_ we (2) 
Shht+ ht gtk - 0 | 

2 12 

கிரேமர் விதியினைப் பயன்படுத்தி மேற்கண்ட இரு சமன்பாடு 
சையும் 7, 7; க்கு தீர்க்கலாம,
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I 
= + 5c, 

E 1 
ட 50 

௦ 52,148, | 

  

் 1 1 
eet as +50 +Sc,, ~3Cn 

  ee 
30 SC, SCiy 

ர ட. த] 
SLARtse tse, 5! 

I 
0 

மே ் 

  L-— 
| 1 . 

tht, te, | 
\ சீ ரீ 1 

50, ஆ இ ண்ண ன் | 

இந்த அணிக் கோவைகளை விரிவாக்கி எழுதினால், 7,, 7, ஆகி 

யவை $ஃல் பல்லுறுப்பு கோவைகளின் விகிதங்களாக சிடைக் 
கின்றன, இதன் தலைகீழ் லேப்லாஸ் மாற்றம் /,, i, வினைக் 

கொடுக்கும். 

இதன் தீர்வின் போக்கை R, = R, = R3; Ci, =C, =C; 
ந, - நம் என்று குறிப்பாக எடுத்துக்கொண்டு காணலாம், 

இப்பொழுது சமன்பாடு (2) பின் வருமாறு மாறுகிறது. 

  I, % Ig _E ) 
சக கடர கர் ம உன்டு 

| ட்ப்டு 
2 sLI, + RI, + at Cy ல் - - C ]



132 கணித இயற்பியல் 

இவை இரண்டையும் கூட்டினால், 

1 E 

sL(L, = 1.) + RUA + 4) + xc os + 1) “எ 

என்றும் 

கழித்தால் 
1 

sL (1,-7,)4+R பேர் 19375 ட- 7/9) 

i E 
+h ~ h) + eh - 43) “3s. 

agar கிடை தக்றன், 

R 
rei tly: x, =f, = 1:57 ௬௫ 

லட் 1 i i = 

Tied tC + 2) 
- எனக்கொண்டு 

[௩2 + w,*) x, = += 

E. . 
= eS உய 

என்று எழுதலாம். 

இந்த ood பாட்டினை தலைகீழ் லேப்லாஸ் மாற்றம் செய்து 
ல் E ர 

Let (x) = Pa (<~** sin_w, ¢) 

  E . 
L~* (x,) = is (e-** sin wy f) 

என எழுதலாம். 
இங்கு 

@, = 0? சூ, மடிய 

wy = yu, உ வீ மட்டும் 

இவையிரண்டையும் கூட்டினால், 

  

i+ தடி க் sin wt sin wyf 

> 26 wa ~~ wb 

டி ௯ அட ஆனவன்
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மின்தடை. சுழிப மானால், ச - 0. என?வ முன் சட்டங்கள், 
லடிம, என்ற அதிர் வெள்களைக் கொண்டு அலவு வீச்சு குறை 

(பரமல், அலைவு இயற்றநிகளாக (15011154௦78) இயங்குகின்றன. 

அணிக்கோவைகள் பயன்படுத்தப்படும், மேலும் பல எடுத்துக் 

காட்டுகள் அணியின் கீழ் கொடுக்கப்பட்டுள்ளன.



5. அணிகள் 

*$-01. அணிகள் : 0 மூலகங்களை ஒரு பகர அடைப்புக் 
குள் ஈர நிரைகளாகவும், ஈ நிரல்களாகவும வரிசைப்படுத்தி அமைத் 

தால் அது நீள்சதுர அணி எனப்படும். 

— 

Gy 815 ட ௨ Aye 

d= 21 842 (93) சட. ழேற 

ee nee moe 

am, am, (87995) corre AMy 

இந்த அணி ஈ நிரைகளையும் ஈ நிரல்களையும் கொண்டுயிருப் 
பதால் இதன் வரிசை (௦ம்:1) 81% ஆகும். ஒவ்வொரு மூலகமும் 
4[/ என்ற எழுத்தால் குறிக்கப்படும், இங்கு ர என்பது முறையே 
அந்த மூலகம் உள்ள திரையையும், நிரலையும் குறிக்கிறது. 

1-02. அணிகளின் கூட்டலும் பெருக்கலும் : 

1. கூட்டல் 4 = [aij]; B [bij] 
என்ற ஈ%ஈ வரிசையுள்ள இரு அணிகளை எடுத்துக் கொண் 

டால் ; 4-4 சீ என்பது 4, 8-ன் இசைந்த மூலகங்களின் கூட்டுத் 
தொகையை மூலகங்களாகக் கொண்ட nXn வரிசையுள்ள ஒரு 
அணியாகும். 

அதாவது A+B=[Ci/]=c 

DUG Cij=aij+bij 

0 3 2 4 12 3 
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(உ. கழித்தல்: 

A, 8 என்பது 1 % ஈ வரிசையுள்ள இரு அணிகளால் 
A~B=A+(—B) எனவே 4- 2 என்பது 2-ன் மூலகங்களை, யின் 

இசைந்த மூலகங்க௱லிருந்து கழித்து வரும் பயனை மூறகங்களரகக் 
கொண்ட 28 வரிசையுள்ள ஒரு அணியாகும். 

4 9 1 0 3 2 A இ ர 

2 5S சரம ந நரகக் 

8 1 1 0 4 #7 ஏ வந் 

அணிகளின் கூட்டல், கழித்தல் வகுத்தமைவு விதிக்கும், பரி 
மாற்று விதிக்கும் உட்பட்டது என காணலாம். 

(3) பெருக்கல்: 4 என்ற அணியின் நிரைகளின் எண்ணிக்கை, 
தீ என்ற அணியின் நிரல்சளின் எண்ணிக்கைக்கு சமமாக இருந் 

தால்தான் இந்த இரண்டு அணிகள் பெருக்குவதற்கு இயைந்தவை 
என வரையறுக்கலாம். 

a by Cy 1 x 

a, bs Cy x | சட Ve 

a, ச், Cs 2? ஆ Zs 

a, +b, ye, 2% a, X, +b, y, +e, 2, 

= a, X, +5, Vite, 2 a, ¥, +b; Vy +e 2, 

a, X, +5, Vy tes 21 a, X, +b; tes 2 

(அ) அணிகளின் பெருக்கம் பறிமாற்று விதிக்கு உட்பட்ட 

தல்ல. 

அதாவது 848 24 24
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நிரூபணம் 

[221 சா[7 4] 
என்று கொண்டால் 

AB = aetbhg af+bh | 

[ ௦2402 dftdh 

BA- [ cat+fe  eb+fd 

gathe gh+hd 

இதிலிருந்து 48 * 2.4 என்று தெரிகிறது, 

(அ) 48-0; ஆலை ; 4-0 அல்லது 8-0 ஆக இருக்க 
வேண்டியதில்லை, 

1 2 2 - 

Lac }e-[ 73] 
AB « [ 0 0 ] 

0 0 

(2) அணிகளின் பெருக்க* வகுந்தரையவு விதிக்குக் 
தொடர்பு விதிக்கும் (&$3018:1/6 10) உட்பட்டது. 

அதாவது 

(AB) C=A BC) (தொடர்பு விதி) 
A(B+C)=AB+AC (இட வரூத்தமைவு விதி) 
(28-46) 4- 84104 (வல் வகுத்தமைவு வித்) 

1-03. அணிகளின் வகையிடலும் QsrmaArsaib (Differentia- 
tion and integracion) 

f(x) g(x) E(x) = 
6 i (x) i (x) ] 

என்று கொள்வோம்.



அணிகள். இ 137 

வகையீட்டு வரையறையின்படி 

    

  

  

  

a «ft L(x 4 ax - L(x) 

dx EG) = ox>-0 02 

ர மு... தடுப்டடய உ 
It Ox oe 
௦-0 h(x+ex)-h (x) i (x4 2@x)d - 7 

Cx Qx 

_ [70 8" (x) ] 
ht (x) iQ) 

இரு அணிகளின் பெருக்குத் தொகைகளின் வகை:பீட்டையும் 

இதே முறைப்படி எழுதலாம். 

d d d 
Te L, (x) L, (x) = L, (x) 5 Les 00-47 L, (x. L, (x) 

J (x) g (x) 

0-1 hoy (ஐ 

என்ற அணியை தொகையிட்டால் 

x x 
SfOd Sst) d 

Oo Oo 

S L(x ex = 
x x 
Shad Sid 

oO oO 

கன்று ஆகும், 

1$-0&. பலங்கை அணிகள் : 

(1) சதா அணி. ஒர அணியானது ஈ நிரைகளையும், ஈ நிரல் 
களையும் கொண்டிருந்தால் அது ஈ%% வரிசை சதுர அணி எனப் 

படும்.
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ayy Aig 00 Qin 

Boy (25 ஸே 

உதாரணம் : 

Qn) ano oo azn 

(2 ரிரைஅணி. 1%ஈ வரிசையுரள்ள அணி நிரை அணி 

எனப்படும். இதில் 1 நிரையும் ஈ நிரல்களும் இருக்கும். 

உதாரணம்: [ஈச சடி .. ௨ சவி 

(3) நிரல் அணி. ௪%1 வரிசையுள்ள அணி நிரல் அணி எனப் 
படும். இதில் ஈ நிரைகளும், 1 நிரலும் உள்ளன . 

உதாரணம் : 

(4) சுழி அணி. ஒரு அணியில் எல்லா மூலகங்களும் சுழிய 
மாக இருந்தால் அது ௬ழிஅணி எனப்படும். 

| 

| 
0000 

. 0000 
உதாரணம் ₹ 

000௦ | 

(5) சம அணிகள், இரு அணிகளின் வரிசைகள் சமமா 
யிருந்து, ஒன்றின் மூலகங்கள் மற் றான்றின் இசைந்த மூமஙகங்களை 
கொண்டிருந்தால் அவையிரண்டும் ௪:௦ அணிகள் எனப் டும், 

(6) மூலைவிட்ட அணி. ஒரு சதுர அணியின் தலைபாப மூலை 
விட் _த்கிலுள்ள மூறகங்ககாத் தவிர மற்றவை ௬ழி.பராக இருந் 

தால் அந்த அணி மூலைவிட்ட அணி எனப்படும்,
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a, 9 ப 
0 a, 0 0 

உதாரணம் : ல் 
0 0 a,, 0 

0 0 0 a 

  

(7) அலகு அணி, மூலைவிட்ட அணியிலுள்ள மூலகங்கள் ஒவ் 

வொன்றின் மதிப்பு ஒன்று அல்லது ஒருமை என்றிருந்தால் அது 

அலகு அணி எனப்படும், 

௨ தாரணம் | 0 1 0 

(8) கீழ் அணி (Sub matrix). 95 M story a mfuIsd HHS 
சில நிரைகளையோ, நிரல்களை யோ அல்லது Qosrmuy sor Goh 

னால் கிடைக்கும் அணி 44-ன் கீழ் அணி எனப்பழிம். 

2
 

௨
 

ல
 

Ww 
NY
 

ம 

—
 No
 
h
w
 1 

உதாரணம்: 6 ' 3 

0 

இதில் 3-வது நிரையையும், 2-ஆம் நிரல்களையும் நீக்கியபின் 

னர் கிடைக்கும் கீழ் அணி [ ; ் : ] ஆகும். 

(9) சிறப்பு அணி(31 21 ஈரி. ஒரு சதுர அணியின் 
அணிக்கேரவை சுழியாராக3வர அல்லது வேறாக வா இருபபதற்கு 

ஏற் அது சிறப்பு அனி அல்லாத சிறப்பு அல்லாத அணி (Non 
Singular) gardug.
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(10 சேர்ப்பு அணி (40௦101 ஈவாம்பு 

ப 812 813 | 

A=] 42 222 Gog | என்று கொள். 
t 

231 232 85 | 
i 

B& =] 421 822 Go | ஆகும். 

| 
இந்த அணிக்கோவையின் ஒவ்வொரு மூலகத்தின் இணைக் 

காரணியைக் கண்டுபிடித்து, அவற்றைப் பின் வரும் அணியாக 
எமூதலாம். 

  

A Ay சீடி] 
A. Ay. A,, 

As, As. A, a3 | 
| 

இதன் தீருப்பு அணியே சேர்ட்பு அணி எனப்படும். 

அதாவது 

An Ag, A, 

சேர்ப்பு அணி Az Ay, Ag, A 

Ay Ags A 

(11) கேர் எதிர் அணி (Inverse matri ) அணிகள் என்பதற்கிணங்க இருத்தா 
டாகும், இங்கு / என்பது அல 

4, 8 என்ற சதுர 
ஓ 8 ஆனது 4-ன் எதிர் அணி 

கு அணி ஆகு, 

bab *(ia- 09



அணிகள் 141 

4 என்ற அணிக்கு ஒரேயொரு தேர் எதிர் ௮ணி தான் 

உண்டு. சேர்ப்பு 4-பின் ஒவ்ஷொரு மூறகத்தையு 6 அணிக்கோவை 

] 4 [| ஆல் உகுத்து கிடைக்கும் அணியே அணி யின் தேர் 
எதிர் அணியாகும் 

1 இங்கு (4 | சுழியமாக இருக் 

  

ட. சேர்ப்பு 4 கக் கூடாது என்பது அவசிய 

அதாவது 4”! - | 4] | மான, போதுமான நிபத்தனை 

| யாகும், 

பட கட்ட 
தர் 14 ‘T TA 

ote 
| 14 | i TAT TAI 

| சீட. An கீழ 

ie Tay TA] 
d 

(12) இரு அணிகளின் பெருக்கற் பலனின் நேர் எதிர் அணி . 

யானது, அவற்றின் நேர் எதிர் அணிகளின் முன் பின்னாக்கிய 

"இப்ருக்கற் பலனுக்கு சமம், 

இதன்படி (,48)-! (48) 7-(42) (4ஐ- 
Qodurapg (Bo! A=") AB=B-' (A ADB. 

(தொடர்பு விதி) 

=B-'IB=B-'Bal 

Gigyb (AB) (B-' A“) = A(BB') (A) on 
(தொடர்ப்பு வித்) 

= AIA-'=AA21 

2 (AB)-' = B-' A“ ஆக இருக்க வேண்டு என்பது தெளி 

வாகிறது. ஏனனில் ஒ3ர3.பாரு 3தர் எதிர் அணிதான் உண்டு, 

4.05. அணிகளின் மற்ற வகைகள் : 

(௮) சிக்கல் அணி (மோ 16% 48110) 

ஒரு அணியின் மூலகங்கள் சிக்கல் எண்களைக் கொண்டிருந் 
ல், ஆது சிக்கல் அணி எனப்படும்.



142 கணித இயற்பியல் 

(ஆ) அணியின் சிற்றணிக் கோவைகள் (141078 of a 
Natrix). 

ஒரு அணியின் சதுர கீழ் அணிகளின் அணிக்கோவை 

கள் அந்த அணியின் சிற்றணிக் கோவைகள் எனப்படும். 

  

(இ, சமச்சீரணி 

ம 
8-4 ஆக இருந்தால் அந்த அணி சமற்சீரணி எனப்படும் . 

(உ-ம்) 

| abi e¢ 1 த 3 

|b de 5 6 4 
> 

ce ரீ 3 4 2 
5 

தேற்றம் 

(1) 18 என்பது சதுர அணியானால் 8 4 நர என்பது சமச்சீர் 
அணியாகும். 

் 18,714 என்பது ஒரேதர சமச்சீரணிகளானால் 1414-ம் ஒரு சமச் 
சீரணியாகும்$ ் 

(2) 44-ன்பது ஒருசமச் சீரணியாளனால், 1818-ம் ஓரு சமச்சீரணி 
யாகும். 

(3) %॥ என்பது ஏதாவதொரு அணி.பாஞால், நர் ந ஒரு சமச் 
சீரணியாது 

(6) /8ீஒரு சமச்சீரணி பானுல், ரய என்பது ஒரு சமச்சீரணி 
யாமும். 

(5) இர சச்சிரணிகளி.* பெருக்கற்பலன் ஒரு சமச்சீரணி 
யாக இருக்க வேண்டியதில்லை. 

(6) 14 என்பது ஒரு சமச்சீரணியானால் 14 ந 3 என்பது ஒரு 

சமச்சிரணியாகும், (31 1833) - 3 நர 31 3 31 NMN 
~~ 

எனவே 74 ரீ 11 என்பது சமச்சீரணி.பாகும்,
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(#) ahitéFs of (Skew Symmetric Matrix) 

M= - M என்றிருந்தால் அது எதிர்ச் சீரணியாகும். இந்த 
அணியின் மூலகங்கள் ஈ)/ - - வச் ஆக இருக்கும், எனவே /-/ 

MOO aii= - aii என்றாகிறது. இதன் மதிப்பு சுழிபமாகத் 

தான் இருக்க முடியும் என்பது தெளிவு, 

(௨-ம். 

  

—b —c oO 

தேற்றம் க 
(1) 8 என்பது ஏதாவதொரு சதுர அணியானால் நீரம் 

என்பது ஒரு எதிர்ச்சீரணியாகுப், 

(2) 14, 184 என்பன ஓரே தர எதிர்ச் சீரணிகளானால் 44--5ம் 

ஒரு. எதிர்ச்சீரணியாகும். 

(3) 3சீ என்பது ஒரு எதிர்ச்சீரணியானால் 7877-ம் ஒரு எதிர்ச் 
சீரணியாகும். 

ம 
(4) 44 ஒரு எதிர்ச்சீரணியானால் // நசீ ம் ஒரு எதிர்ச்சீரணி 

யாகும். 

(2) Gam genfl (Conjugate Matria) 

ஒரு சிக்கல் அணியின் மூலகங்களிலுள்ள சிக்கல் எண்களை 
இணை எண்களாக மாற்றி அமைந்தால் அது இணை அணி 
எனப்படும். 

a+bi i a~bi -i 
M = M*= 

ச l+id 2 I+id |
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(ஊ) திருப்பு இணை அணி (7£கார॥28:6 or trim pose of a 

conjuzate ma.rixy 

mt = (ஸர சன்பது திருப்பு இணை அணி எனப்படும். 

We a * 

(1) (4 = (M4) 

(2) ¢ ஸ்ட - M 

ay (v4 ny 
(4) (V uy! ர் ய் 

-miyn 

(5) (M Nyt = nt yf 
(st) Gani (afwer 24 of (Hermitian matrix) 

அதாவது 14 - சரீ ஆனால் 17 என்பது ஹெர்மிஷியன். அணி 

என்று சொல் வேம். ் 

அதாவது Mt = M ayo 1/ என்பது ஹெர்மி ஷிப் அணி 
இதில் ஈழம் = ௭//* என்று இருக்கும், எனவ ௭21 - ஏ//*, அதாவது 
மூலைவிட்ட மூலகங்கள் மெய் எண்களாக இருக்கவேண்டும் 
என்பது அதளிவு. 

(ஏ) எதிர் ஹெர்மிஷியன் அணி : (8 17ஊ௱ம்:[கா Matrix) 

Me= - ut ஆலை ரீஃ-நங்கு எதிர் ஹெர்மி பன் அணி 
என்று பெயர், எனவே சழ்- - afi* , aii று டெ 5 = - aii* என்றிருக்க 
வேண்டும். இதிலிருந்து மூலைவிட்ட மூலகங்கள் சுழ்:பமாக வா 
அல்லது முழுதும் கற்பனை எண்களாக3வா இரக்க வேண்டும் 
என்று தெரிகிறது. 

அணிகளின் பலன்கள் 

2.01. அரள களைப் பயன்படுத்தி ஒருங்கமைச் சமன்மாடுகளின் 
தீர்வு காணல். 

அணிகளைப் பயன்படுத்தி ஒரங்கமைச் சமன் பாடுகளின் 
சுருக்க மாகவும் நேர்த்தியாகவும் எழுதலாம், 

ய * சயூந 4 சூத், 
வே + a.¥ + 4,,2 = by 
@yX +2, y+ a,,2 = b,
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இவற்றை அணிகள் வடிவில் பின்வருமாறு எழுதலாம். 

} t 
| 

பே டே 0 x ம், 

1 ட 85 ச = ச், 

2 b, 43, 435 33 
8 

இதில் 

21 டி Ay * by 

A= 1 ஜே. ஜே உடன 2 மீ | இ 

ச [2 43, ட. Ass | 

என்று கொண்டால் 

4.8 என்று எழுதலாம். இதை இரு பக்கங்களிலும் 4 

ஆல் இடமிருந்து பெருக்க, கீ 4 - 412 என்று கிடைக்கும். 

41427 என்பதால் /%- 4-1: அல்லது X = A-'B 

ஆகும். 

அதாவது 

| | 
| த | ச், 

| 
y | = Art by 

ம் b, 

    

எனவே 4-! தெரிந்தால், 5, ந, ச-க்குச் சுலபமாகத் தீர்வு கா 
லாம் எனத் தெரிகிறது. ் 

எடுத்துக்காட்டு 

Sis x+y+z=3 

் 2x+3y+4z= 9 

3x — y—~2z=0 

10



[4] - 2 3 4 

கர்வ த் 2 1 1 

| 1 —5 —2 

jr 4.1 

எனவே 

x $ —2 i 1 | % 3 

y 16 --5 2 9 
z ருணம் க ft 0 

! 

4] —6 49 | 41 3 1 
48 —45 = 3 = 1 

= |~33 36 3 [     
எனவே %-ந- 241. 

2-02. சிறப்பியல்புச் சமன்பாடுகள் 

(௮) A-MHS திசையிலி மாறிலியாகவும் (508181), .8-ஐ ஒரு n— 
வரிசைச் சதுர அணியாகவும் கொண்டு 4-3. என்ற சமன்பாட் 
டன் தீர்வினக் காண்பது, இயற்கணிதத்தில் முக்கியமான தொன் 
றாகும். இங்கு 4-ஐ மரற்றமிலா வெக்டார் அல்லது சிறப்பியல்பு 
வெக்டார் என்றும், ),-ஐச் சிறப்பியல்புமூலஃ (ஐஜின் மதிப்பு) 
என்றும் சொல்வோம். ்
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ay aye 114 ட 

A= ayy ஜே Ar, >X=| % 

as, Qs3 ass Xs 

என்று கொண்டால் Ax = AX என்பதனைப் பின் வருமாறு 

எழுதலாம். 

211 ay, 13 xy xy 

Gay oe 2. டை = [3 
[ 

a3; 835 235 X53 *3 | 

அதாவது 

j 1 

பேடன் ப்பூ ர் பேட 

மடார் Gy, Xp + Ags X5 — | A» = 0 

G51 X, 1 Ase Xz + G33 X3 AX, 
ப் 

  

ஃ (சட 340 கடிடா உடு ௪ 0 

டட (ஜே) மேடி ௪0 (1) 

] 
i 

் 
G31 X, + AyagX%et+(Gs3—A)*3 = 0 J 

இந்தச் சமன்பாடுகள் 2, 2, 33-க்கு வெளிப்படைத் தீர்வுக 
ளல்லாத மற்றத் தீர்வுகளைக் கொண்டிருக்க வேண்டுமானால், 

anh டே ட 

Gay நே Ags = 0 

31 மே தத 

ஆக இருக்கவேண்டும்.
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1, இது அன் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு என வரையறுக்கப் 
படுகிறது. 

2. இதன் மூலங்களுக்குச் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் என்று 

பெயர். 

எடுத் துக்காட்டு 

பின்வரும் அணியின் சிறப்பியல்பு மூலங்களைக் கண்டுபிடி. 

2 —2 Z 

i ந் a 

ந 3 வ 

இதனுடைய சிறப்பியல்பு சமன்பாடு 

2-rh —2 2 

i I-A =0 a6. 

1 3 கழக) 

  

இதனை விரித்தெழுதினால் 

ரிட் கிம் 8 20 

என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும், இதன் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் 
2, 2, 2 என எளிதாகக் கண்டுபிடிக்கலாம். 

தேற்றம் 1. ,4-யின் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் 9, ).,, ) ட வர்க ஆனால் &க-ன் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் ய பட ப ய 
ஆகும். 

Gspob 2. (A—KI)-sir சிறப்பியல்பு மூலங்கள் 

கி ட தீ 

தேற்றம் 3. « ஆனது 4-யின் சிறப்பியல்பு மூலமாக இருந் 
உபச ள் ல் தால் ஆனது சேர்ப்பு 4-யின் சிறப்பியல்பு மூலமாக இருக்கும்.
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தேற்றம் 4. 4-யின் சிறப்பியல்பு மூலம் 4 ஆனால், 4-1-ன் 
சிறப்பியல்பு மூலம் $-- ஆகும், 

தேற்றம் 58. .4-யின் சிறப்பியல்பு மூலம் 6 ஆனல் Atesir 
சிறப்பியல்பு மூலம் $* ஆகும், 

(ஆ) ஓர் அணியின் சிறப்பியல்பு வெக்டார்கள்: ),, 9 Az 
என்பவற்றை ஓந சிறப்பியல்பு சாஈன்பாட்டின் தனி2வறுபட்ட, 

மெய்யான மூலங்களாகக் கொள்வோம். ),,-ஐச் சமன்பாடுகள் 
(1)-ல் பிரதியிட்டு, *,, 3, %, இவற்றின் மதிப்பைக் காணலாம். 

இதேமாதிரி ஒவ்வொரு மூலத்தையு ம பயன்படுத்தி 5, %, 29க்குத் 
தனித்தனி மதிப்புகளைக் (௨864 ௦1 ௧1065) கண்டுபிடிக்கலாம். 

அவற்றினை 

  
x,! x," பி! 

xX, = x! | X,= x," , Ag ™ x!!! 

| ் ws xf x4" | x5 

என்று கொள்வோம். 

Xp Xp Xs ஆகியவை சிறப்பியல்பு வெக்டார்கள் (ஐஜின் 
வெக்டார்கள்) எனப்படும். இவைகள் ஒருபடிச் சார்பற்றவை என 

நிரூபிக்கலாம். 

தேற்றம் 1. கொடுக்கப்பட்ட ஒரே சிறப்பியல்பு வெக்டாருக்கு 
இரண்டு சிறப்பியல்பு மூலங்கள் இருக்க முடியாது. 

4-0) %டச* ]டி ஆக இருந்தால் 

AX=},X 

Ai X = A, X por. 

<paeGas (A, —A,) X = 0 woo (1) 

ஆனால் /, சீட; X #0 

ஃ (4 29௪0 ve (2) 

(1)-ம் (2)-ம் எதிர் மாறாணவை. 

எனவே ay = ag
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தேற்றம் 2. ஒரே சிறப்பியல்பு மூலத்திற்கு, பல்வேறு சிறப் 

பியல்பு வெக்டார்கள் உடன்பாடாக இருக்கலாம். 

ஏனெனில் .4%-% % ஆனால் 

A(KX) = A (KX) 

2. K Xb ஒரு சிறப்பியல்பு வெக்டார். ம், & 4-ம் ஒன்றை 

யொன்று சார்ந்தவை. 

(இ) ஓர் அணியை மூலைவிட்ட அணியாக மாற்றுதல் : 
ம என்பது ட், 2, )-யினைக் கொண்டு எழுதப்பட்ட அணியாக 

இருக்கட்டும். 

அதாவது [£1- [&, 4% 4] 

[41 (21-14) [447-142 க சவ] 

AX,=, X,, AX, = A, X,, AX, = 0, X; 

ஆக இருப்பதால், 

[A] {P] = [a1 X1 Ay Xo Ay X53) 

=[X, X_ X53] 41 0 0 

0 r& oOo | 

0 © a. 
| 

[ச] [2] 

[2] [4] [2]-று)] 

அ தது அணியாக இல்லாதிருந்தால், 2 என்ற அணியைக் 
க டுபிடித்து 2! 420 என்று எழுதலாம். இங்கு £ என்பது 
மூலைவிட்ட அணியாகும். 

குறிப்பு: சிறப்பியல்பு மூலங்கள் : . மூலங்கள் தனிவேறுபட்டதாக இல்லா 
திருந்தால், அந்த அணியை த ம் 2 லைவி ் வர்ல, மூ ட்ட அணியாக மாற்ற
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எடுத்துக்காட்டு : 

2 2 0 

A= 2 1 1 “ஐ. மூலைவிட்ட அணியாக மாற்று, 

—7 2 —3 

12 0 

2 1—A 1 ௩0 ஆகும். — (I) 

—7 2 —3—A 

srg A—13A+12=0. 
எனவே 4-4, 3, 1 ஆகும். 

l= 4 என்று சமன்பாடு (1)-ல் பிரதியிட்டு ந), 3௨ ன் 

மதிப்பைக் கண்டுபிடிக்கலாம். 

(2+4) ¥14+2 X34+(0)x,=0 
2x,+(1 +4) X,+x,=0 

—T7 x, +2x,+(—3+4) x, =0 

Xp=l3 xg=—33 213, 

| 
1 

Ww 

| 

| 
x, = | 

ட 
| 
| 
| 
| 

1 
1 
i 

இதே மாதிரி 4-3, 8-1 என்று பிரதியிட்டு 

34 ரி ல
 ட 2 

; —1 | என எழுதலாம். 
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2-03. Cad gomierer Cg ppb (Cayley Hemilton Theorem) 

தேற்றம், 
ஒவ்வொரு சதுர அணியும் அதன் சிறப்பியல்புச் சமன்பாட்டின் 

மூலமாக இருக்கும். 

[.4--47] என்ற அணி 

பம். சட டி ws ss | 

| 
| 
| 

| ஷே ஜோக் ஜே ஜே 

ரே ட் an கோம், 
| 

ஆகும். 

| A-Al J =a,+a,Ata, P+ — +a,a° we (1) 

4-ஆனது இதன் மூலம் என நிரூபிக்கவேண்டும். அதாவது, 

க்க கிர்ஷ கி் ...ீ்ர்ம் 40௯0 we (2) 

என நிரூபிக்க வேண்டும், 

இப்பொழுது 

(4-7) சேர்ப்பு (4-2) | 4-7] 7 ஷி 

(A—al) என்ற அணியின் உறுப்பிலுள்ள 4-ன்படி ஒன்று ஆக 
இருப்பதால் சேர்ப்பு (.4--/7)-ன் உறுப்புகளில், ன்படி (--1) 
ஆக இருக்க வேண்டும். 

எனவே, சேர்ப்பு (4-7) 401424... 

டை ஆதிய? ௯ (4) 

என எழுதலாம், 

கோவைகள் (2) (4)-ஐ (3)-ல் பிரதியிட்டுப் பின்வருமாறு 

எழுதலாம். 

(4410) ௫ேோரக்கர்கி பீ. வர்ல 

= (4, +4; a+ wet eee ree +a, a*) I
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இட, வலப்பக்கங்களிலுள்ள 4-வின் அடுக்குகளின் குணகங் 

களைச் சமன்படுத்தினால், 

கம், ௨ ௬7 

ச்ட், = a i 

Absy—b, = a, I 

மிட ௪ ஐர7 என எழுதலாம். 

இவற்றை முறையே 7. 4, 45 ...... 43) ஆல் முன் பெருக்கிக் 
கூட்டினால், 

a, [+a, Ata, A® oO, A =0. 

என வரும். இதிலிருந்து 4 என்ற அணி | 4--17| -0 என்ற 
சிறப்பியல்புச் சமன்பாட்டின் மூலம் எனத் தெரிகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு : 

4-ன் நேர் எதிர் அணியை, ஸ்கேலார் குணகங்கள் உள்ள 
பல்லுருப்புக் கோவையாக எழுதுக, 

சமன்பாடு (1).ல், 1-0 என்று கொண்டால், 14 [- 
ஆகும். 4 சிறப்பு இல் அணியாக இருப்பதால் | A] =a,%0 

சமன்பாடு*(2)ஐ ,4-ஆல் முன் பெருக்கி, பின்வரும் பல்லுருப் 
புக் கோவையை எழுதலாம். 

At a,+a, I+a, A லஷ Qn A O-150 

a a Av = டல் கம் சய... ப 
௦ a a, 

43   

0. 

2-04. (அ) வடிவொத்த அணிகள் (similar matrices) 
A, மீ என்ற அணிகள், 2. 242. என்பதற்கிணங்க இருந் தால், அவை வடி.வொத்த அணி களாகும். 

தேற்றம் 1, A,B என்ற வடிவொத்த அணிகளின் சிறப் பியல்புச் சமன்பாடுகள் ஒன்றாகவே இருக்கும்.
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நிரூபணம் : 2-1 422, 

| B—AI| = | P™! AP—Al| | சட -டபூற। 

= | Po! (A—AD) P| =| P-'| | A-ar| | P| 
= | A—AT | | 2-1] | P| = | A—al} 

இதிலிருந்து இவற்றின் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடுகள் ஒன்றே 

என்று புலனாகிறது. இவற்றின் சிறப்பியல்பு மூலங்களும் சமமாகும், 

2. AB—B™ (BA) 2 ஆதலால் 42, 8.4 என்பன ஒரே சிறப் 
பியல்பு மூலங்களைக் கொண்டவை. 

3. 2ி--ட42 என்னும் அணியின் % என்ற சிறப்பியல்பு 

மூலத்திற்கு இசைந்த மாற்றமிலா (10411) வெக்டார் 77 ஆனால், 

28-27” என்பது, 4 என்ற அணியின் 4 மூலத்திற்கு இசைந்த மாற்ற 

மிலா வெக்டாராகும். 

27-17: [கொள்கை]. 

மேலும் 29-72-1427. 427 

AX= APY =PBY=PAY=aPY=axX 

(ஆ) செங்குத்தணிகள் (011௦ 2071 1112171025) 

4 என்னும் சதுர அணி, 44-7 என்பதற்கிணங்க இருந்தால் 

அதைச் செங்குத்தணி என வரையறை செய்வோம். இதில் 

ச 4-1 ஆக இருக்கும் எனத் தெரிகிறது, 

, AA] = |Z] 1. 

| 4|7=1 * Tal= 14) 

JAl=+1. 

தேற்றம் 1, ,8, 2 என்பவை செங்குத்தணிகளானால் 42-ம் 

2.4-ம் செங்குத்தணிகள் ஆதல் வேண்டும். 

தேற்றம் 2. 84 என்னும் செங்குத்தணி |4|--*1 என் 
பதற்கிணங்க இருந்தால், அதன் ஓவ்வொரு மூலகமும் அதனதன் 

இணைக்காரணிக்குச் சமமாக இருக்கும். | 4] ---1 என்று இருக் 

கும் செங்குத்தணியைத் தகு செங்குத்தணி (Proper orthogonal 
1) என்று கூறுவோம்,
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(@) Gemgssrer wrHMd (Orthogonal transformation) 

4 என்பது செங்குத்தணியாக இருக்கட்டும். 7£- 4% என்னும் 
மாற்றத்தைச் செங்குத்தான மாற்றம் என்று சொல்வோம். 

தேற்றம் 1, ஒரு செங்குத்தான மாற்றத்தால் ஒரு வெக்டாரின் 
தீளம் மாருது. 

7 - 4 என்ற மாற்றத்தை எடுத்துக்கொள், 

இதில் 4-4) ஆகவே 

VY=(AX) AX=¥4AAN =-¥1¥ = ¥¥ 
எனவே 7“ன் நீளம் ன் நீளம், 

தேற்றம் 2. ஒரு செங்குத்தணியின் சிறப்பியல்பு மூலத்தின் 
wot (Modulus of the characteristic root) ஒன்று ஆக இருக்க 
வேண்டும். 

தேற்றம் 3. ஒரு சிக்கல் எண், செங்குத்தணியின் சிறப்பியல்பு 
மூலமாக இருந்தால், அதன் இணை சிக்கல் எண்ணும் ஒரு சிறப் 
பியல்பு மூலமாக இருக்க வேண்டும். 

தேற்றம் 4. 4 என்ற செங்குத்தணியின் சிறப்பியல்புச் சமன் 
பாடு ஒரு தலைகீழ் சமன்பாடாகும் (1₹601ற1002] equation). 

எடுத்துக்காட்டு : 

ட் 

C,=| $ என இருக்கும்படி 

2 $ 

4[2, ௨ 2] என்ற செங்குத்தணியைக் கண்டுபிடி. 

3 a x 

A = 3 6 y ஆக இருக்கட்டும். 

2 6 Zz
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$ $ 8. Sax 100 

AA = abe %# by =! 0 10 

று த 3 ¢ 2 00 1 

எச் 2.1 (0 

w+ P+ 2 =) wee (2) 

a+ 2b+ 2c = 0 w. (3) 

x+2y4+2z=0 ws (4) 

ax + by + cz = 0 ves (5) 

௪௭0 என்று கொண்டால் (3)-லிருந்து ச - -- 2 எனத் தெரி 

1 1 
- rs கரகம் வல மமம், கி ழ், கிறது. (1)-லிருந்து ச்“ பு. சோ ழு என அறிகிறோம் 

(5)-லிருந்து ற - -- 2 என்று தெரிகிறது. இதை (4-ல் பிரதி 
யிட்டால் 3 - வ எனக் கிடைக்கிறது, இவற்றினைப் பயன்படுத்தி, 

ட க 27 2 1 1 மன் 2 =i“ நு டட = nas சமன்பாடு (2)-ன் மூலம் x 7 We 2௬௮ ay > 

எனக் கண்டுபிடிக்கலாம். எனவே, 

1 4 
3 a 3n/ 2 

a ee 
5 VQ Wr 

2 1 1 

(௩) சிக்கல் செங்குத்தணி (Unitary matrix) 

4 என்ற சதுர அணி 414 - 7 என்பதற்கிணங்க இருந்தால் 
அது சிக்கல் செங்குத்தணி எனப்படும், 

41-14) - 4 

jaAlat= tal] tal = [41 Al apace 
414-727 ஆனால் | 4* | | 4| -1 ஆகும்,
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அதாவது ஒரு சிக்கல் செங்குத்தணியின் அணிக்கோவையின் 

மட்டு ஒன்றாக இருக்க வேண்டும் எனத் தெரிகிறது. 

0 7 . 0 3 
={ 0 சிர் 0] 

[ப ப வர் 

ம) | 

la=ata= [7 ] 4) 4] i 0 i 0 
1 0 

ட jo 
எனவே 4 ஒரு சிக்கல் செங்குத்தணி, 

ஷ்
 

தேற்றம், 4, 8 என்பன் சிக்கல் செங்குத்தணிகளானால் 
கசஃயும் சீ4-யும் சிக்கல் செங்குத்தணிகள் ஆகும், 

3-01, அணிகளைப் பயன்படுத்தி வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகளைத் 
தீர்க்கும் முறை 

எடுத்துக்காட்டு 1 : 

ட. 54: dF gr t+6x=0 w- (1) 
என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக்கொள், 

dx Bay  Q 
எனக் கொண்டு சமன்பாடு (1)-ஐ 

dy 
at = ஹூ. 6x ee (3) 

என எழுதலாம். 

சமன்பாடுகள் (2), (3)-ஐ 

| 
௫. 
ax 

c - [31] [5] 
dt
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ச [2] - [431] [1 
என்ற அணி வடிவத்தில் எழுதலாம். 

அல்லது 

t=0 கணத்தில், 0- ற என்று கொள்வோம். 

[18114 ௪1 1214 

[5 J-lel* fl 1 [2] eo 

இங்கு ஐ என்பது தொகையீட்டு மாறி (111100 1க11௧016) 
ஆகும். 

இந்தச் சமன்பாட்டின் வலப்பக்கத்தில் உள்ள 

| = ந்க்கச் சமன்பாடு (4)5யே பிரதியிட்டால் 

y 

எனவே 

t 

DL PSL 
மர ப பரச 

என்று கிடைக்கும். இந்தப் பிரதியீட்டினைப் பல தடவைகள் 

செய்தால் 

CH SL : | + SLs ey 

பட் 2] க பப rh
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[]- ரம 5 ]* [4 5 5 Tt3Ls உ. 5 

smn eS} | 

எனவே 

[] 4471: [$] 
கேலீ பண தன் தேற்றத்தின்படி 

[= s | akrahled & 3 

[ : ‘ \* சிறப்பியல்பு மூலங்கள் 3, 2 ஆதலால் 

eb b+ 36, 

et=b,+2b, crom srapasumb, 

இந்த இரு சமன்பாடுகளிலிருந்து ௩, ம்டீன் தீர்வினைக் கண்டு 

| 
x 3 ett Jet ett ett 4 

ax = 

a 6௪70-6235 371...2236 8 

என்று காணலாம். இதன் பொதுத் தீர்வு 2-௯ 4௪75-0 251 ஆகும். 

இந்த முறையினைப் பயன்படுத்தி ,, வேறுபடு சமன்பாடுகள் 

இருந்தாலும் அவற்றினைச் சுலபமாகத் தீர்க்கலாம். 

எடுத்துக்காட்டு 2 : 

௫ 4 ம் 4x =0 டய 

அதாவது 

hE 4 | LS | இங்கு ya ஆகும்.
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முந்தைய எடுத்துக்காட்டின் செய்முறையை பின்பற்றி 

0 1 a 0 1 ர் 0 1 

2] [| 1*1.4 உ/அ[.4 ௨7௮ [=]~| ‘Let 4 ஸ்ர -4 4 +3rL-4 4 

4 
ச வெல we (2) BJ 

0 1 என்ற அணியின் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் சம 

~4 4 | மாக இருப்பதால், முந்தைய முறையை (1-0 

தீர்வு காண தொடர்ந்து பயன் படுத்த இயலாது. 

என்று காணலாம். 

எனவே அல! 4-1) 417 என்ற சமன்பாட்டைப் 

பயன்படுத்தி 

2 ர்? AS ge 

etal 4 art Se + =y- + 

<1 +Atep[ 204 _ 37 eta 84-287 ]் 

+ 

A? 2a° 3* t LQ at at - [33 = ee | +A | 1 4 அர் ஏ 

“a 4ம் 
ரி, (1-44) Joae என்று எழுதலாம் 3) 

(3-ஐப் பயன்படுத்தி, (2) ஐ பின்வருமாறு எழுதலாம். 

x க (120) ச் ] y: ] 

[>] = ச்சர் Se%t—2e%t 8 

என்று தீர்வு காணலாம், இதிலிருந்து சமன்பாடு (1)-ன் பொதுத் 

தீர்வு ௯ [24 2] என்று அறிகிரரும். 

பயிற்சி : 

அணியினைப் பயன்படுத்தி கீழ்கண்ட வேறுபடு சமன்பாடு 

களைத் தீர், 
ஸ் . . 

$௮0-தில், 3௪ 6) 7 டீ என்று கொள். 

11
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d*x dx _ 
ய ae 3p +x =0 tt 

a’x dx 
2) Fa = 67, +9x=0 

(3) ae +4 x=0. 

3-02. இதுவரை, வலப்பக்கம் சுழியமாக உள்ள வேறுபடு 

eusrur@anier Siolnds [Horr sSS$tay (complementary func- 

tion)] ssrGirb. Qoidurgg! avtudab a fuundorg Cup 

படு சமன்பாடுகளின் தீர்வினைக் [சிறப்புத் Stay (Partieular 

integral)] srawrGumb. 

வேறுபடு சமன்பாடுகனை பின்வரும் முறையில் எழுதுவோம். 

ற [37-4 [27-14 
d 5 

இங்கு Danes 4 என்பது ஒரு அணி. [X], ]z] என்பன வெக் 

டார்கள். 

மூன்பு 
2 [க)- 4[27]......(0) என்ற சமன்பாட்டினை 7- 0 கணத்தில் 

[1-1 என்று கொண்டு, தீர்த்து 
(4- ௪4: [22] என்று கண்டோம், 

இப்பொழுது D(X] - A [LX] =[2] ~ இ 

என்று கொள். 

இங்கு 2 என்பது 1-யினை சார்ந்துள்ளது. 

D (e4* [X]) = - Ae At [X] +e74¢ D [X] 

=e 48 (D [X]- 4 [XJ] 
= e7At [2] 

இதன் தொகையீட்டு மதிப்பு 

ம 
ள்க்* [1] fe-at [z] 82 ஆகும். 
iB 

எனவே [21] 2௪44 7 சம [2] 4 
t, 9.
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(2)-cir cops Sia, (complete solution) 

t 
(X]=e* [X.]+ fe" [2] ச] ஆகும். 

எடுத்துக்காட்டு 3 : 

ax ஸ் 
ae = a + 6x= 37 

இதை அணிவடிவத்தில் 

2(1-[1 5) Gd 
என்று எழுதலாம். இங்கு ya ஆகும். 

இதன் துனைத்தீர்வினை எடுத்துக்காட்டு (1).ல் கண்டுள்ளோம் 
இங்கு சிறப்புத்தீர்வினை மட்டும் காண்போம், ் 

ச் 

[=] meht fe-At 0 dy. 
y 3 

é 
S ett ஜீ dt storm தொகையீட்டினைப்பகுதி படுத்தித் தொகைக் 

to ne 

காணலாம். 7 -/, ஆகும்போது இந்தத்தொகையீடு, சுழியம் 
மதிப்பைப் பெறுகிறது. 

Fhe bani (நச 
“L- it “Ciel L$] fi 

॥ ஷூ
 = 

ந
ை
க
 

ஷ்
 

ன 

2-௧ [3] ரி 

—
 

a
l
e
 

« 
L
a
d
 

te
ed
 

o
t
 a
 t டக
 

L
e
n
e
 

w
o
 

ட
 
|
 

ட
 ட
 

இ
ன
 

ட
.
.
.
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எனவே இதன் தீர்வை 
x 324-223 பப! ] [*: ]4[ *7-ட்ஆீ ] 

[; | ~ [ 623-622 321-2௪1 Vo i 

என்று காணலாம். 

இதிலிருந்து 2- 4214-9211 ட. என்று தெரிகிறது. 

பயிற்சி, தீர்வினைக் கண்டுபிடி 
25 dx ட இ 

(1) de = Sr + 6x = 2t 

dx dx 
(2) we _ Sa t 6x = cos t 

4. இயற்பியலில் அணிகளைப் பயன்படுத்தும் முறை : 

குறிப்பாக மின் இயலிலும் (5160171081 119௦11) இயந்திர இய 
லிலும் அணிகள் எவ்வாறு பயன் படுகின்றன என்று காண்போம், 

ர. மின் விலையமைப்புகள் (Electrical Network) நான்கு வரை 
Sanger (Terminals) Garam. eutowewiy (FourTerminal 

  

Network) : 

6 வ் ர” plz ௦ 

ப் [4 

ட அண்டை அளை -——————o     
  

படம் 42 

(படம் 42) இந்த மின் வலையானது இரண்டு உள்ளிடு அளவு 
(input) amy கோடிகளையும், இரண்டு வெளிவரு (௦017) வரை 
கோடிகளையும் கொண்டது. இதை ஆராய ஓமின் விதியை (01058 
189) பயன்படுத்தும் முறை தெரிந்தால் போதுமானது. எடுத்துக் 
காட்டாக பின் வரும் வலையமைப்புகளை ஆராய்வோம். 

பூடீம் 43 t
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77, 57-77, (ஓமின் விதி) (படம் 43) 

ச்ச 

இதையே அணி:வடிவத்தில் பின் வருமாறு எழுதலாம். 

Vi 1 5 ] [ ர் ] 

[ i ] ட் | 0 1 Li 
பொதுவாக மின் தடை 8-ம் ஆக இருத்தால் 

ப] [உய] [ட] அம I, 0 1 I, 

இதே மாதிரி வரும் பின் வரும் வலையமைப்பில் (படம் 44) 

(2) 

  

  

படம் 44. 

ட ர 

ர;$-2 19 அல்லது 7-3 75-17, ஆகும். 
அதாவது 

Ca) fer) [2] 
மின் தடை 5-ஓம் ஆக இருந்தால், 

Ce Lat) Ve seo. 
(3) இதே முறையை, பல வலையமைப்புகள் ஓன்றாக இணைக்கப் 

(பட்ட மின் சுற்றில் பயன்படுத்தும் முறையைக் காண்போம். 
படம் 45). 

  

உடு ----- -O WW 
Ra TR 

“ ஸ் hs Va 

க் a —_— va Bere sivcccsts ௦ ௬௦.
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மின் சுற்றின் இடது பகுதிக்கு 
yt ட] |] என்றும் 

நக ] ~ [ 01 I, | 

வலது பகுதிக்கு 

[| = | 1 இ ன் என்றும் எழுதலாம். 
I, 0 1 ர 

1 [171 [1] 
1h 

இது தொடர் மின் தடை விதியை உறுதிப்படுத்துகிறது. (75 6518 

tances in series) 

எனவே 

வ
ை
 

a
N
 

ட
ய
 ॥ 

—
 

eS 
—
 

இதே மாதிரி இணை மின் தடை விதி (Resistance in parallel 

  

ப்பட ் 
R 3 om என்பதையும் காணலாம். 

(4) 
onli» AMAAANAAAA Is டவ் Is Ie 

Ra * 

" 4] Is “= “ 

oo O--~--- oo Q 

படம் 46 
இங்கு (படம் 46) 

டி - [ய 12] 
ப - [1] [5] 

பிய T, 

னவே
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R _ [11% 8 a 

IT I, 

sy } 
(5) பின் வரும் மின் சுற்றினை (படம் 47) ஆராய்ந்து (4)ன் விடை 

யுடன் ஒப்பிடு, 

Is Te 

௩௨ 

  

(6) பொதுவாக 2,3 25, ஆ ௨... என்ற மின் எதிர்ப்புகள் 

கொண்ட மின் சுற்றுகளை கீழ்க்கண் டவாறு இனைத்தால் (படம் 48) 

    

படம் 48 

ர! | 1 oz, | | 1 0 

hr [0 ம! 1, 
| 29 

1 3 | 1 0 : 7, 

0 1 | L 1 | 

என்று எழுதலாம். 

மின் தேக்கிகளையும், மின் நிலை மங்களையும் (௦80௨011806 8௦ 
Inductance) Gancit மின் சுற்றுகள் : 

இந்த சுற்துகளில் உ என்பது உள்ளிடு மின் அழுத்தத்தின் 

applied voltage) sa Dray star strors கொள்வோம். படம் 49ல்
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(7) 

யா ௫, 77 se ws i 

Pr 

“1 
rnc erent amma? 

படம் 49 

x, Ia 

  

படம் 52, 

பமிற்சி : 

கணித இயற்பியல் 

  

V t 1 9 

= we 
0 1 22 

{ 

1 0 ரீ, 

so |we l Ip | 

1 0 V; 
_ | 8 

Lond | 2 
{ 5 

fo fo. 
1 00 நூ 

ன் 1 

wat | (1) 

    

(பு 1 மின் தடைகள் தொடர்ச்சியாக (சார) இணைக்கப்பட்ட. 

ஒரு தொடர் மின் சுற்றின் (cascade circuit) மொத்த மின் தடையை 
மேற்கண்ட அணிமுறையில் (Matrix method) senradQ. 

(ம் மின் தடை இணையாக இணைக்கப்பட்ட மின் சுற்றின் 
மொத்த மின் தடையை கணக்கிடு, :



அணிகள் 169 

(9) 0x நீளம் உள்ள மின் வலை அமைப்புகள் பல கொண்ட 
மின் தொடர் இணைப்பில் (௦850806 connection), 0220 என்ற 

எல்லையைக் கண்டால், அது, ஒரலகு நீளத்திற்கு 2 தொடர் மின் 
எதிர்ப்பும் (567188 10060800௦6), ஒரலகு நீளத்திற்கு ற இணை மின் 
ஏற்பும் (81101 8011114002) கொண்ட ஆற்றல் செலுத்தும் கம்பி 
யாக கொள்ளலாம். 

தொடர் இணைப்பில், ஒரு வலை அமைப்பு கீழ் கண்டவாறு 

இருக்கும். (படம் 53) 

se ம் xl. 4 

  
படம் 53 

இதற்கு இசைந்த அணியானது 
| 

1 ஆச 1 0 1 25 

M = ச் 1 
0 11 yox 1 0 1 

| | 

a. 8 

Izy a 282-128 ம 

ட yox 1 +2y (8x*) 

ஆற்றல் செலுத்தும் கம்பியின் நீளம் ஈ6%-/ என்று கொண் 

டால் 

  [3 7]. தந] 
142925 = = os 

M= oe 4n 

yl 1-2? 
n
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இதே மாதிரி ர வலையமைப்புகள் க வர 

GsHn5m54 (Binomial Theorem) பயன்படுத்தி அன் ன 

பிடிக்கலாம். மின் எதிர்ப்பு அணி 2-ன் நேர் எதிர் அணியே 

ஏற்பு அணி ஆகும், 

V; கீடு Zi21 ce | 

ந்தி = Lz, தூ I, 
அதாவது ]£- 27, 

L=Y, Ye V;, 

Ig=Yo, Yoo Vz 

அதாவது 7-7, 

(10) 

    
| be Va 

| 
  

படம் 54 

(படம் 54) இங்கு ச் ர, 

A wae a 
I; ர், ப] உ [7] 

L=T{+i,";3 Ig= 1,' + I," ஆக இருப்பதால் 

மீ, i} hy | உரச, bel = [2] - [2] [2] eu 
  

  

  

  

      

  

  

  

பயிற்சி : 

ர அஜத ரராகவ] Zp rr 

vi yi Ala Va 
ஞே vit 

க ve ———— வ வைய - 22 [ree     

ம் 55
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மேற்கண்ட வழி முறையைப் பின் பற்றி இந்த வலையமைப்பில் 
(படம் 55) 1*-27 என்று காண், 

11. இயந்திர இயலில் அணிகளின் பயன்கள் : 
My; 86 என்ற இரண்டு பொருண்மைகள் (188869) படத்திற் 

கண்டவாறு 7, 17 என்ற இரண்டு மீள் சக்தி இழைகளால் (Elastic 
817/ரஐ) இணைக்கப்பட்டுள்ளன எனக் கொள்வோம். (படம் 56) 

  

  

  

ட்ட ட பட்டத 
\ : i t 

| ட i 1 — aL ae <—9 

Po Lox “de அட்ட 

| i ne [- 

படம் 56 

T,, 9 என்பன முறையே இவ்விரண்டு இழைகளின் இழு 

விசைகளாகவும்; 3, 2, என்பன முறையே 9, ஈரஃவின் இடப் 

பெயற்சிகளாகவும் கொள்வோம். 

இவ்விரண்டு இழைகளின் விறைப்பு மாறிலிகள் (811870685 

constants) 6, 86 ஆக இருக்கட்டும். ஹுக் விதிப்படி (Hooke’s 
law) 

T,=k, 2 

2; மோ) 

நியூட்டனின் இரண்டாவது விதியின்படி 

m, x; =T,-T, | 

(1) 

ன (2) 
Mg X2= — Te 

என எழுதலாம். 

(1)-ஐ. (2)-ல் பிரதியிட்டு 

m,%, 58% (%)—-x,—k, x, 

(3) 
My X= —ky (Xx—x,) 

x, Lathe) 
mM, 

க் xb xy] 
7777 

உத் க், 
3 ௨௨ x,— Xa ர 

Mg 7472 J
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என காணலாம். 2-3, 1-3 எனக் கொண்டு, பிள் வரும் 

சமன்பாடுகளை எழுதலாம். 

; _ (ky the) x, 
y= + —— Xe 

m, m 

  

Xp = V5 — @) 

இகையே அணி வடிவத்தில் பின் வருமாறு எழுதலாம். 

  

| 

| ட் | 9 a (kit hs) 0 Ay 9, 
டூ, | m, m, 

| த் 1 0 0 0 x 

ச் 0 i 0 பி 9, 
ட் Ms mM, 

Xs 0 0 1 0 x 

  

வேறுபடு சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கும் முறையில் உள்ள எடுத்துக் 
காட்டு (1)-ஐப் பின்பற்றி சமன்பாடு 6-ன் தீர்வை பின்வருமாறு 
எழுதலாம். 

a a a a 
*,=pye 4௪, e Ber e tag, e* 

a 
=p, e+ q, ப +r, eft 4 Ss சில் 

இங்கு ற, ஏ, 7, 2-- என்பன மாறிலிகள். 

பொருண்மை, விறைப்பு மாறிலிகள் ஆகியவற்றிற்கு குறிப்பிட்ட 
மதிப்புகளைக் கொடுத்து, இந்த முறையை எளிதில் விளக்கலாம் 

m,=m,=1 3 1: k,=2,
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அணிகள் 

இப்பொழுது சமன்பாடு (6) 

யு | கு 
Ms | 9 —3 0 2 | My 

, | | 
x, 1 0 0 0 i 3, 

ட ் 

Vy 0 2 0-2 9 

Xy 9 0 1 0 Xy 

என்று ஆகிறது. 

—A —3 0 2 

w{ 1a 0 0 
int = 0 

6 2—AaA —2 

| 0 0 1 

| 

இதையே 

343 5)342 - 0 என எழுதலாம். 

இதணை ல் இருபடி சமன்பாடாகக் கொண்டு இதன் 

தீர்வினை, 
“5௩7 17 எனக்காணலாம். Bo 

எனவே அணியின் சிறப்பு மூலங்கள் 

_. சீமுஹுரி, படட மர்ம ௪ 4 2 aa i/ 2 

__ ச 77. Seay lt as அ கப்ப i 3 

  

எனக் கொண்டு 

m, mer Qu sduutsAser (displacements): 

Xx, = p, emt + g, emt + 7, el + 5, e7imt 

ஜே pyc கூசாம + 7, elt + ஐ ௪15 

ஈன எழுதலாம். அல்லது
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x, = A, cos mt + B, sin mt + C, cosnt + D, sin at 

Xy = A, cos mt + Basin mt + C, cos nt + Dg sin nt 

என்றும் எழுதலாம். 

Ml 

பயிற்சி : 

() இதையே m=m,=1. R,=2; 1. என கொண்டு தீர் 

(29 இதில் இரண்டு பொருண்மைகளும் சுடி ஈச என்ற தடை 

யுறு விசைகளால் (8க11210த 107068) தாக்கப்பட்டால், அவற்றின் 
இயக்கங்களைக் கட்டுப்படுத்தும் வகைகெழு சமன்பாடுகளை பின் 

வரும் அணி வடிவத்தில் எழுதலாம் என்று காண்மி, 

  

  

சு ¢ =k, +k, ky | 

| a 70. m 9 | “1 ர ் 1 1 774) 

| | ட 
| ந! 1 #9 9 9 x, 

| 
தீ me கத் ் \ ச 

9 as Qi | 
| Vy i, My iy | Vo 

a | . 
Xq 0 0 மீ 0 | x 

  

பொதுவாக இயற்பியலில் எந்த ஒருபொருளின் இயக்கப் பண்பு 
களை ஆராய வேண்டுமானலும், அதன் இயக்கத்தைக் கட்டுப்படுத் தும் வேறுபடு சமன்பாடுகள் தெரிந்தால் போதும். மேற்கண்ட 
பல அணி முறைகளைப் பயன்படுத்தி அந்த பண்புகளை எளிதாக 
அறியலாம் என தெரிகிறது.



4, கந்தழித் தொடர்முறைகள், 

தொடர்கள் 

1, கந்தழித் தொடர்முறைகள் (முடிவிலா எண் தொடர்ச்சி) 
எல்லைகள். (104116 5041761068 and limits). 

முன்னுரை ௦ 

கந்தழிதொடர் .முறைகள், தொடர்கள் இவை பயன்முறை 
கணிதத்தின் மிகவும் முக்கியமானவையாகும். இயற்பியலில் வரும் 
அனேக முக்கியமான கணக்குகளுக்கு எண்சார் தீர்வுகாண 

கந்தழித் தொடர்கள் பயன்படுகின்றன. இயற்பியல் கணக்குகளின் 

கணித தீர்வுகளில் அடிக்கடிவரும் சில வகைக்கழு சமன்பாடு 

களின் தீர்வுகள் கந்தழித் தொடர்கள் மூலம் குறிக்கப் படுகின்றன், 

கந்தழித் தொடர்கள் எவ்விதத்தில் கையாளப்படுகின்றன என்ற 

முழுமையான அறிவு “இருந்தால்தான் இத்தீர்வுகளின் இயல்புகளை 
ஆராய இயலும். எனவே பயன்முறை விஞ்ஞானம் படிக்கும் 

மாணவர்கள் இத்தலைப்பு nee தெளிவாக புரிந்து கொள்வது 

அவசியமாகும். 

இந்த அத்தியாயத்தில் கந்தழிந் தொடரின் சில அடிப்படை 

யான கருத்துகள் விளக்கப்பட்டுள்ளன. தொடர்களின் இயற் 

கணிதமம், நுண்கணிதழமும் கொடுக்கப்பட்டு இவைகளின் 

பயன்கள் முக்கியமான உதாரணங்களுடன் தெளிவாக்கப்பட் 

டுள்ளன. 

1.01, ay, Aas Agios... An என்ற முடிவிலா தொடர் எண்கள், 

1,2,3....n என்ற இயற்கையான எண் தொடருடன், சில 

சட்ட திட்டங்களுக்குட்பட்டு தொடர்பு படுத்தப்பட்டு எழுதப் 

பருமேயானால் அது மூடிவிலா அல்லது கந்தழித் தொடர்முறை 
என் வரையறுக்கப்படும். 

முடிவிலா அல்லது கந்தழி என் குறிப்பிடும்போது ஒவ்வொரு 
உறுப்புக்கும் அடுத்த மற்றோர் உறுப்ப உள்ளது என்று பொரு 

சர்கம்.
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Gy, Gay டே டே என்ற கந்தழித் தொடர் முறையை சுருக்க 

மாக (2) அல்லது {as } என குறிக்கப்படும். 

எடுத்துக்காட்டாக 

f. 13,5 «= பேதி), வ 

2. 2, -4, -6 w= 2n me 

2 4-44. CO 

2n-1 1 
4. tit, ததத ர அ 

1 1 
[on = —a5- a,n-1 = on ] 

என்பதன் தொடர்முறைகளாகும் 

  

102. மட்டு (7௦0108) 

2 என்ற ஒரு எண்ணின் அல்லது இராசியின் எண் மதிப்பு 
(numerical value) மாத்திரம், அதாவது தனி மதிப்பு மாத்திரம் 
(absolute valuc) | 2] என்ற குறி.பீட்டால் குறிக்கப்படும். இழு 
“மட்டு” 8” எனப்படும். 

161-6 

| -8| =7 

a>b aymv. |a-b| =a-b 

ach ame, |a-b| = b-a 

Ja] |b] =| ad} 
la+5| ¢ [ald] 

ச, ம, என்ற எண்கள் ஒரே குறியைக் கொண்டிருந்தால் 
121-184 [4] எனவும், ஒன்றுக்கொன்று எதிர் குறி 

களைக் கொண்டிருந்தால் | ௧ | 2 | 5 ] -க்கு ஏற்ப--ச45 | - | ௨ 
- |5| அல்லது [| - |1&| எனவும் எழுதப்பட வேண்டும்.
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எனவே [&ுச்| 4 1814 || 

Jatb+tetd.. | <latbyeet+dl + 

1-03. acb<c gym |b] <G, 

இங்கு 6 என்பது 181,121 ல எது பெரிதோ அதைக் 

குறிக்கும். 

922 ஆக இருந்தால், 22 ௦ 
ஆனால் 82, அதாவது [ச | 41௦ 

ம்.42 ஆக இருந்தால் aco. 

மேலும் [ச 14-௧8 

அதாவது |ச[| ௩18] 
[6] <G| ஏனெனில் || 

[aj = 
ofl 

lo
t 

a
n
 

(
வ
ய
 

1.04 7, 71 குறியீடுகள் 

2 என்பது முதலிலேயே நாம் எடுத்துக்கொள்ளும் அல்லது 

கொடுக்கப்பட்ட ஏதாவதொரு மிகச் சிறிய கூட்டெண் (அதாவது) 

E க > a வோன் எவ்வளவு சிறிய $ கூட்டெண்ணாகவும் 

இருக்கலாம். 

N என்பது முதலிலேயே நாம் எடுத்துக்கொள்ளும் அல்லது 
கொடுக்கப்பட்ட, ஏதாவதொரு மிகப் பெரிய கூட்டெண் (அதாவது 
N = 1000, 109,900 , 10: 3... போன்ற பெரிய கூட்டெண்.) 

1.05. எல்லை (14811) 

எல்லை என்றால் என்ன என்பது பற்றி நுண் கணிதத்திலும், 

கோண கணிதத்திலும் ஒரளவு படித்திருக்கிறோம். 

பல முடிவிலா தொடர்களைக் கூர்ந்து கவனிக்கும்போது, நன் 
பெரிய மதிப்புகளுக்கு தொடரானது ஒரு எல்லையை அணுகுவதைக் 

காண்கிமீரும். 

எடுத்துக் காட்டாக 

. n 
த்; re ‘adi 

12
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நட இல கை ர ட + ஆகியவை முறையே! “1? என்ற எல்லை 

யையும், “0” என்ற எல்லையையும் நெருங்குகின்றன. இக்கருத்தைப் 

பின்பு விரிவாகக் காண்போம். 

1-06. குவி தொடர்களும் அவற்றின் எல்லைகளும். (0117072610 
of sequences and their limits) 

nom என்ற மதிப்புகளுக்கு, /4- இஃ 8 ச £ 
என்ற கட்டுப்பாடு பொருந்தும் வகையில், 9; என்ற ஒரு கூட்டு 
முழு எண் காண முடியுமானால், அல்லது எல்லா ஈ 2 7 மதிப்பு 
களுக்கும் | an - 7] 4 4ஆக இருந்தால் (௨௩) என்னும் தொடர் 
முறை குவி தொடர்முறை 1 என்பது அதன் எல்லை எனவும் கூறப் 

படும். 

(1) எல்லை _ 
ட்டை n=l 

(2 எல்லை (௨) - / 
(3) (an) > 1 gjeveogy an > | 

என்ற குறியீடுகள் எது வொன்றாலும் குறிக்கலாம். 

குறிப்பு: ஈ28 என்ற மதிப்புகளுக்கு 1௨7 | 28 

என்பது 

8 2 1 என்ற மதிப்புகளுக்கு-- 8.௮17- 8 4 2 அல்லது 
தீ ௮ 8-7 4 மீ என்பதற்கு சமமாகும். 

1.07. E; m; Nooo 

இம்முறை மிக ஆற்றலும், சிறப்பும் வாய்ந்த தொரு அடிப் 
படையான முறையாகும். இது உயர்கணிதத்தில் பகுவியல் 

* இறவ105 ” எனப்படும் கணித பகுப்பு முறை என்னும் பகுதியில் 

பெரிதும் பயன்படுத்தப்படுகிறது. இம்முறை பற்றி தெரிந்து 

கொள்வது இன்றியமையாது தொன்றாுகும். இம்முறையை 

1, 1) 1$2 18) ய பு, 

என்ற தொடர்முறை கொண்டு விளக்குவோம். 

2n- 
Que an= a =2- ட் 

ர் n 

  

‘ i 
lan-2; - 5 என கிடைக்கும்.
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E 
1 ட 

= 100 என கொடுக்கப்பட்டால், 

2. 1000 என்ற கட்டுப்பாட்டில் 

என்ற சமனின்மை பொருந்தும். 
1 

ax 2 ட். Jan - 2], < 7000 

இங்கு m= = ௪ 1000 என கொள்கிறோம். 

ஆனால் நடக்கு மீச்சிறு மதிப்பைத்தான் கொடுக்கவேண்டு 

மென்ற கட்டாய மில்லை, 

112 ஈர மதிப்புகளுக்கு | 6 - /[ 4 £ீ என்றிருந்தால் போது 

மானது. உதாரணமாக E = ப க்கு 77 2 2000 எனவும் கூற 

லாம். ஈன் மதிப்பு 1000 அல்லது அதற்குயர்ந்த கூட்டெண் மதிப் 

பைக் கொள்ளலாம். 

E என கொடுக்கப் பட்டால், ஈ- 10'" அல்லது அதற் 1 

~ 10" 
குயர்ந்த முழு எண் மதிப்பு பெறும். 

குறிப்பு: £ = ௯ ஆனால், 9 - 1000 : அதாவது 1000-த் 
தாவதும் அதற்கு மேற்பட்டும் இருக்கும் இத்தொடரின் உறுப்புகள் 

சுழியத்திலிருந்து அடக்கும் குறைவாக வேறுபடுகின்றன என்று 

பொருள். “ 

மேல் கொடுக்கப்பட்ட முடிவிலிருந்து கொடுக்கப்பட்ட E 

மதிப்புக்கு ரன் மதிப்பை எளிதாக கூறலாம். 

சான்றாக 

E= : Ss 2. லை 
“ஜுர ஸு இறு எ ௮ ஸி 

m-=10 , 80, 1800. .. ... ஆகும், 

1-08. எல்லை வரையறைபற்றி சில குறிப்புகள் . 

12 ந மதிப்புகளுக்கு, கொடுக்கப்பட்ட ஒவ்வொரு -க்கும் 
la, - 71 4 £ என்ற கட்டுப்பாடு பொருந்தும் வகையில் ஒரு
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7 இருக்கிறது என்பது வரையறை (௨8) என்ற தொடர் முறையை 

எடுத்துக் கொள்வோம். இங்கு “2” ஒரு ஒற்றைப்படை யெண்ணா 

யின் ஐ - ர் 

i 
ஏ ஓர் இரட்டைப்படை எண்ணாயின் ௨ - = 

எனவே இத்தொடர் முறை 

2-1 1 
i 4. 3 4 a அம ~ Ss ea SED. 
32 Js 2 Fo Gs & In 2 on ஆகு 

  

இதன் எல்லை ௬ழியம் எனக் கொள்வோம், 

E= Too rm கொண்டால் 

[ஷசி Tee~el அஆ <i கில்லை ம 

ஆனால் இந்த சமனின்மை /-ன் 101-க்கு மேற்பட்ட இரட்டைப் 
படை மதிப்புகளுக்கு மட்டுமே பொருந்தும். ன் 101-க்கு மேற் 
பட்ட ஒற்றைப்படை மதிப்புகளுக்கு இது பொருந்தாது. 

இந்த சமனின்மையானது, ஈ-ன் -2ஊ 101 என்ற எண்ணிறந்த 

மதிப்புகளுக்குப் பொருந்தி யிருந்தாலும், ரஜ 2 101 என்ற எல்லா 
மதிப்புகளுக்கும் பொருந்துவதில்லை என்பது குறிப்பிடத்தக்கது. 

எனவே இது மாதிரி சமயங்களில் இந்த தொடர் முறைக்கு 
எல்லையில்லை (sequence has on limit), 

1.01. விரி தொடர் முறைகளும் கந்தழியும். (021201 sequences 
and inlinity). 

an ITD DST pony 3 silos நெருங்கு மாயின் அது 

ஒரு விரிசதொடர்முறை எனா கூறப்படும். 

குறிப்பு : 

ஷின் லவ, அல்லது ஈட. ஆயினும் இரு தொடரச் முறை 

களும் விரிதொடர் மூறை என்றே கூறப்ப௫ம் ,
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1-10, வரம்புள்ள தொடர்முறைகளும் மேல் வரம்புகளும் கீழ் 
வரம்புகளும் (80060 8601600688 and upper and lower 
bounds) : 

பல தொடர் முறைகளில் 7, 2 ஈ, “ மரீ என்ற சமனின்மைக்- 
கொப்ப -ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் £, 7 என இரு எண்கள் 

அல்லது இராசிகள் காண முடியலாம். அப்படிப்பட்ட தொடர் 

முறைகள் வரம்புடையன எனவும், £ அதன் கீழ் வரம்பு எனவும், 
சீ அதன் மேல் வரம்பு எனவும் கூறப்படும். மேலும் 2! 27 
எனவும், 47! 2 ரீ எனவும் 2! 34 என இரு எண்கள் இருக்கு 

மாயின் 2” 44: என்பவையும் முறையே கீழ் வரம்பு, மேல் வரம்பு 

என கூறலாம். 

எனவே மேல் வரம்பு எண்களில் ஒரு மீச்சிறு எண்ணும் கீழ் 

வரம்பு எண்களில் ஒரு மீப்பெறு எண்ணும் இருக்கின்றன. இந்த 

எண்கள் முறையே, அத்தொடர் முறையின் மேல் வரம்பு, கீழ் 

வரம்பு என கூறப்படும். 

1-11. அலை தொடர் முறைகள் (05011181102 80002106) : 

ஒரு தொடர் முறை எல்லையை நெருங்காமல், மேல் வரம்பும் 

கீழ் வரம்பும் கொண்டதாக இருந்தால் அது அலை தொடர் முறை 

எனப்படும், அது குறிப்பிட்ட எல்லைகளுக்கிடையில் அலைந்து 
கொண்டிருக்கும். 

சான்றாக 3, 3 3; 1) 4) ப ட ஷு. ல. ஆஷி 

என்ற தொடர் முறையில், நாம் எவ்வளவு துரம் சென்றாலும், “0* 

எல்லையை இநரங்கும் எண்ணற்ற உறுப்புகளும், I? எல்லையை 
நெருங்கும் எண்ணற்ற உறுப்புகளும் உள்ளன. எனவே இத் 

தொடர் முறை ஒருகுறிப்பிட்ட எல்லையை நெருங்காமல் *09£-க்கும் 

1/*-க்ஞும் இடை.யில் அலைந்து கொண்டிருக்கிறது. இது ஒரு அலை 
தொடர் முறை, 

ஒரு தொடர் முறையானது ஒரு எல்லையை நெரருங்காமலும், 

மேல் வரம்பும் கீழ் வரம்பும் இல்லாமலும் இருந்தால், அத்தொடர் 

முறை முடிவிலா எல்லைகளுக்கிடையில் அலைகிறது என்று கூறு 

வோம். 

1-12, குவி தொடர் முறைகளைப் பற்றிய சில முக்கியமான தேற் 
றங்கள் : 

(1) குவி தொடர் முறை வரம்புடையதாகும்.
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(2 (௬0 என்ற, மிகை உறுப்புகளின் தொடர்முறை (ஒரு 

உறுப்பும் ௬ழிய மதிப்புடையதல்ல) சழியத்துக்கு மேற்பட்ட 
ஓரு எல்லையை நெருங்கினால், ஈன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 

௦0% ௮ ரூ.2 1ரீ என்ற கட்டுப்பாட்டுக்கிணங்க, 2, 44 என்ற 

எண்கள் இருக்கின்றன. 

1-13, சூனியத் தொடர் முறை (71011 8601081090 : 

ஒரு தொடர் முறையின் எல்லை சுழியமானால், அது சூனியத் 

தொடர்முறை எனப்படும். (௨ ஒரு சூனியத்ததொடர் 
முறையானால், கொடுக்கப்பட்ட 7-க்கு, ஈ௨௭ மதிப்புகளுக்கு 

1221-1௩-01! 42 என்பதற் கிணங்க ஒரு -ஐக் காணலாம், 

௮; (Ay) என்பது ஒரு சூனியத் தொடர் முறையானால் (ஈ.பி 
என்பதும் ஒரு சூனியத் தொடர் முறையாகும். 4 ஒரு மாறிலி. 

(8) ஒரு சூனியத்தொடர் முறையானால்--(௪,)-ம் ஒரு சூனியத் 
தொடர் முறையாகும், 

ஆ. (8) ஒருசூனியத் தொடர் முறையாகவும், (ம) ஒரு வரம் 
புள்ள தொடர் முறையாகவும் இருந்தால், (ஆ ம்) ஓரு சூனியத் 
தொடர் முறையாகும். 

(5) ஒரு குவி தொடராக இருக்கும் போதும், இத்தேற்றம் 
பொருந்தும். 

இ, பழம் (60-ம் சூனியத் தொடர்முறைகளானால், (கரம்) 
என்பது ஒரு சூனியத் தொடர் முறையாகும். 

1. எல்லை (ஈ,-- b,)=0. 

2. எல்லை (ரட-0, எல்லை (9-0, எல்லை (2)-6 ஆனால் 
எல்லை (௦-2) -0 ஆகும், 

ஈ. [714] ஆனால்,1,ா£ . ப. காட என்ற 
தொடர்முறை ஒரு சூனியத் தொடர் முறையாகும். 

௨. அவ்வாறே ச, ஈர, ரர? bee ar! “ae 
தொடர் முறையும் சூனியத் தொடர் முறையாகும், ஈ51 மதிப் 
களுக்கு 

a,+1 
tata <Kk<1 ஆனால், எல்லை (௦-0 ஆகும். 8 தகுந்த 

மதிப்பை ஏற்கும் ஒரு கணியம்,
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ளை, ily= = றஉ0 ஆனால், (ஒரு சூனிய தொடர் முறை 

யாகும். 

எ. (ச. ஒரு குவி தொடர்முறையாகி / என்ற எல்லையைப் 

பெற்றிருந்தால், ((்,, --/) என்ற தொடர்முறை ஒரு சூனீய தொடர் 
முறையாகும். இதன் மறுதலையும் உண்மை, 

1-1&4. குவி தொடர்முறையின் முக்கியமான பண்புகள் : 

I. எல்லை (ர;)-.4 என்றால், 
N-> x 

(a) stev%0 (an +k)=A+k Qp@ib 
uU> a 

(5) எல்லை (8,)-%.4 ஆகும். (650 நிபந்தனை) 
n>« 

1 
(௦9) எல்லை (—)- 1; (B40 நிபந்தனை) 

n> x . 

2,  srev8v (an) = A, sTedBv (by) =B Qowv, 
n>« n> x 

(a) எல்லை (ரூ௭ம)- ALB 
n> a 

(6) erev&v a,+b,)= AR: 

n> o 

a) adn A z. (ய) எல்லை ( : \-F (20 நிபந்தனை) 

12௨ “ 

1-15. ஓரியல்பான தொடர் முறை கள் (140௦10114௦ sequence): 

(Gn) என்ற தொடர் முறை 

4,2 > 4,> 4, ae >a, pantl > ose 

என்ற விதிப்படி இருக்குமாயின் அது ஓர் ஒரியல்பான, இறங்கு 

தொடர்முறை (0601683102 110101071௦ 86016106) எனப்படும். 

(ஈட் என்ற தொடர் முறை 

ம, வர்ம ரூட். வல நே 13 ஆ
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என்ற விகிதப்படி. இருக்குமாயின், அது ஒரு ஓரியல்பான ஏறும் 

தொடர் முறையாகும், (1401010010 1001088112 89011610௦6), 

1, ஒரியல்பான தொடர் முறைகளுக்கு ஒரு முடிவான (திட்ட 

மான) அல்லது ஒரூ முடிவற்ற கந்தழி எல்லை யுண்டு. 

ஓர், ஓரியல்பான்தொடர் முறையில் எல்லா £%” மதிப்புகளுக் 

கும் || 5 | .4| ஆக இருப்பின், அது ஒரு குவி தொடர்முறை 
யாகும். இல்லையேல் அது ஒரு விரி தொடர்முறையாகும், இங்கு 

4 என்பது 1 உடன் தொடர்பில்லாத ஒரு திட்டமான மதிப்பு, 

ஏறு, இறங்கு தொடர்முறைகளைப் பற்றிய முக்கியமான தேற் 
றங்கள். 

1. ஓர், ஓரியல்பானஏறும் தொடர்முறை,மேல்வரம்பு உடைய 
தாயின் ஒரு குவி தொடர் முறையாகவும், மேல் வரம்பற்றதாயின் 

ஒரு விரி தொடர் முறையாகவும் இருக்கும். 

2, ஓர், ஓரியல்பான இறங்கும் தொடர்முறை கீழ் வரம் 

புடையதரயின், ஒரு குவி தொடர் முறையாகவும்: கீழ் வரம்பற்ற 
தாயின். விரி தொடர்முறையாகவும் இருக்கும். 

1-16. சிறப்பான தொடர் முறை : 

n 

1. கூ “(0 + ,) என்ற பொது உறுப்பைக் கொண்ட, 
a 

தொடர்முறை (8) ஒரு குவி தொடர்முறை யெனவும், ஒரு திட்ட 
மான எல்லை பெற்றது எனவும் நிறுவலாம். 

1 ; (“2 (ழி atl n 

அதாவது ஈ,-1 2ஈ.. 

எனவே (ஈ.) ஒரு ஏறும் தொடர்முறை 

மேலும் ச, - ( 1+) 

1 | 2: 14i+( i) + ( a) ‘ பர் 
டதத ட்! 

2! 

(ட) (ட) ட்ப (5! 
= n . n n 

Se 
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1 1 1 
<ltlt+ay + at கனலை ee 

1 1 1 
< 1-1 Fort வடர qe 

1—4, _ 1 
== 142— ண 

<3 

Guayb a, > 1 

எல்லா நதிப்புகளுக்கும், 

நர் 4843. 

எனவே (8) ஓர் ஓயல்பான ஏறும் தொடர் முறை: கீழ், மேல் 
வரம்புகள் பெற்றது. ஆகவே (,) ஒரு குவி தொடர்முறையாகும்; 

ஒரு திட்டமான எல்லை பெறும்; அவ்வெல்லை fe என குறிக்கப் 

படும். இந்த ௪ நேப்பியர் மடக்கை முறையில் மடக்கை அடி 

யாய் கூமைகிறது. (188ேரரோகோட ௧86 for logarithms). 

இவ்வாறே 
1 i! 

2. a= ( 1- atl ) என்ற பொது உறுப்பைக்கொண்ட 

(a,) என்ற தொடர்முறையும் ஒரு குவி தொடர்முறை யெனவும், 
௪? என்ற எல்லை பெற்ற தெனவும் நிறுவலாம். 

இப்போது 1,16 (1), (2)-ல் உருவாகிய எல்லையைப் பொதுப் 

படுத்தி 
x 

(அ) எல்லை ( 1 +) ௪ என்பது ன் எல்லா மிகை முழு 
X> x 

எண் மதிப்புகளுக்கும் பொருந்தும் எனவும் 
= 

(ஆ) எல்லை ( 1+) ச என்பது ன் எல்லா குறை யெண் 

32: ௦ 

மதிப்புகளுக்கும் பொருந்தும் எனவும் நிறுவலாம். 

1-17. தொடர்ச்சியான சார்புகள் (௦௦11111018 1111011010) : 

1. தொடர்ச்கி யான சார்பு--வரையறை. 

ம”. ஈஆகஇருந்து, ஜ அணுகும் போதும், 

% 4 8ஆக இருந்து,8-ஐ அணுகும் போதும்,
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S (x) sha மதிப்புகள் பெற்று, அவ்விரு எல்லை மதிப்புகளும் 

7ீ (2)-க்கு சமமானால், 7 (%) என்பது ஈ என்ற புள்ளியில் (அல்லது 

ச என்ற மதிப்புக்கு) தொடர்ச்சியான சார்பு எனப்படும். % 2 ௭ 

ஆக இருத்து ஐ அணுகுவதை 

எல்லை 7 ் ல் 

x>a+0 (2) எனவும், 

22 8. ஆக இருந்து ஈ-ஐ அணுகுவதை 

எல்லை 
x>a=0 ரீ) எனவும் குறிப்பிடுவதுண்டு. 

எடுத்துக்காட்டு : 

3-0 என்பது 3.1, 3,001, 3.0001 வட >3 

3-0 என்பது 2.9, 2.99, 2.9999 su aes >3, 

SQ) = 2° எனக் கொண்டால், 

wait FQ) =8 

எல்லை 

x> 3-0 ச் 0 

௨3 ஆனால் 7௫99 
எனவே 7(20)-27 என்ற சார்பு, ஐ-3 என்ற புள்ளியில் (அல் 

லது 5-3 என்ற மதிப்புக்கு) தொடர்ச்சியான சார்பு எனப்படும். 

இத்த வரையறையை இன்னும் நுட்பமாகப் பின் வருமாறு 
கூறுவோம்... 

|%-௪| 4 என்னும் ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் கொடுக் 
கப்பட்ட ஒவ்வொரு |7ீ (09 --7(0 152 என்பதற்கிணங்க 
2 2 0 என்னும் ஒரு எண்ணைக் காண முடியுமேயானால், ரீ (9) என் 
னும் சார்பு ஈ-என்னும் புள்ளியில் தொடர்ச்சியான சார்பாகும். 

இது 
எல்லை - எல்லை = f(a) என்பதேயாகும், 
x>a-0 x>a=0 

குறிப்பு (௬, 6) என்ற இடை வெளியிலுள்ள எல்லா மதிப்பு 
களுக்கும், f (x) ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பாகுமாயின், ஜெ அவ் 
விடை வெளியில் தொடர்ச்சியான சார்பு எனப்படும்.
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3. x™, a®, eS, log a® என்னும் சார்புகள் ன் தொடர்ச்சி 

யான சார்புகளாகும்; 
2.0. 

4, ஜெ எனும் சார்பு, / எனும் புள்ளியில் ன் ஒரு தொடர்ச்சி 
யான சார்பாக விருந்து, மேலும் எல்லை ர, -/ என்றிருந்தால் எல்லை 

7 (க -7() ஆகும். 

பயிற்சி ; 

_ 1௦28 . எல்லை _ 
(1) ௯௩ ஆனால் ப (ம) -0 என நிறுவுக 

(2) a, = =; ஆனால் ee (ர) -0 என நிறுவுக   
nt n> 

1 ae _ 1 m1 ் 

(3) க (படு) 3b, = (1457) ஆனால் 

கூ ௭ சி, என நிறுவி, எல்லை 

n> (a, -5,) =0 என நிறுவுக, 

இதிலிருந்து 
எல்லை எல்லை 
ஒக 0“ பட 0 என நிறுவுக. 

2, கந்தழித் தொடர்கள் 

குவிதலும், விரிதலும் 
2-01. தொடர்: 

சி, பப உட. என்ற கந்தழித் தொடர்முறையின் உறுப்பு 

களை, 4 என்ற குறியீட்டால் இணைத்துப் பெறப்படும், 

சர்ட் பப ட குர் ப என்பது ஒரு தொடர் எனப்படும். 

முடிவுள்ள தொடர் : 

இத்தொடரில் ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கைவரை, உறுப்புக் 

கள் கொண்டால், அது ஒரு *முடிவுள்ள? (1ம்) தொடரெனப் 

படும், 

கந்தழித் தொடர் : 

கந்தழிவரை உறுப்புக்களைக் கொண்ட தொடர், ஒரு முடி 

விலாத் தொடர் அல்லது கந்தழித் தொடர் (Infinite series) sree 
படும்,
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எடுத்துக்காட்டு 1 : 

  1 1 ப! ர! 
149 ள்... எர என்பது 101 உறுப்புக்கள் 

கொண்ட ஒரு முடிவுள்ள பெருக்குத் தொடர். 

101 

as > அட என எழுதப்படும், 

எந்த ஓரு முடிவுள்ள தொடருக்கும் ஒரு திட்டமான கூட்டுத் 
தொகையுண்டு, மேலே கொடுக்கப்பட்ட தொடரின் மூதல் 101 
உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை 

1 
1- 101 1 21] = ப் 2 ) = of 1-௩) 2 ட) 

1-4 
port 

= இம 

எடுத்துக்காட்டு 2 : 

1434 3-3 ட வக்கு. என்பது ஒரு கந்தழிப் 

௦ 

பெருக்குத் தொடர், இது DT =e என எழுதப்படும். 
॥ 

91. 

இம்மாதிரியான தொடருக்கு திட்டமான கூட்டுத் தொகை 
உண்டா, இருப்பின் அது எவ்வாறு வரையறுக்கப்படுகிறதென 
காண்போம். 

2-02. கந்தழித் தொடரின் கூட்டுத்தொகை வரையறை : 

a+; +a, + we ப... ௨. வரை ஒரு தொடர் கொடுக் 
கப்பட்டிருக்கிறது. இதைக்கொண்டு 5.54, .. ப 5... 

என்ற (58) என்ற தொடர்முறை அமைப்போம். 5, -ஈ., 4,814 

Sn=a+tat+ ப... +a, 

wee -— 

இப்போது ($) என்றதொடர் முறை குவிந்து S sreérp எல்லை 
பைப் பெறுமாயின், கந்தழித் தொடரான 

a 

a,' + Ga + oe | See es > a,=>S, 

1
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ஒரு குவிதொடரெனப்படும் : அதன் கூட்டுத் தொகை S aor 

aimpunasasluG@amgs. (Convergent series, with a sum S) 

குறிப்பு $ என்பது ஒரு எல்லை (அல்லது ஒர் அணுகி) என்பது 
வலியுறுத்துவதற்குரியதோர் அடிப்படைக் கருத்து, $ என்பது ஒரு 

தொடரைக் கூட்டிப் பெறப்படும் தொகையல்ல, அது ஒரு கூட்டுத் 

தொகையின் எல்லை தான். ஆசுவே எல்லை டி, -டி என்று கூறுவது 
12-௨௪ 

எல்லைக் கருத்தை வலியுறுத்துவதாகும், 5 என்பது அக்கந்தழித் 
தொடரின் கூட்டுத் தொகை யென்பது ஒரு மரபே யொழிய 

வேறல்ல. 

அவ்வாறே ($,) என்ற தொடர் முறை விரியுமாயின் அல்லது 

அலையுமாயின், 50) என்ற கந்தழித்தொடர் முறையே ஒரு விரி 

தொடரெனவும், ஒரு அலை தொடரெனவும், கூறப்படும். (டத 

series oscillating series). 

ac 

தேற்றம் 1: 38) என்ற தொடர் 4 என்ற கூட்டுத் 
l 

தொகைக்கும், 3) 6, என்ற தொடர் ம என்ற கூட்டுத் தொகைக் 
1 

கும் குவியுமானால் 

டூ டர்கி 4 ரூ * .. .... ஈக்கு என்ற 
தொடர் 4-.தீஎன்ற கூட்டுத் தொகைக்கும், 

(ம் சச். ம்ம... .்.. எக்கு என்ற தொடர் 

4--2 என்ற கூட்டுத் தொகைக்கும், 

(iii) கடா கடு ர... ௨ என்ற தொடர் 84 என்ற 

கூட்டுத் தொகைக்கும் குவியும்.: இங்கு K ஒரு மாறிலி. 

தேற்றம் 2: ஒரு தொடரின் ஆரம்பத்தில் ஓரு குறிப்பிட்ட 
எண்ணிக்கையுள்ள உறுப்-புக்கள் நீக்கப்படுமாயின், அத்தொட 
ரின் குவிதன்மை, விரிதன்மை, அலைதன்மை மாறுபடாது. DS) ay 

என்பது ஒரு தொடராக இருக்கட்டும். இத்தொடரின், முதல் P 

உறுப்புக்கள் நீக்கப்படுகிறததென் கொள்வோம். 

An = b+ dg too ee ர யும் பப 

S, = ap+l+ ap, + ட மர
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என்க் கொண்டால், 

Sy = Apis — Ape 

38 4-க்குக் குவிந்தால் 

அதாவது எல்லை (4,)- கீ என்றால், 

stovdu (S,,) = etev®v (Api, — Ay) =A Ap 

எனவே (8.3) குவிகிறது. இதே மாதிரியே, முதலில் கொண்ட 

தொடரின் கூட்டுத்தொகை ஈ-க்கு விரியுமானாலும் அல்லது 

குறிப்பிட்ட எண்களுக்கு கிடைப்பட்டோ அல்லது * ௨-க்கு 
இடைப்பட்டோ, அலையுமாயினும், ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையை 

எடுத்து விட்டாலும், இரண்டாவது தொடரின் விரிதன்மை அல் 
லது அலைதன்மை மாறுபடாது. 

குறிப்பு : இதன் மறுதலையும் உண்மை, 

2-03, பெருக்குத் தொடர் (000106111081 861௦5) : 

(காளா ௩ பவ லு பப 

என்ற கந்தழிப் பெருக்குத் தொடர் | [| 4 | ஆனால் குவியும் — 
a ம் 1 -ஆகும்.   அதன் தொகை 

Ging, Sa =atartar+ பப பரா! 

  

  

_ சட்டி உடம் 
7 1—r =r i—r 

a ar eee 
tir மிட னு, அஜத ரி, (என இருக்கட்டும்) 

ie a 
இங்கு & - l—r 

(2 17141) 

ஃ. எல்லை றோ - , அதாவது தொடர் 

3௨ ஒரு குவி தொடர். அதன் தொகை ட் 
ome
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2) 3௨7 1 ஆனால், கந்தழிப் பெருக்குத்தொடர் விரியும் 
ath 

7-1 ஆனால் அலையும், ¢ > 1 ஆனால், Sn=— — oT 

71 கந்தழியை ஈ-னுடன் நெருங்குவதால், ம ஆனது மிகை 

star (a > 0) அல்லது எதிர் எண்ணாக (2 42 0) இருப்பதற்கேற்ப 

எல்லை (50) = + ௨ஆகிறது. 

r=, steirq@eb S,=na 

எல்லை (S,) = * ௨, (ம, * அல்லது--ஆக இருப்பதற் 
கேற்ப) 

(3) /- 4-1 ஆகும்போது, ர---4 (21) எனக்கொண்டு 

டடம ae ம (டு, ஏக் 

Sep ioe உள்... நத 

2”, ம உடன் கந்தழியை நெருங்குவதால் (க) கந்தழி எல்லை 

களுக்கு இடையில் அலைகிறது. 

ர--1 ஆகும்போது “2 ஒற்றை அல்லது இரட்டைப் படையா 

யிருப்பதற்கேற்ப 8, -8 அல்லது 0 ஆகும். 

என்வே, இங்கு அது அறுதியிட்ட எல்லைகளுக்கிடையில் 

அலைகிறது. 

2௨-04. மிகை எண்களை மட்டும் உறுப்புகளாய்க் கொண்ட தொடர் 

(Series of positive terms): 

மிகை எண் உறுப்புகளைக் கொண்ட தொடர் குவியும் அல்லது 

விரியும். 8, என்ற தொடரின் உறுப்புகள் யாவும் மிகை மதிப் 
புக்கள் உடையன வாயின், (5) (ச, .. v0 + ஈம் என்றி 
தொடர்முறை ஓர் ஓரியல்பான ஏறும் தொடர் முறையாகும். உறுப் 

புக்கள் யாவும் மிகை எண்களாதலால், 

நிர 3 பிர ரும் இ Sg—2> son > Sy > S, 

தொடர்முறை (6) ஒருமேல் வரம் புடைத்தாயின் 5, ஒரு 
குவிதொடராகும். (2) தொடர்முறை (5) மேல் வாம்பற்றதாயின் 

ஆரே ஒரு விரி தொடராகும்.
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22, என்ற தொடரின் உறுப்புக்கள் யாவும் குறை மதிப்புடை, 

யனவாயின் (Sy)= a, dot பட ரம் என்ற தொடர்முறை 

ஓர் “*“ஓரியல்பான”” இறங்கும் தொடர் முறையாகும். 

இங்கு (1) தொடர்முறை (5) ஒரு கீழ் வரம்புடைத்தாயின் Sa, 
ஒரு குவி தொடராகும். (2) தொடர்மூறை (5) ஒரு கீழ் வரம் 
பற்றதாயின் 22, ஒரு விரி தொடராகும். --௨₹க்கு விரியும். 

2-05. சோதனைகள் : 

பின்னர் கந்தழித் தொடர் 54, (மிகையெண் உறுப்புக்கள் 
கொண்டது) குவியுமா, விரியுமா என்பதை அறிய சில சோதனை 
முறைகள் வகுத்துக் கூறப்பட்டிருக்கின்றன. தேவைக்குத் தக்கபடி 
அச்சோதனைகளைப் பயன்படுத்தி குவி, அலை, விரி, தன்மைகளை 
அறியலாம், 

நிறைய இடங்களில், 4,-ஐக் கணக்கிட இயலாது. எனவே 
இத்தொடர்கள் குவி தொடரா, விரி தொடரா என கண்டுபிடிக்க 
முடியாது. 

சோதனை 1 : ஒப்பீட்டுச் சோதனைகள் (Comparison tests) : 
எல்லா ஈ மதிப்புகளுக்கும், 

(அ) 962 ௩3 82, என்ற கட்டுப் பாட்டில் 59, குவிதொட 
TTD, Zab ஒரு குவி தொடராகும். 

(ஆ) ௩2/62 0 என்ற கட்டுப்பாட்டில் 55, விரி தொட 
ரானால், 

அட்டம் ஒரு விரிதொடராகும். 

co 

(அ) நிரூபணம் : 5 5, என்பது ஒரு குவிதொடர் எனக் 
1 

கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 

ஓ 

371 ௩-2 எனக் கொள்வோம். 
1 

71 
மேலும் 2) ௭, - அ, எனவும், 

1
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n 
2 8,- 2, எனவும் கொள்க 

1 

ம 

௮ 8, ஒரு குவி தொடர் ஆகையால், 
L 

B< By K,B,<K.B 

எனவே (4) ஒரியல்பான ஏறும் தொடர் முறை, 
அதற்கு. ஒரு மேல் வரம்புண்டு, 

(கீழ குவியும், 

ல 

& = 8 ஒரு குவி தொடராகும். 

அதன் கூட்டுத் தொகை 4 என்றால் 4 < KB ஆக இருக்கும். 

4-1 என்பதும் சிறப்பாகப் பொருந்தும், என்பதையும் 
“கொள்க. 

x 

(ஆ) நிரூபணம்: 576, ஒரு விரி தொடர் என கொடுக்கப்பட் 
1 

டிருக்கிறது. 

ஃ. 74 என்ற எவ்வளவு பெரி.ப எண் கொடுக்கப்பட்டாலும், 

N 
Ba > “2 என்பதற் கொப்ப, PHN= 8 கண்டுபிடிக்க முடியும், 

அப்படிப்பட்ட 2 2 1. என்ற மதிப்புக்களுக்கு 5, 5 x ஆக 

இருக்கும். கொடுக்கப்பட்டபடி, ॥ உ 7) என்ற மதிப்புக்களுக்கு, 
An > & ம), அதாவது 4) 577 

எனவே (4) ஓரியல்பான ஏறும் தொடர் முறை, மேல் வரம் 
பதறது. 

ஃ. (4ீழிவிரியும் 

ஓ 

“6 = டே ஒரு விரி தொடராகும் 

13
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முக்கிய குறிப்பு + 

2 - 1 என்ற மதிப்பு பெற்றாலும் இவ்விரு சோதனைகளும் 

பொருந்தும். என் வே இச்சோதனைகள், சிறப்பாக பின்வருமாறு உரு 

வம் பெறும். 

(ஆ 0.4 ௭, என்ற கட்டுப்பாட்டில் 3, குவி தொட 
ரானால் 5 ani Ho குவி தொடராகும். 

(ஆ) ௬௨20 என்ற கட்டுப்பாட்டில் 5 5, விரி தொட 

ரானால்“5 ௬-ம் ஒரு விரி தொடராகும். 

இச்சோதனைகளைப் பொதுவாக பின்வருமாறு எழுதலாம்”: 

(1) ஒரு தொடரின் உறுப்புக்கள், முறையே (ஒன்றிற்கொன்று) 
மற்றொரு குவி தொடரின் உறுப்புக்களை விடச் சிறியதாயின், முதல் 
தொடரும் ஒரு குவி தொடராகும். 

(2) ஒரு தொடரின் உறுப்புக்கள் முறையே (ஒன்றிற்கொன்று) 
மற்றொருவரிதொடரின் உறுப்புகளை விட பெரியதாயின், . முதல் 
தொடரும் ஒரு விரி தொடராகும். 

சோதனை 2: 

எல்லா 7 மதிப்புக்களுக்கும் 95 2, 4 ஈமக் ச. ஏன்ற கட் 
டுப்பாட்டுக்கிணங்க 7, சீ என இரண்டு திட்டமான எண்கள் 
இருக்குமாயின், ௨-ம் 35) -ம் ஒருங்கே குவியும், அல்லது 
ஒருங்கே விரியும் தொடர்களாகும். 

நிருபணம் : 

கொடுக்கப்பட்டபடி ர 2 சீ. 5: ௮ம்). எனவே 
சோதனை (1)-ன்படி, 5 ட விரிவது அல்லது குவிவதற்கேற்ப 

SJ ம் விரியும் அல்லது குவியும். 

மேலும் கொடுக்கப்பட்டபடி 

8 a 

ba S iin SH 

எனவே, சோதனை (1)-ன்படி 3 ஈ, குவியூமாயின், 

= 5,- ஒரு குவி தொடராகும். 

அ நே விரியுமாயின், 2 மம் ஒருவிரி தொடராகும்.
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எனவே % ஈ,-ம் 2 8-ம் ஒருங்கே குவியும் அல்லது ஒருங்கே விரி 
யும் தொடர்களாகும். 

சோதனை 3: 

எல்லை ay 

n> « ba 
  =K#0 

என்ற திட்டமான எல்லை இருக்குமாயின், 5 ஈம், 10-ம் 
ஒருங்கே குவியும் அல்லது ஒருங்கே வீரியும் தொடர்களாகும், 
எல்லை வரையறைப்படி, £ என்ற எவ்வளவு சிறிய மிகை எண் 
கொடுக்கப்பட்டாலும், 71 என்ற மதிப்புகளுக் கொப்ப, 

ந- தலம் வர்க 

என்ற சமனின்மை பொருந்தும் வகையில் ஈ என்ற ஒரு மிகை மு 

எண் காணமுடியும். g 

எனவே, கொடுக்கப்பட்ட தொடர்களின் முதல் % உறுப்பு 

களுக்குப் பின்பு, ளு 
an 

0<K= 8 < a <Kt+ é 
று i 

என்ற கட்டுப்பாடு பொருந்தும். 

எனவே சோதனை 2-ன்படி இரு தொடர்களும் ஒருங்கே குவி 

யும் அல்லது ஒருங்கே விரியும் தொடர்களாகும். 

சோதனை 4 . 

க1 _ b,+1 
(91) a < ba என்றால்   

6, ஒரு குவி தொடராயின், 2௨,-ம் ஒரு குவி தொடராகும் 

a,+1 <let) என்றால் 

ay by 

  (2) 

Sd, ஒரு விரி தொடராயின், [a,b eG al Ageripre@w. 

(அ9.5%௮-8 எனவும் 
72 
3b, = B, எனவும் கொள்வோம்.



196 கணித இயற்பியல் 

அப்போது B, < 8 

  

கீடு பேர்ட் Gn 

“க 422 ண்ட் a ஆஃ) 

ga(14 +p . ப் +a) 

wa, (14 5b + 2 + che ல) 

ன ழ் மகர பல 

a, 

ம் 
< —B 

“« (A,) ஓரியல்பான ஏறும் தொடர்முறை, மேல்கரம்பு 

- பெற்றது. ஆகவே 

(Aa) ஒரு குவி தொடர் முறையாகும். 

Ban ஒரு குவி தொடராகும், 

(ஆ) 34, ஒரு விரி தொடரெனக் கொண்டால், n>m என்ற 

மதிப்டுக்களுக்கு, எவ்வளவு பெரிய 4/4 கொடுக்கப்பட்டாலும், 

a 

Ba = & ௦,271 ஆகவிருக்கும். 
i 

(அ)-ல் கண்ட முறையை யொட்டி, 

கிர (சீடர் மர். பேவட்ரு an) 

ஆ ஆட க்கி ப. 10) ஆகும், 
t 

அதாவது 42 Ft Bs. 
i 

ஆனால் (8,) ஒரு விரி தொடர் முறை, மேல் வரம்பற் ; 
ஆகவே (4) ஒரு விர் தொடர் முறையாகும். என்னன 

5 0, ஒரு விரி தொடராகும்.
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சோதனை 5: 

  1 
TE + ம + SE ewes ௩ என்ற தொடர் 

௩ 1 

2-௨) 
1 

235 1 ஆனால் குவி தொடராகும்) 

(062 1ஆலை் விரி தொடராகும், 

()%5$॥ எனக் கொள்வோம். ச என்ற ஏ3ாவதொரு மிகை 

முழு எண் எடுத்துக் கொள்வோம். 

அப்போது, £ 2 041) 
1 1 

ட k fp ke ௪ படல , /* பூச்1)6) oe > a ie   

இது7-]1, 2, 3, ... என்ற எல்லாமிகை எண் மதிப்புகளுக் 

குர் பொருந்தும். இப்போது கொக்கப்பட்ட தொடர், 

1 1 1 ! 1 I 1 

et (xt art. stata) 
1 1: 

+ {xe ப +t) tise (A) 

எனக் கொள்ள லாம். 

. | 1 

WO” TE? GET) 

. 1 1 fi ‘ 
“DE > “51 > ak 7 .. என்பது உண்மையாகும். 

1 1 i I 1 
1 + (x ap 5) + get caves +7) 

1 Bs 4 g 

“ 17 அ மழு ஒர் 

a ee வரு ge + ey t egt
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டடம 
இத் தொடர் ஒரு பெருக்குத் தொடர், பொது விகிதம் om k>1 

ஆகையால், £- 150 ஆகும். 

Qk-1 ஆ 

அதாவது 2-1 51 

2 
ei < 1 BSE. 

ஃ (2) எனக் கண்ட பெருக்குத் தொடர் குவியும். 

= என்ற தொடரின் உறுப்புக்களை வசதியாக 

அடைப்புக்குள் இடுவோமாயின், பெறப்படும் தொடரின் உறுப் 

புக்கள் (அதாவது தொடர் (.4)-ன் உறுப்புக்கள்) முறையே மற்றோர் 

குவித்தொடரின் உறுப்புகளுக்குக் குறைவாக இருக்கின்றன. 

எனவே, சோதனை (1) முதற் பிரிவின்படி, Soe ஒரு குவித் 
தொடராகும், 

இங்கு £ 2 1 என்ற கட்டுப்பாடு இன்றியமையாதது. 

(5) (15) 6-1] எனக் கொண்டால், தொடர் 

அம் எதிர ப இரச இன். கலை c 

எழநகத... ஐ) 

HB வ te) + creer (C) 

$>4>$>4 2... ஆதலால், 

V+44+6464+44+ 64.0464 0 Pe) 

>b+$+2GQ@4+4@4+8 (t+... 

=1tet+et wm... (D) 

இது ஒரு விரி தொடரென எளிதில் புலனாகிறது. 

14343. .... உஃக்கு 

என்ற தொடரின் உறுப்புக்களா வசதியாக அடைப்புக்குள் 
இடுவோமாயின், பெறப்படும் தொடரின் உறுப்புக்கள் (தொடர் ௦)
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மூறையே மற்றோர் விரி தொடரின் உறுப்புக்களை விடப் பெரிதாக 
இருக்கின்றன. ஆவே, சோதனை 1, இரண்டாம் பிரிவின்படி, 

1 1 
& - 1 ஆனால், Soe TS 

ஒரு விரி தொடராகும். இது ஒரு முக்கியமான தொடர், 

(02) £ 4 1 எனக் கொள்வோம். அப்போது, £ என்ற எந்த 
மிகை எண் மதிப்புக்கும், 

rer & ee > த் 
n n 

. வ் 1, 
ஐ 247 EP PF ew 

‘ 9 ன ற மி 1 1 
என்பவை பொருந்தும், .: 7 + ae + ட் தட 

உ ர் ஈழ ப. (விரிதொடற்) 

எனவே சோதனை (1) இரண்டாம் பிரிவின்படி, £ 41 ஆனால் 

= = விரி தொடராகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 1 : 

5 ஈட 2 ம) என்பன பமெய்யெண் உறுப்புகளின் குவி தொட 
களானால் . 

(a) S(an + be) 

(b) 3a, be) *, 
(௦) 2 ஈம, என்பவை குவியும். 

8-4, 5௦20 எனக் கொள்வோம். மேலும் 

சரக ப ப +ay = Any ட 

ம், + b, Hee tee +b, = Dp 

n ; . 
S, = 3 (a, + bn), என்று கொள்வோம். 

1 

எல்லை $,,- எல்லை (4-2) - 4-2. 

= (a, +8,) ஒரு குவி தொடர். 

(8), (4)-085 5 51~.E (4, + 9) ஒரு குவி, தொடரென கண் 

டோம். - து
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எனவே தபல ஒரு குவி தொடர். 

n+ Ba) 
Z 

ஆதலால், 2 (2, ம்.)3 ஒரு குவி தொடர். 

ஆனால் (an 28 < 

(c) Qoauraps, 6, <B, <B எனவே, ரூ 8, “2, ஆ ஆனால் 
Sa, ஒரு குவி தொடர். 

ஆ ம, ஓரு குவி தொடராகும். 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

5 (-- க் வை ௦0 என்ற தொடரின் குவி 
நிஜா? 

தன்மை காண்க. 

வகை 1, 

21 எனக் கொள்வோம். 
பவத் 11 இர டி 

1 1 
¥oe SB 

த i 
ஆனால், 2 - ஒரு குவி தொடர் ; 

. 1 ட 
(Cv க் ஒரு பெருக்குத் தொடர், 

பொது விகிதம் “411 எனவே குவிதொடர்) 

1 எனவே =( x i=) ஒரு குவி தொடர்.   

வகை 2, 

02 1 எனக் கொள்வோம். 

ஜிட்டு ஜா உ ட ட 1 FAT 2 F py < pra.
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ஆனால் 30 ஒரு பெருக்குத் தொடர், 

பொது விகிதம் 1, எனவே குவி தொடர், 

1 
ே அமை பவல் ர குவி டர். எனவே 5( தம் ) ஒர குவி தொடர் 

வகை 3. 

% 1 ஆனால் டப = 1 -3 
er xh xo 141 “ 

எனவே, ஈ- மதிப்பை அதிகப்படுத்தி (5,)-ஐ அதிகமாக்க 

மூடியும். 

i — விரியும், 3 கேட   

1 

இதிலிருந்து கொடுக்கப்பட்ட. தொடர் % ட் 1 ஆகும்போது குவி 

யும். ஜ-1 ஆகும்போது விரியும் என தெரிகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 3. 

> (steer vr) என்ற தொடரின் குவி தன் 
1 

மையை அறிக. 

ட — 1 
ப்போது ஆ ம சர! சர ப ப ப இ Ben — ip பட்டம் + /n) 

1 ன் க * 
6, = PF} எனக் கொண்டால், 

க. த டடம ஆகும் 
க ஆகம டடத சிடியை 

எனவே, எல்லை 7? =t 
n 

ஆனால் 35, ஐ-321 ஆனால் குவியும். 

2*$ 1 ஆஞல்விசரியும், 

எனவே 57ஈ., ற ஆனம் குவியும், 

2-5] ஆனால் விரியும்.
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பயிற்சி 

பின்வரும் தொடர்களின் குவி/விரி தன்மையை அறிக 

va a. 
(1) = 2-3 (2 ) 2 “Vn n= ச்) 

3) 3 Vat டாம 

சோதனை 6, 

தாலம் பெயரின் விகித சோதனை (” கலாமின், Ratio Test): 
NSN என்ற எல்லா மதிப்புக்ளுக்கும் 

(ந் பட் ஸ்ம <1, என்ற சமனின்மை கட்டுப்பாடு பொருந்து 

மாயின் Sia, ஒரு குவி தொடராகும். 

k 6655 மதிப்பை ஏற்கும் ஒரு கணியம் 

(௭41 2 1 ஆனல், 5 ஒரு விரி தொடராகும்; 

வகை 1, 

712 11 ஆனால், 

Ga yy கோ Ami 
a, a,—- 2 Qn 

> Aan=k (என்போம்) 

a, = 

எல்லா % மதிப்புகளுக்கும், 575, என்ற தொடரை எடுத்துக் 
கொள்வோம். இங்கு ச்,-ந். 35, ஒரு விரி தொடர். 

n>m-36, a, >b, 

ToC Sa, aw ali தொடர். 

சோதனை 7- 

தாலம் பெயரின் சோதனைகளின் விரிவு 

எல்லை ௪-1 

22-௦௯ a, 
  =1 என்ற நிலையில் 

(1) /-:1 ஆனால் 36, ஒரு குவி தொடராகும். 
(2) /21 ஆனால் 572, ஒரு விரி தொடராகும்,
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(1) நிரூபணம். 

I< 

lok 4 1 என்பதற்கிணங்க k என்னும் எண்ணை எடுத்துக் 
கொள், -்-1, எனக் கொண்டு, nen என்ற மதிப்புகளுக்கு? 

[2.௮ அர்டபுடு றய 
ays 

என்பதற்கிணங்க ஒரு 78 காணமுடியும். 

அதாவது, 22 என்ற மதிப்புகளுக்கு 

அட்ட cK 
a 

எனவே, 7:78 என்ற எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 

a Gees a 
ப உ யப. ப oe KX oH 

2-1 ந am 

<i0-® «og ~ (22)e 

  X ap   ap = 

௯ 4423 ( என்போம்) 

ஆனால் £ஃ 1 ஆதலால் 57447" ஒரு குவி தொடர். 

ஃ 3௨ ஒரு குவிதொடர். 

(2) நிரூபணம். 

127. ் 

87/1 எனக் கொண்டு, 7 18 என்ற மதிப்புகளுக்கு, 

வரப இலி கடட [2 என்பதற்கிணங்க, ஒரு ஈ கண்டுபிடிக்க 

. 2 ௪ = ans, 
இயலும். அதாவது 7218 என்ற மதிப்புகளுக்கு = 

று 

a. a,— a 
எனவே, a, = — - xX —tl x 3 X dy 

at Qn+e an 

28 2 (என்போம்) 

எல்லா 7 மதிப்புக்களும், 55, எனும் தொடர் ஒரு விரி தொட 

ராகும் இங்கு ச. ச2க.. 

எனவே 518, ஒரு விரி தொடர்,
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சோதனை 8, 

காஷியின் மூல சோதனை (௨௦1378 Root Test) : 

எல்லை J 
1௮௨ (ச. ॥- /என்றிருந்தால் 

(1) /₹1, அனல் 3712; ஒரு கருவி தொடராகும். 

2) /21 ஆனால் 571, ஒரு விரி தொடராகும், 

வகை 1, 

1/1 எனக்கொள்வோம், 741 என்பதற்கிணங்க ஐ 

எடுத்துக் கொண்டு, மேலும் 2-/-/ எனக் கொண்டு நர, 

மதிப்புகளுக்கு 

1 
I-E< (a,)n <I4E (=k) என்பதற்கிணங்க ஒரு உ கண்டு 

பிடிக்க இயலும், 

21 என்ற எல்லா மதிப்புகளு கும், 

நேட, 

ஆனால் 54" ஒரு குவி தொடர். 

எனவே 390 ஒரு குவி தொடர். 

வகை 2. 

121 எனக் கொள்வோம். 

[-1- க எனக்கொண்டு, உ என்ற எல்லாம் மதிப்புகளுக் 
ர 

கும் 1-1-64 (2) உ 474.8 என்பதற் கிணங்க ஒரு ஈ கண்டு 
பீடிக்க இய 

எனவே என்ற எல்லா மதிப்புகளுக்கும், 5] 

ஆனால் 1)141..... ஒரு விரி தொடர் 

ஃ 3 ஒரு விரி தொடர், 

சோதனை 9, 

இராபேயின் விகித சோதனை (211215 Test) 

எல்லை ஈ (*- T)=1 arsirm 62019, 
பெட்ட : 

(1) /21 ஆனல் 5 ஒரு குவி தொடராகும், 
(2) / ₹1 ஆனால் Sa, ஒரு விரி தொடராகும்.
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வகை 1. 

/21 ஆக இருக்கட்டும். 

1726214051 என்பதற்கிணங்க ந என்னும் ஏ3?தனும் ஒரு 

4-7/- த என எடுத்துக் கொண்டு, உ என்ற எல்லா மதிப்பு 

களுக்கும், 6-7- 8.௨ ( a 

பிடிக்க இயலும், 

  - 1) என்பதற்கிணங்க ஒரு ஈ கண்டு 
Unt. 

அதாவது ஈ.31 மகிப்புகளுக்கு 
an 

Ga+i 

aa, — (ntl) பட்ட 2௦24, 

(n-1) a,_,—Ha, >da, 

(n- 2) கூ மோ!) படட 00 

சம - (a+ 1) ans, > 931 

எனவே, 9 (ஸு) “மயா பே +a,) 

<May — hay My. 

ma 

aiaTugi Sy~ Sy <—s" 

747 மதிப்புகளுக்கு, 

உகம் a 

எனவே 35ம், ஒரு குவி தொடராகும், 

  

வகை 2, 
7-1 ஆக இருக்கட்டும். 
எல்லா ௨ மதிப்புகளுக்கு 

  n( 2 “1)<i+£a1, என்பதற்கிணங்க ஒரு ஈட கண்டு 
n+) 

பிடிக்க இயலும், 

அதாவது 1 மதிப்புகளுக்கு 

nay <(+1) aga 
ஃ M4,> (8-1) ap23> (9-2) (Gia > ப ப | DING 

21 மதிப்புகளுந்கு 

hag > சமமா 4 (என இருக்கட்டும்)
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a, > 2. 
n 

Aono > =) ஒரு விரி தொடர். எனவே 57௨) ஒரு விரி 
தொடர் ௩8 

ராபியின் விகித சோதனையிலிருந்து ke 1 

டு பல்டி 1 , 
என்பதற்கேற்ப, ண ஒரு குவி தொடர் அல்லது ஒரு விரி 

தொடராகும். 

1 ட ! 
Oy = Se TSO கொண்டு 

  

எல்லை ஈ (ப னி வண்டை த [Serer] 
1 1 

k (uy ௩ எல்லை எட =ke 

(145, “1 

என Guk>1 amo % ௪, ஒரு குவி தொடராகவும், 21 
ஆனால் ஒரு விரி தொடராகவும் உள்ளது என்பது தெளிவு. 

சோதனை 10. 

Sroflilsr PHESH Carger (Cauchy’s Condensation test) : 

SQ) +f + ow. +f(n) ... என்ற தொடர் உண்டு 
எல்லா உறுப்புகளும் கூட்டெண் மதிப்புடையவை. இங்குள்ள 
தொடர் முறை ஓரியல்பான இறங்கும் தொடர்முறை யெனவும் 
கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 

[அதாவது ரீ (1-1) & /(ஐ0)] 

21 என்ற ஏதாமொரு கூட்டு முழு எண் கொண்டால், 
அ/ (00-ம், 2) 27 (ஸூம் ஒருங்கே குவியும் அல்லது ஒருங்கே 
விரியும் என்பது தேற்றம், 

நிரூபணம். 5 7 (௫)-ன் உருப்புகளைப் பின் வருமாறு வகுத்து 
அடைப்புக்குள் கூட்டு சேர்க்கவும்.
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2/00-[7()4-7/02- ..... 470) 
+Uf (+1) + f (42) + os +7 (a?) 
+[Uf (@+1) + f@+-) 4 0... + f(a’), 

+f (O41) + f(a 4 2. + F(a] 
+ a wes ase ove தை ல்க 

+ sie ன 

ஓவ்வொரு சதுர அடைப்புக்குள்ளிருக்கும் உறுப்புக்களின் 
எண்ணிக்கை முறையே, a, (a? —a), (a® — a*),...... (a? -a"—")....00 

S& f(t) = uytuyt ப TUN ட 

= Sun என எழுதலாம். 

Que un = [ீ(2 1410) + f(a" +2) 
i Co) | 

f (n) என்பது, f (n+l) < f(r) 
என்ற தன்மையுடையதெனக் கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறபடியால் 

பீமா aI 0) 27061: wee 
wove Sf (a4). 

(a - a!) f (a) > un > (a? எட 
x f(a). 

அதாவது ் 
@-! (4-1) f(a") sun > சி ( 1 a 

ரீஸ்... (4) 
அதுபோல் 

௪ (௪-1)/7(ய)2 எட, என்பதும் பொருந்தும். 

Use. <4" (@,-1) f(a") .... (2) 

இதையொட்டி 

Ustugtiy + wee x 

<(atllaf(@t+a fa) + | 

சேர்தனை 1, முதற் பிரிவின்படி, 227 ரீ (27) ஒரு குவி 
தொடராயின், iu, + 2) 4 வப. 2)ம் ஒரு குவி தொடராகும்.
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சட்ஜக் கூட்டுவதால், ர்
 ச்ட் 8 என்ற தொடரின் 

குவி தன்மை மாருது. 

= Uy ஒரு குவி தொடர் அதாவது 

5 7 (1) ஒரு'குவி தொடராகும், 

மேலும், (4)-ன்படி, 

ர 
ம அளி ( 1->)s@) 

SB Ub ty tty noe டக 

> (I~ FOS HOS@M) + ve + 2] 

சோதனை 1, இரண்டாம் பிரிவின்படி, 

உ ர7(47”) ஒருவிரி தொடராயின், உ, - 1 “0... உம் ஒரு 

விரி தொடராகும், 

அதாவது 

உட த 7( 9-ம் ஒரு விரி தொடரென நிறுவப்படுகிறது. 

6 SfM-b FS சிர்(9-ம் ஒருங்கே குவியும் அல்லது 
விரியும், 

ஒ௫க்கற் சோதனை எடுத்துக்காட்டு : 
ர 4 

760 = 7(log')® ஆனுல, 

a" 

a” f (25) = a® (Log ஸ்ம 

1 

௧ ரம் (102 ய 

ape 1 
கலரி) “ரு லு = 5p 

& P>l geo, த்து குவி தொடராகும்.
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௦ 

22 1 ஆனால், 2 ரீ) விரி தொடராகும். 
2 

பொதுக் குறிப்பு : 

சிறப்பாக தாலம் பெயரின் சோதனைகளும், அச்சோதனைகள் 

பயன்படாவிடத்து, காஷி, இராபேயின் சோதனைகளும், பல 

தொடர்களின் தன்மையை சோதிக்குங்கால் பயன்படும், இவை 

யாவும் மிக **ஆற்றலுடைய*? (0லூளா1) - சோதனைகளாகும். 
இவைகளைப் பயன் படுத்தும்போது, நமக்கு எல்லை காண வேண் 

டிய இன்றியமையாமை ஏற்படும். ஆகவே எல்லை காணும் முறை 

கள் நமக்கு தெளிவாக தெரிந்திருக்க வேண்டும், 

மேலும் $ என்ற இராசியோ, மற்று எந்த இராசிகளோ தொட 

ரின்கண் தோன்றுங்கால் -ன் எல்லா வகையான மதிப்புகளுக்கும், 

நாம் தொடரின் குவி தன்மை / அல்லாமை காணவேண்டும். இது 

வரை கண்ட சோதனைகளைக் கொண்டு ட 4 51 அல்லது 

O< 12 என்ற குறிப்பிட்ட மதிப்புக்களுக்கு நாம் தொடர்களின் 

தன்மை காணலாம். 

2:06. கூட்டெண்கள், குறையெண்கள் கலந்த தொடர்கள் : 

இதுவரை நாம் பார்த்த சோதனைகள் யாவும் கூட்டெண்களாஈ 

லாகிய தொடர்களுக்கே பயன்படும். இப்போது கூட்டு, குறை 

யெண்கள் கலத்த தொடர்களின் குவி / விரி / அலை தன்மைகளைவ் 

பற்றிப் பார்ப்போம். 

௮. அறக்குவிதல் (&௦80101௦ (01170120௦6) ; 

Sa, என்ற கூட்டு, குறை யெண்கள் கலந்த ஓரு கந்தழித் 

தொடரை எடுத்துக் கொள்வோம். இத்தொடரைக் கொண்டு 

fay} + last fas | 4+ vee + fay | ee. 

என்ற கந்தழித் தொடர் அமைப்போம். அமைக்கப்பட்ட தொட 

ஒரு குவி தொடராயிருப்பின், முதலில் கூறப்பட்ட கூட்டு, குறை 

யெண்கள் கலந்த தொடர் ஒரு அறக்குவியும் தொடர் எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு. 

1 த்த நர ழு ர ஜ் 
14 

ct =e 00 c
e
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என்ற தொடரைக் கொண்டு 

143434 we tata +t wee & 

என்ற தொடர் அமைப்போம். 

பின் கூறப்பட்ட தொடர் ஒரு குவி தொடர் எனவே வரை 

யறைப்படி, முன் கூறப்பட்ட தொடர் அறக் குவியும் தொடர் எனப் 

படும், 

ஆ. நிபந்தனைக்குவிதல் (0101110021 மர த0ோ06) : 

கூட்டு, குறை யெண்கள் கலந்த ஒரு கந்தழித்தொடர் 

தானாகவே ஒரு குவி தொடராயிருந்து, அது அறக்குவியும் தொட 
ராக இல்லையாயின், அத்தொடர் ஒரு நிபநீதனைக் குவி தொடர் 
எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு : 

1332-3343 ப.ட்௨. என்பது ஒரு குவி தொட 

ராகும். 
1 அத $ 34 ௨ என்பது ஒரு விரி தொடராகும் 

vw LEE ET cee 

என்பது ஒரு நிந்தனைக் குவி தொடரெனப்படும். 

பின் வருவன முக்கிய தேற்றங்களாகும் : 

(1) ஒரு *அறக்குவியும்* தொடரில் உள்ள உறுப்புக்களை3இடம் 

மாற்றி எழுதினால் பெறப்படும் தொடரும் ஒரு குவி தொடராகும். 

(2 ஒரு நிபந்தனைக் குவி தொடரில் உள்ள உறுப்புக்களைத் 
தகுந்தபடி. இடம் மாற்றி எழுதினால் பெறப்படும் தொடரை - ௪ 

முதல் - ௨ வரை அலையும் தொடராக அமைக்கலாம். 

2-07. ato Genii (Alternating Series) ; 

Ay, Bay Az nearer GM வப என்ற எல்லா எண்களையும் கூட் 

டெண்களாய் உள்ள a,~4,+ 4a,+ 4a, +a,- 4a என்ற 

தொடர் ஓர் ஆடற்றொடராகும்,. 

ஒரு ஓரியல்பான இறங்கு தொடர்முறை srevdo g,=0 என் 

2-௦ 

மதிப்பையுடையதாக இருந்தால், த (-1)1 ஐ. என்ற ஆடல் 

தொடர் குவியும்.
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“சட, ௬௮4 ப. உ ௭ (டாட ரு. எனக் கொள் 
வோம். 

எடுகோளின்படி (037 hypothesis), ஈன் எல்லா மதிப்புகளுக் 

கும் ர, 5 சட மேலும் எல்லை ச,-0. 

எனவே 

பிரத * மிஜ ர் (ஜேட்டா ஜே) 2 Son 

மேலும் 

Sop = G, — (Gy — Gg) — ப எ (2 - நேடி 
- Arp 

= a; = | (as — a3) +r (a, a 25) HF லட 

4 (0-2 - டய 4 a., } <a 

எனவே Sa, 5, ௮ Sigg வலக 

ஓர் ஓரியல்பரன ஏறும் தொடர் முறை ; ர; என்ற மேல் வரம் 

புடையது. 

(Sy>1(O <1 <a) 
மேலும் Soon. = Sag ஜே 

எல்லை எல்லை எல்லை 
n> Sont1 “ழக Soo + n>« Gonpy 

= Tyo =l 

எனவே எல்லை (௫) ,- /. ஃ தொடர்குவியும். 

கிளைத்தேற்றம் ₹ 

பிப டி) மிட வ பிம் வ 

ஒரு கூட்டெண்களை உறுப்புகளாகக் கொண்ட ஓரியல்பான 

இறங்கு தொடர்முறையாகும். இதன் ஒவ்வொரு உறுப்பும், 5., 5, 

டி, பட. மிட ௮ என்ற தொடர் முறையின்ஒல்வொரு உறுப் 

பையும் விட பெரிதாக இருக்கும். : 

Sone = Son-1 — Agy + ட்ட 

= Sony Om — (Gongs) <Sa97 4.
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எனவே (5.40 4 ஒரு ஓரியல்பான இறங்கு3தாடர் முறை 
யாகும். 

மேலும் Saas > Says 

எனவே எல்லா 4, ற மதிப்புகளுக்கும், 

> S;p. 

Sona 1 —— kK 

தொடர் 5௨, ஒரு 

குவிதொடரானால், 1 கந்தழியை நெருங்கும்போது aa. 

இர உர ப. + a, stats கொள்வோம். எடு 
கோளின்படி, தொடர் குவி தொடர், 

அதாவது 

எல்லை 
ஆ. ஸு விட 7 

எனவே, 1 2 ௩ என்ற எல்லா மதிப் 
பட்ட எந்த ஒரு £-க்கும், 

0 _ 5 —z </! Si< > 

புகளுக்கும், கொடுக்கப் 

ட, 2 ம் ் அட அடகு _. 
மேலும் - 7 < Soir — / 5 -5- என்பதற்கிணங்க ஒரு 8 - 

கண்டு பிடிக்க இயலும். இரண்டு சமனின்மையையும் கூட்ட 
n> mM என்ற எல்லா மதிப்புகளுக்கும் - 7.2 Suga = Sy = 

அதாவது, 78 2 88 என்ற எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 

~ 8 பேட <E 

அதாவது 2oem+l என்ற எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 

“த 4:58 

ஃ. எல்லை (௨ - 0. 

மறுதலை : எல்லை 8, ௪ 0 வானால், தொடர் குவி தொடரல்ல 
ப கூட்டு, குறை யெண்கள் கலந்த 5௨, என்ற எல்லை அய 

a
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- / 41 ஆனால், ௨, ஒரு அறக்குவியும் தொடராகும். என்லே 
ஒரு குவி தொடர். [5 1 ஆனால், இத்தொடர் ஒரு குவி தொட 
ரல்ல. 

Pa, ] + fae] + oe HEEL cee 

என்னும் தொடரை எடுத்துக் கெயள்வோம், 

எடுகோளின்படி : 

எல்லை 1891] _ எல்லே பரப! 2 4] 
Gy, | a, | 

எனவே இ | ஷூ | குவியும் 
2 a, P® குவி தொடர். 

1> 1 ஆனால் 8€-/-1 எனக்கொண்டு, 72% ஈ என்ற எல்லா 

மதிப்புகளுக்கும், 1 - /- 8 4 hn </1+ E stor எழுத 

லாம். 

72 * ர என்ற எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 

| 1 | ஷ் 1, 

| ர 

எனவே > 

ஆனால் 

Lag] > | ane] > | Gay | >a | amir | > | an | 

எனவே 71-வது உறுப்பு சுழியத்தை நெருங்கவில்லை, எனவே 

தொடரானது. குவி தொடரல்ல 

3. அடுக்குத் தொடர் (02௦௦௦ 561108) 

301. இ நர ஈட கரம் ப. கர ௮1) 

என்பது 2௩ல் ஒரு அடுக்குத் தொடரெனப்படும். இங்கு 

Bon dys Ag seen என்ற கெழுக்கள் ன் சார்பற்றவை. இந்த 

அடுக்குத்தொடர் -ன் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் குவியலாம். 

அல்லது 2-0 தவிர மற்ற மதிப்புகளுக்குக் குவியாமல் இருக்கலாம்; 

அல்லது. டீன் சில மதிப்புகளுக்கு சூவிந்து. மற்ற மதிப்புகளுக்கு 

விரியலாம்,
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93-02, குவிதலின் இடைவெளி : 

தொடர் (1)-ன் (6-1 1)-வது உறுப்புக்கும் 2-வது உறுப்புக்கும் 

உள்ள விகிதத்தை எடுத்துக் கொள்வோம். 

perth dati 
a, x" ay 

Gnt1 x 

எல்லை | dni | _ ர (ஒரு குறிப்பிட்ட எண்) காஷியின் விகி 
n>« | a, | 

gib (Cauchy’s Ratio) : 

P=xL ஆகும், 

வகை 1, 

0 ஆனால், தொடர் (1) 9-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் குவி 

யும். ஏனெனில் இங்கு 7-0, 

வகை 2, 

L40. xL-sr மதிப்பு 1-க்குக் குறைவாக இருக்கும்போது 

தொடர் (1) குவியும் 

1 1 
அத ௩ ஆனது£ [| 54 |) என்றிருக்கும் 

போது தெ டர் குவியும், ன் மதிப்பு இந்த இடைவெளிக்கு 

வெளியே இருக்கும்போது தொடர் விரியும். இந்த இடைவெளிக்கு 
குவிதலின் இடைவெளி எனப் பெயர். 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

௮ x8 4 F சார எம் ஆம அம பர் (றன் பப (2) 
என்ற ஈடரை எடுத்துக் கொள்வோம். 

இங்கு 
நல எல்லை | கடட| _ எல்லை n? 1 

௨௨ 1 ௬1 க று” 
  

இங்கு %:1 ஆக இருக்கும்பொழுது தொடர் குவிகிறது. % 
ஆக இருக்கும்பொழுது விரிகிறது. இப்பொழுது முடிவுப் புள்ளி 
களை (60 ற௦118) ஆராய்வோம்,
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தொடர் (2)-ல், -1 எனக் கொண்டால், . 

I 1 1 
L at Br Get ௮௨ எனக் கிடைக்கும். 

இது ஒரு குவியும் ஆடற்றொடராகும். 

%- - 1 எனக் கொண்டால் 

தொடர் 

1-௪ 5 0: ப. என கிடைக்கும், 

இது ஒரு குவி தொடராகும், எனவே தொடர் (2) - 191 
என்ற குவிதலின் இடைவெளியைக் கொண்டிருக்கிறது, 

9-03, முக்கிய தேற்றங்கள் : 

தேற்றம் 1. இரு குவியும் அடுக்குத் தொடர்களின் : 

S, (*)=a,+a,x+a,xX°+ ப An XP seeeee 

Sy (x) =O) 4 by X+bg MH eee Og MP ப. 

என்பவை முறையே |] டி || ர என்ற மதிப்பு 
களூக்கு குவியும் இரு அடுக்குத் தொடர்களாக இருக்கட்டும். 
£ என்பது 7, 1) இவைகளைவிட குறைவான எண்ணாக இருந்தால், 

|] 47, என்ற மதிப்புக்கு எடுத்துக் கொண்ட இரு அடுக்குத் 
தொடர்களும் குவியும். இப்பொழுது இஷ்விரு தொடர்களின் 
கூடுதல் 

S, (x) + S, (x) = (a@° + 5) 
+(@,+5,) X4+ ர் (GatDg) P+ oe 

+ sexes ஆகும். 

இத் தொடர் குறைந்தது |%| 7 என்ற மதிப்புக்காவது 
குவியும். 

இரண்டு வலுத்தொடர்களின் உறுப்புகளைக் கூட்டுவதன் பய 
னாகக் கிடைக்கும் தொடரானது. 2-ன் எந்த மதிப்புகளுக்கு எடுத் 

துக் கொண்ட அடுக்குத் தொடர்கள் குவியுமோ, அம்மதிப்பு 

களுக்கு 

S, (x)+S, (2) என்று குவியும்.
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எடுத்துக்காட்டாக 

  S, @=e =14+xt- + க டர 

எத 

711 
  5, (60 -௪கல1- ஜம... (றா i fe லான 

என்றால் 

டட 0௪-௪5 

x 14(-1)* x8 
-3[ 1 me sevens + இ ட் 11. எ வக 

=2 cosh x, 

Dag S, (x), S, (x) என்ற இரு தொடர்களும் x-sr stoveor 
மதிப்புகளுக்கும் குவிகின்றன. எனவே அவைகளின் கூடுதல் 
உன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் குவிகிறது. 

தேற்றம் 2. 

இரு குவியும் அடுக்குத்தொடர்களின் பெருக்கற் பலன் : 

712 ௬ 

S, (4) =S a,x 
n=0 

noo 

S, (x) 2 b,x 

=0 

|X| <7r-&GS குவியுமானால் இவைகளின் பெருக்குத் தொகை 
யான 5, 00) 5, (2) என்பது 

அட) 5, @)=a, -(% by +a, b,) x 
(Qo b+, by +ay b) x9 + sees 

என்ற ஒரு அடுக்குத் தொடராகும். 

இது குறைந்தது || 47 என்ற மதிப்புகாவது குவியும், 

அதாவது இரு சார்புகளின் பெருக்கற் பலனின் விரிவு 
(expansion) அடைய, ஒரு அடுக்குத் தொடரை மற்றொரு அடுக் குத் தொடரால் பெருக்கலாம். இரு பல்லுருப்புக் கோவைகளின் 
பெருக்கற் போலவே கெழுக்கள் கிடைக்கின்றன. கொடுக்கப்பட்ட
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இரு தொடர்கள் குவி தொடர்களானால், பெருக்கற்றொறடர்களும் 
குவியும், 

எடுத்துக்காட்டு : 

3 1-1 
கம i = x8 S, (x)=sinh ககர + எ “14 ஆஷிக் + (ட iit கடவ 

2 

S, (x)= cosh x= lt, ஆ 

என்பவை இரு தொடர்களாகட்டும். 

S, (x) S; (x)=sin hx cosh x. 

1 1 1 1 1), 
= e+ (a + el + 3a + xr) euswee 

2x° 22 
4 fas ர பவட 

1 ப் ] 

॥ 

  

ட (2095 | (2x)? =} [ 2= $48 

= $sinh, x. 

எடுத்துக் கொள்ளப்பட்ட தொடர்கள் %-ன் எல்லா மதிப்பு 
களுக்கும் குவிவதால், பெருக்கற்டரும் குவியும். 

தேற்றம் 3. 

இரு குவியும் அ$க்குத் தொடர்களை வகுத்து வரும்: ஈவு : 
nm=a 

S, (x) = & a,x" 
n=0 

n= a 

S,@) =3 6," 
7-0 

என்ற இரு தொடர்களும் |] £₹ 7 என்ற மதிப்புக்குக் குவி 

கின்றன என கொள்வோம்,
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5,௪40 என்றால், 

8,699) _ உட &ேர்உ- உ 
ழு. க 4 

ae 5,” — ay, by b, + ay ம் =" ay b, by 
ச் 3 

0 

ly   

+   

+ 

என்ற தொடர் 5; (25-ஐ 3, (29-ஆல் வகுத்து வரும் ஈவாகும் 
இங்கு 5) (29, S, (x) என்ற தொடர்களின் குவியும் பகுதிகள் 

பற்றிய அறிவிலிருந்து ஈவுத் தொடரின் பகுதிபற்றி ஒரு முடிவும் 
கூற இயலாது. 

இதைப் பின்வரும் எடுத்துக் காட்டிலிருந்து நன்கு விளக்க 
லாம். 

எடுத்துக்காட்டு : 

S; (x) = sinx =x - உர 4 கரக 

பதம. 
S, (x) = cosx = 1 - 43 - க்கு 

+ CUE 
இப்பொழுது 5; (2)-ஐ 5-0) 'ஆல் வகுத்தால் 

S, (x) _ sinx ஆ. த் 
பன] = fae = x+ z + iB t+ sec tan x. 

810) 3, COS x8 Qeritacir ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 

குவிந்தாலும் (31 ஈன் தொடர் || <> என்ற மதிப்புக்கு மட் 

டும் தான் குவியும். 

தேற்றம் 4. 
ஒரு தொடரில் மற்றொரு தொடரைப் பிரதியிடல் ; 

எடுத்துக்கொள்ளப்பட்ட
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zeataytayt on. Fb 8a எ வ 

என்ற தொடர் [| 47, என்ற மதிப்புக்கும், ந 5, 4 சு 

+ BX பப 2 ப 

என்ற தொடர் || 47) என்ற மதிப்புக்கும் குவிவதாகக் 

கொள்வோம். 

இப்பொழுது | 4, | 7; என்றால், )-ன்மதிப்பை இரண்டாவது 

தொடரிலிருந்து, முதல் தொடரில் பிரதியிட்டு, தொடர் 2-ஐ 3ல் 

ஒரு அடுக்குத் தொடராக எழுதலாம். % போதுமான அளவு சிறிய, 

தாயிருந்தால் இத் தொடர் குவியும், ஒரு சிறப்பு வகையீல் 

தொடர் 2, ந-ன்எல்லா மதிப்புகளுக்கும், குவியுமானால் தொடர் 

ஐ, ல். ஒரு அடுக்குத்தொடராக பெறலாம். இத்தொட 

[ர எட என்ற எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் குவியும். எடுத்துக்காட் 

டாக, 2:08 % என்ற அடுக்குத் தொடரின் விரிவை எடுத்துக் 

கொள்வோம். 

  

இங்கு 
. y y? ye 

gente ee Deen ttt ௫ 
x x* xé® 

3௬008 1- ட் 41” 6 oes (2) 

இந்த இரு தொடர்களும் ன் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் 

குவியும். 

இப்பொழுது நாம் ந-ன் பல அடுக்குகளைக் கண்டுபிடித்து 

௪ல் பிரதியிடுவோம். 

ypool-x+4xt- on. 

நூ] வத ப 

நந] 32 வல 
3 

எனவேச-1& (1-2 42- ணக } 

+4 (1 - x? ன் - மவ
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1 2 a t az ( — 2x? + ye ர] 

கனு ஆழகு a 4.) 

1 “(ரதம் தர Me 

1 7,5 , + (a +t4 gt ஆர் வ 9 னை 

எனவே 

1 cos xo? “ emer ta 25° eta பவை 

இத்தொடரிலுள்ள கெழுக்கள் ஒரு கந்தழித் தொடராகும் 
இங்கு ஒவ்வொரு தொடரிலும் முதல் சில உறுப்புக்களை மட்டும் 

எடுத்துக் கொண்டு மதிப்பு கண்டுள்ளோம். 

தேற்றம் 5. அடுக்குத் தொடரின் வகைக்கெழு : 

9) (20-௬2-4224 பூ Fay ah too. 

என்னும் தொடர் | %| 37 மதிப்புக்கு குவிகிறதெனக் கொள் 
வோம். இத் தொடரின் ஒவ்வொரு உறுப்புக்கும் வகைக்கெழு 
கண்டு பின் வருமாறு எழுதலாம். 

d a 

an so S, (x) =4,4+2 a, x4 we tan, x+ ப. 

இத் தொடரும் |] 7 மதிப்புக்குக் குவியும். 

எடுத்துக்காட்டு : 

x? x x2n-1 
= © oc. பே ௮ -|j ர sin x = - 5 + ல எ (௬1) டேப்! ர க 

ம்... 2 22 = 
ae 2 +) =l- a + ஜி அ +(- 1) கற ட்ட ட] 

= COS x 

இங்கு இரு தொடர்களும் %-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் குவி 
கின்றன,



கந்தழித் தொடர்முறைகள், தொடர்கள் 221 

தேற்றம் 6. அடுக்குத் தொடரின் தொகைக்கெழு : 

na=a 

அடி) - 3027 என்னும் தொடர் |%] 47 என்ற மதிப் 
n=0 

புக்குக் குவிகிற தென கொள்வோம். இத்தொடரின் தொகைக் 
கெழுவை. இதன் ஒவ்3வொரு உறுப்புக்கும் தொகைக்கெழு கண்டு 

பின் வருமாறு எழுதலாம். 

x n= ox an 

S Sy (x) de = ட்ட ஓம் 
2 7-0 ௭-1 

இத்தொடர் |%[ 7 மதிப்புக்குக் குவிகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு : 

1 ies 3 2 i ல் ul 0-2 1 “ Es Ob = வே + (-1*"' x ஆ பவ 

x ர் 

os dx ன சது ஒறு x x es —])jo-! . Stree “2 எர race +(-)) 

xin-l 

m1 i னள 

= tap! x. 

எடுத்துக்கொண்ட தொடர் |] 41 என்ற மதிப்புக்குக் 

குவிகிறது. அதனால் (கட! உன் தொடரும் இந்த இடைவெளியில் 

குவியும். 

தேற்றம் 7 அடுக்குத் தொடர்களின் சரி நிகர்வு (1%0பக1113 ௦1 

power 567198) : 

| 91 47 என்ற மதிப்புக்கு 
R= x n=a 

உ நில ஆ. 27, ஆனால் இரு தொடர்களின் ஒத்த 
n=0 n=0 

அடுக்குகளின் கெழுக்கள் சமமாக இருக்கும். 

அதாவது ஆ - சீடி 01,233... 

இதிலிருந்து ஒரு சார்பு ஒரு குறிப்பிட்ட இடைவெளியில், பல 

வழிகளில் விரிவு படித்தில் கிடைக்கப்பெறும் தொடர் சர்வ சம 

மாக இருக்க வேண்டும் என்று தெரிகிறது.
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தேற்றம் 8, அடுக்குத் தொடரின் திரும்புகை (௩821௦1) : 

கணித பகு பாய்வை இயற்பியலில் பயன்படுத்தும்போது சில 
சமயங்களில் அடுக்குத் தொடரை முன் பின்னாக்குதல் அவசிய 

மாகிறது. 

கொடுக்கப்பட்ட தொடர் 

௫ மஜ ம் எமி ஸ3 தட்ட 3 ஜாப. 
ஆக இருக்கட்டும், இங்கு ர 9 0. 
இப்பொழுது 2 

Ay + By? + Cy + Dy + Ey? + ப.. என்ற தொட 
ரின் கெழுக்களைக் கண்டுபிடிக்க வேண்டும். 

A, B,C... என்னும் கெழுக்களைக் கண்டுபிடிக்க, 2-வது 
தொடரை 1-வது தொடரில் பிரதியிட்டு, ஒத்த அடுக்குகளின் 
கெழுக்கள் ஒன்றுக்கொன்று சமன்படுத்தப்படுகின்றன. இந்த 
முறையைப் பின்பறறி 

  

Sabe - *ad - 5b° = 

_ abd + 3a? ct + 14d - abe ~ Bab c 
a 

  D 

  E 

P= (6a° be + 7a cd + 84203 உ. ‘f— Ba bd 

~ 2@ 6b? d - Babe? ~ 4255 
All a a 

என்ற கெழுக்களின் மதிப்புகள் கண்டு பிடிக்கப்பட்டுள்ளன. 

3-04, சார்புகளின் தொடர்களும் சீரான குவிதலும் (86186 மர 
functions and uniform convergence) : 

S (x)i= u(x) + uy (x) +. TF tn (X) + ease 
என்ற தொடரை எடுத்துக் கொள்வோம். இத்தொடரின் உறுப்பு 
கள் (௪, ம) என்னும் இடை வெளியில் % என்னும் மாறியின் தொடர். 
சர்புகளாகும். இந்த இடை வெளியில் ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக் 
கும் இத்தொடர் குவிகிறது. இத்தொடரானது நாம் எதிர்பார்ப்பது
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போல தொடர்சார்பாக இருக்க வேண்டும் என்பது அவசியமில்லை 

எடுத்துகாட்டாக 

s ட x. 3 
(x) x+ I¢-a az ர + px ண என்னும் 

தொடரை எடுத்துக் கொள்வோம். 

3940 என்றால், இத்தொடர் ஒரு பெருக்குத் தொடரைக் குறிஐ 
ள் . 1 . 

கிறது, இதன் விகிதம் (+x) ஆகும். எனவே இதன் தொகை 

x? 

S(x) = i- 1 
2 (1+s") 

1+ x2 சி 

௬ 14 22) 240. 

Sy (x) என்பது முதல் 1- உறுப்புகளின் தொகையானால் 

எல்லை 
5 (0) = ணி 71 (0) - 0. ஏனெனில் % - 0 ஆகும்போது 

தொடரின் ஒவ்வொரு உறுப்பும் சுழியமாகும். மேலும் 

எல்லை எல்லை 
= By x ஒன் S (x) ஆனி [ஆ 

இந்த எடுத்துக்காட்டில், % சுழியத்தை நெருங்கும்போது 

S (x) என்ற சார்பு ஒரு குறிப்பிட்ட எல்லையை நெருங்குகிறது. 

ஆனால் இந்த எல்லையானது 0 ஆக இருக்கும்போது உள்ள 

சார்பின் மதிஃபி ருந்து வேறுபட்டுள்ளது. இவ்வாருக 3 0-வில் 

S (x) தொடர்ச்சியானதாக இல்லாமல் இருக்கிறது. 

(௬, 5) என்ற இடைவெளியில் வரையறுக்கப்பட்ட -ன் சார்பை 

உறுப்புகளாகக் கொண்ட 

S (x)= (008009) were Un (0) ச 

என்ற தொடரானது 8; b என்ற இடை வெளியில் சீரான குவி 

தொடராக இருக்க வேண்டுமானால் (1) ஈ-க்கும், - க்கும் இடையி 

லுள்ள ஒவ்வொரு உண் மதிப்புக்கும் அது குவிய வேண்டும் 

ஐ முன்னமேயே கணிக்கப்பட்ட (ர0888][ஹ2ம்) யாதாமொரு 

மிகை எண் ட-க்கும், 2-ஐ சார்ந்தில்லாத 14 என்ற நேர் முழு 

வெண்ணை கண்டுபிடிக்க இயல வேண்டும். இவ்வாறு கண்டுபிடிக் 

கும் போது Agra 6H (remainder) ஆன் தனி மதிப்பு



224 கணித இயற்பியல் 

வடட 4 4. 

5:74. என்ற ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும், (a, 6) இடைவெளியி 

லுள்ள 2-ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் $-வைவிட குறைவாக இருக்க 

வேண்டும். 

சீரான குவிதலுக்கு வெயிஸ்ட் ராஸின் ர சோதனை The 
Weierstrass M Test for uniform convergence : 

Uy (xX) tu, (X) + owe Ux (KX) A ட. என்பது 
(a, b) இடைவெளியில் 2-ன் தொடர்புடைச் சார்பாகவுள்ள உறுப் 

புக்களைக் கொண்ட ஒரு தொடராக இருக்கட்டும். 
மேலும் 

சீ பரசி ௩... த்சீற 4 ப என்பது மிகை 
மாறிலிககா உறுப்புகளாகக் கொண்ட ஒரு குவி தொடராக 
இருக்கட்டும். 

(௭, 8) இடை வெளியில் உள்ள 3-ன் எல்லா மதிப்புக்கும் 
மேலும் 1-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும், (ச, ம) இடைவெளியில் 
இந்த தொடரானது சீராக குவியும். 

39-05. தொடரின் தொகை யிடல் மேலும் வகையிடல் : 

கீழ் வருவன சீரான குவி தொடரின் தொகையிடலும் வகை 
யிடலும் பற்றிய இரண்டு தேற்றங்களாகும். 

1. தொகையீட்டின் பல்லைகள் மூடிவுள்ள அளவுள்ள தாகவும் 
(பபம்) (௪, சி) இடைவெளியில் உள்ளதாகவும் இருந்தால் (8; 2) 
இடைவெளியில் சீராக குவிகின்ற தொடர்ச்சி சார்புகளின் தொட 
ருக்கு ஒவ்வொகு உறுப்பாக தொகை காண இயலும். 

2... விளைவு தொடரானது (881]11ஈ5 867128) சீராக குவியு 
மானால் எந்தவொரு குவி தொடருக்கும் ஒவ்வொரு உறுப்பாக 
வகையீடு காண முடியும். 

உதாரணமாக 

Sx) = B24 Se வர் வெல் அகடு 
42 

என்ற தொடர் எந்த இடை வெளியிலும் சீராகக் குவியும் தொட 
ராகும். எனவே ம, ச் இடை வெளியில் 9-ன் தொடர்ச்சி சார்பு என 
வரையறுக்கப்படுகிறது. 
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தொடர் $ (0-ன் உறுப்பு உறுப்பாக கண்ட வகை;பீடானது 

cos 2x cos 3x cos nx 
cosx + - உர் — er sae ve “FE வ பலகை 

ஆகும். 

1432 + = .... .. என்னும் தொடர் விரிவு 

தொடரானதால், இங்கு சீரான குவிதலுக்கான சோதனைக்குத் 

5655 M தொடரைக்காண இயலாது. 

59-06, தெயிலரின் தொடர் (7 ஷ10778 867169) : 

சார்பு 7 (0-ஐ ஓரு அடுக்குத் தொடராக விரிவுபடுத்தி எழுதும் 

ஒரு முறையை இப்பொழுது காண்போம். 

௦-4 
ம ரீ -ரீடே ர) - 700) (1) 

x, 

என்று எடுத்துக் கொள்வோம். 

இப்பொது தொகையீட்டு மாறியை 3-லிருந்து /-க்குப் பின் 
வரும் சமன்பாட்டைப்பயன் படுத்தி மாற்றி எழுதலாம். 

௪ (%+A)—t 

ச-க்கும் /-க்கும் உள்ள தொடர்பை படம் 57 விளக்குகிறது (2) 

  டை (நார) அவைன tae டட்து 
        ~ | oe 

‘ee! Ngee \ (eo#hd 

படம் 57 

புதிய தொகையீட்டு சாறியைப் புகுத்தி சமன்பாடு (1)-ஐ 

சீ ௦ 

S fi xndx = மரி (x, +h -:)dr 
x, 2 

h 

= SS tha de ப) 

என எழுதலாம், 

[5
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இப்பொழுது பகுதிபடுத்தி தொகை காணும். 

S udv=w —- f vdu ~ (4) 

என்ற வாய்ப்பாட்டைப் பயன்படுத்துவோம். 

இங்கு உரி - ரில் dt. 

சேல ர] பேத றய 27 (5) 

எனவே 

A h 

Si"Gth-Hd =tf(e+h-d| 
9 0 

h 
+ ftf'G@+h= Dad 

[ச 

ச் 
௬7 ல 2 S tf" (x, +h - thd we (6) 

மறுபடியும் பரு திபடுத்தி தொகையீடு கண்டால் 

h 
S tf"' (x, +h - 0) dt 
oO 

h 
ha 7 

“சஜ |. ஏசி மோரும்... () 

ஆ 

என கிடைக்கும், 

இத மாதிரி உ தடவை பகுதி படுத்தி தொகையீரு 
கண்ட பிறகு 

2 

jr (x)dx a hf 32 ர் ட் ஆ he. 
od at f ் (3) + xf" லே 

x,
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Fee HPO) + [Ty LOH) GH + A Ode 
௦ 

= £(% + h) - f (%) -— (8) 
என கிடைக்கிறது. 

மேலுள்ள சமன்பாட்டின் கடைசி தொகையீட்டை 

ச் h 
ge it 

JRL th dam [Fea 

0 ௦ 

A iz 
arf me@anl ட்டு) 

என எழுதலாம். இந்த தொகையீடு 1, வளைகோடு 3-3 ஜ் (2)-ன் 

கீழ் /-0-விலிருந்து /- வரையுள்ள பரப்பளவைக் குறிப்பதாகக் 

கொள்ளலாம். ழ் (2), /-ன் ஓரு தொடர்ச்சி சார்பாக யிருந்தால் 

0. 42 என்பதற்கிணங்க, ச என்னும் ஏதோவொரு புள்ளி 

யிருக்கும், இப்புள்ளிக்கு 

   1 க 

ந த்டு்- 1 47 

0 0 

fig ழ் (t = Guy S Ct) (Xo 4 eh) ave (10) 

04941 

இங்கு 6 -  - 6. 

எனவே சமன்பாடு (8)-ஐ 

f(x +A) =f) + | af” (x,) + 

he at nat 
4+ — f'( x) + aay ——- f +"), + 6A) we (11) 

o<9<1, 

என எழுதலாம்,
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இதற்கு லெக்ராஞ்சியன் வடிவில் மீதியைக் கொண்டுள்ள, 
தெயிலரின் வாய்பாடு எனப்பெயர், 

இங்கு இந்தத் தெயிலரின் வாய்பாடு அடைவதில் 7 (20) என்பது 

தொடர்ந்த 1 ஆவது கெழு உடையது என புனைந்து கொள்ளப் 

படுகிறது. 

hyt? ம் ள் 
Roy. = ட்டு 701) ௫100) என்ற உறுப்பு (n+1) 

உறுப்புகளுக்குப் பிறகுள்ள மீதி எனப்படும். f (x) ஆனது எல்லா 
வரிசைகள் வகைக் கெழுக்களையும் கொண்டதாக அமையலாம். 

  

மேலும் 

எல்லை 
Rai, = 0 

இந்த வகையில் இப்பொழுது நமக்கு குவி கந்தழி தொடர் 

FQ, + fh) ॥ hf! (x) AY FC) Ho) f(x.) + ரட் “ஸ் அள் a = 

ee கிடைக்கிறது. 

எ 0. - என பிரதியிட்டால், 

xf! (0 xP AY (0 

ராஜர) கசிய ப ட 
என்று கிடைக்கும். 

இந்தத் தொடர் மெக்லாரின் (188௦180110) தொடர் எனப்படும். 

உதாரணம் 1, 

7122) - சீ என்பதின் மெக்லாரின் தொடர் விரிவு கண்டு 
பிடிப்போம். 

இங்குரி(0) - (7100) = ee fC) = 1 
எனவே 

= x e altar + ap + ar Hise xe ஜி ர் வ 

இத் தொடரானது, ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் குவிகிறது.
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உதாரணம் 2, 

f(x) = 008% என்பதின் மெக்லாரின் தொடர் விரிவு கண்டு 
பிடிப்போம். 

f(x) = cos x, f' (x) = ~ sin x, f" (x) = - cosxf(*) (x 

008 (214 n>) 

இதை மெக்லாரின் தொடரில் பிரதியிட்டால் 

x? xt ஜூ ne 
CO Felt s+ A ~ ஓ “ள் (௪0) 1 

றத 

ட் sees 

என கிடைக்கிறது. இதந்ததொடர், ந-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 

குவிகிறது. 

ஈருறுப்புத் தொடர் (Binomial Series): 

f(x) = n(l + %) "என்ற சார்பை, ன் அடுக்குகளில் ஒரு 

மெக்லாரின் தொடரில் விரிவாக எழுதினால் 

fi Q@) = nL x5 fe) வ உடு (ட. ஜா 
Sf" (x) = n(a-1) (n-2) +x)" 

ரீடு6-ஈ௫-ட ௯2 .... (n-r+1) (1+x)"# 

இதை மெக்லாரின் தொடரில் பிரதியிட, 

-1) x? —1) (2-2) x* 
(1+x)® = Lenny 2 Ux + aD 22) x 

_1)17-2 ...... —r+i) xF 
Seavey HEL de LS 

என கிடைக்கிறது.
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இத்தொடர் || ஃ4 1 ஆஞுல் குவியும், 

[x] 2 1 ஆனால் விரியும். 

மேலுள்ள சமன்பாடு எஈருறுப்புத் தேற்றத்தைக் குறிக்கிறது n- 

ஒரு நேர் முழு எண்ணாக இருந்தால், தொடர் முடிவுள்ள தொட 
ராகும். 

5b 
(a+6)? = a®(1+x)*, ண்டு என்றால்] 

7111-1) = @+na® b+ 7   el 1 

! g®-r hr 
ae ae Hotes [L121 <] aly 

என்பதற்கு ஏற்றது 
எனவும் எழுதலாம். 

9-07. அடுக்குத் தொடரைப் பயன்படுத்தி தொகைகள் காணல் : 
பயன் முறை கணிதத்தில் அடிக்கடி, வரையறுத்த தொகை கள் வருகின்றன. இதில் அடைத்த வடிவில் வரையருத தொகை 

காண இயலாது, 

உதாரணமாக 

1 1 
J sin x* dx, JS e-™ dx 
௦ ௦ 

போன்ற தொகைகள் இயற்பியல் கணக்குகளில் வருகின் றன. தொகைச் சார்பின் அடுக்குத் தொடர் விரிவு பயன்படுத்தி இந்தத் தொகைகளின் மதிப்புக்களை எந்த ஒரு தேவையான துல்லியத்திற் குக் கண்டு பிடிக்கலாம். 

உதாரணம் 1. 

தொகை காண், 

1 
JS sin’ x dx = J 
௦ 

2” - 4 எனக் கொண்டால்,
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. us ué ‘ ன் 
511/- ம - 3r + மு வன SID /-க்கு மெக்லாரின் 

வீர் வை எழுதலாம். 

ன் es 
எனவே 81௦ 9232 - 2. + Sn ட் 

3! ! 5 

என கிடைக்கும். 

1 1 
. xs xt 

. T= J sins dx = fe- 31 + ஏன் 

0 0 
[தோராயமாக] 

x3 xT x! 1 1 

) io 31° «+42 * 1320 

0.3333 = 0.0238 + 0.0008 = 0.3103. 

இதிலுள்ள பிழையானது, தவிர்த்த முதல் உறுப்பைவிட குறைவு 

என்பதை மனதில் கொண்டு, கிடைத்த விடை. நான்கு தசமப் 

புள்ளி களுக்குச் சரியாக உள்ளதென கூறலாம். 

சில சமயங்களில் ஒரு சார்பின் அடுக்குத்தொடர் விரிவு ஒரு 

தொகையின் மதிப்பீடு கண்டு அடையலாம். 

  

உதாரணம் 

தா -ly = a 1 ae sin7 x¥ = ey = see ( ) 

ட் 
டட du 

எனவே 811 ந - ae we (2) 

௦ 

ஈருறுப்புத் தேற்றத்தின்படி, 

ட்ட ue 1x3 1x3x5 , 
(Gd -#) 7/7? = 1 x4 + ரதம் க (3) 

என கிடைக்கிறது.



இத்தொடர் |! 41 ஆகும்போது குவிகிறது. இதை 
(2)-வது சமன்பாட்டில் பிரதியிட்டு உறுப்பு வாரியாக தொகை 

காண, 

. x8 1x3 fx? 1x3x5 /x' 
அ அய நரன் a2 eo ம. (௮ 3... 8்ற ரஜ ஜஃ3 ர இக 7 அனவ (=)+-. 

என கிடைக்கிறது, 

[|] 4 1-க்கு இத்தொடர் குவிகிறது. 

x = $ எனக் கொண்டால் 

ட அ பப] 10220 

ப$“ 58/20 0 பண 

அல்லது w = 3.1415. 

8-08. மெக்லாரின் தொடரிலிருந்து கிடைக்கும் தோராய 
வாய்பா$கள் : 

பயன் முறை கணிதத்தில், ஒரு அடுக்குத் தொடரின் சில 
உறுப்புகளால் ஒரு சார்பைக் குறிப்பிட்டு ஓரளவு செம்மைப் படித் 
தரமுள்ள தோராய வாய்பாடுகளைப் பெறலாம். இத்தோராய வாய் 
பாடுகள் மிகவும் பயனுள்ளதாக விளங்குகின்றன. 

உதாரணமாக, ஈருறுப்புத் தொடரைப் பயன்படுத்தி ன் சிறிய 
மதிப்புகளுக்கு கீழ்க்கண்ட தோராய வாய்பாடுகளை உடனே 
ளழுதலாம். 

1(42)7 2132 1 றோ 0. 1) x! 

1-வது தோராயம் 2-வது தோராயம் 

இக்குறிக்கு தோராயமாக சமம் என்று பொருள் மேலும் 
2 1/0 1 ம = 3n (n4+1) x’, 

மெக்லாரின் தொடலிருந்து 511 2-க்கு, 81௩ ஆற. = $ 

இப்பொழுது 2-ன் எந்த மதிப்புக்கு, மூன்று தசம புள்ளிகளுக்கு 
துல்லிய விடை கிடைக்க, 911 % 2 என்ற தோராயத்தைப் பயன் 
படுத்த முடியுமென்று பார்க்கலாம், 81712-க்கு,  மெக்லாரின்
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தொடர் ஒரு ஆடற்றொடர் என்பதால், முதல் உறுப்பை மட்டும் 
வைந்துக் கொண்டால், மீதுயுள்ள தொடரின் மதிப்பு உறுப்பு 
x? 

ஐ விட குறைவாக இருக்கும், 

“௨0005 ஆக இருக்க வேண்டும். 

அதாவது | x | < %0.003 

oy 
%,
 

ளனவே | 

அல்லது || 40. 1442 ரேடியன் 

இது | 48.2” என்பதற்கு சமம், 

58-09, சார்புகளின் கணிப்பில் (௦௦00181100) தொடரின் பயன் 

பல சமயங்களில் ஒரு சார்பின் தொடர் விரிவு, கொடுக்கப்பட்ட 

ஒரு குறிப்பிட்ட மாறியின் (&ாரஜாா[) மதிப்புக்கு சார்பின் எண் 

மதிப்யைக்- கணிப்பதில் நேரடியாக உதவுகிறது, இந்த முறையில் 
சார்புகளின் அட்டவனையைக் கணிக்கலாம். 

உதாரணமாக 81 10-ஐ சணிக்க உேண்டுமேன கோள்டகோம் 

இதை 31ஈ€-க்கான மெக்லாரின் தொடர் விரிவு பயன்படுத்திச் 

செய்யலாம். 

sin xX =x — 3) ஈசர் கை 

இங்கு % = 10° = ir ரேடியன்கள். எனவே 

3 5 1 

வா ot + (a - (7 
என ஆகிறது. 

இது ஒரு ஆடற்ழுடராக இருப்பதால் இந்த உறுப்புடன் 

நிறுத்துவதால் ஏற்படும் பிழை ( z \are விட குறைவாக 

இருக்கும். 

மற்றொரு உதாரணமாக மடக்கை கணிப்பில், பயனுள்ளதாக 

உள்ள ஒரு தொடரை கருதுவோம்.
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erty 1, (1+x)-0r மொக்லாரின் தொடர் விரிவு, 

2 3 4 

I, (l4x)=%-5 “+ > + 7+ உன எழுதலாம். மேற் 

கண்ட சமன்பாட்டில் 2- -% எனக் கொண்டால் 

x? x? xt 

Ll, (1-x)= 7x > = z = a ~  sverreres 

என கிடைக்கிறது, 

  

எனவே 

(1-2) ' 
fo foxy = fn +2) - ly Gi - x) 

=2 (x +— x84 1 சூம் x7 3 5 3 ம் வ ) 

|| ₹1 ஆகும்போது இத் தொடர் குவிகிறது. இப்பொழுது 
ள் த lt+x ர ககம 7120 எனக் கொண்டால் — = 511 என கிடைக் 

கிறது, 

அப்பொழுது 10 என்ற எல்லா மதிப்புகளுக்கும் ||] <1 
1 BED. Qos I, டட -க்கான சமன்பாட்டில் பிரதியிட 

_ 1 1 1 
I, u+1)=1, n4+2) [கர 1 z (ட்டு? + 

Tay be ese se ] என கிடைக்கும், 

இத்தொடர் ன் எல்லா நேர் ப கும் த் ர் லீ தர் மதிப்புகளுக்கும் குவிகிறது அதனால் கணிப்புக்கு; பயன்படுத்த தகுதியாக இருக்கிறது. 

உதாரணமாக 1-1 எனக் கொண்டால் 

12-2 1x1 1x1 
a (3+ xR 5x35 Se sexes ஒ 

௬0,69315 

11- 2 ஆனால்
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1 1x1 1x1 T 3=1h2 +2(— +4; 
fig eo (ர இர் நகர் கைர்: 

= 1.09861. 

இந்த முறையில் எந்த ஒரு எண்ணின் இயல் மடக்கையை 

(0881௧1 1௦28111118) கணிக்கலாம். 

எண்களின் பொதுவான மடக்கை வேண்டுமானால் 

ட்ப 
1,10 2.30259 

என்ற சமன்பாட்டைப் பயன்படுத்தி கண்டு பிடிக்கலாம். 

1௦2 7 

உதாரணமாக 

டட 2 _ 0.69315 
087171 - 230250 

  =0.3010 ...... 

3-10. தேரப்பெறுத அமைப்பு கொண்ட சார்பின் மதிப்பீடு 
(Evaluation of a function taking of an indeterminate 

form) 

(ர) % என்ற அமைப்பு : 

சில சமயங்களில் ர, வடடல) போன்ற சார்புகளுக்கு, 

மாறியானது மாறுநிலை (071110௨1) மதிப்பை நெருங்கும்போது, எல்லை 
மதிப்புகளைக் காணவேண்டி வருகிறது. கொடுக்கப்பட்ட சார் 

பானது cw என்ற அமைப்பில் ரீ)-0, ஐ (6)-0 என்பதற் 

கிணங்க உள்ளது. %-8-ஆக இருக்கும்போது, சார்பு தேரப் 

பெறாத சார்பாகவுள்ளது. 

எல்லை f (x) 
xq Bid என்பதைக் கணக்கிட வேண்டும். இப்பொழுது 

f(at+b,, 9 (atb) என்பவைகளுக்கு தெயிலரின் தொடர் 

விரிவிலிருந்து 

f (a+b) _ f(aitf' (a) b4+f" (0) b+. 0. 
p (ath) plate! (alb+o" (a) b+ ow... 

என கிடைக்கிறது. 
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எல்லை f(x) _ எல்லை f (a+b) 
x>x p(x) 530 ¢(atd) 

  

ஆனால் எடுகோளின்படி f(a)=0, 9 (a)=0, என்பதால் 

மேலிரண்டு சமன்பாடுகளிலிருந்து 

எல்லை f (x) _ f (9) என கிடைக்கிறது. 
x>a (ஜு (9 

இதற்கு எல் ஹாஸ்பிடல் விதி (1, 11௦81%81 7016) எனப்பெயர் 

2 ம் மறுபடியும் தேறுப் பெறாததாக இரூந்தால், இவ்விதியை 
a 

மறுபடியும் பயன்படுத்த வேண்டும். 

  

உதாரணமாக 

எல்லை 1--௦09 2. எல்லை sin x எல்லை cos x   
x>0 x x>0~ 2x x>0 z =e 

இதை 008106-க்கான மெக்லாரின் தொடர் விரிவின் முதல் சில 
உறுப்புக்களைப் பயன்படுத்தி கணக்கிடலாம், 

% சிறியதாக யிருந்தால் 

4 

cosx =1- > 

x? 

storGer 1 ~cosx = 5 

எல்லை 1--௦08 _ எல்லை 35/2 

x>0 * ~ x50 Qt 

(b) ஈ/ என்ற அமைப்பு : 

இந்தத் தேரப்பெறாத % என்ற அமைப்புக்குப் பின்வருமாறு 
கொண்டு வரலாம். 

எல்லை ரீ (0 எல்லை 1/ஐ (x) 
x>a ஓழு wpa If (x) 

எடுகோளின்படி உ (ஐ- ௨, 7 (0-௨. ஆதலால் நமக்கு % 
என்ற அமைப்பு கிடைக்கிறது. எனவே எல் ஹாஸ்பிடல் விதி 
யைப் பயன்படுத்தலாம்,
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உதாரணமாக 

1 

எல்லை 56௦ 3% எல்லை sec 5x 

௩ 860 ு 
pal a x>> — 

2 sec 3x 2 

  

  

எல்லை 
= i cos 5x 

xy cos 3x 

எல்ல = sin 5x =— 5 
= >> —3 sin 3x கி 

  

(c) OX என்ற அமைப்பு : 

f (%) X 9 (x) என்ற சார்பு 1-2 என்ற மதிப்புக்கு 0% ௨ 
என்ற தேரப்பெறாத அமைப்பை ஏற்குமானால், இந்த சார்பை 

(x 2 03 - என எழுதலாம். i ஆட 
792001 - 11 

இந்த வடிவானது கொடுக்கப்பட்ட சார்புக்கு % அல்லது 

_ என்ற அமைப்பைக் கொடுக்கிறது எனவே (9) அல்லது (2)-யில் 
௦ 

கொடுக்கப்பட்ட முறையில் கணக்கிடலாம். 

உதாரணமாக 

எல்லை நன எல்லை 7/,% _ எல்லை 1/% 

x>o0 * கீ 0 147 0 1ம் 

20, 

(க) ௨-௦ என்ற அமைப்பு : 

பொதுவாக மாறியின் மாறுநிலை (0111081) மதிப்புக்கு இக் 

கோவையை % அல்லது = என்ற அமைப்பை ஏற்கக் கூடிய 

பின்னமாக உருமாற்றி எழுத முடியும்.
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எல்லை ட எல்லை ட 
we’ (sec x—tan x) ae sine 

ஜு = aa > X>—- cos x 
2 2 

எல்லை 
—cos x 

———-= 0, 
xX>——— sin x 

2 

  

(e) 1%, 0°, ௨” என்ற அமைப்புகள் : 

பொதுவாக இந்த அமைப்புகளை, ஈ, ச-ல் கொடுக்கப்பட்ட 

அமைப்புகளுக்கு உருமாற்றம் செய்ய இயலும். 

உதாரணம் 1: 

எல்லை 

x>0 

9 

(cos xy = 1%, 

u = (COS ge ஆக இருக்கட்டும். 

எல்லை லல எல்லை 1, (cos x) 
x>0 1 x>0 xt 

  

எல்லை -—sin x/cos x 

x>0 ax 

எல்லை ~sec® x 
ன் 2 2௮3 x>0 2 

எல்லை u ஆ 
=e” 

Ge: 

எ பூம 

உதாரணம் 2: 

எல்லை 
x? sit = 09) 

x>0 

எல்லை த்வ்க்க வ எல்லை ss 

x>0 x>0 

2 - ஆக இருக்கட்டும்.
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எல்லை எல்லை எல்லை [3 
I = = an 

x>0 ‘48> x50 * hoe x20 0 I/x 

_ எல்லை 1/3 0 

930 அழ] 
எனவே 

எல்லை _ ஜட 

௨0. 

உதாரண்ம் 3 : 

பல் அங்கை wh 22 
x 

“= F yn x ஆக இருக்கட்டும், 

எனவே 
எல்லை 7 1 

எல்லை /,2* 30 sin x Ip = 

எல்லை 008% _ 

90 1/2 

எல்லை 8 

x>0 

0. 

எனவே 2 சூ 1, 

உதாரணம் 4: 

எல்லை 1 ) « [ஆணை ௯3 
n> «x ( n 

i உல (ச) A = 2 ஆக இருக்கட்டும். 

எல்லை எல்லை 4, (1-ஐ 
lus a 

no ௮0 x 

_ எல்லை 1/1) 

n>0 tC 

எனவே 

எல்லை 8 எல்லை 1 ் 
= ௨ ௪2௨௪
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மேலை கொடக்கப்பட்டுள்ள உதாரணங்கள் தேரப்பெருத 

அமைப்புகளின் முக்கிய வகைகளாக இருக்கின்றன. 

பயிற்சி : 

கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள சார்புகளின் மெக்லாரின் விரிவுகளை 
நிரூபி, இவை மாறிகளின் எந்த மதிப்புகளுக்கு குவியும் என 

கண்டுபிடி. 

ம x x x 
1. க 1 +a + a 1 + டு! 4 

எல்லா மதிப்புகளுக்கும் , 

_ Ixx® 13930 
2. இற் இல் 3 1 த ர் வக 

கீழ் வரும் விரிவுகளை நிரூபி, 

xP Ax? TXT 
3: tanx= ete + oe + 

x? ர் xe 
4. 1, cosx= “சா போர வ 

கீழ்க் கண்ட சார்புகளின் மதிப்புகளை அடுக்குத் தொடர் விரிவு 
களில் பிரதியிட்டுக் கணக்கிடு 

5. e = 2.7183. 

6. cos 10° = 0,9848. 

7. Me = 1.6487, 

கீழ்க்கண்ட விரிவுகளைக்காண். 

8, எக மய இர் றத = La 

COS Or = fm Lx ee 49x* 
கட்ட 3 8 “Te 7 3gq7 7 tte 

10. 84௦ 45” மதிப்பை 5 தசம புள்ளிகளுக்குச் சரியாக கணக் கிட, ஊற-க் கான மெக்லாரின் தொடரின் எத்தனை உறுப்புகளை 
எடுத்துக் கொள்ள வேண்டும்,



5. சிக்கல் எண்கள், சிக்கல் மாறிகள் 

1. சிக்கல் எண்கள். (௦01119 ௩10078) : 

இந்த அத்தியாயத்தில் சிக்கல் எண்களைப் பற்றிய வரையறை 

களையும், அவைகளை இணைக்கும்போது (கூட்டல், கழித்தல் போன் 

றன) கடைப்பிடிக்க வேண்டிய கட்டுப்பாடுகளையும் பற்றி விவரிப் 

போம். பயன் முறை கணிதத்தில் (&றற11604 ம2ம1ய21108) சிக்கல் 
எண்கள் பெரிதும் பயன்படுத்தப்படுகின்றன. மின் சுற்றுகளில் 

திசை மாற்று மின்னோட்டங்களின் பங்கீடு, இயக்கவியலில் திணிப் 

பதிர்வுகள், திடப்பொருள்களில் உஷ்ண நிலையின் மாறுதல் போன்ற 

பலவகையான இயற்பியல் பண்புகளை சுலபமாக ஆராய்வதற்கு 

சிக்கல் எண்கள் பயன்படுகின்றன. 

1-01. S&sed crait (pep (complex number system): 

2120 என்ற ஒரு படிச்சமன்பாட்டின் தீர்வினை 2-1 என்று . 

எழுதலாம். இதே மாதிரி 1-0 என்ற இருபடிச் சமன்பாட்டின் 

இரு தீர்வுகள் --- 1 என்றும் காணலாம். ஆனால் 1-0 

என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுஜ- 4 Y=) என்று வருகிறது. இங்கு 

௩£21 என்ற கணியம் பொருளற்றதாக (ஸ்யார்) கருதப்பட்டது. 

எண் கொள்கையில் (Theory of numbers) இந்த சமன்பாட்டுக்குத் 

தீர்வே காண முடியாது. எண் கொள்கையில் உள்ள இக் 

குறையை நீக்க, *? என்ற ஒரு புதுவிதமான அலகு ஆய்லர் என் 

பவரால் புகுத்தப்பட்டது. இது ஒரு கற்பனை அலகு. இந்த எண் 
இயற் கணிதத்தின் அடிப்படை விதிகளான சேர்ப்பு விதி, பங் 

கீட்டு விதி, மாற்று விதி போன்றவைகளுக்கு உட்பட்டதாக இருக் 

கிறது. மேலும் 6 [2° .6tr மதிப்பு 1 என்றும் கொள்ளப்படுசிறது. 

எனவே 98-1-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு 2- 5 நட] ௮ 

என கிடைக்கிறது. இருபடிச் சமன்பாடான ax’+ox+c=0-sir 

தீர்வு, 

த் 35/04 00 ஆகும். 
“2a 

16
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(1) ௪5 4௭2 ஆனால், இது இரு வேறான, மெய் மூலங்களைக் 

கொண்டிருக்கும். 

(2 25 - 4 ரச ஆனால் மெய் மூலங்களும் சமமாகும். 

3 44 ஈரஆனால், இரண்டு மூலங்கள் கிடையாது. 

அதாவது 

    xa rbtiveac- _ டர 
2a 

இங்கு முலங்கள் இரு பகுதிகளின் கூட்டுத் தொகைகளாக 

அமைகின்றன. இவைகளைச் சிக்கல் எண்கள் என்போம்; 

பொதுவாக 4 என்ற எந்தவொரு சிக்கல் எண்ணையும் 

2-9-11ம் என்ற வடிவத்தில் எழுதலாம். இங்கு ஈச, ச என்பன 

மெய் எண்கள். மேலும் ர? என்பது 2-ன் மெய்ப்பகுதி மெ, ப. (2) 

(real part) என்றும், ம் என்பது அதன் கற்பனைப்பகுதி ௧, ப. (2) 
(imaginary நலா) என்றும் வரையறுக்கப்படுகின்றன. 

இரண்டு சிக்கல் எண்கள் ஒன்றுக்கொன்று சமமானால் 
முறையே அதன், மெய், கற்பனைப் பகுதிகள் ஒன்றுக்கொன்று 
சமமாக இருக்க வேண்டும். அதாவது 2-2, என்றால், 

சரம், ௪ம், ஆக இருக்க வேண்டும். மெய்யெண்களை 2-0 
எனவுள்ள, சிக்கல் எண்களின் துணைக்கணமாகக் (sub set) கருத 
லாம். அதாவது சிக்கல் எண்கள் 0--70,--3--10 என்பன 0,-3 
என்ற மெய்யெண்களை முறையே குறிக்கின்றன, ஏ-0 ஆனால் 0-5 

அல்லது 7ம் என்ற சிக்கலெண், தூய கற்பனை எண் (pure imagi- 
தார றான) எனக் கூறப்படும். 

uflorpm A&sed srovr (complex conjugate number): 

2-8-11ம் ஆனால், ௧-ம் என்பது 2. ன் பரிமாற்று சிக்கல் எண் 

எனப்படும், இதனை 2 அல்லது 2* என குறிப்பிடுவோம். 

சடா சீஎன் பரிமாற்று எண் - 2, 

ம்
 

2 ஊன் பரிமாற்று எண் - 2, 2, 

Gans ZZ=(atib) (a—-ib)=a2+ b= | 71?
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Z+Z=(atib)+ (a- ib) =2a=2 Ou. u. (z) 

Z-Z=(a+ib) -(a-ib)=2 ib=2 &. u. (2). 

1-02. சிக்கல் எண்களின் அடிப்படை இயங்கு முறைகள் (100424 
mental operations with complex numbers) : 

சிக்கல் எண்களை இணைக்கும்போது, சாதரண மெய் எண் 

களின் இயற்கணித முறையே பின்பற்றலாம். ஆனால் *2”” வரும் 

இடங்களில் - 1 என்று பிரதியிட வேண்டும், 

கூட்டல் : 

(a+ib) (c-+id) =(at+c)+i (b+d) 

கழித்தல் : 

(a+ib) — (c+id)=(a-c)+i (b- 4) 

பெருக்கல் : 

(a+ ib) - (2174) - (Ge) + iad + ibe+ thd 

=(ae-—ad) +i (ad+be) 

  

  

  

வகுத்தல் : 

atib a+ib ¢-id _ ae-iad+ibe-i*bd 
ctid”~ c+id’ e-td c= id? 

(ac+bd) + i(be-ad) 
= ae +d? 

ac+bd 4 i (bc - ad) 

“எளி சசி. 
தனி மதிப்பு அல்லது சார்பிலா waltiy (adsolute value) : 

சிக்கல் எண் ர--/ம-ன் தனி மதிப்பு அல்லது மட்டு என்பது 

Ja+ib| = SETS? stat semsugaaluHang. 

உதாரணமாக 
ட 

(-4421 - ௩720 

சட தித வ கட என்பன சிக்கலெண்களானால், பின் வரும் 

பண்புகள் அவற்றிற்கு பொருந்தும்.
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QQ) 1Z,Z,) = 14) 1/3) 

நிரூபணம் : 

12,2,1* - ௧, 2, Z, = |Z; |* | Zy | * 

இதன் இரு பக்கங்களிலும் வர்க்கமூலம் எடுத்து 

12, 1“- |2,1 |2,| என காணலாம். 

பொதுவாக 

|கட Zel = [Z,] | Z|... | 2, [| ஆகும். 

(2) | Zi | ௮ மட்க இங்கு 2740 ஆக இருக்க வேண்டும்- 
| 2 | |Z; 

G3) |Z44+2.| > |A|]+1Z] 

அதாவது இரண்டு சிக்கலெண்களின் கூட்டுத் தொகையின் 
மட்டு, அவற்றின் தனித்தனி மட்டுகளின் கூட்டுத் தொகைக்கு 
மிகையாக இருக்க முடியாது. 

நிரூபணம் : 

| 242 | *-(ேோ2) (242) 

=Z, Z;+Z, Z:+(Z, Z,4+Z, Z,) 

-1Z1* + |Z)? + (ZZ + ZZ) 

இப்பொழுது 

Z, ZitZz Z, = (ay +ib;) (ay - iby) 
+ (@,+ib,) a,—ib;) 

i} 

2 (a, a, +5, b,)=2 Ow. u. (Zy 2) 

மெ, ப. 23 | 2) அநாலது4ஃ2 2-2” 

என்பதால் 2, 2-2, 2, 2 | 2, 2, | 

5 2] 2; 2 | 

௮511 (அ
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|2;1** 121-212 12 

(1211-1217 

எனவே |௪;-2, | £ 

A
 

IA
 

IZ; +Z.1< |Z14)]Z | 

என்வே பொதுவாக 

| 2 + க. < | Z| + | Zo | eves | Za sor 

எழுதலாம், 

௯௭-௯2 120/1 - [அ] 

இரு சிக்கல் எண்களின் வித்தியாசத்தின் மட்டு, அவற்றின், 

தனித்தனி மட்டுகளின் வித்தியாசத்துக்குக் குறைவாக இருக்க 

முடியாது, (3)-ஐ நிரூபித்த முறையிலேயே, இதையும் நிரூ 
பிக்கலாம். 

1-03. சிக்கல் எண்களின் வரைபட வகைக் குறிப்பு (Graphical 
representation of complex numbers) : 

  

  

37 

rs 

b + oF (3,4) 
Q(-3,3) 

r 3 

2 

rf 

x! . 6 T(3-5,0) yg 
“ர “1 * T ர் = ¥ நண ந t 

“5 ~4 ~3 -2 -! 1 2 3 4 § 
pot 

“2 

3 ஓ5$(2,- 
3:௭3) & 30 

க் 

Low S 

v0
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ஒன்றுக் கொன்று செங்குத்தான ௩1094, 702: என்ற ௮ச்௬ு 

களின் மீது, மெய்யளவுத் திட்டங்களைப் படத்தில் உள்ளது போல் 
எடுத்துக் கொண்டு, இந்த கோடுகளால் வரையறுக்கப்படும் தளத் 
தில், வரிசைப்பட்ட மெய்யெண்களின் இரட்டையால் (2, )) ஒரு 

புள்ளியைக் குறிக்கலாம். 3, என்பன அப்புள்ளியின் செவ்வக 

அச்சுத் தூரங்கள் எனப்படும், படம் 58-ல் 2, 0, &, 5, 7: என்பன 

இது மாதிரியான புள்ளிகளாகும், 

ற். என்ற சிக்கல் எண், வரிசைப்பட்ட மெய்யெண்களின் 

இரட்டையாதலால் இது மாதிரியான எண்களை 31 தளத்தில் = or 
புள்ளிகளால் குறிக்கலாம். இப்பொழுது இந்த %, ந தளத்தை 
சிக்கற்றளம் அல்லது ஆகன் விளக்கப்படம் (Argand diagram} 
என்போம். 

உதாரணமாக, 2 என்ற புள்ளியால் குறிக்கப்பட்ட சிக்கல் 

எண்ணை (3, 4) அல்லது (3--/4) என படிக்கலாம். ஒவ்வெரரு 

சிக்க லெண்ணுக்கும் ஒப்புமையாக, (௦௦11280010112) தளத்தில்ச 
ஒரேயொரு புள்ளிதான் உண்டு. இதத்கு மறுதலையாக, தளத்தின் 
ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும் ஒப்புமையாக ஒ3ரயொரு சிக்கல் எண்தான் 
உண்டு என்று கூறலாம் இதன் 2 என்ற சிக்கலைெண்ணை ஆகன் 
(Argand) விளக்கப்படத்தில் 2 என்ற ஒரு புள்ளியால் குறிக்கிறோம் ௪ 
கிடைநிலை அச்சுக்களான, %, 77 அச்சுக்களை மூறையே, மெய், கற் 
பனை அச்சுக்கள் என்று கூறுவோம், இந்த சிக்கல் தளத்தை 2 
தளம் என்று கூறுவோம். இத்தளத்தில், Z, =X, +iyy. 24+x,+i,s 
என்ற சிக்கல் எண்களுக்கிடையேயுள்ள தூரம் 

| -ஆ | -*806-2)” 4 (0) 7)? ஆகும். 

1-94. சிக்கல் எண்களின் துருவ ஆய அமைப்பு (௦181 8௦11௩ ௦7 
complex numbers) : 

சற் என்ற சிக்கல் எண்ணை, 2 தளத்தில் குறிக்கும் புள்ளி 
சி என்று கொண்டால் படம் 59-லிருந்து 2-7 ௦08 9,3-7 819 
என்று அறியலாம். இங்கு 7-7] _ | 2-0: | என்பது? 
Z=xt+ly-t தனி மதிப்பு அல்லது “மட்டு” என்றும், 6 என்பது 
-ன் கோண வீச்சம் (argument or amplitude of Z) steirgni 
கூறப்படும்,
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¥ 
ம 

ப 

y 

ப, 

    

  
படம் 59 

எனவே 22-௯7 (008 0-7 51106) என்பது சிக்கல் எண் 

ணின் துருவ ஆய அமைப்பு எனப்படும். 7, 9 என்பன துருவ 

ஆயத்தொலைகள் எனப்படும். 

220 என்ற எந்த ஒரு சிக்கல் எண்ணுக்கும், ஒப்புமையாக 

0 269 4௯ என்ற இடை வெளியில், 6-க்கு ஒரேயொரு மதிப்பு 

தானிருக்கும், எனினும் 2௩ என்ற நீளமுள்ள எந்தவொரு இடை. 

வெளியையும் பயன்படுத்தலாம். உதாரணம் - ௬ < 69 ௨௬. முன் 

னாலேயே எடுத்துக் கொள்ளப்பட்ட, எந்தவொரு இடை வெளியும் 

“வின் தலையாய இடைவெளி அல்லது தலையாய மதிப்பு எனப் 

u@i,. (Principle range or principal value). 

1-05. டி மாயரிள் தோற்றம் (19௦ 14௦4476'8 theorem) : 

Z, =X tip Hh (Cos 0, +7 sin 01) 

Zo= Xativg=l2 (COS O2+i sin 99 

என்றால் 

(a) 2, 8-7) [008 (6,--99)-*ம 818 (6,--02] 

என்றும் 

(6) Zt = 7 [cos (0, ~ 03) +# sin (9, - 69] 
2 72 

என்றும் நிரூசிக்கலாம்,
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(a) Z, Z.=[r, (cos 6, +i sin 0,)[ [7 (608 0,-+isin 05] 

=F Tq [COS 8, COS O2- sin 6, SiN Qo 

+i (sin 0; 008 062-008 0, 8111 02)] 

=P, fo [cos (6, +62)+isin (6,+8.)] 

ந Zi r, (cos @,+7 sin 0) _ (cos Q, | i sin 62) 
(2) Z. Yo @g+i SiN 6,) (008 0,- 812 02) 

    

[cos 8, COS Q+sin 9, sin 6,+7 (cos @, sin 6; 
008 0 811. 05 

  

ப
ா
 

ட்
 

ப் cos? 09-- 811” 0௦ 

ம [08 ( -324: (6,109 
2 

இவற்றையே, ஆய்லரின் வாய்ப்பாடான cos § + isin 

i 
ug 

என்பதைப் பயன்படுத்தி 

Z1 2, = 105 ச் 646) என்றும், 

4 = = e! (8, - @.) என்றும் எழுதலாம். 

பொதுவாக ௩ சிக்கல் எண்களின் பெருக்குத் தொகையைப் 
பின் வருமாறு எழுதலாம். 

சீட ..... அடர மழ ச கையறு 

[208 (6746, ... 62-ம் 88(6,40, .....)] 

இதில்! 2;- 2,-... . 2௪.2 ஆனால் 

2” [008 (19) --0 81% 06)] ஆகும். 

இந்த சமன்பாடுதான் டி மாயரின் தேற்றம் எனப்படும். 

சிக்கல் எண்களின் மூலங்கள் ; 

9” -2 என்றால், ம என்பது 2-ன் ஈஃவது மூலம் எனப்படும்! 
இதையே ம 2!" என எழுத வேண்டும்,
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7 ஒரு நேர் முழு எண்ணானால், டி மாயரின் தேற்றத்தைப் 
பயன்படுத்தி 

சாய [ con (228) 47 ain (22247) 
7? 

எனக் காணலாம். 

இங்கு k=0, 1, 2,....., 8-1 என்ற மதிப்புக்களைப் பெறு 

கிறது. 

இதிலிருந்து, 2920 ஆக இருக்கும்போது Z'"-sG n Coupe. 
பட்ட மதிப்புகள் உள்ளன அதாவது 2-க்கு 1 வேறுபட்ட 8-வது 

மூலங்கள் உள்ளனஎன்று அறிகிறோம். 

எடுத்துக்காட்டு : 

1, (ஐ.2:--32 என்ற சமன்பாட்டில், 2-ன் மதிப்புகளைக் 

கண்டுபிடி (8) இந்த மதிப்புகளைச் சிக்கற்றளத்தில் குறிப்பிடு. 

(ஐ) துருவ ஆய அமைப்பு முறையில் (1௦18 170770). 

~ 32= 32 [cos (w+2ka)+i sin (+2 kn)], 
k=0, +1 +2, ou. 

Ze=r (cos 6+i sin 6) என்று கொண்டால் டி மாயரின் தேற் 

றத்தின்படி, 

Z =r [cos 5 @+isin 5) 

= 32 [cos (w+2 kx) +i sin (W+2kx)] @d. 

எனவே 732, 50-௩-(24௯ என்று கிடைக்கு.ம். 

இதிலிருந்து 7-2, 6- (௪--24௯)/5 என்று காணலாம், 

2-2 i cos சர). + isin (*)] 
5 டடத 

௯0 என்றால், 2-2,42(0% 5 —+ isin =) 

2 
k=1 என்றால், Z=Z,=2 cos = + isin +z)
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5 ..:. * 
2 என்றால், 2-2,-2(005 ர் i sin =)" -2 

டக 
‘k= என்றால், 2-2, -2( 008 a i sin 3) 

k=4 erar@e, Z=Z,=2( cos “E+ i rin?) 

௮5, 6...... அல்லது எதிர் மதிப்புகள் என்றும் கொண்டால், 
2-க்கு மேற்கண்ட 5 மதிப்புகள் தான் திரும்ப, திரும்ப கிடைக் 

சின்றன. எனவே இவை மட்டும் தான் கொடுக்கப்பட்ட சமன் 

பாட்டின் தீர்வுகள் அல்லது மூலங்கள் ஆகும். இந்த ஐந்து மூலங் 
களும் (--32)-ன் 5 வது மூலங்கள் என்று கூறப்படும். கூட்டாக 

(௦011601761) (--32)* என்று குறிக்கப்படும், பொதுவாக, ௨1/3 
என்பது ஈ-ன் 7-வது மூலத்தை குறிக்கிறது. என்றும், இதே மாதிரி 

யாக ஈ மூலங்கள் உள்ளன என்றும் அறியலாம். 

(2) இந்த மதிப்புகள் படம் 60-ல் காட்டப்பட்டுள்ளன. அவை, 

அச்சு மையத்தை மையமாகவும், 2-ஐ ஆரமாகவும் கொண்ட ஒரு 

வட்ட வரையின் மீது, சம இடைவெளிகளைக் கொண்டு இருக் 
கின்றன, 

fv 

  

  

  
படம் 60
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எடுத்துக்காட்டு. 

2. (ஐ மூலங்களைக் கண்டு பிடித்து, வரை படத்தில் காண்பி, 

(1) 
= ு ர n 1+ i=l cos (3- + 2km)-+isin (3 +2kn | 

2. 
(—1+i)18 = 24° [ cos = 7+ பட்ஸ் (டட ய *)] 

~ 3 

0, என்றால், 2, 215 (cos + +i sin 7) 

k=1, என்றால், 221/0 (cos 11 +i sin 45) 

6-2, ஆனால், 2, 2/0 (cos 197 +i sin 19 75). 

இந்த மூலங்கள் வரை படம் 61-ல் காட்டப்பட்டுள்னன. 

Y 

  

23   
படம் 61 

(2) மூலங்களைக் கண்டுபிடி, 

(2௩-20
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ம அதி பி ன் வத் i=al ‘cos (7 + 2km) +i sin (7 +2ke ] 

ரு 

“6 12௪ + isin + 

(15 3] 4 

0 என்றால், 2, - 42 cos 7 ~~ +i sin 72] 
\ 

(2V73-21"=4"[ 0௯ (7 

24 

ட் _ i no. ௯ 4-1 என்றால், 2.72 [ {eos 2-7 +i sin 195% | 

ட = nT. ௯ $-2 என்றல், 2-௧] cos 31-5) +i sin 31 

டல் ~ அகட. ௯ 4553 என்றால், சட்ட] ௦ 4352 t+isin 4355 : 

1-06. ஒருமையின் (மார்) ர-ஆவதுமூலங்கள் 7 
231 என்ற சமன். பாட்டின் தீர்வுகள் ஒருமையின் 7-ஆவது மூலங்கள் எனப்படும். 

2-1 (008 24-17 81, 24) 
Z=(cos 2kw+i sin அ !/் 

song m+i sin 2 =. ஐ n 77 

2௩ 
=e ஜ் we (1) 

என அறியலாம், 

இங்கு %, 0, 1, 2........௫-1 என்ற ₹ஈ” மதிப்புகளைப் பெறு கிறது, 

2. 2 9 - 00$ “ஜடம் 8 = என்று கொண்டால் சமன்பாடு 
(1)- லிருந்து, ஒருமையின் 4” மூலங்களை 1, மூ... ல? எனக் குறிக்கலாம். 

க
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பயிற்சி. 

I. கீழே கொக்கப்பட்டுள்ள எண்களை துருவ ஆப அமைப்பு 
வடி.வத்தில் எழுது, : , 

(a) 2-2i = =(b) -14/3i (9332 

‘ 3 3/7 (d)-i = () ச் - > 

aloo : 

(9 ஆ 315” அல்லது ஆச ச 
13 

(0 2 ஸ்120” அல்லது 22 

(௦); 4015 45? அல்லது aa தி 

த 3கர/2 
(d) cis 270° அல்லது ச 

= 5௩/3 
(௪) 1/3 cis 300” அல்லது ௩73 சகு 

Il. மூலங்களைக் கண்டுபிடித்து வரை படத்தில் காண்பி, : 

ஜர் ஐ டல் (@) C- ZWVHF 

விடை 

(a) 2cis 165°, 2cis 343° 

(b) \/2cis 27, 4/2 cis 99°, 4/2 cis 171° 

௩72018 243) 7206 315. 

6 440520, 4/4 140, 4/4 cis 260°, 

TIL, ஒருமையின் எல்லா (8) 4-வது மூலங்களையும், 7-வது 

மூலங்களையும் கண்டுபிடி, 

விடை : 

(a) e 

ஞர் சட்ட ககம 

2nikl4, k=0,1, 2, 3.
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2. சிக்கல் மாறிகள் (௦1119% "/கா1க012) : 

2-01, சிக்கல் மாறிகளில் சில அடிபடை வரையறைகள் (50106 

terminology in complex variables) : 

சிக்கற்றளத்திலுள்ள ஒரு சில புள்ளிகளின் தொகுப்பை புள்ளி 

கணம் (10114 88%) என்போம். அதிலுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியை 

யும் அந்த கணத்தின்மெம்பர் அல்லது மூலகம் என்போம். 

(1) அண்மை (neighbourhood) : 

| 2-2” | 469 எனக் கொண்ட, 2 என்ற எல்லா புள்ளிகளை 
யும் கொண்ட கணம், 2, என்ற புள்ளியின், அண்மை எனப் 

படும். இங்கு $ என்பது மிகச்சிறிய நேர் மாறிலியாகும். இதி 

லிருந்து 2, என்ற புள்ளியின் அண்மை: வட்ட வரம்பின் வட்டப் 
பகுதியிலுள்ள எல்லாப் புள்ளிகளையும் கொண்டுள்ளது என அறிய 

லயம். ஜ் மையமாகவும், 5-ஐ ஆரமாகவும் கொண்ட ஒரு 
வட்டப் பகுதியின் வரம்பிலுள்ள (boundary) (படம் 62) புள்ளி 
களைத் தவிர்த்து, அதனுள் உள்ள எல்லா புள்ளிகளையும் கொண் 
டது எண அறியலாம். இதில் 2,-ஐத் தவிர்த்து. மற்ற புள்ளிகளைக் 
கொண்ட கணம், 2-ன் தவிர்த்த அண்மை (816160 ற6[த1௦மா- 
hood) எனப்படும். இந்த அண்மை யிலுள்ள புள்ளிகளுக்கு 

௦012-2 | ௩3 ஆகும். ் 

  

படம் 62 

(2) எல்லைப்புள்ளி (1.41 ந௦1ம்) : 
சிக்கற்றளத்தில். கட என்ற ஒரு புள்ளியின் ஒவ்வாரு அண்மை 

யும், -ஐத் தவிர்த்து, ஏதோவொரு கணத்திலுள்ள எண்ணிலா



சிக்கல் எண்கள் சிக்கல் மாறிகள் 255 

புள்ளிகளைக் நகொண்டிருந்தால், 2,-ஐ அக்கணத்தின் எல்லைப் 
புள்ளி எனக்கூறலாம், 

உதாரணம் : அச்சுமையம் 0-ஐமையமாகவும், C- ஆர 
மாகவும் கொண்ட வட்டப்பகுதியை எடுத்துக்கொள்வோம். 

இங்கு வட்டப் பகுதிக்குள் உள்ள ஓவ்வொரு ..புள்ளிக்கும் 

| 2] 4 ஆகவும், அதன் வரம்பிலுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும், 

(கீ [-0 ஆகவும் இருக்கும். ஆகவே வட்ட வரம்பிலுள்ள 
ஒவூவாரு புள்ளியும், | 2 | என்ற கணத்திற்கு எல்லைப் புள்ளி 
யாகும், ஏனெனில், வரையறையப்படி, வட்ட வரம்பிலுள்ள ஓவ 

வொரு புள்ளிக்கும் வரையப்படும் எந்த அணிமையும். அக்கணத் 
தின் எண்ணிலா புள்ளிகளைக் கொண்டிருக்கிறது. மேலும், இக் 
கணம் | 2] 46-க்குள் உள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியும் கூட இதற்கு 

எல்லைப் புள்ளியாக அமைகிறது, LZ = (09 என்பது, zat 

(n=1, 2, 3,...0.) என்ற கணத்திற்கு எல்லைப்புள்ளி, 2- 0-க்கு 

0௫ 10° ஐ ஆரமாகக் கொண்ட ஒரு அண்மையை வரைந்தால், 

கக்கும் | 2-0 | te எனவே இதிலிருந்து 2--0-ன் அணிமை 

i a [ 1 1 
ச ர் என்ற கணத்தின் புள்ளிகளான் 11: 5: ௫ அவவை 

என்ற எண்ணிலா புள்ளிகளைக் கொண்டிருக்கிறது. என அறிய 

லாம். இதே மாதிரி, 5-க்கு எந்த ஒரு மதிப்பைக் கொடுத்தாலும், 

1 
அதாவது 2 - 0-ன் ஒவ்வொரு அண்மையும், கிகா என்ற கண 

தின் எண்ணிலா புள்ளிகளைக் கொண்டிருக்கும் எனக் காணலாம். 

Z+si என்பது Zo (n=1, 2, 3......) என்ற கணத்தின் எல்லைப் 

புள்ளி எனக் காணலாம். 

(3) 4 என்ற கணத்தின் ஒவ்வொரு எல்லைப்புள்ளியும், அதற்கு 

உரியதாக இருந்தால், அக்கணத்தை மூடிய கணம் (010864 864) 

எனக்கூறுவோம். 

உதாரணம்: [2 [| 26 என்பது ஒரு மூடியகணம், 

(4) வரம்புள்ள கணம் : 

S என்ற கணத்திலுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளி 27-க்கும் என்பதற் 
கிணங்க, 4 :என்ற ஒரு மாறிலியைக் காணமுடியுமானால், அக்
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கணத்தை வரம்புள்ள கணம் எனக் கூறுவோம். மேற் கூறியபடி 
4சீ என்ற மாறிலியைக் கண்டுபிடிக்க முடியாமலிருந்தால், OS 

கணம் வரம்பில்லாகணம் (ற001106ம் set) எனப்படும். வரம் 

புடைய, மூடிய, ஒரு கணத்தை அடர்த்தி கணம் (௦1௧௦ set) 
என்போம். 

..... (5) அகப்புள்ளி, புறப்புள்ளி, வரம்புப்புள்ளி (Gaterior, exterior 
and boundary points): 

அகப்புள்ளி : எல்லா புள்ளிகளும் 5 என்னும் கணத்துக்கும் 
உரியதாக, 2, என்ற புள்ளிக்கு, ஏதேனும் ஒரு) அண்மை "கண்டு 
பிடிக்க முடிந்தால் கூட, அப்புள்ளியை, அக்கணத்தின் அகப் 
புள்ளி எனக் கூறுவோம். 

உதாரணம் : | 2] 40 என்ற கணத்திற்குள் உள்ள ஒவ் 
வொரு புள்ளியும், அக்கணத்தின் அகப்புள்ளி ஆகும். 

புறப்புள்ளி: 7, என்ற புள்ளி மி என்னும் கணத்திற்கு அகப் 
புள்ளியாகவோ, வரம்புள்ளியாகவோ, இல்லாதிருந்தால் அதனை 
டன் புறப்புள்ளி எனக் கூறுவோம். அதாவது அப்புள்ளியின் 
அண்மையிலுள்வ புள்ளிகள், 5-க்கு உரியவையாக இருக்காது, 

உதாரணம் : | 2126 என்றுள்ள புள்ளிகள் | 2 | 20 என் 
னும் கணத்திற்கு புறப்புள்ளிகளாகும், 

வரம்புப்புள்ளி : 2,-ன் ஒவ்வொரு அண்மையுப், 8 என்னும் 
கணத்துக்கு உரியபுள்ளிகளையும், அல்லாத புள்ளிகளையும் கொண் 
டிருந்தால், &,-ஐ அக்கணத்தின் வரம்புப்புள்ளி எனக் கூறுவோம், 

உதாரணம்: 1541-0 என்றுள்ள வட்ட வரம்பிலுள்ள 
புள்ளிகள் | 21 - என்ற கணத்திற்கு வரம்புப் புள்ளிகளாகுய். 

(6) lps ser (open set): 

அப்புள்ளிகளை மட்டுமே 9 கொண்டுள்ள கணம், திறந்த கணம் 
எனப்படும். 

a 

உதர்ரணம் : | 2| 4௦ என்பது ஒரு திறந்த கணம். 

(7) Q5rGSS sornd (connected set) : 
Somib Snobs கணத்திலுள்ள ஏதேனும் இருபுள்ளிகளை 

இணைக்கும் நேர் கோட்டுத் துண்டுகளையடைய பல கோண:



சிக்கல் எண்கள் சிக்கல் மாறிகள் 257 

பாதையிலுள்ள (௫௦14720121 ௨110 ஒவ்வொரு புள்ளியும் அக்கணத் 

திற்கு உரியதாக இருந்தால் அக்கணத்தை தொடுத்த கணம் என் 
போம். 

|Z, =1 எனும் வட்டத்திற்குள்ளேயுள்ள புள்ளிகள், 
1 2| -2 வட்டத்திற்கு வெளியே யுள்ள புள்ளிகள் இவற்றைக் 
கொண்டுள்ள, 4 எனும் ஒரு திறந்த கணம் ஆகாது. 

(8) அடைத்த பகுதி (010860 region) : 

திறந்த கணத்தின் எல்லா புள்ளிகள், அதன் வரம்பிலுள்ள 

புள்ளிகள் இவற்றைக் கொண்டுள்ள ஒரு கணத்தினை, அடைத்த 

பகுதி எனக்கூறலாம். 

உதாரணம் : O< [Z| <C என்பது ஒரு அடைந்த பகுதி 

யாகும். 

(9) வரம்புள்ள பகுதி (௦11204 762101) . 

0-எனும் ஏதேனும் ஒரு மாறிலிக்கு ஓகு பகுதியிலுள்ள எல்லா 

புள்ளிகளும் | 2| -0 என்ற வரம்புக்குள்ளிருந்தால், அப்பகு 

தியை வரம்புள்ள பகுதி என்போம். 

(10) அரங்கம் (Domain): 

ஒரு தொடுத்த, திறந்த பகுதியை அரங்கம் எனக் கூறலாம். 

|2120, 04 கோ. வீ. 22%, என்ற அரங்கம், 20 

என்ற ௮ச்௬ மையத்தைத் தவிர்த்து, சிக்கற்றளத்திலுள்ள எல்லா 

புள்ளிகளையும் கொண்டிருக்கிற து. 

2-02. சிக்கல் மாறியின் சார்பு : 

தறற, ம மும் என்ற இரு சிக்கலெண்களை எடுத்துக் 

கொள்வோம். 2-எனும் அரங்கத்தில், 2-ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக் 

கும் ஒப்புமையாக ஏ-க்கு ஒன்று அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட 

மதிப்புகளிருந்தால், 1-ஐ சன் சார்பு எனக்கூறலாம். அதாவது 

127 (2) ஆகும். 

எனவே 3,]-ல் மாற்றங்கள் செய்தால் நூ 1ஃயும் மாறும் 

எனவே ஈ௩வும், 9-யும் 2, ந-ன் சார்புகளாக இருக்கின்றன. 

அதாவது 8-8 2), v=v (x, 3). 
17



258 கணித இயற்பியல் 

“ w=utiv=u (x, y)+i 29. 

இங்கு w-9, இரட்டை மெய்யெண்களின் ஒரு இரட்டை சார்பு 
களாக எழுதுகிறோம், 8-7 (2)-ஐ ஒரு தனிதளத்தில் (81216 

plane) 6846 முடியாது. ஏனெனில், இதைக் குறிக்கவே 8, v 

எனும் இரு அச்சுகள் தேவைப்படுகின்றன. எனவே மொத்தத்தில் 

நான்கு அச்சுகள் வேண்டும். 8, என்ற அச்சுகள் உள்ள ம தளம், 

3)! என்ற அச்சுகள் உள்ள 2 தளம்என்று இரு தளங்களை எடுத் 

துக் கொண்டு குறிப்பது வழக்கம், 

உதாரணம் : 

Z=x+iy, w=utivy, w=2*+2 ys QHsGnvCurgy u, v-MS 
கண்டு பிடி, 

19-27-2812 சே்று)5-12 

=x? ~2 ixy-y?42 

=x? - y? 4242 ixy 

எனவே 4298-3742 

"52, 

2-03. நிலை அல்லது உருவ மாற்றம் (Transformation) : 

u=u (x,y), v= (x,y) soog w-f (z) என்பது நிலை மாற் 
றம் எனப்படும். எனவே, இதன் மூலம் 2 எனும் ஒரு புள்ளியை, 
2 என்னும் ஒரு புள்ளிக்கு அமைப்பு மாற்றம் செய்யலாம். P'-go 
2-யின் பிம்பம் எனக் கூறலாம். 

௨௨ ௫ம் 

  

படம் 63
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உதாரணம் ₹ 

19 2 ஆனால் உடம் - (௨-2 

=x? — y'+2 ixy 

Que u=x*-y*, 97-29 என்பது நிலைமரற்றமாகும். 

க தளத்தில் (1, 2) என்னும் புள்ளியின் பிம்பம் ம களத்தி (—3, 4) 

ஆகும். (படம்-63) 

2-04: ஓரு மதிப்புடைய சார்பு, பல மதிப்புடைய சார்புகள் (510216 
valued and multiple valued functions): 

7 (2) ஆனால், 2-ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் ஒப்புமையாக 
-க்கு ஒரேயொரு மதிப்பு மட்டுமிருந்தால், அதனை ஒரு மதிப் 
புடைய சார்பு எனக் கூறுவோம். 

உதாரணம் : 

ர் ண Q)weZ-1,  @) wap. Z 

Zari ” 

இந்த சார்புகளில் சில சிக்கற்றளத்தின் குறித்த சில புள்ளி 

களில்,$வரையறுக்க முடியாததாக இருக்கும், அதாவது, W= Ss Ao 

என்ற சார்பு, 2- --0, என்ற புள்ளிகளில் வரையறுக்க முடியாததாக 
இருக்கிறது. ஏனெனில் அப்புள்ளிகளில், அச்சார்பு கந்தழி மதிப் 

பைப் பெறுகிறது. 

மலர. 2-0-வில் வரையறுக்க முடியாது. இம்மாதிரி 

புள்ளிகளை சிறப்புப் புள்ளிகள் (530 தய/8 00104) என்போம். 

மரீ (2) ஆனால், றி என்ற அரங்கத்தில் 2-ன் ஓப்புமையாக, 
19-க்கு பல மதிப்புகளிருநதால், அதனை பல மதிப்புடைய சார்பு 

எனக் கூறுகிறோம். 

உதாரணம் : 

(1) ௨-2, (2) w=/Z, 

3 ம-கோ. வீ. 2.
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2-05. ஒரு சார்பின் எல்லை மதிப்பு (Limit of a function) : 

ரீ எனும் சார்பு 2,-ஐத் தவிர அதன் அண்மையிலுள்ள 
எல்லா புள்ளிகளிலும் வரையறுக்கப் பட்டுள்ளதாகக் கொள் 
வோம். 

னு [/@] -™ 0 

என்பது சார்பு ரீ (2)-ன் எல்லை மதிப்பாகும். 2-2,-ஐத் தவிர 
அதன் அண்மையிலுள்ள 2 என்ற எல்லா புள்ளிகளிலும் 7(2)-ன் 

மதிப்பு, Wo சூழ்ந்துள்ள யாதாமொரு மதிப்பாக இருக்கும். 

(இந்த அண்மையை போதுமான அளவு சிறியதாக எடுத்துக் 
கொள்ள வேண்டும்), 

ரீ என்ற சார்பு, 2, % என்ற சிக்கலெண்கள் கொடுக்கப்பட் 
டவைகளாகக் கொண்டால், மேற்கூறிய வரையறையை பின் வரு 
மாறு சுருக்கமாகக் கூறலாம், 

| 212] 49 (223 என்றிருக்கும் போதெல்லாம் 

lf (Z)-w, | 48 என்றிருந்தால் (த) 

- கீ- எனும் ஒவ்வொரு மிகை யெண்ணுக்கும் ஒப்ஃம்யர்க் 
6 என்னும் மிகையெண் இருக்கும், இதையே வரை படத்தின் 
மூலம் பின் வருமாறு விளக்கலாம். 

2 தளத்திலுள்ள | 2- 2, | -3 என்னும் வட்டப்பகுதிக்குள் 
உள்ள, 2,ஐத் தவிர £ என்ற எல்லா புள்ளிகளுக்கும், ம தளத்தில் 
1-1 | ₹5 என்னும் வட்டத்திற்குள் பிம்பப் புள்ளிகளிருக்கும் 

படம் 64). 

~~ 

களம் 2 - gard - 

—— 
  

—.u 64
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குறிப்பு: 2 தளத்தில் | 2- 2516 வட்டத்திற்குள் உள்ள ஒவ் 
வொரு புள்ளியின், பிம்பப் புள்ளியும், ஈ,-ன் அணிமையான 

| 2-9, | £8-க்கு உரியதாக இருக்க வேண்டும். ஆனால் அவை 
மட்டுமே சேர்ந்து முழு அணிமையையும் அமைக்க வேண்டிய 
தில்லை. (they need not constitute the entire neighbourhood). 
ஆனால் 2 எனும் புள்ளிகள் 04 |2-2,| ₹9 என்னும் முழு 

அரங்கத்தையும் அமைக்கும் புள்ளிகளாக இருக்கின்றன. எனவே 

2௮2, என்பது 2, 2,-ஐ யாதாமொரு வழியில் அடையாளம் என் 

பதைக் குறிக்கிறது. 

6-க்கு £-ன் சார்பாக 0-2 (8) என்ற வாய்ப்பாடு கண்டு பிடித் 

தால், எல்லையானது நிறுவப்படுகிறது. 

(29-வது நிபந்தனை, 9-க்கு சிறு நேர் மதிப்புகளைக் கொடுக்கும் 

போதும் பொருந்துமாதலால், 9-ஐ (6) என்பது தனித்தவம் 

(யார்ரப6) வாய்ந்ததல்ல, உதாரணமாக 6-$ உ (6) என்பது இன் 

னொரு வாய்ப்பாடு. 

ன் எல்லை 2-1 ன் 
இந்த வரையறையை பயன்படுத்தி ம தர 2 என் 

பதை நிரூபிக்கலாம். 

2--1-க்கு இந்த சார்பின் மதிப்பு வரையறுக்கப்படவில்லை. 

ஆனால் 2921-க்கு, 7 (2)- 2-ட1 ஆகும். 

இதிலிருந்து |/(2)-2]| - |241-2| (2௪7) 
- | 2-1 | 

எனவே 0412-1| 45 என்றிருக்கும் போதெல்லாம், 

|7(2)-2| 5 ஆகும். அதாவது 6-4 என்றால், ஒவ்வொரு 
நேர் எண் &-க்கும், [2-2 | 169 என்றிருக்கும்போது, 

சீ |2)-1, | £5 எனும் நிபந்தனை பொருந்துகிறது. 

2-06- emi Gsn_tsAl (continuity of உ 110110) : 

ஒரு சார்பானது ஒரு புள்ளி 2,-ல் தொடரீச்சி சார்பாக இருக்க 
வேண்டுமானால், எல்லாவற்றிற்கும் முதலாக அது சீல் இருக்க 

வேண்டும். அதாவது 7 (2) எனும் சார்பு இருப்பதோடு கூட அது 
&, என்ற புள்ளியின் அண்மையில் வரையறுக்கப்பட்டிருக்க வேண் 

டும். இச்சார்பானது 2,-ல் வரையறுக்கப்பட்டிருப்பதால், முதல் 

நிபந்தனையின்படி 7 (2,) அதன் எல்லையாகிறது,
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- வரையறை : 

{(Z,) எனும் சார்பு இருந்து கொடுக்கப்பட்ட ஏதோவொரு 

மீகை எண் £-க்கு, | 2- 2, | 46 ஆக இருக்கும் போதெல்லாம், 

| 7(2)-7(2,) | என்னும் நிபந்தனைக்கிணங்க, மற்றொரு எண் ௦, 
2ீ-ன் மதிப்பாக இருந்தால், இந்த சார்பு புள்ளி 2-ல் தொடர்ச்சி 

சார்பாக இருக்கிறது என்பது வரையறை. 

6-ன் மதிப்பு 8-ஐயும், 8-ன் மதிப்பு &,-ஐயும் சார்ந்திருக் 
கிறது 2,-ஐ சாராமல் $ அல்லது 6' என்னும் மதிப்பைக் கண்டு 

பிடிக்க முடியுமேயானால், அந்த சார்பு ஒரு ஒரே தரமான, 

தொடர்ச்சி சார்பாகும். (uniformly continuous). 

சிக்கல் மாறிகளில், தொடர்பு என்றால் ஒரே தர தொடர்பைத் 
தான் குறிக்கும். 2(௫,ழ), * (ற) என்பன 2, நற என்ற மெய் மாறி 

களின் தொடர்ச்சி சரர்புகளானால் 7(2)-8 (௨, 19)--0் (,9) என் 
பது &-ன் ஒருதொடர்ச்சி சார்பாகும். இதன் மாறுதலையும் உண்மை. 

2-07. சார்பின் வகைக்கெழு காணுவதற்கேற்ற தன்மை : 

த என்னும் அரங்கத்தில், 7ீ (2) என்பது ஒரு மதிப்புடைய ஒரு 
சார்பாக இருக்கட்டும், இச் சார்பு அரங்கத்திலுள்ள் 2, என்னும் 
புள்ளியில் தொடர்ந்த சார்பாக இருந்து, மேலும் 7, 2,-ஐ நெருங் 

கும்போது Lea > PG தனித்துவ எல்லையை நெருங்கு 

மாயின் அது 2, என்னும் புள்ளியில் வகைக்கெழு காணுவதற்கேற்ற 
ஒரு சார்பு எனப்படும், 2-ம் அரங்கம் ி-ல் ஒரு புள்ளியாக இருக்க 
வேண்டும். 

மேற்கூறியபடி ஒரு எல்லை இருக்குமாயின் அது 2-2, என் 
னும் புள்ளியில் 7£ (2)-ன் வகைக்கெழு என்றழைக்கப்படும். அது 
ரீ (29 எனக் குறிக்கப்படும். 

மேற் கூறியதை, கீழ்க்கண்ட வாறும் கூறலாம். £ 70 எனக் 
கொண்டிருப்பதால், 

| ப 
(Z.) | <E 

என்பதற்கிணங்க, ௦ எனும் ஒரு நேர் எண்ணை கண்டுபிடிக்கலாம். 
இங்கு 2 என்பது அரங்கத்திலுள்ள, 0 |2-2,| 45 (3 நேர் 
எண் ) என்னும் சமனின்மைக்குப் பொருந்திய, ஒரு புள்ளியாகும்.



சிக்கல் எண்கள் சிக்கல் மாறிகள் 263 

ஒரே ஒரு எல்லை என்றக் கருத்து (1068 ௦ unique limit) Asad 

மாறிகளில் முக்கியமான தொன்றாகும். மெய் மாறிகளில், இதைக் 
குறிப்பிட்டு சொல்ல வேண்டிய அவசியமில்லை, ஏனெனில், 

அங்கு எண்ணானது மெய் அச்சு மட்டிலுமே குறிப்பிடப் படுகிறது. 

X+AX>xX எல்லையானால், ஒரேயொரு தனித்துவ பாதைதான் 
உண்டு, இவ்வாறு அது ஒரேயொரு எல்லை மதிப்பைத்தான் 
கொடுக்க முடியும். எனவே, இங்கு தனித்துவ பாதை தானாகவே 

அமைந்திருக்கிறது. ஆனால், ஒரு அரங்கத்திலுள்ள 2, 2, என் 
னும் சிக்கலெண்களை எடுத்துக் கொண்டால், 7 (2), ஒரு மதிப் 

புடைய, தொடர்ந்த சார்பாக இருக்கும்போது, 2-லிருந்து 2-க்கு 

மதிப்பு மாறுவதில், 2-2, ஆகும்போது, ஒரு தனித்துவ பாதை 

இல்லை. ஆனால், பலபாதைகள் இருக்கின்றன. எந்த வழியில், 
2, 2,-ஐ நெருங்கினாலும், எடுத்துக் கொள்ளப்பட்ட எல்லையின் 
மதிப்பு ஒரே முடிவையே தரவேண்டும், தனித்துவ எல்லை கிடைத் 

தால் அச்சார்பு வகைக்கெழு காணுவதற்கேற்றதென்றும், இல்லை 
யேல் அதாவது எல்லையின் மதிப்புகள் ஒத்தவைகளாக இல்லை 

யென்றால், அச்சார்பு வகைக்கெழுகாண ஏற்றதல்ல என்றும் கொள் 

ளப்படும். மேலும், அச்சார்பு தொடர்ந்த சார்பாக இருக்க வேண் 

டும். இல்லையேல் கூடும் வீதம் (1௦௦10016௱4 7௨110) ஒரு முடிவான 

எல்லையை நெருங்காது. 

எனவே வகைக்கெழு காணுவதற்கேற்ற சார்பென்றால் , 

தொடர்ச்சி சார்பாக இருக்க வேண்டும் என்று தெரிகிறது. ஆனால் 

தொடர்ச்சி சார்பு, வகைக்கெழு காணுவதற்கேற்ப இருக்க வேண்டு 

மென்பதில்லை. ஏனெனில் எல்லை ஒரே ஒரு தனித்துவ மதிப்பை 

கொண்டில்லாமல் இருக்கலாம். 

(1) கீழ்கண்ட எடுத்துக்காட்டிலிருந்து, வகைக்கெழு காணு 

வதற்கேற்ற சார்பு, தொடர்ந்த சார்பாக இருக்க வேண்டுமென 

காட்டலாம். 

ரீ(த)-2” எனக்கொள்வோம். 

_எல்லை 7ீ(2)-7(22 
78-72, Z-Z, 

sh@o = Z2-Z2 _ stsvev 
“தஆ. இட்து நகு ல்க 
பத 

எல்லையானது 2 2-,ஐ நெருங்குகிறது. எந்த பாதையாக இருந் 

தாலும் ஒரே ஒரு தனித்துவ எல்லையாக இருக்கிறது. (22.
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(2) கீழ்க்கண்ட எடுத்துக்காட்டு, ஒரு வ் சார்பு 

வகைக்கெழுக்காண 'ஏற்றதாக இருக்க வேண்டிய தில்லை. 

காட்டுகிறது. 

ரீ(2)- | 2 | * எனக்கொள்வோம். 

இந்த சார்பு, 2 தளத்தில் ஒரு தொடர்ச்சி சார்பாகும். ஆனால், 

2 தளத்தில் அச்சுமையத்தைத் தவிர வேறு எந்த ஒரு புள்ளியிலும், 
இது வகைக்கெழு காணுவதற்கேற்றதாக இல்லை. வரையறையின் 

டப் LOL) ஒரு முடிவான, தனித்துவ மதிப்பை நெருங்க 

வேண்டும், 7 (2)-க்குப் பிரதியிட்டு 

    

|Z? | — | Z.? | a ZZ-Z,Z, 

Z-2 Z=Z, 

_ 22-2 2402-27 
று 2-8 

=7+z 222) =Z+Z, 77 
௦. 

Z-Z,=r (cosp+i sin p) என்க. Qusurgs Z-Z,=r 
(cos p -i sin ஐ) 

Z+Z, (cos 2p-isin2 9) staré கிடைக்கிறது. இங்கு 
உ என்பது (2--2)-ன் கோண வீச்சம் (argument) ab. 5! 
பல மதிப்புகளைக் கொண்டிருக்கலாம். எனவே, எல்லையின் மதிப்பு 
தனித்துவமானதல்ல, ஆனால் Z,=0, Z>Z,>0 என்பதில் இந்த 
மதிப்பு தனித்துவ மதிப்பான ௬ழியத்தை நெருங்குகிறது. எனவே, 
அச்சுமையத்தில் இந்த சார்பானது, வகைக்கெழு காணுவதற் 
கேற்றதாக இருக்கிறது, எனவே இந்த சார்பானது அச்௬மையத் 
தைத் தவிர, மற்ற புள்ளிகளின் வகைக்கெழு காண ஏற்றதல்ல 
எனத்தெரிகிறது. 

2-08. ஒரு சார்பின் ஒழுங்கமைப்பு : (1%5ஐயிகார்ரு ௦8 க 8ம௱௦- 
tion) ; 

7 2) என்னும் சார்பு, ற என்னும் அரங்கத்தில், ஒரு மதிப் புடையதாகவும் அரங்கததின் எல்லா புள்ளிகளிலும் வகைக்கெழு
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காணு வதற் கேற்பவும் இருந்தால் அது ஒரு ஒழுங்கமைந்த சார்பு 
எனப்படும். ஒரு ஒழுங்கமைந்த சார்பு பகுமுறைச் சார்பு எனப்படும். 

ஒரு ஒழுங்கமைந்த சார்பு பகு முறைச் சார்பு காவ [0) சார்பு அல் 

லது holomorphic sriy carn கூறப்படும். சில சமயங்களில் ஒரு 

சார்பானது ச, -ன் அண்மையில் உள்ள ஏதாவ$ூதாரு புள்ளியில் 
ஒழுங்கமைந்த சார்பாகவும் ஆனால் 2,ல் அவ்வாறில்லாமலும் 

இருக்கலாம். அதாவது இந்த சார்புக்கு 2,-ல் வகைக்கெழு 

இல்லை. அப்பொழுது 2, ஒரு சிறப்புப் புள்ளி எனக் கூறப்படும், 
வேறுவிதமாகச் சொன்னால், சிறப்புப் புள்ளியில் சார்பு ஒழுங் 

கமைந்ததாக இருக்காது, 

உதாரணம்: (17(2)- 1[2[* 

இந்த சார்புக்கு அச்சுமையத்தை தவிர, வேறு எந்த புள்ளி 

யிலும் வகைக்கெழு இல்லையாதலால், இது அச்சுமையத்தைத்தவிர 

வேறு எந்த புள்ளியிலும் ஒழுங்கமைந்ததாக இருக்காது. 

உதாரணம் : ௫702-2, f' (Z)= ச 

இந்த சார்பு, அச்சுமையத்தைத் தவிர மற்ற புள்ளிகளில் ஒழுங் 

கமைந்த சார்பாக உள்ளது. 

27 (2), ஒரு ஒழுங்கமைந்த சார்பாக இருப்பதற்கு அவசிய 
மானதும், போதுமானதுமான நிபந்தனைகள் 

w=f (Z)=u (x, y)+iv (x, y) 
Z=xtiy ஆனால் அப்பொழுது 

(1) அவசியமான நிபந்தனை : 

அரங்கம் தியில் ஒரு சார்பு ஒஓழுங்கமைந்ததாக இருக்க 
வேண்டுமானால் அதன் நான்கு பகுதிவகைக்கெழுக்கான (6௧1181 

du du ay 0 
ox’ ay Ox’ dy 

மேலும் இந்த வகைக்கெழுக்கள் காஷி-ரீ மேன் (8௦137-15 க உ 

00,0820 
நிபந்தனையான ax = ay > oy = 5 என்பதற்கு உட்பட்டிருக்க 

derivatives) என்பன இருக்க வேண்டும். 

வேண்டும். 

(2) போதுமான நிபந்தனை : 

ஒரு சார்பு ஒழுங்கமைந்ததாக இருக்க வேண்டுமானால், அதன் 

தான்கு பகுதி வகைக்கெழுகளும், அரங்கத்திலுள்ள ஒவ்வொரு
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புள்ளியிலும், தொடர்ந்தும், காஷி-ரீமேன் நிபந்தனைக்கு உட்பட் 

டும் இருக்க வேண்டும். 

நிரூபணம் : (2) அவசியமானது. 

ரீ(2) ஒரு பகுமுறைச் (88194141௦0) சார்பாக இருக்க வேண்டு 
மானால், எல்லையானது 

எல்லை a iD 

    

AZ>0 

எல்லை [2 மோக, கற் ட கற, ந ௧8 
= Ax>0 —[u (x, y+ (௫, 9] 
Ay>0 Ax+tiay 

- (1) 
&2 (அல்லது ௧௩%, கற) எந்த முறையில் சுழியத்தை நெருங்கு 

கிறதோ, அதைச் சார்ந்திராமல் இருக்க வேண்டும். நாம் இங்கு 
இரண்டு இயன்றவழிகளை எடுத்துக் கொள்வோம். 

1. Ay=03 Ax>0 

இங்கு சமன்பாடு (1) 

எல்லை (௬3௦3-2 ட iv 3, 01௧௬௮0 )—v (x, y) 
Ax->0 Ax 

u,, ~ 4B = f(z) 
(பகுதி வகைக்கெழுக்கள் இருந்தால்) 

2. Ax=0; Ay>0 

இங்கு சமன்பாடு (1) 

எல்லை u Os a டக) u(x, 02) + vx yta 
Ay>0 

} “TAy y 

wi 0. 88 hw 
i ச a 7 “fet al @ 

இப்பொழுது, இவ்விரண்டு எல்லைகளும் சர்வ சமமாக இருந்தா 
லொழிய, 7ீ(2) பகு முறைச் சார்பாக (analytic) g46 Q@ougs 
மூ டிந்ததல்ல, எனவே,



சிக்கல் எண்கள் சிக்கல் மாறிகள் 267 

மேட் 1 ov 
ox ச ௦0% நா் oy 

: றட ரு 
கை லு Ox = ap 

என்பது, 7 (2), (௨21941௦) பகுமுறைச் சார்பாக இருப்பதற்கு வேண் 
டிய அவசியமான நிபந்தனையாகும். 

(8) போதுமானது நிகர மதிப்பு தேற்றம் (14880 78106 (௦௦7௭0) : 

7 (%.]) எனும் சார்பின், பகுதி வகைக்கெழுக்களான 

af, = என்பவை தொடர்ந்தாக இருந்தால் 

Sf (xX+ Ax, y+A)—f (*, Y) 

of Of. at + é)ax +a + nya 

என்று இருக்கும், இங்கு £, 7] என்பவை மாறிலிகள். கூடி ௧37௮-0 
ஆகும்போது இவை சுழியத்தை நெருங்குகின்றன. 

தது. 
ox’? dy’ 

க (ர் Ax, y+ Ay) -u (% Y) 

ou Ou = (St &)ox+ (S$ +n) ay 

ou ou =o" 2. Ayt&, Ax+7, AY sq O¥ tay AY க் 1 

இங்கு க, க-0 ஆகும்போது 
520, 2-0 

, தொடர்ந்ததாக இருந்தால், 

இது மாதிரியே, 2. x, தொடர்ந்தாக இருப்பதால் - 

ar=(% +E, jax +( +1, ) Ay 

ov (2245 Wy Ay )*4 ககர Ay
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இங்கு ௩௬, ௧ற௮-0 ஆகும்போது 
2௬0, 9௮20 

இப்பொழுது க கார் ௧ 

Ou ரெ Qu ) . 
= (5 + ் ax+ (3 +i Ay 

4 8 ககர தூற 5) 

&3%, ௧-0 ஆகும்போது 

E=E, +E&>0, 7=7,+7,>0 

காஷி-ரீமேன் நிபந்தனைப்படி: (2)-வது சமன்பாட்டை 

aw “(5+ ax ல் + 242 

+& Ax+7 Ay 

= a + 2 (Axtiay) +& AX+7Ay! 

என்று எழுதலாம், 

&2-&247&)-ஆல் வகுத்து, ௧௬௪௮-0 ஆகும்போது எல்லை 
கண்டு பிடித்தால் 

ட டப எல்லை ௧௦ gu, . dv 
dz PO) = neon Ge 95 ti 

என்று ஆகும், எனவே இதிலிருந்து வகைக் கெழுக்கள் இருக்கின் 
றன, மேலும் அவை தனித்துவம் வாய்ந்தவை என்பது தெரிகிறது. 
அதாவது 7 (2), 

R-& (Analytic) ugqnmé srture இருக்கின்றதென தெரி 
கிறது ௩2௮] ௧௪2], கழ | az| என இருப்பதால், ௩2-ம் 
கரம் ௩௪-ஐ விட வேகமாக சுழியத்தை நெருங்குகின்றன். இந்த 
சார்பானது வகைக்கெழுக் காண ஏற்றது. எனவே, (கறவிரப௦) 
ஒழுங்கமைந்தது வகைக்கெழுக்கள் 92, ர, 9, 12 தொடர்ந்திருப்ப 
தாலும், காஷி-ரீமேன் நிபந்தனைக்கு பொருந்தி இருப்பதாலும் இது 
இவ்வாறிருக்க முடிகிறது.
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2-09, லாப்லாஸ் சமன்பாடு (1,௧ற1306”6 64181101) : 

7? 2-0 என்பது லாப்லாஸ் சமன்பாடாகும். f (z)=utiv 
என்பது, ம என்னும் அரங்கத்தில், ஒரு ஒழுங்கமைந்த சார்பாக 

இருக்கட்டும். காக்ஷ- ரீமேன் நிபந்தனைகள்படி, 

02 ov 

Or Or து 
ou av 

ர எத w+ (2) 

(1)-ன் ஐ பற்றிய வகைக்கெழுயவையும், (2)-ன் ந பற்றிய 

வகைக்கெழுவையும் கண்டு கூட்டினால் 

ம 0 ov ov 
— ee eee eee எர 

0x? + 90” 00 00% 

எனக்கிடைக்கிறது. 

இது மாதிரியே 

2. 

OY 4 OY - 0 எனக்காட்டலாம். 
Ox? oy" 

கார்டீஷியன் அமைப்பில் அதாவது கூறுதளில்,முப்பரி மாணத் 

தில் லாப்லாஸீன் சமன்பாடு 

ofp , ve, oe 85 4 57 53 - 0 ஆகவும், 

2 2 

இருபரிமாணத்தில் ம டு sf 0 ஆகவும் இருக்கிறது. 

எனவே, 8, 1, லாப்லாஸ் சமன்பாட்டுக்குப் பொருந்தி யிருக்கிறது. 

சீரிசை சார்பு (8௭01௦ 1॥1001101) : 

லாப்லாஸ் சமன்பாட்டுக்குப் பொருந்தும்படியான தொடர்ந்த 

2-வது வரிசை பகுதி வகைக் கெழுக்களைப் பெற்றிருக்கும் 7 எனும் 

ஒரு சார்பு, சீரிசை சார்வு எனப்படும். 7 (Z)=utiv என்பது ஒரு
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பகுமுறைச் சார்பானால், சஃவும், ஈயும் சீரிசை சார்புகளாகும். அவை 

பரிமாற்று சீரிசை சார்புகள் எனப்படும். 

- பரிமாற்று சார்புகள் செங்குத்தாக (0211102081) ஆக வெட்டிக் 

கொள்ளும் என்று காட்டலாம், 

4 (7) - 8 

v(x, y=, என்பன கொடுக்கப்பட்ட பரிமாற்று சார்புகளாக 

இருக்கட்டும், (2) என்பது 2, ற எனும் மாறிகளின் ஒரு மெய் 
யான, தொடர்ந்த சார்பாகும். இதை %, ர தளத்தில் குறித்தால் 

ஒரு வளைகோடு கிடைக்கிறது, இது மாதிரியே, 7 (2, )9-க்கு மற் 
றொரு வளைகோடு கிடைக்கிறது, இரண்டு வளை கோடுகளும் 

  
படம் 65 

2 எனும் புள்ளியில் வெட்டுவதாகக் கொள்வோம். (படம் 6): 

4. 8) என்பன 2-ல் முறையே இந்த வளைகோடுகள் (1) 
(2)-ன் சிரிவுகளானால், ௬, 8, - - 1 என நாம் காட்டவேண்டும். 

Ou du = de +S dy 20 
௦ 

~ (BN =- we | oe 
dx}, uy ox சே 

Ou 
— = uy 

oy
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இது மாதிரியே 

ov ov 
= =—dy=0 dy gre, ly 

6 

ay . & 
(zz), - vy 

dy அ) ஆப 1 
எவன் |], ன் [a |, ily Vy 

(காஷி-ரீமேன் நிபந்தனையின்படி) எனவே இந்த வளைகோடு 

கள் செங்குத்தாக (01140 201181) வெட்டுகின்றன எனத்தெரிகிறது.



6. நிகழ்திறமும், பிழைக்கொள்கையும் 

1. நிகழ்திறம் (0008011117) : 

“இன்று மாலை மழை பெய்யலாம். 

*நாளை விடுமுறையாக இருக்கலாம்? என்பது போன்ற நிகழக் 
கூடிய அல்லது உண்மையாக இருக்கக் கூடிய நிகழ்ச்சியைக் 

குறிப்பதே நிகழ்ச்சித்தகவு அல்லது நிகழ்திறம் ஆகும். மேற் 
சொன்னது போன்ற கூற்றுகளை எவ்வளவு தூரம் நம்பிக்கைக்கு 

உகந்தவை என்பது, கூற்றைப் பகர்பவரைப் பொறுத்தும் அவரது 
மதிப்பீட்டுத் திறனைப் பொறுத்தும் இருக்கும். எனவே நாம் வழக் 

கில் பயன்படுத்தும் நிகழ்திறம் என்னும் வார்த்தை சொல்பவரின் 
அக உணர்வு நிலைக்குரிய (501601414௦) ஒன்றாகும், ஒரு நாண 

யத்தை சுண்டி யெறியும்போது தலைப்பக்கம் விழக் கூடிய நிகழ் 
திறம் $ ஆகும், இக்கூற்றில், முன் சொன்னது போன்ற, சொல் 

பவரைப் பொறுத்திருக்கும் தன்மை நீக்கப்படுகிறது, உறுதியின்மை 

(மார்க) ஒத்துக்கொள்ளக்கூடிய அளவில் உள்ளது. 

நிகழ் திறம் இரண்டு வகைப்படும் (1) கணக்கியல் அல்லது 

காரண காரிய (௨0!) நிகழ்திறம் ) அப்பாஸ்ட்ரியாரி) புள்ளியியல் 

(2008161101) நிகழ்திறம், 

1-01, அப்ரியரி (றார்) அல்லது கணிதத்திற்குரிய நிகழ்திறம் 

ஒரு நாணயத்தை சண்டி யெறியும்போது, அது தலைப் 
பக்கமோ அல்லது பூ பக்கமோ விழ சமமான வாய்ப்புகளிருக்கின் 
றன. இவையிரண்டில் ஒன்று நிச்சயம் நடந்தே தீரவேண்டும். 
எனவே தலைப்பக்கம் நிகழ்க்கூடிய நிகழ்திறம் ழ ஆகும். இவ் 
வாருக நாம் நிகழ்ச்சி நடக்கக் கூடிய எல்லாவித வாய்ப்புகளையும் 
ஆராய்ந்து, நிகழ்திறத்தை நிர்ணயிக்கிறோம். இதற்கு அப்ரியாரி 
நிகழ்திறம் அதாவது நிகழ்ச்சிக்கு முன் நிர்ணபிக்கப்பட்ட நிகழ் 
திறம் என்று பெயர்,
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1-02. அப்பாஸ்ட்ரியாரி நிகழ்திறம் அல்லது புள்ளியி நிகழ்திறம் 
(Statistical Probability) : 

ஓரே சூழ்நிலையில் நடத்தப்பட்ட எண்ணற்ற சோதனைகளில், 

ஒரு நிகழ்ச்சியானது நிகழக்கூடிய தடவைகள் ற என்றும், நிகழாத 
தடவைகள் ர என்றும் கொண்டால், அடுத்த சோதனையில் அத் 

நிகழ்ச்சி நிகழக்கூடிய நிகழ்திறம் a ஆகும். இங்கு முதலில் 

நடத்திய சோதனைத் தவிர நிகழ்ச்சி பற்றிய முந்தைய தகவல் எது 

வும் தெரியாதென கொள்ளப்படுகிறது. 

அப்ரியாரி (கறாம்ரார்) நிகழ்திறம் விதி தரு முறைகளை ஆதார 

மாகக் கொண்டு தநிர்ணயிக்கப்படுகிறது. அப்பாஸ்ட்ரியாரி 

(&ற௦87€7ம0ரர்) நிகழ் திறம் தொகுப்பாய்வு முறையை ஆதாரமாகக் 

கொண்டு நிர்ணயிக்கப்படுகிறது. 

நிகழ்திறத்தின் அளவு 

ஒரு நிகழ்ச்சியானது நிகழக்கூடிய வழிகள், a ஆகவும், நிகழ 

முடியாத வழிகள் 5 ஆகவும் இருந்தால், அத்நிகழ்ச்சியின் நிகழ் 

திறம். ஆகும். இது நிகழ்ச்சியின் வெற்றியின் நிகழ்திறம் “3”, 
a+b 

எனப்படும். 

a 
எனவே 2 த 

நிகழ்ச்சி, நிகாழாமைவின் நிகழ்திறம் “ர” ஆகும். 

ட்டச் 

sven தடம் 

ற -ர-1 

(1) நிகழ்ச்சி நிகழவே இல்லையானால் ச-0 . p=0 

(ii) 0 ஆனால் 2-1 

இப்போது நிகழ்ச்சி நிகழ்வது நிச்சயம். 

றன் மதிப்பு எப்பொழுதும் 0-வுக்கும், 1-க்கும் இடையில் 

உள்ளது. 

18
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L. நிகழ்ச்சியின் சாதக விகிதம் (௦848 1௦ 8௭௦1) என்றும் 
8 

8. நிகச்சியின் பாதக விகிதம் என்றும் கூறப்படும். 

மி. 

உதாரணம் 1. 

1, 2,3, 5 என்ற இலக்கங்களை (ஒவ்வொரு இலக்கத்தையும் 

ஒரு முறைக்கு மேல் பயன்படுத்தாமல்) கொண்டு ஒரு நான்கு 
'இலக்க எண் அமைக்கப்படுகிறது. (1) இந்த எண்ணானது 5-ஆல் 
வகுபடக் உடிய வாய்ப்பையும் (2) இந்தஎண் ஒற்றைப்படையாக 
இருக்கக் கூடிய வாய்ப்பையும் கண்டுபிடி, 

இந்த இலக்கங்கள் எல்லாவற்றையும் ஒரே சமயத்தில் எடுத் 

துக் கொண்டு அமைக்கப்படும் (ஒவ்வாரு இலக்கத்தையும் ஒரு 
முறைக்கு மேல் பயன்படுத்தாமல்) எண்களின்" மொத்த எண் 

ணிக்கை. 

aime 1 (Case 1) 

, ஒரு எண்ணின் முடிவு இலக்கம் 5-ஆனால், அது 5-ஆல் வகு 
படும். எனவே 5-ஆல் வகுபடக் கூடிய எண்களின் எண்ணிக்கை 

316 ஆகும், 

அமைக்கப்பட்ட எண் 5-ஆல் வகுபடக்கூடிய வாய்ப்பின் 

நிகழ்திறம் 
சாதகமான வகைகளின் எண்ணிக்கை 

மொத்த வகைகளின் எண்ணிக்கை 

6 4 
ma 4 

aime 2. (Case 2) 

அமைக்கப்பட்ட எண் 1, 3,5 என்ற இலக்கத்தில் முடிந்தால் 

அதாவது 2 என்ற இலக்கத்தில் முடியாதிருந்தால், அது ஒற்றைப் 
படை எண்ணாகும். 2-ஐ முடிவு இலக்கமாகக்கொண்டு அமைக்கப் 
படும் எண்களின் எண்ணிக்கை 

31 - 6 ஆகும்,
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ஃ . ஒற்றைப்படை. எண்களின் எண்ணிக்கை - 18, 
ஒற்றைப்படை எண்ணாக இருப்பதின் | 18 3 

நிகழ்திறம் 2. 

உதாரணம் 2, 

இரண்டு பகடைகளை உருட்டி விடும்போது 10 வரக்கூடிய 

நிகழ்திறத்தை கண்டுபிடி. பகடையின் 6 பக்கங்களிலும் 1, 2, 3, 4, 
5, 6 என்ற இலக்கங்கள் குறிக்கப்பட்டுள்ளன. இந்த இலக்கங்களில் 

இரண்டைக் கூட்டி, 10 வரக்கூடிய வழிகள் (6, 4), (5, 5), (4, 6) 

என்ற மூன்றாகும், பகடையை உருட்டும் மொத்த வழிகள் 

66-36 எனவே தேவையான நிகழ்திறம் - ஸ் = = 

1-03. நிகழ்திறத்தை Sitoneflgseo (Determination of Pro- 

bability) . 

வரையறை 1 

ஒரூ கணத்திலுள்ள நிகழ்ச்சிகள் ஒன்று நிகழும்போது மற் 

றொன்று நிகழ முடியாதபடி இருந்தால் அவை ஒன்றையொன்று 

விலக்கும் நிகழ்ச்சிகள் என்று அழைக்கப்படும் (046018 ௩௰(18113 
exclusive). 

கூட்டல் தேற்றம் 

ஒன்றையொன்று விலக்கும் நிகழ்ச்சிகள் கொண்ட கணத்தின் 

ஒன்று அல்லது மற்ற நிகழ்ச்சியின் நிகழ்திறம், தனித்தனி நிகழ்ச்சி 
யின் நிகழ் திறத்தின் கூடுதலுக்கு சமமாகும், 

நிருபணம் 

கணக்கிலுள்ள எல்லா நிகழ்ச்சிகளும் உள்ள 11 வாய்ப்புகளை 

எடுத்துக் கொள்வோம். இதில் முதல் நிகழ்ச்சி ௪, வாய்ப்புகளிலும், 

2-வது நிகழ்ச்சி ச, வாய்ப்புகளிலும்...........இதே மாதிரி £-வது 

நிகழ்ச்சி சட வாய்ப்புகளிலும் நிகழ்வதாகக் கொள்வோம். P, Py 

..... என்பன, இந்த நிகழ்ச்சிகளின். நிகழ் திறங்களானால், 

ao ax 
Pys ey P, = ig eee = 

இந்த: நிகழ்ச்சிகள் ஒன்றையொன்று விலக்கும் நிகழ்ச்சிகளாத 
லால், நிகழ்ச்சிகள் நிகழும் வாய்ப்புகள் ஒன்றுக்கொன்று மேற் 

பொருந்துவதில்லை. (0௦ 101 ௦40118]).
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எனவே இந்த 4 நிகழ்ச்சிகளில் ஒன்று அல்லது மற்ற நிகழ்ச்சி 

யின் வாய்ப்பு (௪; -டச-.........எ-க்கு சமமாகும் அதாவது 

: த _ டோ இர்... மே 
ஒன்று அல்லது மற்ற நிகழ்ச்சியின் நிகழ் திறம் 1-2 

fay a, டே P Vv + Wy Pb விர்? N Pit Bat மி 

௪ தனித்தனி நிகழ் திறங்களின் கூடுதல் 

உதாரணம் 3. 

ஒரு பையில் 3 வெள்னை, 5 கறுப்பு 6 சிவப்பு பந்துகள் உள் 
ளன; இதிலிருந்து சரிசம வாய்ப்பில் (78௨௦௦0) ஒரு பந்து எ௫க் 
கப் படுகிறது, அது சிவப்பு பந்தாகவோ அல்லது வெள்ளைப்பந் 

தாகவோ இருக்கும் நிகழ்திறம் என்ன 2 

6 
14 

ஒரு வெள்ளைப் பந்தை எடுக்கும் நிகழ்திறம்-23- 

ஒருசிவப்பு பந்தை எடுக்கும் நிகழ்திறம் i= 
i
 

இவ்விரண்டு நிகழ்ச்சிகளும் ஓன்றையொன்று விலக்கும் 
நிகழ்ச்சிகளாதலால், சிகப்பு பந்தாகவோ, அல்லது வெள்ளைப் பந் 
தாகவோ இருக்கும் நிகழ்திறம் 

9 _6 , 3 
~ 74 + 9 = 44 1 

உதாரணம் 4, 

; மூன்று திறனாய் வாளர்களால், ஒரு நூலானது சாதகமாக 
பார்வையிடப்படும் விகிதம் 5:2, 4:3,3:4 ஆக இருக்கிறது. 
இம்மூவரின் கருத்துக்களில் பெரும்பான்மையான கருத்து சாதக 
மாக இருக்கக் கூடியதன் நிகழ்திறம் என்ன ? 

முதல் திறனாய் வாளர் கருத்து நூலுக்கு சாதகமாக இருக்கும் 
நிகழ்திறம் - 3 . 

2-வது திறனாய் வாளர்கருத்து நூலுக்கு சாதகமாக இருக்கும் 
“Qn, _ 24 

நிகழ்திறம் - 5.
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3-வது திறறய் வாளர் கருத்து நூலுக்கு சாதகமாக இருக்கும் 

நிகழ்திறம் - --- 

2அல்லது 3 கருத்துக்கள் சாதகமாக இருக்கக் கூடிய நிகழ் 

திறம். 

சாதகம், சாதகம், பாதகம் - 

சாதகம், பாதகம், சாதகம் - 

ள் ் Ba 1-2 ள் க. ம்ப 
பாதகம், சாதகம், சாதகம் - [ 7 ] 5 7 

5 3 
சாதகம், சாதகம், சாதகம் - 7 7 

இவை ஒன்றையொன்று விலக்கும் நிகழ்ச்சி களாதலால், நிகழ் 

திறத்தின் கூட்டல் தேற்றத்தின்படி, 

நிகழ்திறம் - + [5x4x4 + 5x3x3 + 2x4x3 

+ 5x4x 3] 

_ 209 
343 

1-04. வரையறை 2. 

ஒரு கணத்திலுள்ள நிகழ்ச்சிகள் ஒன்றையொன்று பாதிக்காம 

லிருந்தால் அவை guiicor HaipsAss (Independent, events), 

எனப்படும். 

பெருக்கல் தேற்றம் : 

ஒரு கணத்திலுள்ள சார்பிலா நிகழ்ச்சிகள் ஒரே வேளையில் 

நிகழ்க்கூடிய நிகழ்நிறம், ஒவ்வொரு நிகழ்ச்சிபின் நிகழ்திறம் பெருக் 

கற் பலனுக்கு சமமாகும். 

நிரூபணம் : 

ஏதேனும் இரண்டு நிகழ்ச்சிகளை எடுத்துக் கொள்வோம். 

முதல் நிகழ்ச்சி, ஈ, வாய்ப்புகளில் ச, தடவை நிகழ்வதாகவும்.
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2-வது நிகழ்ச்சிர ர, வாய்ப்புகளில் ச, தடவை நிகழ்வதாகவும் இருக் 

கட்டும், ற,, 2, என்பது முறையே இவையிரண்டின் நிகழ் திறங்க 

ளானால், ற; - a p= 3 இவ்விரண்டு நிகழ்ச்சிகளும் சார்பிலா 

ny 2 . 

நிகழ்ச்சிகளாதலால். முதல் நிகழ்ச்சி நிகழக்கூடிய ஒவ்வொரு வழி 

யையும், 2-வது நிகழ்ச்சி நிகழுக்கூடிய ஒவ்வொரு வழியுடனும் 

இணைக்கலாம். எனவே இரண்டு நிகழ்ச்சிகளும் (2, 85) ApSibe 

இரண்டு நிகழ்ச்சிகளும் நிகழக்கூடிய வாய்ப்புகள் (9, 8), எனவே 

இரண்டு நிகழ்ச்சிகளும் சேர்ந்து நடக்கக்கூடிய நிகழ் திறம் 

a ay 
J = 

ny Ny 721 Ny Pi Ds 

& 8 

அதாவது நிகழ்ச்சிகளின் தனித்தனி நிகழ் திறங்களின் பெருக்கற் 
பலனுக்கு சமம். 

இக்கூற்று (ஊதா) 1 நிகழ்ச்சிகளுக்கும் உண்மையாகும். 

உதாரணம் 5. 

நான்கு சிவப்பு, ஐந்து கறுப்பு பந்துகளுள்ள ஒரு பையிலிருந்து, 
இரண்டு சிவப்பு பந்துகளை அடுத்தடுத்து எடுக்கக் கூடிய நிகழ் 
திறத்தை 

(1) முதலில் எடுத்த பந்தை திரும்ப வைத்தபின்னும் 
(2) திரும்ப வைக்காத பொழுதும் கண்டுபிடி. 

வகை 1 

முதல் பந்தை எடுக்கும்போது, பையில் 4 சிவப்பு பந்துகளும், 
5 கறுப்பு பந்துகளும் உள்ளன. எனவே ஒரு சிவப்பு பந்தை எடுப் 

பதின் நிகழ்திறம் -5-. முதலில் எடுத்த சிவப்பு பந்து திரும்ப 
வைக்கப்படுவதால், இரண்டாவது பந்தை எடுக்கும் போதும், 
பையில் 4 சிவப்பு பந்துகளும் 5 கறுப்பு பந்துகளும் உள்ளன. 
எனவே, இரண்டாவது தடவையும் சிவப்பு பந்தை எடுப்பதின் நிகழ் 

4 Sp > ஆகும். இரண்டாவது உருவல், முதல் உருவலைச் சாறு 

தது. எனவே, இரண்டு சிவப்பு பந்துகளை அடுத்தடுந்து உருவும் 

நிகழ் திறம் +, 4 _ 16. 
9 9 81
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வகை 2. 

முதல் வாய்ப்பில் ஒரு சிவப்பு பந்தை உருவும் நிகழ் திறம்-- 

சிவப்பு பந்து ஒரு முறை உருவப்பட்டால், அது மீண்டும் வைக்கப் 

படவில்லை. எனவே, இரண்டரவது உருவலின்போது பையில் 
3 சிவப்பு பந்துகளும், 5 கறுப்பி பந்துகளுமே உள்ளன. இப் 
பொழுது ஒரு சிவப்பு பந்தை உருவும் நிகழ்திறம் $. எனவே, 

இரண்டு சிவப்பு பந்துகளை அடுத்தடுத்து, 

. ‘ : 4 3 1 உருவும் நிகழ் திறம் - ஆ 3 தர ஈட 

1-05. கூட்டு நிகழ்ச்சிகளின் நிகழ் திறம் . 

தேற்றம் : 

ஒரு நிகழ்ச்சியின் நிகழ் திறம் ற ஆனால், ஈ வாய்ப்புகளில் அந் 

நிகழ்ச்சி றா முறை நிகழக் கூடியதின் நிகழ்திறம் "6, ற ர”-₹ ஆகும், 

இங்கு ர-1--ற. 

நிருபணம் : 

நிகழ்ச்சியானது 7 குறிப்பிட்ட வாய்ப்புகளில் நிகழக்கூடியதும், 
(4--ற வாய்ப்புகளில் நிகழக்கூடாததுமான நிகழ் திறம், 

பெருக்கல் விதிப்படி நு ர”, இங்கு வாய்ப்புகள் குறிப்பிடமீ 
படவில்லை, 

நிகழ்ச்சியான 7 வாய்ப்புகளில் ஏதேனும் 7 வாய்ப்புகளில் நிகழ 

லாம். (ஈ-) வாய்ப்புகளில் நடக்காமலிருக்கலாம். இந்த ர 

வாய்ப்புகளை, ஈ.லிருந்து, ner வழிகளில் பொறுக்கி யெடுக்கலாம். 
எனவே நிகழ்ச்சின் வெற்றி தோல்விகளின் பொருத்தமான சேர்ப்பு 
கள் (088116 ௦௦11௦81105) 1௨ ஆகும். இவை ஒன்றையொன்று 

விலக்கும் தன்மையுள்ளன, ஒவ்வொன்றின் நிகழ் திறமும் றா ரூ 

எனவே” கூட்டல் தேற்றத்தின்படி, நிகழ் திறம் நூ, pt gr* 

ஆகும். 

கிளைத் தேற்றம் : 

ற, நிகழ்ச்சி நிகழக் கூடி:பதின்நிகழ்திறமாகவும், ௪, நிகழக்கூடா 

ததின் நிகழ் திறமாகவும் இருந்தால், ஈ சோதனைகளிம் 0,1,2....ஈ
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வெற்றிகள் கிடைப்பதின் , நிகழ் திறம், (ர-ற)” என்ற எஈருறுப்புக் 

கோவையின் அடுத்தடுத்த உறுப்புகளால் கொடுக்கப்படும். 

உதாரணம். 6: 

6 நாணயங்கள் சுண்டி விடப்படுகின்றன். 

(1) துல்லியமாக 3 தலைகள் 

(2) இயலும் ௨ச்ச அளவு 3 தலைககள் 

(3) குறைந்தது 3 தலைகள் 
(4) குறைந்தது ஒருதலை விழக்கூடிய நிகழ் திறத்தைக் 

கணக்கிடு. 

(1) 6 C, (4) 

4 60,4646 +6, | 

0 2[ 6௦, FOQ+6C +6] 
1 

ம [ட 

உதாரணம் 7 : 

3 ஆண்கள், 2 பெண்கள், 4 குழந்தைகளுள்ள ஒரு தொகுப்பி 
லிருந்து, 4 பேர்களை குறிப்பின்றி பொறுக்கி யெடுக்கப்படுகிறார்கள் . 
இவர்களில் துல்லியமாக இரண்டு குழந்தைகள் இருக்கும் வாய்ப்பு 
10 
ar என்று காண்பி, 

பொறுக்கி யெடுக்கப் பட்டவர்களில் இருவர் குழந்தைகள் * மற்ற இருவரும் 5 பேர்களிலிருந்து (3 ஆண்கள் -- 2 பெண்கள்) 
எடுக்கப்படுகிறார்கள். 

2 குழந்தைகளையும் 4 ௦, வழிகளிலும், மற்ற இருவரை 5 ரூ வழி 
களிலும். பொறுக்கலாம், 

எனவே கணக்கிட வேண்டிய நிகழ் திறம் | 4, x SC, -
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பயிற்சி. 

(1) 4 சிவப்பு 7 பச்சை பந்துகளையும், 5 சிவப்பு 10 பச்சை 
பந்துகளையும் முறையே கொண்ட இரு பைகள் உள்ளன. இவ் 
விரண்டு பைகள் ஒன்று அல்லது மற்றொன்றிலிருந்து குறிப்பின்றி 

ஒரு பந்து உருவப்படுகின்றது. ஒரு பச்சை பந்தை உருவுவதன் 

நிகழ் திறத்தைக் கணக்கிடு. 

(2) கலக்கபட்ட ஒரு சீட்டுக்கட்டில், முதல் ச் சீட்டுகளும் 

ராஜாக்களாக இருப்பதன் நிகழ் திறம் என்ன ? 

(3) 100 பக்கங்கள் கொண்ட ஒரு புத்தகத்தை குறிப்பின்றி 

திறக்கும்போது வலப்பக்கத்திலோ அல்லது இடபக்கத்திலோ 

அதே இலக்கங்கள் கொண்ட இரண்டு இலக்க பக்க எண் வரும் 

நிகழ் திறத்தைக் கணக்கிடு. 

(4 குறிபார்த்து சுடும் தேர்வில் 4, 8, 6 என்ற மூவரின் குதி 

வட்டத்தைத்தாகும் நிகழ் திறங்கள் முறையே $, $, $ ஆகும்: 

மூவரும் ஒரே குறி வட்டத்தை நேரக்கி சுட்டார்களானால் (8) ஒரே 

ஒருவர் மட்டும் குறி வட்டத்தைத் தாக்கும் (5) குறைந்தது ஒருவ 

ராவது குறி வட்டத்தைக் தாக்கும் நிகழ் திறங்கனைக் கண்டுபிடி. 

2. சில புள்ளியியல் கருத்துக்கள் : 

2-01. அலை வெண் பரவல்கள். 

விஞ்ஞான அளவைகள்,தொழில் மற்றும் சமூதாய புள்ளியியல் 

விவரங்கள் பெரும்பாலும் வரைபடத்தின் மூலம் குறிக்கப்படுகிறன. 

இவ்விவரங்களை வரிசைப்படுத்தி கோவையாக எழுதுதல் 

முதற் “படியாகும். இவ்விவரங்கள் சார்ந்திருக்கும் மாறுதலைப் 

பொறுத்து இவைகள் ஒரு பொருத்தமான பிரிவு இடை வெளியில் 

பிரிவுகளாக எழுதபபடுகின் றன . 

ஒவ்வொரு பிரிவிலும் உள்ள விபரங்களின் எண்கள் அப்பிரி 

வின் அலைவெண் எனப்படும். 

கீழுள்ள அட்டவணை (1) மரணவர்கள்தேர்வில் பெற்ற மதிப் 

பெண்களின் அலைவெண் பரவலைக் குறிக்கிறது. பிரிவு என்ற நிரலில் 

உள்ள இரு எண்களும் உதாரணமாக 0, 9, 10, 19 ஆகியவை 

முறையே கீழ், மேல், யிரிவு எல்லைகளாகும். ஒரு பிரிவின் முதல் 

எண்ணுக்கும், அடுத்த பிரிவின் முதல் எண்ணுக்கும் உள்ள வித்தி 

யாசம் பிரிவு தூரம் (௭4411. ௦1 (46 ௦1838)எனப்படும்.
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அட்டவணை 1 

அலைவெண் 

இந்த அட்டவணையானது அலை வெண் பரமல்களை எளிதில் புரிந்து 
கொள்ள மிகவும் உதவியாக இருக்கிறது. ஆனால் ஒரு வரை படக் 
குறிப்பான து இவ்விவரங்களை இதை வி... தெளிவாக விளக்குகிறது. 
இந்த விவரங்கள் படம் 56-ல் குறிக்கப்பட்டுள்ளன, % அச்சு மதிப் 

பெண்களையும், 7 அச்சு அலைவெண்கனையும் குறிக்கின்றன. 
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2-02. சராசரி. 

சராசரி அலைவெண் முக்கியமான தொன்றல்ல. ஆனால் விவ 

ரங்களின் சராசரி மிகவும் முக்கியமான தொன்றாகும், இது கீழ்க் 

கண்டவாறு வரையறுக்கப்படுகிறது. 7, 7... ரீ என்பன 

வெவ்வேறு பிரிவுகளின் அலைவெண்களாவும், டி ஷி... என் 

பன மாறிகளின் நடு மதிப்புகளாகவும் இருந்தால், மாறியின் சராசரி 

மதிப்பானது 

(Si 8 4 Sa Xe எர ப அ வவ ப னில் ஸூ 
at Jag T seve In 

(1) 

ஆகும். இது %, 3%......அன் நிறையிட்ட சரரசரி ஆகும். இங்கு 

ஒவ்வொரு பிரிவிலுள்ள அலைவெண்ணும் நிறையாகும். 

இதையே 

¥ = 
8 n 

E fs Xs | ச் 75 அல்லது (| al 
gel =I | 

என எழுதலாம். 

சில சமயங்களில் கோவை (1)-ஐப் பயன்படுத்தி 3-ஐக் 

கணக்கிடுவது கடினமானதாக இருக்கும். 2-ஐ கீழ்க்கண்ட முறை 

யைப்பயன்படுத்தி எளிதாக கணக்கிடலாம். 

நஜ”, 17 எனக் கொள்வோம். இங்கு ஒரு மாறிலி, அப் 

பொழுது 

மீட்டி ந மர. அவவ உச 

=f, ஜே. ப் போடா) 

அரி X ath Matec fa Matin செறி ப வ வர்றீடு 

Sr th ரா... fo Xn 

சர்வ Ta 

fee emer gD 
fitht—-- fatm
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அல்லது %--2--78 

இங்கு 22, x or ere fur Go. 

ு-ஐ வசதியாக தேர்ந்தெடுத்து, 2'-ஐ எளிதாக கணக்கிடலாம். 

ர-ஆனது க்கு நெருங்கிய மதிப்பாக எடுத்துக் கொள்ளப்பட்டால், 

சிறியதாக இருக்கும். ஈ நடைமுறை (011112) சராசரி அல் 
லது எடுத்துக் கொள்ளப்பட்ட சராசரி எனப்படும். 

2-03. இடைநிலை (சர்க்க : 

ஒரு கண்டறிதல்களின் கணமானது கண்டறிதல்களின் மதிப்பு 

களின் ஏறு வரிசையில் எழுதப்படுமேயானால், அக்கணத்தின் நடுவி 
லுள்ள கண்டறிதலின் மதிப்பு அதன் இடைநிலை எனப்படும், 

௬ருக்கமாக கண்டறிதல்களின் எண்ணிக்கை ஒற்றைப்படை 

யானால், அதாவது 2, என்றிருந்தால், (8-1)-வது மதிப்பு அதன் 
இடை நிலையாகும், கண்டறிதல்களின் ண்ணிக்கை இரட்டைப் 
படையானால், அதாவது 2% என்றிருந்தால், கணத்தின் நடுமதிப்பு 

கள் ஈ-வது (2--1)-வது மதிப்புகளாகும். இவ்விரண்டு மதிப்புகளின் 
சராசரி கணத்தின் இடை நிலையாகும். 

2-04, முகடு (17% ௦4௨ : 

மாறியின் எந்த மதிப்புக்கு அல வெண் அதிக மாகவுள்ளதோ 

அல்லது அலைவெண்கோடு வரைந்தால் எந்த புள்ளிக்கு ஏற்ற அலை 
வெண் மிக அதிகமாக உள்ளதோ அப்புள்ளி முகடு எனப்படும். 

2-05. பெருகற் சராசரி (020116171௦ 10௦௧10) : 

இரண்டு எண்களின் பெருக்கற் சராசரி காண, அவை இரண் 
டையும் பெருக்கி அப்பெருக்கற் 5 தாகையின் வர்க்க மூலம் காண 
வேண்டும். %,, 35... 9)ளஎன ந எண்கள் இருந்தால் அவற்றின் 
பெருக்கற் சராசரி (xX, %...... ..)1/1 ஆகும், 

2-06. சிதறல் அளவைகள் (18468811௦5 of dispersion) : 

ஒரே கூட்டுச் சராசரியுடைய இரு எண் குழுக்கன் மற்ற பண்பு 
களில் வேறுபட்டு இருக்கலாம், அத்தகைய பண்புகளில் முக்கிய 
மானது சிதறல் ஆகும். எடுத்துக் காட்டாக, 19, 20, 21, 22, 23, 
24, 25 என்ற குழுவையும் 15, 17, 19, 21, 23, 25, குழுவையும்
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எடுத்துக் கொள்வோம். இரண்டு குழுக்ளுள் பின்னது அதிகம் 

சிதறுண்டுள்ளது என்பதும், முன்னது ஓரளவு நெடுங்சியே அமை 

யப் பெற்றுள்ளது என்பதும் தெளிவு (படம் 67) இச்சிதறலை அளப் 
தற்கு பல அளவைகள் பயன்படுத்தப்படுசின்றன. இங்கு நாம் 

வீச்சு (நெடுக்கம்) (1₹84186) சராசரி விலக்கம் (068 deviation), 
syuorer osaid (Standard deviation) starp மூன்றை மட்டும் 

எடுத்துக் கொள்வோம், 

  
  

படம் 67 

2-07. வீச்சு; 

மிகப் பெரிய எண்ணையும், மிகச் சிறிய எண்ணையும் எடுத்துக் 

கொண்டு, அவற்றின் வேறு பாட்டை அளந்தறியலாம். இதுசித 

றலை அளவிடப் பயன்படும் அளவைகளுள் கணக்கிட எளிதானது. 

அலைவெண் பரவலாகஅமைந்துள்ள போது, அலைவெண் வளை 

கோட்டின் இரு முனைகளுக் கிடையே உள்ள தூரமே வீச்சு. 

அலைவெண் பலகோணமாயின், முதற் பிரிவு இடைவெளியின் 

கீழ் எல்லைக்கும், கடைசி பிரிவு இடை வெளியின் மேல் எல்லைக்கும், 

இடையே உள்ள தூரமே வீச்௬. கணக்கிட இவ்வளவு எளிதாக 

இருந்தாலும், இந்த அளவை குறைபாடு உடையது. 

சில சமயங்களில், விவரங்களின் 50% விழக்கூடிய, மாறியின் 

வீச்சுப் பகுதியை தெரிந்து கொள்வது மிகவும் பயனுள்ளதாக 

இருக்கும். சான்றாக அட்டவனை (1)-ல் மதிப்பெண்களின் வீச்சு 

0-99 ஆகும். ஆனால் மதிப்பெண்களின் க அல்லது 78% 
௦ 

30- க்கும் 69-க்கும் இடையிலுள்ள து. 

2-08. சாரசரி லிலகல் : 

டி ன்பன, ஐ சாரசரியாகக் கொண்ட விவ 
ரங்களின் குழுவானால்,
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(x,—*), (LyX) os vsaseee(Xy—*), 

என்பன முறையே சராசரியிலிருந்து விவரங்களின் விலகல்கள் 

ஆகும். இவைகளை ஸீ, do... 8, என எழுதுவோம். இவை 

களின் சில விலகல்கள்-- ஆகவும், சில (--) ஆகவும் உள்ளன. உண் 

மையில் இவைகளின் கூடுதல்சுழியமாகும், அதாவது 

சீட்... ற். ட ு௭0 

ளிவரங்களின் ஒரு குழுவின் சராசரி விலகல் (சில சமயங்களில் சரா 

சரி தனிவிலகல் எனப்படும்), 

விலகல்களின் எண் மதிப்புகளின் சராசரி என வரையறுக்கப் 

படுகிறது. 

Ldi[ +d, | +... | de | 
சராசரி விலகல் tt — ba | FT revvee | 

n 

1 n 

= — அ 14] ஆகும். 
* 941 

3, ஆஃ என்ற விவரங்கள் முறையே ரீ... ரீ. என்ற 
அலைவெண்களைக் கொண்டிருந்தால், 

சராசரி விலகலானது, 

fi | d, I 4 | do | “வ ர்றீய] dy | 

ன ரி ரட்ட்ட வம் ~ 

= 37 | 9-2 | 

8 

2-09. some afloacd (Standard deviation) : 

சிதறலின் மிகவும் முக்கியமான அளவை தரமான விலகலாகும் 
இது வழக்கமாக ர என குறிக்கப்படும். இது சராசரியிலிருந்து 
விலகல்களின் இருமடியின் வாயிலாக பின்வருமாறு வரையறுக்கப் 
படுகிறது.
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ச, ந்... 8 என்பன, விவரங்கள் 3, 3...) இவைகளின் 
சராசரி லிருந்து உள்ள விலகல்களானால், 

| அப்பொழுது 

ரூ (6-7... சீடி 

அதாவது £-[-ர ஜ் 3 ast }-[ = பகர 

மிழி சழ 3, என்பன முறையே 

- ழீடகீ.... . என்ற அலைவெண்களைக் கொண்டிருந்தால், 

உ (0 கட க்ப் கி 
ou Vota a fra) 

॥ Ms
 ee a 

72-29” = Ss 
Sal S=1 ॥ 

_ஏ* விவரங்களின் மாறுபாடு எனப்படும். தரமான் விலகல் ச 
விவரங்களின் வர்க்க மூல 'சராசரி வர்க்க விலக்கம் (15௦௦௩ ப, 

Square deviation) sreriu@i. 

2-10. கில முக்கியமான அலைவெண் பரவல்கள் 2 

சமுதாய மற்றும் தொழில் பற்றிய புள்ளி விவரங்களின் பரவல் 

கள் பலவகைப்படும், ஆனால் இவைகள் கீழ்க்கண்ட முக்கியமான 

மூன்று வகையான அலை?ிவண் பரவல்களைத் தழுவியிருக்கின்றன. 
இவைகளை நிகழ்திறக் கொள்கையை பயன்படுத்தி அடையலாம். 

இவைகள் ஈருறுப்பு பரவல் என்ற மூன்றும் ஆகும், இன்னும் பல 

வகைகளும் உண்டு. 

2-11. ஈருறுப்புப் பரவல் : 

ஒரு நாணயத்தை சுண்டி எறியும்போது தலையையோ அல்லது 

பூவையோ பெறக்கூடிய இரணடு வாய்ப்புகள் இருக்கின்றன. 
எனவே ஒரு வீச்௬க்கு தலையோ அல்லது பூவோ விழக்கூடிய நிகழ் 

திறம் $ ஆகும். நாம் உ வீச்சுகளை எடுத்துக் கொண்டோமானால் 
பூ விழக்கூடிய வீச்சுகள் $% ஆகும். இங்கு ஈ ஒரு பெரிய எண் 

ணாக இருக்கவேண்டும். சிறியதாக இருந்தால் தலைவிழக் கூடிய
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தடவைகள் $ லிருந்து மாறுபடக்கூடும், அல்லது தலையே விழா 
மல் இருக்கவும் வாய்ப்புண்டு, உதாரணமாக 10 வீச்சுகளை எடுத் 

துக்கொண்டால் 3 தடவை தலை விழலாம், 20 வீச்சுகளுக்கு 
8 தடவை தலை விழலாம். நாம் ஈ வீச்சுகளை எடுத்துக்கொண்டால், 

1 தடவை தலை விழக்கூடியதன் நிகழ்திறம் என்ன என்பது தான் 

கேள்வி. 

(O<m <n.) 

8 வீச்சுகளை எடுத்துக் கொண்டால் 0, 1, 2... n sStLmossit 

தலைவிழக் கூடிய நிகழ்திறங்கள், ஈருறுப்புக் கோவை ($--3)-ன் 

விரிவின் அடுத்தடுத்த உறுப்புகளால் கொடுக்கப்படுகின்றன ' என 
காட்டலாம். உதாரணமாக, 10 வீச்சுகளுக்கு, 3 தடவைகள் தலை 

விழக் கூடியதன் நிகழ்திறம் 

10%69%8 » 15 
Txix3 @ ® 128: 

அதாவது தோரயமாக 3, 

பொதுவாக ஒரு நிகழ்ச்சி நடக்கக்கூடிய நிகழ்திறம் ற ஆகவும் 

நடக்கக்கூடாததன், நிகழ்திறம் ஏ ஆகவும் இருந்தால் (2-4-ஏ- 1), 
72. தடவைகளில் நிகழ்ச்சி நடக்கக் கூடியதன் நிகழ் திறமானது 
0 1, அ வி 72 ஆக இருக்கக் கூடிய வாய்ப்புகள், ஈருறுப்புக் 
கோவை (7-டற)”-ன் விரிவின் அடுத்தடுத்த உறுப்புகளால் கொடுக் 
கப்படும். 

அதாவது 

ட n(n-1 g-+ng ' p+ ௮ ர்ு p+ அஷ யற் 

எனவே நாணய கணக்கில், 10 வீச்சுகளில் 0, 1, 2......10 தடவை 

கள் தலைபக்கம் விழக்கூடியதன் நிகழ்திறம், ஈருறுப்புக் கோவை 

(-$)'*யின் விரிவின் அடுத்டுத்த உறுப்புகளால் கொடுக்கப்படும். 

அதாவது 

1 1 10x 9 1 1 
ம? 10% are? ட x 7 ககட்ட வக தட் 

1 
= 21௦ 
  (1, 10, 45, 129, 210, 252, 210, 120, 45, 

10, 1) ஆகும்.
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2-12. பாய்சான் பரவல் : 

ஈருறுப்புப் பரவலின் அமைப்பு ற, உ இவைகளின் மதிப்பைப் 

பொறுத்து மாறும். நிகழ்ர்சி நடக்கக் கூடிய நிகழ் திறம் ற மிகவும் 

சிறியதாகவும், ஆனல் 7 மிகப் பெரியதாகவும் அதாவது 1ம பொரு 

ளஞுூடையதாக இருக்கும் வகை முக்கியமான தொன்றாகும். 

ற சிறியதாகவும், 1 பெரியதாகவும் இருக்கும்போது எஈருறுப்புக் 

கோவை (7-2) ன் விரிவை தோராயமாக அல்லது அதன் எல்லை 

மதிப்பு 

னி m m ட்ட m 
ச mw (ahs 12 fxaxa tert ஜா 

என்ற தொடர்பாக எழுதலாம். 

இங்கு 8-7, ச-2.71828 (5 தசம துல்லியமாக) 

இந்த தொடருக்கு பாய்சான் தொடர் என்று பெயர். இத் 

தொடரின் அடுத்தடுத்த உறுப்புகளுக்கியைத்த பரவல் பாய்சான் 

பரவல் எனப்படும். 

ஒரு நிகழ்ச்சி, சார்பு அமைவெண் 1 உடன் ஈ தடவைகள் 

நடப்பது கீழ்க் கண்ட அட்டவுணையின்படி மாறும் 

012 3 8 

வட்டி பா ms. 
Bod "7x2 Ix2x30" S! 

இது பாய்சான் பரவலின் சிறப்பு அம்சமாகும். 

ஒரு உண்மையன நிகழ் திற பரவலுக்கு நிகழ் திறங்களின் கூட் 

டுத்தொகை *ஜன்று் என இருக்க வேண்டும், பாய்சான் பரவலுக்கு 

சார்பு அலைவெண்களின் கூட்டுத்தொகை 

= m m Ms சகட்ட ஏழ ன் ய + mh 

zemx et (தோராயமாக - $ பெரிய எண்ணாக 

இருந்தால்) 

  

=1 (தோராயமாக) 

இதே அளவு தோராயமாக, பரவலின் சராசரி ஈ எனவும், தர 
1 

மான விலக்கம் * ” எனவும் காட்டலாம். 

19
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2:13. இயல்நிலைப் பரவல் : 

இயல்நிலைப் பரவலானது முதன் முதலாக டிமாய்வர் 
டால) என்பவரால் நாணயக் கணக்குகளைத் தீர்ப்பதற்காக 
புகுத்தப்பட்டது. இது பிறகு லாப்லாஸ், காஸ் இவர்களால் தனித் 
த்தனியாக கண்டு பிடிக்கப்பட்டது. எனவே இது சில சமயங் 

களில் காஸியன் பரவல் என்றும் வானியல்,விஞ்ஞான விவரங்களில் 
உள்ள 'தற்செயலாய் நிகழும் பிழைகளுக்கு பயன்படுத்தப்பட்ட 

தால் காஸியன் பிழைகளின் விதியென்றும் கூறப்படுகிறது, 

இயல் நிலைப்பிழை வளைகோட்டின் சமன்பாடு ந 4௪-34 (உ 
என்று அமைகிறது, இங்கு 4, /, ஈட மாறிலிகள். 

வளை கோட்டின் வடிவு படத்தில் (படம் 68) கட்டப்பட்டுள் 

ளது. 7 ஆக இருக்கும்போது ஒரு மீப்பெரு மதிப்பு இருக் 
கிறது. மேலும் வளைகோடு, %-% என்ற கோட்டைப் பற்றி சம 

சீராக உள்ளது. 

  

  

இயல் நிலைப்பிழை வளைகோடு 

x=mM ஆகும்போது, ந 

xen t 1. ஆகும்போது நம 42௨ 
வளை கோட்டின் கீழுள்ள முமுபரப்பு 

+a 

Laem my ax
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ஆகும். இது (4,/8]//-க்கு சமமாகும். A ஆனது 

சூர எனக் கொண்டால் வளை கோட்டின் கீழுள்ள பரப்பு 
ஒன்று. அப்பொழுது வளைகோட்டின் சமன்பாடு 

_A 22 லி க சனி கோஷ் on G1 

ஆகும் இது இயல்நிலை அல்லது காஸியன் பரவலின் அலைவெண் 
வளைகோடு ஆகும். இந்த பரலுக்கு சார்பு அலைவெண்ணின் 
மதிப்பு 2-க்கும் --02-க்கும் இடையே 99% என்ற மதிப்புடையதாக 
இருக்கிறது. இதையே ஒரு நிகழ்ச்சியானது 2ஃக்கும் 5--5)-க்கும் 
இடையே இருக்கும் நிகழ்திறம். 

h 
VR 
  e- (z-m)* 9x எனவும் கூறலாம். 

எனவே ஆ-ன் மதிப்பு (சமன்பாடு 1) சில சமயங்களில் பரவலின் 

நிகழ்திற அடர்த்தி அல்லது சார்பு அலைவெண் அடர்த்தி என்றும் 
கூறப்படும். 

எந்த ஒரு இயல்நிலை பரவலும் $, ஈ என்ற இழு துணையலகு 

கலால் (1தாகாாசர5) நிர்ணயிக்கப் படுகிறது. 8, பரவலின் சரா 

சரி என காண்பிக்கலாம். 4, சில சமயங்களில் திட்ப மாறிலி 
(Precision constant) எனப்படும். $ ஆனது தரமான விலகல் 

ர-வுடன் 2ர” /”-1 என்ற சமன்பாட்டால் இணைக்கப்படுகிறது. 

m=x, h* = “ye என எழுதினால் 

ட டட] ~(x-X)*/2 0? 
7G Gm) © 

இது ஐ சராசரியாகவும், ர-ஐ தரமான விலகலாகவும் 

கொண்ட ஒரு இயல் நிலைப்பரவலைக் குறிக்கிறது. 2-ன் ஒரே மதிப 
புக்கும் ர-வின் வெவ்வேறு மதிப்புக்கும் வளகோட்டின் வடிவ 

மானது படத்தில் கொடுக்கப்பட்டுள்ளது (படம் 69.)
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ர ரர புத் 
On) 2 wen ™ 

  

y=   

x=x + 26 Be ZGGwCur gH 

1 = 0.135 

“OW Gm © ~~ OV On) 
எனவும் கிடைக்கிறது. 

y 

2-1&. இயல்நிலை, ஈருறுப்புப் பரவல்களின் தொடர்பு : 

(ஏ-டற) க்கு இயைந்த ஈருறுப்பு பரவலின் செவ்வகப்படம், 

% பெரிதாக இருக்கும்3பாது ஏறக்குறைய ஒரு இயல் நிலை பிழை 
வளைகோட்டுக்குச் சமமாக இருக்கும், உண்மையில் இயல் நிலை 
விரிவை ஈருறுப்பு அமைப்பிலிருந்து பெறலாம். (ர-டற)ஃன் விரிவின் 
ஓழும்புகளை நு-கூருகவும், ஊன், 0-விலிருந்து ஈ-க்குள்ள முழு எண்
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மதிப்புகளை 2ஈகூறாகவும் கொண்டு புள்ளிகள் குறித்தோமானால், 

% ஆனது பெரிதாக இருக்கும்பொழுது, இப்புள்ளிகள் ஏறக்குறைய 

இயல்நிலை வளைகோடு. 

1 - 0") /20* 
பனை an (2n) ° 

மீது விழுகின்றன. 

இங்கு ஈ2- ஈருறுப்புப் பரவலின் சராசரி மற 

ர”-விலக்கவர்க்க சராசரி npg. 

படம் 70-ல் (8-1. 1-க்கு இயைந்த பரவல் செவ்வகப்பா . 

  
  

n ப, a= a உள்ள இயல் நிலை வளைகோடும் வை பப் 
3 

த 

பட்டுள்ளன, 

y' 

] 
“V's 69-05Y 2) 

20- y'= 59 

15 ; ஆ 

7 ் 

் ப 
சி ப 

ம் 

104 ம் 
a ட 

ச % 

% 
ர் % 

ச் 

> 
% 5 - ் 

ச் 

ட் ட் 

ன 
x 

7 | | S ௪ ன 

0 1°23 4 5 6 7 8 9 10% 

படம் 70 

நிச்சயம் இரண்டு பரவல்களுக்கு இடையே, ஒரு முக்கியமான 

வித்தியாசம் உள்ளது, எஈருறுப்புப் பரவலானது, ஈ-ன் முழு எண்
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மதிப்புகளுக்கியைந்த தனி மதிப்புகளைக் கெரண்ட ஒரு கணத்தைக் 
கொண்டு தொடர்பற்று இருக்கிறது, ஆனால் இயல்நிலைப் பரவ 
லானது மாறியின் எல்லா மதிப்புகளையும் கொணடு தொடர்ச்சியாக 

இருக்கிறது. தனி மதிப்புகளின் பரவல் ஏறக்குறைய இயல்நிலைப் 

பரவலைத்தழுவி இருக்கலாம். 

215. இயல்நிலைப் பரவலின் சராசரி விலகல் : 

எந்த ஒரு விவரங்களின் கணத்தின் சராசரி விலகலும், விலகல் 
களின் மதிப்புகளின் சராசரிக்கு சமம் என வரையறுக்கப்படுகிறது:. 
இதந்த வரையறுப்பைப் பயன்படுத்தி, இயல்நிலைப் பரவலின் சராசரி 
விலகல் 7)-வை 

1 = ரச (53௩592. 0,80 ர 
என எழுதலாம். 

இப்படியாக, ஒரு இயல் நிலைப்பரவலுக்கு 7) தோராயமாக 
—. 5 -க்குச் சமமாக இருக்கிறது, கொடுக்கப்புட்ட ஒரு பரவலானது 

எந்த அளவுக்கு இயல் நிலையிலிருந்து மாறுபட்டிருக்கிறது. என் 

பதை, விகிதம் 9/ர-வைக் கண்டுபிடித்து அதை டக்கு ஒப்பிட்டு 

கணக்கிடலாம். 

3. பிழைக்கொள்கையும் மீச்சிறுபடியும் : 

கணிதத்தில் ஒரு சில பிரிவுகள் தான் பிழைக்கொள்கையையும், 
மீச்சிறுபடி தத்துவத்தையும் போல விஞ்ஞானத்துக்கும். ஆராய் 
சித்துறைக்கும் மிகவும் பயனுள்ளதாக இருக்கின்றன. பொதுவாக 
விஞ்ஞானத்தில் எந்த விதமான ஆராய்ச்சியும் இந்த தத்துவங் களின் பயனில்லாமல் திருப்திகரமாக செய்ய இயலாது. 

3:01. அளவையின் வரையறுப்பு : 

_ இரு கணியத்தை அளிப்பதென்பது, நேராகவோ, (0௦௦0) 
அலலது மறைமுகமாகவோ (017201) அதற்கும் அதன் மதிப்பைத் 

தெரிப்படுத்துவதற்கு பயன்படுத்தும் அலகுக்கும் உள்ள விகிதத்தை 
நிர்ணயிப்பதாகும். மிகச் சில அள வைகளை த்தான் நேராக அளக் 
கிறோம். நீளத்தைத் தவிர மற்ற எந்த அலகுகளையும் மதிப்பைக் 
கண்டு பிடிக்க நேராக பயன்படுத்துவதில்லை. உண்மையில் ஒவ் 
வொரு அளவையும் நீளத்தின் அளவை சார்ந்திருங்குமாறு செய்
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யப்பட்டுள்ளது, உதாரணமாக நேரத்தை ஒரு குறிப்பிட்ட கால 

இடை வெளியிலுள்ள நிமிடங்களாலும், வினாடியாலும் கணக்கிடுவ 
தில்லை. ஆனல் கடிகாரத்தில் முள்ளானது ஒர குறிப்பிட்ட தூரத் 
தைக் கடக்க எவ்வளவு நேரமரகிறது என்று பார்த்தே கணக்கிட 

படுகிறது. 

பொதுவாக அளவை சூட்டு (0151) அளக்கப்படும் ஒவ்? 

அளவையும் முடிவாக நீளத்தையே சார்ந்திருக்கிறது. 

உதாரணம்: அழுத்த மானிகள், மின் அழுத்த மானிகள், 
வெப்ப மானிகள், தராசுகள் ஆகியவை. நீளத்தை மிகவும் துல்லிய 

மாக கணக்கிடக்கூடிய நம்முடைய கண்ணின் திறமையே இதற்கு 

காரணமாகும். : 

கணியத்தின் சரியான மதிப்பைக் கண்டுபிடிப்பதற்கு பிழை 

ஒரு முக்கியமான தடையாக உள்ளது பிழைக் கொள்கையும், 

மீச்சிறுபடி முறையும், கணியங்களின் சரியான மதிப்புகளுக்கு மிக 

நெருங்கிய மதிப்புகளைக் கண்டு பிடிப்பதற்கான முயற்சியின் 

பலனேயாகும். 

3-02. பிழைக்கொள்கை ; 

பிழை என்பது, அளக்கப்பட்ட மதிப்பை அடைய, உண்மை 

யான மதிப்புடன் கூட்டப்பட வேண்டிய கணியம் ஆகும். பிழை 

யின் குறியை முன் பின்னாக்கினால் அது திருத்தம் எனப்படும். 

உண்மையான மதிப்பு-பிழை- அளக்கப்பட்ட மதிப்பு, 

அளக்கப்பட்ட மதிப்பு 4- திருத்தம்- உண்மையான மதிப்பு, 

பிழைக் கொள்கையில் கீழ்க்கண்ட நான்கு முக்கிய கேள்விகள் 

எடுத்துக்கொள்ளப்படுகின்றன. 

(1) ஒரு இயல்பியல் கணியத்தின் உண்மையான மதிப்பு என் 
றால் என்ன ? 

(2) நடை முறையில், அளவைகளிலிருந்து எத்தனை உண்மை 
யான மதிப்புகள் கணிக்கப்படுகின்றன ? 

(3) கணிப்புகளுக்கு நிச்சயமாக எதை உடைமையாக 
attribute) Qediuweorib ?
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(4) வெவ்வேறு அளவைகளிலிருந்து கிடைத்த கணிப்புகளை 

எப்படி ஒப்பிடலாம் ? 

ஓவ்வொரு எண்ணும், மிகச்சிறிய அலகினால் (6) குறிக்கப்படும் 

போது முழு எண்ணாக இருக்கின்றது. எந்த உண்மை 
யான எண்ணையும், £ என்ற நீளமுடைய இடைவெளியில் கணியத் 

தின் உண்மையான மதிப்பு என கூறலாம். இதன்படி நிகழ் திறங் 
கள் என்பன சார் அலைவெண்களின் (௨1௧116 மா601200126) உண் 

மையாண மதிப்புகளே ஆகும். 

அளக்கும் கருவிகளிலுள்ள குறைபாடுகளாலும், மற்ற இடை, 

யூறுகளாலும், ஏற்படும் பிழைகளினால் கணியங்களின் அளக்கப் 

பட்ட மதிப்புகள் எப்பொழுதும் உண்மையான மதிப்புகளிலிருந்து 
வேறு பட்டுள்ளன. 

98-03, பிழைகளின் வகைகள் : 

கண்டறிதல்களின் பிழைகளைப் பின்வருமாறு இரண்டு வகை 
களாகப் பிரிக்கலாம், 

(1) நீடித்த (18412௫) அல்லது இடைவிடாத (538120211௦) 
அிழை. 

(2) தற்செயலாய் நிகழ்கிற பிழை (&௦௦1021(3]). 

(1) நீடித்த அல்லது இடைவிடாத பிழைகள் : 

இவை தொடரான கண்டறிதல்கள் முழுவதும் ஒரே விதமான 
பிழைக்கான காரணங்கள் ஒரே மாதிரியாக செயல்படுவதால் ஏற் 
படுவதாகும். அனேக இடங்களில் இதை தகுந்த முறைகளால் 
தடுக்கலாம், அல்லது நீக்கி விடலாம். தவருன கருவிகளாலும், 
குறைபாடான அமைப்பினாலும் (661112) குறையுள்ள இயக்கும் 
செயலமைப்பு திட்டத்தாலும் (mechanism) Qaiafl இடையூறுகளா 
லும், தனிப்பட்டவரின் தப்பெண்ணம் மற்றும் இவை போன்ற கஷ் 
டங்களாலும், இடைவிடாத பிழைகள் ஏற்படலாம். சீரமைவு, 
தீரப்படுத்துவது, ஈடு செய்வது இவற்றின் மூலம் இப்படிப்பட்ட 
பிழைகளை நீக்கலாம். 

(2) தற்செயலாய் நிகழ்கிற பிழைகள் ( &௦௦ம்மீ த errors) : 
இப்பிழைகள் மிகவும் முக்கியமானவையாகும். பிழைக் கொள் 

கையானது இந்த பிழைகளைப் படிக்கவும், கணக்கிடவுமே ஏற்பட்ட
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தாகும். இவை சுத்தமாக தற்காலிகமான காரணங்களால் ஏற்படக் 
கூடியவையாகும், இக்காரணங்கள் சிக்கலான தன்மையுள்ளவை 
யாகவும், இவைகளின் நிகழ்வு பற்றி ஒருவரும் சத்தேகப்படக் 
கூடாத வகையிலும் இருக்கின்றன. அதே கவனத்துடனும், திறமை 

யுடனும் அடுத்தடுத்து செய்யக்கூடிய கண்டறிதல்களின் முரண் 

பாடுகளிலிருந்து தான் இவைகளை உணரக்கூடிய வகையிலும் 
அமைகின்றன, 

53-04. இப்பொழுது இரண்டாவது கேள்வியான, மிகச் சரி 
யான கணிப்பின் மதிப்பை எடுத்துக்கொள்வோம். இரண்டு சார் 
பற்ற அளவைகளினால், ஒரு தெரியாத இயல்பியல் கணியம் m-agq» 

797, 7, என்ற இரு மதிப்புகள் கிடைக்கின்றன என கொள்வோம்” 

இந்த மதிப்புகளை அடிப்படையாகக் கொண்டு ஐன் மிகச்சரியான 
மதிப்பைக் கணிக்க வேண்டும். இச் சரியான கணிப்பு ஐ (ஈ,, 8) 

ஆக இருக்கட்டும். இப்பொழுது நாம் சார்பு 2-ஐத் தீர்மானிக் 
வேண்டும். 4 என்பது இந்த இரணடு அளவைகளுக்கும் கொடுக் 
கப்பட்ட மீற்றம் ஆனால், கணியம் 80-ம் & அளவு அதிகரிக்கப் 

படும். 

P my +K, Mm+XK)=P (tM, m)TK (1) 

இது போலவே 3, 199 ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்பால் பெருக்கப்பட் 

டால், சரியான கணியமும் அதே மதிப்பால் பெருக்கப்படும். 

அதாவது ஐ (88, 85) -,32 (%, 110) vee (2) 

இரண்டு சோதனைகளும் முழுதும் ஒத்த சூழ் நிலையில் செய்யப் 

படுவதால் 

P (m,, m,)=P (mz, m,) BSW (3) 

ட ஈட என்பன நிலையானதாகவும் சமன்பாடு (1)-ல் 4 ௯ - ல் 

எனவும் கொள்வோம். 

அப்பொழுது 

2உ(ு,- ரூ, 0)-2 (ட 788) - ஈட 

அல்லது ஓ (9, 70) -ஐ கே 0) wwe (4)
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சமண்பாடு (2) 

ற (Bm, Bm) = Bp (m, m:) 

= Bm,+p (Bm, - Mz 0 

svg BP (m, m:) = Bm,+e (Bm, - Mm, 9) 

B= |, mem, 4% DESH. 
Mm, ~ Mt 

m 
அப்பொழுது உ? a, ae = My     p (m, m,) 

yu gs m,+(m,-m,) 9 (1, 0)=-9 (m,, m,) 

இது போலவே 

P (Mm, m,)=m,+(m,—m,) @ (1, 9) 

சமன் பாடுகள் 5,6, 7-லிருந்து 

௦௫-88) உ(1,0)-௬, (ழ் உழ, 0) 

உ(1,0)-5 

இம்மதிப்பை சமன்பாடு (6)-ல் பிரதியிட்டு 

My +4 (my -m,)= 9 (im, m) 

உட ms) +15 Phe 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

பொதுவாக * சோதனைகள் மூலம் கிடைக்கப்பெற்ற விடைகள் 
Ny, Myo றோன் உண்மையான மதிப்பு ஈன் சரியான கணியம். 

er rm in mE Mab a ach img [று 

BS m= mi 
in 

உண்மையான பிழைகள் 32877௬ 7-1, 2... 

(9) 

உ. (10)
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_ உத்தம பிழைகள் & = mi-m,i=1,2 ... ... n (Best errors) 
ஆகும். 

38-05. இப்பொழுது மூன்றாவது கேள்வியை'எடுத்துக் கொள் 
வோம். அதாவது சரியான கணிப்பானது உண்மையான மதிப்பின் 

ஒரு கொடுக்கப்பட்ட வீச்சுக்குள் இருக்கக் கூடியதன் நிகழ் திறத் 
தைக் கணக்கிடுதல். சமன்பாடு (10)-ல் பிழை $/ என வரையறுக் 
கப்பட்டுள்ளது. இங்கு 7 ஆனது உண்மையான மதிப்பு, 7% 

ஆனது கணியத்தின் அளக்கப்பட்ட மதிப்புகளாகும், தொடர்பற்ற 

(random) wre) 3-ன் நிகழ்திற அடர்த்தி எண் ரீ (ர்) ஆகட்டும். 

கூட்டு நிகழ்திற தேற்றத்தின்படி, முதல் சோதனையில் பிழை %, 
ஆகவும், 2-வது சோதனையில் %, ஆகவும் இருப்பதன் நிகழ்திறம். 

தனித்தனி நிகழ் திறங்களின் பெருக்கல் தொகையாகும். 

அதாவது 

Sf (1 %) =F (%,) f(s) டடம) 

2 Xa) =f (%1) f (0) F (%5) wee (12) 

9? என்பது அளக்கப்பட்ட கணியத்தின் உண்மையான மதிப் 

பானால், 

= ayers [சமன்பாடு 9-ஐ பார்க்க] 

அப்பொழுது 

S (q+ Xa, Xs) = ரீ (207 7 (%5) 

= f (m,-v) f (m:—») J (in, - ¥) 

மீப்பெரு மதிப்புடையது. அதனால் அதன் மடக்கையும் மீ 

பெருமதிப்புடையது. 

எனவே 1௦2 7 (,-1)-1௦27 (௫-7) 

11௦2-0) 

ப்மீரெருமதிப்புடையது.
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9-யைப் பொறுத்த இதன் வகைக்கெழு கண்டு, சுழியத்துக்கு 

சமன்படுத்தினால் 

ர (கூடு ர ரூ 7௩௮) 
7 கூடு * 7 கூடு * ரர 

என கிடைக்கும் 

  

F (x) ட் 3 என்று ஒரு புதுசார்பை வ்ரையறுத்தால், 

  ரஸ FF 
_ Ff’ (m-) டர ய) 

F (x,) ரீ நடு: F (x5) f (m,-»)   

stor Gey F (x,)-+F (x,)+ F (x,)=0 i 

ya trating ஆகும்போது இது உண்மை, 

அல்லது (௬-7) 4-௮ -ட--)20 

Xr +X, +x, = 0 

சமன்பாடு (15) உண்மையானால் 

சமன்பாடு (14) உண்மையாகும் 

இரண்டு மாறிகளிருந்தால் 

ச 0-2 ண்டு 
டட ௬0 

ஒரு மாறிக்கு, £,-0 ஆகும்போது 7 (2,) -0 
சமன்பாடு (16)-ல் 3, Xg=X, Bw 

F (x,)= - F (- x,) 

எனவே சமன்பாடு (14)-ஐ 

F(x)+F (x,)=-F (-x,) =F (x, + ,) 

என எழுதலாம், 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17 

(18)
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க்ஸ் எ ட் (18)-sir, x1, x, பற்றிய தனித்தனி வகைக் கெழுக் 

ச 0 ௪2 போரு 

2 ஜே -7 பேட்டி என கிடைக்கும் 

F' (x,) =F" (x3) 

9.ஒரு மாறிலியானால், 7” (00-0௪ மாறிலியாக இருந்தால் 
தான் F’ (x,) = 7” (6-2) உண்மையாகும். 

எனவே 7(%,)-௩ ச லு 
1, 

  

அதாவது fo. F (x)+Cx 

3 

அல்லது ரீ (x) -ke? oe 

'இங்கு £ தொகைக்கெழு மாறிலியாகும். 

௦4 27 எனக் கொண்டு 

* நி ட h ; . 
ன் மதிப்பு, ----- எனக் காணலாம். 

கரு 

எனவே ர ஞா i we (19) 

இதற்கு காஸியன் பிழை விதி எனப்பெயர் (08185181 129: ௦7 

errors) பிழை 2-ஆனது 

டிப 2 ௦ 4 ஆக இருப்பதன் நிகழ்திறம். 

  

tol\/ 2h த 
h தி 2 ss ai 

Boe * he .. (20) 
VW 

ti l/ 2h 

௩72 /% ஆனால் சமன்பாடு (20)



302 க்ணித இயற்பியல் 

  i அத் கடட 21 a J dt=9 ()-9 (i) vee (21) 

அகும். 

t 
ர் “73/* dt, 

ங் t):+— e இங்கு உ] 
‘ ௦ 

மாறிலி $ பார்வையாளரின் திட்ப நுட்பத்தை அளக்கிறது. 

இதற்கு திட்பமாறிலி (Precision Constant) sroraduwt. Hap 

திறத்தை $ழ ஆகக் கொண்டுள்ள பிழை. நிகழக்கூடிய (£1008016) 

பிழை எனப்படும். 

இது ன் 

h ~h? x? த உட்க 
v= e ௯ 3, என்ற மதிப்பினால் நிர்ணயிக்கப்படுகிறது. 

௩ 

அதாவது 3 ப ட (22) 

என்பது (3084 நாம2ு16 8102) மிகை நிகழ் பிழை ஆகும். 

சராசரி தனிப்பிழை 2 (1%1) 

E(x 1)= fix | ரூல் 
- ax 

  

“ 

2h f 222 1 5642 
= — es xe dx = =e 

nT 

oO 

(23) 

என வரையரறுக்கப்படுகிறது.
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சராசரி வர்க்க பிழை 2 (25) ஆனது 

« 

E (x!) = f Of (sie f wer? as   

VT 
ஸ் es 

ட = 
2h h* 

ws (24) 

என வரையறுக்கப்படுகிறது. 

தரமான விலகல் அல்லது தரமான பிழை (ர) முன்னமேயே 

விவரிக்கப்பட்டுள்ள து. 

3-06. இப்பொழுது (4)-வது கேள்வியை எடுத்துக் கொள் 

வோம். அதாவது கண்டறிதல்களின் எண்ணிக்கை 1-ஐ அதிகப் 

படுத்துவதால் ஏற்படும் பயன். 

xi= mi—v ஆதலால் $- ர vs (25) 

_ 1 ரண 1 . 
இங்கு” — இஜர் 1௭ —> mi 

72 n 

எனவே சராசரியிலுள்ள பிழை, பிழைகளின் சராசரியாகும். 

கண்டறிதல்களின் எண்ணிக்கை அதிகமானால், இந்த கணி 

யம் குறைகிறது. எனவே 22 ஐக் கணிக்கும்போது மிகை, குறை 

பிழைகள் ஒன்றை ஒன்று நீக்கி விழுகின்றன. 

3.07. மீச்சிறுபடி முறைகள் (14௦111௦0 ௦1 16851 squares) : 

லெஜன்டரால் (1,6261476) முதல் முதலில் வாய்பாடாக செய் 

யப்பட்ட மீச்சிறுபடிதத்துவத்தை பின்வருமாறு கூறலாம். 

ஒரு கண்டறிந்த கணியத்தின் சரியான மதிப்புக்கு மிக 

நெருங்கிய மதிப்பானது, இந்த மதிப்பிலிருந்து கண்டறிதல்களின் 

விலகல்களின் வர்க்கங்களின் கூட்டுத் தொகையானது மீச்சிறு 

மதிப்பைப் பெற்றிருக்கக் கூடியதாக இருக்கிறது. 

Nes லய ௨ என்பன ஏதோ ஒரு கொடுக்கப்பட்ட கணியத் 

தின் கண்டறிந்த மதிப்புகளாக இருந்தால், மீச்சிறுபடி தத்துவத்
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தின்படி இக்கணியத்தின் சரியான மதிப்புக்கு மிக நெருங்கிம 
மதிப்பான % ஆனது 

கே) ௮940-௧): 4... ர் வோ) 

என்ற கோவை மீச்சிறு மதிப்பைக் கொள்ளுமாறு தேர்ந்தெடுக் 
கப்படுகிறது. 

இப்பொழுது 3 ஆனது டி 3%.........ன் சராசரியாக இருந் 

தால் 53) - 11% அல்லது 

ஜி ௨0 
எனவே 

(௦-௮2)” - [உல் * (60 --9]4 

“3 மோ)“ + 2020 

&--% ஆக இருக்கும்போது இது மீச்சிறு மதிப்பைக் கொண் 

டிருக்கும் என்பது தெளிவு இப்பொழுது %- 572/7 என எழு 
துவோமானால், அதாவது, கண்டறிதல்களின் சராசரி ஓவ்வொன்று 
நிகழ்ச்சியின் அலைவெண்ணாக் கேற்ப நிறையிட்டதாயிருந்தால் 

Sfs (Xs — X) - 0 என கிடைக்கிறது. 

எனவே 37 (1-1) 87 [6 74 உறு 

= Sfs (x—x)? + GX)? Sf, 

இது :28-% ஆகும்போது மீச்சிறு மதிப்பை ஏற்கிறது. 

எனவே அளக்கப்பட்ட கணியத்தின் சரியானமதிப்புக்கு மிக 
நெருங்கிய மதிப்பானது கண்டறிதல்களின் நிறையிட்ட சராசரி 
ஆகும். 

அதாவது 

பிர 73 வல்ம் fy x) 
க எற்வைவணிரீடு 

ஆகும்.
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இது மாதிரியான கோவையில் 7, கண்டறிதல் 9௨ன் நிறை 
எனப்படும். எல்லா நிறைகளும் ஒரு மாறிலியால் பெருக்கப்பட் 
டால், நிறையிட்ட சராசரியின் மதிப்பு மாறாது. மேற்கண்ட சொல் 

லாக்க விளக்கத்தில் (4211781101) நிறையானது ' கண்டறிதலின் 
நிகழ்ச்சியின் அலைவெண்ணாக்குச் சமமாகும். 

3-08. நிறையிட்ட eye (weighted mean) 

லாப்லாஸும், காஸும் வெவ்வேறு முறைகளைப் பயன்படுத்தி 

மீச்சிறுபடி தத்துவத்தை (6818014811) நிறுவினார்கள். கண்டறிதல் 
களின் சராசரியானது, அளக்கப்பட்ட கணியத்தின் சரியான 

மதிப்புக்கு மிக நெருங்கிய மதிப்பெண் மேற்கொண்டு செய்து 

இயல்நிலை பிழை விதியை காஸ் வருவித்தார், மறுதலையாக நாம் 

இயல்நிலை பிழை விதியைப் பயன்படுத்திச் சரியான மதிப்புக்கு மிக. 

நெருங்கிய மதிப்புசராசரியென (064706) வருவிக்கலாம். 

அதாவது 5 (2 ண மீச்சிறு மதிப்பைப் பெறும்போது மீச் 

சிறுபடி தத்துவத்திற்கேற்ப நிகழ் திறம் 'மீப்பெறு கத்ப்புடைகாக 

இருக்கிறது. 

அவைகள் 3, 3.....அட பல்வேறுபட்ட காஸியன் தொகுதி 

யைச் சேர்ந்ததாக இருக்கலாம் ; அவைகளின் திட்ப நுட்பம் ஒவ் 

வொன்றிலும் வித்தியாசமாக இருக்கலாம். அப்பொழுது அண்ட் 

தலின் நிகழ்திறம். 

சலி)” 
ஜோஜ் (ரர ௯) 8 

என எழுதலாம் எனவே கண்டறிதல்கள் 

3, ௦... இவைகளின் நிகழக்கூடியதன் நிகழ்திறம். 

= _ sth. (x.~ 
சிடி ட ப்ர 98 BM: Hx) ஆகும் 

Asi > hs? -20)7 மீச்சிறு மதிப்புடையதாக இருக்கும்போது 
மீப்பெறு மதிப்புடையதாக இருக்கிறது. 

% ஆனது, நிறையிட்ட சராசரி 2” ௦/2 4” என்று கொடுக்கப் 

பட்டபோது, இது உண்மையாகிறது, - 

hs =4 ரட்” எனக் கொண்டால், கண்டறிதல்கள் 3, 5... ஸு 
விருந்து கண்டறியக்கூடிய அளக்கப்பட்ட கணியத்தின் சரியான 
மதிப்புக்கு மிக நெருக்கிய மதிப்பு 

20
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She? te ட Sxe/o8° 

Shs S/o" 

என்ற சமன்பரட்டால் பெறப்படுகிறது. 

21095 - ர, ஆக இருந்தால் இது கூட்டுச்சராசரிக்கு 

சுருக்கப்படுகிறது. இந்த விடையை மேலே கொடுக்கப்பட்ட விடை 

யுடன் சேர்த்தால் கண்டறிதல்கள் 3) 3,,-4.. 23 

அலைவெண்கள் ரீ, 7,....... அலைவெண்களுடன் தடத்தால் 
அல்லது 25 ஆனது 7; கண்டறிதல்களின் சராசரியானால், அளக்கப் 

பட்ட கணியத்தின் சரியான மதிப்புக்கு .மிக நெருங்கிய மதிப் 

யானது, 

34275 2 _ 37 Xa/as° ட 22/32” 

342/5 ட 27/22 Sx? 

ஆகும். இங்கு Ks=o//fo Qg கண்டறில்கள் 3௨க்கு 
இயைந்த சராசரியின் தரமான பிழையைக் குறிக்கிறது. இப்படி 

யாக ஒவ்வொரு கண்டறிதல் 39_-க்கும் அதன் தரமான பிழையின் 
வர்கத்தின் தலைகீழுக்கு விகித சமமாக ஒரு நிறை கொடுக்கயியலும் , 
மாறாக (1௨௨11) நிகழக்கூடிய பிழையானது, தரமான பிழை 
பின் ஒரு மாறிலி மடங்காக இருப்பதால் நிகழக்கூடிய பிழையின் 
வர்க்கத்தின் தலை கீழுக்கு விகித சமமான ஒரு நிறையைப் பயன் 
படுத்தலாம். 

3-09. நிறையிட்ட சராசரியின் தரமான Gen (Standard mean 
of weighted mean) 

பொதுவாக, 2, %...... 2 என்ற கண்டறிதல்களுக்கு முறையே 
அடி வை 12) நிறைகள் கொடுக்கபட்டிருத்தால் நிறையிட்ட சராசரி 

௦ 5/2) ஆகும். முன்னால் திரூபிக்கப்பட்டது போல X 

ஆனது நிறையிட்ட சராசரி க்குச் சமமாக இருக்கும்போது, 
தொகை 3௦, 05--£ மச்சிறு மதிப்பைப் பெறுகிறது. 

நிறையிட்ட சராசரியின் திட்ட நுட்பத்தைக் கணக்கிட நாம் 
n 

கணியம் ர£-ஐ ர?- = Wg (Xy—X)"/(n—1) ereirp சமன்பாட்டைப் s i 
பயன்படுத்திக் காண்கிறோம். இது கணியங்களின் , $ (௩-2 சுழி 
பயத்தைப் பொறுத்துள்ள பரவல்களின் பரவற்படி, (78718006)-யைக்
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குறிக்கிறது. நிறையிட்ட சராசரியின் தரமான பிழையானது 

௪/5 ஷீ) ஆல் கொடுக்கப்படுகிறதென் காண்பிக்கலாம் 

அதாவது 

[een Ss | 
எல்லா நிறைகளும் சமமாக இருந்தால் இது வழக்கமான 

வாய்பாட்டுக்கேற்ப 

[அ] எனச் சுருக்கப்படுகிறது. 

உதாரணம். 

பல வழிகளில் கண்டுபிடித்த எலக்ட்ரானின் 8/1 மதிப்புகளும், 

நிகழக்கூடிய பிழைகளும் கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ளன. e/n-dG 

சரியான மதிப்புக்கு மிக நெருங்கிய மதிப்பையும், தரமான பிழை 

யையும் கண்டுபிடி. 

௪/8 % 10-* நிகழக்கூடிய பிழை 

1.76110 10.0 x 10-* 

1,75900 9.0 x 10-* 

1.75982 4.0 x 10-* 

1.75820 13.0 % 10-* 

1.75870 8.0 x 10-* 

ஒவ்வொரு கண்டறிதலின் நிறையும் நிகழக்கூடிய பிழையின் 

வர்க்கத்திற்குத் தலை கீழ் விகிதத்தில் இருப்பதாக கொள்வோம்; 

இந்த மதிப்புகள் (19) கீழே முதல் நிரலில் கொடுக்கப்பட்டுள்ளன. 

நரல் 2-ல் சராசரி 1.75800-க்கியைந்த 36, - (2/9) % 10-7 —1.75800-sir 

மதிப்புகள் கொடுக்கப்பட்டுள்ளன. 

செய்முறையானது கீழே கொடுக்கப்பட்டுளது : 

We 2910 22610: க10* ds°x10° wa d,? x 10° 

1 310 310 151 228 228 

1,2 100 120 —59 35 42 

6.3 182 1147 23 5 32 

0.6 20 12 —139 193 116 

1.6 70 112 — 89 79 126 © 

40.7 1701 544
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என்வே 10-*-ஐ விட்டு 
0.01701 வட்ட ட்ட 9 107 1,7595 

நிறையிட்ட சராசரி- 1.75800+ 

s. 8982(8/0)%10-1.-1,75959 என எழுதினால் மேலே காட்டி. 

யுள்ளபடி 

o? =0,00000544/4 = 0.00000136 

எனக் கிடைக்கிறது. 

சராசரியின் தரமான பிழை - ௩7 (0.00000136/10.7) 

= .00036 

எனவே &//11- (1.75959--0.00036) % 10” 

6. 1. 1 /கிராம் 

3-10. மீச்சிறுபடி முறையின் மற்ற பயன்கள் ஒரு பல சமன்பாடு. 
களின் தீர்வு காணல் 

லெஜென்டர் மீச்சிறுபடி முறையை கீழேயுள்ள கணக்குகளைத் 
தீர்க்க பயன்படுத்தினார் : 

asx+bs yaks என்ற வடிவத்தில் 3, 3 என்ற இரண்டு மாறி 

களில் பல ஒருபடிச் சமன்பாடுகள் இருப்பதாக வைத்துக் கொள் 
வோம். இங்கு ஈ, ச, 4௨ என்பது மாறிலிகள். இது மாதிரியாக: 
7 சமன்பாடுகள் இருப்பதாகக் கொள்வோம். 852. 

ஏதேனும் இரண்டு சமன்பாடுகளுக்குப் பொருந்துமாறு 
%, 9/-ன் மதிப்புகளைக் கண்டுபிடிக்கலாம். இந்த மதிப்புகள் எல்லாச் 
சமன்பாடுகளுக்கும் பொருந்தாமல் இருக்கலாம். இது மாதிரிச் சம 
யங்களில், %, ந-ன் எந்த மதிப்புகள் கூடுமானவரை எல்லா சமன்: 
பாடுகளுக்கும் பொருத்தமுடையதாக இருக்கிறது என்ற கேள்வி 
எழுகிறது. 

இந்தக் கேள்விக்கு விடைகாண மீச்சிறுபடி முறையைப் பயன் 
படுத்தலாம். 

a3 x+b; y—ka= ey, stesrgy எழுதி, பிழைகளின் வர்க்கங்களின் 
கூடுதல் ௪, மீச்சிறு மதிப்பைப் பெறும்படியாக, x, 3-ஐ சோக் 
தெடுக்க முடியும்,
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n 
அதாவது S21 (as ¥-+b; y— ks)* 

மீச்சிறு மதிப்புடையதா யிருக்க வேண்டும். 

* 7-ஐப் பொறுத்துப் பகுதி வகைக் கெழு கண்டால், மீச்சிறு 
மதிப்புக்கான கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைகள் கிடைக்கின்றன. 

= 4s (a5 +3 y—ks) =0 
> bs (ae x+, y—ks) =0 

இந்தச் சமன்பாடுகளிலிருந்து %, ந மதிப்புகளைக் கண்டுபிடிக்க 
லாம். இந்த மதிப்புகள் சரியான மதிப்புகளுக்கு மிக நெருங்கிய 
மதிப்புகளாகும். 

மேற்கண்ட சமன்பாடுகள் வழக்கமாக 

[aa] x+[ab] y—[ak]=0 

[ab] x+[4] y—[bk] =0 

.. என்ற வடிவில் எழுதப்படுகின்றன. 

a 
இங்கு [சம்], தொகை S ௬ ம்-ஐக் குறிக்கிறது. இவைகள் 

S=. 
இயல்நிலை சமன்பரடுகள் (௩௦11181 6010811008) எனப்படும். இதை 
அணிக்கோவை குறீயீட்டில் 

  

x y 1 

(ak) fab] yf faa) ak] |) aa} (adj 
| [BK] (65) | | fab) 6K) | (ர மஜ) 

என எழுதலாம். 

சமன்பாடுகளுக்குப் பல்வேறு நிறைகள் கொடுக்கப்பட முடியு 
மேயானால் மேலும் 1, சமன்பாடு ஐ) 2 ம - என் நிறையானால் 

இயல்நிலைச் சமன்பாடுகள் 

[2௪2] + [wab] y — [wak] = 0 

[wab] x + [wbd] y — (whk} = 0 
21 :
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என்றாகின்றன. ஒவ்வொரு மூலமான (௦]த111) சமன்பாட்டையும் 
அதன் நிறையின் வர்க்கமூலத்தால் பெருக்கினால், அந்தச் சமன் 
பாடுகளைச் சமமான நிறையுள்ளதாகக் கொள்ளலாம் என்பது இந்தச் 

சமன்பாடுகளிலிருந்து விளங்குகிறது. 

பயிற்சி 

axty=5.1 ட x—ye=ll ? 

4x—y=7.2, x+4y=5.9 

என்ற சமன்பாடுகளிலிருந்து, 5, ந-யின் சரியான மதிப்புகளுக்கு 
மிக நெருங்கிய மதிப்புகளைக் கண்டுபிடி, 

3-11. வளைகோட்டுப் GQurgsgise (Curve fitting) 

வளை கோட்டை அல்லது அறிமுறை வாய்பாட்டை ஒரு பரி 
சோதனை விவரங்களின் கணத்துக்குப் பொருத்துதல் மீச்சிறுபடி 
முறையின் மற்றோரு பயன்பாடாகும். 

Vis இடகலை 2, என்பன அளக்கப்பட்ட கணியம் நன் ஐ என்ற 
மற்றோரு கணியத்தின் மதிப்புகளான ம்பி 2. அ மாக்கியைந்த 
மதிப்புகளாக இருக்கட்டும். எளிதாக இருப்பதற்காக நட 
மதிப்புகளில் பரிசோதனைப் பிழைகள் இருப்பதாகவும் 3, மதிப்பு 
களில் பிழைகள் இல்லை3பென்றும் கொள்வோம். இது மாதிரியான 
ஒரு மாறியில் பிழைகளைத் தவிர்க்கக்கூடிய நிலைமை நடைமுறை 
யில் அடிக்கடி ஏற்படுகிறது. மேலும் 3ஃ-க்கும் 3ஃக்கும் இடையே 
ஒருபடி (110681) தொடர்பு இருப்பதாகக் கொள்வோம். 

அதரவது y=ax+h 

%-3% எனம் பிரதியிட்டால், பொதுவாக ந-ன் மதிப்பு Vor bE 
சமமரக இருக்காது. 

கரம், என்ற அளவு பிழை இருக்கும். 

விவரங்களுக்கு மிகவும் பொருந்துகின்ற ஒருபடி தொடர்பை 
(அல்லது கோட்டை) அடைவதற்கு ௪, ச் ஆனது, பிழைகளின் வர்க் 
கங்களின் தொகை மீச்சிறு மதிப்புள்ளவாறு தேர்ந்தெடுக்கப் 
படுகிறது. 

அதாவது 3 (ய:௨-2-ற)7 மீச்சிறு மதிப்புள்ளதாக இருக்கி), து.
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ஈ, ம-ஐப் பொறுத்துப் பகுதி வகையகழு கண்டு 

= Xa (சற) ௩0 

3S a xe+b—y,)=0 

என்ற நிபந்தனைகள் பெறப்படுகின்றன. 

  

எனவே ச[22]-- ச் [%]- [ர] (1) 

a [x]+5,=[9] we (QQ) 

இதிலிருந்து 

_11291-00 0] 
“டர ட்பி 9 உ 
_1 0-0] (4) 

12-00 [4] 

எனக் கிடைக்கிறது. 

5-0 ஆனால், 3-2 ஆகும். 

[xy] Ly . 

உதாரணம் 

ன் மதிப்புகள் பிழையற்றவை என்று கொண்டு x, y-sir 

மதிப்புகளுக்கு ஒரு படி.க்குரிய விதியை அமை. 

நு xy xx 

150.7 869.4 285.
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y=axth ஆனால், சமன்பாடு (3), (4) லிருந்து 
_ $694—45 x 150.7 
~ ~9850—45" - 

1912.5 
= "395 = 2.32 

மேலும் 

b= 150.7 x 285—-45 x 869.4 
825 

3826.5 

ஆகையால் 

34 2.32 2-0 4.64 

9 0/ மதிப்புகளைக் குறித்து, இப் புள்ளிகளை இணைக்க மிகப் 
பொருத்தமான நேர்கோட்டை வரையலாம். 

3-12. மற்ற வளை கோடுகள் (015 curves) 
பல சமயங்களில், 3, ந என்ற இரண்டு மாறிகளுக்கும் ஒருபடி தொடர்பு இல்லாமலிருக்கலாம், பொதுவாகத் தொடர்பானது 

y=a,+a, Xa, x°+ Wa, x” 

என்ற வடிவில் (1-1) மாறிலிகளைக் கொண்டு இருக்கலாம். 3, ன் 
1 இயைந்த மதிப்புகள் தெரிந்திருந்தால் (௦3) எனச் சொல்வோம். 
இங்கு S=1, 2, 3,........00 n>m+l, மாறிலிகள் a, 2. யோன் 
மதிப்புகளை 

n 
DS ery, Kay Xe%ace.-.Bp Xe")? 

S=1 

மீச்சிறு மதிப்பை, ஏதாவது வர்க்கங்களின் கூட்டுத் தொகை மீச் 
சிறு மதிப்பைக் கொள்ளுமாறு தேர்ந்தெடுக்கலாம். 

கீழ்க்கண்ட உதாரணம் இந்த முறையை விளக்குகிறது: 

டோ ௦ 32 ஆனால், ச, உட ட என்பன 

n 

உ 0௭-௨௨; ௨-௫ ஐன்? 
§=1
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ஆனது மீச்சிறு மதிப்பைக் கொள்ளுமாறு தேர்ந்தெடுக்கப் 
படுகின்றன. 

முறையே ௬, 2), & இவைகளைப் பொறுத்து வகைகெ:ழ கண் 

டால் கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைகள் கிடைக்கின்றன : 

& (Vs—a—4, Xe—a, Xe") =0 

S xe (Ye—do—a, X¥s—A, Xs") =0 

S xs? (Ye—d,— a, Xs—, X42) =0 

இயல்நிலை சமன்பாடுகள் 

[y}—na,—[x] a,—[xx] a, =0 

[xy]—-[x] a,—[xx] 2,—[*x] a, =0 
[xxy]—[xx] a,—[xxx] a,—[xxxx] 9-0 

இந்தச் சமன் பாடுகளின் தீர்வுகள் ச, ௪, ஐ இவைகளின் சரி 

யான மதிப்புக்கு மிக நெருங்கிய மதிப்புகளைக் கொடுக்கின்றன. 

மேலும் 30-ன் மதிப்புகள் சரியானவை யென்றும் நன் 

மதிப்புகள் பிழையுள்ளவை யென்றும் கொண்டு ௬, ௪,, இவை 

களின் மதிப்புகளிலுள்ள தரமான பிழைகளைக் கண்டுபிடிக்கலாம். 

மாறிகளின் எண்ணிக்கை அதிகமாக இருக்கும்போது இயல் 

நிலை சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைக் கண்டுபிடிப்பது கடினம். மற்ற 

மூறைகளை இதற்குக் கையாள வேண்டும். 

இயல்நிலை சமன்பாடுகளை மேலும் வசதியாக ' 

ட 4 8 ஏடா ஆரூ = Io 

௮) ர, 4 டர் ஆ 8 ௪ 7 

Se Ag + $, டே 8,4, + by 

னை எழுதலாம், 

n k nek 

இங்கு மி = > XY > tk = > 28 Ve 

=] r=1 

இச் சமன்பாடுகளின் பொது வடிவம் தெளிவான தெொன்றாகும்,
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பமிற்சி 

(1) சார்பற்ற பல கண்டறிதல்களின் மூலம் 6 - 1,23-0,06, 
y=2.17+0,08, u+tv=3.5+.12 steirp விடைகள் கிடைக்கின்றன. 
u, ன் சரியான மதிப்புகளுக்கு மிக நெருங்கிய மதிப்புகளையும் 

அவைகளின் தரமான பிழைகளையும் கணக்கிடு. 

(2) நீரின் பரப்பு இழுவிசையின் மதிப்புகள் வெவ்வேறு உஷ்ண 

நிலைகளில், 16 கொடுக்கப்பட்டுள்ளன, 7- ர--0 ஆனால், ஐம் 

இவைகளின் சரியான மதிப்புகளுக்கு மிக நெருங்கிய மதிப்புகளைக் 
கண்டுபிடி, 

(8--கெல்வின் அளவில் உஷ்ண நிலையாகும்.) 

t 10 20 30 40. 509 60 

v 74.22 72.75 71.18 69.56 67.91 66.18 

(3) நீரின் பாகியல் (7) மதிப்புகள் வெவ்வேறு உஷ்ண நிலை 
களில், 150 கொடுக்கப்பட்டுள்ளன, 7-1 ஜ.127-1 (7 என்ற வடி. 
வில் ஒரு விதியைப் பொருத்து. 

10 2 30 40 50 60 
1] (சென்டிபாய்ஸ்) 1.308 1,005 .801 6.56 .549 469 .406
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Mean 

Mean deviation 

Mean square deviation 
Mean value theorem 

Mechanics 

Median 
Minimum 

Minor 

Mode 
Modulus 

Moment 
Momentum 

Monotonic sequence 

Most probable error « 
Mutual inductance 

Neighbourhood 

Normal 

Normal Distribution 

Normal error curve 

Notation 

Null sequence 

Odds in favour 

Open set 

Operator 
Orthogonal 

Orthogonal transformation 
Oscillator 
Oscillating sequence 
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திருப்பு இணை அணி 
சிக்கல் செங்குத்தணி 

சுழி அணி 
மீப்பெரும் மாறு வீதம் 

சராசரி 

சராசரி விலக்கம் 

சராசரி வர்க்க விலக்கம் 

நிகர மதிப்புத் தேற்றம் . 
எந்திரவியல் 
இடைநிலை 
மீச்சிறு மதிப்பு 

சிற்றணிக் கோவை 

முகடு . 

எண்ணளவு, மட்டு 

திருப்புதிறன் 
உந்தம் 

ஓரியல்பான தொடர்மூறை 

மிகை நிகழ் பிழை 

பரிமாற்று மின் தூண்டல் 

அண்மை -- 

நேர்குத்துக் கோடு 
இயல் நிலைப் பரவல்: 
இயல்நிலை பிழை வளைகோடு. 

குறியீடு 
சூனிய தொடர்முறை 

சாதக விகிதம் 

திறந்த கணம் 
செயலி, இயக்கி. . 

நேர்குத்தான, செங்குத்தான 
செங்குத்தான மாற்றம் 

அலைவு இயற்றி 
அலை தொடர்முறை :



Pair 

Parabola 

Particle 
Polar form 

Polynomial expression 
Positive number 
Power series 

Precision constant 

Primitive 
Probability 
Probability density 
Probable error 
Projection 

Quantity 

Range 
Ratio test 

Real part teat 

Relative frequency density 
Remainder 

Resultant 

Reversion 
Root test 

Row 

Scalar 
Self inductance 
Sense of direction 
Sequence 
Series 

Set 
Simple harmonic motion, 
Simultaneous equation 

கணித இயற்பியல் 

இரட்டை 

பரவளைவு 

துகள் 

துருவ ஆய அமைப்பு 
பல்லுறுப்புக் கோவை 

கூட்டு எண் 

அடுக்குத் தொடர் 
திட்ப மாறிலி 

முதற்சார்பு 
நிகழ் திறம் 
நிகழ் திற அடர்த்தி 
நிகழக்கூடிய பிழை 
எறிவு படி வம் 

கணியம் 

வீச்சு, நெடுக்கம் 

விகிதச் சோதனை 
மெய்ப்பகுதி 

சார்பு அலைவெண் 

மீதி 
விளைவு, இணைவாக்க விளைவு 
திரும்புகை 

மூலச்சோதனை 

நிரை 

திசையிலி 

தன்மின் நிலைமை எண் 

திசையுணர்வு 
தொடர் முறை 

தொம் 

கணம் 

சீரியல்பான இயக்கம் 

ஒருங்கமை சமன்பாடு. .



கலைச்சொற்கள் 

Spherical cavity 
Spherical co-ordinates 

Standard deviation 

Substitute - 
Suffix 

Swiich 

System 

Tension 
Term 
Terminus 

Theory of errors 
Three dimensional space 

Uncertainty 
Uniformly continuous 

Uniform . 
Unit tangent vector 

Unity 

Variance 

Vector 

Vector-eaual 
o fre 

» like 
+ localised 

; snhegative 

39 =null 

» «position 

ட. =reciprocal 
3° 71 it 

Velocity potential 
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உட்குழிவு 
கோளக் கூறுகள் 

தரமான விலக்கம் 

பிரதியிடு 
பின் ஒட்டு எண் 

குமிழ் 
தொகுதி 

இழுவை, இழுவிசை 
உறுப்பு 

முடிவுப்புள்ளி 
பிழைக் கொள்கை 
மூவளவை வேளி 

உறுதியின்மை 
தொடர்ச்சிச் சார்பு 

சீரான 

அலகு தொடுகோட்டு 
வெக்டார் ் 

ஒருமை 

பரவற்படி 

வெக்டார் 

சமூவெக்டார் 

கட்டிலா வெக்டார் 

ஒத்த வெக்டார் 
அறுதியிட்ட வெக்டார் 

எதிர் மறை வெக்டார் 

சுழி வெக்டார் 

நிலை வெக்டார் 
தலைகீழ் வெக்டார் 

ஓரலகு வெக்டார் 

திசை வேக அழுத்தம்
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Virtual work  மரயவேலை 

Viscosity — umdussr 
Volume element — மூலகப் பருமன் 
Volume integral — கன அளவு வழித்ததாகை 

Ww 

Weighted mean  நிறையிட்ட சராசரி 
Width of the class interval — விரிவுதூரம்
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