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தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கிப் பன்னிரண் 

டாண்டுகள் ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் 

பி.ஏ. வகுப்பு மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் 

தமிழிலேயே கற்றுவந்தனர். 1988ஆம் ஆண்டின் தொடக் 

கத்தில் புகுமுக வகுப்பிலும் (P.U.C.), 1969ஆம் ஆண்டி 

விருந்து பட்டப்படிப்பு வகுப்புகளிலும் அறிவியல் பாடங்களையும் 

தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய்துள்ளோம். தமிழிலேயே 

கற்பிப்போம் என முன்வந்துள்ள கல்லூரி ஆசிரியர்களின் 

ஊக்கம், பிற பல துறைகளிலும் தொண்டு செய்வோர் இதற் 

கெனத் தந்த உழைப்பு, தங்கள் சிறப்புத் துறைகளில் நூல்கள் 

எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள் தொண்டுணர்ச்சி இவற்றின் 

காரணமாக இத் திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும். மன 

நிறைவும் தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்று வருகிறது. இன் 

வகையில், கல்லூரிப் பேரா'சிரியர்கள் கலை, அறிவியல் பாடங்களை 

மாணவர்க்குத் தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத் தேவையான 

பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக்கழகம் ஆ 

'தோறும் எடுத்துவரும் பெருமுயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் சொல்ல 

வேண்டும். 

பல துறைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனையோ 

நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில் அரிய முறையில் 

நூல்கள் எழுதித் தந்துள்ளனர். 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளா தாரம், தத்துவம், 

புவியியல், புவியமைப்பியல், மனையியல், கணிதம், இயற்பியல், 

வேதியியல், உயிரியல், வானியல், புள்ளியியல், விலங்கியல், 

தாவரவியல், பொறியியல் ஆகிய எல்லாத் துறைகளிலும் தனி 

நூல்கள், மொழிபெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இரு வகையிலும் 

தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனம் வெளியிட்டு வருகிறது. 

இவற்றுள் ஒன்றான * பன்மாறித் தொகைகளும் வகையீட்டுச் 

சமன்பாடுகளும் £ என்ற இந் நால் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் 

நிறுவனத்தின் 449 ஆவது வெளியீடாகும். கல்லூரித் தமிழ்க் 

குழுவின் .சார்பில் வெளியான 35 நூல்களையும் சேர்த்து இதுவரை 
484 நூல்கள் வெளிவந்துள்ளன. . இந் நூல் மைய அரசு கல்வி, 
சமூக நல அமைச்சகத்தின் மாநில மொழியில் . பல்கலைக்கழக 
நூல்கள் வெளியிடும் திட்டத்தின்கீழ் வெளியிடப்படுகிறது. — 

உழைப்பின் வாரா உறுதிகள். இல்லை ; ஆதலின்; உழைத்து 
வெற்றி காண்போம். தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் உலக 
மாணவர்களிடையே சிறந்த இடம் பெறவேண்டும். அதுவே 
தமிழன்னையின் குறிக்கோளுமாகும். தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக் 
கழகங்களின் பல்வகை உதவிகளுக்கும் . ஒத்துழைப்புக்கும் நம் 
லனம் கலந்த நன்றி உரியதாகுக. 

இசா. நெடுஞ்செழியன் :
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பன்மாறித் தொகைகள் 

(Multiple Integrals) 

.. [ச, ச்] எனும் இடைவெளியில், சார்பு 7 (0)-ன் தொகையான 
த் 

| f(x) dx Qamump Grim, [a,b] 9g சிறுசிறு இடைவெளி 
2 

களாகப் பகுத்தோம். அச்சிறு இடைவெளிகளுள் 7” (2)-ன் வரம்பு 

b 

காக் கணக்கிட்டு அவைகளின் துணையால், ர் {(x) dx 9 வரை 

a 

யறுத்தோம். இத் தொகை, வளைவரை 7(0, &௮ச்௬, நூ 

% ம்2ஆகியவற்றிற்கு இடைப்பட்ட பரப்பளவைக் குறிக்கிறது 

என்பதையும் அறிந்துள்ளோம். 

இதே போன்று, 7 (2, ந) எனும், ஓர் இருமாறிச் சார்பின் ரீமன் 

தொகையை, ஒரு செவ்வக அரங்கில் வரையறுக்க, செவ்வகத்தை, 

சிறுசிறு செவ்வகங்களாகப் பகுத்து, அச் சிறு செவ்வகங்களில் 

f(x y)- வரம்புகளாக் கணக்கிட வேண்டும். ஒற்றை மாறிச் 

சார்பின் தொகை, ஒரு குறிப்பிட்ட பரப்பளவைக் குறிப்பது போல் 

இரு மாறிச் சார்பின் தொகை, பொதுவாக, ஒரு கன அளவைக் 

குறிப்பிடும். 

இரு பரிமாண அரங்கில் (18௦-0ம0010ற81 ௦000) உள்ள 

எளிய உருவம் செவ்வகமாதலால், முதலில் ஒரு செவ்வகத்தில் 

சீ (2, )9-ன் இரு மாறித் தொகையை வரையறுப்போம். அதனை, 

மற்ற அரங்குகளுக்கு, விரிவு படுத்திக் கொள்ளலாம்.



2 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

ஒரு செவ்வக அரங்கில், ரீ(,10) எனும் சார்பின் இருமாறித் 

தொகையின் வரையறை 2 

ay 

Ais 

  

  ar   
படம்-7 

& என்ற செவ்வகத்தில், வரையறுக்கப்பட்ட வரம்புள்ள. ஒரு: 

erty f(x, y) என்க, ஆய அச்சுகளுக்கு இணையாகப் பல நேர் 

கோடுகளை வரைந்து, /£-ஐ சிறுசிறு செவ்வகங்களாகப் பகுத்திடுக. 
இதனை ன் ஒரு பகுப்பு முறை என்கிறோம். சிறு செவ்வகங்களுள் 

ஒன்று 4, என்க. அதில் ரீ (ம, ))-ன். மேல் வரம்பு ரச, கீழ் வரம்பு 

770) எனவும் கொள்க. 4,-ன் பரப்பளவு 0, என்க. 

இப் பகுப்பில் உள்ள மொத்த சிறு செவ்வகங்களின் 

எண்ணிக்கை “11” எனக் கொள்க, 

எழக பகல வர்க்க கண க்கிடுவோம்.? 

nt 

Ss = 3. > Mrs Prs 

= ௦.1 

மன ஞ் S irs ps 
ர கணட அயம் 

இவைகளுக்கு முறையே, தோராய மேற்தொகை (0300 approxi- 

mate sum), Gsrrru Sips Asrema (lower approximate sum) 

எனப் பெயராகும். /8-ன் பல்வேறு பகுப்பு முறைகளைக் கணக்கிடும். 

போது, ன் மதிப்புகள் மாறுகின்றன. ஆயினும், 8-ல் 

7 .9-ன் மேல் வரம்பு 14, கீழ் வரம்பு ஈ என்றால், ர 

.... கன் பரப்பளவு & என்றால், 

எந்தப் பகுப்பு முறையிலும், 

இிசொடக் 

உன் நீர் ௩ எனக் காணலாம்...”



பன்மாநித் தொகைகள் டக 

இவ்வாறு. €ன் அனைத்து பகுப்பு முறைகளுக்கும், தோராய 

மேற்தொகை (3) களுக்கும் ஒரு கீழ் வரம்பு உண்டு; கீழ்த் தொகை. 
(லுகளுக்கு ஒரு மேல் வரம்பு உண்டு. இவ். வரம்புகளுக்கு, 

_ மூறையே ரீமன் மேற் தொகை (9), ரீமன் கீழ்த் தொகை (7) எனப் 

பெயராகும். இதனை, 

Son
g ॥ [i 7 ft y) dx dy 

“Ke 

Hy ॥ | iG y) dx dy என எழுதுகிறோம். 

R 

இவ்விரு வரம்புகளும் சமமானால், 1.6, 7 7 என்றால், &-ல் 
f(x,y) ரீமன் வழியில் தொகைப் படுத்தலாம் என்று கூறு 

கிறோம். அப் பொது மதிப்பை, 8-ல். (௨, 90-ன் ரீமன் தொகை 

எனக் குறிப்பிடுகிறோம். அதனை, ட்டி 

| | f(x, y) dx dy ster எழுதுகிறோம். | 

OR 

சூறிப்பு 1: கக வர்ரீர. என்பதை எளிதில் 
உணரலாம். 

"குறிப்பு 2: ரீமன் தொகையின் இவ் வரையறையை, இரண்: 

டுக்கு. மேற்பட்ட மாநிகளாக். கொண்ட சார்புகளுக்கும் . அரவு 
கனக் கொள்ளலாம். 

குறிப்பு 8:. இரு மாறிச் சார்பின் தொகையின். வரையறை, 
ஓற்றை மாறிச் சார்பின், தொகை வரையறையைப் போன்றே 

அமைந்துள்ள தால். ஒற்றை மாறிச் சார்பின் தொகைகளுக்கு உரிய 

இயல்புகளையும், தேற்றங்களையும் தேவையான சிறு மாற்றங்க 

ளுடன் இரு மாறித் கொகைகளுக்கு விரிவுபடுத்திக் கொள்ளலாம். 

| டார்போவின் Rik bith (Darboux’ 8 theorum) : : 

கொடுக்கப்பட்ட ஒருசிறு மிகை எண். 6-க்குத் தக்க, ஒரு 
-மிகை எண் $ஐ$% ஐவிடக் குறைந்த பரப்புள்ள சிறு செவ்வகங் 

களைக் கொண்ட எந்தப் பகுப்பு முறையிலும் at <6f-s< € 
என அமையுமாறு, காணலாம். | 

(இத் தேற்றத்தை திருபிப்பது, இப் புத்தகத்தின் .. நோக்க. 
மல்ல.) 

௮



ஆ பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

குறிப்பு 1: 7-ல் உள்ள ஒரு பகுப்பு முறையில், சிறு செவ் 

வகங்களின் எண்ணிக்கையை அதிகரிப்பதால், &-ன் மதிப்பு 

உயர்வதில்லை ;. 3-ன் மதிப்பு குறைவதில்லை ; என்பதை அறியலாம். 

எனவே சிறு செவ்வகங்களின் பரப்பளவு பூஜ்யத்தை அணுகும் 

வகையில், அவைகளின் எண்ணிக்கை கந்தழியை அணுகினால்? 

௮1௨22 7 இவ்வாறு 7யும், /-யும் முறையே 5, 5-ன் வரம்புகள் 

மட்டுமல்ல, அவற்றின் எல்லை (111004) மதிப்புகளுமாம். 

குறிப்பு 2: 7(2,)) ஒரு தொகைப்படும் சார்பு என்றால், 7-2 

எனவே, ௩, 4-ம் [ | fc. y) dx dy 2 அணுகும். 

சூறிப்பு 8: சிறு செவ்வகம் 4, -ல் உள்ள ஏதேனும் ஒரு 

புள்ளி (Pros Irs) என்றால், 

Tes < S Césss Nes) < Mrs 

I
M
 = m 

ள் Mrs Pre < BBP CErsr Ms) * Prs S BS Mrs Pos 

r= 1 s=1 ॥ 

73 
ன 

s< > > f CE rss es) * Prs << S 

raz 2 இமைரி 

எனவே மி-ல், 102,1) தொகைபடும் சார்பெனில், . சிறு செவ்வகங் 

களின் பரப்பு, பூஜ்யத்தை அணுகும் உகையில், அவைகளின் 

எண்ணிக்கை, கந்தழியை அணுகினால், 

: nm 71 

| ் > > F C&ese Me*) + Pes 

| r=1 இண 

என்ற கூட்டுத் தொகையின் எல்லை மதிப்பு tf f(x,y) ax dy 
ஆகும். R



பன்மாறித் தொகைகள் உ 

அதாவது, அனைத்து 0, ௮ 0 என்றால், 

Lt 777 71 ் . 

nm > © » > ரி நீதி es) Ps = | Wier 37) ax dy 

12௦ ரன் நமீ த 

தேற்றம் : ஒரு செவ்வகம் 8-ல் வரையறுக்பெ்பட்ட, வரம் 

புள்ள சார்பு 7 (%, y) என்றால், அதனைத் தொகைப்படுத்த தேவை 

யான அல்லது போதுமான நிபந்தனையாவது £ கொடுக்கப்பட்ட 

மிகை எண் ௨€-க்குத் தக்க, ஒரு மிகை எண் $ஐ, ஐ விடக் 
குறைந்த பரப்புள்ள சிறு செவ்வகங்களைக் கொண்ட எந்தப் பகுப்பு 

முறையிலும், 5 -- உ 5 6ஆக இருக்குமாறு காணலாம். 

(இதனை நிரூபிப்பது, இப் புத்தகத்தின் நோக்கமல்ல, ) 

சூறிப்பு: “$--9£ஐ அலைவுத் தொகை (௦801118103 sum) 

எனக் கூறுகிறோம். 

தொகைப் படுத்தத் தக்க சார்புகள் 

(1) தெடார்ச்சியான சார்புகளத் தொகைப் படுத்தலாம். 

, 3ம் 

் | ௮4 “ற ௮ Bh 

என்ற செவ்வகத்தில் வரையறுக்கப்பட்ட ஒரு தொடர்ச்சியான 

சார்பு 7 (௦) என்க. 6€ என்பது ஏதேனும் ஒரு சிறு மிகை எண் 

என்றால், &ஐ சிறுசிறு செவ்வகங்ககளாகப் பகுத்து, அச் 

செவ்வககங்கள் ஒல்வொன்்நிலும், 7 (2, ழ)-ன் அலைவு (0801118101) 

ஐ விடக் குறைந்துள்ளவாறு காணலாம். 

1.6. சிறு செவ்வகங்கள் அனைத்திலும் நீரி, -- 0. << 6 

m 77 

எனவே, S—s= DY > (Mrs — Ms) Prs 
f=] - DO] 

< xe. Pks 

3 633 0௩ 

6, க (£-ன் பரப்பளவு A என்றால்) 

50௦3) ஐ தொகைப் படுத்தலாம்.



6 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

£2) 2-ல் ரீ0டி)) வரம்புள்ளதாக, ஆனால், தொடர்ச்சியற்ற 

தாக இருப்பின், தொடர்ச்சியற்ற புள்ளிகளை உள்ளடக்கிய சிறு 

செவ்வகங்களின் மொத்த பரப்பளவு €-க்குக் குறைவாக இருக்கு 
மானால், / (2௦) ஐ தொகைப் படுத்தலாம். 

€ என்பது ஏதேனும் ஒருசிறு மிகை எண் என்க, 7 (0,]39: 

தொடர்ச்சியற்ற புள்ளிகளை உள்ளடக்கிய செவ்வகங்களை சீசெவ் 

வகங்சள் என அழைப்போம். இவைகளின் மொத்த பரப்பளவு 

€ஜஐவிடக் குறைவு எனக் கொள்க. மீதிச் செவ்வகங்களில் 7(, ந. 

தொடர்ச்சியான சார்பாகும். எனவே இச் செவ்வகங்கள் .அனைத். 

திலும் சீ, - ஈட 3 உ என அமைக்கலாம். இவைகளை “8 ஜு 

செவ்வகங்கள் என்போம். 

778 A 

இப்போது, S-—s= > > (ரீ — 7977௨) P rs 

r=1 s=i1. 

= 2X2 (Ms மண My) Pre 

+ SS (Mes — mes) Prs 
‘Rd? 

3-ல் 7 (20) 3)-ன் வரம்புகள்...சீ, 2 என்றால், 

| Mrs — rs <M — 77 

S—s<zys(M—m)P, + 5S € Pres 

<(M—ms>Pn+¢e€3 & 
த? “தமி 

றட லகம் ௪ 

த் 

=. 

S—s <(M—m-+ ௩0 6 

* f(x: }) ஐ தொகைப் படுத்தலாம்: 

குறிப்பு : f(x, y) வரம்புள்ள சார்பாதலின் அதன் தொடர்ச்சி 
பற்ற புள்ளிகள், எளியவை. : (8116 discontinuious).



பன்மாறித் தொகைகள் 7 

மூதல் இடை மஇப்புத் தேற்றம் : 

கூக்லமை | | 0 ண்லு வடிவமாக 
R 

ma< | | 

R 

ன ல் 

73) மடம் ஆ நீரி க 

8-ல் (5, பி தொடர்ச்சியான சார்பாயின், அரங்கில் (ச. 9) எனும் 
ஒரு புள்ளியில் 

| | fon” dx dy = fC DA 

என அமைந்திருக்கும்... 

செவ்வக அரங்கில், ஒரு சார்பின் இருமாறித் தொகையைக் கணக. 
கிடள் : 

R எனும் செவ்வகத்தில் வரையறுக்கப்பட்ட ஒரு சார்பு (0230 

என்றால், அதன் இருமாறித் தொகையின் வரையறை என்ன 
வென்று கண்டோம். இனி அத் தெர்கையைக் கணக்கிடும் முறை. 

யைக் காண்போம். . 

பழம | 
... என்ற செவ்வகத்தில் 7 (௨, )-ஐ 

| | ௨4 ளு ன ௫ 
தொகைப்படுத்த முடியுமானால், (௨, $)-இல் )-இன் அனைத்து. 

Bn . BO 
மதிப்புகளுக்கும் [re Jy) dx-m& கணக்கிட முடியுமானால், ] dy 

a | Lae ol 

தேற்றம் : a 

b 

17 3.2) 8% என்ற அடுக்குத் தொகை (Repeated Intergal)u%sr 

a 

மதிப்பே | | f(x, ys) dx dy என்ற. இருமாறித் தொகையின் மதிப் | 

பாகும். டர அப்த eh Te ee ed ete 41



8 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

OX, OY ஆய அச்சுகளுக்கு இணையாக நேர்கோடுகள் 
வரைந்து, &8-ஐ சிறு செவ்வகங்களாகப் பகுத்திடுக. அதில் ஒரு 

சிறு செவ்வகம் 4,, store. .4,,-இல் (டி ந)-யின் வரம்புகள் 

2ம் ட ளன்க. 

x r, Yr) 
  

  

    cr 51) 8-0) 

படம் 2. 

எனவே, கீல் உள்ள எல்லாப் புள்ளிகளிலும், 

ப்ச்ச் < ர் (ட y) “3 Mrs 

S(% y) RQ உன் சார்பாக மட்டும் கருதி, இடைவெளி (6. Xr)-o0 

முதல் இடை மதிப்புத் தேற்றத்தைப் ES 

Xe 

Mrs (Xr — Xrm1) S | f'tx y) i Mis (x, அ Kray) - 

rot 

எனக் கிடைக்கிறது. 4,-ல் உள்ள 3-ன் அனைத்து மதிப்புகளுக்கும் 

(1. 6௨ இடைவெளி (3, -- 1, 3) -மிலுள்ள 9-ன் அனைத்து மதிப்பு 

களுக்கும்) இச் சமமின்மை பொருந்தும். 

Xe ன கு 

எனவே, 609 - | F(x, y) dx sroir aged, 

் கரவு 

Mrs (போ Mpg] O's — 3-1) <<’ 

<=. Mis (ட் = நட தி Os — Vsrd 

இங்கு I’, 4: என்பன ()-,22)-ல் 6 ()-ன் ரீமன் a 

யையும், கீழ்த் தொகையையும் குறிக்கும்.



பன்மாறித் தொகைகள் ன க 9 

. Js 

ர். ட J’ = | ம்) ஜ் 

9-1 | 

29 
7௪ | oma 

3-1 

சிறு செவ்வகம் 4, ன் பரப்பளவு 2. என்றால், 

Wes Prep SI’ ST" KS Mig Prs 

B - 
23 me Pres | நடு9ஸ் வ [0 ஸ் ௮38 மம 0 

௮ | ol 

ல் ரீ (௨, )-ன் தோராயத் தொகைள் 4, 4 என்றால், 

ச் ~B 
ies sx | OCYdy< | O~a<s 

ட ல ok 

இதிலிருந்து, : 

8 ~B 
I< 150) dy < [emacs 

~ ol of 
. எனக் காணலாம், 

7 %,0)ஐ தொகைப்படுத்த முடியுமாதலால், 

f= Jy 

B | 

| $ () ல்-க்கு உண்மை மதிப்பு உண்டு. அதன் மதிப்பு 

ol 
SO, y)-or இரு மாறித் தொகைக்கு சமமாகும். rod :



10 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள்” 

க B ப 
| | Sony dedy = | நல் te ; 

B 8 = | » [rome 
ol a 

துணை முடிவு 1: 

இதே முறையில், 

8 

at 

| | S(x,y) dx dy = | dx | f (xs vy) ம் எனவும் 

௩ டம் 

நிறுவலாம். 

துணை முடிவு £: 

7 ந) -ன் இரு மாறித் தொகை இருக்குமாயின், அதன் 
அடுக்குத் தொகைகள் (%6068௨16ம் ]01$ஜக![9) இரண்டும் சமமாக... 

இருக்கும். ப 

குறிப்பு : je (ee dy = a 

  

1 1 | 
ன்ஸ் 3 ஆ -1 2-2 ஜல 2 

/ : 2 6 6 (x+y) 

O<x<i 

Bag f(y) = 2... என்ற art | \ 

என்ற சதுரத்தில் வரையறுக்கப்பட்டுள்ளது. 

இச் சதுரத்தில், (0, 0) என்ற புள்ளிக்கு அண்மையில்பி 

f(y) கந்தழியை அணுகுவதால், . சார்பு வரம்புக்கு உட்பட 

“வில்லை. (0, 0)-ல் 7(2, ந)-க்கு ஒரு மதிப்பும் தேறாது. (110ல்27- 
010216) இதனால்தான், மேற்கண்ட, இரு அடுக்குத் தொகைகளும் 

சமமாக இல்லை.



பன்மாறித் தொகைகள் if 

ஏதேனுமொரு இரு பரிமாண அரங்கில் பன்மாறித் தொகை. 
- காணல் : 

ஒரு செவ்வக அரங்கில், 7(, 1) எனும் சார்பின் தொகை 
காணும் முறையைக் கண்டோம். இதனை மற்ற அரங்குகளுக்கு 
விரிவுபடுத்த, அவ்வரங்குகளை ஒரு குறிப்பிட்ட முறையில் பகுப்பது. 
அவசியம். ் 

AY yee 

    

=b 

  5 x   
படம் 8. 

ஒரு Qe uflorsor sme Cusd, Sip eugcny Cboundary 
Curves) sorte y = >, (xX), y= 9q (x) ஆகிய வளைவரைகளையும், 
மற்ற இருபுறமும் 3” அச்சிக்கு இணையான %-ஈ, 3-ம் எனும் இரு, 
நேர்க்கோடுகளையும் வரம்பாகக் கொண்டால், அவ்வரங்கு. 
3 அச்சினைப் பொறுத்த வகையில், இருபடித்தானது (quadratic 
lost Y-axis) sroré m MACGb.. அரங்கினுள் 7” அச்சுக்கு இணை 
யான எநீத நேர்கோடும் அரங்கின் வரம்புகளை இரு புள்ளிகளுக்கு. 

மேல் வெட்டாது. 

ay 

  

  

  
படம் 4,



12 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

. இவ்வாறே, அரங்கின் இரு வரப்புகளாக 3: 4; (9), %- 450) 

என்ற வளைவரைகளையும், மற்ற இருபுறமும் ந = ஓ, 7 - இ ஆகிய 
நேர்கோடுகளையும் வரப்பாகக் கொண்டால் அவ்வரங்கு 

2 அச்சினைப் பொருத்த வகையில் இருபடித்தானது என்கிறோம். 

அரங்கினுள், % அச்சுக்கு இணையான எந்த நேர்கோடும் 

அரங்கின் வரப்புகளை இரு புள்ளிகளுக்குமேல் வெட்டாது. 

பொதுவாக, இருபரிமான அரங்கு, மேற்கண்ட வகையில் 

அமையாவிடில், 2 77 ஆய அச்சுகளுக்கு இணையான நேர் 

கோடுகள் துணையால், அரங்கை, பல சிற்றரங்குகளாகப் பகுத்து, 

ஒவ்வொரு சிற்றரங்கும் 4 அச்சு அல்லது 7” அக்சுக்கு இருபடித் 

தாக அமையுமாறுச் செய்யலாம். 

எனவே. ஏதேனும் ஒரு இரு பரிமான அரங்கில் ஒரு சார்பின் 

இருமாறித் தொகையைக் கணக்கிட, அவ்வரங்கை % அச்சுக்கு 

அல்லது 7 அச்சுக்கு இரு படித்தாக இருப்பதாகக் கொள்ளலாம். 

ஏதேனும் ஒரு இருபரிமாண அரங்கில் 7 (20, )-யின் இருமாறித் 

தொகை காண 2 ் 

கொடுக்கப்பட்ட அரங்கு £ ஐ முழுவதும் உள்ளடக்கிய ஒரு 

செவ்வகம் £ ஐ வரைக, 2£-இல் F(x, ற) என்னும் சார்பை கீழ்க் 

கண்டவாறு வரையறுக்க. 

  

4Y 

      

    
படம் 5. 

Duis F(x, y)=fx,y) wpp ug@GsHuld F(x, y) = 0 
என்க. செவ்வகம் R-Qo, F(x, y) ஐத் தொகைப்படுத்த முடியு 

"மானால், றி-யில் /(20,,ற) ஐத் தொகைப் படுத்தலாம். 

மேலும் | [fos y) dx dy = [ [ Foxy) dx dy. 

D "R
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x=a, x=b, y=, (x), V=O, (x) ஆகிய வாப்புகளைக் 

கொண்ட அரங்கில், 7 (2, ந)-யின் தொகை காண : 

[இங்கு, 2௨%; ம; (0),ம், (00) இரண்டும் தொடர்ச்சி 
யான சார்புகள் எனவும், அரங்கில் ம; (0) ௨, (0) எனவும் 
கொள்க]. 

~ AY 
  

¥=B 
R 

Pp 

மி
 
(0

 
~ 
s
m
e
 ae
 

  

Yao 

    e
e
 
e
e
 

ee
 
e
e
)
 

  

0 xX=a x=b   
படம் 8. 

கொடுக்கப்பட்ட அரங்கு 2 ஐ முழுவதும் உள்ளடக்கும் ஒரு 
செவ்வகம் £ வராக. அச் செவ்வகத்தின் பக்கங்கள் x=a, x=b, 

yv=d, y=B என்க. (4௮6) 00): ௮,00௮ ட எனக் 
கொள்க) இச். செவ்வகத்தில் 7” (2. 3) எனும் சார்பை கீழ்க்கண்ட 

வாறு வரை செய்க : ் ! 

2-ல் 7 (2) - 7 (௨3) 

மற்ற பகுதியில் F(x, y) = O என்க. 

கொடுக்கப்பட்ட அரங்கு றி-ல். £,)0)ஐ தொகைப்படுத்த 
முடியுமானால், %-ல் 77 (2, ந) ஐத் தொகைப்படுத்தலாம். 

மேலும் | | f (xs y) dx dy = 1] F(x, y) dx dp 

R D 

5 8 
= | ax | F (x, p) dy. 

a oo



i4 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

- b ?, (x) Po (xX) 

x: | dx | F(x, y) dy + | F (x, y) dy 

a ef ழ்; (x) 

| B | 
4: | F(xs y) mt 

Os (x) 
9 

இங்கு, | F (x, r) dy =.0 

ol 
[2 இப்பகுதியில் 7” (2, 3) - 0] 

B 
| F(x, y) = 0 

$. (x) 

ர 5 9. (x) 

| | f(x, ydx dy = | ax. | F(x, py) dy 

ம் a ழ், ம. 

b Pe (x) 

= [ ax f f(x, y) dy 

a 91 (x) 

துணைமுடிவு : இவ்வாறே, ற hd, y= BB x=4,() 
x = 4, (y) ஆகிய வரப்புகளைக் கொண்ட அரங்கு 0-ல், [இங்கு 

ad<yv< Bf, 4,000 4. இரண்டு தொடர்ச்சியான சார்புகள் 

எனவும், அரங்கில் 4; (9), 4, (y) எனவும் கொள்க]. 

. 8 4,(y) 

| | f(x y) dx dy = | dy | f(x,y) dx 

ற ol 4,(y) 

என திறுவலாம். 

b bs (x) 

சூநிப்பு 1 : 1ல் | f(x,y) dy என்ற அடுக்குத் 

a ம் (2) 

தொகையைக் கணக்கிட, ௨) ஐ முதலில் நஐப் பொருத்து 

தொகைப்படுத்த வேண்டும். கிடைக்கும் தொகையை, மீண்டும்



பன்மாறித் தொகைகள் கடர ந்த் 

% ஐப் பொருத்து தொகைப்படுத்த வேண்டும். இவ்வரிசை முறை 

பில் மாற்றம் செய்யக் கூடாது. 

சூறிப்பு 2: p= (x), 2௩ 40) போன்ற தொடர்ச்சியான 

வளைவரைகளை வரப்புகளாகக் கொண்ட ஓர் அரங்கு £-யில் 

| [ ax ் என்ற தொகை, அரங்கின் பரப்பளவைக் குறிக்கும். 
ன் 

நடைமுறை விதி: 

கொடுக்கப்பட்ட அரங்கில் -ன் எல்லை மதிப்புகள் ந a, 

% ௭ ம் என்க. அரங்கினுள், 7 அச்சுக்கு இணையாக வரையப்பட்ட 

எந்த நேர்கோடும் அரங்கின் வரப்புகளை இரண்டு புள்ளிகளுக்கு 
மேல் வெட்டவில்லை. எனக்: கொள்க. அந் நேர்கோடு, அரங்கின் 
வரப்புகளை வெட்டும் புள்ளிகளின் 1” ஆய உறுபுகள் )); 3, என்றால் 
ட 33. என்க.) 

  

  

பொதுவாக, ற, ந]. இரண்டும் டன் தொடர்ச்சியான சார்பு 
களாக இருக்கும். எனவே, 

b Va -: 

1] [கூறன் |& | ரவுல். 
D a Vy 

இதே போன்று, ந-ன் எல்லை மதிப்புகள் ந ௮,37௬ 8 
என்றால் & அச்சுக்கு. இணையாக, அரங்கினுள் வரையப்பட்ட 

நேர்க்கோடு, . அரங்கின் வரப்புகளை .இரு .. புள்ளிகளில் வெட்டு 
மானால், அப் புள்ளிகளின் % ஆய உருபுகள் நட, %ட என்றால் 3, 705 

இரண்டும் )-யின் தொடர்ச்சியான சார்புகளாக இருக்கும்.



16 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

எனவே, 

4 8 

| இக்க y) dx dy = | dy [70 y) dx 

D oho x x} 

  

    
படம் 8. 

குறிப்பு 2: இவ்வாறு செவ்வக மல்லாத மற்ற அரங்குகளில், 

தொகைப் படுத்தலின் வரிசையை Corder of integration) மாற்றும் 
போது மாறிகளின் எல்லைகள் மாறுகின்றன . 

எடுத்துக் காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

& அச்சு, %- 2a போன்ற நேர்கோடு, x* = 4ay என்ற 
பரவளை ஆகியவற்றை வரப்புகளாகக் கொண்ட ஓர் அரங்கு D, 

என்றால் 1] xy dxidy கணக்கிடுக. 
D க 

97 

  

படம் 9.



“வன்மாறித் தொகைகள் iv 

அரங்கில் x-cir srebeor uAtnjssr x = O, x = 2a BG. 

அரங்கை, %* அச்சைப் பொருத்து இரு படித்தானது எனக் 

காணலாம். அரங்கினுள், 7” அச்சுக்கு இணையாக வரையப்பட்ட 

நேர்கோடு, அரங்கின் வரப்புகளை 27, 0 என்ற புள்ளிகளில் வெட்டு 

கிறது என்க, அப்புள்ளிகளின் 1” ஆய உருபுகள் முறையே 

x" ‘ 
y= 0, y= gy BSH.   

2a 

ஆ [ [xy aray = | dx | ஒல். 

D 0 P 

2a x*/4a 

= | dx | xy dy. 

0 0 

2a ° x*/4a 

| ண் = ] dx இ | 

0. 3-0 

2a 
. x x* 

! 2 த Feat 

2a 
1 si 

eee: (2a) _ at 
இதர இட்ட டடத 

எடுத்துக்காட்டு 8: 

தொகைப் படுத்தலின் வரிசையை மாற்றி, கீழ்க்கண்ட. 
தொகையைக் கணக்கிடுக. 

  

[: ws 
dx 

gon ag (௪-1 நர ட ர்க ட 
ப, வ,



18 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

இவ்வரங்கின் (0) வரப்புகளாவன :₹ 

%- 0, x= 1, ந 0 

  

  
படம் 10. 

அறுக வீரப். (ie. x? +7? = 1) 

அரங்கில் 0 ௨.ற ௨ il. 

ந அச்சுக்கு இணையாக, அரங்கினுள் 20 என்ற நேர்கோடு 

வரைக. புள்ளி 2, 0 ஆகியவற்றின் % ஆய உறுபுகள் முறையேடி 

x={0 x= V1—y»* qe. 

எனவே கொடுக்கப்பட்டத் தொகை, 

  

  

  

: vi 7 dx 

னு | dy | (+1) Vi—-x?—y* 
0 0 

1 V1i-y? 
= | டல் ஷை ் அ 

(er+1 1—y*) — x? a. rr: 2: (1—y 2 

2 Vv 1—y* 
= dy ௩ sin-* — 

(2-1) மம பி பம் 

1 

af Bi 
ey+ 1 2



யன்மாறித் தொகைகள் 

  

— ரன. 

1 
_ = I+ e-¥ dy 

1 +e" 
0 

7 [og (1 + ஸு] 
x | 

= 5 [log 2—log(1+e)] 

_ ட _ Be 

= "9 °8\ Tye 

எடுத்துக்காட்டு 3: 

  

a x 

/ ர  (டல்டஸ் 

0 

என நிறுவுக. 

அரங்கின் வரப்புகள் ₹ 

a a 

அச்சுக்கு இணையாக 7 ஐ வரைக, 

97 

௯ 0, 8,7௬0, y= xX ஆகும். 

419 

Fad Gay 7 TY @-FOI 

அரங்கினுள் ட ர 

  

பபம் 14... 

* ne படத் தொகை : 

_ரிடு) ல் 
லு rf V (a—x) (x—y)
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_ fa ft ar 
் 14 47 (௪2-29 (x—y) 

0 y 

a 
ax 

- 3) 1 06 ret (a—x) (x) 

x = ர௦08”9 --ற 83” 0 எனக் கொண்டால், 

    

  
  

  

| ப தததி f 2 sin Q cos (y—a)<dQ 

TES (x—y) V (a—y) sin? @ . Ca—y) cos? 8 
x n/2 

0 

=e | லை dQ = % 

n/2 

த a 

= {rf d= nf] 
பந ௦ 

= ®[ f(a) — f(0)] 

எடுத்துக்காட்டு 4: 

தொகைப்படுத்தலின் வரிசையை மாற்றி, 

கீழ்க்கண்ட தொகையைக் கணக்கிடுக. 

  

[ j y dy dx 

| (@—x) Vax —y* 
0 y*ja 

அரங்கின் வரப்புகளாவன 

y = O, ypwrd, x= 7, x= yp. 

௬ அச்சுக்கு இணையாக PO ஐ வரைக.



வன்மாறித் தொகைகள் . | 21 

  

  

  
படம் ¥2. 

. கொடுக்கப்பட்ட தொகை 

  

  

a 

_ ட்ப சன் 
னு | க | (a — x) Vax — y* 

0 P 

a Vax ந 

J (a — x) Vax — y? 
0 x 

= ( ote {-va} 74 
க ] (@a— x) ax.— Jy 

0 ் தனை! 

a உட. 

= Vax — x? ax | / ௬ ax 
சற a—x 

0 ட 

n/2 ட 

=. 2a | sin? Q@ dQ x = asin*®@ எனக் கொள்க. 

— 2 

எடுத்துக்காட்டு 5: 
தனி 

| | 42 ay — y* 

F(x, y) dx dy 

என்ற தொகையில், தொகைப்படுத்தலின் வரிசையை மாற்றுக.
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படம் 18. 

அரங்கின் வரப்புகளாவன £ 

y= O0,y=a,x=0. 

x= V 2ay — jy? (ie., x2 + y? Qay = 0). 

அரங்கினுள், 177 அச்சுக்கு இணையாக ஒரு CsiCGar®@ amr. 

அது, அரங்கின் வரப்புகளை P, O என்ற புள்ளிகளிலும், ந” 4 ந் -- 
Lay = 0 என்ற வட்டத்தின் பரிதியை 7, 7* ஆகிய புள்ளிகளிலும் 

வெட்டுகிறது என்க. 

புள்ளிகள், 2, 2* ஆகியவற்றின் ந ஆய உருபுகள் முறையே 
நற என்றால், அவை ந” --நூ”-- ஜெ 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
மூலங்களாரகும். 

wf டபத்க் பதர் =O 

yoax Va? — x? 

று. ௮]. எனக் கொண்டால், 

yi =a—V qt — x? 

yg = at Vq? — x3 

* Gar@satucr தொகை : 

a 09 

= | dx | f(xy) dy 
0 P



பன்மாறித் தொகைகள் 

a- @ 

= | dx | f(x, y) dy 

0 y 

a- a 

= [ax | fx») dy 
ப் சல் 

எடுத்துக்காட்டு 6 £ 

தொகைப்படுத்தலின் வரிசையை மாற்றுக : 

2a 3a 

| dx | f(x, y) dy. 

0 x*/4a . 

கொடுக்கப்பட்ட அரங்கின் வகுப்புகளாவன ₹ 

ஐ 0, x= 2a. 

  

படம் 14. 

& அச்சுக்கு இணையாக வரைந்த எந்த: நேர் கோடும். அரங்கின் 

வலப்புறம், படத்தில் கண்டபடி. புள்ளி .4(2ச, ஈ9-க்குக் கீழே 

பரவளையையும், .4-க்கு மேலே நேர்கோடு .48ஐயும் வெட்டுகிறது. 
எனவே, . அரங்கை இரு. பகுதிகளாகப் பிரிக்க . வேண்டும். 

es
 

w
e



24 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள். 

& அச்சுக்"குஇணையாக, 2.4 என்ற நேர் கோட்டை வரைக, Dae 
அரங்கை இரு சிற்றரங்குகளாகப் பிரிக்கிறது. இரு சிற்றரங்குகளும் 

கதுனித்தனியே X அச்சைப் பொருத்து இருபடித்தான வை. 

கொடுக்கப்பட்ட தொகை 

ஸ் [ [ £ Gy) de dy + | 7 010 ஸ்ஸ். 
. 

OAD : ABCD 

சிற்றரங்கு 0,4-ல், 2 அச்சுக்கு இணையாக 29 வரைக. 

a Q 

a | f(x pdxdy = | dy | f(x, yj dx 
0.42 டத் P 

a = 4ay 
= | dy | I Cx, ல். 

௦ 0 

செவ்வகம், .4502-ல் 

8a 2a 

1 [௨ல் dy{ dy | f(xy) de 
ABCD a 0 

. கொடுக்கப்பட்ட தொகை 

a V 4ay 522. a 

= | dy | 7 பேழ்) dx + dy [ f (x, p) dx. 
0. :..0 a at 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

r= QacosQ, O<O< S என்ற அறை வட்டத்தில், 

ர 

| | r? sin @ dr dQ ஐ தொகைப்படுத்துக. 

க 
இவ் அரை வட்டத்தில் 0 ௮0 ௨ =
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ன் எம்மதிப்பிற்கும், 7-ன் மதிப்பு 0 முதல் 27008 0 வரை. 

மாறுகிறது. 

  

  

௦ ௨௮ a ச். 

mein 15, 

னவே, கொடுக்கப்பட்ட தொகை 

ne 2a cos 

= | 4 | r? sinQ@ dO 
0 0 

wie oO 2a cos® 

= [ de {= sing } V3 
0 ௪௯.0 

௩/2 
8 $s 

= = | 0௦809 810 dQ 

0 

= o@ 8 
~ 8 4:2 

கி 221 

tong torpprd (Transformation of Variables) ஜாக்கோபியன் கள் .. 
(Jacobians) : 

Uys Ugs «0 Uns X15 Xy> Xp Bpaw (nu + p) மாறிகளைக்கொண்ட 

வகைபடும் சார்புகள் F,, F, eee F, என்றால், ( 

  

  

  

  

        

28). ௪, தச் 
J= Qu, Bus ட் oun 

ச த ப ட தக 
Bu, Ot, en lle 

ORG: 2. OF, 
Ou, anu eee     225
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என்ற sooasGaramaid@ (Determinant) 8, ஆகிய 

7 சார்புகளின், 3, 1, ௨3/௦ ஆகிய மாறிகளைப் பொருத்த 

ஜாக்கோபியன் அல்லது சார்பு அணிக்கோவை (Functional 

ளார்) எனப்பெயராகும். 

9 (11. 8) உர 
8 (Uys Ugy ove Un) 

இதனை J= ) என எழுதுகிறோம். 

குறிப்பாக u, vs உ ஆகிய மாறிகளைக் கொண்ட வகைபடும் 

சார்புகள் 2, ந. 2 என்றால், 

அதாவது, 

x= ம, (1 டி 12) 

y= >, (4, v, WwW) 

உ. ழ், (07, 1). என்றால் 

2௩72) | Ox Ox ax 
O(u, vw) றோ... மிடி 

oy by றே 

‘Ou dy = Ow 

|. அ 
| Ou du dw 

என்ற அணிக்கோவையைக் கணக்கிடலாம். 

பல மாறிகளைக் கொண்டிருப்பினும்,  ஜாக்கோபியன்கள், 

ஒற்றை மாறிச் சார்புகளைப் போல் செயல்படுவது அவற்றின் சிறப் 

பியல்பு ஆகும். 

இயற் கணிதத்தில், அணிக் கோவையின் இயல்புகளிலிருந்து, 

ஜாக்கோபியன்களின் கீழ்க்கண்ட இயல்புகளை எளிதில் நிறுவலாம். 

ம ர எனும் இரு மாறிகளைக் கொண்ட சார்புகள் u,v 

என்றால், - ரீர்6.,; 8௨ மட), v = v(x, y)] இதில், 33 

இரண்டும் 4, 7 எனும் மற்றிரு மாறிகளின் சார்புகளாயின், [1.£., 

x= x(&,23s p= y(E,0)], எல்லா சார்புகளின் பகுதி வகைக் 

கெழுக்களும் இருக்குமானால், 

O(u,v) _ O(uvy) A(x, ¥) 
acé,m) 800,)) 9(6,3) 
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நிரூபணம் : 

00) | bu Bu 
acé.9) 16 98. 

| av oy | 
1 88: BN | 

_| oe ax , Bu By மே Ox ௨ By | 
=| ex ° BE * By 94 கடர! பூ. am டு 

oy ax éy oy ட டசி Ox ay ay 

Ge BE Tey BE) Ge ற! ஆ. 

_| ou 81, | ox ay 
=| ox dy Be BE | 

av By Be By 
ax = ay 91 9   
  

es 2,100) 2 (u,v) சிடு. 

Mes BEA) சரட் BEN) 
(ii) “குறிப்பாக, f=u, 07] அரு என்றால், இயல்பு 7-லிருந்து,. 

_ முற 9010) 
~ O(x, yp) O(u, v) 
  எனக் கிடைக்கிறது. _ 

te 

8 (ts Y) 

(டு. ம. 
O(u,v) 90௨3) 

மிழி] ண 1 (r, 8, t) 
் “பி் w Ory 6) 

இங்கு, 7, 5, / மூன்றும் 2, 3 என இரு மாறிகளின் சார்புகளாயின். 

சுட. ச... 9௨... 
சழ)... 9(,2). G(x yD 

உடு சூடு 900. 9௮. 
Ost) 902) 9௩0)! 903) 

  

ee 

வலப் புறத்திலுள்ள அணிக் கோவைகளைப். பெருக்கி, இதனை 
.. நிறுவலாம்.
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tox ah tow pin (Transformation of Variables) : 

பன்மாறித் தொகை கணக்கிடுவதில், சில சமயம் சார்புகளின் 

மாறிகளை மாற்றி, எளிதாகத் தொகைப்படுத்தலாம். 

ஒரு பன்மாறிச் சார்பின் மாறிகளை மாற்றி தொகைப்படுத்து 

வதற்குத் தேவையான நிபந்தனையையும் வழிமுறையையும் 

முதலில் காண்போம். 

ஒரு முப்பரிமாண வெளியில் (%. 3, 2) எனும் புள்ளி, (௨.௩ 1, 9) 

என்ற புள்ளியுடன் 

x = 9, (nH, ¥, #) \ 

v= the (u,v, W) a “es (1) 

z= Ps (us v, W) ] 

ஆகிய சமன்பாடுகள்மூலம், தொடர்பு கொண்டிருந்தால், (1, 1, w) 

வெளி (%, 7, 25) வெளியாக மாற்றப்படுகிறது என்கிறோம். மேற் 

கண்ட சமன்பாடுகள் (1) ஐ மாறிமாற்றச் russrur@asir (Equation 

of Transformation) என அழைக்கிறோம். புள்ளி (ற, 2) ஐ, 
புள்ளி 1, ௨, ௦) ன் பிம்பம் (1௧26) எனக் கூறுகிறோம். u,v, w 

வெளியிலுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளி (௨,, 19-க்கும் (% 7, 2) 

வெளியில் ஒருபிம்பம் இருக்கும். ஆனால் (2, 3, 2) என்ற புள்ளி, 
பல .புள்ளிகளின் பிம்பமாக அமைந்திருக்கலாம். (ற, 2)ஐ 

பிம்பமாக கொண்ட ஒரே ஒரு புள்ளி மட்டும் (ம, v, ௨) வெளியில் 
இருக்குமானால், கொடுக்கப்பட்ட மாறிமாற்றம் திருப்பத் தக்கது 

(லா1016) எனக் கூறுகிறாம். மாறிமாற்றம் திருப்பத் தக்கதாக 

் ட . ச. a (xs J Js Yo Zz) 
அமைவதற்குத் தேவையான நிபந்தனை ன்ட் உனர 5 0 ஆகும். 

மேலே குறிப்பிட்ட மாறிமாற்றம் திருப்பத்தக்கதாக இருப்பின் 

மாறிகள் (௨.௦) மூன்றையும் pennant ரு, 29-ன். சார்பு 

களாக எழுதலாம். 

ஓர் இரு பரிமாண வெளியில், (யி, 19) என்ற புன்னி-: D, எனும் 

அரங்கை விவரிப்பதாகக் கொள்வோம். அதன் பிம்பமான (2, ந) 

என்ற புள்ளி, 29 எனும் அரங்கை விவரிப்பதாகக் கொள்க. மாறி 
மாற்றச் சமன்பாடுகள், . 

x = 9, (u, ¥) 

y= Ps (ut ஒ என்க.



' பன்மாறித் தொகைகள் 29 

ang De, D,-sr Dinu tors wm OAC@u. D,-sr apr 

ஒரு மூடிய வளைவரை 6; (010860 16) என்றால், 79-ன் வரப்பும், 

ஒரு மூடிய வளைவரை (6) ஆக இருக்கும். 

AV | ய AY 

     
      ௦ u . oO 7 

படம் 18. 

ஒரு புள்ளி ஐ இடஞ் சுழியாக விவரிக்கும் போது, அப் 

புள்ளியின் பிம்பம், 2; ஐ இடஞ்சுழியாக விவரிக்குமானால், இம். 

த் மாத்றத்தை, நேர். மாற்றம் (Direct transformation) srar& 

கூறுகிறோம். அப்போது. ஜாக்கோபியன் .] 4 ட் » 8 ஒரு மிகை. 

| எண்ணாக இருக்கும். (2 ௮.0 ஆகும்.) 

புள்ளி, ஐ இடஞ் ச௬ுழியாக விவரிக்கும் போது புள்ளியின் 
விம்பம், 2 ஐ வலஞ்சுழியாக விவரிக்கு மானால், மாறி மாற்றத்தை 
SWE wor Hib (Inverse transformation) srarAC Gib. —opesGur sg 
ச ஒரு குறை எண்ணாக இருக்கும். (2 740) 

இரு மாறித் தொகையில் மாறி. மாந்தம். (Change. of variable ina | 
double integral) 

.... ஓர் அரங்குற-ல் f (x, y) ஐ தொகைப்படுத்த முடியுமானால், 
x=$,(u,v), y = bg (u, 99 என்பன் மாறி மாற்றச் சமன்பாடு 

களானால், ம ஐ பிம்பமாகக் கொண்ட. அரங்கம் 2; என்றால், 

[1௨ல் = ff f(b). 0.) | 2G Mg. aly. 
ற் ஸ் D, 

ம் (u, ஐ தளத்தில், ஆய அச்சுகளுக்கு இணையாக நேர்கோடுகள் 

வரைந்து, De An fp 'செவ்வகங்களாகப். பகுத்திடுக. அதில் 
- ஓரு சிறு செவ்வகம் 0, என்க. (2 1) தளத்தில் இதன் பிம்பம் 

8... என்க. (8... ஒரு செவ்வகமாக இருக்குமெனக் கூற இயலாது).
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என். முனைகள், (,0), (24 கம, ர), மூ + AY), 

(௮ காட ட ௫0) என்க. 

AA 

   
  

    ம்
 

nV
   

படம் 17. ். படம் 18. 

னவே. பூல் இதன். பிம்பங்கள் முறையே, 

(9 [Pi Cus vr) Py Ce ¥D] | 

(i) [0)(u+ Ou vd,(ut Au, VJ 

[ (ur) + Ou. ‘i , Os (டும் கம, | 

(இடை மதிப்பு தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தி) 

09 மட க) 9s (z+ Av): 

ப த a 
3 ஷே | *: (டிடி ௬0 ah, O,(tvyyt ar | 

(iv) [$,Cu+ Ou மல இடு, ந, முழ கலு v + dvd] 

  

1, OP aby a |! (us vy} + Ou டட கிட எத் 

og? த நடு கய அன் ம கமர்தக]   

8 மிகச் சிறிய உருவமாதலால்,. இந் நான்கு புள்ளிகளையும், ஒரு 

..இணைகரத்திற்கு முனைகளாகக் கொள்ளலாம். எனவே. அதன் 
- பரப்பளவு - 8 % முதல். மூன்று முனைகளால் உருவாகும். முக் 

சே கோணத்தின் பரப்பு



யன்மாறித் தொகைகள் 
1 

  

  

3 

=- 2 1. | $, (1,7) $2 Cus v) i 

eae | a a 
| $?; (us v)+ Au “a டிடி) க. a | 

| 

| தந். Obs 
| | Pry + dv. த டர் கர | 

எனக் குறிப்பிடலாம். 

1! x ¥ | 

aan y by | x+ hue ர க | | 

: ax Oy 

x y ந். 

2% dy 
Au. A “ae oO | 

Ox oy 

Av. Ay. Dp 0 i 

Ox ay 
= Au. AV on Ow 

Ox dy 

oy “ay 

a“ : கட்ட (2.3). 
உ பூளன் பரப்பு Au. AY Stacy) 

    

Ps -or uigtny = Ax. Ay 

இவ் விரு பரப்புகளும், இரு தளங்களின் ஆரம்பப் பரப்புகள், 

(Elementary areas) ஆதலால் 

  OM -¥) எனக் கொள்ளலாம். 

  

Ax. dy "ia s AY 
2.1) 

de dy = 2S) ay av 

  

| dtu.)
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ff pee maedy= [ [bn Fe} ERE abe. av 
D D 

9 (2 1) 

  

1 

சூறிப்பு : இத் தேற்றத்தை இரண்டுக்கு மேற்பட்ட மாறிகளைக். 
கொண்ட சார்புகளுக்கும் விரிவு படுத்திக் கொள்ளலாம். 

குறிப்பு 8: பன்மாறிச் சார்புகளின்  மாறிகளை மாற்றி, 

தொகைப்படுத்துவதற்கு, ஜாக்கோபியன் தேவை என்பதை 

உணரலாம். எனவே, சில முக்கிய மாறி மாற்றத்திற்கு உரிய 

ஜாக்கோபியன்களின் மதிப்புகளை அறிந்து வைத்திருப்பது பயனுள் 

ளதாகும். 

சில முக்கிய மாறி மாற்றங்கள் 

(i) x = 70060 

y = ¥ sin @ srsire. 

d(x y) J= eo CY 
2 8 

(ii) x = Y sinQ@ cos $ —"" 

y= YsinQ sing 

2௭ ¥ cos 

8 (Xs Ys 2) _ 
93.0. 6) 

“KY. 

  

  

=: Y* sinQ. 

    
uitp 20... 

Gi) xt+y=u 7 ட கு (1). 

y = uy என்க. = uy 

8 (x, 9) 
(ம. 2 (Cu; ஸு x Ue
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42 

PG,2,9) 

ரீ 

கூ 
ட . 

௦ TF —>X 
“ot / ஆ ் 

சீ + ச் 

௩ 

ச ஷ் 
சீர 86 

படம் 21 

(iv) x+y +z=11 o x =u(i-v) 

Z+2=> uv y = uv (1—w) 

; Z = 1/1) என்க, z= uw 

7 a (xy Z) ss 
ae டல = i Vy. 

எ௫த்துக்காட்டுகள் 

சடுத்துக்காட்டு 1: 

ஆய தளத்தின் முதற் காற்பகுதியில் (மீ£5* மெகம்£காம்), 

aty = x*, by = x*, p*x=y*, Gx=y® ஆகிய வளைவரை 

களுக்கு இடையில் அமைந்த பரப்பளவைக் காண்க. 

ச: 9, ற5.ர. எனக் கொள்வோம். 

முதல் இரு வளைவரைகளுக்கும், & Fr OG தொடு ட் 

கோடாகும். அடுத்த. இரு வளைவரைகளும் *: அச்சைத் தொடு 

கின்றன. 

ul. o.—8



84 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச்: சமன்பாடுகள்: 

    

  

8 

a= z= pe yO என்க. 
y x 

O(u,v) _| Qu Ou 
* “O(x, y) | ex ay 

fy 
6x . oy 

8x? x” 
= y —~ Ve = 8xy 

_y ந 
x? x 

    

oe “O(a. y) கழ. i 

ஃ குறிப்பிட்ட * =f (a த் 

சழ] ஸ்: ஸ். 

(u, y) — தளத்தில், அரங்கின் வரப்புகளாவன 5 

  

bi<u<a’ 

g<v<p 

a? ற் 

5 பரப்பளவு ௬ ] | eve du dv - 

ம்). நர 

ae yt 

ae Pe du 
Wald Vy 
ம 7



பன்மாறித் தொகைகள். 35. 

எடுத்துக்காட்டு £ 2 

x? +-- yp? = ag? என்ற வட்ட அரங்கில் | { (x* + yp?) dx dy 

சன்.ற தொகையைக் கணக்கிடுக. 

x= Ycos@ 

y = Y sin Q என்க. | 

pa 2h) 

  

  

  

“௩9! 
(3, தளத்தில் 04/௨௭ 

0௮0௨2௯ 

| ௨... 

oF 

படம் 22. 

8 an ‘ea! 

= | JOM idedy= ff vtist.dvag 
ne Y=9 0-0” ப 

ன | | 4 வஸு. 

2n 
ரூ. 

G 

அட்ஸ் 89. 

©



56. பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 3: 

௬6, 0, என்பன மிகை எண்கள் என்றால்; 

x? - yp? = ரா, உர, றற, சற ஆகிய 4 வட்டங்களுக்கு ' 

இடைப்பட்ட அரங்கில் ர் ர் ae -ன் மதிப்பைக் காண்க. 

  

க 52... எனக் கொள்வோம். கொடுக்கப்பட்ட 

அரங்கு, ஆயதளத்தின் முதற் காற்பகுதியில் உள்ளது. அரங்கில், 

ax << x* + y? <a’x 

by < x? ற் வர்ற 

  

படம் 28. 

. x? + y? 
1.€-, aS — 

  

<a’ 2 

ஐ Sir 5 ; 

நவ ச் 

(மி) தளத்தில் ஈறு. வ௰ிீ 

ர். ஷம்



பன்மாறித் தொகைகள் வா 

  

  

      

  

  

AV 

i 

! N 
Ul ம 

ர் டட 

fo > 

3 
படம் 24. 

மி (0 vj _ | x* 2x == அ + y?) 2y 

22, 3) | x’. _ x 

! = y* By — (27 +p”) 
| ¥ நு” 

ர னை அ ty? = ணம x? நூ ™ னு ~ x* y3 

fix a(x, y) ண யன x? நு? 

சி ஸரீ நு” 

_*_ |) - ட் 23 ப்ட் 
ay © (a? +y?)? 

: = tiene a 

wis ர fa > du dy 
a 6 

a* த்... 

டீக் ல் ர 
a ம் 

a* b* 
2 log க log | > 

எடுத்துக்காட்டு &2 

Y*? = a’ cos 29 என்ற பெர்னோலி.பின் (85மடய111£9 16மரர்5. 

0846) ஒரு கண்ணியில் (loop). ர் f Vat — x? — y? dxdy ஐ.மதிப்பு 

இடுக. | ,



‘38 பன்மாறித் தொகைகள் வகைமீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

ரு i i 

அரங்கில் - 26 ௨ 3. 6-வின்! ஒவ்வொரு மதிப்பிற்கும் 

7-ன் மதிப்பு 0 முதல் ௪4 005 209 வரை மாறுகிறது. 

  

  

படம் 25. 

' xy = Ycos@ 

_ d(x, y) _ 

2௩௩9) 
x 

  

A J 

உ Le ( (Vey. vay ag. 

n/4 ay cos 50 
= ர் 26] Vat — y? Yd¥ 

. . av cos 29 
| மிட | 

- ] 49 ட 2 ௮2 

nA : 

20 (23-23 23/* sin® @) 

௩/4 லு 

(1 —23 sin® @) dQ.
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ட 5/4 
ஆ. = cy f sin®Q@.dQ@=O 

“amid 

a 
6 

எடுத்துக்காட்டு 5: 

3 Z 

= +75 = 1 sreirp foi og s Her (ellipse), sh arp 

பகுதியில், 
Va? b? — a x* = By? 

ff ~60T மதிப்பைக் காண்க.   

  

4 மூச் + a® x2 + b* y? 

x = ax 

நு ௯ ற்ற என்க. 

       \
\
Y
 

(\\
. 

வ 

படம் 28. 

உடு o (x, y) 

A. Pm ree yy ச 

Q@itor ph orpos sre, (X, 7)-தளத்தில்"அரங்கின் சமன்பாடு 

& 273௨71, 1420 

720 
என. ஆகிறது. ்



‘40 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

ர் 

  

படம் 27. 

கொடுக்கப்பட்ட தொகை 

  

  

1/2 
= ff Kees panty | dX d¥ 

1/2 

=o ff [tz eae Jey 
X= Y cos ~ 

Y= sin'Q என்க; 

ம் டா ணம் 

இப்போது, அரங்கில் 0240 4௩/2 

| O<Y<1. 

1 902 wet wae, 
உரக்க] ] Mie ¥ dy dQ. 

C8 ay 

n/2 ne | 

os bf d ர் —¥? a 0 A tae Y dy 

0... 0 aii
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_ 2 sin? 1/2 ட 

~ +f பணர் 1/2 z¢ stn. ai 

CY? = cos t எனப் பிரதியிட்டு) 

‘ ௩/2 
a ; 
a J sin? 1/2 dt 

22 f (=) a 

(a ி 

  

7/2 
ரு ab 

- 2 ஸ்] 

09 

ரர் 
ஊடறு (m — 2) 

் எடுத்துக்காட்டு 6 : 

a x a a 

ர்க] ரமி = fw f fond 
6° 6 6 »y | 

என நிறுவுக. இதிலிருந்து, 

a a 
J dx ர் ரீ) ஜம் f (a — y) f(y) dy toré art Qa. 

0 0 0 

இம் முடிவை அடுத்தடுத்து ஈ முறைகள் nea 

ர் dx f TE ice fi f (y) baat ப்பு 

என பல்க் 

ர் 

அரங்கின் வரப்புகளாவன £ %0,3 ஐ, நு-௩ 0, ந. 

4 அச்சுக்கு இணையாக, அரங்கினுள் 720 எனும் நேர்கோடு வரைக.



42 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

  

படம் 25. 

தொகைப் படுத்தலின் வரிசையை மாற்றி அமைத்தால், 

a x a QO 

ff ax f fwd -{¥ f fee y) de 
0 0 0 P 

a a ; 

= fa f sane oe §=(C1} 

0 y 

f(xy) = f(y) என்க. 

a x a a 

ஃ f dx f fQ) dy = f dy ff) ax 
0 0 0 yp 

a 

- f @-w fore 
0 

இதில் ஈ = x எனக்கொண்டால், 

x x | x | 
- 

ர் an f fo dy af (x—y) f(y) dy ae awe (ay 

௦ 0. 0 | 

இச்சார்பை, மீண்டும் (0 -ஜ20-யில் ந-ஐப். பொருத்து: 
தொகைப் படுத்தினால், @ 

a x x a = te} 
f dx fm ] 700 dy ={ dx fe-nfo dy 

0-0 d- எடு மிக 2 re



: பன்மாறித் தொகைகள் என BS , “AB 

வலப்புறத்தில், தொகைப்படுத்தலின் வரிசையை மாற்ற, 

a a 

வ.பு.௪ ] dy ] றம ஸ் 
0 ர 

॥ {aso (ee gm ட். 
x= 

a 
1 

“12 fa- —y)’ f(y) dy 
ட்டு 

a x x a 

1 
6. அ அ (ஐ fom roe. 

0 0 0 . 0 

௭ ரஎனக் கொண்டால், 

x x x x 

fae fax { £04 = tz f (x—y)* f (y) dy. 
0. 0 0 

இவ்வாறே, தொடர்ந்து n— (pen ser தொகைப்படுத்த, 

f dx f dx wx f FO) 4 = 1 rf Gey)" $V) 

எடுத்துக்காட்டு 7 

vz? ௮ ரூற cx? = a*z ay” = 6*x 

= Qc*y cx? = ரத ay? = 2b?x 

ஆகிய உருளை oo களுக்கு அருட்கவி Lig ante, கன 

அளவு (volume), % 525 என நிறுவுக
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த 

y 
x 

2 

ந்த் ௬ 

~— —— 
2 

£ 

Ww +. எனப் பிரதியிடுக. 

எனவே குறிப்பிட்ட அரங்கில், 

Bet 
b 

க 2 

4.௮ 

௦ 
லை <= 5 <4 

  

a & 

1 ௨3 

  

இது ஒரு இணைகரத் திண்மமாகும் ர் குறிப் 

பிட்ட கன அளவு - fff dx dy dz. 

2 (23, 2) 
நஹ ன் [சட்டம du dv . dw 

  

  

a {u, vr, Ww) _ | 2 az =7 

2( மேரு Zz ப ஐ. = ஆ yp 

| 

4 | a 0 ட ன 

|. * 4 
டல x 

e 2 (2 35 2) ல் ம. 

"" O(u,y,w) 7 

ன் 223/5 Evie 2b? /a 

oe v = யக du ர் dy f dw 

e*lb a* |b 53/௪ 

tot at Bt 
Fy c a 

abe



பன்மாறித் தொகைகள் 45 

எடுத்துக்காட்டு 8: 

ற 2 2 
x 2 2 + 35 -- = 3 14 என்ற நீள் வளையத் திண்ம a 

(ellipsoid) அரங்கில், 

fff {a* b? c? —b?c® x*—c® a® y*—a® b2. 27} 118 dxidy.dz ~str 
மதிப்பென்ன ? 

x = aX 

y = DY 

௪௬ ரீ. என்க. 

9 (Xs 2) _ 
B(% ¥, zy 802 

இம் மாறி மாற்றத்தால் கொடுக்கப்பட்ட அரங்கு, 4 78. 
௩ 24௮ 1 என்ற கோளமாகிறது. இக் கோளத்தில் கொடுக்கப்- 

பட்ட தொகை - []][ [ஏ7ம்2- a* b? c? X¥* — atb* c* 1 

— a® b* c* Z2} 2% abe dX d¥ + dz. 
= a* bic? [[[¥1—y*— y2?_7z2 dX dY Z. 

X = ¥ sin 9 cos > 

Y= Y¥sinQ sin? 

Z = 330080 என்க, ' 

a (X, Y, Z) 
9 6. 6) 

2 
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கோள அரங்கில் 

9௮94௨1 

020௮ 

020௮௯௪ 

1 n ௮-௩ 

I = a’ b* c? f f ந் Vi-v ¥ sing 

420 050 p=0 
dy dQ dé 

ரு த an 

=arbret fVi-yF ¥* ay ர் 81 0 {a 

0 0 0 

y = sin 4 எனப் பிரதியிட்டால்; : 
~ 

1 ரூ ர | 

{vi y? ay =f cos 4. sin?4. cos 4dQ. 
pss 0 

ம் ப்ட் ௮ அட 
“42 2°” 16 

கொடுக்கப்பட்ட தொகை 

௯. — தங் றந்த ர ட டர ம ௬ ரச“. து 2. am 

பூத ரூ கடி ட டப 
அவனால் 

ீற்ரு, காமா சார்புகள்* ( Beta and Gamma Functions) 

Soy eriy: m>0,n>0 என்றால் 

ீூய - f aed | oe x)? dx 

a 0... | | 
என்ற தகாத் தொகை (100007 1மர்தவி) குவியும். இத் தகாத் 

தொகையை, பீற்ரு சார்பு 'அல்லது ஆடுபவன் முதல் தகாத் 

தொகை என அழைக்கிறோம். 

  

* இச் சார்புகளின் குவிதல், இயல்புகள் பற்றிய தெளிவான விளக்கத்தை, 
ஆசிரியரின் “ரீமன் தொகை கணிதம் '' அன்த. நாலில் காணலாம்.



பன்மாறித் தொகைகள்: - . im, Fae AZ 

இச் சார்பின் சில முக்கிய இயல்புகளை அறிந்து கொள்வது; 

நலமாகும். 

இயல்புகள் : 

G) Bm, n) = B (a, m). 

Depjusmio : | 

. 1 

B (m,n) = f= (1—xy-* dx 

0 ட 

௨ 1 - ற எனப் பிரதியிடுக. 

0 

B(m,n)= f (1 —yy* yr (— ay) 
1 . 

1 
= f yr* (1 — yr* dy 

0 7 

= B (n,m 

B(m.n) = B(m+ 1,9)+ Bm n+1). 

நிரூபணம் : 

1 

B (m,n) = f= (1—x)yPh dx 

4 0... 

os f xM9 (1—x)°? (x Tx) de 
3 தர 

௮ ந்காமேலாரஸ் ௦ fea —mx)® dx 

0 0 

= B(mt1,n)+ Bm, n+1) ow coo (1)



‘48 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

  

  

  

மேலும், 

1 
ற பட்லு இராம, 0௮ ] காமி ் = 

0 ் 

1 1 
x™(i—x)" m _ ion 

0 ' 0 . 

= ~~ B (m, nt 1) eae சக் “wae (2): 

எனவே, 

B (m,n) = (™ + mat). B (mn, n+-1) 

அ aye Bm, ntl) ow ws €8): 

இவ்வாறே, 

டூ ஒல அர இருட் om we (AY 

எனவும் நிறுவலாம். 

சமன்பாடு (8)-லிருந்து 
n 

B (m,n+1) = ௫0 

சஜ. (௩-1) என மாற்றி எழுத 

B Cn, - y 8 (mn— 1) 
ண்ட 

இவ்வாறு, தொடர்ந்து ண். மதிப்பைக். கரத்து எழுதி வர, 

8 ஒரு மிகை முழு எண் என்றல், 

B.cm, n) = ———_— ந்த க ஆரி (1.௮) = 4 

mee I mrn— 2” ) 
        

4 

இங்கு B (m,n) = { pc ep 
m 

QO.



ப்ன்மாறித் தொலஸகை்கள் oo . 4௮ 

  

| 8 — 1 
771, n = — டட 24 ous 5 

BC ) m(m+ 1). (m+n — 1) (57 

இவ்வாறே, 1 ஒரு முழு மிகை எண் என்றால், 

| 1 - 1 
ae wee eR (6) a 

  

  

் Is n = ees ee னன ன வ் 

B( ) n(n+1)..(n+m— 1) 

_ குறிப்பாக, ஈ, 1) இரண்டுமே, முழு மிகை எண்கள் என்றால், . 

பண (9-4 3 | 

8 Cm, A) = ~[m+ta—1 ace ase (7 }: 

காமா சார்பு : 

ல் 

n> O என்றால், ["(ஈா) - f e~* x9-7 dx 

0 

என்ற தகாத் தொகை குவியும். 
a 

இத் தொகையை காமா சாமர்பு அல்லது ஆ[(ய்்)லரின் 

இரண்டாம் தகாத் தொகை என அழைக்கிறோம். 

இச் சார்பின் சில முக்கிய இயல்புகளை, கீழே காணலாம் ₹: 

இயல்புகள் £ 

௯ [ (11) 1 (2) 

நிரூபணம் : 

ம 

[ (8-1) வர தரி 81 

0 

ம் 

= fo etand(-e) 

O ட 

7 

௦9 z 

oe [ee ee) f e-* n x°-) de 

il. வ,
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ல் 

min f erat és 
4 

[ (8 + 1) = (ஐ eas see ee (1) 

எனவே, டர) = (641) [*(௪--1) என எழுதலாம். 

= (n—1)(n—2) (1-8) 

இவ்வாறு தொடர்ந்து எழுதிச் செல்லலாம். 

எனவே, 1 ஒரு மிகை முழு எண் என்றால், 

(n) = (n—1) (n—2) « 2:1 [ (1) ஆகும். 

ray='f e*dx = 1. wee see (2 

0 க் 

ட்ூ- 0 2). 21 

= | n—1l. 

  

ஐ 

(1. 1௪.0 என்றால், {<> dx = a. 

எனவே, [ (0) = + ow. 

(iii) ஜஐ.ஒரு குறை முழு எண்ணாகவோ. (negative meget? 

ல்யமாகலோ இல்லாவிடில், 

ன் டக 
“00. [ (100௮ ன் நிறுவலாம், 

ம 1 eats 
குறிப்பாக %- Be என்றால், ... 

-(4) 9-௧ 

(2)-௩.



வன்மாறித் தொகைகள் 

யீற்று, காமா சார்புகளின் உறவு . 

m > O, n> 0 என்றால் 

B On, n) = Fe 

டு 

092] சார ஸு 
0 

ல 

[ 0 - f ene ppt Ye 

0 

-க்குப் பதிலாக *ர%” என எழுத a > 0 என்க) 

ம் 

r(m +n) = ames fo enex ymto—* dy 
8 - 

2 1 4] என்க. 

ட்ட 2௦61 
சாக்காக ந. ய 

ல் 

(7 42] 

5 கிக்த 

oom = fpr (1—x)°-* dx ster x fGoumh. 

(m+n) 

: 1 
இதில் 5: Tay எனப் பிரதியிடுக. 

0 . . 
_ 1. டம, p> 

aim a). Ia + yn? | (3 en | 
CO ல 

==] 
' படற அ 

௦ ; . 

york dy 
0 iC. sty) பி 

சச்
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(1)-லிருந்து (1 -- நர௱ரா௩௨ன் மதிப்பைப் பிரதியிட. 

co மெ . 

B (m,n) = ] FB re ] (௩ ஜக்கு இடி 

இதனை, 

  

௦௦ 

ர் ர் ௮ அறிம நும் dx dy. 

om +n) 
0 

ம் 

= ர் ச* நர் இர. 
er +n) 

0 3 

மே 

xf en¥s yn * லு. என எழுதலாம்.* 

r(n) = f e-Y y"=1 dy எனக் கொண்டு, இதில் 3 

“க்குப் பதிலாக, % y எனப் பிரதியிட்டால் (௨ 2 0) 

  

ca 

(a) = xf ச-94]-* மு எனக் காணலாம். 

0 

ம் 

i en ம் . 
B (m,n) = Fara J mt சடம்: 

சி ல 

= __ F@) ‘ f —~x ym—i 

~(m + ny in dx 

(௪): 1 ம. 

(m+n) 

  

$e “இங்கு, wae வரிசை. மாற்றத்திற்குத்: தேவையான நியத்தளைகள், பாடத் 
ட்டத் சர்ககப்படவில்
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எடுத்துக்காட்டு 1: 

பொருத்தமான அரங்கைத் தேர்ந்தெடுத்து, 

ff en ixty xm—n yn-l dy dy 99 woHUuIHs. 

71: Cm) 1 (") 
T— (m + n) என நிறுவுக அதன் துனையால், B (m,n) =- 

O<x<a 

R{ oS pecs 
என்ற செவ்வக அரங்கை எடுத்துக் கொள்க. 

  

  
    

AY 

B 7 

5 ௬௪% 
- படம் 80. 

a b . 

i= en (x+y) xm) yn-1 dy dy creire. 

x=0 yeO . 

a ச. 

= f e-* xm-*. dy, ர் e-¥ y®-> dy, 

0 0 

ச, ம் இரண்டும் கந்தழியை அணுகும்போது, இவ்வரங்கு ஆய 

களத்தின், முதற் காற்பகுதி முழுவதும் வியாபிக்கிறது. 

பெ ஸு 

ர திண f தாக தர் மீட f e-Y yt—* dy 

a 0 இ 

எனவே... 1, 182.0. என்றால் 

யப ர
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இப்போது, ௪ 0,,-0 %--) - % என்ற வரப்புகளைக் 

கொண்ட முக்கோண அரங்கை எடுத்துக் கொள்வோம். 

I= [feo xm—2 yr—? dx dy. 

| BLC.A) 

  ட 

  

% 3 4 

= பு என்க. 

் 222) _ 
i. dm 2 

ஃ (டி) தளத்தில் 0 ௨1/4). 

0 9௮1. 

i 

fe {uC 1—y) } ஈ-3 (uv)? urdu dv 

0 

1 

e~# ymtn—t dy f ya—> (J —y)™—* dy 
் 0 - ‘ 

: 
ப
ண
 

o
l
,
 

» 

= 8 (m,n) ர் சமரா? நீ 

0 

(௩. 12. 0 எனக் கொள்க.) 

7௩ கந்தழியை அணுகும் போது, இம் முக்கோண அரங்கும், 

ஆயதளத்தின் முதற் காற்டகுதி முழுவதும் வியாபிக்கிறது.
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co 

. I> B (m,n) f en¥ yimta-2 diy 

0 

ு $இீ:1)1[ (௩... ine ows | (2) 

(1). (8) இவைகளிலிருந்து 
D(m)>C(n) = B (m,n) (Cm + vn). 

அப | பார் 
p Ot, 1) = (nm + 7) 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

x=O,y=O,x+y=1 Au வரப்புகளை க் கொண்ட 

அரங்கில் ff (1 — x — y)i-* xm? yp?" dx dy  usiuid@e. 

(ர, ॥உ அனைத்தும் மிகை எண்கள் என்க) 

%--] - 1 

ந - 0 என்க, 

  

~ pa 2% Y) 
ee J= 2 மு. 

(4, v)-sor 5B O<u<1 
0 007, 

ன் , 

8 

௦] x | we 

படம் 82. 

2 ffa — x — y)i-* xm—* yn-® dx dy 

1 1 

=f f (1-ஐ*7 (1 
-9)) m3 

G0 i ட கவு 

. ம்ரா௩ 0 மேல்
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1 | 1 

= f மாரா C1 — u)-* du ர் yn—t (1 — y)a-? dp 

0 6 

= B(m+a,l). B Cm n) 

“0 (00 Lm). Tn) 

rim+n+/)° Ctm+ a). 
  

_ Ft. tm). 7) 
~  Td+m+n) 

தூணை முடிஷுகள் : 

இதே அரங்கில் 

(1) ff xt/? ytl® (1 — x — p)?!? dx dy 

_ (15/8) 1 (8/2) 7 (4/8) 
[ (9/2) 

ட oe a ee 2 
(4) f {va ~ x —y) xy dxdy = க 

எடுத்துக்காட்டு 3 : 

x=0, p=O0, z=0, x+yt+z72=1 aw தளங் 

களால் கட்டப்பட்ட sreirip& (tetrahedron) ufev, 

11] (1 ற றவ த் ஹாரர் நாகர 47 மேஸ்்.ரஐ 

மதிப்பிடுக. 

க றி ர2 ட ௯ (1 று 

y ௫ க 80 - | y=uv(l — 19) 

z= UW என்க. Zs UW. 

2 (xX, Ys 2) 2 
ese acd ம 

A(t yew) 

us 1, 1 வெளியில் 

01/௮1 

0 ௮ ௮1 | 

0௮ 4 1 இது ஒரு கன சதுரமாகும்.



பன்மாறித் தொகைகள் 57 

111 

s T= f ff wet fuct ayy mt 
0 00 

fuvCl—w)} ®-* + Curw)P-* u* vy du dy dw 

1 3 

= fa —u)'-* ymtate—2 dy > f (1-௩ மாட்டம் dy 

0. 0 

1 

fa ஜகம் பூராம் 

| 0 தர 
= B (mn, p,D* B(m.n t+ p): B (np) 

Cr(m+n+p)*lLC@ . Cm): C(nt+p) . (மு: (ழு) 

-(m+n+p4+l) (m+n+p) (n+p) 
  

யப] 
“இ ் 

i



2. பன்மாறித் தொகைகளின் 

நடைமுறைப் பயன்கள் 
(Practical Application of Multiple Integrals) 

௬ன் அளவு காணல் :' 

ஒற்றை மாறிச் சார்பின் தொகை, 'ஒரு குறிப்பிட்ட பரப்: 

பளவைக் குறிப்பதுபோல், இருமாறிச் சார்பின் தொகை, ஒரு கன 

அளவைக் குறிப்பிடும் * என்பதை இவ் அத்தியாயத்தின் தொடக்: 

கத்தில் குறிப்பிட்டிருந்தோம். இருமாறித் தொகையைப் பயன் 

படுத்தி கன அளவை எவ்வாறு கணிப்பது என்பதை . ஈண்டு 

காண்போம். கொடுக்கப்பட்ட கன உருவத்தின்: மேற்பரப்பு: 

(surface of the solid), z = f(x,y) என்க. 47 தளத்தில் அதன் 

அடிப்பாகம், 2 என்ற அரங்கு என்க. (அதாவது 47 தளத்தில் 

கொடுக்கப்பட்ட கன உருவத்தின் வீழ்ச்சி (01016௦1101) ) ஆகும். 

5 

  

  

Ky 

படம் 88. 

கன உருவத்தில், £ அச்சுக்கு இணையாகப் பல தநேர்கோடுகள்: 

வரைந்து அதனை, ஸ்: அடிப்பரப்பு கொண்ட பல பட்டயங் 

களாகப் (றா18ற05) பகுக்கலாம். mo
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ஒரு பட்டயத்தின் உயரம் - 2 

அதன் கன அளவு - 2: ய் ஆகும். 

எனவே, உருவத்தின் கன அளவு ff z dx dy ஆகும். 

சூறிப்பு 1: கொடுக்கப்பட்ட கன உருவம் %, 1 தளத்தின் 
இரு புறமும் சமச்சீராக அமைந்திருந்தால் % 7 தளத்தில் அதன் 

வீழ்ச்சி ) என்றால், 

கன அளவு * 2 ர்] dx dy staré காணலாம். - 

சூறிப்பு 8: fff dx dy dz storm aphbur ps Agremauyin,. 

கன அளவைக் குறிக்கும் என்பதை ஏற்கெனவே குறிப்பிட் 

டுள்ளோம். 

எடுத்துக்ககட்டு 1: 

உ ஆயதளங்களுடன் , அ + + =. = 1 என்ற தளம் 

உருவாக்கும் proirp& (tetrahedron uPstr கன அளவைக் 'காண்க.. 

z 

  

படம் 84. 

x i $+ 2 ௮ 1 என்ற தளம் ஆய அச்சுகளை 4, 2, 6 

ஆகிய புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன. என்க, எனவே, 7 தளத்தில் 

கொடுக்கப்பட்ட நான்முகியின் அடித்தளம். 04 என்ற மூக் 
கோணமாகும்.



60 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

= 1. 

& 
| நான்முகியின் மேற்பரப்பு, = + ன் 4 

னவே நான்முகியின்: கன அளவு ff z dx dy 

OAB 

xy 
~ fel a i | exer. 

OAB 

ABC-ueir சமன்பாடு S Se te ஆ = = Bs 
ச் 

XY தளத்தின் சமன்பாடு 2 - 0. 

i= 0. 

நான் முகியின் கன அளவு 

0 0 
es ர) 1 கர்வ ௨1

34
 

| 

ஓ
.
 

ட
ப
்

!
 

ஆ 

  

ன்
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॥ 6 

O
m
e
n
 

‘
a
 

f
o
 S

N 
=~ 

- 
| 

5 
[3
 

ய
ப
 

௦ 
f
o
r
 
S
s
 

pa | 

௨1
3 

வ
ன
்

 

ன ட்ட ர 

_ be (1 டர | 
— 2 ~~ *(—a) 4 _lo 
ee A, ee BE 
~ B*° BB” 6 

எடுத்துக்காட்டு 2 : 

நர) 2-௭ என்ற கோளத்திற்கும் 3-0)” ஸு. என்ற. 

வட்ட உருளைக்கும் : பொதுவான பகுதியின் கன அளவைக். 

கணக்கிடுக. 

  

  

சீ 

ம் ் 
படம் 56. 

7 தளத்தில். கொடுக்கப்பட்ட கோளம், உருளை . ஆகிய 

வற்றின் வீழ்ச்சிகள், முறையே %£- 3-7, நூறு று என்ற 
வட்டங்களாகும், எனவே; இரண்டிற்கும் பொதுவான கன 
உருவத்தின் வீழ்ச்சி 7347 று என்ற வட்டமாகும், (அதனை ற 
என்க). ;



பன்மாறித் தொகைகள் வகைமீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

கன உருவம், %7-தளத்தின் இரு புறமும் சமச் சீராக அமைந் 

திருப்பதால், | 
கன அளவு - 3 ர்] dx dy. 

: p 

உர [என்ர கறு 
D 

x=Y¥ cos Q, pHy ௨1௩0 எனப் பிரதியிடுக, 

॥ 

.. மி-யின் சமன்பாடு 7/4 58110. 

    
  

1. 
P 

wee 2 —>X. - 

௦ 

படம் 87. 

73 20 J) = 'Y 

2 (79) 

nr ~ asing® 

கன அளவு - உ] dQ frxe-v Y dy 

0 0 

௩ asin @ 
7 | ட 1॥ மு _ yty2l® 

- io 0 

n Lad 

ரட்ட
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லார. 

= a® [=-2 focos® 0 dQ | 

0 

ச 3 ் ் 24 

a na. 2.1] 

- = [9-4 | 

எடுத்துக்காட்டு 3: 

நர, 1-2 எனும் இரு வட்ட உருளைகளுக்குப் 
பொதுவான கன அளவைக் காண்க. 

& தளத்தில், . இரு உருளைகளுக்கும் பொதுவான கன 
உருவத்தின் of PFA, x? +y2? =a? என்ற வட்டம் ஆகும். 

(அதனை 2 என்க. ். டா ஞு 

கன உருவம், & தளத்தின் இருபுறமும் சமச்சீராக அமைதீ 

திருப்பதால், 

AZ 

i 

        

we
) 

படம் 88.



64 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள்: 

கன அளவு - 2 {fray 

D 

=2 f f Va®—x® dx dy. 
5 ட ் 

வட்டம், -ன் மூதற் காற்பகுதி 0” என்றால், கன அளவு 

—2x4 f {Vex dxdy 
த் 

என எழுதலாம். 
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_ ௮. ௬ழற்சி கன உருவத்தின் 

கன அளவு காணல் 
(To find the volume of a solid of revolution) — 

ஒரு சமதளப்பரப்பு, ஒரு நேர்கோட்டை அ௮ச்சாகக் கொண்டு 

சுழலும்போது, ஒரு கன உருவத்தை உருவாக்கும். . அக்கன 

உருவத்திற்கு சுழற்சி கன உருவம்” (80144 ௦7 84010110௦1) எனப் 

பெயராகும். அதன் கன அளவை இருமாறித் தொகையைப் பயன் 

படுத்திக் காணலாம். 4 

  x 

  

  

22-என்ற , இரு பரிமான. அரங்கு; .02-ஐ அச்சாகக் கொண்டு 

- சுழல்கிறது என்க.. 2-இல் உள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி 2 (2, 39 

என்க. 7-ஐச் சுற்றியுள்ள ஆரம்பப்பரப்பு 8௭ என்றால், அரங்கு 
04-அச்சில் சுழலும்போது, இவ் ' ஆரம்பப்பரப்பு 142 - ற-ஐ 
ஆரமாகக் கொண்ட ஒரு கங்கணத்தை உருவாக்கும். அக் 

கங்கணத்தின் கன அளவு- ஈர, 8% ஸ். ஆகும். எனவே, 

ப. வ.--5



668. பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

அரங்கு மூழுவதையும் கணக்கிட, சுழற்சி உருவத்தின் 

கன அளவு ={ fer dx dy. 

D 

சூறிப்பு 1 : கொடுக்கப்பட்ட அரங்கு, ௦07- அச்சில் ௬ழன்றால், 

சுழற்சி உருவத்தின் கன அளவு - f Qnx. dx dy எனக் 

காணலாம். D 

சூறிப்பு 2 : சுழற்சி உருவத்தின் கன அளவு f my" dx 

அல்லது fre dy என்ற ஒற்றை மாறித் தொகை வாயிலாகவும் 

கணிக்கலாம். 

எடுத்துக்காட்டு 1: 
7 ப் 

a +: or ௪ $ என்ற நீள் வளையம், அதனது நெட்டச்சில் 

(major ஐப் ௬ழல்கிறது. சுழற்சி உருவத்தின் கன அளவைக் 

காண்க. | 

படத்தில் காட்டியிருப்பதுபோல், நெட்டச்சுக்கு மேலே 

யுள்ள நீள் வளையத்தின் அரைப்பகுதி & அச்சில் சுழலும்போதூ 

4”6- ௧. 0) தேவையான சுழற்சி கன உருவம் கிடைக்கிறது. 

    

  

1 ் 

ற் 
ACa&Q) 9 Wy /AG a) ௮ 

“te. சீ oe 
ட] பம 

படம் 41. 

. சுழற்சி உருவத்தின் கன அளவு -[] any dx dy 

| ABA’ 

ன ரர கப் 
= DK f ax 

a 

y dy. 

Sa
me
, 

-O



சுழற்சி கன உருவத்தின் கன அளவு காணல் 67 

= bh? னை. கர ] 

= ன் Ral? 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

y’ = 4ax, xP = 41 gnaw பரவளைகளுக்குப் பொதுவான 

பகுதி, அச்சில் ச௬ழல்கிறது. . ௬ழற்சி உருவத்தின் கன 
அளவைக் காண்க. 

இரு பரவளைகளும் 0 (0, 0), 4 (47, 42) ஆகிய என்னிக்கி 

வெட்டிக் கொள்கின்றன. 

  

  

  
படம் 43. 

அவைகளின் பொதுப் பகுதி (படத்தில் காட்டியபடி) 9 என்க. 

.... ௬ழற்சி உருவத்தின் கன அளவு = ff 2ny dx dy.



68 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

Aa ப 

= an f dx { yay 

0 P 

4a V 4ax 
= an { dx ர் y dy: 

0 x?/4a 

க \ 

he rex ( 

0 

  

‘ 

ட [ஷர வீத] 
nee 2-1] 

ரர. 

புவிஈர்ப்பு மையம் காணல் (1௦ 804 ஜோரா of Gravity) 

எல்லாப் பொருட்களையும், பூமி தனது மையத்தை நோக்கி 

ஈர்க்கின்றது. அவ் ஈர்ப்பு விசைக்கு, புவிஈர்ப்பு விசை எனப் பெய 
ராகும். ஒரு பொருளின்மீது செயல்படும் புவியின் ஈர்ப்பு விசை, 

அப்பொருள் எந்நிலையில் (இருப்பினும் ஒரு நிலையான புள்ளி 

வழியாகச் செல்லும். அப் புள்ளிக்கு, அப்,பொருளின் புவிசர்ப்பு 

eniowiis (Center of Gravity) எனப்£பெயராகும். ஒரு பொருளின் 

டவிஈர்ப்பு மையத்தை 0 எனக் “குறிப்பிடுவது வழக்கம். இரு 

பரிமாண அரங்கில் “0-ன். Sus தவறுகளை , 9) என எழுது 

கிரறோம். 

  

 



சுழற்சி கன உருவத்தின் கன அளவு காணல்  - 69 

D எனும் இரு பரிமாண தளத்தில் Py (கடட Vids ஆ (Xq; Vals 

P53 (001), உட என்ற புள்ளிகளில் அமைந்த துகள்களின் 

(றகா(1025) எடைகள் முறையே ம, மடி ட என்க. தளத்தின் 

புவிஈர்ப்பு மையம் 0 (82) என்றால் நிலை.பி.பல் கணிதத்திலிருந்து, 

  
உ படட பபப 

அரி... 39 
என அறியலாம். 

துகள்கள், தளம் முழுவதும் தொடர்ச்சியாக சீராகப் பரவி 
யிருக்குமானால் 511) 20) 3 மடி ம, ஆகியவற்றை தொகைப் 

படுத்தல் மூலம் காணலாம். 

D- பிலுள்ள « ஏதேனும் ஒரு பள்ள P(x, y)- id gt துகளின் 

எடை dw ஏன்றால், 

  

7 தலச், 15 eens ஆரம்பப் பரப்பு 42 dy என்றால், - அதன் 
பரப்பு அடர்த்தி (areal denstiy) p என்ரும், 

dw = P dx dy. jc 4. 

1 | 3 * 0 ஜீ ay 

ee கட 

ற. 

| | y* P dx dy 

. yo a 3 eae கு 

[ P dx dy 
ts 

குறிப்பு 1: %- 10080,7 ௪ 18100 என்ற போலார் ஆய 
உருபுகளைப் பயன் படுத்தினால், போலார் ஆய உருப்புகளில் 
ஆரம்பப்பரப்பு - 1 dQ dr ஆதலால், டிய வ |



70 பன்மாறித் தொகைகள் வகசையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

இ 10080. prdQdr 
ற் 

sl ॥   

1 Pr dQ ar 
D- 

| J sin 2 rdQ dr 

| |   

| f Pr dQ dr. 
பறி 

குறிப்பு 2: இம் முடிவுகளா கன உருவங்களுக்கும், விரிவு 
படுத்திக் கொள்ளலாம். 

பின்குறிப்பு : டாருர்கீன். அடர்த்தி சீராக தங்கத், 
2 ஒரு மாறிலியாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 1 £ 

y = 472” என்ற பரவளைக்கும், :- 0, 2 ஆகிய நேர் 
கோடுகளுக்கும் இடைப்பட்ட பரப்பின் புவிஈர்ப்பு மையத்தைக் 

காண்க. கொடுக்கப்பட்ட பரப்பு  (0,48)-ன் . புனிச்ரிப்பு மையம் 
(3, 7) என்க. 

ர் 

A(2a,4)    
படம் 44, 

பத்தர்க் 

_ 044 

f Pd dx dy. 

ra :~ OAB . 3% . 

இங்கு. 6 என்பது பரப்பு அடர்த்தி (818234 080510) ஆகும். - 

   



“சுழற்சி கன உருவத்தின் கன அளவு காணல் ‘TE 

  

— 0 inane னன் 

2 

{x Aax® dx. 
பூ ‘i 

_ 4acti, _ 82 
~ 4act/, 4 

| [Py deay 
3 

  

  

  

  

_ 82. 2, _ 680” 

re Aac®/, 5 

எடுத்துகாட்டு 82: 

73 ரூ 008520 என்ற பெர்னோலியின் வளைவரைவில், ஒரு 
கண்ணியின், புவி ஈர்ப்பு மையத்தைக் காண்க, 

- முஅச்சின் மிகைப் பகுதியிலுள்ள கண்ணியை (2) எடுத்துக் 
் ரிகொாள்வோம். அதன் புவி ஈர்ப்பு மையம் (2, 3) என்க.



  

  

படம் 45. 

கண்ணியின் :பரப்பளவு, 2அச்சுக்கு மேலும் கீழும் சமச் சீராக 

அமைந்திருப்பதால், 4 புவி ஈர்ப்பு மையம், 2-அச்சில் அமைநீ 

திருக்கும் என்பதை எளிதில் உணரலாம். 

* 2-0. 

பரப்பு அடர்த்தி 0 என்றால், | 

| | 100800 r dr 20: 

  

  

  

R= D ‘ mai 

[{ prdrdQ 
a 

214 Va cos BO 
af cos @ dQ | r? dr 

_—n/4 ‘oO ட 

அட்ட கி a? cos 20 
| dQ | ட்ரம் 

௫/4 0 

Tia 

| ஆ (43௦௦8 20)”“'₹0௦50 80 

ட வ இ 

. நார. ் 

; . ட ௦௦2080...



சுழற்சி கன உருவத்தின். கன அளவு காணல் . - 73 

  

n/4 ன சோடி 
2 ௪ | cos®'? 2Q ௦௦50 80 

_ 0 
5 Tj 

a? | cos 29 dQ 

0 

mA 7/4 

இங்கு | cos®!? 2G 0050 dB =. | (1-2 ஜ₹0)5/3 
6 0 0080 80 

இதில் 429௨0 - 84 2 எனப் பிரதியிடுக, 

  

7௩/2 ் 

3 இத்தொகை = { costs. SFE ag 
0 

  

  

nT /4 mn 29 ல் 

யக் அ, 1 மேலும் | ௦௦8 20 10 ர ஐ = oF 

0 0 

225 8௯ 

ட ர 4V2 
a® , 

2 

எடுத்துக் காட்டு 88: . 

pi=4ax என்ற பரவளை, x=2a “என்ற நேர்கோடு ஆகிய 

அவற்றிற்கு இடைப்பட்ட. பரப்பு, 4-அச்சில் ௬ழல்கிறது. சுழற்சி 
உருவத்தின் புவி ஈர்ப்பு மையத்தைக் காண்க.



74 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

படத்தில் காட்டியுள்ளபடி. 0.49 என்ற அரங்கு, 4-அச்சில் 

சுழலும்போது, தேவையான கன உருவம் கிடைக்கிறது. 

கன உருவம், ௬ழற்சி ௮ச்௬ 0-ஐச் சுற்றி சீராக அமைந்: 

திருக்குமாதலால், அதன் புவி ஈர்ப்பு மையம் (59), சுழற்சி 

அச்சின் மீது இருக்கும். ட ௪௬0. 

  

  
  

  
படம் 48, 

அரங்கினுள் ஏதேனும் ஒரு புள்ளி 7” (௨, ந) என்றால், அரங்கு 
அச்சில் சுழலும் போது, 2-யிலுள்ள ஆரம்பப் பரப்பு 5.4 4 ஸ், 
NP=y-9 ஆரமாகக் கொண்ட ஒரு கங்கணத்தை. உருவாக்கும். 

அக் கங்கணத்தின் கன அளவு srv=Qny, dx dy. எனவே, 

P-u9sd sor —t.tSH (volume density) 2 என்றால், 

  

= | | x.2ny. dx dy 
Pd க் 

| ன் ] | ary ."dx dy. 

OAB 

fa V 4ax 

| dx { இரு ஸ் 
_ 0 
ந டை 

Ba Vax 
| dx ] any dy 

0 ட:



௬ழற்சி கன உருவத்தின் கன அளவு காணல் 

2a 
| ; 4ax ,_ can (x. WE as 

0 
2a 

on | “= . ax 

  

எடுத்துக் காட்டு 4: 

ஒரு அரைக் கோளத்தின், எந்த ஒரு புள்ளியிலும் அடர்த்தி, 

அப்புள்ளிக்கும், அரைக்கோளத்தின் அடித்தளத்திற்கும் இடையே 
உள்ள தூரத்திற்கு விகித சமமானால், அரைக் கோளத்தின் புவி 
சர்ப்பு மையத்தைக் காண்க. 

அரைக் கோளத்தின் ஆரம் ₹ர” என்க. 

  

A 

படம் 47. 

x2+y2=q? என்ற வட்டத்தின் முதற் காற் பகுதி, (9 என்க). 

31 அச்சில் சுழலும் போது, ஒரு அரைக் கோளம் கிடைக்கிறது.



‘76 பன் மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன் பாடுகள் 

அதன் புவி ஈர்ப்பு மையம் (, 9), ௬ழற்சி அச்சில் அமையு 

மாதலால், 2-0. 

£-யிலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி 7£(2, ற) என்க. சுழற்சியில், 

77௮ச்௬ு, அரைக்கோணத்தின் அடித் தளத்தை உருவாக்கும். 

எனவே, _27-க்கும், அடித் தளத்திற்கும் இடையேயுள்ள தூரம், 

122 - ந ஆகும். 2-ல் அடர்த்தி 0 என்றால், கணக்கில் கொடுத் 

துள்ளபடி, 

  

  

= - ஒரு மாறிலியாகும் 

= X என்க. 

P=Xx. 

| |x. p On dx dy. 
__ D ஜி ee persis seen 

| | P Ory. dx dy. 

ழ் 

ந் 12 » Ax. Bry dx dy. 

| | rx. Qny. dx dy. 
as | 

a Naas 
an dr | ax | xy. dy. 

ட. ட. ட டு 
7 a Va? — x* 

an | dx | x y. dy. 

0 0 

2 y? 
உ (2-2) த, 5 dx 

      

(a* — x*) 
z. ஐ ax 

O
u
,
 

ஷ்
 
ம்
.
..
 

ஐ



சுழற்சி கன உருவத்தின் கன அளவு காணல் 

  

ட 0 

7 ட 2 க் ia 

|. ௪3...” ] 
2 4 

0 

we watt, 
— 15 

பயிற்சி 

I (1) கீழ்க்கண்ட தொகைகளை மதிப்பிடுக. 

படம். நிற 
(2 | | (x?-+y?) dy dx 

0 x 

a x+2 

(1) | | dy dx. 

—1 x2 

m™  a(1i—cos Q) 

001 1 1040. 
0 0 

(2) கீழ்க்கண்டவற்றை நிறுவுக. 

. i » , த 
(i) | [x o> டைம ள் 

0 ௦0 

மே ண 

(1) | | Pal rity) x dx dx = = 

0 © 

no
! 

1 x 

(iii) ( | ரச துப 1 (e-1)8 

௦ 0 is 

77
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; a . ay a’ வறு 

(iv) | cig 1 ௩௦” 
; | Va?—12—y?) dy dv= e 0 

$$ (7) ஹூர், நுஃ0, ரு, 29 ஆகிய வரப்புகளைக் 

கொண்ட அரங்கில், 

| | (x?+y*) பட்ஸ் - ஐ மதிப்பிடுக. 

(2) தொகைப் படுத்தலின் வரிசையை மாற்றி கீழ்க்கண்ட 

வற்றை நிறுவுக 5 

i px 
. ட் : ]! dy n—I 

் ன; வணக வைளகைகை  வணைைைைைைம ain sae 

Old ) ara) 7 4 

22 V Bax—2? : 
(1) ] dx | ear iet eS ௮ ௬ ர3[ம் (2-ம் (0)] 

A 6 NV அழுற. மூ நு) 

8. கீழ்க்கண்டவற்றில், -தொகைப்படுத்தலின் வரிசையை 

மாற்றி எழுதுக. 

ச 
(i) | | Fcn.y)dx dy. 

a---@tiz 

2a 8a-—x 

(i) f f {(x—y) dx dy 

0 x*/4a 

1 _ ty 

(iil) | y(x.y)dx dy 

2a V Bax 

(159 \ | 72.0 ஸ்ஹ்
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il (1) ஆய தளத்தின் முதற் காற் பகுதியில், நு ௯227, 

நு வற்ற; ரு, 14 -ஹ் ஆகிய வளைவரைகளுக்கு 

6 
இடைப்பட்ட பரப்பளவு 55 (b*/* —a7/®) (d* j® —c*/*) 

என நிறுவுக. 

(2) நர என்ற வட்டத்தில் 
உரு பூ 2 டது 

| |e 0 +H) ay dx="® (1-௪ a என நிறுவுக. 

(8) x? + yp? = கர% என்ற வட்டத்தின், மேல். அரைப்பகுதி 

{upper half) யில், 

| V 4a® — x? — y® ax dy = + (8n — அ) ம” 

சன நிறுவுக. 

(4) x? +)? — Bax — Bhy = 0 என்ற வட்ட அரங்கில் 

| | Vx (Qa — x) + y (2b — yp) dx dv 

கமதிப்பிடுக. 

(5) x=O0,y=O,x+y = 1 Su வரப்புகளைக் கொண்ட 

முக்கோண அரங்கில், 
1 

Sc 2 = ff@ry- 1)*dx dy = 49 

ரன நிறுவுக. 

(6) (0,0),(0,1),(1,0) ஆகிய முனைகளைக் கொண்ட 

முக்கோண அரங்கில், 

f f xi? pu? f(x + y) dx dy 9 

மதிப்பிடுக. 

(7) x=uC(it+yv) (1 4-0) ஆகிய மாறி மாற்றச் 

. சமன்பாடுகளின் துணையால், 

2 & 

f f (GW + 2G + + 1 1 de dy 
Oo 0 ன 

௦5.4. 1/2 என நிறுவுக.



80- பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள்: 

IV (1) x*% + y? + 2% = 1 என்ற கோள.அரங்கில் © 

f f dx dyde gs 
V1 — x? — yt +.2- 
  

என தநிறுவுக. 

x3 ந தி ் ௨.௬3 
(2) “உ ரருஉர் ௩. 1, என்ற நீள் வளையத்திண் 

மத்தில் (ellipsoid). 
  

fffe Pe + y*/b* + 2*/c* . dx dy dz 

= Anabe (e—2) என நிறுவுக... 

(3) *+y?+27 <1 என்ற கோளத்தில் 2], 2 5 0: 

என்றுள்ள பகுதியில் 

i-—x*— ¥' —-x*— தி 2 

ம் ம 

் dx dy'dz An 4 | y a2 His. =e 
ae ] J ite (எம் றர) 105 a® 

என femme, 

  

ர x? + y? + x? = aX, a’ x, by, b'y, cz, “et Facing Ce 

கோளங்களுக்கும் பொதுவான பகுதியில் er a தொகைப் 

படுத்துக. 

(1) மூன்று ஆய தளங்களுக்கும், 

JX t/t Jie 3 
என்ற வளைபரப்பிற்கும் இடைப்பட்ட கன அளவைக் காண்க. 

(2) x? +y? +2? = a? என்ற கோளத்திற்கும் நபர" = ax 
Vie எல ~ த ‘ 3 8 ல் 

                               

என நிறுவுக. 

(3) உடூ42-2, 720 34-- ஆகியவற்றிற்கு இடைப்பட்ட 

பகுதியின் கன அளவு 5 ் என நிறுவுக; ன ட |



சுழச்சி கன உருவத்தின் கன அளவு காணல்: St 

(4) x*+y?=2ax, 2° =2ex ஆகியவற்றிற்குப் பொதுவான 

கன அளவைக் கணக்கிடுக. 

ஆ (1) y* =x’. த என்ற வளைவரையின் கண்ணி, 

%-அச்சில் சுழலும் போது உருவாகும் ௬ழற்சி உருவத்தின் கன: 

அளவு 282௨” (18த 8- 8/8) என நிறுவுக. 

(2) x*/P+y?/*=a?/? என்ற அக உருள் war (CHypo- 
301010), &-அச்சில் சுழலும்போது உருவாகும் ௬ுழற்சி உருவத்தின் 

6௩” 
கன அளவு ——— என Agios. 

(8) y*=4ax என்ற பரவளையின் முனைக்கும், அதன் 
செவ்வகலம் %$--ர-க்கும் இடைப்பட்ட பகுதி 7-அச்சில் சுழல்கிறது. 
சுழற்சி உருவத்தின் கன அளவைக் காண்க. 

இ. (1) கீழ்க்கண்ட பரப்புகளின் புவி ஈர்ப்பு மையத்தைக் 

கணக்கிடுக ; | 

(10) ஆரம் “௦”, கோணம் ‘24° AQereti வட்ட கோணப் 
பகுதி. 

(1) நட 2-௮ ஆகிய பரவளைகளுக்கு இடைப்பட்ட 
பகுதி. 

2 

(ili) > + a = 1 என்ற நீள் வளையத்தின் முதற் காற் 

பகுதி. 

Civ) 7௪8801 20-இன் ஒரு கண்ணி. 

(v) yp®=4r, y=2x-—4. ஆகியவற்றிற்கு இடைப்பட்ட 

பரப்பு, ் 

x? . (2) 5-3 ௪1 என்ற நீள் வளையத்தின் முதற் காற் 
UGS, X அச்சில் சுழலும்போது உருவாகும் கன உருவத்தின் புவி . 
சர்ப்பு மையத்தைக் காண்க. 

ப.வ.-6



82: பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் . 

(8). y? = 4r, x? = B2y ஆகிய பரவளைகளுக்கு இடைப் 

பட்ட பகுதி, % அச்சில் 'சுழல்வதால் உருவாகும் கன உருவத்தின். 

புவிஈர்ப்பு மையம் ( ao 0)௭ன நிறுவுக. 

(4) 04 எனும் விட்டத்தால் கட்டப்பட்ட ஒரு அரை வட்டத் 

தகட்டில், ஒரு புள்ளியின் அடர்த்தி, அப் புள்ளிக்கும் 0-உக்கும் 

இடையேயுள்ள தூரத்திற்கு விகித சமமானால் தகட்டின் புவிசர்பபு 

மையம் Ba Ga 

மையம் (5. ஆடு] என நிறுவக,



4, வகையிட்டுச் சமன்பாடுகள் 
(Differential Equations) 

"பல urietruph (variables) அவற்றின், வகைக் கெழுக் 

களயும் கொண்ட சமன்பாட்டிற்கு, வகையீட்டுச் சமன்பாடு எனப் 
பெயராகும். இவற்றை (1) சாதாரணமானவை (௦10183), 
(2) பகுதியானவை (0௨1121) என இருவகைப் படுத்தலாம். 

ஒரு வகையீட்டுச் சமன்பாட்டில், ஒரே ஒரு சார்பிலா மாறியும் 
(independant variable), அதனைப் பொருத்த வகைக் கெழுக்களும் 

. மட்டும் இருப்பின், அச் சமன்பாடு சாதாரண வகையீட்டுச் சமன் 

பாடாகும். 

இரண்டு, அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட சர்பிலா. மாறிகளைக் 

கொண்டிருப்பின் அச் சமன்பாடு பகுதியான வகையீட்டுச் . சமன் 

oe age 

உதாரணமாக, 

d*y 
a - 450 

dy 
(2x + By) 7 + Tx*— 10y = 0 

ஆகிய. சமன்பாடுகளில், % மட்டுமே சார்பிலா மாறியாகு ம். 

எனவே, இவை சாதாரண வகையீட்டுச் சமன் பாடுகளாகும். 

f 95:38 O8u இழ... : sag Bea + உ 
(aor) = = a . இ. எனற சமன்பாட்டில், = ¥ 

என்ற இரு சார்பிலா மாறிகள் உள்ளன. எனவே இஃது ஒரு. 
பகுதியான வகையீட்டுச் சமன்பாடாகும்.



84 பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன் பாடுகள் 

ஒரு வகையீட்டுச் சமன்பாட்டின் வரிசை (order) என்பது,. 

அதில் வரும் உயர்ந்த ee சக்சையாறுபட 

x ர y +a=0 (1) 

இது, முதல் வரிசை சமன்பாடாகும், 

433 உ, டு (09 xy “ae + xX *) ¥ dec #8 ( ) 

என்ற சமன்பாட்டின் வரிசை இரண்டாகும். 

[1 + te) |" - Soy oT oul ene இரண்டு, see (3) 

ஒரு வட்டுக் ரன பவன் படி (degree) என்பது. 
அதில் வரும் உயர்ந்த வரிசை வகைக்கெழுவின் படியாகும். 

சமன்பாடு (1)-இன் வரிசை ஒன்று, படி. இரண்டு. 

சமன்பாடு ( 2)-இன் வரிசை இரண்டு, படி ஒன்று. 

சமன்பாடு (8)-இன் வரிசை இரண்டு, படி இரண்டு. | 

“ஒரு வகையீட்டுச் சமன்பாட்டின் தீர்வு (solution) என்பது? 
மாறிசளுக்கிடையில் '- உள்ள தொடர்பாகும். அத் தொடர்பும், , 
அதன் வகைக் கெழுக்களும், கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டைத் 
திருப்தி செய்யும். 

ஒரு வகையீட்டுச் சமன்பாட்டின் தீர்வை, எப்படிக் காண்பது 

என்பதை அறியுமுன், வகைமீட்டுச் சமன்பாடுகள் ஏன்வாறு 

உருவாகின்றன என்பதைக் மங்ணைப்ப! 

y= Acosnx + Bsinnx serpy சார்பை எடுத்துக் கொள்க, 

இதில், A, Bersrusr wrgriA@ wrphacr (arbitrary constants } 
என்க; . 

இச் சார்பை தீர்வாகக் கொண்ட வகையீட்டுச் சமன் பாட்டை 

உருவாக்குவோம். இச் சார்பை த் வகைப்படுத்த, 

dy | ல எட An sin ax + Bn cosx.



வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 85 

22. = — An® cos nx — Bn? sin nx, 
dx ; 

இதிலிருந்து மாறிலிகள் 4. 8 ஐ நீக்க, 

ay. 
dx* | 

என்ற வகையீட்டுச் சமன்பாடு கிடைக்கிறது. 

=o n’y 

  

2 ’ 

எனவே, oy +n yO என்ற இரண்டாம் வரிசை 

அகையீட்டுச் எலல spt திர்வு Se IES TEM gM 

இவ்வாறு கொடுக்கப்பட்ட சார்பில் எத்தனை மாறிலிகள் 
உள்ளனவோ அத்தனை முறை வகைப்படுத்தினால் அம் மாறிலிகளை 

நீக்கி கொடுக்கப்பட்ட சார்பை தீர்வாகக் கொண்ட வகையீட்டுச் 
சமன்பாட்டை உருவாக்கலாம். 

எனவே, கொடுக்கப்பட்ட. சார்பில் ஈ மாறிலிகள் இருந்தால் 

அதனைத் தீர்வாகக் கொண்ட வகையீட்டுச் சமன்பாடு ॥ ஆவது 
அரிசையில் இருக்கும். 

- இதன்மறுதலையாக, ஒரு 4-ஆவது வரிசை வகையீட்டுங். சமன் 

பாட்டின் தீர்வில் 1 மாறிலிகள் இருக்கும். அத்தகைய தீர்வுத்கு 

முழுத் தீர்வு (complete solution } starts Quust. 

எடுத்துக்காட்டு Ls 

pres + co—c® என்ற சார்பில் 2ஐ திக்குக்.. ப 

- இங்கு ஒரே ஒரு மாறிலி மட்டும். இருப்பதாக. ce bas‘ 

ஒரு முறை வகைப்படுத்தினால்-போதும், 

dy சாரர்பைவகைப்படுத்த, --- - ௨. 
dx 

9) +(%) - (8) 
என்ற முதல் வரிசை வகையீட்டுச் சமன்பாடு Boni ea. 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

xy = aet + றா? ஏன்ற சார்பில், உ, ஐ நீக்குக,
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இச் சார்பை, தொடர்ந்து இருமுறை வகைப்படுத்த, 

dy ன் 
<a + y = aet ~ be we உட (4) 

மேலும். 

சு ட் — 3X a ik 

wee ob 8 து அகில be 
= ay 

dy dy ் 3 ei 9 “2 — xy= 5 i x a3 + ae xy ௦ என்ற இரண்டாம் வரிசை 

வகையீட்டுச் சமன்பாடு கிடைக்கிறது. 

முதல் வரிசை, முதல் படி மல order, first Geeree) கலக்கல் 

- சமன்பாடுகளின் தீர்வு காணல் 

வகை le 

பிரிக்கத்தக்க மாறிகள் Gi cr esos (variable ~ sepeeiee 

“கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு, 

fi (x) dx 37 GQ) dy = 0 என இருப்பின். நேரடியாகவே 

,இதாகைப்படுத்தலாம். 

அர்த லகர arf 2 09ல் - 0 என்பதே முழுத் 
தீர்வாகும். 

- சூறிப்பு : சமன்பாடு, முதல் வரிசையில் இருப்பதால், . இதன் 

nie தீர்வில் ஒரே ஒரு மாறிலி மட்டுமே இடம் பெறும். ... -. 

எடுத்துக்காட்டு 1 2 

தீர்வு காண்க : 
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தொகைப்படுத்த, 

டவ அரிய ட்ட 
Vi-xw tJ vray 7% 

இங்கு 6 யாதாமொரு மாநறிலியாகும். 

1. Sin~*x + ஸ்ட “ற == 2 என்பதே முழுத் ial ae 

எடுத்துக்காட்டு 22 . 

தீர்க்க: (xy? + x) dx + (yr? + y) ay =O. 

Que (yt + 1) xdx + (x? +.1) yp dy =O. 

  

. x dK yay | 
x* + 1 + PF ‘ae 

இதன் தீர்வு, 

கல 123. y ay 
Jee + y> +1 

ic, Zlog(x? + 1) +4 log(y® + 1) = 

6, log (x* + 1) (y? + 1) = 8௨ 

ஃ (x7 + 1)(y? + 1) = e%¢ 

௯ சீ என்க. 

(x? + 1) 0% + 1)= 4 என்! தே. முழுத் Hasire. 

இங்கு A cians மாறிலியர்கும். 

வகை Il. 

சமபடித்தான வகையிட்டுச் சமன்பாடுகள் (140100020116018 

differential equations) me 

d Xs . scat ok. de. 
= =A ட a என்ற சமன்பாட்டில், 7; (௨2), 70%) 

ண்டும் 0. y)ré ல் சரயட் த்தான் ae என்க, 

படி 1 என்க. 

A anaes (4 4 

அவைகளின்
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உழ) - 27 மே (3) 

என்றவாறு மாற்றி எழுதலாம். ப 

* (2) 
இதில் yp. = bx எனப் பிரதியிடுக. 

aw GY) 
112 Oy Cr") 

dv _ 91 (vy) — vs Cy) 
* dx ட ம், (2) 

__Ps(ydv டி: 
ம்; (7), (0) உ அறமும்; 

இதில் மாறிகள் ௫ இரண்டும் பிரிக்கத் தத்கதாக உள்ளன. 
எனவே முந்திய வயில் கண்டவாறு, இதனை நேரடியாகத் 

தொகைப் படுத்தி தீர்வு காணலாம். 

எடுத்துக் காட்டு 1: 

தீர்வு காண்க : 

அ டர்கி. 
dx — x*°+8xy* 

9 92 எனப் பிரதியிடுக, 

dv _ டூ 

  

= ¥+ xX. i: பிஇ ரக 

பட்ட 

1+8y* 

1 + % av _ _v®+8v—r (1 + 8y?) 
~ dx Sepa 

2y—2y" 
° 1+3
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» CaF) #- 

  

தொகைப்படுத்த, ரக ல [2 dx 

eT 1 ட. 2 

இங்கு = 4, i> ay 

149” 
| 

ர. (1 டு). dy ன log y~ 2 log (1 —y)—2 log Chr 

அந்தன் உடம் ee, , 

y 

“8 மகர 
log (1 — v4)? = 8 logx + c. 

॥ logx? + log A என்க. 

= log Ax®. . 

(1 = vt)? 
௩ 

“se 

Y = 19% ஆதலால், 
ள். 19 ் 

J Ax ன் = =f: x 1. ஜூ BE 

  

a & xy=A(xt§— y?)* என்பதே. முழுத்: 'தீர்வாகும், 

- இங்கு. யாரதாமொரு மாறிலியாகும் 

அடுத்துக்காட்டு. 8 2 

தீர்வுகாண்க ட. 

dy _ YTNx* + 9? 
dx Es: 

y= vx crores AT HUIS.
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—_ =-—- oO 

ax 

  

ட eb are spe ETN XP + vt xt 

தொகைப்படுத்த, 

அந்ய வத்மை ket டி வட வக 
மூ] 33 x 

log(vt Vi + yi) = logxr +e 

= loge + log 4 என்க. 

= log Ax - 

vt 743 = Ax. 

ine. 2 4+ VT=y%x8 = Ar. 

94 ஏற்று உ 421 என்பதே தீர்வாகும். 

இங்கு 4, யாதாமொரு மாறிலியாகும்.' 
ன் 

வகை II] 

சமபட இல்லாத வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் (1401- 101100 202- 

eous differential equations) 

dy ax+by+e. . 
2. dx. 3 ஜை கடு ர ர எத 

இவ்வகை சமன்பாடுகளை: இரு பிரிவுகளாகப்.பிரிக்கலாம். 

a bk முதற் பிரிவு உர் 3௩ என்க. 

, 8 எனும் இரு-மாறிலிகளைச் சேர்த்து, 
yaXth ட. அன்டி 

y= Y+k எனக் கொள்க;



. வகையீடுட்ச் சமன்பாடுகள்... ... .. sao 

Hse@or, GsrQésturr.. Fuchu, | 

QY  «_>-_—saxtbyt(ah+bk+ce ee. 

aX ~ OSB Ys (ath york Lay THO BIOS:   

இப்போது, ah+bk $e = O 

சர்க்கம் 0. என்ற இரு சமன்பாடுகளைத் 
திருப்தி செய்யும் வகையில்; மாறிலிகள் ச், -ஐ தேர்ந்தெடுக்கவும்* 

னல் அட ட ்ர்கும் 
இதனால், Tye ராம து என்றாகும். 

இது (&, 19)-ல் சமபடித்தான வகையீட்டுச் சமன்பாடாகும். 
. சானவே, 1 - VX எனப் பிரதியிட்டு .தீர்வு காணலாம். 

இரண்டாம் பிர்வு : 

a ek 
a = 7 es 

a’ b 
=, எனக் கொள்க. 

a ம் asa ர 

dy 00ம்) 12 
dx ax + Dy +i 

ax + b'y ௯ ॥ எனப் பிரதியிடுக. 

உடலு டம். av ட்ட மீ de dx | 

எனவே i ay oe a’ ) = Arte 

டத் dx Phe oe 

dy Ab vt bet ate’). 
tax: vy +.¢° 

= f(r) என்க. 

மாறிகள் பிரிக்கத்தக்கன. எனவே, நேரடியாகத் தொகைப் 

படுத்தி தீர்வுகாணலாம். னவ ம i
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எடுத்துக்காட்டு 1: 

தீர்வு காண்க : 

dy _ x+ 2y—- 8 

dx Qax+y— 8 

33 11 4 

உ 7 4 2 எனப் பிரதியிடுக, : 

சீ 44 27-௮2 — 8) 

“ஜூரம் இட ஜு. 
இதில், 44 24-80 ர 

24 8௮0 என்ற சமன்பாடுகளைத் திருப்தி 
செய்யும் வகையில், /, 6ஐ தேர்ந்தெடுக்க. 

எனவே, 4 - 1, & - 1 ஆகும். 

ப மட நடு... 
1 ந... ஜட ர 

Y= VX எனப் பிரதியிடுக, 

ர சீ X+2VX 
வ ரர் கி் * ஜா ரர 

1327 
ஓடர் : 

॥ 

உழ 1878-0810 
* a 24V 

தொகைப்படுத்த, 

2-1 _ f& 
ip = pyre 

இர ட. 3 + து 

1-3 2(1+yv) ! 2(1—y)



வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் ப 93 

  

* fF dy = fog (1 +y)— 2 log (i--v) - 

m
 

p
o
l
e
 

1. 
(1-5. = log 

ம்
 

1 நீர 
log “ஐ 1-9 “ log X + C 

Tog aay ot = Blog X + log A என்க. 

= log AX* 

. 1+y 
ee ரநத ன க்க” 

ie” நீழ ௮ 424 (10%. 

Y ; a ‘ 
v= ச என மாற்ற, X+Y = A(X-—Y)? Ben. 

x= X+1— 

y= Y+1 ஆதலால், 

Sty, (x+y — 2) = A(x—y)® MEd. 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

Sts : (2x — 4y + 8) & r+ (x — By + 1) = 

  

dy (r= By +1 1) 
dx டி ழு 

(x — 2y +1) 
~ B(x Qa) + 8 

9௮ ச) எனக் கொள்க.



B40. பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச்' சமன்பாடுகள் 

. dy 200 4+ 1) 
ee ee ay 1 ஐ 4 7. 

_ 42 த் 
~ By « Bt 

(2 + 8) 

4y4+5_ 

(Kareem = Sate 

ந்தன z= dt,   

  

114 tsar dex te, 

y 

3 4- 

i
j
 1 

A log (4v5) =x +e 

4(x — Qy) + log { 4(« — 2y) + 5} = B(x + e) 

jog (44 — Sy +5) = 4x + By +c. என்பதே தீர்வாகும். 

இங்கு Co யாதாமொரு மாறிலியாகும். 

நேரிய வ கயிட்டுச் சமன் பாடுகள் ( Linear differential esi) 

P, 0 என்பன x- Qasr இரு சார்புகள் என்றால், a +py=Q 

என்ற அமைப்பில் உள்ள, முதல் வரிசை, முதல் படி வகையீட்டுச் 

சமன்பாட்டிற்கு, தேரிய one சமன்பாடு எனப் பெயர். 

இச் சமன்பாட்டின் தீர்வு காண எல்லா உறுப்புக்கு 

pe - ஆல் பெருக்குக. 

ட டர oS pax — pt pax “ 0 od pax 

“UX . 

ட்டம் | , of pdx \ =o oS pax 
Le. 

 3-ஐப் பொருத்து, தொகைப்படுத்த. 

மி ன fe a Ix + Cc ’ 

இதுவே மூழுத் தீர்வாகும்.
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குறிப்பு : சமன்பாட்டை நேரடியாகத் தொகைப்படுத்த 

dx 
of? என்ற காரணி பயன்படுகிற்து. இதற்கு தொகையீட்டுக் 

sryeon (integrating Factor) start Quugr@ib. 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

(1 + x?) x + Qxry = 4x° ஐ தீர்க்க, 

ச் சமன்பாட்டை, (1 4 2” ல் வகுக்க, yt Yo. HY UG 

  
  

dy டசி. ்.. அ 

பொட ரி Te 

் ட Dy Ax? 

gig P= es 2 மரம் 

தொகை காண, 

2x dx 

ம் மீமிஸ் J 1+ x? log(1 + x?) 
a 8 =e = @ 

= (1 +x%) * 

ஃ சமன்பாட்டின் தீர்வு, 

1.
 Ax® e 2 சட | 

{ast (1 + x7): dx +c 

= f4x® dx + C ஆகும். 

ந (1 + x?) 

இங்கு ௦. யாதாமொரு மாநிலியாகும். 

தீர்க்க £ ரர 

a + 2 y = sin x 

Paget O~sns 
தொகை கக் 

“ ee Sze _ Blog x | log x 
. ௪ I

 oe Lz ல்க 

2 I oe
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இதன் தீர்வு, 

yar = fsinx + x* px 4 ௦ 

ff» sin x dx = fx d (—eos x) 

= —xicos x + f 2x cos x dx. 

= —x*cosx + f 2x. d (sin x) 

= —x*%cos x + 2x sin x—2 | sin x dx. 

= ~—x*% cosx + 2x sin x + 2 cosx. 

ee தீர்வு, 

yx? = (2—x*)cosx + Qxrsinx+C., ஆகும். 

எடுத்துக்காட்டு 8: 

3 86/2 என்றால், ற ௬ 0 எனக் கொண்டு, 

x + ycotx = 4cosecx-9 Stay காண்க. 

JS cot x dx: log sin x . 
e ர ௮ € = sin x- தொகைகாண - 

ஃ  தீர்க்கற ஜு 7” 460860 %. 8110 dx +c. 

= 4x +c. 

cm wosiiG x = ௩/2 எ ந - 0 எடை பிரதியிடுக. 

48/2. ௦, | 

ee c=— 2K 

2 ysinx = 4x 2n என்பதே தீர்வாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 4 : 

(1 + y*) dx = (tan-* — x) dy @ Sita&a.



> எசம்ட்டூச் சமன்பாடுகள் இ >= oF 

சமன்பாட்டை. 

a A _ tan7* » 
FG லல 2 ~ 1 + x3 

என மாற்ற லயா 

இது 3-ல் நேரிய சமன்பாடாக உள்ளது. 

  

1 tan~* ¥ ச தல TS : 0 = 1 - y= எனக் கொண்டால்,. 

தொகைகாண, 

f ச. 
1 ப் tan~* y. - SPD _¢ + yp =: gut y 

இதன் தீர்வு, 

tan-* y tan~* y tan-* 
௫8 = es ¥ ட் pg BP dy +. €. DhGib.. 

t= tan-? y எனப் பிரதியிட்டால், 

ma அ, 

டக் சம் ர் க் = [tet di 
1+y 

= ftd(et) 

= tet — Set dt 

= tet — et = et (1-1) 

எனவே தீர்வு, 

ட ௩ ் x ல்க ¥. ean ற் (tan*y — 1) +e. 

a க —tanty 
Le., x 4+ 1 = tan~*y + ce ஆகும், 

பெர்னோலியின் சமன்பாடு. (1320011118 equation) 

0 என்பன, : -இன் இரு சார்புகள் என்றால், 

2. + Py == Oy ereirp சமன்பாட்டிற்கு பெர்னோலியின் 

சமன்பாடு என அழைக்கப்படுகிறது. ' தக்க: மாற்றத்தின் மூலம், 

இச் சமன் பாட்டை ஒரு நேரிய வகையீட்டுச். சமன்பாடாக மாற்றி, 
தீர்வு காணலாம். . 

ய. வ OU. 7
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சமன்பாட்டை }" - ஆல் வகுக்க. 

ழ். fe Py ன 0. 

7” 2 

ப.எ நா எனப் பிரதியிடுக. 

॥ . dy. _ 
“gy HGH" oe 

கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாடு, 

1 dy 

l-n dx Pu=Q 

i. €e, a +P (il-a)u =Q(i-a”) என்றாகிறது. 

இது. ப-இல் நேரிய சமன்பாடாக இருப்பதால், இதன். தீர்வைக் 

காணலாம். . 
ம் 

எடுத்துக்காட்டு L: 

dy 
(1 — x*) ட் — xy = 28 y* 9 Siée. 

(1 — x7) ஆல் வகுக்க, 

  

௬. dy ட வாகி ண் பெட்ட 
dx 1:27 “13 

w= தக் என்க. 

du க dy 
ees oes ee Bg ane 
ax ? dx 

1 du 2 ட. = 

“* 2 ax. 1 ~— x? 1 — x* 

du + 2X -: tBxt 
1.€es “ax _ x _ j= x? 

2x dx 
f; x? — log (1 — x*) 1 

ரி உ 1 ஐ
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1 — Be © bo 
ae தீர்வு, ட = (7 — x*) முட்டி ர்க 

ம 3௮ [ எனப் பிரதியிட்டால், 

௮ திடீ ரீ fe — 1) dt 

ப் a =) 

-[[3- 31௪ 
1 

= —-— lo ர, 7 2 

தீர்வு, 

  

$ ஒட்டர் 5 ‘gi ag fs : yo? ப லச 3: iz — log (1 —x*) 1 

1.6 I+yp” = yp* C1— *) [2-௧ (1 2) | 

இங்கு 6 - யாதாமொரு மாறிலியாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 3: 

தீர்வு காண்க ₹ 

sin x. cos” x ert 
y 
  dy de 7 tan x= 

ந “ஆல் பெருக்க, 

d ’ 
yi Fe ~ ye tan x = sin x cost x, 

uis y® crore. 

du dy « pet omens 3 வ் 

ளை. ay di. 

ம் du u tan x sin x cos* x 3 1 வ க வெண் = இட்டு $ 2 
3 ax 

d (8 
ர், 6, 

"dx 
— Sutanx = 8 sin x cos? x. 

J —8 tan x dx — flog seéx 
“ தொகை காண் 4 ௪ =e cog* x...
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ஃ.. சமன்பாட்டின் தீர்வு, ; 

u cos? x = {8 sin x cos® x. cos® x. dx +C 

= _ 78 cos’ x. d(cosn) + 6 

8 cos® x 
ண ன + க்சி 

1 
y® eos® x = — a cos® x + C. 

மாருக் கெழுக்கள் கொண்ட இரண்டாம் வரிசை, முதல்படி வகை. 

யீட்டுச் சமன்பாடுகள் (86000 01061, நி151 462766 011860112. 
equations with constant coefficients) | 

ஓர் இரண்டாம் வரிசை, முதற்படி. வகையீட்டுச் சமன் பாட்டை 

பற 
a “dx? + ச் நாகி +a cy = xX see vas (1) 

என எழுதலாம். GES a,bc yeu மூன்றும் மாறிலிகள். 

%* என்பது, 2:-ன் சார்பாகும். 

இச் சமன்பாட்டில் 2 - 0 எனக் கொண்டால், 

d* y 
7 dx® 

என்ற சமன் பாடு கிடைக்கிறது. . 

dy 
+ b— +ey= 0 20 ‘208 ச (அ) 

(25)ஆம் சமன்பாட்டின் தீர்வை, முதல் சமன் பாட்டின் நிரப்புச் 

eritty (complementary நீ0001400) என அழைக்கிறோம். 

முதலீல், (2) ஆம் சமன்பாட்டைத் தீர்வு காண்போம், 

இதன் ஒரு தீர்வு ந - 2* என எடுத்துக் கொள்வோம்... 

me 
5 

eee == m? சி 

இம் மதிப்புகளை (2-ல் பிரதியிட, a, 

. em (am? + bm +c) = 0 
எனக் கிடைக்கிறது. ப 

ச்
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இவ்வாறு. ஈன் மதிப்பு 

.. ஐடி ம்நறாம்0ாக0 ow eel we (BD 

என்ற சமன்பாட்டைத் திருப்தி செய்கிறது. இர் சமன்பாட்டிற்குத் 

துணைச் சமன்பாடு (ககர equation) எனப் பெயராகும். 

துணைச் சமன்பாட்டின் இரு மூலங்களும் மூன்று வகைகளில் 

அமையலாம். 

வகை 1: மூலங்கள் இரண்டும், மெய்யான சமமில்லாத 

ண்கள். ஈ,, 8, என்க, 

எனவே உ, ௪7. ஆகிய இரு சார்புகளும், 
சமன்பாடு (2)-ன் தீர்வுகளாகும். சமன்பாடு (2) இரண்டாம் 

வரிசையில் இருப்பதால், அதன் முழுத் தீர்வில் இரண்டு மாறிலிகள் 

இருக்க வேண்டும். எனவே, 4, 8 என்பன யாதாமிர மாறிலிகள் 

oo. m,x My, xX . ‘ 
என்றால், 4௪ mm, Be? இரண்டையும் . தீர்வுகளாகக் 

கொள்ளலாம். ் | ் ட் 

எனவே. 

m, x டர) 
3 =— A 6 1 + B 2 3 ose eve eee (4) 

என்க, 

சமன்பாடு 4ஐ சமன்பாடு (8)-ல் பிரதிபிட்டால், அதனை 

திருப்தி செய்வதை சுலபமாகக் காணலாம். ல் 

லை 8: மூலங்கள் இரண்டும், சமமான :மெய்யெண்கள் 
My, My STOTE. 

... முந்திய முடிவில், ஈடி - 8, எனப் பிரதியிட்டால், . 

றர (442௫ * 

A+ B = 0 எனக் கொண்டால், 

y= py x. wae St." ன் (5) 

என்று ஆகும். இத் தீர்வில் ஒரே ஒரு மாநிலி மட்டுமே உள்ளத, 
ஆனால் முழுத் : தீர்வில் இரண்டு மாறிலிகள் இருக்கவேண்டும்.
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எனவே, தீர்வு (5). சமன்பாடு (2)-ன் முழுத் தீர்வு அல்ல. .முழுத் 

தீர்னவக் கணக்கிட, முதலில் 9௭ ஈட 4 4 எனக் கொள் 

வோம். ப டட 

இதனை (4)-ல் பிரதியிட,,. 
Myx 

e Yo = Ae 
(7711 + ia 

+ Be 

= ge" Pa Bem] 

ehx er தொடராக விரித்தெழுத. 

i poem *| a ட + 15 7        

ro
 பறவையா (3 (3 

௮ 0 என்றால், (8/9-ன் மதிப்பு, ஒரு முடிவுள்ள எண்ணாக (16 

ராமம்) அமையும் விதத்தில், 8-ன் மதிப்பை பெரிதாக எடுத்துக் 

கொள்ள முடியும். ன டு 

A+ Be=C 

Lt 
h> 

‘erenGos, h > O என்றால், 

poe” [C4+D3] 
இஉ்வாறு, துணைச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள், சமமான 

'மெய்யெண்கள் 97, 74 என்றால், சமன்பாடு (2)-இன்: மூழுத் தீர்வு . 

ற ௪1” [மற] ௨ (69 ஆகும். 

வகை 8: துணைச் சமன்பாட்டின். மூலங்கள் இரண்டும் 

சிக்கலெண்கள், (001௦0 141௦.) என்க, சிக்கல் மூலங்கள், 

(Complex roots) இணையாக வருமாதலால், 14-௮4 41 என்றால் 

உன ௭10. என்றிருக்கும். (இங்கு, ௮, $ இரண்டும் 

மெய்மெண்ச ளாகும்.) -இம்-மதிட்புகளை (4)-இல் “பிரதியிட. . ப
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_ LEFIBIE 4p (h~iB) x 

== en ௫ ன +B eB ட 

ன els [A (cos Bx+i sin Bx)+B (cos Bx—i sis B x)] 

ச 

= ew [ (A+B) cos Bx+i(A- B) sin Bx] 

yr ௮ [ Ccos Be + D sin Bx] என்க. 

இவ்வாறு துணைச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள், ௮ 4 iB. 

௮ - 08 என்றால், சமன்பாடு (2)-ன் முழுத் தீர்வு, 

y= gt [Ccos Bx + Dsin Bx] spo@u. 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

தீர்வு காண்க : | 
2 = 

9#? 418 & _16y = 0. 
tx _ dx . . 

துணைச் சமன்பாடு, 

9m? + 18m— 16 =0 

(8m + 8)(8m— 2) =0- 

m= — 8/8, 2/8. 

— oe axe 
8 உனை தம் , 

... prAdAe. + Be என்பதே .முழுத் தீர்வாகும். 

இங்கு A, 8 யாதாமிரு மாறிலிகளாகும். 

எடுத்துக்காட்டு & ₹ 

தீர்வு காண்க 5 

d*y dy 

த t+ 4 
துணைச் சமன்பாடு 

4 ஏட 7 0 

(2m + 1)? = 0 

| m=—t, —4 
ஃ முழுத் தீர்வு நற - e-*l? (A+ Bx) Bow. 

*ற 0
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எடுத்துக்காட்டு 8: 

ப் + 8 a. 4 இதழ 0ஜெதீர்க்க. 

துணைச் சமன்பாடு, ஈட 8/2 -- 854 = 0 

  

        

e Mma — B= ¥ 84 - 64 - ் 100. 
2 

3308 
- 2 

“ (aps Sia, y == e-** [A cos 8x + தீரு 80] ஆகும். 

= = - ep = X erarp சமன்பாட்டின் தீர்வு காணல். 

2 ௩௨ 3 ளி ண 2௪ Gx D = 7 என்ற குறியீடுகளின் துணையால், 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை 

(aD® + bD +c) y = 4.. (1) என எழுதலாம். 

இதன் நிரப்பு சார்பு காணும் முறையைக் கண்டோம். 

அந் நிரப்பு சார்பு yp = ॥ என்க. 

இச் சமன்பாட்டின் ஒரு சிறப்புத் தீர்வு (Particular Integral) 
y= 1/ என்றால், முழுத் தீர்வு ந ௬ 4/4: 9) ஆகும். 

சிறப்புத் தீர்வு உ ௭-௪ .. 4 ஆகும். 

[2 என்ற குறியீடு, ண்ட படுத்தலைக் குறிப்பது போல், 

5 அதற்கு எதிரிடையாக, தொகைப்படுத்தலைக் குறிக்கும் எண்ட 

பொருள் கொள்க.] 

சில குறிப்பிட்ட. சார்புகளின் சிறப்புத் தீர்வை கணக்கிடுவோம் 

(A) X= oo craire.
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Dl eA) 2g eh 
03 ( ax ) _ ret 

ie ( 41) = of" ௮5 

பொதுவாக 7(2) et = fol) eos. 

Fist ur(®) (1)- f(D) = aD? + bD + ¢ 

அதன் சிறப்புத் தீர்வு 7 

ee ee 
“aD? FbD +e ° 

_ 1 ம 
| f(D) 

. f(x) = O என்றால், சி. தீ. எவ pur 

Que f(x) ~ 0 

ர. ஷே Qe? + bd +c¢X 0 - 

i.e., am® + bn +c =O srarp ee sear ஒரு 

தீர்வாக ௮4 இருக்கக் கூடாது. 

பிரிவு 1: துணைச் சமன்பாட்டின் ஒரு மூலம் of என்க. . 

m, = of என்க. 

am? + bm+c¢c#a(m— m,)(m— m,) 

= atm — a3 (mM —~ Mo). 

  

a a ol x 
AB = ope oD ee ல் 

ல் 1 , 3 
a(D—A)(D— m,) 

1 3 jour 

  ~ a(D~ ah) (l= ms)
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டம் ழு ப இய 
~ aCol — Mg) மி ஓ: 

ஸு டம். al x எனக் கொள்க I= ற 4 ol ன் 8 . 

1.€., (D றை 4) a= aa 

. dz ol x 
1.G., dx. — Z= @ 2 

இது 2-ல் நேரிய சமன்பாடு. 

ர் 

2 1” AX Ser ஆர் பன்ர வு 

பத தாவ 

i= x eh 

[தேவையான மாறிலிகள் நிரப்புச் சார்பில் இடம் பெற்று 

விடுவதால், சிறப்புத் தீர்வில், மாறிலி சேர்க்கக்கூடாது.] 

1 1 a . oll 

சிறப்புத் பன் அத போட்ட 
றப்புத் தீர்வு என்ப ஜரா 4 * ஆகும், 

பிரிவு 2: துணைச். சமன்பாட்டின் இரு மூலங்களும் ௮4, ௮4 என்க 

a m’*+vn+c=a(m-dd)* 

oe 1 ox 
of = ஹிட்" 

i ௮4% 

ச(2-ஸுா “ 

பம். { _ i 5) 
a(D-o) (D— LA) 

Fy | 
a(D-d) ** (முந்திய பிரிவில் 

நிரூபித் தபடி)-
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b
y
 poy {x eat | எனக் கொள்க. 

ஃ (வத 2 நதர 

dz lx 

ie OF = He 
2-ல் நேரிய சமன்பாடு 

இதன் தீர்வு, ze @ = fe ok . g ke dx 

  
x? 

~ 2. 
3 

௧௮ க elt 

i x" ax. 

சிதி த. 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

தீர்வு காண்க : 

த ப dy 
அதன் te a ey =e 

துணைச் சமன்பாடு ஆ... 4m —- 8 = 0 

(2m ~ 1)(2m + 8)=0 

m= 1/2, —3/2 
- 3x 

“ Potnyés rity = A exl®? + Be a 

ட “tg See 
சிறப்புத் தீர்வு - Gre ap ee 

1 2 = SS Cr 42°; 42—8 a 

~ 2 * 

முழுத் தீர்வு, 

y= Aexi® 4+ Best + a5 ஆகும்.  
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எடுத்துக்காட்டு 8: 

தீர்வு காண்க £ 

dty dy gas 
ae **Qt tee: 

துணைச் சமன்பாடு 

pt + 4m +3 =0 

(m + 8)(m +1) = 0 
m=--—1: — 8, 

Aytnjs erittyy = A e~* + Be-** 

ச. ட 4 i — 3x 

சிறப்புத் தீர்வு = D?+4D+8 உ 

1 

  

n= BK 

(D+1)(D¥8)° 

= 1 டம் அம 

~ (-8+4+1) {ors ் 

முழுத் தீர்வு, 

) ய சினா டிறிகம 3௪, 

எடுத்துககாட்டு 3: 

தீர்வு காண்க : : | 

| (D — 3)° y = Be®* + e-* 

துணைச் சமன்பாடு 

| (m— 8)*=0 

(m= 8, 8. 

ஃ நிரப்புச் சார்பு - ச£* (44 8.
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உ இட 1 
சிறப்புத் தீர்வு = {Dp =— 3)? { B ex + சர 

அலல 1 ° சேடி பப் டம் ரு க 

=e | மஜ “ } * (pay 

  

ம 
= x%eF* 4 Te கச, 

_ ல முழுத் தீர்வு, 

y= e®* (A ன Bx) + x2 Sx 4 <8 ட, 

  

ன் y= (A + Bx + x?) e&* 4 +3 ச-* ஆகும். 
-- ஐக் 

837 dy _ (B) a ax + b 7 +ecp=X   

என்ற சமன்பாட்டில் X = sin ௮4% அல்லது 008 ௮4% என்க. 

D (sin oA x) =' of cos lx 

D? (sin Lx) = —-ol? sin L?. 

ற் (5) sin fx = % (— of?) sin ox. 

) (— oA?) ௪ 0 என்றால், 

1 பத ர்க 
துறு 54 Ax = bea ary lx. 

இதேபோன்று, மல் cos ox = ரத் ) 005 Ax. ஆகும். . 

எனவே, (15) ௪ 0 என்றால் ற*-க்குப் பதில் - 7 என 
எழுதி. சிறப்புத் தீர்வைக் காணலாம், 

ம் (- 1) - 0என்றால் கீழ்க்கண்ட முறையைப், பின்பற்றுக... | 

QuGurg > (D*)-str gw srranfl D? + L? Qbeib. 

ix oe. . ் . 
2 of = cos dx + isin ந என்பதை. அறிவோம்.
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- I க் ட ட்ட 8 ] wid ; 

இடு ah + if tD = இர) 

ம் ரீம்... ப 
Bis {5 — jf } 

_ 1 ix 
= Big’ * * 

xi -ighx 
“று. 

1 _ 4S 27 கட்க | cot ale + isin atx } 

xi : 
= ox {cos dx + sin Lx } 

இருபுறமும், மெய்ப் பகுதியையும், கற்பனைப் பகுதியையும் ஒப்பிட, 

1 x. 
தட பு cos hx = oq sin Lh Xx 

4 sin hx = — *_ cos Ax ம் 
றட. இஷ — 

இதன் துணையுடன், சிறப்புத் தீர்வைக் காணலாம். 

சூறிப்பு :. மேற்கண்ட முடிவுகளை, 

1 x 

நரிமன் dra Ze feosdrde 
wre 3 sindx = 5 f sin ox dx 

என்ற வடிவில் நினைவில் வைத்துக் கொள்வது எளிதாவது. 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

தீர்வு காண்கக : 
2 

2y. Hg D gy = si ax? 5 ie 6) = sin 8x 

இங்கு (25 தற... ரூ - sin 8x. 

துணைச் சமன்பாடு. 

m* —dm-+6=0 

(m — 2)(m—0)=0 

m= 2, 2. sO



அகையீட்டுச் சமன்பாடுகள். .. .- 11d 

4 நிரப்புச் சார்பு -- கச” Be’. 

சிறப்புத் Stay = -ஸ்.85 pins Sty = pHs தற 6 si 

D?-& 60 used — 8? crord, Ar Hua, 

. 1 ட 
சிறப்புத் தீர்வு = <9 -5D +6 sin 8x 

= e-em, sin 8x 
—(8 +5D) 

(8 = 8D) a 
“- முழுக 95 

woe TY 
= த sin. 8x 

“7 Bare sin 8x 

= — wer (3 — 6D) sin 3x 

டட மல்லை ௪: 8 cos 3] 

முழுத் தீர்வு, | 

yp a A e**. + Beet — “S54 [3 sin. 8x — 15 cos 8x] 

y = Ae’ + Bet — az [sin 8x — 5 cos 8x ஆகும். ... 

எடுத்துக்காட்டு £ 2 

ர்வு காண்ணக : 

(D? + 4)» = cos 6 2, 

துணைங். சமன்பாடு.” -- 4.0 

m= Bi, தர் 

ஃ. நிரப்புச் சார்பு = A cos Qx + B.sin 2x.
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சிறப்புத் தீர்வு, 

  

= 53 * q cos 2x 

= > f cos 2x dx. 

_ | sin Qe = 3 oe 

உ முழுத் தீர்வு, 

y= Acos 2x+ 8 sin 2x + 5 811) 2% ஆகும். 

a d (C) a a as நி ~ ட று என்ற சமன்பாட்டில் 

நகு 3019 என்க, 

[இங்கு 171-ஒரு மிகை முழு எண் அகல integer) எண 
எடுத்துக் கொள்வோம்.] 

D (x) = m xm-* . 

D? (x™) = m(m—1) x™-? 

D™ (x™) = m(M—1) we 1. wee Be 1. 

= [m 
D2 (x) =O. 

tS Sala cca 
= aD+bD+e° 

டம 

ன ய் 
2 (140 +-< D*) ) 

1 bp -@DFy eB 
6 {1 ot எட : * 

சிறப்புத் தீர்வு xm 

  

  

bp மற -* பகம் வ்கி ப எ ப்ர 
11 4௮. ஐ, ஈருருப்புத் தோற்றத்தின் படி, 

D-sir அடுக்குகளில் விரித்தெழுதுக. D™+* (x7) = 0 ஆதலால், 

த, .. ௨௨ ஆகியவற்றை நாஃல் செயல்.படுத்தி, சிறப்புத் 

தீர்வைக் காணலாம். 

சூறிப்பு: சிறப்புத் தீர்வு காண, மற்றொரு சுலபமான வழியை 

பின்வரும் எடுத்துக்காட்டு (அ) -ல் காணலாம்;
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எடுத்துக்காட்டு 1 : 

தீர்வுகாண்க: (D*? + 4D+ 5) y = x’. 

துணைச் சமன்பாடு 8” - அஃ 5-0. 

௨34-418. 20 
3 

= —Q4i 

os நிரப்புச் emit = e-?" [A cos x + Bsin x) 

சிறப்புத் தீர்வு, | 
1 

=D? +4D+5 
x* 

  

1 
sox 

த (1 ஷ் அதம 
5 

1 4D + D*\ x = 2 aur 42 x* 
=, {2 *- த | 

தருருப்புத் தேற்றத்தை பயன்படுத்தி, 

1 - AD + D* 4D + D*\3 
a7 |! ~ a) +(-3-) | 

4D + D*\3 4D + D?\4 
2 - (a) + (-s-) ் - ate fs 

ற: 090, ஆதலால், 24, ௪, .... ஆகிய உறுப்புகளை 
எழுதவேண்டிய அவசியமில்லை. 

  

சிறப்புத் தீர்வு, 
படர, ம். தற௨ | 16D* , 8p? 
= 5 E த த. தது ததா 

ர 
ப 126 15: 

1 AD 11 D? 24 ற? | ன இடத ஜன பல Ber Pete” Soe see, gee 21. 5 +” 295 125 |*. 
u. ou. - 8.
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ட்டு... 24. 57. 
-3["-35 "Bx? + pe * 6x — pag § 

Soe ம g _ 12% ஆ 66: _ 144 

= st * 5 bs * ~ T]5 

முழுத் தீர்வு vy = நிரப்புச் சார்பு * சிறப்புத் தீர்வு ஆகும். 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

தீர்வு காண்க : 

(D? + 8D — 4)y = x* — Br 

துணைச் சமன்பாடு 

m? + 8m—-4=0 

(n+ 4)(m—1)= 0 

mim நீ டி — 4. 

Preys erdiy = AeX + நிசார், 

இதன் சிறப்புத் தீர்வைக் காண கீழ்க்கண்ட வழியையும் பின் 
பற்றலாம். 

மாற்று வழி 8 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு, 

ப] dy 7 ளு 
பல்கி லட A கக ஷ் ஸ். ந 

. வலப். புறம் ன் இரண்டாம் படியில் இருப்பதால், இச் சமன் 

பாட்டின் சிறப்புத் தீர்வாக, உ-ன் இரண்டாம் படி பல்லூறுப்புக் 
Gareneu (ax? = bx+c)-99 எடுத்துக் கொள்வோம். ' 

[இப் பல்லுறுப்புக் . கோவையின் படியும், கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டின், வலப்புறக் கோவையின் படக். சமமாக இருக்க 

வேண்டும்.] 

அதாவது சிறப்புத் தீர்வூ, 971” 0532 எனக் கொள்வோம். 

மாறிலிகள் ௭, 8, 0-ஐ கணக்கிட . 

ps ax®+hxte.



வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் ' 115 

a aes டத் ie 2ax- 

d*y 5 
dx? ~~ a 

சிறப்புத் தீர்வு, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டைத் திருப்தி செய்யு 
மாதலால், இத் தீர்வை சமன்பாடு (1)-இல் பிரதியிட. , 

2a+8 (2ax+b)—4 (ax*+bx+c) =x*—2x Qo yma 
உள்ள 3”. உ, தனி எண் ஆகியவற்றின் கெழுக்களை சமப்படுத்த. 

- ஏழு ந 

68-42... 

244 8b-4e= 0. | 

இதிலிருந்து 2 = — ig , b= rs கக் வக்கம், 

எனவே சிறப்புத் தீர்வு - 2 27 4 அ ம இல் 

முழுத் தீர்வு, 

ந ரி. சூ. நிசார். ட் x? + gn ae 

் ப்பட்டு கட த ஆம் வார் 

கீழ்க்கண்ட சார்புகளை, ் முழுத் தீர்வுகளாகக்' கொண்ட 
வகையீட்டுச் சமன்பாடுகளை உருவாக்குக : 

(1) yp=e(x— 0c) | 
(2) y = ax® + bx 

(3) y = ae + be 

(4) » = a cos (nx + b) 

டர் ஓ இரண்டும் மாறிலிகள் எண் ௧. 
ர் 

(MW. கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளைத் தீர்க்க :.” 

(1) e* tan py dx + (1 — e*) sec? py dy = O 

(2) x¥ip pt ax t+ yVT px ay =0-
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(8) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 

(10) 

பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் 

tan y sec? x * dx + காம * 6605] ஹ். 0. 

VD wat sine? x dy + y dx = oO 

(x + y) (dx — dy) = dx + dy 

(eh + Lydyt+ Qt 1)ax=0 

(y — xy*)dx — (x + x y)dy= 0 

(2x* + By) dx + (8x + ¥ — 1)dy<=0 | 

dy = (ext¥ + x® ev) dx 

(x — y)? 4 =a 

(குறிப்பு: u= x — y எனப் பிரதியிடுக.) 

(11) |! டி ] ax PL i— 5 leno 

(v= = எனப் பிரதியிடுக) 

ii, தீர்வு காண்க : 

(1) 

(2) 

(8). 

(4) 

(5) 

(6) 

dy _ x-y 
—. So 

dx Ss ஈறு, 

(ர 230) dx = (x*— 2xy) dy 

nay 
ae fpt— xt) Ze OF Sep Gee 930 

(x?— Qxy—yt) dx = (xty)® dy- 

dy yr x —— ௨.௨ 
ge. x 

(4x? yt) D = any 

IV. Sioa காண்க. 

(1) 

_ (8) 

dy _ xtTy+ 2 
dx  8x+5yt+6 | 

(Ox + 18y-14) Fo =.6x+ 5y=7.
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dy yr hind.» 

(3) ae 32. =3 = 

(4) (xty~—I1)dy= x படட dx 

(5) (Qx+8y+4) dx = (4x+by+5) dp 

Vv. SIGS: 

j ன ட tan~* 
(1) டிரம் ர] ட உர், 

(2) = + yptanx = cos®x. 

dy a ட் 
(859. ௦௦8” “ae 1 நி: ‘Sram 

dy ஆறு ட் | “40 ; 

(4) “ax a + x? Gd ஆ த 

  

(5) yD _ yo x hope. 
dx 

dy , By _ 1 
(8) ax ப x x? 24 

= ம் "என்றால், i= 2 என்க, 

(7). a + y logx = e% x ts ன் பவட. . 

— x7) 2 Oyo a அட்டு பபப ete: (8) (1 — x*) Fay x Ny 

d*y dy _ 
(8) ee Fae = 

[க 

| குதிப்பு, “us bez எனப் பிரதியிடுக, ந் 

| dy dy, 
(10) yx a= சனி ax 

[குறிப்பு ₹ இது ல் நேரிய சமன்பாடாகும்]
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(11) 

(12) 

(18) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

Vi. (a) 

(1) 

(2) 

(8) 

(4) 

(5) 

{b) (1) 

(2) 

(8) 

(4) 

(5) 

பன்மாறித் தொகைகள் வகையீட்டுச் சமன் பாடுகள் 

8 
4 xt yp = eo yt 

dx 

2. ௯ ச 3 நூ ௪? 

a4 x) 2 நுறு ௬0 

2 + ycosx = }" sin 2x. 

2 tany* 2 + x sin? yp = x* cos® y 

sin y = cosy(1 — x cosy). 

கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளின், முழுத் தீர்வுகளைக் 

காண்க : 

(D? — 6D + 8)y=90 

(D? —D+4)y=0 

(D* — 8D — 8)y=0 
(2D? —8D+4)y=0 

(D* + 16)y = 0 

(D* — 5D + 6)y = e** 

(D? —~ 8D + 2)y = e** 

௬ 0, 1௦222 என்றால், 3-௩ 0 என்க. 

மு: 192.) 1ஐூழ ௪33 5௪ 

222. 1)ற- ள் 

(D? — 8D + 2)y = Bet 

x = O sore, y= 8,. Dy = 9 store.



வகையீட்டுச் சமன்பாடுகள் ்் 112. 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(18) 

(14) 

(15) 

(D? + D+ 1)) = sin 2x 

(D? — 8D + 9)yp=8 cosd x 

(D? -4D—5) y = e®* + 4 cos 8x 

(D*+5D—6)y = sin 4x sin x 

(D249) = cos*® x 

(D?~1)y = 2;5x 

(6D? —D—2) y = e** + x 

(D-+1)® p = e-* + x2. 

(D°+8D+2) yp = e-* + x® + cos x. 

(D*+D2-+41) y = ax® -+ be-* .
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Approximate sum 
Approximate sum, upper 
Approximate lower 

Axis 
Axis, major 

Binomial theorem 

Boundary 

Centre of gravity 
Complementary function - 
Constant 

Constant, arbitrary 

Degree oe டர், 

Degree’ ofa differential . 
equation — 

Density 

Density areal 

Density volume 
~ Determinant 

Determinant, functional. ... 

. சொற்கள் 

-. தோராய தொகை 

- தோராய மேற்தொகை. 
— தோராய கீழ்தொகை 

௩... அச்சு 

— நெட்டச்சு 

- அருறுப்புத் தேற்றம் . 
— வரப்பு 

— புவிஈர்ப்பு மையம் 

-.. நிரப்புச் சார்பு 

— மாறிலி 

-  யாதாமொரு மாறிலி : 

ட யடி... 
௪ வகையீட்டுச் சமன்பாட்டின். 

படி. 

- அடர்த்தி 
-. பரப்பு அடர்த்தி 
- . கன அடர்த்தி 

-. அணிக்கோவை 

சார்பு அணிக்கோவை 

Determinant of transformation— மாறி மாற்று அணிக் கோவை. 

Dimension 

Domain 

— பரிமாணம் 

— அரங்கு
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Elementary area 

Ellipse 

-Ellipsoid 
Equation 
Equation auxiliary 
Equation Bernoulli’s 
Equation homogeneous 

Equation linear 
Equation Non-homogeneous 
Equation Ordinary differential 

‘Equation partial differential . , 

‘Finite 

Finite number 

image 

Indeterminate 

integral 

Integral improper’ ~ 
Integral lower Riemann | 
Integral upper Riemann 
Integral multiple 
Integral particular 

Integral repeated 
integration 
Integiating factor 

Jacobian 

‘Loop 

“Mode of division _ 

E 

ஆரம்பப் பரப்பு 

நீள் வளையம் 

நீள்வளை யத் திண்மம் 

சமன் பாடு 

துணைச் சமன்பாடு 

பெர்னோலியின் சமன்பாடு 

சமபடித்தான சமன்பாடு 

நேரிய சமன்பாடு 
சமபடியில்லாத சமன்பாடு 

சாதாரண வகைமீட்டுச் சமன் 

பகுதியான வகையீட்டுச். சமன் . 

பாடு 

முடிவுள்ள 
முடிவுள்ள எண் 

பிம்பம் 

தேருதது 
தொகை 

தகாத் தொகை 

ரீமன் கீழ் தொகை 
ரீமன் மேல் தொகை 

பன்மாறி தொகை 

சிறப்புத் தீர்வு 
அடுக்குத் தொகை 

தொகைப் படுத்தல் - 
தொகைபமீட்டுக் காரணி 

.ஜாக்கோபியன். 

கண்ணி :' 

பகுப்பு முறை



கலைச்சொற்கள் 

Necessary & sufficient 
condition 

Order 

Order of a differential 
equation 

Order of Integration 
Oscillation 
‘Oscillatory sum 

Parallelopiped 

Practical rule 

‘Prism 

Qnadrant 

Quadrant first 
* Quadratic 

Reversible 

Solid of revolution 

‘solution 

Solution, complete 
Surface 

‘Tetrahedron 

Transformation 

Transformation direct: - 

wg Transformation inverse 

Variable 
Variable, independant 

Variable, separable 

N 

நேர் மாற்றம் 

123 

தேவையான & போதுமான 

நிபந்தனை 

வரிசை 

வகையீட்டுச் சமன்பாட்டின் 

வரிசை 

தொகைப்படுத்தலின் வரிசை 

அலைவு 
அலைவுக் தொகை 

இணைகரத் திண்மம் 

நடைமுறை விதி 
பட்டயம் 

காற்பகுதி 

முதற் காற்பகுதி 
இரு படித்தான 

திருப்பத் தக்கது 

௬ழற்சிக் கன உருவம் 

தீர்வு | 
முழுத் தீர்வு 
மேற் பரப்பு 

நான்முகி 

மாறி மாற்றம் 

தலைகீழ் மாற்றம். 

மாறி 

சார்பிலா மாறி 
_மிரிக்கத்தக்க மாறிகள்
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