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த கடட 

அணிந்துரை 

திரு. இரா. நெடுஞ்செழியன் 
தமிழகக் கல்வி-தொழில் அமைச்சர் 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கி ஏழு ஆண்டுகள்: 
ஆகிவிட்டன. தொடக்கத்தில் இருந்த இடர்ப்பாடுகள் மெல்ல 
மெல்ல மறைந்து வருகின்றன. நாடு முழுதும் பரந்துள்ள 
மாணவர்களின் ஆர்வம்; “தமிழிலேயே கற்பிப்போம் என முன் 

வந்துள்ள கல்வி ஆசிரியர்களின் ஊக்கம், பிற பல துறைகளிலும் 

தொண்டு செய்வோர் இதற்கெனத் தந்த உழைப்பு, தங்கள் 
சிறப்புத் துறைகளில் நூல்கள் எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரி' 
யர்கள் தொண்டுணர்ச்சி, இவற்றின் காரணமாக இத் திட்டம் நம் 

மிடையே மகிழ்ச்சியும், மனநிறைவும் தரத்தக்க வகையில் நடை 
பெற்று வருகிறது. 

பல துறைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனை யோ- 
நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில் அரிய முறையில் 
நூல்கள் எழுதித் தந்துள்ளனர். ் 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளாதாரம், புவியியல்,. 

வேதியியல், உயிரியல், வானியல், புள்ளியியல், தத்துவம் ஆகிய: 
பலதுறைகளில் தனி நூல்கள், மொழி பெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற. 
இருவகையிலும் தமிழ் வெளியீட்டுக் கழகம் நூல்களை வெளி 
யிட்டு வருகிறது. 

இவற்றுள் ஒன்றான “புதுமுக வகுப்புக் கணித நூல் 1 என்ற 

இந் நூல் தமிழ் வெளியீட்டுக் கழகத்தின் 766 ஆவது வெளியீ 
டாகும். கல்லூரித் தமிழ்க் குழுவின் சார்பில் வெளியான 88 

நூல்களையும் சேர்த்து இதுவரை 193 நூல்கள் வெளிவந்துள்ளன. 

கணக்கிலடங்காத் தடைகளை எல்லாம் அகற்றித் தமிழன்ன 

கல்லூரிக் கலை மண்டபத்தில் கொலு வீற்றிருக்கிறாள். எனவே: 
இவ்வன்னையை வாழ்த்துவோமாக; உழைப்பின் வாரா 

உறுதிகள் இல்லை; ஆதலின், உழைத்து வெற்றி காண்போம். 
தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் உலக மாணவர்களிடையே 
சிறந்த இடம் பெறவேண்டும்; அதுவே தமிழன்னையின் குறிக் 
கோளுமாகும். சென்னைப் பல்கலைக் கழகத்தின் பலவகை உதவி 
'களுக்கும் ஒத்து ழைப்புக்கும் ஈம் மனம் கலந்த நன்றி உரித்தாகுக.. 

இரா. நெடுஞ்செழியன் . 
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“17. 

உனள்னாடக்கும் 

இயற்கணிதம் (412018) 

(per gyeng (Introduction) 
சார்புகள் (2170011008) 

படிக்குறிக் கொள்கை (1,888 ௦1 1௦31௦8) 

அளவுக்கிணங்காத மூலங்கள் (83) 

wi_éenaaeor (Logarithms) 
AA sap, 8g swept (Ratio and Proportion) 

Douyé swsrur@ser (Quadratic Equations) —- 

Ques srityser (Quadratic Functions) ame 

பல்விதச் euer.ut Geer (Miscellaneous Equations) ... 

கூட்டுக் src (Arithmetical Progression) 

Qos @gr-# (Harmonic Progression) 

QugGéG5 Ogsrt (Geometrical Progression) 

கூட்டு, இசை, பெருக்குத் தொடர்களுக்குள்ள 

சில தொடர்புகள் - அத்தொடர்புகளை யொட்டிய 
மற்ற சில தொடர்கள் (1615105145 among 
the Arithmetic, Harmonic and Geometrical 

Series - Associated Series) . 

வரிசை மாற்றமும் Gerajse@pbd (Permutations 
and Combinations) 

தொடர் முறைத் தெரிப்பு (1௦௦4 by Mathematical 
Induction) 

ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் (கூட்டு முழு 

er oer Lis.) (The Binomial Theorem - Positive 
Integral Index) -.. 

ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் (அளவுக்கிணங் 

கியபடி) (7௨ யக] 11௨௦19:0-11௧11௦௧1 100௮22)... 

விடைகள் 

இயல்முறை வடிவ கணிதம் 

(Analytical or Algebraic Geometry) 

ஆயத்தொல்ைகள் (Co-ordinates) 
GaraGsr@aer (Straight Lines) 
இரண்டும், அதற்கு மேற்பட்ட கேர்க்கோடுகள் 

(Two and more Straight Lines) 
வட்டம் (71 Circle) 

விடைகள் 

பக்கம் 

12 

26 

36 

49 

82 

103 

125 

151 

169 

186 

199 

218 

236 

265 

270 

290 
295 

307 

332 

355 

370 

407 

  

* இக்கூறியிடப்பட்ட பகுதிகளும் பத்திகளும் புதுமூக வகுப்புக்குப்பாடமன்று.



1. முன்னுரை 

1.1. “எண்ணும் எழுத்தும் கண்ணெனத் தகும் ' 

மூதுரை. 

* எண்ணென்ப ஏனை யெழுத்தென்ப இவ்விரண்டும் 
கண்ணென்ப வாழும் உயிர்க்கு '' 

* என்பது 

என்பது வள்ளுவர் வாக்காம். 

மனித வாழ்க்கையில் எண்ணின் இன்றியமையாமையை 

மிகைப்படுத்திக் கூறத் தேவையில்லை. எண்ணின்றேல் 
வாழ்க்கையில்லை என்பது சிந்தித்தால் தெரியவரும். ஆனால் 
மனித சாதி முதலில் எண்களைப் பயன்படுத்த ஆரம்பித்த 

போது *ஒன்று' இரண்டு' *பல' எனத்தான் எண்ண ஆரம்பித் 

திருக்கவேண்டும் என்று அறிஞர் ஊகிக்கின்றனர். பின்னர் 
பல்லாயிரக் கணக்கான ஆண்டுகள் கழித்தே, மூன்று” 

“நான்கு'...........பத்துவரை எண்ண ஆஆரம்பித்திருக்கலாம். 
இவ்வாறே, பல்லாயிரக் கணக்கான ஆண்டுகள் செல்லச் 

செல்ல, கூட்டு முழு எண்கள் வளர்ந்து, “ஆயிரம்”, 

“பத்தாயிரம்”,......... “கோடி போன்ற எண்கள் வழக்கில் 

பயன்பட வழிகோலப்பட்டிருக்கலாம். 

மூழூ எண் முறைதான் இயற்கையாக மனிதனுக்குத் 

தேவைப்பட்ட எண்ணிக்கை முறை. ஆடுமாடுகளை வைத்து 
வளர்த்த மனிதனுக்கு அவைகளை எண்ணுவதோடு அவ 

னுடைய எண்ணறிவு முற்றுப்பெற்றது. 

ஆனால் மனித வாழ்க்கையில், முழு எண்கள் மாத்திரம் 

போதாத காலம் ஒன்று வந்திருக்கவேண்டும். அப்போது 
பின்னங்களின் அவசியம் தோன்றியிருக்கலாம். ஒரு 

பொருளை இரு சமபகுதிகளாகப் பிரித்துக் கையாள வேண்டிய 
நிலையில் பாதியும், பாதியில் பாதியும் தோன்றியிருக்கலாம்,



2 -. இயற்கணிதம் 

பின்னர் மூன்று சமபகுதிகளாக, நான்கு சமபகுதிகளாக,...... 

பிரித்துப் பயன்படுத்தவேண்டிய நிலையும் ஏற்பட்டிருக்கலாம். 
அப்போது பின்னங்கள் தோன்றியிருக்கக்கூடும். ஆரம்ப 

காலத்தில் $, 1, 1,....போன்ற பின்னங்கள் வழக்கில் 

வந்திருக்கக் கூடும். மற்ற பின்னங்கள் இப் பின்னங்களின் 

கூட்டுத் தொகைகளாய், 

2 $ 

3-2 என வழக்கில் வந்திருக்கலாம், 

ஆயிரக்கணக்கான ஆண்டுகள் செல்லச் செல்ல, மனித 

வாழ்க்கையில் பல்வேறு சிக்கல்களும், அவைகளை விடுவிக்க 

வேண்டிய இன்றியமையாமையும் தோன்றவே, அறிவியல் 

துறைகள் பலபட வளர ஆரம்பித்தன. மனிதனது அறிவு 

வளர்ச்சித் துறைகளிலே, கணித இயல் வளர்ச்சி சீரும் 

சிறப்பும் மிக்கதோர் செந்துறையாய்ச் செங்கோலோச்சத் 

தொடங்கிற்று. அவ்வியல் வளர்ச்சியின் பல பிரிவுகளில் 

தலையாய பிரிவு இயற்கணிதமாகும். இயற்கணிதம் நம் 

நாட்டில் வெகு காலத்துக்கு முன்பே வளரத் தொடங்கியது. 

எண்ணியலறிவும், அவ்வெண்களைப் பொதுப்படுத்திய கணித 

மூறை அறிவும், இந்திய நாட்டிலிருந்து, அரேபிய நாடு 
களுக்குச் சென்று பரவி, அங்கிருந்து மேலை நாடுகளுக்கும் 
பரவ ஆரம்பித்தன. 

இயற் கணித நூலின் ஆங்கிலப் பெயர் “ததாக” என்பது, 

‘Aljeber’ என்ற அரேபியச் சொல்லின் சிதைவு எனச் சில 
ஆராய்ச்சியாளர்கள் கொள்கின்றனர். 

1.2. இயற்கணிதநூல் வளர்ச்சியிலே, கூட்டு முழு எண்கள் 

மாத்திரமேயல்லாமல் (1௦511146 1016ஐர£), கூட்டுப் பின்னங்கள் 
(Positive fractions), Gop Cpap ctossr weir (Negative integers), 

Gop Perentiacr (Negative fractions), அளவுக்கிணங்கிய 
எண்கள் (158110081 ஈமு, அளவுக்கிணங்காத எண்கள் 

(Irrational numbers), GuowWiGlwiedtacir (Real numbers), amuder 
stestaoir (Imaginary numbers), கலப்பெண்கள் (Complex 

numbers) மூதலிய பல்வகைப்பட்ட எண்கள் இன்றியமை 
யாதனவாயின. அவ்வித எண்களின் பல வகைகளை 
(அல்லது பல பிரிவுகளை ) நாம் அறியவேண்டும். இவ்வகைகள் 

ஒன்றுக்கொன்று பிணைபட்டு நிற்கும். ஒருவகை மற்றொன்றின் 
பகுதியாகவும், ஒருவகை, சிலபல வகைகளைத் தன்னுள்
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அடக்கியும், ஒருவகை மற்ற வகைகளோடு ag விதத் 
தொடர்பும் இல்லாமலும் --ப.லவிதத் தொடர்புகளைக் 

(கொண்டும், தனித்தியங்கும் தன்மை கொண்டும் இருக்கும். 

இவைகளை யெல்லாம் ஒழுங்காகப் பிரித்து அவ்வவ் 
வகைகளின் பல்வேறு பண்புகளையும் தொடர்புகளையும் * 

ஆராய்வதும் அவைகளை வரையறுத்து விளக்குவதும் பெரு 
மூயற்சியாகும். நமக்குத் தேவைப்படும் அளவிற்கு அவை 

களைப்பற்றி அறியப் பின்வரும் சமன்பாடுகள் உதவி செய்யும். 

பரின்வரும் பத்திகளில் ஈ, $ என்பவை இரு கூட்டு முழு 
எண்கள் எனக் கொள்க, 

1.8:1. கூட்டு முழு எண்: 8828-9 என்ற சமன்பாடு நமக்கு 

ஒரு கூட்டு முழு எண்ணை அறிமுகப்படுத்துகிறது. ௨-3 அதன் 

தீர்வு, பொதுவாக ௨-ஈ அல்லது 2-௨-0 என்பது ஒரு கூட்டு 

முழு எண்ணைத் தெரிவிக்கிறது. 

1, இ, கணைய கூட்டு முழு எண் தொடர். இத் தொடரை, 

இயற்கை srot Cleat (Series of Natural numbers) என்றும் 

கூறுவதுண்டு. 

1.3:2. கூட்டு பின்னம்: 22-1;935-1; 4-].............. 

என்ற சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் முறையே $,3, 3........ என்ற 

கூட்டு பின்னங்களை நமக்கு அறிமுகப்படுத்துகின்றன. பொது 

வாக ஈ॥௱- என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து ea என்ற தீர்வு 

கிடைக்கிறது. -. ஒரு கூட்டு முழு எண்ணாயிருக்கலாம், 

அல்லது கூட்டு பின்னமாயிருக்கலாம். இங்கு ஈ௪0, (அதாவது 

4 பூச்சியமல்ல), 

1.3:8. குறை முழு எண்: ௨-8-0 என்ற சமன்பாட்டின் 

தீர்வு என்ன? அதாவது எந்த எண்ணோடு 3ஜக் கூட்டினால் 

பூச்சியமாகும்? அப்படிப்பட்ட ஒரு கூட்டு முழு எண் இருக்க 
முடியாது. ஆகவே௰- -8 எனக் கொள்ளப்படுகிறது. இது 

ஒரு குறை முழு எண்ணாகும். பொதுவாக ௨௧-௦0 என்ற 

சமன்பாட்டின் தீர்வு௨௦- -ஈ என்ற கூறை முழு எண் ஆகும். 

1.8:4. குறை பின்னம்: 22-4-1-0, 98-1-0) 46-10 

என்ற சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் என்ன? எந்த எண்ண 

* இரண்டால் (மூன்றால், நாலால்) பெருக்கி அதோடு los
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கூட்டினால் பூச்சியம் கிடைக்கும்? அது ஒரு. கூட்டெண்ணாய்: 

இருக்க முடியாது. குறை முழு எண்ணாகவும் இருக்கமுடி யாது... 

ஆனால் 9-1, 8-1, 42- 1 ஆனால் ஈன் மதிப்பு அச் 
சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளையளிக்கும். அவைகளே ௨- -3) 

-1, -% போன்ற குறை பின்னங்களாகும். ் 

பொதுவாக ॥£-ம்-0 ஆனால்,. 2௨. &. என்பது குறை; 

5; A . © ‘ 
பின்னமாகலாம். ஆனால் --- ஒரு குறை முழு எண்ணாகவும், 

இருக்கலாம். (இங்கு £ஈ௪0 அதாவது a பூச்சியமல்ல), 

1.4. அளவுக் கிணங்கிய எண்கள் (8100௨1 நமாம்): 

இதுவரை நாம் கண்டவை, கூட்டு முழு எண், கூட்டு 

பின்னம், குறை முழு எண், குறை: பின்னம் என நான்கு. 

வகைப்பட்ட எண்களாகும். அவையாவும் ஒரோர் அளவுக். 

குட்பட்டவை, 

நாம் வழக்கமாகக் கையாளும் முறைப்படி இவ்வாறான: 

கூட்டு, குறை எண்களை (ஒரு அளவுச் சட்டங் கொண்டு) ஒரு, 

நேர்க்கோட்டில் இடங் குறிக்கலாம் என அறிவோம். 

ப்பு ட... | 
த கோத —-1 -% | 

௦ 

படம் 1.4 

35:10% என்ற நேர் கோட்டில் 0 என்ற ஒரு புள்ளி எடுத்துக். 

கொள்வோம். 0% பக்கம் கூட்டு எண்களை இடம் குறிப்பதும், 

௦0% பக்கம் குறை எண்களை இடம் குறிப்பதும் மரபு என்பது. 

நாம் அறிவோம். 

படம் 14ல் 3, 1, 12, 2, 3....என்ற கூட்டு" எண்கள்: 

கோட்டின்மேல் 03% பக்கம் இடங் குறிக்கப்பட்டிருக்கின்றன : 

—4,-1, -18, -2, -3........ என்ற குறை எண்கள் கோட்டின் 

மேல் 0%' பக்கம் இடங் குறிக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 

௮ 1 : 5 
அவ்வாறே பொதுவாக a, — என்ற கூட்டு முழு எண், 

கூட்டு பின்னம் எதையும் 0%ன் மேல் இடங்குறிக்கலாம்.
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(மேலும் -ஈ, ன என்ற குறை முழு எண், குறை பின்னம் 

“எதையும் 0%'-ன் மேல் இடங்குறிக்கலாம். 

எனவே, இதுவரை கண்ட நான்குவகை எண்களுக்கும் 

"உரியதோர் புள்ளி உண்டு. குறிப்பிட்ட புள்ளி 0 விலிருந்து, 

எவ்வளவு தூரத்தில் 0க்கு எந்தப் பக்கத்தில் இருக்கின்றதென 

அறிந்தால், அப்புள்ளி எவ்வெண்ணைக் குறிக்கிறதெனக் கூற 
முடியும், 

இப்படிப்பட்ட எண்களை அளவுக் கிணங்கிய எண்கள் 
கான்று கூறுவதுண்டு, ஒவ்வொரு அளவுக்கிணங்கிய எண்ணும் 

= என்ற அமைப்பிலிருக்கும். ற, ர கூட்டு அல்லது குறை 

மூழு எண்கள். இப்படி வரையறுக்கப்பட்ட எண்கள் கூட் 

டத்தில் 0, பூச்சியம் என்ற எண்ணையும் சேர்த்துக் கொள்ள 

- (ஏனெனில் p=O ஆனால்-1--௦ என்ற எண்ணும். 

அளவுக்கிணங்கிய எண்கள் கூட்டத்தில் சேரும்.) (8-௦: 

ஆனால் Shes எல்லையை அடையும். பின்னர் கந்துழி 

பற்றிக் காண்க). 

அளவுக் கிணங்கிய எண்கள் எத்தனை 2? எண்ணற்றவை; 

கூட்டு மூழு எண்கள் எண்ணற்றவை; கூட்டு பின்னங்கள் 

எண்ணற்றவை; அவ்வாறே, குறை முழு எண்கள், குறை 

பின்னங்கள். 

1.5. அளவுக்கிணங்காத எண்கள் (1778110081 நயா) : 

மூன் வரையறுக்கப்பட்ட அளவுக்கிணங்கிய எண் இனத் 
திற்கும் அப்பாற்பட்ட ஒரு எண்ணினம் ஒன்று (ஏன்? பல) 
உண்டு. அவ்வினத்திலொன்றையறியும் முறையாக, 

2₹-2 என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக் கொள்வோம். எந்த 

எண்ணை இருபடிக்கு உயர்த்தினால் 2 கிடைக்கும் ? ச் என்ற 

அளவுக் கிணங்கிய எண்ணாக, அது இல்லையென நாம் 
அறிவோம். ஏனெனில் 2 2 என்ற எண்ணின் இருபடி மூலத்தை 
நாம் காண முற்படும்போது, அது ஒரு முடிவற்ற எண்ணுவதை 
நாம் sili ae ப
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24) 100 
96 

281) 400 
281 

2824) 11900 
11296 
~ 604 

இது ஒரு முடிவற்ற பதின்பகுப்புப் பீன்னமாகச் சென்று, 
கொண்டேயிருக்கிறது. 

[குறிப்பு: பொதுவாகக் கூறுங்கால், ஒரு எண்ணில் 
இருபடி மூலத்தைச் சாதாரணமாக நாம் காண முற்படும்போது, 
பதின் புள்ளிக்குப் பின்னால் எண்கள் இருக்குமாயின், அவ், 
வெண்கள் முடிவடையும்போது, இருபடி மூலம் காணும் 
வேலையும் முடிவடைய வேண்டும்; அப்படியின்றி, இரண்: 
டிரண்டு பூச்சியங்கள் சேர்த்து நாம், முயற்சியை நீடிக்க: 

வேண்டுமாயின், இருபடி மூலம் ஒரு எல்லையற்று வளர்ந்து, 
கொண்டே போகும்.] ் 

2-2 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வான 2-௩ என்பது ஒரு. 

அளவுக்கிணங்கிய எண்ணல்ல. D105 என்ற அமைப்பில். 

எழுதவே முடியாது. எனவே ,,72 என்பது, அளவுக்கிணங்: 
கிய எண்கள் இனத்தின்பாற் படாத ஒரு எண்ணாகும். இருந்த, 
போதும் 72 க்கு ஒரு மதிப்புண்டு. அது யாதெனின்: 

ஒரு ௪. மீ. நீளம் உள்ள ஒரு சம சதுரத்தின் மூலை: 
வரையின் நீளம் ,£2 செ. மீ. ஆகும். ஆகவே ,2 6௪... 
மீட்டரை, சரியாக (1:௦0) ஒரு கோட்டின் பகுதி குறிக்கும்... 
எனவே **9 க்கு ஒரு மதிப்பு உண்டு. அவ்விதமான எண் 
களின் இன்றியமையாமை அதன் காரணமாக ஏற்படுகின்றது. 
அது அளவுக்கிணங்கிய எண்ணாக இல்லாவிட்டாலும், அதை 
யும் எண்களினத்தில் சேர்க்க வேண்டிய தேவை ஏற்படு. 
கின்றது. கணிதத்துறையில் ௨-2 போன்ற சமன் பாட்டின் 
தீர்வாக அது எண்கள் இனத்தில் இடம்பெறுகிறது. ஆனால் 
அது அளவுக்கிணங்காத எண் என்ற இனத்தில் சேரும்.. 
இவ்வினமின்றி எண்ணினம் பூர்த்தியா வதில்லை.
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அவ்வாறே 58, ,8, 47, 415 ....... முதலிய எண் களின் 

மதிப்பு ன என்ற அமைப்பில் தோன்றாவிடினும், அவை, 

, எண்களினத்தில் இடம்பெற்று, அவைகளுக்குரிய மதிப்புக் 
களைப் பெறுகின்றன. 

எனவே எண்களினம், இவ்வாருன, ௩5, நு) நத). பபப 
போன்ற அளவுக் கிணங்காத எண்களின் கூட்டத்தினால் 

விரிவடைகின்றது, ஆக்கம் பெறுகின்றது. அளவுக் கிணங்கிய 
எண்களைப்போல் அளவுக் கிணங்காத எண்களுக்கும் கணித 
அமைப்பில் முக்கியமான இடம் உண்டு. 

1,5:1. இப்போது **9 க்கு அணித்தான அல்லது ஏறத் 
தாழவுள்ள (801816) மதிப்பு என்ன எனக் காண்போம். 

(1.1)? = 1.21 

(1.2)? = 1.44 

(1.3)? = 1.69 

(1.4)? = 1.96 

(1.5)? = 2.25 

14<V2<15 

(1-41)? = 1.9881 

(1.42)? = 2.0164 

“14l < V2 < 1.42 

இவ்வாறே ௩ ன் அணித்தான மதிப்பை எந்த அளவுக்கு 
அணித்தாகக் கொண்டு செல்ல வேண்டுமானாலும் எடுத்துச் 

செல்லலாம் (1:4142...... அ) 

ஆகவே *2 என்ற எண்மதிப்பைப்பற்றி நாம் கண்டவற் 
றைச் சுருங்கக் கூறில்: 

(1) ௩2 என்ற ஒரு எண் உண்டு.
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(2 . அதை ஒரு கோட்டின் அளவாகக் குறிக்கலாம் ; 

(3) ஆனால் அதை அளவுக் கிணங்கிய எண் அமைப்பில், 

அதாவது = என்ற அமைப்பில் எழுத முடியாது; 

(0 அது அளவுக் கிணங்காதது); 

(5) அதற்கு அணித்தான மதிப்புக்களை நாம் அறிய 
இயலும் (எவ்வளவு அணித்தான மதிப்பும் காணலாம்.) 

இப்படிப்பட்ட எண்கள் அளவுக் கிணங்காத எண்கள் 

(Irrational numbers) stir பாகுபாட்டின் பாற்படும். 

1.6. இதுவரை நாம் கண்ட இரு பெரும் இனத்தைச் 

சேர்ந்த எண்களை--அதாவது அளவுக்கிணங்கிய எண்கள்-- 

அளவுக் கிணங்காத எண்கள்--மெய்யெண்களெனக் கொள் 

Gainth (Real numbers). Qenaaer wineusben puytb~—— 7 ன்ற 

அமைப்பிலோ, அல்லது ஒரு அணித்தான மதிப்புக் கொண் 

டோ அளவிட முடியும். ஒரு குறிப்பிட்ட அளவுச் சட்டம் 
கொண்டு இவைகள் யாவற்றையும் விதிவிலக்கின்றிக் குறிப் 
பிடலாம். 

1.7. eur crest aer (Imaginary numbers) : 

இப்போது 27+9=O0 « or p சமன்பாட்டை எடுத்துக் 

கொள்வோம். ௨₹--9, எந்த எண்ணைத் தன்னாலேயே 
பெருக்கினால், -9 கிடைக்கும்? அவ்வெண் ஒரு கூட்டு 
அல்லது கூறை வெண்ணாக இருக்க முடியாது. ஏனெனில் ஒரு 

கூட்டு அல்லது குறை யெண்ணாக இருப்பின் அதன் இருபடி 
ஒரு கூட்டெண், எப்போதும் குறை யெண்ணாக இருக்க 

முடியாது. ஆகவே -9 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு ஒரு 

கூட்டு அல்லது குறை யெண்ணல்ல, எனவே மெய்யெண்ணு 

மல்ல. 2-8 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகாண, *48 என்ற 
ஒரு அளவுக் கிணங்காத எண்ணை ஏற்றுக் கொண்டோம். 

அதாவது எண் இனத்தை விரிவுபடுத்தி, ௩9, ௩89, ௩௫... 
போன்ற அளவுக் கிணங்காத எண்களையும் எண்களினத்தில் 
சேர்த்துக் கொண்டோம். அதேபோல், ௨£- -9 என்ற சமன்



மூன்னுரை ய 

பாட்டுக்கும் ஒரு தீர்வை நிர்ணயிக்க மேலும், எண்களினத்தை, 
விரிவு படுத்துவோம். 

*1 7-1. இதற்கென f= -] எண்று நிபந்தணைக் சூம்யம்ட 4 

என்ற ஒரு எண்ணை, அதாவது 2” 1) னண ஒஏற்யடுத்து। 
'வோம். இந்த / என்ற எண்ணை எல்லா இயற்கணித, வரை 
யறைகளுக்கும், கோட்பாடுகளுக்கும். வாய்யா௫இகளுக்குக் 

உட்பட்டதாக, அமைத்து விடுவோம். 1மதலாவதாக ச“ -.]] 

ஆனால், (-)£ம்-1 க்குச் சமமாகும். அதாவது டர ர் 

அல்லது-ர எனவும் கொள்ளலாம்). இந்த நிபந்தனையில், 

டட =V(-1) (9) =V-1LV9 =43i B@b. அவ்வாறே 
௩-4 320, பொதுவாக %*-ஈ£- ஈர் என எழுதப்படும். 

க்£_3- 319 என எழுதப்படும். சாதாரணமாக கூட்டெண் 

குறியுடைய எண்ணை மாத்திரம் கொண்டால் போதுமானது. 

அதாவது *£-ஈ£-ஈ॥், என்பதே போதுமானது. இதனால் 

௩ ஈர. என்பது விலக்கப்படவில்லை, இந்த ர் என்ற 

எண் ஒரு கற்பனை எண். ஏனெனில் இந்த எண்ணை 
இருபடிக்கு உயர்த்தினால்-1 என்ற குறைவெண்் மதிப்பு 

கிடைக்கிறது. ஆனால் எந்த மெய்யெண்ணும் எக்குறி பெற்ற 
போதிலும் அதை இருபடிக்கு உயர்த்தினால் கூட்டெண் 

மதிப்பே கிடைக்கும். ஆகவே ॥/ என்பது ஒரு மெய்யெண் 

அல்ல. அது ஒரு கற்பனை எண்ணே. 

*18, மெய்யெண் இனமும் கற்பனை பெண் இனமும் 
சேர்ந்து நமக்கு இயற் கணிதத்தில் ஒரு மாபெரும் எண்ணி 

னத்தைத் தருகின்றன. இப்பரந்த எண்ணினம் நமக்குப் பல் 

“வேறு சமயங்களில் தேவைப்படும் எண்களைக் கொடுத்துகிவு 

கின்றது. 

சிறப்பாக ௩-ம/ என்ற' ஒரு கலப் பெண்ணில் (00116: 

number) a, & மெய் யெண்களானால் ஒரு புது வகை எண் 
கிடைக்கிறது. எடுத்துக்காட்டு : 

2-9; 1-/%5 போன்றவை.



10 . இயற்கணிதம் 

பின்வரும் அட்டவணை கவனத்திற்குரியது. இங்கு நாம் 

கண்டவையாவும் தொகுத்துக் கூறப்பட்டிருக்கிறது. 

  

  

எண்கள் 

| 
| | 

மெய் கற்பனை 
எண்கள் எண்கள் 

|: 

| | 
அளவுக்கிணங் அளவுக்கிணங் 

கியவை காதவை 

ணட பனையை | 
கலு |. 

கூட்டெண் கூறை கூட் குறை 
| யெண் டெண் யெண் 
| | 

i. wl. |. wl. 
மூழூஎண் பின்னம் முழுஎண் பின்னம் 

பயிற்சி 1 

1. பின்வரும் சமன்பாட்டுத் தீர்வுகள் எந்த எண்ணி 

னத்தைச் சேர்ந்தவை யெனக் கூறுக : ° 

(1) 5%-13=0 (2) 3z+9=0 (3) 2°+8=0 

(4) a?-4=0 (5) 2-6-0 (6) 2416-0 

(7) 72-14-0 (8) 327-5=0 (9) 4-52?=0 

2. பின்வரும் எண்கள் எவ்வினத்தைச் சேர்ந்தவை ? 

4 ¢ 3 6 (0) 8 (2) -8 3) 5 

(௩ (5) W542 ~~ (6) ம. 
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கட்த 6 
7 16: 8) —_*7._ ae. (7) W716 (8) Tras (9) In 

(10) 1-V-=3 

அளவுக்கிணங்கிய எண்களின் சில பண்புகள். 

(1) இரண்டு அளவுக் கிணங்கிய எண்களின் கூட்டுத். 

தொகை ஒரு அளவுக்கிணங்கிய எண். 

சிறப்பாக Pio =k 
q q 

(2) ஒரு அளவுக்கிணங்கிய எண்ணிலிருந்து மற்றொரு. 

அளவுக்கிணங்கிய எண்ணைக் கழித்தால் ஒரு அளவுக் கிணங் 

கிய எண் கிடைக்கும். 

சிறப்பாக &.௦-2. 
9 q 

(8) இரண்டு அளவுக்கிணங்கிய எண்களின் பெருக்குத். 

தொகை ஒரு அளவுக் கிணங்கிய எண். 

கீ ழி _ மீ 

ba bq 

xO =0 

OxO—Ogsfwrgi (O- see). 

(4) ஒரு அளவுக் கிணங்கிய எண்ணை மற்றொரு அளவுக். 

கிணங்கிய எண்ணால் வகுத்தால் ஒரு அளவுக் கிணங்கிய 

எண் கிடைக்கும். 

சிபு ப் 

ஏ 6, 2 ம 

௦௫. 
a



12 இயற்கணிதம் 

ஈ கூட்டெண்ணாயின் > = «(6658) (+Infinity) 

௨ குறைவெண்ணாயின் >" - « (- 665) (- Infinity) 

5 தெரியாது (தேரப் பெறாத sreist Indeterminate) ்



2. சார்புகள் 
(Function) 

21. ரீ 0) என்பது இயற்கணிதத்தில் ஒரு முக்கிய: 

குறியீடு. அதாவது, ர என்பது£ன் சார்பு எனவும் கூறப்படும்.. 
இதனால் என்ன குறிக்கப்படுகிற தெனின், உன் மதிப்பு கொடுக் 
கப்பட்டால், அதைச் சார்ந்த, அல்லது அதற்கு இணையான 

ஏன் மதிப்பைக் கணக்கிடலாம். 

$-2”--1 என்பது ஒரு சார்பு. இதை y=f (x) =227+4+-1 
எனவும் எழுதலாம். உன் ஒவ்வொரு மெய் யெண் மதிப்புக். 
கும், அதற்கு இணையான மதிப்பொன்று 9 க்கு உண்டு. 

இணையான மதிப்புக்கள் பின் காண்க: 

  

  

  

| ப் | 1 -3 | vs | (a-b) | 

| இனமான 3 | 19 | ம் | 2(a-b)?+1 

    

  

Que v-corug: erie wr ([adependent Variable) star 

வும், 4- என்பது சார்புடை மாறி (Dependent Variable) என- 
வும் கூறப்படும். 

இதே சார்பை கட் அல்லது - Ks எனவும். 

எழுதலாம். இங்கு ர-1ம் அதற்கு மேற்பட்ட மதிப்புக்களும் 

கொடுக்கப்பட்டால், அவைகளுக்கிணைந்த ௨-ன் மதிப்பை: 

யறியலாம். ஆனால் ஏன் மதிப்பு ஒன்றுக்கு (1) குறைவாயிருப். 
பின் உக்கு ஒரு கற்பனை யெண் மதிப்பே கிடைக்கும். 

 



யக் இயற்கணிதம் 

இணையான மதிப்புக்கள் பின் காண்க. 

  

        

  

  

| 
bossy J 3 5 | 19 a | -3 -17 

1 இணை | = 1... 
| யான | 0141 [4௩81 +3 ப்ப மடு | 43 

a } “ 

        

  

;இங்கு 9-சார்பில் மாறி யெனவும், ஈ-சார்புடை மாறி யெனவும் 

கூறப்படும். மேலும் இச்சார்புடைமை ஒரு குறிப்பிட்ட எண் 

அண்டப் பகுதியில் (1௩ ௨ 26 ர₹ஜ10), சார்புக்கு மெய்யெண் 

மதிப்பு தரும். அவ்வண்டப் பகுதி 1 க்கு மேற்பட்ட எண் 

களின் கூட்டம். 1 க்குக் குறைவான எண் அண்டப் பகுதி 

.யில் சார்பு கற்பனை யெண் மதிப்பையே பெறுகிறது. மிகச் 

சிக்கலான முறைகளிலும் சார்புகள் தோன்றலாம். எடுத்துக் 

காட்டாக, 

grt? (1 eos ax”) 

ax™+-bx¢P 

:2,2:1. சார்புகளில் சில எளிய பிரிவுகள் : 

பல்லுறுப்புச் சேர்க்கைக் கோவை (1௦190௯1819): * 6) 

கூனி ப கனி கணி? 4 பபப உட. என்பது இக் 

(கோவையின் பொது அமைப்பு, இங்கு நூ, க௦ூ... Gm 

என்பவை ஐஓடு தொடர்பற்ற மாறிலி மெய் யெண்கள்; ௩ 

ஒரு கூட்டு முழு எண். 

(எ-கா.) (1) நூலை - 408-097 

(2) y=V3 a -4a?-+7; 

இ y=(a+b) at +4 (a-b) e+ (a +b%) 

“2.22, அளவுக் கிணங்கிய சார்புகள் (₹8110081 1700011018) : 

F (2) சனி 4,2 ~—* 4.0... am 
1 பட்டய படட டட பபப ய வைய யம் 

தூ -டம்,29- 1... +b, 

சார்பின் பொது அமைப்பு. 

என்பது இவ்வகைச் 

2-5. : அளவுக் கிணங்கிய கூட்டு முழு எண்படி கொண்ட 

enitysor (Rational integral function). ்
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2210 கொடுக்கப்பட்ட அமைப்பிலுள்ள யாவையும் 

இப்பிரிவின் பாற்படும். இவ்வகைச் சார்புகளில், * 

(1) சார்பில் மாறியான ௨ ன் படி மூலங்கள் (௦018) 

சார்பில் தோன்றாது ; 

(2) சார்பில் மாறியான ஈ, கூட்டு முழு எண்படிக்கு 

மட்டுமே உயர்த்தப்பட்டிருக்கும். 

92:1] ல் கொடுக்கப்பட்ட எடுத்துக்காட்டுகள் பொருத்த 

மானவை. 

ஆனால் ர (27) 4 > —=-Vz Y= a+ 3 போன்றவை 
au; 

இந்த வகுப்பில் சேராது. 

2.24. நேர்முகமான இயற் கணிதச் சார்புகள் (Explicit 

algebraic functions) : 

ஏதாமொரு மதிப்பை நேரடியாக அச்சார்பில் ௨ க்கு ஈடு 

செய்து, அச்சார்பின் மதிப்பைப் பெற முடியுமானால், 

அச்சார்பு, நேர்முகமான இயற் கணிதச் சார்பு எனப்படும். 

(எ-கா.) 4 et -7 

_ (#41) 
(2-3) 

2.,2:5. மறைமுகமான இயற் கணிதச் சார்புகள் (Implicit 

algebraic functions) 

ர என்பதை, நேரடியாக£ன் சார்பாகக் கொடுக்காமல், 

௭, 9 இரண்டையும் ஒரு கோவையால் இணைத்தோ, அல்லது 
வேறு தொடர்பு காட்டியோ கொடுத்தால், அது மறைமுகமான 
இயற் கணிதச் சார்பெனப்படும். இங்கு ௨-க்குரிய$ரன் மதிப் 

பையோ, சுஃக்குரியமன் மதிப்பையோ நேரடியாக அறிய 
முடியாது. ஆனால் முதலில் ௨-ன் மதிப்பைக் கோவையில் ஈடு 

செய்து, பின்னர் 4-ன் மதிப்பை அறியலாம் ; தலைகீழ் முறை 

பபிலும் அறியலாம்.
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*பொதுவாக, 

yg ஹாம்... ௩-௦ என்பதில் ௩ ஒரு கூட்டு முழு. 

எண்ணாகவும், &,, ௩... என்பவை அளவுக்கிணங்கிய: 

உன் சார்புகளாகவும் இருக்குமானால், முதலில் ௨ன் மதிப்பை 

அச் சமன்பாட்டில் ஈடு செய்யவேண்டும். அப்போது 

yt +A, y@t+Ayy™—F+An=O ௭ ன்ற ஒரு 3-சமன்பாடு: 

கிடைக்கும். இதிலிருந்து குறிப்பிட்ட ௨-மதிப்புக்கு இணைந்த. 

9-மதிப்பை அறியவேண்டும். é 

இவ்விதமான சார்பு, 

y® +R, y” oe + Ry, ai am $m 1+ $y - 24 oe +Sm 

என்ற அமைப்பிலும் இருக்கலாம். R-set x ஐ ஒட்டிய சார்பூ 
கள்; 8-கள் 4-ஐ ஒட்டிய சார்புகள். 

(எ-கா.) 9724-ல் 72-1 என்பது ௨, [ஐ இணைக்கும் 
ஒரு மறைமுக இயற்கணிதச் சார்பு. 

௨-1 ஆனால் 9£-54-6-0 ஆகிறது. அப்போது ௨-1] க்கு, 

இணைந்த ன் மதிப்புக்கள் 2 அல்லது 3 எனப் பெறப்படும். 

(எ-கா.) y?+6yt2=2°+ 52 என்பதும் x, ர ஐ இணைக்கும்: 
ஒரு மறைமுக இயற்கணிதச் சார்பாகும். 

குறிப்பு : இவ் வகைப்பட்ட சார்புகளில் யாவற்றிலும், குறித்த 
ஒரு£ன் மதிப்புக்கு ன் மதிப்பைப் பெறுவது எளி: 
தாக இருக்காது; முடியாமற் போனாலும் போகலாம். 

எடுத்துக் காட்டாக, 

(1) #+y'+3ary=O 

(2) Ta a zy போன்ற மறைமுகச் சார்பூ 
mae 

களிலிருந்து ௨ கொடுத்தால் $,பெறுவதோ, அல்லது ர கொடுத். 

தால் உ பெறுவதோ எளிதாக விராது, 

2.26. இவ்விதமான இயற்கணிதச் சார்புகளுக்கும் புறம். 

பாக, பல்விதச் சார்பு வகைகள் உள்ளன. அவைகளில் சில: 

(a) கோண கணிதச் சார்புகள் (171த0001006171௦ 1000110158) : 
y= Cos 2a+S8in 42 ;
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(8) படி விதச் சார்புகள் (101181 10011௦0719) : 
y = ab® + emx? 

(6) wisenaeé snityser (Logarithmic functions) : 

$-மடக்கை, (x? +1). 

2.2:7. பல்மாறிகள் கொண்ட சார்புகள் (1£மற௦(1005. with 
several variables) : 

x,y என்ற இரண்டு மாறிகளுக்கு மேற்பட்ட மாறிகளைக் 

கொண்டும் சார்புகள் பெறப்படலாம். 

z=f (x, y=? ty? +ay (e+y); 
z=F (2, y, u, vy=xe+ytu+y ; 

S=ut+43ft? (2, 7, 1) (மாறிகள்) 

=$ (4, f. 2). 
2.3:1. சார்புகளைப் பற்றிய சில வரையறைகள் (Definitions 

regarding functions) : 

சார்பின்படி (Degree of the function): a@ uberis 

சேர்க்கைக் கோவையிலுள்ள ஒவ்வொரு உறுப்பிலும் உள்ள 

மாறிகளின்: படிகளைக் கூட்டிப் பெறப்படும் தொகைகளில் 

மிகப் பெரிய தொகை எதுவோ, அதுவே அச் சார்பின் படி 
எனப்படும். 

(எ-கா.) (1) y=f(w)=2%+at-2? +1. (படி 5). 

(2) 2-ரீ(2,9)- 6௨71 ஈ௨£ர£ 46௨7, (படி 7). 
2.9:2. சமபடித்தன்மை (10௦0266113) : 

ஒரு இயற் கணிதப் பல்லுறுப்புக் கோவையில் உள்ள 
எல்லா உறுப்பின் படிகளும் சமமாக விருப்பின் அது ஒரு 
சமபடிச் சார்பு (11௦௦261608 ரீயா௦11௦1) எனப்படும், 

் (எ-கா. f (x, y, 2) =a%+y?+224 Qacy - 2692-2௯ என்பது 
5, 9, 8 ஆல் ஆகிய இரு சமபடிச் சார்பாகும் (1701002616019 
function of the second degree in x, y, 5). 

2.3°3. ené& Firenw (Symmetry) : 
ஒரு இயற்கணிதப் பல்லுறுப்புச் சேர்க்கைக் கோவையில் 

"ஒரு மாறியை மற்றொன்றாக மாற்றினால், அச்சார்பு மாறாதிருப் 
பின், அது ஒரு சமச்சீர் சார்பெனப்படும், : -. 

க--2 ்
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அதாவது (1) 7(6,9) -7ீ(,5); 

(2) f(z y, z)=f (y, 2, x) 

ஆனால், மூதல் கூறப்பட்டது £, ர மாறிகளால் அமையும் சமச் 

சீர் சார்பெனவும், பின் கூறப்பட்டது ஈ, 9, 2 மாறிகளால் 

அமையும் சமச்சீர் சார்பெனவும் கூறப்படும். 

(எகா) (௫) ௧(242)46 - 71, 9) 
(2) a(z*+y*) + bay + c(z+y)+d= F (a, y); 
(3) ala +y+2*)+0(2°y +ay?+y%2+-y2?-+2%a + 26%) 

terye + d(x? +y?+2") + e(ky+yze+zr) 

+g (zty+2) +h =f (#,y, 2), 
இவை யாவும் சமச்சீர் சார்புகள். 

உ.9-4. சமபடி--சமச்சீர் சார்புகள் (11000201160108 5310110110 

fanctions) : ் 

(எ-கா.) (1) 79 

(2) Fy) 

(3) $(z, yz) = 4 (@+y+2') 
+ b(x?y + ay? + yet y2? +-2%a + 2x?) 

-*- 029/2. 

கற; 

a (x?-+-y?) + bay 

ரி 
I 

இவை முறையே, 

(1) ஈ,ர ஆல் அமையும் ஒரு சமபடி சமச்சீர் சார்பு 

(Homogeneous Symmetric function of the first 
degree in x and y); 

(2) ௦, 34 ஆல் அமையும். இரு சமபடி சமச்சீர் சார்பு 

(H-S-function of the second degree in x and y) 

(3) 2, ¥, 2 Red அமையும் முச்சமபடி சமச்சீர் சார்பு 

(H-S-function of the third degree in x and y) 

2.41. சமனின்மையும் அதன் தன்மைகளும் (Irregularities 
and their properties) :
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. (இப்பகுதியில் வரும் ஈம் ......, ௩... L,Y ovreee UPS 

லியன கூட்டு மெய்யெண்களெனக் கொள்க.) 

௨-ம் ஒரு கூட்டெண்ணாயின் ௨௨௦ எனப்படும். 

௨-9 ஒரு குறையெண்ணாயின் ஈம் எனப்படும். 

2.42. 9 ஆனால், (பி ஈட்உ௰ஃ 52; 

(2) a-2 > b-a (%<a, b); 

(8) -a < -b; 

(4) ma > ஈம். ௩, ௩ கூட்டு 
(5) -ma < ரம்; / மெய்யெண்கள்) 

a b 

௩.2 க: 
௫ 8 

0௩ * ஐ 

(92 அகுறிட் ல] ம் Gp குறிப்பு: a<basee=>; | 

(9) ar > pm 

2.43, a@>6; a >b's al > கா... ஆனால் 

(1) ata’ tal... > O40) +b"... 

(2): aa'a’’...... > bb'b" 

2.44. ஒரு மெய் யெண்ணின் இருபடி எப்பொழுதும் 
கூட்டெண் ; பூச்சியத்திற்குக் குறைபடாது; குறை 
யெண்ணாக இருக்கமுடியாது. 

அதாவது ஈ, 9 எப்படியான மெய்யெண்களானலும், 
(a+b)> 0; 

அல்லது (௪--9)54 0. 

னை 9 

2.5. சில முக்கியமான முற்றொருமைகள் (8006 100784 
Identities) : 

(1) (a46)' = 
(2) (a+b+e) 

8 24 Qab+b?; 

a+b? -+¢?+2ab+2bce+ 2ca ; tl
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(3) 
(4) 
(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 

(10) 
(11) 
(12) 
(13) 
(14) 
(15) 

(16) 

(17) 

2.6. 

இயற்கணிதம் 

(a+b) (௨-6) 5 a*-B°; 

(a+b)? = a?+3a7b + 3ab? 4 87; 

(a+b+c) = Sa? +35 0% + Gabe ;: 

(a+b)? + (a-b)? = 2 (a°+5’); 

(a+b)? - (a-b) 48ம்; 

(a3-Lb°) = (a--b) (a? - ab+6") ; 

(a —b°) = (a—b) (a?+ab-+b") ; 

a(b-c) + b(c-a) + ¢(a-b) =O; 

Sa (6°?) = 6-௦) (6-௧) (௧-9); 

Sa? (b—c) = - (b-¢) (c-a) (a5); 

3 a (b?-¢*) = 6-௦) (0-௦) (௧-6) (௧4௦5-௦) 5. 

Sa? (b-c) = —(b-6) (c-a) (a-6) (@+b+¢) ; 

3S 2 b%?- Sat= (a+b+c) (b+¢-«) (ct+a—b) 

(a--b ~ c) 3: 

a+b'+o -3abe =(a+64+-c)(a?+6?+¢*) — be - ca - abs 

= 4(at+b+e) { (6-c)? - (eta) + (2-8) 
at+a%b?-+-b' = (a°+ab+-b") (a? -ab+b*) 

lees CShmb (Remainder Theorem) : 

ஐ) என்ற ஒரு பல்லுறுப்புச் சேர்க்கைச் சார்பு, (6-௨) 

என்ற ஓர் ஈருறுப்புச் சேர்க்கையால் வகுக்கப்பட்டால், மிச்சம். 

F(a); (24௦) ஆல் வகுக்கப்பட்டால், மிச்சம் 11(-௨). 

தெரிப்பு : (௨-௨) ஆல் 7(ஐ) ஐ வகுக்க, 02) என்ற எவும்,. 

% என்ற மிச்சமும் வரட்டும். இங்கு ௩ ஒரு. மாறிலியாக. 

விருக்கும். 

quGurg, F(z)=(x-a) Q (#)+R. © 

இது ஒரு முற்றொருமை. 
எனவே ல-ஈ என ஈடு செய்ய, 

F(a)=O+R. 

அதாவது மிச்சம் ௩-11(ஐ) என நிறுவப்பட்டது. 

(2-௦) ஆல் 15) ஐ. வகுக்க, ஐ) என்ற ஈவும், 5. என்ற. 

 மிச்சமும் வரட்டும். '
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அப்போது, 12-(2-௦) 1 60)-ட5. 

இங்கு ௨- -.ஈ என ஈடு செய்ய, 

F(-a)=0O+S. 

அதாவது. மிச்சம் 5-]1(-௦) என நிறுவப்பட்டது. 

சினைத் தேற்றம்:: 

(1) 7100-0 ஆனால் (2-௦) என்பது (லன் ஒரு சினை; 

(2) 1(-௦-0 ஆனால் (2--௰) என்பது (லன் ஒரு சினை. 

2.61. சிறப்பாக, 1(1)-0 ஆனால் ௨-1 ஒரு சினையாகும்; 

1(-1)-0 ஆனால் 2-1 ஒரு சினையாகும். 

F(a) = agu"+a,0" —'+ ae Pees --ஈ,டஎனக் கொண்டால் 

iF(1)=a,+a,+a,+...... உட. எனவே, முல் உள்ள கெழுக் 

களின் கூட்டுத் தொகை பூச்சியமாகுமானால் (2-1) ஒரு சினை 
பாகும். 

£(-1) வேண்டுமானால், உன் படிகளில் இரட்டைப்படிகள் 
உள்ள கெழுக்களை அப்படியே எடுத்துக் கொள்ளவேண்டும் ; 

ன் படிகளில் ஒற்றைப் படிகள் உள்ள கெழுக்களைக் குறியீடு 

மாற்றி எடுத்துக் கொள்ளவேண்டும். 

எனவே *(-1)-0 ஆக வேண்டுமானால் ஈன் இரட்டைப் 

படிகள் உள்ள கெழுக்களையும், உன் ஒற்றைப் படிகள் உள்ள 

கெழுக்களை குறியீடு மாற்றியும் எடுத்துக் கூட்டினால் பூச்சியம் 

வருமாயின், (௨-1) ஒரு சினையாகும். 

எனவே, பின்வரும் விதிகளை மனத்தில் கொள்வது 

"பயன்படும் : ் 

(1) ஒரு கோவையில் உள்ள கெழுக்களின் கூட்டுத் 
“தொகை பூச்சியமானால் (2-1) ஒரு சினையாகும் ; 

(2) இரட்டைப் படிகள் உள்ள கெழுக்களின் கூட்டுத் 
தொகையும் ஒற்றைப் படிகள் உள்ள கெழுக்களின் கூட்டுத் 

“தொகையும் சமமாயின் (௨-1) ஒரு சினையாகும். (இங்கு 2 சார்பற்ற 
மாறிலி ஈ,, இரட்டைப் படிக் கெழு எனக் கொள்ளப்படும்).
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(எ-கா.) (0) (2-0) (2-0) ஆல் 7 (2) ஐ: வகுத்தால், மிக்கம் 

x-b) f (a) -(%~4) f (5) ன நறுவுக (2-0) 7 = ன நிறுவுக. 

Q (x) may எனவும், க௨ 1 மிச்சமெனவும் கொள்க... 

f(a) = (ea) (0) Q (2) + (Ar +B) 
ஐ ஈர ௱டு செய்ய, 7(ஐ)- கக. 

எ ஈடு செய்ய, 7 (6)- கம். 

இவ்விரண்டு ஒருங்கமைச் சமன் பாடுகளிலிருந்து, 

ALIN O) எனவும், ந 20) -87(0) எனவும் 

  

(a6) (2-௮) 
பெறலாம். 

ers samp—x | fO-—f() 1. af 6) -4f (a) னவே மிச்சம் al ae ள் ண , 

_(@-5) f (@)- (=a) f (6) 
(a6) 

(எ-கா.) (2) 8/4 --2 என்ற கோவையின் சினை 
கள் காண்க. 

கெழுக்களின் கூட்டுத் தொகை பூச்சியமாகிறது.. 
எனவே (6-1) ஒரு சினையாகும். [2.01 காண்க]. 

7(0)-3-4-0-2-0 எனவும் சரிபார்க்கலாம்.. 

கோவையில் மாறிலி எண்-? ஆகையால், இக்கோவைக்கு. 
சினைகளிருப்பின், அவை 4 1, ௩2 எனவா யிருக்கலாம் என 
ஊகித்து f (+1). 7 (2) கண்டு சினைகளைக்காண முயற்சி” 

செய்வோம். 

1-1) 445-320; (641) சினையல்ல. 

f 2)=24—-16-10-220; 6-2) சினையல்ல. 

ரீ(-3- -32 16-10-2206 சினையாகும். 
(2ஈ-1) ஒருசினை ; (2-2) மற்றோர் சினை. 

எனவே (ளோம் - மட ௮ுஐ (2-1) 6-9.ஆல் வகுக்க. 
ஊ- 1 ஈவாகக் கிடைக்கும். 

எனவே! கள மோ —-2=(x-1) (x —2) Br+1).
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(எ-கா.) (3) ஊட! கல் 6242-6 என்ற கோவையை, 
2139-3 ஆல் மிச்சமின்றி வகுக்க முடியுமானால், ௧, ம்ன் மதிப் 
பென்ன? 

x? 4-24 -3=(x+3) (x- 1). 

(2-3) சினையானால் 7/(-9)-0 ஆகும். 

(2-1) சினையானால் 7(1)-0 ஆகும். 

.7ீ(-3)--283-162- 275-195-12-6-௦ 

.. —27a+9b=99. (1). 

Gwaytd f(l)=1+2+a+6+4-6=0 

J“. a+6= -1 (2) 

(1)ம் (2)ம் ஒருங்கமை சமன்பாடுகள். 

அவைகளின் தீர்வுகள் a= “3h 

b= 2 

(எ.கா)(4) ௦(5- ௦)--௦௧(6-௦)1-84(௨-6)ன் சினைகள் காண்க. 

Qengs F(a) எனக் கொள்வோம். 

(5) -௦(6-௦)--(2-6)--௦0 

=O 

J. (a-6) Qw® சினையாகும்; 

அவ்வாறே, (6-0௦)ம், (:-௦)ம் சினைகளாகும். 

எனவே குறிப்பிட்ட கோவைக்கு, 

6-௦, 6-௦), (௨-௦) மூன்று சினைகளாகும். 

ஆனால் கொடுக்கப்பட்ட கோவை, ௨, 6, 6 ஆல் அமைந்த, 

ஒரு முச்சமபடி-சமச்சீர்க் கோவை. 

எனவே 

be(b —c)+ca(c -a)+ab(a-b)=K(b-c) (6-௦) (௨-9) என 
எழுதலாம். இது ஒரு முற்றொருமையாகும். ஆகவே ௩, ம், ௦க்கு 

எம்மதிப்புக்கள் கொடுத்தாலும், இருபக்கங்களின் மதிப்பும் 
சமமாகும். 

a=3, b=2, c=1 core கொள்க. 

அப்போது 2(1)--3(-2)-610)-௩௰ (-2ய
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*, 2=-2K 

se MH 

*, be(b-c)+ca(c - a)+ab(a - b) = ~(b-c)(e-a)(a - 5). 

(எ-கா) (5) ன சூ 
ச(8£- 6)-9(65- ௧5) --௦(௨1-65) என்ற கோவையின் சினைகள் 

காண்க. 

போன எடுத்துக் காட்டில் கண்டபடியே, (8-௦), (6-௦) 
(a-b) என்பவை மூன்று சினைகளாகும். கொடுக்கப்பட்ட 
கோவை நாற்சமபடி-சமச்சீர்க் கோவையாதலின் ' 

3 a(b°—c°)=K(a+b+e) (b-c) (6-௦) (௨-6) எனக் 

கொள்வோம். 

௧-1, 9-2, 2-3 எனக் கொண்டால், 

1(8 - 27) +2(27 - 1) +3(1 - 8)=K (6) (-1) (2) (-1) 
*, 12=12K 

.. Kel. , 

= a(6° — c*) =(6—c) (¢- a) (a-b) (a+b+¢) 

ட் 

பயிற்சி 2 

1. பின்வரும் கோவைகளின் சினை காண்க, 

(i) 2-342, 

(ii) 4a°+8a"-a@—- 2, 

நிறுவுக. 
2-2 ஐ ௨-௩ ஆல் மிச்சமின்றி வகுக்கலாம் என 

5, antl t gant! an eta Bed மிச்சமின்றி வகுக்கலாம் என 

நிறுவுக. 

4, ஐடா ஐ (6-௦), (2-௦) என்பவைகளால் மிச்சமின்றி 
வகுக்கலாமென நிறுவுக. 

5. (2438) என்பது x*-4e*+ax-8 ar ஒரு சினையானால் 
உ-ன் மதிப்பென்ன?
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6. (241) 6-1) என்பவை 27--ஈ2--6௦2--3 ன் இரு சினைக 
ளானால், ஈ, 8, ன் மதிப்பென்ன? 

7. (@+2-6) என்பதால் 2௨*--ஈ௰£--02£-ஐ-6 ஐ மிச்ச 

மின்றி வகுக்க முடியுமானால் ஈ, மன் மதிப்புக்கள் என்ன? 

8. ஐ, 9, த ஆல் ஆகிய ஓர் இரு சமபடி சமச்சீர்க் 

"கோவை, ௨-1, 9-1, 2-2 ஆகும்போது மதிப்பு 28; ௨-1, 

ந 17௭22 ஆகும்போது மதிப்பு 12. அக்கோவையைக் 

கண்டுபிடி. 

1 1 

(b—c)? ௮ - ap (a- ன் 

யான இருபடியென நிறுவி, படிமூலத்தை யறிக, 

என்னும் . கோவை ஒரு சரி 

10. 2£--2-.1 என்பது ஈ௨*-6௨--௦ன் ஒரு சினையாகுமானால் 

a’ =c?--ab ctor Spas. 

ll. 22° - (a+6) 2?-(2b-1) -6எ௭என்ற கோடையை. 
*- 9-2 ஆல் மிச்சமின்றி வகுக்க முடியுமானால் ௩, ம மதிப்பு 

காண்க. 

12. கீழ்க்கண்ட கோவைகளின் சினைகள் காண்க. 

() ௭-2) (6-2) (x-y) 
ம) (8-2 +y* (2 - 2*) +28 (2? -y’) 

(iii) (wt+y+z)?-2-y- 2, 

13. ஈ, 6, ௨ மெய்யெண்களாய், 5-8: என்ற 

கோவை (௨-௦), (2-8) ஆல் மீதியின்றி வகுபடுமாயின், 

a=b=c x00) a= -2b=-2c oor Pmays. 

14. 2°+peyl என்ற கோவை ax+be*+ce ஒரு சினை 
&பானால், 

a@—e?) (a@-—c+be) - 86” என நிறுவுக, வு



3. படிக்குறிக் கொள்கை 
(Laws of Indices) 

8.1. படிக்குறிக் கொள்கை விதிகள் ₹ 

பின்வரும் நான்கு விதிகளில் ௬, ௩, ற... கூட்டு முழு 

எண்கள். 

விதி 1: a x gh நர் 

L™ = EX LX Levee CPEO DM HET 

= LX LX Levveee முறைகள் 

தூ றல...) முறைகள் 
_ ஜூ 

Alora Hx" x2" XqPaqmtnto 
விதி Ds gM ry =m 01 

உச 

உவ ௩ ஆனால் cM ஐ%ஈ௰%....௨ முறைகள் 
Bo 99 ல * மூறைகள் 

  

568909. ௮௮௮ (௩-%) முறைகள் 
sym —n 

a” 1 
Mon 

< ஆனால் gt gram 

விதி 3: (ஜா = gmn 

PAR ச (a yaa am . am னை n முறைகள். 

_ ஐ 1987 m 

ஐ ட



படிக்குறிக் கொள்கை 27 

வி தி 4: (xy தார 

(7-0 . ஈர. ம1......% முறைகள். 

=(%.2 LM dpenmacir) (y . ¥...m முறைகள்), 

= ay 

கிளைவிதிகள் : 
(1) (xyz)™ = ay" gm 

் 1 1 

O ay ஜி 
xe \m am 

8 (]-ள 
டம். 8 

9.2. இந்த விதிகளின்படி, 2, ௨ ,௨ஈ, ற௨ஈ முதலியவற்றின்: 
பொருள் : 

(a) லின் பொருள் : 

இரண்டாம் விதிப்படி. : 

a 

= gm mm 

ல் 

ஜூ 

acm 

உ ஜூ -1 எனப்படும்... 

[குறிப்பு : «40 என்ற கட்டுய்பாடுண்டு; ஏனெனில் 0” 

என்பது தேராப்பொருள்./: 

இப்படி 2! - 1 எனப் பெறப்பட்ட மதிப்பு, படி க்குறி விதி' 
கள் யாவைக்கும் இசைந்ததாகும். அதாவது எந்தக். 

கணியத்தையும் 9*என்றபடிக்கு உயர்த்தினால், அதன் 

மதிப்பு 1 எனக் கொள்வது, மூதல் கண்ட படிக்குறி விதி” 

களுக்கு இசைந்ததாகும். 

(6) ௨”ன் பொருள்: 
ne 

x gm = ஜு? 5 i
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ஜூ 

இர. 

1 

= 
R 

(9). 
ஐூன் பொருள் : 

ம் 
y= 2” crors கொள்க. 

இரு பக்கங்களையும் ௩ படிக்கு உயர்த்தினால் 
1 1 

7 — : a 5 
.y¥ = Vu எனக் கொள்ளப்படும். 

(எ-கா.) ஜீ - கழ உன் இருபடி மூலம், 

a 3/— bi க = “. 
r= Vx ு மன முப்படி மலம், 

ன் 
a" =Va = உன் உ படி மூலம், 

3 

porta "=WV ஐ எனக் கொண்டோம். ' 
் 1 1 ௩7% 1 

அப்போது (, / 22“... ு மூறைகள் 

72 7 2... ௩முறைகள் 

௮9 ஜிர ஜக. Mm மூறைகள்., 

=V x m 

௬. 
ஐ. =Va™, 

m 

mo. க ட ட . எனவே, 2௨ ஸ் மதிப்பு,௨?ன் ஒரு ௩ படி மூலம் எனக் 
இகாள்ளலாம்.,
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“ஒரு: ௩ படி மூலம் எனக் கூறப்பட்டது ஏனெனில் ஒவ் 

வொரு எண்ணுக்கும் ௩ எண்ணிக்கையுள்ள ௩- படி மூலங்கள் 

உள்ளன. 

(எ-கா.) 44-2,-2 இரண்டு இருபடி மூலங்கள். 

4-3. 2ம், மீதி 4 கற்பனையெண்களும்... 

m 

  

a 
(e) « ன் பொருள் 

1 -m™ m™ 
ஆ nn 

2 =a "“_™ 
my 
75. 

2 

20 

m 
n x 

ட 1 

am 

3.3. ஆகவே, m, %..முதலியன கூட்டு முழு எண்க: 

ளெனக் கொண்டு நிறுவப்பட்ட நான்கு. விதிகளையும் (3.1 ல்: 
கண்டவை) கூட்டு முழு எண்களுக்கு மாத்திரமன்றி, பூச்சியம், 
குறை முழு எண், கூட்டு பின்னம், குறை பின்னம் முதலியவை: 

களுக்கும் விரிவுபடுத்தி, அவ்விதிகளுக்கு இசைந்த முறையில் 

1 m —m 

a, ஜு? ஐ... உ... க்குரிய மதிப்புக்கள் என்ன என்பதை. 

யும் நிர்ணயித்துக் கொண்டோம். 

குறிப்பு: இந்நூலை மூதல் முதலாகப். படிப்பவர்கள் பின் 

கூறப்படுவனவற்றை இப்போது படிக்காமல் விட்டு, 

கடைசியாகப் படிக்கலாம். சில நுட்பமான வரை 

யறைகளையும் முடிவுகளையும் கூர்ந்து அறிதல்: 

வேண்டும்.
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16* , 
(எ-கா.) (1) --- ஐ மதிப்பிடுக. 

a7 3 
1 — 
க (16) 

    

எ-கா.) (2) ஐ சுருக்கி யெழுதுக. 
a—2b b-a\3 

22 “y 

கீழெண் - 9° a 0 36 - 3a 

73a ~ 86 3b — 3a 

y 

2a —-3b 36-5 
ஸ் 

fh 

12 
. ட y 

- மதிப்பு 3.34 6b 3b 3a 
* y 

™ 2a ~— 3b —-3a+6b 36 -5-3b+3a 

Ly $9
2.

 

9-௧ 3௨-௦5 
x . 

y 

wh
e 

- ((எ-கா.) (2) சுருக்குக: 
gm MEN 4 ay n+] j al jm 

( x ) ( al ] ex) 

. m—n\ MER 4 n—] ‘ n+] ர Ems [en 

சப) 6.) (2) 
ஸ் 2 23 2 | mar | m-nv? w—-P Pm 

= £ டல டஜ 

ஸ்ட கிழவி யப யி
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(எ-கா.) (4) சுருக்குக : 

( at ற் 1 a ற் ் அட 
  

  

‘ “+, ௧ இடது அந 
மேலெண் = a be உரம் *e 

_ a ® நீ c _ நீ 
1 

a® தூ 

LO pain =V aE 
3 3 2 

=a 0b? ¢ 

நர் 
2, ஊதிப்ப பை வழை வ மை மடன் 

a® ¢ a be 

1 

Vato bt ch 

(எ-கா.) (5) ௧£-6௦; 64-08: ௦“- 8௦ ஆனால் 

xyz=c+yt2+2 erer Poise. 

a | at \” 

= (be) ye 

= py. ol? 

=(ca)*, (ab) 4 

ex € a" al oF 

=ab a” at bY
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=a.be. a®.. at 

=a.a” a’. ad 

etyte+2 
=a 

* ayz=atyt2+2 ereor நிறுவப்பட்டது. 

பாடச் சுருக்கம் 3: 

M, Ne, றி... அளவுக் கிணங்கிய மெய்யெண்் கள் ஆனால், 

(10) 

(11) 

ஜு gimtn . 
? 

exe" x eP= தர்றது : 

am ் 
ட பய்! க 

நட % (m 2 70) ர் 

பு 1 ஆ 4907 a” gram 

(ஜு) = mn 

(xy)” = «™ y™ 
x 17% om. 

(ர) = 
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| பயிற்சி 3 

1. கீழ்க் கண்டவைகளின் மதிப்பைக் காண்க. : 

(i) 4. | 

iy (- 643 

(ஸ் (1,60,000)-# a ஆ. 

் 2 3 1 _? ‘ , 

(iv) ௨-2 ஆனால் “ன் மதிப்பென்ன? 
x? . 

yx oe end ம உதி 
1 ர ஜம் உ ஆனால் ௩ மதிப்பென்ன ? 

2, பின் வருவனவற்றின் மதிப்பைக் கண்டுபிடி. 

(ரர் 1 9. 
(i) 2-4 ஆனால் Wa 

ஹே (2) (0) 
xy? (ir) 

2 

ச. 
va? 

1 1 
1, 

0 டூ)“ 1)0ூ0-0) 
(ட த! ண்ட Sh foo 

0) க (இ nf ப றத 
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(ix) பு) 6-௩ 2 ர) 

5. ௮. வம, ௮. ர] என நிறுவுக. 

1 1 ம் — +2 = படக டத "டத b-c ர் b-a 142° +2 ° b 
  

4, 

- ] என நிறுவுக. 

5. 6, 6, ௦ ஒன்றுக்கொன்று சமமில்லையாயின் 

1 1 a, 
( b+e) 6-௧ ( eta) Fb ( ath) ae 

yt © x * gine உ ச “ப கமல் 

நிறுவுக. 

r
i
 

“6. ரு ரூ, நறு, ரிம் ஐ 

நிறுவுக, 
, ஆனால் xyz = | என 

7. ஐ, - 2, 2-2, ஆனால் ஈர - 1 என நிறுவுக. 

5. ஹி ef 3 af 27-0ஆ ல் 19-25) = 27 xyz என y ன 

நிறுவுக. 

i 7 9. a = (a")" pend m =""/ a cro Poays. 

10. 39-24 2-1 ஆனால் yty = 8 என நிறுவுக, 

11. ௪-௪ 4142 ஆனால் ர -ராட- 8 என நிறுவுக. 

1 1 1. 1 , , 

அல்லது ஈ-டம் பூச்சியமென நிறுவுக. 

19. a* = bY; b* = av ஆனால் ௨ - 6 எனவும் ௪ - 3 எனவும் 
நிறுவுக,



யடிக்குறிக் கொள்கை 

74, மீம், 

15. கீழ்க் கண்ட சமன்பாடுகளுக்குத் தீர்வு காண்க. 

2 

a) 397% -9,4°t¥ 21, 

(2) grt" = 47% 

43) 4. உ a7
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41. V9 =3; Wig =4;: என்பவை கண்கூடு. இங்கு. 
அளவுக் கிணங்கிய எண்களின் இருபடி மூலங்கள் - அளவுக் 
கிணங்கிய எண்களாக இருக்கின்றன. 

ஆனால் ௩72, ௩43, 85” போன்ற எண்கள் அளவுக். 
கிணங்காதவை. இங்கு 2, 8, 5 அளவுக் கிணங்கிய எண்கள௱ 
யினும், அவைகளின் இருயடி மூலங்கள் அளவுக் கிணங் 

காதவையாகின்றன. அவ்வாறே, ௩8) ௩13) 

இப்போது, பின் கூறப்பட்ட, அளவுக் கிணங்காத எண் 
களைப் பற்றிய சில பண்புகளை ஆராய்வோம். 

ரூ ஒரு இருபடி மூலம்; அவ்வாறே, ere , 

[Fenner E என்பவைகளை மூதையே, முப்படி, 
நாற்படி,......... % படி மூலம் எனக் கூறலாம், 

*4:2, ற என்பது ஒரு கூட்டு முழு எண், அல்லது கூட்டு: 
பின்னமாக விருந்து, அதன் இருபடி, முப்படி,.........௩. படி. 
மூலங்கள் அளவுக் கிணங்காதவையாயிருப்பினும் மெய்யெண் 

_ களாயிருக்கும், ஆனால் p குறையெண்ணுாயிருப்பின், அதன் 
இருபடி, “நாற்படி போன்ற இரட்டைப்ப்டி மூலங்கள் கற்பனை: 
யெண்களாகும் ; முப்படி, ஐம்படி போன்ற ஒற்றைப்படி 

மூலங்கள் மெய்யெண் (குறை எண்)ணாக விருக்கும். இது 
கவனத்திலிருக்க வேண்டும். ் 

[௩711 485. 414... அளவுக் கிணங்காத மெய்யெண்கள் ;
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ட] 47-25, 4 -14......கற்பனை யெண்கள்; . 

ட சி 9) ட்ட... அளவுக் கிணங்காத மெய் 
Christ, குறையெண்கள் ] ட் . , 

*4.3. படி மூலங்களை வகைப்படுத்தும் மற்றோர் முறை : 

J+ (-,/¢) போன்ற, அளவுக்கிணங்கிய எண் 
b 3 

ணின் அளவுக் கிணங்காத இருபடி மூலத்தை, .இரண்டாம் 

“தரப்படி மூலம் (560010 0742) என்றும், அவ்வாறே / + 

(-x/¢ ) போன்ற அளவுக் கிணங்கிய எண்ணின் அளவுக் 

.கிணங்காத முப்படி மூலத்தை, மூன்றாம் தரப் படிமூலம் (71ம்ரம் 
௦2) என்றும் மற்றொரு முறையில் படி மூலங்களை வகைப் 

படுத்துவதும் உண்டு. 

(எ-கா.) வ - ஐந்தாம் தரப் படிமூலம். 

12 
ae 17 - ஆரும் சப் புடிலுவிட 

4.81. ஆனால், a/ உட்டு af 5௩5. என்ற எண் 

“கள் படிமூலம் என்ற வரையறைக்கு உட்பட்டதல்ல என்பதைக் 

கவனிக்க வேண்டும். ஏனெனில், BENS, | 5௩3 போன்றவை 
அளவுக் கிணங்காதவை.. 

4,3:2. இருபடி மூலம் (Quadratic Surd): aw Heras 
கிணங்கிய எண்ணின் அளவுக் கிணங்காத இருபடி முலமே, 

இருபடி மூலம் எனப்படும். 69 ௩73 போன்றவை இருபடி 
மூலம் எனப்பட மாட்டாது. இது ஒரு அளவுக்கிணங்காத 
எண்ணின் அளவுக்கிணங்காத இருபடி மூலம். இந்த வேறு 

பாடு முக்கியமாக கவனிக்க வேண்டியதாகும். 

4,4:1. உறுப்பு வேறுபாடுகள் : 

அ, > 
(a) V3, 139... முதலியவை ஒருறுப்பு இருபடி 

மூலம் எனப்படும் (Monomial Surd). இவைகளின் பொது 

அமைப்பு ௨, /-_ அல்லது a ‘ 
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275 AVR 
டர 

ஈருறுப்பு இருபடி மூலம் எனப்படும் (Binomial Surd). பொது 

அமைப்பு : 8 ர. ௩75 அல்லது ௩-௩. 

6) 24/5, 

  

போன்றவை 

(0 9 கீ$ பூத், 40௨௬49 -5V6... 
போன்றவை மூவுறுப்பு இருபடி மூலம் எனப்படும் (711101யப8]ி' 

யலி. பொது அமைப்பு: சக ரத டட. அல்லது 
a+VbtVe. 

(@) Va +Mb பூர புகர் ப ௩72 ப போன்றவை. 

- பல்லுறுப்பு இருபடி மூலம் எனப்படும் (14௦111001ய0181 8யா09).. 

4.4:2:1. வடிவொத்த இருபடி மூலங்கள் (5111௧7 மார்) 5 

௪45, 844, 846... போன்றவை வடிவொத்த இருபடி. 
மூலங்கள் எனப்படும். 

(எ-கா.) ௩8] 2௩737 

கவி 4737 
199 - 8௩75. இவை வடிவொத்த இருபடி. 

மூலங்கள். 

4.22. இரண்டு, அல்லது அதற்குமேற்பட்ட வடிவொத்து 

இருபடி மூலங்களைக் கூட்டலாம், கழிக்கலாம். அப்போது 

ஒரே ஒரு ஒருறுப்பு இருபடி மூலம் கிடைக்கும். 

(எ-கா.) ௧8ம் ஈந்8ீத் (atc)Vb- . 

இரண்டு வடிவொத்த இருபடி மூலங்களைப் பெருக்கினாலோ, 

அல்லது ஒன்றால் ஒன்றை enna, ஓர் அளவுக்கிணங்கிய 
எண் கிடைக்கும். 

(o-ar.) aVbxcoVb = abe. 

aVbezeVB =o, 
6 யூ 

44:3. துணையிய இருபடி மூலங்கள் (௦12816 Surds) 2: 

a’b, உரத் 

a+ கம) ௩ - vO;
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a@- Vb, a+ Vo; 

VatVo, Va-Vob; 
மேற்கண்ட இரட்டை எண்கள் துணையிய இருபடி மூலங்கள் 
எனப்படும். 

(எ-கா.) 4V3,3 V3. 

x 

இருபடி மூலங்களாகும். 
V5B4+V3,V5 - ௩3. இவை துணையிய 

4.5. அளவுக் கிணைக்கும் சினை (Rationalising Factor) : 

ஏதாமொரு படி மூலத்தை (இருபடி, முப்படி...) மற்றொரு 
சினையால் பெருக்கினால், வரும் தொகை, ஒரு அளவுக் 
கிணங்கிய மெய்யெண்ணாகு மானால், அவ்விரு சினைகளும் 
ஒன்றுக்கொன்று அளவுக்கிணைக்கும் சினைகள் எனப்படும். 

  

(எ-கா.) சினை அளவுக்கிணைக்கும் சினை 

345 - 2 

43. 49. 

கத 73” கத 73 

Va var 
க்க பர்த்” Va கீத் 

Va -Wb~ Va +Vb- 

Va +Vy_ Vat -Vay +V ye 

Va -Vy_ V2 +Vay ivy 

மேற்கூறியவைகளைப் பார்க்கும்போது, ஈருறுப்பு இருபடி 
மூலங்களின் துணையிய இருப'டி மூலங்களே, அவைகளை 
அளவுக் கிணைக்கும் சினையாகின்றன என்பது புலப்படும். 

இப்போது பொதுவாக, 

(2 = -95) ன் அளவுக் கிணைக்கும் சினை யாதெனப் 

பார்ப்போம். (ற, ர கூட்டு முழு எண்கள்). 

௩
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  ஐ tay tee ழு என நாம் அறிவோம். 

y=Vb aie எனவும் கொள்வோம். 

அப்போது ஈ-ஐ7 

அதுக ஆகும். 

றி, ர என்ற எண்களின் ௮. பொ. ம, (L. Cc. நப். 

1 எனக்கொள்க. 

kup 

7 , ரஎனவாகட்டும். 

| 

4 ட ஐ 
அப்போது உர, 

mn 

y"=ba =P. 
ak ட bt = ந் 

vee f aa a— 1 ந” . — 

= (2-9) (2 42. சட். ty ) 

ள் ர ஏம் 81-௮4 ‘ + பணை 

a . ete . 

"ட சசி. 8 அளவுக் கிணைக்கும் சினை, 

R—1 N— 2 N—t 

என்பதாகும். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

(1) at -6*ன் அளவுக் கிணைக்கும் சினை காண்க. 
2,4ன்.௮,பொ. ம, 4, 

at = 2
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bP a 4 எனக் கொள்க. 

ர இய (4 ஜீ 

; 14 ் சம்ஸ்”. 
uy! = (w—y) (2297-25). 

. a —b=( at — oF MC a? abt + ato +.b*) 

. வேண்டிய அளவுக் கிணைக்கும் சினை, 

(கீ ஸர + at oe + bt a 

(2) அவ்வாறே, a? — b® oir அளவுக் கிணைக்கும் சினை 
காண்க. த 

+ 
a® = @ 

2 - கட்டட 
‘b* - ர எனக்கொள்க. 

2*-37 - (உ) (42-97)... 

% a - ட் 7 at - be )( னீ Lape + at பதர் + be ) 

வேண்டிய அளவுக் கிணைக்கும்.சினை, — 

3 3 4 8 9. (a? +ab® + a? 6? + OF) 
பலவித எடுத்துக்காட்டுக் கணக்குகள் : 

(எ-கா.) (1) ௩88, 416, 430, 9450, இவைகளை ஏறு வரிசை 
aSed (Ascending order) erdpgis. 

மூலப்படிகளான 2, 3, 4, 6ன்.௮. பொ. ம. 12- 

ad ko
 = to
 

    V3 (3:)8 2 VR 5 WFR 
af 120 12. 
4 16 = (06) யூ es 16* = 65536 

க் : Me pom —— 4°30 = (30) உட 4 30* = 27000 

50 ன (50) Ye & OM 50? = 7 9500
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ஏறு வரிசையில் V3, 4:50, 4730, 416 பெறப்படும். 

(எ-கா.) (2) கீழெண்களை அளவுக் கிணங்கியவையாக்கிச் 
சுருக்குக. 

  

  

  

  

  

2 . 4 ட 2 
கூடு பக கத ப. 5 பந்தி. 

2 ட UAVs +V 2) W/Z WD 
V3B-V2 (V3 -V2\(V34IV2)° °° °&- 

4 க)... க ஆது 
ட வா அ ( அணா ௮ அ ௮௮ 1 

ந: 25 45 8) _ 104 av 
5-V 3 — 6-V 3 )54+V3 >) 22 

3 மதிப்பு - WEL VEL AVE கண்ட )   

665 22 5.௩5. 
ட 11 

_68%3 2 5 ee 

(எ-கா.) (8) கீழெண்ணை அளவுக் கிணங்கியதாக்குக: 

2—- V3 

நடக டக. 

2-5 _ (2-4) (5௩௫ 3௫) 
5t/3 -V2_ (54V3 —~ V2) (543 52) 

7-3V3 199 -V6- 

(543)? —2 

7-3V3 4+ WZ _ ௩௫” 

254+3+10V3 -2 

7-8V3 9 ட௩டூ 26-10/3- 

2641013 _ ் 96-1013 _ 
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(7-௯ ௯2 ௩6) (26-10%735 ) 
676 — 300 

(7-33 + 22 — 6) (26-10V3 ) 
376 

  

  

(எ-கா.) (4) கீழெண்ணை அளவுக் கிணங்கியதாக்குக : 

௩& 
(25) #5341 

1 

5 3_5t 4 1 
    மதிப்பு : 

ர 

— 571 
(5 54.1) (67-5 * 41) 
OA 

5341 
B+ 1 

  

4-5. . சில எளிய தேற்றங்கள் ₹ ் 

"தேற்றம் 1: ஓர் இருபடி மூலமானது, ஓர் அளவுக். 

கிணங்கிய எண், ஓர் அளவுக் கிணங்காத எண் என்ற. 

இரண்டின் கூட்டுத் தொகையாகவோ, கழிவுத் தொகை. : 

யாகவோ இருக்க முடியாது. 

அதாவது Va 20௩0 என நிறுவ வேண்டும். 

முடியுமானால் 75 6570 எனக் கொள்வோம். 

இருபக்கங்களையும் இருபடிக்கு உயர்த்த, 

௧80-96௦ எனப் பெறப்படும். 

2-6₹-௦-2%%. என்ற சமன்பாடு வரும். 

. ட _ pe _ 
அதாவது *6௦ க என்ப் பெறப்படும்.



எனவே ஒரு அளவுக் கிணங்காத எண், ஒரு அளவுக். 

கிணங்கிய எண்ணுக்குச் சமம் என்ற முரண்பாடான முடிவு 
கிடைக்கிறது. ஆகவே, கொள்கை தவரறுகும். 

ன ரூ Ma 4#b4+vVe 

அவ்வாறே Va #b-Ve என நிறுவலாம். :: 

தேற்றம் 2: ௨-௩ =ctWVd என்ற சமன்பாடு மெய் 

யானால், ௨-௦, 6-8 என நிறுவுக. (௨, ம், ௦, ம என்பவை அளவுக் 
கிணங்கியவை). 

அதாவது அளவுக் கிணங்கிய பகுதி, அளவுக் கிண்ங்கிய 
பகுதிக்குச் சமம்; அளவுக் கிணங்காத பகுதி அளவுக் 
கிணங்காத பகுதிக்குச் சமம் என நிறுவ வேண்டும். 

முடியுமானால் ஈ£6 எனக் கொள்க. 

அப்போது 8-2 என்ற அமைப்பில் இருக்கும். 

கொடுக்கப்பட்டது ct+rt+Vb =c+Vd_ 

உடநீ ௩8 "எனப் பெறப்படும். 

'தேற்றம் 1ன்படி இது முடியாது. 

ஆகவே ௧-௦ எனப் பெறப்படும். 

அப்போது 6-8 எனவாகும். 

4.6. (a+b )eir இருபடி மூலம் காணல்: 

Vaivb =Va 4+W y craré கொள்க. 

இருபக்கங்களையும் இருபடிக்குயர்த்த, ் 

கடந்த உட்க 
ஃ தேற்றம் 2ன் படி, 

xzty=a jy 

கொற மக்கு. 

அதாவது 4-ம் 

b அதாவது ஏ- 42 (2)
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இவ்விரு ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகளைக் கொண்டு x,y 

அறியலாம். » ft 

2 Ma tb =V a 4Vy எனப் பெறப்படும். 

அவ்வாறே Va-Vb=Va -Vy erent பெறப்படும்... 

eae கா.) (1). 94+6V 2 on இருபடி. மூலம் காண்க, 

னத தக ர் படர எனக் கொள்க. 

- இருப்க்கங்களையும் இருபடிக்குயர்த்த, 

946V 2 =a2+y+2V ay 

FE நு வத்து வடு ம் பவ 

xy =18 

ஃ 8-0; y=3 என எளிதில் அறியன்றம். 

ப ௩0 0 படார் பட 
(எ-கா.) (2) 14- we | avs - 215ன் இருபடி மூலம். 

காண்க. 

Wass 4143) ae 215 age peat புக 
ee eae eee 

14-4W3 445 -2V/ 15. =a-+y+z - 2M ay +220 

தல = WN ye 

atytz= 14, oe ் 

— 2YV zy = -_4V 3 

* ON Ge AV 5 

— WN yz = -2V 15 

aty 23 z= 14. 

xy - 19, 

yz = 1d. 

ze = 20.
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2972 - 3600 

292 - 60 

z=5; 

z=4; 

y=3. 

வேண்டிய இருபடி மூலம் - ௩84 - ௩ பகத 

=2-V34V5 

  

பாடச் சுருக்கம் (4) 

(1) 63 7௦: (௪, ௨ இரண்டும் சரியான இருபடி 
யல்ல), 

(2) ௧4%” ௦1% ஜீ ஆனால் 

a@=c, 

=d. 

பயிற்சி 4 

1. மிக எளிய அமைப்புகளுக்குக் கொண்டுவந்து 
சருக்குக: (முடியுமிடங்களில் வடிவொத்த இருபடி மூலங்கள் 
பயன் படும்), 

(i) “964+ 54-4V6__ 

(ii) “27 - 4/108 - 2 18-+.4/200- 

(iii) 6V125+8/5 -V3195 ~ 

2. கீழெண்களை அளவுக் கிணங்கியவையாக்குக: 

௦5 
() V5 

(ii) 

  

(iii) OSL



அளவுக்கிணங்காத குன்கா. ன சோர ட 47 

(iv) 69, ௩௫. இவைகளுள் எது 51 பெரிது? 

(36) அ) ௭. 65 இவைகளை ஏறு 

வரிசையில்:எழுதுக. 2... 

3. கீழெண்களை அளவுக் கிணங்கியவையாக்கிச் சுருக்குக. 

. M241 
0 Fea 

VB-/ 2 
3(W 38+ 2) 

22 -V5 
நதர 

(ivy 3 M244 3 
5 ௩ 243M 3 

4, கீழ் கண்டவைகளில் வடிவொத்த இருபடி ne 

வகைப்படுத்தி யெழுதுக: 

(ii) 

(iii) 

  

V8, W297, W125, “243, 32, 40, 300; 160, 

௩480," 16௩௫.” 

5. பின் வருவனவற்றிற்கு அளவுக் கிணைக்கும் சினைகள் 
காண்க. 

(i) 47 

(0 416 

(iii) 427 

(ற 1. 

(vy) 48 4 03 41 

(vi) V3 நத. 

(vii) Vat+Vb+Ve 

(viii) WIS - V6 -V3
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a பிதர 7 டண் 
adie VERVE y= Te We ஆனால் 

ஜ் ட ony ie: ஏ லி — ayy ன் £ மதிப்புக்கள். அறிக. 

தம்மு பாடிட ஒக்க தட் Va -v னன 7. MOEN Oy = VA pepe 
Va —-Vb Vai b 

டேர் ன் மதிப்பை அறிக. 

8, 442-144 என்பது 2 -62- 6= eae ஒரு தீர்வு என 

திறுவுக. 

9. பின் வருவனவற்றின் இருபடி' Soaks காண்க. 

(1) ரக. 

(ii) 218௩75: 

wa. Gil). 57. 115 .. 

(iv) 16445 - oe 

- (vy 1042/6 +29V 1042 15 

1 I 

10. அல5428. ஆனல் உரசு தண z-ltet © ன் ele 2.



5. மடக்கைகள் 

(Logarithms) 

5.1. பின்வரும் எண்களைக் கவனிப்போம் : 

1 1 1 1 1 1 1 
2, I, *, மட ரரி நர. 2 1) ஏடு ஜட 5௨௨௨ (A) 

இவைகளை மூறையே 21,212 2, 2, 2) 2) 9 2 
25 2 21 இர; இர் இ இடி மி் இட்ட இர கோர வட (B) 

என எழுதலாம். 

(A) வரிசையிலுள்ள இரண்டு எண்களைப் பெருக்கலாம். 

256 x 8 = 2048 

அதுவே 2:%2:-21-2048 ஆகும். 

(க) வரிசையிலுள்ள இரண்டு எண்களை வகுக்கலாம். 

1024-16-64 

அதுவே 211-:-94-9₹-64 ஆகும். 

இங்கு நாம் படிக்குறி விதிகளான a” x a” = an, 

a" +a =a"—" என்பவற்றைப் பயன் படுத்துகிறோம். 

ஆகவே, 2 ன் படிகளாக உள்ள எண்கள் யாவற்றையும் 

தொகுத்து ஒரு வாய்பாடாக எழுதினால், அவைகளில் ஒன்றை 

“யொன்று பெருக்கவோ, வகுக்கவோ வேண்டுமாயின் அவ் 

வாய்பாட்டின் உதவிகொண்டு, நேரடியாகப் பெருக்காமலோ, 

வகுக்காமலோ, விடையை அறிய இயலும். இம்முறைதான் 

* மடக்கைகள் £? முறையில் பெருக்கல், வகுத்தல் செய்யப் 

பயன்படுகிறது. 

௧-௧
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அ அது அது 
எண் ன் எண் 2 ன் எண் 2 ன் 

எந்தபடி எந்தபடி எந்தபடி 

8192 13 32 5 x =% 

4096 12 16 4 as - 4 

2048 11 8 8 ஷ் = 8 

1024 10 4 2 ஸ் - 6 

512 9 2 1 whe - 7 

256 -. 8 1 0 abe ய இ 

128 7 1 “அத் ae =» 8 

64 6 ம் த walle ~10 

256)8-2:)2₹-211-2048 (அட்டவணை பார்க்க) 

128%ஷ-27%9-52-9124. ( ப ) 
4096 --128 = 24° -+-27 = 25 = 32 ( ன ) 

128-8 = 27 -+-29 = 24 =16 ( ‘3 ) 

128 + Jy = 2"-+-2-4 = 911 = 2048( ப ) 

5.2. வரையறை £₹ எந்தப் படிக்கு (20௭) 2 ஐ உயர்த்தி 
னால் ஒரு குறிப்பிட்ட எண் கிடைக்குமோ, அப் படி, குறிப் 
பிட்ட எண்ணின் 2 ன் அடிப்படையில், மடக்கை எனப்படும். 

இப்போது 2048-21 

அதையொட்டி மடக்கை ,2048-11 

என்று கூறப்படும், எழுதும் மரபும் இதுவாகும். இனி 
மடக்கை என முழுவதும் அச்சொல்லை எழுதுவதற்குப் பதி 
லாக, மகை என்ற சொல்லைப் பயன்படுத்திப் பழக்கத்தில் 
கொண்டு வருவோம். 

எனவே, மகை, (16) =4; 

மகை, (2) - ~4; 

மகை, (2)-1; 
மகை, ( 1)-0; என எழுதலாம்,
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5.3. :2 என்ற எண்ணைக் கொண்டுதான் அதன் படிகள் 

வாயிலாக மடக்கைகள் காணவேண்டும் என்ற தேவை யேது 

மில்லை, 2 க்கு ஒரு தனிச் சிறப்பும் இல்லை, எந்த எண்ணை 
யும் அடியாகக் கொண்டு, அதன் படிகள் வழியை, மற்ற 

எண்களின் மடக்கை கூறலாம். 

பின் கூறப்படுவதைக் கவனிக்க :₹ 

3 = 27 2 wens, (27)=3 

a airs ஃ _ மகை, (32) — 5 

B=] மசை, (1)-0 

525  _ மகை, (25)-2 

(1-8 ஃ மகை, (81) -9 
10] ws மகை,, 1-0 

10110 .. wend, 1O=] 

10? = 100 “௩ மகை, 1000-2 

10₹-1,000,000 ௩ மகை, (1,000,000)-6, 

எந்த அடிக்கு மகை கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறதோ, அந்த அடி 

யை, குறிப்பிட்ட எண்ணிற்கு முன்னீடு (மரஸ்பு செய்து எழுது 

வது மரபு, பொதுவாக, மகை ம-௨ எனக் கூறினால், அதன் 

'பொருள் யாதெனில், '“ஈஎன்ற அடியை ௨ படிக்கு உயர்த்தி 
னால், 6 பெறப்படும்'' என்பதாகும். அதாவது 6-௧” என்பது 

மெய். எனவே, “' ஒரு எண்ணின் மடக்கை” யென்று கூறும் 

“போது, எந்த அடிக்கு மடக்கை கொடுக்கப் பட்டிருக்கிறது 

எனக் குறிப்பிடவேண்டும். அடி யில்லாது மடக்கைக்குப் 

பொருளில்லை. அடிக்குத் தக்கவாறு, ஒரு குறிப்பிட்ட எண் 

ணின் மடக்கை மாறும். 

(எ-கா.) மகை, 16 -: 

_மகை, 16 - | 

ge 
po 

மணக 16 

5.4 மடக்கை யடிகள், கூட்டு முழு எண்ணாகவும் இருக்க 

லாம், கூட்டு பின்னமாகவும் இருக்கலாம் ; மடக்கைகள் மூழு 
எண்களாகவும் இருக்கலாம் ; பின்னங்களாகவும் இருக்கலாம். 

இவைகளை மேலே காட்டப்பட்ட எடுத்துக் காட்டுகளில்: 

காணலாம்.
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இப்படியாக நாம் அறிந்து கொள்வது யாதெனில் : 

(1) மடக்கை அடியாக எப்படிப்பட்ட கூட்டு எண்ணை 

யும் நாம் கொள்ளலாம் : 

(2) மடக்கையின் மதிப்பு, கூட்டு முழு எண், குறை முழு; 

எண், கூட்டு பின்னம், குறை. பின்னம் எதுவாகவும் இருக்க. 

லாம். அது அடியைப் பொருத்தது. அது மட்டுமல்ல, பல. 

எண்களுக்கு, ஒரு குறிப்பிட்ட அடிக்கு, பெறப்படும் மடக்கை. 

ஓர் அளவுக்கிணங்காத எண்ணாகவும் இருக்கலாம். : அப்படிப் 

பட்ட நிலையில், ஓர் அணித்தான அளவுக்கிணங்கிய மதிப்பு; 

(approximate rational value) T@S HS கொள்ளப்படும். 

இதுவரை நாம் விரிவாக ஆராய்ந்ததை, மிகச் சுருக்கமாகக். 

கூறுவோம். ் 

I N = a? ஆனால் 

மகை, 174 - ௩ ஆகும். 

N =a (wma, N) என்பது ஒரு, 

முக்கியத் தொடர் பாகும். 

5.5. மேலும் மடக்கைகளைப் பற்றிய சில முக்கிய செய்தி' 

களைக் காண்போம். . [ 

(1) ஒரு குறையெண்ணுக்கு மடக்கை காண்பதில்லை: 

(உயர் கணிதத்தில் இதைப் பற்றி மேலும் அறியலாம்) ; 

(2) மடக்கை, 1-0. (ஈ எந்த எண்ணாயினும்' சரி) ; 

(3) மடக்கை, ௧-1 (௨-௨; : எந்த எண்ணுக்கும். 
பொருந்தும்) ; 

(4) மடக்கை, 14-௩ எனக்கொள்ளும் போது, 11மிக. 
மிக உயர்ந்து செல்ல, ௩ம் உயர்ந்து கொண்டே செல்லும் ; 

இதை மடக்கை, ௨- ௨(கந்தழி) எனக்கொள்வது மரபு ; 

1 
(5) மடக்கை ல்] - ௩ எனக் கொள்ளும்போது, 

714 மிகமிக உயர்ந்து செல்ல; NW மிகமிகக் குறைந்து பூச்சிய: 

எல்லையை நெருங்குகிறது. அப்போது, % மதிப்பு, குறை. 
யெண்ணாகி, எல்லையற்றுக் குறைந்து செல்லும்.
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இதை மடக்கை, ௦ - - ௨ (குறைக்கந்தழி) எனக் கொள் 

'வது மரபு. 

5.6. பொதுவாக, கொள்கையளவில் (1180121101) எந்த 

சாண்ணையும். மடக்கை அடியாகக்கொண்டு பொதுப் பண்பு 
களை நாம் ஆராய்ந்தாலும், நடைமுறையில் மடக்கை அடி 

10 எனக்கொண்டு, மடக்கை வாய்பாடுகள் வகுக்கப் பட்டிருக் 
"கின்றன... 

(குறிப்பு: உயர்கணிதத்தில் மடக்கை அடி 6 என்ற ஒரு 
அளவுக்கிணங்காத எண்ணைக்கொண்டு மடக்கைகள் வகுக்கப் 
டும். அதைப் பற்றி மேல் படிப்பில் நீங்கள் அறிவீர்கள். 
ஆனால் தற்போது, 10 என்ற எண்ணே சாதாரணமாக மடக்கை 
Ag எனக் கொள்ளப்படும்). 

10 என்ற எண்ணை மடக்கை அடியாகக்கொண்டு, மடக் 
“கைகள் கணிப்பதில் சில அனுகூலங்கள் உண்டு. 

இப்படி கணிக்கப்பட்ட மடக்கைகள் சாதாரண மடக்கை 
கள் (௦௦111101 1028ா7(11 6) எனப்படும். 

மடக்கைகளைப் பற்றிய சில பொது விதிகள் : 

5.7, இவ்விதிகளைத் தேற்றங்களாகவே கொள்ளலாம். 
எந்த மடக்கை அடிக்கும் பொருத்தமானவை. 

5.71, இரண்டு எண்களின் பெருக்குத் தொகையின் 
மடக்கை . அவ்விரு எண்களின் தனித்தனி மடக்கைகளின் 
கூட்டுத்தொகை. 

அதாவது மகை, (1411)-மகை, 14--மகை, 14 என நிறுவ 
வண்டும், 

ர் மகை, 11-௦௨ எனவும் 

மகை, 14-] எனவும் கொள்க. 

வரையறைப்படி ந1- ௧₹ 

அலற. 

MN =a”. a 

_ நரம 

wens, (MN)=2+-y¥ 

, = DENS, M+bme, N.



54 இயற்கணிதம் 

கிளைத்தேற்றம் : இவ்வாறே, ் 

மகை, (14117...-மகை, 184--மகை, 11--மகை, 2-.... 

5.72. இரண்டெண்களின் ஈவின் மடக்கை, மேலெண் 

 மடக்கையிலிருந்து கீழெண்ணின் மடக்கையைக், கழித்து வரும் 
தொகை, 

M 
அதாவது ரி, - மகை, 14- மகை, 11என நிறுவ 

வேண்டும். 

5171ல் கொண்ட கொள்கைப்படி, 

M _ a 
Na 

௫-3 

M: 
மகை ay beeing 

-மகை, 184-மகை 194. ர் 

கிளைத்தேற்றம் : 

M NP...... 

LOGINS A XY. Zw nese ந மகை, 18 --மகை | மகை  £..... 

5.73. ஒரு எண் % படிக்கு உயர்த்தப்பட்டால், அத்தொகை. 
யின் மடக்கை, எண்ணுக்குரிய மடக்கையைப்போல் ௩ மடங். 
காகும். 

(ஒரு எண் எப் படி க்கு உயர்த்தப்பட்டாலும், அத்தொகை 
யின் மடக்கை, எண்ணுக்குரிய படியையும், எண்ணின் மடக் 
கையையும் பெருக்கி வரும் தொகைக்குச் சமம்), 

அதாவது மகை (147) -8%மகை ரீ என நிறுவ 

“வேண்டும். 

நரீ-ஈ£ எனக்கொண்டால், 
M" = (a*)” 

= gre 

wens, (M")=nx 

_=nx wens, M.
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கிளைத்தேற்றம்: (1) மகை (147) -8%மகை 10. 

ஜூல் 1 (2) wee (WM) => Xwene M. 

5.8 மடக்கை அடி மாற்றம் (யத 01 859) : 

மடக்கை, 14-௦௨ ஆனால், மடக்கை அடியை ம என 

மாற்றினால், 

மடக்கை, 14 என்ன? 

11-௫2 

. மடக்கை, ]1॥[- மகை, (௪5) 

ஐ%ஊமகை, ஈ 

ுமகை, 14 மதை, a. 

இந்த அடி மாற்ற வாய்பாடு மிக முக்கியமானது. 

5.9 மடக்கை அடி -- எண் மாற்றல் : 

மகை; 8-2 ஆனால் 

மகை,9 என்ன? 

ஈ-௦₹ கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 

1 

b=(@) 2: 

மகை ட்ட 
i -a x 

படம். 

மகைடக 

. மகை, மமதை, ௧-1 என்பது முக்கிய. வாய்பாடாகும். 

மற்றோர் முறை: 

ஈ-௦₹ கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 

இரு பக்கங்களுக்கும், ௨ என்ற அடிக்கு மட க்கை 

கண்டால், ் 

மகை, ௪-மகை, (45)
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= 2 wens , bd 

ஆனால் மகை, ௨-1 

் l=2 wens ,b 

. I 
“wens b=. 

a 2 

_ 1 

LEN By a 

மகை x DED Bp a = ] 

  

wens N 
5.9°1 wena, அ டக என நிறுவுக. 

58ல், மகை, N=ms Nx wene, ௨ என நிறுவப் 

பட்டது. 

. ] 
HO WS yo ee 

a 

மகை 14 
மகை, N= 

மகை 5 
a 

இந்த அமைப்பிலும் அடி - மாற்ற விதியை அல்லது வாய் 
பாட்டைக் கவனிக்கவேண்டும். 

(எ-கா.) (1) ௩6 என்ற மடக்கை அடிக்கு 25; 125° ér 
DL SENS Slows, 

25= (5)! 
2௨%). 

“. ம்கை 3-௧ 

125=(5) 

= (V5) 
2. DENS ப்ர 125 6.
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(எ-கா.) (2) மகை, 2-0,3010; wene,, 3=0.4771 ; wens ,,7 
=0.8451 எனக் கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது, wens, 126; 
4960, 1512; wene,, (45) arora, 

126=7x 3 x2 

மகை, 120-மகை, 7-2 மகை, 8-1 மகை, 2 

- 0,845] 

+ 0.9542 

+ 0.3010 

= 2.1003 

1512=7 x 3*x 23. 

மகை, 1512-மகை, 7-8 மகை, 8-8 மகைடி 3 

= 0.8451 +1,4313-+0.9030 

  

= 3.1704 
28 _ 7x2! 

9 3 

். மகை, (5) -மகை, 7-2 மகை, 2-2 மகை, 3 

= 0.4929, 

(எ-கா.) (3) ama + Bia fa =] என நிறுவுக. 

ட a : 

_மகை (ab) =« எனவும் - 

wens, (ab)=y எனவும் கொள்க. 

“ ab=a" 

b=at—! 

மேலும் ab = bY 

a=by-', 

*. 0s b=x-], 
a 

DENS, a= Y — 1 

z=1 1 மகை்
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9-1 -மகை,க 

1 1] 1 1 
a Tp ao zy IlAz 1. 

I+ - 

_ I 2 

fie Te 

(எ-கா.) (4) a +0? =7 ab seme, 

a+b மகை (FS) -$ (மகை ஈ-டமகை 8) என நிறுவுக. 

கொடுத்த சமன்பாட்டை, a®-+"b* + 2ab = 9 ab crore 
கொள்ளலாம். ண, 

(a-+b)? = 9ab 

[7] 2 

($F ) =ab 

ருபக்கங்களுக்கும், எந்த அடிக் ம் மடக்கையெடுக்க, ளுக்கு த்த அடிக்கு 

8-0 ் 2 | மகை ($] ]- மகை a+ wenab 

மகை | -$ (மகை ஈ-டமகை 5). 

(எ-கா.) (5): ஈன்.தீர்வு காண்க: 

தாக, ரட்ட [ரத 
5 72 —175 என et லாம். இதை 7 , ll 

52-72" — 1995 

(35)** = (35)? 
22 = 2 . 

உர], 
2 —_
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(எ-கா.) (6) மகை ம. DEE, C. மகை 8-1 என நிறுவுக.. 

் என்ற பொது மடக்கை அடிக்கு, 

மகை,ஈ-ற, 

மகை,ம்- ர, 

மகை,௦-7 எனக்கொள்க. 

மடக்கை அடி - மாற்ற விதிப்படி, 

மகை 0௦. 

Dens a” 
I wens b 

a 

மகை, ௦ 
———_; 
மகைடம் 

ர் ம்கை, 6 

மகை, ஈ 

மகை2 
  மகை, க = 

மூன்றையும் பெருக்க, 1 கிடைக்கும். 

(எ-கா.) 7: ௯-2 ஆனால் 

  

1 1 
பப 0 = 2 க... 
மகை,பூல மகை,_ட௰ என்: நிறுவ 

  -- என நாம் அறிவோம். 
DEMS, A= ம்கைடம் 

1 | லு 
ம பணக வ் மகை;, (2-9). 

1 ௪ மகை,(2-9) 
மகை,ம 2 92 

1 1 
of ட பனக மகை, (2- 

மகை,பூ2 ' மகை,.௰ மகை,ஃ(2-1.9)- 2-9 

‘ll enemy By, (2? — y”) 

= WENd, v? 

2
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“ட பயிற்சி 5 (1) 

ele பின்வரும் மடக்கைகளைக் கணக்கிடுக. ' 

(i) wens —16 
fe 

(ii) வகை ரிக் 
3 

(iii) மகை,, 3125. 

2. பின் வருவனவற்றை நிறுவுக. 

() மகை, 6025-4-4மகை,3 

(ii) மகை, 9200-2;5மகை,32 

(1) மகை, (81) -2-2மகை3-மகை 4. 

். மகை, (001) ; மகை, (.04) ; மகை, (.0625) மதிப்புக்களை 

4, மகை, 81-3 ஆனால். மடக்கையடி 2 என்ன? .. , 5 

5, 0-5 ஈம் ஆனால் பின் வருவனவற்றை நிறுவுக. 

(1) wens (a+b)=} [wens 7+wWens a+wens b | 

(2) wens (a—b)=4 [Wes 3+Wens a+ wens 5] 

6. a?+b?=nab ஆனால் பின் வருவனவற்றை நிறுவுக. 

(1) மகை (௨-6)-3 [மகை (௩-2)--மகை ௨--மகை ச] 

(2) மகை (௪-5)-1[மகை (ஈ-2)--மகை ௨-மகை ம்] 

- 7. மகை (2-49)-மகை 8--ழ மகை ௨4$ மகை 9 ஆனால் 

ty = 7 ey என நிறுவுக. 

8. உமகை (-மகை ஈ௩--மகை ௨--மகை y Boo 
a +y=(n—2) cy crear Boia s. 

9. a®=b’=c?; 06-80; ஆனால் Stes என நிறுவுக. 

‘ 

10. ௨-மகை,௩க 

Y= WEN, 2a 

ச-மகை,, 3a ஆனால் ஐர2--1- 292 என நிறுவுக.
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11. கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளை விடுவிக்க : 
(0 92, தானாய ர 

(ii) 8௨, தய 1$ரத 
(011) க, தமந... 

12. மகை (23) - 98-24; மகை (2237)-2௨--85 ஆனால்: 

a, ன் சார்பாக மகை ௨, மகை 9 காண்க. 

13. 7(0-மகை (3) ஆனால் 7 (௪) = Sf @) எண 

நிறுவுக. ் ட 

14. ரீ)-மகை (FA) ses (s+) = 2f (x) என 

நிறுவுக. 

சாதாரண மடக்கைகள் 

59. நடைமுறையில் நாம் 10 என்ற எண்ணையே மடக்கை. 
யடி யாகக் கொள்கிறோம் என்று முன்னர் குறிப்பிட்டோம்... 
இவைகள் சாதாரண மடக்கை யெனப்படும். இனி மடக்கை 
அடி குறிப்பிடா விடத்து மடக்கை அடி 10 எனவே கொள்ளப். 

படும். 

5:9:1. மடக்கை முழு எண், மடக்கை பின்னம் ' (0121801871-- 
stic, Mantissa) : 

பின் வருவனவற்றைக் கவனிக்க : 

1001 ஃ wens 1=0. 

10'=10 .  _ மகை 10-71, 

10₹-100 ஃ wens 100=2. 

10° = 1000 . wens 1000=3. 

10* = 10000 “. wens 10000= 4, 
wee ௪௨௬௧ 

101-017 = memsOl=—l. 

10-7 =0°01. ஃ wns O'O01= -2. 

10-7=0°001, 3 மகை0:001-_9.
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(ஈ) இப்போது ஒன்றுக்கு மேற்பட்டு 10க்குக் குறைவான - 
எண்களின் மடக்கை 0க்கும் 1க்கும் இடைப்பட்ட ஒரு பின்ன 
TUF HS GD. 

எடுத்துக் காட்டாக, 3:45ன் மடக்கை என்ன வெனப் 

பார்ப்போம். 

1:45:10 

மகை 14: மகை 3:45: மகை 10 

அதாவது 0: மகை 3:45 1, 

மகை 3:45ன் மதிப்பு, 0க்கும் 1க்கும் இடைப்பட்டிருக் 
கும். அதாவது 0.ற32...என்ற அமைப்பிலிருக்கும். மடக்கை 
யின் முழு எண் பகுதி பூச்சியம் ; பின்னப் பகுதி 0:33/2...... 

(5) 10க்கும் 100க்கும் இடைப்பட்ட (91:7 போன்ற) எண் 
களின் மடக்கை க்கும் 2க்கும் இடைப்பட்டிருக்கும். 

ஏனெனில் 10: 31:72 100 

wens 10< wens 31'7< மகை 100 

wns 1l< wens 317K< 2. 

அதாவது மகை 31:7- 1: 2.....என்ற அமைப்பில் 
'இருக்கும். மடக்கையின் முழு எண் பகுதி 1; அதோடு ஒரு 
பின்னப் பகுதியும் சேர்ந்திருக்கும். 

(6) இவ்வாறே 100க்கும் 1000க்கும் இடைப்பட்ட எண் 
களின் மடக்கை 2க்கும் 3க்கும் இடைப்பட்டிருக்கும் ; மடக்கை 
யின் முழு எண் பகுதி 2; அதோடு ஒரு பின்னப் பகுதியும் 
சேர்ந்திருக்கும். அமைப்பு 2: ஐ 3-2... 

(8) தொகுத்துக் கூறுமிடத்து : 

(1) மூழு எண் பகுதியில் (1ஈ1827வ] 2) ஓரிலக்க 
மூள்ள எண்களின் மடக்கைகள், கூட்டு மதிப்புடையது, பூச்சி 
யத்திற்கு மேற்பட்டதாய், ஒன்றுக்குக் குறைந்த ஒரு வெறும் 
பதின் பின்னமாயிருக்கும் (0: ௨3 2 ...). 

(2) முழு எண் பகுதியில் இரண்டிலக்க மூள்ள எண் 
களின் மடக்கைகள் ]க்கு மேற்பட்டு 266 உட்பட்டதாய் 
1:22... என்ற அமைப்பிலிருக்கும்.
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(3) மூழு எண் பகுதியில் -மூன்றிலக்க: முள்ள” எண் 
் களின் மடக்கைகள் 2 க்கு மேற்பட்டதாய், 3 க்குட்பட்டதாய் 
2:௨2... என்ற அமைப்பிலிருக்கும். 

(4) பொதுவாக முழு எண் பகுதியில் ௩ இலக்கங் 
களுள்ள எண்களின் மடக்கை (௬-1)க்கு மேற்பட்டதாய் 

% க்குட்பட்டதாய் (௩-1): ஈர 2...என்ற அமைப்பிலிருக்கும். 

5.9:2. வரையறை : ஒரு எண்ணின் மடக்கை ஒரு முழு 
எண்ணும், ஒரு பதின்பகுப்பு பின்னமும் கூடிய தொகையாய் 

அமையும்போது, மூழுஎண் பகுதியை, மடக்கை முழுஎண் 

(Characteristic) crema பதின் பகுதியை மடக்கை பின்னம் 

(1831141858) எனவும் கூறுகிறோம். 

5.93. மகை அட்டவணை விளக்கமும், பயன்படுத்தும் 

முறையும். 

  

  

எண் எண்ணின் முழு எண்: மடக்கை 

முகல் வரை. [பதியினள்ள இலக்கம் | மழு ண் 
1 முதல் 10 வரை 1 0 

10, 100 ,, 2 1 

100 ,, 1000 ,, 3 2 

1000 ,, 10,000 ,, 4 3 

1011 முதல் 10% வரை n (௬-1)     
  

இதிலிருந்து நாம் அறிவது யாதெனில், ஒரு எண்ணின் 
மூழு எண் பகுதியில் % இலக்கங்கள் இருப்பின் அதன் 
மடக்கை முழு எண் பகுதி (௩-1); அதோடு ஒரு பதின் பின்ன 

மும் சேரும்,
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எளிய எடுத்துக்காட்டுக்கள் 
  

  

ம மடக்கை 

எண் முழு எண் பகுதி 

5.675 0 

453.1 2 

5800 3 

17,456 4 

“ 10,000,000 7     
  

5.9:4. இப்போது ஒன்றுக்குக் குறைபட்ட கூட்டு எண்: 

“களின் மடக்கைகளைப் பார்ப்போம். அதாவது இவ்வெண் 

களில் முழு எண் பகுதியே யிருக்காது, பதின் பகுதியே 

யிருக்கும். 

அமைப்பு : 0, ௧௦......(0.71, 0.0054, 0.00007) 

(ஐ) 0114-41 

ந$-0.06 எனக் கொள்வோம். 

மகை 0.1--1 

மகை 1- 0 

:._ மகை 0.1:மகை 18£.₹மகை 1 

-l1<wensM<0 , 

0.1 க்கும், 1 க்கும் இடைப்பட்ட எண்களின் மடக் 

கைகள் -1 க்கும் 0க்கும் இடையிலிருக்கும். ஆகவே அவை 

குறையெண்களாயிருக்கும். 

(0) 0.01<M<0d | 
M=0.065 craré Glare Goymid. 

wens 0.0] = -2 

மகை 0,1--1 

. மகை 0,01-(மகை 18 மமகை 0.1 

-2.மமகை ர 4-7],



மடக்கைகள் 65 

 0,01க்கும் 0,1க்கும் இடைப்பட்ட எண்களின் மடக் 

கைகள் -2 க்கும் - 1 க்கும் இடையிலிருக்கும். 

ஆகவே அவையும் குறை யெண்களாயிருக்கும். 

(8) 0.001-18 40.01 

ர ,0080 எனக் கொள்வோம். 

மகை 0.001- 8 

மகை 0.01- -2 

..மகை 0.001-மகை 8 மகை 0,01 

-8மமகைநர் ௮-2, 

* 0,001 க்கும் 0.01 க்கும் இடைப்பட்ட எண்களின் மடக் 
கைகள் - 8க்கும் - 2 க்கும் இடையிலிருக்கும். அவைகளும் 

குறையெண் கள். 

பின்வரும் தொகுப்பினைக் காண்க, 

எண்ணிடை மகையிடை மகை அமைப்பு. 

O1< M<1 _1 மூதல்-0 0: க... 

001<M< 0.1 -2 முதல் -1 -l abc... 

0-001 <M <0°01 _8 முதல் -2 9 கற 6. 

0-:0001<M<0°001 -4 முதல் -8 9: நடி யப 

எனவே, ஒன்றுக்குக் குறைவான கூட்டு பதின் பின்னங் 
களின் (மா ம201181 17க௦11௦௭8) மடக்கைகள் (மடக்கை அடி 
10க்கு) குறை யெண்கள். அவைகளின் பொதுத் peices TE! 
பற்றிப் பின்னர் விளக்குவோம். 

59:5 (6) பின்வரும் எண்களைக் கவனிக்க : 

67840, 6784, 0678-4, 07:84, 6784, 06784, 0:06784, 000784, 

0:0006784....... அடிக்கோடிட்ட 6:784ன் மடக்கை ந எனக் 

கொள்வோம். (பின்னர் நீங்கள் மகை 6,784 - 08916. என 
நேரடியாக: மடக்கை வாய்பாட்டிலிருந்து அறிந்து கொள் 

வீர்கள்). எனவே 102--6:784, ஈ ஒரு பதின் பின்னம். மடக் 

கையில் முழு எண் பகுதியில்லை. பின்னப் பகுதி —— 
உள்ளது; (5,9:1 ஈ பார்க்க), 

தற்காலிகமாக x=0'8315 எனக்கொள்வோம். அதாவது 
10°85 — 6°784, 

a—5
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. wens ,,6°784 = x= 0'8315. 

67°84 = 10 x 6:784 

:. “மகை 67.84-மகை 10-மகை 6-784 

1-2-1:8915. 

678'4 = 100 x 6°784 

மகை 078:4-மகை 100--மகை 0784 

ட -82-2:8915, 

6784 = 1000 x 6:784 

ஃ wes 6784= wens 1000+ wens 6784 

8424288915, . 

67840 = 10,000 % 6-784 

3 மகை67840-மகை 10 ,0004மகை 6784. 

eh ba = 48315, . 

x ao வெறும் பின்னப் பகுதி என்பதை மறந்து விடக் 
கூடாது. 

. எனவே, 6:784ன் மடக்கை ஈ என்ற வெறும் பின்னப் பகுதி 
ட் 2.௮1) யானால், 6-784ல் உள்ள புள்ளியை வலது புறம் ஓர், 

, இலக்கமாகத் தள்ளிப் போடப் போட, மடக்கையின் 
னவ, ஒன்று, ஒன்றாக உயர்ந்து கொண்டே போகிறது. 
ஆனால் 6:784, 07-84, 6784, 6784, 67840 இவைகளின் மடக்கை 

களின் பதின் பகுப்புப் பகுதி சமம் (2); முழு எண் பகுதிகள் 
மூறையே 0, 1, 2, 9, 4. . . என உயர்ந்து செல்கின்றன. 

மடக்கை வாய்பாடுகளில் . பின்னப் பகுதி மட்டுமே 
கொடுக்கப்பட்டிருக்கும். முழு. எண் பகுதிகளை 5.9:8ல் கண்ட 
படி, நாமே எழுதிக். கொள்ள வேண்டும். திரும்பவும் கூறுங் 

கால், '* ஒரு எண்ணின் முழு எண் பகுதியில் ௩ இலக்கங்க 
கட்டில் அதன் மடக்கை முழு எண் பகுதி (௩-1); பதின் 

பின்னப்பகுதி, மடக்கை வாய்பாடுகளிலிருந்து எடுத்து 
எழுதிக் கொள்ள வேண்டும் '”,
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86) © 107 =6°784 

6) & ,.6°784 = a = 0'8315, 

0:°6784 = 10-' x 6-784, 

“2. wane 0:0784- மகை 10-14 மகை 6-784 

= —l4ae=-140-8815, 

0°06784 = 10-? x 6°784. 

1060 & 0°06784 = pen & 10-° ++. wens 6°784 

= —-24m= —-240°8315, 

0006784 = 10? x 6-784. 

7. LODE 0006784 = Loe 10? -+-.wene 6°784 

= —~342= 340-8315. 

எனவே, உண்மையாக, மகை 0:60784- — 1-0-8915 

| = — 0°1685 

AHoueutGm wens 0'06784= — 2+0°8315 

= — 11685, 

ஆனால் இவைகளை இப்படி எழுதாமல், .1, 8915, 2, 8315, 

3, 8815 . . . என எழுதுவது அனுகூலமானது. 

இங்கு, மடக்கை முழு எண் பகுதி, ஒரு குறை முழு எண் 
-1, -2, 3..போன்றவை; மடக்கை பதின் பகுப்புப் பின்னப் 

(பகுதி கூட்டெண்., 

படிக்கும் முறை: . 1. 8815 ஐப் படிப்பது “குறை ஒன்று, 

புள்ளி 8315”: ; 2. 8915 ஐப் படிப்பது "குறை இரண்டு, புள்ளி 
18915” என்று வழக்கில் வரவேண்டும்.
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5.9:0. நாம் இதுவரை கண்ட மடகச்சைகளை ஓர் அட்ட. 
வணையாக அமைத்துப் பார்ப்போம்... ் 

  

  

  

(1) டல மடக்கையை- 
5 oT to 

° எண் க ன். பின்னயபகுதி . முறை 

67840 4 ட 308812: 4.8315, 

6784 3 308912 3.8315" 

678.4 ஐ | “+ 0.8315: 2.8315: _ 

67.84 ற் 408912. 1,8915: 

6.784 6 0.8315" 0.8315: 

0.6784 -௩ + 0.8315 1.8315: 

0.06784 -2 ++ 0.8315: 2.8315: 

0.006784 -8 : 08912 | 9:8915: 

0.0006784 vt | + 0.8315 48915:       
  

5.97. இப்போது முன்னிரண்டு. பத்திகளில் நாம் கண் 

டதை, மேற்கண்ட அட்டவணையின் உதவிகொண்டு, திரும் 

பவும் வகைப் படுத்திக் கூறி, மடக்கைகளை அறிதற்குரிய சில. 

முக்கியமான விதிகளை நிர்ணயிப்போம்... 

(1) 6, 7,8,4 என்ற இலக்கங்களைக். கொண்டு வரிசை 
மாற்ற மின்றி, 

67840, 6784, 678°4, 67°84, 6°784,. 0°6784, 0°06784° 

0:006784, . . . போன்ற பல எண்களை எழுதலாம். அவைகளின்- 

மதிப்பு, பதின் புள்ளியிருக்குமிடத்தால் நிர்ணயிக்கப் படுகிறது... 

( அட்டவணை : நிரல் (1) — Column (1)).. 

(2) அப்படிக் குறிப்பிடப்பட்ட எண்ணின் மடக்கை. 

இருபகுதிகளாகும்: ஒன்று-மடக்கை முழு. எண் பகுதி: 
(நிரல் 2(6)); மற்றொன்று- மடக்கை பதின் பகுப்புப் பகுதி! 
(நிரல் 2(6)) அதாவது மடக்கை பின்னப். பகுதி.
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(3) மடக்கை முழு எண் பகுதி (நிரல் Aa), user 
புள்ளியின் இடத்தைப் பொருத்திருக்கிறது: பின்னப் பகுதி 

(நிரல் 2(6)) இலக்கங்களை மட்டுமே பொருத்திருக்கிறது. 

(1) பதின் புள்ளியின் இடத்தை மாத்திரம் மாற்றி 

இலக்க வரிசையை அப்படியே கொண்டால், மடக்கை முழு 

எண் பகுதி மாறுகிறது ; பின்னப் பகுதி மாறாமல் இருக்கிறது 

(நிரல் 3). 

இப்போது எல்லாக் கூட்டெண்களையும் இரண்டு பெரும் 
பகுதிகளாகப் பிரிக்கலாம் : 

(1) ஒன்றுக்கு மேற்பட்டவை: இவை வெறும் முழு 
எண்களாக இருக்கலாம் (8; 87; 967;4270;..... ); அல்லது 

முழு எண் பகுதியும் பின்னப் பகுதியும் சேர்ந்தனவாக இருக்க 
eomtb (7-4; 76°43; 776°34,...). 

இ ஒன்றுக் குறைந்தவை (0:5; 0:047; 0:00437) ; 

. இவற்றின் மடக்கைகளை வாய்பாட்டில் கண்டு எழுதுவதற் 

குரிய விதிகள் பின் வருமாறு : 

(1) மடக்கைகளில் ஒரு முழு எண் பகுதி உண்டு 
ஒரு பின்னப் பகுதி உண்டு. 

௫ 

2) (ய) 1க்கு மேற்பட்ட கூட்டெண்களுடைய 

மடக்கை முழு எண் பகுதி காணும் முறை: கொடுக்கப்பட்ட 

எண்ணின் முழு எண் பகுதியில் ௩ இலக்கங்கள் இருப்பின் 
மடக்கை முழு எண் பகுதி- -(௩-1) (கூட்டு முழு எண்), 

(6) பின்னப் பகுதியை, மடக்கை வாய்பாட்டைப் 

_ யார்த்து எழுதிக் கொள்ள வேண்டும். 

மூழு எண் பகுதியில் ஒரே இலக்கமிருப்பின், அதன் 
மடக்கையின் முழு எண் பகுதி பூச்சியம். 1; 10; 100; 1000; 

- போன்ற பத்து என்ற எண்ணின் சரியான படிகளுக்கு, 

மடக்கை முறையே,0; 1; 2; 3;...; பின்னப் பகுதிகள் 

கிடையாது. 

(4) (a) 1க்குக் குறைவான கூட்டெண்களுடைய 
மடக்கைகளின் முழு எண் பகுதி காணும் முறை :
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கொடுக்கப்பட்ட எண்ணில், பதின் புள்ளிக்கு அடுத்து... 

உடனடியாக % பூச்சியங்கள் இருப்பின், மடக்கை முழு எண் 

பகுதி- - (௩-1); இதை வழக்கில் ௩-1 என எழுதுகிறோம். 

6) பின்னப் பகுதியை, மடக்கை வாய்பாட்டைப் 

பார்த்து எழுதிக் கொள்ள வேண்டும். இது கூட்டு எண்: 

மதிப்பே பெற்றிருக்கும். பதின் புள்ளிக்கு அடுத்து உடனடி 

யாக பூச்சிய மில்லாமல் ஒரு எண் இருப்பின், அதன் மடக்கை. 

யின் முழு எண் பகுதி-1, 0-1, 0-01, 0:001, 0-0001 . .. போன்ற. 
பத்து என்ற எண்ணின் சரியான குறையெண் படி களுக்கு, 

மடக்கை முறையே-1, -2, -8, ௩... பின்னப் பகுதிகள் 
கிடையாது. 

(4) எனவே, ஒரு எண்ணைக் கண்டவுடனேயே. 

அதன் மடக்கையிலுள்ள மூழு எண் பகுதியை நேநரடியாக. 
எழுதி விடலா மாதலின், மடக்கை வாய்பாடுகளில் முழு எண் 
பகுதி கொடுக்கப்பட்டிராது. அதன் பதின் பகுதியே கொடுக்கப். 
பட்டிருக்கும். 

5.9:7'1. இதுவரை கண்ட விதிகளின் மறுதலை விதிகள் : 

(1) ஒரு எண்ணின் மடக்கையில், மடக்கை முழு: 
எண் --௩ ஆக விருப்பின், அவ்வெண் 1க்கு மேற்பட்டு, முழுஃ 

எண் பகுதியில் (௩--1) இலக்கங்கள் பெற்றிருக்கும். மடக்கை. 

முழு எண் பகுதி பூச்சியமாயிருப்பின், அதற்குரிய எண் க்கு, 
மேற்பட்டு, முழு எண் பகுதியில் ஒரே இலக்கம் கொண் 
டிருக்கும். 

(2) ஒரு எண்ணின் மடக்கையில், மடக்கை முழு எண்: 
-% ஆக விருப்பின், அவ்வெண்் ஒன்றுக்குக் குறைந்து. 
பதின் புள்ளியை அடுத்து உடனடியாக (௩- 1) பூச்சியங்கள்- 
பெற்று இருக்கும். எண்ணில் முழு எண் பகுதியே இருக்காது... 
மடக்கை முழ எண் பகுதி-1 ஆக இருப்பின், அவ்வெண்,,. 
ஒன்றுக்குக்குறைந்து பதின் புள்ளியை அடுத்து உடனடியாக, 
பூச்சியமல்லாத, ஒரு இலக்கம், மேலும் மற்ற இலக்கங்கள் 
பெற்றிருக்கும். 

[குறிப்பு: புள்ளியை அடுத்து உடனடியாகப் பூச்சியங்க. 
ளிருப்பின், அப்பூச்சியங்களைக் கடந்து, உடனடி. 
யாகவரும் முதல் இலக்கம், முதல் பொருளுடைய 
இலக்கம் (First significant digit) erercsw@w'].
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இப்போது 67.84 என்ற எண்ணின் மடக்கை எப்படி 

அறிவதெனக் காண்போம். முழு எண் பகுதியில் இரண்டு 
இலக்கங்கள் இருப்பதால், மடக்கை முழு எண் பகுதி 1, 
மடக்கையின் பின்னப்பகுதி யறிய, வாய்பாட்டில் 67” 

உள்ள வரிசையில் “8* என்ற நிரலில் ':8312'” உண்டு. மற்றும் 
அதே வரிசையில் இடை மிச்சங்கள்” என்ற நிரலில் “4” 
என்ற நிரலில், இடை மிச்சம் 3”! உண்டு”; “8812” ஓடு 

"3" ஐக் கூட்ட :8815'' கிடைக்கும், இதுவே மடக்கையின் 

பின்னப்பகுதி- ,8915, 

- 1 WOE 67.84 = 1.8315 

இவ்வாறே, 

மகை 6.784 = 0.8315 

மகை 6784 = 3.8315 

மகை 0.06784 = 2. 

மகை 0.6784 = 1.8315 

2.8315 

I 

மகை 0.00006784 = 5.8315 

மேலும், பின்வரும் மடக்கைகளைப் பார்த்து அறிக. 

மகை 67 = 1.8261 

மகை 670 = 2,8201 

மகை 67000 = 4.8261 

மகை 0.0067 = 3.8261 

மகை 7000 = 3.8451 

மகை 0.7 = 1.8451 

5.99. இன மடக்கை வாய்பாடும் அதைப் பயன்படுத்தும் ' 
முறையும் : 

"இனமடக்கை வாய்பாட்டில் ஒரு பகுதி கீழே கொடுக்கப் 
. பட்டிருக்கிறது.
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இனமடக்கை வாய்பாட்டமைப்பு: இனமடக்கை வாய் 
பாட்டில் இடது கைப்புற ஓரத்தில் மடக்கை பின்னத்தின் முத 
லிரண்டு இலக்கங்கள் கொடுக்கப் பட்டிருக்கின்றன. அடுத்து 

பத்து நிரல்களின் உச்சியில் மடக்கை பின்னத்தின் மூன்றாவது 
இலக்கம் கொடுக்கப் பட்டிருக்கிறது. கடைசியாக வலப்புறத் 
தில் உள்ள ': இடை மிச்சம்'' என்ற நிரல்களின் உச்சியில் 
மடக்கை பின்னத்தின் நான்காவது இலக்கம் கொடுக்கப் 
பட்டிருக்கிறது. எடுத்துக்காட்டாக, 28240 என்ற மடக்கை 
கொண்ட எண் யாதென அறிய முற்படுவோம். 

முதல் நிரல் : 52 என்ற வரிசையில் 4 என்ற நிரலில் 

காணப்படும் எண்-- 3342 

அதே வரிசையில் “@Qenr. Heeb” 

தலைப்பில் 9 என்ற நிரலில் காணப் 

படும் எண். 7 

கூட்டுத் தொகை ... 3349 

மடக்கை முழு எண் பகுதியில் '2: இருப்பதால், அதற் 
குரிய எண்ணுக்கு, முழு எண் பகுதியில் 8 இலக்கங்கள் 
இருக்கும். 

எனவே இனமகை 2,5249- 994.9 ஆகும். மடக்கை வாய் 
பாட்டில் மகை 884,9 என்ன எனக் கண்டு சரிபார்த்துக் 
கொள்க. சரிபார்ப்பதில் மிகச் சிறிய வேறுபாடுகளிருப்பின் 
பொருட் படுத்தாது விடுக; 

அவ்வாறே, 

.இனமகை 1,5249 - 88.49 

இனமகை 0.52409 - 9,849 

'இனமகை 1,5249 - 0,99409 

இனமகை 45249 - 0.0009349 
இனமகை,. 8;5240 - 9949 

““இனமகை 5.5249 - 994900 
மேலும் இனமகை 2.50 = 316.2 

| 

இனமகை 9594 - 009942
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இனமகை அட்டவணையை ப் பயன்படுத்தும்போது, 

மடக்கை முழு எண் பகுதியை விட்டு மடக்கை பின்னப்பகுதி: 

யையே எடுத்துக்கொண்டு இனமகை காண்க. முழு எண் 

பகுதியைக் கொண்டு புள்ளி வைக்கும் இடத்தை அறிக. 

சில சமயங்களில் மடக்கை முழு எண் பகுதி 10, 11, 13... 

என இருக்குமானால், நாலிலக்க எண்ணாகப் பெறப்படும் இன 

மகைக்கு, வேண்டிய அளவுக்குப் பூச்சியங்கள் எண்ணின் 

பின்னால் சேர்த்து இனமகையை யெழுதுக. 

மடக்கை முழு எண் பகுதியில் -1 இருந்தால், புள்ளி 

வைத்து இனமகையை உடனடியாக எழுதுக? -£ இருந்தால், 

புள்ளி வைத்து, பின் ஒரு பூச்சியமிட்டு, இனமகையை யெழு 

துக; பொதுவாக- ௩ இருந்தால், புள்ளிவைத்து உடனடியாக 

(௩-1) பூச்சியமிட்டு, இனமகை யெழுதுக. 

5.10 மடக்கை கோட்டுருவப்படம் : 

y= Woe என் கோட்டுருவப் படம் வரைந்து பார்க்க. 

அப்படத்தில் கவனிக்க வேண்டியவை : 

(I) =1 66 y=0; 
(2) 2 பூச்சியத்தை நெருங்கி வரவர, 3 கழிவுக் கந்தழி 

எல்லையை நெருங்குகிறது. (141ரம5 1ஈமிஎம்டி) : 

(8) ஈன் மதிப்பு உயர, உயர நன் மதிப்பும் வளர்ந்து செல் 

கிறது ; 

(3) உன் மதிப்பு ஒன்றுக்கு மேற்பட்டிருக்கும் போது: 

ஏ கூட்டெண் மதிப்பேற்கிறது; ஈன் மதிப்பு ஒன்றுக்குக் குறைந். 

திருக்கும்போது, 8 குறையெண் மதிப்பேற்கிறது :?: 

(5) உன் குறையெண் மதிப்புக்களுக்கு Y எந்த மெய் 

யெண் மதிப்பையும் ஏற்பதில்லை, எனவே, கோட்டுருவப் 

படம் 4- அச்சுக்கு வலப்புறம் மட்டுமே அமைந்திருக்கும். 

௪



  
. [எ-கா.) (1) மடக்கை வாய்பாடு கொண்டு, 256)%27ன் 

மதிப்பறிக. 

1pene 256 = 2.4082 

ம்கை 27-1,4214 

கூட்டுத்தொகை - 8,8306 
  

  

பெருக்குத் தொகையின் மடக்கை- 3.8306 

“. பெருக்குத் தொகை - இனமகை 8,8996 

= 6911. 
நேரடியாகப் பெருக்குத் தொகை- 6912. 

இச் சிறு வேறுபாடு மடக்கை வாய்பாட்டைப் பயன் 
படுத்தும்போது ஏற்படத்தான் செய்யும் ; விலக்க' முடியாது. 
ஆனால். பெரிய பின்னங்களைப் பெருக்கி வகுக்கும்போதும், 
படி மூலங்கள் காணும்போதும் வேலை மிகச் சுருக்கமாக 
முடியும்.
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(எ-கா.) (2). 2 ன் மதிப்பு கானக. 

wens 2, 45 = 0.3892 

wens 7.767 = 0.8903 

கூட்டுத்தொகை - 1.2705 

மகை 14,826 - 1.1571 

மீதி 0.1224 

இனமகை 0.1224- 1,825 வேண்டிய மதிப்பு 

(எ-கா.) (8) 47561 ன் மதிப்பு காண்க, 

மகை 961 - 4 மகை 78.01 

4 x 1.8670 

0.4668 (தோராய மதிப்பு) 

இனமகை 0.4668 = 2,929-- வேண்டிய மதிப்பு... 

| 

(எ-கா.) (4) (0.08794) “ன் மதிப்பு காண்க. 
1 
3 

11 

மகை (0.08794) 5 - 4.x wens 0.03794 

= 41 x 2.5791 வடி
 

11 x 1.2896 (தோராயம்) 

11 (—1)+11 (0.2896) 
— 1143.1856 

8.1856 

i 

1. 
(0.03794) * - இனமகை 8.1856- 0.00000001533: 

(எ-கா. (5) (78.95) “? ன் மதிப்பு காண்க, 

மகை (78.95) “5? --3%மகை 78.95 
~ 81,8974 
— 3 x 0.9487 

_ — 2.8461 

॥ 
ll 

இதற்கு. நேரடியாக இனமகை காணமுடியாது...
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இதை - 2,8401- - 9-,1530-9.,1589 என எழுதி:இனமகை 
காணவேண்டும். 

். .இனமதை 3.1539 = 0.001425 = வேண்டிய மதிப்பு. 
(எ-கா.) (6) (2) ல் எத்தனை இலக்கங்கள் இருக்கும் ? 

மகை (2)5-25%மகை 2 க 

-25%0.8010 
= 7.525 . 

+ Borwens 7.525 & 8 இலக்கங்கள் இருக்கும்." 

(எ-௧.) (7) (97, (45 இதில்"எது பெரிது? - 
மகை (3)”-30%மகை 8 

-80%0.4771 
14,819. 

:. (9ல் 15 இலக்கங்கள் இருக்கும். 

மகை (4)-18% மகை 4 

.. 2185(0,6021 

_ 10,8978 

(9ல் 11 இலக்கங்கள் இருக்கும் 

ar >a 
101 4 1009 

(எ-கா. (8) (6) 21000 என நிறுவுக. 

101 1009 

மகை (ர) = wee (101) 
=1000x wens 1.01 

=1000x 0.0048 9. 

4.3 

710] ௩1000 
( ) ல் 5 இலக்கங்கள் இருக்கும். (மா 

(zor) ‘1000 > 1000.
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பாடச் சுருக்கம் (5) 

1. wmse, MN= Lens .M “மகைய. 

2. nen &,MNP...... en Ml +neme;N+weme,P+... 

3. மகை, (=x) = 0enS,M —- nena,N, 

4. மகை, (141) -ஈ மகைா 

5. மகை, (14-1) = -nwems,M 

. மகையர் 

sl
o 6. wens. (WM) = 

7. Wenge, N= wene,N X (D6 Bya 

மகை 4 meee 
_மகைடும் 

1 8.. மகை;ிூா%மகைம்- 1. 

"பயிற்சி 5 (2) 

1. மடக்கைகளைக் கொண்டு பின் வருவனவற்றை மதிப் 
பிடுக. 

(1) 42.1x38.9 (6) 40,748 

ஞு அபக EE (7) (1.435)-5 

2.6)°x(5.4)) to 
(3) | ரு (8) சச 

ணய வ ணட 49 (9) வரவு 0) 123 Vi78.9 

(5) (83.3)°-+ (45.50): (10) 3-5. 8, கட GF
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5. மடக்கைகளின் உதவிகொண்டு பின் கொடுக்கப் 

பட்டவைகளை ஏறு வரிசையில் எழுதுக. 

12%, 497, 1748, (2.5)"*,(\/34839,000) °. 

3. (a) 3%, 4°, ட 4,025: இவற்றில், முழு எண் பகுதி 
எத்தனை இலக்கங்கள் பெற்றிருக்கும் ? 

(6) 3-*, 4-8, 8, (4.02) இவற்றில் புள்ளிக்குப் 
பின் உடனடியாக எத்தனை பூச்சியங்களுக்குப் பின் முதல் 
எண் தோன்றும் ? 

4. (73410), (99/14) இரண்டில் பெரிது எது? 

51௩5 ் i 
5. (ar) ன் மதிப்பென்ன ? 

6. ரம் என்பது ஒரு வாய்பாடு, ஈ-3,]4. 

இதைப் பயன்படுத்தி, பின் வரும் -மதிப்புக்களைக் 
காண்க. 

(2) t= 2, g=981; [மதிப்பென்ன ? 

(2) t=3.5, 1=200; சமதிப்பென்ன? 

(௦2) g=32, 1=3; மதிப்பென்ன? 

ca 7. ரட் என்பது ஒரு வாய்பாடு, ஈ-914. 

k=6.6, h=9.2, g=32, ஆனால் 7 மதிப்பென்ன? 

8. மடக்கையடி 10க்கு உள்ள மடக்கை வாய்பாட்டைக் கொண்டு பின் வரும் மடக்கைகளைக் குறிப்பிட்ட அடிகளுக் குக்காண்க. 

(1) மடக்கை 100 

(2) மடக்கை... (079) 

(3) மடக்கை 10 (62,718)
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r \® . 9. A=P( ட என்பது கூட்டு வட்டி வாய்பாடு. 
இதைப் பயன்படுத்தி, பின் வருவனவற்றைக் காண்க. 

(a) P=2500; r=4%; %-75. & என்ன? 

(6) P=4500; n=10%; &-8100; என்ன? 

(௦) n=6; r=5%; &-160; 1 என்ன? 

10. 2, 8, 4, 5 என்ற எண்களைக் குறைந்தது எந்த படிக்கு 
உயர்த்தினால், அத்தொகை 1,00,000க்கு மேற்பட்டிருக்கும் 2 

11, S=14343% te அட்ட. உ! என்பது வாய்பாடு, 

21000 ஆனால், ௬க்குக் குறைந்தது என்ன மதிப்பு 
இருக்க வேண்டும் ? 

12. ஒரு முக்கோணத்தின் பரப்பு W's (s—a) (s—6) (Sc) 
என்ற வாய்பாட்டால் கொடுக்கப்படுகிறது, a, b, 6, பக்கங் 
களின் நீளங்கள் ; ச சுற்றளவில் பாதி. பின் வரும் முக் 
கோணத்தின் பரப்பை அறிக : 

8-876 செ.மீ.; 6-564 செ.மீ; 2-716 செ.மீ, 

18. ஐன் தீர்வுகள் காண்க: 

(1) 2மகை2-1-டமகை (௭) 

ற 50% 1002.



6, விகிதமும், விகிதசமமும் 
(Ratio and Proportion) 

6.1 ஒரே விதமான இரண்டு அளவைகளை, நாம் இரு 

மூறைகளில் ஒப்பிட்டுப் பார்க்கலாம். 

எடுத்துக் காட்டாக: ஒரு மரத்தின் உயரம் 15 மீட்டர்; 

மற்றொரு மரத்தின் உயரம் 10 மீட்டர். அவைகளின் உயரங் 

களை ஒப்பிடும்போது, (1) முதல்.மரம் இரண்டாவது மரத்தை 

விட 5 மீட்டர் அதிக உயரம் ; அல்லது, (2) முதல் மரத்தின் 

உயரம் இரண்டாம் மரத்தின் உயரத்தைப் போல 1% மடங்கு 

என்று சொல்லலாம். 

இவ்வாறே, ஒரு பொருளின் விலையை மற்றொரு பொரு 

ளின் விலையோடும், ஓர் ஊரின் மக்கள் தொகையை மற்றோர் 

ஊரின் மக்கள் தொகையோடும் ஒப்பிட்டுச் சொல்லலாம். 

6.2 விகிதம் (21/0): ஒரே வகைப்பட்ட இரண்டு 

அளவுகளை, ஓப்பிட்டு, அவ்வொப்பீட்டை (அல்லது 

தொடர்பை), ஒன்றைப்போல் மற்றொன்று எத்தனை மடங்கு 

என்று கூறுவது விகிதமெனப்படும். 

ஈக்கும் 6 க்கும் உள்ள விகிதத்தை, a+b, a:b என்ற 

முறைகளில் கூறலாம். த 

இவ்விரண்டு அளவுகளில். ஈக்கு 5 apsirepyqitiny(Antecedent) 

என்றும், ம் க்கு பின்னுறுப்பு (0008601801) என்றும் பெயரிடப் 

பட்டிருக்கிறது. 

ஒரு விகிதம் ஒரு பின்னமாதலின், பின்னத்திற்குரிய பண் 

புகள் யாவும் ஒரு விகிதத்திற்கு அமையும்.
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'இரண்டு விகிதங்களைத் தெரிவிக்கும் பின்னங்கள் சம 

மானால், அவ்விகிதங்கள் சம.விகிதங்களாகும். 

:6:3 என்ற விகிதம் $-2 ஆகும் 

8 க என்ற விகிதம் $-2 ஆகும். 

உ. 6128-82௦4 

அவ்வாறே, 2: 1-4: 2-6 8: 4... 

3.:.4=-6:8=15: 20......... 

6.3 கலப்பு விகிதம், இருபடி விகிதம், கீழ் இரட்டை 

‘9 Alsib (Compound ratio, Duplicate ratio, Sub-duplicate ratio): 

(1) என்ற விகிதத்தை > ஆல் பெருக்கிவகும் * ட என்ற 

விகிதம், கலப்பு விகிதமெனப்படும். 

GE, என்ற விகிதம் போன்றவையும் கலப்பு 6 

“bap 
விகிதமாகுல்.. 

oxy 

(2) + என்ற விகிதத்தை + ஆலேயே பெருக்கி வரும் 

3 என்ற விகிதம் + ன் இருபடி விகிதம் எனப்படும். அவ் 

வாறே என்ற எச்சம் ன். முப்படி விகித மெனப்படும். 

4 a ge sane i Be “ar உட போன்ற விகிதங்களும். 

ge 

(8                            

ட ட படும். அவ்வாறே த் “அனு போன்ற விகிதங்களும்,
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6.4 பெருஞ் சமனின்மை விகிதம், சிறு: சமனின்மை. 
ef sib (Ratio of greater ineqality, Ratio of lesser inequality) = 

௮ம் ஆனல், ஒரு பெருஞ்சமனின்மை விகிதமெனவும்,. 

a 
1 ஆனால், 5 PG சிறு சமனின்மை விகிதமெனவும், 

a 
1 ஆனால், 5 PG சமவிகிதமெனவும் சொல்லப்படும்... 

ச
வ
 

க
வ
 

பயிற்சி 6 (7) 

1, 8:58:44 ஆனால் 58-38 :32-ம்ன் மதிப்பென்ன ? 

2, பின்வரும் விகிதங்களின் கலப்பு விகிதங்கள் யாவை * 

(1) ௨-௦: 

தடட: 

(2) atb:a-b 

a? -—ab+b? : a’?+ab+B 

5. பின்வரும் விகிதங்களின் இருபடி, முய்படி விகிதங்கண் 
என்ன ? . 

(1) 2:3 

(2) 4:5 
(3) w+1:a-1. 

. விகிதங்களைப் பற்றிய தேற்றங்கள் 

6.51. தேற்றம் 1: ஒரு விகிதத்தின் முன்னுறுப்பையும்,. 
பின்னுறுப்பையும் (மேலெண்ணையும், கீழெண்ணையும்) ஒரே 
எண்ணால் பெருக்கினால், அல்லது வகுத்தால், அவ்விகித.் 
மாறுது. 

(௬740 எனக்கொள்க)



_ விகிதமும், விகிதசமமும் 85 

a:b = ma:mb. 

b a 
a:b =— :—. 

77 

6.5-2. தேற்றம் 2: ஒரு விகிதத்தின் முன்னுறுப்போடும், 

யின்னுறுப்போடும் ஒரே கூட்டெண்ணைக் கூட்டினால், 

(௦) ஒரு சம விகிதம் மாறாது ; 

(6) ஒரு பெருஞ் சமனின்மை விகிதம் குறையும் ; 

(௦0) ஒரு சிறு சமனின்மை விகிதம் அதிகமாகும், 

(a) rol அல்லது ௨-ம், 

5--றஐ:9-டற-௩-றஐ: ௩-ற 

Late 
ஏ 

=], 

ata:bt+xa=a:b. 

(b) + ஒரு பெருஞ் சமனின்மை விகிதமாயின் a<b, 

அல்லது ௨-8- ஒரு கூட்டெண். 

_அப்போது, ௨ ஒரு கூட்டெண்ணாயின், 

a@ ata abtazv-—ab-—bz 

  

6 b4+a— b(b+2) 

_ (௨-0) 

8642) 
- ஓரு கூட்டெண். 

_ Ay ote 
“52 52 

a 6 வட்ல அல்லது ட எ ஆகுமென நிறுவப்பட்டது. 

(௦) ஒரு சிறு சமனின்மை விகிதமானால், ௧-5, அல்லது 

a-b= Qe குறையெண்.
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Dae தி 
முன் கண்டபடி [(8)ல்], ர் are : a - குறையெண். 

& bx: (ற. 

பதை 

“* த் டத 

ae 
; ப என நி path nay த ந என நிறு a. 

6.59. தேற்றம் 3: ஒரு விகிதத்தின் முன்னுறுப்மிலிருந் 
தும், பின்னுறுப்பிலிருந்தும், (இவ்விரு எண்களைவிடச் சிறிய. 
தான) ஒரு கூட்டெண்ணைக் கழித்தால், 

(2) ஒரு சம விகிதம் மாறுது ; 

(9) ஒரு பெருஞ் சமனின்மை விகிதம் அதிகமாகும் ;: 

(6) ஒரு சிறு சமனின்மை விகிதம் குறையும். 

6,5:2, ல் கண்டபடி, ல கண்டு நிறுவுக. 

6.6 தேற்றம் 

ஆலயம் என்பவை சம விகிதங்களானால்... 
i 2 . : 

ஒவ்வொரு விகிதமும் 

 / pa,” +a," ra,” +... . . ° . ட ட 
பட்ட... எனபதற்கு சமம். (2,ஏ.... 

எல்லாம் ஒருங்கே பூச்சியமாகாது) 

தெரிப்பு : லய ஆடை தவக் K எனக் கொள்வோம்... 
1 2 3 

a, = kb, 

a, = kb, 

a, = kb, 

= Pa,” தரத் ம 

qa," = gK" b,”
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ra," = rK"b,” 

இவைகளைக் கூட்டி, சமம் செய்ய, 

(pa," +-ga,” +ra,” +...) =k"(pb,” +4qb," +76," +...) 

nn, PO Ay” TIO," + oe 

~ pb," + Gbs" + 1b, Fave 

n / Pa,” + a," - டக... K = pe 
pb," +qb," +1b," +... 

  

கிளைத் தேற்றம். : ௩-1 எனக் கொண்டால், 

a, _ Pa, +-4a,+ra,+... 

b, °°" pb, +-qb,-+rb,+... 

௪1 எனக் கொண்டால், 

a, _ B+ Oy Oy Toe 

இ.” மி... 
    

ay «6.7 Gspmb: என்பவை சில சம பட க. 
bb,’ bb, 

னின்மை விகிதங்கள் ; 6, 6,, ம... கூட்டெண்கள்; அப்போது 

அவ்விகிதங்களின் மீப்பெரு மதிப்புக்கும் (18ீலம்யாய 7210௦) 
SF wH1ySGw (Minimum Value) Qemr_-Gus, 

a Fit Petes, Bi . 
5, +0,+0,+.. 40, மதிப்பு இருக்கும். 

= என்பது மீப்பெரு விகிதம்-ச எனக் கொள்க. 
77%. 

க 
b என்பது மீச்சிறு விகிதம்-/ எனக் கொள்க. 

1]
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தத மீப்பெரு விகிதமாகலின், 
71% 

5 

<8 

கசக்க கக ட் (A) 

wewccccee   

  

a, > 

ia 
a, 3, 7 

் த் ் (B) 

ப் வம் bo I 

a 
>I 
bn Z 

(A)"e Q@ uésiatnuph cpempGu b,, b,...... என்ற கூட் 
டெண்களால் பெருக்கினால் சமனின்மைத் தன்மை மாறாது. 
அதுவே () க்கும் பொருந்தும். 

எனவே ௨,462 

௨, “08 ஏனெனில்,, 5....... 
கூட்டெண்கள். 

Om = Omg J 

J
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இரு நிரல்களையும் கூட்டிச் சமனீடு செய்ய, 

கட்டி... கத (66... 

@,+@,+...+4, 
டட 

நர. த, 52 என நிறுவப்பட்டது. 

அவ்வாறே — 

a, +,+...+4,>T1 (6, +0,4+...8,) 

PE 2 7 என நிறுவப்பட்டது. 
1 2 soe n 

@, +4, +... +, 
; 

| அப்பட ள் 2 2 என நிறுவப்படுகிறது. 

குறிப்பு: 8,, 6,...கூட்டெண்களாகக் கொள்ளப் பட்டதின் 

காரணம் இப்போது புலனாகும். ஒரு சமனின்மை யமைப்பை, 

இருபக்கங்களையும் ஒரு கூட்டெண்ணால் பெருக்கினாலோ, 

அல்லது வகுத்தாலோ, சமனின்மைத் தன்மை மாறாது, 4, Ae, 

க... போன்றவைகளுக்கு ஒரு கட்டுப்பாடும் கொள்ளப்படாத 

தால், அவை கூட்டெண்ணாகவோ, குறை யெண்ணாகவோ 

இருக்கலாம். 

அதாவது, கொடுக்கப்பட்ட விகிதங்களில், சில குறை 

யெண்மதிப்பும் வேறு சில கூட்டெண் மதிப்பும், பெற்றிருந் 

தால் கூட, இத்தேற்றம் பொருத்தமாகும். 

3 45 2 
7’ 3° 9’ 3° 17 

a al த ‘ . —3+44+5-248 . ல் 

எடுத்துக்காட்டாக, . என்ற கூட்டு, 

மதிப்பு, மீப்பெரு மதிப்பான + க்கும், மீச்சிறு மதிப்பான 

= க்கும் இடையிலிருக்கும். 

4 
அதாவது“ என்பது தேற்றப் பொருள்.
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(எ-௧ஈ.) அனத்து ஆனால் ॥:ர:2ன் விகிதமென்ன? 

ee EK எனக் கொள்க. 

3 K. 

ச-$&. 

2-5 &. 

5, *, 6 என்ற எண்களின் அதமப் பொதுமடங்கு 12 

 8:3:2-2222-2%12 2212 : 5012-8 :9 :10_ 

(எ-கா.) (2) es JS BeNw xs y: Zz cresresr ? 

வ்வொரு..விகி. பூ சரசம் மே. ad 
? GP SBYO ~ S438 22 

_ மரற ழே ழூ 
~ 5+4-3 ~ 6 3 

ery eye pere சே 
~5+443. “Qo * 

coy 2 
"2° 3 17 

  

  

= ‘ y 
(எ-கா.) (9) எ௩-் 5 ~ Be = a) “ “ZG று. ஆனால், 

டராம Zz 
atb+e a 6 என நிறுவுக. 

6.6 கிளைத் தேற்றப்படி, 

ம் 3 2 _ தீத 
௪5-௮9) ச1- a) a — 6) 5206-௦) 

= Ly +z = -6- e)(c —a)(a — b)(a+b +c)



விகிதமும், விகிதசமமும் 

  

oF 

x/a yb zle 2௨ 
மேலும் K= Mit as lt வ மும்மை வல இட த். த 

a(b-c) (6-0) (9) “௫-ல் 

“ao boe 

  

2 
~ Ke zty-+z _ a 6's 

7 ON = (b= cle ala bya -b-Fe)~ =(6- e\(e aya), 

aty+z 

  

. = 241% Jue ன் Epes e's + உ என நிறுவப்பட்டது. 

(எ-கா.) (4) ஈ£-ு-ஈ௪-0 (1) 

a,% -b,y--¢,z=0 (2) 

என்ற சமன்பாடுகளிலிருந்து, 

2:39: 2 என்ற விகிதம் கண்டுபிடிக்கவும். 

மூதலில் இவ்விரண்டு சமன் பாடுகளினின்றும் 2ஐ விலக்கி! 
XL: ர காணலாம். 

(1) 63 

(2) xe,: 

@, ¢, w+b, 6, y+-¢, 6, 2=0 

a,¢,x+b,¢,y+e,¢,z2=0 

கழிக்க, (a, C,— a, ௦) z+ (6, ¢, — b, ¢,) y= 0, 

2 = 3 oo SS $98) 
bie. — bic, (3) 08, - 6,0, 

பின்னர் ஏஐ விலக்கி, ஈ: 2 காணலாம். 

(1) x 6,: a, ba+b, b, y+-c, b z=0 

(2) x &: a, ba+b, b, y-+e, 6, 2=0 

BPS, (a, b,-a, b,) x + (c, b,-c¢, b,) z= 0 

x 2 

= bc,-b,c, a,b,—a,b, (4) 

(3), (4) இரண்டையும் தொடர்பு படுத்தினால்,
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x ட y ட 2 

bic, -b.¢, 6,-6.0, 4a,b,-a,b, 

x:y:z=(b, c,-—b, ¢,): (c¢, a@,-¢, 4,) : (a, b,-@, 5.) 

இந்த மூடிவை, நாம் இவ்வாறான சந்தர்ப்பங்களில், 
எளிதில் கையாளக்கூடிய முறையில், ஒரு விதியாக்கி, கவனத் 
தில் கொள்வது, நமக்குப் பல இடங்களில் பயன் படும். 

இவ் விதிமுறை “குறுக்குப் பெருக்கல் விதி” (13116 ௦7 
07088 ு111ற110811010) எனப்படும். இது பெறப்படும். முறையை 

கீழே கண்டு அறிக. இடது பக்கமிருந்து வலது பக்கம் 
செல்க. 

x y 3 x பூ 

a bv Ye 

oy wr, <x 

en eee. 
bic,—-b,¢;  6,@,—C4, a,b, — a,b, 

(இம் முறையை, 

3a —-4y+7z2=0 

5a-+2y - 62=0 : 

என்ற சமன்பாடுகளில் பயன்படுத்தி ௨:97:25 என்ற விகி 
தத்தையறிவோம். : 

x Y GF X  Y 

S' தர “6 5 2 
x ட 8 ட 2 ‘ 

(-4)(-6)-(7)(2) ~ (7)(5)- 8-6) (92-(-8) 
x y 2 

“70 “55 Be 
..2:9:2- 10259: 26. 
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பயிற்சி 6 (2) 

1. பின்கண்ட தொடர்புகளின் துணைகொண்டு 2௨: ]/: 

என்ற விகிதம் காண்க. 

(1) 16x*+-9y? = 24] 

2-2-13 8 இ. அ அ 
z+3y+10 10 

  உ 

0 

8. Ee Brera era hb BO® HAGamG Ss.   

மும்- 1 க்குச் சமமென நிறுவுக. 

4. £254, ல் 52 2a°—¢ car p க. 
ரூ ஜல நச் Oo 

  

eta? நீம் z+e?_ (= 2)?+3 4)’ 
  

  

xta ytb "240 (= $x) +(S a) என இரவுக... 

by+cez—ax_ez+ax—- by _ ax +by - ez 5 

a be ca ab ஆனால் 

4--2-2_2-௰- 3 211- — நிறுவுக. 

a 5 

nae ணன் னை 
8. க ca Fab PO” 

_ax+by+cz 
உட்டு ie என நிறுவுக.
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10. 

11. 

32. 

- இயற்கணிதம் 

ay+-ba _bze+ex_cyt+az_ax+by+ez . 
a-b  b-c ௦-௧ a+bic a 

ஒவ்வொன்றும் ௨-9--2 க்குச் சமம் என நிறுவுக. 

Yrz2-xX 24-U-yY xLiy-z ட் ர = ¥Y_tTy ஆனால் 
    

  

a—be_b?-—ca_c*—ab த 

ரீ m n @ 

P—-mn_m?—nl _n-1 
FF என நிறுவுக 

a b 

x _ y . _ z 

I(mb+ne—la) m(ne+la-—mb) n (la+mb—nc) 

ஆனால் 

டை en நிறுவுக. 
mztny netlze lyt-me 

  

இது ஓரக 
ght . தர்ர ் grt (2-9-ட௨)171 

at ர ட ce ஞு (atb+cy என நிறுவுக. 

அரசரே xyz இல தத 2. ஆனால் இது ழு எ கருச்கமம். 

ன நிறுவுக. (2, 9, 2 ஒன்றுக் கொன்று சமமில்லை).
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92-03 cx—az டட ba 
  

    

  

i bte cra ஒத் அ al 

fog il _ ax+by+cz த் 
29-02 ae என நிறுவுக. 

பட ஆட டே 
ல னை b, ட b, by, ஆனால 

a, 94 a 18 | ' an nr Sa, Rr 

(4) * (2) tot (Fr) n (Sr) என 

நிறுவுக 

ரர் தட ரம 

18. "a ro mR Sr E+ Y Te Bond 

—t. 
டு உர. ntl, m+]\utt 

ஓவ !'வானறும (, ra ont, Bl 

என நிறுவுக 

10. 8 (b+e-a@)_b(c+a-b)_¢ (a+b-c) ஆனால் 
மகை ஈ wen b மகை 0 

6₹ ௦6-05-0165 என நிறுவுக. (௪,ம், ஈ கூட்டு முழு 
எண்கள் 1.) - 

20. கீழ் கொடுக்கப்பட்ட தொடர்புகளிலிருந்து - “ஐ: 
என்ற விகிதம் அறிக : 

(i) av+bytez=e'a+b'y+c%z=0 

(ii) 3a+2y -3z= 15a - 22y+92=0 

(iii) «x=cy+bz 

. 94-88-0௦05



விகித சமம் 

(Proportion) 

6.8:1 += 5 அல்லது ஈ:8-௦:8 ஆனால், ௩, 6, ௦, 8 என்ற 

நான்கும் விகித சமமுடையனவென்று சொல்லப்படும். 

8 என்பது ஈ, 4, ௦ என்ற மூன்றுக்கும் விகிதசம நான்காம் 

2_muiy (Fourth Proportional) என்று சொல்லப்படும். 

இவ்விகித சமத்தை, 

£:9::௦:8 என்று எழுதுவதும் மரபு. ௧, இரண்டும். 

விகிதசம ஈறுகளெனவும் (1:176065), ம, ஈ இரண்டும் விகிதசம. 

இடைகளெனவும் (Means) கொள்ளப்படும். 

b ; 
6.8-2 oo அல்லது a:b=b:c ஆனால், 8 என்பது 

௪, 6௨க்கு விகித சம Gent. (Mean Proportional) creiray Gened 
லப்படும். 

௦ என்பது 8௨,6 க்கு விகிதசம மூன்றாம் உறுப்பு (11ம்£ம். 
Proportional between a@andc ) என்று சொல்லப்படும். 

இவ்விகித சமத்தை, 

8:::0 : ௦ என்று எழுதுவதும் மரபு. 

தொடர்ச்சியாக, 

8... என்னை கொட் வரிசை ஐ - என ஒரு தொடர் வரிசை இருக்கு al
o 

+ 

a b 

bh cl! 
மாயின், ௬, 6, ௦, 8,... மூதவியவை தொடர் விகித சமத்தில் 
(Continued 1£௦0௦11100) இருக்கின்றன என்று சொல்லப்படும்.
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6.9 விகிதசம இயல்புகள் : 

(0) = - ஆனால், ௧8-0௦ (குறுக்குப் பெருக்கல்), 

இருபக்கங்களையும் 88 ஆல் பெருக்கினால், ad=be எனப் 
பெறப்படும். 

a ௦ (2) ௭8-6௦ ஆனால், ள் 

c இரு பக்கங்களையும் 68] ஆல் வகுத்தால், >= > 

எனப் பெறப்படும். 

a 6 O (2) $= 5 ஆனால், 

(a) = ம் 

5 
(ஐ
 

6) உ etd ? (கூட்டு விகித சமம்) (Componendo) ; 

6) oe ce : (கழி விகித #101d) (dividendo) ; 

a+b யது ல டல ன (6) = (கூட்டுக் கழி விகித சமம்) 

(Componendo et dividendo) ; 

(©) ma"--nb" + pa® + ராய ளப கல மடன், 

மேற்கண்டவை, இந்நூலில் இடம் பெற்றிருக்கிற வடிவ . 

கணிதத்திலும், அடிக்கடி பயன்படுத்தப்படும். இவைகளை 

ஒவ்வொன்றாக நிறுவுவோம் : 

ம ௯ + என்பது கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 

(4) இரு பக்கங்களையும்-2- ஆல் பெருக்குக : 

௧-7
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ல் வனம் பெறப்படும்: 
ணை க 

(6) இரு பக்கங்களுடன் 1 கூட்டிச் சுருக்குக : 
a cod ’ ட 

ஆரம்க்ம்பு 

அ. தி எனப் பெறப்படும்.   

(௦) AG. பக்கங்களினின்றும் J கழித்துச் சுருக்குக : 

    கடி 2-4 எனப் பெறப்படும். 

(8) (நில் கண்ட முடிவை (௦)ல் கண்ட முடிவால் வகுத்துச் 

சமன் செய்க. - ் 

a+b c+d . க! ‘ 
a-bo-d எனப் மத கதுு 

- த எனக் கொள்க. -~
 

ஆ
 

of
a.
 

ll 

வ
ல
 

மித் ; c=dk . 

mar nb" _ mbrkt --nbt _ mk? +n 
ன் -டஜ்7 ~ pbrkt+-qb™ றத டர *: 

மேலும் கொ ட. mk" +n ட 

 லிர்ஏனி, றம் பஏம் றட 

. mat nb? ee ee ணப. 

7-1 ஆனால், 

ma--nb : pa +-gqb=me-+nd : pe-+qd. 

  

, wetby 7 BS rat ; (எ-கா.) (1) aie es ஆனால் ௨ :3 என்ன ?
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axtby 7 
ax—by 4 

மட்டர் 7+4 11 

ற 0 - மறகற -4 3 

, 

  

  

2az ]] 

2by 3. 

x 1b 

y 3a 

தத நா தல: தத தை 

(எ-கா. (2) ஈன் தீர்வு காண்க : 

VapistVetl ’ | 
கற] கற் எ  - ் ் 

கறு] கதம் ப்ப பகர்... 344 ட 

Vepis+Veel —-Vep84+Ve4l 3-1 

27%¢+13 - . 

2Verl 

இரு பக்கங்களையும் இருபடிக்குயர்த்தி, குறுக்குப் பெருக் 
கல் செய்ய, 

*+13=4 (x+1) 

~3x= —-9 

x=3 
  

(ot - am.) (3) ௨,ம்,௦,ம தொடர் விகித சமத்திலிருந்தால், 
(க-8)“-(6-௦)“-- (6-௮) “4(-8) £ என நிறுவுக. 

a b 6 . ட 
=" =? Ee ் எனக் கொள்க: 

c=dk 

b=ck=dk? 

a=bk=dk*
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இப்போது இடது பக்கம் (௨- 8) *- (84”- dp =d*(k*-1)* 

வலது பக்கம் -(6&-௦₹-1(6-௦)5-6-₹ 

= (dk? — dk)? +-(dk — dk*)? + (dk? — d)* 

= d*k*(k — 1)? +-d?k?(1 — k*)? + d?(k? - 1)? 

சிர = 1)? kL - ஒட (= YP) 
=@[k*—2k*+1f 

= (kK -1)* 

-(8- 8)” என நிறுவப்பட்டது... 

பாடச் சுருக்கம் (6) 

ie Bee ப தர் அட பரு 
6b, be Vp" abs" 18s" +. 

a POT Glle 172-1௮௮ 
_ Bb, +b, +18, + vee ecseee 

—~
 

5
1
௮
 

te 

_ போகல 4... 
ந்ட்ம்,- டசி ட். வ வை 

a 6 

% 7-7 ae oo. 

(i) ad = be; 

ss a 6 
(ii) ec a’ 

ட சரம் சமீ. 
(141) a 

“ay ate b+d_ 
() oo 

a-b c-d 

0 Ra 

(vi) a+b _otd 

R ॥ ~ ° | வூ
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பயிற்சி 6 (8) 

1. கீழ்க்கண்டவற்றின் விகிதசம நான்காம் உறுப்புக் 

காண்க : 

(i) 5,7, 15 

க 1 
(ii) ர, a" 

(iii) ab, bc, ed 

2. கீழ்க்கண்டவற்றின் விகிதசம இடைகள் காண்க ₹$ 

(i) 4, 64 

ss 1 
(மு ர, 7 

(iii) ab, be? 

: 1 
(iv) sao aba) 

3. + = > ஆனால் பின்வருவனவற்றை நிறுவுக : 

(i) (a?+c?) (6°-+d’) = (ab+cd)? 

(ம (a?+0*) bd = (6° +d") ac 

ட்டம் ம 

Mil) ere cd 
= abt+ced 88-ம். 

(9 சி டசி 
) abt ct +d 

(v ab? மீரீ 

  

டட கரட். Vetd 

Wi) eave “Ve ava 
  

4. @,b, 6, diseees தொடர் விகித சமமூடையதாயின் பின் 

வருவன வற்றை நிறுவுக : 7 

(ட (a?+b?+-c?) (6? +6? +d’) = (ab+be +c)? 

(iit) (6+c)? = (a+b) (c +4)
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(iii) (௪-0) ௦) (2-ச)-சச் (35-3௪) 

(iv) Vab ௩782 அரசம் நற நீ 2-2: 

(௬) (2-2) (2-௨ (௪-4 Aaa hte 

5. சட கூ உப என்ற உ எண்கள் தொடர் விகித சட 
முடையதாயின் 

ஐ: கதறி“: கர: ஏர“ பப என நிறுவுக. 

6. சன்தீர்வு கரண்க.. 

கறட. etd 

(i) Ve 220 - Vek 

  

சம கமர் 

௪-1 2 நர 1 

  

  (ii) 

732+-160-V4z+1 1 

i) டங் ள் ர் 

(iv) sei) 

  

©) 12௮ 
  (vi) MatytVae-y Vaty-Ve-y 

MliytiMi-y Mity—-V1-y   

y (e+) =2.



7. இருபடிச் சமன்பாடுகள் 

(Quadratic Equations). 

7.1 Aa? + Ba + C=P2?+Qr+R என்பது ஓர் இருபடிச் 
சமன்பாடு. : 

இச் சமன்பாட்டில் ௨ என்பது தேராக்கணியம் (1100௭0 
quantity) எனப்படும். சமன்பாட்டைத் திருப்தி செய்யும் (சரி 
யாக்கும்) உன் மதிப்பை அறிவதே, அல்லது கணிப்பதே, இச் 

சமன்பாட்டை விடுவிப்பதாகும். இப்படியாகக் கிடைக்கப் 

பெற்ற௰ன் மதிப்பு, இச் சமன்பாட்டின் தீர்வு எனப்படும். 

முூதல்கூறிய சமன்பாட்டை, 

(A — P)z?+ (B-Q)at-(C- R)=O எனவும் எழுதலாம். 
பொதுவாக, எல்லா இருபடிச் சமன்பாடுகளையும் 

ஈ௨“-02--௦-0 என்ற திட்ட உருவத்திற்குக் கொண்டுவர 

eomb (Standard 801ஈ॥ப். இதில் 2 தேராக்கணியம், ௩, 8,-௦:- என் 
பவை குறிப்பிட்ட. நிலை எண்கள். 

ஈ பூச்சியமானால், 6௦--௦-0 என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும். 

ஆனால் இது ஓர் இருபடிச் சமன்பாடாகாது. எனவே, பின் 

வரும் பத்திகளில் ௨ பூச்சியமாகக் கொள்ளப்பட மாட்டாது; 

ம பூச்சியமாகலாம்; ௦ கூட பூச்சிய மாகலாம். ன ட 

7.2 தேற்றம்: ஒவ்வொரு இருபடிச் சமன்பாட்டிற்கும், 
இரண்டு, .மேலும் இரண்டே தீர்வுகள் உண்டு. (1௭௦ ஹம் ௦37 
two roots). oe 

தெரிப்பு : “ax? +bxtc=0 எனச் 'சடின்பாட்டைக் கொள்' 
வோம். ண 5 4
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azv?+betcz=a (கழக =) 
a 

b eB 
=a (அர்கா int “ந + = 

-[(-27- 03] 
-85(2-9) (2-0 என்பதை யொட்டி, - 

axvt+tbatc=a 1 (2+ zs) = ee} 
2a 

b /b? — 4ac 

{ (*+ 3a) + 2a } 

=a fe - (ன) 
2a 

2 (= b-V = 4ac 56) | என எழுதலாம். 
2a 

  

இப்போது az*+br+c=0 என்பது சமன் பாடாகையால், 

அதை 

afe- (= bev Tae) (5 eae Vb? — dae 420) } <0 
2a 2a 

என எழுதலாம். 

  

  

a0 

—~ 5+? - 4ac 588-420 ல் a ஐ t= 55 = என இரண்டு தீர்வு 

கள் ௨ க்குப் பெறப்படும். 

இத் தீர்வுகளை, ௨- ae என்ற வாய்பாட்டு 
a 

மூறையில் எழுதுவது மரபு. இது கவனத்திலிருக்கவேண்டிய 
மூக்கிய வாய்பாடாகும்,
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இப்போது, 

பழதர்ள் பகல % எனவும் 
2a 

oe Ete 3 எனவும் கொள்வோம். 

எனவே, - 

ax?+-bu +c=a (x-«) (6-0) என எழுதலாம். (இம் 

மூறையில் எழுதுவது பல இடங்களில் பயன் படும்). 
சமன்பாடு 

ax +be+co=0 என்பதை, 

a(z— (2-9)-0 என எழுதலாம். (௨40) 

இப்போது, இரண்டே தீர்வுகள் உள்ளன என நிறுவலாம். 

4, 9 அல்லாது 4 என்ற மற்றோர் தீர்வு இச்சமன்பாட்டைச் 
சரியாக்குகிறது எனக் கொள்வோம். அப்படிக் கொண்டால், 

க்கு 3ஐ ஈடு செய்ய, 

௨-௮ (4-9)-0 என்பது உண்மையாக வேண்டும். 

a40; YAK; 4/5]. 

ctarGeu a(y — <) (4- 8)0 எனப் பெறப்படும். ஆகவே, 

4 என்பது சமன்பாட்டின் தீர்வாகாது என்று நிறுவப்படு 

கிறது. 

எனவே, ஷ, 3 என்ற இரண்டு மட்டுமே, ஈ8-ட0௨-௦-0 

என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும். 

7.2:1 வேறோர் முறையிலும் 8௨”--02௨-.௦-0ன் தீர்வுகளைக் 

காணலாம். 

- ஈலி-5ஐ-1௦-0 என்பது சமன்பாடு. இரு பக்கங்களையும் 
4ஆல் பெருக்க, 

40x? +4 ab 2+4ac=0 எனப் பெறப்படும். இடது புறத் 

திற்கு ஐ கூட்டிக் கழிக்க
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4072? +4 ab x+b?- b?+4 ac=0 aw. 

(2az+b)?= b —4ac 

  

Qaz+b = +6? - 4ac 

் —b+r/b* — 4ac 
ற a எனத் தீர்வுகள் பெறப்படும். 

a, 

  

குறிப்பு : இம் முறையில் தீர்வுகள் பெற முடியுமாயினும், 

4, 3 என்பவை ௧2௨”--0௨--௦-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு 

களானால், ் - 

Garena ax*?+bx+c=al(x— X) (2-8) என்ற முற்றொருமை 
யமைப்பு பெற்றது என்று நாம் தெரிந்துகொள்ள வேண்டும். 

7.3 மறுதலையாக, உ, 3 என்ற தீர்வுகளக் கொண்ட 
சமன்பாடு என்ன எனக் காண்போம். மேலெழுந்த. வாரி 
யாகப் பார்த்தால், இச் சமன்பாடு (2-4) (6-89)-0 என்ப 

“தாக எளிதில் விளங்கும். அதாவது, . 

a? —(«+8) 2-49-0 என்பது நாம். வேண்டும் சமன் 
பாடாகும். 

*7.3°1 ஆனால் பின்வரும் நிறுவன் முறையை யறிதல் ஒரு. 
நல்ல கணித முறை- அறிவுப் பயிற்சியாகும். முதலில் QS 
நூலைப் படிப்பவர்கள் இதை வேண்டுமானால் விட்டுவிடலாம். 

நிறுவன் முறை: ஃ, என்ற தீர்வுகள் கொண்ட சமன் 
பாடு ஊ:-6௨--௦-0 என்ற அமைப்பில் உள்ளதெனக் 
கொள்வோம். 

8ஒ4£--044௦-0 ஆக இருக்கவேண்டும். மிச்ச விதிப் 
படி, (2-) என்பது ஈ££--6௦--௨ என்ற கோவையின் 
(ரால்) ஒரு சினையாகும். அவ்வாறே, (2-0) என்பதும். 
ax*+be+e என்ற கோவையின் மற்றோர் சினையாகும். எனவே 
ax?+bx--c=a(x-«) (x- 8) என்ற முற்றொருமையமைப்பு 
பொருத்தமாகும். ௨௪0 ஆகையால், (2-ஒ) (2-0)-0 என்ற 
சமன்பாடு நாம் வேண்டும் சமன்பாடாகும். 

(எ-கா. (1) (244) 214 (49) 24 (2-1) -0ன் தீர்வுகள் 
காண்க. ட்ட. i
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உறக் 

=2p+3 

₹-2-1 4 w= ~(Q@pt3)tV p43) 4p +4 (p- 1} 
2(p+4) 

- (ரே-ட3) 4௩795 
2(p+4) 

ட ரீ. , 
=- (Fz) டா 1 தீர்வுகளாகும். 

(எ-கா.) (2) -2, 6 தீர்வுகள் உள்ள சமன்பாடு காண்க, 

சமன்பாடு: (2-2) (௪-6)-0 

அதாவது2-42-12-0. 

(எ- am.) (3) “+8, «- B வரவுகள் உள்ள சமன்பாடு 

காண்க; 

சமன்பாடு: (ம- (4-3) (2-(%- 0-0 

அதாவது ஊ*-22-(ல- 050. 

7.4. ஓர்:இருபடிச் சமன்பாட்டில். உள்ள கெழுக்களுக்கும் 

(co- efficients) அச்சமன்பாட்டின் தீர்வுகளுக்கும் உள்ள 
தொடர்பு : 

௨, .$ி என்பவை ௨௭--6௨--0-௩0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு: 

களானால், 

ஊட்ட (6-4) («- நி) 

அதாவது (24 ழகர 0 (%--)2-- ௬) 

இருபக்கங்களையும் ஒப்பிட்டுப் பார்க்க. 

b 
K+ 8= - 3 

<p = 2 என்ற தொடர்புகள் பெறப்படும்...
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டட ஈன் கெழு) , அதாவது தீர்வுகளின் கூட்டுத் தொகை - ~ கொலு ் 
; டட மாறிலி தீர்வுகளின் பெருக்குத் தொகை- war aaa)’ 

— b+? — 4dac _ ~b-Mb— 4ac 
— oe B= ட 1 ம 

2a 2a 

எனவும் கொண்டு, கூட்டியும் பெருக்கியும், 4-1 $- =, 

Qs Darius, <= 

xB எனவும் பெறலாம். பயிற்சியாகக் கொண்டு பெறுக. 

(எ-கா.) 1) «, 8 என்பவை 32-றஜ-2-0௦ன் தீர்வுகள். 
அத்தீர்வுகளை வாய்பாடு கொண்டு கணக்கிடாமல், 

(1) ௭௩2, அ ் 4 49-95, (6) ஒன் 

ஸமதிப்புக்களைக் காண்க. லும் Pig on தீர்வுகள் கண்டு 

சரிபார்க்க I 

xB=- என்பவை சமன்பாட்டிலிருந்து பெறப்படு 

கின்றன. 

(1) எீர்சீ- (இ) 242: 

(<4 BY - 3% B(x +8) 
<7 3?
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_ G)P-3C3)@) 
42 
௫ 

grt ம
 

  

ல
.
 

_ 19 
~ 2 

(3) «<*B+«B'= <B(x+ 8) 

~~ 3 “3 

_ 2 
~~ 9 

(4) «* +B = (ect + BPy-20B* 

(3) -*(8) 

(எ-கா.) (2) ௧*-26௨-4௦-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு 

கள் ஃ, 3 ஆனால், 

9 2 ¢ 3 3 ௮5 ° + = 
(1) =o ee (2) «?+ B* ear மதிப்புக்களை a, b, c oor 

சார்புகளாகக் காண்க. 

  

க ட of 

சமன் பாட்டின்படி 4
 

<p=— 

௦ B «2+ 3? 

() “தடு tT nw nx 

(x+ B)y_2«6 
=—- 5A. mB
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இ ௮ (இலவு. 

    

_ 80° 88% © 
2 aa’ * 

86° — 6 abe a ட 

“(er any) (3) x? peso என்ற்" சமன் பாட்டின் தீர்வு 
கள் ஷ, ட ஆனால், 

ay , Boyne பர “ந: ட! 

0) “ரஜ, இ 430 என்ற தீர்வுகள் பெற்ற சமன் 
பாடுகள் காண்க. ட 

74௮ ல் கண்டபடி, 8, 1 தீர்வுகள் பெற்ற Rect 

$2-இ 2) - தூற (4-2) 167 

- 2£-2 (தீர்வுகளின் கூட்குத்தாகை! 

* (தீர்வுகளின் பெருக்குத் தொகை) 

- 0 எனவாகும்.
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கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின்படி, 

X+ B= 26. 

ஒழ =o, 

fA edt 2.3 ee து உ ee? நட +B 

(1) தீர்வுகளின்' கூட்டுத் தொகை Bt a" aa     

K+ 33 _ (x+ 8) ~3«<8(«+ 8) 

<p 10 

897-600 
— 

தீர்வுகளின் பெருக்குத் தொகை = a ee - 4-0. 

a. ட fe ts ‘ : 

3 ; ட் என்ற தீர்வுகளைப் பெற்ற சமன்பாடு, 

8b? 656 - 
2-௨ ( 5 37௭0 ஆகும். 

  

  

அதாவது ௦- (865-6௦).2:1-0“-0 

அதாவது cx? + (6b — 86°) e+e? =0 

. . Lae 1. 1 
(2) தீர்வுகளின் கூட்டுத்தொகை - Pte + ர 

x? 4-8? 
= X2-+ 6? “SBP 

"2 (£8) 2% B+ ey ae 

2 

= (4b? — 2c) + ra) 

(c2-+1) (4b? - 2c) re 

அீர்வுகளின் பெருக்குத் தொகை -(«? +r) G 4 +)
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ஜீ +¥ ,Btaacrp Siqach Oupp சமன்பாடு, 

௪-௪ [5 +1) wv இன் 4 (c? ப. 

அதாவது ௦2-௨[(05-1) (4£-20)] *- (c?+1)?=0 

பயிற்சி 7 

1. பின்வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண்க : 

(1) a?-162+48=0 (4) 2?+42+1=0 

(2) 2a%-Ta—-15=0 (5) ax®*+2ba+c=0 

(3) aa®-(a+b)x+5=0 

உ. பின்வரும் தீர்வுகளுடைய சமன் பாடுகளைக் காண்க: 

௫ -3,2 (9-5 -$ 
(2) 3, 4% (5) m,-” 

B49, பேர @) Fe) BVT 6) ate, a 
3. ஆ, நி என்பவை 2ை”-2-1- பன் தீர்வுகளானால் <°B* or 

. மதிப்பென்ன ? 

4, , என்பவை ௧௨”--202--0-0 ன் தீர்வுகளானால் பின் 
வரும் கோவைகளின் மதிப்பைக் காண்க, 

மட அலறி (4) (Kx+8) (KB+<) 
2) a < +8, (5) <°-B'; 

ட்ட (6) ௨1-82 

(0 3-8 Fre (7) «ties;
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5. ஃ,3 என்பவை 2-8௦--6-0ன் தீர்வுகளானால், பின் 

வரும் தீர்வுகளைப் பெற்ற சமன்பாடுகள் காண்க, 

4 () (K+ 3), (BHD) 
1 1 4 ற 

©) sap Bex!) Ip TK 
(8) <+a6, B+ax (6) <°-«8, B?-«B 

6. wtaetl=0cr Stajsot XK, 0 ஆனால் 2c 4 XB 

268+ “8 தீர்வுகள் பெற்ற சமன்பாடு காண்க, 

7.5. இருபடிச் சமன்பாட்டுத் தீர்வுகளின் தன்மை : 

ஊீ02-ட௨-0 . என்ற சமன்பாட்டுத் தீர்வுகள், 

-b + V8 — 4ac 
ji எனக் கண்டோம், A ் 

பொதுவாக ஈ, 8,௦ என்ற கெழுக்கள் அளவுக் கிணங்கிய 

மெய்யெண்களெனக் கொள்வோம். 

இப்போது, 

(1) 65-4௭ என்ற தொகை கூட்டெண்ணாயிருப்பின் 

அதன் இருபடி மூலம் ஒரு மெய்யெண்ணாகும். (அது அளவுக் 
கிணங்கியதாய் அல்லது அளவுக்கிணங்காததாய் இருக்கலாம்); 

(2) 85-4௦ என்ற தொகை பூச்சியமானால், அதன் 

இருபடி மூலமும் பூச்சியமாகும்; 

(8) 4“-4ஈ௦ என்ற தொகை குறையெண்ணாயிருப்பின், 

அதன் இருபடி மூலம் கற்பனை யெண்ணாகும். 

(1) மேலும், (1)ல்6£- 48௦ கூட்டெண்ணாக விருக்கும்போது 
அதன் மதிப்பு () ஓர் அளவுக் கிணங்கிய மெய் யெண்ணின் 
இருபடியாக இருக்கலாம் (4, 39 போன்றவை); அல்லது (11) ஓர் 

அளவுக்கிணங்காத மெய் யெண்ணின் இருபடியாக இருக் 

கலாம் (2, 2,$ போன்றவை). இவ்விரண்டு நிலைகளிலும், 

தீர்வுகள் எத்தன்மை பெறுகின்றன வெனப் பார்ப்போம். 

க--8
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(i) £-48௦ ஓர் அளவுக்கிணங்கிய மெய்யெண்ணின் இரு 
படியானால், அதாவது ம”-4ஈ௦ன் இருபடி மூலம் ஓர் அளவுக் 

கிணங்கிய மெய்யெண்ணானால், இரு தீர்வுகளும், மெய்யெண் 
கள், அளவுக்கிணங்கியவை, வேறுபட்டவை, (1௩௦௨, 1௨11௦1௨1 

and unequal). 

(ம) அப்படியின்றி ம”-4௦ ஓர் அளவுக் கிணங்காத மெய் 
யெண்ணின்: இருபடியானால், அதாவது b*-dacer இருபடி 
மூலம் ஓர் அளவுக் கிணங்காத மெய்யெண்ணானால், இரு தீர்வு 
களும் மெய் யெண்கள், அளவுக் கிணங்காதவை, வேறு 
பட்டவை (௩௦8, 117௧1100௨1, unequal). 

(2) அப்படியின்றி 6”-4ஈ0-0 ஆனால், தீர்வுகள் இரண் 

டும் “௨ — என்ற மெய்யெண்கள், அளவுக் கிணங் 

பவை, சமமானவை. 

இவைகளைத் தொகுத்துக் கூறுமிடத்து : 

  

$£--4ர॥ன் மதிப்புத் தன்மை தீர்வுகளின் தன்மை 

  

4 0), அதாவது 

கூட்டெண் [மெய்யெண்கள், 
(i) சரியான இருபடி *) அளவுக்கிணங்கியவை, 

வேறுபட்டவை, 

(11) சரியான இருபடியல்ல [மெய்யெண்கள், 
- அளவுக்கிணங்காதவை, 

ப வேறுபட்டவை. 

=O மெய்யெண்கள், 

அளவுக்கிணங்கியவை, 
சமமானவை, 

0) அதாவது கற்பனை யெண்கள். 
குறையெண்     
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இப்படியாக, தீர்வுகளின் தன்மையறிய நமக்குப் பயன் 
பட்டது (8-4) என்ற கோவையின் மதிப்பு (அல்லது 
தன்மை), 

எனவே (14-4௦) என்ற கோவைக்கு, (தீர்வுகளின்) 
தன்மை காட்டி (01501!) என்று பெயர். 

(எ-கா.) (1) பின்வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளை 
முறைப்படி கண்டு பிடிக்காமல், தன்மை காட்டியைக் 
கொண்டு தீர்வுகளின் தன்மை அறிக. 

(1) .?-8%+12=0 (3) 42°-42+37=0 

(2) 2?+8%+16=0 (4) 42°43 (a+b) 2-(a+b)?=0 

(1) தன்மை காட்டி 6? -4ac=64-48=16=47, எனவே 
ஹீர்வுகள் மெய்சியண்கள், அளவுக்கிணங்கியவை, வே வு i று 

பட்டவை. 

(2) தன்மை காட்டி-64-04-0. எனவே தீர்வுகள் மெய் 
யெண்கள், அளவுக்கிணங்கியவை, சமம், 

(3) தன்மை காட்டி-16-592- -570. எனவே தீர்வுகள் 
-கற்பனை யெண்கள். 

(4) Seiten am_y = 9 (a+b)? +16(a+b)? = [5(a+6)]?. 
எனவே தீர்வுகள், மெய்யெண்கள், அளவுக்கிணங்கியவை, 
“வேறுபட்டவை. 

(எ-கா.) (2) (a+2) x°~(a+6) 2-1 என்ற கோவை ஓர் 
ஈருறுப்புக் கோவையின் இருபடியானால் உன் மதிப்பென்ன ? 

(௧-2)2-(௧--6) ௨-1-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 
“சமமானால், அக்கோவை ஓர் ஈருறுப்புக் கோவையின் இருபடி 
யாகும். 

எனவே, இச்சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் சமமாக வேண்டிய 
_நிபந்தனையைக் கண்டால் ஈன் மதிப்பு பெறப்படும். 

தீர்வுகள் சமமாக-வேண் டுமானால், தன்மை காட்டி பூச்சிய 
மாக வேண்டும். த
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அதாவது (௨-1-6)“-4 (௪-2):-0 ஆகவேண்டும். 

ஃ  (௪-6)8- (22% 

., a+6= + 2(a+2) 

எனவே ௨-32,-4” என்ற எம்மதிப்புக்கும் அஃதோர். இரு. 
படியாகும். 

(எ-கா.) (89) ௨-௨£-22-14,; 952-221 எனக் கொண் 
டால், 22௦2-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் சமமாயிருக். 
கின்றன. மன் மதிப்பென்ன ? 

uke =x? — 2n+4--k(2?+22—-1) 

=a (1+h)+ 2x(k -1)+(4-—k) 

ட் 2 (l+k)+2a(k -1)+(4-k)=0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் சமமெனக் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 

எனவே தன்மை காட்டி 4 (6-1)₹-4 (1.2 (4-k) =o 
ஆகும். 

அதாவது 8%₹-20%-12-0 ஆகும். 

204/400 — 384 
+» AE 16 

  

=3, “t. 

a
 

k=3, k=—} cep WG Seesaw u+kv=0 என்ற சமன்: 
பாடு சமதீர்வுகளைப் பெறும், 

7. தீர்வுத் தொடர்புகளும், அத் தொடர்புகளுக்குரிய: 
கட்டுப்பாடுகளும் : 

ஓர் இருபடிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளில் ஒன்றோடொன்று 
ஏதாவது தொடர்பு பெற்றிருக்கலாம். அத் தொடர்பின் அடிப் 
படையில். மம், 6 என்பவைகளுக்கிடையே என்ன கட்டுப் 
பாடு நிலவலாம் என்பதைப் பின்வரும் எடுத்துக்காட்டுச். 
களைக் கொண்டு விளக்குவோம்.
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(எ-கா.) (1) கு--0௨-ட௦-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வு 
களில் ஒன்று மற்றொன்றைப்போல் இரு மடங்கானால், அதற் 
குரிய கட்டுப்பாடு (000114௦0) காண்க. 

கொடுத்தபடி, தீர்வுகள் ஷ, 24 எனக் கொள்வோம். 

இ 

இவ்விரண்டிலிருந்தும் ஐ விலக்க, ௨, 04,௦ மூன்றையும் 

(இணைக்கும் கட்டுப்பாடு தெரியும். 

் b 
(1) S8@ps <= -35 

  

- ம் 6 லில் ஈ : 9 ap oe அதை (2)ல் ஈடு செய்ய, ( Oa? ) = 

அல்லது 238”-9ஈ௦ என்ற கட்டுப்பாடு பெறப்படும். 

(எ-கா.) (2) ax*-batc=Oer தீர்வுகளில் ஒன்று மற் 
"ஜொன்றின் இருபடியானால், ௨,8, ஐ இணைக்கும் கட்டுப்பாடு 

பாது? 

கொடுத்தபடி, ஐ, XK எனத் தீர்வுகளைக் கொள்வோம். 

Ktxt=2 (1) 

<= (2) 

இவ்விரண்டிலிருந்தும் 4ஐ விலக்க, ஈ,ம, ஐ இணைக்கும் 
கட்டுப்பாடு தெரியும். 

1 

(௫) Bose «= (5)! 
1 

அதை (1)ல் ஈடு செய்ய, (ர (2-௪ 

என்ற கட்டுப்பாடு கிடைக்கப் பெறும்.
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இக்கட்டுப்பாட்டை, படி மூலங்கள் . நீக்கி எழுதினால் 

ac (a+c) + 386௦-0” என இக் கட்டுப்பாடு அமையும். செய்து 

பார்க்க. 

பயிற்சி 7 (2) 

1. பின்வரும் சமன்பாடுகளை, விடுவிக்காமல், தீர்வுகளிண் 
தன்மை காண்க. (௨,௦, ௦, மெய்யெண்கள், அளவுக்கிணங் 

கியவை, வேறுபட்டவை) 

(1) 2?-62-7=0 (4) aa’®+(a +b)x+b=0 

(2) 22-7௨-5650 (5) (ஈ்-64)ஈ7- கற்ற 4-4 0 

(3) 42?-427+1=0 (6) 227 +7+10=0 

2, 2°+-(38k -2)x+-2k =O er Sioysor swwauder, k ot wHc> 
பென்ன ? 

3. +(k+2)0+ (2k +4) = 0ன் தீர்வுகள் சமமாயின், ண் 
் மதிப் அண்டா 

4. (x-a) (w—b) + (w-6) (w-c) + (x-c) (v- a) =0 என்ற, 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் மெய்யெண்களென நிறுவுக. 

5. பின் வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் மெய்யெண்க. 
ளென நிறுவுக. (௧, 6, ௦...மூதலியன மெய்யெண்கள்) 

(10) (௪-௫ ௫-ற)-2 

(2) (6-c)a?-+-(c-a)x+(a-b)=0 

(3) 2a(x+b)+2a(a —c) =(2a—c) (2%-+6) 

6. பின் வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் சமமாயின், ஈண் 
மதிப்பைக் காண்க. பின்னர் மன் அம்மதிப்பைச் யொட்டி 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் கண்டு சரிபார்க்க. 

(0) ௪-(6-2)2-26 61)-0 

(2) (+1) (a@+2)=k (௪-7) 

8) k%2°+2 (k+1) 2+4=0 

(4) 2°+2 (2k+1) «+(2k°+1)=0
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7. (p?-2¢42) +2p l+qat (p+ 2¢- 2g) =0 or Bia; 

கள் சமமாயின் /”-49 என நிறுவுக. 

8, ப]. -3௨- 18) எனற). 1. எனக் கொண்டால், 

உஊக்ச-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் சமமாயிருக்கின்றன. 

ன் மதிப்பு என்ன ? 

9, ஈனீ ட்ட -0ன் தீர்வுகள் 3 : 2 என்ற விகிதத்தி 

லிருப்பின் ஈ, ம, ஈக் கிடையுள்ள தொடர்பு யாது? 

10, 2ஐ*-29௨4-௦-0 ன் தீர்வுகளில் ஒன்று மற்றுறான்றின் 

இருபடியானால் 6, ௨ஐ இணைக்கும் தொடர்பு என்ன? 

ll, (8+2a) a - 6x-(a-4) என்ற கோவை.ஓர் ஈருறுப்புக் 
கோவையின் இருபடியானால், ஈன் மதிப்பென்ன? 

[குறிப்பு : கன-2-ட0-0 ன் தீர்வுகள் சமமானால் க£௨்--0௨-0 
- (/24): என்ற அமைப்பில் ஓர் ஈருறுப்புக் கோவை 

யின் இருபடியாகவிருக்கும்.] 

12, பின்வரும் சமன் பாடுகளின் தீர்வுகள் மெய்யெண்கள், 

அளவுக்கிணங்கியவை யென நிறுவுக. 

() (b-c-a)z? -2er+(a-b-e)=0 

(ii) v+(ar—) et+til=0. 

(11) az?+ba+c=0 (@L @uun® : a+6+c=0) 

13, (a?+67)a?+2 (ap + bg)e + (p'+¢)=0 oF தீர்வுகள் 

மெய்யெண் களாயிருப்பின், அவை சமமாக விருக்குமென 

நிறுவுக. 

14, ஈ, 9, உன் மதிப்புக்கள் அளவுக் கிணங்கியவையா 

யிருப்பின் (c + 2a - 3b)x?-+-(b 4 2c — 3a)e+(a+2b-3c) = 0 

என்ற சமன் பாட்டுத் தீர்வுகள் மெய்யெண்களென நிறுவுக. 

15. சீ ௨-0 ன் தீர்வுகள் ௩, X+1, ஆனால் 

b?=a?+4ac cron Pins, 

16. ீ-றஐ--ரஈ0ன் தீர்வுகளின் கூட்டுத் தொகை தீர்வு 

களினிடைப்பட்ட வேறுபாட்டைப்போல் £ மடங்கு இருக்கு 

மாயின் ற*(64-1)-4 “ர eror Boas. Hay x - pxt+q=0 
என்ற சமன்பாட்டுக்கும் பொருத்தமானதென உய்த்தறிக,
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17. ஈ£-ட52--௦-0 ன் தீர்வுகளில் ஒன்று மற்றொன்றைப் 
போல் ச மடங்கு இருக்குமானால் ன் மதிப்பு ௧௦”-(2௦௦-85) 

tac=0 என்ற சமன்பாட்டால் கொடுக்கப்படுகிறது என 

நிறுவுக. 

18. ஐூ£--6ஐ-16-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் மெய் 

யெண்களானால், ன் மதிப்பு- 8க்கும்--8க்கும் இடைப்பட்ட 
மதிப்புக்களைப் பெறக்கூடாது என நிறுவுக. 

7.6. மூன்னர் தன்மை காட்டி (6£-4ஈ௦)ன் மதிப்பைக் 
கொண்டு தீர்வுகளின் தன்மை யறிந்தோம். 

இப்போது, மேலும் ஈ,௦,௨ன் தன்மைகளைக் கொண்டு 

வேறு சில தன்மைகளை அறியும் வழி வகைகளைக் காண்போம். 

இப்பகுதியில், பொதுவாக, தீர்வுகள் மெய்யெண்களென 
வும், வேறுபட்டவை யெனவும் கொள்ளப்படும். ஏனெனில் 

சமத் தீர்வுகளுக்கும், கற்பனைத் தீர்வுகளுக்கும், முறையே 

தன்மை காட்டி, 843-48௦ 40 என்ற கட்டுப்பாடு போது 
மானது. 

இப்போது, சமன்பாட்டின் தீர்வுகள், 

(1) இரண்டும் கூட்டெண்கள் ; 

(2) இரண்டும் குறையெண்கள் ; 

(8) ஒன்றுக் கொன்று மாறுபட்ட குறியீடுகள் பெற்றவை; 

(4) . ஒன்றுக் கொன்று மாறுபட்ட குறியீடுகளை பெற்றுத் 
தனி மதிப்பில் சமமானவை ; 

(5) ஒருதீர்வு பூச்சியம்; 

ஆனால், ஒவ்வொரு சந்தர்ப்பத்திலும், ஈ, 8, ஈ என்பவை 
களுக்கிடையே உள்ள கட்டுப்பாடுகளை ஒவ்வொன்றுகக் 
காண்போம். 

(1) ஃ, 8 என்ற இரு தீர்வுகளும் கூட்டெண்களாயின், 

4--9-- 2 - கூட்டெண் ; 

<B= <= கூட்டெண்.
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எனவே, ஈன் மதிப்பும். ப்ன் மதிப்பும் மாறுபட்ட குறியீடு 

கள் பெற்றிருக்க வேண்டும் ; டன் மதிப்பும், உன் மதிப் 

பும் ஒரே குறியீடு பெற்றிருக்க வேண்டும். இவ்விரண்டு 
. கட்டுப்பாடுகளையும் இணைத்தால், பன் குறியீடு, ௨,௦ன் குறி 

4பீட்டுக்கு மாறுபட்டதாய் இருக்க வேண்டும் என்ற கட்டுப் 

பாடு பெறப்படும். 

(2) ஃ, பி என்ற இரு தீர்வுகளும் குறையெண்களாயின், 

டத : K+ B= ௮ குறையெண், 
- «3 = — ு கூட்டெண். 

எனவே, ஈ,ம். ஈன் மதிப்புக்கள் மூன்றும் ஒரே குறியீடு பெற் 

றிருக்க வேண்டுமென்ற கட்டுப்பாடு பெறப்படும். 

(3) «, 8 என்ற இரு தீர்வுகளில், ஓன்று கூட்டெண் 

ஞணாகவும், மற்றொன்று குறையெண்ணாகவுமிருப்பின், 

ந . . 
K+B= ௪ கூட்டு, அல்லது குறையெண்; 

«B= ன் - குறையெண். 

எனவே, ஈன் மதிப்பும், ॥ ன் மதிப்பும் மாற்றுக் குறியீடு 

கள் பெற்றிருக்க வேண்டுமென்ற கட்டுப்பாடு பெறப்படும். 

தொடர்பு இருக்குமாயின், 

-— 6 
«+8 = a 0 

XB = <= குறையெண். 

எனவே 8-0; ¢ oh மதிப்பும் உன் மதிப்பும் மாறுபட்ட 

குறியீடுகள் பெற்றிருக்க வேண்டும் என்ற கட்டுப்பாடு 

. பெறப்படும். 

(5) 4-0, $ ஏதாவது ஒரு மதிப்பு பெற்றிருக்குமானால், 
- 6b 

ஒதி எ 
a
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49-24 பூச்சியம், 

௦ பூச்சியம் என்ற கட்டுப்பாடு பெறப்படும். 

(6) «, ஈஆனால் 4-9 ௨௮ “2 அப்போது ௧ பூச்சிய 

மாகிறது. ஆனால் அப்போது இருபடிச் சமன்பாடு இல்லை. 

ரர பொதுத் தீர்வு பெற்ற சமன்பாடுகள் (Common Roots): 

axv?t+bat+c=0 

aietbia+e'=0 

என்ற இரு சமன்பாடுகளுக்கும், ஒரு தீர்வு பொதுவானால், 

கட்டுப்பாடென்ன, அப்பொதுத் தீர்வு என்ன என்பதைக் 

காண்போம். 

பொதுத் தீர்வு & எனக் கொள்வோம். அப்போது, 

ax?+b«K+c=0 

a'x<?+b'«K«+cl=0 என்பவை பொருத்தமாகும். 

இவ்விரண்டு சமன்பாடுகளை, <, < என்ற இரு தேராக் கணி 

யங்களின் ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகளாகக் கொள்வோம். 

குறுக்குப் பெருக்கல் விதிப்படி, 

௦ x 1 
bei—- bic =—ti( ea -c'a—S—é«éit' - 1 

— ca'—c'a 

பொதுத் தீர்வு ௩“ எ இந. 
ஒட 9௦1-416 

. மிடம் 

ம i 681-௦08 
எனவே, பொதுவாக உள்ள தீர்வு“ ரந 

கட்டுப்பாடு: 4£- (2) ஆகையால், 

8௦1-816 ( ca'—cla ) 

“abi-a'b (சம் ஐ 

(6௦-10) (௦1-௨6) -.(6௨1-௦1௦) என்பது கட்டுப் 
பாடாகும்.
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மேலும், முதல் சமன்பாட்டின் மற்றொரு தீர்வு 

_¢ _ ¢(ab'-a'b) 
ax a(ca'—c'a) 

  

இரண்டாம் சமன்பாட்டின் மற்ற தீர்வு 

c'(ab‘ — a,b) 

a'(ca'— cla) 

c 

ax 

பாடச் சுருக்கம் (7) 

1. ax?+bxe+c=0 cr தீர்வுகள் K, B ஆனால், 

5485-40. 5-௫ ஆ 
5 ன B= b 4ac 

a 2a 

<= 

  

  

-b 2. «+B="—; «p= — 

3. «, B என்பவைகளைத் தீர்வாகவுடைய இருபடிச்- 
சமன்பாடு: (x-«) (x- B)=0 

அதாவது (27- K+ Bx +«B)=0 
4. A=0'-4ac > Siajsofer soir oni காட்டி. 

பயிற்சி 7 (3) 

1. 22-524-0ம் 2-72-௧-0 ம் ஒரு பொதுத் தீர்வை. 
உடையதாயின் ௨ ன் மதிப்பை யறிக. பொதுத் தீர்வையும், 
மற்ற தீர்வுகளையும் கணக்கிடுக. 

2. ax*+brt+te=0; ba*+cxta=0 creirm இரு சமன்பாடு- 
களுக்கு ஒரு தீர்வு பொதுவானால் ஈ”.-61--௦₹-36௦ என நிறுவுக.. 

3. x+ax+b=0; 2*+brta=0 orem இரு சமன்பாடு: 
களுக்கு ஒரு பொதுத்தீர்வு இருப்பின், ௨-6 அல்லது ஈ-5-ட1-0 
என நிறுவுக. மேலும் அவைகளின் மற்ற தீர்வுகள் ௨£--ஐ-டரச். 
0 ன் தீர்வுகளென நிறுவுக. 

4. 2௯41-0; 2-2௨-௩-0 என்ற சமன்பாடுகளுக்கு, 
ஒரு பொதுத் தீர்வு இருப்பின் ௨-1 அல்லது -3 என நிறுவுக,
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5. 22+pataq=0; 2+ax+pq=0 என்ற இரு சமன்பாடு 

களுக்கும் ஒரு பொதுத்தீர்வு இருப்பின் அவைகளின் மற்றைய 

தீர்வுகள் 2--92--ஈற-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும் 

என நிறுவுக. 

6. a(b—c)z*+b(c-a)aytc(a-b)y OG YY Qouyws 

'கோவையாக (061601 5008௦) இருக்க வேண்டுமானால் என்ன 

கட்டுபாடு அவசியம். 

7. axvtbete=0; a'a®tb'z+c'=0 என்ற சமன்பாடு 

களுக்கு முறையே ஷ,-% என்ற ஒரு தீர்வு உண்டு. அப்போது 

(௦21-௦1௧): (6௦-461௦) (ஸ்'--௩'6)-0 என நிறுவுக. 

8. ௨₹-1-0 என்ற சமன்பாட்டை (6-1) (6:--2-1)-0 
எனப்பிரித்து, அதன் தீர்வுகளைக் காண்க, ௨”--௨-1-0 என்ற 

சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் ம, 3 என்ற அமைப்பில் உள்ளன 

என நிறுவுக. 

9. 1, ௰, மீ என்பவை 24-10 ன் தீர்வுகளானால் 

1--௰௦-௰£-0 என நிறுவுக. 

10. 2்-டகஈச௨--௦-0; ௨₹--ஈ௩௰-ட௪்-0 என்ற சமன்பாடுகளுக்கு 

ஒரு பொதுத்தீர்வு இருப்பின் ௧(5--௦)2£--(5--௦)2- 86௦௨-0 ன் 
தீர்வுகள் முன் கூறப்பட்ட இரு சமன்பாடுகளின் மற்றைய 

தீர்வுகளென நிறுவுக. 

11. 2?-ar+b=0; 2 -pxt+q=0 என்ற சமன்பாடுகளுக்கு 
ஒரு பொதுத்தீர்வு இருக்கிறது. இரண்டாம் சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் சமம், அப்போது 2(6--ர)-ஈற என நிறுவுக.



8. இருபடிச் சார்புகள் 
(Quadratic functions) 

8.1. இரண்டாவது பகுதியில் சார்புகளைப் பற்றி சில 
வரையறைகளையும் பண்புகளையும் கண்டோம். இப்போது 
சிறப்பாக, 38௨7-92-௦௩ என்ற இருபடிச் சார்பை எடுத்து; 
அதன் சில பண்புகளை ஆராய்வோம். 

அதற்கு முன்பு, இருபடிச் சமன்பாடுகள், கோவைகள், 
சார்புகள் என்பவைகளுக்கிடையே உள்ள வேவறுபாடுகள்- 
என்ன என்றும், அவைகளை எப்படிப் பொதுவாக வரையறுப். 
பது என்றும் காண்போம். 

க“-௦2--2-0 என்பது ஓர் இருபடிச் சமன்பாடு (0ய80811௦- 
2101). இதற்குத் தீர்வு என்ற பேச்சே கிடையாது. x ஒரு. 
குறிப்பிட்ட மதிப்பேற்கும், y=ax*+br+e என்பது ஓர் இரு. 
படிச் சார்பு (௨11௦ 7மா௦110). இங்கு ர என்பது உண் ஒரு 
சார்பாகக் கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. ௨ சார்பில்மாறி (Inde- 
pendent variable), y emityomt. wap (Dependent Variable) 
எனவும் பெயர் பெறும். ஒரு குறிப்பிட்ட ஈன் மதிப்பிற்சு. 
அதற்கிணங்க ॥/ க்கு ஒரு மதிப்பு பெறப்படும். 

சமன்பாடு, கோவை, சார்பு என்பவைகளிடைப்பட்ட 
வேறுபாடுகளின் நுணுக்கங்களையறிக. ஒன்றுக்கொன்று: 
பற்றிக் குழப்பம் ஏற்படலாகாது. 

இப்போது 39-8௨” 6௦-0௦ என்ற ஓர் இருபடிச் சார்பை 
யெடுத்துக்கொண்டு, அதன் கோட்டுருவப்படம் வரைந்து, 
அவ்வழியே அச்சார்பின் சில பண்புகளை அறிய முற்படு 
வோம்,
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8.11. கோட்டுருவப்படம் (ரோஜ): உ க்கு பல்வேறு 
மறதிப்புக்கள் ஈடுசெய்து, அம்மதிப்புக்களுக்கிணங்கிய நூன் 

மதிப்புக்களைக் கணக்கிட்டு, கோட்டுப்படத் தாளில் (2, 8) 

(9 ;..என்ற மதிப்பிணைகளை இடங்குறிச் செய்தால் (Plot 

௦118 ஜஹரடறறன) பல புள்ளிகள் பெறப்படும், அப்புள்ளிகள் 

வழியாக ஒரு மெல்லிழை வளைவரை (8௦௦104 Curve) வரைந் 

தால், அவ்வளை வரை இவ்விருபடிச் சார்பின் கோட்டுப்படம் 
(ரோஷ%) எனப்படும். ் 

இக் கோட்டுப் படத்தை $--ஈ2£--62--0. என்ற சார்பின் 

“கோட்டுட்படம் என்று கூறுவது மரபு. (4-௧௦”-6௦-௦ என்பதை 

ஒரு சமன்பாடு என்று கூறுவதும் பொருத்தமாகும்.) 

குறிப்பு: இற்நூலில் இயன்முறை வடிவ கணிதப் பகுதி 

ப்பில் ஆரம்பத்தில் கூறப்பட்டதைப் படித்து இதைப் பற்றி 

“மேலும் விரிவாக அறியலாம். - 

8.2. முதலில், கீழ்க்கண்ட, சார்புகளின் கோட்டுப் படம் 

- வரைந்து, பின்னர் அப் படங்களின் உதவி கொண்டு, இரு 

படிச் சார்புகளின் சில பண்புகளை ஆராய்வோம். 

(1) நச்; 

(2) y=-a; 
3) ௨7 -ற-ட; 

(4) y= eo Bs 

(5) y=2°+62+9; 

(6) y=2a?-2+3; 

(2) y= -2? +2244, 

8.21. 9-2 என்ற சார்புக்குறிய இணைமதிப்புக்கள் : 

  

இயன்முறை வடிவ கணிதப் பகுதியில் பத்தி 15 ஜயும், 
அதற்குரிய படம் 1-5ஜயும் காண்க,
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வளை வரை, ஆய ஆதியான (0, 0) வழியாகச் செல்கிறது. 
(மேலும் வளைவரை உ இஅச்சுக்குக் கீழேயில்லை, அது ர அச்சுக் 

குச் சமச் சீருடையதாய் (நார), ஏ அச்சுக்கு இரு பக்கங் 
களிலும் விரிந்து செல்கிறது. 

உன் தனியெண் மதிப்பு (௨0௨010/6 42/06 | ௩1) வரம்பின்றி 
வளர, வளர, ஏன் மதிப்பு கூட்டெண்ணாய், வேகமாக, வரம் 

பின்றி அதிகரித்துக் கொண்டே செல்கிறது. 

8.22 ர. என்ற சார்பின் இணை மதிப்புக்கள் : 
  

  

y= - x 0-1 |-4 |-9 |-16) -1| -4j- 9 |-16 

  

uw 822 sree, 

அளவுச் சட்டம்: (0%-5 பிரிவு-1 அலகு; 0-2 பிரிவு-1 அலகு.) 

வளைவரை (0,0) வழியாகச் செல்கிறது. மேலும் வளை 

வரை ௨-அச்சுக்கு மேலேயில்லை. 9-அச்சுக்குச் சமச் சீருடை 

யதாய், /-அச்சை மையங்கொண்டு; ௨-அச்சுக்குக் கீழே 

விரிந்து செல்கிறது. 

உன் தனியெண் மதிப்பு வரம்பின்றி வளர, வளர, $-ன் 

மதிப்பு குறையெண்ணாய், வேகமாக வரம்பின்றி குறைந்து 

கொண்டே போகிறது.



  

  

128 இயற்கணிதம். 

8:23. ஏு-௨்-ற-6 என்ற சார்பின் இணை மதிப்புக்கள் : 

ற | ° 1] | a] 4} s[-a|-2[-s|-4 

2 0 1 4 9} 16] 25 1 4 9 | 16. 

ai ol-1/-2}/-3/-4/-5] 1] 21 3] 4 

-6 -~6|-6 |-6 j-6 |-6 |-6 |-6 ys ald 

| alo ட ee ai o| 6| 14 |-4 °| 6114 

இணைப் புள்ளிகள் : 

(0-6; (0-9; (6-9: (0); (6); (5, 14)s 
(-1,-4); (-2,0); (-8,6); (-4,14. 

  

அளவுச் சட்டம் : (0%-5 பிரிவு-1அலகு; 053.2 பிரிவு-1 அலகு. 

வளைவரை, ௨- அச்சை 

= —2 என்ற புள்ளியிலும், 

z= 8 என்ற புள்ளியிலும், 

வெட்டுகிறது. அங்கு 9-0 ஆகிறது,
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crotGou x? —-x-6=0 creirm sinc Lim wor Siojyact, x= ~2,3 
எனப் பெறப்படும். சமன்பாட்டை விடுவித்து இதைச் சரி 
பார்த்துக் கொள்ளலாம், 

2- -8 முதல் 2-3 என்ற மதிப்புக்கு இடைப்பட்ட எந்த 
மதிப்பை ௨ ஏற்றாலும், ஏன் மதிப்பு--அதாவது அச் சார்பின் 
மதிப்பு--குறையெண் மதிப்பாயிருக்கிறது. அந்த இரு எல்லை 
களுக்கு அப்பாற்பட்ட ஈன் மதிப்புகளுக்கு, சார்பின் மதிப்பு 
கூட்டெண் மதிப்பாகும், எனவே, 

21248 என்ற இடைவெளியில் $ மதிப்பு குறையெண்; 

ஒழ 
~ : \ என்ற மதிப்புக்களுக்கு 9-0; 

தகை 

2-2 என்ற வெளியிலும், 

௨2. 3 என்ற வெளியிலும் 9 மதிப்பு கூட்டெண், 

படத்தில் பார்த்தால் £॥-] என்ற புள்ளியில், 9 தனது 
மிகச் சிறு மதிப்பாகிய (ஏறத்தாழ, படத்தில்) ~—6L என்ற 
மதிப்பைப் பெறுகிறது, எனக் காணலாம், இதை ஐூ-ற-6 

என்ற கோவையில் x=4 என ஈடுூசெய்து 4-4-6= - 61 
எனவும் பார்க்கலாம். ஆகவே சார்பின் மீச் சிறு மதிப்பு- - 63. 

8.2:4. நூ -ஐ”- 2-6 என்ற சார்பின் இணைமதிப்புக்கள் : 
இணைமதிப்புக்கள் : 

  

a Oo; 1] 2] 3] 41 5]-1}-2]-3 |-4 
_ x? 0 |-1]-4 |-9 |-16/-25/-1 |~4 |_9 |_16 

x 0} 1] 2} 3] 4] 5{-1]-2]/~-3|_4 
6 6} 6| 6] 6] 6] 6] 6| 6] 6| «6 

61614 01-61-1441 01-61.14 y= - 2? +246 

  

(0,6); (1, 6)s (2,4); (8,0); (4,-6); (5,-14); (-1, 4); 
(-2, 0); (-3,-6); (-4,-14) 

a—9
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அளவுச் சட்டம்: (0%- 5 பிரிவு 1_-அலசு, 0 2 பிரிவு-1 அலகு.) 

8,2:8.-ல். கொடுக்கப்பட்ட இருபடிச் சார்பு, 

- . அற 

இப்போது நாம் கொண்டுள்ள சார்பு, 

ஏ-2”-1௨-06 

= — (2° - 2-6) 

இவ்விரண்டையும் ஒப்பிட்டுப் பார்க்கும்போது முதல் சார்பும் 
இரண்டாவது சார்பும் ஒன்றுக்கொன்று எதிர்க் குறியீடு 
பெற்றவை யென்பது புலப்படும். 

வளை வரைகளை ஒப்பிட்டுப் பார்த்தால், ஒரு வளைவரை 

மற்றையதைத் தலை.கீழ் வைத்த மாதிரி இருக்கிறதெனத் தெளி 

வாகும். 

2£-௨-6-0ன் தீவுகளும் 

-(6“-௨-06)-0ன் தீர்வுகளும் சமம் என்பது கண்கூடு. 

வளைவரை, ௨- அச்சை, - 2, 3 என்ற புள்ளிகளில் வெட்டு 

கிறது. 

. எனவே 25- -, 8, என்பவை -2-2--0-0 என்ற சமன் 

பாட்டின்: தீர்வுகளாகும்.
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௨௭-32, முதல் ௨-3 என்ற மதிப்புக்களுக்கிடைப்பட்ட 
எந்த மதிப்பை ஈ ஏற்றாலும், நூன் மதிப்பு, அதாவது சார்பின் 
மதிப்பு, கூட்டெண்ணாகும். அந்த எல்லைகளுக்கு அப்பாற்பட்ட 
அன் மதிப்புக்களுக்கு, சார்பின் மதிப்பு குறையெண்ணாகும். 

-2<2<3 என்ற இடைவெளியில் 9 கூட்டெண் ; 

~@=-2) ‘ இ ட 
. என்ற மதிப்புக்களுக்கு y=0; 

z= 8) 

2-2 என்ற வெளியிலும், 

22. 3 என்ற வெளியிலும், 9 குறையெண், 

படத்தில் பார்த்தால், 2-3 என்ற புள்ளியில், 9 தனது மீப் 

பெரு மதிப்பாகிய (ஏறத்தாழ, படத்தில்) 61; என்ற மதிப்பைப் 

'பெறுகிறது, எனக் காணலாம். இதை-௨”£--௨ --6 என்ற 

'கோவையிலே, ௨-%$ என ஈடுசெய்து -1-1--0-01 எனவும் 

பார்க்கலாம். ஆகவே சார்பின் மீப்பெரு மதிப்பு 61. 

8,2:5, 349/-”4-05-ட09 

- (ஐ-13)” என்ற சார்பின் இணைமதிப்புக்கள் : 
  

    

  

x 01113 -1|-2|-3 a4 |B }=6 | 7 

(2-8) | Bl 4] 8] @] L| O}-1 |-2 |-8 ja 

y=(x+3? | 9}16;251 4/1 +] o| 1] 4] 9] 16 
| ப 

இணைமதிப்புக்கள் ; 

(0,9): (1,199; (2,259): (-1,4; (-310)0; (-5,0); 
{-4,1); (-5,4): (-6,9); (-7, 16). 

வளைவரை, ௨- அச்சை, ௨--3 என்ற புள்ளியில் தொடு 

கிறது. அங்கு 9-0 ஆகிறது. 

* ஐ”-66--9-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 2--3,-3 

என்ற இரு சம தீர்வுகளாகும். ் 

௪- -$ல் தொட்டுக் கொண்டு, வளைவரை 2௨- அச்சுக்கு 

“மேலேயே விரிந்து செல்கிறது. 

௪ எம்மதிப் பேற்றாலும் ரன் மதிப்பு, அதாவது சார்பின் 

மதிப்பு எப்பொழுதும் கூட்டெண்ணாகவே யிருக்கும்.
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அளவுச் சட்டம் : “(OX - 5 பிரிவு--1 அலகு; 05 - 2பிரிவு-1 அலகு.) 

௨-8 என்ற இடத்தில் மீச்சிறுமதிப்பான 0: பெறப்படு 

கிறது. ட 
8.2:6. 39/--2௦”--.3 என்ற சார்பின் இணைமதிப்புக்கள் : 

2 o| 1] 2} 3] 4]-1]-2]-3 |-4 

2 0111419116/11/41/91/1 

92" 012) 811882] 2| 818192 

ஐ ௦/-11/-2)-81-௧1 12131 & 

3 3] 3| 3{ 3| 3] 3] 3] 3] 3 

y= 20"— 243 3] 4! 9/18] 31] 6/13] 24 | 39                   
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இணைமதிப்புக்கள் : 

(0,3); (1,4); (2,9); (3,18), (4,31); (-1,6); 
(-2,13); (-3, 24); (-4,39), (கடைசி புள்ளி படத்தில் 
காட்டப்படவில்லை). 

  
(y = 22? -%+3) 

அளவுச் சட்டம் : (0% - 5 பிரிவு-1 அலகு; 05% - 2 பிரிவு-1 அலகு.) 

i வளைவரை, முற்றிலும் £- அச்சுக்கு மேலேயே யிருக் 

கிறது. ௨- அச்சைத் தொடவுமில்லை, வெட்டவுமில்லை, ஏன்? “ 
றை -8-.3-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள்,
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1-7 
  

  ses என்ற கற்பனை எண்கள். 

எனவேதான், எந்த மெய்யெண் மதிப்புக்கும் ஏபூச்சிய 
மாகாது. அதாவது 34-௨3 ன் மதிப்பு பூச்சியமாகாது. 

அதனால்தான் 8-2”“-2௨13 என்ற வளைவரை ஐஉ-அச்சை 

வெட்டவில்லை. மீச்சிறு மதிப்பு 2-1 என்ற இடத்தில் 2:. படத். 
திலிருந்து இதைத் தோராயமாகத் தான் அறியலாம், 

8.27. 3/--7423-4 என்ற சார்பின் இம்மதிப்புக்கள் ; 

  

படக Oo; 1] 2) 3] 4] 5] 6}-1/-2 |-3 ]-4 

ஜூ o |-1}-4}-9 |- 16 -25|-36\- a} 4 _9 (16; 

Qa 0} 2) 4) 6) 8/10} 12 |-2]~4 |-6 |-8 

-4 -4|-4|-4)-4|-4|-4]-4|-4]-4 |-4 |-4 

y= -2+4+20-4}-4 |-3]-41-7 |-12]~19] 98] 7]— 191-19] _ 28. 
  

இணைமதிப்புக்கள் : 

(0,-4); (1,-3)s (2+4); (3,-7); (4-12) (6-19): 
(6,-28); (-1,-7); (-2,-12); (-3,-19); (£4,-28).
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௫ 

  
அளவுச் சட்டம் : (0%- 5 பிரிவு-1 அலகு; 0ட- 2 பிரிவு-1 அலகு.) 

வளைவரை முற்றிலும் உ அச்சுக்குக் கீழேயே யிருக்கிறது. 

௨- அச்சைத் தொடவுமில்லை, வெட்டவுமில்லை. 

ஏன் ? 

_2”-2-4-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள், 

— 244-16 
த 

c= 

_] 78 என்ற கற்பனை யெண்கள். எனவேதான் 

எந்த மெய்யெண் மதிப்பிற்கும் -௨--8-4 என்ற சார்பு 
பூச்சியமாகாது. அதனால்தான், 3- -ஈ“-1-4 என்ற வளை 
வரை ௧- அச்சை வெட்டவில்லை. 

- மீப்பெரு மதிப்பு 2-1 என்ற.இடத்தில் - 3.
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8.3. இந்த வளைவரைகளை ஆராயுங்கால், பின் கூறப் 
படும் உண்மைகள் புலனாகும். $-8௨”--02--௦ என்பது இரு 

படிச் சார்பின் பொது அமைப்பு. 

(1) 2° er கெழுவான ஈ கூட்டெண்ணானால், ஏ ௨2்-ட 
ச2--௦ன் வளைவரை ௨- அச்சுக்கு மேலே விரிந்து செல்கிறது; 
ஈ குறையெண்ணானால், வளைவரை 2௨-அச்சுக்குக் கீழே விரிந்து 
செல்கிறது. 

(2) ௧ஈ-௦௨--௦-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் இரண்டு 
வெவ்வேறு மெய்யெண்களாயின், வளைவரை 2- அச்சை 
இரண்டு வெவ்வேறு புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. வெட்டு 
மிடங்கள், சமன்பாட்டின் தீர்வுகளைக் குறிக்கின்றன. 

(3) ax? +-ba-+e =Oeir தீர்வுகள் சமமாயின், வளைவரை 2- 
அச்சை ஒரே ஒரு புள்ளியில் தொடுகிறது. தொடுமிடம், 
சமன்பாட்டின் இரு சம தீர்வுகளாகும். 

(4) க82௦-0ன் தீர்வுகள் கற்பனை எண்களாயின், 
வளைவரை ௨-அச்சை வெட்டுவதேயில்லை. ௨ கூட்டெண்ணா 
யின், வளைவரை 2- அச்சுக்கு முற்றிலும் மேலேயேயிருக் 
கிறது; a குறையெண்ணாயின், வளைவரை 2- அச்சுக்கு முற்றி 
லும் கீழேயேயிருக்கிறது. 

(5) ௭௨₹-0௨--௦-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் கற்பனை 
யெண்களாயின், ௨ எந்த மெய்யெண் மதிப்பு ஏற்றபோதிலும், 
0௨-1௦ என்ற சார்பின் மதிப்பு, உன் குறியீட்டையே பெற் 
றிருக்கிறது. அதாவது ௧ கூட்டெண்ணாயின் சார்பின் மதிப்பு 
எப்போதும் கூட்டெண்; ர குறையெண்ணாயின் சார்பின் 
மதிப்பு எப்போதும் குறையெண். 

(6) க££--6௨--௦-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் சம 
மான மெய்யெண்களாயின், ஈ எந்த மெய்யெண். மதிப்பு ஏற்ற 
போதிலும், சார்பின் மதிப்பு உன் குறியீட்டையே பெற்றிருக் 

கிறது. n= என்ற தீர்வின் மதிப்புக்கு மாத்திரம், சார்பின் 

மதிப்பு பூச்சியமாகிறது. 

௨ கூட்டெண்ணாயின் மீச்சிறு மதிப்பு பூச்சியம்; குறை 
யெண்ணாயின் மீப்பெரு மதிப்பு பூச்சியம். ்
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(2) கர-02௦-0ன் தீர்வுகள் மெய்யெண்களாய், வேறு 
பட்ட மதிப்புக்கள் பெறும்போது, உன் மதிப்பு, அத்தீர்வுகளுக் 
கிடைப்பட்ட எம்மதிப்பைப் பெற்ற போதிலும், ax*+-ba+e 
என்ற சார்பின் மதிப்பு, உன் குழியீட்டுக்கு மாறுபட்ட குறியிீ 
டுள்ள மதிப்பைப் பெறுகிறது; உன் மதிப்பு, தீர்வுகளுக் 
கிடைப்படாத வெளிகளில் அம்மதிப்பைப் பெற்ற போதிலும், 
சார்பின் மதிப்பு உன் குறியீட்டையே பெறுகிறது. 

இதை இன்னும் சற்று விரிவாகக் கூறுங்கால் 2 

(௪) ௨ கூட்டெண்; _, 8 சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 7; 
32 ௨ 

இங்கு 6328 என்ற இடைவெளியில் ax +ba+-c ers m 
சார்பின் மதிப்பு குறையெண் மதிப்பு பெறுகிறது. 

GOK; 820 என்ற இரு வெளிகளிலும், ax?+ba+c oir 
மதிப்பு, கூட்டெண். 

(6) ஈ குறையெண் : 

இங்கு 62:09 என்ற இடைவெளியில் ax?+bxe cir 
மதிப்பு கூட்டெண் மதிப்பாகும், ஐ; உ என்ற இரு 
'வெளிகளிலும், ஈ௨,-ம௨--டஉன் மதிப்பு குறையெண் மதிப் 
பாகும். 

இப்பத்தியில் கூறிய யாவற்றையும் தொகுத்து, சுருக்க 
மாகக் கூறுமிடத்து, 

“ag -tba-e=0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் வெவ் 
Gop மெய்யெண்களாய், ஈன் மதிப்பு அத்தீர்வுகளின் 
இடைப்பட்டதாயிருந்தாலொழிய, உன் எல்லா மெய்யெண் 
மதிப்புக்களுக்கும், ௧௦£4-02--0 என்ற சார்பின் மதிப்பு, உன் 
குறியீட்டையே பெற்றிருக்கும்.” 

8 (6) ஈ கூட்டெண்ணாயின், சார்பின் மீச்சிறு மதிப்பு, 

Bi ae என்ற இடத்தில் பெறப்படுகிறது. 

2 2D 

ax? + ba-+tc=a [ (2+ mz) பனி என நாம் கண் 

டோம். (7:1 காண்க),
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b\? . ன் 
அடைப்புகளுக்குள்ள பகுதியில் சர்ட்) ன் மதிப்பு, 

சன் எல்லா மெய்யெண் மதிப்புக்கும், ஒரு கூட்டெண் மதிப்பு 

பெறும். 

2 os ் ; ‘ 
£= 3 என்றன் மதிப்புக்கு (-*) ன் மதிப்பு , 

பூச்சியமாகும். அதுவே (+55) ன் மீச்சிறு மதிப்பாகும். 

  

  

எனவே, 

b\? B&-4ucyT . o. ச 
a [(=+ aa) ~ “Fz | ன் மீச்சிறு மதிப்பு 

_-b_. ies சூரி b? - 4ac ம் 
2-2 என்ற மதிப்புக் கு ய-( சா ) ஆகு . 

(6) ௨ குறையெண்ணாயின், சார்பின் மீப்பெரு மதிப்பு 
ச. ற ட் 

2 என்ற இடத்தில் பெறப்படுகிறது. 

b? — 4ac 
Qwag ax*—be—c or wHUY = -( = ) ஆகும்.   

(எ-கா.) (1) $-2*என்ற வளைவரை வரைந்து, ௨“- 62 15=0 

என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் காண்க. 

y=x* எனக் கொண்டால், 

$-2£-62-5 எனப் பெறப்படும். 

3-2 என்ற வளைவரையும், 4-6௦2-5 என்ற நேர்கோடும் 

வெட்டு மிடங்களே, ௨”“-6௨--5-0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள். 

y=62-5 

ஏர-2£- இணை மதிப்புக்கள் : -இணை மதிப்புக்கள் 

$1 32 353 4 5 4 ல்
 

R bo
 

[12
௧ 0 

y=x?} O} 1) 4] 91] 16} 25) 36 y=6e-5 | 7] 19 
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அளவுச் சட்டம் : (0%- 5 பிரிவு-1; அலகு 0 - 1 பிரிவு-1 அலகு.) 

அ”; [-0௦-5 இரண்டும் வெட்டு மிடங்களில் ௨-2: 

அல்லது, ”-6ற-ட5-0, 

எனவே, 02-30 ன் தீர்வுகள் 2-1, 5. 

பயிற்சி 8 (1) 

1. பின்வரும் இருபடிச் சார்புகளின் வளைவரை வரைந்து, 
வளைவரை, 

(i) 2-அச்சை, வெட்டுகிறதா, தொடுகிறதா, வெட்ட. 
வில்லையா ? 

(ii) வெட்டினால் / தொட்டால் அங்கு உன் மதிப், 

பென்ன ? 

(ili) ௨- அச்சுக்கு மேல்பக்கம் / கீழ்பக்கம் விரிவா ? 

(13) மீச்சிறு / மீப்பெரு மதிப்புக்கள் என்ன ? 

முதலிய தன்மைகளைச் சுருக்கமாக எழுதுக... 

(a) 2? -62+9=y; (6) -382?-37+2= 

(6) 8a?-+a+l=y; (8) 2 -Ta+12=
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2 பின்வரும் இருபடிச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைக் 

மேகோட்டுருவப்படம் வழியாகக் கண்டுபிடிக்க : 

(a) ஐ£-8௨-9-0 

(6) 32°-2-2=0 

(6) -—2x%-2+3=0, 

8.4. axt+tbatc=0; aathete y=au+ba+e crarmule 

இருபடிச் சமன்பாடு, இருபடிக்கோவை, இருபடிச் சார்பு 

பற்றிய நுனுக்கமான வேறுபாடுகளைப் பற்றி, 8:1 ல் பார்த் 

"தோம், 

மேலும், ௨ என்ற சார்பில் மாறி, பல மெய்யெண் 

.மதிப்புக்களை யேற்கும்போது, y=ax*+br+e என்ற சார்பு 

என்னென்ன மதிப்புக்களைப் பெறுகிறது, அம்மதிப்புக்கள் 

எவ்வெவ்வாறு மாறுகின்றன, அம்மதிப்புக்களின் குறியீடுக 
ளென்ன. முதலியவற்றை. கோட்டுருவப் படங்களின் துணை 

கொண்டு நாம் ஒருவாறு கண்டறிந்தோம். இப்போது, அவை 
.களை யெல்லாம் இயற்கணித முறைப்படி நேரடியாக விளக்கி 

ஒரு தேற்ற முறையில் அமைப்மோம். 

8.4:1. தேற்றம்: ஈஈ£-௦௨-4௦-0 என்ற சமன்பாட்டின் 

தீர்வுகள் வெவ்வேறு மெய் யெண்களாய், ஈன் மதிப்பு அத்தீர்வு 
களுக்கு இடைபட்டா லொழிய, ஐன் எல்லா மெய்யெண் மதிப்புக் 

களுக்கும் ௧௨£--5௦-௦ என்ற கோவையின் மதிப்பு உன் குறி 

.மீட்டையே பெற்றிருக்கும். வ 

(The value of the expression az?+bx+c has the same sign 

as @ except when the roots of the equation az’?+bx-+-c=0 are 

real and unequal and 2 takes a value lying between them). 

. உட b\? கை ௮ இண 
தெரிப்பு: 0 +brtoxal (2+ 3a) - “ar | என்ற 

 .மூற்றொருமை யமைப்பை நாம் 72 ல் கண்டோம். 

(1) முதலாவதாக, 

ax’+bat+c=0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் கற்பனை 

யெண்களெனக் கொள்வோம். ஆப்போது தன்மை காட்டி 

(6? —4ac) ன் மதிப்பு ஒரு குறையெண். எனவே - (a) oor 

மதிப்பு ஒரூ கூட்டெண்ணாகிறது.
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ஃ. ௨-டர-ஈ (ஒரு சரியான இருபடி-டஒரு கூட்டெண்)) 

௨ (கூட்டெண்). 

ax’+bx-+c er மதிப்பு, ஈ ன் குறியீட்டைப் பெறும். 

(2) இரண்டாவது, 

கட 2-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் சமமெனக். 

கொள்வோம். அப்போது தன்மை காட்டி (86-4௦) பூச்சிய, 

மாகிறது. 

[7] 2 

ax? + bx-+e= a (2+5,) 

- 8 (ஒரு சரியான இருபடி). 
ax*+be+cor wHriy a of குறியீட்டைப் பெறும், 

(9) மூன்றாவதாக, 

கல-6௨--௦-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள், ஷ, 0: 

என்ற இரண்டு வெவ்வேறு மெய்யெண்களாகக் கொள் 

வோம். வெவ்வேருதலின், ஏதாமொன்று மற்றொன்றை விடப்: 

பெரிதாக விருக்கும். ஒஐ விட நி பெரிதெனக் கொள்வோம். 

அதாவது 32%. 7'2ன் படி, ஈ௨”-0௦-௦-0 என்ற சமன்பாட். 

டின் தீர்வுகள் , $ ஆக விருந்தால், 

ax?--hatc=a(x—«<) (6-0) என்ற முற்றொருமை யமைப். 

பில் எழுதலாம். 

(a) 32% எனக் கொள்ளப்பட்டது. க்குக் குறைவாக, 

௨ எந்த மெய்யெண் மதிப்புக் கொண்டாலும், 

£- 4- ஓரு குறையெண், 

2- $- ஒரு குறையெண். 

எனவே, அப்போது (அதாவது ௨ 4 & ஆனால்), 

ax? +ba-+e er மதிப்பு-- ச (குறையெண்) % (குறையெண்) 

= ச (கூட்டெண்) 

எனவே, ௨2 ஆக எம் எம்மதிப்புபெற்றாலும், ஈ௦£-டம2--௨ ண் 

மதிப்பு உன் குறியீடு பெறும். 

மேலும் டக்கு அதிகமாக, ௨ எந்த மதிப்பு பெற்றாலும், 

் ஏ 4 ஓரு கூட்டெண் 

2- 0- ஒரு கூட்டெண்.
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எனவே, அப்போது (அதாவது «> B ஆனால்) 
(கடன் மதிப்பு உன் குறியிடு பெறும். இவ்விரண்டு 
முடிவுகளையும் தொகுத்துக் கூறுமிடத்து, ஈன் மதிப்பு க்குக் 
குறைவாகவும், க்கு அதிகமாகவும் இருக்குமானால், (அதாவது 
மன் மதிப்பு இருதீர்வுகளுக்கும் இடையில் எந்த மதிப்பும் 
பெறாவிட்டால்) 

(க2“-62-ட௦)ன் மதிப்பு ௨ ன் குறியீடு பெறும். 

(6) இப்போது, உ, 3 என்ற இடைவெளியில் ௨ என்ன 

மதிப்பு பெற்றாலும் (அதாவது 4:28) 
2-4 ஓரு கூட்டெண்; 

2- $ீ- ஒரு குறையெண்,. 

அப்போது, (ஈ2்-62-ட்டின் மதிப்பு-௧(2-) (௪-9) 

-ஈ (ஒரு கூட்டெண்)% (ஒரு குறையெண்) 

௨ (குறையெண்). 

எனவே ஐ. என்ற கட்டுப்பாட்டில், உ என்ன மதிப் 

“ேபேற்றாலும், 

(க௨£-ம௨-௦ன் மதிப்பு ௨ க்கு மாறுபட்ட குறியீட்டைப் 

“பெறும். 

ஆகவே, 

(1) ௨௦-9௨--௦-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் கற்பனை 
'யெண்் களாயின், (கஊ௨”--௦௨-டடின் மதிப்பு எப்போதும் உன் 

-குறியீடு, பெறும்; 

(2) தீர்வுகள் சமமாயின், (ஈ௨்--0௨--௦ன் மதிப்பு எப் 
"போதும் உன் குறியீடுபெறும்; 

(3) (ஐ) தீர்வுகள் வேறுபட்டு, ௨-ன் மதிப்பு தீர்வுகளுக் 
கிடைப்படாத எந்த மதிப்பேற்பினும், (ஊ௨”-ட6௨-டயின் மதிப்பு 

உன் குறியீடு பெறும்; 

(8) தீர்வுகள் வேறுபட்டு, 2ஊ-ன் மதிப்பு தீர்வுகளுக் 

கிடைப்பட்ட எந்த மதிப்பேற்பினும், (௪௨”--02௨--ன் மதிப்பு 

உன் குறியீட்டுக்கு மாறுபட்டதாயிருக்கும். 

இவையெல்லாம், ஒன்றுபடுத்தி, சுருக்கமாகக் கூறு 
மிடத்து,
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“08௨௦-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் வெவ்வேறு 
மெய்யெண்களாய், ௨-ன் மதிப்பு அத்தீர்வுகளுக் கிடைப்பட் 
டிருந்தாலொழிய, ௨-ன், எல்லாமெய்யெண் மதிப்புக்களுக்கும், 
௦௨4௦ என்ற கோவையின் மதிப்பு, உன் குறியீட்டையே 
பெறும்'”' என அறியலாம், _ 

8.43. சில இருபடிச் சார்புகளை அல்லது கோவைகளைக் 

கொண்டு, ஓரளவு, மீச்சிறு, மீப்பெரு மதிப்புக்களைப்பற்றிச் 

சிறிது ஆராயலாம். 

(எ-கா.) (1) y = f(z) - 8-2 (1-2, 

(4-ஐ)” ஒரு இருபடிக் கோவையாதலின் அதன் மதிப்பு 

எப்போதும் கூட்டெண்; பூச்சியத்திற்குக் குறையாது, அத 

னுடைய மீச்சிறு மதிப்பு பூச்சியம். எனவே, 

8-2(4-)%*ன் மதிப்பு, எப்போதும் 8க்கு மேற்படாது. 

8-2 (4-2/74ன் மீப்பெரு மதிப்பு, அதைவிட அதிக 

மாக முடியாது, ௨-4 என்ற மதிப்புக்கு, கோவை 8 என்ற 

மீப்பெரு மதிப்பைப் பெறுகிறது. 

(eran) (2) y=f(a)= 4 (w-2)° +10. 
(௪-3)* என்பது ஓர் இருபடியாதலில், அதன் மதிப்பு எப் 

போதும் கூட்டெண்; பூச்சியத்திற்குக் குறையாது, ஐ-2 

என்ற மதிப்புக்கு (2-2)” தனது மீச்சிறு மதிப்பாகிய 0 என்ற 

மதிப்பைப் பெறுகிறது. 

ஆகவே, 4(௨-2)“110ன் மதிப்பு, எப்போதும் Wes 

மேற்பட்டிருக்குமே யொழிய 10 க்குக் குறைபடாது. எணவே, 

y=4 (w-2)410 என்ற சார்பின் மீச்சிறு மதிப்பு 10; அது 
2-2 என்ற மதிப்புக்குப் பெறப்படுகிறது. 

8,4:4. (படின் மீப்பெரு/மீச்சிறு மதிப்பு : 

5 & i? — tee 5 
. avctbatc=a [( 25," | - (=a) ] 

, க், ட & — 4ae 
= ஓ (++37) + K. [k--{ da |  
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2 

(+55) ஓர். இருபடியாதலின், அதன் மதிப்பு எப் 

பொழுதும்.கூட்டெண், பூச்சியத்திற்குக் குறையாது. அதன் 

மீச்சிறு மதிப்பு, xv = = என ஈடு செய்ய பூச்சியமாகும். 

ஆகவே, ௨ ஒரு கூட்டெண்ணாயின் , 

2 

a (+55) 1 % எப்போதும் $ஐ விட அதிகமாக 

இருக்கும்; ௩ க்குக் குறைபடாது. 

எனவே, ௧ ஒரு கூட்டெண்ணாயின், 

ட்” ப் . _ b* — 4ac 

: ‘ ‘ ‘ -6b 
ஆகும். அதற்குரிய ஈன் மதிப்பு - Ta" 

மேலும் ஈ ஒரு குறையெண்ணாயின், 

a (+35) 4 எப்போதும் $ஐ விடக் குறைவா 

யிருக்கும்; 1 க்கு மிகைபடாது. ் 

எனவே ஈ ஒரு குறையெண்ணாயின், 

உ. _ b? - 4ac 
a (ஈர) ன் மீப்பெரு மதிப்பு 18- - (a) 

அதற்குரிய £ன் மதிப்பு-- 

ஆகவே ”- 0-0 என்ற கோவையில் a ஒரு கூட்டெண் 

ணாயின், அக் கோவைக்கு ஒரு மீச்சிறு மதிப்புண்டு; ஈ குறை 

யெண்ணாயின் அக்கோவைக்கு ஒரு மீப்பெரு மதிப்புண்டு. 

_௨ கூட்டெண்ணாயின் சர என்று ஈடுசெய்ய, மீச்சிறு 

் மதிப்பான- (=) பெறப்படும்.  
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௨ கூறை யெண்ணாயின், ௨- = என்று ஈடுசெய்ய; 'மீப் 
ட் ன 

பெருமதிப்பான - ட is) பெறப்படும். 

  

(எ-கா.) (1) ௨ க்கு மெய்யெண் மதிப்புக்கள் கொடுக்கும் 
போது, பின் வருவனவற்றின் மீப்பெரு அல்லது மீச்சிறு - 
மதிப்பைக் கண்டுபிடிக்க. 

(1) 8-82-11 (2) 3-22-52" 
(1) y =82°-8-11 

= 3[ (w- $)? - 48-4] 

=3[ (@-$)- 42] 

= 3(x— $)° - 49. 
Qasr wH1y ~42 4GS Gopurrngy. 

். 25 என்ற மதிப்புக்கு, மீச்சிறு மதிப்பு- 4” ஆகும். 
மற்றோர் வழி: 9”-8-11-9-0 எனக் கொள்வோம். 

இச் சமன்பாட்டில், உ மெய்யெண் மதிப்புடைய தீர்வாக 
இருக்க வேண்டுமானால், 

தன்மைகாட்டி 64-12 (11--2) 2௨ 0 ஆக இருக்கவேண்டும். 

அதாவது 129-196 2 0 ஆக இருக்கவேண்டும். 

Asrugy > -1if=—-4p 
erotGeu y syoden gs 32° ~ 8x —11 oir மதிப்பு 

எப்போதும் 2 5 ஆகும், 

எனவே மீச் சிறு மதிப்பு — 42, 

(2) y= 3-24-52? 

= ~5 (2°+ 32-2) 

= ~5[(@+3)~s-2] 

= -5[(@+4)- 49] 
= -~5[ (@+hy+4'. 

si
a 

ஏ 

இதன் மதிப்பு 4* க்கு மிகைபடாது, எனவே, x= 3 
என்ற மதிப்புக்கு, அக்கோவையின் மீப்பெரு மதிப்பூ 3 
ஆகும். 

a—10
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மற்றோர் வழி: 

4-3-2-5௨“ என்ற சார்பை, 

52-ட2- (ர-9)-0 என எழுதலாம். இச்சமன்பாட்டின் 
தீர்வான ற, மெய்யெண் மதிப்புப்பெற வேண்டுமாயின், 

தன்மைகாட்டி 4- 20 (ர-3)20 ஆக இருக்கவேண்டும். 

- அதாவது 064-209 0 ஆக இருக்கவேண்டும். 

அதாவது 20 y <64 

அதாவது 9217 

எனவே 9-3-2-5௨ன் மீப்பெருமதிப்பு 43: எனப்பெறப் 
படும். 

காடு (0 ககன்வயொண்ணான்,. 2! op eek GO, டார இத்தக ப 
மீப் பெரு மதிப்புக்கள் யாவை ? 

we +ae+) ‘ ‘ ல 
Y= "திட தமர் எனக கொள்வோம். 

அதாவது 21(9-1)-௨(-1)-4(-1)-0. 
'இச் சமன்பாட்டில், ௨ மெய்யெண் தீர்வாக வேண்டு 
மாயின், 

தன்மைகாட்டி (/-1)“-4 (-1)2 0 ஆகவேண்டும். 

அதாவது, - 997--107- 925 0 ஆக இருக்கவேண்டும். 

அதாவது, -83 (y— 3) (y— 3) 2 0 ஆக இருக்கவேண்டும். 
தேற்றம் 8:4:1 ன் படி, நூன் மதிப்பு 4 க்கும் 3 க்கும். இடைப் 
பட்டிருக்கவேண்டும். 

அதாவது $3 493 5. 

_இர்சா1 . மீச்சிறு மதிப்பு 5 
5 88-௨1 மீப்பெரு மதிப்பு i} 

*(எ-கா. (3) 2, y என்ற மெய்யிராசிகள் : 

8-6 ஷ-9]£ -- 10௨ -- 127-8-0 என்பது ' இவ்விரு 
மெய்யிராசிகளை இணைக்கும் சமன்பாடு ஆனால், x, ரன் 
எல்லைகளைக் காண்க. , 

முதலில் இச் சமன்பாட்டை, 

82? +2(10 — 6y) - (9y? - 12y+3)=0 crer, «-Cgor& கணிய 
மான இருபடிச் சமன் பாடெனக் கொள்க.
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2 மெய்யெண்ணாக விருக்க வேண்டுமாயின், தன்மை 
காட்டி, (10— 6y)? +32(9y? — 12y4-3)>0 ஆக இருக்க வேண்டும். 

அதாவது 824” -5044-109620 ஆக இருக்க வேண்டும். 

அதாவது 819”- 1264-4950 ஆக இருக்க வேண்டும். 

அதாவது (99-7)*20 ஆக இருக்க வேண்டும். 

இது ஒரு சரியான இருபடியாதலின், ஏன் எல்லா மெய் 
'யெண் மதிப்புக்களுக்கும், இதன் மதிப்பு எப்போதும் 50 
ஆக விருக்கும். 

ட்டு எம்மெய்யெண் மதிப்பும் பெறலாம். 

இரண்டாவதாக, . இச்சமன்பாட்டை, — By? +y(12 - 6x) + 
{82° -+ 102 -3)=0 err y-Cggn& sooPunoresr இருபடிச் சமன் 
பாடெனக் கொள்க. 

3 மெய்யெண்ணாக விருக்க வேண்டுமாயின், தன்மை 
“காட்டி, (12-0£86(8”-10௦-9)20 ஆக இருக்க வேண்டும். 

அதாவது 8242”--2162--3620 ஆக இருக்க வேண்டும். 

அதாவது 812”45424950 ஆக இருக்க வேண்டும். 

அதாவது 9x? +6a+1>0 ஆக இருக்க வேண்டும். 

அதாவது (2--1)*20 ஆக இருக்க வேண்டும். 

இது லர சரியான இருபடியாதலின், உன் எல்லா மெய் 
'யெண் மதிப்புக்களுக்கும், இதன் மதிப்பு, எப்போதும் 20 
ஆக விருக்கும். fe BS 

£ எம் மெய்யெண் மதிப்பும் பெறலாம். 

எனவே, ௨, எந்த மெய்யெண் மதிப்பேற்றாலும் 8௦” 
Gay -997--102--128-3-0 என்ற சமன்பாடு பொருத்தமாகும். 

*(எ-கா.) (4) 2, ர என்பவை இருமெய் யிராசிகள். 
"9a° + 3்”- 02- 209-.244-0 என்பது இவ்விரு மெய்யீராசி 
களையும் இணைக்கும் சமன்பாடானால், x, ரன் எல்லைகளைக் 
காண்க.
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முதலில் இச்சமன்பாட்டை, 

9a? + x(2y — 92)+(y? - 20y+244)=0 cre 2௨- தேராக் கணிய 
மான, இருபடிச் சமன்பாடாகக் கொள்க. 

2- மெய்யெண்ணாக விருக்க வேண்டுமாயின், தன்மை. 
காட்டி, (29-99) 5-6 £-209 -- 244). 0 ஆக இருக்க. 
வேண்டும். 

அதாவது, —32y°+352y- 320 > 0 ஆசு இருக்க வேண்டும்... 

அதாவது, - 9-1 117- 102 0 ஆக இருக்க வேண்டும்.. 

அதாவது, - (9-10) 7-1) 2 0 ஆக இருக்க வேண்டும். 

எனவே, இந்தக் கட்டுப்பாடு இன்றியமையாதாதலின்.. 

தேற்றம் 8.41, ன் படி, ஒன் மதிப்பு. 1 க்கும் 10 க்கும் இடைப். 

பட்டிருக்க வேண்டும். 

அதாவது, 2 மெய்வயெண்ணாக விருக்கவேண்் டுமெனின், 

1 29410 என்ற கட்டுப்பாடு. இன்றியமையாதது. 

பிறகு, இச்சமன்பாட்டை, 

4-9 (௨ே-20)--(9௨”- 922-244) --0 என 9--தேராக் கணிய 

மான, இருபடிச் சமன்பாடெனக் கொள்க.. 

9 மெய்யெண்ணாக விருக்கவேண்டுமாயின். தன்மை. 
காட்டி, (22-20)₹-4(9௨“-98 -- 245) 2-0 ஆக இருக்க. 

வேண்டும். 

அதாவது - 928”--2882 - 576 5 0 ஆக இருக்க வேண்டும். 

அதாவது-2௨”19௨-18 2 0 ஆக இருக்க வேண்டும். 

அதாவது- (2-6) (2-8) 20 ஆக இருக்க வேண்டும். 

எனவே, இந்தக் கட்டுப்பாடு இன்றியமையாதாதலின் 
தேற்றம் 8:4:1 படி, 2ன் மதிப்பு 5 க்கும் 6 க்கும் இடைப்பட். 
டிருக்கவேண்டும். 

அதாவது 3 மெய்யெண்ணாக விருக்கவேண்டுமாயின்.. 
5௨246 என்ற கட்டுப்பாடு இன்றியமையாதது.
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அத்தியாயச் சுருக்கம் (8) 

1. தேற்றம் 8.4:] 

2.- ax*+be--e-r .மீப்பெரு/மீச் சிறு மதிப்புக்கள் : 

. (1) க கூட்டெண்ணாயின், மீச் சிறு மதிப்பு - (3 ர 

ட . 2 த b? - dac 
(ம) ஈ குறையெண்ணுயின், மீப்பெரு மதிப்பு--(- 2 ) 

ரண்டும் ௨- -. என்ற மதிப்புக்கும் பெறப்படுவன.. இ Fa ற கு ற 

பயிற்சி 8 (2) 

1, பின்வரும் கோவைகள் உன் எம்மதிப்புக்கு. மீச் 

சிறு/மீப்பெரு: மதிப்பு பயதகள் நன் அம்மதிப்பு யாது என் 

பதைக் கணக்கிடுக. 

(i) ககம. (iv) 2-2 

(1) 2:-72-17 (0. -£6ே. 

(iii) a?492-+9 

a? 4 34% — 71 
e+2e-7 

க்கும் 9க்கும் இடைப்பட்ட எம்மதிப்பையும் ஏற்க முடியா 

தென நிறுவுக. 

2, ௨. மெய்யெண்ணாயின் என்ற கோவை 

9. ஈன் மதிப்பு. நக்கும் க்கும் இடைப்பட்டிருப்பின், 
(a — 2)? 4+2(2a-3) 2+(5a-6) என்ற கோவையை இரண்டு 
Guowié argon sorts (Pésor cir — உ0ரலிப் பிரிக்கலாமென 

,நிறுவுக. 

4. உ-மெய்யெண்ணாயின், பின்வரும் கோவைகளுக்கு 
ஆங்காங்கே குறிப்பிட்ட கட்டுப்பாடுகள் உள்ளன வென் 

திறுவுக. 
9 4g ௨. ம. 3 atatl 
=o <2 7 <1 (1) % 4 2-1 2உ-டட <4 (ii) % a+l *
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(114) - _ etl <I 
தட ஆ. +1 

5. ஈமெய்யெண்ணாுஷ்,. 

1 1 ர். 

ம உக - று 
யின் மதிப்பு க்கும் க்கும். இடைப்பட்ட மதிப்பு. எதுவும் பெற- 

மூடியாதென நிறுவுக. 

(2) eae ant என்ற கோவையின் . மதிப்பு 1க்கும் 

  என்ற. -: கோவை- 

22க்கும் இடைப்பட்ட மதிப்பு எதுவும் பெற முடியாதென: 
நிறுவுக. 

6. 2- மெய்யெண்ணாயின், பின்வரும் கோவைகளிண் 
மதிப்புக்களுக்கு எல்லை காண்க... 

2 
் ் zx -—x 

(i) 42-14. (iii) ~—Tx+Ii2 - ப 
es 3a? +2 a f — 3a42- 

ti) 2” - 22-11. (iv) i we 30. 

7. 04041 என்ற நிபந்தனையில் ஐ மெய்யெண்ணாக: 

et 2eteo விருக்க வேண் டுமேயானால், Pidele எந்த மெய்வெண் 

மதிப்பும் பெறலாம் என நிறுவுக, 

*8. x,y என்ற இரண்டு மெய்யிராசிகள் பின்வரும் சமன் 
பாடுகளால் இணைக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 2 க்கும் க்கும். 
உரிய எல்லைகளைக் காண்க. 

(1) 4௭-99. 40 18/-1108-0 

(2) 2° —3ay+2y* — 2x - 39-95 
(3) 2*-+-4y?- 82- 16y—4=0 
(4) 2°+2y? — 2x -6y-3=0 

- 9. பின்வரும் கோவைகளின் மதிப்பு மாற்றங்களைச் 
சுருக்கமாக எழுதி, கோட்டுப்படம் வரைந்து : அவைகளை 
விளக்குக, 

() 2-22-83 (iii) ௪ 
(ii) 2a? -5a+9 (iv) -32°+62-17



9. பல் விதச் சமன்பாடுகள் 
(Miscellaneous Equations) 

பகுதி நூ 

9.1. இதுவரை நாம் அறிந்த ஓரினச் சமன்பாடுகள், (ஒரு 
Uné swerut@acr—(Simple Equations in one unknown) 
ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள், (Simultaneous. Equations), 
இருபடிச் சமன்பாடுகள், முதலியவற்றின் தீர்வுகளைக் காணும் 
வழிவகைகளைக் கையாண்டு, வேறு பலவிதச் சமன்பாடுகளை 

விடுவித்து அவைகளின் தீர்வுகள் காணும் முறைகளை இப் 
பகுதியில் பார்ப்போம், 

அச்சமன்பாடுகள், நாம் இதுவரை கண்ட. சமன்பாட் 
டமைப்பில் இல்லாவிடினும், சில குறிப்பிட்ட அமைப்பில் 
இருக்குமானால், அவைகளைச் சில யுக்தி முறைகளைக் கொண்டு . 
அல்லது ஈடுசெய் முறைகளைக் கொண்டு, நாம் அறிந்த சமன் 

பாட்டமைப்பிற்குக் கொணர்ந்து, பின்னர் அவைகளின் 
தீர்வுகளையறிய முயல்வோம். . 

9.2. (1) ஊக 0-0 என்ற அமைப்பு : 

ஜூ து ச ஈடுசெய்தால், ஒரு. இருபடிச் சமன்பாடான, 
ay t-aytb=0 ட்டும். 

~ aaa 5 எனப்பட்ட, ஃ, டீ இதை விடுவிக்க, 4-     

என்ற இரு தீர்வுகள் கிடைக்கும். 

gta; ஜூ B 

a = க 4: ஈ- ௫4... என்ற: தீர்வுகள் கிடைக்கும்...
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(ஜ 2-17த*-16-0 

9 என ஈடு செய்ய, 

9“ -174/-106-0 பெறப்படும். 

_ இங்கு 9-1, 16 தீர்வுகளாகும். 

அதாவது, 88-41, 2-4 

அதாவது 2-1, 4, +2, £2 என்ற 8 தீர்வுகள் 
கிடைக்கும். ' 

(3) (6-44-6 (2௪--ஐ)7-18-0 ன் தீர்வு காண்க. 

(2-டஐ)5- என ஈடுசெய்ய, 

$ூ£-09-8-0 பெறப்படும் 

7  y=2, 4 

(ஷலா 2; (tt+ay=4 

3 சர்ககம்கர2) (042) 212 
௬ 12-௨7 உ 3.9.௨. 

V2 -a; -W 2 -a;2-a; -2- 2 என்ற நான்கு 
தீர்வுகள் கிடைக்கும். க 

: 1 டம் ம ் க 

(4) ஊீ£-க3-ட2-0ன் தீர்வு காண்க, 

ebay என ஈடுசெய்ய, 

Qy? — 5y+2=0 

5425-16 
4 

os 
4 

=2, 4. 

த, 

. t_ ஃ a =2, அதாவது ௨2- =8; | siayscr, 

“3, அதாவதுகஈ-$ Jo
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i a. 
9.3. (1) (ax?+ba+-c)+ p (aa*-+be-+c)?+q=0 என்ற 

அமைப்பு ; 

(a2? + bx+- cjP=y என ஈடுசெய்ய, 

3 ர--ர-0 என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும். இதை விடு 
வித்தால் ர- ல, $ என்ற இரு தீர்வுகள் 

( அதாவது papa =f) கிடைக்கும். 

1 
(ax*+ba-+ce) 7 =«, B. 

அதாவது ax+be-+o= <? 

ax+betc= 3 என்ற இரண்டு இருபடிச் சமண் 

பாடுகள் கிடைக்கும், இவைகளை விடுவிக்க, எக்கு நான்கு 

தீர்வுகள் கிடைக்கும். 

1 
(2) (2a?+a-+-4)-4(20°+-a+4)°-5=0crr Siayscr srewre. 

y = (22? +24 4) 5 என ஈடுசெய்ய, 

y? — 4y 5-0 பெறப்படும். 

y=5,-1 Stajysorm, 

20? +ae+4=25 

2ை”--௨--4-1 என இரு சமன்பாடுகள் கிடைக்கும். 

இவைகளை விடுவித்தால், உன் நான்கு தீர்வுகள் கிடைக்கும். 

அவையாவன: 

_1 1679 
4 

9.4. (1). அமைப்பு: (a+b) = (c+d) என்பதற்கொப்ப, 
(2-௨) (2-6) (2-௦) (z+d)= =p என்ற எயா 

(249 (49) (e+e) (e+d)-p=0 
(2 + 2 a+b + ab) (a + ‘c+d x+ed)-p=0 

eteatb = ஏர என ஈடுசெய்ய, 

இக) (4-௦8)-ற-0 என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும்; இதை 

விடுவித்தால், 9-4, 0. என இரு தீர்வுகள் கிடைக்கும். -
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etetGes 2?+2(a+b) = « | 

v+x(a+b)=8 erm Qe ¢wcrum@act Gon aquw 

இவைகளை விடுவிக்க ஈன் தீர்வுகள், நான்கு கிடைக்கும். 

2) (26-42) (6-௨: (2-7) (2410)--86-0 ன் தீர்வுகள் 
காண்க: 

(2-2) (௪2-10) -2₹-182-ட20 ஏ என கொள்க. 

(w+-5) (@+7 )=a®+1224+35=y+15 ஆகும். 

y (y+15)+36=0 

y?+15y+-36 =0 

_ — 154/225 - 144 
. 20. 

_ -1549 
~ 3 

  

  

- 12, -3 தீர்வுகளாகும், ' 

a?+12¢+20= —12 

HABTUG 2+124%-+32—0 

உ: -4, 8 இரண்டு Siayacir, 
மேலும் ௨£-.192-_90-- _9 

அதாவது 28-12-2890. 

_ ~124W144— 93 
_ 2 

_ -1242V13 

2 

= -64V13 மற்றிரண்டு தீர்வுகள். 
“. Sieysor: —4, ~8, -6,4V13, 

*. 

    

9.5. (1) அமைப்பு: Vaztb4+Vertd =Vpetq 
இரு பக்கங்களையும் இருபடிக்குயர்த்த, 

 aebhhortd+2 Vaz FB) (ae Fa) = pag 
*. 2M (a+b) (cx+d) =2(p—-a-c)+(q-b-d)
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மறுபடியும் இருபக்கங்களையும் இருப்டிக்குயர்த்த, 

4(ax +b) (cx+d) = 2°(p-a-c)? + 2x (p-a-c) (q-b-d) + (q-b-d)*’ 

இதைச் சுருக்கினால், 

A®+Be+C=O என்ற அமைப்பில் ஒரு சமன்பாடு! 

கிடைக்கும். ் 

அதன் தீர்வுகளை முறைப்படி யறியலாம், 

(2) VWe-54Va- 51 ௩4 ன் தீர்வு காண்க, 

இரு பக்கங்களையும் இருபடிக்குயர்த்த, 

a — 5a — 21-422" — 2604105 = 2244 

“2a = 262 +105 = 30 

இரு பக்கங்களையும் 2 ஆல் வகுத்து, இருபடிக்குயர்த் த,. 

2 - 202--105-225 பெறப்படும். 

2”-20௨- 120-0 

26 +/676+480 
2 

40, -4 என்ற தீர்வுகள் கிடைக்கும். 

  

ax +be=y எனக் கொள்க, 

(9-(௦)-(9--௦) - 2 என்ற ஓர் இருபடிச் சமன்பாடு 
கிடைக்கும். 

இதை விடுவித்தால் y= K, 9 என இருதீர்வுகள் கிடைக்கும்... 

(2) சர்க்க டட ன் தீர்வுகள் காண்க. 

2”-52--9 எனக் கொள்க, 

y (y+2)-8=0 என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும். 

Y +2y-8=0 
y=2,-4 

w+5a=2 ) ன ஜு. டத be 4) என்ற இருசமன்பாடுகள் கிடைக்கும். 

50-50
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456 

“es abt a) ~ 51133. இரண்டு தீர்வுகள். 

2 52-4-0 

2-1, -கமற்றிரண்டு தீர்வுகள். 

தீர்வுகளாவன3 -], -4, 5213 

9.7. (1) gemwoy: a*+b.a%+ce=0. 

“ர எனக்கொள்க, 

31-௦0 என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும். இதன் தீர்வு 

கள் ஃ, 9 எனக் கொண்டால், 

a = 8 

XL WenNsS G=WENS X 

‘Wenge 

  

at = ag CORI 
‘ wma 8B, ச 

அவ்வாறே - ன ணத மற்றொரு தீர்வு. 

(2) 4542-2" = 24, 

22 =y எனக் கொள்க. 

3”-ட3ர- 24-0 என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும். 

; ~24/E496 
ee y சாது. 

=4, -6, 
2-4 

2-2 ஒருதீர்வு. 

௮--6 என்பதற்குக் கற்பனையெண் தீர்வுதான் 
கிடைக்கும். 

ஏனெனில், . 

2 மகை 2-மகை (- 6) 

மகை (-6) ஒரு மெய்யெண்ணாகாது. 
8



பல் விதச் சமன்பாடுகள் 157 

பயிற்சி 9 (1) 

பின் வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைக் காண்க. 

(1) 2° -5a5-24=0 

(2) (2x-5)'- 10(2¢-5)'+9=0. 

ஐஃ1 2-1 (3) 2 (Fer) 2 5 (yy) - 25-0 

(4) 3/¢ a+ 2=10 

  

(5) x? —3a° =4 

(0 4124௮ 45081௮52௨1 

(0 (6429-/2--6௪06 

(8) (241) 4௮ (௪45) (6-7) -9 
(9) x(x-+5) (w+3) (e+8)=16 

(1) (கே-1) (2௨-69) (2e+5) (22+7)-9=08 

(ll) Ve-84MVz+5=V50-4 

(12) Vi-30 4+MV3a+7 = 2V 245. 

ae ae அவ 
a ~ 5-5. 

(14) 9%. 8°37-9=0 

(15). 67 — 18-6%+72=0. 

(13) #°-—5e2+3=



_ பகுதி %, 

ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள் 

(Simultaneous Equations): 

9°38, ax+by+c=0 

௨2-19-1௦10 என்ற அமைப்பிலுள்ள ஒருங்கமைச்: 
சமன்பாடுகளில் ௨, ரன் தீர்வுகளைக் காணும் முறைகளை நாம் 

அறிவோம். 

குறுக்குப் பெருக்கல் முறைப்படி, 

x y 1 

be! —b'c cai-ca = ab'— wb 

bc'- b'c 

ab! — ab'’ 

ca'-—cla : ப் : ச டநட. என்பவை தீர்வுகளாகும். 

அல்லது,இரு சமன்பாடுகளையும் முறையே ௨1, ஈஆல் பெருக்கி, 
ஒன்றிலிருந்து ஒன்றைக் கழித்து, ஐ முதலில் கண்டு 
'கொண்டு, பின்னர் ஒரு சமன்பாட்டில் க்கு ஈடுசெய்து, ௨ ஐக் 
காணலாம் என்று நாம் அறிவோம். 

மூதல் கூறப்பட்டது “குறுக்குப் பெருக்கல்”? மூறை 
(Method of Cross Multiplication). 

இரண்டாவது கூறப்பட்டது விலக்கல் முறை!" (Method 
-of Elimination).
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9:81. . விலக்கல்.முறை : .இம்முறை.கொண்டு, ஒரு படி, 
ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள் யாவற்றையும் விடுவிக்கலாம், 

எத்தனை தேராக்கணியங்கள் உள்ளனவோ, அத்தனை சார்பிலா 

ஒருபடிச் சமன்பாடுகள் ((ஈம்றரம்சார் 181108) கொடுக்கப் 
பட்டால், அத்தனை தேராக் கணியங்களின் தர்வகயயுல் 
கண்டுபிடிக்கலாம், 

8, 9, 8 என்ற தேராக்கணியங்களை இணைத்து, மூன்று சார் 

பிலா ஒரு படிச் சமன்பாடுகள் இருந்தால், அவைகளைக்கண்டு 

ஐ, 9, 2ன் தீர்வுகள் காணலாம். 

பொது அமைப்பு. ax+bytcz=d 

atx +b'y+ez=d' 

மாற. தழ ப தய ஜி 

முதலிரண்டையும், முறையே 8, ஆல் பெருக்கிக் கழிக்க, 
44-2-டி என்ற ஓர் சமன்பாடு வரும். 

இரண்டாவதையும், மூன்ராவதையும்,. முறையே a, a! ஆல் 
பெருக்கிக் கழிக்க, 

கரா என்ற ஓர் சமன்பாடு வரும், 

3,₹ஆல் ஆன இவ்விரு சமன்பாடுகளினின்றும், y, உன் 
தீர்வுகளைக் கண்டு, முதல் கொடுக்கப்பட்ட, மூன்று சமன் 
பாடுகளில் ஏதேனும் ஒன்றில் அத்தீர்வுகளை ஈடுசெய்ய, 
2 பெறப்படும், 

(எ-கா.) (1) 2x -3y+3z2=5 (A) 

3a+6y-4z2=3 (B) 

4x +3y-22=4 (0) 

என்ற சமன்பாடுகளினின்று ॥, 8, 2 காண்க. 

(A) x 3: 6x- 9y+9z2=15 

(B) x 2: 6x+]2y-8z2= 6 

கழிக்க, -22ly+liz= 9 (D)
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(B) xX 4: 12%+4+24y-16z=12 

(C)x 8: 12+ ந. 62-12 
apes,  15y-10z= 0 ௫) 

- (D)x5: — 105y +852 = 45 

(E) x 7: | 105y-70z= 0 

கூட்டினால், 152 = 45 

z= 3 

2-3 என (ல் ஈடு செய்ய $- 9 

3-2,2-3 என (கல் ஈடு செய்ய x= 1 

எனவே ௨-1; y=2; 2-8 என்ற தீர்வுகள் பெறப் 

படும். 

(எ-கா.) (2) (௦): சிறப்பாக, இப்படிப்பட்ட மூன்று சமன் 
பாடுகளில் இரண்டு சமன்பாடுகள் பூச்சியத்திற்குச் சமமாக, 
மூன்றாவது சமன்பாடு, ஏதாவதொரு எண்ணுக்குச் சமமாக்கப் 
பட்டால், குறுக்குப் பெருக்கல் முறையையும் பயன்படுத்த. 

லாம். ் 

அமைப்பு : ax +by +ez =0 

a'z +b'y +c'z =0 

ats+b'yteztd 

-மூதலிரண்டு சமன்பாடுகளைக் கொண்டு, குறுக்குப் பெருக்கல் 
முறையில், 

x 3 2 

= = நீ 
be! ச ca'—c'a ~— ab!’ —a'b 

“எனக் கொள்க. 

அப்போது x=(be'—b'e) t; 

' y=(ca'- cla) t; 

z=(ab'-a'b) ர்;
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இவற்றை மூன்றாம் சமன்பாட்டில் ஈடுசெய்ய, 1 ன் மதிப்பு 
கிடைக்கும். அதைப் பயன்படுத்தி 2, 9, 2 தீர்வுகளைக் காண்க, 

(எ-கா.) (2) (6) விடுவிக்க : 5x-3y+2z= 0 (A) 

3a-+4y—22z2= 0 ௫) 

2n-+-3y+4z2 =20 (C) 

(4), (8) இரண்டையும் கொண்டு, குறுக்குப் பெருக்கல் 
முறைப்படி, ் ௪ 

x -  Y¥ z 
“8 “நபம “ஜு -4 எனக் கொள்க. 

r= 58t; 

y=116t; 

2= இடர்; 

இதை (09ல் ஈடு செய்ய, 

116 ¢ + 348 ¢ + 1167-20 

580 ¢ = 20 

ie: 20 1 

580 இ 

w= 58t=2 ் : 

y=116t=4 | தீர்வுகளாகும், 

z= 29%=1 ் 

9:8:2. பொதுவாக, ௩ தேராக்கணியங்களை இணைத்து, 
5. ஒருபடி ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள் . (சார்பில்லாதஹஷை 
கொடுக்கப்பட்டால், அவைகள் யாவற்றையும் விலக்கல் 
முறை கொண்டு விடுவிக்கலாம். 

9.8:3. ௨, ர என்ற இரு தேராக் கணியங்களையிணைத்து, 
ஓர். ஒருபடிச் சமன்பாடும், மற்றோர் இருபடிச் சமன்பாடுக் 
கொடுக்கப்பட்டால், ௨, நன் தீர்வுகளை அறியும் முறையைக் 

்_ : காண்போம். 

௧.1]
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பொது அமைப்பு. pet qytr=0 (1) 

ax? + 2hey +by’ +2¢e +2fyte=0 (2) 

(1) விருந்து x 9 அல்லது, ஐ மற்றொன்றின் சார்பாக 
முதலில் கொள் வோம். 

P 

இதில் ஏதாமொன்றை இரண்டாவது இருபடிச் சமன் 

பாட்டில் ஈடுசெய்ய, நூல் அல்லது ல் ஓர் இருபடிச் சமன்பாடு 

[| கிடைக்கும். அதைவிடுவிக்க, ஒன்றன் தீர்வு கிட்டும். அதை 

(1ல் ஈடுசெய்ய, மற்றொன்றின் தீர்வு கிட்டும். 

(எ-கா.) x+y=6; 

x +y?+3ay~4a=28; ௨, ஏன் தீர்வுகள் காண்க. 

2௨-ஈ6-ர என இரண்டாவது சமன்பாட்டில் ஈடுசெய்ய, 

(6—y) +98 +8y (6-9) -4(6-y) = 28 

அதாவது —y+10y—16=0 

அதாவது - 104--16-0 

oo 9-8, 2, : 

y= - 2, 4, 

பொருத்தமான தீர்வுகள் : 

  

x | -2 அ 

  ட ் 
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9.84. இருசமன்பாடுகளும் இருபடிச்.-சமன்பாடுகளாயின் 
விடுவிக்கும் முறை: 

பொது அமைப்பு : 

ax? +2 hay +by?+2 gx +2 fy+ ௦-0 

Az? +2Hay+By?+2Gr-+2Fy+C=0 

(எ-கா.) (1) 

விடுவிக்க: 32° — xyt-y? +a 12 (1) 

16x? ~ 9xy+ 5y*+ 11a - 5y= 60 (2) 

411) x 5: . 15a? - 5xy+5y?+5x - 5y = 60 3 1 

(2) - (3): 2° -4ay+6x=0 

3: a(x ~ 4y+6)=0 

௨-0 ஒரு தீர்வு. 

ட @=4y-6 என்ற தொடர்பும் பெறப்படும். 

௮-0 ஆனால் (1)ல் ஈடுசெய்ய, 

9£-9-12-0 எனப் பெறப்படும்... 

ஃ y=4,-3 

௮-6 என (1)ல் ஈடுசெய்ய, 

(நற 6)”- (3-6) 97-49-6912 பெறப்படும். 

45y? ~ 135y+90=0 ° 

அதாவது yo -3y+2=0— 

Y= 1, 2 

2 Pus z= —2, 2,
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எனவே பொருத்தமான தீர்வுகள் பின்வருமாறு : 

  

  

  

(எ-கா.) (2) : விடுவிக்க: 2-7 12-18 (I) 

zy= 6 (2) 

(D4+Q)x2: 2+y°4+2zryt2+y=30 Oupou@s.. 

2 (e+y)'+@+y)- 30-0 
2-2 என ஈடுசெய்ய, 

z?+z-30=0 

2 z2z=-6,5 

astoge xs+y=—6 “oe O Se 
vt இரு தீர்வுத் தொடர்கள். 

இப்போது. எச -6 
way 3 என்ற இரு சமன்பாடுகளையும். 

aty=5 
ன்! என்ற இரு சமன்பாடுகளையும் 

தனித் தனியாக விடுவிப்போம். 

உர 0 

z= -6-y 

, ல 29-06 என்ற சமன்பாட்டில் ஈடு செய்ய,. 

9(-6-9)-6 பெறப்படும்...
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 y-+by + 6= 0 
. y= = 64 WZ 

2 

= -34/3- 
உரிய உ ப$ 

aty=5 

zy=6 

2-௦ ரஎன 29-60 என்ற சமன்பாட்டில் ஈடு செய்ய, 

y(5 - y) =6 பெறப்படும். 

y - 5yt+6=0 

y=2, 3 

2-8, 2 

, அணறத்தரோன; தீர்வுகள் : 

  

உணைவ] உ] 
  

[அ] அவள] 9 | 2   
(எ-கா.) (3): விடுவிக்க: ety 78 (1) 

8 zy =1 (2) 

(1) @9 aty=6 xy என எழுதலாம். 

xy = eresr இதில் ஈடு செய்ய, 

2 எனப் பெறப்படும். 

x ரத 
3 t 

ஆ ருன் தீர்வுகள் காணலாம், 

i} என்ற இரு சமன்பாடுகள் கொண்டு
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2-3-ஏ என ௨9-1 என்ற சமன்பாட்டில் ஈடுசெய்ய, 

9 -3)-5 பெறப்படும். 
“ Y-yts=0 

அதாவது 89- 64/-1-0 

பொருத்தமான தீர்வுகள் : 

  

8 Ha
t 

to
f 

ல்
 

[1
௮ 

aH
 

  

9.85. Anturs, He சமன்பாடுகளிலும் 2, ஏ சார்புடைய 
பகுதிகள் மட்டும், சமபடித்தானவையாயிருந்தால், அவை சம. 

படிச் சமன்பாடுகள் (14௦02616018 1090811008) எனப்படும். 

. அவைகளை ஒரு சிறப்பான முறையில் விடுவிக்க முடியும்.. 

, அமைப்பு : aa? + 2hay-+by? =d 

Av?+ 2Hay-+ By? =D 

(er-am,) 2x? - 8xy+4y? =12 

v- ay +2? = 7 

இங்கு 4-௨ என ஈடு செய்வோம். 

uiGun gy 2a° — 3y2" + 4y°2? = 12 

a? — ve? + 27922 = 7 

என்ற சமன்பாடுகள் பெறப்படும். ஒன்றை, மற்றொன்றால்: 

வகுக்க, 

் எ2- 99-டக௪்) ர ஸு - 14 எனப் பெறப்படும்.
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2 -—3v0+40? 

‘T0420? 
12 7 

14-21-2897 12 _ 19-49” 

495-099-ட2-0 

947 

= 2,4 

y = 2a என்பது ஒரு தொடர்பு; 

ஏ மற்றோர் தொடர்ப், 

Yule cro முதல் சமன்பாட்டில் ஈடு செய்ய, 

ஜை. 6-1 16“ 12 

122? = 12 

v= 1 

z=+1 
உரிய நுஃ 42 

yoke என முதல் சமன்பாட்டில் ஈடுசெய்ய, 

2 

Qa? - je + 2-2 

82° — 34° +27 =48 

a 6x? = 48 

v=8 

oe EA 

உரிய ந 4௩. 
2
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பொருத்தமான தீர்வுகள் : 

உ இயற்கணிதம் 

  

  

      
  

ற | 1 «fl WZ | - 2 

y |e கற்க 2} 3 

பயிற்சி 9 (2) 
பின்வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள் காண்க : 

1. 22-y+6z=0 9 24425 
at+y-8z=0 ey 
Qa — 4y4+37z=27 Qa? — Dy? = Bay 

2. «+y=5 10, 32° -2ay+3y? =27 

ety =lT 2x? — Bxy+2y?=8 

9. «-y=6 ll, aty?=193 
ry = 16 ay = 84 

4, 2x-y=3 12. 2?-y?=27 

w+ asy+y=7_ xy=18 

5. @—-ay=8x43 13, x+y=8 

uy— y= 8y— 6 at — y* = 294 

6, @+y=ay+7 ey 
* ௩ 2 =r? 2 

a?-y=ny-1 . (gGuy: a = —xy+y’) 

ந i ei 14, a-y=4 

ன வா அன்: ஐ£]2-124 
e+y=h ட 

். 16, 2?+ay+y?=19 

8, x y?4+2(x+y)=15 w—ay+ty=7 
6-0 '



10. கூட்டுத் தொடர் 

(Arithmetical Progression): 

10.1. ஒரு குறிப்பிட்ட விதிப்படி ஒன்றன்பின் ஒன்றாக 
அடுக்கப்பட்ட இராசிகளுக்கு ஒரு தொடர் (Sequence) steirgy | 
பெயர். ஒவ்வொரு இராசியும் அத் தொடரின் உறுப்பு எனப் 
படும். ் 

தொடர்கள் பொதுவாக இருவகைப்படும். அவை, முடி 
‘eysiter Ol gmt (Finite Sequence), மூடிவற்ற தொடர் (Infinite 
360060) எனப்படும். . ; 

முடிவுள்ள தொடர்: ஒரு தொடரில் உள்ள உறுப்புக் 
களின் எண்ணிக்கை ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணாக விருப்பின் 
அதற்கு முடிவுள்ள தொடர் என்று பெயர். ் 

(எ-கா,) 1, 2, 3... 100 வரை (நூறு உறுப்புக்கள்). . 

முடிவற்ற தொடர்: ஒரு தொடரில் உள்ள உறுப்புக் 
களின் எண்ணிக்கை அளவற்றதாக போய்க்கொண்டே 
இருக்குமாயின் அதற்கு முடிவற்ற தொடர் என்று பெயர். 

(எ-கா.) 0) 1,2,5......... கந்தழி வரை, 

(2) 1, 3 சகல் கந்தழி வரை. 

10.2. நாம், புகுமுக வகுப்பு நிலையில், பெரும்பாலும் மூடி 
வுள்ள தொடர்களைப் பற்றித்தான் ஆராய்வோம். 'விதி விலக் 
காக, ஓரிரண்டு, முடிவற்ற தொடர்களைப் பற்றியும் தெரிந்து 
கொள்வோம். ட் ்
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கூட்டுத் தொகை (Sum of a Series): Pe ayaa 
தொடரில் உள்ள இராசிகளை (உறுப்புக்களை)க் கூட்டி வரும் 
தொகைக்கு அத்தொடரின் கூட்டுத் தொகை என்று பெயர். 

எடுத்துக்காட்டாக, U,,U,...U, 13H ௩ இராசிகள் (உறுப் 

புக்கள்) உள்ள தொடரின் கூட்டுத் தொகை, 

இடா சேம. ம 

ஓர் முடிவற்ற தொடரின் கூட்டுத் தொகை கொஞ்சம் சிக்க 

லானது. இந்நாலில் அதைப்பற்றி விரிவாகக் கூறப்படமாட் 
டாது. 

10.3. கூட்டுத் தொடர்--வரையறை : 

ஒரு தொடரில் உள்ள உறுப்புக்கள் ஒன்றன் பின் ஒன்று 
ஒரே எண் வித்தியாசத்தால் உயர்ந்து கொண்டோ. குறைந்து 

கொண்டோ போகுமானால், அத் தொடருக்குக் கூட்டுத் 
தொடர் என்று பெயர்... 

3, 7, 11, 15, 19... என்ற தொடரைப் பார்ப்போம். இத் 

தொடரில் ஒவ்வொரு உறுப்பும் அதற்கு முன்னிருக்கும் 
உறுப்பைவிட 4 அதிகமாக இருக்கிறது. இந்த விதிப்படி, நாம் 

்.. மேலும் உறுப்புக்களை 23, 27, 31... என்று எழுதிச் செல்லலாம். 

1, 3, 5, 7, 9... என்ற தொடரும் அவ்வாறே உறுப்புக்கள் 

இரண்டு, இரண்டாக, உயர்ந்து செல்கின்றன. 

17, 14, 11, 8,5,2,-1,-4... என்ற தொடரும் அவ்வாறே. 
ஆனால் .உறுப்புக்கள், மூன்று, மூன்றாகக் குறைந்து செல் 
கின்றன. 

பொதுவாக, இந்த அமைப்பை, இயற் கணித முறையில், 

a,a+d, a+2d, a+3d,... Ter MI எழுதலாம். ம கூட்டெண் 

ணாுகவோ, அல்லது குறையெண்ணாகவோ இருக்கலாம். 

இங்கு, ஈ கூட்டுத் தொடரின் முதலுறுப்பு (First Term) 
எனவும், மீ கூட்டுத் தொடரின் பொது வேறுபாடு (0௦௩௦௫ 
difference) எனவும் கூறப்படும். 

எனவே, ஒரு கூட்டுத் தொடரில், முதல் உறுப்பும், 
பொது வேறுபாடும் கொடுக்கப் பட்டால், அத் oars we 
தும் நிர்ணயிக்கப்படுகின்றது.
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பின் கொடுக்கப்பட்ட தொடர்களைக் காண்க: 

முதல் பொது 

கூட்டுத் தொடர்கள் உறுப்பு வேறுபாடு: 

a d(+) 

3, 7. 11, I5, 19.. 3 4 (+) 
17, 14,-.11, 8, 5, 1-4. 17 -3 (-)- 

-10, -13, —16,......... வர் -8(-) 
“2 -5, 0,4........ -8 4 (+) 
ரத பது ஆ ee 1 = (+) 

a ஜ். , ஐ, ஈரஜீ, ஐப் ழீ... பப க     
  

10.4. கூட்டுத் தொடரில். பொது உறுப்பு: (681 7) : 

ஒரு கூட்டுத் தொடரில் முதல் உறுப்பும், பொது வேறு 

பாடும் கொடுக்கப்பட்டால், அத் தொடரில் எந்த உறுப்பை. 
யும் கண்டு பிடிக்கலாம். 

முதல் உறுப்பு ௧; பொது வேறுபாடு ம். 

இரண்டாம் உறுப்பு 8--ம : 

மூன்றாவது உறுப்பு -- ஈ-12ம 

இந்த நியதிப்படி, -வது உறுப்பு ௨--(ஈ- 1). 

பொதுவாக, ஈ-வது உறுப்பு '1,,-8-(%-1) ம. 

என எழுதுவது மரபு, 

ஒரு கூட்டுத் தொடரில் முதல் இரண்டு. உறுப்புக்கள்: 
கொடுக்கப்பட்டாலும், அத் தொடர் கிடைக்கப் பெறும். ' 

ஈ,ம் ஒரு கூட்டுத் தொடரின் முதல் இரண்டு உறுப்புக்க. 

ளாயின், பொது வேறுபாடு (6 - a)... 

ero Gou T,=a-+(n- 1) (6-2).
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10-41: a, a+d,a+2d, ......... atn-2d, a+n—-l1d என்ற 

ஒரு கூட்டுத் தொடரிலுள்ள உறுப்புக்களை, தலைகீழ் வரிசை 

யாக, 

a+n—ld, atn—2d, ........ ௩.28, உ-ம், உ என எழுதினால் 

- மற்றொரு கூட்டுத் தொடர் பெறப்படும். 

இங்கு 7- க 18 என்று முதலுறுப்பைக் குறிப்பிட் 

டால், பின் கூறப்பட்ட தொடர், 1, 1-ம், 1-4 ....... {-~n~ Oa, 

J-n—-ld QuptuG@b. இங்கு வேறுபாடு--ம. 

105. கூட்டுத் தொடரில் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட் 
@S Qsrons (Sum of the first » terms) : 

S,,=a+(a+d)+(a+2d)+... (a+n—2d)+(a+n- 1d) 

10.4.1 ung, Sy=1+(1-d)-+(L- 2d)+... - (Im — 2d) + (I= n= 1d) 
இரு வரிசைகளையும் கூட்ட, 

28,,= (a+) E(G4) +n. ௩ முறைகள் 
=n(a+l). 

Sune [ e+ | ...... (வாய்பாடு, / 

% 
=z fa+a+naT4 ] 

“2 2a+- n- n-1d | (வாய்பாடு). 

Que l=atn-id=n ug oO mcr T,,. 

.g -@ (7 ட ் ரண ௫ 
வத ரிட் கடினம் கவனத்தில் வைக்கலாம். 

(1: முதலுறுப்பு > Ta! %வது உறுப்பு). 

கிளைத் தேற்றங்கள் : 

(1) 1 முதல் ௩ வரையுள்ள இயற்கை எண்களின் கூட்டுத் 

“தொகை =F(1+n).
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(86) 1 முதல் ௩ ஒற்றைப் படை எண்களின் கூட்டுத். 

தொகை -%” 

1, 8, 5, ... என்ற தொடரில் ஈ வது உறுப்பு- 2௩ - 1 

3 14945... + (Qn-1) = [1428-1] 

= n° 

(3) 2 முதல் ௩ இரட்டைப் படை எண்களின் கூட்டுத், 

தொகை - % (௩-1). 

| உ. 4, 6, ... என்ற தொடரில் ௩-வது உருப்பு = 2n 

, 244464 ... 2n * = (420) 

= nln +1). 

(எ-கா.) (1) 12,9, 6,... என்ற கூட்டுத் தொடரில் 20வது, 

உறுப்பென்ன? ௩வது உறுப்பென்ன? முதல் ஈ. உறுப்புக். 

களின் கூட்டுத் தொகை யென்ன? 

மூதலுறுப்பு ௨-13 
பொது வேறுபாடு மீ- -& - 

T,. = 12-+(20-1) (-3} 

= 12-57 

= —45 

T, = 12+(n-1) (-3) 
15-3n - 

S, = [12-12 -3n} 

/ _n(2T- 80) ae.
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(எ-கா.) (2) 6,5,௦,ம... கூட்டுத் தொடரில்: இருக்குமானால் 

(1) a+k,b+k, c+k, ... 

(2) “a-k,b-k, c~k,... 

(3) ma, mb, mc, ... 

ஆ, (4) பு அனா 

என நிறுவுக. ் 

டிகாடுக்கப்பட்ட ௬, ம், ௦. 8 

பொது வேறுபாடு 

(1) atk, b+k, e+k 

.. வேறுபாடு 

(2) a-k, b-k, c-k 

வேறுபாடு ' 

(3) ma, mb, me 

வேறுபாடு 

கூட்டுத் தொடர்: 

... கூட்டுத் தொடர்: 

.. கூட்டுத் தொடர்: 

,.. கூட்டுத் தொடர்; 

உ என்ற கூட்டுத் தொடரில் 

(சமமானவை) 

என்ற தொடரில் பொது 

= ba 

ரை, (சமமானவை) : 

௨ என்ற தொடரில் பொது 

b-a 

c-6 | (சமமானவை) 

என்ற தொடரில் பொது 

m(b — a) | 

(2-9) (சமமானவை) 

, என்ற தொடரில் 

ந 
பொது வேறுபாடு - பதறி 

ட (2-8) (சமமானவை)
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அதாவது, பொதுவாக, 

ஒரு கூட்டுத் தொடரில் உள்ள உறுப்புக்கள் 

(6) ஒவ்வொன்றோடு ஒரு குறிப்பிட்ட எண் (மாறிலி), 
கூட்டினாலும், ~ = “e = 

(5) ஒவ்வொன்றிலிருந்தும் ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணை 
(மாறிலியை)க் கழித்தாலும், 

(௦) ஒவ்வொன்றையும். ஒரு குறிட்பிட்ட எண்ணால். (மாறி 
லியால்) பெருக்கினாலும், வகுத்தாலும், பெறப்படும் 

-. . தொடர்கள், கூட்டுத் தொடர்களாகும் எ ன்பது 
தெளிவு. ் 

(எ.-கா.) (3) ஒரு கூட்டுத் தொடரில் 10-வது உறுப்பு 81; 

18-வது உறுப்பு 55. அக் கூட்டுத்தொடர் காண்க, 

மூதலுறுப்பு ௨ எனவும், பொது வேறுபாடு ம எனவும் 

டஇகாள்க. டூ 

ட ௧3 94-91 

T,, =@+17d = 55 
எனவே, 84 - 24 

8-8 

_ மேலும் ௨-4. 

. எனவே அக்கூட்டுத் தொடர், 

4 7, 10, 11, பப க் 8021)... ௮ல் 

(எ. கா.) (4) ஒரு கூட்டுத் தொடரில் ஈ வது உறுப்பு %; 

% வது உறுப்பு ஈ ; அக்கூட்டுத் தொடரின் முதலுறுப்பு, பொது 

வேறுபாடு, முதல் ௬ -- ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை 

காண்க. 

Tm =a+(m-l)d=n 

Tn =a+(n-l)d=m 

J. (m-n)d = n-m 

“ம. 21 எனவும் 

௩ -.௩-ட௩-1 எனப் பெறப்படும்,
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மூதல் (௬-ட) உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை 

min Smin = "3" [2(mtn-1) + (mtn-1) (-0]   

— (min) (m+n-1) 
2 

(எ-கா.) (5) ஒரு தொடரின் ௩ வது உறுப்பு abn. ASE 
ஒரு கூட்டுத் தொடரென நிறுவி, முதல் %: உறுப்புக்களின் 
கூட்டுத்தொகை காண்க. : : 

Tn=a + bn. 

T, =a+6 

T, =@a+2 °° ம் 

1) 4 3b 

T, = + 46 . 

T, - T,=5=T, ரர... 

எனவே, அக்கூட்டுத் தொடரின்: : 
மூதலுறுப்பு =a+t+b; 

பொது வேறுபாடு - b. 

முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை, 

_ | 2 (a+b) + (௩-1)] 

_ ட்ட (2a + n-+-16). 

= an + n(n+l) b. 

2 

= An?+ Bn என்ற அமைப்பிலுள்ள து. இங்கு 

A=6; B=/a+tob ள் டி ; 5 ( 3): அடுத்த எடுத்துக் காட்டில் இதன் மறு 
தலையாக, ஒரு தொடரின் முதல் % உறுப்புக்களின் கூட்டுத் 
தொகை &ஈ₹-ட நந என்ற அமைப்பில் இருக்குமானால், அத் 
தொடர் ஒரு கூட்டுத்தொடர் என நிறுவுவோம். 

அணக. மமம்
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 .(எஃகா. (6) ஒரு தொடரின் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் 
கூட்டுத்தொகை க௩£-. 9, அது ஒரு கூட்டுத்தொடரென 

நிறுவுக. ் 
S,=T,=A+B. டட... று UA LB. 
S=T,+T,=4A+2B°  ° று தமந. 
S=T,+T,+T,=9A+3B 2.7, = 5A +B. 
S.=T,+T,+T,+T,=16A+4B2T,= 7A4B 
ero Gou T;~T, = 2A = T, - T, = dy = Ty 

ஃ மூதலுறுப்பு க. 9; பொது வேறுபாடு 2& கொண்ட 
கூட்டுத்தொடர் எனத்தெரிகிறது. இப்படியான கூட்டுத் 
தொடரின் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை 

7 p24 +2B 4-124 

n i ™ “3 [20a + 2B] 

= An? + Bn crore ef cont sani. 

(எ-கா.) (7) 75, 72, 69,...... என்ற கூட்டுத்தொடரில் முதலி 
விருந்து எத்தனை உறுப்புக்களைக் கூட்டினால், கூட்டுத்தொகை 
702 கிடைக்கும் ? 

முதல் ௩ உறுப்புக்கள் கூட்டினால் 702 கிடைக்கும் எனக் 
. கொள்வோம். 

வாய்பாடு படி 85% 3 [2 x 75 + (n-1) (-3)] =702 

3 (150-849) = 702 

*. 153n - 3n? = 1404 

ஃ 8. 15% 1404-0 
டை 5] + 468 = 0 

“. (n-39) (n-12) = 0 
“ n= 89 அல்லது 18, ் 

இரண்டு தீர்வுகளும் செல்லுபடியாகும், 
விடை சரி பார்த்துக் காரணம் அறிக. : 

e—12



178 இயற்கணிதம் 

(எ-கா.) (8) 400க்கும் 700க்கும் இடையில் அமைந்து, 
6ஆல் மீதியின்றி வகுபடக்கூடிய எண்களின் கூட்டுத்தொகை 

காண்க. 

400ஐ 6ஆல் மீதியின்றி [வகுக்க முடியாது. 400க்கு மேற் 
பட்டு, 6ஆல் மீதிசின்றி வகுபடக்கூடிய மீச் சிறு எண் 402. 

700க்கு சூறைந்து, 6ஆல் மீதியின்றி வசூபடக்கூடிய மீப் 
பெரு எண் 696. 

ஆகவே 402 முதல், 406, 414.......... 696 வரை உள்ள எண் 

களின் கூட்டுத் தொகை வேண்டும். அதை யறிய 402, 408, 

41க.........696 வரை அக்கூட்டுத் தொடரில் எத்தனை உறுப்புக் 

கன் இருக்கின்றன வென முதலில் தெரிந்துக்கொள்ள 

வேண்டும். ஈ உறுப்புக்கள் இருந்தால், 

696 = 402 + (n- 1) 6 

. 702-402 
5 6 

திட. 

* வேண்டிய கூட்டுத்தொகை 

= 49 [402+696 ] 

= 25x 1098 

= 27450 

  

(எ-கா.) (9) எ, 8 2 கூட்டுத் தொடரில் இருந்தால், 
{cta)(a+b), (a+b)(btc), (b+e)\(c+a) gambd கூட்டுத் 
தொடரில் உள்ளன வென நிறுவுக. 

(c+a@) (a+b) =a? +be+ca+ad; 

(a@+5) (6+) =8'+6bc+-ca-+abd; 

(6-2) (c+a)=c?tbe+ca+ab. 

8, 25, 2 கூட்டுத் தொடரில் இருப்பின் இவை கூட்டுத் 
தொடரில் உள்ளன வென்பது கண்கூடு. (எடுத்துக்காட்டு 
2ஜப் பார்க்கவும்).



கூட்டுத் தொடர் 179 

(எ-கா.) (10) ஒரு கூட்டுத் தொடரில், முதல் n, 2n, 4n 
உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகைகள், முறையே s, 8, 8, 

ஆனால், 

S,=6s,- 8s, என நிறுவுக. 

n —— 
ட “ட. [2atn-ld]; 

6 ” ——= ee oes 
‘82 = py [ 2a} 2n-ldJ=n [ 2a+2n- 1d] 

4n வலய அணை ட “yp [2a+-4n- Id ]=2n [ 2a44n- 1d], 

6s, — 88, =6n [ 2a +2n-1d ]-4n [2a4n- 1d] 

= 4na + (8n? ~ 2n)d 

=4dna-+2n (4n-1)d 

8 [2௨3௩-14] 
ச, என நிறுவப்பட்டது. 

10.6:1 கூட்டுத் தொடர் இடையுறுப்புக்கள் அல்லது 
Gag m1 Ger (Arithmetic Means) : 

Sa igomoL. (Arithmetic Mean): வரையறை : 

a, 4,.௦ என்ற மூன்று எண்கள் கூட்டுத் தொடரில் 
இருந்தால், ் 

5 என்பது க்கும் உக்கும் கூட்டிடை வெனப்பட௫ும்.. 

ஈ, 6, ௦ கூட்டுத் தொடரிலிருப்பதால், 

பொது Cougum® =b~a=e-b 

“ 2b=o--a 

= 6 a 

ர்--.. எனவாகும், 
2 

எனவே, பொதுவாக, ௨, என்ற இராசிகளின் கூட்டிடை 
உர a ॥
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. 10.62 கூட்டிடைகள் : வரையறை : 

க, ஐடி ஆ, 2, எலி டட என்பவை கூட்டுத் தொடரில் 

இருந்தால், 
Lj. Ue, என்பவை ௧௨ க்கும் மக்கும் இடைப்பட்ட n. 

கூட்டிடைகள் எனப்படும். 

10.6-3. a, 5 என்பவற்றின் இடையே ௩ கூட்டிடைகள் 
நுழைப்பது எப்படியெனப் பார்ப்போம். 

அக்கூட்டிடைகள் ௨,, ௨,,.....௨, எனக் கொள்க. 

எனவே கட ப பயல ஈட 8 என்பவை கூட்டுத் தொடரில் 

இருக்கவேண்டும், 

இக் கூட்டுத் தொடரில் ஈ முதலுறுப்பு; ம என்பது (n+2) 

-வது உறுப்பு. 

தொடரின் பொதுவேறுபாடு ம எனக்கொண்டால் 

b=a+(n+2-1)d 

  

=a+(n+1) d. 

a 

எனவே, பட | 

கண்டம் 
a= “tay (A) 

a ae) | 

இதன்படியாக 5009) 
(1) 

=b எனப் பெறப்படும், 

ம் தொகுப்பிலுள்ள வை யாவும், ஈ, b க்கு, இடைப்பட்ட 
% கூட்டிடைகள்.
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(எ-கா.) & க்கும் 121 க்கும் இடை:யே 51 கூட்டிடைகள் 
காண்க, 

4, Gis வ ட 181ம௭என அக்கூட்டுத் தொடரைக் கொண் 
டால், அதன் முதலுறுப்பு 4; 58 வது உறுப்பு 121 ஆகும், 

.. 44(58- 14-18] 

ட. 52117 

எனவே அக்கூட்டுத் தொடரின் பொது வேறுபாடு 24 

ஆகும். ப ் 

் கூட்டிடைகளாவன 3 

63, 83, 10%,......165, 1182, ஆகும். 

பாடச்சுருக்கம் (10) 

41) கூட்டுத் தொடர் பொது உறுப்பு T, =a4+(n-1)d. 

42) முதல் % உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை, 

பிட ன [ 2a+(n~- 1)d J 

| 

ro[
 

8 

[T,+T,] 

12) ௨.9க்கும் கூட்டிடை க்கம்,
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பயிற்சி 10 

1. பின் வரும் தொடர்கள் கூட்டுத் தெ தொடர்கள௱ 

இல்லையா எனக்கூறு, 

(1) 2,1,0, -1, -2,... 

@) 1,2,4,8, 16, « 

டச்
 

(3) a,a+1,a-1,a+42,a-2,... 

(4) 12, 2, 3%... 

(5) @,a,a@,a,... 

(6) 1-a, 1-2a, 1-3a,1-4a, ... 

(7) a-i,a-1,a-lt,a-2,... 

2. பின் வரும் கூட்டுத் தொடர்களில் குறிப்பிட்ட உறும் 
பைக் கண்டு பிடிக்க, 

(1) @+1,a+5,a+9,... 20வது உறுப்பு. 

(2) a-l1,a-5,a-9,... 10வது உறுப்பு. 

(3) 1,1-56, 1-106, ... 8வது உறுப்பு. 

(4) x+y, x-2y, w— dy, ... வது உறுப்பு. 

(5) 8-4௨,8-௨, 8-௬, ... வது உறுப்பு. 

3. ஒரு கூட்டுத் தொடரில் 10வது 16வது உறுப்புக்கள் 
மூறையே 10,14. முதல் உறுப்பு, பொது வேறுபாடு காண்க. 

4, கீழ்க்கண்ட தொடர்களில் பொது உறுப்பாகிய 7, 
(௩வது உறுப்பு) கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. அத்தொடர், கூட் 

டூத் தொடரா அல்லவா எனக்கண்டு, கூட்டுத் தொடராயிண் 
முதல் “௩” உறுப்புக்களுக்கு கூட்டுத்தொகை காண்க. 

(0 448 (2) 3 -2n 

(3) a+n. | (4) n°+I.



~ 
5. ஒரு கூட்டுத்தொடர் 8,15,22...... இதில் எத்தனை உறுப் 

புக்கள் கூட்டினால் 855 வரும்? 

6. ஒரு கூட்டுத்தொடர் 35,28,21...... இதில் எத்தனை உறுப் 

புக்கள் கூட்டினால் 08 வரும் ? 

7. 100க்கும் 200க்கும் இடைப்படும் 3ஆல் மீதீயின்றி வகு 
படக்கூடிய எண்களின் கூட்டுத்தொகை காண்க, 

8. 500 க்குக் குறையாமல் 1000 க்கு மேற்படாமல் உள்ள 

ந ஆல் மீதியின்றி வகுபடக் கூடிய எண்களின் கூட்டுத் 

தொகை காண்க. 

9. சில தொடர்களின் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் 

தொகைகள் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன. அவைகள் கூட் 

-டுத் தொடர்களென நிறுவி, அத் தொடர்களின் முதலுறுப்பு, 

பொது வேறுபாடு என்ன எனக் காண்க. 

(1) 4n?-3n; (2) %”- 88) 

(8) 5n-n*; (4) 2an+3bdn’, 

10. <., b, என்பவை கூட்டுத் தொடரிலுள்ளன. அப் 

போது 417, b, ட்ட கூட்டுத் தொடரிலுள்ளன வென 

நிறுவுக. 

11, ஒரு கூட்டுத் தொடரில் ற, ர, * வது உறுப்புக்கள் 

முறையே ௭, ம, 0 ஆனால் 

(ர-ு௧4(-இ)56-1(ற-9) ௦-௦ என நிறுவுக. 

19, ஒரு கூட்டுத்தொடரில் முதல் n, 2௬, 8௩ உறுப்புக் 

களின் கூட்டுத்தொகை முறையே 4, 8, க ஆனால் 

%-9 (6,-8,) என நிறுவுக. 

18. ' 200, 195, 190, ...... என்ற ஒரு கூட்டுத் தொடரில் ஒரு 

குறிப்பிட்ட உறுப்பில். ஆரம்பித்து 40 அடுத்தடுத்த உறுப்புக் 

- களின் கூட்டுத்தொகை 11500. அக்குறிப்பிட்ட உறுப்பு யாது?
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14. ஒரு கூட்டுத் தொடரிலுள்ள 3.அடுத்தடுத்த உறுப்புக் 
களின் கூட்டுத்தொகை 50; அவைகளின் பெருக்குத் தொகை 
900. அத்தொடரைக் காண்க. 

[குறிட்பு: மூன்று எண்கள் ஈ- ரீ, ஈ, ஈ-டமீ எனக் கொள்க]. 

15. ஒரு கூட்டுத் தொடரிலுள்ள 3 அடுத்தடுத்த உறுப் 
புக்களின் கூட்டுத்தொகை 15. அவைகளின் இருபடியின் 
கூட்டுத்தொகை 89. கூட்டுத் தொடர் என்ன? 

16. ஒரு கூட்டுத்தொடரில் முதல் ற, ர, * உறுப்புக் 
களின் கூட்டுத் தொகைகள் முறையே A, B, C ஆனால் 

A(q-1) , B(r- Pp) , C(p- 9) ) 5 con நிறுவுக. 
மி q r 

17. ஒரு கூட்டுத் தொடரில் முதல் உறுப்பு “க”, அதன் 
முதல் ஈ' உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை பூச்சியம். அதற்குப் 

பின் வரும் ௯ உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை - oe ta) 

என நிறுவுக. 

18. இரண்டு கூட்டுத் தொடர்களின் முதல் “௩” உறுப்புக் 
களின் கூட்டுத்தொகைகள் 4-2 : 7-1 என்ற விகிதத்தில் 
உள்ளன. அவைகளின் ஈவது உறுப்புக்களின் விகித 
மென்ன? ் 

19. ஒரு ஓட்டப்பந்தயத்தில், ஆரம்பிக்கும் இடத்திலிருந்து 
2 மீட்டர், 2 மீட்டர் தூரத்தில் 20 உருளைக்கிழங்குகள் வைக்கப் 
பட்டிருக்கின்றன. ஒன்றொன்றாக எடுத்து வந்து ஆரம்பிக்கும் 
இடத்தில் வைக்க வேண்டும். அப்படி எடுத்து வர மொத்தம் 
டைவேண்டிய தூரம் என்ன? ் 

*20. இயற்கை எண்கள் 

7 8 9 10 

என்ற வரிசைகளில் அடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன. “வது 
வரிசையில். உள்ள எண்களின் கூட்டுத் தொகை ¥ nu (n?+1) 
என நிறுவுக, . ் ர
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% வரிசைகள் எல்லாவற்றிலும் இருக்கும் எண்களின் கூட் 
டுத் தொகை 4 ௩ (௩1) (௨௩43) என நிறுவுக. 

21. 8ஈ,3ஈ என்ற இரு எண்களுக்கிடையில் xv gig ome Keir 
காண்க. 

22. ஈ,௦,௦ ஒரு கூட்டுத் தொடரில் இருந்தால், 0-4-ஈ-, 

௨-8, உடம் ௨ ஒரு கூட்டுத்தொடரில் உள்ளன என திறுவுக, 

23. ஒரு கூட்டுத்தொடரில் 11வது, 13வது உறுப்புக்களின் 
கூட்டிடை 26: 21வது 28வது உறுப்புக்களின் கூட்டிடை 46; 
அக்கூட்டுத் தொடர் என்ன ? 

24, 40க்கும் 83க்கு இடையில் 85 கூட்டிடைகள் நுழைக் 
கவும்.



11. இசைத் தொடர் 

(Hormonic Progression): 

11.1. வரையறை: ஒரு தொடரிலுள்ள உறுப்புக்களின் தலை 
கீழ்ப் பின்னங்கள் கூட்டுத் தொடரிலிருந்தால் முதல் கூறப் 
பட்ட தொடரின் உறுப்புக்கள் இசைத் தொடரில் உள்ளன 

என்பது வரையறை. 

இதை மறுதலையாகக் கூறுமிடத்து 5 

ஈ, ம், ஈ....ஒரு கூட்டுத் தொடரிலிருப்பின், 

டட ம 1 1 டர 
“ந த ககக ஒரு இசைத் தொடரிலிருக்கும். 

(எ-கா.) (1) 1, 4, 4, 4...... ஓர் இசைத் தொடர் ; 

ஏனெனில் 1, £, 8, 4...... ஒரு கூட்டுத் தொடர், 

I ர் 1 

(2) ‘a’ atd at2d” 
  ..ஒஓர் இசைத் கொடர் ; 
. 

aGlerafed a, atd,a+2d,...... ஒரு கூட்டுத் தொடர். 

11.2. ஒரு இசைத் தொடரின் பண்புகளைக்காண, அதன் 

தலைகீழ் உறுப்புக்கள் கூட்டுத் தொடரில் உள்ளன என்ற 
. வரையறையைப் பயன்படுத்திீத்தான் முயலவேண்டும். 

ஒரு இசைத் தொடரில் ௩ வது உறுப்பு : 

ஈட Gy, டூ. ன்ற ஓர் இசைத் தொடரின் % வது உறுப்பு 
என்ன ? ்
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க 1 1 தவல 
வரையறைப்படி, --, “வ ஒரு கூட்டுத் தொடர். 

1 2 

1 1 ம -௮, 
i G =e oe eleeted. பொது வேறுபாடு அத்ன் ர ae d 

கூட்டுத் தொடரின் ௩ வது உறுப்பு - 2.0. யம 
1 

_ம ட) 6-௮) 
a, dy 

ட a,-+(n—1) (a, = 4,) 
88, 

இவ் விசைத் தொடரின் % வது உறுப்பாகிய 

a, a, 

tai a,+(n ~ 1) (8, ~ 8) 

இதை ஒரு வாய்பாடாகக் கொள்ளத் தேவை யில்லை. 
உடனுக்குடனே, உரிய கூட்டுத் தொடரின் உதவிகொண்டு,. 

இசைத் தொடரின் பொது உறுப்பை யறியலாம். 

(எ-கா.) 2, 3, 6.0... என்ற இசைத்தொடரின் ௩வது 
உறுப்புகாண்க, 

tof 
oo? be உரிய கூட்டுத் தொடர் $ 

பொது வேறுபாடு - %-ந$- அம் எழவு) 

ஃ உரிய கூட்டுத் தொடரின் ௩ வது உறுப்பு 

  

= $4(0~1) (-4) 
2 ௩-1) 

a ent 

4% 

“ட 

: இசைத்தொடரின் ௩ வது உறுப்பு -  
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11.3 ஒரு இசைத் தொடர் ' உறுப்புக்களின். கூட்டுத் 
'தொகை வாய்பாடு கிடையாது. 

11.4 இசையிடை (143700114௦ 28) : வரையறை : 

, 8, ௦... என்பவை இசைத் தொடரில் இருக்குமானால் 

ம் என்பது க க்கும் ௨ க்கும் இசையிடை எனப்படும். 

உரிய கூட்டுத் தொடரைக் கொண்டு பார்க்கும் 

1 ர: 1 1 

போது க டர 

2 1 Ll 

ந கட்க 

_a@ Cc 

~ ae 

be 2ac 
  

எனவே, பொதுவாக, 

% 77 என்ற இரு இராசிகளுக்கும் இடைப்பட்ட 

2 
இசையிடை = aay . (வாய்பாடு) 

  

11.47. முன்கண்டபடி, — = 1 

a-b _b-e¢ 

ab be 

. @-b_ a4 
ச் b-c ௩ என்ற தொடர்பும் 

2, ௦, என்ற இசைத் Cem Peet on முதல் மூன்று உறுப் 
புக்களே இணைக்கிறது. க ப ° . ௯
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11.5. இசையிடைகள் (17871௦114௦ ]46கா5) : வரையறை : 
௩,௰,3, ௨.௨, என்பவை இசைத் தொடரில் இருக்கு, 

மாயின், 2௨,, ஐ,...ஐ, என்பவை 4,6 இவைகளுக்கிடைப்பட்ட 

இசையிடைகள் எனப்படும். 

இப்போது, ச, இவைகளுக்கிடைப்பட்ட % இசையிடை. 
கள் காண்பதெப்படி ? ் 

4, %,, C08, இசைத் தொடரில் உள்ளன எனக் கொள்- 

வோம். 2௨,௯...ஐ, காணவேண்டும். 

1 11 1 ie... ட்டு னம ஆ i, உது ௪ ந. கூட்டுத் தொடரிலிருக்கும். 

] 1 க டட . . : 
oS a இவைகளுக்கிடைப்பட்ட % கூட்டிடைகள் காண்: 

போம். அவைகளின் தலைகீழ்ப் பின்னங்களே, வேண்டிய: 
இசையிடைகளாகும். கூட்டுத் தொடரின் பொது ' வேறுபாடு: 
8 எனக் கொண்டால், 

> 2 + (n+2-1)d 

7 

ஆஅ ௮ (றக 

d= (௨-9). 

(௬-1) ௦6 

உட உ (0௧ம் 
_ (n+1)b+(a- 5) 

.. (n+1) ab 

a+nb 

n+1)ab 

1 1 , 2(a-5b) 
ணன் உ கடும் 

_ (n4-1) 6+2(a-6) 

ட (n+1)ab — 

2a-+-(n-1)b 
(n-+l)ab
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1) 1 4 n(a— 6} 

z, « | (௩௬1) 

டப 
~~ (n+l) ab 

  

ட naib 

~ (a+)) ab 

2, இசையிடைகளான 2, 2... ட என்பவை, 

  
ab(n+i) ab (n +1) ab (n +1) 

ஊம்” 2 (௩-1): na+b 

(எ-கா.) (1) 1, m இரண்டுக்கும் இடைப்பட்ட ௩ இசை 

ஈிடைகள் காண்க, - 

இசைஇடைகள், ௪, கூ, Ly BOW, 

1 1 1 1 1 Ae = 
Te a= = ஒரு கூட்டுத் தொடர். 

8 என்பது பொது வேறு பாடாயின், 

I Galant? -\jd 

  

=l14(n+l1)d 

1 

l-m 

d= (௩-1) 
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1 1421-9) 

ட ௯௩-௮0) 
  

_ mntm+2-2m 
“am (n+1) 

_ 2+m (n-1) 
~ ந (ழ் 

1 3 (1-™m) ee ff ப படை 
x, m (n+1) 

mn-+m-+3~ 3m 
m (n+1) 

3+m (n-2) . 

~ —m (n+) 

1, ,n(l-m) 

உட. ௯0) 

_ mn+m-+n— mn 

~  m (m+1) 

_ ntm 

~ m (n+) 

. இசையிடைகளாவன 2 

m(n+1) ௩ (௩-1) ௩ (௩-1, | m (n+1) 
1+mn’2+m (n-1)’ 3-+-m (n- 2)" nt-m * 

(எ-கா.) (2) ௩, 6, இசைத் தொடரில் இருக்குமாயின், 

a b é 
Bic Gay att இசைத் தொடரில் உள்ளன என நிறுவுக. 

இப்போது சி ore, ot கூட்டுத் தொடரில் உள்ளன 

மிவன நிறுவினால் போதுமானது.
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இதை நிறுவ, ஒவ்வொரு உறுப்புக்கும் 1 (ஒன்று) கூட்டுக. 

இப்போது, 

b+ce cta 
“நரம Sth சர்ப கூ. தொ.வில் உள்ளன வென 

நிறுவினால் போதுமானது. 

atb+c atbtec atbt+e , 
அதாவது, ட ர     a b ’ 6 93 99. 

1 I 1 
99 “நூ b 5 6 93 33 

” a, 6, ¢, இசைத் தொடரிலுள்ளன வென 

நிறுவினால் போதுமானது. ஆனால் இது கொடுக்கப்பட்டிருக் 
கிறது. 

னைவே —"- ப. 6 
நீட் க் at 

இசைத் தொடரில் உள்ளன 

வென நிறுவப்படுகிறது. 

(எ-கா.) (8) ௨, 6, ௨... என்பவை இசைத் தொடரி 
லிருந்தால், 

a, கூட்டிய + A, a + ase + On, Gy, = (n-1) a, an 

stor BH HICYS. 

@,, உூ,௰, மட இசைத் தொடரிலிருப்பதால், 

  

    

1 ] 

a,’@, a,’ °" 

1 1 னு 5 கட்த அத் 
, எ கூட்டுத் தொடரில் இருக்கும். 

கட்ட bn 

1 1 1 1 1 1 d 
a, a, a; a, Gy டட 

போடி பட _ Gn—-174n ர 

88, ட ஷே ட்டே 

ஜி. By ~ Ay +A, நோடு கபர்... பேட்டா Ay 

  உட, +G, bytA, Oy + woe +Ony By 

= (a, 7 &,) [விகிதப் பொருத்தத் 

@,%,+4,A,-+, * 4௨௨, an தேற்றம். 6, 6. கிளை]
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. 1 1 
ஆனால் ட த்த க் +(n-1) d 

    

_ a, — By 

(௬-1) ௧௨, 

உ டட ட்ப ப பட றட டட 
Ay Ag+, Ast -+Gy_, by (n- 1) @, An 

*. By bg உட்... +O. %, = (n-l)ha,a, என நிறு 

- -வப்படுகிறது, 

(எ-கா.) (4) ஒரு இசைத் தொடரில் முதல் மூன்று உறுப் 
புக்களின் கூட்டுத்தொகை 18: அவைகளின் இருபடிக் கூட் 

டுத் தொகை 61: இசைத் தொடரென்ன ? 

1 1 1 : ச A Git’? உ உல் என இசைத் தொடர் கொள்க. 

1 1 1 _ 
a-d vat atd 13 (A) 

1 1 1 
Gay tae ata == 61 (B) 

இவைகளிலிருந்து ஈ, 8 காணவேண்டும். 

(A)siring. a(a+d)+(a+d)(a - d) +a(a - d) = 18a(a' - d*); 

(B)sireitg a?(a-+d)?+ (a - d)*(a+d)?+a%(a ~ a) = 61a%(a? - d?)? 

3a? ~ d? = 13a(a? ~ d*) 
3a‘-+-d*‘ = 61a7(a* ~ d*)? 

(8a?-d?)? — 169a*(a* - d*)? 
3a'+d* 6 la*(a* - d*)* 
  

(3a? - d*)? _ 169 

(சேல) 61 

61 (9a* - Ga*d? +-d') = 507a4+- 169d" 

42a‘ ~ 366a%d? ~ 108d' =0 

é—13
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ரே டமமீ-.15ரீ-0 

ae 7 2 ஸீ 7 27 (த ) _61 (=) -18=0 

. @ _ 61437214504 
ட்டம் 14 

  

61465 

~ 4 

=9 200g) - 

5. G=43d; sjvwg a= +i 5 ம... 

a=3d erer ஃல் et plement 

ata அத் 

=i, 

இசைத் தொடர் உறுப்புக்கள், 

J 1 உ. 

மோ. அர்ற. 
  

அதாவது 6,4,3 என்பது வேண்டிய இசைத் தொட 
ராகும். 

குறிப்பு: ஈ-- 38 என ஈடு செய்தாலும் இதே விடை 
5, 4, 6 என்ற வரிசையில் கிடைக்கும். மேலும் ஈ- 48௩73 
என்ற கற்பனை எண் தீர்வை விலக்கி விடலாம்.
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(et-ar,) (5) ௨,ர என்பவற்றின் இடையே a, a,, a, 
மூன்று கூட்டிடைகள், ட், h, மூன்று இசையிடைகள் என 

வாயின், கக், ட, ம், -௰7 என நிறுவுக, 

மூதலில், கூட்டிடைகளையும், இசையிடைகளையும் காண் 
பாம், 

கூட்டிடைகள் ; y=atid 

  

4-4 a“ 

a =e = அரம் ர்   

ககம. _ 211) 

3(y - x) _ etsy 

  

  

    

  

  

    

கோசர் GE 2 

பிழைக்க? வல கர இசையிடைகள் a's 

1 1 
ae, fae வ் 

bls z) 
= ல 4 
-1( ay 

1 1 பம ஜி சர , 
h, « 4 wy dey 

1 1 8 (எ-று) மை. 

ந மக ay வு. 
1 wii 3 (w-y) _ 3u+y 
oh, % | 4 ஜூ... கறற 

4 xy 
ஸ் 21-39. 

நப், 
et Date Oy? 

Hen 
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32+ 4% 
“நடத் எ 3 a த 50 

Qa + 2y 4ay 
கக்க ம் இறுத. 74 # 

_ a+3y 4xy 
a, h,= za ae என் 

2. G,h,=, hp =, h,=xy ctor Pa auciutt gi. 

பாடச் சுருக்கம் 11 

ஒ.கே ர... கட்டுத் தொடராயின், 

1 i 1 
a a? “a இசைத் தொடரில் இருக்கும்... 

Qo குடி கீ வைட லல இசைத் தொடராயின், 

1 ந 1 ல த்த ட்டது 
a) “qa கூட்டுத் தொடரிலிருக்கும். 

3. ஐ, க்கும் இசையிடை 11- ன் 

4, முதல் ௩ உறுப்புகளுக்குக் கூட்டுத் தொகை. வாய்பாடு 

கிடையாது. :
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பயிற்சி 11 

I. கீழ் வரும் இசைத் தொடர்களின் வது உறுப்பைக் 
காண்க. 

(a! 
  QB) b fwo tee @ (உர) 20) யூ... 

2. நக்கும் பூக்கும் இடையில் 15 இசையிடைகள் காண்க, 

3. ௨9, 0,ம இசைத் தொடரிலிருந்தால் ab+-cd=2ad ereor 

DOYS. 

A QG இசைத்தொடரில் றிவது, ரவது, ஈவது உறுப்புக் 

கள் மூறையே ஈ,6,௦ ஆனால், (ர-1)060-(7-ற) ௦-ட(2-ற 4 
-9:என நிறுவுக. 

5. ஈ,ம்,௦ இசைத் தொடரில் இருக்குமானால் பின் வருவன 

_ வற்றை நிறுவுக, 

(1) 8௦,0௦௧, ஈம் கூட்டுத்தொடரிலிருக்கும் 

2-௨ b+e 
(2) டது + டது ௭ 2 (உண்மை) 

: ate . 43) > - ae (உண்மை) 

(4) a6+0), Weta), (249). கூட்டுத் தொடரி 
லிருக்கும் 

1 ம் மும் ம் மு 4 5 © (+5-7) (3 ten Fy) ae” 8 
(உண்மை) .. ஞ்
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6, ஒரு கூட்டுத் தொடரும் இசைத் தொடரும், ஈ,& என 
மூதலிரண்டுறுப்புக்கள் பபெற்றவை. அவைகளின் “௩வது 
உறுப்புக்கள் முறையே ௨, ஆனால், (2-௦) :(-௦) -8;ஐ 

என நிறுவுக. 

7. > = -- கொடுக்கப்பட் டி ருக்கிறது. மேலும் ௨, ௦ 

கூட்டுத் தொடரில் இருக்கின்றன. 8, ௦,£ீ£ இசைத் தொடரி 
லுள்ளனவென நிறுவுக. 

8. ௩ உறுப்புக்கள் உள்ள ஒரு கூட்டுத்தொடரும் இசைத், 
தொடரும் ௨” ஐ முதலுறுப்பாகவும், 6” ஐ கடைசியுறுப்பாக 

கா பெற்றுள்ளன. கூட்டுத் தொடரின் (7-1)வது உறுப்பை 
. இசைத் தொடரின் (%-1)வது உறுப்பையும். one 

cc தொகை கம் என நிறுவுக. 

9. ஒரு இசைத் தொடரின் றவது உறுப்பு 7; ரவது ் உறுப்பு 
மி. அதன் றரவது உறுப்பு 1 என நிறுவுக.. 

10. 8”,௨்,2 கூட்டுத் 'தொடரில் இருக்குமானால், (a+6} 
(6-9), +a) இசைத் தொடரில் இருக்குமென நிறுவுக.



12. பெருக்குத் தொடர் 
(Geometrical Progression) : 

12:1 பெருக்குத் தொடர்: 

- கீழ்வரும் தொடர்களைக் கவனிக்க: 

(a) 1,2,4, 8.16... 

6) 2,-6, 18, -64, 162,...... 

6) 42,123... 

(d) ௨,௭௨4, ar*..... 

a 

(e) a, 7? 

: இத்தொடர்களில், ஒவ்வொரு உறுப்பும், அதற்கு முன் 

உறுப்பை ஒரு குறிப்பிட்ட (மாறிலி) எண்ணால் Ginga 

் பெறப்படுகின்றது. 

ee இப்படிப்பட்ட தொடர்கள் பெருக்குத் . தொடர்கள் எனப்” 

படும், பொது அமைப்பு, a, ar, ar’, ....ளனக்கொள்ளலாம். 

இங்கு ௧ முதலுறுப்பு எனவும், 7 பொது விகிதம் (Common: 

ratio) எனவும் கூறப்படும். 

முதலில் கொடுக்கப்பட்ட தொடர்களை இந்த மூறைறயி' ல் 

- பாகுபடுத்திப் பார்ப்போம்.
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முதல் பொது 
பெருக்குத் தொடர்கள். உறுப்பு விகிதம் 

a r 

1, 2, 4, 8, 16... 1 2 

2, —6, 18, - 54,... 2 -3 

4, 2,1, 4,... 4 i 

a, ar, ar’, ar’,... a r 

a @ a 1 
a, —, Tas 2௧௧௪ a — 

ச ர r r     
  

12:2 எனவே, பெருக்குத் தொடரைப் பின் வருமாறு 
வரை யறுக்கலாம் : 

வரையறை; ஒரு தொடரிலுள்ள உறுப்புக்கள், ஒரே விகி 
தத்தில் அதிகமாகிக் கொண்டோ, குறைந்து கொண்டோ 
போகுமானால், அத்தொடர் ஒரு பெருக்குத் தொடரெனப்படும். 

மாறிலா விகிதம் அத்தொடரின் பொது விகிதம் எனப்படும். 

பொது விகிதம், கூட்டெண் அல்லது குறையெண், அல் 
லது ஒன்றுக்கு மேற்பட்டது, அல்லது ஒன்றுக்குக் குறைப்பட் 
டது, இவைகளில் எதுவாகவேனும் இருக்கலாம், 

12:83. பெருக்குத் தொடரில் பொது உறுப்பு (7) : 

5, ர, மார்..... என்ற தொடரில் பொது உறுப்பு அல்லது 
% வது உறுப்பு ௨”! என்பது கண்கூடு. 

a, _ar, கர, றார்... என்ற தொடரில் பொது விகிதம் -7, 
அதில் % வது உறுப்பு ஈ(-*)”-1 அல்லது (-1)7-1 நர-1 என 
எழுதப்படலாம். 

பொதுவாக, .ஒரு பெருக்குத் தொடரில் முதலுறுப்பும் 
பொது விகிதமும் கொடுக்கப்பட்டால், பெருக்குத் தொடர் 
மூழுவதும் கொடுக்கப்பட்டதாகும். அல்லது முதலிரண்டு 
உறுப்புக்கள் கொடுக்கப்பட்டாலும், போதுமானது. ஏனெ 
னில் இரண்டாவது உறுப்பை, முதல் உறுப்பால் வகுக்க, 
பொது விகிதம் கிடைத்துவிடும்.
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12:4, பெருக்குத் தொடரில் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் 

கூட்டுத் தொகை : . 

8, ககா... வாரி டநரி-ட எனக் கொள்க (1) 

6. ar tar? tees கரி கர் ஆகும் (2) 

(1)-(2): S,-7S, = a-ar" 

  

S,(l-r) = a(l-r") 

Sx = ப் (வாய்பாடு). 

_ 8(7-1) எனவும் எழுதலாம். 
(7-1) (வாய்பாடு). 
  

124.1 சிறப்பாக, பொது விகிதம் £ 21 உள்ள ஒரு 

பெருக்குத் தொடர் எல்லையற்றுப் போய்க்கொண்டிருக்கு 

மாயின், அதன் கூட்டுத் தொகையைக் கந்தழி வரையில் 

ஒருவாறு அறிய முயல்வோம். - 

மூதலில் ஈ ஒரு கூட்டெண் மதிப்பு பெற்றதெனக் கொள் 

வோம், அதாவது ஈ ஒரு கூட்டு தகுபின்னமெனக் கொள் 

(வோம். - 

QuGurg, atartar+......665 வரையிருக்கு மானால், 

அதற்கு ஒரு கூட்டுத் தொகை உண்டா, இருக்குமானால், அக் 

கூட்டுத் தொகை யென்ன வென்பதை ஆராய்வோம். 

9 a(1—r") _ ee ‘ ட 
நாம் ண ரா என்று முன்பத்தியில் (12-4) கண் 

“டோம், 8 

இப்போது ௩ - 1000; 1,000.000, ... என்ற மதிப்பு: 

“வளர்ந்து கொண்டே செல்கிறதெனக் கொள் வோம்; 

* 41 ஆனால், % வளர, வளர 9" குறைந்துகொண்டே 

- போய், மிக மிகத் தேய்ந்து, பூச்சியத்திற்கு மிகமிக. நெருக்க 

மாகும். இக்கருத்தைப் பின்வருமாறு குறியீடு செய்து 

"கூறுவோம் : —
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*%* மதிப்பு உயர்ந்து, கந்தழி (6) எல்லையை நெருங்கும் 
போது, "ன் மதிப்பு, மிகமிகத் தேய்ந்து, பூச்சிய எல்லையை 

நெருங்குகிறது". 
எல்லை ரர2-0” எனக் குறியிடு செய்வது மரபு. 
n> XK (Limit r” — O). 

n<- « 

இந்தக் கருத்தைக் கொண்டு, % வளர, வளர, 8,, எந்த 
எல்லையை நெருங்குகிறதெனப் பார்ப்போம். 

_ a(l-r") 
Sn = (1-2) 

ணு ee வது 
(று. 127 

௧, 7 இரண்டும் குறிப்பிட்ட மதிப்பைப் பெற்றவையாதலின் 

a 
a-r 

  

98 

  க்கு ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்புப் பெறப்படும். 

% வளர, வளர, i 7 ன் மதிப்பு தேய்ந்துகொண்டே 

சென்று, பூச்சியத்தை நெருங்கும். 

எனவே எல்லை _“- ஈடி0 எனவாகும். 
நஐஃட 

ஆகவே, % கந்தழி எல்லையை நெருங்கும்போது 

எல்லை உட என்ற மூடிவு கிடைக்கிறது. 
n> Wwe 

இதையே, சாதாரணமாக, 41 ஆனால் atarrar+t.ii< 

ல ் a த ட் 
வரை கூட்டிவரும் தொகை 1 எனக் கூறுவதுண்டு. 

இம்முடிவு, 1 ஒரு குறை வெண்ணாக விருந்து அதன் தனி 
மதிப்பு:1 ஆக இருந்தாலும் பொருந்தும். 

இரு மூடிவுகளும் || 11 ஆனால் பொருந்து மெனக் 
கூறலாம். 

ர்குறிப்பு: |] 41 என்ற குறியீட்டின் பொருள் யாதெனின் : 

* கூட்டுத் தகு பின்னம், குறை தகு பின்னம் எது 

வாக இருப்பினும் அதன் தனி மதிப்பு (ஹ50101௦ 
value), 1 க்குக் குறைவாக இருக்கிற தென்பதாம், 

எத, 5) 5, “3..எல்லாம் || 41 என்ற நிபந் 

தனைக் குட்பட்டவை]
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இங்கு நாம் முக்கியமாகக் கவனிக்க வேண்டுவது rc 
என்.ற இன்றியமையாக் கட்டுப்பாடாகும். | | 41 எனினும் 

இது பொருந்தும் என்பதையும் இதோடு கவனிக்கவேண்டும். 

"ஆனால் 751] ஆனால் இது பொருந்தாது. [௨14 ஆக 

விருந்தாலும் பொருந்தாது. 

எ-கா.) (1) 5, 6, 1&.... என்ற பெருக்குத் தொடரில். 
.மூதல் % உருப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை என்ன ? 

முதலுறுப்பு 2. 

பொது விகிதம் 5, 

௨091-0) 
os $= (8-1) 

9871-1 ஆகும். 

(எ-கா.) (2) 2,5,$,15... என்ற பெருக்குத் தொடரில் 

முதல் % உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகையும், கந்தழிவநை 

கூட்டுத் தொகையும் காண்க. 

மூதலுறுப்பு 2. 

  

பொதுவிகிதம் 3. 

S,, = 2[1 —(3)"] 
1-$ 

- 6-6 (3)" 
௩ உயர, உயர, எல்லை ($)”0 

n> x 

6(3)" > 0 
5-6 எனக் கொள்க.
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(எ-கா.) (8) 1,-3,3,- ள்... என்ற பெருக்குத் தொடரில் 

முதல் உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகையும், கந்தழிவரை 

பும் கூட்டுத்தொகை காண்க, 

மூதலுறுப்பு 1. 

பொதுவிகிதம் (3). 

S,=19-("3)"] 
1+ 5 

3 3 (-1)" 
4 4 3% 

௩ உயர, உயர, எல்லை 1 0 

n> 3” 

3 
4 3K 

0 

5௨ -5£ எனக் கொள்க. 

£(எ-கா.) (4) 3, 33, 338, 984... என்ற தொடரில், முதல் 

௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை காண்க. 

இது ஒரு பெருக்குத் தொடரல்ல ; ஆனால் இதில் மூதல் ஈ 
உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகையைப் பின்வருமாறு காண 

லாம். 

§, =3+33 +333 +3333+...... ௬ உறுப்புக்கள் வரை 

5 (1111111111... ௩ உறுப்புக்கள் வரை) 

=§ [9+99+999+9999+...... ] 

=2[ (10~1)+(10?- 1)-+10° - 1)+(10*-1)......] 
7 (10-10 10₹.101-.....உ உறுப்புக்கள்) 

-$(1414141+...... % உறுப்புக்கள்) 

_, Plo (10"-1) 
ணா பன ன 10-1 கலு 

19 (0-1), 
27 =  
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ares. 

இதே முறையில் 

94924222-+4...... 

4+441444-..,.... 

“போன்ற தொடர்களின் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் mile 

“தொகை காணலாம். 

So (எ-கா) (5) 07407 0ரராட........ என்ற தொடரில். 
மூதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை என்ன ? 

8,,-7 (0,1-/-0.11-0,.111-......ஈ உறுப்புக்கள்வரை) 

-$ (0.9-.0.99-ட0.999-......) 

= [ (1-0.1)+(1 -0.01)+(1 - 0.001)+...... 7 

3 (1-1-1-.... ௩ உறுப்புக்கள்) 

10 

| eee 
ர்க] io( iv) 

-t(e+agtapt ‘etude % 
8 tort or to % உறுப்புக்கள் } 

  

இவ்வாறே, 

0.2-ட0.22--0.222-...... 

0.3+0.33 +-0.333+.....- 

போன்ற ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை காணலாம்... 

*(எ-கா.) (6) 0.666......என்ற மடக்குப்பதின் பின்னத்திண் 

(8 2லமர்த 0௨4௨1) மதிப்பென்ன ? 

N = 0.666.....- எல்லையற்றது. 

= 0,6+0,06+0.006 + ...... 

6(0.1-40.01+0.001 + ....., erebd&vus bp gi) 

= 6 (<9 10 efi aw ரண சட் வய எல்லையற்றது | 

ll
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1 1,1 . eee a . வர விரவி என்பது ஒரு பெருக்குத் தொடர்; முத 

லுறுப்பு ட. பொது விகிதம் 5 . பொது விகிதம் < 1. 

wll
 

0°333...=4=2 

"போன்ற மதிப்புக்களை யறியலாம். 

*(எ-கா.) (7) : 0-858.. என்ற மடக்குப்பதின் பின்னத் 
தின் மதிப்பென்ன ? 

= 0+ 8+-(0-05-+0:0005-+0-000005-+...... «) 
4-(0-003-+.0.00003 +0-0000003+....... «) 

11,1 =0- 8+5 (set so tage te «| 

1 ர, ஆரி ் 
+3 (ag io? +595 +76 + க)
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Aa ௯ Wns 

கரகம் ஆ. இட் 
jw j- 

16? 10 

க் ட ந ட10. உ... 100 
“த 0 * ஐ 7000 “ 06- 

4 5 1 ன க 
“5 99 1 990 

_ 792505 
9 

டட 80 
560 

_ 169 ? 
= "198 

இவ்வாறே, 0: a.b ¢ 8...... போன்ற மடக்குப்பதின் பின் 
னங்களின் மதிப்பைக் காணலாம். ் 

(எ-கா.) (8) ஒரு பெருக்குத். தொடரில் முதல் 8 உறுப்புக் 
களின் கூட்டுத்தொகை 28; அவைகளின் பெருக்குத் தொகை. 
512, அப் பெருக்குத் தொடரென்ன ? 

é - உ க ச ழ் 
உறுப்புக்கள் --, க, ௭ா எனக் கொள்க. 

முதலுறுப்பு 4 பொது விகிதம் £, 

- கூட்டுத் தொகை ம் +ater= 28 (1) 

பெருக்குத் தொகை 8 =512 (2) 

an V5ID 

4494046822 

= §
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ல (1) ல். ஈடுசெய்ய, 

5 48+8r=28 

8 
* —+8r=2 ot 8r= 20 

* 8487? =20r 

“. 87? -20r+8=0 

_ 204400 = 256° 
rs | 

_ 20412 
16 

r=2 Qeneo=2 svg 4. ப 

உறுப்புக்கள் $, 8, 82. 

அதாவது 4, 8, 16, 

3 ஆனால் உறுப்புக்கள் 16, 8, & என அதே உறுப் 
புக்கள் தலைகீழ் வரிசையில் பெறப்படும். 

(எ-கா.) (9) ௨,6,௦ காத என்பவை பெருக்குத் தொடரில் 
இருப்பின், 

10) ak, bk. ck ...... என்பவை, 

2) ் ன் 4 டக்க என்பவை, 

(3) a”, B®, ௦ என்பவை, 

பெருக்குத் தொடரில் உள்ளனவென நிறுவுக. 

என்பவை பெருக்குத் தொடரிலிருப்பின் 

பொது விகிதம் r= + 

a
l
o
 

(1) ak, bk, ck 
bk ck _, ‘ 

2 - ஏ ரந என்பது பொது விகிதமாகும். 

வவ என்ற தொடரில், 

் 84, 64, 06 பெருக்குத் தொடரிலிருக்கும்.
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4, + , 2, வ. என்ற தொடரில், 

ப. ரீ ட. 
k k . . 

eS oS மண்ட கட்ட பொது விகிதமாகும். 

2 த் 

ம் b ¢ } - ர் 
உ « 

Eo? 4 பெருக்குத் தொடரிலிருக்கும். 

8) ௨,671), ரி... என்ற தொடரில் 

6" வண வரி ர oe n 

eget 

த் 6 

ச ஜி ட ட. 

ss R ர் a” ழு . ் 

oat, BY, 6? nes பெருக்குத் தொடரிலிருக்கும். பொது 

விகிதம் 7". coe 

எனவே, a, °D, © cesses என்பவை பெருக்குத் தொடரி 

விருப்பின் 

(1) ஒவ்வொரு உறுப்பையும் ஒருமாறிலி & ஆல் பெருக்கி 

ஞலோ, வகுத்தாலோ, கிடைக்கும் தொடர்களும் பெருக்குத் 

தொடரில் இருக்கும்? 

2) ஒவ்வொரு உறுப்பையும், எந்த ஓரே படிக்கு உயர்த் 
தினாலும், கிடைக்கும் தொடர் பெருக்குத் தொடரில் இருக்கும். 

(எ-கா) (10) 14-84-914௮. உறுப்புக்கள்வரை யுள்ள 
கூட்டுத்தொகை 2000க்கண மேல் இருக்கவேண்டுமானால், 
குறைந்தது ௩ க்கு என்ன மதிப்பு இருக்கவேண்டும்? 

- . 1(6" - 1) 

1-5 22....௨ உறுப்புக்கள் வரை “5 1 

he] 

4 

  

  

Ait ~ 

இப்போது, ட் 9000 ஆக இருக்க வேண்டுமானால், 

158000 ஆக இருக்கவேண்டும். 
க. 14
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அதாவது 5” 5 8001 ஆக இருக்கவேண்டும். இரு 

பக்கங்களின் மடக்கை காண, 

௩ மகை 55 மகை 8001 ஆக இருக்கவேண்டும். 

மகை 8001 
hea ஆக இருக்கவேண்டும். 

3.9032 . se 
அதாவது 2 000 ஆக இருக்கவேண்டும். 

அதாவது % 9 5.584 

எனவே ௩ க்கு மீச்சிறு மதிப்பு 6 ஆக இருக்கவேண்டும். 

14+5+425+125 4 625 < 2000 

1+45+25+125 +625 +3125 > 2000 

12.5. பெருக்கிடை (002010171௦ 1480) வரையறை : 

௨, 5, ௦ என்பவை பெருக்குத் தொடரில் இருப்பின் 4 
என்பது ௨ க்கும் ௦ க்கும் பெருக்கிடை யெனப்படும்.- . 

22.2 என்பது ஈ, 6, ௨க்கு இடைப்பட்ட தொடர்பு. - 

* 6-௦ என்ற முடிவு கிடைக்கிறது. 

ரி 1/0 

சாதாரணமாக, கழிவுக்குறி கொண்ட எண்ணை விலக்கி 

5-,/20  எனக்கொள்வோம். பொதுவாக, ஐ, எனற 

கூட்டெண்களுக்கு இடைப்பட்ட பெருக்கிடை ௩ என்பது 
தெளிவு. 

[குறிப்பு: (1) 6- - ,/2௦ என்று கூறுவதில் தப்பேதுமில்லை; 
அதுவும் ம்ன் ஒரு மதிப்பென்பதை நாம் மறந்து விடக்கூடாது. 

(2) 2, 9 இரண்டும் குறையெண்களாயினும், அவை 

களுக்கிடைப்பட்ட பெருக்கிடை ர; - ர எனவும் 
கொள்ளலாம். 

(3) +, கூட்டெண்ணாகவும், ர குறையெண்ணாகவும் 
இருக்குமாயின், ஊரன் -பெருக்குத்தொகை குறையெண்ணாகும். 
அவைகளுக்கிடைப்பட்ட பெருக்கிடை ஒரு கற்பனை யெண் 
னாகும்;]
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12°6 Gu@éd#lomtacr (Geometric Means) வரையறை: 

G, Xi, ஐ, படம் என்பவை பெருக்குத் தொடரில் இருக்கு 
மானால். ஐ,, ௨, என்பவை ஈக்கும் ம்க்கும் இடைப்பட்ட 

% பெருக்கிடைகள் எனப்படும். 

12.61. ௦, ம இவைகளுக்கிடையில் ௩ பெருக்கிடைகள் 
காண்க: . 

“ இடு ந) பூட்டு என்பவை க்கும் மக்கும் இடைப்பட்ட % பெருக் 

கிடைகள் எனக்கொள்க. 

48, ஈட ூ,..௮,ப.௦ என்பவை பெருக்குத் தொடரில் உள்ளன. 
இந்த பெருக்குத் செதொடரின் பொது விகிதம் ஈ॥ எனக் 
கொள்வோம். 

9142-ம் 

அட்போது b= ar 

  

  

  ரட்) ௩ இவை பெருக்கிடைகள் ச் 

9241 

=ar 

n+l b 

வ்யூ So 
a 

1 ட் ல 5 
b\ nti எனப்பெறப்படும். 

pe ie 
a 4. 

1. ஐ ச .ி] 
a 

oo 2) | ர ppd அலால் 

ன் 
a 

& 
ow
 

| R 
o
o
 

  
gy 

மடத் a n+i 

a 

ம் என்பது பெறப்படும், ரி
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(எ-கா.) (1) 4096க்கும் 64க்கும் இடையே அமையக் 
கூடிய 5 பெருக்கிடைகள் காண்க, ) 

,, a, Lay a, 2, பெருக்கிடைகளெனக் கொள்வோம். 

4096, ௨, ௮, ஐ, ஈட ௬, 64 பெருக்குத் தொடராகும். 

  

sa பொது விகிதமாயிண்,.. , 

64 = 4096 (r)* 

ட தடப் 
“ ~ 4096 

1. 
Ee 

உ ரவ 

ச. /_1 
ie . 

_1 

இட 

2, 204 7 

ஆஃ 1024 | 

w= 512 ௩ 

2, 256 | 
x,= 128 ] 

(எ-கா.) (8) 1, @ என்பவைகளுக்கிடையே ௩ பெரு& 
கிடைகள் காண்க. அப்பெருக்கிடைகளின் கூட்டுத்தொகை. 

ம. | 
a al 

SS ஏன நிறுவக, 
mt 7 

a -I° ் 

1, உட ஷி. அட. என்பவை பெருக்குத். தொடஜரெனஃக் 
கொள்க. 2 

* பொது விகிதமெனக்.கொள்க. 
a= Tip et 

oo POSS (a) ட்டு ட
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x= (a) | 
2 1 

t= (a) WE = * * பெருக்கிடைகளண் 

| | 
Ly = (a) ar ந 

91 

if 
(a) R+1 (; ப 

1 

காட] 

சம 

சவ் ழ் 
m+t 

nf a ரு 

்“. என நிறுவப்பட்டது. 

5. ஐடா எட 

(3) ௨,6,௦ பெருக்குத் தொடரிலிருந்தால், (எ-கா.) 
3 ம 

னி 65, — என்பவை பெருக்குத் தொடரில் உள்ளன வென 

Hays. 
பொது விகிதம் * எனின், 

ட b=ar - 

௦ ஐ” 

ae & =a’ ¢? 
6 a 

=a? . ar 
=a'r* : , 

= (ary 

= (6°). 

ak a , , @ , , எஸ்பி 
6 என்பது 7 #64 > க்கும் இடைப்பட்ட 

இிபருக் கிடையாகிறது. 

3 3 : 

த ஷி 6“, பெருக்குத் தொடரில் உள்ளன.
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நுலடன்களுக்கள் (12) 

1. பெருக்குத் தொடரில் பொது உறுப்பு T, =ar"— 

2. பெருக்குத் தொடரில் மூதல் % உறுப்புக்களிண் 
1 

கூட்டுத் தொகை 8, = டவ் 

_ a (7-1) 

“ ற 
. a 3. |r| <1, ஆனால் $ 

4. 2, 9 க்கும் பெருக்கிடை 0 - 829.) ஆனால் x, ஹூ 
இரண்டும் கூட்டு, அல்லது குறை யெண்ணாக விருக்க 
வேண்டும். 

ஒன்று கூட்டெண்ணாகவும், மற்றொன்று குறை யெண்ணா: 
கவுமிருப்பின் அவைகளின் பெருக்கிடை ஒரு கற்பணை 
யெண்ணாகும். 

பயிற்சி 12 

1, பின்வரும் தொடர்கள் பெருக்குத் தொடரா என்று 
நிர்ணயித்து, அப்படியாயின் %* வது உறுப்பையும் முதல் 
“%' உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகையையும் காண்க. 

© LBB A wn 

(2) 2, 4, 8, 16, ...... 

(3) 1, 27, 3%, 42 0... 

2 
(4) கட், அத ௫. அத a’ @ 

(5) 444 444)... 

2. ஒரு பெருக்குத் தொடரின் மூன்றாவது உறுப்பு 42 
ஆறுவது $. அதன் முதல் உறுப்பையும் பொது விகிதத்தை 
யும் காண்க,
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3. ஒரு பெருக்குத் தொடரின் 5 வது உறுப்பு 4 
பொது விகிதம் 1, முதல் உறுப்பைக் காண்க. முதல் 10 உறுப் 
புக்களின் கூட்டுத் தொகை யென்ன ? கந்தழி வரை 
கூட்டுத் தொகை என்ன? 

4. a,b,¢ என்பவை முறையே ஒரு பெருக்குத் தொடரின் 
2, ர, * வது உறுப்புக்கள் ; 

8௨57-202௨ 1 என்பதை நிறுவுக. 

«5. பின்வரும் தொடர்களின் முதல் “%” உறுப்புக்களின் 
கூட்டுத் தொகை காண்க, ் 

(1) 4-4 பககக கக்க... 

(2) 0°5-+4+0-55+40°555+...... 

ஐ a a 
(3) a+ + eet Be betes 

6. பின் வரும் மடக்குப் பதின் பின்னங்களுக்குரிய மதிப் 
பைக் காண்க, 

(1) 0.18 

(2) 0:08 

(3) 0°31 

. (4) 0-300 

7. ௩ பெருக்குத் தொடர்கள் முறையே a, 2a, 3a...na 

என்ற முதலுறுப்புக்கள் பெற்றவை. யாவற்றிற்கும் பொது 

விகிதம் *, 5,, %, 8...) என்பவை முறையே அத்தொடர்களின் 
முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை. 

1 1 1.1 த 

8, $8, +55 vee tS, = ae ) ~— po See நிறுவுக.     

8, ஒரு பெருக்குத் தொடரில் முதல் %, 2, 3n உறுப்புக் 
களின் கூட்டுத் தொகைகள் முறையே 58, &, 8, ஆகும், 

(8-8)7”-௪,(6,-%) என நிறுவுக.
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9. e=1+a+a?+...... las ௯ (a<l). 
97-19... ௨ 841) 

என்பன கொடுூக்கப்பட்டிருக்கின்றன. அப்படியானால் 
1-8-ஈ45-1... உ   a my என நிறுவுக, 

10. 14-343?+...n உறுப்புக்கள் வரையுள்ள கூட்டுத் 
தொகை 3000க்கு மேற்பட்டிருக்க வேண்டுமானால், *%'க்குக் 
குறைந்தது என்ன மதிப்பிருக்கவேண்டும்? 

“11 x y 2 

இங்கு நிரல்கள் பெருக்குத் தொடரிலும் வரிசைகள் 
கூட்டுத் தொடரிலும் உள்ளன. அம்மூன்று பெருக்குத் 
தொடர்களின் பொது விகிதங்கள் சமமென நிறுவுக, 

12. 2, 9, 2 என்பவை ஒரு பெருக்குத் தொடரில் ற, 7, வது 
உறுப்புக்களாயின் (7- 7)மகைஎ + (r - Pp )wen sy +(p — 9) 

— WMSEZ=0, ctor Hyays. 

18. 1ஐ முதலுறுப்பாகவும், முறையே 1, 2, 3,...% Qumgy 
விகிதமாகவும் கொண்ட, % பெருக்குத் தொடர்களில் முதல் “ந” 
உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகைகள் முறையே ச ௩... 8, 
BOD 8,+5,129,438,+..... (m-1)s, = 1%4+2"437+4....., tn 
என நிறுவுக, . 

14, இயற்கையெண்கள் பின்வருமாறு அடுக்கப்பட் 
டிருக்கின்றன. 

1 

25. 

4567 

8 91011 12 13 14 15 

இதில் ௩ வது வரிசையில் 2-1 எண்கள் உள்ளன. அவ்வரி 
சையில் உள்ள எண்களின் கூட்டுத்தொகை 2n-#(QR ஊட்டு 

என நிறுவுக,
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“15, ஒரு எல்லையற்ற பெருக்குத் தொடரில், எந்த 

வுறுப்பை எடுத்துக்கொண்டாலும், அதற்கும் அதற்குப் பின் 

வரும் எல்லா உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகைக்கும் உள்ள 

விகிதம் 1: 0, அத்தொடரின் பொது விகிதமென்ன ? 

16. க்கும் உக்கும் இடையில் 6 பெருக்கிடைகள் 

காண்க. 

17. கக்கும் 4 க்கும் இடையே 15 பெருக்கிடைகள் 

காண்க. அப் பெருக்கிடைகளின் கூட்டுத் தொகை 

war - Var 
Ya -1 என நிறுவுக. 

18. கக்கும் க்கும் நடுவில் ௩ பெருக்கிடைகள் இருக்கு 

மானால், அவைகளின் தொடர்ச்சியான பெருக்குத் தொகை 

கூறார் என நிறுவுக. 

19. ஒரு பெருக்குத் தொடரிலுள்ள மூன்று எண்களின் 

கூட்டுத் தொகை 18; அவைகளின் இருபடிகளின் கூட்டுத் 

தொகை -91 அத்தொடரென்ன ?



13. கூட்டு, இசை, பெருக்குத்தொடர் 
களுக்குள்ள சில தொடர்புகள் - 

அத்தொடர்களை யொட்டிய 
மற்ற சில தொடர்புகள் 

(Relationships among the Arithmetic, Harmonic . 
and Geometrical Series - Associated Series) : 

183. நாம்' இதுவரை தனித்தனியாகக் கண்ட கூட்டு, . 
இசை, பெருக்குத் தொடர்களுக் கிடையே, சில பொதுவான 
தொடர்புகள் உள்ளன. அவைகளையும், மற்றும் அத்தொடர் 

களைச் சார்ந்த சில தொடர்களையும் காண்போம். 

19.2. கூட்டு, பெருக்கு, இசை யிடைகளுக் கிடைப்பட்ட 
முக்கிய தொடர்பு : 

தேற்றம்: இரண்டு கூட்டெண்களின் கூட்டிடை, பெருக் 
கிடை, இசையிடை ஆகிய மூன்றும் குறைந்துவரும் (இறங்கு 

வரிசையிலிருக்கும்) ஒரு பெருக்குத் தொடரிலிருக்கின் றன. 

ஐ, ர என்ற இரு கூட்டெண்களின் 

ery கூட்டிடை A = 5 

பெருக்கிடை 0- Vay 

இசையிடை 1] - ட 
சரத 

. என நாம் அறிவோம்.
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&, 0, 1, மூன்றும் இறங்கு வரிசையிலுள்ள ஒரு பெருக் 
குத் தொடரிலுள்ளன வென நிறுவவேண்டும், 

அதாவது (1) 6”- க17 எனவும் 
(2) 42 021 எனவும் நிறுவவேண்டும், 

- ௫) வு 
a ety ம _ 

aaa ‘ety 4 

, 08- தறி என நிறுவப்படுகிறது, 

Guo@ib A>G>H என நிறுவ, பொது விகிதமான: 

Ge Vay — AL 
A zy «G ஒன்றுக்குக்குறைபட்டது என நிறுவ. 

2 : 

வேண்டும். 

முதலில் உய என நேரடியாக நிறுவ முற்படுவோம், 

x+y 

A-G= a - Vay 

- 2ty- Way 
2 

~ Va _-Vy) a 

கூட்டெண் (சரியான இருபடி) ॥ 

எனவே &5௦ என நிறுவப்படுகிறது. இப்படியல்லாமல்,. 
அறு டட “ig <I ster நிறுவினாலும் போதுமானது. 

பனு 
று த 

Way 2ற-ர என நிறுவவேண்டும், 

  21 என நிறுவ, 

92 - அதாவது 2-2 ப 

அதாவது (ச43-௯)5௦ . |, 

.... அதாவது (தகு) O,, s 
. இது உண்மை; ஏனெனில் (Va = Vy )? ஒரு சரியான இருபடி... 

எனவே 2௦ ஆகும்,
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", பொது விகிதமான 39 2 Vay 1 என நிறுவப்பட்டது, ' 
ety 

crotGeu A>G>H ereor Pomc gi. இவ்விரண்டு 
-வழிகளில் ஏதேனும் ஒன்றை ஏற்கலாம், 

13:8.॥ மற்றும் சில தொடர்புகள்: 

(1) ஈ.௦, ௦, ம கூட்டுத் தொடரிலிருப்பின் 0௨-௧௦ 

2) ௨,், ௦, 8 இசைத் தொடரிலிருப்பின் 6௦.20 

(8) ௧,௦,௦௨ ம் பெருக்குத் தொடரிலிருப்பின் 8௦- ச 
இவைகளை ஒவ்வொன்றாக நிறுவுவோம். 

(1) கூட்டுத் தொடர் ஈ.8,௦,8ன் பொது வேறுபாடு 
4 ஆயின், 

b=atk 

e-at2k 

d=a+3k 

‘be — ad =(a+k) (௧-2) -௧ (௧௨-9௮) 

=a'+3ak-+2k* — a®-3ak 
a ஹு 

2.0 

“ be>ad என நிறுவப்பட்டது. 

(2) இசைத்தொடர் ௩, 5, ௦, 8 ஆனால் இணைந்த கூட்டுத் 

"தொடர் ட + =, 4. சற்று முன் நிறுவியதை யொட்டி 

I ட் 9 ம் bo ஒல் என்பது பொருந்தும். 

ஃ மீர் என நிறுவப்பட்டது. 

(9) பெருக்குத் தொடர் ௪, 5, ௦, மீன் பொது விகிதம் 
எனக் கொண்டால், 

b=ar 

e=ar* 

8-௮” எனப் பெறப்படும். 

568 

ஏம் ஜீ” 

ஃ0௦-- ஈ8 என நிறுவப்பட்டது.
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13.82. ஒரு பெருக்குத் தொடரில், அடுத்தடுத்த இரு. 

உறுப்புக்களுக்கிடையே, அவைகளின் இசையிடைகள் கண் 
டால், அவ்விசையிடைகள் மற்றொரு பெருக்குத் தொடரில். 
அமையும் என நிறுவுக. அத் தொடரின் பொது விகிதம். 

காண்க. 
\ ‘ 

a, h, ar 

ar, இ, ar? 

ar’, h,, ம” 

என்ற அடுக்குகளில் ந, ஈக்கு pect. Bearer. 

நப அவ்வாறேந்,,%,....முதலியன. 

. 2ar 
இப்போது h,= al +7? 

2a*r* 

ar(i+r) 

2a*r*, 

k= 

ட bee ove 

  

  

ந... இஜர் (1  _ ட எனக்கா கி 
i, “காரு * “947 = னக் காணலாம். 

hy ae அடிப் 1 எனக் காணலாம் 
hy art(l+r) ° 2a7* ் 

எனவேச்,,%,,%...... என்பவை ஒரு பெருக்குத் தொடரி: 

 லுள்ளன வென நாம் காண்கிறோம். அத்தொடரின் பொது; 

விகிதம் - . 

13.33. ஈர என்ற இராகிகளிலைவே, (2-1) கூட்டிடை 

கள், பெருக்கிடைகள், இசையிடைகள் கணக்கிட்டால், 

அவைகளில் ௩வது இடைகள் ஒரு பெருக்குத் தொடரில். 

உள்ளனவென நிறுவுக. 

y= a2 nd 

yea 

ர 210 
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n(y - 2) ‘nh Og) Figen. ‘An =a+ on 

ae & ஐ 

aS 
. ety 

2 

பெருக் கிடைகள் காண : 

நர 

க ஷூ (7 
ன் 

on வது பெருக்கிடை Gy =2 el 
zs. 
an 

_ fag 
.இசையிடைகள் காண : 7 

1 1 te ட 

தடம்சீத் ALS 
” 4-3, (+- = 

ty 

டர 

  

-.. வது இசையிடை]], -: 

1௩0௫-9 
ச 2nxy 

© Qnizy த் 

72 (2-9) 

_ அர 
லட்டு 

ஜீ 

டோ May > 

aay 
Hn Ne uy" 

இவைகள் பெருக்குத் தொடரில் உள்ளன என்பது. 
“மூன்னரே நிறுவப்பட்டது, (18-2 காண்க) ்
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ர 

134. கூட்டு-பெருக்குத். தொடர் (Arithmetic-Geometric 

Series) : 
e 

ட ஐ (a+d) ry (a+2d) 72... (8-1 - 12) grat 

என்ற தொடரின் அமைப்பைக் காண்க. 

இத் தொடர் எவ்வாறு அமைக்கப்பட்டிருக்கிறது. என் 
பதைக் கீழ்க்கண்ட நிரல்களில் காண்க, ' 

நிரல் (2)ல் ஒரு கூட்டுத்தொடரும் நிரல் (£)ல் ஒரு பெருக் 
குத் தொடரும் எழுதப்பட்டிருக்கின்றன. ஒத்த உறுப்புக்கள் 

(Corresponding terms) Qu@éatin@ sof Pred GarQs 
கப்பட்டிருக்கின்றன. அவை, ஒரு கூட்டு-பெருக்குத்தொடர் 
என்று வரையறுக்கப்படும். 

ப நிரல்... நிரல் நிரல் நிரல் 

(0) (2) உ. (4) 

உறுப்புக்களின் கூட்டுத் பெருக்குத் கூட்டு-பெருக்குத் 

ம சாண் "தொடர் தொடர் தொடர் 

-மூதல் உறுப்பு - ௪ 1 a 

: இரண்டாவது ,, at+d ௪ (a+d) r 

மூன்ருவது “ ,, a+2d 7” (a+-2d)r2 

் வது உறுப்பு atn—ld got (a+n-—1d)r"—. 

.... : இக்கூட்டு-பெருக்குத் தொடரில் பொது உறுப்பு அல் 

லது ௩வது உறுப்பு- (ஐ-ட%- 1677-1 

"எடுத்துக்காட்டு: 
1. த, 09 19:91 ..ப(4௩- ௨9 

இங்கு மூதலுறுப்பு 1; பொது வேறுபாடு 4 பொது 
: விகிதம் 2.
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134:1... கூட்டு-பெருக்குத்.. தொடரில் முதல் ௩ உறுப்புக் 

களின் கூட்டுத் தொகை : 

(1) s,=a+(a+d)rt(a+2d)ri+.. e+(a+n- 2 — 2d)r*—* 

அத n —1 d)r"-* 

(2) வளம் (ரகரம். +(a+n— 7a Bd)r"14- (ani நக” 

Qj (2) :8,(1-r)=a+dr+dr eee tdrt- '_(a+n- n—1d)r* 

௫. (a+n—id)r"+(drtdr?+...dr"“) 

- =a- (a4 n= tay AO) (பெருக் 

குத் தொடரில் (n-1) உறுப்புக்கக்களே உள்ளன) 

த a (ata— n —1d)r* ் ச்(1 எட்டி 
வ நட ர ௮ 1-7 (1-5 - 

இதை.ஒரு வாய்பாடாக, கவனத்தில் வைக்கவேண்டிய 
தில்லை. அப்போதைக்கப்போது, பெற்றுக்கொள்ளலாம். 

“41840, ௮1 ஆகவிருந்தால் (- ஒரு கூட்டு தகு பின்' 

னம்), இக் கூட்டு - பெருக்குத்தொடர் கந்தழிவரை செல்லும் 

போது, அதன் கூட்டுத் தொகை எந்த எல்லையை நெருங்கு, 

கிறது என அறியலாம். 

r<l ஆக இருந்தால் எல்லை 7-0 என முன் கண்: : 

9-௦ 

டோம் (12:41 காண்க). 

எனவே ௫ கன் எல்லையை நெருங்கும்போது, 

Sn நெருங்கும் எல்லை - tao என்று கொள்வது 

வழக்கம். 

இது |1ஈ| 41 ஆக இருந்தாலும் மெய்யெனக் காண்க. 

எனவே 1*| 41, ஆனால், இக்கூட்டு-பெருக்குத் தொடர்; 
கந்தழிவரை செல்லும்போது, இதன் கூட்டுத் தொகை 

- டல எனக் கொள்ளப்படும்
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(எ-கா) (1) 14+5°2+9°2?+...... +(4n -3)2"-' gor கூட்டுத் 

தொகை யறிக, 

S,= 145249224... + (4m — 7)2"-2 (க. இஜாட்ட 

2X8, = P2452. (4m 72-1, (4n — 8)" 

. படா அவி = Sx 

= E44 244-224 .,.4-2"-1_ (4m — 32” 

=1+4(24+2°+...n-1 @ picid weir)-(4n-3)2” 

4:2(2"—1_1) 
=I+ Gl — (4n- 3)2 

Sn = (4n — 3)2" —1- 8(2"-1_1) 

= (4m — 3)2"4 7 ~Qnt2 

%-2, 8... போன்ற சிறிய மதிப்புக்கள் கொடுத்துச் சரி 
பார்த்துக் கொள்க, 

i 

(எ-கா.) (2) 245 (3) + 8 (4)?-+11 (4)? + oe. % உறுப்புக் 

BEM OUGHT கூட்டுத்தொகை ௧ காண்க, கந்தழி suman கூட்டுத் 

தொகை காண்க. 

8, =2+5(4)+8(5)?+...... -+-(38n - 4) (4)""? +(8n - 1)G@y'> 

$XSn= — 2(5)+5(5)?+..--2 (8m - 4) ($)"* +-(8m - 1)(5)" 
© Sn (1-5) =24+3(3) +3(g)? +... +3(G)" 1 — (8 - 1)(4)” 

=3+3(4) ட +3(3)"—! - 1 - (8n - 1)(4)” 

1 

oe) - கடட ஜு 
(1-3) 

_3_3 ஏட) 
ஓ 5௮% Qn 

7 

ae—15
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ar 

பட ட்ட த 7\/1 
Se DF +5) (sr) 
ஓ. 21 a) ர் ்் டும் 

ல 4 a னக காளனபபடும. 

13.5. சில தொடர்களின் கூட்டுத்தொகை காணல் : 

கூட்டுத் தொடர், பெருக்குத் தொடர், கூட்டுப்பெருக்குத் 
தொடர் மூன்றைப் பற்றியும், அவைகளின் கூட்டுத் தொகை 
கள் அறியும் வழிகளையும் நாம் கண்டோம். 

இப்போது, இயற்கை எண்களான, 1, 2, 3....., இவை 

களின் இருபடிகள், முப்படிகள் இவைகளின் முதல் % உறுப் 

புக்களின் கூட்டுத்தொகை காண முற்படுவோம். 

13.51. 14243...... ட என்ற மூதல் ௩ இயற்கை யெண் 

௩-1) று 

2 
களின் கூட்டுத்தொகை * என முன் நாம்கண்டோம். 

(10.5 (1) காண்க). 

அதையே, வேறோர் பொது முறை வகுத்துக் காண்போம். 

முதல் ௩ இயற்கை யெண்களின் கூட்டுத் தொகை : 

1-2-3-...... ௩-௨, எனக் கொள்வோம். 

(6-1): -2--2௯-1 என்பது ஒரு முற்றொருமை, இது 

எல்லா 2 மதிப்புக்களுக்கும் பொருத்தமானது. இம்முற்றொரு 

மையில், முறையே 2௨-1,2,53...௩ என ஈடு செய்து எழுது 

வோம். 

9_ 159-131 

3?-27=2-241 

4? 39=2°341 

(n4+1)P-W=2n+1,
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இருபக்க நிரல்களையும் கூட்டிச் சமன்பாடு செய்தால், 

[%-ட1)5-1₹-2(1--2-13-... 9) 

2௪% 

v2 s8,=(n+1P-L-n 

=ntn 

Leslee et) எனப் பெறப்படும். 

(வாய்பாடு) 

  

18.52. இப்போது முதல் ௩ இயற்கை யெண்களின் இரு 
படிகளின் கூட்டுத்தொகை காண்போம். 

13-.2₹-_29₹-...... 4%-& எனக் கொள்க, 

இதை யநிய, 

(2-11- எலை-2-1. என்ற முற்றொருமையைப் 
பயன் படுத்துவோம். 

இம் முற்றொருமையில், முறையே ௨-1, 2, 
சுடு செய்து எழுதுவோம். 

28 178 9-12-19:1- 11 

3? B=3-24-3-241 « 

4? — 3? =3°3°43-3+1 

(n+l) -v=3'n?+3n+1 

இருபக்க நிரல்களையும் கூட்டிச் சமன் செய்தால், 

(%-1):-13-3 (6-2... ட] 

8 (1-2-...... +n) 

+7 Gud.
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இயற்கணிதம். 

3 கேகே ௧ 
Qa 

ர ம் 

ஃ கேரா ேட்ட்ே- a a= 60] 

_ ட்ட 
௧ த 

_ Mn+1)2n+1) 
2 

ஸ் மழ = Mer Gath) (வாய்பாடு) 

18.58. இப்போது முதல் ௩ இயற்கை யெண்களின் முப்: 

படிகளின் கூட்டுத் தொகை காண்போம். 

3134214974... 4௩் எனக் கொள்வோம். 

(2+1)-2t=4e7+6e°+424+1 என்ற முற்றொருமையைப் 

பயன்படுத்துவோம். 

முறையே ௨-1, 2, 5,... ௩ என ஈடு செய்து எழுதுவோம்... 

Y-PS4P 4644141 

3-9 = 4-416-224-4241 
4 3'=43°463744:3+1 

(n+1)t—nt=4:7° +6 n?+4n+1 

இருபக்க நிரல்களையும் கூட்டிச் சமன் செய்ய, 

(௩-1)4-1*-4(1₹42-1... 2) 

+6(1°+-2?+...-+n?) 

+4(14+2+...+-n) ° 

+n eudhib. 

“ 45,+65,4-45, = n'+4n5+6n?+4n+1-1l-2 

ni+4n5+6n?+3n 

2. 45,= n't 4n?+6n?+3n - ae _ ane 1) 

=n'+4n?+6n?-+3n — 2n3 — 3n? —n —2n?-2n 

=n'-+-2ni+n*
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_ 2(n+1) 
ட ஆ! 

[அ]. 

53 

-2,” எனப் பெறப்படும். (வாய்பாடு) 

136 இப்போது ௪, ௯, 3, வாய்பாடுகளைக் கொண்டு சில 
குறிப்பிட்ட அமைப்புக்களில் உள்ள தொடர்களின் கூட்டுத் 
தொகை காணலாம். பொதுவாக, ஒரு தொடரின் பொது 
வுறுப்பு, அதாவது %வது உறுப்பு T,,=-an*+bn?+en+d crors 
கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறதெனக் கொள்வோம். அவ்வுறுப் 
பைத் தனது ௩வது உறுப்பாகக் கொண்ட தொடரின் முதல் 
% உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகையை s,, ss, % வாய் 
யாடுகளைக் கொண்டு காணலாம். . 

T,=an'+bn?-+en+d 

erorGeu T, =a b+bPtoel+d 

T, =@2462+¢24+d ° 

T;, =a°3°+6°3? +¢:3+d 

T,=a'n Lon? +ten+d 

ae S, =T,+T, 4... Ts 

215424... 40) +b(1?+ 27+, ,.4-n?) 

+e(1+2+...+n)+(d+d..n முறைகள்) 

=a5,-+bs,+c5,-+nd 

Sy, So. க்குரிய மதிப்புக்களை ஈடு செய்து சுருக்கினால் 
- இடமதிப்பு கிடைக்கும், 

எடுத்துக் காட்டாக: 1),-1212%-11 என்ற பொதுவுறுப் 
பைக் கொண்ட தொடரின் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் 

"தொகையான 321-௮௭1 114.௧ முறைகள்) I 1 

- 8,129, 47% ஆகும்.
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இம்முறை நமக்கு. நன்றாக விளக்கமாகி விட்டால்... 

ம. வட்டு சம டடம என்ற உறுப்பைத் தனது ௩வது உறுப் 

பாகக் கொண்ட தொடரின் முதல் ஈ.உறுப்புக்களின் கூட்டுத் 
தொகையை உடனடியாக, as,+bs.+cs,tdn என எழுதிச் 

சுருக்கலாம். 

(எ-கா.) (1) 1424... (-1)ன் கூட்டுத். தொகை 
யென்ன? 

₹வது உறுப்பு- (2-1) 

=4n?-—4n+1 

“8, =4s,—-48,+7 
. _ 4n(n+1) (2n-1) 4x ier). 
  

  

6 2 

_ 4-௩ 

— 3 

n(2n —1) (2n+1) ———— டப 

௩-2, 3...போன்ற மதிப்புக்கள் ஈடுசெய்து, விடையைச் 
சரிபார்த்துக் கொள்க. 

(எ-கா.) (2) 2:14:04... (ன் கூட்டுத் தொகை 
யென்ன? 

%வது உறுப்பு - 68%” 

JS, =8Sn* 

வரவ 
=2[ n(n +1) 

(எ-கா.) (9) 1-2, 3-4, 56....என்ற தொடரில் மூதல் ௨ உறுப் 
புக்கள் வரை கூட்டுத்தொகை யென்ன? 

இங்கு முதலில் ஈவது உறுப்பை யறியவேண்டும்.. 

ஒவ்வொரு உறுப்பிலும் 2 சினைகள் உள்ளன. 

மூதற்சினைகள் 1, 3; 5,... 

இரண்டாம் சினைகள் 2,4, 6....
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். மில் முதற்சினை 1,9,5...ன் ஈவது உறுப்பு-2%-]1; 

1ல் இரண்டாம் சினை £,4,6....ன் வது உறுப்பு - 2% 

“Ty = (20 - 1)2n 

=4n?-2n 

*. Sp =4s, - 2s, 

_ 4n(n-+1)(2n+1) 2n(n+1) 
௧ 6 இ 

_ விய -௩ = 

__ n(n+1)(4n-1) Se 

\ 

(எ-கா.) (4) 1:252:5:7-12:4:9-1... ௩ உறுப்புக்கள்வரை 
கூட்டுத் தொகை காண்க். 

ஒவ்வொரு உறுப்பிலும் 3 சினைகள் உள்ளன. 

முதல் சினை : ந, 2 பவை நி ். % வது உறுப்பு. 

இரண்டாம் சினை : £, 5, கபட ஃ % வது உறுப்பு- (1), 

மூன்றாம்சினை: 5,7, 9,0... 4. 7 us! Q mieiry =2n+3. 

Ty = n(n+1)(2n+3) 

2n*+5n?+3n ll 

S, = 25,+58,+3s, 

த [௮] அரப்பு (ட) 
2 6 g 

_ n(n-+-1)(3n? +13n+14) ——eee eee 

௩-1, 3... ஈடு செய்து சரிபார்த்துக் கொள்க.
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(எ-௧௭.) (5) ஒரு தொடரின் ஈவது உறுப்பு T, =n ~2n 
331, அத்தொடரின் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் 

தொகை காண்க, 

நட நடி 

1? - 3-14-36 ஸ்
 ॥ 

2 S_ = 8,—25,+3(6+6+6+...6") 

36(6"-1) 
6-1 
  = s,—28, + 

நட) ட ryy 18 எடி 
௩-3 எனக் கொண்டசல் முதல் இரண்டு உறுப்புக்களின் 

கூட்டுத் தொகை =(1-—2+-18)+(4- 4+108) 

”. T,4T. = 174108 

= 195 

a(atlj2n+l) _ 
6 

பரல் ௩-2 ஈடுசெய்தால், 

8 
n(n+1) + (6"-1) என்ற கோவை 

2275 = 5-6+126 

- 12 எனக்கிடைக்கிறது. 
  

18 
— 2-32 - = 2-34 5 - (36-1) 

இதுவே விடை சரிபார்க்கும் முறை. 

குறிப்பு: இந்த எடுத்துக் .காட்டில், ௩வது உறுப்பில் 

கடைசிப் பகுதி ஒரு பெருக்குத் தொடரின் பொது உறுப்பு. 
ஆகவே, 1,%,7.... 1) வரை எழுதி, நிரல் நிரலாக நாம் 

அறிந்த கூட்டுத் தொகை வாய்பாடுகளைக் கொண்டு மதிப் 

பிட்டுக் கூட்டினால், வேண்டிய கூட்டுத் தொகை கிடைக்கும்:
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பாடச்சுருக்கம் 13 

1. முறையான குறியிடுபடி, &, 0, 11 மூன்றும் இறங்கு 
வரிசையிலுள்ள ஒரு பெருக்குத் தொடர். 

scarGer G? = AH 

A>G>H. (0 கற்பனையெண்ணாக விருத்தல் விலக்கப் 
பட்டது.) 

ப கலவ வ படிய 10400 
ஓ. $= 124294394 உ. எழ டகடடு 

S,= 11274334. .4+3 = [SP 7 

5? 

(142434 +n): ॥ 
॥ 

பயிற்சி 13 

LDQ? என்பவை கூட்டுத் தொடரிலிருப்பின், ஒரு 
பெருக்குத். தொடரின் BU? வது உறுப்புக்கள் பெருக்குத் 
தொடரில் உள்ளன என நிறுவுக. 

2. 9,௩ க்கு இடைப்பட்ட கூட்டிடையும் ௧, £ க்கு இடைப் 

டம். ல் 

men ee 
m,n, a,b இவைகள் எவ்வாறு தொடர்பு பெற்றன வெனக் 
காண்க. 

  
பட்ட பெருக்கிடையும் சமம், அதன் மதிப்பு 

9. 6,6,௦ பெருக்குத் தொடரிலுள்ளன ; ஈ, க்கு இடைப் 
பட்ட கூட்டிடை ஐ; 8, ௨ க்கு இடைப்பட்ட கூட்டிடை 9: 
அப்போது ஈ-டஈர- 889 என நிறுவுக, 

4, ௨.௪. க்கு இடைப்பட்ட கூட்டிடை 9, பெருக்கிடை 
39. அப்போது ௨, 2 க்கு இடைப்பட்ட இசையிடை ny cor 

் நிறுவுக. .
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5. ௨,ஏ.க்கு இடைப்பட்ட கூட்டிடை, அவைகளிடைப் 
பட்ட பெருக்கிடையை விட 5 அதிகம்; அவைகளின் இசை 
யிடை, 2, 9 இரண்டில் பெரிய எண்ணில் ஐந்திலொரு பங்கு. 
ஐ, 94 என்ன ? 

6. இரண்டு கூட்டெண்களுக் கிடைப்பட்ட கூட்டிடை 
பெருக்கிடையை விட 5 அதிகம்; பெருக்கிடை இசை 
யிடையை விட 4 அதிகம். அவ்வெண்கள் யாவை? 

7. ௧,6,௦,ம விகித சமத்தில் உள்ளன. ௨,ம்,௦ கூட்டுத் 
தொடரிலுள்ளன. அப்போது %, ௦, 8 இசைத் தொடரில் 

உள்ளன என நிறுவுக, 

8. ஒரு கூட்டுத் தொடரின் /, ௬, ௩ வது உறுப்புக்கள் 

ஐ, 9, 27 ஒரு பெருக்குத் தொடரின் 1, ௬, ௩ வது உறுப்புக் 

களும் அவைகளே. அப்போது (/-3)மகை௰-(2-2)மகைர 
(2-9) மகை2-0 என நிறுவுக. 

9. ஐ, ஈட௨,, 9 ஒரு கூட்டுத் தொடர்? %, ச, ஐ, 4 ஒரு 

பெருக்குத் தொடர்; 2, &,, %,, 3 ஒரு இசைத் தொடர். அப் 

சட உ௨; 

போது நந நடந் என நிறுவக, 
  

10. பின்வரும் கூட்டு - பெருக்குத் தொடர்களில் முதல் 
%- உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை காண்க. முடியுமான 

இடத்தில் கந்தழி வரையும் கூட்டுத்தொகை காண்க. 

1) 14+22+32?+4a?+..... 1; உ) 

a , 3a, 5a 
(2) re mt = 21 அகலக் (x> 1) 

4 7 . 10 13 
(3) St iota t+ apt a 

(4) 5+(6-+a)2+(54+2a) 224.02... 

1 1\2 . ந உர 

11. 142 (145) oa (14 =) Panam +2(1+ =) ச் 
என நிறுவுக. ் ன்



கூட்டு, இசைத் தொடர் 2௮௦ 

12. பின்வரும் தொடர்களின் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் 
கூட்டுத்தொகை காண்க, 

(1) 5.646,747.8-4...... 
(2) 1.2.342.3.4434.5+4...... 
(3) 154௮49... 
(6) 1.8.443.5,6+45.7.8+4...... 
(5) 1°.24+2°.3437.4+ 

(6) -1.2°4.2,39+3.48+ 000... 
(7) V4 42)4(1 42-48) 4 cee 42... 49) 
(8) 141149) + (1274-22439) 4.0...4+ (124224... 47%). 

18, Deir கொடுக்கப்பட்டன, ஒரு, தொடரின் ௩ வது 
உறுப்பு. அத். தொடர்களில்' முதல் ௩. உறுப்புக்களின்: 
கூட்டுத் தொகை காண்க, i 

(1) 2n2+3 (4) நள 
(2) nt-n+2_ (ற கட4 இட 
(3) கரம் 

14. ஒரு பெருக்குத் தொடரில். அடுத்தடுத்த மூன்றா 
உறுப்புக்களோடு, இரண்டாவது உறுப்பு, கூட்டப்யடுகிறது... 
அப்படி கிடைக்கப் பெறும் உறுப்புக்கள் இசைத்: தொடரில், 
உள்ளன என நிறுவுக.



14 வரிசை மாற்றமும் சேர்வுகளும் 

(Permutations and Combinations) : 

14:1. தொடக்கக் கூறு (Introduction): 

இப்பகுதிக்கு அடிப்படையானதொரு தேற்றத்தை முத 
லில் நிறுவுவோம். அத்தேற்றம் பின் வரும் எடுத்துக்காட்டால் 
விளங்கும். 

சேலத்திலிருந்து திருச்சி செல்ல இரண்டு வழிகளும், 
திருச்சியிலிருந்து மதுரை செல்ல மூன்று வழிகளும் இருக்கின் 
por. ஒருவன் சேலத்திலிருந்து திருச்சி வழியாக எத்தனை 
விதங்களில் மதுரை போய்ச் சேரலாம் 2 

கீழ் வரும் படத்தைக் காண்க, 

  

By By னன் Saas, . ட 

க்சுலம் Az திருச்சி மதுநை 

B, 

சேலத்திலிருந்து திருச்சி செல்ல — {4 ரகர வழி 
2 

. . - [ 8, ஒரு வழி 
ிருச்சியிலிருந்து மதுரை செல்ல + ற. இரண்டாவதுவழி 

UB, மூன்றாவது வழி
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ஒருவன் சேசலத்திலிருந்து திருச்சி! வழியாக, கீழே குறிப். 
பிட்ட ஆறு விதங்களில் ஏதாவது ஒரு முறையில் மதுரை 

சேரலாம். : 

சேலம்-திருச்சி திருச்சி-மதுரை 

கட 3 0, 

A, > B. 

Ay > B, 

A, > B, 

Ae > By. 

Az > B, 

அதாவது முதலில் சேலத்திலிருந்து. திருச்சிக்கு &; வழி: 
யாகச் செல்வானானால், அதன் பிறகு %.,,,%, என்ற மூன்று. 

வழிகளில் ஏதாவது ஒரு வழியில் மதுரை சேரலாம்; அல்லது: 

சேலத்திலிருந்து திருச்சிக்கு க. வழியாகச் செல்வானானால். 

அதன் பிறகு %,, %,, , என்ற மூன்று வழிகளில் ஏதாவது. 

ஒரு வழியாக மதுரை சேரலாம், .சேலத்திலிருந்து திருச்சி” 
செல்லும் ஒவ்வொரு வழிக்கும் ஏற்ப, திருச்சியிலிருந்து- 

மதுரை செல்ல மூன்று வழிகள் உள்ளன; ஆகவே, அவன் 

சேலத்திலிருந்து திருச்சி வழியாக 2%3-6 வெவ்வேறு முறை 
களில் ஏதாவது ஓரு முறையில் மதுரை சேரலாம், அவ். 

வாறான விதங்கள் (&,); (&,7,); (கடம); (கந (க) ந) 

(A, B,). 

14:2, Qo வடிப்படையில் பின்வரும் தேற்றத்தை. 
ஆராய்க: 

தேற்றம்: ஓரு செயலை ௬ வெவ்வேறு வழிகளில் செய்ய- 

முடியும் ; அச்செயல் அந்த ௬. வழிகளில் ஏதாவது ஒரு வழி: 

We செய்யப்பட்ட பின்பு, மற்றோர் செயல் இச்செயலினால் 

தடைபடாமல், % வெவ்வேறு வழிகளில் செய்ய முடியுமானால், 

இவ்விரண்டு செயல்களையும் ஒன்றன் பின் ஒன்றாக 7) 

வெவ்வேறு முறைகளில் ஏதாவது ஒரு. முறையில்: செய்யலாம்.
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முதற் செயலை கட சிய பரிய என்ற Mm வழிகளில் ஏதாவது 

ஒரு முறையில் செய்யலாம்; இரண்டாம் செயலை B,, B,,... Ba 

என்ற ௩ வழிகளில் ஏதாவது ஒரு முறையில் செய்யலாம் 

எனக் கொள்வோம். 

முதற் செயலைச் செய்யும் ஒவ்வொரு முறைக்கும் இரண் 

டாம் செயலை, % வழிகளில் ஏதாவது ஒரு மூறையில் செய்ய 

இடமுண்டு. ஆனால் முதற் செயலை ௩ வெவ்வேறு முறை 
களில் செய்யலாம். இதில் ஒவ்வொரு முறைக்கும் இரண் 
டாம் செயலைச் செய்ய ௨ வெவ்வேறு வழிகள் உள்ளவாத 

லின், இவ்விரண்டு செயல்களையும் ஒன்றன் பின் ஒன்றாக 
௭ வெவ்வேறு முறைகளில் செய்யலாம். அம் முறைகள் 

பின்னர் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 

  

A, B, A, B, A, B, wa Ama By, | Aw B, 

Ay 2 உ கரல ௧௪ me 2 

A, Ba A, Br உக 5௪௪ கடிய Bn Am Bn           
  

இவைகளின் எண்ணிக்கை ௩ % ௩ ஆகும். இத்தேற் 
ஐத்தை மேலும் விரிவுபடுத்தினால் பின்வரும் கிளைத்தேற்றம் 
பெறப்படும். 

கிளைத்தேற்றம் : ஒரு செயலை m வழிகளில் ஏதாமொரு 
வழியிலும், அதன் பிறகு இரண்டாவதொரு செயலை ௩ வழிகளில் 
'ஏதாமொரு வழியிலும், அதன் பிறகு மூன்ராுவதொரு செயலை p 
“வழிகளில் ஏதாமொரு வழியிலும் செய்ய முடியுமானால், அம் 
மூன்று செயல்களையும் ஒன்றன்பின் ஒன்ரூக 7%%௩%ற வெவ் 
"வேறு வழிகளில் ஏதாவது ஓரு வழியில் செய்யலாம்.
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இதில் கவனிக்க வேண்டியது யாதெனில், முதல் வழியில் 
ஏதாவது ஒரு வழியில் செய்யலாம்; அதன் பிறகு இரண் 
டாவது செயலைச் செய்யும்போது, முதல் செயல் எந்த வழி 
யில் செய்யப்பட்டிருந்தாலும், இரண்டாவது செயலைச் செய்ய 
% வழிகளுண்டு, அம்மாதிரியே மற்றவையுமெனக் கொள்க. 

(எ-கா.) (1) & இடம் 3 புத்தகங்களும், இடம் 6புத்த 
கங்களும் உள்ளன. எத்தனை வெவ்வேறு விதங்களில் ௩ம் 
ம் ஒவ்வொரு புத்தகத்தைத் தங்களுக்குள் மாற்றிக் கொள்ள 
லாம் ? 

க தன்னிடமிருக்கும் 5 புத்தகங்களில் ஒன்றை க்குக் 
கொடுத்தால், % தன்னிடமிருக்கும் 6 புத்தகங்களில் ஒன்றை 

- கீக்குக் கொடுப்பான். & இடம் 3 புத்தகங்கள் இருப்பதால், 
அவன் 3 விதங்களில் ஒருபுத்தகத்தை க்குக் கொடுக்கலாம். 

இவ்விதமான ஒவ்வொரு முறைக்கும் 6 விகிதங்களில் 
டக்கு ஒரு புத்தகம் கொடுக்கலாம். 

எனவே இவ்விரண்டு செயல்களும் 8%6-18 முறைகளில் 
செய்யப்படலாம், 

(எ-கா.) (2) ஒரு இருப்புத் தொடர்ப்பாதையில் 19 நிலை 

யங்கள் உள்ளன. எத்தனை விதமான அனுமதிச் சீட்டுகள் 

அச்சடிக்க வேண்டும். (ஒரே ஒரு வகுப்பு வண்டிகள் 
உள்ளனவெனக் கொள்க.) 

ஒவ்வொரு அனுமதிச் சீட்டிலும் “...... ் இடத்திலிருந்து 
44 * இடத்திற்கு என அச்சாக வேண்டும். 

சிறப்பாக, & என்ற நிலையத்தை எடுத்துக் கொள்வோம். 
“இலிருந்து மற்ற பதினொரு நிலையங்களுக்கு 11 விதமான 

சீட்டுகள் அச்சாக வேண்டும். 

12 நிலையங்களில் ஒவ்வொன்றிலிருந்தும் இவ்விதமாக 

11 விதமான் சீட்டுகள் அச்சாக வேண்டும். : ் 

எனவே 11% 12- 192 விதமான சீட்டுகள் அச்சாக 

(வேண்டும்.
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பயிற்சி 14 (1) 

1. ஒரு கல்லூரியில் இரண்டு மாணவ விடுதிகள் 
உள்ளன. முதல் விடுதியில் 100 பேரும், இரண்டாவது விடுதி 
யில் 48 பேரும் உள்ளனர். ஒவ்வொரு விடுதியிலிருந்து ஒரு, 
ஒரு மாணவர் தேர்ந்தெடுக்கப்பட வேண்டும். எத்தனை 
விதங்களில் இத்தேர்வைச் செய்யலாம் ? 

2. ஒரு குழு அமைப்பில், ஒரு ஆங்கிலேயனும், ஒரு, 
அமெரிக்கனும் இருக்கவேண்டும். 10 ஆங்கிலேயர், 5 இந்தி 
யர், 5 அமெரிக்கர் உள்ள ஒரு சபையிலிருந்து எத்தனை வெவ். 
வேறு விதங்களில் இக்குழு அமைக்கலாம் ? 

5. ஒரு எழு கோணத்தில் எத்தனை மூலை வரைகள் வரை 
யலாம்? 

4, ஒரு ௩ பக்கமுள்ள நேர்கோட்டுருவத்தில் எத்தனை 
மூலை வரைகள் வரையலாம் ? 

5. ஒருவன் சேலத்திலிருந்து சென்னை செல்ல 8 வழிக. 
ளுண்டு. ஏதாமொரு வழியாகச் சென்று மற்றொரு வழியாகத் 
திரும்ப விரும்பினால், எத்தனை விதங்களில் அவன் தன் செல 
வை முடிக்கலாம்? 

6. ஒரு எழுத்துப் பூட்டில் ஆறு வளையங்கள் உள்ளன... 
ஒவ்வொரு வளையத்திலும் ஐந்து எழுத்துக்கள் உள்ளன. 
எத்தனை விதங்களில் அப்பூட்டைத் திறக்க முயற்சிக்கலாம்? 
இவைகளில் பயனற்ற முயற்சிகள் எத்தனை ? 

7. ஒரு போக்கில் (0176801100) 12 இணைக்கோடுகளும் மற். 
றொரு போக்கில் 16 இணைக் கோடுகளும் உள்ளன. அவைகள் 
ஒன்றை யொன்று வெட்டு மிடங்கள் எத்தனை ? 

14.8. வரிசை மாற்றங்களும் சேர்வுகளும் (ஈ௰(811005 
and Combinations): 

௨, 6, ௦.8. எனப் பெயர் கொண்ட நான்கு பொருள்கள் 
இருக்கின்றன. அவைகளினின்று, ஏதேனும் மூன்று பொருள் 
களைப் பொருக்க வேண்டுமாயின், அவை (85௦); (254) ; (acd) = 
(bcd) என்ற ஏதாவது ஒரு குவியலாக இருக்கும். இதைத் 
தவிர வேறெந்த விதத்திலும் மூன்று பொருள்களைச் சேர்க்க 
முடியாது. இவ்விதமாக எடுத்துச் சேர்த்தலை, சேர்வுகள் 
(Combinations) எனக் கூறுகின்றோம்.
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எனவே, கொடுக்கப்பட்ட நான்கு பொருள்களிலிருந்து 
ஏதேனும் மூன்று பொருள்களை, நான்கு வெவ்வேறு விதங் 
களில் சேர்க்கலாம். 

பொதுவாக % பொருள்களினின்று ஏதேனும் * பொருள் 
களைப் பொருக்கிச் சேர்ப்பது சேர்வு (0௦01௦81100) எனப்படும். 
எத்தனை விதங்களில் அவ்வாறு % பொருள்களினின்றும் 
? பொருள்களைப் பொருக்கிச் சேர்க்கலாம் என்பது ,,0, என்ற 
குறியீட்டால் குறிக்கப்படும். சற்று முன் நாம் கண்டது ,0,-4, 
௨௦ ஒரு எண்ணிக்கை. 

இப்போது அந்த நான்கு பொருள்களில் ஏதேனும் 
மூன்றை எடுத்து வரிசைகளாக அடுக்கினால், எத்தனை வெவ் 
வேறு வரிசைகள் பெறப்படும் ? 

(abc) என்ற ஒரு குவியலை (சேர்வை) எடுத்துக் கொள் 
வோம். அவற்றை வரிசையாக அடுக்கினால், 

abe bca cab 

ach bac cha என்று ஆறு விதங்களில் 

வரிசையாக அடுக்கலாம். 

அவ்வாறே (ஈ௦8) என்ற மற்றொரு குவியலை ஆறு விதங் 
களில் வரிசையாக அடுக்கலாம். அவ்வாறே, (௧௦8) ; (bed) 
என்ற குவியல்களையும் ஆறு, ஆறு விதங்களில் வரிசையாக 
அடுக்கலாம். 

எனவே, 4 பொருள்கள் கொடுக்கப்பட்டால், அவைகளில் 

" ஏதேனும் மூன்று பொருள்களை யெடுத்து வரிசையாக அஅடுக் 
கினால், 24 வெவ்வேறு வரிசைகள் பெறப்படும். 

பொதுவாக, % வெவ்வேறு பொருள்கள் கொடுக்கப் பட் 
டிருப்பின், அவைகளில் சிலவற்றையோ, எல்லாவற்றையு 
மோ, வரிசையில் வைப்பதற்கு வரிசை அல்லது அடுக்கு 
எனப் பெயர், % பொருள்களைக் கொண்டு, *, :...... பொருள் 

. களாக எடுத்து அடுக்கினால் அல்லது வரிசை மாற்றம் செய் 

தால், எத்தனை வரிசைகள் உண்டு என்பது 1, என்ற குறி 

பபீட்டால் குறிக்கப்படும். இப்போது நாம் கண்டது ற,- =6+6 
46-16-2484 ஆகும். 2, ஒரு எண்ணிக்கை. 

&—16
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14.3.1. சேர்வுகளுக்கும் வரிசைகளுக்கும் உள்ள வேறு 
பாடுகள் : 

ஒரு சேர்வு என்று கூறும் போது, அச்சேர்வில் எத்தனை 

பொருள்கள் உள்ளன என்பது மாத்திரம் தான் நாம் 

கவனிக்கிறோம். 

ஒரு வரிசை என்று கூறும்போது, எத்தனை பொருள்கள் 

என்பது மட்டுமின்றி, எந்த வரிசையில் அவை அடுக்கப்பட் 

டிருக்கின்றன என்பதையும் நாம் கவனிக்க வேண்டும். 

(ab), (ba) இரண்டும் ஓரே சேர்வு தான் ; ஆனால் இரண்டு 
வரிசைகளாகும். 

அவ்வாறே (௨௦௦), (௪௦), (௦௧), (68௦), (624), (66௦) யாவும் 

மூன்று பொருள்கள் கொண்ட ஓரே சேர்வு தான்; ஆனால் 

கூறப்பட்டுள்ள ஆறு அமைப்புகளும் அம் மூன்று பொருள்க 

ளால் அமைக்கப்பட்ட ஆறு வெவ்வேறு வரிசை களாகும். 

14.4. பின் மதிப்புக் காணல் : 

n வெவ்வேறு பொருள்களைக் கொண்டு ர ரய 

பொருள்கள் கொண்ட எத்தனை வெவ்வேறு வரிசைகள் 

அமைக்கலாம் அல்லது எத்தனை விதங்களில் அவைகளை 

7-7 ஆக அடுக்கலாம் என்பதைக் காண்போம். 

அதுவே ,*.ன் எண்ணிக்கை. 

* கட்டங்கள் உள்ளன வெனக் கொள்வோம். 

ப. படப் னை 

1 2 3 ச 

எத்தனை வெவ்வேறு விதங்களில் ஒவ்வொரு கட்டத்திலும் 
ஒவ்வொரு எழுத்து வரிசைகள் அமைக்கலாம் என அறிவதே, 

ஷீன் மதிப்பைக் காண்பதாகும். 

௩ எழுத்துக்களில் ஏதேனும் ஒன்றை முதல் கட்டத்தில் 

- வைக்கலாம். ஆகவே முதல் கட்டத்தை % விதங்களில் ஏதா 

மொரு விதத்தில் நிரப்பலாம். இப்படி ஏதேனும் ஒரு எழுத் 
தைக் கொண்டு முதல் கட்டத்தை நிரப்பிய பின்பு, எஞ் 

சியவை (௩-1) எழுத்துக்கள். அவைகளில் ஏதேனும்
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ஒன்றை இரண்டாவது கட்டத்தில் நிரப்பலாம். எனவே, முதல் 
கட்டத்தை ௩ எழுத்துக்களில் ஏதாமொன்றைக் கொண்டு 
நிரப்பிய பின், இரண்டாவது கட்டத்தை (௩-1) விதங்களில் 
ஏதாமொரு விதத்தில் நிரப்பலாம். 

எனவே 14:8ல் கண்ட தேற்றத்தின்படி, மூதலிரண்டு 
கட்டங்களையும் %(௩-1) விதங்களில் நிரப்பலாம். அவ்வாறே 
முதல் மூன்று கட்டங்களை ௧௩-1) (௩-9) விதங்களிலும், 
முதல் * கட்டங்களை, 

%(௩-1)(%-2...... (௩-1) விதங்களிலும் நிரப்பலாம். 

டா (a - 1)(m -2)...... (n-r+1) 

கிளைத் தேற்றம் : 

(௮. ௧-0) ...0-%48௩- ௧1) 

௪ த%-1)-2...... 22௨1 

மீட மதிப்பில் 1 க்கு ௩ ஈடுசெய்ய :இவ்வாய்பாடு 
கிடைக்கும். 

இம்மதிப்பாகிய ௩(௨-1)(%-2)...362%1ஐ Zn அல்லது 
1. என்ற குறியீட்டால் அறிவிப்போம். 

படிக்கும்போது % படிவரிசைப் பெருக்கம் எனப் படிக் 
கலாம் (Factorial 7). 

Zn 
2) மி. ௧-7   

ஏனெனில், 

பவப் தத அ Te anh 
  

  

௩ படி வரிசைப் பெருக்கம் 
(௩-௪) படி வரிசைப் பெருக்கம்
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14.41. (2 71- 1 ஆகும். 

(6) 20ன் மதிப்பென்ன வெனப் பார்ப்போம்... 

LR ச i ‘ 
a Pr= Fat எனப் பார்த்தோம். 

  

௪-௩ என ஈடு செய்ய, 

Ln 

Lh? 
  

ர PR — 

ட தீ 
70 ஆகும் 

ஆனால் கி் - சீர் எனப் பார்த்தோம். 

௪ £0 =1 என்ற மதிப்பு பொருத்தமாகும்.. 

(எ-கா.) (1) “உலகம்” என்ற சொல்லீன் எழுத்துக்களைக் 

கொண்டு, இரண்டிரண்டு எழுத்துக்களை எத்தனை வரிசை 

களில் அமைக்கலாம் ? 

நமக்கு வேண்டிய எண்ணிக்கை .P, =4x3=12. 

(எ-கா.) (2) (a) ‘World’ steirm Geneboder எழுத்துக். 
களைக் கொண்டு, எத்தனை வரிசைகள் அமைக்கலாம் ?' 

இங்கு 5 எழுத்துக்களும் Sens எடுத்துக் கொள்ளம் 
படுகின்றன. 

எனவே வேண்டிய எண்ணிக்கை, 

- ௪5 

=5x4x%3x2xI 

- = 120, 

(8) மூன் கூறப்பட்ட கணக்கில், “394/7 என்ற எழுத்து: 

எத்தனை வரிசைகளில் முதலில் வரும்? எத்தனை வரிசை: 

களில் ‘“W’ என்ற எழுத்து முதலிடத்திலும் “1 என்று 

எழுத்து கடைசியிடத்திலும் வரும் ?
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“4: என்ற எழுத்தை முதலிடத்தில் நிலை நிறுத்தி விடு 
(வோம். மீதி இருக்கும் 4 எழுத்துக்களை 24 விதங்களில் 

வரிசைமாற்றம் செய்து அடுக்கலாம். எனவே, “W’ ws 

லெழுத்தாக 24 அல்லது 24 வரிசைகளில் வரும். 

அடுத்தபடியாக, 

“394 ஐ முதலிடத்திலும் 1) 'ஐ கடைசி இடத்திலும் நிலை 
நிறுத்தி விடுவோம், எஞ்சியிருக்கும் 3 எழுத்துக்களை, “37:க் 
கும் க்கும் இடையில் 23 விதங்களில் வரிசை மாற்றம் 
செய்யலாம். எனவே “4/4! முதலிடத்திலும், ‘ ட: கடைசி 

ுிடத்திலும் 28 அல்லது 6 வரிசைகளில் வரும், 

(எ-கா,) (3) 0,3,4,5 என்ற இலக்கங்களைக் கொண்டு, 

எத்தனை நான்கிலக்க முழு எண்கள் அமைக்கலாம் ? அவை 

களில் எத்தனை எண்கள் 5ஆல் மீதியின்றி வகுபடும் ? 

கொடுக்கப்பட்டிருக்கும் இலக்கங்களைக் கொண்டு, 
எண்கள் அமைக்கும்போது, எந்த இலக்கமும் (வேறு வித 

மாகக் கூறப்படாவிடத்து) ஒரே ஒரு முறைதான் பயன்படுத் 

குப்படுகிறது எனக் கொள்ள வேண்டும், 

நான்கு கட்டங்கள் 1 ட) கொள்வோம். 

0, 8, 4, 5 என்ற இலக்கங்களைக் கொண்டு நான்கிலக்க 

எண்கள் அமைக்கும்போது, 0ஐ முதலிடத்தில் கொள்ள 

முடியாது. 

எனவே முதலிடத்தில் 3,4, அல்லது 5 என்ற ஒரு 

சாண்ணைத்தான் கொள்ளலாம். ஆக, முதல் கட்டத்தை 

3 விதங்களில் ஏதாமொரு விதத்தில் நிரப்பலாம். முதல் கட் 

டத்தை அவ்வாறு ஒரு இலக்கத்தைக் கொண்டு நிரப்பிய 

பின்பு, இரண்டாவது இடத்தை, 0 உட்படவுள்ள மூன்று 

இலக்கங்களில் ஏதேனுமொரு இலக்கங்கொண்டு நிரப்ப 

லாம். அப்படி இரண்டாமிடத்தை நிரப்பிய பின் எஞ்சிய 

இலக்கங்கள் இரண்டு. இவைகளில் ஏதாமொரு இலக்கங் 

கொண்டு மூன்றாமிடத்தை நிரப்பி விட்டால், எஞ்சிய இலக் 

கம் ஒன்றாகும். அதைக் கொண்டு நான்காமிடத்தை நிரப் 

வலாம்.
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இங்குச் சிறப்பாக நாம் கவனிக்க வேண்டியது 0 என்ற 

இலக்கத்தை, முதலிடம் தவிர, மற்ற எந்த இடத்திலும் வைக் 
கலாம். 

எனவே நான்கிலக்க எண்களின் எண்ணிக்கை 

86821 

=18 எனப் பெறப்படும். 

இந்த 18 எண்களில் எத்தனை 5ஆல் மீதியின்றி வகுபடும் 

எனக் காணவேண்டும். 

5ஆல் வகுபட வேண்டுமாயின், கடைசி இலக்கம் 

5 அல்லது 0 என இருக்கவேண்டும். இவைகளைப் பின்வரு 
மாறு காண்போம் : 

பின்வரும் கட்டங்களைக் காண்க : 

வகை (1) _ ப ௦கடைசியிடத்தில் 0ஐ 

,கடைசியிலக்கம் 0 நிலைபெறச் செய்க. மூதல் மூன்று 

இடங்களை 3%261-6 விதங்களில் 
நிரப்பலாம். ஆகவே, 0ல் முடியு 

மெண்கள் 6. ் 

வகை (9) COS Loe] sem Fu gsr 
கடைசியிலக்கம் 5 ஐ நிலைபெறச் செய்க. முதல் 

இடத்தை 0 விலக்கி 2 விதங்களில் 

நிரப்பலாம். 0 உட்பட இரண்டாம் 

இடத்தை 2 விதங்களில் நிரப்பலாம். 
ஆகவே, 5ல் முடியுமெண்கள் 
2x2x1=4 

எனவே அப்பதினெட்டு எண்களில் 6-.4-10 எண்கள் 5 ஆல் 
மீதியின்றி வகுபடும் எண்களாகும். 

(எ-கா.) (4) ௩ மாணவர்களை ஒரு வரிசையில் நிறுத்தும் 
போது, எத்தனை வரிசை மாற்றங்களில் இரண்டு குறிப்பிட்ட 
மாணவர்கள் &, ந அடுத்தடுத்து நிற்பார்கள். 

(AB) அல்லது (,&) என்ற வரிசையில் அவர்களை ஒரு 
தனிக்கூட்டு அல்லது ஒரே ஒரு உறுப்பு எனக் கொள்வோம்...
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எனவே, (௩-1) உறுப்புக்கள் உள்ளனவெனக். கொள் 

வோம். இவைகளை 2-1 விதங்களில் வரிசைப்படுத்தலாம். 

(க) என்ற கூட்டுக்கு 2-1 வரிசை மாற்றங்களும், (4) 
என்ற கூட்டுக்கு 2-1 வரிசை மாற்றங்களும் கிடைக்கும். 

எனவே, 4, இருவரும் 2271-1 வரிசை மாற்றங்களில் 

அடுத்தடுத்து (4) என்ற வரிசையிலோ, (க) என்ற வரிசை 
யிலோ இருப்பார்கள். 

(எ-கா.) (5) mynP,=565 mnP,=12 Qrpemed ௬, ௩ன் மதிப் 
பென்ன? 

manP,=(m+n)(m+n-1)=56 (0 

ஊடி (௩ -n)(m —~n—1)=12 (2) 

என்ற இரண்டு ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள் கிடைக்கும். 

அவைகளை விடுவிக்க ஈ, ௩ கிடைக்கும். 

GQ) (m+n)? - (m+n) -56=0 

௩-௨ எனக்கொண்டால், 

ஐ£-ஐ-56-0 

2-8 அல்லது- 7;-7 விலக்கப்பட வேண்டும். 

m+n=8 

3 ந-8-௩% என இரண்டாவது சமன்பாட்டில் ஈடு 

- செய்ய, (8-௩-)(8-௩- ஈ-1)-12 

(8 — 2n){7 — 2n) = 12 

4n? — 30n+44=0 
௩-2 அல்லது 63 

%-65 விலக்கப்படவேண்டிய தீர்வு : ஏனெனில் ௩ கூட்டு 

முழு எண்ணாகத்தான் இருக்க முடியும். 

n=2; ௩-0 என்பவை வேண்டிய மதிப்புகள்.
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(எ-கா) (6) aPy=mXy,4P,-. என்பதை நேரடியாக 

நிறுவுக. வாய்பாடுகளைக் கொண்டு சரிபார்க்க. 

* கட்டங்கள் கொள்க. 

ப ப் ப [wees ப 

1123 4 

இவைகளில் முதல் கட்டத்தைத் தனியாகவும், மீதி (7-1) 

கட்டங்களை ஒரு கூட்டாகவும் கொள்க, 

மூதல் கட்டத்தை ௩ விதங்களில் ஏதாமொரு விதத்தில் 

நிரப்பலாம். 

வரையறைப்படி, மீதி (7-1) கட்டங்களை எஞ்சிய (௩-1) 
பொருள்களைக்கொண்டு ,_2,..., விதங்களில் நிரப்பலாம். 

எனவே 14:2 ல் கண்ட அடிப்படைத் தேற்றப்படி, 

முதல் செயலை % விகிதங்களிலும், 

இதகடாவது செயலை ,_ம,., விதங்களிலும் செய்ய 

முடியுமர்தலின், 

7 கட்டங்களையும் ஈ %,_1,_, விதங்களில் நிரப்பலாம். 

ட aPy 78% ன் சண 

வாய்பாடுபடி,,-ஈ (௩-1) ௬-2 ... 1) 

மீட் (௩- 1) (6-2) nits -1 -r—2) 

=(n-1) (n- 2)... (w-7+]1) 

. WX y-yPr_, =n (n- 1) (n-2) we (8 -7+1) 

எ மா
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பயிற்சி 14 (2) 

1. மதிப்பிடுக: 

(1) ம, 

(2) wet Pa 

(3) ap oP 4 

2. மதிப்பீடு என்ற சொல்லிலுள்ள எழுத்துக்கள் 

யாவற்றையும் எத்தனை வரிசை மாற்றங்கள் செய்யலாம் ? 

அவைகளில் எத்தனை வரிசைகளில் 'ம” முதலிலும் “டு* கடைசி 
பிலும் வரும்? 

8. 0,5,6,7,8 என்ற இலக்கங்களைக் கொண்டு நான் 

-கிலக்க முழு எண்கள் எத்தனையமைக்கலாம் ? அவைகளில் 

எத்தனை எண்கள் 5 ஆல் மீதியின்றி வகுபடாதவையெனவும், 

எத்தனை ஒற்றைப் படை எண்களெனவும் அறிக. 

4. 3,4,5,6,7 என்ற இலக்கங்களைக் கொண்டு நான்கு 

இலக்க எண்கள் எத்தனை, ஐந்திலக்க எண்கள் எத்தனை 

அமைக்கலாம் ? நான் கிலக்க எண்களில் எத்தனை 5000க்கு 

மேற்பட்டிருக்கும்? ஐந்திலக்க எண்களில் எத்தனை 50,000க்குக் 

குறைந்தனவாயிருக்கும் ? 

5, 1,2,8,4 என்ற எண்களைக் கொண்டு நான்கிலக்க 

எண்கள் எத்தனை அமைக்கலாம்? அவைகளில் எத்தனை 

இரட்டைப் படையெண்கள் ? 

6. 0,1,2,3,4,5,6,1,8,0 என்ற எண்களைக் கொண்டு 

1,000 க்கு occa 10,0004@ மேற்படாமல் எத்தனை 

எண்கள் அமைக்கலாம் ? அவைகளில் எத்தனை 8 ஆல் மீதி 

5பின்றி வகுபடக் கூடியவை ? 

7. 10மாணவர்களை ஒரு வரிசையில் நிறுத்தவேண்டும். 

அவ்வரிசை மாற்றங்களில், குறிப்பிட்ட (1) இரு மாணவர்கள் 

(2) மூன்று மாணவர்கள் அடுத்தடுத்து எத்தனை வரிசைகளில் 

நிற்கமாட்டார்கள் 2 

8. ஒரு தேர்வுக்கு 12 கேள்வித்தாள்கள் உண்டு. குறிப் 
_ பிட்ட இரு கேள்வித் தாள்கள் அடுத்தடுத்து வராதபடி 
எத்தனை விதங்களில் அத்தேர்வை நடத்தலாம்?
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9. “உலகம்” என்ற சொல்லிலுள்ள எழுத்துக்கள் 

யாவும் வரிசை மாற்றம் செய்து அகர வரிசையில் அடுக்கப் 

படுகின்றன. ' உலகம் என்ற சொல் எத்தனையாவது சொல் 

லாக விருக்கும் ? 

10. ‘SALEM’ aeérp சொல்லிலுள்ள எழுத்துக்கள் 

யாவும் வரிசை மாற்றம் செய்து அகராதி வரிசையில் அடுக்கப் 

படுகின்றன. அதில் 51114 என்ற சொல் எத்தனையாவது 

இடம் பெறும்? 

1]. “இயற் கணிதம்” என்ற சொல்லில் உள்ள எழுத்துக் 

களை, மெய் யெழுத்துக்கள் தம் இடம் பெயராது எத்தனை 

வரிசைகளில் அடுக்கலாம்? - 

12. ௦ரறநஙா ரா.” என்ற சொல்லில் உள்ள எழுத்துக் 

களில், உயிரெழுத்துக்கள் (1௦8௦15) தம் இடம் பெயராது 

எத்தனை வரிசைகளில் அடுக்கலாம் ? 

13. 1, 2, 3, 4 என்ற எண்களை எத்தனை முறைகள் 

வேண்டுமானாலும் பயன்படுத்தி எத்தனை ஐந்திலக்க எண்கள் 

அமைக்கலாம் ? அவைகளில் எத்தனை 20,000 க்கு மேற்பட் 

டிருக்கும் ? 

14, எட்டு உருளைகளை வைக்க எட்டு பெட்டிகள் 

உள்ளன. ஐந்து உருளைகள் பெரிதானதால் மூன்று குறிப் 

பிட்ட பெட்டிகளில் வைக்க முடியாது. எத்தனை விதங்களில் 

உருளைகளைப் பெட்டிகளில் வைக்கலாம் ? 

15. 10 புத்தகங்களை ஒரு புத்தகத்தட்டில் (18௦௦% shelf) 

வரிசையாக அடுக்க வேண்டும். அதில் 5 கணிதம், 8 வர 

லாறு, 2 பொருளாதார நூல்கள். ஒவ்வொரு பொருளைப் 

பற்றிய நூல்களும் அடுத்தடுத்து இருக்க வேண்டுமானால், 

எத்தனை விதங்களில் அடுக்கலாம். 

16. ஒரு கணிதநூல் மூன்று பிரிவுகளாக (three parts) 
உள்ளது. மற்றும் 2 வரலாறு, 2 பொருளாதார நூல்களோடு 
இவைகளை அடுக்கவேண்டும். கணிதநூல் பிரிவு 1, பிரிவு 2, 
பிரிவு 3 மூன்றும் அதே வரிசையில் ஒருங்கே இருக்க வேண்டு 
மானால் எத்தனை விதங்களில் ஒரு புத்தகத்தட்டில் அடுக்க 
லாம்
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17. பின்வருவனவற்றை நேரடியாக நிறுவுக. வாய்பாடு; 
கொண்டு சரிபார்க்க : 

(1) gee = Ha Pett yp Py) 

(2) wPy =(m-7r+1)X Pr, 

(3) பூமி, மி... 

(8) மிட (1) மிச 

18. 1,2,8,4 என்ற எண்களைக் கொண்டு அமைக்கப். 
படும் எல்லா இரட்டைப்படை எண்களின் கூட்டுத் தொகை. 
காண்க. ் 

19. 5,8,4,5 என்ற எண்களைக் கொண்டு அமைக்கப். 

பட்ட எல்லா எண்களின் கூட்டுத் தொகை யென்ன ? 

90. 1,2,3... 9 என்ற எண்களைக் கொண்டு எல்லா 

ஒன்பதிலக்க எண்களும் பின்கண்ட நிபந்தனைகளின் கீழ். 
அமைக்கப்படுகின்றன: (1) கடைசியில் இரண்டு இரட்டைப் 

படை எண்கள் இருக்கவேண்டும். (2) எண்களை இடதுபுற: 

மிருந்து வலதுபுறம் படிக்கும்போது ஒற்றைப்படை யெண் 

கள் உயர்ந்து செல்லும் வரிசையில் இருக்கமீவண்டும்.. 
அப்படி 504 எண்கள் உள்ளன என நிறுவுக. 

2 21, 2௯.௮, ஆனால் nm மதிப்பென்ன ? 

29. மீ -156; ௩, -20 ஆனால் ஈ, ௩ மதிப்பென்ன ?” 

23, 22M =2" 7 n (13°5°7......20—1) ctor Dgiays.



B 

Geteyset (Combinations) : 

14.5... டேன் மதிப்புக் காணல்: 

n வெவ்வேறு பொருள்களைக் கொண்டு, எத்தனை வித 
மாக, 7 பொருள்கள் பொருக்கலாம் அல்லது சேர்க்கலாம் என் 
பதே ன் மதிப்புக் காணலுக்குச் சமமாகும். 

ட என்பதும் .C,=1 என்பதும் தெளிவு. 

74,571, மின் மதிப்பைக் கொண்டு 6, மதிப்புக் காணல்: 

% வெவ்வேறு பொருள்களினின்றும் ஒரு சமயத்தில் r 
“பொருள்களாக ,6, முறைகளில் பொருக்கலாம் என. வைத்துக் 
கொள்வோம். (,ேன் மதிப்பு நமக்குத் தெரியாது). அப்படி 
சேர்க்கப்பட்ட ஒரு குறிப்பிட்ட சேர்வ்வ எடுத்துக் கொள் 
‘Camb. அச்சேர்வில் உள்ள ஈ பொருள்களை ௪7 முறைகளில் 
வரிசை மாற்றி யமைக்கலாம் என நாம் அறிவோம். 

இவ்வாறே 6, சேர்வுகளில் ஒவ்வொன்றிலும் உள்ள £ 
பொருள்களை வரிசை மாற்றி அடுக்கினால் மொத்தம் ,,0,% Lr 
வரிசை மாற்றங்கள் கிடைக்கும். ஆனால் இவைகள் யாவும் 
% பொருள்களினின்று ஈ பொருள்கள் எடுத்து அமைக்கும் 
வரிசை மாற்றங்களே யாகும். 

எனவே aCy x Zr =,P, 

Zn 

Ln-7r 
= 

  

Zn 

2-7 

  

டக எனப் பெறப்படும், இந்த 

மூடிவைப் பெற நாம் ,ன் மதிப்பைப் பயன்படுத்தினோம்.
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14.5°2, நேரடியாக 2, மதிப்புக் காணல்: 

இப்போது மடன். மதிப்பையோ, பொருள்களை சர: 

முறைகளில் வரிசை மாற்றியமைக்கலாம் என்ற மூடிவையோ 

பயன்படுத்தாமல் நேரடியாக ,டேன் மதிப்பைக் காண முதற், 

படுவோம். 

மூதலில் rx nr =X Cry என்பதை திறுவுவோம். 

% பொருள்களை ஈ.. ௨,.... ௨, எனக் குறிப்பிடுவோம், 

௨0, சேர்வுகளையும் எழுதிவிட்டதாகக் கொள்வோம். 

கடி... பே ‘| 

நே, ட... டப | 
(A) வெப். ப 8 ட சேர்வுகள். 

j 
oes wae oe I 

J 
ஒவ்வொரு சேர்விலும் ஈ எழுத்துக்கள் இருக்கும், ஆகவே. 

௨0 சேர்வுகள் எல்லாவற்றிலும் எழுதப்பட்ட எழுத்துக்களின் 
மொத்த எண்ணிக்கை 7௨,0, ஆகும். 

இப்போது।மற்றொரு முறையில் ,,, சேர்வுகளிலும் பயன் 

படுத்தப்பட்ட எழுத்துக்களின் எண்ணிக்கையைக் காண்: 
போம், 

(8) ல் எழுதப்பட்டிருக்கும் ,, சேர்வுகள் எல்லாவற்- 
நிலும் ஒரு குறிப்பிட்ட எழுத்து ௬, (அல்லது எந்த எழுத்தா 
யினும் சரி) எத்தனை முறை தோன்றுகிறது எனப் பார்ப்போம். 
AO SWUM Us, A என்ற எழுத்தை விலக்கி, மீதியுள்ள (௬-1). 
எழுத்துக்களினின்றும் (7-1) எழுத்துக்களாகப் பொருக்கி, 
எல்லா 0, சேர்வுகளையும் கண்டுபிடித்து, அவற்றில் ஒவ்- 
வொரு சேர்வுக்கும் ௨, என்ற எழுத்தைச் சேர்த்துவிட்டால், 
இப்படி ஏற்பட்ட சேர்வுகள் ஒவ்வொன்றிலும் ௨, என்ற எழுத். 
தும், மற்றும் (7-1) எழுத்துக்களும் இருக்கும். ஆகவே முன் 
காணப்பட்ட , சேர்வுகளில் ,_,.., சேர்வுகளில் ௨, என்ற.. 
'எழுத்து தோன்றும். ஈ, ஐப் பற்றிய இம்முடிவு, a,, ,... a, 
என்ற ஒவ்வொரு எழுத்துக்கும் பொருந்தும் என்பது தெளிவு. 
எனவே, ,,...& என்ற எழுத்துக்கள் ஒவ்வொன்றும். 
(இல், டேட சேர்வுகளில் தோன்றும், ஆகையால் (தல் 
கண்ட எல்லாச் சேர்வுகளிலும் உள்ள எழுத்துக்களின்- 
மொத்த எண்ணிக்கை %:,,_.0... ஆகும்.
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ஆனால் (&)ல் கண்ட ,, சேர்வுகள் யாவற்றிலும் தோன் 
றும் மொத்த எழுத்துக்களின் எண்ணிக்கை rX,C, என 

முன்னர் கண்டோம். 

TX, CrHaXy—,Cr_, TOM ~pya பெறப்படும், 

இந்த முடிவு, ஈக்கு உள்ள எந்த முழு எண் மதிப்புக்கும் 
“பொருந்தும். ஆனால் ர: % என்ற கட்டுப்பாடு தேவை. 

(ஏனெனில் 2 % ஆனால், ௩ பொருள்களினின்று, ௩க்கு மேற் 
- பட்ட பொருள்கள் பொருக்கிச் சேர்க்க முடியாது) 

எனவே 72% என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்டு, 

0722 பிட, 

n 

அதாவது வ நன டட 

இப்போது ஈக்குப் பதிலாக, ௩-1, %-£,... என்ற மதிப்புகளை 
யும் ஈடுசெய்ய, பின்வரும் சமன்பாடுகள் கிடைக்கும். 

  

  

98 

உ —xX n—1Cr_y 
r 

n-1 
n—1C pa “yd X ners 

%-2 
n~1Cr—2 “9 x n—sCr—s 

m-r-B 
n—r—2 72 ஓ x nore 

“ஆனால் டோ என்பது வெளிப்படை, ஆகவே கடைசி 
யாக உள்ள, டே பட ௩-௪:1 ஆகும்.
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இரு பக்கங்களையும் தொடர்ச்சியாகப் பெருக்கி ஈடு செய் 

தால், 

nCr x உட்டு x n—-aCre-g x soon—r4aCe 

  

%-] %- ௪42 
சக்க CSS உடீட Xx n—2Cr_s x ரம் 

இரு பக்கங்களிலும், 

na Grow உச டாடி தோன்றும். அவைகளை நீக்கி 

விட்டால் (ஸே?) 

  

  

% ௫-1 ந-2 n-r+2 
உரோ ரு “௪1 ட — 2 Xa—reiCy 

_ 2” n—-l n—2 n-7r+2 n-r+i 

சாதம்” ரத?” 2 ் 1 

_ n{n—1)(n-2) (n—r+]) ss ம் 

ஞு r(r —1)(r - 2)...2°1 1-7 

Ln ர . ‘ ன 
௨.௨ எனப் பெறப்படும் (வாய்பாடு). 

27 தரம. 
கிளைத்தேற்றங்கள் : 

(1) aCr = உடேரே (வாய்பாடு) 

ஏனெனில் 7 பொருள்களைச் சேர்ப்பதற்காகப் பொருக்கும் 

ஒவ்வொரு தடவையும், (௩-1) பொருள்கள் தவிர்க்கப்பட்டு, 

நம்மை அறியாமலேயே ௩-7 பொருள்கள் “தவிர்க்கப்பட்டு” 

பொருக்கப்பட்டு விடுகின்றன. 

ஃ டியோ என்பது விளக்கம். இதை டேன் மதிப்பு 

வாய்பாட்டிலிருந்தும் நேரடியாகக் காணலாம். 

ஆஃ ௨45 
கசத 

ன் 2 

aCn—r க கீ 
1-7 7%-%-7 

  

Zn = 

LR-7lLT
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எனவே,6,-,., எனக் காணலாம். 

(2) (a) nr = ni Cr tui Cri ர வாய்பாடுகள். 

(6) ஊடே உசோரடடே, J 

மேற் கூறிய இரண்டும் ஒரே விதமான முடிவைத்தான் 
கூறுகின்றன. முதல் முடிவு ௩க்குப் பொருத்தம்; இரண் 
டாவது முடிவு (%-1)க்குப் பொருத்தம். 

(6) தெரிப்பு: ௧, a, Ayre. கடளஎன ௩ எழுத்துக்கள் 
உள்ளனவெனக் கொள்வோம். இவைகளைக் கொண்டு 0, 

சேர்வுகள் அமைக்கலாம். 

இந்த ,,௦ சேர்வுகளை இரண்டு வகைகளாகப் பிரிக்கலாம். 

(1) ௩ என்ற ஒரு குறிப்பிட்ட எழுத்துத் தோன்றும் 
சேர்வுகள் ; 

(2) ௨, என்ற அக்குறிப்பிட்ட எழுத்துத் தோன்றாத 
சேர்வுகள். 

இவ்விரண்டின் கூட்டுத் தொகையே ,0.ன் மதிப்பாகும். 

௨, என்ற ஒரு குறிப்பிட்ட எழுத்து உள்ள சேர்வுகள் 
உடீ$உூட என்று 1452ல். நிறுவப்பட்டது. 

௨, தோன்றாத சேர்வுகளின் எண்ணிக்கைகாண. எஞ்சிய 
(1-1) எழுத்துக்களைக் கொண்டு, (௨,ஐ விலக்கிவிட்டு) : எழுத் 
துக்கள் உள்ள சேர்வுகளின் எண்ணிக்கையைக் கண்டுபிடித் 
தால் நாம் விரும்பும் எண்ணிக்கை கிடைக்கும், அவ்வெண் 
SOMEONE Coe : 

ல ம டிடடீ [ஒரு குறிப்பிட்ட எழுத்து இல்லாத சேர்வு 

களின் எண்ணிக்கை] 

பிட [அக் குறிப்பிட்ட எழுத்து தோன்றும் 
சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை]



வரிசை மாற்றமும், சேர்வுகளும் 257 

7 ge ie இதை ,,6,- ஜர் என்ற வாய்பாடு 

கொண்டும் நிறுவலாம். ் 

உட உரோ 

  
_ 7-1 31 

தததி எம் தலாம் தச 

= பன! (n-")+ yn-1.r 

LRr-tly 

_ Ler (n-r+r) 

[Mat £2. 

ய
 

  

nmol 
Zee" ZF 

= 28 
guar ge 

= 0, எனப் பெறப்படும். 

செய்தால், 
(6) மூன் கண்ட முடிவில், %க்குப் பதிலாக, (௩-1) ஈடு 

ஊ்டசே “ய படசோர் ட Cry 

=,Crt+Cr., TOT Qupeuge. 

(9) ,டே1 (வாய்பாடு) 

  

Zn : . 
nCr= சஜ pb அறிவோம், 

__£n 
வே ~ 70 2773 

[14-4,1 காண்க]. 

ல் டே = 4 

Iz
 

ஆனால் ௦-1 என நாம் முன் ஏற்றுக் கொண்டோம். 

  

Z | 
= 1 

1 ஆகப் பெறப்படும். 
&—17
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இதுவும் நேரடியாகப் பார்த்தாலும் ஒரு விதத்தில் உண் 

மையாகும். ௩ பொருள்களிலிருந்து ஒன்றும் பொருக்காம 

விருக்க ஒரே வழிதான் உண்டு. அதாவது சும்மாவிருப்பது. 

(எ-கா) (0 ,ட-௨ூ ஆனால் -,பே என்ன ? 

ஈசேடடே, ஆனபடியால் 

௪10, 2-7-0 ஆகும். 

ஃ ௧16 

16x 15 
உ டம ட 120 

(எ-கா.) (8) ௩ பக்கங்கள் உள்ள பல்கோணத்தில் எத் 

தனை மூலை வரைகள் உள்ளன? அப் பல்கோணத்தில் உச்சி 

களை இணைப்பதால், எத்தனை முக்கோணங்கள் கிடைக்கும் ? 

௩ உச்சிகளை இரண்டிரண்டாகச் சேர்த்தால் , கோடுகள் 

கிடைக்கும். அவைகளில் % பக்கங்கள் போக, மீதி ,ட-8 

மூலைவரைகள் கிடைக்கும். ' 

மூலைவரைகளின் எண்ணிக்கை - 0-3 

_ 2(m—1)_ 
  

“Te 7” 

ட நீட்ட 

7 2 

_ n(n—3) 
7 2 

மூன்று, மூன்று புள்ளிகளாகப் பெருக்கி இணைத்தால் முக் 
கோணங்கள் கிடைக்கும். 

. மூக்கோணங்களின் எண்ணிக்கை -, 

_ 270 
இ 4872-38
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(எ-கா) (இ. 10 இந்தியரும், 5 அரபியர்களும் உள்ள ஒரு 
“குழுவிலிருந்து, இந்தியர்கள் பெருவாரியாக உள்ள ர பேர் 
கொண்ட. ஒரு-உட்குழு அமைக்க வேண்டும். எத்தனை விதங் களில் இந்த உட்குழு அமைக்கப்படலாம். 

7 பேர் கொண்ட உட்குழுவில் இந்தியர் பெருவாரியாக 
இருக்க வேண்டுமாயின், : 

6 இந்தியர், 1 அரபியர் (4) 
அல்லது 5 இந்தியர், 2 அரபியர் (8) 

அல்லது 4 இந்தியர், 8 அரபியர் (2) 
அவ்வுட்குழுவில் இருக்கவேண்டும். 

(A) 6 இந்தியர்களை மடே விதங்களில் சேர்க்கலாம். 

் அரபியரை 0, விதங்களில் சேர்க்கலாம். 

“இவ்விரண்டும் தனித்தனிச் செயல்கள்; ஆகவே 6 இந்தியரை பும், ஒரு அரபியரையும் கொண்ட உட்குழுவை மலே டே விதங்களில் அமைக்கலாம். 

10 8x 7. அதாவது: XS x5=1050 விதங்கள். 

(B) அவ்வாறே 5 இந்தியர்களையும், 9 அரபியர்களையும் “கொண்ட உட்குழமுவை, 

10x9x8x7x6 5x4 
wCs % gC, = 1x 2x3x4x5 “Tyo 

- 2520 விதங்களில் அமைக்கலாம். 

(0 அவ்வாறே, 4 இந்தியர்களையும், 3 அரபியர்களையும் 
“கொண்ட உட்குழுவை, 

1Ox9x8x7 5x4 போர 40 
2100 விதங்களில் அமைக்கலாம். 

எனவே, அந்த உட்குழுவை, 1050-1 2520 + 2100 = 5670 “விதங்களில் அமைக்கலாம். ்
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... (எ-கா.) (4) ஓர்.இரட்டைத்தள உந்து வண்டியில் (0௦௦%1- 
420161 608) ஒவ்வொரு தளத்திலும் 15 இடங்கள் காலியுள்ளன. 
வண்டியில் 30 பேர் ஏற இருக்கிறார்கள். ஆனால் அவர்களுள் 
10 பேர் அடித்தளத்தில் உட்கார மறுக்கிறார்கள். மேலும். 
10 பேர் உயர்தளத்தில் உட்கார மறுக்கிறார்கள். எத்தனை- 
விதங்களில் அவர்கள் விருப்பத்தை யொட்டி அவர்களை உட். 
கார வைக்கலாம்? 

அடித்தளத்தில் ' உட்கார மறுக்கும் 10 பேர்களை மேல் 
குளத்தில் உட்கார வைத்துவிட்டு, மேல் தளத்தில் உட்கார- 

மறுக்கும் 10 பேர்களை அடித்தளத்தில் உட்கார வைத்து. 

விடுவோம். ் 

மீதி இருக்கும் 10 பேர்களில் ஏதாவது 5 பேர்களை அடித். 
தளத்தில் உட்கார வைத்து விட்டால், மற்ற 5 பேர்கள் தானாக. 
மேல் தளத்தில் உட்கார்ந்து விடுவார்கள். 

10 பேர்களில் 5 பேரை ,,% விதங்களில் பொருக்கி அடித். 
தளத்தில் உட்கார வைக்கலாம். மீதி 5 பேரும் மேல் தளத், 
தில் போய்விடுவார்கள். 

10x9x8x7x6 
1x2x3x4x5 
  ஆகையால், டி 

252 விதங்களில் அவர்களை உட்கார 
வைக்கலாம். 

(எ-கா.) (6) 1 அடுத்தடுத்த கூட்டு முழு எண்களின்- 
பெருக்குத் தொகை ச * ஆல் மீதியின்றி வகுபடுமென- 

நிறுவுக. 

£ அடுத்தடுத்த கூட்டு முழு எண்கள், 
%, 1], %-2, ௩-3,...௩- 7-1 எனக் கொள்க. அவை 

களின் பெருக்குத் தொகை 

= n(n+1) (n+2)...(n+r-1) 

= Lae. n(n+1) (n-+2)...(n-+r 1) 

_ டக 1 
ட%-1 ஆகும்.
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இதை ட? ஆல் வகுத்தால், 

way உ. 
1 n-1 LI 

Sate ix 

இது ஒரு கூட்டு முழு எண். ஏனெனில் இது ஒரு குறிப் 
பிட்ட சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை, ஆகவே, 1 அடுத்தடுத்த 
கூட்டு முழு எண்களின் பெருக்குத் தொகை ட * ஆல் 
-மீதியின்றி வகுபடும். ~~ 

(எ-கா.) (6) (௩--௩-டற) வெவ்வேறு புத்தகங்களை, மூன்று 
பெட்டிகளில் முறையே, ஈ,.ஈ, ற புத்தகங்களாக, எத்தனை 
விதங்களில் வைக்கலாம் ? (௩70 எனக் கொள்க.) 

மூதலில் m புத்தகங்களை உப்பு வே விதங்களில் பொருக் 
க்லாம், பின்னர் எஞ்சிய %-டற புத்தகங்களிலிருந்து பூ 
விதங்களில் ௩ புத்தகங்கள் பொருக்கலாம். கடைசியாக 

“ஒன்றாவது பெட்டிக்கு ற புத்தகங்கள் தானாக நின்றுவிடும். 

இச் செயல்களை, 

அபபட? படிடேவிதங்களில் செய்யலாம். 

டட ட்ற (rtp. 

  

அதாவது 

    

Lm mtP Leip 
டா 12 . . . 

= டூ டக டத “தங்களில் அவைகளை விரும். 

யியபடி, மூன்று பெட்டிகளில் வைக்கலாம். 

பாடச் சுருக்கம் (14) 

1. L@=1K2x38x..xa 

2 ttl=1;L%=1 

3 1 3 | ட. வி al r=n(n— )(n- bel Pel) டத் 

உப 
4, நபர் எமி:



202 

5. 

6. 

Quip son? gua 

ட 

** டாப 

PX உரோ 9896 ப பிட்ட 

7. (i) nCr “உட ட்டி டட f 

@ 

10. 

il. 

7 
oc 

# 

8. 

(ii) n4iCr = nCrtnCr+ 

aCn=1 

nCo=l 

2nci=l 

nCr = nCa—r 

பயிற்சி 14 (3). 

பின் வருவனவற்றின் மதிப்பைக் கண்டு பிடிக்க... 

(1) டீமே 

(2) 100 8, 

(3) ஒட 

(4) 30Cs 

185 ஆனால் ௩ என்ன? 

9 : : ‘ 
ரட்ட 40 ௦ ஆனால் 7 மதிப்பென்ன ? 

லசேட்ட ஒளேட, ஆனால் ௩ மதிப்பென்ன? 

Cem lee. n—2Cr—-1+n—2Cr—s eTomr Heys. 

சோ - உட ட்டடேட். ௭ டடடடஎன நிறுவுக.. 

௪91, * 192 ஆனால், 

உடலே = mCrt mCr—y-nCy + mCr—s.nCo+ கார் nCr 

என நிறுவுக. 

ஒரு கோட்டின் மேல் ௩ புள்ளிகள் உள்ளன. அதற்கு 
இணையாகவுள்ள மற்றொரு கோட்டின் மேல் % புள்ளிகள் உன்
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ளன. இந்தப் புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் கொண்ட எத்தனை 
முக்கோணங்கள் வரையலாம்? 

9. 10 மாம்பழங்கள் உள்ளன. அவைகளில் மிகப்பெரி 
யது ஒன்று, மிகச் சிறியது ஒன்று, (1) மிகப் பெரியதையும் 
மிகச் சிறியதையும் சேர்த்து எத்தனை விதங்களில் 6 பழங்கள் 
எடுக்கலாம்? (2) அவ்விரண்டையும் விலக்கி, எத்தனை விதங் 
களில் 6 பழங்கள் எடுக்கலாம்? 

10. 8 இந்தியரும், 8 பர்மியரும் உள்ள ஒரு சபையி 
லிருந்து எத்தனை விதங்களில் 18 பிரதிநிதிகள் தேர்ந்தெடுக்க 
லாம்? அவர்களுள் குறைந்தது ஒரு நாட்டவரில் 8 பிரதிநிதி 
களேனும் இருக்கவேண்டுமானால், எத்தனை விதங்களில் , அப் 
பதின்மூன்று பிரதிநிதிகளைத் தேர்ந்தெடுக்கலாம்? 

ll. ஒரு சர்வதேசக் குழுவில் 3 இந்திய, 3 ஆங்கிலேய, 
2 அமெரிக்க நீதிபதிகள் உள்ளனர். அவர்களைக் கொண்டு 
4 நீதிபதிகள் கொண்ட ஒரு பொது நீதிமன்றம் அமைக்க 
வேண்டும். அவ் வமைப்பில் முந் நாட்டவருக்கும் ஒரு இட 
மேனும் இருக்க வேண்டும். எத்தனை விதங்களில் அந் நீதி 
மன்றம் அமைக்கலாம்? 

12.. 7 கணிதம், 3 ஆங்கிலப் புத்தகங்களிலிருந்து 4 
கணிதம், ஒரு ஆங்கிலப் புத்தகம் பொருக்கி, ஒரு புத்தகத் 
தட்டில் எத்தனை விதங்களில் அடுக்கலாம்? அவைகளில் 
எத்தனை அடுக்குகளில் ஆங்கிலப் புத்தகம் நடுவில் இருக்கும் ? 

18. 8 ஆண்களும் 5 பெண்களும் ஒரு அலுவலகத்தில் 
6 காலி இடங்களுக்கு மனுச் செய்கிருர்கள். ஆண்களும் 
பெண்களும் சமமாக எடுக்க வேண்டுமாயின், எத்தனை விதங் 
களில் எடுக்கலாம்? 

14. 10 பேர் இரண்டு வண்டிகளில் செல்ல வேண்டும். 
ஒரு வண்டியில் 4 பேருக்கு மேல் போக முடியாது. மற்றொரு 
வண்டியில் 8 பேருக்கு மேல் போக முடியாது... எத்தனை 
விதங்களில் அவர்கள் செல்லலாம் ? 

15. ஒரு விருந்துக்கு வந்த 16 பேர், ஒரு மேசையில் இரு 
பக்கங்களிலும் 8, 8 பேராக உட்காரவேண்டும். அதில் மூவர் 
மேசையின் வலது புறத்தில் உட்கார விரும்புகிறார்கள் ; 
இருவர் மேசையின் இடது புறத்தில் உட்கார விரும்புகிறார்கள். 
எத்தனை விதங்களில் அவர்கள் சாப்பிட உட்காரலாம்?
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16, ௬ ஆண்களும், ௩ பெண்களும் ஒரு வரிசையில் 
உட்கார வேண்டும். இரண்டு பெண்கள் கூட அடுத்தடுத்து 

: eo UM" mt உட்காரக்கூடாது. 1%%ஆனால் அவர்கள் டக டர 

விதங்களில் உட்காரலாம் என நிறுவுக. 

17. 7 ஆண்கள், 8 பெண்கள் உள்ள சபையின் சார்பில் 
4 ஆண்கள், 3 பெண்கள் உள்ள ஒரு குழு அமைக்க வேண் 
டும். ஒரு குறிப்பிட்ட ஆண் மகன் & அக்குழுவிலிருந்தால் 
ம என்ற ஒரு பெண்மகள் அக்குழுவிலிருக்க மறுக்கிறாள். 
எத்தனை விதங்களில் அக்குழு அமைக்கலாம் ? 

18. 52 சீட்டுகளை நான்கு சம பகுதிகளாக எத்தனை 
விதங்களில் பிரிக்கலாம் 2? எத்தனை விதங்களில் நாலு பேர் 
களுக்குச் சமமாகப் பங்கிடலாம் ? 

19. 8 புத்தகங்களை நான்கு, நான்காக எத்தனை விதங் 
களில் பிரிக்கலாம்? அவைகளில் எத்தனை விதங்களில் ஒரு 
குறிப்பிட்ட புத்தகம் தோன்ற இடமுண்டு? 

20. ஓர் ஒரு ரூபாய், ஒரு 50 பைசா, ஒரு 25 பைசா, ஒரு 
10 பைசா நாணயங்களை வைத்துக் கொண்டு எத்தனை விதங் 
களில் ஒருவருக்குப் பணம் கொடுக்கலாம் ?



* 415, தொடர் முறைத் தெரிப்பு 

(Proof by Mathematical Induction) : 

(இப்பகுதி, நேரடியாக, புகுமுக வகுப்பு கணித பாடத் 
கிட்டத்தில் இல்லையானாலும், இந்த முறைப்படித் தெரிப்பு 
கூறல், கணிதப் படிப்பில் பல இடங்களில் பயன்படுகின்ற 
காதலின், இந்நூலில் சேர்க்கப்பட்டிருக்கிறது. விலக்க விரும் 
பினால் விலக்கி விடுக. ஆனால் அறிதல் பயன் பயக்கும், ] 

15.1. தொடர்முறைத் தெரிப்பு விளக்கம் : ஏரண நூலில் 
(1௦2௦) இம்முறை உய்த்தறிதல் (Induction) corgs gsrgder 
மாகப் பயன்படுத்தப்படுகிறது. கணித இயலில்,. இம்முறை 
'தொடர் முறைத் தெரிப்பு முறை எனப்படும். இம்முறைப்படி 
பல தேற்றங்கள் நிறுவலாம்; மற்ற மூறைகளைவிட எளிதாக 
விருக்கும். இது செல்லச் செல்ல உணரப்படும். 

இங்கு நாம் கையாளும் முறை, மூன்று திட்டமான நிலை 
களில் அமையும். 

நிலை : (1) ஒரு எளிய உறுவலில் (8116 case) அல்லது 
- எடுத்துக்காட்டில் அதன் முடிவை நேரடியாகச் சரியென 
வறிதல் ; 

நிலை: (2) ஒரு சபாது உறுவலில் (General case) தேற் 
றத்தை மெய்யெனக் கொண்டு, அதற்கு அடுத்தபடியான 
உறுவலில் தேற்றம் சரியென நிறுவுதல் ; 

நிலை : (3) இவ்விரண்டையும் தொடர்பு படுத்தி, பொதுத் 

... தேற்றத்தை நிறுவுதல். 

-.. 75:2., சில எடுத்துக் காட்டுகளால், நாம் முன்னர் அறிந்த 
சில தேற்றங்களை, இம்முறையில் நிறுவி, இம் மூறையின் Bi 

_ பங்களை யறிய முற்படுவோம்.
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1 ன் ட 

(ஐ) 142-434... அடம் எனத் தொடர்முறையால் 

நிறுவுக. 
2x3 

Hav (1): n=2 எனக்கொண்டால், 1-12- -2   

=3 

என்பது இவ்வாய்பாடு சரியெனக் காட்டுகிறது. அவ்வாறே 

3x4 

-6 என்பதும் பொருத்தமே. 

நிலை (2): பொதுவாக, ௩-4 ஆனால், 

14243+...+m= mint) என்பது ஏற்புடைத்து எனக் 

கொண்டு, ஈக்கு அடுத்த (௬-1) என்ற மதிப்பை % ஏற்கு 

மானால், 

2 
142484 ...-tm-+(ni¢1) =e என Bore 

முற்படுவோம். இதுவே இரண்டாம் நிலை. 

14-243+4...4mi(m+1)=— (௩-1) [ஏற்புடைத்து எனக் eM (mM ஓ கொள்ளப்பட்டது] 

.+(m+)) 

71% =(m+1) ( : +1) 

பவது என நிறுவப் 

பட்டது. 

எனவே இரண்டாம் நிலையில், 

இத்தேற்றம் ௩-௩ என்ற மதிப்புக்கு ஏற்புடைத்தாயின்,. 

n=(m+1) என்ற அதற்கடுத்த மதிப்புக்கும் ஏற்புடைத்தென. 
நிறுவப்பட்டது.
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நிலை (8) : ௩-2 என்ற மதிப்புக்கு இத்தேற்றம் உண்மை. 
யாகிறதென நிலை (1)ல் கண்டோம். 

நிலை (1) ல் கண்டதையும், நிலை (2) ல் கண்டதையும். 
தொடர்பு படுத்த, 

“தேற்றம் ௩ - க்கு ஏற்புடைத்தாயின், அதற்கடுத்த 
%-9%--1 என்ற மதிப்புக்கும் ஏற்புடைத்தென நிறுவப்பட்டது;- 
மேலும் ௩-2 என்ற மதிப்புக்குச் சரியெனக் காணப்பட்டது; 
ஆகவே ௩-2 க்குச் சரியானால் அடுத்த ௩-3 க்குச் சரியாகும்: 
%-8 க்குச் சரியானால் அடுத்த ௩-4 க்குச் சரியாகும்: அவ் 
வாறே தொடர்ந்து சரியாகும் * எனத் தேற்றத்தின் பொதுத். 
தன்மை நிறுவப் படுகிறது. 

% (%-1) (2-1) 

  

(6) 124+2°+3?+...... 1? = ணை. ஊண் என்பதைதத். 

தொடர் முறையால் நிறுவுக. 

5 
நிலை (1) ௩-2 எனக் Oanosri_ad 1°4+2?= 5.34 

என்பது இவ் வாய்பாடு சரியெனக் காட்டுகிறது. 

நிலை (2) பொதுவாக ௩-௩ ஆனால், 

Poste mt MTD COMED Cig om seo ons 8 

புடைத்து எனக்கொண்டு, 

7% க்கு அடுத்த (m-+1) என்ற மதிட்பை ௩ ஏற்குமானால், 

114242... உணிட(வடறு ட கரு நம சேட்டு (ர Govt ttt) 
என நிறுவ முற்படுவோம். இதுவே இரண்டாம் நிலை, 

1) (Qm+1 . ; P42? எட்ட (+1) =A) CME) Ps pryeosar 

eToT SQ areitart wrt gh 

+ (m+) 
உ! (ட்டு +(m+1) | 

_ (m+1) Qm?+m+6m +6). ணை: ணை
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_ (௬-1) {m+2) (2m+3) 

6 

(௯-1) (௨-2) 2 m+1+1) 
——eEsee Se 

சன நிறுவப்படுகிறது. 

எனவே, இரண்டாம் நிலையில், 

இத்தேற்றம் ௩-௬ என்ற மதிப்புக்கு ஏற்புடைத்தாயின், 
ந ரட1 என்ற அடுத்த மதிப்புக்கும் ஏற்புடைத்தென நிறுவப் 

படுகிறது. 

நிலை (8) ௩-2 என்ற மதிப்புக்கு இத்தேற்றம் உண்மை 

.பாகிறதென நிலை (1)ல் கண்டோம். 

Rav (led கண்டதைதயும், நிலை (2ல் கண்டதையும் 

தொடர்புபடுத்த, 

“தேற்றம் ஈ-௱க்கு ஏற்புடைத்தாயின், அடுத்த %-௩-1 

என்ற மதிப்புக்கும் ஏற்புடைத்தென நிறுவப்பட்டது. ஆனால் 

%-2க்குச் சசியெனக் காணப்பட்டது. ஆகவே, %-2க்குச் சரி 
யானால் அடுத்த %-3க்குச் சரி; %-3க்குச் சரியானால் அடுத்த 

%-4க்குச் சரி; அவ்வாறே தொடர்ந்து சரியாக விருக்கிறது” 
எனத் தேற்றத்தின் பொதுத் தன்மை நிறுவப்படுகிறது. 

(ஷி 1073-4715 என்ற எண் 9ஆல் மீதியின்றி வகுபடக் 
கூடியதென நிறுவுக. 

நிலை (1) ௩-2 எனக் கொள்க. 

10% +-3°4"+?7 45 =10?+3-4'+5 

=100+ 768-+5 

= 873 

இந்த எண் 9ஆல்.மீதியின்றி வசுபடுகின்றது. 

நிலை (2) பொதுவாக ௩-௩ ஆனால், 

10"+-3°4""? 4.5 = M(9) [9ear wor_rugs Multiple of 9] 

என ஏற்றுக்கொண்டு, ஈக்கு அடுத்த (௩--1) என்ற மதிப்பை 
7 ஏற்குமானால்
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LOM+1 4 B-4miit2 1 oo (9) என நிறுவ முற்ப௫ு 

வோம். இதுவே இரண்டாம் நிலை. 

LOMA 3 4mt3 4 5 10 10m. 12-442 

= 10°10" + 30-472. 50 18-4 2 _ 45 

= 10(10™ 4-3-4245) — 9(2-4"42.415) 
=M (9)-M (9) 

-14 (9) என நிறுவப்படுகிறது. 

நிலை (8): ௩-2 என்ற மதிப்புக்கு இத்தேற்றம் உண்மை. 

யாகிறது என்று நிலை (1)ல் கண்டோம், 

நிலை 1ல் கண்டதையும், நிலை (2ல் கண்டதையும். 

தொடர்புபடுத்த, 
“தேற்றம் ௩-௯க்கு ஏற்புடைத்தாயின், அடுத்த %--ரஈ௩-ட1 

என்ற மதிப்புக்கும் ஏற்புடைத்தென: நிறுவப்பட்டது; ஆனால். 
1-2க்குச் சரியென நிலை (1)ல் கண்டோம். ஆகவே %-க்குச் 
சரியானால், அடுத்த ௩-க்குச் சரியாகும்; ஈ-- 8க்குச் சரியானால். 

அடுத்த %--க்க்குச் சரியாகும்; அவ்வாறே தொடர்ந்து சரியா 

கும்” எனத்தேற்றத்தின் பொதுத்தன்மை நிறுவப்படுகிறது. 

ம்
 

6. 

சா 7. 

இமன 

8. 

  

பயிற்சி 15 

பின் வருவனவற்றைத் தொடர் முறையில் நிறுவுக. 

1112-19]. dnt இ Ss] ் 

1-+4+34-5+...(2n-1) =n . 
12-23... ௨31) . (௫4 1)(உட3) 

1234234+..4n(nt l(w+2): = dn(n-41)(n+2)(n+-3) 
Dott dn 

Te 0 83" 84 5° ' afm+l) 7 nti 

அ ட ப படம் கடட பயிர் அ 153! 55:45 (௭1), 421)3௮ 
BAe Bett ere எண் 14 ஆல் மீதியின்றி வகுபடு 

நிறுவுக, 

ஒரு முழு எண்ணுக்கும் அதன் முப்படிக்குமுள்ள: 
வித்தியாசம், 6 ஆல் மீதியின்றி வகுபடும் எனத் தொடர்: 

முறையில் நிறுவுக.



16. ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம்- 
முழு எண்படி 

‘(The Binomial Theorem - Positive Integral Index): 

ஈருறுப்புத் தேற்றம் : 

16.1. (x-+a)?=a°+27a+a* 

(z+a)? =2°+32%a+ 3207 +a° 

என்பவை நமக்குத் தெரியும். 

உலகப் புகழ் பெற்ற விஞ்ஞானியும், கணித மேதையு 
. மான ஸர் ஐஸாக் நியூட்டன், 

(e+ a) 1 ஜூ 1 fC) gn laty Cy xe a+, +, Cpe" Tar + 1 ta" 

“என்று (ஐ-௰)”ன் விரிவு மதிப்பை ஒரு தொடராகக் கண்டு 

பிடித்து உலகிற்கு வழங்கினார். % ஒரு கூட்டு முழு எண் 

மதிப்புப் பெற்றது என்பது கவனிக்க வேண்டுவதாகும். 

அதாவது (2--௰) என்ற ஈருறுப்புச் சேர்க்கையை (11௦1௨1) 
௩ என்ற எந்த மூழு எண் மதிப்புக்கு உயர்த்தினாலும் அப் 
பெருக்குத் தொகையை ஒரு முறையான தொடராக எழுதும் 
விதத்தை நியூட்டன் அறிவித்தார். 

(2-8) என்பது ஓர் ஈருறுப்புச் சேர்க்கையாதலின் (2-ட௰)1ன் 
மதிப்பைக் கொடுக்கும் தேற்றம் ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் 
தேற்றம் எனப் பெயர் பெற்றது. 

இனி, சுருக்கமாக, இத்தேற்றத்தை “*ஈருறுப்புத் தேற்றம்”? 
எனவே குறிப்பிடுவோம். “*ஈருறுப்புச் சேர்க்கை'” என்ற 
*சொற்றொடருக்குப் பதிலாக **ஈருறுப்புக் கட்டு” ee சொற் 
*ரொடரைப் பயன்படுத்துவோம்.
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16.1:1. (2-௧ட்(2--௧)-2”4௦(௧-௨) 4௨௫ 3 

(u+4a,)(t@+4,)(%+4,) = 2° +2°(a,+a,+4,) 

+2(4,4,+4,a,+0,0,)+4,0,0, 

என நேரடியாகப் பெருக்கி அறியலாம். 

அவ்வாறே, (2-ட௨0(2--௧(௪--௧௨(2--ஈ,) என்ற நான்கு 
ஈருறுப்புக் கட்டுகளை நேரடியாகப் பெருக்கினால், 

அதன் மதிப்பு - ௧1-(ஜ*(ஈ,--ஈ,--௨,--௨,) 

+2°(a,4,+¢0,a,+4,4,+4,4,+4,0,+4,a,) 

+2(4,4.4,+4,0,0,+4,0,4,+0,0,0,) 

+4,4,4,0, 

QAaG 5, =%+4,+4,+4,= 3a, 

8,=4,0,+4,4,+...+4,0,= Sa,a, 

Sy =, A.A + oe + AQG 3h, = FA, AqM, 

84 == G,Ao0,0, 

எனக் குறியீடு செய்தால், 

பெருக்குத் தொகை - ஐ*-டஐூச, ஐ” 4, 

இப்போது ௨,,௧,,8,,ஈ,_ என்ற நான்கு எழுத்துக்களிலிருந்து ஒரு, 
ஒரு எழுத்தாக எடுத்து, அவைகளின் கூட்டுத் தொகை 5, 

எனக் கொள்வோம்; அவ்வாறே, இரண்டிரண்டாகவும், 

மூன்று, மூன்றாகவும், எடுத்து, அவைகளின் பெருக்கி வந்த 
பலன்களின் கூட்டுத் தொகையை முறையே ஆ, 8; எனக் 

கொள்வோம் ; நான்கின் பெருக்குத் தொகையையும் 5, எனக் 

கொள்வோம். 

டல் 6, உறுப்புக்களிருக்கும் (,C,=4); 

ஆல் 0, உறுப்புக்களிருக்கும் (0); 

ஆல் ,0, உறுப்புக்களிருக்கும் (,C,=4); 

5,0 6, உறுப்பு இருக்கும் (,C,=1). 

இதே வழியாக, 

(a-++a,)(% + a,)(@+4,).-.(¥+4n) 

Ha" 45,0"— 450" AS ATL அட என்று நிறுவ 
லாம். இங்கு A, A, 6, . . . நே என்ற ௩ எழுத்துக்கள் கொண்டு
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அமையப்பெறும். ௨)ல்,,, உறுப்புக்களும், 5ல் ,,0, உறுப் 

புக்களும், . . . பொதுவாக உல் ,0, உறுப்புக்களும் . . . உல். 

nCr{ =1) உறுப்பும் இருக்கும். 

ச உட்டா . .. 4, (ஒன்று, ஒன்றாக . . .) 

௮-2, .. . (இரண்டிரண்டாகப் பெருக்கி) 

க, உ ட்... (மூன்று மூன்றாகப் பெருக்கி) 

௧௩... ஈ,டட௰; ...ஐ... 5... ஆகப் பெருக்கி) 

8N=A,4,0,.. .N. 

இந்தப்பத்தியில் அடிக்கோடிட்டதை (underlined) Pg, 

அப்பெருக்குத் தொகையில், பொதுவாக wz" "or கெழு 
(coefficient), 2, என்பதை நிறுவுவோம். (x+a), (6-௧); 
(2--௧....(ஐ-ட்௨ என்று ௩ சினைகள் உள்ளன. அவைகளில் : 

ஏதாவது 7 சினைகளிலுள்ள ஒவ்வொரு ஈஜயும் பெருக்கி வந்த. 
தொகையை, எஞ்சிய (௩-7) சினைகளிலுள்ள ஈகளைப் பெருக்கி 
வந்த தொகையோடு, மறுபடியும் பெருக்கினால், 2"-* கொண்ட 
உறுப்பு கிடைக்கும். ௨,, ௨, க... போன்ற 7 உறுப்புக்களின் 

பெருக்குத் தொகையால், ௨" ஐப் பெருக்கப்பெற்ற தொகை 
கள் சேர்ந்தனவே ௨1 ன்: கெழுவாகும். 

எனவே) 

ஐன் கெழு-௨,, ஐ... 4... எ. 

இங்கு 8, என்ற தொகை ௨ தொடர்பற்றது என்பது 
தெளிவு. 

2 (2-௧ (௪-ட௨,) (2௪-௧௨... (2-௨) 

7201-1 

ஜி ற, என எழுதப்படும். : 

இங்கு %-1 எனவும் கொண்டால், 

7% 

(2-௨) (-ட்க2...(2-ம)- 5 ௨௮71-7 என்றும் 
T=0 

இன்னும் சுருக்கமாக எழுதலாம்.
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162 ருறுப்புத் தேற்றம்: தெரிப்பு. 

சென்ற பகுதியில் a, ~ a, = Oy =o =a எனக்கொள்வோம். 
அப்போது, 

\ 

(ஈட (x+4,)...(%-+a,) 

=(e+a) (w+a)...(c-+-a)n apenmacir 

=(z+a)" 

8, =O, +O.+..+0), = nC, 

8. = Oda... ="C.a? 
§;=@,@.4,+.., 

ஷோ 

ae a 

Sp = Gigi டி... வடா 

"eee one wee 

Sy =O jy...By, ௫” 
fs (e+a)"=2"4+-,C.a”—la+,,Cra"— 92, 

மே மாம. அறா 
என நிறுவப்படும். 

இதுவே ஈருறுப்புத் தேற்றம்; ௩ ஒரு கூட்டு முழு எண் மதிப்பு ஏற்கும்போது பொருத்தமாகும். 

* 16:3 ஈருறுப்புத் தேற்றம்: தொடர் முறைத் தெரிப்பு : 

7 ஒரு கூட்டு முழு எண்ணாயின், 

(2-௧), னோட, ப... 

(pu Cre" a" +. ba 
என்ற தேற்றத்தை, இப்போது தொடர் முறையில் நிறுவ 

முற்படுவோம். 

நிலை (10) (௪-௨) - ஐீ£-ரற-ஜ£ 

- ஜூ டமே- ந! ரு 

- இ டமேோச-- 2ம். 

(z-+a)? = a? 4-32°a + 3x07 +a? 

= +.C,2''a-+,.Ca*—g?2-+ a3 

= 2° +,C,2%a-+,C,2a?-+a? 
&—18
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என்பவையிரண்டும் சாதாரணப் பெருக்கலினால் உண்மை 

யென அறிகிறோம். 

- அதாவது, ௩-2, ௩-3 என்ற மதிப்புக்களுக்கு. இத் தேற் 
றம் உண்மை யாகிறது. 

நிலை (2) பொதுவாக ௩-௬ ஆனால், 

(2-௨), மே” A+ Cre? a+ cesses 

*கடேம் at mC tO see +a 

TJ PYM SgH stor o+HOS HSS, mSG BOSS (m+1) 
என்ற மதிப்பை % ஏற்குமானால், 

tn p1Crt™ tat tam 

என்பது பொருத்தமாகும் என நிறுவ முற்படுவோம். 

(2-7! = (a-+a) (ஐ--ஐ)** 

=(a-+a) ("+ pC," —a + ணே 2... 

+ mC errant pr + mCra™ Tar +. a) 

=emtitym (4+mC,@) 

9 (மே உலை)... 

+ gti [ரணை ப + mCr@”) “ல 
ரா 

ஆனால் prey 7 Pee சன நாம் அறி 

வோம். [14:5-2 கிளைத் தேற்றம் (2) ] 

. m4iCy = mCo + டே 

ர்க 
m41Ca= mCi ரே என்பவை தெளிவு 

ல் (x+a)™tt = “Mtl நாற (1 + mC) -+a™—tg? (mC, + mCz) 

4. OMA” (டே ப்கஜி 4 ட்ளார்! 
தூரப் 1 Cama 

வணி னம் 
பிரம, 
ரர் ்
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எனவே, ஈ-% என்ற மதிப்புக்கு இத்தேற்றம் உண்மையானால், 
அடுத்த மதிப்பாகிய ௩ - (௩-1)க்கு இத்தேற்றம் உண்மை 
யென நிறுவப்பட்டது. 

நிலை (8): ௩-2, 3 என்ற மதிப்புக்களுக்கு, இத்தேற்றம் 
உண்மையென நிலை (1)ல் கண்டோம். நிலை (1)ல் கண்டதை 
யும், நிலை (2) ல் கண்டதையும் தொடர்பு படுத்த, 

“தேற்றம் ௩-ஈ௩க்கு ஏற்புடைத்தாயின், அடுத்த ௩-1] 
என்ற மதிப்புக்கும் ஏற்புடைத்தென நிறுவப்பட்டது; ௩-2, 9 
கூச் சரியெனக் கண்கூடாகத் தெரிகிறது; ஆகவே, 1-?க்குச் 
சரியானால், அடுத்த %-4க்குச் சரி; ௩--4க்குச் சரியானால், 

-அடுத்த ௩-5க்குச் சரி; அவ்வாறே தொடர்ந்து சரியாகும்” 

-எனத் தேற்றத்தின் பொதுத் தன்மை நிறுவப்படுகிறது. 

ஆகவே, தொடர் முறைப்படி, % ஒரு கூட்டு. முழு எண்ணா 
னால், 

(x-+a)"=2"-+,,C 2"—'a+,C x" a+... 

ரி உ... என்ற ஈருறுப்புத் தேற் 

றம் நிறுவப்படுகிறது. 
முக்கியமான குறிப்பு: ௩ ஒரு கூட்டு மூழு எண் (%-௧ 

-positive integer) 

“16:4 ஈருறுப்புத் தேற்றத்தைப் பற்றிய சில பண்புகள் ₹ 

(ஐ) (2--ஐ)* ன் பெருக்குத் தொகையில் (n+1) உறுப் 
புக்கள் உள்ளன. 

(6) முதலுறுப்புக் கெழு-1-,, 

கடைசி உறுப்புக் கெழு-1-,, 

இரண்டாவது உறுப்புக் கெழு-,,0,-% 

கடைசியிலிருந்து இரண்டாவது உறுப்புக் 

கெழு = ஸ்டே = ட் =n. 

5 புக் n(n —1) 
மூன்றாவது உறுப்புக் கெழு-, - டட 

கடைசியிலிருந்து மூன்றாவது உறுப்புக் கெழு-,0)__ 

n(n-1 
ழே “a 

(1) வது "உறுப்புக் கெழு ழே
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கடைசியிலிருந்து (7-1) வது உறுப்புக் கெழு... 

ஷே nCr , 

எனவே, முதலிலிருந்தும் கடைசியிலிருந்தும் சம தூரத்தி! 
லுள்ள உறுப்புக்களின் கெழுக்கள் சமம். இது ஒரு முக்கிய: 

பண்பு. ் 

(c) (w-a)"=[x+(-a) J" 
ன் +aC,2"-"( - a)+,Con"*( - a)? + ௮௧ 

taCra"-"(-a)"+...+(- a)" 
=e" nce" உடனே” “8... 

(ணி 4... +(- 1)"a" 

. இதை ஒரு முக்கிய சினைத் தேற்றமாகக் கொள்ளலாம். 

(a) (*4-1)" = 2" 4 ne" னே. பலே? $1 

தலைகீழ் மாற்றி எழுதினால் 

(1-+2)"=1+,C,2+,C.¢°+...+y¢,""+,,.-2” 

(e) (x- 1)" = 1 ட nC 2" னே“... -( ட 1). (டு 

(1 -ஐ)*-1- உடனே... -ட்( - 1)",C,x",..+-( = 1)"a" 

00 (௧௩௮9ல் (6-1)வது உறுப்பு, பொது உறுப்பு எனப்: 
11@ub (General Term). 

AB Trp, = ணீ ௨" என எழுதப்படும். 

(x - a)” eb பொது உறுப்பு, ரிட் (-1) னிட என: 

எழுதப்படும். 

(2) (4௨)”: இங்கு ௩ ஓர் இரட்டைப் படை எண்ணா. 
யிருப்பின் ௩ - 2 எனக் கொள்வோம். இதன் விரிவில். 
(Expansion) 2m+1 2 ginjéaer இருக்கும். நடு உறுப்பு 
(௩-1) வது உறுப்பாகும், 

= 2m—Ma~m 
மிட் = amC me a 

7277 
றக 

~ (zm)
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இரண்டாவதாக, ௩ ஒற்றைப்படை யெண்ணா யிருப்பின் 

௩-1 எனக் கொள்வோம். இதன் விரிவில் (௩-2) உறுப் 
புக்கள் இருக்கும். நடு உறுப்புக்கள் இரண்டு, 17 1-௦ 

ஆகும். 

மிட = ஊட்டி! ஐ 

= Z 2m +1 gmtign 

zm gmtil 

‘Tints = வைட்ட மி் கராம் 

ஹ்ம் 2 2m+1 grqgmtt 

mt ym 

“இவ்விரு உறுப்புக்களின் கெழுக்கள் சமமெனக் காண்க, 

(எ-கா.) (2-டலன் விரிவை எழுதுக. 

(e+e) =2°+,C ata+,C.28a?+,C,2°a' + .C ca*+as 

“4 «Ae சரி. 

ஜ-டறரர- வன xq? +. a wat ena fa   

=2°+5x'a+10e%a?+102%a' + 5xa*+a® 

இங்கு ,6,-,ே,டோ,டேஎன்பதையும் பயன்படுத்திப் பழக 

லாம். 

(எ-கா.) (2) (w— a) cir விரிவை எழுதுக. 

6-5 6°5°4 
(z — a) =2° - 62'a+ TS xia? — oe xa 

  + os a’at — 62a®+a5 

ஜீ... றம. 15a!a? — 20a5a8-+ 15a°at — Gra? 4-28
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ட் (எகா) ௫) (20+) = 2a)'+,.c,24)( +) 

4௬0௮ (F) 4.00005) + (=) 
96a* 216௧” 216a 81 

=16a* + த் யன அயா ன er   

(எ-கா.) (4) (௨*-2௦ஈ4) 5 என்ற விரிவில் 7வது, 10 வதூ 
உறுப்புக்களைக் காண்க. 

T, =(-1)§,,C,(a7)°(2ab)* 

டம 
= ,,C,64ab* 

Tio= ( ~ 1)?,,C,(a*)5(2a6)? 

= —,,C,a'?_2 24%? 

~ — ,,C,"512a"% 
9 

(எ-கா.) ௫) (க்) என்ற விரிவில் உன் சார்பற்ற. 

உறுப்பைக்காண்க. மேலும் உன் கெழுவும்,-1- ன் கெழுவும் 

காண்க. ் 

முதலில் பொது உறுப்பை எழுதிக்கொண்டு கணக்கைச் 
செய்ய முற்படவேண்டும். 

பொது உறுப்பு 7, - (ஷூ (=) 

—27 is ஐச நு 

  ஆன்சி ar 

= Cy, xis—3r-gr 

£ சார்பற்ற உறுப்பு வேண்டுமாயின், 18-37 பூச்சியத் 
திற்குச் சமமாக வேண்டும். 

“. 7 =6 

எனவே 3வது உறுப்பு £- சார்பற்றது. 
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T.=,G,3'e"" 

= ,C,3° 

8 தோன்றும் உறுப்பு வேண்டுமெனின், 

18-29”-0 ஆகவிருக்க வேண்டும் 

“Tad 

எனவே 3வது உறுப்பில் 2 தோன்றும். 

1 மற, 

லீன் கெழு ,0,2* 

4 தோன்றும் உறுப்பு வேண்டுமெனின், 

18—3"=-3 ays இருக்கவேண்டும்.” 

ரக 

எனவே 38வது உறுப்பில் ர தோன்றும். 

T,=c3'a'™ 
C8 

  
22 

(எ-கா.) (6) (4௪- 2 =) என்பதில் ஐ - சார்பற்ற 

உறுப்பென்ன ? 
1 த ன 

பொது உறுப்பு 7,“ (-1) டே (5). (=z)
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2, sr 

= (-1)',C,2"% =~ = 

4-117 

= (-1)'.C,2"2 — 

் ல . 44-11" 
இது£- சார்பற்றதாக விருக்க வேண்டுமாயின் 6   

பூச்சியமாகவேண்டும். 

2 r=4 

எனவே 5 வது உறுப்பு 2 சார்பற்றது. 

41-4 

T.=(-1).C,22 > 

= ( _ 1)toeC,2* 

= உட்” 

(எ-கா.) (9) 

1 1. ( 24) "ஐயும் (௪-௮) ஐயும் விரித்தெழுதுக. 

11 உ ரிர் 8 1 இரடி. ரர ( z+) ன்ப (112 *() ஜர (=) 

8765 ./1\, 876 ரர 87 71 * pasa" (=) + te “(4 15 (=) 

ர் 1 I 
+ 82 (=) + = 

= 848284280! 7 562°. 704. mas 

  

oe
 

28 8 1. 

tot ata
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1 
= (ச) 49 (அரவு ரி +28 (2 att #) 

2 1 +56 (2+ )+70. 

அவ்வாறே, 

1\8 1 1 1 (ஆ. இதி க்ஷ 
° 1 

= 56( +3) +70 

(எ-கா) (8) (1:02”ன் மதிப்பை, நான்கு பதின் பின்னத் 
திற்குத் திருத்தமாகக் காண்க, 

(1+-02)5 = 1-+5(-02) 4+. 10(-02)?++10(-02) + 

=1+0°1-+0:004+0-00008 

= 110408 

-1:1041 (நான்கு இடங்களுக்குத் திருத்தமாக) 

இதற்குமேல் எழுதிச் சுருக்கவேண்டிய தேவையில்லை; 

*(எ-கா.) (9) 81. 7ந-]1ஐ 49ஆல் மீதியின்றி வகுக்கலா 
மென நிறுவுக. 

81_7%-1-]/(49) என நிறுவவேண்டும். 

(7-1) 7 ப ஜப போ“ பவி 

8 Tn — La T4747. Ong? 

-7* (ஒரு கூட்டு முழு எண்) 
=M (49). 

stan Gor 8" — Tn —1 என்பது எல்லா % முழு எண் மதிப்புக்களுக் 

சூம் 49ஆல் மீதியின்றி வகுபடும். (௩51) 

- இதைத் தொடர் முறையிலும் நிறுவலாம்.
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சுருக்கமாக: ௩-2 ஆனால் 64-14-1849. 

%- க்குச் சரியானால் 81*%-7-1-](49) எனக் கொள்க. 

௩-1 ஆனால் 8 7௨1) -1 

= 8(8" — 7m 1) 49% 

= M(49) © 

பயிற்சி 16 (1) 

1. பின்வரும் கோவைகளை எழுதுக. 

0 (௨௮ 
இ G-+22) 
3) ((-ுா 

ஓ W . 

2. (2+ #) ob x cr Glaap ererot? aor Gaap 

என்ன ? 

2 20 

3. (vz - ள்) ல்உன் சார்பற்ற உறுப்பென்ன ? 

4. (லே-ஐ)₹ல் இரண்டு நடு உறுப்புக்கள் என்ன ? 

1 12 

5. (2+) ல்உன் சார்பற்ற உறுப்பென்ன ? 

= 

1 15 . . 

(5- z) ல் இரண்டு நடு உறுப்புக்கள் என்ன ? 

1 16 

(2- =) ல் நடு உறுப்பு என்ன ? 

x a? 8 . 8. Gur ல் நடு உறுப்பு 1120 ஆனால் ஈன் மதிப். 
பென்ன ? 

9. (148௦) ன் விரிவில் முதல் மூன்று உறுப்புக்கள் 
1--62-(162” ஆனால் ஈ, % மதிப்புக்களை அறிக.
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10. (௨-08)*“ன் விரிவில் இரண்டு. அடுத்தடுத்த கெழுக். 
கள் சமமானால், அவ்வுறுப்யுக்கள் என்ன 2 

11 1 ii 1 ் 5 ட ௮3 4 ட ல் 
1], (12 ie) ன் என் கெழுவும் (சர ] ன்கா ண் 

கெழுவும் சமமானால் ௯-1 என நிறுவுக. 

மர் oe test, ; 3 
12. (2- =] ov a" ன் கெழுவைக்.காண்க, 

18. (1-ல் 7, :1)-621 ஆனால் ௪ன் மதிப்பென்ன ? 

15, (1-2) ன் விரிவில் 7,,.,, 1) பல் உள்ள எனுககள 
சமமானால், * என்ன ? 

9% 

15, (242) ன் விரிவில் ஐ” தோன்றுமானால், அதன் 

கெழு என்ன 2 

165 ஈருறுப்புச் சேர்க்கைக். கோவைகளில் "தோன்றும். 
Games (Qa CGeis@adpaser — Binomial Coefficients) : 

இனி வரும் பகுதிகளில் 

(1+2)"= உணவே ட்டே... ஏஹே. வோ” 

என்ற கோவையில், ௩ என்ற. முன்: அடி எழுத்தை. 

விலக்கி (ஷப 

(L-+-a)" = Cyt Cet Cue? +... வேர ஹோ 

என எழுதுவோம். 

மேலும் தேற்றத்தில் தோன்றும் கெழுக்களை, டேபேலே.௨ 
டடஎனக் கொள்வோம். வேறொரு, முன், அடி யெழுத்தும். 

இல்லாவிடின் முன் அடி யெழுத்து, ௩ எனவே. கொள்க. 

l= C= Ca $ ந ட Grn, > C= தேடத் a” 

சேோஜோர...என நாம் கண்டோம். 

(16:46) காண்க). இவை முக்கியமானவை. 

வேபேலே.ஃகே. என்ற கெழுக்களை,. இனிச் சுருக்கமாக. 

இரு சேர்க்கெழுக்கள் எனக். கூறுவோம்.. 

\
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166 இரு சேர்க் கெழுக்களின் கூட்டுத் தொகை ($மா ௦4 
‘the Binomial Coefficients) : . 

(L+2)"=Cy+C.e+Cur?4-...+C,a7+...4Cp 
a= rer ஈடு செய்தால், - 

2" = Cyt C, +O, +C,+..HC,-+..+Cy என்பது ஒரு 
வாய்பாடு. 

(1-இ-- மேனே னே. (டட 

்-1 என எடு செய்தால், 

O=C,-C,+C, ~C,...4+(-1)"C,, 

Cy tC, 4+ C+ ..=C,4+C0,4+C,... rare: Quptiug. 

“அதாவது, ஒற்றைப் படை இருசேர்க் கெழுக்களின் கூட்டுத் 
"தொகையும், இரட்டைப் படை இருசேர்க் கெழுக்களின் 
கூட்டுத் தொகையும் சமம், அக்கூட்டுத் தொகை 8 எனக் 
“கொண்டால், 

55-31 எனப் பெறப்படும். 

= Qu-1 (வாய்பாடு) 

16.61. இவ்வாய்பாடுகளைக் கொண்டு, 

a.Cy+(a+d).C,+(@+2d).C,+... +(at+nd).C, cr mal @s 
'தொகையை அறியலாம். 

(0 5-க(ஈ௮-0ட(6-1290-௦.-...... +(a+nd)C, 
(2) S=(@+nd)C, +(a+a- 1d)C,+...... + ac, 

ஏனெனில் சோ்ோ டே =C,_, ery C,=C,_y 

“ 2S=(@atad)C,+ (2a--nd)C, +-...(2a+nd)C, 

= (2a-+-nd) (C.+C,4+C,+...+C,) 
- (சேட்ககி 2 

ஃ் 5 (கேட்க்ஷி- 

(எ-கா. (1) C, + 3C, + 5C, +4... 
தொகை காண்க. 

* ௫-1), கூட்டுத்
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இங்கு 0, உறுப்பு இல்லை என்பதைக் கவனிக்க வேண்டும். 

(1) S=C,+8C,+5€,+... +(2n-3)C,,4+ (௫-1), 

தலைகீழ் மாற்றி எழுதி ,-0,_, என்பதைப் பயன்படுத்தினால்,. 

(2) S=(2n-1)C, + (௪-3), 4 -௫௦-... - 1, 
கிடைக்கும். 

இரண்டையும் கூட்ட, 

2 §=(2n- 1)C,+(2n-— 2)C,+-(2n— 2)Cy-+... 
+ (20 - 2),C,_,+(22- IC, 

அ தர நறு ட்டு அர 

=24-(2n — 2)2", 

2 S=14(a-1) 2" 
é ௦, ரூ + Cn ஊட்ட] 

(எ-கா.) (2) ஜோ + 3 anal n+l ் ஒட ரான 

நிறுவுக.. 

C,=1= ay (n+1) 51௦. 

  

  

பரும ர FF ப 
5 தர 17” ~ yet Qe: 

C, _ n(n- 1) 1 (w#ijn(w-1)_ ॥ ள் 
3 312 n+l 73 ~ ppittis 

Cu 1 பு 10 
1 ஐடம் mtl (mtl)n....d nl? 

். கூட்டுத் தொகையான, 

S= [பட ழு 55] + eee nee taa:Crai] 
= 
n+l 

I 

n+l 
  [௦ வி. ais weet ng Cnty = nti Cod!
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ட 1-1] ளன நிறுவப்பட்டது. 

(எ-கா.) (3) 

2050) - 4ே. _(_1ுா ௬-1) 0 என நிறுவுக. 

ூ- போமே ஜே (1 0,-60 என தமக்குத் தெரியும், 

எனவே இத்தொகையைக் கொடுக்கப்பட்ட கணக்கிலிருந்து 

விலக்க, 

—C,+2C,- $C... +(- 1)'nT, =0 crear நிறுவவேண்டும். 

C,=% =n, 

-2C,=-2 oe). —n(n—1) 

x (n—1) (n-2)_ n(n- 1) டே 2) 

3C,= 3 22 22 

. கூட்டுத் தொகை, 

=- [»- n(n —1)+ aa Ie = 2) 2) ~ | 
Le 2 

=o nfl - ait; டட - we] 

=~ NE a—1Co— nC 
tr—-iCe--] 

oy அட) a(l ட iy 

=0 

“Cy 2C, + 8C,- £C ye H(- IH FNCu=0 என நிறு 
வப்பட்டது, 

23. 
ter- பணி (4) C24+C24C?...+C,°= CG CaF என நிறுவுக. 

(1) ௫4-40... பி 

(2) G xy = Cox Cet ட் 0, எனவும் தலைமாற்றி 

எழுதலாம். 

(1)ஐயும் (2)ஐயும் பெருக்க, பெருக்குத் தொகையில், 

லான் கெழு ஜேட் தோட +C,?
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எனவே இக்கூட்டுத் தொகை, 

(1-93*ன் பெருக்கத்தில் உன் கெழுவுக்குச் சமமா 

&பிருக்கும். ் 

(123 ல் 2" உறுப்பின் கெழு- டே 

  

ஏனெனில், 

(12)? = btn Cy + gn Cae? fever டண ம ர்க? 

ஜே... FOn? = enn 

2n 
= saa EB என 

நிறுவப்பட்டது. 

பாடச் சுருக்கம் 16 

1. ந கூட்டு முழு எண்ணானால் 

(24௮-214, வே கர்ணனே “கீர ௭ 

பே... எகர 

'பொது உறுப்பு பன் nCye"— "a" 

2, ந கூட்டு முழு எண்ணானால், 

டிபாது உறுப்பு 1, (-1) 7002 

3. (% of iy" =a", Cur ஹே “ட. 

மி” ர பாடம் 

4, (2-1)? =a"- Cyt டியி “வலை 

(1) ணி... +(-1)” 

ந; ன் மீப்பெரு மதிப்பு: 

  (i) ௩. இரட்டைப் படை யெண்ணாயின் n~ — =
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(11) ஈ ஒற்றைப் படை யெண்ணாயின் இரு மீப்பெரு, 
மதிப்புக்கள் : 

டே = nCn4t —= = 

  

1 n+l 

Pe | 2 

6. (1-2)"ல் மீப்பெரு உறுப்பு : 

  

r=] ( a 2 ) ஆனால் 7... மீப்பெரு உறுப்பு ; 

  

r= a “கூட்டு முழு எண் ஆனால், இரு மீப்பெரு 

உறுப்புக்கள் 1,- 7, (166 காண்க) 

  

3. பெட்டர்... நி 

8. C,+O,+C,+...=C,+C,+C,... 
ப் 

பயிற்சி 16 (2) 

பின் வருவனவற்றை நிறுவுக : 

(1) ௦80,430... (௩41), உட்புக 
(2) 2C,+5C,+8C,+...(3m+2)C, =(3n-+4)2"-2, 
(3) 8C,+7C,+11C,+...m 2 pitnydaoir =(2n-1)2"-+41.. 
(4) 3C,+5C, +70, +... 4:(2n+3)C, =(n43)2", 
(5) 2%-80,440,-50....(11) உறுப்புக்கள்-0. 

டே டெடஜே ட ட்ட 1 
(6) TT" at 3 (2-1) உறுப்புக்கள் - nal 

Cc Cc Cc, Cc, ஆட 
7 4 mae ees OTS 1) tet pe tas (atin +3) *



ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 289 

(8) C,?-C?+C,?...4+(-1)"C,2=O aedu0gy 

(-1)? 48 
(|=) 

(9) C,C,+C,C, +C,C, + vanes கேடே m= 

    

ee 
71 ௪-1 

டூ. ௫ தேவு gn 
ட 00) 284 2a 4 8 og (10) Ft Ht Git 

, C, 2 டே 3 ் கே ச _ [4-1 
0) ஜேவிபி ப ரட்ட So 

23. (12) C,C,+C,C,+C,C,+...... 1ல் பட ௧2



17. ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 

(அளவுக் கிணங்கியபடி) 
(Binomial Theorem-Rational Index) : 

[மதுரைப் பல்கலைக் கழக பாடத்திட்டத்தில் உள்ள 

பகுதி.] 

17.1. ௩ ஒரு கூட்டு முழு எண்ணாயின், 

(1-42) = 14 net nC? te Fa” என்ற தேற்றத்தை முன் 

பகுதியில் நிறுவினோம். 

ஆனால் “ஈ£ஐ அவ்வாறு கட்டுப்படுத்தாமல், ௩ ஒரு அள 

வுக்கிணங்கிய எண் மதிப்பேற்குமாயின், இத்தேற்றத்தின் 

அமைப்பைப் பார்ப்போம். | 

12) 41 என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்டு, % ஓர் அளவுக் கிணங் 

கிய மதிப்பேற்குமாயின், (1--2)”-1-4-8௨4 அட்டம். உ... ௨: 

என்பது அளவுக்கிணங்கிய படிக்குரிய ஈருறுப்புத் தேற்றம். 

இத்தேற்றத்தை நிறுவும் முறை, இந்நிலையில் இயலாதாத , 
லின், தேற்றத்தின் மூடிவை உண்மையென ஏற்றுக்கொள் 

வேவோம். 

இத்தேற்ற அமைப்பில் நாம் நன்று, கவனிக்க வேண்டிய 

சில நுட்பங்கள் பின் வருமாறு : 

(1) 1௨11 என்ற கட்டுப்பாடு இன்றியமையாதது) 

2 கூட்டு, அல்லது குறையெண்ணாயிருக்கலாம் ; ஆனால் அதன் 

தனி மதிப்பு, ஒன்றுக்குக் குறைவாயிருக்க வேண்டும்; 

(2) ௩ மதிப்பு, ஒரு குறை முழு எண், கூட்டு அல்லது 
குறை பின்னமாயிருக்கலாம் ;
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1 
19) 14ம். ச்ட் 7 -....... என்பது ஒரு முடிவற்ற 

"தொடர். ஆனால் கூறப்பட்ட நிபந்தனைகளின் கீழ், அதன் 

மதிப்பு ஒரு குறிப்பிட்ட திட்டமான எண் மதிப்பை நெருங்கிக் 

மிகாண்டே போகும். 

17.2. பின்வரும் விரிவுகளைச் சரிபார்த்துக் கொள்க ₹: 

(ப (1(-ஐ!-14த கம... 24... ல 

4 (1-9) 11-ஐஃஜீ...4(-1)274... ௪ 

(அ) (1-ஐ)-₹-1- 2244... (19௪7-4... ஐ 

(4 (1+a)-?=1 - 204322... +(-1)™(m+1)a"+... « 
29 

(3) (1-2) ee i | 

  

+ ete. (4) +. 
q 

40) (42)-* =1- (வ iy 
_ (20-34) (அ) ௧ 

zo q 
= n(n-+1 2 

(7). (1-9 =1+ne+ AOE) re eo 

(8) (l42)-"=1 na AE a? ம று 
2 

(9) (a) fH }<a ஆனால், 

மகள (144) என எழுதி விரிவுபடுத்துக. 

i(b) rine ஆனால், 

deryyr=v"(1 + ) என எழுதி விரிவுபடுத்துக. 
x 

ர்



292 இயற்கணிதம் 

. (எ-கா) () [2[41 ஆனால் 
ql —x) % ஐ விரித் தெழுதுக. 

(1-2) ® =14-(-4(-2) + DC) (— 2) 
Z2 

உடற் a 

1 /#\, 13 /#\?, 1385/2) 
“47a (t)+7a(s) +7) t= 

(எ-கா.) (2) 41004ன் மதிப்பை 6 இடங்களுக்குத் திருத்த 
மாக எழுதுக, . 

7i004= (1000-+4)* 

10 (10:00 

_10 [2 +30-004) 228 (0-004)? | 

= 10 [1+0-0013333 - 0-0000018.... ] 

=10 [ 10013315 ] 

= 10°013315 

(எ-கா. (3) ன் விரிவை, உயர்ந்து. செல்லும் 5 
படிகளில் (8806101ஜ powers of x) எழுதி, அதில் ஐ*, ஐ*, ஐுண் 
கெழுக்களைக் காண்க. 

ட பச 
l-x+a2% 1-1 

= (1+) (1+25)-* 

(14௫ (1-2 ஐஐ. (ஊடு 

=l4a-a -attattat—o— a 

ஸீன் கெழு-1 ் 

உன் கெழு-1 

என் கெழு 0
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(எ-கா.) (6) ம மிகச்சிறிது, ஆகவே”, 2... போன்ற 
வைகளை விலக்கி விட்டால், 

VT —324+MV 142 112 ‘ Fre ட ஐ. (தோராய மதிப்பு) 

என ,நிறுவுக. 

1 

WAT = 82 =(1 - 3x)" 

21-38% +W1i+a@ = 2-ke 

2232 = (a-4a)(1 +20) 4 

= (2-42)(1~ 2a...) 

ந்தா 32... 

2 2மஐ (தோராய மதிப்பு) 

பாடச் சுருக்கம் (17) 

1. 1௨ 41, ஆனால், % எந்த அளவுக் கிணங்கிய மெய் 
இெண் மதிப்பு ஏற்றபோதிலும், 

(1+2)" =1+na+ எட்ட கூ... கந்தழிவரை,. 

2. 172ல் கொடுக்கப்பட்ட விரிவமைப்புகள். 

பயிற்சி 17 

1 பின்வருவனவற்றில் முதல் நான்கு உறுப்புக்கள் 
வரை விரித்தெழுதுக. 

(Q) Q+z)" (3) (1430) 2 

(2) (1-40) (4) (l-a) ?
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x 

1-2 

3. (32° - xy)? ஐ விரித்து, எழுதுவதில், 25.௨”, ௨* கெழுக். 

களை எழுதுக. 

2,   
ன் விரிவின் யொது: உறுப்பை எழுதுக. 

4, ஏரல் ஊன் கெழு காண்க. 

8. (-121271274.24/ன் விரிவில் என் கெழு காண்க. 

6. டல என்பதை விரித்தெழுதுவதில் பொது உறுப்பு 

காண்க, . 

7. பின் வருவனவற்றை, மூன்று இடங்களுக்குத் திருத்த. 
மாகக் கண்டுபிடிக்க, மடக்கைகள் கொண்டு.சரிபார்க்க. 

  

(1) 7 85 (5) ௧05” 

(2) 650 (5). 65-28 

(3) 4999 

8. ௨ மிகச் சிறியதாய், ௨”, மதிப்புக்களைப் பொருட் 
படுத்த வேண்டியதில்லை யெனின், 

1 1 x 

©) வரம ரசிய நத என கிறுவுக. 
௨... os» இ 

(2) 2497-27-42 -> என நிறுவுக.. 

9. 114 ஒரு மிகப் பெரிய எண்; 

பின்வரும் தோராய மதிப்புக்கள் சரியா எனக் காண்க... 

  

னைக் n 

(1) VNFin = N+ oN 

Ss Rn. 

இவைகளைக் கொண்டு . 

Vil0 : ௧90” : 471010 ; 466” 2 ரர ய் 

479990 ன் தோராய மதிப்புக்களைக் காண்க; .
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பயிற்சி 1 

1. (1) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்கியது ; கூட்டு பின்னம். 

(2) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்கியது ; குறை முழுஎண். 

(8) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்கியது; குறை முழுஎண். 

(4) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்கியது 7 

(1) கூட்டுமுழு எண். (8) குறை முழு எண், 

(5) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்காதது ; 

(1) கூட்டு எண். (2) குறையெண். 

(6) கற்பனை எண்கள். 

(7) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்கியது ; கூட்டு முழுஎண். 

(8) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்காதது ; 

(1) கூட்டு எண். (2) குறை யெண். 

(9) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்காதது ; 

(1) கூட்டு எண். (2) குறையெண். 

2. (1) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்கியது; கூட்டு பின்னம். 

(2) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்கியது ; குறை பின்னம். 

(8) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்கியது ; குறை பின்னம். 

(4). மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்காதது ; கூட்டெண். 

(5) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்காதது ; கூட்டெண். 

(6) கற்பனை எண். (7) கற்பனை எண், 

(8) மெய்யெண் ; அளவுக்கிணங்காதது ; கூட்டெண். 

(9) கற்பனை எண், (10) கற்பனை எண்.
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11. 

12. 

இயற்கணிதம் 

பயிற்சி 2 

1. () (e-1) (+2) (2) (௨-1) (௨-1) (6-2) 

a=20 6. a=~-3; b=-]1 

a=1; b=-5 8, 8 2றறு 

80; 6-8 

(1) -(6-)(-2) (6-2) 

15, 

t
o
 

=
 

» 
க 

ஸு
 

(2) -(@-y) Y-2) (@-) (ey +ye+20) 
(3) 3 (y+2) (2+2) (x+y) 

பயிற்சி 38 

(i) 20 (ii) -4 (iii) ஷூ (0 -ஆ (v) ௧௩-௧4 

(i) 2 (1) 9249 (iii) “a5 (iv) 1 (v) (4)" 

(vi) (z)* (vil) சத (ட் படட ம சீட்ட 

  

(1) 2--$ (2) ௨-2 (8) க-$ 
y=3 

பயிற்சி 4 

மு. மு ஆகு ௮ மாடுக 

(i) 2/15 (ii) ௫: (iii) 2/10" 

2. ஐ ௯7, வள, க கக 
(i) 34297 (ii) a 6 

(iii) 4-25-45" -Wi0 (iv) ws =e 

V8 5 W382, W200, VW27,. W243, 198, 
80, 16/45, W40, W160 

டு மு (ii) YF" (iv) (25)5 457 41 

() 2-1 ஸ்ஸ் (7479 முரிஃஐி 2-1 வடர
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10. 

m
k
 do 

O
P
 

R
 

w& 
bo

 

10, 

13. 

(மழ) நக ப டு ட டக்கு பர) 
் (-Va கத் பய) 

(ம்1) (15-௧6 படு (4-9) 
5) 8 

14a? +146? + 20ab 
(a - 6)? 

(1) 243 (02-௧௫ (204 

(iv) 8757-2737 (v) 2457-7 

(vi) V2 +37 +5 

  

V6 

பயிற்சி 5 (1) 

0) $ (2 ம) ஆ 
-~-3; -2; -4 

27, 
(i) w=1 (ii) w=2 (ம்) உ-ழ 19, ௬, 

பயிற்சி 5 (2) 

(1) 1638 (2) 5198 (3) 0:08535 
(4) 1/091 (5) 94:86 (6) 0°9057 
(7) 0°1644 (8) 1-779 (9) 1:544 

(10) 0-05816, 

49" ; (84, 892,000) 5, 1743, 193) (8:20 

(a) 12; 10; 19; 6. 6) 11; 9; 18; 5. 

(7°41) 5, 27692, 

(a) 99°51=1 ௫) 643:7-௪ (9) 1:083-1 7. 2:049=¢ 
(1) 2801 (2) -8450 (9) 2°302 
(a) A=3353 ௫) y=6% (c) P=119°3 
17; 11; 9; 8 11, 7 12. - 1,05,200 

(1) 11, (2) 100; 4 

பயிற்சி 6 (1) 

3:5 

(1) a? -06? : ab (2) a+5* ; a -b*
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3. (1) 4:9 (2) 16:25 (3) (2௩17: (6-1): 
8:27 64 : 125 (2-ட1)* : (௪-1) 

பயிற்சி 6 (2) 

, (0)2:7-3:4 ()2:9-29:27 (3) e:y=2:3 

ட்ட b-c c-a a-b 

டத் கடனை அனை னை 
(ili) eiy:z=2:3:4 

(ili) 2: y:z=(ca+b) : (2-9) : 1-2) 

பயிற்சி 6 (3) 
1. 21. 01௩ ii) Cae. 
2. (i) 16. (ii) 1. iii} abe. (0 ௪௭ 
6. (i) 5. (ii) 8m. (iii) 2. (௭1. 2, (vi) e=y=1. 

  

பயிற்சி 7 (1) 

1. (1) 4; 12 (2) -3;5 

b _ (3) 1, — (4) -214V3 

(5) 254872 
a . 

2. (1) x?-x-2-0 (2) 32?-102+3-0 
(3) 2*-62+2=0 (4) 622+72+2-0 

(5) 2?-m?=0 (6) #—2ax+(a—-2) <0 
3 அதி, ப 
4, (1) கடட (5) 4 fbb a0 

a? 

வ இத்? ரவணன் 5 (2) = 8824 Gabe (6) 2 2V ae (40? ae) 
ac? 

(46? — 2ac)? ~ 2c2a? 46” 212 9 ட ச. ஐ (2 a) @ 
(9 (4S + Pee) 
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5. (1) ex?-be+1=0 
(2) (26?+-c)a? - 3b2-+1=0. 

(3) 2-6 (a+1) e+(a?+1) c+a (6? -2c)=0 
(4) ¢x?-b (¢+1) e+ (c+1)?=0 
(6) 64241) ௪4₹45- 2) ௪4௦0 
(6) x?—(b?- 4c) 2+4e?- b’c=0 

6, 40°+42+413-0 

பயிற்சி 7 (2) 

1, (1) மெய்யெண்கள்; அளவுக்கிணங்கியவை ; 
வேறுபட்டவை... 

(2) மெய்யெண்கள்; அளவுக்கிணங்காதவை ,; 

வேறுபட்டவை... 
(3) மெய்யெண்கள் ; அளவுக்கிணங்கியவை; சமம், 
(4) மெய்யெண்கள் ; அளவுக்கிணங்கியவை ; 

வேறுபட்டவை... 
(5) கற்பனை எண்கள். (6) கற்பனை எண்கள். 
2, 2, 3. 3. 6, -2. 

6 (I) k=-3; w=-2, 

/ (2) k=-1,-$; w=-3, -4, 
(8) kK=1, -4; w=-2, 6, 

(4) k=0, ~2; w= -1, 8, 

8. k=9 9. 6b? = 25ac 10. 865=6be+e+c? 11. 3, -F- 

பயிற்சி 7 (3) 
1. a=6, 12. 

8-6; பொதுத்தீர்வு 1, மற்ற தீர்வுகள் 4, 6. 

௧2-12; பொதுத்தீர்வு 4. மற்ற தீர்வுகள் 1, 3. 
6. B°(¢-a)*=4ae (a-b) (6-0) 

பயிற்சி 8 (2) 

1. (1) மீச்சிறு மதிப்பு 0; ஐ-3 

(ii) a ஆட கம் 
(iii) as 232+ a= - 2 

(iv) மீப்பெரு மதிப்பு 1: வ] 
(6) ஞு 9; 2=3
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6. (i) 0க்கும் $க்கும் இடையில் முடியாது. 

(1) 1 க்கும் 6க்கும் இடையில் முடியாது. 

(iii) 5-6 க்கும் 5--2,/6 க்கும் இடையில் முடியாது. 

(iv) எல்லையில்லை. 

8. (1) 3<y<h; $$ ம 
(2 எல்லா மதிப்புக்களும் 

(8) -l<y<5; -2<2%<10 

கவ 6451/2 
(4) -g<0<qy; 4130 re 

பயிற்சி 9 (1) 

1. 2, (-3)8 2. 1, 2, 3,4 

10’ 6 ் 

5, 32, +i 6 -§,1, பரம 2 V.555 

7. 4, -9, பர. 8. -4, -4, 40௧00 

9 4-4 பர 1. -2, 3,22 

al. 4, 3 12, -1, -38 

13, 2, 3,92V17 14. 2 is, 1,0S42 
7 ஓ ் ”? மகை6 

பயிற்சி (9) 2 

1. ஐ-2, 2-8 2. x=1, 4 

y = 22, 9-4, 1 
3. 2=8,-2 4. 222 3 

y==2,-8 y=1, 32 

5. x=-4,3 6. «=3,-3,1,-1 

y=3%,-6 y=2,-2,-2,2 

7. 2=1,-2, a (8) «=3,-2, — 

y= -2,1 க டல் y=-2,3, ie
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94M aL 12, 2=6, +3i 
~ "30 y=3, +6i 

~14M4aT 13, 2=6, 2 

¥~ ~~ 20 y=2, 6. 

10. 2=+2, +3 14, 2=5, -1 

y= +3, +2 y=1, -5 

11. w=12,7 : 15, *x=+43, +2 

y=T, 12 : y= +2, +3. 

பயிற்சி 10 

1, (10) கூட்டுத் தொடர் (2) இல்லை. 

(8) இல்லை, (4) இல்லை. 

(5) கூட்டுத் தொடர் (6) கூட்டுத்தொடர். 

(7) கூட்டுத் தொடர் 

2, (1) ௧௮77 (2) a-37 
(3) 1-356 (4) ஐ- (ற 

(5) a+(3-2r)e. 

3. 4,3 
92 

ழு அ டத) (2) ௯-ஈ1 (கூ.தொ 

n?+n(2a+1 . 

ந அரே) வத. (0 இல்லை. 
5. 15 6. 2,9 7, 4950 8. 75750 

9. (1) L8 (2) 4,2 (8) 4-2 (4) 2a+36, 6b 

13. 385 14, 8,10,12 15. 3,5,7 

18. 4m-1:Tm-3 19. 840 uf, 

a 
21. பொது வேறுபாடு கர் 

93. a=4; d=2 94. 40, 404, 41,......844, 85: 

பயிற்சி 17 
6 , 3 

1) Ta C) “ஜட 
1 7 a-T 

0) ௭ (4) ரத 

2. 3, ச், Goer 38 ,



302 

10, 

17. 

Dd, 

10. 

    

இயற்கணிதம் 

பயிற்சி 12 
படட . 1 4, 1 

(1) பெருக்குத் தொடர் ஆ 7 20-54) 
(2) பெருக்குத் தொடர் 24 7 21) 

(2) பெருக்குத் தொடரில்லை. 

த் ௮ நீ a*(a** —_1 (4) பெருக்குத் தொடர் yu? “Seay 

(5) பெருக்குத் தொடரில்லை.. 

16, 3. . 
1 318 

12; அட்டு ம் ர் 

10(10₹-1) 
Og 3 | 195- “910% 

10(10* - 1) 
2) 3[- ~ 910" 

(6" -1) 
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இயல்முறை வடிவ கணிதம் 
(Analytical or Algebraic Geometry): 

1. ஆயத்தொலைகள் 
(Co-ordinates) 

1.1. செவ்வக ஆயத்தொலைகள் : 0 என்பது ஒரு 
புள்ளி. அதன் வழியாக 26 0 %, என ஒன்றுக் கொன்று செங் 

குத்தான இரு நேர்க்கோடுகள் வரைவோம். (படம் 1) 

இவை போன்ற இரு செங்குத்துக் கோடுகள் ஆய அச்சுக் 

கள் எனப்படும் : 7610% என்ற கோடு ௨-அச்செனவும், Y'OY 

என்ற கோடு 9-அச்செனவும் கொள்வது மரபு, அவ்விரு 

கோடுகளும் ஒன்றையொன்று வெட்டிக்கொள்ளும் ௦ என்ற 

புள்ளி அவ்வச்சுக்களுக்குரிய ஆய ஆதி யெனப்படும். 

(ஏதாமொரு குறிப்பிட்ட ஆய ஆதியைக் கொண்டு நாம் 

“வேண்டிய முறையில் ஆய அச்சுக்கள் அமைத்துக் கொள்ள 

லாம். சிறப்பாக, அவ்வச்சுக்கள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத் 

தாக விருக்கும். ஆனால் அவை செங்குத்தாக இருக்கவேண்டு 
மென்ற இன்றியமையாமையில்லை. அவ்வச்சுக்கள் பொது 

வாக எந்தக் கோணத்திலும் வெட்டிக் கொள்ளலாம். நாம் இந் 

நூலில் சிறப்பாகக் கூறப்பட்ட செங்குத்தான அச்சுக்களையே 

பயன்படுத்துவோம். அவை செவ்வக அச்சுக்கள் எனப் 

ப்டும். பொதுவாக, .எக்கோணத்திலும் ஒன்றையொன்று
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வெட்டிக்கொள்ளும் அச்சுக்கள் சாய்வு அச்சுக்கள் எனப், 

படும்.) 

  
௩ 

படம் 1 

-.. இப்போது 20%, 5105 என்ற கோடுகள் இருக்கும் 

மட்டத்தில் (1180௦) £, என ஒரு புள்ளி எடுத்துக் கொள்வோம்... 
உ, லிருந்து 1, 18, என 0% க்கு ஒரு. செங்குத்துக் கோடு 

வரைய, அது 0%ஐ ],ல் சந்திக்கட்டும், படம் 1] என்ற 

கோட்டுப்படத் தாளில் ஓவ்வொரு சிறு பிரிவும் ஓர் அலகு. 

எனக் கொள்வோம், (அதாவது ஓர் அங்குலம்-10 அலகுகள்.
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என்பது அளவுச் சட்டமாகும்) அவ் வளவுச் சட்டப்படி, 0, 

8 அலகுகள், 141,-10 அலகுகள். 

£, என்ற புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் ௨-ஆயத் 

“தொலை 8 எனவும், 9/-ஆயத்தொலை 10 எனவும் கொள்வது 

மரபு. இதை%,ன் ஆயத் தொலைகள் (8, 10) எனக் குறிப் 

'பிடுவோம். இது மரபு. முதல் குறிக்கப் பட்ட ‘8’ என்பது 

= Mus தொலையையும், இரண்டாவது குறிக்கப்பட்ட ‘10’ 

என்பது 3-ஆயத் தொலையையும் சாதாரணமாக எப் 

(போதும் குறிக்கும். 

ஆயத் தொலைகள் குறிக்கப்படும்போது பின்வரும் மரபு 

கள் கையாளப்படுவது வழக்கமாம் : 

(1) ௦விலிருந்து 0% என்ற திசையில் அளக்கப்படும் 
நீளம், கூட்டெண் ஆயத்தொலை (2-- எண்) 

(ii) விலிருந்து 0%' என்ற திசையில் சண்ககப்யுளும் 

நீளம், குறையெண் ஆயத்தொலை (6-௨- எண்) 

(iii) 0 விலிருந்து 0% என்ற திசையில் அளக்கப்படும் 
நீளம், கூட்டெண் ஆயத்தொலை (4 --எண்) 

(iv) ௦ விலிருந்து 0%' என்ற திசையில் அளக்கப்படும் 
நீளம், குறையெண் ஆயத்தொலை (44 - எண்) 

இம்.மரபைக் கொண்டு 

£,ன் ஆயத் தொலைகள் (-15, 15) 

உன் ஆயத் தொலைகள் (-10,-15) 
உன் ஆயத் தொலைகள் (10,- 10) 

சன அறிவது எளிதாகும். (படம் 1) 
இம்மரபுகள் மற்றொரு விதத்தில் பின்வருமாறும் கூறப் 

ய்டலாம். 
  

  

புள்ளியிருக்கும் வட்ட 2%- ஆயத் (- ஆயத் 

நாற்கூறு தொலை தொலை 

மூதல் வட்ட நாற்கூறு: %0% * எண் 1 எண் 

இரண்டாவது வட்ட நாற்கூறு: *0%' | - எண் + eter 

மூன்றாவது வட்ட நாற்கூறு: X'OY' - எண் - எண் 

நான்காவது வட்ட நாற்கூறு: Y'OX | 4 எண் | - எண்     
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1.1.1. இப்போது ஏதாமொரு புள்ளியின் நிலையை அறிய 

வேண் டுமாயின், அதாவது அப்புள்ளியைக் குறிக்க வேண்டு 

மாயின் அதற்குரிய ௪,-, 4/-ஆயத் தொலைகள் கொடுக்கப் 

பட்டால், அப் புள்ளியின் இடத்தை நிலை நிறுத்தலாம். 

எடுத்துக்காட்டாக ஜஜ. (15, 19) எனக் சூறிக்கலாம். 

மறுதலையாக, ஒரு புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் கொடுக்கப்படு 
மானால், அப்புள்ளியின் நிலையை. அறியலாம். 

படம் 1 காண்க: 

Q, (4,- 8); Q: (-3,- 7): Q; (1, 2) 
இவை முறையே நான்காம், மூன்றாம், முதல் வட்ட நாற் 

கூறுகளில் அமைந்திருக்கின்றன. 

1,1:2. ஒரு குறிப்பிட்ட ஆய ஆதியையும், குறிப்பிட்ட 

௪-,9- அச்சுக்களையும், அடிப்படையாகக் கொண்டு, ஏதா 

மொரு புள்ளிக்குரிய ஆயத்தொலைகள் கொடுக்கப்பட்டால், 
அப்புள்ளியை நிலை நிறுத்தலாம் என நாம் சென்ற பத்தியில் 
கண்டோம். அவ்வாயத் தொலைகள், அந்த அமைப்பிற்குச் 
சிறப்பானவை. 

வேறொரு ஆய ஆதியைக் கொண்டாலும் சரி, வேறொரு 

குறிப்பிட்ட இரு செங்குத்துக் கோடுகளைக் கொண்டாலும் 

சரி, மூன் குறிப்பிட்ட புள்ளிக்கு வேறு ஆயத் தொலைகள் 
பெறப்படும். ஆகவே, ஒரு புள்ளியின் ஆயத் தொலை 

களென நாம் இரு எண்களைக் குறிக்கும்போது, அப்புள்ளி — 
ஒரு குறிப்பிட்ட ஆய ஆதியையும், குறிப்பிட்ட திசைகளி' 

லுள்ள இரு செங்குத்து அச்சுக்களையும் அடிப்படையாகக் 
கொண்டது என்பது பொருள். 

அதாவது, வேறு முறையில், விளங்கக்கூறுமிடத்து, ஆய 

ஆதியும், ஆய அச்சுக்களின் திசையும் மாறுமிடத்து, ஒரு. 

குறிப்பிட்ட புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் மாறும். 

]1,1-8, சுருக்கம்: படம் 1ல் காட்டியபடி, %:0%. 17101 
எனக் குறிப்பிட்ட அச்சுக்களுக்கொப்ப, அம்மட்டத்திலுள்ள 
ஏதாமொரு புள்ளியின் நிலை (௪, 9) என்ற இரு ஆயத்தொலை 
களால் குறிக்கப்படும். 

௪ என்பது அப்புள்ளியின் ௨- ஆயத்தொலை; 

9 என்பது அப்புள்ளியின் 3-- ஆயத்தொலை,
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இரு அச்சுக்களும் வெட்டுமிடம் ஆய ஆதி. ஆய ஆதி 
யின் ஆயத்தொலைகள் (0, 0). 

1.2. இருபுள்ளிகளுக்கிடைப்பட்ட தூர வாய்பாடு : 

,,,); (6,9,) என்ற இரு புள்ளிகளுக்கிடைப்பட்ட தூரம் ச 

  

  

  

P (டி ரபி 7 

௦ (௨,929. 
£௦ன் நீளம் யாது? 

. நன் நீளம் ச 

எனக்கொள்க. 

y 

x' ௦ 

y! 

படம் 2 

£, 0 விலிருந்து, 1௩, 05 என ௨- அச்சுக்குக் குத்துக் கோடு 
கள் வரைக. ் 

£- அச்சுக்கு இணையாக 07 என்ற கோடுவரைக. 

QT=OR-OS 

=, — Bz. 

TP=RP-RT 

ஈடா 9 

* 7? =PQ’=QT?+TP’ 

= (a, — %)’-+(y, — y2)?-
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r=PQ=V (x, ~ %)'+(y.~%)*- 

குறிப்பு: 1.0 என்ற புள்ளிகள் எந்த வட்ட நாற் கூறிலி 

ருப்பினும் இந்த வாய்பாடு மாறுபடாது. 

கிளைத்தேற்றம் : ஆய ஆதியிலிருந்து, அதாவது (0, 0) விலி 

ருந்து, (2, 9) என்ற புள்ளியின் தூரம் 

(ம ~ 0)“--(9, ~ 0)? 

பண்டு 

ll 

எடுத்துக்காட்டு: (1) (7,-94); (-15,-20); (0, 0) என்ற 
புள்ளிகள் ஓர் இரு சம முக்கோணத்தின் உச்சிகள் என 

நிறுவுக. 

A (7-24); (-15,-20),) 6 (0, 0) எனக் கொள்க, 

AB? = (7+15)?+(- 244-20)? 
, = 484-416 

= 500 

BC? = (— 15 -—0)?+(- 20-0) 

= 2254400 
= 625 

CA‘ = (0 - 7)?+(0+24)? 

=49+576 

= 625 

/, BC=CA='625 = 25. 

(எ-கா.) (2) (2, 5); (4, 6); (8,8) என்ற புள்ளிகள் ஒரு 
வரைமையுடையன வென நிறுவுக. 

A (2, 5); B (4, 6); C (8,8) crara@laneit Gaunt, 

AB? = (2 - 4)?+(5 — 6)? 

=65 

BC’ = (4~ 8)? (6 - 8)? 

= 20
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CA? =(8- 2)?+(8 5)? 
= 45 

*, AB=V5_ 

BC=V20 = 2V5_ 

CA=V45 =3V5_ 

 CA=8V5 = V5 +4 2/5 =AB+BC. 

“ AB-+ BC = AC. A, B, C, ஒரே நேர்க்கோட்டி 
"லுள்ளன. 

(எ-கா.) (8) &(8,-10); B(7,-3); C(0,-4); ௰(1,-17) 
என்ற புள்ளிகள் ஒரு சதுரமாக அமையுமென நிறுவுக. 

AB? = (8 ~ 7)?+(- 10+3) 

் 20 

BC? = (7 - 0)?+-(-3+4-4)? 

= 50 

CD? = (0-1)?4-(-4+11) 

= 50 

DA?® =(1 - 8)?-++(- 11+10) 

=50 

AB=BC=CD=DA=V50. ஆனால் இதைக் கொண்டு 
மாத்திரம் இது ஒரு சதுரமாகும் எனக் கூறுவது முறையாகாது; 
“ஏனெனில் இது ஒரு சாய் சதுரமாகவும் (15௩௦௦0) அமைய 
லாம். ஆனால் மூலைக்கோடுகள் ௧௦ம் நடம் சமமென நிறுவி 

(னால், இது ஒரு சதுரமென நிறுவப்படும். 
AC? = (8 — 0)?+(- 10-+-4)? 

=100 

BD? = (7 -3)?+(-3+11) 

=100 

. AC=BD=100 =10. ஆகவே க்றே ஒரு சதுரமென 
நிறுவப்படும். ்
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அல்லது 

க-100 

= AB’+BC? 

50-50 

க் ஒரு செங்கோண முக்கோணம், அதாவது 
21-90”. எனவே இம்முறையிலும் 480 ஒரு சதுரமென 
நிறுவப்படும். 

1.3 விகிதப் பிரிவுப் புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள்: 

& (டர: (a, என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 2: 

என்ற கோட்டை, 1 என்ற புள்ளியில் 1: ௩ என்ற விகிதத்தில்: 

(உள்ளும், புறமும்) பிரித்தால், மன் ஆயத் தொலைகள்: 

  

  

  

          

  

(oc! Yt) 

2 

x 
- (2.42) 

B 
w 

P, 

xy) [7 ட் 
(து 9 

A a. R ல 

x! oO; L M N x 

நா 

(படம். 8) 

(9) உட் பிரிவு: 

AB என்ற கோடு %, என்ற புள்ளியில் ர: ௩ என்ற விகி 

தத்தில் உள்ளே பிரிக்கப்படுகிறது எனக் கொள்க. அதாவது. 

AP, m 

PB ௩ 

Pie (a, 9) எனக் கொள்க.
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&, 2,டி௰ என்ற புள்ளிகளிலிருந்து, மூறையே தர, 1. 
ந114 என 0%க்குச் செங்குத்துக் கோடுகள் வரைக. 

& வழியாக 0%க்கு இணைக்கோடாக, &0%௩ என்ற கோடு. 

வரைக. 

இப்போது 017-றஐ 

MP,=y 

A ABRo, P,Q i BR 

  

SNE NX, = MA, — Mz- 

அதாவது (௩-௬) L=MT,+ NX, 

M+ NX, 

m+n 

MY, TM NY, 
an என நிறுவலாம். அவ்வாறே, y= 

Puy: T= க் ம [க 4s PB OTB” yy 

எனவே, (6,,4,); (6, 9) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும். 

கோட்டை, ॥:% என்ற விகிதத்தில் உள்ளே பிரிக்கும் 1, 

என்ற புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் 

ME, TNX, MY» ட 

min ’ m+n ) 

(1) வெளிப்பிரிவு : 

4 என்ற கோடு, %, என்ற புள்ளியில் ௩: ௩ என்ற. 

விகிதத்தில் வெளியே பிரிக்கப்படுகிறது எனக் கொள்க. 

P 
அதாவது ar =< (படம் 8)  
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இங்கு %, என்றபுள்ளி, கன் நீட்டலில் உள்ளது. 

P, (2, 81) எனக் கொள்க. 

மூன் பத்தியில் கூறியபடி உரிய கோடுகள் வரைந்தால், 

தட கட டர 
உ நத % 

AS wa, 
ae SR a u! — Bey   

m 
~~ 7” 

nx! ~ nx, = mx! — MX, 

(m— _m)z' = nx, — M2, 

ட டர 

௩ 

ayer = ML, — NE, 
து ௬ 

. அவ்வாறே, a என நிறுவலாம். 

1.3.1. கிளைத்தேற்றம் : (2,,9,) ; ௩,959) என்ற புள்ளிகளை 

இணைக்கும் கோட்டின் மையம் AS , ad என வாகும்.   

ஏனெனில் மையப் புள்ளி 1 : 1 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கி 

pg. இது உட்பிரிவுக்கே பொருந்தும். 

(எ-கா) (1) ABC என்ற ஒரு முக்கோணத்தின் உச்சி 

களின் ஆயத்தொலைகள் முறையே (x,, 307 (x2, Yo) (x,, Ys)- 

அம் மூக்கோணத்தின் மையக் கோட்டுச் சந்தியின் ஆயத் 

“தொலைகள் காண்க. 

கம என்ற மையக் கோட்டை எடுத்துக் கொள்வோம். & 

என்பது (2,,3); என்பது 6ன் மையப்புள்ளி ; ஆகவே



 ஆயத்தொலைகள் ட ட டு 917: 

Deir * அயற்தொல்கள். (5, ப : G என்ற மையக். 

| 

இ 

    (x0. 92) = D Gas x3, vn) 

(பட்ம். 4) 

- கோட்டுச் சந்தி, 4 என்ற கோட்டை 2:1 என்ற விகிதத்தில்: 
: AG 2 

பி க ட. ரிக்கிறது, அதாவது ஸர 

எனவே 1,3ன் படி, ன் ஆயத்தொலைகள், 

  

| 9 (tts YotYs | 
| 2 (5 11.2. 2 அதல 4-1, | 

_ 2+1 , 24-1 | 

அதாவது Ga, உரக) 

இதை ஒரு வாய்பாடாகவும் கொள்ளலாம், 

(எ-கா.) (2) கறன்மையம் (9, 6); &ன் ஆயத்தொலைகள் 

(5, 9) ஆனால் உன் ஆயத்தொலைகள் என்ன ? 

£ என்பது (2, 9) ஆனால், 
2-5 
த 42 ae z=] 

9௨. ட இட pay 3 

நன் ஆயத்தொலைகள் (1, 8)
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(எ-கா.) (8) -௧௨௦ என்ற முக்கோணத்தின். மையக் கோட் 
டுச்் சந்தி. &, 1, பீன் ஆயத் தொலைகள் முறையே (6, 8); 

(3, 2); (6, 3). வே ஆயத்தொலைகள் என்ன ? 

(னே ஆயத்தொலைகள் (2, 9) எனக் கொள்க. 

  டல 3-2, : xr=9 a 3 os 

8+2+y _ உடை - 4-2 ye 

. Cor ஆயத் தொலைகள் (9,-1) 

*எ-கா.) (4) & (ர; (8 927 (2,, 9) என்ற 
யூள்ளிகளால் அமையும் முக்கோணத்தின் உள்தொடு வட்டத், 
தின் மையம் காண்க. வழக்கப்படி, முக் கோணத்தின் பக்கங் 
-கள் ௨, 6, 6 எனக் கொள்க. 

7 க) 

“நல © ; Cx sy 3) 

    
படம் 5) 

௧௦ என்ற முக்கோணத்தின் A, Bor மைய வெட்டி 

கள் கடி, நம ஆவன. அவை வெட்டு மிடமான 1 என்பது 

உள் தொடு வட்டத்தின் மையம். அதன் ஆயத் தொலைகள் 
காணவேவண்டும்.



ஆயத்தொலைகள் 
ஷர 

வடிவ கணிதத் தேற்றம் 8ன் படி, ற எண்யது ௧: னண்று 

பக்கத்தை 1 என்ற இடத்தில் ஈ: என்ற விகிதத்தில் மாரக 
ac 

கிறது, . BD bre 

  

ன் ‘ bx.c +a, by, +cy, 
ஃடறி என்பது (SS. ae ) 

& கம்மல் நர என்பது ன் மையவெட்டி 

  

    

  

« Al:ID = BA: BD 

oe: fH. 
~ * b+e 

=bte:a , 1 என்பது, 

| ஐ) --02, 7 is by, cy. ~ 
(6-௦) ( 5-௦ ) 8.௮, | (6-௦) a) +ay, 

} a+b+e A atb+e 

ax,+ba,+cex, ay,tby.+ CY, 

அதாவது ( at+b+ce ’ a+b+e 

(எ-கா.) (5): (-5,1); (2, 9) என்ற புள்ளிகளை இணைக் 

கும் கோட்டை, உ அச்சும், 9- அச்சும் எந்த விகிதத்தில் 

பிரிக்கின்றன? 

  

  

(படம் 6) 

என்ற கோடு,2- அச்சை %(, மலும், 

ஏ-அச்சை ௦ (0,3) லும் வெட்டட்டும்.
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oe = 2 எனவும் கொள்க. ' 

  

ல் ட் _ நட ~ 
ன் 4- ஆயத் தொலை - or =O 

ஃ 0-5 

2 ௩௮ ர (உள்ளே) 

-. ஐடஅச்சு, அக்கோட்டை, வெளியே 1: 3 என்ற விகிதத் 

திலும், 

9 அச்சு, அக்கோட்டை, உள்ளே 5:2 என்ற விகிதத்தி, 

லும் வெட்டுகின்றன. 

பயிற்சி 1 (1) 
1. பின்வரும் புள்ளிகளின் இடைப்பட்ட தூரம் என்ன? 

(1) (9, 12); (3, 4). 
(2) (-4,-6); (2, - 3). 

(3) (acos @, b sin @); (a cos 9, 5 sin ¢). 

2. பின் கொடுக்கப்பட்ட புள்ளிகள் இரு சம பக்க முக் 
கோணங்களா யமைகின்றனவென நிறுவுக, 

(1) (3,-1); (-1, 2; (2,-2). 
(2) (8, 1)3 (-5, - 3); (0, - 8). 
(3) 3,-4); (7, 10); (— 2, 5).
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53. பின் கொடுக்கப்பட்ட புள்ளிகள் இரு சம பக்க செங் 
கோண முக்கோணங்களாயமைகின் றனவென..நிறுவுக. 

(0) (0, 2); (1, 0); (3, 1). 

(2) (-8, 3); (3,-7); (7, 9). 

4. (2,2); (-2,-9); (- ௫5, 2௩5) என்ற புள்ளிகளா 
லமைவது ஒரு சம பக்க முக்ேகோணமென நிறுவுக. 

5. (0,1);(1,2); (2,-3) என்ற புள்ளிகளாலமையும் முக் 

கோணத்தின் பக்கங்களின் நீளம் காண்க. 

6. (1,2;(62); (9, 7); (-1,6) என்பவை முறையே ஒரு 

நாற்கரத்தின் உச்சிகள். அந்நாற்கரத்தின் பக்கங்கள், மூலை 

விட்டங்களின் நீளம் காண்க. 

பயிற்சி 1 (14) 

1. ஒரு முக்கோணத்தின் உச்சிகள் (3, 4); (7,1); (5,8). 
அதன் மையக் கோட்டுச் சந்தியின் ஆயத் தொலைகள் 

-காண்க. 

2. (-1, 6); (7,-2) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் கோடு, 
உள்ளும், புறமும் 3: 5 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கப்பட்டிருக் 

கிறது. பிரிக்கும் புள்ளிகளின் ஆயத் தொலைகள் என்ன ? 

3. (2,6); (8,4) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் கோடு 

மூன்று சம பாகங்களாகப் பிரிக்கப்பட்டிருக்கின்றது ; பிரிக் 
கும் புள்ளிகள் காண்க. 

4. க&(-2) 9); (, - 1) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 

கோட்டின் நீட்டத்தில் 5 2-3 என்பதற் கிணங்க 7 எனும் 

புள்ளி உள்ளது. ன் ஆயத் தொலைகள் (6,- 7) என நிறுவுக. 

5. A (3, 4); ந (-8, 2) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 

கோடு, ௨-, 4- அச்சுக்களை முறையே £, ௦ என்ற புள்ளிகளில் 

a oR ன் மதிப்புக்களை யறிக. 

6. ஒரு முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் மையப் புள்ளிகள் 

(5, 3); (6, 5); (4, 6). ob முக்கோணத்தின் உச்சிகள் யாவை? 

சந்திக்கின்றன. 

7. இரு முக்கோணங்களின் பக்கங்களின் மையப் புள்ளி 

கள் 

௧.21
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் (1) (ட 902 (x2, Yo) (6. 3): 

(2) (0, 94: (x;, 0) 5 (22, Ye). 

முக்கோணங்களின் உச்சிகள் காண்க. 

8. ஒரு முக்கோணத்தின் மையக்கோட்டுச்சந்தி (-2,-4), 

இரு உச்சிகளின் ஆயத் தொலைகள் (-௧5, -6); (2,-11) 

ஆனால் மூன்றாம் உச்சி என்ன ? 

9. ஒரு முக்கோணத்தின் மையக் கோட்டுச் சந்தி ஆய 

ஆதியிலுள்ளது. இரு உச்சிகள் (4,-5); (-6, 7) ஆனால், மூன் 
றாம் உச்சி யாது? 

10. (3,1); (2,2); (-2,1) என்பவை ஒரு இணைக்கரத் 
தின் மூன்று மூலைகளின் ஆயத் தொலைகள். நான்காவது 
மூலை காண்க. 

11. (2, 3); (-2,-5); (-4, 6) என்ற உச்சிகளைக் கொண்ட 

முக்கோணத்தின் உள்தொடு வட்ட மையம் காண்க. 

1:4, உச்சிகளின் ஆயத் தொலைகள் கொடுக்கப்பட்ட முக் 
கோணத்தின் பரப்பு (வாய்பாடு): 

  

  

9 & பேட 

0.32) 
5 ௦.03) 

Cc 

௦ £ படம ஈ.% 

(படம். 7) 

கூ. (ஈட ர: 1, 9): 6(,9) என்பன முக்கோண 
அமைப்பு, அம் முக்கோணத்தின் பரப்பு காண வேண்டும்.



ஆயத்தொலைகள் -.. ் 323 

இ, ஜதேலிருந்துமுறையே AD, BE, oy என 'ஐ-அச் 
சுக்குக் குத்துக் கோடுகள் வரைக. 

ABED, BCFE, CADF என்பவை சரிவகங்களாகும். 

a,b என்ற நீளமுள்ள இணைக்கோடுகளாலமைந்து, ந 

உயரமுள்ள சரிவகத்தின் பரப்பு $ % (௨-6) என நாம் அறி: 

“வோம். 

பரப்பு ௩ க சரிவகம் கட்ட சரிவகம் ற 
- சரிவகம் BCFE. 

=} [ED (EB+DA)+DF (DA+FC) 
~ EF (EB+FC)] 

EL (®1- 2) Yeti) +4, - 2) (Yitys) - (4-22) (Yot-ys) ] 

DL (8, Yo — Xe Yi) + (Hs Y.-B Ys) 4 (ஐ Ys - Ls Y2) ] 

a 

3: 

i
t
 

i
e
 

i
e
 

to
h 

டி 

8, (8 -9)--2,(3, - 9,)-ட2, (4-9) 1] அல்லது 

Y, (@,- %.)+Y2 (2%, -%,)+Y, (%—-2%,) J ॥ 

இவைகளை ஒரு முக்கோணத்தின் பரப்பு குறிக்கும் வாய் 

். பாடுகளாகக் கொள்ளலாம். இவை வட்ட (௦110) அமைப் 

பிலுள்ளவை யென்பதை நோக்கின் அறியலாம். 

1.4.1. கிளைத்தேற்றம் (பி: ஆய ஆதியை ஓர் உச்சியாக 

வும் (2,,ர0; (௨௨3) என்பவைகளை மற்றிரு உச்சிகளாகவும் 

கொண்ட முக்கோணத்தின் பரப்பு = 4 (*, Yo- 2 Yi) 

1.4.2. கிளைத்தேற்றம் (1) : (2, 3): (5, 9): (6 3.) என்ற 
புள்ளிகளால் அமையும் மூக்கோணத்தின் பரப்பு பூச்சிய 

மானால், அம் மூன்று புள்ளிகளும் ஒரு வரைமையுடைத்தாம். 

இதைப் பயன் படுத்தி மூன்று புள்ளிகள் ஒரு கோட்டில் 

உள்ளனவா. என அறியலாம். 

குறிப்பு (): மரபுப்படி, க ஐ க், என்ற வரிசை 
பில் சுற்றினால் முக்கோணம் இடது பக்கமிருப்பின் அதன் 

பரப்பு கூட்டெண் மதிப்புடைய தெனவும், வலது பக்கமிருப் 

பின், பரப்பு குறையெண் மதிப்புடைய தெனவும் கொள்ளப் 

படும். 

குறிப்பு (11).: ஆனால், பொதுவாக, நமக்குப் பரப்பளவு 

கூட்டெண் மதிப்பாக வரினும் சரி, குறையெண்' மதிப்பாக
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வரினும் சரி, பரப்பு கூட்டெண் மதிப்பாகவே கொள்ளுவோம்... 

உயர்கணிதப் பகுதியிலே மாத்திரம் கூட்டு, குறை. மதிப்பு, 

வேறு பாடுடைத்து. 

(எ-கா.(0 ௧02); (5,4); C(4, 8); D(-1, 6) crop 

புள்ளிகளால் அமையும் நாற்கரத்தின் பரப்பறிக. 

ககன் பரப்பு-3 [1(4-6)--5(8-2)-4(8- 4] 

=4[-4430-8] 

9 சதுர அலகுகள் 

7, கேன் பரப்பு-$ [1(8-6)--4(6-2)--(-1)(2-8)], 

=} [2+16+6] 

12 சதுர அலகுகள் 

:. நாற்கரத்தின் பரப்பு -9-.12-21 சதுர அலகுகள்... 

இதையே, & க, கூமேன் பரப்புக்களைக் கூட்டியும் 
காணலாம். சரிபார்க்க உதவும் பயிற்சியாக இம் முறையைப் 
பயன்படுத்திப் பரப்பு அறியவும். 

(எ-கா.)(2) (2, 8); (-3,-2); (6,12) என்ற புள்ளிகள் 

ஒரு நேர்க்கோட்டில் இருக்குமாயின் ௨ என்ன? 

மூன்று. புள்ளிகள் ஒரு வரைமையுடையதாயின், அப் 

புள்ளிகள்' கொண்டமையும் முக்கோணத்தின் பரப்பு பூச்சிய 
மாகுமென நாம் அறிவோம். (கிளைத்தேற்றம் 1-4-2). 

முக்கோணப் பரப்பு = 4 [2 (-2-12)-3 (12-8) 

3 +x (S+2)} 
= [-40 + 1l0z]. 

es 

ட ஐ. த 
  

பயிற்சி 1 (1/0) 
1. பின்வரும் முக்கோணங்களின் பரப்பை ape: 

(மூன்று உச்சிகளின் ஆயத்தொலைகள் கொடுக்கப்பட் 
ள்ளன),
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(1) (2,-3); (5, 10); (15, 0). 

(2) (0, 0); (4, 0); (0, 5). 

(8) (-5,-5;) (2, 3); (2, - 3). 
(4) (0, 0); (5, 5); (5, 5); (5, - 5). 

5, பின் வரும் புள்ளிகள் ஒரே கோட்டிலுள்ளன வென 

திறுவுக. 
(1) (—10, 12); (8, 6); (5, 7). 

(2) (7,-4)5 (2, 6); (6,-2)- 
(3) (a, 0): (0, 6); (+ +) 

3. (6,2); (-8, 8); (2, 8) என்ற புள்ளிகள் ஒரே கோட்டி 

விருப்பின் உ என்ன? 

4, ,4;(-4,3); 6,) என்ற புள்ளிகள் ஒரே கோட்டி 

ஸலிருப்பின் ஐ, ரக்கு உரிய தொடர்பு காண்க. 

_ 5. (2,4;(-4,0); (-5,-8); (8,-7) என்ற புள்ளிகளால் 

அமையும் நாற்கரத்தின் பரப்பு காண்க. 

6. (0,0); (,0); (6,-89); (0,-5) என்ற புள்ளிகளால் 

அமையும் நாற்கரத்தின் பரப்பு காண்க. 

7. (0,4); (4,2); (6-6); (0,-4) என்ற புள்ளிகளால் 

அமையும் நாற்கரத்தின் பரப்பு காண்க. 

1.5 ஒரு வளைவரையின் சமன்பாடு : 

ஒரு புள்ளியின் நிலை அதன் ௨-, $- ஆயத் தொலைகளால் 

நிலை நாட்டப்படுகிறது என நாம் அறிவோம். இந்த 2-, 9- 

ஆயத் தொலைகள் ஒரு சார்பால் இணைக்கப்படுகிறது எனக் 

். கொள்வோம். எடுத்துக் காட்டாக, ௨-, $- ஆயத் தொலைகள் 

5 என்ற சார்பால் இணைக்கப்பட்டிருக்கிறது எனக் கொள் 

வோம். 

ஐ_0,1,2,89,4,85,-1,-2,-8,-4,-5 என மதிப்பேற்கும் 

($போது, மூறையே, 

y=0, 1,4, 9, 16, 25,1, 4, 9, 16, 25 என்று மதிப்பேற்கும்; ்
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அதாவது (0,0); (1,1)7(2,4); (89); (4,169); (6.2); 
(ட 4-௬. (-3, 9): (-4. 16); (5, 25) என்பவை 

இணைக்கப்பட்ட ஆயத் தொலைகள். இவைகளை a ஒரு; 

கோட்டுப் படத்தாளில் இடங் குறித்துப் பார்ப்போம்... 

படம் 8ஐக் காண்க. 

  
(படம் 8) . 

அப்புள்ளிகளை ஒரு மெல்லிழை வரையால் (Smooth 
மோ) இணைத்தால், படம் 8ல் கண்ட ஒரு .வளை வரை, 
கிடைக்கும். 

எனவே, 9-2”: என்ற சார்பிற்கொப்ப (அல்லது சமன் 
பாட்டிற்கொப்ப) இணைந்த ஆயத் தொலைகளுக்குரிய புள்ளி: 
களை ஒரு மெல்லிழை வரையால் சேர்த்தால் ஒரு வரை படம். 
கிடைக்கும். அவ்வரை படம் $-௨் என்ற சார்பிற்குரிய வளை 
வரையாகும். வேறு முறையில் கூறுமிடத்து, அவ் வளை வரைக் 
சூரிய சார்பு அல்லது சமன்பாடு 9-2.
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இவ்வாறே மற்ற. சார்புகளுக்கும் அல்லது சமன்பாடு 
களுக்கும், அவ்வவைக்குரிய வடிவங்கள் கோட்டுப் . படத் 

தாளில் வரைந்து காணலாம். 

மேலும் எடுத்துக்காட்டாக, 

(1) y= - 2 என்ற சமன்பாட்டுக்குரிய வடிவம் படம் 

8க்கு வடிவொத்ததாக ஈ- அச்சுக்குக் கீழே அமையும்; 

(2) 2₹-ட3்-10 என்ற சமன்பாட்டுக்குரிய வடிவம் ஆய 

ஆதியை மையமாகக் கொண்டு, 4 அலகுகள் ஆரமுடைய ஒரு 

வட்டமாகும்; 

(3) 9-2 என்ற சமன்பாட்டுக்குரிய வடிவம் ஆய ஆதி 

யின் வழியாகச் செல்லும் ஒரு நேர்க் கோடாகும். 

1-6. இயங்குவழி அல்லது நியமப் பாதை (1,௦008); 

ஒரு குறிப்பிட்ட நியதிப்படி ஒரு புள்ளி இயங்குமாயின் 
அப்புள்ளியின் பாதை இயங்கு வழி அல்லது நியமப் பாதை 

எனப்படும். 

பத்தி 15ல், [-2” என்ற நியதிப்படி (6, 9) எனக் குறிப் 

பிடும் புள்ளி இயங்கும்போது, அப்புள்ளிகள் ஒரு வளை வரை 

யாக அமைகின்றன 9வெனக் கண்டோம். 

மேலும், எடுத்துக்காட்டாக, 

(1) ஒருபுள்ளி, மற்றொரு குறிப்பிட்ட நிலைத்த புள்ளி 

யிலிருந்து, ஒரே தூரத்தில் இருக்கும் முறையில் இயங்கு 
மாயின், அப்புள்ளியின் நியமப்பாதை ஒரு வட்டமாயிருக்கும். 

நிலைத்த புள்ளி, அவ்வட்டத்தின் மையமாகவும், குறிப்பிட்ட 

தாரம் அவ்வட்டத்தின் ஆரமாயும் இருக்கும். 

(2) இரண்டு குறிப்பிட்ட நிலைத்த புள்ளிகளிலிருந்து, 
௪ம தூரத்தில் இருக்கும்படியாக, வேறோர் புள்ளி இயங்கு 

மாயின், அப் புள்ளியின் நியமப் பாதை, நிலைத்த புள்ளிகளை 

இணைக்கும் கோட்டின், செங்குத்து மைய வெட்டியாக 

விருக்கும். 

இயங்கும் புள்ளியின் ஆயத்தொலைகள் பொதுவாக (2, 9) 

எனவே கொள்ளப்படும். இவை இயங்கும் ஆயத்தொலைகள் 

(Running Co-ordinates) அல்லது நடப்பு ஆயத் தொலைகள் 

(மோ! 00-014108106) எனப்படும்.
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ஒரு குறிப்பிட்ட நியதிக்குட்பட்டு, ஒரு புள்ளி (2.9) 
இயங்குமாயின் அத்நியதிக்குரிய நியமப்பாதையை, 2, 9 என் 

பவைகளை இணைக்கும் ஒரு சார்பால் அல்லது சமன்பாட்டால் 

தெரிவிக்கலாம். அச்சமன்பாடு அப்புள்ளியின் நியமப் 

பாதையெனப்படும். 

1.61. பின்வரும் எடுத்துக்காட்டுகள் மேல் கூறிய 
வற்றை விளக்கம் செய்யும்: 

(1) நியதி: ஒரு புள்ளி, 2- அச்சுக்கு 6 என்ற ஒரே 
தூரத்தில் இயங்குகிறது. அதன் தநியமப்பாதை, 
9-0. இக்கோடு ॥- அச்சுக்கு தூரத்திலுள்ள 
ஒரு இணைக்கோடு. 

(1) நியதி: ஒரு புள்ளி, 4- அச்சுக்கு என்ற ஒரே 

தூரத்தில் இயங்குகிறது. அதன் நியமப்பாதை 
2-0. இக்கோடு ர- அச்சுக்கு பே தூரத்திலுள்ள 
ஒரு இணைக்கோடு. 

(141) தியதி: ஒரு புள்ளி, 2- அச்சிலிருந்து இருக்கும் _ 
தூரம். (1,3) இலிருந்து இருக்கும் தூரத்திற்கு 
எப்போதும் சமம். 

அப்புள்ளியைப் பொதுவாக (2, 9) எனக் கொள்வோம். 

அது 2- அச்சிலிருந்திருக்கும் தூரம் y BSW: 

அது (1, 3) விலிருந்து இருக்கும் தூரம்-%(2-1)£--(9-2) 

ea a பாதையாவது, 

g=Vie-1Pt-2F 

அதாவது, (2-1) (9-3) 

சுரூக்கி திலைமாற்றி எழுதினால், 
(2-1)”-49-&. இதுவே நியமப் பாதை 

(1) தியதி: ஒரு புள்ளி, (2, 3) என்ற நிலைத்த புள்ளியிலி 
சுந்து எப்போதும் 4 அலகுகள் தூரத்திலேயே போய்க்கொண் 

டிருக்கிறது.
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(௨, 9) என்ற புள்ளிக்கும் (2, 3) என்ற புள்ளிக்கும் உள்ள 

தூரம் -%4(2-2)4(3-3)' 
நியதிப்படி, *(2-2--(-3)5 -4 

அதாவது, (x-2)'+(y- 3) = 16 

அல்லது xw+y?-4a-b6y-3=0 

என்பது நியமப் பாதையின் சமன்பாடாகும். 

(v) நியதி: ஒரு புள்ளி, (௨, 0); (-௨,0) என்ற நிலைத்த 
இரு புள்ளிகளிலிருந்து எப்போதும் 1: £ என்ற விகிதமுள்ள 

தூரத்தில் இயங்குகிறது. 

A(a, 0); B(-a, 0); P(x, y) எனவும் கொள்வோம். 

நக :1ந- 1: என்பது நியதி. 

PA _ V(a- ஐ 1 

‘PB எழும் 8 
, இரு பக்கங்களையும் இருபடிக்கு உயர்த்த, 

(2 _ 25-97 1 ‘ ட ‘ 
(2-௧): ae eae பெறப்படும். 

. 2 [(6-௧)2497]- (2467-97 என்பது நியமப் பாதை 
பாகும். 

பாடச் சுருக்கம் (1) 

1. (2, 302 (௩.32) க்கு இடைப்பட்ட தூரம் 

2. ஆய ஆதியிலிருந்து (2,, 90 க் குள்ளதூரம் 

சரத பீற் 

59. (டிபி; (௩.39) இரண்டு புள்ளிகள் : 

(i) அவைகளுக் கிடைப்பட்ட நீளத்தை, உள்ளும் 

வெளியும் 1௨: ௩ என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளிகளின் 

ஆயத் தொலைகள் :
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(உள்ளே): தம். பபப ஹய் "91290 
m+n mtn 

(QeaPGu): 2-22; y . Me™ 
m—n mn 

(ii) அவைகளுக் கிடைப்பட்ட நீளத்தின் மையப் 
புள்ளி, 

xu, +2, 

2 
Wty w ட 

  C=   7y = 
bo
 

4. (டர; 892: ௨, என்ற உச்சிகளை யுடைய 
மூக்கோணம் : 

(i) மூக்கோணத்தின் மையக் கோட்டுச் சந்தி 0: 

உட்டா கட்ட — WATYTYs 
3 y=. 8 

(11) முக்கோணத்தின் பரப்பு : 

A=3 Lx, (¥:-ys)+¥s-¥,) +2: (41-2) J 

A=4[y% (%.-23)4+-¥2 (z,-2,)+y9, (x, — 22) J 

5. ௨50, 3- அச்சைக் குறிக்கும்; 

y=0, £௨-அச்சைக் குறிக்கும். 

6. 2-௦, 3-௦, முறையே, $- அச்சிலிருந்து ஈ தூரம், ஈ- 

அச்சிலிருந்து 2 தூரம் உள்ள கோடுகள், 

இவை முறையே, 2-அச்சுக்கும் ர--அச்சுக்கும் இணைக் 
கோடுகளாகும். 

பயிற்சி 1 (19) 

1. (2,4); ,1) என்ற புள்ளிகளிலிருந்து சமதூரத்தில் 
ஒரு புள்ளி இயங்குகிறது. அதன் நியமப் பாதை என்ன? 

2. ஒரு புள்ளி, (2, 5) என்ற புள்ளியிலிருந்து எப்போதும் 
6 அலகுகள் தூரத்தில் இயங்குகிறது. அதன் நியமப்பாதை 
என்ன?
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8. ஒரு புள்ளி (௨, ), (2, 1); (1, 9) என்ற இரு புள்ளிகளி: 
லிருந்து இருக்கும் தூரங்கள் 1 : 3 என்ற விகிதத்தில் உள்ளன... 

(2, ஏன் நியமப் பாதை என்ன ? 

4. (a, 6) என்ற ஒரு நிலைத்த புள்ளியிலிருந்து, மற்றோர்: 
புள்ளி எப்போதும் 2 என்ற தூரத்தில் இயங்குகிறது. அப்: 

புள்ளியின் நியமப் பாதை என்ன? 

5. பின் கொடுக்கப்பட்ட நியதிகளுக்குட்பட்டு, (6) y) 
என்ற புள்ளி இயங்குகிறது. நியமப் பாதைகள் காண்க. 

Q) (6,1); (-2,-1) என்ற புள்ளிகளிலிருந்து (2, மின்: 

தூரங்களின் கூட்டுத் தொகை 10. 

(2) (-3,1); (4,4) என்ற புள்ளிகளிலிருந்து (ஐ, நக்கு. 
உஉள்ளதூரங்களின் இருபடிக் கூட்டுத் தொகை 120, 

(3): (2,8); (-3,4) என்பவை ஒரு முக்கோணத்தில்: 

இரு உச்சிகள் ; (ஐ,9) ஐ மூன்றாவது உச்சியாகக் கொண்ட. 

முக்கோணத்தின் பரப்பு எப்போது 17 சதுர அலகுகள் ?



2. நேர்க்கோடுகள் 
(Straight Lines) : 

2.1. சென்ற பகுதியில் 17 குறிப்பில் 2-௦; 9-6 என் 

பவை முறையே ர-அச்சுக்கும், ௨-அச்சுக்கும், 2- என்ற 

தூரத்தில் அமைந்த இணைக்கோடுகள் எனக் கண்டோம். 

மேலும், 2-0; 7-0 என்பவை, $- அச்சையும் உ- அச்சை 

யும் குறிக்கும் சமன் பாடுகளெனவும் கண்டோம். 

இப்போது, ஆய அச்சுக்கள் அமைந்த மட்டத்தில் உள்ள, 

நேர்க்கோடுகளுக்குரிய சமன் பாடுகள் யாவையென அறிய 

மூயல்வோம். ஒரு நேர்க்கோட்டை ஒரு மட்டத்தில் நிலை 

நிறுத்த சில முறைகளுண்டு என உங்களுக்குத் தெரியும். அம் 

முறைகளைக் கொண்டு, இயல் முறை வடிவ கணிதத்தில் நேர்க் 
கோடுகளைக் குறிப்பிடக் கூடிய சமன் பாடுகள் தொகுதியை 
ஆராய்வோம். 

2.2. நேர்க்கோட்டின் சரிவு (81008) அல்லது சாய்வு வீதம் 
(Gradient) : , 

    

    

(1) ர ப்) ச் 
ஆ 

9 
OCA x கி ௦ 

oF y! y' Z 

iv) ர் ற a . ai 

யய é ௦ 

0 

x! A ௦ ¥ x! ௦ x 

KS 

y' ர 

படம், 9, 

கற என்ற ஒரு நேர்க்கோடு, ௨- அச்சை & என்ற இடத் 
தில் வெட்டட்டும்.
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&% என்ற கோடு, 3ல் ஆரம்பித்து இட்ஞ்-சுழியாகச் சுற்றி' 

(anti-clockwise) AB என்ற நிலைக்கு வரட்டும். அது எவ்வளவு, 

கோண அளவு சுற்றியிருக்கிறதோ, அக்கோணத்தை 0 எனக். 
குறிப்போம். 

படம் (1), (1109ல், 6 ஒரு குறுங்கோணம் (0-0 4905) 

படம் (11), (0ல், 6 ஒரு விரிகோணம் (90£-:0-:1809) 

எனவே, ஒரு கோடு, எப்படி ௨-அச்சை வெட்டினாலும், 
௦ என்பது 0க்கு மேல் 180£க்கு உட்பட்டதாயிருக்கும், 

12௦ என்பது நேர்க்கோட்டின் சரிவு அல்லது சாய்வு: 
வீதம் எனப்படும், பொதுவாக, அதற்கு % என்ற குறியீடு: 

பயன்படுத்துவது மரபு. ட் 

அதாவது, 18௩ 0-7 

6 குறுங்கோணமாயின், 8௩-18 9 கூட்டெண்ணாகும். 

9 விரிகோணமாயின், m=tan 0 குறையெண்ணாகும். 

9:83. வெட்டுத்துண்டு (1016௦20100: ஏதாமொரு நேர்க். 

கோடு, ௨-, /- அச்சுக்களை முறையே 4, என்ற புள்ளிகளில்: 

வெட்டட்டும். 

௦ என்பது ஆய ஆதியாயின், 0& என்பது, ௨- வெட்டுத் 

துண்டு எனவும், ் 
0 என்பது, 9- வெட்டுத் துண்டு எனவும் கூறப்படும். 

அவ்வெட்டுத் துண்டுகள் சில கூட்டெண் மதிப்புடையன 

வெனவும், சில குறையெண் மதிப்புடையனவெனவும், 
கவனிக்க வேண்டியதாம். ' 

படம் 29ல் உள்ள வெட்டுத் துண்டுகள் கீழே கொடுக் 

கப்பட்டுள்ளன. 
  

  

- வெட்டுத்துண்டு | 3- வெட்டுத்துண்டு 
-- அல்லது - * அல்லது- 

(i) OA + OB - 

Gi) OA + OB + 

(iii) | OA - | OB + 

(iv) OA - ட். OB -      
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-2.4. சரிவு பற்றிய சில பண்புகள்: 

(1) இரண்டு இணைக்கோடுகளின் சரிவுகள் சமம். ஏனெ 

னில் அவை ௨ஈஃஅச்சை வெட்டுமிட்த்து ௨- அச்சோடு சம 

“கோணத்தில் அமைந்திருக்கும். படம் 10ல் க, மே இணைக் 

“கோடுகள். : 

  

  

  

UK| 61 
  

  
படம் 11, 

(2) இரண்டு நேர்க் கோடுகள் ஒன்றிற்கொன்று செங்குத் 
தாக விருப்பின், அவைகளின் சரிவுகள் 8, ₹௩'. என்பவையி 

டையே ௬௩௭ூ- -1 என்ற சார்வு நிலவும். எப்படியெனில்: 

படம் 1]ல் 

கன் சரிவு ௩-1 0, 
கன் சரிவு m'=tan 0,
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4040-90” (ஏனெனில் க 1௧௦) 
6, =90+6, 

m=tan 0, 780 (90-69) 

= -Cot @ 

டட 1 

m' 

ரூ 1 என்பது விளக்கம், 

(3) 2௨- அச்சின் சரிவு-18॥ 0-0 (பூச்சியம்). 

(5) ர-அச்சின் சரிவு-1க 90- ௩ (கந்தழி) 

௫) 2:4(பின்படி, ஈ- அச்சுக்கு இணைக்கோடாகவுள்ள 
எக்கோட்டிற்கும் சரிவு பூச்சியம் (0). 

. அவ்வாறே, 3- அச்சுக்கு இணைக்கோடாகவுள்ள எக் 
கோட்டிற்கும் சரிவு கந்தழி (௨). 

(6) Ao ah B Ge 30 என்ற வலவ கன் இணைக்கும் 
ட 2-9 

vy 

கநர்க்கோட்டின் சரிவு 2 ் அல்லது என்பது பின் 

வரும் படத்தால் விளங்கும்... 

y B பவ | 

(3) 

ற a 

6 
  

    
  

  y' 
படம் 12. 

. NB 
படத்தில் காண, ௩- (௨16 - AN 

= BOM என விளங்கும். 
Yq —
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2-5. நேர்க்கோடுகளின் சமன்பாடுகள்: 

௨-, ர- அச்சுக்கள் உள்ள மட்டத்தில் ஒரு குறிப்பிட்ட 

'நேர்க்கோட்டை, பின்வரும் ஏதாமொரு முறையில் நிலைக்கச் 

செய்யலாம். 

(1) (9) (௩,௮9) எனக் குறிப்பிட்ட இரு புள்ளிகளை 
இணைக்கும் கோடு (இரு புள்ளியமைப்பு); 

(2) ௬௩- சரிவுடன், (2, 3) என்ற ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி 
யின் வழியே செல்லும் கோடு (புள்ளி-சரிவு அமைப்பு); 

(9) ௬- சரிவுடன், 9- அச்சின் மேல் ॥ எனவொரு குறிப்: 

பிட்ட வெட்டுத் துண்டுடைய கோடு (வெட்டு- சரிவு 

அமைப்பு); 

(4) ௨-,9-அச்சுக்களின் மேல் குறிப்பிட்ட வெட்டுத் 

துண்டுகள் ஈ, ம உடைய கோடு. (இரு வெட்டு அமைப்பு); 

(5) ஆய ஆதியிலிருந்து, குறித்த (நிலைத்த) நேர்க்கோட் 
டிற்கு வரையப்படும் குத்துக் கோட்டின் நீளமும், அக்குத்துக் 
கோட்டிற்கும் ௨- அச்சிற்கும் இடைப்பட்ட கோணமும் 

உடைய நேர்க்கோடு (குத்துக்கோடு--சாய்வு அமைப்பு). 

மேலே கூறப்பட்ட முறைகள் ஒவ்வொன்றிலும், ஒரே 
QS “PG sof” (யாரர06) நேர்க்கோடு பெறப்படும். அவ்வக் 
கோடுகள் 0%, 01% என்ற நிலைத்த அச்சுக்களோடு தொடர் 
புடைத்தாயிருக்கும். ஆகவே, அவைகளின் சமன்பாடுகளை 

அறிய முற்படுவோம். (“ஒரு தனி''த் தன்மையை ஆய்ந்து 
அறிக,
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ட... இர. துடி; எனக் குறிப்பிட்ட இரு புள்ளி 
“களின் வழியாகச் செல்லும் நேர்க்கோடு: (இரு புள்ளி 
யமைப்பு-- 790-01௩ 107) ் 

  

      
  

  

yy ஒறு - 

ச் ¢ ர் vas ந 
3100 9 

௦. R 

\ 

ts ் , 

x' Ss ௦ ட பு 96! 

| 

y! 

படம் 18 

சம என்பது (2,, 40); (,, (2) வழியாகச் செல்லும் நேர்க் 

கோடு. படம் (18)ல் காட்டியபடி, ௨- அச்சுக்கும் 9-அச்சுக் - 

கும் இணைக்கோடுகள் வரைக. 

உ என்பது அக்கோட்டின் மேலுள்ள ஏதாமொரு 

புள்ளி (ஐ, 9). 

உஜயும் ஏஐயும் இணைக்கும் சார்பே, & என்னும் 

கோட்டுக்குரிய சமன்பாடாகும். ஆகவே அச்சார்பு என்ன 

வென அறிவதே நமது நோக்கம். (இம்முறையே மற்ற முயற்சி 

களிலும் பயன்படும்.) 

அக்கோட்டின் eruicy tan @ = tan BS X = tan. BAR 

PQ BR 
tan 6 =AQ~ AR 

9-9 Yee 
2-2, Ly — By 

  

இதுவே (6, ஐ (5, 39: (3) என்பவைகளோடு 

இணைக்கும் சார்பாகும், 

௧--22
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எனவே, 9): (ட, 9) வழியாகச் செல்லும் கோட்டின் 

சமன்பாடு, 

ரச 9-9 
Z—-L, ௨, 

டட 22 
௪-௬ 

இதையே Yo ¥: _ 92 எனவும் நிறுவலாம். 
Z—-Xz, உற 

(எ-கா.) (2, 4); (5, 9) வழியாகச் செல்லும் தேர்க்கோட்டின் 

சமன்பாடு யாது? அக்கோட்டின் சாய்வென்ன ? 

கோட்டின் சமன்பாடு, 

9-4_9-4 | 
சு
 

  
2-௫ 5-2 ் 

அதாவது 3 (-4)-5 (2-2)7 
அதாவது 3 9-5௨-23-0 

அல்லது 5a -3y+2=0 

சாய்வுப் 4 
_ உ 3 a 

oe
 

2,5-2, ௩- சரிவுடன், (2, 8.) என்ற குறித்த புள்ளியின் வழி 

யே செல்லும் நேர்க்கோடு (புள்ளி-சரிவு அமைப்பு-1011- 

Slope form) : 

  

    
  

  

Cow 

ரி உ 
ரா 

Cay) 2 ன் 

4! 
x! Ss 6 ட M X 

ஙு" 

படம் 14 

m=tan 9 என்ற சரிவுடன் (2,, ரபி வழியாகச் செல்லும் 

கோடு 5 எனக்கொள்க. (படம் 14) ல் காட்டியபடி 2- அச் 
சுக்கும், 4- அச்சுக்கும் இணைக்கோடுகள் வரைக.
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8 = ZASX 

= £PSX . 

= LPAN oorug அறியப்படும். 

m == tan6 , 

= tan ZPAN 

PN 

AN 

3-௪ ஐ, 

3-9: 
ஐஐ, 

இதை, (4-3 - 1 ஐ-௨ப எனவும் எழுதுவது மரபு. 

(எ-கா. (1): (-4,6) வழியாக சரிவு '2' உடைய நேர்க் 
*கோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 

சமன்பாடு: 9-6-2 (௨-4) 

அதாவது 39-22--14 என்பதாகும். 

(எ-கா.) (2): (-3, -7) வழியாக, ௨-அச்சுக்கு 120” 

சாய்ந்திருக்கும் கோட்டின் சமன்பாடு என்ன ? 

சமன்பாடு: 347 (2-8) (௧0 120 

ee —~W 3 (z-+3) 

அதாவது] = —-V3x-7-3V3 
அல்லது ர + V3X+-(7+13V3 )=0 

25.3: m- சரிவுடன், 3- அச்சின் மேல், ௦ என்ற குறிப்பிட்ட 

இவட்டுத்துண்டுடைய கோடு : 

௩ % என்பது இக்கோட்டின் சமன் பாடாகும்.   

  

  
  

  

po 
A 2 N 

_w ன் 9 , 
5 0 M 

படம் 15. 

. இக என்ற நேர்க்கோடு, 9- அச்சின்மேல், 0&-௦ என்ற 

வவெட்டுத்துண்டுடைத்து.
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படம் 15 ல் காட்டியபடி, ௨-, $- அச்சுக்களுக்கு இணைக், 

கோடுகள் வரைக. 

கொடுக்கப்பட்ட 11-18 0 

=tan Z PSM 

=tan Z PAN 

ந என்பது கோட்டின் மேலுள்ள ஏதாமொரு புள்ளி.. 

2 m=tan £ PAN 

_PN _MP-MN 
~ AN AN 

ae 
த 

oY C= Me 

அல்லது 9-2--௦ என்பது அக்கோட்டின் சமன்பாடு. 

சிறப்பாக, 2-0 ஆனால், அதாவது, நேர்க்கோடு ஆய ஆதி 

யான (0, 0) வழியாகச் செல்லுமாயின், 

$-ஊ என்பது அக்கோட்டின் சமன்பாடாகும். (இது: 

கவனத்தி லிருக்கவேண்டிய ஒரு வாய்பாடாகும்.) 

கிளைத். தேற்றம்: 9-0 என்பது. ௨- அச்சையும், v=0' 

என்பது 4 அச்சையும் குறிக்கும் சமன் பாடுகளாகும். 

(எ-கா) (1) -3 stetm sfhap_or y- ayehor Gwe 6- 

அலகுகள் துண்டு விட்டுச் செல்லும் நேர்க்கோட்டுச் சமன்: 

பாடு, 4- —32-+6 என்பதாகும். 

(எ-கா.) (2) ஆய ஆதியின் வழியாக ௨- அச்சுக்கு 45° 
சாய்ந்துள்ள கோட்டுச் சமன்பாடு, 

210 45 

அல்லது 3-௨ ஆகும், க்.
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2.54. ௨-, 9- அச்சுக்களின் மேல். குறிப்பிட்ட வெட்டுத் 
துண்டுகள் ஈ, 8, விட்டுச்செல்லும் நேர்க்கோடு: (வெட்டு 

joniocity - Intercept Form.) , 

y 

POLY) 

x! 0 a NO 

  y 
படம் 16 

AB என்ற கோடு, படம் 16 படி, 2- அச்சை கயிலும், a= 

அச்சை யிலும் வெட்டட்டும். 

0-௧ எனவும் OB=6b எனவும் கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 

(2,9) என்று கோட்டின் ஜேலுள்ள ஏதாமொருபுள்ளியை 

எடுத்துக் கொள்க. 

படத்தில் காட்டியபடி, 9- அச்சுக்கு இணையாக 214 என்ற 

. கோடு வரைக. 

A OAB Ii A MAP 

OA MA 
OB MP 

a ம 

ASUS T=  
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ஃ நற 

batay=ab 

இரு பக்கங்களையும், ௨ ஆல்: வகுக்க, 

= +2 - 1 என்ற. அமைப்பில் அக்கோட்டின் சுமன் 

பாடு கிடைக்கும். 

குறிப்பு: இச்சமன்பாட்டை, 25:1, 2:55, 2:55: என்ற 

பத்திகளில் காட்டியபடியும் பெறலாம். 

2:5:1 படி: இக்கோடு (௪, 0); (0,6) என்ற இரு புள்ளி' 
களின் வழியாகச்.செல்லும் கோடெனக் கொள்க. அப்போது 
அதன் சமன்பாடு, 

  

  

3-0 டமி என் மைப்பைப் பெறும் 
t-a தடட றர ௮௮ ௮ம். 

ASteug ay = — bx + ab 

Boog be + ay = ad. 

x y . 
அதாவது at eo 1 எனவாகும். 

2.5°2.uq: m= tan® 

= tan (180°- OAB) 

— tan OAB 

b 

a 

இக்கோடு, இச்சரிவோடு, (ஈ, ய) வழியாகச் செல்கிறது. 

ஆகவே இதன் சமன்பாடு, 

b s 
9-0-- -- (2-௦) ஆகும். 

் அதாவது ay = — bx + ab 

அல்லது 2-1 ay = ab 

அதாவது 4 1 எனவாகும்.
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ப டி b 4 ச 4 ச . : க 2.53. படி; - 9- அச்சில் வெட்டுத் துண்டு 

௩0-ம். ் 

7 அதன் சமன்பாடு$ு- - 2 ௪ -- ட் ஆகும். 

அதாவது - — be + ab 

அல்லது 1: ay = ab 

x y . 
அதாவது a + ௪ 1 எனவாகும், 

(எ-கா. 1): 2-அச்சின்மேலும், 9-அச்சின்மேலும் 8, 5 

அலகுகள் துண்டு விட்டுச் செல்லும் நேர்க்கோட்டின் சமன் 

பாடு > + = 1 ஆகும், 

(எ-கா. 2) துண்டுகள் 0%' மேலும், 0 மேலும் - £, -q 

என அமையுமாயின், அந்த நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு, 

| 

  

ஐ y - 
4 அ. = 1 அல்ல 

மி -8 3 

ane ௩4 1 0 எனப் பெறப்படும். 
p 8 

குறிப்பு: வெட்டுத் துண்டுகள் அச்சுக்களின் கூட்டெண் 

பக்கத்திலுள்ளனவா, அல்லது கூறையெண் பக்கத்திலுள் 

ளனவா, என்பதை ஆய்ந்து, சமன்பாட்டில் அதற்குரிய கூட் 

டல், அல்லது கழித்தல் குறியைப் பயன்படுத்தி விடை பெற 

வேண்டும். 

2,5:5. ஆய ஆதியிலிருந்து, குறித்த (நிலைத்த) நேர்க்கோட் 

டிற்கு வரையப்படும் குத்துக் கோட்டின் நீளமும், அக்குத்துக் 

கோட்டிற்கும் ௨- அச்சுக்கும் இடைப் பட்ட கோணமும் உடைய



344 இயல்முறை வடிவ கணிதம் 

நேர்க் கோடு. (குத்துக்கோடு - சாய்வு அமைப்பு 7116 11௱வி 
form or The Normal-Slope form): 

ON 

  

  

  
படம் 17 

&௰ ஒரு நேர்க்கோடு. 

ON என்பது ஆய ஆதியிலிருந்து க்குச் செங்குத்துக் 
கோடு. 011-ற, 7071-6 என்பவை இரண்டும் கொடுக்கப் 
பட்டிருக்கின்றன. 

2; % வின் சார்பாக, கன் சமன் பாடு காணவேண்டும். 

இங்கு £- அச்சின்மேல் அக்கோட்டின் வெட்டுத்துண்டு 
= OA = psec 4, 

அவ்வாறே 3- அச்சின்மேல் அக்கோட்டின் மேல் வெட் 
டுத் துண்டு-0%- ற 00860 «. 

எனவே, 2:5.4ல் கண்டபடி, இக்கோட்டின் சமன் பாடு, 

x ட ; OAT 6 I என அமையும். 

x y ' 
ரவது ப ப ப பப 

எலி தி மி 860 +5 cosec 1 

அதாவது 2௦05 4-9 511 4-ற என்ற அமைப்பில் கிடைக் 
கப் பெறும். ॥ 

இருபக்கங்களையும் ௦௦6 4 ஆல் பெருக்க,
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2005 8 10ஃ- ஐ என்ற அமைப்பில் கறன் சமன் 
பாடு பெறப்படும். 

எடுத்துக் காட்டு: ஒரு நேர்க்கோட்டின்மேல் ஆய ஆதி 

யிலிருந்து வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் 8 
அலகுகள் ; அக்குத்துக் கோட்டுக்கும் 2॥- அச்சுக்கும் இடைப் 

பட்ட கோணம் 60”. அக்கோட்டின் சமன் பாடு யாது? 

Cos « ॥ Qa
 

௦ wa
 

oS
 Oo ll a
 

Il க்
 

ற்
 0
.
 

வண
்
 

| 
ர் ல Sin ஆ 

-:. கோட்டின் சமன்பாடு, 

௩5. 
2 

eaty =3   

அதாவது ௨4௩75 ர-6 ஆகப் பெறும். 

பயிற்சி 2 (1). 

1. பின் வரும் புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும் நேர்க் 

கோடுகளின் சரிவுகளையும் அவைகளின் சமன்பாடுகளையும் 

காண்க: 

ரூ ௫-9; இர, (3) 5 (-5,3) 
உ. பின்வரும் நேர்க்கோடுகளின் சரிவும் அக்கோடுகள் 

செல்லும் வழியிலுள்ள ஒரு புள்ளியும் கொடுக்கப்பட்டிருக் 

கின்றன. அவைகளின் சமன்பாடுகள் காண்க: 

(1) m=2; (2-3) (2) m= -4; (-6,7) 

(3) m=6; (0, 9) (4) @=60°; (4,-1) 

3. பின்வரும் நேர்க்கோடுகளின் சரிவும், அக்கோடுகள் 

- அச்சின்மேல் விடும் துண்டும் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 

அவைகளின் சமன்பாடுகள் காண்க :
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(0 m=2: Gar gaw@-4 

Q) 6-L; Ga. gan@ 6 

(3) m=-5; Gar. grom@ -3 

a) ma 2 ; வெ. துண்டு ஈ 

*. நேர்க்கோடுகள், முறையே, ௪-.ஏர- அச்சுக்களின் 
மேல் விட்டுச் செல்லும் துண்டுகள் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின் 
றன. அவைகளின் சமன்பாடுகள் காண்க. 

(1) க41;022. இறு 5; y>6. (8) 25 ; 0201, 

இங்கு :- என்னும் குறி, அவ்வவ்வச்சுக்களுக் சூரிய : 
வெட்டுத் துண்டுகளைக் குறிக்கும். 

25:86. 25-26 seam சமன்பாட்டை யொட்டி, மற்றோர் 
நேர்க் கோட்டுச் சமன்பாடு : 

படம் 2.526, A (z,, y,); P (2, y) என்ற புள்ளிகளுக் கிடைப் 
பட்ட தூரம் * எனக் கொள்வோம். 

அதாவது கூர. 

படத்தைப் பார்க்க, 

«—2x,=AN=r cos 6 

¥-¥,=PN=r sin 6 

என்பவை தெரிகின்றன. 

” tv 

*" cos 
ட்டு en * என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும். 

“9: சாய்வுடன், (2,, 9) வழியாகச் செல்லும் நேர்கோட் 
டிற்குரிய சமன்பாடாகவும் மேற்கூறிய சமன்பாட்டைக் 
கொள்ளலாம். 7 என்பது (2... ந) க்கும், (2. 7) க்கும் இடைப் 
பட்ட தூரமாகும். 

இவ் வாய்பாடு இயல்முறை வடிவ கணிதத்தில் பல்வேறு 
இடங்களில் பயன்படும் ; கவனத்திற் குரியதாம்.
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2.6. பொதுவாக, art+byte=0 என்ற. ஒருபடிச் சமன்பாடு 
எப்போதும் ஒரு கேர்க்கோட்டைக். குறிக்கும் கமன்பாடாகும். 

2.51 முதல் 2.6:5 வரை பார்த்த சமன்பாடுகள் யாவற்றை 
யும் ௧௨--00-ட_0-0 என்ற அமைப்பில் எழுதிப் பார்ப்போம். 

251. உழு 3-2 (௪0-௨0-௨900. 
2.52, mx-yt+(y,-mx,)=90 

" 2.53. ma-y+tc=0 

2.54. be+tay-ab=0 

2௮9. x cos X-+y sin <-p=0 

இவையாவும், 2, 9 கொண்டு, அமைக்கப்பட்ட முதற்படி 

சமன்பாடுக ளென்பது தெளிவு... எனவே, ax+byt+c=0 

என்ற பொது அமைப்பில், நேர்க்கோட்டுச் சமன் பாடுகள் 

அமையும் என்பது வெள்ளிடை. 

மேலும், மறுதலையாக. க௰-ட9--௦-0 என்ற சமன்பாட்டை, 

குறிப்பாக, 2.5:8, 2.54, 5.55 என்ற அமைப்பிலும் எழுதலாம். 

5:83. அமைப்பு: ௭-99--௦-0 

. a 6 
ச நர 

உட 
254 அமைப்பு : னாத பதம் 

“a & 

a 6 6 
2.5°5 5 ட ———————_ 7 எணண மமக வட டல் — ee 

உ உணவில் ர a? +6? Ope a+b? 

இவ்வமைப்பில், ௦௦5 %- உ ; உ லட 
காப் 

  

டல் இங்கு உ ளன்ற கோணத்தைக் 8 
tan <= —;p= படட 

a மி கரட் 

காணமுடியும், 

261 ஆனால், ஊல-09-ட௨-௦: என்ற சமன்பாடு ஒரு நேர்க் 

கோட்டைக் குறிக்குமென, நேரடியாகவும் நிறுவலாம்.
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Poa gpenp: ax+by+co=6 ஏதாமொரு இயங்குவழி 

.யெனவும். அவ்வியங்கு வழி ஒரு நேர்க்கோடெனவும் நிறுவ 

.மூயல்வோம். இயங்கு வழியின்மேல் (x,. y,)3 (®s- Yo) 5 (25. Ys) 

என ஏதாவது மூன்று புள்ளிகளை எடுத்துக் கொள்க. 

அதாவது, 

ax,+by,+c=8 

ax, +by?+c=0 

ax,+by,+c=90 

அன்ற மூன்று சமன்பாடுகளுல் உண்மையாவனவாம். 

இச் சமன்பாடுகளை மூறையே, (9-3): (9-3: 9-8) 
என்பவையால் பெருக்கிக் கூட்டினால் 

சர்ச, (2-8) 4-0 -௧ ட) 1] - 0 ஆகும். 

ஆனால் ௨௮௪ 0 

ஆகவே, 

®, (Ya— ys) + 2 Ys— Hh) + Fs (Gi - Yo) =O ஆகிறது. 

எனவே. பகுதி 1, பத்தி 4ல் கிடைக்கப்பெற்ற 14 

(2) கிளைத்தேற்றப்படி, (2,, 80: (ஐ, 8: (6, 9) என்ற மூன்று 
புள்ளிகளும் ஒரே நேர்க்கோட்டிலுள்ளனவென நிறுவப்படு 
கிறது. 

ஒரு வரைகோடாகிய ஊர 0ன் மேல் ஏதா 
வது மூன்று புள்ளிகள் ஒரே நேர்க்கோட்டில் அமையு 

மானால். அவ்வரை கோடு அல்லது இயங்கு வழி ஒரு நேநர்க் 
கோடு என்பது விளக்கம். 

2-5. பலவித எடுத்துக் காட்டான கணக்குகள் : 

(எ-கா.) (1) 3x-6y+12=0 என்ற நேர்க்கோடு இருக் 

கிறது. அதன் சரிவு, ॥-. ஏ- அச்சுக்களின் மேல் விடப்படும் 

"வெட்டுத் துண்டுகள், ஆய ஆதியிலிருந்து அக் கோட்டிற்கு 

வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம், அக்குத்துக் 

கோடு.௨- அச்சோடு பெற்ற சாய்வு, முதலியவைகளைக் 

காண்க.



தேர்க்கோடுகள் ் 540; 

சரிவு 92-09-0120, 

ஃ  69-92-12 

y=tet2 படுற அமைப்பு 

கோட்டின் சரிவு 3 

௪-,4- அச்சுக்களின்மேல். விடப்படும் வெட்டுகள்: : 

3x - 12 

3c oy oy 
—-12 212 

— +=! (= + ௩1] அமைப்பு ) 

2. அச்சின் மேல் - 4 (0%' பக்கமிருக்கும்) 

9- அச்சின்மேல் 2 (01 பக்கமிருக்கும்) 

குத்துக்கோடு நீளம், 2- அச்சோடு சாய்வு, 

3x - 6y= — 12 

32 டட by _ -12 

VLE W326? 976 

  

    

1 2 \_ 
அதாவது x (a) +o Ve) MB. 

— 
செங்குத்துக் கோடு நீளம் WE 

3 
Cos aft 

din a= “ர 

tan X= - 2:
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இங்கு என் மதிப்பு 2 -_-ஆகவும் 421 ஆகவும் இருக்கு 

மென்பதையும் கண்டு கொள்க. 

(எ-கா. 2) 4x+y= 2th, 12--8ர-7 என்ற கோடும் இணைக் 

“கோடுகள் என நிறுவுக. 

முதல் கோட்டை y= ~4242 எனவும், 

a க 7 க 
இரண்டாம் கோட்டை y= - தற a னவும், எழுத 

லாம். 

் இரு கோடுகளும் ஒரே சரிவை (௪- -4) உடையன. 

எனவே இணைக்கோடுகளாகும். 

(எ-கா. 9) A(7,4);B(5, 10); C (-3,-8) உச்சிகள் 
கொண்ட ஒரு முக்கோணத்தின் மையக் கோடுகளின் சமன் 

பாடுகள் காண்க. 

  () ந௦ன் மையம் ற - (= =) 
5: 5 

= (1,1) 

ன் மையக் கோடு (7, 4); (1,1) வழியாகச் செல்வது. 

அதன் சமன்பாடு, 

    
9-4 ட 4—] tl 

உ- | 7-1 ° 2 

2-7 =2y-8 

HStug) x—-2y+1=0 srarugs AD. 

(ii) CAeir மையம் 8 - (— as ) 

5 (2, — 2) 

BE-onuwié Gan@® (5,10); (2,-2) aPursé Gecdoug. 
அதன் சமன்பாடு, ் 

39-10 1042 
உத 5-2 
    =4
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“. 4¢-20=y-10 

அதாவது4௱-ஏ- 10-0 என்பது BE.. 

  பய) தின் மையல் ந - ( ப ==) 

= (6,7) 

ரா மையக் கோடு (-8,-8); (6, 7) வழியாகச் செல்வது. 

அதன் சமன்பாடு, 
Or

 

ye eat 
ம -3-6 3 

5a +15 =8y+24 

அதாவது 5௦-39-9-0 என்பது 0... 

(எ-கா. 4) (9,3); (0-7) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 
கோட்டிற்கு இணை கோடாக (8, 6) வழியாகச் செல்லும் கோட் 

டின் சமன்.பாடு காண்க, 

(9, 9; (1,-7) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டின் 

847 5 
சரிவு - 9-1 த 

எனவே, (8,6) வழியாக ு- உள்ளகோடு யாதெனின் 

(y- 6) =} (#-3) 

அதாவது 4y — 24 = 5a — 15 

அதாவது 49 - 5௨-09 என்பதாம், 

(எ-கா.) (5) ஒரு நேர்க்கோடு, 8-,][/- அச்சுக்களின் 

மேல் விடும் வெட்டுத்துண்டுகளின் கூட்டுத்தொகை 10. அது 

(-4,9) வழியாகச் செல்லுமாயின் அக் கோட்டின் சமன்பாடு 

என்ன ₹ 

ஸ் . ப 
அக்கோடு -- --“- -1 எனக் கொள்க. 

a 

ட 
வ
ல
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aTb<W0 7} என்பவை கொடுக்கப் 
4 9 l ட் 
ந +F = J பட்டிருக்கின்றன. 

இவ்விரண்டு ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகாண, 
௨, ம் கிடைக்கும். 

srt Et $ என்பவை சமன் பாடுகள்... 
— 46+9a=ab 

a=10-6 

— 4b+9(10 — 6) = (10 - 6) 

அதாவது --45-490-96-106-6” 

அதாவது 986-900 

6-5)6-18)-0 

. b=5 or 64-18 

- அப்போது a=5 or a=-8 

tet i “Ets 1்.அல்லது 

— + -1 என்ற இருகோடுகளும் கொடுத்த 

நிபந்தனைகட்குக் கட்டுப்பட்டன. 

பாடச் சுருக்கம் (2) 

1. குறிப்பிட்ட நிபந்தனைகளின் கீழ், நேர்க்கோட்டுச் 
சமன்பாடு (சில அமைப்புக்கள்) : 

Yr _ Wi-Y%, are  Yi- Yo 
(i) தட ஐ, ற” ணன = 

(ii) y-y,=m (x-2,); 

(iii) y=ma+e; 

(iv). 244-1;



நேர்க்கோடுகள் 353 

(v) wcos x+y sin X= ஐ. 

yy Tr 0 

(vi) cos@ sing ன் 
    

5. பொதுவாக க௰-௩9--௦-0 என்பது ஒரு நேர்க்கோட் 
டின் சமன்பாடு. 

பயிற்சி 2 (ஸ் 
1. பின் கூறப்பட்ட நேர்க்கோடுகளின் சரிவு, x—, y- 

அச்சுக்களின் மேல் வெட்டப்படும் துண்டுகள், ஆய ஆதி 

யிலிருந்து அக்கோடுகள் மேல் வரையப் படும் செங்குத்துக் 
கோடுகளின் நீளங்கள், காண்க. 

(1) 32-+2y=6 

(2) 4¢+3y7+12=0 

(3) pet+qy~p+q=0 
(4) 3x=5y+ 60 

(5) az+tby+ab=0 

2. பின்வரும் கோடுகளுக்கு இணைக்கோடாக, குறிப் 
பிட்ட புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் நேர்க்கோடுளின் சமன் 
பாடுகள் காண்க, . 

(1) 3¢+2y=6; (-1, 3) ufwra ; 

(2) 52-39-1; (-5,6) வழியாக; 

(8) axtby+c=0; (-1, -1) wPuma; 

(4) y=met+e; (a,b) uPurae; 

1 1 ~ (5) la+my+n=903 iF . a) வழியாக. 

5. (8, -1)வழியாக, சரிவு 2 உடைய ஒரு கோடு, (-8, 9) 

வழியாகச் செல்கிறது. ரன் மதிப் பென்ன ? 

4. ச-6ர-6 என்ற கோடு, ஈ-, 9- அச்சுக்களோடு சம 

சாய்வுடைய தாயிருப்பின், ௨-6 என நிறுவுக. 

. 5. 2-2; ரஃ35 என்ற கோடுகளா லமையும் செவ் 

வகத்தின் பரப்பென்ன ? 

&—23
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6. ஒரு நகேர்க்கோடு, ௨-, 3- அச்சுக்களை க. % என்ற 

புள்ளிகளில் சந்திக்கிறது. கன் மையம் (2, -3) ஆனால், அக் 
கோட்டின் சமன் பாடு என்ன ? 

*. மேற்கண்ட கணக்கில் க என்ற கோட்டில் AP: PB= 

1:2 என £ இருக்குமானால், ன் ஆயத்தொலைகள் (2, -3) 
எனக் கொண்டு அக்கோட்டின் சமன் பாடு காண்க. 

8. பின் கூறப் படும் புள்ளித் தொகுப்புக்களால் அமை 

யும் முக்கோணத்தின் பக்கங்கள், மைய வெட்டிகள், இவை 
களின் சமன் பாடுகள் காண்க 2 

@) 24); 4.6): (-6 -10); 
@) 24s (-4.); @, -3). 

9. இரு அச்சுக்களின். இடைப்பட்ட ஒரு நேர்க்கோட் 

J geremoun (2,6). 9sCam_y em Fnerur®, so taee 1 

என நிறுவுக. 

10. A (-1,-2); B@.1); 6,2; 00,2) என்பவை 
ஒரு நாற்கரத்தின் உச்சிகள். அதன் மூலைக் கோடுகளுக்கு, 
ஆய ஆதியின் வழியாக அமையும் இணைக்கோடுகள் யாவை? 

ll. A(@,2); B@,$8) 0(-6,2) என்பவை ஒரு முக் 
கோண உச்சிகள்; 1, 8, 1 என்பவை மூறையே 5௦, CA, ABer 

மையப் புள்ளிகள். க, 0, கேர, உ, மா இவைகளின் 
சமன்பாடுகள் sang, BCs DE, CAUEF, ABiFD என 

நிறுவுக. - 
12. ஒரு நேர்க்கோடு (10,-0) வழியாகச் செல்கிறது. 

அது 2௨-, 9- அச்சுக்களின்மேல் விடும் வெட்டுத் துண்டு 
களின் கூட்டுத் தொகை 11. கோட்டின் சமன்பாடு காண்க, 
கோட்டின் சமன்பாட்டை 2008 4-1 1 ஒ.ற என்ற அமைப்பி 
விட்டு, உன் மதிப்பு காண்க. 

13. 4%=7y-4 என்ற கோடு P (1, 88-11) என்ற 
புள்ளி வழியாகச் செல்கிறதாயின், iar மதிப்பென்ன?1ன் 
ஆயத் தொலைகளென்ன ? ல் ் 

14. (2,-5); (-6, 4); (7,1) என்ற புள்ளிகளா லமையும் 
முக்கோணத்தின் மைய வெட்டிகளின் சமன்பாடு காண்க.



3. இரண்டும், அதற்குமேற்பட்ட 

நேர்க்கோடுகள் 

(Two and more Straight limes): 

3:1. இரண்டு நேர்க்கோடுகள் சந்திக்குமிடம் : 

பொதுவாக, ax+-by-c=0 என்ற நேர்க்கோடும் 

றி2-ர1--௦-0 என்ற நேர்க்கோடும் 

ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கும் அல்லது வெட்டுமென நாம் 

அறிவோம். (சிறப்பாக, அவ்விரண்டுகோடுகளும் இணைக் 

கோடுகளாய் இருந்தால் மட்டுமே, அவை இரண்டும் ஒரு 

புள்ளியில் சந்திக்காது. அப்போது இரு கோடுகளின் சரிவும் 

டட. a,-p, |, -சமமாயிருக்கும், அதாவது — > tb ரு சமமாயிருக்கும்) 

ஆகவே, இணைக்கோடுகளல்லாத இரு நேர்க்கோடுகள் 
எடுத்துக் கொள்வோம். அவை சந்திக்கும் இடம் (8,, 9) எனக் 
“கொண்டால், (2, 4) இரு கோடுகளுக்கும் பொது, அதாவது 

ax,- by, c=0 

PU, + y, +r=0 

என்ற இரு ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள் பெறப்படும், அவை 

.களின் தீர்வே, சந்திக்குமிடமாகும். குறுக்குப் பெருக்கல் 

“முறைப்படி, 

x, ட 3/1 ட 1 

br-cq cp-ar aq—obp
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. ட. 8-7. 

y= 2a என்ற ஆயத் தொலைகள் சந்திக்குமிடத் 
aq—bp 

தைக் கொடுக்கும். 

குறிப்பு: ௧ஈர-6ர-0 ஆனால், அதாவது -7 ன ஆகும் போது, 

இரு கோடுகளும் இணைக்கோடாய், சந்திக்குமிடம் கந்தழிப் 

புள்ளி ஆகின்றது. 

(எ-கா.) (1) 3u+2y=7 (a) 

. x-Ty=-13 (6) 

(b)x3: 38¢-2ly=-39 (c) 

(a)-(c): 23y=46 

9-2 ரி ம் ரர வெட்டுமிடம் (1,2) 

(எ-கா.) (த) ௨-ட3--5; 8ை-39-1 என்ற: நேர்க்கோட௫ 

களின் சந்திப்பின் வழியாகவும், (4,-6) வழியாகவும். 
செல்லும் நேர்க்கோடு காண் ௧. 

2- 2-5 

3a —-2y=1 

கூட்டினால், 4-6 

. இடு? 

மேலும் 4-3. 

இப்போது ($. 4): (4,-6) வழியாகச் செல்லும் கோடு 

என்னவெனக் காணவேண்டும். | 

i yt6 -6-4 : 
அக்கோடு. றா ie ஆகும். 

சுருக்கினால் 31௦-.109-64 என்ற நாம் வேண்டும் நேர்க். 
கோட்டுச் சமன்பாடு பெறப்படும். 

(எ-கா. (8) w+ ழு - 7; Qe-y=5; ax—2y=34 என்ற. 

கோடுகள், ஒரே புள்ளியில் சந்திக்குமாயின் உன் மதிப் 

பென்ன ? ~~
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xty=7 

24 -y=5 

என்ற ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகளின் தீர்வு ௨-4, y=3 
எனக் கிடைக்கும். 

ax+-2y=34 என்ற கோடும் (4, 3) வழியாகச் செல்லுமா 
ater 4a+6=34 அல்லது ஈ-7 எனப் பெறப்படும். - 

9.2. இரு நேர்க்கோடுகள் சந்திக்கும் வழியாகச் செல்லும் 
ேர்க்கோட்டின் பொது அமைப்பு : 

ஈடல-டசட 49-௦0 

a,x+b, yt+c,=0 

என்ற நேர்க்கோடுகள் சந்திக்கும் வழியாகச் செல்லும் 
எந்த நேர்க்கோடும், 

டலஐ-[0, 8-௨ (௨௦, 9--௦)-0 

என்ற சமன்பாட்டில் அமையும். £ என்பது ஏதாமொரு 
மாறிலி. 

இதை நிறுவுவது பின்வருமாறு : 

a,e+by+e,+k(ax+by+c)=0 ere ues 

2% (a, +ha,)+y(b, +kb,) +(¢,+ke,) =0 eres எழுதினால் இது 

கிர -0 என்ற அமைப்பில் இருக்கிறதென நாம் 

பார்க்கிறோம். எனவே இது ஒரு நேர்க் கோட்டின் சமன் 

பாடாம். மேலும் அவ்விரு கோடுகளும் (2,, 9) என்ற புள்ளி 
ஈபில் சந்திக்கட்டும். ஆகவே 

@,€, +6, y,+¢,=9 

© Ba 8, +b, Y, + Cy =0 

என்ற இரு கட்டுப் பாடுகளும் பொருத்தமாகும். எனவே 

இப்போது க்கு எம் மதிப்புக் ,கொடுத்தாலும் ௨௨, --6௫.-- ௦, 

2 (ஊல.--டடட)-0 என்ற கட்டுப்பாடும் பொருத்தமாகும். 

BaGor az+dbyte,+tk(axz+by+e,)=0 என்ற நேர்க் 

கோடு (2.,.9,) வழியாகச் செல்கிறதெனத் தெரிகிறது.
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ஃ கிறு (a.c+b,ytc,)=0 erarm Caié3sangQ 

a,x+b, yte,=0 

a, x+b, y+c,=0 

என்ற நேர்க்கோடுகளின் சந்திப்பின் வழியாகச் செல்லும் ஒரு. 
நேர்க்கோடு என நிறுவப் படுகிறது. 

முதல் .கொடுக்கப்பட்ட இரண்டு கோடுகள் சந்திக்கும் 
வழியாக நாம் எத்தனை நேர்க்கோடுகள் வேண்டுமானாலும் 
வரையலாம். அவைகளில் நாம் குறிப்பிடும் அல்லது விரும் 

பும் நேர்க்கோட்டுக்குத் தகுந்தபடி ன் மதிப்பை நிர்ணயிக்க. 
லாம். 

இன்னும் விளக்கமாக, ஒரு எடுத்துக்காட்டோடு, ன் 
பொருளைக் கூறுவோம். 

இப்போது முதல் இரண்டு கோடுகளும் வெட்டும் இடம் 
ஒன்று இருக்கிறது. அதன் வழியாக, வேறோர் கோடு (௨, 3) 
என்ற குறிப்பிட்ட புள்ளி வழியாகச் செல்லும் கோடு எனக், 

கொள்வோம். அதாவது, — 

a,m+bn+e,+k(am+bn+e,)=0 erarugy) 2 ebromimnwme. 

வேண்டும். 

(- a,m+bn+¢,) 

(a,.m+b.n+¢,) 

எனவே 4க்கு இம்மதிப்பு கொடுத்தால், 

  ஆகவே, &£-- எனப் பெறப்படுகிறது. 

௨௨-௦3 +e, +k(a.t+by+c.)=0 என்ற தேரர்க்கோடு, 
முதலில் குறிப்பிட்ட இரு கோடுகளின் சந்திப்பின் வழியாக. 
வும், (௬) வழியாகவும் செல்லும் நேர்க்கோடாகும். பின்னர் 
செய்யப்பட்டிருக்கும் கணக்குகளிலிருந்து, இந்த முறை. 
மேலும் விளக்கமாகும். 

(எ-கா.) (1) 32--5; 2--39-8 என்ற கோடுகளின் சந் 
திப்பின் வழியாகவும், (-1, 6) வழியாகவும் செல்லும் நேர்க் 
கோடு என்ன? 

நாம் வேண்டிய கோட்டின் பொது அமைட்பு, 

9-5 (3-8) -0. 

இது (-1, 6) வழியாகச் செல்கிறதாதலின்,. 

-3+6-5-+k (-2+18-8)=0
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ஃ 37 எனப் பெறப்படுகிறது. 

் நாம் வேண்டும் கோட்டின் சமன்பாடு, 

3a+y-5+4 (Qx+3y- 8)=0; 

அதாவது 14ஐ-. 7. 28-00; 

- அதாவது 224-9-4-0 எனவாகும். 

5.2.ல் கூறப்பட்ட முறையை மேற்கொள்ளாது, பின் 
வரும் முறையிலும் இக்கணக்கைச் செய்யலாம். 

இரு கோடுகளின் வெட்டுமிடம் (1,2) என நாம் சமன் 
பாடுகளின் தீர்வு கண்டு அறியலாம். இப்போது நாம் 
வேண்டும் கோடு, 

(1, 2); (-1, 6) வழியாகச் செல்வதாகும். அதன் சமன்பாடு, 

அதாவது 28-94 என்பதாம். 

(எ-கா.) (2) 3u+4y+6=0; x+3y+7=0 என்ற கோடு 
களின் சந்திப்பின் வழியாக, 

(1) 3$-245 என்ற கோட்டிற்கு இணை கோடு யாது? 

(2) 2+3y+7=0 creirm கோட்டிற்குச் செங்குத்துக்கோடு 
என்ன? 

நாம் விரும்பும் கோடுகளின் பொது அமைப்பு, 

ல கர-ட0-ட் (2-29--7)-0 

இது ௨-5 க்கு இணை கோடாக இருக்கவேண்டுமாயின், 
பொது அமைப்பில் பெற்ற கோட்டின் சரிவு (9%), - கடமான் 
சரிவுக்குச் சமமாயிருக்கவேண்டும், 

9-0 
அதாவது - (rie) - 1 ஆக இருக்கவேண்டும். 

-~3-h=413k 

அதாவது 3, 

. 2-2 க்கு Bienes நாம் வேண்டும் கோட் 
டின் சமன்பாடு,
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32--494-6- 1(2-39-17)-0 ஆகும். அதாவது சுருக்கினால், 

9-2-8 எனப் பெறப்படும். 

(ii) 2-99--7-0 என்பதற்குச் செங்குத்தாக வேண்டியிருப் 
பின், இதன் சரிவும், பொது அமைப்பிலுள்ள கோட்டின் சரி 

வும் பெருக்கிவரும் தொகை- 1 ஆக இருக்கவேண்டும். 

3-+k . ட ட 
அதாவது - (2126) உழ 1 ஆக இருக்கவேண்டும். 

Stk ட. 
(4-9 - 1ஆகவேண்டும். எனவே, 

அப்போது 3+k= -12-9k 

asrugi l0k=—-15 

அதாவது தி 

. உ997-0 என்ற கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக நாம் 

விரும்பும் கோட்டின் சமன்பாடு 82-ட4ர--6-$ (ஐ-ட39--7) -0 

அதாவது ை-9-09 ஆகும். 

33. 0; நற! என்ற கோடுகளுக்கிடைப் 

பட்ட கோணம் அறிதல் : 

  

  

y| - P 

் 180-0 

௦ 92 ட 

் புட . ் 

ட 

் படம் 18 

உக, நட என்பவை முறையே, 
ரள 02 

3912-0 எனக் கொள்வோம். 

படத்தில் உள்ளபடி, 

m=tan 0, 

m' =tan 0) ௯
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இவ்விரு கோடுகளுக்கும் இடைப்பட்ட கோணம் 0-0, - 0, 
-சனப் படத்தில் அறியலாம், 

0,-6,-0 எனக் கொண்டால், 

tan 6=1an (6, - @.) 

_ fan ®,—tan டே 

~ [+tan 8, tan6, 

m—m, 
= “Taam ன அறியலாம். 

. m— mi 

குறிப்பு : J +a 

யது இரு கோடுகளுக்கும் இடைப்பட்ட குறுங்கோணாத்தைக் 

குறிக்கும்; அது குறையெண் மதிப்புப் பெறின், 0 என்பது இரு 
கோடுகளுக்கும் இடைப் பட்ட விரி கோணத்தைக் குறிக்கும். 

3.3.1. () இரு கோடுகளும் இணை கோடுகளாயின், 1-9; 

ஏனெனில் 0-0, ஆகவே, 1௨௩ 0-0, 

கூட்டெண் மதிப்புப் பெறின் 0 என் 

(1) இரு கோடுகளும் செங்குத்துக் கோடுகளாயின், 

  

@= 90°; அப்போது tan@ = tan90° = — ay wm ou gu, 

mom 

1 + mm' 

அப்போது 1-0 அல்லது 81 -1 என்ற கட்டுப் பாடு 

பெறப்படும். [2.4 (2) காண்க]. இக்கட்டூப்பாடு கவனத் 

திலிருக்கவேண்டிய தொன்றுகும். 

“௮.2. முக்கிய பயிற்சி; ௧௮-80; மாறறி 01 ௮0 

என்ற கோடுகளுக்கிடைப் பட்ட கோணம் யாது”? அவை 

ஒன்றுக்கொன்று 

(1) இணைகோடுகளாயிருப்பின் என்ன நிபந்தனை ? 

(2) செங்குத்துக் கோடுகளாயிருப்பின் என்ன நிபந் 
? தனை 

ax+by+c=0 

aetbyt+ct=0 eretm சமன் பாடுகளை முறையே 

a 6 ் 
Ya ~ pe ZF எனவும் 

1 1 

y= nm + ஐ. ன் எனவும் எழுதலாம்.
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இவை 4-12--0 என்ற அமைப்பிலுள்ளன. 

a 

  

விபட ஜதி வா வண Wa eg BS றப 

எனவே, 8.3 படி, 

: -~-a @ 
் m—m' str 

eg 1-ம் த a 
aa' 

LY op: 
_ ath — abt 

~ நடித்த 

(1) மேலும் இவை இணைக்கோடுகளாயிருப்பின் 

a'b — abt 
௩0) ௦ 0 ப ட 9-0; ஆகவே tan @=0 கடத் 

க் ி-0 ஆகவேண்டும். 

அதாவது, — என்ற நிபந்தனை பெறப்படும். 

அதாவது இரு கோடுகள் இணைக்கோடுகளாயிருப்பின், 
அவைகளுக்குரீய சமன்பாடுகளில், 

என் கெழுக்களின் விகிதம்-ுன் கெழுக்களின் விகிதமாக 
அமையும். இதுவே இணைக்கோடுகளைக் குறிக்கும் சமன்பாடு 

களின் உள்ள கெழுக்களை யொட்டிய நிபந்தனையாகும். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

az+by+c=0 என்ற கோடும் 

kax+tkby+c'=0 eretrm Gar@u 

இணைக்கோடுகளாம். 

(3) மற்றும், இவ்விரு கோடுகளும் ஒன்றுக் கொன்று 
செங்குத்தாயின், 96-90” 

௨6-8௩ 

எனி. 

அப்போது ஈ௩'-டமம்1-0 என்ற நிபந்தனை பெறப்படும். 

*. tan @=tan 90°= « = ஆகும். 

அதாவது, ஈன் கெழுக்களின் பெருக்குத் தொகையும், 
3ுூன் கெழுக்களின் பெருக்குத் தொகையும் சேர்ந்த கூட்டுத் . 
தொகை பூச்சியமாகுமெனவறிக,
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்.... எடுத்துக்காட்டாக, 

ee ax+byt+c=0 erorm Gan@iw 

2- ஈ9--௦1-0 என்ற கோடும் 

ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்துக் கோடுகளாம். 

அவ்வாறே, ஈ॥£-ம்ர-௦-0 ம் 

x 
a -- +c1=0 

ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்துக் கோடுகளாம். 

இவ்வெடுத்துக் காட்டுகளால் அறியப்படும் முறைகளை, 

நடைமுறையில், நாம் ஒரு குறிட்பிட்ட கோட்டுக்குச் செங்குத். 

_ தாயுள்ள மற்றோர் கோடு காணப் பயன்படுத்தலாம். 

சில பயிற்சி எடுத்துக்காட்டுகள் : 

(i) 8a+4y+k =0 1 8a+4y+h'=0 

(i) 30+4y+k=01 40 -Byth' =0 

(iii) 8xt4y +k=01-5 ¥ 1 ப உ ம த1120 

மேலே கூறப்பட்டவை பொது அமைப்பைக் குறிப்பன. 

- (iv) சிறப்பாக, l3x+6y=3 eretrm கோட்டிற்கு இணைக். 

கோடாக, (1,-3) வழியாகச் செல்லும் கோடு என்ன? 

இணைக் கோட்டின் பொது அமைப்பு 1892-0] -% ஆகும். 

இது (1,-3) வழியாகச் செல்லுமாயின் 18- 18- அல்லது: 

k=-5. 

4 ் எனவே, நாம் வேண்டும்கோடு 138-0[- -5. 

(9) 1969-3 என்ற கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக, (1,-89): 

- வழியாகச் செல்லும் கோடு என்ன? 

செங்குத்துக் கோட்டின் பொது அமைப்பு 6௨-19[-5 

ஆகும். 

இது (1, -3) வழியாகச் செல்லுமாயின் 7.59 அல்லது 

| k=45 

என்வே நாம் வேண்டும் கோடு 66-13 4,
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(91) Te+y=10; 2-2y+5=0; 2-9--2-0 என்ற கோடு 
.களா லமையும் முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம் யாது? 

கூ என முக்கோணம் கொள்வோம். 

டன் சமன்பாடு 72-டர--10 எனவும், 

கன் சமன்பாடு உ- 2-5-0 எனவும், 

க ன் சமன்பாடு ௨-4-.2-0 எனவும் கொள்வோம். 

மூறையே, &, 1, லேருந்து, 6, 04, கக்கு வரையப்படும் 

-QeaGarn@acr AD, BE, CF எனக்கொள்வோம். அவை சந் 

திக்குமிடம் 0, என்ற செங்கோட்டு மையம் எனக் கொள் 
“வோம், 

க், க சந்திக்கும் வழியாகச் செல்லும் எந்தக் கோடா 
பினும் சரி, அதன் அமைப்பு, 

3.2 uy 2 - 2y+5+k, (w+y+2)=0 

இக்கோடு, மேலும் க்குச் செங்குத்தாயிருப்பின், அது 
. க&லிருந்து 10க்குச் செங்குத்தாக வரையப்படும் தற என்ற 
செங்கோடாகும். 

இப்போது, 

%—2y+5+k, (ety+2)=0 crott pm Gamer, 

@ (1+k,)+y (k, -2)+(2k,+5)=0 erer crap goon. 

இது 7௦--ர-10க்குச் செங்குத்தாயின், 7 (1--)-1(6,-8) 
-0 என்ற நிபந்தனை உண்டு, 

8-௪ -5அல்லதும், 2 ' 

எனவே சமன்பாடு, 

5 
% — 2y+5 — 3 (x+y +2) =0 

அதாவது 3x —- 2ly+30=0 

இவ்வாறே, BE, CF என்ற செங்கோடுகளின் சமன்பாடு 
- களும் அறிய வேண்டும். ் 

மன் சமன்பாடு, பின் வருமாறு: 

Tz+y-l0+k,(e+y+2)=0 என்ற கோடும் 22-50 
என்ற கோடும் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாயிருக்க 
“மேவேண்டும்.
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.. அதாவது (74%) 14 (144) (-2)-0 என்பது நிபந்தனை 
யாகும். 

அதாவது- &-5-0 

அல்லது 6-5 

டீன் சமன்பாடு 

Taty—-10+5 (2-4--2)-0 ஆகும், 

அதாவது 12x+6y =0 

அதாவது 2--/-0. 

எனவே, கடன் சமன்பாடு, 3x —- 21y+30=0 

உ ன் சமண்பாடு, 2ற--1 ௩0 

இவைகள் சந்திக்குமிடம், இவைகளை 'ஒருங்கமைச் சமன்- 
பாடுகளாகக் கொண்டு தீர்வு காண, செங்கோட்டு மையம், 
கிடைக்கும், ் 

3x2 -2ly+30=0 (a) 

2Qe-+ y =0 (bd) 

Ys றே 

(ல் ஈடுசெய்ய 32+4272+30=0 

“. 452 = - 30 

um -¥8=-§ 
a y= —2e=4 

“ (-% 4) O¢mGanl@ mnowurgd. 

இதைச் சரிபார்க்க, ரோன் சமன்பாட்டையும் காண்போம்; 
பின்வருமாறு : 

Ta+y—-l0+k, (w-2y+5)=0 t 

ச-டர-2-0ம் செங்குத்தாக இருக்கவேண்டும், 

அதாவது (7-6) 1--(1-2%)1-0 

-k,+8=0 

அல்லது k,=8 

“. மேன் சமன்பாடு, 

72- 10-08 (-29-8)-0 ஆகும்... 

. அதாவது 15x —- 15y4+30=0



7366 இயல்முறை வடிவ கணிதம் 

இது (-3, 3) வழியாகச் செல்லுகிறதா என்று சரிபார்த் 
தால், செங்கோட்டு மையம் சரியன அறியலாம். 

1de - 15y+30=15 (-3)- 15 (2)--80-0 என வெளிப்படை. 

ஃ செங்கோட்டு மையத்தின் ஆயத் தொலைகள் (-3, 3), 

பாடச் சுருக்கம் (3) 

l. y=mete;y=m'z+e' என்பவை இரு நேர்க்கோடுகள்: 

(0 இவைகளுக்கிடைப்பட்ட கோணம் 09: 

mm fm 
I+mm'~ 

(ii) இவை இணைக் கோடுகளாயின், 

93-71, 

tan @ = 

(iii) இவை செங்குத்துக் கோடுகளாயின், 

ரு! 1-0 

அல்லது mm! = -1 

HOVE m' = — = து ஆ 

2. L,=a, 7+6, y+c,=0; 

L,=a,t+b,y+¢,=0; என்பவை இரு Gpia 
“கோடுகள். 

ள் உ ட்ர்9ி,0- 800. 6, ரூ, - () இவை வெட்டுமிடம்: Ss. பகத்) 

(ii) இடைப்பட்ட கோணம் 09: 

பயக பா? 
(1) இவை இணைக்கோடுகளாயின், 

டய பர் 
a, [அ 

(iv) இவை செங்குத்துக் கோடுகளாயின், 

@,a,+6,5,=0, 

(9) வெட்டுப் புள்ளி வழியாகச் செல்லும் எந்த நேர்க் 
கோட்டின் சமன் பாடும், 

L,+K 1,=0(K ஏதாமொரு மாறிலி)
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பயிற்சி 3 

1, பின்வரும் கோடுகள் எங்கு சந்திக்கின்றனவென 

அறிக. 

(1) #t+y4+2=0; 22-y+1=0 

(2) 3e-5y+1=0; 2r-y=4 

(3) e+y+5=0; 3e-y=9 
(4) ax+by=0; ax —by=c 

(5) y=matc; ytmateo | 

5. பின்வரும் கோடுகளுக்குச் செங்குத்துக் கோடுகளா 
கக் குறிப்பிட்ட புள்ளியின் வழியாகச் செல்லும் கோடுகளின் 
சமன்பாடுகள் காண்க : 

(1) 4x-3y=6; (5.0) வழியாக; 

(2) 5x+8y=1; (0,-3) வழியாக 

(3) ax+tby=c; (-1,-1) வழியாக; 

(4) ax-by=c; (> z) வழியாக; 

45) lx+my+n=0; (௧, 6) வழியாக ; 

(6) ன் +f =1; (0, 0) வழியாக; 

(7) «Cosx+ySinx =p; (asinx,-@ Cos x) euiPusre, 

5. 2t2yt5=0; c-ytT=0 achrm CarGaahor e694 

பின் வழியாக, (1) முதல் கோட்டிற்குச் செங்குத்துக் கோட் 

ன் சமன்பாடு காண்க; 

(2) 52௨--29-0 என்ற கோட்டிற்குச் செங்குத்துக் கோடும், 
இணைக்கோடும் காண்க, ள் 

4, ந1-0; 7249-0) ஊரே 1-0; ஐஃர4-0 என்ற 

கோடுகளால் அமையும் வடிவம் ஒரு இணைக்கரமென நிறுவுக, 
அவ்விணைக் கரத்தின் மூலைக்கோடுகளின் சமன்பாடுகள் 
காண்க. 

5, ஐ3-6; ஐ3-10; 3-8 2 -1-20 என்ற 

்.... கோடுகளாலமையும் வடிவம் ஒரு செவ்வகமென நிறுவுக.
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அதன் மூலைக் கோடுகள் ஒன்றுக்கொன்று சமவெட்டிக 
ளெனவும் நிறுவுக, வெட்டுமிடம் யாது? 

6, லை 3-7; 3ே--4ர-59; 2--9-27 என்ற கோடுகள் 
ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கின்றன வென நிறுவுக. சந்தி யாது? 

7, Is-y=6; மே 4; மற--8 என்ற கோடுகள் 
ஒரு புள்ளியில் சந்திக்குமானால், ஈன் மதிப் பென்ன ? 

8, > +y+e=0; aetby=1l; ax-2by=20 என்ற 

கோடுகள் (7, -1) வழியாகச் செல்லுகின்றன. ௭, 8, ஈன் மதிப்பு 
காண்க. 

9. w+2y=0; 32-y=0 என்ற கோடுகளின் இடைப் 

பட்ட குறுங்கோணம் என்ன? விரிகோணம் என்ன? 

10. 8-9-0 என்ற கோட்டிற்கு 45” சாய்வுடன் ஆய ஆதி 

யின் வழியாகச் செல்லும் கோட்டின் சமன் பாடு காண்க. 

ll. 2 -9-0 என்ற கோட்டிற்கு 45” சாய்வுடன் ((,9) 
வழியாகச் செல்லும் கோட்டின் சமன் பாடு காண்க. 

12. y=mz என்ற கோட்டிற்கு 45” சாய்வுள்ள கோட்டின் 

சரி வென்ன ? 

13. (3,1); (5,1); (7,9); என்ற புள்ளிகளாலமையும் 
முக்கோணத்தின் செங்கோடுகளின் சமன் பாடுகள் காண்க. 

14. 2-7 என்ற கோட்டிற்கு (0, 0) வழியாகச் செல் 

லும் செங்குத்துக் கோடு காண்க. இக்கோடு 35-.99-7 என்ற: 
கோட்டை எங்கு சந்திக்கிறதெனக் கண்டு, அதன் மூலம் (0, 0) 

விலிருந்து 9௨--29-7 என்ற கோட்டிற்கு வரையப் படும் செங் 
'குத்துக் கோட்டின் நீளம் அறிக, 92--29-7 என்ற கோட்டை 
2 008 ௩-9 510) 6-ற என்ற அமைப்பிலிட்டுச் சரி பார்க்க, 

15. (3,1); (6,10) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட் 
டின் மேல் £, 0 என்றபுள்ளிகள் அப்புள்ளிகளுக்கிடைப்பட்ட 
நீளத்தை மூன்று சம பாகங்களாகப் பிரிக்கின்றன, 1, 0 வழி 
யாக அக்கோட்டிற்குச் செங்குத்தான கோடுகளின் சமன் பாடு: 
கள் காண்க. (7,8) வழியாக, முதற் கோட்டிற்கு இணைக் 
கோட்டின் சமன் பாடு காண்க. இந்த அமைப்பில் ஏற்படும் 
செவ்வகத்தின் பரப்பு காண்க.
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16. &8 என்ற கோட்டின் மையச் செங்குத்து வெட்டியின் 
சமன்பாடு 2-39-931-0. &ன் ஆயத் தொலைகள் (6, 5) 

_ ஆனால், நன் ஆயத் தொலைகளென்ன ? 

17. ஒரு சதுரத்தின் இரு எதிர் உச்சிகள் (1,5); (3, -8); 
_மற்றிரண்டு உச்சிகளின் ஆயத் தொலைகளையும், சதுரப் பக்கங் 
களின் சமன் பாடுகளையும் காண்க. சதுரத்தின் பக்க நீள 
மென்ன? 

18. (8, 4) வழியாகச் செல்லும் ஒரு கோடு, ஆய ஆதி 
யிலிருந்து 5 அலகுகள் தூரத்தில் உள்ளது. அதன் சமன் 
பாடுயாது? 

. ௧௨24



4. வட்டம் 

(The Circle): 

4.1. வட்டம்: ஒரு நியமப் பாதை: 

பகுதி 1, பத்தி 1,6 (1)ல் ஒரு வட்டம் வரையறுக்கப் 

பட்டது. அதன்படி, . ஒரு புள்ளி, மற்றொரு குறிப்பிட்ட 

நிலைத்த புள்ளியிலிருந்து ஒரே தூரத்தில் இருக்கும்படி இயங்கு 
மாயின் அப்புள்ளியின் நியமப்பாதை ஒரு வட்டமாகும். 
நிலைத்த புள்ளி அவ்வட்டத்தின் -மையம் ; குறிப்பிட்ட தூரம், 

அவ்வட்டத்தின் ஆரம். 

4.2. (a, 6) மையமாகவும், ஈ ஆரமாகவும் உள்ள வட்டத்தின் 
சமன்பாடு : 

PoC y 

  

  
படச் 19 

படம் 19 ல் உள்ள வட்டத்தில், 

* ஆரம்; 0 (6,௦) மையம், P (2, 3) அவ்வட்டத்தின் 
மேலுள்ள ஏதாமொரு புள்ளி யெனக் கொள்வோம்.
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P (a, y) அவ்வட்டத்தின்் மேல் எங்கிருப்பினும் 

aC Pra (e—a)'+(y- BP. 
“வட்டத்தின் சமன்பாடு : (2-௨) (1 6)2-75 

கிளைத் தேற்றம்: (௨, 8) ஆய ஆதியோடு ஒன்றுமாயின் 
இச்சமன் பாடு 2117-74, அதாவது, ஆய ஆதி மையமாகப் 
'பெற்ற * என்.ற ஆரமுள்ள. வட்டத்தின் சமன்பாடு, ஐ£- 97 
77 ஆகும். 

4.8... பொதுவாக, 2°+-y?+-2g2+2fyte=0 @@ வட்டத்தின் 
சமன்பாடு ஆகும். 

.இச்சமன்பாட்டை, 

ன ோ௪)-(-7)”- 24 7-௦ என எழுதலாம். 

இச்சமன்பாடு குறிக்கும் இயங்கு வழியை நாம் ஆராயும் 
“போது, 

இது, (- - 7) என்ற நிலைத்த புள்ளிக்கும், (2,9) என்ற 
ஒரு இயங்கு புள்ளிக்கும் உள்ள தூரம் எப்போதும் 
௩27 *-. என்ற நிலைத்த மதிப்புடையதாயிருக்கிறதெனத் 
தெரிகிறது. 

எனவே, இது (-ஈ,- 7) என்ற புள்ளியை மையமாகக் 
'கொண்டு, 2“ 7-௦ என்ற ஆரமுடைய ஒரு வட்டமென 
அறிகிறோம். ் 

குறிப்பு: (1) 8“-7”-॥ ஒரு கூட்டெண்ணாயின், வட்டம் ஒரு 
உண்மையான வட்டமாயிருக்கும், (8681 Circle). அதன் 
மையம் (-௪,-7); ஆரம் 821720 

(i) 27-2௦ பூச்சியமானால் வட்டம் ஒரு புள்ளி ' வட்ட 
'மெனப்படும் (௦4% 0௦1௦); ஏனெனில் அதன் ஆரம் 0, 
ஆனால் மையம் (-௪,-7) தான். எனவே, (-:2,-7) என்ற 
புள்ளியே புள்ளி வட்டமாகும். ; 

(0) 2-/”-௦ ஒரு குறையெண்ணாயின் &2£- 7-௦ ஒரு 
கற்பனையெண்ணாகும். ஆகவே, அப்போது, 2°+7?+2ee 

*279/--0-0 என்பது ஒரு கற்பனை வட்டமெனக் கொள்ளப் 
u@iw (Imaginary Circle). ஆனால் அதன் மையம் (-,-7) 
“எனவே கொள்ளப்படும்.
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4.3°1, av+2hay+by?+2gx4+2fyte=0 carp இருபடிப், 

பொதுக்கோவைச் சமன்பாட்டை நாம் கவனிப்போம். 

இங்கு ௨-8 எனவும், 4-0 எனவும் கொண்டால் அது ஒரு, 

வட்டமாகும், ஏனெனில் அப்போது இச்சமன்பாடு, 

௧2”-டஈ$”--22-ட2/4-ட-௦-0 எனவாகும். இருபக்கங்களையும், 

ஈ ஆல் வகுத்தால், 

vty?+ 78 + ty 4220 கிடைக்கப்பெறும், 

இது ஒரு வட்டத்திற்குரிய சமன்பாட்டமைப்பில் உள் 
ளது. எனவே இது ஒரு வட்டம். 

; af 74, =H), = srt? - ae இதன் மையம் ( at உ) * ஆரம் al a 

எனவே, பொதுவாக நோக்குமிடத்து, ஒரு வட்டத்திற்குரிய. 
சமன்பாட்டில் ௨-ன் கெழுவும், 4-ன் கெழுவும் கமம்,ரன் 
கெழு பூச்சியம். இந்த நிபந்தனைக்குட்பட்ட ௨, 4 ஆல் பெறப். 
படும் இருபடிக் கோவையொன்று பூச்சியத்திற்குச் சட 
மாகும் சமன்பாடு ஒரு வட்டத்திற்குரிய சமன்பாடாகும். 

பின் கூறப்பட்டவை யாவும் வட்டங்களைக் குறிக்கும். 

(1) 2#?+y?+4r+6y+1=0 

(2) 3a°+3y?+14%—Ty+2=0 

(8) mz?+my?+pe+qy+r=0 

இவைகளின் மையங்கள், ஆரங்கள் பின்கண்டவாறு : 

  

  

  

வட்டம் மையம் ட ஆரம் 

(1) (-2,-3) IZ 

இ ( (௩4 a, 
6 

  

  

a er PG 
(2) ( 2m’ ௨) வாய் யன லு க.     
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4.82. பொதுவாக, ௨£-ட்ர*--8ா-ட277-ட௦-0 என்ற சமன் 

பாடு, ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கிறதென்று கொண்டு மேலும் 

அவ் வட்டத்தின் சிறப்புப் பண்புகளை ஆராய்வோம், 

(1) g=03 f=0; 8-0 ஆனால் 2--9£-0 என்பது ஆய 
ஆதியான புள்ளி வட்டத்தைக் குறிக்கும். (706 ௦ர்த1௩ 86 point 
circle). 

(2) 8-0; 7-0; ௦40 ஆனால் 2-(9£- -௦ எனப் பெறப் 

படும். அப்போது, ௦ குறையெண் மதிப்புடையதாயின்' ஆய 

ஆதியை மையமாகக் கொண்டு ௩-9 [6 குறையெண் ; 

கானவே-௦ கூட்டெண்] ஆரமாகக் கொண்ட வட்டம் கிடைக் 

கும்; ௦ கூட்டெண் மதிப்புடையதாயின் ,”2 5” ஒரு கற்பனை 

சாண் ; அப்போது வட்டம் இல்லை. கற்பனை வட்டமே. 

(5) 8-0 ஆனால் ஐ£-ர*-22-ட9174/-0 கிடைக்கப் பெறு 

கிறது. இது (0, 0) வழியாக, அதாவது ஆய ஆதி வழியாகச் 

செல்லும் ஒரு வட்டம். மையம் (- ௪,-7); ஆரம் - (2-7 

(4) 2-0; 720; ௦40 ஆனால் 2-1 9/£-2 /-௦-0 கிடைக்கப் 
பெறும். வட்டத்தின் மையம் (0, -7); ஆரம்-% 7-0 
அதாவது மையம் ர- அச்சின் மேலிருக்கும். 

(5) 7-0; ஜ0; 6240 ஆனால் ev? 1y+2¢+c=0 கிடைக் 

கப்பெறும். வட்டத்தின் மையம் (-2, 0); ஆரம் -%/த_ ர; 
அதாவது மையம் உ - அச்சின் மேலிருக்கும். 

4.8,8, ீ-ட3”- 22-27. -0-0 என்ற சமன்பாட்டில், 2, ௦ 

என்ற மூன்று சார்பற்ற எண்கள் உள்ளன. ஆகவே, ஒரு 

வட்டம், மூன்று சார்பற்ற, அதாவது ஒன்றுக்கொன்று தொடர் 

பில்லாத (1௦02021081) வடிவக் கட்டுப்பாடுகளுக்கு உட்படும் 

இன்மை யுடைத்தாகும். 

மேலும் . விளக்கமாகக் கூறுமிடத்து, 

(1) ஏதாவது மூன்று புள்ளிகள் வழியாக ஒரே ஒரு 

வட்டம்தான்: செல்ல முடியும் ; அல்லது 

(ii) ஏதர்வது மூன்று கோடுகளைத் தொடும் முறையில் 
ஒரே ஒரு வட்டம்தான் செல்ல முடியும் : அல்லது
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(iii) ஏதாவது இரண்டு கோடுகளைத் தொட்டு, ஏதாவது, 
ஒருபுள்ளி வழியாக ஒரே ஒருவட்டம் தான் செல்ல முடியும் - 

அல்லது 

(1) ஏதாவது, ஒரு கோட்டைத் தொட்டு, ஏதாவது: 
இரண்டு புள்ளிகள் வழியாக ஒரே ஒரு. வட்டம் தான் செல்ல 

முடியும், 

இவைதான் வடிவக் கட்டுப் பாடுகள் எனப்படும். 

[ குறிப்பு: ஏதாவது நான்கு புள்ளிகள் வழியாக, நாம் 
ஒரு வட்டம் வரைய இயலாது ; அப்படி ஒரு. வட்டம் நான்கு 
புள்ளிகள் வழியாகச் செல்ல வேண்டுமாயின், அப் புள்ளீ 
கள் ஒரு கட்டுப்பாட்டுக்கு அடங்க. வேண்டுமென்று நாம் 
அறிவோம். அக்கட்டுப்பாடு என்னவெனில் : அந்தான்கு 
புள்ளிகளால் அமையும் நாற்கரத்தில் எதிர் எதிர்கோணங்கள், 
நிமிர்க் கோணங்களாய் ($யழற1502௩(கரு angles) இருக்க 
வேண்டியது இன்றியமையாதது. 

4.34. ஏதானும் மூன்று புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும். 
வட்டத்தின் சமன்பாடு : 

902 கூ, (2., 9.) வழியாகச் செல்லும் வட்டம் 
யாது? 

அவ்வட்டம் a ty?i2en+2fy+e=0 எனக் கொள்வோம். 

அம் மூன்று புள்ளிகளும் இவ்வட்டத்தின் மேல் இருப் பதால். 

@,*+-y 7? + 2gr, + Pfy,+e=0 

ஆதர 2/1 4-6 0 

22-32 222-126. 16 = 0 

என்று மூன்று ஒருங்கமைச் சமன் பாடுகள் கிடைக்கும். இவை 
களைக் கொண்டு. ௪, 7, ॥ என்ற மூன்றின் மதிப்புக்களை அறிய: 
லாம். உடனே சமன்பாட்டில், இம் மதிப்புக்களை ஈடு செய்ய. 
சமன் பாடு கிடைக்கும். 

(எ-கா.): (-2, 9): ,-10); 00) என்ற புள்ளிகள் 
வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன் பாடு காண்க. மூண்: 
கண்டபடி, 

39-42-6700 

41-42-2620 
16404+8¢ +¢=0
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இவைகளின் தீர்வு காண்க, 

தஃ$? f=-3: ௬௦ம் எனப்பெறப்படும். எனவே 
அம் மூன்று புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் 
சமன்பாடு, 

iP — 32 -5y-4=0, 

குறிப்பிட்ட புள்ளிகள் இச் சமன் பாட்டைச் சரிப்படுத்து 
கின்றனவா, என்று சரிபார்த்துக்கொள்ளவும். 

5 
> “> de 

/9 95 

ஆரம் -டி/ ராத ஆக 

[௮
] 

ws
 

இதன் மையம் ( 
bo

 

fo < டத 
  

ரங
்
 

(எ-கா.) (1) (0,0) மையங்கொண்டு, 4 அலகுகள் ஆரம் 
கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. 

சமன்பாடு: (௨-0): (/-0)5₹-16 

HATUS x+y? =16 

(எ-கா.) (2) (-2,3) மையங்கொண்டு, 5% அலகுகள் ஆரம் 

“கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. 

Ls 

[ண
 9 

சமன்பாடு: (3௭ ௮ இடு இழு 4! 

து அதாவது 42° -+-4y? + 16x — 24y- 69=0, 

(எ-கா.) (8) (0,0) மையங்கொண்டு. (5, 12) என்ற புள்ளி 
வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. 

ர (5, 12) வழியாகச் செல்வதாலும், (0, 0) மையமாக விருப் 

ங்தாலும், வட்டத்தின் ஆரம் இவ்விரண்டு புள்ளிகளுக்கு 
ிடைப்பட்ட தூரம். அதாவது, ஆரம் - %*(5-0)*-(15-0)* 

: VI60 
= 13 

. ewerun®: (x—- 0)?+(y- 0)? =13? 

அதாவது x+y? = 169, 

I
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(எ:-கா.) (4: (-2,-7) மையங்கொண்டு (7, 5) வழியாகச் 
செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. 

(எ-கா. 3)ல் கூறியபடி, (-2, - 7); (7, 5) என்ற புள்ளிகளி 
னிடைப்பட்ட தூரம் ஆரமாகும். 

ஃ ஆரம் - 58 (742)24(547) 
் = V5 

= 15 

ஃ சமன்பாடு: (x+2)?+(y+7)? =15° 

அதாவது ஐ“-ட375“-ட4௨-ட 144 - 1720 

(எ-கா.) (5) 2௨-97 - 82-12 - 5-0 என்ற வட்டத்தின் 
மையம், ஆரம் காண்க, 

இச் சமன்பாட்டை, ் 

(x - 4)? + (y+ 6)? =57 creirm அமைப்பில் எழுதலாம். 

(2-௪ (4- 4):-1£ எனற சமன்பாடு (௪, 4) மையங் 
கொண்டு * ஆரமூடைய ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்குமென 
நாமறிவோம். ஆகவே, கொடுக்கப்பட்ட வட்டத்தின் 
மையம் (4, - 6); ஆரம்-%57, 

இதை மற்றோர் முறையிலும் செய்யலாம் : 

x+y +2gr+2 fytc=0 என்பது ஒரு வட்ட மெனவும், 

(-2, -7) அதன் மையமெனவும், **2-7?-2 அதன் ஆர 
மெனவும் நாம் அறிவோம். கொடுக்கப்பட்ட வட்டத்தோடு 
ஒப்பிடும்போது, 22--8; 27-12: ௨-_த; 

ஃ வட்ட மையம் (- 2, -7ீ) க்குச் சமமான (4,- 6) 

வட்ட agb=V 22+ fic 

க (டர 
அதாவது ஒரு வட்டத்தின் மையம் காண அதற்குரிய 

சமன்பாட்டை, 2-9” 1 2er+2fyte=0 என அமைத்துக் 
கொள்வோமானால், 

வட்ட மையத்தின் உ - ஆயத்தொலை - உன் கெழு 

வட்ட மையத்தின் $ - ஆயத்தொலை - ee 
“a 

Bib=VWg2+ fc ee.
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(er~ar.) (6) 42°+4y?— 202+ 18y -9=0 erorp வட்டத்தின் 
ஆரம், மையம் காண்க. 

முதலில் வட்டத்தின் சமன்பாட்டை, இருபக்கங்களையும் 

3ஆல் வகுத்து, 
2-௯ 39-$-0 என்ற அமைப்பில் எழுதிக்கொள்க. 

(அதாவது லீன் கெழுவும், நன் கெழுவும் 1ஆக உள்ள 

அமைப்பு) 
22-53 27-53) 0-3 

தக 3) f=4 

” வட்டமையம் (2, 3) [அதாவது (- ௪,-])] 

—_ _ 5 9\? 9 ஆரம் தி 3) + (z) +> 

“வட “13 
ரூ 16 4 

(எ-கா.) (7): (8,4) மையங்கொண்டு, () 9/-அச்சைத் 
தொடும் வட்டம்யாது? (ii) - அச்சைத் தொடும் வட்டம் 

யாது? ் 

4- அச்சைத் தொடுவதாயின், ர-அச்சு அவ்வட்டத்தின் 

'தொடுவரையாகும். மேலும், ஒரு தொடுவரையும், அத்தொடு 

வரை தொடும் இடத்தின் வழியான ஆரமும் ஒன்றுக்கொன்று 

மசெங்குத்தானவையென நாம் அறிவோம். 

(0,3) 

  

    
படம் 20
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படம் 20ஐப் பார்த்தால், அவ்வட்டத்தின் ஆரம் 3 என 

விளங்கும். 

எனவே, வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

(2-3): (47-09 
அதாவது 2”-3”- 6ற-.89-116-0, 

  

  

P(O,4)   
படம் 21 

படம் 21ஐப் பார்த்தால், x - அச்சைத்தொடும் வட்டத்தின் 
ஆரம் 4 என விளங்கும். 

எனவே, வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

(x3) +(y-4=16 
அதாவது «+y? — 6x - 8y+9=0. 

(எ.கா) (8): (0,5) மையங்கொண்டு, ௨- அச்சைத்தொடும் 
வட்டம் யாது ? அவ்வாறே (6, 0) மையங்கொண்டு. 9 - அச் 
சைத்தொடும் வட்டம் யாது ? 

முதல் வட்டத்தின் ஆரம் 5. 

ஆகவே அதன் சமன் பாடு, 

(a — O)-+(y - 5)? =25 

அதாவது x+y? - y=0 

இரண்டாவது வட்டத்தின் ஆரம் 6.
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ஆகவே அதன் சமன் பாடு, 

(x - 6)? +-(y — 0)’ = 36 
அதாவது x+y? — 12x =0, 

(எ-கா.) (9): 2௨-அச்சின்மேல் மையங்கொண்டு, (8.1); 
'-15,-1) வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க, 

8.82. (ஒன் படி, அவ்வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

உட ௦-0 என்ற அமைப்பி விருக்கும். 

(3,1); (-15.-1) வழியாக அவ்வட்டம் செல்வதால், 

9+1+6¢+4c=0 

925-.1 - 30௪4௦-0 என்பவை ஏற்புடைத்தாகும். 

இவைகளிலிருந்து, 8, ஈ காணவேண்டும். 

ஒன்றிலொன்றைக் கழிக்க - 216-160) 

 g=6 

c= -46 

எனவே அவ்வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

122 - 460, 

மையம் (-6, 0); ஆரம் - ௩6-46. ௩492 

இதை மற்றோர் முறையிலும் காணலாம். 

மையம் (2. 0) எனக்கொள்க, 

(3, 1) வழியாக உள்ள ஆர நீளம்-- (2 3) (1 ~ OY 

aVai = 64-210 

(-15, - 1) anfusts actor ag Barth -V(a— 15) FI = OF 

a Va 30a 226 

ஆரங்கள் சம மாதலின் 

சர்- 610. 4? + 5a + 226 

அதாவது - 3768-2316 

அல்லது 2 

எனவே, மையம் ( - 6. 0) 

- ஆரம் - 6.10 அல்லது ர் 30.1.2266. 

  

=V36—36-10 அல்லது 36 — 180+ 226 

= VS2.
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. வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

(+6)! +(y - 0)*=82 
HASTugG x+y?+12e —- 46=0. 

ஆனால் முதலில் .கூறப்பட்ட முறையைக் கொள்வதே 
பழக்கமாம். 

(எ-கா.) (10) (0.0); (2,1); (3,-5) வழியாகச் செல்லும் 
'வட்டத்தின் சமன்பாடு காண் ௧. 

ஆய ஆதி வழியாகச் செல்வதால், வட்டத்தின் சமன் 
பாடு ௨”-டர9”-222-279-0 என்ற அமைப்பிலிருக்கும் [43.2()]. 

(2, 1); (3, - 5) வழியாகச் செல்வதால், 

4+1+4¢9+2f=0 

9+25+6g ~10f=0 

“என்ற சமன்பாடுகளினின்று, g, f மதிப்பையறிய வேண்டும். 

4g+ 2f=- 5 

6g-10f= ~ 34 

QousPohero,g= - 32 

f= # 
் வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

w+y? = 33% + s8y = 0 
Astugs 13z°+13y* -- 59x+538y = 0 

(எ-கா.) (11). x+y=6; 2௨ - 3 - 2 என்ற கோடுகளை 
-விட்டமாகக் கொண்டு, ஆரம் 6 உடைய வட்டத்தின் சமன் 

- பாடு காண்க, 

இரண்டு விட்டங்களும் வெட்டுமிடம் மையம். எனவே, 
ery =6 

2௨ - 39-2 என்ற ஒருங்கமைச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள், மையத்தின் ஆயத்தொலைகளைக் கொடுக்கும். 

௨-4; 3-9 எனப் பெறப்படும் மையம் (4, 2) கொண்டு, ஆரம் 6உடைய வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

(x - 4° +y ~ 2)°=36 
ABIUS x+y? — 84 ~4y - 16=0,



வட்டம் 381. 

(எ-கா.) (12) 32--49-7 என்ற நேர்க்கோட்டின் மேல்: 
மையங்கொண்டு, (0, 4); (4, 2) வழியாகச் செல்லும் வட்டம். 
யாது? 

ஐ ர 22-ட-௦-0 என்பது வட்டத்தின் சமன்பாடு: 
எனக் கொள்வோம். 

மையம் (- ௪,- 7), 3-ட48-7 என்ற நேர்க்கோட்டிலிருக்கிற, 
தாகையால் -3- 47 - 7, 

மேலும், வட்டம் (0, 4); (4,2) வழியாகச் செல்வதால், 

0+16+0.9+8f+c¢=0 

16+448¢+4 f+c=0 

என்பவை ஏற்புடைத்தாம். 

ஆக, ௪, 7, 6௦ அறிய மூன்று ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள்- 
பெறுகிறோம். 

-3g-4f= 7 

8fte=- 16 

8e+4f+c= —20 

இவைகளைக்கொண்டு, ௪, 7, ௦ அறிக. g=-1; f=-1;: 

c= -S8 எனப்பெறப்படும். ஆகவே, வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

2-2 -3ு- 8-0 

மையம் (1,1); ஆரம் 710 

(எ-கா.) (13): ௨- அச்சுக்கு 45” சாய்வுடன், ௨” - 4௦- 

-2-20-0 என்ற வட்டத்திலுள்ள விட்டத்தின் சமன்பாடு- 

காண்க. 

மையம் (2, 1) 

இதன் வழியாக எல்லா விட்டங்களும் செல்கின்றன... 

இவற்றில் ஐ- அச்சுக்கு 45” சாய்வுடன் கூடிய விட்டத்தின்- 

சமன்பாடு அறியவேண்டும். 

45° சாய்வெனின், %-1 

.. அவ்விட்டத்தின் சமன்பாடு, 

(y - 1)=1(@ -2) 
அல்லது c-y=l
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(எ-கா.) (14: 3 அலகுகள் ஆரங்கொண்டு ॥- அச்சை 
(2, 0) என்ற புள்ளியில் தொடும் வட்டம் என்ன ? 

படத்தில் காண, மையம் 

(3.8) என்ற இடத்தில் 

உள்ளது. ஆகவே, 

வட்டமாவது 
  

  

(2-2)4(9-9)-09 

அதாவது” ந் — 4a - 6y+4=0   
படம், 22, 

(எ-க௧ா.) (15) : 2“. 19-80 என்ற வட்டத்தோடு 
'*ஒரு' மையங்கொண்டு, ‘ 

(1) க-அச்சைத்தொடும் வட்டம் யாது? 
(2) y- அச்சைத்தொடும் வட்டம் யாது? 

(2) 

C46) 4 
i 

| 
6। 

we i 

படம். £8, 

கொடுக்கப்பட்ட வட்டத்தின் மையம் (-4, 6) 
படம் 23: (1) « -அச்சைத்தொடும் வட்டம்; அதன் ஆரம் 6 -என விளங்கும்.
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ஆகவே, ௨ - அச்சைத்தொடும் வட்டத்தின் சமன் பாடு, 

(w+4)?+(y - 6)? =36 

AStUS!) x +y?+8a - 12y+16=0- 

படம் 23: (2) 9 - அச்சைத்தொடும் வட்டம்: அதன் 

ஆரம் 4 என விளங்கும்: 

ஆகவே, 3/- அச்சைத்தொடும் வட்டத்தின் சமன் பாடு, 

(244740 - 67216 
AST OUT Lv? +y?+8a - 12y+36=0. 

பயிற்சி 4 (1) 
1. கீழ்க் கண்ட புள்ளிகளை மையங்கொண்டு, குறிப் 

பிட்ட ஆரங்கள் உடைய வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் 

  

  

காண்க. 

'வட்டமையம் ஆரம் 

0 (0, 0) 3 
(2 (1,-1 2 

(3) (2, 3) | 1 

(4) (-6,1) 2 

(5)(-u-b) for 
(6) ௫,0) 3S 

௫ (0,-2) 5   
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2. கீழே சில வட்டங்களின் மையங்களும், அவ்வவ்வட் 
டங்களின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளியும் கொடுக்கப்பட்டிருக் 
கின்றன. வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் காண்க. 

  

  

மையம் வட்டத்தின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளி 

மு 60) (3. 4) 

2) @)) (4, 5) 

3) (2,-1) (1, ~ 2) 

(4) (கட்) (m, ௬)   
  

  

3. (2,3) மையங்கொண்டு ஆய ஆதியின் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. 

4. @+y?+122-6y+20=0 cram out sGgan@ *ஒரு* 
மைய வட்டமாக வமைந்து (- 8,8) வழியாகச் செல்லும் 
வட்டம் யாது ? 

5. ஒரு வட்டத்தில் zety=4; @w-y=5 என்பவை 
இரண்டு விட்டங்கள். விட்ட நீளம் 10. அவ்வட்டத்திண் 
சமன்பாடு என்ன ? 

6. ஒரு வட்டம் (5,-2) வழியாகச் செல்கிறது. அதில் 
இரு விட்டங்கள் 2--7-3; ஏஃ-3௮-2-0, அவ் வட்டத்தின் 
சமன்பாடு காண்க. 

7. கீழ்க்கண்ட வட்டங்களின், மையங்கள், ஆரங்கள் 
கண்டுபிடிக்க? 

(1) #+y?- 1424 6y+1=0. 

(2) 2? -+-y?+-4a@ -2y+1=0. 

(3) 2?+y?-+2pe — 2¢y=0, 

(4) 22°+-2y?+62 —-3y+1=0 - 

(5) 2®+y?+6r+1=0 

(6) 2?+y? -4y+2=0 

(7) 2 +y?+ax +by+e=0.
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8. கூ17-9; ௧74-850 என்ற வட்டங்களின் 
மையங்களைச் சேர்க்கும் கோட்டின் நடுப்புள்ளியை மைய 
மாகக்கொண்டு, இரண்டு வட்டங்களின் ஆரங்களுடைய 
கூட்டுத்தொகையை ஆரமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன் 
பாடு காண்க... 

9, இடர் -ே-க்ர31-0); ட. 88-80 என் பவை “ஒரு மைய வட்டங்களென நிறுவுக. இவைகளில் 
வெளிவட்டமெது? 

10. 2- அ௮ச்சைத் தொட்டுக்கொண்டு (,5) மையங் 
கொண்ட வட்டம் யாது? 

11. ர- அச்சைத் தொட்டுக்கொண்டு (2, 3) மையங் 
கொண்ட வட்டம் யாது? 

18. ௨ஐ-,39- அச்சுக்களைத் தொட்டுக்கொண்டு, (2, 2) 
மையங்கொண்ட வட்டம் யாது? 

19. (9,8) என்ற புள்ளி வழியாக, ௨”--ந/£ - 19 - 10y-+-43 
௪0 என்ற வட்டம் செல்கிறதென நிறுவுக. (9, 8) வழியாகச் 
செல்லும் விட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க, 

ர்க, கீர் - மே - 6910-0 என்ற வட்டத்தில் (1,1) ஒரு 
விட்டத்தின் முனையானால், மறுமுனை யென்ன? 

15. 237 - 66-89.-11-0 என்ற வட்ட மையம் 2. y- 7 
=0 cretrp Gano CogicronO ger Pmiayjs. 

16, 8y~474+9=0 என்ற கோட்டின் மேல் மையங் 
கொண்டு (8, 1); (2,-9) வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் 
சம்ன்பாடு காண்க, 

ey , ர athe ஐ ரத ஈர 1 என்ற கோடு, %- ,ர.- அச்சுக்களோடு 
அமைக்கும் முக்கோணத்தின் சுற்றுவட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. 
' ‘18. 2=6; y=6; creirm கோடுகளோடு, ஆய அச்சுக்கள் 

சேர்ந்து அமையும் சதுரத்தின் சுற்று வட்டம் என்ன? 
ne     

    

49. 2=2a; y=2a; என்ற கோடுகளோடு, ஆய அச்சுக் 
கள் சேர்ந்து அமையும் சதுரத்தின் சுற்று வட்டம் என்ன?
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90, பின் கண்ட் புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும்: வட்டங் 
களின் சமன்பாடுகள் காண்க, 

(2), , 0)3 (1, 2)5 (= 5, 8); 
(2) (2, 1); (- 1, 1); (4, ” 2); 

(3) (0, 1); (3, 2); (~ I, 3); ன 

(4) (1, 1); (- 1, 2); (2, 3) 

4.4. (0909: (a Ys) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 
கோட்டை விட்ட மாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன் பாடு: 

  

  

  
படம், 24 

தீம் என்பது இரு புள்ளிகளையும் இணைக்கும் கோடு, 
(வட்டத்தின் விட்டம்), (2, 9) என்ற ஏதா மொரு புள்ளி அவ் 
வட்டத்தின் மேல் இருக்கட்டும். 

ட&றற-90” எனத் தெரியும். 

எனவே, அவ்வட்டத்தை, பின் கூறப்படும் இயங்கு வழி 
யாகக் கொள்ளலாம்:
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“(901 (௦39 என்ற. இரு குறிப்பிட்ட: புள்ளிகள் 
உள்ளன. அவைகளை (2,9) என்ற ஒரு இயங்கும் புள்ளி 
யோடு இணைக்கும் கோடுகள் எப்போதும் ஒன்றுக்கொன்று 
செங்குத்தாக உள்ளன. (2, ஐன் இயங்கு வழியே, நாம் 

(வேண்டும் வட்டம். ?? ! 

ப 7-9. &மின் சரிவு லது 

் 3 

ZAPB=90° ஆனால், (EEX) 4+1=0 
॥ = 

“என்ற நிபந்தனை பெறப்படும். 

.. எனவே (2,3)ன் இயங்குவழி,. அதாவது & ஐ விட்ட 
மாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

(7-9) -99) + 6-2) (2-௨)-0 ஆகும். 
ல் 1%, 0/1 +Y2 இதன் மையம் ( உ ) ஆகும், 

a 

  

இதன் ஆரம் - an / (2 2)+ (HF 

(எ-கா) (1) (,6);(-8,-10) என்ற புள்ளிகளை இணைக் 
கும் கோட்டை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு 
காண்க. 

, ௪4ல் உள்ள வாய்பாட்டின்படி, வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

(y ~ 6) (y+10)+ (x - 4) (@+8)=0 
அதாவது 2°-+y*? +4e+4y-92=0, . 

இதை மற்றோர் முறையிலும் காணலாம். 

வட்டமையம், (4, 6); (-8, - 10) இணைக்கும்கோட்டின் 
4-8 6-10 

“மையமாகும்; அதாவது ( 7 5 ]. 

(அதாவது (-2,-9), 

வட்டத்தின் ஆரம் - %8(-2-4)5-0(-2.- 6) 
அல்லது 52(-9- ஒர“ 9ர1ு 

i = V 100 
= 10 
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ஃ வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

(w+2)?-+(y +2)? = 100, 
அதாவது 2 +y?+4x+4y - 92=0. 

எம்முறையை வேண்டுமானாலும் பயன்படுத்தலாம். 

(எ-கா.) 2) க என்ற நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு 

star 1, அது௨- ,8- அச்சுக்களை &, 1 என்ற புள்ளி” 

களில் முறையே வெட்டுகிறது. கஜ விட்டமாகக்கொண்ட 

வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. 

கன் ஆயத் தொலைகள் (8, 0) 

Beir ஆயத் தொலைகள் (0, 12). 

க என்ற கோட்டை, விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்திண் 
சமன்பாடு, வாய்பாட்டின்படி 

6-0) 6-8) - (4-0) (-12)-0 
அதாவது ௭-3”- 8 -129-0 

இது (0, 0) வழியாகச் செல்கிறதென்பது. விளக்கம். 

குறிப்பு: (1) இது (8, 12) என்ற புள்ளி வழியாகவும் செல் 

கிறதென்பதை, மதிப்பீடு செய்து காண்க. 

எனவே, (0,0);(8,0); (8,12); (0,12) என்ற புள்ளிகளா 

லமையும் செவ்வகத்தின் சுற்றுவட்டம் ஐ”-௮- 8உ-129-0, 

குறிப்பு: (2) = +$-1 என்ற CGan®, «-, y- MFRS 

களை முறையே க், என்ற இடங்களில் வெட்டுமானால், &ஐ. 
விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்;பா.டு, 

v+y-ax-by=0 எனக் காண்க, 

இவ்வட்டம் (0,0) ;- (a, 0); (a, 6); (0, 5) என்ற புள்ளி 

களால் அமையும் செவ்வகத்தின் சுற்று வட்டமாகும். 

பயிற்சி 4 (0) 
1. ஒரு வட்டத்தின் விட்ட முனைகள் (4,838); (12, 5). அவ் 

வட்டத்தின் சமன்பாடு யாது? மையமென்ன?
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2 2+y=953 2+y?—4da- by -12=0 என்ற வட்டங் 
களின் மையங்களை இணைக்கும் கோட்டை ஒரு விட்டமாகக் 
(கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. 

58. 2௭5 என்ற கோடு ஆய அச்சுக்களை வெட்டும் 
புள்ளிகளை ஒரு விட்ட முனைகளாகக் கொண்ட வட்டம் யாது? 
அதன் மையம், ஆரம் காண்க. 

4.5. x -- y+ 34-௦0 என்ற வட்டத்தின் மேல் 
(2. 9,) என்ற புள்ளி உள்ளது. அங்கே அவ்வட்டத்திற்கு வரை 
ப்படும் தொடுவரையின் சமன் பாடு காண்க. 

இவ்வட்டத்தின் மையம் (-௪,-7), 

30: (-௪ -]) என்ற இரண்டு புள்ளிகளையும் இணைக் 
கும் ஆரம், (2௨, ல் வரையப்படும் தொடுவரைக்குச் செங் 

குத்தாக விருக்கும்.இந்த உண்மையையும், தொடுவரை (௨, 9) 

வழியாகச் செல்லுகிறது என்பதையும், பயன்படுத்தி, தொடு 

வரையின் சமன் பாடு காண்போம். 

9): (-2, -7) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் ஆரத் 

பதின் சரிவு - 1114, 
இந்த ஆரத்திற்குச் செங்குத்தான கோட்டின் சரிவு, 

are 
௮ ம், 

ட் ப] விடி 

எனவே தொடுவரை, (ட) வழியாக- 9) 
yi tf 

சரிவுடைய நேர்க் கோடாகும். 

னவே, தொடுவரையின் சமன்பாடு, 

லட்ட்த 
இடு வ ( பம் vk, io. yy (= Fy) (2-2) ஆகு 

அதாவது 

(y-¥) (rf) * (ரஜ (2-௨) -0 ஆகும். 
. இதைச் சுருக்கிச் சரிவர எழுதினால், 

we, yy, +getfy— gu, - fy, -2?—yP=0 ap@b. 
(2, 8 வட்டத்தின் மேல் இருப்பதால் 

அடத ஜே 2௦0 ஆகும்.
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இந்த உண்மையைப் பயன் படுத்தினால், தொடுவரையின் 

சமன். பாடு, 

ட்ட 2(2-(௨)--7(9--ச)--2-0 எனப் பெறப்படும். 

- கிளைத்தேற்றம்: 2£--37-8£ என்ற வட்டத்திற்கு அதன் 
மேலுள்ள (2, 9,) என்ற புள்ளியில் வரையப் படும் தொடு 
வரையின் சமன் பாடு, 

ஊடறு - ௪5. 

இதை, இப்பத்தியில்.கண்ட முறைப்படி, நேரடியாகவும் 
காணலாம். ் 

46. (டர என்ற வெளிப்புள்ளியிலிருந்து, ௨”--ர”-:8௭ 
+2fy+e=0 என்ற வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடு 

வரையின் நீளம் : ் 

  

    y! 
படம் 25 

கட ஏ என்ற புள்ளியினின்று வட்டத்திற்கு வரையப் 

படும் தொடுவரை 47, அதன் நீளம் 6 எனக் கொள்க. 

் என்பது வட்டத்தின் மையம் (-௪,-7); 0 என்பது 
தொடுவரை, வட்டத்தைத் தொடும் புள்ளி வழியான ஆரம். 

L CTA=90° 
CT? = (gp7ib)?= 9? + f?-c 

AC =(#,+8)+(y, +f)?
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“ P=AT? 

=AC?- CT?’ 

= (2,42)? +y.+f) ~ (+f? ~ ௦) 

; Hal ty,?+2ge,+2fy, +e 

. தொடுவரையின் நீளம் -%7ந.2-_92-22ஐ, 1-2 7-௨. 

குறிப்பு : குறிப்பிட்ட வட்டத்திற்கு, (௨,,9,)ஐ ஒட்டி, 
சபீர், 2 ரீரடஈ. என்பதின் மதிப்பு, அப்புள்ளியின் 

‘Lim.’ (Power of the 0௦1) எனப்படும். 

46.3: படம் 25ல், 40 வட்டத்திற்குரிய ஒரு வெட்டு 

வரை (560801). 

2. கக் என நாம் அறிவோம். 

எனவே AP. AQ=a7°+y%+2¢4,+2fy,te. 

=(, yeaa ஒட்டிய “படி”, 
(எ-கா.) உழு ௨-3-7-0 என்ற வட்டத்திற்கு (5, 7) 

என்ற புள்ளியிலிருந்து வரையப்படும் தொடு வரையின் 

நீளம் என்ன? 

தொடு வரையின் நீளம் - ௩725-49-10 21-17 

= VRB. 

இவ்வட்டத்திற்குரிய (5, 7)ன் ‘uy’ 78 ஆகும், 

(5, 7) இலிருந்து இவ்வட்டத்தீற்கு ஏதாமொரு வெட்டு 
வரை வரைந்தால், அது வட்டத்தை, 1, ௦ என்ற புள்ளிகளில் 

வெட்டட்டும். (5,7) என்ற புள்ளியை & எனக் கொண்டால், 

AP XAQ=78 ஆகும். 

"462: சென்ற பத்தியில் கண்டபடி, (ஊட, y,)oir 

ug =a? +y? +2ge,+2fy, te. 

இதன் மதிப்பு கூட்டெண்ணாயிருப்பின், (2, என்ற 
புள்ளி, ௨்-ட9*--22௨-ட274--௦--0 என்ற வட்டத்திற்கு வெளியே 

யிருக்கும். இதன் மதிப்பு பூச்சியமாயிருப்பின், (௨, ரப் வட் 

டத்தின் மேலேயேயிருக்கும். இதன் மதிப்பு குறையெண்ணா 
யிருப்பின், (2, ரப வட்டத்திற்கு உள்ளே யிருக்கும். இது 

ஏன்? 

இக்கேள்விக்குப் பதில் காணும் வழியாக, |
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S,=a%+y2+2¢2,-+2fy,te எனக் குறிப்பிடுவோம். 

(1) வட்டத்திற்கு வெளியே (2, 9,) இருக்குமானால், அங் 
கிருந்து வட்டத்திற்கு ஒரு கண்கூடான தொடுவரை வரைய 

இயலும். அதன் நீளம் - 4 $,, $, கூட்டெண் மதிப்புடைய 
தாயின் ** 8, ஓரு மெய்யெண்ணாகும். அதுவே அத்தொடு 
வரையின் நீளம். 

(14) வட்டத்தின் மேலேயே (2,, 9,) இருக்குமானால், அங் 

கிருந்து வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடுவரையின் நீளம் 

பூச்சியமாகும். எனவே ௩ஈ$  -0, அதாவது 5,-0. இது சரி. 

ஏனெனில் (௨,, ரப வட்டத்தின் மேலுள்ள புள்ளியாதலின் 

அட்ச 2] ச-௦-0 ஆகிறது. 

(111) வட்டத்திற்கு உட்புறத்தில் (௨,,8) என்ற புள்ளி 
இருக்குமானால், அங்கிருந்து வட்டத்திற்கு ஒரு கண்கூடான 
தொடுவரை வரையமுடியாது. எனவே, அது ஒரு கற்பனைத் 
தொடுவரையாகத்தானிருக்க மூடியும். அந்த நிலையில் 8, 

மதிப்பு ஒரு. குறையெண்ணாய், ௩65” ஒரு கற்பனையெண்ணாகும். 

பொதுவாக, எந்தப் புள்ளியிலிருந்தும் ஒரு வட்டத்திற் 
குத் தொடுவரை வரைய முடியுமென நாம் கொள்வோமானால் : 

(1) அப்புள்ளி, வட்டத்திற்கு வெளியே இருந்தால், 

தொடுவரை கண்கூடானது; 5, கூட்டெண்; ௩66 ஒரு மெய் 

யெண்ணாகும் ; 

(2) அப்புள்ளி, வட்டத்தின்மேல் இருந்தால், அதன் 
நீளம் பூச்சியம்; 5,-07 ௩69 -07 

(8) அப்புள்ளி, வட்டத்திற்கு உள்ளே இருந்தால், தொடு 

வரையே வரைய முடியாது; ஆகவே, தொடுவரை ஓரு கற் 

பனைத் தொடுவரையெனக் கொள்ள வேண்டியதாயிருக்கிறது; 
8, குறையெண்; ௩௭9 ஒரு கற்பனை யெண்ணாகும். 

இந்த உண்மைகளைக் கொண்டு, ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி 
(2, 80), ஒரு குறிப்பிட்ட வட்டத்தின் (2£--ற£-_ 22-27 9--௦-0) 
(1) வெளியே, அல்லது (1) மேலே அல்லது (111) உள்ளே 
யிருக்கிறதாவென அறிய முடியும். 

பின் வரும் எடுத்துக் காட்டுகள் மேல் கூறியவைகளைத் 
தெளிவுபடுத்தும். _
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(எ-கா. (10) ஐ: -2-69-0 என்ற வட்டத்திற்கு (0,0) 
என்ற இடத்தில் தொடுவரையின் சமன்பாடு காண்க. 

வட்டமையம் (1,8) 

(0,0) வழியாக இருக்கும் ஆரத்தின் சரிவு 

3-0 
“707? 

(0,0) வழியாக வரையக்கூடிய தொடு வரையின் 

சரிவு- - 3. 

. தொடுவரையின் சமன்பாடு, 

9-0--ழ (2-0) 

அதாவது 5433-0 

(எ-கா.) (2) ௨-0 -ை6ர-15-0 என்ற வட்டத்திற்கு 

(4,1) என்ற புள்ளியில் தொடுவரையின் சமன்பாடு காண்க, 

முதலில் (4, 1) வட்டத்தின் மேலிருக்கிறதாவென அறிந்து 

கொள்வோம். 

471 ]°-846-15=0 

” இருக்கிறது. மையம் (1,-8) 

ய 2 ட 3 4 

(4, 1) வழி செல்லும் ஆரத்தின் சரிவு - ம்ம உ 

(4. 1)ல் தொடுவரையின் சரிவு-$ ஆகும். 

தொடுவரையின் சமன்பாடு, 

(-1)--$(2-4) 
அதாவது 92௨-106, 

(எ-கா) 3) 2°-+y?-S8e+6y+1=0 என்ற வட்டத்திற்கு 

(0, 0)விலிருந்தும் (-5, 1) என்ற புள்ளியிலிருந்தும் வரையக் 

கூடிய தொடுவரைகளின் நீளங்களைக் காண்க. 

(0, 0)விலிருந்து வரையப் பெறும் தொடுவரையின் நீளம் 

_ 3470-20-00 
அரு 

(-5, 1விலிருந்து தொடுவரையின் நீளம் 

௩4 2541-4046 

=VB
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(எ-கா.) (9) (0, 0); (5, 1) = (4,3): (-2,-7); (,-3) orarp 
புள்ளிகள் 2”--)“- 9-6 15-0 என்ற வட்டத்தின் மேலே. 
உள்ளே, வெளியே எங்கிருக்கின்றன என அறிக. 

(0,0)ன் “படி? -15: உள்ளே யிருக்கும் 

(5.1)ன் “படி ””-2511-1046-15-17: வெளியே யிருக்கும் 
(4,3)e “படி ””-16--9-8-1 18-15-9290: வெளியே யிருக்கும். 

(-2,-1)ன் “படி:”-444914-42-15-0 : மேலேயிருக்கும் 

(1.-3)ன் “படி”-149-2-18-15- -25: உள்ளேயிருக்கும் 

பயிற்சி 4 (ம) 
1. 2497-1140 என்ற வட்டத்திற்கு (2,-5) என்ற. 

புள்ளியிலுள்ள தொடுவரையின் சமன்பாடு காண்க. 

2. 23 -8-6-0 என்ற வட்டத்திற்கு ஆய ஆதியில் 
வரையக்கூடிய தொடுவரையின் சமன்பாடு காண்க. 

3. 2--3£-62-107-9-0 என்ற வட்டம் (7, 8) வழியாகச் 
செல்கிறதென நிறுவுக. அப்புள்ளியிலுள்ள தொடுவரையின் 
சமன்பாடு காண்க. 

4. 2*+y?+2x+3y+1=0 crear வட்டத்திற்கு (2,3)லிருந்து 
வரையப்படும் தொடுவரையின் நீளம் என்ன? 

d. 3a? + 3y°-122 4+ 149 17-20 என்ற வட்டத்திற்கு 
(-2,-1) என்ற புள்ளியிலிருந்து வரையப்படும் தொடுவரை 
யின் நீளம் என்ன? 

6. பின் கொடுக்கப்பட்ட புள்ளிகள், 2£-ட/£- 3௦ - Ty+2=0 
என்ற வட்டத்திற்கு உள்ளே, வெளியே, மேலே எங்குளது 
என அறிக : 

(l.1)s (2,-1); (-3,-5); (2,4); (-2, 1); (-5, 4); 

மேலே உள்ள புள்ளிகளில் வரையக்கூடிய தொடுவரை 
களின் சமன்பாடு காண்க.
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47. ஒன்றையொன்று தொடும் வட்டங்கள் : 

9 

  
படம் 26 படம் 27 

(i) படம் 26ல் 2-8. 22ஜ--219-௦-0 

2-9” 292-2]7--௦1-0 

என்ற வட்டங்கள் ஒன்றை யொன்று வெளியே க் என்ற. 
புள்ளியில் தொடுகின்றன. 

(11) படம் 27ல் க என்ற புள்ளியில் உள்ளே தொடு 
கின்றன. 

(1) வட்டமையங்கள் : 1(-.௪, -]); 0(-2த,-7), 

வட்ட ஆரங்கள் ‘ Vert fie; க படர? மட. 

வெளியே தொடுவதாயின். வட்டமையங்களிடைப் பட்ட 
தூரம், வட்ட ஆரங்களின் கூட்டுத் தொகைக்குச் சமமாகும், 

  

அதாவது, 

ஜு = Vet foe + Ver afore 
என்ற கட்டுப்பாடு தேவையாகிறது. 

  

(ii) உள்ளே தொடுவதாயின், வட்டமையங்க 
ளிடைப்பட்ட தூரம். வட்ட ஆரங்கள் வித்தியாசத் தொகைக். 
கூச் சமமாகும். அதாவது.
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Vig-eVtG-F) = Vet foe Vat tft. 
-என்ற கட்டுப்பாடு தேவையாகிறது. 

எனவே, வட்ட சமன் பாடுகளிலுள்ள 5, 7,௦; உ, ரீடஊீன் 
 மதிப்புக்கள், மேற்கூறப் பட்ட நிபந்தனைகட்கு உட்பட 
வேண்டியிருக்கும். 

குறிப்பு: வட்டமையங்களுக்கு இடைப் பட்ட தூரம் 4, 
“வட்ட ஆரங்கள் 7, ) ஆனால் கீ-, 4௩; சீ-ரட்ு என்பவை 
முறையே அவ்வட்டங்கள் வெளியே, உள்ளே தொடுவதற் 
குரிய கட்டுப்பாடுகளாகும், 

(எ-கா.) very —22+6y+6=0; a2+y?-5e+6y+15=0 
என்ற வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று தொடுகின்றனவென 

. நிறுவுக. உள்ளேயா அல்லது வெளியேயா? தொடும் புள்ளி 
என்ன? 

முதல் வட்டத்தின் மையம் (1,- 3); ஆரம் = V 149-6 

= 2 

இரண்டாம் வட்டத்தின் மையம் (2, - 3); 

ஆரம் = VW 2519-15 
2. =}. 

மையங்களுக்கிடைப்பட்ட தூரம், 

= V(L~ 374 (- 343) 
=lk 

ஆரங்களின் கூட்டுத் தொகை - 3 

ஆரங்களின் வித்தியாசம் 1 

எனவே வட்டங்கள் உள்ளே தொடுகின்றன. 

தொடும் புள்ளி இரண்டு வட்டங்களுக்கும் பொதுவாக 
“லின், வட்டங்களுக்குரிய சமன்பாடுகளை ஒருங்கமைச் சமன் 
"பாடுகளாகக் கொண்டு, தீர்வு காணக் கிடைக்கும். 

x+y? —22+6y16=0 

v+y? — 5e+6y+15=0 

கழிக்க, 32-9=0 

தி
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y ares, 9+y?-~6+6y16=0 

அதாவது y'+6y+9=0 
ந 

இரண்டு வட்டங்களும் (3,-8) என்ற புள்ளியின் கண்: 
உள்னே தொடுகின்றன. 

(எ-கா.) (1) 2-ர*-2-54-4-0 என்ற வட்டத்தை . 
(i) 2-3-7-0 எந்த புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது ? (ii) e-,y- 

அச்சுக்கள் எங்கு வெட்டுகின்றன ? 

v’+y—x-5y+4=0 

x—3y+7=0 

xX 

என்ற ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க, 

(i) ௨-3-7 என வட்டச் சமன்பாட்டில் ஈடு செய்ய, 
(- 7)“ (ர-7) - 59-40 பெறப்படும். 

HABTUS Iy? — 42y-+49+y? - 3y+7 -5y+4=0 

அதாவது 109/”-5094-ட60-0 

அதாவது y®— 5y1+6=0 

இதன் தீர்வுகள் y=3; y=2 

அதற்குரிய தீர்வுகள் c=2; ஐ-.1 

எனவே வட்டமும் நேர்க்கோடும் வெட்டுமிடங்கள்- 
(2, 3); (-1, 2). 

(ii) 2- அச்சை வெட்டுமிடம் : 

2- அச்சின் சமன்பாடு, 3-0 

y=0 என, வட்டச் சமன்பாட்டில் ஈடு செய்ய, 

£-௨-4-0 பெறப்படும் 

உ ணை நா 

இவை கற்பனைத் தீர்வுகள், 

எனவே, வட்டம், £॥- அச்சை வெட்டாது. 

4- அச்சை வெட்டுமிடம் : 

ந அச்சின் சமன்பாடு, ௨-0 

௨-0 என, வட்டச் சமன்பாட்டில் ஈடுசெய்ய, .
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-59-14-0 பெறப்படும்... 

_ 5795-16 
2 

- 4 அல்லது 1 

ஆகவே, வட்டம் 9 அச்சை (1,0); (0) என்ற புள்ளி 

ered வெட்டுகிறது. 

இவையாவும், நாம், இக்கோட்டையும், வட்டத்தையும் 

ஒரு கோட்டுப் படத்தாளில் வரைந்து காணலாம். 

செயல்முறை : வட்டம் : மையம் G4); ஆரம் 3710 10 

ஆரத்தின் மதிப்பு, தோராயமாகக் கொள்ளப்பட்டது. (3, 3) 

-மையம் கொண்டு, 1:6 ஆரம் கொண்டு ஒரு வட்டம் வரைக. 

உ-394--7-0 என்ற நேர்க்கோடும் வரைக. 

ரத. ட 
1] 5 1-4] இப்புள்ளிகளையிணைக்க தேர்க்கோடு 

y |v | 4 க] 1 | பெறப்படும். 

  

படத்தில், நேர்க்கோடும், வட்டமும் எங்கு வெட்டுகின் 
றன; ௨-அச்சும், 9- அச்சும் வட்டமும் எங்கெங்கே வெட்டு 

-கின்றனவென அறிக. பயிற்சியாகக் கொள்க. 

(எ-கா.) (2) 2”-97-85-103.116--0 என்ற வட்டம் ௨- 
. அச்சை எங்கெங்கு வெட்டுகிறது என அறிக, 

2-அச்சின் சமன்பாடு, 9-0. 

3-0 என வட்டச் சமன்பாட்டில் ஈடு செய்ய, 

்-82--10-0 பெறப்படும். 

2-4, 4 என இரு சமத்தீர்வுகள். 

எனவே, இவ்வட்டம் 2- அச்சை (1,0); (4,0) என்ற 
“ஓன்றிய புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. அதாவது 2-அச்சு, இவ், 

வட்டத்திற்கு (4, 0) என்ற புள்ளியில் தொடுவரை. 

3- அச்சின் சமன் பாடு, 2-0 

௨௪0 என வட்டச் சமன்பாட்டில் ஈடுசெய்ய,
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.... ீ-109-16-0 பெறப்படும். 

3-2, 8. 

எனவே, இவ்வட்டம்் ம அச்சை (0,2); (0,8) என்ற புள்ளி 

களில் வெட்டுகிறது. 

ஆக, இவ்வட்டம் 2-அச்சை (1,0)ல் தொட்டு, y- அச்சை 

(0,2); (0,8) என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. 

(எ-கா.) (3) at+y?-Se- 16y4+15=0 என்ற வட்டம், 

(0) &௯--9--8-0 என்ற கோட்டை எங்கெங்கு வெட்டுகிறது ? 

(1) 2-,ர- அச்சுக்களை எங்கெங்கு வெட்டுகிறது ? 

(1) நேர்க்கோடு, --98-8 ஆகும். புன் மதிப்பை, 
வட்டச் சமன்பாட்டில் ஈடு செய்ய, 

w+ (2a48)? - 8x - 16 (- 2a - 8)4+15=0. 

அதாவது ”--௧௦௨-207-0 பெறப்படும். 

a= - 564 V3136— 4140 
ட 10 ் 

- கற்பனைத் தீர்வுகள், 

£- கற்பனை எண்ணாயின், அதற்குரிய ரம் கற்பனை யெண் 

னாகும். 

எனவே நேர்க்கோடு வட்டத்தை வெட்டாது. 

i (1) 2௨2-அச்சை வெட்டுமிடங்கள் காண,3-0 என 
சமன்பாட்டில் ஈடு செய்க. 

ஈ£---15-0 பெறப்படும். 

“ஏ, 5, தீர்வுகள் 

எனவே௰- அச்சை, (5,0); (3,0) என்ற புள்ளிகளில் 

வெட்டும். 

94 - அச்சை வெட்டுமிடங்கள் காண, 

௨-0 எனச் சமன்பாட்டில் ஈடு செய்க. 

3” -169/-15-0 பெறப்படும், 

1, 15. தீர்வுகள், 

எனவே $- அச்சை (0,1); (0,15) என்ற புள்ளிகளில் 
வெட்டும். ்
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(எ-கா.) (4) 2£--)”-62- 69-.-9-0 என்ற வட்டம் ௨- , ம. 
அச்சுக்களை எங்கு வெட்டுகிறது? 

9-0 என ஈடு செய்க. 

2£-06௦-9-0 பெறப்படும். 

ஐ-8,3 என்ற சமத்தீர்வுகள் 

எனவே, ௨- அச்சை வட்டம் (9,0); (8,0) என்ற இடங் 

களில் வெட்டும், அதாவது (8, 0ல் தொடும். 

௨-0 என ஈடு செய்க. 

9-64-_9-0 பெறப்படும். 

9-3, 3 என்ற சமத் தீர்வுகள் 

எனவே, 9- அச்சை வட்டம் (0,9); (0,3) என்ற இடங் 
களில் வெட்டும், அதாவது (0,3)ல் தொடும். 

எனவே இவ்வட்டம், 2- அச்சையும், 9- அச்சையும் 
மூறையே (9,0), (0,3) என்ற இடங்களில் தொடுவரையாகக் 
கொண்டது. 

4.10: இரு வட்டங்கள் வெட்டு மிடங்கள் வழியாகச் 
செல்லும் மற்றோர் வட்டம் : 

2-3” 22-ட274-௦-0 

- ஜீ 22'ஐ.டஅ7-1௦:-0 

என்ற வட்டங்கள் வெட்டுமிடங்கள் வழியாகச் செல்லும் 
எந்த வட்டத்தையும் ் 

2” ஜே 2-௦ 4(2” 197-2௪2 87-௦1) 6 

என்ற சமன் பாட்டால் அறியலாம். 

- 1 ஆனால் இச் சமன்பாடு, 

2(g-g')e+2(f-f')yt+(c-c')=0 
என்று ஒரு நேர்க்கோட்டைக் குறிக்கும். 

இதைப்பற்றி விரிவாக மேற்படிப்பில் அறிவீர்கள். 

பாடச் சுருக்கம் (4) 

1. 9-௨” என்பது (0, 0) மையங்கொண்டு « 
ஆரம் கொண்ட வட்டம். ள் 

2. 2392-0 என்பது (0, 0) என்ற புள்ளி வட்டம்.
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3. (6,ம) மையங்கொண்டு. * ஆரம் கொண்ட வட்டம் 

(2-௧) (7-8) 297 

4, Sex+y’+2ear+2fyte=0 

Siear+y+t2eg'a+2f'y+e'=0 

என். பவை இரு வட்டங்கள். 

(i) 5-0 என்ற வட்டத்தின் மையம் (- g, ~f) 

(ii) 8-0 என்ற வட்டத்தின் ஆரம் கட்டர் உ 

5. (ஐ, 30: (6, %) ஐ இணைக்கும் நேர்க்கோட்டை 

விட்டமாகவும், விட்ட அளவாகவும் கொண்ட வட்டத்தின் 

சமன் பாடு: (2-௨ஈட் (2-௧) 4(9-0ி (3-89)-0 

ஆரம்: 3**(2,-௨)* 3)” 

உட (tite, YitHe 
மையம்: es i a a 

~ 

6. (ஐ. ரபிவிருந்து 8- 0க்கு வரையப்படும் தொடுவரை 

யின் நீளம் : oe Pty Bem, Pefy 6 

  

... ர... 520 என்ற வட்டத்தின் மேலுள்ள (2, 89) என்ற 

புள்ளியில் தொடும் தொடுவரையின் சமன்பாடு 

ax, byy.t etx) thy ty)t c=. 
8. எீடற$-௨் என்ற வட்டத்தின் மேலுள்ள (௨.9) என்ற 

புள்ளியில் தொடும் தொடுவரையின் சமன் பாடு 

xx, yy, =a’. 

9% g fesrume floss wrPeSumw, ன் பல் வேறு 

மதிப்புக்களுக்கு 

ர் டஊ 0-0. என்பவை பல “*ஒரு'' மைய 

வட்டங்கள். 

10. $-0ம் 8'-0ம் உள்ளே தொடுவதற்குரிய நிபந்தனை : 

M(g—sPEE- LAV ETP RH Vg pte 
அவைவெளியே தொடுவதற்குரிய நிபந்தனை : 

Vig-s)th-Ph = Vet fire ம கர்ப ட்ட 

  

  

1], 5-0, 81-0 என்பவை வெட்டும் வழியாகச் செல்லும் 

வட்டத்தின் சமன்பாடு 5--185'-0; 6 ஏதாமொருமாறிலி. 

&—26
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பயிற்சி” 4: (14) 

1. a®+y?—4x-6y=0 என்ற வட்டம், ௨-, 9- அச்சுக்களை 

வெட்டுமிடங்களில் வையில். தொடுவரைகளின் சமன் 

பாடு காண்க. 

2. PLT 18x+6y+26=0; x°+y’- 6x —4y—-12=0 என்ற 

வட்டங்கள்: தொடுகின்ற வென நிறுவுக. " வெளியேயா, 

உள்ளேயா.? :. 

. 3.. உ-23-1 என்ற கோடு vty -றெ-ர-1-0 என்ற 

- வட்டத்தை யெங்கெங்கே வெட்டுகிறது ? 

4, x+y? —Te+Ty+6=0 என்ற வட்டம் 2-.3- அச்சுக் 

களை வெட்டுமிடங்களென்ன ? அவ்வச்சுக்களின் மேல் துண் 

டிக்கப்பட்ட நீளங்கள் என்ன ? 

5. a? t+y—-4e+2y71= பன்ற வட்ட்த்தை, (1) 2--9--1- 0 

(2) ர-93௮-12 என்ற கோடுகள் இவ nae anil இல்லையா 

'யெனக் காண்க, . 

6. உடற. 7960 ன்ற வட்டம், 2-,9/- அச்சுக் 

களை வெட்டுமிடங்களைனனை. 2 

7 2+y+18x- 18y +81 = -0 என்ற வட்டம், 2-, 4/- அச் 

சுக்களைத் தொடுவரையாகக் கொண்டுள்ள எவன் நிறுவுக. 

'தொடும் இடங்கள் யாவை ? 

8. பின்வரும் வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று வெட்டுகின் 

றனவா, அல்லவா என அறிக. தொடுவதாயின் உள்ளேயா, 

'வெளியேயா எனக் காண்க. 

(1) 2+y?-4a+2y+1=0; ery? —2a+4y+1=0 

(2) a?+y°=100; vty? — 6x — 6y — 82=0 

(3) 2?+y? -2a-8=0; 2°+y?+8a+12=0 

(4) a+y?— 6x1+8y=0; a?+y? — 82+ 6y=0 

பயிற்சி 4 (v) 

டய ety+tb6r+4yt6=0; w+y?-4x-8y4-3=0 என்ற 

வட்டங்கள் வெட்டிக் கொள்ளும் வழியாகவும், ஆய ஆதியின் 

வழியாகவும் செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. 

மையம் யாது? :
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உ. ஜீ ற டழ-06-0; வீடை 3-5-0 என்ற வட் 

- டங்கள் வெட்டிக்கொள்ளும் வழியாகவும் (1, 1) என்ற புள்ளி 

வழியாகவும் செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. 

பல்கலைக் கழக வினாத்தாள்களிலிருந்து. 

நேர்க்கோடுகள் 

1, 22, அச்சுக்களின்மேல் ஈ, 8 வெட்டுத் துண்டுகள் 

விட்டுச் செல்லும் நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு காண்க. 

௨. ஆய ஆதியிலிருந்து ம: என்ற கோட்டின் 

மேல் வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் என்ன? 

5. (3) வழியாக, அச்சோட௫ு 0 என்ற சாய்வுடன் 

உள்ள நேர்க்கோட்டின் சமன்பாட்டை, 

மாக்கு. நந 

000 Sino 
என்ற அமைப்பில் எழுதலாம் என நிறுவுக. [” என்பது(2. 9); 

(2,ர.பிக்கு இடைப்பட்ட நீளம் எனக் கொள்க.] 

  

4, 3ut+yt+4=0; 3x4-dy -15=0; Ix -Ty-3=0 sretrM 

கோடுகள் ஓர் இருசமபக்க முக்கோணத்தை அமைக்கின்றன 

- வென நிறுவுக,. 

5. (1,2) வழியாக, 9-3-7-0 என்ற கோட்டிற்கு 

இணைக்கோட்டின் சமன்பாடு காண்க. 

6. (3,-5)s (-5,-4)3 (7, 10); (15, 9) என்ற புள்ளிகளை 

மூறையாகக் கொண்டால் அவை ஒரு இணைக்கரத்தின் உச்சி 

களாகுமென நிறுவுக. 

7. ஐ-ு-0) 42-35; 9-0 என்ற கோடுகளால் 

அமையும் முக்கோணத்தின் செங்கோட்டுச் சந்தியை அறிக. 

8 A(l,-2); B(3, 1); C(-2,3) என்பவை ஒருமுக் 
கோணத்தின் உச்சிகள், த வழியாக, BCG இணைக்கோடாக 

வரையப்படும் நேர்க்கோட்டின் சமன்பாட்டை யறிக, 

9. (-4,-9) வழியாக ௨- அச்சோடு 45 சாய்வுள்ள 

நேர்க்கோட்டின் சமன்பாடு காண்க, ்
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10. (1,£) வழியாக, 22--39-4 என்ற கோட்டிற்கு இணைக் 

கோட்டின் சமன்பாடு காண்க. 

11. (2,-2); (-1,2); (8,5) என்ற புள்ளிகள் ஓர் இரு 

சம பக்க முக்கோணத்தின் உச்சிகளென நிறுவுக. 

12. த ஒரு நேர்க்கோடு. &(5, 6); 2-3/-4-0 என்ற 

நேர்க்கோடு கூன் செங்குத்துமைய வெட்டி. 8ன் ஆயத் 

தொலைகள் என்ன ? 

13. (2,3); (8,-1); (-4,2) என்ற புள்ளிகளை உச்சி 

களாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் மைய வெட்டிச் சமன் 

பாடுகள் காண்க, ் 

14. ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் இரு உச்சிகள் (3, 4), 

(-2,3). மூன்றாவது உச்சி யென்ன ? 

15. ௫, -); (-$, 4) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும். 
நீளத்தை 8:4 என்ற விகிதத்தில் உள்ளே பிரிக்கும் புள்ளி 
யென்ன ? 

16. (-1,3) வழியாக ஒரு நேரர்க்கோடுண்டு. அது 
௨-அச்சின் மேல் விடும் வெட்டுத்துண்டு 49- அச்சின் மேல் 
விடும் துண்டைப் போல மூன்று மடங்கானால், அக்கோட்டின் 
சமன் பாடு காண்க. 

17. ஒரு முக்கோணத்தின் இரு உச்சிகள் (7, 2); (1, 6). 
அதன் மைய வெட்டுச் சந்தி (4,6); மூன்றாவது உச்சி: 
யெங்குளது ? 

இணைப்பதால் பெறப் படுவது ஒரு சதுரம் என நிறுவுக. 

19. (2, 8) வழியாக 2௨--94/-5க்குச் செங்குத்தாக உள்ள 

கோட்டின் சமன் பாடு காண்க, 

20. (1, -3); (-1, -5) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 
நீளத்தை (7, 8) என்ற புள்ளி எந்த விகிதத்தில் பிரிக்கிறது ? 

21. (2,1); (5,4); 1, 4) என்ற புள்ளிகள் முறையே 
ஒரு இணைக்கரத்தின் மூன்று புள்ளிகள்; (2, 1)க்கு நேர் 

எதிரிலுள்ள புள்ளியென்ன 2 

22, ‘P- QG wrod stro. x CosX + ySin X= p cresrm 
நேர்க்கோட்டின் மேல் ஆய அச்சுக்களுக்கிடைப்பட்ட நீளத் 
தின் மையத்தினுடைய இயங்கு வழி காண்க.
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23. ளை 9-1; xt2Qy=1; w+y=3; x+2y=2 என்ற 

கோடுகள் ஒரு சாய் சதுரத்தை அமைக்கின்றனவென 

நிறுவுக. 
24. (7,9); (3,-4)3; (-5,3) என்ற புள்ளிகள் ஓர் இரு 

சமபக்க முக்கோணத்தை யமைக்கின்றனவென நிறுவுக. 

25. (1, 3); (6, 7) என்ற புள்ளிகளை யிணைக்கும் நீளத்தை 
(-2,-9) என்ற புள்ளி எந்த விகிதத்தில் பிரிக்கிறது 2? 

26. (2,3); (5,-1); (-4,2) என்ற புள்ளிகளா லமையும் 

முக்கோணத்தின் பரப்பு காண்க... 

27. A(2,4); ௫6); 0(-6,-10) என்ற புள்ளிகள் ஒரு 
முக்கோணத்தின் உச்சிகள், & வழியாக வரையப்படும் 

மையக்கோட்டின் சமன் பாடு காண்க. 

28. 4a-3y-8=0; 3a-4y+6=0 என்ற கோடுகள் வெட்டு 
மிடமென்ன ? 

29. (2, 4); 6,6); (-6,-10) என்ற புள்ளிகளால் அமை 

யும் முக்கோணத்தின் மையவெட்டிகளின் சமன்பாடு காண்க. 

20. ஒரு நேரர்க்கோட்டில், ௨-, 3- அச்சுக்களுக்கிடைப் 

பட்ட நீளத்தின் மையம் (x, 9,) அந்நேர்க்கோட்டின் சமன் 
பாடு காண்க. 

31. (4, 5) வழியாக, ஈ-ட2--1-0 என்ற கோட்டிற்கு 

இணைக் கோட்டின் சமன்பாடு காண்க. 

வட்டங்கள் 

1. (-2,3) மையங்கொண்டு ௩௩0: ஆரமுள்ள வட்டத் 

தின் சமன்பாடு காண்க. அது ஆய அச்சுக்களை வெட்டு 
மிடங்களென்ன ? 

2. 2+y=100 என்ற வட்டத்திலுள்ள ஒரு நாணின் 

மையம் (1, 2), அந்நாணின் நீளம் காண்க. 

3. 52°+5y?4-4a-8y=18 என்ற வட்டத்தின் மையம், 
ஆரம் காண்க. ் 

4, %,6) மையங்கொண்டு (ட, 0) வழியாகச் செல்லும் 
வட்டத்தின் சமன்பாடு அறிக. 

5. (1, 2); (2,4) என்ற புள்ளிகளை விட்ட முனைகளாகக் 
கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க, 

6. (0,0); (2,0); (a,@a); (0,௦) என்ற புள்ளிகள் 
வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. 

7. 5அலகுகள் ஆரம் கொண்டு, மையம் 2- அச்சின் 
மேல் அமைந்து, (2, 3) வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன் 
பாடு காண்க, ்
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: 8. (-4,-0) என்ற.புள்ளியிலிருந்து2?--3”- 42- 09-40 
என்ற வட்டத்திற்கு. வரையப்படும் தொடுவரையின் நீளம் 

கண்டுபிடி. 

9. ௨3-23 44--25-0 என்ற வட்டத்தின் மையம், 

ஆரம் காண்க. 

10. (1,-8); (-6,-1); (6,-9) என்ற புள்ளிகளால் 
அமையும் முக்கோணத்தின் சுற்று வட்டத்தின் சமன்பாடு 

காண்க. 

11. (9.3); (7,-1); (,-1) என்ற புள்ளிகள் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. அதன் மையம் 

(4, 8) என நிறுவுக. 
12. ௯-3-0 என்ற நேர்க்கோடு, ஆய அச்சுக்களை 

&,ம என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. ABS விட்டமாகக் 
கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு காண்க. வட்டத்தின் ஆரம் 

என்ன? 

13. (ஐ, 80; (%: Yo) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 

கோட்டை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன் பாடு 

காண்க. . 

14. OABC ஒரு செவ்வகம்; 0 ஆய ஆதி; க், ் முறையே 
2௨-.3/- அச்சுக்களின் மேலுள்ளன. 0க&-ஈ:; 03- ஆனால் 

&௦ ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன் பாடு காண்க. 

15. கூ-டர்-2-44/-5-0 என்ற வட்டத்தில் (2, 3) மைய 

மாகக் கொண்ட நாணின் நீளம் காண்க. 

16. 2-3” 22-214--௦-0 என்ற சமன் பாடு ஒரு வட்டத் 

தைக் குறிக்கிறதென நிறுவுக.. அதன் மையம், ஆரம் காண்க, 

17. = +o -1 என்ற கோடு, - , ூ- அச்சுக்களை 

மூறையே &,] என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. &$ ஐ 

விட்ட மாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன் பாடு காண்க. 

18. (-8,4) மையங் கொண்டு ஆய ஆதியின் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டத்தின் சமன் பாடு காண்க. 

19. 2-2” 5௨-ட79-1-0 என்ற வட்டத்தின் மையம். 
ஆரம் காண்க. 

20. 2?+y?-10x—-6byt9=0 என்ற வட்டத்தின் மையம், 

ஆர.ம் காண்க. அவ்வட்டத்தில் $ சரிவுடைய விட்டத்தின் 
சமன் பாடும் காண்க.
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பயிற்சி 1 (0) 

(1) 10;. 8; (9) [8 (0080 - cosd)?-+ 

(6 -ஷ்தி£]* (5) 45) ௧6) ஐ; இ. 3, V26, 
௩17) ௩20; ௩29) கம. 

பயிற்சி 1 (4) 

(1) (5, 48); (2) உள் (2,9), வெளி(-18,18) (9) (453), (649); 

(5) $$-2:1 (வளி), ஷூ -8:3 (உள்); (6) (5.8), 6,4, 

(7, 2.). 
(7) (1) [(%,+2, - ts) (டார, - Ys) Is 

[ (2, +2, - 8), கட்த 9) ]; 

[ (2-2) - 2), (stn - 9) ]. 

இ [(6-8), ரஜ]: [0-௪ (n-)]s 
[ (2-2), (Ye ~ 30 ]. . 

(8) (- 3, 5); (9) (2, - 2); (10) (- 1, 0); (11) ( - i, 2) 

பயிற்சி 1 (14) 

(1) (1) 80; (2) 10; (3) 21: (4) 25. 

(அ w= ~—1; (4) ஐ Ty+25=0: (5) 874° (6) 234; (7) 32 

பயிற்சி 1 (09) 

(ு௨-921: (2) x+y? - 4x - ly - 7=0; © 

(3) 4e?{-4y? - 17x - Ty +20=0
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(4) atty? - 2ax ~ 2by+a*?+0b° - 4r7=0 

(5) (1) Ve 2)? +(y - IP 4+-V (@ +2)? +41)? = 10 

(2) 2a*+2y? - 2a - 10y - 78=0 

(6) x-+-5y+17=0 

[|
 

  

பயிற்சி 2 () 

(1) w-y=5; 1. 

(3) w+4y=7; -4. 

2, (1) 2n-y=7. 
(3) 6% -y=0 

3. (1) Qe -y=4. 

(8) 5a+y+3=0. 

4, (1) 8a+4y=12. (2) 6x -5y+30=0. (3) x-y=a. 

(2) x - y+ 6=0. 

(4) px — qy+qa=0. 

(2) 2a - S5y+20=0; §. 

(2) 4e+y+17=0 

(4) V3a-y=144V3_ 

  

  

பயிற்சி 2 (1) 

ati L- HFRS Y- HFRS 2- கூட்டெண் 

“ துண்டு துண்டு விற்ப 

58 6 

00 => க 5 /13: 

ரீ ் ஓ 

(2) > 3 4 2 

(3) 22 அரி ஜி (2-9 
q p+q p+q VP+e 

3 60 
(4) = 20 -12 anes 

3 ௩94 

(5) = பந ர ab       
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2. 

10. 

11, 

13, 

14. 

be
 

(1) 3%+2y=3, (2) 5a+3y=3. (3) aw+byia+b=0. 
(4) ytam=mzx+b. (5) la+my=2., 

y= -13. 5. 40, (6) $-Fea1 
6 

3x - 4y=18 

(1) பக்கங்கள் மைய வெட்டிகள் 
8x - 58/22 ளை 

x-y+2=0 3y = 5x 
7x ~ 4y+2=0 2y = 32 

(2) "w= 2y746=0 4x+Ty =58 
2x+3y+5=0 15a +24y = 22 
x-2=0 — 174” = 319y4-102=0 

3a - 2y=0; x+y=0, 

பக்கம்: 3x2 - 4y+26=0; y+6=0; ஐ. 
QtwwrsGar@: 3x -4y+14=0; y+5=0; 52-20 

6 டத 30 30 | 62 5y = 30; aor onal ததாது 5 எ? இ மு ஸ்ப ௩6] + ai ver’? V6L 

t=5; (6, 4) 

௦2-85, 4u+Ty=4, & - 6y=1. 

பயிற்சி 3 

Q)¢-1 1). @) 8,2). @) A, ~ 6). 
() (se - ஐ) 09 
(1) ை-34-15. (2) 8x - 5y=15, (3) bx - ay=a-b. 
(4) ab (ba+ay)=a® +6. (5) ma - by=ma - 1b. 

(6) oa +. 0 (7) awsin« y COS X =a, 

(1) 62 —- 3y+40=0, (2) 2a ~ 6y+-16=0, 

152+ 6y +28 =0, 
tuty=1.  2wtTy4+ll=0 5 (5,1). 6. (11,5).
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டம. : 8 a=2: b=3; c= -6. a1
 

ு-7: குறுங்கோணம்- 81? 54! 

விரிகோணம் -98 6 

ம 

m—I1 
10. y=4$e 11. 3-௨-2. 12. mal 

13. 2+y=4. 2e+y=11. 2-7. 

_g. 721 14 ரத 
14. 2x - 3y=0; (is 3) 

15. 24+3y=16. x+3y=26 3௨-4-18. 5 சதுர அலகுகள்... 

16. (8,11) 17. (6,2); (-2,0); “34. 

18, 32-+4y=25. 

பயிற்சி 4() 

1. (0 ௨--9. (2) at+y?-2e+2y-2=0. 
(9) 2?-+-y? - 4a—- 6y+12=0. 

(4). 2? +4? +122 - 2y+33 =0. 

(5) a +y?+2az-+2by+ a? +b? - 7? =0. 

(6) 2*?+y? -10x+16=0. (7) 2?+y?+4y—-21=0.. 

2. (1) 2+y?=25. (2) #°+y? - 2x - 2y - 23 =0. 

(3) 2°+y*? -444+2y+3=0. 

(4) (e-a)'+(y~b)*=(m— a)? +(n -b)°. 
3. e@+y?-4r-6y=0. 4. 2°+y?+12x~6y+29=0,. 

5. (~@-3P+(y-1)=25 6, («-5)?+(y+2)°=1. 

  

7. (1) (7,-3)s 57. (2) (-2,1); 2 

(3) (-p. 9: Vpttg. (4) (-3, Bs VEE. 
(5) (-3, 0); V8 (6) (0, 2); W727 

a 81 கஜ. 6₹-4 
(7) (-+ ஸு +i at 

8. e@+y?-2e-4y-59=0. 9, பின் சொல்லப்பட்டது, 

10, 2?+y?-8x-l10y+16=0. 11. a?+y?- 42 -6y+9=0. 

12. wy? — 4a —-4y+4=0, 13. y-wtl=0. 14. (5, 5):



விடைகள் . 

16. 2x? + 2y* — 5a+2y-2=0, 17, a?+y?-axz+by=0, 

18. a*+y?-6u-—6y=0, 19, a°+y*- 2an-2Qay=0, 
20. (1) 132°+-13y?+532 —- 59 y=0 

(2) w+y'- 3x+3y-2=0 
(3) 7x*47y? — 15x - 39y+32=0. 
(4) 2?+y°-a2-5y+4=0. 

பயிற்சி 4 (1) 
1. கீர - 10-89-6580; (8, 4), 

2. ஐ” -ே- 99-0. 

3. a+y'—5e—5y=0:; (8, 4); 32 

பயிற்சி 4 (iii) 

1. 24+9y+43=0 2. 4¢+3y=0. 3. 4x+3y=52.. 

4. B/S 5. ONT 

6, (1,1)-மேல்;---- தொடுவரை ; 8-2. 

(2,-1)-வெளியே; (-8,-5)- வெளியே: 
(2, 4)- மேல்; ---- தொடுவரை : 7-9 180, 
(-2, 1)-உள்ளே 
(-5, 4)-மேலே---. தொடுவரை : 195-9-61.. 

புயிற்சி 4. (5) 

1. 99-.2--8-0; 3y-2¢-18=0 2. வெளியே... 

5. 1(1,0); (,1)]. 
4. x- sea: (6,0); (1,0); துண்டு நீளம் 5. 

$-அச்சு: (0,-6; (0,-1); துண்டு நீளம் 1. 

5. (1) வெட்டுகின்றது (2) வெட்டாது. 

6. உ-அச்சு: (-9,0); (-9,0), 
y- Hear: (0,1); (0, 6). 

7. உ ௮அஅச்சைத் தொடுமிடம்: (-9,0); 
$- அச்சைத் தொடுமிடம்.: (0, 9) 

8. (1) வெட்டும் (2) வெட்டும். (8) வெளியே; 
.. தொடும்: (-2,0) (4) வெட்டும். 

பயிற்சி 45) 
1. x+y'—14¢-20y=0; மையம் (7, 10). 

2. w+ ye + jet 2y — 4A =0, 

411
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பல்ககவ்து கழக வினாத்தாள்களிலிருந்து ' 

நேர்க் "கோடுகள் 

  La 6 ் _ ta ik 
Q) ஏரா Gorge ©) சோ 39/4140: 

(7) (4 - 3). (8) Q2e+5y+8=0. (9) w~y+2=0. 
(10) 2e+8y=8 (12) (Ys, 15). (13)-e@-y+1=0; Te+8y=13; 13) 
ஆப 199-18.. (4 eS. as | (15) (#4, 2). 

a 

    

(16) «4+3y=8. (17) (4, 10), (19) 3a -2y=0. (20) வெளியே 
2 

3:4. (21) (- 2,1). (22) 1. (25) வெளியே 3:4 
dy? 

(26) 13 (27) ௯-3-0 (28) (ந, (29) 2x -y=03 

Ba - 2y¥=0; 5x -3y=0. (30)' Set By, 1 (31) xf2y=14. 

வட்டங்கள் 

(1) உட்ப = 6y+3=03 அச்சு (-1, 0); க்க 3, 0); 
3 அச்சு (0, 845). 

2) 4v5. (3) ( #3 7= Vin. 

(4) (@- WP - WP=(« - WF +(B~ 1% 
(5) w+y? - 3x - 6y+10=0, (8) 2*+y? - ax - ay=0. 

(7) a+y? - 122+11l=0 aobog 2? +y?+4e - 21=0, 

(8) 91. (9) (11, 2); pub =10. 

(100) a? 4+y?- 122 -8y~117=0. (11) ve Ly? — — 8a- 6y =0. 

(12) 2+y? - 3242y=0; r= wie, 

19) (@- a) @ - %,)+(y - 9%) ன் - 8) 

(14) 2+y? - ax —-by=0. (15) 4/37 : 

(17) 2+? - ax -~by=0. (18) 2° +y?+6e - 8y=0. 

(19) ($-4) raed (20) (86, 3); 7-5; 4-3 -11-0,
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