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அணிந்துரை 

(திரு செ. மாதவன், தமிழகக் கல்வி-தொழில் அமைச்சர்) 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கி எட்டு 
ஆண்டுகள் ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் பி.ஏ. 
வகுப்பு மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் தமிழி 

லேயே கற்றுவந்தனர். 1969ஆம் ஆண்டின் தொடக்கக்கில் 
புருமுக: வகுப்பிலும் (1.ப.0.), 1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து பட்டப் 
படிப்பு வகுப்புகளிலும் விஞ்ஞானப் பாடங்ககயும் தமிழிலேயே 
கற்பிக்க ஏற்பாடு செய்துள்ளோம். தமிழிலேயே கற்பிப்போம் 
என முன்வந்துள்ள கல்லூரி ஆசிரியர்களின் ஊக்கம், பிற பல 

். துறைகளிலும் கொண்டு செய்வோர் இதற்கெனச் தநத உழைப்பு, 
தங்கள் சிறப்புத் துறைகளில் நூல்கள் எழுதித் தர முன்வந்த 
நாலாசிரியர்கள் தொண்டுணர்ச்சி இவற்றின் காரணமாக இத் 
திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும் மன நிறைவும் தரத்தக்க வகை 
யில் நடைபெற்றுவருகிறது. இவ்வகையில், கல்லூரிப் பேராசிரி 
யர்கள் மாணவர்க்குக் கலை, அறிவியல் பாடங்களை த் தமிழிலேயே 

பயிற்றுவிப்பதற்குத் தேவையான பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு 
மதுரைப் பல்கலைக் கழகம் ஆண்டுதோறும். எடுத்துவரும் பெரு 
முயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் சொல்லவேண்டும். 

பல துறைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனையோ 
நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில் அரிய முறையில் 

நூல்கள் எழுதித் தந்துள்ளனர். 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளா தாரம், தத்துவம், 

புவியியல், கணிதம், 'பெளதிகம், வேதியியல், உயிரியல், 
வானியல், புள்ளியியல் ஆகிய எல்லாத் துறைகளிலும் தனி 

நூல்கள், மொழி பெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இரு வகையிலும் 
தமிழ் வெளியீட்டுக் கழகம் .நூல்கல£ வெளியிட்டுவருகிறது. 

இவற்றுள் ஒன்றான 'இயற்கணிதம்-1' என்ற இந் நூல் தமிழ் 
வெளியீட்டுக் கழகத்தின் 191ஆவது வெளியீடாகும். இதுவரை 
226 நால்கள் வெளிவந்துள்ளன. 

உழைப்பின் வாரா உறுதிகள் இல்லை; ஆதலின், உழைத்து 
வெற்றி காண்போம். தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் உலக 
மாணவர்களிடையே சிறந்த இடம் பெறவேண்டும் அதுவே 
தமிழன்னையின் குறிக்கோளுமாகும், தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக் 
கழகங்களின் பலவகை உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் 
மனம் கலந்த நன்றி உரித்தாகுக. 

செ. மாதவன்



10. 

பயோருளடக்கம் 

பக்கம் 

(per ions (Introduction) ட 1 

வரிசை uorpinsaenh Csrae@pb (Permutations 

and Combinations ene 8 

ug Gerermser (Partial Fractions) vw. 33 

Fw at ni (Inequalities) ww. = 

கந்தழித் தொடர் முறைகள்--எல்லைகள். (Infinite . 

Sequences—Limits) ee 105. 

கந்தழித் தொடர்கள்--குவிதலும் விரிதலும் (Infinite 
Series —Convergency and Divergency) - -. 140 

ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம்.- அளவுக்கிணங் 
Aw ws e65S6@ (The Binomial Theorem tor a 

Rational Index) we 212 

படிக்குறித் Gp (The Exponential Theorem) ... 254 

wL_éanae gs Ogsrut (Logarithmic Series) ... 286 

தொடர்கள் கூட்டல் (Summation of Series) .-- 308



1. முன்னுரை 

(Introduction) 

1:1 வாழ்க்கையில், asonorde, (Arithmetic) எண்களைப் 
பயன்படுத்தும் கலையாகும். எண், எண்ணும் முறை, எண் 
மானம், எண்களின் இடமதிப்பு, எண்களைக் கொண்டு 
கூட்டல், கழித்தல், பெருக்கல், வகுத்தல் முதலியன யாவும் 
அன்றாட சமூக வாழ்விற்கே இன்றியமையாதனவாக அமைந்து 
விட்டன. எண்ணினம் கூட்டு முழு எண்ணோடு நின்றுவிடா 
மல் தேவைக் கேற்ப, காலாவட்டத்தில் பெருகியது. புகுமுக 
வகுப்பில் எண்ணினங்களைப் பற்றி ஓரளவு அறிந்திருப் 
பீர்கள். (தி, கோ,.-கொ. மு: புகுமுக வகுப்புக் கணிதநூல்? 
இயற்கணிதப் பகுதி - முன்னுரை காண்க). மறுபடியும் அக் 
கருத்துக்களை உங்கள் கவனத்திற்குக் கொண்டு வருகிறோம். 
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2 இயற்கணிதம் 

1:11 இயற்கணிதமும் (க1த2மாக) எண்களைப்பற்றிக் கூறும் 

கலைதான். ் 

கணக்கில் எண்களை 1,%, ...... _ 1... எனக் கொள் 

கிரோம்; எண்கள் குறிப்பிட்ட மதிப்புடையவை, இயற்கணி 

தத்தில், ௪, 6, Co... 5 Bs Y coerce போன்ற எழுத்துக்கள் அவ் 

வெண்களைக் குறிக்குமாறு பொதுப்படுத்தி ஏற்றுக்கொள் 

கிறோம். அவ்வெழுத்துக்கள் . எந்த எண்ணையும் குறிப்பன 

வென்று கொள்ளப்படுகிறது . 

98-68 எனக் கூறுவது கணக்கில் உள்ளது. ௨-டம் எனக் 
கூறுவது இயற் கணிதத்தில் தோன்றுவது. அவ்வாறே 

44 — 31, 34 x 44, 8+ 63 என்று கணக்கில் கூறுவது 
எழுதுவதுபோல் இயற் கணிதத்தில் கூட்டல், கழித்தல், 
பெருக்கல், வகுத்தலுக்கு ஏற்பட்டுள்ள மரபுகள் ௧-6; ௨-8; 

axb (=ab); a+b (- 4) நடை முறையில் ஏற்றுக் கொள்ளப் 

பட்டிருக்கின்றன. . 

12 இயற்கணிதத்தில் பின்வரும் விதிகள் அடிப்படை 

யானவை: 

1. மாற்று விதி (0000181146 1840) 

a+b=b+a; ab=ba. 

5, பங்கீட்டு விதி (0121191176 184) 

c (a+b) = ca+-cb. 

5. தொகுப்பு விதி (&8500181176 1௨௭) 

a+ (b+c) = (a+b) +e. 

"a (be) = (ab) c. 

4, gunerutl@s Stajenromum (Solubility of Equation) 

(0 ஈகம் என்ற சமன்பாட்டைத் தீர்க்க மூடியும். 

Sia b+(-a) என்றோ, அல்லது (8-௨) என்றோ, எழுதலாம். 

(ம் 8240, ஆனால் ஈ£உ- ட் என்ற சமன்பாட்டைத் 

தீர்க்க முடியும். ்



(மூன்னுரை — 8 

லாம். 

குறிப்பு : மூதல் மூன்று விதிகளும் இரண்டிற்கு கம்பட்ட 
எண்களுக்கும் உண்மையென்பதை நிறுவலாம். 

எ-கா. atbtc=ctatb=bt+cta வ... இந்த அடிப் 

படை விதிகளைக் கொண்டுதான் இயற்கணிதம், வளர்ந்திருக் 

ஆறது. 

1-8 ' இயற்கணிதச் சார்புகள் (Algebraic functions) : 

(௦) பல்லுறுப்புச் சார்பு (கோவை) (1௦10000181 function). 

5) அளவுக்கிணங்கிய சார்பு (கோவை) (82110021 function). 

(௦) அளவுக்கிணங்கிய கூட்டு முழு எண்படி கொண்ட. 

ity (Rational integral function). 

(8) நேர்முகமான இயற்கணிதச் சார்பு aia algebraic 

function). 

(9) மறைமுகமான இயற்கணிதச் சார்பு (180ற11014 algebraic 

function). 

(7) usd wig@act Gans. emity (Function with several 

~variables). 

(2) சமபடிச் சார்பு (140௦த012005 function). 

(5) சமச்சீர் சார்பு (Symmetric function). 

(8) சமபடி-சமச்சீர் சார்பு (Homogeneous-symmetric 

‘function). 

(ர) இயற்கணித, நேநரர்மாறு erity (Inverse algebraic 

“function). 

[9-7 (ஐ; ஈ-ரீ” (9) அமைப்பு]; 

மூதலிய பல் வகையான இயற்கணிதச் சார்புகள் பற்றி 

நீங்கள் புகுமுக வகுப்பில் அறிந்திருப்பீர்கள்.



இயற்கணிதம் 

1:91 இவையல்லாது, 

கோண கணிதச் சார்புகள் (17120௩01061710 1110110058) ;: 

நேர்மாறு கோண கணிதச் சார்புகள் (1146756 Trigonometric: 

functions) என்ற சார்புகள் பற்றியும் நீங்கள் 'அறிந்திருப். 

பீர்கள். ‘ 

13.2 மேலும், 

படிக்குறிச் சார்புகள் (1100120024 functions) 

[ esa 32 3 (f(z) yo) ௮ யோன்றவை ]; 

mi_géenaé saityesct (Logarithmic functions) என்பன பற்றி” 

பும் ஓரளவு நீங்கள் அறிவீர்கள். இன்னும் விரிவாக அவை: 

களைப்பற்றிய தேற்றங்கள் பலவும் அவை சார்ந்த தொடர் 

முறைகளும், தொடர்களும் பற்றிப் பல உண்மைகள், இந். 

நூலில் விளக்கப்பட்டிருக்கின்றுன. 

14 குறிப்பிட்ட விதிகளுக்குட்பட்ட தொடர் முறைகள் 

பற்றியும் தொடர் பற்றியும் (கூட்டு, பெருக்கு, இசைத் தொடர் 

கள்) நீங்கள் அறிவீர்கள். இவைகளின் கூட்டுத் தொகை. 

திட்டமான அளவுவரைக் காணவும் முடியும். இனி கந்தழித். 

தொடர் முறைகள், தொடர்கள் (Infinite sequences atid series): 

பற்றி நீங்கள் அறிய வேண்டும். அவைகளின் இயல்புகள் 

வியக்கத்தக்கனவாயமையும், 5 

ஈருறுப்புத் தேற்றம் (கூட்டு முழு எண்படிக்குரியது): 
நீங்கள் அறிந்ததாகும். கூட்டு முழு எண்படியல்லாது; 

அளவுக்கிணங்கிய எந்த படிக்கும் அத்தேற்றம் எப்படி, 

எந்தக் கட்டுப்பாடுகளின் அடிப்படையில் விரிவாக்கப்படு- 

கின்றது என்பதும் அவைகளை நிறுவுங்காலை, எவ்வளவு: 

துட்பமான கருத்துக்களும், வரையறைகளும் கையாளப்படு 

கின்றன என்பதும் அறிவுப் பயிற்சியாகும். 

1-5 சிறப்பாக, சமன்பாடுகள் பற்றிய பலதிறப்பட்ட 

பொது உண்மைகள், சமன்பாட்டுக் கொள்கைகள் என்ற. 

தலைப்பில் விரிவாக விளக்கப்படும். 

18 எண்களின் இயல்புகள் பற்றிய உண்மைகள் பலவா: 
'யிருக்கும், அவைகள் பற்றியும் லாளவு. அறிய வாய்ப்புக்கள்: 

உண்டு.
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இயற்கணிதப் பரப்பு விரிந்து புதியதோர் கணித உலகம், 

உங்கள் பார்வைக்கும், கவனத்திற்கும், ஆய்விற்கும், மலர 

விருக்கின்றது. ~ 

1:7. இதுவரை இயற்கணிதத்தில் நீங்கள்: கண்ட சில 

அடிப்படை முடிவுகள் கீழே உங்கள் கவனத்திற்குக் 

இகாடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 

ஸு கபட பல ந்த பங்க ரர விட் 
1 ந ம் ரீ: ட நரகன் அனி அ 

_ atetet.... 

b+d+f+.... 

(2) இருபடிச் சமன்பாட்டுத் தீர்வுகள் பற்றியன 2 

்-டம௨--2-0 என்பது சமன்பாடு. 

    

தர்வகள் ட் த. 4ரச 

வ ் 2a 

ர்வுகளின் கூட்டுத் தொகை ௨ - - 5 
a a 

தீர்வுகளின் பெருக்கல் தொகை உடு = 

gsoarenin amiitg b° — 4ac. 

bY dac = 

தீர்வுகள் சமம், தீர்வுகள் கற்பனை யெண்கள். 

0க்கு ; தீர்வுகள் முறையே மெய்யெண்கள், 

(3) கி-ம௨-௦-0 என்ற சமன்பாட்டுத் தீர்வுகள் வேறு 

Cun மெய்யெண்களாய், ௨ அத்தீர்வுகளிடைப்பட்ட, ஒரு 

.மதிப்பேற்காத வரையில், 8௨௨£-52--௦ என்ற கோவையின் 

மதிப்பு உன் குறியீடு பெற்றிருக்கும். 

(4) () கூட்டுத் தொடர்: 

Tr=a+(n-l)d 

[T,+Ta] 

12
] Sa= 5 [2a+(n-1) d] = 

. a+b 
Gs b க்குக் கூட்டிடை = 5 =A
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(11) பெருக்குத் தொடர்: ' 

முரி. 

5-2 (l-r") a (r"-1) 
(1-2 (1-1) 

ல ட. 

|] 241] ee Se = 77> 

  

  

ஈ,ம் க்குப் பெருக்கிடை-%/88- 0 (-“குறியுடையது). 

- (1) இசைத் தொடர்: 

1 ர ட ஃ.. சூட்டுத் தொடரிலிருக்குமாயிண் 

5, 6... இசைத் தொடரிலிருக்கும். 

1 
T, = ட் டட 
nd 1 1 

“ச கட _ =) 

8,, இல்லை. 
ba யி — 2ab H 

2,6 க்கு இசை டைத 

(iv) A,G,H மூன்றும் இறங்கு வரிசைப் பெருக்குத் 
தொடரில் இருக்கும். 

5. (i) 142+... ஆ என்ழன ப்ப 
  

(134௪13... +ntas, 2b) மாமு 

(iii) 942° +000... +n=§,=[S,}? = [* eT 

6. (i) nPr=”(m-1) (n- 2)... (m-r41) = ae 

  

  

(ii) nPa= | 

yess து [ [0 =1 ] 
(iii) nCr= Paar nor எட்டடி ௦,0௦1 

(iv) nqiCr - ழோ டிசே 
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7... ஈருறுப்புத் தேற்றம்: 

(1) ஈ கூட்டு முழு எண்: (௨-௧) - ல் க படக 
40 

(ii) CotC, Cy + cent C, = 2” 

8. மடக்கைகள்: 

() மகை, (௫) -மகை, ஈ௩-டமகை,௩ 

(ii) Dens, (இ -மகைு- மகைு 

(iii) மகை, (5)-ஐ மகைழா 

‘ p—~ 1 

(iv) Weg, /m= ர் LO Bam 

(v) WENHgM = em Pie = WEN S/M X 1060S ad 
DED B,a 

(vi) மகை;ா%ஊஐ மகைழ்- 1



2. வரிசை மாற்றங்களும் சேர்வுகளும் 
(Permutations and Combinations) 

21 எமது புகுமூக வகுப்பு கணிதநூல் இயற்கணிதப் 
பகுதியில், அந் நிலைக்குரிய பாடத் திட்டத்திற் கேற்ப, 
* வரிசை மாற்றமும் சேர்வுகளும்”” என்ற பகுதியில் இவை 
களைப்பற்றி ஓரளவு விளக்கப்பட்டிருக்கிறது. (தி.கோ-கொ.மு: 
கணித நூல்-இயற் கணிதப் பகுதி பக்கம் 236-264). இந்நூல் 
மூன்னுரையில் [1.7(6)] அவைகளுக்குரிய வாய்பாடுகள் 
கொடுக்கப்பட்டிருக்கின் றன , 

எனினும் இந் நூலைப் படிப்பவர்களுக்குப் பயன்படும் 
வகையில் சுருக்கமாக ,%,, ,0, என்பவைபற்றிய தேற்றங்கள் 
மூதற் பகுதியில் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன. (விரிவாக 
அவைபற்றி அறிய விரும்புவோர் முன் குறிப்பிட்ட நூலைப் 
பார்க்கவும்). 

22 இப் பகுதிக்கு அடிப்படையானதொரு தேற்றத்தை 
மூதலில் நிறுவுவோம். அத்தேற்றம் பின்வரும் எடுத்துக் 
காட்டால் எளிதில் விளங்கும். 

சேலத்திலிருந்து திருச்சி செல்ல இரண்டு வழிகளும், 
திருச்சியிலிருந்து மதுரை செல்ல மூன்று வழிகளும் இருக் 
கின்றன. ஒருவன் சேலத்திலிருந்து திருச்சி வழியாக எத்தனை 
விதங்களில் மதுரை போய்ச் சேரலாம் ? 

சேலத்திலிருந்து திருச்சி செல்ல &, &, என்ற இரண்டு 
வழிகளும் திருச்சியிலிருந்து மதுரை செல்ல B,, B,, B, என்ற 
மூன்று வழிகளும் இருப்பதாகக் கொள்வோம். 

மூதலில் சேலத்திலிருந்து திருச்சிக்கு &, வழியாகச் 
செல்வானானால் அதன் பிறகு %,, ந,, ந, என்ற .மூன்று வழி
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களில் ஏதாவது ஒரு வழியில் மதுரை சேரலாம்; அல்லது 

சேலத்திலிருந்து திருச்சிக்கு க, வழியாகச் செல்வானானால் 

அதன் பிறகு 1,, ,, ,, என்ற மூன்று வழிகளில் ஏதாவது 

ஒரு வழியாக மதுரை சேரலாம். சேலத்திலிருந்து திருச்சி 

'செல்லும் ஓவ்வொரு வழிக்கும் ஏற்ப, திருச்சியிலிருந்து 

மதுரை செல்ல மூன்று வழிகள் உள்ளன. ஆகவே அவன் 

'சேலத்திலிருந்து திருச்சி வழியாக 2%3-6 வெவ்வேறு முறை 

களில் ஏதாவது ஒரு முறையில் மதுரை சேரலாம். 

இவ் வடிப்படையில் பின்வரும் தேற்றத்தை ஆராய் 

“வாம் £ 

2:2,1 தேற்றம்: ஒரு செயலை ௩ வெவ்வேறு வழிகளில் 

செய்ய முடியும்; அச் செயல் அந்த ர வழிகளில் ஏதாவது 

ஒரு வழியில் செய்யப்பட்ட பின்பு, மற்றோர் செயல் இச் 

செயலினால் தடைபடாமல் ௩ வெவ்வேறு வழிகளில் செய்ய 

முடியுமானால் இவ்விரண்டு செயல்களையும் ஒன்றன் பின் 
ஒன்றாக 1௩% வெவ்வேறு முறைகளில் ஏதாவது ஒரு முறை 
யில் செய்யலாம். 

முதற் செயலை கடி கீ vere Am என்ற m வழிகளில் 

ஏதாவது ஒரு முறையில் "செய்யலாம்; இரண்டாம் செயலை 

நடந,.... B, என்ற ௩ வழிகளில் ஏதாவது ஒரு முறையில் 

செய்யலாம் எனக் கொள்வோம். 

மூதற் செயலைச் செய்யும் ஒவ்வொரு முறைக்கும் இரண் 

டாம் செயலை ௩ வழிகளில் ஏதாவது ஒரு முறையில் செய்ய 

இடமுண்டு. ஆனால் மூதற் செயலை ௬௩ வெவ்வேறு முறைகளில் 

செய்யலாம். இதில் ஒவ்வொரு முறைக்கும் இரண்டாம் 

செயலைச் செய்ய ௩ வெவ்வேறு வழிகள் உள்ள வாதலின், 

இவ்விரண்டு செயல்களையும் ஒன்றன் பின் ஒன்றாக 3௩% 

வெவ்வேறு முறைகளில் செய்யலாம். 

இத் தேற்றத்தை மேலும் விரிவுபடுத்தினால் பின்வரும் 
கிளைத்தேற்றம் பெறப்படும். 

கிளைத் தேற்றம் : ஒரு செயலை ௩ வழிகளில் ஏதாமொரு 

வழியிலும், அதன் பிறகு இரண்டாவது செயலை n வழிகளில் 

ஏதாமொரு வழியிலும், அதன் பிறகு மூன்றாவது செயலை ற 

வழிகளில் ஏதாமொரு வழியிலும் ...... செய்ய முடியுமானால்,
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அச்செயல்களை ஒன்றன்பின் ஒன்றாக 8 %%% ற... வெவ் 

வேறு வழிகளில் ஏதாவது ஒரு வழியில் செய்யலாம். 

22.2 எ-கா. (1) 

க. இடம் 5 புத்தகங்களும், இடம் 6 புத்தகங்களும் 

உள்ளன. எத்தனை வெவ்வேறு விதங்களில் &-ம் -ம். 
ஓவ்வொரு புத்தகத்தைத் தங்களுக்குள் மாற்றிக் கொள்ள: 

லாம் ? 

&. தன்னிடமிருக்கும் 8 புத்தகங்களில் ஒன்றை க்குக்: 
கொடுத்தால்,  தன்னிடமிருக்கும் 6 புத்தகங்களில் ஒன்றை, 

க்குக் கொடுப்பான். & இடம் 3 புத்தகங்கள் இருப்பதால், 

அவன்.3 விதங்களில் ஒரு புத்தகத்தை  க்குக்கொடுக்கலாம். 

இவ்விதமான ஒவ்வொரு முறைக்கும் £, 6 விதங்களில் 

டக்கு ஒரு புத்தகம் கொடுக்கலாம். 

எனவேவ இவ்விரண்டு செயல்களும் 3x6=18 முறைகளில் 

செய்யப்படலாம். 

எ-கா. (2) 

ஒரு இருப்புத் தொடர்ப்பாதையில் 12 நிலையங்கள் 
உள்ளன. எத்தனை விதமான அனுமதிச் சீட்டுக்கள் அச் 

சடிக்க வேண்டும் ? (ஒரே ஒரு வகுப்பு வண்டிகள் உள்ளன 
வெனக் கொள்க.) 

ஒவ்வொரு அனுமதிச் சீட்டிலும் “...... '' இடத்திலிருந்து 
. ”” இடத்திற்கு என அச்சாக வேண்டும். 46 

சிறப்பாக & என்ற நிலையத்தை எடுத்துக் கொள்வோம். 

க-லிருந்து மற்ற பதினொரு நிலையங்களுக்கு 11 விதமான 
சீட்டுக்கள் ௮ச்சாக வேண்டும். 

12 நிலையங்களில் ஒவ்வொன்றிலிருந்தும் இவ்விதமாக 11 
விதமான சீட்டுக்கள் அச்சாக வேண்டும். 

எனவே 11)ம12- 132 விதமான சீட்டுக்கள் அச்சாக 

வேண்டும். 

பயிற்சி 2 (1) 

1. ஒரு கல்லூரியில் இரண்டு மாணவ விடுதிகள். 
உள்ளன. முதல் விடுதியில் 100 பேரும், இரண்டாவது
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விடுதியில் 48 பேரும் உள்ளனர். ஓவ்வொரு விடுதியி' 

லிருந்து ஒரு, ஒரு. மாணவர் தேர்ந்தெடுக்கப் படவேண்டும்... 

எத்தனை விதங்களில் இத்தேர்வைச் செய்யலாம் ? 

2 ஓரு குழு அமைப்பில், ஒரு ஆங்கிலேயனும், ஒரு, 

அமெரிக்கனும் இருக்க வேண்டும். 10 ஆங்கிலேயர், 5 

அமெரிக்கர் உள்ள ஒரு சபையிலிருந்து எத்தனை வெவ்வேறு 

விதங்களில் இக்குழு அமைக்கலாம் ? 

3. ஓரு எழு கோணத்தில் எத்தனை மூலைவரைகள் வரைய: 

. eonrb ? 

4, ஒரு ௩ பக்கமுள்ள நேர்க்கோட்டுருவத்தில் எத்தனை 

மூலை வரைகள் வரையலாம்? 

5, ஒருவன் சேலத்திலிருந்து சென்னை செல்ல 8 வழி 

களஞண்டு. ஏதாமொரு வழியாகச் சென்று மற்றொரு வழி: 

யாகத் திரும்ப விரும்பினால், எத்தனை விதங்களில் அவன் தன் 

செலவை முடிக்கலாம் ? 

6. ஒரு எழுத்துப் பூட்டில் ஆறு வளையங்கள் உள்ளன. 

ஒவ்வொரு வளையத்திலும் 5 எழுத்துக்கள் உள்ளன. எத்தனை 

விதங்களில் அப்பூட்டைத் திறக்க முயற்சிக்கலாம் 2? இவை: 

களில் பயனற்ற முயற்சிகள் எத்தனை ? 

7. ஒரு Gurs&ed (direction) 12 இணைக்கோடுகளும் 

மற்றொரு போக்கில் 16 இணைக்கோடுகளும் உள்ளன. அவை: 

கள் ஒன்றை யொன்று வெட்டு மிடங்கள் எத்தனை ? 

௨:53. வரிசை மாற்றங்களும் சேர்வுகளும் (Permutations 

and combinations). 

a, b, ¢, d எனப் பெயர் கொண்ட நான்கு பொருள்கள்: 

இருக்கின்றன. அவைகளினின்ற, ஏதேனும் மூன்று பொருள் 

களைப் பொருக்க வேண்டுமாயின், அவை (8௦) (abd); (acd) > 

(bed) என்ற ஏதாவது ஒரு குவியலாக இருக்கும். இதைத். 

தவிர வேறெந்த விதத்திலும் மூன்று பொருள்களைச் சேர்க்க. 

முடியாது. இவ்விதமாக எடுத்துச் சேர்த்தலை, சேர்வுகள் 

(0௦010214௦8) எனக் கூறுகின்றோம். 

எனவே, கொடுக்கப்பட்ட நான்கு பொருள்களிவிருந்து: 

ஏதேனும் மூன்று பொருள்களை, நான்கு வெவ்வேறு விதங்: 

களில் சேர்க்கலாம். 
்
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பொதுவாக ௩ வெவ்வேறு பொருள்களினின்று ஏதேனும் 

௮ பொருள்களைப் பொருக்கிச் சேர்ப்பது சேர்வு (௦௦00018110) 
எனப்படும். எத்தனை விதங்களில் அவ்வாறு ௩ பொருள் 
.களினின்றும் ॥ பொருள்களைப் பொருக்கிச் சேர்க்கலாம் 

என்பது ,,0, என்ற குறியீட்டால் குறிக்கப்படும். சற்று முன் 
நாம் கண்டது 0, - 4, , ஒரு எண்ணிக்கை. 

இப்போது அந்த நான்கு பொருள்களில் ஏதேனும் 

மூன்றை எடுத்து வரிசைகளாக அடுக்கினால், எத்தனை வெவ் 

"வேறு வரிசைகள் பெறப்படும் ? 

(abc) என்ற குவியலை (சேர்வை) எடுத்துக்கொள்வோம். 

அவற்றை வரிசையாக அடுக்கினால் abc, ach, bea, bac, cab, cha 

என்று ஆறு விதங்களில் வரிசையாக அடுக்கலாம். 

அவ்வாறே லர் என்ற மற்றொரு குவியலை ஆறு விதங் 

களில் வரிசையாக அடுக்கலாம். அவ்வாறே ஈரி, ம௦8 என்ற 

குவியல்களையும் ஆறு, ஆறு விதங்களில் வரிசையாக 

அடுக்கலாம். 

எனவே, 4 பொருள்கள் கொடுக்கப்பட்டால், அவை 

களில் ஏதேனும் மூன்று பொருள்களை யெடுத்து வரிசையாக 

அடுக்கினால் 24 வெவ்வேறு வரிசைகள் பெறப்படும். 

பொதுவாக, % வெவ்வேறு பொருள்கள் கொடுக்கப்பட் 

டிருப்பின், அவைகளில் சிலவற்றையோ, எல்லாவற்றை 

.யூமோ, வரிசையில் வைப்பதற்கு வரிசை அல்லது அடுக்கு 

எனப் பெயர். % பொருள்களைக் கொண்டு ச, 7...... பொருள் 

களாக எடுத்து அடுக்கினால் அல்லது வரிசை மாற்றம் செய் 

தால், எத்தனை வரிசைகள் உண்டு என்பது ,, என்ற சூறி 

வரீட்டால் குறிக்கப்படும். இப்போது நாம் கண்டது 

iP, = 64+64+646= 24 ag. 

மீ. ஒரு எண்ணிக்கை. 

2:8.1 சேர்வுகளுக்கும் வரிசைகளுக்கும் உள்ள: வேறு. 

பாடுகள் : 

ஒரு சேர்வு என்று கூறும் போது, அச்சேர்வில் எத்தனை 

பொருள்கள் உள்ளன என்பது மாத்திரம் தான் நாம் கவனிக் 

கிறோம்.
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ஒரு வரிசை என்று கூறும் போது, எத்தனை பொருள்கள் 
- என்பது மட்டுமின்றி, எந்த வரிசையில் அவை அடுக்கப்பட் 
டிருக்கின்றன என்பதையும் நாம் கவனிக்கவேண்டும், ab, ba. 
இரண்டும் ஒரே சேர்வுதான். ஆனால் இரண்டு வரிசை 

களாகும். 

அவ்வாறே abe, acb, bea, bac, cab, cha witayrh apesr gr 

பொருள்கள் கொண்ட ஒரே சேர்வுதான். ஆனால் கூறப்: 
பட்டுள்ள ஆறு அமைப்புக்களும் அம் மூன்று பொருள்களால். 
அமைக்கப்பட்ட ஆறு வெவ்வேறு வரிசைகளாகும். 

2°3.2 பின் மதிப்புக் காணல் :.. 

௩ வெவ்வேறு பொருள்களைக் கொண்டு 7, 1, பொருள்கள் 
கொண்ட எத்தனை வெவ்வேறு வரிசைகள் அமைக்கலாம், 
அல்லது எத்தனை விதங்களில் அவைகளை ச, 1, ஆக அடுக்க. 
லாம் என்பதைக் காண் போம், 

அதுவே ,ன் எண்ணிக்கை. 

* கட்டங்கள் உள்ளன வெனக் கொள்வோம். 

Tf Co Co le... னை 
1 2 3 ௪ 

எத்தனை வெவ்வேறு விதங்களில் ஒவ்வொரு கட்டத்தி' 

லும் ஒவ்வொரு எழுத்து வைத்து வரிசைகள் அமைக்கலாம் 

என அறிவதே ,,ன் மதிப்பைக் காண்பதாகும். 

% எழுத்துக்களில் ஏதேனும் ஒன்றை முதல் கட்டத்தில்: 

வைக்கலாம். ஆகவே முதல் கட்டத்தை ௩ விதங்களில் 

ஏதாமொரு விதத்தில் நிரப்பலாம். இப்படி ஏதேனும்: 

ஒரு எழுத்துக் கொண்டு முதல் கட்டத்தை நிரப்பிய 

பின்பு, எஞ்சியவை (௩-1) எழுத்துக்கள். அவைகளில்: 

ஏதேனும் ஒன்றை இரண்டாவது கட்டத்தில் நிரப்பலாம். 

எனவே, முதல் கட்டத்தை ௩ எழுத்துக்களில் ஏதாமொன்றைக். 

கொண்டு நிரப்பியபின், இரண்டாவது கட்டத்தை (௩-1), 

விதங்களில் ஏதாமொரு விதத்தில் நிரப்பலாம். 

எனவே முதலிரண்டு கட்டங்களையும் % (௩-1) விதங்: 

களில் நிரப்பலாம். அவ்வாறே முதல் மூன்று கட்டங்களை: 

௩ (௩-1) (௩-2) விதங்களிலும், மூதல் £ கட்டங்களை, 

(௩-1) (௩-2)... (n-7+1) விதங்களிலும் நிரப்பலாம்... 

ட ஜி; ௩(௩-1). ௩-2... (௩-3)
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கிளைத் தேற்றம் : 

1) தி.-௧௩-1)௫-2)்.... (n- +2) (n- +1) 

= 2(n—1) (n-- 2)... 8X2X1. 

= in 
2) Py = a ) alte = | ரச 

(3) [0 =1. 
ஏனெனில் aPn= [nm , 

ல ட்டு | * த 
வாய்பாட்டுப்படி 2, = ௩-௩ (கிளைத் தேற்றம் 2) : 

ப்பி 
10. 

(0-1. ॥ 

2:3.2.1. er~ar. (1) 

“உலகம்” என்ற சொல்லின் எழுத்துக்களைக் கொண்டு 

"இரண்டிரண்டு எழுத்துக்களை எத்தனை வரிசைகளில் 

அமைக்கலாம் ? ் 

நமக்கு வேண்டிய எண்ணிக்கை 

434 

= 12, 

எ-கா. (2) 

‘World’ என்ற சொல்லின் எழுத்துக்களைக் கொண்டு, 

எத்தனை வரிசைகள் அமைக்கலாம்? இதில் ‘W' என்ற 

எழுத்து எத்தனை வரிசைகளில் முதலில் வரும்? எத்தனை 

வரிசைகளில் ‘W’ என்ற எழுத்து முதலிடத்திலும் “9 ' என்ற 

எழுத்து கடைசியிடத்திலும் வரும் ? 

- இங்கு 5 எழுத்துக்களும் ஒருங்கே எடுத்துக் கொள்ளப் 

படுகின்றன. 

எனவே வேண்டிய எண்ணிக்கை - ,P,
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5x4x3x2x1 

= 120 

| 

“94: என்ற எழுத்தை முதலிடத்தில் :நிலைநிறுத்திவிடு 
“வோம். மீதி இருக்கும் 4 எழுத்துக்களை | 4 விதங்களில் 

வரிசைமாற்றம் செய்து அடுக்கலாம். எனவே *94' முத 
'லெழுத்தாக | 4 அல்லது 24 வரிசைகளில் வரும். 

4-ஐ மூதலிடத்திலும். 1)? ஐ கடைசி இடத்திலும் நிலை 
நிறுத்தி விடுவோம். எஞ்சியிருக்கும் 3 எழுத்துக்களை, 
“W' க்கும் 0? க்கும் இடையில் |$ விதங்களில் வரிசை 
மாற்றம்செய்யலாம். எனவே “9: முதலிடத்திலும் 19” கடைசி 
யிடத்திலும் |3 அல்லது 6 வரிசைகளில் வரும், 

எஃகா. (3) 

0, 5, 6, 7, 8 என்ற இலக்கங்களைக் கொண்டு நான்கிலக்க 
முழு எண்கள் எத்தனை அமைக்கலாம்? அவைகளில் எத்தனை 

எண்கள் 5 ஆல் மீதியின்றி வகுபடாதவை யெனவும் எத்தனை 
ஒற்றைப்படை எண்களெனவும் அறிக, 

நான்கு கட்டங்கள் ப) 0 1) ப கொள்வோம். 0, 5, 6, 7, 8 

என்ற இலக்கங்களைக் கொண்டு நான்கிலக்க எண்கள் 
அமைக்கும் போது “0” ஐ முதலிடத்தில் கொள்ள முடியாது, 

ஏனெனில் எந்த முழு எண்ணிற்கும் 0” முதல் இலக்கமாக 
அமையமூடியாது. எனவே முதல் கட்டத்தை மீதியுள்ள 
நான்கு இலக்கங்களில், ஏதேனும் ஒன்றைக் கொண்டு நான்கு 

வெவ்வேறு விதங்களில் நிரப்ப முடியும், அப்படி ஏதேனும் 

ஒரு விதத்தில் முதல் கட்டத்தை நிரப்பிய பின்பு “0” உட்பட 
- வுள்ள எஞ்சிய நான்கு இலக்கங்களில், ஏதேனும் ஒன்றைக் 
கொண்டு நான்கு வெவ்வேறு விதங்களில் இரண்டாவது 
கட்டத்தை நிரப்பமுடியும். (ஏனெனில் ஒரு முழு எண்ணில் 
முதலிடம் தவிர மற்றெந்த இடத்திலும் “0” வரலாம்), பிறகு 

மூன்றாம் கட்டத்தை, எஞ்சிய மூன்று இலக்கங்களில் ஏதே 

னும் ஒன்று கொண்டு மூன்று வெவ்வேறு விதங்களில் நிரப்ப 
முடியும். அவ்வாறே கடைசிக் கட்டத்தை, இரண்டு வெவ் 

வேறு விதங்களில் நிரப்ப முடியும். எனவே 

4)64%3%2-06 வெவ்வேறு நான்கிலக்க எண்கள் 
பெறப்படும்.
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இந்த 96 எண்களில் 5-ஆல் வகுபடாத எண்கள் காண, 
5-ஆல் வகுபடும் எண்களின் எண்ணிக்கையைக் கண்டு 96-ல் 
கழிக்க, வேண்டிய எண்ணிக்கை கிடைக்கும். 

5-ஆல் வகுபட வேண்டுமாயின், கடைசி இலக்கம் & 

அல்லது 0 என இருக்கவேண்டும். இவைகளின் எண்ணிக். 
கையைப் பின்வருமாறு காண் போம். 

கடைசியிலக்கம் 0: கடைசியிடத்தில் 0ஐ நிலைபெறச் 
செய்க. மூதல் மூன்று இடங்களை 
48) 94 விதங்களில் நிரப்டா 
லாம். எனவே 0-ல் முடியுமெண் 
கள் 24, 

கடைசியிலக்கம் 5: கடைசியிடத்தில் 5-ஐ நிலை பெறச் 
செய்க, முதல் இடத்தை 0 விலக்கி! 
5 விதங்களில் நிரப்பலாம். 0 உட் 
பட இரண்டாவது மூன்றாவது இடங் 

களை முறையே 35, 2 விதங்களில் 
நிரப்பலாம். ஆகவே 5-ல் முடியா 
மெண்கள் 32%3)%2- 18, 

எனவே நாம் அமைத்த 906-எண்களில் 24--18-42 எண் 

கள் 6-ஆல் மீதியின்றி வகுபடக் கூடியவை. எனவே 5-ஆல் 
வகுபடாத எண்களின் எண்ணிக்கை 96 - 42- 54 ஆகும்... 

ஏதாமொரு ஒற்றைப்படை எண்ணை இறுதியில் கொண்ட 

எண்களனைத்தும் ஒற்றைப்படை எண்களாகும். கடைசி 
யிடத்தில் 5 அல்லது 7 வரும் போது அவ்வெண் ஒற்றைப் 

_ படை எண்ணாகும். 5, 7 கொண்டு கடைசி இடத்தை இரண்டு- 

விதங்களில் நிரப்பலாம், :5* ஐ ஈற்றிலக்கமாகக் கொண்ட 

எண்களின் எண்ணிக்கை 18 எனச் சற்றுமுன் பார்த்தோம்.. 
அவ்வாறே '3'ஐ ஈற்றிலக்கமாகக் கொண்ட எண்களின் 
எண்ணிக்கையும் 18 ஆகும். எனவே நாம் கண்ட 96 எண்: 
“களில் 18 --18- 56 எண்கள் ஒற்றைப்படை யெண்களாகும். 

எ-கா. (4) 

௩ மாணவர்களை ஒரு வரிசையில் நிறுத்தும்போது எத்தனை 
வரிசை மாற்றங்களில் இரண்டு குறிப்பிட்ட மாணவர்கள்- 

4, 8 அடுத்தடுத்து நிற்பார்கள் ? 

(க) அல்லது ௫.) என்ற வரிசையில் அவர்களை ஒரு. 
தனிக் கூட்டு அல்லது ஒரே ஒரு உறுப்பு எனக் கொள் 

._ வோம்.



வரிசை மாற்றங்களும் சேர்வுகளும் 17 

எனவே (௩-1) உறுப்புக்கள் உள்ளன வெனக் கொள் 
வோம். இவைகளை |௩-1 விதங்களில் வரிசைப் படுத்த 

லாம், (1) என்ற கூட்டுக்கு | ௩-1 வரிசை மாற்றங்களும், 

(BA) என்ற கூட்டுக்கு |௩-1 வரிசை மாற்றங்களும் 
கிடைக்கும். ணை 

எனவே க், 1 இருவரும் 2 (௩-1 வரிசை மாற்றங்களில் 

அடுத்தடுத்து (க) என்ற வரிசையிலோ, (BA) என்ற 
வரிசையிலோ இருப்பார்கள். 

  

எ-கா. (5) 

1, 2, 3, & என்ற எண்களை எத்தனை முறைகள் வேண்டு 
மானாலும் பயன்படுத்தி எத்தனை ஐந்திலக்க எண்கள் அமைக் 
கலாம்? அவைகளில் எத்தனை 20,000 க்கு மேற்பட்டிருக்கும்? 

ஐந்து கட்டங்கள் இருப்பதாகக், கொள்வோம். முதல் 
கட்டத்தை 4 விதங்களில் நான்கு எண்களைக் கொண்டு நிரப்ப 
லாம். ஒரே எண்ணை எத்தனை மூறைகள் வேண்டுமானாலும் 
பயன்படுத்தலாமாதலின் இரண்டாவது கட்டத்தையும் 4 
விதங்களில் நிரப்பலாம். அவ்வாறே மூன்றாவது, நான்கா 
வது, ஐந்தாவது கட்டங்களும். எனவே ஐந்திலக்க எண்கள் 
4x4x%4x4x4=1024 ஆகும். 

அவ்வெண்கள் 20,000 க்கு மேற்பட்டு இருக்க வேண்டு 
மாயின் முதல் கட்டத்தில் 1 இருக்கக் கூடாது. 2, 8, 4 ஆகிய 
மூன்று எண்களில் எதுவேண்டுமானாலும் இருக்கலாம். 

எனவே முதல் கட்டத்தை மூன்று விதத்திலும் மற்ற நான்கு, 
கட்டங்களையும் நான்கு, நான்கு விதங்களில் நிரப்பலாம், 
எனவே 20,000 க்கு மேற்பட்ட ஐந்திலக்க எண்களின் எண் 

ணிக்கை 3%4%4)4)64- 708 ஆகும். 

எ-கா. (6) 

வீ - ௦ மிடட என்பதை நேரடியாக நிறுவுக. வாய் 

பாடுககக் கொண்டு சரிபார்க்க. 

* கட்டங்கள் கொள்க : 

oO} oo... 0 
1 | 2 8 r 

இவைகளில் முதல் கட்டத்தைத் தனியாகவும், மீதி (௪-1) 
கட்டங்களை ஒரு கூட்டாகவும் கொள்க. 

2
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முதல் கட்டத்தை' ௩ விதங்களில் ஏதர்மொரு விதத்தில் 

நிரப்பலாம். ல் 

வரையறைப்படி மீதி (7-1) கட்டங்களை எஞ்சிய (%-1) 
பொருள்களைக் கொண்டு ,_ம...., விதங்களில் நிரப்பலாம், | 

எனவே முதல் செயலை ௩ விதங்களிலும் இரண்டாவது 
செயலை ,_மி,.ட விதங்களிலும் செய்ய முடியுமாதலின், * கட். 
டங்களையும் ஈ% ம; விதங்களில் நிரப்பலாம். 

nPy=2X n— Pre 

வாய்பாட்டுப்படி, . 

nPr=n(n—-1) (n-2) 0... (2-74) 

n—Py-=(n-1) (n= 2)... (@— 1-7-2) 

--1)%-இ...... (n—7+1) 

MX y—Pr- = 2X (W—- 1) (n= 2) 0 (௩7-11) 

=nPr. 

( = uuudib& 2 (ii) 

1. மதிப்பிடுக, 

(i) Pe (ர (iii) டை 
2. “மதிப்பீடு” என்ற சொல்லிலுள்ள எழுத்துக்கள் 

யாவற்றையும் எத்தனை வரிசை மாற்றங்கள் செய்யலாம்? 

அவைகளில் எத்தனை வரிசைகளில் 'ம: முதலிலும் ட” கடைசி 
யிலும் வரும்? 

3. 0,3,&, 5 என்ற இலக்கங்களைக் கொண்டு எத்தனை 
நான்கிலக்க முழு எண்கள் அமைக்கலாம்? அவைகளில் எத் 

தனை எண்கள் 8 ஆல் மீதியின்றி வகுபடும்? 

4. $,4,5,6,7 என்ற இலக்கங்களைக் கொண்டு நான்கு 
இலக்க எண்கள் எத்தனை, ஐந்திலக்க எண்கள் எத்தனை 
அமைக்கலாம்? நான்கிலக்க எண்களில் எத்தனை 5,000 க்கு 

\
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“மமேற்பட்டிருக்கும்? ஐந்திலக்க எண்களில் . எத்தனை 50,000 

க்குக் குறைந்தன.வாயிருக்கும்? ட. 

5. 1, 5. 8, என்ற எண்களைக் கொண்டு நான்கிலக்க 
எண்கள் எத்தனை அமைக்கலாம்? அவைகளில் எத்தனை 

இரட்டைப்படை யெண்கள்? . 

6. 0,1,2,2,4,5,6,7,8,9 என்ற எண்களைக் கொண்டு 
1,000 க்கு மேற்பட்டு 10,000 க்கு மேற்படாமல். எத்தனை எண் 
கள் அமைக்கலாம்? அவைகளில் எத்தனை 5 ஆல் மீதியின்றி 

வகுபடக் கூடியவை? 

7, 10 மாணவர்களை ஒரு வரிசையில் நிறுத்தவேண்டும். 

அவ்வரிசை மாற்றங்களில், குறிப்பிட்ட (1) இரு மாணவர்கள், 

42) மூன்று மாணவர்கள் அடுத்தடுத்து எத்தனை வரிசைகளில் 

.நிற்கமாட்டார்கள்? 

8. ஒரு தேர்வுக்கு 18 கேள்வித்தாள்கள் உண்டு. குறிப் 

பிட்ட இரு கேள்வித்தாள்கள் அடுத்தடுத்து வராதபடி எத் 

தனை விதங்களில் அத்தேர்வை நடத்தலாம்? 

9. உலகம்” என்ற சொல்லிலுள்ள எழுத்துக்கள் யாவும் 

வரிசை மாற்றம் செய்து அகர வரிசையில் அடுக்கப்படுகின் 

றன. ‘a. wad’ என்ற சொல் எத்தனையாவது சொல்லாக 

விருக்கும்? 

10. ஒகர! என்ற சொல்லிலுள்ள எழுத்துக்கள் யாவும் 

வரிசை மாற்றம் செய்து அகராதி வரிசையில் அடுக்கப்படு 

கின்றன. அதில் *$க114' என்ற சொல் எத்தனையாவது 

இடம் பெறும்? 

11, “இயற் கணிதம்' என்ற சொல்லில் உள்ள எழுத்துக் 

களை மெய்யெழுத்துக்கள் தம் இடம் பெயராது எத்தனை வரி 

.சைகளில் அடுக்கலாம்? 

12. ஏறா வாபா” என்ற சொல்லில் உள்ள எழுத்துக் 

களில், உயிரெழுத்துக்கள் (4௦618) தம் இடம் பெயராது எத் 

தனை வரிசைகளில் அடுக்கலாம்? 

“13. 435, 6 என்ற எண்களை எத்தனை முறைகள் வேண்டு 

மானாலும் பயன்படுத்தி எத்தனை ஐந்திலக்க எண்கள் அமைக் 

கலாம்?" அவைகளில் எத்தனை 50,000 க்கு மேற்பட்டிருக்கும்?
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14, எட்டு உருளைகளை வைக்க எட்டு பெட்டிகள் உள் 
ளன. ஐந்து உருளைகள் பெரிதான தால் மூன்று. குறிப்பிட்ட. 

பெட்டிகளில் வைக்க முடியாது, எத்தனை விதங்களில்: 

உருளைகளைப் பெட்டிகளில். வைக்கலாம்? ் 

15. 10 புத்தகங்களை ஒரு புத்தகத்தட்டில் (௦0% 50218) வரி” 

சையாக அடுக்கவேண்டும். அதில் 5 கணிதம், 53 வரலாறு, 

௨ பொருளாதார நூல்கள். ஒவ்வொரு பொருளைப் பற்றிய 
நூல்களும் அடுத்தடுத்து இருக்க வேண்டுமானால், எத்தணை 

விதங்களில் அடுக்கலாம்? 

76. பின்வருவனவற்றை நேரடியாக நிறுவுக :. 

வாய்பாடு கொண்டு சரிபார்க்க. 

(0 உ உ மிகா? உமி 

(ii) nPr= (2-7 +1) X pPr—-, 

(iii) Gy dPr=aPrtr . aPro 

(19) n4iPrp.= (M+) - Pe 

17, 1, 2, 3,4 என்ற எண்களைக் கொண்டு. அமைக்கம்: 

படும் எல்லா இரட்டைப்படை எண்களின் கூட்டுத் தொகை. 
காண்க. 

18. 2, 3, 4, 5 என்ற எண்களைக் கொண்டு அமைக்கப். 

பட்ட எல்லா எண்களின் கூட்டுத் தொகை யென்ன? 

19. 1, 2, 3,.....9 என்ற எண்களைக் கொண்டு எல்லா: 

ஒன்பதிலக்க எண்களும் பின்கண்ட நிபந்தனைகளின் கீழ். 
அமைக்கப்படுகின்றன, (1) கடைசியில் இரண்டு இரட்டைப் 

படை எண்கள் இருக்கவேண்டும். (2) எண்களை இடதுபுற. 
மிருந்து வலது புறம் படிக்கும்போது ஒற்றைப்படை யெண்் 
கள் உயர்ந்து செல்லும் வரிசையில் இருக்கவேண்டும். அப். 
படி 504 எண்கள் உள்ளன என நிறுவுக. 

20, ௫,2௦௨), ஆனால் ௩ மதிப்பென்ன? 

21, m4nP,= 156; m—nP 2 = 20 ஆனால் 771, nm மதிப்பென்ன?” 

22, | 2n=2" | wn (135-7 ..... ST) என நிறுவுக.
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சேர்வுகள் (௦110811019) 

24 டன் மதிப்புக் காணல் : 

% வெவ்வேறு பொருள்களைக் கொண்டு, எத்தனை வித 
மாக, * பொருள்கள் பொருக்கலாம் அல்லது சேர்க்கலாம் 
என்பதே ,ேன் மதிப்புக் காணலுக்குச் சமமாகும். 

உட என்பதும் n@a=l என்பதும் தெளிவு, 

2-1 மன் மதிப்பைக் கொண்டு 0 மதிப்புக்காணல் : 

௩ வெவ்வேறு பொருள்களினின்றும் ஒரு சமயத்தில் ஈ 

பொருள்களாக ,0, மூறைகளில் பொருக்கலாம் என வைத் 

துக் கொள்வோம். (,0ன் மதிப்பு நமக்குத் தெரியாது). அப் 

படி சேர்க்கப்பட்ட ஒரு குறிப்பிட்ட சேர்வை எடுத்துக் கொள் 

வாம். அச் சேர்வில் உள்ள r பொருள்களை | ஈ முறைகளில் 

வரிசை மாற்றியமைக்கலாம் என நாம் அறிவோம். 

இவ்வாறே ,,0- சேர்வுகளில் ஒவ்வொன்றிலும் உள்ள ௪ 

பொருள்களை வரிசை மாற்றி அடுக்கினால் மொத்தம் உ௦% 1 

வரிசை மாற்றங்கள் கிடைக்கும். ஆனால் இவைகள் யாவும் 

௩ பொருள்களினின்று £ பொருள்கள் எடுத்து அமைக்கும் 

வரிசை மாற்றங்களே யாகும், 

எனவே ,0,% 1-7 

  

  

nCr= lane Ie எனப் பெறப்படும். 

    

௭. 
oe 

  

இந்த முடிவைப் பெற நாம் ன் மதிப்பைப் பயன் 

படுத்தினோம். 

2:42. நேரடியாக ,,0 மதிப்புக் காணல் : 

இப்போது பின் மதிப்பையோ, * பொருள்களை lr 

மூறைகளில் வரிசை மாற்றியமைக்கலாம், என்ற முடிவையோ 

பயன்படுத்தாமல் நேரடியாக டன் மதிப்பைக் காண முற் 

விழுவோம்.
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முதலில் ஈட்ட, என்பதை நிறுவுவோம். உ 

சேர்வுகளையும் எழமுதிவிட்டதாகக் கொள்வோம். 

ஒவ்வொரு சேர்விலும் * எழுத்துக்கள் இருக்கும். ஆட 

௨௦. சேர்வுகள் எல்லாவற்றிலும் உள்ள - எழுத்துக்களின் 

மொத்த எண்ணிக்கை 9) ஆகும்.. 

இப்போது esha முறையில் ரே சேர்வுகளிலும் t பயன் 

படுத்தப்பட்ட எழுத்துக்களின் எண்ணிக்கையைக் காண் 

போம். 

௩௦ சேர்வுகள் எல்லாவற்றிலும் ஒரு குறிப்பிட்ட எழுத்து: 

௨. (அல்லது எந்த எழுத்தாயினும் சரி) எத்தனை. மூறை 
தோன்றுகிறது எனப் பார்ப்போம்... அதையறிய, ௨ என்ற: 

எழுத்தை விலக்கி, மீதியுள்ள (௩-1) எழுத்துக்களினின்றும் 

(1-1) எழுத்துக்களாகப். பொருக்கி எல்லா ,_, பேட சேர்வுகளை 

யும் கண்டு பிடித்து, அவற்றில் ஒவ்வொரு சேச்வுக்கும். 6; 

என்ற எழுத்தைச் சேர்த்து விட்டால் இப்படி ஏற்பட்ட சேர்வு 

கள் ஓவ்வொன்றிலும் a, என்ற எழுத்தும் மற்றும் (7-1) எழுத் 

துக்களும் இருக்கும். ஆகவே முன் காணப்பட்ட டே சேர்வு 

க்ளில் ,_6.., சேர்வுகளில் ௨, என்ற எழுத்து தோன்றும். ag, 

ஐப் பற்றிய இம் முடிவு உ, ஐ; கடஉளன்ற ஒவ்வொரு எழுத் 

துக்கும் பொருந்தும் என்பதும் தெளிவு. எனவே ௩, ந... படி 

என்ற எழுத்துக்கள் ஒவ்வொன்றும் ,_;-, சேர்வுகளில் 

உள்ள எழுத்துக்களின் மொத்த எண்ணிக்கை % % உ. 

ஆகும்.  இவ்வெண்ணிக்கையை மூன்னர்: 7 % டே எனக் 

கண்டோம். 

எனவே ஈ0,0, - ௩6௨, என்ற முடிவு பெறப்படும். 

இந்த முடிவு, க்கு உள்ள எந்த முழு எண் மதிப்புக்கும் 
பொருந்தும். ஆனால் 44% என்ற கட்டுப்பாடு தேவை... 

(ஏனெனில் 15௩ ஆனால், ௩ பொருள்களினின்று, ஈக்கு, 

மேற்பட்ட பொருள்கள் பொருக்கிச் சேர்க்க முடியாது). 

எனவே 74௩ என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்டு se E 

rx nCr =m Xx உட்ச 

mn. 
அதாவது உ = —— K ay Cy, 

இப்போது ௩ க்குப் . தணக W~ 1, W— 2, cevees என்ற மதிப்பூ, 

களையும் ஈடு செய்யப் பின்வரும் சமன்பாடுகள் கிடைக்கும், ,
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n 

aCe = ஜ் xX ny Cro , கோ ய்ட 

௩-1 

  

  

உட சேடு = ro ro x கட்டட . 

௩௮ 2 
ரே லு _ 2 x n—3Cr—3 

ப ந ௪௨2 
கரசே ௭ எது 96 யம 

ஆனால் ,0,2௩ என்பது வெளிப்படை. ஆகவே கடைசி 

யாக உள்ள டே மாடிப்டோ 8 மிர் 1 ஆகும், 

இருபக்கங்களையும் தொடர்ச்சியாகப் பெருக்கிப் பொது 

உறுப்புக்களை நீக்க, 

    

  

  

  

  

  

  

1 ௩-1 %-2 நர . . 

சே = yb உரம் அயர் ne 3 x arti, 

ws ௩-1 5-2 n-7+2 ௩-1 

டடத பை இ 7-2 இல்டல அதுக் 
i 

_ W(n- 1) (n- 2) ன (௩௪1) x (௩-௪ 

“0-2 ம். (u—r 

|” ; 

ர க ON பெறப்படும். (வாய்பாடு) 

கிளைத் தேற்றங்கள் :. 

(i) சே - ட. (வரய்ப்ரடு) 

ப் பொருள்கள்! சேர்ப்பதற்காகப் பொருக்கும் ஓவ்வொரு 

தடவையும் (௩-7) பொருள்கள் தவிர்க்கப்பட்டு நம்மை 

அறியாமலேயே ௩-7 பொருள்கள் “தவிர்க்கப்பட்டு * 

பொருக்கப்பட்டு விடுகின்றன. எனவே ஒடே-,டே 

- இதை aCr oF மதிப்ப வாய்பாட்டிலிருத்தும் நேரடியாகக், 

காணலாம். உ . . be 
ee ew : கவ க ப வரகில் பட டு vk 

ம் %
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| 

பகன் | ந-7 

| 
nCy—-r= === — 

1-௪ [ந-ஐ- ர 

| % 

7 | 8-௪ [1 

உரோ * ஜே 

(11) நஊ1. (வாய்பாடு) 

n 

nCr= _ ie என நாம் அறிவோம். 

ஷூ
 

சக்ர |   

~
—
 

உட யவ 
[0 jn 

ஆனால் 0 --1 என நாம் முன் ஏற்றுக் கொண்டோம். 

| % | 
1.1. a மே = 

௩1 ஆகப் பெறப்படும், 

2°4.2.1 எ.கா. (1) 

செட் கேடடு ஆனால் r மதிப்பென்ன ? 

ஜே = ர கொடம் ஆனபடிய wed 

சக்ர 

r=8 

எ.கா. (2) 

௩ பக்கங்கள் உள்ள .பல்கோணத்தில் எத்தனை மூலை 
வரைகள் உள்ளன? அப்பல்கோணத்தில் உச்சிகளை இணைப் 

பதால், எத்தனை முக்கோணங்கள் கிடைக்கும் ?
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௩ உச்சிகளை இரண்டிரண்டாகச் சேர்த்தால் , கோடுகள் . 
கிடைக்கும். அவைகளில் ௩ பக்கங்கள் போக மீதி ,0,-% 

மூலை வரைகள் கிடைக்கும். 

மூலை வரைகளின் எண்ணிக்கை -,0,-% 

_ (௩-1) அ வ பய 
1-2 

_ n-n-2n 

2 

_ n(n-3) 

இ 

மூன்று, மூன்று புள்ளிகளாகப் பொருக்கி இணைத்தால் 
முக்கோணங்கள் கிடைக்கும். 

முூக்கோணங்களின் எண்ணிக்கை 

 4C, 

| n 

~ [8 . [2-3 

  

எ-கா. (3) 

8 இந்தியரும் 8 பர்மியரும் உள்ள ஒரு சபையிலிருந்து 

எத்தனை விதங்களில் 13 பிரதிநிதிகள் தேர்ந்தெடுக்கலாம் 7? 

அவர்களுள் குறைந்தது ஒரு நாட்டவரில் 6 பிரதிநிதிகளேனும் 

இருக்க வேண்டுமானால், எத்தனை விதங்களில் அப்பதின் 

மூன்று பிரதிநிதிகளைத் தேர்ந்தெடுக்கலாம் 2? 

8 இந்தியரும் 8 பர்மியரும் உள்ள சபையில் இருப்பவர் 

களின் மொத்த எண்ணிக்கை 16. இதில் 13 பிரதிநிதிகளை 

160, விதங்களில் தேர்ந்தெடுக்கலாம். 

அதாவது, . மமே * மமோடி 

= ப 

16% 15%] 

1x2x3 

= 560
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13 9 BPR stor 560 விதங்களில் கோதிததடு க்கலாம். 

ஒரு நாட்டவரில் 6 பிரதிநிதீகளேனும் இருக்க வேண்டு: 
மானால், 

“ 6 இந்தியர் 7 பர்மியர் (A) 
அல்லது 7 இந்தியர் 6 பர்மியர் (7) 

என்ற முறைகளில் தேர்ந்தெடுக்கலாம். 

(A) 6 இந்தியர்களை ,0, விதங்களிலும் 7 பர்மியரை , 

விதங்களிலும் தேர்ந்தெடுக்கலாம். இவ்விரண்டும் தனித். 
தனிச் செயல்கள் : ஆகவே 6 இத்தியரையும் 7 பர்மியரையும் 
௨. விதங்களில் தேர்ந்தெடுக்கலாம். அவ்வாறே 7 

இந்தியரையும் 6 பர்மியரையும் , C, x Ce விதங்களில் தேர்ந். 
தெடுக்கலாம். ' 

எனவே 13 பிரதிநிதிகளை, குறைந்தது ஒரு. நாட்டவரில் 

அறுவரேனும் கொண்டு, 

ட்டே =2x,C,x,C,- ix BB 448 

விதங்களில் தேர்ந்தெடுக்கலாம். 

எ-கா. (4) 

ஓர் இரட்டைத்தள உந்து வண்டியில் (1௦0016 060161 
506) ஒவ்வொரு தளத்திலும் 15 இடங்கள் காலியுள்ளன. 
வண்டியில் 30 பேர் ஏற இருக்கிறார்கள். ஆனால் அவர்களுள் 
10 பேர் அடித்தளத்தில் உட்கார மறுக்கிறார்கள். மேலும் 10: 
பேர் உயர் தளத்தில் உட்கார மறுக்கிறார்கள். எத்தனை விதங் 
களில் அவர்கள் விருப்பத்தை வபர் அவர்களை உட்கார. 

வைக்கலாம் ? 

அடித் தளத்தில் உட்கார மறுக்கும் 10: பேர்களை மேல் 
தளத்தில் உட்கார வைத்து விட்டு, மேல் தளத்தில் உட்கார 

மறுக்கும் 10 பேர்களை அடித் தளத்தில் உட்கார வைத்து விடு. 

வோம். மீதி இருக்கும் 10 பேர்களில் ஏதாவது 5 பேர்களை 
அடித்தளத்தில் உட்கார வைத்து விட்டால்; மற்ற 5 பேர்கள் 
தானாக மேல்தளத்தில் உட்கார்ந்து விடுவார்கள். 

10 பேர்களில் 5 பேரை ,,0,. விதங்களில் பொருக்கி: 

அடித்தளத்தில் உட்கார வைக்கலாம். மீதி 5 பேரும் மேல் 

தளத்தில் போய் விடுவார்கள். a
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4 10x9x8x7x6 

ஆகையால் டட ர ஸ்வ 
= 252 

விதங்களில் அவர்களை உட்கார வைக்கலாம். 

எ-கா. (5) , 

.... ௪ அடுத்தடுத்த, கூட்டு முழு எண்களின் பெருக்குத். 
தொகை 1 .ஆல் மீதியின்றி வகுபடுமென நிறுவுக. 

" அடுத்தடுத்த கூட்டு முழு எண்கள், 
mn, m+1,n+2,0743,... +7 - 1 

எனக் கொள்க. அவைகளின் பெருக்குத் தொகை 

(௩-1) ௫-2) ...... (n+r-1) ॥ 

  

  

| ௩-1 : 

~ laa) (௩-1) (௩42) ..... (n+r-1) 

|n+tr—-1 ; 

a Boe 
  

இதை [₹ ஆல் வகுத்தால், 

  

= npr Cr 

இது ஒரு கூட்டு முழு எண், ஏனெனில் இது ஒரு குறிப் 
பிட்ட சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை. ஆகவே * அடுத்தடுத்த 

கூட்டு முழு எண்களின் பெருக்குத் தொகை | 1 ஆல் மீதியின்றி 

வகுபடும். 

| பயிற்சி 2 (14) 

1. பின் வருவனவற்றின் மதிப்பைக் கண்டுபிடிக்க 2, + 

(i) டே. 
okey ts (ii) 100 Cos
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(ம்) ஒப 

(iv) 10Cs 

2. nC, = 1538 ஆனால் ௩ என்ன? . 

3. ang Gy = a K nC, Bend ௩ மதிப்பென்ன 2 

4. ஒரு கோட்டின் மேல் ௬ புள்ளிகள் உள்ளன. 

அதற்கு இணையாகவுள்ள மற்றொரு கோட்டின் மேல் ௩புள்ளி 
கள் உள்ளன. இந்தப் புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் கொண்ட 

எத்தனை முக்கோணங்கள் வரையலாம் ? 

5. 10 மாம்பழங்கள் உள்ளன. அவைகளில் மிகப் 
பெரியது ஒன்று. மிகச் சிறிது ஒன்று, (1) மிகப் பெரியதை 
யூம் மிகச் சிறியதையும் சேர்த்து எத்தனை விதங்களில் 6 பழங் 
கள் எடுக்கலாம்? (2) அவ் விரண்டையும் விலக்கி, எத்தனை 

விதங்களில் 6 பழங்கள் எடுக்கலாம் 7 

6. 10 இந்தியரும், 5 அரபியர்களும் உள்ள ஒரு குழுவி 
௮ிருந்து, இந்தியர்கள் பெருவாரியாக உள்ள 7 பேர் கொண்ட. 
ஒரு உட்குழு அமைக்க வேண்டும். எத்தனை விதங்களில் 
இந்த உட்குழு அமைக்கப்படலாம் ? 

... 7. 7. கணிதம், 8 ஆங்கிலப் புத்தகங்களிலிருந்து 4 

கணிதம், ஒரு ஆங்கிலப்புத்தகம் பொருக்கி, ஒரு புத்தகத் 
தட்டில் எத்தனை விதங்களில் அடுக்கலாம் 2? அவைகளில் 
எத்தனை அடுக்குகளில் ஆங்கிலப் புத்தகம் நடுவில் இருக்கும்? 

8. 8 ஆண்களும் 5 பெண்களும் ஒரு அலுவலகத்தில் 6 

காலி இடங்களுக்கு மனுச் செய்கிறார்கள். ஆண்களும் பெண் 
களும் சமமாக எடுக்க வேண்டுமாயின், எத்தனை விதங்களில் 
அடுக்கலாம்? 

9. 10 பேர் இரண்டு வண்டிகளில் செல்ல வேண்டும். 

Ow வண்டியில் 4 பேருக்கு மேல் போக முடியாது. மற்றொரு 
வண்டியில் 8 பேருக்கு மேல் போக முடியாது. எத்தனை 

விதங்களில் அவர்கள் செல்லலாம் ? 

10. ஒரு விருந்துக்கு வந்த 16 பேர், ஒரு மேசையில் இரு 
பக்கங்களிலும் 8, 8 பேராக உட்கார வேண்டும். அதில் மூவர்
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மேசையின் வலது புறத்தில் உட்கார விரும்புகிறார்கள் ; 
இருவர் மேசையின் இடது புறத்தில் உட்கார விரும்புகிறார்கள்?: 
எத்தனை விதங்களில் அவர்கள் சாப்பிட உட்காரலாம் 2 

11. ஆண்களும், 1 பெண்களும் ஒரு வரிசையில் உட் 
கார வேண்டும். இரண்டு பெண்கள் கூட அடுத்தடுத்து. 

1 
உட்காரக் கூடாது. 1௩௮௩ ஆனால் அவர்கள் எ விதம் 

களில் உட்காரலாம் என நிறுவுக. 

12. 7 ஆண்கள், 8 பெண்கள் உள்ள சபையின் சார்பில்: 
4 ஆண்கள், 8 பெண்கள் உள்ள ஒரு குழு அமைக்க 
வேண்டும். ஒரு குறிப்பிட்ட ஆண் மகன் & அக் குழுவிலி' 
ருந்தால் ந என்ற ஒரு பெண் மகள் அக் குழுவிலிருக்க மறுக் 
கிறாள். எத்தனை விதங்களில் அக்குழு அமைக்கலாம் 2 

13. 52 சீட்டுகளை நான்கு சம பகுதிகளாக எத்தனை விதங். 
களில் பிரிக்கலாம் ? எத்தனை விதங்களில் நாலு பேர்களுக்குச்: 

சமமாகப் பங்கிடலாம் ? 

14. 8 புத்தகங்களை நான்கு, நான்காக எத்தனை விதங்:. 

களில் பிரிக்கலாம் 2? அவைகளில் எத்தனை விதங்களில் ஒரு. 

குறிப்பிட்ட புத்தகம் தோன்ற இடமுண்டு ? 

15. ஓர் ஒரு ரூபாய், ஒரு 50 பைசா, ஒரு 25 பைசா, ஒரு 

10 பைசா நாணயங்களை வைத்துக் கொண்டு எத்தனை விதங்: 

களில் ஒருவருக்குப் பணம் கொடுக்கலாம் ? 

முன் கண்டவைகளைத் பண்டை ட இன்னும் சில வாய். 

பாடுகள் காண்போம். 

2:5.] வரிசை மாற்றங்கள் : 

தேற்றம் 1 

ஒரு பொருள் எத்தனை முறை வேண்டுமானாலும் ஒரு, 
வரிசையில் தோன்றலாமாயின், 1 வெவ்வேறு பொருள்கள் 

கொண்டு, * பொருள்கள் கொண்ட வெவ்வேறு வரிசைகள்: 

அமைத்தால், அவ்வரிசைகளின் எண்ணிக்கை %”. 

௪ கட்டங்கள் உள்ளன வெனக் கொள்வோம். 

| : 2 3 ௪
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௩ வெவ்வேறு பொருள்களை % வெவ்வேறு எழுத்துக்கள் 
எனக் கொள்வோம். முதல் கட்டத்தில் ௩: எழுத்துக்களில் 
ஏதேனும் ஒன்றை வைக்கலாம். அதாவது முதல் கட்டத்தை 
% வெவ்வேறு விதங்களில் நிரப்பலாம். அப்படி ஏதேனும் 

ஒரு எழுத்து கொண்டு முதல் கட்டத்தை நிரப்பிய பின்பு, 
இரண்டாம் கட்டத்தையும் ௩ வெவ்வேறு விதங்களில் நிரப்ப 
லாம். ஏனெனில், ஒரு எழுத்து எத்தனை முறை வேண்டு 

மானாலும் ஒரு வரிசையில் தோன்றலாம் எனக் கொள்ளப்பட் 
டிருக்கிறது. எனவே, இரண்டாவது கட்டத்தையும்: ௩ விதங் 
களில் ஏதாவது ஒரு விதத்தில் நிரப்பலாம். இவ்வாறே £ கட் 

டங்களுக்கும் இது பொருத்தமாகும். எனவே அடிப்படை 
விதிப்படி ஈ கட்டங்களை %” விதங்களில் நிரப்பலாம். எனவே 

7” வெவ்வேறு வரிசைகள் கிடைக்கும். 

கிளைத் தேற்றம் : இதே முறையில் ; % கட்டங்கள் உ வித்ங் 
களில் நிரப்பப் படலாம். எனவே ௩ பொருள்கள் கொடுக் 

கப்பட்டு ௩,௩...... பொருள்களாக, எவ்விதக் கட்டுப்பாடு 
'மில்லாமல் வரிசைப்படுத்த ௩” வரிசைகள் கிடைக்கும். 

௨.2 தேற்றம். 2. 

௩ பொருள்களில், ற ஒரேமாதிரிப் பொருள்களாகவும், ர 
மற்றோர் மாதிரியாகவும், ஈ மற்றோர் மாதிரியாகவும் கொடுக்கப் 
பட்டால் எல்லாப் பொருள்களையும் கொண்டு செய்யக்கூடிய 

| a 

lp ta [re 
[இதை நிறுவுவதற்கு முன்பு, ஒரு எளிய எடுத்துக்காட்டு 

"கொண்டு விளக்கம் செய்து விட்டு, பின்னர் இத் தேற்றத்தை 
முறையாக நிறுவுவோம்.] 

'வரிசை மாற்றங்களின் எண்ணிக்கை 

க403௦ என்ற நான்கு எழுத்துக்கள் கொள்வோம். இங்கு 
க், & என்ற இரண்டு எழுத்துக்களும் வெவ்வேறல்ல. இப் 
போது ABCA cram வரிசையை யெடுத்துக் கொள்ளுங்கள். 
இங்கு ஐ இடம் மாற்றாது வைத்துக் கொண்டு முதல்க் 89h 

கடைசியிலும், கடைசி. ந ஐ முதலிலும் மாற்றியமைத்தால், 
புதியதோர் வரிசை கிடைக்காது. அல்லாமல் த, இ என 
அந்த இரண்டு & க்களும் வெவ்வேறாயின் 

A BCA, 

ABCA, 

> 

என இரண்டு வெவ்வேறு வரிசைகள்-என்று கணக்கிடுவோம்.
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...,. எனவே, இரண்டு & க்களும் "ஒன்றாகக் கொள்வதால் 

கிடைக்கப்பெறும் ஒரே வரிசை, அவைகள் வெவ்வேறுயின் 

இரண்டு (வெவ்வேறு) வரிசைகளாகக் கணக்கிடப்படும், 

, . இப்போது கக் என்று. எழுத்துக்களைக் கொண்டு 

அமைக்கப்படும் வரிசை மாற்றங்களின் எண்ணிக்கை |4-24 

என நாம் அறிவோம்... ன சக 

இப்போது கக என்ற எழுத்துக்களைக் கொண்டு 

் AABC BACA 
AACB CABA 
ABCA BAAC 
ACBA CAAB 
BCAA ABACT 
CBAA ACAB 

என்ற 12 வெவ்வேறு வரிசைகள் தான் அமைக்கலாம். சற்று 
கவனித்தால், த, என்பவை வெவ்வேறான க, இ என 
இருப்பின், மேல் எழுதியுள்ள ஒவ்வொரு வரிசையும் இரண்டு 

புது வரிசைகளுக்கு இடம் தரும். 

எடுத்துக் காட்டாக, கடைசி வரிசை க்கல் க, கஐ 

ஒன்றுக்கொன்று இடம் மாற்றுவதால் வெவ்வேறு வரிசைகள் 
வராது, ஆனால் A,CAB எனவிருப்பின் கட க, ஐ. ஒன்றுக் 

கொன்று இடம் மாற்றுவதால் க, க? ககம என £ இரண்டு 
வெவ்வேறு வரிசைகள் வரும். 

இது அப்பன்னிரண்டு வரிசைகளுக்கும் பொருந்தும். 
எனவே க், க வெவ்வேறாுயின் 12%2 வெவ்வேறு வரிசைகள் 

பெறப்படும். இதுவே ja க்குச் சமம், அதாவது நான்கு 

எழுத்துக்களும் வெவ்வேறாயின் பெறப்படும் வரிசைகளின் 
எண்ணிக்கையாம். 

இப்போது, இதேவிதமாக, பொதுவான தேற்றத்தை 

நிறுவுவோம். . 

% எழுத்துக்கள் : கதக் ற எழுத்துக்கள் 

BBB ...... ர எழுத்துக்கள் 

பேப் ௪ எழுத்துக்கள் 

எனக் கொள்வோம். 

இவைகள் யாவற்றையும் கொண்டு, நாம் அமைக்கக் 

கூடிய வெவ்வேறு வரிசை மாற்றங்களின். . எண்ணிக்கை x
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எனக் கொள்வோம். இந்த உ வரிசை மாற்றங்களில் ஏதே. 

னும் ஒரு வரிசையைத் தனியாக எடுப்போம். 

அதில் உள்ள க க்களை மாத்திரம் இக், An ளன 
மாற்றுவோம். இப்போது அவ்வரிசையிலுள்ள %, க்களை 
இருக்குமிடத்திலேயே நிலையாக்கி, & க்களை மாத்திரம் இடம் 
மாற்றினால் |ற புது வரிசைகள் கிடைக்கும். 

ஆனால் இவ்வாறு % வரிசைகள் உள்ளன என முதலில்: 

கொண்டோம். இவைகள் யாவற்றிலும் க&க்களை க, க... Ap 
என மாற்றி, அவைகளை இடம் மாற்றினால் £ (ற வெவ்வேறு 
வரிசைகள் வரும். 

இந்த x |p வரிசைகளில் ஏதாமொரு வரிசையை 

யெடுத்து, அதிலுள்ள மக்களை %., B,, ...... By என மாற்றி! 
அவைகளை இடம் மாற்றினால் (ர வெவ்வேறு வரிசைகள் 

வரும். ஐ [றஐவரிசைகள் யாவற்றிலும் இதைச் செய்தால் 

மொத்தம் z |p | 7 வெவ்வேறு வரிசைகள் வரும். இவ் 

வாறே க்களையும் மாற்றினால் (6, ௦, .....டே என மாற்றி 
னால்) மொத்தம் x |p jg |r வரிசைகள் வரும். 

அதாவது க, இழ வ அத ப மு ல ஓ டட தே வல சே 

என்ற % வெவ்வேறு எழுத்துக்களைக் கொண்டு வரிசை மாற். 
றங்கள் £|ற )ர |ஈ பெறப்படும், 

% எழுத்துக்களும்  வெவ்வேறாதலின் மேற் சொன்ன 

  

வரிசை மாற்றங்கள் 1, - ந்தி என நாம் முன்னர் பார்த் 

திருக்கிறோம், 

w|p iq |r = Jn 
|n 

2= > 
(Po (a jr 

ஐ. நக்களும், ர- க்களும், -- க்களும் கொண்டு 
n 

செய்யக் கூடிய வரிசை மாற்றங்கள் intr eter Hor 

வப்படுகிறது. ட் 

2:5,2.1 எ-கா, (1) 

தரத்ரர்கா த என்ற சொல்லிலுள்ள எழுத்துக்களை எத் 
தனை விதங்களில் வரிசை மாற்றம் செய்யலாம் ? அவைகளில்
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எத்தனை-வரிசைகளில் க. க்கள் யாவும் அடுத்தடுத்து முதலில் 
வரும்? எத்தனை வரிசைகளில் & க்கள் யாவும் அடுத்தடுத்து 
வரும் ? 

இச்சொல்லில். 9 எழுத்துக்கள் உள்ளன. - அவைகளில் 

A—4 

N—2 
M—1 
L—1 
I-1 

எனவே மொத்த வரி மாற்றங்கள் டீ வ மா சை ர or 74 7271 11 11 

= ne எ மம 
ட 

14. 

க.க்களை ஒரு. கட்டாகக் கட்டி, அதை ஒரு உறுப்பு எனக் 
கொண்டால் 6 உறுப்புக்கள்; அவைகளில் 74 மட்டும் 

- இரண்டு. : முதல் இடத்தில் & க்கள் உள்ள கட்டை வைத்து 

விட்டால், மீதி 5 உறுப்புக்களை அடுக்கினால் க க்கள் sae 
இருக்கும், 5ல் இரண்டு 11 கள். 

கூடக்கள் யாவும் முதலில் இருக்கும் வரிசை மாற்றங் 

கள் - fe 7 

&டக்கள் கட்டு ஒரு உறுப்பு ; மீதி 5 ee யாவும் 

சேர்ந்து 6 உறுப்புக்கள் ; 14 மாத்திரம் 2. 

கூ க்கள் யாவும் ஒன்றாக இருக்கும் வரிசை 

மாற்றங்கள் பய ட் = 360. 

பயிற்சி 2 (19). 

1, 3,4,5,6, 7 என்ற இலக்கங்கள் கொண்டு, ஒரு இலக் 

கத்தை எத்தனை முறை வேண்டுமானாலும் பயன்படுத்தி, எத் 

தனை நான்கிலக்க எண்கள் அமைக்கலாம்? அவைகளில் 

எத்தனை 0 க்கு மேற்பட்டிருக்கும்?
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2. சாதாரண எண்ணமைப்புப்படி, கான்கிலக்க எண்கள், 

எத்தனையுண்டு? டர 

8. மூன்று பரிசுகள் 10 மாணவர்களிடையே வழங்கப்பட 

வேண்டும். ஒரு மாணவன் எத்தனை. பரிசுகள் வேண்டுமானா 

லும் பெறலாமெனின், எத்தனை. எங்களில் பரிசுகள் வழங்கப் 
படலாம். 

4, குரா, என்ற எழுத்துக்களைக் கொண்டு, எத்தனை 
6 எழுத்துக்கள் கொண்ட சொற்கள் அமைக்கலாம்? (எழுத் 

துக்கள் ஒரு முறைக்கு மேல் பயண்படலாமிர்.. 

5. (a) ர MISSISSIPPI” (5 ) ENGINEER’ (c) ‘CON- 

ஙு”. என்ற சொற்களில் உள்ள எழுத்துக்களைக் 

கொண்டு எத்தனை வரிசை மாற்றங்கள் செய்யலாம் ? 

6.: ‘MISSISSIPPL” என்ற சொல்லில் உள்ள் எழுத்துக் 

களைக் கொண்டு அமைக்கப்படும் .வரிசை மாற்றங்களில் 

எத்தனை வரிசைகளில் (1) 458 கள் .அடுத்தடுத்து வரும்? 

(2) 48 கள் அடுத்தடுத்தும் 21 க்களும் அம்க்கருந்து் தோன் 
ey ப 

7. ஒரு நூல் ௩ பிரிவுகளாக. .(701ய௩6) கட்டடம் (914) 
செய்யப்பட்டிருக்கிறது. ஒவ்வொரு பிரிவிலும் % பிரதிகள் 
(௦!) உள்ளன. இவைகளை எத்தனை வெவ்வேறு விதங் 
களில் வரிசை மாற்றம் செய்து அடுக்கலாம் ? 

26.1 வட்ட வரிசை மாற்றம் (Circular Prcmutatton: 

தேற்றம் : ௩ வெவ்வேறு பொருள்களை .ஒரு .வட்டத்தைச் 

சுற்றி |ஈ-1 விதங்களில் வரிசை மாற்றம் செய்யலாம். - 

% விருந்தினர் ஒரு வட்டமேசையைச் சுற்றி உட்காரு 
வதாக வைத்துக்கொள்வோம். அவர்களே ஒரு வரிசை 
யாகத் தரையில் உட்காருவதாகவும் கொள்வோம். 

இடி கவல என்று அவர்கள் வட்டமேசையில் உட்கார்ந்த 

பின்பு, எழுந்து 4, உட்கார்ந்த இடத்தில் கம், க, இடத்தில் 

கூடம்... இவ்வாறாக omg! An, Pe SHO. A, wd க, இடத்தில் 

A, wb உட்கார்ந்தால் இடி கடவ. என்ற அண்மை அல்லது 

ஒழுங்கு . மாறாது. ஆனால் .தரையில்... உட்கார்ந்தவர்கள் 
எழுந்து மாறினால் க, கூ ....கடளன்ற வரிசை நகு... An A,
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என மாறும், எனவே நேரர் வரிசையில் வரிசை :மாற்றம் 

அரற்படும்; வட்ட வரிசையில் மாற்றம் ஏற்படாது. 

மறுபடியும் வட்ட வரிசையில் உட்கார்ந்தவர்கள் ஓர் 
ஓர் இடமாகத் தள்ளி உட்கார்வார்களானாலும் வட்ட வரிசை 
ஒழுங்குமாறாது. ஆனால் தரை வரிசையில் Ay இட பப கில கடகட 
சான மாறும். 

ஆகவே ஒரு வட்ட வரிசை ஒழூங்குக்குத் தரை வரிசை 
பில் ௩ வெவ்வேறு வரிசைகள் கிடைக்கும். 

வட்ட வரிசை ஒழுங்கில் % விதமாக அவர்கள் உட்கார் 
வார்களாயின் ௩.௨ விதமாக அவர்கள் தரை ஒழுங்கு 
மாறும். ஆனால் நேர் வரிசையில் ௩ பேர்கள் ம் விதங்களில்: 

Derg vn, 

  

எனவே ௩ வெவ்வேறு பொருள்களை ஒரு வட்ட வரிசை 
“பில் ந்தி -1 salad வரிசை மாற்றம் செய்யலாம். 

களைத் தேற்றம் : 

டட விற வஸு க&டவட்ட வரிசையில் வலஞ்சுழியாகவும் உட் 
காரலாம்; இடஞ் சுழியாகவும் உட்காரலாம். 

இவ் விரண்டு முறைகளும் ஒரேவிதம் என்று கணக் 
கிட்டால் 

ப 2n.x = |n 

_ aa 1 

2 

une FP, Grey சுழி முறைகளை வெவ்வேருகக் கணக் 

கிட்டால் 

  

ன ர = 

 



36 இயற்கணிதம் 

2°6.2 ௭-௧. (1) 

5 வெவ்வேறு வண்ண: மலர்களை ஒரு மாலையாகத் 

தொடுத்தால் எத்தனை விதங்களில் அம்மாலை அமைக்கலாம் ?: 

ஐந்து வண்ணங்களை க, %, 0), £ எனக் குறிப்போம்.. 

  

படம் 1 படம் 8 

என்ற இரண்டு வட்ட வரிசையும் வெவ்வேறு என& 
கொள்வோம். முதல் வட்ட வரிசை இடஞ் சுழி; இரண் 
டாவது வட்ட வரிசை வலஞ்சுழி. 

(1) என்ற அமைப்பிலுள்ள மலர் மாலையைத் திருப்பினால். 
(2) என்ற அமைப்பு வரும். ஆகவே இவ்விரண்டு வட்ட. 

வரிசைகளையும் ஒரே மாலையெனக் கொள்ளவேண்டும். 

[5 
a = |4 = 2 5.2 5 | 4, 

a = 12, 

12 விதமாக அம்மலர்களை மாலையாகத் தொடுக்கலாம்.. 

பயிற்சி 2 (ற) 

1. 8 பேர்கள் ஒரு வட்டமேசையைச் சுற்றி எத்தனை 

விதங்களில் உட்காரலாம் ? 

2. 8 வெவ்வேறு வண்ண மலர்களைக் கொண்டு, எத்தனை 
விதமாக ஒரு மாலை தொடுக்கலாம் ?
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3. 5 தாமரை மலர்களும், 5 அல்லி மலர்களும், : ஒரு 

வட்டமாக அடுக்கப்படவேண்டும். .இரண்டு அல்லி .மலர் 

களிடையே ஒரு தாமரை மலர் இருக்க வேண்டுமாயின் இது 
எத்தனை விதங்களில் முடியும் 2 

4. 2 குறிப்பிட்ட மலர்கள் அடுத்தடுத்து இருக்கும் வகை 
யில் 8 வெவ்வேறு வண்ண மலர்களைக் கொண்டு, எத்தனை 
விதங்களில் மாலைகள் தொடுக்கலாம் ? 

'சேர்வுகள் 

2:7. தேற்றம் 3. 

(m+n) பொருள்களை இரு கூறுகளாக, முதற் கூறில் ௭ 

பொருள்களும், இரண்டாம் கூறில் ஈ பொருள் களும் உள்ளபடி 

12 ் 
அணைய விதங்களில் பிரிக்கலாம். 
1115 டு 
  

(m +n) பொருள்களில் ௩ பொருள்களை டே விதங் 
களில் 'பொருக்கலாம்; அப்போது மீதி ௩ பொருள்கள் 

தானாக ஒரு, ஒரு கூறுக அமைந்து விடுகின்றன. 

எனவே மொத்த முறைகள் - ௩0 

[m+ 8 

(1௩ 

கி.தே: (1) 28% பொருள்களை இருவருக்குச் சம பாதி 

ப்பாக டாக விதங்களில் பிரித்துக் கொடுக்கலாம். 

பொருள்களைப் பொருக்கி முதல்வனுக்குக் கொடுத்து 

விட்டால், எஞ்சிய: ௩ பொருள்கள் தானாக இரண்டா 

மவனுக்குச் சேர்கிறது. எனவே மொத்த விதங்களின் 

சாண்ணிக்கை 

= ரே 

{ 2m 

(றர
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கி.தே: (2) Qa பொருள்களை இரு. .சம கூறுகளாக. 

| 2m_ 
15 ௯ ௩ விதங்களில் பிரிக்கலாம். 

18. 

a விதங்களில் இருசம: கூறுகளாகப் பிரிக்கலாமெனக்: 

கொள்வோம். அதில் ஒரு கூறை முதல்வனுக்குக் கொடுத். 

தாலும் கொடுக்கலாம், இரண்டாமவனுக்குக். கொடுத்தாலும்: 

கொடுக்கலாம். ் 

எனவே. [2 என்பது 28 பொருள்களை இரு சமபாதி' 

யாக இருவருக்குப் பகிர்ந்து கொடுக்கும் விதங்களின்: எண்: 

ணிக்கை. 

  

» |2 = | 2mm 
— டு 

| 2a ட 
= TE Tm pm SM — 

இவ்வாறே பின்வரும் தேற்றங்கள், நாம் சற்று மூன்கண்ட, 
தேற்ற, கிளைத் தேற்றங்களின் விரிவாகும். 

Gsppb: 4 (mt+n+p) பொருள்களை முறையே ௬, %,.ஐ 
(௬-4 ௩-ட்ற 

jm . {nm . 2: 
பொருள்கள் கொண்ட மூன்று பிரிவுகளாக 

விதங்களில் பிரிக்கலாம். 

கி. தே. (1): 89% பொருள்களை மூவருக்குச் சம பாகங் 
3m 

களாக (அதாவது Mm, 1, 1 பொருள்களாக) 1௯ ட்ட a 

விதங்களில் பிரித்துக் கொடுக்கலாம். 

கி.தே. (2): 3% பொருள்களை மூன்று சம கூறுகளாக 
{ 3m . 

[3 1க |: (௩ விதங்களில் பிரிக்கலாம். 

தெரிப்பு முன் கண்ட முறைப்படியே :
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2:71 மொத்த சேர்வுகள் (Total Combinations) 

தேற்றம் 5: n வெவ்வேறு பொருள்கள் கொண்டு எத்தனை 

பொருள்கள் வேண்டுமானாலும் ஒரு சமயத்தில் தேர்ந்தெடுக்கும் 

விதங்களின் எண்ணிக்கை - 2”- 1. 

எத்தனை பொருள்கள் வேண்டுமானாலும் ஒரு சமயத்தில் 

தெ்றிவதையம்பாது யாதெனில் : 

(1) ஒரு பொருளை எடுக்கலாம் அல்லது 

(2) இரண்டு பொருள்களை எடுக்கலாம்; அல்லது 

(9) மூன்று பொருள்களை எடுக்கலாம் ; அல்லது 

௪ ‘ " 7 அல்லது 

[2 பொருள்களையும் எடுக்கலாம். 

இவைகளைத் தேர்ந்தெடுக்கும் விதங்களின் எண்ணிக்கை 

அ டிடோ் ஜோர் ப + an 

= Cot C, + eee ேோ நே 

=2"-1, 

27.2 தேற்றம் 6: ௬ பொருள்கள் கொண்ட ஒரு குவிய 

லும், ௩ பொருள்கள் கொண்ட மற்றொரு குவியலும் உள்ளன. 

முதற் குவியலிலிருந்து ஈ பொருள்களும், இரண்டாம் குவியலி 

லிருந்து உ பொருள்களும் டே % உட விதங்களில் சேர்க்கலாம். 

மூதற் சேர்வு எண்ணிக்கை - ஐ. 

இரண்டாம் சேர்வு எண்ணிக்கை - ட இரண்டு செயல் 

களும் ஒன்றுக்கொன்று தொடர்பற்றவை. 

எனவே விடை - நே 0 

கி. தே: தேற்றத்தில் கூறியபடி உள்ள . இருகுவியல் 

களிலிருந்தும் முறையே ஈ, ச பொருள்களை யெடுத்து 

கச 17௪. விதங்களில் வரிசை மாற்றம் செய்யலாம். 

2:7.2.1. எ.கா. (1) 21 வெவ்வேறு சிகப்பு பொம்மை 

களும், 5 வெவ்வேறு நீலநிற பொம்மைகளும் உள்ளன.
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குறைந்தது ஒரு நீல பொம்மையும் 2 சிகப்பு பொம்மைகளும் 
உள்ள மாதிரி நான்கு பொம்மைகளை எடுத்து எத்தனை வரிசை 

மாற்றம் செய்து அடுக்கலாம் ? 

4 பொம்மைகள் தேர்ந்தெடுக்கும் முறைகள் : 

(1) ஒரு நீல பொம்மை, 3 சிகப்பு பொம்மை, அல்லது 

(2) இருநீல பொம்மைகள், இரு சிகப்பு பொம்மைகள் 

(1) படி அமைக்கப்பட்ட வரிசை மாற்றங்களின் 

எண்ணிக்கை - |& % 5) X wl, 

21 x 20 x 19 
= 24x 5X Tay 

॥ 1,59,600. 

(2) படி அமைக்கப்பட்ட வரிசை "மாற்றங்களின் 
எண்ணிக்கை - [4 X ,Ce X aC, 

= 24x 10 x 210 © 

= 50,400 வரிசைகள் 

மொத்த வரிசை மாற்றங்கள் 2,10,000. 

எ.கா. (2) ௩ பொருள்கள் உள்ளன; குறிப்பிட்ட ற 
பொருள்கள் உள்ளவாறு * பொருள்கள் எடுத்து, எத்தனை 
விதங்களில் அவைகளை வரிசை மாற்றம் செய்யலாம் ? 

குறிப்பிட்ட ற பொருள்களை முதலில் எடுத்து வைத்துக் 
கொள்க. மீதி (௩-ற) பொருள்களில் மீதி (-ற) பொருள்களை 
n~pCr—-p விதங்களில் பொருக்கியெடுக்கலாம்... 

  

  

  

அதாவது ae. = 4 
ப முத (பேர [ற 

இவைகளை டன ஒர விதங்களில் ரி ் ள் ௪-2 [௩-௪ தங்களில் வரிசை மாற் 

றம் செய்யலாம். 

எ.கா. (3) ‘RAMAYANAM' crotrm Qeadeed 2_citer 

எழுத்துக்களைக் கொண்டு, 6 எழுத்துக்கள் எடுத்து எத்தனை 

விதங்களில் வரிசை மாற்றம் செய்யலாம் 2
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Qered de 9 எழுத்துக்கள் உள்ளன ; அவை 

் 8-1 

A—4 

பின் தொகுத்துக் கூறும் வகையில் 6 எழுத்துக்கள் எடுத்து, 

வரிசை மாற்றம் செய்யலாம். 

1. & ஒரு மாதிரி, 2 மற்றோர் மாதிரி (4 & க்கள், 2 ரீ கள்) 

சேர்வு - 11-11, 

(eo வரிசை மாற்றம் - 1, a 7 
= 15, 

2. Saw wrgP, 2 QeucuGoug (4 A Seer, sarniaeiiaaas 
Gefiay = 1x ,C, = 6. 

வரிசை மாற்றம் - 6. 

3. 9 ஒருமாதிரி; 8 மற்றோர் மாதிரி; 1 வேறு, 

4A க்களில் 3) 

2 18 கள்; 

, 5, 14 என்ற மூன்றில் ஒன்று. 

Gefey = 1x 1x ,C, = 3. 

டட (6: 
வரிசை மாற்றம் - 3 . 3 (2 = 180. 

4, 8 ஒரு மாதிரி; 3 வெவ்வேறு. - 

4 கக்களில் 9; 

M, R, Y, No 3. 

Getty = 1x ,C, = 4
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  வரிசை மாற்றம் க், பம 480, 

5, 2ஒரு மாதிரி; 2 மற்றோர் மாதிரி, 2 வெவ்வேறு. 

- 4 த க்களில் 2; | 

2 4 களில் 2; 

%, %, 74ல் 27 

Gefey = 1x 1x ,C, = 3. 

  

6 
வரிசை மாற்றம் = 3. a = 540. 

6. 2 ஒருமாதிரி; 4 வெவ்வேறு, 

& க்க்களில் 2; 

M,R, Y, Nov 4; 

அல்லது 2 நர் களும், 

A,R, Y,N 4, 

Getay=1x14+1x1=2, 

் 6 
வரிசை மாற்றங்கள் - 2. oe = 720. 

மொத்த வரிசை மாற்றங்கள் 

= 15+180+180+480 4540+ 720 = 2115. 

2:73. தேற்றம். 7 ஒரே மாதிரி ற பொருள்கள், மற்றோர் 

மாதிரி ர பொருள்கள், மற்றோர் மாதிரி * பொருள்கள்...... இவ் 
வாருகப் பொருள்கள் தொகுத்துக் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன.. 
ஒரு சமயத்தில் எத்தனை பொருள்கள் வேண்டுமாயினும் எத். 

தனை தொகுப்பிலிருந்தும் எடுக்கலாமெனின், இச்:சேர்வு [(2--1) 

(q4+1) (r+) ...... ]-1 விதங்களில் செய்யலாம். 

மூதல் தொகுப்பிலிருந்து ஒரு சமயத்தில் 0 அல்லது 1, 
அல்லது 2...... அல்லது பொருள்கள் எடுக்கலாம். எனவே. 

மூதல் தேர்வு (ற--1) விதங்களில்: செய்யலாம். 

அவ்வாறே இரண்டாம் தொகுப்பிலிருந்து (941) விதங்: 
களிலும் செய்யலாம்.
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அதாவது (2-1) (41) (74)..... விதங்களில் இம் 
பொருள்களை யெல்லாம் கொண்டு நாம் தேர்வுகள் செய்ய 

லாம். ஆனால் ஒரு தொகுப்பிலிருந்தும் ஒரு பொருள் கூட் 

எடுக்காத விதமும் இவ் வெண்ணிக்கையில் சேர்ந்திருக்கிறது. 

எனவே குறைந்தது ஏதாவது ஒரு பொருளேனும் உண்டெ 

னில் மொத்தச் சேர்வு முறைகளின் எண்ணிக்கை - [(ஐ-17 

(2-1) 41... 1-1. 

பயிற்சி 2 (31) 

1, (டட ர) பொருள்களை முறையே. ௬, Ms; 

eure My, எண்ணிக்கையுள்ள பொருட் குவியல்களாக 

| My 9882-7 2 Mr, . . . 
Se விதங்களில் பிரிக்கலாமென நிறுவுக. . 

2. 98) எரு ப டி ஆனால், ௩ம் பொருள்களை எத். 

தனை விதங்களில் ம சம கூறுகளாகப் பிரிக்கலாம் ? 

3. மேற் கூறிய கணக்கில் (8ல்) ஈம் பொருள்களை எத் 

தனை விதங்களில் % பேர்களுக்கு சமமாகப்: பங்கீடு செய்ய 

லாம் ? 

4, 5, 5, 7, 11, 15 என்ற எண்களைக் கொண்டு எத்தனை 

பெருக்குத் தொகைகள் பெறலாம்? (ஒவ்வொரு எண்ணும் 

ஒரே முறைதான் பயன் படுத்தப்பட வேண்டும்) 

5. ௩ பகாயெண்களைக் கொண்டு மாற மயா) எத் 

தனை பெருக்குத் தொகைகள் பெறலாம் ? (ஒவ்வொரு எண் 

ணும் ஒரே மூறைதான் பயன் படுத்தப்பட வேண்டும்) 

6. றர பொருள்கள் உள்ளன; அவைகளுள் (p-l) ¢ 

பொருள்கள் ஒரே மாதிரியானவை; அவைகளைக் கொண்டு 

எத்தனை விதங்களில் (2-1) ர பொருள்கள் பொருக்கலாம் ? 

7. ஓரு மலர்க் கூடையில் 5 வெள்ளை, 4 சிகப்பு, 6 நீல 
மலர்கள் உள்ளன? எத்தனை விதங்களில் அக் கூடையிலி' 

ருந்து மலர்கள் எடுக்கலாம் ? 

8. 20 விவிலிய நூல் பிரதிகள், 10 கொரான் பிரதிகள், 25: 

திருவாசகப் பிரதிகள் உள்ளன, இரு விற்பனையாளர்கள். எத்.
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தனை விதங்களில் Ob நால்களாத் தங்களிடையே பிரித்துக் 

- கொள்ளலாம் ? 

9. ௩ கூட்டுக் குறிகளும்(--), ௩ குறைக் குறிகளும் (-) 
ஒரு வரிசையில், இரண்டு அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட 

குறைக் குறிகள் ஒன்றன்பின் ஒன்று வராமல், வைக்கப்படு 

[51 ins [mati விதங்களில்   

கின்றன. அம்மாதிரியாக 

அடுக்கலாமென நிறுவுக. 

10. ஒரு கொடுக்கப்பட்ட தளத்தின் மேல் (21806) ஒரு 

புள்ளி வழியாக ௬ நேர்க் கோடுகளும், மற்றொரு புள்ளி வழி 

யாக ௩ நேர்க் கோடுகளுமாக (௯-௩) நேர்க் கோடுகள் உள் 

ளன. ஆனால் அவைகளுள் எதுவும் ஒன்றோடு ஒன்று இணைந் 

தவையல்ல, இணைகோடுகளுமல்ல. இக் கோடுகள் அவை 

.களைத் தாங்கும் தளத்தை (௯ஈ-ட-ஊ-2- 1) பிரிவுகளாகப் 

பிரிக்கின்றன வென நிறுவுக. 

2.8 டேன் மீப்பெருமதிப்பு: 

௩(௩-1) ௫-2)... (௩-7--1) 
  

  

  

  

  

nCy = \ Fr 

௦ (௩-1) (௩-2)... (௩72) 
1 | re ] 

aCe = a சரம 

என்ட r 

இப்போது ---- நப ன் 1. என்ற தொடர்பை யொட்டி 

nCr = ரே, ஆகவிருக்கும். 

அதாவது ௩-7-1 5 * என்பதை யொட்டி, 

a n+l = 57 ட 

ntl>, 
ad உ எ 5 

பரி 99 5 ஓரி 9௪ 

முதலாவதாக ௩ ஒற்றைப் படை யெண்ணெனக் கொள்க.



வரிசை மாற்றங்களும் சேர்வுகளும் 45. 

a+) : க ‘4 ras 
Zz = PG WEP Sows ற எனக் கொள்ளலாம் (அதா: 

'வது ௩-ற-1 என்ற அமைப்பிலிருக்கும்), 

7-1, 2, 8... றி-1,ஐ,ற47, ....௩ என முறையாக எடுத். 

துக் கொண்டால், 

பே > ak y 

aCe > aly 

whe > nC, 

உ > ழே 

[1 
க = றே (- ரரி 

கேப்ப 4 n&p 

வச < உட 

கே < nn 

என்ற சமனின்மைத் தொடர்புகள் பெறப்படும். 

a&s < nthe < ny < வட ட உட = Ng > Cpa Sages > Cr. 

இங்கு நமக்குப் புலப்படுவது, 

0) ௪-0 முதல் (ற- 1) வரையில் ஓவ்வொரு. 

கறுப்பும் அதற்கு முன்னிருக்கும் உறுப்பை விடப் பெரிது. 

த [2p ~ 1 
Gi) r= p ஆனால் .Cy- ~ nCo = Tp ip ip- 4 

(ii) ஈ-ற41 மூதல் ௩ வரையில் ஒவ்வொரு உறுப்பும். 

அதற்கு மூன்னிருக்கும் உறுப்பை விடச் சிறியது. எனவே: 

aCr ன் மீப்பெரு மதிப்பு nC அல்லது. ப்ப 

அதாவது ஈ ஒரு ஒற்றைப்படை. வெண்ணாயின் 1 (22 - 1) 

என்ற அமைப்பிலிருப்பின்], ௨ ன் மீப்பெரு மதிப்பு 

(2-1 
சே = க்ஷ se Tp [p-T 

(௩ 
ம ந [ez 1. 

2 2 
arene 
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இரண்டாவதாக, . .. 

௩ ஒரு இரட்டைப் படையெண் எனக் கொள்க. 

98 -- 1 ட : 
- BBG —y— EG முழு எண்ணாயிருக்காது. 

் = i என்ற மதிப்புக்கு இடமில்லாது போகும்.   

21 ee 
‘Ly ஆக விருப்பின், 

nCr S உட, ஆக விருக்கும். ற் 

  C > *) ன் முழு எண் பகுதி. ர எனக் கொள்க. 

- 0 முதல்(ஏ வரையில், 

உ < ny < சப்ப கக்க டிடிரு < 12. 

௪ ஏ முதல் ௩ வரையில், 

ரே > nCa+t = pheegehea ௧௧௧௨௧௫ : - 

எனவே 1 ஓர் 'இரட்டைப்படை 'யெண்ணுயின், nr OF 

ப மதிப்பு ,,௦ உ (8 என்பது உ முழு எண் பகுதி, 

அதாவது ர - 2): எனவே ௩ ஓர் இரட்டைப்படை யெண் 

.ணுயின், 

ட n 
Cp eit மீப் பெரு மதிப்பு = 2 

2.9 வாண்டர் மாண்டே: தேற்றம். தேற்றம்: 8 (420 
monde’ 8 Theorem). tom . 

வவ mCr +m Cr, 1, * al, 0 : ne + ண்மை 4 எனி | 

புகுமுக வகுப்பில் நாம். கண்டிருக்கிறறும் ( (தி.கோ-கொ.மு ₹£ 
கணித நூல் 1 பக்கம்' 262, பயிற்சி 14 (8) எண் 7). 

இங்கு ௬, ௩ கூட்டு முழு எண்கள் ; ரூ, ௩ இரண்டையும் 
-விட 7 சிறிய கூட்டு முழு எண். அப்போதுதான் கணக்கில் 
-வரும் சேர்வுத் தொகைகளுக்குப் பொருளுண்டு.
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- இப்போது a(a- 1) wi. (a.--r +1) sreirp தொடர்ப் 
“பெருக்கல் தொகையை. (௪), எனக் குறிப்பிட்டால், ,ப,டேன் 
மதிப்பைப் பின் வருமாறு எழுதலாம். அதாவது, 

  

(mm + mb டட. இட ட 0): (We 
நத ~ ir a 1-1: 1-2 {2 Pages ம் 

AG ந பக்கங்களையும் 1 ஆ ஆல் பெருக்கினால், 

*(7- ப ? (mons, (ot அ. (கஜ) (௫7. (ட (ட 

எனப் பெறப்படும். ள், 

ப அதாவது, ன ரூ ன க 
(ஐ) = Cin)» + + rl, (ma). (76), 

+ ry (Mr_g. (Ma 

+ ry (m) ரு (6); 

4 (10), 

“இதுவே வாண்டர் மாண்டேயின் தேற்ற அமைப்பு. ஆனால் 

இங்கு ரூ, ௬, 7 கூட்டு முழு எண்கள் எனவும் 7 ௮ 0 % 

எனவும் கொள்ளப்பட்டது. ட 

வாண்டர் மாண்டேயின் தேற்றம், மேலும் விரிவாக்கப் 

பட்டு, ௩, நண் எந்த அளவுக் கிணங்கிய எண்ணுக்கும் 

பொருந்து ' மென நிறுவப் பட்டிருக்கிறது, 

7 29. 1 வாண்டர் மாண்டேயின் விரிவுத் தேற்றம். 

க, $ என்பவை எந்த அளவுக் கிணங்கிய மதிப்பேற்பினும், 

௩ ஒரு கூட்டு முழுயெண்ணாயின், 

(8-8), - (௪), 4 ஈடே (2) டய (சி), + C2 (@)n—ae ௫), 4 

ee + வே (கிட (6), 4 கே (௨. (81 

rerio + (O)n A 

[முன்னர் கூறப்பட்டபடி, (a), என்பது 2(2-1) (௪-2... 

(௪-1) என்பதைக் குறிக்கும் குறியீடெனக் கொள்க. இத் 

தேற்றத் தெரிப்பு பேராசிரியர் கெய்லி உருவாக்கியதாகும். 

தெரிப்பு முறை தொடர் முறைத் தெரிப்பு (17007 by Mathe~ 

matical Induction) emaeluG.b. ] 

மாற்று முறையில் எளிதாக இத்தேற்றம் 911-0 நிறுவப்பட்டிருக் 

கிறது. ் 8
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(கல் கொடுக்கப்பட்ட. தேற்றம் ௩- ௬ என்ற. கூட்டு 

மூழு எண் மதிப்புக்கு உண்மை யெனக் கொள்க. 

அதை யேற்றுக் கொண்டு, க-ரக்குத் தேற்றம் உண்மை. 
யானால் அடுத்த (௬-1) க்கு உண்மை யென நிறுவுவோம்.. 

(4) ல் கொடுக்கப் பட்டபடி, | 

(44-b)n, = (@) m+ mC. (4) ma . (6) ௩ )m—2 . (b).+ 

+ mCr—i(@)m—(r—-i) - (8) eta, (2). 

சகச 

தகதக 

(5). என்பதை உண்மையென க் கொள்வோம். (2) 

அப்போது (௨-ட6),டடன் மதிப்பு, (௧-8) . (க4-ம்-) ஆகும். 

எனவே (B) oir இரு பக்கங்களையும் (at+b-m) ஆல் 
பெருக்க, 

(@+B) m1 

=(a+b)_ »(a+b-m) 

= (a+b =m) [(@) m+ mC(@)m—t + (6), + mCa(@)m—a + (6)a-+ 

வசன + mCr—i(B)m(r-i) + (BY mCr(@) mer + (b)e+ 

eo சிர் வக +(b)m} (ஜே 

(8--6-௯) என்பதைப் பின்வருமாறு பிரித்து, . முதல், 
இரண்டாம்... ஏவது, (7-1) வது உறுப்பால் பெருக்குவோம்.. 

QauGurge (a+b-m) = (a-m)+b 

(at+b—-m) = (a-m-1)4+(6-1) 

(a+b ~-m) = (a-m-—2)+b -2) 

(a+b-m) = (@-m+r—-1)+(b-r41) 

= {a-(m-r-1)}+{0- (r- Dp 
(atb— m) = {a- (m —7r)}+ (6-7): 

(a+5-m) = o+(b-m)
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ு (ன் வலது கைப்புறம் பின் வருமாறு : 

(@=—m) (4) m+(4) m+ mCi(4)m—(a - m— 1)(b), 

+ inCy(@)m—1 « (b), (B= 1) +mCp « (4) m2» (@- m2) , (8), 
+ ௬௬௮. 

arith) Ben ந. ட்ட 374 

t+mCr .(@)m—r « (10 = T)}(B)e eeveeee ] (Pi 

+ (8) m (b- m) (E) 

(ம) என்ற இரண்டு உறுப்புக்களை யெடுத்துப் பார்ப் 
போம். அவைகளில் 

(6)(r-1) - {6-(r-1)} = ©)r 
(4)(m-—r) - {@- (m —1r)} = (@) m—r4i = (@)mgi-r 

எனவே (0) எனக் குறிப்பிட்ட உறுப்புக்கள் 

= சேட்) --பி(9)- 

+mCr(@)m—-(r—1) » (8)r 

= (mCr-itmCr) [(4)(m4s)-r + (6)r] (F) 

மேலே கோடிட்ட இரு உறுப்புக்களைக் காண்க2 

அவை ச்(8) ௭: ()(உப(2-௯-1) . (9), 

= (4) m ச் (5), +mC, - (4) m() 

= (:4mCi) - (@)m + (8); (G) 

மூதல் உறுப்பான (௨-௭) + (A)m=(4) m4 (H) 

கடைசி உறுப்பான (8-8) . (8)௩- (8): (௩) 

எனவே. (1), (0, (ம), (6) இவைகளைப் பயன் படுத்தி 

னால் (0) ன் வலது கைப்புற விரிவான, 

E= (2) mai. 4+ (:4mC,) (@) on (5) ,4 eeecce 

+ (mCratmCr) [@)\mtd—r + (5)r] 

+ (8) m1 

ஆனால் Li mC.= mCot+ mC, = mic, 

பொதுவாக சேட்டா களே கட்டசே 
4 .
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எனவே, ' 

(E) = (@)omtut (nC (@) am’ (6)1 + Ong) Ce (2) m-ps(B) oF avo vee 

+ mtr)Cr [@)Qagi—r + (Oe + 

மப 4 (ய, டம) 

(ன் விரிவாகிய (2)-(,) என்பதை நோக்குமிடத்து, 

(22) - (ம)... பேட க (௦), ச (6), டட க (@)(m—1) *(b),. 

ரர கக + (ng Ce [(@) ome d—r » ()r] 

4 வ 4 (டட என 

நிறுவப்பட்டிருக்கிறது. 

எனவே, எடுத்துக் கொண்ட தேற்றம், % என்ற மதிப் 
புக்கு உண்மையானால், அடுத்த (%--1) என்ற மதிப்புக்கும் 

உண்மையென நிறுவப்பட்டது. . 

இப்போது 8-2 க்கு உண்மையா வெனப் பார்ப்போம். 

Espmciug (a+b), =(a)et+2C, . (4), . (6), +(b), என்ற சமன் 
பாடு உண்மையாயிருக்கவேண்டும். 

Qu gs macnypib= (a+b) (a+b~1)= (a+b) ~ (a+b): 
வலது கைப்புறம்-ஈ(௧-1)-2 , ஈ.௦--ச் 6-1) 

 wa@t@-g+2a bbb 

(a-+2)° - (a+) 
எனவே ௩-7? க்குத் தேற்றம் உண்மை. 

ஆனால் ௩ந-ு.க்கு உண்மையானால் அடுத்த 2=(M+1)SG 

உண்மை யெனப் பொதுவாக நிறுவப்பட்டது. ஆகவே 

ஈ-$ க்கு. உண்மை, ஆகவே ஈ-& க்கு உண்மை, இவ்வாரறுக 

க கூட்டு மூழு எண்ணுக்கு உண்மை எனப் பொதுவாக நிறு 

வப்படுகிறது. 

இத் தேற்றம் அளவுக்கிணாங்கிய *படி'க்கு, ஈருறுப்புத் 
தேற்றம் நிறுவுங்காலை பயன் படும். 

மற்றும் சில சேர்வுத் தேற்றங்கள் ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் 

தேற்றப் பசூதியில் நிறுவப்படுகின்றன. அவைகளை ஈருறுப் 

புத் தேற்றம் முடிந்த பின்பு அறிந்து கொள்க.



வரிசை மாற்றங்களும் சேர்வுகளும் $1 
ர் 

2:9.1.1 வாண்டர் மாண்டேயின் விரிவுத் தேற்றம் (மாற்றுத் 
'இதெரிப்பு) : 

a, என்பவை எந்த அளவுக்கிணங்கிய மதிப்பேற்பினும், 
௯ ஒரு கூட்டு முழு எண்ணாயின், 

(a+b), =(@)n+nCy (4) n—1 (6. tne (@n—» (ச). reeee ச 

4 ம (0), 

மூதலில் a, b கூட்டு முழு எண்களெனவும் இரண்டும் தனித் 
தனியே ௩ ஐ விடப் பெரிதெனவும் இகர மினாம், 

(2-ம்) .பொருள்களினின்று ௩ பொருள்கள் (0) 

b ட் ட்ட ary -- முறைகளில் சேர்வு செய்யலா மென நாம் 

அறிவோம். 

இப்படி ௩ யொருள்களைச் சேர்க்கும் வழிகள் பின்வரு 
மாறு : து 

“ர” லிருந்தே ஈ பொருள்கள் சேர்ப்பது: 

‘a’ லிருந்து (௩-1) பொருள்களும், 2” லிருந்து ஒரு 
இிபொருளும் சேர்ப்பது; 

ர" லிருந்து (௩-2) பொருள்களும், 6” லிருந்து இரண்டு 
aniline 

எதுவாக ‘a’ விருந்து ( (௩-3) பகருன்சுளுபிட 9” லிருந்து 

497” பொருள்களும்; 

5” லிருந்தே உ பொருள்கள் சேர்ப்பது. 

இவைகளின் எண்ணிக்கை (0), ஆகும். 

(கருட கதே கேட ந்டேர் கேட மே 

4 taCy—r a@Crt வவ “நே - 

  

(a+b), (௨), (௨), (9), (),-2 (9), 

ப்ர உர ஸம Te 
ட்ட (ஓட. இ (9, 

[௭ ௩ jr கட்டிக்க | 
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இருபக்கங்களை jn ஆல் பெருக்கினால், 

(4+-6), = (ட்டே, (@)n— (8), 

4 (6), 4 vee eee: 

இதுக,ம், ௩ கூட்டு முழு எண் மதிப்புக்களுக்கு. [82 ௬, 6 4 ௬7 

உண்மை யென நிறுவப்பட்டது. 

ம் ஐ ஒரு சூறிப்பிட்ட முழு எண்ணாகக் கொண்டால், (க) 
என்ற சமன்பாடு, ஈக்கு எந்தக் கூட்டு முழு. எண் மதிப்பு, 
கொடுத்தாலும் பொருத்தமாகும். (க) ஐ.௰ என்ற இராசியின் 
௩ படியுள்ள ஒரு இயற் கணிதச் சமன்பாடு எனக் கொள்ள 
லாம். % க்கு மேற்பட்ட மதிப்புக்களுக்கு அது மெய்யாவது, 

நாம் காண்கிறோம். 

அவ்வாறே ஈஐ ஒரு குறிப்பிட்ட முழு எண்ணாகக் கொண் 
டால் (&) என்ற சமன்பாட்டிற்கு நாம் சற்று முன் கூறியவை 

யாவும் பொருந்தும். 

எனவே (க்) ஒரு முற்றொருமையாகும். எனவே a, b or 
எல்லா அளவுக் கிணங்கிய மதிப்புக்கும் 

(கட), (ல, -டடே (9௨, (63-0௨, (6) 4... + Olu 
நிறுவப்படுகிறது. 

இத் தெரிப்பு முறை கணித முறை உய்த்தறிதல் முறையை 
விட எளிதாகத் தோற்றினும், கணித முறை உய்த்தறிதல்: 
பயிற்சி பெற, ௮ம் முறையை அறிந்து கொள்வது நல்லது... 

(புகுமுக வகுப்புக் கணித நூல் 1--தி, கோவிந்தராசன், கொ... 

முத்துசாமி--பக்கம் 262, பயிற்சி 14 (3) கணக்கு 1 காண்க). 

பயிற்சி 2 (11) 

1. Crs பூடேன் மீப்பெரு மதிப்புக்கள் காண்க,



3. பகுதிப் பின்னங்கள். 
_ (Partial Fractions) 

3:1 சார்புகள் ; 

சார்புகள், பற்றி ஓரளவு புகுமுக வகுப்பில் நீங்கள் அறிந் 
திருப்பீர்கள். (குறிப்பு: இவ்வாசிரியர்களின் புகுமூக வகுப் 
புக் கணிதநூலில் இயற்கணிதப் பிரிவில் இரண்டாம் பகுதி 
யான *: சார்புகள் ”” என்ற பகுதியை மறுபடியும் படிக்கலாம்.) 

3$--1(ல) என்பது இயற்கணிதத்தில் ஒரு முக்கியக் குறியீடு. 

9:1.1 பல்லுறுப்புச் சேர்க்கைக் கோவைச் சார்பு : (Polyno- 
mial Function) 

F(a) = a8" 44,0" 4 gx" Hee + Oy, 

= S a, x" 

௭0 

என்பது இவ்விதக் கோவையின் (சார்பின்) பொது 
அமைப்பு. 7 ஒரு கூட்டு முழு எண்? ர, கட வ முதலியவை 

களோடு, % இரண்டிற்கும் ஒரு விதத் தொடர்பும் இல்லை. 
BEND Uy, By verve அளவுக்கிணங்காத மெய்யெண்களாகவும் 
"இருக்கலாம். எடுத்துக் காட்டாக, 

(2) 27” - சட 
3 sy 

f (2)=V2 w- க்ஷ 24 (௩0340) 

என்ற இரு சார்புகள் இவ்வரையறையில் அடங்கும். இப்படிப் 

பட்ட சார்பை, அளவுக்கிணங்கி முழுப்(படி'யோடு, ௩ படி”
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யுடைய சன் சார்பு (Rational, integral function of the n‘" degree: 
1௨) என்றும் கூறுவதுண்டு. 

சிறப்பாக, ஒரு மாறிலியை, 0: (பூச்சியம்) படியுடைய 

சார்பு எனக் கூறலாம். 

5:13 இவ்வரையறைக்குட்பட்டு, £-0%%& என்ற. 
தொடர்புடைய மூன்று சார்புகள் இருக்குமானால் 0, R. 
என்பவை மன் சினைகள் (காரணிகள்-1801078) எனப்படும், 

இவ்விதச் சார்புகளில் சிலவற்றிற்குச் சினைகளே 
யில்லாமல், தானும், மாறிலிகளுமே சினைகளாயிருப்பின், 

அவை பகாச் சார்புகள் எனப்படும் (Prime functions). 

இரு சார்புகளுக்கிடையே,. ஒரு சினை கூடப். பொதுவாக 
இல்லாதிருப்பின், அவ்விரு சார்புகளும் ஒன்றுக் கொன்று 
பகாத்தன்மையுடையன எனக் கூறப்படும். (Prime to each. 

other) 

எடுத்துக்காட்டுகள் ₹ 

4-241--பகாச் சார்பு 

(241)ம் (௨41) ம்-ஒன்றுக்கொன்று பகாச் சார்புகள் 
(22-22 1)ம் (2:11) ம்-ஒன்றுக்கொன்று பகாச்சார்புகள் .. 

91.8 ஒவ்வொரு பல்லுறுப்புக்கோவையையும், (2£--0)ண் 
சார்பாக [அல்லது (க௨--ம) ன் பல்லுறுப்பியாக]க் காணலாம். 

ரீ( கிகி தனி... டர, 

௧-ம் என ஈடு செய்தால் 

ஐ ut எனக் கிடைக்கும். ் 

= Agy® +A yO + வட ரிட்சிய 

; = A,(ax+b)" +A, (arbre! +n tAn 

என எழுதலாம். 

எடுத்துக் காட்டாக, 

வீட்லே 1 (மய1) 9 (தழ1946(உஃ1) 3. எண 
எழுத இயலும்.
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மூறை: ஐ£ 92-41 க (2418441700) 2 
என எழுதி க், 1, 0, 0 ஐக் கண்டால் போதுமானது. 

£, 0 என்பவை 3:1.1ல் வரையறுக்கப்பட்ட சார்பு 

களாயின் 5 என்பது ஒரு அளவுக் கிணங்கிய பின்னம் 

அல்லது சார்பு எனப்படும், (௨10081 840100) ௦1 800101). 

0ன், *படி', மன் 4படி'யை விட உயர்ந்திருப்பின் 

a ஐ தகுபின்னம் எனவும், ன் படியை விடக் குறைந் 

திருப்பின் a ஐ, தகா பின்னம் எனவும் கூறுவது மரபு. 

ஒரு தகா பின்னத்தை, வகுத்தெழுதினால், அதை ஒரு 
பல்லுறுப்புச் சேர்க்கை -- ஒரு தகு பின்னமாக எழுதலாம். 

3 

ot te +1 அளவுக் கிணங்கிய தகு பின்னம். எகர + bn + 6 

a’ + 5a + 6 ம. ‘ «cet 
ae பி ் Pade pl அளவுக் கிணங்கிய தகா பின்னம் 

ஜட்கா 6 ட டப Ble = at 

4 கற 1 ஜூ 441 

R : ் என்பது ஒரு முற் 3-2 தேற்றம் 1. AtS =Bt 

ரொருமை; க், 8 பல்லுறுப்புக் கோவைகள், 5 3 தகு பின் 

னங்கள், என்பவை கொடுக்கப்பட்டால் க ௪, 3 = & என் 

பது முடிவு, 

P R see 
Qs: A+ @ = B+ Ss (கொடுக்கப்பட்டது) 

& எ என ஏற்றுக் கொண்டால், 

_R P 
A- B= 37 

RQ - PS 

[| 

50
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இங்கு (&-%) ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை; QS or “படி”, 
RQ oF “படி”"யையும் ந$ன் படி” யையும் விட உயர்ந் 

தது. எனவே Son ஒரு தகு பின்னமாகும். 

ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை, ஒரு தகுபின்னத்திற்குச் சம 

மாகாதாதலின், கூ ௪ B; x = ன் என நிறுவப்படுகிறது. 

3-8 பகுதிப் பின்னங்கள் : 

. 1 1 . . Qe +3 
இப்போது ea + a3 ஐச் சுருக்கி ட் sed என 

. 22 +3 1 டர . 
எழுதுகிறோம். மாற்றாக, பர 89 உடு தத எனப் 

22 +3 . ச : 
பிரித்து எழுதினால், அதுவே மதா எனா ஐப் பகுதிப் பின்னங் 

களாகப் பிரித்தல் எனப்படும். (Resolution or splitting into 

partia] fractions). 

இப்பகுதியில், அதற்குரிய கொள்கைகளை (118013) விரி 
வாக விளக்காமல், நடை மூறையில் ஒரு குறிப்பிட்ட அளவுக் 
கிணங்கிய பின்னத்தை எப்படிப் பகுதிப் பின்னங்களாகப் 
பிரிப்பது என்பதைப் பற்றி ஆராய்வோம். 

3.5.1 செய்முறை: 

ட்டு என்ற அளவுக் கிணங்கிய பின்னத்தைப் பகுதிப் 

பின்னமாகப் பிரிக்க வேண்டு மெனக் கொள்வோம்: 

(0 ரீஜூன் ‘um’ F(z) or “படியை: விட உயர்ந் 

திருப்பின், முதல் 7(2) ஐ 11(2) ஆல் வகுத்து ஈவு 02) என 
வும் மீதி ௩ (௨௦) எனவும் கொள்வோம். 

அப்போது ரீ) = Q(x). F(z) +R (x) 

மு _ R (2) 
; F (@) = Q (x) + F Gy 

R(x) 
இப்போது Fi) ஒரு தகு பின்னமாகும். 

ட ஐயே, பகுதிப் பின்னமாகப் பிரிக்க முடியும்.  
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(ii) ரீறான் படி”, 1 (ஐ)ன் “படி” க்குச் சமமாக விருப் 
பின் ரீ) ௨ க.1(2)4% (2) என்ற முற்றொருமை கிடைக்கும், 

₹ (2) 
F (xz) 
  

& ஓர் மாறிலியாக விருக்கும். இப்போது re ஒரு =e)   

மரின் னமாகும், 

8 (2) F(x Ty ஐயே, பகுதிப் பின்னமாகப் பிரிக்க முடியும், 

(iii) ரீுன் *படி', F(x) or ‘ படி” க்குக் குறைவாக 

விருப்பின். (2) ஏ, ஒரு தகு பின்னமாகும். 
ம் (2) 

இந்த மாதிரியாக ie ஐ ஆராய்ந்து' விட்ட்பின் oH 

என்ற ஒரு தகு. பின்னம் கிடைக்கும். இல்லையேல் சது ஏ 

ஒரு தகு பின்னமாயிருக்கும். இத்தகு.பின்னத்தைப் பகுதிப் 
பின்னங்களாகப் பிரிக்கும் முறையைப் பார்ப்போம். 

பொதுவாக 5, ite rae பின்னத்தை யெடுத்துக் கொள் 

(வோம்; fle) or ‘ui’, F (a) or Sum’? mu விடச் சிறிய 

'தெனவும் கொள்வோம். அப்போது ச் லு ) ஏ ஒரு தகு பின்ன 

.மரகும். 

(A) F(a) = (aa + 6,) (a4 + 4) ...... (௨ + bn) எனக் 
Gla reir Goumtb, 

1 2௭ான் ௩ சினைகள் ஒவ்வொன்றிற்கும் ஒரு பகுதிப் பின்ன 
மூண்டு. 

  

இப்போது, 

ie 2) = A, _Ar ப An 

F(z) ” க்கட + a “மி கை + a,e +6, F wees கட்ட, 

எனப் பிரித் தெழுதுவதே, பகுதிப் பின்னம் காணல் எனக் 

கூறப்படும். ,



58 இயற்கணிதம் 

இந்த முற்றொருமையைக் கொண்டு, கடக் ௮ கடஜஹக். 
கண்டு பிடிப்போம், இருபக்கங்களையும் 1 (௦) ஆல் பெருக் 

கினால், 

f (x) = A, (ay % + by) (a, + B,).... (a, t+ By) 

+ A, (a, % + 6,) (a,% + 6,) ..... (க, 

Lessee ர இர இ. 

அத seaiee name எனக் கிடைக்கும், 

இது முற்றொருமையாதலின் உன் எல்லா மதிப்புக்களுக் 

கும் பொருந்தும். 

b, : . : 
X= —- 4 சானக் கொண்டால், 

ர 

by b, b,, 
i(-Z) = Ar (- Gta +b.) (- a +s) 

கக் (- படூர் bn ) 

[ - 2௭ 4 8, மாத்திரம் இதில் இருக்காது | 
7 

by 
As = 7(- 4 b 

் என்பதில் ஐ 4 
F (x) ay 

(2 ஐ 5.) , 

செய்தால் கிடைக்கும். 

என ஈடு 

என ஈடுசெய்ய   நி 4 வகுத்தல் ஈவில் தான் ச 2 (rr ன் வகுத்தல் ஈவில் தான் x= a, 

வேண்டும் ) ச 

இதுஈன் 1,£, 5, ....... உ மதிப்புக்களுக்கும் பொருந்தும். 

௫) நு (ஊக) (வம8ட ப. (கஹமம்.) என விருப் 
Lear, F(x) ன் சினைகள் 

(ax+b); (aw+by? wa... (௨-46)7; (கடம்; sce ee (An e+ On)
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ஒவ்வொரு சினைக்கும் ஒரு பகுதிப் பின்னமூுண்டு, எனவே. 

  

fiz) _ A, A, A; Art 
F(c) சர்ச்! (ஜேட் (இழத * Gry torn) 

An 
4 es ஷ் இடம் எ கட்டற 

என எழுதி கப Ag, eanaee Ay காணவேவண்டும். 

(0 F (x)= (aa?+ba+c) (a,2+,) (d,x+6,) «0... (a,,2+6n) 
என இருந்து, ஈ-சமர-டரன் சினைகள் மெய்ச் சினைகளாகக். 
காண முடியாவிடத்தும் (அதாவது 6₹-4௧௦௮40 ஆகும்போது: 
ச2--ம்2-ட2 க்கு மெய்ச் சினைகள் காணமுடியாது), 8௨”£--0௨-௦ன் 
சினைகள் அளவுக் கிணங்காதபடி மூலங்கள் கொண்டதாக- 

வருமிடத்தும், (அதாவது 6£--4 ௦ ஒரு சரியான இரு படியாக 
இல்லாதபோது), 

    

S(%) _ _Ax+B A, An _ ள் 

ஸு. கிடந்த இதுட்து 7 தவறி 7" 
கொண்டு A, B, Aw Ag: erases An காண வேண்டும். 

(D) F (x) = (நு... AD) (@p4 84+ Dpei) ceeree- 

(கம். என இருந்து (ax? +bar +... மின் சினைகள்- 

மெய்ச் சினைகளாகக் காண முடியா விடத்தும் (அதாவது 

0214... 720 என்ற சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் 
யாவும் கற்பனை யெண்களாயின்), ௨ம் 4... ++ Lear 

சினைகள் அளவுக் கிணங்காத படி மூலங்கள் கொண்டதாக. 

வருமிடத்தும், 

  

  

f(x) _ Aa? 4 Bar? + பற் Apes, பது 

அந. அ ற னை ன தறை ரக அன ரான் 

mts, எனக் கொண்டு A, B, ..... K, கறட வகித் a 

வேண்டும். 

) இவ்வாறே (az?+be+tc), (ax°+ba?+er+d) ce. 

போன்ற சினைகளுக்குரிய பகுதிப் பின்னங்கள் கொள்ள 

வேண்டும். - 

குறிப்பு: ஒவ்வொரு சினைக்கும் ஒரு பகுதிப் பின்ன 

முண்டு; இருபடிச் சினையாயின் அதற்குரிய . மேலெண் ஒரு.
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படிக் கோவை, ற *படி'ச் சினையாயின் அதற்குரிய மேலெண் 
{p-1) படிக்கோவை ...... போன்ற சிறப்புக் கொள்கைகள் 

. கவனத்திலிருக்கவேண்டியவை. 

9:94. சென்ற பத்தியில் பொதுவாக) ன் பகுதிப் பின் 

-னங்கள் எந்த அமைப்பில் இருக்கும் எனக் கண்டோம். 

இப் பத்தியில், நடைமுறையில், எளிதாக, மாறிலிகளான 

&௰,.... கடி... மூதலியவற்றைக் கணக்கிடப் பொது 
வான, எளிய வழிவகைகளைக் காண்போம். 

(i) 3°3.1 & (A) அமைப்பு: 

F (a) = (4,0+-6,) (4,0+03) ...00 (@,,0+ bn) 

fa) oA A An 
F(z)” ax+b, a,e-+b, 
  

முதல்வழி: இரு பக்கங்களையும் 1 (௦) ஆல் பெருக்க, 
ரீ, (மரம... (க௮-டம்,) என்பது பெறப்படும். 

வலது கைப் புறத்தை விரித் தெழுதி அவ்விரிவில் 2”, 
ஜ் பவ உன் கெழுக்களையும், மாறிலி எண்ணையும், 

ரீல், அவ்வாறான a" 72? உன் கெழுக்களையும் 
மாறிலி எண்ணையும், முறையே ஒப்பிட்டுச் சமன் செய்ய, 
கியூ இழு பப கட என்பவற்றை இணைக்கும் ஒன்றுக் கொன்று 

"தொடர்பற்ற ௩ சமன்பாடுகள் கிடைக்கும். 

அவைகளின் தீர்வுகாண கதி. கட. கிடைக்கப் 
"பெறும். ் 

இரண்டாவது வழி: 9-8. (கூல் விளக்கப்பட்ட படி, &ன் 
[2 

1(- 4) 
FG) 
(arx+ by) 

பெறப்படும் மதிப்பாகும். 

மதிப்பு oraz - அ என்று ஈடு செய்து 
ar 

  

மு ன் ஐ), (6,௫)௫) அமைப்புக்களில் weed 
வழியைப் பயன்படுத்தலாம். ஆனால் இரண்டாவது வழியில் 
A, By © scone Ay, இழ பல க்ூடயாவும் பெறமுடியாது.
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அந்த நிலையில் 3 க்கு விரும்பிய மதிப்புக்கள் கொடுத்து, . 
வேண்டுமளவு க், ,0,...... கிடு கி பப ஐ இணைக்கும் சமன்: 

பாடுகள் பெற்று அவைகளைக் காணலாம். 

33.3 பின்வரும் எடுத்துக் காட்டுகள் இம்முறைகளை - 
மேலும் தெளிவாக விளக்கம் செய்யும், 

1-2 ‘ : . ; எ-கா. (1) ரு ௮ ஐப் பகுதிப் பின்னங்களாகப்:. 

பிரிக்க, ் 

கீழ்க் கோவையின் சினைகள் (2-1) (2-1) (6-ஐ) 
1-52 A B +4 ட்டே எனக் கொள்க... எனவே ௨-9) “2௩1 ௪-ம் தத 

இரு பக்கங்களையும் (26“-1) (6-2) ஆல் பெருக்கினால், . 
1-5%=A (z— 1) (@- 2) + B(x+1) (w— 2) + C(x+1) (x- 1). 

முதல் வழி: 

1-௯ (க) -2(-94-2)1(2&-29-0) 

இரு பக்கங்களிலும் ஓத்த படிகளின் கெழுக்களை சமன் செய்து 5; 
பார்த்தால், 

A+B+C=0 

-3A-B=-5 

2A -2B-C=1 

என்று மூன்று சமன்பாடுகள் கிடைக்கும். 

இவைகளின் தீர்வுகாண 

A=1, B=2, C=-3 

வேண்டிய பகுதிப் பின்னங்கள் 

கடம அட். 
~ eel + Ti go? 

1-5 . டட 
இதைச் சுருக்கி ரர் டடத வருகிறதா எனச் சரிபார்த்... 

துக் கொள்ளலாம்.
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. இரண்டாவது வழி : | 

om rh - ரு ட்டட - 9-1 

B கட ரத - 3-8 

C= A= exec - டு 
(21)(2-1) 3 

மற்றவை பழையபடியே, 

பவ a 2a° +4 
எஃகா. (2) கேட: 2- உடு உப் பகுதிப் பின்னங்களாகப் 

பிரிக்க. 

மேல் கோவைப் :படி', கீழ்க் கோவைப் 'படி'க்குச் சமமா 

2a-+-5 
பிருக்கிறது, எனவே முதலில் வகுத்து, ‘+ Gye 

எனக் கொள்க. 

பட சரம் 
இப்போது கட டப ஐத்தான் பகுதிப் பின்னங்க 

.ளாகப் பிரிக்க முடியும். 

கீழ்க் கோவையின் சினைகள், (2--1)5, (2-1)5,(௨-ட1), (6-1) 
;இவை ஒவ்வொன்றிற்கும் ஒரு பகுதிப் பின்னம் உண்டாதலின் 

ன் ர. B ௦ ற 
(ய் (6-0 “ கடு இடம் * மட்டு ஐ. 

எனக் கொள்க. 

இரு பக்கங்களையும் (2-1) (௨-1) ஆல் பெருக்கினால் 

அறெ5த் (6-1) (௨--1)6-1) 0௨174 6-1) (6-1) 

“முதல் வழி; 

2e4+520° (C+D) +2? (B+C+3D) + «(A-C+3D) 

. +(-A-B-C+D) 

இரு பக்கங்களிலும், ஒத்த படிகளின் கெழுக்களைச் சமன் 
செய்து பார்த்தால், 

C+D=0 யு 

B+C+3D=0 (2)
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A-C+3D=2 = (3) 

-A-B-C+D=5 (4) 
என்ற நான்கு ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள் கிடைக்கும். இவை 

களின் தீர்வாக 

A=- 3, B= -4; C=- Ai Dez 

என்பவை பெறப்படும். 

எனவே வேண்டிய விடை 

போட்... 0 7 
8(w@-1)  2(a+l? &(ஐ-1_ 8(x+1) 
  
  

இரண்டாவது வழி: 

5 த் (2-1) 5 (௨41) (6-1) 4 C(x+1) (x-1) + D(#4+1}* 

௨-1 என ஈடுசெய்ய, T=8D A D=— 

a=-letere@ Geum, 3=-2A + A=- 3 

2-0 என-ஈடு செய்ய, 8--க-ந- பற (1) 
2-9 crore@@euw, 9=A+3B+9C+27D (2) 

A, D oe மதிப்புக்களை (1), (2) ல் ஈடு செய்தால் 

B+ C=-2 இ 

B+3C= - > (4) 

என்ற இரு சமன்பாடுகள் கிடைக்கும். 

இவைகளினின்று B= - 7 எனவும் C= ~ i எனவும் 

கிடைக்கும், 

3 7 7 7 ண 
3? B=- 17 C=- 3? D=% எனக் 

மகொண்டு பகுதிப் பின்னங்களை ௪ முதலரிம், 

எனவே க்- - 

கொடுக்கப்பட்ட கோவை — 

1. நாம் கண்ட நான்கு பகுதிப் பின்னங்கள், .
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எ-கா. (8) 0) கேழ் பகுதிப் பின்னங் 

களைக் காண்க, 

(6-1) ஐ மெய்ச் சினைகளாகப் பிரிக்க முடியாது. 

a ட கடைய C 

எனவே உ டுக் அகம் ith ள் 
னக் 

கொள்க. 

இருபக்கங்களையும் (2 3241) (௪.41) ஆல் பெருக்க 

உஃ(தல-ட)(2௨ 1) ம் ௨-1), 

முதல் வழி: 
¢=e(2d+ C)+ 2 (A+ 2B4 C)+ (B+ C) 

ஒத்த படிக் கெழுக்களை ஈடு செய்ய 

2A +C=0 (1) 

A+2B+C=1 (2) 

B+ C=0 (3) 

இவ் வொருங்கமைச் சமன்பாடுகளின் தீர்வு கண்டால், 

1 2 த Ae me 
A= a B= டட C= - 5 எனப் பெறப்படும். 

222 ஓ 
வேண்டிய விடை - கட கடு - 3 Qn ET ET) 

இரண்டாவது வழி: 

a = (Av + B) (2a +1)4+ C(’® +241) 

: 1 3C awe 
e= - peter mr® Glew, ~ p= GZ “ C=-3 

c= 0 என ஈடுசெய்ய, 0-% (6 Bad 

௨-1 என எடு செய்ய, ]-9(க-1)-3 ஃ A=5 

4 

எ-கா. (9 

பிரிக்க. 

tgs திப் பின்னங்களாகப் 
Bet w+? 162
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-44 77 
we4idg +1 = ன் தீர்வுகள் டத 5 = 243 

எனவே எக்க ட 12 கேட்டபடி உட்டு 

1 டத் 
ன் 

_ B.C: D 
# (x? + 42 +1) ~ zt tat apt aps 

இரு பக்கங்களையும் ௨ (௪ + 42 +1) ஆல் பெருக்க, 

1 = Ax (x? + 42 + 1) + B(2? + 4e + :1) + Cre + 24+ V3) 

+ Da? (z + 2 ~3) 

exv(A+C+D)+2°(4A + B+2+ V3 C+2-V3 D) 
+2(A + 4B) +B 

A+C+D=0 (1) 

4A+B+4+2+V3 C42-V3 D=0 = (2) 

A+ 4B=0 — @) 

_ Bel (4) 
. A= - 4 

(1)ம் (2) ம் கொண்டால், | 

| C+D=4 (5) 

24+V8C42-V3D=15 (6) 

(5) ஐ(6) ல் ஈடு செய்ய %3 (0-)-7 

டே D= ive (7) 

ரகு 
(5) ub (7) wb கொண்டால், ே2-1 பல் 

7௩3 
D=2-——-



66 - டை இயற்கணிதம்: 

-. guGurg வேண்டிய.விடை, ... 

12+7V3 12-73 

6(a +2 ~W3) . B(a-+2+V3). ப. 
  

1 
a 

4 
Tats + 

கடைசி இரண்டு உறாப்பும்கள்றும் கூட்டினால் வரும் கூட்டுத் 

தொகை... moa, 

_ (247578) ப + (12-73) (2-+2 -73). 
  

Gat et) 

240+ 90 
- 6(x?-+ 4a +1) 

ல கறந்த. 

tf Aah 

எனவே, வேண்டிய விடை 

421, 4e415 
ல அழகர் 

ry Cc ர 4 
எனவே, —~—— + wo ne என்ற இரு பகுதிப் 

ஐ தட. 

பின்னங்களை யெடுப்பதற்குப் பதிலாக, 

1 P2+Q . 
x(a? $4a+1) ~ 243 உ 2-1 தடட] 

என எடுத்து எளிதில் odes பின்னங்கள் காணலாம். 

981 (0) ௫ல் கூறியிருப்பதைக் கவனித்து அதன் 
பயனையடையலாம்., 

எனவே, பொதுவாக (௨௨-52-4௦) க்கோ 

(ax?+-bar—ttear?+ i... 0) க்கோ. அளவுக் கிணங்கிய 
மெய்யெண்கள் கொண்ட சினைகள் காண முடியாவிட்டால் 
(அதாவது படி மூலங்கள் சினைகளில் தோன்றுமானால்) அல்லது- 
கற்பனை யெண்கள் கொண்ட சினைகள் தோன்றுமானால், 

Ac+B Aa? நாட, ப டா 
aetbete' கிமு ட... “(ச் 
 



பகுதிப் பின்னங்கள் : 67: 

என்ற பகுதிப் பிலவங்க வகான்ராவிகல் என மறுபடியும் 

வலியுறுத்தப்படுகிறது. . ்் னிட மர 

a" ட ட | ued ie 
a (etl) td) ween) BU பகுதிப் பின் 

னங்களாகப் பிரிக்க, _ 

2, = 
—— ப் ad AAV ® Berl i கடர ஸ் (2-1) எண் 

எ-கா. (By 

பதில் 2 ம. என்ற பொதுச்சினையை, அடித்து விட்டு. 2-0 என 
ஈடு செய்தால். அடைந்துக், 

  

  

டட 
OAc tram =) 

7 (-7) « Pr இ 
Ar = > (21) ...... டு ...... (2-௩) என்பதில் (ஐ-7) 

. . era ஜு = 
. 

ன்ற பொதுச் காவை அடித்து | விட்டு ணவ என ஈடு 

செய்தால் கிடைக்கும். 

Ay = ௩. 
* (5 (1-ஐ (8-ஐ...(-1-5) IA (n-r) 

| ் me 
~ (=i Tr. [nar 

  

  

1" a Te 

  

= (- 1)” ie 

~ es வேண் டிய விடை ன , . ். ட்டி a . "aby wath 

= 1 ட் (-! 1)" nr 

~ [47] € 2, சர்ச ட்ப ட 

1 A, B 
  Tn Blt, டு. ‘(b= - ait) (1- ba) => i ௧2. ம் [abe ஆனால் 

1 A AB B? 

| 20. aay be) © aap time Pte 
wT GOT Ppays. ட்ரிங் ந கத ௩4 த all வட்டில் ஏ



68: -. இயற்கணிதம் 

ol ந ர 1: ட 
(1-௧91(- ~ Tae fe in| 

tH 

B 
l-az na pe. 

_ A 4 B 
~ (b-axj® © (1~ax) (1 ~ bz) 

A A, BY 
* @- “ஷு? ஆர 
  

ர ரர. 
“ர் 1-௯ 11-85 

் ட I ட உ ப்ர - 
இதை யொட்டி (0-2 பகுதிப் பின்னங்களைக் 

காண்க, ் 

1 ட பர 2 
(i-z)(l-22) 1-௨. 1-4 

1 2 ந 2 4 

(ia) (T= aa) ~ ~ (a 1-2 1-3 

(A= -1, B=2). 

அது போல, 

1 2 2 

(I-z)(i—2”)* (1—-2ey' (1-9) 1-௧   

et-am, (7) L(x+2)?+ M(et+3)=1 orerp சமன் பாட்டிற்: 

கொப்ப 1,,18 ஐ அறிக. 

L = ரந 

M = Cett+ De+ EB crorayth Qancira. 

(Aw-+B) (a? +6x®-£12"48) + (Cxt-+Dz+ E) (284-6249) = 

. t, 3, 2, cor Glaapéacir தனித்தனியே பூச்சிய 

மாகும். மாறிலி 11! க்குச் சமமாகும். 1



பகுதிப் பின்னங்கள் 00. 

AtC=0 

6A+B+6C+D=0 

12A +6B+9C+6D+E=0 

8A -++ 12B + 9D + 6E = 0 

8B+9E=1 

இச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள், 

A=-8; B=-10; C=3; D=10; E=9 

. Les — (8¢+ 10) 

M = 327+ 10249. 

. 1 ச உட . 
இதை யொட்டி கத் 3 ன் பகுதிப் பின்னங்களைக் 

காண்க. 

_ (810) (௨-2)? - (8281-1029) (௪-8) - 1 என நாம் 
ிறுவினோம். ் 

'இருபக்கங்களையும் (2-2) (2-48)” ஆல் வகுத்தால் 

  

  

ட (௨410)  (92-102-09) _ 1 

4 te -—3(#+3)-1 3 (w+2)?-2 (#4+2)41 

இ.கை.பு. - கட + 13) 

3 ர 3 . ஓ 1 

  

~~ 43)” (+3) + 37 கே (a+2)* 

1 

~ era epap (Or Os 4) 
at 

எ-கா. (8) Gray -9) 8) 
தைப் பகுதிப் பின்னங்களாகப் பிரிக்க. 

ன் ஈவு கண்டு பின்னத் 

. "at . . . 
அதையொட்டி 2 2-5 - (ஜி 1 மதிப்புக் 

காண்க,



40 5. இயற்கண்தம் 

a! R 

(a - @) (a ~ 6) et = = x+Kt _ 2-௧) ( (ஐ- ) 2-6) 6-௦) 

எனக் கொள்க. 

இங்கு 18 ஒரு௨ சார்பற்ற எண்ணாகவும் 8, 2 ப as 

கோவையாகவும் இருக்கும். இ ப ர (2-௪) (௪-2) 
(2-௦) ஆல் பெருக்க, x =(x+K) T (x-a)+R (௩- இருபடிக் 

கோவை) இரு பக்கங்களிலும் உன் கெழுவை ஒப்பிட்டால், 

O=K-(a+b+c) எனக் கிடைக்கும். 

K=a+6+¢ 

4 

் setatbte +o - +. அடம் 
(2-௦) (ஐ-5) (2-௦) ௪ 

எனக் கொள்வோம். 

இரு பக்கங்களையும் (2-௪) ஆல் பெருக்கினால்: 

ர ௮ -சர்சாச்1௮ (2-௪) 4 At (2- oles + sl 

எனக் கிடைக்கும். ஐ ஈ என ஈடு செய்தால் 

a* 

௫௮ * 
ueun@p B= ~—— ; c- 

இவ்வாறே ~ (6-a) (b-c)’ ~ 6-௧) (2-5) 

. at _ 7 as 1 

+ Gra) wea TO Ot HGR ௫-௮) 
bt 1 

*6-5-த ' -% 

ct 1 

+ Ta) (e-8) * (ee 

இப்போது ௨: ௨-௨ என ஈடு Beery 
a* 

௨-5 (௩ 2) கடவ 
எ்ன்ற மதிப்பு Girne



ப்குதிப்-பின்னங்கள் oF 

உட. பயிற்சி 8 

பின்வருவனவற்றைப் பகுதிப் பின்னங்களாகப் பிரிக்கவும். 

உ உட. ஆட 
1) (2) ட ் (@-1)@-2) 

உட 3 a ப 4 1 
3. எ-ம் 7 4 (2+) (x-+-b) 

ந பம் உ. ட் ர. ப ப 
“" (w@-a) (2-6) ் (1) (ே-1). 

ர 1 உ 2-9) 1-8) etl) 
இழு © I Ge~ 1)? 

9 5a+3 10 xv’ - 19% -15 
* (ebay இமா இடப் 

. ot x 

ite (x? +a?) (2* +5) (2*+0?) 12. +27 

15 1 14 3x? +62 —2 

* (a? +2042) (6*- 01) " (w® 42) (a? +4a+8) 

15. 1 

16, & (2-1 - B(#+1) el என்ற கட்டுப்பாட்டில் க, ந 

காண்க. 

17. கை) B (22741) ு 1 என்ற கட்டுப்பாட்டில் 

இ காண்க. . 

y — 5y+1 . 
உ ௨.௨3 2. என்ற கோவையை 

18. மடு முல இழு ௨4௧ 
A B Cc 
    

ari * ரு ௮ * டு ௫4௮ ௫4௮) 
என்ற அமைப்பில் கொண்டால் &,%, ே கணக்கிடுக. 

19. எ-கா. (6)ல் பெறப்பட்ட முடிவைப் பொதுப்படுத்தி 

ந் __A 4 AB 4 AB? 

(ax-£b)" (ca+d) (கேர) (இர * (ax+by"4 
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இயற்கணிதம் 

தா நு 
+ (ax+6) + cx+d 

என நிறுவுக. . : ; க் 

f (2) வ ர nt 5 
20. (e=a,) le a,) woe (Ba) ஐ பகுதிப் பின்னங்களாகப் 

பிரித்து இலகிராஞ்சியின் இடைச் செருகல் வாய்பாடான 
(Lagrange’s Interpolation formula) 

f (2) 
or 3 
1 (2-௧. 
r=) 

  
| f(a) 1 
lama (க)... (௨-8) , =a 8 

நிறுவுக: அதையொட்டி 

an 
1 - 

ai ie கை பட 
2 (௯-8) (௦-9) ....- (dy - Gn) என நிறுவுக



4, சமனின்மை. 

(Inequalities) 

41 பொது இயல்புகள்: இயற் கணிதத்தில் பல்வேறு 
இடங்களில் சமனின்மை பற்றிய இயல்புகள் பயன்படுகின் 

றன. புகுமுக வகுப்பிலேயே * விகிதம்” என்ற தலைப்பிலும் 
*இருபடிச் சார்புகள்" என்ற தலைப்பிலும், சமனின்மை 
பற்றிய சில இயல்புகளைப் பார்த்திருப்பீர்கள். இப்பகுதியில் 
நாம் காண இருக்கும் இயல்புகள், *எல்லைகள் £ (limits) 
“கந்தழித் தொடர்கள்” ([01ி0115 82188) என்ற பகுதிகளில் 

நாம் காண இருக்கும் பல உண்மைகளுக்குப். பெரிதும் 
தொடர்புடையன. சமனின்மை பற்றிய பல கோட்பாடுகளின் 
அடிப்படையிலேதான் :கந்தழித் தொடர்கள் * பற்றி நாம் 

பின்னர் அறியவிருக்கிறோம். 

இப்பகுதியில், இயற்கணித மெய்யிராசிகள் (7881 ௨1௪81௦ 

0801111௦86) மட்டுமே நம் கவனத்திற்குரியதாகும். கற்பனை 
எண்களும், கலப்பெண்களும் இப்பகுதியில் இடம் பெரு. 
கண்டிப்பாகப் பார்க்குமிடத்து கூட்டு மெய்யிராசிகள் பற் 
றியே சமனின்மை பற்றிய பண்புகள் ஆராயப்படுவது மரபு. 
ஆனால் சற்று விதி விலக்காக, குறை மெய்யிராசிகளோடு அப் 
பண்புகளையும் ஆராயலாம். 

ஆகவே இப்பகுதியில் வேறொன்றும் கூறப்படா விடத்து, 
எல்லாக் குறியீடுகளும் (இயற் கணிதக் குறியீடுகளும்) கூட்டு 

அமய்யிராசிகளையே (எண்களும் கூட) குறிக்கும்.. அதாவது, 
இராசி, எண் எனக் கூறு மிடமெல்லாம் அது, கூட்டு மெய் 

யிராசியையோ, கூட்டு மெய்யெண்ணையோ மட்டும் தான் 

குறிக்கும். விலக்குகள் கூறப்படு மிடத்தே, உரிய விலக்கு 

கள் சிறப்பாகக் குறிப்பிடப்படும். ்



74 இயற்கணிதம். 

42 ௨20; 48; வரையறை: 

(௪௨-)ன் மதிப்பு ஒரு கூட்டெண்ணாயின் ஐ விட a: 
பெரிது எனக் கூறுகிறோம்; அதை ஈ5$௦ என்ற குறியீடு: 

கொண்டு தெரிவிப்போம். 

(8-8 ன் மதிப்பு ஒரு குறை யெண்ணாயின் 6 ஐ afc a: 
சிறிது எனக் கூறுகிறோம்; அதை ௨ 4௦ என்ற குறியீடு: 

கொண்டு தெரிவிப்போம். 

குறிப்பு: இவ்வரையறை கொண்டே, குறை மெய்யெண்- 
களின் சண மையும் எகன்ளப்பறும். எடுத்துக் காட்டாக. 

_ தடு 
=3> - 5, 

43 'சமனின்மை பற்றிய . எளிய தேற்றங்கள் : ் 

(1) இரு, பக்கங்களுடனும் ஓரே .: கூட்டு எண்ணைக் wn. Gar 
தாலோ, இரு . பக்கங்களினின்றும் . ஓரே கூட்டு எண்ணைக் 
கழிப்பதாலோ, சமனின்மைக் குறியீடு மாறுது, சமனின்மைத் 

தன்மையும் மாருது.. ர. 

2௦ என்றோ ௨406 என்றோ கொடுக்கப்பட்டால், முறையே: 
atx>btx என்பதும் சரி என்பதும் பொருத்தமாகும். 

தெ: 824 எனக் கொடுக்கப்பட்டால் (a—b) or மதிப்பு 
ஒரு கூட்டெண் என்பது வரையறை; 

இப்போது (at2x)- (b+ x)=(a-b). 

ர அகூட்டெண் 

எனவே atx>bix. 

- அவ்வாறே a<b எனக் கொடுக்கப்பட்டால், (a- இன் 

மதிப்பு குறையெண் என்பது வரையறை. 

, எனவே (க - ௫-9 - (௧-5) - குறையெண். 

senor akx <btx. . 

ன் Gi) ae 25 ஆனால். | 

<b? 8 என்பது வெள்ளிடை.



75: ச்மனின் மை: 

(iii) பின் வருவனவற்றை எளிதில். நிறுவலாம். (m, ௩. 
கூட்டு முழு எண்கள் அல்லது கூட்டு பின்னங்கள்) (பயிற்சி: 
யாகக் கொள்க), 

் > 4, 

ae ஆனால் 

> டக. 
(1) 7948 mb; : (ii) nm <m’ 

1 1 vm 
(iii) a> FF _fivy a = 

8 ் 8 
5 > ச்ம் (v) a? < b 

(iv) ‘ 2 ஆனால், ad 2 52 என்பது பொருந்தும். 

இதன் மறுதலையும் உண்மையாம். 

(00 ௧2 a, > Oy வட ஆனால், சட என்பது; 

. பொருத்தம், 

(vi) @,>6,; சட? வழி ஆனால் 

40, ஜே; டமி என்பது பொருத்தம். 
க 

a . @&@. atx 4 
4°3.1 த 21 ஆனால், 2 கட 21 என கிறுவலாம். 

தெ: 51 என்பது கொடுக்கப் பட்டிருப்பதால், a> b> 

ஆகும்; அதாவது (௪-2) ன் மதிப்பு கூட்டெண். 

கட ab-+-ax~ ab-bx . a 

6” btx Bots) 

x(a-b) 
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atx 
எனவே. ளு > ax 

மேலும் ate l= et 

_a-6 
b+a 

கூட்டெண் மதிப்பு, 

என நிறுவப்பட்டது. 

ர் 

ate 
cron ou So Bye ஒர, 

கிளைத் தேற்றங்கள் ₹ 

(நிறுவன் முறை முன் கூறப்பட்டபடி) 

(i) 21 ஆனால், — p> pol. (x<b) a 

(i) $< 1 see, | <p < 1 

கோ 

(iii) ணை! BOO, p< நகம் (<a) 

எ-கா. (1) ௭ன் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் I+a%>a"—! 

என நிறுவுக, (௩ ஒரு கூட்டு முழு எண்) 

ஐ ஆனால், ஜி ஜா! 

எனவேவ 1--ஐ”2 த”! 

௪ஃ1 ஆனால் 12” 

எனவே 1 ஜூ தரூ-* 

4,812. எ-கா, (2) 

1.3.5......(22—1) 1 

தடட க. “கடம் அ நிறுவக. 

x 2-1 
2௩1 “5 எத 22 11 என்பது. தெளிஷ



சமனின்மை . ர்க 

மூறையே 2-7], 2, 5, 7..... எனக் கொண்டால், 

அ
 

வ
 

ஒ
வ
 

ஜ் 
A 

[
ஐ
 

cf
m 

ea
l no

 
A 

Qn-1 Qn 

In ~ Inti 

இருபக்கங்களையும் பெருக்கிப் பார்த்தால், 

1.8.5......('க-1) . 94.6......8 
a nC 

2) Sg 17.37.52... (20 — LD (2+ 1) < 22468 vevee(2Qn)® 

12,32.5%,.....(2n-1)? 1 
எ. (௧) ~ Intl 

1.3.5......(n — 1) < 1 

2.4.6......20 கட] 
  

எ-கா. (8) (௪8-67-12) (1/8) 5 (alt+bm-+cn)* creer 

நிறுவுக. 

(a?+b? +c?) (24+m'+n') — (al-+bm-+ en) 

: = (bn- cm)*?+(cl - an)?+ (am — b1)* | 

என்பது எளிதில் காணலாம். 

வலது கைப்புறக் கோவை எப்போதும் கூட்டு எண் 
மதிப்புப் பெறும்; ஏனெனில் ஒவ்வொன்றும் ஒரு சரியான 
இருபடி. எனவே வேண்டியது நிறுவப்பட்டது.
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பயிற்சி 450). :-- எவவ 
பின் வருவன வற்றை நிறுவுக : : “ 

1 a +0 > ad + ab’. ட 

2. a +b" > ab + ab"! (n> 1): 
3. at@ta-™>a®*+a™ (m>n). 

4, a +55 +c) > Babe, கர 

8-௧ a + a? 

6. ((௩)2 (m > 2), 
7, qvta+t ppta ¢ aPb2+ ave, 

8, 2, Y, Sve . ஏதேனும் ௩ மெய்யெண் இராசிகள்; ற, ர 
“இரண்டும் ஒரே குறியீடுடைய இரு மெய்யெண்கள் 

அப்போது ௩௬% வார்டு ஐ yee என 'இறுவுக. 

1.3 ...... (௭ ப _ படு 
இ பு. இடர் 

  ச
 (கல்லு. வ 

என, ரர   

Arh தேற்றம் 1: 

இரு எண்களின் கூட்டுத்தொகை கொடுக்கப் பட்டிருக் 
தால், அவ் வெண்கள் சமமாயிருக்கும் போதுதான், அவை 

களின் பெருக்குத், தொகை மீப்பெரு மதிப்பாகும். 

கொடுக்கப்பட்ட கூட்டுத் தொகை சே ஆனால், அவ்விரு 
எண்களையும் 2-௦, ௨-௨ எனக் கொள்ளலாம், அப்போது 

அவைகளின் பெருக்குத் தொகை ் 

(54) (௧-2) 2 

் இதன் மதிப்பு எப்போதும் உன் மதிப்புக்குக் spencer Toe 

கும், 2-0 ஆகும் போது, இதன் மீப் பெருமதிப்பு ஈ£ எனப் 
'பெறப்படும் ; அதாவது இரு எண்களும் ds 8.என்ற சம மதிப் 

புக்கள் பெறும். போது தான்: உட . Doe 
as 

45 Gsppb2: — ete 

கூட்டு முழு எண் ௩ 2 2 ஆனால், 

% தநத 

(24) > ( aT) 
   



sneer emis. . ப 
அருறுப்புத் தேற்றப்படி, . 

f(y. B.\n உட க-1) pt 
(42) =lin. ta: Oe 

  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

n(n 1) ௩-2) ந 
. 5. லர் ககட்ட 

(௩-1)... (n-r-+1) pt” 
[r a 

௩-1) (-ஐ...... ப 
+ . i” nr 

0-4) (04 n 70 n 
=1+p+ | 2 pt 30 ஐ... க 

1௩7. உ ௪௨] 
(-4)(- =) eames: (ட ) 

n % n 
+ [or ro இஃ 

(--)(:- ப்ப (5) n ர 
+ ] p” (A) 

அவ்வாறே ் 

ற ப ணி 1 l 

(+554) -1+p+( - x7) . 

/ TT Been 

1 2 ௪௨1 (2) (- 5-1) vases (1-55) 
+ [7 ட்ப 

1 2 \ n-2 

(1-5-7) (1- waa) + (2-1) 
+ ard ணை 

இப்போது, 

1. இ 

1-1 077
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2 2° 

1-7 > l- art 

r ச் 

I-= >1- ௩-1 

  

3
 rt (1 ) >on (1 Bes ன் . 

y=] 7: pel * ” ர் 

3 

jr ot 
ஆகவே, (க) (6),ன் வலப்பக்கங்களை ஒப்பிட்டுப் பார்க்க, 
(க) லுன்ன 8, 4, 6... வது உறுப்புக்கள், முறையே ந) 

லுள்ள 3,4, 5, ...... ௩வது உறுப்புக்களை விடப் பெரியதாயிருக் 
கின்றன; மேலும், இரண்டிலும் முதல் இரு உறுப்புக்கள் 
சமம்; மேலும், (4) ல் (௩--1) வது உறுப்பு ஒன்று அதிகமாக 
உள்ளது. । ் 

  

. n not ‘ 
எனவே, (14 I > (1+ டம் I ) என நிறுவப்படுகிறது. 

கிளைத்தேற்றம் : 
1 4 1\” > (1 1 ரர் 

(ஜி > டு 
ட 46 கூட்டிடை, பெருக்கிடை, இசையிடை : 

பொது வரையறை : 

பெருக்கிடை (0.14.) - 72.82... (கூட்டெண் மதிப்பு) 

இசையிடை (183) “௨-1
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4.71 தேற்றம் 3: 

7 வெவ்வேறு கூட்டு மெய்யெண்களின் கூட்டிடை மதிப்பு 
அவ்வெண்களின் மீப்பெரு மதிப்புக்கும். மீச்சிறு மதிப்புக்கும் 

இடைப்பட்டது. 

உட்டு over. te, 
சழக... >ayn Bend a, > A 2 Oy CTON 

நாம் நிறுவ வேண்டும். 

  

  

தெ: 
௪-௩... +a, ரச (கக... கபி 

‘ n ட ட ந 

(2, ~ a.) + (4, = a,)+ கக்கல் +(a, ~ CS) 

n 

> 0 (ஏனெனில் a, எல்லாவற்றை 
யும் விடப் பெரியது) 

  எனவே ஈ,2 3௪ 

மேலும் “டட “11 நல்கிட ற? கூ கப்ப படப்பட சவ் 

_ (@, — @y)+ (Gy — Gn) ove ae + (Gn — Gn) 
  

n . 

20 (ஏனெனில் ௨, எல்லாவற்றிலும் சிறியது) 

  

குறிப்பு: & >a, >4,> we Son BOM இது 
பொருந்தும். 

பிரக 8, 
47.2. தேற்றம் 4: கூ Zaher see Oe என்ற கட்டுப் 

at acneee டேட்டா டோ veveee a 
பாட்டுக் கொப்ப are வ eu. 2 1 ~ Ten 

A, +g tenes +a 

அப்போது DS a,=nA. 

சட... ர OntEnti _ கடா வ 2 

ntl. n
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கதம்ப _ A 

n+l ் 

டு A 

ntl 

> ம A “he ச 
20 (Gn4: A என்ற கட்டுப் பாட்டுக்கொப்ப) 

கஃ:7.3 தேற்றம் 5: 

x 21 என்ற கட்டுப்பாட்டுக் கொப்ப, 

142-..... ஜு 1-1... tant 

n+l < 46 

ப இலக 1-2... 1424... tat 
or n+l n 

ஈணி- (1-2... னி) 
“nan (n+l) 

(a = 1) +(e" — a) +(2" - B+ ee +(x" — a) 
று ௩ (௩-1) 

20- (ஒவ்வொரு அடைப்பிணைக்குள் உள்ளது 

Pas 4 ‘ ‘ 
3 21 க்கு ஒப்ப, கூட்டு அல்லது குறை 

மதிப்புடையது.) 

47.4 முக்கியமான தேற்றம் 6: 

௩ வெவ்வேறு கூட்டு எண்களின் கூட்டிடை, அவைகளின் 

பெருக்கிடையை விடப் பெரிது. 

அதாவது ஈ,,ரஃஃ 

இராசிகள். 

௩௩ என்பவை வேறுபட்ட கூட்டு 

என்பது தேற்றமாம்,
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தெ: (பொதுத் தன்மை மாறாமல்), க, 2 க... > Oy 

எனக் கொள்வோம். 

ச, 4 eee உ) என்பது வெள்ளிடை, 

எனவே, . 

கூர் reesee +a, Sn 

On 

இப்போது, கட்டட we 1 On உடற எனக் கொள்வோம். 

ற ஒரு கூட்டு மதிப்புடையதாகும். 

கூறப் ௫ பவட சக்க +a, 1 

nr 

ஆனால் 4.5-ல் கண்ட தேற்றம் 2-ன் படி 

பரி உடு. 
அதாவது, 

(15) s (nes “ye 

9% n-1 

எனவே, ் 

கோரக்... ய்ய 1 உ... ர பே, சம 

( NOn ) (n- 1) ர, 

.இருபக்கங்களையும் (ஐ,)” ஆல் பெருக்க, ் 

(270 G8 wo all > thy Se 

1-1 

ரகா எலல 4, n-2 

n-~2 ) > An dn—1 (Stee 

(பொதுப்படுத்தினால்) 
vee pee ௬௪௮. one
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a,+a,\? 
D> Ap ign வ வவட (7) 

ஒரே ப வே 

i 

ப கரக படக் ட மக வவகயு் என நிறுவப்படு! 

கிறது. 

கிளைத் தேற்றம் : 

சட டே ஆனால், கூட்டிடை- பெருக்கிடை. 

எனவே, பொதுவாக, 

கூட்டிடை 4 பெருக்கிடை. 

் அல்லது கூட்டிடை 2 பெருக்கிடை. 

குறிப்பு: இத் தேற்றத்தைத் தொடர்முறைத் தெரிப்பு 

முறையிலும் நிறுவலாம். அம்முறை இங்குக் கொடுக்கப் 

பட்டிருக்கிறது. 

47.41 மாற்றுத் தெரிப்பு (தொடர்முறைத் தெரிப்பு). 

தெ: இரண்டு வெவ்வேறு எண்களுக்குக் கூட்டிடை. 

 பெருக்கிடை என நாம் அறிவோம். 

a+b / ab . ‘ ச 

அதாவது--- 2 ஸ் என்பது புகுமுக. வகுப்பிலே நாம் 

அறிவோம். 

இதன் தெரிப்பு எளிது : 

(Va-by > 0 

a+b-2/ab > 0 

at? 5 ௩ எனப் பெறப்படும், 

இட்போது, 

௩ கூட்டு எண்களுக்கு இத்தேற்றம். உண்மையெனக். 
  

  

கொள்வோம். அதாவது, 

எனக் கொள்வோம்.
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அதை ஏற்றுக் கொண்டு, இத்தேற்றம் In எண்களுக்கு — 

உண்மையென நிறுவுவோம். ் 

ஏஏற்றுக்கொண்டபடி, 
  

    

  

  

n 

—t=A'> படட, பேடி G 
n \/ NHI ne 2% 

என்ற இரண்டு சமனின்மைகளும் பொருந்தும். இங்கு 

எண்களை எடுப்பதில் க த என்பதற்கு ஏற்பாடு செய்து 

(கொள்ளலாம். இரு எண்களுக்கு, கூட்டிடை > பெருக்கிடை 

மயன் பதையொட்டி, 

  

  

  

1 

ATA’ > VAR 

அதாவது, 

கோட்... ay + Anti t@nty terse +4on 

n n பட 

2 

0 Vx $ 
> (Vv Dy» By டே கேட நேட Gn) 

QM "உட்ப பப் 

ணுதாவது > AMA, Ay severe don 

  

  

  

என நிறுவப்படுகிறது. 

எனவே தேற்றம் ௩ எண்களுக்கு உண்மையானால், 2% 

எண்களுக்கும் உண்மையாகும். 

ஆனால் தேற்றம் இரண்டு எண்களுக்கு உண்மையென 

தாம் அறிவோம்; ஆகவே, அது 4 எண்களுக்கும் பொருந்தும்; 

ஆகவே, அது 8 எண்களுக்கும் பொருந்தும் என்று தொடர்ச்சி 

யாக 2 எண்களுக்குப் பொருந்துமென நிறுவப்படுகிறது. 

ஆனால் % எப்போதும் 2” க்குச் சமமாயிருக்காது. எனவே, % 

எப்படிப்பட்ட எண்ணாயினும்,
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%-டற-2 என்ற அமைப்பில் வருமாறு ஐ எண்கள் ஆ, க, க 

. ௨. செர்ப்போம். ் 

உக்க... கக்கும்... A 

n+p 

———_—__— 
A> Va, , மே வ 

என எல்லா ௩ மதிப்புக்களுக்கும், தேற்றம் உண்மையாகிறது... 

4:75 முன் நிறுவப்பட்ட தேற்றத்தின் பொது அமைப்பு : 

தேற்றம் 7: a, dy, ..... ௨ என்பவை % மெய்யெண்கள் 2 
9080, 990) பப 93%, என்பவை % அளவுக்கிணங்கிய எண்களானால், 

  

. (ரக 3 ஐ ceeaee 4 06, 
My + Me + reeves +m, 

Mm, Ms My 
> a, Qs, ertoee ay 

தெ: ௬, Mo, veeres டட என்பவை அளவுக் கிணங்கிய, 

எண்களாதலின் (- 7 என்ற அமைப்பு ) அவைவகளின் 

(பின்னக்) கீழெண்களின் (0௯௦1021072) அதமப் பொது: 
மடங்கு (1.0.1) 1॥ எனக் கொள்வோம். அப்போது, 
89%, 1) பப ௩, யாவும் கூட்டு மழு எண்களாகும்.
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Big ப வலை என 1, எண்களும் 

yy, ல வவ என 481, எண்களும். 

குஷ்ட பப என 1௬, எண்களும் கொண்டு, 

இந்த 1 (m, +m +%.... +My) எண்களுக்குக் கூட்டிடை 2 
பெருக்கிடை என்ற தேற்றத்தைப் பயன் படுத்தினால், 

[டம + bitty dy + sevens + lity, &y 

\ tin, + ding ப டாட ரத ) 

ல ( lm, Im, 
கடட ஆ 

என்ற முடிவு கிடைக்கும், 

௪௪௪௪௪௪. 

இதைச் சுருக்கி யெழுதினால், 

  

1 

€ அப் > my My My கடட ரஷி வளி 
=m, GQ, «By வெ ay 

அல்லது 

(2 sn th, My +My vende Tb My . ட + ( ஈடு 

zm, — \a, 

என்ற முடிவு பெறப்படும், 

47.6 கூட்டிடை 5 பெருக்கிடை என்ற தேற்றத்தை 

யொட்டி. இரண்டு முக்கிய கிளைத் தேற்றங்கள் உள்ளன. 

அவைகள் பெரிதும் பயன்படும். 

47.6.1 கிளைத் தேற்றம்: 

௩ கூட்டெண்களின் கூட்டுத் தொகை குறிப்பிட்ட ஒரு 
மாறிலியாயின், அவைகளின் மீப்பெரு பெருக்குத் தொகை, 
அவ்வெண்கள் சமமாயின் கிடைக்கும். 

தெ: கடட உ டே 8 (மாறிலி) எனக் கொடுக்கப் 

பட்டிருக்கிறது. இக்கட்டுப்பாட்டுக் குட்பட்டு ௨,, ௬, ..... ஷே 

மாறுகின்றன (ஆனால் எவையும் குறையெண்களாவதில்லை).
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அப்போது 

8 . ் 
Gy = Oy = were = Oy = ர. என்ற மதிப்பை யொட்டிய 

பெருக்குத் தொகை 

nr 

பேட டே பட்டோ a) என் பதே, 

By X Gy X vveeee XO, என்பதன் மீப் பெரு மதிப் 
பாகும் என நிறுவ வேண்டும். 

8 . . 
- -- எனக் கொள்க. 

n 

ஆனால் த 4 (உட... 2” என்பது தெரியும். 

(ட. டூ a,) > A® 

ஆகவே ௩... ௩ி.....ஜேன் மீப் பெரு மதிப்பு நு இர 

4:7.6.2 கிளைத் தேற்றம் : 

nN கூட்டெண்களின் பெருக்குத் தொகை குறிப்பிட்ட ஓரு 
மாறிலியாயின், அவைகளின் மீச்சிறு கூட்டுத் தொகை, அவ் 
வெண்கள் சமமாயின் கிடைக்கும். 

தெ: a, . A wn. a, =P என்ற மாறிலி எனக் கொள் 
வோம். இக் கட்டுப்பாட்டுக் குட்பட்டு ௨, ஜே ப ௨ மாறு 
கின்றன. (ஆனால் எவையும் குறையெண்களாவதில்லை), 

அப்போது, 

1 

a =4,=(P)” என்ற மதிப்பை யொட்டிய 
கூட்டுத் தொகை 

ட 

கடி ப. +a, =n(P)” ereruGs 

BHO, ட என்பதன் மீச்சிறு மதிப்பாகும் 
என நிறுவ வேண்டும். 

Bh, + dg + eee +4 ll ௪ க எனக் கொள்வோம்.
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மூன் பத்தியில் கூறியபடி, 

இல் (ட. வ Bn) 

nA ம ஐ) 

அதாவது ஈடன் மீச்சிறு மதிப்பு ௩ ௫07 என நிறுவப்படு 
கிறது. . 

alt 
n அதாவது ஈ,-டி-..... 1 ஈடன் மீச்சிறு மதிப்பு (1). 

476.3 எகா. (1) 8-ம் 1023) 8800 என நிறுவுக. 

கூட்டிடை 2 பெருக்கிடை யென்பதை யொட்டி 

    
ம கெ > VERE 

> abe. 

a’ +b'+0¢'> 3abe. 

எ-கா. (2) (n4+1)" > 2” (1%) என நிறுவுக. 

I, 2:3, அட n என்ற முதல் ௩ இயற்கை யெண்களை 

இயடுத்துக் கொள்வோம். 

n 
அப்போது 

௩ (௩1) ன் உ 208)   

எனவே இருபக்கங்களையும் ௩ படிக்கு உயர்த்திச் சுருக்கி, 

(n+1)" > ஊ (1௩ ) என நிறுவப்படுகிறது. 

எ-கா. (8) ஈ-49--2-1 ஆனால், 

(l-a) (1-6) (1-c) | 1 
8 < 37 

சன நிறுவுக,
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கூட்டிடை. 5 பெருக்கிடையாதலின் 

(1- விட்ட பட்டப் உ 4-௪ 1-5) 1-9) 

a (3) > (1a) (1-5) 1-9 

1 _ (1-a) (1-0) 1-0) 
a7 7 8 

அதாவது poops < என நிறுவப்படுகிறது... 

b 
எ-கா. (4) (2454) (4+ at) 49 

மேலும் 

b 

gts 3 ற 
—<— Ss இனி wee ன 

3 “ye 

இரண்டு பக்கங்களையும் பெருக்கினால் 

இட புரிக டம : (F+$+E)(F+ 744) >9 
எனப் பெறப்படும். 

எ-கா, (5) wty+t2= உ (மாறிலி) ஆனால் x” y” 2? cir 
மீப்பெரு மதிப்பை யறிக. (௬, 1, 2 கூட்டுமுழு எண்களெனக். 
கொள்க,) 

ற x 
mone நட ககக 11 முறைகளும் 

9 3 
wont pean ு முறைகளும்
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2 மூறைகளும் கொண்டால்,. 

“
I
f
 3 நை 

இவைகளின் கூட்டுத் தொகையான ௨-9 --2- 2 என்ற. 

மாறிலியாம், 

4.76.1 படி, இவைகளின் பெருக்குத் தொகையான , 

(2)" (4) (2)" ன் மீப்பெருமதிப்பு 

77% n 
ட் 1 என்ற கட்டுப்பாட்டில் அமையும்.. 

டார: 8 தகும் 
nm nh Pp mMm+n+p mtn p = 

ட _ mec ட nce 

எனவை 57 ment § ~ ment p’ 

int என்ற மதிப்புக்களுக்கு 

துரு ஊன் மீப் பெருமதிப்பு பெறப்படும். 

  

ஜிரா ஜன் மீப்பெருமதிப்பு 

me mh ne ” ( pe )’ 

இ கார்] (ககர) mnt p 
emtnta m™ 4” . p? 

“ Gata ay 
இம் முடிவு m, n, ஐ என்பவை அளவுக் கிணங்கிய கூட். 

டெண்களாயினும் ஏற்புடைத்தாம். தெரிப்பு முறை 4.7.5 ஐ: 

ஒட்டியதாகும். 

4.8 தேற்றம் 8: 

m>r > 60. ஆனால், 

் 17%. v v Tr 

OP Ob ere FAY A a tee +a" 

IV
 

\ n
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ச் 
தெரிப்பில் 2 ஐ உர டர... ௨ எனக் குறியீடு 

p=1 

செய்யப்படும். 

ரந Sa" Sa’ Sa? 
> x       என நிறுவ 

n n 

2 
naan -s a” x 2௨720 என நிறுவினால் போதுமானது. 

17% r mr 
n Say - Ba, . Ba, 

=n3ay-sa"- 3 (aa பண் a, | 
P¥Y 

[அடைப்புக்குள் இருக்கின்ற உறுப்புக்களின் எண் 
ணிக்கை ,,6,] 

Mn m r mT m—T 7 
= -a a 

= (an+ a, » %q a a, | 
PY 

7 7 m—T MT 
= 3 (4, -%) (a3 - a, ) 

௨0 [ஏனெனில் 2 ௯. ஆனால் அடைப்புகளுக்குள்ளி 

. ருக்கும் இரு தொகைகளும் முறையே கூட்டு அல்லது குறை 
யாகவிருக்கும். எனவே அவைகளின் பெருக்குத் தொகை 
கூட்டு. மதிப்புடையதாகும் ]. 

மேலே நிறுவப்பட்ட சமனின்மைத் தேற்றம் * வலிமை » 

.யூுடையதெனக் கூறலாம் (powerful inequality). 

கிளைத்தேற்றமாக, 

nn n n 

abt? 2 யீ. 5 af 
ர] r=] ௪] 

ட > x 
n ர 

-எனக் கொள்ளலாம். (2, ர இரண்டும் 5 0) 
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99: 

மேலும், விரிவுபடுத்திய தேற்றமாக, 
n n n nN 
3 ab tatm 3 ae . > al s ™ 

r=1 ral 7 
—_—_— > 

  

  

  

எனவும் Glamerarcomib. (P, 9,7 eperpb > 0) 

bite cttat at+tb* 

  

4°8,1 எ-கா. (1) bre T Ya a+b > 3 abe என் 

நிறுவுக. 

bites b+c7\ /b+e 

“a = (") (2) 
b'+c! > +c 

b+e — 2 

4 க் 3 

அவ்வாறே உட்டு உட்   

க்க 2 

கட்டம். எச் 

கட்த - 2 
  

மூன்றையும் கூட்ட, 

bt+ct  ct+a* 4 a*+b* 

b+e c+a a+b 
    

> @+h+c3 

ட உட்ச 0” (லு 
> 3 abe. 

எ-கா. (2) O+oicé+d ¢ abed (at+bte+d) car 

நிறுவுக. 

ab+b+c8+d5 ஜ் at+bitettd  a+btetd 
  

  

  

4 த 4 
4 க் 4 ம் 

. @+btere ¢ ete me ro  (a+b-+e4+d) 

t Vatbic'd . (at+b+c4+d) 

_ t abed (a+b-+c+d).
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-4:9 தேற்றம் 9: 

௨1 என்ற கட்டுப்பாட்டில் ௩ ஒரு கூட்டு முழு எண்ணா 

giti_} நூ] 

nol n 
  

  109) L115) 667 

(1) ௨2 1 ஆனால், 

14... .. bam Lamport eee tyr! 
> aa 

n+ n 
  

என 47.3 ல் நிறுவப்பட்டது (தேற்றம் 5). 

லர் 1 a1 
அதாவது Ty (wl) (2-1 

(2-1) ஒரு கூட்டெண்ணாதலால், இரு பக்கங்களுக்கும் 

பொதுவாக உள்ள (௪-1) என்ற சினையை நீக்கினால், சம 

.னின்மை மாறுபடாது. 

grt} gr} 

m+) * 3 
  

  

(ii) ௨.4 1 ஆனால் 

1422-1 லல ப, ப ப லா 
—< 

n+J N 

என &7.3ல் மேலும் நிறுவப்பட்டது. 

  

வ 1. ஜாம 4 1 ஜு 

அதாவது ட கூடு - 1-௩ 

(1-ஐ) ஒரு கூட்டெண்ணாதலின், முன் கூறிய விதிப் 
1 ஜுர 1. ஜா 

n+l 

இரு பக்கங்களின் குறிகளை மாற்றினால், சமனின்மைக் 
குறி 2 என்பது ? ஆசு மாறும், எனவே, 

gti 1] ar 1 

n+1 a n 

படியே   எனப் பெறப்படுகிறது, 

ஜீரா]. ஜா. 

a+1 > h- 

  

> க 
எனவே <i ஆனால், அதாவது ௨௪1 ஆனால் 

என்பது பொதுவாகவே பெறப்படுகிறது.
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கிளைத் தேற்றம் : 

ற, ஏ கூட்டு முழு எண்களாய் ௨24 1 ஆனால் ற க்கு ஒப்ப, 

வி-15 நா] 

ற“ ஏ! 
  

  

ஏனெனில் ற 5 ர ஆனால் 

ஊ_1 21. ஐ] 
ஜ் > gal swans 7 

  

  

49.1 தேற்றம் 10: 

% ஒரு அளவுக்கிணங்கிய எண்; ௨௪17 ௩2 1 க்கு ஒப்ப, 

em 1 2௯ (2-1) 

Qa: m= ன என்ற அமைப்பில் ஒரு அளவுக்கிணங் 

கிய எண், ற, ர கூட்டு முழு எண்கள். 

த. >. ; 
&0 ல் கிளைத் தேற்றத்தில் கண்டபடி, ற -ரக்கு Quy, 

0-1 5 9-1 

ற ௬ றீ 

  

  

1 

_ இங்கு 8-௨ அதாவது, 7-2 எனக் கொள்வோம். 

அப்போது ர 3க்கு ஒப்ப 

  

அதாவது ௨.£“-1 

அதாவது ஊ-12௯ (2-1) [௩ 2 1க் கொப்ப]
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4:9,2 தேற்றம் 11: ௬ ஓரு அளவுக் கிணங்கிய எண்; 

wel; m 2166 @llu, m 27 (2-1) 2 2-1, 

4491ல் கண்டபடி, me [ க்கு ஒப்ப, 

12 1) [தேற்றம் 10 தூம ழு -1) [தேற்றம் 10] 

1 . . . 
Que y= THs கொண்டால், 

2 ட் 1 > I 
m பேக்கு ஒப்ப, Ser -Lom (=~ 1) 

& 

அதாவது, சுருக்கி எழுதினால், mo 1 க்கு ஒப்ட 

l-a™> 1-2 

Sr em x ) 

அதாவது 1-7 2m emt (1-2) 

  

மாற்றி எழுதினால், ௩ 21 க்கு ஒப்ப, 

ma” (2-1) 2 a™-1, 

49.3 தேற்றம் 12: ஈன; ௬ ஒரு அளவுக் கிணங்கிய 

எண். ர = 1 க்கு ஒப்ப 

ஜூ! (நடு) 2 xm — ym 2 my (x -y) 

49.9, 4:01ல் கண்டபடி ௩154 . 8 sats 5 டூ - ௩ க்கு ஒப்ப, ௨ 1 ஆனால், 

ட > > 
man (a-1) -a™-1 2 m (a-1) (தேற்றங்கள் 11; . 10)



சமனின்மை ட 97 

இங்கு a= ஆ எனக் கொண்டால் ஈ 2 1 க்கு ஒப்ப 

ஜூம் ஜு ஐயா டு ரர (றய 

(ட 2 ஜல ம சலி 
முழுவதையும் y™ ஆல் பெருக்கினால் ௩21௧ Liu, © ழு y < (FG y 

ஆனால் mx (wy) Z am—ym ரா (2-3) 

- எனப் பெறப்படும். 

49.4 தேற்றம் 13: ௨2 9 .ஆனால் ் 

(14 2)> (sed) 
m> 1 ஆனால், 712 ௩ (௪-1) என &:9,.1ல் கண்டோம் 

ப்கு 8-1 ட். என் ம் 

m= ஏ 1) என ஈடு செய்தால், 

49.5 தேற்றம் 14: ௨2 ர ஆனால் 

(1-7 ட 4 a- >)" 
2 \ oY 

m>1 Spend a®-1> m (a-1) cor 49,1 & soir Grad, 

ர
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இங்கு a=1- + எனவும் ரகப் (51) எனவும் கொண். 

டால் 

1” ந? ‘ rr 
Lave < 1 எனப் பெறப்படும். 

4:9.6 வியர்ஸ்டராஸ் சமனின்மைகள் (Inequalities of 
Weierstrass) : 

Bis ரூ, டூ... டேயாவும் கூட்டெண்கள். 

49,6.1 தேற்றம் 15: உி- ஈர்... 8, ஆனால் 

n 

7 மேரஷக (4௧0 (48)... (1+a,) > 1+8,. 
i=1 ் 

தெ: (l+a,) (l+e,) - 14. 

> l+a,+a, , 

3 (142004) (04௨ (4௧4௮ (14௪) 
= 1+a,+a,+4,+4, (@,+4,) 

> 1+e,+4,+4,. 

தொடர்ச்சியாக, 

(10 (1) (148... (1-ஈட்௮ 1 சடக்... எட, 

அதாவது 1-4,
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கிளைத் தேற்றம்: 

1042 114௨ 

49.6.2 தேற்றம் 16: 7- 1,253... ௩ என்ற மதிப்புக் 

களுக்கு 0: ௩.௮1 ஆனால், ன ரு 

ட 
T “(l-a) = (- டி (- சி (1 கடி. > 1 Sq. 

௪1 

தெ: (1-a@,) (1-a,) = 1-a,-a,+4, a 

> 1-a,-a,. 

இருபக்கங்களையும் (1-ஈ,) என்ற கூட்டெண்ணால் 
பருக்க, 

(1-a,) (l-a,) (l-a,) > (1-௨-௨ (1-9) 

ப = 1-a,-4,-4,44, (4,+4) 
= Ls (@,+@, +s) 

. எனவே தொடர்ச்சியாக, 

n 
ர (l-a;) 1-௧ 

t=1 

496.3 தேற்றம் 17: @,+4,+...... +a, = 38, 41 ஆனால் 

W pe > T (a); 
. + Si i=l 

ர . n 

t=l1 

‘ae: O< a <1 Spemaeusred, 

1-6 41 ஆகும். 

1 
ஆட ந அட ராஜ 

L
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॥ 

அவ்வாறே 1-௬, ௮ 1௩. 

1 

1-7. 
௬௧௫௫௧௫௫௧௧௨ ௨௨௨௧௯௧௨௨௫% ௧௧௯. 

இருபக்கங்களும் கூட்டெண்களாகையால்,. இருபக்கங் 
களையும் பெருக்கினால், சமனின்மை மாருது. 

  

  

  

  

7 3. 
ல் 1 (l- a) < ல 

$-1 TF (1 + aj), 

a1 

< an (தேற்றம் 15 1-௨ (தேற்றம் ) 

ri 1 
Guqb lta, < 1-௩ 

I 

ita, < 1 - a, 

1 

11% 4 1 - a, 

n ] ௪ 

பெருக்க, T (kta) < — 

tel T (1-4) 
- tal 

< 1 தேற்றம் 1 its, (தேற்றம் 16) 

4:97 மற்றும் சில தேற்றங்கள் : பயிற்சியாகக் கொள்க... 

4:75 ல் நிறுவப்பட்ட பொது அமைப்பு : 

(ஆ ஜிடி veers ரூ.” 

My 9-1 +m, 

795, 2 Re me. >a கடட ஷே... (தேற்றம் 7)
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இங்கு தகுந்த ஈடு செய்து, பெறக் கூடிய சில சமனின் 
அமைத் தேற்றங்கள். 

(i) m,=a3 ஈட சிப. 

@,=-~4 G, + என ஈடு செய்க 

அப்போது 

n a+b+e+ l 

(ன anseee ) = at 6% 05 னெ 

அதாவது 
் . எ. 

(steer வத சப்ப (A) 

(பூர? ரம? எடி) ௨ 

சார ஐ?) ப என ஈடு செய்க. 

அப்போது 

ட்டா... சழக பகலை ந தா mr 

ee veges ) > (a é b சகச ௧௧௪ ) (B) 

(iii) EZ 75m, =A" 5 ரத) 2௨ 

இடக்?) பகடி?) ப என ஈடு செய்க. 

அப்போது 

ச்... a+b" +... a be ei 

Gare sad > (a மி Peseeee ) 

ar +b" +... BP EEL atone a’ 67 rot 

Gree) < (a BE னை ) (C) 

m>r>t Bmasured, (m—-r), (௪-1) இரண்டும் கூட்டு 

மதிப்புப் பெற்றவை. எனவே, (2), (0) ல் கண்ட முடிவுகளைக் 

(கொண்டு 
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. ” எனவே, ர் ஆனால், 

(ABM ce POX (AP EO Hoan ee OMX (a*+ BEE... 2 
உம மட. 

இம்முடிவின் வழியாகப் பல சிறப்புத் தேற்றங்கள் பெறலாம்... 

(19) ₹-0 எனக் கொண்டால்,. 

™m m ர் 2 ர். 51%. 

(2 ஆரு... ) > (4 +b bon) (Ey 

nN n 

(v) t=0; m=1 எனக் கொண்டால் உரம் ஆதலில் ஈ 

ஒரு முறையான பின்னம் (-:1). எனவே 71 என்ற ஒருமுறை 

யான பின்னமாயின் 

(பப > (fie) ட ரூ 
n 

(vi) t= 0; r= 1 crore கொண்டால், ௩-1: ஆகிறது.. 

எனவே எனக் கொண்டால், 

(கர ரத ) % (tet ட் ) (ஸு 

n 
  

இது ஒரு முக்கியமான தேற்றம். 

(vii) m=1; r=0 எனக் கொண்டால். ம குறையெண் 2 

எனவே ஒரு குறையெண்ணுயின் (ன் உதவி கொண்டு). 

(ஈ-ச்-....... )-*x nt? xX (at BE +.) > 1 

(H) 

(F), (G) என்ற முடிவுகளைத் தொகுத்துக் கூறுமிடத்து, 

ஏ கூட்டெண்ணாய் 2 1 என்பதற்கொப்ப 

n 

  

  

(ete ceases ) > (வ் ளி )’ ன் பதும்! 

உ குறையெண்ணாயின், 

சம... ச-15-...... = 
= > ( 7m ) என்பதும் 

கிடைக்கப் பெறுகின்றன.
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பயிற்சி 4 (0) 

பின்வருவனவற்றை நிறுவுக (1-16), — 

1, நதி னித ௮ ரக (2-2. 

2,  (ஈ7-10%-ட௦-..... ) (+ + ள் + < ககக ) 

4 (௪494-24. 97 

அட ட Me ட. டு 3. ty | a) et நகக் பூத 

ப [அத பட oe de eh, ove ‘ 4, (P+ $4543) x (Zt +$t$) 216 

5. (be -+ca-+ ab) > 3abe (a +b+0). 

3 3 3 3 16 
  

    

6. 52-ம்" சசிக சடக் 034 a+btc+d@ 

7. (b+) (c+ a) (a@+6) > 8 abe. 

உ ் 71 
8. ata ட ககக +a? a ] ப தரர் 

9. சற, இ 3-௨, எனின் 

8 8 . 8 n 
தனத ட கவத ர் woceee 42 ஜு என திறுவுக. 

10. a+ b'+ 0c > abe (a+b+C¢), 

11, 

  

. 1. ஈ, 5,.6 என்ற இராசிகளிடையே, ஏதேனு மிரண்டின் 

கூட்டுத் தொகை மூன்றாவதை விடப் பெரிதாயிருக்குமாயின் 

(i) abe > (b+c¢-a) (cta-5) (a+b -c). 

ய 1 1 1 9 
(ii) - 2-௧ உட்க" கரச கட்ச் 

3.7. LL esse (4m — 1) 3 g. Sie —— 13: 579.18 wanes கடி “க கடர 

14. ௩22 ஆனால் (1௩2 ௦,
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15, ற9 ர ஈ அல்லது ர3 15 உ. அல்லது 75ற2 ர 

ஆனால் 

a? (q—1) + 24 (r—p) +2” (p-g) > 9. 
16. கட்ட gy A cosas + @,? > (tate Oe) . 

n 

17, atyt2=9 ஆனால் a? y* 24 ன் மீப்பெரு. மதிப்பு 
காண்க. 

18. ௩ கூட்டெண்களின் கூட்டுத் தொகை மாறிலியான 
ne. அவ்வெண்களின் பெருக்குத் தொகையின் மீப் பெரு 
மதிப்பு ௦” எனவும், அவ்வெண்களின் இருபடிக் கூட்டுத் 
தொகை %௦க்கும் £2 க்கும் இடைப்பட்ட தெனவும் நிறுவுக. 

19. ஒரு முக்கோணத்தின் சுற்றளவு ஒரு மாறிலி; ௮ம் 
முக்கோணம் சமபக்க முக்கோணமாயின், அதன் பரப்பு மீப் 
பெரு மதிப்புப் பெறுகிறது என நிறுவுக. 

20, n™ >1.3.5 wu. (2n — 1) என நிறுவுக. 

21. லஐீ$9%2-10 ஆனால் (௨-3 ன் மீச்சிறு மதிப்பு 

காண்க. ் 

22. உன் மதிப்பு _ உக்கும் 7 க்கும் இடைப்பட்டதாயின் 

(2-5): (7-2 ன் மீப்பெரு மதிப்பு காண்க. 

95. ௩௮: 1 ஆனால், முதல் % இரட்டைப் படை எண்களின் 

ு படிகளின் கூட்டுத் தொகை n(n+1)" ஐ விடப் பெரிது 

aHsToug 2% +4" + 2... (005 ௩1, என 

நிறுவுக. ட, 
24, ௨8, £ ஒரு கூட்டுத் தொடர் வரிசையிலிருந்தால் 

சீ... > al என நிறுவுக, 

29. 5 ஐ, ஜே ர erseee + Gn ஆனால் 

T 8 

(dy = 1)" 

 



5. கந்தழித் தொடர் முறைகள் - 

எல்லைகள் 

(Infinite Sequences and Limits) 

(A) 

5.1 புகு மூக வகுப்பில், கூட்டு, பெருக்கு, இசைத் 

'இதாடர் முறைகள் பற்றியும், மற்றும் சில ஒழுங்கான தொடர் 
.முறைகளைப் பற்றியும் நாம் பார்த்திருக்கிரோம். அத் தொடர் 

.-மூறைகளில் தோன்றும் உறுப்புக்கள், ஒன்று அல்லது ஓன் 

.றுக்கு மேற்பட்ட சட்ட திட்டங்களுக்குட்பட்டு, ஒன்றன் பின் 
ஓன்றாக ஒரு ஓழுங்கு வரிசையில் வருவதையும், அவ் 
வொழுங்கிற்கேற்ப, எந்தப் பொது உறுப்பையும் காணலாம் 
என்பதையும் நாம் அறிவோம். 

இவ்விதமான தொடர் முறைகளைப் பற்றிச் சில அடிப்படை 

பான கருத்துக்களைத் தொகுத்து, அவை பற்றிய சில எளிய 

.கோட்பாடுகளை, இப்பகுதியில் சற்று விளக்கமாக ஆராய் 

“வோம், 

5.2 கந்தழித் தொடர் முறைகள் (11மீறர்$6 5601621066) ₹ 

. வரையறை : 

% என்ற ஒவ்வொரு கூட்டு முழு எண்ணுடன் ஏதாவது ஒரு 
(அல்லது ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட) விதிப்படி, ௬, என்ற மற்றோர் 

எண்ணை (அல்லது இராசியை)த் தொடர்பு படுத்த முடியும் என 
வைத்துக் கொள்வோம். 

அப்போது, 

1, 2.3,4,...... Thy verre என்ற எண் வரிசையையொட்டி
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டியூ 80) பிப டானை என்பது ஒரு கந்தழித் தொடர்: 
முறை அல்லது பொதுவாக, தொடர்முறை என்று கூறப்படும். 

[Bromurch : Theory of Infinite Series ereirm graded உள்ள 
வரையறையையொட்டி, இவ்வரையறை வகுக்கப்பட்டிருக். 
கிறது.] 

5-2:1 (,) என்பது (அடைப்புக்களுள்ள ௨, இக் கந்தழித். 
தொடர் முறையைக் குறியீடு செய்து நிற்கும். 

மூடிவிலா' அல்லது ' கந்தழி' என்று கூறுங்காலை, ஒவ்: 

வொரு உறுப்புக்கும், அடுத்த மற்றோர் உறுப்பு உள்ளது. 
என்பதே பொருளாம். : முதல்' உறுப்பு என ஒன்றிருக்கும்.. 
எடுத்துக்காட்டாக ; 

மட நே; 7,4,9,10, ..... என்பது தொடர்முறை ; 

1: , 
ஷு மு என்பது தொடர்முறை ; 

8. அளவுக்கிணங்கிய எல்லா கூட்டு பின்னங்களும்,. 

மதிப்பு வரிசையில் அடுக்கப்பட்டால், அவை கந்தழித் 
தொடர் முறையாகாது. ஏனெனில் $ என்ற ஒரு பின்னமிருப் 

பின், அதற்கு முன் $ இருக்கலாம்; அவ்வாறே அதற்கு முன் 
vs இருக்கலாம். எனவே இத்தொடர் மூறைக்கு *முதல் *: 
உறுப்பு என்று எதுவும் இருக்க முடியாது. எனவே 1, 9,8.. 
என்ற எண் தொடர்முறையோடு தொடர்பு படுத்தும் முறை 
யில், இப் பின்னங்கள் அமையா, ஆகவே, நாம் முதலில் 

வகுத்த வரையறைப்படி, கூட்டு முழு பின்னங்கள் ஒரு. 

தொடர் முறையில் அமையா, 

ஆனால் இப் :பின்னங்களை, முதலில் கீழெண் மதிப்பை: 
யொட்டியும், பின்னர், மேலெண் மதிப்பை யொட்டியும், எழு 
தினால் அத் தொடர்முறை வரையறைக்குட்பட்ட முடிவிலாத் 
தொடர் முறையாகும். 

அதாவது, 
4, 5, 3s 3, * 5, zy 5, $s ஞு he 2 ts ds 4, ச, $, 4, teu eee 

என்ற முறையில் எழுதினால் இஸ்தோர் முடிவிலாத் தொடர்: 
முறையாகும். இத் தொடர் முறைக்கு, “முதல் * உறுப்பு- 

ஒன்றுண்டு; அதற்குப்பின் ஒவ்வொரு உறுப்புக்கும் அடுத்த. 

ஓர் உறுப்பு உண்டு. இத் தொடர் முறை ஒரு குறிப்பிட்ட 
விதிப்படி அமைந்திருக்கிறது. 
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52-2 மட்டு (4௦0109) : 

2 என்ற ஒரு எண்ணின் அல்லது இராசியின் ' எண்” 

ww Per (numerical value) ors Hb, அதாவது “ தனி: மதிப்பு 

மாத்திரம் (30501ய(6 4216) | ௨ | என்ற குறியீட்டால் குறிக்கப் 

படும், இதைப் படிப்பது ' மட்டு£' என்று; எழுதுவது | x | 

என்று. 

எடுத்துக் காட்டாக: 

|4[=4=1-415 
|5-7| =2=| 7-51; 
|745]}=12=|- 7-5]; 
a>b see \a- b| = (a - d); 

a<b qgemed|a-— b\| = (6 - a); 

jaj.jb|= ab}. 

பின் வரும் முடிவுகள் எளிதில் விளங்கும்: : 

(1) 12-915121-]917 

Gi) fatytetut we | 

<{elt+ityl+lel+ lel 4 ou. : 

(iii) |x] <3 pend -3<4<3; 

(iv) | a] < € ஆனால் -6-₹42-67 (6- கூட்டெண்) 

(v) |x - a) < € ஆனால் 8-6424/0-46, 

(vi) [x | > @ Seeds <a, HobOgar< -— a 
(௨ - ஒருகூட்டெண்). 

58 எல்லை (11140): நுண் கணிதத்திலும் (Infinitesimal 

‘Calculus) Gamewr கணிதத்திலும் ஒரளவு ' எல்லை * யென்றால் 
என்ன என்பதுபற்றியும் £ எல்லை 'யைப்பற்றிய சில கருத்துக் 

களையும் நாம் அறிவோம். 

பல முடிவிலாத் தொடர் முறைகளை நாம் பார்க்கும்போது, 
% வளர்ந்து சென்று, கந்தழியை (Infinity) sengdGurgy, 

On QOH எல்லையை நெருங்குவதை நாம் காண்கிறோம்.
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எடுத்துக் காட்டாக, 

  
| 2 3 ஆர 

1, 1; ly, 1 2 1+ 1. அல எனபது 65 

என்ற எல்லையை நெநருங்குவதும், 

1 1 1 1 =. 9, Qe உட... 2 ல? 2 37? 2 peo உர 

என்பதும் ‘2° என்ற எல்லையை நெநருங்குவதும்,. 

1 1 1 
> 3B? வவட ற் அவவ என்பது 0” என்ற எல்லையை 

நெருங்குவதும், உற்றுநோக்கின் தெரியவருகிறது. 

இக் கருத்தை, அடுத்த பத்தியில் நாம் செப்பமாகவும், 

திட்டமாகவும், கணித நுட்பத்தோடு வரையறுப்போம். 

அதற்கு முன்பாக, உயர் கணிதத்தில் பல இடங்களில்: 

அடிக் கொருமுறை, பயன்படுத்தப்படும், “6”, ‘m’, “147” என்று: 

குறியீடுகளைப் பற்றிச் சிறிது அறிந்து கொள்ள வேண்டும். 

51 6, ஜூ 141 என்ற குறியீடுகள் : 

” என்பது முதலிலேயே கொடுக்கப்பட்ட, அல்லது நாம். 

மூதலிலேயே எடுத்துக் கொள்ளும், ஏதாமொரு,. மிகச் சிறிய- 

கூட்டெண். (அதாவது 62:01, :001, :0000% ...... , போன்ற. 

எவ்வளவு சிறிய கூட்டெண்ணாகவும் இருக்கலாம்). 

4௩" என்பது அவ்வாறே, முதலிலேயே கொடுக்கப்பட்ட, 

அல்லது நாம் எடுத்துக் கொள்ளும், ஏதாமொரு கூட்டு முழு. 

எண். (அதாவது ௩௩-10; 100; 500; 70000 போன்ற பெரிய 

எண்ணாக இருக்கலாம்.) பல இடங்களில் ௬க்கும் 6 க்கும். 

ஏதாவது தொடர்பு இருக்கலாம்; ஆகவே aT எனக் கூட. 

கொள்வது மரபாகும். 

.*37* என்பது எவ்வளவு பெரிய எண்ணாகவும் இருக்கலாம்... 

5:4,1 எல்லை- வரையறை : 

n> m என்ற மதிப்புக்களுக்கு, 7-6 4 க <1 + 6 என்ற. 

கட்டுப்பாடு பொருந்தும் வசையில், * என்ற ஒரு கூட்டு முழு: 

எண் காண முடியுமானால், ப்
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(௯ என்ற கந்தழித் பண்ற முறையின் எல்லை 1 என்பது 

- வரையறை. 

க என்ற உறுப்பின் எல்லையும் 1 எனக் கொள்ளலாம். 

குறிப்பு: ன் மதிப்பு 6 ஐப் பொருத்திருக்குமாதலால்: 

௩3 ர, அதாவது 7 (6) அல்லது tthe என்றும் குறிப்பிடலாம். 

/-6 4 < ITE என்ற இரு சுமனின் மைகளளையும், 

|17-ஈ,( < 6 எனவும் குறிப்பிடுதல் பெொருத்தயாகும் என் 
பதையும் காண்க. (5224 காண்க). ் 

பின். காட்டப்பட்ட குறியீடுகள், எதுவொன்ருலும், இந்த 
*எல்லை' வரையறையைக் கணிப்பதில் இக் குறியீடுகள் வழக் 

.திலுள்ளவை. 

(1) எல்லை (௨-7 

i> = 

(2) எல்லை (an) =] 

(3) (௨-1 அல்லது: 7 

54.2 பல கந்தழித் தொடர் முறைகளுக்கு, எல்லையிருக் 
காது. அவைகளில் நாம் சிறப்பாகப் பாகு படுத்திப் பார்க்க 
“வேண்டுவது, கந்தழி (௨) எல்லையுள்ள தொடர் மூறை 

களாகும். 

வரையறை : எவ்வளவு பெரிய கூட்டெண் :9'* கொடுக்கப் 
ஙட்டாலும், ௩2 ௩ என்ற மதிப்புக்களுக்கு ஐ, N என்ற கட்டுப் 

பாடு பொருந்தும் வகையில், ௩ என்ற ஓரு கூட்டு முழு எண் 

-காண முடியுமானால், (ஈ,) என்ற தொடர் முறையின் எல்லை 
கந்தழியாகும் (௨) என்பது வரையறை. 

இதை 
(1) எல்லை (a,)= ௨, 

2 ௨ 

. (2) எல்லை (a,)= 

(3) (@,,) > «= அல்லது ஷ் ௨ என்ற எந்தக் குறியீட்டி 

னாலும் தெரியப்படுத்தலாம்.



கந்தழித் தொடர் முறைகள்-எல்லைகள் 111 

இவ்வாறே எல்லை (௪), - ௨ என்பதற்கும் வரையறை 
n> x ் 

வகுக்கலாம். 

5:48 குவிதொடர் - விரிதொடர் - அலைதொடர் முறைகள் : 

.(ஈ என்ற தொடர் முறை 1 என்ற ஒரு திட்டமான 

எல்லையை நெருங்குமாயின், அத் தொடர் முறை ஒரு குவி 

Gant apenm’ (Convergent Sequence) அல்லது “குவியும் 

“தொடர் முறை' எனக் கூறப்படும். 

(க) என்ற தொடர் முறை கந்தழி எல்லையை நெருங்கு 
மாயின் அது ஒரு “விரி தொடர்” முறை எனக் கூறப்படும், 

(Divergent Sequence) : 

குறிப்பு: (Gn) > + «3 Hetogs (an) -- ஈ; ஆனாலும் 
இரு தொடர் மூறைகளும் 'விரி தொடர்' முறை என்றே 

கூறப்படும். - 

(2,) என்ற தொடர் முறை, முன் கூறப்பட்ட இரு பண்பு 

களில் ஏதும் இல்லாதிருக்குமாயின், அது ஒரு “அலை தொடர் 

,மூறை” எனக் கூறப்படும். (0901181102 56002006) 

$:4:4 இப்போது, 521 ன் முற்பகுதியில் கண்ட மூன்று 

“தொடர் முறைகளையும் சற்று முன் வகுத்த வரையறைகள் 

கொண்டு சோதிப்போம். 

1 1 i 4 1 . 
. (1) On =F 1, 3: 3" + நி சக்கை ர் க்கட எனபது 

ஒரு குவிதொடர்: 6 கொடுக்கப்பட்டால், ௩ன் மதிப்பு 1 

(z) அதாவது உன் முழு எண் பகுதி, ௩51 (௪) 

என்ற மதிப்புக்களுக்கு | ௩௩௨-012 6 எனவே (௪,)--0, 

(2) க-ுு1, 4, 9) 16... WE alas sa என்பது ஒரு விரி 

-தொடர் மூறை; 11 என்ற எந்த பெரிய கூட்டெண் கொடுக்கப் 

பட்டாலும், ௩5 VN41 என்ற மதிப்புக்களுக்கு க, 2.74. 

எனவே (கடி ௮௧. 

1 3 ! 1 
(3) 3, 3 3 3, 4, 3, 3. z, 5, 4, 5, se 5, 4, ¥, ர் §, By revece 

என்ற தொடர் முறையைப் பார்ப்போம். இத்தொடர் முறை 

யில், நாம் எவ்வளவு தூரம் சென்றாலும், “0: எல்லையை
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நெருங்கும் எண்ணற்ற உறுப்புக்களும், *1' எல்லையை 
நெருங்கும் எண்ணற்ற உறுப்புக்களும் உள்ளன. ஆகவே, 

இத் தொடர் முறை ஒரு குறிப்பிட்ட எல்லையை நெருங்காமல், 

0” த்கும் “1 க்கும் இடையில் * அலைந்து கொண்டு இருக். 
கிறது, இது ஓர் அலை தொடர் முறை. 

ந45 இவ்வாறே, 5:91 ன் பிற்பகுதியில் கொடுக்கப்பட்ட. 
தொடர் முறைகளைப் பார்ப்போம். அவைகளைப் பின் வரு, 

மாறு பாகுபடுத்தலாம், வ 

(0 ஷு-) பண்பு: விரிதொடர் முறை; 

(a) >- &, 

~l . 
(11) கடம 7 பண்பு : குவிதொடர் முறை ; 

(ay) —> 2. 

aes zn : . . 
(11) a= Gena} பண்புஉன் மதிப்பை யொட்டி. 

யிருக்கும். இதைப் பற்றிப் பின்னர் விரிவாகக் காண்போம். 

(iv) G,=7"3 பண்புரன் மதிப்பை யொட்டியிருக்கும்.. 
இதைப் பற்றிப் பின்னர் விரிவாகக் காண்போம், ச் 

3 ௩ 

(ஷு “ga, (128 இரட்டைப் படையெண்) 

  Tm (w=2m-1 என்ற ஓரு ஒற்றைப்படை 

யெண்) 

௨) (௮-0 டன் இரட்டைப்படை யெண் மதிப் 
புக்களுக்கு) ் 

6) (0-1 ௩ன் ஒற்றைப்படை யெண் மதிப் 
புக்களுக்கு) 

எனவே (8, ஒரு அலை தொடர் முறை,
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5°46 “67 ர; 1787 முறை. 

... இக்குறியீடுகள் பற்றி 53.1 ல் சிறிது கூறினோம். இவை, 
உயர் கணிதத்தில் * காவி ” எனப்படும் * கணிதப் பகுப்பு 
மூறை ” என்ற பெரும் பகுதியில் பெரிதும் பயன்படுத்தப் 
படும். இம் முறை, மிகச் சிறப்பும் ஆற்றலும் வாய்ந்ததோர் 
அடிப்படையான முறையாகும். இதை ஐயந்திரிபற கணித 
மாணவர்கள் அறிவது இன்றியமையாததாகும். 

இம் முறையைப் பற்றிச் சற்று விரிவாக, 

1 2 3 1 1, 15 1, 12 eee 

என்ற தொடர்முறை கொண்டு விளக்க முயல்வோம். இங்கு 

  

2-1 1 
n = n =2- We" 

டக ர . 
{@, - 2[ = Gere பெறப்படுகிறது. 

C= ppg TOTS கொடுக்கப்பட்டால், 

௩ 1000 என்ற கட்டுப்பாட்டில், 

[கூ- 814 ர என்ற சமனின்மை பொருந்தும். 

இங்கு ௬ - = 1000 எனக் கொள்கிறோம். ஆனால் 

* எல்லை” நிறுவுவதில், ஈன் மீச்சிறு மதிப்பைத்தான் கணக் 

கிடவேண்டுமென்ற கட்டாயமில்லை. 

C= rp 3G ™ > 2000 என்று கூறுவதில் தவறேதுமில்லை. 

pose CaarGaGgdars, n >m&G, | an - 2( < ry05 

ஆக இருக்கவேண்டும். ௩ன் மதிப்பு 1000 அல்லது MSP 

குயர்ந்த எக் கூட்டெண் மதிப்பையும் கொள்ளலாம். 

62 a எனக் கொடுக்கப்பட்டால், ௩ - 10° அல்லது 

அதற்குயர்ந்த முழு எண் மதிப்பு பெறும். 
8
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௩210 க்கு!ஈ௩- 2[ஃ4 jon BS: அல்லது, 

௩ 10114 ஏதாமொரு கூட்டு முழு எண்ணுக்கு, |] ௨6- 2) 
1 . ‘ i 

< jon ஆகும். stoCeu, UengwenMuug, QS O Sarr 

முறையில் எல்லை (6,)-2 என உருவாகிறது. 
Px 

கந்தழி எல்லையுடைய, 1”, 25,535, &,..... என்ற தொடர் 

முறையை எடுத்துக் கொள்வோம். 

N = 1,000,000 என்று கொடுக்கப்பட்டால், ௩5 1000 
அல்லது ௩ 1001 என்று % மதிப்பேற்றால், ௬, ௮ 1,000,000 

ஆகும். . 

5-4:6'1 * எல்லை ' வரையறை பற்றிய சில குறிப்புக்களும் 
இடர்க்குழிகளும்: 

1. சில சமயங்களில் * எல்லை' பற்றி வரையறுக்குங் 
காலை பின்வருமாறு கூறப்படுகிறது: 

“%* பெரிதாக எடுத்துக் கொண்டால், | a,—1 | ன் மதிப்பு 
நாம் விரும்புமளவு மிகமிகச் சிறிதாக்க முடியுமாயின், ஈர. 

ஆனால் இது குவிதொடர் மூறைகளுக்குப் பொருந்து 
மாயினும், சில அலைதொடர்களுக்கும் இவ்வரையறை ஏற்பு 
டைத்தாய் அமையலாம். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

8 t 4 1 த ் 
4 zB Bo Sy Go Go Fy HY கடட o

d
o
 1 

» 3s > ர 

என்ற. தொடரை எடுத்துக் கொள்வோம். இங்கு, % ஒரு : 
ae க 5 க 2 5 

இரட்டைப்படை முழு எண்ணாயின் a, = கடம் ஒற்றைப்படை 

4 : n+l : : 
மூழு எண்ணாயின் டி - 5 இங்கு நாம் முதலில் கூறியபடி 

ஐ ஒரு பெரிய இரட்டைப்படை யெண்ணாகக் கொண்டால் 
கஜ எவ்வளவு சிறிய மதிப்பையும் விடச் சிறியதாக்கலாம் ; 
௩ ஐ ஒரு பெரிய ஒற்றைப்படை யெண்ணாகக் கொண்டாலோ,
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கூன் மதிப்பு 1? க்கு மிக அண்மையில் வந்து விடும். எனவே 

(க) என்ற தொடர்முறை *0 க்கும் “1: க்கும் இடைப்பட்ட 

ஓர் அலை தொடர்முறையாகிறது. 

எனவே, : எல்லை" யைப்பற்றிய வரையறை, இப்பத்தியின் 

முதலில் குறிப்பிட்டபடி, தெளிவில்லாத ஒன்றாக இருக்கக் 

கூடாது, 5471ல் குறிப்பிட்டபடி, துல்லியமாகவும், எவ்விதத் 

திலும் பொருத்தமுடையதாகவும் இருக்கவேண்டியது, மிக, 

மிக இன்றியமையாதது. 

2, கந்தழி (௨): * ௨ * என்ற குறி, “முடிவிலா, *மிக 
மிகப்பெரிய £ என்ற சொற்கள் இவை மூன்றிற்கும், வழக்க 

மான பொருளேயுண்டு. எட்ட முடியாத உச்ச .வரம்பு 

அல்லது எல்லை என்று வேண்டுமானாலும் கொள்ளலாம், 

இதையே வரையறுத்து, எவ்வளவு பெரிய 14 கொடுக்கப் 

பட்டபோதிலும், அதை விடப் பெரியது என்று நுட்பமாகக் 

கூறுகிறோம். * எண்ணிறந்த ' உறுப்புக்கள் எனக் கூறு 

மிடத்து, அவ்வுறுப்புக்களை எண்ணி முடித்துவிட முடியாது. 

என்றே பொருள். 

கட கந்தழியாகிறது, அல்லது கந்தழி எல்லையை நெருங்கு 
கிறதெனக் கூறுங்காலை, உட எல்லையின்றி வளர்ந்து செல்கிறது 

என்பதே பொருள். 

3. ஒரு: தொடர் மூறையில், திட்டமான (குறிப்பிட்ட 

எண்ணிக்கையுள்ள) சில உறுப்புக்களைச் சேர்த்தாலோ, 

.குறைத்தாலோ, அத்தொடர் முறையின் எல்லை மாறுது. 

ஆனால் எண்ணிறந்த உறுப்புக்களை ஒரு தொடர் மூறை 

பில் நீக்கிவிடின், தொடரின் தன்மையே கூட மாறக் கூடும். 

(௦) எடுத்துக்காட்டாக 

10, 9, 8,7, 6, 5,4, 8,213 % பப 

1 1 ர் 4 
9> To! Tt? VF 

கான்ற மூன்று தொடர் முறைகளின் பண்பும் எல்லையும் மாற 

வில்லை. எல்லாம் குவிதொடர்கள்,; 0: எல்லையுடையன.
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(b) 4, 3, 3) ty Z. By By be Pe Ty வ என்ற. தொடர் 

முறையில் $, $) $, என்ற எண்ணிறந்த உறுப்புக்களை 

நீக்கினால், . அலைதொடர்ப்பண்பு, குவிதொடர்ப்பண்பாக. 

மாறுகிறது. 

4, ஒரு குவி தொடர் முறையின் எல்லை ' 

(௪) தொடர் முறையிலேயேயுள்ள எல்லா உறுப் 

புக்களுக்கும் சமமாயிருக்கலாம் ; அல்லது. எண்ணிறந்த. 

உறுப்புக்களுக்கும் சமமாயிருக்கலாம் ;: அல்லது 

(6) திட்டமான எண்ணிக்கையுள்ள சில உறுப்புக். 
களுக்குச் சமமாயிருக்கலாம் ; அல்லது 

(௦) தொடர் முறையிலுள்ள எந்த. உறுப்பும் சமமில்- 
லாமலும் இருக்கலாம். 

5:4,6.2 எடுத்துக் காட்டுகள் : 

(1) (60:1,1,1..... 1, 7 எல்லை 1;: எல்லா உறுப் 

புக்களும் எல்லை *1: க்குச் சமம். 

3 1 
(2) (a): sin, > sin 

எண்ணிறந்த உறுப்புக்கள் எல்லை *0' க்குச் சமம். 

8 
(8) (கம: க கவை a opt என்ற விதி, எல்லை 02 

இரண்டாவது, நான்காவது உறுப்புக்கள் மட்டுமே, எல்லை. 

*0” க்குச் சமம், 

1 1 I 1 
(4) (an): a ப “oF ’ "32? 127 ததக! ரம கக உடக எல்லை 0 = 

எந்த உறுப்பும் 10? என்ற எல்லைக்குச் சமமல்ல.
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54.7 வரம்புள்ள தொடர் முறைகளும், மேல் வரம்பும், 
கீழ் வரம்பும் (௦110௦4 Sequences ; upper and lower bounds). 

பல தொடர் முறைகளில் La, <M என்ற சமனின் 

மைக் கொப்ப, ௩ன் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும், 1, 18 என 

இரு எண்கள் (அல்லது இராசிகள்) காண முடியலாம். 

அப்படிப்பட்ட தொடர் முறைகள் வரம்புடையன (876 

bounded) crerayd, L அதன் கீழ் வரம்பு எனவும் (1.௦8 

ஸா) ரீ அதன் மேல் வரம்பு எனவும் (றற ௦௦04) கூறப் 

படும். 

அவ்வாறே 71/47, எனவும், 14! 18 எனவும், 1 14 

என இரு எண்கள் இருக்குமாயின், 1, 18' என்பவை கூட 

மூறையே கீழ் வரம்பு, மேல் வரம்பு எனவும் கூறுவதில் 

தவறில்லை. 

இப்படிப் பார்க்கும் போது, மேல் வரம்பு எண்களில் ஒரு 

மீச்சிறு எண்ணும், கீழ் வரம்பு எண்களில் ஒரு மீப்பெரு 

எண்ணும் இருக்கும். (இதன் தெரிப்பு, Bromwich: An Intro- 

duction to the Theory of Infinite Series, usamsacir 15-18 & 

காண்க). இவ்விதம் கிடைக்கப் பெறும் மீச்சிறு எண்ணும், 

மீப்பெரு எண்ணும் முறையே அத்தொடர் மூறையின் மேல் 

வரம்பு எனவும், கீழ்வரம்பு எனவும் கூறப்படும், (இவை 

பாவும், உயர்கணிதத்தில் கணிதப் பகுப்பு முறையில் நிறு 

வப்படும். இப்போது நாம் அவைகளைத் தெரிப்பின்றி 

ஏற்றுக்கொள்வோம்). 

2 3 4 

gle lB 
வும், நம - 2 எனவும் அமைவது காண்க; 1 < an < 2. 

எஃகா. 1, I ட் T=, l=, 12... இங்கு 1, ௪ 1] என 

எடுத்துக் காட்டுகள் : 

1 1 1 மேல் வரம்பு 1. 
GQ) Wye ye ஏழ | dip வரம்பு 0. 

மேல் வரம்பு ௨. 
(2) 1, 3, 9, 27, 5. ( கீழ் வரம்பு 1. 

( மேல் வரம்பு-1. 
பந =2, By eee ne oul @) 1, ’ 1 கீழ் வரம்பு - ஈ.
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I I டம ட மேல் வரம்பு ௨... 
(4) 1, -25,3,; “கிட வய (சம் வரம்பு - ௯. 

௩ மேல் வரம்பு 1.. ு 
(5) ௦௦80, 0085-2.) COS TM, COS Hoy vere கழு வறண்பு 3 

மேல் வரம்பு-- ௯ ரு 

(6) | sec 0 |. see F |, (Sb urby+ 1. 

    

54.7.1 அலை தொடர் முறைகள் (0501118111த Sequences) = 

ஒரு எல்லையை நெருங்காத தொடர் முறைக்கு, மேல், கீழ் 

வரம்புகள் அளவுக்கு உட்பட்டு, இருக்குமாயின், அது அளவுக் 

குட்பட்ட எல்லைகட்கு இடைப்பட்டதோர் அலை தொடர் 

முறையாகும். 

  sin 9, s si 2M sin in n int, s IM SIM a ees 8 

இப்படிப்பட்ட அலை தொடராகும். இது -1 க்கும் --1 க்கும் 
இடைப்பட்டதோர் அலை தொடர் முறை. 

ஒரு எல்லையை நெருங்காத தொடர் முறைக்கு, மேல், கீழ் 

வரம்புகள் இல்லையாயின், அது அளவுக்குட்படாத மட்றர் 
அலை தொடராகும். 

1, -3, 5, Ts esse (- 1)! (2n-1) we. இப்படிப்பட்ட 
அலை தொடராகும். இது - ௨ க்கும் -- ௨ க்கும் இடைப்பட்ட. 
தோர் அலை தொடர் முறை. 

சூனியத் தொடர் முறை (14041 Sequence): @@ தொடர் 
முறையின் எல்லை பூச்சியமானால், அது ஒரு சூனியத் தொடர். 
முறையெனப்படும். 

54.7.2 தேற்றம் 1: ஒரு தொடர் முறை குவியுமாயின்- 

அது வரம்பு பெற்றதாகும். 

(௩. என்ற தொடர் முறை ‘1’ 

பெற்றிருக்கட்டும். 
என்ற எல்லையைப்
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_ வரையறைப்படி, 6 என ஒரு மிகச்சிறிய எண் கொடுக் 
கப்பட்டால், ௩2 ௩.க்கு, |6௨-7| 4 6 என்ற சமனின்மை 

பொருந்தும் வகையில் ஒரு ௩ காணலாம். 

எனவே, ௩2 க்கு, |க,-7| 4 € ஆக விருக்கும். 

அதாவது, 1-E<a,<lt+e (௩௮௨௭ ஆனால்) இப் 
போது, கீழ் குறிப்பிட்ட (ர 1 1) உறுப்புக்களான, 

Gy, Bay ஜே க ஷேப் I-€, I+€ என்பவற்றை எடுத்துக் 

கொள்வோம். 

அவைகளில் மிகச் சிறிது 1, எனவும், மிகப் பெரியது 18 

எனவும் இருக்கட்டும். 

அப்போது, ஈ 4 ஈ-1 என்ற மதிப்புக்களுக்கு, 

L<a, <M. 

மேலும் ௩ 2 ௬ என்ற மதிப்புக்களுக்கு, 

L<l-€<a<14+E<M. 

௩ன் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும், 

L < Gp <M. 

(ay) என்ற தொடர் முறை வரம்புடையது. 

கிளைத் தேற்றம்: எல்லை ,-.& என்ற ஒரு குறிப்பிட்ட 

0 0 

எல்லை இருக்குமானால், | a,|<G என்பதற் கொப்ப ம என்ற 

ஒரு கூட்டு எண் உண்டு. அந்த பன் மதிப்பு, | 1, | ,18 என்ற 

இரண்டில் பெரிய எண்ணை விடப் பெரிதாயிருக்கும். 

(B) 

55.1 தொடர் முறைகளைப் பற்றிய சில தேற்றங்கள் 
(தெரிப்பின்றி கொடுக்கப் பட்டிருக்கின்றன).
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. குவி தொடர் முறைகளைப் பற்றிய சில முக்கியமான தேற் 

றங்கள் : 

(1) எல்லை (Qn) =A ஆனால் 

(2) 

n> ௨ 

(க) எல்லை (a, +K)=A+K; 
௩௮௨. 

(6) எல்லை. (8 a= KA; (௩0 கட்டுப்பாடு) 
8-௭ 0 

(2) எல்ல (= Jaze (௩௭0 கட்டுப்பாடு) 

எல்லை (a,)=A; எல்லை (6-1 எனக் கொடுக் 

nu> & naa 

கப்பட்டிருந்தால், 

(a) எல்லை (da tb,)=A + B; 
n> 

(0) எல்லை (௪, 6,)= AB; 
L> ௦ 

jah sin (=) - (கட்டுப்பாடு 9 20) 

55.2 சூனியத் தொடர் முறைகளைப் பற்றி சில முக்கிய 
மான தேற்றங்கள் : 

(1) (௨) ஒரு கனியத் தொடர் முறையாயின், 

அதாவது எல்லை (ர,)-0 ஆனால் 
uP =
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(a) எல்லை K (an)=0 
up « 

(b) எல்லை (-a,)=0. 
uP x 

(2) எல்லை (க) -0; மேலும் (6) ஒரு வரம்புள்ள தொடர் 
n> « 

மூறை எனக் கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 

எல்லை (ay * bn) =0 
u> « 

(8,) ஒரு குவிதொடர் முறையாயிருப்பினும் இது 
பொருந்தும், 

(3) (0, (ம,) என்பவை இரு கனியத் தொடர்களாயின், 
(ஐ) srev&v (a,+6,)=0 

௮ ௨ 

(8) எல்லை (a, - bn)=0. 
up « 

(5) [ric] see Lr, ri. re. என்ற தொடர் 
முறை சனியத் தொடர் முறையாகும். அவ்வாறே a, ar, ar’, 
sai wate 7 என்ற தொடர் முறையும் ஐனியத் தொடர் 
முறையாகும். 

1 த i . 
(5) n= yi P > 0 ஆனால் (G,) QH HOPWS Gl smi 

முறையாகும். 

(6) (௦,) ஒரு குவி தொடர் முறையாய், 14 என்ற எல்லை 
பெற்றதாயிருப்பின், 

எல்லை (a, ~l)=0. 
nm x 

இதன் மறுதலையும் உண்மையாம்.
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Cc 

ஓரியல்பான ஏறும் தொடர் முறைகள் 

(Monotonic Sequences). 

56.1.1 ஓரியல்பான ஏறும் தொடர் Gep (Monotonic 

Increasing Sequence): 

A, << 4 கட ரட் கூடை என்ற விதிப்படி 

(ஈட் என்ற ஒரு தொடர் முறை இருக்குமாயின் அது ஒரு. 
“ஓரியல்பான ஏறும் தொடர் முறை' எனப்படும். எல்லா ந. 
கூட்டு முழு எண் மதிப்புக்களும் Any, > On என்பது இத். 

தொடர் முறை விதியாகும். 

5.6.1.2 ஓரியல்பான இறங்கும் தொடர் முறை (140101000௦ 
Decreasing Sequence) : 

, > A, D> dy cis > Oy > Ana, பப்ப என்ற விதிப்படி (௨, 

என்ற ஒரு தொடர் முறை இருக்குமாயின் அது ஒரு *ஓரியல் 
பான இறங்கு தொடர் மூறை' எனப்படும். எல்லா ௩ கூட்டு 
மூழு எண் மதிப்புக்களும் ௨, 4 ௨ என்பது இத் தொடர் 
முறை விதியாகும், 

இவ்விரு வகைத் தொடர் முறைகளும் 'ஓரியல்பான 
தொடர் முறைகள்? எனப்படும். இவைகளுக்கு ஒரு பொதுப் 
பண்புண்டு : 

“ஓரியல்பான தொடர் முறைகளுக்கு ஒரு மூடிவான 
(திட்டமான அல்லது அளவுக்குட்பட்ட) அல்லது ஒரு முடி. 
வற்ற (கந்தழி) எல்லையுண்டு”. 

ஓர் ! ஒரியல்பான தொடர் முறையில்” எல்.லா ௩ மதிப்புக் 
களுக்கும், 

18 [51& ஆக விருப்பின் அது ஒரு குவி தொடர் 
முறையாகும். இல்லையேல் அது ஒரு விரி தொடர் முறை, 

இது ஒருவாருகப் பின்னர் நிறுவப்பட்டிருக்கிறது.. 
(தெரிப்பு முறை: Bromwich: An Introduction to Theory of 
Infinite 5௪1௦6, பக்கம் 7), (ஆனால் மிகவும் நுணுக்கமாகக். 
கட்டுப்பாடான கணித முறையில் தெரிப்பு வேண்டின் 
Bromwich greSe> Appendix I Article 143, waa 409 ~ 4710 
காண்க).
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தேற்றம்: 

_ ஒரு ஓரியல்பான தொடர் முறை, ஓர் எல்லையை நெருங்- 
கும்; அவ்வெல்லை திட்டமான் மதிப்புடைய தாயிருக்கலாம், 
அல்லது கந்தழியாகவும் இருக்கலாம். 

lan | மதிப்பு, உன் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும், % ஓடு 
தொடர்பில்லாத க் என்ற ஒரு திட்டமான மதிப்புக்குக் குறை 
வாகவேயிருப்பின், அத் தொடர் மூறை ஒரு குவி தொடர் 
மூறையாகும்; இல்லையேல் அது ஒரு விரி தொடர் முறை. 

யாகும், 

இதன் தெரிப்பு, ‘Bromwich: An Introduction to the 

Theory of Infinite Series’, Uda 7 ob seTL முறையை; 

ஓட்டி எழுதப்பட்டது. 

தெ: Gna, > Fa, Ter அமையும் ஓரியல்பான ஏறும். 

தொடர் முறையை எடுத்துக் கொள்வோம். 

௩ எப்போதும் & ஐ விடக் குறைந்தது எனக் கொள்ளம். 
பட்டிருக்கிறது. 

எவ்வளவு சிறிய கூட்டெண் € கொடுக்கப்பட்டாலும்,. 

5 ௩ என்ற மதிப்புக்களுக்கு க, உர் 6 என்ற சம. 

னின்மை பொருந்தும் வகையில் ஒரு ௬ கண்டு பிடிக்க 

இயலும். 

அது முடியாவிட்டால், ஈ,௰ஐ௰, 46, கேர 6) கோர் 6, 

By = Ay t€ wee என்னும் வகையில் ற, ர,*, 8... என்ற கூட்டு 

முழு எண்கள் காண இயலும், P, ரச... என்ற தொடர் 

முறையில் வெகு தூரம் சென்றால் a, >A என்பதற்கொப்ப ஒரு. 

உகாணமுடியும். இது, முதலில் நாம் கொண்ட கொள்கைக்கு 

(அதாவது | 8 | < A) முரண்படும், 

எனவே 35௩ என்ற மதிப்புக்களுக்கு A < Ant € TOM 

சமனின்மை பொருந்தும் வகையில் ஒரு ௩ காண முடியும். 

ஆக ௩2 ௩ என்ற மதிப்புகளுக்குரிய ஐஷடி meas வட 

யாவும் கக்கு அப்பால் 6 என்ற ஒரு (6 எவ்வளவு சிறிய . 

கூட்டெண்ணாயினும் சரி) சிறு இடை வெளியில் (அதாவது ஈட 

EPS Ant 6 என்ற இடைவெளியில்) கிடைக்கும். ஆகவே. 

(கப என்ற தொடர் முறை /2& என்ற எல்லையை நெருங்க. 

வேண்டுமெனத் தெரிகிறது.
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மாறுக, (௪, என்ற ஓரியல்பான ஏறும் தொடர்முறையில் 
உள்ள உறுப்புக்கள் மேல் வரம்பற்றதாயிருப்பின், அது 
ஏறும் தொடர்முறையாயிருப்பதால் என்ஸயதிறு கந்தழிவரை 

செல்லும், 

இவ்வாறே ஓரியல்பான இறங்கு தொடர்முறைக்கும், 
உரிய உண்மைகளை நிறுவலாம். 

56.2 தொகுத்த தேற்றங்கள் : ஏறு, இறங்கு தொடர் 
மூறைகளைப் பற்றிய சில முக்கியமான தேற்றங்கள் பின்னர் 

'(தெரிப்புக்களின்றி) கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன : 

lL. ஓர் * ஓரியல்பான ஏறும் தொடர்முறை” மேல் வரம் 
.புடைத்தாயின் அது ஒரு குவிதொடர் முறையாகும். 

2. ஓரியல்பான ஏறும் தொடர்முறை மேல் வரம்பற்ற 
தாயின், அது ஒரு விரி தொடர்முறையாகும்; எல்லை கந்தழி. 

ு.. ஓரியல்பான இறங்கும் தொடர்முறை கீழ்வரம்புடைத் 
தாயின், அது ஒரு குவி தொடர் முறையாகும். 

4. ஓரியல்பான இறங்கும் தொடர் முறை கீழ் வரம்பற்ற 
தாயின், அது ஒரு விரி தொடர் முறையாகும்; எல்லை “கந்தக் 
“மேற்கூறியவற்றிற்கு எடுத்துக் காட்டுகள் : 

ட் 12 3 n~\ x i 
Q) 1, ls 1-2 > 1-2, கலக 1, ரான ஏறும் தொடர் 

முறை; குவியம்? ; மேல் வரம்பு 2. 

(2) 1, 2, 3,...... Hy seavee ஏறும் தொடர் முறை; விரியும் ; 
"மேல் வரம்பு -- ௨, 

1 1 -1 . (3) 2, Is, 3 தட வ 2 - a] பப்ப இறங்கு தொடர் 

முறை ; குவியும் ; கீழ் வரம்பு “1 *, 

(4) -1?, -2?, -37, பப - %:, wee இறங்கு தொடர் 
.மூறை; விரியும்; கீழ் வரம்பு - ௨, 

57.1 தேற்றம் 2: (௪,) கூட்டெண்களால் அமைந்த ஒரு 
தொடர் முறை; இதில் முதலிலிருந்தோ, அல்லது முதல் (௩. 1) 

: (திட்டமான கூட்டு முழு எண்) உறுப்புக்களுக்குப் பின்போ,
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Ants 

Ay 

தொடர் முறையாகும். 

2221 என்ற: சமனின்மை நிலவுமாயின், (௨,) ஒரு விரி: 

தெரிப்பு : இச் சமனின்மை முதல் ௩ உறுப்புக்களுக்குப். 
பொருந்தவில்லையெனின், முதல் (௬-1) உறுப்புக்களை விட்டு: 
விடுக. அதற்குப் பின்பு, 

அட்ட py Ss TH றப்ப அம் ர 
an படட. டர Bante. 

ஆகும் எனக் கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 

ச உரக 

antr — Omer ட amy, Am+, 

am Aamtr-~1  AIm+r~» பேட am 

> & 

Omiy > am 

251, ஆகையால் எல்லை ஒடி ௪ 

re 

(a) Qw விரி தொடர் முறையாகும், 

57.2 தேற்றம் 3: ௩2 ௬ என்ற கட்டுப்பாட்டில் எல்லா: 

ல் ட் 

% மதிப்புக்களுக்கும், [S| 2221 என்ற சமனின் மை... 
ட் 

பொருந்துமாயின், (6, ஒரு தனியத் தொடர் முறையாகும். 
(% ஒரு மாறிலி.) 

சென்ற தேற்றம் (2) ன் முறைப்படி, 

0 < | amyr|] 517] எனக் கிடைக்கும். 441] ஆகை. 
யால் credo kl am| = 0. எனவே, (௯) ஒரு சூனியத். 

ர ௪ 
தொடர் முறையாகும். 

5-7.8 தேற்றம் 4: முதல் உறுப்பிலிருந்தோ, அல்லது: 
முதல் (௬-1) உறுப்புக்களுக்குப் பின்போ, ௨, கூட்டு மதிப் 

புடையதாய், எல்லை “41 
no An 

(2 ஒரு விரி தொடர் மூறையாகும். (4 ஓரு மாறிலி), 

௪1221 என்பது பொருந்துமாயின்
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தெ எல்லை "= 1 ஆகையால், 6 என்ற எவ்வளவு 
n> a An 

சிறிய எண் கொடுக்கப்பட்டாலும், ஒரு குறிப்பிடக் கூடிய 
டக்கு அதிகமான ௩ன் மதிப்புக்களுக்கு, 

ந 82 ட டர €, 

an 

௩, ௩டஐ விடப் பெரிய எண் நர ஒன்று கொள்வோம். எனவே 

௩2 14 மதிப்புக்களுக்கு, 

ட) — L- €. 
ay - ட 

1521 ஆகையால், 474-655. 1 என்ற கட்டுப்பாட்டுக் 

கொப்பம் என்ற ஓர் எண் காணலாம். (குறிப்பு [4-1]; 6-3 

2-]2-26-11 என்பது போன்றவை) 

% 2 ]4 க்கு 

@ nti >K >, 

U7 

மூன் எக வம். (தேற்றம் 2), (௪,) ஒரு விரி தொடர் 

57.4 தேற்றம் 5: முதல் உறுப்பிலிருந்தோ, அல்லது 

.மூதல் (௩-1) உறுப்புக்களுக்குப் பின்போ, a, Qh mH 

.மதிப்புடையதாய், 

எல்லை ௬, 
ந உ த ௪ சீ 4 1 என்பது 

பொருத்தமானால், (ஈ,) ஒரு குவி தொடர் முறையாகும் (1/ ஒரு 
மாறிலி), 

தெ: எல்லை Ana, 

௧௮ ௨ கட 
- சிறிய எண் கொடுக்கப்பட்டாலும், ஒரு குறிப்பிடக் கூடிய 

டக்கு அதிகமான ௩%ன் மதிப்புக்களுக்கு, 

௪ ம ஆகையால், 6 என்ற எவ்வளவு 

I-e< SH cite, 

“m, mM, 9 af Gumus crair M _erm GQancir@aum,
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எனவே 2 14 மதிப்புக்களுக்கு, 

அட்ட 4146. 
79% 

41 ஆனபடியால் 1-1 €1$ 4 1 என்ற கட்டுப்பாட் 
டுக் கொப்ப, € என்ற ஒரு எண் காணலாம். (குறிப்பு: 7-3; 

€=yes 8242 6 ௦5 என்பது போன்றவை) 

% 2 14 க்கு, 

MK <1, 
n 

மூன் தேற்றப்படி (தேற்றம் 8), (௦,) ஒரு குவி தொடர் 
முறையாகும். அது மட்டுமல்ல, (ஈ;) ஒரு தனியத் தொட 
ராகும். 

D 

க:7:5 சில தொடர் முறைகள் : 

Ll. (@;)=2, 2, 2... நர பப என்ற தொடர் முறை. 

உட? [5:45 10) ன் விளக்கம் இங்கு காண்க]. 

(2) 22 1, ஆனால் (6,) ஒரு விரி தொடர் முறை; 

(8) [1௨14 1, ஆனால் (8) ஒரு சூனியத் தொடர் முறை; 

(௦) ௨-1, ஆனால் (,) ஒரு குவி தொடர் முறை ; 
எல்லை -]. 

(8) 2--1, ஆனால் (௬௦) ஒரு அலை தொடர் முறை; 
(-1 க்கும் - 1 க்கும் இடைப்பட்டது) 

fe) t<c-l; 

=—y TOTS Carat, y wi_Glesr >I, 

gr=(-y)” 

=(~ ijn y” 

a,=(~ 1) y”. 

ஒற்றைப் படை உறுப்புக்கள் குறை மதிப்புடையவை ; 

இரட்டைப் படை உறுப்புக்கள் கூட்டு மதிப்புடையவை;
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க பு 

மேலும் ர 5 1, ஆகையால், எல்லை]? ௨ 
n>= 

எனவே இத் தொடர் முறை - ௨ முதல் --ஈ வரை, ஓர் அலை 

தொடராயமைகிறது. 

at 

(2) ௪ “ஹி என்ற பொதுவுறுப்பு கொண்ட. 

தொடர் முறை. [5:45 (ம) ன் விளக்கம் இங்கு காண்க] 

L 
(a) ௨-1 ஆனால் ௭-௬ (1- nd)" 

(l-+-nd)” > (l+nd)> « 

எல்லை உட-0 

n> x 

(an) A® BOWS OST eo purgwb- 

et 

(6) ௪2 1 ஆனால் ட (2௮ல் 

a 

pT (ஸு) 2 

  

_
 

    

  

> x 

1 எல்லை 2 
n> « Ts ) 

இதுவும் ஒரு னியத் தொடர்முறையாகும்.
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(6) 0421, ஆனாலும்க;:௮0 
இதுவும் ஒரு ஐனியத் தொடர் முறையாகும். 

உன் குறையெண் மதிப்புக்களுக்கு இவ்வழியே 
(ன் பண்புகளை அறிக. 

(3) சிறப்பான தொடர் முறை: 

ay = (1++) என்ற பொது வுறுப்பைக் கொண்ட தொடர் 

முறை. 

(ஈ,) ஒரு குவி தொடர் முறை யெனவும் ஒரு திட்டமான 
எல்லை பெற்றது எனவும் நிறுவுவோம். 

&-5, தேற்றம் இரண்டின் கிளைத் தேற்றமாக, 

1 ர 1 nol 

(+a) > (ea) 
எனக் கொடுக்கப்பட்டது. 

1 n+l 7 1 . 

(445) 2 (45) ஆகும். 
எனவே (ஈ,) ஓர் *ஓரியல்பான ஏறும் தொடர் முறை” 

ஆகும். 
I me 

மேலும் ஐ, - (1+ 2) 

  

  

1 
நு 11 + 15 + 5 4 2 ச 

(1-4) (1-2 கி (1-5) 
% ட்ப % 

* [௩ 
] 1 ] 1 

51 ரர் ஜு ர “15 வலவ Ta
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1- ச 

y- 4 
2 

1 
= 142 ~- 5 

<3 

மேலும் a, > 1 

எல்லா ௩ மதிப்புக்களுக்கும், 

lea, <3 

(கப ஓர் * ஓரியல்பான” ஏறும் தொடர் முறை; கீழ், 
மேல் வரம்புகள் பெற்றது, ஆகவே (௭,) ஒரு குவி தொடர் 

முறையாகும் ; ஒரு திட்டமான எல்லை பெறும்; அவ்வெல்லை 
௨ எனக் கணிதத்தில் பல இடங்களில் பயன்படும், இந்த ௨ 

நேப்பியர் மடக்கை முறையில் மடக்கை அடியாய் அமை 

கிறது. ் 

(4) அவ்வாறே, 
1 - ௩10) 

Gn, = (1 - xi) என்று பொதுவுறுப்பைக் கொண்ட 

தொடர் முறையும் குவி தொடர் முறை யெனவும், e என்ற 

எல்லை பெற்ற தெனவும் நிறுவலாம். ' ~ 

இங்கு ஈ, > Anz, எனவும், ஆகவே, (௪, ஒரு ஓரியல் 

பான இறங்கு தொடர் முறை யெனவும் நிறுவலாம். 

1 - முடயு 

an = ¢ - a4) ne n+l 

டத ) ௬. (91-17
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j த / 1 . I 
எல்லை ரூ.௪ எல்லை (1 +z) X erevav (1 +z) 
n> ௨ n>a | ய் n> « 9 

ணை 2 

,5 இப்போது, (9), (4) ல் உருவாகிய எல்லையைப் பொதுப் 

படுத்தி, 

க ் 1\* 
(a) எல்லை (1 + 2) - ச என்பது ஈன் எல்லா கூட் 

LS a 

 @Qreir WAHLIYSHEHSSHRUD QurGH HS Quer aps 
த 

(6) எல்லை (1 + A.) =e என்பது உன் எல்லா 
உட ௨ 

குறையெண் மதிப்புக்களுக்கும் பொருந்து மெனவும், நிறுவு 

வோம். 

(aq) தெரிப்பு: ௩௮௨௨௮௨௬௩41 என்றன் மதிப்பை 

எடுத்துக் கொள்வோம். 

49.4 ல் கண்ட தேற்றம் 13 ஐப் பயன் படுத்தினால் 

1 n 1 \? ( ர ) 

த 
nr ் 

ஆனால் a (1 ++) = € எனவும் 

. 1 9-1 

எல்லை (1 + ) - 6 எனவும் 
ஆல n+l 

நாம் அறிவோம். 
னி 

எல்லை (1 + x) - 6 என்பது நிறுவப்படுகிறது. 
Lu ல் 

6) தெரிப்பு: ௨- -9 எனக் கொள்வோம் (4 கூட். 

'டெண்ட. 

1 \* ‘ 1\~4 
எல்லை (1 ++) = 6revdv (1 _ +) 
t>-« ௩ 7 Yoo 1 

% 924௩-1 எனக் கொள்வோம்.
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49.5 ல் கண்ட தேற்றம் 14 ஐப். பயன்படுத்தினால் 

1 ருரு ். 1 ச _ 1 (8271), 

பஷி உ உண) 
meni, 

ஆனால் எல்லை (1-4) - உ எனவும் உ (2-4 
லே l அ ரம]. 

எல் ட்டு = ் ட்ட (1 at) 6 எனவும் 

நாம் கண்டோம். 
॥ எல்லை (1 பஸ ) 6 என்பது பொருந்துகிறது... 

9௮௨ y 

எல்லை (1 ae i )- 6 என நிறுவப்படுகிறது. 
22-௪௧ a 

B
=
 

(6) Gupsomrtemeastén Glumin, ereddv (l+x)* = ௩ 
௧-0 

என்பதும் பொருந்தும். 

ஏனெனில், 

1 ச ட . . 
x= — எனக் கொண்டால் ஈன் மதிப்பு பூச்சிய எல்லையை. 

நெருங்கும்போது, நூன் மதிப்பு - ௨ என்ற எல்லையை, 
நெருங்கும். 

1 

எல்லை (1--ஐ) £ - எல்லை 1\" 
x—>0 ௮1௨ (i+) =e 

என. நிறுவப்படுகிறது. 

(7) மற்றுமோர் சிறப்பான தொடர் முறையைப் பார்ப், 
போம். ் ் 

அது ஈட் 1 % [-ட “| என்ற. Gon gay ML em LE 

கொண்ட தொடர் முறை. eae
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%--1 ஆனால் a,=—1 

%-8 ஆனால் ரூ.272. 

% 2 8 ஆனால், 
1 3 

i++) 8 2 % என நாம் அறிவோம். 

Barr > (w#+1)” 

i 1 

on™ > (m+) 

% 2 8 என்ற மதிப்புக்களுக்கு, 

By > Bri 

மூதல் 8 உறுப்புக்களுக்கு, 

உட ரூ.௮ ர, என்பது பொருந்து மென அறிக. 

அதற்குப் பின்பு, ௪, 2 ௨, 2 ௫ வப , அதாவது ஈக, 

முதல் இரண்டு உறுப்புக்களுக்குப் பின்பு (௨) ஓரியல் 
பான இறங்கும் தொடர் முறை. 

மேலும், எல்லா ஈ மதிப்புக்களுக்கு, 

௩2 1* ஆகையால், 

1 3 IV
 

a, >1 

(மவன் கீழ் வரம்பு 1. 

2 1 

(பின் மேல் வரம்பு 3",
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ஆகவே, (8,) ஓரியல்யான: இறங்கும் தொடர், முறையாய், 

7 

1 என்ற கீழ் வரம்பும், 3” என்ற மேல் வரம்பும் பெற்றிருப்- 
பதால், 

எல்லை ஈ,, - 1/2 1 எனத்தான் இருக்கமுடியும். 

n> ஐ ் 

ஆனால் 1-1 எனவே பின்வருமாறு நிறுவலாம். 

ஒரு குறிப்பிட்ட சிறிய கூட்டு: எண் 6. கொடுக்கம் 

பட்டால், 

(149௩-14௦3 3 ட 1...   

உக டண Se. 

% (%-1) 

5“. 
2 க 

இப்போது m=) (~@ ) 41 என்ற மதிப்பை எடுத்துக் கொண் 

(வோமானால், 

௩ 7௩ என்ற மதிப்புக்களுக்கு,. 

_1 ௪2 1 ஆகவிருக்கும். 

அப்படிப்பட்ட n > ௩ மதிப்புக்களுக்கு,. 

(6535 ௩ ஆகும். 

(1-5) 5 ஈர ஆகும், 

i 

அதாவது கட ஃ 1-6 ஆகும். 

t 

அதாவது |௩”-1| 46 ஆகும்.
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எனவே “எல்லை வரையறைப்படி, 

எல்லை (5 -1 என்பது நிறுவப்படுகிறது. 
> x 

E 

தொடர்ச்சியான சார்புகள். 

(Continuous functions) 

“583 தொடர்ச்சியான சார்புகள்: வகை நுண்கணிதத்தில் 

்௭னர்டிம வேலய) தொடர்ச்சியான சார்புகள் பற்றியும் 

அவைகளின் இயல்புகள் பற்றியும் விரிவாக விளக்கப்படும். 

உயர் கணிதத்தில் * கிர" எனப்படும் கணிதப் பகுப்பு 

மூறையில், இன்னும் நுணுக்கமாக இவ்வித சார்புகளின் 

இயல்புகள் ஆராயப்படும். 

ஆனால் மிகவும்: சுருக்கமாக இச் சார்புகளைப்பற்றி, இந் 

நூலில் காண்போம். 

6.8.2.1 தொடர்ச்சியான சார்ப-வரையறை: 

2௨2 ௨.ஆக விருந்து, ச ஐ அணுகும் போதும், 2 48 

ஆக விருந்து, ஈஉ ஐ அணுகும் போதும், 7(2). எல்லை மதிப்புக் 

கள் தடப் “அவ்விரு எல்லை மதிப்புக்களும் f(a) GF 

சமமானால், 7(2) என்பது 8௨ என்ற மதிப்புக்கு (அல்லது ௨ 

என்ற புள்ளியில்) தொடர்ச்சியான சார்பு எனப்படும். 

௨5 ௧ ஆக விருந்து ௨ ஐ அணுகுவதை எல்லை f(x) 
௮-0 

என்றும், ௨ ₹2 ஆக விருந்து ௨ ஐ அணுகுவதை எல்லை f(x) 
௮-0 

என்றும் குறிப்பிடுவதுண்டு. 

எ-கா. : 2-0 என்பது 2:1, 2:001, 2°00001 ...... > 2 

2~—0 sresrigs 1°9, 1°99, 1°9999 ...... —> 2 

f (2) - ஈீ எனக் கொண்டால், 

எல்லை ரீ) - 
௨௮-20
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2௮௬2-0 

a= 2 ened f(x) = 4 

erorGou f(x). = 2 என்ற சார்பு உ - 8 என்ற மதிப்புக்கு 

(அல்லது ௨- 8 என்ற புள்ளியில்) தொடர்ச்சியான சார்பு 

எனப்படும். 

5.82.2 இந்த வரையறையை இன்னும் நுட்பமாகக் கூறு 

வது பின் வருமாறு: 

பின்வரும் கட்டுப் பாடுகளுக்குட்பட்டால், 7(ஐ) என்ற 
சார்பு, ௨-௪ ௨ என்ற மதிப்புக்கு (அல்லது ௨- ஈ என்ற 

புள்ளியில்) தொடர்ச்சியான சார்பெனப்படும் : 

16” என எவ்வளவு மிகச் சிறிய கூட்டெண் கொடுக்கப் 
பட்டாலும், [2 - | 44 என்ற இடைவெளியில் (அதாவது 
a-h<acath என்ற இடை வெளியில்) உள்ள எல்லா 
உன் மதிப்புக்களுக்கும், 

(f(t) - 7(6)1:€6 என்ற சமனின்மை பொருந்தும் 

வகையில், & 2 0 என்ற ஒரு எண் காணமுடிய வேண்டும்.'* 

அப்படி ஒரு£2 0 காண முடியுமாயின், 7(௦) என்ற சார்பு 
‘a’ என்ற மதிப்புக்கு (அல்லது ௨ என்ற புள்ளியில்) 
தொடர்ச்சியான சார்பாகும். 

குறிப்பு 1: இது 

எல்லை = எல்லை = f (a) 

a—>a+t0 a>a-0O 

என்பதே யாகுமெனக் காண்க. 

5.83 (a, 6) என்ற ஆயிடையில் (1ஈ(648]) தொடர்ச்சியான 
சார்ப: 

(௧, 6) என்ற ஆயிடையிலுள்ள எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் 
(அதாவது ௨, 8 என்ற ஆயிடையிலுள்ள எல்லா மதிப்புக் 
களுக்கும்) 7 (2) ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பாகு மாயின், 7 (2) 
அவ்வாயிடையில் தொடர்ச்சியான சார்பு எனப்படும்.
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5.8.3.1 மற்றோர் வரையறை: 

பின் கூறப்படும் இரு கட்டுப் பாடுகளும் (a, 5) என்ற 

ஆயிடையில் 7(2) க்குப் பொருந்துமாயின் 7(௦) என்பது (௪, 8) 
என்ற ஆயிடையில் ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பெனப்படும்; 

1) ரீ); 76) என்ற மதிப்புக்களுக்கு இடைப்பட்ட 

ஒவ்வொரு மதிப்பையும், குறைந்தது ஒரு முறையேனும் ரீ (2) 
அவ்விடை வெளியில் [(ஈ. 6)] ஏற்கவேண்டும். 

(2) (௪, 8) என்ற இடை வெளியில் f(x) ன் மேல் கீழ் 
_ வரம்பு மதிப்புக்களாகிய, 13, % என்ற மதிப்புக்களைக் குறைந் 

த்து ஒரு முறையேனும் f(x) அவ்விடை வெளியில் ஏற்க 
“வேண்டும். 

[Bromwich ; கோக நூல்கள் காண்க]. 

5.8.4 இந்த வரையறையை யொட்டி, f(x), F (x) என்ற 
சார்புகள் ஈஉ என்ற மதிப்புக்குத் தொடர்ச்சியான சார்பு 

.களாயின், [f (x) + F(a] [f (2) x F(a} db அதே மதிப் 
புக்குத் தொடர்ச்சியான சார்பாகும். 

F (a) #0 என்ற விலக்கோடு, 51) ம் அதே மதிப்புக்குத் 

“தொடர்ச்சியான சார்பாகும். 

8 [7(2)]ம். அவ்வாறே, 

5.8.4.1 P (z) = aa” + aa"! + we -- ச, என்ற பல்லு 

ுப்புக் கோவை, ன் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும், தொடர்ச்சி 
யான சார்பாகும். இம் முக்கியமான இயல்பு, சமன்பாட்டுக் 
கொள்கையில் பெரிதும் பயன்படுத்தப்படும். மேலும், உன் 
எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் 

5.8.4.2 எ என்ற சார்பும், ௨2 0 என்ற மதிப்புக்களுக்கு 
1௦2௨ அல்லது மகை % என்ற சார்பும் தொடர்ச்சியான சார்பு 

- களாகும். 

மற்றும் விவரமான இயல்புகள் மேல் கூறப்பட்ட, 11௦ய- 

அம்பு, கோக போன்ற நூல்களில் விரிவாகக் காணலாம்.
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பயிற்சி 5 

1. பின்வரும் தொடர் முறைகளின் தன்மைகளையறிக.. 

மேல், கீழ் வரம்புகளிருப்பின் அவைகளையும், எல்லையிருப், 

பின் அவ். வெல்லைகளையும் அறிக. 

டே குு( 1) (0 
  

  

  

(9 aq=5+ SF 

இக (+ ) (7) கைம் OD" 

(1 வட 7 (8) an=n[1+(-1)"J 

் [5 (நந 

(4) ae (9) உ ஒடு 

(5) a,=m+(-1)" (10) ay= sin 2 

  

2 

2, a= 08” gene எல்லை (௧,)-0 என நிறுவுக. 
a ணன a 

3. dy a ஆனால் எல்லை (௨-0 என நிறுவுக. 
பதி > «x 

4. [r|] < lorem aL Quium_yo, (செ.ப.௧.)) 

An = NT” MED எல்லை (௪,)-0 என நிறுவுக. 
n> « 

5, dg =iVnian~Vni-n} ஆனால் ereddv (a,)=0 ere 
“> 6 ச 

நிறுவுக. 

n : 4 
6. ரத Zan ஆனால் எல்லை (0-0 என நிறுவுக. 

௯



கந்தழித் தொடர் முறைகள்-எல்லைகள் 199. 

7. எல்லை (a,)=A; எல்லை (,)-1 ஆனால் 
n> n> « 

எல்லை ($ A+ bn) = KA+qB கான் நிறுவுக. 
n> «x 

8. ௭2 0ஆனால் 

(௦) ௭5 1-ஐ எனவும், 

(6) ௨2௨ log. (1+2) எனவும் நிறுவுக. 

1 m+ l (141) . 

9. a= (+5577) , உ” (ட) ஆனால . 

௨௨ ம என நிறுவி, எல்லை (௪,-6,)-0 என நிறுவுக. 
wo x 

அவ்வழியாக எல்லை (௭;)- எல்லை (ம,,) என நிறுவுக.. 
n> x >



6. கந்தழித் தொடர்கள் 
குவிதலும், விரிதலும் 

(Infinite Series - Convergency and Divergency) 

A 

6.1 தொடர்: நாம் ஈ.,,ஐ.... An என்ற கந்தழித் தொடர் 
_.மூறை (முடிவிலாத் தொடர் முறை) பற்றி சென்ற பகுதியில் 
கண்டோம். அத்தொடர் முறையின் உறுப்புக்களை -- என்ற 

குறியீட்டால் இணைத்துப் பெறப்படும். a,+a,+...... ஸ்டா வ 
என்பது ஒரு தொடர் எனப்படும். 

S14 முடிவுள்ள தொடர்: இத் தொடரில் ஒரு குறிப்பிட்ட 
எண்ணிக்கை வரை, உறுப்புக்கள் கொண்டால், அது ஒரு 

* முடிவுள்ள ” (110/6) தொடரெனப்படும். 

கந்தழித் தொடர் : கந்தழிவரை உறுப்புக்களைக் கொண்டு 
'செல்வோமாயின், அது ஒரு : முடிவிலாத் தொடர்' அல்லது 

: கந்தழித் தொடர்” (Infinite Series). இவ்விதத் தொடர்களை 
“கந்தழித் தொடர்! எனவே இனி கூறுவோம். 

OLLI எடுத்துக் காட்டு: 

1 1 1 ; . 
(1) 1+ டல் + oF beste + ம என்பது 101 உறுப் 

புக்கள் கொண்ட ஒரு முடிவுள்ள பெருக்குத் தொடர். 

: . 191 1 

எழுதும் முறை 2 Ti 

1 1 ‘ ம ல 
(2) 1+ a ot gr tee ௩ என்பது ஒரு கந்தழிப் பெருக் 

குத் தொடர்.
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. = 4 
THD POD SF 

எந்த ஒரு மூடிவுள்ள தொடருக்கும் ஒரு திட்டமான 
கூட்டுத் தொகையுண்டு, என்பது வெள்ளிடை. (1) எண: 

இங்கு குறிப்பிட்ட தொடருக்கு, 

மூதல் 101 உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை 

1 
=] (- a) 

I 
ட் 1 910 

2 

(15% (3) 
9191 _ | 

= 9,100 ‘ 

ஆனால் (2) என்ற குறிப்பிட்ட கந்தழித் தொடருக்கு அவ் 

வாருன கூட்டுத் தொகை உண்டா, இல்லையா, இருப்பின்: 

எப்படி அக் கூட்டுத் தொகை வரையறுக்கப்படுகின்றது என் 

பதைப் பற்றி இப் பகுதியில் ஓரளவு பார்ப்போம். 

62 கந்தழித் தொடரின் கூட்டுத் தொகை -- வரையறை : 

கட்க கர 2 ௪ வரை ஒரு தொடர் கொடுக்கப்பட்டி . 

ருக்கிறது. இதைத் கொண்டு க, சூசி பசில ட என்ற (84. 

தொடர் முறையமைப்போம். 

2,-&, (முதல் உறுப்பு) 

_ க மடட்டி (முதல் இரண்டு உறுப்புக்களின் கூட்டுத். 

தொகை) 

அவ்வாறே, 

3, கட்கம் 8 

ஆக்க ்டா் severe உ (மூதல் ௩ உறுப்புக்களின்” 

கூட்டுத் தொகை) 

oon oon eee one ae
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“இப்போது (௦) என்ற தொடர் முறை குவிந்து 5 என்ற எல்லை 

யைப் பெறுமாயின், 

கந்தழித் தொடரான, 3 

a 

ஈட ஐ, - ஒ்கக்கக ௨ ஆ 

] 

= > a, 

ஒரு குவி தொடரெனப்படும் ; அதன் கூட்டுத் தொகை 8 என 
வரையறுக்கப்படுகிறது (Convergent Series, with a sum S). 

குறிப்பு: $ என்பது ஒரு எல்லை (அல்லது ஓர் அணுகி) 

“என்பது வலியுறுத்தற் குரியதோர் அடிப்படைக் கருத்து, 5 
என்பது ஒரு தொடரைக் கூட்டிப் பெறப்படும் தொகையல்ல, 

அது ஒரு கூட்டுத் தொகையின் எல்லைதான். 

ஆகவே எல்லை ,-$ என்று கூறுவது “எல்லை' க் 
௩௮௨ 

- கருத்தை வலியுறுத்துவதாகும். $ என்பது அக். கந்தழித் 
தொடரின் கூட்டுத் தொகை யென்பது ஒரு மரபே யொழிய, 

“வேறல்ல, 

அவ்வாறே (௦) என்ற தொடர் முறை, விரியுமாயின் 
அல்லது அலையுமாயின், Da, என்ற கந்தழித் தொடர் 
”மூறையே ஒரு விரி தொடரெனவும் ஒரு அலை தொடரெனவும் 
கூறப்படும், (ஜன் 5௪185/0801112111த 525125). 

62.1 குவி தொடர் -- எடுத்துக்காட்டு. 

ர i . j 14545454 ர பவ ௨ என்ற கந்தழித் தொடரை 

எடுத்துக் கொள்வோம். 

சட- 1 5 1 

 =1+> =] 

b
o
f
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1 1 1 7 

salby tate 8 ர் ம
 ( ॥ 

1 சொம்ப 

கூ-14 ஒர் வலய 1 ஒண்ட 147 

இக்கூட்டுத் தொகைகளை ஒரு நேர்க் கோட்டின் மேல் 

புள்ளிக் குறியீடு செய்வோம். ் 

8; Sy 85 8, 8, 

0 | — | | | | 
1 14 
  

bo
 

மேல் படத்தைப் பார்த்தால், பின்கூறப்படும் அமைப்பு 

விளங்கும். ௪ 

Sn (n = 2, 3, 4, ....-. ) வேண்டுமாயின், 5, க்கும் 2 க்கும் 

இடைப்பட்ட நடுப்புள்ளியை எடுத்துக் கொள்ள வேண்டும். 

எனவே, ௩ எல்லையற்று வளர்ந்து: செல்லும் போது, 

லை ் ws ௯ 3 என்பது தெரிய வருகிறது. 

1 1 திக இட்ட 
எனவே 1-2 “தா எ வக ௩ என்ற கந்தழித் தொட 

ரின் கூட்டுத் தொகை 8 என வரையறுக்கப்பட்டபடி 

டுகாள்ளப்படுகிறது. 

நாம் புகுமூக வகுப்பில் அறிந்தபடி, 

எனக் கொண்டால், 

  

  

கட = 
8, = 2 க எனப் பெறப்படும். 

1 
ஆல 2 | = Ga 
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n> m 66 yer 26 என்ற சமனின்மைக் கொப்ப,. 

எவ்வளவு சிறிய கூட்டு எண் 6 கொடுக்கப்பட்டாலும், அதற்: 

குரிய ௩ கண்டுபிடிக்கலாம். 

எல்லை உ, - 2 எனப் பெறப்படும். 
2௦ 

1 1 . : 
S=lt3+ got பகவ ௨ - 9 என்ற மரபு கொள்ள” 

லாம். 

௦ க ் 

6:8.1 தேற்றம் 1: 3 பூ என்ற தொடர் & என்ற. 
dl 

ae 

கூட்டுத் தொகைக்கும் 5 8, என்ற தொடர் £ என்ற கூட்டுத். 
1 

தொகைக்கும் குவியுமானால், 

() (460) (க... ௨ என்ற தொடர் &--%. 

என்ற கூட்டுத் தொகைக்கும், 

(ii) (a, -— 6,) + (ay - 6.) +o. ௪ என்ற தொடர் க. ந 

என்ற கூட்டுத் தொகைக்கும், 

(iii) Ka, + Kay +... ௨ என்ற தொடர் %த் என்ற 
கூட்டுத் தொகைக்கும் குவியும். 

தெ: சட்ட... +4, = Ay எனவும் 

by + bg + ப 45, %, எனவும் கொள்க. 

வரையறைப்படி, 

எல்லை A, = A 
>a 

எல்லை Ba = B 

n> a 

Sy = (a, + 5,) + (G2 + be) + oe + (an + 5,) எனக்கொள் 

வோம். க, ட்
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. nw %% 

அப்போது 38, = ர் ay, + 2B. 

= An + Br 

எல்லை 9, = eTeddv (An + B,) 
Loa ரந -2- a 

=A+B 

(5'5.1—2 (a) காண்க) 

அவ்வாறே, 

ty = (கட்சிப் (சிஜி + eee ௩ ௫-ம் எனக்கொள் 

வோம். 

எல்லை t, - எல்லை (க,- 1) 
5-௦ up x 

= A-B 

(5°5.1—2 (4) காண்க). 

Dy = Ka, + Kay +... + Ka, எனக் கொள்வோம். 

எல்லை ந, - எல்லை, 
n> ow u> ax 

= KA 
(65.11 (5) காண்க). 

Sa, tb 50,ம் இரண்டும் பெருக்கப்பட்டாலோ, ஒன்றை 

யொன்று வகுத்தாலோ, பெறப்படும் தொடர்கள் பற்றிய 

இயல்புகள் எளிதில் பெறப்படா. அவை பற்றிப் பின்னர் 

பார்ப்போம், 

6.3.2 தேற்றம் 2: ஒரு தொடரின் ஆரம்பத்தில் ஒரு 

குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கையுள்ள உறுப்புக்கள் நீக்கப்பட்டு. 

விடுமாயினும், அத்தொடரின், குவிதன்மை, விரிதன்மை, 

அலைதன்மை மாறுபடாது. 

தெ: ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கையுள்ள உறுப்புக் 

களின் கூட்டுத்தொகை ஒரு திட்டமான (Finite) தொகை 

யாகும். ச ் 

10
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ஆகவே, முதலில் கொண்ட தொடரின் கூட்டுத் தொகை 

8 க்குக் குவியுமாயின், இரண்டாவது தொடரின் கூட்டுத் 
தொகை, 5 - ஒரு திட்டமான தொகைக்குக் குவியும், (5- 50. 

அல்லது முதலில் கொண்ட தொடரின் கூட்டுத்தொகை 
be SG விரியுமானாலும் சரி அல்லது குறிப்பிட்ட எண் களுக்கு 
இடைப்பட்டோ, அல்லது :- ௨ க்கு இடைப்பட்டோ, அலையு 

மாயினும் சரி, ஒரு குறிப்பிட்ட தொகை $, ஐ எடுத்து விட் 

டாலும், இரண்டாவது தொடர் அதே விரி அல்லது அலை 

தன்மையை இழக்காது. 

குறிப்பு: ஒரு குறிப்பிட்ட தொடரில், நமது விருப்பப்படி, 
அடைப்புக்களிட்டால், அவ் வழியாகக் கிடைக்கும் தொடரின் 
தன்மைகள், தனியாக ஆராயப்பட வேண்டும். திட்டமான 
வரம்புகளுக் கிடையே அலையும் ஒரு தொடரை, அடைப் 
புக்களிட்டு, புதிய அமைப்பில் அத் தொடர்களைக் கொண் 

டால், சில சமயங்களில் தொடரின் தன்மை மாறலாம்- 
அதாவது அலைதொடர் குவி தொட்சாகளும், கூட்டுத்தொகை 

வேருகவும் மாறலாம். 

6,3.2.1 எ-கா. (1) 

1 2 3 4 5 
1- 7 +> - 2 + BS Bree 

என்ற தொடர் 0°306 ...... க்கும் 1506 க்கும் இடையில் அலை 
தொடர், 

த 1 2 3 4 5 . 
ஆனால் (1 - ௮) + (அ - 7) + (s - 3) உ என்பது 

0806 ...... என்ற கூட்டுத் தொகைக்குக் குவியும் தொடர். 

. 1 2 3 4 . 
மேலும் 1 - [ஆ எ ஆ) -(o-F) ட என்பது 1806 

என்ற கூட்டுத் தொகைக்குக் குவியும் தொடர். 

6.8.2.2 முக்கியமான எ-கா: 

நகர ப ௨ என்ற கந்தழிப் பெருக்குத் தொடர், 

(1) [| 1 ஆனால் குவியும்; 
(2) 21 ஆனால் விரியும்; 
(3) 2 - 1 ஆனால் அலையும்.
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- 1 என்ற.மதிப்புக்கு ஆ 141414... +1l=n 
எல்லை (௪) - .ஈ என்பது வெள்ளிடை. ₹- 1 என்ற 

n> « 
be elk eed 1௮ ள் 

மதிப்புக்குத் தவிர, 3, - என்பது நமக்குத் தெரியும்.   

Q) [rt<4, ae அதாவது - | 4௪41 ஆனால் 

11௬ —, என எழுதலாம்; ௨ ஒரு கூட்டெண். 

1 
17 ம ap 

1 
<a na (ஈருறுப்புத் தேற்றத்தை யொட்டி). 

எல்லை 7-0 (+ எல்லை டன 0) 

n> « ஆல 18 

52 எல்லை Sp 
Ya 

= எல்லை (= - —)   

      

n> x 

என்டு 

. 1 ச் 

| அல்லது உ டது liar 

௩ ௩ என்ற மதிப்புக்களுக்கு| |< 6 என்பதற்கொப்ப 

நாம் ரா காணலாம். | 

|ஈ| 4 1 ஆனால் இக் கந்தழித் தொடர் குவிகிறது 7 
. 1 

கூட்டுத்தொகை i   
௪ 

2) ஈ21 ஆனால், - 144 எனக்கொள்க. 

ry = (1 + &)” 

> 1+ nk 

re — 1 
BiG OV Sy = ரப]
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. ந, ௫ என்ற மதிப்புக்களுக்கு எவ்வளவு பெரிய N 

கொடுக்கப்பட்டாலும், கூ2:11 என்பதற்கொப்ப ஒரு 7௩ 

காணலாம். 

(8, விரி தொடர் முறை 

735: 1 க்கு இக்கந்தழித் தொடர் விரி தொடராகும். 

(3) 4-1 ஆனால் ௪௩ (1.0), எனக். கொள்க 

5 ஒரு கூட்டெண்,. 

(- ry” = (1 + by 

>l+ nb 

௩ ஒற்றைப் படை முழு எண்ணுயின்,. 

டம் (135 
1 ர) 

2+ nb 

டான: 
  

n இரட்டைப் படை மூழு எண்ணாயின்: 

-i- {+ oy" 
"1+ (1+ 8) 

- nb 

“3 

டன் கீழ் வரம்பு - ௨; மேல் வரம்பு + ௬. 

* ௨௨1 ஆனால் இக்கந்தழித் தொடர் - ௩ க்கும் 

4 ௨ க்கும் இடைப்பட்டு அலைகிறது. 

மேலும் 7- -1 ஆனால், ௩ ஒற்றைப் படை முழு எண்ணா. 

யின், 8n = Ly 

n இரட்டைப் படை முழு எண்ணாயின் 8, - 0. 

2 =-1 ஆனால் இக்கந்தழித் தொடா 0 சதம் 1 க்கும். 

இடைப் பட்டு அலைகிறது.
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63.3 eréeb (Remainder): 

சர்க் ரர் ௨. என்ற கந்தழித் தொடர் 

Glan eit Goumtb. 

Sanam — Sa= கட்டா டடம ப பஸ (A) 

(A) என்பதை mRva=Spin-8, எனக் குறிப்பிடுவ 

துண்டு. 

என்பது பகுதி எச்சம் (Partial Residue) srarsuGw. 

அவ்வாறே கூடட்டும் ஃ வரை *, எனக் குறிப் 

பிடுவதுண்டு; அதாவது முதல் ஈ உறுப்புக்களை விட்டு, மீதி 

யுள்ள பகுதி. இது எச்சம் (85100௦) எனப்படும். 

63.4 தேற்றம் 9: 5, ஒரு குவி தொடராயின் 

1 

எல்லை ௩-0 என்பது தேற்றம். 
> ew 

v7 x 

QS: S,=S4n3 ௨ ஒரு குவி தொடரெனக் கொடுக்கப் 

i 1 

பட்டதால் எல்லை ,,-8 என்ற ஒரு திட்டமான எண், “எல்லை” 

௮௦ 

வரையறைப்படி, ஏதாமொரு சிறிய 6 கொடுக்கப்பட்டால், 

ஐ. 74 என்ற மதிப்புக்களுக்கு 

|.ஆ- ௪ |... = என்ற சமனின்மை பொருந்தும். 

௩573 ஆகும் போது (%-ட) ம் 2 74 ஆகும். 

| கட்டா | < 4 என்ற சமனின்மையும் ௩211 க்குப் 

பொருந்தும்.
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இப்போது, 

| mRa I = | கட்டட கிஷ |் 

= | Sn —§+5- ஆ, | 

< I Srim ஆ] + | ஷூ Sj 

€,€ 
<p ty 

அதாவது | யக | < 6 எனப்படும்.. 

எல்லை ஃ,,-0' 
௮-2 

குறிப்பு (1) சிறப்பாக, ஈ-1 ஆனால் 

எல்லை ௩-0, 
2-௨ 

அதாவது எல்லை ட்ட =0 

n> 

Hstoug Gurgioras ered a, =. 
n> a 

இந்த அடிப்படையில், நாம் மேலும் அறிவது யாதெனின், 
ஒரு கந்தழித் தொடர் குவியுமாயின், அதன் ௩ வது உறுப்பு, *.. 
கந்தழி யெல்லையில் 0 எல்லையை அணுகும், இது ஒரு முக்கிய 
மான பண்பாகும். 

x 

குறிப்பு (2) 5, குவிய வேண்டுமாயின் எல்லை. 0- 
1 n> a 

என்ற கட்டுப்பாடு ஈன் எல்லாக் கூட்டு முழு எண் மதிப்புக் 

களுக்கும் பொருத்தமாயிருக்க வேண்டும். 

இது (தேவையான, போதுமான கட்டுப்பாடாகும் (112069881ூ-: 

and Sufficient Condition). 

இது 'தேவையான' கட்டுப்பாடு என இத் தேற்றத்தில்: 

நிறுவப்பட்டது. இது *போதுமான' கட்டுப்பாடும் ஆகும் 

என்பது இந்நூல் திட்டத்திற்கு அப்பாற்பட்ட தென விடுக்கப். 
பட்டது. அதன் உண்மையைத் தெரிப்பின்றி ஏற்றுக் கொண்
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வோம். (தெரிப்பு காண விழைவோர், மேக : 1௦00101101 
to the Theory of Fourier Series and Integrals பக்கம் 38-40 

காண்க,) 

குறிப்பு (8) ஆனால் எல்லை ஈ,-0 என்ற கட்டுப்பாடு 
a 

(குறிப்பு (1) ல் சிறப்பாகக் கண்டது) தேவையானதாகுமே 
ஒழிய, போதுமான தாகாது. அதாவது ஒரு தொடரில் 
எல்லை ஈ, 40 ஆனால், அத் தொடர் குவியா தெனக் கூறி 
n> 

விடலாம். 

ஆனால் மறுதலையாக, எல்லை ௨-0 மாத்திரம் ஒரு தொட 
n> x 

ருக்குப் பொருந்துமாயின், அத் தொடர் குவியு மெனக் கூறி 
விட முடியாது; அத் தொடர் குவியினும் குவியலாம், அல் 
லாது போனாலும் போகலாம். 

“தேவையான, போதுமான” நிபந்தனை எல்லை ,,௩,-0 என் 
பது தான். n> x 

குறிப்பு (4) எனவே சில தொடர்களில் எல்லை ௩-0 
n> a 

ஆக அமைந்து எல்லை ,௩,௪0 ஆகுமாயின் அத் தொடர் 
குவியாது. n> x 

குறிப்பு (5): சென்ற குறிப்பு (8), (4) ல் கூறப்பட்ட 
உண்மையை, பின் வரும் எடுத்துக் காட்டு ஐயந்திரிபற 
விளக்கும். 

: 1 1 1 

  

    

எ-கா. 1+ x + ரத ட என்ற தொடரில் 

ay=— > 0 

ஆனால் 

1 1 ந 
aRa= Say + yas Tt eeaees T ae 

1 1 1 
> min + ain te we aane + கு
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ர 1 
“3 

ர 

a 
5 

எல்லை + 0 
n> « 

.. எனவேக,௮-0; அப்படியிருப்பினும் ௩, எல்லை பூச்சி 
யத்தை அணுகாதாகையால் 1-4$3*3-433 ௨ என்ற 

கந்தழித் தொடர் குவி தொடராகாது. இது ஒரு விரி தொட 
ரென சோதனை 5(8) (0) ல் பார்ப்போம். 

எனவே ,ஆ,-0 என்பதே ஒரு தொடர் குவிதற்கு 
“தேவையான, போதுமான” கட்டுப்பாடு; a > 0 srarugy 
“ஒரு தேவையான: கட்டுப்பாடு; ஆனால் போதுமானதல்ல, 
என்பது, இவ்வெடுத்துக் காட்டால் விளக்கப்படுகிறது. 

ஆனால் இது பொதுவான தெரிப்பல்ல என்பதை மறந்து 

விடக் கூடாது. 

எனவே, மீண்டும், ஓரு முறை, (தேவையான, போது 
மான” கட்டுப்பாடுகளை வரையறுட்போம். : 

°C என்ற எவ்வளவு சிறிய எண் கொடுக்கப்பட்டாலும், 
௩.2 74 என்ற மதிப்புக்களுக்கு ஈட என்ற மற்றொரு கூட்டு முழு 

எண்ணுக் கொப்ப, 

1௯ சக] 4 6 

என்ற கட்டுப்பாடு பொருந்தும் வகையில் 14 என்ற ஒரு 

கூட்டு முழூ எண் காண முடியுமாயின் 5, குவி தொடராகும், 

B 

இனி, முதலில், கூட்டெண்கள் மட்டுமே உறுப்புக் 
களாய்க் கொண்ட, தொடர்களின் குவி, விரி, அலை தன்மை 
களைப் பற்றிப் பார்ப்போம். 

6.4.1 தேற்றம் 4: 3 என்ற தொடரின் உறுப்புக்கள்' 
யாவும் கூட்டு மதிப்பு உடையனவாயின், (9,)- (௪,-௧,-... 8.) 
என்ற தொடர் முறை ஓர் “ஓரியல்பான” ஏறும் தொடர் 

முறையாகும்.
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(அவ்விதத் தொடர் முறையின் இயல்பை யொட்டி, (3). 
குவியுமா, அல்லது விரியுமா [5:6,8 (1), (2) காண்க] என்பதை 

தாம் காணவேண்டும்.) 

தெரிப்பு எளிது: ஏனெனில் உறுப்புக்கள் யாவும் கூட் 

டெண்கள். ஆகவே 2 உூடட2 கடட 2 verre 0909 80 

6.4.2 (1) தொடர் முறை (9) ஒரு மேல் வரம்புடைத் 

தாயின் 2 ஷூ ஒரு குவி தொடராகும். (2) தொடர் முறை (Sy) 

மேல் வரம்பற்றதாயின் 2 ௨, ஒரு விரி தொடராகும். 

6.4.3 கிளாத் தேற்றம் : 3 ௨௩ என்ற தொடரின் உறுப்புக் 

கள் யாவும் குறை மதிப்புடையனவாயின், 

(Sn) = (@, + Ge + ர் ஈறி. என்ற தொடர்மூறை, ஓர் 

* ஓரியல்பான * இறங்கும் தொடர்முறையாகும். 

இங்கு, 

(1) தொடர் மூறை (ர) ஒரு கீழ் வரம்புடைத்தாயின் 

ZS On ஒரு குவி தொடராகும். 

(ஐ) தொடர் முறை (5.).ஒரு கீழ் வரம்பற்றதாயின் 
Sa, Aw OM தொடராகும். - ஈ க்கு விரியும். 

6.5 சோதனைகள் : பின்னர் ஒரு கந்தழித் தொடர் 2 ௯ 

(கூட்டெண் உறுப்புக்கள் கொண்டது) குவியுமா, விரியுமா 

என்பதை அறிய சில சோதனை முறைகள் வகுத்துக் கூறப் 

பட்டிருக்கின்றன. தேவைக்குத் தக்கபடி, அச் சோதனைகளைப் 

பயன் படுத்தி குவி, அலை, விரி தன்மைகளை அறியலாம். 

இச் சோதனைகளில் கொடுக்கப்படும் கட்டுப்பாடுகள், 

தொடரின் முதல் உறுப்பிலிருந்தே பொருத்தமாயிருக்க 

வேண்டு மென்ற தேவையில்லை. முதலில் ஒரு குறிப்பிட்ட 

எண்ணிக்கையுள்ள உறுப்புக்களை விடுத்து, அதற்குப் பின்பு 

அக்கட்டுப்பாடுகள் பொருந்துமாயினும் போதுமானது. 

ஏனெனில், 6.8.2, தேற்றம் 2-ல் கண்டபடி, “ ஒரு தொடரின் 

ஆரம்பத்தில் ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கையுள்ள உறுப்புக் 

கள் நீக்கப்பட்டு விடுமாயினும், அத் தொடரின் குவி தன்மை, 

விரிதன்மை மாறுது”. ட்
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எனவே பின்வரும் சோதனைகளில் ஒவ்வொன்றிலும். 
*ஒரு தொடரின் உறுப்புக்கள், முதலில் இருந்தோ, அல்லது 

ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கையுள்ள உறுப்புக்களை விடுத்து,. 
அதற்குப்பின்னோ ........ என்ற கட்டுப்பாட்டுக்குட்பட்டால் 
டட * என்று சேர்த்துக் கொள்வது பொருத்த முூடைத்து. 

ஆனால் 6:3.2, தேற்றம் 2-ஐ யொட்டி, இதை ஒவ்வொரு. 

இடத்திலும் கூறாமல் விடப்பட்டிருக்கிறது. 

65.1 சோதனை 1: ஓப்பீட்டுச் சோதனைகள் (மய8:1500. 
Tests). 

எல்லா ௩ மதிப்புக்களுக்கும், 

(4) 0< a, < kb, என்ற கட்டுப்பாட்டில், 5 8, குவி 

தொடரானால், 5 ஈம் ஒரு குவி தொடராகும். 

(2) a, >kb, >0 aerpm கட்டுப்பாட்டில் 5 5, விரி' 

தொடரானால், % ௨,ம் ஓரு விரி தொடராகும். 

a 

(2) தெ: 54, என்பது ஒருகுவி தொடர் எனக் கொடுக். 
1 

கப்பட்டிருக்கிறது. 

1
8
 

உ நம எனக் கொள்வோம். 

n 
மேலும் 2 ச, - க், எனவும் 

1 

3 

= 6, = B, etarayb Gane a. 

a
 

a 

2 6, ஒரு குவி தொடர் ஆகையால், 
Jil 

B,<B; K.B,<K.B. 
An <K.B, < K.B. 

srotGeu (An) ஓரியல்பான ஏறும் தொடர் முறை ; அதற்கு, 
ஒரு மேல் வரம்புண்டு.
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(கய குவியும், 

x 

ஆ ர் a, Qh Heol தொடராகும். 

அதன் கூட்டுத் தொகை & ஆனால் & 4 83 ஆக. 

இருக்கும். 

14 - 1 என்பதும் சிறப்பாகப் பொருந்தும் என்பதையும்: 

கொள்க, 

(6) தெ: 2 On ஒரு விரி தொடர் எனக் கொடுக்கப் 

பட்டிருக்கிறது. 

N என்ற எவ்வளவு பெரிய எண் கொடுக்கப் 

N_. . . ் நூ என்பதற் கொப்ப, ஒரு ௩ - ௩ கண்டு 

பிடிக்க முடியும். அப்படிப்பட்ட ௩2௯ என்ற மதிப்புக்களுக்கு 

பட்டாலும், B, > 

Ba > pee விருக்கும், கொடுக்கப்பட்டபடி, % > ௬ என்ற. 

மதிப்புக்களுக்கு, &, ௮ 1%,, அதாவது கூ, 11, 

எனவே (&,ி ஓரியல்பான ஏறும் தொடர் முறை, மேல் 

வரம்பற்றது, 

(An) விரியும். 

மே 

z உ ஒரு விரி தொடராகும். 

6.5.1.1 முக்கியமான குறிப்பு: 

1-1 என்ற மதிப்புப் பெற்றாலும் இவ்விரு சோதனைகளும். 

பொருந்தும். எனவே இச் சோதனைகள், சிறப்பாக, பின் 

வருமாறு உருவம் பெறும். 

(04, 8, என்ற கட்டுப்பாட்டில் 28, குவி: 

தொடரானால், 5 ௨,ம் ஒரு குவி தொடராகும் 7 

(b) க௩2௦,௮.0 என்ற கட்டுப்பாட்டில் Fb, விரி: 

தொடரானால், %,ம் ஒரு விரி தொடராகும்.
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இச் (சோதனைகளைப் பின் வருமாறும் பொது உருவம் 

பெறச் செய்யலாம் : 

(a) Qe தொடரின் உறுப்புக்கள், முறையே (ஒன்றிற் 
கொன்று) மற்றொரு குவி தொடரின் உறுப்புக்களை விடச் 
.சிறிதாயின் மூதல் தொடரும் ஒரு குவி தொடராகும். 

6) ஒரு தொடரின் உறுப்புக்கள் முறையே (ஒன்றிற் 
கொன்று) மற்றொரு விரி தொடரின் உறுப்புக்களை விடப் 
"பெரியதாயின், முதல் தொடரும் ஒரு விரி தொடராகும். 

இச் சோதனைகளைப் பயன்படுத்த, பல இடங்களில், 

“பெருக்குத் தொடர், 1 ஈர... ர... ன் பண்புகள் 
துணை நிற்கும். ஆகவே அத்தொடரின் பண்புகளை நாம் 
கவனப்படுத்திக் கொள்வோம். 

51 ஆனால், பெருக்குத் தொடர் விரியும்; 02-21 
ஆனால், பெருக்குத் தொடர் குவியும், 

65.2 சோதனை 2: எல்லா ௩ மதிப்புக்களுக்கும் 

O<Le ca <M என்ற கட்டுப்பாடு நிலவும் வகையில், 
nr 

1, ர் என இரண்டு திட்டமான எண்கள் இருக்குமாயின், 

"இ ரூம் 2 6ம் ஒருங்கே குவியும், அல்லது ஒருங்கே விரியும் 
தொடர்களாகும். 

தெ: கொடுக்கப்பட்டபடி, 

Ay < M. bat ஜே 2 L. by. 

எனவே, சோதனை (1) er படி, 354, குவியுமாயின், 

"5 கடம் ஒரு குவிதொடராகும்; % 8, விரியுமாயின், 5 ஈம் 

. ஒரு விரி தொடராகும், 

மேலும் கொடுக்கப்பட்டபடி, 

On, on 
bn < E? by 2 M 

எனவே, சோதனை (1)ன் படி, 2 ஈ, குவியுமாயின், S b, w 

- ஓரு குவி தொடராகும்; % ௨, விரியுமாயின், % by ம் ஒரு விரி 

தொடராகும். 

எனவே % ஷம் 6ம் ஒருங்கே குவியும் அல்லது 
ஒருங்கே விரியும் தொடர்களாகும்.
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65.3 சோதனை 3. (இதை சோதனை 2ன் கிளைச் சோதனை- 

யாகவும் கொள்ளலாம்), 

எல்லை ௩-0 என்ற ஒரு திட்டமான எல்லை: 
nu>« bn 

இருக்குமாயின், 5 ௩ம், 2 5, ம் ஒருங்கே குவியும் அல்லது... 

. ஒருங்கே விரியும் தொடர்களாகும். 

எல்லை வரையறைப்படி, 6 என்ற எவ்வளவு சிறிய; 

கூட்டெண் கொடுக்கப்பட்டாலும், ௩2 ௩ என்ற மதிப்புக். 

களுக் கொப்ப, 

K-€< ட் 2 8-6 என்ற சமனின்மை பொருந்தும். 
92 

வகையில், ஈ என்ற ஒரு கூட்டு முழு எண் காணமுடியும். 

எனவே, கொடுக்கப்பட்ட தொடர்களின் முதல் 7 உறுப். 

புக்களுக்குப் பின்பு, 

04-63 ௮46 என்ற கட்டுப்பாடு 
பொருந்தும். 

எனவே சோதனை இன் படி, இரு தொடர்களும் ஒருங்கே. 
குவியும் அல்லது ஒருங்கே விரியும் தொடர்களாகும். 

6-5.3.1 எடுத்துக் காட்டுகள் : 

1 1 I 

ver OT ET 
ரின் குவி/விரி தன்மையை அறிக, 

4 ......௨ என்ற தொட. 

முதல் உறுப்பு 1' ஐ விட்டு, 

1 1 ம 
S= Ti + 737 +73 + oe. 

இது ஒரு பெருக்குத் தொடர்; பொதுத்தகவு ஈ - + < I,. 

எனவே குவி தொடராகும்.
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சோதனை (1) முதற் பிரிவின்படி, 

1 1 1 
a 4 ef es வி 1+ ப + (2 + [3 inant ஒரு கு 

“தொடராகும். 

ata, (a+) (2a+x) | (atx) (2a+2) (42) 

b+a' (b+a) (2b+2) ° (b+a) (26+2) (Rb+x) 0 0" 

.என்ற தொடரின் குவி/விரி தன்மை அறிக, ஈ,ம,௨ கூட் 

“டெண்கள்; ஈஉஃம், 

-எ-கா.(2)   

. ற ate 

21 அனால் 2 - ஒழு 
(௪-1) (௪-௦) 

(78-டஐ) (8-௨) 

குறையெண் (௨ 8 ஆகையால்) ll 

rahe au 

rota ~ b-+a" 
  

ata , (a+) (2a+2) 
b+at (64a) (bbe) 00" 

a+x atoe\? | 

< (4௧) + = ..... (A) 

ட் 8-௨ 
8 4 6.-ஆகையால், டத 2] 

(க) ஒரு பெருக்குத் தொடர்; பொது விகிதம் 5 a 1, 
எனவே அது ஒரு குவி தொடர். 

சோதனை 1, முதற் பிரிவின்படி, கொடுக்கப்பட்ட 

தொடரும் குவி தொடராகும். 

1] 37 

எ-கா. (8) % கட்ட ன் குவி/அலை தன்மை அறிக. 

a, = Jim எனக் கொள்க.
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் gen 

by, = Gu = 

புடைய தொடரைத் துணைத் தொடராகக் கொள்வோம். 

ரு 1 
[3 (1 + a) 

3 14. on 

3 

(+) என்ற %வது உறுப் 

எல்லை -*- - எல்லை டப 
2-௨ 12 n> « 62% (1+ gar) 

ற 
1 [௯ 

= எல்லை Te —-T: an 
no af J + Sa 

= 1 

ஆனால் 

1 1\? 5 உட 4 
= b, = at (=) - ....௨ளன்ற பெருக்குத் தொடர், 

1 
(பொது விகிதம் >: குவி தொடராகும். 

சோதனை 3ன் படி, கொடுக்கப்பட்ட தொடரும், 

குவி தொடராகும். 

J . ‘ 
எ-கா. (4) = ape ன் குவி/விரி தன்மை அறிக. 

௨௨0 எனவே கொள்வோம், 

(0௨21 ஆனால் 

atta > er 

. 1 1 

ஆனால் 2 = ஒரு.பெருக்குத் தொடர், பொது விகிதம் 4.4 1 

> A ஒரு குவி தொடர். 
gh
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I . 
és 51 ஆனால், சோதனை 1ன் படி, 2 ஜக ம் 

ஒரு குவி தொடராகும். 

(8) ௨-1 ஆனால் 

1 1 : ந் 
ae ரு. ஆ (ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 

1 1 1 1 
Saye top ty t த 

௪ விரி தொடர். 

(8) 0:24 1 ஆனால் 

ட் arte > xan , 

1 1 
எட்கா உ தட 5 

ஆனால் 521 ஒரு பெருக்குத் தொடர், பொது விகிதம் உ], 
எனவே குவி தொடர். 

1 
eet go ம், 048 < 1 ஆனால் குவி தொடர்... 7 

ச கூட்டெண்ணாகி, 

>). 2-1 க்கு,3 ppg PG குவி தொடர். 

21 க்கு, 2 Pl ஒரு விரி தொடர், 

65.4 சோதனை 4. 

அட்ட 2 ம்க் (05 ௫) ஆவல், 

36. ஒரு குவி தொடராயின், 2 கம் ஒரு குவி தொட 
ராகும் ;
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b : (b) — < i ஆனால், 
  

5 6, ஒரு விரி தொடராயின், 2 ௩ம் ஒரு விரி தொட 

ராகும். 

(a) 3 b,>B எனக் கொள்வோம். 

n 

மேலும் 2 5,,-%, எனவும் கொள்வோம். 
1 

அப்போது %, < B. 

na (14 ep, Bye, ௬ =a, (1+ pe te She Gh tes ) 

b, ob <a, (14 +z. 
t 1 

ம், 5, wa, (1458+ p+ a+) 

_ 3 (5.4640, பப் 4 bn 

a, 

ரு B 

(க ஒரியல்பான ஏறும் தொடர் மூறை, மேல் வரம்பு 

பெற்றது. ஆகவே, -. 

(க ஒரு குவி தொடர் முறையாகும். 

ஃ 3 ௩௩ ஒரு குவி தொடராகும். 

(5) 58, ஒரு விரி தொட ரெனக் கொண்டால், ௩ > m 
என்ற மதிப்புக்களுக்கு, எவ்வளவு பெரிய 11 கொடுக்கப்பட் 

டாலும், 

n 

B,=3 b, > N ஆக விருக்கும். 
1 

11
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FPO! Per (a) ல் கண்ட முறையை யொட்டி, 

க்க (கு ரர 

> FE (BA Bet esses bn) GW. 
1 

அதாவது க, 2 4, 

ஆனால் (,) ஒரு விரி தொடர் முறை, மேல் வரம்பற்றது; 
ஆகவே (க்,,) ஒரு விரி தொடர் முறையாகும். 

2 உ ஒரு விரி தொடராகும். 

பயிற்சி 6 (1) 

பின்வரும் கந்தழித் தொடர்களின் குவி/விரிதன்மையை 

அறிக. 

டு 1432 மப 

(2) அஃ. கன 

(3) ப ert 

(4) ரு மர் பப ont) Gara) + esse 

« 2 1 1 
  

a{a+b) (a+2b) (@+36) * (4௧) (ட * 

8 16 8n 
©) a +30 t+ apni To
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@'5.5 சோதனை 5: 

] ls. 1 

ஏர் ஜுர 

(௨ 
(ய ஐ 1 ஆனால் குவி தொடராகும் ; 

(ம) ற 4 ஆனால் விரி தொடராகும். 

te இய ௪ என்ற தொடர் 

  

(௧) ஐ.1 எனக் கொள்வோம். 

* என்ற ஏதாமொரு கூட்டு முழு எண் கொள்வோம். 

அப்போது, ர ஃ4 (௪-1) 

7? < (e+1)P 
டத் 1 

yo 7 Grp 
Mar=1, 2, 3, ...... என்ற எல்லா கூட்டுமுழு எண் மதிப்புக் 

களுக்கும் பொருந்தும். இப்போது கொடுக்கப்பட்ட தொடர், 

] 1 1 
= Tp + “On + “Sn + aeecee co 

1 1 1 ] 
- அர (தர்ர (தா டட + w) 

1 1 
+ a sb eee “a ee nw aaa (A) 

கானக் கொள்ளலாம். 

. I 1 

BOS pe? HIP 
ந 1 1 ன் ல . 
a > ae > a? வக்க என்பது உண்மையாகும். 

] 

15 

] ] 1 1 (கசத எ (தகவ அத)
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to I | 
=1+ Spi + Bn) + ஜகம், 1... (01) 

ம் 
இத்தொடர் ஒரு பெருக்குத் தொடர்;:பொது விகிதம் ,- தடட 

றம ஆகையால், றஐ- 120 ஆசும்; 

ற ட ஜ் 

அதாவது 22151 

1 1 : 
நெட் 4 ஆகும், 

௫) எனக் கண்ட பெருக்குத் தொடர்குவியும். 

2 என்ற தொடரின் உறுப்புக்களை வசதியாக: 

அடைப்புக்குள் இடுவோமாயின், பெறப்படும் தொடரின்: 
உறுப்புக்கள் (அதாவது தொடர் (4) ன் உறுப்புக்கள்) 

மூறையே மற்றோர் குவி தொடரின் உதுப்புவ்க்ச்ுக் கூறை. 
வாக இருக்கின்றன. 

நத 1 எனவே, சோதனை (1) முதற் பிரிவின்படி, 5 ஒரு குவி 

தொடராகும். இங்கு 221 என்ற கட்டுப்பாடு இன்றி 

யமையாதது. 

6) ஐ.ஃ1 என்ற கட்டுப் பாட்டின் கீழ் 5 ~, என்னா 

வாகிற தெனப்பார்ப்போம். 

(1) ஐ- 1 எனக் கொண்டால், தொடர் 

ரி i
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bo
 +
 

+
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இது ஒரு விரி தொடரென எளிதில் புலனாகிறது. 

1+ = + = +... ௨ என்ற தொடரின் உறுப்புக்களை 

வசதியாக அடைப்புக்குள் இடுவோமாயின், பெறப்படும் 

"தொடரின் உறுப்புக்கள் ' (தொடர் 6) முறையே மற்றோர் விரி 
தொடரின் உறுப்புக்களை: விடப் பெரிதாக இருக்கின்றன. 
ஆகவே, சோதனை 1, இரண்டாம் பிரிவின்படி, 2-1 ஆனால் 

wet a ~ 35 ஒரு விரி தொடராகும். இது ஒரு மூக்கியமான 

(தொடர், 

(ii) p< 1 எனக் கொள்வோம். அப்போது, ஈ என்ற 

சாந்த கூட்டு முழு எண் மதிப்புக்கும், 

ர ர 

1 1 

ஹி r 

1 1 1 1 ‘ டட 
5a > 5732 > BF eee STSTLICN OU பொருந்தும். 

A 1 1 
12 + ap > 32 + seesee 

>I +s + 5 1 .... (விரிதொடர்) 

எனவே, சோதனை (1) இரண்டாம் பிரிவின் படி, ஐ21 ஆனால் 

= ம் விரி தொடராகிறது.
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6.5.5.1 பின்வரும் எடுத்துக் காட்டுகளில், சோதனை 5-ல் 

நாம் கண்ட, 2-5 1 5, என்ற தொடர் துணைத் தொடராகப் பயன்: 

படுத்தப்படும் முறையையும், கோதனை 8: பயன்படும் முறை 

யையும் கூர்ந்து அறிவது நல்லது. 

எஃகா. (8) ரூ (1 கு nm - 1)ப் என்ற பொதூ 

வுறுப்பு கொண்ட தொடரின் குவி/விரி தன்மை அறிக, 

மை - Vat — ne — 1) (Vn 1 + Mat 1 1): 

. (Vine +1 + Vani = 1); 
an = 

(n® +1) = (n® - 1). 

el frase n/t x] 
2 

, 1 I 
w/t t/t HF 

துணைத் தொடராக, 5 8, - 2 ன் கொள்க.. 

  

  

9. & . 
எல்லை 3 - எல்லை 
n>a« 9h நல 

  
2 Hn 

21 

Af +ata/t ௫ 

சோதனை 3ன் படி,% ஐ, 6, இரண்டும் ஒருங்கே குவி 

யும் அல்லது ஒருங்கே விரியும். 

el, 

ச ப் I ஆனால் சோதனை 5£ன் படி, 2 8, - 22 ஒரு குவி தொடர் 

(ஐஉ- 321. 

Sdn ib ஒரு குவி தொடராகும். 

எ-கா. (6) இரக்கி es | என்ற தொடரின் குவி/' 
(24 

விரி தன்மை அறிக.
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_ (2 கு) (02 பட) © 
12 (௩௩ 2-1 ௩4%). 
  a, 

142. ௩ 

aL Vata] 
mega ee PAT A 42a] 

1 

ptt 
n 

  

துணைத் தொடர், 2 6, - 2   

இரத் 
எல்லை 2 எல்லை .,___* 6, > OTE <=> noma Pn நல ஹார [4/2 +24 1| 

2 
2 

=] 

சோதனை 9ன் படி, 5௨,ம், 506, ம் ஒருங்கே குவியும்/ 

விரியும், 

ஆனால் 55, = டன் பண்புகள்: ஐன் மதிப்பை 

யொட்டி, சோதனை 8&ன் உதவி கொண்டு காணப் பட 

வேண்டும். 

(௪) pt + 51, இடம் ந டூம் குவியும் அதாவது 
1 . ‘ 

ற 2 ஆனால் % ௭, குவியும். 

(9) pt+>< 1, 8ம் நடம் விரியும் அதாவது 

5 க! 
PSz Boe 5 ச, விரியும்.
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௭-௧ஈ. (9) 

Sa, = S (pinay) (pyn+ay) ...-- (pentane) 

(2 nai) (2 nai) evens @ nay) (0 + வ) 

என்ற தொடரின் குவி/விரி தன்மை காண்க, 

"துணைத் தொடர் 5 5, - 5. 

எல்லை மிமி eres Ph ் (திட்டமானது). 
71-2௨ * இறப்ப Pi, Pras 

எனவே சோதனை 3-ன் படி, இரு தொடர்களும் ஒருங்கே 
குவியும் அல்லது விரியும். 

ஆனால். 56, ௪3 4 விரி தொடர் 

உடம் விரி தொடர், 

சோதனை 6. 

6.5.6 தாலம்பெயரின் alAgs Gergen (D’Alembert’s Ratio 

Test). 

முதல் உறுப்பிலிருந்தோ, அல்லது, 7 உறுப்புக்களுக்குப் 

Glen Gun, Ht < 641 என்ற சமனின்மைக் கட்டுப்பாடு 
ira 

பொருந்துமாயின் $ ஐ, ஓரு குவி தொடராகும். 

முதல் ௩ உறுப்புக்களை எடுத்து விடுவதால், தொடரின் 
கூவி தன்மை, விரிதன்மை மாறுது (6-8.2 தேற்றம் 2). 

தெ: கொடுக்கப்பட்டபடி, அம்! 2௨2௮4 1. என்பது 

பொதுத் தொடர்பு, . . 

3 ௮ க ay < 4, ற். 
ay, 

Cc “. a, <a, k 
a, 

< a,b.
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a = * ஃ் & <a, ke 

<a, k’. 

அவ்வாறே An <a, 

GB, tt Gy + ர... + Gy ர வவட oc 

<a, + ak + ah? ட பர் கண்பு ப x 

=@,(1+h +2 +... «). 

k<1l wed, இத்தொடர் குவி தொடராகு மோர் 
பெருக்குத் தொடர். 

சோதனை 1, முதற் பிரிவின் படி, 5 ர, ஒரு குவி 

தொடராகும். 

மாற்றுத் தெரிப்பு: 

கரவை + dy, <a, (lL +h + ee BPO) 

a, (1 — 87) 8, 

“ (0-9 “0-2 

An = | & + =
 Ee
 

  

1 (A,) ஓரியல்பான ஏறும் தொடர், I 4 ந என்ற மேல்   

வரம்புடைத்து. 

| (An) QG Glu Os t முறையாகும். 

5 உ ஒரு குவி தொடராகும். 

குறிப்பு: இங்கு % - 1 என்ற கட்டுப்பாடு இன்றியமை 

4பாத்து; அதாவது watt ] ஆக இருந்தால் மட்டும் போதாது; 

“2 என்பது 1 க்குக் குறைவான ஒரு திட்டமான %ஐ விடக் 

குறைவாயிருக்க வேண்டும் என்பது தேவை,
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1 1 
Anti = ie 1; 14 தர்ர அ கன்றி தொடரில் 25௪ ப 

1 1. 
கடட 1 ஏற்றக் வ வ ட ஆக ஜிலு 

1 
ஆனால் சோதனை 5-ன் படி, முதல் தொடர் அற ஒரு விரி 

~al 
தொடர்; அதே சோதனைப்படி, இரண்டாம் தொடர் 35 ஒரு 

கூவி தொடர். குறிப்பில் கண்ட நுட்பத்தை வலியுறுத்தவே, 
இவ்விரு தொடர்களின் தன்மைகள் விளக்கப்பட்டன. 

இரு தொடர்களிலும் அப் <1 ஆக விருப்பினும், 

எல்லை 7! - 1 ஆகும். 
n>a Om ் 

ஆகவே ப ₹ 1 ஆகவிருந்து எல்லை “ஓன்று ஆனால் 

அப்பண்புடைய தொடர் குவியினும் குவியலாம் ; விரியினும் 
விரியலாம். சோதனை 7-ல் மேலும் இதைப் பற்றிக் குறிப்பிடு 
வோம். 

65.6.1 சோதனை 6ஈ: 

தாலம் பெயரின் விகித சோதனை-விரி தொடர்களுக்குரியது. 
2 டே என்ற தொடரில், முதலிலிருந்தோ, முதல் ஈ உறுப்புக். 

களுக்குப் பின்போ, Sats 4 BOO, Sa, OG Mf Aer 

ராகும். . 

கொடுக்கப்பட்டபடி, Wt > 1,
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ட டட டி a, + ப ௦ 

2 கடா மட் ஈடா கக்க x 

=a,(l+141...... «) 

இது ஒரு விரி தொடராகும். 

். சோதனை (1) இரண்டாம் பிரிவின்படி, 5 ௬, ஒரு விரி” 

தொடராகும். 

மாற்றுத் தெரிப்பு: 

ம
.
 

= ஃ = 3.
 

+ 2 An = 

iV.
 

= of
 

அ Ae
 

அ
 Ae
 wee oie 4 ஈட(௩ உறுப்புக்கள்) 

IV
 700. 

எவ்வளவு பெரிய 11 எட௫க்கப்பட்டாலும், ௩ 2 m என்ற- 

மதிப்புக்களுக்கு ௩ஈ, 5 114 ஆகும் வகையில் ௬ காணமுடியும். 

ஃ (& ஒரியல்பான ஏறும் தொடர் முறை, மேல் வரம் 

பற்றது. 
(க்) ஒரு விரி தொடர் முறையாகும். 

San ஒரு விரி தொடராகும். 

_ 65.7 சோதனை 7: தாலம் பெயரின் சோதனைகளின்- 

விரிவு: 

எல்லை 7. - ர என்ற நிலையில், 
n—>« an 

(1) 1.41 ஆனால் 2 ௭, ஒரு குவி தொடராகும்; 

(2) 151 ஆனால் % ௨, ஒரு விரி தொடராகும். 

(1) தெ: 144 1 எனக் கொள்வோம். 

5:7,4- தேற்றம் 5 பார்க்கவும். அங்கு காட்டிய முறைப்: 

படியே, ௩ 2 14 என்ற மதிப்புக்களுக்கு, ண 22.41 என் 

பதற் கொப்ப ஒரு 4 காண மூடியும்.
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சோதனை டன் படி, 5 ௦, ஒரு குவி தொடராகும். 

(2) தெ: 15 1 எனக் கொள்வோம். 

5:75--தேற்றம் 4 பார்க்கவும், அங்குக் காட்டிய முறைப் 

- 2221 என் படியே, ௩2 18 என்ற மதிப்புக்களுக்கு, ட 
an 

பதற் கொப்ப ஒரு 14 காண முடியும், 

சோதனை 6ஈன் படி; 5 ௨, ஒரு விரி தொடராகும். 

குறிப்பு: L=1 ஆனால், தொடர் குவியுமா, விரியுமா 
என்று கூற இயலாது. அதைப்பற்றிய தன்மை உயர் 

கணிதத்தில் இடம் பெறும். 4-1 என்ற நிலையில் இச் 

“சோதனை பயன்படாது. வேறு சோதனைகள் கொண்டு தான் 
தொடரின் தன்மை காண முடியும், சோதனை (6)ன் கீழ் 
“கொடுக்கப்பட்ட குறிப்பையும் கவனிக்க, 

65.8 சோதனை 8: கோசியின் மூலசோதனை (ஸே 9 
‘Root Test). 

எல்லை ய ௪ 8 என்ற நிலையில், 
n> x 

1) 441, ஆனால் 2 ர, ஒரு குவி தொடராகும்; 

(2) 121, ஆனால் 2 ௩, ஒரு விரி தொடராகும். 

(1) தெ: 74 1 எனக் கொள்வோம். 

*எல்லை' வரையறைப்படி, ௩ 2 ௩ என்ற மதிப்புக்களுக்கு 

426௨௮4 (ay) 146 என்பதற் கொப்ப, ஒரு குறிப்பிட்ட 
சிறிய 6க்கு, ஒருு காணமுடியும். 6 எவ்வளவு சிறியதா 

யிருப்பினும் இது பொருந்தும். 

71 €-4 1 என்பது பொருந்தும் வகையில் € 
. எடுத்துக்கொள்க, 

7௨2 ௩ என்ற மதிப்புக்களுக்கு, 

1-6 (க௮”47462-241 என்ற கட்டுப்பாடு 
நிலவும்.
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(ay)" < k<1 (௩2 ருக்கு) 

(@,,) < kn 

் ௪ (கரட்... + Om) + (Gms + நேடி ம் வ a): 

< Sm ERM LM உ 
அதாவது ௮ ஷர! (142... ௨) 

14ம்... என்ற பெருக்குத் தொடரில் 4 17: 
எனவே அது ஒரு குவி தொடராகும். 

x 

எனவே 3 ௩, குவியும். 
1 

(சோதனை 1, முற்பகுதி பார்க்கவும்) 

(2) தெ: 12 1 எனக் கொள்வோம். 

இங்கு 7- 6,௩62 1 என்பது பொருந்தும் வகையில் 6... 

எடுத்துக்கொள்க. 

௩2 ௩ட என்ற மதிப்புக்களுக்கு 

1 

l-€,=+k< (கழ் என்ற கட்டுப்பாடு நிலவும். 

ர் >k>l (௩2 ௩டக்கு), 

ததை பிம் | 
S a, = (கச்... 4 அ (ககபர் ஜேன் வைய வே 

உஷ் கபிர்! ப த்ருர் மு ப « 

அதாவது, > Sm, + km (1 + &, + byt ப ௩) 

LV+kh +h + oe என்ற பெருக்குத் தொடரில் k, > 13: 
எனவே அது ஒரு விரி தொடராகும். 

3 ட விரியும். 

(சோதனை 1, பிற்பகுதி பார்க்கவும்)...
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குறிப்பு: சோதனை 6, 6 @) od மாற்றுத் தெரிப்பு 

-காட்டிய முறையையும் கையாளலாம், 

6569 சோதனை 9: இராபேயின் விகிதச் சோதனை (15890078 

iRatio Test): 

எல்லை ௩ [உ _ 1 ]-1 என்ற நிலையில், 
நல பேட ; 

(1) 72] ஆனால் 5 a, eG Gal தொடராகும்; 

(2) 44] ஆனால% ௨, ஒரு விரி தொடராகும். 

'தெ. (இரண்டிற்கும் பொதுவான பகுதி) 

2 ௦-2 I 5 என்ற தொடர் கொள்க, 

இது நமக்குத் துணைத் தொடர். 

சால்லை % (ஆய) - எல்லைக | ae 
b NP. 

91 (ட 

  

a> x n> x 

- எல்லை ஈ| (1 +5) 1] 
n> « டர n 

Q4+2)'-11 
n 

= எல்லை 1 

n> x 1 ரி ட 

ya 

டட) -1 
n 

எல்லை [7 
n> « ப] -1   

  pats (2-145) o> a-—l n 

=p." [uma pian amiss Capp] 
=D). 

*எல்லை' வரையறைப்படி, 6 என்ற எவ்வளவு சிறிய 
“கூட்டெண் கொடுக்கப்பட்டாலும் % 5 ர, ஆனால்,
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bn. 

Bats 

  p-e< n( -i)cpte 

என்பதற் கொப்ப ஒரு mM, காணமுடியும். 

அவ்வாறே, % 5 1, ஆனால் 

64௩ (2 -1) 2146 
டட 

என்பதற் கொப்ப, ஒரு ௩ "காணமுடியும் ௩. mM, இரண்டை 

யும் விடப் பெரிதான ௬ என்ற கூட்டு முழு எண் கொள் 

வோம். 

சிறப்பாக, 

10) 175 1 ஆனால் க்கும் 1க்கும் இடைப்பட்டு 

8-€65.ற-6 என்ற வகையில் 159ற51 என்பதற்குப் 

பொருத்தமாக ஒரு ற கொள்க. 

‘ . 1. ச . 

இந்தற மதிப்பையே 2 0,-2-5. ல் மூதலில் ஏற்றுக் 

இிகாள்வோம். 

எனவே ௩ 2 ௩ ஆனால் 

கறட -1) >0-9 > (+e) > n/ ட்ட -1) 
கேட்ட சிட்ட 

என்பது பொருந்தும். 

  

  

an bn . ப 

Ont Baw ( க) 

டே உப ட 

அதாவது “5 - < 7 (n > m &6) 

x 

ஐ51 ஆகையால், 3 ம, ஒரு குவி தொடர். எனவே, சோதனை 

1 

4, (௪) பிரிவின் படி, 5 ஈம் ஒரு குவி தொடராகும் என நிறு 

1 

வப்படுகிறது. 

(2) [<1 ஆனால், க்கும் 1க்கும் இடைப்பட்டு 

4-6 ௨ற-6 என்ற வகையில் Lop<l என்பதற்குப் 

பொருத்தமாக ஒரு ஐ கொள்க.
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இந்த ற மதிப்பை, இப்போது 5 0,-% 

டாவதாக ஏற்றுக் கொள்வோம். 

  ல் ல் இரண் 

எனவே 2 > ௩ ஆனால் 

  n ( அ 1) < (+6) < (p-E)cn (“a -1) 
nt n+ 

என்பது பொருந்தும். 

an < Bn 

Ants b N+ 

  

(௩2 ருக்கு) 

. On+1 > Baz 

an, by, 

ற 4 1 ஆகையால், 5 bn = si. ஒரு விரி தொடராகும்... 

எனவே, சோதனை 4 (6) பிரிவுப்படி, 5 ஈட ஒரு விரி தொட 
ராகும், 

65.9.1 விளக்கக் குறிப்பு : 

(J) 7-1,89; 6-. 05 எனக் கொள்வோம். 

[- 621, 28 

றஃ1 , 1 எனக் கொண்டால், 

1-6-1,255 pt €=1. 15. 

(2) 4-0,8; -6. 05 எனக் கொள்வோம். 

1-6-0 , 85 

p=0.87 

l+€=.85 >p-E€=0. 82, 

முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை ஒரு குறிப்பிட்ட 
தொகையாகும். ஆகவே அவைகளைக் கூட்டினாலும், குறைத் 
தாலும், ஒரு: தொடரின் குவி/விரி தன்மை பழுது படாது என” 
நாம் அறிவோம். ௬ ்
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இராபேயின் விகிதச் சோதனை - மாற்றமைப்பு : 

மூன் கண்ட சோதனை 9 ஐப் பின்வருமாறும் கூறலாம் : 

எல்லை உடபட அல்ப) _] என்ற நிலையில் 
௮௨ 1 

(1) 721, ஆனால் 2 ரி, குவியும். 

(2) / 1, ஆனால் 2 6, விரியும். 

இங்கும் 7-1 ஆனால், இச் சோதனை பயன்படாது. வேறே 
தாவது சோதனை கொண்டுதான் உன் தன்மை காண 
வேண்டும். 

ஆனால் சோதனை ன் கீழ் கொடுக்கப்பட்ட குறிப்பின் 

படி, /-1 ஆகும் நிலையில், அதாவது தாலம் பெயரின் 

“எல்லைச் சோதனை பயனிலாது போகும் போது, இச் 

சோதனை பயன் படக் கூடும். 

65.10 சோதனை 10: கோசியின் ஒடுக்கற் சோதனை 
(Cauchy’s Condensation Test) : 

முர... 4 ff (m) woe என்ற தொடர் உண்டு. 
எல்லா உறுப்புக்களும் கூட்டெண் மதிப்புடையவை. இங்குள்ள 

தொடர் முறை ஓரியல்பான இறங்கும் தொடர் முறை யெனவும் 

கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. [அதாவது /ீ (௩-1) 3 ரீ (87. 

௨21 என்ற ஏதாமொரு கூட்டு முழு எண் கொண்டால், 

ஒரீ()ம், மார (க) ம் ஒருங்கே குவியும் அல்லது ஒருங்கே 

விரியும் என்பது தேற்றம். 

தெ: *7(௩ ன் உறுப்புக்களைப் பின் வருமாறு வகுத்து, 

அடைப்புக்களுக்குள் கூட்டு சேர்க்கவும். 

57 (௩) -][7(1) 72) f(a) ] 

FES (G+L +f (G42) $e FF @)I 
EEF (@HEY +f (PH2) + vee $F (@)] 

HEP (@ORY $f) Fee + FYI 

oF 
12
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ஒவ்வொரு சதுர அடைப்புக்களுக்குள்ளிருக்கும் உறுப்புக் 
களின் எண்ணிக்கை முறையே, 

a, a@-—a,a@—a?, ...... a ராட்... 

Sf(n)sujtuyt..... 4. ப 5 என எழுதலாம். 

DIG un =L f (41) + f (@HH2) oe + F(@Y IJ. 
ரீ(௩) என்பது, f(nt+l) <fi(n) என்ற தன்மையுடைய 

தெனக் கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறபடியால், 

f (ar) > f (a 4)) > f (a 142) > 0. > f (a). 

(av —an—') f (am—") > u, > (a"— ar) f (a). 

அதாவது, 

ar-* (4-1) f (a) > uy, > ar (1-7 
S
e
 

Sb
 

அ
ஷ
்

 

8 

ச
ட
 

> 
ஷ
ண
.
 

அதேபோல், 

a” (a-1) f(a") > tay, THUG பொருந்தும், 

ஃ Une < a" (@-1) f(a”) (B) 

இதை யொட்டி, 

“ Uy + Uy BU, eee x 

< (a-1) [af (a) +0 f (a) +... 7. 

சோதனை 1, முதற் பிரிவின்படி, 

= a” f(a") aw குவி தொடராயின், 
(ty + Uy +... ௪) ம் ஒரு குவி தொடராகும், 

மடஐக் கூட்டுவதால், 8-௩ 4 ௪ என்ற தொடரின் 
குவி தன்மை மாருது. 

2௩ ஒரு குவி தொடர், அதாவது 2 7(௩) ஒரு குவி 

தொடராகும். 

மேலும், (&) ன் படி, 

உள (1 அபர)
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tt, + U, + U; + peewee ௦ 

3 நட... 
உழ) மடு 4 சீர்ஸி ஸம் கர 

சோதனை 1, இரண்டாம் பிரிவின்படி, 

Sa f(a”) pw விரி தொடராயின், 

Uy AU பப + Unt cease ம் ஒரு விரி தொடராகும், 

அதாவது 

உ எ இரும் ஒரு விரி தொடரென நிறுவப் 

வடுகிறது. 

3 Sfid Da 7ீ(௪1) ம் ஒருங்கே குவியும், அல்லது. 

விரியும். : 

ஓடுக்கற் சோதனை எடுத்துக்காட்டு :: 

க 1 : 
f(r) = ௩ (log »P ஆனால், 

நந hg = a” : 

a f@ j= an (log any 

ட 1 

~ © (log a}? 

ந 1 

2a (0) = Tae = 0. 
cc 

“ pri ஆனால், 2 f(r) 6 தொடராகும், 

a 

ஐஃ1 ஆனால், 5 ர(ஐ) விரி தொடராகும். 

6'5.10.1 பொதுக் குறிப்பு £ 

சிறப்பாக, தாலம் பெயரின் சோதனைகளும், அச்சோதனை 

கள் பயன்படா விடத்து, கோசி, இராபேயின் சோதனைகளும்,
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பல தொடர்களின் தன்மையைச் சோதிக்குங்கால் பயன்படும்... 

இவையாவும் மிக * ஆற்றலுடைய *£ (Powerful) சோதனை 

களாகும், இவைகளைப் பயன்படுத்தும் போது, நமக்கு, 

எல்லை” காணவேண்டிய இன்றியமையாமை ஏற்படும். 

ஆகவே * எல்லை? காணும் முறைகள் நமக்கு ஜயந்திரிபு: 

அறத் தெரிந்திருக்க வேண்டும்.. . 

மேலும் உ என்ற இராசியோ, மற்று எந்த இராசிகளோ, 

தொடரின் கண், தோன்றுங்கால், உன் எல்லா வகையான 

மதிப்புக்களுக்கும், நாம் தொடரின் குவிதன்மை/அல்லாமை- 

காணவேண்டும். 

இது வரை கண்ட சோதனைகளைக் கொண்டு 
< t 

< : 
0௨51 அல்லது 04௨5 ௩ 

என்ற குறிப்பிட்ட மதிப்புக்களுக்கு நாம் தொடர்களின்: 

தன்மை காணலாம். உன் குறையெண் மதிப்புக்களுக்கு,. 

பின்னர் முறைகளைப் பார்ப்போம். 

பின்வரும் எடுத்துக் காட்டுக்கள் பல்விதத்.தொடர்களின் 
தன்மைகளை விளக்கும். வேடன்றும் கூறப்படா விடத்து, 

உறுப்புக்கள் கூட்டெண் மதிப்புடையன அல்லது. கூட்டு 
மதிப்புடைய இராசிகள் எனவே கொள்வோம்.. 

6°5.10.2 எ-கா. (8) 

a 
a” . . 

2 Ga pip & Selle தன்மையறிக. 

ga 

Un = (Qn ப 1) 

ஜர் 

J எல்லை Unt = எல்லை (fu — i” . a 

p—>a Un ao « (2m + 1) * gto} 

(2) (1 _ oe) 
- எல்லை ௨. ட 

n> (2n)¥ (1 4 a} ள் 

= he



கந்தழித் தொடர்கள் குவிதலும், விரிதலும் 18] 

சோதனை 7ன் படி (தாலம் பெயரின் சோதனையின் 

விரிவு) 
0:2௪. 1 ஆனால் தொடர் குவியும். 

௪௨3௨. 1 ஆனால் தொடர் விரியும். 

2-1 க்கு, சோதனை பயன்படாது தோல்வியுறும். 

௮௯ 1], ஆனால் 

a க 1 1 1 
தாடரமைப்பு - eT xe t Bk 4: படே 

் 1 
இங்கு an = (கப 

ம, -- எனக் கொள்க, 

வ
]
 

k 

3 8, நமக்குத் தணைதொடராயிருக்கட்டும். 

எல்லை 2”- எல்லை nt . lh ws > 

> x bn n> (2n - 1) 

k 

- எல்லை n 
1௩% வக n 

1 \-k 
௩ எல்லை (2 = =) 

V> =x ப் 

1k 
= எல்லை 9-5 (1 _ ல்] 
n> « n 

1 ம ன் க . 
- உன்ற ஒரு திட்டமான எண் மதிப்பு, 

5 3 ரூம் 56,ம், சோதனை 3-ன் படி ஒருங்கே குவியும், 

அல்லது ஒருங்கே விரியும். எனவே 2௨- 1 என்ற நிலையில் 

£ 5 1 ஆனால் குவியும். 

£ 4 1 ஆனால் விரியும்.
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எல்லாவற்றையும் ஒருங்கே சேர்த்துக் கூறினால்,. 

2.௮ 1, ஆனால் தொடர் குவியும் 

2௨1, ஆனால் தொடர் விரியும்.. 

ஐ 1 ஆகி, 

221 ஆனால் தொடர் குவியும். 

% 21 ஆனால் தொடர் விரியும்... 

3 

ரூமுல 

கொண்ட தொடரின் தன்மை காண்க. 

எ-கா. (9) : ௨, என்ற. பொது. உறுப்பூ 

எல்லை 31 எல்லை ௨4. (0௩% 
8-௩ ௦ ஷே 42-௦௨ (௩ + 2): Vn + 1 gene 

2 nr (141) 
- எல்லை ட் 

eos mee (1 + aA += 

= 2°, 

  

சோதனை 7-ன் படி, 

1 ஆனால், தொடர் குவியும், 

21 ஆனால், தொடர் விரியும், 

2 - 1 ஆனால், சோதனை தோல்வியுறும். 

(2௨ - 8) என்பது இரட்டைப் படை யெண்ணாதலின், ௪ 
எற்த மெய்யெண் மதிப்புப் பெற்றாலும் (கூட்டு : அல்லது 
குறை) எல்லா உறுப்புக்களும் கூட்டெண் மதிப்புப் பெறும். 

|12| 4 1, ஆனால், தொடர் குவியும், 

12121, ஆனால், தொடர் விரியும், 

[ல| - 1], ஆனால், சோதனை தோல்வியுறும். 

1 தோல்வியுறும் போது, தொடரமைப்பு - = ———————: 
(n+1) Vn.
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எனவும் துணைத் தொடரின் பொது 
On nl) Vn 
  

—_, எனவும் கொள்வோம், உறுப்பாக 8, - “ait 

nile a 
எல்லை -₹ - eredav -—————_ = 

n> Pn ape (n+1)Vn 
ர் 

2-௨ pila (1 +3] 

n 

= 1. 

ரம் 5 6,ம், சோதனை 3-ன் படி ஒருங்கே குவியும் 

அல்லது ஒருங்கே விரியும். சோதனை 5-ன் படி, 2 an கு 

தொடர். 

1௪] - 1, ஆனால், % ச,குவி தொடராகும். 

எனவே, |௨( 41, % ந சூவியும், 

[el >l, Ban விரியும். 

எ-கா. (10) 

2 2? 43 2? . 4. 6 பட“ 4 ல் 6 s 8 

e+s4" +35 4.5.6" *3.4.5.6.7.8° 

22. 4? . 6... {2(n -1)} an ; 
tet “3-75 ow ee   

க, எழுதப்பட்டிருக்கிறது. 

ட ஓக... (2௩-1))15. 8)” qantas 

கோட் 374.6.6..... 20 (2m + 1) (2n+2) 

க்் a 
oat 2 = sha ———_— > ஜி 
na Fn a (2n + 1) (2242)
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a 

- எல்லை ட ட ட x 
> a — 
eos Ant (2 * in| ( +5) 

= 2 

சோதனை 7-ன் படி 

ஜீ 4 1 ஆனால், தொடர் குவியும் 

> 1 ஆனால், தொடர் விரியும் 

a= 1 ஆனால், சோதனை தோல்வியுறும். 

குவியும் ; 

விரியும் ; 

சோதனை தோல்வியுறும். 

we 

1ஐ[ 41; ஆனால், 

|ஐ[21, ஆனால், 
[ஐழ(௪ 7, ஆனால், 

1௨] ௪ 1, ஆனால், எல்லை fut 1 
n> «| ow 

துணைத் தொடராகவும் ஏதும் காண முடியாது. 

ஆசுவே, இராபேயின் சோதனை (சோதனை 9) கொண்டு 

. a . 
எல்லை a = ) எல்லை % ப்ட் 
n> ரப n> oc 2% 

॥ 

யார்ப்போம். 

(= + 6+ 2 _ 1) 

  

= எல்லை ௩ 
2 6 

6n + 2 

(ன) 
6n? (1 + in) 

எல்லை 6n 
n> x க்் 

fi 

6 3 

“ம அச் 
இராபேயின் சோதனைப்படி (சேரதனை 9) 

Jel = 1], ஆனால், தொடர் குவியும் 

181/1, ஆனால், தொடர் குவியும் 

|1௨[ 1, ஆனால், தொடர் விரியும்.
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எ.கா. (11) 

2 2.4 2.4.6 

3.4°3.5.6°3.5,7.8¢ 17 
சான்ற தொடரின் குவி/விரி தன்மையறிக. 

டட 2.4.6 ..0...2n (20 + 2) 
GQ, 8.5.7.9... (2n + 1) (2n + 3) (2n + 4) 

2.4.6...... 2n ் 
3.5.7.9.....(௯-1) (2-2) 

ட... ௫429 
“௫-9 4) 

  

An? (14 + =i) 
எல்லை 7 - எல்லை 3 Z 
n> x Ga n> « 4n? (1+ டர் (1+ ௯) 

2n 2௩ 

ர. 

தாலம் பெயரின் *எல்லை”ச் சோதனை பயன் படாது. 

இராபேயின் சோதனைப் படி, 

எல்லை % ( On -1) = craven n [ORE “1] 
n—>~ = ட்ட > (2%-- ) 

  

  

  

  

2414 12 —-4n?~ 8n -4 

n> « அல் டவர் 

6n?-+ 8 
= TOD —— a 
eee 4n?-+8n+4 

“(0+) . n 

STE ay கணா 
>= 2 —_ ey w (seat ar) 

= 6 = 3 31 
க் 3
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எனவே இராபேயின் சோதனைப்படி, இது ஒரு குவி தொட 

ராகும். 

எ-கா. (12) 

3 3? 3° a 3 aq *+ £y1 Ft Pri CPt ces eee 

+ FIT DM eevee என்ற தொடரின் குவி/விரி தன்மை. 

யறிக, 

இங்கு கோசியின் மூலச் சோதனையை (சோதனை 8)ம் 

பயன்படுத்துவோம், 

ok. 3” Jl 

எல்லை (ஈட) £ எல்லை“ மட 2) லி 
2-௨ n> x 

+ 2.4 1 ஆனால், தொடர் குவியும் 

22 1 ஆனால், தொடர் விரியும் 

ரை ] ஆனால், சோதனை பயன்படாது... 

2௨4 = ஆனால், தொடர் குவியும் 

z> + Benvd, arr it aPPuyed.
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4 
gs 3 THMUSBIG, தொடரமைப்பு 

_ 3 a 3? 4? gn 4n 

“கடட உர அழு ஆரா கக்க REL ag மட ஊக்க 

‘1 1 1 
i +77 le wees + Dy boc OH Ea GA 

J J 
ம்ம் வ 

எனவே, 

4 
2:59 ஆனால், தொடர் குவியும் 

4 « . ட் 
22, ஆனால், தொடர்:விரியும். 

Cc 

6.6 கூட்டெண்கள், குறையெண்கள் கலந்த தொடர்கள் :- 

ந பகுதியில் நாம் பார்த்த சோதனைகள் யாவும் கூட்டெண் 

களாலாகிய தொடர்களுக்கே பயன் படும். 

இப்போது கூட்டு, குறை யெண்கள் கலந்த தொடர் 

களின் குவி/விரி/அலை தன்மைகளைப் பற்றிப் பார்ப்போம். 

அறக் குவிதல் (&0501116 Convergence) : 

A, +g, + vseee + Oy  ceseee + sary wi, Gop: 

யெண்கள் கலந்த ஒரு கந்தழித் தொடர் எடுத்துக் கொள் 

வோம். இத் தொடரைக் கொண்டு, 

fa, | 1] 414. அ] வ. என்ற கத்தழித். 
தொடர் அமைப்போம். பின்னர் அமைக்கப்பட்ட தொடர், 

ஒரு குவி தொடராயிருப்பின், முதல் கூறப்பட்ட கூட்டு, குறை, 

யெண்கள். கலந்த தொடர் ஓரு அறக் குவியும் தொடர்: 

(Absolutely Convergent Series) எனப்படும்.
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a Hb eee என்ற 

'தொடரைக் கொண்டு 

1 1 1 1 1 1 . 

lt¢g¢gte tart gr tree Foe STP 
'தொடர் அமைப்போம். 

பின் கூறப்பட்ட தொடர் ஒரு குவி தொடர். எனவே, 

.வரையறைப்படி, மூன் கூறப்பட்ட தொடர் அறக் குவியும் 

-தொடர் எனப்படும். 

நிபந்தனைக் குவிதல் (0௦10111001 0007620106): 

கூட்டு, குறை யெண்கள் கலந்த ஒரு கந்தழித் தொடர் 

தானாகவே ஒரு குவி தொடராயிருந்து, அது அறக் குவியும் 

'தொடராக யில்லையாயின், அத் தொடர் ஒரு நிபந்தனைக் குவி 

Ggerit (Conditionally Convergent Series) erorciu@tb. | 

1 1 1 1 
எஃகா: 1- ர - ரர ட 

.ஒரு குவி தொடரென நிறுவப்படும். அதை ஏற்றுக் கொள் 
வோம். ் ட 

௨ என்பது பின்னர் 

1 1 1 l+ztyt+ 
நாம் அறிவோம். 

basen « eTarugs aff Glam_Glg cor 

1-4 + = - வை என்பது ஒரு நிபந்தனைக் குவி 

"தொட ரெனப்படும். 

6.6.1 ஒரு தொடர் அறக்குவியும் தொடராவென அறிய 

ந பகுதியிலுள்ள சோதனைகள் கொண்டு அறியலாம், ஏனெ 

feo S| a, | என்ற தொடரில் உள்ள உறுப்புக்கள் யாவும் 

'கூட்டெண்கள். 

6.6.2 பின்வரும் தேற்றங்களை நாம் நிறுவாமல் ஏற்றுக் 
(கொள்வோம் ₹
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(1) ஒரு அறக் குவியும்' தொடரில் உள்ள உறுப்புக் 
களை இடம் மாற்றி எழுதினால் ப்திப்பறும் தொடரும் ஒரு குவி” 
தொடராகும். 

(2) ஒரு 'நிபந்தனைக் குவி தொடரில் உள்ள உறுப்புக். 

களைத் தகுந்தபடி இடம் மாற்றி எழுதினால் பெறப்படும். 
தொடரை - ௨ முதல் - ௨ வைரை அலையும் தொடராகவும் 
அமைக்கலாம். 

6-7. தேற்றம் 4(2): ஒரு 'கலப்புத்' தொடர் (கூட்டு, குறை: 
யெண்கள் கலந்த தொடர்) அறக் குவியுமாயின், அக் கலப்புத். 
தொடரும் குவியும். 

தெ: 5௩, என்ற கலப்புத் தொடர் *அறக் குவியும்” 

தொடராகக் கொள்வோம். 

அதாவது | ௯, | அமி, ஆனால், 5 by ஒரு குவி தொடர்.. 

5 ௩-7 எனவும் கொள்வோம். 

QuGurg: Cy,=a,+6, என்ற அமைப்பில் ஒரு புதுத், 
தொடரைக் கொள்வோம். 

கூ௫றை யெண்ணாயின் C,=0 

கூட்டு எண்ணாயின் நே 2 8, ஆகும் 

எனவே எப்போதும் 0: 0 < 2 by. 

Sb, ஒரு குவி தொடராகையால் 

SC, b ஒரு குவி தொடர். 

உ நே௦ எனக் கொள்வோம். 

க்கட கர் படார் நே ஆனால் 

டா (C, ~ 5) + (C, - bz) “1 பக a (டே 8, 

=(C,4+C,+ 20 ees + C,) - (5, +6, + ௪௪௪௪௪௪ +5,,): 

ச = கே B, 

2’ eteodv A, எல்லை (0-1 
சக x ra . 

=C-B
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ஃ 5, தானே ஒரு குவி தொடராகும். 

6:8.1 சோதனை 11: ஒரு தொடரில் ஒன்று விட்டு ஒரு 

- உறுப்பு கூட்டு, குறை எண்களாய், உறுப்புக்களின் ' தனி: 

(மட்டு) மதிப்பு குறைந்து கொண்டே போய், பூச்சிய எல்லையை 

“நெருங்குமாயின், அத்தொடர் ஒரு குவி தொடராகும். 

கொடுக்கப்பட்டது : 

hy; Bos weaves உட. கூட்டெண்கள்; 

கட 2 பே பப்ப D> By ப எல்லை a, = 0 
n> 

தொடர் a, — dg +A, — At verre இத்தொடர் குவி தொட 

“ரென நிறுவ வேண்டும். 

Sento = Son + (@on-+1 = க) 

> Son (A) 

மேலும் கடன டட (@.—-@5,) — (@,~4@,) - (@,-4,) 

ரா] = (@an—s = கபி — Gone 

< a, (B) 

{A) oF படியாக, | 

Sy, Sy வனை Sees axe cee ஓர் ஓரியல்பான ஏறும் தொடர் 

-மூறை; ௪, என்ற மேல் வரம்புடையது (8 ன் படி) 

ஷேம் (041400. 

மேலும் Song = San + ரட் 

எல்லை கூடட- எல்லை உ - எல்லை ஈட 
8-2: ௨ 2-௨ 3-௦ 

= 1+0 
= ர். 

m ஒற்றைப் படையாயினும், இரட்டைப் படை 
பாயினும். சரி, 

, எல்லை Sy = 1. 
M—>
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GB, — A, +E, — ௬. ஒரு குவி தொடராகும். 

முக்கிய எடுத்துக்காட்டு. 

1 J 1 
1 - ரு எ ஜு க 

டுள்ள கட்டுப்பாடுகளுக்குட்படுவதால் ஒரு குவி தொடராகும். 
* நிபந்தனை! க் குவிதல் என்ற தலைப்பில் கொடுக்கப்பட்ட 
எடுத்துக்காட்டு, இங்கு நிறுவப்படுகிறதைக் காண்க. 

௨ என்ற தொடர் கொடுக்கப்பட் 

68.2 சோதனை 12: ஒன்று விட்டு ஒரு உறுப்பு கூட்டு, 
குறையெண்களாய், உறுப்புக்களின் * தனி”. (மட்டு) மதிப்பு 

குறைந்து கொண்டு போகும் ஈ,-ஷ-(- 0)... என்ற 

(தொடரில் எல்லை க,- 40 ஆனால், இத்தொடர் ஒரு அலை 
a> 

தொடராகும். 

சோதனை 11ன் படி, எல்லை கூிஎ ர் 4 டட 
௮௨ 

ஆனால் எல்லை 5, - எல்லை க, - எல்லை கட, 
n> b> a n> 

= +k, 

கொடுக்கப்பட்ட தொடர் [ க்கும் ॥[-_£ க்கும் இடைப் 

“வட்ட அலை தொடராகும். 

6:8.3 சோதனை 13: ஒன்று விட்டு ஒரு உறுப்பு கூட்டு, 

குறை யெண்களாய், உறுப்புக்களின் * தனி ' (மட்டு) மதிப்பு 

உயர்ந்து கொண்டு போகும் 4, - 4,+4,- & ..... என்ற 

தொடர் ஒரு அலை தொடராகும். 

02 கட ay Kee Lo Oy coarse என்பது கொடுக்கப்பட்டது. 

இங்கு San = (2, ~ a,) + (a - சப் + eee (சட்ட - ஐய 

<9 

இஷ்ட டே (ஷே க (ம Gy) veers — (Gen — Gn4i) 

“ >. % 

௩ கந்தழி எல்லையை நெருங்கும் போது, Son WD Son4, b Gr 

எல்லையை நாட முடியாது; ஏனெனில் அவ்வாறு | ctor aw
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எல்லை இருப்பின், 1 ஒருங்கே பூச்சியத்திற்குக் குறைவாகவும், 

ஈடக்கு மேற்பட்டதாகவும் (ஈ,2 0) இருக்கமுடியாது. 

மேலும் ஆம் கஒடடம் 4 ௨க்கோ, அல்லது - = க்கோ 

நெருங்கமுடியாது. 

By ~ Ag+ Gy — Gy என்ற தொடர், இந்த நிலையில் 

திட்டமான மதிப்புக்களிடை அலை தொடராயிருக்கும். ் 

6-8,4 தேற்றம் 5: 5 கம் 5 5,ம் இரண்டு அறக்குவி: 
யும் தொடர்கள்; அவைகளின் கூட்டுத்தொகை முறையே. 

இ; அப்போது அவ்விரண்டு தொடர்களின் உறுப்புக்களைப் 

பெருக்கிப் பெறப்படும் தொடரான 

a,b, + (கம், டக + (a,b, + ab, + 0,0,) + oe 

என்ற தொடரும் ஒரு அறக்குவியும் தொடராகும் ; கூட்டுத்: 
தொகை க... 

தெ: முதலாவதாக, 

S dy = A, ஷி even + Oy + cece as A 

S by = bp 3... a « =B 

என்ற இரு தொடர்களும் கூட்டு எண்கள் மட்டுமே பெற்ற 

வையெனக் கொள்வோம். 

3 n 

= @, = An} => db, = B, 246 கொள்வோம். 
ன் 1 

மேலும் s, = a,b, + aD, 4 கிட்ட எர பவ -- 8ம், 

ஆகவும், 3 ட-௪ 5) எனவும் கொள்வோம். 

அப்போது, 

Son = 4,6, + (4,0, + @6,) +o... 

+ (Abn + Ady) + vee + G6.) + 

4 (கமி 4 கைடா ee + Qa,b,). 

= &, (B+ By ree + Bon) 

4 thy (8, + Oy 4 ceseee + Ona)
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+ dy (6, + by + 0. + bn) 

+ Ang (0, + By + eee + 6,) 

ம... 

+ Gyn, by 

> (@, ஜே... + dy) (B, கி... + by) 

= An+ Ba. 

ene 

மேலும் 8, < (dy + Gy + veeeee Gan) (By +O: + verse + Ban) 

= Aon Bon 

An Bn < Son < Aan Bun 

55.1. 2 (6) ல் நாம் கண்டபடி, 
எல்லை இ, தற, 
nun>=x 

எல்லை Ayn Bon tbh = AB. 
n> 

எல்லை 5-0 (1) 
n>« 

மேலும் Son+e > ஒட > Son 

மேலும் எல்லை 5 = AB; 
் ௮-௨ 

எல்லை Son = AB; 

u> =x 

எல்லை $ஃபூட- கமி, (2) 
5-௦ 

% ஒற்றைப்படை யெண்ணாயினும் சரி, இரட்டைப் 

படை யெண்ணாயினும் சரி, (1), (2) ன் வழியாக, 

எல்லை 8, = AB என நிறுவப்படுகிறது. 
௫௭௦ 

18
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(2) இரண்டாவதாக, 

5 ரம் 50, ம், கூட்டெண், குறையெண் கலந்த 
தாக விருக்கட்டும், 

fo [+ [a | tee + fan | = Ay’ எனவும் 

}b,) +) 6,) +... + | be] = By’ crerapd 

Ja,| +] a.) 4+ ow.. «2 = At எனவும் 

Lo, +] a] +... « = 1! எனவும் 
கொள்வோம். 

மேலும் ஒூ- [8] [18,144 /1[௯| [உட * ex sai ag 

4 | ஊட] |b.) + [an | 18,| எனவும், 

n 
S s,' = 5, எனவும் கொள்வோம். 
1 

bn | = | @, By + Gy dppb veces + குட்டம் ம கட] 

S14] Popp + feet [ena] + ee + fan | [OI 

< Sp! 

மூதல் பகுதித் தெரிப்பின்படி, 
a 

S s ஒரு குவி தொடர், அதன் கூட்டுத் தொகை A’. BL 
1 

“x 

= [sn] ஒரு குவி தொடராகும். 

த . 

அதாவது = S QO HDS GHavup CO) Ga gre. 

ஆகவே, தேற்றம் 4ன் படி, 

ab, + (a,b, + கஜ்டி 4 (கம் கட கம்0 + oreo oc 

ஒரு குவி தொடராகும் (ஒரு கலப்புத் தொடர் அறக் 
குவியுமாயின், அக்கலப்புத் தொடரும் அப்படியே குவி 
தொடராகும்).
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இப்போது ' 

|.An Bn - Sp] < க்் ட ஆ 

ஏனெனில் | A, B, — Sx | என்பது பல உறுப்புக்களின் 

கூட்டுத் தொகையின் 'மட்டு” த் தொகை; & 1-8) அவ் 

வுறுப்புக்களின் மட்டு மதிப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை. 
A5°2.2, (it) eaasre) (The modulus of the sum of a number of 
Aerms is less than the sum of their modulii). 

் ஆனால். எல்லை A,B, ட யி =0 
i 

n> x 

எல்லை | AvBo ~ பி 0 

n> x 

எல்லை 8, - எல்லை (க. 
Ro u>«x 

= A.B. 

€°8.4.1 வலுத் gmt (Power Series) : 

கட்க A yt? H பா் கழனி பு vreeee என்பது ௪-ல் ஒரு 

-வலுத் தொடரெனப்படும். இங்கு ௬, ஈ, ௨... என்ற கெழுக் 

.கள் உன் சார்பற்றவை. 

சென்ற தேற்றத்தை (6-8.4, தேற்றம் 5) இருவலுத் தொடர் 
களுக்குப் பயன்படுத்துவோமாயின், பின்வரும் தேற்றம் 
பெறப்படும் : ( 

தேற்றம் 6: ௩," என்ற வலுத் தொடர் || 4 1 க்கு 
"ஒரு அறக் குவியும் தொடர்; %6,8” என்ற வலுத் தொடர் 

1912 ௯.க்கு ஒரு அறக் குவியும் தொடர்; அவைகளின் 

கூட்டுத் தொகை முறையே 7(2)ம் ஜம்; 

மீ, ௩. இரண்டூ மதிப்புக்களில் சிறியதான மதிப்பு £ எனக் 

';கொண்டால், 

சமா (கல்ட் சம்டிஐ + (ab. + a,5, + எம்டி கூட... 1.௨ 

என்ற கந்தழித் தொடர் | ௨1.4 £ க்கு ஒரு அறக் குவியும் தொட 
ராகும். அப்பெருக்கிய தொடரின் கூட்டுத் தொகை 7(2).(ற) 

என்பது தேற்றம்.
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தெரிப்பு, தேற்றம் 5-ல் கண்ட தெரிப்பு முறையேயாம்; 6-8,4). 

68.5 தேற்றம் 7. வலுத் தொடர்களின் முற்றொருமை :: 

ம் ஸு 

12| 4 7க்கு, இருவலுத் தொடர் % ரூனிம். 5: ந, om ம், குவி 
0 0 

தொடர்களாகி, மேலும் அவைகளின் கூட்டுத். தொகைகள்: 
சமமாயிருப்பின், ச,-8,2 ௧௩; கூ. நேர சத பவ 

ஆகும், 
தெரிப்பு: Ba, bd Sb, a" wd Gas தொடர்களாயிருப்ப. 

தாலும், || 4 க்கு இரண்டும் சம கூட்டுத் தொகைகள் 
பெற்றிருப்பதாலும், அவைகளின் வேறுபாடான, 

(a, - 8) (க - ச(ல... « (A) 
என்ற தொடரும் ஒரு குவி தொடராகும்; அதன் கூட்டுத் 
தொகை [௨ 2 [க்குப் பூச்சிய மாகும். 

ஆனால் (&) என்ற தொடர், ௨ - 0 க்குக் குவி தொடராயாு 
ருப்பது வெள்ளிடை, எனவே ஜ20 என ஈடுசெய்தால்,. 
a ~ b = 0, அதாவது ௬, - & என்பது பெறப்படும், 

மேலும் இப்போது, | 2 | 4 1 ஆனால், 

x [(a, ” b,) ae 2 (௪, ~ 82) 4 2 (a, ~ ம்) யக எ] = 0 (By: 

எனக் கிடைக்கப் பெறுகிறது, 

(B) என்பது, 380 என்ற மதிப்புக்களுக்கு உண்மை. 
யாதலின், 2-ஆல் இரு பக்கங்களையும் வகுத்தால், 

(@, - b,) + (a, - db) x + (a, ~ ல்... as OCD. 
என்பது உண்மையாகிறது. 

(A) என்ற தொடர் 1௨ | 4 7க்குக் குவி தொடராதலின்.. 
மூதல் இரண்டு உறுப்புக்களை எடுத்து விட்ட பின்பும்,. 
|ல]) ௨, அதாவது ௨௪0 என்ற கட்டுப் பாட்டில், 

(௩-4 (௩ ச) உ படல 

என்ற தொடரும் ஒரு குவி தொடராகும். 

௬-8) (%-8924....௮॥ (ஒரு திட்டமான: 
மதிப்பு-எல்லையாகும்).
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இப்போது (0)-ன் படி, |[ஐ]ஃ41, 220 என்ற pup 

தனைக் கீழ், 

(க -%0 1 59௪4 (4-6) 98... 0 ஆகலின் 
(,- ௫0 - - ௨.1 என எழுதலாம். 

|, -8, 11௧1 111. 

'இப்போது, எவ்வளவு சிறிய ஒரு € கொடுக்கப்பட் 

டாலும், ஈ40 என்ற நிபந்தனையின் கீழ் |௨| £ என்ற 

மதிப்பை ஈடு செய்வோமாயின் 1]8,- 8,|-₹€ எனக் 

கிடைக்கும். ் 

ஈ. 5, என்பவை குறிப்பிட்ட திட்டமான மாறிகளாதலின் 

ta, - சட] 4 € என்பது முடியவே முடியாது. 

5 கட, ஆகும். அவ்வாறே, a, = b; a, = O53... 

என்பவை நிறுவப்படும். 

68.5.1 மேற்கண்ட தேற்றத்தின் உண்மை ஒரு அடிப் 

, படையான முடிவாகும். 

குறிப்பு : (௩ - 1) உறுப்புக்கள் மட்டுமே யுள்ள, 

கன கணீர்... eb Oye” thy + Oye + bya? +o... + 6,2" 

சான்ற இரு தொடர்களும் ஈ-க்கு மேற்பட்ட 2௨-ன் மதிப்புக் 

களுக்குச் சமமாயிருக்குமாயின், ௬-7 @,=b,3 டூ-63 

சான்ற படி, சமபடிகள் உள்ள 2௨.ன் கெழுக்கள். சமமாகும். 

(0. 8யம்-இயற்கணிதம், பேறான VI, § 90, 91 காண்க), 

இங்கு கந்தழித் தொடர்கள் எடுத்துக் கொள்ளப்பட 
வில்லை; ஆனால் 68.5, தேற்றம் 7 கந்தழித் தொடர்களைப் 

மஇிபாருத்திய உண்மையாகும். 

இம் முடிவு, பின்னர் நிறுவப்பட விருக்கும் (1) அளவுக் 

அிணங்கிய *படி' களுக்குரிய ஈருறுப்புத் தேற்றம் (810௦0181 

Theorem for a Rational 100; (2) படிக்குறித் தேற்றம் 

(Exponential Theorem); (3) wn émaeg Capp (Logarithmic 

Series Theorem) gsS8wu தேற்றங்களின் தெரிப்புக்களில் 

அடிப்படையாய் அமைகிறது.
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68.6 கூட்டு, குறை யெண்கள்: கலந்த ஒரு கந்தழித். 

தொடர் அறக் குவியுமாயின்,.௮க் ae tye தொடரும் அப் 
படியே குவியும் என்ற தேற்றம் 4(ஐ) (6, 71) ' துணை கொண்டு,.. 
கூட்டு, குறையெண்கள் கலந்த பல: வடரகளன குவி/விரி 

தன்மையறியலாம். 

இங்கு தாலம் பெயரின் விகித, சோதனையின் மற்றோர் 

விரிவைக் காண்போம். 

தேற்றம் 8: கூட்டு, குறை, எண்கள் கலந்த 2 ஐ, என்று 

தொடரில் எல்லை க] _ L< 1 ஆகுமாயின், 5 ஐ, அறக்குவி: 
92-௦3 5 | 

யும்; எனவே தானும் குவியும். 

தெரிப்பு முன் 6:6.7, சோதனை 7-க் குரியதேயாகும். 

69 சிலமூக்கியமான கந்தழித் தொடர்களின் குவி/விரி/' 

அலை தன்மைகளைப் பார்ப்போம் : 

6:9.1 (1) ஈருறுப்புத் தொடர்-கந்தழித் Agsrrw (Binomiah 

Series) 

L-+ma+ me பப 4 m (m— 1)... (Maat) , 

4... ௨ என்ற தொடர் எஈருறுப்புத் ட இதாகர் எனப்படும். 
(௬ கூட்டு முழு எண் அல்ல; அளவுக் கிணங்கிய, கூடு! 
முழு எண் மதிப்பு மட்டும் ஏற்காத எண்ணாகும்). 

ர கூட்டு முழு எண்ணாயின், தொடரில் (௬ -- 1) உறுப்புக். 

கள் மட்டுமேயிருக்கும். அது கந்தழித் தொடராகாது;. 

எனவே குவிதல், விரிதல், அலைதல் போன்ற. கேள்விகள்: 

எழா. 

இனி இக் கந்தழித் தொடரின் குவி தன்மை பற்றிப்: 

பார்ப்போம். 

உ௰ன் மதிப்புக்களை யொட்டி, இத் "தொடரில் உள்ள 

உறுப்புக்கள், கூட்டு, குறை மதிப்புக்கள் பெறும். பொது 

வாக இத் தொடர் ஒரு *கலப்பு'த் தொடராகும்.
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1 ர இத - கடம உடு ரத (MED) ஓ 

a, = ௬ (௩-1) (௩-2) ..... (m - n+2) an! 
” Jn-1 

| Ons, - oo n+1 «| 

=|) ௨ 

-|- 1472. [உ]. 

எல்லை உட 0 என்று நாம் அறிவோம். 
n> x 

‘ 

3 எல்லை அணிக | -11.1௪] 
n> ox % 

- [2] ஆகும். 

[al <1, ஆனால், தொடர் அறக்குவிகிறது. எனவே, 

தானாகவும் குவியும். 

மேலும் | 2| 2 1 ஆனால், தொடர் குவியாது. 

| 2] -1 ஆனால், இத் தொடர் என்னவாகிறது என்பது 

இந்நூல் திட்ட வரம்பிற்கப்பாற் பட்டதாக விடப்பட்டது, 

எனினும் ௨-1 ஆனால் ௩ 2-1 ஆக விருப்பின் இத் 

தொடர் குவி தொடராகும் என்பதும், 

ஐ .-1 ஆனால், ௬ 50 ஆக விருப்பின் இத் தொடர் குவி 

தொடராகும் என்பதும் தெரிப்பின்றி ஏற்றுக் கொள்வோம். 

6-9.2 படிக் குறித் தொடர் (00021181 52165) 7 

x x? = an ன் 
TT +e + BF கக்க +   

என்ற தொடர் படிக் குறித் தொடர் எனப்படும். இங்கு ௨ கூட் 

டெண்ணாயின், எல்லா உறுப்புக்களும் கூட்டெண் மதிப்பு
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பெறும்; ௪ குறையெண்ணுாயின், ஒன்று விட்டு ஒரு உறுப்புக் 

கள் கூட்டு, குறை மதிப்பு பெறும். பொதுவாக, 

  

                

amis | |e Lect | 
ஆத | n ent 

_[2 | 
[க 

எல்லை அட்ட = சால்லை நவ 

n> x an a> x 

=0(< 1 56) 

எனவே, தாலம் பெயரின் 'எல்லை'ச் சோதனைப்படி, ,ஈன் 

௦ a 

எல்லா மதிப்புக்களுக்கும், 2 (௩ ஒரு அறக் குவியும் 
0 

- தொடராகும், எனவே குவி தொடராகும். 

69.3 மடக்கைத் தொட்ர் (1,௦2கர் ராம் $6ரர்25) : 

x ot உட் க = 
2- > 4 > go + (-1) எப oo என்ற தொடர் 

மடக்கைத் தொடர் எனப்படும். 

இங்கு ச கூட்டெண்ணாயின், உறுப்புக்கள் ஒன்று விட்டு 
ஒன்று, கூட்டு, குறை மதிப்பு பெற்றும், குறை யெண்ணா 

யின், எல்லாம் குறை மதிப்பு பெற்றும் இருக்கும். 

ஜார் 
் ட (-1 : 

gti 

Ones = (— L)® . 

    

  

  

Any =| ant ட. 

an ஐடம் 2a 

. % 
= |e]. 2
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1 

1 
பேட்ட 

an 
ஃ எல்லை 

௮௨ 
- எல்லை | ௨). எல்லை 

1௨ ர 

    

௪” [ஐ[. 

தாலம் பெயரின் “எல்லைச் சோதனைப்படி, | ௨உ| <1, 

ஆனால் மடக்கைத் தொடர் அறக்குவியும், எனவே, அப் 

படியே குவியும். 

1௪] 1 ஆனால் குவியாது. 

z= 1 ஆனால் 

இ டர் - 1... 1 a தா = ( 3 + 3 + eee oe ) 

விரி தொடர்,- ௨ க்கு. 

ஜெயம் neo ree 
j Ji 1 

தொடர் 1-2 ௪ ல 

இஇது சோதனை 11ன் படி, குவி தொடராகும். எனவே, 

12| 2 1க்கும்2-1 க்கும் இத் தொடர் குவி தொடராம். 

69.4 கூட்டு, குறையெண் கலந்த கந்தழித் தொடர்கள்-- 
சில எடுத்துக் காட்டுக்கள் : ் 

எ-கா. (18) 

ஐ ஆல x as ல் 

te ee 1 
12 3 ரமி 11 கஃசு கி 

ன்குவி/விரி/அலை தன்மை காண்க. 

  

இத் தொடரை 

8, bg $y — சட எனக் கொள்வோம். 

ot 

= 0 கூ எட்ட 2 

ஜு ஜிரா 
க ஷேட் 14a" - ந் ஜார்?
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a aint ~ gr +i இரிய 

em — gt 

a (l-2) 
(1+2") (Lat) 

>0 (0<2#< 1). 

ஃ. எல்லா ௩ மதிப்புக்களுக்கும் 2 டட 

மேலும் எல்லை ஆடப் 0 
n—>« iran 

சோதனை llertug, O<a<l என்ற மதிப்புக். 

களுக்கு, இது ஒரு குவி தொடர் ஆகும். 

  

  

எ-கா. (14) 

1 1 1 I ் ‘ : 
je 7 grt mg re என்ற. தொடரின் குவி 

தன்மை காண்க, 

J : 
சோதனை 5ன் படி & ai PO குவி தொடர். 

கொடுக்கப்பட்ட தொடர், Qe அறக் குவியும். 
தொடர்; எனவே தானும் குவி தொடர். 

சோதனை 11 கொண்டும் இதை நிறுவிக் காண்க. 

எ-கா. (15) ௬௦,௨20 ஆனால், 

= ( -1)" an 
5 tre என்ற தொடரின் குவி/விரி/அலை தன்மை, 
} 6 

யறிக, 

கர்ப வ வட வெட oo oe __ 
meen bite ~~  b (nF 1+ 

an(bn+1)—ac_ 

கூட்டுத் தொகை * 

உ0 (n> ௩ூக்கு)
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ல். ௩ ஜோரு என்ற கட்டுப் பாட்டில் ஐ, 2 ௩௨௨, 

மேலும் எல்லை 5 = 
2-௨ bn? +c n> x bn-+— 

  

=0 

:. சோதனை 11 ன் படி, இது ஒரு கூவி தொடர். 

இத் தொடர் அறக் குவியுமா வெனப் பார்ப்போம்.. 

|] @, | =on= எனக் கொள்க. 
an 

brn? +e 

Un = 3 என ஒரு துணைத் தொடர். கொள்க, 

  

bn an.n 

uy, b,7+6¢ 

a 

6 

OF aE 

எல்லே os = ஆ (ஒரு திட்டமான எண்]. 
76 ௨. 7 ் 

சோதனை 8ன் படி, % 6ம் 5 படம் ஒருங்கே குவி” 

யும், அல்லது ஒருங்கே விரியும். 

ஆனால் 9 டி 3-4. ஒரு விரிதொடர்: 

ஓ 5, ஒரு விரி தொடராகும். 

S| a, | ஒரு விரிதொடர். 

MOV Fay, ஒரு குவிதொடரென, சோதனை 11 ன் படி. 

நாம் கண்டோம்.
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So, Qh Pupsars Goal Gant (conditionally 
convergent series). | 

-er-a@ir. (16) 

எல்லா உன் மதிப்புக்களுக்கும்,20,- 222 ன் குவி/விரி/ 
15 

அலை தன்மை காண்க. 

        

  

    

டந்து ந அது Ma 
Dy Vn+1 = 

“415 Vie +i 

எல்லை = |a]. pf 
கல 1 1 42 

= fal. 

le} <1, ஆனால், இது ஒரு அறக்கூவியும் விரி 
"தொடரராகும்.; எனவே தானும் குவியும். 

(11) 2= 1 ஆனால் தொடர் - 
1 

~— a ர ப 5 /3 ௬௪௪௫௪௪ ௦ 

*சோதனை 5-ன்.படி இது ஒரு விரி ன் 

sis : . 1 1 
(iii) w= —-1 ஆனால் தொடர் ப ப டட 4+ 

A A கூ க 
இது, சோதனை 11-ன் படி, ஒரு குவி தொடராகும். 

(19) 22 1 ஆனால், இத்தொடர் விரியும். 

(0) ௨4 - 1 ஆனால்,௰ - - ஏஎனக் கொள்வோம். அப் 
(போது ஏ2 1. 

த் 3 4 

தொடர் தட. 
கூ WB V4 

= y x y* ் 

அட்ட பம நாரா * கையால
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பதட்ட பம வ பப ப லை ர்: D.. 
Va ௫733 BE Oe விஷ்து் 

தொகுத்துக் கூறுமிடத்து, 

- [| 42.41 ஆனால் குவிதொடர்; 

2 1 ஆனால் விரி தொடர். 

ne - 1 ஆனால் அலை தொடர். 

69.5 குவி/விரிஅஅலை தன்மையை ஆய்வதற்குரிய சில 
வழி வகைகள் : 

£.3௦. பாடத் திட்ட நிலையில் வரும் பெருவாரியான. 
தொடர்களின் குவி/விரி அலை தன்மைகளை ஆராய, சில- 

நினைவுக் குறிப்புக்கள் இங்கு ஒருவாறாகத் தொகுத்துக். 
கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன, ஆனால் அவை, எல்லாத். 
தொடர்களையும் பற்றி ஆராய்வதற்குப் பயன்படும் என்று 

திட்டமாகக் கூற முடியாது. எனினும் அவைகளை முறையாக,. 

தேவைக்குத் தக்கபடி பயன்படுத்திப் பார்க்கலாம். 

1. கூட்டெண் உறுப்புக்கள் மட்டுமே உள்ள தொடர்கள் :. 

(1) 2, ஜி... போன்ற உறுப்புக்கள் தோன்றுமல்,. 
வெறும் 1, 2, 5... என்ற எண்கள் மட்டுமே தோன்று 
மாயின், சோதனை (1)ன்: இரு. பகுதிகளைப் பயன்படுத்திப். 
பார்க்கலாம். அங்கு 1 ரர் ...... என்ற பெருக்குத் தொட 

ரையும் > என்ற தொடரையும் துணைத் தொடர்களாகக். 

கொள்ளலாம். 

(9) சோதனை 1, பயன்படா விடத்து, சோதனை (9) அல். 
லது (8) ஐப் பயன்படுத்திப் பார்க்கலாம், சோதனை (8) தான் 
பெரிதும் பயன்படும். எல்லைகள் காணும் போது, சற்று விழிப். 
புடன் இருக்கவேண்டும்... 

சோதனை (4) ம் பயன் படலாம்...



1206 | இயற்கணிதம் 

(8 சோதனை 1, £, 39, &ம் பயன்படா விடத்து, தாலம் 
பெயரின் சோதனைகளையும், அவைகளின் 'எல்லை' விரிவுகளை 

யும் பயன்படுத்திப் பார்க்கலாம். இங்கு எல்லை அம்ப ந 
Na On 

ஆகிவிட்டால், கோசியின் மூலச் சோதனை (சோதனை 8) அல் 
.லது இராபேயின் எல்லைச் சோதனை (சோதனை 9) முதலிய 
வற்றைப் பயன்படுத்திப் பார்க்கலாம். கோசியின் ஒடுக்கற் 

“சோதனையான, சோதனை 10ம் பயன்படக் கூடும். 

(4) a, a, 2%, eae என்ற இயற்கணித இராசிகள் உறுப் 
புக்களில் தோன்றுமாயின், தாலம் பெயரின் விகித சோதனை 
களையும், அவைகளின் '*எல்லை' விரிவுகளையும் முதலில் பயன் 
படுத்திப் பார்க்கலாம். பெரும்பாலும் 'எல்லை'ச் சோதனை 
(சோதனை 17), பல தொடர்களின் தன்மையை அறிவித்து 

விடும். இங்கு 221 என்ற மதிப்புக்களுக்குத் தனித் தனி 

யாக முடிவுகாண வேண்டும். சில தொடர்களில் 

ஸ் 2m என்ற மதிப்புக்களுக்கு வெவ்வேறு தன்மைகள் 

பெறப்படும். 

(5) *எல்லை'ச் சோதனையில் எல்லை ௨-1 எனப் பெறப் 
படின், தாலம் பெயரின் சோதனை தோல்வியுறும்; அப்போது, ' 
இராபேயின் *எல்லை'ச் சோதனையைப் பயன்படுத்திப் பார்க் 
கலாம். 

(6) ௨-1 எனக் கொண்டு தொடரை எழுதி, அத் தொட 
ரில் உ, கண்டுபிடிக்க வேண்டியிருக்கும். அதன் சுூவி/விரி/ 

தன்மை காண, பெருக்குத் தொடர் பயன்படா விடத்து, 
உடன் ஈன் நிகரப்படி என்னவெனக் கண்டு, அந்நிகரப்படி 

ஐ ஆனால் 3ம், 19 என்ற துணைத் தொடர் கொண்டு, 

சோதனை ன் உதவியால் 2 ஈடன் தன்மை காணலாம். 

எ-கா, 

2 

ani abe ல் நன் நிகரப்படி 
(An+B) (Kn+L) (rn+s) (pn+q) 

ர. 

எல் உள்ள-2. 
n
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துணைத் தொடர் 2 6,- = . 

(௫) இராபேயின் 'எல்லை'ச் சோதனையிலும் எல்லை 1 

வரின், கோசியின் மூல சோதனை அல்லது கோசியின் ஒடுக் 

கற் சோதனை பயன்படுமா வெனப் பார்க்கலாம். 

(8) மற்ற வழி வகைகள், தொடர்களைச் சோதிக்கச் 

'ேரதிக்கத்தான் கை வரும். 

17. கூட்டு, குறை யெண் கலந்த *கலப்பு'த் தொடர்கள் : 

(1) 6.1, தேற்றம் &(லன் படி, கொடுக்கப்பட்ட தொடர். 
அறக் குவியுமா வெனக் கண்டு, அறக் குவியுமாயின் உரிய 

“கலப்புத் தொடரும் குவியு மெனக் கொள்ள. 

அறக்குவிதல் தன்மையைக் காண, கூட்டெண் தொடர் 

.களுக்குரிய, மேற்கண்ட முறைகளைக் கையாண்டு பார்க் 

கலாம். 

2) ஒன்று விட்டு ஒரு உறுப்புக்கள், கூட்டு, குறை 

இெண்களாயின் சோதனை 11 ஐப் பயன் படுத்தலாம். கட்டுப் 

பாடுகள் பொருந்துகின்றனவா வென ஆராய்க. 

(39 சோதனை 18ம் 13ம் சில பல இடங்களில் பயன் 

படும். ் 

பயிற்சி 6 (11) 

1. 5, ஒருகுவிதொடர், கூட்டெண் உறுப்புக்களுடைய 

தாயின் 505, 8) முதலியனவும் குவி தொடர்களென 

நிறுவுக. 

உ 14 ate 3. என்ற தொடரில் முதல் 10 

'இலட்சம் உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை 21-ஐ விடச் சிறிய 

தென நிறுவுக. (செ.ப.க.). 

m 

mt & 
a oe + + + te sees என்ற தொடரில் ,,%, 2
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என நிறுவுக. இதை யொட்டி 3 க ஒரு விரி தொடரென 

நிறுவுக. 

சில தொடர்களின் ௩ வது 'உறுப்பு கீழே கொடுக்கப் 
பட்டிருக்கிறது. அவ்வத் தொடரின் குவி/விரி/அலை தன்மை 

யறிக. (& முதல் 20 வரை), 

2 3 

    

  

  

வெந் 4. Ppl an (செ.ப.க,) 

ar 2 

5. (=) (செ.ப.௧க.) 

6 1. ௦ “ரர Wwe (செ.ப.க.) 

n 

ப் (n + 1)? 

BL ni (கே.ப.,க.) 

x” கி, 
9, nT (கே.ப.௧க.; 

10. af RE 
37 + qn 

Qn“ 
il. wad 

is VIn+1 — V2n 
தனை. 

18. ண கனை 

1 ஷி ம 37” 

7 

14 9.6.9... 3n Qn 

* 407.10... (௯ + 1)°3n+42 

15. _.*
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16. ee “1. 

Vn (n + 1) (n + 2) 

அட்ட 
(m + 1) 

  

17. 

an? + b 

1B. on td 

19 142434 படு 

“YF + 2? + Bt + eee + ஜீ 

(n+ yr? 

0. Pe 

பின் வரும் சுந்தழித் தொடர்களின் 

தன்மையறிக. _ 

4 4.7.10 
al. ர்க ரகக உ 11 

3 1.3.51 3.5.7 
22. த. ஜார் ee Rts 6 PF 

1 1 1 1\: 
9, 2(,--.\42(1 --—\4... 

5 ( Alta ( a) + 
1 

4 ஜட 

oA an? + bn ௦ 4 
. Sper SC 

ந. உ( +1 - n) 

26. s (Va - Vn -1) 
2 . 

27. = (Vn +3 - Vn - 3) 
2 

14 

209 
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28, 

29. 

90. 

3l. 

32, 

33. 

34. 

35. 

36. 

37, 

38. 

39, 

40. 

4]. 

  

  

இயற்கணிதம் 

ஐ a 

ர (கே.ப.க.) 

1+2 1483 l+n 
V+ ipa t pe + aeeee “ட் ௪௫௨௩௪ 

i 
2 TT 

J 

* தரு 

nm 

* Gee re 
n 

2 1 + na 

gn 41 
3 4] 

s / EX? (a,b > 2) 

= 

  

1 

(1+ ny 4 nye 

12.37.57... (Qn — 1) 
= PP (2n)* 

snk [Vn -1 -2Vn- 24 Vn — 3] a 

VZ- VI VB - Vo VE - டு 
  ஐ “+ Pe + ் ஜீ ் + weesae {ex 0) 

a 5a? 1025 1]7ஐ* - ல த ஐ et gs gi t கழ gat ee (a - மாறிலி) 

(- 18 = 

(= 1) nat
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( 1)—! 

|” 
43. 3 

(ட ககம 
nt 

44. 

te 

  

x ன 45. (198 

ர ரர! “ர ம 
-46. sae | இ ஜரா 

உ (வொ) 

கர, “தர தனாது ஸ் வக “ஜெட்டா கவ (2 > 0) 

48. 1 - 

x 

-49. 3 
0 

  

  50. a log 

  

o 

51. 3 
1 

[ட்ட உ (Vn - நைட] 

53 nP 7 க கடி 
1 

54. 2 —— வட பத 
n log n {log log n} 

ந 

3௮ (n + 1+ cosxT)



7. ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம்-. 

அளவுக் கிணங்கிய படிகளுக்கு 

(The Binomial Theorem for a Rational Index): 

7:1 புகுமுக வகுப்பில் ஈருறுப்புத். தேற்றம். கூட்டுமுழு; 
எண் படிக்கு நிறுவப்பட்டது. 

௩ கூட்டு முழு எண்ணாயின் 

(2-2) தர.) ஜு, மர wee 4௮1, ஒர வ HOM 

ர M
a
 

nCr et at 

0 3
 

(ச. ay =” vs mt On தசகம் aac, gk க வ 

ப வக ஆ (ழா தேனி ஜி ப ப. (யற் 

n . 

= B(-1)",C, 2" @ 
௪௮0 

(௩14 பேட்டி ன் ceeees தா 

(1-௩ டே லில் 1... AC AVY சேய... 
+( ஸ் ly ye 

என்ற அமைப்புக்கள் யாவும் நாம் கண்டோம். 

(தி. கோ-கொ. மு. கணித நூல்-] பகுதி 16) 

743 ஐ கூட்டு மூழூ எண்ணாயல்லாமல், ஏதாமொரு அள 
வுக்கிணங்கிய எண்ணாயிருப்பினும், | ௨1: ௩ என்ற. கட்டுப்: 
பாட்டில்,
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(லாக ஷட் சட டம 

சவ கந்தழி வரை 
என்ற தேற்றம் ஒப்புக் கொள்ளப்பட்டு அத் தேற்றம் பயன் 
படுத்தப்பட்டது. 

(தி. கோ.-கொ. மு: கணித நூல் 1-பகுதி 17) 

72 ௩ ஒரு அளவுக் கிணங்கிய மெய்யெண்ணாயிருப்பின், 
12] 41 என்ற கட்டுப்பாட்டில், 

(௫-1) ai 
(l+a)"= L+na+ Te “Ewan ree உணா] a 

ஏன்ற தொடர் முடிவற்ற தொடராகிறது என்பது பார்த்தால் 
Olga Pui (Infinite Series). 

= 35 எனக் கொண்டால், 

— 84 x 45 x 54 K covers என்பது முடிவு பெறாது சென்று 

காண்டே இருக்கும். 

1 . . ் 
ந தகன க “- எனக் கொண்டாலும், 

1 1 1 oe . 
து % eX 1 ZT Xe என்பதும் முடிவு பெறாது சென்று 

கொண்டே இருக்கும். எனவே 

௩ (௩-1) _, 

ட் 
.ராகவேயிருக்கும். ௩ கூட்டு முழு எண்ணாயின் தொடரில் 

(௩-1) உறுப்புக்களே இருக்கும். அதற்கு ஒரு திட்டமான 
கூட்டுத் தொகையிருக்கும். ஆனால் ஒரு கந்தழித் தொடர் 
குவியலாம், விரியலாம், அல்லது அலையலாம். ஆகவே 

(௩-1) , 

2” 
லொழிய அது (1-ட௨௦)7 என்ற ஓரு திட்டமான மதிப்புக்குச் சம 

.மாகாது. எனவே % ஒரு அளவுக் கிணங்கிய மெய்யெண் 

4கூட்டு முழு எண் தவிர) ணாயிருப்பின் (1--2)1- ஒரு கந்தழித் 

4-4 ட வக என்பது கந்தழி வரைத் தொட 

Ytne+ 1. ௨ என்ற கந்தழித் தொடர் குவிற்தா
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தொடர் என.நிறுவுவதில் சில நுட்பங்களுண்டு. அவை யாவும். 

இப் பகுதியில் ஆராயப்பட்டு நிறுவப்படும். 

மேலும் இதை யொட்டி இத் தேற்றம் மற்ற இடங்களில்: 

பயன் படுவதும் விளக்கப்படும். 

73 அளவுக் கிணங்கிய படிக்கு ஈருறுப்புத் தேற்றம். 

(The Binomial Theorem for a rational index): 

தேற்றம் 1: 18141 ஆளுல் ன் அளவுக் கிணங்கிய: 

மதிப்புக்களுக் கெல்லாம், 

(லாக ஷதி 2 ல எட வடாம் (த அர் வர் வை 

தெரிப்பு : 

eS Pu Ps 2 Pr ot ௦ 0 f (p)=1+ pret 2 Co + ட் சர்ப (i) 

figeal+ et is க 3 அட ட. « (2). 
72 

இங்கு ற,-ஐ(ற-1) (ஐ-2) .... (௨2-71) எனக் கொள்க... 

(eta) 
ne 

பத நடக ட்ட பூராட 
[2 ia 

கவட a (3 } 

f(p+9= 14! 

(1), (2, (ம் முதலில் எடுத்துக் கொள்வோம். 

|| 41 ஆனால் இம் மூன்று தொடர்களும், குவியும் ஈர. 
றுப்புத் தொடர்களாம். அவை அறவே குவியும் தொடர் 

களுமாம், (69,1) 

இப்போது 72) %7() என்ற பெருக்கல் படி வரும் 
தொடரை எடுத்துக் கொள்வோம். 

Pi டே 
f+ ir) 
  f(p) x fig=1ta(



ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 215 

  

ரா மிட்ட. 0 Pr-s ட்டே ட te (fete te seen i) 

. ae ஒலக ௯ (4) 

: . . ந ் 

(4) ed 27 Sor கெழு: ——— (r (p+ 11 Prgt 7 aia 4 Prd, + 

senate 4 ௬) (5) 

f (pt) & x” oa Oaap= (pegs (6) 

  

7 

வாண்டர்மாண்டுவின் தேற்றப்படி, 

(ட 1) 
(p+9)r= +70 Prag + டிடி ப ர 

எனவே /7(ற)%7(ஏுன் பெருக்குக் வையில் (5) நாம் கண்ட 

சீன் கெழு ரீ(ற-ட9)ல்லீன் கெழுவுக்குச் சமம் (6). 

ஃ குவி தொடர் பெருக்கல் தேற்றப்படி, [a] <1] ஆனால் 

ரீ(2-டஏ) - 7(2) % ரீ(ஏ) என நிறுவப்படுகிறது. (68.4.1) 

இம் முடிவை, மேலும் விரிவுபடுத்தினால் 

f (peqtsttt ௮௭ ரீ) 4 ரஜ % (த) X FD vee (7) 
எனப் பெறப்படுகிறது. 

ர 
(0) முதலில் றஐ-ர-ச-ம- வார என எனக் கொள்க, 

l,m இரண்டும் கூட்டு முழு எண்களெனக் கொள்வோம். 

n= = எனக் கொண்டால், % ஓர் அளவுக் கிணங்கிய 

கூட்டு மெய்யெண். 

()ன் படி, 

I 8 ‘ 
f = + “a 4 வெட் 16 முறைகள்)



-t(=-) x t(=-) % ரி முறைகள் 
m 

14" 8 
m=[ta| (8) 

ஆனால், 1 ஒரு கூட்டு முழு எண்ணாதலால், 

lL, i, 2 
ர் (4) = 1+ ji at 12 a? see one ரஜ 

= (1 +2) என நாம் அறிவோம். 

4 | f (=)! = (1-42)! 

3 இன்படிர் (2). (ரி 

ஃ ரீ (00 (14, (ஏனெனில் ௩௨. எனக் கொள்ளப் 

பட்டது); அதாவது, ௩ ஓர் அளவுக்கிணங்கிய கூட்டு மெய் 
யெண்ணாளனால், 

(1421-1௧௨3 ns! at ௪௪௪2௪௫ 

என நிறுவப்பட்டது. 

எச்சரிக்கையாக, | 2] 2 1 என்ற கட்டுப்பாட்டின் இன்றி 
யமையாமையை நாம் எப்போதும் மறந்து விடக் கூடாது. 

எனவே, ஈருறுப்புத் தேற்றம், ஒரு அளவுக் கிணங்கிய 

கூட்டு மெய்யெண் ௩ (- ட்டி என்ற *படி'க்குப் பொருத் 

தம் என நிறுவப்பட்டது. 

(ம்) இரண்டாவதாக ஒரு குறை முழு எண் எனக் 
கொள்வோம்; அதாவது ௩௨ - 9% (% கூட்டு முழு எண் எனக் 
கொள்க) ்
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இன்படி f (em m)= Fm) x f (=m) 
£0) = Sl) x f (=m) 

2 (0) 
ச் (9) ர்வு 

to . 
“ து (ு கூட்டு முழு எண்) 

. (1442-௬ 

2 (0- (14௪)* என நிறுவப்படுகிறது. 

எனவே, ஈருறுப்புத் தேற்றம், ௩ ஓரு குறை முழு எண்ணானால், 

(1491 ஹம? ன a   wee ௯ 

சன நிறுவப்பட்டது. 

(iti) மூன்றாவதாக, % - ஒரு குறை, அளவுக்கிணங்கிய 

“மெய்யெண் எனக் கொள்வோம்; அதாவது ந ம். (1 ஒரு 

குறை முழு எண்; ௬ ஒரு கூட்டு முழு எண் எனக் கொள்க) 

(7) படி, | 

f (= +2 வ % மூறைகள்) = |e Gay 

7ம-[2(£)]” 
£ ஒரு குறை முழு எண்ணாதவின்; இரண்டாவதாக நிறுவப் 
பட்டபடி, 

ரீ(0) = (4௮) 

- உணவ இர 
a fF (=) = சகட
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அதாவது 7(௬)-(1-4௦)7 [௩- ஒரு குறை, அளவுக்கிணங்கி:ய: 
எண்ரி 

எனவே, ஈருறுப்புத் தேற்றம், ஈ, ஒரு குறை அளவுக் . 
கிணங்கிய எண்ணானால், 

BON at an 8 (l+a)” =1+n% + 

  

என நிறுவப்பட்டது. 

இவ்வாருக, கூட்டு முழு எண் *படி'க்கு நாம் முன்னர் 

அறிந்த ஈருறுப்புத் தேற்றம் இப்போது முறையாக, கூட்டு 
அளவுக்கிணங்கிய எண், குறை முழு எண், குறை அளவுக். 
கிணங்கிய எண், என்ற மூன்றினுக்கும் உண்மையாம் என 
நிறுவப்படுகிறது; ஆனால் |॥| 41 என்ற கட்டுப்பாட்டின் 
அடிப்படையில்தான், இத் தேற்றம், எல்லா அளவுக்கிணங்் 
கிய “படி” களுக்கும் உண்மையாகும் என்பதை எப்போதும் 
கவனம் வைக்க வேண்டும். 

இத் தேற்றம், கணித இயலில், ஓர் அடிப்படைத் தேற்ற. 
மாகும். (௨) 41 என்ற கட்டுப்பாட்டின் அடிப்படையில், 
குவிதல் தன்மை பயன்படுவதையும் நன்றாகப் புரிந்து 
கொண்டு கவனத்தில் வைக்க வேண்டும். 

குறிப்பு (1): ௨-1 ஆகி, ௩௦-1 ஆனாலும்; 2-1 ஆகி, 
௩20 ஆனாலும், ஈருறுப்புத் தேற்றம் உண்மையாகும். 
ஏனெனில் இம் மதிப்புக்களுக்கு ரீ (௩) ஒரு குவி தொடர் என 
நிறுவலாம். 

குறிப்பு (2): (e+y)” or affey: 

121219] ஆக விருப்பின் (6-9) ௯ (1 +e எனவும், 

191212 | ஆக விருப்பின், (க-து) நு (1 +o) என 

3 ம் ன் 
வும் எழுதி, முறையே 4 | அல்லது |= <1 8d Carag, 

  

ஈருறுப்புத் தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தலாம். 

7: பின் வருவன, அடிக்கடி 
க « 

தோன்றும் PF err: ப் ். 

தேற்றத்தையொட்டிய விரிவுகள் : ருறு பத்
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(nay = 1-1) (-2) + (௮௮ க] ௨ 

= ltat+a't..... ஜீ... ௦ 

(tata tt (ne + னு க 

ee Label — அவன் (= 1) a? £ ance 

momenncacas gms பப « 

= 14+29+327+...... (41) வீர வ. ௦ 

(L-ba)—? = b= 20 Ba2 eee f(D)" (PHL) oh $e & 

(l= xj! = 143044 ooo eect 4 ee), ப்பட 

(+a “a 1 Bep oS att பப்ப 4(-1)" 0013 எட ani. 

4.5 4.5.6 5.6.7 

  

  

(L- ay! Lye + 3 tt Pg et gt அவ 

GAD OHIO) oe 1.2.3 ஜி 

ரு 4.5, 4. 5 0 5.6.7. 
(19) *-1- da + 75 5 - ட 59 டர 53% shee 

“ine (r-+2) (e+3) . 
+(-]) 3.3 i 

_ « ௬ (௩-1) (௩2)... கச) 

(ew) கமல 4 |. he 

ic .. (௬௩1) (2) ...... (௩ட௪-1) ட 
௩ ௨ 3 ar (42-14 நெ (-1) | [2 }
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7:5 இரண்டு முக்கியமான விரிவுகள் : 

CME), a 
a (க (1-2) [ po

d 

+ | 

ஆ
 

வ
ய
வ
ர
்

 

1 + 

| r
o 3 

  
  

11. 

< p (p+q) (pt+2q) wave (p+r—1q) ( ) 
௪௬] ட் 8 

«(B) அவ்வாறே, 

  (ya) 7 =1- ட 2 (2 

. _ Ppt a (et2a) (2) + ப . 

  

1. டமாக ஜ் றை... (47-12 (ஸா +BY te (7) 

இவ்வமைப்புக்களை நோக்குமிடத்துப் பின் வரும் விதிகள் 
,புலப்படும்: 

(1) கீழெண்கள் முறையே 0. 
’ 

. வாகின்றன ; 

(2) (;) என்ற இராசி, மூறையாக (2). (2). ( ் 
q q q q} ’ 

ப பககக என்ற 'படி”க்கு படிப்படியாய் உயர்த்தப்பட்டிருக்கிறது ; 

(2) இரண்டாவது உறுப்பிலிருந்து, மேலெண்கள், 
.மூறையே p, p(p+g), P(Pt4) (p+2g) ...... எனவாகின்றன 7
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பெருக்கும் உறுப்புக்கள், ற, (ஐ--7), (2-2) .....- என்ற கூட்டுத். 

தொடர் முறை அமைப்பில் உள்ளன. 

(2) 1-ஐ)-௮॥ன் விரிவில் உள்ள எல்லா உறுப்புக். 

களும் கூட்டுக் குறியுள்ளன ; (1--௦)-2/8-ன் விரிவில் ஒன்றை. 

விட்டு ஒரு உறுப்பு -, - என்ற குறிகளைப் பெற்றிருக். 
கின்றன, 

ஈம ரல் கண்ட, இரு விரிவுகளையும் பயன்படுத்தி 

அவ்வாறான அமைப்பிலுள்ள (அல்லது சிறு மாறுதல்களோடு 

அவ்வாறான அமைப்புக்குக் கொண்டுவரக்கூடிய) மூடிவிலாத். 

தொடர்களின் கூட்டுத் தொகையை நாம் அறியலாம். 

பின் வரும் எடுத்துக்காட்டுகளால் இம்முறை விளக்கப்: 

படும். 

எ-கா. 01) 

8.3.8 3.5.7 

V+gtirg tae gto 

என்ற தொடரின் கூட்டுத் தொகை காண்க. 

  

8 
ர் 
—_— 

a- 14 (1) 428200) ) 4 (342) (642 . 2) (3) 

+ .....என எழுதலாம்.. 

(1-29-2௭ன் விரிவோடு இதை ஒப்பிட்டுப். பார்க்கும் 

போது ற் 

q=2 

டண - எனக் காணலாம். 
q 4 

~24.2% 214 எனவே x = க்கல்: கணா: 

எனவே S = (1~-4)-#/4 

- (0-7 
இ 
-
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எ-கா. (2) 

11 . 14 11 .14.17 11 .14.17.20_ 
10.15, 10.15.5025 ' 10. 15. 20. 25 . 30 

வரை கூட்டுத் தொகை காண்க. 

. _ம1,]க் ரம்? 11.14.17 /1\5 11. , 14.17.2071 

ண்ட ப ண டட நைய (5). 

  

seeves 

இது (L> 2) 4 er at Pays qPus அமைப்பிலில்லை, எனவே. 

அவ்வமைப்புக்குக் கொண்டுவருவோம். 

1 11.14 11.14.17 
Sx 5 12 (5) +t (5) றத 

'இன்னும் அவ்வமைப்பிலில்லை. 

11, 15, 37..... என்ற தொடர் முறையை, இடதுபக்கம் 

எடுத்துச் செல்ல 5, 8 11, 14, 17... என்ற தொடர் முறை 

ட் 11 be it 
கிடைக்கும். முதலுறுப்பில் | 4 க்கும் (5) க்கும் ஒப்ப, அவ் 

வுறுப்பின் மேலெண்ணில் நான்கு சினைகள் இருக்க வேண் 
டூம்; அவை 5, 8 என ஊகித்தறியலாம். ஆகவே இருபக்கங் 
களையும் 5.8 ஆல் பெருக்க, 

1 5.81, 147114 5.8.1. 14,17 fis 5BX8xSxX ga (g) +e s ணப (5) 
இன்னும் அவ்வமைப்பில் முழுதுமில்லை. சில உறுப்புக்களைச் 
“மேசேர்த்தால் அவ்வமைப்புப் பெறலாம். அவ்வுறுப்புக்க 
ளாவன, ~ 

5 (2) 8 ய 5.8.1 1) 
கு உகு. Ss (a) 

சனவே Besos களை இருபக்கங்களுக்கும் கூட்டினால், 

eran ak (HEE (YR OB)
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பம கடு 
5.8.11.14/1\* 

+ க (5) Here ©   

தீ 

இப்போது வலதுபக்கம் (1-2) £ என்ற விரிவமைப்பி 

லுள்ளது; ஒப்பிட்டுப் பார்த்தால், 

தைப் 

q= 3 

x dl 

q 5 

_ 3 
7" 3 

ய 1 4 44 ஒரு 5/5 

4 588 ஆம்பட1ட அ எ (1௭3) 

88 ர 

B\S? 254 
(=) 75 

s-1[$3/8-™ 
~ 8 L2 4. 1 

எஃகா. (3) 

3 3.5/1 3.5.77/1\3 . 
TT ன ம. (4) + 1.2.3 (=) ட்ட என்ற தொட 

ரின் கூட்டுத் தொகை காண்க. 

ஒன்று விட்டு ஒரு உறுப்புக்கள் மாற்றுக் குறியீடு 

பெற்றிருக்கின்றன. ் 

த 

இது (1-9) £ என்ற அமைப்பிலில்லை. அவ்வமைப் 

யுக்குக் கொண்டு வருவோம்.
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இருபக்கங்களையும் ( ஆல் பெருக்குவோம். - 

. 
w
o
}
 es
 

o
n
 

~
~
”
 

  

இரு பக்கங்களுக்கும் 1 கூட்டினால், 

3.5.7 3/1 3.8/1? 1\? 
1-s=1-77(3) +58 (4) எ ale) “eevee 

வலது பக்கத்தையும் (1--௦)2/ன் விரிவையும் ஒப்பிட்டும் 

பார்க்க, 

76 Gaphmb 2: f(x) =a +4," 4 aa? ....., ஈ என்ற. 
தொடர், ஒர் அறக் குவியும் தொடராயிருப்பின், அத் தொடரில்: 

முதல் (- 1) கெழுக்களின் கூட்டுத் தொகை மதிப்பு 1-9 ன்: 
த 

விரிவில் 2 ன் கெழுவுக்குச் சமம், 

Oe: f(x) = a + ae t att ti a 

(Qo-at=ltet+etince ffal <i
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f (2) (1 — ஐ-டன் பெருக்குத் தொடரில் ஈ ன் கெழு 

் = Ay +, + ர்... ர ரே 

=apso"(r+1) கெழுக்களின் கூட்டுத் 

தொகை. குவி தொடர்களை யொட்டிய பெருக்கல் தேற்றம் 

இங்கு எங்கு பயன் பட்டதென்பதைத் தெளிந்தறிக. 

7:7 கூட்டு முழு எண்படிக்குரிய பல்லுறுப்புச் சேர்க்கைத் 

Ggphpb (The Multinomial theorem for a positive integral 

index). 

| Dy Pa Pr 
= = 680“ a 

2 [2 (இ... [இதை m 

QUG, Po + Da + verve + Pm ௩ என்ற கட்டுப் பாட்டுக் 

குட்பட்டு, ஐ, ஐ, ..... றடியாவையும் 0 முதல் ௩ வரை கூட்டு 

மூழு எண் மதிப்பேற்கும். 

(@, + Gy + sores + Gm)" B விரித் தெழுதினால், அதில் ஒவ் 

வொரு உறுப்பும் % “படி” பெற்றிருக்கும். கட்டம்? வவட abn 

என்ற உறுப்பு பெறப்படும் விதம் யாதெனில், ற, மூறைகள் 

- உட ஐப் பொருக்கியும் அதன் பின்பு ற, மூறைகள் ஈ, ஜப் 

பொருக்கியும் இவ்வாறாகப் பெறப்படும். இப்படிப்பட்ட 

பெருக்கிய உறுப்பை, 

Cc x Cx 
“நற, Ps n—(p.tPe) Ps 

Cc 
nm இட 

Cc 
. ௬- (றற Pm—1) Pm 

வெவ்வேறு விதங்களில் பெறலாம், அதாவது 

4, 
[ஜட] [இஃ | Pm 

இவ்வாராக இத் தேற்றம் நிறுவப்படுகிறது. 

  

ரர அளவுக் கிணங்கிய படிக்குரிய பல்லுறுப்புச் 

Gsiasenss Geopib (The Multinomial theorem for a rational 

index). 

15
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௩ ஓர் அளவுக் கிணங்கிய எண் 2 

கோக ரணி பட. பனியா 

2 

=a" (1 +ox fm wb ப. ௮ wom) 
0 ® a 

ர் 

ந ar ( Lt pet py? t cove + ணி 
் எனக் கொள்வோம். 

« r 

a 11 tit (patpat+ பப +n”) | | 
fa 

v 

எனப் பெறப்படும். 

இங்கு |றஉ றீ... “ண” 51 ஆக இருக்க 
வேண்டும். 

77.2 தேற்றம் 3: 
1௨1 4 4 என்ற கட்டுப்பாட்டில், 

F(x) 2a, + Om + aa? + wa. © என்ற தொடரும் 
| 1 48% என்ற கட்டுப்பாட்டில் 

ழ் (0௯8,352 ப. ஈ என்ற தொடரும் 
அறக் குவியும் தொடர்களாகுமாயின், 
கம் + Abr, + Mabry + ம் சி என்ற கோவையின் 

கூட்டுத் தொகை, 7 (20) .ம (௦) ன் பெருக்குத் தொகையில் x? ar 
கெழுவுக்குச் சமம், 

தெ: [ஈ147; [21] :8; என்ற கட்டுப்பாடுகளுக் 
குட்பட்டு, குவி தொடர் பெருக்கல் தேற்றத்தின் படி, 

Bob, + (கமிட் கம்மி BA (Ab, + a6, + என்பி 22 4 ததக] 

* (09, 4 கமி, 4 பட சம்பிு...... 

என்ற தொடரும் ஓர் அறக்குவியும் தொடராகும். அதன் 
கூட்டுத் தொகை 72) .ம் (2) க்குச் சமமாகும். . 

ஆகவே, 7(2) .ம (6) என்ற பெ 
குவி தொடராக விரித்தெழுதிஞல், 

மைப்படி, நாம் வேண்டுவது நி 
காண்ச2,. ் 

ருக்குத் தொகையை ஒரு 
வலுத்தொடர் முற்றொரு , 
இுவப்படுகிறது, (684,
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கிளைத்தேற்றம்: 7(2) = @% +42 + கஜ ...்ீ..ஓர் அற 

வும் குவி தொடராயின், முதல் (7 -- 1) கெழுக்களின் கூட்டுத் 
தொகை, (அதாவது (ஐ 4 சட் ௬ + Gr) 

(2 ன் விரிவில்ல ன் கெழுவுக்குச் சமமாகும். 
மத 

ம்) 1 we afb. toes. = Sy எனக் கொள்க. 

அப்போது b= b, = by வல = bp = woe 1, 

storGou apsed (7 +1) Gagpaaahar m_Os Ogrme 

Ff (x) டன் விரிவில் ஈன்   பான ௪, -்..... | டி என்பது, 

கெழுவுக்குச் சமம், எனவே, 7.6-ல் கண்டது இங்கு ஒரு 
சிறப்புக் கிளைத் தேற்றமாகப் பெறப்படுகிறது. 

பயிற்சி 7 (1) 

பின்வரும் தொடர்கள் கந்தழிவரை கூட்டுத் தொகை 

காண்க. 

  

  

  

1 14 அட 20 _— 
112 322 5 2 

2 l+Z+egtae டா ப்ப 

3. 1+2 ee tS ர் க்கை 

பட்டவை 
B உர ஜீ டர்ட்டி ஆர் - 

6 

2 2.5 2.5.8 

7 1+ ot 9 7ietocis a7 to
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1.1.3 «1.3.5 
8 l-¢+ erie ழு எ: 

  

  

i 

10. g+eeticecnt cece ie t - 

11. 1. த- eee t — 

B, is itis - ட்டு கை 

1 3 63 5 913 3 ன் ig + viene 

14. x 

    

1 ol. 
15 1 - ஏ 

தோராய மதிப்புக்கள் : 

மதிப்புக்கள் குறைந்து கொண்டேபோகும். அவை, பொருட். 
படுத்தத் தேவையில்லாத அளவுக்குக் குறையலாம். ஆகவே, 

அந்த நிலையில், ஈருறுப்புத் தேற்றத்தின் உதவி கொண்டு, 
எந்த அளவுக்கு நமக்குத் தோராய மதிப்புத் தேவைப்படு- 

கிறதோ, அந்த அளவிற்கு (1--)” ஐ விரித் தெழுதி, தோராய. 
மதிப்புக்கள் பெறலாம். 

73 |2உ[மிகச் சிறிய தாயிருப்பின், |௨[5,[ஐ[* “ண் 

பின்வரும் எடுத்துக் காட்டுகள் இதை விளக்கும். 

எ-கா. (1) 1 ஓடு ஒப்பிடும் போது ௦ மிகக் குறைவானால்.,. 
z 3 14 3c? 

(ட) + (i) = 2+ ip (தோராயமாக. எனக். 

காட்டுக. இங்குக் கொடுக்கப்பட்டது 5 மிகச் சிறியதாம்.
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2 B 

0 82 0. 80 
=l- 5 Spt கலச 1 ஜாதகர் oe 

3c? 
=2+ th (தோராயமாக) 

ide de® 
எ-கா. (2) ஈசிறியதாயின் சபல +2 a 

(தோராயமாக) எனக் காட்டுக. 

MI தேர் — (1+ 2% + Qat)'2 (1 — 9 

(3 
  = {1 +5 (2 + 2a?) + AS (24 2a) sees } 

xX (14824 9a7+...... ) 

= (14ச௭௪- ம் சி டட ) (14324924...) 

=14+%x432-+ 2+ 32?-+ 927 - 5a 

=14+4¢+ - 5“ (தோராயமாக).
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மேலே கொள்ளப் பட்ட, இரு எடுத்துக் காட்டுகளிலும், 

வேண்டிய தோராய மதிப்பு இரண்டாவது *படி” க்கு மட்டும் 

தேவைப்படுவதால், விரிவுகள் யாவும் இரு 'படி'க்கே 

கொள்ளப்பட்டன ; மூன்று ‘uy’ அதற்கு மேற்பட்ட படி” 

களுக்கு விரிவு எடுத்துச் செல்லப்பட வில்லை, இந்த 
மூறையை நாம் கவனமாகக் கையாண்டால் தேவைப் படாத 

சுருக்கல் வேலையை விட்டு விடலாம். 

0:998;-*/ ் த 
எ-கா. (8) (1002) ன் மதிப்பை, நான்கு பதின் பகுப்பு, 

இடம் வரை காண்க. 

. (9°998\~9 1. 0027-57 

(F503) ட (j + oa) 

_ ( + 302) 

i ~ 002 

( 

= (1 + -002)'" (1 — -002)7 

ட (1 45002) - 3 (000005) 4 ரீ 

॥ {1 + : (-002) + ழ் (000004) -:...... ் 

॥ 1+ ; (002) 

tt 1 + 500206 

= 10027.



ஈருறுப்புச் சேர்க்கைத் தேற்றம் 251. 

| பயிற்சி 7 (ii) 
1. பின் வருவனவற்றில், உ மிகச் சிறியதானால், இடது 

கைப்புறக் கோவையின் தோராய மதிப்பு வலது கைப் 

புறத்தில் கொடுக்கப் பட்டிருக்கிறது. அது சரியென நிறுவுக. 

(i) Weed — Vet) =1- a+ ae (செ.ப.க.) 

உட (14௮1 (4-32)°/7? 10 
(10) (௮1. =4 = 3 ஞ் (செ.ப.க,) 

(-99)-3/.(1- 4ஐ)-3/* ட 3 | 
- (iii) (C3) FE cae gee (செ.ப.க.) 

. Ltate«?) (+2) 

(iv) (Chat) CY Wp de tat 60 (செ.ப.க.) 

௪, ன் மதிப்பு மிகப் பெரியதாயின், 

Ve + 16 - Vor? +9 = (தோராய மதிப்பு) 

என நிறுவுக (தி.ப.க.) 

3, ஐன் மதிப்பு ஒன்றுக்கு நெருக்கமாக விருப்பின், 

  

௩ த ் த 
= 5 ஏறக்குறைய 4 என நிறுவுக. 

ட 42 

ட் ட ரச கற 

4. எல்லை (௪-1 ௮3) என்ன என அறிக. 

ஐ௮ேே Va — 4a? 

ந. ற அல்லது ர வுடன் ஒப்பிடும் போது ஐ- ரன் மதிப்பு 

மிகச் சிறியதாயின், 

(n+1)p+(n- lg ‘p 4p 

(F) = Garvouons) (g—iyp-tint lig TH Boies. 

இதைப் பயன்படுத்தி, வள் மதிப்பறிக. (செ.ப.க.) 

6, (1401) - (0:99) ன் மதிப்பை 6 பதின் பின்ன இடங் 

களுக்குக் காண்க. 

  

1-2. 
7, We விரிவை, க வரை எழுதுக.



M 1 1 5 Tf யலில் 
8. 1 கற a" எர] என்பது காந்த இ 

ஒரு வாய்பாடு. 

௨ ஓடு ஒப்பிடும்போது 1 மிகச் சிறிதானால், பன் 

                  

9. மிகச் சிறியதானால், Vite a தோராய மதிப்பை 

ட te எனத் தோராயமாகக் கொள்வதில் ஏற்படும் : 

குறைபாடு ஏறக் குறைய ல ட என நிறுவுக. 

10. 8418 ஆனால், (8-2) ன் விரிவை முதல் நான்கு 
உறுப்புக்கள் வரை எழுதுக. அதையொட்டி (n>+a)'! or 

5n' +34 
தோராய மதிப்பு ௩ ene OO நிறுவுக, அதன் வழியாக, 

(1001005559 என்ற வேறுபாடு 4 என்ற அளவில் 
உள்ளது என நிறுவுக. 

7:8.1 பல்வேறு எடுத்துக் காட்டுகள் : 

4-ற ' 
எ-கா. (1) (ஒன் படி'கள் ஏறு வரிசை 

யில் வருமாறு விரித்தெழுதுக; அவ்விரிவில் ஊன் கெழு 
காண்க; உன் எம் மதிப்புக்களுக்கு இவ் விரிவு உண்மை 
யாகும் எனக் கூறுக. 

4-ஐ ப பம் தகு இழு : முதலில் 6-5 0-5 பகுதிப் பின்னங்களாக்குவோம் 

(Partial fractions), 

4-2 _ A B Cc ள் 6-2) 0-4 - 2-௨ 1-2 + ray எனக் கொண்டு, 

A, B, C ஐக் கண்டு பிடிப்போம், 

4-854 (l-2)?+ B (2-2) (l-2)+ C(2-2) 
முறைப்படி செய்தால்,
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A=2; B=-2; C=3. 

4~ _ 2 2 3 

6-ஐ0-2* 0௭ 1-2 (427 
(3) 

= (1 _ +) ~2(1-2)# +3 (1-2)? 

3 ரீம். 

= (1+ = + = + பபப os be வவ ) 

— 2 (l+a+42'+...... றம்... ) 

+3 (14244327 +...... (1) னி... ) 

ன் கெழு - 4 -24+3(n+1) 

1 

ஈருறுப்புத் தேற்றக் கட்டுப்பாட்டின் படி | | <1; 

12] ௮:1 ஆக இருக்க வேண்டும். 

121427; |8ஈ] 41 ஆக இருக்க வேண்டும். 

[ap <1] என்ற மதிப்புக்கு இவ்விரிவு உண்மை 
பாகும். 

எ-கா. (2) a ன் விரிவில் ஈ வது உறுப்பு (3௩ - 2)ஐ1-1 

ஆனால், a பீன் மதிப்பறிக, 

(a + bx) (1 — x)? = (a+ ba) (1 + 2a + Ba? + 0s... 

+ ne" ப 1]... ) 

வலது கைப்புறப் பெருக்கல் விரிவில் ௩ வது உறுப்பு
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ஊன் கெழு . 

an +b(n - 1) 

(a+b)n-6 

= 3n -2 (கொடுக்கப்பட்டது). 

5-9; £- 1 எனப் பெறப்படும். 

எ-கா. (3) ன் விரிவில், மூதல் ௩ உறுப்புக் 

களுடைய, கெழுக்களின் கூட்டுத் தொகை யறிக. 

7°6 oir படி, ன் விரிவு கட்க... + Ont" toe 

  

எனக் கொண்டால், (௫-௨. உ பன் கூட்டுத் 

1 1, bei fe ‘ 
தொகை 1 52 30 x TI: விரிவில் ஜு “ன் கெழுவாகும். 

எனவே... ன் விரிவில் எுடன் கெழு. 
]-ை லை 1-2 ் 

காணவேவண்டும். எனவே, 

1 _ 1 

Q. = 2a 327) 1-௨ ~~ (1-3z) (142) (l-2) © 

_ A B C 
ஜு 1-32 Ita t Toe 

எனக் கொண்டு க, ,.0 காண்போம், 

‘ டர. ர ர _ 1 
முறைப்படி, &- 28-27 2 

வேண்டிய பகுதிப் பின்னம் 

9 1 1 
  “801-881 “4-2 

(1-99-! + (1-ஐ-* _ + (1-ஐ-! ர் 

9
1
2
 

௦]
 
2 

ர (1--2-2₹௨-..... 1 தப...)
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1 
+ உ (1- ctg? ~ weamne +(-I)"" ett வை] 

1 ல - 2 (சச்சி ப ளட...) 

க ‘ 9 1 1 
2-3 ல ப. Rot ட Rat னை இங்கு ௧-1 ன் கெழு - 3 +> ( 1)” 1-2 

டம ரு ன (- lye பூ 5] 

oo
 

1 3 
இதுவே ணரா ய விரிவில் முதல் ௩ கெழுக்களின்- 

கூட்டுத் தொகையாகும். 

பயிற்சி 7 (14) 

  

3 

1. ee ன் விரிவில் எுன் கெழு 27(௩- 1) என: 

நிறுவுக (௩2 2. 

௨, பின் வருவனவற்றைப் பகுதிப் பின்னங்களாக்கி * 

அவைகளின் விரிவில் ஜூன் கெழு காண்க: 

= wy ete 0 90-3௮ 09 எக்டர் 
டை ° ஐ-1 . l-2-2 

(iii) (x _ 1)? (2 _ 2) (iv) (1.25 = 2) (1-2) = a) 

1 . (8x42) (4245) 
0) Gas) ~ 22) A 32) (i) “சேடு (கடட) 

௦ zx 

0 0-2 6-9 6-9 
3. பின் வருவனவற்றின் விரிவில் ன் கெழு காண்க... 

மு ப ர EE
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4. பம் ன் விரிவில் ஸிரான் கெழு 4* என நிறுவுக. 

5, GHEY cir of Reed 2 cr Glagp 2-'(n" + 4m + 2) 
ஐ 

என நிறுவுக. 

6. நட கடன் விரிவில் (௨4 1) வது உறுப்பு (க 4 1) ௧7 

ஆனால் ற, ர என்ன? 

7. சடன் விரிவில் ஈன் கெழு 24 4 1 ஆனால் 

ஐ, டர என்ன ? 

8. pt ii FTE Pay Late ae + oo 

என எழுத முடியுமானால் ற, ர,ஈ என்ன ? 

9, ௩ன் மதிப்பு, 3 - 1,341 என்ற மதிப்புக்களை 

J . és an at 
யொட்டி. ரானா ய் விரிவில்் ௨ ன் கெழு முறையே ட, 0, -1 

என நிறுவுக. 

10. ௩ன் மதிப்பு 4, கா 4 1 என்ற மதிப்புக்களை யொட்டி 

1 ம ட் ட் ் 
ரஜி ஐ ன் விரிவில் £* ன் கெழு, 1] எனவும், 4r + 2, 

47 8 என்ற மதிப்புக்களை யொட்டி சன் கெழு 0 எனவும் 

நிறுவுக. 

7-8,2 முற்றொருமைகள்: ஏதாமொரு ஈன் சார்பு, இரண்டு 
வெவ்வேறு முறைகளில் குவி தொடர்களாக விரித் தெழுதப் 
படுமானால், அத்தொடர்களில் ஒரே படியுள்ள ஈன் கெழுக்கள் 
சமம், (ஆனால் விரித்தெழுதப்படும் தொடர்கள் கட்டாயம் 
. குவி தொடர்களாயிருத்தல் வேண்டும்.) 

இவ்வுண்மையை நாம் நிறுவாமலே ஏற்றுக் கொண்டு, 
பின்னர் சில எடுத்துக் காட்டுக் கணக்குகள் செய்வோம்.
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< = ன் ஈவுத் தொகையை (௨-8), மம், இவை   783. 

களின் வாயிலாகவே விரித்தெழுதலாம் என்பதை இப்போது 

காண்போம். 

1 1 _ (@-4)z 
l-anx 1 - be” 1 - px + qx? 
  

. என்றெழுதலாம். இங்கு ற- ௨-6; ர- ab 

ள் ss —, [a - ax) ~ (1 _ 2) ]   எனவே 5 = eae 

a 
= ea p| (a at (at— OH xt + oon 

+ (a? ~ b7) x" Ae ப | (A} 

at — 2% 

a-—-b 
  இங்கு வலது கைப்புறம், ௨ ன் கெழு - 

ety ot i im eg” 2 ன் கெழு; 

கு 15 தல ஏலி ல் ent ன் கெழு ர் 

=[l- a(p - ர2)] ல்ல ன் கெழு; 

sstugs 1 + ¢(p - gt) + 27 (p - gt) + wee 

+ a (p — gt)" 0... 0 a2! or Gadp.. 

Que x-' or Gaeap, x" (p - gar" என்ற உறும். 

புக்குப் பிற்பட்டுத் தோன்றும் உறுப்புக்களுக்கு அப்பால். 

இருக்க முடியாது, இக் கெழுக்களைப் பின் வருமாறு தொகுத். 

தெழுதலாம். 

a"! (p= gx) od 2" er Glagp = pr’ 

an (றல் ஞு கல்ட்? ர.
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a9 (p— gayr? 6d > = nogC, p™* ஜ் 

ஜர் (p- 9) ல் . » 

= ( ந) 7-1 டே ந 271! ge 

இவ்வாறாக ip” 9-1 ன் கெழு பெறப்படும். 

. எனவே, 

an — bn ‘ 5 ட 52 

a—b pr! — gal, p? Pg + டட” “ர vases 

  

+(- ijyr-? ட கடட prone gro ஷ் 

= (a+b)"-! = 4 4C, (@+b)"-* ab 

+ nogCe (a+5)"-* ab? - 4 4C, (கடா ஏறா 

௨௨௪௨௨௯ 

  

  

seers HA (- 1) ger Cr, (a+b) Fart OT 

சிறப்பாக, இதைப் பயன்படுத்தினால், 

3 Bs 

a, = ் _ (a + 6)? - ,C, (a + b)° ab 
a- 6 

= (a + b} — ab 

=a + ab +B. 

a* — 5* 
2, 7 a (a +b) - ,C, (a + 6) ab 

= (a+b) - 2 (a + 6) ab. 

a® — pS 
  3, AT = (a + bY ~ GC, (+ BY ab + Cy (a +) ath 

= (a + by — 3(a +b)? ab + a*d?, 

எ-கா. (1) 

-௩ ஒரு கூட்டு முழு எண்ணானால், 

amined), 2 (n=) (ntl) (0௮) 
ர I? , 23
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_ ௩ (௬-1) ௬ 2) (௩-1) (௩-2) (m+3) 
1 இத் 

கறுப்புக்கள் வரை, கூட்டுத் தொகை (-1)” என நிறுவுக, 

  

7ல் கூறிய முடிவை இக் கணக்கில் பயன்படுத்துவோம். 

டு ௬42) 
12 மலைய பம 9 4 

ப (41) (42) 49) 17373 4... (A) 

  

(௪-3). ட 402 2 a ans 

4 eee + (-1)" (B) 

| ௪) 41 ஆனால் (த்) ஒரு குவி தொடர். 

(B) எம் மதிப்புக்கும் ஒரு அளவான தொகையுடையது. 

(௨௫) ஐப் பெருக்கி, அப் பெருக்குத் தொகையில் 
அன் கெழு என்னவெனில் 

௩ (க-1) ௩-1) ௩41) (௦-2) 

13 13, 57 
  1 + 

_௩(௩-1) ௬-2) ௨1) (௩-2) (௩-8) 
1? 25, 95 
  னை (௦. 

(%) தொடர், மூடிவுள்ள தொடர். அதில் (௩-1) உறுப்புக் 
_ களே உள்ளன; கடைசியுறுப்பான (-1) ஐ, (க) தொடரி 

லுள்ள என் கெழுவால் பெருக்கினால் (0) தொடரின் கடைசி 

உறுப்பு (அதாவது ந... வது உறுப்பு) பெறப்படும். 

எனவே. 7:8.8ல் கூறியபடி, (60) தொடரின் கூட்டுத் 

இதாகை- (1-9)-710%(6-1)5ல்௨ன் கெழுவாகும். 

(1-ஐ-௬40 (ஒட 1972 (- 1) (1-௨ (12 ஐ) அ 
| =(-1n (l-a)" 

=(- 1 1424 on. ண. 

எனவே இங்கு ௭ ன் கெழு-( 18 

ஃ (0) தொடரின் கூட்டுத் தொகை - (- 15



240 இயற்கணிதம் 

பயிற்சி 7 (8) 

1. (1-ஈன் விரிவில் முதல் ௩ கெழுக்களின் கூட்டுத் 

(2n 
a என நிறுவுக. - தொகை 
  

] ‘ ல ள் த 5 

கூட்டுத் தொகை + [87+1+(-1)"*- 2] என நிறுவுக; 

I 

3. 0-5 02) 0-9 
ன் விரிவில் முதல் (௪- 1) கெழுக் 

களின் கூட்டுத் தொகை = [5 (2°"-1)- Gr] என நிறுவுக. 

1 
a Tart ba® =l+ pct porto... ஆனால் 

1-6, 
ந இடற + Dn = re ன ட என நிறுவுக. 

8. மேற் கூறிய கணக்கில் 

ஐடி (௬௨1) கர்ம. fe - 2h a = ~3) 

என நிறுவுக. 

அதை அடுத்து, ஒ, 5 என்பவை 47- ஈ4--6-0 என்ற சமன் 
பரட்டின் தீர்வுகளானால், 

    

௩ 2 ணு ட = gil co anh 4. (n~ ae 9 4) ஊட்... 

என நிறுவுக. 

6 (1-3 . . 

“மு ஓன் விரிவில் முதல் (4) கெழுக்களின் 
கூட்டுத் தொகை (-1)1 8-1 (௪-௩) என Boye.
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n? n® (n? — 1") n? (n? - 13) (n? — 2") 

  

  

7. 1-5 ஓரா 1? , 2? ~ 1? , 2? , 3? + eewane =0 

என நிறுவுக. (௩ கூட்டு முழு எண்) 

2.42 
2_ 472 2_ 98 

உட 010) en 15) (22-25) - (டா 

நண்ப [2.13 
என நிறுவுக. (௩ கூட்டு முழு எண்) 

9, ௩ ஒற்றைப் படை அல்லது இரட்டைப் படை முழு 

எண் என்பதை யொட்டி, 

8 (ஐ-1₹ ௩௬-17 (n- 2) 

| சரப (Es) 
உறுப்புக்கள் ஞ் கூட்டுத் தொகை முறையே - 0 

  

|n . 
aydeogy (~ 1" = என நிறுவுக. (செ.ப. ௧) 

(=) 

  

10. ப்பட அ அதம் Ly a % உறுப் 

புக்கள் வரை, எனின், 

f (n)=2f (௩-1) எனவும் 

ரீ(0-2௭1 எனவும் நிறுவுக.. (௪௪. ப. ௧) 

11, மா, ௩-௮ (1. ௮-0 என்ற முற்றொருமை 

கொண்டு, . 

l+ 3 +944 35-208 ர் மனை (w+1) உறுப்புக்கள் 

792) ௯௨,ட,0,. 24 போர =n+1 என நிறுவுக. 

  

13. 1 - கடபோ ணட gn—2C3t ககக 5 (1) என Boys. 

14 க a? எனக் கொண்ட i 
க V 1 ஐ ட , டால் 

கூ-்ட்டே பிட் கடலிள வ 4 ந] என நிறுவுக. 

16 1
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7.9.1 சமபடிப் பெருக்கங்கள் (1100002016005 Products) : 

௨, என்ற இராசிகளைக் கொண்டு, 85, a’b, ab®, 6₹ என 

முப்படிப் பெருக்கங்கள் அமைக்கலாம் ; 84, மீர், 66”, 865, 6“ 

என நாற்படிப் பெருக்கங்கள் அமைக்கலாம். இவை முறையே 

மூச்சமபடி, நாற்சமபடிப் பெருக்கங்கள் எனப்படும். 

(Homogeneous products of the third order, fourth order or 

dimension) 

7:9.2 r—-sutgl Gu@ssemeer (Homogeneous products 

of the r th order or dimension) : 

mm m m . . ள் 

பொதுவாக ஈட1 ர. ௩ என்ற அமைப்பிலுள்ள 

பெருக்கங்களில் ௬,47௬, ரா என்ற கட்டுப்பாடு 

நிலவுமாயின், அலவ்விதப் பெருக்கங்கள் (ஐ, ஐ... Oy 99 

ஒட்டிய ர-சமபடிப் பெருக்கங்கள் எனப்படும் ; இங்கு %,, mM, 

வலன் ்ூடிஎன்பவை யாவும் கூட்டு மூழு எண்கள், அல்லது 

ஒன்றோ, சிலவோ பூச்சிய மதிப்பையும் பெறலாம்)- 

7:9.2.1 சமபடிப் பெருக்கங்களின் எண்ணிக்கை. (The 

number of homogeneous products) : 

7.91 ல் கண்டபடி 65, கட், 067, 6 என ௯ ம என்ற இராசி 

களைக் கொண்டு நான்கு முச்சமபடிப் பெருக்கங்கள் காண 

. லாம். இவ்வெண்ணிக்கை ,11,-4 என எழுதப்படும். 

பொதுவாக ௩ இராசிகளைக் கொண்டு காணக் கூடிய 

7-சமபடிப் பெருக்கங்களின் எண்ணிக்கை 1, எனக் குறிக் 

கப்படும் (படிப்பது ௩, 11, ” என). 

7 9,2.2 தேற்றம்: 4 

௩ இராசிகளைக் கொண்டு அமைக்கக் கூடிய 7-சமபடிப் 

  

  

  

  

பெருக்கங்களின் எண்ணிக்கை % (௩-1) (௬2)... (௪-1) 

[7 
_ஐ-1) 42)... (7-1) 

| அதாவது nHy = | [rn 

|n+r—-1 

உள்கள யன! ] 
தெ: கரடி என்ற ௩ இராசிகளைக் கொள்க.
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இப்போது 

Al4+a,¢+64,727...... )\(1--a,e-+a,7a* +...)...(1 + One + கட... ) 

2148,74+S,0+ ப +5,07'+ ..... என எழுதலாம். இங்கு 

5. என்பது கடி ர... a, என்ற % இராசிகளைக் கொண்டு 

அமைக்கப்பட்ட, எல்லா -சமபடிப் பெருக்கங்களின் கூட்டுத் 

ிதாகையாகும், 

இங்கு ௨,- 8, vue = On = 1 என ஈடு செய்தால் S, 

என்ற கோவையிலுள்ள உறுப்புக்களின் எண்ணிக்கை 

பெறப்படும்; அதாவது இந்த ஈடு செய்தால் ன் மதிப்பு 

கிடைக்கும். 

உ (14...) (1மகஃனி..) மகரக்...) 

என ௩ சினைகளின் பெருக்குத் தொகை 

நபம ருரு... ப்ர வவ 

எனப் பெறப்படும். 

ar = (D4 @ 4 27 + we)? உள்ள உன் கெழு 

வாகும். 

  

1 ப ட க 
we nr = ( =) ல் eter 2 cr கெழுவாகும். 

அதாவது (1 - a) ல் உள்ள சீன் கெழு, 

ஆனால் ் 

(= ayn lene + ME ae 4 ல்லி 

n(mn+))...-m+r-1 
டர் ப டு டப்பு 1 பாப் எ... 

all, = 0-ல் உள்ளக ன் கெழு 

(ற... (௪-1) 

ஞு ir 

ட Jn+tr-1 

yr jn -1 

= apriCr 

= வரட்டு
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7:9.2.8 கிளைத் தேற்றங்கள் : 

(1) ௬ ட்ரூ. பெர எ 9 என்ற: கட்டுப்பாட்டில்,. 

mM, அடி ர. ட டட 5 கட் “பே” என்பது உட ஷூ... கடஎன்ற ௩ இராசிகளைக். 

கொண்டு, அமைக்கப்பட்ட ஈபடி பெற்ற ஒரு உறுப்பு... 
ஆகவே அதை எடி... கூட என்ற இராசிகளில், a, என்பது 
ட முறையும், ௩ என்பது ஈட முறையும் .......இவ்வாறாக ஆ, 
என்பது ௬, மூறையும் தோன்றும் வகையில் £ இராசிகளின் 

Geiey (Combination) creré am mom, 

.. டின் எண் மதிப்பு யாதெனில், 6, ஐ... ஈ, என்ற. 
எழுத்துக்களைத் திரும்பத் திரும்ப எத்தனை முறைகள் வேண்டு: 
மானாலும் பயன்படுத்தி * எழுத்துக்கள் சேர்ப்பதற்குச் சம. 

மாகும். 

(2) (a, டூ... +a,) or விரிவில், 13, உறுப்புக் 
கள் உள்ளன. 

(3) ntly = nH டு nH. 

(சூறிப்பு : இக்கிளைத் தேற்றம் உ” டேர் நசட 

என்ற அமைப்பில் உள்ளது என்பதைக் கவனிக்கவும்]. 

தெரிப்பு முறையும் ஏறக்குறைய அவ்வாறே அமையும். 

தெ: 3, என்ற எண் மதிப்பைப் பின் வருமாறு இரு, 
பிரிவுகளாகக் கொள்ளலாம். 

(1) ஒருகுறிப்பிட்ட எழுத்து; என்பது ஒரு முறை கூடத். 
தோன்றுத 7-படிப் பெருக்கங்கள் ; 

(3) அக்குறிப்பிட்ட எழுத்து ௩ என்பது குறைந்தது ஒரு. 
முறையாவது தோன்றும் படிப் பெருக்கங்கள். 

ஆ.ஒரு முறை கூடத் தோன்ருத பெருக்கங்களைக் காண 

a, 99 OF OSH SF (n - 1) எழுத்துக்கள் மட்டும் தோன்றும். 

-படிப் பெருக்கங்கள் - _4, என்பது விளக்கம். 

இரண்டாவது a, ஒரு முறையேனும் தோன்றும் பெருக் 
கங்களைக் காணா : 

க, ப சட வவ a, என்ற % எழுத்துக்களாலான (1 
படி. உறுப்புக்களின் எண்ணிக்கை 11... இவை ஒவ்வொளன்,
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Mpud a, Bed DuGsdened, a குறைந்தது ஒரு முறை 
யாவது தோன்றும் 1-படிப்பெருக்கங்கள் கிடைக்கும். ஆகவே 

குறிப்பிட்ட கட, ஒரு முறையேனும் தோன்றும் 7-படிப் பெருக் 

கங்களின் எண்ணிக்கை - 1... 

வடி = உபி + 4-௨. என்பது நிறுவப்படுகிறது. 

மாற்று முறைத் தெரிப்பு : 

வீடீன் மதிப்பு வாய்பாடு கொண்டும் இதை நிறுவலாம். 

~ ந)... - 2 coy + pHa, — 22 Wet ele tre 9) 

n(n +1).....(u +r - 2) 

கரப்ட் 
  

உட்டு ப ௫3: டட ரர 
Ir 

n(n). (mtr - 2m+7 - 1) 

15. 

_ 3, என நிறுவப்படுகிறது. 

॥ 

(4) கிளைத் தேற்றம் (9) ஐ படிப்படியாக விரித்துச் 

சன்றால், 

aHy = voy + 2AHr- 

= n-iHy + 2-H + nHr-2 

அ பீம + n-vHrer + n-He-2 + nr 

= உபி + உபர், + உபி + உப்ப 

4 +.H, +1. 

ன்ற கிளைத்தேற்றம் கிடைக்கும். 

ஆகவே இத்தேற்றம் : 

வி ma n—1Hp “15 a-iHr-, + n—iHy—s ர கல ள் nH, + 1 

கான்பதாகும். 

இங்கு ,-11, - ஒரு குறிப்பிட்ட எழுத்து ௨ ஒரு முறை 
கூடத்தோன்றாத7-படிப் பெருக்கங்களின் 

எண்ணிக்கை.
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உட ௯. ஒரே முறை (அதாவது “ஒரு” படியில்) 
தோன்றும் படிப் பெருக்கங்களின் 

எண்ணிக்கை. 

உர ௩ இருமுறை மட்டுமே (அதாவது, “இரு'படியில்: 

2), ஆக) தோன்றும் 7-படிப் பெருக்கங்களின் எண்ணிக்கை.. 

aH, = a என்பது (-1) முறை மட்டுமே [அதாவது 

(6-1) படியில் க ஆக] தோன்றும் 7-படிப் பெருக்கங் 

களின் எண்ணிக்கை. 

உட எ a என்பது £ மூறையும் (அதாவது ௨) ஆகரீ 

தோன்றும் :-படிப் பெருக்கம். அதன் எண்ணிக்கை !1* தான்... 

- 1, இது நமக்கு நேரடியாகவே தெரிகிறது. 

மேலும் இங்கு, ,_34, என்ற எண்ணிக்கை கொடுக்கும். 

உறுப்புக்களாவன:? 

7-1 7-1 சிரம பண Gy டூ Og Gy ர் டார் நேரே 

இவைகளின் எண்ணிக்கை (ஈ-1)) உமிீி-1 என்ற. 

எண்ணிக்கை கொடுக்கும் உறுப்பு ௨, என்ற ஒரு உறுப்பூ 

மட்டுமே. 

கிளைத் தேற்றம் 5: 

பொதுத் தேற்றத்தில் நாம் கண்டபடி, 

கீ, போக கிட்ட [கக 4. 

= 14S at Soe? pee ட... 

அதாவது இம் முற்றொருமையை 

1 1 j ; 
ர கக் 1 கன் Loam ௨ 1452-5... நன ப 

என எழுதலாம். 
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I 

(l-a@,0) (1 -a.r)...... (1~ a,x 

களாக்கி, அவைகளின் விரிவில் என் கெழுகாண, உன் 
மதிப்பு பெறப்படும். 

எடுத்துக் காட்டாக (1) 

ஈ, 8 என்ற இரு இராசிகள் எடுத்துக்கொள் வோம். இவை 
களைக் கொண்டு, நாற்படிப் பெருக்கங்களின் கூட்டுத்தொகை 
காண்போம். 

  எனவே ஐப் பகுதிப் பின்னங் 

க டி 
(1-௯) (0-9) ௧-8 (1-0 ட்ட] 

= fat. +a +a? + ae? +ateit oe...) 

— b(1 + ba +-b¥a? + b'x3 bet...) 

இங்கு உன் கெழு - oF a,b crerp Qo Qyrhsair   

கொண்டு அமைக்கப்படும் நாற்படிப்: பெருக்க உறுப்புக் 

களாவன : 

a’, a°b, a*b?, ab®, b*. 

இவைகளின் கூட்டுத் தொகையான 

இட எ கூதி + ab? + ab* + bt 

a - BS 

~a-b 
  என்பது விளக்கமாகிறது. 

எ-கா. (2) a, 6, ௨ என்ற மூன்று எழுத்துக்களைக் 
கொண்ட ௩படி சமபடித்தான பெருக்கங்களின் கூட்டுத் 
தொகை, 

ant? (5-0) 4716-6) + 6"+4 (ab) 

~~ (a= 6) (b=) (@-6) என நிறுவுக. 

  

1 ட a 1 
(= az) (1 - bx) (1-௯) (௨-ம்) (௪-௦) 1-௧ 

BF 1 
+ (pre) (ba) * Tbe 

é 1 

ர க 5) (6-9) 5) 1-0 

"என்ற பகுதிப் பின்ன முற்றொருமையை நாம் எனிதில் 

பெறலாம்.



248 . இயற்கணிதம் 

கி, தே.5ல் கண்டபடி (7-9,2.8) தாம் பெற வேண்டிய 

கூட்டுத்தொகை 

(+ ae a7? wee. } (1+ 62-4 672? ...... } (+ ext 072? 600) 

என்பதின் விரிவில் ஈன் கெழுவாகும்; 

1 1 1 

Saree l-ax 1-8 “1-ர 
or af fated x” «ir ழு 

வாகும். 

ம் 1 . eon ot! - 

3 ரு) ௩-௨ - 1-௯ விரிவில் என் கெழுவாம். 
இதில் என் கெழு 

ட் te 
(2-9) (6-௦) ' + c) (b-a) * “6 ௫-4 (5 

a (b—c) + bet? fea) ee (a ~b) 

- (௪-0) (6-0) (0-௦) 

ant? (b= 6) 10777 (6- oe (௪-8) 
(௧-0) (6-௦ (௧-௦) 

எனப் பெறப்படுகிறது. 

.... 79.53 நாம் புகுமுக வகுப்பில், ௩ வெவ்வேறு பொருள்கள் : 
இருப்பின், அவைகளினின்று ர ௬, ௬ ப பொருள் 

களாகப் பொருக்கி எத்தனை சேர்வுகள் சேர்க்கலாம் எனப் ., 
பார்த்திருக்கியோம், அச்சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை 

ணி. nCr = To எனவும் நாம் அறிவோம். 

ஆனால் அங்கு % பொருள்களும் ஒன்றுக்கு ஒன்று வெவ் 
, வேறு: (தி. கோ-கொ. மு, கணித நூல்-பக்கம் 252). 

மேலும் a, a, ...... என ற எழுத்துக்கள் ர், 6, ...... என ர 
எழுத்துக்கள், ...... என மொத்தம் n எழுத்துக்கள் கொடுக்கப் 

பட்டால், அவ்வெல்லா % எழுத்துக்களையும் எத்தனை விதங் 
களில் வெவ்வேறு வரிசைப்படுத்தலாம் எனவும் பார்த்திருக் 
கிறோம். அவ்வித வரிசைகளின் எண்ணிக்கை 

98 
ரானா எனவும் நாம் பார்த்திருக்கிறோம். (2:25).
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இப்போது a, a wa . என ஐளழுத்துக்கள் ச,ம்..... என ஏ 
எழுத்துக்கள், ௦, 2 ஃ. என ச எழுத்துக்கள் ..... என மொத் 
தம் ௩ எழுத்துக்கள் உள்ளன; அவைகளினின்று *, -௪, -௪ஈ 
சழுத்துக்களாகப் பொருக்கி, எத்தனை சேர்வுகள் சேர்க்கலாம் 
எனக் காண்போம். (Combinations. of » things not all 

different, taken r at a time). 

ந 8) ச என வெவ்வேறு எழுத்துக்கள் ர எனக் 

கொள்வோம். 

(1 + a% + aa? +...... + aver) (1+ br + bx? +...... + தி) 

(1 + ot + a? +0... + oa) 1.1... 4 சினைக் கோவைகளின் 

பெருக்குத் தொகையைப் பார்ப்போம். ( 

இப்பெருக்குத் தொகையில் தோன்றும் ஒவ்வொரு உறுப் 

யிலும் பின்வரும் பண்புகளைக் காணலாம். 

(1) உன் படி, அவ்வுறுப்பில் தோன்றும் ௬, 6, 6... ன் 

படிகளின் கூட்டுத் தொகைக்குச் சமமாகும் ; 

(2) ஜீன் கெழு, தோன்றும் விதம்: 

at pm உ... என்ற அமைப்பில் ௬, % ற m, > q3 

M, % 2, பப என்பதற் கொப்பவும் ௬, 4-௬) 48% 4 vee ச 

என்பதற் கொப்பவும் இருக்கும். 

எனவே, பெருக்குத் தொகை அமைப்பு 

படி டர டு? என்ற கட்டுப்பாட்டுக் கொப்பிய 

Pig ete (am si ன் 

7-0 ் 

மேலும் 02%, 422 0494 82... 

எனவே, நாம் விரும்பும் சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை லான் 

'கெழுவில் தோன்றும் உறுப்புக்களின் எண்ணிக்கையாகும். 

'இவ்வெண்ணிக்கையைப் பெற @=b=c=.....=1 eter 2 oT 

கெழுவில் ஈடு செய்தால் சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை 

பெறலாம். ஆகவே, (1-௧... ஐ) (1-டஉ-ட்னீ......றூ) 

(1-2... +a)... oF பெருக்குத் தொகையில் ௭ ன் 

கெழு, நாம் விரும்பும் சேர்வுகளின் எண்ணிக்கையைக் 

கொடுக்கும்.
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79.4 எஃகா. (1) ஒரு தாயக் கட்டையின் ஆறு முகங்களில் 

1, 5, 8,4, 5,6 என்ற எண்கள் பொறிக்கப்பட்டிருக்கின் றன. 
அது போன்ற நான்கு தாயக் கட்டைகள் கொண்டு விளையா 

டூம் போது, எத்தனை விதங்களில் 16 கூட்டுத் தொகையாகக் 

கிடைக்கும் ? 

(2-1... ஐ) (ச...) (மரீ ப ஐ) 

(ஐஐ... உ) என்ற தொடர்ப் பெருக்கத்தைப் பார்க்க, 

முதல், இரண்டாவது, மூன்றாவது, நான்காவது கட்டைகள் 

காட்டும் எண்கள் ஃ, 8, 5, $ எனக் கொள்வோம். 

(<, 8, ,5 யாவும் 14 ல, ட, 5,846 என்ற கட்டுப்பாட்டுக். 

குட்படும்). 

இங்கு 4-8 -ட3.48 - 16 என்ற சமன்பாடு பொருத்த 

மானால், எத்தனை விதங்களில் இச் சமன்பாடு பொருந்துமோ, 

அத்தனை விதங்களில் “16” கூட்டுத் தொகையாகக் 

கிடைக்கும். 

எனவே (௨்-..... + 2°) ன் விரிவில் என் கெழு, 

எத்தனை விதங்களில் 16” கூட்டுத் தொகை கிடைக்குமென 

அறிவிக்கும். (w+ u+..... + 2) cr afPated x's cr கெழு, 

கருர்]... +25)! or afflated a! ar Glaap 

  

ப தூ டக் 

அதாவது ஈ* (* — ) ன் விரிவில் ஈன் கெழு 

1 - 2 
அதாவது ( — ) ன் விரிவில் என் கெழு   

  

அதாவது (1- 483-0௨4... + a*4) (1 - a) ctr a"? cir 

கெழு 

அதாவது (1 - 40° + 6a? +o... + a4) 

4.5 ,,4.5.6.., 5.6.7, 
(Lede tiga ty உத TT a at te 

7.8.9, 13.14.15 |. த 
ஈர 5 + உக்க கடி ர ௨2 “ல னு 

உன் கெழு 

18. 14. 15 7.8.9 12 ox = CO வள்ளை , உன் கெழு“ ர 3-4 ராதா 
= 455 ~ 336-46 - 

ந 125.
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குறிப்பு: இம்முறை நிகழ் தகவுக் கொள்கையில் சில 
கணக்குகள் போடப் பயன் படும். (116073 ௦1 Probability). 

எ-கா. (2) ஓரு மாணவன் நான்கு தேர்வுகள் எழுத. 
வேண்டும். ஓவ்வொரு தேர்வுக்கும் ௩ மார்க்குகள் உண்டு. 
நான்கு தேர்வுகளும் எழுதினால், அவன் எத்தனை விதங்களில் 

மொத்தம் 2 மார்க்குகள் பெறமுடியும் 7 ட 

(+e+29+....0+-27) பு றன பப + 2) 

(1 டீ... லா) மற ட்ளீி 4... + am) 

என்ற தொடர்ப் பெருக்கத்தில் v™ ன் கெழுவை அறிந்தால், 
எத்தனை விதங்களில் அவன் மொத்தம் 28% மார்க்குகள் பெற. 
முடியுமென அறியலாம். 

இப்போது (142-ீ...... 3 ன் பெருக்கத்தில் ஊரன் 
கெழு - (1 த்தர 0 ப gimt) x 

4.5 ,,4.5.6., 
(+e tye tpg et 2... + 

1.2. 

(mth) (met Pi eh) டி ல்ஜ்ன் கெழு... 

2 wor Gay ~ Se G42} Omi9) mins 
1 
= (2m+2) [ (2m+1) (2m+3) - 2m (m+2) J 

ரு = MES fam? + 8m +3 ~ 2m? ~ 4m] 

(ma +1) (2m? + 4m + 3) -wer ea 

எனவே ப் ப்ப விதங்களில் அம்மாணவன் - 

மொத்தம் 2௯ மார்க்குகள் பெறமுடியும். 

எ-கா. (3). 

* பற்றற்றவன் * என்ற சொல்லில் உள்ள எழுத்துக்களைக் 

- கொண்டு, 4 எழுத்துக்கள் கொண்ட சேர்வுகள் எத்தனை 

அமைக்கலாம் ? ்
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ப 1 

m —2 

po —2 

வ--1 

ன்--1 

வேண்டிய சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை 

௪ (14ஐ (144) (1424௯) (1-2) (14 ன் தொடர்ப் 

பெருக்கத்தில் எ ன் கெழுவாகும். . . 

.. அதாவது (142) (14ச4௯)7ல் உன் கெழு, 

அதாவது (1-ட2ஐ-92”-- 20) (12-84 ---21) ல் ச ன் கெழு 

og ér Glaap = 1464942 

= 18. 

பயிற்சி 7 (9) 

1. a,b, ¢ என்ற இராசிகள் கொண்டு பத்து சமபடி 

“கொண்ட எத்தனை உறுப்புக்கள் அமைக்கலாம்? அவை 

களில் எத்தனை உறுப்புக்களில் a, 5, ௨ன் படி'கள் முறையே 

“9, 7, 5 க்கு மேற்படாமலிருக்கும்? குறையாமலிருக்கும்? 

2 (a) 4 எக்கள், 8 க்கள், 2 ௨ க்கள் கொண்டு 

ஆறெழுத்துச் சேர்வுகள் எத்தனை எடுக்கலாம்? 

(6) ‘PARALLEL’ என்ற சொல்லிலுள்ள எழுத்துக் 
srs கொண்டு, நான்கு நான்காக எத்தனை சேசர்வுகள் 

. அமைக்கலாம் ? 

3. நான்கு தாயக் கட்டைகளின் ஒவ்வொன்றின் அறு 
:மூகங்களிலும் (0, 1, 2, 8,4,5) என்ற எண்கள் பொறிக்கப் 
பட்டிருக்கின்றன. அவைகளை ஓரே சமயத்தில் உருட்டினால், 
எத்தனை விதங்களில் மொத்தம் 15 கிடைக்கும் ? 

4. (௪) .10,000,000 என்ற எண்ணுக்குக் குறைந்த எத்தனை 
.எண்களது இலக்கங்களின் கூட்டுத் தொகை 7 க்குச் சமம் ? 

(6) 1,000,000 என்ற எண்ணுக்குக் குறைந்த எத்தனை 
-எண்களது இலக்கங்களின் கூட்டுத் தொகை 6 க்குச் சமம்?
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5. 20 புத்தகங்களை 5 மாணவர்களிடையே பங்கிட 

வேண்டும். ஒவ்வொருவனும் குறைந்தது 2 புத்தகங்கள் பெற- 

வேண்டும். குறிப்பிட்ட இருவர் 5 புத்தகங்களுக்கு மேல்- 

பெறக்கூடாது. . எத்தனை விதங்களில் இவ்விதப் பங்கீடு- 
செய்யலாம் ?: 

6. மூன்று தாயக் கட்டைகள் ஒவ்வொன்றின் அறு முகங்- 

களிலும் 1, 2, 5, 4, 5,6 என்ற எண்கள் பொறிக்கப்பட்டிருக் . 

கின்றன. எத்தனை விதங்களில் : 

(1) மொத்தம் 12 கிடைக்கும் ? 

(2) மொத்தம் 15 கிடைக்கும் ? 

7. நான்கு தாயக் கட்டைகள் ஒவ்வொன்றின் HOP SE 

களிலும் -1, 1,9, 5, 7,9 என்ற எண்கள் பொறிக்கப்பட்டிருக். 

கின்றன. எத்தனை விதங்களில் 

(1) மொத்தம் 14 கிடைக்கும் ? 

(2) மொத்தம் 16 கிடைக்கும் ? 

(3) மொத்தம் 21 கிடைக்கும் ? 

.. 8. ஒரு மாணவன் 3 தேர்வுகள் எழுத வேண்டும்; ஒவ்: 

வொரு தேர்வுக்கும் 100 மார்க்குகள் உண்டு; எந்தத் தேர் 

விலும் 25 மார்க்குகளுக்குக் குறையாமல், அவன் எத்தனை - 

விதங்களில் மொத்தம் 100 மார்க்குகள் வாங்கலாம். 

9. ஒரு மாணவன் நான்கு தேர்வுகள் எழுதவேண்டும்... 

முதல் மூன்றிற்கு ௩ மார்க்குகள் வீதமும், நான்காவது தேர் 

விற்கு 8 மார்க்குகளும் உண்டு. அவன் நான்கு தேர்வுகளும் . 

eraps 4 (n+1) (5n?+10n+8) விதங்களில் மொத்தம் 3n writs . 

குகள் வாங்கலாமென நிறுவுக. 

10. ‘“BXAMINATION’ என்ற சொல்லில் உள்ள எழுத். 

துக்களைக் கொண்டு, எத்தனை விதங்களில் ஆறு எழுத்துச்- 

 சேர்வுகள் அமைக்கலாம் ?



8. படிக்குறித் தேற்றம் 
_ (1106 Exponential Theorem) : 

₹8:1 தேற்றம் 1. 

ஃ ௪ (கந்தழி) அல்லது - ௨ ஐ % ரசெருங்குங்காலை 

Q +5)" ஒரு திட்டமான எல்லையை நெருங்குகிறது. 

(57.5 (8) ல் நிறுவப்பட்டது), 

கிளைத் தேற்றங்கள் : 

(i) m= = coors Garaviod n>+« ஆகும்போது 

m—->0 

எல்லை (1 +5)" - எல்லை (1 mim 
n>+« இ 7-0 

எல்லை (1-2) 1/7 ௪, 
m>0 

மி 240 என்ற கட்டுப்பாட்டில் ஏதாமொரு மெய்யெண் 
ணு ar, 

சால்லை (1 + ல) = et 
n> « ht 

அனெனில், எல்லை (1 ர ஃ எல்லை (1 ae a) 
; n> « is n> o ae 

ax 

= tees (1 4] 

n> x B . 

4 

க்
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ட 9 
2-௨ ஆகும்போது- ம் > « 

ஐ-0 ஆனால் எல்லை (1 + ஆ] “1௬௪௧௪ 

ட நல a 

௮-1 ஆனால் எல்லை (2 + =) =e xs 
n> n 

எனவே ஐ. (பூச்சியமுட்பட) ஒரு மெய்யெண்ணாயின் ' 

எல்லை (14-47) = @F, 
n> « a 

x an 
8-2. ப்ர 3 பபப ப...” ப... வ(கந்தழி) 

| 
  

வரை உள்ள தொடர், படிக்குறித் தொடரெனப்படும் 

4Exponential Series). 

x en 

இத் தொடர் ட் ஜ் - என்பது, உன் எல்லா மதிப்புக்   

களுக்கும் ஒரு அறக் குவியும் தொடர், எனவே குவி தொடர் 

. என 69.2 ல் நிறுவப்பட்டதைக் காண்க. அத் தொடரை £ (x) 

எனக் குறியீடு செய்வோம். 

8-8. படிக் குறித் தேற்றம் : தேற்றம் 2. 

1 - 
கமகம ரஜாக் ப்ல்ச் o ஆனால் ௨ன் எல்லா 

அளவுக்கிணங்கிய மெய்யெண் மதிப்புக்களுக்கும், 

2 

  

  

எம பட எது தகக ஃ என்பது படிக் குறித் 

தற்றமாம். 7 ளு 
ற று 

(29-14 ட ரர + + tenes « (A) 

    

எனக் கொள்க.
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அப்போது, 

1 4 
| 3 ‘ 

82 ல் நாம் கண்டபடி (&), (8) ல் உள்ள கந்தழித் 

தொடர்கள், எல்லா ற,ரன் மெய்யெண் மதிப்புக்களுக்கும். 

அறவும் குவி தொடர்களாகும். 

1 1 
E@e-ltay tat 

௨2௩9-15 (- itt) 

  

      

  

3 கந்தழி வரை () 

பெருக்கல் தேற்றப்படி, இத் தொடரும் ஓர் அறவும் குவி = 
தொடராகும். இதன் கூட்டுத்தொகை மதிப்பு E(p) x E(g). 
[6°8.4]. 

இப்போது (0) ன் (₹ 4 1) வது உறுப்பு, 

  

றா pro ம. pr? ர் ர் 

(7 VET DD ee இரவ maT, 

I . ம 4 

ரு (p" + eC, pr gq + pC, pr? gt + + q’") 

1 . 
“TF (p + 9) 

@ gard (C) or (r + 1) வது உறுப்பு - (p + ay     

EB (p) x E (g) = E(p + @) 

இவ்வாறே, 

E(p) x E(@) x E(s) x E@) x wu, 2 உறுப்புக்கள் 

=E(ptat+ts+r+....) 

(1) இப்போது ஒரு கூட்டு முழு எண்,
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ஐ ர பபட௩1 எனக் கொண்டால் E(1) x E(1) x 
உறுப்புக்கள்வரை - %௩(1-1-.... சமுூறைகள்) — 

் 2 [E()]* = E(x) 

9 ஒரு கூட்டு முழு எண்ணாயின் 

x 
é மாகு tye t+ லகி 

(2) இரண்டாவதாக, 2 ஒரு குறை மூழு எண்ணெனக் 
கொள்க; அதாவது உ - 9, இங்கு 4 கூட்டு முழு எண், 

E(y) x E(-y) = E(y-y) 

= E (0) 

=] 

1 ~ 

E(-y) “ஒரு 

1 

= ey 

= ey 

ee = E (x) 

x az z=] tar + Te tee ௨ வரை 

(2 குறை முழு எண்) 

் = Me ர் அளவுக் கிணங்கிய (8) மூன்றாவதாக, ௨ - 2 ற ஓர் அளவு 

கூட்டு அல்லது குறை யெண் ணெனவும் (௬ கூட்டு அல்லது 

குறை முழு எண், 5 கூட்டு முழு எண்) கொள்க. 

நாம் முதலில் நிறுவியபடி, 

E (7) x E (7) MK seis ove % உறுப்புக்கள் 

நு ( +2 தி டக n முறைகள்) 

17



18% 

[5 (7) = E(m) 
n : 

_ எ(௩.- கூட்டு அல்லது குறை முழு எண்). ' 

பனு n 

e* = B(x) 

  

இங்கு ௨ ஒரு கூட்டு அல்லது குறை அளவுக் கிணங்கிய 

மெய்யெண். 

எனவே, ௨-ன் எல்லா அளவுக் கிணங்கிய மெய்யெண் 

மதிப்புக்களுக்கும் 

  

ஸ் ் 
ஊஊ] rte fy euesae 6 வரை 

என நிறுவப்பட்டது. 

  

இத் தேற்றம் £௨-ன் அளவுக் கிணங்கிய மதிப்புக்களுக்கு 
மாத்திரம் நிறுவப்பட்டது. 

83.1 ௨ எம்மெய்யெண் மதிப்பு ஏற்றாலும் 

௪ ௮ எல்லை (1 +a) 
> & tt 

x a ஜீ ot 
tt ar tae tae + Saillbhie Tree woe ta ஃ 

எனவும் நிறுவலாம். அம் முறையை இப்போது காண்போம். 

ஆனால் இந்நிறுவன் முறையில், % மதிப்பு, கூட்டு முழு 
எண்ணாக மட்டுமே உயர்ந்து உயர்ந்து ஈ (கந்தழி) வரை 

செல்கிறது எனக் கொள்ள வேண்டும், 

grt 

Jn—-1 
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ஈருறுப்புத் தேற்றப்படி, 
(i அ). தட் உ Gye (z) 

  

n 1.2.3 n 

n 

4 -Ma-1) ககக (௩- 5-1) (Zz) 

| 3 

2 1 x ] ஓ = Letty 1(1 a) tir i(1 - — (1 -=) 

a 1 2 தணட 
4 கடக்க ரு 1( - (1-7) (a= Fo) a . 

> i ater eteteot 

கன எளிதில் நிறுவலாம். (4.9,6,2-தேற்றம் 16). 

  

  
  

அதாவது, 

(1-7) பப்ப (1-5) 21-22 

(வைத இ (பு 
bt lt தடி பட த அடு 
அடிடா (1 +e) < Sn4, - [1 tat rl ட 32) 
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_@ 1.2 மீ 2.3 “a (n-lI)n 
SP te TE te ee 

x? x x ஜு? 
“ர (ரர் இர் உட்க ae) 

e\" me, fal, la பணக வப பப 
கம பவி ட 

2-2 

    “ஆ E + (2 + னெ ட்ட வரை) 

ஜூ 

(௪) 

உன் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் 

ட் உ (1 21) ஒரு திட்டமான மதிப்புடையது.   

௮-௨ ஆகும் போது எல்லை 121801) 0. 
2-௨. Qn: 

ஐ. எல்லை (8, - (1 be] 
௮-௨ % 

    

எல்லை (1 4 x) - எல்லை 89, 

  

  

  

  

௮-௦ 2 ௦ 

x ay?" gr 

=1 ee ceenen he Sees ம் கனு 2 + i + (2 + + [௩ + cx: 

ஆனால் தேற்றம் 1, கிளைத்தேற்றம் (11) -ன்: படி, 

எல்லை (1 As ay’ = ot. 
௫௮ ௨ ர் 

க எல்லை (13 1 ல ட். , எல்லை (1427 Lt i? 
் 3 

* ஆ 3 வ a 

குறிப்பு : ௨-1 ஆனால்,
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yan 

e= ereao(1+ —'} =14+—— ப வடவை 4+ 75- ௯ 6 எல்லை ( + ) + ட + ES + டர vee 

ம ந 1 
ஆகவே, e= 1+ Ta + 1 + Ts 4. ஆனால் 

2 

em 1+ >> * ர டக என நிறுவப்பட்டது. இது 

உன் எல்லா மெய்யெண் மதிப்புக்களுக்கும் பொருத்தமாகும். 

84. தேற்றம் 3: 

I 1] 1 ம 5 ப 
ent tay +g tat ச்ச ௩ என்பதன் மதிப்பு 

ஓர் அளவுக்கிணங்கிய எண் அல்ல : (e is not arational number) 

முடியுமானால் 6௮ = (௬,% கூட்டு முழு எண்கள்) எனக் 

';கொள்வோம். அப்போது, 

  
198 1 1 1 1 1 
ae IT {2 ௧௨௫௧௧௨ * உ Tari + Taye வ ஆக 

இரு பக்கங்களையும் | ஆல் பெபருக்கினால், 

31
8 = ஓரு கூட்டு முழு எண். 

. 1 1 
- கூட்டு முழு எண் “டர கறு ஜேது * மே 

. ti 1 ் 

எனவே, கட்டாயம் 7 + (ntl) (n +3) Hee © QO 

ட கூட்டு முழு எண் மதிப்புப் பெறவேண்டும். 

ர பப் பப 
ஆல் ஒம் வயது 6 

] 1 
“ஜம் * மடமும் ட எ? oe
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டம. 
n+l 

I 
க்ஸ் 1 

< 

1 
அதாவது < “௩ 

1 i . 
ஆனால் ஒரு கூட்டு முழு எண் — க்குக் குறைவாக இருக்க- 

முடியாது, : எனவே, பொருந்தா முடிவு என்ற முறைப்படி 

e= = என நாம் முதலில் கொண்டதை ஏற்க முடியாது. 

8:41 உன் தோராய மதிய்பை வேண்டிய அளவுக்கு நாம். 

பெறலாம். 

சென்ற பத்தியில் காட்டியபடி, முதல் (௩-1) உறுப்புக்கள் 

வரை கொண்டு, உன் மதிப்பைக் கணக்கிட்டால், அத். 
தோராய மதிப்புக்கும் உண்மை மதிப்புக்கும் உள்ள வேறு; 

பாடு மிக மிகச் சிறிதாகும். 

  

  

  

  

இந்த நிலையில், 
1 I ம் 1 1 1 

[- (நச -ஜுர் வடு] ]- வர் pet 
1 1 1 ட் 

3 1 1 
évarr (tant eat saeee ) 

e 1 1 

n+l 

< 1 
அதாவது jes [a 

எனவே.ன் தோராய மதிப்பாக 

1 1 ர 

ராம இர 
  வரத 

எனக் கொண்டால் வரும் வேறுபாடு (அல்லது குறைபாடு)
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Lee | 
1 ட்டு ் 1 , 

> ——— ஆகவும், வ ஆகவும் இருக்கும். 

எடுத்துக்காட்டாக, ௩-5 எனக் கொண்டால், முதல் ஆறு 

உறுப்புக்கள் கொண்டு உன் தோராய மதிப்புக் காணும்போது 

தோராய மதிப்புக்கும் சரியான மதிப்புக்கும் உள்ள 

வேறுபாடு 2 au ஆகவும், 

1 . ட வத் 
< 515- ஆகவும் இருக்கும். 

ந் 1 
அதாவது 800 7 வேறுபாடு 5 720 

௬௩-10 எனக் கொண்டால் 

1 
1 ம 

8-4,2 உன் தோராய மதிப்பு 

1 = 1-00000 
1 _1 = 1-00000 

ji 

_1. _ 0-50000 
[20 

1 

1 டட - 004167 

_!  _ 9-00833 co 
1 

1 . 

7 
ட - 000008 

ட, 
9:71829
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- 94189 (நான்கு பதின் பகுப்புவரைத் தோராய 

மதிப்பு) 

1 
வேறுபாடு 4 357 

அதாவது : 4 000004. 

8.5, e& a சில ப ச் : 

  

  

e =1l4+—~— org ப. (் ah we eee & (1) 

மட ட ட் a i a et =1 rT + 12 - [3- ஏ (2) 

49: சல (14- ந + tee ae 2 ¢ = ( + + (ரீ anaes ) 

1 1 _ _ e+e 1+ oc + [16 ப x= 5 _ (8) 

அவ்வாறே 

1 1 1 
(1)-(2): 8-6 <2 (4 1B Te + அக ௩) 

1 1 1 6-௪” 
| + 3 + 15 + c= 5 (4) 

x xs 
6 14 | + 12. + [3 + seeeee oe (5) 

ட ன. ஜி! x : 

e-z=] 11 + 12 te os (6) 

[(5)--(6)] ஐயும் [(5) - (6)] ஐயும் அறிந்தால், 
கோ 

    

ஐ _ epee ம 1 + 14 4. ல c= 5 எனவும் (7 

x a er — er க a+ BE + 5 நி a எனவும் (8) 

கிடைக்கப்பெறும். 

உயர்தர கோண கணிதத்தில், இவைகளை நாம்,



படிக்குறித் தேற்றம் 265 

ட ex+e-% _ , ஜூ at 

cosh # = ——g—= 1+ ag +4 டவல் x (7) 

sinh t= “1 சக்ர +p tee (8) 

எனப்படும் அதிபரவளைச் சார்புகளாக (113 8௦11௦ functions) & 

காண்டோம். 

(1) முதல் (8) வரை கண்ட வாய்பாடுகள், பலவிதமான 

கூட்டுத் தொகைகளைக் காணப் பயன்படும். சில எடுத்துக் 

.காட்டுகளால் பின்னர் இவைகளின் பயன் விளக்கப்படும். 

851 கான் விரிவு (250) 
ஐ x log.@ 

ag et, 
த 

=1+« log. a+ 73 (1௦௨ 8) ...... க வரை 

8:52 85ல் கண்ட கூட்டுத் தொகைகளை, சுருக்கமாக 

அ குறியீடு கொண்டு பின்வருமாறு எழுதலாம். ஆனால் மிக 

வும் எச்சரிக்கையாக ௨-0 மூதற் கொண்டா அல்லது ௩-1, 2 

.மூதற் கொண்டா என்பதைக் கவனிக்கவேண்டும். 

  

  

  

    

  

a gn 

= = 
௬-0 |. 

x 

x ப வ தமர் 
n=1 |. 

si (- 1)" a த 

n=0 [m 

a 

> a =e*—]-2 

n= 2, | 

x 29, ௯ அர 

> on - ௬00812 
n=0 LL 

Sm MO sinh 
= 1-1 7 
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n=l] 

இவைகளை அவ்வப்போது எழுதிப் பார்த்துக் கொள்ளலாம். 

குருட்டுப் பாடமாக மனதில் வைக்க வேண்டியதில்லை. 

பயிற்சி 8 () 

பின் வருவனவற்றை நிறுவுக. 

  

  

  

  

1 1 1 
2 Tt 7st (5 விட ஜகம் உ 

ழ் = 2 
Mag ++ + fess 241 

1 1 
3, ட்ட a 

{1 + [3 ம் _ 6-1 

1 1 னை 
உ வல்வை 

(log 2)? | (log 2)° _ 
4. log 2+ [2 + i3 எல்லம் a =] 

5. logs — (log ௧) + (logz)* (log x)* 
[2 [3 [4 கட்டே] ற 

8.6 (65-17 என்பதை, இருவேறு முறைகளில் விரித் 
தெழுதிச் சில முடிவுகளையறிதல் : 

(% கூட்டு முழு எண்), 

GL) ஸ் - x ஜ் ர 

ட iy ட (2+ ~~?" + 6 24 + கக்கத் ) ( A), 

= pune _ n~ija 4. % (n- 1) (n—2) x 
6 nel +4 3 

ட ~ 2) (n—3)a vin Vind ம் (21 (B)
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(i) சலக ஆனால், (A) 2” sr கெழு-0 

  

  

(B) ob 2” ir கெழு- ட” கட்டம் 

௩ (௩-1) (n-2)" 
+ [fe ro 

7 4 % ஆனால், 

ஜீ (கடம 2 ர 1) டி-ஜா- அண்ட கட ஜு 

பக 0 (C): 
(1) r= Qpeped (A) od 27 or Gladp=1 

nm n(n~1) (B) ob an ot Qasep,= 7 a 

    
1 a n % (௩-1) 90784 lee | உ ௫டடுய ம ௬ oa ] 

(m— 1) 
mr — mn (m= 1) a (= 2) பபப =[n ஐ) 

(iii) r=(n-+1) ஆனால் (இில்கான் கெழு - 5- 

  

  

. . gett n (na Let 
ime ஹெ னாதி படட ee பட டடம இல்லான் கெழு ரரி [க 

% (௩-1) (m ~ 2)ntt 
ட. ல (mit (லைக்க 

ர mph Me (1-1) art = m| a+) ஜர் ஆ (நமர். 1 5 (இகர... = 5 : 

(iv) இவ்வாறே, ஈ- (௩-9); (௩--8)) என்ற மதிப்புக். 
களுக்கும் இவ்வாறான உண்மைகள் காணலாம், 

86.1 மேலே கூறியவற்றை மேலும் பொதுப்படுத்தலாம். 

(52 ட ஞு லா _ க்ரே ஓம a+b} 2 4 nCao e(n—-2a+2b) x + படட (Ay 

= ends (க்க _ நக
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பதில [12 —b) a+ or 5” வனச் ] (B) 

(A) guid (B) qpnd 2", 2"! ar Oaapésdr Que gu 

பார்த்தால், சில தொடர்புகள் பெறப்படும், 

  

  

1 ட (ல் எ கெழு எர | (xa)"—n (n=Latbyr+ 

= (w— 20426)" 4 000... | 

(B) ob 2” er கெழு = (a—b)" 

  (na)"—n(aa=La+oye +22) ௬-9 5௮% 

| = (a-b jm C) 
Gag na= ௨ எனவும் ம4-ஈ-.3 எனவும் ஈடு செய்தால் 

கரடி பாப (று Lm (D) 
ர வர (2-9) + 3 

மேலும் £ 4௩ என்ற ஒரு கூட்டு முழு எண்ணுக்கு, 

-I அர ஐ (ஐ 3 nino) (e+2y)F + .....(n+1) உறுப்புக்கள் 

வரை = 0 (E) 

இங்கு ௨ - [- 1 ஆனால் 

% (௩-1) 
18.20 1 5 24... (1) உறுப்புக்கள் வரை - 0 (F)   

மேலும் «=m, y=-1 spend 

  m*—n(m—yk + ப at ௬-9... (௩41) உறுப்புக்கள் 
வரை 0 

(G) 

(ேல்ச- 1,6-- 1 எனக் கொண்டால், 

% (௩-1) . nt — 1 (n — 2)? + ம் (n — 4)” 22. (+1) உறுப்புக்கள் 

வரை 2 ௩ 
(H)
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816.2 6“ ஐ விரித்தெழுதினால் சில தொடர்களின் கூட்டுத் 
தொகை காணப் பயன்படும். அவை பின்வருமாறு : 

etx eeu 

om bet gb ந றார் 
2 

ex Lak (1 tap oe tt a சக] 

  

  

    

  

2. ka 
1 2? 2 Qn gr 

qe (t+ + teeeeeeebt [உ + adlve we «} 

1 . 3? 2? 37 ar 
+ 7g (1 +804 [2 + உட்க + | க] 

+ 

££ல் வான் கெழு 

1 1 Qe Br. 
ந்தி ( [1 + [2 + [3 னை! (Ah 

மற்றோர் முறையில் 

  

  

  

இப்போது r = 2 எனக் கொண்டால், (க) ன் படி 
ரு . 1 12 92 32 

8ல் உன் கெழு 2 (3 உ வவ =)   

எனவாகும். 

‘ F f od L 
ல் சின் கெழு = ¢ ( [2 +45)   

= 86
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இருவிதங்களிலும் 6?” ஐ விரிவு படுத்திய தொடர் 

.களில் உன் கெழுவை ஒப்பிட்டால், 

1 15 2? 37 
Gis + [2 + 3 ன நல 
  

a 

3 1 = 96 என்ற கூட்டுத் தொகை கிடைக்கும். 
1 oes 

  

Guwayb r = 3 croré Glanesrt_med (A) oir. படி 

ae ek ட 1 713 28 33 
6ல் மீன் கெழு - [3 ணு 5 + [5 tonne) 

a ட 1 1 1 

இல என கெழு எ உட ரர + Te) 

  

  

  

  

  

  

  

  

5 
=| é 

1 ல் wo 5 

(BF (5 6 

a n® 

3 = Se 
1 [4 

. மேலும் * - & எனக் கொண்டால் (4) ன் படி 

ட . 1 ஏர 94 34 

“ல் உன் கெழு - ( + + sos) 
TEE tye 

(B) & x‘ cir Gladp 

1 1 2 3 1 == @ ~—— + ——_—_. 

e+ ey tee tee tte) : ail 

_ be 

14 

1 5 a 156 
> ~ 

4 (௩ [4
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86.3 on விரிவில் ot Gadpma Qa alsa 

களில் கண்டு, சில தொடர்களின் கூட்டுத் தொகைகளை யறிய 

ஸாம், அவை பின்வருமாறு. 

எம்] சட] 

1-8₹ 1-1 
20 

  

ககக _ ௬ 

ee =] 

ட ட (er _ 1) 

“(எ-டு 
= et fe(n—Ue 4 em FI® 1 ட ழ் 1] 

  

  

  
  

    

_ ஊடக செம... + e* 

. nr” (n - 1) 1’ Que சன் கெழு - | +: |. + aeesee + Lr 

2 a (17+27+37+ 00+") (A) 

மற்றோர் முறையில், 

(1) mia? nee பி x 
(> e*)~ (m+ rt ம: 

. x? a x எந் 

(= | 2 * 15 [4 ் ) 
் ரே 2 nie + nis x 

xc | 4 ஸ் 
(1 3 - 6 + a4 owonee 

- ட் 

3 ற் nia? 
= (» + a 6 + 34 weer ) x
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௫ுல்ல்ன் கெழு 

றை அ mH 

“ete 64 
_ an? + 80? —- Int 9% 

இ 12 

_ (2n? + 3n +1) 

ட 12 

(A} ஓடு ஒப்பிடும் போது 

1 — mani + 3n + I) 2 

2 v= 12 

n (2n? + 38n + 1) ag என்ன் 

_ n(n + 1) (22 + 1) 2 

“
M
2
 

=
M
a
 

உ 

மில்லின் கெழு, 
nw wn nt 1 

~ sat yg~ ist gate a 
no wv wv ne n 

“ba Ta ate t m6 
_— m+ In? ௩ dn -+ 3n 

7 24. 
  

ட n+ 2n7 + vn? 

: 94 

(A) ஓடு ஒப்பிடும் போது, 

1 71. ஐீருப1ு0 

% 4 n(n + 1)? pe 
n 

இவ்வாறே 3 ர போன்ற கூட்டுத் தொகைககாக் 
1 

காணலாம்.
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8.7 பொதுக் கூட்டல் தொகையமைப்பு : 

ஒரு கந்தழித் தொடரில் ௩-வது உறுப்பு, ட, இங்கு   

ரீ) கண்க + vere fb Oe 

என்ற அமைப்பில் உள்ளது எனவும் கொள்க. 

ன் கூட்டுத் தொகை காணும் முறை : 
n=1 [= 

An” +a,n' + cree + Gr = AM (m—1) soe... (1-741) 

4 கடு (ம) (௩௪42) 

4 த் ந(%-1) ..ீீீ௨(%- 9-9) 

eee 

4 Ay-g 2 (n-1) 

    

  

  

+ இரட்ட % 

+ Ar 

என முற்றொருமை செய்து கூ, கட A, என்பவற்றைக் 

கண்டு பிடிக்கவும். (8, &ப கிட கூ மாறிலி எண்களாகும்). 

ட்டி. A, Ay 
பின்னர் \n 1-௪ + | ௩-9] + |n-r+2 

Ar, Ar - ௪ 

டத + [ml + | என எழுதலாம். 

Ar 

Be Are TT 
- Ar Ar 

பல்க னைப் 
Arcs y Aro y Ar 

18
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. a A, ் க 
Trai | 1 + a heen + [ri 

S 5. ஜேக் சட்... கிட்ட இடி (e- 1) 

= (ay A, + wedge +A,)e-A, எனக் கிடைக்கும். 

5 n ௬. ௬. 

இத்தொடரே 2 it) ஆக இருக்குமானால் 
n= —_ : 

ட (நாக்கி ப +A,) 6 எனவாகும் என்பதை 

ஆராய்ந்தறிக. 

  

  

  

2 4 6 இ 
878. எ-கா. (10) 73 15 + TT er ௪௪1 என 

நிறுவுக, 

2 8-1 1 1 
IB BT 
4 5-1 3 1 
Se "TO 
6 7-1 1 1 
1. [8 [6 [7 

  

_ ot ட்ட 1 1
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a 
= 14+ (1 4-1 Be _1_ + aaa) 

  

  

3B ee 
கான நிறுவுக. 

அக்க ஆகச் வட ககன் (85 (8) 

1 am + “pt + sana = (85 (a) 

இ.கை. பு - eal = + (ட்ப 

e-e 
  ar. ee. ty = 1+ ( J mle Getet-2) 

= £(e-+e*42) 
எனவே இ,.கை.பு- வ.கை. பு என நிறுவப்படுகிறது. 

  

  

  

  

x 2. 3 

எ-கா. (3) 1+ (2௮ ++ (1+ 22) + ப aes ௨ என்ற 
உ ட ட] [2 [2 

் ல் (2 

கந்தழித் தொடரில் ஈன் கெழு 7 என நிறுவுக. 

ர + Aap 2a (122) ப்ப லவ இர்ளே 

[கீ |. 
=e. ere 

=i (42௨. ப்ப ன படவ ) 

ம : e.2” . 
எனவே" ன் கெழு - [க 

1 4 7 4 
கா-கா, (4) 11 +73 +737 + வ் பிரை ML. 

_—- 

/டுத்தொகை காண்க. 

Un = ௩ வது உறுப்பெனக் கொள்வோம். 

_l+t(n-1)8 

டட டக
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_ 3n-2 = a 

__3 5 

யன் ் co 

2 
u,=3- 1 

u 3 ச் 

டம். ம 

ர் மெ
 

&
 | no
 

அ
 

oe
 | —
 

—
 

1 நத 145483 — . 
எ-கா. (5) 1 +t ze 4 ௨௨ வரை கூட்   

— 

டுத் தொகை 
காண்க. 

உட மர்கர் சிர் சுட் 
nm 

  

ட் 

் 
_ 1 1 

= Er] a 

ட் 

a



பபடிக்குறித் தேற்றம் 
ort 

  

z(i+ 
{1 + [2 சக்சசக்க ௨-1) 

= 48-1) - 46-1) 

டக 

டம 
                         

2n?+1=2n (n-1) (n-2) + An (௩-1) 4884௦ என எழுதி 

4A, B ககோண்போம்.. 

௩-0 ஆனால் 1-6 

1-1 ஆனால் 3=B+C 

  

  

  

  

  
  

2=B 

M=2 ape 17=24A4+2B4+C 

=2A+441 

6=A 

. _2n?+1 © 

| ie 

2 - 6 2 1 

“5 உ qe 2% 

“a 
த + 

1 

் ரம்ப 
ஷே 2 + 11. 2 + 1
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2 6 — 2 I 

கட இர டர 

  

So, = 2e+6e+2e+(e-1) 

  

=lle-1, 

ட்) இது ஐ [n என்ற அமைப்பில் உள்ளது. 
lif 

eT-am. (7) 

13-9 ap Sete Fase ௨ வரை 

கூட்டுத் தொகை காண்க. 

[m [3+(n-1)2] | 

        

    

  

    

  

ஊறி கட்டம்] ப 

ட ட டப கறு 

n(2n-+1) _ Qn? +n 

8-1  {n~1 

~ 2(m-1)(n-2) + T(n-1) 4+ 3 
|n~1 , 

2 7 3 
18-37 %-5 fad 

2 7 3 ர non “= (Raat erat ina) * (177 
m= 3 

3 Uy = - Te = (i x 

7 3 os 
@= Qa + cet E a
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92 7 3 
மோ ல வப ப பபற 3 

s, <2 (1- % 4 ௦ 2 ( ii +73 0" 

ப$ (1- சர்ர்ர் ளி ) 

ஜை: 7ஐஉ 29௪9-2 

| (Qe? - 7ஜ-9)௪5 

    

  

எ-கா. (8) 

5 இந் த. - 
2 nis [க ன் கூட்டுத் தொகை காண்க. 

n+l a” 

எ க்க 1 
(n-+1)! (n+ 2) நு 

“ கேது : [௩ 

_ (414 (3) 
ஜு |n+3 

(19% ௬௩௫ = (n+3) (+2) (WET) + & ௩-௮ (௪2) * 
ந ௩-8) 4 0 எனக் கொள்வோம். &,7, கோண்போம். 

ஜா 

n= -3; -4=C 

n=-23 0=B+EC 
. Ba4 

டைத 0-2 18.0௦ ் 

=2A+8-4 

= -2
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2. இயற்கணிதம் — 

உட (௩-9) (௩-2) (௩--1)- 2-8) (௩-2)-14 (௩-8) - 4 an 
an [+3 ் 

pl Q 4) 4 41 
7 ( [௩ 1௧41 கடச 33) 

த ட ட ஜே 4e மே 

ய டர மம 
2 9 கஜ Ay? 

x a ஜீ உ (டர் இரு பபப = ) 

x 2 : -2( உர் புத ம வடக ) | 

ஐ a 
+4( [5 + [2 bs வகை oc ) 

~4(—% a 
(2 +t (5. + த] x ) 

=er _ 2 v x ன் ௨1 x (Go tt பப், a Vane] 

4 x a? “gd 

ர் சட at 5 கவ்வ ௨7 
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4 டர் a tp (entre 2) 
4, 
  

  

  

12 ற் x* ; 

9 4 4 
+e et 

4 4 4 
- ஐ +r ta 

gn ( atta 4 1 4 

a )- a 

= 4n?+2n+1 _o _ 
1 (ந. என நிறுவக 
4n?+2n+l=2n (2n-l1)+A .2n+B 

எனக் கொண்டு க், காண்க. 

  

    

  

  

n=0; 1=B 

n=; 3=A+1B 

A=. 

Qn (2n-1)1+2.2n+1 
n= Tn 

1 ge 1 
— a2 ௯-1 * உ 

ட 1 

. 2 1 
w= l ர் எ 

1 2 1 
+ Te mmo 

js
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—1 1 
Se = ae 49 (> ச \+ ae 

=e என நிறுவப்பட்டது. 

பயிற்சி 8 (ii) 

1. &/உன் மதிப்பை நான்கு பதின் பகுப்பு இடங்களுக்குச் 

சரியாகக் காண்க, 

2, ரல் + be cr of Paleo முதல் 8 உறுப்புக்களை ஈ-ன் 
ஏறுபடி வரிசையில் எழுதுக, 

m-pm+q=0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

a, b woe அவ்வைத்து உறுப்புக்களில் முதல் நாண்கு, . 

p+ get a page +4 ௩ 922-29௨ என நிறுவுக.. ஐந்தாவது. 

உறுப்பை ற, ரன் சார்பாகக் காண்க. 

ba 
8௨. எல்லை (1 a) “ஸ் என நிறுவுக. 

ux ” 

1 

i.2.3.60C" 

1 என நி க. 1:53... (Qn — 1) Qn +1) DIOS. 

ஆம் _, 1 
4, ¢ = 7 3t 

+ 
  

5. பின்வரும் Giga erste கந்தழி (௭) வரைக் கூட்டுத் 
தொகை காண்க, 

Teta et கக்க (a) 2.4+



படிக்குறித் தேற்றம் 

14 (6) 3? க 
3 (log 2)?+.. (a u ங்க ௪, க்கு 

  

  

  

  

  

  

  

(௦) 1 +73 +43 + [4 த... (௦ ட ் ட ௪. ப. க.) 

| ர் 4 a 4 4.7 4 5.9 
Tf [5 16. றக (செ 

+ +3? 14343? = a 4 +37-+3° if che pena 

- (f) 3+6 8-6 | w 

a க, 

+ ° 4 84649412 
. ் [4 — epeves 

TL + E + 5 + பதா ம் 
் 5. [7 அ (அ. ப, க.) 

@ 3 Ste 
1 3 

(3). U. &.} 

os ~~ 
= Dn ௩ (செ 

(9) 1.3- 2.5 8.7 ” 
TL a+ க, 

0 | 22-11 
ட , . ் ( சீ த் க. 

rt 2” 3 
11 | 2 15 + த ட்ட : : 3 (செ. ப. &.) 

டர . 2 15 aeoser (செ, உகு டர ் | 4 

ம: 
a [5 ப 

(0) 1 2 

t2 1S. ் 
oi ஷ் ம 4 அலா
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டத 

(7) உ. Ec   

1? 1842 | 184-2°438 ட் 

ம டாரா 
ப்பத் - +73 “Ts Le பவே (r) DP 

(~ 1)” at 

(n+3) (௩-1 ஆ 

m
M
 

a 
த 48-39 

| 2-1 
23% 

  

—_
 

(u) 
> Aan 

+ « 

ந 
| 1 

iol 1 1 
0 ஆ - துர்க TE ee 

PL? உ. Be (w) ~=+ $3 

  

  

ஐ 

2 3 

கட பட... 

2 3 

44.5% (2) 1842, 8248-42 [5 ம   

6. பின் வருவனவற்றின் விரிவெழுதி, உன் கெழு 
-காண்க, 

2% (a) =e 32 (6) Lp ee 327 - 

6 

(9 (449) ௪ (1 (24%) 
e@ 

< (1+ 2x)" a (2 + 3x) sz = [je SS 

O72 Te மிக ர
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7, 0-2) ஊரன் விரிவில் ன் கெழு காண்க. 
் (செ. ப. ௧க.): 

a ba)” , 

8. 2 — ன் விரிவில் ஈ'*ன் கெழு:௰*ன் கெழு. I a 

apetr apened, x er Glaap : 2 or Gladp = 5 என நிறுவுக, 

9, (a+bx) cor  விரிவில் கீ, ஜுன் கெழுக்கள் 

முறையே 2, ம் ஆனால் ஈன் கெழு என்ன ? 

10. (6௪5) ஐ இருவிதங்களில் விரித்தெழுதி, 

m+ ,C, (vn — 2)?+ aC, (mn - 4)? +...... (n+1) உறுப்: 

புக்கள் வரை கூட்டுத் தொகை 21 . ௩ என நிறுவுக. 

11. ௩ ஓர் இரட்டைப்படை யெண்ணாயின், 

  

  
  

  

  

1 1 1 1 1 1 

[2 a1 15 | 1-5 t [5 1-5 தன் 

1 3 

டம 
௯-1 ் 

Sa என நிறுவுக. ... (செ.ப.க.. 

௭ ஐது%%)௮ _ 
12) இ “7-4 ௪.) என நிறுவுக. ), ஒரு மாறிலி, 

0 aoa 

(செ.ப, ௧.



9. மடக்கைத் தொடர் 

(Logarithmic Series): 

9:1 புகுமுக வகுப்பு நிலையில் நீங்கள் மடக்கைகள் பற்றி 
ஓரளவு அறிந்திருப்பீர்கள். அங்கு 10 என்ற எண்ணை 
.மடக்கையடியாகக் கொண்டு மடக்கை வாய்பாடு வகுக்கப் 
பட்டுப் பயன்படுத்தப்பட்டது. ஆனால் உயர் கணிதத்தில் 

. மடக்கை அடி 6 என்ற ஒரு அளவுக்கிணங்காத எண்ணைக் 
கொண்டு மடக்கைகள் வரையறுக்கப்படும் எனக் குறிப்பிடப் 
பட்டது. இம்முறையில் வரையறுக்கப்பட்ட வாய்பாடு நேப் 

பியரின் மடக்கை (148£121181 10௦2) எனப்படும். இப்போது 
1 1 

டார 
1.....உளன்பது உங்களுக்குத் தெரியும். 

உயர் கணிதத்தில், இயற்கணிதத்திலும், நுண் கணிதத் 
திலும், மற்றைய துறைகளிலும், வேறொன்றும் கூறப்படா 
விடத்து மடக்கையடி 6 எனவே கொள்ளப்படும். அதாவது 

. மடக்கை N எனில் மடக்கை என்றே பொருள்படும். 

“மடக்கை' யென்ற சொல்லுக்குப் பதிலாக *1௦2' என்ற சொல் 
பயன்படுத்தப்படும். 

9.2 முக்கிய தேற்றம் : 1௪14 1 ஆனால், 

FYE 7a 

வரை. 

தெ: 121-541 ஆனால் 1220 என்பது விளக்கம். 

1 (1+ af = hoe Ota ve



மடக்கைத் தொடர். ் ஒர 

_ of log (1+) 

ஈருறுப்புத் தேற்றப்படி, | 2 | 4 1 ஆனால், 

(l + 2)¥ = 1 தகட்ட ௪0 - 1) (y - 2) 
1.2.3 

3 eauee « (A) 

Qms a +ayt ay +...... sTaT ¥Y-0 ஒரு வலுத் தொட 
ராகவும் எழுதலாம். ஈரடி cen sae யாவும் ஊன் சார்பு 
களாகும். 

_ படிக்குறித் தேற்றப்படி 

1 டி. தி12075) 
a 2 

ப பய « (B) 

(A) என்ற தொடர் 12௨1 1 என்ற மதிப்புக்கு, ஒரு 
அறவும் குவியும் வலுத் தொடர். 

(2) என்ற தொடர் ர-ன் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் ஒரு 
குவி தொடர். ஒரே ஒரு கட்டுப்பாடு (1--ஐ 0: இது 

| 2| 4 1 ஆனால் எப்போதும் உண்மையாகும். 

ஆகவே, |௪[ஃ41 க்கு, (3) என்ற தொடர் 9-ல் ஒரு 
குவியும் வலுத் தொடர்; அதன் கூட்டுத் தொகை (1-௨) க்குச் 
சமம். இ 

(&)-ம் (1)-ம் அறக்குவியும் வலுத் தொடர்கள். 

(40)-ன் கூட்டுத் தொகை - (1)-ன் கூட்டுத்தொகை 

- (42 

எனவே வலுத்தொடர் முற்றொருமைத் தேற்றப்படி, இரு 
தொடர்களிலும், 9, 44... ன் கெழுக்கள் முறையாகச் சம 

மாகும். (6,8,5, தேற்றம் 7), 

இரு தொடர்களிலும் 9-ன் கெழுவை ஒப்பிடின், 

2 xe at 
x 

ee) ee a i ar ௨
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குறிப்பு (1) ௨-1 என்ற மதிப்புக்கும் இது பொருந்தும், 
ஆனால் ௨- -1 க்குப் பொருத்த மில்லை. தெரிப்பு இந்நிலையில் 
விடுக்கப்பட்டது ; 

குறிப்பு (2). 1220 ஆனால் தான். 1௦2 (1--௨) என்ற 
மெய்யெண்ணுக்கு ஒரு மெய்யெண் மடக்கையுண்டு; 
12௨௮40), ஆனால் ௨௮ 1 ஆகும் போது, 1௦2 (1-9 என்பது, 
ஒரு குறை யெண்ணின் மடக்கையாகும். குறை யெண் 
மடக்கைகள் கற்பனை எண்களாகும்.. 

ட 1 1 tb 
log (1+ 1) = log2=1 - தாது இர் (Cy 

(0) ஒரு குவி தொடர் என நீங்கள் அறிவீர்கள் (6-9,8:. 
காண்க). ் 

ஆகவே, - 1422 1 என்ற கட்டுப்பாட்டில் 

ஸர் 
நோ 

என்ற தேற்றம் நிறுவப்பட்டது. இது ஓர் அடிப்படைத் 

தேற்றம். 

ல ஐ 
log. (1 +2) =" -5 +e - 

9:2.1 மடக்கைத் தொடர் : 

zw? gost an 
உ ஓர; ற (19874: ப... ௨. என்ற முடி 

விலாத் தொடர் மடக்கைத் தொடர் எனப்படும். 

இத்தொடர், [௨121 என்ற கட்டுப்பாட்டில் ஓர் அறவும் 
குவியும் தொடராகும், 

1 
4 enee ew 

என்பது ஒரு குவிதொடர் (அறவும் குவியும் தொடரல்ல), 
௨ - -1 ஆகும்போது, 

ஏ] ஆகும் போதும், அதாவது 1 - s+ ; ௨ 

அதாவது -1l~-~s- 3 - 

என்பது ஒரு விரிதொடர், இவையாவும் 6,9,8-ல் நிறுவப் 
பட்டன. கட்டுப்பாடுகள் முக்கியமானவை, கவனத்தில் 
இருக்க வேண்டியவை. , : 788
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92.2 மடக்கைத் தேற்றம்: கிளைத்தேற்றங்கள். 

(i) |௪[ 41 ஆனால், 

  

2 2 4 

log(l-a2)=-2-5-F-F owe (A) 

3 3 4 

log (l-+2)= 0-5 ty - pom ௯ ௫) 

log (1 + 2) - log(1 — x) = log (4) 

a 5 , 
-2(கர் ரத கக] (C) 

(ii) (6-ல் 2௪ ர என ஈடு செய்ய வேண்டு 

மானால், | உ | 4 1 என்றகட்டுப்பாடு க்் ப 

  

              

படுத்த வேண்டும். 

அதாவது -122-.4 1 என்பது கட்டுப்பாடாகும். 
. m+n 

min>O BMOod -m-niom-n<mtn என்ற 
கட்டுப்பாடு தேவை. அதாவது - 28-௮0; -2%-:0; அதாவது 

௩2.0) ௩௮0 எனப் பெறப்படும். 

mt+n< 0 ஆனால் -m-n >m-n>m+n என்ற கட்டுப்பாடு 

தேவை. அதாவது -20; -220; அதாவது ௬407 

த] 
m+n 

செய்யவேண்டுமாயின் ஈ, ௩ இரண்டும் 2 0 அல்லது 

இரண்டும் 0 ஆக இருக்கவேண்டும். எனவே 7, ௩ ஒரே 

GB (+ அல்லது -) பெற்றிருக்க வேண்டும். 

ஆகவே, 1, ௩ இரண்டும் குறையெண், இரண்டும் கூட் 

டெண்ணாக இருப்பின் 

  ௩0 எனப் பெறப்படும். எனவே 2- என எடு 

ன ட்டது m 9 mn 

°8 | mn | n (௫ ie min 
L 1 - m+n 

1 /m—-n\5 
+ = தத் «| 

என்பது ஒரு முக்கியமான கிளைத் தேற்றமாகும். (D) 

19
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இங்கு - *. 2 எனக் கொண்டால், அதாவது ௨5 0 ஆனால், 

1 /௪-1 17௪-117 
log x = 2[ (Fa) +3 (err + 5 ரி Th stress & | (E) 

இதையும் ஒரு கிளைத் தேற்றமாகக் கொள்ளலாம். 

9:2.3 1௦2, 1௦ 3...... முதலியவைகளின் தோராய மதிப் 
பறிதல் : 

9:9,2-ல். வாய்பாடு (D) ஐப் பயன்படுத்தி முதலில் 1௦2, 2 

காண்போம். 

1-2, ௩ 1 எனக் கொண்டால், 

oe (T)=2(st9 Rt TF: ரர் ப்ப 2) 

= = 0-33333 

ஆ - 00120 

= = 000082 

ad = 0-00008 

ர 
வெல்க யவைக வமாக யுவா. 

1௦ 2 = 2 (0°34655) 

॥ 0:69031 (தோராய மதிப்பு) 

1௦ 8 ஐக்காண, ௩ - 3, n = 2 எனக் கொள்வோம். 

I 1 1 ; 
toes (5 ) = 43 3 தர் 5 55 + reese =|
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= = 0-20000 

4. x — 

௮, = 0-00006 

020275. 
ee ee 

«. log, 3 - log, 2 = 2 (020278) 

= 0'40546 

-. log,3 = 040546 + 0°6931 = 109856 

= 10986 (நான்கு பதின் பகுப்பு இடங்களுக்கு). 

‘loge 4 = 2. log,2 =2 x 0°6931 \ 
॥ 1:3962 

"இவ்வாறே, 

m=5, %-4 எனக் கொண்டு 1௦ 8-ன் மதிப்பையும் 

m=6; n=5 » log, 6 . 

eee bee one ooe oes 

கண்டு கொண்டே போகலாம். 

9-24 எ-கா. (1) 

ats 2axn 1 / 2aa \* | 1 f 2ax \5 

toe (2a) - eats (ete) +3 (ere) tm ௪ 
௩ 

கான நிறுவுக. 

1 1 ‘ ச 
வ.கை,.பு எது ஒர தச் ராறு அமைமப் 

2ax 
ிலுள்ளது; 9 - ட
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9:2.2-ல் வாய்பாடு (6) படி, 

டச் ல y+ 3 +5 + சல i 

o
e
 

தக
ம்
.
 

௦ oa
 

o
s
,
 

—
|
 

1 {
+ 

SS
 [
e
e
 

~
~
”
 

  

  

  

2ax 
1 (3 + aya | 

=< log 
2 | 1 2ax J 

L a+ 

_1 a+a\? a5 log ( = =) 

= a+x% 

= tos (73) 
என நிறுவப்படும். : 

எ-கா. (2) 

log (1 + =) =1- 2 (n+1) ~ 23 (n+) - 3.4 (படர 

கடக என நிறுவுக 

வ.கை.புறத்திலுள்ள 

Ls (m + ம 2.3 (n + 1% * 3.4 (n +1) + | ae 

எடுத்துக் கொள்வோம். இத் தொடரில் * வது உறுப்பு 

= 1 —— 

~rrt Dm)" 

1 i \ii 
- (- உ 

இத் தொடரில் uy, என்பது * வது உறுப்பானால், 

ட ரட் இனை 
un (3 லர 

“we (E21) 
= (5-3) qa 

a= ( 
eee ௧௪௨ eee ane 

  

3) ea w
o
]
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கூட்டுத் தொகை 

I 1 1 i 1 . 

Se -@pnt? writ 3 Gs ரா 
ம 1 1 i 1 1 \ 

- (3-qunts-aryta wept) 

ari ௪ ஐ எனக். கொள்க. 

1,,1 
Se = Bp ae +3 +L நெக் 

வ (get+getaet vv) 

= — Jog(l -.2) - (ஆசிக் — wanes - =) 

= —log(l- x) - ~ [tog (1 - «)- a] 

= + log(l ~ 2) + Ltog (1 -a«)+1 

- (0180-41 

் J 1 

= (w+1~ Woe (1 - 74) +} [ரு என 

ஈடு செய்க | 

  

% 
= ntoe (574) a d 

(வேண்டிய கூட்டுத் தொகை 

=1- [» tog (45) + 1| 

n 
= - mlog (5 ப) 

் n+1 
= nog ( n ) 

n+l » வ] 

      

i
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= log (1 +5 என நிறுவப்படுகிறது. 

எ-கா. (3) 

4 1 1 1 I, 
log — a3 > Fa + Sa acer" என நிறுவுக, 

|ஈ வது உறுப்பு | - [61 mh a (m-+1) 

நு 1 மி 
“த எ ஸர் எழுதலாம்.. 

us ம 

1421-34-14. று 
. =1+42 log,2—-2 

=2 log.2-1 

=log 4- log e 

= log Serer நிறுவப்படுகிறது. 

எஃகா. (4) 

1௦2 (1-௨) லி உண்... எனின், 6,-டஈ,-ட௪ஈ 
4 1௦22 என நிறுவுக. ் 

  log (l~x-+2") = log (i ) 
lta 

= log (1+2*) ~ log (1+2) 
ae ஜூ gin 

= (௪ - 9 + z nae + (- 1)7- a கட்ட -):



  

ன் ட த g®™ YY. 

~ (2 a +e உக்கடம் *(-1) 7 aeteee ) 

a = 1-3 

a, = -$+3 

a, = $-3 

a,= தர் 

S . =1-$45-ttee 

அழ (மதத) 
= (1-$4+43-4 ககக ) 

எ-கா. (5) 

10த (22௪) - 21௦த (4௮) - log 
a? at 

as 

2 (லர
 சல ts

e} 

என நிறுவுக. 

a? 
. ; 

9“ மது ஈடு செய்தால் 

டம் 
a’ 

a 
_ x ¥ 

Gray Feta +3 adage 7 to
 tates 

= ~ log (1-9) 

= -log (1 Ss erp) 

_-] a+2ax = -log ( ray ) 

9 1௦2 (௨-௨) -10த 2 (2:28) 

_9 1௦2 (௪-௪) -1௦த %-102 (228)
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வ.கை.பு.- 2 1௦2 (2-௦)-1௦2 2-2 1௦2 (2-8) 

+log #+log (x+ 2a) 

=log (t+2a) stor PyiuduGsépgi. 

எ-கா. (6). 

கற 02” 82 . < . 
டரா உ தந. என்ற மூடிவிலாத் தொடரின் 

கூட்டுத் தொகை காண்க. 

உ ௩-1) 
m (n+2) 

1 1 க . 
= 5 ர) 6 என எழுதலாம். 

௩ வது உறுப்பு Un= ஜு 

ஜீ a 

வ.கை.பு முதற்பகுதி “சர + at பலக 

= —log (1-2) 

இரண்டாம் பகுதி
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- 500 -102(1- ze) - x - + 

Soe = log (1- z)~ 4, log (- ij =. - a 

wt+2 +1 
ஈத ராஐ 1௦2 (1-2) 

௪-கா. (7) 

தீ டர5-5-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் ற, 9, ஆனால்,. 

Jog (L~ax-tba")=(p+9) 2 Pre a PELs 
சான நிறுவுக. 

  

aoe 

கொடுத்தபடி, ஐ-ர- -8 

pq=b 

(0-௭ +-bat)=(14+p+9r+ p92") 

=(1+p2) (1+92) 

2 log (1 -ax-+62") = log (1+ px) +log (1+ 92) 

| = pu ge + ee வக 

2 spe OE ge PE 
ர 

=(p+q)2- Eee + 

எ-கா. (8) 

2-டம்-ட2-0 ஆனால், 

~ sat _ Sa? =e 

“ந வாழத் த என இறுகி 
(1-௮) (1-6) 1- ௨) ஐ எடுத்துக் கொள்க. 

p=ab+be+ ca} 7-௦ எனவும் கொள்க, 

அப்போது 

{1 - az) (1 - bx) (l-ex) = 1 - (a+b+ce) 2 

+ (be-+ca+ab) x? — abe x*
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14+ pee - ge [ atb+ce= 0] 

1-2” (2-2) 

log (1 ~ ax) (1 - ba) (1-2) - 102 [1—«? (qx - p)] 

|2₹(ர£ா-ற) | 2௨1 என்ற கட்டுப்பாட்டை ஏற்றுக் கொள்க. 

॥ 
! 

இரு பக்கங்களையும், மடக்கைத் தொடர் விதிப்படி ath gs. 

தெழுதினால் 

(arty aa? + ் கி... | er oe veces ) 

ஐ (ரம) [x* (gx - pl] + ve 

a, ao, a oir கெழுக்களளை இரு பக்கங்களிலும் ஒப்பிட்டும் 

பார்க்க 

  

= + (a?-+6?-+ 0?) யத 

ரா ர 
“ஜு (5-6) - +¢ 

=f airtel) =~ x 209 5 2 

= — pg 

ந % ந 3 3 2 2 

. 8 ட te 5 1 11 x or +e என நிறுவப்படுகிறது. 

எ-கா. (9) 

(கட) என்பதை (௨-6), 6 என்ற இராசிகளை யொட்டி 

எழுதுக. 

(1~az) (1-ba) = 1 - (ad) @ + ab ot 
(at-b) = p; ஸ்- ஏ$எனவும் கொள்க. 

அப்போது 1௦த (1-8) (1-௦) = log (1 - puta’) 

— log (L— ax) - log (L- bx) = - log [l-x (p-qu)J
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க a + த 

இ.கை. புறத்தில் ௨£ன் கெழு - =" 

2 உ 2 

வ. கை, புறம் -2௨ (p- qu) + உடம் 1 நவ 

ட்ட கட ம... 

  

இத்தொடரில் உன் கெழுக்கள், 2 (ற - 80) என்ற. 
% 

உறுப்பிலும் அதற்கு முன் உள்ள உறுப்புக்களிலும் மட்டுமே. 

அவையாவன : 

  

  

  

இருக்கும். 

டட ல்றா கெழு 2. 

ட பட்ட ல் ன் கெழு - a ம 

8 bes vee OPH OOO. 

எனவே பட்ட. 4 - உட ys 

ட உ £ Bessa He (oD ஆபிச் ee பப்ப 

இவ்வாருன கெழுக்களின் எண்ணிக்கை, 

௩ இரட்டைப்படை யெண்ணாயின் -2- 4 1; 

௩ ஒத்தைப்படை யெண்ணாயின் = 

12141, 1௪14, "ஆனால் இந்த விரிவுகள் யாவும் 

3 

ம் 

  

  

  

பொருத்தமாகும். 

எடுத்துக் காட்டாக, ௩ - 3 எனக் கொள்வோம். 

ath pC, ag ப 
3 3 2 

  

_@+by 2
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a? +B = (a+b) - 3ab (a+b) 

௩-4 எனக் கொள்வோம். 

  

ச றர டோர் 014 
4 4 3 2 

4 3 2 2 

— EON _ 3 (at 6) ab + 

at + bt = (a+b) — 4 (a + 6)? ab + 20° BP 

இவ்வாறே, % க்குரிய மற்ற முழு எண் மதிப்புக்களுக்கும், 

கடா (௧-6, ௨6) என எழுத முடியும். 

எ-கா. (10) 

% பெரிய மதிப்பேற்கும் போது, 

  

n ர 1 ll . ல 

என நிறுவுக. | 

  

n 3 ன் 
y= ("r) எனக் கொள்க. 

log y = » log (கு) 
௩-1 

n-1 
= - ௩108 ( a ) 

= — n log (1 ௮ =) 

 



_ மடக்கைத் தொடர் ் ன க, 801 

1 153 

ரட்ட. (கூர) 
6] (sa + 3a) + [2 Ff படக ] 

1 
aoe waves | 

1 11 - ‘ 
e (1 ர + int (தோராய மதிப்பு) என- 

1 1 

5 [1 + on + oar சல 

॥ 

நிறுவப்படுகிறது. 

எ-கா. (11) 

(ஊட) என்பதை (௧-6), ஈம் என்ற இராசிகளை யொட்டி, 

எழுதுக. 

1-௮) (1-8 51- (கம) கம்ஸ 

(a+b) =p; ab= 9 எனவும் கொள்க. 

tH 

பயிற்சி 9 

1. பின்வருவனவற்றை நிறுவுக. 

௫! 1 1 

() grit Seif + Bena 
-t | at 
“ந. 08 (sar) 

‘4 டர 1 
௫) ஜுர 5-௭ * 5 (5-1) 

lise (—2-) 
- 2108 (“5 ) 

2n 1 2n \° n+l 

O seer ty (wT) + oe slog (Fy 

சசககக 
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ஐ-1 1 2-1 1 2-1 
(8) log © = +l + Fo (z@+1) + > (e+) Se 

1 1 Ll 
(e) R= ட் = oe + Se + x ஆனால் 

எர உ-1-0 என நிறுவுக. 

உ. பின்வரும் கந்தழித் தொடர்களின் கூட்டுத் தொகை. 

காண்க. 

௯ 9n-+-26 1 
(f) a m (n+1) (n+2) * 10" 

, fw Qn? + Sn+4 மு ஆடம் எவன 
{i 15 1 1 1௩1 

4h) 1+ (z+ ஆன] அள் சன de (கே.ப.க,) . 

(5) 1௦8.8-10ஐ 2+log,; ¢- loge, e+
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(9) ஆவர் J att fat ப்பன் (௮. ப. ௧.) 

6) ட + or 4... (செ.ப. ௧.) 

(1 (4) 7 (௪ +p) get 

(செ. ப. ௧,) 

(m) ay + ae + பன் 4... 

(n) மா ர ஜர் எர “ஒர் தா ரர் ர 

  

1 1 
(0) jravatstatet 56.7 

5 1 
= = n (Qn? — 1) 

3. பின்வருவனவற்றை நிறுவுக. 

  

5 7 9 8 
(2) ர த தத டர 17 = log (=) உ

 

  

0) paca t grace ts 6.717805 

  

(6) 9. 1 

w
 eB
 +
 

ஸூ
 

or
 

ம்
 

    

1 
@) - 53-22-2782, 286 

-91022- 3
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4. பின் வருவனவற்றில் முதல் நிரலில் ஒரு மடக்கைக் 

கோவையும், இரண்டாவது நிரலில் அதற்கெதிராக அதன் 

விரிவில் தோன்றும் ௨££ன் கெழுவும் கொடுக்கப்பட்டிருக் 

கின்றன. அவை சரிதானா எனக் காண்க. 

  

(1) ஏ. (2) 
  

(a) log (1+ 52+ 6x7) . (- Lyn (கட) 

74 

(b) 1௦ 1... 1171 (-1* 7 
5 6-2 [ஞர் ௪ [ 

1-ட2-2 ௩-2; கெழு 0 
(9) log (௮௪) > 

n=6r+1; Glace —- 

4 
674 3; கெழு - ட 

(2) log (L+2+2%+-2°+ 24) n=5r; Gaap ~ & 

nx¥5r; Ole a ; or 

1] 1 - 
(8) log (க) |e] <> ஆனால் 

1 1 

௩ (கே + a)   
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6. log {1-(a—b) x} x log {1- (b-c) 2} 
x log {1-(c-a@) 2} என்ற மடக்கைக் கோவையின் விரிவில் 

(a — b)> + (6-௦) (2-௦: 4-5(௧-5) 6-2 (6-௪) % 

[ (a-5) (b-¢) + (b-¢) (c-a@) + (c~a) (@~b) ]-0 என 

நிறுவுக. 
7. log (1-32+22*) ar விரிவை இருவிதங்களில் கண்டு 

  vo. 2-2 n(n — 3) ஏக் ப n (%- 4) (n 7 5) ns 3 ௮.8 அஃ 1.2 .3 2 ட உ 4 உல் 

ட வக ௪ 94.1] என நிறுவுக, 

8. பின் வருவனவற்றில் முதல் நிரலில் ஒரு கோவையும், 
இரண்டாவது நிரலில் (குறிப்பிட்ட கட்டுப்பாட்டுக்குட்பட்டு) 
அதன் தோராய மதிப்பும் கொடுக்கப் பட்டிருக்கின்றன. 
அவற்றைச் சரிபார்த்து நிறுவுக. 

  

  

  

கோவை தோராய மதிப்பு 

ety a? x 

@ (++) o [lt apt ag G4] 
(எல்லா மதிப்புகளுக்கும்) 

(6) (14௪ L+epatt oat; (ம் அதற்கு 

மேற்பட்ட ஈன் படிகளும் விடுக்கப் 

பட்டன) 

ப இ 
(2) log (3 ) x He = x? (ஈசிறியது) 

ப ் 1 
5 1 1+— (2) (1 += ட்ப. ட பெரிது) 

a-b/l J 
(e) log (+) 5 (> + +)     

20
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9, ௧௩4௦-0 ஆனால் பின் வருவதை நிறுவுக. 

மாடக் வரம் at th te 

7 5 ம் 

_@+bt ey a+o+o 
ட 4 2 

10. (a5 +B) ஐயும் (665) ஐயும் (௧-6), ம் என்ற 

இராசிகளின் சார்பாக எழுதுக. 

11. ,9, 2 மூன்று அடுத்தடுத்த கூட்டு முழு எண்களானால் 
1 1 ந் 1 1 

logb= x loga + 510 த இர் “3 கோ டய 1) 

12. log (l + a + x*) cr aad gid | 

1 . , log (sare) ன் விரிவிலும் 

ஊன் கெழுக்கள் காண்க. 

18. பின் வரும் எல்லைகளை நிறுவுக. 

(i) எல்லை 5 sees ex) -1 

௮0 

ய log x 
(0 எல்லை ர I 

உட றட ; 

(ii) எல்லை “00 
0 1204-2) 

“as : t- «+ loge 
எல்லை பப. இர 

ow) a>] I- கச றர
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mel 1 1 
14, log ( ஆ ) “21 உரர்சஷூர் ரா ] 

என்ற முடிவின் அடிப்படையில், 1௦8 17 ன் தோராய மதிப்பை 

நான்கு பதின் பகுப்புப் பின்னங்கள் வரை காண்க, 

(log, 2 - 06982 எனக் கொள்க) 

  

  15. log 
m-l 1 ட பான 

1 Qn 1 7 13 n+ ( ) 4 

3 ‘ : : 4 on» 2 
என்ற முடிவின் அடிப்படையில், 1௦2 ன் தோராய மதிப்பை 

நான்கு பதின் பகுப்புப் பின்னங்கள் வரை காண்க, 

16. 2 >0, ஆனால் ௨௭ 1 என்ற கட்டுப்பாட்டில் 

“22 1௦224 (௪.- 1) என நிறுவுக. 

4



10. தொடர்கள்: கூட்டல் 

(Summation of Series):* 

101 சில நெறிகளுக்குட்பட்ட தொடர்களின் கூட்டுத்: 
தொகை, காணும் முறைகளைப் புகு முக வகுப்பு. நிலையில் நாம்: 
பார்த்திருக்கிறோம். அவைகளைத் தொகுத்து, முன்னுரையில்: 
1.5, (8), (6, (5)-ல் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன.. 

10.2 குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கையுடைய உறுப்புக்கள் 

உள்ள தொடர்களின் கூட்டுத் தொகைகள் மட்டுமே யன்றி, . 
கந்தழித் தொடர்களின் கூட்டுத் தொகைகளைப் பற்றியும்: 
இப்போது ஓரளவு தெரியும். 6-ம் பகுதியில் குவி தொடர்களில்: 
சிலவற்றைப் பார்த்தோம். நாம் மேலும் 7, 8, 9 பகுதிகளில். 
ஈருறுப்புத் தேற்றம், படிக்குறித் தேற்றம், மடக்கைத் தொடர்த். 
தேற்றம், முதலியவைகளைப்பயன் படுத்தி, திட்டமான வடி 
விலுள்ள சில தொடர்களின் கூட்டுத் தொகைகளைக் காணும். 
முறைகளையும் நாம் அறிவோம். ் 

103 இப் பகுதியில், மேலும், வேறு சில விதிகளுக்குட் 
பட்ட சில தொடர்களின் கூட்டுத் தொகைகள் காணும் முறை: 
களைக் காண்போம். கந்தழித் தொடர்கள், குவி தொடர்களா 
யிருப்பின் அவைகளின் கூட்டுத் தெர்கைகளையும் அறிய நாம்: 

முயல்வோம். ஒரு தொடரில் 5, என்பது முதல் % உறுப்புக். 
களின் கூட்டுத் தொகையையும் 5, என்பது கந்தழிக் குவி: 

தொடரின் கூட்டுத் தொகையையும் குறிக்கும், 

Spa = Uy + Ug + வெரு சே 

8 அத்த ர வெரு நேட பப 5 (குவி தொடர்).
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104 வேறுபாடு “முறை (141-7௦0 ௦4 பசக 0௪8) : 

இது ஒரு பொதுப்பட்ட முறையாகும். பின் மதிப்பை 
ஒட % அல்லது ஐ, - டட என்கிற வகையில் அமைக்க 

(2) என்னும் ஒரு தொடர் முறையை நாம் காண முடியு 
.மானால் இம்முறை பயன்படும். 

அப்போது, 

u, = + (v, - உட 

xz “= 

uy = + Wns: — Pn) ஆனால் 

நிரல்களைக் கூட்டிச் சமன் செய்ய, 

Sn =z (On+i ~ 9.) என்ற கூட்டுத் 

GO) Stans கிடைக்கும். 

எல்லை (ட- ஈடு “1, அல்லது 
ae . 

எல்லை (9, - 5) -1,என நாம் காண முடியுமாயின், 
n> a 

582௨-1, அல்லது L, என்று பொருந்தும் வகைப்படி 

(கொள்ள.லாம். 

10-4.1 வேறுபாடு முறை-பகுதிப்பின்னங்கள் : 

2, ஐப் பகுதிப் பின்னங்களாக்கி, அப்பகுதிப் பின்னங் 

களே ,.,, 9, என்ற முறையில் அமையுமானால், வேறுபாடு 

.மூறை கொண்டு 8,, முடியுமானால் 5, அறியலாம். 

104.2 எஃகா. (1): ta = Eh எனக் கொண்டால், 

ட் + - at எனப் பகுதிப் பின்னங்களாகப் .பிரிவுபடும். 

gonGu n= 1, 2, 3,..... என ஈடு செய்ய, 

fon
t 

1 

காம E
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இயற்கணிதம். 

1 1 ச் 

கு 
1 I 

“w= EE 

டு l 
vn atl 

நிரல்களைக் கூட்ட, 

2 Un, = Sx =] “1 

எல்லை 8, - 1 எனவும் பெறப்படும். 

n> « 

எனவே? a 
n(n +i)" தொடருக்கு 8, --1 - 

எனவும் 8, - 1 எனவும் நாம் பெறுகிறோம். 

L 

nth 

எ-கா. (2): 

1 1 , 1 
tare tap 3. | 

என்ற தொடரின் $,, முடியுமானால் Sy காண்க. 

  

  

1 
“ * Gre 2). Tm 

ப பட பட கரம் 
கரடு (௩. 

_~ etl 
— [a+ 2 

ட ௩2-11 

— fat? 

_ 1 1 

  

௩1 |க32 
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n= 1, 2, 3..... eter re) Glew, 

ol 1 
உ ஈரத் 
படட. உ 3 ~ [4 

w= —t____!} 
on [atl [n+ 2 

  

  

n 1 _ 1 i 

p TS" Ta” [02 
ள் 1 

எல்லை டிரை 

nee | 2 

104.3 u,=(a+n—1b)(a+nb) (a+n+1 6)...(a+n+r—-26) 
என்ற ௩ வது உறுப்பைக் கொண்ட தொடருக்கு 5 ,காண்போம். 

% வது உறுப்பிற்குக் கீழ்க் கூறப்படும் பண்புகள் உண்டு : 

(1) அதில் 7 சினைகள் உண்டு; 

(2) அவையாவும் கூட்டுத் தொடர் முறையில் உள்ளன; 
பொது வேறுபாடு ம, 

(3) உறுப்புக்களின் முதல் சினைகளான ௬, 8-ம், &-1246, 

த் என்பவை, அதே கூட்டுத் தொடர் முறையில், அதாவது 

அதே பொது வேறுபாடு ப் பெற்று உள்ளன. 

் இப்போது, v.=U, (@tn+tr—-1 b) எனக் கொள்வோம். 

அதாவது ௨, ஐ, அதன் கடைசிச் சினைக்கு அடுத்த சினையால் 

பெருக்கி வருவது ஈ,, ஆகிறது. ் 

On, =Un_, (@+n+r—2 b) எனவிருக்கும். 

Vm — Vga = Un (@+n4-7-1 5) - Un (@+n+r—-2 6) 
ன். 

= Un [(a+n7r-1 b) - (a+n—2 b)] 

= Uy (r+1) 6 (A)
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இது பொதுத் தொடர்பாகையால், 

1, 2,93 ....என ஈடு செய்ய, 

உடற மட்41) 6 

V_,— 0, =U, (r+1) b 

Vn — Un—1 = Uy (r+1) b 

, நிரல்களைக் கூட்டிச் சமன் செய்ய, 

ன (7341) 55, ~ 

S = (¢n- 80) 

™“(r+)) 6 

Ques v= (ab) a (045) ose. (O47 =1 B) 
கிளைத்தேற்றங்கள் : 

(1) a=b yee v,=0 

. os ge ON & Si GTiys 

(2) a=1, b=1 எனக் கொண்டால், 

௭௫௯ (41) (௩432)... (4-1) ஆகும். 

உட (41) 042) ...... (௪-1) (ஐஐ) 
91. (r-+1) 

இதையொட்டி, பின் வரும் சில முடிவுகள் பெறலாம் : - 

7 0-1) ஆனால், அதாவது 

Qgmt=1,2412.343. 44.00. 4௩ (௩41) . ஆனால், 

n (n+1) (n +2) Sy 7 

௨௯ (௩41) (௩-2) ஆனால், அதாவது 
~  OQgr#sl.2.3842.3.443.4.54....., +n (n+l) (n-+2) 

ஆனால், | 
உட (40) ௬4௮2) (n-+3) 
nm ட. “த் ee a
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10°4.3,1 எ-கா. (1) 

2.5,8-5,8.11-.....(-1) (3.2) (8-5) 
என்ற தொடரின் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை 

யறிக. 

௯௭ (௯-1) (8.42) (கட௰) 
ஆகவே, ௨,- (8-1) (8-2) (8-5) (௪-8) எனக் கொள்ளப் 
படும். 

ஜட (கே-1) (2) (கே5) (ே-ட8) 

~ (3-4) (8n~ 1) (3n+2) (3%-+4+5) 

= (3n=1) (3n42) (3n-+5) [(3n-+8) - (8m - 4)] 
=12 ty, 

n=l, 2, 3,...... என ஈடு செய்ய, 

ஒட ௫0௮ 1210) 

௫ இட ] 20 

80 
௯ TR 

_ நரக 1) (42) (டத) (848) - 80] 

எ-கா. (2) 

1”. நத, 145, 4, 9... 40) (௬43) 

என்ற தொடரின் மூதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை 

காண்க.
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இத்தொடர் 10:4,3 ல் கண்ட அமைப்பிலில்லை. ஒவ்வொரு. 
உறுப்பிலும், மூதல் இரு சினைகளுக்கு உள்ள வேறுபாடு 1. 
மூன்றாவது சினைகளுக்குள்ள வேறுபாடு 2. ஆகவே முதலில் 
10:43 ல் உள்ள அமைப்பிற்கு ,, ஐக் கொண்டு வரவேண்டும்... 

கட: (௩41) (8-8) 

=n (n+1) (2n+4- 1) 

=2n (n-+1) (n42)- ந (௫-1) 

Sy =25n (n+) (n4+2)- 3 2 (w+1) . 

<9 MAMED (42) (m+3) a (mt4)(m$2) 
oe 4 a 

(10:4,8, கிளைத் தேற்றம் 2 காண்க) 

எ-கா, (3) 

n 
உ ன் மதிப்பறிக, 
1 

n go) nt=n (n+1) (n+2) (n+3)+An (n+) (n+2) 

+Bn (n+1)+Cnr+D- 

என்ற அமைப்பிலிட்டு, A, B, C, D, கண்டு 10-43 Haag. 
தேற்றம் 2 ஐப் பயன்படுத்துக. ் 

க்க, 9-7, சே-1, 0-0 எனப் பெறலாம். ' 

%% 

இரவற்க (வட) ௬௮௮) ௬4௮) (44) 

  

6 
- ௫ (௩41) ௩-2) (w+-3) 

7 
* ஒக (70) 02) 

ட (w+1) 

2 

104.4 UG, == 1 
  (a+ =16) (a + mb) ww. (a+ mbr — 2d) 

ஆனால் 5, காண்க. ் 

இங்கு ௨ என்பது, 10.4.5ல் கண்ட உன் தலைகீழ்ப்: 
பின்னம்.
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1 
ங்கு Vv, = = 

Bus % (a+ nb) (a+n+1))...... 
எனக் கொள்க, அதாவது உடன் கீழ்ப் பகுதியில் முதல் 

(atn+r-— 2b) 

உறுப்பு நீக்கப்பட்டதாகும். 

  

  

Vy — Yn, = =—= ் ௮௪ அள எக் 
(௪-6) (6-1... (@+n+7r — 2b). 

த ‘i 

~ (a+ n-— 16) @+nb) w.... (atn+r-— 3b), 

= w,[ (a+ a-ilbj)-@ta+r-2 »| 

=-(r~ljd.u, 

இங்கு ௩-.1,2,3.... என ஈடுசெய்ய, 

உ - (௪ 1)8.8, 

-%,= -(r-1b.% 

உட்டா  ~ 1) ச். 3, 

—(r - 1)b. Sy Ug = லு 

4 . Vo ட 

Sn = (r - (r — 1)b 

  

இங்கு கரடி (ar - 20) 
10:4.4.2 எ-கா. (1) 

என்ற தொடரின் முதல் ௩. 1 1 
ததர த ஏத 1 

உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை காண்க 

1 
“n = Gn + 1) (Qn + 38)-(2n + 5) 

ட 1 ட 
உ ௫633) (௩45) 

ந 1 
~ Qn + 1) (2n + 3),   Ym — Unt = in + 8) (Qn + 5) 

uy, (In +1 - 2n 4 5) ॥



  

7316 இயற்கணிதம் 

= - 4u, 

%, — w= = Au, 

V, — 0, = — Au, 

Un ~ Un, = ~- 4u,, 

Un — Uy = ~ 48, 

Vy ற 
Ss, = . 4 

. 3 
இங்கு % = 3-3 

s =-=tft 1 
=a |sc3- wes (2n + 5) 

1 5 

Se ~ 60 

எ-கா, (2). 

4 7 10 a ; 

2.304°300.87 4506.6 எ என்ற தொடரின் 

.முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை காண்க, 

Uy = 

(Gle.u.8. 1940 B.A.) 

bn + 1 

(n+ 1) (w+ 2) (n + 3) 
3n +9 - 8 

“கரடு ௫௩2௩3௨ 
3 8 

அரி ௬௭9௭49௦௨௮௫ 
7 

uy = 
1 

5 3 

i Gri) G3) ~ 1) wT (n+3) (41) (n+ 

1 அ (0 - (00) a eH) j
e
 

ட ட ௫ வூர் wD
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S. = படட கோக 
௩ 6 (m+ 2) (n+ 3) 

5 

a(a+d) (a+ 2d) .....: (2-%- 1 8) 
10°4.5 w= : ல் 

b (b--d) (b+24) ...... (b+n2-1 a) wo 

முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை காண்க. 

இங்கு vy = Uy (@ ஈ8) எனக் கொள்க. 

= ty, (@+2- 1d) 

டக) vests (64-20, ௩-2 

b(b +d)... (b+ 0 ~ 24) 

On| 

= Un (b+ n - 1d) 

=u, {[(a+ nd) - (6+ -1d)} o. Ug — Mn 

= Uy, (a +d — 9) 

n= 1; 2, 3, 20 என ஈடு செய்ய, 

உ- ௫ ரு, (க 0-8) 

v, - 1, =%(@t+a- dy 

aoe 

By — Vy = Un (a ae d - 0), 

Un -% =S,{e+d- b) 

Vn — Vo 

Sun = G+ d - 6) 

ய இங்கு -உ,- உ (க சீ- 8) 

6 _ & ~ bY 

Fa+)-F (a +d - b) 

=a 

v, — & 
a Sn = a+ a ad ளா [இ]
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இப்போது கொடுக்கப்பட்ட தொடரை, கந்தழி வரை 

எடுத்துச் சென்றால், அது ஏதாவது நிபந்தனைக்குட்பட்டால், 

.குவிதொடராகுமா எனப் பார்ப்போம். 

இராபேயின் சோதனை (65.9) யைப் பயன்படுத்த, 

எல்லை ஐ( ௩ - - 2 எனக் காணலாம் 
Un+y a ஞு 

2-௦ 

. , b- டாக . 
அச்சோதனைப்படி, ad 21 ஆனால் 5 ம, ஒரு குவிதொட 

1 
ராகும். . 

அதாவது 6- ஈ9-௯, 

அதாவது b>atd ஆனால் 

a 

உ உட குவி தொடர். 
i 

ae 

அற்தக் கட்டுப்பாட்டில், = ul, OF கூட்டுத் தொகை 

.தாண்போம். 

g = —2 (a-+d) (a+2d) vives (G44) 4 

*a+b-d) b(b+d)...... (b+n-1 4) ] 

எல்லை 5, என்னவெனப் பார்ப்போம். 

2-௨ 

"இதற்காக, எல்லை > (O44) 28)... (b+n-1 d) 
உல (a+d) (a+2d)...... (a- nd) 

எனக் காணவேண்டும். 

என்ன 

55-ம் எனக் கொண்டால், 

5௧-8௨ எனக் கொள்வோம் (ஐஒரு கூட்டுமுழு எண்), 

b+r-1d a+d+a#+r-1d 
aotrd a+rd 

_ (a+rd)+z 

~  atrd 

ஐ 
=1 T ee (2>0)
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ae b+d . . b+n-1d 
ata ~*~ a+2a * eases atnd கடக்க உ, ce 

அ). 7 2 _ : - (1 tata) (1 + Fx) ப்பட (ரவ பட ன் 

1 1 1 i a: ee ட > +4(; gts Be ea த் லன டே 5) 

(வியர்ஸ்டிராஸ் சமனின்மைத் தேற்றம் 49,6.1) 

ax ; I 
ஆனால் ் Gand PO விரிதொடரென நாம் எளிதில் 

  

c 

காணலாம் (தேற்றம் 6:53. துணைத் தொடர் ஐ a «) 
ல் 

  

b _ b+a ந் 2-1. சீ 
சம் 2154 மகத் oe னம 

. at+d a+2d a+tnd 
எல்லை KX T&L, X Se. 0 m>a oO o+d bin-ld 

2! tds So a (a+d) (a+ 2d).. s(@tndy பு 
ஆனு 48-61 6-4... (5-1 | 1d) 

a 

“மாக! 
_ ட க 

~ b~(a+d) 

ததத 
எனவே நாம் கொண்ட தொடர் % ஐ, boatd ஆனால் 

1 

oe குவி தொடர். அப்போது அதன்: கூட்டுத் தொகை 

5-௦ ரலி: 6:22 ஆனால் அது ஒரு விரி தொடராகும். 

1.3.5 10°4.5.1,  er-em, (1) + +e etree (அ உர .என்ற 

தொடரின் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை காண்க.
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_1.8.5.... (9-1) 
un 9776.8 (2n+2) 

1.3.5 wae (2n~1) 

கே உ. கேத 071) 

1,858... (2n ~ 3) 

Pri ட இ 1) 

1.3.5... (20-1) 

கோ ர்க உ. கற “ம - சேர்க 

௫ - 1 

ஏட ம) 

Ug — 0, = — Ug 

Ug — Vo= — Uy 

சொ ட்டு By 

Vy — Vg= ~ Sp 

Sn = Up — Un 

Que a=1; d=2; b=4 

b=4>a+d 

a 
எல்லை $_ 1. ரன b-(a+d) 

இது கந்தழிவரை கொள்ளப்பட்டால், ஒரு குவி 

amore, கூட்டுத்தொகை 1 எனப் பெறப்படும்.
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பயிற்சி 10 (1) 

பின்வரும் தொடர்களின் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட் 

டுத் தொகையும், முடியுமிடத்து கந்தழிக் கூட்டுத் தொகையும் 
காண்க. (1-14;18- 20) 

10. 

il. 

12. 

13. 

14, 
21 

1 ந 

௪-௧ (கு கணு!” 
1 4 1 

(145) 10429) (029) ௭29) 

+
 

௪௪௨௪௨௪ 

  

1 a a 

(L+2) (1+ az) + (1+az) (1+ a’a) + (1882) (14௧42) 

22௪௪ 

  

நஸ்
 ,3.5.743.5.7.9-.... 

1.2.442.3,543,4.0+.... 

3.7 UAT. LL. W411. 15. 19 beens 

1.2.3 .442.3-4, 5+ cove 

1.3 .442.4,543.5, Oto 

1 132 5:42 14௪.2...



322 | இயற்கணிதம் 

n 
15. உ ௪௬-௪1) (n-7+2) 

சுர 

“கடு கட. ௩49) என நிறுவுக. 

16. மூதல் ௩ இயற்கை யெண்களைக் கொண்டு, இரண் 

டிரண்டாகப் பெருக்கிய தொகைகளின் கூட்டுத்தொகை 

  

  

  

  

  

  

A (n= 1) m (m1) 42) என நிறுவுக. 

1 17. 1௩42. ௫-1)48.௫-இ4... கம பகவ) (௩4௮) 

என நிறுவுக;. 

74 1 | i 
- Tops ates gata ae ete 

1 1 1 
19 scavai + Trin is * Trip vie to 

1 1 1 
20. Tt Tha 1-5 * மகவு 

டர 1 1 
21. ர் தத ஓ இடர் அ 

1 3 5 
22. 5 தத். 5 தந 

4 ர 10 
2. எ ஜார் 2 த் இரத ந எ 

௭ 1 ட ட 
94, = % (௩-1) (௩௮) Sn DW கூட. 

98 ர ர 
* 2 Gan) Gt) @npoy 

2 2 2 2 2 4 og, LBL Mae 1 ets 
GBS PHR e Preys
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97. பின்வரும் தொடர்களில், முதல் ௩ உறுப்புக்கள் 
வரையிலும், முடியுமிடத்து கந்தழி வரையிலும் காண்க: 

பட 1. 15.18, 
(0) ஓர தார் த ந 

11 11.13, 11.13.15 
(ம்) 14 11416 14 16 1 t+" 

iy Be EELS 
Gy Seb E ETI 
o Lebt eg tas 

28. (b - 2 a> ஆனால், 

க(க-1 a(a+1)(a+4+ 2) 

+4 Steet S (6+ 1) +2) 

என்ற தொடரின் கந்தழிக் கூட்டுத் தொகை pad Ser 

நிறுவுக. 

(10-45 பின் பகுதியில் உள்ள முறையைக் காண்க). 

முதலில் படிப்பவர்கள் 10:5 முதல் 10:7.1 வரை விலக்கிப் 

படிக்கலாம். 

4105 வேறுபாட்டு வரிசைகள் - அவ்வழிக் கூட்டல். 

(Method of differences~ -Summation by that method). 

எடி ரூ ட ப Uy என்பவை ஒரு தொடர் முறையின் 

உறுப்புக்கள் எனக் கொள்வோம். 

Uy — Ny Uy — Ugh Uy ~ Uys rece Ug — Uggs cree என்ப 

Oo sso gn Pear உறுப்புக்களின் முதல் வரிசை வேறு 

um@ (First order of differences) எனப்படும். 

அவைகளைக் குறிப்பிடும் முறை : 

நேட ௮ & = AYU, 

—- Uy = Lug 
Us 

GUT IOUS Unt, — Un = Aty
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மேலும், 

Au, — Au, = இம 
- AU, — Aly = Aru, 

பொதுவாக, . 

| Btngt ~ Atty = Arty, 

என, இரண்டாவது வரிசை வேறுபாடுகள் குறிப்பிடப்படும்... 

கீழ் வரும் கட்டம், ஒரு எடுத்துக் காட்டு முறையில் இதை. 

விளக்கும் : 
  

            
    

x | Ue Ate கடம க் Att, (Ae 

1 2} Au,= 15 |A%,= 50} A%,= 60] A‘u,=24) 0 

2 17 | Au,= 65 | Atw,=110 | Atu,= 84 | Atus = 24 

3 | 821 Au,=175 | Atu,=194! A*u, = 108, 

4 | 257 |) Aw, =369 | Au, =302 

5 | 626 | Au,=671 

6 {1297 . 

கட்ச, கக, LN bg ட என்பவை முறையே இரண்டாம், 

மூன்றாம், நான்காம் ...... வரிசை வேறுபாடுகள் எனப்படும். 

(Second, third, fourth, ...... order of differences) 

A’u, என்பது பொதுவாக 7-ஆம் வரிசை வேறுபாடு 

எனப்படும். 

106 ஒரு தொடர் முறை பொது உறுப்பு, அதாவது. 
ஐ-வது உறுப்பு, ஐ, கரி கருள் 1 4... ர Ay எனக்கொள்: 

வோம். 

இதற்கு, வரையறைப்படி, 

கரடு டட த 

௩ ஜர் 1)* ~ nk J 

taf (m+ Wet — net py 

+ de, [(m + 1) - wn] + (an - ax) 
= Agni! + தழு? ப் cece + Ag, eToores: 

ர் பெறப்படும்.
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அதாவது ௩, என்பது (௩ - 1) *படி'யுள்ள ஈ-ஐச் சார்ந்த பல்லுறுப்புக்  கோவையாகும். 

அவ்வாறே, 
கடி எ நரா + wee + Bees | | 
கழ பெரிய ப பப ட நெ 

தர்ர மளார் ஒரு மாறிலி 

ஆகவே, ஐ, என்ற உறுப்பு, % ஆலாகிய ஒரு 4 :படி' பல்லு 

இப்புக்கோவையானால், அதன் AU, ஒரு மாறிலியாகவும், 

K க்கு மேற்பட்ட வேறுபாட்டு வரிசைகள் பூச்சியமும் 

ஆகின்றன. 

10-6.1 செயலிகள் (0021810185) கூ, 1*: 

௩ என்று கூறும்போது, & என்பது 8, ஐப் பெருக்கு 

கின்றது என்ற பொருளில் பயன் படுத்துவதாக அல்ல; அது 

ஒரு செயலைக் குறிக்கிறது (operation). வகை நுண் கணிதத் 

Boo Dy, (9) என்ற செயலிகள் பயன்படுவதுபோல, ம் 

ஓரு செயலியாகிறது. ௬ என்பதன் பொருள் Wer, ~ Ue 

என்ற செயற்பாடு, (0ற278(101). 

என்பது ஒரு செயலி (௦ற62100) எனக் கூறப்படும். 

அவ்வாறே % என்னும் மற்றொரு செயலி வழக்கில் 

உள்ளது. ் 

Et, = Uge, TOI செயற் பாட்டைக் குறிக்கும். 

இப்போது EB என்ற செயலிக்கும் ௩ என்ற செயலிக்கும் 

உள்ள ஒரு தொடர்பைப் பார்ப்போம். 

A Uz = bgt, — Ye 

2 Ute t Ate = Uz41 . 

“ (L+ A)ts = Euz 

w I1+AZE
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என்ற செயலி முற்றொருமை (௦02811008110601109) கிடைக்கும்... 

இச் செயலிகள் இயற்கணித வரையறைகளுக்கு உட்படு 

கின்றன. 

நவ - ம (% Us) 

- மீ (டிடி 

= Users 

Eu, = E[E{Eu,}] 

E (tz40) = Wats ॥ 

தொடர்ச்சியாகப் போனால் 

ந - வட எனப் பெறப்படும். 

தொடர் முறை ஈட, .... ப த. ல் 

1 %உட- உட எனப்பெறப்படும்.. 

அதை யொட்டி 1-1 மட ம, எனப் பெறலாம். 

Belt+A என்ற முற்றொருமையைப் பயன்படுத்தி, 

Ee 4, = (04 கரா 4, erer craps (1 + க) 1 ஐ, ஈருறுப்புத். 

தேற்றப்படி, விரித்தெழுதி, செயலிகளைப் பயன்படுத்தினால்,. 

கிடைக்கப் பெறும் முடிவு உண்மை என நியூட்டன் ஒரு. 
தேற்றம் நிறுவியிருக்கிறார். அதன் தெரிப்பு இங்கு கொடுக்கப் 

பட வில்லை, (ஆனால் Freeman: Mathematics for Actuarial 

Students Vol 17, பேறான 11-ல் காண்க). 

எனவே, தெரிப்பின்றி பின் வரும் நியூட்டன் தேற்றத்தை. 

ஏற்றுக் கொள்வோம். 

1 உட (14 கூலா! ம அதாவது 

Un, = ம. aC, A + nals LP Hb வெல + Atty 8ம் 

= uy + nil, AM, + nC, Au, + nC, Atu, 

இவ் வாய்பாடு, பின்னர் சில தொடர்க் கூட்டல்களில்: 
யயன்படும்,
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10:7.1 தொடர் உறுப்புக்களின் அமைப்பு விதி எளிதில் 

காண முடியாவிடத்து, கூட்டல் முறை : 

அமைப்பு விதி எளிதில் காண முடியாத நிலையில், வேறு 

பாட்டு வரிசைகளைக் கொண்டு சில சமயங்களில் நாம் பொது 

உறுப்பாகிய ௩ வது உறுப்பைக் காண இயலும். 

எடுத்துக் காட்டாக, 

4414+ 30+ 52+ 80+ 114 + ...... ereorp 

தொடரில் ௩ வது உறுப்பின் அமைப்பைக் காண்போம். 

உறுப்பின் உறுப்பு கட Atty ய 

ப Us 

1 4 10 6 0 

இ 14 16 6 0 

3 30 22 6 0 

டத 52 28 6 

5 80 34 

6 114 
மூன்றாவது வரிசை வேறுபாடு பூச்சியமாகிறது. 

இங்கு 10.6.1 கண்ட நியூட்டன் வாய்பாட்டைப் பயன் 

படுத்தினால் 
Un = EX நூ, qd + கி 1 uy, 

= Uy, + n-iCs Art, + உத A? by 

= 44 w- 9 + SDE பப் 25 

॥ 

=4410n - 10 + 3x? - n+ 6 

= 38 + 1 

- எனப் பெறப்படுகிறது. 

இதை ௩-1, 2 ட வண்கக என ஈடுசெய்து, தொடர் உறுப் 

புக்கள், 

நட, 1 4 

14 

Us = 3.32 +3 = 30 

eee ௧௧௪ wee od 

= 

॥ w 3 த்
 no i
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எனச் சரி பார்த்துக் கொள்ளலாம். இப்போது Un = 3n? +1 
எனக் கண்டு கொண்டோ மாதலின், 

எனப் பெறப்படும். 

10.7.2 மாற்று முறை: 

இரண்டாம் வரிசை வேறுபாடு, மாறிலியாக விருப்பதால், 
10:6-ன் படி, க = an? + bn + 0 எனக் - கொள்ளலாம். 

இங்கு ௧, ம, 2 காண்பது எளிது. 

4=4u,=a(l/fi+b(l)+e 

=a+tb+e (1) 

ட்
 

4 ௪ ௧(2₹--6(2)-_௦ 

- 4 20-06 ட் (2) 

30 = u, = a (3)? + b(3) +c 

9a + 3Bb+¢ (3) 

), (2), (3) என்ற சமன் பாடுகளின் தீர்வுகாண 
a=3; pa ₹- 0'எனப் பெறப்படும். 

நட எ ௩ எனக்கண்டு 

! இழு 82% என அறியலாம். 

10-73 ஆனால் ஏதாவது ஒரு தொடரின் % வது வரிசை 
வேறுபாடு, பெருக்குத் தொடரில் வருமாயின், மூன் கூறிய 

முறைகளைப் பயன்படுத்துவது பொருந்தாது, 

BG Un = an + awk? 4, 4 ஷா! எனக் 
கொள்ளலாம். 

அதை விட, பின்வரும் எடுத்துக் காட்டில் உள்ள வழியை 
நேரடியாகப் பயன் படுத்தலாம்.
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உறுப்பின் உறுப்பு க... கவ 

Ug Uz 

1 10 13 24 

2 23 37 72 இது பெபருக்குத் 

3 60 109 216 தொடரில் உள்ளது. 

4 169 325 

தி 494 

உ தொடர் முறை 10, 23, — 60, 169, 494 

உ தொடர் முறை 
ese வரிசை; 13, 37, 109, 325 
வேறுபாடு J 

தொடர் முறை 
இரண்டாம் வரி 24, 72. 216 
சை வேறுபாடு... 

W, = Uy — v, = 24 

Wy = Us — vy = 24 X 3 

W, = 0, — 0, = 24 x 3? 

Woy = Un — Un = 24 x 3B? 

5-1 24 (9-1 - 1) 
= Wr “ஷோ ட டு. 

= 12.3"! - 12 
=4,3"- 12 

v, = 4.3" - 12413 

= 4.3% +41 

உட க, ளோ பர் 

மேலும் உ, ரூ 4 = 4.3 +1 

Vy = Uy — Uy = 4.9741 

Vy = Un Uy = 4. +1 

உ), = Un - Un = 4°38" +1 
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\ 

noi 4-3 (3"> oe 
ட ட ஆ Uy = Un இட a Yam - 1) 

1 ( 

= 63-1) + (=) 
=%.3%tn-7 

Un =~ 2.38" +n-74 4, 

  

௬5,938 4௩௮4 

QoCGurg Tu, = [2.387 + Sn + 3n 
1 

= 2B 32 poe EB" YE ater 119௩ 

_”.$( 10) ௩௫30) 4 
“டு ர ஆ 
= gett உ ஆ 

n=1,2,3 we எனக் கொண்டு $,, 8, 3, ....மதிப்பறிந்து. 
சரிபார்த்துக் கொள்ளவும். 

மற்றோர் முறை: 

10:7-5 ஆரம்பத்தில் கூறியதை யொட்டி, ஐ,- ௧3-௨௨ 

எனக் கொள்க. 

l0=4, =a,+a,+a 

23 = wt, = 2a, + a, + ax 

60 = u, = 3a, -+ @, + aa? 

169 = uw, = 4a, + ay + a2? 

இச் ensrun@adns Sides, @= 6; a= 13 a = 3; = 3: 

எனப் பெறப்படும். 

t, =n +3 + 6.38" 

  

=n+342.3n 

” n(n+1) 2.3 (3" - 1) 

_% (௩-1) 
5 + 8% + 10 — 3



தொடர்கள் கூட்டல் | டட 887. 

10°8.1 மடங்கி வரும் தொடர்கள் : (Recurring Series) 

a+bu-+cx . : ‘ ட . 
Tf petget tre என்ற அளவுக்கிணங்கிய பகாபின்னச் 

சார்பை விரித்தெழுதினால், (வகுத்தால் விரிவு பெறப்படும்)- 

Uy bu, BU e+ ee 1 டல என்ற ஒரு குவி தொடர் 

(Convergent 8௭)  கிடைக்கிறதெனக் கொள்வோம்.. 

அப்போது 

at betea® = (l4+ ற ராஜர்) (மரமா ஏணீம் ௯) 

ஐ. + & (ply +u,) + 2% (Qtto+ pe, + Me) 

29 (rug-+- qt, + Pilg FU) 
+ xt (ru, +qu,+ pu,tu,) 

er be” ரூட் செய் ty, + tn) ee 

இருபக்கங்களிலும் சம 'படி” க் கெழுக்களைச் சமன் செய்தால்- 

நடக —— (1) 

Puytu, = 6 — (2) 

Gy + PU, t Ue = C¢ ் வம (3) 

T+ gu, + pu,+u, = 0 m4) 

ru, + Guztpu,tu, = 9 —_—— (5) 

TU 3+ QUn—ot PUn—it Un = Ow... 

எனவே, (1), (2), (3) சமன்பாடுகளுக்குப் பின்பு, அடுத்; 
தடுத்து வரும் நான்கு கெழுக்கள் 

fu, :s=0,1,2,33 Ui s= 1, 2, 3, 43 

Uy, 2 8 = 2,3, 4,53 ப Ws ES (n- 8), (n- 2), (w~1), n] 

ei *ஒரு படித் தொடர்பு * பெற்றிருக்கும். (connected 

by a linear relation). இப்படி “ஒரு படித் தொடர்பு” பெற்ற. 

கெழுக்களையுடைய Ug TW LE Ugo vere Uy XP ப. என்ற. 

தொடர் மடங்கி வரும் தொடர் எனப்படும். 

108:2 பொதுவாக நடி முர 2 ale sass by BP A wee ere 

என்ற தொடரில், தொடர்ந்தாற் போல, (741) கெழுக்க 

ளிடை, ஓர் ' ஒருபடித் தொடர்பு ” நிலவுமாயின், அது ஒரு, 

மடங்கிவரும் தொடரெனவும், அதன் வரிசை '£' எனவும் 

கூறப்படும். (௨ 720யரார்பத series of the 7th.order).
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இப்படியான *ஒரு படித் தொடர்பு” நிலவ, 

1+ p+ pw? +... - தகீ 

கான்ற ஒரு * படிச் சார்பு இருக்கவேண்டும். 

அப்படி யிருப்பின், 

இ; ர எ இவ, டட. த டா இட்ட கட 0 

என்று நாம் ஓர் *ஒருபடித் தொடர்பு' பெற முடியும். இந்த 
நிலையில், 1] றந றன... 1- நள் என்பது அம் மடங்கி 

வரும் தொடரின் அளவுச் சட்டம் (5௦86 of Relation) எனப் 
படும். 

1081-ல் நாம் கண்ட, (4). (5,..... என்ற தொடர்புகள் 

பாவும், கெழுக்களிடை நிலவும் தொடர் பெனவும், அத் 
தொடரின் cursos (order of the recurring series) aperm 
எனவும் 35 Oar her Morse Flow 1+ pe + ஏட ளி 

எனவும் அமையும். 

108.3 தேற்றம் 1. ஒரு மடங்கு தொடரின் முதல் 2 

உறுப்புக்கள் கொடுக்கப்பட்டால், * வரிசை பெற்ற ஒரு மடங்கு 

தொடர் காணலாம். 

கொடுக்கப்பட்ட தொடர்: 

ஆம வணி... ப கணிப் பப E Ugr ny BATHE ட பப 
எனக் கொள்வோம். இங்கு ச மூதல் உ,டட வரை கெழுக் 
களின் மதிப்பு கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறதெனக் கொள்வோம். 

இம் மடங்கு தொடரின் அளவுச் சட்டம் 

1- த றன ப. றீ 
எனக் கொள்வோம். 

அப்போது, 

இடை 1 றட, மட் படர் ஐட்டம் Uy 0 10) 

இட்ட தடட ர் வெட் இழி ப இவ 0 (2) 

இர + Pry Uy “+ 5.) + P Usar—_s + Uoy_1 = 0 (r)



என்ற 7 சமன்பாடுகள் பெறப்படும். இவைகளில் தேராக். 

கணியங்கள் ஐ. ஐ...) என்ற * கணியங்கள் ஆகும், 

இந்த £ சமன்பாடுகள் கொண்டுற,ற; v.00 ஐ; என்ற தேராக். 

கணியங்களைக் சண்டு, அளவுச் சட்டத்தை நிலை நிறுத்தலாம். 

10-8,8.1 எடுத்துக் காட்டாக, ௨-ம் வலீ மி - 

என்ற மடங்கு தொடரில் ௫, உட டின் மதிப்புக்கள் கொடுக். 

கப்பட்டால், அம்மடங்கு தொடரின் அளவுச் சட்டமான 

(1 + pu + ge") a அறியலாம். ற, ர காண உதவும் சமணன் 

பாடுகள், ் 

‘qu, + pu, + u, = 0 

gu, நாடி 4 u, = 0 

ஆறு உறுப்புக்கள் வ-ட்மனா-ட்சி [மனார் மனரிப் வனிலை 

கொடுக்கப்பட்டால், L+ pet qtr என்ற அளவுச் 

சட்டத்தை அறியலாம். ற, 8, 7ஐக்காண உதவும் சமன்பாடுகள் 

Ty + qu, + pu, + u, = 0 

ru, + qu, + pu, + U, = 0 

சர் ஏடி இட நே ௪ 0 

10°8.4 Aptis ew ery (Generating function): 

Uy கணு Uae? A ப 4 Unt” ப... என்பது ஒரு குவி 

தொடராயின் அத்தொடரின் (கந்தழி வரையான) கூட்டுத் 

தொகை, அத்தொடரின் பிறப்பிக்கும் சார்பு எனப்படும். 

கட நற் பணி ம் வான் என்பதன் கூட்டுத் 

தொகை f(x) எனக் கொள்வோம் ; 

அளவுச் சட்டம் (1- றற நண் வள் prt") 

எனவும் கொள்வோம். | 

அப்போது, 

(ம்ம வனம் Ugh? ever) (E+ Die + B® ப ம் றன்) 

5 ௫-5 (று + உழ க் (ரா ற, + Us) + 

2° (Dy Uo + Ps Ur + Pi U2 T Ug) veers 

+ (Prt Uy + Drow Ui 4 வவர இட சிறது 

+ me! (A) 
= g(x) என வைத்துக் கொள்வோம்..
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[( என்ற தொடர் ஈ-! ஓடு நின்று விடும் என்பதைக் 
-கவனிக்கவேண்டும்.] (ஏனெனில் ௬, ...... அதற்கு மேற் 
பட்ட படிகளுள்ள உறுப்புக்கள் யாவும் பூச்சியமாகி விடு 
கின்றன) (10:85 ல் ர சமன்பாடுகளைக் காண்க.) 

x 
Ug + UZ + கல கர் தகவல்க எண்ட் 

1/8() ன் படி  - 1)]. 

g (x) 
L+ pat pa? t+ on... + தனி 

'தொடரின் பிறப்பிக்கும் சார்பு. அதை (வகுத்து) விரித்தெழு 
FEO Uy மற ணீ... ௨ என்ற மடங்கு தொடர் 
கிடைக்கும். 

ஆகவே என்பது இம்மடங்கு 

108.5 மடங்கு தொடர் கொடுக்கப்பட்டால், அதன் 

.அளவுச் சட்டம், % வது உறுப்பு முதலியன, செயல் முறையில் 
கண்டு பிடிக்கும் முறை: 

மடங்கு தொடரில் முதல் 4 உறுப்புக்கள் கொடுக்கப் 
பட்டிருந்தால், அளவுச்சட்டம் 1 -- றற - ரல் எனக் கொள்க. 

Quy + pu, + u, = 90 

qu, + pu,-+u, = 0 

என்ற சமன்பாடுகள் ற, ர காண உதவும். எனவே, அம் 

ல 8 ணன டு .. ஜோ x (pu, + u,)_ 
மடங்கு தொடரின் பிறப்பிக்கும் சாபு “Tt pe tg 3? Dy 

A B 
it xc? i+ pe 

எனப் பிரித்து, ஈருறுப்புத் தேற்றம் கொண்டு, விரித்தெழுதி, 
% வது உறுப்பு காண்க. 

பகுதிப் பின்னங்களாக்கி, அதாவது இதை i 

மடங்கு தொடரின், முதல் 5 உறுப்புக்கள் கொடுக்கப் 
பட்டாலும், அளவுச் சட்டம் 1: றர. ரர” எனத்தான் 
'கொள்ள முடியும். 

மூதல் 6 உறுப்புக்கள் கொடுக்கப்பட்டால், அளவுச் 
சட்டம் 1-ட ஊம் டா? எனக் கொள்ளலாம். '
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TUy + Qu, + pu, + u, = 0 

TU, + Quy + pu, + u, = 0 

TU, + qu, + pu,+u, = 0 

என்ற சமன்பாடுகள் கொண்டு ற, ர, 1 அறிக. 

| 

பின்னர் அம்மடங்கு தொடரைப் பிறப்பிக்கும் சார்பு 

Ug + & (py + U,) + 7 (Guy + PU, + Ue) , 

V+ pe + gut + rz* 

எனப் பெறப்படும். ' 

A B Cc . oe 

களாகப் பிரித்து, ஈருறுப்புத் தேதற்றங் கொண்டு, விரித்தெழுதி 

-% வது உறுப்பு காண்க, 

் 108.6 எஃகா. கம a + Ja? 50... என்ற மடங்கு 

தொடரின் பிறப்பிக்கும் சார்பையும், ௩ வது உறுப்பையும் 

காண்க, 

நான்கு உறுப்புக்கள் கொடுத்திருக்கிறபடியால், அளவுச் 

சட்டம் 1-- றற ர எனக் கொள்ள வேண்டும். 

44 உர. 92... ) (1+ pe+ qu’) 

= Ata (144p)-bat (74+ pt4g) ta? (-5+7TDEg) + eee 

Ttpt+4q=0. 

0 ll -5+ Tp+4 

-2 p=1, ஏ 

அளவுச் சட்டம் - ந 4-2 — 22? 

4+a (1+4p) 
ட கபற Tx? - 507... = TH pot ge 

் 4-+52 

“Ta — 203 

44-52 

~ (= 2) (1422)
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4452 _ 89 1 
(1-2 “1-2 14-82 

= 3 (L-a)- + (1420) 

= 8fl4+e4+"4..... hat. ] 

3 [ர ஊஊ... (றா... 

ப இட்ட ட்ட 4+ 5a 
பிறப்பிக்கும் சார்பு - Cpe co oe | 

nm ougs Qpiesey = [8+ (- 1)". 2" 7] an 

ஸின்கெழு = [3+ (- 1)".2"] 

எஃகா. (2) 

எ-கா. 1ஐ ஓட்டி, &4-1--7- 5... என்ற மடங்கு வரி! 
சைத் தொடரின் முதல் ௩ கெழுக்களின். கூட்டுத் தொகை. 

காண்க. 

கஷ- [8-4(-17-1,2-1] என நாம் கண்டோம். 

eterGeu, %, = 3+ (- 2)° 

Ue = 3+ (- 2) 

3+ (- 2 
u, = 3+ (- 2) 

Uy i 

Un = 3+ (- 2) ் 

-%- (இடப 

_ 9m+1-(- 2)" 
= து ரக
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பயிற்சி 1௦ (10) 

வேறுபாட்டு முறை கொண்டு, பின் வரும் தொடர்களின் 

% வது உறுப்பையும், முதல். உறுப்புக்களின் கூட்டுத் 
தொகையையும் அறிக. 

1. 8--11-716148-44-.... 

உ 6+9+4+144 234+ 40+...... 

8. S44+2484 284 684 1844 000. 

4. S+5L9+17F B40 

5. 9+ 22 + 59 + 168 + 493 + ...... 

6 S4+84+15 4 244 85 40... 

7 44114204314 44 + பவ 

8. 4.3411.8420.15 4 31.244 44.35 +o... 

9. 2+5+4+12 + 31 + 86 + 249 

பின் வரும்.மடங்கு தொடர்களின் (2) பிறப்பிக்கும் சார்பு 

(6) பொது உறுப்பு காண்க. 

10. ட உ... 

VW. 3+ Ta + 17a? + 482° +... 

12. 3+ 6x + 142° + 362° + 982+ + 2762° =F seen 

19. 1+ 6a + 402% + 28829 + பவ 

பின் வரும் மடங்கு தொடர்க் கெழுக்களின் (a) ௩ வது 

உறுப்பையும் (ம) முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை 

" யையும் காண்க. ் 

14. 8-_5-9-117--988-....௨. 

1B. 1644-1841... 

22 .



898 த ் இயற்கணிதம் 

பின்வரும் மடங்கு தொடர்களின் (௨) n வது உறுட்பையும் | 
(ம்) மூதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகையையும் காண்க. 

16. 1+ 2a + Ta? + 202° 4 ... 

நர. இட Be + 1829 + 8627 Fe 

18. 1 — Ba + 5a? - Ta? ee. 

19. 2 = + w+ Qa + x ஊ*-...... என்ற மடங்கு 

தொடரின் அளவுச் சட்டம் ஓர் இருபடிச் சார்பு. ஈன் மதிப் 
பையும், அளவுச் சட்டத்தையும், பொது உறுப்பையும் 
காண்க. ் ் 

20. 5a + 150° + 28% -- 5127-9841 191 4 ...... என்ற 
மடங்கு தொடரில் முதல் ௩ உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை 
காண்க. டு ்



ட விடைகள் 

பயிற்சி 2 (0) 

  

1. 4800 2 50 3 14 4 2D) g 5. 6 

௫. நா விதங்கள்; 5-1 7. 192, 

பயிற்சி 2 (6) 

1. (090260 (ii) [nt Gill) = 
T 

2. (5; (3 31 18; 10 "4 120; 120; 72; 48 

‘B. 24; 12 6, £636; 052 7. [10 - 2/9; [10- [3 [8 

‘8 [12 -2]12 9 B” 10:99 1, 120 12, 720 

WB. 1024; S12. T4720 15, (5 18 (2.2. 

V7, 28x 1110436 18. 84x 1111 20, 8 21, m=9; n=4, 

பயிற்சி 2 (141) 

A. (i) 120 (ii) 4950 (iii) 99 (iv) 20 |
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2. r= Is 3. R= 17 4. min, - mC, னா டே 5.. டே ; ae. 

6. 5670 7, 12600; 2520 & ,C, x Cy, % yCytieCstiCr: 

52 
10. .C,x «ss ¥ ll, 1540 13, a 4. 

115 ( 5. ) {4 4 | 12 13 . a 

52 
ar 14, 70; 35 16, 16. 

(5) 

பயிற்சி. 2 (1). 

1. 625; 375 2. 9 x'10° = (9999'—-1000)-+1. 3. 10% 4. 4% 

  

j4 |4 12° 3 (2° 2 (3 4. 

உடு, இ. ட ப 
ee Oe (கர 

பயிற்சி. 2 (5) 

ட [7 

A, [7 2. 12 3. 2560: 4.. 2|6 

Co . பயிற்சி 2 (vi), 

a mg, Iw 0. 
i 2 ue Cm 

டக. on 1- 6. ga 4, 6x5x7—-b 8 21x%11x26-L 

ups 2 (vi 

Lo pC, =, Cri ட்ட எட த்
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10. 

11. 

12, 

13. 

15, 

16. 

‘17. 

18. 

1 1 ந் ட 3 _ 3 

atl #2 ge 2 e-1 - 7 (a@-4) 72-49) 

ay. a7 5, 272-2 
a—b |=" =a] “ab lang =| 

  

-15 47 1 135 1 25 1 
ie tie" Grit 1 சேடு 6: கேடடு 

Boyt 7 பம 
4a? ' Qe ~ £42) 2 (+2) 

w-% 1 டட 3 
etl a+2 ' (w+2) + G72) 

ல 1° ரீ 

(28-85) (2-6) ' சளி 

z-6 ந 

  

1 இடு உ 

டட டட wu 4 2ம் 
v+l af4+2%+2 *" 9942 of +4248 

பட்ட ட் பம 1 
ந ஜு அம் லீ” (2) 

2௮2. _ “2-2 

கதர 1-2
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பயிற்சி 4. (11): 

17. 2.37.44 © 21. 29/810 21. 12500 ( 

"பயிற்சி 5: 

இயற்கணிதம் 

ம 

19 ). 

டட / 

(வி)-விரி தொடர் முறை; (கு)-குவி' தொடர் மூறை.. 

(ஓ)-ஓரியல்பான. 

  

  

  

        
  

1 தன்மை | டு. ரகப் எல்லை 

1. அலை தொடர் - ௨ ல இல்லை... 

2. ஓரியல்பான ஏறு தொடர் (வி) 0 ௦ +a: 

3. (ஓ) இறங்கு தொடர் (கு) 0 ர ௦. 

4. ஐந்தாவது உறுப்பிலிருந்து ஓ. 0 26 | 0 

இறங்கு தொடர் (க) 

5, அலை தொடர் ரூ-% m+1 இல்லை: 

6. குவிதொடர் 1 ஆ 5 

7. விரி தொடர் 1 0 வ் ௨ 

8, அலை தொடர் 0 ௨. (| இல்லை 

9. குவி தொடர் த ழ். ந. 0 

10. அலை தொடர் 1. 1 | இல்லை 

பயிற்சி 6 (i): 

1. விரி 9, விரி 9, விரி 4. குவி 5, குவி 6. விரி... 

பயிற்சி 6 (ii) 

4. 121 :1(கு; |௪[2 ந (ஷி. 5. எல்லா. கக்கும்.



விடைகள் : 542 

குவியும். 6. 25 (கு);241(வி) 7. ஐ22(கு); 243 (வி) 

8. |) 21(கு); 21 (வி); 22-1(அ) 9. |க/21(க)2 

a>l (a); x<—-1(9) 10. விரியும் 14. 241(னூ) 21 (வி) 

12, p> (கு); றஐஃ$(வி) 18, குவியும் 14. விரியும் 

15. விரியும் 16. விரியும் 17. “விரியும் 18. விரியும் 

19. விரியும் . 20. விரியும் 91. விரியும் 22. குவியும் 

99. விரியும் 24. குவியும் - 25. விரியும் 26. விரியும் 

97. குவியும் 28 ௨1 (க); 221 (வி) 29. விரியும் 30. விரி 

யும் 91. விரியும் 92. ஐ21(கு);221 (வி) 85. ஐ21(கு)7 

acl (af) 34. குவியும் 35. ௪ம் ஆனால் குவியும் ; ஈ2ம் 

ஆனால் விரியும். 86. ற--ர2:1 ஆனால் குவியும் ஐ4-ர:1 ஆனால் 

விரியும் 37 விரியும் 98. ௨41 (கு); 221 (வி); ௧-7, 

ந் 2$(கு);க 1, 22 (வி. 

ze<-l 

40. -acgau<a @aub; «>a விரியும்; 22 -8 அலையும் 

41 ற20(கு);2௧0(அ) 42. ௪1 £1(கு;2௮-1(வி)2 
t>1(a) 49. குவியும் 44. குவியும் 45. x<1(@); 

a>1l(«?) 46. ௨௮1(கு;க51(வி):2-1,௯௩.43 (கூ): 

'ஐஃ31) ௩23 (வி) 47. az <1(6); av > 1 (69) 

“1 (95118) ent #= 16) 
48 விரி 49. குவி 50. குவி 51. 45 1குவி; ஸ% 1 விரி 
59, விரி 58. 691 குவி; ஒ%1 விரி 54. 421 குவி; 

ஒட விரி 56. குவி, 

கலக் கு) 02௪௨1 (வி; -14240 (௮) 

பயிந்சி 7 (1). 

1, 5, 3. oe 4, (W3 —1) 5. 1 6, 5(74-1) 

ee /6 ஊ௫9 1 7 
7. 3/3 4 . = V3 9. “3 10. 3 11, ஏ 

கட் 37 (2 ave) 
டி ௫ டி கூ a os. (2-298 
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பயிற்சி 7 (11) 

உ ப 98 0௭00 
2/4 925 

1 2 1 2 அட 303 ௨1 கர த ஒளிம் தல - ௪2 

பயிற்சி 7 (14) 

. nr ட வெர் %. ் ee ் 1 1 

உடு Eaten?) மு. டமாக ஹு] 

(iii) 1-௯- ஆ (iv) 2 

(v) + (348274941) (vi) AG இ (19045) 

wa 1 

(vii) = a’ (c— a) (c-b) 

3. (i) 3" (iy Mt De (mt = 2) ap on 1) 
{% 

6. p=l;q=2 7. p=1; q= -1; r=2 

1 1 4 
8. 2- 8-7 

பயிற்சி 7 (ம) 

ட்ந 66; 44 2 (a). 9 ௫18 3% 56 4, (a) 1716 

(6) 462 5, 56 6, 25; (ii) 10 ர. (i) 140; (ii) 146; 

(14) மொத்தம் 21 கிடைக்காது 8 351 10, 179.
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பயிற்சி 8 (10) 

: 4 (p° - 3pq) 1. 16487 2. yee 

6, ஐ (எடம் எட (@) 8 log. +75! 
ட 3 

(௦) 8-1; (d) 2e - xi (e) (௪-1) (7)3-ஜ: 

[ன்
] 

| 9௨ 1 a 9) சட (2-6 
(2) eae (A) (27-22) ச; « Pe set S)e +(z )] 5 

ு) சோபாவில ௪டு இழ்டம், வடி ௫). 4 

1. 
(0) Be: (0) e- Ss (ற) 1567 3 ௫-7 

  

ட கக் _W2 , ் 

(9) v cle -¢ ), (2) (x?-+4a-+4 2) e* 

  

ஐ 1" (92-41). இ (— 1)" (14-8௯) 

[2 . (௬. 

ஜா (கபட) 
[க 

  

(6) 

டட (க + Apgn-tbin (n- 1) 
(da) {-1)2 2 {= i



12. 

14. 

இயற்கணிதம்: 

  

  

  

இடற படான் 

n+l 

(௩ 
6 ௫-1) 

ங் 

பயிற்சி 9 

4 4 டம் ப 
+ (@) 1083; (6) loge ps (6) loge 3 (8) | loge2s 

1 1 ட்டு 
(6) 1௦௦2-5: (7) -248 1௦ ௩ - 25: 

  

3 1 .. log, 2. 
(g) 4 loge? — ர (6) “gy loge 125 0) log. 3”. 

(2 poy tlogs (1-2); (ke) loge 3+ (1) log. 3; 

  

. 1] 1 l+<z . of ட 
(௬) த {2 + 8 log, (4) ; ’ (3) ஓ loge 25 

(0) log.2~ 5 (p) log. 27-3. 

: . 2 டம்... 
(1) ௩-3 ஆனால் ரான் 88 ஆனால் ae 

(1) ௩ ஒற்றைப்படை யெண் ட் 

a க் 3 
௩ இரட்டைப்படை: = 

2°8332 15. 0°2877



விடைகள் .: ட ப இகர 

3. 

10. : 

1], 

12. 

13. 

ரக, 

18, 

19, - 

20. 

பயிற்சி 10 (i) 

1 1 ‘ 
அ; ம் உர டம் ;, 
  

அ 1[க1? 5 * [n+l 
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