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அணிந்துரை 

(திரு இரா. நெடுஞ்செழியன், தமிழகக் கல்வி-சுகாதார அமைச்சர்) 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கி எட்டு ஆண்டுகள் 
ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் பி.ஏ., வகுப்பு மாண 
வர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் தமிழிலேயே கற்று 

வந்தனர். 1968ஆம் ஆண்டின் தொடக்கத்தில் புகுமுக 
வகுப்பிலும் (817.0), 1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து பட்டப்படிப்பு 

வகுப்புகளிலும் விஞ்ஞானப் பாடங்களையும் தமிழிலேயே கற்பிக்க 
ஏற்பாடு செய்துள்ளோம். தமிழிலேயே கற்பிப்போம் என முன் 
வந்துள்ள கல்லூரி ஆசிரியர்களின் ஊக்கம், பிற பல துறைகளிலும் 

தொண்டு செய்வோர் இதற்கெனத் தந்த உழைப்டி, தங்கள் 
சிறப்புத் துறைகளில் நூல்கள் எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரி 
பர்கள் தொண்டுணர்ச்சி இவற்றின் காரணமாக இத் திட்டம் 
நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும் மன நிறைவும் தரத்தக்க வகையில் 

. ,நடைபெற்றுவருகிறது. இவ்வகையில், கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் 

கலை. அறிவியல் பாடங்களை மாணவர்க்குத் தமிழிலேயே பயிழ்று 
-விப்பதற்குத் தேவையான பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் 
பல்கலைக் கழகம் ஆண்டு தோறும் எடுத்துவரும் பெருமுயற்சியைக் 

“குறிப்பிட்டுச் சொல்லவேண்டும். 

பல துறைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனையோ 
நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில் அரிய முறையில் 
நூல்கள் எழுதித் தந்துள்ளனர். 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளாதாரம், தத்துவம், 

அுவியியல், கணிதம், பெளதிகம், வேதியியல், உயிரியல், வானியல், 
அள்ளியியல் ஆகிய எல்லாத் துறைகளிலும் தனி நூல்கள் மொழி 
பெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இரு வகையிலும் தமிழ் வெளியீட்டுக் 
கழகம் நூல்களை வெளியிட்டு வருகிறது. 

இவற்றுள் ஒன்றான 'இயற்கணிதம்-11* என்ற இந்நூல் தமிழ் 
வெளியீட்டுக் கழகத்தின் 223ஆவது வெளியீடாகும். இதுவரை 
258 நால்கள் வெளிவந்துள்ளன. 

உழைப்பின் வாரா உறுதிகள் இல்லை ; ஆதலின், உழைத்து 

வெற்றி காண்போம். தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் உலக 
மாணவர்களிடையே சிறந்த இடம் பெறவேண்டும்; அதுவே 
தமிழன்னையின் குறிக்கோளுமாகும். தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக் 
கழகங்களின் பலவகை உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் தம் 
மனம் கலந்த நன்றி உரித்தாகுக. 

இரா. நெடுஞ்செழியன்
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11, அணி கோவைகள் 

(Determinants ) 

11-1. ஒருபடிச் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்பதிலும். சில இராசி 

களிடைப்பட்ட சமன் பாடுகளினின்றும் சிலஇராசிகள் விலக்கல் அல்லது: 

நீக்கல் முறைகளிலும் அணி கோவைகள் பெரும்பாலும் பயன்படுத்தப் 

படுகின்றன. இவ்வணி கோவைகளின் அமைப்பு மிகச் சிக்கலான 

(கோவைகளைச் சுருக்கமாகவும் ஒழுங்காகவும் எழுதப் பயன்படுகின் றன 

வாதலின் இவை கணிதத்திலும், கணித முறைகளைப் பயன்படுத்தும் 

'பல விஞ்ஞானப் பிரிவுகளிலும் ஏற்கப்படுகின் றன. 

சர் by j= 0 

G@gxtbey=0 

என்ற இரண்டு சடீன்பாடுகளினின்றும் %, ற ஐ விலக்க, தமக்கு ர; 0 

அதிற், 0 என்ற கட்டுப்பாடு கிடைக்கிறது. இதை, 

a, by | 

a, bs   
என்ற முறையில் எழுதினால், இதுவே, ஓர் *இரு வரிசை அணி. 

கோவை” (Determinant of the second order) எனப்படும். இவ் 

வணி:கோவையில் இரண்டு திரைகளும் (70178) இரண்டு நிரல்களும் 

(௦1019) உள்ளன. 

1141. Gognd, a, x+b,y te, z=0 

agxt+deytegz=090 

agx+bsytegz=0 

என்ற மூன்று சமன்பாடுகளை எடுத்துக்கொண்டு அவைகளினின்றும் 
x,y,z என்ற இராசிகளை விலக்கிவரும் கோவையை (கட்டுப்பாடு) 

காண்போம். குறுக்குப் பெருக்கல் முறைப்படி, முதலிரண்டு சமன் 
பாடுகளைக் கொண்டு, .



2 இயற்கணிதம் 

x = 2 Zz 

6, Cy—bg Cy C1 Ag—C2 a, a, bg—aay by, 

இதை மூன்றாம் சமன்பாட்டில் ஈடு செய்ய, 

85(9) Ca—-bg C1) +ba(c, Ag~Cy 4,)+ce,(a, மட b,)=0 என்ற 

எனப் பெறுகிறோம். 

  

கட்டுப்பாடுக் கோவை கிடைக்கிறது. 

இதை | a, b, c, | =0 

Gg by ey 

a, by ரூ | 

  

என எழுதுவதே அணி கோவை முறை எனப்படும். இது ஒரு மூன்று 
வரிசை “அணி கோவை” (a determinant of the third order) எனப் 
படும். இதில் மூன்று நிரைகளும் மூன்று நிரல்களும் உள்ளன. 
20 ஹூ ஃ.என்பவை அணி கோவையில் ஒரு “மூலகம்” (81) பிராடு. 
எனப்படும். ் 

1112-1 b, Ci | = 43b1Cq—AghgC, +Agb3C,—4,b3Cq 

1 410229-- 25510 
ay by | 

| a, be Cs 

  

என விரித்தெழுதலாம் என்பதை நோக்குவோம். பின் கூறப்படு 
வதைக் கவனிக்கவும் : : 

1. வலது கைப்புறக் கோவையில் 29 அல்லது 6 உறுப்புகள் 
உள்ளன; 

2. ஒவ்வோர் உறுப்பிலும், மூன்று சினைகள் உள்ளன; ஒரு திரையிலிருந்தோ நிரலிலிருத்தோ ஒரே ஓர் உறுப்புத்தான் தோன்று றது; 
3. ஆம உறுப்புகளில் பாதி, அதாவது 8 உறுப்புகள் -- 

குறியீடும், மீதி 9 உறுப்புகள்--குறியீடும் பெ ற்றிருக்கின்றன. 
- மேலும் உறுப்புகளை உற்றுதோக்கினால் அவ்வுறுப்புகள் யாவும் பின்வரும் திட்டப்படி அமைத்திருக்கின் றன : 

(0 க௦,2 என்ற எழுத்துகளை அப்படியே வைத்துக்கொண்டு Ape Sure (suffix) 1, 2, 3 என்ற எண்களை வரிசை மாற்றி எழுதினால் 24826 வெவ்வேறு உறுப்புகள் கிடைக்கும். 

1,2,3; 1,3,2; 2,1,3; 2,891 3,1,2; 3,4, 1



அணி கோவைகள் 8 

(ii) இயற்கை வரிசை (118(078] 01061) ॥, 2, 9 எனக் கொள்ள! 

படுகிறது. இதற்குரிய ர, 45, டூ என்பது, அணி கேோவையின் 
தலைமையுறுப்பு (0ப்001றக4 1210) எனப்படும். அதற்கு 4 குறியீடு 

இடப்படுகிறது. 

(11) மற்ற உறுப்புகளில் 1, 2, 9 என்ற இயற்கை வரிசை மாதி 

யுள்ளது. இதிலொன்றை யெடுத்துக்கொண்டு அதில் பிற்குதி 

வரிசையில் (எ.கா. 9, 2, 1) இயற்கை வரிசையினின்று எத்தனை தேர் 

மாற்றங்கள் (inversions) உள்ளனவெனப்் பார்ப்போம். 

5, 2, 1 என்ற வரிசையை இயற்கை வரிசைக்குக் கொண்டுவர 

முதலில் 1, 3, 2 என எழுதினால் “॥' இரண்டு இடங்கள் மாறுகிறது . 

மேலும் 1, 8, 2 என்பதை 1, 2, 9 என எழுதினால *2' ஒரு இடம் மாறு. 

கிறது. ஆகவே 9, 2, | என்ற வரிசையில் மூன்று தேர் மாற்றங்கள் 

உள்ளன. 

பிறகு 2, 9, 1 என்ற வரிசையை எடுத்துக்கொள்வோம் ; இதை 
இயற்கை வரிசைக்குக் கொண்டுவர 1, 3,383 என எழுதினால் *1* 
இரண்டு இடங்கள் மாறுகிறது. ஆகவே, 2, 8,1 என்ற வரிசையில் 
இரண்டு தேர் மாற்றங்கள் உள்ளன. 

இப்போது ஓர் உறுப்பில் பிற்குறி எண் வரிசையில் ஒற்றைப்படை 
வரிசை மாற்றமிருப்பின் அதற்கு - குறியீடும், இரட்டைப்படை 
வரிசை மாற்றமிருப்பின் அதற்கு 4- குறியீடும் கொள்வதை தெறி 
dpm puradé (Rule) கொள்வோம். 

இந் தெறிப்படி தலைமையுறுப்பு a, 0, 0, போக, மீதி ஐந்து 

உறுப்புகளுக்கும் 4- அல்லது -- சூறியீடு கொடுத்து, அவ்வுறுப்புகளை 
யெல்லாம் எழுதினால் அணி கேரவையின் உறுப்புகள் உரியகுறிக 

ளோடு தோன்றுவதைப் பார்க்கலாம். மேற்கண்டபடி, 

ஏடிர,௦)ன் குறியீடோடு --858,501 (மூன்று தேர் மாற்றங்கள்) 

ஏடிற்ந2ன் குறியீடோடு 4௭,801 (இரண்டு தேர் மாற்றங்கள்) 
ஏ)றடின் குறியீடோரு —A,bace (HH Cpt மாற்றம்) 

ஏம்; டூன் குறியீடோடு —a-bicg (ஒரு நேர் மாற்றம்) % 

ஏடும்) டன் குறியீடோடு, 850, (இரண்டு தேர்மாந்றங்கள்) 

இத் தெறிப்படி அணி கோவையின் விரிவு a,bycy~arbscy 
4 பட்டி மீ2ம்) ர் மஹி 6 -- 809921 எனப் பெறப்படூவதைக் 
காணலாம். 

மேல் கண்டவற்றை இப்போது ஒழுங்காகத் தொகுத்துக் 
கூறுவோம் :



4 . இயற்கணிதம் 

(1) ௬ம்,2 என்ற எழுத்துகளை எழுதி 1, 2, 9 என்ற எண் 
களின் எல்லா வரிசை மாற்றங்களையும், அவ்வெழுத்துகளின் பிற் 
கூறியாக எழுதவும். ஆறு உறுப்புகள் வரும, 

(3) வரிசை மாற்றங்களில் 1, 2, 8 இயற்கை வரிசைக்கு -- 
குறியும், இவ்வியற்கை வரிசைக்கு மாராக உள்ள மற்ற வரிசைகளில் 
எத்தனை நேர் மாற்றங்கள் உள்ளன என்று கண்டு, ஒற்றைப்படை 
தேர் மாற்றங்கள் எனின் - குறியும், இரட்டைப்படை தேர் 
மாற்றங்கள் எனின் 4 குறியும் அவ்வுறுப்புகளுக்கு இட்டு எழுதி 
வரும் கோவையே, ் 

இர] Bb, Cy ன் விரிவாகும். 

ay be Ce 

ay by cg 

முக்கிய குறிப்பு: பின் வருவதை நாம் கவனிப்போம்: 
1, 2, 3 என்ற பிற்குறி எண்களை மாற்றாமல் அப்படியே நிலைநிறுத்தி, 
௪, ம, என்ற எழுத்துகளை வரிசை மாற்றம் செய்து 1, 2. 3 என்பன 
வற்றைப் பிற்குறிகளாகப் பெறும்படி அத்த ஆறு வரிசை மாற்றிய 

, எழுத்துகளையும் எழுதிப் பார்க்கவும் : 

கீழேயுள்ள கட்டத்தில் அவைகளை முதல் நிரலில் எழுதியிருக் 
கிறோம். அவைகளுக்கு எதிராக மூன்றாவது நிரலில் முன்னர் ர. ம், 2 
என்ற எழுத்துகளை மாற்ருமல் நிலைநிறுத்தி 1,2,9 என்ற பிற் 
குறிகளை வரிசை மாற்றம் செய்து எழுதிய உறுப்புகளை எழுதியிருக் 

எழுத்துகளின் ‘ ட ் டம் cy ates நேர் மாற்றங் 1,2,8, வரிசை எண்களின் தேர் 
ae 2 களும் உரிய | MT Dod. a,b,c மாற்றங்களும் 

திலைத்தவை |! குறிகளும் திலைத்தவை | உரியகுறிகளும் 
  

a, bs cy Q a, by cg 9 

@, C, bs Q) — a, bs Ca (14) — 

by Cy ag (2) + ag b; cy (2) + 

by dg eg qi) — a, by eg (1) _ 

C1 ay bg (2) + a, bg cy (2) +   cy bg as (3) ன் as b, Cy (3) —      
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கிரோம். இரண்டு நிரல்களையும் ஒப்பிட்டுப்பார்க்கவும். மேலும் 

இரண்டாவது நிரலில் ஈ, 6, 2 என்ற எழுத்துகள் இயற்கை வரிசை 
களெனக்கொண்டு, அவ் வரிசையினின்றும் பிறழ்த்த வரிசைகளில் 
எத்தனை “எழுத்துகள்! தேர் மாற்றம் என்பதையும் அதற்குரிய 
குறியையும் எழுதியிருக்கிறோம். நான்காவது திரலில் எண்” தேர் 

areas எத்தனை என்பதையும் அதற்குரிய குறியையும் எழுதியிருக் 
றாம். 

இவ்வீரண்டு முறைகளிலும் அணி கோவையின் விரிவு தக்க குறிக 

ளோடு கிடைப்பதைப் பார்க்கிறோம். ஒன்றுக்கொன்று வேறுபாடில்லை 

வென்பதையும் காண்க. " 

17:2. அணி கோவை--பொது வரையறை 

சி) உ... 14 

as ba Cg ons 3 

டடக்! 00 OOF oes oes OTE 

On bn Ca Ea 

என்ற அமைப்பு ஒரு வரிசை அணி கோவை யெனப்படும். இதின் 

ஈ நிரைகளும் ஈ நிரல்களும் உள்ளன. ௩” மூலகங்கள் உள்ளன. இதன் 

விரிவில் 4 உறுப்புகள் இருக்கும். தலைமை உறுப்பான ayby...1, என் 

பது தலைமை மூலை வரையறுப்பு (Prinicipal diagonal term) start 

படும். அதில் 1,2,...ஈ ஆக பிற்குறிகள் எண்களின் இயற்கை வரிசையி 

விருக்கும். இத்த 1 எணகளைக் கொண்டு 2/1 வரிசை மாற்றங்கள் 

செய்யலாம். அவ்வித ஒவ்வொரு வரிசை மாற்றத்தை முறையே 

0,d, 14 Gt Ips Purses கொண்ட ஒவ்வோர் உறுப்பும் இவ்வணி 

கோவையின் உறுப்பாகும். அவ்வரிசை மாற்றத்தில் 1,2,3..் என்ற 

இயற்கையினின்றும்' பிறழ்த்த தேர் மாற்றங்கள் எத்தனை உள்ளன 

வெனக் சுண்டு, ஒற்றைப்படை தேர் மாற்ஐங்களிருப்பின் அவ்வுறுப் 

புக்கு -- குறியும், இரட்டைப் படை நேர் மாற்றங்களிருப்பின் -- குறியும் 

இட்டு, எல்லா வுறுப்புகளையும் எழுதினால் அணி கோவையின் விரிவு 

பெறப்படும். 

இங்கு நாம் கவனிக்கவேண்டிய து, ஒவ்வொரு நிரையிலிருந்தோ 

அல்லது நிரலிலிருந்தோ ஒரே ஓர் எழுத்துதான் எடுக்கப்படுகின் றது. 

இவ்வாறாக ஒவ்வோர் உறுப்பிலும் 1 எழுத்துகளிருக்கும். ஈக்குக் 

குறைந்தோ மிகுந்தோ இருக்க முடியாது. ஓர் உறுப்பில் ர, என்ற
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எழுத்து இருந்தால் வேரொரு ௭, போன்ற எழுத்து அவ்வுறுப்பி 
விருக்காது; 2 என்ற பிற்குறி கொண்ட எழுத்து ஓர் உறுப்பிலிருத் 
தால் டிற்கொரு முறை எந்த எழுத்துக்கும் £பிற்குறியாக அவ்வுறுப்பில் 
தோன்றுது. அதாவது, “எழுத்து என்ற முறையில் ஓர் எழுத்து 
(எத்த பிற்குற்யையுடையதாமினும்) ஒரு முறைக்கு மேல் ஓர் 
உறுப்பில் தோன்றாது. * பிற்குறி” என்ற முறையில் ஓர் எண் ஒரு 
முறைக்கு மேல் ஓர் உறுப்பில் தோன்றாது. எடுத்துக்காட்டாக 
b, தோன்றுகிற உறுப்பில் வேறொரு மம் "தோன்றாது; வேறோர் 
எழுத்துக்கும் 2 பித்குறியாகத் தோன்றாது. ் 

முன் 11:1-:2-ன் குறிப்பில் கூறியது 1 வரிசை பெற்ற அணி 
கோவைக்கும் பொருத்தமாகும். அதாவது, 

(1) எழுத்துகளை நிலைநிறுத்தி, பிற்குறிகளை வரிசை மாற்றம் செய்து, பிற்குறிகள் வரிசையில் தேர் மாற்றத்தை யொட்டிக்குறியிட்டு 
(*அல்லது--), அணி கோவையின் விரிவை எழுதலாம்; அல்லது 

(3) பிற்குறி எண்களை நிலைநிறுத்தி, எழுத்துகளை வரிசை மாற்றம் செய்து, எழுத்து வரிசையில் நேர் மாற்றத்தை யொட்டி 
குறியிட்டு (--அல்லது--), அணி கோவையின் விரிவை எழுதலாம். 

இரு முறைகளும் ஓர் அணி கோவைக்கு ஒரே விரிவைத்தான் 
் கொடுக்குப்ஃ 

: , 
11:21. பல அணி கோவைகளின் மூலகங்கள், 

எழுத்துகளாக அல்லாடீலும் அல்லது 1, 2, 3.. 
தாக, அல்லாமலும் இருக்குமாயின், 
கண்ட முறைகளைத் 

வேண்டும். ஒரு குறிப்பிட் 
பது எப்படி? 

8, 8, ௨..என்ற 
. பிற்குறிகள் கொண்ட 

அங்கு விரிவு காண நாம் முன் . 
தருத்தாற்போல் கணித்துப் பயன்படுத்த 
ட உறுப்பின் குறியை (-- அல்லது--) காண் 

அவ்வுதுப்பில் தோன்றும் மூலகங்களை, முதல், இரண்டாம் 
மூன்றாம், ... திரைகளில் வரும் வரிசைப்படி எழுதுக; அல்லது மூலகங்களை, மூதல், இரண்டாம், மூன்றாம்... Breached agin வரிசைப்படி எழுதுக, பின்னர் ஒற்றைப்படை, இரட்டைப்படை தேர் மாற் தங்களுக்குரிய தெறிப்படி-- அல்லது --குறியிடுக, 

எடுத்துக்காட்டாக : 

1. limon p 

qrst 

“yw 

 



அணி கோவைகள் ர 

என்று அணி கோவையில் Bim ஏ 9 என்த உறுப்பை எடுத்துக் கொள் 
வாம். 

முதலில் Bag ஐ நிரை வரிசைப்படி எழுதினால் mq w 6 sro 

எழுதலாம். இவை தோன்றும் திரல்கள் வரிசை 2,1,9,4 ; ஒரு தேர் 

மாற்றம் உள்ளது எனவே கசூறி--. 

இரண்டாவதாக 8 ஈ ர 12 ஐ நிரல் வரிசைப்படி எழுதினால் qmwB 

என எழுதலாம். இவை தோன்றும் நிரை வரிசை 2,1,3,4; ow Ont 

மாற்றம் உள்ளது; எனவே, குறி--. 

2. 12383 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

13 141516 

என்ற அணி கோவையில் 8-8:10-19ன் குறியென்ன 2 

நிரை வரிசைப்படி இத்த உறுப்பை யெழுதினால், 9:$:19-18; 

இவைகள் தோன்றும் நிரல் வரிசை 9,4,2,1; நேர்மாற்றம் (3-2); 

எனவே, குறியீடு--. 

நிரல் வரிசைப்படி இவ்வுறுப்பை யெழுதினால் 18:10:3:8, இவை : 

தோன்றும் நிரை வரிசை 4,8,1,2. தேர்மாற்றம் (22-11) 5 ; 

எனவே, குறியீடு--. 

ஓர். அணி கோவையில் நிரைகளை நிரல்களாகவும் 

நிரல்களை நிரைகளாகவும், மாற்றி யெழுதினால் அத் துணி 

கோவையின் மதிப்பு.மாருது. 

தெரிப்பு 1 

Ax | a by C1 00K 3 எனவும் A’= 81. ஜே.கே 

Gg bg Comks DB, bg... bp 

an bp கேர 
ky ச, வலியு 

எனவும் கொள்க. 

A, A' carp இரு அணி கோவைகளிலும் தலைமையுறுப்பு 

Ay b9Cg...Ka ஒன்றே.
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Ag உறுப்புகளைக் காண ,ம், ௦... என்ற எழுத்துகளை 
திலைநிறுத்தி 1, 2, 3,...॥ என்ற எண்களை வரிசை மாற்றம் செய்து. 
எழுத்துகளுக்குப் பிற்குறியாக இட Ln உறுப்புகள் பெறப்படும்- 
1, 2, 3,..... என்ற இயற்கை வரிசையிலிருந்து எத்தனை நேர். 
மாற்றங்கள்ஏ ௨உள்ளனவென ஒவ்வோர் உறுப்பிலும் கண்டு, 
ஒற்றைப்படையாயின் -- குறியும், இடட்டைப்படையாயின் -- குறியும். 
இடுக. ன் விரிவு கிடைக்கும். 

&”ன் உறுப்புகளைக் காண 1 2,989. என்ற பிற்குறிகளை நிலை. 
திறுத்தி ர, ச,...6 என்ற எழுத்துகளை வரிசைமாற்றம் செய்து எழுத, 
471 உறுப்புகள் பெறப்படும், எழுத்துகளின் இயற்கை வரிசை 
யான 2, ம், ௦...ுலிருந்து எத்தனை தேர்மாற்றங்கள் உள்ளனவென 
ஒவ்வோர் உறுப்பிலும் கண்டு, ஒற்றைப் படையாயின் - குறியும். இரட்டைப்படையாயின் -- குறியும் இடுக. ன் விரிவு கிடைக்கும். 

இப்போது ௩; 7,” என்ற இரண்டு விரிவுகளிலும் ஒரே உறுப் 
புகள் தோன்றுகின்றன என நிறுவுவோம். 

ஃல் ௭) ம... என்ற தலைமையுறுப்பில் பிற்குறிகளான 1, 9 ஐ 
மட்டும் வரிசை மாற்றினால் ர, ம... என்ற உறுப்புத் தோன்றும், 

கல் சம... என்ற தலைமையுறுப்பின் a, ஐ மட்டும் வரிசை 
மாற்றினால் 6; ஏ... என்ற உறுப்புத் தோன்றும். 

இவ்விரண்டு உறுப்புகளும் சமம் என்று தெரியவருகிறது. 
இவ்வாறே ரூல் உள்ள மற்ற ஒவ்வோர் உறுப்பிற்கு ஒப்ப, அதற்குச் சமமான உறுப்பு ஒன்று ல் உள்ளது என திறுவலாம். 

மேலும், கூன் உறுப்பின் பிற்குறிகளில் எத்தனை தேர்மாற்றங்கள் உள்ளனவோ அத்தனை நேர் மாற்றங்கள் ன் உறுப்பின் எழுத். துகளில் உள்ளனவென்பதும் விளக்கம், 

எனவே, சமமான உறுப்புகள் ஒரே. குறியை (-- HONS! +) 

எனவே A=)’ 

11:8-2. தேற்றம் 2 

ஓர் அணி கோவையின் ஓர் உறுப்பில் ஏூே 
பிற்குறிகள் ஒன்றுக்கொன்று மாற்றப்படுமானால், அவ் வணி கோவையின் மற்றோர் உறுப்பு கிடைக்கும். இவ்விரண்டு 
உறுப்புகளும் ஒன்றுக்கொன்று மாறுபட்ட குறி பெற்றிருக்கும். 

தனும் இரண்டு
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தெரிப்பு : 

A= [a மி. தய ரு அறி 

Ag மிழி. டத ழிக 

ர By. Bnew Ka-Pa 

என்பது ஒரு ஈ-வரிசை அணி கோவையெனக் கொள்வோம்... 

46த4ட என்பது ரூல் ஓர் உறுப்பு எனக்கொள்வோம் (7-4): 

4 என்பது மீதி (2-2) மூலகங்களின் பெருக்குத்தொகையென&் 

கொள்வோம். 7, 3 என்ற இரு பிற்குறிகளை ஒன்று ககொன்று இடம் 

மாற்றினால் 42.4; என்பது கிடைக்கும். உறுப்புகள் அமைப்பு. 

தெறியையொட்டி, 4% 9.4, என்பது ல் மற்றோர் உறுப்பு என்பது. 

தெளிவாகிறது. 

4% ௪.4. என்ற உறுப்பில் இயற்கை வரிசையினின்று ர தேர் 

மாற்றங்கள் உள்ளனவெனக் கொள்வோம். 

இப்போது A % சலட் என்ற உறுப்பை 4). என மாற்ற, ஒரு 

மாற்றம் தேவை; பிறகு .4%,6,/, என்ற உறுப்பின் பிற்குறிகளை 

இயற்கை வரிசைக்கு மாற்ற ஈ நேர்மாற்றங்கள் உள்ளன வென முன்: 

பத்தியில் கொண்டிருக்கிறோம். எனவே, 4 % 91ல் (1-1) பிற்குறிகள: 

தேர்மாற்றம் உள்ளன. 

எனவே 1: இரட்டைப்படையெண்ணாயின் (ஈ--1) ஒற்றைப்: 

படையெண்ணாகும் ; அல்லது ஈ ஒற்றைப்படையெண்ணாயின் (1-1) 

இரட்டைப்படை எண்ணாகும். 

எனவே, ..॥% 24. என்ற உறுப்பும், 464), என்ற உறுப்பும் 

மாறுபட்ட குறிகள் பெற்றிருக்கும். 

4.44. கிளைத்தேற்றம் : ஓர் அணி கோவையின் ஒருறுப்பில் 

இரண்டு எழுத்துகள் ஒன்றுக்கொன்று மாற்றப்படுமானால், அவ்வணி் 

கோவையின் மற்றோர் உறுப்பு கிடைக்கும். இவ்விரணடு உறுப்பு, 

களும் ஒன் றுக்கொன்று மாறுபட்ட குறி பெற்றிருக்கும். 

11:39. தேற்றம் 8 

ஓர் அணி கோவையில் இரு நிரல்கள் (அல்லது இரு 

நிரைகள்) ஒன்றுக்கொன்று இடம் மாற்றிக்கொள்ளப்படு 

மானால் புதிதாகக் கிடைக்கப்பெறும் அணி கோவை 

முதல் அணி கோவையின் மதிப்பிற்கு எண் மதிப்பளவில். 

சமமாகி, மாறுபட்ட குறிபெற்றிருக்கும்.
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11:83ல். உள்ள ௩ என்ற அணி கோவையை எடுத்துக் 

கொள்வோம். கூல் ஆவது திரையையும், ஆவது நிரையையும் 

ஒன்றுக்கொன்று மாற்றியமைத்து &,”என்ற மற்றோர்அணிகோவையை 
அமைப்போம். அப்போது, 

A= 87 நி பட விர 

a; by. கடத வப eo Dr 

௨௨௨ ௭௨௨௨௨௮௧௨௨௨௨௨௬௨௨௪௨௬௨௨௨௨௧௫௨ 

  An மிடி நே வீரே வி 

கீடு | சட சி Qyenky-oeDr 

As Dg... ப விஓ விக 

ஈட. நிர். வயி விர 

௬௧௮ ௮௧௮ 0-ஆ௭:௮ ௨௨ ௨ ௬௭௮ ௬:௭௮ ௭௫-ஷ 6-௨ ௦௮ ஏ.     மி. நர வந வழி 

A® Ag, Bks C ஓர் உறுப்பாக இருக்கட்டும். ௩ல் அதே இடங் 
களில் தோன்றும் மூலகங்களைக் கொண்டு பெறப்படும் உறுப்பு 

42. 2 ே ஆகும். 

எனவே, நேர்மாற்ற நெறிப்படி, கூல் உள்ள 42, Bk, Ch (A® 

உள்ள நிரை வரிசைப்படியும்) 7,'ல் உள்ள .4ஐ Bk, ௦ம் (௩ல் உள்ள 
திரை வரிசைப்படியும்) ஒரே குறியீடு பெற்றிருக்கும். 

ஆனால், தேற்றம் ன்படி, 4, 84; ே என்பது ரூல் (இரு பிற் 
குறிகளை ஒன்றுக்கொன்று மாற்றியமைக்கப்பட்ட) மற்றோர் உறுப்பு 
எனவும், இதன் குறியும் &, விலேயே தோன்றும் எனவும் 42; 2/௨ னே 

குறியும் மாறுபட்டதாயிருக்கும் என வும் நிறுவப்பட்ட து.
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எனவே, Ag ௩லும் ஒரே உறுப்புகள். தோன்றுகின் per. 

மேலும் கூல் தோன்றும் 4 Bk, Cw 

கடல் தோன்றும் 48 24, 0ம் 

.மாறுபட்ட குறியுடையதாயிருக்குமென நிறுவப்பட்டிருக்கிறது. 

. A=-A’ ! ் 

இத் தேற்றம் நிரல்கள் மாற்றத்திற்கும் பொருந்தும். 

11:34 தேற்றம் 4: ஓர் அணி கோவையில் இரு நிரைகள் 

(அல்லது இரு நிரல்கள்) முற்கறாருமை பெற்றிருப்பின் அதன் 

மதிப்பு பூச்சியம். 

தேற்றம் ன்படி & என்த அணி கோவையில் இரு நிரைகள் 

ஒன்றுக்கொன்று மாற்றப்பட்டால், மாற்றப்பட்ட அணி கோவையின் 

மதிப்பு - ௩ என அறிவோம். இப்போது முற்றொருமை பெற்ற இரு 

திரைகளை மாற்றியமைப்பதால் பெறப்படும் அணி கோவை அப்படியே 

தானிருக்கும். 

எனவே, A=—A 

& 50 என்று அறிகிறோம். 

11:47]. கிளைத் தேற்றம் 1 

ஓர் அணி கோவையில் % சார்புடைய இயற்கணி தக் கோவைகள் 

மூலகங்களாயிருந்து 2-8 என ஈடு செய்தால், இரண்டு திரைகளோ., 

நிரல்களோ முற்றாருமை பெறுமாயின், அக் கோவைக்கு (2-8) ஒரு 

சினையாகும். இது மிச்சத் தேற்றப்படி உண்மையாகும். 

11:9:4-2. கிளைத் தேற்றம் 2 

இரு நிரைகள் (இகு நிரல்களே) மட்டுமல்லாமல் 7 நிரைகளோ 

(7 திரல்களோ) மு.ற்றொருமை பெறுமாயின், அக்கோவைக்கு (x-aj 

ஒரு சினையாகும். 

குறிப்பு: நடைமுறையில் இத் தேற்றமும், இதன் கிளைத் 

தேற்றங்களும் அணி கோவை விரிவில் பெரிதும் பயன்படும். 

11:34:93. oar. 1 

ஆர | ர்ச் டு விரிவு காண்க. 

1b BD 

ey
   lec
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இதன் விரிவை ஈன் சார்பெனக் கொள்ளலாம். ரம் என அணி: 
கோவையில் ஈடு செய்தால் இரண்டு நிரைகள் முற்றொருமை பெறு 

கின்றன; அதாவது A\=0 

(௪--ற்) என்பது ன் விரிவில் ஒரு சினை. அவ்வாறே (5-௦) 
என்பதும் (2--2) என்பதும் கூன் விரிவில் சீனைகளாகும். 

ட கன் விரிவு, மூன்றாம்படி பெற்றது, அதில் தலைமையுறுப்பின் 
குறி, அதாவது மடன் குறி --. 

sror3ar A =k (b—c) (c—a) (a—b) 

எனக் கொண்டால் 4-1 என அறியப்படுகிறது. 

=(b—c) (c—a) (a—b) 

எ.கா. 2 

க: (1 வீ உ -ன்விரிவுகாண்க, 

Lee 
| 1 2 2 | 

எடுத்துக்காட்டு (1)ல் கண்டபடி, 

&ன் மூன்று சினைகள் (6-0), (2-௦), (9-6) ஆகும். ஆனால், 
கன் விரிவு 5ஆம் படி; ர, ம், 2 என்பவை சமச்சீர் முறையில் அமைத்: 
திருக்கின்றன. எனவே, 

Ask (b—c) (c—a) (a—b) sro orp Send k=] (a*+b?+c*) 
+m (ab+be+ca) reirp syed இருக்கும்; /, 17 மாறிலி எண்கள்.. 
அணி கோவை விரிவில், ச, ம, ஈன் பீப்பெகும்படி 9 (ஒவ்வொன்றும்). 
{ 1(a® +b? + c*)+m (ab+be+ca) } (b—c) (c—a) (a—b)}-#0 a*, b*, 
c age psrmsure l=0 yeu. 

sor3a, A=m (ab+be+ca) (b—c) (c—a) (a—b) என்ற 
அமைப்பில்தானிருக்கும். 

க்ங்ம் “பீன் கெழு -1. 

22 (சம்-- 6௦4௦௧) (5-௦) (2-2) (2--)ல் ன் கெழு --1. 

ட்ரம் 

ஃ ௧௪-௦9 (0-௪) (௪-) (ச4-162422)
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11:8:5. தேற்றம் 5 

ஓர் அணி கோவையின் ஒரு நிரையில் (அல்லது ஓரு 

கிரலில்), உள்ள எல்லா மூலகங்களும் £ என்ற ஓர் எண்ணால் 

பெருக்கப்படுமானால், பெறப்படும் அணி கோவை, முதல் அணி 

கோவையைப் போல & மடங்கு இருக்கும். 

ஓர் அணி கோவையின் விரிவு காண ஒவ்வோர் உறுப்பிலும் 

.. ஒவ்வொரு நிரை அல்லது ஒவ்வொரு திரலிலிருந்து ஒரு மூலகம் 

எடுக்கப்படுகிறது. 

எனவே, ஒரு நிரை அல்லது ஒரு நிரலிலுள்ள எல்லா மூலகங் 

களையும் £ ஆல் பெருக்குவதால், அணி கோவையின் ஒவ்வோர். 

உறுப்பும் & ஆல் பெருக்கப்படுகிறது. 

11:85:71. கிளைத் தேற்றம் * 

ஓர் அணி கோவையில், ஒரு நிரை அல்லது ஒரு நிரலில் உள்ள 

மூலகங்கள் 72 என்ற ஒரு பொதுச் சினை பெற்றிருப்பின், &ஐ அணி 

கோவைக்கு வெளியே ஒரு சினையாக எடுத்துவிடலாம். 

11:9:5:2, கிளைத் தேற்றம் 2 

ஓர் அணி கோவையில் ஒரு நிரை அல்லது நிரவிலுள்ள 

மூலகங்கள் முறையே மற்றொரு நிரை அல்லது நிரவிலுள்ள மூலகங் : 

களைப்போல & மடங்கு இருக்குமானால், அவ்வணி கோவையின் 

மதிப்பு பூச்சியமாகும். 

11:8:5:3. விளக்கம் ॥ 

(ய i ka, by C71 =k a, by Cy 

| kag மிட ட ag by Cy 

kag bg 0 ag bsg நே 

a, 91 Cy =0 

(இரு நிரைகள் 
21 | முற்றொருமை) 

Q) Jar ம) ௨ [எக 
  

& - >
 

- ka, kb, ke, 

a
S
 

Q o >
 

o ag ட C8 Cs
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11:89:54. எ.கா. 1. 

be a a’ = 11 @ ச 

ca b by டச் ச்” 

ab c ¢? 1 ¢, ¢ 

= (b—¢)(c—a)(a—b)(be+ca+ ab) என திதுவுக, 

A= [bc a a?* 

ca b L* 

ரம் உல 

முதல், இரண்டாம், மூன்றாம். நிரைகளை முறையே ௫, ம, 2 ஆல் 

பெருக்கிளுல், 

Aabe = | abe @ a* 

ab; b* 5 

abe c® 2 

= abe|[1 சூ க 

1 5? BF 

1 2 2 

ப த BF 

1c? உ 

வலது கைப்புற அணி கோவை 

(6-9 (6-௮ (மம்) (62-4௦2--40) என முன்னர் 11:9:4:8(2)-ல் 

நிறுவப்பட்டதைக் காண்க. 

01 1 ந 210 ந. ழ் ௪ 

1 Oc* B? 0c b 

Le? 0a c 0 a 

எ.கா. 3. 

a 
>
 

1b a 0 

con DHS
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வலது கைப்புற அணி கோவையை 74, எனக்கொண்டு, ஆதில், 

இரண்டாம், மூன்றாம், தான்காம் நிரைகளை முறையே bc, ca, ab ஆல் 

பெருக்குக, 

Abe: ca‘ab=)} © a 

= abc|0 a 

ry
 

=a*b*c? [0 

1? 

உர 2282 றத்] 0 

-
 

ரூ
 ம்.

   1 b? a? 

abe c?a 0 

b 

ab? a®b 0 

1i1ii1 

1 0 த்? 

07” 

b 

abc 0 bc? bre 

88. 

  

ce 

abe ab? a®b 0 

1 0 be*® Be 

tc?a 0 ca’ 

முதல், இரண்டாம், மூன்றாம் 
நிரல்களிலிருந்து பொதுச் 
சினயான a,b, c= அணி 

கேகோவைவக்கு வெளியே, 

கொணர்க. 

4. இடது கைப்புற அணி கோனவ. 

எ.கா, 8, 

1 1) Inz 

Imp m*q mor 

3 நா” ர 

ston F giays. 

=[m*n* |x y z 

ம 9 7 

[mn ட்
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இடது கைப்புற அணி கோவை 

முதல், இரண்டாவது, மூன்றாவது சர |" my nz 
நிரைகளினின்று முறையே தூ ஈ, ஐ 

      

Ip mq nr வெளிக் கொணர்க. 

I? m? n? 

கர் உற | முதல், இரண்டாவது, மூன்றாவது 
நிரல்களினின்று முறையே 1, m, ஈஜ 

2 8 7 । வெளிக் கொணர்க. 

(7 mn 

பயிற்சி 11 டு 

பின்வருவன வற்றை நிறுவுக. 
1. 11 b+e b*+c® | =(b—cKe—al(a—b) 

1 c+a c*+a* . 

1 a+b a*+5* 

2. | (b+c)® சீ a =2abe (at+b+c}? 

8 (௩௮ 4“ 

6 c* (a+b)* 

  

8, Qsmat+dic ஆனால், 

a®  (s~a)? (s—a)* | =25*(s—a)(s—b)(s~c) ப 

டி” ச (s—b)? | 

(2-௦ (s—c)* சீ 

4, |a-—b~c 2a சே | =(a+b+c)® 

| 2b b=-c—a = BH 

28 22 c—a—b 

5. | @ b | =(*—c)(c—a)(a—b)(be+ca4 ab) 

க ரீ ் 

be ca ab’ . 4
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6.13 1 2 1 | =xyz 

1li+x 1 1 

1 st ity 1 

1 1 2 142 

7 |1 @ a®* at 

1 b b* b* 

hoc c® 2 

1d d* 4a* 

a—b) (a—c) (a—d) (b—c) (b—d) (c—d) (a+ b+c+4) 

சர a*—{(b—c)* be | =(b—c)(c—a)(a—b\(at+b+c) x 
(a* +b* +c") 

த்? b*—(c—a)* ca 

॥ oN
 

x 

ce? சி. ர ab 

9. O xy yz zx | =x*y*2* 0 1 4 1 

Oe 

xy O 2x gz பந ற   2* 

- t 
yz zx O xy 1 0 31 

1 
—3 1 2 0 

zx yz xy 0 நூ 

31-4, அணி கோவை: சீறி (410௦7) 

வரையறை : 
| 

& என்ற அணி கோவையில் * நிரைகளையும் அவைகளுட 

னிணைந்த நிரல்களையும் விலக்கினால் பெறப்படும் அணி 

கோவை, ன் ஒரு “ஆவது சீறி ' (7(6. ஈர்ற௦௦) எனப்படும். 
அது (7-7) வரிசை பெற்ற ஒரு புது அணி கோவையாகும். ஒரு 

நிரை அதனோடிணைத்த ஒரு நிரல் மட்டும் விலக்கிப் பெறப்படும் 

அணி கோவை ரன் “ஒன்றாவது சீறி' (First Minor), இரண்டு 

திரை நிரல்கள் விலக்கிப் பெறப்படுவது கன் *இரண்டாவது சீறி! 

- (Second Minor) எனப்படும். 

2
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ர், தோன்றும் நிரை நிரல்களை நீக்கி எழுதப்படும் அணி சோவை 
&ம். அல்லது 2”, என்று குறிக்கப்படும். இது ஓர் “ஒன்றாவது சீறி” 
யாகும். 

எகா. 

கக்கிய ௪ | மட உ dy 

  
டி ரூ தீத 

a c, dy 

க்ரீமி எ (உ மிட cy 

a, by cy! 

ag bg Cg ! 

இவை முதல் சீறிகளாகும். 

முதல், மூன்றாவது நிரை, நிரல்களை நீக்கி எழுதப்படும் 
இரண்டாம் சீறி- (by dy 

  by 84 
குறிப்பு : 4, என்ற மூலகத்தை நீக்கும்போது, ம, தோன்றும் 

திரை நிரல்களை தீக்குகிறோம். 

11:41, ஓர் அணி கோவையின் விரிவு 
ஸ்ஸ் 

& fay Dy பூவ nee Dy 

Ay by 0 வட வறிட 

ee ies ee ன் 

Oy Be புவி 

க கேட்வே mee 

aa Da CoKaeeeDa
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என்ற அணி கோவையை எடுத்தக்கொள்வோம். 

இதை &-[8)ம5098. மிர] என்றும் எழுதுவது மரபு. 

இவ்வணி கோவையின் விரிவிலுள்ள உறுப்புகளைப் பின்வருமாறு 
வகைப்படுத்தி எழுதலாம். 

(1) ஈட என்ற மூலகத்தைக் கொண்ட உறுப்புகள் 

(2) a, ” ரூ 3 

(9) ag 9? ss 59 

(0 an ன ” 99 ” 

கூ விலுள்ள ஒவ்வோர் உறுப்பும், ஒவ்வொரு திரை, திரலிலும் 
ஒரே ஒரு மூலகத்தைக் கொண்டிருப்பதால், மேலே வகப்படுத்திக் 

- கூறப்பட்ட உறுப்புகள் யாவும் கொண்டதே ன் விரிவு ஆகும், 

A=a,A, +4gAq ர் ௯௮௧௦ 1 சிடு என் எழுதலாம். 

அவ்வா3ற 

கம்ம... ஏமி. எனவும் 7 . ட 

: 21 ரே +itgCgt... ச்சே எனவும் ore மூலகங்கள் 
சககொண்டவை 

கறி மதர் வர்ற எனவும் ] 

& சசிக மிர டுடே... உபி, எனவும் ) 
. அ ரதி +bh,Be டிஷ்... “றி எனவும் ல்கள் 

டண | கொண்டவை 
ரரி, ட்ம்மிடா டூடே oo +DaPn எனவும் J 

எழுதலாம். 

A, என்பது ௬ என்ற மூலகத்தின் இணைச்சினை (0௦ factor) 
எனவும் 85 என்பது 4, என்ற மூலகத்தின் இணைச்சினை எனவும் 

கூறப்படும். 

(1) இப்போது அணி கோவையின் விரிவில் ர; தோன்றும் 

உறுப்புகளைப்பின்வருமாறு பெறலாம். 

A, boCg..Pn TTD தலைமையுறுப்பைக்கொண்டு, ர;ஐ ஐங!/௫ 

நிலைநிறுத்தி, பின்னர் தோன்றும் 2,8...ஈ॥ என்ற பிற்குறிகளை 

அரிசை மாற்றம் செய்து முறையே ம, 6, . ற-க்கு இட்டால், வரக்கூடிய 

"உறுப்புகள் யாவற்றிலும் 8, தோன்றும்.
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ஃ ஏட தோன்றும் உறுப்புகள் ரஏ)[2,25 ரரி. 
இது 4; 3, 0ே...00] என்ற அணி கோவை. 

(2) ௬ தோன்றும் உறுப்புகளைப் பின்வருமாறு பெறலாம் 
ஈ)ம்...நல் 1,2 என்ற பிற்குறிகளை ஒன்றுக்கொன்று இடம் மாற்ற 
சஹ... என்ற உறுப்புக் கிடைக்கும் -ர,ஐ அங்கே நிலை 
நிறுத்தி, பின்னர் தோன்றும் 1, 8,...ஈ என்ற பிற்குறிகளை வரிசை 
மாற்றம் செய்து முறையே ம், ஈ....ற-க்கு இட்டால் வரக்கூடிய உறுப் 
புகள் யாவற்றிலும் ர, தோன்றும். 

உ... தோன்றும் உறுப்புகள் -- உ, [O1¢8-+-Dal.- 
BQaG Ag=—[b1Cg...Pn] over 2) o0fl Garona, 

(3) ௬ தோன்றும் உறுப்புகளைப் பின்வருமாறு பெறலாம். 
412500. வறரல் 3, 9 என்ற பிற்குறிகளை ஒன்றுக்கொன்று இடம் மாற்ற 
* சூ .றஉ என்ற உறுப்புக் கிடைக்கும். இது -- குறியுடையது 3 
ஏனெனில், ஈ30,01...0டல் 2 நேர் மாற்றங்கள் உள்ளன. 

,ிஐ அங்கே திலை நிறுத்தி, பின்னர் தோன்றும் 2, 1. ஈ என்ற 
பிற்குறிகளை வரிசைமா ற்றம் செய்து முறையே ம, ஈக்கு இட்டால், 
வரக்கூடிய உறுப்புகள் யாவற்றிலும் ஈட தோன்றும். 

ஃ ஏடி தோன்றும் 'உறுப்புகள் 42,1942... 
இங்கு கீ5-- * [2421 றி என்ற அணிகோவை. 

11:41:31. இப்போது 11-40 ser *சீறி' களுக்கும் *இணைச்சினை* 
களுக்கும் உள்ள தொடர்பை எளிதில் காணலாம், 

கிரு இரு A’, 

A,=—Aa,=—A’, 

கீடு கரக A’, 

பொதுவாக A,=(—1)'-*Aag,=(—1)'-14’, 

An=(—1)°* Aan=(—1)"=14', 

“ A=, Adi—a, Adgtay Aagt...... +(—1)-"¢, Aa எனவும், கூன் விரிவைச் சீறிகளின் துணைகொண்டு erp wench, n ௩ 

குறிப்பு (1) 
இணைச் சினையை, உரிய குறியிடப்பட்ட சீறிக் ‘ 

கொள்ளலாம். நிக்குச் சமமெனச் ,
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குறிப்பு (2) 
எ ann மீ,க்கு உரிய இணைச் சினை யென்னவெனக் காண 

(1) முதலில் ரீ, முதல் நிரலுக்கு வர 8 நேர் மாற்றங்கள் தேவை. 

ஆகவே, புது கன் மதிப்பு - குறி பெறுகிறது. 
(1) இப்போது புது சூல் ரீன் இணைச்சினை- (--1)5 றற, 

(1) (ம்(1)ம் ஒப்பிட 0, குறி4-, அதாவது D,=Ady 

| கீ | சழ 5, 00. சற 

ag by Cy ச... Ps 

es bs Cs @3-.-Dg 

௪5 bs Cs €5-Ds 

ose eve eee eae     Qn On Ca Cn» Pn 

41°51. Gsppeb 6 

ஒரு அணி கோவையின் ஒரு நிரையிலுள்ள (அல்லது 

நிரலிலுள்ள ) மூலகங்களை மற்றோர் நிரையிலுள்ள (அல்லது 

நிரலிலுள்ள) ஒதத மூலகங்களின் இணைச் சினைகளால் பெருக்கி 

வரும் தொகைகளின் கூட்டுத் தொகை பூச்சியமாகும். 

அதாவது ஈகி ர்ச்விர்டிடோ்...ஈரமி0 என்பது தேற்றம். 

&* (2ம....00) எனக் கொண்டால், ௩௭,446, 2,4௦௦: 

ச்றமீ) என்பது நாம் கண்டோம். இங்கு 4, £,,...)ல் முறையே 

கம்பி தோன்றுது. 

இப்போது "ஆவது நிரையில் a,, ச,...க்குப் பதிலாக முறையே 

Aq, sy என்ற மூலகங்களைப் பிரதி செய்ய, இவ்வாறு பிரதி செய்யப் 

பட்ட அணி கோவையின் மதிப்பு எச ரம் கோவ 

ஆகும். ஆனால், ௩ல் ஆவது திரையும், ஆவது நிரையும் முற்றொ 

ருமை பெற்ற தாகலின் A’=0 

0247 +b.B + ப்ரோ அ +psPr=9
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எடுத்தக்காட்டாக, 

A=|4 by Cy ல் 

  

Gy by Cy 

  ag bg Cs | 

A, =byCg—Dbacy 

As=—(b,Cy—bgcy) 

Ag=b,Cy—bacy 

A =4,A,+4,Ag+03Ag 

= Gy (DgCg—bgcg}—04(b, Cg —b gc) +49(b 103 —F 41) 
A® bj, be, bg go apmpGw A;, Aa, 419 ஆல் பெருக்கிக் கூட்ட, 

bi (b3Cg—bg¢g)—b9(b1.0g —bg¢1) + bg(b1Cg—b gc) 
=D bacy —bbgCg—bybacg +bgbgcy +b bgcg—bebgc,=0 

அதாவது, b,A,+b;A,+b,d4g=0 
அவ்வாறே c,A,+egAgtc34,=0 

திரைகளை யொட்டி, 

A=4,4,+5b,B,+¢,C, 

0=a,4,+b.B, +¢,C, 

O=0,A4,+b,B,+¢,C, 

11:5-2. தேற்றம் 7 
ஓர் அணி கோவையில் ஏதாமொரு நிரலில் (அல்லது 

நிரையில்) உள்ள மூலகங்கள் யாவும் இரண்டு எண்களின் 
கூட்டுத்தொகைகளாயமையுமானால், அவ்வணி கோவையை, 
இரு அணி கோவைகளின் கூட்டுத் தொகையாகக் 
கொள்ளலாம். 

& 5 | ரல ம்; ச எனக் கொள்க 

கோல by பவற 

eee ose 

eos 

ரஸ் Pn Cn..-Da 

நிரல் வரிசையில் இவ்வணி கோவையை விரித்தெழுத 
&ஈ (சடார் ௭04, + (a3 + dy) Ag +. + (ர * ௮04... இங்கு
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44), கிரீட என்பவை முறையே முதல் நிரலிலுள்ள மூலகங்-ளின் 
இணைச்சினைகள். 

Pre A=a,A; + AgAg + eee t+GnAn 

+l :Aitoledgt... toladn 

=A, tA 

கட” (உட 4). p1 

சட bg...Da 

Gn இடம 

De = {ol சிற] 

os 5e...Ds 

oln BaeePn 

11-5-2:1. கிளைத் தேற்றம் 1 

ஓர் அணி கோவையில், ஏதாமொசகு நிரவில் (அல்லது நிரையில்): 

உள்ள மூலகங்கள் யாவும் இரண்டு அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட 
எண்களின் கூட்டு அல்லது குறை தொகைகளாயமையுமாயின், 

அவ்வணி கோவையை அத்தனை அணி கோவைகளின் கூட்டு 

HAVE! GMP தொகைகளாகக் கொள்ளலாம். 

விளக்கம் : 

a,—hited’: சிட் 8 ௪ [8,9528]--[1)85%]* [45,228] 

வர்ல by Cs 

ag—odlgtol's bg ரூ 

1145-22. கிளைத்தேற்றம் 2 
ஓர் அணி கோவையில்; ஒரு நிரலிலுள்ள (அல்லது நிரையி 

லுஸ்ள) மூலகங்கள், மற்ற நிரல்களிலுள்ள (அல்லது நிரைகளிலுள்ள)
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மூலகங்களை ஒரே மாறிலிகளால் பெருக்கிக் கூட்டி வரும் மதிப்பு 
களுக்கு முறைப்படி சமமாகுமானால், அவ்வணி கோவையின் மதிப்பு 
பூச்சியமாகும். 

விளக்கம் : 

ma,+nb, a, சீட [- |) ஈட 5, 4 nb, a, b, 

mag+nb, ay be ma, ds by nba as de 

ma,+nbg ds bs mag a, bs nbz dg by 

mia, a4, bj,+n]b, a, ம், 

Gay ay by bs ௨ ம், 

ag ag bs bg ag bs 

= 040 

il ° 

11°53. தேற்றம் 8 

ஓர் அணி கோவையில் ஒரு நிரலிலுள்ள (அல்லது நிரை 
யிலுள்ள) மூலகங்களுக்கு முறையே மற்ற நிரல்களிலுள்ள 
(அல்லது நிரைகளிலுள்ள) மூலகங்களை (அல்லது அம் மூல 
கங்களைக் குறிப்பிட்ட மாறிலி எண்ணால் பெருக்கி வந்த தொகை 
களையோ; கூட்டினால் (அல்லது கழித்தால்) பெறப்படும் அணி 
கோவை முதல் கொடுக்கப்பட்ட அணி கோவைக்குச் 
சமமாகும். 

அதாவது, 

A= 81 b, ரே = a,+mb,—nc, by Cy 

a, ம, ழே ag +mba—nc,g b, Ca 

as bs Cg ag +mbs—mnc, bs Cg 

என்பது தேற்றத்தின் ஒரு சிறப்பமைப்பு, 
இரண்டாவது அணி கோவை 

= ay, ம், Cy +m ம் b, ரே —n 

ag bs 86 b, bo Ca Ca ம, Ca 

as bs நே bs bs ca | Cg bs Cg
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எ [ஏழ சீட 8 

A, bg Ce 

ag bs Cg 

ஏனெனில் மற்றிரு அணி கோவைகளில் இரு நிரல்கள் முற் 

றொருமை பெற்றவை; ஆகவே, அவை தனித்தனியே பூச்சியமாகும். 

11-53. எ.கா. 1 

ae b | mat bt eh Babe 

  

  

bae 

|. ba 

என நிறுவுக. 

A=ala cj—b[c bi +cje b 

b a@ b a ae 

  

    

  

  

  

=a(a* —bc)— b(ac—b*) +e(c? —ab) 

=q®+b® +c®—3abe 

மற்றொரு முறை : 

8 (1) +B (2)+ B (3) my Bod (1) ஆக எழுதினால், தேற்றம் 

கின்படி (11-58) 

A=|atbte 2 ‘| 

  atb+e ac 

| tbe b | 

=(a+b+c)|1 ¢ ம் | 

hae 

ls ba 

=(atbt+e)x { 1(a®—be)—1(ac—b*)+1(c* - ab) } 

=(a+b+c) (a* +b? +c*—ab—be—ca) | 

=a? +b*+c*—3abe 

  

 



96 இயற்கணி தம்: 

எ.கா. 2 

A= | 23 4 | ன் மதிப்பைக் கணக்கிடுக. 

  

        

  

  

  

    

  

  

    

8945 

lass 
A=2[4 5]-3/3 4] 44] 38 4 

5 6 5 6 4 § 

= 2(24 —25)—8(18—20) + 4/15— 16) 
௪240-4 

=0 

எ.கா, 9 

0x yz =x*+y* 4+ 24—2x2y4 25272 978y> 

என நிறுவுக. 
2 zy 

| 
20 ந 

zy x 0 

A=0/ 0 “2-5 x y 77 X y zi-—z{x y | 

20 ந | 0 x 0 தற 0 2 
| ly x 0 ly x 0 iy x 0 |20 %   

    

முதல் அணி கோவை-0 

இரண்டாவது அணி கோவை 

=—3xfx (0—x?)— 2(0—xz) +y(xy—-0)] 

ஜர் பறம நற 

அவ்வாறே மூன்றாவது அணி கோவை-ந* —y*z?—y* x? 

ப்] தான்காவது ல ae —z?y? 

“ A=x*+y*+24—2x%y%—9y222_ 97352



அணி கோவைகள் ர ட or 

எ.கா. 4 

| &-1[2 ச் 2]ன் மதிப்பறிக 

hb f 

le fe 

A=a(be—j*)—A(ch- fg) +8 hf- ba) 

=abc— af*—ch* +fgh+ feh—bg? 

=abe+ 2fgh—af*—bg*—ch* 

  

  

எ. கா. 5 - 

ந 7 11௬0-௮024 த2)(2-4) என நிறுவுஈ.. 

  

  

aA x nl 

i | 
A BP x t 

ar   

Boos (2)— Beng (1); Boos (3)— Boos (1); நிரை (4)- திரை (1) 

செய்து எழுதினால் 8ஆம் தேற்றப்படி (11 5 3) 

A= x / lm 1 

வற ஜர் நா 0 

4-௪ B-l x-m 0 

al-x B-l Y~-m 0 

=—{t l m x 
முதல், நான்காவது நிரல் 

x-l n-m Ao-* 1 gay ஒன்றுக்கொன்று மாத் 0 

0 B-l x—m ௭2 றல் ; குறிமாறும். 

0   B-l y-m d-*x 

=—|[x-l n-m d-x] +0+0+0 

B-—-l x~m d-x 

B-l y-m லு    
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ஊ( 20) நர் ந 1 

| 3-7 x—m. 1 

2-1 yY-m 1 

== (x— 1) | x—l n—m 1 

மூன்றாவது நிரலிலுள்ள (4--ஐ) 
என்ற சின௯ய வெளியே எடுத்தல் 

  

B-—l x—m ‘| 

B-l y—m 1 
திரை (2)--நிரை (1); திரை (9)--நிரை (1) (8ஆம் தேற்றப்படி) 

குலவி] ந-7 ந | 

B-—x x-—n 0 

B-x Y—n | 
அரோ) ம உர றவர் | 

முதல், மூன்றாம் நிரல்களை மாற்றல். O x-n B-x   
lo Y-n B-x 

0-௮) (6-௪) (8-ஜ-(-ஐ (8-௮ 
= —(x~ol) (8B —x) (x—n—Y +n) 
=(x—ol) 1x- B) (x—Y) 

எ.கா, 6 

கு ஏழ ர ac ad 

    

எக்கிக் 134... என 

ba b*+1 be bg | Pune 
| ca ch c®+1 cd | 

| ச். த d41| 
L=abed கடம் ந ர த 

a ன் 6 d
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Boog (2)—Beor (1); Boor (8) - Bae (1); நிரை (4)--நிரை (1. 

Az=abed 
ati b «¢ ad 

@ 

1 1 

a - * 

-~' 9 Lo 
a 8 

1 4 
—a 1 ise 

நிரை (1) 4 நிரை (2); நிரை (9)--நிரை (2); திரை (4)--நிரை (2): 

  

      

A=abed a ற்ப ம் மீ 
b 

-- 4,00 
a 

1 1 ௦ > 0 

1 i 

=abed A’ 

A’=a 1 1 a 
+ 0 0 ர் “ர b+ ந 2 8 

1 1 aa 
~ be 0 be 

1 1 1 1 

afl 1 - 1/0 படட d} ae +3 b+ 8
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4 ச 

A"® peor (1)+ திரை (2); திரை (9)--நிரை (8) 

க ரூ] b ct+t— நி 

வ
ு
 ற 

1 1 
0 ao சே 

d 

[அ] [ர cat பி 
b 6 1 சீ 

+   
aba பூ abed = abe 

b d 2 1 
cad * “abe + “aoa + bea 

A =abed At 

= “acd 

1 a 

“ கிரா 

ல் 5 d 6 1 = 04 bed * “cad + “abe + apg + னை] 
= AP +b? 40% +d" 41, 

சர, 7. 

A = 3 2 1 
41.ன் மதிப்பென்ன ? 

15 29 2 44 

  

16 8619 #3 #497 

  

33 90 8 38 

At Bre (4)— Bred (1)— Dyed (3) 
A = 3 2 1 0 

15 29 2 ~3 

=
 6 19 3 —2 

| 
| 
| 33 39 8 —~3



அணி கோவைகள் 

இங்கு நிரை (2)--நிரை (4) 

A= 3 2 1 0 

-18 —10 -6 0 

16 19 «3 -2 

33 39 8 —3 

இங்கு fas (2) +6 % நிரை (1) 

A=;3 2 1 0 

0 2 0 0 

16 19 

989 

ப +
 bo ௮ 

ஓ
 

௮ 

oo
 | ns 19 16   39 33 8 —8   

=2[3,-9+16,—1(— 48+ 68)] 

=2(2) -18) 

=6.



4a 
இயற்கணி தம் 

எ.கா, 8 

தீர்வு காண்க: 

a—x ௪ b =U 

c b-x a 

b a c—x 

Bred (1)+(2)+(3) 
A = [atb+e-x 6 b 

atb+c—x b—-x a 

at+b+c—x a ¢c—x 

=(a+b+c—x)|1 c b || £3 

1 b-—x a 

1 a se-x 

ஃ x=ath+c)o@ Bia, 
& S'=]L c¢ 2 (0 

1 b—-x a 

1 a ¢-x 

Bens (2)— feng (1); நிரை (8)--நிரை (ty 
” Al=]1 2 b =0. 

0 b-c—x a—b 

0 a—-c c—b-x 
oe (6—c—x)e—b ~x)—(a—~by(a—c)=0° 
ஸ். (ரம) (x+b—c)=(a—b)(a—c) 
os x*—(b~c)* =(a—b)'a—c) 

x*=(a—b)(a—c)+(b—¢)2 
=a" +b* +0 —gh—be—caq 

ஃ க்ரைம் 
ஃ. தீர்வுகள் (ஈ4-0-4-2; *V a? +5? 4 8 ab —bemeas



அணி கோவைகள் 

எ.கா. 9 
ஸு * 

A =: 1+x 1 1 உ டட =(n+x)x"— 

1 நற ந ் 

| 1 1 நற... 

| 

ந 1 = 1x 

என நிறுவுக. 

கூட்டுக. 
(ஆவது நிரல் முதல் (7)ஆவது நிரல் வசை நிரல் (1) உடன் 

A= n+x a 1 ooo | One woes 

n+x 14x Lo. வெவ் 

n+x 1 ந we ஒஷம் 

n+x ந ம் கெ 1+x 

=(n+x) | 1 1 Lo. eek 

1 நீறு 1 1 

4 1 tex. wt | A 

1 1+x 

1 1 | ஜ் 

I, 14+x 1 , 

14 1 1+z |



B4 ; இயற்கணிதம் 

1 1 ந வ் ! 

oe A=(n+x) x 

மாற்று முறை: (க) என்ற அணி கோவைப் பகுதியை எடுத்துக் 

கொள்க. 

  

1 1 1...14+x 

திரை (2)--திரை (1); நிரை (8)--நிரை (1)... செய்தால், 
அணிகோவைப் பகுதி | 1 1 121 | 

0 x 0...0 

ee xn-2 

ec A= (n + x)xe-2 

பயிற்சி 11 (11) 

1. | a a® a’—x | -0 ஆனால் 802-% என நிறுவுச . 

| b 55 ந 

e c® மீற 
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ta bt+e ; =Ocrar Dyas. t-
2 

1 b ct+a 

1 ¢ atb 

8, | (b+c)? a* 1 [= —2(b—c) (¢—2@) (a—b)(at+b+c) 

(24௪) B® 1 wor Boers. 

(a+b)? c®? 1 

4, |bte cta ௭௬0/௪ ம 2 1என நிறுவுக 

bee’ 2ம் சம் a bc’ 

b’ +e" மற a’+b’ a" b’ 67 

As . fita 3 1 1 5, fl+ta [mabed(1+ 54544 +7) 

1145 1 #1 
| சன நிறுவுக, 

ji 2 Ite 2 . 

L 1 #1 i+d   

  

இதையொட்டி 

1+a 41 % வ! மூலகங்கள் 

1 14+5 1 a woe seveneresece 

1 1 t+e 1 woe won sen ees oon 

i 1 1 1 cecconnco lh +7 

1 1.3 1 
= Abcd......0 (சே ச் + pt 2 tn or நிறுவுச. 

9-0 ௦..௨௩௪ ஆனால் இவ்வணி கோனவயின், மதிப்பறிக. 
(எடுத்துச்சாட்டு 9 காண்க)



10. 

il. 

இயற்கணி தம் 

௭0 என நிறுவுக, 

2x 4x ¢ 

8x 6x e 

r
w
 

 
&
 

4x 8x g 

1 2 15 14 4 {=O cer Ansys. 

12 6 ர 9 

8 10 31 5 

18 3 3 16 

b b | =—(a—b)* crar திறுவுக.. 

8 a er
 

&
 

a 

aabea 

bbba 

1 be be(b+c) |-0 என திறுவுக... 

1 ca ca (c-+a) 

1 ab ab(a+b) 

1 i 1 3 | =16 sar Anas. 

ந் 1 -1 1 

~1 i 1-1 

எம் வற் 3 1 

சர்ச் x yz | =(a+b)(b+e) (c+4)(d-+a} 
0 b+c Zz x என நிறுவுக. 

0 0 சமீ ந   0 0 0-4+a
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(y—-z)? 

2 

y? 
12. 2 

(x—z)?” 

x? (x+y) 

௪ P 

ழ் 

13, —y ச் | நறு y 

Sy xy D 

ச சீ 

தீர்வு காண்க. 

1 2x+1 

x—y 

14. 

3x+8 9 =0 

6x+5 7% 

5x+6 5 

4x+5 2 

1 3x+6 

உ ரே 3x44 2 

45. j-1 b c 

a 

-1 d 

அந 

b 

b 

a   a 8 

37 

=I(xy—yz—2x)* ver Ones. 

=x(x—y) (7—2y) ser Dyes. 

d |= (a+1) (b+) (e+1) (641) 
1-4 

ம 2 a ati 6 be a 
+1 ¢c4+1 ati 

என நிறுவுக, 

இதை 8 மூலகங்களுக்குப் பொதுப்படுத்துக, 

3 0 ௪0 என நிறுவுக. 36. 

3 

4 7 

074 

470 3 

7 4 3 0 

37. ச (a+1)? (a+2)? 

(a+1)? (a+2)? 

(a+2)* (a+8) 

(a+3)? (a+4)? 

(4+ 3)° 

(a+4)° 

(a+5)*   
(a+3)* |=0 wer 

திறுவுக. 
(a+4)° 

(a+5)° 

(a+8)*
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18. | b+e a—e a—b | ௪8 ஏம்ச என திறுவுக. 

b-e e+a b—a 

c—b c—a at+b 

19. x4p4~7~0 ஆகி மேலும் 

x x® ர] | ௩0 ஆனால், 

y  y® ptt | 
z ஜீ z*—1 | 

xy2z(yz+2x+xypy=x+y+z car Ayiays. 

20. |0 x ந zl =—(x+p42)(y+z—x)(z+x—y) 

(X+y- 2) என நிறுவுக.. 
x Ozzy 

y z 0 x 

23 ந 0 

ஜு
 

ra
g 1+x 2 3 | =x*(x+6) cer Anas. 

1 2+x 3   1 2 34x 

42. மேல் கணக்கைப் பொதுப்படுத்தி, 

1+x 2 3 4 eee 2 

1 ற 8 4... oe n 

1 2 84x சப. n 

ந 2 8 க். 10 

ஐஃ1-₹[ஐ41ஈ(241)] என திறுவுக. 
23. |x c ba =(x+a+b+c\Xx+a—b~c} 

(x+b—c—a)(x+e—a—b) 
என நிறுவுக. 

  

க இ 

baxe   

 



அணி கோவைகள் 

| 24. பின்வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க. 

(101232 0 1150 

2 x+1 0 

(2) | x+e b 6 ச 

(3) |x*—a* ௨. 110 

  

டக்னு மதிப்பு, 2 ம், 2 சொண்டு அமைக்கப்பஃட 7: படி 

கொண்ட ஒரு சம்படிச் சார்பென நிறுவுச. 

26. ரி) ஓர் இருபடிச் சார்பாயின், 

    

fay gs [LO f(b) 71-1௨ 2 பு 

௨-௦0--6)(-6) னை X-b xX-C ob 1 

b 

ஷ் ் ° | c பு 

1 1 1 

என நிறுவுக.



40 . இயற்கணிதம் 

11:54 தேற்றம் 9 

பெருக்கல் தேற்றம்: இரு அணி கோவைகளின் பெருக்கல் 

தொகை ; ் 

° ஒரே *வரிசையிலுள்ள' இரு அணி கோவைகளின் பெருக்கல் 
தொகையை அதே '*வரிசையிலுள்ள ஓர் அணி கோவையாக 

எழுதலாம். 

பின்வரும் அணி கோவையைக் காண்க : 

ககா உட சி டூம் நடு =la, மிட ey {(X(odi Bi Yi 

டி Cg ரர டி ஷூ ads Bs Ya 

a, by Cg 8 t ம ag bs Cg ods Bs Ys 

0 O Od; Bi vi 

[0 0 0 ols Bs Ys 

0 0 0 ds Ba Ys 

என முதலில் நிறுவுவோம். 

Ar=[aybgcg] எனவும் ௩_-ஈ[43/2] எனவும் கொள்க. 

கடல் ஏதர்மோர் உறுட்பையும், கூல் ஏதாமோர் உறுப். 

பையும் பெருக்கி வரும் உறுப்பு 'ஓர்' ஆறு வரிசை அணி கோவையின் 

உறுப்பாக இருக்கும் என்பது தெளிவு, 

&-ல் தோன்றும் உறுப்புகள் Aix Ag® தோன்றும் 

உறுப்புகளும், மேலும் /, ஈ.....) தோன்றும் உறுப்புகளும் 
சேர்த்ததாய் இருக்கும். 

&/ஐ எடுத்துக்கொண்டால், அது ஐந்து மூலகங்கள் கொண்டது. 
அவ்வைத்து மூலகங்களில் கடைசி மூன்று நிரைகளிலிருத்து ஒவ்வோர் 
மூலகத்தை எடுக்கவேண்டியிருக்கும் ழ அவைகளில் இரண்டு மட்டுமே 
கடைசி இரண்டு தநிரல்களிலிருந்து எடுக்கலாம். ஏனெனில், 7 
தோன்றும் நிரலிலிருந்து 28, /க்கு மூலகம் கொள்ளமுடியாது; ஆகவே 
அம் மூன்றில் இரண்டுபோக, ஒன்று கட்டாயம் 0 (பூச்சியமாக) 
இருக்கவேண்டும். எனவே, ௩ல் ஒவ்வோர் உறுப்பும் 0 ஆகும். 

௯/0) அவ்வாறே க௱, ௩௩...௩டக்கு உரிய உறுப்பு 
களே இருக்காது, 

ல. ௪ &)% க என நிறுவப்படுகிறது.



h 

அணி கேவைகள் கீம் 

இவ்வாறே 38 வரிசையுள்ள ஓர் அணி கோவை, இரு 1 வரிசை 
வுள்ள அணி கோவைகளின் பெருக்குத் தொகையென நிறுவப் 

படுகிறது. 

11:54:1. இந்த எடுத்துக்காட்டை வைத்துக்கொண்டு; % ௨ஐ 
ஒரு 'மூன்று' வரிசை அணி கோவையாக எழுதலாம் எனக் 
காட்டுவோம். 

சென்ற எடுத்துக்காட்டின்படி, 

&:% ௫௨ | a by ம. அரு 0 0 

ay be Cs 0 —1 0 

a3 bg 3 0 0 -1 

0 0 0 di Bi 7) 

0 0 0 ods Ba Yo 

0 0 0 ols Bs Ys 

என்பது விளக்கமாகிறது. 

(4) 

௮1% நிரை (1)4,91% திரை (2) 4-41% நிரை (9) சேர்த்து தாலா 

வதுநிரையோடு கூட்டுக: 

ols X Boor (1) + By x Hor (2)+¥_X Ame (3) Csi sa ஐத்தா 
வது திரையோடு கூட்டுக; 

ols X நிரை (1)4,3,% திரை (3) 4-39% நிரை (8) சேர்த்து ஆரு 
வது நிரையோடு கூட்டுக, 

அப்போது (4! என்ற அணி கோவை 

ay ; த், Cy -1 0 06 

ay bg 8 0-1] © 

25 bs C3 ௦ 0-1 

ஸ்ட் டர்டி ல்மிடர் நிமிர் மிட வமடார் டர். 00 

விடர் டர் ¥o%s oles tBabatVabq ost tBacatYacg 9 9 0 

0 0 
விடிடேோர் டே ர் 75% AgbitBsbatYsbg lscithacstYacs 9



42 

இதன் மதிப்பு 
டர் நிரடி 4 7126 

ஒட) ர் (3585 43505 

ஒர் இத ர் 3988. எலியட் இமிர் 3903. ஏடடர் 3905 100 
என்பது விளக்கம். 

ஏனெனில் —1 

o
o
o
 

fo 

0 

0 

இயற்கணிதம் 

வடா 2 4 ம. hier +B + Y 208 cs) 

விடர் நிரு மி obser tBacat acs) (B) 

0 என்ற நிரல்களை . 

0 

ந 

0 

6 

0 

மூன்று நிரல் மாற்றம் செய்தால் இம்மூன்று நிரல்களும் முதல் மூன்று: 
தரல்களாகும்; அணி கோவையின் மதிப்பு குறி மாறும். எனவே 
—(—1) (-1) (-1)ஆல் (8)ஐப் பெருக்க +(B) என்ற அணி 
கோவையே வரும். 

© a 

srorSar A,X Ag=(B) srairp gery alfims அணி கோவை 
என நிறுவப்படுகிறது. 

11:5:4:2. எ.கா. 1 

A= ay 

Cg 

Aj, Age pm pGu 4), bj ....60 இணைச்சினைகள் ஆனால். 

டே | =A? ser Ppa.



அணி கோவைகள் 43. 

= 1477 +5,B, +¢,C, சடா, “டே a,A4,+b,B, +egCy, 

2144 42122 1 சே கீ ரமி ௬ ந கிடா சமி, 1 ரூே 

Q,Agt+5,Bgt+c;Cy ag Ag +b, By +e.C a,A,+bsBgt+esCe 

A 0 0 

0 OA 0 
= 

0 0 A 

=A® 

oe [47 Bs Cs}=A? 

பொதுவாக ௩௭ | 8 Dy Cy veseeeDy | என்பது ஒரு. 

Ge be Corecess Ps | 

one pre ose eee 

Qn bn Creeess-Pn | 

1 வரிசை அணிகோவையானால் 

கிட மிட ரேவைமிட ) ௬௯7 * என நிறுவலாம், 

Ag B, ம் 9 

An Ba மிய 

எ.கா. 3 

(a2 +b? +c? +d?) (ol? +B? +Y2+3%)p நான்கு சரியான இரு 

படிகளின் கூட்டுத்தொகையாக எழுதலாம் என நிறுவுக. 

  

atib ctid | =(a*+56*)-(—d*—c*) 

—ct+id a—ib | 

=a* +b? +c7 +d? 

அவ்வாறே 

AtiB yri8 | =A7 317367 

    ~Y+i8 L-i8



Ad இயற்கணி தம் 

ஃ (22) (45) 

| atib ct+id} x| A+iB ytd 

—yY+i3 ஏ 

‘atib) (L+iB)+(c+id) (—y +i8) 
(a+ ib) (¥ +i8)+(c+1d) (L—iB) 

(—c+id) (L+i8)+(a—ib) (—Y¥+i8) 
| (—c+id) (¥ +i8)+(a—ib) (L—-iB) 

      

| —c+id a—ib 

  

=] P+iQ R+iS 

| —R+iS மர | 

= P*+0*+R*+S* 

இங்கு 

2 -௮--00--லு-௭ு 

Q=aBt+bl—dy+cd 

R=ay—b3+ch+dB 

S=a3+byY+di—cB 

எகா, 9 

பிர 0774094074 ம7ஐக் குறிக்குமானால் 

=| .a—b)(a—c)(a—d(b—c)(b—d) 
(c—d)]? 

So கீர Sy Sg 

  

5; Sq Sg நித 

Sg Sg சீட 

  

Sg Sg Sg Se | 

      

a® த் ce a®



அணிஃகோவைகள் 

=| 4 

za 

34” 

32 

ஆனால் 

xa 

34” 

32” 

பது 

21 

Sg 

Sg 

சீ, 

32” 

Za? 

32 

32 

Sq 

S38 

Sa 

55 

45 

3a 

3a" 

3௭” 

32” 

§3 

S4 

55 

Se | 

1 

4 | 

ர் 

d® | 

  

=(a—b)(a—c)(a—d)(b—€,(b—4)(e
—4) என எளிதில் Pw 

erin. 

எனவே நிறுவப்படவேண்டிய து நிறுவப்படுகிறது.



ட இயற்கணிதம் 

பயிற்சி 14 (11) 

1. a bc ஐ. ச ௨ | ஆல் பெருக்கி 
| 

bea —~b @e 

cab | -c ba 

2b:—a?* 2 b* (ஏ ் ் —~3abe}* 
2 3ca—b* a 

b? a’ 2ab—-¢? ல் 

என நிறுவுக, 

2. [818560]ல் கீடி 8) வைழுறையே சடம்... இணைச் 
-சினைகள் ஆனால் = 

By+C,  Cy+A, = A, +B, | = 2[aybgey}* 

Byt+Cy CatAy Ag+ Bal 

டி ர தே 4 Agt+By 

என நிறுவுக. 

8. [ஈம 21)%|௮4 B 4 (இன் மதிப்பு 

cab Yd B 

bea BY¥Yoa 

ஒரு மூவரிசை அணி கோவையாக stp) (3a°—3abe)x 
Soh°—-3LBYJ=3X*—3X YZ crear எழுதலாம் எனக் காட்டுக. (இங்கு 
X=adt+by+ceB; Y=aB+bi+cy; Z=ay +bB + col) 

4, ஜல 43 எஐக் குறிக்குமானால் 

So 8; 53] =(a—b)* (b—c).*(c—a)? 

i மி]. Sq Sg. 

ந க Sg



அணி கோவைகள் 47 

711:6:1. அணி கோவைகள் பயன்படும் இடங்கள் : 

1. அணி கோவைகளைக் கொண்டு சமன்பாடுகளின் 

தீர்வு காணல் : 

a,x+byy+cyz=d, (1) 

A,X+bsy+egz= dy (2) 

Agx+bayt+caz=ady (3) 

இன் தீர்வுகள் காண்போம். 

81 by ௦1 | எனக் கொள்வோம். 
| 

ay be 09 

] as bs Cg | 

இதில் 4, 2... முறையே ச, ம்,...ள் இணைச்சினைகள் 

எனக்கொள்வோம். 

(ட, (2), (8) சமன்பாடுகளை முறையே டி 4 ட.கீ ஆல் பெருக் - 

கிக் கூட்டினால் 

(44) 1 ஈட கீடி4- மகஜ ரற(5 4; ரகர டிசி 
Z'c.Ay +0,Ag+¢3Ag)=(4, 41 ர்க்க * 42) 

ஆனால் க) கீ, +agAq * 82.4 (11 4°1) 

O=b, A, +bg4q+bgAs Re 
0-௨ 4) 40949 ம ரசி (11-571) 

A:= | 4s by உ | (ஸகீர் ஜகிர் கிழ 

dy by Ca 

dg bs Cs 

&- [87 8, 09] 

பன் 

அவ்வாறே (1), (2), (8) சமன்பாடுகளை முறையே 8, £,, சீ, 

ஆல் பெருக்கிக் கூட்டினால் 

A‘y= 
Qa, ad, Cy 

ay dy Ca 

0, dg நே 

ம (41 4s ¢s] 

ச தப இ



48 இயற்கணிதம். 

அவ்வாறே (1), (2), (3) சமன்பாடுகளை முறையே Cre Cg Ce 

ஆல் பெருக்கிக கூட்டினால் 

ககன சட மிட ஸீ 

a, by dy 

ag bs dy 

_ fa, hy 45] 

a [2055 ௫] 

Qs AGrwt fH (Cramer's 7016) எனப்படும். ஆனால் ௩௭0 
ஆனால் இவ்வழியிலை நாம் தீர்வுகள் காணமுடியாது ஆகவ A xO 

என்ற கட்டுப்பாட்டில் இவ்விதி பயன படும். 

11.62 அணிகோவைகளின் ௨உதவி கொண்டு, சமன் 

பாடுகளின இசைவு நிலை (௦01:1816003 01 6002110106) காணல். 

இப்போது -- 14 79 

22-34 740 

x—2y+3z=2 

Qx—Iy+5z—_4 

என்ற தான்கு சமன்பாடுகன, மூன்று Gsord sohumisdr Xx, y, zoey 
இணைத்துக் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின் றன. 

இந்த நான்கு சமன்பாடுகளும் இசைவுடையனவெனின் (:16 
0018181604), ஏ?தனும் மூன்றினைக்கொண்டு, தாம் 2, 3), சன் தீர்வு. 

களைக் கண்டுவிடலாம்; அத் தீர்வுகள் நாலாவது சமன்பாட்டில் 

பொ ருத்தப்பட்டால், நாலாவது சமன்பாடு சரியாக வேண் டூம்; அப்படி 

இருந்தால்தான், இத் நான்கு சமன்பாடுகளும் இசைவுடையன எனக் 

கூறலாம். அப்படி இல்லாவிடில் என்ன ஆவது? ஏதாவது மூன்று 

சமன்பாடுகளைக் கொண்டு கண்ட தீர்வுகள், நாலாவது சமன்பாட்டில் 

பொருந்தாவிடில், இந் நான்கு சமன்பாடுகளும் இசைவு பெற்றன 
அல்ல என்று கூறவேண்டும். 

முதல் மூன்று சமன்பாடுகளை விடுவிப்பதால் 1-1-)-2 என்ற. 
, தீர்வுகள் கிடைக்கும். அத்தீர்வுகள் நரலாவது சமன்பாட்டில் 
பொருந்தவில்லை என நேரடியாகவே தெரிகிறது. 

எனவே அந் நான்கு சமன்பாடுகளும் இசைவுடையனவல்ல; 
என்று கூறவேண்டும். 

இன்னும் எளிதான எடுத்துக் காட்டாக: 

2x—3y= 7 

3x+2y= 4 

Sx+ y= 9 

என்பஃவ மூன்றும் இசைவுடை யன வெனவும்
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Qx—-3s=7 

3x+2y=4 

Sx+ y=5 

sreruensy ape pid § Bensayniwerad லவெனவும் நேரடியாகவே 
பார்க்கலாம். 

பொதுவாக ஈ தேராக்கணியங்களை இணைத்து ஈ ஒருபடிச் சடின் 
பாடுகள் (ஒன்றுக்கொன்று தோடர்பற்றவை) கொடுக்கப்பட்டால், 
அந்த தேராக்கணியங்களின் தீர்வுகளைக் காணலாம். அவை தனிச் 

சிறப்புடையவை (110106). அத்த ஈ தீர்வுகள் தவிர, வேறெந்தத் 

தீர்வுத் தொகுதியும் அச் சமன்பாடுகளு*குப் பொருத்தமாகாது. 

அதற்கு மேலும் ஒன்று, இரண்டு, ........... சமன்பாடுகள் அதே 

தேராக்கணியங்களைக் கொண்டு கொடுக்கப்பட்டிருத்தால், அவைகளில் 

நாம் முதல் உ சமன்பாடுகளைக் கொண்டு சண்ட தீர்வுகளை ஈடு 
செய்தால், அச் சமன்பாடுகள் சரியாகுமாயின், அத்த 1 சமன்பாடு 

களோடு மேலும் கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாடுசளும் இசைவு பெற்றன 
வெனக் கூறப்படும். பொருந்தாவிடில் இசைவுடையனவல்ல என்று 

கூறப்படும். 

இவ் விசைவுடைத் தன்மையை அல்லது இசைவற்ற தன்மையை. 

வறிய அணிகோவைகள் பயன்படும். 

ayx+byyteyz= =d, 

எம்டி 
agxtbsytcgzady 

axtbyytcyz= dy 
என்பவை இசைவுடையன வா, இசைவுடையனவாயின் என்ன கட்டுப் 

பாடு தேவையென்பதைக் காண்போம் : 

முதல் மூன்று சமன் பாடுகளைக் கொண்டு, 

_laibecs!, ya lardscs!, ன படட] 
* la, bce] ay bg)’ (a,b575] 

. எனத் தீர்வுகள் சண்டோம். இம் மதிப்புக்களை நான்கால் சமன் 

பகட்டில் ஈடுசெய்ய 

a = +b, 174 +e, “174 
* labs a] * [a.bacs) [ 9 ரே] 

என்பது பொருத்தவேண்டும். 

பொருந்தினால் தான்கு சமன் பாடுகளும் இசைவுடையன ; இலலை 

யரயின், தான்கு சமன்பாடுகளும் இசைவுடையனவல்ல. : 

எனவே, அவை இசைவுடையன வாயின் a, சி, ௦ ச்களுக்கு, 

இடையே இருக்கவேண்டிய சட்டுப்பாடு, 
4 

  

  அ நீழ
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A, [d,dycg] + bg [4,d,cg] *- 0, [சமீ] ௮ சீ, [சம் 
அதாவது 

—a, [dc] — by [a,dgcg|—cy [4,bedg] + dy [a,bycg] = 9 
என்பது கட்டுப்பாடாகும். 

அதாவது 

--82 [6989] * ம, [81098] - 4 [ச)4,8] * சீ [2850] ௪ 0 

அதாவது 

a, ம். ரே a, = O 

ag b, C3 d 8 

a, by co ay 

என்பதே இசைவுடைமைக்குரிய கட்டுப்பாடாகும், இது 2, ற, 2, ஐ 
இத் நான்கு சமன்பாடுகளினின்றும் விலக்கிய !* நீக்குறு?", (Eliminant) 

ஆகும். 
இதே முறைப்படி, (8-1) சமன்பாடுகளினின்றும் 7 தேராக் 

கணியங்களை விலக்கி அதன் *நீக்குறு” காணலாம். அதுவே (ஈ-1) 
சமன்பாடுகளின் இுசவுடைமைக்குரிய கட்டுப்பாடாகும். 

குறிப்பு ப் a,x+by+e,z+d,=0 (r=1, 2, 3, 4) என்ற நான்கு 

சமன்பாடுகள் கொடுக்கப்பட்டால் 

தீக்குறுவாவது | 8) 5, c, —d,]=0 

a, by Cy தீ 

as bs Cs —ds 

a bo —d, 

அதாவது முன் கண்ட [ஈ)8,052,]-0 வே ஆகும், 

4X, +b, xX, 29 ர் அவர் தழட ௬0 

8297-9005 03% வா றிய 0 

e 

AnX, +bnx, TF CnXnt oon vee +PnXn==0 

என்ற சமன்பாடுகள் இசைவுடையனவாஞல் என்ன கட்டுப் 
தேவையெனக் காண்போம், © ப பபாது 

312957 ர ட 0 ஆனால், எல்லாச் சமன்பா ம் 
வனவேயாம், 

டுகளும் இசைவுடை
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ஆனால் எல்லாம் 0 ஆக இல்லையானால், :,--0 எனக்கொண்டு 
எல்லாச் சமன்பாடுகளையும் 7, ஆல் வகுப்போம். 

அப்போது, 

  

  

  

  

  

x, 285 _*s ட Oy by SE Hey 8 tee tp = 0 

x, b Aa a =0 ag Xn + D5 Xn +4 Xn ர் அடர் றத 

am சி, ன + வர்ற 

. . x x Xn_ : இவை * சமன் பாடுகள் x ர போக 7 sre p (n~1) Carrs 

கணியங்களை இணைப்பவை. ஆகவே இவை இசைவுடையனவாயின் 
தேவைப்படும் கட்டுப்பாடு, 

சட மி. திட] ௬௦ ஆகும். 

as நிலை வழிக 

| 
an Dn vee ழந 

இது நீக்குறுவாகும். 
எ.கா. 1. 

xty—2 =0 

ax+y—T =0 

எற மூன்று தேர்க்கோடுகளும் ஒரு புள்ளியில் சத்திக்குமாயின் ரன் 
மதிப்பறிக, 

இம் மூன்று சமன்பாடுகளும் இசைவுடையதாயின் இக் கோடுகள் 
ஒரு புள்ளியில் சத்திக்கும். 

் 

தேவைப்படும் கட்டுப்பாடு 

[1 42 21/50 

23 —5 

ta. —T!
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அல்லது (% 1 31-68 

3385 

aif 

my srougy 1(21—5)—2(7—2) + a(/5—6)=0 

அதாவது 16—10—a=0 

& a=6. 

௪,கா, 2. 

அணி கோவையைப் பயன்படுத்தி 

%--அஇ-௪ ஈட 

2x +z=3 

ந ௬3 

, என் ஐ சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க... 

நந ப. 1 

2 0 1 

5 கி ட 

=1(0+3)—3(0+3)+(—2+40) 
«= 3—6—19 

sx —13 

x= [0 இ 1 

3 0 1 

2 —3 0 

—13 

~8(0+3)+2(—2) 
= 19 

—18 

“ஆ 

al, 

pe {1 621 

231 

530
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—138 

— 10-2) +1(4—15) 

—18 

=1 

z= |1 -—2 0 

2 0 3 

5 —8 2 

—18 
_ 1(0+9)+2(4—15) 

—13 

=1 

ஸ் xeyez=1. 

எ,கா, 9. 

ax © bx" tex+d=0; ற 4470 என்ற இரண்டு சமன் 
பாடுகளினின்றும் ஐ விலக்குக. 

ax* +bx® +cx* + 8௦ ௯0 

ax®+bx?+cx+d =0 

px*-+qx° +rx® =0 

pxitqx® +rx =0 

px?+qx+r ௬௦ 

'இவ்வைத்து சமன்பாடுகளில் %, 7, 3, 54 தனித்தனி தேராக் 
கணியங்களெனக் கொண்டால், தேவைப்படும் தீக்குறு, 

abc d 0; =0 6m. 

oabed 

ற் ர 7 ௦0 ௦ 

opg@gro 

oop@qr . 

இது சில்வெஸ்டர் முறை விலக்கலெனப்படும்.
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பயிற்சி 11 (iv) 

1, அணி கோவை முறைகொண்டு, பின்வரும் சமன் பாடுகளின் 
தீர்வு காண்க. 

x+y+4z= 0 

2x+3y+z=10 

X+ yr-z= 5 

2. a,b,c.d மெய்யெண் மதிப்புடையதாயின், பின்வரும் சமன் 
பாடுகள் இசையுடையனவல்ல என நிறுவுக. 

ax+by+cz+d=0 

—bx+ay—dz+c=0 

—cx+dy+az—b=0 

—dx—cy+bz+a=0 

3. Sta; avers. 

x+y+z=1 

ax+by+cz=1 

ax+b?y+c?z=1 

4, பின்வரும் மூன்று சமன்பாடுகளினின்றும் x, y, z Alwvs@s- 

(i) ax+by+cz=0 

bx+cyt+az=0 
cx+ay+6z=0 

(ii) x=cy+bz 

yraz+ex 

z=bx+ay 

; 5. x=—2 ம் c 

  

  

த் 2 ர! “- தயந ஆனால் 
YZ+2x+xy+1= 0 என நிறுவுக. 

6. (a+b)x+c(y+z)=0 

(b+ c)y+a(z+x)=0 

(c+a)z+b(x+y)=0 
என்பவை இசைவுடையனவாயின், ஈ அல்லதுந் அல்லது ௦ பூச்சிய 
மாக வேண்டும் என திறுவுக



12. எண் கொள்கை 

(Theory of Numbers) 

.... 121 இப்பகுதி முழுவதும் எண்" என்பது கூட்டு முழுஎண்களை 

மட்டுமே குறிக்கும். 'வசூபடும்” என்றால் மீதியின்றி வகுபடும் . 
என்பதைக் குறிக்கும். 

14 (ற) என்பது ரன் மடங்கு என்ற (றய1(1ற16 of p) பொருளில் 
பயன்படுத்தப்படும. 

72:1:1. பகா எண் (Prime namber): aengwoop 

தன்னாலும் ஒன்றாலும் (1) மட்டுமே வரசூபடக் கூடிய எண், 
பகாஎண் எனப்படும். 

எ.கா. 2, 3,5, 7, 31, 87, 48.......... 

Qs @uGlues (Composite number) : 

மற்ற எண்களால் வகுபடும் எண் தொகுப்பெண் எனப்படும். 

ot. ag. 4,9, 15, 24...... வன் 

ew pe Garey ust stecreer (Numbers prime to each other): 

இரு எண்களுக்கு ஒன்றைத் தவிர (எண் 1) பொதுச் சினை 
அல்லது பொதுக் காரணி ஒன்றும் இல்லை யெனின் அவ்வெண்கள் 
ஒன்றுக் கொன்று பகா எண்களெனப்படும். 

எ. க. 100 270; 

$8ம் 121 ம்: 

ம் 45ம். 

1211-1 எருற்றொத் தெனிசுவின் வடிதட்டு (76 5127௪ ௦7 
Eratosthenes): 

மனிதன் எண்களைப் பற்றி அறிய முற்பட்ட காலந் தொட்டே 

பகா எண்கள் பற்றிய ஆராய்ச்சியில் ஈடுபட்டு வத்திருக்கிறான். ஏறத் 

தாழ கி.மு. மூன்றாம்--இரண்டாம் நூற்றாண்டில் வாழ்ந்த எருற்றொத் 
தெனிசு என்ற கணித மேதை ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணுக்குக் குறைத்த
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எல்லாப் பகா எண்களையும் காணும் வடிஈட்டு முறையைக் கண்டுபிடித் 

திருக்கிறார். 50க்குக் குறைத்த பகா எண்களை அறிய, அவர் சண்ட 

மூறை பின் வருமாறு: , 

£ முதல் 50 வரை எழுதுக ; 
1, 2 9 பகா எண்கள். 

கன் மடங்குகளாகிய 4, 6, 8....... என்ற எண்களை தீக்கி விடுக ; 

பின்னர் 9-ன் மடங்குகளாகிய 6, 9, 12,...என்ற எண்களை நீக்கி 

விடுக. இவைகளில் சில முன்னரே &-ன் மடங்குகளாக திீக்கப் 
பட்டிருக்கும். 5-இதுவரை நீக்கப்பட்டிராது; நீக்க வேண்டிய துமில்லை. 
ஏனெனில் அது 2-ன் மடங்குமல்ல; 3-ன் மடங்குமல்ல ; பின்னர் 5.ன் 

டீடங்குகளாக 10, 15, 20...என்ற எண்களை நீக்கி விடுக இவைகளில் 

சில முன்னரே 2-ன், 9-ன் டீடங்குகளாக நீக்கப்பட்டிருக்கும் , 

இவ்வா $ற நீக்கப்படாத எண்களின் மடங்குகளை தீக்கிக்கொண்டே 

சென்றால், 1 முதல்50 வரை உள்ள பகா எண்களின் தொகுப்பு 

கிடைக்கும். அடிக் கோடிட்ட எண்கள் நீக்கப்பட்டவவ, 

ந 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 டூ. 19 14 15 16 17 ம 19 9 
2) 22 28 24 25 26 27 28 ஐ 3 
BL 32 88.94 385 96 37 8 39 40 
4142 43 44 45 06478 50 

எனவே 1 முதல் 30 வரை உள்ள பகா எண்கள், 

1, 2, 3, 5,7, 11, 18, 17, 19, 23, 29, 81, 37, 41, 43, 47, 
12 1:12 ஒரு தொகுப்பெண் இரு கிளைகளாகப் பிரிக்கப்பட்டால், 

ஒரு சினை அவ்வெண்ணின் படி மூலத்தைவிடப் (810416 root) 
பெரிதாகவும் மற்றொரு சினை அப் படிமூலத்தைவிடச் சிறியதாகவும் 
இருக்கும் ; அல்லது இரண்டும் சமமாகவும் இருக்கலாம், 

or, a. 1; 64= 16 x 4 

16>8 ,4<8 

64-88; 

396 = 93 x 12 

“/396 <20 

இங்கு 9892-20; 12:20. 

எனவே, ஒரு எண் 64 ஐப் போல, ஒரு சரியான இருபடியாக இருக்கு 
மாயின், அதன் இரு சினைகள் ஒன்றுக் கொன்று சமமாயிருக்கலாம், 
அல்லது இரு சினைகளில் ஒன்று படி மூலத்தைவிடப் பெரிதாகவும், 

- மற்றொன்று அப்படி மூலத்தைவிடச் சிறிதாகவும் இருக்கலாம்.
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ஒரு எண் ஒரு சரியான இருபடியாக இல்லாவிீடத்தும் இது 

பொருத்தும். 

எனவே ஒவ்வொரு தொகுப் பெண்ணும், அதன் தோராயமான 

இருபடி நூலத்தைவிடச் சிறிதாக உள்ள ஒரு பகா எண்ணால் 

வருபடலாம். இத்த அடிப்படையில், 

121க்குக் குறைவான பகா எண்சள் வேண்டுமானால் 2, 9, 5,7 

(315898! V12L = 1॥க்குக் குறைவாக உள்ள) என்ற எண்களால் 

வரூபடக்கூடிய, 121 க்குக் குறைந்த எண்களை யெல்லாம் நீக்கி, 

விட்டால், 121க்குக் குறைவான பகா எண்கள் கிடைக்கும். 

169க்குக் குறைவான பகா எண்கள் வேண்டுமானால் 8, 8, 5, 7, 11 

என்ற எண்களால் வகுபடக்கூடிய 169க்குக் குறைத்த எண்களை நீக்கி 

விட்டால், 169ககுக் குறைவான பகா எண்கள் கிடைக்கும். 

இவ்வாறே 1000க்குக் குறைவான பகா எண்கள் வேண்டு 

மெனின் 2, 9, 5,7, 11, 19, 17,109, 29, 29, 3]ன் மடங்குகளை 

நீக்கினால் 1000க்குக் குறைவான பகா எண்கள் கிடைக்கும். 

3122-1 தேற்றம் .1 

ச .ஐ நஆல் வகுக்கும்போதுரஏ ஈவாகவும் ச மீதியாகவும் 

வரின் சக்கும் ம்க்கும் பொதுவாக உள்ள சினைகள், 

ம்க்கும் ரக்கும் பொதுவாக உள்ள சினைக யாம். 

ச--2ர-7 என்பது கொடுக்கப்பட்டது. எனவே ௭,ம்ஐ மீதியின்றி 

வருக்கும். அப்படி வகுக்க வில்லையாயின், 

முழுஎண்- முழுஎண் - பின்னம், எனவரும். இது பொருந்தா 

தாகைமால், 4) றன் பொதுச் சீனைகள். ந,ரன் பொதுச் சினைகளாகும். 

122.2 தேற்றம்: 2 

ஒரு எண் வேறிரு எண்களின் பெருக்குத் தொகையை 

மீதியின் றி வகுக்கிறது. முதல் எண்ணும் பின்னிரு எண்களில் 

ஒன்றும், ஒன்றுக் கொன்று பகா யெண்களாயின், முதல் எண் 

பின்னிரு எண்களில் மற்்றான்றை மீதியின்றி வகுக்கும். 

ab=(Mx)= Kx 

ஐம் ழம் ஒன்றுக் கொன்று பகா எண்கள்; அதாவது க்கும் ம்க்கும் 

“பொதுச்சினை 1” தான். இரு பக்கங்களையும் ஆல் வகுத்தால், 

வலது கைப்புறம் 8 கிடைக்கும். இடது கைப் புறத்தில் மக்கும் 

நக்கும் பொதுச் சினை 3! தான். எனவே ௭ என்ற எண் %ஆல் 

மீதியின்றி வகுபடும். 

அப்போது தான் bx முழுஎண் ஈ என்ற முழு எண்ணாகும்.
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எ.கா. 126 x 25== M(18) 

18-ம் 25ம் ஒன்றுக் கொன்று பகா எண்கள். 

26 நீர்(18)-7)18 ஆகிறது. 

கிளைத் தேற்றங்கள் : ் 

() சாஜஐ.ஒருபகா யெண் ற வகுக்குமாயின், 2- 47(2) 

(2) ஈச என்ற எண்ணும் ,,53...௨ணன்ற எண்கள் 
ஒவ்வொன்றும், ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்களாயின் ர-ம் LBY...... 
என்ற எண்ணும் ஒவ்வொன்றும், ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்களாயின் 
௪ம் 35.....என்ற எண்ணும் ஒன்றுக் கொன்று பகாயெண்கள். 

(3) ௪, இரண்டும் ஒன்றுக் கொன்று பகாயெண்களாயின் 
ச-ம், தாழ் ஒன்றுக் கொன்று பகாயெண்கள். 

(4) 2 என்ற பகா எண் 93... ன்ற பெருக்குத் தொகையை. 
வருக்குமாயின், ற என்பது 4, 5, 3.....அன்ற எண்களில் குறைத்தது 
ஒரு எண்ணையேனும் வகுக்கும். 

1223. தேற்றம் : 3 

ஒவ்வொரு தொகுப்பு எண்ணுக்கும் குறைந்தது ஒரு பகா 
யெண் சினையுண்டு. 

தெ: 7/4 ஒரு தொகுப்பு எண்ணாதலின் 1, N sar, Gap 
சினைகளும் உண்டு. அச்சினைகளில் மீச்சிறு சினை, அதாவது மற்ற. 
எல்லாவற்றையும் விடக் குறைந்தசினை யொன்று இருக்கும். 
அதை ஈஎனக் கொள்க,அப்போது ஈ ஒரு பகா யெண்ணாயிருக்கும் என 
திறுவலாம். 

ஈபகாயெண் இல்லையெனில் அதற்குச் சினைகள் இருக்கும். அவை: 
சஐ.விடச் சிறியதாக இருக்க வேண்டும். ஆனால் ஈ தான் மிகச் சிறிய 
சினை என்று கொண்டதற்கு இது முரண்பட்டது. எனவே எ 
என்பதே /ன் பளயெண் சினையா யிருக்கும். 

குறிப்பு: பகாயெண் சினைகள் ஒன்றுக்கு மேற்பட்டும் 
இருக்கலாம் ; குறைந்தது ஒன்று இருக்கிறது என்பேத தேற்றம். 

12:24. தேற்றம்; & 

ஓவ்வொரு தொகுப்பு எண்ணையும் ஓரே ஒரு தனிச் Apu 
பான (01006) முறையில் பகா எண்களின் பெருக்குத். 
தொகையாக எழுதலாம். 

தெ: தேற்றம் 3-ன்படி, 1/ என்ற தொகுப்புக்குக் குறைத்தது ஒரு, பகா எண் சினையிருக்க வேண்டும். அதை ஈ எனக் கொள்க, ஆகவே 
N=aM என எழுதலாம். ரீம் பகா எண்ணாயின் 7/- ரர என்று 
சிறப்பாக எழுதலாம்,
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ர்மீஒரு தொகுப் பெண்ணாயின், அதற்கு ம என்றவொரு பகா- 
யெண் சினையிருக்க வேண்டும். 

M=bP sens, 

N=aM=abP=...... என எழுதிக் கொண்டு போனால், 
கடை சியாக ஒரு பகாயெண் சினையில் வத்த நிற்கும். 

“ Neabed...K cord us பகாயெண்களின் பெருக்குத். 
தெகையாக எழுதலாம். 

இரண்டாவது //-ரம்0......£ என்ற ஒரே ஒரு தனிச் சிறப்பு: 
முறையில் தான் எழுத முடியும் என்பதை திறுவவேணடும், 

வேறேதாவது விதத்தில், /7-0107/.....£௨ என்ற முறையிலும் 
2/ஐப் பல பகாயெண்களின் பெருக்குத் தொகையாக எழுத முடியு. 
மெனக் சொள்வோசம். 

அப்படி யெழுத முடியுமானால், 
N= abe ககக K=ABY அஃ என்பது பொருத்தம். of என்பது 

Ne வகுக்குமா தலின் ப, என்பது ச.......£ ஐயும் வகுக்கவேண்டும். 
ஆனால் a,b, c...... 4 யாவும் பகாயெண்கள்,. எனவே என்பது 
a, b, ¢..... கீல் ஏதாவது ஒன்றுக்குச் சமமாக விருக்க வேண்டும். 
அவ்வாறே By 7. மம். 

எனவே ௫ம், 6... என்ற தொகுப்பில் உள்ள எண்களும 

௨, 8, 3). என்ற தொகுப்பில் உள்ள எண்களும் ஒன்றே. 

எனவே -ரம்ம......ம என்ற தொகுப்பில் உள்ள எண்களும் 
ஒன்றே. 

eotGat N=abc ...K என்ற முறையில் ர,ம்,2 ...என்ற பல: 
பகாயெண்களின் பெருச்குத் தொகையாக ஒரே தனிச் சிறப்பான 

முறையில் தான் எழுதமுடியும் என நிறுவப்படுகிறது. 
குறிப்பு: 77-22... என்ற முறையிலும் எழுதலாம். 

._ எ.கா. 8 

9216-939௨ 95 

or. an. 4 

24948 =4x6237 

=2? x9 693 

=2*x 32 x9x1T 

=2? x37 x3? xTxtl 

=29 x 38*x7xi1.
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12:25 பகாயெண்கள் : எண்ணினத்தில் பகாயெண்களின் 
எண்ணிக்கை, முடிவுள்ளவையா அல்லது முடிவில்லா தவையச (11/1(6 
0 1ாராபர6) என்பது ஒரு முக்கியமான கேள்வி. 

ஆயிலர் என்ற கணித மேதை, பகாயெண்களின் எண்ணிக்கை 
முடிவில்லாதவை (கணக்கிலடங்கா தவை) யென தநிறுவியிருக்கிறார். 
ஆகவே பின்வரும் தேற்றம். 

7221: தேற்றம்: 5. 

பகாயெணகளின் எண்ணிக்கை கணக்கிலடங்காது (16 
number of primes is infinite) : 

மொத்தம் 1 (ஒரு திட்டமான எண்) பகாயெண்களே உள்ளன 

வென்று கொள்வோம். பகா எண்கள் முழுவதும் றட,ற.......00 எனக் 

கொள்வோம். எனவே இந்த ஈ எண்கள் தவிர, மற்ற எண்கள் 

பாவும் தொகுப் பெண்களாம் என்பது நமது கொள்கைப்படி பொருத்த 
மாகும். 

இப்போது //--ற)-ற_ ற... நாரம் என்ற எண்ணையெடுத்துக் 
கொள்வோம். இத்த எண்ணை ற,.ற.......ஐட. என்ற எந்தப் பகா 
யெண்ணால் வகுத்தாலும் “1! மீதிவரும் எனவே 1/7 என்ற எண், 
எந்தப் பகாயெண்ணாலும் மீதியின் றி வகுக்கமுடியாதென்பது தெளிவு. 
ஆகவே //ம் ஒரு பகாயெண்ணாகும், இது நாம் முதலில் கொண்ட 
கொள்கைக்கு முரண்பட்டது. 

எனவே, நாம் முதலில் கொண்ட கொள்கை, அதாவது எல்லாப் 
௮பகாயெண்களின் எண்ணிக்கை உ என்பது பொருந்தாது. ஆகவே, 
"பகாமெண்களின் எண்ணிக்கை கணக்கிலடங்காது. 

மற்றொரு முறையில் 'தெரிப்பு : 

பகாயெண்சளின் எண்ணிக்கை சணக்கிலடங்கியது எனக் 
கொண்டால், ற என்பது பகாயெண்களின் மிகப் பெரிய எண் எனக் 
கொள்வோம் /p>p என்பது தெளிவு; மேலும் £0ஐ ற மீதியின்றி 
வகுக்கும்; மற்றும் றஜ விடச் சிறிய பகாயெண்களும் 2 றஜ மீதியின்றி 
வகுக்கும். 

கறார் 1 என்ற எணசணை மிகப் பெரிய பகா எண் றம், ரஜ விடச் 
சிறிய பகாயெண் எகுவும் மீதியின்றி வகுக்கமுடியாது. ஆகவே 
Lpt+l என்ற எண்ணை றஐ விடப் பெரிய பகாயெண்ணால் வகுக்க 
முடியலாம்; அலது 241 என்ற எண்ணோ ஒரு பகாயெண்ணாக 
-விருக்கலாம் என்ற முடிவுக்குத்தான் வரவேண்டும். 

எனவே மீப்பெரு பகாயெண் என ஒரு எண் இருக்கமுடியா து. 
ஆக, பகாயெண்களின் எண்ணிக்கை கணக்கிலடங்காது.
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12:2:5:2. தேற்றம் 6: 

பகா எண்களை மட்டும் குறிக்கும் ஒரு வாய்பாடு (7௧10௨7 
iategral algebraic 10018) காணமுடியாது. 

முடியுமாளுல் 4-ம்: 400” ..... என்பது ன் முழு எண் 
மதிப்புகளுக்கு ஒரு பகாயெண்ணைக் குறிக்கிறது எனக் கொள்வோம் 
3/1 என ஈடு செய்வோம். 

நன்றி ரல... ஒரு. பகாயெண்ணைக் குறிக்கிற. 

தெனக் கொள வோம். (0,40அலது1) இப்போது 20-11-4117 என ஈடு. 

செய்தால், புதிதாக அவ்வாய்பாடு கொடுக்கும் எண், 

=azeb(m+np)sc(m+ np)* =...... 

sxaz-bm=cm?* + 2... M(p) 

=p+M(p) 
+M(p) a4ps- _ 

எனவே இவ்வாம்பாடு, எண்ணற்ற ன் மதிப்புகளுக்கு, பகா: 

பெண்ணைத் தராது. ஆகவே ஒரு இயற் கணித வாய்பாடு கொண்டு: 
பகாயெண்களைக் குறிக்க முடியாது. 

குறிப்பு: ஆனால் சில குறிப்பிட்ட எல்லைகளுக்குள், அவ்வாறான 
வாய்பாடுகள் உள்ளன. அவை அவ் வெல்லைகளுக்கப்பால் பகா- 

யெண்களாகாது. ஆ 

(0 3240ஆனால் x*+xt+4l g@ பகாயேண் (ஆய்லர்): 

(Buier) 

(2) %16 ஆனால், “4717 ஒரு பகாயெண் (பார்லோ): 

(Barlow) , 

(3) 329 ஆனால் 2x7+29 ஒரு பகாயெண் (பார்லேச)- 

(Barlow) 

12.2 5:3, தேற்றம் 7: 
நூ ஜிரா... ம. என்று பகாயெண்களின் பெருக்குத். 

தொகையாகக் கொண்டால் ஐ  மீதியின்றி வகுக்கக். 

கூடிய எண்களின் எண்ணிக்கை (pt) (qt!) 7... 

@4+1) 
தெ: Ne மீதியின்றி வகுக்சுச் கூடிய எண், 

ன்ட் நார்... ர. என்ற அமைப்பில் இருக்கும். 

இதில் 6 ற) 22 

O<G, <i ie -O<uy <4 என்பவை பொருத்தம் 

ஆகும்.
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எனவே, இதைப்போன்ற எண்கள் யாவும், 
(௩ ஆக் +...a?; (1 +b +b? + ௮)... (1 +k+k? + eee +k) 

என்ற பெருக்குத் தொகையில் வரும் எண்களால் குறிக்கப்படும். 

ஃ ஐ மீதியின்றி வகுக்கக் கூடிய எண்களின் எண்ணிக்கை 
= (p+1) (gt1)—...(u+3) 

குறிப்பு 2: இத்த எண்ணிக்கையில் *1'ம், -17”ம், 2/ஐ மீதியின்றி 
வகுக்கக்கூடிய எண்களாகக் கணக்கிடப் பட்டிருக்கிறது. 

12-2.5.4. எ.கா. 6; 980-25₹5:7 

280ஐ மீதியின்றி வகுக்கக் கூடிய எண்களின் எண்ணிக்கை 
5262-16, இத்த எண்ணிக்கையில் :11ம் 2690? வகுக்கும் 
-எண்களாகக் கணக்கிடப் பட்டிருக்கின் றன. 

வருக்கும் எண்கள் : (14242₹,425) (1 *5) (147) என்பதில் 
“தோன்றும் உறுப்புக்கள் : 

1, 2, 2%, 2°, 5, 7, 10, 14, 20, 28, 95, 40, 56, 70, 140, 280, 

12:2.5.6. தேற்றம் 8: N=a?.bicr,.. ku என்ற தொகுப் 
பெண்ணின் எல்லாச் சினைகளின் கூட்டுத் தொகை 

227/3 bari. Autli_y 
ooo சம; bat MX Ga ஆகும். 

  

Gran Geppeasio N எல்லாச் சினைகளும் (1சரஎி...1௮) 
(142424... 8-3. மான் பெருக்குத் தொகையில் 
தோன்றும் உறுப்புக்கள் என நாம் கண்டோம். 

ஆகவே அவைகளின் கூட்டுத் தொகை, 
இர்! 3 pbati_y hutl_y 

= a= . bad RL 

12°2.6.6. or.am. 7: 16464 ஐ மீதியின்றி வகுக்கக்கூடிய எண்கள் 
எத்தனை ? அவைகளின் கூட்டுத்தொகை யென்ன ? 

16464 = 24, 3-78 

. வகுக்கக்கூடிய எண்களின் எண்ணிக்கை 
= 5x2x4 

= 40 ஆகும். 

அவைகளின் கூட்டுத் தொகை ் 
5 (1424242824) (18) (1x74+7% 478) 

  

  

_ 28-4 9-4 Ay 
“ர மட 
= 31x4x 400 

49,600. |
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12:2,5.7. தேற்றம் 91 
சகல் என்ற பகா யெண் தோன்றும் :படி' (60௭) 

1G) வ (2) படவ 

Qe: Sn =1X2X3X% 0 KM 

இப் பெருக்குத் தொகையில் ற ஒரு முறையேனும் தோன்றும் 
உறுப்புகள் , . 

  

P. 2p, 8p,.. wl (? ) p (4) 
மி 

இவைகளில் ற” ஐச் சினையாகக் கொண்ட உறுப்புகள், 

n ற, நே, (27 (B) 

அவ்வாறே, ற” ஐச்சினையாகக் கொண்ட உறுப்புகள், 

றி, 35, mt ( ச (6 
P 

அவ்வாறே, ற*, ற* ...க் குரிய உறுப்புகளை எழுதலாம். 

ல n க 
ஒரு நிலையில் 7 (sr) - 0 ஆகும். 

(2) வரிசையில் உள்ள எண்கள் ற” ஐ ஒரு சினையாகக் கொண் 
“உவை; ஆனால் அவையாவும் ஒரு முறை (4) வரிசையில் தோன்றி 
விருக்கும், 

அவ்வாறே (௦) வரிசையில் உள்ள எண்கள் ற” ஐ ஒரு சினை 
யாகக் கொண்டவை; ஆனால் அவை ஒரு முறை (4) வரிசையிலும் 

ஒருமுறை (8, வரிசையிலும் தோன்றியிருக்கும். அவ்வாறே மற்றவை, 

எனவே ச॥ல் ற தோன்றும் மீப்பெரு ‘um’ 

(7) +1 (=) +1 (+) ட டா (jr) 

32-2.5.8. விளக்கக் குறிப்பு : 

4101 ஐ எடுத்துக் கொள்வோம். 

710 -1%2%68% .....99%6100)0101 

இங்கு 9 ஆல் வகுபடக் கூடியவை, 

'8,6,9,12, 15,168 21,24 27, 30, 33, 36, 39, 42......99 வரை. 

(எண்ணிச்கை 93) (A)
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33 ஆல் வகுபடக் கூடியவை : 

9 18,27 36,45, 54,63, 72, 81,90, 99 
(எண்ணிக்கை 11) . (B) 

8₹ ஆல் வகுபடக் கூடியவை : 

27, 54,681 (எண்ணிக்கை 8) (6) 
84 ஆல் வகுபடக் கூடியவை 3 

81 ஒன்றுதான் (D) 

9 = 3°; 9hs 2 ugser (A)® ae pmpyd 
(B}% ஓரு முறையும், 

அவ்வாறே ் 

a7 = 8”; இந்த 9 படிகள் (.4)4் ஒரு முறையும் 

(29ல் ஒரு முறையும் 
(0ல் ஒரு முறையும் 

அவ்வாறே . 

81 34; இந்த 4 படிகள் (4)ல்; (ல், (0ல், (2)ல் ஒவ்வொரு 
முறையாக 4 முறை கூட்டப்படுகிறது. 

இவ்வாறே ஒவ்வொரு எண்ணிலுள்ள படியும். எனவே 7101ல். 
"ன் மீப்பெருபடி 

98-11-9811 

547 

12:81. தேற்றம் 10:. 

அடுத்தடுத்த ஈ முழு எண்களின் பெருக்குத் தொகை /n 
ஆல் வகுபடும். (எண்கள் ஏறு வரிசையில் கொள்ளப்படும்) 

(241) (22) (6-9)... 
  

  

ZR ஒரு முழு எண் என நிறுவ 

வேண்டும். 

தெ: (241) (242)... 040. a 

(x+1) (+2)... (x+n) சரச 

Zn 49 சீர 

எற 0. 

=X+n 6, 

இது ஒரு கூட்டு முரு எண். எனவே தேற்றம் நிறுவப்படும்... [24-78 சே என்பது (௦411) பொருள்களைக் கொண்டு xX, X, Xyrrveee ஆ௯ 
னடுக்கக்கூடிய சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை] —_ ,
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12-3151 மாற்று முறைத் தெரிப்பு: தேற்றம் 9-ன் முடிவு 

கொண்டு இத் தேற்றத்தை திறுவலாம். 

7278 
அதாவது 27 -ஒரு முழு எண் என நிறுவவேண்டும்.   

இதை நிறுவ, 23--4ல் ற என்னும் ஒரு பகாயெண் தோன்றும் 

4மீப்பெருபடியைவிட, 2227ல் ற. தோன்றும் மீப்பெருபடி மிசையா 
காது. (குறைந்ததாகவோ, அல்லது சமமாகவோ தானிருக்கும்) என 

3488 
நிறுவினால் se Fein 2G VY எண் என நிறுவப்படும். 

சோர, சீ. சர. என்பவற்றில் ற என்னும் பகாயெண் 
தோன்றும் மிகப் பெரியபடி, முறையே 

(0) ௫... (0 

(2) 02 an ம 

1(7)*1( 7 Yt | 66 

ச: 2//ல் ற தோன்றும் மிகப் பெரியபடி, 

> )+ sa 

  

+1(— )sr +)       

    

    

இப்போது நாம் நிறுவவேண்டுவது 

படல. 

2 093 ன ச ச என்பதை தகம் 
ச, ம் கூட்டு எண்கள். 

a=i,tfi 
ம்-ர9 4-7 எனவும் கொள்வோம். 
இங்கு 1, -1 (௭) 

1 (8) 

272/2 இரண்டும் கூட்டுபின்னங்கள்; இரண்டும் '11ஐ.விடத் தனித்: 
தனியாகக் குறைந்தவை. 

atb=1,+igtfi ths 

Sith=t+fy ஆகவோ (0 < fy <1) 
அல்லது fitfeHl? 0 <f* <1) ஆகவோ இருக்கலாம். ' 5
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o atb=i,+igt1tf, 
yew gi =i,+igtft 

* 1(@+b)=i, +i, +1 optogy 1, +i, 

. (a+b) > I (a)+1 (8) . 
எனவே, 

I (at+b+c+......) > 1(a) +1 (b) +1 (c)+ ose... 

* EE?" Ge] + be] 

“EAT 
GHG) 

x+n X+n ரக 
= ற் ) +1( ற ரு வை 

x n x ny 

சால் நன் மீச்பெருமடி 
> Lx: Lng per BuGu Guy. 

இது எல்லாப் பகாயெண் சினைகளுக்கும் பொருத்தும். 

  

    

எனவே 

       

  

LXxtn 
7% 7 8® முழு எண். 

(x+1) (X42) (8) _ 

  

நிறுவப்படுகிறது. 

12:8:2. தேற்றம் 11 

1 ஓரு பகாயெண்ணாயின் ஈஈஜஐ ॥ மீதியின்றி வருக்கும். 

_ (10-32)... (n—r+1) 
Qs: nor oo 

இது ஒரு முழு எண். 
ர ஆகையாலும், 1. ஒரு பகாயெண்ணாயிரும்பதாலும் 47 

லுள்ள 1,2,5..... ஒன்வொன்றும் ஈக்கு ஒன்றுக்கொன்று பகாவெண்..



எண் கொள்கை ஏ? 

» (A= (n-1)(n- ் — அட ட wy எண், 

[கடட Be .(n— உர). 178) 

அதாவது ஈ௦ - /2(97) ஆகிறது 
12. 3.2.1 எ.கா.9: | 100080 Tor மிகப் பெரியபடி என்ன ? 

7 (1928) -142 

7 (1902 = 20 
702) 2 

1000 

f (arsi8 )= 
ஃ ரன் மிகப் பெரியபடி- 142 +2042 

1064 

எ.கா. 10: 

2 89ன் இறுதியில் எத்தனை பூச்சியங்கள் உண்டு ? 
4 88ல் 2ன் பெரியபடியும், 5ன் பெரிய படியும் காணலாம். 

° I (Sp)=41 
I(82)=2 

T(&2)=10 

T(Ga)= 5 
I(3a)= 2 

I (34) = 
2ன்படி--79. 

[90-16 
((2)- 9 

tus )=0 

5-ன் படி--19. 

ஃ டூல் 10-ன் பெரிய படி--19. 

4 83ல் இறுதியில் 19 பூச்சியங்களிருக்கும். 

12:4. வரையறை 

Blan Cluecr (perfect number) 

77/ஐ வகுக்கும் எண்களில் //ஐ விட்டு, மீதியெண்களைக்கூட்டி ' 

வரும் தொகை /க்குச் சமமானால் அது ஒரு நிறையெண் எனம் 
படுக்.
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எனவே Nenu சேர்த்து, அதை வகுக்கும் எண்களைக்கூட்டி 
வரும் தொகை 327/க்குச் சமமாகும். 

ஆகவே ஒரு நிறையெண்ணே வகுக்கக்கூடிய எல்லா எண்களையும் 
(1ம், அவ்வெண்ணும் உட்பட) கூட்டினால், கூட்டுத்தொகை அவ் 
வெண்ணைப் போல இரு மடங்காகும். இதையும் நிழறையெண்ணின் 
வரையறைக்கு அடிப்படையாகக் கொள்ளலாம். ஆனால் முதல் 
ெடுத்த வரையதைப்படி கொள்வதே மரபாகும், 

12-4.1. எ.கா, 11 

6ஐ வருக்கும் எண்கள் 1, 2, 9, 6, 14243=6; எனவே, 
6 ஒரு நிறையெண். 38ஐ வகுக்கும் எண்கள் 1, 2, 4, 7, 14, 28 1+2+4+7+14=28; எனவே 28 ஒரு நிறையெண். 

எ.கா. 12 

211 ஒரு பகாயெண்ணாயின் 2ா_1(2ா_ 
யெண்ணென நிறுவுக. 

N=2?-*(39—1) 

=p"-*. q 
Que p=2; 7-37--1- ஒரு பகாயெண். 

177ஐ வகுக்கும் எண்களின் கூட்டுத்தொகை . 
=CtD+p* + ove. +p *(1+q) 
oh (q+1) 

இருந 

= (2"—1) 2 

=2N. 2 Naw திறையெண்ணாகிறது. 
எ.கா. 13 

8-5 ஆனால், 21-91 ஒரு பகாயெண். 
ஃ 24(2°—1)=16 x 91 

- 496 ஒரு நிறையெண்ணாகும். 
496 = 2* x 31. 

1) என்பது ஒரு நிறை 

(தேற்றம் 8] 

ர 496ஐ வகுக்கும் எண்கள் 496 தவிர 1, 2, 4,8, 16, 91, 62, 124, 

அவைகளின் கூட்டுத்தொகை 496 
77-17 ஆனால் 
27—1=127 ஒரு பகா எண். 

ஃ 2°(2"~1)=64 x 127 ஒரு நிறையெண், i இயண்கள் பல அறியலாம். ண் tone =
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12. 5 ஆய்லர் சார்பு $(N) (The Euler function $(n) ) 

79 என்ற எண்ணுக்குக் குறைத்ததாய் 14 ஓடு ஒன்றுக்கொன்று 

பகா எண்ணாய் உள்ள எண்களின் எண்ணிக்கை 2 (4) என்ற சார் 

பால் ஆய்லர் என்னும் கணித மேதையால் குறிக்கப்பட்டு, இப்போது 

வழக்கிலிருககிற து. 

ற்(1) என்பது இவ்வரையறைபாடி பொருளற்றதாயிருப்பதால், 

ழ்(1)-1 என்று மாத்திரம் ஏற்றுக்கொள்வோம். 

52௪1 (1 சாத்திரம்) 
ற்(9)-2 (1, 2 என்ற இகு எண்கள்) 

ற்(4)-9 (1, 3 என்ற இரு எண்கள்) 

ழ்(5) ௧ (1, 2, 9, 4 என்ற நான்கு எண்கள்) 

ஜ்(6)--2 (1, 5 என்ற இரு எண்கள்) 

ழ்(7)--6 (1, 9, 9, 4, 5, 6 என்ற ஆறு எண்கள்) 
ற்(8)-4 (1, 8, 5, 7 என்ற நான்கு எண்கள்) 

12-5.1. தேற்றம் 12 ம்(//) தேற்றம்! 

77--ம74௭.,. ப ஆனால், க்குக் குறைவாய், 18 ஓடு ஒன்றுக் 

கொன்று பகாயெண்ணாய் உள்ள எண்களின் எண்ணிக்கை 

1 1 1 . 
N(l1-—) (5) எக்க ஃ( _ ட) ஆகும். 

இங்கு 4ம் 1ம் ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண் என்று 

கணக்கிடப் படுகிறது. 

(ரூ தி, 00.) £ பகாயெண்கள்) 

தெ: முதலில் ॥7க்குக் குறைவாய், 17 ஓடு ஒன்றுக் கொன்று பகா 

யெண்ணாபில்லாத எண்களின் எண்ணிக்கை யென்ன வென்பதைக் 

காண்போம். [அவ்வாருன எண்கள், ம, 4 ௨௮ என்ற எண்களின் 

ஒன்றோ, ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட எண்களின் பெருக்குத் தொசை 

யாகவோ, 2£,க..... நர, 25... மா, போன்ற எண்களில் 

ஒன்றோ, ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட எண்களின் பெருக்குத் தொகை 

யசவோ இருக்கும்.] 

1, 2, Bisecee 8 என்ற எண்களில், ஈஆல் வரூபடக்கூடிய 

ந,2ம... (7) a3 இவைகளின் எண்ணிக்கை x 

அவ்வாறே ந்ஆல், ௦ஆல்...... ஆல் வகுபடக் கூடிய எண்களின்
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4 எண்ணிக்கை முறையே த ட வவ 4 ஆகும். 

அவ்வாறே ரம்ஆல் வகுூபடக்கூடிய எண்களின் எண்ணிக்கை 

wb அவ்வாறே மற்றவைகளின் எண்ணிக்கையுமாகும், 

இப்போது, 

N N N N ம் a7 3 +23 abe. 2 Gbea t வ) 

என்ற தொடரை ஆராய்வோம். ் 

இத் தொடரில் 74 ஓடு ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்ணாயில்லாத 
எண்கள் ஒரே ஒரு முறைதான் எண்ணப்படுகிற தென்பதை 
நிறுவுவோம். 

க்குக் குறைந்த ஒரு எண், ர என்ற ஒரே ஒரு பகாயெண்ணால் 

ம், மாத்திரம் வகுபடக் கூடியதானால், அது ஒரு எண்ணாக a” 

எண்ணப்படுகிறது. 

இப்போது a, b,c... .k என்ற பகாயெண்களில் 7 எண்களின் 
பெருக்குத் தொகையால் வகுபடக்கூடிய எண்கள் நட்டல் * முறை 

(டே அல்லது ப 1) முறைகள் எண்ணப் 

  

யெண்ணப்படும் ; 5 ஆ ல் 

N. ன் r(r—1){r—2) : கை படும்; ங் தமி 0. அல்லது ee முறைகள் எண்ணப் 

படும். ஆகவே அவை (அதாவது ஈம், c......k என்ற எண்களில் 
எண்களின் பெருக்குத். தாகையால் வகுபடக்கூடிய யெண்கள்) மொத்தமாக (4) என்ற தொடரில் 

ட eon, 7(₹--1)(-8) 
  

T(r). ௩ 5 19 ண்டு) Zr 
முறைகள் கணக்டெப்படும். 

அதாவது, 

_70--1)  7-1)(-ஐ 1 ௫-1... 7 2” tag ~~ +(—1) Zr 
=1-14,;— "-1) 17 1... 1 1137 “Ta *(-0ு — 

=1—(1—1) 
௪ 1. ஒரு முறைதான் எண்ணப்படும்.
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எனவே (4) என்ற தொடரில் 7 ஓடு ஒன்றுக்கொன்று பகா 
யெண்களாயில்லாத எண்கள் ஒரே ஒரு முதை கணக்கிடப்படுகிறது 

(counted). 

௩ 37 ஓடு ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்களாயிருக்கும் எண்களின் 

எண்ணிக்கை 

N N oN 
N—% at “ab அ abe Ft oe. one 

= (ட 2G +) (ட னை (பே ஆ) ஆகம். 

இங்கு 1ம் ஒரு பகாயெண் எனக் கணக்கிடப்பட்டிருக்கிற து. 

12:5:1-1. எ.கா. 14. 50க்குக் குறைவான பகாயெண்கள் எத்தனை ₹ 

50= 2:5? 

பகாயெண்களின் எண்ணிக்கை 

=50(1—3)(1—-4) 
=50x4x# 

= 20. 

பகாயெண்களாயில்லாதவை 3-ம்; அதன் மடங்குகளும். 

எண்ணிக்கை 25, 

5ம் அதன் ஒற்றைப்படை மடங்குகளும் எண்ணிக்கை : 5.: 

ஆக மொத்தம் 90. 

மீதி 20 பகாயெண்கள். 

42:51 2, முக்கியமான ௭. கா. 15. 

ற்(ஈ) ஒரு இரட்டைப்படை யெண்ணெனவும், ஈக்குக் குறைவாய் ஈ 

ஓடு ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்களாயுள்ள எண்களின் கூட்டுத் 

தொகை 1ஈ%() எனவும் நிறுவுக, 

சம் ரம் ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்களாயின் (5-ம் ஈம் 

ஒன்றுக்கொன்று-பகாயெண்களாகும். எனவே ஈ ஓடு ஒன்றுக் 

கொன்று பகாயெண்களாயுள்ள எண்களின் எண்ணிக்கை இரட்டைப் 

படையாசும். 

அப்படிப்பட்ட இரு எண்களின் கூட்டுத் தொகை 11. 

அதைப்போல் $ 6(8) இணை யெண்கள் உள்ளன... 

அவைகளின் கூட்டுத் தொகை 

௧11600)
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எ.கா. 16; 1 ஒற்றைப்படையெண்ணாயின் 

3-1 ந7(6) எனவும், 

1 இரட்டைப்படையெண்ணாயின் 

279—1= M(5) எனவும் திறுவுக, 

பே ஈ--. ஒற்றைப் படையெண்: 
கதா 

=(5—1) 
=594 M(5)—1. 
=M(5)—1 

27041= M(5) 
(3) ஈ--ஒரு இரட்டைப் படையெண். 

279=(5—1)a 

= M(5)+1. 

ஃ 299—1— M(5) 
எ.கா. 17 

83 ரர +41=M(49) ser நிறுவுக. 

தொடர் முறைத் தெரிப்பு 
8° —T+41=98=— M(49) 

8--1/க்கு:இம் முடிவு பொருத்து மெனக் கொண்டு ர 1 க்கு. 
இது பொருத்துமென நிறுவுவோம், 

8™+1— 7m 441 = M(49) எனக் கொள்வோம். 

Smt? —Tim +1) + 41=8-8"+2_ I 494 
= bmt2_Tm4 4447-8447 
= M(49)+-7[(7 + Lat? —1] 
= M(49)+7[M\7)+1—1] 
= M(49) + M(49) 
= M(49) 

n=MéG இம் முடிவு பொருத்துமானால் அடுத்த 1)க்குப் 
பொருத்தும் என நிறுவப்பட்டது. ஆனால் ஈ- 1க்கு இது பொருந்து 
மென தாம் பார்க்கிறோம். ஆசுவே 1-2,3... பொகுவாகம் 
பொருத்து மென நிறுவப்படுகிறது. 

எ.கா. 18 

இங்குப் பயன்படும், ஈ-1 ஆனால் 

12 எண்களால் வகுபடக்கூடிய மிசச் சிறு எண் காண்க. 
N=abtcr....., என அவ்வெண்களைக் கொள்க. இது மிசச் சிறிய 

எண்ணாகயிருக்கவேண்டுமானால் ஈம், ௦......2, 9, 5 என்று இருக்க 
வேண் டூம்; ற, ர, 7...இறங்கு வரிசையில் இருக்கவேண் டும்.
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12=(p+1)gt r+)... 
=3X2XxK2 

(p+1)=3; (g+1)=3; (r+ 1)=2. 
மிகச் சிறியஎண் =2* 8 5 

= 60. 

rar. 19 

N=aPbtct..uk? geod, 1/ஐ வருக்கும் எண்கள் யாவற்றின் 
பெருக்குத்தொகை யென்ன * 

வகுக்கும் எண்களின் எண்ணிச் கை 

-(2-11)(7-:1)...... (6௮1) 

Gi) முதலில் [72474 எனக் கொள்க, 

Nap 2 வகுக்குமானால், 1/ஐ அம் வகுக்கும், எனவே, ./ஜு 

வகுக்கும் எண்களை இரட்டை இரட்டையாக இவ்வாறு சேர்த்தப் 
பெருக்கினால், அவைகளின் பெருக்குத் தொகை 14. 

ஆகவே (2-41)(ர-41).. (1 ப) வகுக்கும் எண்களையும் 7 (2-1) 

(qt1)...(¢+1) இரட்டைகளாகப் பிரிக்கலாம். அவைகளின் பெருக்குக் 
தொகை 

_ற0ோ1)ாம) 01) 

(1) N=m* என ஒரு எண்ணின் சரியான இகுபடியானால், ஒரு 
சிறு மாற்றம் ஏற்றப்படும், 

4/ஐ ஈஆல் வகுத்தால், Sem என வே கிடைக்கும். ஆகவ. 

க்கு இணை யாக இரட்டை சேர்ப்பதற்கு வேறு ஒரு சினையும் இராது. 

எனவே, இரட்டை சேர்ச்கக்கூடிய சினைகளின் எண்ணிக்கை (0-1 

(1) ப ம41)-1 ஆகும். இவைகளை இரண்டரண்டாக( x, =) 

எனச் சேர்த்துப் பெருக்கினால், அவைகளின் பெருக்குத்தொசை,. 

_ நூர[(2*1)(ச1)... மா) 1] 

நர 2ர1)(சாரம).. 0௬1) 

இப்போது இணையில்லா து வீடுத்த 1! ஐயும் சேர்த்துப் பெருக்கினால், 

பெறப்படும் தொகை - 
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ஸீரோ மறு 
க எ வபய் xm 

N? 

நரம). பட 

  

    

ற் x N 

= y €P+1)0941)...(u+1). 
எனவே, 14,482, 1/2 என்ற இரு அமைப்பிலும், ]/ன் சினை 
களின் பெருக்குத்தொகை நூ$மர1)மர1)... டட) நிறுவன் 
முறையில் மட்டுமே, சிறிது மாற்றம் இருக்கிறது. 

எ.கா. 20 
் 

1 ஒரு ஒ.ற்றைப்படையெண்ணாபின் (--1)ஈ(41) - 17 (2 $) என 
திறுவுக. : 

712711 எனக்கொள்க. 

1 மு 2m(2m + 1)(2m-+2) 
=2m(2m +2)(2m+ 4—3) 
= 2m(2m+2,(2m+4)—3-2m(2m +2) 
=8m{m +1)'m+2)—12: mim+1) 

= M(43)—M(24) 
= M(24) 

125, ஒருங்கிசைவு (0002706108) வரையறை : 
TM என்ற எண்ணால் ர, ம் என்ற எண்களை வகுக்கும்போது, மீதி சமமாக வருமாயின், :ஈ” என்ற மட்டு (Modulas)go ஒட்டி, ௪, ம் என்ற இரு எண்களும் ஒருங்கிசைவுடையன (arc congruent) என்பது "வரையறை. 

இதை எழுதும் மரபு ரஃந் (மீட்டு 1) 
றர 
b=qm-+c crer இருக்குமானால், 

*8'ஐ. ஒட்டிர, 6 ஒருங்கிசைவு பெற்றனவென்பது தெளிவாகிறது. 
அப்போது a—b= Mim) என்பதும் தெரிகிறது. இதை யொட்டியும், ஒருங்கிசைவு, வரையறுக்கப்படலாம்; 

மாற்று- வரையறை : 

ச--ம்-... ஆனால் (4 ஏதாமொரு, 
எண் அல்லது பூச்சியம்) ஈ என்ற (மட்டை! 
ஒருங்கிசைவுடையன. எடுத்துக்காட்டாக, 

கூட்டு குறை முழு 
யொட்டி, ச, 8 என்பவை
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48 = 30 (w.@ 9) 
48= 9 (மட்டு9) 

48= 9-9 (மட்டு9) 

506 (மட்டு 11) 

எச்சம் (65102) வரையறை : 

ச, ம் என்பவை 8 என்ற மட்டையொட்டி ஒருங் சசைவுடையன 
வாயின், ர, ம் என்பவை ஒன்று மற்றொன்றின் எச்சம் எனப்படும் 

(Residue). 

எனவே, 8-4 ஆனால், 7 என்ற மட்டையொட்டி, ம் என்பது 
ஏன் எச்சம் என்றும் மறுதலையாக ர என்பது மீன் எச்சம் என்றும் 
கூறப்படும். ” 

12:61. ஓருங்கிசைவு பற்றிய சில எளிய தேற்றங்கள் 

தேற்றம் 13 (முக்கியமான முடிவுகள்), 

சகம் (மட்டு ஈ0; a,=b, (மட்டு 11) ஆனால் பின் வருவன 
'தேற்றங்களாம். . 

(i) gatra,=qgb=rb, (0G m) 

(ii) aa,=bb, (wL@ m) 

(04) 2 ஏதாவதொரு முழு எண்ணாயின் 

2௦ 5 2 (மட்டும் ஈட் 

(௫) சம் ஈரம் ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்களாய், மேலும் a, b 

இரண்டையும் ௦ மீதியின் றி வகுக்குமாயின், 

a b 
தப. (மட்டும கட் முட்டு? 

(1) தெ: a=b (wi@m) 

a,=b, (0 @ m) 

a—b=Kkm 

சடா தி) எர 

சமி 

சம்) 4/8 

gat+ra,=qb+rb,+qkm+rlm 

=qb+rb,+k,m 

“ (qa+ra,)—(qb+rb,)=k,m 

2. qatra,=qb+rb, (wG m)
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் கிளைத் தேற்றங்கள் : 

(a2) @+a,=b+b, (w.@ m) க 

(6) ஈம்; (மட்டு 0) 7-1, 2, 89... ஆனால், 
சர்க்க ற்டம்ற் மற வ வ(முட்டு ஈட 

(4) தெரிப்பு : 
@ a,y=(b+km)(b, +Im) 

=b b,+k ym 

aa,=b b, (w_@m) 

கிளைத் தேற்றங்கள் : 

(ஐ) ச்; (மட்டு) 

Ay Ag Ag .cceee =b, ம, bg......(w@ 710) 

(2) சம் (மட்டு 1) ஆனால் 

7 (மட்டு ஈ) 

(ill) Og: 

ac—be=ckm=M (m) 
“ aczbc (wg m) 

(iv) Gs: 
a=b+km 

oe a—b=km, 

=f த! எனக்கொள்க, 
9-7 2 

மேலும் ஈம் ஈம் ஒன்றுக்கொன்று பகா யெண்கள் என்று கொடுக்கப். 
பட்டிருக்கிறது. ் 

km=a—b=(1,—f.) c 
km a-b pos == (fife) (yegrein) 

ஈம் 2ம் ஒன்றுக்கொன்று பகா யெண்ணாதலால் k 
c 

ஆகும், 

ஒரு முழுஎண் 

al
a ட kim. 
6 

12:6:2. தேற்றம் 14: 

f(x) பல்லுறுப்புக் கோவை xer (மட்டு ஈட see, f(x} 

=f(r) (WL @ m) என்பது தேற்றம்.
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f(x) =a 4 bx4 cx® + ee FAX" எனக் கொள்க. ந (மட்டு 1) 

ஆகக் கொருக்கப்பட்டிருப்பதால், x=gqn+r என்ற அமைப்பில் 

இருக்கும். 
என வே X%(gm+r)e 

47௫) பா 
அவ்வாறே (ரஈ.4ற7-! நர) 47-! 

இவ்வாறே (41--7)ன் மற்ற படிகளுக்கும் இது பொருத்தும். 
ஃ. ௫:77:11 எனக் கொண்டால், 

ff (x)=f (qm+r) 
=a+b(qmt+r)+c(qm+r)* +... +k (qm+r)P 
=A+ br ter? + reece tkr+M (m) 

=f (r)+M (m) 
சீ-7(7) (மட்டு ஈட என நிறுவப்படுகிறது. இதைச்சென்ற 

&8ம் தேற்றக் கோவையின் கிளைத் தேற்றமாகவும் கொள்ளலாம். 

12:6:2:1. எ.கா. 21 ் 

ஒருங்கிசைவுப் பண்புகளைக்கொண்டு, 9, 9, 11 என்ற எண்களால் 

வகுபடக்கூடிய எண்களின் தன்மைகளைக் காணலாம். 

77௪ ....்.சம்ச. எனக் கொள்வோம். (இலக்கங்கள் எழுதப்பட் 
டிருக்கின் றன.) 

ஒன்று", *பத்து”, நூறு", . அஃ... இடங்களில் ஈசி, உ... 
முறையே இருக்கின்றன. ் 

242 ர-4105,41002-10004-...... 

(1) 1=1 (we@ 3) 

10-51 (மட்டு 8) 

1001 (மட்டு 89) 

10001 (மட்டு 9) 

470424 4-.. (மட்டு 8) [தேற்றம் 19] 

எனவே 1/ என்ற எண் 8 ஆல் வருபடக் கூடியதாயின் அதன் 
இலக்கங்களின் கூட்டுத் தொகை 8ஆல் வகுபடக் கூடிய தாயிருக்க 

(வேண்டும். ் 

(2) 1 ௬ 3 (மட்டு 9) 
10 - 1(மட்டு 9) 

100 = 1 (டீட்டு 9) 
1000 = (மட்டு 9) 

Neatb+etd.....(w@ 9) (8pm 13)
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எனவே 1/4 என்ற எண் 9ஆல் வகுபடக் கூடியதாயின் அதன் 
இலக்கங்களின் கூட்டுத் தொகை 9ஆல் வரூபடக் கூடியதாயிருக்க 
வேண்டும். 

(3) 1௯ 1 (மட்டு 11) 

10 =—1 (மட்டு 11) 

100 = 1 (மட்டு 11) 

1000 =—1 (wg 11) 

ஃ. சரசரக்க. (மட்டு) (தேற்றம் 18) 
எனவே 17 என்த எண் 11ஆல் வகுபடக்கூடியதாயின் ஒன்று 

விட்டு ஒன்று இலக்கங்களின் கூட்டுத் தொகையிலிருந்து ஒன்று 
விட்டு ஒன்று இலக்கங்களின் கூட்டுத் தொகையைக் கழித்த தொகை. 
11ஆல் வகுபடக் கூடியதாயிருக்க 8வண்டும்; அதாவது, 

a—b+e-d. ..=0 (wi @il) 

eres a—b+e—d,..= M(Ad). ; 
எ.கா.22 8,7,6, 5ஆல் வகுத்தல் முறையே 5, ச, 9, 2, மீது 
வரும் மிகச் சிறிய எண்ணேக் காண்க. 

அத்த எண் 19 எனக் கொள்வேசம். 

17௬௦5 (மட்டு 8) அல்லது N=—3 (மட்டு8) 
4/4 (மட்டு 7) அல்லது 4-0 (மட்டு 7) 
ச் (மட்டு 6) அல்லது 7/---9 (மட்டு6) 
1௬2 (மட்டு 5) அல்லது N=~—3 (மட்டு 6) 

2 ௭9 (மட்டு 8, 7, 6, Ser உத்தமம் பொது அளஷ 
L.C.M.) 

௪-8 (மட்டு 840) 
27 மிசுச் சிறிய எண்ணாதலின் 

N+3=840 

N=6a7, 

St. 230 22° 11h asi ord மீதி என்ன ? 
்.. இர்கந்த 

௮.1 (மட்டு17) 
ஃ (B*YP? = (—1)** (og 17) [35m 12 (i)5} 

ு(-1) (மட்டு ப) 

2200.4 2M (17) 
2499 4117 = M (17)
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ஃ $2299 16=M(17) 

மீதி 16, 

மற்றோர் வழி: 

25-92 

௯16 (மட்டு 17) 

240 (28)5₹ ௬154 (மட்டு 17) 

௬925 (மட்டு 17) 
ச் (மட்டு 17) 

- 280 2 (22°)8 = 45 (0 G17) 
1024 (மட்டு 17) 
கக் (மட்டு 17) 

9௩௦0 (259)5 (47 (மட்டு 17) 
516 (மட்டு ப) 

ட 9700 ஐ 17ஆல் வகுத்தால் மீதி 16. 

எ.கா. 24 954ஐ 28ஆல் வகுத்தால் மீதிஎன்ன :: 

3° = 27 

கந (மட்டு 29) 

*  894=5(8°)§ =(—1,° (wo @ 28) 

= ॥ (மட்டு 28) 

© 9742ஐ நில் வசூத்தால் மீதி 1. 

எ.கா. 25. 

24 ஐ. 34ஆல் வகுத்தால் மீ.தியென்ன 1 
25-92 

1 (மட்டு 91) 
2454(25)₹-(பூ* (மட்டு 81) 

௩ (மட்டு 80) 

2424592௬21 (மட்டு 31) 

௬32 மட்டு 91) 

2*5ஐ 81ல் வசூத்தால் மீதி 2. 

எ.கா. 26 

Bto+? பதாக நரி 14) என நிறுவ 

ஒர 95, தசா 

= 9. O30 

ட.
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௬9: (5%ந்த மா 

0 : 11 (மட்டு 15) 
B2ntk 5 + §2n 

=§ + (25)" 

=5 (14+4+11)° 

௦5 - 11 (மட்டு 14) 

ve 894? 4597+ =14 + 11° (wi@ 14) 

enw 14° 119= M (14) 

ஃ அர்? நா 2 

இதைத் தொடர்ச்சி முறையில் நிறுவலாம் என்பதற்குரிய குறிப் 
4/கள் கீழே கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன; 

Sine? 5.52042 
=M (14) என எடுத்துக்கொள்வோம். 

இர்ருக்கு) தர ed M t4 என நிறுவுவோம். 
இக்ரா 4 52s 8  gtny2 ஓக தோ * 53 

ஜரா ட 61.53 - 95 

= 34n+? (70411) 4529+? (14411) 

=z B4nt2 7051 14 

+11 (349+? 4 52042) 

= M (t4)+ M (14)+ Mf (14) 

= M (14) 

m=1s: 3°+5°=7294.125 

=854 

= M (14) 
எ.கா. 27 

17°91 = M (288) srer Haysys 

1799-1 = (177)9—1 

= (2897 — 1 

=(288+41)°—1 

= M (288) 

௭. கா. 28 

320") = 20+? = M (7) ster Bans. 
கே! 92, 3 

௮93.9



ein Dan oh ons ் 87: 

=(74+2)"2 °3 

= M (T)+3 + 30-2 
ஒக ூஜாஃ௩ வ] (7)+3 உற) 95% 

= M(7)+8 + 20249073 «4 
= M (7)+-7 » 20° 

=M (7) 

12:63. தேற்றம் 15 

2, ம் இரண்டு எண்களும் ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்கள॥ 
யின், a, 2a, 3a.......b5—1)a என்பவற்றை “ம*ஆல் வகுத்தால் 
வெவ்வேறு மீதிகள் வரும் அம் மீதிகள் எந்த வரிசையில் வந் 
தாலும் 1, 2... (5-1) ஆகவிருக்கும். ் 

முடியுமானால் ரா, 17 இரண்டையும் ஆல் வகுத்தால் ஒரே மீதி 7£ 
வருகிறது எனக் கொண்டு, அம் முடிவு பொருத்தா முடிவெனக் 
காட்டி, மீதிகள் வெவ்வேறு எனக் காட்டுவோம். 

gqa—R=M (6) 

ra—~R=M (b) word GarerGaewb. g1Gur gy (q—r)a= M(b) 
எனப் பெறப்படும். ஆனால் a, b இரண்டும் ஒன்றுக்கொன்று பகா 
வெண்கள்; ர, * இரண்டும் ம்க்குச் சிறியவை; ஆகவே (7-1) ௪ 77(6) 

“.. (ர-0) ௪14 (4) என்பது ஒரு பொருத்தா முடிவாகிறது. 
எனவே ரச,7ஈ இரண்டையும் ஆல் வகுத்தால் வெவ்வேறு 

மீதிகள் வரவேண்டுமென நிறுவப்படுகிறது. 
வெவ்வேறு மீதிகளாதலால், அம் மீதிகள் எத்த வரிசையில் வத் 

தாலும் 1, 2, 3...... (5-1) ஆக இருக்க வேண்டும். ' 
கிளைத் தேற்றம்: 

௨ம் இரண்டு எண்களும் ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்கள்; n 
ஏதாமொரு எண்ணாபிள், ஈ, ஈஃ௬) 142, n+38a...... n+(b—1)a 
என்பவற்றை bod வகுத்தால் வெவ்வேறு மீதிகள் வரும். ௮ம் மீதி 
கள் எத்த வரிசையில் வந்தாலும், 1, 2, 8.....(ம--1) ஆகும். தெரிப்பு 
முறையும் அவ்வாறே அமையும், 

12:64. தேற்றம் 16 

1 Guitwore Sghpw (Fermat’s Theorem) 
2 ஒரு பகாயெண்; சம் றம் ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்களா. 

னால் சீ *-1-47(2) என்பது தேற்றம். 
a, 2a, 8a ....(p—1) a என்பவற்கற றஆல் வகுத்தால் மீதிகள் 

வெவ் வறு; அவை 1, 2, 8, .00...(p—1) cary நாம் தேற்றம் 15ன்படி : 
அறிவோம், ட 

8
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a=r, (6G p) : 
9-1, (மட்டு ற) 

ரகர (மட்டு) 

(2-1) சகா எட (மட்டு 2) 

இங்கு 71, [உவா] என்பவை ஏதோ ஒரு வரீசையில் 1, 3, 4... 

(2--1) ஆகும். 
ஏம மே...) சோர ரட்ட (மட்டு ற) 

=1°2-8......(p—1) (மட்டு) 

தேற்றம் 19 (11).௪ 

லட தீத ர ௬ 7ற-1 சேட்டு ற) 

(௪-1) Z p—-1=Mlm 

ஆனால் 4-1. என்பது றஆல் வரூபடா து: ஏனெனில் ர ஒரு பகா 

யெண். 

a?-1—1=M (p) 

.கிளைத்தேற்றம் 1: pee பகாயெண் ; றம் ab ஒன்றுக்கொன்று. 

பகாயெண்கள்; அப்போது ச (22 *—l)=aM{p); அதாவது 2-௪ 

௯நரீ (ற) என்பது கிளைத் தேற்றம். றம் சம் ஒன்றுக்கொன்று பகா 

வெண்களில்லையானால் ஈ என்பதே ரீ (ற) ஆகலாம். 

கிளைத் தேற்றம் 2: ற ஒரு ஒற்றைப்படைப் பகாயெண்; றம் ஈம் 

p=! 
ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண் களாயின் ம * --1 அல்லது 

pal 
2 (ரீ (ற) என்பது தேற்றம். 

தெ: ம *--1௭ம்சீ (ற) என நாம் தேற்றம் 1-ல் கண்டோம். 

pol pol 
M (p)=a?"*—1=(a * +1)(a ? —1) 

ற ஒரு பகாயெண்ணாதலால் 

2-1 
உர பயம 

ட ட ச1 
P a2 அல்லது —1=M(p) 

12°6'4.1 eT.am: 29 

ரூம், என்பவை, 1 என்ற பகாயெண்ணுக்கு ஒன்றுக்கொன்று 

தவெண்களரயும் இருக்குமானால் ம” நா 1 (0) என நிறுவுக. oo



எண்கொள்கை 88: 

a™*—1=M(n) 

bo —t=M(n) என பெர்மாட் தேற்றத்தின்படி நாம் 
அறிவோம். 

(சா 3131௮ M(n) 

பை அ ௮! /(()] 

எடுத்துக்காட்டாக, 

இதையொட்டி ச*”--1 *-17(1905) என நிறுவலாம். 

19 ஒரு பகாயெண். 
7382 (13) 

மேலும் a** —b**? =(a° —b*)(a* +b") 

இங்கு 7 ஒரு பகாயெண்; 

a°®—b°=M(T) 
மேலும் qi?—pt? =(a* —b*){a® கார்த் +58) 

5 ஒரு பகா எண். 

a* —b* = M(5) 

Guwgyb a* —b* =(a* —b*)(a* + 5*) 

a* —B* = M(3) 

ஆனால் 9, 5, 7,158 எல்லாம் பகாயெண்கள் f இவையெல்லாம் 
(ஏ*”--ம*5)ன் சினகளாயுள்ளன. 

ட மிழ் 8200805710 
= M(1365) 

எ.கா. 80 

n*®—n= M(2730) stor Poeys. 

n?®—n=n(n**—1) 

=n(n°—1)(n® +1) 

=n(n? —1 (a* +n*4+1)(n° +1) 

=n(n*—1) n* +n* +1)(n? +1)(n*—n? +1) 

Geo gtd n?? —n=n(n® —1)(n+1)(n? —n+1)(n" +1) | 

2730 =2x3x%5x7x13 

n*®—1 = M(18) 
n°—l=M(7) 

5 gf gpm MUU. UAT Swe. 

& கிளைத்தேற்றம் 16(2)ன் படி, 

n? —L= M(5)



84 இயற்கணிதம் . 

அல்லது ”--1- ந7(5) 

மேலும் (1-1) ச8( 28) 

= M(3 x 2) 

ஃ& 2,855) 7, 19 என்பவை யாவும் (4 *--1)ன் சினைகளாகும். 

oe nt®—n=M(2x38x5xTx 18) 

— M(2730). 

௪.கா. 31 

771, 1) என்பவை பகாயெண்களாயின், சா 4 ஜாட: 1 நர 

என நிறுவு*. 
M™*—1=M(n) 
nm” +—1= M(m) 

2 (m2 —1)(n7 2 1) = M(mn) 
௩ நரி ரஜா பதா ம பதா ர 31 M(mn) 

ஜி 3 தா “தா 3 தாட 1 நிரு 
ப் ((ப) உர பகல ய்களை உ 2 (10) 

சி 3ஆகா 11 நிரய 3 ரரி) 
= M(mn) = 

42-65, தேற்றம் 17 
ஆய்லர் பொதுமையாக்கிய பெர்மாட் தேற்றம் (101816 

extension of Fermat's Theorem) 

% ஏதாமொரு எண்: ab ஈம் ஒன்றுக்கொன்று 
யெண்கள்; $1) -1-](1) என்பது தேற்றம். 

ரப 2901) என்பவை க்குக் குறைவாய் 1 ஓடு ஒன்றுக் 

கொன்று பகாயெண்களெனக் கொள்வோம். 

ப்கா 

முதலில் 88) Ady, adg... எம என்ற எண்களை 7 ஆல் 

வகுத்தால் வரும் மீதிகள் யாவும் 1 ஓடு ஒன்றுக்கு ஒன்று பகாடெண் 
களாக இருக்குமென நிறுவுவோம். 

aa,= M(n)+k எனக்கொள்வோமானால் 

adg—k= M(n) 46%. 
௪, 8, 71 மூன்றும் ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்கள் ; ஆகவே மம் 

௩ம் ஒன்றுக்கொன்று பகசயெண்களாயிருக்கும். 

பிறகு ரர), aay, சவ என்ற எண்களை ஈ ஆல் 
வகுத்தால் வரும் மீதிகள் வவ் வருக இருக்குமென நிறுவுவோம் 
முடியுமானால் ஈசஜஐயும் ரரஐயும் ॥ ஆல் வகுத்தால் வரும் மீதி , %



எண்கொள்கை a 8s 

என ஒன்றாக இருக்கின்றனவெனக்கொண்டு, அம் முடிவு பொருந்த 

முடிவா குமெனக்காட்டி, மீதிகள் வெவ்வேறெனக் காட்டுவோம். 

= M(n) +k 
௭ 785) எனக் கொள்க 

 @(ag—a,)=M(n) 

சம் 1ம் ஒன்றுக்கொன்று பகாபயெண்கள் ; மேலும் ரம் Ob ng 

விடச் சிறியவை, அவைகளும் ॥ம ஒன்றுக்கொள்று பகா alu over ach. 

stor Bau (2,—a, 160 n Uf Hafod p) ou @S si Sy- 

ஆகவே ௭(2,--8,)- 18(7 என்பது ஒரு பொருத்தா முடிவாகும். 

எனவே, aa,gguib, ஈச,ஐயும்: 11ஆல் வருத்து வரும் மீதிகள் 
வெவ்வேறு. 

மேலும் அவை ஒவ்வொன்றும் ஓடு ஒன்றுக்கொன்று பாக 

யெண்கள். ஆகவே அம் மீதிகள் யாவும் ஏதாவது ஒரு வரி௯சயில் 

பூ ஜே 25௬ ) ஆகத்தானிருக்க வேண்டும். 

இப்போது ஈர; ரீ (2) 47 

aa,=M (n)+r, 

aa,=r, (wl @n) 

aa,="sy (மட்டு 7) 

P(n) 

2850) =r  $(n) மட்டு (0) 

ஆனால் 7, 7௨... த (n) என்பவை ஏதாவது ஒரு வரிசையில் 

ay ணை) ஆகத்தானிருக்கவேண்டும் என முன்னர் 

கண்டோம். 

ப கல கை மெய்ப்பு ப] [மட்டு 1] 

20.2 எட... gn) 7 கீது ஐ 1400 

yg *sesees “5. ௨0௫) l= Min) 

ஆனால் 21, Farrer Agr ny என்பவை க்குக் குறைவாய், ஒவ் 

வொன்றும் ஓடு பகாயெண்கள். ஆகவே 41 'dq.-.4y/ 4) என்ற 

டெருக்குத்தொகை ஈன் மடங்காக இருக்கமுடியா த.



46 இயற்கணிதம் 

க ௪1214௮) என்ற முடிவு பெறப்படுகிறது. 

1265-1. எ.கா. 32 : 
11-15 எனவும், ம--4 எனவும் கொள்வோம், 1, 2,4, 7, 8, 12, 

18, 14 என்ற 8 எண்களும் க்குக் குறைவானவை ; 15 ஓடு ஒன்றுக் 
கொன்று பகாயெண்கள். 

P(n)=15 (1—§) (1-3) 
=15x2x4 

=P, 
o 

a? yy = 48-1 

= gie_y 

= (256)?—1 
= 65535 

= M(25). 

Gwgyo 4x1, 4x2, 4x4,4x7, 4x8 4x11, 4x13, 4% 1g 
15ஆல் as sere an f Hse 4,8, 1,18, 2,14 7,11 என்பவை, 
இவைதான் [க்குக் குறைவாய், 15ஓடு ஒன்றுக்கொன்று பகா 
யெண்களான வை, 

கிளைத்தேற்றம்। ஈ ஒரு பகாயெண்ணாகவே யிருக்குமானால், 
(0)-ஈ-1; அப்போது ௭73-127) என்ற பெர்மாட் தேற்றம் 
(முதல் கூறப்பட்டது, தேற்றம் 16) கிடைக்கும். 

௪. கா. 32 

71 ஒரு பகாயண் 2. ஆனால், 

சோதா? *4 ப வர்ற 1௪0 மட்டு 0) என திறுவுக. 

971 1-1 ந7(0ு என நாமறிவோம். 

(2-1) (னி 83... xe 1) = Mn) 

(2--1)ம் ஈம் ஒன்று கொன்று பகாயெண்களா தலால், 

7 427 “4 et Xtl=M(n) என நிறுவப்படுகிறது. 

எ.கா. 98 

1659-1 ந4(697) என திறுவுக. 

487=19 x 23 

ஃ (481) = 487 (1-45) (L— 9) 
= 437x 18x 23 

= 396,



எண்கொள்கை ் 87 

16° 9 = (25)5 8 

== 506 

fo 2®*8_1 = M(487) 
அதாவது 161 நரீ(497) என நிறுவப்பட்ட து. 

12:66. தேற்றம். 18 ் 

வில்சன் தேற்றம்: ற ஒரு பகாயெண்ணாயின் 22-11 

௬ 18ீ(2) என்பது தேற்றம். 

தெ: ச..ற என ஏதாமொரு எண் ஏஐ எடுத்துக் கொள்வோம். 

அஒரு பகாயெண்ணாதலால் ஏம் றம் ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்க 

ளாகும் 3. a, 2a, மே......(ற--1)ர என்ற எண்களை றஆல் வகுத்தால், 
மீதி 1,2,9.....(0--1) ஏதாமொரு வரிசையில் தோன்றும். 

ஆகவே ஈஎன்ற எண்ணை 1, 2, 8... (2-1) என்ற எண்களில் 

ஏதோ என்றால் (ஒன்றுமட்டுமே) பெருக்கி றஆல் வகுத்தால் தான் 

மீதி 1 ைக்குமெனத் தெரிகிறது. அப்படி றஆல் வகுத்தால் மீதி 

கிடைக்கும் படியான எண் ba எனக் கொள்வோம். 

அதாவது 68 ௪ 1 (மட்டு) 
அதாவது 6௨--1-17(ற) 

இத்தக் கட்டுப்பாட்டில், எந்த நிலைகளில், bib ரம் சமமாகும் 

எனப் பார்ப்போம். : 

. அதாவது a*—l=M(p) என்பது எப்போது பொருந்தும் ? 

அப்படி, 
22-1௭ ர்ரீ(ற0) பொருத்துமானால், 

(௪-1) (2-1) 782) 

சற எனக் கொள்ளப்பட்டிருப்பதால் 2-1 அல்லது at+iep 

என்ற முடிவு கிடைக்கிறது. 

அதாவது 11௭02) 

அல்லது (2-1)“--1-4(2) 
எனவே ஈ--1 அல்லது 8-ற--1 ஆனால், a*—1=M{(p) என்பது 

பெசருத்தமாகும். இப்போது 1, 2, 9,...4(2--1) என்று வரிசையில் 

1.ஐயும் (2--1)ஐயும் விலக்கி, எஞ்சியுள்ள 3, 9,.....(2--3) என்ற 

(ற--8) எண்களை எடுத்தக் கொள்வோம். 

இங்கு க்குப் பொருத்தமாக: 1, என்ற எண்ணும் க்கும் 

பொருத்தமாக 75 என்ற எண்ணும்......3) 53 (மட்டு), 8,951 

(மட்டுற)ற என்ற முறையில் இரண்டிரண்டு எண்களாக இணை 

—3 . இல் ் 
சேர்க்கலாம். அப்படி ன இணைகள் பெறப்படும். இங்கு £), 75. 

-..னன்பது ஏதாவது ஒரு வரிசையில் 2, 9......(2 -4) ஆகும்.



88 தயற்கணி தம் 

எனவே 2,- 1 (மட்டு) 
82 1 (மட்டு) (7) வரிசைகள் 

BO Lae See rege 2 

worse | 

' ome cee 

இடமி வட உலகில டட ஒக்க 

௬௫௫௧௨௦௧௨௧௨ rote 

ஃ 83... (2-2) 1 (மட்டு) 

ஃ £P—2-1=M(p) 
ஃ (2-1) [ச2-2-1]-4/(ஐ 

© LP-1—-(p—1)= Mp) 
Zp—-141 = M(p)+p 

=(p) என நிறுவப்படுகிறது. 
12661. மறுதலையாக 

LZ9-~141=M(n) ஆனால் ஒரு பகாயெண்ணாகும் என்பது 
தேற்தமாகும், 

8 ஒரு பகாயெண்ணாயில்லாது போனால் 1, 3,3...... (n—1) 
என்ற எண்களுள் ர என்ற ஏதாமொரு .எண்ணால் வகுபடக்கூடும். 
ஆகவே அப்படி வகுக்கக்கூடிய எண் a என்பது 211--1ஜஐயும் 
மீதியின்றி வகுக்கும். எனவே ஈர என்பது 8-2-41ஐ மீதியின்றி 
வகுக்காது, ஆனால் ச் 13177௫) ஆகையால் 471-141 என்ற எண்ணை என் எச்சினையும் வகுக்கும். இது ஒரு பொருத்த முடிவாகையால், ஈ ஒரு பகாயெண்ணல்ல என்ற கொள்கை. 
பொருந்தாது. எனவே ஈ ஒர பகாயெண்ணாகத்தானிருக்க. 
வேண்டும். 

11662 விளக்கக்குறிப்பு : 
211) ௬9 எனக் கொள்வோம். ழிக்குக் குறைவான எண்கள் 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 
p~-i=10: (10“-:1 (மட்டு 11) 

2:61 (மட்டு 11) 
9:41 (மட்டு 11) 
5:91 (ட்டு 10) 
78 0 (டீட்டு 11) 

ஃ 291 முட்டு (டி 
a 2£9—1= M11) 

os 10(29—1)= 44 11) 

௬ 10£9~10= 4 11) 
“ £10-11+124(1) 

ஃ £104+1=¥ (11)
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12 6:7. தேற்றம் 19. 
பொதுமைப்படுத்திய வில்சன் தேற்றம்: ற ஒரு பகா 

எண்; 72 ஆனால் (7-7: 27-17(-1)7 ௧0 (மட்டு ற) 

அல்லது 2ர-7:27--14(--1)7 = M(p) என்பது தேற்றம். 

தெ. : வில்சன் தேற்றப்படி, 

Lp—1+1=M(p) 

அதாவது 22-11 (மட்டுற) 

1:2-3...(p—r)(p—r—1).. (p—1I)=—t (wt OP) 

(p—r) என்ற உறுப்பிற்கூப் பின்னுள்ள றன் மடங்குகள்: 

யாவற்றையும் நீக்கிவிட்டால், 

Z£p—-K—-1y"*Lr—-l=—1 மேட்டு) 
& சிரா தர1(1)7 முட்டு) 
ஃ ச்சா (மு. மம) 
& சற சு தர்க்( 13 கழீர்) 

கி.தே.: 7--1--ற--7 ஆனால். 

ர“ கதர -14 ற 
“ம 1) 

es { Za(p—}) Pra. Mem) 

கி.தே. (2): 

ற ௪474 1 ஆனால்; 2--1(2--4) 

7 (2-0) “41-47(2) 
கி,தே. (3); 

ற 4-1 ஆனால் 2 1-ழ(2-1) 

{ 24(p—1) } *#-1=M(p) 

12°68. தேற்றம் 20. 

ச, 5, ௨... என்பவை ஒன்றுக்கொன்று பகா யெண்களாயின், 

6) என்ற குறியீட்டின் பொருளின்படி, p(abc...)  =(a)'$(b) Plc): 

அ. இங்கு “1? எல்லா எண்களோடும் ஒன்றுக்கொன்று. 

பகாயெண்ணெனக் கொள்ளப்படுகிறது. 

தெ: ஈ,ழ் என்ற எண்களையும், அவைகளின் பெருக்குத் 

தொகை சம் என்ற எண்ணையும் கொண்டு, 1,2, மம் என்ற எண்களைப். 

. பின்வருமாறு எழுதுக. 

ர 2 ர வ a 

ரத்ந a+2 at+B 2 7 சோக் ப 2a.
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Qa+1 2242 2749... Qatk sm. 3a 
௧௪4௨௧௨ ௧௧௨௨௧௨ 

_ வெண் —_ ண் _ aaccce ௧௨௧ 

(5-1 41 (6-1௪42 (b—1)atB..... (6-௪... 6௪ 

ம் சம் ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்களாயின், %, 8-2... (6-- பர 
ஆர் என்ற நிரலில் தோன்றும் எண்கள் யாவும், ரம் ஒன்றுக் கொன்றும் 
பகாயெண்களாகும். 

முதல் நிரலையும் கணக்கில்கொண்டு பார்த்தால், ர ஓடு ஒன்றுக் 

கொன்று பகாயெண்களாயுள்ள எண்கள் ம(ர):;திரல்களின் தோன்றும். 

மேலும் சம் மம் ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்கள்; % ஏதாமொரு 

எண். எனவே தேற்றம் 15 கிளைத்தேற்றத்தின்படி, 6, ச, 
சேரக்... (பரம், என்ற எண்களை ம்ஆல் வகுத்தால், வரும் 
மீதிகள் வெவ் வேருகவிருக்கும் அவை ஏதாவதொரு வரிசையில் 
1, 2, .. (5-1) ஆகும். ஐ ம ஆல் வகுத்தால் வரும் மீதியும் மம் 
ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்களாயின், ம் மம் ஒன்றுக்கொன்று பகா 
யெண்களாகும். மீதிகள் 1, 2, (9-1); இவைகளில் ம் ஓடு 
ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்களாயுள்ளவையின் எண்ணிக்கை (9). 

எனவே இவ்விதமான ர்(ர) நிரல்கள் ஒவ்வொன்றிலும் 62) 
எண்கள் 6 ஓடு ஒன்றுக்கொன்று ,காயெண்களாயிருக்கு ம். 

எனவே முதல் எழுதப்பட்ட நிரல்களில் (a) 66) எண்கள் 
ஏக்கும், ம்க்கும் ஒன்றுக்கொன்று ப எயெண்களாயிருக்கும். இவை 

யாவும் ஒன்றுக்கொன்று ௭, மக்குப் பகாயெண் ௨ளாயிருக்கும். 

= d(ab)=9(a)°9(b) 

இத்த முடிவை, விரிவுப டத் தினால் 
6(44௦...)--6(2)-ம(5)6(6...... 

கி.தே.: 1-றாம்,.... ஆனால் 

PCH = (DY PG) (1) aoa vas 
ஏனெனில் 9, ர, £..ப௩ாயெண்கள், எனவே ஒன்றுக்கொன்று பகா 
எண்கள். மேலும் $(p)=p2—po}; ஏனெனில் ற£ஐ விடக் 
குறைந்து ற” ஓடு ஒன்றுககொன்று பகாயெண்களாயல்லாமல் இருக்கக் 
கூடியவை 

திரே,9ற... (27), 

ஃ 600-322 1) (ம் ட்டி னப ௪௧௪4௨௪ 

ன 1 1 1 8 (1 ) (1 லார் \ ே —_— > )4 ச (3-2...
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--(-1)0-இ0-ஆஃ 
(தேற்றம் 12ல் இது நிறுவப்பட்ட து). 

1$2:659, தேற்றம் 21 

1/ஐ மீதியின் றி வகுக்கக்கூடிய எண்கள் சீடி 8 3. (21-71, 

4524) ஆனால் (8) 46(82)-6(ஸி).....*6(2)-74 
QS: N=p,? pada. Dnk Tere @an ors. 

மிய நிவ. எல்லாம் பகாயெண்கள். 

2/ஐ மீதியின்றி வகுக்கக்கூடிய எண்கள் யாவும் ற)*ற9ற5*.... 

என்ற அமைப்பிலிருக்கும். 

222) 0-9) 222 ஆகவிருக்கும். 

ஆனால் (212,025...) 6(20)-ற(2_)(2ஜு...... என தாம் 

அறிவோம். (தேற்றம் 20). 

எனவே 6(8,]. (85), 6(85)...ர(ள்) என்பவை 

{ L+9(p,)+O( p17 )ooe + ம்ம } 

X {1+ P(pa)+PlP2")+ சலி) 7 

X {14+ O(pa)+P(pa7) +... + P(Pa) } 
x {14+ P(pn) + P(Du") + 20 P(Do") } 

என்ற பெருக்குத் தொகையிலுள்ள உறுப்புகளாகும். (1) 

ஃ ர்(சீ)-1-ம(2,)-1... * (4) 

- (1)ல் கண்ட பெருக்குத்தொகையாகும். 

முதலில் 
11 6ம.ி-மமு,5)-.... * முப) 

1 1 a 1 

=1+p, (: 5 tee ~ ஸ் செவி (ட) 

க1ற, 1-0) *றபீ-றபீ.. வற்ற 
3 

டட சரிய 

அவ்வாறே 1--ம(22)-44(225)7 வற்
றல் 

எனவே (8))46(25)-.....*6(2) 

=P 9 Dq?Pa eas one oo Dn* . 

= Ne
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12:7. தேற்றம் 22 

இலகிராஞ்சியின் தேற்றம் (Lagrange’s Theorem) 

2 ஒரு பகாயெண் : 

(2-1) 42)... (மற-1)க 13 இதல் “கிழம் 
eet Ap BOO, Agr சிய. விட்ட. ஒவ்வொன்றும். 

2 ஆல் மீதியின்றி வகுபடும் என்பது தேற்றம். 

தெ: 2ஐ (1-1) ஆக மாற்றியெழுதினால், 

242) (248), . வோ (241)0 14 1) கட 
௪175... “ட எனப் பெறப்படும். 

ee (X49) (42) (148... (x tp] (ய 

ஈ(31) [19144 (240*-..... +Ap] 

= (x+1)?+A,(x+1)? 1+ Ag(xt1) ? 4...... +A,(x+1) இ 

Gingyir, (1) = (xt p) [x4 1) (x4 2)......(x+p—L)] 

ட (240) [0214 4-ம்? 43... + Ap] (3). 

(1) = (2) = (*) 
=xP+ prP 2+ AgxP + 

+AgprP *?+AgxP * 

+A gpx? 84+ A,xP ® 

ர்க ற கிறா றத (4 

உ (2,(4) உறுப்புக்களை இடம் மாற்றி எழுதினால், 

[தர்ம 344 (நரி ஜார் 1 பம் (ழு) 5 

— xP FR tiie tA {(X+1)—x} 

=p xP 3+ Agp xP + Agpxy? 4... ர்க ட ட றற ஆ 

xPo2, xP *, PF oir செழுக்களை ஒப்பிட்டுப் பார் த்தால், 

(1). p=p 

(2) pAg=pCytp-1Cy Ag 

(8) pAg=pCgtp-,Cgdgtp-9C\ "dg 

4A) PAg= pCatp-1 Cg do tp-sCadg tp- gC, Ay 
oon eee eee eee ௧௮௨ ene 

சீ 

(a) PAp= 1+A, ர் கிதார் கக 4 கீழ. ர்.கீழ 

17 ஒரு பகாயெண்ணாதலால்,
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உடடே டே டே . ...என்பவை ஆல் வகுபடாது. 

மேற்கூறிய சமன்பாடு (3)ஐப் பார்க்க ட 

இ. கை. பு. றஆல் வகுபடூம். 

வ. கை புறத்தில் ர ன என்பது ரஆல் வகுபடும். 

(தேற்றம் 11) 
வ, கை புறத்தில் உள்ள அடுத்த உறுப்பான , 6, 4, 

அன்பதும் 2 ஆல் சரியாக வகுபட வேண்டும். ஆனால் ற ஒரு பகா 

எண்ணாதலால் ,.. ; 6) என்பது ற ஆல் வகுபடாது. 

“4, என்பது றஆல் வகுபடும். 

சமன்பாடு (99ல், 

இ.கை. புறம் ற ஆல் வதபடும் 

வ. கை புறத்தில் 

(1) ,% என்பது ற ஆல் வகுபடும் (தேற்றம் 11) 

(1) _-ே4ீ, என்பது ற ஆல் வகுப௫ம் (சற்றுமுன் Ag என்பது 
றிஆல் வருபடுமென நிறுவப்பட்டது) 

ஆகவே, _-5 டே என்பதில் உள்ள ;,-5)டே என்பது றஆல் வகு 
படா தாகையால், கீடி என்பது றஆல் வகுபடும். 

இவ்வாறே 4, கீடிஃஃ- 4 என்பவையும் றஅல் வகுபடும் என 

நிறுவலாம். 

எனவே 4, 49 ....வரிறடயரவும் றல் வகுபடும் என நிறுவப் 

படுகிறது. 

கி தே: (1) கடைசி சமன்பாடாகிய (ரலிருந்து, 

சீ (ஐ ரர (ற 414.4) எனப் பெறப்படும். 

* Ap +1=M (p) என அறிகிறோம். 

ysrugs) Lp—-l+i=M (2) என்ற வில்சன் தேற்றம் இங்கு 

கிளைத் தேற்றமாகப் பெறப்படுறத, (34pm 18) 

கி. தே. (2) 

11 (2... (x+p—1) 

அறு திம் TH+ AgxXP P+ ர கிறு 

= xP + (p)+x(Ap + 1-1) 

=xP+M (p)+M (p)-x
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ஆனால் இடது கைப்புறமுள்ள x(x+1).....(x+¢p-1)=M (p) 
என நாம் அறிவோம். ஏனெனில் அது 3-ல் ஆரம்பித்து அடுத்தடுத்த 

தி எண்களின் தொடர் கூட்டுத் தொகை. 

“ M(p)=xP +M (p)—x 
x>—x=M (p) 

x(xP*— 1) = M (p) 
£-ம் ம் ஒன்றுக்கொன்று பகாயெண்களா தலின் (ஏனனில் jp 

ஒரு பகாயெண்) 32 --1- [ரீ (ஐ) என்ற பெர்மாட் தேற்றம் பெறப் 
படம். (தேற்றம் 16) 

குறிப்பு (1): இலகிராஞ்சியின் தேற்றத்திலிருந்து, வில்சன் 
தேற்ற மம். பெர்மாட் அதற்றழம் கிளைத் தேற்றங்களாய் நிறுவப்படு 
வதைக் கவனிக்கவும், 

குறிப்பு (2): கி.தே. (1) ஆகிய வில்சன் தேற்றத்தைப் பின் வரு 
மாறும் இலகிராஞ்ரீயின் தேற்றம் கொண்டு நிறுவலாம். இலகிராஞ்சி 

யின் தேற்றத்தில, முறையே $-0, 1 என ஈடு செய்தால், 

240-121 2.8... (உ (1) 
L£p=2:3°8.....pHel+AgtAg + ws...4A (25, 

“ (3) uy, Zp=Ay + 14+M(p) 

= Lp-1+14+M(p) 
Zp-M (p)= Zp-1+1 

ஃ சசீ(2)- 20-11 எனப் பெறப்படும்; 

குறிப்பு (8): இலரொஞ்சிபின் தேற்றத்தைப் பின்வருமாறும் 
கூறலாம். ற ஒரு பகாயெண். அப்போது (2-1) (%-8........ 
(௫-1). 9) மி ப ப (1 ஆனால், 
பிபிடி! யாவும் றஆல் மீதியின்றி வகுபடும். 

12:71. எ.கா. 34. 

271241 14110) என நிறுவுக, 

719 = 6-1 - ஒரு பகா எண். ~ 

பொதுமைப்படுத்திய வில்சன் தேற்றப்படி (ததற்றம் 19), ந ௪ 719, 
7௯ 7 எனக் கொண்டால், - 

உர 27-14 (மாட மாரம) 
“ £712 76 +1 = M (719) 

£712— £6+ £6— £64+11=M (719) 
ஃ 26( 271243) -ரம - நாம)
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2 £6(£T2 + 1) = M (19) 

ஆனால் 26 --ம் 70-ம் ஒன்றுக்கொன்று Lis ow eter sev 

எ.கா. 35 ற ஒரு பகாயெண்; 74-ம் ஈ-ம் ஒன்றுக்கொன்று பகா 
உடு : 

யெண்கள். Nn” _ 1௮ M(n® 9) என நிநுவுக. 

$08)- ௩ (: ~~) = n*—n* 

பெர்மாட் பொதுத் தேற்றப்படி (தேற்றம் 16) 
n? (n*) — 1 = (M (15) 

ஃ n™ ne l= M (n°) என நிறுவப்படுகிறது. 
ஜ.நா. 

பொதுவாக 1/ _ 1 நரி (0) என நிறுவலாம். 

௭. கா. 36 எண்களின் இருபடிகள் யாவற்றையும் 98 அல்லது 

941 என்ற அமைப்பில் எழுத முடியும். 

N என்ற எண்ணை 9 ஆல் வகுத்தால் மீதி 0, 1, 2 என்டவை 

வரும், 

எனவே எல்லா எண்களையும் 9, 8 1, 8749 என் ற அமைப்பில் 

எழுதலாம். ் 

ஆனால், 8742-8(741)--1௮ 81-1 என்ற அமைப்பில் 

எழுதப்படலாம். 

இவைகளின் இருபடிகள் 97, (8--1)” என்ற அமைப்பிலிருக்கும்.. 

அவைகளை 

97" = 3m எனவும் 

(91) - 971 ௮ 978 + Gr +l 

8-1 எனவும் எழுதலாம். 

எ.கா. 37 எண்களின் தாற்படிகளை 51 அல்லது 9-1 என்ற. 

அமைப்பில் எழுதமுடியும். 
1/ என்த எண்ணை 5 ஆல் வகுத்தால் மீதி 0, 1, 2, 9, 4 என்பலை 

யாகும். 

என வே எல்லா எண்களையம், 

Sr, 37-41, 5742, 5748, 574 4 
என்ற அமைப்பில் எழுதலாம். 

$r+8=574+5--2 
= §r2?—2 என்ற அமைப்பில் 

எழுதப்படலாம்.



96... இயற்கணிதம் 

அவ்வாறே 5714-1௩-57 45-11 
ு$/"*--2 என்ற அமைப்பில் எழு தப்படலாம். 

அவ்வாறே Sr+ t=5r+5—-1 ் 
57"*-- என்ற அமைப்பில் எழுதப்படலாம். 

எனவே எண்களை 
57, Sr & 1, Sr? என்ற அமைப்பில் எழுதலாம். 
(ட - M (5) = 5m cer எழுதலாம். 
(57 £1)* = M(5)+1=5m+1) sor எழுதலாம். 
(572 * = M(5) + 16 

M (5) + 5 (3) +1 
M(5)+1 
ாட1 என எழுதலாம். 

எனவே எந்த எண்ணின் நாற்படியையும், 51 அல்லது 51-11 என்ற 
அமைப்பில் எழுதலாம். 

Ho
i 

we
a 

பயிற்சி 12 (1) 

3. 1ஐயும் 500-ஐவும் தவிர்த்து 500-ஐ மீதிபின்றி வகுக்கும் எண் 
களெத்தனை ? 

2. ஒரு எண் சரியான இருபடியாயிருந்தால் டீட்டுமே, அவ் 
வெண்ணை மீதியின்றி வகுக்கும் எண்கள் ஒற்றைப்படையாயிருக்கு 
“மென நிறுவுக. 

3. 7//-ஐ வகுக்கும் எண்கள் (1-ம் 14-ம் உட்பட) 8-இருக்கு 
ரனால் அவைகளின் தொடர் பெருக்குத் தாகை 477/7 என நிறுவுக, 

& 20 எண்களால் வகுபடக் கூடிய மிகச்சிறிய எண் காண்க. 
5.  500-க்கு குறைவாய், எத்தனை எண்க ளோடு, 500 ஒன்றுக் 

கொன்று பகா யெண்ணாயிருக்கும் ? 

6. க்குக் குறைவாய், ஈ-ஓடு ஒன்றுக்கொன்று பகா யெண்களா 

விருக்கும் எண்களின் கூட்டிடை(கார(2 0211௦ 18820) -2 என நிறுவுக. 

T. 2/0... ஆனால் (a,b, 2...பகாயெண்கள்) /4-க்குக் 
“குறைவாய் // ஓடு பகாயெண்களாயிருக்கும்: எண்களின் கூட்டுத் கடட) (பட (உற 
எனவும், அவ்வெண்களின் கூட்டுத்தொகை 

195 ॥ i 1 \ ட்ட [நீ நிலன் mse தரி 3 8 ] ( 5) (: c ) * ese t 

N l—a)(1—o(1—c) எனவும் திறுவுக, 
6



எண்கொள்கை 97 

பயிற்சி 12 (ii) 

1. 2,5,7,11,18 என்ற “எண்கள் எந்தப் படிகளில் 
Ci) 4100 (4) 2500ல் தோன்றும்? 

2. (i) £60 (i!) 2101 (([4) 2258 என்ற எண்கள் எத்தனை 
பூச்சியங்களோடு முடிகின்றன ? 

பின்வரும் கொடுக்கப்பட்டவை களை நிறுவுக. 

5. 1 ஒரு ஒற்றைப்படை. யெண்ணாயின் 

(n—1)n(nt1) = M (24) 
n’—n=M (80) , 

n (n—1) (1 + 25) (a+50)=M (24) 

n(n+1) (22+1) = M (6) 

ஈ ஒரு ஒற்றைப் படை யெண்ணாயின், 

Ci) (n* +8) (n® +7) © M (82) 
(ii) n* + 4n?+11=M (16) 

5. 774% 4+ 1 = M(8) 

9. 19°*- 1= M (860) 

NO
 

a8
 

10. 728 என்ற பகா யெண்ணாயின் 

n(n? — 1)(n? — 4) = M (860) 

பயிற்சி 12 (iil) 

1. ஈ ஒரு பகாயெண்ணாயின், 
192 $ B92 4 BO sae C91) 8 $1 = ரா 

என திறுவுக. 

8௨ சூம் என்ற எண்கள் £ ஓடு ஒன்றுக் கொன்று பகாயெண்- 
களாயின் 

ar—* —b'- = 17 (00 என நிறுவுக. 

8B. n'—n=m (42) என நிறுவுக. 

4. mn, p wireayn பகாயெண்களாயின், 

(80754 (௪௪)*3 (ச) 21 2 1 (௩2) என 
Boas. se 

7
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5. ஒரு எண்ணின் குறிப்பிட்ட படிகள், குறிப்பிட்ட 
அமைப்பிலிருக்குமென பின்வரும் உண்மைகளை நிறுவுக. 
  

nN = எண்ணின் படி Neer அமைப்பு 

    

அல்லது 9-1 

5m gd gi Sn + 1 

2 

2 

3 | Tm Quo gi 7m + 1 

3 9 அல்லது Om + 1 

4 Sn Sedo g 5m + 1 

8 17 அல்லது 17m + 1 

11 28m அல்லது 28m = 1 

12 18ஈ அல்லது 18m +1   
  

6. 4725 என்ற எண்ணைக் குறைந்தது எந்த எண்ணால் 
பெருக்கினால் அது (1) சரியான இருபடி (2) சரியான முப்படி 
எண்ணாகும் ? 

7... 4 என்ற எண்ணைவிடக் குறைவாய், அதோடு ஒன்றுக் 
கொன்று பகாயெண்களாய் உள்ள எண்களில் எண்ணிக்கை (ஒரு 
இரட்டைப் படையெண் எனவும், அவைகளில் பாதி எண்கள் 

+ க்குக் குறைவாயிருக்கு மெனவும் நிறுவுக. 

8. a®+b*=c? ame abe = M (60) என நிறுவுக. 
9. சரியான இருபடியெண் எதுவும் 5, 8, 7 அல்லது 8 

என்ற இலக்கத்தைக் கடைசியில் பெறாது என நிறுவுக. 
10. அடுத்தடுத்து நான்கு எண்களின் பெருக்குத் தொகை ஒரு 

சரியான இருபடியாகவிருக்க முடியாதென நிறுவுக, 
பின் கொடுக்கப்பட்ட முடிவுகளை நிறுவுக (11 29, 

11, amr — uintr = Mf (80) 
- 12. ரஒரு பகாயெண்; . 74-ம் ௩ம் ஒன்றுக் கொன்று பகா 
 யெண்கள் $ 

நரி பு சழ. பத என்
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Zar ச 
18. சரசா] = முழு எண்: 

Zan 
14, — ப ப ப 2 °F சர Zn முழு எண், 

  

15. 1 ஒற்றைப் படை யெண்ணாயின், 
(1 + 2ny — (n + 2m) = M (24) 

16. 2°9+? — 9n* + 8n —2 = = M(54) 

17. கொ ப 2.4 8942 = (17) 
18. 6-57 + 4.79 —10 = M (48) 
19. 5% + 28 = M(24) 
20. 418 + 1 = M (487) 

21 169° — 1 = M(487) 
22. 8"? — 7% +1 = M(49) 

28. 2n (22 + 2) (2n + 4)= M(48) 

24, n(n® + 20) = M (48) 
25° 286 + 1087 = M (1517) 

26. இரண்டு ஒற்றைப்படை யெண்களின் இருபடிகளின் 
வித்தியாசம் 4ஆல் வகுபடுமென நிறுவுக,. ் 

1 1 1 
fa + ‘on + gt 5௪௪ ௧௪௨69௪ ௦௨ 

_ ந வெரி 1\-1 1\—1 = (:- ௬) ச (-g) டி (1-௪) ஃஉடஒஉள ன் 

திறுவுக. 
28. ஒவ்வொரு சரியான இருபடியையும், இரண்டு சரியான 

இருபடிகளின் வித்தியாசமாக எழுதலாமென நிறுவுக. 
29. x*°—1= M (680) ஆகவேண்டுமானால் . 204 q% 

குறைந்த உன் மதிப்புகள் காண்க, 

27, 

80. PRG ஒற்றைப்படைப் பகாயெண்ணாயின் (1:2.8........ 
ற 1 

| pay + (-1) 2 = பழு) என நிறுவுக.



13. சமன்பாட்டுக் கொள்கை 

(Theory of Equations) 

13-1. @urg: Qusedwyascir (General Properties): 13°1°2 
அளவுக்கிணங்கிய கூட்டு முழு எண்படி கொண்ட சார்புகள் 

(15&14௦ற௧] (தாவி $00011௦0) பற்றி நாம் முன்னர் அறிந்திருக்கின் 
றோம். அச் சார்புகளில் சார்பில் மாறியின் (உன்) படி மூலங்கள் 
(௦௦18) சார்பில் மாறி தோன்றாது அதாவது சார்பில் மாறி கூட்டு 

முழு எண் படிக்கே உயர்த்தப்பட்டிருக்கும். 

1 கூட்டு முழு எண்ணானால் ர (2) 5 ௭,327 * a, I 
அகி” வர் மட என்பது ஒரு அளவுக் கிணங்கிய கூட்௫ 
மூழு எண் படி கொண்ட சார்பு. 

ABA 7/௮ சளி + ay HT $ ரசா ம பூ 
487௪0 என்பது 3ல் ஒரு ஈ படிச் சமன்பாடாகும். ஏட பூ 6, ௨௮௯ 
a, என்ற கெழுக்கள் மாறிலிகள் ; % சார்பற்ற ௬ என்பது சமன் 

பாட்டின் தனியுறுப்பு ((ஈ06ற20604 $ஐ) எனப்படும். 

இவ்வகைப்பட்ட சமன்பாட்டில் ஈ; முதல் ச, வரை எதுவும் 
பூச்சியமாக இல்லாவிட்டால், இது ஒரு முற்றிய ஈ படிச் சமன் 
ur@ (Complete 600810) எனப்படும். அக்கெழுக்களில் ர) 
தவிற ஏதாமொன் றோ, பலவோ பூச்சியமானால் அது ஒரு முற்றாத 
$ படிச் சமன்பாடு (10000ற1216 60081100) எனப்படும். (ச; - 
ஆகிவிட்டால், அச் சமன்பாடு ஈ படிச்சமன்பாடு அல்லவாகலின். 
ay 9* 0 எனக் கொள்ளப்பட வேண்டும் ) 

n= 2,8, 4 ஆனால், அச்சமன்பாடுகள் முறையே. இருபடி, 
முப்படி, நாற்படிச் சமன்பாடுகள் எனப்படும். 

18: 1:2 f(x) = 0 என்ற சமன்பாட்டின் இருபக்கங்களையும் 
சட (௪ 0) ஆல் வகுத்தால் சமன் பாட்டுத் தன்மைகள் மாறுது; 

ஆகவே, சமன் பாட்டை, 
a On. 4, 

xP + >. 37 a + a ae + 060 coe cee + rly +— 0 

0. 0 a % “ 
அல்லது, _ _ 

a? + Pi x” ந + Ps xn ப அகல நஸ் பண * 2-௩ ¥t+DPn =



சமன்பாட்டுக் கொள்கை 101, 

எனப் பொதுவாக எழுதலாம். 27-ன் கெழு *ஒன்று” என்று 

கொள்வதில் சில அனுகூலங்கள் உண்டாதலால், ஒரு ஈ படிச் 

சமன்பாட்டின் பொது அமைப்பு, 

ப ஜிய றதா ர மு றர ம வெடல்றடம் ற. 0 எனக் 

கொள்வது மரபு. 

18: 2 வரையறை: 7(0ூ-0 ஆனால் 4 என்பது 
I(x) = 0 tet p சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வு எனப்படும். 

8421 CGsopb 1. ஒவ்வொரு சமன்பாட்டிற்கும் ஓரு 
தீர்வு உண்டு. (அத்தீர்வு மெய்யெண் அல்லது கற்பனை 

யெண்ணாக விருக்கலாம்.) 

இது சமன் பாட்டுக் கொள்கையின் அடிப்படைத். தேற்றம் 

இதன் அடிப்படையிலேதான் சமன்பாட்டுக் கொள்கைகள் 
அமைக்கப்பட்டு நிறுவப்படுகின்றன. 

குறிப்பு: இந்த அடிப்படைத் தேற்றம் கோசி (கேம 
கிளிப்போர்ட்டு (ம்) இன்னும் மற்றையோர்களசல் நிறுவப் 
பட்டிருக்கிறது. ஆனால் நிறுவன் முறை நீளமானது, கடினமும் 
சிக்கலும் உள்ளதென்பதற்காக இந்நாலில் நிறுவாமல் ஏற்றுக், 
கொள்ளப்படும் . 

19 1-8 தேற்றம் 2 

ஒவ்வொரு படிச் சமன்பாட்டிற்கும் 1 தீர்வுகள் மட்டுமே, 
உள்ளன. 

தெரிப்பு: ரீ: 0ஒருஈ படிச் சமன் பாடெனக் கொள் 
(வோம். 

ரீ - 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ஒரு தீர்வு உண்டெனக் 
கொள்ளப்பட்ட அடிப்படைத் கெற்றத்தின்படி, ol, PG Stay crave 
கொள்வோம். (தேற்றம் 2 

இப்போது (எப = டட 

oe (¥— oly) வது ரிக -ன் ஒரு சிணயாகும்: 

f(x) = & — dif (x). 

fy (x) என்பது (2-1) படி பல்லுறுப்புக் கோவை. எனவே) 

சி, 0 - 0 என்ற சமன்பாடு ஒரு தீர்வு பெற்று இருக்கும். ம 
அத்தீர்வு Ly எனக் கொள்வோம். பப Pe age 

QuGurg f, (ols) = ட் Pe 

(x — ola) மது, சட பேன் ஒரு சினையாகும். 

“i (x) = (x — ha) fa CX)



க. 
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paGas f(x) = (x — di) (4X — dha) fo (4) 

7 (9) என்பது (ஈ -- 2) படி பல்லுறுப்புக் கோவை. 

இவ்வாறே ஒவ்வொரு தீர்வுக்கும் உரிய சினைகள் கண்டு 
சென்றால், 

ரீயே- 02௮40 C% — cha) conven eee (CX — dad fan எனப் 
பெறப்படும். 

இங்கு (ப-ன்படி n — nm = 0. 

அதாவது ௩ (2) என்பது ஒரு மாறிலியாகும். அதனை %& எனக் 
கொள்வோம். 

f(x) =k (x — Ai) டோ ௭௨) 9௪௨௦9௨ (x — ola) 

Fx) BPA px 8+ po X™* + வெலடைறட௪.0 எனக் 
கொண்டால் % - 1 என்பது தெளிவு, 

SF CK) சமி + aX 4 பவம் 0 எனக்கொண் 
யால் த ௮ ர; என்பது தெளிவு: 

ட olgs 9௪ ௦9999௨ on என்பவை f (x) = 0 என்ற சமன் 

பாட்டின் ஈ தீர்வுகளாகும். ் 

மேலும் 7, மேலே கூறிய ஈ மதிப்புகள் தவிர, வேறு எந்த மதிப் 
பேற்ற போதிலும் / (2) * 0 என்பதும் விளக்கமாகிறது. 

எனவே / (0-0 என்னும் 4 படிச் சமன்பாடு 9 தீர்வுகள் 

மட்டுமே கொண்டுள்ளது. அவை oli, ols; olgs 000 cee cos ln. 

குறிப்பு: மேலே கூறிய ஈ தீர்வுகளில் 7 தீர்வுகள் க்குச் 
ச்மமானால், 

2: லாட 

ம் 60) என்பது (7) படிக்கோவையாகும். ௮4 என்பது 7 (x) 
என்ற சமன்பாட்டின் £ மூறை மடங்குத் தீர்வுகள் (7 - நரம 816 
10018) எனப்படும். 

அவ்வாறே J (x) = (x — ol)? (x _ os)? (x — og)’ ove ene coe 

எனவும் இருக்கலாம். அப்போது ற முறை மடங்குத் தீர்வுகள் Lys 

ர முறை மடங்குத் தீர்வுகள் 4, £ முறை மடங்குத் தீர்வுகள் பட, vu ve 
இருக்கும். அப்போது 4 ரர ௪ 1 ஆகும், 

19:14 ஓரு சமன் பாட்டில் கெழுக்களுக்கும் தீர்வுகளுக்கும் 
உள்ள தொடர்புகள் : ட் .்
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தேற்றம் 3 
AX" + A,X? 3 ரு $A ore AXA $A வெவ் போழ் 

4௬௪ 0 எனற FOSTUNL GW S, THUG 7,roe Siisys orrars 

பெருக்கிப் பெருக்கிக் கூட்டிய தொகையை (அதாவது 5; - 
வீர வீ, ப ol + ol oly eee one ore) H+ cee os cee ரே உறுப்புகள்) 

குறிக்குமானால். 

a “8 Sy fa 

—1)° 2. S, = (-1) is 

AY = (மு i 

QBs J (xX) = dy 9 + ay XT) A eeeore $On-1 X + Ge மன் 
தீர்வுகள் 1, 4 உவ எனக் கொள்வோம். 

தேற்றம் (2)ல் நிறுவியபடி 
Ag AP 4 ஏக 3 4 வெம் பளி ம் பர் மேட்டர் An 

ao (x—-ol1) சோலி ப ப ஆடட்ப (X—oln) 

= Co [ர _ Sy xr 4S, ந 8 —_— concen + (— மா S; xer 

௫69 696 626 + (- யா Sol 

இரு புறமும் சமப்படிகளின் கெழுக்களை ஒப்பிட 

a 

Ag தே. —d) S; = aj ; ~ Sy டண் ் 
eo . 

ao Sq ஞூ oe Ss, 2a? . 

‘ 6 

(1/௯. 4௯ Cy oe a 

இவ்வாறே Sp = (—1)" © 
a 

குறிப்பு ₹ 
இப்போது ஒரு சமன்பாட்டிற் குரிய 4, ls, ர் உ வ்கனத் 

தீர்வுகளைத் தொடர்பு படுத்தும். '
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oli tole tim tole = இீட்ரு . 
hi olg + ace + ஒகர oda = K, | [6 க BO Dee pee கே ன் கக மவககராகு மதிப்புகள் கொடுக்கப் 

சச சகடககக சக | பட்டுள்ளன] 
ol1 ole o ols = Ky 

1 தொடர்புகள் கொடுக்கப்பட்டால் மட்டும் இவைகளினின்று 
வட ல. அவ என்ற தீர்வுகளைக் கண்டுபிடிக்க முடியாது. 
ஏனெனில் இந்த ஈ தொடர்புகளை ௩ சமன்பாடுகளெனக் கொண்டு 
படிப்படியாக வந்தால் கடைசியாக சவரி a, ly ஒஹ்? 
+e + dy 0 போன்ற சமன்பாடுதான் கிடைக்கும் (அதாவது 
க்குப் பதிலாக 4, கொண்ட சமன் பாடு). 

19:1-4-1 எடுத்துக்காட்டாக, 
A tBP+y=6 

A B+ BY +¥d = 10 

484 - 6 என்பவை கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன எனக் 
கொள்வோம். 

A+Bp=6-—y 
6 

AB = வு 

3 * 044210 

6 
y 7 Y@—Y) = 10 

~ 6@4+6y7% — yi = 10y 

. y= —6y'4+ 107y—-6=0 

என்ற சமன்பாடுதான் கிடைக்குமேயொழிய அம் மூன்று 
தொடர்புகளைக் கொண்டு மாத்திரம் ஓ, 0,5/ கண்டுபிடிக்க இய 
லாது. இங்கு;”- 6” 4 10%--6 - 0 என்ற சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகள் 4, B, Y என்பது மட்டுமேதான் திரும்பவும் பெறப்படும். 

ஆனால், இவையல்லாத ஒரு தொடர்பு தீர்வுகளுக்கிடையே 
கொடுக்கப்பட்டிருக்குமானால் இத்தேற்றத்தின் முடிவுகளைக் 
கொண்டு அச்சமன்பாட்டின் தீர்வுகளைச் சில சமயங்களில் எளிதில் 
காண இயலும். 

எடுத்துக் காட்டாக, ஒரு சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் கூட்டுத் 
தொடரிலுள்ளன, அல்லது இரண்டு தீர்வுகளின் கூட்டுத் தொகை 
பூச்சியம் போன்ற ஒரு தொடர்பு கொடுக்கப்பட்டிருக்குமானால் 
இத் தேற்றத்தின் முடிவுகளைக் கொண்டு சில சமன்பாடுகளின்
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தீர்வுகளை எளிதில் கண்டுபிடிக்கலாம். பின்வரும் எடுத்துக் 

காட்டுகள் இதைத் தெளிவுபடுத்தும், ் 
.. 1815 ore wr. (1) 

x* — 12 x° + 14 x* + 182 x — 185 = 0 or Siajaci கூட் 
டுத் தொடரில் இருப்பின், சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் காண்க 

a—84,a—d.a+d,a+ 8சீதீர்வுகள் எனக்.கொள்வோம்., 

S,; =a—8d+a-dt+at+d+a+8& 
= 4a 

ஆனால் 5) - - (- 18) 
4a= 12 

.~a=8 

Sy = (a — 84) (a — a) + (1 — 89) (a + a) + (a — 8d) 
(a + 8d) + (a—d) (a+ d) + (ad) (a + 8d) 
+ (a + a) (a + 8d) 

= 6a* — 10d" 

= 54 — 10d? 

ஆனால் 5, - 14 
_14 = 54 — 107 

107” - 40 

d*=4 

ஃ சீ டஓ. 

7௩ 2 என எடுத்துக் கொள்ள, தீர்வுகள் 

— 8, 1, 5, 9. 

d= ~- இ என எடுத்துக் கொண்டாலும் இதே தீர்வுகள் தலை 
கீழ் வரிசையில் கிடைக்கும். 

எ.கா. (2) 

2x* — 18x® + 28x? — 238x4+6=0 aarp சமன்பாட் 
டின் தீர்வுகளில் இரண்டின் பெருக்குத் தொகை மற்ற இரண்டின் 
பெருக்குத் தொகையைப் போல் மூன்று மடங்காயின் தீர்வுகளைக் 
காண்க. ் 

AB, Y,8 கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் எனக் 
கொள்வோம். ் 

இங்கு ($- 87/$ கொடுக்கப்பட்டது. 

18 
S,=ht Btyt+s= a (1)



106 இயற்கணிதம்: 

Ss=AB+AV+HAS+ BhBY+ BdS+ yds = 14 
4y34+ (ad + B)(y + 5) = 14 (2) 

Ss=ABY+A BS +AyvV3+BvYS=—AB (v+ 9 

+Y8(L4+ B= ௨2௦ 
Ss=ABys=8 

~» 8(73) (78) = 8 

a y?s?=1 

. ¥y 5 = -k 1 oe( 8} 

76 - 1 எனக் கொண்டால் ் 

(வென்படி (ol + B) CY - 10 . (4) 
௮ $- ற எனவும் 3 4 $ - ர எனவும் கொள்வோம். 

1 (1), (4) drum. p +g = 38 
pq = 10 

D—-4= No + gy — 47q 
ட. 716 - 
J 4 — 40 

_ 9 
4 

. _ 8 
உதி 22 

ன் p=A4 

_ 5 

I= 9 

5 
அதாவது 44 $ீ- 49 449 

5 

Y-3 = V+ DH 456. 

= 25 
ae 4 

  

ர் © 

1
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. yr 

1 
S = 5 

4124 
AB = 8 

l—- B= Wi + By - 448 
= Vi@— 12 
= 2 

eo il = 3 

Bat 
ஃ YS = 1 cords Aarantirobd, Siayscr 8, 1, 2, த் ஆகும். 

இப்போது 36 - - 1 என்ற கட்டுப்பாட்டை எடுத்துக் 
கொள்வோம். 

அப்போது ௮8 - - 8 ஆகும். 
AB = — 8, y8 = — 1 என (2)ல் ஈடு செய்தால் 

—4+#(t+8)(1 +8) = 14 

oo (ao + B)CY + 3) = 18 ் (55 

9-1) ௭85 -8என (யல் ஈடுசெய்தால் 

28 
~8(Y+5)-1(l +B) = -த 

3 _ ச 8414-௨௫49 2 

ஆனால் 4404445212 

28 18 
ஃ —-20 +3 = 3 t+ 5 

= 18 

ஃ (145) -09 

(கன்படி (44 0)-- 8 
& At B+ry+8=—11 

ஆனால் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில் 

4484144522
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ஆகவே d+ B+yt+s=—11 aes காணப்பட்டது 
'பொருந்தாது. 

எனவே 36 - - 1, என்று எடுத்துத் தீர்வுகள் காண்பது, 
பொருந்தாத் தீர்வுகளைக் கொடுப்பதால் 5 ௩௨ _ 1 என்ற மதிப்பு 
விலக்கப்பட வேண்டும். 

எனவே, இச்சமன்பாட்டிற்குப் பொருத்தமான தீர்வுகள் 

8, 1, 2, ் என்பவையே. ் 

எ. கா. (8) 

x° — Ox" + 14x + 8485 0 என்ற சமன்பாட்டில் இரு 
;தீர்வுகளுக்கு உள்ள விகிதம் 8: 8 எனின் தீர்வுகள் காண்க, 

சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 841, Lol, $ எனக் கொள்வோம். 

1 = 8hl+ 2h + நி 
WAHSrusZ, Il + B= 9 

0-9- ௫ ae) 
Sy = 84. 2h. B = — 24 oo 

ட வீழி: ர ரா) 
(1), (2) & Bossi B ஐ நீக்க 

A*(9 5l)=—-4 
54-94-4௮20 

இதிலிருந்து ௦ - 8 எனத் தெரிகிறது. 
ol = 2 ctofiér, B = ~ 1 

எனவே சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாவன 
6,4, — 1. 

எ.கா. (4) 

ஜூ 4 சர்ப ரே. 2120 என்ற சமன்பாட்டில் இரண்டு தீர்வுகள் அளவில் சமமாகவும் குறியில் மாறுபட்ட 
தாகவும் இருப்பின் சமன்பாட்டினைத் தீர்க்கவும். 

ஷ் டீ, 6 தீர்வுகளெனக் கொள்வோம். 

இங்கு - 9 ig 

அதாவது +3 = 0 . ட 1) 

Sy=dtBtyv+8=+2 PS ce (ay 
Sp=AB+AY+ Ad + BY + BF + y= 4 (8)



சமன்பாட்டுக் கொள்கை இ 

= ABY + be ர் Bye + dys = —6 (49. 
= ABYS = (5). 

ct, (2) லிருந்து ௨ * B=2 (69. 
8ுஐ௮42 45-44 2)03-4 6) - 4என எழுத, 

சன் * 76 - 4 (2) 
(ஐ ௭80 படத் (44 B) = - 8 என எழுத 

Cal + B) = — 6p@id. ...(8): 
(8), (8) லிருந்து 96-48 (99. 

. y18=0 

y-S=vey + 8)? — 478 
= Vi2 

- Y=Vs S=—vs 
மேலும் 43 - 7 

A L-B= vt BY 4B 
= V4 — 28 
= ~— 24 
=2V/6@i ~ 

A=1+ivée 

B=1—ive 
தீர்வுகள் 1 4 6; 1- 14/5) /9),- 4/8 

13:16 இப்போது தீர்வுகளிடையே ஒரு தொடர்பி நிலவு: 

மாயின், அதன் காரணமாகச் சமன்பாட்டின் கெழுக்களிடையே. 

ஒன்று அல்லது ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட தொடர்டிகள் நிலவத்தான்: 

செய்யும் ; ஏனெனில் தீர்வுகளுக்கும் கெழுக்களுக்கும் ஒரு திட்ட 
மான தொடர்பு அமைந்திருக்கிறது. (தேற்றம் 89), இந்த. 

உண்மையைப் பின்வரும் எடுத்துக் காட்டுகள் விளக்கம் செய்யும். 

18:1-6:1 எ. கா. (5) 

3 பறற ஏர் 2௬0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

ஒரு கூட்டுத் தொடரில் இருக்குமாயின் ஜே? 4 77 - ரர என: 

நிறுவுக. 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை 2-- 8) ௬ 8 4-௦் 

எனக் கொள்வோம். 

Sy ma-dtatatda ds =-p 
டது 

ப ரகு 

8 

ர ஒரு தீர்வாதலின் 

a’ + par t+qate=0



 க$0 இயற்கணிதம் 

தட உர _2. னு 

8 3s 

~§7+ 5 -Gtr=0 
அதாவது 20° + 27r = Ong 

மற்றொரு வழியிலும் இதைச் செய்யலாம். 

இங்கு 5) ௬ 87 - ந, 
Se = (a—d)a+(a—«c)(a+d)+a(a+4 d) 

= 8q? — d* 

=q 
oeo(1) 

a= =f ஆகையால் (1) லிருந்து 

P\* _ as _ 
2(—+) 2 ௮ 

யம் _ od = q . 

Gugyth Sy = a (a? — d*) 

௬ த 

2 ge P(P* _ p* MOH a (a ~#)=-5(5-% +0) 

spe — Pf 20° 4 r= 3( 9 +9) 

277 = ~ 2p + 9 py 

ஃ கற? + 27r = Ong என நிறுவப்படுகிறது 

இம்முறையில் $), S,, பின் மதிப்புகள் யாவும் பயன் 
ஙடுத்தப்படுகின்றன. 

எ. கா. மீ) 

2 404 3 ரல 0-ன் தீர்வுகள் பெருக்குத் தொடரில் இருப்பின் ௦5ச - மப என நிறுவுக, 

தீர்வுகள் ட 1. 4ா எனக் கொள்வோம் 

ஆ. 44. = A® 
ரீ
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Bow Sg = — 

si
m 

ol
a 

கக 

4-கொடுத்திருக்கும் சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வாதலின் 

ரதி ச்சி ர்சகி-220 

அதாவது 4(ம்.4 +0) = - (4௪) 

« AP (0A + c)* = —(a AP + a)? 

4*p *A® tc? + 8bcA(bA+ec)] = — [aA* + dy’ 

ATP A +c? —B8bce(ad4> +a] = — [a A® 4 ய் 

A= 4 என ஈடு செய்ய 

ad db® sit—n ச . ௮-7 +e | =0 பெறப்படும். 

0 85 

மற்றொரு வழியிலும் இதைச் செய்யலாம். 

5,௬24 44 

A + Ar + Ar? 

எப் 
a 

b 
nr ACP art dy=e- ar - ae 1) 

2 

க அக்கி 
_ A® + A®e + APr® 
~~ சீ 

4147-75) 
= ச 

= த(ம) கமா (89 

6 - 
(2) (1) கக 7 (9) 

டு) ௯. 45
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வை வை: ச் 

ணை 

c* d 
(ஆன் படி, 4 ௮ வெ ன ௮ ய க்் 

எர - மம என நிறுவலாம். 

௪. கா. 7. 

x* + px? t+ ஏற மும்டி 0 என்ற சமன்பாட்டில் இரு 
தீர்வுகளின் கூட்டுத் தொகை மற்ற இரு தீர்வுகளின் கூட்டுத் 
தொகைக்குச் சமமானால் ற£ 4 8 - 4றர என நிறுவுக. 

௮,” 75 தீர்வுகள் எனக் கொள்வோம். 

இங்கு 485445 

=AtB+y+td=—p 
*% 2(4 + B) = — 

a At Baytt=— த் 

இவ் AY t+ old + ரூ 88436 ஏ 
அதாவது 48 * (L+ B)(¥ +8) + ve=q 

HSTUS AB + }p* + YB =q 
AB + YS = gq — [pw (1) 

Ss = ABY + dhd + AvYd + BY = —r 

mors AB CY +8) + Y8(L+ 8) = — 
அதாவது (1/3 + 99) (-1ற.- ர 

Af + yi = ன் (ஐ 

be 2r 
(1), (2)<rem gQ— ௪ = 

p? + 8 = 4pq 
எ. கா. 5, 6, 7ல் தீர்வுகளிடையே ஒரு தொடர்பிருப்பின், 

சமன்பாட்டுக் கெழுக்களிடையே ஒரு தொடர்பிருப்பது விளக்கப் 
பட்டது. பொதுவாக அக்கெழுக்களிடைப்பட்ட தொடர்பைக் 

காணும் முறை பின் வருமாறு : 

1. இழ, ஜி வைன் மதிப்புகளை எழுதிக் கொள்க. 

அவை n  கொடம்ராளாகுள் ; 

ஓ. தீர்வுகளிடை கொடுக்கப்பட்ட (Sypris, மேலும் மற் 
றொரு அதாவது (ஈ * 1)வது தொடர்பாகும் ; ;
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8, இந்த (ஈ - 1) தொடர்புகளிடை 9), 6 வ என்ற ர 

'இராசிகளை நீக்கினால், கெழுக்கள் கொண்டு மட்டும் அமைந்த ஒரு 

தொடர்பு கிடைக்கப் பெறும். 

இது பொதுவாகப் பயன்படுமாயினும், வேறு எளிய வகை 

களிலும் கெழுக்களிடைப்பட்ட தொடர்புகளைக் காணலாம். 

பயிற்சி 19.1 (0 

பின்வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க (1-5) 

நு, x® — Ox? + 26x — 24 = 0, தீர்வுகள் கூட்டுத் 

தொடரில் உள்ளன. 

இ, ஜூ ஜெ 21-24 40-0. தீர்வுகள் கூட்டுத் 
தொடரில் உள்ளன. 

8. x® —~19 x7 + 114x — RLS = 0, தீர்வுகள் பெருக்குத் 

தொடரில் உள்ளன. 

4. 8x! — 40 x® + 180 x*?—120 x + 8- 0.ன் தீர்வுகள் 
பெருக்குத் தொடரில் உள்ளன. 

5. 6x®* — 11x79 + 6ந-- 1-0 தீர்வுகள் இசைத் தொடரில் 

உள்ளன. 

6. %* 4 பூர” 434 a, = 0 தீர்வுகள்: 

கூட்டுத் தொடரில் இருப்பின் நிபந்தனை 8ஈ,* 4 16a, ata, — 

64 4,7 a, dg 4 256௪)” 8, 0 என நிறுவுக. 

7, 4x*—16x°® + ax? + bx—7 = O-oF தீர்வுகள் 

கூட்டுத் தொடரில் இருப்பின் ௫ ச், ன் மதிப்புகள் காண்க. 

8. 86 x* — 45 x*° — 22x + 24 = 0ன் ஒரு தீர்வு மற்றொரு 
தீர்வைப் போல் இருமடங்காயின் தீர்வுகள் காண்க. 

9. x® — Ox* + 14x + 24 -0ன் இரு தீர்வுகள் 8:8 என்ற 

விகிதத்தில் இருப்பின் தீர்வுகள் - காண்க. 

10. x* + ர 4 98% +c = 0 ன் தீர்வுகள் இசைத் 
தொடரில் இருப்பின் 8” - 2 (சம் -- 2) என நிறுவுக. 

11. x4—8x® + 14x°+8x — 15 = 0 or Qo Sinjaaher 
கூட்டுத் தொகை மற்ற இரு தீர்வுகளின் கூட்டுத் தொகைக்குச் 
சமமானால் தீர்வுகள் காண்க. 

12) தூ 4046-81 0ன் இரு தீர்வுகளின் 

கூட்டுத் தொகை பூச்சியம் ஆனால் தீர்வுகள் காண்க. 
8 ;
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1 3 18. x4 — 2x? — 8x"+ 4x —1 = டன் இரு தீர்வுகள் ols 5 

என விருப்பின் தீர்வுகள் காண்க, 

14. x* —5x°+ 11 x* — 18x +6 = 0 ot Qe Siaacr 
ஒன் தொடர்பு 8 8 4 84 - 7 எனின் தீர்வுகள் காண்க. 

15. %*-- ஜீ 4 4334 6ஜ.-2120ன் இரு தீர்வுகள் 
அளவில் சமமாயும் குறியில் மாறுபட்டும் இருப்பின் தீர்வுகள் 
காண்க. 

16. %** ஜூம் அர -0ன் இரு தீர்வுகள் அளவில் 
சமமாயும் குறியில் மாறுபட்டும் இருப்பின் ர 4 ற38- றரா என 
நிறுவுக. 

17. 27 t+ px®+ qx? + ex+s = 0ன் தீர்வுகள், நீ, 5, 66 
4847-0 ஆனால் றர9 4 ॥* - 479 என நிறுவுக. இதன் 
மறுதலையையும் நிறுவுக. 

18. 2x*—15x° — 26 x* + 124x%4+96=0 oF இரு 
தீர்வுகளுக்குள்ள வேறுபாடு 5 எனின் தீர்வுகள் காண்க. 

19. 4. 112 4 L1x*~5x + 2 = 0 oF இரு 
தீர்வுகளின் பெருக்குத் தொகை ஒன்று (1) எனின் தீர்வுகள் 

் காண்க. ் 
20. 8x* — 26 x° + 60x? —~50x% +12 =O oF இரு 

தீர்வுகளின்' பெருக்குத் தொகை 8 எனின் தீர்வுகள் காண்க, 

21. x°+9qx 7௪ 0 என்ற சமன்பாட்டில் 949 1 86ர” 
௩0 என்ற தொடர்புண்டு, அச்சமன்பாட்டின் தீர்வுகளில் 
ஒன்று மற்றொன்றைப் போல் இருமடங்கு என நிறுவுக. 

5 7% 4 6: 0க்கு மேற்கூறிய நிபந்தனை பொருந்து 
மென நிறுவி அதன் தீர்வுகளைக் காண்க. 

131.7 ஓரு சமன்பாட்டின் தீர்வுகளால் .ஆகிய சமச்சீர் 
சார்பினை அதன் கெழுக்களின் சார்பாகக் காணல் : (To 
express a symmetric function of the roots of an equation. 
in terms of its Coefficients) : 

ஒரு சமன்பாட்டின் தீர்வுகளால் ஆகிய சமச்சீர் சார்பென்பது 
அச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளெல்லாம் கொண்டதாயும் சமச்சீர் 
பெற்றதாயும் இருக்கும். எடுத்துக் காட்டாக, 410௦. ஸ்டூ ஒரு 
சமன்பாட்டின் தீர்வுகளெனக் கொள்வோம். இதனை வைத்து 
எண்ணிலடங்கா.சமச்சீர் சார்புகள் எழுதலாம். ்
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(1) oi + dhs $odls + ohh = 2% of) 

(2) hi? + he? + ols? + ola? = & ஓம 

(8) hy7olg + obi4olg + obi *olst விஷ் வீடு 

tole7oli + hg * ola + chp 7cli + olg*ole + kg 2 ol; 
toby? olatolatcls = 3 oli wols 

(4) -cliolecls + olsclsals + dgobsoli + Laclials 
= 3 diclads 

1 1 1 1 1 

Ootatata; 3g 

13°1.7.1 bis obese ses coe nos உ என்பவை 

74 றதா A Dag XII A அவறர! 4 பயர் றடஸர 

+p, = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் எனக் கொள்வோம். 

முன்கண்ட தேற்றப்படி (18-14) 

அ ஓட = — Pr 

% oliole = Ds 

% oliclscals = — Ds 

chrolgals oo: oo oln = (- 1)? Dn 

வல் உட களால் ஆகிய சமச்சீர் சார்பு எதுவாயினும் 
அதனை ற, ற, உ உற மூலம் எழுதலாம், 

(19% 42ஈ ற 

(2) 341 
(aol)? = Bh? +23 dhids 

3௮4: = (3 ol)? — 23 dicks 

» Soli = pi? கறட 

(8) & hires 

5 1 ols STOTUSHEG Zhi. % dyols-O VUGESS A Sr MSE 
காண்போம். இப்பெருக்குத்தொகை இரண்டு விதமான உறுப்பு 

களைக் கொண்டு இருக்கும். ஒன்று ௮1,“1,2 மற்றொரு வகை 
வீட விடி முதல் வகையில் ஒரு தடவை மட்டும் எல்லா உறுப்பி 

களும் வரும். 3 ஏல் உள்ள ஏடி % 4149-ல் உள்ள ௮, oly 

உடன் பெருக்கும்போது முதல் தடவையும் 3 4-ல் உள்ள ௮, 
3 ௮11 [9-ல் உள்ள 441ஜ உடன் பெருக்கும்போது இரண்டாவது 

தடவையும் 5 [1-ல் உள்ள ௮, 3 41ல் உள்ள idly உடன் 

பெருக்கும்போது மூன்றாவது தடவையும் வரும்,
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Bb B dics = 3 dirclat8idicsols 

& Bdirads = BobiBlice—-8 % diclacls 

= (— pi)pPs —8(— 1)° Ds 
= 8p, — DiPs 

epi: 
பொதுவாக 

2 oy x olyole eee oe oar = 3 ஸ்ட்ல்க eee eee ஸ் 

் + (r $1) & ஷஷ்டி உ மூக்க 

ஆ aire coe vee hr = oi doliols ove ove ole 

— Cr + 1) 3 clicks eee cee + ஷ் 

= — p, (—1)' pp — (r+1)(—1)t+# Prei 

(4) 213° , 

உ ஏட காண்பதற்கு 3 ஏ)”% ௭டன் பெருக்குத் தொகையைக் 

காண்போம். இதிலும் இரண்டு விதமான உறுப்புகள் வரும். 

முதல் வகை லட போன்றவை. இரண்டாவது வகை ஓ,” ஒட 

போன்றவை. இவைகள் ஒவ்வொன்றும் ஒரு முறைதான் வரும். 

எனவே” “லட ஓட் + உ லீட் வீடி 

oti? = 5 7 Sali — BS li2 oly 

= (p,” — 2p9)( — pi) — (8P9 — Pids) 

ae Py” + 2pipe — Bpg + PiPs 
8p;Ps — Pi> — 8p, 

இம்முறையிலே தீர்வுகளால் ஆகிய மற்ற சமச்சீர் சார்புகளின் 
மதிப்புகளைக் கெழுக்கள் மூலம் கணக்கிட்ட றியலாம். 

13172. எ.கா (1) 

ol, Bs என்பன ௧£ 4 ற 4 ரஜ மர ௮ டன் தீர்வுகளாயின் 
5 4) 03 வீன் மதிப்புகளை சமன்பாட்டின் கெழுக்களின் 
மூலம் காண்க. 

Zh =—pP 
AB = 9 

ABY=—r 
2 வி காண்பதற்கு (3 2)“ன் விரிவைக் காண்போம். 

ல் லர 22௮48 
. 3d* = (2d)? —22 48 

= (—p)’ — 2p 
= p* கை 27



்.. சமன்பாட்டுக் கொள்கை 117 - 

2 5 நி காண்பதற்கு 3 48 5 ஏன் விரிவைக் காண்போம் . 

ZB AREA = 2A? B + BL BY 

ZA? B= TAB *ZA-BARY 

- ர(-)-8(-) 
= 8r — pq 

5 15 காண்பதற்கு 2 1”: 2 ஏன் விரிவைக் காண்போம். 

34 “வ 3ல8 

ah = 344-3௮7 8 

ு (8 -28)(-ற)- (8-4) 
= — p> + 2pq— 8r + pq 

_@ 8pq — 8r — v® 

எ.கா.2 

os B. ¥, 8 crerucr x*+px*+gx*+rx+s=Oor தீர்வூ 
a 

ol 

- 1 
Gi) = ab 

களாயின் (1) x 

மூ 

(0) 2 எத். 

ன் மதிப்புகள் காண்க. 

இங்கு 34/௬2 
3404. 
~ABYe-r 

AB Yd=s 

1 1 1 1 i 
i" atprytt 

_ BrdtAhyd+ABdtABY 
ஞு வ 

2407 
ABYS - 

சீ 

J 

॥
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௪ 

இடும் பம்பம் ப ம ப டடம 
Gi) 233 “~astaytast pyt Bs tye 

_ Y+Hd+ BY+dd+LV +B 
௧ ABYS 

_ ௮0. 
AB Yd 

=~! 
sg 

ay yt =fzty\-es_t. Citi) ap - (47) 2238 

a= 24 
8 ச 

r?—298 
3? 

ட்ட டட நடு 
GY) 2 By = Bye 

  

  

1 
= — 3௮476 

1 = 248 

2. [3434 8- 85919] 

௪ அ[-ரர-8(-ற] 
8r—rq 

= ச 

எகா. (8) 

ol, உ... 5. என்பன x®°—4x°—x+2=0 Siaysorrudes 
அ௮”$£ன் மதிப்பைக் காண்க. 

3௮4௪4 
ad B=—1 
ABY=—2 

Bol B? = (28)? 2A BY( eh) 
1—2(—2)(4) 
1+16 

17.
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பயிற்சி 13:1 (19). 

1. ௨, 2, 5) என்பன 224047 0ன் தீர்வுகளானால் 

B*+y? 

(1) அ தர 

1 . 
(ii) 5 rp மதிப்புகள் காண்க. 

2 os B 5) என்பன ந£4ரகரர-0ன் தீர்வுகளானால் 

ப ae 
3 B+ry™ மதிப்பு என்ன ? 

8. os By Y என்பன் 94 4 ரர்ரஃ-0ன் தீர்வுகளானால் 

(A+ BB +Y)Y tol) =r—Pg என திறுவுக. 

4. ௭. என்பன நூரன் தீர்வுகளானால் 

(i) 25 
௬ 1 

Gi) = iB 

(iii) ந இறு” 

(iv) 5 ௮ூன் மதிப்புகள் காண்க. 

5. ols By Yo Sereruer x*+px*+qx*+rx+s=0er Sioy 
களானால் (i) =f" 

(ii) = L°8 
(ili) = A* BY 

Civ) நூன் மதிப்புகள் காண்க. 

6. வீடி ch gseee யா என்பன x-+p xe? +P _x” * + ove 

ர றர கன் தீர்வுகளானால் 3 (41-45) 0-1) பீச்சி என 
Hos. 

7. ewsrurG@ x*—22x*+84x—49=0er தீர்வுகளது 

முப்படிகளின் கூட்டுத்தொகை என்ன ? = 

. 8. x° + px? + qx tr= 0ன் தீர்வுகள் ஓ, 3 ஆனால் 

(ol? +1) (82 +1) C1? + 09ன் மதிப்பைக் காண்க. 

9. x®°+ax*+bx+c=0 Stayacr ds Bs ¥ BOv AB, 85... 
Ydig_s தீர்வுகவளாக உடைய சமன்பாடு காண்க.
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19:18. சமன்பாட்டுத் தீர்வுகளது படிகளின் கூட்டுத்தொகை 
காணல் ; 
(Sum of the powers of the roots of an equation) 

7209-0 என்ற சமன்பாட்டின் தர்வுகள் cls obgs olgsers sere 
adn TOS GarcsrGamd. Sieys@r 7? படிக்கு உயர்த்தி அவை 

களின் கூட்டுத்தொகை 7-4) 4 வர் வர்ல என்பதை 

மிர எனக் குறிப்பிடுவது வழக்கம். ₹படி” மிகவும் குறைவானதாக 

, (4) இருப்பின் சென்ற பகுதியில் செய்த முறைப்படியே 6)ன் 
மதிப்பைக் கணக்கிட்டறியலாம். *படி? அதிகமாயின் ௮ம் 
மூறையில் கணக்கிட்டறிதல் எளிதன்று, உயர் ₹படி*களுக்குப் 
பின்வரும் தேற்றங்கள், பொதுவாகப் பயன்படும். 

13:18 1 தேற்றம் 4. 

700-0-ன் 4* படி கொண்ட தீர்வுகளின் கூட்டுத்தொகை. 

யான ஃன் மதிப்பு PO) gy Afleie x's கெழுவிற்குச் 
I(x) ; or) 

சம்மாகும். 

7 -0ன் தீர்வுகள் 4,ிலீ), வீலை எனக் கொள்வோம். 
orem Gou f(x) = k(x—hy (x aby) ove ee (Xba) 

£ ஒரு மாறிலி எண். 

மகை /(22)- மகை $4மகை (2--40)-மகை(2-- 2) 
* ஒஷ௱்மகை (6-௮ 

இருபுறமும் ஐ ஒட்டிய வகைக்கெழு காணுமிடத்து 
ட்டே _ 1 1 1 
7@)~ xd, + X—ade ர வைப் ட 

1 
ட f(x) 9-௨) 

1 

_ =) ் (1 

he (es a 
, ற ட்)" 

(4 வட ty + ஷக் A ம வ -) 

= Hols, oli” சலட் ஈர “Sh 

  

அஜ 

             + aoe oan
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இருபுறமும் $-என் கெழுக்களை ஒப்பிட்டுப் பார்க்கும்போது, 

1 ~ 5S," = ன் விரிவில் x ‘sir கெழு ஆகும். 

எனவே to ன் விரிவில் 22 *ன் கெழு 

= Sp = எம வளர் அர்ஷ் என நிறுவப்படுகிறது. 

13849:2 நியூட்டன் தேற்றம் 6. 

௭ வல் என்பவை 27 * றியா” *வஹிட எ 0 என்ற 

சமன்பாட்டின் தீர்வுகளானால், (1)7-॥ ஆக இருக்கும் 
போது 5, - Sr-y py + Sr-g Pg H+ வைனு மிடறவட மரற ௪ 03 

(2) 12 ஆக இருக்கும்போது, 5;--5,-1 றடர$)-டஉறஉர் வள் 
Sr—nt+1 Pa~1 + Sr-n pn = 0 

SF () = x7 + py xb + pH 97* + வெற்ற 

= 7 (x—)) staré Garedrersoria. 

  

இங்கு ஐ- + என ஈடு செய்ய, 

(4) 
= (52) 

yf + ) = 77 (1-4) 

n i = I Pi . waors (>)= (தர் ஹர் 
eon + Pot + po ) 

= (1+ Diy + Pay ®t evvenee + Poy") 

(LE DY + Pa Y® tect Pa) = TC — hi YD 
ஃ மடக்கை காண 

மகை (1 42; 4 றட] 4 வர்ற) ௪ த மகை (1-0) 

இரு பக்கங்களுக்கும் நஐ ஓட்டிய வகைக் கெழு காண, 

Pri இடறும் வர் 712) ந் ட. ௮4 

D+ DV t+ PrY teem tay? 1 oly 

= — Sola t hit WH ky tence வரை) 

— (Soli + Soh 2 V+ 3 வடர” 4 ௮௨ வரை. 

௮ இட இழு எ நிழ வை வரை 
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CS, * 54 $ர 4.௮ (11 3 று? 
+ cee coe ose Pay") 

+ (2 + கிறு ண்ட. +npny™ 1) = 0 

இரு பக்கங்களிலும், மாறிலி எண்ணையும் நன் சமன்படிகளின் 
'கெழுக்களையும் ஒப்பிட்டுப் பார்க்க, 

Si +p, =O (tom B68) 
S, + pi oli + 2p, = O டன் கெழு) 
Ss + Pidds + Pack, + 8p, = 0 (ன் கெழு) 

669995 609 695 9௦௦ 599 66% Fee 

66௪ ௨9% 6௧9 9௦௪ 2௦9 Bee 699 ௨9%. 

பொதுவாக ர 2 ஈ ஆனால் 

கர றடவ்டடர். ௨.௮ +P dy Hp, = O creep 
£ 2 1 ஆனால் 

wolr + Dy olr_i + Dy வா். ர் Pa_y Armntit Pr derma = 0 
எனவும் பேறப்படும். 

மேலே நிறுவியுள்ள சமன்பாடுகளில் இருந்து படிப்படியாக 
Si, Sos eee eee மிர see cce cee DT GRTOUT Le 

18°1°8-2-1 கிளைத் தேற்றம்: 
“7 மகை (14ற;நறு? 4 .. ம் றட ன் விரிவில் 

[அதாவது - மகை bx5)} ன் விரிவில்] நா-ன் கெழு 

ஆன் மதிப்பாகும். 

நியூட்டன் தேற்ற நிறுவன் முறையில் 
1 

WHC JS LAP yt psy? + Day? + ove vos + Poy” 
= HT (1A, y, srr Poon gy, 

மடக்கை கண்டு, மடக்கைத் தொடர்த் தேற்றத்தைப் பயன் 
படுத்தினால் ட 
seal (1) | = ums (1— J, y) 

க் 85,5 டட னை Col y + எட? டக + eee 655. ) 

eee eee eee 

eee eer 2௫9 een eee
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128 

2 43 8 ys 

Le Et mw) —Colny + 
2 ய 

= ந இர — * Ss — Ss ene soe 

Heorpaps )'ar Gawpsakr ஒப்பீடு செய்ய 

_ 5 inane [» f (ே )] ன் விரிவில்ரான் கெழு 
சீ 2 

. S ॥| —r. mens [» ; (5)] ன் விரிவில்நரான் கெழு 
ச 

= — 1. wma (1 + py + Pay? + we we + Pay?) 8 

விரிவில் நான் கெழு. 

39:19:68 ௭. கா. 1. 

x* + 28x + 8 = Ootr தீர்வுகளின். முப்படிகளின் கூட்டுத் 

மிதாகை காண்க, 

Gspptitin. S, =~ ட்டம் ( vi & 2. ன் விரிவில் 92 -ன் கெழு 

f(x) = x* +2x+8 

I’ (x)= 4x2 42 

ஆடர் 9) ன வரிவில் 2”*-ன் கெழு 

  

x + 2x+8 

(44 3 

= 5 a விரிவில் % ? ன் கெழு 

1+ x® tye 

2 2 
i + x * ந) 4 * ன (4- i eee 

த் 
4 + + eee 665 

>; eee 695 cee 

6 
3 eee eee eee   

ee Ss = —6, $
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நியூட்டன் முறைப்படி : 

2“ 4 294 8- 0 என்னும் சமன்பாட்டை x* +p,x® + px? 
“றர 2: 0எனக் கொண்டால் ர, -ற௨௮0) ஐடி 2s 

Pg = 8. 

நியூட்டன் தேற்றப்படி, 

S,+p,=0 

. S;=0 202௯0 
Ss + pS; + 2p, = 0 

S, = 0 Py = py = 0 
Ss + piSs + ps8; + 8p3 = 0 

§,3+8x2=0 

ட டின் ட 

மூன்றாம் முறை: 
f(x) = x* + ஜெ + 8 எனக் கொள்க, 

= > என ஈடு செய்ய 

yf () = 1 + Qy® + By* 

1 — 
கைச: ()]- கை [படி ஜாட 85] 

8 8 452 
= (நே க் 8y*)— Sai ae + eee com 

QugG y* str Aap 2. “~ Ss;=—-8x2 

=—6 

எ.கா, 2 

x" + 5x* + 1 0ன் தீர்வுகளின் 11-வது படிகளின் கூட்டுத். 
தொகை பூச்சியம் என நிறுவுக, 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை 

x" + pix® 4 றும் றலி பறறி பற் 3 Pex + py =O எனக்கொண்டால் 

Pi = 03 pg = 0, pp=5,p,= 0,ps=0,p,=0,p, = 1 
% S11 + PiSio + PgSo + ppSg + மிலா ர றீம் ரீ 

ர் றக 0 
அதாவது 813 + 5 Ss + S, ௯ 0 (1)
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(மேலும் 

Sg + pS; 1 றிட ர்றஷீடிர் றலி ர றிட ௩ றலி றிட 0 

அதாவது 854 53, 4 S$, = 0. (29 
S, +p, =0 . 

“~ 8; =0 (8) 

S. + 7S; + 2p, = 0 

“~ Sy = 0 (4) 

Ss + p\Sq + 7.8, + 8p, = 0 
2 S,=— 16 

S, + piSs + paSg + pgS, + 4p, = 0 

  

8, + 58, = 0 

” S, = 0 (5) 

88 ர மயிர றலிடர் லீடர் 2யிடர் கடி எ 0 
*» S, = 0 (6) 

* S,=0 : 
ஃ 8௬0 

‘er. ar. 8 

a+b+c= 0எனின் 

ச்ச்” ak + bo + ch 0%? + b* 4c? 
7 a 5 ° 2 

என நிறுவுக, 
ச 9 2 0 என்றிருப்பதால் ர, ச, 2- ஐத் தீர்வுகளாகக் 

கொண்ட சமன்பாடு 

x7 + றட 4 றட றடஎ 0 என்ற அமைப்பில் இருக்கும். 
அங்கு, ற, ௯ 0 ஆக இருக்கும், நியூட்டன் தேற்றப்படி, 

மிஉர் றடகிடஈ் கறட எ 0 

மிர அற ௬0 

oo Ss = — 2p, 

டி 
ஃ கற்க ன் . அமல 

நிர் ஐடி ர டிட் 820௯0 

மீடர் 80௬0 

Ss=—8p,
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பிர் றி றி நடிக 0 

S,+p,(—2p,) = 0 

oo Ss = 2 p,? 

Ss + pi Sq+p_Sy + pg S, = 0 

Ss + ps(—Ps) + Ps (—2p.) = 0 
Ss —8 py Pg —2 py py = 0 

Ss = 5p, றட 

oS oS = py py (3) 
Sy +7) So + pe Ss + pp Ss = 0 

7 + py (8p; ps) + Pg (2po”) = 0 
Sy; = —7 p,* ps 

(1), (2) (லிருந்து 

2 = — Pq” Dg 

= Ds Ps (22 

ட் 
~ §° 2 

~2a நச, நி 

7 5 சா 

  

எ. கா. &. 

12 ஆக இருப்பின் 27-௩2 ப ப ய நேய ௨ 
௩௦0ன் தீர்வுகளின் *ற” படிகளின் கூட்டுத் தொகை - 1] எண 
நிறுவுக. ௱ ௨ஈ எனின், 

கர எ கிற ட இ டி அவை — S 2 0 

Sm-1 வனை 28m-9 ~~ 900 ccx ese (m கை 1).2 = 0 

கழிக்க, 

Sm — 3 Sm~-4 — 2 = 0 

vo Sm = 24+3 5-5 

Qo Gurgiers. Mon என்ற எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 
"பொருத்தமாகும்.



சமன்பாட்டுக் கொள்கை 127 

அதாவது Sa~, = 2+ 8. Sn-s 

Sn~_ = 2+ 8. Sm~s 

Spa =2+8. Sy 

S,=2+4+3.5S, 

§, = 2 

- Sn = 2+8.2 + 87.2 + ooo + 8-7 (2485 m—(m~1)), 

= 24 8,2 + 87-2 4 we + 872724 8m, 
= 2+ 8.2 + 88 2 + coos + BT 29D 4+ Buteg 

= 2(1 + 8 + 8? + woo + 87-4) 

= 9 2") © gmt, 
(8-1) 

பயிற்சி 181 (16) 

1 றர ஜுர 7 0ன் தீர்வுகள் of, BY எனின் 
வூ 3 4 ன் மதிப்பைக் காண்க, 

2. ஜூ றற ௯ 0ன் தீர்வுகளின் முப்படிகளின் கூட்டுத். 
தொகை தூ -- 8ஈ என நிறுவுக. 

5. ந: 1172-6 0ன் தீர்வுகளின் முப்படிகளின் 
கூட்டுத்தொகை 86 என நிறுவுக. 

4 ॥1ன் தீர்வுகளின் முப்படிகளின் கூட்டுத். 
தொகை 8 என நிறுவுக. 

5. x" + Pi xr + ese oe + Pu = 0 oor தீர்வுகளின் மூப்படி. 

களின் கூட்டுத் தொகை 8; ற. -- ஐ)” -- 8 என நிறுவுக. 
6. x° + px® + gx® +5 = 0ன் தீர்வுகளின் நாற்படிகளின் 

கூட்டுத் தொகை 8? என நிறுவுக. 

7, ஜூ 3 ரு ௪௬ 0௦ன் தீர்வுகள் ஷூ 0, 53 எனின் 
(1) 8.5, Ss = 5S S, 

Zo? 34 3 
ம தனை அண்ணனை னை. 

என்க. 

8 xt —B8x® + 5x? — 12x 4 4=0 or Stajsofer gb uy 

(fifth 0௦௫௭5) களின் கூட்டுத் தொகைகாண்க.
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9. ந 48%39-0ன் தீர்வுகளின் 9-வது படிகளின் 
கூட்டுத்தொகை பூச்சியம் என நிறுவுக. 

10. 2441 0ன் தீர்வுகளின் 6-வது படிகளின் 
கூட்டுத் தொகை காண்க. 

11. 4 கர 1- 0ன் தீர்வுகளின் 11-வது படிகளின் 
கூட்டுத் தொகை பூச்சியம் என நிறுவுக. 

12. %** 0௮ -0ன் தீர்வுகளின் 80-வது படிகளின் 
கூட்டுத் தொகை 5084 த5 -- 44 என நிறுவுக. 

18. ௨“-- 48௬ 0ன் தீர்வுகளின் 12-வது படிகளின் 

கூட்டுத் தொகை -- atl என நிறுவுக, 

14. சச 2௬ 0 எனின் 9 (327) (245) எ 5 (525) (285) 
ஏன நிறுவுக.. 

15, 81 ௨ ஆக இருப்பின் ஆ xd — xs eve 

உம் ௭ 0ன் தீர்வுகளின் :ஈ” படிகளின் கூட்டுத் தொகை 

27 ~— 1 என நிறுவுக 

16. x" — pxP* —p x? — px® wwe — px — p = Ver 
தீர்வுகளின் £ வது படிகளின் கூட்டுத் தொகை மு 4 1) — 1 cror 

ிறுவுக. (7. 8)



19:2 சமன்பாடுகளின் மாற்றமைப்புக்கள் 

(Transformation of Equations) 

18:21 Lisle வ. அடி என்பவை ரீ (- 0 என்ற சமன் 

பாட்டின் தீர்வுகளாயின், பொதுவாக ம் (1), (எ) உ (௭ 
என்பனவற்றைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட மற்றொரு சமன்பாட்டை 
அமைப்பதே முதல் கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டின் ₹மாற் 
றமைப்பு* எனப்படும். 

18.2:1:1 ந ம் (ப எனக் கொள்வோம். 

இத் தொடர்பை% - ம் * () என்று எழுதுவது மரபு; இதன் 
பொருள் யாதெனின் ந ஈம் (ப) என்பதே, [88 1) மர 32, 
..போன்றவைகளோடு இஃது இணையும் முறையைக் கண் 
உறிக]. 

இப்போது 

f (x) = ay (x =- oi) (x oem ols) 5௨௨௪௨ 694. (x om: oln) =0 

எனக் கொள்ளலாம். 

x= * () என இங்கு ஈடு செய்தால் 

7ீ[$ “0072-௯ [95 00- எபி [60902 பர டவ 
[?* (y) — de] = 0 

என்ற சமன்பாடு பெறப்படும், 

இது ந என்ற தேராக் கணியத்தையுடைய ஒரு சமன்பாடாகும்; 
இதன் அமைப்பு (9) - 0 ஆகும். 

இச் சமன்பாட்டில் ம 10) - 

9 (y) = ols 

6009 - ச என்ற தீர்வுகள் பெறப் 
படும். 

x= My) என்பதன் பொருள் ந ம் (0 என்பதே 
யாதலின், . . 

y= $(d:) 

y= (ols) 

FOO 02 O08 808 see 

௭4௪ ௪64 699 646 666. 

Y =O (do) எனப் பெறப்படும்,
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அ ௫93௪-0 எனப் பெற்ற சமன்பாட்டில், ன் தீர்வுகள் 

ழ் (of); ம் (௭4 ane e080 ழ் Cole) என்பவையாகும். 

எனவே, கூர்ந்து நோக்கின், ரீ (பூ = 0, y = (டு என்ற 
இரண்டு சமன் பாடுகளிடையே x ஐ நீக்கிப் பெறப்படும் 

தொடர்பே நாம் வேண்டும் 8 (1) - 0 என்ற சமன்பாடாகும். 

குறிப்பு: இப்பொதுவான விளக்கம் முதலிலே படிக்குங்காலை 

. மூற்றிலும் புரிய வில்லையானால், இதை விடுத்துப் பின்வரும் பகுதி 

களைப் படித்து விட்டுக் கடைசியாக மறுபடியும் படித்துப் பார்க்கவும். 

இவ்வித மாற்றமைப்பின் மூலம், சில சமன்பாடுகளின் தீர்வு 

களை எளிதில் அறிய முடியும்; சில சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளாலான 

சமச் சீர் சார்புகளின் மதிப்பையும் எளிதில் அறிய முடியும் ; மேலும் 

சில சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளின் தன்மைகளைப் பற்றி ஆராய ஏது 

வாகும். 

பின் வரும் எளிய எடுத்துக் காட்டைப் பார்க்கவும். 

& = $ (x) = ஜூ எனக் கொள்வோம் ; 

f(x) x8 4+ 6x46 = 0 என்ற சமன்பாட்டையும் கொள் 

வோம். 

சும 3(0ு-/] எனப் பெறப்படும். 

ர்க 4 516-024 9)(0%8) 

.. மீழ் 1(பர-(09”*50(/)9) + Ba CV vt 8) 17484) -0 எனக் 
கொண்டால் ~y=—8, 8 என்ற தீர்வுகள் கிடைக்கும், 

ஃ (0954502014 6-0ன் தீர்வுகள் 9, 4 ஆகும், 
அதாவது] 6-- பரன் தீர்வுகள் 9, 4 ஆகும். 

அதாவது) - 18) 4 86 : 0ன் தீர்வுகள் 9, 4 ஆகும். 

இவை( 8)', (-8)” என்பது வெள்ளிடை. 

43°2:1°2 சில குறிப்பிட்ட *மாற்றமைப்பு ? வழி வகைகள் 
பின்னர் விளக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 

வடஸ்ில என்பன 7/(பூ-0ன் தீர்வுகளானால் பூ 

அலு ஒருத் தீர்வுகள்கக் கொண்ட சமன்பாடு காணல் £ 

x)= Pox? + pix” L+p, x a4 ene one coos: et Po 1X + Pn எனக் 

கொள்வோம். எனவே 

Pot +P x” b+ Pax Fave + Pa_:X+Pn= Po (rob, (x—ols) 
eee (22௮ ட 

நூ -3;ஆக ஈடு செய்யின் $- 1.) பூ. ஆகும்போது ந 

முறையே -- ழு) oles eee = oly ஆகும்.
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ஈ ஒற்றைப்படையாகவோ அல்லது இரட்டைப் படை 
யாகவோ இருந்தால் % ---:என ஈடு செய்தால், 

IC~YV=CH IY [0 Pi VY" * + Pah" வ் ௭. (19% 
CVA AiO th, Jace ஸம் எனப் பெறப்படும். 

எனவே /7(-ற) = (1) +h. CV + ols) eve aee ore CY + obn). 
எனவே /(--ற) - 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் --411, — alg oovee 
௮, எனத் தெரிகிறது. 

எனவே /(.டூ-0ல் %---3 என ஈடு செய்து பெறப்படும் 
7ீ(-)-0 நாம் வேண்டும் சமன் பாடாகும். ச 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை வைத்துக்கொண்டு குறி 
மாற்றிய தீர்வுகளைக் கொண்ட சமன்பாடு அமைக்கவேண்டு 

மாயின் உறுப்புகளுக்கு ஒன்றுவிட்டு ஒன்று குறிமாற்றி அமைத். 
தால் போதுமானது. இடையில் விட்டுப்போன படிகளுக்குரிய 
உறுப்புகளுக்கு 40” கெழு இருப்பதாகக் கொண்டே குறி மாற்றம் 

செய்யவேண்டும். 

19:82:13. எகா.1 

ந அரி பீச்ச கன் தீர்வுகளின் குறி 
மாற்றிய எண்களைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு காண்க, 

நு 2. அதாவது x=—y என ஈடு செய்ஐ. 

வேண்டிய சமன்பாடு, 

(—y*) -8(- ¥)’-4(—y)' +18 ட *7 0-2) *+6(—y) 
~8=0 

அதாவது y° + By — 4yt— 18y + 7y* — Sy — 8-0. 
இச்சமன் பாட்டை, 

நப கிறா ரூ 7 5x-=8=0 எனவே எழுதலாம். 

எ.கா. 2. 

84-54 848 -0ன் தீர்வுகளின் குறிமாற்றிய எண் 
களைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு காண்க, 

x7 40x + Orx® — Bx! + On? — 5:07 4+2x48=0 என்பது 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு. 

ஒன்றுவிட்டு ஒரு கெழுக்களின் குறிமாற்றியெழுதினால் 
%”-0:4-0-4*-(-821) 4065. (-52)148௨- 8-4 0. அதாவது 
7 அர) கட்டி 0 என்பது மாற்றிய சமன்பாடாகும். 

18-22 எ.கா. 2, ் 

ரீ(டு 0ன் தீர்வுகள் (டி 1... வ எனின் டி பப ட wee 

an OS தீர்வுகளாகக்கொண்ட சமன்பாடு காண்2,
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LOX) Lh Pox" + Pr நாம + P x? + Soe cee vee +pn ix +Dn எனக் 

கொள்வோம். 

y=mx என்ற பொதுத் தொடர்பு கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 

x ols,» விடி ௮௫1 என்ற மதிப்புகளுக்கொப்ப y முறையே 

சவ ரில். என்ற மதிப்புகளை ஏற்கிறது. 

இங்கு ற, றா + gX™* + vee seeDn-yX+Da 

20(2--௭400- ௮... (லீடு 

ந 17% என்ற இதாடர்பின் அடிப்படையில் x “ஆ என இங்கு 

ஈடு செய்ய 

rel y +P (ட, (க) ச +Pn-y (=) 

+ fm LPo (5 - lr )(¥,— ats) வ இட்லி) 

இருபுறமும் ௩௱ஆல் பெருக்க 

ரீ ( 2] = Poy +mpyy” * +2 pay * + covore +m pa அட காத 

=Po(¥- ML, )Cy— Maly) oe oe (CY ௪௮ 

எனவே mf (5) = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் டி 

ரர வடி வடி உ உ வ் எனத் தெரிகிறது. எனவே தேவை 
யான சமன்பாடு ஈ7( 4) ௪0 

MSTUS Po V+ Mp "> + m*pyy* + svseeee tn.” பு 
சபி 0 

செய்முறைக்குரிய குறிப்பு : 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளைப் போல் ஈ. மடங்கு 
உள்ள தீர்வுகள் கொண்ட சமன்பாடு காண கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாட்டின் கெழுக்களைா இரண்டாவது கெழுவிலிருந்து 
ஆரம்பித்து ஈ, ஒரி! ஆல் பெருக்கினால் போதுமானது. 
இடையே விட்டுப்போன படிகளின் கெழுக்களை 0 எனக்கொள்ள 
வேண்டுவதை மறந்துவிடக்கூடா து. 

18:22. சிறப்பாக, PoX™ + றர 34 ற 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகளைப்போல் 10 மடங்கு தீர்வுகளாயுடைய சமன் 
பாடு,
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PoX™+109,x™ -+ 10% pgx™ 3+ wooo + 10%, = O 

இரண்டாவது உறுப்பிலிருந்து உள்ள கெழுக்களை 10, 10°, 
10“,...ஆல் முறையே பெருக்கிவரும் தொகைகளே, மாற்ற 
மைப்புச் சமன்பாட்டின் கெழுக்களாகும். இங்கும் இடையே 
*படி”கள் விடப்பட்டிருந்தால், அப் * படி *களின் கெழுக்களை 0 
எனக் கொள்ள வேண்டுமென்பதை மறந்துவிடக் கூடாது. 

2x7+5x°-2x+1=O0c8r தீர்வுகளைப் போல் 10 மடங்கு 
தீர்வுகள் உள்ள சமன்பாடு, 

2x7 + 10(0)e° + 10°(0)x* + 10°(0)c* + 104(5)x* + 10°(0)x* 
+10°(—2)x+4+107=0 

Hysroag 2x7 +510 -x8-—2:10%x+4+107=0 

இதை நேரடியாக கடிதில் எழுதப் பழக வேண்டும். பின்னர் 
தோராயத் தீர்வுகள் காணும் பகுதியில் இது பயன்படும். 

18:23 எ.கா 8. 

‘ ௨. % 1 
J (x) = 0ன் தீர்வுகள் வ ஷ்டி O00 coe one oln எனின் அ தா 

ai os 
1 , 

eee எப களைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு காண்க. 
ர 

= + என்ற பொதுத் தொடர்பு இங்கு பொருந்தும். 

JS (8) க றி றழி 4 ஜமா? ம் ம oe + Pre X + Pn 
, = Do (x — of) (x — oe) ooo ese (x — olny) 

இங்கு %$ = ந என ஈடு செய்ய 

1 1\e 1 \a-t 1 \a-8 

= 7 + —_ oon (2) po(5) +r (5) (2) + 

1 
ove + தர (5) + Do 

ன. (-வ ) (ச — ols 0 லட) 

இருவுறமும் 7 ஆல் பெருக்க, 

ill 

1 
vi(5) = OY" Pn + Pn Y* + Pag YO * + oe ome + D1 PHD 

= Do (1 வய 3 ௮0 (1 அ நி) eee eee (1 ~ Yoln)
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எனவே 1" f & ) ௪ 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

1 1 1 
ரவ இனவ தட ஒது cee எனத் ட ரிகி % al, ol ols த தொகிறது 

எனவே வேண்டிய சமன்பாடு $57 (=) « 0. 

௪.கா. 4 

ஷி. 5 ஐத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு 2”-- 822) 

1 1 1 1 5 
cd ee at —_ ௨ க. கக் * 4 1௪ 0 எனின் ம இரு 50 ஐத் தீர்வுகளா 

கொண்ட சமன்பாடு 

()-4( (a) 
srg x* + 2x° —38x + 1 = 0. 

13°2°4 எ.கா, 5 

பே: 0ன் தீர்வுகள் Lys hes coe ome ln எனின் ௭“ ஓட” 

உ. வ களைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு காண்க, 

அ ௬ ூ என்ற பொதுத் தொடர்பு இங்கு பொருந்தும். 

FOX) & Po (4 hp) C4 — hg) wee (௨-௭ ஒழி 

ஃ ரீ py CA Ai) C= — hg) we oe (= he) 
LCxYIC~ *) = Po? Cokr® =X?) ola” — x7). oe Cola® — x*) 

%” ௮ ர என ஈடு செய்ய 

7070-2095 ந” (40 = yy Cola? — 3) ore one Cola? — y) 
cranGou f (x). f(— x) = Do® (hi? — ¥) Calg? — y) cee ove 

(da? —)) = 0 என்ற சமன்பாட்டைக் கொண்டால் y-sir தீர்வு 
கள் 4)” வடை வட எனத் தெரிகிறது, எனவே f (x) 

f(—x) - 0 என்ற சமன்பாட்டின் வலது கைப்புறத்தில் ந = x* 
என ஈடு செய்து எழுதப் பெறும் சமன்பாடே நாம் வேண்டும் 
சமன்படாகும். 

குறிப்பு + 

2000) % 7 (- பின் பெருக்குத் தொகையில் 3ம், ன் படி 
களுமே தோன்றும்; மாறிலியும் தோன்றும், எனவே %ூ ந 
என ஈடு செய்வது முற்றிலும் சாத்தியமாகும், பின்வரும் எடுத்துக் 
காட்டுகள் இதை மேலும் விளக்கும்,
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13.2°4.1° er.ar. 6. 

x®—x* 4 சே 6௬ 0ன் தீர்வுகளது இருபடிகளைத் தீர்வுகளாகக் 
கொண்ட சமன்பாடு காண்க, 

f(x) = x®— x*+48x—6 

f(—x) = — x? —x*~8x-6 

AGM —X) = ~ Ce x84 Bx— B)Ce +29 + 8x48) 
— [Cx® 4+ 8x) - (x7 +6)] [(x® + 8x) + (47 4+8)] 

= —[(4° 4 8x)?- (x74 6)] . 

= — [x?(x*+8)?- (x7 4+6)*] 

நஜ என ஈடு செய்ய, 

— [yy + 8)°- (y+ 8)? 
—[y? + 16y® + 64y—y" — 12y- 86] 

= —y®— 15y?— §2y4+ 86 © 

வேண்டிய சமன்பாடு 

3531” 4 த 96- 0 
நடைமுறையில் பின்வரும் முறையைக் கடைப்பிடிக்கலாம். — 

மேல் கூறப்பட்டது 

il 

இரட்டைப் படிகள் (மாறிலியும் கூட) உள்ள உறுப்புகளை 

ஒரு புறமும், ஒற்றைப் படிகள் உள்ள உறுப்புகளை மற்றொரு 
புறமும் கொண்டு சமன்பாட்டை யெழுதுக. 

இங்கு ”--ஐ£-81-6- 0 என்பதை 

%34 92-46 என எழுதுக. 

இப்போது (248) -%46. ் 

இரு பக்ககங்களையும் இருபடிக்குயர்த்தினால் (248) 
=(y+ 8)* என்பது பெறப்படும். 

நு” என ஈடு செய்ய, நாம் வேண்டும் சமன்பாடு ந048), 
=(y+6)? எனப் பெறப்படும். சுருக்கியெழுதினால், ந£*418)” 

458 -86- 0 எனப் பெறலாம். “ 

எகா. 7, 

at + க அரி 9௬0 எனற சமன்பாட்டுத் தீர்வுகளின் 
இருப்டிகள் கொண்ட தீர்வு காண்க 2௦ 

3௯3” என்பது பொதுத் தொடர்பு. 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு
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ந கிறா = - 5x'- 6x, 

= —x(5x*+6) 

இருபக்கங்களையும் இருபடிக்கு உயர்த்த, 

(x4 — 4x* - 9)? = x7(5x? +6)? QupduGia. 
இங்கு ற” என ஈடு செய்ய, 

(y* —4y—9)° = y(5y + 6)* crotirp நாம் வேண்டும் சமன்பாடு 
கிடைக்கும். 

13:25 எ.கா. ் 

70)-0ன் தீர்வுகள் Lys வி ஆனால் (1-5 வட் 
ய நாசிஐத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு காண்க. 

இங்கு ந--%- ந என்பது பொதுத் தொடர்பு 

700-200 — oh MX - aby Jerr oxen) 
X=y+h என ஈடு செய்ய 

SYA) = Po(Vt h= ch My + haha) eV th—che) 
= 0-4, -0- ol g— hove (Yah) 

எனவே /(94/)40 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 4)- 
hg — சிகை vveala—h எனப்பெறப்படும்: 

தேவையான சமன்பாடு சீட ச்)- 0. 

அதாவது 

Po (V+hY+ py VEhY* tps (VENTE tou + டர் 
+ pr=0 
இம் முறையை யொட்டி, 

4349-10 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளின் 8 
குறைந்த சமன்பாடு காண்க, 

yox—-2 

o = x=y+2, 

ஃ. வேண்டிய சமன்பாடு ₹ 

(y+2)*—4(y+ 2)? 4 8(y+2)—1<0 
சுருக்கி எழுதினால், 

py? +2y?—y—-8= 0. 
இதை x°+8x°—x—B8=0 crarayid step gsovmid. 

718:2:5:1 f(ythjor Aflay காணும் முறைகள் 
7. f(y thysloy® thy “34/34 அவர்ட [8 (1) 

எனக்கொள்வோம். 
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ந 0 என ஈடு செய்ய 

In= f(A) 

ன் சார்பாக (1)ன் வகைக் கெழு கண்டு ந-0 என ஈடு 

செய்ய 
Ina =f'(h) 

நன் சார்பாக (1)ஐ ஈ முறை தொடர்ச்சியாக வகைக்கெழு 
கண்டுநம 0 என ஈடு செய்ய 

27/74) 

1, ரீ noe Zr 

1 முறை தொடர்ச்சியாக வகைக்கெழு கண்டு? ௩0 என ஈடு 

செய்ய 

  

சா (6) 
(ச 

Z ச் 

௮ 
ig =   

எனவே, f 

(2), 71706) ara 
70746) “29 + Zn- 1 ழ் + see ces 

ரு (6) 
+ 0 4 ஒட் “1 71706) 

குறிப்பு :- 
டெய்லர் (7௨1 2), மக்லாரின் (McLaurin) விரிவுகளை வகை 

நுண் கணிதத்தில் காண்க. 

எ. மற்றொரு முறையில் /(9-42)ன் விரிவு காணல் ; 

SCX) = poxPt py XT 2 + pgx” 4... ற எனக் கொள்வோம். 

Fy) SfCy thy ley thy” + wvoe=laaytin டன. எழுது 

வோம். 

இங்கு [, 71, டி. காணவேண்டும். 

மீண்டும் இங்கு ர-%--ந் என ஈடு செய்ய, 

Bx) = f(x) Blo(a— hy t hehe ம வைப்பே 

[7 ஆகும். 

ரிபடுஐ(2--6)ஆல் வகுத்தால், மீதி டி வகுத்து வந்ததை மறு 
படியும் (2--4)ஆல் வகுத்தால் மீதி 13 

அப்படி வகுத்து வந்ததை மறுபடியும் (--4)ஆல் வகுத்தால், 

மீதி -
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எனவே /(.) ஐ, ஒன்றன் பின் ஒன்றாக (2-0). ஆல் 
வகுக்க, வகுக்க முறையாக வரும் மீதிகள் /, 2, 0 ட... கிடைக் 
கப்பெறும். 

7/௦ 2, என்பது வெளிப்பஉ.ட. இம்முறையைப் பயன்படுத்தி, 
7/7 புன் விரிவில் கடைசியிலிருந்து /,, ட / ட யாவற் 
றையும் பெறுவது நடைமுறையில் மிக எளிதாகக் கடைப்பிடிக்கக் 

கூடிய முறையாகும், 

பின்வரும் எடுத்துக்காட்டு (()ஐக் காண்க. 
13.2.5.2 எ.கா. |, 

-5%4 71714 11- டன் தீர்வுகளைவிட நான்கு குறை 
வாகவுள்ள தீர்வுகள் கெறண்ட சமன்பாடு காண்க, 

அல்லது 
- 5x,47x? —17x+11=<Oer தீர்வுகளை நான்கு 

குழைக்கவும், 

முதல் முறை : 

சூ — 5x9 47x? -17x411 

டூ = 4x®- 15x? +14x—17 

f*7(x) = 12x*- 80x414 

f'2"(1) = 24x— 80 

Mt 

FO) 24 
f(A) = 256~8£0+112-68+11 -—9 
f(A) = 286—2404 56-17-55 
f?(4) = 192-120414 =86 
f43(4)= = 96-80 = 66 
f(A) = 24. 

ஏ 113 13 i 3 Kyra) = LYS “0. எழு, பில். 

yt+f(4) 
= y4+11y?+48y* +55y—9 

எனவே வேண்டிய சமன்பாட்டை 

ந“ 411443 56- 9-0 என்றோ 
அல்லது 514117, 49,74 59 9-0 என்றோ எழுதலாம். 

ஆனால் இந்த முறையைவிட; அடுத்து காட்டப்படும் 
மூறையே நடைமுறையில் எளிது, பெரிதும் கடைப்பிடிக்கப்படுவ 
தாகும்ஃ



சமன்பாட்டுக் கொள்கை 139 

13,2.6°3 இரண்டாவது முறை: தொகுமுறை வகுத்தல் : 

௮ 4ஆல் வகுத்து, தொடர்ந்து வரும் மீதிகளைப் பின் 

வருமாறு கணக்கிடுவோம் ₹ 

    

4| 1 த +7 —17 +11 

0 ஃகீ 4 +12 — 20 

1 ரீ +8 — § — 9 

0 +4 +12 +460 

  

| 
1 +3 +15; +55 

0 +4 +28 

1 +7 448 

0 44 

1 | 411 

Q     ee 
1 

வேண்டிய சமன்பாடு அல்லது மாற்றியமைத்த சமன்பாடு 
xt+11x® + 48x" + 55x—9=0. 

எ.கா. (2) 

33. கீற? 311- 0ன் தீர்வுகளுக்கு மூன்றுகுறைவாகவுள்ள 

எண்களைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு காண்க. 

(அல்லது) 
ந 4402-2311 0ன் தீர்வுகளை 8 குறைக்கவும். 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு முற்றுப்பெற்றதாக இல்லாவிடின் 

விட்டுப்போன உறுப்புகளின் கெழுக்களைப் பூச்சியமாகக்கொள்ள 

வேண்டும் இது முக்கியமாக கவனத்திலிருக்க வேண்டிய 

ஒன்றாகும். 

9-8 ஆல் வகுத்துத் தொடர்ந்து வரும் மீதிகளைப் பின்வருமாறு 

கணக்கிடுவோம்;
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91 1 + 0 +4 —1 +0 +411 

0 8 +9 +89 4114 + 842 

1 3 + 18 + 88 + 114} + 858 

0 +8 +18 +498 + 898 

1 6 +81 4181] + 607 

0 8 ஷ் 27 + 174 

1 9 + 58 + 805 

0 +8 + 86 

1 + 12 + 94 

0 +8 

1 + 15 

0 

ண ளக 

1   
எனவே மாற்றியமைத்த சமன்பாடு 

x® + 15 x* + 94x° + 805 x? + 507 x + 858 = 0 

13°2:°5-4 குறிப்பு , 

சீஜென் தீர்வுகளுக்கு $ அதிகமான தீர்வுகளுள்ள சமன்பாடு 
காண (பென் தீர்வுகளுக்கு (- ஐ) குறைவான தீர்வுகளுள்ள 
சமன்பாடு கண்டால் போதுமானது. 

3௬ ஜ.* 4 எனக் கொண்டு 

{[(x) Ox = y — h என ஈடு செய்ய, 

fy —h) = ! py (y — hy? + Pi (y — hye! + eon cco + Pn-; 

௩௮ 0 என்ற சமன்பாடே நாம் வேண்டும் சமன்
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பாடாகும்: இங்கும் மேற்கூறப்பட்ட இரு முறைகளையும் எடுத் 

தாளலாம். 

சாகா. 8 

4 7௪ 0ன் தீர்வுகளுக்கு * ஒன்று” அதிகமான தீர்வுகள் 

கொண்ட சமன்பாடு காண்க. 

ஒன்று அதிகப்படுத்துவதற்கு -- 1 குறைவு படுத்தினால் 
போதுமானது: தொகு மூறை வகுத்தலிலும் -- ] குறைவு 

படுத்தலாம். ந * 1 ஆல் வகுத்து தொடர்ந்து வரும் மீதிகளைப் 
ரின் வருமாறு காண்போம். ் 

—1 1 + 0 + 0 + 0 +0 + 7 

  

  

  

0 — 1 + 1 — 1 +1 — 1 

1° —-1 +1 -— 1 + 1 + 6 

0 - 1 +2 -—8 +4 

i] — 2 + 8 —4 + 65 

1 0 _ 7 8 6 

1 — 8 + 6 — 10 

  

1 —4 | +10 

{| 0 -1 

1 | —-6 

0 
    

மாற்றியமைத்த சமன்பாடு 35-44 101. 103 

கந; 6-0
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13:26 குறிப்பிட்ட உறுப்பு நீக்கிய மாற்றமைப்் ௮ முறைகள் : 

றந 3 ரு ரல 0ல்* கொண்ட உறுப்பு இல்லாத 

வாறு மாற்றுயமைத்த சமன்பாடு காண்க: தீர்வுகளை விட 4 
குறைவாக உள்ள தீர்வுகள் பெற்ற சமன்பாடு, 

(x thy + p(x th) + qe th) tr = 0 en. 

அதாவது, 

x2 + (81+ pi +(82 + Qht+qxrth+ph+¢ 
h+r=0 

இதில் 3 கொண்ட உறுப்பு இல்லாமல் இருக்க வேண்டு 

மெனில் ந - - ஆக இருக்க வேண்டும்: 

எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை 

-*- குறைத்து, அதிவது ஓ அதிகப்படுத்திச் சமன்பாடு காண் 
போம் 

அதாவது) - x + * என்ற பொதுத் தொடர்புகொள்வோம் 

உ ௬] ஆ என ஈடு செய்ய; 

9 2 
(2-$) *2 (2-3) * (7-4) + r=0 

என்ற சமன்பாடு . பெறப்படும், இதில் நூ என்ற உறுப்பு 
தோன்றாது. ் 

அதாவது$ூன் கெழு - 0 ஆகும்: 

விரித்தெழுதினால் 
4 2. p° உட றற ற் 

yi py +e Vm ge tPVP— ரர் தர்ர 

Pq ஹ் 3 +r 0 

அதாவது 
ட் 2 p® : 

y+ (-$ ta)yt(r-4¥ + 7 ௪ 0 ஆகும். 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டில், கெழுக்கள் ஈருறுப்புத் தேற்றக் 

கெழுக்களாகக் கொண்டால், மாற்றமைப்பு சீராகிவிருக்கும்.
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அதாவது, 2 1 ர” 4 87% 7-0 எனக் கொண்டு” 
2” உறுப்பு நீக்கப்பட்ட சமன்பாடு காண்போம். இங்கு ட - -- ந, 

அதாவது, சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை ற அதிகப்படுத்திச் சமன்பாடு 

காண்போம். ந௪ ஜ* ற என்ற பொதுத் தொடர்பு கொண்டு,. 

% ஈ ந. ற என ஈடு செய்வோம். 

அப்போது கிடைக்கும் சமன்பாடு, 

படுற“ (1-2) 47 0 ஆகும். 

அதாவது, 
y® — Spy? 4 றற 4 8) y? — Bo? yp 4 இற் + 87y: 

—S8pgtr=0 

அதாவது, 
y® + 8(¢.—p*)y + (r — 8pq + 29°) = 0 என்ற சமன்பாடு: 
கிடைக்கும். 

இவ்வாறே % + px? + gx? t+rx+s= 00x" கொண்ட. 
உறுப்பு இல்லாதவாறு மாற்றியமைக்க இதன் தீர்வுகளை விட 

- ச குறைவான தீர்வுகள் கொண்ட தீர்வாகக் கொண்ட சமன்: 

பாடு காண வேண்டும். 

மேலும் சமன்பாட்டை %* 4 கீர நூ 34 6273 4rx +5 = 0 
எனக் கொண்டால், தீர்வுகளை - ற குறைத்து, அல்லது தீர்வுகளை- 

றி அதிகப்படுத்திய தீர்வுகள் கொண்ட சமன்பாடு காணவேண்டும்.. 
பொதுவாக, a 

x? + Py ஜாட + Ps xa-# twee cee + Po-} உ Pa = 0ல் xl 

உறுப்பு இல்லாதவாறு மாற்றியமைக்கும் முறையாவது 2 

இதன் தீர்வுகளை - 5. குறைத்து அல்லது தீர்வுகளை அட 
அதிகப்படுத்திய தீர்வுகள் கொண்ட சமன்பாடு காணவேண்டும். 

சமன்பாட்டமைப்பில் ஈருறுப்புக் கெழுக்கள் தோன்றுமாயின், 

என்ன செய்ய வேண்டுமென எளிதில் அறியலாம். 

எ.கா, 

x*— 12x02 4+x°—xX+1=0 என்ற சமன்பாட்டில் 
இரண்டாவது உறுப்பு நீக்கிய சமன்பாடு காண்க. 

நு ஐ. தி எனக் கொள்கு 

அதாவதுற எந ஃத் 

எனவே ₹4” குறைக்கப்பட்ட தீர்வுகள் உள்ள சமன்பாடு,
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Cy + h)* — 12 (y + hy? + (vy $b)? —-Cy thy +1 = 0 
-விரித்தெழுதினால், 

நூன் கெழு - சீர்... 1 

இவ்வுறுப்பு நீக்கப்பட வேண்டுமாயின் 

44~—~12= 0, அதாவது - 8 

எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை *8* குனறத்த 
சமன்பாடு கண்டால் போதுமான து: 

  

  

3 1 — 12 +1 — 1 -+1 

0 + 8 — 27 — 78 — 287 

1 இ — 26 — 79 — 236 

0 + 8 - 18 — 182 

1 —86 — 44 ~ 211 

0 + 8 - 9 

i - 8 — 53 

‘0 + 8 

1 + 0   

  

எனவே இரண்டாம் உறுப்பு நீக்கிய சமன்பாடு 
x* — 58x" — 211 x — 286 = 0 

9:2:7 பொது மாற்றமைப்பு : செயன் முறை 
(The genera} transformation) 

BUSI hey hose. எனின் ஜ் (oli) ௮) ஐத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு 

. J (x) = Oo 

(ல) அல் ( 
காண்க 

முதல் தேற்றத்தை மறுபடியும் பார்க்க,
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வீடி chao cea 9 என்பது 7 (டு - 0 இன் தீர்வுகள், 
$ (௨11), (4.3... (௭09 ஐத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன் 
பாடு காணவேண்டும். 

(0.6 (வ) ௮ம் (ol) ஐத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட 
சமன்பாடு (5) - 0 எனக் கொள்வோம். 

எனவே ந ஜீ (40) என்ற பொதுத் தொடர்பு கொள்ள. 
வேண்டும். 

41) வை என்பனர7 (மு = (ன் தீர்வாதலின் ந - ol) 
என்ற தீர்வுக் கொப்ப 

நு ஜ் (41): அவ்வாறே பிறவும். 

1(0ூ-0,7-6(0 என்ற இரு சமன்பாடுகளில் 
இருந்தும் : ஐ நீக்க ந-ல் நமக்குத் தேவையான சமன்பாடு 
சி - 0 கிடைக்கும்; 

இதனைச் சில எடுத்துக்காட்டுகள் மூலம் எளிதில் விளக்கலாம். 

நீக்கல் முறைகளைப் பயிற்சி மூலமே அறிந்துகொள்ள முடியும்: 
பொது விதிகள் என, எதுவும் பாகுபடுத்திக் கூறமுடியாது. 
பழக்கத்திலே தான் கைவரப்பெறும். 

18-:2°8-1 எ. கா. 1, 

“3 ற + qx + r = 0-ன் தீர்வுகள் 1, 7, 4 எனின் 

ட ay , B- ன -- ஐத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன் 

பாடு காண்க. 

நவ ற 
34/3௫ ஏ 
ABY=—r 

நு ஓ ன்ன வைக்கவும். 

ஆழ —p7- 

நு ஜ் = [4 கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் 

என்பது பொதுத் தொடர்பாகும், தீர்வாகும்] 
10
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டல (1 

x® + px? + qx +r=0 oe(2) 

ஒதவையான சமன்பாடு கிடைக்க (1), (லிருந்து 2-ஐ நீக்கவும். 

ay yr \* yr = 
(753) + (பா) (2) tr= 0 

ry? + pr(ltryyegd trey te At rj? = 0 

என்பது வேண்டிய சமன்பாடாகும். 

எ.கா. 2. 

x? + px? + gx +r = Oor தீர்வுகள் 4, 8.7 எனின் 

BY— ol® ¥ol — B*, AB —Y* BS தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன் 

பாடு காண்க. 

  

th = —p 
வ = 4 
ABY =—?F 

y = BY — oh? orem வைக்கவும். 

ரு 2 ௭ a 

ண்ட். [ச மரக 
= — — ol? 

fh 

ஷீ ஒரு தீர்வாதலின் 
— pax? 

y= ன என்பதுபொதுத்தொடர்பு 

ஆகும். 

ப ஜி tyxtr=0 உழு) 

x°+px?+qx+r=0 (௮) 

(15, (லிருந்து ஐ நீக்கத் தேவையான சமன்பாடு கிடைக் 

சூம். 

(2) -(1): 
px? + qx — yx = 9 

gerugi x(px+q —y)= 0 

SSTUg x = 0 sbogi px + q—¥ = 0 
% ௯ 0 இருக்க முடியாதாதலின் 

pxrt+q-y=9 
2-9 

சி 
x=
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எனவே தேவையான சமன்பாடு 

மெ 8 டன பெய 

CY 05) tC) tree 
அதாவதுடி 

y® + (p* — 89) y® + (89* — p?a)y + p’r—q® = 0. 
19.2°9 எ.கா. 8 

9377 டன் தீர்வுகள் fA, B,Y எனின், (6-5), 

(2 லே89“ ஐத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு 

காண்க. 

Za =O 

y = (B-Y)}* ctor nud seyid. 

*. y= (B+y¥)* — 4BY 

= வ டம் 

டவ . a . 
at [ 2 of ஒருதீர்வு] 

௭ கி. x*>+qx+r=0. 
ஐ என்பது fe + 4° = 8+ — gx 

  

yo 

பொதுத் தொடர்பாகும். 

8r—aqx 
றக ட   

yx+ qx = 8r 

Sr 
eS xe (3 y+4 (1) 

x® + px+r=O — «(2) 

(1), (2) விருந்து ஐ fee 

(247-107 
அதாவது, 877 + Sar (y + q) + ry = gy =O 

ஃ தேவையான சமன்பாடு 

நூ டர 3 ர 4 கீர வி 0. 

  

  

2) +r=0O பெறப்படும்.
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13.29°7 சிறப்பு எடுத்துக் காட்டு 8() 

202 4 2” -- ர + ag =O 

இது ஈருறுப்புக் கெழுக்கள் கொண்ட முப்படிச் சமன்பாடு. 

இதன் தீர்வுகள் fd, 8B, Y எனக் கொண்டால், . 
சவர் 4x9 4B + Ay, a0Y + a, என்ற தீர்வுகள் கொண்ட சமன் 

பாடு காண்போம். 

நூ ௯ 3 4 மடஎன்ற பொதுத் தொடர்பு பொருந்தும். 
். ட் yr a 

oo என ஈடு செய்ய, 
6 

9-௪” y-a, \* 27-81 = (2) அடத) 0m (4H) sare 
என்ற சமன்பாடு பெறப்படும். 

இதைத் சுருக்கினால், 

y® + By (aodg — 45°) (சட - ட + 2a,°) = O 
gyarugy? + 3Hy+G=O0 என்ற அமைப்பில் பெறப் 

படும். 

r= 

      

இங்கு H = aay — a,” 

G = ola, — 8aya,a, + மே,” எனக் கொள்ளப் 
பட்டிருக்கிறது. 

இந்த” 4 8 0- 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

ஐ, 9, 7 ஆனால், 
(q—7)*, (r — p)*, (0 ~ 9)* என்ற தீர்வுகள் பெற்ற சமன் 

பாட்டை முன் கண்ட முறைப்படி அமைக்கலாம். இப்படி மாற்றி 

யமைக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் ௭,” (8--3)“, 

ச“ 0(4/-ஸி”, சட் (4-3) ஆகும். (1829ம் 198:65ம் காண்க.) 

[சமன்பாடு 2-4 18/82“ + 81H*z + 27(G? + 4H*)=O0 
எனப் பெறப்படும். (18:65 காண்க, 

18:29:2 ct. an. 4 

x°4+2x°4+8x4+8=00r தீர்வுகள் ஆ, 4 எனின் 

பல் (9 

idh=—2 

3௮40-8 

ABy=—8
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ட ட. ௭ 
y= Ati என வைக்கவும். 

x ன ன . 

“நரம ன ர 14 வரு தீர்வு] 
நிற 

ளி x= “= (ய) 

3448-0 (8) 

(1), (லிருந்து %ஐ நீக்க 

2“. 4௮4.2 592 725) * (ஆ +9335 +820 

y* + 2y*(1—y)+8y(1—y)? +8(1—y)? =0 
y®—5y* + By—8=0 

௮4 B Y ன் ~_ a: இத தீர்வுகள் TT இம? நமம 

இவைகளின் இருபடிகளைத் தீர்வாகக் கொண்ட சமன்பாடு காண 

ar என வைக்கவும். 

2. [ 32௯௫ தீர்வாதலின்,3 - வ 

ஸ் சற” (8) 

yp —5y* + 6y—3=0 on (4) 

(9), (49லிருந்து ஐ நீக்க 
ந 3-௭ Sy? +8 

அதாவது (3546) -649 
இரு பக்கங்களையும் இருபடிக்குயர்த்த 

¥*(y? +8)? = (By? + 8)° 
2276)” =(52+8)* 

2° —182? +62- 9=0 
டல். 2 ஙு 

இதன் தீர்வுகள் (ட (441) (BEI) 050) 
ச “As A? _ ஃ (12) 

தீர்வுகளின் கூட்டுத் தொகை 3 வரு“ 

ல் 
eo se 
ஃ 3 (4-1)
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எ. கா.5 

x*(x+1 SKE DBs +4 19-0 என்ற சமன்பாட்டில் 

4, ஒரு தீர்வு ஆனால் 5: Ae ஒரு தீர்வு என நிறுவுக. 

*1 8-1 ள் + 1 S41, gy. LA 
ati பத y=1’ உலக் தீர்வுகளாகக் கொண்ட 

சமன்பாடு காண்போம். ் 

பொதுத் தொடர்பு yes “rl எனக் கொள்ளலாம். 
—1 

= a (1 *- 57 (1) 

x*(x-+ 1)? —A(x—1)(2x? ted = (8) 

(1), (இலிருந்து ஐ நீக்க 

லம் 
(09) 0504-2 

(y+ 1)*(2y)®?~k2-(y—1) 120413 3]*-140-1)71 - 
அதாவது, 404 1)-/.20-1) (4“4ஐ*2) ௩0 
HSTU SI, y? (y+ 1)*—k(y—1)(2y? + y+ 1) = 0 ஆகும். 
மாற்றியமைத்த சமன்பாடும் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடும் 

ஒன்றாக இருப்பதால்" என்பதும் 

2-1)“ - 601) (242241) ௩ 0ன் ஒரு தீர்வாகும். 
எ. கா, 6 

  

௭4 என்பது ந”--1-0ன் ஒரு கற்பனைத் தீர்வானால் 

A+ Ak? + lsd? ௭4 ஐத் தீர்வாகக் கொண்ட சமன் 
பாடு காண்க, 

௨ ஒரு தீர்வாதலின் 7- 1 0 அதாவது 

Ch-WCho + bli tot tal? + dl? + od +1) =9 
waerug (lo + hi tattd +a? t+atiy=9 (0) 

[2 ஒரு 1] 
நாம் வேண்டும் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளின் கூட்டுத் தொகை 

Bi = (ol + ol®) + Col” + A) + (ol? teh*) 

=A tdi tdttd td +a 
ஹ் வெறி [(1)ன் படி]
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தீர்வுகள் இரண்டிரண்டாக எடுத்துப் பெருக்கியதன் கூட்டுத் 
தொகை. 

Bg = Col + A°) Col? + hl*) + Ch + h%) (ol? + ot) + 
(oh? + A*) (oLl® + h*) 

எலு th tl? +h tlt ta? ta? + of?” 
+L +d tai td? 

A> + bh + btalt tot + o® + L*? + of? 
+H +h? +h t+ of? 

=2(dtd td’ t+d* +a +d? (+ dt? = 1) 
= 2(— 1) 

= — 2 

தீர்வுகளின் பெருக்குத் தொகை 

Bp = (Ch + A*)(ol* + A®) (CL? + oh") 
= (ob" + L® + ob? + வூட் 
=A th tb +h +l? +h? + ft? ஓழ்ச 

HA tt dt title didi ta 
(vy wf’ = 1) 

2+ht Ath td* +d’? +d° 
2—1 

1. 

தேவையான சமன்பாடு 4 

x*— 3, x7 + Zyx— Fy = 0 சு 
அதாவது x° +x? ~2x-— 1 4 0 ஆகும். 

பயிற்சி 19.8 

1. 2” றட 34 ரஜ 7௪ டன் தீர்வுகள் dl, 8 4 ஆனால் பின் 
கொடுக்கப்பட்டவைகளைத் தீர்கவுளாகக் கொண்ட சமன்பாடுகள் 
கரண்க ₹ 

C) B+Y Y+thot +B 
( i) ௮, த y? 

(til) L? +o, B° + BY? +7 
(iv) L(B + y» BCY + od) ¥C A+ B) 

» (v) B? + Y7, ¥* + of?s A? + B* 

2 x8 +4xtr = Oo Stajsd J, B, Y ஆனால் பின் 
கொடுக்கப்பட்டவைகளைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடுகள் 

காண்க? 

॥ 
॥ 

॥ 
qi
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Gi) BY +d, YL +B, AB + Y 

(iii) (d- B)(h-Y), (B-Y)(B—-Y), 
0-ல் 0-8) 

ஸூ 4%, Tat ty 8 

(vy) od, B®, v8 

(vi 1 1 1 

? 892-479: ௭27 எதி 
(vii) வ (ஆர் 48 (++ a) Y (at 5) 

a Yo — B? மட் 
  

  

0 வு 44-20: எற 
ம B? iy y? + of? ol” + 8” 

i பபற பயத்தில் 

1 1 1 1 1 

௫ கர்ப டு ‘DOR 
1 

gigs 
8 x*°—8r41=0er Siasch LBs Y Ayer Weir 

சகொடுக்கப்பட்டவைகளைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடுகள் 
காண்க, 

Q) d-28-2,y-2 

Gi) Cad— 2)’, (8 — 2), Ch — 2)° 

(a~ 28)? ' (B- 2)?" (ah — 2)” 
கி. x* — 7x® + Bx® — 5x + 10 = Ooir Stayaoir aly Ha 

ஆனால் F (ol* + 2) = 166 என நிறுவுக. 
5. x® + px? * 93 7- பன் தீர்வுகள் 1: இ! ஆனால் 

வ்ர்ஷ8₹* 5 4 ஐத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு 
காண்க. 

6. 22 42274 ர: ன் தீர்வுகள் ௮, 8,577 ஆனால் 
ol’, B°, Y's தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாடு காண்க. 

7. ல.8.3 என்பவை x® + 2x9 4+ 8x48 = 0 aarp 
சமன்பாட்டின் தீரீவுகளானால்,
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உடல 
(441) 

8. of, B, Y என்பவை நூ, பி -ற--8- 0 என்ற 

சமன்பாட்டின் தீர்வுகளானால், 

A+8  B+8 y+t8 6 . 

௩ 18 என நிறுவுக. 

  

9. ஷி என்பவை x* + px® + px? + rx +8 ௯ 0, 

என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளானால், 

(+h) 1+ B71 +h 1+ 3) = 
(s — qt 1)? + (r—p)* cror Ayia. 

10 od, BY என்பவை aox® + 8a,x* + 8a,.x + a® = O 
என்பதின் தீர்வுகளானால், 

(2h —B — Y) (22-y¥—-d) (2Y ~ah— B) o& 
மதிப்பறிக. 

138 நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடுகள் (160100௦081 600811003) 

13:3:₹1 வரையறை: 

வட ல வலு என்பவை F(x) = டுன் தீர்வுகளாக மட்டு 

மில்லாமல் x ட eee cee see ம் F (x) = Ost தீர்வுகளாக 

இருப்பின் 1! (ப - 0 ஒரு நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடு எனப்படும். 

௪. கா: 

(x—2) (x8) (2e—1) (8x - 1) = 6x* — 85x*® 4 684” 

- 954 6 - 0 என்பது ஒரு நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடு. 

தீர்வுகள் 5, 1, 9, 4. 

S(x) = 0ன் தீர்வுகள் Ly Loree ola BON நா, ()=0 

1 1 தீர்வுகள் 4, -* 

இன் தரவுக் ol, ols 
(எ.கா.4) ல் பார்த்தோம். | 

(x) = Py x? + pix * தறி * தட முற ௩ 0 (1) 

#f(3) = Pax? + Pn-1 301 + Pov 303 45௨௨9௭. 

வவ ௮. ஆகும் என நாம் 19.2.1.3 

௩22-0௩0 (8) 

70) எ 0ன் தீர்வுகள் Les (2) ௨௦ ஆதலால், 

729) 5 2(2-௭400- ஏஜி ஒட ௮)
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2, 
a” வ 

x= 3 என ஈடு செய்ய வேண்டும். 
ச் 

(9-௩ (0-2 (௮. (1 
‘i (5) Py (1h) CL — hay) overs one Ch olny) 

1 1 1 
ன் ர் த 9 “sp eee -.. Ben eee eee = ன்ப ட ளி 7 இதன் தீர்வுகள் i’ ah 4, என்பது தெளிவு 

அதாவது நா (7) - 0ன் தீர்வுகள் 

, ஷீ என்ற தீர்வுகள் பெற்ற சமன்பாடு பெற 

i oi 1 
ade 

i 
n 1 ண். x i —_— oon ons அதாவது 7 (2) கன்திர்வுகள் நதா ரதத 

1 
oli» obs கவ தீர்வுகள் கொண்ட (யம் A ம், +e 808 000 தீர்வூ 

ol *% ols ola 
கள்கொண்ட (2)ம் ஒப்பிட்டால் கெழுக்கள் தலைகீழ் வரிசையில். 

_ இருப்பதை அறியலாம். 

1383-2 நிகர் மாற்றுச் சமன்பாட்டின் தன்மகள் : 

தேற்றம் 1: ஒரு நிகர் மாற்றுச் சமன்பாட்டில் ற,-; -* றஃ 
r= 0, 1, 2, ௨௨௦௨ 77. 

0௯0 ஒரு நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடு எனக் கொள் 
வோம். வரையறைப்படி அதன் ஈ தீர்வுகள் [பூ [டி “க 

1 1 
வெய் 
ol} , als சரக்க 

5 1 1 71 
ப்போ xa — = 0 டு ர் =— » > 900 088 200 CFD இ கு (2) ன் தீர்வுகள் Ti’ da 

௮41 4). என நாம் அறிவோம், 
எனவே, 

Pox? + pyx HF cee ene Bex ர் அட்டர் மகரக் 

+ pro =O 

Par? + Pa-~) x a-ag eve coe + Pa-r xv + ௪௪௪ ௪௬௪. +P) x+p,=O0 

இரண்டும் சர்வசமச் சமன்பாடுகள்; அதாவது அவைகளின், 
தீர்வுகள் சமமானவை, 

ட Pi Pr 2 
T= eve ccecee = ——— = புடம் P = k 

Pa Pony ச. Po 

என்பது பெறப்படும்,
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ok + PO me Po 
Pa fo 

© 2 = Po | Pa 

Po Po 

= 1 

. kK = +1 

o> Par = = Pe 

ஆகவே ந = + Po 

Po-1 = = Pi 

Po-~s = = Ps 

Po = = Pr 

Pi = = Pa-r 

Ps = = Pn-a 

அதாவது முதலிலிருந்தும், கடைசியிலிருந்தும் சமதூரத்தில் 

உள்ள கெழுக்கள் எண் மதிப்பளவில் சமம்; ஒரே குறியீடோ 

அல்லது மாறுபட்ட குறியீடோ பெற்றனவாயிருக்கும். 

எ. கா£ 

ப திற ப கிற 3 கி கிறஃ1௯0 

ய திர ப கவ கிற ம 401௮0 

நர வத 6511௬0 

x*-— 5x°+5x—1=0 

x'+1=0 . 

x8 et 1=0 

ப் 

என்பவை யெல்லாம் தடி-ர ௬ 5 2; என்ற கட்டுப்பாட்டுக் கடங்கு, 

வது தெளிவு. இவை யாவும் நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடுகளாகும். 

எனவே, நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடுகளை இருவகைப் 

படுத்தலாம். 

Pane = Pr என இருப்பின் அந்நிகர் மாற்றுச் சமன்பயடு முதல் 

வகையைச் சேர்ந்தது எனவும், ட. - 7 என் இருப்பின் அந் 

நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடு இரண்டாம் வகையைச் சேர்ந்தது எனவும் 

கொள்ளப்படும்.
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13:33 திட்டமான நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடு($(2814810 1586010081 
equation) 

வரையறை : 
முதல் வகையைச் சார்ந்த இரட்டைப்படை படி” 

கொண்ட ஒரு சமன்பாட்டைத் திட்டமான நிகர் மாற்றுச் சமன் 
பாடு என்று வரையறுக்கிறோம். 

எ.கா. Ay X° + a, x® + ag x* + ag x® + ag x27 +0, X+a,=0 
18:3:4-1. தேற்றம் 2 
f(x) = 0 ஓரு முதல் வகைநிகர் மாற்றுச் சமன்பாடெனின் 

1 
xe f (=) = f(x); wp s%oure, a” f (=) = f (x) sromer 

700) ஒரு முதல் வகை நிகர் மாற்றுச் சமன் பாடாகும். 

Poor = 2; என்பது கொடுக்கப்பட்டதாகும். இப்போது 

eS (sda e (B+ BY + வல்லவ தய) 
5 Pax" + Pay X°-* + மென் றிட ர் றற 

Pa-r =P, x" 6 ) = Po xX + py XT * + வெக 

+ Pa-1 X + Po 
“t(> Jere 

. Wp sours, 

xa 7( +} ₹ 702) எனக் கொடுக்கப் பட்டிருப்பின், 

ளி ர தடி 3 PLX + Pod = pox +p, x™! 
* உர் திடம் ஐ என்பது கொடுக்கப்பட்டதாகும். 

Pa = Pos Pn-, = Pys றிட? நிழ BST gS (x) = 
ஒரு முதல் வகை நிகர் மாற்றுச் சமண்பாடாகும். 

19:3:4:2 தேற்றம் 3 

700 - 0 ஒரு இரண்டாம வகை நிகர் மாற்றுச் சமன்பா. 

பெனின் 217( 7 95-70. மறுதலையாக, “(Cy 5-2 
எனின /(ப் -0 ஒரு இரண்டாஃ வகை நிகர் மாற்றுச் சமன் 
பாடாகும். 

Pre = - த என்பது கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. இப்போது 
wm f (2 ந (ந த இடர் வங்கி 

கதி ர“ றடட2ி-* 4 ர் றப் தடட
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1 - 
Powe = Pre 4 *f(4) எ றி றழி 

நடி டை றட ட X — Mn 

= —f(x) 
மறுதலையாக, 

xf (2) = — f(x) sors கொடுக்கப்பட்டிருப்பின்,, 

Po X” A Paw XT A eevee + py X + Po = — (pox + py xP bt 
டார் இர X + Pn) 

ee Pa = — Pos இரட்ட = Py eo Paver = — Dp 

அதாவது7 (ப - 0ஒரு இரண்டாம் வகை நிகர் மாற்றுச் 
சமன்பாடாகிறது. 

நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடுகளின் தன்மைகள் : 

18:9₹5:1 தேற்றம் 4: 

(0௪: 0 ஓரு முதல் வகை ஓற்றைப் படித்தான நிகர் 
மாற்றுச் சமன்பாடெனின் 7(பூன் gq Adm (x + 1) ஆகும்.. 
மேலும் அச்சினையை / (பு னின்று விலக்கி, எஞ்சிய சார்பை, 
பூச்சியத்திற்குச் சமமாக்கினால், ஒரு திட்டமான நிகர் மாற்றுச். 

சமன்பாடு கிடைக்கும், 

0-0 என்பது ஒன்றைப் படித்தான சமன்பாடாகையால், 
1௬ 8 1 எனக் கொள்வோம். 

அப்போது த, ஈ த, என்பது 
நிறை றி, எனவாகும். 

ரீயேன (றரளி3 றட ஜாட் வெர் றட ம் Pa) 

Po x Fmt? +. yx FM A வெம் தனர் 
+ Pm41x™ + 00 cee + PamX + P ர 

௪ (239௨7 + py x2 உ தடட ச 

+ (Pty XH + வர் நிர X + Pams 1) 

(ஒவ்வொரு அடைப்புக்குள்ளும் (௬4 1) உறுப்புக்கள் 

இருக்கும்) 
= (py) x 244 + Pi நற ட வை + Pm xmt*y 

ப $ (Pm 2 + Pow x" + ovens + Pr Xt Dod 
(Cv Po-r = Pep 

fC— 1) = [Bo + Pi — Ba H+ coves + OC 1)"** por] 

+ [(— 1)” pm + வள் Ps — Pi + Pol 
=_0
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(4 1) என்பது ரீ (யூன் ஓரு சினையாகும். 

ae el, 
FA onus Bbw ——— x = $ (x) எனக் கொள்வோம். 

Ao (x) என்பது 8: படி கொண்ட ஒரு பல்லுறுப்புக்கோவை) 
1 

Im — ப டவ) 
ழ் (2) ——— 

ட்டா 
x 

உருவா 1) 
113 

(2) 
= fo, 
~xF1 

= 9 (x) 

எனவேழ் (0 - 0 ஒரு திட்டமான நிகர் மாற்றுச் சமன் 
பாடாகும். 

18:83:52 தேற்றம் 5 

0 - 0 ஓரு இரண்டாம் வகை ஒற்றைப்படித்தான நிகர் 
மாற்றுச் சமன்பாடெனின் /(2) ன் ஒரு சினை (%- 1) ஆகும். 
மேலும் அர்சினையை 7(%) னின்று விலக்கி எஞ்சிய சார்பை 
பூச்சியத்திற்குச் சமமாக்கினால் ஒரு திட்டமான நிகர் மாற்றுச் 
சமன்பாடு கிடைக்கும். 

it 

f(x) = 0 ஒற்றைப்படித்தானதாகையால் ஈ- 2௬4 1 எனக் 
கொள்வோம். 

இரண்டாம் வகையாதலின் 

நிரா * - ற, என்பது 

Dems .—¢ = — Pp CTOTEIT GID. 

le LCL) & Pg றநா ட. 4 Pn-; X + Pn 
௪ ற 3 ஜட பபப ம றற 

sb Pe Xb Pengg HE ரெ bien “+ gees 

= Po BM? + pl xt ப. Pm xmr 
as (p- நா றட ரொம்ம பப றய 

0 இர ரு றற
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ர் (1) ad Po +p, + aaa + Po _ Pm + Pay + eee vee 

+ Pp, + po) = O. 

- 1) என்பது (பூன் ஒரு சினையாகும். அச்சினையை 

ge ii ௪ ம (0) எனக் கொள்வோம். (ம் (2) எனபது “8 ஈ£ 

யடிகொண்ட ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை) 

(2) = — r= 
if 

ய் 
பச

ி 
4
 

3 
3 

3 
ட
 

வே
 

o
o
n
 

௩ 
| sm

a 
1
 

N
y
 

N
e
e
”
 

  

(=) 
ட நீல 

= _f@) 

1-x 

= 9 
~ x¥~—1 

= $ (x) 

எனவே (0-0 ஒரு திட்டமான நிகர்மாற்றுச் சமன் 

பாடாகும் 

19:3:54 தேற்றம் 6 

ரிய -0 ஓரு இரண்டாம் வகை இரட்டைப் படித்தான நிகர் 

மாற்றுச் சமன்பாடெனின் /(0ுன் ஒரு சினை (%”--1) ஆகும். 

மேலும் அச்சினையை /(டுனின்று விலக்கி எஞ்சிய சார்பை 
பூச்சியத்திற்குச் சமமாக்கினால் ஒரு திட்டமான நிகர் மாற்றுச் 
சமன்பாடு கிடைக்கும். 

  

KAx)=0 இரட்டைப் படித்தானதாகையால் ௬௨ எனக் 
மிகாள்வோம். 

இரண்டாம் வகையாதலின் 

Por எதிர என்பது 

Pane = ற, எனவாகும், 

இங்கும் Pm = ~—Pn 

p37 0. 

ர
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ஃ மீக றற ர பபப + Pa-\X+Dn 

௪ (224 றம 13... அடர 10) றற 

+(Pmt 1X” ச... மறஹாமுன்றஷி 
B (PoX*™ + PX mp t அ றட்டகார்ர 

(தட பிபி 4) பப. *ுற றட 

ஃ 01) ௪ (0+ Pit .ஆண்றிறாடு (தபர்... ர்றடர்றமு 
=e 

மேலும் 

F(~1)= [eo Pi t+ Pam... e+ (= 1)** Pm] 

—[¢ ~ 1)"= p=) + ...000c t Pg —P1 +Pol 

=0 / 

es (x1), (4+ 1) f(x) = Ostt Adsracir. 
sro gs (x*~—1) erotru gs f(x) = 0ன் சினையாகும். 
அச்சினையை நீக்க 

70 
x*—1 
ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை. 

ஈய எனக்கொள்வோம். (((20),:88-2': படிகொண்ட 

ema, ¢( 
இப்போது 221, ஓ (.) = * -f( x ) 

i} 

x
,
 3 se 

~
~
 

வு
 

வ
ய
ச
 

  
1-2 

1 
ன அச) 

x?—1 

= LY) 
~ x? 1 

= 9(x) 
எனவே ர் (0-0 ஒரு திட்டமான நிகர்மாற்றுச் சமன் 

பாடாகும். . . 

13:3:6 ஒரு நிகர் மாற்றுச் சமன்பாட்டின் தீர்வு காணும் முறை. 

(a) ஒரு நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடு கொடுத்திருப்பின் அவ்வவ் 
வகைக்கொப்ப (24 1); (2-1); அல்லது (௨-1) சினையை நீக்க . 

ஒரு திட்டமான நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடு கிடைக்கும். ்
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(b) முதலில் /,-ஜ7 +5, எனின், 

மூ, ௪ சிட்டா பட என நிறுவுவோம். 

1 4 1 
புடன் (5 + = Ve 14 eI ) 

1 1 
(+3) சகச கு) ) 

Urt+tr-ys 

ப, க Ue Sy நிர emg 

இங்கு, 
r= 2, 8, _...என ஈடுசெய்ய 

Ug = UU) —Uo 

=u,*—2 இளை =2] 

Ug = Uy Ug—tU, 

= u,(u,?—2)—-v, 
= 48—8u, 

  

  itl 

இங்கு ரூ என்பதை 4,” ஆல் ஆகிய ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை . 
யாக எழுதுகிறோம் 

ஒரு திட்டமான நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடு இரட்டைப்படித் 

தானதாகையால் n=2n எனக் கொள்வோம். 

SCX) & PoX" t Pix! +... ர் றி ய் றத 

 (poX?™ + py X9M 1 + ove ove + Dm Xt") 
+ (Pm X® + Ped MAL bh ee coe + Pam—7 X & Dam) 

S (pox?™ + pyx*™ * + ove ove + Pm X ™*1) 

+ (fm XM + ove nee Py X + Pod 

வ, கை. புறத்தை 2௱ ஆல் வகுத்து முறைப்படி அடுக்கினால், 
1 1 

po (ar+ 5) ta (t+ at) 
+ see cee + Pm} (5 + 9) 4 ஐடி எனக் கிடைக்கும். 

இங்கு x + = ௬ ர என ஈடு செய்ய 

இச் சமன்பாடு yo ‘mm’ படி கொண்ட சமஸஃ்பாடாகிறது. 

11
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அதாவது 

1 _ 1 pe ( 2" + oe + p. (x7 + ju) + wo 

1 
+ தி றய] (2*4) + Dn 

Edo 4 ஏரா Hae wee + Qn1 ¥ + Gm 
என எழுதலாம். எனவே. 8 ௬ படியிலுள்ள ஒரு சமன்பாடு, ஈ 
படியிலுள்ள ஒரு சமன்பாடாக மாற்றப்படுகிறது. 

இதற்கு ஈ தீர்வுகள் உண்டு. 
அவைகள் ந, (7 4, 8, ... உடு எனக் கொள்ளலாம். 

x+teay, 0௬1௫ ..௨ ரம 

அதாவது” -- ஜு, 341440 (r = 1, 2, we ரூ 
இச் சமன்பாடுகள், 2-க்கு * 8 £ தீர்வுகள் கொடுக்கின்றன. 
18.8:6:1 ௭. கா. 1. 

%* 104261. 10ஜ- 1] = 0ன் தீர்வுகள் காண்க. 

இச் சமன்பாடு முதல் வகையைச் சார்ந்தது. இரட்டைப் 
படித்தானதாக இருத்தலின் இது திட்டமான நிகர்மாற்றுச் சமன் 

_ பாடாகும். 

%” ஆல் வகுக்க, 

7102428234 120 

1 / 
ou ப எவ் — 1 — = அதா a (x + ௭) 0 (253) 428 

x + + ௪ 9 எனக் கொள்ள 

ஜகம் ப 7— 2 ge எழ . 

எனவே சமன்பாடு 

(y? — 2)~— 10 y + 26 =0 
y*® — 10y + 24=0 

(y —-8)(y~—4) <0 

ரி ௬ 4 அல்லது 6. 
1 1 6 xt 4 HOO SIX+ | = 6.
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. x? —- 4x +1=0 grog x? — 6x +1=0. 

oo x=BtV 38 அல்லது 8-4 484 

Styah 2+ V8, 2— V8, 8+ vB. 8-vs, 

(2+ v8)(2- ve) = 1 
(8 + V§) (8 ~— V8) = 1 என்பது வெளிப்படை. 

எனவே நிகர் மாற்றுத் தன்மை விளக்கமாகிறது. 

௪. கா. 2. 

x® + 4x* + Bx? + 8x? + 4x + 1 = (ன் தீர்வுகள் காண்க. 

இச்சமன்பாடு முதல் வகையைச் சார்ந்து ஒரு படித்தானதாக 

இருத்தலின் சார்புக்கு (௨ 4 1) ஒரு சினையாகும். 

வகைப்படி சமன்பாட்டிற்கு ந - - ] ஒரு தீர்வாகும். — 
x8 + x* + Oxt + Ox? 4 8x4+x4+1=90 

x*(x+1)+ 8x? (x + 104+ Bx(x + I+ i(x+1)=0 
(x + 1) (x* + 8x? + 38x +1) = 0 

தீர்வு - 1, நீக்கிய சமன்பாடு 

xé + 8x7 + 8x+1=0 

3₹-ஆல் வகுக்க 
ய் 1 : 

(ety) +2(= + x)= 
x x 

1 
ஈழ என ஈடு செய்ய 

Gy — 2) + 8y=0 
y+ 89-2 = 0. 

—8+4 y 7 yee 417 
2 

1 —~3+ V7 17 
srarGar x + 5 = ——3——— 

அதாவது 88%” 4 (84 /17)% 4 2=0 

அல்லது 2x? + (8 -— V17)*¥+2=90 . 

_ — (8 + V 17), ck V(8 க கூ 1௫5 — 16 

  

x= .-—_-——_ 4 

— (8 — V17)= V (8 — Wi7)? — 16 
அல்லது % = ௭ 

x= 1 ஒரு தீர்வு என்பது முதலில் நாம் கண்டது. 

மற்றைய நான்கு தீர்வுகள் மேலே பெறப்பட்டிருக்கின்றன.
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எ.கா. 8, 

ஜப 6க4 319.1 0346-1 -0ன் தீர்வுகள் 

காண்க. 

இச்சமன்பாடு இரண்டாம் வகையைச் சார்ந்து ஒற்றைப் 

படித்தான தாதலின் சார்பிக்கு (% - 1) ஒரு சினையாகும். எனவே 

வகைப்படி % - 1 சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வாகும். 

௦-1) ஆல் வகுக்க 111-6-418-1846- 1 

| O+1-—- 56+ 8-5 1 
i1—5+ 8—5+1+0 

  

எனவே, 

சினை (%- 1) ஐ நீக்க 

நர த; ரத; 1 0 எனப் பெறப்படும். இது 

திட்டமான நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடாகும்; %” ஆல் வருக்க 

(* +e) 5(=+ =) +8=0 

x + 1. = y என ஈடுசெய்ய, 

Gt —2)- 5y+8=0 
y>—-S5y+6=0 

oo (y— 8)(y — 2) = 0 

அதாவது] - 8அல்லது 2 
1 ; 

அதாவது ந - = = 8 அல்லது -- = = 2, 

gyerug x? —8x+1= 0 spebog x? —2x+1=% 

OX = fees »x= 1, 1. 

எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 1, 1, I, 

8445, 8-5, 
2 2 

or. on, 4 

6 x* — நக மகக அரிக் +85 x —@6 = 0 er Siascr 

காண்க: 

  

இக்கோவை இரண்டாம் வகையைச் சார்ந்து இரட்டைப் 
படித்தான தாதலின் (2 - 1) இதன் ஒரு சினையாகும்.
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srorGau 6 (x® — 1) — 85 x(x* — 1) + 56x? (x* —1)=0 

அதாவது, 6022-1) (4 127 + 1)— 8800? — 1)(* + 1) 
+ 56 x° (x? — 1) = 0 

sipraigs, (x* — 1) (6 x* — 85 x° + 62 x? — 85x + 6) =0 

சினை (4 - 1) ஐ ha 
6x* — 85 x* + 62x" — 35x+6= 0 

வ. கை, புறத்தை (2”- 4) ஆல் நேரடியாக வகுத்தும் 

இதைப் பெறலாம். 

இது ஒரு திட்டமான நிகர் மாற்றுச் சமன்பாடாகும்: 

3 - ஆல் வகுக்க, 

6(2 + ப) - 85 (= + x) tea=0 

xt ௮ உற என ஈடு செய்ய 

6 (y* ~ 2) - 85 y + 62=0 
6 y*? — 85 y + 50=0 

(3 y-—10)(2y—5) = 0 

10 5 
9 - -” அல்லது -த 

1 10 ம 1 § 
அதாவாது% ல் “ஐ அல்லது % + — => 

அதாவது 85₹-10%4 8- 0அல்லது 2x7 -5x+2=0 

அதாவது(௨--5)92--19-9அஸ்தும (௪-0: 

ox= 3, 4 ௨அல்லது3 

எனவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

1 
1, = 1,8, 5°68) 

er. ar. 5. 

ax? + bx? +ext d = 0. தீர்வுகள் “, இ, 57, எனின் 

+, Bt ர் “¥+ ன ஐத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன் 

யாடு காண்க.
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நு 3 = எனக் கொள்வோம். 

ற அஜ + என்பது பொதுத் தொடர்பாகும். 

[4 ௮.ஒரு தீர்வு] 
அதாவது ' 

xm ey t+1=0 (1) 

ax? +bx*? + ex4+d=0 ave (2) 

(1), (8) லிருந்து ஐ நீக்கினால் வேண்டிய சமன்பாடு 
கிடைக்கும், 

(2) — (1) x ax 

  

  

  

(ay + b)x* +(e —a)x+d=0 ... (8) 

குறுக்குப் பெருக்கல் விதிப்படி (1), (8)லிருந்து 
x? x 1 

ச சர சர o—d  c—a-+ay* + by 

a tae dy (ay _+ 6 — 4)* - x9 
c— a +ay* + by = (ea + ay® + by)? 

ஃ (a-—e—dy) (c—a+ ay? + by) = (ay + b— dj* 
சமன்பாட்டை முறைப்படி எழுத 

ady® + (ac +bd) y* + (ad + be+cd— Sad) y + (a —c)? 
+(b—d)*=0 

என நாம் வேண்டிய சமன் பாடு கிடைக்கும். 

6T. 817.6, 

x + 2ax* + 4bx* + 8ax+16=0m ஒரு நிகர் மாற்றுச் சமன் 
பாடாக மாற்றியமைக்க. 

பின்னர் அதையொட்டி 94-61 163 —24x+ 16 =Og9 
தீர்க்கவும். 

x* + ர? 403 +8xd+16=0 ஒரு நிகர்மாற்றுச் சமன் 
பாடாக வேண்டுமானால் சற 

இங்கு 2-2) என ஈடு செய்ய, 

(2y)* + 2a(2y)? + 4b(2y)? +8.(2y)+16=0. 
16y* + 16ay® + 16by* + 16ay+16=0. 
Dgor ou gy y* + ay® + by*+ay+1=0,
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இது ஒரு நிகர் மாற்றுச் சமன் பாடாகும். 

x*— 6x® + 16x°— 24x+16=0g முதலில் ஒரு நிகர் மாற்றுச் 
சமனபாடாக உறுமாற்றிப் பின்னர் தீர்ப்போம். இங்கு சர என 
ஈடு செய்ய, 

(2y)* — 6(2y)? + 16(2y)* — 24(2y) + 16 = 0. 

16y* —48y* + 64y* —- 48y+16=0. 

YySrou gy y* —By® + 4y*—By + 1=0. 

இது ஒரு திட்டமான நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடு ஆகும். 

ந”-ஆல் வகுக்க 

(2 + =)- 5(2 *-7-) 54௪0 

ரம் ௪2 என ஈடு செய்ய . 

2“--9.-824 4-0 

239245 ௬0 

(z—2)(z—1)=0 

248 அல்லது 1 

1 
MTU Yt =2B அல்லது; 1. 

அதாவது ந£-2941-0 sprog y*® -y+1=0 
ity8s 

அதாவது ந 1, 1 அல்லது ந: = 

எனவே 3-2, 2 அல்லது 140/8 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

2,2, 1+y8i. 

பயிற்சி 1339 

பின் கொடுத்திருக்கும் சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கவும். 

x*—8x° 4 4x?-8x+1=0 

4x*—20x° + 88x°—20x+4=0 

x*+8x5-38x—-1=0 

6x°—x* —48x° + 48x? +x- 6=0 

xo ¢xttxe +x2?+x+1=0 

Ox? +x*4+x4+2=12x?(x+1) 

6x5 + 11x* —88x*—88x? + 11x+6=0 N
O
A
A
 
6
6
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8. x°+1=<=0 
‘ 

9. 2x®*—9x°+10x*—B8x* + 10c? -9x+ 2=0 

10. 2x°-—-x°—2x*—x+2=0 

11. 6x°—25x°+81x* ~81x? + 25x—6 =0 

12. x1°9—8x°45x°—-5x4+8x?—-1=0 

18 6x°—17x° + 18x* —18x"? +17x-6 = 0. 

14. 2x°+5x*-5x- 2=0, 

15. 12x°— 44x* +88x° 4+. 88x*—44x+12- 0 

16, x*—8x°+4x?—2x4+1=0or தீர்வுகளுக்கு ஒன்று குறை 

வான தீர்வுகளுள்ள சமன்பாடு கண்டு அது ஓர் நிகர் மாற்றுச் 

சமன்பாடென நிறுவுக, பின்னர் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டைத் 

தீர்க்கவும், 

17, x*—10x*+28x*—6x—15=0er தீர்வுகளுக்கு ஒன்று 
குறைவான தீர்வுகள் கொண்ட சமன்பாடு கண்டு, அது ஒரு நிகர் 

மாற்றுச் சமன்பாடென நிறுவுக, பின்னர் கொடுக்கப்பட்ட 

சமன்பாட்டைத் தீர்க்கவும். 

18. (x? +qx+r)(rx® +9qx*+1)=0 ஒர idl சமன் 

1 
8 pa Wy ¥Y 

crate ok + “Zs (8 + 5-) ‘ டு ஐத் தீர்வு 

களாகக் கொண்ட சமன்பாடு காண்க. 

பாடென நிறுவுக, இதன் தீர்வுகள் ௮ -- 

13:4 சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளது தன்மைகள். 

(Properties of the roots of Equations) 

தேற்றம் 1: 

13944 x9 + py x9? + pg X9-F + oe ove + pn = O cremp 
சமன்பாட்டில் ற, ற), Pgs முழு எண்களானால், இச்சமன் 
பாட்டிற்கு அளவுக் கிணங்கிய தீர்வுகள் ஏதாவது இருப்பின் 
அவை முழு எண்களாயிருக்கும். மேலும் அவை யாவும் றன் 
சினைகளாகும். 

தெ : முடியுமானால் ர என்பது ஒரு தீர்வாக இருக்கட்டும் $ 

a ம்ம் ஒன்றுக்கொன்று பகா யெண்களாயிருக்கட்டும். அப்போது 
n-1 

ன் பற, po +e tpn = 0 என்பது பொருந்தும், இருபக் 

கங்களையும் 7-1 ஆல் பெருக்க,
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77 

௩ 3 நடன ர் பற கரா? ப வர்றார். ௪.0 என்பது 

கிடைக்கும். 

இங்குற, ஈ73, ற, மர “ழ், ௨ றிட யாவும் முழு எண்கள் $ 
7 

p 8G பின்னமாயிருக்கும் (சம் இரண்டு ஒன்றுக்கொன்று பகா 

யெண்கள்) ' 

எனவே பின்னம் -* முழு எண் = 0 என்றமுடிவு கிடைக்கும். 

ஆனால் இது இயலாதாதலின், ் போன்ற பின்னங்கள், இச் 

சமன்பாட்டின் தீர்வாக இருக்கமுடியாது. 

எனவே, ஏதாவீது அளவுக் கிணங்கிய எண்கள் தீர்வுகளா 

யிருப்பின் அவை முழு எண்களாய்த்தானிருக்க முடியும். 

அந்த நிலையில் ௮ என்ற முழு எண் ஒரு தீர்வாக இருக்கட்டும். 
அப்போது, 

விற, வா ர ஜவ * t+ cee we + Pn-y ol + Po = O 

என்பது பொருந்தும். ் , 

௮ஆல் இரு பக்கங்களையும் வகுத்தால், 

fr? + Py வா + Pa ol n-8 + see cee + Pn-, + # = 0: 

என்பது பொருந்தும், 

இங்கு fot, Pi of "3, Ps fl 2-8, eos ese Dry யாவும் முழு, 

எண்கள். 

எனவே, முழு எண் 4 2 = 0 என்பது கிடைக்கப்பெறும். 

ஆகவே ம் ஒரு முழு எண்ணாகத்தானிருக்க வேண்டும். எனவே, 

fl என்பது ஐ மீதியின்றி வகுக்கவேண்டும். அதாவது ஏ 

என்பது டன் ஒரு சினை (அல்லது காரணியாகும்). 

19:57 எகா: 

xt.— x® — 34 6 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 

அளவுக்கிணங்கிய மெய்யெண் தீர்வுகள் உண்டெனின் அவை 

களைக் காண்க. 

6ன் சினைகள் --1, +2, +8, +6. 

(0321-1741 46-0 

ஃ ௨௪.1 ஒரு தீர்வாகும்.



170 : இயற்கணிதம் 

fC-1=14+1-~7-14+620 
3: ரீம் ஒரு தீர்வாகும். 

f(2) = 16-8 — 28+24620 
J(—2)= 164+8~28-246=0 

ஃ 33% - 8 ஒரு தீர்வாகும். 

| £(8) = 81 — 27-68 +846 =0 
* 5 - 8 மற்றொரு தீர்வாகும். 

— 1, +1, 5) 8 என்பவை தீர்வுகளாகும். 
குறிப்பு £ 

(x? — 1) ஒரு சினை யென்று கண்டபின், | 
(x* — x® — 7x — x + 6) gp (x? 1) ஆல் வகுத்தால், 

- ந. 6) கிடைக்கப்பெறும். 
x*—x -~ 6 = Oor தீர்வுகளைக் காண, மற்றிரு தீர்வுகளான 

— ௪, 8 பெறப்படும், 

18:42 தேற்றம் 2 

அளவுக்கிணங்கிய கெழுக்களுடைய ஒரு சமன்பாட்டின், 
இருபடி மூலத் தீர்வுகள் துணையிய மூலங்களாகவே தோனறும். 
(In an equation with rational coefficients the roots which are 
quadratic surds occur in their conjugate pairs) 

Oa: f (x) = 0 aerp சமன்பாட்டில் ரஃ 46 ஒரு தீர் வெனக் கொள்வோம். (b #0) இப்போது (ச Vb) ஒரு தீர் வானால் அதன் துணையிய படி மூலமாகிய (ர 4 ஓம் ஒரு தீர் 

வாகுமென நிறுவ வேண்டும். 
(4 — a — Woy (x —a + by - ஓத . 
F (x) @ (x — a)" -சிஆல் வகுக்கவும் த 0 (0) ஈவாகவும் 

எ 8 மிதியாகவும் இருக்கட்டும், 

f(x) = (x —a— Vb) (x — a + Vb) Q(x) + Rx +8 
XE A+ 5 என ஈடு செய்ய 

O=fla+ Vi) = R(at VV +S. 
Ra +RVp4+S8=0 

Ra +S=0 (19 
சவம் - 0 (8) 

(இன் படிவ 0 ஆதலின் 82 0, 
எனவே (1)ன் படி0-.8- 0 

S = 0.
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© f(x) =(e~-a— Vb)(x- a+ Vb Oe) 
ff O) = 0ன் ஒரு தீர்வு £3 அத ஆனால் (௪- 4ஐம். 

மற்றொரு தீர்வாகிறது. 

18 4°2-1 எ, கா: 

(8 + ௭70) என்பது x* —5x* — 9x7 + 11x + 2H O 
என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வு $ மற்ற தீர்வுகளைக் காண்க. 

(8 4 770) ஒரு தீர்வானால் (8 — ,.70)ம் ஒரு தீர்வு. இவை. 
களுக்குரிய சினைகளின் பெருக்குத் தொகை 

= (*—8— v10)(*~- 8 + vid) 
= (x — 8)? — 10 

x* — 6x - 1. . 

வ ட துரிய 9x4 4+ D1x + ஜே (2”- ற. 1)மீதியின்றி, 
வகுக்கும். அப்படி வகுத்து வரும் ஈவு $* 44%. 2 
x* +x —2=(x+ 2)(x—1) 

* wpie@ தீர்வுகள் 1, — 2. 
எனவே தீர்வுகள் 1,--2 84 பு ஆகும். 

18 4-8 தேற்றம் 8 
மெய்யெண் கெழுக்களுடைய, சமன்பாட்டின் கற்பனைத் 

தீர்வுகள், துணையிய கற்பனை எண்களாகத் தோன்றும் (1௩ ஐ 
equation with real coefficients, imaginary roots occur In thelr 
conjugate pairs) 

தெ: ர 0-0 என்ற சமன்பாட்டில் (௪. 6) ஓரு தீர் 
வெனக்கொள்வோம் (ம் * 0). அப்போது (௪-ம் ஒரு தீர்வாகத். 
தோன்றுமென நிறுவ வேண்டும். 

{x— (a+ ib)} {x —(a—ib) = (x—a)* + B 
SCX) ஐ [00 --2)5--0“]ஆல் வகுக்கவும். (டு ஈவெனவும். 

24% 1 5 மீதி யெனவும் கொள்வோம். 

crorGeu f (x) = {x — (a + ib)} {x— (a —ib)} QO (x) 
+ Rx + 8. 

இங்கு % =a + ib என ஈடு செய்க. 
அப்போது ் 

O = f(a+ ib) = R(a + ib) + S eu. 
Ra + Rib4 S=O 

os Ra + S=0O (1) 

Rib =0 (2)
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. (வின்படி ர்௪ 0 ஆதலால், £ - 0 

(ன்படி 0 4-5 - 
”» S=0O 

I(x) = {x—-(a + ib} fx—(a—ib} Q(x) 

“ (a + ib) என்பது /(%) - 0 ஒரு தீர்வானால், (௪--78) 
என்பதும் மற்றொரு தீர்வாகும். 

கி. தே: (1). ஒற்றைப்படைப் படியுள்ள சமன்பாட்டிற்குக் 
குறைந்தது ஒரு மெய்யெண் தீர்வேனும் உண்டு. 

கி. தே: (8) இரட்டைப் படைப் படியுள்ள சமன்பாட்டிற்கு 

மெய்யெண் தீர்வுகளே இல்லாமலிருக்கலாம் $ அப்படி 
மெய்யெண் தீர்வுகளிருப்பின் , அவைகளின் எண்ணிக்கை 

இரட்டைப் படையெண்ணாக விருக்கும். 

13 4-3+1. 

st கா. (8-2[் என்பது 2x* —13x° + 81x*— 7x —18 =O 

என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு தீர்வானால், மற்றைய தீர்வுகளைக் 
காண்க, 

(8-2 ஒரு தீர்வாயின் (8480ம் ஒரு தீர்வாகும். 
அவைகளுக்குரிய சினைகளின் பெருக்குத் தொகை 

௪ $- (8-0) {x — (8 + Bi} 

(x — 8)? + 4 
=x? —€@x4 18, 

(x? ~ 6x + 18) sretugy (2x* — 18x® + B1x?- 7x 
7 13 ஐ மீதிமின்றி வகுக்கும். வகுத்து வரும் ஈவு - Bx? — x 
x—1. 

2x* ~x%—J= எனி வரவுகள் 2, mi 

தீர்வுகளாவன 1, -- 1, 8-4 £/ ஆகும். 

19-44 மடங்கு தீர்வுகள் (Multiple roots): 

ஒரு சமன்பாட்டில் ஒரே தீர்வு, இருமுறை அல்லது பன்முறை 
“தோன்றுமாயின், அது ஒரு மடங்கு தீர்வெனப்படும். 

எ.கா: (x — 1)? (x — 2) (x + 4) ௪ டன் தீர்வுகள் 

1, 1, 2, 8, 2, -4. இங்கு :1* இருமுறை மடங்கு தீர்வெனவும் 
*2: மும்முறை மடங்கு தீர்வெனவும் கூறப்படும்: 

இவ்வாறே (% -- 9) (£ - 4): - டன் தீர்வுகளில் “ஜீ [- முறை 
மடங்கு தீர்வெனவும் *)” 5-முறை மடங்கு தீர்வெனவும் கொள்ளப் 
படும்:
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18-4-4:1 தேற்றம் 4 

௮௭4 என்பது f(x) = 0ன் ர-முறைமடங்கு தீர்வாயிருக்கு 
மாயின், அது (x) = Oe (7- 1)-முறை மடங்கு தீர்வா 
யிருக்கும். 

தெ: 4 என்பது /-முறை மடங்கு தீர்வாதலின், (2) - 
-- பார் (டு என எழுதப்படலாம். 

அப்போது, இருபக்கங்களுக்கும் ந --. ஒட்டிய வகைக் கெழு, 

காண, ‘ 

Si(x) = 1 (¥ — A OG) + Ce - ADO C2) 
= (2 AT PCE) + Oe, AO GDI 
= (x - 91ம் பட என்ற அமைப்பில் வரும். 

எனவேர* (0 - 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு A- என்பது (ர- 15 
மூறை மடங்கு தீர்வாகிறது. 

கி.தே: (1) 

௮ என்பது 7 (09) - டன் /-முறை மடங்கு தீர்வானால் முறையே: 

மய = 0, f(x) =O, 52௨ 208 wee SION) = O என்ற சமன்பாடு 

களுக்கு 4-என்பது முறையே (7-1), (-8),.... .4,1-முறை 
மடங்கு தீர்வாகும். அதாவது. 

ரி.) 0௪ 6- படு என்ற அமைப்பில், 4 என்பது 
KU)(x) - டன் மடங்காத் தீர்வாக விருக்கும். 

13.4:4°2 மறுதலைத் தேற்றம்: 

௮4 என்பது_/00)-0 என்ற சமன்பாட்டின் Stand, 
(அதாவது /(1) = 0 என்ற கட்டுப்பாடு பொருந்தி) ர”(0ு- 0 
என்ற சமன்பாட்டிற்கு ப என்பது ( *)-முறை மடங்கு தீர்வா 
னால் /(0)ு = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 4 என்பது --முறை 

மடங்கு தீர்வாகும். 

தெ.ரீ(4) ௪ 0 ஆனபடியால், 

f(x) = (x- AP G(x) என்பது பொருந்தும்: இங்கு 
GONsS gap = 1 gQyad கட்டாயமிருக்கும்; அதற்கு உயர்ந்தும் ரன் 

மதிப்புகள் இருக்கக் கூடும், 

ஆகவே (62-02-௮716 004 ௮6100 
- (8--௮)2-1 [நி * டே) 61(0)] 

“ஸு 45 மு.(0ு. என்ற அமைப்டி 
பொருந்தும். ஆனால் /1(0ு-0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 4 

என்பது (₹--1)- முறை மடங்கு தீர்வெனக். கொடுக்கப் 

பட்டிருப்பதால்



374 இயற்கணிதம் 

r—1 = ற 1 என்பது உண்மை 
Pape 

அல்லது ற - 7 எனப் பெறப்படுகிற து: 

& ரீஜி- (உ -௮)'0(29) என்பது பெறப்படும். 
of என்பது 7(20) - டன் ர-முறை மடங்கு தீர்வாகும். 

கி. தே: ப என்பது /(20ு - 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வாகி, 
7(-1) (டி -:0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 1 ஒரு மடங்காத் தீர்வாக 
MGs SGT Ho Lf என்பதுரீ (டு - ன் [-முறை மடங்கு தீர்வாக 

-விருக்கும். 

13.495 தேற்றம் 5. 

700) என்பது அளவுக்கிணங்கிய கெழுக்களைப் பெற்று 

மி ௪.0 என்பது ஓரே ஒரு பன்முறை மடங்கு தீர்வும் 
பெற்றிருக்குமாயின், அத்தீர்வு அளவுக்கிணங்கிய மெய் 
யெண்ணாகவே இருக்கும். 

௮ ஒரு--முறை மடங்கு தீர்வெனக் கொள்வோம்: முதற்கண் 
௮4 ஒரு கற்பனை யெண் தீர்வாக விருக்க முடியாது. ஏனெனில் 4 
=a + ib ஆனால் (7-1) ம் ஒரூ தீர்வாக விருக்கும். ஆகவே Lor 
துணையிய கற்பனை யெண்ணாகிய (ச-9ம் ர-மூறை மடங்கு 
தீர்வாக விருக்க வேண்டும். ஆனால் ஒரே ஒரு பன்மடங்கு தீர்வே 
இருப்பதாகக் கொள்ளப்பட்டதால் (௪-ம் ஒரு -முறை 
மடங்குத் தீர்வாவது கொள்கைக்கு முரண்பட்டதாகும். எனவே, 
௮4 ஒரு மெய்யெண்ணாகவேயிருக்க வேண்டும். 

இரண்டாவதாக, 18-4-8 தேற்றம் யொட்டி, முன் கூறப்பட்ட 
ஒத்த காரணங்களுக்காக, 4 ஒரு அளவுக் கிணங்காத மெய் 
'யெண்ணாக (படிமூலமாக) இருக்கமுடியாது. ஆகவே, 4 ஒரு 

் அளவுக் கிணங்கிய மெய்யெண்ணாகத் தானிருக்க வேண்டும். ' 

குறிப்பு: (0) - 0 என்ற சமன்பாட்டில், ஒரே ஒரு -பன் 

முறை மடங்கு தீர்வுதான் உள்ளதெனக் கொடுக்கப்படின், 

f (x) = Oot அளவுக் கிணங்கிய தீர்வுகளை மாத்திரம் கண்டு, மேல் 
செல்க. 

@pty 2: fC) =O ஒரு முப்படிச் சமன்பாடாயின் 
அதற்கு ஒரே ஒரு மடங்கு தீர்வுதான் இருக்கமுடியும் அது 
அளவுக் கிணங்கியதாயிருக்கும் 

குறிப்பு 8: [0-0 ஒரு நாற்படிச் சமன்பாடாயின், 
அதற்கு இரண்டு மடங்கு தீர்வுகளிருக்கலாம், அல்லது ஒரு மடங்கு 
,தீர்வுதானிருக்கலாம். இரண்டு மடங்கு தீர்வுகள் உண்டெனில் 
7(2) ஒரு இருபடிக் கோவையின் இருபடியாகும் ஒரே ஒரு மடங்கு
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தீர்வு தான் உண்டெனில். அது தேற்றப்படி. அளவுக் கிணங்கிய 
தாயிருக்கும். எனவே f(x) = 0 ஒரு நாற்படிச் சமன்பாடாயின் 

அது ஒரு சரியான இரு படியாவென முதலிலறிக ; இல்லையெனில் 
அளவுக் கிணங்கிய மெய்யெண் தீர்வு கண்டு மேலே செல்க: 

இங்கு % சார்பற்ற மாறிலி குறையெண்ணாயிருப்பின் , 7 (ஐ) என்பது 
ஒரு சரியான இருபடியாகா தென்பது உடனுக்குடனே தெரிந்து 

விடும், ் 

18-45 
எ.கா. 1, நர் 6318 x°—24 x4 86 = 0 என்ற சமன் 

பாட்டில் மடங்கு தீர்வுகள் உண்டெனின் அவைகளை அறிக. 

13-45 தேற்றம் 5, குறிப்பு மூன்றின்படி இங்குள்ள 7 (20) ஒரு 
இருபடியா எனப் பார்ப்போம். 

(x? —8 x + 6)? = x* + Ox? + 86— 6 x® + 12 x* — 86x 
= x* —6 x5 + Bix? — 86x + 96 

ஆகவே 7 (:) ஒரு சரியான இருபடியல்ல. 
erorGar x* — 6x? + 18 x* — 24x 4 86 = (x ~— வ 

(x — B) (x - Y) 
அல்லது = (x — $)*® (x — £) 

என்ற அமைப்பில் இருக்க வேண்டும். மேலும் மடங்கு தீர்வு 
அளவுக்கிணங்கிய மெய்யெண்ணாயிருக்க வேண்டும். 

srorGeu, x* — 6 x*° +18 x? — 24x + 86 = 0 என்ற சமன் 
பாட்டின் மெய்யெண் தீர்வு காண்போம். 86ன் சினைகள் - 1, 
+248 44 +6,4+9, + 12, + 18, + 86 

f(#1)4 9 

சு ௪௦ 

76-20 
f(8) ௩0 

ஃ 8 என்பது மடங்கு தீர்வாயிருக்கும். முதலில் [0 ஐ 
3 85 ஆல் வகுப்போம். . 

அ) 1 6418-2844 96 

048. 9412-8986 

  

3); 1-8,4-12 

| 0o+84+0412 
  

1 1+044



176 இயற்கணிதம் 

FO) = (& - 8)? Oe? + 4) 

மடங்கு தீர்வுகள் 8, 8. 

மடங்காத் தீர்வுகள் -- 8 

எ.கா. 8 

2x*° 12:- 4 0 என்ற சமன்பாட்டில் மடங்கு 
தீர்வு உண்டெனில், தீர்வுகள் காண்க, 

J (x) = 2x® — Ox? + 12x — 4 

f' (x) = 6x? — 18x + 12 

(ஐ) க்கும் 7” (டூ க்கும் பொதுவான பெரிய சினை (H.C. F.) 
கண்டுபிடித்தால், மடங்கு தீர்வு பெறலாம். 

LO 28x42. 

xt - 8x +2)2c° — Ox* + 18x —4(2x—8 
2x8 — Bx? + 4x 

= 8x? + 8x —4 

8x*° + 9x —6 

—-x+2 

x — 2)x*? — 8x + 2(x—1 

x* — 2x 

— x+2 

— x+2 

ஃ (1-8) என்பது 7 (20 க்கும் 7' (ஐ க்கும் உள்ள பெரிய 
பொதுச் சினை, 

F(x) = (x — 2)* (2x — 1) 

f’ (x) = 6 (x — 2) (x - 1) 

இரு முறை மடங்கு தீர்வு 2, மற்றொரு தீர்வு 4. 
13-4°5-2 

குறிப்பு (1) 
... ரீ(2 க்கும் (டி க்கும் பொதுவான பெருஞ்சினை கண்டு, 

மடங்கு தீர்வுகள் காண்பது ஒரு நேரான முறை. 

ஒரு திட்டமான முறையாகக் கூறுமிடத்து ₹ 

(1) முதலில் 7' (0) காண்க$ 
(2) ரிக்கும் 7” (ட க்கும் மீப்பெருபொதுச் சினை (8. 

காண்க. 
்
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(8) அப்பொதுச் சினை - 0 எனக் கொண்டு, அதன் தீர்வு 

கள் காண்க. 

அத் தீர்வுகள் மற்றோர் முறை 7000) - % என்ற சமன்பாட்டின் 

தீர்வுகளாயிருக்கும். 

(4) இங்கு 7” (2) கண்டும், அதிலிருந்து 7” 0-௩ 0ன் 
மடங்கு தீர்வுகள் கண்டு, பிறகு அதிலிருந்து 7(2) - 0ன் மடங்கு 
தீர்வுகளைக் காணலாம். 

குறிப்பு (2) 
ஆனால் தேற்றம் 5ல் உள்ள குறிப்புகளை . யொட்டியும் மடங்கு 

தீர்வுகள் காணலாம். 

குறிப்பு (8) 
மற்றும் நேரடியான முறைகளில் 7 (ட) - 0 அல்லது /”(.ட-0, 

7” (ூ- 0..௮ன்ற சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளை வேறு எளிதான 

முறைகளில் கண்டு அதைப் பயன்படுத்தியும், மடங்கு தீர்வுகளைக் 

காணலாம். எது எளிதான முறையோ, அதைக் கையாள்வதே 

பொருத்தமாகும். . ஓரிரண்டு எடுத்துக் காட்டுகளால் இம் 
முறைகளை விளக்குவோம் : 

19:4:545 எ.கா. 8 

x8 — x*— 4x2 + 7x -—-8=0 என்ற சமன்பாட்டில்,. 

மடங்கு தீர்வுகள் உண்டெனின், அதன் தீர்வுகள் காண்க. 

f (x) = x® — x* — 4x? + 7x — 8 

St’ (x) = Sx* — 4x9 — 8x + 7 

fQ) =0; f'(1) = 0 oomrug பார்த்தாலே தெரிகிறது. 

எனவே : 1 * குறைந்தது மும்முறை மடங்கு தீர்வாகவிருக்கும். 

SCx) = (Cw — 13° (x? + 8x4 8) என்பதை அறியலாம், 
x? + 2x + 8 = 0 எனக் கொண்டால், 

—2+42y2i So 

=—1+ vi 

எனவே தீர்வுகள் 1, 1, 1,-- 1-4 72 ॥/ஆகும். 

i 

x= 

st, oT. 4 

x° mm 89x + Br = 0 என்ற சமன்பாட்டில் இரண்டு மடங்கு 
தீர்வுகள் உண்டெனின், ஏ” = r* என நிறுவுக. 

S (x) = x® — 8¢x + 2 
S' (x) & 8x? — 8g. 

i - 0 ஆனால் $ 4 4 4 
1
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எனவே - 4 (ஏ அல்லது % --- /ர என்பது 7 (20 -0-ன் 
இரு மடங்கு தீர்வுகளாகும். 

(201-814 2 = 01 
அதாவது - 8(9)7 42 - 0 

அதாவது ர 27 
அதாவது ர 7 
அல்லது (- 0“ - 8ர (—/q) + 2r = 0 

அதாவது -ர*4 973490 

் அதாவது 1 = — 2 
அதாவது gi ஐ 2 

அதாவது ரர 
எனவே, எவ்விதத்திலும் ர - 7* என நிறுவப்படுகிறது. 

எ.கா.5. 224 827 499 2-- 0 என்ற.சமன்பாட்டிற்கு : 

ஒரு தீர்வு இரு முறை வருமானால் அதற்குரிய கட்டுப்பாடு கண்டு 
மூன்றாம் தீர்வையும் காண்க. 

f (x) = x8 + 82x% + Shx te « (1) 
f* (x) = 8x? + Bax + 8b. one (2) 

ol என்பது இரு மடங்கு தீர்வானால், 

7” (6-0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ப ஒரு மடங்காத் 
தீர்வாகும். 

என்பதும் பொருந்தும் 

என்பதும் பொருந்தும், 

4 % (8) - (4) எடுத்தால் 
A® + 2a l* + bh — ol? — 8ag* ~ 86 — cc = 0...(5) 
அதாவது - al* — 2b yg —~c = 0. 
அல்லது a oh? + 26 d+c=0 (6) 
நாம்கண்டபடி, 4” + Qad +b = 0 ~ .. (8) 
குறுக்கிப் பெருக்கல் முறைப்படி, ் 

A? _ _ ௭ _ 1 
  

26* ஜோ... மரத். By* ஹு 

“0 ஏழ் 

a= ஐ (a*— by
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2 

மேலும் Ll? = ae = ; GF = 3 

erg 4 (b* — ac) a*~b) = (c — ab)? என்ற கட்டுப்பாடு 
பெறப்படும் : 

இப்போது, 

x° + Bax? + Bbx +c = (x —)*(x-- B) 
crotGo * B = — 

வ் 

e(b — a*) 

(6? — ac) 
எனவே 700) = 0-ன் தீர்வுகள் 

c — ab c—ab c(b — a*) 
  2(a* —b) ?2(a* = by * EF Ge ஆகும். 

பயிற்சி 19:4 

1. பின் வரும் சமன்பாடுகள், அளவுக் கிணங்கிய தீர்வுகள் 
கொண்டவை. அவைகளின் தீர்வுகள் காண்க. 

(ij) x*—x*-—T7x®4 44620 
(ii) x* — 12x° + 41 x* — 18x — 72 = 9 

(iii) x* — 5y9 ~ 18x%4+ 72-0 
(iv) x* —2x° — 19x* + 68x —@0 = 0 

2. x* — 4x? + 4x9 4 ~~ 2 = Quest தீர்வுகள் காண்க. 
8. 2x° — 7x* + 607... 1113-4203 620 இரு முழு எண் தீர்வுகள் பெற்றிருக்குமாயின் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

காண்க. 
் 

4. (—2 + V8) srerugy x* + 8x° ~ 6x* + 6x4 9-0-cF 
ஒரு தீர்வாயின் மற்ற தீர்வுகள் காண்க. 

5. 2+ vB srertign x* —6x* + 11x* — 10x42 = O-giy 
ஒரு தீர்வாயின் மற்ற தீர்வுகள் காண்க: 

6. $(8- பூஞ் என்பதுந* நச + 8 = 0-eFr 
ஒரு தீர்வாயின் மற்ற தீர்வுகள் காண்க . 

7. (2 + 7 v8) orerugy x* — 4x" 4 8x4 85 = 0c ஒரு 
தீர்வானால் மற்றைய தீர்வுகள் காண்க. 

BB+ 7 oreirugs x* + 2x* — 16x + 77 = Quod 
வானால், மற்றைய தீர்வுகள் காண்க.
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9. (248) என்பது 8-8” 1 43 68. Q7x + 
81  0-ன் ஒரு தீர்வானால் மற்ற தீர்வுகள் காண்க 

10. 4, 8, 76, ௬ b, உ மெய் யெண்களானால், 
a த் ce = _ . Beni . 

xo + x = B + ஜவ x 6 என்பது மெய்யெண் தீர்வு 

களே பெற்றிருக்கு மென நிறுவுக. 

  

4” a,* Qn” 
1. 1 — 8 eee ae 

1 3 - oly X¥— ols + பது ௮ oln 
மெய்யெண்களென நிறுவுக (ரப, ரஷ உ And விடி ஓ டையர் 
மெய் யெண்கள்) 

  ௪ [ன் தீர்வுகள் 

12. a,b, cy we ks at, bY, ct, 24) ஈட யாவும் ஒன்றுக் 
கொன்று சமனில்லாத மெய் யெண்களாயின், 

2 b* ௦ k? . பவத டட ன் ———- = ¥—} oor x-@ tyme t yoo te +32 I—7 என்றசம 

பாடு கற்பனைத் தீர்வுகள் பெற்றிருக்க முடியா தென நிறுவுக,. 

18. பின் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகள் மடங்கு தீர்வுகள் 
பெற்றிருக்கு மாயின் அவைகளைத் தீர்க்கவும். 

(i) 8x® — 20x7 +6x+9=0 

(ii) 27x* . 86x+16=0 

_ Git) 2x* — 123° 4+ 19x76 xt Que 

(iv) x* + 7x8 + 17x27 4+17x46=0 

0 x* + 18 x* + 55 x® + 108 x? + 88x + 28=0 

(vi). x* —~6x* + 18x* - 24%4896 = Q 
(vii) Sxt+4x* — 18x74 11y 2-9 

14, x°+qx+r=0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு இரண்டு தீர்வுகள் சமமானால் 8775 49” - 0 என நிறுவுக. 

16. x*+4ax®+6bx2?4 cH Q என்ற சமன்பாட்டிற்கு 
மூன்று தீர்வுகள் சமமானால், 88” ஃ 4 b, 27 at + 16 ¢ 
Avis. — 

= 0 என
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16. x*°—8px° + 8qx—re= 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 
ற”. கீறரஃ7 

இரு தீர்வுகள் சமமானால், மூன்றாவது தீர்வு கட. * என 

திறுவுக, 

17. ஐ ம ரூ ஃ சந 8௮ 0 என்ற சமன்பாட்டி 

6c — ab 
ற்கு மூன்று தீர்வுகள் சமமானால் அவை ஒவ்வொன்றும் டத் 

என நிறுவுக. 

18. 2x* — Ox? + 12 x+k = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு இரு 
தீர்வுகள் சமமானால் $ - -- 5 அல்லது - 4-என நிறுவுக: அப் 
(போது அதன் தீர்வுகள் காண்க.



19.5 சமன்பாடுகளின் பண்புசள் 
(P:operties of Equations) 

18.,5.1 குறிமாற்றங்கள்--எண்ணிக்கை 

(Number of changes of sign) 

Xe ~— 4x9 4+ x74 %—-7=0 என்ற சமன்பாட்டில், 

முதல் உறுப்பு 4. குறியும் 
இரண்டாவது உறுப்பு - குறியும் 
மூன்றாவது உறுப்பு 4 குறியும் 
நான்காவது உறுப்பு 4 குறியும் 

ஐந்தாவது உறுப்பு - குறியும் பெற்றிருக்கின்றன. 
இக்குறிகளை நாம் நோக்குமிடத்து அவை முறையே 4 - 4 

* - என அமைகிறது. இங்கு, 

* லிருந்து - க்கு ஒரு குறி மாற்றமும் 
பிறகு -- லிருந்து 4 க்கு மற்றொரு குறி மாற்றமும் 
பிறகு - லிருந்து 4 க்குக் குறி மாற்ற மின்மையும் 

மேலும் 4. லிருந்து - க்கு மற்றொரு குறி மாற்றமும் அதாவது 8 
குறி மாற்றங்கள் உள்ளன வெனக் கூறப்படும். 

அவ்வாறே 34 ஜ£- கந* Bx® 4x7 4x4 1= 0 
என்ற சமன்பாட்டில் 8 குறி மாற்றங்கள் உள்ளன ; 

௭ 4-0 என்ற சமன்பாட்டில் குறிமாற்றங்கள் இல்லை. 
2” -- 1 = 0 என்ற சமன்பாட்டில் ஒரு குறி மாற்றம் உண்டு, 
ஒரு சமன் பாட்டிலுள்ள உறுப்புக்களிடையே உள்ள குறி 

மாற்றங்களின் எண்ணிக்கைக்கும் அச்சமன்பாட்டின் மெய்யெண் 
தீர்வுகளின் எண்ணிக்கைக்கும் ஒரு தொடர்பு உள்ளது என கணித 
மேதை டேகார்ட் கண்டுபிடித்திருக்கிறார். அத் தொடர்பே. 
டேகார்ட்டின் குறி விதி எனக் கூறப்படுகிறது.



சமன்பாடுகளின் பண்புகள் 188 

அவ் விதி பின்வருமாறு ₹ 

18-5-2 டேகார்ட்டின் குறிவிதி (12087%68 Rule of sign) 

0-0 என்ற சமன்பாட்டின் கூட்டு மெய்யெண் தீர்வு 
களின் எண்ணிக்கை, அச்சமன் பாட்டில் தோன்றும் குறி மாற்ற 
எண்ணிக்கைக்கு மிக.கபடர்து; 

இவ் விதியை நாம் முறைப்படி நிறுவாமல், பொதுவாக, இவ் 
விதியின் உண்மையை எடுத்துக் காட்டுவோம். 

[இவ்விதியும், இதுபோன்ற மற்ற சில விதிகளும், பூடான் 
பூரியர் (8002 ௧18 லார) அவர்களால் விரிவாக நிறுவப்பட்ட 

சில பொதுத்  தேற்றங்களின் கிளைத் தேற்றங்களாக அமையும், 
அப்பொதுத்' தேற்றங்களின் தெரிப்புக்கள் இந்நூல் திட்டத்திற்குப் 
புறம்பானவை யாகையால் கொடுக்கப்படவில்லை]. 

70) -0 என்ற ஒரு சமன்பாட்டின் இடது கைப்புற 
உறுப்புக்கள் முறையே மின் குறிக்கப்பட்ட குறிகள். “பெற்றுள்ளன 
வென வைத்துக் கொள்வோம். 

அ ர வ்கி ee a 
(1) (@) (83) (06 6 (7) 

இங்கு மேல் காட்டியபடி, மொத்தமாக ஏழு குறி மாற்றங்கள் 
உள்ளன. 

F(X) @ (x — 4) என்ற ஓர் ஈருறுப்டிக் கோவையால் பெருக்கு 
வோம். ஈ கூட்டு மெய்யெண். srorGeu f(a) x (x — a)= 0 
என்ற Fiocrun oy be f(x) = 0 என்பதற்குள்ள கூட்டு மெய் 
யெண் தீர்வுகளைவிட, a என்ற ஒரு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வு 

அதிகமாக இருக்கும் என்பது வெள்ளிடை, இப்படி ஒரு கூட்டு 

மெய்யெண் தீர்வு அதிகமாகும் போது, 7 (20 ல் உள்ள குறி மாற்ற 
எண்ணிக்கையை ai, f (x) x (xX — ஐன் பெருக்கத்தில் 
குறைந்தது ஒரு குறி மாற்றம் மிகையாக விருக்கும் என இப்போது 

காண்போம். 

(0 4 மம ம்ம்ம் (பூன் குறிகள் 
(2 *- :(x — ஐ. ன் குறிகள் 

% ஆல் பெருக்கல், 

(ு ஈர்க்க ருரு 
- ப ஆல் பெருக்கல் 

(க் வி விஸ் ர ணய கரம் 

பெருக்கம் 
ஞூ க்க க்க வடு ஸ 

ன். குறிகள்.
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வரி (5) ல் உள்ள குறி மாற்றங்கள் எத்தனை எனக் காண்போம்? 

©) (8)லும் (1) லும் 4 - அல்லது - 4 எனக் கூட்ட 
(வேண்டி வருமாயின் 4 அல்லது --, அதாவது 2 என (5)ல் 
கொடுக்கப்படிருக்கிறது. ் 

(9) 7009-ல், அதாவது (1)-ல் 18 உறுப்புக்களும் 1 குறி 
மாற்றங்களும் உள்ளன. 

f(x) % (%-49-ல், அதாவது (5)-ல் முதல் 18 உறுப்புக்களில் 

குறிகளும் அப்படியே 7 (0-ல் உள்ள 18 உறுப்புக்களின் குறிகளைப் 
பெற்றிருக்கின்றன என வைத்துக் கொண்டால்கூட, f(x) x 
(x — 4-ல் 19வது உறுப்பை யொட்டிய வரையில் ஒரு குறி மாற்றம் 
மிகையாக உள்ளது - அதாவது 7(20)-ல் 7 குறிமாற்றங்கள் 

இருப்பின் 7(.0) % (2--ஸ0-ல் குறைந்தது 8 குறி மாற்றங்கள் 
இருக்கும், ் 

எனவே (0-ல் உள்ள குறி மாற்றங்களை விட: 7(2) % 

1--௦)-ல் குறைந்தது ஒரு குறி மாற்றம் அதிகமிருக்கு மென்பது , 
தெரிகிறது. அதாவது ர என்ற கூட்டு மெய்யெண் தீர்வுக்காக 

குறைந்தது ஒரு குறி மாற்றம் ஏற்படுகிறது. இவ்வாறே ம என்ற 
கூட்டு மெய்யெண் தீர்வு கொள்வோமானால், 

200)% ௨-௦ (0-9 - 0 என்றசமன்பாடுகிடைக்கும் ? 
f(x) + (x ~ 0)-ல் உள்ள குறி மாற்றங்களை விட,/(20ு % (2-0) % 
டே- இ)-ல் குறைந்தது கூடுதல் ஒரு குறி மாற்றம் தோன்றும். 

இவ்வாறாக, இவ்வுண்மையைப் பொதுப் படுத்தினால் ஈ கூட்டு 
எண் தீர்வுகளுக்கு குறைந்தது ஈகுறி மாற்றங்கள் கூடுதலாகும் 
என்பது தெரிகிறது. 

“ குறைந்தது” ஒரு குறி மாற்றமெனக் கூறினோம், ஒன்றுக்கு 
மேற்பட்ட குறி மாற்றங்களும் வரலாம். 

இப்போது, 7(ஐ9ு% (௨- ஐ-ன் பெருக்கத்தின் குறிகள், 

(6) +-+—-—-+4+—-4-—4 
அல்லது 

(7) ++—-+—-4+-4+--4-—H4 
அல்லது 

(8S) +--+-44+4—-—4—4 
என்ற அமைப்புக்களிலும் வரலாம். (5) ஐப் பார்க்கவும். 

இங்கு (6)-ல் 8 குறி மாற்றங்களும், 
(7)-ல் 10 குறி மாற்றங்களும்,
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(8) 8 குறி மாற்றங்களும், 
வருவதைப் பார்க்கலாம். 

எனவே குறைந்தது” என்று கூறுவதின் தேவை புலப்படும்_ 

18, 5:2:1 குறை மெய்யெண் தீர்வுகளுக்கு, டேகார்ட்டின் 

குறி விதி (உச்சவரம்பு) 
7ீடு- 0என்ற சமன்பாட்டின் குறை மெய்யெண் தீர்வுகளின் 

எண்ணிக்கை, 7 (- 0-ல் தோன்றும் குறி மாற்ற எண்ணிக்கைக்கு 

மிகை படாது. 

700) - 0-ல் தோன்றும் குறை மெய்யெண் தீர்வுகள், யாவும் 

F(— x) 5 0-ல் கூட்டு மெய்யெண் தீர்வுகளாகத் தோன்றும். 
எனவே இவ்விதி யுண்மையாகிறது. 

135: 6:2:2 ௭. கா: 1. 

4102-6 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு எத்தனை மெய் 
யெண் தீர்வுகள் உள்ளன ? 

S(x) = x8 + 10x — €.-ல் ஒரு குறி மாற்றம் உள்ளது 

எனவே ஒரு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வுக்கு மேல் QGsayy wit gH. 
அதாவது கூட்டு மெய்யெண் தீர்வே இல்லாமலிருப்பினும் இருக் 
கலாம் இருப்பின் ஒன்றுக்கு மேல் இருக்கமுடியாது. 

S(— x) =(— x)® + 10(— x) - 6-ல் அதாவது - ந” 10 
— €-ல் குறி மாற்றமே இல்லை. எனவே சமன்பாட்டிற்கு ஒரு 
குறை யெண் தீர்வு கூட இருக்க முடியாது. 

எனவே ஒரு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வு கூட இல்லையானால் 

இம் முப்படிச் சார்புக்கு உள்ள மூன்று தீர்வுகளும் கற்பனை யெண் 
களாக விருக்கவேண்டும். ஆனால் கற்பனை யெண் தீர்வுகள் 
இரட்டைப் படையாகத்தான் தோன்றும். (4-0 ஒரு தீர்வு 

ஆயின் ஏ --/ நீ ம் ஒரு தீர்வாகும்) 
ஆகவே, ஒரு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வும் இரண்டு கற்பனை 

யெண் தீர்வுகளும், இச்சமன்பாட்டிற்கு உள்ளன. 

எ.கா. 2, 

21௪ 0-ன் தீர்வுகளின் தன்மை காண்க, 

(1) ஈ ஒரு இரட்டைப் படை யெண்ணெனக் கொள்வோம் : 

f(x) = x8 — 1-2 ஒரு குறி மாற்றம் உண்டு; எனவே 
ஜி ழ௨ 0 க்கு ஒரு கூட்டு மெய் யெண் தீர்வுக்கு மேல் இருக்க 

முடியாது; அதாவது இல்லாமலே இருந்தாலும் இருக்கலாம் ; 
இருப்பின் ஒன்றுக்கு மேற்படாது. 

26-2௪ (றா. 1 
௬ 0 - 1 (ஈ இரட்டைப் படையெண்)
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இங்கு 7(- 0)-ல் ஒரு குறிமாற்றம் உண்டு. எனவே 
- 4 ௪ டுக்கு ஒரு குறை மெய்யெண் தீர்வுக்கு மேல் இருக்க 

முடியாது; அதாவது இல்லாமலே இருந்தாலும் இருக்கலாம் £ 
இருப்பின் ஒன்றுக்கு மேற்படாது. 

BN x= 1sx=—1 என்பவை இச்சமன்பாட்டின் 
தீர்வுகளென்பது வெளிப்பவட, எனவே உச்சவரம்பு விதிக் கொப்ப, 

(1) ஒரே ஒரு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வும், 

(2) ஒரே ஒரு குறை மெய்யெண் தீர்வும், 
(8) மீதி (ஈ--2) தீர்வுகளும் கற்பனைத் தீர்வுகள். இங்கு nv 

இரட்டைப்படை யெண்ணாதலின், (1-2)ம் இரட்டைப்படை 
யெண்;? ஆகவே கற்பனையெண் தீர்வுகள் எண்ணிக்கை இரட்டைப் 
படை. 

ஜா 

2 4 ஒரு ஒற்றைப்படை யெண்ணெனக் கொள்க. ' 

Ix) =x"—1% ஒரு குறிமாற்றம் உண்டு; 
எனவே ஒரு கூட்டு மெய்யெண்தீர்வுக்கு மேல் இருக்க 

முடியாது; *- 1 அத்தீர்வாகும். ் 
K—x)=(—xy—1 

௩] (1 ஒற்றைப்படையெண்) 
7-ல் குறி மாற்றங்களே யில்லை, எனவே 97-12 0க்கு 

"ஒரு குறை மெய்யெண் தீர்வுகூட இருக்கமுடியாது. . 

எனவே உச்சவரம்பு விதிக்கொப்ப 

(1) ஒரு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வும், 

(8) மீதி 0-1) கற்பனை யெண் தீர்வுகளும் உண்டு, ட 
ஒற்றைப்படையாதலின் (2-1) இரட்டைப் படையாகும். 

௭. கா. 8, 

x'—x*+x°—28=0 என்ற சமன்பாட்டிற்குக் குறைந்தது 
தான்கு கற்.னையெண் தீர்வுகள் உள்ளனவென நிறுவுக, 

முதலில், இது ஒரு எழுபடிச் சமன்பாடாதலின் இதற்கு ஏழு தீர்வுகள் உண்டு. 

அவைகளில் குறைந்தது ஒன்றேனும் மெய்யெண் தீர்வாக இருக்கவேண்டும்; மீதி ஆறும் வேண்டுமானால் கற்பனையெண் தீர்வுகளாகவிருக்கலாம்; ஏனெனில் கற்பனையெண் தீர்வுகளின் 
எண்ணிக்கை எப்போதும் இரட்டைப் படையெண், 

7 -27--ஐ* 337 -88இல் மூன்று குறி மாற்றங்கள் உண்டு; எனவே கூட்டுமெய்யெண் தீர்வுகளுக்கு உச்சவரம்பு 8,
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ரீ = — x? —xt—x*—28 & குறிமாற்றங்களேயில்லை.. 

எனவே குறை மெய்யெண் தீர்வுகளே இருக்கமுடியாது. 

ஆகவே, மெய்யெண் தீர்வுகளெனச் சொல்லக்கூடிய தீர்ஷ 

களின் எண்ணிக்கையின் (கூட்டு, குறை மெய்யெண் யாவும்). 

உச்ச வரம்பு 8, எனவே, குறைந்தது நாலு கற்பனைத் தீர்வுகள் 

இருந்தாகவேண்டுமென்பது நிறுவப்படுகிறது. 

பயிற்சி 18:5 (1) 
1 ஒரு சமன்பாட்டின். உறுப்புக்கள் யாவும் கூட்டுக்குறி 

பெற்றிருக்குமானால், அச்சமன்பாட்டிற்கு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வே. 

இருக்கமுடியாதென நிறுவுக, 

2, எல்லா உறுப்புக்களும் உடைய (௦01616 64081100) ஒரு. 
சமன்பாட்டில் ஒன்றுவிட்டு ஒரு உறுப்பு, கூட்டுக் குறி மாறி 

குறைக்குறி பெற்றிருப்பின், அச் சமன்பாட்டிற்கு குறைமெம்- 

யெண் தீர்வே இருக்கமுடியாதென நிறுவுக. 
8. ஒரு சமன்பாட்டில் முதலில் தொடர்ச்சியாகக் கூட்டுக்குறி 

உறுப்புக்களும் பின்னர் தொடர்ச்சியாக குறைக் குறி உறுப்புக் 
களும் இருப்பின் அதற்கு ஒரே ஒரு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வுதானி 
ருக்குமென நிறுவுக. 

4, ஒரு சமன்பாட்டில் இரட்டைப் படை :படிீ£யுள்ள உறுப். 

புக்கள் மட்டுமே இருந்து, எல்லாம் கூட்டுக் குறி பெற்றிருப்பின் 
அதற்கு மெய்யெண் தீர்வே இருக்கமுடியாதென நிறுவுக. 

5 ஒரு சமன்பாட்டில் ஒற்றைப் படை *படி£யுள்ள உறுப் 

புக்கள் மட்டுமே இருந்து, எல்லாம் கூட்டுக்குறி பெற்றிருப்பின் 
0 என்ற தீர்வும் மற்றயாவும் கற்பனைத் தீர்வுமாக இருக்குமென 
நிறுவுக- 

6 x®—x®—x47=0 என்ற சமன்பாட்டிற்குக் குறைந்தது. 
இரண்டு கற்பனைத் தீர்வுகள் உள்ளன வென நிறுவுக, 

7. x*+6x?+17x—-11=0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு, ஒரு 
கூட்டு, ஒரு குறை மெய்யெண் தீர்வும், இரண்டு கற்பனைத் தீர்வு. 
களும் உள்ளனவென நிறுவுக, 

8. ற, ரகூட்டெண்கள், நூ --ற£-ர- 0 என்ற சமன் பாட்டிற்கு. 

ஒரு குறை மெய்யெண் தீர்வும், இரண்டு கற்பனைத் தீர்வுகளும் 
உள்ளல, வென Hoya. . 

9. ற, ரகூட்டெண்கள்? 2-0 ர-0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு, 

ஒரு குறை மெய்யெண் தீர்வு கட்டாயமுண்டு எனவும், மீதி இரண்டு. 
தீர்வுகளும் கற்பனையெண்கள் அல்லது கூட்டு மெய்யெண்களென 

வும் நிறுவுக.
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10. 3141-0 என்ற சமன்பாட்டில் ஈ இரட்டைப்படை 
அயண்ணாயின் கூட்டுமெய்யெண் தீர்வேயில்லை யெனவும், 7 
ஒற்றைப்படையெண்ணாயின் - 1 என்ற தீர்வு தவிர மற்றயாவம் 
கற்பனைத் தீர்வுகளெனவும் நிறுவுக. 

11. %45-. 7-0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு இரண்டு மெம், 

இரண்டு கற்பனைத் தீர்வுகள் உள்ளனவென நிறுவுக. 

12 ”-ஜ5$-ர*- 6247-0 என்ற சமன்பாட்டிற்குக் 
குறைந்தது இரண்டு கற்பனைத் தீர்வுகள் உள்ளனவென நிறுவுக. 

18. x*9--x*¢x9—x?41=0 என்ற சமன்பாட்டிற்குக் 
குறைந்தது (81 6) கற்பனைத் தீர்வுகள் உள்ளனவென் 
Apis. 

14, x9 4+x54xt4x741-0 croirp சமன்பாட்டிற்கு, ஒரே 
ஒரு குறைமெய்யெண் தீர்வும், மீதி கற்பனைத் தீர்வுகளும் 
“உள்ளனவென நிறுவுக. 

பின் வரும் 18:58; 19:5-4; 18-55 பகுதிகளை இந் நாலை முதலில் 
படிப்பவர்கள் விலக்கலாம். 

13°53 ஜன் மெய்யெண் மதிப்புகளுக்கு, /(டு-4ற ர! 
ஈத 33... ந என்ற கோடையின் மதிப்பு: (றற, ௮ 
ச யாவும் மெய்யெண்கள்) 

விளக்கம் : (0-0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு வ), clase 
என்ற * மெய்யெண் தீர்வுகளும் ரஃர்5, 2-7...“ என்ற 
வத 

“2” இரட்டை, இரட்டையான துணையிய கற்பனைத் தீர்வுகளும் 

அஉள்ளனவெனக் கொள்வோம். 

JO) ௮0-௭௮. -௮௮90- (௪௩ 00] 
[x-(a-ib)] x ..... +[x—Ck+il][x - [8/9] 

H(t hi Meroe). x-A Cx)? +87] 
. ((x—-k)* +P] 

EX A Oro.) ். ௮0) எனவிருக்கும். 

Bue (x) =[(x— 02)! +57 If (x—c)* +d" ] 
[0-1 * 75] 

ஆதலால், எல்லா ன் மெய்யெண் மதிப்புக்களுக்கும் (20) 
மதிப்பு கூட்டு மெய்யெண்ணாயிருக்கும் என்பது உடனடியாகவே 
தெரிகிறது. 

மேலும் ம(2ப௮ுன் படி * இரட்டைப். படைப்படி” இப்போது 
பேன் மதிப்பு - ன் எம் மதிப்புக்களுக்கு குறை மதிப்பும் பெறும் 
எனப்பார்ப்போம்.
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C(x) = (x—ehy Xa g Jove (4h) PO) 

C1) (4) x<ahyrolas+ eck, <Be@OH, /(x) or மதிப்பு கூட்டு, 
மதிப்பாகும். 

(6) 44 ஆனால் /(2ன்) மதிப்பு 4. 
(ii) “லய ola eee ood, ஆகி, 

(a) * ஒற்றைப்படை எண்ணாயின் /(டின் மதிப்புக் குறை. 

மதிப்பாகும். 

(6) * இரட்டைப்படை எண்ணாயின் /(பூன் மதிப்புக் கூட்டு 
மதிப்பாகும். 

இங்கு * ஒற்றைபடை எண்ணாயின் /(:2-0 என்ற சமன்பாடு 

ஓர் ஒற்றைப்படைப் *படி£ச் சமன்பாடாகும்; 

* இரட்டைப் படை எண்ணாயின் [0-0 என்ற சமன்பாடு. 

_ ஓர் இரட்டைப்படைப் *படி”ச் சமன்பாடாகும். எனவே, 

00) (மு ரீ(ட-0 ஒரு ஒற்றைப்படைச் சமன்பாடாகி,. 

2-1. வட (இங்கு , ஒற்றைப்படையெண்ணாகுமென். 

பதை அறிக) ஆனால் /(பூன் மதிப்பு குறை மதிப்பாகும்; 

(6) 7209-0 ஒரு இரட்டைப் படைப் படிச் சமன்பாடாகி, 

23910. ஒடிய (இங்கு ஈ இரட்டைப்படை யெண்ணாகு. 

மென்பதை அறிக) ஆனால் 7 (பூன் மதிபபு கூட்டு மதிப்பாகும். 
(iv) (a) f(x) =0 ஒற்றைப்படைப் *படி'ச் சமன்பாடாகி, 
X—> — ௨ ஆனால் /(0)-ன் மதிப்பு -ஒ — oh 

(5) 7(0-0 இரட்டைப்படைப் ₹படி'ச் சமன்பாடாகி,. 

X—> — 4 ஆனால் / (20-ன் மதிப்பு -5 * ௮ 
Cy) Ca) 6-0 ஓலி ௮ - ௮9 என்ற சினைகளில் 
ஒற்றைப்படை எண்ணிக்கையுள்ள சினைகள் குறை மதிப் பேற்பின், 

அதாவது 3-க்கு ஈடு செய்யப்படும் மதிப்பு ஒற்றைப்படை 
எண்ணிக்கையுள்ள தீர்வுகளுக்குக் குறைந்திருக்குமாயின் / (20)-ன் ' 

மதிப்பு குறைமதிப்பாகும் ; 

அவைகளுள் இரட்டைப் படை எண்ணிக்கையுள்ள சினைகள் 

குறைமதிப் பேற்பின், அதாவது 3-க்கு ஈடு செய்யப்படும் மதிப்பு: 
இரட்டைப்படை எண்ணிக்கையுள்ள தீர்வுகளுக்குக் குறைந்திருக்கு. 

மாயின் 7 (:0-ன் மதிப்பு கூட்டு மதிப்பாகும். 

(b) (9-ல் காணும் இயல்பு 7 (பூ - 0 என்ற சமன்பாடு 

ஒற்றைப்படைப் ₹படி£ச் சமன்பாடாயினும், அல்லது இரட்டைப் 
படைப் *படி£ச் சமன் பாடாயினும் பொருந்தும். 

(vi) (a) f(x) = 0 என்ற சமன் பாட்டிற்கு மெய்யெண் தீர்வுகளே: 
இல்லையானால், 7 (0 எற்(பூ க 1// [06-27 6] என்ற,
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அமைப்பிலே இருக்கும் 7 (0-ன் மதிப்பு எப்போதும் கூட்டு மதிப் 
பாயிருக்கும்; அதாவது எப்போதும் ரீ (டு 5 0 ஆகும். 

(7) மறுதலையாக 2-ன் எந்த மெய்யெண் மதிப்புக்கும் (.02-0 
RD, f(x) = 0 என்ற சமன் பாட்டிற்கு மெய்யெண் தீர்வுகளே 
இராது. 

இவ்விரு நிலைகளிலும் 7 (டு - 0 ஒரு இரட்டைப்படைப் 
*படி£ச் சமன்பாடாகவே விருக்கு மென்பதையும் அறிக. 

19. 5: தேற்றம் 2: 1 

7(9)ம்ரீ(2) ம் மாற்றுக்குறியீடுகள் பெற்றிருப்பின், ச-க்கும் 
அ-க்குமிடையே/7 (0 - 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ஒற்றைப் படை 
எண்ணிக்கையுள்ள மெய்யெண் தீர்வுகள் இருக்கும்.(குறைந்த்து 
ஒரு மெய்யெண் தீர்வேனும் இருக்கும் ;? மற்கொண்டிருப்பின் 
அத்தீர்வுகளின் எண்ணிக்கை ஒற்றைப்படை யெண்ணாய் 
இருக்கும்) 
Qa: f (x) = x4 p, டடம நலா ப. + po = 0. 

"பொதுத்தன்மை மாறாமல் 7 (2) கூட்டுமதிப் பெனவும் 7 (6) குறை 
1மதிப்பெனவும் கொள்ளலாம். 

f(a) >0, ஆகையால் 189, 5:8(ரு (9-ன் பிற்பகுதிப்படி, 
“மன் மதிப்பு 8 தீர்வுகளுக்குக் குறைந்திருக்கும். 

709 20, ஆகையால் v (a)-sir முன் பகுதிப்படி, ன் 
"மதிப்பு 27 4. 1 தீர்வுகளுக்குக் குறைந்திருக்கும், 

எனவே 3 (87341) தீர்வுகள் “22-க்கும் “:-க்கும் 
இடைங்பட்டிருக்கும். 

ர “4 2/4 1 - ஓர் ஒற்றைப் படையெண். எனவே, 
'தேற்றம் நிறுவப்படுகிறது. 

குறிப்பு: 
கோட்டுருவப்பட வாயிலாக இத் தேற்ற விளக்கம் பின்னர் 

ரோல் தேற்றத்திற்குரிய படம் (8) பார்க்கவும் (18. 51) 

413. 5-5 தேற்றம். 2 : 

7(2)-ம்7 (99-ம் ஒரே குறியீடு பெற்றிருப் ஏன், '2-க்கும் 
ச-க்குமிடைய, 0-0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு, இரட்டைப் 
படை எண்ணிக்கையுள்ள மெய்யெண் தீர்வுகள் இருக்கும். 
மெய்யெண் தீர்வே இல்லாமல் இருக்கலாம் ; அல்லது மெய் 
'யெண் தீர்வுகளிருப்பின் அவைகளின் எண்ணிக்கை இரட்டைப் 
படை யெண்னாயிருக்கும்) 

தெ: (.9-ம்7(6)50 எனக்கொள்வோம்
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13. 59. /(29-ன் படி, “2?-ன் மதிப்பும் “ம-ன் மதிப்பும் எல்லா 

மெய்யெண் தீர்வுகளைவிட ensue’ மதிப்புடையதாய் 
இருக்கலாம் ; 

அல்லது 
19. 5-8) (௪)-ன் பிற்பகுதிப்படி, *௨-ன் மதிப்பு ஜே, தீர்வு 

களுக்கும் 4”-ன் மதிப்பு 85, தீர்வுகளுக்கும் குறைந் திருக்கும் 
இங்கு முதல் கூறப்பட்ட நிலையில் '௨”-க்கும் *$”-க்குமிடையே 

'மெய்யெண் தீர்வுகளே இராது. 

இரண்டாவது கூறப்பட்ட நிலையில் 'ர”-க்கும் ”-க்குமிடையே 
2n, இர தீர்வுகள் இருக்கும். 

27, “வு இர ௪ ஓர் இரட்டைப் படை யெண். எனவே, 
தேற்றம் நிறுவப்பட்டது. 

குறிப்பு: கோட்டுருவப்பட வாயிலாக இத்தேற்ற விளக்கம் 
பின்னர் ரோல் தேற்றத்திற்குப் பின்பு படம் (8) பார்க்கவும். 
(13. 58-1) 

18:56 தேற்றம். 3 ot @hept UML‘ ug’ & ener 
பாட்டிற்குக் குறைந்தது ஒரு மெய் யெண் தீர்வேனும் உண்டு. 

தெ: f(x) = x + py x0 பு ம்றஎ 0 (௨ ஒற்றைப் 
படை கூட்டு முழு எண்) என்பது சமன்பாடு. 

135. 1 (a) @ring, f(-d)=—d 

f(0) =p, 
13.53. 1 (6) or um, f(+ da) = +l 

இங்கு ந கூட்டு மதிப்புடையதாயின், 7 (- ம் 7ீ(0)ம் 
மாற்றுக் குறியீடு பெறும், எனவே தேற்றம், 1, (19.5.4.5) படி 
- ஒக்கும் “0 க்கும் இடையே குறைந்தது ஒரு மெய்யெண் தீர்வு 
உண்டு. (-- ஏ க்கும் *0* க்கும் இடையே இருக்கும் மெய்யெண் 
குறைக்குறியுடையதாகும்) அல்லாது ந, குறை மதிப்புடையதாயின் , 
7(0)ம்7(* ம் மாற்றுக் குறியீடு பெறும். எனவே தேற்றம் 
1, (19:5.4) படி, ₹0 ? க்கும் 4 ஏ. க்கும் இடையே குறைந்தது ஒரு 
மெய்யெண் தீர்வு உண்டு (10? க்கும் 4 க்கும் இடையே இருக்கும் 
தீர்வு மெய்யெண், கூட்டுக் குறியுடையதாகும்.) 

குறிப்பு : ஒற்றைப் படைப் *படி”ச் சமன்பாட்டில் கடைசி 

யாக உள்ள மாறிலி கூட்டெண்ணாயின் குறைந்தது ஒரு குறை 

மெய்யெண் தீர்வும், அம்மாறிலி குறையெண்ணாயின், குறைந்தது 
“ஒரு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வும் அச்சமன்பாட்டிற்கு உண்டு 
என்பது கவனத்திற்குரிய து.
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13.57. தேற்றம்: 4. ஓர் இரட்டைப் படைப் ‘ug’ é 
சமன் பாட்டில், கடைசி மாறிலி உறுப்பு குறையெண் மதிப்பு 
உடைய தாயின், அதற்குக் குறைந்தது ஒரு கூட்டு எண் தீர்வும் 
ஒரு குறை மெய்யெண் தீர்வும் உண்டு. 

தெ: f(x) = x9 + py x9? + ww pp = 0 என்பது சமன் 
பாடு (ஒரு இரட்டைப்படைக் கூட்டு முழு எண்$ fn gat 

Git_ ever}. ; 

12.5.3 .v (6) or um f(—d)= + ol 

Ff (9) = —pa(GmpQuiodr) 

13.5.3 i (5) Um f(C+ d= +o 

எனவே (- 0ம் /(0) ம் மாற்றுக் குறியீடு பெற்றிருப்பதால், 
தேற்றம் 1, (1365-4) ன்படி, — ஏ க்கும் 0க்கு மிடையே 

குறைந்தது ஒரு மெய்யெண் தீர்விருக்கும். (- ஒக்கும் 0க்கும் 
இடையே இருக்கும் மெய்யெண் தீர்வு குறைக் குறியீடு உடைய: 

தாகும்.) 

மேலும் /(0)ம்/7(- 0ம் மாற்றுக் குறியீடு பெற்றிருப்பதால் 
தேற்றம் *, (13 5.4) ன் படி 0க்கும் 4 51 க்கு மிடையே குறைந்தது 
ஒரு மெய்யெண் தீர்விருக்கும். (0க்கும் -- ௮க்குமிடையே 

இருக்கும் மெய்யெண் தீர்வு கூட்டுக் குறிபீடுடையதாகும்), 

எனவே இவ்விதமான இரட்டைப் படைப் “ug? & சமன் 

பாட்டிற்குக் குறைந்தது ஒரு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வும், ஒரு குறை, 

மெய்யெண் தீர்வும் உண்டு. 

குறிப்பு : 
ஆனால் மாறிலியுறுப்பு கூட்டு மதிப்டிடையதாயின் தேற்றம் 2: 

(19:55) படி மெய்யெண் தீர்வேயில்லாமலிருப்பினும் இருக்கலாம்;. 
அப்படி இருப்பின் அவைகளின் எண்ணிக்கை இரட்டைப்படை. 
யாயிருக்கும். 

13568. ரோல் தேற்றம். 5, (01195 Theorem) 

2000-0 ன் இரண்டிரண்டு அடுத்தடுத்த மெய்யெண் 
தீர்வுகளுக்கிடையில் £ (0 - 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ஒற் 
றைப் படை எண்ணிக்கையுள்ள தீர்வுகள் உள்ளன ; குறைக். 
தது ஒரு தீர்வேனும் உண்டு. 

[Between any two consecutive real roots of f(x) = @ 
ttere lie an odd number of real roots of f4 (x) =O ; at Jeast one 
real root of f* (x) = 0.] 

OS: f(x) = 94 அடுத்தடுத்த இரண்டு தீர்வுகள் 41 
ட எனக் கொள்க. (அதாவது di, fy SG இடையில்:
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உள்ள எந்த மெய்யெண்ணும் 7 (பூ க்குத் தீர்வாக இல்லை 

என்பது கொடுக்கப்பட்டிருக்கிற து) 

fO) = (% — di)! (2 — dha)” 9 (4) எனக் கொள்வோம். 

இங்கு (x) = 0G di, dy & AomrGu ஒரு மெய்யெண் 

தீர்வுமில்லை. அப்படியிருக்குமாயின் அது f(x) = Os Siay 
மாகும். அது, நாம் எடுத்துக் கொண்ட கட்டுப் பாட்டுக்கு 
ஒவ்வாது. ் 

மேலும் ம் (2) = 03 PCole) ௭ 0, மற்றும் 6 ()-ன் 
மதிப்பும் ஐ (41,9-ன் மதிப்பும் ஒரே குறியீடு பெற்றிருக்கும் 
C+ அல்லது --5. ஏனெனில் அவை மாறுபட்ட குறியீடு பெற்றிருப் 

பின் [க்கும் 4_-க்கும் இடையில் ழ் (0) - 0-க்குக் குறைந்தது 
ஒரு தீர்வு தோன்ற ஏதுவுண்டு. இதுவும் நாம் எடுத்துக் 
கொண்ட கட்டுப்பாட்டுக்கு ஒவ்வாது. 

இப்போது/(0ு) - (2- hy)! (x — ha) 9 CX) 

FP Ox) = 10 ~ did? Ce — he)” OO) 
+ m(x — by! (x— da)” — 76 (x) 

+(x di )i(x-— ஏழா 6” (26) 

s (x — ol} * (x — ௮ 3" * [i (x -- dd)” ம் (x) 

+ m(x— oli) > (x) + (4 — ob) (% — he)” CD] 

= (x — hd)? (x — og) ™* F (x) 

F(x) = 1(x — obo) P(X) +m(x — hi) 4+ 9 (4) + CX — ha) 
(x — ole) 9* (x) 

இப்போது 8(41) = 1 (ol — hs) 9 Chi) 

F (ols) = MCs — oli) 9 Cole) 

ம் (0-ம். ர் (ஏம்! ஒரே குறியீடு பெற்றிருப்பதால், 

F (di) 7 (௮9-ம் மாற்றுக் குறியீடு பெறும். 

ஃ F(x) =0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 4, -க்கும் obs Sid 

இடையே ஓர் ஒற்றைப் படை எண்ணிக்கையுடைய மெய்யெண் 

தீர்வுகள் உண்டு (தேற்றம் 1-- 18-54), 

DD FE (x) = (x — hi) (4 — obs) > FR). ஆகவே 
Px) = 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு அடக்கும் ஏஏக்கு மிடையே 

ஓர் ஒற்றைப் படை எண்ணிக்கையுடைய மெய்யெண் தீர்வுகள் 

உண்டு; குறைந்தது. 9G மெய்யெண் தீர்வு இருந்தாக 
வேண்டும். ் oa 

18
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கிளைத் தேற்றங்கள் : 

மடு ரீலு. - 0-ன் தீர்வுகள் யாவும் வெவ்வேறு மெய் 
பயெண்களாயின், f’ (x) = 0; f’ (x) = 0 ௪9922 5௦9 999 69௨ 4௦௨. என்ற 

சமன்பாடூகளின் தீர்வுகள் யாவும் மெய்யெண்களாகும். 

ரிஜெ- 0 ஒரு ஈ படிச்சமன்பாடு ; f (x) = 0g@ (n—1) 
படிச்சமன்பாடாகும். 7 (0) - 0-ன் ஈ தீர்வுகளும் வெவ்வேறு மெய் 
யெண்களாயின் அவைகளுக்கிடையே f’ (x) = 0-ன் (ஈ-1) 
தீர்வுகள் மெய்யெண்களாய்க் கிடைக்கப்பெறும். அவ்வாறே. 
Sf" (x) = 95 f'" (x) -0.. என்பவற்றிற்கு. 

ம் ரீ ூ- 0-ன் இரு மெய்யெண் தீர்வுகளுக்கிடையே: 

ரீயூ - 0-ன் மெய்யெண் தீர்வு ஒன்றுக்கு மேல் இருக்கமுடியாது $ 

f (x) =0-6@ மெய்யெண் தீர்வு அவைகளுக்கிடையே 
இல்லாமலும் இருக்கலாம். 

(iii) f’ (x) = 0-க்கு? மெய்யெண் தீர்வுகளே இருப்பின் 

/ூ- 0-க்கு (1 - 1) மெய்யெண் தீர்வுகளுக்கு மேல் இருக்க 
முடியாது. ஆனால் குறைவான மெய்யெண் தீர்வுகளும் 

இருக்கலாம் 

(i) f' ஜே.௮ 0-க்குக் கற்பனைத் தீர்வுகள் இருக்குமாயின் 
f(x) = 0-க்குக் குறைந்தது அத்தனை கற்பனைத் தீர்வுகளேனும், 

இருக்கும். 

(v) ச ப- 0-ன் தீர்வுகள் B:, Bs: aeeweneee Ba-y என 

வெவ்வேறு தீர்வுகளாகி 7 (8), 7 (80), ரீ (80) வைக 
7(8.- பி. /0வின் மதிப்புக்கள் ஒன்று விட்டு ஒன்று கூட்டு குறைக் 
குறிகள் பெறின், ரீ (0-௩ 0-ன் தீர்வுகள் யாவும் வெவ்வேறு. 
மெய்யெண்களாகும் 

(vi) f’ (x) = 0-ன் மீச்சிறு தீர்வு $ ஆனால், 7 (ஐ) - 0-ன் 
தீர்வுகளில் ஒன்றே ஒன்று ;$-க்குக் குறைவாக. விருக்கலாம் ; 

அல்லது -க்குக் குறைந்த தீர்வு எதுவும் இல்லாமலும் இருக் 
கலாம். 

['(ப- 0-ன் மீப்பெறு தீர்வு ௫ ஆனால், f (x) -0-ன் 
தீர்வுகளில் ஒன்றே ஒன்று 4/-க்கு மிகையாக விருக்கலாம் ; அல்லது 
4/-க்கு மிகையான தீர்வு எதுவும் இல்லாமலும் இருக்கலாம் 

1858-ல் முன் நிறுவப்பட்ட ரோல் தேற்றம், அதன் கிளைத். 
தேற்றங்கள் சிலவும் கோட்டுருவப்பட மூலமாக எளிதில் விளங்கும். 
அவ்விளக்கம் பின் வருவதாகும்
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18:5-8:1 ரோல் தேற்றமும் கிளைத் தேற்றங்களும் 

கோடடுருவப் பட விளக்கம். 

படம் (8) 7 (ப-ன் கோட்டுருவப்பட மெனக் கொள்க. 

  

படம் 8 

தேற்ற விளக்கம் ₹ 

SCX) & வரைபடம் (8) காண்க. 

0 -- ஆய ஆதி 
%-- அச்சு? , 1 அங்குலம் - 1 அலகு - 10 சிறு இடை- 

வெளிகள். 

f(x) - 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள், கோட்டுருவப் 

படத்திலுள்ள படி 

x = 1 (புள்ளி &9 
x = £ (புள்ளி 9; 
x = இ-த (புள்ளி 0) 
% ௭ ச (புள்ளி); 

ரூ - 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் பின்வரும் புள்ளி 

கள், அவைகளின் மதிப்புக்கள். 

— O05 (a;)3 -0 (ஈழ; +05 (ag)s 41 (௪02 
+ 1:°4(as)3 + 1:7 (2,)3 + 2:5 (a,)3 + 8°25 (a,)3 + 4 (99) 

ரீூ-0 ன் இரண்டு அடுத்தடுத்த தீர்வுகள் - 19 8 
அவைகளுக்கிடையில் f’ (x)= 0 ன் தீர்வுகளாவன: -- 0'6-. 

—O2; +05; +1; + 1:4; 1 172 + 26, என 7 rain 
_ஓற்றைப்படை- உள்ளன. ல்.
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f(x) = 0ன் மற்ற இரண்டு அடுத்தடுத்த தீர்வுகள் 8,9-5. 
அவைகளுக்கிடையில் f' (x) = 0ன் ஒரே தீர்வு 8-25 உள்ளது 

மேற் கூறியவை ரோல் தேற்றத்தை விளக்குகிறது. 

கிளைத்தேற்றம் (11) 
Ais Gas Ag seocee Ay. Ary ஷே ag யாவும் St’ (x) =0 oF தீர்வு 

களாகும். 

(a, > y)3 (dy > 43) (dg> a4); (4, > A5)3 (45 > Ae)» 
(14, > 4) என்ற இடைவெளிகளில் f(x) = 0465 SiaaGer 
Aomt_wit G3 (ay > ag) இடைவெளியில் f(x) - 0ன் ஒரே ஒரு 

தீர்வு 8 (8) மட்டும் இருக்கிறது ; 

(௬ ச) இடைவெளியில் 7(2) - 0 ன் ஒரே ஒரு தீர்வு 
9:5 (0) இருக்கிறது. இது கிளைத் தேற்றம் (11) ஐ விளக்குகிறது. 

கிளைத் தேற்றம் (14) 

SOX) & முழுப்படம் படம் (8) ல் காட்டியபடி அமைகிறது 

எனக் கொள்வோம். 

1 யபூ-0 ன் மீச்சிறு தீர்வு-- 0-5; மீப்பெரு தீர்வு 4 4. 

f(x) = 0ன் மீச்சிறு தீர்வு -- 1; மீப்பெரு தீர்வு 48 (0), கிளத் 
தேற்றம் (ய்) இதனால் விளக்கப்படுகிற து. 

குறிப்பு: இக் கோட்டுருவப் படங் கொண்டு, முன்னர் இப் 

பகுதியில் நிறுவப்பட்டிருக்கும் இருதேற்றங்களின் விளக்கமும் 
பார்க்கலாம் (18554; 18-5 5) 

தேற்றம் (1) பார்க்க. அத் தேற்றத்தில் ஏ ௨ 1 எனவும் b 5 
எனவும் கொண்டால் 7(ம)ன் மதிப்பு 4 குறி பெற்றது; 7 (6) ன் 
மதிப்பு -- குறிபெற்றது. 1 க்கும் கக்கும் இடையில் 7(ஐ) ஃ 0ன் 
a ee படி ந, 6, 0) மூன்று (ஒற்றைப்படை) 3 ; 

ட இக 4 

ஈ- 5:56 எனவும் ம் - 8:2 எனவும் கொண்டால், F(a) & 

wos + GP Cuppy. f(b) ன் மதிப்பு - குறி பெற்றது. 
2:5 க்கும் 8-2 க்கும் இடையில் 7 (0) - 0ன் தீர்வு ஒன்றேயொன்று 
(ஒற்றைப்படை) 8 (8). 

8-4 -- ச எனவும் ச- 4 எனவும் கொண்டால் 7(--ஐ 4 - 
f(A) = +. க்கும் 5க்கும் இடையில் 7(ட - 0ன் தீர்வுகள் 
(&, 9, 0) மூன்று (ஒற்றைப் படை) - 1; 895. _ 

தேற்றம் (2) பார்க்க: அத்தேற்றத்தில் - 0 எனவும் 
॥ ௬ ௪:56 எனவும் கொண்டால் f(0) = +3 f(2 5) = + ‘0460 
2 8 க்கும் இடையில் 7 (ஐ) ௯ 0 க்குத் தீர்வுகளே கிடையாது...
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ao = — 2 crorayh, b = + 5 எனவும் கொண்டால் f (— 2) 

=—3f(+5)=—3 — 2460 5 SQ QoruId f (x) = Oar 

தீர்வுகள் (படத்திலுள்ளபடி A,B,C,D) நான்கு (இரட்டைப் 

படை) -- 1; 8; 8:5; 45. 

13°5°8°2 எ.கா. 

421251 19ஜ480௯0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளின் 

துன்மை காண்க. 

f(x) = 4x* — 21x? + 18x4+80=0 

f¥(x)= 12x* —42x418=0 

7009-0 என்ற சமன்பாடு 

இ 7ஜ48- 0 ஆகும், 

அதன் தீர்வுகள் Tey ட   

= 8, 4. 

f(d)= ob 
f(8) = 8 
FG) = 84) 

f(-ol) = ob 
ஓக்கும் 1க்கும் இடையே ஒரு மெய்யெண் தீர்வு உண்டு. 

தேற்றம் 9 (19-5-6)படி, கடைசியுறுப்பு 4- 80 ஆக இருப்ப 

தால் அம்மெய்யெண் தீர்வு குறை மதிப்புடையதாகும். மீதி 

இரண்டு தீர்வுகளும் கற்பனைத் தீர்வுகளாகும். 

13°5°9 slumb Gaphmb (Stirn.’s TLo em): 

7000-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் வெவ்வேறானவை 

எனக் கொள்வோம் (அதாவது சமத் தீர்வுகள் இல்லை), /(2) 

என்பது /(.பூன் முதல் வகைக்கெழு எனக் கொள்க. 

ரீட்டுக்கும் 7 (பூக்கும் உ.பொ.அ.(1121651 Common factor) 

கண்டுபிடிக்கும் முறைப்படி, /(20)ஐ 7,(20ஆல் வகுக்க, மீதி 502 

இருக்கட்டும். ஐ அப்படியே கொள்ளாமல் (டின் 

குறிமாற்றி 7. (0) -- (00) என்று வைத்துக்கொள்வோம். 

் அப்போது 700) “ரப -000 என்ற சமன்பாடு பெறப் 
படும். é 

இவ்வாறே தொடர்ச்சியாக, 

ப்பி —Se(x) . 
7502) - ரஸ்மி -ந (0 

என வகுத்து, மீதிகளின் குறி மாற்றி எழுதுவோம்.
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JI(x)+ 0G சமத்தீர்வுகளில்லை யெனக் கொள்ளப்பட்டதால் 
ரிஐக்கும் 7, (209க்கும் ஒரு சினைகூடப் பொதுவாக “இருக்காது. 
ஒவ்வொரு வகுத்தலிலும் கோவைகளின் “படி” ஒன்று ஒன்றாகக் 
குறைந்து கடைசியாக % சார்பற்ற ஒரு மீதி கிடைக்கும். அது fm 
என இருக்கட்டும். இந்தச் சார்புகள், 

FO) F.C); F.C) gee ட். என்பவை. இவைகள் 
சட்டரூம் சார்புகள் (S:i rms 100௦1௦18) எனப்படும். 

தேற்றம் 6 : 
சட்டரூம் தேற்றம் பின் வருமாறு : 
இச் சட்டரூம் சார்புகள் ஒவ்வொன்றிலும் 2-௨ என ஈடு 

செய்து பிறகு 5-ம் (௨௪) என ஈடு செய்து, அம் மதிப்பு*்களின் 
குறியீடுகளை எழுதினால், அக்குறி மாற்றங்களின் எண்ணிக்கை 
களுக்கு உள்ள வேறுபாடு /(2)-0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு, 
க்கும் மக்கும் இடைப்பட்ட தீர்வுகளின் எண்ணிக்கையைச் 
சரியாகக் கொடுக்கும். 

  

  
    

    
  

விளக்கம் : 

Kx) [cr Ae 70] 7402 நார் ப குதிமாற்ற 
ம 4 யை * | - . + | 4 

x=b} + | + | — | — + | சி       

  

  
  

இந்த அமைப்பில், 7 என்ற சமன்பாட்டிற்கு க்கும் 
ச்க்குமிடையே 4-28-2 தீர்வுகளே உள்ளன என்பது தேற்ற 
முடிவாகும். (தேற்றத் தெரிப்பு 8ஈர் : A Treatise on Akgebra 
pp 585—586 அல்லது Burnside and Penton: The Theory of 
Equations. Vol I pages 198-201 பார்க்க) 
13:5:9:1 தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தம் முறை : 

20), (ம.பி என்ற சட்டரூம் சார்புகளை ' எழுதிக் 
கொள்க, 

முதலில் ஜ-ஈ--% என ஈடு செய்து, இச்சார்பூகளின் குறி 
யீடுகளை எழுதி, குறிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கையைக் கண்டு 
பிடிக்க. (௬, குறிமாற்றங்கள்) பிறகு 5-0 என எடு செய்து 
இச் சார்புகளின் குறியீடுகளை "எழுதி, குறி மாற்றங்களின் 
எண்ணிக்கையைக் கண்டுபிடிக்க (ு) குறிமாற்றங்கள்).
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இச்சார்புகளின் குறியீடுகளை எழுதி, குறிமாற்றங்களின் 
எண்ணிக்கையைக் கண்டு பிடிக்க (ஈ, குறிமாற்றங்கள்), 

பிறகு 2-4 என ஈடு செய்து குறிமாற்றங்களின் எண்ணிக் 

கையைக் கண்டுபிடிக்க (ஈட குறி மாற்றங்கள்), 

தேற்றப்படி, m,—MN, குறை மெய்யெண் தீர்வுகளும், 

m—m, கூட்டு மெய்யெண் தீர்வுகளும் 1 

மெய்யெண் தீர்வுகளும் உள்ளனவென்பது தேற்ற முடிவாகும். 

ு, “10, ஆனால் குறைமெய்யெண் தீர்வுகளே கிடையாது; 

7, - ஈட ஆனால் கூட்டு மெய்யெண் தீர்வுகளே கிடையா து; 

ஈட --ரடி ஆனால் மெய்யெண் தீர்வுகளே கிடையாது 

இதே முறையில் /(20)- 0க்கு சரக்கும் ர்க்கும் இடைப்பட்ட 
மெய்யெண் தீர்வுகளின் எண்ணிக்கையை அறியலாம். 

முதலில் $-9 என சட்டரூம் சார்புகளில் ஈடு செய்து, அவை 
களிலுள்ள குறிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கையை க் காண்க (ஈ)- 
குறிமாற்றங்கள்) ் 

பிறகு $-ம் என ஈடு செய்து, குறி மாற்றங்களின் எண்ணிக் 
கையைக் காண்க. ( குறிமாற்றங்கள்)- அப்போது /(29)- 0க்கு 
சக்கும் ம்க்கும் இடைப்பட்டு 7, 47, மெய்யெண் தீர்வுகளிருக்கும். 
ஆனால் க்கும் ம்க்கும் இடைப்பட்டுத் தீர்வேயில்லை. 

19:69:22 எ. கா. 1 

3* 3 கீழ. கட [9 - 0ன் மெய்யெண் தீர்வுகள் எத்தனை? 

S (x) = xt + 4x® கிற — 18 

FS, (x) = 4(x%? + 8x? — 1) 

x® + 8x* — 1) x* 4.4x8 — 4x — 18 (x +1 

ab os" 
x® — 8x — 18 

x* + 8x? —1 
~ = 8x* — 8x — 12 

“fio (x) = 8x? 4 3 12 (குறியீடு மாற்றப்பட்ட மீதி) 

= B(x? +x + 4) 

x* +x + 4) x* + Bx? —1(x +2 

x5 + x* + 4x 
ax* —4x— 1 

Ox? 4+ 2x +8 

— 6x-—9
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fg CX) = 6x + 9 (குறியீடு மாற்றப்பட்ட மீதி) 

= 8(2x4+83 
2x + 8) 2x? + 2x + 8(x—1 

, 2x? + Bx 

(—x +8) x2 
—2x+ 16 
— 2x இ 

19° 
௨00): - 19 (குறியீடு மாற்றப்பட்ட மீதி) ஃ சட்டரும்: சார்புகள் 

J (x) = x* + 4x® — 4x — 18 . 
Jy GO) = x* + 8x7 — 1 (எனவும் கொள்ளலாம்) 
fo (x)=x? +x44 ( 99 ) 

் fs() =2848 0 ர } 
a f4(x%) = —19 

சட்டரூம் சார்புகளின் மதிப்புக் குறியீடுகள் 
மதிப்புக்குறிகள் 
  

    

  

  
  

  
    

  

  

  

    
  

        
  
  

  

    
        

௩ (700 (70250 ௩0109 /,2 crates 

—«] + | -~|+]}—-4]- 8 (1) 

0 (4 1௮ [34 1 2 (ஐ. 

cep tt | tt te] OK 1 (ஐ: 

a] —~ tpt > 4] e 2 (4) 

2} +] 4/4) 4 - i (5) 

ழீ - + + + | - 2 (6) 

-2/—-lelal— | _ 2 (7) 
=f உழ ணை [ஆரி | - 2 | (8) 

~4 ட | — | + | ~ ய் (க்         
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முதல் இரண்டு நிரைகளிலிருந்து f (x) = 0 க்கு ஒரு குறை 
மெய்யெண் தீர்வும் (2)வது, (8)வது நிரைகளிலிருந்து ஒரு கூட்டு 
மெய்யெண் தீர்வும் உள்ளன வெனத் தெரிகிறது. : 

எனவே, f(x) - 0 க்கு, மெய்யெண் தீர்வுகள் இரண்டு, 

கற்பனைத் தீர்வுகள் இரண்டு என்றும், அவ்விரண்டு மெய்யெண். 
தீர்வுகளில் ஒன்று கூட்டு, ஒன்று குறை மெய்யெண்ணென்றும். 

தெரிகிறது, 
(Aug (ag நிரைகளிலிருந்து அக்கூட்டு மெய்யெண்- 

தீர்வு 1க்கும் க்கும் இடைப்பட்டிருக்கிறதெனத் தெரிகிறது. 

(8)வது (99வது நிரைகளிலிருந்து குறை மெய்யெண் தீர்வூ. 
— க்கும் -- கீக்கும். இடைப்பட்டிருக்கிறதெனத் தெரிகிறது. 
எ. கா. 2. 

4 223 ர 0ன் தீர்வுகள் யாவும் மெய்யெண்களாயிருக்க. 
வேண்டுமெனின், என்ன கட்டுப்பாடு தேவை ? 

சிலே 73238 
. f(x) = 8x? +p. 
tx® + p) 8x® + Bpx + By (x 

Bx® + px 
Spx + 8G 

fs (x) = — (2px + 89) 
2px + 8g) Gpx*® + 2p? (8x — 97 

Bpx* + 9qx 
(— 99gx + 2p*) x 2p 
— 18pqx + கீற 
— 18pgx ~ 274? 

  
“Ap® + 87q* 

ஃ fg (x) (கீழ + 279") 
f(x) = x* + px+q 

f, (x) = 8x* + p 

fe (x) = — (2px + 89) 
மீ = — (4p, + 279") 

சார்பு மதிப்புக்களின் குறிகள், 

  

  

x= fx) | fi Gy) fy (x) | fs (x) 
| 
ஸை 54.97? 0 ~ + | + ஜன் கறி (apr ora") டி 

  

ர + + | — திறன் on VE oa (2)        
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மூன்று தீர்வுகளும் மெய்யெண்களாயிருக்க வேண்டுமானால் 

(2) நிரை (1)ல் மூன்று குறிமாற்றங்களும், 
(6) நிரை (29ல் குறிமாற்றம் ஏதும் இல்லாமலும் இருப்பது, 

தேவையான, போதுமான கட்டுப்பாடுகளாகும். இந்தக் 
கட்டுப்பாடுகள் நிலவ, 

pi, (4p°+27q*)h குறை மதிப்புடையவைகளாயிருக்க 
“வேண்டும். 

இரண்டாவது கட்டுப்பாடு, முதல் கட்டுப்பாட்டைத் தன் 
னகத்தே அடக்கியிருக்கிறது. 

ஏனெனில் 42” 27டூன் மதிப்பு குறை மதிப்புப் பெறவேண்டு 
மானால் றன் மதிப்பு கட்டாயம் குறை மதிப்பாயிருந்தாக 
“வேண்டும். இந்தக் கட்டுப்பாடுகள் இருப்பின் 

- க்குரிய குறிகள்முறையே — + -- 4 (8 குறி மாற்றங்கள்) 

+<é6flu குறிகள் முறையே -- (குறி மாற்றமே 
யில்லை). 

எனவே, 2”-று*ர-0ன் தீர்வுகன் மூன்றும் மெய்யெண் 

களாயிருக்கவேண்டுமெனில் 474 27ர£-0 என்பது தேவை 
யான போதுமான கட்டுப்பாடு. 

[முப்படிச் சமன்பாடு பகுதி பார்க்க, 4ர£-427ர” என்பது 
-முப்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளது தன்மைகாட்டியெனப்படும். 
(Discriminant of the 01௦) ]. 18-6ல் விரிவாகக் காண்க. 

குறிப்பு ண: சட்டரூம் தேற்றம் பொதுவாக உண்மையானாலும், 
நடைமுறையில் அதைப் பயன்படுத்துவதற்கு மிகையான 
உழைப்பு தேவைப்படும். மற்ற எளிய முறைகளிலும், தீர்வுகளின் 
எண்ணிக்கைகளையும், அவைகளின் வரம்புகளையும் காண இயலு 
மாதலின் இத்தேற்றம் பெரிதும், இன்றியமையாத நிலைகளில் தவிர, 
பயன்படுத்தப்படுவதில்லை. 

டயிற்சி 13:5 (1) 

1. 2%”-8)”-12211-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 
பாவும் வெவ்வேறு மெய்யெண்களென நிறுவுக, 

2 2”-21%480-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் யாவும் 
வெவ்வேறு மெய்யெண்களென நிறுவுக, 

8. x°—18x+20=0; x°—8x*—72x4+8=0 என்ற சமன் 
பாடுகளின் தீர்வுகள் மெய்யெண்களென Anis.
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4. x®—8x4+C=0er Stes wraph OuodsiQueadtracmrudesr 

ன் வரம்புகள் யாவை ? 

5. 8xt*—8x®—6x?424x4+6=0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 

இரண்டு மெய்யெண் தீர்வுகளும் இரண்டு கற்பனைத் தீர்வுகளும் 

உள்ளனவென நிறுவுக,. ் 

டே aa-1 ன் an _ க 
ர 4 ர் 3 + i 0 என்ற     

6. 40. + A 
neil n 

கட்டுப்பாட்டில் சச சம் அர்க் 0 என்ற 

சமன்பாட்டிற்கு 0க்கும் 1க்கும் இடையில் குறைந்தது ஒரு 

மெய்யெண் தீர்வு உண்டு என நிறுவுக. 

7. fCxy=(x- p)?+(x—G)? + (x-7)* = 0 என்ற சமன் பாட் 

HIG ஒரு மெய்யெண்தீர்வும், இரு கற்பனைத் தீர்வுகளும் 

உள்ளனவென நிறுவுகஷி 
8 8xt48x®—S80x?—72x+k=0 என்ற சமன்பாட்டின் 

தீர்வுகள் தன்மையை, ன் பல்வேறு மதிப்புக்களுக்குக் காண்க. 

9. Sxt—4x® 12x%+k=0er Stojscr மெய்யெண்களா 

பிருக்கவேண்டுமெனில் ன் வரம்புகள் காண்க. 

10. சட்டரூம் சார்புகள் கொண்டு, பின்வரும் சமன்பாடு 

களின் தீர்வுகளது எண்ணிக்கையையும், அவையிருக்கும் இடங் 
களையும் அறிக. 

Gi) x*—4x°+7x?—6x—4=0 

(0) x*+8x3—x?-—8x+11=0 

Giii) 8x°+5x*°+2=0,
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The cubic and the biquadratic Equations ) 

19:6-:1 ax*+bx+c=0 என்ற இருபடிச்சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 
_ 2 

a ahve ~ Aac என்ற வாய்பாடாக நாம் அறிவோம். 

அவ்வாறே, முப்படி, நாற்படிச் சமன்பாடுகளுக்கும், வாம் 

பாடாக நாம் தீர்வுகள் காணமுடியுமாயினும், நடைமுறையில். 

குறிப்பிட்ட சமன்பாடுகளின் தீர்வுகாண அவை பெரிதும் பயன் 
படுவதில்லை. அவையல்லாத முறைகளிலேயே நேரடியாகத். 
தீர்வுகாண்பது எளிதாக அமைகின்றது. சிறப்பாக, முப்படிச். 
சமன்பாடுகளின் தீர்வுகாண்பது கடினமாகவேயிருக்கும். இருப் 
பினும், பொதுவாக, வாய்பாடு முறைகளையறிவது, சமன்பாட்டுக். 
கொள்கை அறிவை முழுமைப்படுத்தும். 

18:62. முப்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் காண்பதில். 
“ஒன்றின்” முப்படி மூலங்கள், அதாவது %£--1-0 என்ற சமன் 
பாட்டின் தீர்வுகள், வழக்கில் பயன்படுமாதலின் அவைகளைப் 
பற்றி முதலில் அறிவோம். 

ஒன்றின் முப்படி மூலங்கள் ( 06 cube roots of Unity) 

“1௬0 என்ற சமன்பாட்டையெடுத்துக் கொள்வோம். 
(x—1)(x* +x41)=9. 

‘ . ~—1tiy3 
%51 ஒரு தீர்வு; மற்றிரு தீர்வுகள் ey 

~—1+iy8 
(75) ௪ எனக்கொண்டால், 

1-9--8ப/8 

4 

= “1-8 

2 

௦02
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—ivys 
3 

1—842iy8 
4 

_aitrivs 

னு 2 ; 

, எனவே ஒரு தீர்வு ம crordsQarairtored wpe Siey w* எனப் 

பெறப்படுகிறது. 

எனவே 3£1-0ன் தீர்வுகள் 17,ல, ௦” என்ற தொடர் 

முறையில் துமையுமிட வவட பரம அல்லது ம என்று 
8 

—1-iy8 
இருக்கும் ; அப்போது முறையே ate’ அல்லது 

அவ்வாறே - — =Ww ஏனக்கொண்டால், 

  

& 140+4+w0*=0 

lew+dw?+w%=0 

300007] 

என 3ந£--10ன் தீர்வுகளுக்கும் கெழுக்களுக்கும் உள்ள தொடர் 

புகள் எழுதப்படலாம். 

அதாவதுடி 

1ல் ten} என்ற இரு தொடர்புகள் வரும், 

மேலும், பின்வரு வன எளிதில் புலப்படும் : 

Gi) w+w?=—1 

௦051-1 (7 ஒரு கட்டு முழு எண்ட) — 
மா, + Fea 

wort 2 yw? 

(1) சூன் முப்படி மூலங்கள் ச, ரல், ௨௰” ஆகும். 

(x8 —a*) = (x—a)(x - aw)(x—aw*) 

= (x—a)w®(x— aw)(x—aw*) 

= (x—a)w*(x—aw)w(x—aw*) 

(x—0}(w*x—a)(wx—a) 

Gili) (x® +0") © = (x + 0) (x + aw) (X + aw*) 

= (x + a)(°x + a) (9° +4)
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Civ) x® + y® + 23 — Sxyz = (x + ytz) (x? + y*® + 2? 
—yZ— 2 — xy) 

oF = o° = lerord கொண்டால், 

x® + (wy)® + (%2)" — 8x (oy) (2) 
= (x + ௨.73 ௦2) % மற்றோர் சினை$ 

மேலும், 

x® + (o*y + 02)? - 92(ம“9) (௨2 
= (x + o1y + 02) x WPCGI Aan. 

எனவே 1, ம, ம£ என்பவை '1”ன் படி மூலங்களாயின், 

x® + y® + 2® — Bxyz = (x+y tz) (x + wy + wiz} 
(x + ©*y 4 ௨2) என்ற வகையிலும் சினைகள் காணலாம். 

19.63 முப்படிச் சமன்பாடு - திட்ட அமைப்பு : 

பொது அமைப்பு: ச 42 முர ௪௬0. 

சில வசதிகளை முன்னிட்டு, ஈருறுப்புத் தேற்றக் கெழுக்களோடு, 

பொது அமைப்பு 

ச 4 மே” 4 சே 4 டர எ 0 என்று கொள்ளப்படுவதும் 
வழக்கிலுண்டு. 

189 ௪.9.1; சிறப்பு எடுத்துக் காட்டு (ஏன்! படி, - சழ: 4 

என ஈடு செய்தால், இச் சமன்பாடு, 

y+ 8Hy + Ged என்ற அமைப்பில் வரும் எனவும் 

H = (ao a, — சட) 

G = a)" a3 — 84) aya, + 2a,* crorapd uri SG arid. 

y+ 8Hy+G=0 serug முப்படிச் சமன்பாட்டின் 
“திட்ட அமைப்பு” ($(8ற 02ம் 1070) எனப்படும். 

Omg yar கெழு பூச்சியமாகும். எந்த முப்படிச் சமன் 
பாட்டையும் இத்திட்ட அமைப்பில் கொண்டு வரலாம், 

8° + 6x* 4x +1=0 என்ற சமன்பாட்டில், 

நூ ௩ 8% 4 உ என ஈடு செய்தால் இத்திட்ட அமைப்பு கிடைக்கும். 

ந” உள்ள உறுப்பு இராது. 

x ட் -$ இவ்வாறு ஈடு செய்ய மாற்றியமைத்த. 

சமன்பாடு, 

y® — 84y + 49 = 0 எனப் பெறப்படும், 

morug y’ + 8( — 8)y + 49 = 0
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H=a,a, —-Qi=—4~—4 = = — 8 soarayid. 

G = G} a, — 84,4, 4a, + 24," 
=9+ 24+ 16 

௪ 49 எனவும் வருவதைக் காண்க 

1979₹4. மற 348௨) 480,2 4 ட 0 என்ற சமன்: 
பாட்டையும் நூ 4 8/8) 0-0 என்ற சமன்பாட்டையும்: 
எடுத்துக் கொள்வோம். 

உன் தீர்வுகள் 4, 8, 5 ஆனால் 

நூன் தீர்வுகள் 8044 81% 4 4,34), 7 + Oy 

அல்லது 6 (ஸர) 2% (847 ie o( 73 +a) 

ஆனால் 44 Pty = — ot என்ற தொடர்பைப் பயன்படுத். 
0 . 

தினால், 

றன் தீர்வுகள், ௦ (4-4 ~AtB +7). So (@y-B-y) 

(8-5 பவ = 08 --லு 
a, (y- உ) 2 (3-௮ - இ. 

௨
5
 ll 

என்பனவாகும். 

13.65. ந. 84 0- 0என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள்: 

த. 8 7 ஆனால், 

(9 — 1), (+ — p)*s(p — ஏ)” என்ற தீர்வுகளைப் பெற்ற சமன்: 
பாடு காண்போம் (18:29 காண்க). இப்படிக் காணவிருக்கும். 
சமன்பாடு, £ முப்படிச் சமன்பாட்டுத் தீர்வுகளின் வேறு பாடுகளின் 
* இருபடி' களைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட முப்படிச் சமன்பாடு” 
6T or“) (Equation of the squared differences of the cubic), 

Pt+qtr=090 

Qr+rpt+pq =8H 

pqr=—G 
என நாம் அறிவோம். 

z= (q — r)* 
=@*> +r*—2Qaqr 

=p tg? ஆரிய றக ய திரம்.  
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(2 py" ~2.(% pq) — y*? + =e 

0- 6H — yt 422 ர. 
அல்லது” 4 (24 60). 80- 0 

“கொடுக்கப்பட்ட த 

சமன்பாடு } y+ 8Hy + G =0 

கழிக்க (2+8H)y— 86=0 

8G 
y= oy en 

எனவே (9. 795. (5, மு. ஏ4 தீர்வுகளுடைய 
“சமன்பாடு 

aH "+ 84( preg )+G=0 
-சுருக்கினால் 

2° + 18Hz* + 81 H*z + 27(G* 4 கத = 0 
முதல் முதலாக, 

@yx* + 3a,x? + 8a,x + a, = 0 

என்ற சமன்பாடு இருக்குமாயின், அதன் தீர்வுகள் 
ol, By ¥ எனக் கொண்டால், 

  

y? + SHY +G = Osir கீர்வுகளான 7907. என்பவை ஈமூறையே,* 

டே). 41.\, ட்ட து 2) (84 ௯ (14 ட) 

2241810138] + 27 (G* + 43%) = Ooi. 

[02-30-௩529], 
fe * 9-௬ (௨5 a Ne 

[oo(4+e )-ao(s +2 yf 
HASTUSB ay" (B—-Y)*s ag? (¥ — h)*, ag? (Ch - BY 

ஆகும். 

ஆகும். 

தீர்வுகள்,
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“ a°(B— v)’ 00-4௮“ Col — BD? 
= — 27 (a சு 4H°) 

என்ற தொடர்பு கிடைக்கும்: . 

G? + 4H® & ay* [ao* ay? .— 6ay a, டிடி 4 4a, as? + 
. . 4a,° ag _ 84,7 a,?] 

1.9. 6.8, முப்படிச் சமன் பாட்டின் தீர்வுகளின் தன்மை ; 

(Nature of the roots of a Cubic) 

இதுவரை நாம் கண்டது. 

சமர் 84,x* + 8a,x + a,= 0 se (A) 
ன் தீர்வுகள் ௮, 8, 53, ஆயின், 

x8 + 18Hx* + 81 H*x + 27 (G* + 4H") = 0 (B) 
or Stas a3 (B—Y)*s a3 (Y —Ah)*s a3 (4 — BD 
ஆக இருக்கும். 

(i) 0.ன் தீர்வுகளில் ஒன்று: குறை யெண்ணாயிருப்பின், 

(4) க்கு இரண்டு கற்பனைத் தீர்வுகள் இருக்கும். 

(ii) (2. ன் தீர்வுகள் யாவும் கூட்டெண்களாயிருப்பின் 

(4) ன் தீர்வுகள் யாவும் மெய்யெண் களாயிருக்கும். 

இப்போது நான்கு வெவ்வேறு நிலைகள் காணலாம். 

(ய் (0-4 4/5) ன் மதிப்பு குறை யெண்ணாயின் CA) 
தீர்வுகள் யாவும் மெய்யெண் களாயிருக்கும். 

ஏனெனில் (06* -- 4/8) ன் மதிப்பு குறை யெண்ணாயிருக்க 
“வேண்டுமாயின், குறை யெண்ணாகவும் /4 775/2 0 ஆகவும் 
இருக்க வேண்டும். அப்போது 

x® 4 18 நூறி 8], 27(0* 4 4 128) = 0 என்ற 

சமன் பாட்டில் கெழுக்களின் குறிகள் -- — + — என இருக்கும் ; 

Gugib (—x)? + 18H (-—x)*? + 81H* (—x) + 
27 (G* + 4H") - 0 என்ற சமன் பாட்டில் கெழுக்களின் குறிகள் 
௮௮ ஏன இருக்கும். எனவே குறை மெய்யெண் தீர்வே 

யிருக்க முடியாது. அதாவது ௯(8--3)“; (4-2 
a5" (A — B)* எதுவும் குறை யெண் மதிப்புப்பெறாது அவை 
இருபடியா கையால் கூட்டு மெய்யெண் மதிப்புக்களே பெற 

முடியும். “எனவே 4, 05, என்ற CA) ன் தீர்வுகள் யாவும் மெய் 

அயண் களாயிருந்தாக வேண்டும். 

14
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6 (04 4/3) ன் மதிப்பு கூட்டு மெய்யெண்ணாயின் 

சமன் பாட்டிற்கு இரு கற்பனை யெண் தீர்வுகள் இருக்கும். 

கடைசி (மாறிலி) உறுப்பான 0 -- 4/7 கூட்டுக் குறி 

பெறுவதால் ()க்குக்கட்டாயம் ஒரு குறை மெய்யெண் தீர்வுஇருக்க 

வேண்டும் (18: 5-6). எனவே (.4)ன் இரு தீர்வுகள் கற்பனை யெண் 

களாயிருக்கவேண்டும். 

(c) 0₹44₹-0 ஆனால், சமன்பாட்டிற்கு இரு சமத்: 

தீர்வுகள் உண்டு. 

(2ல் மாறிலி உறுப்பு பூச்சியமாதலின் (8)ன் ஒரு தீர்ஷ 
பூச்சியமாகும். அப்போது (8-- 59”; (7-2: (06- £)” 
என்ற மூன்றில் ஒன்று பூச்சியமாகும். எனவே (49)ன் இரு 

தீர்வுகள் சமம். 

(ஸ் 2-0, 0 ஆனால், சமன் பாட்டின் மூன்று தீர்வூ 

களும் சமமாகும். 

(ன் அமைப்பு $£ - 0 ஆகும். எனவே, 

(2-2 02-04-070௨ By 
2. d=B=Y எனப் பெறப்படும். 

மற்றும் 720; 0-0 ஆனால் 

@) Gy = @,2 3 a3 a, — 8a) a, a, + 208 = 0 

பேட 4: 
ay as ag 

. a a a 1 
ப்போது -3 2: = 2 3 எனக், இ து a, a, 2 k கொள்க. 

fe Qgx® + Ba,x® + Bag xt ag = aox* + Bay k x? 
4- Ba, k? x + ay k” 

= ay (x + k)® 

இம் முறையிலும் மூன்று தீர்வுகளும் சமமென்பது அறியப் 
படுகிறது. ் 

13.6°6°1 எ.கா: 

x® + நே 3 703 ௨௮ 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளின் 
வேறுபாடுகளின் இருபடிகளைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன் 
பாட்டைக் காண்க.
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முதலில் 2” பே” 4 742 0 என்ற சமன்பாட்டில் 
இரண்டாம் உறுப்பில்லாத சமன்பாடு காண்க. ் 

ற - த் எனக் கொண்டால், 

x=ypt a 

இதைச் சமன்பாட்டில் ஈடு செய்தால், 

(௩695480407 t+7iy+ )+2=0 
gerug y® + y* (8h +8) + y (8h? + 18h + 7) + 

(h°4+6h* + 7h + 2) = 0 

இரண்டாவது apdurer y* Medan வேண்டுமாயின் 
8h+6=0 geeaqg Ah=—Qorors கொண்டால் போதும், 

அதாவது கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை - 8 

குறைக்கவேண்டும், அதாவது & கூட்ட வேண்டும். அச் 
சமன்பாடு 

yi+y?(-6 + 6) +y (12 — 24 47) + 
(—~8 + 24-—14+ 2)=0 

org y® —5y + 4 — 05 

x” + 6x* + 7x + 2 = 0ன் தீர்வுகள் of, By Y ஆனால் 
y? — Gy + 4 = 0ன் தீர்வுகள் 

Cah + 2), CB + 2),07 + 2) oer. 

ol + இ ற 

B+8=q 
7 4 க ௮ 7 ஆனால், 

(q—1r)* =(8 — r)” 
(—p)* =(Y— dA)’ 
(p — 9)* = (A — B)* 

எனவே ந£--5)ர-44- 0ன் தீர்வுகளின் வேறுபாடுகளின் 

இருபடிகளைத் தீர்வுகளாகக் கொண்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

(B ~— ¥)? CY -(6- £)* ஆகும். 
yi —5y + 4=0 

pt+qtr=0 
patgqrt+mpa=—s 
pqr=—4
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Pe ntag +r — qr 
= p* ரீ ஈர ழ் 2 : 

a 8 
=@+qtni—23pg—y +5 

ஃ 7204101732 
2 

௬ 10ந-ந 48... 

ல y? +y(z— 109-840 
y —5y+4=0 

கழித்தால் (2-5) -- 7840 
_ _12 

oe Yo ze 5 . 

Qans y® — 5y ௩4௮0ல் ஈடு செய்தால், நமக்கு வேண்டிய 

சமன்பாடு கிடைக்கும். 

(அ) -(2800 54௬ 
4(z — 5)* —6@ (z—5)* + 1728=0 

ero gy (z — 5)® — 15 (z—5)*? + 482 = O 

அதாவது 2£--80 2 4 225 z— 68 = 0 

எனவே நாம் வேண்டும் சமன்பாடு. 

x* — 80 x? + 225 x — 68 =0 

பயிற்சி 13:6 (1) 

1. பின் வரும் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகள து வேறுபாடுகளின் 

இருபடிகளைத் தீர்வுகளாகக் on சமன்பாடு காண்க, 

(i) x*—-7x+6= 

(ii) x® —6 x? Ota 

2. 2 (i)-er “how teboher x8 + 6x? + 9x - + 4 = 0-sir 

தீர்வுகளின் தன்மை பற்றி என்ன கூறலாம்? 

  

  

  

13-67 திட்ட அமைப்பிலுள்ள முப்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வு 
காணல்--கார்டான் முறை (Cardan's method) 

a, x®° + 8a,.x* + 8a,x.+4, = 0 . என்ற சமன்பாட்டைத் 

திட்ட அமைப்பான ன ரோ i 

y> +8Hy+G= 0 என்ற அமைப்பில் எழுதலாம் என 

நாம் "18. 6-5-ல் பார்த்தோம். QuGur gy? + 8 By + G = 0-or 

தீர்வுகளைக் கார்டான் முறைப்படி அறிவோம்.. 

ச்
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b 4 gt yu p+ gq எனக்கொள்வோம்.. 

ஃ்ர தட்டம் சல ச ் (2-4) 

=p+qt ap? qi q® ye: 

அதாவது 

yt —8 pt aghy—(p+g)= 0 oA 1) 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு )” 4 8 Hy qe ச் = 0°. (2) 

(15-ம் (2)-ம் ஒப்பிட்டால் 

p+q=-G 
(89. 

், p qe = — H «erp தொடர்புகள் காண் 

கிறோம். 

of ஃ் றர 05. ல் 

MOro p—g= {(pt 9)" — 4pq} *” 

(p — 9) = (eg? + 448°) 78 5D 

(8)-ம் (5)-ம் எடுத்துக் கொண்டால், 

—-GtvyG+4H* 

  

= 

2 

q= ட்ட ea. | 

ற அற + ர் என்ற தீர்வு கிடைக்கிறது. இங்கு 42 - க்கு 

மூன்று வெவ்வேறு மதிப்புக்களும் 47-க்கு மூன்று வெவ்வேறு 

மதிப்புக்களும் உண்டு. ஆகவே y-dq Bx ௬9 வெவ்வேறு 

மதிப்புக்கள் உள்ளான . ஆனால் முப்படிச் சமன்பாட்டிற்கு மூன்று 

தீர்வுகளே உண்டு. 

இந்த முரண்பாட்டை நீக்க வேண்டும். ॥ற-ன். மூன்று 

மதிப்புக்கள் 4 3, 7, எனக்கொள்வோம். ் 

1 1 

p'qg*=— ஆகையால் உரிய 47-ன்மூன்றுமதிப்புக்கள் . 

—-H 8 ம ் 

a” B ’ Y 

எனவே மூன்று தீர்வுகள் 

lt’ B’ Y .
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13:6:7:1 எ.கா 

கார்டான் முறையில் %” -- 9% 4. 58 - 0-ன் தீர்வு காண்க. 

x = p + ர் எனக் கொள்க, 

x° = p + q+ Spqtx 
1 

x® — 9x + 28 = 0 (2) 

- (டம் (20-ம் ஒப்பிட, றர ௫ - 8 
உறர க 27 

p+q=—28 

Be p — g = V(o + g)* — 40g 
= ¥ 784 — 108 

= 26 

— 28 + 26 1 
& pe yo Be be 

q= — 86 = 98 26 _ — 97. 

6 x= ¥ol + ye 87 
=—1-—8= — 496 Sig. 

*..9x +28 = Ce + — 4x +7) = 0- 
6 x*—4x+7=0 

x =2+iys8 

தீர்வுகள் — 4,2 +iy 8 

பயிற்சி 13:6 (ii) 

கார்டான் முறைப்படி பின்வரும் முப்படிச் சமன்பாடுகளின். 
தீர்வு காண்க, 

1. x*° + 6x ~20=0 

2 x® —~6x*° +8x—28 = 0 

3. x®* + x* —Ox+12=0 

4. x®°+28x?~ x-— 2=0 

, 19:68 நாற்படிச் சமன்பாடு (The Biquadratic) 

நாற்படிச் சமன்பாடுகளின் தீர்வுகாண,, பல முறைகள் 

உள்ளன. ஆனால் அவை யாவும் முப்படிச் சமன்பாடுகளின்
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தீர்வுகளோடு தொடர்பு பெற்றவை. பெராரி முறை. ₹மிக எளிய 

(pen puis Gb (Ferrari’s Method), 

பெராரி முறை: x* + தூ 4 ர ௩௨௬0 என்பது 
ஒரு தாற்படிச் சமன்பாடு. ் 

இரு பக்கங்களுக்கும் (௪4% 4 $)” கூட்டுக, 

அப்போது, ட ॥ 
” + px® + qx? +rx+5+ (dx + B)° 

உ . = (Ax + B)* 

அதாவது, 

x* + px® + x*(q + of?) + (r + 248) x + (s + 25) 
= (dix + B)* 

2 

இடது கைப்புறம் (= + ae +r ) என எழுதுவோமா 

யின், 

a+ 5 =qtd's (4). 

Pr =r + 8hB3 (2) 

AZ =s + B? (8) என்ற 
கட்டுப் பாடுகள் தேவை. 

இம்மூன்று சமன்பாடுகளினின்றும் 4, இரண்டையும் 
விலக்க முற்படுவோம். 

(2) 06651 248 = pXR ௪ . -(4) 

(1) 0@ig dt? = 2A + ட் ஏ (8) 

(லிருந்து 3), -3 (6) 

so 4b°B* = 4(A* — 5) (20 +P 2) = (pd — 7)" 

srg (X* — 5s) (8A + p* — 49) — (pA—r)’ = 0...(7) 
இது ),ல் ஒரு முப்படிச் சமன்பாடு. 

இதற்குக் கட்டாயம் ஒரு மெய்யெண் தீர்வு உண்டு, அதைக் 
கண்டு பிடித்தால், (,$ீன் மதிப்புக்களை அறியலாம் * 

எனவே ஷ் $ என்ற கணிக்கப்பட்ட இராசிகளைக் 

கொண்டு, 

(+ x40) = (lx + B)? என்ற சமன் 

பாட்டின் தீர்வுகள் காணலாம்,



216 :  * இயற்கணிதம், 

bs)
 

x? + சர் = + (dx + B) 

x? +4 22% (24 8) 

என்ற இரண்டு இருபடிச் சமன்பாடுகளின் நான்கு தீர்வுகள்' 
கொடுக்கப்பட்ட நாற்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும். ' 

எனவே, நாற்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகாண (79ல் கண்ட 
மூப்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வு தேவைப்படுகிறது. ச 

1867ல் முன் பத்தியில் கண்ட, 2,ஐத் தேராக்$கணியமாகக் 

கொண்ட முப்படிச் சமன்பாடு (£9க்கு, அதாவது, 

(A* — 5) (8X + p? — 49) — (pXR —7)*? =O என்ற 
சமன் பாட்டிற்கு மூன்று தீர்வுகளும் மெய்யெண் தீர்வுகளாயிருப் 

பினும் ஒவ்வொரு ), மதிப்புக்கும், கொடுக்கப்பட்ட நாற்படிச் 
சமன்பாட்டிற்கு நான்கு, நான்கு தீர்வுகள் என 8 விதமான 
தீர்வுகள் அதாவது 18 தீர்வுகள் வராது: (79க்கு, 9, 2), 2௩33௪ 
என்ற மூன்று மெய்யெண் தீர்வுகள் உள்ளனவெனக் 
கொள்வோம். 

12 உஎன்பவற்றை முறையாக எடுத்துக் கொண்டால் 

(x? + px + 4) 4 இ -.0 ew (1) 
(x? + px + Ag) + (olgx + By) = 0 (2). 
(x? + px + Xa) = (olax + Bg) = 0 (9) 
நாற்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் ச,ம,டிசி என விருந்தால் 
(x? + px + 3) + Colix t+ B.) = (x—a) (x — 6) 
Cx" + px + Ax) — Clix + Bi) எ௫-௦ (2-ல் எனவும் 
O* + px + Xa) + Colgx + Bs) = (x—a) (x — c) 
(x* + px + Ag) — (422 * இ.) ௪ (௨) (௩-2) எனவும் 
(x* + px + Xa) + Colgx + Bs) = (x—a) (x — d) 
(x° + px + Xo) — Colax + Ba) = (x~ b) (x — c)srarayi 

பெறப்படும். aCe Siayscr abcd sirp prore SLtoyscrs 
மட்டுமே கொடுக்கப்பட்ட நாற்படிச் சமன்பாட்டிற்குக் கிடைக்கும். 
ஆகவே (7)ன் ஒரு தீர்வு கண்டால் போதுமானது. அது 
கொண்டு கொடுக்கப்பட்ட நாற்படிச் சமன்பாட்டிற்குத் தீர்வுகள் 
பெற்றால் போதுமானது. 

௭. கா. 

x* + ஜெ 4 1423 15 ௪ 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் ' 
காண்க. 

x* + 2x° + 14x + 15 + (olx + B)® = (lx + 00951. என 
எழுதுவோம். ்
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sre gs x* + 2x° + L*x? + x (14 + 218) 
+ (15 + B*) = (dx த)” 

இடது கைப்புறத்தை 

(x? + x + A)® என எழுதினால், 

2A +1= 2? 

-2X = 144 248 

A? = 15 + §* 

(2A — 14)* = 44°B* = 4(2 + 1) (A? — 18) 

ர் 
॥ 

* 4(X — 7)? = 4(2° + A* — 80A — 15) 

~ A®— 14, + 49 = 2A* + A* — BOA — 16 

2\* — 16, — 64 = 0: 

org * — 8x — 82 = 0. 

7. ௪ 4 ஒரு தீர்வென நேரடியாகத் தெரிகிறது. 

o L=9 

Bt =1 
218 = -—6 

d= +8 
B= +1 

AB =- 8 
எனவே 4௩98, B = - 1 எனவோ அல்லது 

ol = — 8,8 - 1 எனவோ எடுக்க:வேண்டும்.. 

அப்போது 

(x? + x + 4)? = (8x — 15) அல்லது (1 - 825” 

x +x4+44 8x%-1=0 

x*>+x+4—-—8x41=0 

என்ற இரு சமன்பாடுகள் கிடைக்கும். 

அதாவது 2” 4 48-00 

x*— 2x +5=0 

இவைகளின் தீர்வுகள் - 7, - 8,124 

எனவே நாற்படிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

—1,—8,1+21.



218 

1. 

இயற்கணிதம் 

பயிற்சி 186 (iii) 

பெராரி முறைப்படி, பின்வரும் நாற்படிச் சமன்பாடுகளின் 
தீர்வு காண்க. 

என்ற. 

கிறுவுக. 

(9) x*+—12x—5=0 

(b) xt — 12x? + 24.x + 140 = 0 
(ce) 4x4 + 4x? — 7x* — 4x12 = 0 

(da) x* — 2x* - 19x* + 68x — 66 = 0 

(e) x4 — 4x® + 4x? + 4x —2 = O. 

x* + Gax? + 4bx + c 2 m(x — n)t — n(x — m)* 
முற்றொருமை பொருந்துமாயின் பின்வருவனவற்றை 

(i) a® 0 

(ii) m,n croérum at+bt—-@=oer Say 
SNTEGg இதையொட்டி $* 4 1? 4 நே 6 = Oar 

தீர்வு காண்க.



19.7 தோராயத தீர்வுகள 

(Approximate Solutions) 

18-7:1] ஒரு சமன்பாட்டிற்கு அளவுக்கிணங்காத (1284௦2) 
தீர் வுகள் இருக்குமாயின், அவைகளின் தோராய மதிப்புக்கள் 
காண சில முறைகள் வகுக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 

(1) நியூட்டன் முறை; 
(2) ஹார்னர் முறை. 

கோட்டுருவப் படங்கள் மூலமாகவும், சில சமன்பாடுகளின் 
அளவுக்கிணங்கிய தீர்வுகள், அளவுக் கிணங்காத தீர்வுகள் யாவும், 
.மூடியுமளவு தோராயமாக அறியமுடியும். அம் முறைகள் பின்னர் 
“விளக்கப் பட்டிருக்கின்றன. 

19-72 நியூட்டன் முறை௦ 

வகை நுண் கணிதத்தில் நிறுவப்படும் டெய்லர் தொடர் 

இங்கு பயன்படும். 

டெய்லர் தொடர்: 

h க ௪. | h? a 
{lh +h) =f (ol) t+y4f (ol) +. Fe f? (oh) + severe 

எனப்படும். (விரிவான விளக்கத்திற்கு ஏதாமொரு வகை நுண் 
.கணிதநால் காண்க) 

  

f(x) - 0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு “4 என்ற மதிப்புக்கு மிக 

அருகாமையில், ஒரு தீர்வு இருக்கிறது என்று நமக்குத் தெரியு 

மானால், அதாவது ‘ol’? ஒரு தோராயத் தீர்வு எனக்கொண்டால், 

சரியான தீர்வு (4 * 8) எனக் கொள்வோம். 

அதாவது 7(4௩4)-0 
ஃ 700௪ 0ன் ஒரு தீர்வு (௨44)
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எனவே டெய்லர் விரிவுப்படி, 

Oe fd th = f(b) +P) + Fp af ல 

+ 662666 66%. + ட இ டரா (oh) 

Wik www முதலியன மிகச் மிக சிறியன ன விலக்கி! 
விட்டால் 

0=f(d) thf? (Ad) என்பது பொருந்தும். 

உ தோராயமாகத் - —~, ஆம எனக் கொள்ளலாம். 

ASG அண்மையில் தோராயத் தீர்வு 

ல புடம். 
“ஈஸ 

இப்போது ௦1 — i 2 - - ஒழ ஒரு சற்று அதிகம் தெருங்கிய 
தோராயத் தீர்வு எனக் கொள்வோம். 

எடரா் ந, சரியான தீர்வு எனக் கொண்டால், 
h O= fli t Ma flli + Zp f* Gi + 

கட 
248 737 . " Coli) + eee coe hy? 3 ச்ட் eee see முதலியன மிக மிகக் 

வென்று வ விலக்கி விட்டால் 

O=fldidtmf (di) 

* hy = __7 0000 
f (di) 

அடுத்த நெருங்கிய தோராயத் தீர்வு, 

| 00 Medi) 
F(t) 7 PC) 

இவ்வாறே, திரும்பத் [திரும்ப இம்முறையைப் பயன் 
படுத்தினால் எந்த நுட்ப அளவுக்குத் தோராயத்தீர்வு வேண்டுமோ, 
அந்த அளவுக்குத் தோராயத் தீர்வு அறியலாம். 

137.2.1 எகா 53 43534. 55-0க்கு 4 ஒரு தோராயத் 
தீர்வெனில் இருமுறைத் தோராய மதிப்பளந்து கூறுக. 

f(x) = x® +x* + x— 85 
f* (x) = 8x2 + 2x41 

f(4) = 644 1644-8 =-1 
(4) = 48 + 8+ 1 = 57 

: 4 3 ர்(மூதல் திருத்தம்)  - 3622. 
f(A)



கதோராயத் தீர்வுகள் 

ஃ முதல் தோராயத் தீர்வு ஈ 4:018 

ரீ(4,018) ௪ 85-028 — 85 = 0.028 

f? (4.018) = 57.486 
. . 0.028 

ஃ by (Gram §G550) = — 57-496 

இரண்டாம் தோராயத் தீர்வு 
= 4018 -— 0.0005 

= 4:0175 

ஆனால் ஒரிரு முறை டெய்லர் தொடரைப் பயன் படுத்திய 

ன்பு இராசிகளைச் சுருக்குவது மிக அலுப்பாக விருக்கும். 

1874 ஹானர் முறை: ் ் 

இம். முறையும் அலுப்புத் தரும் மூறைதான். இருப்பினும், 

'தோராயத் தீர்வுகாண வேண்டிய இன்றியமையாமை ஏற்படு 

மிடத்து, இம் முறையைப் பயன் படுத்துகிறோம். 

இங்கு, பின் கூறப்படும் வகையில் படிப்படியாக நாம் 

தோராயத் தீர்வு காண்கிறோம். முதலில் கூட்டு மெய்யெண் 

தீர்வுகள் காணும் முறையைப் பார்ப்போம். ் 

f(x) - 0 என்பது சமன்பாடு 

(1) முதலில் 7 (௨0; 7 (44 19) என்ற மதிப்புக்கள் மாற்றுக் 
குறியீடு பெறும் வகையில், 4 414 1 என அடுத்தடுத்த இரு 
கூட்டு முழு எண்கள் காண வேண்டும். அப்போது/(%) - 0ன் 

ஒரு தீர்வு க்கும்,(4 1)க்கும் இடைப் பட்டிருக்கும். அத்தீர்வின் 
முழுஎண் பகுதில, தீர்வு. சம2. எ என்ற அமைப்பி 

லிருக்கும், [782 ... ௮. என்பது பதின் பகுப்புப் பகுதி] 

(2) பின்னர் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை “ப” 

அளவு குறைத்து கிடைக்கப் பெறும் சமன்பாட்டைக் 
காண்போம். 

(சமன்பாட்டு மாற்றமைப்புக்கள்) 

இப்படிக் கிடைக்கும் சமன்பாட்டில் நாம் வேண்டும் தீர்வு 

40. ஏறி. என மாறும்; அதாவது இத்தீர்வு 0க்கும் 1க்கும் இடைப் 

பட்டிருக்கும். : ர் ் 

(8) முதலில் ஈர பகுதியைப் பெற, ஏன் மதிப்பைப் பின் 

வருமாறு காண்போம். ராக
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மாற்றமைப்புச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள 10 ஆல் பெருக்கிப்: 
பெறப்படும், புதியதோர் சமன்பாடு காண்போம். இரண்டாவது. 
மாற்றமைப்புடைய இச்சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் ரக்கும் (௪-1 1) 
க்கும் இடையே இருக்கும். ன ரக 

இந்த ஈஐ (6,௮44 1 என்ற அடுத்தடுத்த கூட்டு முழு: 
எண்கள் கண்ட முறையில்) கண்டறிவோம். 

(4) இந்த வழியாக படிப்படியாகப் பதின் பகுப்புப் பின்னத் 
தில் தோன்றும் :த்*, ‘ce? உன் எண் மதிப்புக்களைப் பெறுவோம்... 

BTAY ole ade we oe என நாம் அறிய இயலும் 

13. 7.3.1 குறையென் தீர்வுகள் காணும் முறை 
£பே-0 என்ற சமன்பாட்டின் குறையெண் தீர்வுகள் 

காணும் முறையை யொட்டியேயிருக்கிறது. 

f(x) - 0க்கு -- 4 ஒரு குறையெண் தீர்வாயின் 

fC — x) = 0க்கு ப ஒரு கூட்டெண் தீர்வாகும். 

எனவே 7(-ஜ9 - 0ன் கூட்டெண் தீர்வை ஹார்னர். முறைப் 
படி அறிந்து, அத்தீர்வுக்கு -- குறியிட்டால், அதுவே 7 (2) - 0க 
குரிய ஒரு குறையெண் தீர்வாகும் 

எ.கா. 1 

2” 4 8x—16=0 என்ற சமன்பாட்டின். மெய்யெண் தீர்வை 
இரண்டு பதின் பகுப்புப் பகுதிவரை காண்க. 

x°+8x—15=0 

ஒரே ஒரு குறி மாற்றம் இருப்பதால் இதற்கு ஒரு கூட்டு மெய்யெண் தீர்வுக்கு மேல் இருக்கமுடியாது. 

மேலும் (--ஜ£)48(_ யி - 754 0 என்ற சமன்பாடு 
~x®° —8x— 15 = 0 அல்லது x° + 8x+16 = 0 ae. 
குறிமாற்றம் ஒன்றும் இல்லையா தலால், இதற்குக் குறை மெய்யெண்: 
தீர்வே இருக்கமுடியாது. கற்பனைத் தீர்வுகள் கட்டாயம்: 
இரட்டை இரட்டையாக இருக்க வேண்டுமாதலின், இச்சமன் 
பாட்டிற்கு, இரண்டு கற்பனைத் தீர்வுகளும், ஒரு கூட்டு மெய்யெண் 
தீர்வும் உண்டு. 

f(x) = x* + 8x — 15 

f(Q)y=2-11 (—) 
f@=—1 (42) 
/(8) = 21 C+)



தோராயத் தீர்வுகள் 228: 

எனவே, தீர்வு 2க்கும் க்கும் இடைப்பட்டது. அதாவது 
இரரற்ர ௨௨ என்ற அமைப்பிலிருக்கும். முதலில் தீர்வுகளை 2. 

குறைக்கவும். ் 

1 40 4818 

042 44 +14 
2 

  

1 424 7) —1 

o +2+ 8 

1 +4 + 15 

  

0 +2 

1 |+6   
மாற்றமைப்புச் சமன்பாடு 

x*® + 6x? + 15x—1=0 

F(x) = x® + 6x? + 15x — 1 

இதன் தீர்வுகளை 10ஆல் பெருக்க, வரும் சமன்பாடு 

354 602 1500, - 1000-0 (18:54:1 காண்க) © 

F, (x) = x* + 60x? + 1500x — 1000 

F, (0) = — 

F,(1) = + 

ஃ... இதன் தீர்வு 0க்கும் க்கும் இடைப்படும். எனவே ச- 0 

ஆக, மறுபடியும் தீர்வுகளை 10ஆல் பெருக்க, வரும் சமன்பாடு 

x® + 600x*? + 150000x — 1000000 = 0 . 
(18-2°2:1 arasra) 

F, (x) = x® +/600x* + 150000x — 1000000 - 

7 F, (0) = — 

F, (6) = — 

F, (7) = — 

எனவே ம் - 8 எனப் பெறப்படும். 

ஃ. தோராயத் தீர்வு 2:06 எனக கொள்ளலாம்... வேண்டு. 

மானால் *, (x) = 0ன் தீர்வுகளை 6 குறைத்து, வரும் சமன்பாட்டிண்
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_நீர்வுகளை 10ஆல் பெருக்கி £ (அதாவது மூன்றாவது பதின் பகுப்பு 
எண்ணை) அறியலாம். 

குறுக்கு வகுத்தல் முறையில் மூன்றாவது பதின்பகுப்பு பின்னம் 
அறியும் வகை, பின்னர் கொடுக்கப்பட்டிருக்கிற து. 

1+0+ 8 — 15 

2; 0+ 2 + 4 + 14 

  

  04 2 

114 6 
601 4 60 + 1500 — 1000 
6 1 + 600 + 150000 — 1000000 

0+ 6 + 989696 + 921816 
  

1 + 606 + 158686/— 78184 

O+ 6 + 9672 
  

1 4 6781. 167808 

  
1 4 1 618 . 

1 +6180+ 1573080 — 78184000 

x=8 + 

x= 4— 

தீர்வு 2:068..... ் 
இரண்டு இடங்களுக்குத் தோராயமாக" மதிப்பு 2 o@ 

.. மேற்கண்ட குறுக்கு வகுத்தல் -  முறையைப்பயன்படுத்தப் 
யழக்கிக் கொள்ளவும்,”



தோராயத் தீர்வுகள் ga 

er. am, 2 
ஜட 1 4 0 என்ற சமன்பாட்டின் குறை மெய்யெண் 

தீர்வை ஹார்னர் முறையில் இரண்டு பதின்பகுப்பு இடம் வரை 

காண்க. 

நீழ ௪ —4x +1 - 0 எனக் கொள்வோம். 18:7 8-1 

un. f(x) = te குறையெண் தீர்வு காண, 7(-29) -0ன் கூட் 

டெண் தீர்வு கண்டால் போதும். 

F(x) 2 f(-x) = — 4441௮0, 
goon gi 2x® — 4x — 1 = 0. 

இதற்கு ஒரு கூட்டெண் தீர்விருக்கிறது என்பது 13:3:6ன் படி 
நமக்குத் தெரியும். 

F (x) = 2x8 — 4x — 1 = 0, 

F(0) = — 

1 (0-- 
F (2) = 

எனவே தீர்வு 1க்கும் உக்கும் இடைப்பட்டது, 

1, ரம்..௮ளன விருக்கும். 

தீர்வுகள் 1 குறைக்கப்பட்ட சமன்பாடு காண்க, 

  

1 2 + 0 — 4 டத 

0 + 2 + 2 — 2 

2 + 2 - 2 — 8 

o + 2 + 4 

2 + 4 + 2 

oO + 2 

  

  2,+ 6 

2x8 + 6x? + 2x—-8=0. 

தீர்வுகளைப் பத்தால் பெருக்கிய சமன்பாடு 

2x8 + 60x? + 200x — 8000 = 

15
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% ௬ 0க்கு இடது கைப்புற மதிப்பு -- 

x= 4க்கு ” ர = 

x= கக்கு a9 ee - 

x= 6க்கு ஞூ 9 + 

A Sia FS Qu 6SGH Qorciue_e_ gi. 
5 % கொடுக்கப்பட்ட தீர்வின் முதல் தோராய மதிப்பு - 1.5. 

2௩“ 460 4 200: - 8000 - 0ன் தீர்வுகளில் 5 குறைத்த 
சமன்பாடு காண்க. 

  

  

  
  

  

க) + 60 + £00 — 8000 

0 + 10 + 850 + 2750 

2 + 70 + 550 — 850 

0 + 10 + 400 

4 

2 + 80 + 950 

6 + 10 

கீ ட 

2 + 90 

1 0 

| 2 
2x3 + 90x? + 9507 — 250 = 0 

இதன் தீர்வுகளை 10ஆல் பெருக்கிய சமன்பாடு 

2x3 + 900x* + 95000 x — 250000 = 0 

% ஈ 0க்கு இடது கைப்புற மதிப்பு -- 
x= 146 ? $9 — 

x= 246 ட ல _ 

x= 9க்கு o? இட + 

ஃ. கொடுக்கப்பட்ட தீர்வின் இரண்டாவது தோராய 
மதிப்பு 1,582 

எனவே 2%”- 44 1 0ன் குறையெண் தீர்வு -- 1-52
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T af. 3 a ட்ட. 

25 ன் முப்படி மூலம் ஹார்னர் முறையில் இரண்டு பதின் 
பதிப்பு இடங்களுக்குக் கண்டு பிடிக்க. 

$ூ .- இத - 0 என்பது இதற்குரிய சமன்பாடாகும், 
ம ஓ£ = 8 

8° = 27 

ஃ ஐ நத இக்கும் £க்கும் இடைப்பட்டது. அதாவது, 

அ:ரம்.....என்ற அமைப்பிலிருக்கும். 

x®— 25 = 0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை இரண்டு 

குறைக்கவும். 

அ 7 40 4-0 — 2 

0+2 +4 + 8 

  

1 +2 +4 4/-17 

0424 8 

eee eee 

144 +12 

  

    
0 +2 

ர . 

4 1 + 6 

0 

1 

மாற்றமைந்த சமன்பாடு 2464 19 _ 17 =O? 

அதன் தீர்வுகளை 10 ஆல் பெருக்கி வரும் சமன்பாடு 
3 6022-4 1200 x — 17000 = 0. 

x= 846 Qigq கைப்புற மதிப்பு — 

x= 9 க்கு 9 _ 

x= 1046 க + 

தீர்வு 9 க்கும் 10 க்கும் இடைப்பட்டது, எனவே 49ன் 

மூதல் தோராய மதிப்பு - 29. 

x° +60 x* + 1200 :-17000-0 ஸ்தீர்வுகளை 9குறைக்கவும் ,
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2 + 60 + 1800 — 17000 

0 + 9 + 621 + 16889 

  

1 + 68 + 1821 —- 611 

04 94 702 

1 +78 4 2528 

04 9 

3 * 87 

6 

———re 

1 

மாற்றமைந்த சமன்பாடு 

% 4 872” 42598). 611 -0 

இதன் தீர்வுகளை 10 ஆல் பெருக்க 

x® + 870 x? + 252800 x — 611000 = 0 

% ௬ 5 க்கு இடதுகைப்புற மதிப்பு - 
x= 834G ட + 

எனவே தீர்வு 8 க்கும் 8 க்கும் இடைப்படும். 

ஃ நிதத ன் இரண்டாம் தோராய மதிப்பு - 2:92 

(2°92)° = 24:89 (தோராயமாக) 

  

பயிற்சி 18:7 

1. நியூட்டன் முறைப்படி பின்வரும் சமன்பாடுகளின் 
தீர்வுகள், முதல் தோராய மதிப்பு வரையும், இரண்டாம் தோராய 

மதிப்பு வரையும் காண்க. 

(a) x° —2x—65 =0 

(b) x* —6x— 18 = 0 

&. ஹார்னர் முறைப்படி பின்வரும் சமன்பாடுகளின் குறிப் 
பிட்ட தீர்வுகள் காண்க, (இரண்டு பதின்பகுப்பு வரை).
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(a) x® + 79௬0 
(கூட்டு மெய்யெண் தீர்வு) 

(0 24% 14-40 (மெய்த் தீர்வு) 

(c) x® +x? —28x—1= 0 

(மீப்பெரு தீர்வு) 
(d) x*-—-8x+1=0 

(எல்லா மெய்யெண் தீர்வுகளும்) 

(ce) x8 — x? + 12x + 84 = 0 
(குறை மெய்யெண் தீர்வு) 

8. ஹார்னர் முறைப்படி பின்வரும் படி மூலங்கள் காண்க. 
(இரண்டு பதின் பகுப்பு வரை) 

(a) 47 

(4) 7100 

(ce) 100 

13:89 கோட்டுருவப் படங்களைக் கொண்டு தோராயத் தீர்வுகள் 

காணல் (ரொஷப்ம்081 8010141௦08 80 equations) 

18:8:1. (x) = Oder தீர்வுகளக் காண] - 700) என்ற 
கோட்டுருவப் படம் வரைக, 

அவ்வரை கோடு எங்கெங்கு -அச்சை வெட்டுகிறதோ அங் 

கெல்லாம் (7/0) - 0; எனவே வெட்டுகின்ற இடங்களுக்குரிய 

றன் மதிப்பெல்லாம் /(20) - 0ன் தீர்வுகளாம். ஆனால் சில 
“படங்கள் வரைவதில் பொழுது அதிகமாகும். பல தீர்வுகள் 
இருக்குமாயின் படமே மிகப் பெரிதாகி விடும் படம் 89, 19-:5891 

காண்க) 

19:82 சிறப்பாக, முப்படி, நாற்படிச் சமன்பாடுகள் தீர்வுகாண, 

கோட்டுருவப் படங்கள் வரைந்து அவைகள் வெட்டுமிடங்களைக் 
கொண்டு தீர்வுகள் காண்பது பற்றி பின்னர் காண்போம். 

188 2:1 முப்படிச் சமன்பாடு 

x? +ax+b=90 = oreitp சமன்பாட்டை எடுத்துக் 

கொள்வோம். இங்கு 2” உள்ள உறுப்பு இல்லை யென்பதைக் 

BT VOTH. 

முறை | ப 
y=x? (1) 
நு ௭ (ax + b) (2)
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என்ற இரண்டு படங்களை வரைவோம். (8) ஒரு நேர்க்கோடு; 

(1) ஒரு முப்படிவளை வரை. நேர்க்கோடும், முப்படி வளை 
வரையும் வெட்டுகின்ற இடங்களில் : 

x® = —ax—b 

அல்லது %” 4 ச ம 0 ஆகும். 

எனவே (1)ம் (2)ம் வெட்டுகின்ற இடங்களின் 3-மதிப்பு 
எல்லாம் 48௬3 ம் - 0ன் தீர்வுகளாம். (1)b (2)ம் மூன்று 
இடங்களில் வெட்டலாம்; அப்போது மூன்று மெய்யெண். 

தீர்வுகள் உண்டு. 

அல்லது (1)ம் (8)ம் ஒரே இடத்தில் வெட்டலாம். அப்போது 
ஒரு மெய்யெண் தீர்வும், இரண்டு கற்பனைத் தீர்வுகளும் உண்டு. 

ஒரு முப்படிச் சமன்பாட்டிற்குக் குறைந்தது ஒரு மெய்யெண் 
தீர்வு உண்டென நாம் 18-5-6ல் கண்டிருக்கிறோம். 

முறை 2 

x*+ax+b=0 (1) 

3 ஆல் பெருக்க 

x* + ax? + bx = 0 எனப் பெறப்படும்: (2) 

(x*7)? + x* + x*° (a - 1) + bx =0 (8) 
yo x" எனக் கொண்டால், (8) 

yryt+x?+(a—ijyy+bx=0 (4) 
என மாறுகிறது. 

அதாவது” + y? + bx + (a—1jyy=0 லூ. _ 

  
இது இ ஸு _ (8 3 = [erp புள்ளியை மையமாக& 

கொண்ட ஒருவட்டம், இந்தவட்டமும்$-3 என்ற பரவளையமும் 

(Parabola) வெட்டுகின்ற இடங்களின் 3- மதிப்புக்கள் 
38% ௪ றன் தீர்வுகளாம். 

இங்கு % - 0 என்பது விலக்கப்பட்டது; ஏனெனில் ந ஆல் 
சமன்பாட்டைப் பெருக்குகிறோம். 

குறிப்பு : 
xX*tax?+bx+ce=0 எனச் சமன்பாடு இருக்குமானால் 

தீர்வுகளை $ அதிகமாக்கப்பட்ட சமன்பாட்டைக் கண்டுபிடித்து 

(அதில் இருபடி உறுப்பு இராது) அதன் பிறகு முன் கூறப்பட்ட 
ஏதாமொரு முறையைக் கொள்ளவும். (18:2:6 காண்க), அம்



'தோராயத் தீர்வுகள் கிம் 

முறையைக் கையாண்டு %” உள்ள உறுப்பை நீக்கலாம், நேரடி 

யான முறை 185:2:.2 ல் காண்க. 

எ.கா. 

%-- 28x —7 = 0ன் தீர்வுகளா கோட்டுருவப் பட முறையில் 
காண்க, ‘ 

முறை (1). 
(1) 27 (ஒரு முப்படிப்பரவளையம்) (0ம108] Parabolay 

(2) y=2x4+7 (ஒருநேர்க் கோடு) 

ந இற 7, 

அல்லது” -- 2%-- 7 - 0 என்ற சமன்பாடு வருகிறது. 

(டூம் (இ)ம் படமாக வரைக. 

y= x* 
  

  

          rele ie ௮   

  

  

  குகாட்டுகுவப்படம் 
(டி | » 203 

ஆட (று மேர்சு 

ty! 

படம் (8).
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நு ற. 7 

  

    

வெட்டு மிடம் ந - 5 தீர்வு. 

மீதி இரண்டு தீர்வுகளும் கற்பனை யெண்களாம். 

முறை (8) 
x® —8x—7=0 coo see 1) 

ஆல் பெருக்க 

x*—2x?-—T7x-=0 . « wee one 2) 

(1~ gi) x* +x* - 8x — 7x = 0 | (8) 
y = x* cror& கொண்டால் 

y? +x? — By —7x =0 soe one 4) 

(அ - து) x? + y? — 7x — By = 0 (8) 

இது ஒரு வட்டம்; வட்டமையம் (3 ன உ) வட்ட ஆரை 

98 (தோராயமாக) 

ந ௩ ன் படமும் (5)ன் படமும் வரைந்து வெட்டுமிடங் 
களின் ந-- மதிப்பைக் காண்க. 

எ] 1-4   

  

  
  

      

      

 



தோராயத் தீர்வுகள் 

    

ஏ 

9 

@ 
8 

ர 

௧3 

A சி (2) 
a 
% 

டச் i 
1 
i 

Ps ் 

i i 
t 

1 
i 
1 

ச i ஞ் gry ore உ ல் ரஷா ராஜ 2 

கக வருவய்படம். 

oy ye xe, 

tan yy மூட. ததத க y 

படம் 8 

வெட்டு மிடம் ந = ௪.8 தீர்வு; மற்றிரண்டு தீர்வுகளும் கற்பனை 
யெண்கள். 

138.2 xX +ax°+bx+e=0 என்ற சமன்பாட்டை 
இரண்டாம் உறுப்பை நிக்காமலும் கோட்டுருவப் படம் வரைந்து 
தீர்க்கலாம், 

y= xs 
vee ene( 1) 

x= — (ax? +56x +e) . 
¥ = — {a x? + & + + c) 8 5 tos (௨) 

(1) ஒரு முப்படிப்பரவகாயம் 

(2) ஒரு பரவளையம் (யால்0்ஐ 
இவ்விரண்டு வளையங்களும் வெட்டுமிடங்களின் ந... ஆயத் 

தொலைகள் வேண்டிய தீர்வுகளைக் கொடுக்கும். 

கட்டாயம் இரண்டும் ஒரு புள்ளியில் வெட்டும், மேலும் 
இரண்டு புள்ளிகளில் வெட்டினாலும் வெட்டலாம் $ அல்லது 
வட்டாது போயினும் போகலாம், 

ஒரே ஒரு புள்ளியில் வெட்டினால், சமன் பாட்டிற்கு ஒரு மெய் 
ண் தீர்வு உண்டு) மீதி இரண்டு தீர்வுகளும் கற்பனையெண்கள் , 

மூன்று புள்ளிகளில் வெட்டினால், மூன்றும் மெய்யெண் தீர்வு 
கக் கிடைக்கும், ் 
ப்படியும், ஒரு மெய்யெண் தீர்வேனும் கிடைக்கும்,
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௭. கா. 
ஐ -$-98%9-0 என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 

கோட்டுருவப் படம் வரைந்து காண்க, 

yo x® 
(x =)y=x*+9x—9 

என்ற இரண்டு பரவளாயப் படங்களும் வரைந்து, வெட்டுமிடங் 
களின் % -- ஆயத் தொலைகள் காண்க, 

2 ௬ %”-ன் படம் நாம் முன்னர் வரைந்திருக்கிறோம். 
25%” + Ox — 9 படம் வரையப் பின்வரும் ஆயத் தொலை. 

அட்டவணை காண்க. 
  

      

  

  

  

  
      

  

  

10) 1/2 சட - 1-9 41-௧5 ௫ 

॥ | ் 

எ ௦11 4911 4 9 18 | as 86 

9x 0| @ | 18| e7 —9| ~18 | ~27 20 | —45 -54 

த வவட ~9|-9]-9]-9|-9] -9 

y |~9] 1 | 2 எ ட்ப —28-| - 27 ~29|-29 27     

  

      
  

படம் வரைந்து வெட்டுமிடங்களைாக் காண்க, வெட்டும். 
இடங்கள் x= 1,8.— 8 மூன்றும் மெய்யெண் தீர்வுகள், படம் 
வரைந்து காட்டப்படவில்லை, 

1883 நாற்படிச் சமன் பாடுகள். கோட்டுருவ முழைப்படி 
தீர்வுகாணல். 

3 ல மட. ௨3 2௮0 என்பது கொடுக்கப்பட்ட 
சமன்பாடு. 

பொதுவாக, இதை இரண்டு கூம்டி வெட்டுகளாக வரைந்து 
விட்டால், நான்கு வெட்டுமிடங்கள் கிடைக்கும், அவ்விடங்களின் 
மதிப்பு நான்கு தீர்வுகளரம். 

x* + ax? + bx? +ex+d=0 ஷய 

இதை 
2 2 

(++ Pvt et tert de 0 ஷ் 
என எழுதலாம்



தோராயத் தீர்வுகள் 2355 

அதாவது 

ல ax \? 4 a 2 ் ae EV ag + (6-1-4 x*+ cx +d = 0.. (8), 

ype x* + ல எனக் கொள்க, அப்போது (8) 

2 ட a’ _ ax. டட a? yr ty (b 1_ 5) aC 1 +) 

+ cx + d = 0 on( 4p 

என ஆகிறது. 
(அ-து)க 4 நூ கத 8:40 (5), 
என்ற அமைப்பில் பெறப்படும். 

இது ஒரு வட்டம் ; மையம் ( ~ aa) 

fas Qe 

ஆரம் - பரதர் +7 —d 

yux? + > ஒரு பரவளையம் ...(6) 

(5)-ம் (69-ம் வெட்டிம் இடங்களின் 3-மதிப்புக்கள்: 
தீர்வுகளாகும். 

38, 8:81: or. ame 

%*--தஜூ--10ஜ4-18-0 தீர்வுகளைக் கோட்டுருவப் படமூலம். 

அறிக, 
x*—5x?—10x+18=0 ழு. 

Qms x* +x? —-6x* —10x+ 18 = 0 (2). 
எனக் கொள்ளலாம். 

y = ஜூ எனக் கொள்க. 

அப்போது (ஐ 
y? + x? ~ ay — 10x + 18 = 0 (8). 

என மாறும். 

அதாவது X®> + y? — 10x —6y + 18 = 0 oe (4), 
இது ஒரு வட்டம் மையம் (5, 8) 

வட்ட ஆரை 25 +9— 18 = 4 

y = * ஒரு பரவளையம் (5) 

(4), (69-ன் படங்கள் வெட்டு மிடங்களின் -மதிப்பைக். 
காண்க, 

(4), (5) வெட்டுமிடங்கள் இரண்டு; எனவே இரண்டு தீர்வுகள்: 
மெய்யெண்கள்,
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அவை ந 12 

    

x = 25 

மற்றிரண்டு தீர்வுகள் கற்பனை யெண்களாம். 

9 

9 

ம [8 
ம்... 

7 
B 

ro 

Ls, i 

॥ 

4 8 
॥ 
4 

ட்ட xe 

1 
' 

2 ॥ 

% 

் | ‘ 

1 ட ம் 4 i ட ் 

ws து னை ~-1 0 [1 2 ணை S x 

Hn 6 Bouts uLto 
ட wwe x 

ழு (2) 0 + y*— 10 = By +18 =O 

படம் 6 

139°3:3°2) x* + 8x° + 4x?—8r —7=0 என்ற சமன் 

பாட்டை 198. 88 ல் குறிப்பிட்டபடி எழுதலாம், 

(<3 + 4x)y* — 186 x*° + 4x°—8x-7 =0 
erougi (x* + 4x)? +x? — 185° —~Bx—7= 0 

இங்கு? - 2” * 4) எனக் கொண்டால் 

ர + x? — 18 (x? +4x).+ 52x—8x—7 = 0 BEU- 

wx +y?—49x—- 18y—7=0 (1) 

இது ஒரு வட்டம் : மையம் எட் ட 

வட்டம் (1)ம்,ந = x? VC * என்ற பவளமும் x eee 

'வெட்டுமிடங்கள், சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும்- ஆனா ற் 

“எளிதான முறையிலும் இதைச் செய்யலாம். 

சமன்பாட்டின் தீர்வுகளை 2 அதிகப்படுத்தினால் 3” உறுப்பு 

நீக்கப்பட்ட மற்றோர் சமன்பாடு பெறலாம்.



 தோராயத் தீர்வுகள் ஜு 

2:42, அதாவது 2 - 8 என ஈடு செய்க; அப்படிப்: 
பெறப்படும் சமன்பாடு, 

(z~ 2)* + 8(z— 2) + 4-(z ~— 2)? —8(z-2)-T7=0 
அதாவது2*- 2029 + 45 z— 8B = 0 

Gone x* ~ 20 x* + 45 x — 88 - 0 எனவும் எழுதலாம். 

Bite y? = x* என ஈடு செய்ய, 

pit x2 — 21x? + 45x -~ 88 = 0 

yerugex® + y? + 45x — aly — 88 = 0 (1) 

இவ்வட்டமும்,ந - ந£ என்ற பரவளையமும் வெட்டு மிடங்கள்: 

சமன்பாட்டின் தீர்வுகளாகும். 

இப்படிப் பெறப்பட்ட தீர்வுகளினின்றும் 8 குறைத்துவிட்டால், 
முதல் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் பெறலாம் (இதை. 
மறந்து விடக் கூடாது). 

பயிற்சி 13.8 

கீழ்வரும் சமன்பாடுகளுக்கு, கோட்டுருவப் படம் வரைந்து. 
தீர்வுகள் காண்க. எத்தனை மெய்யெண்கள், எத்தனை கற்பனைத். 
தீர்வுகள் எனவும் குறிப்பிடுக, 

(1) x* -6@x-—-9= 0 

(2) x® —x* — 88x — 61 = 0 (செ. ப. &), 
(8) 4x°-—6x74+x+2=0 (செ. ப: சூ 

(4) x*+52x°+4x-17=0 (செ. ப. க, 

(5) இறு றப இற 4௬0 (GQe,u ay 

(8) x + 2x°-Ex°-8xt 12=0
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பஜிற்சி 11 (0) 

் வெந் வட 
34. Sx? 4+ 14x 418 = 0; x= ie 

R4. (1) =~ இழ ki . 

(2) 0,0,0,—(a+5+e+ 2) 

(8) 8: 

பயிற்சி 11 0 

A, xml; yeBs; சக 4 

(2 19 (1 —5) 
3, Xm ea) (ab) 

ட ஐ (2404). 
்.. மேடு” 

_ @~ah—i) 
(டு 8)" 

A, (iy at +b? 2-ம், 

Gip ot + B+ eF = 1 

$ 

பயிற்சி 12 (6 

1, 10. 4, 240, 5. 200 

. பயிற்சி 12 (ப் 

1 CG) 987; 24; 16; 9; 7. 

Gi) 484; 124; 82; 48: AQ, 

2. G) 145 Gi) 24; ii) 63
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ஜ
க
.
 

டய
 

௨ 

11, 

12. 

18. 

"14, 

16, 

18, 

பயிற்சி 12 (1/0) 

8; 73; 9; 113 183 19, : 

(பயிற்சி 19:1 (1) 

இர தர் 
6; 4; —1 

—1: 8; 1; 8. 

#zYS8 1+ivée 

8+Vv5 .-14+v5 

உட் த” 
1,23,1+iy ஓ 

89 147/6. 

8) உ. 721 
ஓ 

8tiv7 1+iVv iz 
  

பயிற்சி 18.1 (ii) 

1. (9) 2-8 

றி தி 
(i yrs =,
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இயற்கணிதம் 

  

ய ஏரோ; 

(iv) 8pq—p*® — லா 

5. p? — 293 

(0) 8r — pgs 
(110) pr — 453 

(ஸூ ஏ — 2pr + Bs. 

7. — 252 

8. (r— py? + (4 -— 1)’. 

9. x? —bx? + aex—c? =0 

பயிற்சி 19:1 (iii) 

1, 8pq —p* ~ 8 
, 128 

10, 8 

பயிற்சி 18.2 

1. (i) y® + Qpy? + (or + Dy + (pq —7) = 0 

(vy) y? + (2g — pv +P? - Qp)yy—r* = 9 

Gi) y+ (gt p—p yw ++ at & 

‘ _ரர- ஜி (௩13-௫௬0 

(ரூ ஜெ 4 (றற t+ (? — pg) = 9 

ரூம ஒழு ஜுர + Cpt ~ 4p? + 5a" — 2pr)y 

— (p2q? — 2p®r + 4pgr — 2q° — 7°) = O 

2.0) yp? + 9qy — 2?r = 0 

Gi) y— ow? + (qt B)ytr—-G@t ry =0 

(ii) y® + Bgy* — C49” + 270?) = 0 

Civ) rey? + Br2y® + (Br? + DY + (e? + 29°) = 0 

(v) py? + By? + (Gh + Br) YFP = 0. 

(vi) Sy? — 49y? — 1 = 07
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oar 

(vin) r2y® + Br2y? + (Br? + Gy +r? = 0 

(vii) 27ry* — Oq*y* + gq? = 0 

(ix) ry® — 2q*y® — Bary ~ (7? + Bg’) = 0 

(ட ஆட மம ரர” 4 [12° — 1° (q® + Br?) Iy 

— [(q® + 8r°)® — 12r* (q® + Br?) + 8°] = O 

8. () y? + 6y? +9y+8=0 

(i) z® — 182" + 452-9 = 0 

(ட Qu® — 45u* + 184-1 = 0 

5. yt + (Q¢+p- py? + Cg’ + 49+ 8 — pq — Bpr)y 
+r(qti-~p—r)=0 

6. y® + (p* + 8r— 8pq) y? + CG? + Br? — Bpar)y . 
+r? =0 

10.   — 27 (2,° 9 ணு 8294149 + 2a,") 

. a,” 

1,2,},-—8,
—4 

+1+tivs 
—1, =, 2 

—1,—2,-1, 3+v6 
- 2 

7, —12,3,-8,-}. 

8. —1,i+vb+vev6— 
2, 

aA 
8 
ஐ
.
 

He
 

ஐ 

154-815. 10   

  

4 

8275 12149 
8. 2b, த ராஜு 

10. 1-1, ந் Seivt 

16
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11. 

12, 

18. 

14, 

16. 

16, 

17. 

18. 

fo
m 
r
e
a
 wo 

9 
as
 = 

  

  

1 isi vis) —824 V5 
, 4 , 2 

— 1, 2,4, 454. 

(84+ V75)fivl0+2V65 8—-V5+ivi10—-2 vd 

ட் 4 கோக் 

  

(94 421), 1 (1 = v5) 
yi tar tr(q—8)yt+rP+(q- ly =0 

பயிற்சி 18.4 

QQ) +£1,8,-2. 

(il) — 1,8, 4,6 

Gii) 8,6, — 4. 
(iv) 2,2, 8, ~ 5. 

1+ yi 
3 

1,6,-%,+iv2 

—~2+V8,1+i 

2zA VY 31+i 

4(8+ vy 5),—itiv & 
Q2iv 3,—-2+i 

—BtivT,2+ive. 

+ y2+i,¢(1+1V7) 

Q) 4,3, —4- 

Gi) —a— a 4. 

(ம்) 8,8, 75 

iv) —1,-1,- 2,—3. 

i, 2
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(v) —i1,-—1,-~-2,- 2,—7. 

(vi) 8, 8, + 2i. 

(vii) ர், ட 4, ரா 2. 

பயிற்சி 195 (6) 

4, —-2<c< 2. 

8, 97 .487 ஆயின் எல்லாத் தீர்வுகளும் மெய் 

யெண்கள் $ 

97 42152, இரு மெய்யெண் தீர்வுகள், இரு கற்பனைத் 
தீர்வுகள் ; 

£ ௮: 152, எல்லாம் கற்பனைத் தீர்வுகள். 

9, O<k<5. 

10. Ci) இரு கற்பனைத் தீர்வுகள்? இரு மெய்யெண் தீர்வுகள் , 

தீர்வுகளிடை: -1.-3௮0$ 

2:௮8. 

(0) எல்லாம் கற்பனைத் தீர்வுகள். 

(11) எல்லாம் கற்பனைத் தீர்வுகள். 

பயிற்சி 48:68 (i) 

(டி - 42x* + 441x — 400 = 0 

(ப x? — 18x? + 8ix= 0. 

2, இரண்டு தீர்வுகள் சமம். 

fo
n 

பயிற்சி 18:6€ (0) 

1, 2,—1+ 81 

௮, 244/9 14/9: 

உழ ௨454 27495 

2+e7VS +°V9. 

8. —-44(8+ivB) 

4. 1,-1,-2. 
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(a) - 

(2) 

(ce) 
(2) 

(2) 

C= 

(2) 
(9) 

(2) 
(2) 
(c) 
(8) 
(e) 

(a) 
(>) 
(c) 

இயற்கணிதம் 

பயிற்சி 186 (ம) 

tty 2;-1+2i 

8+i/5; —8+i 

—23;3;1(-1+iy 16) 

2;2;8;-—5; , 

1,2, 1+ v5. 
2 
  

e+2 
௦-1” 

பட நீ 

+ 

  

  ( + 1) ஆனால் 

பயிற்சி 18:7 

21; 2095 

8:2; 3°18 

2:41 

0-82 

1:24 

0:84; 145 

— 151 

1°91 

3°16 

2°51



கலைச்சொற்கள்--கணிதம்-- இயற் கணிதம் 

Abbreviation 

Abcissa 

Absolute 
ல value 

Abstract 

Abstract value 

Accurate 

Ad Infinitum 

Add 
Addend 
Addition 
Adjacent 
Admissible 
Aggregate 

Aggregation 
Algebra 
Algebraic 

.» expression 
function 

,, symbol 

Alternate 

9) 

Analysis 

Answer (”) 

99 (v) 

Anticlockwise 

A 

குறுக்கம் 
மட்டாயம், % -- அச்சு ஆயத் 

தொலை 

அற, தனி 
தனி மதிப்பு, மட்டு மதிப்பி 
அகநிலை, வெற்று 

வெற்று மதிப்பு 

பிழையற்ற, மிகச் சரியான, 
திட்டமான 

முடிவின்றி, கந்தழிவரை 
கூட்டு 

கூட்டெண் 

கூட்டல் 

அடுத்த, அடுத்துள்ள 
ஏற்கத்தக்க 
சேர்ப்புத் தொகை 

சேர்ப்பு கூட்டணி 

இயற்கணிதம் 

இயற்கணித 
இயற்கணிதக் கோவை 

இயற்கணிதச் சார்பு 

இயற்கணிதக் குறி 

டொன்று 
கணிதப்பகுப்பு முறை 

விடை 
விடை காண்க, விடை கூறு 

இடஞ்சுழியாக, இடமாக
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Antilogarithm 

Apply 
Approximate 

»» solution 
» value 

Approximately 
Approximation 

» successive 
Arbitrary 

Argument (of a function) 
Arithmetic 
Array 

As (: :) 

Ascending 
ன order 

Associative law 
Average 

Axiom 
Axis 

Base 

1, of a logarithm 
Binomial 

டூ expansion 
4 theorem 

Biquadratic 
ர் equation 

Bound 
+ lower 

ப் upper 
Bounded 

xs above 
ஷ் below 

ஸ் function 
Boundless 

இயற்கணிதம் 

இன மடக்கை (இன மகை) 

பயன்படுத்து, பொருத்து 

தோராயமான, அணித்தான, 

ஏறத்தாழ 
தோராயத் தீர்வு 

தோராய மதிப்பு, அண்ணளஷ் 

தோராயமாக 
தோராயம் 

அடுத்தடுத்த தோராயம் 
யாதாமொரு, கட்டுப் 

பாடில்லாத 

சார்பின் மாறு எண் 

எண் கணிதம், எண் கணக்கு 

வரிசை 

போல (விகிதசமக் குறி) 
ஏறும், ஏறுகின்ற 
ஏறு வரிசை 

சேர்ப்பு விதி, தொகுப்பு விதி 
சராசரி 

வெளிப்படை உண்மை 

அச்சு, ஆயம் 

அடி 
மடக்கை அடி, மகையடி 

ஈருறுப்பு 
ஈருறுப்பு விரிவு 
ஈருறுப்புத் தேற்றம் 
தாற்படிய 

நாற்படிச் சமன்பாடு 
வரம்பு 

கீழ் வரம்பு 

மேல் வரம்பு 
வரம்புடைத்து 
மேல் வரம்புடைத்து 
கீழ் வரம்புடைத்து 

வரம்புடைச் சார்பு 
வரம்பற்ற



கலைச்சொற்கள் 

Brackets 

9௪ corved 

double 

80027௪ 
89 

Calculate 

Calculation 

Cancel 

Case 

ry general 

» Particular 
ss special 

Central 

Centre 
Characteristic (logari hm) 
Cipher 

Circle 
Clock wise 

Coefficient 

ரச 120181 
Co-factor 

3s of an element 
(determinant) 

Coincide } 

Colncidert 
” 70018 

Column 

ன் Jn a determinant 

Combination 

Componendo 

92 et dividendo 

‘Composite 
» ‘dumber 

Compound 

1
1
1
1
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அடைப்புக்கள் 

பிறை அடைப்புக்கள் ( > 

இரட்டை அடைப்புக்கள் [ } 

பகர அடைப்புக்கள், 

சதுர அடைப்புக்கள் [ J 

கணக்கிடு 

கணக்கீடு, கணிப்பு 

நீக்கு 
வகை 
பொது வகை 
குறிப்பிட்ட வசை 

சிறப்பு வகை 

மையமான, நடுவான 
மையம் 
(மடக்கை) முழு எண் 
பூச்சியம் 
வட்டம் 

வலஞ்சுழியாக, வலமாக 
கெழு 
ஈருறுப்புக் கெழு 

இணைச்சினை 
அணி கோவை மூலகத்தின் 
இணைச்சினை 

ஒன்றுபடு, பொருந்து 

ஒன்றிய, ஒன்றுபட்ட 

சமத்தீர்வுகள், ஒன்றிய 
தீர்வுகள் 

நிரல் 
அணி கோவையின் நிரல் 
சேர்வு 

கூட்டல் விகித (தகவு) சமம், 
கூட்டு விகித (தகவு) சமம். 
கூட்டல் -- கழித்தல் வுகித 

(தகவு) சமம், 
கலவை, தொகுப்பு, பகு நிலை 
தொகுப் பெண் 

கூட்டு



- தகீ 

‘Conclusion 

. Condensation 

»» test | 
1» test (Cauchy) 

Condition 

‘Conditional 

1 equation 
Conditions, necessary and 

sufficient 
Congruence 
Congruent 

Conjugate 
» algebraic numbers 
ss complex number 
» numbers 
» Toots 

Commensurable 

Common 

2 denominator 

», Gifierence 

» divisor 

+, factor 
» fraction 

» logarithm 
1» Measure 

+» multiple 
»» Tatio 

Commutative law 
ay law of addition 
டி law of multiplication 

Compan'on series 
Compare 

Compzrison 
1» test 

Completing the square 

Complex 

இயற்கணிதம் 

- முடிவு 
ஒடுக்கல் 

ஓடுக்கற் சோதனை 
(கோசியின்) ஒடுக்கற் சோதனை 
கட்டுப்பாடு, நிபந்தனை 
கட்டுப்பாட்டிற்குட்பட்ட, நிபந் 

தனைக் குட்பட்ட 

நிபந்தனைச் சமன்பாடு 
வேண்டிய போதிய 

தனைகள் 

சர்வசமம் 
சர்வசமமுடைய 

துணையிய, இணை 

துணையிய இயல் எண்கள் 

துணையிய சிக்கலெண் 

துணையிய யெண்கள் 

துணையிய தீர்வுகள் 

பொது அளவுள்ள, 
கிணங்கிய 

பொதுவான 

பொதுப் பகுவெண், 
பின்னக் கீழெண். 

பொது வேறுபாடு 
பொது வகுக்குமெண் 
பொதுச்சினை 

பொதுப் பின்னம் 

பொது மடக்கை 
பொது அளவு 

பொது மடங்கு 
பொது விகிதம் (தகவு) 

மாற்று விதி 
கூட்டற்பரிமாற்று விதி 

பெருக்கற்பரி மாற்றுவிதி 
துணைத் தொடர் 

ஒப்பிடு 
ஒப்பீடு 
ஒப்பீட்டுச் சோதனை 

இருபடி நிறை வாக்கல் வர்க்க 
நிறைவாக்கல் 

சிக்கலான, கலப்பு 

நிபந் 

அளவுக் 

பொது



கலைச்சொற்கள் 

Complex nymber 
s» quantity 

Consecutive 
»,» Numbers 

Consequent (Ratic) 

Contistency 
»» concitions for 

» . of equations 

Consistent 

Constant 

Construct 

Construction 

Contiguous 
‘Cantinued fraction 

3» product 

3» propoftion 

Continuity 

Continuous 
»» ata point 

s, Curve 

» function 
-, in an interval 

» variable 
Contract (») 
Contraction - 

Contradiction 

Contradictory 

Convention 

‘Converge 
Convergence 

», absolute 

; conditional ௯. 

ந 

,, uniform 
Convergent 

ன் 

of a continued fraction — 
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சிக்கலெண், கலப்பெண் 

சிக்கற் கணியம் 

அடுத்தடுத்த, தொடர்ச்சியான 

அடுத்து வரும் எண்கள் 
பின்னுறுப்பு 
இசைவு, பொருத்தமுடைமை 
இசைவு நிபந்தனைகள் 
சமன்பாடுகளின் இசைவு நிலை 

இசைவுள்ள. பொருத்தமுள்ள 
மாறிலி. திலையெண் 
அமை, வரை 

வனை வழி, வரைவு முறை, 
அமைப்பு 

அடுத்த 
தொடர் பின்னம் 

தொடர் பெருக்கம் 

தொடர் விகித சமம் 
தொடர்ச்சி 

தொடர்ச்சியான 

ஒரு புள்ளியிலே தொடர்ச்சி 

யான 
தொடர் வளையி, தொடர் வரை : 
தொடர்புடைச் சார்பு 

ஓர். இடையிலே தொடர்ச்சி 
யான ் 

தொடர் மாறி 

சுருக்கு 

சுருக்கம் 

முரண்பாடு, எதிர் மறுப்பு 

முரண் பாடான, எதிர் 

மறையான 

வழக்கு, மரபு 
குவி, ஒருங்கு 
குவிதல், ஒருங்கல் 

அறக்குவிதல் 
நிபந்தனைக் குவிதல் 
தொடர் பின்னக் குவிதல் 

ஒரு சீராகக் குவிதல் 

குவியும், ஒருங்கும் 

ச
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Convergent «fa continued 
fracti n - 

», Penultimate க 

வ. fequence 

» series 

Converse 

Conversely 

Conversion 

Corollary 

Correct ~ 

», to the first place «f 
decimals 

.» tonth place of decimals 

Corresponding 
Counter-clockwise 
Cross multiplication = - 
Cube root 
Cubic 
Cubic equation 
Cyclic 

» Change , _ 

», Order 
»» permutation ~ 

D’ Alembert's Ra'io te-t 

Decimal 

sy» fraction 

ss ©6Tecurring 
Decrease -. 

Dedekind cut 

Deduce 

Deduction 

Define 

Definite 

Definition 

இயற்கணிதம் 

தொடர் பின்ன ஒருங்கி 
தொடர் பின்ன ஈற்றயல் 

ஒருங்கி 
குவி தொடர் முறை 
குவிதொடர் 
மறுதலை 

மறுதலையாக 

மாற்றம் 

கிளைத்தேற்றம் 

திருத்து, திருத்தமான 
முதல் பதின் பகுப்புத் 

திருத்தமாக 
1 -வது பதின் பகுப்புத் 

திருத்தமாக 
ஒத்த, ஒப்பிய 
இடஞ்சுழியாக, இடமாக 
குறுக்குப் பெருக்கல் 

முப்படி மூலம் 
முப்படியான 

முப்படிச் சமன்பாடு 
வட்டமான 

வட்டமாற்றம் 
வட்டவரிசை 

வட்டவரிசை மாற்றம் 

தாலம் பெயரின் விகிதச் 

சோதனை 

பதின் பகுப்பு 
பதின் பகுப்புப் பின்னம் 
மடங்கு பதின் பகுப்பு : 

குறைதல் 
தெடிக்கண்டின் பாகுபாடு 

பகுத்தறி 
தள்ளு படி, பகுத்தறிதல் 

வரையறுத்த 
வரையறை



கலைச்சொற்கள் 

Denominator 

Dense s.t 

» subset 

Dependcnt 
Deranged : erizs 

Derived 

Derived equati n 
1 function 

+ quantities 
a set 
os | «Ubits 

Descarte’s rule of sign 

Descending order 

1» Series 

Determinant 

+ element ofa . 

Determipate 

Difference 

» common 
» mean 

» of first otder 

» Ofn th order 

Differential 

s, coefficient 

Differentiate 

Differentiation 

» logarithmic 

Digit 
Dimersion 

Direct proportion 
Discontinuity 
Discontinuous 

» function 
Discriminant 

Distributive law 

Diverge 
Divergent 

258 

_ பகு(க்கும்) எண், பின்னக். 
கீழெண் 

அடர் கணம் 

அடர் கண உட் பகுதி 

சார்ந்த, சார்புடைய 

ஒழுங்கு மாறிய தொடர் 

வழி வந்த 
வழிச் சமன்பாடு 
வழிச் சார்பு 

வழிக் கணியங்கள் 

வழிக் கணம் 

வழி அலகுகள் 

டேகார்ட்டின் குறி விதி 
இறங்கு வரிசை 
இறங்கு தொடர் 

அணி கோவை 

ஒரு அணி கோவையின்: 
மூலகம் 

தேர்ந்த, தேரக் கூடிய. 
வேறு பாடு 
பொது வேறு பாடு 
சராசரி வேறு பாடு 

முதல் வரிசை வேறு பாடு: 

ா-வது வரிசை வேறுபாடு: 

வகையீடு 

வகைக் கெழு 

வகைக் கெழு காண் 

வகைக் கெழு காணல் 

மடக்கை வகைக் கெழு: 

காணல் 

இலக்கம் 

வகையளவு 
நேர் விகிதசமம் 
தொடர்ச்சியின்மை 

தொடர்ச்சியற்ற 
தொடர்ச்சியற்ற சார்பூ 
தன்மை காட்டி 

பங்கீட்டு விதி 

விரி 
விரிகின்ற, விரியும்
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Divergent sequence 

»» 581165 
Divide 

Dividend 

Devidendo. 

‘Divisibility 

Division 

க synthetic 
Divisor 

Domain 

Double root 

Element 
+ Of a determinant 

Eliminate 

Eliminate 
Elimination 
Equal 

+, 10 all respects 
Equate 

Equation 

», algebraic 
»» binomial 

a» biquadra‘ic 
+, conditional 

4» cubic 
+» homogeneous 

1 identical 

1» Indeterminate 
> linear 

+» member of an 

ஆர Bumerical 

s» quadratic 

» Teciprocal 

-» roots of an 

ஆட simple 
€quations, simultaneous 

இயற்கணிதம் 

விரி தொடர் முறை 
விரி தொடர் 

வகு 
வகுபடும் எண் 
கழித்தல் விகித சமம் 
வகுபடு தன்மை 

வகுத்தல், பிரித்தல் 
தொகு முறை வகுத்தல் 
வகுக்கும் எண் 
(எண்) அரங்கம் 

இரட்டைத் தீர்வு, இரு முறை 
மடங்கு தீர்வு 

மூலகம், மூலக உறுப்பு, 

அணிகோவையின் மூலகம் 
நீக்குரு, நீக்கற்பலன் 
விலக்கு, நீக்கு 
விலக்கல், நீக்கல், 
சமம், சமன் 
சர்வசமம் 
சமன் செய், சமன் படுத்து 

சமன்பாடு 

இயற்கணிதச் சமன்பாடு 
ஈருறுப்புக்கெழுச் சமன்பாடு 

நாற்படிச் சமன்பாடு 
நிபந்தனைச் சமன்மாடு 
முப்படிச் சமன்பாடு 
ஒருபடித்தான சமன்பாடு 
சர்வ சமன்பாடு 

தேராச் சமன்பாடு 

ஒருபடிச் சமன்பாடு 
சமன்பாட்டு உறுப்பு 

- எண் தழுவிய சமன்பாடு 
இருபடிச் சமன்பாடு 
நிகர்மாற்றுச் சமன்பாடு, தலை 

கீழ்ச் சமன்பாடு ் 
சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் 

(மூலங்கள்) 
ஒருபடி, ஓரினச் சமன்பாடு 
ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகள்



கலைச்சொற்கள் 

Equation, solution of an 

», transformation 

Equivalent 

Evaluate 

Even function 

,, number 
Exceptional case 
Expand 

Expansion 
Explicit function 
Exponent 
Exponential function 

+ series 

1, theorem 

Expression 
» binomial 
» itrational 

+ linear 

1» monomial 

» multinomial - 

3» fational 

» trinomial 

Extend 

Extension 
Extremes (Ratios) 

Factor 

» common 

,, highest common 

» Prime 

Factorial 

9? n 

Factorisation 
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சமன்பாட்டின் தீர்வு காணல் 

சமன்பாட்டு மாற்றம், சமன் 

பாட்டு மாற்றமைப்பு 

சமம் 
மதிப்பிடு, மதிப்டிகாண் 
இரட்டைச் சார்பு ‘ 

இரட்டைப் படையெண் 

விலக்கு வகை 
விரி 
விரிவு 

வெளிப்படைச் சார்பு, 

படிக் குறி 
படிக்குறிச் சார்பு 

படிக்குறித் தொடர் 

படிக்குறித் தேற்றம் 
கோவை 

சுருறுப்புக் கோவை 
அளவுக்கிணங்காத கோவை: 
ஒருபடிக் கோவை 
ஓருறுப்புக் கோவை 

பல்லுறுப்புக் கோவை 

அளவுக்கிணங்கிய கோவை: 
மூவுறுப்புக் கோவை 

விரிதல், நீட்டுதல் 
விரிவு 

ஈற்றுருப்புக்கள், இறுதிகள்,. 

ஈறுகள் 

சினை 
பொதுச்சினை 
பெரிய பொதுச்சினை, மீப்பெரு, 

பொதுச் சினை, உத்தமப். 
பொது அளவு. 
பகாச்சினை 

தொடரப் பெருக்கம் 

(711 அல்லது. 1 3-1 தொடர்ப். 

. பெருக்கம், 4 படி வரிசைப். 

பெருக்கம்
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4780407186 

Finite 

», Series 
se | 8et 

First approximation 

‘Formula 

Fourth proportional 
Fraction 

continued 

s, decimal 

>» partial 

Function 

General 

-Genaralise 

Generalisa'ion 
‘General solution 
-Generating function , 
‘Geometric mean 

டி progression 

-5, series 

» sto infinity 

‘Graph 

. ‘Graphical solution (of an 
equation) 

‘Harmonic mean 

»» progression 

Homogeneous 

» =©6products 

Identical 

Identity 
Allustration 

இயற்கணிதம் 

சினை காண் 

முடிவுள்ள 
முடிவுள்ள தொடர் 
முடிவுள்ள கணம் 
முதல் தோராயம் 

வாய்பாடு 

விகிதசம நான்காம் உறுப்பு 

பின்னம் 
தொடர் பின்னம் 
பதின் பகுப்பு பின்னம், 

தசம பின்னம் 

பகுதிப் பின்னம் 

சார்பு 

பொதுவான 
பொதுமைப்படுத்து, 

விதிகாண் 
பொது விதி 

பொதுத்தீர்வு 
பிறப்பிக்கும் சார்பு 

பெருக்கிடை 
பெருக்குத் தொடர் 
பெருக்குத் தொடர் 
கந்தழி வரை 

தொடர் 

கோட்டுருவப்படம், வரைபடம், 
கோட்டுப்படம் 

கோட்டுருவப்பட வழியான 

தீர்வு 

பொது 

பெருக்குத் 

இசையிடை 
இசைத் தொடர் 

ஒரு படித்தான 
சமபடிப் பெருக்கங்கள் 

முழுதும் ஒத்த 
முற்றொருமை 
எடுத்துக் காட்டு



கலைச்சொற்கள் 

Imaginary 
+, mumber 

ss root 
Incommensurable 

inconsistent 

», equations 

Indefinite 
Independent 

», Variable 

indeterminate 

»s quantity 
Index 

+ of a root 

Inequality 
induction 

»» Mathematical 
» proof by 

inference 

{Infinite 
+) sequence 

>? series 

Infinity 

foteger 

»» positive 
+ negative 

inverse 

+» Tatio 

Irrational 

Is to () 

Known quantity 

Like signs 

Like terms 
Limit 
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கற்பனையான, மெய்யிலா 
கற்பனை எண் 

கற்பனைத் தீர்வு 
அளவுக்கிணங்காத, பொது 

அளவற்ற 
பொருந்தாத, முரணான 
பொருந்தாச் சமன்பாடுகள் 
வரையருத, அளவுப்படாத 

சார்பற்ற, சார்பிலாத 
சார்பில் மாறி 

தேரப்பெறாத, தேரா 
தேராக்கணியம் 

படிக்குறி, குறி அட்டவணை 

அடிக்குறி, மூலக்குறி 
சமனின்மை 

உய்த்தறிதல் 
கணித முறை உய்த்தறிதல் 

சொடர் முறைத் தெரிப்பு 

தேற்றப்பாடு, முடிவு 
முடிவிலா 
முடிவிலாத் தொடர் முறை, 

கந்தழித் தொடர் முறை 
முடிவிலாத் தொடர்; கத்தழித் 

தொடர் 

கந்தழி 
முழு எண் 

கூட்டு முழு எண் 

குறை முழு எண் 
நேர் மாறான 

தலை கீழ்த்தகவு (விகிதம்) : 
அளவுக்கிணங்காத 

தகவுக் குறி, விகிதக் குறீ 

தெரிந்த கணியம் 

ஓத்த குறிகள் 
ஒத்த உறுப்புக்கள் 
எல்லை
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Limit finite 

» infinite 
» tends toa 

+ does not tend t>a 
finite 

» Lower 

ஐ நிற் 
Limits, within finite 

Limited 
Logarithm 

.¢ common 

» Napierian 

Logarithmic function 
»» Series 

Lower bound 

“Mantissa 

Mathematics 

» advanced 
» applied 
1, pure 

Mathematical 
1, induction - 

Maximum 

» value 

Mapping 

Mean 

» arithmetic 

x» geometric 
ss harmonic 

Minimum 

Minlmum value. ௩ 

Minor (of a determin nt}. ் 

இயற்கணிதம் 

திட்டமான எல்லை 

கந்தழி எல்லை 

எல்லையை அணுகுகிறது, 
எல்லையை நாடுகிறது, 

எல்லையை நெருங்குகிற து; 
திட்டமான எல்லையை நெருங்க 

வில்லை 
கீழ் எல்லை 

மேல் எல்லை 

திட்டமான எல்லை களுக்குள் 

உள்ளது ் 

எல்லைக் குட்பட்ட 

மடக்கை (மகை) 
பொது மடக்கை 

(௦டக்கையடி 10), 
நேப்பியர் மடக்கை 

(மடக்கையடி ஐ 
மடக்கைச் சார்பு 

மடக்கைத் தொடர் 
கீழ் வரம்பு 

மடக்கை பின்னம் 
கணிதம் 

உயர் கணிதம் 

பயன் வழிக்கணிதம் 
தூய கணிதம் 

கணிதத்திற்குரிய 
கணித முறை உய்த்தறிதல் 
மீப்பெரு 
மீப்பெரு மதிப்பு 

உருமாற்றம், அமைப்பு, 
மாற்றம் 

சராசரி, இடை. 

"கூட்டிடை 

. பெருக்கிடை 
இசையிடை 
மீச்சிறு 

மீச்சிறு மதிப்பு 

சீறி (அணி கோவை)
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Minus 

Minus sign 

’ Modulus 

_Monowial 

280001001௦ 

» decreasing function 
sequence * 

> 

function 
increasing function 
increasing sequence 

Maultinomial 

93 

+o 

expression 

theorem 

Multiple 
Multiple, common 

least common 

* Multiplication 
Multiplicand 

Multiplier 
‘Multiply 

Negative 

o9 number 
quantity 
sign 

Notation 

abridged 
Number 

9 abstract 

even 

odd 

prime 

relation 

whole 

Nomeration 

Numerator 

Numerical 

17 
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கழி, குறை, எதிர் 
கழித்தற் குறி, குறைக் குறி 
மட்டு, தனி மதிப்பு 
ஓருறுப்பு, ஓருறுப்புக்குரிய 
ஓரியல்பான 

ஓரியல்பாக இறங்கும் சரர்யு 

ஓரியல்பான இறங்கும் தொடர் 
முறை 

ஓரியல்புச் சார்பு 

ஓரியல்பாக ஏறும் சார்பு 
ஓரியல்பான ஏறும் தொடர் 

முறை ் 
பல்லுறுப்புக்குரிய : 

பல்லுறுப்புக் கோவை 

பல்லுறுப்புத் தேற்றம் ' 
மடங்கு 
பொது மடங்கு 

அதமப் பொது மடங்கு. 

(அ.பொ.ம.) 
பெருக்கல் 

பெருக்கப்படும் எண் 

பெருக்குமெண் 
பெருக்கு 

குறை, எதிர் 

குறை யெண் 

குறைக் கணியம் 

குறைத்தற் குறி ட 
குறியீடு, குறியீட்டு முறை 
சுருக்குக் குறியீடு 
எண் 

வெற்றெண் 

இரட்டை யெண் 
ஒற்றை யெண் 
பகா வெண் 

எண் தொடர்பு 

முழுவெண்் 

எண்ணீடு 

மேலெண் 

எண்ணாலாகிய
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One and only one root 

One to one correspondence 
Open interval 
Open set 
Order 

Ordinate 

Origin 

Pair 

Parabola 

Particular 

Partial 

Perimeter 

Permutation 
Plus 
Plus-sign 
Point 

Position 

Positive 

», Dumber — 
» quantity 

Power 

Principle 
Problem 
Process 

Product 
Progression 

» arithmetic 

3» geometric 

» harmonic 

Proof 

Property 
Proportion 

» continued 

» direct 

1, &nverse 
Proportional 

» mean 

இயற்கணிதம் 

ஒரேயொரு தீர்வு 

ஒன்றுக்கொன்றான ஒத்தியைடி' 

திறந்த இடைவெளி 
திறந்த கணம் 
வரிசை 

குத்தாயம் 
ஆய ஆதி 

இணையான 
தொடுவளைவு 

சிறப்பான 

பகுதியான 

சுற்றளவு 
வரிசைமாற்றம், அடுக்கு 
கூட்டு 

கூட்டற்குறி 
புள்ளி 

இடம் 

மிகை, கூட்டு 

கூட்டெண் 

கூட்டுக் கணியம். 

ப்டி 

விதி 
கணக்கு 
வழி, செய்முறை 

பெருக்குத் தொகை. 
தொடர் 
கூட்டுத் தொடர் 
பெருக்குத் தொடர் 
இசைத் தொடர் 
தெரிப்பு, நிறுவல் 

பண்பு 

விகிதசமம் 

தொடர் விகிதசமம் 
நேர் விகிதசமம் 
நேர்மாறு விகிதசமம் 
விகிதசமமான 

விகிதசம இடை



கலைச்சொற்கள் 

Quadratic equation 

» expression 
» «surd 

Quantity 
» unknown 

Quarter 

Quotient 

Radical 

Radius 

Rate 

Ratio 

5: antecedent of a 
xs» common 

» constant 
ss consequent of a 

» direct 
+ duplicate 
»» inverse 

s mean 

Recurring 

», continued fraction 
»» series 

Reductio ad absurdum 
Relation 
Remainder 

» Theorem: 

Represent 

Residue 

Root 

Root, cube 

»» imaginary 
ys» irrational 
», ‘ational 

> Teal 

1 «square 

Sequence 

Series 
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இருபடிச் சமன்பாடு 

இருபடிக் கோவை 
அளவுக் கிணங்காத 

இருபடி மூலம் 
கணியம் 

தேராக் கணியம் 
கால் 

ஈவு 

படிமூலம், படிமூலமுடைய 

ஆரை 
வீதம் 

விகிதம் 

ஒரு விகிதத்தின் முன்னுறுப்பு 
பொது விகிதம் 
மாறா விகிதம் 

ஒரு விகிதத்தின் Seren 
நேர் விகிதம் 

இருபடி விகிதம் 
நேர் மாறு விகிதம் 

இடைவிகிதம் 
மடங்குகின்ற 

மடங்கு தொடர்.பின்னம் 
மடங்கு தொடர் 

பொருந்தா முடிவு 
தொடர்பு 
மீதி, மிச்சம் 

மீதித் தேற்றம், மிச்சத் தேத்றம் 
குறி, வகை 

எச்சம் 

தீர்வு 
முப்படி மூலம் 

கற்பனைத் தீர்வு 
அளவுக்கிணங்காத் தீர்வு 

அளவுக்கிணங்கிய தீர்வு 
மெய்யெண் தீர்வு 

இருபடி மூலம் 

தொடர் முறை 

தொடர்
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Series absolutely convergent 
ஒ arithmetic 

», ascending 

1» conditionally convergent 

s, convergeni 
a Gescending 

+ divergent 
»» exponential 

%. geometrical 

+» harmonical 

1» -infinite 

s+ logarithmic 
+, Oscillating 

« power 

» Fecurring 

sy SUmmation 

Set algebra 

» of points 

Sieve of Eratosthenes ° 

Sign ் 
Simple 

»» continued fraction 
“y, equation 

Simultaneous 
Smooth curve 
Solution 

Solve 

Square 
+» Foot 

Squared (x?) 
Standard 

» form 

Substitute 
Subtract 

இயற்கணிதம் 

அறக்குவியும் தொடர் 
கூட்டுத் தொடர் 

ஏறு தொடர் 

நிபந்தனைக் குவி தொடர்: 

குவி தொடர் 
இறங்கு தொடர் 
விரி தொடர் 

படிக்குறித் தொடர் 
பெருக்குத் தொடர் 

- இசைத் தொடர் 

கந்தழித் தொடர், முடிவிலாத் 
தொடர் . 

மடக்கைத் தொடர் 
அலை தொடர் 

வலுத்தொடர், அடுக்குத் 

தொடர் 

மடங்கு தொடர், மடங்கிவரும்: 
தொடர் 

தொடர்க் கூட்டல் 
கண இயற் கணிதம். 
புள்ளித் தொடை, புள்ளிக் 
கணம் 

எருற்றொத் தெனிசுவின் வடி. 
தட்டு (எண் சல்லடை) 

குறி 
தனியான, ஒருபடியான, எளிய 

சாமானியத் தொடர் பின்னம். 
ஒருபடிச் சமன்பாடு 

ஒருங்கமை 

மெல்லிழைவரை 

தீர்வு 
தீர்வுகாண் 

சதுரம் 
வர்க்க மூலம் 

இருபடி -- உன் 
திட்டமான 

திட்ட அமைப்பு, 

ஈடு செய் 

கழி



கலைச்சொற்கள் 

Sum 

» algebraic 

s to infinity 
Summation 
Symbol 
Symmetric 

1 eXpression 
Symmetry 

Table 

Tend 

Term 

1» absoiute 

» negative 
1s positive 

Test 

+, Cauchy’s condensation 
» D’Alembert’s 

»» Of convergence 

» of divergence 

Theory 
» of Equation 
» Of Numbers 

Transformation 

1» Of Equation 
Transposition 

Undetermined 

Unit 

Unlike 

Unlimited 

Value 

» indeterminate 

» limiting 

» Teal 
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கூட்டுத்தொகை, மொத்தம் 

இயற்கணிதக் கூட்டுத்தொகை. 

கந்தழிக் கூட்டுத்தொகை 
கூட்டல்: 

குறியீடு 
சமச்சீரான, சமச்சீருள்ள 
சமச்சீர் கோவை 

சமச்சீர் 

அட்டவணை 

நோக்கு, அணுகு, நெருங்கு, 
நாடு 

உறுப்பு 

தனி உறுப்பு 
கூறை உறுப்பு 
கூட்டு உறுப்பு 

சோதனை 
கோசியின் ஒடுக்கற் சோதனை 
தாலம்பெயரின் சோதனை 
குவி சோதனை, குவிதற் 

சோதனை, ஒடுங்கற் சோதனை 
விரிசோதனை, விரிதற் சோதனை 
கொள்கை 
சமன்பாட்டுக் கொள்கை 

எண் கொள்கை, எண்ணியல் 

மாற்றம், உருவமாற்றம், நிலை 
மாற்றம் 

சமன்பாட்டு மாற்றம் 

இடமாற்றம் 

தேரா 

அலகு 
ஒவ்வாத 
எல்லையில்லாத 

மதிப்பு 

தேரமுடியாத மதிப்பு 
எல்லை மதிப்பு 

உண்மை மதிப்பு
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Variable 
» dep:ndent 

» independent 

Variate 

Variation 

Veiification 

Verify 
Vinculum 

‘Whole number 

X-axis 

“‘Y -axia 

Z&I0 

இயற்கணிதம் 

மாறி 

சார்புடை மாறி 
சார்பில் மாறி 

மாறி 
மாறல், மாறுபாடு 

சரிபார்த்தல் 
சரிபார் 

தொகுப்புக் கோடு 

முழு எண் 

3%- அச்சு 

*7- அச்சு 

பூச்சியம்



LIST OF TECHNICAL TERMS 

Abscissa 
Abstract Number 
Adjacent 
Algebra 
Algebraical Symbol 
Alternate angle 

Angle 

Angle, Acute 

Angle, Arms of an 

Angle, Complementary 

Angle, Corresponding 
Angle, Exterior 
Angle, Interior 
Angle, Interlor opposite 

Angle, Obtuse 
. Angle, Reflex 

Angle, Right 
Angle, Straight 

Angle, Supplementary 

Angle, Vertically opposite 

Area 

Arithmetic 

Axiom 
Axis 

Brackets 
Co-efficient 
Commission 
Congruent 
Corresponding side 
Cost price 

Degree 

Diagonal 
Digit . 

Directed Numbers 

Discount 
Equation 
Equation, Simple 
Equiangular 

Equilateral 
Expression 
Formula 

| 
1
1
1
1
1
1
 

|.
 

கிடை (அச்சுத்) தூரம் 

வெற்றெண் 

அடுத்துள்ள 
அல்ஜிப்ரா 

அல்ஜிப்ரா சங்கேதம் 

ஒன்றுவிட்ட கோணம் 
கோணம் 

குறுங்கோணம் 
கோண புயங்கள் 

நிரப்பு கோணம். 
ஒத்த கோணம் 
வெளிக் கோணம் 
உட் கோணம் 

உள் எதிர் கோணம்: 

விரி கோணம் 

பின்வளை கோணம் 
செங்கோணம் 

நேர் கோணம் 
மிகை நிரப்பு - கோணம் 

குத்தெதிர் கோணம் 
பரப்பளவு, விஸ்தீரணம் 

எண்: - கணிதம் 
வெளிப்படை. உண்மை 

அச்சு 

அடைப்புகள் 

குணகம் 

தரகு, கமிஷன். 
சர்வசம 

ஒத்த பக்கம் 

கொள் விலை 

பாகை (௨௩2௮) :: டிகிரி (டீ, 
மூலை விட்டம் 

சிற்றிலக்கம் 
திசை எண்கள் 

தள்ளுபடி 
சமன்பாடு 

ஒருபடிச் சமன்பாடு. 
சம கோண 
சம பக்க. 

கோவை 

சூத்திறம்
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Fraction, Representative 

Geometry 

‘Geometry Practical 
‘Geometry Theoretical 
-Graph 

Gross 

-Gross income 
Index (of a power) 
Interest. Simple 

Loss 

Marked Price’ 
“Octagon 
Ordinate 
“Origin 

Parallel lines 

Partnership 
Percent 

‘Polygon 
Power 

Principal 
Product 

‘Profit 

‘Proportion 

Proportior, Direct 

Proportion, Inverse 
“Quadrant 
Ratio 
Ratio, Inv-rse 

“Term 

‘Theorem 
Transversal 

‘Triangle . 
Triangle, Acute-angled 
“Triangle, Equilateral 
Triangle Isosceles 

Triangle, Right Angled 
Triangle, Scalene 
"Unit 

“Vertex 

இயற்கணிதம் 

பிரதி பின்னம் 
வடிவியல் 

செய்முறை வடிவியல் 

அறிமுறை வடிவியல் 
வரை படம் 

குரோசு, (மொத்த) 

மொத்த வருமானம் 

அடுக்குக் குறி 
தனி வட்டி 

நஷ்டம் 
குறித்த விலை 
எண்கோணம் 

நிலை (அச்சுத்) தூரம் 
மூலம் 

ஓரு போகுக் கோடுகள் 
கூட்டு வியாபாரம் 

சதவீதம் 

பல கோணம் 

அடுக்கு 
அசல் 

பெருக்கல் பலன் 
லாபம் 

விகித சமம் 

நேர் விகித சமம் 

தலைகிழ் விகித சமம் ' 
கால் பகுதி 

விகிதம் 
தலைகீழ் விகிதம் 
உறுப்பு 

தேற்றம் 
குறுக்கு வெட்டி 
முக்கோணம் 
குறுங்கோண முக்கோணம் 
சம பக்க முக்கோணம் , 
இருசமபக்க முக்கோணம் 
செங்கோண முக்கோணம் 
அசமபக்க முக்கோணம் 

அலகு 
உச்சி 

ne ena eee
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