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அணிந்துரை 
திரு. இரா. நெடுஞ்செழியன் 
(தமிழகக் கல்வி அமைச்சர்) 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கிப் பதினைந் 
தாண்டுகள் ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் பட்டப் 
படிப்பு வகுப்புவரை மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தை 
யும் தமிழிலேயே கற்றுவருகின்றனர். 1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து 
அறிவியல் பாடங்களையும் தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய் 
துள்ளோம். தமிழிலேயே கற்பிப்போம் என முன்வந்துள்ள 
கல்லூரி ஆசிரியர்களின் ஊக்கம், பிற பல துறைகளில் தொண்டு 

. செய்வோர் இதற்கெனத் தந்த உழைப்பு, தங்கள் சிறப்புத் துறை 
களில் நூல்கள் எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள் தொண் 
டுணர்ச்சி இவற்றின்காரணமாக இத்திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சி 
யும் மனநிறைவும் தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்று வருகிறது... 
இவ்வகையில் கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் கலை, அறிவியல் 
பாடங்களை மாணவர்களுக்குத் தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத் 
தேவையான பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக்கழக 
மும், சென்னைப் பல்கலைக்கழகமும் ஆண்டுதோறும் எடுத்து 
வரும் பெருமுயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் சொல்லவேண்டும். 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளாதாரம், மெய்ப் 
பொருளியல், புவியியல், புவியமைப்பியல், மனையியல், கணிதம், 
இயற்பியல், வேதியியல், உயிரியல், வானியல், புள்ளியியல், 
விலங்கியல், தாவரவியல், பொறியியல், சட்டம் ஆகிய எல்லாத் 
துறைகளிலும் மூல நூல்கள், மொழிபெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இரு 
வகையிலும் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனம் வெளியிட்டு வரு 
கிறது. 

இவற்றுள் ஒன்றான * பொறியியற் கணக்கு (பகுதி |)” என்ற 
இந்நூல் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனத்தின் 663ஆவது 
வெளியீடாகும். கல்லூரித் தமிழ்க் குழுவின் சார்பில் வெளியான 
55 நூல்களையும் சேர்த்து இதுவரை 698 நூல்கள் வெளிவந் 
துள்ளன. இத் நூல் மைய அரசு கல்வி சமூக நல அமைச் 
சகத்தின் மாநில மொழியில் பல்கலைக்கழக நூல்கள் வெளியிடும் 
திட்டத்தின்கீழ் வெளியிடப்படுகிற து. 

தமிழில் பயிலும் மாணவர்கள் ௨லக மாணவர்களிடையே 
சிறந்த இடம் பெறவேண்டும் என்பதே நம் குறிக்கோளாகும். 
கல்லூரிகளிலும் பல்கலைக்கழகங்களிலும். கலையியற் பாடங்களை 
யும், அறிவியற் பாடங்களையும், தொழில்நுட்ப அறிவுப் பாடங் 
களையும் பயிலுகின்ற மாணவர்கள் அவற்றைத் தமிழில் பயில 
வேண்டும் என்பதை வலியுறுத்தி வருவதற்குக் காரணம், தமிழறிவு 
வளரவேண்டும் என்பதைவிட, தமிழ் மக்களின் அறிவு ஆற்றல் 
எளிதாக, விரைவாக வளரவேண்டும் என்பதுதான். * எதிலும் 
தமிழ் எங்கும் தமிழ் £ என்ற குறிக்கோளை நிறைவேற்ற வேண்டிய 
கடப்பாடு, தமிழகத்து ஆசிரியப் பெருமக்களையும் மாணவர் 
களையும் சார்ந்ததாகும். தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக் கழகங்களின் 
பல்வகை உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் மனம் கலந்த 
தன்றி உரியதாகுக. 

இரா. நெடுஞ்செழியன்



பொருளடக்கம் 

(அ) இயற்கணிதம் (க]தஞ்ால் | 

பகுதி பின்னங்கள் (121181 1780(1௦05) oon 

விகிதமுறு பின்னம்--தகுபின்னத்தைப் பகுதி 

பின்னங்களாகப் பிரித்தல்--விகிதமுறு பின்னத் 

தைப் பிரித்தல்--ஒரு சுருக்கு முறை--வேறு 
மூறைகள். 

ஈருறுப்புத் தேற்றம் (11௦081 7௨௦76) ooo 

விகிதமுறு அடுக்கின் ஈருறுப்புத் தேற்றம்-- 
மிகை முழுவெண் குறியீட்டுக்கான ஈருறுப்புத் 

தேற்றம்--நடுவுறுப்பு--பொதுவுறுப்பு--சில முக்கிய 
விரித்தல்கள்--முதல் குறையுறுப்பு--எண்ணளவில் 

மிகப்பெரிய உறுப்பு--செயல்முறை விதி--தொடர் 

கூட்டல்--தோராயங்கள்--எல்லைகள். 

அடுக்குக்குறித் தேற்றம் (1:௩ற00118]716௦1000) ... 

ச என்ற எண்--௪-யின் மதிப்பு 2, 3 ஆகிய 

இரண்டுக்கும் இடைப்பட்டது--௪ ஒரு விகிதமுறு 

எண்--அடுக்குக்குறித் தேற்றம்--ஈ ஒரு விகிதமுறு 
எண்ணானால்--தொடர் கூட்டல்--தோராயங்களும் 
எல்லைகளும், 

மடக்கைத் தேற்றம் (1.௦2௨11ம்௦ Theorem) _... 

மடக்கை--மடக்கைத் தேற்றம்--சில விளைவு 
கள்--தொடர்கூட்டல்--தோராயங்கள்--எல்லைகள். ' 

பக்கம் 

20 

68 

102



x 

யக்கம் 

[ஆ) .வகை நுண்கணிதம் (018181) Calculus) 

க. சார்புகளும் எல்லைகளும் (Functions and Limits) ... 

மாறிகளும் மாறிலிகளும்--சார்புகள்--சார்பு 

வகைகள் -- எல்லைகள் -- எல்லைத் தேற்றங்கள் -- 
சில செயல்முறை விதிகள்--சில நியம எல்லைகள்-- 

தொடர்ச்சியான சார்பும் தொடர்ச்சியற்ற சார்பும்-- 

தொடர்ச்சியறும் வகைகள்--சில தேற்றங்கள். 

acaguaGseo (Differentiation) ave 

வரையறை.ஃமுதற்கொள்கையிலிருந்து வகை 
யீடல்--சில தேற்றங்கள் --மாறிலியின் வகைக் 

கெழு: இரு சார்புகளின் கூடுதலின், பெருக்கலின், 

வகுத்தலின் வகைக்கெழு--அதிபரவளைவுச் சார்பு 

கள்--அவற்றை வகையிடல்--நேர்மாறு . சார்பு 

களின் வகைக்கெழுக்கள்--வட்டநேர்மாறு சார்பு 

கன்--அதிபர வளைவு நேர்மாறு சார்புகள்--சார்பின் 

சார்பாக வகையிடல்--பிரதியிட்டு வகையிடல்-- 

மடக்கை எடுத்து வகையிடல்--உட்படுசார்புகளை 

வகையிடல்.-ஒரு சார்பை மற்றொரு சார்பைக் 
குறித்து வகையிடல்--துணையலகின் மூலம் வகை 

யிடல். 

தொடர்ந்து வகையிடல் (5100688176 Differen- 
tiation) eee 

வகைக்கெழுவை வகையிடுதல்---குறியீடுகள்-- 

நியம விளைவுகள்--வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளை 

அமைத்தல்--லைபினிட்சின் தேற்றம். 

வகைக்கெழுவின் பொருளும் பயனும் (Meaning of 
the Derivative and its Applications) te 

வகைக்கெழுவின் இரு பொருள்கள் : suger 

வளைகோட்டின் சாய்வுவிகிதமாக; வீத அளவை 

யாக--வகைக்கெழுவின் பயன்கள் : கூடும் சார்பும் 

குறையும் சார்பும் ; காலத்தைக் குறித்த மாற்றுவீத 

அளவை--திசைவேகமும் திசைவேக வளர்ச்சி 

வீதமும் -- சுழல்வேகமும் சுழல்வேக வளர்ச்சி 

133 

160 

216 

243



vi 

வீதமும் -சமதளப்பாதையில் இயக்கம் -- தொடு 
கோடும் செங்கோடும்--வளைகோடுகளின் வெட்டுக் 
கோணம் -தொடுகோடு, செங்கோடு ஆகியவற் 
நின் நீளமும், தொடுகோட்டடியும் செங்கோட்டடி 
யும் -- ஓர் இணைப்பு: தூரக்கோணக்கூறுகள் 
வளைகோட்டின் தூரக்கோணச் சமன்பாடு , கூறு 
மாற்றம், 

பகுதி வகைக்கெழு காணல் (11௧1 Differen- 
tiation) ie 

ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட மாறிகளின் சார்பு--பகுதி 
வகைக்கெழு--தொடர் பகுதி வகைக் கெழுக்கள்-- 
சார்பின் சார்புவிதி---சமபடி.ச் சார்புகள் -ஆய்லரின் 
தேற்றம் -- முழு வகையீடு -- கிளைத் தேற்றங்கள்: 
மூழு வகைக்கெழு ; பல சார்புகளின் சார்பின் பகுதி. 
வகைக்கெழு ; சாராத மாறிகளை மாற்றுதல். 

சுருக்கக் குறியீடுகள் a 

'மேற்கோள் நூற்பட்டியல் eo 

கலைச்சொற்கள் ene 

பக்கம் 

309 

342 

343



  

  

(90 இயற்கணிதம் 
(ALGEBRA) _ 

  

 



1. பகுதி பின்னங்கள் 
(Partial Fractions) 

1.0 ஒரு விகிதமுறு பின்னத்தை (௧7௧௦௨1 ரீரக௦11010), அதன் 
பகுதி பின்னங்கள் எனப்படும் பல எளிய :பின்னங்களின் 

- கூடுதலாக எழுதும் முறையை இப்பகுதியில் காண்போம். 

1-1 விகிதமுறு பின்னம் 

2, 0 ஆகியவை 2-ல் இரு பல்லுறுப்புக் கோவைகளானால் 

(Polynomials), ஐ என்பது x- ஒரு. விகிதமுறு பின்னம், 

இதன் வடிவம் £ ் 

சீ 27 4 ஏ 7} 
QO ~ bo xe + b, x -i 

‘ 4-9 2 பட் Bin | 
தினா ப வட்டம்” 

இதில், ஈ,8 மிகை முழுவெண்கள் $ ay, ag, wy Gis 

ம்டிம்டூ ஒம், என்பவை மெய் மாறிலிகள். 

. £ஃயின் படி 0-வின் படியைவிடக் குறைந்திருப்பின் இப் 

பின்னம் தகு பின்னம் (01012 770140) எனவும், அவ்வாறு 

குறைந்திராவிடில் பின்னம் தகாப் பின்னம் (பபறா0ற௦ 17011௦) 
எனவும் கூறப்படும். 

ஒரு தகாப் பின்னத்தை, ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை, ஒரு 

தகு பின்னம் ஆகியவற்றின் கூடுதலாக எழுதலாம். எடுத்துக் 

ந ட 1. 
“காட்டாக, ae த் என்பதை, தொகுதியைப் பகுதியால் 

9 க aa 
uges er, x+-2+ டது என்று எழுதலாம். இதில் —
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9-2 என்பது வகுத்தபின் ₹வரும் ஈவு; ர-9ந. 19 

என்பது மீதி, பொதுவாக, ஒரு தகாப் பின்னமானால், 

P 

0-8 ஐ 
என எழுதலாம். இதில் ர ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை; > 

ஒரு பகுதி பின்னம். 

மேலும் சில எடுத்துக் காட்டுகள் 5: 

2x2 +x +1 11x 11 

  

x2— 5x 46 2+ x2 — 5x +6? 

Pp) தி 
ந்த் தந் தரத்தை 

3 == p? ட ப ப டு p? + p நர 2-1 

1:2 பல தகு பின்னங்களைக் கூட்ட, வேறொரு தகு பின்னம். 
2 Bsa 1 3 

கிடைக்கிறது. எடுத்துக்காட்டாக, ro + “yy 

5-1) , 
= a2 p3x 2 இதிலிருந்து, வலப்பக்கத்திலுள்ள se 

பின்னத்தை, இடப் பக்கத்திலுள்ள எளிய தகு பின்னங்களாகப் 

பிரித்து, அவற்றின் கூடுதலாக எழுதலாம் என்றும் தெரிகிறது. 

$:3 தகு பின்னத்தைப் பகுதி பின்னங்களாகப் பிரித்தல் 

ற் ஒரு தகு பின்னமாகவும், இதில் ட இரு காரணிகளாக. 

(801078) வேனும் பிரிக்கக்கூடியதாகவும் இருக்கட்டும், இக் 
காரணிகளைத் தம் பகுதிகளாகக் கொண்ட பல எளிய பின்னங் 

களின் கூடுதலாக றவை எழுதலாம், அவ் வெளிய பின்னங் 

களைப் பகுதி பின்னங்கள் எனவும், அவ்வாறு எழுதுவதைப் 

பகுதி பின்னங்களாகப் பிரித்தல் எனவும் கூறுவோம். 

0-வின் அமைப்பைப் பொறுத்துப் பகுதி பின்னங்களின் 

அமைப்பும் இருக்கும்.



பகுதி பின்னங்கள் 3 

அமைப்பு 1. 0-வின், மடங்குதலில்லாத (௩0௦-16ற68120), 

ட ன் க A ‘ 
(2-ம்) போன்ற ஒவ்வொரு காரணிக்கும், கடந். என்ற 

வடிவமுள்ள ஒரு பகுதி பின்னம் எழும், 

அமைப்பு 5. மேலும் காரணிப் படுத்த முடியாத, மடங்குத 

லில்லாத, (0௦3 -- dx+e) போன்ற ஒவ்வொரு காரணி.யின் 

a pe Bx+C ழ் 
பொருட்டும் அற டட என்ற வடிவமுள்ள ஒரு பகுதி 

பின்னம் தோன்றும். 

அமைப்பு 3. (2%-ட6)” என்பது 0-வின் காரணியானால், 

ன் ல் A A A 
அதன பொருட்டு கடம் + (ax +b) + கேட்ட + oee 

ae ja ip என்ற பருதி பின்னங்கள் எழும். 

அமைப்பு 4, (023 -- 82-௪9 என்பது 0-வின் காரணி 

் om By X¥+C Bux +C. 
யானால், அதன் பொருட்டு 52 + de te + “txt டண னி? 

B,x+C, __ 8B, x+C, ன் 
+ (ex? dx + ep 553 + see vee (ex? + dx dx +e) என்ற 

பகுதி பின்னங்கள் எழும். 

இவற்றில் A, B, 6, Ais Ags eves Bi, Ba, seey டே ஜே 

என்பவை மாறிலிகள் $ ஈ மிகை முழுவெண், 

கறுவல் 

சீம 
ட XY 

என்பது கொடுத்த தகு பின்னமாக இருக்கட்டும், X,Y 

இரண்டிற்கும் பொதுவாக 1ஐத் தவிர வேறு காரணி இல்லை 
எனில், அதாவது, &, 1 இரண்டும் ஒன்றுக்கொன்று பகாத் 
தன்மை கொண்டவை (Prime to each 01167) எனில், இதை 

P P_=R,S 
ஜா xt y (ஆ 

என, இரு தகு பின்னங்களின் கூடுதலாக எழுதலாம், இது ஒரு 

துணைக்கோட்பாடு (0 மாக), எனவே, 4, &-ன் படிகள்
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முறையே 4, ன் படிகளை விடக் குறைந்தே இருக்கவேண்டும் 
என்பது தெளிவு. 

GQ) ௩-௦ ம் என வை. இது மடங்குதலில்லாத காரணி 

யாதலால் 7ல் இராது, அதாவது, X,Y இரண்டும் பகாத் 

தன்மையன. எனவே கொடுத்த பின்னத்தை.(அ) என்ற 

வடிவத்தில். எழுதலாம், . *-ன் படி 1] என்பதால், 2£ ஒரு மாறிலி 

யாகத்தான் இருக்கவேண்டும். ஆகவே &£- கீ. 
% ட . 

(2) X = cx? + dx 4 ச எனக் கொண்டு, R-sr வடிவம் 
Bx + என இதேபோல் நிறுவலாம். 

(3) X= (ax + by oars Qardr. x-sd (n—1)-566 Bars 

படியுடையதாக 2£ இருக்கவேண்டுமாதலால், . 

R= A, (ax + byl 4 Ay சே இக ட்ட. 

என எழுதலாம். ஆகவே, 

Ro கு. As A, 

ந இடத் (ax aye TF ம் py 

(4) X=(ex2 ag dx +e) எனக் கொண்டு, Rx ் வடி 

வத்தை இதே முறையில் நிறுவலாம். 

1:4 ஒரு விகிதமுறு ' பின்னத்தைப் பகுதி பின்னங்களாகப் 

பிரிக்க வேண்டுமாயின், அது தகாப்பின்னமாக விருந்தால், 

மூதலில் அதை ஒரு முழுவெண் சார்பு, ஒரு தகுபின்னம் 
ஆகியவற்றின் கூடுதலாக எழுதவேண்டும். தகு பின் 
னத்தை மட்டும் எடுத்து, பகுதியை முழுதுமாகக் காரணிப் 
படுத்தி அதன் அமைப்புக்கு ஏற்ற பகுதிபின்னங்களாகப் பிரித் 
தெழுத வேண்டும். அதிலுள்ள தெரியாத மாநிலிகளைப் பிறகு 
காணவேண்டும். 

மாஜிரி 4, 

பகுதி பின்னங்களாகப் பிரி ; ~ 2 க NES (gg 4) (2x 45) ° 

இது தகுபின்னம். இதன் பகுதியின் அமைப்பிலிருந்து, 

2 A B 
டு இட்லி ஜய சர் இட்ட
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எனக் கொள்வோம். இரு பக்கங்களையும் இடப்பக்கப் பகுதி 

யால் பெருக்கக். கிடைப்பது £ 

2=A(2x+ 53+ BCx—4) 1 

இதில் - 4 எனப் பிரதியிட, 2- 134, 

x= ் எனப் பிரதியிட, 2 - 2 ஐ, 

் 2 4 
எனவே A == 13 * B=— 0௦ 

ஆகவே, 

2, _ 2 _ 4 

(x—4) (28 +5) 13 (x— 4) 13 (2x + 5} 

மாதிரி 2. 

பகுதி பின்னங்களாகப் பிரி : 
1) ௫3 2 5-2. 

தரப்பட்ட பின்னத்தை ர் (பு என்போம். இதன்' பகுதியை, 

(x—1) (%+2) Qx+1) என முழுவதுமாகக் காரணி ப் 
படுத்தலாம். - எனவே, 

் x A. 

fC) = G21) G@ £2) EED * xT 
6 

+ x +1 எனக் கொள்வோம். 

(2x + 1)-ஆல் பெருக்க, 

B 
x2 

Qoop (x — 1) (% + 2) 

  

x= A(x+4+2) Qx+1)+B(e—1) Ox +1) +E 
(x — 1) (x + 2)... (2) 

x= 1 என இட, 1 094 

3-2 என இட, —2 == 9B 

1 i 9° 
x= — 5 என இட, ge C 

; த ட டய 2 2 
இவற்றிலிருந்து, A= 9, B=—g, C= yg. எனவே, 

I 2 -2 
FO)= ox (x— 1) 7 90 4297 9 (2x £TY°
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குறிப்பு : : சமன்பாடு (1)-லிருந்து 4, 2 என்ற .இரு மாறிலி 
களையும், சமன்பாடு (2)-லிருந்து 4,,0 என்ற மூன்று 

மாறிலிகளையும் அறிய வேண்டியிருந்தது. எனவே, முறையே 
இரண்டும் மூன்றுமான ஒருங்கமை சமன்பாடுகளை (54001(8- 
2015 60181101ட) அவற்றிலிருந்து பெற நேர்ந்தது. பொதுவாக, 

2-மாறிலிகளை அறிய வேண்டுமானால், அவை ஆடங்கிய 1 ஒருங் 
கமை சமன்பாடுகளைப் பெற்றாக வேண்டும். இவற்றை, (1), 
(2)-ஐப் போன்ற சமன்பாடுகளிலிருந்து பெறுவதற்கு 2-க்கு 

எளிய எண் மதிப்புகளைப் பிரதியிடலாம் ? அல்லது, இரு 

பக்கங்களிலுமுள்ள 2-ன் ஒத்த அடுக்குகளின் கெழுக்களை 

(00617101201) ஒப்பிடவும் செய்யலாம், 

மாதிரி 3. 

2x3 — 7x2 — 14x — 38 
“(x — 4) (x $5) 

என்ற தகாப்பின்னத்தை, ஒரு wpepgQeacr srity (Integral 
1*॥0௦1100), பகுதி பின்னங்கள் ஆகியவற்றின் கூடுதலாக எழுது. 

தரப்பட்ட கோவையின் பகுதியை (2x2 — 3x — 20) எனப் 
பெருக்கி, தொகுதியை அதனால் வகுத்த பின் 

2x8 — 7x2 — 14x — 38 =x—2 

(x—4) (2x45) — 

: Sty gate eal 
சே (Qe $5) 

எனக் கிடைக்கிறது. இதில் 6-2) ஒரு மூழுவெண் சார்பு. 
மற்றது தகுபின்னம், அதை ~ 

1 ae 6 ட்டி. (x — 4) (2x +5) ~ (x— 4) (2x + 5) 

எனப் பகுதி பின்னப்படுத்தலாம் (மாதிரி 1). ஆகவே, 

2x8 — 7x2 — 14x — 38 2 6 
மே மேடம் “* 74 GID 

2 12 
(2x + 5)
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மாதிரி 4, 

ப. 39 
(x—1) (47 +x + 2) 

x2? +xX+42 என்பதை மேலும் மெய்க் காரணிகளாகப் 

பிரிக்க முடியாது. எனவே, 

(x + 3)2 Bx+C 
(1) (2 x42) - ர + 38x 3 

பகுதி பின்னங்களாகப் பிரி ; 

அனக் கொள். இதிலிருந்து கிடைப்பது 2 

4393-02-23 ம) 019, 

9௯1 எனஇட 16= 4A. லட க்கு 4... 

x=0 எனஇட 9424-0 ,. சய, 

0 என இடுவதும், சார்பிலா உறுப்புகளைச் (மேகா) 

சமப்படுத்துவதும் ஒன்றேதான் என்பதைக் கவனிக்கவும். 

%3-ன் கெழுக்களைச் சமப்படுத்த, 1=A+B . B=—3, 

. (2 4 392 4 3x +1 
™ சேடு 1 நி +x4+2° 
  

மாதிரி | 5 

டக டக் 
(i — x) (1 — x8)" 

மஜி ௯ 1 அடி] அகில் எத 

பகுதி பின்னங்களைக் காண் : 

ட ம 29822 

—x)2 (1+ x + x8) 

என எழுதி, இதன் பகுதியின் அமைப்புக்கு ஏற்ப 

என்பதால், கொடுத்த பின்னத்தை, (4 லை 

1 ப் 4 B 
xr + x £8) ~ 1 — x t முட்ஜு 

4 கேம். 
(i + x + x4) 

எனக் கொள். இரு பக்கங்களையும் (1 — x)9 (1 + x + x2) ape 
இபருக்க, ' 

b+ x84+x8 = A(L—x) (1 +24 x2) 

+B +x%+x8) + (Cx + DCL — xs,
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%௯ 1 என இட, 332, 

9௩0 என இட, 1-A+B+D; 

28-ன் கெழுக்களை ஒப்பிட, L=—-A+C; 

-ன் கெழுக்களை ஒப்பிட, . 0ற + C— 2D. 

இவற்றைத் தீர்க்க, | 
. ் 2° 1 2 A=—j, B=1, C=,,D=3. 

எனவே, கொடுக்கப்பட்ட பின்னத்தின் பகுதி பின்னங்கள் : 
1. 2 + x+2 

(i— x)?” 3(i—x)* 31 + x 4+ x8)° 
    

மாதிரி. 6 

பகுதி பின்னம் காண் 2 சுகு 5 

. 8x A B Cc 
ஒட அடர் ஜக ps + @ ps 155 

டத 

+ @ED 
எனக் கொள். 

t= AG UG FI + BEDE +1) 
+C(%¥ +1) 4+ D(x—1)%. 

x=1 எனஇட, 8 = 2C, C=4 

x=o-—l oar Gi,—8=—8D, D=1 

ன் கெழுக்களை ஒப்பிட, 0- 4-2, கீற. 

98-ன் கெழுக்கள் ஒப்பிட; 0-4 .3ற, 
B=A+3D=2.. 

த 82... 1 4 
G=) GF > eF1 7 Gos 

ட பதட்ட 
.. * மெழுக 

   



பருதி பின்னங்கள் இ 

மாதிரி 7 

8 1 ப் 

கேடச 5 
பகுதியின் அமைப்பிலிருந்து, 

பட. ஜி. Ax +B கேம +t 
செட்டு eT oe F290 21 

பகுதி பின்னங்களாகப் பிரி, 

என வை, ஆகவே. 

33 1 20 ஐ 428 +1) 

+ (Cx + D) (x8 + 1) + (Bx +48) (98)-+ 298. 

BA— SI, 

x3 4] ae B) (x* + 3x2 + 2) + (Cx + D) (x3 + 1) 

+ (Ex + F) (xt + 4x4 + 4). 

இரு புறங்களிலுமுள்ள x5, x}, x3, x?, x உறுப்புகளின் 

கெழுக்களையும், சார்பிலா உறுப்புகளையும் ஒப்பிட, பின்வரும் 
.இருங்கமை சமன்பாடுகள் முறையே கிடைக்கின்றன. 

AtE=0 oee(i) 

B+F=0 (1) 
340421... பும் 
3B-+D+4F=0 (iv) 
244+ C0+4E=0 (0 
2B + D + 4F = 1 (71) 

சட்டு (iii) லிருந்து (0) ஐக்கழித்து 4-1 எனவும், 

அதனால் (1) லிருந்து 2 - 1 எனவும், மீண்டும் (144) லிருந்து 
02 எனவும் பெறலாம். இதேபோல் மற்ற மூன்று சமன்பாடு 
களிலிருந்தும், 8----1, ச71,---1 எனப் பெறலாம். 

எனவே, ் 

141 _..உ- ax — 1 x—1 
GF 2908 Fl) ~ x27 Gs $297 al
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மாதிரி 

க ழ் x5 
பகுதி பின்னங்களாகப் பிரி £ உல ௮ 

இதில் எங்கும் % இரட்டைப் படியிலேயே இருப்பதால், 
௬ ற என இடுக, இட்டபின் பின்னம் 

ட =. Fog te 

(p + a?) (p + b?) (p + c?) 

என மாறும், இது தகாப்பின்னம்; வகுத்தபின் இதை 

(a2 + 52 + c2) p? + (b2 c2 + c2 a2+a2 b2) p +a2 b3 c2 

i (p + a2) (p + 82) (p + c2) 

எனவெழுதி, son erer Aas மட்டும் பகுதி பின்னங்களாகப் 

பிரித்து, இதனை, ட 
ப bs . 
  
  0) Oa) கடை (p+ b2) (c? — B2) (a8 BF) 

06 
    

— OF way a) 
என எழுதலாம். மீண்டும் ற - 23 என இட, கொடுத்த பின்னம் 

பின்வரும் பகுதி பின்னங்களாகப் பிரிகிறது : 

ர ‘ ழ் 

“௮-௮ (1-௮) "” (௪754 (209) 528) 
ப் 

“சை ஐ) 
1:5 ஒரு சுருக்கு முறை 

(டி பிரிக்கவேண்டிய தகுபின்னத்தின் பகுதியில் (ச% - 6) 
போன்ற ,மடங்குதலில்லாத: ஒருபடிக் காரணி இருந்தால் அதற் 
குரிய பகுதி பின்னத்தை ஒதுக்குமுறை (61100 ௦1 8யறா6$81010) 

என்ற ஒரு சுருக்கு முறையால் காணலாம். 

எடுத்துக்காட்டாக, மாதிரி 2ஐக் காண்க. 

x A 4 BL Cc 
கட்ட கட ~ “வெட் அழத். டர 

என வைத்தோம். ட ; , 8 ் 

 



கூதி பின்னங்கள் ப [ந 

4-ஐக் காண; அதன் பகுதியைப் பூச்சியத்திற்குச் சமப் 

படுத்து: %--1 0, அ-து, ம 1, சமன்பாட்டின் இடப் 

புறத்தில் (2-- 1) என்ற காரணியை ஒதுக்கிவிட்டு, மற்ற இடங் 

களில் %- 1 என இடக் a 4-யின் மதிப்பு, அப்படிச் 

1 

முடி 9 | 
nee (x + 2) 9 தக்கிட்ட, x=—2 oor இட, 

—2 
“டட “2 இடப் புறத்தில் (௧ 1)-ஐ ஒதுக்கி 

விட்டு மற்ற இடங்களில் % -- -- 3 என இட, 

1 3\. (3 

இது, முதலில்: கையாண்ட முறையின் சுருக்கமே தவிரப் 
புதிய முறை அல்ல என்பதை எளிதில் காணலாம். 

செய்ய, 4 - தீ-ஐக் காண, இடப் 

மற்றோர் எடுத்துக் காட்டு : 

_@—1) (4+ 2) _ fA of 2௨-60 

2-1) ட௮ x2 +17 

இதில் 4-ஐக்காண, le (x— ல நீக்கி மற்ற 

இடங்களில் £ - 2என இட, 4-4. 

2, ஜ இவ்வாறு காண வழியில்லை, 

Gi) தரப்பட்ட பின்னத்தின் காரணி ஒன்று (ax + 0)* 

என்ற வடிவத்தில் இருந்தால், அதைப் பகுதியாகக் கொண்ட 

பகுதிபின்னத்தின் மாறிலித் தொகுதியையும் இதேபோல் காண 

லாம். ஆயின், அதன் காரணமாக எழும் மற்றப் பகுதி பின்னங் 
களின் மாறிலிகளை இவ்வாறு காணமுடியாது. 

எடுத்துக்காட்டாக, 

x பட ட்ட கீ சர B CC 

(x — a)? (x—b) ~~ x—a (x — a)? Toa 

D 

* 

என்பதில், இம்முறையில் 6 -.-. ன் த என அறியலாம் ; 2-4) 

ஒரு மடங்குதலில்லாத என்னைப்யடிக் காரணியாதலரல், (பில்
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விளக்கியபடி, ற - உ எனப் பெறலாம். ஆயின், 4, 2 டச். 2. 

(5 — a) 
ஆகியவற்றை .இவ்வாறு பெற வழியில்லை. 

1:6 வேறு முறைகள் 

தரப்பட்ட பின்னத்தின் பகுதியின் ஒரு காரணி இரண்டுக்கு, 
மேல் மடங்குதல் பெற்றிருந்தால் நீள வகுத்தல் முறை என்ற. 

மற்றொரு முறையையும் பயன்படுத்தலாம். 

எடுத்துக்காட்டாக, மாதிரி 6ஜ நீள வகுத்தல் முறையில். 

செய்வோம் : 

8x 
(x— 18 + 1)" 

x—l=yaar omar myaGou,x=1 + y. 

8x 8(149) _ 1 8(i+y). 
2 

தரப்பட்ட கோவை : 

சே198 மட நமு று 35 +y 

இரண்டாம் காரணியின் பகுதியையும் -விகுதியையும் நன் ஏறு. 

படியில் எழுதி வகுத்து ' 

8(1+y) wa. 
21 TAtB—M +b 

என எழுதலாம், ஆகவே 

ப ட 89% _1 ட னு | 
கடகட - pf 4+ அ] 

_4,2 1, 1 | 
~ ys + ya 9 2] 

4 2 4 
“சோடு? வடு FST 

டட. 
x+i1° 

பின்வரும் மாதிரிகளில் சற்று மாறுபட்ட சில: முறைகள் 

கையாளப்படுகின் றன.
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மாதிரி 9, 

ட? 33 +x il 2 

(x — 1)9 (x9 + 4) “ஆடிட 5 (02 198 

ட MNx—4 
25028 4) 

எனக் காட்டு, 

_ +X _ A + B a. Cx ண் அறி D 

(x — 1)2 (x# +4)” x—1 @— 1 xa $4 

எனக் கொள்ள, 

x2 a= AG IGP +4) + BOA EA 
+ (Cx + D) (x — 1)8. 

x=1 sor Qu, 2=—5B; B=, 

1055) x-r QS55 um உறுப்புகளை ஒப்பிடுவது வழக்கம், 
மாறாக, 22 - -- 4 என இட, ் 

—4+4+x=(Cx+ D)(— 1)? 
= — (Cx + D) (2x + 3) 

— — 2 Cx? — (3C + 2D) x— 3D 

= 8C — 3D — (3C + 2D) x. 

இதில் ஒத்த உறுப்புகளை ஒப்பிட, 

80-34 3209-1. 

இ 2 2 2 6 கவல் பண், 11 D = 4 வற்றைத் தீர்க்க, ே - 25 5 = 95° 

் 4-ஐக் காண சார்பிலிகளை ஒப்பிடுக. 

௦0-44 42. 3422. 

எனவே, (x —1)2 (x2 திடு இ] + 5 (x = 1)? 

பதக 
25 (08-14)
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மாதிரி 10. . . 
x3 4x2 461 

பகுதி பின்னங்களாகப் பிரி ? செ OF 2) GP ஆ: 3) 

அமைப்பிலிருந்து, | 

x8 + x2 +1 _ Ax+B 

(x3 + 2) (x8 +3) 7 x9 +2 

  

+ — 

என வை, 

_ இரு பக்கங்களையும் இடப்பக்கப் பகுதியின் 'எல்லாக் காரணி 
களாலும் பெருக்குவது வழக்கம், மாறாக, (23 --2) என்ற ஒரு. 
காரணியால் மட்டும் பெருக்க, 

டடக்? 38 3 

வகுத்த பிறகு, இ.ப.-௪41-35 13, 
Cx3i4- Dx? +2Cx+2D 

x? 4-3 

= Ax + B4+Cx+D— ட்ட 

“(கிரம ஐய FEF, 

o.u. = Ax + B+ 

இரு பக்கங்களிலுமுள்ள முழு எண் சார்புகளையும் பின்னங்களை | 
gus, ; 

A+C=1, B+D=1, C=3, D=2; 
A aoe 25 , B = I. 

x8 +. x2 41 3x +2 2x-+i 
எனவே, (2-2 (x8 PS) x23 xP SS 

பயிற்சி 1-1, 

பகுதி பின்னங்களாகப் பிரி, (வினாக்கள் 1 முதல் 27 வரை), 

1 x2+x+41 

* (x— 1) (%— 2) (x — 3)
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2. 

9. 

10. 

11. 

12. 

13, 

14, 

15. 

16. 

— Met ப 
(1) @= DTD 

2x — 11x38 
(2x—1) (9 —x8) 

2x? + 3x +4 
(2x8 —x— 1) (x—1) 

3x2 + 8x — 12 
x8 4 79123. 

2-5. 
1953 ௨3. 

டர 
3(% - 198 - 

x+1 

x3 (x—1) 

2x8 +1 
xi—3x42 

10 — 8x2 + 3x8 

(=x 
ae +1 

(x? + 1) (x —1) 

x3 

G1 Gt =e FD) 
3 (x? + 1) 
x8 +1 

1 + x? +- x3 
(I= x) x8) 

x2 

கேடி 8 F1) 

et [acme :xt +1 = (x9 + 2x41) 

(x? — 2x + 1)}



16 பொறியியற். கண்க்கு 

1 

(x— 1) (x2 — ft) (x3 + 1) 

3343-1 

(x2 - 1)2 (x2 ஆ. 

17. 

18. 

xt 

(x9 F 2) OFFI) 
x8 +2 
x3 —x 

(x8 + a2) (x2 + 52) 
(x3 + c2) (x2 + a2)" 

xt +i 

x2 (x + 1)8 

x* + 4x — 16 
(2 — x)2 (4 + x?) 

24 (x? + 1)8 
* xt 4+ x2 41 

19. 

20. 

21. 

22. 

23, 

[கவனிக்க: xt + x2 +1 

= (9 4 xt 1) G2—x4+0I 
6x3 + 5x8 —7 

2. 3x2 — 2x —1 

xd 

26. டர 

x5 

இர் பெட் ee 

--1)(41)80 4-1) 

x? 
- 

(x — a) (x — b) (x— 0) ஐப் பகுதி பின்னங் 

b 

@=DG=5 + C=HO-0) 
௪ 0 எனக் காட்டு, 

28. 

களாகப் பிரி, அதிலிருந்து 0 
a— 

T (¢—a) ‘GB 

ததை கட்ட 
* (&—a) (x — 6) @&— ec) ஐப் பகுதி பின்னங் 

as 

களாகம் பிரி, அதிலிருந்து. ல (௪-ல்
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ழ் ் ல 

*6-26-56-5 " 656-500 ள் ் 
+ (d— a) (d— b) (d— ec) 

  

௪ 1 எனக் காட்டு, 

: es gle ode » னில் 
ci — ax) (i — bx) ~ Tax * 1— ox எ ச 

1 A AB Be 

@ — axe @— bx) ~ aks * 1 ax F 1 ox 

  30, 

எனக் 

காட்டு, இதிலிருந்து, படட ன் பகுதி பின்னங்களா£க் 

காண். 

விடைகள் 1-1. 

  

3 7 13 

1. தம் த. 26-ஆ 
1 2 1 

2% 337 G1) t TR FD 
ட பஜ 1 4 

3 91 5st Tae 

4 1 3 
* டு டிடி * ஒடு? 

4 1 1 
5 3+ டு 5 

உடம் மப _ 117. 7 
” 8-3 6 4 (x — 1)? 2(x— 13 

i 2 i டது 
உ 3+ xe417 @+ ip t & FI) 

2 2 1 
& 3517 %7# 

1 | 
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10. 

11, 

12. 

13. 

14, 

15. 

16. 

17. 

18. 

19, 

20. 

21. 

22. 

23. 

24, 

3 1 

பொறியியற் கணக்கு 

7 5 
Toe ஓர் ஓர di 54 

3 1 — 3x 

T—1) + TF x4) 
1 2 1 x 

பேர் ஊடு தர் இடர் 
2 9-1 

உட ஜட 

2 1 x+2 

ஐ! ஓர 5-2 ப 

x 1 | 

2222-1)" 2-5 ம் 2(* + 1)2 

24/2 
— 

  

1 ( xtVv2 

1 17. 

1 
+ 6@—13— 

242. 
நட்பு -1 9422-11 

1 

8௫ 72-40 
x+2 

9 (x2 + x%+ 1) 

x—1 1. x1 
xe te] + மீட்ட? x2? 42 

x2 +17 (x? + 132 

1 

1 

1 

1 

1 

4 3 4 1 

+ GF P1y 7 Pe, 

(a? — d?) (62 — d3) 
(<2 — a?) (x8 F da) 

2 1 3 

“தாரம் * ட்டு 

(a? — c) 2) 
+ (a? e2) (x7 F c2) 
2,1. 2 

Txt tt ௮0௪ 
4 . 1 1 

gx? Goa Te 
x 

  

ய x 

“கஜ ! 200 26 + 1):
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5 

  

25. et3+e ர ஒரு 

1 1 1 
3. ஈர உ-- ட ~ TGF FI) 

i 9 1 
ச 1 ர எட் எடும்டி “கடும 

வடட அகி 
402 ட 

a2 ் 

a8. a (a — b) (a — c) (x —a) 

ரி as 

% 1+ >) @= NG =e =H 
1 2 4 

30. — Gee Tae t x



2... ஈருறுப்புத் தேற்றம் 
(Binomial Theorem) 

2-0 (a4+x) என்பது ஓர் ஈருறுப்புக் கோவை. 8 ஒரு விகிதமுறு 

எண்ணானால் (8--2%)” என்பதன் விரிப்பு, ஈருறுப்புத் தேற்றம் 

என்ற ஒன்றால் கொடுக்கப்படும். (atx) என்பதை ௪ (1 4+ i) 

a) அல்லது (1x) 

என்பதன் விரிப்பை மட்டும் அறிவது போதுமானதாகிறது. 

என எழுதலாம் என்பதால், (: + 

2-1 விகிதமுறு அடுக்கின் eaoiys CsHobd (Binomial 

Theorem for a rational index). 

ஈ ஒரு விகிதமுறு எண்ணாகவும், |x| <| ஆகவும் இருந்து, 
(1--ஜா என்பதால் அதன் மிகை மதிப்பையே குறிப்போமானால், 

a a, n— 1) n(n — tb) (n —2) 
(1 வ் x) =1 4 1! 1 21 ச் + 3 BE sss 

4 aCn — படர Xe 

Hgiad: Bwevilsr Pgs (Buler’s proof) sq@Gaur: 

ny = n(n — 1) (n — 2)... — re + 1) 

எனில், இத் தேற்றத்திலுள்ள முடிவறுதொடரை (1181116 861128) 

f(n) = 1 + abe+ Be + we + oi x tae 

எனக் குறிக்கலாம். |] 4 | எனில், இத் தொடர் அறவொ 
ருங்குகிறது (absolutely convergent). குறிப்பாக 7 (0) - 1,
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fq) =1l+x 
பட 5 olg 3 ol, ro 

ரீஸ் 14 124 ஆ டா மூனின் 

_டட₹ ‘8: B: 
f(A) =14 Fe t get. oti ete ன 

C+ Ore, At Mayes, 
தட ளை ய 

+ நட பன்னு ட 

என்ற தொடர்களும் அறவொருங்குகின்றன. இரு அறவொருங்கு 

தொடர்களைப் பெருக்குவதால் கிட்டும் தொடரும் அறவொருங்கும் 

என்பதால், ரீ (வ. 7 (29 என்ற தொடரும், (141 ஆக 
இருக்கையில், அறவொருங்கும். 

இப் பெருக்கலில் -ன் கெழு 

8; B ny அட்ட திப... வத ale 
not rey மார் Czy? 2 + ரா ரர் 

ர் 
= r! [2 + CyB, oly + 'Cg தீ; os a wee HH ay], 

வாண்டர் மாண்டின் தேற்றத் (Vandermonde’s Theorem) 

தின்படி, 

(Lh ஆ 8). = or + ‘Cy வர தீர + 20) 282 + ௧௧௨ ote B.. 

எனவே, ரீ(வ9. 7 (8) வில் ஈன் கெழு 
(4 4 8) 

rf 

fCL + B) என்பதன் தொடரில் "ன் கெழுவும் இதுவேயாதலால் 

70௮09. 7020-70௭2) 

எனத் தெரிகிறது. இதில் ௮, சீ எத்த எண்களாகவும்: இருக்க 

eri; |x| <1. 

இதையே மீண்டும் பயன்படுத்த, 

f Ch). (8). £7) = FCA + BD SY) = FC + B+ 7)- 

இதை விரிக்க, பின்வரும் பொது விளைவு கிடைக்கிறது : 

F Cob )oosoes f Coln) = F Cola + oka + one + dn)
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தேற்றத்தில் ॥ ஒரு விகிதமுறு எண். அது மிகை, குறை, 
முழுவெண், பின்னம் என்று எவ்வாறேனும் இருக்கலாம். 

. எனவே நிறுவலைப் பல பிரிவுகளாகக் காண்போம். 

பிரிவு (1): ௩ ஒரு மிகை முழுவெண்ணாக இருக்கட்டும். 

சடு (13ல் f) =l=de =... =da Tar Or, 

fC). fC) ..1 ugiiysacr = f (1 + Lin a pitiydadr) 

அஃது; rf cy = f (n) 

AS! மஜா = f (n). 

கவனிக்க : ௩ மிகை முழுவெண் எனில், ரீ (0-ன் தொடரில் 

Nag) = 0 = Mag = Rigg = ..... ஆகவே, 1 மிகை முழுவெண் 

எனில், ரீ 09-ன் தொடரில் (௩ -- 1) உறுப்புக்களே உண்டு. 

> பிரிவு (11): ௩மிகை பின்னமாக இருக்கட்டும். 1- 

ற, 9 இரண்டும் மிகை முழுவெண்கள் எனக் கொள். 

௪--டு (1)லிருந்து, 

f ) of (7) க்கக் ர பகுப்புக்கள் 
4 q 

=a (ே + : பட உறுப்புக்கள் ) 

௯ [7௫] -10-9-7 
பிரிவு3:(1) லிருந்து, ரீ2)- [7ீ(1)]- 1420 

Oe 
ஆகவே, (73 }. XI, f(x) ateHrug (1--xper aw 

q-aped. 

>
 

2 

இதன் மெய்மிகை மூலத்தை (1 -- J 8 எனக் குறிப்பிட, 

% மெய் என்பதால்,
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2. 
ர்ரூ- 7 (2) ௬௩ ௯ (14099 =+(l4x)" 

Qo, —l<x<1 aarp இடைவெளியில் ரீ(மு ஒரு 

தொடர் சார்பு என்பதாலும், %-0 ஆக இருக்கையில் 
S@=1 என்ற மிகை எண் என்பதாலும், இந்த இடை 
வெளியில் ரீ (19) எங்கும் பூச்சியம் ஆகாததாலும், அது குறை 
மியண்ணாக மாற வழியில்லை. எனவே, 

f@) = * (142 

பிரிவு (ம): 7 ஒரு விகிதமுறு குறையெண்ணாக இருக் 
“கட்டும். (முழுவெண்ணாசுவோ பின்னமாகவோ இருக்கலாம்). 

a=—m,m awe விகிதமுறு மிகையெண் எனக்கொள், 

௪--டு (1)லிருந்து 

f(m). f(a) = f(m+n) = fo) = 1 

-~ + ப i 
ரீம்... 

= ஷூ = ey = பேஷா 
f(n) = (+x) 

இவ்வாறு எந்த விகிதமுறு குறியீட்டுக்கும் (1ம் 

ஈருறுப்புத் தேற்றம் உண்மையாகிறது. 

ஃ f(n) 
டம் கதவ. (0 லி 
iro ‘ ரிவு (1),(() லிருந்து) 

2-2 மிகை முழுவெண் குறிமீட்டுக்கான ஈருறுப்புத் தேற்றம் 
(Binomial Theorem for a positive integral index) 

ஈ ஒரு மிகை முழுவெண் எனில், (1 -- x)" Qar DALI 

19) உறுப்புக்களே உண்டு என முன்பே குறித்தோம் ; 

அவ்விரிப்பு பின்வரும் முடிவுறு தொடராகும் ₹ 

n(a—\) n ௮ 
CL xy bby bg oe 

ப. a(n —l) mt) 2 ஆ டெ
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n(n—1) .. (a—r+1) 
271 

என எழுதலாம். மேலும் "C, =°C,_,. எனவே, இதை (1-(26' 
கும் 4 பதே ப பபப டாட ஜாம் படா. என்றும் 
தரலாம். இதற்கு ||| என்ற நிபந்தனை இல்லை: என் 
பதைக் கவனிக்கவும். இதன் மற்றொரு-வடிவம், 

8 மிகை முழுவெண் என்பதால், 70, - 

1 மிகை மூழுவெண் எனில், 

(a + x)" =a டா நாரம் ஜப. Cg an-2 x24 4 Cant x” 
+ oe + XP, 

2-8 நடுவுறுப்பு, 

n இரட்டைப் படை மிகை எண் எனில் (5 “> டு) ஆவது 

உறுப்பு (ஈ + xy ன் விரிப்பில் தடுவுறுப்பாகும். 

  

2 
ஆவது உறுப்புக்கள் இரண்டுமே நடுவுறுப்புக்கள், 

12 ஒற்றைப்படை மிகை எண் எனில் (5 ட் *) ’ ( ட் *) 

2-4. பொது உறுப்பு 

(1-௮ என்பதன் விரிப்பை ஐ இன் ஏறுபடியில் எழுதக் 
கிடைக்கும் 2” ஐக் கொண்ட உறுப்பை (7 1) ஆவது உறுப்பு 
அல்லது 7, என்ற பொது உறுப்பு என்போம், 

Cl + x)" Qe Que gy உறுப்பு 

அர் 2 (௫௮ ரய] ரட்ட உட கிட x! 

இதேபோல், 

(1-1 இல் பொது உறுப்பு 

Tray = (— *)(—n —1) = 3 2) eos vee(—A—1-+-1) a 

= (—1yp P@ AD G42) (2+ r—1),, = (—1) See 1) 

(1-1 இல் பொது உறுப்பு,
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nC n+ DG +2) டந்த ம டப. னு 

_ ant 1H +2) (@ tral). 
87 

ரகு (10 

(1--ஜா இல் பொது உறுப்பு 

n(n— i) (n— 2)... (#—r + 1) லு Ty, = SEEM 

—1 — 2) we (1 — (டி (4 =e (n- +P 445 

மாதிரி 7 
_3 

நான்கு உறுப்புக்கள்வரை (9 -- 22) 2 என்பதை 

ப் சன் ஏறுபடியில் 

(ii) கன் இறங்குபடியில் 

விரித்தெழுது, ன் மீதான நிபந்தனையையும் கூறு. 

உ க்ஷய [2( ஆ] * 
~5 ட 7 

-4[+(-) (3) +OCHVGY 

AC) C77) BL] 
  23 

1 5x? 35x89 
= 37 [1- ரகா ரர எப 

1 x 5x? 35x58 
= 97 — 5] + 1458 ~ 39366 °°
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ம
ம
 

( 1 + 3) ஐ விரித்தெழுதத் தேவையான நிபந்தனை = 

[22] <1 
  

2 
அ--து, 511 1 

2 [xl zs 

9 9 
அஃது, த <x< ற் 

ஷர [க(பஇ]* 
ser (sty 

-ஊ [096,910 இ' 

CAC) G4) YL] 
3 

~ 2 27 1215 25515 
0௯ [ 1—4e + soe — oe + -} 

3 
9\ 2 

(1 i iz) ஐ விரித்தெழுத நிபந்தனை 

ம
.
.
.
 

  

  
9 1 

2x <



*ருறுப்புத் தேற்றம் 27 

அது, 2 12] 2 1 

அது, |x] os 

9 9 
அது, 2. 32322 

மாதிரி 2 

(4--29-8 என்பதன் விரிப்பில் %7-ன் கெழுவைக் காண். 
பொது உறுப்பை எழுது, -ன் மீதான கட்டுப்பாடு என்ன ? 

(4—x)3 = 4-8 (1 ~ 3) 

~3 
(1 _ 4) -ன் விரிப்பில் 7 உள்ள உறுப்பு 

_ 3-3-1) —3—2)(— 3-3 (34 (3-5 (36) 
71 

(9) 
(4 — x)-8-air oD A Gcb x7-dr Qa. 

9 9 -3 க ய 

4 45 49 

பொது உறுப்பு 

—3 eae meme Ja he Joes கயி ரான. | சய கடி வற் வ ஆவலை (பு 

r 1 க 3:45 ~(r con 2), நா டா 

= (1) gy a ௫ (2) 

த்க் Sor 4 (RY
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¢ — i) ar eAfltiydserer Sip goer 

| x 21 

4 | 

அ-து, 1144. 

மாதிரி 3 

॥ + 

(l—x)"' (lL—x) 2 என்ற பெருக்கலைப் பயன்படுத்திப் 
பின்வரும் தொடரின் கூடுதலைக் காண்க: 

ஷி On — —1) 
ர தர் டர் rag to + oe ny 

    

5) (—x)+ ¢ a
: 22 Ye oe 

wey nen (-r)(-2-)- (-2-"+1) 
1-2.” (— x)? + sew 

1 3° Dawa சே. ட ட்ட ஸ்ர 
= EH Ft 3g? bm +46 முஷ் அர 

Gh — xt = t+(-1)(—x) + 0 பு wa 

=L+4+x+x34.... 4 9-0 sce அவை 

கொடுக்கப்பட்ட தொடர், இவ்விரு தொடர்களையும் 
பெருக்கக் கிடைக்கும் தொடரில் என் கெழு, ஆகவே, அது 

1 — 3 
ட் —xy 2 a —xyl ob x" ar கெழு; அ-து, (1--ஐ a 

(ACH) Cee) 
(—1)"
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3.5.7 ரே ட 
251 

3557... சே + 1) 
246௨0௮ 

  

  

2.5 சில முக்கிய விரிப்புக்கள் ' 

ஈருறுப்புத் தேற்றத்தின்படி முறையோடு விரித்துப் 
யார்த்துப் பின்வரும் விரித்தல்களை எளிதில் ஏற்கலாம்? 

11 41). 

(i.+ x)7} = 1 —X ++ x2 — x3 + cos ove -- (13 x + eee 

(l—xyri= 1+ + x? + x8 +... + FF tae 

Cl + xyr? = 1— 2x 4 3x? — 4x9 + 4 (௮1) 
x -b eae 

(1 ஜா 1 4 2x 4 3x? + 4x8 +t (r+ le te. 

ஜால ஜ் | 12-23 4348. 

4 (டு (W4+D0@42" 4+. 

ம்ு் [ 1.2 + 23% + 3.4x2 +. + 

(+I +2) a + ~ | 

மணாலி கிட 1 1 

is set Du Gt tt Dy 

1 ௮ அலீ (1 23.௨7-3.4.. +- 1) x? -௫ [12 (n—1) + nx + (n + 1) x 

eae ECP EL) 2) one (MP =D) xP ல]
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—P 

யற் டு) 
P(p +4) மு--2ஐ ஈ3 fe eg (3) + we + 

  
4 PO +4) (p +24)m(p + 1 2( 3 ) ன 

71 

மாதிரி 4 

Cpe என்பதன் விரிப்பில் உ ன்:கெழுவைக் காண்க. 

(a > 2). , 

(1 + 2x)5 _ 3 (1 — x)-2 எக் “மலை = x) 

= (1 + 6x 4 12x? + 8x8) [1 + 2x + 3x2 4 

oo t(n+1) x9 + WF 

முதற்காரணியின் முதல் இரண்டாம், மூன்றாம், நான்காம் 
உறுப்புக்களுடன், அடுத்த காரணியின் 27, 1, 2, 0௩8 
உறுப்புக்களை (n> 2 ஆக இருந்தால்தான் இத்தனை உறுப்புக் 
களும் கிடைக்கும்) முறையே பெருக்க, 3 உறுப்புக்கள் அத்தனை 
யும் கிடைக்கின்றன. அவற்றின் கூடுதல் 

(1. (a +1) + 62 + 12. (n—1) 4+ 8 (mn — 2) ௭ 
= 27 (n—1) xn 

ஆகவே, (௩2 2 ஆக இருக்கையில்) ஊன் கெழு 27 கேட 

மாதிரி 5. 

(2 —x) (1 + 3x - . Qx— 1) 08 + ஐ% இன் ஏறுபடியில் விரித்துப் பொது 
உறுப்பைக் காண்க, % இன் மீதான கட்டுப்பாடு என்ன ? 

(2 — x) (1 + 3x) 2 + 5x — 3x2 
சே) மேடு முட்டு 
  

= 3_ 1 — 3x 
(ட) * ட்ட
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(பகுதி பின்னப்படுத்தக் கிடைத்தது) 
== —3( 1 — 2x)-! 4+ (1—-3x)(1 + x?)-! 

= —3f1 + 2x 4 (2x)? + oe + (20) + பி 

+ CL — 3x) [1 — x? 4+ xt — we + (1) (x?) + J 

இவற்றில், முதல் விரிப்பில் ன் கெழு : (3:2): 

பிரிவு (1): 7 இரட்டை (௦2) எனில், இரண்டாம் விரிப் 

r 

2 
பில் ஈன் கெழு: (-19. எனவே மொத்தத்தில் ெபொதுவுறுப்பு 

r 

2 
[ 32+ (= 1) be 

flay (ii) r apap (odd) எனில், இரண்டாம் விரிப்பில் 

(r + 1) 
2 

ஊன் கெழு: 3 (1) - எனவே, மொத்தத்தில் 

3 10 
பொதுவறுப்பு | 3.2" — 2 (—1) 2 ர் 

(1 — 2x)-! o& விரிப்புக்கான கட்டுப்பாடு? |2%]- 1 

1 
AH, |X| < 5 

(Cl + x2)-) or aoffiityderer a@Qtiur@ : x? > 1; 2-55 

Jx<] 1 

எனவே, இரு விரிப்புகளுக்கும் தேவையான பொதுவான 

நிபந்தனை | | “ig 

2.6 முதல் குறையுறுப்பு 
Ci) *௩2௨0 எனில், (1--0மான் விரிப்பில் கிடைக்கும் 

முதல் குறையுறுப்பைக் காண்போம். 

1 அ-லான் விரிப்பில் (7 -- 1) ஆவது, 7 ஆவது உறுப்புக் 

கள் முறையே
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0-1). 71 
  Tr44 = ri x 

_ 2(—l1)..(a—r4+2__, 
Ga Pep 

௦ 2 1 _ க 741 oT. = x” x 

7741)4 இரண்டிலும் ஒன்று மிகையாகவும் ஓன்று குறை 
வாகவும் இருக்குமெனில், ॥ 

Tray 

Tr <9 

அ--து oe ன ca). ௧௨0 

டி௬0. «. na—r+1<0 

ட ரு ரர, 

இந்தச் சமனிலி தரும் ஒவ்வொரு -மதிப்பிற்கும் 7, 7 
ஆகிய வெவ்வேறு குறியுடைய இரு உறுப்புக்கள் கிடைக்கும். 
எந்தவொரு எஈருறுப்பு விரிப்பும் 1] என்ற மிகையெண்ணில் 
துவங்கும். எனவே, இச்சமனிலி தரும் மிகக்குறைந்த 7-ன் 
முழு எண் மதிப்பே முதலில் குறிமாறுகின்ற--மு தலில் குறையாக 
மாறுகின்ற--உ௨றுப்பைத் தரும். 

எனவே, 4ல் உள்ள மிகப் பெரிய முழுவெண்ணை 7 [4] 
எனக் குறித்தால், முதலில் குறையாக மாறும் உறுப்பு 

Tra» r=—J[n+1]+1 

=f ர் ni] + 2. 

5 
எ-டு: (1--3292ன் விரிப்பில் கிடைக்கும் முதல் குறை 

யுறுப்பு. 

ச்ட் = [> | +2=5, 

எனவே, அவ்வுறுப்பு 6வது உறுப்பாகும். அதன் மதிப்பு 
7 5 3 1 1 

ததி கோத க Po ட. = 21875 ஏ” 
2.3645 “256
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(2) x,n > Osrafled, (1 + x)", (l—x)) Sykira.cr offi 

பிலும் இரண்டாவது உறுப்பே குறையறுப்பு என்பதை எளிதில் 
விரித்துக் கண்டுகொள்ளலாம், ் 

எடு: (9 (14075, 0453 
, ் 

மூ (1-5) ரா. 

(ii) ருரு , மப 

ஆகியவற்றின் விரிப்பில் இரண்டாம் உறுப்புக்களே குறை 
யுறுப்புக்கள். i : 

(3) x,n = 0 crofed, (1 — x) என்பதன் விரிப்பில் குறை 

புறுப்பே இல்லை. 

.. இனி,2ஈ20 எனில், (1-- ஜான் விரிப்பில் எந்த உறுப்புக் 
குப் பிறகு வரும் உறுப்புக்கள் குறிமாறாமல் வரும் என்றும் 
காணலாம். அதற்கு 

சு ௩-1 

எனக்காட்டுவதை'ஒரு பயிற்சியாகக் கொள்ளவும். 

2:7 எண்ணளவில் மிகப்பெரிய 2X gin (Numerically 
(Greatest Term) 

[x | <1 erofed, (1 + x)? oh விரிப்பிலுள்ள உறரியக்கள் 

எண்ணனளவில் (1) முதலிலிருந்து குறைந்துகொண்டே போகும். 

அல்லது (ii) முதலில் உயர்ந்துகொண்டே வந்து பிறகு 
குறைந்து கொண்டு போகும். 

(+x): @& விரிப்பிலுள்ள எண்ணனவில் மிகப் பெரிய 
உறுப்பைக் காணும் முறையைப் பின்வரும் மாதிரிகளால் அறிய. . 

லாம்£ 

மாதிரி 6 ் ் 

2. _27 
எனில், (ட (lL—2x)*, (ii) Cl—2x) 2” 

: 

cil) (i — 2x) 4 ஆகிய ஒவ்வொன்றின் விரிப்பிலும் எத்த 

உறுப்பு எண்ணளவில் மிகப்பெரியது எனக் காண். 

3 

x= 

La
d)

 
b
e
t
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(1, & x) விரிப்பில் 

Tra (a—r+ 2, 

  

  

    

T, r 

ஈட. 1 டிய 
௪, r : 

(எப்பொழுதும் r > 0) 

. 27 1 
மு G@—2x)7, x«=3. 

(னு கிம் 2 3 

இதில் | 1 =" r 
. [ar 294 

ளு 37 ° 

275 29 எனக் கொண்டால், ட 

சா | சோடமத 
அ ட or *   

எனவே, கவ | க [ 7, | என்பது 2r—29 = 3r 
< < 

என்பதற்கு ஏற்பவே இருக்கிறது ; 

வைத அ-து, டத 2r 9 

< 29, 
அ--துடி அணை 

எப்பொழுதும் ॥ 2 0 என்பதால், இச்சமனிலி பொரு 
ளற்றது. எனவே, 2 % 29. 

இனி 27 - 29 எனக் கொண்டால் 

Tra. | ௮-2 
[7, | ~~ 3r¢   

எனவே, | T.4,) 2.) Tr] srerug 29 — 2r 7, 235 
> < 

என்பதைப் பொருத்தது. 

அது, 32 _ ன் 29 — 2r
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் அது, 229 
- 2S 

7 ஒரு முழு எண் ஆதலால், இடைக்குறியால் பயனில்லை. 

எனவே, [77,112 17, என்பது அ 54 என 
< < 5 என்பதைப் 

பொருத்தது. . 

‘r=0, 1,2, 3,4, 5 எனில், அதற்கியைந்த பொதுவுறுப்பான 

2 ஆடி அதற்கு முந்தைய உறுப்பான 7,ஐ விட எண் மதிப்பில் 
பெரிதாகவே இருக்கிறது. அதன் பிறகு, 1 6, 7, னில், 
இயைந்த பொதுவுறுப்பு எண்மதிப்பில் குறைந்துகொண்டே 

செல்கிறது. எனவே, மிகப் பெரிய உறுப்புக்கு ச - 5; அவ் 

வுறுப்பு ஆறாவது உறுப்பாகும். ‘ 

—27 1 

  

  

  

ஞ் ர 5 

ஜன்னல் போலவே, ் 

2 வேட்ப 3] T. me | = . (r= 0) 

_ (+2) _ 25+2 
7 3r 3 

| Tra | 7 | Tr | என்பது, 25 + 275 37 என்பதைப் 
சு பொருத்தது. 

அ-து, rs 25. 

> 

r=0,1,2,.. என இட, 

1 Tol <1 Til <| Te) < we < | Tes] =| Tog | > 
1221217912 

எனவே, 25 ஆவது, 26 ஆவது உறுப்புக்கள் இரண்டும் 

எண்ணளவில் சமமான மிகப் பெரிய உறுப்புக்கள், 

பட he 1 
(ம (1 — 2x) , xX = 3 .



36 பொறியியற் கணக்கூ 

a, ae டத. 
ப்பு [சி க்ப [5] 

| னு ர 
  

  .கர5ு.3 எனில், | ~ 
  

| Pees = | T, | என்பது 4-3 = 6r என் பதைப்: 

பொருத்தது. 

  

- 3 
Ss 

அஃது, 7 2 2 

ர ௨0 என்பதால், இதனால் ஒரு பயனும் இல்லை. 

Tray _ 3 4r 4 23 எனில், | a ண 

| Ty | = | Ty | என்பது 3--47 7 6£ என்பதைப் 

பொருத்தது. 

அஃது, 105 3 
> 

து, < 3 அது, r ரர்: 

N 

எனவே, எண்ணனவில் மிகப்பெரிய உறுப்புக்கு 7-0 
அதாவது, முதலுறுப்பே மிகப்பெரிய உறுப்பாகும். 

28 செயல்முறை விதி (9/02%12 1) 

(1 ஐ-ன் விரிப்பில் ([%] - 1). எண்ணளவில் மிகப் 
பெரிய உறுப்பை (£ -- 1) ஆவது உறுப்பு எனக் குறித்தால் ச 

பின்வருமாறு கணக்கிடப்படுகிறது : 

(a+ 1)x| (i) ns 0 எனில் 7-7 15121
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Cii) eta Pa, ஒலியில் அ 
[மதத 

(மு) —1 sn <0 crofld r = 0. 

“சதுர அடைப்புக்குள்ளிருக்கும் எண் முழு எண்ணானால், 

Ty. Tro இரண்டும் சமமான மிகப் பெரிய உறுப்புகள். 

மாதிரி 7 

ச் 2 j சர்ர்ர் oa Ite + BF teal 20) 
எனில் ௭, ம், 2 ஐக் காண். 

5 ¢ - —3x2)-1 
a+ 1+ 2x + i 3x3 = Se he 1te(1—3x?) 

= a+ b(1 — 2x + 4x9 + 4) +e (1 + 3x? + 924... 

=(a+ 5+ c)—2bx + (4b + 3c) x? 4+. 

=1+4+x+4+2x? +... கொடுக்கப்பட்டது). 

ஒத்த உறுப்புக்களை ஒப்பிட, 

a+b+e=1, 2=—1, 4b + 3¢=2.- 

.. இச்சமன்பாடுகளைத் தீர்க்க, 

t=) தண் ea 61 2 2: C= Re 

மாதிரி 8 

௬3% 2103 -.. 

: e நஞ்ச 5 

எனில், 2 -- ட் = asa? + pea ௮ ...எனக் காட்டு, 

y = 3x + 6x? + 10x38 +... 

2 Lty=14+ 3x + 6x? + 10x58 +... 

=(1—x)-3 

ifs 
s l—x=(i+y)
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y 4. , 1:47 
உ த ர அத Tm 

a ட டடம. 
டி (0) (0) 

ae +(-3)¥+ yp ச 

பயிற்சி 2--7 

1. ஜன் ஏறுபடியில்: விரித்து முதல் நான்கு உறுப்புக்களை 

எழுது. 

ஒன் மீதான நிபந்தனையையும் எழுது. 

1/2 ew et ay HP 
ci) (1-9 . (ii) CL — 3 x) 

2. நன் ஏறுபடியிலும் இறங்குபடியிலும் முதல் நான்கு 

உறுப்புக்கள் வரை விரி, ன் மீதான கட்டுப்பாட்டையும் 

குறிப்பிடு. 

டு மஜி” ii) (4a + 8x2) 

4. நன் ஏறுபடியில் விரித்தால் வரும் பொது உறுப்பு 

ஐக் காண், 

3/3 

5 

மு ௩2ஐ3 
பி 

(ii) (a + x?) 
| 
2 லு 2: —3 

(iii) (1 — 4x) (iv) ஐ +20 —3x) 

—3 7 
4. (i) (x— 2x2) என்பதன் விரிப்பில் 5 ன் கெழு: 

என்ன ? 
3. 

(ii) CL + 2x + 3x? 4 on) என்பதன் விரிப்பில் உன் 

கெழு என்ன ?
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Cit) CL 4x + x? $0) CLE Oe 4 38 HY, 

=5 (12423443422 +.) rand ot, 

5. % மிகை எனில், நன் ஏறுபடியில் விரிக்க்க் கிடைக்கும் 
மூதல் குறையிருப்பு எது ? 

17 36 
G)Ch+x)? © Git (5 + 3x5 

6 
(iii) (2 — 3x) > (iv) (2 + sx) 

et மத 
day OY rae 

, 6. ரன் ஏறுபடியில் விரிக்கக் கிடைக்கும் எண்ணளவில் 
மிகப் பெரிய உறுப்பு எது ? 

17 —3 ! = 9 
டூ ய-ஐ3, (= =;) Gi) i—x) 3, x —10 

எ 
5 ஐல. ப ஈஆ” உ-ம் Gi) +x) 3° ர ட ச 

ரூ.௩4 8° உஞ்யடஜ. * 2
]
 ae 

ட ட பத 
7. (10-29 2 என்பதன் விரிப்பில் 3வது உறுப்பு எண் 

அளவில் மிகப் பெரியதானால், ன் மதிப்பு எந்த வரம்புக்குள் 
இருக்க வேண்டும் ? 

8. 7 ஒரு மிகை முழு எண்ணானால், 

(0 (1--998 என்பதன் விரிப்பில் 

135... (2n 1) 
——a Qn 

ns} 

நடுவுறுப்பு 

37 எனக் காட்டு, 

(ii) Ck + x)?" என்பதன் நடுவுறுப்பின் கெழு, 

(142981 என்பதன் இரு நடுவுறுப்புக்களின் கெழுக் 
களின் கூடுதலுக்குச் சமம் எனக் காட்டு.
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1 | ர 
உ ay m1 ay Bt ag KE Hb cceeee + Op XE we 

et oofled (r + 1) a4, — 2n ay mail) ay, = 0 

எனக் காட்டு. 

10. பின்வரும். கோவைகளை நன் ஏறுபடியில் விரித்து ன் 

கெழுவைக் காண், ன் மீதான நிபந்தனை. என்ன? 

(i) (1 + 2x + 3x2 + 4x¥ + ...)? 

(ii) CL + 2x + x?) (1 + 2x)? 

         

; 3x—2 
civ) tae »n> 0. 

npg EEO 
லற. 

் es 1 

CH) ய 3x) 

(v). 

son 

(x + 2).(% + 1)? 

3x2 — 10x + 14 

Ge + 1) (x—=2)? 

(vii) 

(viii) 

11. என்பதன் விரிப்பில் 231-1ன் கெழு 
2 ஸ்டே கட 

(1 _ ன ): எனக் காட்டு. ன் மீதான கட்டுப்பாடு என்ன 2 

(ii) on = கரக்க ்1 (௩ முழுவெண்) என்ற வடிவத்தில் 
1 ழ் க 

இருந்தால் Vx 4 xe x8 serugser oflitnfe xr கெழு 

மூறையே, ]1,--1 என்றும், ஈன் மற்ற வடிவங்களுக்கு 2”-ன் 

கெழு பூச்சியம் எனவும் காட்டு, ் 

Ciii) n= 3m, 3m+1,3m+2 (m qpagQoustr) என்ற 

வடிவத்தில் Ropero என்பதில் ஜாண். கெழு 

n | ஜே 2 

முறையே (195, 3-1)” -312(- 173 எனக்காட்டு.
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ஸூ 25 
(x + Der FH 

ST om or ? 

என்பதன் விரிப்பில் என் கெ 
॥ 

12. Ci) y = 2x + 3x2 41 428.1... எனில் 

டு 1.3 135 1.357 
*=3— 20.219" 312 2,412 1: 
எனக் காட்டு: 

(ii) y = x—x? 4 x8 — xt + ... croofier 
Faye ye ry +e . 

எனக் காட்டு. ர ea, 

_ 13. பின்வரும் சமன்பாடுகள் ஒவ்வொன்றிலும் ௪, 6, ஃ..ஐுக் 
ட காண், 

ர ர. ரது பா =l4x4+. 

1+ ex = 15 6x + 205? — S64 + 
©) ine 

=. ம் + dx8 oo 5 is 
(iii) 7 + es i axe 3௭ nd x8 

: 1 

. 
a 

் ம் 
3 

ல நகலை xj T (2 + 3258 =f ape Fy + cx + 

{v) (howe “ச. கேட... 

விடைகள் '2.1 

5 2 8! 
1. (01-77 Ix] < |. 

3 27 135 1 லி x3 ரர (1) 1-5 2 + 46% £4 தது! 

1 4 4 32 . 2.4) @) 9 — சஜ ௮40, Ix} <3;
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27 27 3 
(6) 3 (= 2 ஹர்) 2125. 

—3 ae வணர 

மே (a) 1 a 2 —3x%a 2 + 15 xta 2 

8 8 16 

உடு 
௮3582 + wey [|X] SOF 

16 2 

i5a2 35a8 - 

©) (3 கர் ஜலா 1282 * 
த் 

bx] ௬ ௮: 

  

அம்ச. ரோ ஐ ரமா. டு lhe we Gr 8) (3: 

Gi) (C— brn + Da + 2 

Giiy CP! x, ப 

Civ) (r+ 1) [1 + 3° (r + 2)] x. 

4, (9) 67584. ' 

Gi) 21 

5, Ci) 10 ஆவது உறுப்பு (ழ் 13 ஆவது உறுப்பு 

(11) 2 ஆவது உறுப்பு (1) 3 ஆவது உறுப்பு 

௫2 ஆவது உறுப்பு (11) 11 ஆவது உறுப்பு. 

6. (93 ஆவது உறுப்பு (11) 5.ஆவது உறுப்பு 

(11) 5 ஆவது, 6ஆவது உறுப்புக்கள் 

Civ) 4 ஆவது, 5 ஆவது உறுப்புக்கள். 

(1) முதல் உறுப்பு (ரம) முதல் உறுப்பு
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4 6 
De 5 < i 

10. G) FO +NDG@+D@ +3), [27 21 

Gi) (HI (ot + Tn 48) 2"? HR 52 

Git) Qn? 4 2n gy a TY, pay < jal 
(iv) 1—2n 

ஐ $[ மட” 2௫% 0௮ 

(vi) (1-" ort 5, Ix] <4 

wit) AY (Ime) bed <t 
ன 2 ட. 

(viii) — 12. ௮ அஹா ர 1 121.5 1 

11. மூ [2] 
13. (ii) a+ 4, b= 12; 

Gil) a=0,b=1,c=4,d=1; 

Gvya=t=a c= ke OPO pay cys, 

(ii) a =4= 6, c=—2; 

௨-1. 

29 தொடர் கூட்டல் ($மாு௧110 ௦7 Series) 

சில முடிவறு (infinite) தொடர்களின் கூட்டுத்தொகையைக் 
காணப் பீன் வரும் ஈருறுப்பு விரிப்புப் பயன்படும் : 

ஒப) 2௨0 i] 

p(p +4) + 24) (x\° 
+ இர் 14. (ே ) “ரா ௨௧௪ 

20 £ Oe + (ot ID(s 4] +m, |x] <1.
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இத்த ஈருறுப்புத் தொடரில் 

(i) உறுப்புக்கள் (் நிவின் அடுக்குகளின் எரிக்கக் 

(ii) பொது உறுப்பின் தொகுதியின் காரணிகள் கூட்டுத் 

Gertie (Arithmetic Progression) Jone sone, '; 

(111) பொது உறுப்பின் பகுதி, 7! அல்லது,. 6 “2: 36.௨4 

என்ற வடிவத்தில் இருக்க, அதன் தொகுதியில் £ hana 

இருக்கின்றன ; 3 வின் படியும் £ 

. அ என்பவை கவனிக்கத் தக்கவை. 

-ஈருறுப்புத் தொடரைக் கரு முறையைப் பின்வரும் 
மாதிரிகள் விளக்கும். a : 

மாதிரி 9 

1 + 2x nth) y+ 
T+ =) = அம ஆர G tnt is ர்க 

எனக் காட்டு. 

  

  

வலப்பக்கத்து லகு தொடரை 

(தத் ரட்ட ற அஷ. 

என்ற. சமன்பாட்டின். வலப்பக்கத்து முடிவறு தொடருடன் 

ஒப்பிடக் கிடைப்பவை 

Xx x ட் x 
2-௩ 8-1 g 1 ஆ 4 x= iT’   

எனவே, தரப்பட்ட் தொடர் 

= (1— X) q 

ய x a Fox) பன 1+2x a 

=( Trax) = 1422 Tre) 

மாதிரி 1௦ ் 

aeneeetiet கூட்டு. 

14 1:4°7 
igi at eg t i+ (4 yo
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இத் தொடரை, 

் 1 71 14 12 147 713 

+r 17 (4) + 72 (4) + 1°2%3 (4) +... என மாற்றி 

எழுதி, 

G59 (0) 
(p + 

1: 

ஜல ல). 
என்பதன் — தொடருடன் ஒப்பிட, 

டர ண 3 
4 3 oo = 4 ௩ 

a0 Ga14F Os 

எனவே, ன கூட்டல் 

ona (oY ட்டு. 
மாதிரி 11 

முடிவிலிக்குக் கூட்டு... 

1 25 1. 258 1 
2. pa + 13° TE 

கூட்டுத் தொகையை 5 என்போம். தொடரைக் கீழ்க் 

கண்டவாறு எழுதலாம் ₹: 

2 s s=-i(- ர) -1 (க) 

2:5₹8 

123 —73) rs 

2 1\ , 2:5 1\% அதர் 3 திரு] 
2:58 1\38 

+ 12.3 (= 4) ர் oor
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ப ட தாட டு தர ரு 
உ 12சக17(-த)7 (2) 

2°5°8 1௩2 
\ + (723) (- 9) + ‘on i 

சீ 
இதை, (1--*) 4 என்பதன் விரிப்புடன் ஒப்பிட, 

கு தகிட ட் டடம 
ன. 49° =e =" 40° 

49 : 
= இட 

495 
2-1 (ஐ 

வூ 12 

15°21 122422 47 

15 ot eH 164 * 162432 7" = 9 எனக் காட்டு, 

கொடுத்த தொடரின் மூன்றாவது உறுப்பை 

15:21:27 7153 , 
(23-47 (3) ‘ 

.என எழுதலாம். பகுதியை 4! என ,எழுதலாம், அப்பொழுது 

தொகுதியின் காரணிகள், கூட்டுத் தொடரில் அமைந்த நான்கு 

எண்களாக இருக்கவேண்டும். தற்பொழுது மூன்று எண்களே 

இருப்பதால், அந்த நான்காம் எண்,9 அல்லது!33 ஆக இருக்க 

வேண்டும். இவற்றில் 33 ஐ எல்லா உறுப்புக்களுக்கும் 
தேவையான பொதுக்கூடுதல் காரணியாகக் ச எனமுடியாது. 

ஆனால் 9ஐ அப்படிக் கொள்ளலாம். னு g 1 இன் படியும் 

4 ஆக இருக்கவேண்டும். ஆகவே 5 ஆலும் தொடரைப் 

பெருக்கவேண்டும். கொடுத்த தொடர் 5 எனில், 

= .
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Ls =. 15. 9:15:21 813 

9x 2 (3 y af “ERT (3) + one தொடரில் 

9 
i+ 1 () என்ற உறுப்புக்கள் இல்லாததால், அவற்றை இரு 

யுறமும் ரணை 

9°15 /1\2 GHG) BQ 
பூ 215-21 

12. (3) + 

சி 
Bas, (l—x) 84 இன் விரிப்புடன் ஒப்பிட, 

ட _ ௨2.1... 6 3 
ராடி தி காகித = 98 பி “இ இக் 

9 
9 3 

i Lagte மல. i =(1-3) ப 

௫) *-4- 
. 39 பஏஉட17_ 49 ஃ மி $ 

47 53. 

மாதிரி 13 

71 ஒரு மிகை முழுவெண் எனில், நிறுவுக : 

1_ ட்டா 82-10) (1 + 2x) 

  

"tnx TF * (14 ax? 1 

_ஈ0-0)-10) (1-3 
3 - பஷ +. 0. 

இத் தொடரின் முதல் உறுப்பு நீங்கலாக மற்ற ஓவ்வொரு 

உறுப்பையும் இரண்டாகப் பிரித்து, தொடரைப் பின்வரும் இரு 

தொடர்களின் கூடுதலாக எழுதலாம் :



4g: பொறியியற். கணக்கு 
் 

1: ஈம 2 

ரட்ட: re) 

ene) ( 

  

ல 

  ட்ட ந + wes 

ப. 2 [பரம ம 
Sg ae Tnx 11 1 ப 

த ee) (ஷு. + ~ | 

i i \a nx \n 

= ( ர) ் (யல). 

nx ட. அ fey 
52> — tax Line) ~ (Fe) 

& கொடுக்கப்பட்ட தொடரின் கூடுதல் / 

=S, + S,=0. 

ஒரு கோவையை இரு முறைகளில் விரித்தும் கொடுத்த 

தொடரைக் கூட்டலாம். 

மாதிரி. 14: 

டம. 
௩ ஒரு மிகை முழுவெண் எனில், (0 Cor என்பதை 

இரு விதங்களில் விரித்து 2” ன் செழுனிலிருந்து பின்வருமாறு 

் காட்டு 

[17 ப 23 டட 4374 பூனை 1) 45 tm | 

= ச +7n +8) 

BE = a td 
-[) thet ஆ. டம் x? pie ன் ட புள்] 

gly [2 bate Bae ba FIG + DD + ~ |
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இதில் 2” ன் கெழு 

ப மர. waft 701) we A(n—1)n—2) 

- 1122304314 டிஷ் கட] 

இதே கோவையைப் பின்வருமாறும் விரிக்கலாம் : 

72... 1 _- ஐ] 1 

: a a 28 [22-௪௮ (i — x)   

4+2G—) Qn-2 (1 — x)? — நட்டி 2-5 (12208 

பூம டாம >| 

= 2" (l—x)-8 —2™1.n (1 — x)? 

29-2 oa) (i— xy} — 23° உட ௩2 

ஈ1)-2௩-32 ப 2... nat 

+2 41 
ல * (1) (1 ஜு, 

இதில் 21-ன் கெழு 

Hare Ft ly @t 2-21 n(n 4 1) 

பசை ற்கிருயடு 
௯-3 [4௫.13 ௩42-௭01) ௩௫-10] 

= ans (n? + Tn + 8) 

இரு வகைகளிலும் கிடைத்த 22*ன் கெழுக்களைச் சமப்படுத்த, 

விடை கிடைக்கிறது. 

2:10 தேற்றம் : 

ரீ என்பது, Aq + A,X + GQX® ஷ் 827 +b ome என்ற 

அறவொருங்கு தொடர் எனில், Ao + 4, + Go+ ௦7 என்பது 

ay என்பதன் விரிப்பில் கிடைக்கும் "ன் கெழு. 

4
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இது எவ்வாறெனில் 

70 lox = (yg + 4X + Gg xX? + we) CL + X + X84 ௮ 

இவ்விரு தொடர்களும் அறவொருங்குவதால் இவற்றைப் 

பெருக்கலாம். கிடைக்கும் தொடரில் x"-sr Gacy. Go+a,+agq 

+ oe a” 

இத்தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தியும் சில தொடர்களைக் 

கூட்டலாம். 

மாதிரி 15. 

(1--39-* என்பதன் விரிப்பைக் கொண்டு பின்வருமாறு 

காட்டு, 1:54 எப 4, - Met) ~@+r—) 
71 

் ~@+0D@+4+2)..@+n 
r! ° 

இடப்பக்கத் தொடர், (1--109-” என்பதன் விரிப்பில் கிடைக் 

கும் முதல் 77 கெழுக்களின் கூடுதல், மேலே கண்ட தேற்றத்தின் 

படி, இது = ட -ன் விரிப்பில், அதாவது (1 — xr) 

என்பதன் ane ன் கெழுவுக்குச் சமம். இக்கெழு வலப் 
பக்க உறுப்பாகும், எனவே விடை தெளிவு. 

"மற்றொரு மாதிரிக்கு, மாதிரி 3 ஐ மீண்டும் பார்க்க. 

பயிற்சி 2—2, 

பின் nanan [f1—9] Anaya. 

  ட a [ n(n—1) f1— x\2 

me ie fisap Ti+ 1x) 

4 n (n—1) ) (n—2) i—x 

3b. i¢s) + ~} 

உது ae nies) + tvs) 1 oe 

3, a1 tn(i— z) + சட்டம i— x) +  



௬ருறுப்புத் தேற்றம் 
se 

4. (a—b)" = a” | 1-1(2--) - marl) 

b 2 

(<'s +o} 

5. % ஒரு மிகை முழுவெண் எனில், 
நடு 4 (n + 2x)(n—1) __ (n + 3x)(n —1) (n—2) 
1 ஐ 2281 அச] 3104-28 

+ see ove =0 

௨-௪ 

1...   

6 4 1432953901 4 ஜட mint) 2 

y(n +2 
பொ xy + = & L2G + ) x8 (1 91-98 = eee 

™ pigs > rest (rea) "Wis ! உ 11-42 *2 (௮9 

1.3.5 1: 
* 246 Tea) t™ ¥ > 

  

  

_ wy n(a + 1) “002 
8. lin + 7 re) 4. +2) 

“x+y 1.2 

2y 
(eB) + கெ ) 

2, no 

ahh ge a y) tm iyle 

  

y 

|x] 
3 

  

az 4 a8 4,5 த் 
4 oom 1 4 ee * : a 

ற அண்ணம் ல 5) | b2 1 587 1.2° oF 

ப 4. 5.6 a 

ர்த்து ae + | 

_ மூடிவிலி வரை கூட்டுக [10--22] 

3.5.7 
10. 14+ 5 $+ at Gee ட



92 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

21. 

22. 

பொறியியற் கணக்கு 

4 4.7 4.7.10 
1— 9 + 4045 ~ 40.1520 + ~ 

3.1 ,35 1, 357 1 
2° 25 + 9.3" o8 + apg’ get   

  

1:47 ... கற. 
mn ள் 

> cir eG ae Ua Gy 

  

நிறுவுக [23, 24]
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1 ih, 147 12, 25 
23. L+at get 4313 + we = let வூ 

2°5°8 
+ @i21g 7 

3°5°7 
“10°12 1 

1 1:3. 43° 
=e [a+ at aoe * ~ | 

1°3°5 1 1+3 ‘ 
25. yo 5 + 56 + 560 எனில் 

3 35 
wm. I+gt got 8 

y2 + 2y—2=0 
எனக் காட்டு, 

1 ‘ 
26. T—a + x2 என்பதை, [1 one த (2 aos x)J. (1-9? 

என இருவகைகளில் எழுதி விரித்து, ௩ மிகை முழுவெண் எனில், 

7 a gree 4 மடம் ஜக் 

டே ததடி ப ௮௧41 
!. 

எனக் காட்டு. 

1 ப் ல் “ ் 
27, (ox age THUS இருவசை விரிப்புக்களிலிருந்து 

2” 4 (nm — 1) 3-22 + உறி 0-2 ee a ப 

த [314 18] 
எனக் காட்டு. (மிகை முழுவெண்ு. 

ட ட என்பதைப் பகுதி பின்னங்களாகப் 

பிரித்துப் பின்வருமாறு நிறுவுக 2 

28. 

14 196 =O >). 62 

4 இவய, இரக ட 

= E panei + (—1y'ths 2941]
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— 
29. -(i— x) *ன் விரிப்பிலிருந்து காட்டுக : 

1, 14, 147 14:7: ... Gn — 2) 
ர டார ஷோ டதா எட க Gay 

59:13 .. ௫-1), 
F812. Can) = 

விடைகள் 2—2 

  

1 . 

. 33 ் 
10. 24/2 11. (3) 

12. 4 72—2 ் 13. 51145) 

n> cr த ் 
773 233-1 14. | (3) -1] 15. 5343-5 

டாக்ட டாரா 
16. [5-௨] 1. ட 

டி 16-98. டி. 41 
4 473 

1 
3 2 

20. 21. 21. Af 3-! 

2-11 தோராயங்கள் (Approximations) 

% மிகச் சிறிய எண் எனில், % அதிகரிக்க அதிகரிக்க, 27-ன் 
மதிப்புக் குறைந்துகொண்டே வரும். இந்நிலையில் (1 -- 2)7-ன் 
தோராய மதிப்புக் கிடைக்கவேண்டுமானால், அதை 3-ன் 
ஏறுபடியில் விரித்து -ன் பெரிய அடுக்குகளை விட்டுவிடலாம்.
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% மிகப் பெரிய எண் எனில், i மிகச் சிறியது ; % அதிகரிக்க 

ம் ட் 
அதிகரிக்க, ன் மதிப்புக் குறைந்துகொண்டே வரும். இந் 

நிலையில் (1 -- 2)*-ன் தோராய மதிப்புக்கு, இதை 2-ன் இறங்கு 

ன் L 2 
படியில் -- அதாவது, _ -ன் ஏறுபடியில்--விரித்து = -ன் பெரிய 

அடுக்குகளை விட்டுவிடலாம். 

எந்த அடுக்குக்குமேல் விடலாம் என்பது தேவையான 

தோராயத்தைப் பொருத்தது. 

மாதிரி 16: 3-ன் முதல் அடுக்குக்கு மேற்பட்ட உறுப் 
புக்களை விடுமளவுக்கு % சிறியது எனில், பின்வரும் கோவையின் 
தோராய மதிப்பைக் காண் : 

1 1 
(4 — 3x)? | (8+ 35)", 

(-15).. 
% சிறியது என்பதால் ன் ஏறுபடியில் விரிக்கவேண்டும். 

மேலும். ஒவ்வொரு ஈருறுப்புக் கோவையின் விரிப்பிலும். 

விரிப்புக்களின் பெருக்கலிலும் முதல் அடுக்குக்கு மேற்பட்ட 2-ன் 

அடுக்குகளை விட்டுவிடவேண்டும்: 

1 

ae wed? ( 

=2 ந்த் (-F)+-~ | 

=2(1- 7 கலவ]. 

=2(1 _ re தோராயமாக. 

கு
க 

எனவே G- — 3x)
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இத்தோராயச் சமன்பாட்டை 

1 

(4—32)2 ~ ~2(1-% 

எனக் குறிப்போம். இதேபோல், 

1 

3 1 
; 3 

(4 லை322(( 1-1 

a G :) + 1-0. 

(4 =27 (+5 

= Zi [+3 (-7)+~~| ~2(1-§)- 

  

ஆகவே, 

மட்க 21 _ 2(1-¥)-2(1 48) 

(o-3s) ப 27 (9) 

[5 (-ஓஃ....] 

80-9 (4) 
800-8) (199)
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4 1 1\_7 
-ஐ[ 1*(-4)5] 

_* 825 
-ஜ( 36 

| 1 
ச 4 

zn ( 

மாதிரி 18 

ர- அ, மிகச் சிறியது (இதை, ௮4 41 எனவும், 

குறிப்பதுண்டு) எனில், 

| a Lh tm. 1 he 5 ht 
09 நந “மழ 3 + 16 be (தத நம 

oY wesasewee 

‘ace 1 th th? 1h 1 ht 
Gi) og. , =~ 2+457 8 bat 16 BF 374 

Te sesweciene 

எனக் சாப்டு, Gii) இவற்றிலிருந்து, தோராயமாக 

Toe 
b= கட்டார் ம் 

எனவும் காட்டு. 

h 4 
(ட வலப்புறத் தொடர் b -யில் ஒரு விரிப்பு, a, by hd. 

hs, ர 
" மட்டும் தான்' மிகச் சிறியது என்பதால், , -யும் மிகச் சிறியது 

Vi : ஐ ் -ல் விரிக்கவேண்டும்.
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7-2 - 2 என்பதால், ஈம்: ., எனவே 

/%- 10 ர 

ட்டு 
= da) Gy 

ey (-) ay 
1°2°3°4 (6) + ese veo 

Gi) QC@sGure,a=b+hae gr, 

_@ _ bth, b _, 
சட்த் ஆட்ட 1 ந ரர ௪ 

  

hs ke
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(11) சமன்பாடு ணிய (2)-ஐக் கழிக்க, 

  

    

1 h 1 ht 
J 3-3 = 9 + ் ம் 129 b+ + one cee (3). 

a+ 1,2b+h 1 hs 

Bah, FP aS =-(2+5 
1 lh 

=a +45 00 

ht ட 
e ௫, 

ச-டு (3)ல் ந 8 மிகச் சிறியது என ஒதுக்கிவிட்டால்,. 

ச-டு (3). (4) லிருந்து, தோராயமாக, 

2. 8 _ 18-ம் 

ம் சம். 4 ம 

a i b 
& = are b + 4 a a தோராயமாக, 

மாதிரி 19 , - 

ஐந்து பதின் பகுப்பு இடங்களுக்குச் (601818) சரியாகக் 

1/3 
காண் : 998 4 

1/3 1/3 1/3 
998 = (103—2) | = 10(1 — 00 / 

இ 1) = 10 002313 ம | 4 ள் ட்ட 

= 10 [1 000667 -- :0000004 -- ....] 

= 10 — -00667, 

= 999333, 

(5 பதின் பகுப்பிடங்களுக்குச் சரியாக). 

2:12 எல்லைகள் (141418) 

ன் ஒரு சார்பில் நேரடியாக க்குச் சில மதிப்புக்களைப் 

பிரதியிட்டால், அச் சார்பின் மதிப்புத் தெளிவற்றதாகிவிடலாம். 

அப்பொழுது சார்பு, தேரா மதிப்பு (1227௧11816 value) 

உடையது என்கிறோம். அந்நிலையில் சார்பீன் மதிப்பைத்.
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தெளிவாக அறியச் சில முறைகள் உண்டு, கிடைக்கும் மதிப்பை, 

சார்பின் மதிப்பு என்னாமல், சார்பின் எல்லை மதிப்பு (limiting 

அவிப69) என்போம். 

சார்புகளின் தேரா வடிவங்கள், எல்லைகள், எல்லைகளைக் 

காணும் முறைகள் ஆகியவை, *சார்புகளும் எல்லைகளும் 4 

என்ற பிரிவில் விளக்கப்பட்டுள்ளன. அவற்றை ஒரு முறை 
படித்துக்கொண்டு, பிறகு மேலே தொடர்வது நலம். 

இங்கு, ஈருறுப்பு விரிப்புக்களைப் பயன்படுத்திச் சில சார்பு 

களின் எல்லைகளைக் காணும் முறை ஒரு மாறிலியால் விளக்கப் 

படுகிறது. 

மாதிரி 20 

Lt 24% 
மதிப்பைக் காண் : x a7 22 

%௭1 ற என இடு, 531 எனில், ந௮-0. காண் 
“வேண்டிய எல்லை, பின்வருமாறு மாறுகிறது. 

1 1 
Lt d+yp~p—aty 

yo 1 1 

a+y—at+y)4 

[+p Go). 7 

se படுப... 
iad OC. 

-]. ட்டு... 

_ Lt = Mo   
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1 1 2 3) ue 
ஜூ G- 6)2- (த 73) YP Pane 

“yO 71 1 1. 3 

i ம 3 ‘ 

Lt 150 Pan Wea அடுக்குகள் | 
y—0 ற [ ர் ரன் மிகை அடுக்குகள் | 

  

  

  

1 ற ் ச 
ou 39 — Yr மிகை அடுக்குகள் 

2௮0 ரன் மிகை அடுக்குகள் 

1 
30_ 2 

= y= 15° ‘ ஏ 

ம மதிப்பட.2 
எல்லை மதிப்பு -- 15 * 

பயிற்சி 2-3 

% சிறியது; அதன் முதல் அடுக்குக்கு மேற்பட்ட 
அடுக்குகளை விட்டுவிடலாம் எனில், பின்வரும் தோராயச் 
சமன்பாடுகளைப் பெறுக, [1 — 5]. 

2 5 

1. (147 (8-7 ~ 1—* 

L+x+(1— 3x)? a 

1 
4+3xy) (l— 4x)” 4 2, மிக படட? பரப = 

(4+ 15x)?
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4 3 
C+ 2x) PH 3 HG (4 — 3x)" 299 

3. ~ 1 — 648 x 

QT — னி 

2 

@ +3) 12 
(2 + 3x) 4 — 5x = 8 

i 1 
—2Ix)y 2 2: 5, 2%) ட் =f +2) 4 dey, 

த 
(i — x) மடல் 

-ன் இரண்டாம் அடுக்குக்கு மேற்பட்ட அடுக்குகளை விடும் 

அளவுக்கு % சிறியது எனில் பின்வருமாறு காட்டு. [6 — 9). 

  

1 d 
4, & — 4x)" லை 5 படத 

T 2 
(1 — 2x4 

1 1 
7. மம. 3 1 ஆன 

ச 1 
3 Go —x) 2416 + 8x7 2148 a w

e
 

w
l
 

+ Q—x)? : 

2 
(1-9. 3 

i 

ஐ 

  wtp 4 ane, 

l
e
 

pe
! 

Go
 

மு. 3௨௮ 
- 22-41 எனில், பின்வருமாறு காட்டுக : [10 -- 13]
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3714-2 ல 2 2 

  

22 
10. கார தமாக சர் தர் ஒக 

(i +x*+x?)(1 + x)? ப. பர்த் ரம் ப மட கடாம் ௪ 

1 

12. (tategay~14 54 28 

14x83 46x4 
+ BP 2 

“1 
13. (1 + 4x + 10x?) 2 ~ 1— 2x + x2 — 10x8 

% 2 1 எனில் காட்டுக: [14-- 16]. 

=——— a 3 15 63 
14, oe வ வை மெய்ட் fx? + 4 fx? +i ax x3 6x5 

—— பப டவல 1 3 
15. x8 + 6— YX + ~ x3 x 

16, *V7—2x 1, 3, 9 _ 13 
(x—1)? — x ax 2x3 * 

, 2 
17. % சிறியதானால், (“+ =p +3) என்பதை, 

471 --% எனக் கொள்வதால் ஏற்படும் பிழை தோராயமாக 

* எனக் காட்டு. 
27 

1+x 1 + nx 

எனக் கொள்வதால் ஏற்படும் பிழை தோராயமாக 5 n(n2—1)x8 

—_ ௯ 

18. % சிறியதானால், 1 x) என்பதை, (1-௩ 

எனக் காட்டு. 

19. c< 44/4 எனில், தோராயமாக, 

| 1 
1 \2 1 \2 3c2 த
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20. 2.௮ 4 மீஎனில், தோராயமாக 

1 
. 2. ள் 

figz | கை (a) | = Vgd core ari_Q- 

21, 34 41,1௮1 எனில், இரு பக்கங்களையும் விரித்து, 

தோராயமாக 

  

22. ந 4-௮ நீமசீ-- 7/2 4 $ எனில், தோராயமாக: 

37 344 83 
வ $7 7B எனக் காட்டு: 

் ‘1 
x 5 a 2a? 

23. தோராயமாக (65-௦9 1 + 355 — 25510 

+ கா (b>>a j : Am i 
125375 | )> எனக் காட்டு. அதிலிருந்து, 

5. 4 ச 5b5 4.3 ச 
(5 a) என்பதன் ஒரு மதிப்பு ச [ Sopa frm காட்டு.. 

் 24, உன் மதிப்பு தோராயமாக 1 எனில், 

: (i) ற ஐன் வ x P+, 

qx 
(ii) ew xP di —xy! sad arg. 

25. 7, ன் மதிப்புக்கள், /, 2-ன் மதிப்புகளிலிருந்து சற்றே 

. தோராயமாக வேறுபட்டு, ப்” Tt எனில்: 

தேயாரமாக ன் த if வ் —— _ கதக் எனக் காட்டுக.
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26. /கெ.மீ. நீளமுள்ள தனி ஊசலின் அலைவுநேரம் 

ர 2௯ J 3% நீளம் சமி.மீ. மிகுந்தால், ' அலைவு நேரம் 

[ச @ செக, அதிகரிக்கும் எனக் காட்டு 
201, / 40/2 ் ் 

27. 2/ நீளமுள்ள காந்தத்தின் ஈர்ப்பு விசை 78, அதன் 

மையத்திலிருந்து 1 தொலைவிலுள்ள புள்ளியில் அதன் திருப்புத் 

Sper (moment) ரீ எனில், 

M 1 1 7 

as aL ee ணா த 
2M 

/உடன் ஒப்பிட % சிறியதெனில், தோராயமாக 277 - எனக் 

காட்டு. ப் 

28... ஒரு குழாய்வழி நீரோட்டச் சோதனையில், நீரின் 
உண்மையான வேகம் நொடிக்கு 10 மீ, இவ் வேகத்தைப் பிழை 
பட, நொடிக்கு 0.2 மீ. அதிகமாக அளந்துவிட்டார்கள். குழா 
யின் உராய்வினால் ஏற்படும் அழுத்தக் குறைவு, நீரின் 

வேகத்தின் வர்க்கத்திற்கு நேர் விகிதத்தில் இருக்குமானால், 
. கணக்கிடப்பட்ட, அழுத்தக் குறைவில் ஏற்படும் பிழை 

4 நூற்று வீதம் (400௦01) எனக் காட்டு, 

29. ஐந்து பதின்பகுப்பு இடங்களுக்குச் சரியாகக் காண் ; 

ம 
ட ச 5 1 

(i) 999 ன் ஸீ... 
4 > Yea 

(iv) 1.01 — 0.99 Civ) 1003 — 9997 

30. நான்கு பதின்ப்குப்பு இடங்களுக்குச் சரியாகக் காண் ; 

_2 3 
. 0.998\ 3 . 0.997\_3 
ட (1002) ci) (i002 ) 

5
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| 

31. 4/2- 520.2) * எனக் காட்டி, அதிலிருந்து 2ன் 
இருபடி மூலத்தை மூன்று பதின் பகுப்பு இடங்களுக்குச் சரியாய்க் 

காண். 

1 
32, y2= 9 (140.024) எனக்காட்டி. அதிலிருந்து3ன் 

மூப்படி மூலத்தை நான்கு பதின்பகுப்பிடங்களுக்குச் சரியாய்க் 
காண். 

1 

33. V5 = 201 + 0.08) *எனக்காட்டி, உன் முப்படி 

மூலத்தை 5 பதின்பகுப்பிடங்களுக்குச் சரியாய்க். காண். 

34, n மிகப் பெரியதெனில், 4 ஆனது, ் [ ver 

  + ஹூரா 1 ] என்பதை விட 3 aa அதிகம் எனக் சாட்டு. 

18 _ te 
அதிலிருந்து தோராயமாக,10 -- 5 (னு + 99 நன 000125 : 

எனக் காட்டு” 

35. po q ஆகியவற்றுடன் ஒப்பிட (2 -- 4) சிறியதெனில் 

தோராயமாக 

nip __ (a+ l)p+@—lq 
q (n—l)pt+@+iq 

  

எனக் காட்டு, இதைக் கொண்டு, தோராயமாக : 

131) _ 923 5. 7545 _ 2709 
(i) v3 133 925” (ii) ந் 540' 2706 

எனக் காட்டு. 

36. எல்லை மதிப்பைக் காண் : 

. Lt Vi +2 +x — Vl te 

020 மான்
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It புக பு 
-8/%- 34 24/3 

    (ii) 

% 

(iii) Lt கடகட ஸு டை 
ர. 

ட 

o a+ ஊட்ட _ ய” 
(. ட டந 

(1 + 2x) — (1 — 3x)" 

விடைகள் 211 

29. 9°99667, (ii) 091917, (iii) 0-19960 
Civ) 001000, (v) 0°02000 

30. (1) 1:0027, (ii) 09960 

31. 2 ~ 1-414 | 

~ 1:2599 

33. v5 ~ 1°70998 

aq
 bv)
 2 

3%. @1, GD ay (iii) a (iv) =



3. அடுக்குக்குறித் தேற்றம் 
(Exponential Theorem) 

3:1 ௨ என்ற எண் 

1 1 1 1 
1+ tar tag,tep te 

என்ற முடிவுறு தொடர் ஒரு முடிவுள்ள (118146) எண் மதிப்புக்கு 
ஒருங்குகிறது. அவ்வெண் ச என வரையறுக்கப்படும். 

் 1 1 ௩1.1 
Lt (1 + ்) =144,ty +3, t- 

8-௦ 

எனவும் காட்டலாம். எனவே சன் மற்றொரு வரையறை : 

e= ‘Lt (+3) 

ua Ce 

3:2 ன் மதிப்பு 2, 3 ஆகிய இரண்டுக்கும் இடைப்பட்டது ;. 

இதைப் பின்வருமாறு அறியலாம். 

ட 
ன 

1 1. 1 1 

e= Ut tart ste ty te 

இத் தொடரின் முதல்$?இரு உறுப்புக்களின் கூடுதலே 2 

என்பதால், 

e>2
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, 1.1 1.1 1 1 1 1 
இனி, 5) ₹ 352 4] 8385 த) 6 ந$உ எர 6 இயம 

» Taney, e<l+ltitptgt 

இத்தொடரில் முதலுறுப்பு நீங்கலாக மற்றது ஒரு முடிவுறு 
பெருக்குத் தொடர் (Infinite Geometric Series), soaQu@ées 

தொடரின் கூடுதல் ர = 2. எனவே, 
ர் ஷே 

ecl+2=3. 

இவ்வாறு, 24௪43. 

3-3. 6 ஒரு விகிதமுறு (Irrational) எண் 

ச ஒரு விகிதமுறு (211௦01) எண்ணாக இருக்கக்கூடுமானால் 

அதன் வடிவம் a? (௬, 1 இரண்டும் மிகை முழுவெண்கள்]). 

அவ்வாறெனில் 

1 ஜர் ஜர் ர்ஈட) 
1 1 

t (a டு ஈத. - 

இரு பக்கங்களையும் 1 1 ஆல் பெருக்க, 

nt n! nt 
m(n—1)t = [ =: t+yitap tate உய] 

1 1 . 
+Liiteenert- | 

இவ்விரு சதுர அடைப்புகளுக்குள் உள்ள உறுப்புக்களை 

இடி $ி*என முறையே குறிப்போம். S,or உறுப்புக்கள் ஓவ் 

வொன்றும் முழுவெண்ணானதால், 5 ஒரு முழுவெண். இடப் 

பக்க உறுப்பும் ஒரு முழுவெண், இதனால் 59 இரு முழுவெண் 
களின் வேறுபாடாகிறது. எனவே, So PG முழுவெண்்.



பொறியியற் கணக்கு 

ஆனால், 

__ ப படட. 1 
Sarit @EhD arty +: 

T@tnat+Ddarst * 

ae 1 டர 
< n+ + (n+ 1)2 + (n + 1)8 S| eee 

_ ம 1 \_i 
“படப் 

} 

% ஒரு மிகை முழுவெண்ணானதால், ம எனவே 

இதன்படி, 52 ஒரு விகிதமுறு தகு பின்னம் என்றாகிறது. இவ் 
வாறு நத வைப் பற்றிய இரு முரண்பட்ட கருத்துக்கள் 

விளைகின்றன. எனவே, ச ஒரு விகிதமுறு பின்னம் எனக் 

கொண்டது தவறு. ஆகவே, ச ஒரு விகிதமுரு பின்னம். 

சன் மதிப்பு 500 பதின் பகுப்பிடங்களுக்கு மேலும் கணக் 

கிடப்பட்டிருக்கிறது. அதன் மதிப்பு 2718 281 8284 ... 

3-4 அடுக்குக் குறித் தேற்றம் , 
தேற்றம் : % ஒரு மெய் எண்ணானால், 

2 3 x’ 

சாலம் இம்ம் ப ம வர்ற 

%-ன் எல்லா விகிதமுறு மதிப்புக்களுக்கும் இத் தேற்றத்தைக் 

கீழ்க்கண்டவாறு நிறுவலாம். 

நிறுவல் : 
2 3 rt 

F@=al4e B+ tg te tt 

எனக் கொள், இம்முடிவுறு தொடர் 9-ன் எல்லா மதிப்புக் 

SCHSGU Ha pGeurHeig@i (Absolutely converges). @ Hours, 

1 ம ம. 1 
FM=1+ 74+ 91 ray te ty +. =e 

f£@)=1.
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இனி, ரீ (29, £(89) என்ற இரு தொடர்களையும் பெருக்கிக் 
கிட்டும் தொடரும் அறவொருங்கும், 

ரம 2 |! + +h tate | 

«fea heat hee] 

“ee Desh 
வ. 8 

3 ௭௨ wt a +57) * ௨௧௧௨௧௪ 

இதில் (7 -- 1) ஆவது உறுப்பு 

ப்ப ஆட டு அய் சஃபி 
rl (r—1) i+ (r— ஐ” 2! 

aA? . pA of . eet . ௫ 

+ ஒலக 37 1 11 டா 

1 
= [4 நகல் ain) BE Cy L'W? BE 4 ones 

+ BJ 

+ (a + 8)’ ஈருறுப்புக் கோவைத் 

தேற்றத்தின்படி. 

இது 7ீ (4 - 8)-ல் (7 -- 1) ஆவது உறுப்பு. எனவே, 

ரீஸ் :7(2-7 ௨ 2. உ) 

gon, f(a) FCB) FOI =f(L + 8):702) 
=f(L+84+ 7)- 

இவ்வாறே தொடர, 

f (hid f Coie) f (hs) FCA) =f (dy + dotds + 

+ ok) we (Cl) 

Ailey Ci): 

% ஒரு மிகை முழுவெண்ணாக இருக்கட்டும்.
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௪-டு (1-ல், k= Xd) = L= clo = wes. = fk எனக் 

கொள்ள, ய் 

(07/07... % பகுப்புகள் -ரீ 11-14 ற 
உறுப்புகள்) 

oa, [Ff (IP =f) 
பிரிவு (பூ: 

2 ஒரு விகிதமுறு மிகை பின்னமாக இருக்கட்டும். 

x= P, 7. ர மிகை முழு வெண்கள் எனக் கொள். 
4 

[7 (9) =f (7) a டை ணர் 

டப. அழீ ர் woe one உறுப்புகள் ). 

விளைவு (159-ன் படி. 

= f (p) 
௪ [7009], பிரிவு (09-ன் படி. 

ப்ர -[7 (2) | | 
> | 

rao =r (2) 
a—si, (Ff (UI) T' = f (x): 

பிரிவு (ஸ். . 

மிகையெண் என வை. 

700-709 =fa+y=fO=1 

1 1 us, ம 

709 “70 “ நூழத பிரிவ 0-ன் படி, 
=f) = DP. 

If 1) = F@).
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இவ்வாறு, % எந்தவொரு விகிதமுறு எண்ணானாலும் (மிகை) 

குறை, முழுவெண், பின்னம் எதுவாயினும்), 

(fC) =f) 

x x? x3 x 
அடை Fi, e* = 1 ++ 17 + a1 + 3! + one vee + pp reese 

வலப் பக்கத் தொடர் x-b ஒரு தொடர்புடைச் சார்பு 

(0001400008 100100) என்பதால், இவ்விளைவு 2-ன் விகிதமுறு 

(1ார்கரம்௦121) மதிப்புக்கும் சரியே, இவ்வாறு இவ் விளைவு 2-ன் 

எல்லா மெய் (1281) மதிப்புக்கும் உண்மையாகிறது. ் 

கிளைத் தேற்றம் (001௦011௧73) (1): 

22 0, 2 ஒரு மெய் யெண் எனில், 

x 3 1௦28 
a e 8 

x2 

= 142% log,a+ தர (log, a)? 

xs 

+ 3q (log, 2)3 + sso cee 

இதையே அடுக்குக்குறித் தேற்றம் என்று குறிப்பதும் 
உண்டு. 

கிளைத் தேற்றம் (2) 

ர x x x x 
6 ஊழ் ர + a1 34 15 லக + (— 1) r! =] sessions 

கிளைத் தேற்றம் (3) 

1 1 1 
e சரா த்ர கம்பள 

1 1 1 
சாந்த] 1 + 2177 31 ணு டட! 

கிளைத் தேற்றம் (4) 

sinhx, coshx என்ற சார்புகளின் வரையறை பின் 

வருமாறு : 

. eX — e7* 
e° + ௪ 

sin Ax = இல” » cos hx = as .
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எனவே, ௪, ௪* ஆகியவற்றின் விரிப்புக்களைக் கூட்டியும் 

கழித்தும் பின்வரும் விரிப்புக்களைப் பெறலாம் : 

x3 ஆம் 

sins =e + p+ 5) + 7, + க . 

x* xe 

cosmx=1 +3, ப ம்ம் auaave 

3.5 ஈ.ஒரு விகிதமுறு எண்ணானால், 

க 1\n “(+9 
என்பதன் எல்லைமதிப்பு ஒரு முடிவுள்ள எண் எனப் பின்வரு 

மாறு காட்டலாம் : 

பிரிவு (i): ஈ. ஒரு மிகை முழுவெண்ணாக இருக்கட்டும். 

ஈருறுப்புத் தேற்றத்தின் படி 

1 = | (G+5y= poi 4 ட டர 
n n2 

n(n—1)..(2—a#+i1) 1 

mE 

=1415,(1 =) + 4-3) 0-3) 
படா ட 2) (1 =) ss 0-"7') 

இவ் விரிப்பில் (௩-4 1) உறுப்புக்கள் உள்ளன. ஈ-ன் மதிப்பு 

மிகுந்தால், கூடவே இவ்விரிப்பில் உள்ள உறுப்புக்களின் 

எண்ணிக்கை மிகும்; முதலிரண்டு உறுப்புக்களைத் தவிர மற்ற 

உறுப்பு ஒவ்வொன்றின் மதிப்பும் மிகும். இவ்வாறு, ஈ-ன் மதிப்பு 

உயர, (1 a) -ன் மதிப்பும் உயர்ந்துகொண்டே வரும். 

மேலும், தொடரின் உறுப்புக்கள் அத்தனையும் மிகை. எனவே, 7 

வளர்ந்து முடிவிலியானால், (1 + 2) -ன். எல்லைமதிப்பு முடி 

விலியாகவோ, ஒரு முடிவுள்ள எண்ணாகவோதான் இருக்கும்.
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இனி மேற்கண்ட விரிப்பின் முதலிரண்டு உறுப்பை அடுத்த: 

உறுப்புக்கள், 

1 1 1 1 

+itgp + apt arte ns 

என்ற தொடரின் முதலிரண்டு உறுப்பை அடுத்த உறுப்புகளுக்கு. 

முறையே குறைவு. 

எனவே, 

(1+,) கம்ம i. 1 1 
pts tap tie Ta 11 

1 1 1 

211423 ஆர உணவக யத் 3 

1 
=1+2(1-),) 

<3. 

L 
க்ஷ எனவே, ட பனி (1 +a) என்ற எல்லை மதிப்பு முடிவிலி 

யாக இருக்கமுடியாது ; ஒரு முடிவுள்ள எண்ணாகத்தான் இருக்க 

வேண்டும். 

[கவனிக்க ₹ (1 + 2) என்பதன் விரிப்பில் முதலிரு 

உறுப்புகளின் கூடுதலே 2 ஆதலால், அதன் எல்லை மதிப்பு 2-ஐ 

விடப் பெரியது எனவும் தெரிகிறது. இவ்வாறு அவ்வெல்லை 

மதிப்பு 2-க்கும் 3-க்கும் கிடைப்பட்டது.] 

பிரிவு (11) ஈ ஒரு மிகை பின்னமாக இருக்கட்டும். ஈடு - 1 

என்ற இரு மிகைமுழுவெண்களுக்கு இடைப்பட்டு 1 இருப்ப 

தாய்க் கொள்க. 

9 ௮௮ ரம (m > 0) 

1 1 1 

wea mel



76 பொறியியற் கணக்கு 

1. 

1-1 

௬ I 1 (“இர ட (ர. (பவ 
: pot 1 1 1 1 ய்] ட் 1 1 Mel 

Crm) G+)? Gta’? Gres) 
1 -1 (ண்டு 

mt] 

4, 
1 1 

12 எனில், 8௮ ௨,1௮௦ 3 nO m +1 > 0. 

] 1 

எனவே, இடக்கோடி, வலக்கோடி உறுப்புக்கள், பகுதி (9-ல் 
கண்ட ஓரே எல்லையை அடைகின்றன. எனவே, நடு உறுப்பும் 
அதே முடிவுள்ள எல்லையை அடைகிறது. 

பிரிவு: (10): ஈஒரு குறையெண்ணாக (பின்னமாகவோட 
முழு எண்ணாகவோழ இருக்கட்டும். ஈ- -ற,ற மிகை எனக் 
கொள்ள, : 5 

(ra) (2) 
- (ப 

+1 
ட ழி > P—l=q oa gr. 

“CY (49) 
7-௦ எனில், gq + 0, pay, 

க) - 4 (0௨3), மமலை 
9-0 n 9-9. 9
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பிரிவுகள் (1), (11) லிருந்து, வலப்பக்க உறுப்பு, அப்பகுதி 

களில் கண்ட ஒரு முடிவுள்ள எண்ணையே எல்லையாக அடை 

கிறது. எனவே, இடப் பக்க உறுப்பும் அந்த முடிவுள்ள 

எண்ணையே எல்லையாக அடைகிறது. 

Lt 

nw 

( 1+ ் ) என்பது ஒரு முடிவுள்ள எண் மதிப்பையே எல்லை 

இவ்வாறு ஈ எந்த விகிதமுறு எண்ணாயினும் 

யாக அடைகிறது. 

3-6 1 ஒரு விகிதமுறு எண்ணானால் 

Lt 1\" 1,2,3 _ ட்ட (1) 1 ம ஜிம்ல (௪௨) எனப் 

பின்வருமாறு காட்டலால்:. 

1 எந்த விகிதமுறு எண்ணானாலும், [ஈ[2 | எனின், 

ஈருறுப்புத் தேற்றத்தின்படி, 

இவ் n 1 n(n —1) 1 

(i<;) st fiat" Be n 2! ne? 

ர் —2) 1 
+ a Dans 2. n3 + eo ose 

  

4G) G2) « சே] ட்ட 
ர் er ௮ ர ese Gen 

r! n 

1 1 1 

= OS ப்ள்ஜ்ர் ர] 

படற அ (ஷிவ 
ஈ எந்த விகிதமுறு எண்ணானாலும், 142 எனும்போது, 

( 1 க்ஷ y என்பது ஒரு முடிவுள்ள எண்ணையே நாடி இயங்கு
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கிறது (18088) என முன்பே காட்டினோம். எனவே, 72 

என்னும்போது, வலப்பக்கத் தொடரின் வடிவம் ஓர் ஒருங்கு 

தொடரே என இனிக்காட்ட வேண்டியதில்லை. அவ்வெல்லையில் 

் 0 என்பதால், இச் சமன்பாட்டிலிருந்து கிடைப்பது : 

Lt 1 2 1 1 ட்ட (1+; ) jl றி தர்ம வரவ 

மாதிரி 1 

பம என்பதன் விரிப்பில் -ன் கெழுவைக் காண், 

2 
Le oe wz (1 + ax + bx?) டன் 

= (1 + ax + bx?) [3 > ts (xP 

— OF ECR cm +1 (2 சேடு? 
+(e —) (ஸ் + eae ceo | 

"இதில் ஊன் கெழு = (—1): ச து (= 19-17 aS ர் 

௨ தரா 

+ {— நழக 57 

இ ் 
=(— 1) “Te? rac +r r— 1)b] 

r= 
x-8r Gay =(— 1) <r Lor? —(ac + b)r +c] 

மாதிரி & = 

பின்வரும் முடிவறு தொடரில் 210-ன் கெழுவைக்காண் : 

(1-3. (1-5 
14 74 தெர ப டு +
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A ~~ es 9 என இட, இத்தொடர்   

ந ட் நர V+, + ஒர ஒர் எ 

என்ற அடுக்குத் தொடராகிறது. இதன் மதிப்பு 

1—x 1 x 

ev’=e 2 = ee 2 

_f x x? xs 2 
= Ve [i- at 22-21 55311௭ +(—l) fait | 

  

2 J 
இதில் ன் கெழு = fe * (— 1) ச உர 6 

ve», 
7 10 என இட, %10-ன் கெழு - 510 > 101 

மாதிரி 3 

32 xt 2 . த் . 

(1 + ௮1 + an + aes என்பதன் விரிப்பில் ஜன் 

'கெழுவைக் காண். 

7 ஒற்றை (௦04) எண் எனில், 2/-ன் கெழு பூச்சியம் 

என்பது தெளிவு. இனி 

2 4 2 பூசா 1 

1, et +e97 , 1 அட்ச 1 

  

“த 2 3 ச 

2 | ! 1 கட ந்த +} 

  

=
 

* இரட்டை (ஊஊ) எண் எனில், இதில் -ன் கெழு 

1 2 2-1 

எ ஜா ரா
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எனவே, 2/-ன் கெழு -- 0, 7 ஓற்றை எனில் 

ர: 
ஆலடி 7 இரட்டை எனில், 

மாதிரி 4 

8 மிகை முழுவெண் எனில், (2? -- 1)*-ஐ இருவகைகளில் 
விரித்து 27-ன் கெழுக்களைக் கண்டு, அதிலிருந்து 

n n(n—1 nn? — 17 (n த்து 1)" + ie 2 (n—2)*"—... +(—1)"1 =n 

எனக் காட்டு. 

ஈருறுப்புத் தேற்றத்தின்படி, 1 மிகை முழுவெண்ணானால், 
(e* ன 1)" = (er) a "Cy (1 + "Cy (௪-2 

, Hoe + (— 1"? PCy ee + (— 1)" 
=er— "Cy earch +. "Co ee 2)x 

Hove C= 11. Cy eX + (ID 

a1 OO OO. 

ல் டக. ;— 2 —"C, 11 p Be 2k, EM seat a 

ஆம SE ப ~} 
nl 

+ "Ce fi ase 4 fo ட 

— 
+ P=?) xy wh 

nl! 

+(— 11. °C, (1 +t ie 

x 

+54 ~} * படு
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இதில் 7-ன் கெழு 

எ க, கடா கடட, ற _ 
= al 1] n! 2! n! wes 

CS 7! 4. (171 41 

அடுக்குக்குறித் “தேற்றத்தின்படி , 

அழுவ (2434 இ (e ய் 9 a (1 ZW 3! eee 

n 

Qaw x"-dr Gay 1. Qoueos lMNiyssoignn Ao 5s 

ன் கெழுக்களைச் சமப்படுத்தி, 1 ஆல் இருபுறமும் பெருக்க, 

nm — 3) (n— 1)" + a (no ஐ... டட 

\ 

மாதிரி 5 

ne 1 ன் e 
Jae ட2ா.33. 110 என்பது, 1 

விரிப்பில் 4-ன் கெழு எனக் காட்டி, 

ne என்பதன் 

12 $22 bane $m? n(n 1) n+ 1) 

என நிறுவுக. 

ex — ர ent — 1 2 (சி _ 1) 

—————_— ==- = 

1—e™* 1 சர் 
  

- ௪4 (௪93-0௪5 ஏ (௪) 

௮ தட சய கர ட சர, 

ம் 1 2° 3 யா 

இதில் -ன் கெழு- பர ஜர் உடு 

gan, x2-ar Geog =} [12 +22 +39 +m +08] 

$வறொரு வகை விரிப்பினால் 

6
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n3 x2 ns x8 

தட்ட. 4 ஐ ot 
  

1— e- x x2 x3 

பாஜ ஆ 

கர்ம தண்ணிப் 

1 
is fe வெட 1 gt +6 

= (a4 3 Latex 3 கர். ) 

['-G*-6#+~) ர் 

= (+ த்ய Ent +. 

DG +) + (7 ) | 

ம் விக்ர தகைய ப 

1 
(1 + petit on 

BAW 29-cr Gang 
2 8 1 

ன it 4 + i= ip 7M + 1) Qn 4-2. 

இரு வகைகளிலும் கிடைத்த ௨3-ன் கெழுக்களைச் சமப் 
படுத்தி 2-ஆல் பெருக்க, 

153422. மறல த்கருப்டு கேட்டு 

பயிற்சி 3-1 

ன் கெழுவைக் காண், [1 — 6] 

1. 2+ 3x 1 — ax — உட இன் 
௪5: & கட்
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3 1 + 2x + 3x? 4. 2 + be? + ce* 
e2+ 

. oo வனி ட வயல் 

63% 

சமக , (a+ bx)? | (a + bx)? 
aS Se ee 

6. CL + #) e+ 

Bogs: [7 — 13] 

i 1,41 
e—1 art aiteit~ 

e+i Aes டை 
  

(i +e) 

10. tog. 3 — of, (loge 3)? + ஸ் Clog. 399 — = 3 
௪ Fe 21 6 + 2 3 

1 1 
ப். (i) log2 + 47 Gog 2)? + 37 (log 2)3 + .. = 1 

(ii) log 2— 57 ட (log 2)? + 7 Clog 2) — = 1 

1 » Mog. n)? , Clog. )* 

௧4 1-2] 1 பரட் ப க்கட ட் 

1 ந 

டி ட பபர் 
Oey or
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ப் 14 1.1 Gin (1 + stt5,t~) (i= at வா) 

ட (௪199 
~ e 

xs. x5 2 : 
14, (= + 37 + srt we -ar o@MinSe x10-cr கெழு 

29 3 
fol எனக் காட்டு. 

15. ௪ என்பதன் விரிப்பில் லவை 

un 11 
ith 17 + a + a Vc + ௧௦௪. 

எனக் காட்டி அதிலிருந்து பின்வருமாறு நிறுவுக,. 

பா ப (0 vit art ait ves ee = Ze 

. ப 23 33 ௩ ் (ii) Pp By Fees = Se 

wan Oe 24 Gil) ap தர + 5p tom = Ie 

ட 1 
16. — -ல்எுன்- 5 (22 ne + a) 

எனக்காட்டி, அதிலிருந்து 13 -- 23-38 3 = {To 

+e TOD தொடரில் 
2 gm, tf Ly ae 

x - 6ar கெழு ச எனக்காட்டு. 

a+ bx 18. 152 

கெழு 1, 3 உறுப்பு இல்லை எனில் ச, 6 ஐக் காண். 

-ன் விரிப்பில் 2*-ன் கெழுவைக் கரண், x%-¢r
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19. (2: 19% ஐ இருவழிகளில் விரித்து, 2”-ன் கெழுக் 

களைச் சமன்படுத்துவதன் மூலம் கீழ்க்கண்டவாறு நிறுவுக ₹ 

(பூ எ. 0, (௫19: "Co (n—2)° one = 0, (r < B) 

(ii) neti — "Cy (a si 19-71 at. "Co (n _ 29௩41 mi 

8 

20. ஈ மிகை முழுவெண் எனில் eer ஐ இரு வழி 
களில் விரித்து. நிறுவுக 5 

n® — n(a — 2)" + n 

களுக்கு - 2161 

n — 2) (2 —4)" 5 
நொ ௯ no. றுப் புக் 

விடைகள் 3-3 

ட டடி?' டு 37) 

2. (1 ர [14620 [78] 
॥ 

பழக ட்ட ட்டம் ட பழு ். ட oe 4. te (Br + 6.2 + cy 

eb e(r +1) _3 நட 
5. கட் 6. ர 18. a= 2° 

3-7 தொடர் கூட்டல் 

% எந்த மெய்யெண்ணானாலும் 

ட ட் 28 x" ளி 
எ ஸருர் தரர் ர்ர்ரர் அ 

என்பது அடுக்குக் குறித் தேற்றம். 

அ- துடி ஸு x" =e". 
aw «int 

n=O
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பொது உறுப்பை 8௨, எனக் குறித்தால் 
தரச் 

ச், ௮ n! ந (2 = 0, 1, 25 யி 

கவனிக்கவேண்டியவை : 

1. பொது உறுப்பின் பகுதி: ஈ1 (ஈருறுப்புத் தொடரின் 

பகுதியும் இதுவே.) 

2. பொது உறுப்பின் தொகுதியின் வடிவம் %” (ஈருறுப்புத் ' 
தொடரின் பொதுவுறுப்பின் தொகுதி இவ்வடிவத்தில் இல்லை.) 

எனவே, ஒரு முடிவுறு தொடரின் பொதுவுறுப்பின் பகுதி ஈ! 

எனில் அது ஓர் ஈருறுப்புத் தொடராகவோ, அடுக்குக் குறித் 
தொடராகவோ இருக்கும் என எதிர்பார்க்கலாம். அடுத்து. 

அதன் தொகுதி ஈருறுப்புத் தொடரின் பொதுவுறுப்பின் தொகுதி 
யின் வடிவத்தில் இல்லை எனில், அடுக்குக் குறித் தொடராக 

இருக்கும் என்ற முடிவுடன் மேலே தொடரலாம். 

எளிய கா னவ : 

4/2 33. 4. 
tHe 3r taro 

=1 f=, ப ணின் $6 4 

ந 

ag, 

பல சமயங்களில், அடுக்குக்குறித் தேற்றத்தைப் பயன் 

படுத்திக் கூட்டவேண்டிய தொடர்களின் பொதுவுறுப்பின் 

தொகுதிகள் தெளிவாக 27 என்ற வடிவத்தில் இருப்பதில்லை. 

பொதுவுறுப்பின் . தொகுதியைச் சுருக்கி -நியம வடிவத்திற்குக் 

[$02ர்கார் 7) கொண்டுவர வேண்டியிருக்கும், அல்லது, 
ஒரு குறிப்பிட்ட முறையில் பிரித்தெழுதி, பொதுவுறுப்பைப் .பல 
தியம வடிவப் பொதுவுறுப்புக்களாக எழுதவேண்டியிருக்கும், 

பொதுவுறுப்பின் தொகுதியைச் சுருக்கப் பின்வருவன பயன் 
படும். 

(i) a,a+d,a+2d,.. erp கூட்டற் பெருக்கத்தின் 
(Arithmetic Progression) 

nDugGgeovy: @atn— d.
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Gi) a+Q@@Qt+d+(@t+WM+. என்ற கூட்டற் 
ஜொடரின் (&ர16 00611௦ 52168) 

முதல் 1 உறுப்புக்களின் கூடுதல்: 5 Qa +n—1 4). 

iii) a,ar,ar2 +... என்ற பெருக்கற் பெருக்கத்தின் 

(Geometric Progression) ₹ ஆவது உறுப்பு 2 1, 

(iv) at+ar+ari+.. என்ற பெருக்கற் ரொடரின் 

(06௦0641௦ 867168) முதல் உறுப்புக்களின் கூடுதல் 2 
a (1 க் r®) 

“l—r 

(v) 14243..+2 oearpn Qupms எண்களின் 

(Natural நமாம்ச8) கூடுதல் : கட் D ட 

ட் 1422-38-10... ௩-8 என்றா இயற்கை யெண் 

களின் வர்க்கங்களின் கூடுதல்: "2 ட ௩௮ 

ழ் 182438. மாமீ என்றா இயற்கை எண்ட 

n2 (n + 1)? 
—_— ey -@ களின் கூடுதல் : 

மாதிரி 6 

143 ,143438 143434 

14 55-+*"g ta to 

_ 5 ௪ (22-- 1) எனக் காட்டு. 

இத்தொடரில் ஈ ஆவது உறுப்பு ம, எனில், 

143-384. 4-2 
atl 

b= 

இதன் தொகுதி ஒரு பெருக்கற்றொடர். அதன் முதலுறுப்பு 
1. 

1; பொதுக்காரணி 7 - 3. எனவே தொகுதி-ச   
a= 

3 —1 
—— . 

=
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  ] 3௨7 
cs hy = 2 n! ப (a= 1, 2, see) 

_ 1, 1,1 

௮௪ Mn = 2° 2 

டக், 1 என இட், ௨) = 5 Ts’ i 

1 32 1. 4 
n = 2 எனில், ua 5 1 தணு 27 

1 38 1 3 
n = 3 எனில், us = 3 3 

ஐ 
ச “7 183 32 38 

தெடுக்கக்கூட்ட, > Un = 5 E +o ag ~ | 

1 த்ர ~| 

-3[QG+atatat+-)-3| 

[+844 tat -)- ட] 

= } fe —1]—F fe—1 

1௮ம் கடட, 

எனவே, தேவையான கூடுதல் 

1 
> uy = n ¢ Ce? — 1). 

1 

மாதிரி 7 

1-1 
+ ~ 3 அட் “சர 74 ப அட ஏனம் காட்டு.
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உறுப்புக்களின் பகுதிகள் 2, 3, 4, .. என்ற எண்களின் 
காரணீயப் பெருக்கங்கள் (1201011815), 2, 3, 4... என்ற. 
எண்கள் கூட்டற் பெருக்கத்தில் உள்ளன. முதல் எண் ர 2, 

பொது வேறுபாடு சீ-- 1, எனவே, ஆவது stra =a +n—l1 d 

=24+n—-l=ndl. ஆகவே ஈ ஆம் உறுப்பின் பகுதி (241) 1 

இனி, தொகுதிகளின் முதற்காரணிகள், 1, 2, 3,.. என்ற 
இயற்கை எண்கள். எனவே, ௩ ஆம் உறுப்பின் முதற்காரணி 
8 இரண்டாம் காரணிகள் 1,3,5,7,.. என்று கூட்டற். 

பெருக்கத்தில் உள்ளன. ர], சீ௮2. என்வே இப். 

ஆக, இத் தொடரின் ஈ ஆம் உறுப்பு : 

_ n(2n—1) ட 
யூ = “ட் டு Cm = 1, 25 oe) 

2n? — n 
BBs Uy = (n—1)! 

இவ்வாறு தொகுதி1-ல் ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவையாகவரின் 
அதைப் பகுதியின் மிகப்பெரிய காரணி முதற்கொண்டுவரும் 

அடுத்தடுத்த காரணிகளின் வாயிலாக எழுதவேண்டும். 

தொகுதியின்படி 7 எனில், அதை (7 -- 1) உறுப்புக்களாக எழுத 
வேண்டியிருக்கும். இங்கு தொகுதியின்படி 2. எனவே அதை. 

22-84 40-19-2௫0௦ 

என வை, 82-ன் கெழுக்களை ஒப்பிட, 2- 4 

ர - 1 என இட, 3௬6 

சார்பில் உறுப்புக்களை ஒப்பிட, 0- 5-6 

» A=2, B= —3, C=3. 

_2@@+1)n—3(n +1) 43 
ஆ Un J (n+l ) 1 et கயட்ட. 

1 1 
அது Uy = 2° (n—1)! — 3 nt 

+ 3 உ டம 

(n +1)
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1 1 
ஆ 1) =2—3 ட் ர 33 

1 1 1 
lg = 2 ty 7° art 3 31 

oo 

; i 1 : கூட்ட, நட] 1 சட் ஜுர] 
1 

நு ட ட்ட] 
— 3 btntste | 

ந் ட மட்டு ் 
3] ஜிர ஜாவர் எ] 

=2e—3 (e— 1) 4-3 (e-1-7) 

= 2e — 3. 

crorGar, Comamrer mi_Os Aarne = 2e — 3. 

மாதிரி 8 

143) 1434555, 1434547 ணன டம 3 

ee page 0 41 an Se 
=e(1 + x) 

எனக் காட்டு. 

8, என்பது. தொடரின் ஈ-ஆவது உறுப்பு எனில், ஊன் 

பகுதி: 81 என்பது தெளிவு. அதன் தொகுதியில் 27-1-ன் 

கெழு, 1 உறுப்புக்களைக் கொண்ட ஒரு கூட்டற்றொடர் அதன் 

முதலெண் ச- 1, பொது வேறுபாடு சீ- 2. எனவே கூட்டுத் 

தொகை - 5 [2a-+!n—1)d] = 512 +@—1) 2) =a. 

2 
u“, = = ஜூ] i ந 

n! ~ 019!
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n= A(n—1)+ 8B 

என எழுத, 4-1, 8-1, எனவே, 

_ 1 1 1 3 ௯ ரு] ர் கடம் ~*~” 
௮1,232 அடர யக 12, 3 4, .௮.ளஎன முறையே இட, 

௭ 1 

1 
ag = * +7? 

1 1 
Mg = 7p tay? 

ம் கடம ue = 55% 573 

$ 

Tali, > a, = (= + 1! 21 one coe ) 

1 

x xs, x 

. x x3 ௪ (14 titan சல) 

x x2 
* (0 ஸ்ர ஆர) 

= x e® +e? = e* (1 + x) 

௦ 

ஃ Sa Hert x 

1 

argh 9 

oo 

ல 2n—1 
மதிப்பைக் காண் : > ட்டு! 

1
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காணவேண்டிய கூட்டல் 

பொது உறுப்பின் பகுதி! என்ற வடிவத்தில் இருக்க 
வேண்டும். பகுதியையும் தொகுதியையும் (2-1 2) - (௩- 1)- 
ஆல் பெருக்க, 

(2n —1)(n +2) (m +1) 

(n+ 3)2 

_ On’ + Sn? +n—2 

—  @P3yr 

      uy, = 

இதன் தொகுதியின்படி 3. 

2n8 + Sn? +n—2=A(n +3) (n+2)(n +1) 
+ B(n+3)(@@+2)4+C(a+3)+D 

என வைத்து, ் 5 
n3 or கெழுக்களை ஒப்பிட, 2 - A 

82 ன் கெழுக்களை ஒப்பிட, 5 - 64-28; . Bo—T 

n=—3 cor @t_, —14=D 

77 ௭2 என இட, O=C+D; 3 C=14 

  

த | B டடம எனவே, Ba ne Ta@+h! * 217 ர 

A B Cc D 
o uy Ti +21 +s ta 

A,B,C ,D 
“=F tsp tar ts 

ஜி
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ட டார] 1 1 
ப். ரா ஏ + ~-) 

ன aitsit~ 

1 1 1 
+ D(a, tata + ௧௧௨. 

ட: 

் 1 
*௦(௪- ன 21) 

1 1 1 
+D(e 1 ர 21 31) 

_ 5 
-26-09-16-2414(௪-2) 

_ 14 (௪-3) 

5243. 

பயிற்சி 3-2 

பின்வருவனவற்றை நிறுவுக : 

T4$5, 145459 
ota +31 $0 

  

1 

21 
  2. 

ட்
 

= sce — 1)?
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8, 

10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

பொறியியற் கணக்கு 

படம் 2.24. 
127 யனா, * ரா wee == cosh 2 

2 3 4 
ட் ரஜ ர்க் சே 

ரர ஏ _ 
ம் ஸாத் + 59a + see = 2௪ 1 

3,5 ,7 ட்ட 
1 4 ர்2ர்நழார் ௭ சே 

22 32 42 

1 + oY + 31 + oo = Se we | 

122232 mes 
ர்கள் 

32 553 79 

32 52 7 ! 
i! + 3 + 51 +... = Se 

185 235 35 27௪ 
17 27 ஜார் வரு | 

23 35. 848 

பனை (இர்! அன: பட்லு 

A+ +o tm = Ie 7 

is + ras + னை pees 

1+ a4 oat 46 + ~=2e 

(Pete + w= kes 

வர்ற வுல | -2—!
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142 134223 3 

    

Bo + ர் “ரகச 

- 12 + 22 12 + 22 + 32 17௪ 2 கட்ட ம் ரஜ 19, 12 + 2 | + x =e 

1+3 1+3 5 1 3 7 20. 15 PE + ao 

21, 11 ay ஸ் ராத ட் ரர கே 

2 நர ர் ஒட் ர் எக வ a he 5 

  

  

23. 17 4 தரா + 31 + on = de +2 

் 24, 

3°5 4:6 57 
25, 2°4 + 13 ரத x? + நு அ + oe = ek (49 + 7x48) 

26. 5: 4.8 
26. ry tage ts oe €* (x? + Tx 4. 5) — 5, 

93 33 48 
27. 1 தர 244. = e* (1 — 7x 

+ 6x9 — x8) 

மே 

க ஆ அப்ப இர 
Pca; சேடு 2௪ 

ம 

ஐ, 144 4 
n! 

1 

oo 

் ர ॥ 

2: 2 கட்டா
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௨௦ 

31. > 

32. 

33. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

-40. 

-Al. 

4
 

7
6
 
ட
 

47
8 
[
9
 
7
 

[4
78
 
4
8
 

- 
டச
ி 
1
 

பொறியியற் கணக்கு 

1345 

“nt =10e 

n? (n +- 1)? i = 27Te 

n[(n +1)? +1] 
(ein =e! 

Qn+3_ _ Se 3 

(2n—1) 2 22” 

  

வட்ட கக் 3௩௮ 23282 

2n—1 
கடன 43-14 

க 14 ௪௨ 

n—1 ட்டது. ௭ எலி 132௪ 

1 
_ 2-3] 

n? 45 
ftp =O) + எடு 

Pil ளி ரீ 5 5 5 1 

உ ௩2 எ எ(௫-24 24 இட. 
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3.8 தோராயங்களும் எல்லைகளும் 

மாதிரி 10 

ஈயின் இருபடி மூலத்தை மூன்று பதின்பகுப்பிடங்களுக்குத் 

திருத்தமாய் காண்க, 

aight, OG. 
= | + 0°5 + 0°125 + 0°0208 + 0°0026 + 0:0002 

+ 0°0000 

[3 பதின்பகுப்பிடங்களுக்குத் திருத்தமாக வேண்டியிருப்ப. 

தால் 3 பதின்பகுப்பிடங்கள் பூச்சியமாக வரும் உறுப்புவரை 

சேர்த்துக் கொள்கிறோம்,] 

சப 16486, 
் = 1649, மூன்று பதின் பகுப்பிடங்களுக்குத் 

திருத்தமாக. 

மாதிரி : 11 
Pd இரண்டும் சிறியன்; சூ ட்ற- 13 ர எனில் 

தோராயமாக p= 54 வவ 4 q? எனக் காட்டு. 

2 a 
etpalt Pt tet tpHltpth 4... 

தரப்பட்ட சமன்பாட்டிலிருந்து 

p? 
1 ஏ 1 

p? : எனவே, gq = 2p + > Fase Ci) 

மூதல் தோராயமாக நஃயின் ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட 
அடுக்குகளை ஒதுக்கிவிட்டால், 

i 
ரை; அ௭து, P= 44:
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ற-யின் திருந்திய தோராய மதிப்பு ர 14 +h, (ii) 

fh சிறியது) எனக் கொண்டு (1)-ல் பிரதியிட், 

(ு 2 

\ G q+ a 

2 (2 +h) + = 2° ~ 3 ௯ 

1 fq? 9 fe ( + gh + it) பவனை 

i 

3 
0 = 2h + ் ர + gh+ ne), தோராயமாக. 

ர-வை விட மிகச் சிறியது என்பதால், 85, 94 என்பவை 

மலும் சிறியவை. அவற்றை ஒதுக்க, 

௦4 = + உ 

நப. 2. 
ae h= 16 

(0095-ல் பிரதியிட, -யின் திருந்திய தோராய மதிப்பு 

| 3 p=,4—-%- 

கரதிரி 12 

Lt (1+; _ ௪ எனக்காட்டு, 
$- 4௦ n 

பஸ்
. 

<= ழூ என இடு. ௩-- ௨ எனில், 44 - ௦. தரப்பட்ட 

எல்லை பின்வருமாறு மாறுகிறது : 

Lt ந Nx Lt 1 N ஜீ 

ந வ் ப் = = — ot 

N00 ( w) N=co (1 49) i = on 

மாதிரி 13 
Lt தத் 

மதிப்பைக் காண் : ei =
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Lt ஏம் Lt 
x0 x 

லீ log a 

x = x0 

_& log b 

x 

[1 + 4 ~ | 

mm (! + x log b + &108 29" + ~ | 

ey x 

me xf (1௦த2--1௦ஐம்) --%-ன் மிகை அடுக்குகள்] 
x— x 

Lt [ Gog a — log b) + (x log 20-யின் 
~ x0 மிகை அடுக்குகள் ] 

—+ (log a — log 5). 

a. Cae = = log a — log b. 

பயிற்சி 3-3 

மூன்று பதின்பகுப்பிடங்களுக்குத் திருத்தமாய் மதிப்பிடு, 

{i — 4]. 

1 i 

1 -= De er 
ve 

3. cos kh (0°5) 4 sinht ~ 

2-ன் விரிப்பிலிருந்து 10-ன் 5 ஆம் மூலத்தை 4 பதின்பகுப் 

இடங்களுக்குத் திருத்தமாய்க் காண். log. 10 ௯ 2°3026 

என்பவைப் பயன்படுத்துக, 

உ வர்கா ன் ப வடா எனில், ௪௮1102 09. 
—g2 

ed 5 * 
a = ape” எனக் காட்டு.
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— Rt 
7. X= Bo lL ow): X%, %R, ம என்பவை 

un Gelacr. t —+ oc srafled x —+ x).ctard ari_G. R< <L 

எனில், முதல் தோராயத்தில் $ 7 எனவும். x= Rt Xx 

Rt | R2 #2 ன் . : 1-57 + “~6L2 என்பது மேலும் சிறந்த தோராயம் 

எனவும் காட்டு. 

8. ற சிறியதெனில் ௪--%- 1 4 ற என்ற சகன்பாட்டி 
1 

னுடைய மூலம் (root) தோராயமாக தறி 2 எனக் 
‘16 

காட்டு. 

9. இரு புள்ளிகளுக்கிடையே தொங்கும் ஓர் எடையுள்ள் 

சங்கிலி அல்லது கயிறு, நூ - ஈ (cosh) = என்னும் சமன் 

பாடு கொண்ட சங்கிலியம் அல்லது: கயிற்றுவனை (084202௨௫௫0 
என்ற வளைகோட்டு/வடிவத்திலிருக்கும். £ சிறியதெனில் இச் 
சங்கிலியத்தை, $3 - 22 (9 -- ம) சமன்பாடு கொண்ட பரவளை ய 
வாகக் கொள்ளலாம் எனக் காட்டு. 

நிறுவுக [10-- 167, 

Lt 1\"* 
10. n+ ( + ) = e, 

Lt apy. ௪ 
ll. 7$-405 (1 + 2) =e. 

Lt = ட தை (1—») =e 

2 அணத 1] 

3, 4ம் ௪ 
சல x 

  

Lt Fant eggs 1 
14, x-a #4 = 7 (log a)?
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| 21 a ர 
15. Lt xs x x x = |} 

& o8 e—3e +3—~6e 

16. 2 (௪18, 
“ x40" xa ் 

விடைகள் 3—3 

1. 0°607 2, 1105 3, 11 
4, 1175 5. 1:0475,



4, மடக்கைத் தேற்றம் 
(Logarithmic Theorem) 

4:1 மடக்கை 

ச ௯, (௪50) எனில், சயின் அடிக்கு ரன் மடக்கை 
Clogarithm of y 40 11௦ ௧8௦௦9) என 3 வழங்கப்படும். அதை. 

x = log. y 
எனக் குறிப்போம். 

£ என்ற எண்ணை அடிப்படையாகக் கொண்ட மடக்கையை, 

அதை வெகுவாகப் பயன்படுத்திய நேப்பியர் என்பவரின் 
பெயரில், நேப்பியர் மடக்கை (1880127180 logarithm) erérGumrih. 
இயற்கை மடக்கை (Natural logarithm) என்றும் இது 
வழங்கப்படும். 

10 என்ற எண்ணை அடிப்படையாகக் கொண்ட மடக்கை , 

பொது மடக்கை (௦௦ 1023711100) எனப்படும். 

பொதுவாக அறிமுறைப் (71௦07611081) பணிகளில் நேப்பியர் 
மடக்கையும், செய்முறைப் (78011081) பணிகளில் பொது 
மடக்கையும் பயன்படுத்தப்படும். 102. 74 என்பதுபோல 
அடிப்படையைக் குறிக்காமல் மடக்கை கொடுக்கப்பட்டால், 
அடிப்படை ச என அறிமுறைப் பணிகளிலும் (எனவே, இந்நூல் 
மூழுவதிலும்), 10 எனச் செய்முறைப் பணிகளிலும் புரிந்து 
கொள்ள வேணடும். 

பின்வரும் மடக்கைச் சமன்பாடுகள் மூன்பே தெரிந்திருக்கக் 
கூடும். 

(i) log, (Ni Ng) = log, N, + log, Ne
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(ii) log.(N*) =klogN 

(iii) log, a° log. b = log. a. 

அடிப்படையை மாற்ற உதவும் ௪-டு (11) ஐக் கொண்டு, 
பொது மடக்கையை நேப்பியர் மடக்கை வாயிலாக எழுதலாம் - 

1021௦ 24 -- 109 78: 1௦2 ௪. 

இதில் 1௦270 ச - 0₹4342944 ... இதை 4 எனக் குறித்தால் 

10810 47 F log. N. 

42 மடக்கைத் தேற்றம் : 

3 xt —1<x< 1 crafe loge (1 + x) =x — pan ae 2 

ர் ல + Cc 1-2 * x + ௧௬௪ 

நிறுவல் : 

ஈருறுப்புத் தேற்றத்தின்படி, || 4 1 எனில், 

049௮14 இகர 22... 
28 

டி. 0141 +1) ve to (ep 

அடுக்குக் குறித் தேற்றத்தின்படி 

a +x) ளீ loge (1 + x) 

=1+y log (I exit [loge (1+x)]? +... (ஆ) 

|ஐ[- 1 எனில், தொடர் (அ) அறவொருங்குவதால் 

அதன் உறுப்புகளை இடம் மாற்றியமைக்கலாம் $ )-ன் 

படிகளில் தொடரைத் திருத்தியமைக்கலாம். அத் தொடரும், 

தொடர் (ஆ)-ம் ஒரே கோவையின் விரிப்புக்களாதலால் இரு 
தொடர்களும் அவற்றில் ந-ன் ஒத்த படிகளின் கெழுக்களைச் 

சமப்படுத்தலாம்.
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3-ன் கெழுக்களைச் சமப்படுத்த, || 4 | எனில், 

32. 1:2 123 
log. (1 +x) =x—,, + 31 qr t+ 

௩௮ 1 என்றாலும் இச் சமன்பாடு உண்மை என்பது வேறு 
வழிகளில் அறியக் கூடியது. எனவே, --| :%3 1 என்ற 

கட்டுப்பாட்டில் மடக்கைத் தேற்றம் உண்மையாகிறது. 

43 சில விளைவுகள் 

0 மடக்கைத் தேற்றத்தில் % - 1 என இட, 

1 1 1 1 
log, 2 = 1 — 2 + 374 4 ௮ (1381 5 ன் பர்க் 

di) —|<%*s | எனில் 
3 4 

log (1 +x) == —75 ட இரவல (10 

-ஐ--% என மாற்ற —l<—xs—1, 4—-@, 

1222-1, அது 1 ௮ ௮ 1 எனில் 

x3 3 4 

5(1-ஐ த வ மம் ௨2 

Gii) --। 2௮ | எனில்விரிப்புக்கள் (1), (2) இரண்டுமே 
சரி அவற்றிலிருந்து : 

log (1 + x) — log (=x) =2 («+ 3 + x + wo) 

. 0) 

1+x xs x5 
5 log நடக் தர் த அ (12] 4 

டக்) 

1. i 
Civ) i= a (n>0) s என (3)-ல் இட, அ௮--து, 

| ga ட் - ஜட என இட,
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1 1 i 1j— 32 ன் + s° ~ 
log (n + 1) log n [ on +417 3 (Qn -1)8 

1. 1 
5 சேடர் ~~ | oa 

இதற்கான நிபந்தனை: |ந).-1:ஈ2 0 இது நிறைவு 
பெறுகிறது... 

(62) pee = mC, n > 0) எனக் கொள்ள, 

m—n 4 m—n 5 
கடா? (ட்ட) moe கர 

m—n 
5 (mea) + ௧௬௪. ~| wee (6) 

ழ் ழ் /m—nh 
இதற்கான நிபந்தனை : i ea 

o
d
 

e
t
 

  41. ரர எனில் 
  

இது திறைவு பெறுகிறது. 

m=n+1 cor சூடு (6)-ல் இட்டும் சட்டு (59ஐப் 

பெறலாம். 

ச--டு (5)-ஐப் பயன்படுத்தி, 2, 3, 4, 5, .... என்ற மிகை 
மூழுவெண்களின் இயற்கை மடக்கைகளைப் பின்வருமாறு 

காணலாம். 

௪--டு (59-ல் ஈ- 1 என இட, 1௦2 1 - 0 என்பதால், 

1 1.1 1, 1 . 
los2=2 [5+ 5 ga ts 3s tom | 

&—(@ (5)-c n = 2 என இட, 

1 1 1 1,1, log3—log 2 = 215+ 5-58 + 5 கர்வ] 

முன் சமன்பாட்டுடன் கூட்ட, 102 3 கிடைக்கிறது. 

இனி, 1௦24-- 10228 210225 

ச-டு (55-ல் ஈ- 4 என இட,
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1,.t.4,i,1 
log 5 — log 421573 gs 5 got nme | 

(1௦2 4)-ன் மதிப்புத் தெரியுமாதலால், 1௦2 5 கிடைக்கிறது. 

தொடர்ந்து, அடுத்தடுத்த முழு எண்களின் இயற்கை 
மடக்கைகளை இவ்வாறு காணலாம். 

மாதிரி 1 

2-ன் நேப்பியர் மடக்கையை 5 பதின்பகுப்பிடங்களுக்குத் 
திருத்தமாய்க் காண், 

&—(@ (6)-o m= 2, n = 1 என்றாவது, ௪-டு (5-ல் ஈ- 1 

என்றாவது இட, 

Pelli isd 
2-2 [34 3 38 + 5 35 + uu | 

6 பதின்பகுப்பிடங்களுக்குக் கணக்கிட, 

  

1/3 0333 333 3 
1/( 333 )=0012 345 6 
1/( 5°35 )= 0-000 823 0 
1/( 7°37 )}= 0-000 055 3 
1/( 93° ) = 0000 005 5 
1/(11:321) = 0-000 000 5 

கூட்ட, 0346 57; 3 
2 

me 

  

x 

0-693 146. 6 

5 பதின்பகுப்பிடங்களுக்குத் திருத்தமாக, 
log, 2 = 0°69315. 

காதிரி 2 

102(1--%-27)-ஜ. உன் ஏறுபடியில் விரித்து ஜுன் 
கெழுவைக் காண்க. 

log (1 + x + x3) = log ==
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= log (1 — x8) — log (1 — x) 

- [டி ச]. 
bere] 

x 2 xt x5 2 x7 
— _.. வை உ. 3 a வடம ணை! ௭. eo 

Hr gm gery 5 ETF 

xs 2 
es — 9 -g7 6% + kee 

எனவே, 3-ன் மடங்காக 1 இருத்தால் 
பன 

கன் கெழு; 

ன் மடங்கல்லாத எண்ணாக ஈ இருந்தால் 

%-ன் கெழு - ் , 

மாதிரி 3. 

4, ச என்பவை, ந5 -- px + 4 ௯0 என்ற சமன்பாட்டின் 

மூலங்களானால், 

12 

log (1 + px + qx2)— (at + Be — 2 TE ye 

மலர்ச் பப yy + ey ட 

எனக்காட்டு. 

x2? ——pxig =0 

என்ற சமன்பாட்டுக்கு ௮, தீ மூலங்கள் என்பதால். 

al + = Ds AB = 8.
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srarGe, log (1 -+ px + 4x®) = log [1 + CL + B)x + LBx?] 

= log + (C1 + ofx) C1 + Bx)] = log (1 + Mx) 
"+ log (1 + Bx) 

oh 2x? oi 3 x8   ax UE SM ee HRI ae te 

+ Bx பர பப படட கடவ 

= (ol + B)x ae x2 + Te x3 — 

4 (= 1)" it + 3. 

4:4 தொடர் கூட்டல் 

கூட்டவேண்டி௰ முடிவுறு தொடரின் உறுப்புகளின் பகுதி 

.கள் காரணீயப் பெருக்கல்களாக இராவிட்டால், : அத்தொடர் 

ஒரு மடக்கைத் தொடராக இருக்கக்கூடும். 

2 8 4 

log (1-+x)= #— 5 + 77 a + wee — <3 51 (0 

2 8 ஒக்” 

—log (1—x)=x + + > + 7 + wr 51 (3) 

1 1+ x8. x5 ர oa 
51081 க 1 ல ௭ sr ரி + wy SX <i (3) 

என்ற விரிப்புகளுடன் ஒப்பிட்டு - மடக்கைத் தொடர்களின் 

கூடுதலைக் காணவேண்டும், இவற்றில், எந்த உறுப்பின் பகு 
யிலுள்ள எண்ணும், தொகுதியில் உள்ள ன் படியும் ஒன்றே 
என்பது கனனைிக்கத் தக்கது. 

மாதிரி 4 

log (x + 2h) = 21 h)— -f” ) og (x + h) — log x fee 

ht hs ஆ 
+ 2 (x ae 4 + Sey hy’ + ses } oer நிறுவுக.
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பி 
x= 5 சன இட. 

ந ht ks டசி 
செய்த தடா சுடுது ரர 

3 

+ Rt 

= — log (1 — x) (௪-டு(2)] 
ப் — h2 

+h 
= hog Ge = 2 log (¥ + h) — log x 

— log (x + 2h) 

ஃ log (x 4 2h) = 2 log (x + h) — log x — nee 

_ At 

மாதிரி 5 

2, ட, % மூன்றும் மிகை எனில் 

_ 1 7 தரு p—q_\**? 
ட afi +3 pea) t (ரூ te) + ro | 

ஸ் pix = (p +4 + 2x) log, 

எனக் காட்டுக. 

4 3 p+q+2% er ro) ண 

எ யச சர 
=20@ +9 + 2x) pete pat) 

2-2 
பட் rere) பங் -| 

  

 



110 பொறியியற் கணக்கு 

தொடர் (3) உடன் ஒப்பிட, இது 

P—4 

=2(p iq +2x)* 5 log பம் 
P+4+2x 

= +4 + 2x) log 4%. 

மாதிரி 6 

50 எனில், logs = 14 2: ஜிட்டு 

+e eat 
எனக் காட்டு. 

வலப்பக்கத் தொடரின் ஓவ்வொரு உறுப்பையும் 
இரண்டாகப் பிரிக்க, அத்தொடர் | 

x lf x \? 1 x \8 
tit seed) (எப பு 

1 1 1 2 1 1 8 (ர்க ப +3 (245) + =| 

= மண. iain x “ a = tog (1 1) +8 (: 741) 

1 
mmm 108 ST + log x41 

= log [ein “(e+ ட | = log x. 

இனி, இதில் வந்த இரு தொடர் விரிப்புக்களுக்குமான 
நிபந்தனைகள் முறையே 

x , 1 
seil< fa i<h 
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2 0 எனில் இவை இரண்டும் உண்மை. எனில் விரிப்புக்கள் 
செல்லும், 

மாதிரி 7 

N
e
 

10242 க 102152 + 1085 42 — logesge + wo = 

எனக் காட்டு. 

102 = ட்டி என்பதால், தரப்பட்ட தொடரைப் பின் 

வருமாறு எழுதலாம் : 1 

1 1 1 1 

log.4— 1௦ஐ16 * fog.64 ~~ log.256 + 

1 1 1 1 

log.4 — iog,(4)2 * tog (43) “ (ஜ் 1 - 

1 1 i 1 

log.4 ~ 2 log.4 t Slog ~ 4loga + 

/ 4 1 11 
= jogd [123-342] 

* எ வவ "log 2 = log? = log, ( 4") = 5 

m
a
e
 

பயிற்சி 4.1 

த்: 9 
1. log (i + 3x + 2x?) = 3x — 5 #? + 5 x4 

+... எனக் காட்டு, பொதுஉறுப்பு என்ன ? 3ன் மீதான 

நிபந்தனை என்ன ? 

2. log = = 5s — 2x2 43 +5 2-4 எனக் 

காட்டு. கெழு என்ன? ன் Foes நிபந்தனை என்ன?
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1 
3, log Tex ee 4 x8 ம ன் ஏறுபடியில் விரித்து, 

4m என்ற வடிவத்தில் 1 இருந்தால் ரன் கெழு ் எனவும் மற்ற. 

i ் க 
மடி சன் கெழு -- ; எனவும் காட்டு. 

4. 1௦ (12-29) ஐ விரித்து, 3-ன் மடங்கான ன் 

படிகளின் கெழுக்களின் கூடுதல் * tog? எனக் காட்டு. 

“a. x2 , 
5. log via ன் விரிப்பில் ஈ ஒற்றைப்படை எனில், 

ஜன் கெழு 3 : n= 4p 'எனில் அது0; n= 4p +2 எனில் 

அது” எனக் காட்டு. (ம முழுவெண்ட.. 

6. 8 என்பவை x*—px+q=0 ssirp சமன் 

பாட்டின் மூலங்களானால், நிறுவுக 2 

— loge (1 — px + 9x?) = (ol + Bx 

பம தைய மம் மாலதி ஆய் 

7. மமம் 2 [254 =e 2. (ees aw, 

“Cs +] 
எனக் காட்டு. மேலும் ₹ log,2 = 0°69315, டக்க ௯ 043429 

எனில் 1083, 1௦2103 ஆகியவறறைக் காண். 

g, 001 
* 99 

பகுப்பிடங்களுக்குத் திருத்தமாய்க் காண், 

என்பதன் இயற்கை மடக்கையை ச் பதின் 

1 1 1 
9, 1௦850 — log49 = # [3 2. 502 + 3° 508 + | 

எனக் காட்டு, 102-092 - 0₹301030) ம - 0°434294 எனில் 

0) 7-ன் மதிப்பை 5 பதின் பகுப்பிடங்களுக்குக் காண்,
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—
 

  a+l 1. 

1 அல 

+ 3Qm 21) 7 =| 

எனக் காட்டு, 1௦ஐ.3 - 069315 எனில், 4 பதின் பகுப்பிடங் 
களுக்குத் திருத்தமாக 1௦2,17, 1௦823 ஐக் காண். 

n+l ஆ 1 7 3 % 
ப. மரம = ay ta: Gea 

கப 7 

எனக் காட்டு, 1௦2 4 ஐ 4 பதின் பகுப்பிடங்களுக்குத் 

திருத்தமாய்க் காண். 

6 1 i ot 1 1 
12, loz2 = 5. அரா 2. 22 ae த ௦௪5 -2 1] பசார் இரத * ௭ [ எனக 

காட்டி log : ஐ. 4 பதின் பகுப்பிடங்களுக்குக் காண். 

13. 2 ௩டி--ஒேடு22(1 படர் + 
sa 

என விரித்துக் காட்டு, 1௦210-ன் மதிப்பைக் காண், 

14, log 1? = = 0:023716 எனக் காட்டு, (1௦22 -- 0₹603147 

எனக் கொள்.) 

1 1 ந 1 
15. 6 |; கர 3:33 + 5°35 + een sce (Qn oe] 

1 1 . ந 3-5: 

+ 2[5+ eC en டு pg Toe 

== lop,10 = 310g.2+ 4-5 — -(])' + 3 3G) 4 

¢ எனக் காட்டு. 

8 
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16, 
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tf 1-1 ட 3 1 1 
52:57 3:52 Et eS 

1 
gt 63 ரல nN

 

t
e
a
l
 

நிறுவுக : [17-29] 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

24. 

25. 

26. 

logx = x—1—5 (x — 1)? 

1 +3 (2-18 5 (z— 1. 

  

_a—1 பம் சோரம் 1 xt 
182-172: ஒட்டர் 3 Gent 

x +1 fe x log இடன் 8௮ 214 ஆர ன் tL wee [XP O1 

ர் 1 1 1. log > 32:21 3: த ஜர். = 1G 
1, 1 1 1 3 
ஏர தர தர் gigs ti = le 

ரு i. mn பம்ப். 3 ர ந் தர் ரவர் | = log 

1 1 1 டட] 
at yege t gras t இர் உதா தஆ 

x 1 1 
  + gras — ogg t+ 

i, yt, fl, ty. 
5 (2-3) 4 3) ate 

a Ly. 1 (+ a)+ (i+ 4. s+ (5+ s)he 
= 9 log 3 

i [ 1 
seit xt 8 t 3060p + ௭ 

1 i i 
x 2x8 + 38 eee 5 (x> 1) 

=
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் 1,1\.1, fl, 1 1 
a 1+(5+3) 5+ (G45)- 5s 

1 1 1 1 

1 1 
+ ; q+ 77% 4 ௮ 

21 31 415 1 1 
28. 1-2: உரு 3574-௭ * ஈத 

: + log 5 

   
  

3 1 1 3 1 33 29. ip [2210 + at Seg OG oa + } 

= log 2 

Lisi lys_} 
30. yu x— 4 * + 3 * -- த5* அ எனில் 

கட po sey +o +S 4 wm cord og. 

௩31. ஜு - 2-3, 324 1எனில் 

1 ஆர 
Yr wet g Pe 2 (௮3 அஃதை 

al
 

எனக் காட்டு. 

3. ww lee த எனில் திறுவுக. 

வு +3 (2) -- — 
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94. 2 என்பவை. அடுத்தடுத்த மூன்று முழு எண்கள் 
1 1 . 

எனில் 1௦93 -- log x +5 log z + Te ET 

1 1 
+ Fie pips t Sox 1s + எனக் காட்டு. 

ம் 35. 2 log * —log(x + 1) —log¢x— 1) = J, 4 aot 

+ ine + (x> |) எனக் காட்டு. 

36. is <1, 700 சம + உ ம எனில் 

1 (:] 2 * 2) == 2 f (x) Tenant). 

  

eg,2)2 
37, ear ee 1 + og + iL 5-2) '- எனக் காட்டு. 

38. 1089 -- 19ஜ5₹ 4 ம்ப log g1€ + + = 1083 எனக் 
காட்டு. 

39, xlog, e + x? log,2 e + x3 log,3 e + % 

_ mos, (ர. எனக் காட்டு. 

40, log (x + n) = log x+ ion ( L+3) 

ட log (1 + ட) + log (: + +x) 

41. ஈஃயின் முழு எண் மடங்காக ர இல்லை எனில், 

1 1 102 (00860 8) = cos? @ + i cost @ + ; cosé § +... 

எனக்காட்டு.
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2 ள் sin? @ + 1 ஸரி 6+ 1 sin’ @ +- ன் 2 4 6 ooo 

6 1 ச 1 ரி 
= 22 ௮ pa a 2 = 2 [ ten 473 tans; + 5 tan.1° 5 + ase 

சனக் காட்டு. 

விடைகள் 4—1 

2% 1 4 1 

— நந ௪ 1 டு ப ஆ ட் 1. (ட —— xs 1x] <5 

3. 2" 1 - 
கை 11 உட —s a 2. (—1) xs? |x] <3 

7. loge® = 1:09861, log, 93 = 0°47712 

9. logyo7 - 084510 

10. log 17 = 2°8334, log 3 = 1-0986 : 

11, 1௦83 _ 0:2877 

12. loge = 0°1823 

13. log 10 = 2:30256. 

45 தொடர் கூட்டல் -- தொடர்ச்சி 

பல நேரங்களில், கூடுதல் காணவேண்டிய தொடரின் 

சடறுப்புக்களை பகுதி பின்னங்களாகப் பிரிக்கவேண்டியிருக்கும். 

அப்படிப் பிரித்து அதன் பிறகு மடக்கைத் தேற்றத்தைப் பயன் 
படுத்திக் கூடுதல் காணும் முறையைப் பின்வரும் மாதிரிகள் 
தெளிவாக்கும். 

மாதிரி 8 

முடிவிலிவரை கூட்டுக : 

1 1 #41, 
a3 +45 tet 

இத் தொடரின் கூடுதலை S csrarGunrib. ஒவ்வொரு 

கறுப்பையும் இரண்டாகப் பிரித்து இதைப் பின்வருமாறு 

எழுதலாம் :
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“6-9 0-9). 
1 

௯ 1-5 1233 —j+i- 

ae 

S=1—log 2. 

மாதிரி 9 

முடிவிலிவரை கூட்டுக : 

2 5 8 
192-3 5 தடா ஏர் 

தொடரின் ஈ-ஆவது உறுப்பை ட எனவும், கூடுதலை $ 

ட எனவும் கொள்ள, 

2+(n—1)3 3n — 1 ் 

™ (2n — 1) 2n Gn + 1) ~ (2 — 1) 2n Qn + 1y 
  ச, 

இதைப் பகுதிபின்னங்களாகப் பிரிக்க, 
1 1 1 5. I 

~=4 Qn—1)* m4 Gary. 

crrGau, u, = } தத் 

ap — isd L8.! 

=| st gata 

. Bt ny ety de ty we 

_l,1_s 11,1 
at 317 3 4 

+ 

—
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i
e
 1 1 

Bn i log 2. 
i 

ss q— lee2+l= 

ர 

5 
S = 4 — log 2. 

மாதிரி 10 | 

முடிவிலிவரை கூட்டுக : 
3. x2 xs 

[நர நதா ஷேர் 

பொதுவுறுப்பு | a 11 

“0 = On—1) Gnti) ~ 2° wn" 

. 1, 11, 
ஸ் ந @ னை 

11 1 1. ம 2 ஓடிடு 1 ஆ அடி 

உழ ஆ 2 த 528 

1 1 1 1 
டண மணை க 

நெடுகக் கூட்ட, கூடுதல் 

பி கேல் uy + Uy + Ug வின 

1 | 1 1 a=, ற் ஜட அஜ என்த ம் ஒர் ட 

1 1 1 உறி உட " த [35 + x8 52 ண ] 

5 [ x COE Cx + wm |
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(9 506 
+ 4 * (ஷி + வ] 

2x? W
i
e
 

  

= VF gg 1 VE 
2 2 1m fx 

உ | v8) | 

= Mf tog VE பட அர்த 

=; [243] 1௦2 ட]. 

பயிற்சி 4-2 

முடிவிலிவரை கூட்டுக. 

eee 
2 ஒர்க் ஆர் 

htt ahe- 
ஜர்னி ஷர 

5. டர் வர் ஒர் 

4 ரா தரகர் சக்கர ர்
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Ty 

10. 

11. 

12. 

13, 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19, 

20. 

| ©
 1 

123 1 3௮ "௭ ஒல 

wr
 ao 3 ரஷ
ி 

1 1 1 
234 1 த ர ஷா 

1 1fi 1 71 171 
v3 + 3(a8)+3(s7) +4 (75) +~ 

1 1 1 
534 ஷா ஜர் எ 

1 4 9. 
123.4 3-45-6 ஒர + 

x x2 x8 x* 

[த B35 3-4 gg Fo
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21. 

23. 

11, 

13. 

14, 

15. 

16. 

17. 

4 

பொறியியற் கணக்கு 

Sk 
n(@a +1) 3" 

  

= (5 1+ Gay ere 

Gem acr 4.2 

2 log 2 — 1 2. log2 

2—log2_ 4. log2 

log 2— 3 ட்ட, 2 log2 — 3 

2 — 3 log 2 8. 3 —log2 

2 log 2 — 1 10. (டு. 

3 5 : 
3 08 2— 12, flog 2— ay 

( _ 2) los ct + x)—1 

14 
in கட் 
1 48311 l+x 
a(2+ tog p=) 

(1-3) wea —) 2 

1. 
+ gy log Cl — x) 

ட
 _ $ 52 18, 425 - 1 

h
i
n
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15 x2 x? + 5x — (0 
19, TT xe log (1 வண x) + கட்டட. 

டத © sum ந டல | 20. us (3 + 3x8 + 6x) — 3 log (1 — x) 

21. 210g 5 +1 

x? 1 

@—xye 7 7 ed —») 
3 27], —a[esa—o+e+9] . 

+ 5 (௪ +e) - 

22. 

1 1+x 
23. 5 log fap 

46 தோராயங்கள் 

  

மாதிரி 11 

9 மிகச் சிறியதெனில், தோராயமாக 
8 “3 

log 1 128 = 2 + 9 எனக் காட்டு. 

x2 x 

142f14+%*+-5, 4+ 

i + 2e° +a(lts tot) log —,-- = se? 

2 

log (1 + ஆஸ் 5 + ~) 

2x , x? ந் 72% 2 
கணை a+ Ft~)-3G +») 

2 

தஆ மல 

॥ 

ஐ மிகச்சிறியதாகையால், 3-க்கு மேற்பட்ட -ன் அடுக்குகளை 

ஒதுக்கிவிட, தோராயமாக
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மாதிரி 12 

71. மிகப்பெரியதெனில், e*, 1௦2 (129) ஆகியவற்றின் 
விரிப்புக்களைப் பயன்படுத்திப் பின்வருமாறு காட்டுக : 

(இல் 1 11 7 . 

(: Ha) =e(! - தர த கர் எ) 
இதைக் கொண்டு, 

Qe = (1:19)10 4 (0°9)-1° 

என்ற சமன்பாடு ச௪-யின் மதிப்பைத் தோராயமாகத்தருகிறது 

என்றும், பிழை 046% அளவினதாகும் என்றும் காட்டு. 

1)" 1 [ 1 1 log (1 +i) = nog (1 + nla" (a— ae t பல 

1 
கூ + ~) 

| 1 1 1 
— G+ 3°21 + 331) a ++ ase 

yr 1 11 7 

ஆ (4) ~e[i-3+ Yan? ~~ Tens ~ |
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இதில் 1- 10 என இட, % 

1 \10 1 11 7 
(1 +35) = ¢ [1 — 35+ sag — 130m + ~ 

அஃது, (1:1)10 = 09542 e. . 

1 410 என இட, 

1\710 1 ul 7 
(1 ஞு 0) hd [1 * 30 * 2400 + 16000 * - 

SI— Bi, (0°9)-19 = 1055 e. 

(111௦ +4 (09-10 4 [0:9542 -- 1055] ௪ - 2-0092 ௪... 

- எனவே, (1:1)10 -(09)-19 282 எனக் கொள்ளலாம். 

் இதனால் ஏற்படும் பிழை 0:00922௪- இது 2௪-யில் 0-46%. 

4:7 எல்லைகள் “ 

மாதிரி 13 

Lt 124 1022. மதிப்பிடு : 

2 1 -- என இட, இது பின்வருமாறு மாறுகிறது £: 

Lt —h-+log(l +h) 
  

  
4-0 he 

’ he hs 
Lt he hat pom 

~ h-O he 

கர்ந 1 டச் 
= h~0 he h (-2+ 3—~ ) 

Lt 
= — > ~" ces h 25 0 

॥ 

a
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மாதிரி .14 

Lt 1 — சா 

x-O log(l + x) 

ப றக் 2-௭] 

Rae ot 2 ௮ 

Lt 2—2x +... ட 

x—0 

மதிப்பைக் காண் : 

  இவ்வெல்லை = 

x x2 
ஆண் இன்: தண்டை 

மதிரி 15 

௪, Lt (1 | 1 ட ஸல னி 
மதிப்பைக் காண் : னை ச ரஜ 

இவ்வெல்லையை / எனக் குறிப்போம், x = 2 என இட, 

! 
t=“ Garey 

20 

log | = அ 1 102 (1 +y + y?) 

மம 1, (y + y?)2 
= ஓடே... 

258 
Cre | 

; நட்ட. | ற 
y-0 ¥ [y+ y-& ஒன்றுக்கு] மேற்பட்ட 

அடுக்குகள்] 
= a [1--)-ன் மிகை அடுக்குகள்] 

ட. 
l= €.
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பயிற்சி 4-3. 

2 சிறியதெனில் பின்வரும் தோராயச் சமன்பாடுகளைக் காண் 
1477. 

1. (மஜ | பஜஜ1த(1 — x) 

2 க Yl Fx log +x = 

ளீ 
3. ச =e(l+x) 

1 

4, முடி * 1 தம கை oa 

1 

5, (ஐ (1-32 +n" )! 

1 1,1 1 1 
6 நல் 551557 

காஜ (டு பூ 2 Ts f—& == 3x + 2 

8. 3-க்கு மேற்பட்ட 2-ன் அடுக்குகளை விடுமளவுக்கு % 

: -சிறியதெனில் தோராயமாக (1-1 4149-24 ட் 

எனக் காட்டு. இதிலிருந்து (1:01)1:01_இன் ஒரு தோராய 

“ மதிப்பு 1:0101005 எனக் காட்டு, 

9. 10 ர 12-29, % மிகச் சிறியது எனில், 2-ன் 

. ஓரு தோராய மதிப்பை, 3) -- ௪ (1 + 2x5 x8 ) என்ற சமன் 

பாடு தரும் எனக் காட்டு. 

x த ம். x த 
ட 10. ev = ] + xe, ந சிறியதெனில், ந ௨ a1 gy எனக் 

- கட்டு, 

; ll, p சிறியதெனில், xlogx+x=l+p cep sume 

பாட்டின் ஒரு மூலம் தோராயமாக 1 -- ் எனக் காட்டு.
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12. 25 சிறியவை, அவற்றின் 3-க்கு மேற்பட்ட 
அடுக்குகளை விடலாம் எனில் 

1 1 

deer 1390-9) 
எனக் காட்டு. 

. 1 மிகப் பெரியதெனில் பின்வரும் தோராயச் சமன்பாடுகளை 

நிறுவுக. [13 - 7 

> GH} = (14 ௭௨) 

aa! 
1 2 1 ர் 

14. C+ 5) ~e(1+a58— mas) 

_i\n 1 11 
15. (1) -ச(1-ஐர் ந) 

j ntl 

16. (*— 5a) 8 127 
1. 1-7 (HY # (sk) 

8 n log ( 1 + 5) ஆ n s ( 1+ உ) =e என்பதைப் பயன் 

படுத்தி, தோராயமாக 

(= (ஸு 
[8 6-4) ] 

பின்வரும் எல்லைகளை மதிப்பிடு [19 --- 387, 
19 Lt e*—14+x 

" x90 x— log (! + x) 

Lt 1—%*-+ log x 
¥>1 1— f2x — x2 

  

17. வ் 

எனக் காட்டு.
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Lt log x 

he 3-1 x2 3x +2 

  

  

  

», log x — /¥ — 1 +1 — log 2 

  

x30 {x — 2)8 

23. Lt foie + x) 

3-0 x 

24. Lt 1 + ன் 

க x0 1-2 

5 x? + 7x 

ட் ட் டு tit; 

Lt. e* — e-* — 2x 

| 26 0 log (1 Fa?) 
27. a xex — ee (1 + x) 

x— 

A த டல் ‘ie Games 28. ஆடம் ப ய G 1) log (4 1 ) 

விடைகள் 

் 3 
- 19, 1 20. 4 —log2 

ட் ‘ 

i. வரி 2, (1+) 82-1 

23. 1 24. 

25. 23 26. 0 

8 3 i 5 27. 5 28. iog 3





  

(ஆ). வகைநுண் கணிதம் 
(DIFFERENTIAL CALCULUS) 

N 
 





5. சார்புகளும் எல்லைகளும் 
(Functions and Limits) 

5.1 மாறிகளும் மாறிலிகளும் . (Variables and Constants) 
ஆண்டுகள் செல்லச்செல்ல, மனிதனின் வயதும் மாறிக் 

கொண்டே வருகிறது. ஆனால், மார்க்கண்டேயனின் வயது 
என்றும் 16 தான் என்பார்கள். மார்க்கண்டேயனின் வயது 
மாறிலி; மற்றவர்களின் வயதுகள் மாறிகள். 

ஒவ்வொரு சவரனில் உள்ள கிராம்களீன் எண்ணிக்கை 

என்றும் எட்டுதான். ஆனால் ஒரு சவரன் தங்கத்தின் விலை 

நிலையாக இருப்பதில்லை. முன்னது மாறிலி; பின்னது மாறி, 

- - இருகோடுகள் வெட்டிக்கொள்வதால் ஏற்படும் கோணங்் 

களின் அளவுகள் வெவ்வேறாக இருக்கலாம். அவை மாறிகள். 

ஆனால் ஒரு முக்கோணத்தின் மூன்று கோணங்களின் கூடுதல் 

எப்பொழுதும் 180” தான். இது மாறிலி, 

ஒரு குறிப்பிட்ட கணித வரம்பிற்குள் மதிப்பில் மாறும் 

தன்மை கொண்டவற்றை மாறிகள் எனவும், மாறாத்தன்மை 

கொண்டவற்றை மாறிலிகள் எனவும் குறிப்போம். 

பொதுவாக, ஆங்கில எழுத்துவரிசையின் முதற்பகுதியில் 

வரும் ச, ம், ட... என்ற எழுத்துக்களால் மாறீலிகளாயும், இறுதி 

யில் வரும் 7, 1, 7), ,), 2 என்ற எழுத்துக்களால் மாறிகளையும் 

குறிப்பிடுவோம். 

5.2 சார்புகள் (Functions) 
ஒரு மனிதனின் வயது இன்று 20 ஆனால், இன்னும் 5 

ஆண்டுகள் கழீத்து அவன் வயது 25. பொதுவாக, இன்றி 
ிருந்து 2 ஆண்டுகள் கழித்து அவன் awg (20+ x). வயதை 

9 எனக் குறித்தால், ந - 20 --%. % தெரிந்தால் ? கிடைக்கும். 

உன் மதிப்பு ஐச் சார்ந்தது. எனவே,9ஜ ன் சார்பு என்போம்.
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இவ்வெடுத்துக்காட்டில், ஒருவனுடைய வயதைப் பொருத் 

துக் காலம் ஓடிக் கொண்டிருக்கிறது என்பதைவிட, ஆன 

காலத்தைப் பொருத்து வயது மாறுகிறது என்று சொல்வதே 
மிகுந்த பொருளுடன் இருப்பதால், காலத்தை (2) சாராத மாறி 
(1யம20 64204 4271க016) எனவும், வயதை (9) சார்ந்த மாறி 
(Dependent variable) எனவும். கூறுவோம். அதை - ரீ(2) 

_ எனக் குறிப்போம். ஆயினும், ர- ஐ.--20 என்பதிலிருந்து, 
30-20 என,%ஐ ரன் சார்பாகவும் எழுதலாம். அதாவது, 

(3), மேலும், இதையே %--ற .-20-0 என எழுதி, 
F(x,y)=0 எனவும் குறிக்கலாம். இதில் 7(6,]) என்பது, 
%. என்ற இரு மாறிகளைப் பொருத்த ஒரு சார்பைக் குறிக்கும். 

இவ்வாறு, 2, என்ற இரு மாறிகளில் ஒன்று மற்றதைச் 

சார்ந்தது என்பதை ந - ரீ (2), அல்லது, %- ம (0) அல்லது, 
2,029 - 0 எனக் குறிப்போம். 

சார்புகளுக்கு வேறு சில எடுத்துக்காட்டுகள் : 

ஒரு சதுரத்தின் பரப்பு அதன் பக்கத்தின் சார்பு. (4-2). 

ஒரு வண்டி கடந்த தூரம் அதன் நிலையான வேகத்தையும் 

எடுத்துக் கொண்ட காலத்தையும் சார்ந்தது. (2 - ௨2). 

தனி ஊசலின் அலைவுநேரம் அதன் நீளத்தையும் புவி ஈர்ப்பு 

விசையையும் சார்ந்தது. (2 32௯௩ Af i): 

ஒரு கனச் செவ்வகத்தின் கன அளவு அதன் நீள, அகல” 
உயரத்தின் சார்பு. (77 - 332) 

5.3 சார்பு வகைகள் 

(1) gop wr hs erty (Function of a single variable 
and Function of several variables). 

ஒரு சார்பு ஒரே மாறியைச் சார்ந்ததெனில் அது ஓர் ஒற்றை 
மாறிச் சார்பாகும். ஒரு சார்பு, ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட மாறிகளின் 

மதிப்புக்கு ஏற்பத் தன் மதிப்பைப் பெறும் எனில், அது ஒரு பல 

மாறிச் சார்பாகும். ம என்பது, 2,3, 2 என்ற மாறிகளின் சார்பு 
என்பதை 4 ௬ 7 (2), 2) எனக் குறிக்கலாம். 

எடுத்துக்காட்டுகள் முன் பத்தியில் கூறப்பட்டன. அவற்றில் 
கீ, ஒரே மாறியின் சார்பு, 9, இரண்டும் இரு மாறிகளின் 
சார்புகள்; 1”, மூன்று மாறிகளின் சார்பு.
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.... (27% ஒற்றை மதிப்புச் சார்பும் £? பன்மதிப்புச் சார்பும் (510216 
valued and Multivalued Functions.) 

3 என்பது ன் சார்பாக இருக்கட்டும். நன் ஒவ்வொரு 

ஹதிப்புக்கும்ற ஒவ்வொரு மதிப்பையே பெறுமானால், y என்பது 

ஜன் ஓர் ஒற்றை மதிப்புச் சார்பாகும். 

எடுத்துக்காட்டு: ந- 8௩3 ந. 328 +2x—1. 

ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் ந ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட 

மதிப்பைப் பெறுமானால், ந என்பது 3ன் ஒரு பன்மதிப்புச் சார் 

பாகும், 

எடுத்துக்காட்டு: ந? - (34 4 4/7; ] ஓர் இரு மதிப்புச் 
சார்பு), - sin] x டு ஓர் எண்ணில் மதிப்புச் சார்பு), 

(3) ஒற்றைச் சார்பும் இரட்டைச் சார்பும் (04ம் ஹம் 19 

Functions). 

நன் சார்பில் ஜக்கு --% எனப் பிரதியிட்டுச் சார்பு மாறவில்லை 

எனில் அது ஓர் இரட்டைச் சார்பு எனவும், சார்பின் குறி மட்டும் 

ஊாறியதெனில் அது ஓர் ஒற்றைச் சார்பு எனவும் கூறப்படும். 

அதாவது, ரீ(-2) -7(2), எனில் ரீ() ஓர் இரட்டைச் 
சார்பு. ரீ ரீ எனில், f(x) ஓர் ஒற்றைச் சார்பு. 

சீஐுூ.* 7 (2) எனில், ரீ) ஒற்றையுமல்ல, இரட்டையு 
கல்ல. 

எ-டு : இரட்டைச் சார்புகள் : %5, ௦08 x. sin? x, x tan x, 

(x3 — x)?. cosh x. ; 

ஓற்றைச் சார்புகள் உ xX, sin x, tanx, x 008.2. 

ஒற்றையும் இரட்டையும் அல்லாத சார்புகள்: 2-2” 

௪௦௦8 -- 21412, 

இரு ஒற்றைச் சார்புகளைப் பெருக்கக் கிடைப்பது ஓர் 

இரட்டைச் சார்பு என்பதையும், ஓர் ஒற்றைச் சார்பையும் ஓர் 

இரட்டைச் சார்பையும் பெருக்கக் கிடைப்பது ஓர் ஒற்றைச் 

சார்பு என்பதையும் கவனிக்கலாம். 

(4) வெளிப்படு, உட்படு emiyssr (Explicit and Implicit 

Functions) 

%,9 ஆகியவற்றின் சார்புத் தொடர்பில் %க்கு எந்த மதிப் 

. யையும் நேரடியாகப் பிரதியிடுவதன்மூலம் நன் மதிப்பு உடனே 

அஇடைக்குமானால், ஐ கன் வெளிப்படு சார்பு என்கிறோம்.
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எ-டு: ந-1- 008) y= x5'+ 9602, இவை 
79 என்ற வடிவத்தில் இருப்பதைக் காணலாம். 

3, 7 ஆகியவற்றின் சார்புத் தொடர்பில் உன் மதிப்பை இட்ட 
வுடன் நன் மதிப்பு உடனே கிடைக்காமல், இயற்கணித. முறை 
களைக் கையாண்ட பின்னரே கிடைக்கக்கூடுமானால், ஐ ஐன் 
உட்படு சார்பு என்போம். 

எ-டு: x2 + y2 + 2ex + 2fy+c=0, 

xY == y® 

இச்சார்புத் தொடர்புகள் F (x, 0-0 என்ற வடிவத்தி 
லிருப்பதும், ற - 7ீ(2) என % ஐயும் நஜயும் எளிதில் பிரித்து 
எழுத முடியாமலிருப்பதையும் காண்க. 

(59 நேர்மாறு சார்புகள் (1௦4656 170001401௨) 

2 ரீ00ி என்ற சமன்பாட்டில் ஜன் சார்பாக ந தரப்பட் 
டுள்ளது. இதனைத் தீர்த்து, நன் சார்பாக %ஐ எழுதினால் %, நன் 
நேர்மாறு சார்பாக எழுதப்பட்டது என்று சொல்கிறோம். இதற் 

கான குறியீடு: ஜ- f-} (y). 

எ-டு: 7-7ீ20)--௪ எனில் 7-1) - 102 77 

2 2 
ரல 35 எனில் %:-- 71 (ஐ) - oi 

_ y= x) =sin ¥ crofed x = f-) (y) + sin“) y. 

(6) விகிதமுறு சார்பும் இயற்சார்பும் கடந்த சார்பும் (15814018], 
Algebraic and Transcendental Functions) 

Bor Fj» 8௨ நே என்பவை மாறிலிகள் எனில், ௬ - ௪2 
Ag X27 சஜ?” என்பது ஜல் ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை 

(Polynomial). ஒரு பின்னத்தின் பகுதி, தொகுதி இரண்டும் 
2ல் பல்லுருப்புக் கோவைகளெனில் அது 3ல் ஒரு விகிதமுறு 
சார்பு எனப்படும். 

x2 

எடு: 9 ழு ட 

03 ௨ ஒறு என்பவை 2ல் விகிதமுறு முழுச்சார்பூ 
களாகவும் (பல்லுறுப்புக் கோவைகள்), ந என்பது, Pot Pi
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429.0 என்ற சமன்பாட்டினால் தரப்படுவ 
தாகவும் இருப்பின், ந ஓர் இயற்சார்பு எனப்படும். 

a—@: (x? + 1) y3 —4y2 + x8 = 0. 

இயற்சார்புகளாக இல்லாதவை கடந்த சார்புகள் எனப் 
படும். 

எ-டு: 81%, ௪, 1022, ௦005-1 ஐ, 

(7) அடுக்குக் குறிச் சார்பும் மடக்கைச் சார்பும் (12ற005- 
tial and Logarithmic Functions) 

2 -- ச£ என்பது xo B9466% SPF erty. y = log, x 
என்பது ன் மடங்கைச் சார்பு. 

வேறு எடுத்துக்காட்டுகள் : y = a2, y = 105; 

y = log, (x? + 2x + 5), y = 4 log, 3x. 

Qupsofizh v@Sue (Algebra) Qoow flared maps 

பட்டுள்ளன. 

(8) வட்டச் சார்புகளும் அதிபரவளைவுச் சார்புகளும் (100187 
and Hyperbolic Functions) 

8303, 0082, மற்றும் இவற்றின் அடிப்படையில் வரை 
யறுக்கப்பட்ட 120 % முதலிய எல்லா திரிகோணத் விகிதங்களும், 

(120006171௦ 781106) வட்டச் சார்புகள் எனப்படும். 

சா ௪ e+e 
sin hx = —x—, coshx = — >, 

sinh x hx. த் தீம் 
cos hx TP விகிதங்களும், இவற்றின் தலைகீழ் 

விகிதங்களான (76010700௨1 781108) 00860 3, sech x, cothx 
என்பவையும் அதிபரவளைவுச் சார்புகள் எனப்படும். 

tanhkx = 

(9) Ber eniy (Periodic Functions) 

ன் எல்லா மதிப்புக்கும் ரீ (2-௦) --7(0) எனில், f (x) 
ஒரு மீள் பார்வையாகும். 7 (2)ன் காலம் (81௦0) 2. 

எ-டு: 810, ௦08 முதலிய எல்லா வட்டச் சார்புகளும் ; 

அவற்றின் காலம் 2௪.
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மாதிரி 1 

ரீஜஐு- (2-1) (3322-5) எனில் 7(1), 7ீ(2), 7(0), 

ரீ(- 1,709, 1 0 ஆகியவற்றைக் காண். 

f@) =(4+1) Gx —5). 
%- 1 என இட, 7 (1) = (1 +1) (412 —5) =—4. 

இதேபோல், Ff (2) = (2+ 1) (°2? —5) = 21, 

f (0) =1 (—5)=—5, 

சீடி =(—1 4 1) 23(-1)?-—5]=0, 

70 = (y + 1) Gy? — 5), 
fie+1)=[%+1) +1] [3 (*+ 1)? 

— 5} = (¥ + 2) Gx? 4+ 6x — 2). 

மாதிரி 2 

காட்டு. 

  

$ (2) = log = 

  

  

1 2x 

க 16g T+? டல 
(ஆ) 1௦ டட 2 ஜு (1 + x)? 

1 + x? 

் 13 
“2102 17 

௬2ம் (2) 

2x 
¢ (pe) 29 @. 

மாதிரி 3 

் x5 + y3 — 2x? — 3xy ௯ 0 எனில், 2 ஆக இருக்கும் 
“போது -ன் மதிப்பென்ன ? 

தரப்பட்ட சமன் பாட்டில் % = 2 என இட, 

28 3222-3320 
நு (3-- 6) =0 

y=0, + /6.
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பயிற்சி 5-1. 

1. f (x) = x8 — 2x2 4 4 cra, f (+ 2), f (+ 1), aS எனில், 7 (* 2), f (+ 1), £ (0) 

2. f(%, y) = 2x2? — xy » y2—x41 எனில், ரீ(0, 09, 
fai, —, FG, x), 702 x), f (a, 0) + f (0, a) ஆகிய 
வற்றைக் காண், 

3, f(x)=tanx எனில், ரீ Se, 

எனக் காட்டு. 

1 os 1 4. f(x) =x4+ ன் எனில், f(x) =f (2) எனக் காட்டு. 

ax+b 
ks stole x= f(y) எனக் காட்டு. 3. y=f (X=   

6. f(x) = log, x cra, 

f(mnp) =f(m) +f (n) +f (p), 

(7) =Fm—s om, 

f (9) =a f(x) 
எனக் காட்டு 

7. லு 47 எனில், 

f(m+n-+p)=f(m)f(n)f(p), 
f (m — n) = f (m)/f (2), 
f(4") = [f (*)] 

எனக் காட்டு. 

8. f(x) =asin? x + bcost x + c tan® x + d crafisd, 

-f(xy=f(n +x) =f (® — x) card art@. 

9. பின்வரும் HpuGeursrpi x-sr ஒற்றைச் சார்பா, 
இரட்டைச் சார்பா, இரண்டும் அல்லாததா எனக் காண். 

(i) xsin x, (ii) cosec? x, (114) i , Civ) ட் ன 

(v) e* +7", (vi) sin x + cos x.
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10. பின்வருவனவற்றில் %-ஐ 9-ன் சார்பாக எழுது. 

டட 324, (ii) y= 1— vx, 

Gili) y = sin-} (3) (iv) y=atan? x, 

(v) y = 2x — x2, (vi) y= = : 

11. மேற் கணக்கின் ஒவ்வொரு துணைப் பிரிவிலும் 2-ன் 
ஒவ்வொரு மதிப்பிற்கும் ந-க்கு எத்தனை மதிப்புக்கள் என்றும்,. 

3-ன் ஒவ்வொரு மதிப்பிற்கும் %-க்கு எத்தனை மதிப்புக்கள் 

என்றும் எழுது. 

விடைகள் 5-1 

1. 4, — 12, 3, 1, 4. 

2. 1, 4, 2x? —x +1, 2y2—xy4+x2?—y+ i, 

3a2 + 2. 

9. G) இரட்டை, (1) இரட்டை (14) ஒற்றை 
(9) ஒற்றை, (௫) இரட்டை 94) இரண்டுமற்றது.. 

10. (9 ந அரு) மி 2 (y—1)2, 

(iii) x = 3 sin y, (iv) x= tan-!. if? , 

() x=le yl =, (iy w= 2). 
ll. (i) 1,47 iy 2,1 

Ciii) எண்ணிலி, 1 Civ) 1, எண்ணிலி 

(v) 2,2 (vl) 1, 1. 

5-4 எல்லைகள் (112418) 

மாறியின் எல்லை. %$ என்ற ஒரு மாறி, ஒரு குறிப்பிட்ட 
விதிப்படி, எண்ணற்ற மதிப்புக்களை ஒன்றன்பின் ஒன்றாக 
அடைவதாகக் கொள்வோம். ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணாகவும், 
ஏதேனும் ஒரு மிகச் சிறிய மிகையெண்ணாகவும் இருக்கட்டும். 
8 இரண்டுக்குமான தனி மாறுபாட்டை [x—a| staré 
குறிப்போம்.
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5 எவ்வளவு சிறியதாயினும், | x—a | 48 ஆக இருக்கு 
மாறுஉன் மதிப்புசஐ நெருங்கி வரக்கூடுமெனில், x என்பது 

௭ வை எல்லை மதிப்பாக அடைகிறது என்கிறோம். இதை, 28, 

அல்லது, * எல்லை - ர” அல்லது, * 11றம$ 2 -- 9” அல்லது, 

*17%-- ர* எனக் குறிப்போம். 

சார்பின் எல்லை: ந-- (;)* என்ற சார்பைக் காண்போம் : 

% மிகை எனவும் எண்ணிலிக்கு (௨) வளர்ந்து கொண்டே வருவ 

தாயும் கொள்வோம். ஐப் போதுமான அளவுக்குப் பெரிய 

தாகக் கொண்டு, (:)* ஐ, அதாவது ஐ, பூச்சியத்திற்குத் தேவை 
யான நெருக்கத்தில் கொண்டு வரலாம். cstarGa, y >0. x or 

மாற்றத்தையும் சேர்த்துச் சொன்னால், ‘xX, gM நெருங்கும் 

எல்லையில், 3 நெருங்கும் எல்லை 0 * எனக் குறிப்பிடவேண்டும். 

இதற்கான குறியீடுகள் 2 

எல்லைழ- 0 அல்லது, 11011 ந - 0 அல்லது, Lty=0. 
3-௦ 3௮௦ x > © 

பொதுவாக, ற - 7 (2) என்ற சார்பில், ஐன் மதிப்புக்களுக்குத் 

தகுந்த நன் மதிப்புக்களைக் காணலாம். 2, ஒரு குறிப்பிட்ட 

சளஎன்ற எண்ணை எல்லை மதிப்பாக அடையும் பொழுது, 

/ வேறொரு / என்ற மதிப்பை நெருங்கி வரக்கூடும். அப்பொழுது, 
2 ஒரு எல்லை மதிப்பை அடைகிறது என்றும், அவ்வெல்லை 
4 என்றும் கூறுவோம். 

இதைப் பின்வருமாறு வரையறுக்கலாம் : 

₹ என்ற மிகையெண் எவ்வளவு சிறியதாக இருந்தாலும், 

12-௪8 | - ரிஎன இருக்கும் பொழுது, | ரீ(29--/| 45 
என இருக்குமாறு ரி என்ற ஒரு மிகையெண்ணை அதற்கேற்ப நாம் 

காணமுடியும் என்பதே, உ வை% எல்லையாக அடையும் பொழுது, 

1 ஐ] (2) எல்லையாக அடைவதற்குத் தேவையானதும் போது 
மானதும் (1160658819 ஊறும் 8ம81௦1201) ஆன நிபந்தனை ஆகும். 

மாதிரி 4. 

வரையறையைப் பயன் படுத்தி 

LtQx+1) =7 
x >3. 

எனக் காட்டு. 

£ என்பது கொடுக்கப்பட்ட எவ்வளவு மிகச்சிறிய எண்ணாக 

வும் இருக்கட்டும். | x-—3 [| <6 என இருக்கும்பொழுது
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| 2-1)--7 | ௮௨ என இருக்குமாறு ஒருடி வை நாக் 
கண்டுபிடித்தாக வேண்டும். 

[-1)--71 46 

என்பதிலிருந்து கிடைப்பது 

{| *—3[< 5 

é= 5 எனக் கொண்டால் வரையறைப்படித் தேவையான 

நிபந்தனை நிறைவேற்றப்பட்டுவிடுகிறது. எனவே, 

Lt (2x+1)=7. 
5௮3 

5-5 இந்த முறையில் எல்லைகளைக் காண்பது எப்பொழுதும் 
எளிதல்ல; வேறு வழிகளை அடுத்துவரும் மாதிரிகளில். 
விளக்குவோம். அவற்றில் பின்வரும் தேற்றங்களும் பயன் 
படுத்தப்படும் : 

தேற்றங்கள் 

Lt Lt 
மர f@=d, x-a ¢ (x) = 8 எனில். 

1. ஹூ ரக்னா] வத 

ஸ் ராஸ. ம 
Lt 

4 gt ராமர. 

மாதிரி 5. 

மதிப்பைக் காண் 2 wt, [ x? —3x+1]. 

தேற்றம் 1 ஐப் பயன்படுத்த, 
Lt Lt 
xa2 DP —3x+1] = , 2, ய os 3x +4 gis I.
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தேற்றம் 2 ஐப் பயன்படுத்த, இது 
Lt Lt it it 

a (22 x) (<2 x)—3 x2 *% +532 ! 

a 2x2—3x241ie—i. 

கதிரி 6. 

$ — x2 லை! 
மதிப்பைக் காண் : os meat 

ழ் ட டும்..." 

இதில் று (38 — x8 $x—1) =0, S, (x®—1)=0. 

எனவே, கோவை 5 என்ற வடிவத்தைப் பெறுகிறது. இது 

Ggor apaud (Indeterminate form) எனப்படும். கோவைக்கு 

எந்த மதிப்பையும் இவ் வடிவம் தெளிவாக்குவதில்லை. 

இச் சமயத்தில் தேற்றம் 3 ஆல் பயனில்லை. பகுதியையும் 

விகுதியையும் காரணிப்படுத்த, 

x8 — 3 + 2-1 (x — 1) (x? + 1) 

x8 — 1 (x—1)(x +1) ° 
  

= f(x) என்பதன் வரையறையில், %, ச வை நெருங்கி 

வருமே தவிர, %-- ஏ என்று ஆவதில்லை. அ--து, 2-4 0. 

அதேபோல், இங்கு 2--1௪0. எனவே, பகுதியிலும் 

விகுதியிலும் (2-- 1) என்ற காரணியை அடிக்கலாம். அவ்வாறு 

அடிக்க, 

Lh x8 —x?+x—-—1 Lt x? +1 2 

eet ee ea ee தகக 

வேறுமுறை: x=1+4h cor QO. x— 1 erofich h + 0. 

Lt x3 —x®?+x—1 

எனவே, தம ட. 

Lr 1-ம் 1-1 
= h-0 (i+ hyp?—1 

Lt 2h4+2heihs Lt h(2+2h+h*) 
“20 அபு ~ 4-0 h(2+h) ”
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40 என்பதால், 4 ஆல் பகுதியையும்விகுதியையும் வகுக்க, 

இது 
Lt = h+ hs ஆ 

+h ~ h-0 ~~ உணடு, 

N
I
N
 

மாதிரி 7. 

Lt ax? + bx +c 
மதிப்பைக் காண் £: ப்பட்ட 
திப் : 3:0௦ gi’ x2? + bx +e 

x= ற எனப் பிரதியிடு. % -*௦ எனில், -50, எனவே, 

    

Li axt+bxt+e ம y pty te 
X00 gx? +b'x +c’ Yo a’ St et+e . 

_ Lt a + by + cy? OY #0). 

y~0 a’ + by + cy? 

5-6 Aa Gewaymp ofSlaor (Working rules) 

மேற்கண்ட மாதிரிகளிலிருந்து en செய்முறை 

விதிகளை உய்த்துணரலாம். 

% ஆர. என்ற நிலையில் ஒரு சார்பின் எல்லையைக் காண 

வேண்டுமெனக் கொள்வோம். 

(ழ் சார்பின் பகுதி, விகுதி ஆகிய இரண்டில் ஒன்றேனும் 

பூச்சிய மதிப்பைப் பெறவில்லையெனில், நேரடியாக %- ச என 

இட்டு, எல்லை மதிப்பைக் காணலாம். அப்பொழுது, k 0, 

எனில் ர =o, ௭0 என்பதை நினைவில் நிறுத்தவும். 

(1) சார்பின் பகுதி, விகுதி இரண்டும் 0 வடிவம் 
பெறுவதானால், பகுதி, விகுதி இரண்டையும் காரணிப்படுத்தி, 

(x — 4) என்ற பொதுக்காரணிகளை அடிக்கவும் ? பிறகு =a 

என இடவும். அல்லது, % ௬ 8 -- $ என இடுக, அப்பொழுது 

50. பகுதியிலும் விகுதியிலும் 77” என்ற பொதுக்காரணிகளை 

அடித்து, பிறகு % - 0 என இடுக, 

(iil) 2-௦ எனில் % - என இடுக. அப்பொழுது]ந-0.
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5°7 சில நியம sed%aer (Standard Limits) 

1. gi Quawep sao% (AnAlgebraic limit): எந்த 
வொரு விகிதமுறு எண்ணாக ஈ இருப்பினும் 

Li ஜஜ கரை 
3௪ நய 78 

கிறுவல் 

பிரிவு (() : ஈ ஒரு முழு வெண்ணாக இருக்கட்டும். 

% ஏ--் என இட, 

  

2 வவ ஜா (a + hy —a" (a + h)*"— a". 

x—a  (a+h)—a h 

ஈருறுப்புத் தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தித் தொகுதியை 
விரிக்க, இது 

a” + 78 avn h + 1G) 7-2 h2 + eee ese + ர் ரு ளீ 

™ h 

= nat + BORD geht. + WH, (h # 0). 

% -- 8 எனில் 4 --0. இவ் வெல்லையில், முதலுறுப்பைத் 
தவிர மற்ற உறுப்புகள் அனைத்தும் மறைகின்றன. எனவே, 

n 0 1) a™2h 
  

Lt =a _ 44 nar +" 
xa x—a h>0 

அ ஷைன் உட 

= na"-1, 

பிரிவு (11) 7 ஒரு விகிதமுறு மிகை எண் என வை. 

P, Pq மிகை முழு வெண்கள் எனக் கொள், 112 4 
9 

3௯] ரம் என வை. %28 எனில் நா், ௮-து, 

y>b. 

x — a” 341/4 aria (389618 க் (508 yP — bP . 

yb ye 
  

x—a@ x—a 

10
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_ Lt x*—a™_ மம நவம் Lit 

x>a 8 நடம் yi— bt ஷம் 
yep — bP yi — bs 

[7-0] 
ye — / ம்ம் நூற் 

et ந ம் | y —b 

௯ மு£?-1)/(ஏ ௦-1), பிரிவு (0)-லிருந்து. 

உர 
= ட் [427 (: ) = na™1, 

பிரிவு (111): ஈஒருகுறை மெய்யெண்ணாக இருக்கட்டும் 

ந ப ருூாட ஒரு மிகை முழு வெண் அல்லது மிகை 

பின்னம் என வை. 

  

x” — a” பணம் பப நாரி a” — x” 

x —a  x—a x™a"™(x—a) 
  

1 x” — a” 

xm gm x—a > 

Lt x” =, gi Lt 1 x — gm 

xa xo=q ந ( ் ன் க 5 x™ gt x—a 

NX 

1 Lt 1 . Lt x — gm 

a X>a xm XPa ~xXma 

=— i. a ரளி, பிரிவுகள் (0. 

மேன் படி. 

=—m a7 

= na™}, 

இவ்வாறு, 1-ன் எல்லா விகிதமுறு மதிப்புக்கும் 

Lt x*—a"™ 
x-@ xX—a 
  ௬ 801.
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2. 9G Caremralas see (A trigonometric limit) 
9 ஆரையனில் அளக்கப்பட்டதெனில், 

Lt sing =] 7 

6-0 @ * 

நிறுவல் 

படத்தில் 40 ஒரு வட்டக் கோணப் பகுதி. 0 வட்ட 
மையம், AOB = 9 ஆரையன்கள், ஆரம் - ர. ஆரம் 02-ன் 
தொடர்ச்சியும் 4-ல் வில்லுக்கு வரைந்த 47" என்ற தொடு 
கோடும் வெட்டுமிடம் 7, 

  

  

௦ A 
படம் 1 

படத்தில், பரப்பில் 4,408: கோணப் பகுதி 408 % 407” 

ம் } 04+ OB sin AOB < 5 OA, AOT < 204. 47 

௮-து, 5 sin @ < se O<5r tang. 

r2 sin ர என்ற மிகையெண்ணால் வகுக்க, 

r
e
 

1 9 < : 
< ‘sin @ cos @ 

i> ட 2 0089
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  ச் த என்பது 1-க்கும் ௦08 9-க்கும் இடைப்பட்டிருக் 

கிறது. 9--0 என்ற எல்லையில், 0௦3 -* 1. எனவே, அவ் 

வெல்லையில், “2 -5 1. 

Lt sing _, 
அ-து, 90 9 cay கதக் 

3. gO@SGSEM cred % (Exponential Limit) 

am 1! + i) என்பது ஒரு குறிப்பிட்ட விகிதமுறு 

எண்ணின் எல்லைவடிவம். அது சன்று குறிக்கப்படும். 

 அடுக்குக்குறித் தேற்றம் * என்ற கூறில் இது விரிவாகக் கூறப் 

பட்டுள்ளது. 

மாதிரி 8: 

ue vx = =a என்பதன் மதிப்பைக் காண். 
XG 3x2 — sa? 

Lt fx—fa_ ட மீ x — x —a 
x—a x? — Yat 30-28 

  

மாதிரி 9: 
Et tanx 

மதிப்பைக் காண்: ~ i g — - (% ஆரையனில்) 

Lt tanx Lt sinx, 1 

x30 “3 ~ x90 | x” cos ஸ்)
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_ மீம் 8102 Lt 
= %>0 + x>O SeCx 

ர ட ல இர 

மாதிரி 10; 

Lt 1l—sinx மதிப்பைக் காண் £ me, “ey 2 2 

x— 5 ஈர என இட, தேவையான எல்லை 

Lt 1—sin Gt 9) 
90 ந 

y2 

_ Lt l—cosy Lt 2 sine Y 
020 8 = ~y>0 2 

    

  

  

y? 

. நு 2 

_ த [ 1 தீ 5 
~ y>O 2 y 

— 2 

— உக 
ர 1 yo sin 5 1 ட 1 

= 2 த ௮0 “ந மு லை. 
= 2 im 

பயிற்சி 5-2 

மதிப்பைக்காண் : 

Lt 5x8 + 6x+2 
1. x20 “35   

2 Lt 5x? +6x+2 
“ 9௮௦ 3x* + 4
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10. 

11. 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

Lt 
> 00 

Lt 
x>3 

Lt 
x>l 

Lt 
x>2 

Lt 
x>a 

Lt 
x>a 

Lt 
x>0 

Lt 
x>0 

Lt 
x>0 

Lt 
3௦ 

Lt 
xr ow 

Lt 
n> oo 

Lt 
n> o 

Lt 
x>0 

Lt 
x>a 

பொறியியற் கணக்கு 

சாம் 

ex? + d 

x3 + 2x2 — 14x —3 

x2—x—6 

1 + 3x — 5x? + x8 

2 — 3x3 + x4 

x8 — 8 

x —2 
  

x5 — ad 

x3 — as 

Vx — Ja 
x2 — g2 

  

டல 
x 

(i + x)* —1 
qdi+x)?—1 

Vl +x— vx 

x 
பம

்
 

Vl +x— x 

(2x + 1) Gx — 4) 
“(x + 1)(*#— 2) 

142434. 4௪ 
772 

  

1 1.1 1 G +gtgqtm tz)
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Lt x2 —4 
18. x>2 EE —————— வைய 

x +2— /3x—2 
  

Lt 1 xt an fl அட முரி 19. So vaesit 

  

Lt sin m@ % 
20. 950 sin 7@ 

1 Lt sin p8 
* @>0 tan g@ 

ள் Lt 1 —cos@ 
22. §>0 தூ” 

23, Lt 1—cosmé 
* 820 1 —cos 76 

Lt 1 + cos *™x 
24. 321 tan? mx 

25. Lt cosec x — cot x 
x>0 ளு x 

26. At, x (cosec x + 2 cosec 2x) 

27. ௯௩ (sec x — tan x) 

28. Lt tan x — sin x 

x>0 x3 
  

29 sec x — cosec x ௫ ௯ zo 
+> tan x — cot x 

  

Lt sin-} x 

30. 220 x 
  

Lt sind x 
31. x50 jinx tnx
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32, _ Ut sing sin 29 
9௮0 1—cosé6 

Li sin(x—d) 
33. >a 

x> ol x? == a? 

கவனிக்க : வேறு எல்லைக்கணக்கு மாதிரிகளுக்கும் பயிற்சி 
வினாக்களுக்கும், இதே நூலில் இயற்கணிதப் பகுதியில் 2, 3, 4 
அத்தியாயங்களின் கீழ்க் காண்க. 

விடைகள் 5-2 

  

  

1. ட 2 3 3. 0 4. 5 5. § 

6. 12 7, Pg gk உ 10. 2 
3 4 

11. 1 12. 0 15, 6 14. ; 15. 3 

16. —: 17, ——! 18% —8 19. —t 
2a 

a q mm 1 0 5 af mo 33, ௫ 24, 1 
ஜ் ் ]. 

25. | 2%. 2 27.0 «28, 3 9. i 

30. 1 31. —2 32. 4 33. _2_ 
34/0 7 

5.8 தொடர்ச்சியான சார்பும் தொடர்ச்சியற்ற சார்பும். 
(Continuous and Discontinuous Functions) 

F (x) என்ற சார்பு, % - a என்ற புள்ளியில் '%-ன் தொடர்ச்சி 

யான ஒரு சார்பாக இருப்பதற்குத் தேணையான நிபந்தனைகள் 
பின்வருமாறு : 

(பி f(a) முடிவுள்ளதாக (finite) வரையறுக்கப்பட்டு 

இருத்தல்; 

Gi) TS 7020 முடிவுள்ளதாக இருத்தல் ; 

Git) TS ரஸ. 70) என இருத்தல்.
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எடுத்துக்காட்டாக, f(x) = 3x +4 sratp sriy, x = | 
என்ற புள்ளியில் %-ன் தொடர்ச்சியான ஒரு சார்பு. ஏனெனில், 

ரீ 7; 
ல் ௫ 

—— Ff (x) =7; 

Gingnin, TP f(x) = f (1). 

இம் மூன்று நிபந்தனைகளில் ஏதேனும் ஒன்று பொய்த்து: 

விட்டாலும், சார்பு அப் புள்ளியில் தொடர்ச்சியற்றதாகிவிடும். 

5.8 தொடர்ச்சியறும் வகைகள் 

1. பிள்ளியில் தொடர்ச்சி அறுதல் (7௦14 discontinuity) : 
Y=f(xX) என்ற சார்பு, - ஈம என்ற புள்ளியில் வரையறுக்கப் 
படாததாகவும், ஆனால் எல்லை ரீ (2) என்பது ஒரு முடிவுள்ள 

30௮ 8 

எல்லையாக வருவதாகவும் இருக்கட்டும். . ர என்ற புள்ளி 

பில் நிபந்தனை (1) இறைவுபடுத்தப்படாததால், அங்குச் சார்பு 

தொடர்ச்சியற்றதாகி விடுகிறது. சார்பின் வரைபடம் (தா : 

நம் கண்களுக்குத் தொடர்ச்சியான ஒரு கோடாகத் தெரியலாம். 

ஆனால், அக் கோட்டில் 7- ர என்பதற்கான ஒற்றைப் புள்ளி 

காண்ப்படாது, அப் புள்ளியில் கோடு அறுந்து இருக்கும். 

3 ர என்ற புள்ளியில் ரீ(20-ன் மதிப்பு முடிவுள்ளதாக 

வரையறுக்கப்பட்டே இருந்தும் அது ya f (x)-o மதிப்பி 

லிருந்து மாறுபட்டதாக இருப்பினும், நிபந்தனை (iii) நிறைவு: 
படுத்தப்படாததால், அப் புள்ளியில் சார்பு தொடர்பறுந்ததாகி 

விடுகிறது. 

எடுத்துக்காட்டு 

மு x8 — x2 — 11x +15 
  

x—3 
  

என்ற சார்பு 2 3 என்ற புள்ளியில் வரையறுக்கப்படாதது. 

அப் புள்ளியில் பகுதி, விகுதி இரண்டும் பூச்சியமாகிவிடும். 

அதே நேரத்தில்,
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எல்லை f@) = erevbSn = (x — 3) (x? + 2x — 5) 

x —+3 OS 5 பரு x—3 

ட எல்லை 
ன ர ௯-5) 3 

ஆனால், % - 3 எனில், ரீஐூ 2001-5) 

  

  

  

  

x—3 

= x2 + 2x — 5, 

a4 

(3,15) 

. 1 

(-1,- 6) 

படம் 2 

எனவே, 43 எனில் இது ஒரு. பரவளையம், = 3 
என்பது இதற்கு ஒரு தொடர்பறுக்கும் புள்ளி (01% ௦8 discon- 
inuity). 7
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8.2. fa =2 x ee ges 

x—3 
  

= 3, 33 

என்று வரையறை செய்யப்பட்ட 7 (20), 2-3 என்ற புள்ளியிலும் 

தொடர்ந்த சார்பாக இருப்பதைக் காண்க, 

2.  முடிவுள்ள தாவல்கள் (11146 யாம) 

f(x) என்ற ஒரு சார்புக்கு, %- ஈ என்ற புள்ளியின் இடப் 

பக்கத்திலிருந்து அப் புள்ளியை அணுகிக் கண்ட எல்லையை 

ப (2) எனவும், வலப்புறத்திலிருந்து அப் புள்ளியை 

ee FG) எனவும் குறிப்போம். 

இவை இரண்டும் முடிவுள்ளவையாக இருக்கலாம் $ ஆயின் 
இவை சமமாக இல்லை எனில், அதாவது, 

எல்லை 6 Oy ai எல்லை f(x) 

x —ra x —rat 

எனில், அச் சார்பு ச என்ற புள்ளியில் தொடர்ச்சி 

யற்றதாகிவிடும். 

a’ 

அணுகிக் கண்ட எல்லையை 

  

  

| 
(3 
ர் 
t 

ah. ணை: 4 

11 ந் 
ப 5 
ந கையைத், 

படம் 3 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

௯ 
f(xy) =x, Oo x< >
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ஸு 
ண வை ந zy CXR 

என்ற சார்புக்கு 4 2 தொடர்பறு புள்ளி. 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

மூடிய தபால் உறையின் அஞ்சல் கட்டணம், அதன் 

எடையின் ஒரு தொடர்ச்சியிலாச் சார்பு. 

ப 

் | 

  

  

் $ 

ட $ 

i! | 
னை. 4 = 

௦ a b Cc x 

படம் க் ள் 

எடை -* ௫, ௫... கிராம்கள் என்பவை, கட்டணத்தின்.. 

தொடர்ச்சியறுக்கும் புள்ளிகள். 

3. (pyalars Agrers Aeronw (Infinite discontinuities) 

x —ra எனில் f(x) மதிப்பு முடிவின்றி வளர்ந்து 
கொண்டே போனால், % -- ஈ என்ற புள்ளியில் ரீ (ஐ) முடிவிலாத் 

தொடர்ச்சியின்மையைப் பெற்றிருக்கிறது என்போம். 

எடுத்துக்காட்டு .1 

f(x) tan x; 

தொடர்ச்சியறு புள்ளிகள் 

Wm, be, » Om
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x2” 
i 

தொடர்ச்சியறு புள்ளி ; 
௯0, 

௪டுத்துக்காட்டு 2: 

y 

அங்க 
t
y
 
c
r
e
m
e
 

அட 
ணம. க

ி
.
 
வது 

பலம 
வழு 

பியட் அம 
அம 

வரு, 

வெல 
கை 

e
e
e
 
we 

அவவ 
மண்டு 

ச
ட
 
M
P
 

tally a
e
 
O
e
 
Beg t

i
t
 

குஷி 
வடி 

௮௮ 
வல 

tis 
e
s
       

பூ 
அக 

அம 
ரன 

க
ு
 
அர தன் மம 

றை 
மை 

File 
r
s
 

‘as 
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5.10 சில தேற்றங்கள் 

சில பயனுள்ள தேற்றங்கள் பின்வருமாறு : 

1. 202. (லு என்ற இரண்டும் % - ச என்ற புள்ளி 2-ன் 
தொடர்ச்சியான சார்புகள் எனில், 200. 25, 209-710 

ஆகியவையும் 2 - ஈ என்ற புள்ளியில் தொடர்ச்சியானவையே $ — 
v (a) # 0 எனில் ஏஜ/? (5) என்பதும் % - 2 என்ற புள்ளியில் 
தொடர்ச்சியானதே. 

2. பல்லுறுப்புக் கோவைகள் 2-ன் எல்லா மதிப்புக்கும் 

தொடர்ச்சியானவை. 

3. விகிதமுறு பின்னங்கள், பகுதி பூச்சியமாகும் புள்ளி 

களைத் தவிர மற்ற எல்லா 3-மதிப்புகளுக்கும் தொடர்ச்சி 

யானவை. 

4, ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பு, ஒரு மதிப்பிலிருந்து 
இன்னொரு மதிப்பை அடைவதானால், அவ்விரு மதிப்புகளுக்கும் 

இடைப்பட்ட ஒவ்வொரு மதிப்பையும் ஒரு மூறையேனும் 

ஏற்றிருக்கும். 

5. ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பு குறிமாறினால் அது பூச்சிய: 
மதிப்பை இடையில் ஒரு முறையேனும் அடைந்திருக்க 

வேண்டும். 

  

பயிற்சி 5--3 

தொடர்ச்சியறுக்கும் புள்ளிகளைக் காண்க : 

1 x2 +1 

" x2 —9 

2 2x —= 3 

° 462 + 4%4+1 

3 ந 
* x3 + 4x? + 3x 

4. cosx 

5. cosec x 

6. sec x tan x
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7. f(x) =sinx, —-nex<0 

=cosx,0<x< 

தூரத்தைப் பொறுத்த பஸ் கட்டணம், 

விடைகள் 5-3. 

3-4 33 ௪ 

x=—} 
x=0 

கிடையாது 

xX=nn 

x= (Qn +1) > 1 முழுவெண்,. 

ந 0 

கட்டணம் மாறும் நிலைகள்.



6 . வகையிடுதல்” 
(Differentiation) 

‘6:1 வரையறை 

y=f (x) terug ன் ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பு எனக் 
கொள்வோம். %% என்பது %-ல் ஏதோ ஒரு சிறு கூடுதல் 

‘(Cincrement) எனவும், ௩ அதற்கேற்ப ந-ல் ஏற்படும் ஒரு 
கூடுதல் எனவும் கொள்வோம். ௯2 பூச்சியத்தை நெருங்கினால் 

ay கர-யும் பூச்சியத்தை நெருங்கும். ஆயின், 2 என்பதன் 

எல்லை ஒரு முடிவுள்ள மதிப்பாக இருக்கலாம். அவ்வாறு, 
எல்லை Ay 
௬௧௬௦0 ட என்பது ஒரு முடிவுள்ள எல்லை எனில், அதை, 

ஐக் குறித்த ந-ன் வகைக்கெழு என்கிறோம் 2 என்று 

குறிக்கிறோம். 

இனி, 3-ன் புதிய மதிப்பு ரீ (% -- &2), பழைய மதிப்பு f (x) 
என்பதால், ந-ல் ஏற்பட்டுள்ள அதிகரிப்பு — 

Ay = f(x + Ax) —f @). 

dy Lt f(*+Ax—f (x) 
எனவே, dx Ax>0 Ax 

  

* உலகின் மிகச் சிறந்த கணிதமேதைகளில் நியூட்டன் 
(511 18880 142100, 1642 -- 1727) ஒருவர். இவர் 1665-ல் 
வகையீட்டு நுண்கணிதத்தைக் (0185120151 கே1௦ய108) கண்டு 
பிடித்தார். (வகையிடுதலை,இவர், ‘Direct method of fluxions? 

எனக் குறிப்பிட்டார்.) ஈருறுப்புத் தேற்றத்தையும் இதே 
ஆண்டில் கண்டார்.
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dy_ Lt ரீலு தலி 
எனவே, சர Axe ye 19, 

d_ Lt fxth—f 
இதையே 5 - 50 எதா 

என்றும் குறிக்கலாம். ட 

(x) 

dy , ; d, ஆக்கு வேறு குறியீடுகள்: ர! (2, ற, ஸூ, ao (x) 
என்பன. 

% -- 2 என்ற புள்ளியில் - ரீ(2) என்ற தொடர்சசர்பின் 
-ஐக் குறித்த வகைக் கெழு 

dy _ மம் fo +h —f (xo) 
ax}x— x, h>0 h 

என வரையறுக்கப்படும், 

62 முதற்கொள்கையிலிருந்து வகையிடல் (Differentiation 
from first principles) 

வரையறையை மட்டுமே பயன்படுத்திச் சார்புகளின் வகைக் 
கெழுவைக் காண்பதை, முதற்கொள்கையிலிருந்து வகையிடல் 

- என்போம், ் 

முதற்கொள்கையிலிருந்து ந ஐக் குறித்து வகையிட்டுப் 
பின்வரும் நியம விளைவுகளை (548080 results) முதலில் 
இறுவுவோம். 

63 வகையிடலின் சில நியமவிளைவுகள் 

24 es eet 1, d (x") = NX 

d 9 கணை. x 2. dx (e ) = சீ 

d 1 
3, ae (log.x) = ந 

d,. 
4, 5 (sin x) . = cosx 

5 தி (cosx) = —sinx 
“dx



162. பொறியியற் சுணக்கு. 

a: # (tan x) = 5602 % 
ஸ் 

Te # (cosec x) = — cosec x cot x 
” dx 

ச். 
8. dx (88° x) = sec x tan x 

d 
9), ae (cot x) = — cosec? x 

கிறுவல் : 

1, நஜி ரீ00 என வை. எனவே, ட 

dy_ Lt ரீடுர்தளை 9 10. மட கஜா 
dx ~ Ax>0 Ax = Axr0 AX 

வ் ச 

4 ௫௬௪ என @t, Ax > 0 என்னும்பொழுது, 2௮2, 
எனவே இந்த எல்லை 

ட நூ தவறு 
“290. து 

= nx). 

இவ்வாறு, 

ad 
gy OO") = ex}, 

ஆறு - ச£- f (x) stor sae. 

dy lt f(x+axy—S@ 
dx Ax>0 Ax 

x+ Ax ௪ 
Lt ச 

= Ax>0 Ax = 

_ Lt e* (e — 1) 

= x90 கஜ 
x Lt e*_4 

=e Ax>0 AX க
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நூ டட 
இனி 0 ax 

: an 
lt (1 + Ax) ] 1 
  

_ it மழ தய 
= Ax>0 ஜு அமி 

அது, 

ட் (ரூ =e, 

3. ் 09-10 x = f (x) எனில் 

dy_ Lt f(x+hy—f (x) 
dx h-0 h 

_ tt aT ae 

~ had h 

log ~~ - ப் 
Lt 

= h>0 

~ he fete 9] 

1 Lt நர 
் h>0 tog (1 +3) 

என இட, 

॥ 

h 

1 Lt ~ 1\* 
= — lo 1 1) இது - x வன 8( * 

_ மச 1.12 i, 
x x x



௫௪ 

164 ் பொறியியற் .கணக்கு. 

எனவே, 

ரீ 1, 
ax (log. x) = x 

    

4. y =sinx = ரீலு என வை. 

dy_ lt f(*+h—f (x) dx” h>0 h 

Lt sin (x + h)—sinx 
~ h>d h 

WN... ர ஜூ 2 cos (2 + 3) sin 5 

“டி” h 

- A 
iy Ay த =. h>0 cos (= + 2) த் 

. . 
Lt h Lt sin 2. 

= h>0 cos (w+ 9 0 ர் 

2. 
= (cos x) 1 

= COS x. 

d . ் 
a (sin x) = cos x. 

5. y= cos x = f (x) star ana, 

dy_ Lt f@+hy—fcxy 
dx ~ h>0 த ் 

Lt cos (x + h) — cos x 

— 2 sin (= + : sin ள் 

a i
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நா டர். 4 
= —h>0 Sin (= + 2)" 

ம 

N
s
 

  

n
s
 

‘oe’ நட ந 3 
= —p7>0 810 த. h>0 ந 

2 

N
I
 

=—(sin x), ந 

vite 4 (cosx) = — sin x. 

6. y = tan x = f (x) என வை, 

ட It f(x+h)—f (x) 
82 h>0 ho 

இவ்வாறு, 

ம் (tan x) 

ட Lt tan(x + h)—tanx 
~ ho h 

Ssin'(x +A) sinx 
_ Lt cos(x+h) 00862 = et 

  

h>0 

__ Lt sin (x-+h) cos x — cos (x-+h) sin x 
~ ho h cos (x + h) cos x 

Lt sinh 

h>0O hcos (x +h) cos x 

1 Lt sink. Le 1 
cos x h»0 h h>0O cos (x+h) 

 



166 பொறியியற் கணக்கு | 

De y = cosec x = f (x) sroofled, 

dy Lt ரீடிு 72 
dx h-0 h 

_ Lt cosec (x + h) — cosec x =.) டட 4. 

|! 1 
Lt sin@x + + ட்... sin x sin x 

h-0 

Lt sin x — sin (x + A) 

= 0 “h sin (x + h) sin x 

1 ர் — 2 cos (2) ஸ்ர 

. 8002. தஃ0. sin (x + h) ' 

4 it cos (= +3) 

sihx. h-O h sin (x + h) © 

I 

  

Ny
 
> 

Lt 
h-0 

  

N
i
o
s
 

. cos x, ணை பவை ௩ லர 
௩ sinx sin x 

_ = —= cosec xX cot x. 

இவ்வாறு, 

= (cosec x) = — Gosec x cot x. 

8. y = secx = ரீ என இட, 

y_ lt ரீ 
ax 0 ' h * 

Lt sec(x + h)— secx 

h-O0 h
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இவ்வாறு, 
ல் a (sec x) 

9. y = cotx 

dy 
dx 

167 

1 1 
“Lt cos(x + hy” ‘cos x 
h-0 h 

Lt cosx—cos(x +h) 

h-~0 h cos (x + h) cos x 

AN... hh 
tg it 2ein(x + 3) sin 5 

cos x h~0 heos(x +h) 

5 hh ட ச 
: uw பு (= + 2) 1 ais 5 

cos x h-O cos(x+h) h-0 4. 
் 2 

ம sinx, 
cosx coss 
  

sec x tan x. 

sec x tan x. 

f (%) ctor amas. 

L + h) — gn? Be f(@) 

a cot (x + h) — cot x oo 
_ 

cos(x +h) __ cosx 
Lt sin(x+ hh) sinx 

h h-a0 
  

Lt sin x cos (¥+h)—cos x sin (x+h) 
h-0 h sin (x-+A) sin x. 
  

  
( 1 Lt — sinh 

sin x J 4-0 hsin (x + fh)



168 ப பொறியியற் கணக்கு 

1 ச்ம் 8 மர. 1 
ஊத 420 ந 20 ஹிட்டு 

1 1 எம் சட பெயரி] கவ = — cose? x, 
‘sin x sin x 

  

B 

எனவே, 

d = 2 dx (cot x) = —cosec? x, 

மேலே கண்டவை, நினைவில் நிறுத்தவேண்டிய சில 
நியம வகைக்கெழுக்கள், இவற்றை நிறுவுவதில் கையாளப்பட்ட 

முறைகள், இவைபோன்ற வேறு சார்புகளையும் முதற்கொள்கை 

யிலிருந்து வகையிடும் முறைகளை விளக்கும், 

மாதிரி 1. 

முதற்கொள்கையிலிருந்து %-ஐக் குறித்து வகையிடுக : 

9/1 1, \ 

y= V¥+1=f (x) என வை, கந என்பது x-b 

ஏதேனும் ஒரு சிறு கூடுதல் எனில், கற என்பது, அதற்கேற்ப 
3-ல் சேர்ந்த சிறு கூடுதலாக இருக்கட்டும். 

& ரீ கி ட ௫௬% 1 

2 Ay =f(%+ Ax)—f (x) = ம டட பேர 

dy Lt. Ay _ f(x + ax) —f x) 
ax Ax40 7x Ax தக Ax 

| 

ட 231 221 

_ ஏம கர்ம xt. 

vet out+ltyetl 
VX+ Ax+1+yx+1 

_ Lt (x + Ax +1)—(x +1) 

AX-0 Ax (Vx + Ax +14 ¥x+1) 

  

பெ
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  1 Lt 1 

Ax-O eT Ax 1+ fe Fi 
1 

2x +i 
இவ்வாறு, 

தை. 
ax 2/1 

மாதிரி 2௨ , 

முதற் கொள்கையிலிருந்து %-ஐக் குறித்து வகையிடு 

cos (3x + 4). 

y=cos(3x+4)=f(x) cor ma. sp Gardens 

யிலிருந்து 

dy_ Lt f+ Ax)—f (x) 
ச 

  

  

  

_ dx 2-0 Ax 

_ Lt cos [3 (x + Ax) + 4] — cos (3x +4)] 
~ Ax—+0 Ax 

ட இலி 3௯... 3Ax 
_ ou 2 sin (444 >) sin 5 

~ Ax30 ட் Ax oO 

= —3 wig 2 (xt 4 +) 
Ax-0 2 

x, 0 2 
௬220 3Ax =~ 

= —3sin 3x%+ 4). 1 

— ர md = —3sin (3x + 4). 

மாதிரி 3. 

22-ஐக் குறித்து முதற் கொள்கையிலிருந்து வகையிடு : 
ர்க, . =



170 ் பொறியியற் கணக்கு 

நு சூரர்5 = f (x) ctor mal. . 

dy lt ரீ கரல 
dx Ax>0 Ax 

\ _ Lt A@+Axyt5_ .4%+° 

™ Ax—0 Ax 

_ நு Avt5.,4a%_ அடர் 

™ Ax30 AX 

சீ 4Ax 

= க் Lt கட வந் 

Ax-0} Ax 

  

  

இதில், வயி ர வது என வை. ௩2-௬0 எனில் 

2௮09 

etAx =z+-l; Ax= i log (2 +1). 

    

  

பப ந AAR eae 
*  Ax»0 Ax: | z>0 log(z + 1) 

ட் 0 capi’ me 71%" 

ப திய கட 

மாதிரி & 

102 (2% -6) என்ற சார்பின் 2-ஐக் குறித்த வகைச் 

கெழுவை முதற் கொள்கையிலிருந்து காண். 

y = log (ax + b) = 7 0 எனில், 

ஸ்ட Lt ரீ) 
dx h>0 h 

_ lt log [a (x + h) + b] — log (ax + 5) 

\ h>0 h
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a(x+h)+5 
_ Lt log ax ம | 

~ hed h 

Lt log (1 eal 
~~ he i 

கடந - ௪ எனில், h= © (ax + b)z; 

h 2 0 எனில், 20. 

log (1 Lt og ( * ௬45) Lt alog(1 +2) 
40 h ~ 240 (ax + bjyz 

1 
a Lt ள். 

=ae+b 230 (a) = mp ee 

a 
க்். 

ச. 
dx ax +b 

மாதிரி 5 

wien என்ற சார்பை முதற் கொள்கையிலிருந்து 

9--ஐக் குறித்து வகையிடு, 

1 ற அந y=f@= = (x? +x +1) 

  

Yxtt+x+i 

எனில், 

_ 484 ரீ). 
dx h-0 h 

_ Lt (eth) 4 eta tT Foe tatty? 
~ hood h



172 ் பொறியியற் கணக்கு 

டு [அடையவே 17) டட 7 
40 ் 

x?+x+1+(Qx +1) h=X, x2? +x+1=Y aor 

இடு. ் 

h 50 எனில், 7-7) 7 1) A. 

  

d நூ நார்ப் 
ல் றர மர 

2x+1 

1- ந 

lt xT*—yY 
“கேம நர கீர 

= @x +1) (—3) intl Qx +1) 
ப இ x — 4 

சேடு *° 

எனவே, 

ஆட 
lost tty 3 (ox +1). 

x 

மாதிரி 6 

y = sin? x எனில், ee: மூதற் கொள்கையிலிருந்து 

காண், 

y = sin’ x = f (x) star ma, 

dy_ it ரீ) ரஜ 
dx h-0 h 

_ Lt sin’ (x + h) — sin’ x 

~ he h 

Lt ட, 

had 

{sin (x + h) — sin x] [sin® (x+-h) + sin (x +h) sinx + sin?x] 
த h ட்
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= i [sin (x + A) + sin (x + A) sin x 

மீர். sin(x +h) —sin x 

‘ + ah ag ந்த் 
௩ 

2௯௪ +3) sin = 

= 3sin?x° ் oo 
ha0- 

ன் Lt 
= 3 sin’ x நஃ0 2 cos (x + 2) 

ழ் 

ne 9 த 
h 
2 

= 3sin? x* cos x1 

d 
2 = 3 sin? x cos x 

மாதிரி 7 

yea v% எனில் முதற்கொள்கையிலிருந்து 2 Qe 

காண். 

y= av* - ரீ02) எனில், gon gE ல் 

. y_ itt f+ hf) 
dx =~ heO 

tt eve hloga_ 4/2 192௭: 

= h>0 h து 

1 மி — ர சா? 102 ச--4/% 102 8 _பூ 

  

= h—0 ₹ h 

/x log @ tt 20108 4) [yx t+h—x] __ ட 

ணை “40 h 

x log a ் 
= €



174 
பொறியியற் கணக்கு 

1 | 

(log a) [ v3 (1 + 3) = vz | i 
| உட 

4/2 log a 
é . 

h-0 

ha0 12003 ஐ[45(1-7$-.)- பிஇ 

h 

மச Lt 1 § toga: 2vx 
awe 40 \ 28 it. 

*-ன் மற்ற படிகளை விடுத்து. 

Z ~ _ 
Veloga நு 1 + Clog a) aga + we =i 

=: h-+0 i 

  x . நட [102 . . 
= a” lope, Kd [ர் மசைப்படிகள் ] 

ov loga , !og4 _ a v* loga 

2/* 2473 

. ya" * toga 
உ: 2,4/% 

பயிற்சி 6-1 

முதற்கொள்கையிலிருந்து 2-ஐப் பொருத்து வகையிடுக. 

= 1 
12 f/x 

2. x +3 

- 2x+3 1
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ட ஷி 
4722 

7. sin 4x 

9. sin x3 

11. xcosx 

13. sec 3x 

15. cot (2x 4+ 1) 

17. ra 

19. eV x 

21. log (2x + 3) 

விடைகள் 

1, ட 
24/2 

3 _ tt 
* (3x + 4)2 

3 

5 — 1 x ~ 2 

2x 

4 cos 4x 

உ 2x cos x2 

11. cosx—x sin x 

13. 3 sec 3x tan 3x 

15. —2 cosec? (2¥+1) 

a7, te” 7 

ee ”4 
2/x 

21. = 
2x+3 

6. 

8. 

10. 

12. 

14, 

16. 

18. 

20. 

22. 

175 

2-1 

sin? x 

cos’ 2x 

x2 sin x 

cosec 2x 

tan? 3x 

x 
a 

x2 

e 

(log x)-! 

6—1 

2. 

12. 

14, 

18. 

20. 

22. 

_ 2 
(2x + 1)? 

1 
2 9x x2 

—— 
3 ¥(x? — 1)? 

sin 2x 

— 3 cos? 2x sin 2x 

2x sin x + x? cos x 

— 2 cosec 2x cot 2x 

6 tan 3% sec? 3x 

a” log a 

2 
2x 2 

™~ x Clog x)?
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64 சில தேற்றங்கள். 

மேலே கண்ட முறையில் எல்லாச் சார்புகளையும் முதற் 
கொள்கையிலிருந்தே வகையிடுவது எளிதல்ல $ தேவையும் 

அல்ல. நியமச் சார்புகளின் வகைக் கெழுக்களைப் பயன்படுத்தி, 
அவை அடங்கிய மற்ற சார்புகளின் வகைக் கெழுக்களைக் 

காணலாம். அதற்குப் பின்வரும் தேற்றங்கள் பயன்படும். 

1. மாறிலியின் வகைக் கெழு பூச்சியம். ் 

ந 2 என்ற மாறிலியாக இருக்கட்டும். இதில் % இல்லை. 
எனவே, % என்பது 2-1 ௩, ஆக மாறும்போது )-ன் புதிய 

மதிப்பு) தான். 

2 Ax=0. « 4% =0(Ax 40) 

dy Lt Ay Lt 
dx Ax+0 .Ax Ax-0 0-0. 

2. இரு சார்புகளின் கூடுதலின், பெருக்கலின், வகுத்தலின் 
வகைக் கெழு, 

1, 7? என்பவை 2-ன் இரு சார்புகள் எனில், 

d du. d . பட மோடு எற்ற - 

  

we d dv au 
(ii) 0 = Wig + ae 

பூள் 
ம்ம“ ட 2 “2 
ய) த) எ 

இறுவல் 

&% என்பது 3ல் ஏதேனுமொரு கூடுதலாகவும், 4, கூர 

க என்பவை முறையே 1, 3-ல் அதற்கேற்ற கூடுதல் 

தொகைகளாகவும் இருக்கட்டும். 

(i) yp =u+ என வை. 

y+ Ay=u+t Aut+y-+ Av 

ஃ Ay= Au + av



வகையிடுதல் 
tie 

dy Lt Ay_ Lt AutAy 
dx நசட தட ததக Ax” 

= tt Au Ay 
~ Ax30. LAX aa) 

Lt Au Lt Av 
= Ax-0 Ax my, Ax7-0 Ax 

du , dv 
= det dx 

எனவே, 

2 du dv. 
dx (4 b= oo ax 

(ii) ரம் என வை. 

y+ Ay =(u + Au) (v + Av) 

AY =(u + Au)(v + Av) — ww 

=uAv+vAu+ Au Av 

dy_ lt Ay_ Lt uAv+vAu+AuaAv 
dx ~ Ax+0 Ax Ax-0 — Ax டா 

= Lt u Av ஸ் Lt v Au 

~ Ax30 Ax * Ax>0 “Ax 

+  Auay 
Ax-0 Ax 

லய Lt சியி. Lt Qu 

“த தல tT’ Axe0 Ax 
Lt + Au, Lt 

Ax+0 Ax கறு AP 

dy du du Lt 

தாஜ் ந (4-0) 

d dy du 
“7 (uy) = u dT e* 

(lil) y= 3 எனவை. 
12
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u+ Au   

  

  

  

  

Y+ A= STA 

‘ கோசி 2 
“ LY= , +AY oy 

_ (e+ Au)—u + Ay) 

(y+ Ay)y 

_ நக முர 

மாகு 

பட்ஸ்... மீர் Ly Lt yo" _ yA 

Ax AX (+ Au)? ட 

Lt Ay. Lt த. 
ட Ax+0 AX Ax30 Ax 

ஞு Lt 
y Ayv)y Av af (y + Ay) 

¢ may 
பட... dx 
= oo 

du dy 

சோமு ae "as 
ax G = yD 

இத் :தேற்றங்களைச் சொற்களில் பின்வருமாறு நினைவில் 
வைத்துக் கொள்வது நலம். 

Gi) இரு சார்புகளின் கூடுதலின் வகைக் கெழு, அவ்விரு : 
சார்புகளின் வகைக்கெழுக்களைக் கூட்டக் கிடைக்கிறது. 

Ci) இரு சார்புகளின் பெருக்கலின் வகைக்கெழு, முதற் 
சார்பு, இரண்டாம் சார்பின் வகைக் கெழு ஆகியவற்றைப் 
பெருக்கி அத்துடன், இரண்டாம் சார்பு, முதற்சார்பின் வகைக் 

கெழு ஆகியவற்றின் பெருக்கலைக் கூட்டக் கிடைக்கிறது. 

(படி ஒருபின்னத்தின் வகைக்கெழு, பகுதியைத் தொகுதி 

யின் வகைக்கெழுவில் பெருக்கிக் கிடைத்த தொகையிலிருந்து, 
தொகுதியைப் பகுதியின் வகைக்கெழுவால் பெருக்கிக் கிடைத்த 

தொகையைக் கழிக்கக் கிட்டுவதைப் பகுதியின் வர்க்கத்தால் 
வகுக்கக் கிடைக்கிறது.



வகையிடுதல் 179 

விரிப்பு: u,v, w Baume 2-ன் சார்புகள் எனில், 

du dy dw 
es டு காடா 1௮ ax + uy ad: 

தேற்றம் 2 (11)-ன் படி, 
d ரி . 
is (uw) = a [@w) vj] = w = +w 2 (uv) 

_ _. dw dv du 
aS te or Ww ட இர x | 

du . dy dw 
ae (ww) = ag +u a” + uv de 

d 5 
பொதுவாக, eo CUZ) = WW Vel UV WeeZ fe UVW! oneZ 

உபி வ் 

கிளைத்தேற்றம் *$ : / என்பது ன் சார்பு, 2 ஒரு மாறிலி 
எனில், 

8 du 
ae (cu) =c Te’ 

தேற்றம் 2 (4) ன்படி, 
ர dv d 
ae (uv) = ue 4 

/ - 0 எனில், qu 3௯ 0. எனவே, 
ax 

dy d 
ae (cv) = ¢ ஸ் 

. கவனிக்க: (2 -- 8) என்பதன் வகைக்கெழுவில் ௦ மறைந்து 
விடுகிறது. cu என்பதன் வகை கெழுவில் £ மறையாமல் அப் 

படியே தோன்டுகிறது. 

கிளைத்தேற்றம் 2: 1 என்பது உன் சார்பு, 2 ஒரு மாறிலி 

எனில், 

8 0 ¢ a 
dx () ~~ my? dx *
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தேற்றம். 2 (111) ல், ௨- ச எனக் கொள்ள, இது உடனே 
கிடைக்கிறது: 

மாதிரி 8. 

% ஐக் குறித்து வகைக்கேயுகான் log x ++ sin x — e”. 

= (log x + sinx—e*) = me Clog x) 

ம்... ர் 
+ i (sin x) — ax (க. 

—
 

= = -+ cos x — e* 
7
 

மாதிரி 9. 

% ஐக் குறித்து (3 00860 % -- 4) ஐ வகையிடு. 

a G cone x+ =e x (cosec x*)+ க (4) 

= — 3 cosec x cot x. 

மாதிரி 10. 

% ஐக் குறித்து வகையிடு : 4/3 860 22 

4 (Vx secx) = 4/2 (sec ¥) + sec x a புற 

  

ie 
1 1 

d 3 2 1 
இதில -1 SO) =e" ie 

3 ஞு, 8 oo (x sec x) = 7x sec x tan. x + sec x, == aie 

BS ) Sec xX. 

  

(vs tan x + 

மாதிரி 11. 
01% வலம் aces ட 

y= x * dx என்ன.
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d d 
dy d (5) x cot x — (cot x) i * 
‘dx ~~ dx 

  

  

  

x 
x2 

ட... x cosec? x + cot x 

மாதிரி 12. 

_ log x dy y= x எட் +2 வணிக, அ”. என்ன? 

_dy பட d “3 jog x = d 

ல “(2 பவத ன, ஆ (x5 tan *¥) 

d log x 
ar (2 + 7) 

= x5 4. tanx -+ tan x A x6 

d d 
(x? + 2) logx—logx 4 (x? + 2) 4. ax 

dx 

(x? + 2)? 

122 log x 
= x5 sec? x + 5x* tanx + — (x2 2)2 

24.2 — 2x2 jog z = x5 sec? x + 5x* tan x + x a ் 

மாதிரி 13 

xX log ¥ cos x + a என்ற கோவையை 5 ஐக் குறித்து 

வகையிடு. 

ட கோவை] எனில், 

a Z [x log xcos x J + (ase ) 

d 
= log xcosx 4x4 xcosx 2 log x 

+ x log x ம் cos xX — 2 5, (ater) 

(ஸு *
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இதில் 4 0272) = xs 2 e* + e ன் x3 = x8et + 3x2e* 

1 . ® _. tog x. cos x + x. cos x. > + + log ¥( — sin x} 

பூத Gxe" + x5er) 
ஐூ தே 

= log x. cos x + cos x — x log x. sin x 

2G +x) te 
௭ 

மாதிரி 14 

(0-7 0082 எனில்]” (2) ஐக் காண். 

y (t) = t cost. 

ப 09-7௮ + cos 4 

என இட, 

0)-4), 

  

டக 
ஐ: 

nm nw 
+ cos _ == 5 

பயிற்சி 6-2 
% ஐக் குறித்து வகைக்கெழு காண்க, [1 31] 

1. 3x? + 4x —1 2. ரச 

4 4 x2? +x +1 

3, L + mx? Vx x 

2 1 
5. 5a-? + x-* 6. 3 “இ 

6x " —x
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வகையிடுதல் 

7. C1 + x?) (3 -~ 2x) 8. (x? + 3)(x2? —x + 1) 

9. (1+ x2) C1 — 2x8) 10. (7 — 3x2) (2% + 5) 

1 1 : 

MN. 4 12. ays” 
x 2x —3 \2 - 

13. - 4 14, ( = -) 

x (x + 1) xe td 
15. csi 16. கடு 

17. (1 + x) cos x 18. cosec x cotx 

19. xcosx— x? sin x 20. xe* sinx- 

21. x8 sin x tan x 22. (x8 +1) (xt +1) 

(x5 + 1) 

xt + x73 — 6 
23. 2x + x7] —1 24. Vx (x—1) (x? + 2) 

பக அ sin x 
25. 6(x + 1)(x +3) 26 ak 

27 Sa 
a 2் 

sin x 
1—cosx 

1 + tan x 
உட ome 

ae {—tan x 30. x? logx + ie 

31 e 
— 0 t x ' 4 

* 1 a x ணை. co + 

32. y(x) = x8 — 5x + 4 crafiech y’ (1) MS காண். 

33. f(x)=7 — x? + 4x8 எனில் f' (—1)-ér மதிப் 

பென்ன ? 

  
= 3 

34. x (Y= i not எனில், 1-2 என்று இருக்கும் 

பொழுது, (ir) i ன் மதிப்பென்ன 2? 

ie. . 

cott dy 
35. y (rt) os PLT 1 எனில், dt (09-ன் மதிப்பென்ன ?
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7. 

11. 

13. 

15. 

17- 

18. 

19. 

20. 

21. 

222 

23. 

24. 

25. 

26. 

பொறியியற் கணக்கு 

விடைகள் 6-2 

2. 6x + 4 

ர 

த 271/2 

1 1 3 
3.2 1.22 12.2 

— 10x73 — 3x74 6. 

—2 + 6x + 6x? 8. 

1 — 2x — 8x3 10. 

3 

- ஜே ie 
x2 14 . 

டட 14 

2x2 —2x— 1 

cosx—(l + x)sinx. 

— cosec x (cot? x + cosec? x) 

(1 — x?) cos x — 3x sin x 

e°(sinx + x sin ¥ + Xcos x) 

3ax2 — 2 

24/2 

_1 _4 
3 1 3 

4x + 3 x 

4x8 — 3x2 + 8x —3 

14 — 30x — 18x? 

__ 24 x? 
Ci — 2x5)2 

12 18 
x2 டு x3 

அளி 

(x" — 1)? 

3x2 sin x tan x + x8 sin x (1 + sec? x) 

x? (12x9 ++ 9x6 + 8x5 + Tx 4. 5x2 4+ 4x + 3) 

6x9 — 4x8 + 5x7 4+ 12x5 — 6x3 — 8x2 4+ 3x —2 
x8 (2x2 —x + 

; (7x8 — 5x2 + 6x — 23] ¥ 

oe 
(xe + 1)? Cx + 2)? 
cos x (1 — tan® x) 

Ci + tan x)? > 

192
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27, 5112-2 leg x * cos x 

      

  

x sin? x 

1 2 

2B. cose 1 29. T—sin ix 

x log x sin ¥ — cos x 
30. x(1 + log x) — % log? x 

. xe” cot x + cosec? x 
31. (+x + se 

32. —2 33. 14 

34. —3 35. —1. 

65 அதிபர வளைவுச் சார்புகள் (3327௦௦011௦ 1100011018) 

அதிபர வளைவுச் சார்புகளின் பின்வரும் வரையறைகள் 

முன்பே கூறப்பட்டவை : 

    

  

3 _ ex =e _ et +e 
sinh x = 5 a cos hx = ——y—— ப 

ஊக  cosee hx = wo eee 
/ cosh x sin h-x 

sechx = — cothx = : 
~ coshx ’ ~ tanhkx 

இவற்றிலிருந்து 

eosis—ink ster ee 

\ * et + e-x _4'e ce _ | 
4 

2 cosh? x — sinh? x = 1. 

‘e* 2 உ. தரு 

cos h? x + sinh? x = (ciey மிட சட் ) 

ie ர cos h2x 

2 cosh? x + sin h® x = cos h 2x. 

இதேபோல் பின்வரும் பல விளைவுகளையும் எளிதில் 

நிறுவலாம் 2
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tanh x + tanhy 
+ tanhxtanhy 

sin hx + sinhy =2 sinh” 

tanh(x+y)=, 

cos h a 

cos h 3x = 4cos h8 x —3coshx 

sinh 3x =3sinhx + sin h8 x. 

கவனிக்க : வட்டச் eniyesefiss (Circular functions) 

சமன்பாடுகளில் 812) 005 % ஆகியவற்றிற்குப் பதிலாக, 

7 510 39 00862 என முறையே இட, தகுந்த அதிபர 

வளைவுச் சமன்பாடுகள் கிடைக்கும். 

6:6 வகையிடலின் நியம விளைவுகள் -- தொடர்ச்சி 

d 
10. qx (Sin A x) = cos hx 

11 x (cos hx) = sin hx - ok = 

4 = 2 12. து (tanhx) = sec h? x 

d 
13. ax (cosech x) = — cosech x cot hx 

14 4 (sec h x) =—sechxtanhx 
“ax 

15 a (cothx) = — cosec h? x - ox 

நிறுவல் 

10. y = sin kx எனில் 

  

ல்ச்... _ d fet—e" 
dx இக்கு 2 ) 

8 ட 

es = ன = cosh x 

~ ௮ _ ஃ dx — 00802.
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11. y = cos hx staf, 

ம. சீ _ e* +e° 
an™ i (cos hx) a > ) 

e* ‘ia இஃ 

  

  

  

= 5 = sin hx 

. Yas ஃ ஆ sin hx. 

12 y= /% எனில், 

dy _ _ sin hx’ 
dx அட் At) io Cee ix) 

cos hx 4 “(sin hx) — sin hx a (cos hx) 

= cos h8x 

_ cos hx: cos hx — sin hx: sin hx 

i cos h2x 

ட cos h2x —- sin h?x 
வ் cos h?x 

1 pee ee 2 = cos hix sec h2x. 

dy __ 2 ஆ 4 sec h?x. 

இதே முறையில் விளைவுகள் 13, 14, [5 ஐ நிறுவுவதை ஒரு 

பயிற்சியாகக் கொள்க. 

6:7 நேர்மாறு சார்புகளின் வகைக் கெழுக்கள் 

9 என்பது 2-ன் ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பு எனில், 

உ என்பது )-ன் ஒரு தொடர்ச்சியான சார்பாகவே பொதுவாக 

இருக்கும். 

௩ என்பது 2-ல் ஒரு சிறு கூடுதலாகவும், அதைப் 

பொருத்த ந-ன் கூடுதல் கற ஆகவும் இருக்கட்டும். ௬-0 
எனில் கழ0. னை 

BY _. — aon எழுதலாம். 
Ax ம 

AY
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படவ... மீம் Ay Lt Ay 
\ “ay = Ay0 ax™ ‘Ay30 Ax 

_ Lt 1 ர 

~ BY-O fax\ மர Ax 
rd) 740 Ay 

ட 1 
ண க 

ay 

2 Ya) (Fz0)- dx ~ dx’ \dy ஆ 

அதாவது, 2-ஐக் குறித்த ந-ன் வகைக் கெழு, ]-ஜஐப் 

பொருத்த 2-ன் வகைக் கெழுவின் தலைகீழ் மதிப்புக்குச் சமம். 

6-8 வட்டநேர்மாறு சார்புகள் 

81/77 % எனில் ந-ஐ *3%-ன் நேர்மாறு சைன் சார்பு * 

(inverse sine function of %) என்போம். அதை 

y=sin 1x அல்லது ௨௦ 810 எனக் குறிப்போம். 
இதேபோல் மற்ற வட்டநேர்மாறு சார்புகளும் குறிக்கப்படும். 

கவனிக்க : 

ஒரே வட்ட நேர்மாறு சார்பைப் பல விதங்களில் குறிக் 

கலாம். எடுத்துக்காட்டாக, 

8-1 9 k எனில், 

sin 3 

l 
« coseck = - 

x 

k = cosec7} G) 
x 

7 : 1 
Qeuerg, sin-} x = cosec-} (2) 

மேலும் 008%- /1-- 8026 4/1 — x2, 

sec k= _1 » tank = ~—=—— , cotak 
vi— x? as 

  

= Vl + x? 
x 
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டடம 1 an தன 
ஃ-8101 3 - 00560 ௬ 006 1/l—x? 

3 86071 டன 
ff 1 — x? 

= tan-] —~ me, = cot7! fil— x2 

V1 வெ x3 
x 

6:9 வகையிடலின் நியம விளைவுகள் -- தொடர்ச்சி 

d,. 1 = எர ஷி வட்ட. 16. Tx (sin x) 

  

சனை... 

1. இன x)= — 471 3 | 

18. 3 x)= ட்ட 

19. ம (008601 2) ௭ ரு 

20. i (seer xs we ப 

21. 4 (cot) xy) = — ட . 

நிறுவல் 

16. y = 1 ந எனக் கொள்ள, 

x= siny. 

3-ஐக் குறித்து வகையிட, 

ஞ் = cosy = Jl — sin? y = 1 — x? 
  

3 
\ 

. wYioi_ 1. ் 
“dx ax 1 — x2 

dy 

17. = cos7! x sroré கொள்ள, 

x = COS y.
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fp = ae a பல 08] இவ பப ஒதி] படறுக் 

டட அணை தகை. 
டம்... fm xa 

18. y = tan"! x croré கொள்ள, ' 

== lan y. 

dx | ர் 
ஃ ஜ் sec? y= 1 + tan?y = 1 + x2 

டம்... 1 
dx” dx +x? 

dy 
19, 3 - 008601 ந எனக் கொள்ள 

x = cosec y 

dx ee 

ரூ” —cosecy Coty = —cosec y  cosec? y— 1. 

வறிது 

. ay i 1 . 
“dx dx” ஜி] 

இதேபோல் விளைவுகள் 20, 21ஐ நிறுவுவதை ஒரு 

பயிற்சியாகக் கொள்க. 

6.10 அதிபர வளைவு கேர்மாறு சார்புகள் 

81௩9. ஐ எனில், ர என்பது *%ன் நேர்மாறு அதிபர 
வளைவு சைன் சார்பு ?* (inverse byperbolic sine function of x) 

எனப்படும். குறியீடு: 

நு ௮ 81 71% அல்லது, 806 8127. | 

இதேபேர்ல் மற்ற அதிபர வளைவு நேர்மாறு சார்புகளும் 

குறிக்கப்படும். 

கவனிக்க: அதிபர வளைவு நேநரர்மாறு 'சார்புகளுக்கு 
மடக்கை வடிவம் தரலாம். பின்வருவனவற்றை நிறுவுவோம். 

(i) sin h-3x = log (x + Vx? + 1)
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(4) cos h-lx = jog (x + f/x? —T) 

si I நற “lx 3 Beas (ili) tan h-1x 5 log fe 

நிறுவல் : 

Ci) 9- ஏ த1ற எனக் கொள். 

ஃ x = sin hy = > 7 

2. 2xeY = e27 —1 

e27 — 2xeY —1 = 0 

௪ ல் இந்த இருபடிச் சமன்பாடு தருவது 

ev = aaa சி நம புட்ட 

௫ மிகை ஆதலால் குறைக் குறி பொருந்தாது. 

2 சட்டு 1 

2 y=log(x+ yx? +! 

(19) y = cos hx என இடு. 

h e’ — e7-’ 

* = cos hy = —, — 

cs 6 e2% —— 2xer + 1 = 0 ன ட்ட 

சிற பிப. ற ப — 1. 

குறைக் குறியை விட, 

ev = xt f/x?—. 

. y= log(x + fx? — 1). 

(iii) y = tan h-'x srar OO. 

% x= tanhy = coshy e+e" 

oe x(er + [ஆதி அ 7 

ev (1 —x) =e" (1 + x) 
1+*x 

ர 
© 1-2
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1ல் 

! ] +x 
¥= 5 be CS =): 

6€-11 வகையிடுதலின் நியம விளைவுகள் -தொழாக்கி 

  
  

  

  

d ர ௨1 

dl த் ட it 
23. Ge (00s xy = Gani 

al —_ i 
24. கேள் x) a 

கீ 1 
25. _ (cosec b-1 en 

= = Ref XA + a 

a 1 ரு ॥ 26. ஆலக் ஜு = ரட்ட 

a i 

i giaie = ன் 

22, எள்! ழ எனில் 

x = sin hy. ் 

ax ன ———,. 
& o> cas ky = of1 4 sin Py பீம் + x? 

ee ets 
“ & புட” 

23. நு 606412 எனில் 

x = cos hy. 

: 2 sink 203 h2 y= l= fx? — 1 ஃ a y= Joos hh? yp— l= «f/x? — 1 

a. ae ae 
“dx மு]
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24. 

x 

y = tanh] x எனில் 

x = tanhy; 

e sec h?y = 1 — tan h?y = 1 — x? 

  

இதேபோல் விளைவுகள் 25, 26, 27-ஐ தநிறுவுவதைப் 
பயிற்சியாகக் கொள்க. 

பயிற்சி 6-3 

3-ஜஐக் குறித்து வகைக்கெழு காண்க. 

1. 

3. 

5. 

7, 

cos hx — x cosec hx 2. tan Ax sec Ax 

x tan7) x 4, x? secm! x 

cot Ax 
“eosin + cosh-ix § ———— 
ome ் 1 ட் cot f-1x - 01 

cos x * sin-}x mB i 1 
“8. = e* 00501 - 

~“cos~1x உம் இ x 

விடைகள் 6-3. 

    

  

sin h x — cosec h x + x coset & x cot h x 

sec hx + sec h?x tan hs . 

tan-1x + Ts 

—. + 2x sec 'x 
ரா 

டர. 4 டர 
€ (cos மஜ லி i +) +. vel 

coth- 3x Bg. eee 

L+ x2 § x2 =m] 

  

—coth-1x cot“!x cos A2x-+-eot Ay (A 

  

13 
(6-1 ௦1
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008 ச x ; in~? 
J. (cos~!x)f ————. —sin sin“! x) ty a 

afl — x? fi—x 

(cos~)x}? 

-{— 1 sin~' x , sip7'x 

& Sle xm * ஐ 

C12 சார்பின் சார்பு 

உன் சார்பாக தரப்பட்டிருப்பதாகக் கொள்வோம். பல 

சமயங்களில் 3-ஐ ம என்ற ஓர் இடைப்பட்ட மாநியின் 

சார்பாகவும், /-வை-ன் சார்பாகவும் கொள்வது வகையீடு 

வதற்குப் பயனுடையதாக இருக்கும். 

ASTUB, yy (4), wu (xX) எனக் கொள்ள 

வேண்டும். 

எடுத்துக்காட்டு . 

Gi) y = sin (x? + 5) safle, 

நு = sin u, u = x2? 4- 5 எனக் கொள்ளவேண்டும்... 

Gi) y = log tan-! x? எனில், 

y = logu, u=tan-! vy, vy = x2 

எனக் கொள்ளவேண்டும். இதில் ௨? என்பவை இரு 

இடைப்பட்ட சார்புகள். 

6:13 சார்பின் சார்பாக வகையிடல் 

y=y(u), u= u(x) 

எனக் கொள்க. 2-ல். ஒரு சிறிய கூடுதல் கூற, அதற் 

கேற்ப 1,9 ஆகியவற்றில் நேர்ந்த கூடுதல்கள் ௩௨, ௩ என 

இருக்கட்டும். 

கர AY, Au 
Ax QU Ax 

என எழுதலாம். ௫-0. எனவே, 

Lt Ay Lt ay, Lt Au 

Ax-0 Ax” Ax30 Au Ax-0 ௬2 

ட _ Lt Ay, Lt 
~ Au90 Au ௬20
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dy _ dy , du 
HI-FI, dx =a du dx eon di) 

இதைச் சங்கிலித் தொடர் விதி என்றும் கூறுவர். 

நீட்சி : 

y=y(u), u=u(v), vy = v(x) crate, 

dy _ dy, du, dv 
de du dy dx PRET 

கிளைத் தேற்றங்கள் 

&—(@ (1) ஐப் பின்வருமாறு எழுதலாம் : 

ay ‘ 
dy _ dx 
dus du 

dx 

u-ggujid x-gQujh DHeb row H PW எழுத, 

dy 
dy du dx. 
ax dx? ae ee (2) 

du 

இதில் ம) என இட, 
dy _ 1 a, , 

do gat a” உ 0 
dy 

விளைவு (3), முன்பே கண்டது. 

மாதிரி 15 

% ஐக் குறித்து வகையிடு : (25 + 1)? 

y = (03 -- 1)8 எனக் கொள். இதை 

y= wy ue xd +1 

என எழுதலாம். இவற்றிலிருந்து, 

dy du __ 3x2 ee டி ட 3x 

dy _ dy, du _ 4, .3x2 = 8 2 dy = GY. = Du 3x8 = 6 (at + 1) 2%
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மாதிரி 16 

. ஜஜஐக் குறித்து (81 (2x + 1) g—y வகையிடு. 

நூ நற (% -- 1) எனக் கொள், இதை 

௭ (ற) ம 2-1 

\ 

என எழுதலாம். இவற்றிலிருந்து, 
dy du 
a sec? u = sec? (2x + 1), a 2s 

z on oe a a 2 sec? (2x +-1).- 

மாதிரி 17 

y = log sin (ax + 5) strafed a ஐக் காண். 

y = log sin (ax + 5). 

Qos y = logu, 

நா sin (ax +b) = sin y, 

= ax+b 

என எழுதலாம். (இம் மூன்று சமன்பாடுகளும், வகைக் 

கெழுக்களை உடனே எழுதக்கூடிய வகையில் நியம வடிவங் 

களில் இருத்தலைக் காண்க.) 

இவற்றிலிருந்து, 
dy _ 1 du_ dv 
dx = a? dy = 08" a = 4% 

dy _ dy, du,dv_ 1, . ட 4608 (ax +b 
dx du dv’ dx u “8” 9 = ~ gin (ax டட 

= acot (ax + b). 

மாதிரி 18 

y = நதமா ( g S88 75) எனில் க் ஐக் காண். 

க (2 Vx 
y = tan ) என்பதை, 

y= tan 1,
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008 4/2 v 
u=e q* 2, 

॥ vy = ‘Cos 4/2 = COS W, 

197 

  

w= 4/2 

என எழுதலாம். இவற்றிலிருந்து, 

dy _t du ச 
du i+ uw ue? dy = e’, 

a = = sin w காம. 
dw > dx” 2 4/2 

. d_ dy, du, dv , dw _ . 
4 இது கி de de Tee "aye 

ப ட பட NE stn yx 
2/2 (14 e2 £08 42) 

பயிற்சி 6-4 

“ஐக் குறித்து வ்கையிடுக. 

1. - (222 +- 1)? 2. sin? x 

3. cos (3x + 4) 4. tan-! x? 

5. (tan-! x)? 6. cos log x 

. log cos x 8. fax? + bx +e ° 

9. log (ax? + bx +c) 10. sin cos x 

x tan x 

ll. tane 12. e 

1 

13. x2(x + 1) 14. x8 (x? — a2)2 

1 ட் 

15. x(x? —a?) 16. (a2 + x?) த் x7i 

17. a 18. (2 + x)? (1 — x)8 
a? — x?
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40. 

19. 

21. 

23. 

25. 

27. 

29. 

20. 

32. 

34. 

36. 

38. 

41. 

43. 

45. 

47. 

“49. 

பொறியியற் கணக்கு 

  

  

  

3 

(x? — 1)? 2 1)8 2 ak 20. [12-15] 

அம 4 ஒட  டடட் 25 

ப் ix8 24. 2 cos2 7 
a— x 

tan (x sin x) 26. (i + x?) tanz} x — x 

(tan-1 x3)? 28. sin} x 

(%— 1) 2x — x2 + sin-! (x — 1) 
a ie ப் ம x 

m1 x 31. அ... ப ஹ்ி? 2 sin V3 என்ட ல் 

12 4/2 22 33. arc tan ~ | 815-1 ம் St a 

log (7 — 3x) 35. ச 

logio sin > 37. 10g 0 CL — 4 tay x) 

1 x? 1 —x8 
lo ௦815 39. ioe Af + + x8 

* log (a2 + *) + 2a tan-1 -- 2x 

1 + sin x 7 x 
log Mise ie jog tan (7) + 2) 

_1 
x2 + x4 erZlogx 44, e722 (1 ணு e72*) 2 

டட டம 
(4௪90௨4 ௪4. 46, log (e-8* sin 4x) 
cot (e4* cosec x) 48, x? e2* log cosec x 

tan-l tan A 5 50. 1-1 tan >



வகையிடுதல் 199 

51. 

33. 

35. 

37. 

38. 

il. 

13. 

14. 

15. 

17. 

1 
2 _, {2x2 —3 

(tan-! ey? 52. cos h7} ( 5 ) 

ணு a+ bcosx Bane 

ms b + acosx a cosec™? e87+1 

0௦01-1 00860 420 56. 0௦08-1 _1_ 
Vi + x? 

sin“! [ (2x +1) ¥2— x8 ] 

1. . 
pa 

tan-! (1 + log? x) 

விடைகள் 6—4 

8x (2x2 + 1) 2. sin 2x 

i 2x ° 3 sin (3x + 4) 4. icm 

2 tan-! x 1°. 
1 4+ x2 6. — 5 sin log x 

—tanx a 
2 fax? + bx +c 

2ax + b . 
ax? + bx +c 10. — sin x * cos cos x 

e* sec? e* 12. et” sec? x 

x (x + 1)? (5x + 2) 
1 

x2 (4x2 — 3a2) (x2 —a2) * ; 

3 1 
—a?(xt—a2) 2 |, லு. 2 

3 
a®/(a? — x3)?



18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

28. 

30. 

32. 

34. 

36. 

38. 

40. 

42. 

—(24 x) (1 — x)? (4 + 5x) 

பொறியியற் கணக்கு 

2x (x2 — 1) (x? + 3) (x? + 1772 

9x (x2 — 1)9 4/1 + (2 — 158 

யம் உ ஏட்டு 

WE Yl x 41-87 
3 

5 (3a — 2x) 3 (a — x)? 

— sin x 

(x cos x + sin x) sec? (x sin x) 

2x tan-! x 

\ 
1 

—, 1 

2x — x2 

— fat — x2 | x2 

_ 3 
3x —7 5 

1 x 
ன 102) 02 * cot rh 

4% 
1 — x4 

log (a? 4+- x2) 

sec x 
f 

௪௪1 ௪௭) (4 எப 

27. 

29. 

33... 

35, 

37. 

39. 

41. 

43. 

6x2 tan-1 x3 ட்டது 

2 2x — x? 

N
I
W
 

x2 | (a? a x2) 

a 
a? +. x2 

a* log a 

__ 4 logige * sec? x 
i—4tanx 

  

3%? 
1 — x6 

séc x 

4x 

N
=
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45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

54. 

56. 

57. 

1 

கணை ; e-* (1 + em") G — Se-) (i -- ee" 2 

4 cot 4x —3 

— e** cosec x * (4 — 00122) 00860? (2** 006602) 

e2* [ 2(x + 1) x log cosec x — 22 cot x] 

G seo Hs 3) / (1 he "tee B® 2) 

58 5 ecx 

2- - 1 
e ந 3 (1 + e2*) (tan! e*) 3| 

4x Jb? — a 

Vx? — 3)? — 25 ~ b+ a cos x A
 

Lo
d 

வட வ யமு 400860 4% + cot 4x — 3 6x42 Cg 
| ve A : 55 1 + cosec? 4x 

டம 
1 4+ x? 

8 — 3x2 — 10x3 
2/(2 — x8) [1 — (2x + 1)? (2 — x3) ] 
  

oe 
* (2 + log? x) /1 + log? x 

6:14 பிரதியிட்டு வகையிடல் 

சில சார்புகளை, குறிப்பாக நேர்மாறு வட்டச் சார்புகளை, 

பிரதியீடலின் மூலம் உருமாற்றி, பின்வரும் மாதிரிகவில். 

காட்டியபடி, எளிதில் வகையிடலாம். 

மாதிரி 19 

% ஐக் குறித்து வகையிடு : sin-! (3x — 4x3). 

y = sin“! (3x — 4x8) ereira.
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3 ஊ 811 ரி எனப் பிரதியிட, 

y = sin7! (3 sing — 4 sin? @) = sin-} (sin 30} = 38. 

-eTorGe, yr= 39, x = sin 8; 

அது ற 3 sin-! x 

dy_ _3 . 
ax புர x2 

"மாதிரி 20 

=1 VI + x2 — fl — x? ௪னிக் dy 

V1 + x2 4+. 4/1 — 8 - ak 

-காண், தரப்பட்ட கோவையில் x2 = cos 29 crar Ot, 

y = tan   

_, V1 + cos + cos 29 — 1 - — cos 28 

1 + cos 29 + /1— cos 2@ 
  y = tan 

== tan-! /2. cos? @— 2 sin? 6 

72 cos? @ + 4/2 sin? g 

, cos @ — sin 6 

=e cos 6 + sin 6 

1— tan நி 
— ee ட ட 

= tan 1--+ tan @ 

= tan-! tan (2-8) = ரி. 

5 y= qe x2 = cos 26. 

Rn 

4 
அது Yo ட் cos~! x2 

. dy_ _ 1, 2 
“dz 2 Vl — x4
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பயிற்சி 6--5 

பொருத்தமான பிரயீடுகளின் மூலம் % ஐக் குறித்து 

வகையிடுக,. 

1. ௦081 (4x3 — 3x) 

3. 00௦8-1 (x2 —1) 

3a?x% — x8 
க. 1 ee En 5. tan a (a? — 3x2) 

9. tan! 

11. cot-! fx? —1 

  
x s/a2 — x? 

13. — து 

82... ந 
oF "y sin ம் A 

15. ஞா 42-27 
Xx + of at? — x2 

விடைகள் 

னி 
1 — x? 

2 
3. _ yin a 

3a 
5. etx 

1—cosx 
1 + cos x 

2. cos! (1 — 2x?) 

4. tan! ,--—_, 

fxt + at 
x2 
  10. 008601 

12. (x —1) f2x— x2 
+ sin7! (x — 1) 

14. tan7! Vi+ x? —1 : 
x 

ao 20x = x 
aX 

16. ta 

65 

2, —2 
கிம் x? 

2 
4. tx 

6. 1 

2 fl — x2
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2 1 
7. fan 8. ya? xe பஜ 

I 2a2x 
9, 2 10. at + x* 

1 -. 
11 ௮ வ யு — x2 x fx? — 1 12, 2.2% —-x 

— 1 
2 me XZ a 13. Ja x 14. ttl + x) 

i. 1. க ஆட, 
fa? — x2 f2ax — x2 

6:15 மடக்கை எடுத்து வகையிடல் (Logarithmic 
differentiation) ச 

வகைப்படுத்தவேண்டிய சார்பை 9 எனக் குறித்துக் 

கொண்டு, 2-இன் அடிப்படையில் மடக்கையெடுத்து 

வகையிட்டு, அதிலிருந்து Ve ஐக் காணும் முறையைக் கீழ்க் 

கண்ட இடங்களில் கையாள வேண்டும். 

C1) வகைப்படுத்தவேண்டிய சார்பு பல காரணிகளை 

உடையதாய் இருத்தல், (இதை, மடக்கை எடுக்காமலேயே 

வகையிடலாம் என்றாலும், மடக்கை எடுத்து வகையிடல் 
எளிது). 

எடுத்துக்காட்டு : 

Xx fe? +.1 | (3x? + 4) 

(25 சார்பின்படி, மாறிலியாகவின் றி, மாறியைக் 

கொண்டிருத்தல், (இங்கு, மடக்கை எடுத்து வகையிடலைத் 

குவிர வேறு முறை இல்லை). 

எடுத்துக்காட்டு : 

x", Clog x)" *, 

மாதிரி 21 

(+x) y2+% 
% குறித்த வகைக் கெழு காண் : (i—x)? y2— i, 

~d+%) ர க கொள், 
ச (l— x?) ¥2—x 
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& log y = log (1 +x) +5 log (2 + x) 2 log (1 — x) 
2 

  

  

+} log (2 — x). 

2-ஐக் குறித்து வகையிட, 
1 dy 1 1 2 1 

க் “12 2௫ 1-2 302” 

_ (ஐ 42-42 1, 1 
2 = (1 — x)? /2—x 1-2 320 

“1-2 36 -: ] 

மாதிரி 22 

% ஐக் குறித்து வகையிடுக : (x2 + 1)*e* tan x) 
log (ax + b) 

y= (x? + 1)"e*. tan x. log (ax + b) crafle, 

log y = n log (x? + 1) + x + log tan 3 

-* 102102 (8-2) ௭-ஜக் குறித்து வகையிட, 

1 d_ 2x 2x 
y a 8: இட்ட 1 6012 860 

ப படட... ச 
log (ax + b)*° (ax + 6) 

2nx 
இட] tb! + 2 cosec? x 

வ உட ட அமை 
(ax + b) log (ax + 6)° 

dy _ 2nx ட் 
a ட்கள்] I = 1 + 2 cosec 2x 

3 ‘palin mite a ‘iil | 

(ax + 6b) log (ax + 65 | ‘ 

y = (x? + 1)%e* tan x. log (ax + 5). 

மாதிரி 23 

y = 22771 எனில் 2 ஐக் காண், 

நூ xsin x
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log y = sin x. log x 

1 
y 

Y (si 1 _ dx = (sin x). 5, = cos x log x 

dy. sin x 
ஆட ae | 3 006 2102 «| 

௩ 

24 

1 
u 

1 
v 

y = (cos x)" + (sin x)eos” crafled அ என்ன 2? 

y = (cos x)"* + (sin x)eos* 

௯ 12 4-3 என வை. 

35 (008 209417 * 

log u = sin %. log cos x 

du . sin x 
z.. = COs x. log cos x sin ¥ “23 
ax 8 + cos x 

= cos x. log cos x —~ sin x + tan x. 

au = (cos x)5” ‘[ cos x. log cos x — sin x tan 5] 

v = (sin x)©s? 

log v = cos x. log sin x. 

a oe sin x. log sin x + cos x 08 
dx , “sin x 

= — sin x log sin x +- cos x cot x 

dv ‘ ் : 
bn = (sin x)<°s* [ cos x cot x — sin x. log sin *| 

ர் du, dv 
x = as + dx = (cos x)sinx 

[ cos x log cos — sin x tan x | 

+ (sin x)cost [ cos x cot x — sin x log sin |



வகையிடுதல் 
ச் 

  

பயிற்சி 6-6 

% ஐக் குறித்த வகைக் கெழு காண் : 

1 , SHAD Ox+3) 9, vx Gx +i 
3x + 2 ட (7 — 38 2x 

ட 2-7 | . 

34 20-29   i 
ட 

(2 — 5x) (c — 3x) 

et . 

5, 308% +1 6 _e_tanm? x 

‘ ் 
° ff 1 = x2 

cos” x sin” Xx x 

74 cosh? x 8. 4 

x 
x 

9. 22 10. x 

- LL. (sin x) !2 * 12. (log x)* 

13. (tan x} !02 * 14, ந /02/ 82 

1 

் : x x 

15. (log x)* + % 1984 16. x +x 

x 

aa 
1௦2 (1-1 22). 

ச் 

விடைகள் 6-6 

(2--13(2% 13), on 1 

——3xy-2. 
கறார் எட

 

~~ 
2 (3x + 2) 4. 

veG@x—1) fi, 2 4 _6 

2 “CT — my [கர எர
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ட 8. 

10, 

il. 

12. 

13, 

14. 

15. 

16. 

17. 

பொறியியற் கணக்கு 

உட 1) 432-707 2% 3 

செம? [4 எல 
(2 — 5x)4 

15 
+4 உல] 

(a — x)* (b — 2x) [- 4 6   

  

Ce = 3x)? a—x b—2s: 

6, 

+ en c— 3x 

—— 3¢os +1 gin log 3 

et? tan-! x 
; ன் 

vi+x [> + (px) tant x 14 a | 

71% n 

த 3 [n cot x — m tan x — 2 tanh 8] 

  

a” log a 

x* (1 + log x) | 

a 1 
xe *x®* log x: (1 டதத] 

(sin x)!ee * [ cot x° log *¥+ * jog sin x | 

(log x}* [or og x + log log x | 

log x log tan x 
ர் es nee ee 

Cyan eye [a 3008 % 3 ] 

30102 log = [ee] 

x 

2 log x° zloe *-1 + Clog x)* log log ¥ + (log x)*-! 

1 

  x*(1 + log x) + * + 108 4) 

(1 + x)5 x* log C1. + x)3 > C1 + log x) — 3x2 x? 

(1 + x5) log? (I + x8)
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6.16 உட்படுசார்புகளை வகையிடல் 

தரப்பட்ட கோவையிலிருந்து ன் சார்பாக YR, Bodog 

நன் சார்பாக ஐ எழுதமுடியாமற் போனாலும், அப்படி எழுது 

வது எளிதாக இல்லாமற் போனாலும், கோவையை உறுப்பு 

வாரியாக வகையிட்டு, அதிலிருந்து =4 ஐக் காணலாம். 

மாதிரி 25. 

x2 + y2 + Igx + fy +c =0 crofled ஜக் காண்க, 

தரப்பட்ட சமன்பாட்டின் ஒவ்வொரு உறுப்பையும் raga 
குறித்து வகையிட, 

d 2x + 2y + 2g +22 — 

aA-35) (y + f) 2 =—G@ +2) 

மாதிரி 26 

yd _ yy —x log y) a 
dx ~ ¥(x—ylogxy ™™* காட்டு. 

xY = y* 

xY = y* எனில் 
, 

ஃ 71022 102] 

ஒவ்வோர் உறுப்பையும் %ஐக் குறித்து வகையிட, 

ர dy_,1 @& 2 + log x. de 5" det OB? 

. x\ dy _ y 
a (os*—3) dg = logy —s 

9 

  

log x — ப் 
ச 

14
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2 (212 ற) 
  

ர (y-log x — x) 

_yy—* logy) 
~ %(%* —y log x) 

மாதிரி 27. 

sin x sin x 7” எனில் ast காண் 
y = sin x dx < 

sing Sin 3 ™ 
y = sin x 

( _ _ sin டி 
= sin x80 * ; த 

= gin x y 

2. y = (sin x)? 

log y = y log sin x, 

% ஐக் குறித்து வகையிட, 

1ஸ்  ~cosx _ .. ' , 
ydx”° sinx + log sin x. 7 

. 1 க டட ஷ்... 
ஆ G log sinx ) 3 = y cox 

o WY _ ycot x y2 cot 28 
  

dx I Step dn = 1 —y log sin x 

2 

பயிற்சி 6-7 

பின்வரும் கோவைகளிலிருந்து, % ஐக் குறித்தரன் வகைக் 
கெழுவைக் காண்க, [119] 

1. x? + y? = a? 2. ax? + 2hxy + by? =e
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3. 

4 

5 

Te 

9 

11, 

13. 

15. 

16.” 

18. 

19. 

20. 

ai. 

my TF Wy oe 
a2 b2 

ax? + 2hxy + by? + 2gx + 2fy+¢c¢=0 

x+y? = 3axy 6. xy? = (x + y)8 

sin(x+y) = cos xy 8. 3ம் ௮ நக்க 

(x? + y2)2 = da2xy 10. x Vly + /1+x =90 

sin y = x sin (a + y) 12. 27ay2 = 4 (x — 2a)3 

x 
- = tan 
a i

s
e
 

எம? 14 ந. மஜத 
  

y= sing + »/sinx + /sinx + .. 

ம் , 
x a 

நு 2 17. (008297 - (600 ஷு 

(sin x)°°s ¥ = (sin y)° 4 

(sinxy =x+y ல 

dy _ log x 
xy = er’, எனில் ax = (Cl + log x)? எனக் காட்டு, 

வீர் ப 1-7 - 00) எனில் 

dy vi-y ட ஆ ல எனக் காட்டு. 

விடைகள் 6-7 

ட்ட. 2, — thy 
fat — x2 hx + by 

ட நத 4, _2 04௪ 
a2 y ் hx +- by + f 

ay — x? 3x? + 2y? + 6xy   6 — = y? — ax 3x Ey? கழ
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_ y sin xy + cos (x + y) 

cos (x + y) + x sin xy 
  

உ y, x logy —(y — 1) 9 மற — x3 — xy?     

  

  

x ylogx—(x+ 1) x2y + y3 — g2x 

10. 2 Fa ட். hee 
x+27C+xyd+y) vi 

_ sin? (a + y) By 
Me a 12. FG — 2a) 

1 y_ 1 y 3 
13. = wis) / ம் 9801 5 -- ஐ 7) 

2 (x + y) cos (x + y)? 

  

  

14, G2 G@ +59) cos @ Ey? 
cos x ya # 

15. தா 1 ஏரு ரம x) 
17 log sin y + y ¢an 

* log cos X — x coty 

18 cos y cot x + sin x logsin y 
* cos x cot y + sin y log sin x 

— (2 19, 2702 LD» cot x 
( + ¥) log sin x — 1 

6.17 ஒரு சார்பை மற்றொரு சார்பைக் குறித்து வகையிடல் 
௮ துணையலகின்மூலம் வகையிடல் 

௨/0, 6) என்பவை 5ல் இரு சார்புகள் எனில், 1 (2) ஐக் 

குறித்த 2 ம) ன் வகைக்கெழுவை, 

du _ du | dv 
dy dx | ax 

என்ற வாய்பாட்டைப் பயன்படுத்திக் காணலாம். 

இதில் ௨, 'இரண்டும் % என்ற துணையலகு (0812106460) 
மூலமாகக் கொடுக்கப்பட்டதாகவும் கொள்ளலாம்,
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a 

மாதிரி . 28 

4/2] +1 என்பதை 23 என்பதைக் குறித்து sea 

u(x) = yx2-F1, 
? (5) - 234 என வை. 

du X . 
ax fx2 +1 , 

ay or =: 6x2 a 6x2, 

, au / ட 1 
oe 7 = dx ௯ = 6x Jx? 1 yx? + | 

மாதிரி 29 

Sec) sg என்பதை, 4/1 --22 ஐக் குறித்து வகையிடு. 
ஓம ட = 0081 (22 1) = u (x) எனவும், 

  

V(X) = J1 — x? எனவும் வை, 

22௭ 0089 என இட, 
u = 008-1 (2௦082 9-1) - 0௦08-1 (cos 29) = 26, 
ve: 7/1 ளு = sin @. 

, Midi 2 2 ‘ “dv d@/d@~ 0064 ர 

மாதிரி 30 

2 8(1--0089),2- 8(9- sin ரி) எனில் © ஐக்காண் 

a a sin @, 

& = a(i + cos 6) 

  

9 sin 9 cos! dv _ dy fax நர sin 5 cos, 

Ix 88/80 1+cos@™ ~~ ட் dx 97 2] + 2 cos?
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மாதிரி 31 

3 . dy _, * 
B= ers f 4 y = 017 எனில் 85 காண. 

dy = 1 see dx = 1 “a t 

a vie Es எ 

ஃ dy __ dy ர் dx anise —e a t 

dx dt ; dt 

பயிற்சி 6-8 வ 
2005 % ஐக் குறித்து b sin x ஐ வகையிடு. 

2. 8860 9 ஐக் குறித்து b tan ர ஐ வகையிடு. 

3 at ட ட் x 3 at ல 
3. tae என்பதைக் குறித்து tre ஐ வகையிடு. 

sin 6 
4. 10 ஐக் குறித்து ௦௦8 சீ ஐ வகையிடு. 

வற். 
5. x =acos t, y = bsin® t எனில் 4 என்ன ? 

dx 

6. 00829 ஐக் குறித்து 81 ர ஐ வகையிடு. 

860 85 ஐ, 23% ஐக் குறித்து வகையிடு. 

8. 8-3 0089-0083 9) 1-3 10- மாமீ 9 
டம். 

எனில் 94 காண். 

9, u=a (2cost-+cos2t), v=a (2sine + sin 2%) 

eee ஸ் என்ன? 

10. 400502] ச் 8114 2 எனில் 47 என்ன ? 

11, x = asin 2@(1 + cos 24), y =a cos 2@ (1 — cos 28) 

dy எனில் டர் ஐக் காண். 

1 x 1 J த் ற் ரு... ; 12. sec 2x2 2] ஐக் குறித்து tan-! ர ஐ 

வகையிடு.
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13. 

காண், 

14, 

காண், 

15, 

al. 

13, 

மி d = 3. ps tant 2௧ u = tan , உ நற! ர எனில் du & 

_ 2t _ dy 
x = tan-! Top? 9 = sin ip எனில் x ஐக் 

(84௦ ஐ94ா * ஐக் குறித்து 2” ஐ வகையிடு. 
௩ 

விடைகள் 6-8 

ரி cot @ 2. B cat ச் 
ர a 

2t — t# — sin சி. 
1 — 243 4, சரக் 10 

(10210 €) tan @ 

—* tan @ 6. —cosec @ 

sec ax 1 tan ax 8. — cots ர 
eax . இ இ ப 

— cot 36 10. ச் 001 / 2 
2 a 

sin @ (2 cos 29 — 1) 2 — 1 
cos 38 ட ே 

i . 

3 14. 1 

x Ci + log x) 

(sin *)5" «+ cos x * (1 + log sin x) 
 



7. தொடர்ந்து வகையிடல் 
(SUCCESSIVE DIFFERENTIATION) 

7:1% ன் ஒரு சார்பான ஐ % ஐக் குறித்து வகையிடக் 
கிடைப்பது ஜன் மற்றொரு சார்பாக . இருக்கும். அதையே 
மீண்டும் % ஐக் குறித்து வகையிடக் கிடைப்பது ன் இரண்டாம். 
வகைக்கெழு எனப்படும். இதை மீண்டும் வகையிட,றழன் 
மூன்றாம் வகைக்கெழு கிடைக்கும். 

72 குறையீடுகள் : % ஐக் குறித்தந ன் முதல், இரண்டாம் 
மூன்றாம்; ... (பொதுவாக ௩ ஆம் வகைக்கெழுக்கள் முறையே. 

wy dy dy d"y 
dx * ஜி” ஜதி? இரு 

என்று குறிக்கப்படும். இவற்றின் வேறு வடிவங்கள் : 

20. 7102, 9106, 070 099 

912 (27, 39 (2), Vg (X)o one » Vn (%) 5 
d 

Dy, Dy, Dy,..., Dy, (2 = ix) 

yof (x) terug sriy craic, Qaupenp 

ரி, ரி. ரி. ....72? 0. எனவும் கூறிக் 
கலாம். சாராத மாறி இன்னதென்று தெளிவாகத் தெரிவதானால் 

அதை அடைப்பில் குறிப்பிடாமலும் இருக்கலாம். சாராத மாறி 

என்ற நேரம் எனில் அதைப்பொருத்தர ன்வகைக்கெழுக்களை, ந, ந 

9, எனக் குறிப்பதும் உண்டு.
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மாதிரி 1 

3 
% ஐக் குறித்த மூன்றாம் வகைக்கெழுவைக் காண்: (4, -- 394 

3 
9 (332 எனில், | 

dy 3 : 1 3 ௨33 _ டர 
ai த (4% 394. 4606-3) 

1 1 ~ 
diy 

=o 

So = 6 Gx —3) 2 .4=12(4e-3) 7 

3 _> 
gy 1 “2 = gar (-!) (4x — 3) 2. 4= —24(4x—3) 7. 

3 
dsy _ 2 ae 24 (4x — 3) 

மாதிரி 2 

3டி3 இரண்டும் ர ன் சார்புகள் எனில் 

853 3-0 
dx? ~ ளை] 

dy2 
எனக் காட்டு, %- [2 + 31, 9௮ 2.4. 8 எனில் ஆ டன் 

மதிப்பை ர் - 1 ஆக இருக்கையில் காண்க. 

_dy : 

wy dy 
“dx dx" ae 

இதை மீண்டும் வகையிட, 

தத 

ஊச(9-௪0)௪ 
XH—YH 1 ந 

x? x x3 
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d?y 2] 
“ dxa ~ "ys : 

X= 78 4 30 எனில், 

x=2t +3, ௩௮2. 

= 2 -- 73 எனில், 

  

ற் = + 322, ற் = 61. 

(, PY _ xk — FR _ (244.3) 6t — (2 431292 
dx? 8 OE BYE 

= 2G? + 91 — 2) 
(22 - 398 

7- ] என இட, 

83] 20 ல். 
கன்), 1 125 

் கவனிக்க : 

day | dy /d2x 
dx2 * diz/ qjz° 

மாதிரி 3 

aay ற ் ன் ys ணவ எனில் ச கட்த = 0 எனக் 

காட்டு, 

y3 = 3ax2 — x3, 

வ்கையிட; 

33] -- 682 — 3x2 

ஃ நறை 20% 28, 

மீண்டும் வகையிட, : 

Y8V2 + 2yy,? = la — 2x 

_ 2a — 2x — 2y y,? = eee 

“ன் [ ௪ டி (ப ] த _ 

=% [y8 (a — x) — (2ax — x2)?] 

ஷ் yo 
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= [3ax® — x8) (a — x) — (2ax — x2)?] 

றி அ =0. 

73 நியம விளைவுகள் 

1. நீ ௬ (உ 0 எனில் 

yy =m (ax + by"-1 +a 

Yo == m(m — 1) a2 (ax + 5)"-2 

இவ்வாறு தொடர்ந்து வகையிட, 

Yn = m(m — 1) (m று. (௮11) ஏர Cax + ர, 

1 ஒரு மிகை முழுவெண் எனில், 

Ym = mt a™ 

சடா 90 = Yngo = Vneg = oe 

அதாவது, 
ந 7141) ரர 

=0O,n > 1. 

2. y = (ax 9-1 எனில் 

yy = (—1) a (ax 9-5. 

Yo = (—1) (—2) a? (ax + b)-8 

இவ்வாறே தொடர்ந்து வகையிட, 

Va = (—1) (—2) (—3) ose (—n) a” (ax + by + 1) 

_. (1581௭ 

“(ஜி இரசம் 

இதேபோல், 

ந (ax + b)-2 எனில் 

_(-1)"@ 4+)!" 
yn = (ax + byte 

எனக் காட்டலாம்
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3. y = log (ax + b) எனில் 

பல ஒட்டக உலர 
மூன் விளைவைப் :பயன்படுத்தி, இதன் (ஈ-- 1) ஆவது 

வகைக் கெழுவை எழுத, 

(1) எடு (எட 
(கட்ஜு... 

_ Hl) (a — 1)! a 
~ (ax + by 

In = 4. 

  

4. y = sin (ax + 5) எனில் 

y, = acos (ax + 5b) 

Yo = — a? sin (ax + 5) 

y? = — a3 cos (ax + b) 

y* = at sin (ax + ற) 

இவற்றைப் பின்வருமாறு எழுதலாம் : 

yy =asin C +ax +b) 

ye = at sin (2.5 + 0x46) 

Vs =a? sin (3. > + a3 +5) 

yy =atsin(4. > tax+b ) 

எனவே, ஈ ஆவது வகைக் கெழு 

y, = a” sin ( =,+ ax + b) 

5. y = cos (ax -- ம) எனில், 

y = ar cos (1 z ta +s) n 2
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என இதேபோல நிறுவுவதை ஒரு பயிற்சியாகக் கொள்க. 

குறிப்பாக, y = sin எனில், 

Vn =sin(T +): 2 

y ௬ 008% எனில், 

Yn = cos( + *) . 

6 y =e sin (bx + c) எனில் 

Y1 = be cos (bx +c) + a e™ sin (bx + c) 

2 ௬௯7008, - 7314 என இட, இதை 

yy = re [sin 4 cos (bx + 1) + cos & sin (bx + c)] 
என எழுதலாம். 

3-5), Y) = r ew sin (bx + ¢ + ௮) 

[7 

இதை மீண்டும் வகையிட, 

Yo = rb e cos (bx+e + df) + ra e™ sin (bx-+ce+) 

= r2 et [sin of cos (bx + ¢ + oh) 

+ cos {sin (bx e+ d)] 

= r2 e% sin (b¥ + € -} 2-0. 

இவ்வாறே தொடர, 

நூ ரரி ௪8 81 (02 4 c + nb), 

r= yo b?, tonal =? 

7. y = e* cos (bx + c) srafled 

Yn = 1™ et cos (bx + ¢ + no), 

—— b 
r = ja + 6? ,tand=37 

இதை, விளைவு 6 get போலவே? நிறுவுவதை ஒரு 

பயிற்சியாகக் கொள்க. ்
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கவனிக்க : tan ol = a. இதிலிருந்து; — T+ KS. 

Qortucle J-o மதிப்பைக் காணவேண்டும். இச்சமன்பாடு 
௮4-வுக்கு இரு மதிப்புக்களைத்தரும். அவ்விரண்டில் தேவையான 
மதிப்பு, 78௮4-8, 0084-8 720), என்ற சமன்பாடு 
களில் ஒன்றையும் நிறைவுபடுத்தவேண்டும். 

மாதிரி 4 

y= 5-௩ எனில் 3, ஐக் காண். (4x? — 1) (x — 1) 

ம x . 
Y= (4x21) ஊட் (—1) Gx—1) Ged) ' 

பகுதி பின்னப்படுத்த, 

பு படப் ப மு 
2 “$ட1 2 ட் 6021) * 

(17:11) (டு ௭2 
2 19-31 =D (2x — 1j*t1 ல 

பூழ் ita 
் 6 (2x + 1j)"*1 

  

. _ il 
ae Yn = 3 

(க
ூ 

| vy 1 2n-} BI—F, Yn = (— 1)" a! [உட்டா - (கே ௭ 

கட ரு 
* எ ye | 

மாதிரி 5 

xt 

(x — 1) (x + 2)2° 

தரப்பட்ட கோவையை y எனக் கொண்டு அதைப் 
பின்வருமாறு பகுதி பின்னப்படுத்தி எழுதலாம் ; 

1 ் 80 16 5319-07 42-26 ஆ 

1? ஆவது வகைக்கெழுவைக் காண் : 

(2-- 3) என்ற உறுப்பின் காரணமாக 1-ல் நான்கு 
உறுப்புக்களும், மற்ற வகைக் கெழுக்களில் மூன்றே உறுப்புக்
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களும் இருக்கும். எனவே, விடையை ஈ-- 1 க்கும், 12 1 க்கும் 
தனித்தனியே குறிப்பிடவேண்டும். 

, 1 80, எனவே, ந) - 1-- 9 (x—1)2 — 9 (x+2)2 ~ 3 ரு இ 

படா. ஜட. , Yn = FRI] T 9 (x-f2)—1 ! 
  _ 16 (—i)" (n+1)¢ 

3 Gera 721] 
மாதிரி 6 

y = sin x sin 2x 910 3% எனில், ),, 34 ஐக் காண்க. 

y = Sin x sin 2x cos 3x 

॥ — ; (cos 3x — cos x) cos 3x 

=— 5 Leos? 3x — cos x cos 3x] 

1 (1 1 ; 
த் E (1 + cos 6x) — 5 (cos 4x +:cos 2x) | 

=— ul -+ cos 6% — cos 4x — cos 2x]. 

அஆ iG i ([% cos ( 6x + 7 a — 4" cos ( 4x + 42) 

— 2% cos ( 2 + -, +) i. 

1 4 என இதில் இட, 

நு ர ௮ ri [6* cos (6x + 2%) — 44 cos (4% -- 2) 

— 24 cos (2x + 27)ji 

= 64 cos 4x + 4 cos 2x — 324 cos 6x.
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மாதிரி 7 

y = e8* sin?x cos3x எனில் ந, என்ன ? 

y = e3* sin?x cos3x 

= €3% 5 (1 — cos 2x) 1 cos 3x + 3 cos x) 

= , €8* (cos 3X -++ 3 cos x —cos 2x cos 3x —3 cos 2x cos x) 

232 [ cos 3x +3cosx — 5 (cos 5x + cos x) 

3 (cos 3x + cos »| ள் 

1 1 1 
ஓ 2 (— 008 3x + cos x — 500852) ; 

a y= i e8* (2 cos x — cos 3x — cos 5x) 

“= 1 282 0082. ரி வெய்ட்சனை 008 3% wot e’ cos 5x, 
8 16 16 ் 

a Uy = ் சபி ௪3₹ 008 (2-1 வ 

ry = 3% + 12 = /10, tan oly = ; ly = tan-! 5 

n 

a * ௪3* 008 ( x +n tan71 3): 

v, = a ரத் e8x cos (3x +2 ௭2 

Ww 

rg = 32 +32 = J) tan de = 3 = 1, ole al
a 

u 
$
e
 ஆடு வ Gyr e3* cos (சே +n 4):



தொடர்ந்து வகையிடல் 225 

1 vn x Ab Wn = 76 %s 28* cos (௫ +n 3) 

wa
 

nn
 

rg = f3? +5? = f34, tan dy = 3 

on 5 

2 Wa = e8* cos (5 +n tan7! 3) 

Vn = Uy Vn Wa 

2 

es ga ‘ 0 ~1 5) 
16° ES cos (x + » tan த 

n 
ல் 

n 

_ 182 cos (sx + oe — 342 cos (sx + n tan! 5) | 

மாதிரி 8 

(ஹ-1 (2) வின் 1 ஆம் வகைக்கெழு என்ன ? 

y = tan-! (2) எனில் 

1 
2 

145 
ம் a 

“a x2 + at 

1 1 1 1 
2i [ -3 + ia + z= ia 4 (yf ia) (@— ia) ~ 2i 

Ji fii. 
21x + ia x—ia {° 

  y= 

  ॥ 

இதை (1-1) முறை வகையிட, 

(1971 li 1 ட 1 
Vn = 3 le - ia)” (x = ay | . 

  
15
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பயிற்சி 7—1 

% ஐக் குறித்த இரண்டாம் வகைக்கெழுவை காண் [1, 2]. 

1. 1௧௮. 2. சும்) 

% ஐக் குறித்த மூன்றாம் வகைக்கெழுவை காண் [3, 4]. 

3. x? sin 2x 4, ஜோர் . 
f/1— x3 

x9 @ PSs yor Qrarirh amsd Gagouds sroir [5 — 7]. 

5+ x= 8008 8 y =bsint 

6. x =acos3 ft, y = 5b sin? t 

7. x = tan é@, y = sin? @ 

8. ax? + 2hxy + by? = 1 railed, y"(%) aaa ° 5 > (hx ஆ 993 

எனக் காட்டு. 

க 2a5xy | 3 a 2 = 9, eB +y 3 ௮0 எனில், மி (ax — yays 

எனக் காட்டு. 

0, ந3 ௬ (இ 4.09) எனில் 

2 
dx f(dty\ 3 வடர 
xe (ar) = 0 caré er. 

% ஐக் குறித்த ஈ ஆம் வகைக் கெழுவைக் காண் [1 -- 317 

1. 1... a 
(i — x) (1 — 2x) (x + 1)? (2% +1) 

— x2 ——___ 13. log (4 — x?) 14, ௮ பட 2 

ர xs xt - 

15: மடி 1 இட்ட 
19. மித 18. cost x 

19. sin 3x cos 2x! 20. cos x cos 2x cos 3x 

21. sin? X cos? x 22. sin? ¥ cos5 x 

23. e*,sin x 24. e** cos 3x
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25. 

27, 

29. 

31. 

32. 

காண்க, 

33. 

34, 

35. 

11. 

12. 

e~ 4" cos 2% 26. e-?” sin 3x 

e* sin? x 28. e* sin 2x sin x 

e2” sin 2x cos 4x 30. e5” sin’ x 

1 ட்ட அனை 

௮௮) (4 4098 
x 

ev க 008 7 என்பதன் மூன்றாம் வகைக் கெழுவைக் 

237 03% ன் 4 ஆம் வகைக் கெழு என்ன ? 

sin x sin 4% ன் 8 ஆம் வகைக் கெழுவைக் காண்க, 

00892 81053 ன் 8ஆம் வகைக் கெழு என்ன ? 

- 

விடைகள் 7—1 

2 log x — 3 a 

e3* (Sax + 6a + 9b) 

4 (3 — 2%?) cos 2% — 24 x sin 2x 

1+ 2x? 

3 
1-9) 

க ட 008603 7 

ம் 4 372 20960 1 8604 7 

2 cos? @ (4 cos? § — 3) தி 

1 2-1 
nt [- ஐச + ane | 

அர்க் ப வடக 
Ga Fi + FT 

241 

(— 1)" 2!
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13. 

14, 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

2. 

பொறியியற் கணக்கூ 

பணி 1 8 
(— 1) 1(n—1)! ஆர் ஆ] 

  
db a3 

91 5 ௮-5 6 

க i1 
ட 1)" 7 t [eo 3௧7 + (x as rye | n> 1s 

1 1 1. - ட்ட ee 

1 க ss, a - 
தே 1) nt le= 1) 2-1 (2 ் 1j | > A> 2 a 

ட ந ர 1 1 
2x — 5 [@=nr- Gripe ]mats 

1 1 

2+ Go @FIp? "= * 
1 5 ~, AEN, |; ரட் 
3 ந sin (= + 9) + sin (= + 2) | 

= cos (+ + 7) + 27-1 cos (22 + ee 

1 ica’ nn ; nn 
2 [5 sin (5 + ) +sin (x + அ] 

4 [எ 008 (6 + 7) +4" cos (+ + a 

+ 2” cos (= + 7) I 

-% [ 5 cos (3 + 7) + 3" cos + > 

_ a cos ( +3)]
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22. 4 [62 sin (சே + 7) 42-4” sin (4 ae 

— 2°6" sin (௪ + 2) — 8" sin (சே + 3) | 

n 

23, 27 e* sin (= +o 

24. 5° e** cos (3 ++ a tan~1 3) 

25. (24/5) ௪4 005 (> + 7% — tan-1 2) 

n 

26. 132 e-2* sin (3 + « — tan-1 2) 

நர 

27, 22-1௨ ந: (35 24-௦0 (2 ப ந ரகா! 2) 

n n 

e [ 2? cos (= + a) 103௦௦5 (34-(8 tan13) | 

Ni
 

= 

28. 

n
l
a
 

1 2 a7 29. e2" [ sin (7 +n tan 2) 

n 

—5 ச sin (= +n tan-! 2) | 

3 
30. 4 e5* (25 +- a2)’ sin (2 +n tan71! 5) 

n 

n 

ம e (25 + 9௪52 sin (sax + ntan-} 3)
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(—1}) nti ri 1 ப டம 
31. 2 (22-02 E (ஸு க்கு] 

1 8 1 1 
a 16 4 சற (சழ } | 

cos (2 + ri 

33. — 324 e3* sin 3x 

  

= 
2 32. eV 

34, ; (38 cos 3x — 58 cos 5x) 

35. ட (38 sin 3x + 2 sin x — 58 sin 5x). 

74 வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளை அமைத்தல் 

் வகைக்கெழுக்கள் உள்ள சமன்பாடு, வகைக்கெழுச் சமன் 

பாடு எனப்படும். 

%,9 என்ற இரு மாறிகள் அடங்கிய ஒரு சமன்பாடு தரப் 

பட்டால், அதை வகையிட்டு, % ஐக் குறித்த ன் வகைக்கெழுக் 

களும், %, ந ஆகியவையும் அடங்கிய ஒரு வகைக்கெழுச் சமன் 

பாட்டை அமைத்தல் கூடும். அம் முறையைப் பின்வரும் மாதிரி 

கள் விளக்கும். 

மாதிரி 9 

2 
y = asin (x? + 5b) + 7 எனில், க ம் ஆகியவற்றை நீக்கக் 

கிடைக்கும் வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டை அமைக்க. 

நீக்கவேண்டிய மாறிகளின் எண்ணிக்கை எதுவோ அத்தனை 
மூறை சமன்பாட்டை வகையிட வேண்டும். 

தரப்பட்ட சமன்பாடு : 

x2 

y = asin (x3 + 5) + 4°
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dy ஃ ம 222008 (2 + b) + 4 

dy 2 ள் தன 1 
dxz = 24 cos (x? + b) — 4a x sin? (x? + b)+ 5 

இம்மூன்று சமன்பாடுகளிலிருந்து 9, 6 ஐ நீக்க வேண்டும். 

முதல் சமன்பாட்டிலிருந்து, 

2310 (22- ர. A ல 

இதை மூன்றாம் சமன் பாட்டில் பிரதியிட, 

d2y x2 1 
cn oe (2- 7) +3 

d2y 
அ-து, 2 ரத + 2x? (dy — x?) -—1 = 0. 

இதுவே தேவையான வ்கைக்கெழுச் சமன்பாடு. 

மாதிரி 10, 

8101 ஜ - 4] எனில், 

(i — x2) yl — x)! —2=0 cord ar Qa. 

sin-1 x = 4/y. 

© y= (sin7! x)3. 

. _ ay _ sin=!x 
* 90 Oy 1-2 

இரு பக்கங்களையும் வர்க்கப்படுத்தி, குறுக்கே பெருக்க, 

(1 — x2) yy? = 4 (sin-1 x)? = Ay 

(1 — x?) 1? — 4y = 0. 

வகையிட, 

2 (1 — x9) ¥1 Yo — 28 1? ௮) = 0. 
3 ஆல் முழுவதும் வகுக்க, 

(1 — x?) yo துட 2-0.
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11 

y =(% 4+ V1 + 28)7* எனில் 

C1 + x2) yo + xy ஈர 0 எனக் காட்டு. 

y =(e%4 Vl + x8) 

  yy =m(x + fi + ம (1 + aes) 

  

+ 

= m (x + ட) mar (VL+ x? + x) 
  

_ mx + v7l +x)” 
V1 + x? 

ட அன்னி 
71-27 

my 
N= vite 

இரு பக்கங்களுக்கும் வர்க்கம் எடுத்து, குறுக்கே பெருக்க, 

(12) = m?y?. 

இதை வகையிட., 

21 + x2) Wy Vo + 2x yy? = Im? yyy. 

3) ஆல் வகுக்க, 

மாதிரி 

(1 + x9) yo + xy) — my = 0. 

12 

3. ௬32 008 * எனில் 

x9 yo — Axy, + (x? + 6) y = 0 crord ar. 

y =x cos x. 

y, = 2x cos-x — x? sin x, 

Yo = 2.08 x — 4x sin x — x? cos x. 

x® yo — 4xy, = x? (2 cos x — 4x sin x — x? cos x) 

— 4x (2x cos x — x? sin 2) 

= — (x? + 6) x? cos x 

= — (8 + 6)y 
x2 yo — 4xy, + (x? + 6) y = 0.
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பயிற்சி 7-2 

மாறிலிகள் க, ம் ஆகியவற்றை நீக்கி வகைக்கெழுச் 
சமன்பாட்டை அமை [1 4 7]. 

1, ரூ =asin mx + bcos mx 

2. y = ae + தசா 

3. y =(a-+ bx) e™ 

4. Oxy = ax? + b + x? log* 

5. xy = ae* + be-* 

6. xy =acos mx + b sin mx x 

7. xy = ax? +2 

8. y =sin-) x அல்லது, 0081 % எனில் 

(1 —~ x2) y” = xy’ = 0 crord orl. 

a. ௮ “ 810 ம் எனில், 

42 
ம 20% oe + (a? + 6?) (a?+b2)y = 0 croréarei@- 

10. y - ௪₹008% எனில், 9 பின்வரும் சமன்பாட்டைத் 

திருப்திப்படுத்தும் எனக் காட்டு ; 

d 4 a = Os Dty+4=0, D 1 

  11. y = 8% எனில், 

x3 ys + 6x? yo + 4xy, — 4y - 0 எனக் காட்டு, 

12, y =e* tan“! x srafed 

C1 +x?) y2 —2 (1—% + x7) yy} + (1— x?) y = 0 
எனக் காட்டு. 

x x2 
13, y=Ae + Be எனில் 

(2x — (2 + 1) y) +202 =x $1) y= 
எனக் காட்டு. 

ax? + bx +e 

நற 

asy 
14. yo dat எனில் (1-ஐ x) 3௮3 

எனக் காட்டு,
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15. ந-4 (பி 10) பற. ௫ fx? ]ுர் 
எனில், 

(x2 — 1) yo “ஜு. m2 yp = OO எனக்க ட்டு. 

16. yx = sing! /x crafled 
4x (l— x) yo +208 — 4x) 9) = 3] எனக் காட்டு. 

17. y = acos log x + b sin log x steoited 

d2y dy 3 
இடம் mee = x axe 5 dx +y=00mé arLQ. 

18. y = sin (m sin7! டு எனில் 

(lL — x2) yo — XY] + my = 0 stord ar_@. 

\ ஸ்! 

19, y= உ aa எனில் 

(1 — *2) yp — xy, — a? y= 0 
எனக் காட்டு. 

  

20. x = Ae-*t cos (nt + ob) ன் + 2k e + (k? + n2)x 
; aA 

எனக் காட்டு. 

21. x= Acos(nt+d)+ mm = 008 றர எனில் 

d?x 5 & ore 
ae +n?x=acos pt ard org. 

விடைகள் 7—2 

Yo + my =0 

Yompty =0 | 

Yo — 2ny, + nby = 0 
yo = xy —y =0 

Xo + 2yy—xy =0 
த 

Yo + x1 + my =0 

Byy + Ixy, —2y = 0 

a
o
e
 
P
e
 

இ:
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75) *@oMefl. Aor G5mmw (Leibnitz’s Theorem) 

இரு சார்புகளின் பெருக்குத் தொகையின் * ஆவது வகைக் 

கெழுவைக்காண லைபினிட்ஸ் தந்த ஒரு தேற்றம் பயன்படுகிறது. 

தேற்றம் 
டி 1) என்பவை 2-ன் இரு சார்புகள் எனில், 

D” (uv) = wv - 700 ம்பா ம "02 டாட் 

5. 0 1. ர உர 10 

நிறுவல். 

தொகுத்தறி முறையைப் (20ல் ௦4 10ம்ப௦10ற0) பயன் 

படுவோம். . 

தேற்றத்தின்படி 
2 (00 ayy + cy படர ம் 1 ர கார் ave 

4 70) கயம் vee UV ys vee (1D 

nor usuym ஆக இருக்கையில் இது உண்மை எனக். 

கொள்வோம். எனவே, 

D™ (av) = nny + el yi Vy + Mg Ujnmg Vo + ove 

A Op Ua Vp bh vee UV ye see (2). 

இரு பக்கங்களையும் % ஐக் குறித்து வகையிட, 

D™+) Cuy)-= ting Vt Um Vy + Cy Cn Vg + Un-y Ye) 

lg (Um—y Vo + Um—2 Vg) “+ oe 
ab m 2-1 (Un-r+2 9-7: 

4 டிடிடி 4 2 மேடி எ... 

4 சந எ 02 

= Umse, V+ CO + ey) Un Vy 

  

"So deniev (Gottfried Wilhelm von Leibnitz) [1646 — 
1716] ஓரு ஜெர்மானியக் கணித மேதை. நியூட்டனுடன் 
தொடர்பின்றித் தனியாக நுண் கணிதம் (02101௨) கண்டவர். 
பல துறை அறிஞர். ஈரெண்முறையைப் (8மகரு 300 
போற்றி வளர்த்தவர். கணக்கீட்டுப் பொறியை (01௦0018110 
கர்ம்றல) 1672-ல் செய்தவர். (இரண்டாம் உலகப் போர் 
நிகழும் வரையில் ஹனோவரில் *லைபினிட்ஸ் மியூசியத்தில் 

அது வைக்கப்பட்டிருந்தது.)
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+ (eg + C1) Una Vo + oe 

+ (௦... + "e,) சட ர, + eee 

+ Wirt ys 

ஆயின், 7௦, - Me, = 171 பூ, 

அ-து, Cy + ™, = ™*I1 Cy, 

Me, +e = ™+1 eg, இன்ன பிற. 
எனவே, 

D™+1 (uy) = tay Vb Mtl cy Un Vy +t) Cg Une Vo + 

wee MAL C, Ue Vr “ர Wg ove (3) 

(2) ஐயும் (3) ஐயும் ஒப்பிடுவோம். இரண்டும் ஒரே 

அமைப்பில் இருப்பதோடு, முன்னதில் ஈ க்குப் பதிலாக (m+ 

ஐ இட்டால் பின்னது கிடைக்கிறது. எனவே, தேற்றம், 1 ண் m 

என்ற மதிப்புக்கு உண்மையாக இருப்பின், 8 - 18 +1 என்ற 

மதிப்புக்கும் உண்மையாகவே இருக்கும். 

இனி, 1 ௭ 1 என்ற மதிப்புக்குத் தேற்றம் உண்மை என்பது 

எளிதில் தெரிகிறது. 

D (uy) = u,v + Uv, 

எனவே, 1-2 என்ற மதிப்புக்கும், இதேபோல் n = 3, 4, 

we மூதலியஈன் எல்லா முழுவெண் மதிப்புக்களுக்கும் தேற்றம் 

உண்மையாகிறது. 

குறிப்பு: ஈ ஆம் வகைக்கெழு காணவேண்டிய இருகாரணிப் 
பெருக்கலில் ஒன்றின் வடிவம் 2 (௩மிகை முழுவெண், 1) 
எனில் அதை 9 எனக் கொள்ளவேண்டும். வகைக்கெழுவில் 

மொத்தம் (ம 1) உறுப்புக்களே இருக்கும். 

மாதிரி 13. 

(மு)௮ 37 008 2% என்பதன் 1ஆம் வகைக் கெழுவைக் 

காண், குறிப்பாகந-இன் ஆறாம் வகைக் கெழுவை, % - 0 என 

இருக்கும்பொழுது கண்டுபிடி. 

Uy, = 00522, 1௪ ந எனக் கொள். 

ஃ uy, = 2" cos (2 + oa 3 

V) = 2x, Vo = 2, vg = 0, Vy = ove 

Yn (%) = D” [ (cos 2x) * x2] = D* (wv) 
ன உண் ப 8-1 Vy -b a Vat ove -FUVn
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= 2" cos (ச + கா * x2 

  

nN 
| "2 ட 2x: 

4 

+n: 27-1 cos (xx +n— 

+ 2G ay * 2-2 cos (2x4 n—2 3): 2 

% Yn (x) = 2" | 008 (2 +2 2) 

+ nx 009 (2x 40-1 3) 

  

மாதிரி 14 

sin} x = 4/7) எனில் பின்வரும் விளைவுகளை நிறுவுக, 

டூ ம -ுடிஒ,-2௮0 
மு C1 — x?) Yung — (20 + 1) எ ற) ௭ 0, 

மாதிரி 10 ல் விளைவு (1) நிறுவப்பட்டுவிட்டது. 

(Ll — x?) yo — xy, —2=0. 

இதன் ஒவ்வோர் உறுப்பையும் லீபினிட்சின் தேற்றத்தைப்: 
பயன்படுத்தி ச முறை வகையிட, 

C= 2) yng + (= 28) a + “02.2. 

— [291 + nya J = 0. 

அ--து, (1 — X72) Ynsg — (20 + 1) X41) — a? y, = 0.
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மாதிரி 15 

810 ர், 3 ௮ 008 12 எனில் 

(1 — x?) Yntg — (20 + 1) XYnt1 + (mm? — 0?) yn = 0 
எனக் காட்டு. 3, (10)-ன் மதிப்பைக் காண். 

y == cos mt, t = sin! x. 

2-ஐ விலக்க, 

நு ௮ 008 (0810-12). 

__ __msin(m sin} x) , 
yy fil—x 

  

குறுக்கே பெருக்கி வகைப்படுத்த, 

(1 — x?) y,? = m? sin? (m sin7! x) 

A—s, (1 — x?) y,3 = m? (1 — y?). 
வகையிட, 

21-33) 1) - — Im? yyy. , 

29) ஆல் வகுக்க, 

(1 — x?) yo — x91 + my = 0. w (i) 

இதன் உறுப்புக்களை 1 முறை வகையிட, 

02 கஜல் “0.2 2 ந 
— [XYn+1 +2 Yn] + my, = 0 

BA— Bs (1 — X7) Ange — (20 + 1) ¥ns 
+ (m? —n?) yn =0 ow (ii) 

2-0 என இட, 

2௪௨ (0) - (௪8 m?) y, (0). 
71: 6, 4, 2 என வரிசையாக இட, 

Ya (0) = (6? — m?) y, (0) 

Ye (0) = (42 — m?) y, (0) 
Ys (0) = (23 — m3) y, (0) 

V2 (0) = m2 y (0) 
y (0) = cos (m sin“! 0) = + 1. 

நெடுகப் பெருக்கிப் பொதுக் காரணிகளை அடிக்க, 

Ye (0) = = (6? — m?) (4? — m?®) (2? — m2) m? w (iii)
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பயிற்சி 7-3 

% ஐக் குறித்த 1 ஆம் வகைக் கெழுவைக் காண் [1 -- 6]. 

x? @32 - 2. x2 cos x 

x8 sin’ x 4. x5 logx 

e® log x 6. x5 e* cos x 

(x? log 3x) என்பதன் பத்தாம் வகைக் கெழு என்ன ? 

22 ௪3” என்பதன் எட்டாம் வகைக் கெழு என்ன ? 

o
o
n
 

nA 
WD

 
=
 

க 
© 

©
 

© 
8 

6 

y (x) = x8 sin x strafed y, 9 (0) sreiren ? 

10. y = x8 e* craic 

Ya ந n(n—1) ye —n(n are 271 

+ (n—1)(n—2)y 

எனக் காட்டு. 

11, ந 211023 எனில் 

_ 11 1 Va = a (toe x +1+ 2 + 3 வைர ] 

nt 11 1 
Yn = க்ஷ (ககம 

எனக் காட்டு. 

13. ந ஜு1 102 எனில் 

291 ௪ (81) ஜா 
எனக் காட்டு. இதை (ஈ-- 1) முறை வகையிட்டு 

Vr = Ga எனக் காட்டு. 

14. ந 8-1 ந எனில் காட்டுக : 

Gi) (l—x2) yo — xy, =0 

(ii) (1 — 9) Yu+e — (22 + 1) ay,4) — ndy, = 0
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டர் 
15. y= க 5 எனில் காட்டுக : 

Gi) G—x*)yg ஜு மு 0 

Gi) Ch — X82) yn4o 1) டராம), -0 

in Aol 
16. y= ae எனில் காட்டுக : 

V1 + x? 

(1 — x2) Yn+2 + (2n + 3) 3) 27 + (2 + 1)2 Va = 0. 

17. y = (sinh! X)2 எனில் காட்டுக : 

(1 + 322) Yate + Qn + 1) XVney + n2y, = 0. 

18. y = (ற-1 ஐ எனில் 

CL + x2) yuge +2241) ne +2 + 1) yn =O. 

எனக் காட்டு. இதிலிருந்து, பின்வருமாறு காட்டு : 

(1-டஜூ9நடிட சேறு + n(n —1)yn-1 0. 

19. y =acos log x + 5 sin log x stafle 

x2 9) Cay 4.2m +1) 2 TY (xy + (nt + 1 XM = 
எனக் காட்டு. 

20. y= (x + f/x* — 1)” எனில் 

(x?—1) Yn+2 (x)+(2n+1) XYa+y (x) +(n?—m?) Yn (x)=0 

எனக் காட்டு. . In+2 (09-ன் மதிப்பை Vn (8) மூலம் எழுது. 

3. (09-ன் மதிப்பென்ன ? 

1 1 
21, நர. 72% எனில் 

(x? oom 1) Yun+2 + (Qn + 1) 2931 + (n2 — m?) Yn ன் 0 

எனக் காட்டு. ் 

22. y = 81 5100-12) எனில் 

(1 + x?) Yate + (2n + 1) Water + (n? ன கு m?) Vn = 0 

எனக் காட்டு.
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23. y = (x2 — 1)" crafled 

(x? — 1) Ynte + 2xYna) — a(n + 1)y, = 0 
எனக் காட்டு. 

விடைகள் 7-3 

1. சோ (319 பரம ஜட யக ௬௩௨ 1) } 

2. x? cos (௫ ர) anx cos (x + "5 பகம் ஈ) 

43-19) 008 (5 +4 oS ௩) 

3. x3 [4 sin («+ %")- = sin (௧42) | 

+ 3nx? E ஸ் (5 x+ a ஈ) 

ono sin ( 7) | 
4 

+an(n—tya[ sin (e+ "5 8-2 ் 

_ ட sin (x4! வ =n) |. 

4, x8-" [(— 19") (n — 1) 1 4+ 3n (— 1)? (n — 2)! 

+ 3n(n— 1) (—1)""§ (n — 3)! 

+ n(n—1)(n—2)(—1)"* (2 —4)1] 

5, ௪ இ +"C,° i "Co ழ் + "Cs me 

     

டை Cy 1 

  

3 பட டுய் ப ன் | 

16
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8. 

பொறியியற் கணக்கு 

ni 

e* [ a: 2? (2-2) 

n—l 

+ Inx-2 2 cas (க ரக)   

4 

n—2 

4+n(n—1)2 2 cos («+ கடட ௫) ] 

—712 
xs 

256 e2* (x2 + 8x + 14) 

— 720. 

  

 



8. வகைக் கெழுவின் பொருளும் பயனும் 
(Meaning Of The Derivative And Its Applications) 

8:1 வகைக் கெழுவின் பொருளை இரு வகைகளில் புரிந்து 
கொள்ளலாம். 

8:1. 1. சமதள வளைகோட்டின் சாய்வு விகிதமாக வகைக் 
கெழு (1021780146 88 81006 07 & plane curve). 

  

  

  
படம் 6. 

y=f(x) terug ன் தொடர்ச்சியான ஒரு சார்பாக 

இருக்கட்டும். இதன் வளைகோடு, % 9 என்ற ஒரே தளத்தில் 

அமையும். P(x, y), ச கி 52) என்பவை 
அவ்வரையில் நெருங்கிய இரு புள்ளிகள் எனவும், 278, 217: 

ஆகியவை 3-அச்சின்மீது 2, 22! ஆகியவற்றிலிருந்து வரையப் 

பட்ட செங்குத்துக் கோடுகள் எனவும், 217 என்பது 2]18*ன்-
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மீது 2-யிலிருந்து வரையப்பட்ட குத்துக் கோடு எனவும் 
கொள்வோம். 

2 என்ற புள்ளியில் வளைகோட்டுக்கு வரையப்பட்ட தொடு, 

கோடு (1௨2211) 28 எனவும், உழி 9, RPN = ு. எனவும் 
இருக்கட்டும். 

Ax - 0 எனில், 7' என்ற புள்ளி வளைகோட்டின்மீதே. 
நகர்ந்து 2-யுடன் ஒன்றுகிறது ; 221 என்ற நாண் (௦௦) 275 
என்ற தொடுகோட்டுடன் ஒன்றுகிறது ; ர என்ற கோணம், 
19 ஆக மாறுகிறது. எனவே, 4௧௩9 -- 148 ம். 

இவற்றில், (2௨ 3 என்பது 2£ என்ற தொடுகோட்டின் 
சாய்வு விகிதம். இதுவே 2 என்ற புள்ளியில் வளைகோட்டின் 
சாய்வு விகிதமும் ஆகும். 1818 என்பது, 22: என்ற 

PIN _ Ay ் 
முக்கோணத்தில் PN Ax எனவே, 

மி என்ற புள்ளியில் வளை கோட்டின் சாய்வு விகிதம் 

tan ர - எல்லை 180 9 -- எல்லை 18௩ ச 

9-ம் Ax +0 

எல்லை கூற 
=Ax>0 Ax 

dy 
dx |,   

எனவே, 42 என்ற புள்ளியில் $-ன் வகைக் கெழு, 
அப்புள்ளியில் ந -7(2) என்ற வளைகோட்டின்... சாய்வூ 
விகிதத்தைத் தருகிறது. 

8:1,2. வீத அளவையாக வகைக் Gad (Derivative as a 
Rate-measurer) 

y= f(x) என்பது 2-ல் ஒரு தொடர்புடைய சார்பாகவும், 
&5 என்பது 3-ல் ஏதேனுமொரு சிறு கூடுதலாகவும், கற என்பது 
அதற்கேற்ப )-ல் நேர்ந்த கூடுதலாகவும் இருக்கட்டும், கர 
மிகையாகவும், குறையாகவும் இருக்கலாம்.
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22 என்பதை, இந்த மாறுதலின்போது, %-ஐப் பொருத்து 

9-ல் நேர்ந்த சராசரி மாறுதலாகக் கொள்ளலாம். Ax 

பூச்சியத்தை நெருங்குகையில் இந்த விகிதம் ஒரு எல்லையை 
அடையுமானால் அதுவே, 3-ன் குறிப்பிட்ட மதிப்பில், %-ஐக் 
குறித்த ந-ன் uorpy als sores (rate of change of y with 
respect to x) Be. 

8:₹2 வகைக் கெழுவின் பயன்கள் 

8:2.1. கூடும் சார்பும் குறையும் சார்பும் (10௦76881௩2 ஊர் 
Decreasing Functions). 

y=f(*) என்பது 2-ன் ஒரு சார்பு எனில், (2). 

20-00 

அதாவது, 7(3) என்பது, % - 3 என்ற புள்ளியில் இச் சார்பு 
குறிக்கும் வளைகோட்டின் சாய்வு விகிதத்தைத் தருகிறது 
எனவும், அப்புள்ளியில் 9-ஐப் பொருத்து ந அதிகரிக்கும் 

வீதத்தைத் தருகிறது எனவும் அறிந்தோம். 

இனி, 7090-0 எனில், 2-3 என்ற புள்ளியில், 

அவ்வளைவரையின் தொடுகோடு, % மிகும் திசையில், மேல் 
நோக்கிப் போகிறது என்றும், * வளர ந-யும் வளர்கிறது என்றும் 

தெரிகிறது. இதேபோல், 70) 40 எனில் அத் தொடுகோடு 
கீழ்நோக்கிச் செல்கிறது என்றும், அப்புள்ளியில் $ வளர, 

9 தேய்கிறது என்றும் தெரிகிறது. 

எனவே, 7(2) *0 எனில், %- 3, என்ற புள்ளியில், 
700) ஒரு கூடும் சார்பு எனவும், 70) 0 எனில் அப்புள்ளியில் 

70) ஒரு குறையும் சார்பு எனவும் தெரிகிறது. 

ரி ௨) 0 எனில், % - 3 என்ற புள்ளியில் ரீ (ஐ) கூடவும் 
இல்லை, குறையவும் இல்லை. அப்புள்ளி அச்சார்புக்கு ஒரு கண 

நிலைப்புள்ளி (5481400௧19 ற0101) எனப்படும். 

மாதிரி 1 

f(x) = x8 + 3x? —-9x45 என்ற சார்பு, ன் எந்த 

மதிப்புக்களுக்கு ஒரு கூடும் சார்பு, எந்த மதிப்புக்களுக்கு ஒரு 

குறையும் சார்பு எனக் காண்.
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f (x) = x8 + 3x? — 9x +5 

«  f' (x) = 3x? 4+ 6x —9 

= 3(x—1)(x + 3). 

x=1, —3 srofled f' (x) = 0. 

இவ்விரு மதிப்புக்களுக்கு இடைப்பட்ட மதிப்பாகிய% = 

என்பதை இட, 

fi (0) = 3(— 1) (3) > 0. 

f(x) ஒரு தொடர்புடையச் சார்பு ஆனதால், %- 1, --3 

என்ற இரண்டுக்கும்: இடைப்பட்ட வேறு எந்த 5 மதிப்புக்கும் 

ரீலே.௮0, அதாவது, 7 (29 ஒரு குறையும் சார்பு. 

மற்ற % மதிப்புக்களுக்கு 7 (2) ஒரு கூடும் சார்பு. 

அ--து, --3 :% 4 1 எனில்்ரீ (2) ஒரு குறையும் சார்பு; 
9 4322 1 எனில் ரீ (0) ஒரு கூடும் சார்பு. 

மாதிரி 2 

tan-} x என்பது தன் தலையாய மதிப்பை (Principal value} 

மட்டும் பெறுவதானால், % ? 0 எனில் 

x>tanix>,-/ ல் 
x 

எனக் காட்டு. 

(0 3-1 * என வை. 

dy 1 x? 
கம ர டல? 

எனவே, 9 ஒரு கூடும் சார்பு, 

மேலும், -ன் “அனுமதிக்கப்பட்ட குறைந்த மதிப்பில், 

அஃது, 2-0 எனில்,நூ- 0--4ஊ10-0. 

எனவே, 2 0 எனில் 15 0. 

அஃது ஐ ந்தா த50 2 ந tan! x. 

ii) z= tani x— cou என வை. 

ட பயை 2 
ஜ் முட்டை “மூட்டை? வி

ள
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எனவே, ச ஒரு கூடும் சார்பு. 

மேலும், 2 - 0 எனில், 2 0, 

௨0 எனில் 22 0. 

ன “1 x —* _ ட -1 ge அஃது ர்ஹு1 3 iz? « tan ef TER . 

x > tan-i x > us ; 

பயிற்சி 8-1 

எந்த இடைவெளியில் % இருந்தால் பின்வரும் கோவைகள் 

(0 கூடுகின்றன, (11) குறைகின்றன எனக் காண் [1 4 4]. 

1, 2x3 + 3x2 — 36x — 12 

2. x3 — 6x? — 36x +3 

3. 84x + 15x? — 2x3 

4. 3xt + 8x8 — 6x® — 24x + 1. 

5, சயின் எந்த மதிப்புக்கு 3 -- 2 -- 48 -- 1 என்பது 

உன் ஒரு கூடும் சார்பாக இருக்கும் ? 

5-0 எனில், தொடர் விரிப்புக்களைப் பயன்படுத்தாமல், 
பின் வருமாறு காட்டு [6 — 14]. 

2 

6. e>riltx+” 7. (*—ljpe7+1>0 

8. log (1 49 

9. log(x + V1 -i- x7) > tan“! x 

x 
10. x > log(l + x)-> (4% 

x2 

1, ந] 5 £ 6082 41 

x? . 
12 3-4 % <sin<x
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13. log (1-3)ன் மதிப்பு, (கே ee ) க்கும் 

(= வ 5 + க் ) க்கும் இடைப்பட்டது. 

x? ச 
14. 15(1--ஜூன் மதிப்பு, (கே >) க்கும் 

x? த் டர 
(ே —204+x) ) க்கும் இடைப்பட்டது. 

0.22 4 a எனில் பின்வருமாறு காட்டுக. [15-- 18]. 

15, tanx > x 16, sec?x > 1+ x? 
: . 

17. tanx>x+% 18. 2x + xcosx > 3 8102 

19, Lex 2 ன ; ‘ 
‘ T+ x— 2x2 பது, % வளர எப்பொழுதும் குறை 

கிறது: எனக் காட்டு 

நவ்ற 1 0. ட கடர என்ற கோவை, % வளர, |] 4 1 

எனில் குறைகிறது எனவும், % * 1, 3 1 எனில் கூடுகிறது 

எனவும் காட்டு, 

asin x +-b cos x 
acosx—b sin x 

சேர்ந்து வளர்கிறது எனக் காட்டு. 

  21. என்பது எப்பொழுதும் : உடன் 

22. பூச்சியத்திலிருத்து % மிக பின்வருவன நெடுகக் குறை 

கின்றன என்று காட்டு. 

ண 1 3 x 
ட 1010-2, ம முலாம் 

உன் எல்லா மதிப்புக்கும் x உடன் சேர்ந்து x — sin x 

என்பதும் வளரும் எனக் காட்டு. 8%-- 818% என்பது ஈயின் 

எந்த மதிப்புக்கு, 3 வளர, நெடுக வளரும், தேயும் எனக் 

காண். 

ர 
24. O< x < 2 எனில், % வளர, x sin x -+ 0052 4 த 

௦058 2 என்ற கோவை தேய்கிறது எனக் காட்டு.
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25. (% 2) என்ற இடைவெளியில் % இருக்கும்பொழுது 

; sin x tan x — log secx என்பது மிகையாகவும், ஐன் கூடும் 

சார்பாகவும் இருக்கிறது எனக் காட்டு. 

26. % 2 ச எனில், 5 * என்பது $ன் ஒரு குறையும் சார்பு 

எனக் காட்டு. இதன் மீப்பெரு (பறட மதிப்பென்ன ? 

27. உன் மதிப்பு 0 விலிருந்து ௩க்கு வளரும்போது, 

= ன் மதிப்பு 1 லிருந்து 0 வுக்குக் குறைகிறது எனக் காட்டு. 
7 

விடைகள் 8-1 

1, ௮2௮ 4 3 எனில் குறையும்; 35 3,242 

எனில் கூடும். ் 

2 —2 <x < 6 எனில் குறையும்; %?; 6, 442, 

எனில் கூடும். 

3, 47442 எனில் கூடும்; 3522௮7 எனில் 

குறையும். 

4. 2-2 41, ந எனில் குறையும்; % 4-3 
1 4.4 1 எனில் கூடும், 

5. 1248 412 

23. வளர, 8- 1; தேய, 1, 

8.2.2 காலத்தைக் குறித்த மாற்றுவீத அளவை (1846 ௦8 018026 
with respect to time). 

9௮ ரீ) என்ற சார்பில், 2, 3 இரண்டும் காலம் யின் 

சார்புகளாக இருக்கட்டும். இவற்றின் காலத்தைக் குறித்த 

dy d ட 
மாற்று வீதங்கள் a மேலும் 

8 2 
a IT Oa:



250 பொறியியற் கணக்கு 

மாதிரி 3, 

ஓர் வட்டத்தகட்டின் ஆரம் நொடிக்கு 0:02 செ.மீ. வீதம் 
கூடுகிறது. (19) ஆரம் 4 செ.மீ. ஆக இருக்கையில் அதன் பரப்பு 

அதிகரிக்கும் வீதத்தையும், (ii) பரப்பு நொடிக்கு 0:1 ௩ ௪.செ.மீ 

ஆகக் கூடும்பொழுது ஆரம் கூடும் வீதத்தையும் காண்க. 

நேரம் / நொடி எனில் பரப்பு .॥ ௪.,செ.மீ., ஆரம் 7 செ.மீ, 

எனக் கொள். 

A= fr?2, 

் ஐக் குறித்து வகையிட, 

dA on a 

a a: 

a ௬ 0102 எனத் தரப்பட்டுள்ளது. எனவே 
௫. 

dA 
; a 0°04 xr. . 

டூ 1-௪ ச செ.மீ, எனில் பரப்பு மாறும் வீதம் 

44 ம் . 
ir) = 0°04 ny 

r= r= 

ு 0₹16௩ ௪.செ.மீ/நொடி. 

au, dA 
ii) ar = 0.1 ௬ ௪.செ.மீ[நொடி எனில், 

0:14 004௩7 

. ரல] 25 செமீபுக செ.மீ: ௫. 004௩ பு e ௫ 

மாதிரி 4. 

எப்பொழுதும் கோளவடிவத்தில் இருக்கும் ஒரு பலூனில் 
நொடிக்கு 10௧.செ.மீ. காற்று அடைக்கப்படுகிறது. பந்தின் 
ஆரம் 15 செ.மீ. ஆக இருக்கையில், அதன் ஆரமும் பரப்பும் 
மிகும் வீதங்களைக் காண். 

நேரம் ர நொடியாக இருக்கையில் கோளப் ae? ஆரம் 
7 செ.மீ. எனில், அதன் கன அளவு 

4 
ர் q wre.
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dv dr 
Se di = 4nr?2 — dt 

av 
ர 10 எனத் தரப்பட்டிருக்கிறது. எனவே, 

dr __ 10 1 
dt டி ரா x 152 > 90௩ 

ஆரம் நொடிக்கு 90% செ.மீ. என்ற வேகத்தில் மிகு, 
கிறது. நேரம் / ஆக இருக்கையில் அதன் பரப்பு 

A = 4nr2 

. daa dr 
oo at 3 8௯௩: — di: 

dr 1 

i) “ஐ என்பதால், 

dA 1 4 
(2) 7 = 815: don = 3 .செ.மீ/நொடி. 

r — 

மாதிரி 5. 

ஒரு வடிதான் 6 செமீ, உயரமும் 5 செ.மீ. ஆரமும் உள்ள 
ஒரு கூம்பாக மடிக்கப்பட்டுப் பயன்படுத்தப்படுகிறது. அதில் 
ஊற்றப்பட்ட திரவம் நிமிடத்திற்கு 135௧௪௪. மீ. வீதம் வடி 
கிறது. திரவ மட்டத்தின் உயரம் 3 செ.மீ. ஆக இருக்கையில் 
அம்மட்டம் தாழும் வீதத்தைக் காண். 

  

  

படம் 7
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நேரம் / ஆக இருக்கையில் திரவமட்ட உயரம் ஆகவும், 

-ஆரம் 7 ஆகவும் இருக்கட்டும். அப்பொழுது திரவத்தின் கன 

அளவு 7* எனில், 

1 டகர V 3 Rrzh 

படத்திலிருந்து $- 2. ஜ் rah 

1 5h\2 25௩ 

av _ 25௯ Ae dh 

at 36 

dav ‘ ல 
பற் சங்கே 1:25 க.செ.மீ/நிமிடம்;  - 3 செ.மீ. ஆக இருக்க, 

dh 36 1 1 
ள்) = — 1.25: see X 93 = oR 

h=7 

எனவே, திரவமட்டம் நிமிடத்திற்கு a செ.மீ. என்ற 

வீதத்தில் தாழ்கிறது. 

மாரிரி 6. 

ஒரு மீட்டர் ஆரமுள்ள ஓர் அரைக்கோள வடிவமுள்ள 

தொட்டியில் நிமிடத்திற்கு ஒரு கன மீட்டர் நீர் நிறைகிறது. 

நீர் 40 செ.மீ. ஆழத்திற்கு இருக்கையில், நீரின் ஆழம். மிகும் 
(வீதம் என்ன ? 

    
     

  

॥ | 4 

  
படம் 8&8.
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ஆழம் /, அடிவட்ட ஆரம் £ உடைய கோளப்பகுதியின் 
கொள்ளளவு 

V ௪ கர் (32 4:19) ) ஆயின், r2 = ah — h2, 

2 V= 3% Gah? — hi), 

, wv i dh |. 

தரப்பட்டது £ a = 1 க.மீ./நிமி, 

- 04 மீூ,ர- 1மீ, 

1 4— 427+ 4 1 = 3% [6 x 04 3x 042] ° ர 

dh 3 1 1 
* ௯ 105 நு மிரதிமி. 
எனவே, ஆழம் நிமிடத்திற்கு ண் மீ. வீதம் உயருகிறது. 

மாதிரி 7. 

கரையில் நிற்கும் ஒருவன் நீர்ப்பரப்பிலுள்ள ஒரு படகை 
நொடிக்கு 2 மீட்டர் வீதம் இழுக்கிறான். இழுத்தவாறே. 

செங்குத்தான பாறையில் நொடிக்கு 05 மீட்டர் வீதம் ஏறுகிறான். 
படகு கரையிலிருந்து 16 மீட்டர் தொலைவிலிருக்கும்பொழுது, 
கயிற்றின் நீளம் 20 மீட்டர், அப்பொழுது படகு கரையை 
நெருங்கும் வேகம் என்ன? 

நேரம் / ஆக இருக்கையில் கயிற்றின் நீளம் 42 -- £, படகு, 
கரையிலிருந்து இருக்கும் தூரம் 40 - 5 08 -ர என வை. 

B
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முக்கோணம் .4.86 யிலிருந்து 

r2 = x2 + y? ; 

r = 20u8., x=16 U8. crevfle y= y202—162 = 12 18. 

. dr. dx dy 
ஸ் THO tat dt’ 

கயிற்றின் நீளம் நொடிக்கு 2 மீ. வீதம் குறைகிறது. 

எனவே, . = =m 2, 

ay 4.05, r= 20, x= 16, y = 12. dt ae 

dr _ dy 
: dx 22] —20x2—12x0°5 

ஃ& அப்பொழுது, “4 eo அவன்ட பக 

௮ யம 23 மீ. நொடி. 

இது குறையெண்ணாய் வருவதால், படகுக்கும் கரைக்கும் 

உன்ன இடைவெளி இந்த வீதத்தில் குறைகிறது எனத் 

இதரிகிறது. 

பயிற்சி 8-2 

1. ஒரு வட்டத்தின் விட்டம் நொடிக்கு 8 செமி. வீதம் 

கூடுகிறது. விட்டம் 30 செ.மீ. ஆக இருக்கையில் பரப்பு கூடும் 

விதம் என்ன ?: . 

2. அசைவற்ற நீர்ப்பரப்பில் ஒரு கல் விழு, அது விழுந்த 
இடத்தை மையமாகக் கொண்டு (வட்ட அலைகள் கிளம்பிச் 

சுற்றிலும் பரவுகின்றன. ஒரு வட்ட அலையின் ஆரம் 53 செ.மீ. 

ஆரம் கூடும் வீதம் நொடிக்கு 5 செ.மீ. அவ்வலையின் பரப்பு அப் 

பொழுது கூடும் வீதம் என்ன 2 

3. 10 ௪.கெணீ. பரப்பயுன்ள ஒரு வட்டப் பலகை ஒரு 
சுவரிலிருந்து 30 செமி. தொலைவில் சுவருக்கு இணையாக நிறுத்தப் 
பட்டுள்ளது. ஒரு மெழுகுவர்த்தி நொடிக்கு 60 Oral. Gass 
தில் அதை விட்டு விலகி, அதன் மையத்தின் வழியே அதற்குச் 
செங்குத்தாகச் செல்லும் நேர்க்கோட்டுப் பாதையில் கொண்டு
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செல்லப்படுகிறது. சுவரிலிருந்து மெழுகுவர்த்தி 240 செ.மீ 

தொலைவிலிருக்கையில், சுவரில் பலகையின் நிழலின் பரப்பு 
குறையும் வீதம் என்ன ? 

4. கோளவடிவ சோப்பு நீர்க் குமிழ் ஒன்று நொடிக்கு 

0.1 ௧க.செ.மீ வீதம் வளருகிறது. அதன் ஆரம் 1.2 செ.மீ ஆக 
இருக்கையில் ஆரம் எவ்வீதத்தில் கூடும் ? 

5. கோளவடிவ பலூன் ஒன்றிலிருந்து நொடிக்கு 

2 ௧,செ.மீ. காற்று வெளியேறுகிறது. ஆரம் 3செ.மீ. ஆக 

இருக்கையில் பரப்பு குறையும் வீதம் என்ன ? 

6. கூம்பு வடிவப் புனலின் அடியிலிருந்து நொடிக்கு 

2கஃசெ.மீ. தண்ணீர் வடிகிறது. அதன் அச்சு செங்குத்தாக 

இருக்குமாறு நிறுத்தப்பட்டிருக்கிறது. கூம்பின் கோணம் 60° 

கூம்பின் அடியிலிருந்து நீர்மட்டத்தின் சாயுயரம் 5 செ.மீ ஆக 

இருக்கையில் சாயுயரம் குறையும் வீதத்தையும் நீர்ப்பரப்பு 
சுருங்கும் வீதத்தையும் காண். 

7. ஒரு குழாயிலிருந்து நிமிடத்திற்கு 10 க.செ.மீ வீதம் 

கொட்டும். மணல் தரையில் கூம்புவடிவத்தில் குவிகிறது. 

குவியலின் அடி வட்ட ஆரம் எப்பொழுதும் உயரத்தில் பாதியாக 

இருக்கிறது. குவியலின் உயரம் 5மீ. ஆக இருக்கையில் குவியல் 
உயர்ந்து வரும் வீதம் என்ன? 

8. கூம்பு வடிவப் புனல் ஒன்றின் மேல் விட்டம் 14 செ.மீ. 

ஆழம் 12 செ.மீ. அதில் நொடிக்கு 30 க.செ.மீ வீதத்தில் திரவம் 

ஊற்றப்படுகிறது. நொடிக்கு 10 கஃசெ.மீ வீதம் வெளியேற்றப் 

படுகிறது. 6 செ.மீ ஆழத்திற்குத் திரவம் இருக்கும்பொழுது, 
திரவமட்டம் உயரும் வீதம் என்ன ? 

9. ஒரு வட்டக் கூம்பின் ஆரம் நிமிடத்திற்கு 5 செ.மீ, வீதம் 
கூடுவதாயும், உயரம் 2 செ.மீ. வீதம் குறைவதாயும் இருந்தால், 

அதன் ஆரம் 15 செ.மீ. ஆகவும். உயரம் 24செ.மீ ஆகவும் 

இருக்கையில் அதன் கன அளவு எந்த வீதத்தில் மாறும் எனக் 

காண்க. 

10. 1,8 மீ உயரமுள்ள ஒருவன் மணிக்கு 5 கி.மீ. வேகத்தில் 

ஒரு விளக்குத் தூணின் அடியை விட்டு நேர்க்கோட்டில் 
நடக்கிறான். தரையிலிருந்து 3மீ. உயரத்தில் விளக்கு இருந்தால் 

அவனது நிழலின் முனை எந்த வீதத்தில் நகருகிறது எனக் காண்,
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11 5 மீட்டர் நீளமுள்ள ஓர் ஏணி ஒரு முனை தரையிலும் 

மறுமுனை சுவரிலும் படியச் சாத்தப்பட்டிருக்கிறது. கீழ்முன 

தரையில் நழுவுகிறது. கீழ்முனை சுவரிலிருந்து 4மீ. தொலைவில் 
இருக்கும்போது, அம்முனையின் வேகத்தைப் போல் $ மடங்கு 

வேகத்துடன் மேல்முனை நழுவுகிறது எனக் காட்டு. 

12. 20 செ.மீ. நீளமுள்ள ஓர் இரும்புச்சட்டம் தன் ஒவ்வொரு 
முனையிலும் ஒரு கழுத்துப்பட்டைஐக் (collar) கொண்டது, 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான இரு மழமழப்பான நிலைத்த 

நேர்க்கம்பிகளைத் தழுவியே இப்பட்டைகள் இருக்கும். ஒரு. 
முனை மற்ற கம்பியிலிருந்து 12 செ.மீ. தொலைவிலிருக்கையில் 
அம்முனையின் வேகம் நொடிக்கு ச் செ.மீ. எனில் மற்ற முனையின் 
வேகம் என்ன ? 

  

படம், 10, 

13. 15 மீட்டர் நீளமுள்ள ஒரு சட்டத்தின் ஒரு முனை தரையில் 
கீல்மூட்டால் பொருத்தப்பட்டிருக்கிறது. 1 மீட்டர் ஆரமுள்ள வழ 
வழப்பான உருளை ஒன்றின்மீது அதன் நீளம் படிந்திருக்கிற து. 
அந்தக் கீலை நோக்கி நொடிக்கு 2 மீட்டர் வீதம் உருளை உருளு 
கிறது. உருளை தரையில் தொடும் புள்ளி, கீலிலிருந்து 8 மீட்டர் 
தொலைவில் இருக்கையில், (1) சட்டம் தரையில் உண்டாக்கும்
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கோணம் கூடும் வீதத்தையும், (14) சட்டத்தின் வெற்று முனை 
தரையிலிருந்து எழும் வீதத்தையும் காண், 

  

  

படம் 11 

14. நிமிர்த்தி வைக்கப்பட்ட உருளை வடிவத்திலிருக்கும் ஓர் 
எண்ணெய்ப் பீப்பாயிலிருந்து நிமிடத்திற்கு 500 க௧,செ.மீ, 

எண்ணெய், நிமிர்த்திய உருளை வடிவத்திலிருக்கும் ஒரு சிறிய 

பாத்திரத்தில் பிடிக்கப்படுகிறது, பீப்பாயின் ஆரம் 40 செ.மீ, 
பாத்திரத்தின் ஆரம் 5 செ.மீ. எனில், எண்ணெய் மட்டம் 

பீப்பாயில் இறங்கும் வீதத்தையும், பாத்திரத்தில் உயரும் வீதத் 
தையும் காண். 

15. ஒரு வெப்ப விரிவுச் சோதனையில், ஒரு சமபக்க முக் 
கோணத்தின் ஒவ்வொரு பக்கமும் வெப்பத்தால் நிமிடத்திற்கு 

02 செ.மீ. வீதம் விரிவடைகிறது. ஓவ்வொரு பக்கமும் 10 செ.மீ, 
ஆக இருக்கையில் அதன் பரப்பு கூடும் வீதம் என்ன ? 

16. அரைக் கோள வடிவமுள்ள ஒரு நீர்த் தொட்டியின் 

ஆரம் 3 மீட்டர். அதிலிருந்து நிமிடத்திற்கு 2 கன மீட்டர் நீர் 

குழாய் வழியே “வெளியேறினால், அதில் முழுவதும் நீர் நிறைந் 

திருக்கையில், எந்த வீதத்தில் நீர்மட்ட உயரம் குறையத் 

துவங்கும் 2? 

17, ஒரு கோள வடிவக் கோப்பையின் ஆரம் 5௦. மீ, 
அதில் திரவம் நொடிக்கு 1 க,செ.மீ. வீதம் ஊற்றப்படுகிறது, 
திரவம் 3 செ.மீ. உயரத்தில் இருக்கும்பொழுது திரவ மட்டம் 

- உயரும் வீதம் என்ன ? 

18. ர என்ற ஒரு கோணம் மாருத வீதத்தில் கூடுகிறது, 

அது 60” ஆக இருக்கையில் 810 9 கூடும் வீதத்தைப் போல் 8 

மடங்கு வீதத்தில் 181 ர கூடும் எனக்காட்டு. 

17 ௪
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19. ஒரு கோளத்தின் மையத்திலிருந்து நொடிக்கு 3 மீட்டர் 

வேகத்தில் ஒரு விளக்கு நகருகிறது. கோளத்தின் ஆரம் 5மீட்டர். 

அதன் மையத்திலிருந்து விளக்கு 15 மீட்டர் தொலைவில் இருக் 
கையில் விளக்கால் ஒளியூட்டப்படும் கோளத்தின் பரப்பு எந்த 

வீதத்தில் கூடுகிறது என்று காண், 

20. 3321 5 என்ற வளைகோட்டின் சாய்வு விகிதம் 
(1, 8) என்ற புள்ளியில் % கூடும் எரக்தையியால் 6 மடங்கு. 

வீதத்தில் கூடுகிறது எனக் காட்டு. 

21. ஒரு வளரும் கனசதுரவடிவப் படிகத்தின் பக்கம் 4 மி.மீ. 

ஆக இருக்கையில் அதன் பரப்பு; கூடும் வீதம் நாள் ஒன்றுக்கு. 
05 க.மி.மீ. அதே சமயத்தில் அதன் கன அளவு கூடும் வீதம் 

என்ன ? 

22. காற்றாடி ஒன்று 4 மீட்டர். உயரத்தில் பறக்கையில் 
கயிற்றின் நீளம் % மீட்டர்- அப்பொழுது காற்றாடி நொடிக்கு 1 
மீட்டர் வீதத்தில் கிடையாகப் பறந்தால், கயிறு விடப்பட 

வேண்டிய வீதம் என்ன 2. ; 

விடைகள் 8—2 

நொடிக்கு 120 ௩ ச.செ.மீ. 

2. நொடிக்கு" 500 ௩ ச.செ.மீ. 

3. நொடிக்கு ப ௪.செ.மீ. 

  4. நொடிக்கு 5 ல் ப செ. மீ. 

5. நொடிக்கு 3 5 ௪.செ.மீ. 

:16 8 
6 @ ட செ.மீ. —- ¢.Qe.18. நாடிக்கு 2." Van 54. 

. 8 
7. நிமிடத்திற்கு ப uf, 

8. நொடிக்கு ion செ.மீ. 

9. நிமிடத்திற்கு 1050௩ க-செ.மீ..
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10. மணிக்கு = கி.மீ, 

12. நொடிக்கு 3 செ.மீ. ன் 

4 ன் 156 2. a+ 
13. நொடிக்கு 6 ஆரையன்கள் ; 845 மீட்டர்கள். 

14. நிமிடத்திற்கு செ.மீ; = செ.மீ. 

15. நிமிடத்திற்கு 4/3 ச.செ.மீ. 

௧ 2 2 ep 

16. நிமிடத்திற்கு aq ous. 

3B 
3௩ க,செ.மீ. 17. நொடிக்கு 6 

19. நொடிக்கு Wn ச.மீ, 

21. நாளொன்றுக்கு 3 க,மி.மீ. 

22. நொடிக்கு Vx? — he மீ. 
x 

8-2. 3. திசைவேகமும் திசைவேக வளர்ச்சி வீதமும் 
(Velocity and Acceleration). 

dx 

குறித்த $-ன் மாற்று வீத அளவை எனக் கண்டோம். 

_3. = ச பனி 

படம் 12 

3 என்பது 2-ன் ஒரு.தொடர் சார்பானால், a என்பது X-gQS 

  

இனி, 4 என்ற ஒரு நிலைத்த புள்ளியிலிருந்து நேர்க் 
கோட்டில் கிளம்பிய ஒரு துகள் (றகா11016) நேரம் ॥ ஆக 

இருக்கையில் ச என்ற இடப்பெயர்ச்சியை அடைந்திருக்கட்டும். 

மேலும் 5, /-யின் தொடர் சார்பாக இருக்கட்டும். அப்பொழுது 

ச என்பது, நேரத்தைக் குறித்த -ன் மாற்று வீத அளவையைத் 
தருகிறது.
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நேரத்தைக் குறித்த இடப்பெயர்ச்சியின் மாற்று ue 

.அளவையைத் திசைவேகம் ? என்போம். எனவே, 

_ ds - 
தனை 3 (1) 

இனி, 1-யின் தொடர்புள்ள சார்பாக, 9 இருப்பின், 

ஆ என்பது, நேரத்தைப் பொருத்த திசைவேகத்தின் மாற்று வீத 

அளவை, இதைத் திசைவேக வளர்ச்சி வீதம் அல்லது திசை 

—— ல் - எனவே, 

f=% 2 W 

இவற்றிலிருந்து, 
ர்வு 00 

என வருவது கண்கூடு, மேலும், a ள். = ஸ் 

எழுதலாம் என்பதால், - - 

fae we (2) Ci). 

8. 2.4 சுழல் வேகமும் ௬ுழல்வேக வளர்ச்சி வீதழும் (Angular 
Velocity and Angular Acceleration) 

  

  

படம் 13. 

ட 0 என்ற நிலைத்த புள்ளியில் செல்லும் ஒரு நேர்கோடு, 
் என்ற "நேரத்தில், 0% என்ற நிலைத்த நேர்க்கோட்டோடு 
உண்டாக்கும் கேரணம் ச ஆரையன்களாக இருக்கட்டும்.
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நேரம் ஆக இருக்கையில், அதன் சுழல் வேகம் ஐ வும், 
சுழல்வேக வளர்ச்சி வீதம் அல்லது சுழல் முடுக்கம் Lf வும் பின் 
வருமாறு தரப்படுகின்றன ₹ 

de 
w= “ao (3) 

a= *£ WM @ 
430 

t= Ge «= 4 dd) 

ஏழ x ww. (4) Gi) 

நேர்க்கோட்டில்: நகரும் ஒரு துகள் / நொடிகளில் கடக்கும் 2 
மீட்டர் தூரம் -- 239/2. 127 +. 6 என்ற சமன்பாட்டால் 
தரப்படுகிறது. (1) எப்பொழுது திசை வேக வளர்ச்சி வீதம்:பூச்சிய 
மாகிறது என்றும் அப்பொழுது துகளின்' திசை வேகம் என்ன 
என்றும் காண். (11) திசை வேகம் மறையும்பொழுது திசை வேக 
வளர்ச்சி வீதம் என்ன? 

£ நொடிகளில் துகளின் வேகம் 9 (2) எனவும், திசைவேக 
வளர்ச்சி வீதம் ரீ (1) எனவும் இருக்கட்டும்” கடக்கும் தூரம் 

8 (t) = 28 — 9f2 + 12-16. 

y(t) = 2. 6t2 — 18¢ + 12 

= 6(t—1)(t—2) 

f(t) == 121 — 18 = 6 C2 —3) 

(0 திசை வேக வளர்ச்சி வீதம் பூச்சியம் எனில், 

a(@t)=0; 2t—3=0,: 1 5 நொடிகள் 

அப்பொழுது திசை வேகம் 

3 3\2 3 ன ர. ¢ 2) -6(2) _ 18 (2) -12-- 7 மீ/தொடி. 

(ii) திசைவேகம் மறைந்தால், (1) - 0 

« 6(t—1)(t—2)=0
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ஃ 7-௩ 1 நொடி அல்லது, ர - 2 நொடி. 

அப்பொழுது வேக வளர்ச்சி வீதங்கள் 

701)--12-1% 18... 6மீ./நெ டி2; 

fQ2Q)=124+2x 18= மீ,/ நொடி, 

மாதிரி 5. 

நேர்க்கோட்டில் நகரும் ஒரு புள்ளி, துவக்கப்புள்ளியிலிருந்து 
2 தொலைவில் இருக்கையில் அதன் திசை வேகமான 7 பின் வரும் 
சமன்பாட்டால் தரப்படுகிறது. 

ஸு by? = 52, 

அப்பொழுது அதன் திசை முடுக்கம் ; எனக் காட்டு. 

a+ by? = 358, 

2 ஐப் பொருத்து வகையிட, 

22.4 அய 2s 

ஸ்ட ச 
oo v க 

மச் 

எனவே. திசை முடுக்கம் 

ல் த் 
7 ர 

மாதிரி 10, 

ஒரு சக்கரம் 7 கோடிகளில் சுழலும் ரீ ஆரையன்களை 9 4 504 
௭ 75 என்ற சமன்பாடு தருகிறது. 5 நொடிகள் கழித்து அது 
நொடிக்கு எத்தனை சுற்றுக்கள் வீதம் சுற்றும், சுழல் முடுக்கம் 
என்ன, எப்பொழுது நிற்கும் எனக் காண்க, 

@ = 507 4 02, 

் நொடிகளில் சக்கரத்தின் சுழல் வேகம் ௨(2) எனவும், 
சுழல் முடுக்கம் ௮ (1) எனவும் இருக்கட்டும். 

ப 

உ ழு ௨ =2(25— 12); 

it = ட் மணலில்,
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5.நொடிகளில் சுழல்வேகம் ‘ 

w (5) = 2 (25 —5) = 40 ஆரையன்கள்/நொடி. 

ட்டு ம் 5 20 
அப்பொழுது நொடிக்குச் சுற்றும் சுற்றுகள் ௮ 0 ர 

சுழல் முடுக்கம் எப்பொழுதும் (நொடி)£ க்கு --2 ன்ஆரையன் 

கள், சக்கரம் / நொடிகளில் நின்றால் (0-0 & 4. 25. 

ஃ 25 நொடிகளில் சுழற்சி நிற்கும். 

8.2.5 சமதளப் பாதையில் இயக்கம் (4011௦௦ 1௨௨ ற146 

‘curve) 

  

  

  
படம். 14 

காலம் / ஆக இருக்கையில், 2) - தளத்தில் இயங்கும் ஒரு 

புள்ளியான £யின் அச்சுத்தூரங்கள் 2, ஆக இருக்கட்டும். 

திசை வேகமும் திசை முடுக்கமும் முறையே 71, ர ஆக 

இருக்கட்டும் ழஹ இவை அனைத்தும் £ன் சார்புகள். 

யின் இயக்க திசை ? யின் திசையாகும். 7 யின் பாதைக்கு 

அப்புள்ளியில் வரையப்படும் தொடுகோட்டால் அது தரப் 

படுகிறது. இத் தொடுகோடு% அச்சுக்கு ule சாய்ந்திருந்தால்,
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V,=vcos@, V,=vsin@ 

என்பவை திசைவேகத்தின் ௩, 3 da giaer (components). 

இடப்பெயர்ச்சியின் %, ந கூறுகள் % (2), (23. 

in ; —_@ , um. 
ஃ திசை வேகத்தின் 3, ந கூறுகள் : 1 - a?! த 

இனி, (௦08892 + sin OY = ர.” 11, 

_ வூ) *( 
  

  

4 

மேலும், ரீ என்பவை திசை முடுக்கத்தின் %, ந கூறுகள் 
எனில், 

ஸ் 48% dv d2y | 
fe Gc Ga fe இரா இதி 

உர ஏரல் / (is) + (GB) 
ரீன் திசை, -அச்சுக்கு கோணம் ம் யில் சாய்ந்திருந்தால், 

ச். 
tan ம் = d2x 

dt? 

மாதிரி 11 

நேரம் ? ஆக இருக்கையில் நகரும் புள்ளி ஒன்றின் அச்சுத். 

தூரங்கள் £ 

x=a(wt+sinwt), y=a(1—cos we). 

இவற்றில், ச, 1 இரண்டும் மாறிலிகள். திசை வேகத்தின் 

அளவையும் திசையையும், நேரம் ர ஆக இருக்கையில் காண் 

திசை வேக வளர்ச்சி வீதம் ஒரு மாறிலி எனக் காட்டு.
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32 ௭ ரீ (மர் -- 8] wt), ற ர a — cos wr). 

dx 
awd + cos wi), 7 ல் =aw sin wt ; 

d2x 2 
ae 74 ws sin wt, a2 = = aw? cos wt. 

மு (9 
வல: 47/01 + cos wt)? ++ sin? wr 

cote அக் wt 
= aw /2 (1 + cos wt) = 2aw cos 5 ” 

ர யின் திசை, % அச்சுக்கு 9: யில் சாய்ந்திருக்குமானால், 

dy dx ‘aw sin wt wt 
பண்களை 80 (1௮ cos €0s Wt) == fan. 3 

திசை வேக வளர்ச்சி வீதம் 

ro~ af Cae) + (ae) 
= aw? /(— sin wi)? — sin we)? -F (cos wt)? 

= aw3, 

இது, நேரம் / ஐயும் வேறு மாறிலிகளையும் சார்ந்ததல்ல ... 

எனவே இது ஒரு மாநிலி. 

மாதிரி 12 

் நொடிகளில் ஒரு நகரும் புள்ளியின் அச்சுத் தூரங்கள் : 

2 ஐ. 20080, ம - 28101. திசை வேகத்தையும், திசை 

வேக வளர்ச்சி வீதத்தையும் காண். பாதையின் சமன்பாடு. 

என்ன? 

: x=a+ccost, y=b+ ce sint. 

dx dy 
் ரர —csin t, Fe 26057 

42% d 
= —ccos f, ='—csint. at ™



266 பொறியியற் கணக்கு 

, adx\2 டரீல் 2 

doe Guan v(t) = Af | + ii) | 

=C¢ ட sin t)? + (cos t)? = C3 

,திசைவேக வளர்ச்சி வீதம் ் 

7Bx\? ரகர? 
f@ = Af @ ) * (௭) ் 

உடை ட்ட தட ட அவவ லை 

i = c f(— cos.t)? + (sin t)? = c. 

இவை இரண்டும் மாறிலிகள். 

பாதையின் சமன்பாடு, x,y ஆகியவற்றிலிருந்து /-ஐ 

விலக்குவதால் கிடைக்கிற து. 

3 8 24008 4. ao X—a@=ccost. 

இதேபோல் . றக 0980ம். 

வர்க்கமெடுத்துக் கூட்ட, (2--8)92 (92 - 25. 

இதுவே பாதையின் சமன்பாடு. இது ஒரு வட்டம்: 

பயிற்சி 8-3 

1. பின்வருவனவற்றில் நேரம் 4 ஆக இருக்கையில் ஒரு 
புள்ளி கடந்த தூரம் ச. ஒவ்வொன்றிலும், திசைவேகம், 
.திசைவேக வளர்ச்சிவீதம் ஆகியவற்றைக் காண். 

(i) 5 = 423 — 322 41, 

(ii) s = cos 2t + 2 sin t, 

(11) s =e cost. 

2. மேலே எறியப்பட்ட கல் ஒன்று: நொடிகளில் 8 மீட்டர் 

தூரம் கடக்கிறது. 2 ௭ 207 —§ 18 (2 ஒரு மாறிலி), எனில் 

திசைவேகம் எப்பொழுது மறையும் ? கடக்கும் மிக அதிக 
உயரம் என்ன ? துவக்கத் திசைவேகம் என்ன ? 

2. % அச்சில் நகரும் 72 என்ற புள்ளி, நேரம் $/ ஆக 

இருக்கையில் துவக்கப் புள்ளியிலிருந்து கடந்த .தூரம் %-- 10 
4 88102 6008 2: என்ற 'சமன்பாட்டால் தரப்படுகிறது: 
துவக்கப் புள்ளியில்.அதன் திசைவேகம் பூச்சியம் எனக் காட்டு.
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4. நேரம் ர ஆக இருக்கையில் ஒரு துகள் கடக்கும் தூரம் 

3: 8008 190 -- நி 510 ௦0. துகளின் திசைவேக வளர்ச்சிவீதம், 

கடக்கும் தூரத்திற்கு நேர்விகிதத்தில் இருக்கிறது. எனக் 
காட்டு. 7) ஆகியவை, திசைவேகம், திசைவேக வளர்ச்சி 

வீதம் எனில் 52 -_ 2 32, ர??? ஆகியவை மாறிலிகள் 
எனக் காட்டு. 

5. நேர்க்கோட்டில் நகரும் புள்ளியொன்று, நேரம் t Bs 

இருக்கையில் அக் கோட்டில் ஒரு நிலைத்த புள்ளியிலிருந்து 
இருக்கும் தூரம் 2- 3 008 24.. அதன் திசைவேகமும் திசை 

மூடுக்கமும் முறையே 2 4/9-- 22, -- 49 எனக் காட்டு. 

6. 7 நொடிகளில் ஒரு புள்ளி கடந்த தூரம் s — aet + be 
எனில், அதன் திசைமுடுக்கம் கடந்துவந்த தூரத்திற்குச் சமம் 
எனக் காட்டு. 

7. நேர்க்கோட்டில் இயங்கும் ஒரு துகளின் காலதூரச் 
சமன்பாடு? -- 8438 -- 69 -- உ கோலம் ர, தூரம் 2) எனில், அதன் 

திசைமுடுக்கம், திசைவேகத்தின் கனத்திற்கு நேர்விகிதத்தி 

ருக்கும் எனக் காட்டு. : 

8. நேர்க்கோட்டில் இயங்கும் துகள் ஒன்றின் காலதூரச் 
சமன்பாடு 53 - ஏ -- 64 -- ௦ எனில், :அதன் திசைமுடுக்கம், 

கடந்த தூரத்தின் கனத்திற்குத் தலைகீழ் விகிதத்திலிருக்கும் எனக் 
காட்டு. 

9. 2-4 என்பது, ஒருபுள்ளியின் நேர்க்கோட்டியக்கத்தின் 

காலதூரச் சமன்பாடு எனில், அதன் திசைவேகம் காலத்திற்கு 

'நேர்விகிதத்திலிருக்கும் எனவும், திசைமுடுக்கம் ஒரு மாறிலி 

எனவும் காட்டு. 

10. s? = a8 என்ற விதிப்படி நேர்க்கோட்டில் இயக்கம் 

நிகழுமானால், திசைமுடுக்கம் திசைவேகத்திற்குத் தலைகீழ் 

விகிதசமத்தில் இருக்கும் எனக் காட்டு. 

11. நேரர்க்கோட்டுப் பாதையில் செல்லும் ஒரு பொருள் ஒரு 

புள்ளியிலிருந்து கடந்துவந்த தூரம், அப்போதைய அதன் 
திசைவேகத்தின் வர்க்கத்திற்கு நேர்விகிதத்திலிருக்கும் எனில், 

அதன் திசைமுடுக்கம் ஒரு மாறிலி எனக் காட்டு. 

12. ஒரு புள்ளியிலிருந்து நேர்கோட்டில் இடம் பெயர்ந்து 

வந்த தூரம், எடுத்துக்கொண்ட நேரத்தின் வர்க்கமூலத்தின் 

நிலைமடங்கு எனில், திசைமுடுக்கம் திசைவேகத்தின் கனத்தின் 

நிலைமடங்கு எனக் காட்டு.
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13. நேர்க்கோட்டில் இயங்கும் ஒரு புள்ளியின் காலதூரச் 

சமன்பாடு /- மோ 24 + 2a cos! A x கோலம் டூ 

தூரம் 2) எனில் ஊன் சார்பாகத் திசைவேகத்தையும் திசை 

மூடுக்கத்தையும் எழுது. é 

14, ஒரு புள்ளி, நேர்க்கோட்டில், 2 ் ரர என்ற விதிப்படி 

நகர்கிறது. 7, 5)? ஆகியவற்றிற்கு வழக்கமான பொருள் எனில் 

திசைமுடுக்கம் மாறிலி எனக் காட்டு, 

153. ச ஏற (01 ஒு என்ற விதிப்படி ஒரு பொருள் 
நேர்க்கோட்டில் இயங்குகிறது. ச, 9, 8 மாறிலிகள். ஆரீ 
ஆகியவை திசைவேகம், திசைமுடுக்கம் எனில் பின்வருமாறு 

காட்டு: , 

மு மை 8 ஒரு மாறிலி, (ம) 3 ஒரு மாறிலி, 

ஸ் ச ள் =5 if 

16, ஒரு மின் விசிறியில் விசை துண்டிக்கப்பட்ட பிறகு 

2 1 ‘ 
் நொடிகளில் சுழல் கோணம் 8 4 -- 30 கர மீரா. என்ற 

சமன்பாட்டினால் தரப்படுகிறது. (9 ஆரையனில்). . விசை 

துண்டிக்கப்பட்டபோது நொடிக்கு எத்தனை சுழற்சிகள் சுழன்றி 

ருக்கும் என்றும், இனி எவ்வளவு காலம் கடந்து அது சுழற்சி 

யற்று நிற்கும் என்றும் காண். நொடிக்கு எத்தனை சுழற்சிகள் 
வீதம் அது வேகம் இழக்கிறது என்றும் காண். 

17. நொடிக்கு 50 முறை சுழலும் ஒரு சக்கரத்தின் சுழல் 
வேகம் “ஒவ்வொரு சுழற்சியின்போதும் நொடிக்கு $ சுற்று 

என்ற வீதத்தில் கூடுகிறது. அதன் சுழல் முடுக்கம் என்ன ? 

18. 29-தளத்தில் இயங்கும் ஒரு புள்ளியின் அச்சுத் தூரங்கள் 

x == 312 (2 — 13), py = 828 

என்ற சமன்பாடுகளால் தரப்படுகின்றன. Goi t= 1 ae 

இருக்கையில் திசை முடுக்கம் என்ன ? 

19. ஒரு பொருள் 4 8, ந - ம 810. 8௩% என்ற பாதையில் 

இயங்குகிறது. 2 என்பது நேரம், அதன் திசை வேகத்தின் 

% கூறு மாறிலி என்றும், எப்பொழுதும் 2-அச்சிலிருந்து அது
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இருக்கும் தூரத்தின் நிலைமடங்காக அதன் திசை மூடுக்கம் 

இருக்கும் என்றும் காட்டு. 

20. y=f(x) என்ற பாதையில் ஒரு துகள் இயங்குகிறது. 

அதன் திசைவேகத்தின் 2-கூறு ௦ என்ற மாறிலி எனில், ]-கூறு 

7” 0 எனக் காட்டு. அதன் முழு திசை வேகத்தின் அளவை 

யும், திசைமுடுக்கத்தின் அளவையும் காண். 

21. ந£- 25% என்ற பரவளையத்தில் இயக்கும் ஒரு பொரு 

ளின் திசைவேக்த்தின் % பகுப்பு எப்பொழுதும் நொடிக்ெ 10 மீ. 

(4,109) மீட்டர்கள் என்ற புள்ளியில் அதன் திசை வேகத்தையும் 

இயங்கு திசையையும் காண். 

22, ந2- 4-1 என்ற பரவளையப் பாதையில் இயங்கும் 

புள்ளியின் திசை வேகத்தின் ந-பகுப்பு எப்பொழுதும் 4. அதன் 

திசை வேகத்தின் %-பகுப்பையும், திசை முடுக்கத்தின் %-, ]- ' 

பகுப்புக்களையும் காண். ் 

23. 28225 என்ற வட்டத்தில் இயங்கும் ஒரு 

பொருவின் 2-பகுப்பு எப்பொழுதும் 3. 3- பகுப்பு வேகத்தையும் 

திசை மூடுக்கத்தையும் காண். 3 

24. தீரு தள வளைகோட்டுப்பாதையில் நிலையான திசை 

வேகத்துடன் செல்லும் பொருளுக்கு எப்பொழுதும் திசை முடுக் 

கம் அப்பாதைக்குச் செங்குத்தாகவே (அதே தளத்தில்) இருக்கும் 

கானக்காட்டு. 

[,2 7)? 2; இரு பக்கங்களையும் ர்க்கு வகையிடு]. 

விடைகள் 8-3 

1. டூ 9] ரீ 2471-46 

ய் ர 2(008/-- 81027), 

‘ f =—2(sint + 2 cos 2t) 

(iii) v= e'(cost— sint),f = — 2e' sin t. 

2. Oe =” மீட்டர்; நொடிக்கு 20 மீட்டர். 

13, 7/3 திவ , 
x 

  

x
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16. நொடிக்கு 7 சுழற்சிகள் ; 75 நொடிகள் $ ல் சுழற்சிகள். 

17. h=v ன = 50 x ் ௮ 25 சுழற்சிகள்/(நொடி)3. 

18. திசை முடுக்கத்தின் அளவு 244/5 ; % அச்சுக்கு 48.12 
என்ற கோணத்தில் 

20. ௦ பான் உ 2700. 
* 

5 
21. நொடிக்கு 5 54/41 Beast g ix HeaSG tan-ly THD 

கோணத்தில் 

22. 63° 8,0. 

23. 5s திசை முடுக்கம் ந திசையில், -- = என்ற அளவில். 

8.2.6. தொடுகோடும் செங்கோடும் (1802௦1 and Normal} 

தொடுகோடு 

y = f(x) sear p வளைகோட்டிற்கு, : அதன்மீதுள்ள ற(2%, 713 

என்ற புள்ளி வழியே வரையப்படும் தொடுகோட்டின் சமன்: 

பாடு 

dy 
yr y= ள்) (%-- 03. 

ச டடிரயு | 
எவ்வாறெனில், (2, 3) யில் தொடுகோட்டின் சாய்வு விகிதம் 

ல்ல iz) 

வேதப் 

இத் தொடுகோடு, (70 என்ற புள்ளிவழியே செல்வதும், 

இதைச் சாய்வு விகிதமாகக் கொண்டதுமான ஒரு தேோக்கோடு 

எனவே அதன் சமன்பாடு 

நி], ௮ 71 20) 

ரீ 
அ--து, நவ ௮ de (x — x1). 

Jews, 2)
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செங்கோடு 

ஒரு வளைகோட்டின் ஒரு புள்ளியில் அதற்கு வரையப்படும் 

செங்கோடானது, அப்புள்ளியில் அவ்வளைகோட்டி ற்கு வரையப் 

படும் தொடுகோட்டுக்குச் செங்கோணத்தில் இருப்பதும் 

அப்புள்ளி வழியே செல்வதுமான ஒரு நேர்க்கோடாகும். 

  

A ஐ 
படம் 15 

- படத்தில் 11) என்ற வளைகோட்டுக்கு 2 என்ற புள்ளியில்: 

24, 28 என்பவை முறையே தொடுகோடும் செங்கோடும் 

ஆகும். 

97290 என்ற வளைகோட்டில் 2 (2,]1) என்ற புள்ளியில் 

உண்டாகும் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

d 
(9-1) = (3) (x — x}). 

் (20 

எவ்வாறெனில், my, M2 என்பவை, அப்புள்ளியில் உண் 

டாகும் தொடுகோட்டுக்கும், செங்கோட்டுக்குமான சாய்வு. 

விகிதங்கள் எனில், அவ்விரண்டு டேநர்கோடுகளும் ஒன்றுக். 

கான்று செங்குத்தாகையால், 

a“ 

1 
ன ர் எக ் 1 y y 

(3 4 4 (x1, yi): 

(x, ¥3) 

செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

ymyy = M2 (¥ — X1)5
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dx 
A-B, YI FT ay - (¥— x1). 

(%1 91) 

இதையே, (7-3) (2) +(x—2x1) =9 

21) 
எனவும் எழுதலாம். 

மாதிரி 13 7 

x8 
ற iz என்ற வளைகோட்டில் (ச)--ு என்ற 

புள்ளியில் தொடுகோட்டையும் காண்க, 

ன் : pte வளை கோட்டின் சமன்பாடு : ந2 - 3 

ஐப் பொருத்து வகையிட, 

dy _ சேல) பப 
22 க (2a — x)? 

__ 6ax? — 2x8 
~ (Qa— x)? 

dy __ 3ax® — x8 
“dx ~ yQa— x)?” 

dy — _3a8— as _ 2 
“ ix) ~ —a(2a—a)2? ; 

(a, = a) 

அ-து, தொடுவரையின் சாய்வு விகிதம் m = 42, எனவே, 

{a, — a) anps செல்லும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

y—(ay=—-2@—2) 
அ-து, wwreyra. we (i) 

செங்கோட்டின் சாய்வு விகிதம் = — ம ஷம் 

எனவே, (௬, --2) வழிச் செல்லும் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

. 1 
yta=5(%—a) 

அ-து, 3 -ே.380 உய்
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மாதிரி 14 | 

6 யூ ae - 1 என்ற நீள்வளையத்திற்கு, அதன் மீதான 

(229) என்ற புள்ளியில் தொடுகோடு காண்க. 

தய 
2 2y 

ee a2 + b? ந் =a 0. 

  

  

ணை x 
y= ஏறே கு 

(டி) என்ற புள்ளியில் தொடுகோட்டின் சாய்வு விகிதம் 

ge b?2x, 

— ay? 

எனவே தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

— b?x 
நற கு “இரதி 

202 x,2 2 

ATs —) 4 பட 21 

(1, ரி) என்ற புள்ளி கொடுத்த நீள்வளையத்தில் உள்ளது 
என்ற உண்மையை நாம் இன்னும் பயன்படுத்தவில்லை, % - 5, 

3) என்பவை அச்சமன்பாட்டை நிறைவுபடுத்தவேண்டும். 

(மூன் மாதிரியில் இது தேவையில்லை ; புள்ளியின் அச்சுத் 
துவாரங்கள் வளைகோட்டின் சமன்பாட்டை நிறைவுபடுத்தும் 
வகையிலேயே தரப்பட்டுள்ளன.) 

x,2 y 2 

ae Tp =) 
*  தொடுகோட்டின் சமன்பாடு : 

321 09 
qe ® Be hs 

கவனிக்க : ம - ரஎன இடக் கிடைப்பது : 

x? + y? =a? என்ற வட்டத்திற்கு (2), ந) என்ற புள்ளி 
பில் வரையப்படும் தொடுகோடு£: xx, + yy, = a®, 

18
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மாதிரி 15. 

y= x8 —2x4+3 என்ற வளைகோட்டைத் தொட்டுக் 

கொண்டும், 10x—y = 3 என்ற நேர்க்கோட்டுக்கு இணையாகவும் 
இருக்கும் நேர்க் கோடுகளைக் காண். 

yori —2.4+3. 

என்ற வளைகோட்டின் மீது (௨, 2) என்ற புள்ளியில் வரையப் 
படும் தொடுகோட்டின் சாய்வு விகிதம் 

y’ = 7-2, 

தரப்பட்ட நேர்க் கோட்டின் சமன்பாடு 

y= 10x—3. 

இதன் சாய்வு விகிதம்: 10. தொடுகோடு இக் கோட்டுக்கு 

இணை எனில், 

ந 10. 

ஃ 3242-௯ 10 

ஃ ம 

வளைகோட்டின் சமன்பாட்டில் இதைப் பிரதியிட 

y = (+ 2)8 —2(+ 2) +3 
=+8—4+3 

=7 goog, — 1 

srarGou, Gar@Queraiacr : P (2,7), (— 2,— 1) 

2 வழித் தொடுகோடு: 

y—7 = 10 (x — 2) 

அது, 1Ox—y = 13. 

0 வழித் தொடுகோடு: 

y+ 1:= 10(x + 2) 
அ--து, 10% —y + 19=0. 

மாதிரி 16. 

1/2 1/2 1/2 
x +y 48 என்ற வளைகோட்டின் எந்தப் புள்ளியில் 

தொடுகோடு வரைந்தாலும், 0, 0 என்ற அச்சுக்களை அது 42 
என்ற புள்ளிகளில் வெட்டினால், OA + 08 -- ர எனக்காட்டு.. 

இவ் வளைகோடு, அச்சுக்களை (௪, ௦), (௪, 2) என்ற புள்ளிகளில். 
தொடுகிறது எனவும் காட்டு,
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இவ் வளைகோட்டின் துணையலகுச் சமன்பாடுகள் : 

x =acos* 6, 

y=asint @. 

ர dx ரு . 
எனவே, ஸ் 420083 9 om a. 

dy ‘09 am 4 asia’ @ cos @. 

க் 

௫   

  

படம் 16, 

é Ix 

P (acos*@, a sint 0). என்ற புள்ளியில் தொடுகோட்டின் 

சமன்பாடு : 

y —asint @ = — tan? @ (x —a cos* @) 

cos2@ (y —a sint 4) = — sin? @ (x — a cos* 6) 

x sin? @ -- y sin? @ = a sin? @ cost § +a cos? @ sin*t @ 

= a sin? @ cos? @ ( cos? @ + sin? @) 

=a sin? 0 0082 0
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அ--து AB யின் சமன்பாடு : 

x sin? @ + y cos? @ = sin? 9 0082 9. we (C1) 

இதில் ந - 0 என இடக் கிடைப்பது யின் % அச்சுத்தூரம். 

x sin? @ = asin? 00082 9 - 

. OA=x=acos? 9. 

e—@ (lIjex=0 cor Qr&e Aoriugs Buder 

3 அச்சுத்தூரம் 2 
OB =y = ர5$302 0. 

s OA+ OB =a (cos? @ + sin? 6) = a, 

தொடுகோடு, x-, y-aFadaor ௦, யில் சந்திக்கட்டும். 

யின் 2-கூறு பூச்சியம். எனவே, 

asint9=0 ஃ 9-0 

ஃ 0யின் 2-அச்சுத்தூரம் -- ர cost § = a. 

2-5 (டல. 

௪--டு (19ல் 9-0 என இட,யேோன் வளைகோட்டுக்கு வரையப் 

படும் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு -- 0 எனக்கிடைக்கிறது. 

இது %-அச்சின் சமன்பாடு என்பதால், 5-அச்சு, வளைகோட்டை 

(ச, ௦-வில் தொடுகிறது என்பது தெளிவு. ~ 

இதேபோல் ]-அச்சும் வளைகோட்டை மியில் தொடுகிறது 

எனக் காட்டுவதை ஒரு பயிற்சியாகக் கொள்ளவும். 

மாதிரி 17. 

2 2 2 
x? + y? =a என்ற வளைகோட்டுக்கு அதன் எப்புள்ளி 

யிலும் வரையப்படும் தொடுகோட்டுக்கும். செங்கோட்டுக்கும் 

துவக்கப்புள்ளியிலிருந்து குத்துக்கோடுகளின் நீளங்கள் 

முறையே ற, 4 எனில் 4ற£ - ர2 - ர£ எனக்காட்டும். 

(ii) அச்சுக்களால் வெட்டப்படும் தொடுகோட்டின் 

துண்டு எப்பொழுதும் மாறாத நீளமுடையது என்றும் காட்டு. 

Giii) செங்கோடு %-அச்சுடன் $ என்ற கோணத்தை 

உண்டாக்கினால், செங்கோட்டின் சமன்பாடு | 

ycos $—xsin d 4 80082 ம எனவும் காட்டு. 

”
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தரப்பட்ட வளைகோட்டின் துணையலகுச் சமன்பாடுகள் : 

x = 80883 8, 

ந ஜர8103 9. 

எனவே, = — 3a cos?@ sin 0, 

dy _ ; 2 ் 
ல 3a sin? @ cos @ ; 

dy dy dx _ 

dx do) dg ‘408. 
‘f° என்ற புள்ளியில், ௮-து (800829, 251039) என்ற 

புள்ளியில் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு : 

பு 

  

படம் 17, 

y—asin? @ = — tan @( x —a cos3 @), 

(005 8) வினால் இருபுறமும் பெருக்கி மாற்றியமைக்க, 

x sin @ + y cos @ = asin @ cos 6 (cos?@ + sin? 9) 

அ-து x sin @ + ycos@ = 5 sin 29. (04 

“ரீ” என்ற புள்ளியில் செங்கோட்டின் சமன் பாடு 

நைர 51039 - 0019 (1-- 800539) 

அ--து, 3 0087] 8100 -- ர (00840 -- 846)



278 பொறியியற் கணக்கு 

இதில், ௦௦849 4 5149 - (00829 -- 8128) (௦௦829 -- sin?) 
= cos 26, 

செங்கோட்டின் சமன்பாடு : 

x cos @—ysin@ = acos29. .. (2) 

இனி, 1% + my ௩ - 0 என்ற நேர்கோட்டிற்கு (௨3,9 
என்ற புள்ளியிலிருந்து வரையப்படும் குத்துக்கோட்டின் நீளம் 

+ Ixy + my டா 

எனவே, (0, 0விலிருந்து தொடுகோடு (1) க்கும் செங்கோடு 
(2)க்கும் வரையப்படும் குத்துக்கோடுகளின் நீளங்கள் முறையே, 

2 ௭120 
p= 2 ட ப பவப் ஹ் 5 sin 29, 

475126 -- 00826 

= + acos 29 = +a cos 20   
/cos® + sin26 

் ் 2 

4p? + q? = 4 (4 sin? 2) + a? cos? 29 = a? 

அஃது, நீ + g? = a?, 

(1) தொடுகோடு (1), +, y-aéadadr வெட்டும் 

புள்ளிகள் முறையே .4,7 என்க, யின் )-கூறு பூச்சியம். 

9௭ 0 என (0ல் இட 

‘ a, ‘ 
xsin @= ~ sin2 6=asin@ cosé, 

2 

அ--து, 2 - 8008 9, : 

இது 4யின் %-கூறு, & OA =acose. 

இதேபோல் 008-- 85106 எனப் பெறலாம். 

உ்டகீடி- 4043 + OB2 =a cos?9 + 812௦ =a. 

(14) 56” என்ற புள்ளியில் செங்கோடு (2!ன் சாய்வு விகிதம் 

coté. இச்செங்கோடு, % அச்சுடன் ந என்ற கோணத்தில் 

சாய்ந்திருப்பின் இச்சாய்வு விகிதம் tan >. 

*® cot @ = tan ¢,
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இதைச் ச-டு (29ல் பிரதியிட, செங்கோட்டின் சமன்பாடு $ 

x COs CG — 6) -2 sin (F ழ் )=acos( = — 26 ) 

அஃது, y cos — x sind = aos 2ம். 

மாதிரி 18. 

xcosd +ysind =p carp GpréGarQ, 

Os 
என்ற வளைகோட்டுக்கு ஒரு தொடுகோடு எனில், 

று (20054)” 1 (மீ ௭௩0” 

எனக் காட்டு. 

ரி என்ற துணையலகின்மூலம். தரப்பட்ட வளை கோட்டின் 

எந்தவொரு புள்ளியையும் 4 

x=a age கத த அந்திய OPO 

எனக் குறிக்கலாம். 

[இதைப் பெற, வளைகோட்டின் சமன்பாட்டின் முதலுறுப்பை 

cos? 9 எனவும், இரண்டாம் உறுப்பை 812 9 எனவும் இடுக.] 

க 31) 0 ணை பனா எ 
“da 

_2M@—V) 2 cos 

n 
(n ~ 2)/n @- sin 6, 

dy _ 2@~1) 5 sin [2(n—1)inI—1 9. cos @ 
da n 

*cos @ = 
2(@— 1)» gin (n—2)in 5 

n
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2 (1-5) ஸ் ஸ். ரல்... நீ£ரற 
dx 8947 80. ( 2௩ 

testy 

00௦6 0 உ 

7008 981010 

2 
=— b cot = ர். 

a 

எனவே, * 9: வில் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு ; 

வி { 
y= b sin” ta 19/2 = _ 5௦௦ oie 9 

2. 1 ் 
(x —acos (1 ae a) 

2 2(n~-1 
gum, edn” signban yn | 

aheat dl wees OO] 

2/8 2/8 
அஃது, x bcos 6+ yasin @ = ab. 

xcosa +ysin =p என்பது 49” வில் தொடுகோடு 

எனில் இவ்விரு சமன்பாடுகளின் ஒத்த உறுப்புக்களின் 
கெழுக்கள் விகிதசமத்திலிருக்கும். எனவே, 

2/n ட அ 
boos 6. asin. _ல் 
COS of sng  p 

2/8 _2[n 
cos @ sin @ 1 
20084 bsind ந 

00839 ‘sin? 1 

(acosa)” (bsin ad)" p* 

‘cos? 6 -+ sin? 9 
(a cos L)” + (bsin td)" 

ஃ& (acos a)? + (sin gf)” = .
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பயிற்சி 8-4 

பின்வரும் வளைகோடுகளுச்கு [1--207, குறிப்பிட்டுள்ள 

புள்ளிகளில் தொடுகோடு, செங்கோடு ஆகியவற்றின் சமன்பாடு. 

களைக் காண், 

ஹஸ்
. 

° 
S
y
a
y
r
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e
»
 

KP 
நக
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ஸம
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ண
 

து
. 
5]

 
e 

e 
es 

_ M 
—_ ed
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14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

y = x8 — 3x? — 2, (1, — 4) 

x + Sy? = 14, (3, 1) 

x2 + y? — 6x + 2y = 0, (0, 0) 

y (x2 — 1) = 6x, (x = 2) 

y? (4 — x) = x8, (2, — 2) 
x8 + 5x — 2y = 0, (1, 3) 

y = 4x3 — 2x5, (0, 0) 

y = x8—Tx +6, x-gjeemF BS வெட்டும் புள்ளிகளில்: 

x2 — xy + 2y—2=0, x = —2. 

y? = 4ax, (at?, 2at) 

x2 + y? = a, (a cos i, a sin t) 

met es 
xy = 22, (௪ 4) 

t 

3a 
x8 + y® = Jaxy, x= 5 

1, *@° = (acos @, bsin 8) 

3/2 32 Payne 
+y 

(9507-5 ௨௦ 
— x/a 

y = be ,3-அச்சை இது வெட்டுமிடம். 

x 

n 
x=a(e—siné@), y=a(l—cos#); @= 2 

Tt 
x = sint, y = cos 2t; 1-6
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20. $-ஈ(20089-- 00520), 8 (2 sin @ — sin 26) ; 

Tn 9-5 

௯ 
21. =acosst, y= asinit; 9- 4° 

பின்வரும் வளைகோடுகளுக்கு [22 -- 28] அவற்றின் எந்தப் 

புள்ளிகளில் வரையப்படும் தொடுகோடுகள், கொடுக்கப் 

பட்டுள்ள நேர்க்கோடுகளுக்கு இணையாக இருக்கும் ? 

22. நு நேற) அ -ட1-0 க்கு இணையாக. 

23. xy=20; 5%-டஜ- 30 க்கு இணையாக. 

24, yx —12x4 18; 7 -அச்சுக்கு இணையாக. 

25, ந ந 5) ந- 32% -- 6க்கு இணையாக. 

26. ந $ற2 2-1, 5-4 10க்கு இணை 

யாக. 

27. y8 =x? (la—x); 3, 3-அச்சுகளுக்கு இணையாக. 

3 
28. y= 3 — x2 3 அச்சுக்கு இணையாக. 

பின்வரும் வளை கோடுகளுக்கு [29 -- 35] கேட்கப்பட்டுள்ள 

படி தொடுகோடுகள் காண்க. 

29, y =x? — 3x +55 3-அச்சுக்கு 45? யில், 

30. y = x3 + 6x2 + 10x + 8; ytx=0 4&@é& 

செங்குத்தாக. 

31. நூ ர2- 8; சாய்வு விகிதம் -- 2 ஆக. 

32, 22+ 22? = 9; 4x—y = 5 5666 G@SSrS. 

33. y8=6x 3; %--33-10க்குக் குத்தாக. 

34, நூ = xt —~— 4x3 8024 16-10: ந 424 5க்கு 

இணையாக, 

35, y = xt + 4x3 — 8x? + 3x +70; _x=3x க்கு 

இணையாக. 

பின்வரும் வளை கோடுகளுக்கு [36 -- 39] கேட்கப்பட்டுள்ள 

படிச் செங்கோடுகள் காண்க. 

36. av? = ந3 ) சாய்வு விகிதம் : :
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37. 39132 3; நு 3ைக்கு இணையாக. 

38. y = நூ றட மற ந 0க்குக் குத்தாக. 

39. கு33; 1 40 4 உக்கு இணையாக, 

$ 
40. y= என்ற வளைகோட்டிற்கு (1, 1) என்ற 

புள்ளியில் தொடுகோடு காண்க. இத் தொடுகோடு, வளை 

கோட்டை எங்கு வெட்டும்? இத் தொடுகோடும், இது வளை 

கோட்டை வெட்டும் புள்ளியில் உண்டாகும் தொடுகோடும், 

2 என்ற கோடும் அடக்கும் முக்கோணத்தின் பரப்பைக் 

காண். ் 

Al. x8 + y3 =3axy, y2=ax இரண்டும் வெட்டிக் 

கொள்ளும் புள்ளிகளில் முதல் வளைகோட்டுக்கு வரையப்படும் 

தொடுகோடுகள்-ர அச்சுக்கு இணை எனக் காட்டு. 

42, x =a(@—sin@), y=a (1--௦௦8 9) என்ற உருள் 

வளையில் (001௦14) :9* என்ற புள்ளியில் தொடுகோடு காண்க, 

படம் 18. 

£9* வில் உண்டாகும் செங்கோடு, (௪9, 2௦) வழிச் செல்லும் 

எனக் காட்டு. 

43. மேற் கணக்கில், ‘8 வில் வரையப்படும் தொடு 

கோட்டின்மீது துவக்தப் புள்ளியிலிருந்து வரையப்படும் 

செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் ஈ 9 sin ர எனக் காட்டு. 

44. ஐ ந(9 0), ர-8(1--௦059) என்ற உருள் 

வளையில் *0” வில் தொடுகோட்டைக் காண், 9, *9 4-௯ 

என்ற புள்ளிகளில் உண்டாகும் தொடுகோடுகள் ஒன்றுக் 

கொன்று செங்குத்து எனக் காட்டு.
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45, ஒரு வளைகோட்டின் துணையலகுச் சமன்பாடுகள் : 

x =3cos @—cos? @, y=3sin @— sin? §. 7 என்ற 

புள்ளியில் செங்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண், 9-5. 

என்ற புள்ளியில் எழும் செங்கோடு, துவக்கப் புள்ளி வழிச் 

செல்லும் எனக் காட்டு. 

46. x=acos?§,y=asin3 @ என்ற வளைகோட்டில், 
*9” வில் வரையப்படும் செங்கோடு 16 (0082 8--) 812 9) - 
(15008 29 -- 0௦8 68) எனக் காட்டு. 

47. ரர? - 8 என்ற வளைகோட்டுக்கு 2 (42, 23) என்ற 

புள்ளியில் தொடுகோட்டைக் காண். இது மீண்டும் வளை 
கோட்டை Q(am’?, ௭15) என்ற புள்ளியில் வெட்டினால், 

m, 11 இரண்டுக்கும் உள்ள தொடர்பைக் காண். 

*/ 

  

  
படம் 19, 

48. ஐுூ௮.3. என்ற வளைவரையின் ஒரு புள்ளியில் 
வரையப்படும் செங்கோடு, அச்சுக்களில் சம வெட்டுத் 
துண்டங்களை உண்டாக்குகிறது. அப் புள்ளியின் 3-அச்சுத் 
தூரம் என்ன ?
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49, நாரா = a+ என்ற வளைகோட்டின் தொடுகோட்டில் 

அச்சுக்கள்:வெட்டும் துண்டின் நீளத்தை, மாறு விகிதத்திலுள்ள 

இரு பகுதிகளாகத் தொடுபுள்ளி பிரிக்கும் எனக் காட்டு. 

50. x= 2a/(1 +127), y= 2at8/(1 + ¢2) orérp oder 
கோட்டிற்கு */” என்ற புள்ளியில் தொடுகோடு காண். 3-3 
என்ற கோடு இவ் வளைகோட்டை வெட்டுமிடத்தில் வரையப் 

படும் தொடுகோடும் இரு அச்சுக்களும் உண்டாக்கும் 

முக்கோணம் மாறாப் பரப்புடையது எனக் காட்டு, 

51. xcosdht+ysnd =p sam GpraGarQ, (3) 

m 

+ (3) ௪.1 என்ற வளைகோட்டைத் தொடுமானால், பின் 

வருமாறு காட்டு: 

ji —1) ss ees a _ 1) + (bcos lr), 

52. Ix + my +n = 1 orerp GpisGarQ, (ax)" + (by) 
௪ 1 என்ற வளைகோட்டைத் தொடுவதானால், 

n 

Or + oy 
எனக் காட்டு. 

  

53. x=at3,y =at* croitp வளைகோட்டுக்கு 4” என்ற 

புள்ளியில் தொடுகோட்டைக் காண், தொடு புள்ளியின் 

    

0   
படம் 20. 

கிடையச்சுத் தூரத்தைத் தொடுகோடு 1 : 3 என்ற விகிதத்தில் 

பிரிக்கிறது எனக் காட்டு.
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54. y= ccosh ் என்ற கயிற்று வளையின் (கேரரகாறு 

எப் புள்ளியின் நிலைக் கோட்டின் அடியிலிருந்தும் (foot of the 
ordinate}, அப் புள்ளியில் எழும் தொடுகோட்டுக்கு வரையப் 
படும் குத்துக்கோட்டின் நீளம் நிலையானது எனக் காட்டு. 

விடைகள் 8-4 

1. 3 றர ௮0) ஐரோ 13 

2. 3x +S5y = 14, sx—3y= 12 

3. y = 3x, Jy + x= 95 

4. 10x + 3y = 32, 3x — 109 + 34 = 0 

5. Ox+y=2,x—2y =6 

6. 4x—y=I,% Ay 13. 

7. y= O, x =O 

8. (1,0) ae: 4x+y=4,x—4y = 1 

(2, 0) @xo: Ssx—y= 10, + 5y =? 

(— 3, 0) Gob: 20x—yt+60=0,x +20 +3=0 

9, Tx— Sy + 10 =20, 16x + I4y + 39;=0 | 

10. y= 

“
L
e
 

-+ at, y + 1X = Jat + ai? 

ll. xXcost+ysint=a 

* cos , sin 6 = 12. நந 8௭௩௦-1 

13. ந ற ௮2, நற fq — 4) 

14. x+y =3a,x—y =O 

15. x+y, x—y= 
f2
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16. 

17. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

24, 

25. 

26. 

27. 

28. 

29, 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37 

38. 

39. 

40, 

ஓ
 

Q
i
k
 

4௮2 எற்று = a? — 53 

So
S 

o
t
 

+%-=1, ax—by+ b? =0. | 

தடதட தமழ் 
4x +2y=3, 2x—4y+1=0 

xt+y—3a=0,x—yta=0 

x=y 
(2, 2) 

(2 2, 572), (—2 2, —5 2) 
(2, 2), (— 2, 34) 

(— 2, 1), 2, —1) 

0 வெ]. 324 \ 
3 

4 யதி 

(94), ௫௦) 

(0, 0), ( Gx 3) 

x—y+3=0 

yoxt+4, y=x4+8 

x+2y=+4 

4x — y = 6 

3x று ந] 

4x —y = 3, 4x —y = 19 

3x—y+70=0, 3x—y +67=0. 3x~—yp = 58. 

x— 3y = 28a 

2x—yo tl 

x+4y= 15 

y—4x = + 3a. 

2 1 ட 5 
2% 3, (2-9). பரப்பு : 4
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6 
42, x= ycot > +40 

44. x=y tan § + a6 

45. 4x sin 3 9 = 4y cos’ 6 — 3 sin 49. 

47. 3mx = 2y + am3, m+ 2m'=0. 

4a 

; 9a2 
50. 2y + 14(3 + 22) x = 6at, பரப்பு: “2. 

8:27 வளைகோடுகளின் வெட்டுக் கோணம் (Angle of Intersec- 
tion of Curves) 

இரு வளைகோடுகளின் பொதுப்புள்ளியில் இரண்டுக்கும் 
வரையப்படும் தொடுகோடுகளுக்கு இடையில் உண்டாகும் 
“கோணம், அப்புள்ளியில் அவ்வளைகோடுகள் வெட்டிக் 
“கொள்ளும் கோணம் எனப்படும். 

YA 

  

  
படம் 21, 

T, Te tarp இரு aitocteek Glreinches 2 ஒரு பொதுப் 
புள்ளியாக இருக்கட்டும். 7, 2; என்பவை அப்புள்ளியில் இவ் 
வளைகோடுகளுக்கு வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளாகவும், 

ப
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up Her sriuajm, Mo Bay அவற்றுக்கு இடைப்பட்ட 

கோணம் 6 ஆகவும் இருப்பின், 

Im, — Me | tan @ = | Th my tha 

இதில் ஈட), 1” என்பவை, சீ-யில் 17; 11, வின் சாய்வு விகிதங் 
களும் ஆகும். எனவே, 

ச d 
m= T, 0 (a ற 

. (ay 
Mg = ]]”ல் (ச 

குறிப்பு : (1) செங்கோண வெட்டு (0114020081 மேத) 2 

Ty 1” இரண்டும் செங்கோணத்தில் வெட்டிக்கொள்ளு 

மாயின், வெட்டும் புள்ளியில், tan O= 0; 1+ m, m2 = 0; 

அஃது, 773 7992 -- ௮ 1. | 

(2) தொடுதல் (1௦00110ஐ) 

17 இரண்டும் ற யில் ஒன்றை யொன்று தொடுவதானால், 
ஒரே நேர்க்கோடு இரண்டுக்கும் யில் தொடுகோடாக இருக்கும்* 
அப்பொழூது 0-0; அஃது, 78) - 12 

மாதிரி 19 

x2 + y? = Bax, y? (2a — x) = 8 என்ற இரு வளைகோடு 

களும் வெட்டிக்கொள்ளும் கோணங்களைக் காண். 

தரப்பட்ட வளைகோடுகள் 

x2 + y2 = 8ax . (1) 

x3 
y? = அ ove (2) 

இவற்றைத் தீர்த்து இவை வெட்டிக் கொள்ளும் புள்ளிகளைக் 
காணவேண்டும். 

இவற்றிலிருந்து] ஐ நீக்க, 
xs 

— x? = wht 8ax Se an 

x (8a ~ x) (2a— x) — x8 = 0 

19
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படம் 22, 

x (16a2 — 10 ax) = 0 

அ--து, 28% (8௭-- 5x) ௬ 0 * 

oo x= 0, * ்' 

%3 0 எனில், (1) அல்லது (லிருந்து, ந - 0. 

ஐ 32 எனில், (1) லிருந்து, 3 - கோ; க, 
16a 

Ce ௪ - 5 

எனவே, வெட்டும் புள்ளிகள் : (0, 0), ் ளி a, 16a ௪ 
5 

இவை, 0, 2, 0 என இருக்கட்டும்,
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d ச-டு (1)லிருந்து, ஐ 2 - 882 

ஸ்... சஜ. 

dx sy 

உ. (80) என்ற புள்ளியில் வளைகோடு (1)ன் சாய்வு 
விகிதம் 

4a—x 
ய ணை அ 

2a — x) 3x3 + x8 
ச௭டு (3)லிருந்து, 2) a = Oe 

ae Oe — 3) 
சேஜ் * 

ப 

ல __ *? (3a—x), 

dx” y (2a — x)? 

ஃ (%, ¥) என்ற புள்ளியில் வளைகோடு (2)ன் சாய்வு 

விகிதம் 

— ** Ga—x), 
m= y Qa —x)2 

‘ 

4a —x ட 

ம் என்ற புள்ளியில் 

  

0. 
இது, தேறா வடிவமான ட, ஐப் பெறுவதால், இதை வேறு 

வடிவத்தில் எழுதிப் பார்க்கலாம் : 

23 (3a — x) x? (3a — 2) 
(x, y) 6b mg = Y (4a — x)? j= எக் 

2a — x 

் — Ga—x) vx 

  

* (Qa — x}?
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0 & my = [7] ட 

(Qa — x) x=0 

0 வில், வளைகோடு (1) y-gFaS5qn, attnGar@ (2) 
3-அச்சுக்கும் இணையாக இருப்பதால், அவை அங்கு வெட்டும் 

£ என்ற புள்ளியில் 

கோணம் 90. 

ae —x 

*" a(2 — 

a [0 ல (3a — x) 

2 a — Dee 14௪ 

(
2
1
0
 

ச் 

’ 

d
e
)
 

எனவே, வளைகோடுகள் வெட்டும் கோணம் ரி எனில், 

m,—m | 4-7 
19 (“1 5.14: 4. (வர 

வல் | 3, ° 
tae 

௯ ஊ 45°. 

0 என்ற புள்ளியிலும் 

வெட்டுக்கோணம் 45” என இதேபோல் காட்டலாம். 

மாதிரி 20 

y=x8, 69=7—x? என்ற இரு வளைகோடுகளும் 
ஒன்றையொன்று செங்கோணத்தில் வெட்டும் எனக் காட்டு. 

வளைகோடுகள் : 

y = x8 ese (0 

6y = 7 டு x?, coe (2) 

9 ஐ விலக்க, 

6x8 = 7 — x? 

6x5 + x2 —7=0 

BI—Sls (x — 1) (6x2 + 7x + 7) = 0.



வகைக்கெழுவின் பொருளும் பயனும் 293 

ஜீ. 7070 எனக் கொண்டால், ன் மதிப்புக்கள்: 
சிக்கல் எண்களாகக் (01% நயா) கிடைக்கின்றன. இரு 

Y 4 

  

  

  
படம் 23, 

ப 

வளைகோடுகள் மெய்யாக வெட்டிக்கொள்ளும் புள்ளிகளின் 

அச்சுத் தூரங்கள் மெய்யெண்களாகவே இருக்கவேண்டும் 

என்பதால் % ௬ 1 என்றன் மெய் மதிப்பை மட்டும் எடுத்துக் 

கொள்க, அதற்கேற்றநன் மதிப்பு 1. 

எனவே, (1, 1) என்ற புள்ளியில் மட்டும் வளைகோடுகள் 

மெய்யாக வெட்டுகின்றன. 

த d ‘ 
(19 லிருந்து, 2 = 3x?, 

எனவே, (1, 1)ல் (1)ன் சாய்வு விகிதம் : 

m, = 4) = 3 
பிய. 

x ட dy _ ' 

௩
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எனவே, (1,1)ல் (ஆன் சாய்வு ல் 

ட (ம் ட 

ma = | (ay ne : 
ve m, Mo == 

ஆகவே, (10, 1) இல் வளைகோடுகள் செங்கோணத்தில் 

வெட்டிக் கொள்ளுகின்றன. 

மாதிரி 21 
pox? —3x4+3, y= x8 — 6x? + 13x —9 aarp Qo 

வளைகோடுகளும் (2, 1) என்ற புள்ளியில் ஒன்றையொன்று 

தொடுகின்றன எனக் காட்டு. அப்பொதுத் தொடுகோட்டின் 

சமன்பாட்டைக் காண். 

x=2, y=1 என இடுவது, இரு சமன்பாடுகளையும் 
திறைவுபடுத்துகிறது. எனவே, (2, 1), இரு வளைகோடுகளுக்கும் 

பொதுப்புள்ளி. 

y = x? —3x+3 w (C1) 

dy ல் 
dx = 2x — J). 

(2, 1) என்ற புள்ளியில் வள கோடு (1)-ன் சாய்வு. விகிதம் 

_ (¢ = 22—3= m, = (2) ட ட “28 3-1, 

y = x8 — 6x? + 13x —9. we (2) 

dy 3 ஜு 3998-4 12x + 13. 

௦, ப என்ற புள்ளியில் வளைகோடு (2)-ன் சாய்வு விகிதம் 

M, = = 322 — 122413 = 
, (a (2, 1) ர் 

Mm, = 1) என்பதால் இரு வளைகோடுகளும் அப்புள்ளியில் 

தொடுகின்றன. அத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு , 

9.14 100432 

அ-து, 3-0 1,
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பயிற்சி 8-5: 

பின்வரும் வளைகோடுகள் [1-- 14] எந்தக் கோணத்தில் 
வெட்டிக்கொள்கின் றன எனக் காண். 

1. y8 = x, x? = ys (1,1) என்ற புள்ளியில். 

_ *4+3 _ 4+ 11 —7Tx. ம் 
2y = சட] 2 நறு 7 (2, 2)-ல் 

3 
. 390 22; துவக்கப்புள்ளியல்லாத மற்ற ந 3. ந 

பொதுப் புள்ளியில், 

4. xy = 2a?, y? = dax. 

5. x2 + y2? = 8, x? = 2y, 

x2 — y? = a?, x2 + y? = a? /2. 

x2 4+. 4y? = 32, x? — yp? = 12 

8. y® = 4x, 8x2 + yp? —b6y = 0. 

9. y2?(S—x) = x8, y= 2x 

10. y= x8, by 7-8; (1135-ல் 

11, x8 + y3 = 6xy, y = 2x 

2 2 
12. = + j= 1, x8 + y? = ab 

13. y= x? — 3x, Dy = 2x2 — 4x + 20 

14. y? = 4x, 2x2 = 12 — Sy 

பின்வரும் வளைகோடுகள் [15-- 23] செங்கோணத்தில் 
வெட்டிக் கொள்கின்றன எனக் காட்டு. 

15. x == y?, 6x = 7 —y83 ௮ 1 என்ற புள்ளியில் 

2 2 
16. ஆ ௪௩ x2 — y2 = 8 

17. 4x2 +. 9y2 = 79, x2 —y2 = 5 

18. xy = 4, 17x? — l6xy + 17y? = 225 

19. y? = 4(x+ 1), y? = 36(9 — x) 

20 x2 4+ y2 = a%, xy + c?,
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21, நற பறட 6, -ட2%-]$ துவக்கப் 

புள்ளியில். 

x? ye _ x2 . ys 

tp oh ep at pe pa 
23. x8 — 3xy? +2=0, 3x2y—y3? +2=0 

= 1. 

பின்வரும் வளைகோடுகள் [24-- 28], தரப்பட்ட புள்ளியில் 
ஒன்றையொன்று தொடுகின்றன எனக்காட்டி, பொதுத் 
தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண், 

24. ர - 6-2---72,1ற(6-1-2-2; 2 

2. y = x8 +x4 1, 2y = x3 + 5x; (1,3) 

26. y = x8 — 3x? — 8x — 4, y = 3x247x+4;5 x=—1. 

27. y = 3sinx— f3, y = 2 55 (3 7). 

28. y2 = 8x, x? = 4y—12; Q, 4) 

29. x2 = ax, x8 + y8 =3axy என்ற வளைகோடுகள் 
துவக்கப்புள்ளியில் தொட்டுக்கொள்கின்றன எனக் காட்டு. 
அவை வெட்டிக்கொள்ளும் மற்றப் புள்ளியில் வெட்டுக்கோணம் 

- என்ன? 

30. ax9 + by? =1, cx? + dy2?=1 இரண்டும் செங் 

கோணத்தில் வெட்டிக் கொண்டால், ் ன _ ட 3 எனக் 

காட்டு. 

31. y? = 4ax என்ற பரவளையம், 25 - 0 என்ற அதி 

பரவளையத்தைச் செங்கோணத்தில் வெட்டினால் ct = 32a* 

'எனக் காட்டு, பொதுத் தொடுகோடும் பொதுச் செங்கோடும் 
5 அச்சை 7, 0 என்ற கயல் வெட்டினால், TG - 67 எனக் 
காட்டு. 

விடைகள் 8-5 

ந. நரா? 2. 45° 

3. tan? 

வ
ெ
ம
்

 

வ
ெ
ய
்

 

4. tan-! 3
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5. tan“! 3 6. 45° 

7. 90° ் 8. tan! i 
9 

9. tan-} 3 , tan-} 2, 10. 90° 

6 a—b 
11. tan-1! =, tan-! 2. 12. tan7! an’ 73? Jab 

11 14 
—1 ர 13. tan 3 14. tan 3 

24. 3x +y=10 25. 4x—yo= 1. 

2%. y=x+tl 27. xy +", 

28. x—yt2=9. 29. tan-! 2 #2. 

8:28 தொடுகோடு, செங்கேர்டு ஆகியவற்றின் நீளமும்,. 

தொடுகோட்டடியும் GQemGar ripyo. (Lengths of 
Tangent and Normal, Subtangent and Subnermal) 

ஒரு வளைகோட்டில் P என்ற புள்ளியில் வரையப்பட்ட 

தொடுகோடும் செங்கோடும் 2-அச்சை முறையே 7, ரயில் 

வெட்டட்டும். 27 PG ஆகியவை 27 யில் இவ் வளைகோட்டுக்கு. 
வரையப்பட்ட தொடுகோடு, செங்கோடு ஆகியவற்றின் 

நீனளங்கள் என முறையே வழங்கப்படும். 

Y 

. f ப 
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சியின் fies Garth (foot of the ordinate) N crane 
77/8, 182 ஆகியவை, சியில் இவ் வளைகோட்டிற்கு வரையப் 
பட்ட தொடுகோட்டடி, செங்கோட்டடி என முறையே கூறப் 

படும். 

வளைகோட்டின் சமன்பாடு - ரீ எனவும், £2- y) 
எனவும், 2 யில் வரையப்பட்ட தொடுகோட்டின் சாய்வு விகிதம் 

tan ம் எனவும் இருக்கட்டும். 

PN=y, GPN= PIN =. 

எனவே. க sb, PT = PN cosec PPN = y cosec Wy 

= y ATES my af i+ + (2) 

  

ay Misty? 

 தொடுகோட்டின் நீளம் = y v1 vo - we (C1) 

AGPN & . c * 

PG = PN sec GPN = y sec ம் 

அறு ஒழ் வடி அழ 1 பரம 

ஃ செங்கோட்டின் நீளம் $-- fl -2 1782, உட் 
APTN & 

TN = PNcot PTN = y cot y = tan = a 

டக 

'தொடுகோட்டடி =5 . we (iii) 

கல் 

NG = PNtanGPN=y tan து : 

ஃ செங்கோட்டடி ர", ew (Civ) 
Te 3 

ம்
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மாதிரி 22 

y= alog (x? —a?) என்ற வள கோட்டிற்கு, தொடு 

கோடு, தொடுகோட்டடி ஆகியவற்றின் நீளங்களின் கூடுதல், 
அப் புள்ளியின் அச்சுத் தூரங்களின் பெருக்கலுக்கு நேர்விகிதத் 

“ திலிருக்கும் எனக் காட்டு. 

வனைகோட்டின் சமன்பாடு : ் ' 

y =a log (x? — a?) 

2a x 
x2 — 02 

(%, 39 என்ற புள்ளியில் தொடுகோடு 

ச   

vie, 
Jy ந? * 

தொடுகோட்டடி e ற ச 

இவற்றின் கூடுதல் - 57 

Nn ae Le) பு 
ட — a?) x2 ன a 

~ a 2 ae tT 

[vit +1] 

_ V¥GR—a*), _ 2x? 
ஞு 28% (x? — a?) 

a OW 
a 

oh xy. 

எனவே, விடை. 

மாதிரி 23 

A 3 ன் 
x = a log cot, — a cos 9, ற 8006 என்ற வளை 

Gart4o6 (tractrix) ¢= |) என்ற புள்ளியில் தொடு 

கோட்ட டியையும் செங்கோட்டடியையும் காண்க.
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x= a log cot 6 — a cos 9 

dx estan? 29 1 asi ் = 7% tan * 00500 5 + asin & 

= a (sin 6 — cosec 6). 

y= asin 8 

dy _ ஃ ற 20080. 

இ தித்து படக 
481 8974 sing —cosec 6 

cos 6 sin 6 
* தத sy 4 சே 

| ee ee Cals Gere. = = Gana = acos@, 

QemGarty = yy = —asing tane. 

a 

இஃ 4 என்ற புள்ளியில் இவை இரண்டின் . எண் 

a 
மதிப்பும் ---. * 

ல
!
 

பயிற்சி 8-6 

பின்வரும் வளைகோடுகளுக்கு [1 -- 7], தரப்பட்ட புள்ளி 

smb தொடுகோடு, செங்கோடு, தொடுகோட்டடி, செங் 

கோட்டடி ஆகியவற்றைக் காண்க. 

1. y? = 4(x + 5), (4, 6)-Qood. 

2. xv = — 12, (— 4, 3)-Qe 

x8 

3 9 ர. (தலயில். 

4, xm நு = aut, (a, a)-u9e. 

5. x—a (cos 6+86 sin 9), y=a (sin @—6 cos 6); 6-allad.
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6. x =a(t —sint), y = (1 — cos ft); t-& 

7. x=acos3é, y =a sin36; 6-ated 

பின்வரும் வளைகோடுகளுக்கு [8 -- 13]; உடன் தரப்பட்ட 

புள்ளிகளில் தொடுகோட்டடியையும், செங்கோட்டடியையும் 

காண்க. £ 

8. 3-2 510 - (x, y)-uded 

9. 9x? + l6y? = 1152, (8, 6)-இல் 
10. y2 = (x + 1)2(5— x). Cl, 4) Qo 

11. x8 + y3 = 3axy, (3 ; 3) -இல் 

12. x=asin?/, y= a tant; €-ailed 

13. x =a(2cos@ + cos 29), y = a(2sin 6 + sin 2@) ; 

9-வில். 

D
I
R
 

14. y= a, 3 - ௪2 ஆகிய வளைகோடுகளுக்குத் தொடு 

கோட்டடி மாறிலி என்றும், செங்கோட்டடியானது, புள்ளியின் 

3-அச்சுத்தூரத்தின் வர்க்கத்தின் நிலையான மடங்கு என்றும் 

காட்டு. 

— bx? 4 ட் 
15. = ae என்ற வளைகோட்டின் தொடுகோடு, 

தொடுபுள்ளியின் %-அச்சுத்தூரம் ஆகியவற்றின் பெருக்கற்பலன் 

ஒரு மாறிலி எனக் காட்டு. 

16. xy=c? என்ற வளைகோட்டின் எப்புள்ளியிலும் 

செங்கோட்டடி, அப்புள்ளியின் நிலைத்தூரத்தின் முப்படிக்கு 

நேர்விகிதத்திலிருக்கிறது எனக் காட்டு. 

17. x® y2 = a2 (x? —a?) என்ற வளைகோட்டின் எப் 

புள்ளியிலும் செங்கோட்டடி அப்புள்ளியின் கிடைத்தூரத்தின் 

முப்படிக்குத் தலைகீழ் விகிதத்திலிருக்கிறது எனக் காட்டு. 

18, நார்! -- ற என்ற வளைகோட்டின் தொடுகோட்டடி, 

9-அச்சுத்தூரத்திற்கு நேர்விகிதத்தில் மாறும் எனக் காட்டு. 

செங்கோட்டடியின் நீளம் என்ன ? செங்கோட்டடியின் (ஈ-ட1) 

ஆவதுபடி, -அச்சுத்தூரத்தின் :(₹--1) ஆவது படிக்குத் 
தலைகீழ் விகிதத்திலிருக்கும் எனக் காட்டு.
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19, 322]7% . ஐ என்ற வளை கோட்டின் எப்புள்ளியிலும் 

தொடுகோட்டடி, அப்புள்ளியின் -அச்சுத்தூரத்திற்கு ழேர் 
விகிதத்தில் இருக்கும் எனக் காட்டு. 

20. நூ றா; ஏன்ற வளைகோட்டின் எப்புள்ளியிலும் 

தோன்றும் தொடுகோட்டடியின் 8 ஆவது படி, செங்கோட்ட்டி 
யின் 7 ஆவது படிக்கு நேர்விகிதத்தில் இருக்கும் எனக் காட்டு. 

21. ஒரு வளைகோட்டுக்கு (2, ந) என்ற புள்ளியில் சாய்வு 

7 
4/2? ப 

எனக் காட்டு. 

வீதம் -- தொடுகோடு நிலையான நீளம் கொண்டது 

22. ஐ (4 2)5-ல் செங்கோட்டடி, வளை கோட்டடியின் 

வர்க்கத்திற்கு நேர் விகிதத்தில் உள்ளதெனக் காட்டு. 

23. 08௫3-௨ என்ற வளைகோட்டில், செங் 
கோட்டடியும் -அச்சுத் தூரமும் நிலைத்த விகிதத்திலிருக்கும் 

எனக் காட்டு. 

24. y = ccos h= ere sud gy oda &@ (catenary) 

2 
செங்கோட்டின் நீளம் - = , 

தொடுகோட்டடி  § =ccoth ms 

: 6௮ 22 
செங்கோட்டடி = , sin h => 

எனக் காட்டு. 

25. 23. ஐ*1 என்பதன் செங்கோட்டடி மாறிவி எனில், 

n = 2 எனக் காட்டு. 

0 
26. x= a(cos 6+ log tan 5), y=asing என்ற 

வளைகோட்டின் தொடுகோடு நிலைத்த நீளமுடையது எனக் 

காட்டு. 

27. = 8[102(1--00809-- 0050], 3௭ 889106 என்ற 

வளைகோட்டின் தொடுகோட்டடி, செங்கோட்டடி'ஆகியவற்றின் 

கூடுதல் ஒரு மாறிலி எனக் காட்டு.
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விடைகள் 8-6 

1. 6/10, 24/10, 18, 2. உரிய 

5 ன 
ல a>, 2475, 52 2a 

௩ 
கோ ல படட த உடபட Ba ma 

4. — f/m? 4+ n?, —- fm? +n?7,——, — 
m vm + 7%, n கட்க m’ n 

5. acosec 6 (sin 6 — 6 cos 6), asec 9 (sin @ — G cos 6), 

acosé@ (sin@ —6cos 6), a tan 6 (sin 6 — @ cos 9). 

6. asin t, 2a sin > a(l—cost) tan ர 

  

2 

a (i — cos t) cot - 

7. asin?9cos@, asin*@ sec 6, asin?9, asin’s °° sec 6.. 

2 
8. atan 2 ட்டி sin கர், 

a’ 2a a 

9 8 
9, -3 — > 10. 3° 6. 

é 5a 16a” a s <9 ள் in? 29. 5 5604 11. 3° 15 12. 2a sin?@ cos?9, த 860 9. 

. 3h : 3a 
13. a(2sin 9 + sin 26) tan za (2sin @+sin 26) cot 5 

18. செங்கோட்டடி - aa ல் 
௩-1) 5 

8.3 ஓர் இணைப்பு : தூரக்கோணக் கூறுகள் (௦181 00-0104108165)- 

8. 3.1. ஒரு தளத்தில் உள்ள ஒரு புள்ளியின் இடத்தை 
அறிந்து கொள்ள உதவும் எந்த அளவுகளும் அதன் தளக் 

கூறுகள் (1180௦ ௦-01018168) எனப்படும். 

0, 30” என்ற இரு செங்குத்தான நேர்க் கோடுகளை 

அச்சுக்களாகக் (8௩66) கொண்டு, அவற்றின் பரப்பில்,. 

0 விலிருத்து ஐ-அச்சுக்கும் இணையாக அளக்கும்தூரம் %-ஆகவும்
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3-ஆகவும் உள்ள ஒரு புள்ளியின் கூறுகளை (2, ந) எனக்குறிக்கும் 
மூறை இதுவரை பழகியதே., இந்த 3-, ந- கூறுகள் * தெக்காட் 

டின் கூறுகள் (087112518௩ 0010102168) எனப்படும். 

இனி, தூரக் கோணக் கூறுகள் என்பனவற்றைப் பார்ப் 
“போம் £ 

2 2(9,8) 

9 டக் ac 

படம் 25 

தரப்பட்ட தளத்தில் 0 ஒரு நிலைப்புள்ளியாகவும், 0% ஒரு 

.நிலைக்கோடாகவும் இருக்கட்டும். இவற்றைப் பொருத்து 72என்ற 

எப்புள்ளியின் நிலையையும் இத்தளத்தில் வரையறுக்கலாம். 

தூரம் 02 யும், கோணம் xOP uy முறையே ச, 9 எனில், இவை 
யிரண்டும் 2-யின் இருப்பிடத்தை உடனே தருகின்றன. 

7-என்பது 2-யின் தூரக்கூறு ; ரி என்பது, கோணக்கூறு. 
எனவே, £-யின் தூரக் கோணக் கூறுகள் (7, 9) எனக் குறிப் 
போம். - 

  

*ரீனே தெக்காட்டி (8606 1985081165) .[ 1596-1650 ] 

அன்றைய தத்துவச் சாத்திரத்தை எதிர்த்தவர். புதுமைத் 
தத்துவத்தின் தந்தை எனலாம். இவரது 1500175 46 18 
Methode என்ற தத்துவநூலும் 1,8 6010௦116 என்ற வரை 
கணக்கு (0060006119) நூலும் இன்னும் சில நூல்களும், ஒரே 
ஆண்டில்--1637-இல்--வெளியிடப் பட்டன. 

இவர் ஓர் ஓய்வுப் பிரியர் தினமும் 10 மணிநேரம் தூங்கும் 
இவரது இளமைப்பழக்கம், வளர்ந்த பிறகும் இவரைவிட 
வில்லை ; அதைப்பற்றி இவர் கவலைப்படவும் இல்லை, 

இவர் உளவியலுக்கு ஒரு வழிகாட்டி. மூளை ஆராய்ச்சியின் 
தந்ைத. UGYMp aossarsA2r (Analytical Geometry) 
உருவாக்கியவர்,
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௫ துருவம் (1௦16), 0% தொடக்கக்கோடு பம்] line), OP 

ஆரை gems (radius vector), xOP ஏவரைக் கோணம் 
(7201011821 ௨0௦) எனப்படும். 

8-3. 2. வளைகோட்டின் தூரக்கோணச் சமன்பாடு 

வளைகோட்டின் சமன்பாட்டை 7-7 (9) என்ற வடிவத் 
திலும் எழுதலாம். இது, அதன் தூரக் கோணச் சமன்பாடு 
(Polar 60௨0௦) எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

் 1. 7௩% இது, துரு 

வத்தை மையமாகக் கொண்ட, 
4 அலகுகள் ஆரமுள்ள ஒரு 

வட்டம். 

  

படம் 26 

2. 8-௦. இது துருவம் 
வழியாகச் செல்லும் ஒரு நேழ் 
கோடு. அச்சுக்கு 4 கோணத் 
தில் சாய்ந்துள்ளது. 

  

படம் 27 

3. 737003]. இது, 

4 ஆரமுள்ள துருவம் வழிச் 

செல்கின்ற ஒரு வட்டம். 
  

தொடக்கக் கோடு இதன் 31 3௨ = 

மையத்தின் வழிச் செல் 

கிறது, 

படம் 28 
20
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4. r= a (1+ cos 6). 

Qos AQscpaouar (cardioid) 
என்பார்கள். 0-ல் இவ் வளை 

கோடு தொடக்கக் கோட் 

டைத் தொடுகிறது. 

  

படம் 29 

5. 73 ௬9 00826. இது பெர்னோலியின் லெம்னிஸ்கேட் 

(Lemniscate ௦7 நிரறய) எனப்படும். 0-ல் இவ் வளை 
கோட்டின் சாய்விகிதம் + 1, 

  

படம் 30 

6. 2௮14 ௪0020. இது ஒரு கூம்பு வெட்டி. 251 

என்பதற்கு?ஏற்ப, இது நீள் வளையமாகவும் ((6111ற86), பரவளைய- 

wrscyta (parabola), அதிபரவளையமாகவும் (hyperbola} 

இருக்கும். 
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6 cot of 
் ‘3 7. r= ae இது ஒரு சடீ 

0 7 Garemé -scjer (Equiangular spiral). 

ws இதன் எப்புள்ளியிலும் ஆரைத்திசைக்கும் 
Rw தொடுகோட்டுக்கும் இடைப்பட்ட 

"கோணம் cl. 

படம் 32 

8-3-3. a gwmp pb (Transformation of co-ordinates) 

துருவம் 0, அச்சு 0% ஆகியவற்றைப் பொறுத்து 7 என்ற 

ஒரு புள்ளியின் தூரக்கோணக் கூறுகள் (7, 0) ஆக இருக்கட்டும். 

    

7க் 

P (7,0) 
¥ (4%) 

ர் 
9 ச 

௦ x ந —~ x 

படம் 33 

OX-4@¢ Gemi@isra OY moms. OX, OY Qu பொறுத்து 
£-ன் தெக்காட்டிக் go. pect (x,y) ஆக இருக்கட்டும். 

78 என்பது 0ன் மீது “லிருந்து வரையப்பட்ட குத்துக் 

Gsr@ stale ON = x, PN=y, OP =r, PON = 0. 

படத்திலிருந்து இருவகைக் கூறுகளுக்குமுள்ள தொடர்பு 
தெளிவாகக் கிடைக்கிறது. 

3 7008 r= fx? + y?, 

yorsin®g, Q = tan}?
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7-ன் மதிப்பை மிகையாகவே எடுத்துக்கொள்வது வழக்கம், 

9-வின் மதிப்பு-- ௬, - ௩ ஆகிய இரண்டுக்கும் இடைப்பட்டது, 

y சி 
cos 6 = *, sing = tan 6 = = ஆகிய மூன்று சமன்பாடு 

களில் எவையேனும் இரண்டு, ௦ வின் மதிப்பைத் திட்டமாகத் 

தருகின்றன. 

(r, 8 + 2k) என்ற கூறுகள், k முழுவெண் அல்லது 

பூச்சியம் எனில் (7, 9) என்ற புள்ளியைக் குறிப்பதைக் 
கவனிக்க. 

பகுதி வகைக்கெழு காணும் பகுதியில், வகைக்கெழுக்களின் 

மாறிகளை (x,y), (7,0) ஆகியவற்றில் ஒன்றிலிருந்து மற் 

ஜொன்றிற்கு மாற்றவேண்டியிருக்கும். அதற்கு, மேற்கண்ட 
சமன்பாடுகள் பயன்படும்.



9, பகுதி வகைக்கெழு காணல் 
(Partial Differentiation) 

௮-1 ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட மாறிகளின் சார்பு: * சார்புகள் ” 

என்ற பகுதியில்,ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட மாறிகளின்சார்புகளுக்குச் 
சில எடுத்துக்காட்டுகளைக் கண்டோம். மேலும் ஓர் எடுத்துக் 

காட்டு: ஒரு செங்கோண முக்கோணத்தின் கர்ணம் (hypote- 

nuse) அதன் இரு பக்கங்களின் சார்பு, .கர்ணம் 8, மற்ற இரு. 

பக்கங்களின் நீளங்கள் %, ந எனில், பிதகோரஸ் தேற்றத்தின்படி, 

us fx? + y? 

2 என்பது, %, 9 BAH Hor eriy sraérums, u = f (*,y) 
அல்லது, ௨ - 2 (2, 1) எனக் குறிக்கலாம். பொதுவாக 4 என்பது 

X1_ Kgs vos Xp என்ற 1 மாறிகளின் சார்பெனில், 8 எ ரீ (1) 202 

.ஃஃஷ ய எனக் குறிப்பது வழக்கம். 

9-2 பகுதி வகைக்கெழு: ஈ-ரீ(ு,]) என்பது x,y என்ற 

மாறிகளின் ஒரு தொடர் சார்பாக இருக்கட்டும். நஜ மாறிலீ 

யாகவும் ஐ மாறியாகவும் கொண்டு,3லக் குறித்து /-வை வகை 

யிடக் கிடைப்பதை “ஐக் குறித்த உ-வின் பகுதி வகைக்கெழு ” 
என்போம். அதை, 

Ou 

ax? 
என்ற குறியீடுகளால் குறிக்கலாம். இவற்றில் u-qsqu used 

ஐயும் பயன்படுத்தலாம். இதேபோல் நஜ மட்டும் மாறியாகக் 
கொண்டு]-க் குறித்து வகையிடக் கிடைப்பது, ந ஐக் குறித்த 

&-வின் பகுதி வகைக்கெழு. 

iy 2 (x, 29: ux (x, y) 

இப்பகுதி வகைக் கெழுக்களைப் பின்வருமாறும் வரையறுக்க 

லாம்:
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144 ரீ ௧௧2) 70௫3). 
Ox ௫௮0 Ax 

8 Lt fy + AYI—F OY) 
oy Ay>0 Ay 

9-3 GQgrit uGH amas Gagsacr (Successive Partial 
derivatives): u= f(x,y) என்பது, ந-ன் தொடர்புள்ள ஒரு 

சார்பு எனில் தி ்் என்பவையும் பொதுவாக *-ன் தொடர் 

புடைச் சார்புகளாக இருக்கும். , நற இரண்டில் எதைக் குறித்தும் 
இவற்றை மீண்டும் பகுதிவகையிடல் இயலும். 

3ஐக் குறித்து -வை ஈ முறை வகையிடக் கிடைப்பது 

pe » 7222 (7 முறை) எனக் குறிக்கப்படும். 

கவனிக்க : ஐக் குறித்து ஐப் பகுதிவகையிடக் கிடைப் 
பதை 1, எனக் குறிப்பிடுகிறோம். ஐக் குறித்து ம௨ஐப் பகுதி 
வகையிடக் கிடைப்பதை, இதே குறியீட்டுமுறைப்படி,ஷ, என்றே 

052 குறிப்பிடவேண்டும்; மி, என்றல்ல. எனவே, உத்த = uy. 

இனி, சாதாரணச் சார்புகளுக்கு, பகுதிவகைப்ட்டு வரிசை 
(௦ம்) முக்கியமானதன்று; 

928 ou, 
௪: 5752 dxoy' 
அ-ஜு, Macy = Mya 

இவ் வகைக்கெழுக்கள் தொடர்ச்சியுடையனவாய் இருத்தல் 
வேண்டும் என்பது இதற்கான நிபந்தனை. அதை நாம் இத் 
நூலில் நிறுவப் போவதில்லை. 

9-4 சார்பின் சார்பு of (Function of a Function rule) 

4 என்பது 9-ன் தொடர் சார்பாகவும், ? என்பது 2, $ ஆகிய 
வற்றின் தொடர் சார்பாகவும் இருக்கட்டும். ௩௨, கர என்பவை 
மூறையே 3-ல் சிறிய கூடுதல்கள் எனில், அவற்றிற்கேற்ப 
9, இல் ௩, ௩௨ கூடுதலாகக் கொள்வோம். அப்பொழுது 

éu_ Au Ay 
Ax Av’ As
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&2-0 என்ற எல்லையில் 

ate dus av 

dv” 6s 

இதேபோல், 

ou. ae oY 
~ dv" ax ; 

கவனிக்க : ப என்பது என்ற ஒரே மாறியின் சார்பு ஆத 
ஸின், 1) ஐக் குறித்த ப-வின் வகைக்கெழு ஒரு பகுதி வகைக்கெழு 

அன்று; சாதாரண வகைக்கெழு. எனவே, அதை ஸ் எனக் 

குறிக்கிறோம். 

மாதிரி 1: 

= tan} (5) எனில் 

928 உாச்து > oye 4. லட் 0 எனக் காட்டு. 

Ri
se

 

“u o= tan-! (2) = tan? %» v= 

ட 1 82 
ஷ் 13 ஐ... 2 

ou du oy . OM 09 ட 
ax dv Ox “ToC 

— x2 ane eee (ப 

இதை மீண்டும் தஐக் opeen பகுதி வகையீடு-செய்ய, 

au 9 1 

oe = Ox (Bs =) = ye x2 4 y2 

2xy 

~ Ft உ
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இதேபோல், ன் 
ou _ ம Be - 

ர இ ) x ey ole 

oF u _ xy 
a ~ (x? + yy?) + y?)2 ர ன் oe (4) 

(1), (3) oo 

at? 23 =0 .. (i) 

(2), (4) ஆகியவற்றிலிருந்து 
228 92 8 2 
a + துட 0 உ Cii) 

குறிப்பு: விளைவு (1) லாப்லாஸின் : இருபரிமாணச் 

சமன்பாடு (1,21206₹8 701021100 1. 19௦ ப11060210றல) எனப்படும். 

மாதிரி 2: 

u-= 102 08 + y2 4 22) எனில் 
உ, ம, ம எனக் காட்டு. by 62 7 dz ox 7 Ox dy க 

"இவற்றின் மதிப்பையும் காண்க. 

= log (x? + y? + 23),. 

௪ x? + y3 + 2? 

Qos yas GSH uma, 

அகப்பட இட 
dy dz (x? + 8 + 7292 

282 பட கறத. 

* துச் செமை. மல்டி 
கொடுக்கப்பட்ட கோவையில் x.—>+y +2 53 என 

இட, அதில் மாற்றம் ஏதும் ஏற்படவில்லை. [அப்படிப்பட்ட 
கோவையை வட்டச் சமச்சீர் (0014௦ 83100௫) உடையது 

என்போம்], னைவே, அக் கோவையிலிருந்து கிடைத்த ச-டு
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oe இம் மாற்றத்தைச் செய்யக் கிடைப்பதும் உண்மை, 

து (19-ல் இருமுறை இம் மாற்றங்கள் செய்ய, 

au _ 4xyz 

7 22 9% மெ 222 (3): 

atu Axyz 
ப ax x oy ~~ (x2 + y? + 2232 ee (3): 

ச-டு (1)--(39-லிருந்து விடை உடனே கிடைக்கிறது. 

மாதிரி 5: 

் u = log (x8 + y3 + 28 — 3xyz) எனில் 

2 9 9 3 
(i) (ict ay a தத? 

@\2 9 ் 

ப (2 ஈரி 2) u=— (py Fae 
எனக் காட்டு. 

u= log (x3 33 +. 23 — 3xyz) 

qi) « BF is oe, த "ox x8 + y3 4 28 — 3xyz 

ju __ 3y? — 32x 

yy at Bae 
éu __ 322 — 3xy 
52 x8 + yS + z8 — 3xyz 

cu 3 (x? + y2 +22 — yz — 2x — ay) 

ox zy © ez” x8 +y3 +25 —3xyz 
3 (x? +y2422—yz—zx—xy) 

~ Cet y tz) Cty? + 22-—yz—2x—2y) 
ட... இ 
இரச 

2 3 2 2 ச ae — — “= ள் ன் 

“ ux ay + iz x+y+2 
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. ட oy? _ f2 , @, @y 
as ax tat u=( Tot i 

2 2:2 
ox ay t a)" 

_(2 22 
(ர் ஜர் 

௪8 3 ஆப... 3 
இனி, ல இராஷியி (s+ y +2)?’ 

vie. . 3 __ 
ays + + 3)?’ 

ty 3 

52 (2428 

உட்க. அரி கழ ஆ ச 
* lost ot a2)’ xt at ay 

ee 
. (+ y + 2)?’ 

உட்டு 9 
aa (at yt &) *--@Epem 

மாதிரி ச: 

237 2₹ ௯ 2 எனில், ) - 2 = % ஆக இருக்கையில், 

072 -1 ச ax By (2102 2௦)-1 எனக் காட்டு. 

252 ் 4 — 
be ap oP உறுப்பிலிருந்து, x,y இரண்டும் சாராத 

aon Sasormseyt (Independent variables), z அவற்றைச் சார்ந்த 
மாறியாகவும் கருதப்படவேண்டும் எனத் தெரிகிறது. 

237 2₹- ௦. 

எனவே, 2102 --3 108] :- 21௦22 - loge.
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9ி ஐக் குறித்துப் பகுதி வகையீடு செய்ய, 

1 1. 62 Oz ; e 5 1 ere ச 7 நா og y+z 3 “oy ஆ log z =0 

அ-து, (1 + log z) a = — (1+ logy) 

  

2 8% _i_itilogy 
oy 1 + log z 

222 é 1 = = 1 = — Ox oy 11 40218 Ox (1 + ட] 

= (1 + log y)- ட் ட அத் (12282. Ox 

C+ Jog yy? 
z(1 + log z)3 
  

yoz=x*em @, 

252 _ ட ‘CL + log x)? 
Ox oy os enw x (1 + log x) 

i 

x (1 + log x) 

_ 1 

x Clog e + log x) 

ae Je 
~ x log (ex) — 

— (x log ex)7!. 

மாதிரி 5 

ஒரு புள்ளியின் தெக்காட்டியின் கூறுகள் (கோர281ற 
(0-0101118168) (2, ந) ஆகவும், தூரக் கோணக் கூறுகள் (1௦182 
Co-ordinates) (7, 4) ஆகவும் இருப்பின், 

Ox ax dy ay Or Gr Bb 09 
Or’ 06’ dr’ 20° ax’ dy’ ax’ ay 

ஆகியவற்றைக் காண்க. 

தெக்காட்டியின் கூறுகளுக்கும் தூரக்கோணக் கூறுகளுக்கும் 

உள்ள தொடர்பு முன்பே விளக்கப்பட்டது [பிரிவு 8-3:3],
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X,Y இரண்டையும், , ர என்ற இரு சாரா மாறிகளின் 
சார்புகளாகக் கொண்டால், 

%: 7008, y=rsing; 

ox x @x 
‘ap a= po og OE se 

23 y oy ar = Sin 6 = pt yp ee a 

இனி, 7) ர இரண்டையும், x,y என்ற சாராமாறிகளின் 

சார்புகளாகக் கொண்டால், 

  

  

ன மரச் 9 = tan? 2; 

OF et ee, ee eG, et ee 
ox =x r 6 fx? +y2 7 

= sin @, 

8 Ct பிப 7 பரவத் அணை அக 

ox 143 x? x2 + y? r r 

OB ew Mn ee a es Bie ME 
oy 1+ % x 24 ye r2 r 

கவனிக்க : 

இங்கு 3௮34 2: எனவே பொதுவாக aA த 

ஆயின், 5 =] {% --° Qs, ues வகைக்கெழுவுக்கும் 

சாதாரண வண தயுள்கமி உள்ள ஒரு வேறுபாடு. 

௩ 

பயிற்சி 9--1 

08 ou 
gx? ep காண்க. [1-5]. 

1 som ் 1 

43 + y?
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2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

41, 

இ 

9, 

“10. 

11. 

x +y 
x? + y? 

“i= 

n= sin-! (xy) 

u= x? log (x? + y?) 

sin xy 
“t= - —____. 

Vx® + y? 

u = log (tan x + tan y + tan z) cratfled 

: ju... iu ; éu 
sin 2x70, + sin 2y 5 + sin 2z 7 = 2 

எனக் காட்டு. 

/௩(9--2)(2--29(1--]) எனில் 
cu cu 68 . 
— +a + — = 0 craré ar 
Gx oz 02 

பின்வரும் கோவைகளில் ஒவ்வொன்றையும் 8 எனக் 

    கொண்டு a5 = one எனக் காட்டு, 

ci) log = y? (ய ன் cos y + e’ cosx 

iii) cos-1 ; (iv) xtany 

(v) fx? + y? . 

u = tan! rT எனக் கொண்டு 

6382 su ose 
  

ytex  exey® oyexty 
என்பதைச் சரிபார். 

உடலி y éu ou ain 2 -12 2 as u = sin ரந .. எனில், 95 0 

எனக் காட்டு. 

x 2 52 ல e2y 238 
= <1 னில் x2 —— + 2x) —— u= x tan x +x ey எ | ? து 

+ y2 ன 0 எனக் காட்டு. 
ப்,
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12. மற குற! x — y? tan-! 5 oTeofidy ‘ 

து எ ன் காட்டு. 

oz o7u a 4 13. உக டள எனில் 5 sa a to +e பு 

எனக்காட்டு. 

14. w= e*(xcos y—y sin y) எனில் - a x2 + i =o 
எனக் காட்டு. 

—t கந. 

15. ௬௪ 0080) y=e 819 எனில் 

x x? + y?° 6x x? + y? ் 
16. ஒரு புள்ளியின் தெக்காட்டிக் கூறுகள் (,ி99, தூரக் 

கோணக் கூறுகள் (7, 9) எனில், பின்வருமாறு காட்டு : 

62x ட் 62x 53% ட 

தம் “92 ர 318. ௬ 
டட ன் _ a ஜூ: arg = 98 Gg = —% 

e&r _ sin? 6 
ox? rr 

17. 70089, ந 7 ஏ 9 எனில் 

a7, 2? (logr) _ _ 2? (log r) 
oxey exe ௩. 202 

௬ 3 ந 
க =— Fy 00s 28 எனக் காட்டு- 

2 é? 
18. 832 12 எனில், a + ட 

- [0 09] 
61 

= + ay? 

@ 
= os + ் = எனக் காட்டு.. 

IX, ree fx? 77, மகர (7) எனில்
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20, a= SF (x2 + y?) எனில் a= yet 

y ox 

ot மே... நர eu éu xeo tt டட ணன் axy ater ட்ட ஹா தட் ஸர் 

ay? 63269 21 “0 லு 
எனக் காட்டு. 

21. 78-09-இ2 + (y — (2. ஐ02 எனில் 

ear é4r e*r 2 . 
ஜே + ayz + gpa, are we. 

22. uw = log (x? + y2 + 22) cra 

698 | ou ou 2 
ox? + oy? + ez? + x2 + y? 79 

23. 17 = அ எல்டாவ அவனி 

எனக் காட்டு, 

எனில்,*-* axa : eS > +3 9௯0 எனக்காட்டு, 

... 24. முன் வினாவில் ' எனக்கொண்டு அதே விடையை: 

நிறுவு. 

25. w= (y — 2z)* + (2 — x) 4 (2-4 எனில் 

a+ ar —= எனக் காட்டு, 

3 ௦8 1 
— 26. Us yr? oz x2 + y2 crafied : ர் இத 

எனக் காட்டு. 

5 u 1 cu த் 62u 

2. oat; gr + 72 962 
கெழுச் சமன்பாட்டைப் பின்வருவன Pane ay aie 

வெனக் காட்டு. 

G) w= (4 + ப 008 715 

௪0 என்ற பகுதி வகைக். 

Gi) உ- ச cos (a log r)
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(x — a)? 52 த 

28. ரீ) ர 49 எனில் 5“... எனக் 

காட்டு. 

| ட மம ம 1 éu\?2 eu 29, wm ey! எனில், 4 ரச எழ (2) + (5)| 

“எனக் காட்டு. 

3 ; 624 230 30. u= SC + iy) + 6 (x—iy) எனில், 5 * 2 0 
TOs STi. 

இதைப் எயத்படுத்தியேட தனியாகவோ, பின்வரும் 
2 

-கோவைகளுக்கு - 2 யன்] ௯ 0 எனக் காட்டு ₹£ 

ு டட 2 ல _ =F Gi) w= x? xe Gi) i= செல 

(ம் =u = e* sin y. 

= Pu ga 27u 31. u=f(x +at)+g(x—at) son, of — % axe 

எனக் காட்டு. 

[இச் சமன்பாடு; ஒருதிசை வெப்பக் கடத்தலைக் குறிக்கிறது 
என மேல் வகுப்பில் காணலாம்]. தைப் பயன்படுத்தியோ, 
தனியாகவோ, பின்வரும் கோவைகளுக்கும் இது உண்மை 
எனக் காட்டு £ 

(i) u = /y + ax —2 log (y— ax), 
(ii) u=cosxsiny, (iii) u =e’ sinh x. 

\ ௩ 

32. =} [Ff (ct +r) + ¢ (ct —r)] croofed” 

67u 0 6 614 ் . 
= = r2 — } எனக் காட்டு. 

ot? rT? or or டு 

33, u=3 aa — (x? +y2-+22), a2+-b%+¢2 = 1 
2 12 

எனில், --- 9“ மி 14 

ன் + oy? aa 0 எனக் காட்டு,



பகுதி வகைக்கெழு காணல் 321 

34. u exe??? croofled 

gM yo + 22 28 + 3u (log wy? 
Ex? 

எனக் காட்டு. ட 

35. u? (x? + y2 + 22) = 1 cra 

. e2u ச், +2 

(9 ழ் +ortiae 

Gi) += ety ty Stu=0 
எனக் காட்டு, 

விடைகள் 9-1 

டம் அ தட ட ததவ படட 
2(%-3)3/2: 2(2-])3/2 

ரி. ற 5. 
2) * (x? + y)2 

a வல உண ப ‘ 
° fl— xy?” Vi — x? y® 

    

x? 2x2y 
x9 Py? § *? xx ற 

_Y COs xy xsin xy 30082 

Vx2 + xy + y?)3/2° xa TL ys 

4, 2x { tos (x? + y2) + 

9-5 swiuy& enittyesr (Homogenous Functions) 

Ff (%, Y) = ay x” + a x") Y + ag X77 y? + ae + 4, y* 
என்ற கோவையின் ஒவ்வோர் உறுப்பிலும் %, ந ஆகியவற்றின் 
படிகளின் கூடுதல் 1. ஆக, டிரில் ஒவ்வோர் உறுப்பின் 

டங்டியும் 1. இதனால், ரீ(6,2) ஐ, 2ல் ஈ-படித்தான ஒரு 
சமபடிச் சார்பு (ர 100026160108 700110 of degree n in x and 
2) என்போம். 

21



322 பொறியியற் கணக்கூ 

இச் சார்பை 

ரீ அரி 4௪21] நத]? 4 ர் மர 
2 

= x" [oo +a 2 +a2(Z) 

Saeed By (:) | 

= x" f (1, 4 என எழுதலாம். 

f () என்பதை ம் (2) எனக் குறிப்பிடலாம். 

.... இவ்வாறு, 7௫2) என்பது றல் ஈ-படித்தான ஒரு 
சமபடிச் சார்பு எனில், அதை 

ர்ரிரொறிக் (2) ் 

என எழுதலாம். ன் 

பொதுவாக, 31, 222 ஷ் 28% என்ற 1 மாறிகளின் ஒரு 

சார்பு, 11-படித்தான சமபடிச் சார்பு எனில் அதை 

X, Xe Xm 
n ௮... == a — 

௬ 1G 7%? ) 

என எழுதலாம். இவற்றின் மறுதலையும் (0௦016786) சரியே. 

எடுத்துக்காட்டு 1 

5 

f Ges y) = 2xt + 3xty + 5 7% எனில், 

Gy) [243245 (2) | 

ஐக் ரீ (1 3) = xt ¢ (2) என எழுதலாம். 

எனவே ரீ என்பது றல் - சமபடித்தான ஒரு கோவைஜ 

இதன் படி 4.
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ax5 + byS+cz5 
2. ff, 2 2) => Ba are எனில், இதை 

702 5 = ட் ் ட” (1) 4: (3) J [ஈடு ஈடு] 
==7(12, 5) 

- #9 (03) 
. என எழுதலாம். எனவே, ரீ என்பது 3, ந, சல் ஒரு சமபடித் 
தான சார்பு; படி3. 

96 Spieler C5 mm (Euler’s Theorem) 

சமபடித்தான சார்புகளைக் குறித்த *ஆய்லர் என்பாரின் 

தேற்றம் பின்வருமாறு : 

ரீ) என்பது, 2, நல் 1-படித்தான ஒரு சமபடிச் சார்பு 
எனில், 

éf if 
ச ரரி ரர 

ட் 

      

*லீனார்ட் apwieot (Leonhard Euler) —[1707 — 1783] 
ஸ்விட்ஸர்லாந்தின் மாபெரும் விஞ்ஞானி. “* மனிதனுக்கு 

மூச்சு விடுவதும், கழுகுக்கு வானில் மிதப்பதும் எவ்வளவு 

இயல்பானவையோ அதைப்போல கணக்கிடுவதும் இவருக்கு 

இயல்பாக இருந்தது.”” இவர் கண்டறிந்து எழுதியவை 

எளிதில் 100 நால்களை நிரப்பிவிடுமாம், எங்கும் எந்தச் 
சூழலிலும் இவர் இயங்கக் கூடியவர். தம் பதின்மூன்று 

குழந்தைகளில் (1) ஒன்று தம் மடியில் அமர்ந்திருக்க, 
மற்றவை தம் கால்களைச் சுற்றி விளையாட அந் நிலையிலேயே 

. தம் ஆராய்ச்சி விளக்கங்களை எழுதி முடிப்பார் ... சாப்பிட 

மனைவி அழைத்துவிட்டு மறுமுறை அழைப்பதற்கு மூன்: 
கிடைக்கக் கூடிய அரைமணிக்கும் குறுகிய நேரத்தில் ஒரு, 

கணித ஆராய்ச்சித் தாளையே எழுதி விடுவாராம்.
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ஜிறுவல் 

f(y y) என்பது, 3ல் ஈ-படித்தான சமபடிச் சார்பு 

என்பதால், 

f(x, y) = x" ¢ (:) என எழுதலாம். 

எனவே, 2 ஐக் குறித்த யின் சாதாரண வகைக்கெழுவை 

() எனக் குறித்தால், 

fawmeG)err (8): 
x Loven 0. = @ 

y ப = xly¢! 0 ) - ce 9 

(ம. (2)-லிருந்து 

riper gaan G)onse 
பொதுவாக, ரீ Xo5 sees Xm) என்பது X15 XQs eee ஆ. ல் 

-படித்தான ஒரு சமபடிக்கோவை எனில், 

Ky if +x » 2 ~ + esos Xm ௮ =nf. 

BLA: f(x, y) Tar, x, y-d n-ug SSror HH FOU. & 

சார்பு எனில், 

25 22 22 
2: oF 7 f 6? f _ + 2xy oxey 1” ம் =n(n—Il)f 

எனக் காட்டு.
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நிறுவல் - - 

ஆய்லரின் தேற்றப்படி, 

of et Oy om = nf. 

a ( கதிர 

௩ 

ruta (8 தி (றி 
் 0 at? is) 

(af) ஒரு 1/-படித்தான சமபடிச்சார்பு என்பதால், ஆய்லர் 

தேத்தத்தின்படி, வலப்பக்கம் 

= a(nf) =n? f. we GY 

இனி, இடப்பக்கம் = x ல (27 of ae y த) 

ன் of 2 
(0 ery 

mx (Lyx ணக, aa 
Gx = cy 

20 த அந்தி] 
cy cx oy ey? 

சரீ 

௦ பரி 

ட் a & 

“சரள 74௮ 

> 

a _ af wat ity t= Wf மேலும் ay yin TO BO 

  

= nf + x28 து ட் ர்க் oe (4) 

(3), (4)-ஐச் சமப்படுத்த, 
a ctf of Mf x8 oe + OY iy ty 837
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= 22 22 
2827 257 ௨427 எனவே, xX axa + Oxy nat? “ஜூ 

=n? f—nf =n(n —1)f. 

மாதிரி 6 

Sf (x, y, Z) = 2x3 + 4x2 py — S5xy? + 23 எனக் கொண்டு 
_ ஆய்லரின் தேற்றத்தைச் சரிபார். 

famonafarares (y+) 
-#7 (43.3) 

என எழுத முடிகிறது. எனவே,ர்ீ (2, 3, 2) என்பது, x, y, 7-00 
ஒரு சமபடிக்கோவை ; படி 3. ஆய்லரின் தேற்றப்படி, 

ef of éf _ 
x ext Vay 7 ez 37 

எனக் கிடைக்கவேண்டும். இனி, 

= 6x2 + 8xy — Sy? % 

ச ௬ (652 + 8xy — 5y2) 

+ y (4x2 — 10xy) +2 (32?) 
3 (2x8 £ 42 y — Sxy? + பப் 

37 

எனவே, ஆய்லரின் தேற்றம் சரிபார்க்கப்பட்டுவிட்டது. 

॥ 

மாதிரி 7 

. 3 8 
i = sine? (2 ) எனில் 

VX + Vy,
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éu iu. 5 
x ae OP ஜ் 3 tan a 

எனக் காட்டு- 

4 = sine? (ட) 
் ப கழ + ao 

x3 +. 28 . 
« sinhu= |. ்.. ஊர என்க, 

VX + Jy 
y3 

x3 1 + eh 

Bt ys ( 24] 
இனி, v (x, y= . = : : 

vera வாற . - x 

  

எனவே, 79 என்பது 2, 3-ல் ஒரு சமபடிச் சார்பு; படி 5 

ஆய்லரின் தேற்றப்படி, 

9 év 5 கி 3.3 ட wo (1 
ax * gy 2" ர 9 

இனி, v= sinu 

ev dv நு é 
2 © 5-2 acosu —, 

620 due gx 6x 

ற் ௦0. Gt 614 
= a= cosu..° 

oy 04 y 

-(19-ல் பிரதியிட்டு இரு புறமும் ௦௦5 ௨ ஆல் வகுக்க, 

5 
2 

éu 

* oy TY ey 

ஆாதிரி 8: 

u = log tan y + cos7} * எனில் 
x சி 

cu gu 
எனக் காட்டு. 

w
i
 

cx cy 

= y = * u = log tan x 7 008 3
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| Qos, u(x, y) = x° [108 ‘on se + cos-} Wk 

=x -u (1,7) 
x 

எனக் கருதலாம், எனவே, 4 என்பது, 3,ி3-ல். ஒரு சமபடிச் 

சார்பு; படி0. ஆய்லரின் தேற்றப்படி, 

் éu eu - 
-t% X — -_-_ = Ty =0 

cy 

os 80 08, 
ao tx Xs 

" பயிற்சி 9-2 

பின்வரும் சார்புகளுக்கு [1-- 5] ஆய்லர் தேற்றத்தைச் 
சரிபார். 

~ LL. 2x* + y* 4 5x2 y2 — xy3 

2. (% + 4y) G? — y?) 

  

  

  

xt புறக் , vx + Vy 5 ௪2% 15 3, “ஜு 4, x3 + y3 க + 

tyson. , ee eu _ 5 i 
" a yt ae கத உ எ 

காட்டு. 

5/4 ட் 
x 

Cu 1 
7. = os ro —= 4 : 

காட்டு, 

& wot typ atya raat உன்ற பரம 2 ரத cy é 
ட 

+u=0 

எனக் காட்டு. 

. 2+y? 9, = gin = னில் 4 ழூ எ 
    ) எனக் காட்டு, கட அர eas த * ey eos (Ty
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10. u = 8] ty எனில்; 55 82 1 ற YX + பூ ext? ey gene 
எனக் காட்டு. 

32 P த 1 = siete eu ட ‘ 1. w= sin x49 எனில் % ox TY ey tan u storé 

காட்டு 

2 2 p ச 
12. u= tan-) “பட எனில், 3 5 + = = 5 sin 2u 

6 

எனக் காட்டு, 

13, u = tan7! = 52) eas BE come எனக். 
Ex ர் 7 

3 

14. u=e”* + எனில், x? xt = sin Qu எனக். 

காட்டு, 

15. u == log = 127 எனில் தடி ௮ எனக் 
a+y ச் ix ey ் 

காட்டு. 

ட 
16. u=af (Z) aera, x2 TE Day 2 +7 ey? 

௬ 0 எனக்காட்டு. ட 

17. enna (x) எனில், 

த 

ம் y?: £4 = 0 எனக் காட்டு x Le 2x +axy iy? 

  

97 முழு வகையீடு (7௦௨/4 Differential) 

ுஈ ரீ(&,]) என்பது 2, என்ற மாறிகளின் ஒரு தொடர் 

சார்பாக இருக்கட்டும். 32, கூற என்பவை 2,3-ல் எவையோ 

இரு மிகச்சிறிய கூடுதல்களாகவும், அவற்றின் காரணமாக 

2-வில் நேர்ந்த கூடுதல் £ ॥ ஆகவும் இருக்கட்டும். அப்பொழுது 

1/-வில் சேர்ந்த முழுக்கூடுதல் 

Au=f(x+ Ax, y+ Oy)—f(, y).
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இது, ௯3, சீர. இரண்டினாலும் நேர்ந்தது. ௬௦-௨0, 
9-0 என்ற எல்லையில் கர அடையும் மதிப்பை 1-வின் 
முழு sumaui (Total Differential of u) என்கிறோம் ?ஹ அதை சீச 
என்று குறிக்கிறோம். 

இனி, ௩௨-ஐப் பின்வருமாறு எழுதலாம் : 

Au=f(x+ Ax, y+ AY—f ly + AY) 
+f(y + AY ரீ நேற) 

_~f&+ Any + Ay—f y+ Ay). 
Ax 

2 f@,y + ay) —f (9) 
Ax + Ay Ay 

இதை, ௬ கீ. ம நர எனக் குறிப்பிட்டால், 

Aal@+Ax y+ AVI—Sf(Hy + AY), 
Ax 

  

  

Ax ் 

எனில், 4-4 af , . இதேபோல், ௩-0, க. 0 எனில், 
. ox 

2-0 எனில், 4- உடன் Ay~O0 

: ம if nxt Z ay, \ 

3,997 ஆகியவற்றின் சண்மதிங்கை dx = Ax, dgy=A 
என் வரையறுக்க, 

is 
du = x +o 

98 கிளைத்தேற்றங்கள் ₹ 

98:1) games Gay (Total Differential coefficient). 

(ட மூட) x=x(t) y=y(t) எனில், 7-ஐக் 
குறித்த /-வின் முழுவகைக். கெழு £ 

du _ ou dx , ou dy, 
dt ex dt‘ ay at
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Gi) u= u(x,t), x= x(t) cafe, (y=taar Qr_) 

du éudx , இ 
a ox dt * a 

da Eu. 
கவனிக்க 2 - 

dt ét 

(iii) i= u(x, X25 ete ந் Xn)» 963 க ர (2, Xo == XQ (ர 

aoe 9 Xy = டி (0) எனில், 

du _ iu dxy , iu dey yu de, 
2 éX_ dt exo dt ' °* ' ex, dt 

9-8-2. பல சார்புகளின் சார்பின் பகுதி வகைக்கெழு (18:18 
Derivative of a function of several functions) 

  

U = U(X 15 2) vvey Xm)E மே = By (ty tos ames tne XQ = XQ 

(ty, tos ௧௨௧௫3 bids Xn == Xy (4, tos சகட பி எனில், 

cu éu 6x gu 6x ல் 014 626) 
“ததத அம் நல்கா 21 a ன + eee +b a eg 
éty 6X, chy ப. 677 ஜே ety 

1 02 CU 626 614 60% 
கட ன இட பழ பட கமி வு விர் தரம வ 

Eto 61 012 6229. 672 00. 012 

௧௨௪ ௬௪௪௨ 5௦௪ ௮௨ ௨5௪ ௨௨௨. ் 

ம. 812 OXY cu EX A 4. #4. 62% 
ét, கடட... 9 60...” 6 etn 

9:8:3 சாராத மாறிகளை மாற்றுதல் (0௫8026 04 1046௦1 

variables) 

மேற்கண்ட சமன்பாடுகளின் இடப்பக்கங்களில் t), tor stn 

என்ற மாறிகளைக் குறித்தும், வலப்பக்கங்களில் டி 2௨ 22% 

என்ற மாறிகளைக் குறித்தும் ௨-வின் பகுதி வகைக்கெழுக்கள் 

உள்ளன. ஆகவே, (1 1,3 ... 9-ஐக் குறித்த -வின் 
பகுதி வகைக்கெழுக்களை, 2, (7-1, 2, .ா0-ஐக். குறித்த 
/-வின் பகுதி வகைத்கெழுக்களின் மூலமாக இச்சமன்பாடுகள் 

தருவதாகக் கொண்டு, இவற்றைத்தீர்த்து, x) (J = 1, 2, ..., m) 

ஐக் குறித்த 9-வின் பகுதி வகைக்கெழுக்களை, t; (i = 1, 2, oe n) 

ஐக் குறித்த 9-வின் பகுதி வகைக்கெழு மூலம் எழுதலாம் எனத் 
தெரிகிறது. 

இவை அனைத்தும் மாதிரிகளால் விளக்கப்படும்.
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மாதிரி 9: 

1 81ற (2 42-02) எனில் ௨-வின் முழு வகையீட்டைக் 
காண். 

1௭ ம] 2). 

ப, வின் on ee 

du = nae $e yar 2 dz 

= cos (ax8 ட by? + cz) ° 3ax? dx 

+ cos (ax8 + by? + ez) * 2by dy 
_ -+- cos (ax + by’ + cz)*c dz 

(3ax? dx + 2by dy + ez dz) cos (ax$+by$+-cz). ॥ 

மாதிரி 10: 

w= x2 y322,x=-e-t, y= sint, z= —t எனில் 7/-ஐப் 

பொருத்த /-வின் முழு வகைக்கெழுவைக் காண். 

02 ட கத் சன் 

at 2ல் 7 622 

= 2xys z2 (— e-*)4+3x?2 y2 22 cos t+-2x? y3 z (—1) 

== — 2xy3 29 e-t + 3x2 y2 zb2 cos t — 2x2 y3 z, 

மாதிரி 11: 

u= sin (3x+2y), 3-4 % எனில், =, ட் ஆகியவற்றைக் 
் ம் 

காண், 

u = sin (3x + 2y) 

‘ >. = 3 cos (3x + 2y). 

Qof, u = sin (3x + 2y) =u(x,y), y = tanx=y (ல. 

. au 88 மனு 
“dx” 22! ey dx 

3 cos (3x + 2y):+ 2 cos (3x + 2y)° sec? x. 

(3 + 2 sec?-x) cos (3x + 23). 

| 
It
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மாதிரி 12; 

333 

(x — a)? + (y — b)? = c? எனில் cA ஐக் காண். 

௪940-22 ௮, 
ஒவ்வொரு உறுப்புக்கும் வகையீடு எடுக்க, 

2(x— a)dx+2(y—b)dy=0; 

ட ஸி. 3-8. 
ஜ்... நுவற் 

மாதிரி 13 

u= f (ax — by, by — cz, 0234 ஐடி) எனில் 

ou ou eu 
be me a + ab =0 

எனக் காட்டு. 

தரப்பட்ட சார்பை, 

u=f(Z, X,Y), X¥ = by—cz, Y = cz—ax, Z = ax—by 
சன எழுதலாம். 

ட ரர கிட மரம். ம னீ 
é tZ ix eX ix © oY ex 

cu 

ச 

தை அ eZ cu கட 27 
ர டச் ஐ oX cy * oF oy 

=— pct 
«bs 

cu iu 6% cu ok, 62 
cz ¢Z ச. ' CX ௦2 167.2 

im, 
oY 

(3 
+ boys 

~My ie, 
மார் 0 

இவற்றை முறையே ௦, ௨௭ ஈம் ஆல் பெருக்கிக் கூட்ட, 

684 cu cu 
be - + a ey + ab = 0.
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மாதிரி 14: 

28 év ௦0 év ் ன் : . 
Hes, மம் என்றப வகைக் கெழுச் சமன் ஐஐ த ற பகுதி ழூ 

பாடுகளின் சார்பிலா மாநிகளை (6) என்ற தெக்காட்டி 

யின் கூறுகளிலிருந்து, (7, 8) என்ற தூரக்கோணக் கூறுகளுக்கு. 
‘ ou _ lo ey lgu_ss . . 

மாற்றினால், ar + pO’ or 8 26 என்ற சமன்பாடுகள் 

- கிடைக்கும் எனக் காட்டு. 

தெக்காட்டியின் கூறுகளின் வாயிலாக தூரக்கோணக் 

கூறுகள் பின்வரும் சமன்பாடுகளால் தரப்படுகின்றன : 

r2 = x8 + y%, 2 tan-1 x =“ 5 (1) 

u=u(r, 0), ),0 இரண்டும் %, 3-ன் சார்புகள் என& 
கொள்ள, a. 

cu 68. ம tu 00 
= உ: 2. + “oe 

6X er EX! GO 60%” 

சமன்பாடுகள் (1) லிருந்து, 

சரி snd, 
r 

er 
a cos ் = ர் 005 23) மோதிரி 5) 

62 ர 50 

ய் ட ட. 2008 ௨. 
இதேபோல், 3 sin @ re a oa 

இவற்றில் 4-வுக்குப் பதில் என இட; ~ 

  

év sing év 
—. = cos f —— ~ 
ox 827 ௨7. 69’ 

év cos @ év 
— = sin § — —_ —’ 
y ort r 8 

எனவே, தெக்காட்டியின் கூறுகளில் தரப்பட்ட 

பர் டட 
ox ey Qe ay = — ox (ட
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என்ற சமன்பாடுகள், 

: ou sin cu . év cos 6 av 
cos @ —— —— == — + 6 ன 7 gp win 8 ன மட a (5), 

; 512 cos 0 61 2 sin @ dv 
n —_——— _ = — — — sin @ ல் + 38 008 ர er + 30°" (6)   

என மாறுகின்றன. 

௪--டு (59-ஐ 0௦௦5 வினாலும், (6)-ஐ 608 9 வினாலும் 

பெருக்கிக் கூட்டக் கிடைப்பது : 

eu _ 1 av 
err 68 

(7). 

ச--டு (59-ஐ 81௦0 வினாலும், (6)-ஐ 0089 வினாலும் 
. பெருக்கிக் கழிக்கக் கிடைப்பது : 

ப கய (89. 

- இவ்வாறு, (3), (4) என்ற சமன்பாட்டுத் தொகுதி, தூரக் 

கோணக் கூறுகளில், (7), (8) என்ற சமன்பாட்டுத் தொகுதியாக 

மாறுகிறது. ் 

  

மாதிரி 15 

பதர தே] : ‘ : ma + i= 0 என்பது லாப்லாஸின் இரு பரிமாணச் 

sist ur@ (Laplace’s equation in two dimensions) srardu@w. 

தெக்காட்டியின் கூறுகளிலுள்ள இதைத் தூரக்கோணக் 

கூறுகளுக்கு மாற்று. 

_ மூன்மாதிரியில் 

ev eV sing av 
2 5099-7 r 66” 

2 2 0080 81 

தன் அவ அள) 
எனக் காட்டினோம். இவற்றிலிருந்து பின்வரும் வகையமீட்டுச் 

செயலிகள் (101476161181 0ற௦:81015) கிடைக்கின்றன : 

8 9 sing 6 8 5 @,cos§ 2 
—= ப வலை ம்ம் — , — ES —+— =" 
xg 5 8 r ob ay அகர் ர 30
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5577 ரய _ 2. sing 6 

cx? (102 cr r ¢6 

(cos 8 eV 8119 év 

          

  

  

  

er r 60 

2 iV sing éV 
= cos §@ - {cos @ — — = 

் 0%, ( 9 cr r 69 

sing ௪. éV sing iV 
r ig No 8 ur ர ப 

$277  cosgsing c2V 
= உட வண ee ட் = COS? 6 3 ப ன சாரதி 

cos 9 sia @ oer sin? g gV , sin @ cos @ 6 

72. (9 r or r2 eo 

sin? 9 62 V 
“72 202” 

இதேபோல் a காட்டலாம் £ 

  ஹா த் sing cos@ o?V __ sid @ cos @ iV 
aa = ae [இ e+ - த் ட ஜி ர 

cos? 001 _ cosgsing iV =. & 00829 657 

ror ர 10 ரக் ரர்” 

இரண்டையும் கூட்ட, - 

av av _ oe Lavy 1 ae 
ox? © cy? ~ cre Tr er * rh cg?” 

எனவே, தூரக்கோணக் கூறுகளில் லாப்லாஸின் இருபரிமாணச் 

சமன்பாடு: 

பயிற்சி: 9-3 

முழு நுண்மதிப்பைக் காண்க [1 -- 5]. 

lou = 24 க] 

2. 9௮ 402 433
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= = 

Vx? + y? 

4. @ = arctan * 
~ சி 

5. w= are sin ் 

2 ஐப் பொறுத்த முழுவகைக் கெழுவைக் காண்க [6 -- 9] 

6. உல மும்ம கடிகை ° yor ஞ் த தா 

7. u = x2 y8,x—logt,y =e 

8. u = log(x +y+2), x =e, y =sint, z = cos! 

u = sin(xy)?, x =logt, y= et. 

du. : 
பக் காண்க [ம.- 12] 

10. u = xX? + y? + a%, x8 + yd = ஐ 

11. wu = cos (x? + y?), a? x? + b2 y? = c8 

12 ௨௮ tan, x2 + y2 = ¢2 

ஞ் ஐக் காண்க [13-- 15] 

13. x3 +- y3 = 3axy 

x? y? 

15. ax? + 2hxy + by? =e 

cu Gu éu 2 ம 
16. 1 ரீ-நூறநு2 2020) எனில் ex ey eZ 

௯ 0 எனக் காட்டு, 

17. u = f (x? — y2, y2 — 22, 22 — x2) எனில் . 

eu cu cu க் 
yz x + 2x oy + xy ~~ 0 எனக் காட்டு. 

22
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18. V=f(my) x=et சாடிநு சம. ச எனில் " 

oVv eV av BV ன ak! 
an x a y eo காட்டு, 

19. V= f(x,y), x = u? + y2, y = 2uv எனில் 

OV _ WV _ பு 97 எனக் காட் 252 vp ee +y ஆ எனக் காட்டு. 

20. V=f(%y) Xmu—v, y = uv எனில் 

5 ௬ ௪ 2 
Gi) (2-4) ஜட மர” 

ட் ave av, wv 
(11) மோடு 5௪ ae 

எனக் காட்டு. 

21. V=f,y), ஜல ஐயரு எனில் 

ov, ௪ 5 
cu +’ ஜு 

ல் 

எனக் காட்டு. 

22. V w= f (%y)s x =e sin vy, y - ௪1008 9 எனில். 7 

vy VL ye @) oy ax 7 gy ® ண 

ay OV eV சா 
(ii) ev 7 ex * ay’ 

wey OV wa Lein y OY சா 
(iit) a = e (sia va + cos y ன் 

எனக் காட்டு, : 

23. V= டு 99, ஐ ௨0, நு2 (1-0 (1 — v8) 

1 2 2 எனில், 5 (2 த சது) = (° of uf) / 1204 டர 
எனக் காட்டு. 

2, 7- 7029), 4௦0௭-4 79௨௨௮ ந நவ்ற. 

4 7608 4 எனில், ் 

927 "stv 587 நீர 
6223 cy? 7245 + 273 

எனக் காட்டு. 
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25. V=f(x, y), u=ax+ bys v = ர%- ற எனில், 

  ட ஆடத் eV, eV 
isi 3 2 Bien he @) இரத சலக ) (1 ர ஜூ ): 

ப ராட். ரர , 
Ci) ஓ (கழ எனக் காட்டு, 

26. V mie > “= rl +*by?, 7 = ax? — by? crafie, 

  

(i) x or ty ots த் 

சா 2 _ 97” oV 
(ii) x ax I ay = 2 ரன் பற், 

க 227 67 சர ac 2 (iii) x rT 2xy oe wt? px 

2V ee V 557 ya & is 
=4(5 eur ‘ais nat "oe ) 

ov iV\ . 
+2(u சி 12] எனக் காட்டு. 

21. V=f (x,y) x =u? —v, y = மே எனில், 
னு 

G) u aay 2 ae 

(ti) கர எர 7) = win 

(07 (2) ] 
ர 58 ர. ஜர் 

Gi) ax + ற 4. (u3 ட 92) [ cae பூ 2 

எனக் காட்டு. 

28. V=f(xy) x=e' +e", y - ௪-௪ எனில், 

7 ov Je ev 67 

ம உ 2% + த் ் 

ave eV ev 
(ii) ay 4 ay’
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ஷர டசி 1 fn OV iy OF 
(iii) com a cy? 2 (5 im + en? ay? ) 

கானக் காட்டு. 

29. V=f (x,y), x= cos hu cos hy, y = sin hu sin hy 

டக்க ணி 6? Ve கர் 
எனில், ஆ எரி aye itor > Coin h? u — sin h? u) (னே — ae)   

  

  

30. ற், ஏ ஜு எனில், wy aos dy 

ன் ட i o? V . 
என்ற லாப்லாஸின் சமன்பாடு, al ee ௪ 0 என மாறும் என 

நிறுவு. ் 

ணட டக் mae ie 

என bors. 

ராக இன ர டர! 
32. தெக்காட்டியின் கூறுகளிலுள்ள axe 42 aye =0 

என்ற வலமக கல் இருபரிமாணச் சமன்பாடு, தூரக்கோணக் 
A 6V 1 ச 

கறுகளில் 5,” ஆ உ துல் 1 ஜி co? 

திறுவு. ர 

௪ 0 என மாறும் என்று 

விடைகள் 9-3 

1, du = 4(x8 — 3x3 y) dx — 4x3 av 

2 _* dx + y dy 

vty 
3, dy = 20 de = x dy) 

(x2 + yay 7 
y dx — x dy 

4, d= >
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5. dv= r dy —x dr 3 
ற ர 03 

_¢ + 
. 6. y C+D, Ge xe—“tyet 

7. 29° 5 say 

—e + cost — sint 

உக 
  8. 

9. y? G + 2) cos (xy)? 

10. 2x(y — a)/y 

2 (a8 — bE) » 

  

  

11. +3 sin (x? + y?) 

12. : 
y 

a, ——2 
ax — y? 

b2 x 
14. —_ aly 

15. ax + hy 

~ Ax + by



சுருக்கக் குறியீடுகள் 

அ-து அதாவது 

எ-டு எடுத்துக்காட்டு 
சாடு சமன்பாடு 

தோ-௧க தோராயமாக 

3 எனவே . 

axb £-க்கு 8 சமமன்று 

a~b $-க்கு ச தோராயமாகச் சமம் 

|z] 2-ன் எண் மதிப்பு 

n. . 

> ம் 21 4 த உ ove + Xp, 

i=1 

n! 1*2°3 on B 

nt! 
WC, ர ற 

ABC கோணம் 480 
கறிய 02 க்கு 428 செங்குத்து 

ச்ம் 02 க்கு 48 இணை 

A முக்கோணம், முக்கோணத்தின் பரப்பு 

ல முடிவிலி 

x-a சயை3 நெருங்குகிறது 

2 இ wif, ரல சயை நெருங்க, 7 (2) ன் எல்லை. :
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இவை தவிர,புழக்கத்திலுள்ள வேறு பல நூல்களும் இந் நூலை 

எழுதுவதில் ஆசிரியருக்கு உதவின, அவற்றிற்கு ஆசிரியரின் 
தன்றி.



கலைச்சொற்கள் 

Abscissa 

Absolute 

convergence 

value 

Acceleration 

angular 

Addition 

Algebra 

Angle 

acute 

vectorial 

Angular 

acceleration 

velocity 
Answer 

Antilogarithm 

Approximately 

Approximation 
successive 

Argument of a function 

Arithmetic 

progression 

861168 

Ascending order 

Axes of co-ordinates 

Axis 

கிடைத்தூரம், % - கூறு 

அற்வொருங்கல் 

மிகை மதிப்பு 

வேகவளச்ச்சிவீதம், முடுக்கம் 
கோணமுடுக்கம், சுழல்வேக 

வளர்ச்சி வீதம் 

கூட்டல் 

இயற்கணிதம் 

கோணம் 
குறுங்கோணம் 

திசையிக் கோணம் 

சுழல்வேக வளர்ச்சி வீதம், 
- கோணமுடுக்கம் 
சுழல்வேகம் 

_ விடை 
எதிர்மடக்கை 

தோராயமாக, சற்றேறக் 

குறைய 
தோராயம் 

அடுத்தடுத்த தோராய 
மதிப்பைக் காணல் 

சார்பின் மாறி 

கூட்டு வளர்ச்சி 

கூட்டு வளர்ச்சித் தொடர், 

- கூட்டுத்தொடர் 
ஏறுவரிசை 

கிடை நிலை அச்சுகள் ; 

அச்சுகள் ' 

அச்சு 

௬ 7
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B 

Binomial ௮ எருறுப்பு 

co-efficient — ஏருறுப்புக் கெழு 

expression ௮. ஈருறுப்புக் கோவை 

theorem 3. ஆருறுப்புத் தேற்றம் 

theorem fora raticnal -- விகிதமுறு அடுக்கின் 

index -. ஐருறுப்புத் தேற்றம் 

Bound — வரம்பு 

Cc 

Calculate _- கணக்கிடு 

‘Calculus — நுண்கணிதம் 

Calculator _ கணக்கீட்டுப் பொறி 

Capacity — கொள்ளளவு 

Cardioid _ நெஞ்சுவளை, இதயவுரு 

Cartesian co-ordinates _ தெக்காட்டின் கூறுகள் 

Catenary _ கயிற்றுவளை, சங்கிலியம் 

Change of co-ordinates _ கூறுமாற்றம் 

Cipher _ பூச்சியம் 

Circle — wer 

segment of a _. வட்டத்துண்டு 

Circular function — aneéeriy 

Co-efficient — Gay 

differential — smad Gap . 

partial differential _ பகுதி வகைக்கெழு; இன்பா 
வகைக்கெழு 

Component — mp 

horizontal . திடைக்கூறு 

vertical — நிலைக்கூறு 

Condition — நிபந்தனை 

necessary and sufficient — வேண்டிய-போதிய நிபந்தனை 

Cone - கூம்பு 

Consecutive _ அடுத்தடுத்த 

Continuity — தொடர்ச்சி 

Continuous curve _- தொடர்வரை 

Continuous function — தொடர்ச்சியான சார்பு 

Convergence _- ஒருங்கல் 

absolute — அறவொருங்கல் 

uniform — Fyrar Qeu4rGmasd
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Co-ordinates 

Cartesian 

polar 

Corollary | 

Cube 

root 

Curve 

Cycloid 

Cylinder 

Decimal 

Decreasing function 

Define 

Definite ‘ 
Definition . 
Degree of an equation 

Dependent 

variable 

Derivative 

Descending order 

Differential ° 

Total 

Calculus 

co-efficlent 

equation 

Differentiate 

y with respect to x 

Differentiation , 

logarithmic 

partial 

successive 

Displacement 

Divide 

Division, long 

Ellipse 

Equation 

degree of 

_ homogeneous 
Equation, linear P

l
t
 

ti
g 

EP
P 

P
P
P
 

EE
E 

ET
P 

ET
 

PP
 
P
e
t
i
a
 

bi
g 

tt
 
t
t
l
 

பொறியியற் கணக்கு 

கூறுகள் 

தெக்காட்டின் கூறுகள் (2, ¥) 

தூரக்கோணக் கூறுகள் (7, 4) 
் கிளத்தேற்றம் (கி. தே.) 

கன சதுரம், முப்படி 
கனமூலம், முப்படி மூலம் 
வளை கோடு, வளைவரை 

உருள்வளை 

உருளை 

பதின்பகுப்பு, தசமம் 

குறையும் சார்பு. 

வரையறு 

வரையறுத்த 
வரையறை 

சமன் பாட்டுப்படி 

சார்ந்த ன 

"சார்ந்த மாறி, சார்புடை மாறி 

வகைக்கெழு ~ 

இறங்கு வரிசை - 
வகையீடு 

முழு வகையீடு 
வகைநுண் கணிதம் 

வகைக்கெழு 

.வகைக்கெழுச் சமன்பாடு 

வகையிடு: 

ஐப் பொறுத்துநஜ வகையிடு . 

வகையிடல் 

மடக்கை வகையிடல் 

பகுதி வகையிடல் 

தொடர்ந்து வகையிடல் 

இடப்பெயர்ச்சி 

வகு 

நீள வகுத்தல் 

நீள் வளையம் 

சமன்பாடு 

சமன்பாட்டுப் படி 

சமபடிச் சமன்பாடு 

ஓருபடிச் சமன்பாடு



கலைச்சொற்கள் 

Equation, simultaneous 

Kquilateral 
Bstimate 

Evaluate 
Expansion 

Explicit function 
Exponent 

Exponential theorem 

Expression 

Extension 

Factor 

Formula 

Fraction 

"partial 
proper 

Function 

‘ circular 

continuous 

decreasing 

discontinuous 

even 

explicit 

exponential 

homogeneous 

hyperbolic 

implicit 

increasing 

integral 

inverse 

linear 

many valued 

periodic 

rational 

rational integral 

single valued 

Geometry 

Gradient 

1
1
1
1
1
 

b
i
g
 

tt
 

t
t
t
 

tp
 

r
h
b
 

t
a
r
t
 

b
b
b
 
b
a
a
t
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ஒருங்கமை சமன்பாடு 

சமபக்க 

தோராய மதிப்பிடு 

மதிப்பைக் காண் 

விரிப்பு 

வெளிப்படு சார்பு 

அடுக்குக் குறி 
அடுக்குக்குறித் தேற்றம் 
கோவை 

நீட்சி 

காரணி, பகுப்பு 
வாய்பாடு 

பின்னம் 

பகுதிப் பின்னம் 
தகுபின்னம் 
சார்பு 

வட்டச்சார்பு 

தொடர்சார்பு 

குறையும் சார்பு 

தொடர்ச்சியற்ற சார்பு 

இரட்டைச் சார்பு 

வெளிப்படு சார்பு 

அடுக்குக்குறிச் சார்பு 
சமபடிச் சார்பு 

அதிபரவளைவுச் சார்பு 
உட்படு சார்பு 

கூடும் சார்பு 

முழுவெண் சார்பு 

நேர்மாறு சார்பு 

ஒருபடிச் சார்பு 

பன்மதிப்புச் சார்பு: 

மீள் சார்பு 
விகிதமுறு சார்பு 
விகிதமுறு முழுச்சார்பு 

ஒருபதிப்புச் சார்பு 

வரைகணிதம், வடிவகணிதம் 

சாய்வு விகிதம்
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Harmonic motion, simple | 
Hyperbola 

Hypotenuse 

Illustration 
Increment 

Indefinite 

Independent 

variable 

Indeterminate 

Induction, Method of 

Infinite 

series 

Infinity 
_ Integer 

_. Interval 

-_ Inverse ratio 
Irrational 

“ 

Lateral surface 

Lemma 

Like terms 

Limit 
Line 

horizontal 

straight . 

vertical 
Lineah 

acceleration 

equation 

velocity 

Locus 

Logarithm 

“Common 

Napierian 
Logarithmic differentiation 

பொறியியற் கணக்கு 

தனியிசை இயக்கம் ' 

அதி பரவளைவு 
கர்ணம் 

எடுத்துக்காட்டு 

கூடுதல் 

குறிப்பிடாத 
சாராத 
சாராத மாறி 

தேரா . 
தொகுத்தறி முறை. 
முடிவிலாத 
முடிவறு தொடர் 
முடிவிலி _ 
முழுவெண் 
"இடைவெளி . 

தலைகீழ், விகிதம் 
விகிதமுறாத 

பக்கப்பரப்பு 

துணைத் தேற்றம் 
ஒத்த. உறுப்புகள் 
எல்லை 

கோடு, வரை 

. கிடைக்கோடு 
“நேர்கோடு 
நிலைக்கோடு 5 
நேர்கோட்டுக்குரிய, ஒரு 

படித்தான: 
நேர்கோட்டு வேகவளர்ச்சி 

ஒருபடிச் சமன்பாடு 
நேர்கோட்டுத் திசைவேகம் 

இயங்குவழி 
மடக்கை 

பொது மடக்கை 

நேப்பியர் மடக்கை 
மடக்கை எடுத்து வகையிடல்



கலைச்சொற்கள் 

Metre 
centi 

cubic centi 

kilo 

Minus 
Motion, rectilinear 
Multiple 

Nearly 

Negative 

Negligible 

Number 
even 

fractional 

irrational 

natural 

negative 

odd . 

positive 

rationa) 

Teal 

Numerator 

Numerical value 

Numerically 

Obtuse angle 
Odd function 
Operator 

Opposite 

Order 
ascending 

descending 

Ordinate 

Origin 2 

Orthogonal 

Oscillate 

Parabola 

Parallel P
E
t
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E
E
P
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E
E
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மீட்டர் (மீ.) 

சென்டிமீட்டர் (செ.மீ.) 

கனசென்டிமீட்டர் (௧.செ.மீ) 

கிலோ மீட்டர் (கி.மீ) 

குநை 
நேர்கோட்டியக்கம் 
மடங்கு 

ஏறத்தாழ, தோராயமாக 
குறை 

_ புறக்கணிக்கத்தக்க 

எண் 

இரட்டையெண் 

பின்ன எண் 

விகித்முறுவெண் 

இயற்கை யெண் 

குறையெண் 

ஒற்றை யெண் 

மிகையெண் 

விகிதமுறு எண் 
மெய்யெண் 

தொகுதி 
எண் மதிப்பு 

எண்ண்ளவில் 

விரிகோணம் 

ஒற்றைச் சார்பு 

செயலி 
எதிரான 

வரிசை 

ஏறு வரிசை 

இறங்கு வரிசை 

நிலைத்தூரம் 
தொடக்கப் புள்ளி 

செங்குத்தான 

அலைதல் 

பரவளைவு, பரவளையம் 

இணை
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Parameter 

Parametric equation 

co-ordinates 

Partial 
derivative 

differentiation | 
fraction 

Particle 
Path 

Percent 

Percentage error 

Period 

Periodic 

function 

Perpendicular 

Plane ் 

Point 

- stationary 
turning 

Polar co-ordinates 

Positive —- 

Power 

Progression 

arithmetic 

geometric 

harmonic 

Projection 

Proof 

Proportion 
direct 

inverse 

Prove 

Pythagoras Theorem 

Quotient 

Radian 

Radius 

vector 

வ 
ர 

ட
ட
 

டு
 

டு
 
ட
 

ட
ங
்

 

பொறியியற் கணக்கு” 

துணையலகு 
துணையலகு சமன்பாடு 

துணையலகு கூறுகள் 
பகுதிக்குரிய 

பகுதி வகைக்கெழு 

பகுதி-வகையிடல் 
பகுதி-பின்னம் 

துகள் 

பாதை 

நூற்றுவீதம் 
நூற்றுவீதப் பிழை 
காலம் 
காலவட்ட ஒழுங்குடைய 

மீள்சார்பு, திரும்பு சார்பு - 

செங்குத்தான 

சமதளம் 

புள்ளி 

் கணநிலைப் புள்ளி 

திரும்பற் புள்ளி , 
தூரக் கோணக் கூறுகள் (, ச) 

மிகை a 

AGES 
வளர்ச்சி 

கூட்டுவளர்ச்சி 
பெருக்கு வளர்ச்சி 

இசைவளர்ச்சி 

வீழல் 
நிறுவல் 

விகித சமம் 

நேர்விகிதசமம் 
தலைகீழ் விகிதசமம் 

apy 
பிதகோரஸின் தேற்றம்: 

ஈவு 
சீ 

ஆரையன் 

ஆரம் 
ஆரைத்திசையி.



கலைச்சொற்கள் : - 

Rate 
Ratio 
“=. constant 

4 direct 

- inverse 

Rational 

fraction 
function 

éntegral function 
Real / 

Rectilinear motion 

Right angle 
Root 

Rotation 

Second 

Sector 

Series 

absolutely convergent 
arithmetic , 
binomial 

convergent 

exponential 

geometrical . 

harmonic 
infinite 

logarithmic 

Show 

Simplify 

Simultaneous equations 

Slope 

Solve 

Speed 
Sphere 

’ Spiral, equiangular 

Standard 

Subnormal 

Subtangent 

Substitution 

Subtraction இ
 

வ
ட
ு
வ
ு
ம
்

 

டு
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வீதம் 

விகிதம் 

மாறு விகிதம் 

நேர்விகிதம் 

தலைகீழ் விகிதம் 

விகிதமுறும் 
விகிதமுறு பின்னம் 

விகிதமுறு சார்பு 

விகிதமுறு முழுவெண் சார்பூ 

மெய்யான - 

நேர்கோட்டியக்கம் 
செங்கோணம் 

மூலம் 

சுழற்சி -, 

வினாடி, நொடி 
வட்டக்கோணப்் பகுதி 

தொடர் 

அறவொருங்குத் தொடர் 

கூட்டற்றொடர் 

ஈருறுப்புத் தொடர் 

ஒருங்குத் தொடர் 
அடுக்குக்குறித் தொடர் 
பெருக்கற் ரொடர் 

இசைத் தொடர் 

முடிவறு தொடர் 

மடக்கைத் தொடர் 

காட்டு 

சுருக்கு 

ஒருங்கமை சமன்பாடுகள் 

சாய்வு விகிதம், சரிவு 

தீர் 

வேகம் 

கோளம் 
சமகோணச் சுருளி 

நியம 

செங்கோட்டடி 

தொடுகோட்ட்டி 

பிரதியிடல் 

கழித்தல்
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Successive _ : 

differentiation 

Sum 

Summation 

of series 

Surface 

Symbol 

Symmetrical 

Symmetry 
cyclic 

Tangent (geometry) 

Terms 

like 

Theorem 

binomial 

exponential 

logarithmic 
Time ன 
Transformation 

Value 

absolute 

limiting 

Variable 

dependent 
independent 

Vector 

Velocity 

angular - 

Verify 

Vertical angle 
Volume 

X-axis 

Y-axis 

| 
ஒ
ர
ி
 
வ
ி
ர
 

ரர
 

ட
ம
ா
 

ப
ட
்
ட
ப
ா
 

பப
்ப
 

பப
 
ப
்
ட
்
ப
ப
 

பு
 

Zero 

  

பொறியியற் கணக்கு 

தொடர்ந்த, அடுத்தடுத்த 
தொடர்ந்து 'வகையிடல் 

’ 

. கூடுதல் 

கூட்டுதல், கூட்டல் 
தொடர் கூட்டல் 

மேற்பரப்பு ' 

குறியீடு 
சமச்சீருள்ள 
சமச்சீர் 
வட்டச்சமச்சீர் 

தொடுகோடு 

உறுப்புகள் 

ஒத்த உறுப்புகள் 
தேற்றம் ட 
ஈருறுப்புத் தேற்றம் 
அடுக்குக்குறித் தேற்றம் : 

. மடக்கைத் தேற்றம் 

நேரம், காலம் 
மாற்றம் 

மதிப்பு 

தனிமதிப்பு 
எல்லை மதிப்பு > 

மாறி 
சார்ந்த மாறி 
சாராத.மாதி 

ஏவரை 

திசைவேகம் 

சுழல்வேகம் 
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