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அணிந்துரை 
தரு. இரா. நெடுஞ்செழியன் 

"(தமிழகக் கல்வி--உள்ளாட்சித் துறை அமைச்சர்) 

தமிழைக் கல்லூரிக் aoa மொழியாக ஆக்கிப் பதினோ 
ராண்டுகள் = குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் 

பி.ஏ. வகுப்பு மா ணன். தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் 
தமிழிலேயே கற்று ர வந்தனர், 1968ஆம் ஆண்டின் தொடக்கத் 
தில் புகுமுக வகுப்பிலும் (P.U.C.), 1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து 
பட்டப்படிப்பு வகுப்புகளிலும் அறிவியல் பாடங்களையும் 
—— கற்பிக்க ஏற்பாடு செய்துள்ளோம். தமிழிலேயே 

கற்பிப்ே என மூன்வந்துள்ள கல்லூரி ஆசிரியர்களின் 
ங்கம், டி பல துறைகளிலும் தொண்டு செய்வோர் இதற் 

கெனத் தந்த உழைப்பு, தங்கள் சிறப்புத் துறைகளில் நால்கள் 

எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள் தொண்டுணர்ச்சி இவற்றின் 
கசரணமாக த் திட்டம் நம்சிடையே மகிழ்ச்சியும் மன 
அ ககக தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்று வருகிறது. இவ் 

கையில், கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் கலை, அறிவியல் பாடங்களை 
nares தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத் தேவையான 

பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக்கழகம் ஆ 
தோறும் எடுத்துவரும் பெருமுயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் சொல்ல 

வேண்டும். 

றைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனையோ 
Sigel allem ies குறுகிய காலத்தில் அரிய முறையில் 

நூல்கள் எழுதித் தந்துள்ளனர். 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளா தாரம், தத்துவம், 
புவியியல், புவியமைப்பியல், மனையியல், கணிதம், பெளதிகம், 

ே 

நூல்கள், மொழிபெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இரு வகையிலும் 
ன்ன பாட நூல் நிறுவனம் வெளியிட்டு வருகிறது. 

றுள் ளும் அணிக்கோவைகளும் ” 
என்ற க தத நூல் தக்ல்ான்றும் பாடநூல் நிறுவனத்தின் wae 
——— இதுவரை 836 நூல்கள் வெளிவந்துள் 

ழப்பின் வாரா உறுதிகள் இல்லை; ஆதலின், உழைத்து 
வததி | அண்ணா தமிழைப் பயிலும் வ் உலக 
மாணவர்களிடையே சிறந்த இடம் பெறவேண்டும் அதுவே 

தமிழன்னையின் குறிக்கோளுமாகும். தமிழ்த ஈட்டும். பல்கலைக் 
கழகங்களின். பலவகை உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் 
மனம் கலந்த நன்றி உரித்தாகுக. 

இரா. நெடுஞ்செழியன்
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அணிகளில் சாதாரண நிரை (நிரல்) மாற்றங்கள் 
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சிறப்பியல்புச் சமன்பாடுகள் 

செங்குத்தணிகள் 
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அணிக்கோவைகள் 
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1. அணி என்றால் என்ன ? 

10. அணி என்ருல் என்ன என்று வரையறுக்குமுன் ஓர் 
உதாரணம் காட்டுவது நன்று. 

ண் Pin] 

ரயில் 

| 

[டல் லி | 

என்பது ஓர் அணி. நாம் சிறுவர்களாக இருந்தபோதே இது 
நம்மைக் கவர்ந்துள்ளது. இதில் 8 % 8 - 9 உறுப்புகளைச் சதுர 

வடிவில் எழுதி, அவற்றைப் பகர அடைப்புக்குள் வைத்திருக் 
கிறோம். 

ரயி 2 

| 

| 

இது கரடி என்ற அணியிலிருந்து 

பகல் வி] 

வேறுபட்டது எனக் கூறத் தேவையில்லை. எனவே, *எந்த 
முறையில் இதன் : உறுப்புகள் அமைந்துள்ளன ? என்பது 
முக்கியத்தும் வாய்ந்தது. இந்த உறுப்புகளை மூலகங்கள் என்றும் 
சொல்வோம். 

1-1. அணியின் வரையிலக்கணம் 

568. உறுப்புகளை நீண்ட சதுர வடிவில் எழுதி அவற்றைப் 
பகர அடைப்புக்குள் வைத்தால் அதற்கு 568 அணி என்பது 
பெயர்,
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வ்வணியில் இடமிருந்து வலமாக 5 வரிசைகள் உள்ளன. 
இவற்றை தாம் ‘sens asin’ (rows) stom my சொல்கிறோம். 

முதல் Heme: (1,7, 2) 

இரண்டாம் நிரை: (2, 8, 5) முதலியன. 

மலும், மேலிருந்து கீழாக 8 வரிசைகள் உள்ளன. இவை 
களுக்கு: நிரல்கள்” (001ய018) என்பது பெயர். 

முதல் நிரல் இரண்டாம் நிரல் மூன்றாம் நிரல் 

லு i et 

, can 
3 5 | 8 

4 8 | 0 

க 1 | 1 

இப்பொழுது, ஓர் அணியில் உள்ள எந்த உறுப்பையும் குறிப் 
யிடுவது எளிதாகிறது. உதாரணமாக, 4ஆவது திரையில், 
ஆவது நிரலில் உள்ள உறுப்பு 8. இதனை, ் 

8-8 

என்று எழுதலாம். பொதுவாக, ஆவது நிரையிலும், ஆவது 

;நிரலிலும் உள்ள உறுப்பை (7-/) ஆவது உறுப்பு எனச் சொல்லி 
ஏப். என்று குறிப்பிடுவோம். ்



அணி என்றால் என்ன ? 

3-2. அணியின் வகையும் தரமும் (ரச 015 ]கீகப்ம்ட) 

5 நிரைகளும் 8 நிரல்களும் உள்ள. அணியினை 5 % 8 அணி 

என எழுதுவதும், ஐந்திற்கு மூன்று அணி எனச் சொல்வதும் 
வழக்கம். இதை ஆங்கிலத்தில் 5 ற 5* அணி என்பர். இதில் 
5x8=15 உறுப்புகள் (மூலகங்கள்) உண்டு. 

ஆனால், 4% 4 என்ற சதுர அணி இருந்தால் அதன் தரம் 
(0102) 4 என்று சொல்வோம். 

பொதுவாக, ஒரு 8 ௩ 1 அணியில் 87. உறுப்புகள் உண்டு. 

இதனை 

் 11 G1, Ag om Bijou mi | 

| 481 eq Gag oe Gay oe don 

Qi, Qing. Gig we மீழ். ப in | 

ட்ட Angee Og ane டன 

சன்று எழுதுவோம். இதையே, சுருக்கமாக 

A=m Xn goo) [aij] 

அல்லது) 1ஈபி) உ என எழுதலாம். மீண்டும் இதைக் 
குறிப்பிட .4 என்பதே போதுமானது. 

அணிகளை 

1 2 8 
(4 5 ச) என்றும், 

7 8 9 

| 2 28 
|5 @ 7 

குறிப்பிடுவது வழக்கத்தில் உள்ளது.
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குறிப்பு 5 
ஆனால், 

1 2 8 

45 8 

78 9 

என்ப, து அணிக் கோவையை மட்டும் குறிக்கும். இதன் வரை 
யறையை அநுபந்தத்தில் காண்க. 

1-8. குணகங்களின் அணி 

3, 2ஆகிய அ மாறிகளில் உள்ள 8 சமன்பாடுகளின் 

தொகுதி வருமாறு ₹ 

ax+hy +gz=0 we ae ஷை (1) 

hx + by + fz=0 we wee sey (2) 

get fy +ez=0 che ஸு we (8) 

இவற்றின் குணகங்களை மூறைப்படி எழுதினால் 
fa k இரு 

A=|h 6 ரீ 

Ls f «| 

என்ற 8%8 அணி கிடைக்கிறது. இது 

h b ழ் 

8 ம ௨ இல் 

a h ச் 

இருந்து வேறுபட்டது என் பதைக் கவனிக்கவும். 

கண இயல் ($8 111607) கணிதத்தில் fa,b} = fb, az 
என்பது போல் அணிகள் பற்றிக் கூற இயலாது. ஆகவே, அணி 
என்பது வெறும் எண்களின் திரள் அல்ல. 

3-4. பலவகை அணிகள் 

(1) Bsmt yan (Row Matrix; : ஓர் அணியில் ஒரே ஒரு 
நிரை இருந்தால் அதை நீரை அணி என்று சொல்வோம்,



அணி என்ருல் என்ன? 

உதாரணம் 1: [கசடதபற] என்ற 1%6 அணி. 

உதாரணம் 5: [ச;1 சழ 819 ஈட 804) என்ற 1%5 அணி. 
இதில் 78-- ] ஆக இருக்க வேண்டும். 

(3) Sx sisi (Column Matrix): gt அணியில் ஒரே 
ஒரு நிரல் இருந்தால் அதை நிரல் அணி என்று சொல்வோம். 

உதாரணம் 1: 

$05 

49% 
என்ற 41 அணி 

| ar 

உக்ர 

இதில் £ - 1 ஆக இருக்க வேண்டும். 

உதாரணம் 2: 

0 

4 என்ற 8%1 அணி, 

8 

(5) சுதா .o1eml (Square Matrix): man ஆக இருக்கும் 
'போது, அதாவது, ர நிரைகளும், ஈ திரல் களும் உள்ள அணியை 
சதுர அணி என்று சொல்வோம். 

உதாரணம் 1: 

ட சட சட. சூட 

4a. G3 Gag... Gan 

Qn Ang Angee Any



6 அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

உதாரணம் 22 

“29 4 | 

segramia| 75 8 | 

one! 
தலையாய மூலைவிட்டம் (1௦1081 1918200ய) 

ஒரு சதுர அணியில் 87 (டி Wear Gaas --- aun என்ற உறுப்பு 
களால் ஆன மூலைவிட்டத்திற்குத் தலையாய மூலைவிட்டம் என்பது 
பெயர். சாதாரணமாக, மூலைவிட்டம் என்றாலே அது தலையாய 

லைவி 
புகள் (1918த0ஈ2] 1316018018) என்று குறிப்பிடுவது பொருந்தும். 

(4) முக்கோண அணிகள் (Triangular Matrices): ஒரு. 

௪துர அணியில் மூலைவிட்டத்திற்குக் கீழே ் உறுப்புகள் 
பூச்சியமாக இருந்தால் அதாவது, 12-/ ஆக இருக்கும் போது 
சப 0 ஆக இருந்தால் அதை மேல் முக்கோண அணி (மறற 
ttiangular matrix) என்று சொல்வோம். 

உதாரணம் 1: 

411 42 41g டட. நே 

உதாரணம் 5; 

(8௨27 1 

ட 5.4 8 | 

yoo: a | 

[0 0 0 -1



அணி என்றால் என்ன? ரீ 

த விதமாக, ஒரு சதுர அணியில், மூலை விட்டத்திற்கு: 

மேலே உள்ள உறுப்புகள் பூச்சியமாக இருந்தால் அதாவது, 
2] ஆக இருக்கும் போது ஈட க i 

Sp முக்கோண அஷீ (lower 

சொல்வோம், 

0 ஆக இருந்தால், அதைக்: 
triangular matrix)  sr6ir pr 

உதாரணம் 1: 

Qay aay 0 0 1 

a3 fg, 43g 0 | 

gy ஈய. சட Fag 

உதாரணம் 2௦ 

1.0 0 OQ] 

2 7ீ 0 0 

4 6 5 0 

9 3 8 2 

(5) epéwait_e asm) (Diagonal Matrix): epavatitie 
உறுப்புகளை த் தவிர மீதி உறுப்புகள் எல்லாம் பூச்சியமாக இருந். 
தால். அதை மூலைவிட்ட அணி என்று சொல்வோம். ஒரு மூலை 
விட்ட அணி, மேல் முக்கோண அணியாகவும், கீழ் முக்கோண 
அணியாகவும் இருப்பதை கவ 

உதாரணம் 12 

டடே09 GO 09 0 

0 ஞ்.0 0 0 

| 0 0 d, 0 O 

| 00 0 8௦0 

| 0 0 0 0 ds, | 

தனை 2 - மூலைவிட்ட அணி (8, க 
குறிப்பிடுவதும் வழக்கம், ene Sarat “0 ee
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ற - மூலைவிட்ட அணி (80 doy dgr Ay» dg) ஆனால், 
12 | - சி்ஷ்டி் என்பது கவனிக்கத் தக்கது. | சி | என்பது 

மி என்ற அணிக்கோவையின் மதிப்பாகும். 

உதாரணம் 2: 

10001 

0 500 ; -- மூலைவிட்ட அணி 
o 6 eG (1,5, 7, 8) 

0 008 

(6) அளவை அணி அல்லது மூலைவரை owl (Scalar Matrix): 

ஒரு ்.ட அணியில் உள்ள லைவிட்ட உறுப்புகள் 
எல்லாம் சமமாக இருந்தால்--அதாவது ஈ இன் எல்லா மதிப் 

க்கும் ௪,,-- 6 என இருந்தால் அதை அளவை அணி என்று 

சொல்வோம். இதை மூலைவரை அணி என்றும் சொல்லலாம். 

உதாரணம் £ 

12௦0௦] 
| 

ok Oo 

  

9 0 k_| 

அலகு Do (Unit Matrix): ஓர் அளவை அணியின் 

ப்பு இ 

  

  

மாருத உறுப்பு 1 ஆக இருந்தால், அதை அலகு அணி என்று 
சொல்வோம். இதன் தரம் ஈ சதுரமானால் இதனை 7, எனக் குறிப் 
பிடுவது வ, 

தாரணம் 

1 0 
k= | 

௦ 1. 

(100 1 

I, = 0 10 | 

| oo 1 | 

இதன் தரம் தெளிவாக இருக்கும்போது 7 என்றே குறிப்பிடலாம்.
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(8) ம் பப அளை an or Ee Matrix): gt <sysoofulsd 
உள்ள ஓவ் ச்சியமாக இருந்தால் அதற்குப் 

பூச்சிய நாரா என்பது மா 

உதாரணம் : 

5964 பூச்சிய அணி - oO 

௨
 
௨
2
௨
 

௨
 
9
 

௦ 

நிரையும் நிரலும் தெரிந்திருந்தால் 4-0 என்றே குறிப்பிடலாம். 

(9) Sip ref (Sub-matrix): 4 என்ற அணியில் இருந்து 
சில நிரைகளையோ அல்லது நிரல்களையோ அல்லது இரண்டை. 
புமோ நீக்கிய பின்னர் கிடைக்கும் அணிக்கு 4 இன் &ழ் அணி 
என்பது பெயர். 

உதாரணம் : 

117 2842 

4=| 8 0 2 1 4 (ஆக இருக்கட்டும். 

0231 2 | 

இதில் 8ஆவது நிரையையும் ; 8ஆம், 5ஆம் நிரல்களையும் 
கீக்கிய பின்னா் கிடைக்கும் கீழ் அணி 

2124 A 
உட ௮௧” 

ற சதுர அணியில் இருந்து, இணையான நிரைகளை 
க னை வ நீக்கிய பின்னர் கிடைக்கும் சதுர கீழ் அணியில் 
உள்ள லைவிட்ட உறுப்புகள் 4 இலும் மூலைவிட்ட உறுப்பு 
களாய் இரும் ந்தவைதாம். இத்தகைய கீழ் அணிக்குத் தலையாய 

கீழ் yeni (Principal Sub-matrix) என்பது பெயரி. மடைசியில் 
உள்ள 'நிரைகளையும் நிரல்களையும் மட்டும் நீக்கி டக்கும் 
தலையாய கீழ் அணியைப் பிரதான கீழ் அணி ம்ம sub -matrix) 
அன்று சொல்லுவோம்
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உதாரணம்: 

த 8 1 0 2 

8 41288 

4='_) 2658 1 

4 0210} 

2-8 10 உ)! 

ஆக இருக்கட்டும், 

இதில் கடைசி இரண்டு நிரைகளையும், நிரல்களையும் நீக்கிய 
பின் கிடைக்கும் பிர தான கீழ் அணி. 

[ 2381) 

8.4 «1 ஆகும். 

lies 
(10) ஓர் அணியின் சிற்றணிக் கோவைகள் (149075 04 5 

நரீவ்ற்பு : ஓர் அணியின் சதுர கீழ் அணிகளின் அணிக்கோவை 
களை அந்த அணியின் சிற்றணிக் கோவைகள் என்று சொல்வோம். 

உதாரணம்: 

0 0 

0௨8 

  

௦00 1 

என்ற அணியின் சிற்றணிக் கோவைகள் வருமாறு : 

28 3 

  

  

    

உட [க 5 1$ Le 

0 1 lorl joo! 

௦00 101) |19 

oal orl joo}   

  

 



அணி என்றால் என்ன ? 1 

0 0 | 1௦] | 19 
| ர is 
/ 2.8 'o 3, |oe2 

என்பவையாகும். ் 

மேலும் ஒவ்வோர் உறுப்பையும் முதல்தரச் சிற்றணிக் கோவை 
இக் ட அண 

யாகக் கருதலாம். கடைசியாக, கொடுக்கப்பட்ட ணியின் 
அணிக்கோவையையும் இவைகளில் ஒன்றாய்க் கருதலாம். 

(31) Faas sax (Complex Matrix): ஓர்... அணியின் 
மூலகங்களில் An Lda staranmrseyih (complex numbers) 
இருக்கலாம். இவ்வாறு உள்ள அணிகளைச் சிக்கல் ணிகள் 

டம ம் 3 ட. 

பயிற்சி 1 

1, கீழ்க்கண்ட அணிகளில் நிரைகள், நிரல்கள் இவற்றை. 
எழுது : 

(௮) உ. 1 | (3) 2 2-1 0] 

; 0 12 | | 4 0 21 

i i 0 1 | 2 —5 tL 2



அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

m4 ௦ 0 னி 

| -2 1 oo! 

o 2 10 | 

5.1 -1 1 

2, கீழ்க்கண்ட அணிகளின் வகை யாது? 

பண இ!) | 

o nr 1 

பட 0௦ 0 | 

(ஆ)) 170 0 0. (இழ 10௦௦! 

017 0 0 10 

ab -1 ௦ 

2 

| 
0 | 

| 
00 1 | 

Le d 0 =i | 38 | 

6 அணிக்கும், அணிக்கோவைக்கும் உள்ள வேறுபாடுகள் 
யாவை? 

திரை அணிக்கு நான்கு உதாரணங்கள் தருக. 

திரல் அணிக்கு நான்கு உதாரணங்கள் தருக. 

சதுர அணிக்கு நான்கு உதாரணங்கள் தருக. 

கீழ்க்கண்ட சதுர அணிகளில் i
 

(1) தலையாய மூலைவிட்டம், 

(ம) மூலைவிட்ட உறுப்புகள் 

ஆகியவற்றை எழுதுக. 

(அ) | 4 8 8 | (%)[~ 1-8 —4 | 

-1 o -1 | |» 

வ | 2 o -8 |



அணி என்றுல் என்ன? 

(இ) 
ட 

ம
 

14. 

18, 

10007) 

2100 

4210 

_-2811 

மேல் முக்கோண அணிக்க இரண்டு உதாரணங்கள் 
ஈடு. 

கீழ் முக்கோண அணிக்கு இரண்டு உதாரணங்கள் 
கொடு. 

மேல் முக்கோண அணிக்கும் கீழ் முக்கோண அணிக்கும் 
உள்ள வேறுபாடு யாது ? 

ஒரு மேல் முக்கோண அணியில் உள்ள நிரைகளை நிரல் 
களாகவும், நிரல்களை நிரைகளாகவும் மாற்றி அமைத்தால் 
கிடைக்கும் அணி எத்தகையது ? 

மூலைவிட்ட அணிக்கு இரண் ந உதாரணங்கள் கொடு, 

மூலைவிட்ட அணி, அளவை அணி, அலகு அணி-. இவை: 
களுக்கு இடையே உள்ள தொடர்பு யாது? 

| 21 ௪1 என திருபி. 

கீழ்க்கண்ட அணிகளில் 

(1) தலையாய கீழ் அணி, 

(14) பிரதான கீழ் அணி, 

(14) சிற்றணிக் கோவைகள் ஆகியவற்றை எழுது. 

(9) {38 2 1] () [2 2 -17 

அன Jeo ட 
1 0 ட] | 4 1 பழ 

wT 1 9; 

| 52 உ 

|-2-1 -s |
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விடைகள் 

Jd. (அ நிரைகள்: 

மூதல் நிரை : f2 —1 1] 

இரண்டாம் நிரை: [0 1 ௨] 

மூன்றாம் நிரை : 11 0 1] 

      

நிரல்கள் 5 உட டம | [3 

os | 1 |; 2 71“. iat | 0 | 1! 

(2) [1 8-0 ரே [4 0 2 13; 
r2 —58 1 9] 

ma 9 | 1 1 ௦ | 
| i 

i Fes 7 O-; 2 | 1 | 
Le! | 6! ட 1.1 2 | 

(a) 11 0 0 0]; [-2 1 Oo 0}; 
f0 -2 1 0}; (8 -1 -1 17 

; Pf Pe] வு (6) ‘ | | 
=2 i 1 | ௦ | 0 

0 [* _2 ia i 5 ௦ 

pel Lat டப (|, 
5, (௮) 8%8 அணி 

(ஆ) 4)04அணி 

(இ) 4 x 8 smh 

v7. (9) —4 0 -8]; 4,0, ~8 

{1 8 —8]; 1; 8; 8 

(இ) (1 1 11; 1, 1, 1, 1



2. அணிகளின் இயல் கணிதம் 

2:0. களங்கள் (1746108) பற்றிய ஜொ குறிப்பு 

இரண்டு அல்லது அதற்கு அதிகமான உறுப்புகளைக் 

us 

2% (operations) sir sugyib விதிகளுக்கிணங்கச் செய்யக் 
கூடியதாக இருக்கவேண்டும். 

+b என்ப, 2” என்ற களத்தின் Gz (unique) 
உறுப்பாக இருக்கவேண்டும். 

2 atb=bia 

8. at(b+o=(at+b) te. 

4. a+O0=U0+a=4. 

3. a+(—a)=0. 

a.b = எம் என்பது 7 என்ற களத்தின் ஒரே உறுப்பாக 
இருக்கவேண்டும். 

7. ab = ba. 

ஐ a (bc) = (ab) c 

9 la=a.lea 

20. 8௪0 ஆனால் ச.ச =a.q-) = }, 

11. a(é+c) = ab + ac. 

12. (a+b)ce=ac + be.
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ளத்திற்கு உதாரணமாக விகிதமுறு (ரக//௦81) எண்களைக் 
கூறலாம். மேலும், மெய்யான எண்களும் ; சிக்கல் எண்களும் 
களங்களாகும் என்பதை நோக்குக. 

ணிகளின் இயல் கணிதத்தை ஆராயப்போகும் நாம், களங் 
களில் உள்ள அணிகளையே வ க் காள்வோம். அதாவது 
நாம் எடுத்துக்கொள்ளும் ௮ மூலகங்கள் 

உறுப்புகளா: ரக eae இதிலும் fina மெய்யான 
களின் கள யும், அல்கி எண்களின் களத்தையும் oH 

எடுத்துக் காம் ம். 

கூட்டலும் பெருக்கலும் 

2:1. @Gy ss .onflacit (Matrix of the same order) 

அணிகளின் தரங்கள் சமமாயிருந்தால், அதாவது இரு. 

ஒப்பிடத்தகு அண்ட் (Comparable matrices) stsirmubd Gersd 
வது வழக்கம். 

88. சமமான அணிகள் (901 1சீகமர1005) 

4-1) ஆணி [எப] ஆகவும் 

மி 11 அணி (2) ஆகவும் இருக்கட்டும். 

இவை ஒப்பிடத்தக்கவை என்பதைக் கவனி. 

aj = by என்ற சமன்பாடு ஒவ்வொரு க்கும், ஒவ்வொரு. 
க்கும் உண்மையாக இருக்கட்டும் (இப்படி ப்பட்ட சமன் 

பாடுகள் ரா உள்ளன). இவ்வாறு இருந்தால், இவை” சமமான 
அணிகள் ஆகும். அதாவது, 4 8, 

(1) 4 என்பது ஓர் அணி ஆனால், 4 4 

(ம் 4-9 ஆனால், 4 

Gi) A=B Qpaab, 4-6 ஆகவும் இருந்தால் 4-6 
ன்பவற்றை எளிதாக நிரூபிக்கலாம். 

23, அணிகளைக் கூட்டல் 

எவையேனும் இரு அணிகளை எடுத்துக் கொண்டால், அவற் 
றைக் கூட்ட இயலாது. இரண்டு அணிகளும் ஒரேதர அணிகளாக:
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தான் அவை கூட்டுவதற்கு இயைந்தவையாக இருக்கும் 
(conformable to addition). 

A=fajJ, B= [bij] என்பன mm xn அணிகள 

கட்டும். இவை ஒரே தர அணிகள்; எனவே கூட்டலுக்கு இயைந். 

இப்பொழுது ciy = ay - ம்ப ஆக இருக்கட்டும். , குவை. 

A+ B= [ai + bij} 

= Lei] 

= ன வரையறை செய்வோம். 

கூறிப்டி: 6 உம்ரா% ஈ அணியாகத்தான் இருக்கும். 

உதாரணம் £ 

ai 2] [8 2] 
ஆனால், 

5+8 2+(—8) 

_f@ 5 

[s 1] 
a4, அணிகளைக் கழித்தல் 2 

சஃசல[ 413 840 

4 சீ [ரப என வரையறை செய்வோம். 

உதாரணம் 2 

“1-4 2-1 பதத யி 

5-0 0-8 2-2 

  

| 1-1 —i+2 1-8
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p-s 1-6 

= 5-8 0 

o 1 -2 

2:5. சல கூட்டல் விதிகள் 

(i) அற்ற 4. பரிமாற்று விதி 

(i) A+ (BLC)=(A+B)+-C...OgrLiy விஇ 

Gii) A+ D=B என்னும் சமன்பாட்டிற்கு இணங்க 2 என்னும் 

ஓர் அணி உண்டு. 

மு 42 [வாசிம் 

= [bij +aij] 
சோதாரண எண்களின் பரிமாற்று விதிப்படி) 

= B+A 

(ம்) உங்கள் பயிற்சிக்காக. 

(ம் கீ [சி 2 [மீ] என இருக்கட்டும். 

dij = ம்ப - மப என எடுத்துக்கொள். 

ி- [ஸ்ப] ஆனால் 

A+D= [aj + dij] 

= [ay + bj — aij] 

= [bi] 
= B. 

3:6. அணிகளின் கூட்டலின் பூச்சியம் உண்டு. 

4, 0 என்பன 1 % 1 அணிகளானால், 

404௮04 4ஆக இருக்கும். 

நிரூபணம் : 

A+ 0 = [aj + 0) = fa; 

=A
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இதேவிதமாக 

O+A4= [0 + aj] = [aij} 

=A 

A+O0=A=-0+44 

  

RQ SIT coord : 

மத Oo OT 

A= 02 02 

-1 4 | ட 

[2730 8407 1 37] 

A+O=; 0+0 2+40 f= 0 2 
[-14+0 4+40 1 4 

=A 

[0 0 1 இ. 

O14=/ 0 0 + Oo 2 

[0+2 o+87 p 1 8] 

= | o+0 o42 | =] 0 2 

0-1 044 | 1 4) 

=H 

A+0=0+4=4. 

2%. எதிர்க் கூட்டல் 91008 (Additive Inverse) 

A+B=0 என இருந்தால் Be 4-ன் எதிர்க் கூட்டல் அணி என்று சொல்வோம். இப்படிப்பட்ட அணி இருக்கிறது என்பது 
௮8 (014)-ன்படி தெளிவாகிறது.
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மேலும் 2, 4-ன் எதிர்க் கூட்டலணியானால் 4 ஆனத 
தீன் எதிர்க் கூட்டலணியாக இருக்கவேண்டும். ஏனென்றால் 
கீடதின0. ஆனால், பரிமாற்று விதியின்படி 8,440.” 

உதாரணம்: 

2 6 A= ல், [5 டப] ஆனா 

இதன் எதிர்க் கூட்டலணி 

—2 ச] . 

5-8. அணியை எண்ணியால் பெருக்கல் (8௦விக நரிய1(1 011௦௧811௦௩ 

of a Matrix) 

1 8 
a=[ 5 4 | என இருக்கட்டும். 

ர இ. 

சகல [ ] 5415 444 

2x1 2x8 
2A= 

2xs 2x4 

4-ல் உள்ள ஒவ்வோர் உறுப்பும், 4-ல் உள்ளதைப் 
போல் 2 மடங்காக இருப்பதைக் கவனி. எனவே, 4 - [ஈட] 
ஆனால், 84 - [88] என்பது பொருந்தும். 

பொதுவாக, 4 ௮ [ஈர] ஆனால், 

kA = [kai] 

என வரையறுப்போம். 

6 ஓர் அணி அல்ல. அது ஓர் எண்ணி (6௦௨80) ஆதலால், 
இதை * எண்ணியால் பெருக்கல் £ என்று சொல்கிறோம். 

29. அணியை அணியால் பெருக்கல் (Multiplication of Matrices) 

atte (சீட ஈரம் என்ற 1500. அணியாக இருக்
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4ல் ஒரே நிரை ae: அதை *நிரை Dewi? என 
அழைப்பது வழக்கம். இதே விதமா. 

கம | 

bor 

any 

என்ற 861 அணியை ஒரே நிரல் இருப்பதால் *திரல் அணி” என 
அழைப்போம். 

சீ ஐ முறைப்படி. பெருக்கினால் ல் 161 அணி கீழ்க் 
காணும் வரையறைக்கிணங்கக் கிடை க்கும் 

AB = C= [aybyy 4 சடம்வ ஸ் ட... ம சடிட்வ 

குறிப்பு : நிரையில் உள்ள ஒவ்வோர் . உறுப்பையும் ASD 

ஒத்த ‘eisai உள்ள உறுப்பினால் பெருக்கிக் கூட்டி விடுகிறோம். 

உதாரணம் : 

(14 2 ej; 3 

0 

= [1-44+2.(—1)+8.0] 

= [2] 

இதில் விடையானது 8 எ ன்னும் எண்ணி (Scalar) அல்ல. 
அது 1617 soil [2] என்பதை நோக்குக. 

இதுவரை, ஒரு நிரை அணியை ர நிரல் அணியால் பெருக்கி, கிடைக்கும் நிரை அணியைப் பற்றிப் பார்த்தோம். இனி, பொதுவாக இரண்டு அணிகள் பெருக்குதற்கு இயைந்தனவா? அவற்றின் பெருக்கற்பலன் என்ன ? என்று பார்ப்போம்,
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4-8) அணி [ஈ.பி ஆகவும், 8-2 அணி [5;,) ஆகவும் 
தால் 

AB=C=mxXp அணி [வு] 

இதில் ஈர-ஐ)ம்பு 4-2 . ௨.௨. இன்று 

n 
ie. c= ந Girbs; 

r=1 

1. 6-ல் உள்ள நிரைகள் - m = 4-ல் உள்ள திரைகள். 

2. 6-ல் உள்ள நிரல்கள் - 2 -- 8-ல் உள்ள நிரல்கள். 

8. கீஃல் உள்ள நிரல்கள் - 1 - 8-ல் உள்ள திரைகள். 

என்பதைக் கவனிக்கவும். 

உதாரணம் : 

[ 123 | 
A= 3 

4656 

[7 104 

அ 8 11 

|» 12 | 

4-ல் உள்ள நிரல்கள் - 8 - 8-ல் உள்ள நிரைகள் 

ஃ. கீசிபெருக்க இயைந்தது. 

4--209 அணி; 8-9) 2. அணி. 

ஃ கீத 22 அணி ஆதல் வேண்டும். 

ae =[ 1.7+2.8+48.9 ணி வ் 

4. 745. 846.9 4. 10-15,11-06,12 

ட ஸி [ 50 65 ] — 
Le. = ஜி 

ம் 122 167 பூ 25% அண 

2:10. அணர்களைப் பெருக்கல் (வேறு மூறை): 

4 டா அணி [யர 

2ீ-॥% 2 அணி [6] ஆக இருக்கட்டும்.
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Rye Rag te ee “உ டி என்பன 4-ன் நிரைகளாகவும், 

இழு ஜே Sone டே. என்பன தன் நிரல்களாகவும் 
இருக்கட்டும். 

தனை பப ட தது Gn} 

bij | 

| Boj | 
| 

i 
Cpe | 

_ bay 

| be 

bo; 

Ri Ci = [ai igo es Ain] 

baj 

fee. Ry Cy = ait byj + Gig bay Hoe ee + tin Bay 

இப்பொழுது 
க் 

Re 

= i * என்ற ஈ 501 அணி ஆகவும்,
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B=[C,Cy.......C,] என்ற 1 42 அணி ஆகவும் 
கொண்டால், 

“௩ 

Ry 

AB= [Cy ஷே 

கட] 

[ மே RiGy ae RG) x RG 

டே ஆட ப இடவ ஆரு 

RC, RC. .. RC) ப RC, 

  

ie. AB= ர 

ர, RC, கிழி ட கணு 
என்று வரையறை செய்கிறோம். 

211. அணிகளின் பெருக்கலில் பரிமாற்று வீதி பொருந்தாது. 

அதாவது 42 ௪ 24 

2-9-ல் கண்ட உதாரணத்தில் உள்ள 

டர 18 | 

12.8 4 
A= ம், நீ 8 11 | Su 

la 5 பயம் | 
9 12 | 

எடுத்துக் கொள்வோம்.
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3-ல் உள்ள நிரல்கள் - 2 - கஃல் உள்ள நிரைகள் 

2.4 பெருக்க இயைந்தது. 

மேலும் 2-- 58% அணி; 4 2%8 அணி 

த4- 8௦9 அணி ஆதல் வேண்டும். 

—7.1410.4 7.24105 7,.8+10.6 | 

BA = 8.1411.4 8.24115 8.54-11.6 

9.1412.4 9.24125 9.8412.6 

. 47 64 81 j 

ne. BA= 52 71 80 

57 78 99 | 

என்ற 5998 அணி. 

ஆனால் 

a | aera Hae 1.1042.1148.12° | 

| 4.745.84+6.9 4.10+5.1146,12 

50 868 | 

| 122 167 | 

என்ற 2X2 அணி எனப் பார்த்தோம். 

ABBA. 

குறிப்பு 5 AB sgt பெருக்க முடிந்தால், 74 உம் பெருக்க 
அஇயைந்ததாக இருக்க வேண்டியதில்லை. 

உதாரணமாக, A=1xX3 wool; 58-52 ர ய 2 3 அணி 
இருந்தால் 4-ன் Py = 8 = B-sir நிரை, ௮௭ 

“கீத. பெருக்க இயைந்தது. 1x2 ல் 

வேண்டும். ௭ கக அணி ஆதல்
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ஆனால் 8-ன் நிரல் 4-ன் நிரைக்குச் சமம் அல்ல. 

.. 2.4 ஐப் பெருக்க இயலாது. 

எனவே, முறைப்படி பெருக்குவதன் அவசியத்தைக் soos 
கவும், 

அணியை அணியால் பெருக்கும்போது, தாம் சாதாரணமாகக். 
கொள்ளும் விதிகளுக்குப் புறம்பாக மேலும் பலவற்றைக் காண் 
கிறோம். இந்தப் பாடத்தைப் பயிலும் நோக்கமே “எந்தெந்த: 
விதிகள் இதிலும் உண்மையாக இருக்கும் ?* என்பதுதான். 

ஆகவே சில விதிகள் பொருந்தவில்லை என்றால் அதில் நாம் 
அதிர்ச்சி அடையவோ, ஆச்சரியப்படவோ வேண்டியதில்லை, 
இவற்றை எதிர்பார்த்தே மேற்கொண்டு செல்லவேண்டும். 

212. 420 ஆனால் 4-0 அல்லது 840 ஆக இருக்க 
வேண்டியதில்லை. 

உதாரணம் 3 

A= i 2 Be 2 ட்ட 

8 643 ர 3 

எனக் கொள்க, 

AB = [acre (-1) 1(-6)+28 
8-2+6 (—1) 8 (-6)+6-8 

- [2 2] -2 
8:18. நீக்கல் விதி (08௦6112110 Law) 

இது அணிகளின் பெருக்கலுக்குப் பொருந்தாது. 

4 40 ஆனால் 8-0 ஆக இருக்க வேண்டியதில்லை. 

உதாரணம் : 

இ த இ ft 410% 

1 2 

| 4-8-1 | (1-212
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C= 8-2 1 -1 

  

| 2-5 ம 0 

ஆக இருக்கட்டும். 42, 40 ஐப் பெருக்கிப் பார்த்தால் 

42 - 4 ஆக இருக்கும். 

ஆனால் 8 எ 0 என்பதைக் கவனி. 

5514. பூச்சியத்தால் பெருக்கல் 

4 - 720 அணி [ஈபு7 ஆகவும், 0 என்பது RX பூச்சிய 
அணி ஆகவும் இருக்கட்டும், 

40 பெருக்குதற்கு இயைந்தது என்பதைக் கவனி, 

40 ஐப் பெருக்கிப் பார். 0 என்ற ர0)2 பூச்சிய அணி 
கிடைக்கும் & A 0 

இதே விதமாக 04 -- 0 என்றும் நிரூபிக்கலாம். 

0, 4-ன் தரங்கள் எவ்வாறு இருக்க வேண்டும் ? 

4௨ம் 0௨ம் ஒரேதர சதுர அணிகளாய் இருந்தால் 
40-0- 04 என்று சொல்லலாம். 

உதாரணம் : 

1 உழ [3 ௦0 

4=| 1821, 0--;0 0 0 

146 lo 0 0] 

[ 1-04+2.0+1.0 1.042.041.0 1,.04+2.041.0 | 

AO = 1.04+8.04+2.0. 1.04+8.04+2.0 1.048.0+2.0 

11.0+4.0+6.0 1.404.046.0 1.044.0+46.0 |.
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1௦௦ பது 

51௦000 1-0 

|௦௦ 0_ 

இதே மாதிரி 0.4-0 என்றும் நிரூபிக்கலாம். 

ஃ 40004. 

2:15, ரில பெருக்கல் வீதிகள் 

(i) 48-௦9) - 48-40 - இடப் பங்கீட்டு விதி 

(டு (442) - 4080 - வலப் பங்கீட்டு விதி 

Gii) A(BC) 2 (42)0 -. தொடர்பு விதி 

(ட A= [4ijJuxns B= [Dijlixns C= [eijloxp ஆக இருக் 
கட்டும், 

யும், பேம் ஒரே தர அணிகள், ஆதலின் அவை கூட்டு 
தற்கு இயைந்தவை. 

யம் 22 அணி ஆதல் வேண்டும். 

அணிகளின் கூட்டல் விதிப்படி, 

BHC = [bij + CijJuxp 

இப்பொழுது 4 -- ர): அணி. 

4240) பெருக்குதற்கு இயைந்தது. A(B+-C) ஆனது 
NXP அணி ஆதல் வேண்டும். 

2:9-ல் உள்ள பெருக்கல் விதிப்படி, 

n 
4(8-0)-ன் (4) ஆவது உறுப்பு-- 3 ஈட (1 

7-1 

n 

%_ Gir - bej+7ir « cr)... 
r=1 

(சாதாரண எண்களின் பங்கீட்டு விதிப்படி)
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n ர 

= ந Girbiy + 3 ஊம்ப a8 es (1) 
p= r=1 

இப்பொழுது. 48 என்பது பெருக்குதற்கு இயைந்தது : என்றும், 
AB-s தரம் ர1% ற என்றும், 42-ன் ((--]) ஆவது உறுப்பு 

n 
3 சம்பு என்றும் எளிதாக நிரூபிக்கலாம். 

r=1 

இதேவிதமாக, 40 யும்; பெருக்க இயைந்தது. AC-sir 
n 

soi mxp. ACs (i—j) ஆவது உறுப்பு ந ஈடு 
read 

AB apo, AC wpb ஒரே தரமாக இருப்பதால் கூட்ட 
இயைந்தது . 

கூட்டல் விதிப்படி 48 - 40ன் (47) ஆவது 

n n 
உறுப்பு- & arb + 3 Aie tr; ~ aa (2) 

r=1 r=1 

(1), (8)-ல் இருந்து 4(24-0)-ன் (i-j) ஆவது உறுப்பும், 
424.40ன் (i—j) ஆவது உறுப்பும் சமம் என்று அறிகிறோம். 

A(B+C) = AB+AC 

Gi) உங்கள் பயிற்சிக்கென விடப்பட்டுள்ளது. 

(04) A(BC) - (48)0 என நிரூபிப்போம். 

A= [4ij}nxns B= [biglusps C = (பீடி ஆக இருக்கட்டும். 

5:9-ல் உள்ளபடி. 80 பெருக்க இயைந்தது. 

டேன் தரம் 1). இதன் (2-7) ஆவது உறுப்பு 

bin C5 + Big Cop + ove aa = soe Dip Cp; 

BC-sit j ஆவது நிரலில் உள்ள உறுப்புகள் வருமாறு £ 

சப ச் சம் aes 

bai Cij + bes lgy + .. aaa i see + Day Cp; 

se t+ byp Cp;



அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

+ bop Cp} bay C1j + One Cai + 

அன் ம ஆவது நிரை ர) ஈட . இ 

கீயும் (26) யும் பெருக்க இயைந்தன. 

். 4-ன் தரம் 56, (200-ன் தரம் 7). மேலும் 4(26)-ன் 
தரம் 2௦7 ஆக இருக்கவேண்டும். 

இப்பொழுது ACBC)-sr (if) ஆவது உறுப்பு கீழ்க் கண்ட 
.வரறு இருக்கவேண்டும். 

சட ட்ட 4 சீட ஹேர் பவா சி தே] 

ve + Bap epi)      + diz (hay €1j + bag Coit 

தடட டப பபப அட்ட 

+ din (bar C1; + Bag Cop fom 

= (Gi, O11 Gig Bg, Hee + in bp) C4; 

அஸ் மிட 2) 

+ (Gi. B19 tig Dag tree eee $Gin Bag) C9; 

H (Gin Bip t aig Bap ர ப வ வை அவை tain Bay) Cp} 

ஆனால், இதுவே (42) 
ஏனெனில் (45)-ன் / ஆவது நி 

ன் (ij) ஆவது ஒஉறுப்புமாகும், 

ரை 

n 
3 (air Ben) 
ம 

ஊன் ர் ஆவது நிரல் 

வடம். obj — 

CAB) C-s (7-7) ஆவது உறுப்பு 

- 4 (86)-ன் (1) ஆவது உறுப்பு. 

A (BC) = (AB) C.
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216. அணிகளின் சல அடுக்கு விதிகள் 

4 என்பது ஒரு சதுர அணி என்றால் 

(0 அடிக் வ இன்ற வ Alm 

பி (கோர இரா 

ப்ட் 42-84 ஆனால் (கீத அறா 

நிரூபணம்: (1) 4 ஒரு சதுர அணியாக இருந்தால்தான். 
AA அல்லது 4” பெருக்க இயைந்ததாக இருக்கும். 

இப்பொழுது, 47.44... ப 78 தடவை ; 

தாட 

  

க சால (கேசி. 78 தடவை) (4.4...... 1 தடவை) 

= AAs (ராடு தடவை 

[2:15 (1109-ல் உள்ள தொடர்பு விதிப்படி] 

= Amn, 

BQCs8gure ArAm = Anim 

SAM, AX = திற வ Angin 

இப்பொழுது, 4” - 7 என வரையறை செய்வோம். 

Ant = AM = LA” என்பது அலகு அணியின் பண்பாகும். 

Am. AP = AM? ௮ மா என்பதும், 

கி கிர இற ௮ சா என்பதும், 

ச ர ஆக இருப்பதால் பொருத்தமாயிருப்பதைக் 
கவனிக்கவும். 

(யய அய யா் ae ௩. 1 தடவை 

(கிம் ம me உ தடவை) 

xX (AAw a - MM Slee) 

x see bey த தடவைகள்
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= AA oo oe +. MA தடவைகள்) 

= Am 

Gi) 4 ஒரு சதுர அணி..... கொள்கை, 

மேலும் 48-84 +. உம் அதே தரச் சதுர அணியாக 
இருக்கவேண்டும். தவிர 4, 8 பரிமாற்று அணிகள் . இப்பொழுது 

(AB) = 4. மீ என்பது வெளிப்படை. 

1௮ இ ஆனால் (48) - (48) (48) ... அடுக்குகள் விதிப்படி 

= A(BA)B ... தொடர்புவிதி 

௪ (4802... பரிமாற்று அணிகள் 

2 (4.4) (28) ... தொடர்பு விதி 

4521... அடுக்குகள் விதி. 

இப்பொழுது (ABBY = AB எனக் கொண்டு, 

(AB) +! = Ant? Bet? என நிரூபிப்போம். 

(AB)? = (AB). (AB)... HOSS OFS. 
கிறா, 42... கொள்கை. 

= ANB (BA)B ... Garey Gl 

+ = A”. B-1 (ABB... uflordg 
அ 

| 

ணிகள் 

தீர் இர, ததி 

= Ao. Bo-? . ABS 

= A". A. Bort 

— Antt . Bott 

ஆனால் இத்தேற்றம் 1-2 ஆக இருக்கும்போது உண்மை என 
நிரூபித்துள்ளோம். 

ஃ 319 ஆக இருக்கும்போதும், அதனால் 84-14 ஆக 
இருக்கும்போதும், அதனால் 5, 86......... முதலிய எந்த நேர் முழு 
எண்ணுக்கும் உண்மையாகும். 

2:11. மூலைவிட்ட அணியால் பெருக்கல் 5 

4 என்பது ஒரு சதுர அணியாகவும், 2 அதே தர மூலைவிட்ட. 
அணியாகவும் இருக்கட்டும்.
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A ge D ஆல் மூன் பெருக்கி, 2 என்னும் அணி கிடைத்தால் -- 

அதாவது, 

4 என இருந்தால், 

71 

Pij= 3 ம்பு வப அடல் உள்ளபடி 
rol : 

== diy aij . 

(இது மூலைவிட்ட அணி ஆனதால், /7 ஆனால் ம,-0) 

ஃ.. மில் உள்ள / ஆவது நிரையில் உள்ள உறுப்புகள், 4-ல் 
உள்ள 4 ஆவது நிரையில் உள்ள உறுப்புகளை சீ; ஆல் பெருக்கிய 
தால் கிடைத்தவை. 

இதேவிதமாக, 4 ஐ ஆல் பின் பெருக்கினால் அதாவது 
P=AD ஆனால், 2-ல் உள்ள ஆவது நிரலில் உள்ள உறுப்புகள், 
4-ல் உள்ள ஒத்த உறுப்புகளை ஸ்) ஆல் பெருக்கிக் கிடைத்தவை. 

ஆகும். 

உதாரணம் ட 

| d, 0 OF 

a-| 0 d, O ஆகவும், 

ட௦ 0 

| Bir brs bis | 

oe) bar bse bes BIyh Dosara, 
(551 bss bas _| 

dixby dy diy ay bie | 

AB=) dy bey dy bey da bog | ஆகும். 

dy be, dg By» ds Bas_| 
B-or முதல் நிரையை 8, ஆல் பெருக்க 

noe ௪ஆம் ஞு ds ” 

ஞு ஆம் 5, dg 

கிடைக்கின்றன என்பதைக் கவனிக்கவும். 
௮. ௮.8 

4.8-ன் முதல் நிரையும்,
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18. இதிலிருந்து, *“*வெனள்வேறு உறுப்புகள் கொண்ட ஒரு 
மூலைவிட்ட அணியுடன் பரிமாற்று அணியாக இருக்கக் 
கூடியது மற்றோர் மூலைவிட்ட அணிதான்?” என நிரூபிப்போம். 

4 என்ற ஈ-சதுர அணியும், 2 என்ற அதே தர மூலைவிட்ட 
அணியும் 49-24 என்பதற்கிணங்க இருக்கட்டும். ௬ 
மூலைவிட்ட அணி என நிரூபிக்க வேண்டும். 

DA-& (i—j), ஆவது உறுப்பு 4; 4) (2:17). இதே விதமாக, 
AD-& (i—j) ஆவது உறுப்பு ம்) ப என நிரூபித்துள்ளோம். 

இப்பொழுது 24-42 ... கொள்கை. 

dj. ay = aij மழ 

Br di; #d; (2 D வெவ்வேறு உறுப்புகள் கொண்டது 
என்பது கொள்கை.) 

i /ஆனால், ஈடி-0 

ஃ..& என்பது மூலைவிட்ட அணியாகத்தான் இருக்க 
வேண்டும். 

உதாரணம் 1 : மூலைவிட்ட அணியால் முன் பெருக்கல். 

[7 0011-௨198) -[-e 1 3 

o -8 0 465 2/]=] -12 -16 -6 

| 0 O08 210 | 10 5 oO 

உதாரணம் 2 : மூலைவிட்ட அணியால் பின் பெருக்கல். 

| ௮4 ells ச்ஸ் | -உ-த௪ 15. 

| 498) மணிக [க 4 —15 10 
| 

|. 210 :10 0௦5! 2-8 0. 

219. அளவை அணியால் பெருக்கல் 

ஓர் அளவை அணியின் மாறாத உறுப்பு £ ஆக இருக்கட்டும், 
இந்த அளவை அணியால் ஓர் அணியைப் பெருக்கினாலும், 
% என்ற எண்ணியால் (5௦2187) அத்த அணியைப் பெருக்கினாலும், 
ஒரே பெருக்கற் பலன் தான் கிடைக்கும்.
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உதாரணமாக 8-1 7-ன் படி, 

“ke 00 | | ab ce ka kb ke 

ok O உர = kp kq kr 

ட 00௩ [| ௨7 ௪ | ப வச 

=A 

மேலும் 2:8-ல் உள்ள எண்ணியால் பெருக்கல் விதிப்படி 

ட மம். 2 டநட 

par = kp kq kr |= B 

eye. \_kx ky kz 

4 ௪ தீ என்பதைக் கவனிக்கவும். இதிலிருந்து அளவை அணி 
யின் பெயர்க் காரணத்தையும் தெரிந்து கொள்கிறோம். 

2:20. அலகு அணியால் பெருக்கல் 

4 என்பது 11:41 அணியாக இருக்கட்டும். 

A.I,=A=In. A 

உதாரணம் 2 

1 0 
| 12 8 ] 128 

456 6௮8 = | 456 ] 
Qo 1 [0 

மேலும், 1 0 12 8 os 12 8 

o 14,4 5 6 4 5 ஏர 

அலகு அணியின் ஏனைய சிறப்பான பண்புகள் 2 

மு 7477. 6 தடவை [ஐ மாறாத 
ணி. 

a 
உறுப்பாகக் கொண்ட அளவை அ, 

டி 74-77 ப ம ர்தபவை 7
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குறிப்பு: சாதாரண எண்களின் கூட்டலில் 0 இருப்பது 
போல், அணிகளின் கூட்டலில் பூச்சிய அணியும்; சாதாரண எண் 
களின் பெருக்கலில் 7 இருப்பதுபோல், அணிகளின் பெருக்கலில் 
அலகு அணியும் இருப்பதைக் கவனி, 

இணி *அணிகளின் பெருக்கலுக்கும், ஒரு படியில் 221 

பிரதியிடுதலுக்கும் உள்ள சம்பந்தம் என்ன ?” என்று பார்ப்போம். 

ம ௭ Gi V1 + ஏடி os a (1) 

(2) Xo = Gav: + aaoVe 

ஆக இருக்கட்டும். இந்த இரண்டு சமன்பாடுகளையும் அணி 
வடிவில் ஒரே சமன்பாடாக எழுதலாம். 

% ௬௧7... ஷ் ai ஞீ 

இதில் ந [2 | aes ee a yo =| 

Xe 4934 ago 32 

[| — f 411 ae | 

Xs 441 885 72 

அதாவது, [5] து (க a a | 

xq 421V1 + Ggo¥e 

2.அ-ல் உள்ள அணிகளின் சமன்பாட்டு விதிப்படி, 

xy = 41). + rae 

ஷி = சர) + GyaVe 

QuiGQuragg. Y = BZ ஸ்ஸ் ve IT 

ஆக இருக்கட்டும். 

B= Diy of Fins ie 

bey bes Zs 

என இருக்கட்டும். முன்போல, 

Yr = 54121 + Dyeze aa one Pe (8) 

Yo = ba421 + Bente ae 

ஆக இருக்க வேண்டும்.
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(1), (2), (8), (4)-ல் இருந்து 
p= yy (b112, + by 278) + yo (bai21 +0920) 

(அஃது.) %- Crab, + Grebs1) 21 + G@ribis 
+ @yobaa) 24 --» (5) 

Xq = d91(by171 + B1270) + As(b9121 + சிவி 

(31 - Bt) Xe (கூம்பு + கிய சடன் (கேரி; 
+ dgobea)%_ ... (6) 

1 ஐயும் 2, ஐயும் 2, ஈட சார்பாகக் கண்டு பிடித்துள்ளோம். 
இப்பொழுது 7, //-ல் இருந்து 

X= ABZ ... gee TEE 

ஊன்று எழுதலாம். அதாவது, 

                    

x1 41 ae | | diy | ie 

bra [| 421 @ae_ | | Bar dea | leo _| 

| xy “yb +as oder Aybig tar aber | [ க. 

| உ 491011 ஜிஉ gid) gtAeobeq ட 

னி Cab +41 051) 21 +(ay dia taigbes) 29 | 

Xe (a1B11-+4s9b01) கர மிட பஷரி) க 

        

Xy = (@y1b,, + At eba1) 21 + (ay. b1 9 +4y2b22) 29 

ஜே (பேசு ர் சியி டர (விர ரம்மி வி ச 

என்ற அணிகளின் பெருக்கலை நாம் வரையறுத்துள்ளது எத்து, 
பொருத்தமானது என்பதை உணர்க. 

இவை (5) , (6) என்பதை நோக்குக. இவற்றிலிருந்து 4, 8 
ணை 

22, இதே விதமாக, ** அணிகளின் கூட்டலுக்கும் ஒரு 
டியில் பிரதியிடுதலுக்கும் உள்ள சம்பத்தம் என்ன 2” என்று 
பார்ப்போம். 

Xy = 41121 + A925 a ose aoe (1) 

X3 = 49121 + AgoZq se oo (2) 

சான்னும் சமன்பாடுகளை 7 - 42 என்று எழுதலாம்.
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ஆ. [a m2 | | ஜூ. 
இதில் 34 - 3 A= 122 

ட 91 Ago டக] 

மேலும், எ 61171 + தி; சட ன = ன (8) 

Vo = ba121 + நித “ie ea ee (4) 

என்னும் சமன்பாடுகளை 1 - மிச ... we FE 

fv | 
என்று எழுதலாம். இதில் [3 

8 | 

க bis | 21 
Be உணட 

ர bao Za 

இப்பொழுது, 

(19408), உற - (சயூர்ச்படி 24 (டிரம் க  (5) 

(2)4+(4), ரஜ எ (கட்டி) சடம் (கட tbo) Za. (6) 

(D+UD X + ¥=2AZ + BZ 

            

  

    

  

= (A+B)Z 

அதாவது, 

[கூர்ம | கட்சிய ae tias | [a 

at ye | | asitbey aaa tbee | | ze 

SR tA | | Cath) 22 + ee tbae) 2 | 
Xe + Ve _| து (கடர) சடார் (சிம்ம) கட 

“ 2.2-8 a sirar ணிக। சமன்பாட்டு விதியில் 

Boss. x+y. = (ay, + byi)21 + (aig + bis) zy 

Xo ob Yo = (ag te bag yay | (499 + bya) Zp. 

இவை (6), (8) என்பதை நோக்குக. இதிலிருந்து 4-2 
என்ற அணிகளின் கூட்டலை நாம் வரையறுத்துள்ளது எத்துணே 
பொருத்தமானது என்பதை உணர்க.
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2-23. சதுர அணியின் பல்லுறுப்புக் கோவைகவின் இயல் 
somigsio (Algebra of polynomial of a Square Matrix) 

சாதாரண பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் இயல் கணிதமும், 
ணியின் பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் இயல் கணிதமும் ஒரே 

வகைவபைம் சேர்ந்தவை என்பது கீழே தரப்படும் உதாரணத்தால் 

உப 440) ௨4௭8 “எ (xt) (XB). 

4 (40) 4407௪ (4-0) (402. 

என்ற முற்றொருமைகளைக் கவனி. 

seh it men பொருத்தும் a 

அணிக்கோவையில் அந்த உறுப்பை 7 ஆல் ர ரண்தா றம் 

என்பதைக் க 

பொதுவாக, 

ளை py XPD A வடர Pn சோொல்பி = — de). 
sine txt 

என்பதற்கேற்ப, அணிகளின் பல உறுப்புக் கோவைகளில், 

Alb Dy APL HE severe + Pn = (Achy aa Hons a ae 
ஓய) 

என்று எழுதலாம். இந்தக் கோவையின் படி 1. இதன் தரம் 

4ீ-ன் தரம், இதனை விடுவிப்பதால் கிடைக்கும் அணிகள் 
“அளவை அணிகளாக இருக்க வேண்டும் என்பதும் நோக்கத். 
தக்கது, 

உதாரணம்: 44709 என்ற இரண்டாந்தர சமன் 
பாட்டை. விடுவி. 

இதன் தரம் 8: ., ச-ன் தரமும் 8 க i 
வேண்டும். ப =e Bose 

= து “4 என்ற சாதாரண hi ‘ இப்௦ பாழுது, 34 oO வி தார சமன்பாட்டை
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Heres, (x+1) (x?-—x+1)=0 

1-iys 
இதன் மூலங்கள் —1, க =o ஆகும், 

    

கொடுக்கப்பட்ட அணிக் கோவைச் சமன்பாட்டின் 
வ 2 

மர்ந்த ல 
மூலங்கள் -7, zie 2 » =a ஆகும். 

_ [மச ப. 
=1 07} 3 ௦ 

இவை |? 3 
௦1) ட். ட 0 

ஆகும். 

  

மாதிரிக் கணக்குகள் 

மோதிரி 12 ் 

aj = 8921-27 என்றுள்ள 9-சதுர அணியை எழுது. 

ஈட என்பதில் ர ௩1,722 1 

ல் டிடி உம் தர 

Te. ayy = 1. 

QGs Agus ay, =38 x t — 2 x “க 

2 Qe 80 a4, = 4, agg = இ, 

௩01 Gg; = 7, எழு 

ஃ தேவையான 8-சதுர அணி | 4 20 | 

டா 5௨)
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மாதிர் 2£ 

[2x | 1 “2௦ 

3) "| y|} [2 0 

ஆனால் ம, 3, 3, சஜக் கண்டுபிடி, 

[e@ ax | [2 ay] |2z 07 

5 18 | (டெ ey | 2 ௦ 

(838 இப இற | 7 om 

ne | 842 18+ 2y_ ~ | 2-0 

8 =z es க் ல (109 

8x+2y 20 .. ய om we (2) 

8 +aw=2 .. aus eas வண் (8) 

184+2y=0 ... ப் ஷு ட (ஐ 

were னல = Be 8 
2 

இ. —18 
மாதசி8 [2]: 4௪ ஆனால், 

4” 0 என நிரூபி, 

| 8.15) 16.15 
A= 

| 2-6] | 2 —-6_ 

        

6.6 +(—18)2 6 (—18)-4+(—18) (—67 | 

2.8 +(—6)2 2 (—18)4(—8) (—6) _ 

    

[00 1 

(00. 
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ரூறிப்பு: 4 0 அல்ல. ஆனால், 4-0. 

ச்செ அடுக்கு அணி (114) potent Matrix): 4 என்ற சதுர 
அணி என்றவாறு இருந்தால், 4 ஐ 4-பூச்சிய அடுக்கு 
அணி என்று சொல்வோம். 

XS 

மாதிரி 5 (0): A? = 0 என்று இருந்தால், 

ab ம் 
AS என இருக்க வேண்டும் என்று நிரூபி... 

  

—a —ab 

A= | ச "| ஆக இருக்கட்டும். 
ros 

          

40 கொள்கை. 

| Pq | Pay 

அக [ர உ 

எனனை இத மு. pa tas” ட ௦ 8 ] 

டம ஆள் ரர ம் 00} 

p+ qr=0 we ms me ma (1 

Pq aE qg=0 oe ia சகல கஸ் (ஆ. 

rp +sr=O0 ei ae we oe (3) 

mgq+s?*=0 ve சல் ன a (A) 

(1), (4}-% Boss p?—s? = 0 . pets 

YSO amg: p= 5 ays இருக்கட்டும், 

0௪7 (9), (8) -ல் இருந்து 

20௬௪ .. (1), (4)-ல் இருந்து 

இது 4 - 0 என்னும் கொள்கைக் ரணான க்சூ 
கு Wren முடிவுக்கு 

வருகிறது.
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ஆ 
ரூ க்கு எந்த மதிப்பு கொடுத்தாலும் (2), 

ஆகையால் p, J, 7 Bp” 

க இருக்கட்டும். இப்பொழுது, 

(8) பொருந்தும். 

ரா--0 என்பதற்கிணங்க தேர்ந் 

இரண்டாம் வகை : 

தெடுத்தால் போதும். 

வும் இருக்க வேண்டும். மாதிரி 8-ல் உள்ள 

னி. 
---தஆக 

4 இந்தனகளது என்பதைக் கவ 

    

மாதிரி 4: 

1ம் 0 ௦ | 

பண 01 ஆனால 
॥ 

| 0-i 0 | 

At = [எனக் காண்பி 

1 1 0 Cc) [i Oo 0 | 
} | 

a=) 0° 0 ¢) | 00 i 

_O-i O | | 0 -i o | 

1700 

= 0 1 0 ரி 

00 1 

44 4, 427.7 

மாதிரி 5 

“நட | 01 
I= 3 is] 

ட 1 | | 0] 

~~ cosQ@ sin@ 
E(@) = ஆனால் 

  

| —sin@ cosQ | 

G) £(@) =Icos@ + isn@ (ii) E(k). E(B)=E(L+B): 

(ஸ் $210)1 " = 5௫0) என நிரூபி.
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“, oT ; 

i) 7 = | cos (1) 70069 0 _|° 

“cos@ X 1 cosQxO | 

7 0080%0 008011 

௦00௦ 

_o cos Q | 

இதே போல், 

0 me 
isinQ@ = 

| —sin@ ௦ 

1 ௦6040 0-ஸ்6: 
த் i si = 

mene O+(—sin @) cos@ + ௦. 

் ௦௦09 sing 
-| = E(® 

| —sin@ cosQ | 

ந 0051 ௭௮ ட ௦083 all 
Gi) 8 கீ = 
a i | —Sinol cosa]; —sinB cosB | 

  

~~ cos cosB+sin l(—sinB) cosdsinB | 
+sin of cos B 

—sin cos B+cos of (~sin 8) —sin od sing 
ப 100841 0052 | 

| cos(h+8) sin(+B)— 

—sin(l+B) cos(t+B)_| 
= E(4+8). 

Git) Qos Induction என்னும் தொகுத்தறி முறையில் 
செய்வோம்.
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அணிகளின் இயல் கணிதம் 

(்-ல் 4- B = 0 என இருந்தால், 

SEQ) “- 8(2£0) எனக் கிடைக்கும். 

இப்பொழுது $8(8)$ ஈ- 86) எனக் கொள்வோம். ... (2) 

அப்படியானால் $2(6)$ 5 $8(9); ௩. 8௫9) 
கிரு. 26... ... (2)-ல் இருந்து 

= EQ 0). 

(1) 

(0-ல் இருந்து 4 - 10 என்றும், 8 -- 0 என்றும் கொள்க. 

8209) 7**4 தீ $(8- 1) 

ஆகவே, இந்தத் தேற்றம் ஈக்கு உண்மையாக இருந்தால் 
(n+ 1) 4G உண்மையாக இருக்க வேண்டும். ஆனால் இது 
71 2 ஆக இருக்கும்போது உண்மையென தநிரூபித்துள்ளோம். 

வாறு எல்லா தேர் முழு எண்களுக்கும் உண்மையாக இருக்க. 
வேண்டும். 

        

மாதிரி 6: 

இ பனி 1 ஒ உமி | 0 ர் | 
A= $ B= 3 CH] 

0 அர் டம 0 ட் ௦] 

ஆனால். 

Gi) A= Be Cal 25 an a (1) 

Gi) AB+ BA=O0=BC+CB=CA+AC ... (2) 

ii) D=kI+ 1A + mB + nC ape 

D(2k1—D) = (k? + I* 4+ m® + என Bad. 

(09-ம், (0-ம் உங்கள் பயிற்சிக்கென விடப்பட்டுள்ளன. 

குறிப்பு: AB = - 84 என இருப்பதால் இந்த அணிகளை 
எதிர் பரிமாற்று அணிகள் (&ற41 ௦௦0 0ய:2(19௪ Matrices) என்று: 
சொல்வோம். 

Gi) D=kI+ 14 + mB + 10 (கொடுக்கப்பட்டது.),



AB அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

—14—mB—nC =kI—-D 

k1l— 1A — mB — nC = 2kI— D 

D (2k1—D) = (kI+-1A+mB+nC) (kI—1A—mB—nC) 

= k*I—kI (1A+mB+nC)+1A+mB+nC) 67 

— (1A+mB-+-nC) (1A+mB+nC) 

இது பங்கீட்டு விதியின்படி ஆகும். 

= kT — (1A+mB+nC) (/A+mB+nC) 

[2 /கீ- 4 ம முதலியன]. 

ட §PA%+In AB+In AC+ml BA+m*B? +-mnBC 
-+nl CA+nm CB+n°C?} 

கத. §1*A*+m*B?+n°C*} 

இவை எதிர் பரிமாற்று அணிகள் 

(பம்) 7 

(09-ன் படி 4” - - 7 முதலியன. 

மாதரி 12 

A 
bh 

ம
ம
 

| ம ns | ~ 

~
 

to
 

1 
உ 

௫ 

| வ்
 

"ஜே ஷே ஜெ ஜக் கண்டுபிடி.
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,4 என்பது 5௦4 அணி, .8ஆனது 468 அணி. எனவே, 
இவை பெருக்குத்ற்கு 'இயைந்தவை என்றும், 6 என்பது 5x8 

ணி ஆக இருக்க வேண்டும் என்றும் அறிகிறோம். 

இப்பொழுது, ஜே என்பது 4-ல் உள்ள 8ஆவது நிரையையும், 
தில் உள்ள 8ஆவது நிரலையும் பெருக்கிக் கிடைப்பதாகும். 

டா] 

டய 
= 8x2+1x14+0x (—1) + 0 ௨(-2) 

=7 

QGs Maura Cog = 2.84+2.0+1.848.0=93 

Cog = 2.242.141(-1)4+ 8(-2)=-1 

மாதரி 8: பின்வரும் ஒரு படியில் உள்ள சமன்பாடுகளின் 

இிதொாகுதியை அணி வடிவில் எழுதுக : ் 

Vr = 8x, + Bxq — X53 ae aie (1) 

Vo = 2x, + 4xq + Xg ow டவ (2) 

yg = 4x, — Xp ws as ~~ (8) 

விடை: 13, “es 2-1 8 

| Vo as 2 4 ் Xe 

1, | 4 -1 09) (3! 

ry. 7 "8x, + Bxq — xp | 

அனென்றுல் 3 = Bx, + 4xq + x3 

Ys | 4x, — x, +0 

22.0 ester அணிகளின் சமன்பாட் விதியில் 

இருந்து (1), (2), (8) கிடைக்கும். ° _
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குறிப்பு ₹ 

"3 2 1 | 

| 2 41 | என்ற அணி 

| 4 -1 0 | 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளில் உள்ள குணகங்களை முறைப்படி. 
எழுதக் கிடைத்ததாகும். 

மாதுரி 9: ॥4.என்ற சதுர அணி 4* - / என்பதற்கிணங்க 

இருந்தால் அதைத் தன்னெதிர் அணி (Involutory Matrix) என்று 
சொல்லலாம். . 

4 ஒரு தன்னெதிர் அணி ஆனால் (/-- 49 (7--4)--0 என 
நிரூபி. இதன் மறுதலையையும் நிரூபி. 

(+ A) U- 4A) =1 -1A + AI— A* 

=1—A+4A—  A* 

=I-A? =O « A? = (கொள்கை 

இப்பொழுது (7-- 4) -- 4) - 0 ஆக இருக்கட்டும். 

முன்மாதிரி, 7-- 40 

அதாவது 437 

உ 4. ஒரு தன்னெதிர் அணி 

மாஜரி 10: ௬ய அடுக்கு அணி (Idempotent Matrix): 

ADS 4 என்ற சதுர அணி 4* - 4 என்பதற்கிணங்க இருந்தால் 
சய அடுக்கு அணி என்று சொல்வோம். 

உதாரணம் £ 

A=| 2 2. இ [ஆனால்,
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“17-௨௨ 10 ௨-6 । 
| ் 

4-1 -5 உ ஓ) 8. உ 9 

_ 2 0 _s | 2 0-8 

146-12 —2-440 —6-18+418 | 

=| -8-6118 64440 18+18—27 | 
| 

210-6 44040 124049 | 

[அ ன 6] 

க 10 9) 

டக் கி அதி] 

1-௪ 8 8 : > ob -2 ன 

B= @ 10 9} j-8 2 9 | 

-4 -4 -3 | ; 9 oO 5.   

)-5+18-12 10-12:+0 Ey 

= 9-80418 —18420;0 —54+80—27 

|-4412-6 8-80 24-3849 | 

1-2 -8] 
-s 2 9 |e4 

2 0-8 

மாதச் 11: 41 4 என்றவாறுள்ள எல்லா 4-சதுர மூலை 
விட்ட அணிகளையும் கண்டுபிடி, ் 

௮. அ.
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dq, 0 O 

D= 8 ag ம் $ றி நி..கொள்கை. 

௦ ds 

0 0 0 dy | 

a? 0 0 OF |H& O 0 ௦ | 

| 0 மு 00 ் 0 d, O 0 | 

் 10 ர னா ர 0 | 

( 0 0 0 dye 0 0 0 dai 

குறிப்பு: 2-1 7ஐப் பார்க்கவும். 

2.2-ல் உள்ள அணிகளின் சமன்பாட்டு விதிப்படி 

ரீக? மீம் ஞ் dy*=d, 

0 அல்லது 1. (r=1, 2, 8, 4) 

எனவே, எல்லா மூலைவிட்ட அணிகளையும் எழுதிவிடலாம். 

மாதரி 12: 4, 8 என்னும் அணிகள் கூட்டுவதற்கும், 

பெருக்துவதற்கும் இயைந்தவைபாக இருந்தால் அவை ஒரே தர 
சதுர அணிகளாக இருக்க வேண்டும் என நிரூபி. 

4 என்பது 71741 அணியாக இருக்கட்டும். 

4, 2 கூட்டுதற்கு இயைந்தவை... ... ் கொள்கை. 

2 என்பதும் 81)ஈ அணி ஆதல் வேண்டும். on (1) 

மேலும் 4, தி பெருக்குதற்கு ஒயைந்தவை. 

8 என்பது ஈர அணி ஆதல் வேண்டும். ws. (2) 

is (1); (2)-6 இருந்து 8-1... (நிரைகள் சமம்) 

a 12... ....(நிரல்கள் சமம்) 

கியும் சியும் 20 சதுர அணிகள்,
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பயிற்சி 2 

3. பின்வரும் அணிகளை எழுது : 

Gi) aj = 8: + 2) என்றுள்ள 4 சதுர அணி. 

(ii) 14/5 என்றுள்ள 8 % 2 அணி. 

230° fm 301) 

2. A4=| -1 2 2 |; Be 121 

0 1 1 —-2 0 0 

ஆனால், 4-2, 4-2, 24-59 ஆகியவற்றைக் கண்டு பிடி. 

1 ஓத 5.1 2 

8. A=| 5 0 2i; B= 4 25 

1-1 1 | o 3] 

C=| 0 3 2 | em, 

1 -2 8 

Gi) 48, 4- (ஐக் கண்டுபிடி. 

Gi) A + (B—C)= (A+B)—C stom Sep. 

Gi) A+ D என்றால் £ ஐக் கண்டுபிடி. 

4. 4, 8 இரண்டாம் கேள்வியில் உள்ள அணிகள் ; ' 

C= -1 11 ஆனால்,
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@ A+ B+ OC =(44+ 48) +0€ 

(i) A(B—C) = AB— AC aor Dems. 

ழி | [2 உ. ச் | “p q 

5. BS gpa | ம் தி ஜ் ros =0 

sel 4 a! leu 

என்றால் ற, ஏ. 2, /, மன் மதிப்புகளைக் கண்டுபிடி. 

01 1 wey | 
6. | + | = 2 | 

ட-ச 2) x 2 J _3 4 | 

    

ஆனால், 4, 2, உன் மதிப்புகள் என்ன ? 

இ ix 
7 As : 

  

| 
i 

i: ட 
42- 68 ஆனால், 8ஐக் கண்டுபிடி, 

8. கீழ்க்கண்ட அணிகளில் 48, 2.4-க்களைக் கண்டுபிடி. 

  

i L «7 1 12 8 

Gas) =e @-1|; B=| 246 

| -2 1 0 | கு! 2 உ) 

12 1 | ௦00 1 

(i) A=) 1 8 2 |; B=|0 10 

' 46) | 400 

“a oO 

த ues © 1 8 oh வ 2 12 

| i 21 2 | o இரு 

4 -1 2
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ஆனால் 1/8 ஐக் கண்டுபிடி. 

ஜப் பெருக்க முடியுமா ? ஏன்? 

10 இரண்டுூமேல்(கீழ்) முக்கோண அணிகளை ப் பெருக்கினால் 
ஒரு மேல் கீழ்) அணி கிடைக்கும் என நிரூபி. 

  

yO 10) _ ட 
| | | 1 4 
1208 | 

17. 4-2] ; Bea 2 6 
படம | 

| la 6 | 
;4 80 — = 

47-66 ஆனால். 6. ஜெ. ஜே ஐக் கண்டுபிடி . 

[7௨௨ 1 
10 17 

i, A= இதத 

=1 6 8 
= = 1 1 ட 

2 
C= ஆனால், (48)0- 4(86) - 486 

2 என திரூபி, 

  

| 2 —8 —5 [=2 3 த்] 

19 1-1 4 6 |; Ba 1-8 —5 

நத 9 4 =! a 5 

[ 2 -2 4 1 

Ca! —1 8 2 [ஆஸ் 
| 4 =f #8!
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G) AB=BA=0, AC=A, CA=C என்பவற்றை நிரூபி. 

(0 4022 084; (03௮ (42) (44 2) (A= By 

= AP4+ 2₹ என்பவற்றை நிரூபி, 

74, கீழ்க்கண்ட அணிகளில் 4, 45, 44 ஆகியவற்றை 

எழுது. 

[1 1 1 | 

(அ ௭211 % w? (wae a ) 

to ow? ou | 

i -i +i 

(ஆ) 44 
1 வர ன! 

a “ழ் ஸ்ரீ ர் | 

1 2! 

18. (9) Az 2 12 ஆஞால், 

| ௨௫௨ 1 | 

444-57௮ 0 என நிரூபி, 

2 1 e | 

(2%) A=] 1-1 ஆனல், 
1 இ ட் 

4-24“-94-0 என்றும், 

42-84 87/7 0 என்றும் நிரூபி. 

=f வி வர் P 0 1 o” 8 
| 

1g 0 1 oj, = —1 —-1 —-i 

| 8 0 ம் | 0 0 1 
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0 I 0 18 

= ௦ 0 1 2ம் 

| 51 ம ம் 

என நிரூபி 

17. (a) A LF ~| கோ றர என நிரூரி, 

9 vA 0 வி 

(ஆ) | 1 0: 8 

10% 1 

௦00) 

a 

de owned + a(n—1).rX இ 

  

(ட da நிகராக 

09 0 a" we 

என நிரூபி 

[2 5 2 a, does 5 a41 ஆனால், 
[௦1] 

| a, Oe b(ar—1 
et dy = a", by = ட ன் 

என நிரூபி. 

[ரீ ர் னி 

1% (0 A=[x y z]s B=| hb ff 

| gfe 
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[ox 

(2 | இ ஆனால், 

ABC ன இனி பு நரி பிர இற்ற கொட சிர்ற என நிரூபி. 

Gi) இதிலிருந்து பின்வரும் இரண்டாம் படியில் உள்ள 
சமபடித்தான கோவைகளை அணிகளின் பெருக்கற் பலனாக 

(ழுது 2 

Cay x? + By? -- O2° - Axy + Gyr + Bex 

(ஆரி 82° 4+ 2? — Oxy + Aye — 62x 

em, a—| *? : Bs Boll ஆஞுல், 
tb @ ர்க 

AB=BA என நிரூபி, 

இதிலிருந்து, (4-2) (4-2) - 4-7“ என நிரூபி, 

பொதுவாக (4 4 9) (4-2) - 43--0₹ என இருக்குமா ? 
ஏன் ? 

ள் சீ. என்பன இரண்டாம் கேள்வியில் உள்ள 
அணிகள் ஆனால் 48284 என நிரூபி. 

௦1 1 0 
22. A= உ திய >, 

|] ௦] fs _} [aes 
AB=— BA aor BHI. இவ்வாறுள்ள அணிகளை எதிர் பரிமாற்று 
goflast (Anti-commutative Matrices) stsir gy QeresGourth. 

(i) A? = B =T7 எனவும், 

Gi) (A+B)? 4824 எனவும் நிரூபி, 

8, 42[ 1 1 [உட 11ம் 2-1 4 xa | 
எதிர் பரிமாற்று அணிகள் என நிரூபி,
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௦ 1 Qo -i i oO 

௨ [12], othe “| 

- இவ்வணிகள் ஒன்றோடு ஒன்று எதிர் பரிமாற்று அணி 

களாகும் எ ௮ நிரூபி, 

we anf st 7 % இய od 
ட _1 0. 

OQ Go 
C= | . ட என்பவை 2.சதுர அணிகவபனால் 

i ல் 

(i) AB=—C: BC = ரீ. 04 நீ எ௮ நிரூபி. 

(i) n= 4k, 4k + 1, 4k 42, 4k 4+ 8 என்பதற்கேற்ப 
4௪ A, —l, ம ஆகும் என திருபி. 

(ii) இதேபோல் 8 ஐயும், 0 ஐயும் கண்டுபிடி. 

[1 3 வழி ௨௦ ௨1) 

oe. Aw’ -2 8 4|: B=| 762! 

' 8 -2 8 37 38! 

8 2 8 

c= 1 -6@ —4 ஆனால், 

La கி =8_| 

48- 40 என நிரூபி. சீ௪ 0 என்பதைக் கவனி. 

இ 2 -2 41 

27, A=| —2 & 4 | இனால், 

_ 1 தி த 

A> = 4 என நிரூபி. 

இந்த 5;ணிகளுக்குரிய சிறப்புப் பெயர்கள் எவை ?
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28 min என்பன இரு எண்ணிகள் (5024818) ஆனால், 

ப) (m+ nA = mA + nA 

(ii) m(A+B) = mA + mB 

பட் m (nA) = (ma) A aon Bem. 

29. |)" 2g -8 -5 | டம் உ த் 

Az | ~ ॥ 4 3 3 B= 1 ஐ ௮1 

i oa 8 <4 | i; -1 8 65! 
ஆனால், சீ உம், ரீ உம் ரய அடுக்கு அணிகள் என நிரூபி. 

80. AB=A, BA=B ஆனால் 4 உம், சீ உம் சுய அடுக்கு 

அணிகள் என நிரூபி. 

81, 4 ஒருசுய அடுக்கு அணி என்றால் 8--7- 4 ஒருசுய 
அடுக்கு அணி என்றும் அத்துடன் 42- 8.4-0 என்றும் நிரூபி. 

82. 4, ௬ய அடுக்கு அணிகள் என்றால் (4-8) என்ற 
அணி, 48-8,4-0 ஆக இருந்தால்தான், சுய அடுக்கு அணி 

யாக இருக்கும் என நிரூபி. 

95. 1.84] 

1 8 4.  ஒருபூச்சியஅடுக்கு௮ணி 
1 -8 -4 | என நிரூபி. 

84. ட. 1 1 8 | 

5 2 8 | ஒரு மூன்றாம் தர பூச்சிய 

2 1 a | அடுக்கு அணி என திரூபி. 

85. A gt இரண்டாம் தர (1௩4௦% 8) பூச்சிய அடுக்கு அணி 

என்ரால் (அதாவது 4₹-0 ஆனால்), 4 (744)1-.4 என்று நிரூபி. 

56. 4 ஒரு தன்னெதீர் அணி (Involutary) (அதாவது 
a ] 

A?=l) ors abd git 4) உம், gil Aes ௬ய அடுக்கு அணிகள் 

i 1 என்றும், தச) : 4 (/ 4-0 என்றும் நிரூபி.
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பின் வருவனவற்றை 1௩0ப௦4௦௩ என்னும் தொகுத்தல் 

முறைப்படி செய்க. 

ae [2 4] க] 115 2] 
ss A 12 " w 40 [SE Sh Jase 

Alice ட con fnx sin hax | 

sinfinx cos hnx 

(ம) 4- மூலைவிட்ட அணி (2. 4, 1) ஆனால் 

4 மூலைவிட்ட அணி (2, ர", 7) என நிரூபி. 

88. A= | ட 5 | ses. ₹- 0 எனவும், 

(al + hAY - எா7-டர.ரா-£.4 எனவும் திரூபி, 

  

| 0 —tan ஆ 

89. Az ஆனால், 

tan அ. ௦ 

| coset ஸ்ம | 
40-44) । என நிரூபி, 

| ஸ்ட 008 4 

40. .கஈீஎன்ற ஈ-சதுர அணியில் ஒவ்வோர் உறுப்பும் 1, 
மி என்ற ஈ-சதுர அணியில் மூலைவிட்ட உறுப்புகள் 7; மற்ற 
உறுப்புகள் (7-1) என்றால், 

(i) 44-7௪ 

(ii) சூடம். 

ம் 2₹2/57/4 (00) (n®?—nr+2r) 4 

(iv) (Br) [B°—(n arte] = 0 srer Pega. 

41. 4 ஒரு ஈசதுர அணி,8 54 டு ் 
மாற்று அணிகள் என நிரூபி. BOP 4, Bush
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42. சீஉம் உம் ஈ-சதுர அணிகள் ry, ௨ ஈட 3 
அளவைகள் (௦௨௧75) ௩ ௪ டூ ஈட என்றால் 8 =r, A+5,B 
யும் டூ 79 4-1 பீடி சியும் பரிமாற்று அணிகளாக சியும் சீயும் 
பரிமாற்று அணிகளாக இருக்க வேண்டும் என நிரூபி. 

48, A,B என்பன இரு ஈ-சதுர அணிகள். 4-8, B—KI 
பரிமாற்று அணிகளானால் 4 உம் 8 உம் பரிமாற்று அணிகள் என 
நிரூபி, இதன் மறுதலையையும் நிரூபி. 

44. ௪ மூலைவிட்ட அணி (1, 8, 8). இதனுடன் ee 
அணியாக ee கூடிய அணியின் பொது ரூபம் என்ன ? 

4, 2. பரிமாற்று அணிகள் ஆனால் காம், இம் 
பரிமாற்று அணிகள் என நிரூபி, 

TA 10 | 
46 0) இவ்வணியோரடு பரிமாற்று அணியாக 

் இருக்கும் எல்லா: அணிகளையும் கண்டுபிடி. 
00%. 

| 9.1 | 
Az. | ு i இல்வணியோ டூ பரிமாற்று அணிகளாக 

௨1 அ 

இருக்கும் எந்த இரண்டு அணிகளும் தங்களுக்மு ள்?ள பரிமாற்று 
அணிகளாக இருக்கும் என நிரூ 9. 

48. l 1 2 8 ".2-1 6 

A= 8 2 O03 B= | 8 2 gi 
| 

னன் டி ஒழி | -1-1-4 | 

ஆனால் 4 உம் £ உம் பரிமாற்று அணிகள் என நிரூபி, 

49. ஒவ்வொரு சதுர அணியோரடும் பரிமாற்று அணி 
களாக இருக்கக் கூடியவை ஈ-சதுர அளவை அணிகள் ள்தாம் என 
நிரூபி. 

50. 8,.4 உடன் பரிமாற்று அணியாக இருந்த அது 
4-ல் உள்ள ஓவ்வொரு பல்லுறுப்புக் — னும் eae 
1 க) பரிமாற்று அணியாக இருக்கும் என நிரூபி
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51. ஒருமூலைவிட்ட அணி, அதே தரமூள்ள எல்லா அணி 
களுடனும் பரிமாற்று அணியாக இருந்தால் அது ஓர் அளவை 

அணி என நிரூபி 

52. இரண்டு அணிகளின் பெருக்குத்தொகை ஒரு பூச்சிய 
மல்லாத அளவை அணிக்குச் சமமானால் கொடுக்கப்பட்ட இரண் 

அணிகளும் பரிமாற்று அணிகள் என நிரூபி. 

58. பின் வருவனவற்றை நிரூபி, 

(i) ACB—C) = AB—AC 

Gi) (B-C)A = BA-CA 

54, 4, 8 பரிமாற்று அணிகளானால் (கி இரக. 

ஈட கிராந்தி ப பாட டார. சர்ப பமா. என நிரூபி, 

55. 4, 8, 0 என்பன ஈ-சதுர அணிகள், ௮ கீ. கீ; 

= BA; B? = 0 sper. 

Ci = A? [A + mB] stor Be 9. 

AB 

2 TP im tna p> pg pq. 

66, A=| im m= om |s B=} pq மரா 

| ரமா n° றா ஏரா | 

கவும், 3/2 1, 5ர”-1 ஆகவும் இருக்கட்டும். 4920 
ஆனால் 30/- 0 என நிரூபி, 

(1. பாடா ஐ. ஒரு நேர்கோட்டின் திசைக் கொசைன்கள் என்று 
சொல்லலாம்.) ~ 

| 0 உ உதி ட்ட்ஸம்்.ய 

67%. சி. 5 0 ன” | ab hb? » | i Be) be 

மச் “ரதி 0 | | ac be 3 

ஆனால், AB = BA = 0 என நிரூபி, 

65. Astsiu gy gry xn அணி. கசியும். ச4யும்.பெருக்க 
Qo wismauignry, Bae@nXim. simi cron Hepa,
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[ 60854 0081 801௮ | - 

ட எரி | cosa singl  sin?ol a 

4 (ல). 4(8)- 0 ஆகவும் இருந்தால், 

|4-81- (2840) 2 என Heya. 

60. பின் ணி சமன்பாடுகளை அணரி வடிவில் வரைக, 

(i) xty+3=0, —y+x+2z = 8, ypr=4 

(ii) xtytes 1, Ox+8yt 4z = 5, x—-2+8=0 

A?-5A4+7/=0 என்னும் அணிகளின் சமன் 
பாட்டினை விடூவிக்குர் இரண்டாம் தர அணிகள் எவை ? 

என் பதும் ஒரு மூலம் என நிரூபி, 

82. 48-84-9440 என்னும் அணிகள் சமன் 
பட்டை விடுவிக்கும் மூன்றாம் தத அளவை அணிகள் எவை? 

| 1 -1 தி என்பதும் ஒரு மூலம் என நிரூபி, 

88, ம் என இருக்கும் வண்ணம் 4-(சீழூ doy... dy) 
என்ற ட் உள்ளது. 9)(/-1,2), . 1) 
என்பவை தர மூலைவிட்ட அணிகள், ஒவ்வொரு 5) இலும் 

147 ஆனால் ௬0 

r>j Memo d=. 

n 
அப்படியானால் 4 - 3 8/ என நிரூபி, 

jel
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8 10 12 14 | 
I 
| 11 18 16 17 | spr set 

| 
| 14 16 18 20 | 

(ii) உ.த 

5 8 ச 

10 18 

2 At+B= §" 5 81 | 117 8-17 

| 048 3; A B=|-2 0 1 

| a Pot ட 2 1 1 

2A+8B= | 1968 

| 1 107 

ட -௨ ௨௨ 

89. 0442-3 டார் 4-0 டடத 

8 2 743 5 —s8 0 

8-1 4] 0 1—2| 

(iii) D= “29 -8 6] 

-1 28 

2 4 8] 

விடைகள் : 

டு [௪ ர 8 11 

  

p=-—2, q=0, r- 4, 922], ௩9, 

65 
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9. 54 ஐப் பெருக்க முடியாது, ஏனெனில் -ன் தரம் 
48. 4-ன் தரம் 2% 2 

Beat Bang = A-sir Bred 

நன் நிரல் 4 4-ன் நிரை, 

  

  

(“2 ௪, 
| 
I 

8 20 
th, Ge i Cy = 20 Go = 8 Case ts 

1 ட; 

1015 

[17 ௨04. 

| x | . 

ட உக | 
19. (ii) (ay) [x yp 2] 2 | ழ் 

5 z 
| a5 8 | La = ல. 

இவத பதி | [= | 

1 

(%) [x p 2]] ~1 0 s+ p28 

[ட 

 



3. தொட ர்புள்ள அணிகள் 

(Matrices Associated with a Given Matrix) 

81. இருப்பு அணி (1120 

அணியில், 

spose of a Matrix) 

நிரைகளை .தநிரல்களாகவும், நிரல்களை 

நிரைகளாகவும் மாற்றி அமைத்தால் கிடைக்கும் அ க்கு 4-ன் 

இருப்பு அணி என்பது 9 
குறிப்பிடுவது வழக்கம், 

[ 3 
உதாரணம்: 4௪ | 

6 

குறிப்பு: (i) A= m 
கும். 

பயர். இதனை 47 அல்லது கீ எனக் 

ஆகும். 

ம
.
வ
ி
 

ட
ு
 

Oo
 

3௩ 1 அணி ஆனால், 4' - 9 அணி 

(ii) 4-ல் உள்ள (1-7]) ஆவது உறுப்பும், 

4-ல் உள்ள (/--4) ஆவது உறுப்பும் சமம். 

அதாவது, 

மேலே உள்ள உதாரணத்தில் ஈட - 7 go 

5 அட அ 

aig = மீ
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3:2. தேற்றம் £ 

(i) (A) = A 

GD (eb BY 2 Ae BP 

(10) (kA) =k. A’ 

(1) கீ என்பது 11% ॥ அணியாக இருக்கட்டும், 

A’ என்பது 1201 அணி ஆதல் வேண்டும். 

(4')' என்பது ஈட) அணி ஆகும். 

எனவே, அ:1-ன்படி, 4௨ம் (4)' உம் ஒப்பிடத்தகு அணிகள். 

இப்பொழுது, 4, 4, (4) ஆகியவற்றின் (/-]) ஆவது 
உறுப்புகள் முறையே: ஈர, ஈட. மடி. ஆக இருக்கட்டும். 

அப்படியான aya’ ji கி, 4. திருப்பு அணிகள் 

மேலும், பீ மடு 4, (4)' திருப்பு அணிகள் 

ay = ay ் 

ஞீ A=(Ay 

Gi) ab, (114) உம் உங்கள் பயிற்சிக்கென விடப்பட்டுள்ளன. 

ர. அணிகவின் பெருக்கற் பலனுடைய 3:58. தேற்ற 

குப்பு அணிகளின் டார் ௮ . அவைகளுடைய Ae 

முன் பின்னாக்கன பெருக்கற் பலனுக்குச் சமம் 

(AB) = BA’ 

நிரூபணம்: 4 - ௦1 ௮ணி fai] 3 

B= axp seni (bi) 

ஆக இருக்கட்டும். 42-௦2 அணி. 

மேலும் 2 றா அணி; 41071 அணி, 

சிகா பாட அணி
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இப்பொழுது, 4-ன் / ஆவது நிரை, 4/2) veer பான் 

மேலும், 8-ன் ர் ஆவது நிரல் - 

  

a க 
கசன் ௫ றிஅவது உறங்பு Rabi “609 

re 

அன்றியும், 8'-ன் [ஆவது நிரை க; ற். ம்ப 

Pai 
dig 

  

ன் ஆவது நிரல் 

Fin 

B'A'-sir (ji) ஆவது உறுப்பு - சீபூஃ பட“ மர. dig 
ற்று ர 

11 
= & arb; 

r=1 

= AB (0-7) ஆவது உறுப்பு... [(1)-ல் இருந்து] 

BA so gy AB-s திருப்பு அணியாகும். : 

34. களைத்தேற்றம்: Ay, Agy ve 
தாம், A, Ag .. .. An @ 

இருந்தால், (பசீ 

சீட என்ற அணிகளின் 
பருக்குதற்கு இயைந்தவாறு 

+++ An) அகி கிட "he 

நிரூபணம்: (445) ௯ கடுகி... (9-4-ன் படி) 

1: 2 ஆக இருந்தால் தேற்றம் உண்மையான து.
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இப்பொழுது, % அணிகளின் பெருக்கல் திருப்பத்திற்குத் 
தேற்றம் உண்மை எனக் கொள்வோம். 

ChyAgs 5:00 2 Bay = Aine May வ உ மம ah «a 

இப்பொழுது, (44... An An+1) 

= §(AyAg.-.- An) Angad’ Garrity விதி 
se Any (AqAg oe Any இண்படி 
= A'nsy (A'n A'n-y கியூ கொள்கை (1) 

ஸ்பரிச உ உள்ளா 4... தொடர்புவிதி 

ஃ தேற்றம், (2-1) மதிப்புக்கும் உண்மையாகிறது. எனவே 
Induction என்னும் தொகுத்தறி முறைப்படி இத்தேற்றம் 

உண்மையாகும். 

ஒரு சதுர அணியி? நிரலணியால் பெருக்கியதன் இருப்பு அணி: 

4 ஆனால் 14 8 

உதாரணம் : 

[18 -1|{[u] [4 

22 5 %s | =|] 21 ws wx 1G) 

01 4 X3 22 

என்று இருக்கட்டும். இவற்றின் திருப்பு அணிகள் 

120 

[xi xy Xl 8 21 |=[4 21 22) ... UD 

15 4_ 

என்றவாறு அணையும். 

7, 1/-ல் இருந்து கிடைக்கும் இயல் soils (algebraic) சமன் 
பாடுகள் ஒன்றே என்பதைக் கீழே காண்க. 

உ சி... ௬.4 

2x, + Ox, + 5xg = இ] 

X_ + 4xg = 22
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3-5. #0437 on) (Symmetric Matrix) 

4 என்ற சதுர அணி, 4 4 என்பதற்கிணங்க இருந்தால் 
4 ஐச் சமச்சீர் அணி என்று சொல்வோம். 

ஃ. ஓரு.சமச்சீர் அணியில், எல்லா / க்கும், 7 க்கும், 8;;ஈ ஏ) 
என இருக்கவேண்டும் என்பது தெளிவாகிறது, 

உதாரணம் : 

1 கர டி. ahg| [1664 

| soe], laos! [௪௨4 
| 4 & ன. sfel | 54 8 

3:06. தேற்றம் : 4 என்பதா ஏதாவது ஒரு சதுர அணி ஆனால், 
A+A’ என்பத சமக்ரிம் அணி ஆகும். 

(கீர்கி)-ன் (/-) ஆவது உறுப்பு ஈட ஈர 

(444)-ன் (/-0) ஆவது உறுப்பு ay) + ai; 

ஆனால் ௪) + aj; = Ajj + 4; 

(A + 4) ஒரு சமச்சீர் அணி 

Gai mp: (A+A'Y = A’ (A's (A+B) அற 

= A pA ws (AY =A 

= A+A’ v AtB=B+A - 

கி ஒரு சமச்சீர் அணி, 

37. தேற்றம்: 4, 8 என்பன ஒரே தர சமச்சர் அணிகளானுல் 
(A+B) ௨ம் ஒரு சமச்ரர் அணி ஆகும். 

(442) - கடச 

= A+B 

(A+B) ஒரு சமச்சீர் அணி. 

2”. 4, சீ சமச்சீர் அணிகள் 

8:8. 4 ஒரு சமச்சீர் அணியனால் 84 உம் ஒரு சமச்சர் அணி 
ஆகும். 

(KAY ..... [9௮ழயுழ.ல் இருந்து] 

= kA v A =A.
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89. 4 ஏதாவது ஓர் 

  

அணியானால், (Fg அணியாக இருக்க 

வேண்டியதில்லை) 44” ஒரு சமச்சீர் அணி ஆகும். 

ஏனென்றால், (44) (4), 42 (AB) = B’A’ 

= AA’ vs (AY SHA 

3:10. 4 ஒரு சமச்சிம் அணியானுல் 47 ஒரு சமச்சம் அணியாகும். 

ஏனென்றால், (49) - (4, 4 தடவை): 

= (AA os ॥/ தடவை) 

= (A.A 1 தடவை) 

AM 

8:11... இரு சமச்சிர் அணிகளின் பெருக்கற்பலன் சமச்சிம் அணி 
யாக இருக்க வேண்டியதில்லை. 

இதை ஓர் உதாரணத்தால் எடுத்துக் காட்டுவோம் : 

கண ட மாமீ. 
A= றி 

  

  be 

  

doe. 

என்பன சமச்சீர் அணிகள். 

க aetbhd dd.+be 
ஆனால், AB= | ese சமச்சீர் ணி 

் | be-+ed bd ce! 4 

அல்ல. - ன் 

இத்தகைய நிரூபணத்திற்கு “மாறான எடுத்துக்காட்டால் 
நிரூபித்தல்” (110014 by counter-example) sreirug; Quust. 

312. ஒரு சமச்சீர் அணியில் (பொதுவாக) ந டி உறுப்புகள் 

வெவ்வேழுக இருக்கும். 

மூதல் நிரையில் ஈ உறுப்புகளும் வெவ்வேறு ஆகலாம். ் 

8 ஆம் நிரையில் (9-1) உறுப்புகள்தாம் வெவ்வேறு ஆகும். 

"2. நேறாடசிரத 

9 ஆம் நிரையில் (1-8) உறுப்புகள்தாம் வெவ்வேறு ஆகும். 

Ag, =O & dag=dag
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4 ஆம் நிரையில் (1-8) உறுப்புகள்தாம் வெவ்வேறு ஆகும். 

1 ஆம் திரையில் 1 உறுப்புதான் வேறு ஆகும். . . . . 

் a(n+1 
மொத்தம் 142-484 .. . ர்க MED 

உறுப்புகள் வெவ்வேறாக இருக்கும். 

8:18. 4 என்பது சமச்சர் அணியாளனுல், 249 உம் சமச்ரிம் அணி 
என்று நீரூபி. 

4 என்பது சமச்சீர் அணி ... (கொள்கை). 

5 சிவம்... (i) 

QoOurapg, (BABY =B'A'(B’y v (ABCY=C'B’A’ 

=B'A'B ° (BY =B 

=BAB.... (i)-6 uy. 

BAB py sushi son. 

3-14. tQisFT -9~h (Skew Sy nmetric Matrix) 

A என்ற சதுர அணி 4' - --4 என்பதற்கிணங்க இருந் 
தால், அதை எஷர்ச்£ர் அணி என்று சொல்வோம்.  * 

எனவே ஓர் எதிர்ச்சீர் அணியில், எல்லா / க்கும் [க்கும் 
ai = — aj என்றவாறு இருக்கவேண்டும் என்பது தெளிவாகிறது. 
மேலும், 7 - / apes, ai = — ay என்று இருக்கவேண்டும். 

ஃ. ஏ1ஈ.0. அதாவது, மூலைவிட்ட உறுப்புகள் பூச்சியமாதல் 
வேண்டும். 

உதாரணம்: 

௮ sy 0 a ச்] 
| ! 

>} அர ம ச 

~ ~ ib -e 0 |
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3:15. எதிர்ச்சீர் அணியில் உள்ள .தேற்றங்களின் நிரூபணங் 
கள் சமச்சீர் அணியில் உள்ளவைகளுக்குப்போல் இருப்பதால், 
அவை உங்கள் பயிற்சிக்கென விடட்பட்டுள்ளன. 

றம் (1): சி என்பது ஏதாவது ஒரூ சதுர அணியானால் 

4-4 என்பது எதிர்ச்€ர் அணியாகும். 

தேற்றம் (11): 4, 8 என்பன ஒரே தா எ௫ர்ச் 70 அளிகளாளால் 
(4-8) உம் ஓர் எதிர்ச்சீம் அணி. 

தேற்றம் (iii): A ot எதிர்ச்ரிர் அணியானால் கீ உம் ஓம் 
ஏஜர்ச்சீர் அணி. 

தேற்றம் (ர): A ஓம் எஇர்ச்சச் அணியாலுல் 242 உம் ஓர் 
எதர்ச்சர் அணி, 

8:16. ஓர் எதிர்ச்சாணியில் (பொதுவாக) 8-8 1 உறுப்புகள் 
வெவ்வேருக இருக்கும். 

தில் உள்ள மொத்த உறுப்புகள் 7”. மூலைவிட்ட உறுப்புகள் 
7/-பூச்சியங்களாகும். “இதில் ஒரு பூச்சியத்தை மட்டும் வேறு 
உறுப்பர்கக் கருதலாம். ல் உள்ள வெவ்வேறு உறுப்புகள் 
3 ஈ--1 ஆகும். 

8:11, தேற்றம்: எந்த சது அணியையும், ஒரு சமச்சீர் அணி 
யுடன் ஓர் எதிர்ச்சர் அணியைக் கூட்டிப் பெறக் கூடிய 
காக ஓரே வகையில் எழுதலாம். 

நிரூபணம் : 4 என்பது ஒரு சதுர அணியாக இருக்கட்டும். 

எனவே, 4 - 4 ஒரு சமச்சீர் அணி ... ஷு 3°68 

A+A’ 
ஜீ அட ஒரு சமச்சீர் அணி . a 38 

க ப் 

மேலும், 4-4 ஓர் எதிர்ச்சர்அணி ... இதழ 

A—A’ * signs 
த ஓர் எதிர்ச்சீர் அணி ... ர 8°15 (iii)
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2 ஒரு சதுர அணி - ஒரு சமச்சீர் அணி -- ஓர் எதிர்ச்சீர் 
அணி. இனி, இது ஒரே வழிதான் உண்டு என நிரூபிப்போம். 
கூடுமானால், 4 - 2 1 $ எனவும் இருக்கட்டும். 

R ஒரு சமச்சீர் அணி; 5 ஓர் எதிர்ச்சீர் அணி. 

R= Ate எனவும், இ af எனவும் நிரூபித்தால் 

போதுமானது. 

இப்பொழுது, 4 4-3... கொள்கை உ (1) 

உ சிக முடலு 

=R+S 

= R-S seh wes wes €2) 

£ ஒரு சமச்சீர் அணி; 3 ஓர் எதிர்ச்சீர் அணி. 

(1) + (8): A+A’ = OR 

ALA _ “a =R tee eee (8) 

(1) —(2): A-A’ = 25 
A-A’ 
joss ee ann A 

(8), (4)-ல் Qo@sar RS stitusr முறையே வேறு 
சமச்சீர் அணியாகவோ, எதிர்ச்சீர் அணியாகவோ, இருக்க 
முடியாது என்று தெரிகிறது. ஆகையால் & என்ற அணியை 
AtA‘’ A—A’ — 3 
எது ர் ஜு என்னும் ஒரே முறையில்தான் சமச்சீர் 

அணி, எதிர்ச்சீர் அணியின் கூடுதலாக எழுத முடியும். 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாதிரி 12 க, சீ பரிமாற்று அணிகளானால், &' உம், 2 உம் 
பரிமாற்று அணிகளாக இருக்க வேண்டும். 

திரூபணம் : க, ச பரிமாற்று அணிகள் _ (கொள்கை) 

ச்சி... = ஸ் உட்டு



74 அணிகளும் அணிக்கோ வைகளும் 

இப்பொழுது, கிறி 4 (BAY ... wns க் 3-3 

= (ABY ... சி ட்டு 

= BA we க லு 3°38 

ச, 2' பரிமாற்று அணிகள், 

மாதிரி 8: (i) deat Baw சமச்சீர் அணிகளாகலவும், 
பரிமாற்ற அணிகளாகவும் இருந்தால், 42 உம் ஒரு சமச்சீர் அரை 

என நிரூபி. 

(ii) இதன் மறுதலையை நிரூபி. 

மு 4, சமச்சீர் அணிகள் sie 2a (கொள்கை) 

கி சம. ப. = உடு 

மேலும், 4, தி பரிமாற்று அணிகள் i (கொள்கை) 

AB=BA wees xs ww (2) 

இப்பொழுது (42) = (BAY... ..- (2)-ல் இருந்து 

- தீதி ait ae w (8°38) 

= AB i . (19-ல் இருந்து 

49 ஒரு சமச்சீர் அணி. 

Gi) இப்பொழுது, 48 ஒரு சமச்சீர் அணியாக இருக்கட்டும். 
அதா 4 A ண ண 285 (1) வது (48)' 

8ீடமி பரிமாற்று அணிகள் என நிரூபிக்க வேண்டும். 

(42) 24 = oe ப cts (8°38) 

=BA es 2... இவை சமச்சீர் அணிகள். 

ஆனால் (48) 48... .. வ (1)- இருந்து 
 AB=BA. 

4, சீ பரிமாற்று அணிகள்; 

மாதிரி 8: A என்பது ஓர் எதிர்ச்சர் அணி. இதனுடைய தாம் 
ஒற்றையெண் ஆனால் | 4 | -0 என திரூபி. 

ச Aw ப 2. கீ ஓர் எதிர்ச் சீர் அணி,
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|41-1-கி1 
(0. 

= [AT | wen. 

mf Al 
| A} =o. 

9:16, 

ஓர் ௮ ர் 
(Complex Numbers) 

ரிை 

(4) 
1. ஓர் ஒற்றையெண் 

1411) 

சிக்கல் அணி «Complex Matrix) : 

உறுப்புகளில் சில சிக்கல் எண்களாகவும் 

இருக்கலாம். இவ்வாறு இருந்தால் அந்த 
யச் இக்கல் அணி என்று சொல்வோம். 

சிக்கல் எண்களே இல்லாத அணியை மெய்யான அணி (8௦ 

நஜமங என்று அழைப்பதும் பொருந்தும். 

319, இணை அணிகள் (0௦1106 1481010௦08) 

4 என்ற சிக்கல் அணியில் உள்ள சிக்கல் எண்களுக்குப் 

பதிலாக அவற்றின் எண்களை உறுப்புகள் ஆக்கினால் 

கிடைக்கும் சிக்கல் அணிக்கு இணை அணி என்பது பெயர். இதை 

4 எனக் குறிப்பிடுவோம். 

உதாரணம் + 

| 844i 2 
Am 

“Qh i 

el! ச 

; ~“g—4i 2 
Ae 

இர் ர் 

1 இடர் 

  

1-7 | ஆனால், 

5 se 

=f | 

ti) 

5 | 
குறிப்பு; 4-4 ஆனால், 4. ஒரு மெய்யான (௨28) அணியாக 

இருக்க வேண்டும். 

3°20. சிக்கல் எண்களைப் பற்றிய ல குறிப்புகள் : 

ஈம் என்பன மெய்யான எண்களாக இருக்கட்டும்.
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74/1 ஆனால். 2410 ஐச் சிக்கல் எண் என்று சொல்வோம். 

இதை ச என்னும் எழுத்தால் குறிப்பிடுவது வழக்கம். 

ஈம், ஈம் என்பவைகளை இணை எண்கள் என்று சொல் 

வோ 

குறிப் 

ம், 

7 ௭4ம் ஆனால், அதன் இணையான ॥-14 ஐ 2 என்று 

பிடுவோம். 

2) =a + ib, 7 = c+ id orem இருக்கட்டும். 

(0 

ஏனென்ருல், 2) +z, = (a + ib) + (CF id) 

23 த 9 = 2, + 22 

=(@taoribd+a 

=(a+c)—i(b+d) 

= (a— ib) + (c—id) 

= 2, +22 

(ழ் தத எ சட + 24 

ஏனென்றால், 2455 = (a + ib) (c + id) 

= ae ba) £ Had + be) 
= (ac — bd) — ifad + be 

= (a—ib) (ce —id) 

=i தே 

Gil) 2-2 உங்கள் பயிற்சிக்காக. 

3:21. தேற்றம் : 

() (A) =A 

Gi) AFB =4+8 

Gil) (KA) 22.4 

(iv) (4B) 4.3
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திரூபணம்: (i) A =[aij] 

(i) AFB =[aj+bii] 

Slayt+bi] சேர்க உடம் சட 

[சமி 4 [சப] 
= A+B 

ம் (kA) =[kai] 

(iv) 48- 4. 8 என நிரூபிக்க வேண்டும். 

& ௮ [0] என்ற 1 1 அணி ஆகவும், 

2 [ம்ப என்ற ஈ % ற அணி ஆகவும் இருக்கட்டும். 

கீ என்ற mx p அணியின் (1-7) ஆவது உறுப்பு 

= சாம்பு 

Hn 
% Gir bai) 

r=] * 

(dir bri) 

  

fl
ow
 

i 
ன
ி
 ஷ்
 

he
 

NI
 

n 

= & Air + be; 
= 

| 
3
 
வ
 i) ml
 

B
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3:88. இருப்பு - இணை அரை (Tranjugate or Transpose of a 

Conjugate Matrix) 

4 என்ற அணி கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. ன். இணை 

அணி. 4-ன் திருப்பு அணி (4). (4) ஐ 4-ன் திருப்பு இணை 
என்று சொல்வோம். இதை 4* எனக் குறிப்பிடுவது வழக்கம். 

தேற்றம்: மூ. (dV) = (AY = A 
(ii) (4*)* = A 

(iii) (A+B)* = A¥ + BE 

(iv) (kA)* =k. A* 

(vy) (AB)* = தர்ர 

Ga ppw. 1 ஓர் அணியின் இருப்பு அணியினுடைய இணை 
அணியும், இணை அணியின் இருப்பு அணியும் சமமாகும், 

அதாவது, 

(A) = (Ay = A* 
ஏனென்றால், A = [aij] 

A’ = fay}, ஃ (A) = [ay]. a 

Gugnd, A= fay) (AY =(ail இ 

(1), (2)-ல் இருந்து (4) - (4)' - 4* என தெரிகிறது. 

தேற்றம் (0 4-ன் இருப்பு இணை அணி 4. 

அதாவது, (4*)*--4 

நிரூபணம் : 4 - [ay] ஆனால் 4* - [8] 

கீர = [ay] = [ay] . Fez 

(A*Y = [ப்பி 

= [aij] 

=A 

nn CATE = As
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உதாரணம் : 

 இட்41 இடர் . 
ச] ன் ் ஆனால் 

ட 2-4; 24i ] 
A= ன் 

[ 8 ழ் 

ன் ட 2.40 8 | 
+ Pees =[ சர i 

. ee 24-4) 3 ] 
இப்பொழுது கீர் - [ a4 i 

capncary=[ 244i 2-i | a 
38 i 

Cpa (iii): (A+B)? =A*+B* 

(A+B)*= §(AFB)} = {ABR உதரம் 

=A BB. .. 8°28 (ii) 
=A*-+B* 

Ggpppw (iv): (kA)* =k. A*® 

497௮ {(KA)} '= $6.4}... 8-21 Gili) 

=KAY we. 3:2 (iii) 

=k, At 

Bebo (v): (48) =B At 

(42) {(4B)}'= § ABE’... B-21L(4y) 

=B A wu 88 
= BY A* 

3°23. GpntWaysr oof (Hermitian Matrix) 

ஓர் அணியானது அதன் திருப்பு- இன அணிக்குச் சம மானால் அதை ஹெர்மிஷன் அணி என்று சொல்வோம், அதாவது, 
A*= A ஆனால், 4 என்பது ஹெர்மிஷன் அணி,
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ஒரு ஹெர்மிஷன் அணியில் எல்லா க்கும், /-க்கும் 

)/ என்று இருக்கும். 

மூலைவிட்ட உறுப்புகளை தள் an = 1 என்று 

இருக்க வேண்டும். ஆதலால், மூ உறுப்புகள் சிக்கல் 

எண்களாய் இராமல், மெய் எண்களாய் மனம இருக்கப்: ம். 

கீழே தரப்படும் ஹெர்மிஷன் அணியைப் பார்க்கவும். 

    

(a h+ iw g+iv yi 

h—iw. ச் f+ iu 

g-iv f-iu ec 

3:24. எஇர் ஹெர்மிஷன் அளை (8826 Hermitian Matrix) 

ஓர் அணியின் திருப்பு இணை அணி அதன் எதிர்க் கூட்ட 
ணிக்குச் சமமானால் அதை <=. ஹர்மீஷன் அணி என்று 
னல் எஸ் அதாவது, 4*- ab, A என்பது எதிர் 

ஹெர்மிஷன் அணி. 

எனவே, ஓர் எதிர் ஹெர்மிஷன் அணியில், எல்லா--/க்கும், 

க்கும் ஈட - ரர என்று இருக்கும். மூலைவிட்ட உறுப்புகளை 

தோக்குமிடத்து, ஈ: - -- 8 என்று இருக்க வேண்டும். 

  

ட. இவை பூச்சியமாகவோ அல்லது முழுவதும் கற்பனை 
யான எண்களா 5 sGous (Purely imaginary numbers) Q@éa 
வேண் 

் உதாரணம்: 

| ia ih—w ig—y 

ih-+-w ழ் if—u 

pee? ட்ப ic 

my (i): க என்பது ஹெர்மிஷன் அணியானால், /4 என் 
யது ப் ஹெர்மிஷன் அணி. 

4 [20] என்பது ஒரு ஹெர்மிஷன் அணியாக இருக்கட்டும். 

ஸ் ச்று ஷ்ஷ் மீ]
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இப்பொழுது, 7484-ல் உள்ள (i-/) ஆவது உறுப்பு எ 7. ஈர 

(7) ஆவது உறுப்பு - /ச// . 

ள். aij=—C Gj) என நிரூபித்தால் போதுமானது. 

சவீமி மு 70 

= (i). ay = 7 ay 

= 1a ee (1)-ல் இருந்து. 

= LHS. 

குறிப்பு (14): Agi எதிர் ஹெர்மிஷன் அணியானால், 74 ஒழு. 

ஹெர்மிஷன் அணி. க 

மீ 14 ஆக இருக்கட்டும்.......... (1) 

Baid=i.d=-i.d 

(BY ம்! 

= -i. (AY 
= —i+ A* 

= —1(-A) v A* pi srHt Cami Wapstr அணி. 

iA I 

  

BY = B 

B25. P, ட. என்பன முறையே மெய்யான (ய) aud di 
அணியாகவும், எஇர்ச்சர் அணியாகவும் இருந்தால், 24/0 ஒரு 
ஹெர்மிஷன் அணியாகும்; மிட ஓர் எதிர் ஹெர்மிஷன் 
அரையாகும். 

இதை ஓர் உதாரணத்தால் விளக்குவோம். 

“ச த. ன ரா | 

P=l hb fl,oe| ம ௦௨] 

gfel. |-v-wo | 

என்பன முறையே சமச்சீர், எதிர்ச்சீர் அணிகள், 
௮. அ,
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a A-Liw சற் 

iQ = h—iw ச் திமு P+ | 

| g—iv சீத e | 

என்பது ஹெர்மிஷன் அணியாகும். 

| ia நட. நர] 

2-0 | iht+w ib ij-u 

ig-+y if+u ic 

என்பது எதிர் ஹெர்மிஷன் அணியாகும். 

இதிலிருந்து, சிக்கல் எண்கள் இல்லாவிட்டால் ஓர் ஹெர் 
மிஷன் அணி மெய்யான சமச்சீர் அணியாகவும்; ஓர் எதிர் ஹெர் 
மிஷன் அணி மெய்யான எதிர்ச்சீர் அணியாகவும் இருக்க 
வேண்டும் என்று தெரிகிறது. 

8:80. தேற்றம் (1): 4 என்பது ஏதாவகுட ஒரு சதம் அணி 

யானால், 

(a) A+A* ஓரு ஹெர்மிஷன் அணி. 

(b) A—A* ஒர் TAT ஹெர்மிஷன் அணை. 

ஏனென்றால் (௨) (4--4*)* - கீர... 5:25 (0) 

  

க சிக... 3°22 (ii) 

(b) (A—A*)}* = . 3°22 (ili) 

௪ த“... 3° 22 (ii) 

= —(A—A*) 

தேற்றம் (ii): சிக்கல் எண்களை உறுப்புகளாகக் கொண்ட 
எந்தச் சதுர அணியையும், ஒரு ஹெர்மிஷன் அணியுடன் ஒர் எதிர் 
ஹெர்மிஷன் அணியைக் கூட்டிப் பெறக்கூடியதாக, ஓரே வகை 
யில்தான், எழுத இயலும், 

4 என்பது ஒரு சதுர அணியாக இருக்கட்டும். 

A+A* ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி ...... (ij a
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A+A* 
2 
  ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி. 

— A* 
இதேவிதமாக, ட் +4 ஓர் எதிர் ஹெர்மிஷன் அணி ......(0) 6   

ட்ட ட  Atd* கபர் ஆனால் கல 2. பரு 

ஓரு சதுர அணி = ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி -- ஓர் எதிர் 

ஹெர்மிஷன் அணி. 

இது ஒரேவகை என்பதை 8:17 ஐப்போல் நிரூபிக்கலாம். 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாஇரி 4: 772 723109 ஆக இருக்கட்டும். 7, ட மெய்யான 

* சமச்சிர், எதிர்ச்சீர் அணிகள். 7 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி என்று 
இரூபி, //*7 என்பது மெய்யான அணியானால் 79 - --இ7 என 

பி. 

நிரூபணம் : 77/* - (7 [£)* 
= P* + iQ* 

= (PY + 70) 
= P’— iQ’ **. 2,0 மெய்யானவை. 

ஏதி) 5 7 சமச்சீர் அணி, 
0 எதிர்ச்சீர் அணி. 

=P+iQ 

= 7 

27 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி. 

இப்பொழுது 774/4 817 

=(P + iQ) (P + i0) 
= P? + iPQ + iQP — gt 
=P? 0? +1(PQ +. QP) 

ஆனால், இது மெய்யான அணி. (கொள்கை) 

ஃ 295020.
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மாதர் 52 7 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணியானால் 4' 74 ஒரு 

ஹெர்மிஷன் அணி என நிரூபி. ் 

நிரூபணம்: 77 ஒரு 1 அணி ஆகவும், 4 ஒரு 1907 அணி 

ஆகவும் இருக்கட்டும். 

274 பெருக்க இயைந்தது. 

மேலும், 4' ஒரு 16 அணியாதல் வேண்டும். 

4 74 பெருக்க இயைந்தது. இது 8268 அணி, 

இப்பொமுது ச்! - 4* 

(2 கடர (A*HA)® 

== A* H* (A*)* = A* HA 

= A HA 

மாதிரி 6: 4, ம என்பன ஹெர்மிஷன் அணிகள் ஆனால், 

(9) (48-20) ஓர் எதிர் ஹெர்மிஷன் அணி எனவும், 

(ழ் 48484 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி எனவும் நிரூபி. 

(AB — BAY* = (AB)* ~ (BAY* 

  

A, B ஹெர்மிஷன் அணிகள் 

= —(AB — BA) 

(AB — BA) ஓர் எதிர் ஹெர்மிஷன் அணி. 

மாதம் 7: ஒரு ஹெர்மிஷன் அரியின் அணிக்கோவை ஒரு 
மெய்யான எண்ணுக்குச் சமம் என நிரூபி 

4 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணியாக இருக்கட்டும்.
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A = A* = (4), 

A= §(Ay?'s= (AD... oe we CD 

11-11]. ம... ம (மல் இருந்து 

= [4] 

1.4) உம், அதன் இணையான | 4 | உம் சமமாய் இருக் 
கின்றன. 

| 4) மெய்யான எண்ணாக இருக்க வேண்டும். 

மாதிர் 8: 4 என்னும் ஹெர்மிஷன் அணி, 45 - 0 என்ப 
தற்கிணாங்க இருந்தால் A = 0 என நிரூபி. 

நிரூபணம் : 4 என்பது [ஈ;] ஆகவும், 43 - [80] ஆகவும் 
இருக்கட்டும், இதில், ஈடி-- 34 4 4/1 நப என இருக்கட்டும். 

த n 
இப்பொழுது, ம; 3 மேக] ப sae (2௮) 

Po ft 

n 
Cir Xin e Gri 

r=1 

n 
O= 3 dire ei A? =0 

r=1 

n — 

= 3 Gir Air + A Opmit fag sir 
r=1 அணி. 

x ; 

O= S (xin + pir) 
r i 

1 = Xig = vee ee ex ட க Xin =e Q 
’ 

மேலும், நட = Vig = ஸ் ஷு அ ip BRO) 

2
 aj =x +Y¥—1. yy = O+Y¥>T.0= 

A=0.
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பயிற்சி 3 

1 -1 ப் 
1, Ac [ த் ] என்றால், 4.4! உம், 44 உம் 

0 2 

கண்டுபிடி. 

1.0 55] 

தி 1 63 
Am | ஆனால், 44 4' உம், 

ட 8 2 Z 11 

த -4] 
2 1 2 8. A=] 1 1) B= asta, 
1384 

2 0 

  

(AB)’ = BA’ என நிருபி, 

4, 4] te | a=[ 5 5 ] ஆலை. 
4 7 8 

(ABY = BA’ crar& காண்பி, 

5. 1010 

ர. 100 1 | 

0 0 0 ஆனும், 
007: உம், 77 ௨ம் கண்டுபிடி. 

(18978. 

8. கொடுக்கப்பட்ட அணி க 7 5 4 ஐ 

48) 

4௮ 82” என்ற வடிவில் எழுது. 

8 நேர் மூலகங்கள் கொண்ட ஒரு மேல் முக்கோண அணி.
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1 3 | 

6 என்ற அணியை ஒரு சமச்சீர் அணி 
| 

2 

| 4 65 

7 8 9 
யுடன், எதிர்ச்சீர் அணியைக் கூட்டிப் பெறக்கூடிய வகையில் 
எழுது. 

[உர 9-2) 

-i oO Qti | BO, 

B4i 2-i 1 

(i) 4, (4), A, (A) ஆகியவற்றைக்கண்டுபிடி. (47)-(4)' 
என்று நிரூபி. 

Gi) 4 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி என நிரூபி, 

(ii) 2, 0 மெய்யான அணிகளாக இருக்கும்படி .4 ஐ 2-0 
எனப் பிரித்து எழுது. 2, 0 எத்தகைய சிறப்பு அணிகள் ? 

Civ) /4ஐ எழுதி, அது ஓர் எதிர் ஹெர்மிஷன் அணி என 
நிரூபி, 

1 ti 243i | 

9. (a) 44] 1-7 2 ர் ஒரு ஹெர் 

| 89 i 0 ட 
மிஷன் அணி என நிரூபி, 

[2 iti ஓடத் 

(9) 84 மமம் இ டி 

| -உ௨ஐ -1 0 
ஓர் எதிர் ஹெர்மிஷன் அணி எனக் காண்பி, 

(இ) 8 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி என Bead. 

(௪) 4 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி என்றும் B pt எதிர் ஹெர் 
மிஷன் அணி என்றும் நிரூபி =
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10. A ஓரு சமச்சீர் அியாகவோ அல்லது எதிர்ச்சிர் 
அணியாகவோ இருந்தால் 4,4' =A A உம், 1“ உம் சமச்சீர் அணி 
கள் என நிரூபி, 

71. சீ ஒரு சமச்சீர் அணியானால், சசி” ப-ச், கர 34 + gf 
உம் (ஈம், ௨.2 அளவைகள், ற நேர் முழு எண்) சமச்சீர் அணி 
என ல் 

22, 4 ஒரு சதுர அணியானால் ஏீகிர், 4*4 என்பன ஹெர் 
மிஷன் அணிகள் என்று நிரூபி. 

4 என்பது ஏதாவது ஒரு சதுர அணியாக இருக் 
கட்டும். 4 200 என்று இருக்கும் வண்ணம், 2, ட என்ற 
ஹெர்மிஷன் அணிகளை ஓரே வகையில்தான் கண்டுபிடிக்க முடியும் 
என நிரூபி, 

  

என எடுத்துக் கொள்ளவும்.) 

14. A’ = 4 என்றால் (4*)' ௮ 44 என நிரூபி, 

1 ச ல்) 

a P= | lb b ஆனால், 
1 உம் | 

| 2ம் பி நடு. இ. 

Pee b+e cta a--b ட்டு c—a 0 
—t ம் வம, ஐ 0 a~b | 

எனக் காண்மி, 

16. (LAS ஏரார் என நிரூபி, 

    

17. (ககர AYA | 417 என நிரூபி, 

Gi) | A® | | கிரா என நிரூபி, 

(9 9௮ | 4/5 4 என் நிருமி,
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19. ஒவ்வொரு சதுர அணி ஐயும் 4- சீ. 6 என்ற 
வடிவில் எழுதலாம். ,8 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணரி; 6 ஓர் எதிர் ஹெர் 
மிஷன் அணி என நிரூபி. 

19, 8௨ம் 2 உம்.ஹெர்மிஷன் அணிகளானால் ஒவ்வொரு 
சதுர அணி A soupbA = 47/02 என்ற வடிவில் எழுதலாம் 
என திரூபி. 

20. ரீஉம் BawbAB=A, 84 £ என்றவாறிருந்தால் 

(அ) BA’ = A’, AB! = B’ என நிரூபி. 

(ஆ) Alb Baw சுய அடுக்கு அணிகள் என நிரூபி. 

21, 4௨ம் 8௨ம் 1-சதுர எதிர்ச்சீர் அணிகளாகவும், பரி 
மாற்று அணிகளாகவும் இருந்தால் 48 ஒரு சமச்சீர் அணியாகும் 

என நிரூபி. % 

21. 4 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணியானால் 47 ஓரு ஹெர் 
மிஷன் அணி என நிரூபி. 

28. 4 ஒரு எதிர்ச்சீர் அணியானால், 

மு 431 ஒரு சமச்சீர் அணியெனவும், 

ஸ் 4444 ஓர் எதிர்ச்சீர் அணியெனவும் நிரூபி. 

BA, (AyAg wee em An) = Abn Abin cece A*,  srexr 
நிரூபி. 

25. A,B ஹெர்மிஷன் அணிகளாகவும், 4, 8 பரிமாற்று 
அணிகளாகவும் இருந்தால், 82 உம் ஹெர்மிஷன் அணி 
நிரூபி. இதன் மாறுதலை உண்மையாகுமா? ஏன் 2 

23. ஓரு மெய்யான சமச்சீர் அணி, ஹெர்மிஷன் அணியாக 
இருக்கவேண்டும் என நிரூபி. 

27. மி.ஓர் எதிர்ச்சீர் அணியாகவும், 0 ஒரு சமச்சீர் அணி 
யாகவும் இருக்கும்படி, கொடுக்கப்பட்ட ஓர் எதிர் ரஹெர்மிஷன் 
அணியை P+ iQ என்று எழுதலாம் என நிரூபி, உதாரணம் 
கொடு. 

28. 4, 8 என்ற ஹெர்மிஷன் அணிகள் A? + B® 0 
ச்ன்பதற்கிணங்க இருந்தால் 4-0, 8-0 என நிரூபி,
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விடைகள் 

| 9 
mmf | 

: 3 

5 | | —8 

-2 8 7 | 

2 8 2 

8 14 -1 

த 1 0 

  

o +4 45 

—-4 048 

5 வகி 0 

010 0 

o|;| 0 41 

o | |o o 

3 

2 

1 

ற] 

1 

5



4, சர்ப்பு அணி, நேர் மாருன அணி 

மம, சேர்ப்பு அணி A= [aij] என்பது n-egiy அணியாக 
இருக்கட்டும். 

1 a9 

431 Aga 

A= [ai] = 

Gi, Gig 

Gn Ang 

ல் மூலகமான சுக்குப் பதிலாக, அதன் இணைக் காரணியான 

(co-factor) 40 ஐப் போட்டால் கீழ்க்கண்ட [4] என்ற அணி 
கும். 

| கட கடி 

As, Ags 

[Ag] = 

Ai Aig 

ட சிரம Ans 

ணி என வரையறுப்போம். 

Ayj 

Anj 

Ain | 

Ann 

(4/7ஐ, அதாவது, [4/7-ன் திருப்பு அணியை A-sir சேர்ப்பு 
அ ் .
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le ம At oe tha | 

Ais Ang wn யி ve Ang | 

| 
ப ணை எ on to ளை | 

| 
| 
| 

॥ 
| 4 சிற ve Ajn ee Ann 

உதாரணம் ; 

4= 0 2 5 ஆக இருக்கட்டும். 

            

1 5 | 0 $ 
சிடு =— 10; Ale = —| = —6; 

2 0 —1 O 

{ 69 1 
Hig == if, 

+1 8 

-௪ 8 | 1 51 
Ag = = 83 Ago = + =i Be 

2 0 —-i G. 

1 தி 
Ayg=— = 0. 

ழீ 2 

ச 8 1 8 
An =| = — 18; Ags = — =—5; 

18 ௦ 5 | 

ம் தி 
Aga = =, 

0 1 
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42, 

“Ar, Agi Asi | 
சேர்ப்பு 

Ayo Aga Aga 

| Ais Ass Aas 

“10 @ தது 

ஸு 5 உத 

10 1 

Gappw: A, Getty A=] Al I, = Getty A. A 

(A Gating A)-or (i-j) Shag @ geiy 

a 

= 3B din. Aje 
r id. 

== iy Aj, + ins Ajg + ven + Gin Ajn 

ட | 41 /-/ ஆக இருந்தால் ; 
~ 0 87 ஆக இருந்தால், 

பெருக்கற் பலனில் மூலைவிட்ட உறுப்புகளே உண்டு. 

அவை ஒவ்வொன்றும் | 4] க்குச் சமம், 

| 14] 00... 0 

௫ இளை 
4. சேர்ப்பு 4 ௪ 0 UW idl « 0 

ட 0 0 0 14] 
“10 0 0 1 

010 0 
= |Al.
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இதே விதமாகச் சேர்ப்பு 4. 4 [4145 

க. சேர்ப்பு 4 சேர்ப்பு 4. 4 | 412. 

உதாரணம் ; 

"a, ay ag | 

A=| b, be மட | ஆனால். 

se 

a, as a | , A, B, Cy |! 
fo} i 

. A.GetinydA =| b, be bs | | Ay Bs Ce | 

<1 Co Cg | As Bs Cs | 

Gy Ay +agAe+d34g 4;B,+a,By+agBy a Cr+asC2tagCz | 

ByAy+beAgtbgAs b,By,+heBo+b3Bs byCy+bsCot+bsCg 

| CA $egAgtegAg CB, +¢2Bs+egBy cyCy+eeC.+csCz | 

| }4, 0 0 [| 

=! o 141 0 [21௪1 

| உ o {Aq 

£3. ஓர் ஒழுங்கு அணியும், ஒரு பூச்சிய அணிக்கோவை அணி 
யும், 4 என்ற அணியில் | 4[| - 0 ஆக இருந்தால் அதை ஒரு 

பூச்சிய அணிக்கோவை அணி என்று சொல்வோம். இது பூச்சிய 
அதல வேறுபட்டது என்பதை நினைவிற்கொள்வது 
நலம். 

1.4[0 ஆனால், 4 ஐ ஒழுங்கு அணி என்று சொல்வோம். 

4ம். 1! கீடு0 ஆனால், |சேர்ப்பு | - | 2-௩ 

திருமணம்: 4.சேர்ப்புக்- | 41 2... (42 இலிருந்து) 

| 4. சேர்ப்பு 41] = | 14th, | 

“& JAY. [Getty Al = (ஏரா 

. | Gettiy Al = [| A]o-2
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45, 

95 

சளைத்தேற்றம்: சேர்ப்பு (சேர்ப்பு 4) -- | கீ1-3௩-4 

நிரூபணம்: 4, சேர்ப்பு 4 கீ... (4-2) 

d= | Getty Al .t, 

Alt. Inu. . (4'4) 

ட்டம். சேர்ப்பு 4 , சேர்ப்பு (சேர்ப்பு 4) 

அ தி. [அமர 

ஆனால் 4 சேர்ப்பு4- | 417 

சேர்ப்பு 4 . சேர்ப்பு (சேர்ப்பு 4 

| 4] சேர்ப்பு (சேர்ப்பு 4) - க | கீ1 7-1 

சேர்ப்பு (சேர்ப்பு 4) - | A]? A. 

நேர்மாருன அணி அல்லகுடநேரெதிக் அணி 

46. 4, மிஎன்ற சதுர அணிகள் 4 நீர 
4-ன் : நேர்மாருனா 

என்று சொல்லுவோம். இலை 
குறிப்பிடுவோம். 4 உம், &-ன் நேரெதிர் 

௪ 7 என்பதற் 
அணி அல்லது 
த எனக் 

அணி என்பதைக் 

கவனிக்கவும். ஆகவே 4௨ BI: 

உதாரணம் : 

் 2 t 8 I 1 0 

மு = =i ls A eae உ] laal ் 

(001-2௨2 8 | | “28 2 =13 1007 

௦0 1 5 a ne = 0 1 0 =I 

ழ் = எ. ந 0 உ |_ 0 ௦ 1 

இதிலிருந்து ஒவ்வோர் அணிக்கும் நேரெதிர் அணி உண்டு 
எனக் கருதிவிட வேண்டாம். [Al = னால் & என்ற 
அணி. 

போம். 
க்கு நேரெதிர் அணி கிடையாது. இதை 4:8-ல் நிரூபிப் 

47. 4 என்ற அணிக்கு ஓரே ஒரு நேர்மாருன அணிதான் 
உண்டு. 

கூடுமானால், B,C என்பன ,4-ன் நேர்மாறான அணிகளாக 
இருக்கட்டும்.
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மி ௦ என நிரூபிக்க வேண்டும். 

மி ஆனது 4-ன் நேர்மாறான அணி (கொள்கை) 

4284-7 es ப (1) 

QGa2gurs, AC = CA =] eee tee (2) 

இப்பொழுது, ச -- BI 

= B(AC) ல = (2) 

=(BA)C ... .... தொடர்பு விதி 

= IC on aw x (1) 

mon 

4:3. 4 என்னும் அணிக்கு நேம் wrgar sont SauusHhs 
வேண்டிய போதிய நீபந்தனை | A | + O srsirust@d. 

நிரூபணம்: (1) 4-3 என்பது இருக்கட்டும். 

[ சீ | *0 என நிரூபிப்போம். 

வரையறையின்படி 44 = J 

2 JAA TT = HII 

|4].Ja7*] =1 

AY ௨ ல 14 “] [A] 

ஆனால் 4-3 இருக்கிறது. & 1410 

Gi) 1410 ஆக இருக்கட்டும். 

4 * இருக்கிறதென நிரூபிப்போம். 

Getty A. - 
“Ca என்னும் அணியை 4 1 எனக் குறிப்பிடுவோம்.
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அப்படியானால், 

= சேர்ப்பு 4 roa, ( A ae (4) 
i ட் 

“Tay eee 

i ச் சு 1417 ன = (4-2) 

=f 

AA = AAS] 

அதாவது, 4” * என்பது 4-ன் நேரெதிர் அணி. 

49, இதிலிருந்து, “4 என்ற அணியின் நேரெதிர் அணியானது 

சேர்ப்பு 4, 

| 4 | 
என வரையறை செய்வோம். 

குறிப்பு: |.41-0 ஆக இருக்கக் கூடாது, 

அதாவது, 4 ஓர் ஒழுங்கு அணியாக இருக்க வேண்டும். 

ஒழுங்கு அணியாக இருந்தால் அதற்கு ஓரே ஒரு 
அணிதான் உண்டு. (இரண்டாம் முறை). 

110 உச் ஓர் 
நேரெதிர் 

என நிரூபித்துள்ளோம். மன் நேரெதிர் அணி - சபர் 

ச 4 ஐ. ॥-உ எனக் குறிப்பிடுவோம். 
| 

கூடுமானால், 8௨ம், 48 - 9.4 - 7 என்பதற்கிணங்க இருக் 
கட்டும். 8-- 4 14 என நிரூபிப்போம். 

இப்பொழுது, 44 (241) கச கம்ம 

அழீம் 

=0 

6 AY §A(B—AN)} =AM0 50 
அ. அ.
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ape A? §A(B-- A71)} = A71A(B~ A) 
we தொடர்பு விதி 

=I(B~ 474) 

ஹா ம 

B-~Al=0 

joerg B= At 

இதேவிதமாக, 8.4 - 7 ஆனால், 

(சீ-40) 4-4 4827-2720 

(சீட டூ: ௮0. 4120 

411. அணிகளை வகுத்தல் : 

4. என்பது கொடுக்கப்பட்ட ஒரு ॥-சதுர அணியாகவும், 
மீ என்பது ஓர் ஒழுங்கு 1-சதுர அணியாகவும் இருந்தால் 4-2 
என இருக்கும்படி ஒரே ஒரு ஈ-சதுர அணி % தான் உண்டு. 

அதாவது 4 நீ. : 

நிருபணம்: 4. 84 என்ற சமன்பாட்டில், ந. நாக 4 
என்று போடு, 

அப்பொழுது 4- 22 14 74 ௮ 4 என்பது பொருத்தமாக 
ள்ளது. 

கூடுமானால், ¥ = 0 ஆகவும் இருக்கட்டும். 

அப்படியானால் 4 - 26: 

A~BC = 0 

BB-*A—BC = 0 

B(B-14—C) = 0, 

B $B(B. A-C)t = Bo, 00.
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23 ஐம௩ 4-0 0.....தொடர்புவிதி 

234-020 

அதாவது 8134-௦ 

தே விதமாக, .4- 18 என இருக்கும் வண்ணம் ஒரே ஒரு 
சதுர அணி, 7,421 தான் உண்டு என நிரூபிக்கலாம். 

814 என்பதை 4 ஐ 8 ஆல் மூன் வகுத்தல் என்றும்; கதி * 

என்பதை Asm ஆல் பின் வகுத்தல் என்றும் வரையறை 
செய்வோம். 8 ஓர் ஒழுங்கு அணியாக இருந்தால்தான் இந்த 

வரையறை பொருள் உள்ளதாகும். 

உதாரணம் : 

[54] 9-[1 41 சா[ அ 1] 
4 ஐ 8 ஆல் முன் வகுத்தால், 

4 4-8 1 2]_[-5 -4 
Banat og =F ILS A 2 2 

என்ற அணி கிடைக்கும். 

ஆனால் 4ஐ .8.ஆல் பின் வகுத்தால், 

4 12 ச் அரு எக வு 
Ae =| 8 -1 1 உத 

என்ற அணி கிடைக்கும். 

4:12. இனத் தேற்றம்: 4 ஒரு8101 அணியாகவும், 8 ஓர் 
ஒழுங்கு 1-சதுர அணியாகவும் இருக்கட்டும் 4 ந ஆனால் 
௩ 5914 என்ற ஒரே அணியாகத்தான் இருக்க முடியும். 

4 ஒரு 11001 அணி, 28 ஒரு 101 அணி, 

ஃ ம ஒரு டி அணி ஆதல் வேண்டும். ... we கீர] 

21 ஒரு) அணி, 4 ஒரு ௦1 அணி. 

ஃ 91 ஒரு அணி ~*~. ஆத = (2) 

(1), (8)-ல் இருந்து %- 914 ஆக இருக்க முடியும்.
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Gugyb, BX = B. BA =A 

இப்பொழுது கூடுமானால் 44 2௦ ஆகவும் இருக்கட்டும். 
0 ஒரு ராட்பா அணி ஆகத்தான் இருக்கவேண்டும். 

A-—BC=0 

BB *A~BC = 0 

B(B"1A-C) = 0 

B-* §B(BA-C)} = B.0 = 0 

BUB(BTA-C)=9 ... ஷா a தொடர்பு விதி 

24-00 

அதாவது, 8146 

இதே விதமாக, 4 ஒரு 1௨2 அணியாகவும், 8 ஓர் ஒழுங்கு 
1-சதுர அணியாகவும் இருந்தர்ல் 4- 178 என இருக்கும் வண்ணம் 

ஒரே ஒரு 111 அணி 1421 தான் உண்டு. 

4138, 4 என்பது ஓர் ஓழுங்கு அணியாகவும், சீத 0 

ஆகவும் இருந்தால் B= 0 ஆக' இருக்க வேண்டும். 

நிரூபணம் : AB= 0 

ச் *(42-45.0-40 

(A ஒழுங்கு அணி ஆதலின் 4 * இருக்கிறது.) 

(க AJB =O on pa aa .... தொடர்பு விதி 

8-0. 

இதே விதமாக, 8 என்பது ஓர் ஒழுங்கு அணியாகவும், 48- 0 
ஆகவும் இருப்பதால், 4-0 ஆக இருக்க வேண்டும் என 

நிரூபிக்கலாம். 

மேலும், 4 என்பது ஓர் ஒழுங்கு அணியாகவும். 42-46 
அல்லது 84-04 ஆகவும் இருந்தால் 8-6 என நிரூபிக்கலாம்.
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ஏனெனில் 48-40 ஆனால் 

A(B~C) = 0 

B-~C=0 

B=C 

2:12, எ:18-ஐ ஒப்பிட்டுப் பார். 

உதாரணம் 1: 

    

211 | 

A= 

L138 2) 
4-3 ஐயும் கண்டுபிடி. 

2 2 | | 

Are ரை இழ இழத னரா 
8 2 | | 

; 1 2 | 
Ais - 13 dar 

1 5 | : 

2 1 | 
Ago = = 8; Ass 

| £ 2 | 

1 3 
Asi | = 0; Aga 

2 2 

2 1 
Ags = i= 8 

1 2 | 

“ட சேர்ப்பு 4.௮ Ay, Aga Ase 

| Ais Ass Aas | 

Ar. Agi Asay | 

  

4) 
1
%
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102 

22121! } 001 

|4151122)5-1-90 8-8 
1 2 | —8 1 2 

—-2 1 0 

[a <5 “8 

_,_ GetiyA | o 8 x8 
4°" “Tay | oe 8 

42. -65 38, 
ட ட 7 a 

1% 6 
தட 021 1 

து & 

(௩ உம் 

உதாரணம் 2: 

i ௦ oy 

A =|0 0064 sin ol ! ஆனால் 

|O sin of 608 ol | 

சேர்ப்பு 4 ஐயும், 4 1ஐயும் கண்டுபிடி. 

cos of sin of | 0 sind 

Ay =) . | 3 Ais =— p= ‘ <ihinet. costal. | | 0 cosa 

0 6084 ௦ ப 
திடலை . கிலு னி. 

0 ஹ்ம் —sind cose 

|
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10 [* 1-0: 
திட்ட சன் b= cosol3 Aog = — 
a ஜல் |) Pegs | O =sin of | 

4 = sinol 

| 0 ௦ | . 1 9 
ணு ‘ j= Os Agg = — i 

i cosa singg | O sind 

= —sin of 

| 1 0 

Ags =: = cosa: 
' 0 cosh | 

கி Aer dor» 110 0 
i . 

Getiny A=) Ais Ang Aso lan | 0 0084 —sin of 

Ais Ags Ass_| ௦ sin of COS of | 

Oiduragg, | Al = 2. 

"1 0 o || 

Ant = ந் = | 0 0084 —sin 

| 0 81௮ 0084 | 

£14. 49 40 ஆகவும், | 410 ஆகவும் இருந்தால் 
மீ ன நிருபித்துள்ளோம். 

இதை உபயோகித்துக் கீழ்க்கண்ட தேற்றங்களை எளிதாக 

நிரூபிக்கலாம். 

(1) சேர்ப்பு (48) - சேர்ப்பு 2, சேர்ப்பு 4 

(ii) சேர்ப்பு (4) - (சேர்ப்பு .4)' 

(ம் சேர்ப்பு (419௪ (சேர்ப்பு 407 

நிருபணம்: (1) (4:8)-ல் இருந்து 

(4. சேர்ப்பு (429 | 42) 7-சேர்ப்பு (42) . (49)... (ப)
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இப்பொழுது, 4.8. (சேர்ப்பு சீ, சேர்ப்பு A) 

௪ 40. சேர்ப்பு 8) . சேர்ப்பு 4 ... தொடர்பு விதி 

௯.12] 7. சேர்ப்பு 4 

௪ 12) (4. சேர்ப்பு 4) 

க]. 1417 

= | ABT... (2) ட ரிச்சி 141.1) 

(1), (8)-ல் இருந்து : 
42. சேர்ப்பு (48) - 48, (சேர்ப்பு 8 . சேர்ப்பு 4) 

இதேவிதமாக, 

சேர்ப்பு (48). 484 சேர்ப்பு 8, சேர்ப்பு 4.48 என 
நிரூபிக்கலாம். 

சேர்ப்பு (48) - சேர்ப்பு 2 , சேர்ப்பு A. 

மு 4. சேர்ப்பு] 417... (4:2) 

A. Gettin A= | 4712 

ஆனால் | At = | Al 

3 4 சேர்ப்பு 4 1417 ies we (hd) 

மேலும் சேர்ப்பு கீ. 4-4! 7 
(சேர்ப்பு 4. 4) = Cl Ads) 

A’. (Getty AY = [Al TP 

ஆனால் 7 7 

A’ (Gettin AY = | ALT ee: zie (2) 

(1), (2)-6 Boss 
Getty A! = (Getty A)’ 
(ii) A*. Goteny A* = | AXP = Gating A*. A* 

மேலும், 4. சேர்ப்பு 4 | A) 

(4 சேர்ப்பு 4)*- (| 4124 

(சேர்ப்பு 494. கீர | 41.77
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Bw f* =]. 

ஃ (சேர்ப்பு 4)*4*- | ALT ன 2 (2) 

ஆனால் (சேர்ப்பு4*) . கீ*- 1817... (1)-ல். இருந்து. 

ஏனெனில் | 4*|- | 4] 

ஃ (சேர்ப்பு 4)* - சேர்ப்பு 4* . 

(iv) 4 என்பது ஒரு ஹெச்மிஷன் அணி ஆனால், (சேர்ப்பு A) 
உம் ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி என நிரூபி. 5 

நிரூபணம் : (சேர்ப்பு 4)* - சேர்ப்பு (4*) ...... (9 

௪ சேர்ப்ப 4 1”. 4 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி 

ட சேர்ப்பு 4 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி. 

ஊேத்தேற்றம் : A ஓர் ஒழுங்கு ஹெர்மிஷன் அணியானால் 
413௨ம் ஒரு ஹெர்மிஷன் அணியாக இருக்கவேண்டும். 

நிரூபணம் : சேர்ப்பு 4 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி 

ஃ சேர்ப்பு 4 
ன் உம் ஒரு ஹெர்மிஷன் அணி.   

415. Qe அணிகளின் பெருக்கற்பலனின் தேசெதிர் அணி 
யானது அவற்றின் நேரெதிர் அணிகளின் முன்பின்னாக்கிய 
பெருக்குத் தொகைக்குச் சமம், அதாவது, (48)-3-- 8-1 4-ம 

வரையநையின்படி, (48)-* . (48) - (42) . (AB)-* 

=H ss ee (1) 

இப்பொழுது, (8-1 4-1) 42 - 2 *(4-14)2...தொடர்பு விதி 

= BIB 

=B B=! ய wea (2) 

மேலும் (42) (8-1 4-5)- A. (BB). A ட. 

தொடர்பு விதி 

= A.D, Am 

=AA-1l =] ட (8)
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(கீ) = BAA! ஆக. இருக்கவேண்டும். என்பது 
(1), (2), (8)-களில் இருந்து தெளிவாகத் தெரிகிறது. ஏனெனில், 

ஒரே ஒரு நேரெதிர் அணிதான் உண்டு. 

| 88 8| 
| 

உதாரணம்: க ௯. 112 : 

2251 

ell 2 1] . 

| of se ef | eee (AB = BA 
தி 5 4 | 

என்பதைச் சரிபார்க்க. 

1 8410-18 818490 5... 12124: 

dom os | “14 6-8 உ. 8410 1-648 

1 - 2410-1௪ 4-16425 2.12420 

J-11 20 15— 

c=|-2 A 8 

[-7 18.10. 

C= 4s Cyg=~—t;s படத 

Cay = —53 Con = —83 Cys = 8 

Car = Os Cag = 3s Cog = —4 

ட ம் மத 0 

ஃ சேர்ப்புப| —1 -6 

a 8 -—4 | 
அழச் ey 

12153
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arte oc 
i 1-6 OF 

_| —1 -6 8 | = (apy 

| 2 9 +4 

இப்பொழுது 

தியி —2; By, = —2; Big = 1 

Boy = —8; Bog = —1; Bog = 1 

Bay = —4; Bs, = —1; Byg = —2 

தி வத. --4 | 

Getty B=| —2 1 21 

| ¢ ன! 4 | 

|Bl=1 

(a —8 உதி 

Pea =| -2 -1 வர] 

பட ம வம் பத 

Ay= 19 இழ வ] கிழ 0 

Ag, = 83: Agog = 83 Agg = —28 

As, = ~2; Age = Of Aggy = 1 

@iagag al * —* "| 
ட 8. 0 

| 1 
[A] =4 

(1)
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("i உ] 
சேர்ப்பு 4 

AL= Tay ழீ 8 0 

0-௪ 1| 

2௪40௦ ~4-948 440-47 
ap aa 

|_g2140 ~4—84+2 ia | 

இ 14140 8-844 —240-2 

ட 1-5. 01 

=; ~1 ~8 8 | = (AB). C1)» Bossi 
இ 2 உ ௨௮) 

4:16. 4 என்ற ஒழுங்கு அணியினுடைய திருப்பு அணியின் 

நேரெதிர் அணியானது, அதன் நேரெதிர் அணியின் திருப்பு 
அணிக்குச் சமம். 

அதாவது, (க) (41) 

நிரூபணம் : A et ஒழுங்கு அணி..... கொள்கை, 

1410. 

AA 4 147 என்பதற்கிணங்க 4-1 உள்ளது. 

(க்கி) = (A Ay வா 

(AYA RA AY a (2 = 

இதிலிருந்து (4 3)' ஆனது 4'-ன் நேரெதிர் அணி எனத் தெரி 
கிறது. அதாவது, ' 

(41)! a= (451. 

வேறு முறை: (4) ௮ (3) 

Ay 
இப்பொழுது 4 3 lay (49)



ம் 18, 

சேர்ப்பு அணி) தேர் மாறான அணி 

=1y Aij 
Aly =} 1. 6 [4 

மேலும் 4' - [aji}. 

டி = fan} [| ii. ACAYY = [ay] ies 

=I (3 yay Ay = 

Saji Ai = 

(41) 01, 

417, 
யின் நேரெதிர் அணியானது 
திருப்பு இணை அணிக்குச் சமம். 

அதாவது, (447) * = (At) 
நிரூபணம்: 4 ஓர ஒழுங்கு அணி 

உ புகீி[ஜ0 

(ககர ௨ (12௪ ௨75 

(A) A® = AY. (A) =] 

BAL 

0 

(4 *)* ஆனது .4*-ன் நேரெதிர் அணி. 

அதாவது (க) (49) 1, 

( 40] 
[A i என்ற வரையறை ஏன் ? 

[2] Db el 
Ah = 

என்று இருக்கட்டும். 

211 

151 

X = AY stot p சமன்பாட்டை எடுத்துக்கொள். 

Si} | os Gis V1 

Xs 891. dag, Je 

4 என்ற ஒழுங்கு அணியினுடைய, திருப்பு இணை அணி 

> அதன் நேரெதிர் அணியின் 

(கொள்கை) 

AA? 48 / என்பதற்கிணங்க 4-1 உள்ளது. 

(2 ita ம் 

21 ] 

a2
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1௬ 1 Vitis Vs on ம ne (4) 

Xo = Gq, Yi tdog Vo ee க us (2) 

(1/8 சிப + (2) X Aart 

Ait 1 + Agi X= 1 Ar i tay Ar Vs 

+ G51 Asi vy + dog Aor Ve 

= Vi (411 41. +421 Agi) 

+ ரி9 (சமஉ கியர் ச கடிய 

தய 41 ற 

= [Aly 

QE sal gure, (1) x Aig + (2) K Agg-% Poss 

Ais 1 Aas ose 
Tap tt fap 3 - te (4) 

என்று கிடைக்கும். 

  y= 

(8), (4) என்ற சமன்பாடுகளை 

  

    

  

  

— An Asy | 
| Vx 14) 141 | Xy 

Ue கிட Ans _ Xe 
ட [கிழ 41 

அதாவது, 

கீர big doy | 

| கி 14 
Y=! x 

Ars Asa 

141 74] 
என எழுதலாம். . 

ஆனால் 4 - 41: ஆனதால், 

Ant y= ¥ என்பது பொருந்தும்,
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Aaa Asi 
[41 LAI ‘ 

ஆகவே 4 1ஐ என வரையறை 
Ary 

  

செய்வது பொருத்தமானதாகும். 

2-21 ஐயும், 2:28 ஐயும் ஒப்பிட்டுப் பார், “ 

4:19. இயல் கணித சமன்பாடுகளை விடுவிடுப்பதன் மூலம் 
நேரெதிர் அணியைக் கண்டுபிடித்தல். 

0 ஜட உட என்ற மாறிகளில் உள்ள ஈ-சமன்பாடு 
கள எடுத்துக் கொள்வோம். ் 

Gy, Xt ட 2த owe ee eee fF Aya Xp = by 

மட டாப்பு ட ர்வ ட வர்க் இறட ரா Dy 

ழு பேட ஏவி 9 -இனவைவி வாவ + Ann Xn = On 

இவற்றை அணிகள் வடிவில் பின்வருமாறு எழுத இயலும் 

dia Boseasorvocs an ae by | 
Xe: 

| day OE rocracno ste dan my | bs 

4 ் 

ட மடவ டோ உவரி அ bn 

அதாவது, 448 i oe (1) 

  

| 8] 22 yn 

| 
| doy 882. அர 

இதில் 4- | ;
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ie xy 7 HE 

Xe | Yo 
X =| ') Y= 

oI | 
| | 
ean உதிரி 

(10-ஐ 41 ஆல் பெருக்கினால் (| 41 8.0 ஆக இருக்க 
வேண்டும்.) 

தை இக த ன. 

அதாவது, 4 412 

என்று கிடைக்கும். இதிலிருந்து 47-ஐக் 
விடலாம். 

கண்டு பிடித்து 

உதாரணம் 1: 

1 2 -2 

Az=|-—l 3 0 |ஆனால், 

8 ede 

4-1ஐக் கண்டுபிடி. 

பட் இடி இறட ௪ மி) ம mi ae (0) 

—x, + 8x, = de (2) 

Ox, +X = bs (8) 

என்ற சமன்பாடுகளை எடுத்துக்கொள்வோம். 

(1) + (2) Sxg — xg =), +d, ott (4) 

2x (8) கிம் ஜட டி a (8) 

(4) + (5) Xp = by + by + 2b, 

(8)-ல் இருந்து .. 2 = 2b) + Bb, + Sbs 

(8)-ல் இருந்து xX, = 8b, + by + Bb



சேர்ப்பு அணி; தேர் மாருன-அணி - ads 

இவற்றை, முறைப்படி எழுதினால், 

xy = 8b, + Qh, + 6b, 

Xo = b, + be + 2b, 

X3 = 2b; + 2b, + 5b, 

என்று கிடைக்கும். இவற்றை அணி வடிவில் 

  

| ஆட 3 26: [74,7 

3 =/ 11 2 bs 

1 Xs | i225 | rr 

என எழுதலாம். அதாவது, 

X= AB 

“8 2 8; 

Ao oe 1 i 2 

2 2 6 

உதாரணம் 2: 

x+8y-z= ஏ. க்ஷ avis (1) 

2x + By + 5-- ஐ... ட் (2) 

ர்ட.422 14... i ws (3) 

இந்தச் சமன்பாடுகளின் குணகங்கள் அணியின் திர் தேரெத் 
அணியைக் கண்டுபிடிப்பதன் மூலம் இந்தச் சமன்பரடுகளை 
விடுவி. 

1 5.1]! 

குணகங்கள் அணி) ஓ ஐ” 5 

o 1 a | 

௮.௮.8
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(2), ல. (8) ஐ அணி வடிவில் எழுதினால் 

  

18 ~1 வ் | ; 4. | 

22 6; y | = | ar: 

o1 41 | | டக) 

அதாவது, 4 . 1 8 என இருக்கட்டும். 

அகத, 

இப்பொழுது 4;;-- 9; அ, —8; Ais = 2 

Ag, = -18; Ayyg = 43 Agg = —l 

Ag, = 17; Age = —73 Aga = —4 

JA] =1x 8438 x (—8)+(-1)x2 

= —23. 

re. இக = | 
23 33 23 | 

ண் ௮. te டக 
க்க த. 58 23 

i 53 i 4. 
85 53 58) 

ல | leo
 1 ப்
 

a உரு | | [4 
த் =j 8 -5 | 1 

y =| 23 «2s zs | ; 21 | 

4 y | =2 xl த | | 14 | 
oe oe ee ப ர் எ 

xe ig (-8 x 44 18x 21-17 x 14)=1 

i yo gp(8x4-4x8147x 14)=8 

! 
seget-Bxayt x 21+4x 14)=8
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4:20: [4])௬0 ஆனால் 4. சேர்ப்பு 4 ௪ பூச்சிய அணி. 

நிருபணம் : சேர்ப்பு.4- [வப 

21. சேர்ப்பு 4-ன் (0-7) ஆவது உறுப்பு 

n 
= Sire Aye 

= diy + Ajy + Gig» Ajg பபப + din + Ajn 

112) ் ௭ 7ஆக இருந்தால், 
0 ர் ஆக இருந்தால். 

14100] 

௦141 .. 0 
1 4 சேர்ப்பு 44 

[9 O . JAI 

Bias | A] = 0 .. we (Qarsitoms) 

44 சேர்ப்பு 4 - பூச்சிய அணி, 

421: அணிகளின் ல அடுக்கு விஇகன் 2 

கர ௪ (4)-3 என வரையறை செய்வோம். 

மு A = (AML) என நிருபிப்போம். 

Gi AD, Arse ae 

நிரூபணம் : 

(கி) 1௭ (கீ... ப. படர் தயவை க 

கம் கம. ப தடவை 

டந்து 
ஆனால் 4-ஈ - (40)-1 (வரையறை), 

கரா (தமா 

(ii) Am. Ava = Ama
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முதலாம் வகை : 2: 1 ஆக இருக்கட்டும். 

டரா ஈஉப-்ளன இருக்கும்படி 6 என்ற நேர் முழு எண் 
உண்டு. 

இப்பொழுது. 

AM AP SS Ane Avr 

  

, தொடர்பு விதி. 

௯ கீர், 41. (கடம, வரையறை. 

திரம் 

Am. Aa x Amon, 

இரண்டாம் வகை : 7 4 1 ஆக இருக்கட்டும். 

உண்டு. 
ர ர ம என இருக்கும்படி / என்ற நேர் முழு எண் 

இப்பொழுது, 49, 4 = AM. (A TYP 

- A>, (At ymsk 

= Am. (AY (A DE தொடர்பு விதி 

த க மார... வரையறை 

=f.A* (9ஃல் இருந்து 

த ல 

கடகி வதா 

மூன்றாம் வகை : 8 - ஈ ஆக இருக்கட்டும். 

ணி ம் ன், 727. (0-ல் இருந்து 

AX aol... TOE சொல்வது, 

அதாவது 4-7 என வரையறை செய்வது பொருத்த 
மானது என்பதைக் காண்க. 8:18ஜஐயும் ஒப்பிட்டுப் பார்.
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மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாதிரி 1: 4 என்பது 8-௪துர அணியாஞனால், 

சேர்ப்பு (சேர்ப்பு 4) - 4 என நிரூபி. 

A= te 4 ]ஆக இருக்கட்டும். 
ர இப. 

2, 0. 8, 4 என்பன ற, ஏ, 1, உன் இணைக்: காரணிகளாக (௦0- 
ரஈ0௦8) இருக்கட்டும். அப்படியானால், 

சேர்ப்பு 4] ae உ 
Qs =r op 

சேர்ப்பு (சேர்ப்பு 4) =| ம் ௮ 
(று ம 

exe | Pg | = a. 
rx 

சேர்ப்பு (சேர்ப்பு 4) - A. 

மாதிரி 2: ஓரு மூலைவிட்ட அணியின் சேர்ப்பு அணியும் 

மூலைவிட்ட அணியாக இருக்க வேண்டும். 

(சேர்ப்பு 4)-ன் (1) ஆவது உறுப்பு 4; ஆகும். 

ஒரு மூலைவிட்ட அணியில் / ௪ / ஆனால் க 0. 

மேலும், 14 - ர் ஆனால், 

Au = | மூலைவிட்ட அணி (808 ... கிட. மீடிடப 2) | 

= dds... diy dity da» QS de = arr 

சேர்ப்பு 4 உம் ஒரு மூலைவிட்ட அணி, 

வேறுமுறை : 

dq 0 .. OF 

0 ds 0 | 

“= 90 wo [அக் 
0 0. dy
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இதற்கியைந்த இயற் கணித சமன்பாடுகள் வருமாறு : 

  

ax, ழ்; wae ony awe (1) 

dgXq = bs a we ee (2) 

HthXn = Ba a we ஷை (ஐ 

1 
x)= rm by 

1 
xy = ds obs 

i 
ர் ba 

ர் = 

=~ 0.. 0 
a, i 

யவ ௦! 
AY = d 

pou 

4 1 

| & © B a 

"சேர்ப்பு A 
|A| 

ச ஷு 

i 0 
dy 0 | 

t 
1 = 
வ ௦ 

௦ ட dy 
சேர்ப்பு 4- | Al 

0 0 7 _ | 
a
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ஆனால் | A] me dydy ப dn 

1 (சீர +0 dn) ஸை ஷி ஸ்ட 
2 சேர்ப்பு | 

A= | 0 Ciads wf dice வலக ஊரி 

| 0 his ccnavnuildadavdaand | ee 

என்பதும் ஒரு மூலைவிட்ட அணி. 

மாதிரி 32 பூச்சிய அணிகள் அல்லாத இரு அணிகளின் 
பெருக்கற்பலன் பூச்சிய அணியானால் அவை ஒழுங்கு அணிகள் 

அல்ல என நிரூ 

490; த940; ஆனால், 48- 0 ... (கொள்கை) 

{| A| = 0, |(81-0 என நிரூபி, 

திரூபணம் : கூடுமானால், |41; 80 என வைத்துக் 

கொள்வோம். அப்படியானால் 4 * என்ற அணி இருக்க 

வேண்டும்; 

இப்பொழுது 42 - 0... (கொள்லை) 

கத்தி .க3,04 

720, அதாவது 8-0 

இது கொள்கைக்கு முரணானது. 

| 410 ஆக இருக்க வேண்டும். 

இதேவிதமாக | 2 | - 0 எனவும் நிரூபிக்கலாம். 

மாதிரி & A, மீ என்பன சமச்சீர் அணிகளாகவும், பரிமாற்று 

அணிகளாகவும் இருந்தால் 4712, 481, 8 101 என்பனவும் 

சமச்சீர் அணிகள் என நிரூபி, 

AzA'; -ம 4884. ட (கொள்கை) 

ய) (4/4 7த 

மு 23) 427
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(0 (4121) -4 ॥2-ம ஏன நிரூபிக்க வேண்டும். 

மு ஐ, ப ப ws (8.8) 

ச்ம் _ ... (4:18)-இலிருந்து 

= B.(Ay* Qa enéFt syonfiacir 

= B.A 1B 1B 

= B.(BA)7B 

= BABY TB ccs os 

4, சீ.பரிமாற்று அணிகள் 

= BBA TB 

432 திதாக ர 

(ii) உங்கள் பயிற்சிக்காக. 

(ii) (A BOY =(By மு... பட (88) 

ea (BAY? ae ~- (4.16) 

ஆதம் ட இவை சமச்சீர் 
அணிகள் 

= (AB)* 

= (BA)? 2. இவை பரிமாற்று அணிகள் 

தகதக 

மரஇரி 5: 4 ஓர் ஒழுங்கு அணியானால், 4 1 - (44) 14: 
என்று காண்பி. 

நிரூபணம்: (44) 4-4 7.(4) 1.4 

=AL.ATY. 4! 

தி (கு 

ப 

37௮ 3
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Ad = (AAA. 

மாதர் 6: 4, ிபரிமாற்று அணிகளாக இருந்தால். 

4 உம், ச * உம் பரிமாற்று அணிகள் என நிரூபி, 

42 84.   ... கொள்கை) 
ATIB-1 A 8-1 [1 என நிரூமிக்கவேண்டும். 

நிரூபணம்? AB = நிர். (கொள்கை) 

(ABY? = (BA) 
Bolgl= A-ig-l 

மாதிரி 1: 

் ~tan 9 1 tan 6. a 
| cosQ@ —sing is ச 2 

sin@ 0080 6 9 
த 1 | த 1 

என நிரூபி. 

6. 1 fan-3 

A= ஆக இருக்கட்டும். 

—tan | ம் 

6. Ay, = 13 Ar = —(- tm 2) 

Ag, = — tan By Aggie l 

0 0. = ae ssi க ஒண்ட = அசன். | 4] 1 ( tan =) sec? 5
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1 —tan 9 | 

Piet in 4 | = co @ i 
Al Aig கு 2 6 | 

றத iB } 
Ls _| 

| eget O டட a 
me - = =— | 006” 5 8 -2- 008-2 | 

! sin -5 cos 8 cos* & | 

8 ௨8. sin cos © | i tangy cos” ஐ Sing COS 5 

| aa டட 9 20 ar) 1 | டக “த 008 ஐ cos ஓ 

cos? 2 28 si 3 லை en ஐ ல —sin pos 2 12 ௮ 

ட்நி 0 8 | pe [டர ஒரக் 2 + 
டெ 0 | | sin 5 00S — ஸ்ட் + cos? > | 

_ [0080 —sing 

sin@ 0060. 

மாஇிரி 9 ். ட என்னும் அணிகள் 172 1 [0] 
என்பதற்கிணங்க உள்ளன. .4 - சேர்ப்பு 5 ஆனால் 404 

சேர்ப்பு (0182-1) என நிரூபி. 

2. சேர்ப்பு 217 we —«(482) 

ஆனால் 4 - சேர்ப்பு £ we (கொள்கை) 

BA=|B\|T ee வ ய (1) 

240 - சேர்ப்பு (0182 1) என நிரூபிக்கவேண்டும். 

ஃ (27821)மகஐு.- (6782 
போதுமானது. eee vee on on 

“LT sror Seg sarod 
(2)
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இப்பொழுது (9 *42-1) ம40)- 918212) 40...தொடர்பு 
விதி 

௨12740 

=O (BAO 

=Q* |Bi/10 ச் உ. (1)-ல் இருந்து 

(0 டமு4ஓ12(/ = o: (8) 
மேலும் | Q°BP- | T= |Q2|.(Bl.(P2 4.7 

=1x {Bl xixT a (4) 

ஏனெனில் OO = 1 

1901-1 

|Q@}.]Q*{=1 

1011-1 2181-71. .. மெகொள்கை) 

இதேவிதமாக |21 1 1, 

(5). (4)-ல் இருந்து (0 1821) மாலு - | 32-௩1) ர 

2404 சேர்ப்பு (0122-1). 

மாதிசி 10: 4 ஒரு சமச்சீர் அணி; 8 ஓர் எதிர்ச்சீர் அணி ; 

44 மீ ஓர் ஒழுங்கு அணி; மேலும் 6 (44 இ)-1 பூடற, 
ஆனால் பின் வருவனவற்றை இிருபி, 

மு (இ. 
(ழ் C’ (A~B) C = A-B 

Gi) CAC=A 

(i) C= (A+B)*. (AB) (கொள்கை) 

C= [ (A+B)* (4—B)}' : 

= (A—BY [ (A+B) 17 

= (A-BY [ (அர 4 

= (A —B) [A+ BT 

= (A+B) [A—By 3
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C! (A+B). C=( A+B) (A—B)7? (448) (A+BY * (A—8) 

=(A+B) (A—B)"! 1(A—B). 

=(A+B) (A—B)~* (A—B) 

=(A+B)I 

=(A+B) 

C’ (A+B). C = A+B iv sa se ch) 

(ii) இதேவிதமாக 6' (4-8) - 4-2 க (2) 

(14) C1 aguys (2)gguy gece 

C' 2AC = 2A 

CAC=A 

மாதிரி 11: 2௦ என்பது (1, 1, ... 1) என்பவைகளை உறுப் 
களாகக் கொண்ட. நிரல் அணியாகவும், ௦' என்பது அதன் திருப்பு 
அணியான திரை அணியாகவும் இருக்கட்டும். 

A என்பது ர-சதுர அணி, M(x) = /:-3422' என இருக் 
கட்டும். £ ஓர் எண்ணி (503127). 

ம ௬2.40 என்ற எண்ணியானால் ரரீ(0). ச) 4 
ச்சீ 3-9) என திரூபி. 

ல ன் ன கத் 
(1) /020-ன் நேரெதிர் அணி 17 வு என நிரூபி. 

(மம) 1 ஆகவும். i = / ஆனால் 6-ம் ஆகவும் உள்ள 
[ம] என்னும் அணியை (1-ம்) 7-- 6௦ என எழுதலாம் 

என நிரூபி. இதிலிருந்து 8” ஐக் கண்டுபிடி. 

நிரூபணம் : 

(i) M(x), M(y)=H=C + xAce') I + y. Ace’) 

= 1+ (x+y) Acc’ + xyAce’ Acc’ 

= I+ (x+y) Ace’+xy Acke’ 
Ae = k. 

= 1+ (x+y) Acc’ + kxy Ace’
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Gi) 

= I+ (x + y t+ kxy) Acc’ 

= M(x + y+ kx). 

x+yrkxy=O0 என்று போடு. அதாவது, - ப AX 
என்று போட்டால், 

  ட MOD - (2) - 44(0) 7 என்று கிடைக்கிறது, 

எனவே 

(ம) 1 0b 

B= bX 

_ 6 6 

1 2.9) 

= 0-2 

| 

| 02 

i-b O 09 

= 0 1-ம் 0 

ட்ட 0 ௦ 

௪ (1-7 8௨0 

4 

சசி ச ரக 5 

ay gat 
M (=) - ரீச்சீ (0) ] 1 என்று தெரிகிறது. 

  

O+b 

(1=b+b) 0-4 

0 O+b | 

O+b | 

(1-4 | 
ட 

b b | 

| 

b BD | 

1 17] 

ழ் i 

cs | 

1 ரி
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இப்பொழுது, 8௯ (1 ல] r+ ss vee! | 

a |் + gos vet Vay ம் 

- (47020) 1-௩ 

இதில் To A= அப்த i 

  

ec" நட. 

i 

or b 7 
Ee | - ன எரி. =p 

மாதிரி 14 : ஒரு சமச்சீர் அணியின் தேரெதிர் அணியும் 
சமச்சீர் அணி என நிரூபி, உதாரணம் டு. 

நிரூபமைம் : 4 ஒரு சமச்சிர் அணியாக திருக்கட்டும். 

A=A’' , ee) 

(471) (47)! என நிரூபிக்க வேண்டும். 

AA =] வரையறையின் படி. 

(44) 7 

(Ay .A = 1 vod 

கோரி A = T = dea (1) 

கம் வ (க்று, 

உதாரணம் 

| 188 

A =| 8 2 1 | spe, 
| 211
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A= மீ இழு வட படில ம 

சீரா 14 திக 83 Agg=—t 

4.22% டி ழ்த பட ௫ 

ர * உ தி 

a ம 
A“=TaAT'| -1 8 -1 

டலாம் த 

2 ரத 2 

சில எழி உ ஜ் |= (47). 

| அஜி அறு | 

மாதரி நீத 6 ர். எதிர்ச்சிர் அணியின் கரம் இரட்டை 

எண்ணாக (வர பரு) இருந்தால்தான் அதற்கு நேரெதிர் அணி 

உண்டு என்றும், அதுவும் எதிர்ச்சீர் அணியாக இருக்கும் என்றும் 
நிரூபி. 

4 ஒரு ஈ-சதுர எதிர்ச்சீர் அணியாக இருக்கட்டும். 

A=—A 

“ [AL = CH tp. lay = (mtr. 4) 

11 ஒற்றை எண் (004 0௩0௦2) ஆக இருந்தால் 

141-141 
உட )4)]- 0 ஆகிவிடும். 

“4 ஃ. 4 ஒழுங்கு அணி அல்ல. 4! என்பது அர்த்தமற்றது. 

ஆகவே, ஈ இரட்டை எண்ணாக இருந்தால்தான் அதற்கு 
நேரெதிர் அணி உண்டு. 

மேலும், 4.41 ௮7 

சா ௮ பூழி



திக அணிகளும்.அணி கோவைகளும் 

சோ, றும். ஒ ரிய திவு 

அன் தேரெதிர் அணி -(4- 1), 

அதாவது, 4-1 --(4 5), 

A”! pt எதிர்ச்சீர் அணி. 

0 1 ல் 
உதாரணம் : A= ain வி என்பது 

எதிர்ச்சீர் அணியானால் 

A-l | 0 ட ] என்பது எதிர்ச்சீர் அணியாகும் 
1 

என்பதைச் சரிபார். 

பயிற்டு 4 

1. பின்வரும் அஸரிகளின் சேர்ப்பு அணிகளைக் கண்டுபிடி. 

1 1 1 (1 உது 

| மு 1 28 -8 மூ1-௨ 7 7. 

| 2-1 8 4 பூத ஐ 

“உடம் | டமா 

'~2 -1 8 | 8-1 4 

r5 002) 42105 

102 / |28 8 2 
மு | (ஸ் 

0021 1282 

; 1002! 4674



சேர்ப்பு அணி, நேர் மாறான. அணி ௨12” 

—1 -2 “-27| 

2 Az 2 1 எச | ஆனால், 

29 1 

சேர்ப்பு 4 - 84' எனக் காண்பி, 

[4 -8 —87 
S d=|o @ 1 | apm, 

,4 4 8 
சேர்ப்பு 4 - 4 எனக் காண்பி, 

4. ம ஒரு சமச்சீர் அணியானால் சேர்ப்பு 4௨ம் ஒரு சடிச்சிர் 
அணி எனக் காண்பி, 

5. 4 ஒரு ஹெர்மிஷன் அணியானால் சேர்ப்பு 4௨ம் ஒரு 
— அணி என நிரூபி 

ஓர் அளவை அணியின் சேர்ப்பு அணியும் ஓர் அளவை 

weit என நிரூபி 
ர... ஒரு மூலை விட்ட அணியின் சேர்ப்பு அணியும் ஒரு மூலை 

விட்ட ன என நிரூபி, 

ஒரு முக்கோண அணியின் சேர்ப்பு அணியும் ஒரு 
முக்கோண அணி என நிரூபி, 

9. 4 Po” சதுர எதிர்ச்சீர் அணியானால், 7 ஒற்றையெண் 
ணாகவோ இரட்டையெண்ணாகவோ இருப்பதற்கேற்ப சேர்ப்பு 4 
ஆனது. சமச்சீர் அணியாகவோ எதிர்ச்சீர் அணியாகவோ 

இருக்கும். 

10. 4-0 ஆனால் | சேர்ப்பு 4. 0 என நிரூபி, 

11. கீ ஒரு 8-௪துர அணியானால் oe (சேர்ப்பு 4): A 
என திரூபி, 

12. 4 ஒரு மூன்றாம் தரமுள்ள பூச்சியமல்லாத அணி, சேர்ப்பு 
40 என்றவாறிருக்கிறது என்றால் A ஐ எழுது, 

ட 4 ஒரு ஈ-சதுர பன் 2 ஓர் எண்ணியாகவும் 
இருந்தால் | Ak [= [aA ae எனவும், சேர்ப்பு (kA) = 
கட (சேர்ப்பு 4) எனவும் de யி, . 

௮. அ



180 அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

14. 4 ஒரு 1-சதுர அணியானால் | சேர்ப்பு (சேர்ப்பு 4) [= 
[AL Ow area Be. 

16. பின்வரும் அணிகளின் தேர் மாரான (நேரெதிர்) அணி 

களைக் கண்டுபிடி, பின்னர் 441 - 7 எனவும் நிரூபி. 

“122 37) 101 ௨1 

(i) 2465 (ii) | 128 

}8 5 6) ta 14 

cosQ@ —sin@ 0 1 “1 20 07 

ii) 809 ௦09 ௦ | (iv) 0 80 0 

௦. ௦0 1] | 0021 

{0 0 0 8 | 

  
vy) 

ந 2 1 -1 

உட டட 4] 

' cos@cos? sing cos? sing | 
(vi) : 

; . —sinQ@cos? cos? —sin¢cosg ! 

| —sing 0 ௦௦0 | 

* 18. பின்வருவனவற்றில் 4இன் நேர்மாருன அணியைக் 
கண்டுபிடித்து விடையைச் சரிபார். 

௨ 0-1 (1 1-2 —4— 

0 2.2 1 ஆஞுஷி) 0 1 0-1 
(i) A= Aha : 

1-2-8 —2 =);-!-1 38 6. 

QO i 2 1



சேர்ப்பு அணி, நேர் மாரான அணி 

  

  

| 02 ॥ 8B, | 

ii) A | oe i) ஆனால், 1 ம் வெர் ௦! 
Gi as @ 4 nk ne atte உட! 

ட 1 2 8. aad 0 1| 

[ ~P-t 2 Tj '“@ 4 10 4) 

க்கி வி dl ll ல்... 8 6 146 (ii) a=| a : 
7-8 -1-1!4*=4 46 4 

i726 16 ௦0 2 | 14 4 18 6|° 

1 0 0 GF | 10007 

ட ~2 1°00 ஆனால், | 2 0 0 | (iv) A = | | a | 
0-2 1 09 = 421 

| | — 
8-1-1 1] உ உட 

"1 8 8 2 1 | 
| 
11 4 8 8-1 | 

(011 5 4 1-1 இனால், 

(4 di மி tea 
| 

| 1-2-1 2 2 
a ர 

| 80 —20 [த 25 ௪ - 

| 80 ~11 ~18 7 ~@ 

Aq = oy | -80 12 21 ப 6 

-15 12 6 -9 6 

—7 6 wi னி 

   



188 அணிகளும் அணிக்கோ வைகளும் 

ட ம7 (AB) = BAT என்பதைப் பின்வரும் அணி 
களில் சரிபார், 

5 23), 78 2 
oa-[T a | கரி 5 | 

  

18 8” | 1-8 2 

Gi) A=} 1 8 44 B=! உ உ. 

டட 4.௨ | 2-1 o | 

18, பின்வருவனவற்றை நிரூபி. 

CG) (ரு = ~(Ay? 

Gi) (AY = (44) 
ம் (41032 

  

சிஉம் உம் ஈ-சதுர அணிகள். க்கு நேர்மாறான 
அணி உண்டானால், 

(A + B). 471 (A—B) = (A—B). AT? (A + BY. 

20. (a) x1 + Bx. = hy; Bx, = by; 

2xg + x4 = bg: Oxy = yy 

என்னும் சமன்பாடுகளை அணி வடிவில் எழுது. 

2 
கடக b) — bas My   

1 3 1 t= z bg ண். அப ப்ட் ்் by 

என்று கண்டுபிடித்து, இவற்றையும் அணி வடிவில் எழுது. 

இவற்றிலிருந்து, 
1௨௦0-1 1-2 0 ம. 

0800; 7 ஐ @ 63 

002821 ந 0 Oo yy | 

0008 0 0 9 1!



சேர்ப்பு அணி, நேர் மாருன அணி 188 

(9) இதே முறையை உபயோகித்து,. பின்வரும் அணிகளின் 
நேரெதிர் அணிகளைக் கண்டுபிடி. ae 

  

7 -8 —8 | “Oo 1 2°] 
(0 Gi) 5 

| -! 0 4 1228 
| 

ட 1 1 Of 8141 

21 விடுவி (அணிகள் முறையில்) ; 

(i) ற தித் 

ax— yt 1 

4 

  

  Ox+ prez 

Gi) -~x+ y+42=0 
ax— yt z=F 

8x+By— z=1. 

00) 2x — 8y+ 8z2=8 

X-+- Poe தகு இ 

oe இவ இலி 

(iv) Ox + 731-926 

கிற ypt4z=1 

6x + 8y + 22 = 4, 

0 1 0) 

22. A= 0.0 ் | ஆனால், 

| வற் வற் றி | 

A? = AW} cor Beet. 

4 ஒருபாஃசதுர அணியாகவும், மீ அதன் சேர்ப்பு அணி 

யாகவும் இருந்தால் | கீத 471 - (| 4[ 97 என நிரூபி, 

குறிப்பு: 4 என்பது ஓர் எண்ணி (8௦0௨0).



184 அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

ஈன்னும் அணி 4-1 !-7/- 0 என்பதற்கிணங்க 
இருத்தால் 4-1 இருக்கிறது என்றும் அதன் மதிப்பு /--.4 என்றும் 
நிரூபி, ~ . 

174-410 ஆனால் (/-- 4) 1௨ம், (7-4) உம் 
பரிமாற்று அணிகள் என நிரூபி, 

pa seas: 

25. A=| 1 4 14 8 ஆனால் அதன் ஒரு வலது 

டு 5.5.4. ் 

நேரெதிர் அணி (131241 1௩6756)யைக் கண்டுபிடி... 

zi! 
7 —1 -f a 

8 4 8 
27. -8 1 0ம் -ஐ ன் 

383 4 
-8 டு 1 2 | 

க ~~ | 0 0 0 

இடது நேரெதிர் அணி (1611 106756) யாக எழுது. ௬ be 
மாறிலிகள். ர் 

[க ஈக: 

1 4 59 

  

28. A= என்ற அணிக்கு இடது 

28 65 8 | 

  

அல்லது வலது தேரெதிர் அணி கிடையாது எனக் காண்பி. 

ஸிடைகள்



    

சேர்ப்பு அணி) மேர் மாறான அணி 1868 

8 பத age 

di) | —? 8, 8 1 

_~8 ~ 1-86 8 1 

[ 200 Ty 14 உட” ஐ 

| 8280-1 14-2 2.2 
பின (vi) 3 

( | 108 ~5 0 0 00 

(டி 00 10 ரு 3 வழி ட 

~ 1-8 27 | Lod நா 

15. (i) ) —B 8 ~1 | Gi) | -8 6-2 

2-1 0 [| 5-௪ ட 

“ஸல் சக்த ஸு 
(ii) 81௩௮4 0051 O 

ட 9 0 | 

| 1 -$0 0 ் 267 + 

aw | — | 6-1 6-2 IV. y) qh 

| 0 எத் a 5 11-10 

lo 0 0 4 i t+2.10 6 

(1௪௪) | $ 4374 
20. (b) Gy | 1 8 4 | gis | -4 உட) 

| ag) | gue a)



' 

5. அணிகளைப் பாருபடுத்தல் 

உம. அணிகளைப் பாகுபடுத்திக் கூட்டல் £ 

A,B என்ற அணிகள் ஒரே தரம் உள்ளவைகளாக it Xn 
அணிகளாக இருக்கட்டும். இவற்றை ஒரே விதமாகப் பிரித்தால் 
தான். ௮வை கூட்ட இயைந்தவையாக இருக்கும். ஆதலால் 
Ag ஈட நிரைகளுக்குப் பின்னும், 1), 11--1ட. நிரல்களுக்குப் 
பின்னும் பிரித்தால் 8 ஐயும் அதேவிதமாகப் பிரிக்கவேண்டும். 

A Ay, Ais oe |: Ba Bi, Bis “oh 

Asi Aga Ass Bo, Bag Bos | 

கீ கிட என்பவை Nt XX ஈட அணிகள் 

கி; டமி ai my X Mg ” 

Ais, Brg cA my, X ag ss 

Agi, Bay si Nig X My ay 

Aoss Bag a Mg X Ng ” 

Ajo, Bog வ Mg X Ng . 

இவற்றுள் ஒவ்வொரு ஜோடியும் கூட்ட இயைந்தவை. 
my + Mig =m Boyd, fy + டி ௪ Maa இருக்க 
வேண்டும் என்பது வெளிப்படை. % 

| சிழுர்சிட Ae +Big Arg+Bis | 
இப்பொழுது 4-2 ௪ 

  | Aart Bey Aso+Bog Aga+Bag | 

[ Cie Cig | 

|   Cor Cag Cag



அணிகளைப் UTED SS 

உதாரணம் 

1 2 8 4 
| 

இஷ 3 2 | 5 1 | 

is eo. ன் 
1 —1 0 

) oO —2 81 

“ § 4: 8 2 

Boj ~2 1 (இவர 

| ௦00101 8 
| 

5 
Arg +By3 = |g 14 [ 

ம் 3 
சித திடக் a1 31 | | 

1. 0 
Aogt Bas = 2 »+ Bao | a | 

Ae Bug = 2 4 —4 28 28 =[ ர 1 1 

A tees கிரா சிடு A, 

dar + By 

- Ci, மே 

டே ஜே 

8 Big Aya + Big | 

a Bog + Byg Aog + Bos ப 

Cys 

லே J



1388 - அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

| [6 8 |? 8 ey 
| 1 8 | ஜி 0 0 

| 1 8 |? 3 [ 
| La ~2 டக அம ௪1. 

re 88 80861! 

1 87 00 | 

1 80 81 

  

'-2 4 -1 2 | 

52.  அணிகளைப் பாகுபடுத்திப் பெருக்கல் ₹ 

A = (றே) என்ற 71% 2 அணியாகவும், 

B= [bi] tarp ஈ॥ % ற அணியாகவும் இருக்கட்டும். 

AB-sir வக்கற் பலனைக் கணக்கிடும்போது, 4ஐ ஈ நிரை 
அணிகளாகவும், 2 ஐ ௩ நிரல் அணிகளாகவும் பாகுபடுத்தித்தான் 
பெருக்கினோம். 

உதாரணம் : 

y 2 2 eT 

தண வைய 5 | 0 

A= 2 0 1 ; Beis 2 1 

ட தடட pa te. 

_8 1 20 

“Ry |



அணிகளைப் பாகுபடுத்தல் 18% 

VRC, RC 8t44+1 0428427) 

=! RC, RoC, ரு 8640-1 01042 
| 

| கட ௬ | | O+242 O4144 | 

ஆனால் இந்த ஒரே வழியில்தான் பாகுபடுத் தக் கூடும் எனக் 
கருத வேண்டாம். இதைப் பல்வேறு மூறைகளில் பாகுபடுத்த 

ம். 

  

Mm, X my 1 my, xX ty ட 

ee நல்லம்ம யம Joneses 
; | 

‘Ms XM) ft My X me | My x Ng 

A=m Xn ga “mts my, + ing; - 

n= A, + ne + Ny 

mM XPy mm X Pe | ன ர 

B=! my X py bo X Po | 
| ் 
i_ Mg X Py 43 X Po? 

சீ 10% அணி ரப்பா போப 5 வர 

“Aix கிழ Aye த 
இவற்றை 4 4 | எனவும், 

Ag Aa 4a 

| Bu Bis | 
B= | 

் By, Boe எனவும், முறையே 

| Ber க 
குறிப்பிடுவோம்.



140 அணிகளும் அணி கோவைகளும் 

அப்படியானால், 

படு “Ax1B1+41eBoi +A ia Bai A Biot Ais Boat Ai 9Bop | 

  

4o1By,+Ae3B21 + AogBa1 Ag, By, +4oeBoo+AagBas | 

ன [ Cir Cis Jac 

Cai Cag 

குறிப்பு: A, B ஐப் பாகுபடுத்தும்போது, ஒவ்வொரு பகுதியும் 
பெருக்குவதற்கு இயைந்ததாக இருக்கிறதா என்பதைக் கவனித்தல் 
வேண்டும். 4ஐ நம் விருப்பம்போல் பிரிக்கலாம். ஆனால் B gp 
அதற்கு இயைந்தவாறு பிரித்தல் இன்றியமையாதது. நாம் 
எடுத்துக்கொண்ட உதாரணத்தில் 4, கடி என்பன முறையே 
மட அணி, ஈ2படி அணி. ஆகவே 27; சீடி என்பவை 
களின் நிரைகள் 1; ஆக இருக்கவேண்டும். 2, £,ஐ நம் விருப்பம் 
போல் எடுத்துக்கொள்ளலாம். தை மாதிரிக் கணக்குகள் மூலம் 
நன்றாகத் தெரிந்து கொள்க, = 

உதாரணம் : 

| 2 2:1 | (40 @ 5 OG 
A | 3 B=| | | 

| O01; 2 j (௨1112 
॥ ; ட் 

| 8011 08 8 ட1 

    

ஊட [21] [1] 
Ag, = [8 OJ]3 Aggy = [1] 

1041 0 
கக [2 i]s m=[ 3 | 

Bs = [0 8 2); By =[1} 

t=) ene Ay, By. + AioBag 

_ Ae1Byy+AgeBa; Ag, Big+AgsBog
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yee2 47, oy Mural 

Jlerid*loe a] [eltfe] | 
(8 0 8] + [0 8 8) PO Pe Fa J | 

“65 6 5 7) | 
Le oe 4 

[38 8 5] 11] 

| 

| 
| 
i= 

66 6 57] 

-'e754/| 
| | 

| i 8 8 5 

Lai Ay, A 
53. As [ லு ட் 1 ஆனல் 4 1ஐக் கண்டுபிடி, 

| 

கிட மிடி. படத 
ந நவ ௪ தீஆக க்கட்டும். A | By, Bay ஆக இரு டு 

அப்படியானால் 42 84 7, 

இப்பொழுது, 

இடி பர்க் Ay Big + AygByy 7] 

Ag, By, + Agg Bay Ag Big + Asn Byy | 

“Loa | 
Ay By, + AjgBg, = 1 = (ey 

Ai Big + AyoBog =O. oe te (8) 

மேலும், 

இதில | சிபசிழு 4 By.Aqy Bridie + மிர | 

சிசிடடர் சிசி BuArs + BoAgy 

“11 1]
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Bs; A, +Bas 4, = 0 . on (8) 

ஐடி சிட்ட பிபி ட _ a (4) 

மீ, ௪ 14 என வைத்துக்கொள்வோம் jee (5) 

(2)-ல் இருந்து 401 8; = — Are Bag 

Byy டைட் ஹாட் உ அண ag (8) 

(5)-ல் இருந்து சீ; 45 — Baa Aas 

கட edgy Ae ப wis (7) 

(1)- B@sst Ar, By, = 1— Are Be, ட 
கரி சக ட ர கலு 

By = க்ப்" ஷ் கிட்” » Ares x. Ags 4 *10(8) 

(4), (5), (7)-ல் இருந்து. 

aX dey AG diet! Ae = 

& Aggy Ayr? = Are + Ase = % ove ~ (8) 

(8)-% Goss X pays, (5), (6), (7), (5)-ல் இருந்து 
Bogs Byoy Boys Buy Bue கண்டுபிடித்து விடலாம். 

உதாரணம் 1 : 

326 | 

1 i 2 | என்ற அணியின் 

ட் | 22 | 

நேரெதிர் அணியைக் கண்டுபிடி. 

BAX Ay, “1 7 ட]! a=] 7 | 

சிடு [2 8] Ane = [5] 

என்றவாறு கொடுக்கப்பட்ட அணியைப் பிரித்துக்கொள்வோம்.
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a டம் 1 து ட ர 1 ப 

Ay == Anon th | உறி ழி ட 3 

1 —2 ட்ட த 

a tier om | பு ள்] 21-18] 
ட பத 

Agy ody > = [8 ei| _; 21-10 2] 

V = Ago — Ant (Aiy~2 Ay) = [5] —-[2 [5] 

அணிகளைப் பாகுபடுத்தல் 

-[57-[47- [1] 

XO = EL] 
இடி விடு “வந்தியா 1 ட தழு தக thign Ag @®) 

et “athe (ee a 

Lei S005 1-04 2] 
சீடி ரு ஏசிய? சிர். ம 

- இ ஆற 

க [ 0 po ll | 0 | 

Boy =— X71. (Ag, Aq?) 

=s—-{1].[O0 2j=[0 -2] 

Bog eX! 2s Fa 7 

த் கமல சீட சட ] 
Bai Bry 

[ # 8 =a] 

ப்ப அ ஐ]



7144 அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

கம். ரீடட ஆக எதனை எடுத்துக்கொள்வது ? 

/-சதுர அணி கொடுக்கப்பட்டிருந்தால், அடஐ. (0-1) ஒரு 
ர அணியாக து மிகவும் சது 

இப்பொழுது, 4, *ஐக் கண்டுபிடிப்பது எப்படி? 

“M1 Me 7 க ட[3 20] இதற்கு ் 31 Ag9 

My a is | 

G3 = or ag ப ls 

| 
481. 895 aas_ | 

ayy Mer 413 aia | 
| 

ayy ays aya doa | 
04 = . | 

;, 481 ag. 1195 48% | 

ayy ஈய agg Gag 

என்று வைத்துக் கொள்வோம். Gy * ஐக் கண்டுபிடிப்பது 
எளிது. இதுதான் நேல் 47. 

ஃ ஐக் கண்டுபிடித்து விடலாம். 1 தான் ல் 
Ai * ன் ஜக் கண்டு பிடித்துவிடலாம். இவ்வாறு 
Gi) Md கண்டு பிடித்து விடலாம். 

உதாரணம் 22 

(826 7) 

1221 | 
228 a என்ற அணியின் 

0 

  

1 5 | 

நேர்மாறான (நேரெதிர்) அணியைக் கண்டுபிடி.
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8 26 | 3 
| 

இதில் 4௪! 1 18 ; oe = 1 
| 1 | 
| 226 / 0 

சது ு [101]; கி [த]. 

டட ஐ, உதாரணம் 1-ல் உள்ளதுபோல், 

1 உ தி 

| வு 8 ௦ எனக் கண்டுபிடிக்க வேண்டும். 

0-2 i 

{ 2 2 ~27 1 | 355 
Ay, t- Ayo =| _y 3 0 | ர “se த 

பட 0-5 1॥ ௦0 | | -2 

ஓடல 
4.4 7= [1 0 1] ம ப 2 

-1 8 Oo 

| 0 2 ம் 

[1 6 17 

இப்பொழுது, 3 தீ. சீ (கிட்ட? Ata) 

“727-120 171 5 

=({2j]-[iJ=[1} 

2 By =X ef 1] 
௮.அ,௮10
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B= க்யூ (சிப + Aro) . X77 (Agi + Aya *) 

      

1 2 ~2 | | 3 1 

=| “=f 8 6 | | 2 /ajfi 0-1] 
i 

| 0” 1 | -௪ | 

1 1 2 -2 ர 80 த 

=| —1 8 0 | + 2 OQ — 2 

| 0 -2 2 | _-2 0 உட. 

4 2 த. 

ன i 8 —2 

-2 -2 2 | 

Byy = (கிய "கிட XE 

3] | த. 

=-| 2 |f1j) =] +2 

Boy = மம், பகி சிப்பு 

=-f1].[1 0 1727-1 0 ஒர 

வேண்டிய நேர்மாறான அகணி = [ Bu Bis | 
By, Bog 

4 2 -§ த. 

1 38 -2 -2 

—-2 -2 8 2
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ந:5, ஒரு சமச்சீர் அணியின் நேர்மாருன அணி 

ரு சமச்சீர் அணியின் நேர்மாறான அணியும் சமச்சீர் அணி 
யாகத்தான் இருக்கும். ஏனெனில், 

(குவ (ரு = bs we (4°16) 

= (4+ 2. ம ஒரு சமச்சீர் அணி. 

45 ஒரு சமச்சீர் அணி. 

ஆகையால், நிகி (கி &பூ)* (கட dia") 

என்பதை சீ; - கீப்” 4 (கி * கிய) X7* (Aq ர கிழ 
என எழுதலாம். 

Brg == —(Aq 2 + 41nd X74 

By, = By,’ 

Bog =X. 

X = Agy — Aoi (Ai * Arg) 

உதாரணம் : 

1 2.0 
| 

25 8 | 
| 

08 8; 

gotent..f % 27.7 3-2 
m0 | Aaa | —2 1 —2 1 

[Ayy | ee de 

கர்வ] 1] [2]-[ உ]
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X = Ags ~ Agi (Ay) Aya) 

=[8]-[0 oi[ *]-87-12] 2121] 

X= (Ll = By, 

இப்பொழுது, 

Byy = Ay) + (Ay? Arg) © X02 (கிட கீழ் 

5 -2 த 
=| 3 acai [0170-௪ 3] 

ட 5 5 ட 36 —-18 

“[ | |. உ] 

_f —-81 18 
ஜு 76 5 : 

சிமி (கிட் கில ம்? 

—6 8 
ஹா ம் 2s [Jou -[ oo] 

By, = Bip +[-6 8] 

வேண்டிய நேர்மாறான அணி = | சிப சீடி | 
Bay Baa 

81 16 6) 

= 16 -8 3 

6 8-1 

A என்பது சமச்சீர் அணியாக இல்லாவிட்டால் 4”, என்பது 
சமச்சீர் அணியாக இருக்கவேண்டும். 

ஏனெனில் (4'4)'- 4*.(002 47. 4 

இந்த முறையை உபயோகித்து (44) ஐக் கண்டு 

2 பிடிக்கலாம். பின்பு, 434 (4)-1, ம என்பதை உபயேர 

கித்து 4 *ஐக் கண்டுபிடிக்கலாம்.
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நேரடிக் கூட்டலணி: 4 4 4 என் பன முறையே » Ags. 
Nye Ng, ப மு தரங்களையுடைய சதுர அணிகளாக இருக் 

கட்டும். 

A, Ow. O | 

0 Ay ves xe 0: 
A= எ மூலைவிட்ட அணி (44, . கிழி 

ட 0 se Ax 

என்பதை 4, 4... 4 என்பவற்றின் நேரடிக் கூட்டலணி 

என்று வரையறை செய்வோம். 

உதாரணம் ₹: 

1237 
உ. 1 

Ar =} 45 6 |; 45=[1} 42=] 5 5 

_7 8 9 | 

ஆனால் சீட, கடி, 4-ன் நேரடிக் கூட்டலணி 

- மூலைவிட்ட அணி (4; 4; 42) 

1280004 

4 ௦ ௦ 

| 788000 

"1000௦0200௦ 
| 0000 8 1 

[௦ 000 2 5 | 

4 - மூலைவிட்ட அணி (4 அ... » An) ஆகவும், 

கி - மூலைவிட்ட அணி (2, 2, .... , 29 ஆகவும், 

கமி. என்பன ஒரே தரமுடைய சதுர அணிகளாகவும், 

Ce = A,» Br ஆகவும் இருந்தால், 

AB= மூலைவிட்ட அணி (0, 0, . Cy) stor நிரூபி,
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இவை பெருக்க இயைந்தவாறு பிரிக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 
ஏனெனில் 4,, 2; ஒரே தரமூடையவை எனக் கொடுக்கப்பட்டிருக் 

கிறது. 

சமி... 0. 
AB = 

0 ஆமி... O 

(0௦ 43) 

சிடி மீ கிவன் நேரடிக் கூட்டலணியின் நேரெதிர் அணி - 

மூலைவிட்ட அணி (4), 421, 491) என நிரூபி. 

நிரூபணம் : 

[400120 8 

O Ay C நி ம (7 

[00௦ 4 ரா 5. 

ஆக இருக்கட்டும். 

[AP AQ 4.8 | 10 0 

AsS AsT AU | = 070 

| ௦007) 4 எண்ம. 

சிகி; 0; 0 

S=0; T=Ay3; U=0 

07 W=0; X= A,”
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[மூலைவிட்ட அணி (ய 4௨ ஓர” ௪ மூலைவிட்ட 

of (A+, Ag™*, Ag *) 

பொதுவாக, 

[மூலைவிட்ட அணி (4 கீடி கிழி 

_[மூலைவிட்ட அணி (43 4... கட்டு] 

மாஇரிக் கணக்குகள் 

1 2 -2 0 0 

தீ 8 ௦ 0 0 

Qo —2 i 0 0 

0 1 0 i 2 - 

௦ 1 1 1 3 

தி ரீ 0 ௦ 0 1 

என்ற அணியின் நேர்மாருன (நேரெதிர்) அணியைக் கண்டுபிடி. 

Ao PQ 
இத நச் =I ow. ட்டு 

ஆக இருக்கட்டும். 

இதில் 4 ஒரு ஈ%73 அணியானால் 0, 2, 2, ம, &, 5 உம் 

ர சதுர அணிகளாக இருக்கவேண்டும். 

இப்பொழுது, (()-ல், இருந்து 

[ AP AQ 
pe+aR Bpo+as |!
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AP =I 

AQ =0 ee ie வ வ 

BP+AR=0 ... a வ ய 

BQ + AS =I tes வ ees or 

(2)-ல் இருந்து 2 4-3 se வ ல 

(9)-ல் இருந்து 0-0 ~ 

(4). (8)-& Qosg ... BA? + AR=0 

AR= றி, Aq 

A+. AR= —A?*. BAT 

R= —A™1B, A} wee 

(5), (7-ல் இருந்து உ 4-1 

[4 87” _ [ சாம Oo | 

LB A A B.A A? | 

இப்பொழுது, கொடுக்கப்பட்ட. 8-௪சதுர அணியில் 

1 2 ~2) 

A=|-1 8 ௦ 

[0-8 1) 
4 1ஐக் கண்டுபிடிக்கவேண்டும். 

4:19-ல் உள்ளபடி, 

“3 2 6 

(2) 

(8) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8)
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2 ABAD 

18௨81) 010 1/188 6 

| 1 1 2 ௦01 1 1 3 

2௨௧ |) 100 11285. 

(8௨611 1 ॥ ச) 

--/|i1 424 2 8 8 7 | 

22 65 || -8 -2 -6} 

1-5 -16_ ) 9 8 167 

=—|-2 0 9 (840 8 

ட 7-௪ 12 | 18 12 

கொடுக்கப்பட்ட 6-சதுர அணியின் நேரெதிர் அணி 

“s 2 6 00 0 | 

11 2 00 

22 6 OO 

0 

0 

9 8 16 3.2 6 

20 8 -1 12 

5 7 2 12 2 2 

மாதிரி 22 

A B ் ன் p= a “ல் கீ, 2, 6, 0 என்பன /-சதுர அணிகள். 

் என்ற ஈ-சதுர அணிகள், 

ம் என்ற ஈ-சதுர அணி 

B “ . ட * இஸ [ர மம] என்பதற்கிணங்க இருந்தால் 

121 ௪ (09! என நிரூபி.
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மேலும் 4௦4 ஆனால் | 2| - | 42-02 என திரூபி. 

இ | [4 B | | IA IC) 
is 

ந. 711220 (74440 டரா] 

A BI 

| LA+C rest | 

_ pio 
க ரர 220 

7௦ bre. 
ர, 121-191) 

121-191 
70 

ஏனெனில் Li = 1 

மேலும், . 

௨-4 ie By _f CA-aAC CB—aD 
7.0 ௦2 TA IB | 

: 224 0 08-4௦ க Pm os = உ [7 a | 8 ] 204440 

1164 P|= O CB-AD 
ஞு | ro | AB | 

171 1411212141. | CB-AD| 

{P| =| CB-AD} 

மாதரி 8: (0 4,2,0 என்பன ne gig  -syomflssir 
L, M என்னும் 1-சதுர அணிகள், 

G= A B i 0 AB 

“~Lcept Lum ro 
என்பதற்கிணங்க இருக்கின் றன என நிரூபி. 

ஸ் மேதும்(8]1-(-1)71.|2-2.8:21)121 என 
பி.
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ம் முடற ஓர். ஒழுங்கு அணியானால் கன் 
நேரெதிர் அணியைக் கண்டுபிடி. 

li | le அது. | 

  

ய் 

LA+M=C (1) 

IB=D i ப ட்ட) 

ஆகையால் 2 = DR 

(1)-ல் இருந்து 88- 0214 

இப்பொழுது, 

ef 2 AB 
LM io 

[Gl =C-i-.jMj.{ Bl « ber grin 

(வழ, (ம றதா | 20 

இனி, 6 ஐக் கண்டுபிடிப்போம். 

490) 4 இடி ௭ by (3) 

Cx, + Dxy = be i ie (4) 

ஆக இருக்கட்டும். 

BUA x, 4%, = BD, 

x, = Bulb, 2 1 ஜட 

(ஆஃல் இருந்து Cx, + DBD, ற, நாய்டு வ ந 

(C — DB-*A) x, =— OBB, +, 

. றத ப்பம். 

*.= Tel pptiay oY copra 

ad -ந — 
X= Bb, + டப் BE றட A abs 

(C~ DB™A) பறற:
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~_D.B TX x i 
ராமல | 

Bt + BMADB YX —BYAX | 

Qe X = (C— DB-tAy* 

. C—DB 1A gi guyug sriures Qoss CuswOn 
என்பதைக் கவனி. 

மாதிரி 4: அ, 8, 6 என்பன ஒழுங்கு சதுர அணிகள்; ஆனால் 
ஒரே தரமூடையன அல்ல. 

A D E 

௮ | 0 B 2 | ஆனால் 61 ஐக் கண்டுபிடி. 

1௦0-௦0௨ 

"ADE! | P O R~ 

0 ந F STU [alge 
ooc; Lyw x இரு கட்டம். 

கீற 40070) 28. பிறர்தர 

| BS+EV BILFW BU+FXY | =I 
படட ர cw cx | 

700) 

[09 70 

(௦௦ 1] 

AP+-DS+EV=I on ae ce (1) 

AQ+DT+EW=0 ew ~  Q) 
AR-+DU+-EX=0 வப - (8) 

BS+FV=0 a we on (4)
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Br4+FWal ௫ ஸு 8 (5) 

BU + FX =0 ப ய ய (8) 

0 ப oe ஸு (7) 

CW = 0 az ன் ஸ் (8) 

மெல ன ப ன (9) 

(8)-ல் இருந்து ௦-1 ய ய (10) 
- 10120 

(௫). (9-ல் இருந்து 720,20௩ (11) 

(4). (11)-ல் இருந்து 4-0 es ப (12) 

(5), (11)-ல் இருந்து ர. 1 T= Bot (18) 
. | Bl #0 

(8), (10)-இலிருந்து 80/4 1010 

BY BULB" FC = 0 

Us — 8 FC! 05 2 (14) 

(17, (11), (12) இலிருந்து 2 43 ட (15) 

{4} #0 

(2), (11) இலிருந்து 40 4 OT= .. ணா (18) 

(18) இலிருந்து 404 09-10 

4403432910 

இலா? ற, தாம், we ve (17) 

(8). (10), (44)-ல் இருந்து 

AR— DB +. FCl + ECO =O. 

ATAR—~A*, DB 4 FOUL ALE, Co 0.
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vo Re AD. Bo, FCW? — Ama gC 

[a-= ADB 47 PR FC“? A EC | 

. Gi=|0 Br Bs Foe 

lo 0 o 

பயிற்சி 5 
1. பின்வரும் அணிகளைப் பா துபடுத்திக் கூட்டுக. 

  

மேற்கண்ட பாகுபாட்டைப் பயன்படுத்திப் பெருக்கக் 
கூடுமானால் செய்க. இன்றேல், காரணம் கூறி, வேறுமுறையில் 
பாகுபடுத்திப் பெருக்குக. 

9. ,48-ஐக் கண்டுபிடி. 

    

ட 1 18 1! 
Gi) A= | | 

ட 49 உ | 

ட “1 ௦01 

10 a} 
Gi) A= i 3 

017 18 | ன் 
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ட 
4, A= ஆனால், 

0 

ec d 0 -1 

A? = 7 என நிரூபி. 

5. 4 மூலைவிட்ட அணி (4 45... சிஷி 

2- மூலைவிட்ட அணி (8; 2, ... 8) 

4. 2, என்பன ஒரே தர அணிகளாயிருத்தால் 

(௫) 4-4 8- மூலைவிட்ட அணி 

(4-2). கமி... கர்மம் 

Gi) 48- மூலைவிட்ட wianf (4,B,, A, Bas -- AnBn) 

எனவும் நிரூபி. 

6. 4 என்பது ஒரு சதுர அணியாக இருக்கட்டும். அதன் 
மூலைவிட்ட உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகையை 4-ன் பிரதி 

அல்லது பிரதி க என்று சொல்வோம். 

. 1 பேட. நே 
உதாரணம் : A= 

  

j_431 495 M38 

பிரதி A = ay, + dag + G33 

௫) பிரதி(442) - பிரதி 4 பிரதி 8. 

மூ பிரதி (4) -% . பிரதிக் என நிரூபி. 

(மீ) 4. 8 என்பன 5ஆம் வினாவில் உள்ள அணிகளானால் னா 
பிரதி 48- பிரதி 4; 4 பிரதி 4,8, 4... 4 பிரதி கீர என 

நிரூபி.
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7... 2, 09 என்பன ஒழுங்கு சதுர அணிகளாகவும், 

PO . 
A= | 0° | ஆகவும் இருந்தால் 

ir os 

o 65 
AP? ve என நிரூபி, 

    

8. 4, என்பன ஓழுங்கு சதுர அணிகளாக இருந்தால் 

40 
ன் நேரெதிர் அணியானது BC 

= 

| 
1-0 243 

an o | 
ஆக இருக்கவேண்டும் என நிரூபி, 

cr 

9. பின்வரும் அணிகளைப் பெருக்குவதற்கு எத்தகைய பாகு 
பாடு சிறந்தது எனக் காண்மி, 

152001 | உ. 9 டு 

கி் டட 

0088 0 0 2 ~38 

|o0o05 2] o oO —5 8 

1-10 o0ago0j]f! 2006060 
(ii) 

eB 10000) ,280000 
| 

eo 08 100/;oo08 200 

° 00800;,!0001006 

0 00021 0000860 

ட 00001 0000 1 ஓ
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1-100 0 10018௨8284. 

1 2000 | 0028 465 

_ | o 3 2 

HO) 4 0௨௨ 3 

௦010 1 49001 

0 

ன் 

0 
ட்! 

௦ 

0 

0000 5 

| 
| 
| 
| 

| 

பவட 
5871 890. 

10. ரூ அணிகளின் நேரெதிர் அணிகளைப் பாகு 

படுத்திச் செய்யும் முறையினால் கண்டுபிடி. 

1 2 8] : 1 2-1: | 

Gg | 1 8 8 |i} -1 1 2 

2 4 3 2-1 1 

ட ட. [128 1 
2 8 4) 

83 2 
diy) | 4-8 1 | Gy) 

248 8 
1 2 4 

— ப ட 11 மம 

[1௨௦ oj 4 நீ த ஜ் 

0300: 1 2 8 -4 
ஸு (ஸ் 

00 2 1 | 2 8g 5 -5 

000 3! 8-4 8 

11. மின்வரும் சமச்சீர் அணிகளின் நேரெதிர் அணிகளை 

5-5 முறைப்படி கண்டுபிடி. 

(“1 8-5] 24 4— 

[லி] உ] 5 | ழு 2465 

—5 5 -5_| | 25 4



அணிகளைப் பாகுபடுத்தல் 168 

1 Bo mod 2 o 1 2 27 
(iii) (iv) 

2 2 றி 1 141 2 8 

vf ex J ம் வி 2B 8 2 8 

ட 2 i -1 2 | | 2 @ 8 8 

3 BF] Bom Bf ASE 
12, Az CH pee இருக்கட்டும். 

இதில் 2-- ஈாசதுரஅணி, 7௪ ௫ அணி, சே) அணி? 
7- ஈசதுர அணியாக இருக்கட்டும். அப்படியானால் 

த் வதாக ௪ ஹாக 
Ats 

| » Gxt 1, புக் 1, சாம) 

என நிரூபி, Qs X= FHC. 

ta. Pal ? | ae 
Lo p] Og} 

௮ ர] என்னும் அணிகள், இவற்றில் ற,ஏர,? பூச்சிய 
மல்ல, மேலும், 

  

poo] 
| 

A={| 0 @Q 0 | aes, 

008. 

உனை 0 

GQ) A? = Oo @ 0 என்றும், 

(00 2 

pt o டு. 

(i) At =] 0 01 0 என்றும் நிரூபி,
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மேலும் f(A) = ay A?+a,.A%? + 4,.A7 7 +. +a 
(இதில் ௭0, 21, 2, உ ee Aq STOTLION எண்ணிகள்) ஆனால், 

“f(P) 0 0 

(iii) f(A)=| 0 7(2) 0௦ என நிரூபி. 

2௦2 16) 

F(A) gt ஒழுங்கணியானால், 

ஞூ pay = (SOF 

~ , ட 

lay 9 
1 

0 ° FO 
6 @ ete 

ster BHT. 

g(A) என்பது மற்றோர் பல்லுறுப்புக் கோவையாகவும், 

12(4)| 80 ஆகவும் இருந்தால் 

72) “| 
gi) ° ° 

oo f(Q) g(A)~ 18) 
௦ g(Q) 9 

சீல் 7 ௦ 05 

என நிரூபி.
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விடைகள். 

“இது 7 
1. 

627 8 

22 4 

| 7 408) 

. 14 82 ட. 
8. i a 

af 16 அ | ii) 12 | 

foo ௩... ரு தழு 

ஸ் 9 4 27 Gy fe © ௦ 

ம இகவ 0020 

4 6 oO 9 0100 

௪8-10 9 90 | 2200



6. அணிகளில் சாதாரண நிரை 
(நிரல்; மாற்றங்கள் 

6-1. அணிகளின் வேறு சில பண்புகளை இந்த அதிகாரத்தில் 
கர ஈம். அணிகளில் எந்தெந்த கணிதச் செய்கைகள் 
(ஜாமி) புரியலாம் என்பதை இதில் ஆராய்வோம். சிறப்பாக, 

களின் வகுத்தல் விதியின் வில க்கத்தையும், ஒருபடி சமன் 

பாடுகளை விடுவிக்கும் வகையையும் இங்குக் காண்போம். 

உதாரணமாக, 

2x, + 8x, = 9 ss = 2. qQ) 

x, + 5x, =8 one a (2) 

என்ற சமன்பாடுகளை எடுத்துக்கொள்வோம். இவற்றை விடுவிக்க 

நாம் பின்வரும் முறையைப் பின் பற்றுவோம். 

2x (2) 2x,+10x, = 16 ௮ (3) 

(3)-(1) 7x, =7 

Xe i 

x,=3 

இதில் இரண்டாம் சமன்பாட்டை 2 என்னும் எண்ணியால் 
பெருக்கி, பின்பு மூதல் சமன்பாட்டை aps ருவதிலிருநத்து 

கழிக்கிறோம். 
ன் 2 8 

இப்பொழுது 15 என்ற குணங்களாலான அணியை 

எடுத்துக்கொள்வோம். இரண்டாவது நிரையை 2 ஆல் 

் ‘ 23 
பெருக்கினால் [ 2 10 என்ற அணி கிடைக்கின்றது.
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இதில் முதல் நிரையை இரண்டாவதிலிருந்து கழித்தால் 

[ ட ழ் ] என்ற அணி கிடைக்கிறது. இவற்றை நாம் சாதாரண 

நிரை மாற்றங்கள் என அழைக்கின்றோம். 

ல் ர் அணியின் நிரைகளில் 2 வகையான மாற்றங்களைச் 
செய்யலாம். இவற்றைச் சாதாரண திரை மாற்றங்கள் என்று 
சொல்வோம். இவையாவன £ 

(9) இரு நிரைகளை இடம் மாற்றி அமைத்தல் 

உதாரணம் : 

| 1 

    

o
 om
 
%
 8 

| 4 8 
டா 9 

(ம) ஒரு குறிப்பிட்ட நிரையின் ஒவ்வோர் உறுப்பையும் 
8 (740) என்ற எண்ணியால் (808180) பெருக்கல், 

Lie a 
| 

_! 

உதாரணம்; 

| * 861 (8-6 9) 

| 45 6 . 465 6 

இ 8 9 | 7 8 8 | 

Git) ஆவது நிரையிலுள்ள ஒவ்வோர் உறுப்புடன், 

் ஆவது நிரையிலுள்ள அதற்கு இயைந்த உறுப்பை & ஆல் 
பெருக்கிக் கூட்டுதல், 

உதாரணம் : 

இ 1 21317 ar 

|; 2-1 8], -7 5 6 

|, உட) [உ 

- றட கொடுக்கப்பட்ட அணியில் இந்த நிரை 
மாற்றங்களைச் செய்வதும், 4 ஐத் தகுந்ததோர் அணியால் முன்
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பெருக்குவதும் ஒன்றே ஆகும். இதனை முன் காட்டிய உதாரணங் 
களால் விளக்குவோம். 

| * 
| 

; | 45 6 | =z 

| 

  

123] 

இதில் 1] ஆம், 8 ஆம் நிரைகள் இட மாற்றம் பெற்றுள் என 
இதை 17, எனக் குறிப்பிடுவோம். 

“10௦0 | 

இப்பொழுது ௦ 1 0 | என்ற அலகு அணியில் இதே 

_o 0 1 | 

௦00 7 

மாற்றத்தைச் செய்தால் | 0 1 0 என்ற அணி கிடைக் 

| 100. 
கிறது. இதனைக் கொண்டு, கொடுக்கப்பட்ட அணியை முன் 
பெருக்குவோம். 

joor|f1es8s)|) a? உத 

010 466/)_|4656 

-100)}|7 89 1281 

| 13 உத | (se 6 9 

dy | 4 5 6 |3 45 6 |= R, <8) 

|_7 8 9 

'இதில் முதல் நிரையை 8 ஆல் பெருக்கி இருக்கிறோம். இதை 
(8) எனக் குறிப்பிடுவோம். இப்பொழுது /9-ன் முதல் 
நிரையை 8 ஆல் பெருக்கினால் கிடைக்கும்
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“3 0 oy 

1 0 என்ற அணியால் கொடுக்கப்பட்ட அணியை 

ளே 

முன் பெருக்குவோம். 

[500111 உ.த 38 6 9” 

| 010 4561. (45 8 

Lo o ij] {7 8 8) 7 5 ஓ | 

இ i 200] ~ 4 2 1] 

(iii) | a =! ௫ ; 5 —8 “டப 

| -s 217 | 2 2 1 

இதில் 8 ஆவது நிரையிலுள்ள உறுப்புகளை (-1)ஆல் பெருக்கி, 
இரண்டாம் நிரையிலுள்ள அதற்கியைந்த உறுப்புகளுடன் “ig. 
யுள்ளோம். இதை /7,5(-1) எனக் குறிப்பிரூவோம். இப்பொழுது 
ல் 8ஆவது' நிரையிலுள்ள உறுப்புகள் 8ஆல் பெருக்கி, 
இரண்டாம் நிறையில் உள்ள அதற்கியைந்த உறுப்புகளுடன் 

கூட்டினால் 

[120 oO] 

0 1 7 என்ற அணி கிடைக்கும். 
1 

௦00 tj 

கொடுக்கப்பட்ட அணியை, இந்த அணியால் முன்பெருக்கினால் 

[100111 8 | (1 உம 

௦ 1-1 1 உட ப. ௪௨௨2 
| | 

[oo 1 )|-8 21 | '-8 21 s as IS i i Ll
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6-5. இதே விதமாகச் சாதாரண தீரல் மாற்றங்கள் மூன்று உண்டு 
இவற்றை அலகு அணியில் இயைந்த மாற்றங் ள் சேம்த கோடுூச் 
கப்பட்ட அணியைப் பின் பெருக்கி அடையலாம். 

  

உதாரணம் : 

(1) இரு நிரல்களை இடம் மாற்றி அமைத்தல் ழே 

ந al “4 17 

2 5 ் | 52 0 

| 86 | | 6 8 | 

இறு [4 ட] 

014, |e al 
Gi 2 5 = 5 2 wo ee l= ee 

ie 3 | 

Gi) ஒரு குறிப்பிட்ட நிரலின் ஒவ்வோர் உறுப்பையும் 6; (45 
(720) என்ற எண்ணியால் பெருக்கல், 

    

1 4] (9 4 

25 |; | 6 6 '=C,(8) 

டக a | | 9 e | 

| 2 4] (8 41 
150 | ் ள். ms 

மேலும், | 2 5 la ர ] | 6 

ls 6 | 9 6 

Gii) 7 ஆவது நிரலில் உள்ள ஒவ்வோர் உறுப்புடன் ஆவது 
நிரலில் உள்ள அதற்கு இயைந்த உறுப்பை, %£ ஆல் பெருக்கிக் 

கூட்டுதல். ரே (4) 

  

1 4 | 1 8) 

2 5 5 | 2 18 | = Cy, (4) 

3 6 i 3 18 |
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j 1 4 p22 8 | 
14 ் 

மேலும், | ௨5 1 | = | 2 18 

8 6 _8 13.) 

6-4. சாதாரண அணிகள் 

ஓர் அலகு அணியிலிருந்து சாதாரண நிரை அல்லது நிரல் 
மாற்றங்களுக்குப் பிறகு கிடைக்கும் அணிகளுக்குச் சாதாரண 
அணிகள் என்பது பெயர். 

| 1 0 0 | 

உதாரணமாக, t= | 010 பூ 

ட00 1 | 

எடுத்துக் கொள்வோம். 

| 010 | 

Rs = | 1 080 |= Ge 

|_0 0 1 | 

[2 0 of 

09/0 10 ரூ 
௦0 kl 

[i 0 0 [| 

| | 
Ri@=l k 1 0 | =O) 

ர 1 | 

ஆகவே, இவை எல்லாம் சாதாரண அணிகளாகும். 

6-5, தேற்றம்: அணிகளில் ஒரு சாதாராண நிரை நிரல்) 

ற்றத்தைச் செய்வதடி அதற்கியைந்த சாதாரண அணி 
யால் முன்(பிண்) பெருக்குவதற்குச் சமமாகும். 

48 - 6 என்னும் அணிகளின் பெருக்கலை எடுத்துக் 
கொள்?வாம், இதில் முன் காரணியான 4-ல் ஒரு சாதாரண
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நிரை மாற்றத்தைச் செய்து 3; கிடைக்கிறது என வைத்துக் 
கொள்வோம். .கீரம- ரே ஆக இருக்கட்டும். நே என்பது 6ல் 
நாம் அதே சாதாரண நிரை மாற்றத்தைச் செய்தால் கிடைக்கும் 
என்று நிரூபிப்போம். 

இதே விதமாக, பின் காரணியான 4-ல் ஒரு நிரல் 
மாற்றத்தைச் செய்து 8; கிடைக்கிறது என வைத்துக் 
கொள்வோம். 4-0 ஆக இருக்கட்டும். Cy என்பது மேல் 
நாம் அதே சாதாரண நிரல் மாற்றத்தைச் செய்தால் கிடைக்கும் 

என நிரூபிப்போம் 

நிரூபணம் : 
“ஜா 

Rg 

A = » B=[C,Cy..++ Ca] 

‘ Rm 

ஆகவும் இருக்கட்டும். 

| உட ஆட உ ஆ] 

டே ௬ பட ௬௦ | 
AB 

| RmCy டே ப டே 

இதிலிருந்து 4-ல் உள்ள 2, 8£5,...86ல் நாம் என்ன சாதாரண 
நிரை மாற்றத்தைச் செய்தாலும் அது 4 யிலும் அதே விதமாகப் 
பிரதிபலிக்கும் என்று காண்கிரரம். 

இதேவிதமாக 8-ல் உள்ள டே. நே...சேல் நாம் எந்த வித 
மான சாதாரண நிரல் மாற்றத்தைச் செய்தாலும், AB ufaynd 
அதேவிதமாகப் பிரதிபலிக்கும் என்பதைக் காண்கிறோம். 

இப்பொழுது, 7/4 - 4 என்பதிலிருந்து 4 - கீர என்ற 

சமன்பாட்டைப் பெறலாம்.
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அதாவது 4-ல் நிரைமாற்றம் செய்வது, AX OG a aed 

அணியால் (அலகு அணியில் அதே நிரை மாற்றம் செய்து 
கிடைக்கப் பெற்ற அணியால்), முன் பெருக்குவதற்குச் சமம், 

இதேவிதமாக 474 என்பதிலிருந்து Alp = An ToD 
கிடைக்கும்... A-& ௬ நிரல் மாற்றம் செய்வது, 4ஐ ஒரு 
சாதாரண அணியால் ae அணியில் அதே நிரல் மாற்றம் 

செய்து கிடைக்கப் பெற்ற அணியால்) பின் பெருக்குவதற்குச் 
சமம் 

6-6. இளைத்தேற்றம்: சாதாண அணிகளின் நேர்மாருன 
(தேரெதிர்) அணிகள் அதே வகைச் சாதாரண அணிகள் 

மேலும், சாதாரண அணிகள் பூச்சியமில் கோவை அ௭ரிகள் 
(அல்லது ஓழுங்கணிகள்) ஆக இருக்க வேண்டும் 

Rijs Rik), si) என்பன நிரை மாற்றல் வழி வந்த 

சாதாரண அணிகள் 

Ry-s i, jf நிரைகளை மீண்டும் மாற்றி அமைத்தால் 
கிடைக்கும் என்பது வெளிப்படை... 

Rie Rig = 7 

Riot = Rij. 

me என்ற சாதாரண அணியின் நேரெதிர் அணி அதே வகைச் 
ஈரண அணி என்பதைக் கவனிக்கவும். மேலும் &டபு-க்கு 

கரக, al இருப்பதால் | 8) 1240. அதாவது, 8 ஓர் 

ஒழுங் 

மேலும், Re (kK) Qk? 250 பெருக்கினால் திரும்பவும் 
கிடைக்கும் or roa வெளிப்படை. ssrugsi, Ri (k} 9 
(1) ஆல் முன் பெருக்கினால் / கிடைக்கும், 

பைத 12 ஏ 

Ri (k) = Ri (k4) 

. RC) ef ஒழுங்கணி. இதன் நேரெதிர் அணியும் 
இதே வகைச் சாதாரண அணி, 

கடைசியாக, 8) (4) - இ (607 

உ? இயற.
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Rik) ஓர். ஒழுங்கணி. இதன் நேரெதிர் அணியும் 

'இதே வகைச் சாதாரண அணி, 

இதே விதமாக நிரல் மாற்று வழி வந்த சாதாரண அணி 

களுக்கும் நிரூபணம் செய்யலாம். 

67. நேரெதிர் அணிகளைச் சாதாரண அணிகளின் துணை 

கொண்டு கண்டுபிடித்தல், 

இதுவரை நேரெதிர் அணிகளைக் கண்டுபிடிக்கப் பல் 

வேறு முறைகளை விளக்கினோம். இலை க எல்லாவற்றையும் விட 

இந்த முறை சிறந்ததாகும். சிறப்பாக அணிகளின் தரம் மூன்றுக்கு 
மேற்பட்டால் இதன் எளிமை தெளிவாகும். இந்த முறையை 

மூன்று உதாரணங்களால் விளக்குவோம். 

உதாரணம் 1: 
2 8 ட 

A= 4 of ஆனால் 4" 3 ஐக் கண்டுபிடி, 

4 ஓர் ஒழுங்கு அணை என்பதைக் கவனி, இதில் பலவித 
நிரை மாற்றங்கள் செய்து / என்த அணியாக்குவோம். இது 
22.0, £, 5 என்ற சாதாரண அணிகளால் முறையே முன் பெருக்கு 

வதற்குச் சமமாகும். 

a=[¢ 5] 
1 4 

(1) முதல் நிரையை % ஆல் பெருக்கல் ன் 

க பனு. இட 
14. 104A 

(ஐ முதல் நிரையை (-1) ஆல் பெருக்கி, £ரண்டாம் 

| ] 
நிரையுடன் கூட்டல், 

ம 2 i 

௦0 - ௩ மட [ 1 1-1 
1 4 0 

(8) இரண்டாம் நிரையை $ ஆல் பெருக்கல், 

07௦௬ 7 ல] i 11 
0 $ 0 1 

(4) இரண்டாம் நிரையை-$ ஆல் பெருக்கி, மூதல் நிரை 

யுடன் கூட்டல், 

வ
ி
ட
ல
.
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[ஞு த rio 

58074) - ஈழத]. a | “1; | 

SROPA =I 

SRQPA.AL 2 Amd ae AUT 

SKOPI = a7? 

A-* = SROPI=Ry.(—8).Ra(¥)- Roy (—1). Ri (4) 2D 

A அடி). ஐ). பு. 

temo) 
4 0 

- கடித ௩௫ டயம 5 | 

(தாம் முதலில் 4 க்குச் செய்த அதே நிரை மாற்றத்தை ச்க்கும் 
முதலாவதாகச் செய்வதைக் கவனி, ) 

f 1 ரூ 
டட... 10 / ra(— 3) + Ra ($B) ட்ட உ 

307 வப னி ் ral DE 3 2 | 

சால] 1-1) 
i 2 

ட 

  

தாம் மாதலில் சேய்த நிரை மாற்றங்களை, முறையே அலகு 
அணியிலும் செய்து 4 ஐக் கண்டுபிடிக்கிறோம். இந்த மாந் 
ஐங்களைப் பலவிதமாகச் செய்யலாம். mpegs A? ஐப் பெற 
அவற்றை முறையே ஆலகு அனரியிலும் செய்யவேண்டும். 

உதாரணம் 2: 

pi 28. 

A= 245 | ஆனால் 43ஐ கண்டுபிடி. 

8 5 68 |
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i @ a ; 100 | 

A=|245 i); f=|010 

| 8 5 «| 90012) 

22௮ 89, (-8). முதல் திரையை --89 ஆல் பெருக்கி, 
மூன்றாம் நிரையுடன் கூட்டல். 

| 3 உ] ("100 

pAa! 245 |; Pr= ௦ 1 

8 65 6 | -8 0 2 

Q = Ry, (—2). Ysr Poogou --8 ஆல் பெருக்கி 

இரண்டாம் 'நிரையுடன் கூட்டல். . 

1 7 2 3 100 

opa=| 0 0 -1 }QPI=|-2 1 0 

ட 0-4 8 1 78 0 1) 

. 2-௩ (1), மூன்றாம் நிரையை (1) ஆல் பெருக்கி, 
இரண்டாம் நிரையுடன் கூட்டல், 

4, S=Rg,)). இரண்டாம் திரையை (1-ஆல் பெருக்கி) 

மூன்றாம் நிறையுடன் கூட்டல், 

SROPA=| 0 12 2
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10 0 

SROPI = 24 -1 

-21 0 

5. 7-8 (1), மூன்றாம் நிரையை (--1) ஆல் பெருக்கல், 

1௨8. [10 6 

TSROPA =| 0 1 @ ';TSROPI=| 1 1-1 
| 

00 1] 2-1 0 

8. 2 (8), மூன்றாம் நிரையை (2) ஆல் 

பெருக்கி இரண்டாம் நிரையுடன் கூட்டல், 

Fe 28 1 0 0 

UTSROPA= | 0 1 0 |UTSROPI=| -8 8° -1 

Lo 0 1 2-1 0 

7. 1-2 பூ. (8), மூன்றாம் நிரையை (8) ஆல் பெருக்கி 

முதல் நிரையுடன் கூட்டல். 

11 ௨0 | -6§ 8 0 

VUTSROPA =|0 1 0 |;VUTSRQPI=| -8 8 —1 

ரீ ௦ 1 2-1 0 

8. ரா 8டி(-2), இரண்டாம் நிரையை (-8) ஆல் 
பெருக்கி முதல் நிரையுடன் கூட்டல். 

10 6 

WVUTSROPA=|0 1 0 |; 

001. 

3 ப” ஐ 

WVUTSROPI =| 8 உ ட) | 

2-1 0 | 
Be Bf. —- 12



178 அணிகளும் அணிக்கோவைகஞம் 

WVUTSROPA =1 

WVUTSRQPAA* = IA7} = Aq? 

WVUTSROPI = A™? 

1 கி 2 i 

தி 8 —1 |=aA7t 

2 -1 0 

இதில் 7, 8 ஐத் தனித்தனியே செய்யவேண்டிய தேவை 
யில்லை. அலகு அணியை அடையவேண்டியதுதான் குறிக் 
கோள். இவ்வளவு விவரமாக ஓவ்வொரு நிலையையும் விளக் 
காமல் அடுத்த உதாரணத்தில் செய்து காட்டுவோம். 

உதாரணம் 8: 

2 2 8 17] 

1882; 
| 24288 ஆனால் 4 * ஐக் கண்டுபிடி. 

ia io. 1 | 

128 3% 

1838 2 | 
A=! | . 

| 2 4 g g | Be® 
| | 
|
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டர 2 831 1oo0o0] 

Rif-1)-| 0 1 O 1 1 100 
Ry (— 2). 
Ry(-1)' 9 O -8 1.;]-2 0 1 0 

;0 -1 -2 0 //-1002_ 
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இ 12 1 9 

| 1-28 2-8 
[2 ஆ a: 

4 (> 8-82 ௨) 

68. சமமாற்று அணிகள் 

4, சீ என்ற அணிகளில் ஓன்றை, அடுத்ததிலிருந்து சாதாரண 
நிரை அல்லது நிரல் மாற்றங்களினால் பெற முடிந்தால் அவற்றைச் 

சம மாற்று அணிகள் என்று சொல்வோம். தை 4௩ றீ எனக் 
குறிப்பிடுவது வழக்கம். இது ஒரு * சமான உறவு £ (80004812௩6 
கடி ஆகும். ஏனென்றுல், ~ 

Gi) கீல் 4, ஏனெனில் [A = A 

Gi) A~ Bape B~ A 

ஏனெனில் 2 - 84 ஆனால் £ 12 4. 

₹ சாதாரண அணியானால் 71 உம் சாதாரண அணி 
"என்பதை நினைவிற் கொள்ளவும். 

(0). கீ ௨ 0 ஆனால் 4௨0. 

ஏனெனில் 8 - 84 ஆகவும், 2 - &$மி ஆகவும் இருந்தால் 
C= R,R\A = ச 

இரு சாதாரண அணிகளின் பெருக்கற்பலன் மற்றோர் 
சாதாரண அணியாதலின் 8 ௪ 8, &) என்பது பொருந்தும். 

6-9. . சமநிரை மாற்று அணிகள் 

ற அணிகளில் ஒன்று அடுத்ததிலிருந்து சாதாரண 
இரை ர ரல அ மட்டுமே பெற முடிந்தால் அவற்றைச் 
*சம நிரை மாற்று அணிகள் £? என்று சொல்வோம். இதுவும் 
“OG வளரக் ௮ல் தொடர்பே ”* ஆகும். 

6-8. (1)-ல் & என்பது அலகு அணியிலிருந்து சாதாரண 
நிரை மாற்றங்களால் கிடைத்த அணி ஆனால், 2 உம் அதே 
வகையைச் சேர்ந்,



அணிகளில் சாதாரண நிரை (நிரல்) மாற்றங்கள் 

6.8. 
g = RyR aw 

சம நிரல் மாற்று அணிகளையும் வரையறை செய்யலாம். 

(ம்-ல் 8 & என்பன இத்தகைய 

181 

அணிகளானால் 
இத்தகைய அணியேதான். இதேவிதமாகச் 

உதாரணம் 1: ௪ம நிரை மாற்று அணிகள் 2 

A= 

உதாரணம் 2 ₹: 

உதாரணம் 8: 

1 

5 
9 ௦ 

l
e
 

&
 

« 

5 

1 

2 8 4 24 6 

6. 7 8 ~| 5 6 7 

10 11 12 | | 9 10 11 

“2 4 6 

~| 8 2 1 

9 10 11 

சம நிரல் மாற்று அணிகள் : 

உதட க. | 1.12 

6 ர் 8 ~| 5 1 7 

10 11 12 | ட 1 11 

11 8 

oi Ze 2 

19 11 

சம மாற்றுடஅணரிகள் : 

8 07 ) 2 8.0] 

01/௨0 0 1 

உட 51 

80 4 8 0 | 

o 1 ௨100 11௦ 

உ 1 | oo OL
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59 ஆவது உதாரணத்தில், 6 என்ற அணியை A-sr ஒரு 
ner euyanbd (canonical form) என்து சொல்லலாம். இதன் 

வரையறையிலிருந்து Sate அணி மாற்றத்திற்கும் உள்ள 
தொடர்பைக் காணலாம். 

610, 4-க்கு ஒரு நியமன வடிவ அணி: 

4 என்பது (பூச்சிய அணி அல்லாத) ஓர் அணியாக க் 
பின் கட்டும். அதைச் சில சாதாரண திரை மாற்றங்கள் மூலம் 

வரும் பண்புகள் உள்ள ௦ என்னும் நியமன வடிவ அணியாக 

G) முதல் ஈ நிரைகளில் (720) மட்டும் ஒன்று அல்லது 

அதற்கு மேற்பட்ட பூச்சியமில்லாது உறுப்புகள் இருக்கும். 

Gi) அத்தகைய ஒவ்வொரு திரையிலும், பூச்சியமில்லாத 

மூதல் உறுப்பு (இடமிருந்து வலம் வரும்போது) 1 ஆக இருக்கும். 

(ட் ஒரு நிரையிலுள்ள மூதல் பூச்சியமல்லாத உறுப்பு 
(அது 1) அதற்கு மேலே உள்ள திரைகளில் உள்ள முதல் 

பூச்சியமில்லாத உறுப்புக்கு வலப்புறம் இருக்கும். 

(9 மூதல் ர நிரைகளுக்குக் கீழே உள்ள எல்லை இிரைகளிலும் 

உள்ள எல்லா உறுப்புகளும் பூச்சியமாக இருக்கும் 

உதாரணம் : 

1001 8. 128 4 | 

@|oo0o01-4 |; @\| 01 6 6 | 
| 

_0 06000 0 oo17i 

என்பன தியமன வடிவ அணிகள். 

குறிப் 4 என்று ரல் அண குது “ஓர் அணிக்குப் பல 

நியமான வடிவ அணிகள் இருக்கலாம் 

6:11. ae ₹ கொடுக்கப்பட்ட. அணிமின் Pesaran வடிவ 
யக் கண்டுபிடிப்பது எங்ஙனம் ? வீளக்கு 

ல் 

முதல் நிரையில் உள்ள மூதல் பூச்சியமில் உறுப்பு ] ஆவது 
நிரலில் உள்ள. ற ஆக இருக்கட்டும். முதல் திரையில் பூச்சியமில் 
உறுப்பு இல்லாமல் ே ஆவது திரையில் இருந்தால் முதன் முதலாக
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இவ்விரு நிரைகளையும் மாற்றிக் கொள்ளலாம். இப்பொழுது முதல் 
நிரையிலுள்ள உறுப்புகளை ர ஆல் வகுக்க, மூதல் நிரையில் உள்ள 
முதல் பூச்சியமில் உறுப்பு 1 ஆவதைக் கவனி, இதன் பின்னர்; 

யுள்ள நிரைகளில் பூச்சியம்தான் உண்டு. 

இப்பொழுது, ல் நிரையைத் தவிர மீதி நிரைகளில் 
் ் ் : வல்சி 

எல்லாம் பூச்சியம் இருந்தால், இதுதான் நியமான அணி. 

அன்றி அதிலும் பூச்சியமிருந்தால் அதற்கடுத்த நிரலில்) 1 வரும் 
படி மாற்றங்கள் செய்வோம். 

இப்பொழுது, முதலிரு நிரைகளைத் சவிர மீதி திரைகளில் 
எல்லாம் பூச்சியமிருந்தால், இதுதான் நியமன அணி, இல்லா 
விட்டால், முன் போல் தொடர்ந்து மாற்றங்கள் செய்க. 

)° 1 2 

உதாரணம் 1 ₹ 8 6 9g | என்ற அணியை நியமன வடிவில் 

| 147] 

எழுதுக. 

| 568. 

Rag | 01 8 இது முதல் நிரையின் தொடக்கத்தில் 

| 14 7 

பூச்சியமில் உறுப்பைத் தருகிறது. 

"i 2 8 ] 

Ri) ௦01 8 

1 4 7] 
இது முதல் நிரையின் முதல் உறுப்பை, 

8ப.ஐ 1ஆக மாற்றுகிறது.
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; 1 2 8) 

Rs, (-1).| 9 1 2 

}0 27) 

இது ரூடஐப் பூச்சியமாக்குகிறது. 

1.2.5. 

Ryq(—2).| O 1 2 

008 | 

BSI 435 ஐப் பூச்சியமாக்குகிறது. 

“42 91 

Ra: | oO 1 2 | 
0 0 ட! 

இது 8,௨ஐ. 1 ஆக்குகிறது. இது 4-ன் நியமன வடி 
அணி. 

உதாரணம் 2: 

0 

8 21 2 

5 

5 6 8 2 

8 71 ~-8 

என்ற அணியை நியமன வடிவில் எழுதுக. 

oO 

2 

2-12 த 

2
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1 2 10 

| 0 ~4 —2 2 

| Oo —5 0 5 Ry (-8)s Rsi(—2); 

~ Rai (5); Rgi(8) 

0-4 —2 2 

oO -1 2 8 

0 0 0 0 

0 1 O 27 Rag(—1)5 கடி 
~ 8201). 

0-4 2 2 

0 ம் த எண. 

; 1 2 1 Oo | 
I 

|; 0 1 -2 —8 

பட Rog Reg (—1) 00 2 2 2g3 Ree 
~ Ry, (4). 

90 ~10 —10 

Oo 0 0 0 

~ 0 0 ம் 1 Rs (4)s Rag (10) 

09 0 0 

000 ௨ 

௪ 6 நியமன வடிவ அணி,
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உதாரணம் 8: பின்வரும் அணியை நியமன வடிவில் எழுது. 

  

“O 1 b d 

1 0 ட் e 

hoe Bhe cd-! be | 

doe cd+be 2de | 

    

த் 0 c z : i 
i 

0 1 ம் d i 
= | | vo Rie 

| b c 2bc cd+be | 

d @ cd--be 2de | 

“1 06 ee 

2 சிசி Ra (—) 

1109௨ 8. 
| 

oO 1b ad} . . 
a | 2 Rg (033 Raa (—dy 

000 0°: 

10000 

642, கொடுக்கப்பட்ட ஒர் அணியின் இயல் வடிவம் (Normal 

form of a given Matrix) : 

,4 என்ற கொடுக்கப்பட்ட பூச்சியமில் அணியை நிரை, நிரல் 

மாற்றங்களால்: 

இ 0 I, 
In| 9 |. con Lo | 

என்னும் வடிவங்களில் ஒன்றாக மாற்றலாம். இதனை &-ன் இயல் 

வடிவம் என்று சொல்வோம். இதனை 74 என்று குறிப்பிடுவது 

வழக்கம்.
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குறிப்பு: ஒரு பூச்சிய அணியின் இயல் வடிவம் அதுவே 
ன். 

கொடுக்கப்பட்ட அணியினை நியமன வடிவமாக்க நிரை 

மாற்றங்களை மட்டுமே உபயோகித்தோம். இதில் நிரல் மாற்றங் 
களையும் உபயோகிக்கலாம், ஆகவே, 1ஐ முதல் நிறையிலும் மூதல் 
நிரலிலும் இருக்குமாறு எழுதலாம். பின்னர், முதல் நிரையிலும் 

உறுப்பை 1 ஆக மாற்றலாம். பின்பு, 2 ஆம் நிரையிலும், 2 ஆம் 
நிரலிலும் உள்ள மீதி உறுப்புகளைப் பூச்சியமாக்க வேண்டும். 
இவ்வாறு, தொடர்ந்து ஈடிஜ 1 ஆக்க வேண்டும்... இறுதியில் 
இயல் வடிவம் கிடைக்கும், 

இதிலிருந்து, 4 என்னும் 80௦ அணி கொடுக்கப்பட்டால், 
8 ரா அணி): 0-0 அணி) என்பவைகளை க்கே 
என இருக்கும் வண்ணம் எழுத மடியும் எனத் தெரிகிறது. இதில் 
8 என்பது சாதாரண நிரை அணிகளின் பெருக்கற் பலன் 
என்பதும், ே என்பது சாதாரண நிரல் அணிகளின் பெருக்கற் 
பலன் என்பதும் குறிப்பிடத்தக்கது. 

6:13. கெளைத்தேற்றம் (ப 

சீ என்பது ஓரு ஈ-சதுர ஓழுங்கணியானால் 8, என்னும் 
அணிகள் RAC = /, என்பதற்கிணங்க உண்டு. 

ஏனெனில், 4/2 7, 

களைத்தேற்றம் (1) 

4 என்பது ஓரு சதுர ஒழுங்கணியானால் அதைச் சாதராண 
அணிகளின் பெருக்கற் பலனாக எழுத இயலும். 

4 என்பது ஓர் ஒழுங்கணி ட oon (கொள்கை) 

6:18 ()-ல் இருந்து, 842- 7 wee (1) 

Ose R= RR, ... me ஈது Rj 

CS Cys Cy ன Cr 

8) என்பது ஒரு சாதாரண நிரை அணி. 

டே என்பது ஒரு சாதாரண நிரல் அணி. 

(1)-ல் இருந்து 81. 8.40. ரா1 ப இடமக 

“6 A=Rt,ol,



= Ry. 

sR 

அணிகளும் அணிக்கோவைகளு 

கேலு 4 

Cc, 

RY* (ம 

RiP = OEP save 

சாதராண அணிகளின் பெருக்கற் பலன் 

(ஏனென்றால், ஒரு சாதாரண அணியின் நேரெதிர் அணியும் 
ணிதான் ... wes 6-6) சாதாரண அணித 

உதாரணம் 1: 

  

கி மதி 

1 2 3 | 

8s 0 8} 
என்ற 

9 8 

1 2 3 

1] 11.12 2 5 | 

0 2-2 0) 

டத “௦-2 -5 -௪ | 

8 ‘0 0 0 o | 

Ray(—1)s Ra(—1)s 8-1). 
om” 

° ௦1) வே 
8 | லே(--8). 

௦) 

நக 

Rs (4) 

0
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“10 0 0 

01 1 
ee wv Res (8) 

00 -—8 — 

90 0 0 | 

[100 0 

01 0 0 

~ ஷே (1) 
00 -8 4 

00 0 0 | 

| 100 2 

௦0100 

~ Rs (—3) 
| oOo 4 § 

[0000 ! 

1100 0 

0100! 
~ | Cas (—2) 
100 1 

| 000௦0 

I, O 

-[¢ > | ௭ 

உதாரணம் 2: 

ட 1 2 1 

க்கட) 0 ஓ | ஆனால் 

இன் 
2.0 என்னும் அணிகளை 2740 - 1, என்றிருக்கும்படி 

கண்டுபிடி.
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A= 8x8 அணி 2 P, Oa b8x8 அணிகள் 

4 - 7, 4/, ளன எழுதலாம். 

| 100 ja oj 

A=/|01 0 4) 010 

(௦00௦ 1 | ௦ ௦01. 

| 4 2 1 | 

Re (-1 Ra (-2)-4 ~] 0 2 8B | 
| oO -8 த ] 

  

| 0 —8 —5 

eon [ze 

= 1 170 | 410 1 o | 

[ஆத] நந ஐவ 
[1.0 0 | 
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10 0 

௩ஷ(8)-4 ~| O 1 $ 

00 -3] 

F410 0 4 1-2 -f | 

= 4 4°0 Ajo 1 0 

—-b bart Lo o ft 

pio oa} 
| 

ஜே (-3)-4 ~ 0 1 

  

| -d $4 0.0 1 

10 ௦ 

Rs (-8).4~;) 0 1 0 ‘= Is 

௦0௦ 1 | 

7 4 ௦ 0 | ௧ —2 27 

$ 4 @ 1410 2 ~g 

| i -8 -2 | ௦ 0 1 

இ 1. 0 0 1102 ஐ 

P=| 3 3 012-௦௨0 ॥ 

| 1-8 2 lo o 1
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சரி பார்த்தல் £ 

i 2 14 rt ~2 2 

AQ=| —1 0 2 ௦ i — 

| 2 4 2. Oo 9 1 

14040 ~2424-0 2-841 

=! 10.0 2--0+0 —240+2 

24040 414110 4-3-8 | 

i 2 0 06 | 

a, of 2 0 | 

2 -8 iy | 

[2 oo off 24 0 0. 

PAQ=| 4 $ 0 -l1 2 0 

1-8 ~-2 1) 2 -8 5. 

“14040 04040 04040 

=/ 4-4+0 O+1+0 O+0+40 

| | 

| |} 148-4 04646 04041 

1 4 உ ஆனால், 

1480 

,4ஐ அதன் இயல் வடிவத்தில் எழுது. 7, ஐ PAQ=N என 

இருக்கும்படி கண்டுபிடி.
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484 அணி. 27-99 அணி. Q=4X4 அணி. 

ears 

A=|5 142 

கடச] 

_ ப. ட ~1 000 | 
20 8321 5 

0 100 
=|o10 5 14 2 

௦ 10 
oo2}]};1460 

~ — = ~ | o 1 

1 4680 

An~| 6 142 Ras 

82165 

ட. [1000 
௦௦ 1| 

010 ௦ 
=|o010]| 4 

0010 
(௦௦ 
= ~ (00௦0 1 

“1 4 6 ௦ 

Aw~| OQ —19 —26 2 Ray (—5)s 
Rs, (—-8 

0 10 17 5, at) 

ட ப 1700௦ 0 | 
oo 1 

0100 
=| o1 —-5 A; 

0010 
10 9 | 

ட. 000 1 
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10 8 | 

10 ௦0 

Coy (- 45 
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1 o 0 

0 i 0 

0 0 1 

-6 0 

0 0 

1 09 
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் 0.00 

A~|]0O 10 0 |=[l, 0J=N 

009 1 0 

129210 [11% ஏ 
“1914-5 4:௦0 $ ஆஃ 

Ht 1 அ] 0-1 ஐ 
0 0 0 1 

1 4 ag a9] 
00 is 

2 Oo 4 a 82 
P=| 0 1 மதி [$ = 

0-5. oF 1-1 2 | 
—~ - o 0 o 41 

இதைச் சரிபார்க்க, மூதலில் 74 ஐக் கண்டுபிடித்து, பின் 
PAQ HS கண்டுபிடிப்பது எளிதாகும்." 

ப்யிற் 6 

பின் வரும் நிரை மாற்றங்களைக் கீழ்க்கண்ட அணிகளில் 
முறைப்படி செய்து, கடைசியில் கிடைக்கும் அணிகள் 4, 2 என 
திரூபி. 

G@) Rs (2) Gi) Ry, iii) Reg (—2). Civ) Ro, (2) 

(v) Rar (vi) Rg (4). 

  

12°8 47 “1 2 37 

-2 10 8 . 456 
A= B= 

2B) ol ் | 7 8 98 

2.1 8 5 | oO 2 Qa 
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2, பின்வரும் நிரல் மாற்றங்களை மூதல் கேள்வியில் உள்ள 
அணிகளில் முறைப்படி. செய்து கடைசியில் கிடைக்கும் அணிகள் 

4, 2 என நிரூபி. 

(i) Ca (—2)s (ii) Coa (2) Citi) Cin (iv) Cre 

(v) Cos (—2) (vi) Cg (-4)- 

முதல் இரண்டு வினாக்களில் கடைசியில் 4, 8 கிடைக்கக் 

காரணம் என்ன? 

பின்வரும் 8-சதுர சாதாரண அணிகளை எழுது. பின்பு, 
அவற்றின் நேரெதிர் அணிகளைக் கண்டுபிடி. 

G) Rss» Ris (—1). Ry (—2) «Ts. 

(ii) Cgg+ Cig(—1).Ca(—2) Ig 

(iii) Ryo» Cog- Cy (8)+ Rag (2)- Ta 

_ பின்வரும் 4-சதுர அணிகளின் நேரெதிர் அணிகளை 
உடனே (அந்த அணிகளைக் கண்டுபிடிக்காமலேயே) எழுது. 

CG) Ron (—4)s Ra (2)s Ras 

ம் Cyas Cis (4)s C1 (2). 

6. பின்வரும் அணிகளின் நேரெதிர் அணிகளைக் கண்டுபிடி. 

[1 0-1 | ஆ ts $ 

G), 8 ஆ 5 |; (விடை ah — gy வத 19 

8 8 = ட ஈறு ஸ் | 

“1. உ.ம்] — 2 |
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01228 -1 1-1 4 

128 —2 2 -3 
(ம் $. (விடை ) 

28 | 1-2 1 

ட. 8959. a oo 1 ~$ | 

“1 28 1} [424-2 1 | 

38s 2 | 1-2 2-8 | 

ஸூ த. தது 4 A ட்ட 1]? 
ர ட - 8-௨. 

“hp a oa ("2 4 -2 4° 

i 11-1 44-2 2 

M) yp 6 2 Pl _s-e oe ? 
நத ந ட ட_4௨2-௨ 4 

7. கீழ்க்கண்ட சதுர சாதாரண அணிகளில் எந்த 
ஜோடியை எடுத்தாலும் அவை பரிமாற்று அணிகளாக இருக்கும் 

என நிரூபி. . 

Ray (ky)s (603 ம கை (சேய 

8. கீழ்க்கண்ட அணிகளின் நியமன வடிவங்களைக் கண்டுபிடி. 

நீ 1 2 8 “1-1 ௨-8. 

. 1 8 oO 4 1 0 2 

a 1 -2 -8 -8 oS) ௦ 8 0 4 

1 1 2 3 ௦ 10 2 

1 8s 2 21 5 

  

8-8 —4 51 4 —2 
46 o 7 | 12 1 19-11 |
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9. 8-ஆம். கேள்வியில் உள்ள அணிகளின் இயல் 

வடிவத்தைக் கண்டுபிடி. 

10. A~B ஆக இருந்தால், 3 

தினி பய மிகி டட டட என நிரூபி, 

11. 2,0 என்னும் அணிகளை 2.40 இயல் வடிவில்): இருக்கும் 

படி. கண்டுபிடி. 

| * 1 ஓ [8 ௨.1 6 | 

@ 4=|1 2 8l, @ya=|5 1 4 -2 

இட வடி 1 —4 11 -19 

வ 98-68 
iii 

an lea 2 2 | 

12. பின்வரும் அணிகளைச் சாதாரண அணிகளின் பெருக்கற் 
பலனாக எழுது. 

- _ 128 1 
1 8 8 

38 2 
i) 1 4 8 |, (ii) 

248 8 
1 8 

ட ~ 86 44 | 

ஓ 1 3 உ 0 1. ஓஓ 

3 4 1 -i : 28 
(ii) 3 (iv) 

ர 2 121-1 2°83 

1-1 0 8 2௨859. 

விடைகள் 

1 00 1 ர தி ஒரி ணி 

71. (0221 110 |;04 ௦ 1 பர
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“மம் 0 

Gi) Pe 4 1 

lL. 8 ~2 
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௦ 0 1 9] 

௦ $ ௨-௨, 
3 Q= | 

13-3 2 

00 0 i] 

னை இல 

=| 0 10



ட 
7. அணியின் அளவை 

(Rank of a Matrix) 

Tl. ஓர் அணியின் ஈற்றணிக் கோவைகள் ? 

4 என்பது = 7131 அணியாக இருக்கட்டும். இதில் குறிப் 
மிட்ட +r நிரைகளிலும், £ நிரல்களிலும் உள்ள உறுப்புகளைத் 
தவிர மீதி துபை நீக்கி விடுவோம். [இந்த கரி குறிக் 
கப்பட்ட நிரைகளிலும் இருக்கவேண்டும்; நிரல்களிலும் இருக்க 

வேண்டும்.] அப்படியானால் தமக்கு ஒரு தன் அணி 
கிடைக்கும். இத்த அணிக் ண கு கீ-ன் சிற்றணிக் 
கோவை என்று சொல்வோம். இதன் தரம் ர. 

வாறு நோக்குமிடத்து, 4-ன் ஒவ்வோர் உறுப்பையும் 
கன் 1 தரமுள்ள சிற்றணிக்கோவை என்று சொல்லலாம். 

உதாரணம் 1: 

12 8° 128 

465 6 என்ற அணியில் | 4 5 6 -ஐயே 

_7 8 8. 780 
i 

5ஆம் தரமுள்ள சிற்றணிக் கோவை எனலாம். | என்பது 

  

௪ஆம் தரமுள்ள சிற்றணிக் கோவை. 71, 2, ..., 9 என்பவை 
மூதல்தரச் சிற்றணிக் கோவைகள். 

1 2.5 4 
உதாரணம் 22 

5 6 7 8 என்ற அணியின் 

10 11 12 

எல்லாச் சிற்றணிக் கோவைகளையும் எழுது.
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கொடுக்கப்பட்ட அணியின் வை 89% 4 

2 நமக்குக் கிடைக்கக் கூடிய பெரிய சிற்றணிக் கோவையின் 
தரம் 59. இவ்வாறு 40, சிற்றணிகள் உண்டு. தாவ: 

ie @); | 1 2 4 

5 6 7js|5 6 8 js 

9 10 11 | 9 10 12 | 

1 8 4! | 2 8 4 

(காரக) உ 8 

ட்டி | 10 11 12 

இனி, 8%2 சிற்றணிகள் 9, 64, 18 உண்டு. 

நாம் மூதலீரண்டு நிரைகளை மட்டும் எடுத்துக்கொண்டு 
€ சிற்றணிகளை எடுத்துக் காட்டுவோம். 

  
1]. 

ண்ட 
a 24 34 
elec uae! 

  

இதேவிதமாய் முதல், மூன்றாம் நிரைகளிலிருந்து மற்றோர் 
6 சிற்றணிகளும், இரண்டாம் மூன்றாம் நிரைகளிலிருந்து 
€ சிற்றணிகளும் பெறலாம். முதல்தரச் சிற்றணிகள் 

8௨ x4e, =12. Qemouwracr 1,2,.,,12 

7-2. ஓர் அணியின் அளவை : ஓர் அணியில் அத்த அணியுடன் 
சம்பத்தப்பட்ட ஒரு நேர் முழு எண், கொடுக்கப்பட்ட .8 என்ற 

அணியில், 

(0) ஒரு -சதுர சிற்றணிக் கோவையாவது பூச்சியத்தி 
லிருந்து வேறுபட்டிருக்க வேண்டும் ; 

(1) ஒவ்வொரு (1-1) சதுர சிற்றணிக் கோவையும் பூச்சிய 

மாக இருக்கவேண்டும் ;
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என்ற இரு நிபந்தனைகளையும் பூர்த்தி செய்தால் அதன் அளவை 
அல்லது மதுப்பிடம் *” என வரையறை செய்வோம். 

௩... இதை 0(4) ௪ 1 என எழுதுவோம். 

திலிருந்து பூச்சிய அணியின் அளவை, பூச்சியம் என்று 
வரையறை செய்வது பொருத்தமானது என்பது விளங்கும். 

4 என்ற -சதுர அணி, | 4| *0 என்றவாறு இருந்தால் 
அதன் அளவை 1 ஆக இருக்கவேண்டும். அதாவது (4). 

குறிப்பு: ஒவ்வொரு (7-1) சதுர சிற்றணியும் பூச்சியமாக 
இருந்தால், ஒவ்வொரு (748) சதுர சிமறணியும் பூச்சியமாக 

இருக்கவேண்டும். ஏனென்றால் ஒரு (7-8) ௪துர அணியை 
க் 

ரரச்சியமாகும், ஆகவே அந்த அணிக்கோவையும் பூச்சிய 
மாகும். 

லால், ஓர் அணியின் அளவை 7 ஆனால் அதன் மிகப் 
ஸ்ஸ்  அண்ய்ன் சிற்றணிக் கோவையின் தரம் *ஆக இருக்க 
வேண்டும் என்று சொல்லாம், 

எச்சரிக்கை : ஜவ்வொரு (7-1) சதுர அணியும் பூச்சிய 
மானால் 7-சதுர சிற்றணி பூச்சியமாக இருக்க வேண்டியதில்லை. 
பின்வரும் உதாரணத்தைப் பார்க்கவும். 

    

12 8 
2 

் 8 4 (௪0 ஆனால் 0, 
7 2 4 
i 12 6 

உதாரணம் 2 

12 8 4 | 

2838 65 2 என்ற அணியின் அளவையைக் 

[18410 
கண்டுபிடி. ~ 

து ஒரு பூச்சிய அணி அல்ல. ஆகவே, த அளவை 
1 ஆக இருக்கவேண்டும். இது ஒரு 58% .4:அணி. ். இ 

மிகப் பெரிய சிற்றணிக் கோவை 8x3 தரமூடையது.,
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இதன் மதிப்பிடம் 2 8 

  

ர 2 
மேலும் இந்த அணியைப் பார்த்தவுடன் ௪ 0 

2 3 ௪ 

எனத் தெரிகிறது. எனவே இதன் மதிப்பிடம் 2 2 ஆக இருக்க 

ேவேண்டும் 

2 இதில் இருக்கக்கூடிய 40, . 8 சதுர அணிகளும் பூச்சியமா 

இல்லையா என்று பார்க்க வேண்டும். 

2 8 8. pier] 

(௨8௧௨-28 21-09 

ள் த! 

124 | 12 4 12 4 

232 |=| 8 6 12 |=8|1 2 4 10 

ia | 1 8 10} 1 8 10 

18 4 | i 8 4 18 4 

265 4!=|2 6 2® |=4) 25 2 |=0 

14 10 | | 4 12 16 ; 138 4 

கடைசியாக, 

23 4 2a 8 4 | | 23 4 

s 5 2\-| 8 56 2'=4 8 5 2 |=0 

8 4 10 g 12 16 | 23 4 

2 இதன் மதிப்பிடம் அல்லது அளவை 2, இந்த முறையில் 

ஒரு பெரிய அணியின் மதிப்பிடத்தைக் கண்டுபிடிப்பது “கம்ப் 

யூட்டர்” உதவியால் கூடச் சிரமமானது ஆகும். ஆகவே, ஓர்: 

றயைக் கையாளுவதற்கு ஏதுவாகப் பின்வரும் 

தேற்றத்தை நிரூபிப்போம்.
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U3. தேற்றம் 2 சாதாரண நிரை அல்லது நிரல் மாற்றங்கள் ஓர் 

ணியின் அளவையைப் பாதிக்காது, 

Gi) முதலாவதாக **இரு நிரைகளை இடமாற்றி அமைப்பதகல் 
ஓர் அணியின் அளவை அல்லது மஇப்பிடம் மாருதட்” எண நிரூபிப் 
போம். 

4 என்பது கொடுக்கப்பட்ட அணியாக இருக்கட்டும். இதன் 
மதிப்பிடம் எனக் கொள்வோம். இரு நிரைகளை இடமாற்றிய 
பின் கிடைக்கும் அணி 2 ஆக இருக்கட்டும். இதன் மதிப்பிடம் 
7” ஆக இருக்கட்டும். 7-7” என நிரூபிக்க வேண்டும். 

2-ல் உள்ள | % | என்ற ee சிற்றணிக் கோவையை 
எடுத்துக் கொள்வோம். இதன் ள் 4-ல் உள்ள நிரைகளே 
தாம். ஒருகால், இரு நிரைகள் படனும், இத்தகைய 

இடமாற்றம் ஓர் அணிக்கோவையின் குறியை (8121) மட்டுமே 
மாற்றும். 

ஆகவே, 

[| Bo! =14o | அல்லது | ஆ | ர! ஆக இருக்க 
வேண்டும். ஆனால் அ-ன் மதிப்பிடம் ஈ. , (74) நிரையுள்ள 
Ae என்ற சிற்றணிக் கோவையின் மதிப்பு | Ay | 0 ஆக இருக்க 

ஈடும். 

| 81-09. அதாவது, ஓவ்வொரு ட நிரையுள்ள 
மிடிஎன்ற சிற்றணிக் கோவையின் மதிப்பு | &% | -0. 

ஃ ன் மதிப்பிடமான 7” உர. ee we we (1) 

இப்பொழுது, 4-ஐ B- யிலிருந்து 2 நிரைகளை இடமாற்றிய 

தால் கிடைத்த அணியாகக் கருதலாம் ர வர்ப. (௮) 

(1), (2)-ல் இருந்து - - 7. 

இரண்டாவதாக, (1) “ஒரு நிரையிலுள்ள உறுப்புகளை 
(௪0) என்னும் எண்ணீயால் பெருக்கினால் அத்த அணியின் 

மதிப்பிடம் மாருது, ?* 

4 என்ற அணியி மதிப்பிடம் 7 ஆக இருக்கட்டும், 4-ல் 
உள்ள ஒரு நிரையை ட ஆல் பெருக்கியதால் கிடைக்கும் அணி 

மீ ஆகவும், இதன் ன சர ர் ப இருக்கட்டும், rar’ 
என நிரூபிப்போம். 8-ல் உள்ள ஏதாவது ஒரு (7-1) சிற்றணிக் 
Garme | By | 9 elias வண்ணம் இதற்கு இசைவாக
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4-ல் | கீர! இருக்கும். நாம் & ஆல் பெருக்கிய நிரை இந்த 
அக்ணிகோவையில் இல்லாவிட்டால் | By | = | Ay] ஆகவும்; 

8 ஆல் பெருக்கிய நிரை இதில் இருந்தால் | % | - % | Ag] 
ஆகவும் இருக்கும். 4-ன் மதிப்பிடம் 7 ஆனதால் | Ay | = O 
ஆக இருக்கவேண்டும். .. {Bj =O 

ரச “oe ய ன (1) 

மேலும், 4-ல், 8-ல் இருந்து ஒரு நிரையை 3ஆல் பெருக்கிக் 

கிடைத்ததாகக் கருதலாம். 

r<r <n ய ae (2) 

(1), (8)-ல் இருந்து 7 -- )* 

மூன்றாவதாக, (14) ஓர் அணியில் ஒரு நிசையிலுன்ள 
உறுப்புகளுடன் மற்றொரு நிரையிலுள்ள இசைந்த உறுப்புகளை 
& ஆல் பெருக்கிக் கூட்டினால் அதன் மதஇுப்பிடம் மாருது. 

4 என்பதன் மதிப்பிடம் 7 எனக் கொள்க. 4-ல் உள்ள 
/ ஆவது நிரையின் உறுப்புகளோடு மற்றோர் நிரையான ரன் 
இசைந்த உறுப்புகளை % ஆல் பெருக்கிக் கூட்டியதால் கிடைத்த 
அணி 8 ஆகவும், 2-ன் மதிப்பிடம் 7” ஆகவும் இருக்கட்டும். 

7! என நிரூபிப்போம். 

2-ல் உள்ள (r+1) தரச் சிற்றணிக் கோவையான | 8 | ஐ 
யும், அதற்கிசைய 4-ல் உள்ள சிற்றணிக்கோவையான | 4, 1ஐ 

யும் கவணி. 

மூதல் வகை : 

i Bug நிரை 4-ல் இல்லாவிடில் | & 1- | 41 .. (1) 

இரண்டாம் வகை : 

/ ஆவது நிரையின் பகுதி 4-ல் இருந்து, j ஆவது திரையின் 
பகுதி ..ீர-ல் இல்லாவிட்டால் | % | - | 491 -% நே. இதில் 

ர என்பதும் 4-ல் உள்ள (41) தரச் சிற்றணிக் கோவை. 

[௨-௦ 4 | Bol=l4ol வ (5)
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மூன்றாம் வகை ; 

1 ஆவது நிரையின் பகுதியும், 7 ஆவது நிரையின் பகுதியும் 

4-ல் இருந்தால், 
[Bol = 4 144120 

| Do [-ல் $ம் ஆவது ர் ஆவது நிரைகள் சமமாயிருப்பதால், 

| Dy | =O உருதி க்சி வெட டவ (8) 

ஆனால் (--1) சிற்றணிக் கோவை | 46 | =0 

4-ன் மதிப்பிடம் ர * | Bol =O 

ஷர 

A Bb) aor ர ஆவது நிரையிலுள்ள உறுப்புகளோடு 
] ஆவது நிரையிலுள்ள இசைந்த உறுப்புகளை- ஆல் பெருக்கிக் 
கிடை.த்ததாகக் கருதலாம். 

r<r 

rer 

இதே விதமாக மூன்று வகையான நிரல் மாற்றங்களும் ஓர் 
அணியின் அளவையை அல்லது மதிப்பிடத்தை மாற்றாது என 
நிரூபிக்கலாம். 

174. கிளைத்தேற்றம்: (1) சாதாண அணிகவால் ஓர் அணியை 
மூன் பெருக்கினாலும், பின் பெருக்கினாலும் அந்த அணியின் 
அளவை மாருது. 

ஏனென்றால், இவை முறையே ஒரு நிரை மாற்றத்தையும், 

நிரல் மாற்றத்தையுமே ஏற்படுத்தும். 

கஇளைத்தேற்றம் : (ii) gt அணிமின் அளவை அதனை ஓர் 
ஓழுங்கணியால் பெருக்கினால் மாறாது. 

அதாவது ச ஓர் ஒழுங்கணியானால், 

PUPA) = P(A) 

ஏனெனில், எந்த ஒஓழுங்கணியையும் சாதாரண அணிகளின் 
பெருக்கற் பலனாக எழுத இயலும், 6:18 (ம.
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இதே விதமாக, 0 ஓர் ஓழுங்கணியானால் 0(40) - £(4) 
என நிரூபிக்கலாம். 

உதாரணம் 1 2 

12 8 4 | 

d=! 22 5 உ. ! என்ற அணியின் மதிப்பிடத்தைக் 

18 4 10! 

கண்டுபிடி. 

(1) இரண்டாம் நிரையை (1ஆல் பெருக்கி) மூன்றாம் 

திரையுடன் கூட்டுவோம். 

ட்ட ௨௪ 41 

28 5 2 

| 8 6 9 12 | 

  

9-8). முதல் நிரையை (--8)ஆல் பெருக்கி, மூன்றாம் 

நிரையுடன் கூட்டுவோம். 

| 3 உதட 

  

(88 

(00௦0 0 | 

2) 
இதில் 4௪0 

  

2 8 

இதன் மதிப்பிடம் 2; அதாவது (4) - 2, 

உதாரணம் 2 : ் 

"5 2 2 8 | 

5 23 3 0 
ஆனால் 0(4) ஐக் கண்டுபிடி. 

1 
A-l\is 9 ae 4) 

(11 114 6
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[1228 5 | 

foes 8 6 

4~ | 4946 15 Cis 

. 8114 11 

1. இ 2 8 5 

o இ 3 3 5 

“12-2௪ =4 -¢@ பச ee 

_0 -11 ~11 214 19 

[4 0 0 0 ௦1 

0 88 உ ச] 
0 -5 —4 -6 பத | ele 

| O ~11 10 214 19 | 

rig 0 0 0 0” 

0 i oO. 1 —4 

* 0-5 ~4 ~@ பூத (420-500) 

| O~11 11 —14 ~19 | 

[ 10 00 0 | 

௦ 3 01 2 

* 2895); Ray (11) 

Oo 1 0 0 0 

00 ் ~4 —1 —25 Caal—1)s Cys (A) 

{ 0 0 ~11 ~8 ௨19 

௮. ௮.14
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10 ௦ 0 2 

௦0 7 0 0 o | 

* ௦௦ 1 0 12 | கடல Ras (1). 

00 -11 -8 ts | 

100 ௦ ௦ | 

010 0௦0 ! 

0௦ட டய !£200 
| 

0 00 -8 69 | 

| 10000 

முல் 0 Csa(—12); R4(—4)- 

௦ 

~ oo 1 

06 0 0 1 

ஃ. இதன் மதிப்பிடம் 4. 

அதாவது 2(4) - 4 

1-5. தேற்றம் (1): 4 என்பது ஒரு 11001 அணி. 2(4)- 

ஆனால், 72 என்ற ஒழுங்கணியை 7£4- ந ] என் பதற்கிணங்க 

கண்டுபிடிக்க இயலும். இதில் £- £% ஈ அணி; 0- (ஈ-) 

5௩ அணி;: 2-௩% 8 அணி. 

நிருபணம்: 2(4)-7 oso ase (கொள்கை) 

6:12-ல் உள்ளபடி
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fl 0 
PAQ = | உட ] வ # aw @) 

என இருக்கும் வண்ணம் 7, டு என்னும் ஒழுங்கணிகளைக் கண்டு 
பிடிக்கலாம். இதில் 222. ம ஆகவும், 

சோ. 0... ெஆகவும் இருக்கும். 

டி செ என்பன முறையே சாதாரண நிரை, நிரல் அணிகள். 

2, 0 ஒழுங்கணிகளாக இருக்கவேண்டும். 

i, 0 mofo] 
PAO, + Qe oe Oe» Od one. Og7? « O17 

oO 
= [ 00 |. டெரர் 6 QV * 

இப்பொழுது சாதாரண அணிகளால் ர 3 ஐப் பின் 

பெருக்குவதால், கீழே உள்ள (1. 1) பூச்சிய நிரைகளும் மாருது. 

PA= [ 5 | mt ae (2) 

Oso R=r Xn gowhy O = (m—r) xn gw". 

(1)-ல் இருந்து 0 (249) -7 

8242.) 7 

ஏனெனில், ஓர் அணியின் மதிப்பிடம் அதைச் சாதாரண 
அணிகளால் பெருக்குவதால் மாருது. 

  240 0, - 

27-03... ௩, இக என்பதில் ஓவ்வோர் அணி 
யூம் சாதாரண நிரல் அணியின் நேரெதிர் அணியாக இருப்பதால், 
அதேவகைச் சாதாரண நிரல் அணியாகத்தான் இருக்கவேண்டும், 

P(PA) =r 

: க] 
a | 6 யு மதிப்பிடம் = ry 

PCR) =r
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தேற்றம் (1) : 4 என்பது ஒரு 114 ஈ அணி. 2(4)-7 
ஆனால் 0 என்ற ஒழுங்கணியை 409 - [8 0] என்பதற்கிணங்க, 
கண்டுபிடிக்க இயலும். தில் $- mxr gow; O = mx(n—r) 

yon; O=nxn அணி 

நிருபணம்: pCA)=r (கொள்கை) 

8-12-ல் உள்ளபடி 

I, O 
PAQ = ச் (1) 
@=| 0 a! 

என இருக்கும்படி, 72, 0 என்னும் ஓழுங்கணிகளைக் கண்டு 
பிடிக்கலாம். இதில்? 7.2, ...... 72% ஆகவும், 

Q= 01-0... டெ.ஆகவும் இருக்கும். 

Pi என்பன முறையே சாதாரண நிரை, நிரல் அணிகள். 

7, 9 ஒழுங்கணிகள் ஆக இருக்கவேண்டும். 

I, oO PyP, = P, AQ = |: 5 | 

PF gece Be PL ya Pg os Pp AD 

I, O மூன் 
0 B இப்பொழுது, சாதாரண அணிகளால் [ 0 

பெருக்குவதால், வலப்புறம் உள்ள (ஈ--7) பூச்சிய நிரல்களும் 
மா ப 

49-15 0] ஸு (2) 

இதில் 5 - 117 அணி; 0 = mX(n-—r) Sef 

(1)-ல் இருந்து £ (7242) - 7 

(21260) = 1.
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ஏனெனில், ஓர் ணியின் மதிப்பிடம் அதைச் சாதாரண 
அணிகளால் பெருக்குவதால் மாருது. ் 

சர்வா, உர, தாம என்பதில் ஒவ்வோர் அணியு 
சாதாரண நிரை அணியின் நேர் மாருன அணியாக இருப்பதால், 

அதே வகைச் சாதாரண அணியாகத்தான் இருக்க 
வேண்டும். 

P(AQ) =F. 

[S 0]-ன் அளவை ௩ 7, 

p(S)=r. 
76. பெருக்கற் பலனின் அளவைத் தேற்றம் 

இரு அணிகளின் பெருக்கற் பலனின் அளவை அந்த அணிகள் 
ஒவ்வொன்றின் அளவையை விடச் சிறியது. 

அதாவது, (0) p (AB) < p (A). 

(ii) P (AB) < p(B). 

இவ்விரண்டையும் இணைத்து, 

0 (48) - சிறியது (0 (4), 0(5)) 

2(4இ வரே மு(4), 25) 
என எழுதுவது வழக்கம். 

நிரூபணம்: 4,8 என்பன முறையே ஈர, 17%. அணி 
களாக இருக்கட்டும். இவை பெருக்க இயைந்தன என்பதைக் 
கவனி, GC a மலும், இவைகளின் மதிப்பிடங்கள் முறையே Tis hg 
ஆக இருக்கட்டும். 

R 
7-5-0 Qos PA = [oI 

Qaie R=r, xn sow; 

உ ௧௧௨ [7] 
rt 

0-7) 41 அணி, 

ஃ 2முறு 2 [211]
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ஆனால், 27249) - 042). 

ஏனெனில், ஓர் அணியின் மதிப்பிடம், அதை 27 என்ற ஒழுங் 
கணியால் பெருக்குவதால் மாறுது, 

rane {E82} 
2 (48) - r stor Dosa Qu, 

அப்படியானால், 

12/7] p ௦ கத 

R 
[ fe கீழே உள்ள (8-1) நிரைகள் பூச்சிய நிரைகள். 

is | மியிலும் (ஈ1-7,) நிரைகள் பூச்சிய நிரைகளாக 

இருக்கவேண்டும். 

10 ன ப 

அதாவது, ஈர 

அதாவது, 7 முன்காரணி அணியின் மதிப்பிடம் ... (1) 

[இதே விதமாக 1 4 ௩, என நிரூபிக்கலாம்] 

இப்பொழுது 0 (48) 7 

P(ABY =r 

P (BA) =r. 

ஆனால், 7 முன் காரணி அணியின் மதிப்பிடம்... (1)-ல் 

ரூத்து, 
<p (Bs) 

< p(B) 

ணும்
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0 ஃ சிறியது (ட ha) 

வேறு முறை : 

PAQ= N= [ co ] 

என்ற ,4-ன் இயல் வடிவை எடுத்துக்கொள். 

இதில் 2, 9 ஒழுங்கணிகள் என்பதைக் கவனி. 

தாம தழு ௩ 21 நூ. ராக 

A=P4NQ™ 

AB=P*NQ?.B 

2 (AB) =P(NOB) தாக ஓர் ஒழுங்கணி. 

இப்பொழுது 7701 B- முதல் ॥ நிரைகளைத் தவிர, கீழே 
உள்ள (ஈ-) நிரைகளும் பூச்சிய நிரைகளாய் இருக்கவேண்டும். 

p{AB) <r 

(48) < p (A) 
இதேவிதமாக p (AB) < p(B). 

Ut. “ம என்பது gt ஒழுங்கு சதுர அணியானால் க்கி-ன் 
அளவையும் 4-ன் அளவையும் ஒன்றே என நிரூபி. 

றி- 44! ஆக இருக்கட்டும். 

6 (B) = p (Aa’) 

P(B)< P(A) we we 7:8-ல் இருந்து (1) 

மேலும் 4 ஒழுங்கு சதுர அணியாதலால் 43 என்ற'2அணி 

அர்த்தமுள்ளது. 

ல் கி கரச்கில A’ 

(A) = P(A 7B) 

P(A) = p(A*B) 2 P(A) = (4’), 

PCA) < p(B) ப woes 76ல் இருந்து (8) 

(1), (2-ல் இருந்து (4) - 0(8) - 0447),
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?:8. திசையிகளைப் பற்றிய சில குறிப்புகள் (601018 804 Vector 
Spaces) 

+ aaj + agk step SGmeu9 (vector) mw பற்றி 

(508182) பெருக்கல் முதலியவை அணிகளின் கூட்டல், சமத்துவம். 
ணி 

ர Aygo Ayn 

491 492 --- gn 

| : என்ற (2001) அணியை 44] 4 1 
| 

என எழுதி, 2), 8. 86 ளன்பவற்றை 1 % ந வெக்டர்களாகக் 
கருதலாம். 

*9, வெக்டர்களின் ஒருபடித்த சார்புக் குழு. 

டி 4 மி என்ற 1 வெக்டர்கள் கொடுக்கப்பட்டிருக் 
கட்டும், எல்லாம் பூச்சியமில்லாத 4, £,, . ,% என்ற எண்ணி 

* 
களை 3 4/0 என்றவாறு காணமுடியுமாயின், 2£பட...பஐ 

ist 

r 

ஒரு படித்த சார்பு வெக்டர்கள் என்று கூறுவோம். 5 44/00 5 ் D rips
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என்ற சமன்பாட்டில் இருந்து 4 - 8, ஈ 6௩0 என்ற 
ஒரே முடிவு கிடைக்குமாயின் %,, 2ம்... த என்பன ஒருபடித்த 
சார்பற்ற வெக்டர்கள் என்று கூறுவோம். 

710. வெக்டர்களின் ஒருபடிக் கூட்டு வெக்டர். 

கல டை ௮4 : (1) 

aa” பன் (ஆட 4 டன் ஒருபடிக் கூட்டு வெக்டர் என்று 
சொல் 

குறிப்பு 2: இவ்வாறு oe X, X\. Xan . 4 என்பன 
ஒருபடித்த சார்பு வெக்டர் கு. 

ஏனெனில் (1)-ல் இருந்து, 

கக்க. «.. தம் 

என்று தெரியும். இதில் ன் குணகம் - 1] 80 என்பதைக் 
கவனி. 

71ம. களைத்தேற்றம் (0)2 

5 ட என்பன ஒருபடித்த சார்பற்ற வெக்டர் 
குழுவாகவும், த் நட Xoy ட என்பன hg சார்பு வெக்டர் 

குழுவாகவும் இருந்தால் 4 ஐ (2), 26... ...0)-ன் ஒருபடிக் கூட்டு 
வெக்டராக எழுதலாம். 2 

கஇளைத்தேற்றம் (ii): 

(ப். ... ௨21) என்பன ஒருபடித்த சார்பு வெக்டர் குழு 
வானால், (2, நட ஸ் Xe, Xp+1)-b ஒருபடித்த சார்பு வெக்டர் 
குழு ஆதல் வேண்டும். 

jeoreohed kX, + ky Xy + ow... the Xp =O என்பதில் 
எல்லா ரக் பூச்சியமல்ல என்பது கொள்கை, இப்பொழுது 
ட எ. 0 ஆக எடுத்துக் கொண்டு, 

Ky Xy + kgXq toe +X, + keg Xr4y = 0 

என்னும் சமன்பாட்டில் எல்லா ட் | ணன் பூச்சியமாக இருக்க 
வேண்டியதில்லை என்பதைக் ௧ 

7:18. வெக்டர் வெளி (Vector Space) 

ட. ட ளன்ற வெக்டர்களை எரித்துக் கொள்வோம். 

KX + keXs + 1/3... என்ற
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ஒருபடித்த கூட்டு வெக்டர்களின் குழுவை வெக்டர் வெளி 
என வரையறை செய்யலாம். இதையே, (() ட ட என்பன இரு 
வெக்டர்களானால் 4) 0-ம். இந்த வெக்டர் வெளியைச் சேர்ந்த 
தாக இருக்கவேண்டும். மேலும் (4) % ஒரு வெக்டரானால் kX 
இந்த வெக்டர் வெளியைச் சேர்ந்ததாக இருக்க வேண்டும் என்ற 
இரு நிபந்தனைகளாகக் கூறலாம். அதாவது 

Xy, XoeV பக 

XV kXeV, 

T1383. டிவக்டர் உள் வெளி £ 

மி என்பது 15) என்பதன் பூச்சியமில் உட்குழுவாக இருக் 
கட்டும். மேலும், 

(டி 0 என்பன 5-ல் இருந்தால் ந, 4. -ம். இல் 
இருக்கவேண்டும். 

(ய) X என்பது 5-ல் இருந்தால் டம் மல். இருக்க 

வேண்டும். 

வ்வாறுள்ள Sep 1% இன் வெக்டர் உள் வெளி என்று 
சொல்வோம். 

ரால் உள்ள குறிப்பிட்ட 7-வெக்டர்களின் எல்லாவித ஒரு 
படித்த கூட்டு வெக்டர்கள் 5 என்ற வெக்டர் உள் வெளியை 
நிரப்பும் என்று சொல்உலாம். 

114. உள் வெளியின் அடிப்படை வெக்டர் குழு: 

(9 இந்த வெக்டர்களின் ஒரு படித்த கூட்டு வெக்டர்கள் 

{Linear combination’ of basic Vectors) as Qarehwrer S$ 
நிரப்ப வேண்டும் ம் 

(1) இந்தக் குழு ஒரு படித்த சார்பற்ற குழுவாய் இருக்க 
வேண்டும் 

என்ற நிபந்தனை களுக்கிணங்க உள்ள வெக்டர்களின் குழுவை 
உள்வெளி ஆடிப்படை வெக்டர் குழு என்று. சொல்வோம். 

உதாரணம்: 84௬ (1,0,0) ௩௬(0,1,0) என்பது 
ரன் உள்வெளியான 1, ஐ நிரப்பும் அடிப்படை. வெக்டர் குழு,
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ஒரு குழுவில் உள்ள வெக்டர்களின் ஒருபடித்த கூட்டு 
வெக்டர்கள், உள்வெளியான $ஐ நிரப்பினால் இதிலிருந்து ஓர் 
அடிப்படைக் சூழுவைப் பிரித்தெடுக்க முடியும். 

தேற்றம்: ஓர் உள்வெளியை நிரப்பும் அடிப்படை. வெக்டர் 
குழுவில் உள்ள எண்ணிக்கை மாருத எண்ணாகும். அதாவது 

பேட யு (நடி ர வ, 0. என்ற. இரு. அடிப்படைக் 
குழுக்கள் இருந்தால் m= n. 

NXg, 20. என்பன ஒரு படித்த சார்பற்ற வெக்டர் குழு 
வாக இருந்தால், இதனுடன் 36, 40 oe Nets ஐச் சேர்த்து 
ஓர் அடிப்படைக் குழுவாக மாற்ற இயலும். 

டல் உள்ள எந்த (2-1) வெக்டர்களை எடுத்துக்கொண்டா 
லும் அவை ஒருபடித்த சார்பு வெக்டர் குழுவாக இருக்க 
வேண்டும். 

TAS. வெக்டர் உள் வெளியின் பரிமாணம் : 

ஒரு வெக்டர் உள் வெளியின் அடிப்படைக் குழுவில் உள்ள 
வெக்டர்களின் எண்ணிக்கையை அந்த உள் வெளியின் பரிமாணம் 
என்று வரையறை செய்வோம். 

அடிப்படைக் குழுக்களும், கூறுகளும் 

1௪ [7,0,07; /-[0,1,07; 210,0, 17” என்ற 
அலகு அணிகள் 789-ன் அடிப்படைக் கு என்பதை நாம் 
அறிவோம். ஆகவே, 74 [1 7: 2] என்ற வெக்டரை ஆர்பூ நர் 
ர் 26 என்ற எழுத இயலும், 0, YZ) (0, 7 69 அடிப்படைக் 
குழுவின் சார்பான கூறுகள் co-ordinates) என்பது பொருந்தும், 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

wii i: 0, (2, 27; ரர, 3); 

Vs = [—1, 8] ஆனால், 

8X,+4%,, ¥) —X, + OY, என்ற திசையிகளக் கண்டு டி. 

8X, = [6, 8]; 4X, = [4, 12] 

8X, + 4¥, = [10,18]



மாதிரி 2: 

(0) 

(ii) 

0) 
வோம். 

Gi) 

அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

V,— MX, = ((2—1), (2—-8)] = [1,~1) 

2X, = 2[-1, — 8] = [-2, — 6] 

X, — X, + 8X, = [—!. -~7] 

X) = [2, 2,—2]; X,=[1,8,— 1] 

X,g = [—1, ~—8, 8]; X¥, = [8, 9, ~1] ஆனால், 

டட டி என்பன ஒருபடித்த சார்பற்ற வெக்டர் குழு 
என்றும் 

டி ட ட என்பன ஒருபடித்த சார்பு வெக்டர் குழு 
றும் நிரூபி. 

க்ப் க்ட 4 கடி 0. என வைத்துக் கொள் 

k, (2, 2, —2] +k, [1, 8, 1] [-1, — 8, 8]=0 

[2k,, ky, ~Bky] + [kos Bka, —kg] 
+ [—kg, —8ks, 8k} = 0. 

[2k, +ky—kg, 28k, + Sky நட, 

— 2k, —ky + 8kg}] = 0. 

2k, +ky—ky =O; 2k, + 8ky — 8k, =0; 
— Bk, —k,y + 8k, = 0. 

2ky — 2k, =O; இடி 0; 

oo kg =O. 

2 ky, =O. 

1X1, Xo, Xg} OG Frtupp Gust Gog, 

KkgXq + kgXg + பட்ட ௪ 0 எனக் கொள்க. 

ky [1,8, —1] + kg {—1, —8, 8] 
+k, [8,9,—1/=0. 

[ky~kg+Bkq, Bkq —Bkg+Oky, —ky + Bkg—ky]=O
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ky —kg + 8k, = 0 te (1) 

8 (ky ~ky + 9k) = 0 weg we (2) 

—ks + 8k, —ky = 0 (8) 

(1) + (3) Qky + Bky =O; kg = — Ky 

ky = kg — 8k, = — 4k, 

தாக்கு எந்த மதிப்பும் கொடுக்கலாம். 

உதாரணமாக/(,- 1 ஆனால் 6) ௬ - 171/4 

கட்ட பூச்சியமல்ல. 

14 டி 4ம். ஒரு சார்புக் குழு ஆகும். 

மாதிரி 8: Ar = (Arts Gres Gra}, P= 1, 2, 5 என்ற வெக் 
டர்கள் ஒருபடித்த சார்பு வெக்டர் குழுவானால் , 

போ 419 a8 

291 25 299 | ௬௩0 

| 881 agg ase 
எள நிரூபி. 

அட கிட கீட என்பன ஒரு படித்த சார்புக் குழுவானால் ;;, 2) 
9 என்ற எண்ணிகள், 

ரீடர் 29 கீஉற்ஆடிகீட௪ 0. ie oon (1) 

என்றவாறு இருக்கவேண்டும். 

எல்லா எண்ணிகளும் பூச்சியமாயிருக்க முடியாது. 

(1)-ல் இருந்து, 

சட, சீழட 80] 4 99 (020 ஜே, ஜே] 
+X [dg1. Qgqs gg] = O. 

[a1 x1 + dg iX2hdgy Xy 3 Gy xy + Ago X_ + Ags Xz ; 

G15 X1 + gg Xo + agg Xs] = OL
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411%, + Gg Xq + AgiX3 = O 

@ 9X1 bh AqgXe + AgaXg = O 

438X1 + aggXo + dggX3 = O 

இவை ஒரு படியில் சமபடித்தான சமன்பாடுகள். இவை 
களின் மூலங்கள் (1005) எல்லாமே பூச்சியமில்லாமல் இரக்க 

  

TAG. ஓர் அணியின் நிரை அளவை (௦5 Rank) 

4 என்றா % 1 அணியின் 7 நிரைகளையும் ஒரு 1-வெக்ட 
ராகக் கருதலாம். ஏனெனில், 

> Ry = [4y1, Gig, வவ 

இந்த ஈ-நிரைகளால் நிரப்பப்படும் 77, என்பதன் உள் 
நிரை வெளி (1509 $றக௦6) என்பது பெயர். 

௨ என்ற 1-வெக்டர். 

வெளிக்கு 

இந்த நிரை வெளியின் பரிமாணமே (190080510௦) இதன் 
நிரை அளவை ( 1509 [8ா13) ஆகும். 

இதே விதமாக நிரல் வெளியையும் (வேய 8080௦), திரல் 

அளவையையும் (வேய ॥81) வரையறுக்கலாம்
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1:17, தேற்றம்: ஓர் அணியின் அளவை அந்த அணியின் நிரை 
அளவிற்கும், அதன் நிரல் அளவிற்கும் சமம் 

Ay Aq on | | 
| Ag, Agg ee Ag | 

Aix | என்ற 

| 
ர் ப பத ப க டல 

041 அணியாக இருக்கட்டும் (௩௮ 1) இதில் RK; = [ஈட ய 
cee Gin] ன 8 வெக்டர்கள் இருப்பதைக் கவனி. இந்த 
அணியின் மதிப்பிடம் 1 (௮7) ஆக இருந்தால், {Ris m Rut 
என்ற வெக்டர் குழுவில் 1 வெக்டர்கள் மட்டும் ஒருபடித்த சார் 
பற்ற குழுவாக இருக்கும் என்றும், மீதியான 11 - 7 வெக்டர்களை 

வற் 

வேறு விதமாகக் கூறினால், இந்த வெக்டர் வெளியின் அடிப் 
படைக் குழுவில் (08516) - வெக்டர்கள் இருக்கும். 

நிரூபணம் £ பிடம் =F owe பவ கொள்கை 
ஃ ஒரு சதுர சிற்றணிக் கோவையின் மதிப்பாவது பூச்சியத் 

தினின்று வேறுபட்டிருக்க வேண்டும். இதை (வேண்டிய திரை 
மாற்றங்கள் செய்து) 

a1 டத ர a | 

Dal % Qgq நோ 

ry OF, ae uae Ger | 

என எழுதலாம், 

இப்பொழுது, 

ayy a1, Qyr ayq | 

கோ மோட வட டை டது டர 
i 

D= : a «= a 16 
| ary are eee tee Ope rq 

l apy Gp ve ee Ape dq |
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என்ற (74:1) தரச் சிற்றணியை எடுத்துக் கொள். இதன் மதிப்பு 
பூச்சியம் என்பதைக் கவனி. (ஏனெனில் இந்த அணியின் 
அளவை-₹1) இதனை (7--1) ஆவது திரலின் அடியாக விரித்தால், 

சட சி டோ. ௮ கடி ட்டம். 0... 

எனக் கிடைக்கும். 0 49). . 6 Kr என்பன ர1_) மேஷ ட ++ Arq ST 
இணை காரணிகள். 4... ஆனது ரட-ன் இணை காரணி. 

இப்பொழுது,(: -- 1) ஆவது நிரலை ர-க்கு 141, 742, ... 
738--. மதிப்புகள் கொடுத்து (1-7) சமன்பாடுகளைப் பெறலாம். 
மேலும், ர 1, 8, 8)... 1 ஆக இருந்தாலும் சமன்பாடு 7 

உண்மையாக இருக்கும். 

  

ஓர் அணியில் ஒரு நிரலின் உறுப்புகளை மற்றொரு நிரலின் 
இசைந்த (௦010850000102) இணை காரணிகளைக் கொண்டு 
பெருக்கிக் கூட்டிய தொகை பூச்சியம் என்பது நமக்கு தெரியும். 

/-ல் ரக 1, 2). ர, ௨௨11 எனப் போட்டுக் கூட்டினால் 

Ky [4x1 4.9 +++ in] + ke [aa1 dgo+++ Aga] +. 

op Kr ம கை பப ரய dpe +++ Gpn] = O 

அதாவது; டிட்... + ப் 4 பு ௮0. 

தில் 41, Kqy ++ Sey kr, என்பவை எண்ணிகள் (9081878) 
என்பதையும் | மி எ 0 என்பதையும் கவனி. 

1 
X= jo Hah fives + AX] 

my 

i 
=a ly a+. + kX] உை (1) 

இதில் 7 41, 42, ..110ஆக இருக்கலாம். இனிமேல், 
{X1, Xo... Xe} ஒருபடித்த சார்பற்ற குழு என நிரூபிப்போம். 

டாம் விடி... 4 ம் ௪.0 எனக் கொள்க, 

ky Layys Gigs +++ Ayn] ட டர ட, உமி ம டட 
ர 

தாபா கைக களை
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we 11 ky + day ky tee try ke = 

ak, + dagky +. ++ + ark, = O 

Qunky + danke +. +s + Oink, =O 

இதில் மூதல் * சமன்பாடுகளை மட்டும் எடுத்துக் கொள்வோம். 
௪ 0 ஆனதால், கிரேமர் விதிப்படி, 

பர ர அ ஏர = 0, 

EX 4.21 என்பது. ஒரு படித்த சார்பற்ற 

குழு. ஷ் ஜக ea (2) 

C1), (2)- இருந்து 120). Xo Med Qe அடிப் 
படை வெக்டர் குழு எனலாம். 

ட. இந்த அணியின் நிரை மதிப்பிடம் = rv. இப்பொழுது, 

4-ன் நிரல் மதிப்பிடம் - சீன் நிரை மதிப்பிடம். 

௭ சீன் மதிப்பிடம் 

௪ சன் மதிப்பிடம், 

ஃ ஓர் அணியின் மதிப்பிடம் - அதன் நிரை மதிப்பிடம் 

ு அதன் நிரல் மதிப்பிடம் 

7:18. 4 என்ற ஒரு 16% அணியை ஒர் ஒழுங்கணியால் முன் 
பெருக்கினால் அதன் நிரை மதிப்பிடம் மாழுது. 

ஓர் அணியை ஓழுங்கணியால் பெருக்கினால் அதன் மதிப் 
Gb மாறாது, ஆனால் அதன் மதிப்பிடம்- நிரை மதிப்பிடம். 
ட அதன் நிரை மதிப்பிடம் மாருது. க் 

வேறு முறை 

4 என்பது 18 அணியாகவும், 4 என்பது M-F SIT ஓழுங் 
கணியாகவும் இருக்கட்டும். 

4 மி எனக் கொள்க, 
பிடம் என நிரூபிக்க வேண்டும். 

௮.௮.5 

சன் மதிப்பிடம் - இன் மதிப்
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இப்பொழுது, 44-28 

கட கிட Mie | Ry 

Kai Meg - Xan | | Be 
ழி 

| ் 

| 
பட பிட பப ச 

2 இன் நிரைகள் பின்வருமாறு இருக்கும். 

முதல் நிரை: ம கிட 40 Ry foeee + Xm Rm 

இரண்டாம் நிரை : Xo, Ry + 40 டார் உர் பிக மிக 

ஆவது நிரை $/ 4 நடம் படி டர் உட்டா ப சிற 

இவை §Ry Rave ss Rn ன் ஒரு படித்த கூட்டு வெக்டர்கள் 

(linear combination of vectors). 

ட தன் வாரு. நிரையையும் 4-ன் நிரைவெனி 
யிலிருந்து (௦8 80600) பெறலாம். மேலும், 4 ௪ 32, இதில் 
௩ ஓர் ஒழுங்கணி ஃ ன்மாதிரியே, 4-ன் ஒவ்வொரு 
நிரையையும் B-sir நிரை வெளியிலிருந்து பெற முடியும் என 

நிரூபிக்க முடியும். 

&-ன் நிரை வெளியும், 8-ன் நிரை வெளியும் சமம். 

அவைகளின் பரிமாணம் (19108௦) சமம். 

அவைகளின் நிரை மதிப்பிடம் சமம். 

719. இதே விதமாக, ஓர் அணியை ஓர் ஒழுங்கணியால் 
பின் பெருக்கினால் அதன் .நிரல் மதிப்பிடம் மாறாது என நிரூபிக் 

720. தேற்றம்: 4 என்ற 18% அணியின் நிரை மதிப் 

பிடம் 7 ஆக இருந்தால், 44 என்னும் ஒழுங்கணியை, 

R 
XA = 0 என இருக்கும் வண்ணம் 

கண்டு பிடிக்கலாம். இதில் 21% அணி; 0-0) அணி.
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முதல. ஈவது, கொடுக்கப்பட்ட 4 என்ற அணி 

= B 8 = எ ட ம்
 5 ல 8 68 2 ® ட இ: டு 5 = 8 ஓ ய & ம் 2 5 p ஜ்
 

கொடுக்கப்பட்ட ௮ -ஐச் சாதாரண நிரை அணிகளால் முன் 
பெருக்குவதற்குச் சமம் 

இப்பொழுது கீழே உள்ள (81--) நிரைகளையும், மேலேயுள்ள 
நிரைகளைத் த தகுந்த எண்ணியால் பெருக்கிக் கூட்டியோ கழித்தோ, 
பூச்சிய நிரைகள் ஆக்கிவிடலாம், இவையும் சாதாரண நிரை 
யணிகளால் முன் பெருக்குவதற்குச் சமமே. 

மேலும் சாதாரண நிரையணிகளின் டங்க். பலன் ஓர் 
ஒழுங்கணி. இது 3 ஆக இருக்கட்டும். ஆகைய, 

mf 8] 
இதேவிதமாக, 2 என்பது 4 ன் நிரல் மதிப்பிடமாக இருந் 

தால் 77 என்ற ஓழுங்கணியை AY [50] என இருக்கும் வண்ணம் 
கண்டு பிடிக்க முடியும். இதில் 58-52 அணி; O=mx (n—s)} 
அணி. 

7:81, தேற்றம்: ஓர் அணியின் மதிப்பிடம் அதன் நிரை மதிப் 
பிடத்திற்கும், அதன் நிரல் OAM FD Grd, சமமாகும் 
(வேறு முறை) 

ற அணியின் மதிப்பிடம் + ஆகவும், அதன் நிரை மதிப் 
பிடம் £; ஆகவும் இருக்கட்டும். 

யின் மதிப்பிடமும், 'நிரை மதிப்பிடமும் ஓர் ஒழுங் 
கணியால் முன் பெரு க்கினால் மாறாது என்று தெரியும் (7-4 (ii); 
7:18). 

இதன் நிரை மதிப்பிடம் , ஆனதால் 

R 
XA =[ ர ] என எழுதலாம் (7:20) 

இதில் 8; என்பது “51 அணி, 

ல். 170 1) தரச் சிற்றணிகள் பூச்சியமாகும், 

ஃ மிப Sry,
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(4) 2. 824) - 2 (4) 

rar oes ae sta (1) 

மேலும், p (4) = £ ஆனதால், 

PA= | ட் ] என எழுதலாம் த் ய (7:5) 

இதில் 4 என்பது 71% அணி, 

மி4-ன் நிரை மதிப்பிடம் ௮ 7 

ஆனால், ச4-ன் நிரை மதிப்பிடம் 

= A-str peor மதிப்பிடம் (4 ஓர். ஒழுங்கணியால் 
பெருக்கினால் நிரை மதிப்பிடம் மாறுது) 

ro<r were ae eae (8) 

(1), (89ல் இருந்து? ௪ 7 

6 விதமாக, ஓர் அணியின் மதிப்பிடமும் அதன் நிரல் 
மதிப்பிடமும் சமம் என நிரூபிக்கலாம். 

128. கூட்டலணியின் (மஇப்பிடம்) அளவை 

கமி என்பன ஒரேதர அணிகளானால் 

P(A + B) <P (A) + PB) 

நிரூபணம்: 4, 8 என்பன 7501 அணிகளானால் A + Both 
mxn gow என்பதைக் கவனி. ட உ என்பன மூறையே 
4, உன் மதிப்பிடங்களாக இருக்கட்டும். 

இப்பொழுது 4 என்பது 4-ன் நிரைகளாலும், 8-ன் நிரைக 
ளாலும் சேர்ந்து நிரப்பப்படும் உள்ளி (Sub space) wre 
இருக்கட்டும். 5, 55, பிர என்பன முறையே 4-ன் fora 
ளாலும், 8-ன் நிரைகளாலும், (4-2) ன் நிரைகளாலும் திரப்புப் 
படும் உள்வெளிகளாக இருக்கட்டும். அப்படியானால் 

பிறன் பரிமாணம் 4 5-ன் பரிமாணம் 

“ (உன் பரிமாணம்) 
(ரன் பரிமாணம்) 

ரிவர் ர 

merous, P (A+B) <p (A)+P (B)
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7:23, 4, மி என்பன ஈ-சதுர அணிகளானால், 

0 (AB) & 0 (A)+ 0 (B) — ந என நிரூபி, 

நிரூமணம் : ந(4) - 7 ஆக இருக்கட்டும். அப்படியானால் 
7. ட என்னும் ஒழுங்கணிகள் 

டு ட் 
PAQ = [ a & | என இருக்கும்படி உண்டு. 

I, 0 
23240, ட 13 தறம [ 0 0 Jom ow (1) 

இப்பொழுது C = Poi [ 0 ] gui ws (2) 
0 சே 

என்ற அணியை எடுத்துக்கொள்வோம். 

i, OQ ௦0 
A C= pri { a } ௩ 

ப [ஈ௦]*[௦ 7172 
on ல தொடர்பு விதி 

ஜி மோது 5 

=ptg? 

A+ C gt ஓழுங்கணி. 

(4300௮௩, 
இப்பொழுது 0 (9) - PE (CALC)B] 

ஓர் அணியின் அதை ஓர் ஒழுங்கணியால் பெருக்கி 
னால் மாறுது. 

£(2)-0[(42402)] 

<P (AB) + 9 (CB) ss (8) 
7:28-ல் இருந்து 

ஆளனால் Pp (CB) <p (C) $s a 7.8 
= nor ப .... (2)-ல் இருந்து 
= 1-9 (A) 

(5)-ல் இருந்து P (BY < p (AB)4+n—P (A). 
P (A)+P (B)—n < p (AB).
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மாதிரிக் கணக்குகள் 

1: A என்ற ஈ-சதுரஅணி சுய அடுக்கு அணியாக 
Q@ssrev (Idempotent) p (4) - 1-0 (4) என நிரூபி. 

4 ஒரு சுய அடுக்கு அணி, 

4-4 

A~A® =0 

A (lA) = 0 

2147-4) - 20)... இதில் 0 பூச்சிய அணி, 
௮0 ய பூச்சிய எண். (1) 

Qadurep gy P(AB) > p(A) +9 (B)—n 

O > p(A)+p (I—A)—1 

n~p (A) > p (I-A). 

மாதிரி 8: பின்வரும் அணியின் (osu) sareneu 
நிரூபி. எக்கு அதிகமாயிருக்க முடியாது என 

| @iclitdecls எறி. சரும 

சில thaole ச்ப$ “255 by¥itbeYe 

| tyolitceals 21 ரே யி 225 | 

4 என்பது கொடுக்கப்பட்ட. அணியாய் இருக்கட்டும். 

a, ag ag | டல By Yin 

A=| b1 by bg | ols Ba Ye 

டே டே Cg 0 0 0 

என்று எழுதனாம். 

4௮ 80 ஆனால் 

P(A) 4 சிறியது [0 (2), (0) ] 

இதில் சேன் கடைசி நிரை பூச்சிய நிரை 

ஆதலால் 0 (6) - 2 

6(4) ௮2
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ம 
கண்டுபி 

8. A 

பயிற்சி 7 

பின்வரும் அணிகளின் அளவைகளை (மதிப்பிடத்தை)க் 
டி: 

_- ட “1 ab Oo | 
1-1 1 

ec di 
0 —8 2 | Gi) 

aba 
| 2 -4 8 

= OQ 2௨௭1 | 

படுக ௫: 
1 —2 —2 

@ 8 2 —2 
0 1 —4 —8 

7 4 -4 
இ வற 6 5 

— | 2 8 ௨௨௨ 

2. ஓர் அணியில் ஒவ்வோர் உறுப்பும் 1 ஆனால் அதன் 
மதிப்பிடமும் ] என நிரூபி. 

| 1 ம் ஷீ | | -1 —2 —1 

=| 2-8 4 i 6 12 8 இஞல், 

| & —2 8 5 10 5 

A.B, A+B, AB, BA-sir wAHtuh mest 2,1, 2,0, 1 என 
திரூபி. 

அவற்றின் அளவைகள் (மதிப்பிடத்தை)க் கண்டுபி 

பின்வரும் அணிகளை இயல் வடிவில் எழுது. அதிலிருந்து 
டி 

0 12 8 47 

i 28 77 11288 

@/ 22207] Gi) | 2 20 3-2 
ட 3.45 7 | | 821 4 

| 210
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1 280 | 8 -2 0 

    

| 1 ர 

4832 | o 2 2 4 த 

ப ஐய | Ol: Le ள் 4 

687 5 | Oo 2 2 1-௨ 

5. 2409 என்பது இயல் வடிவில் இருக்குமாறு 2, ஓ என்னும் 
அணிகளைக் கண்டுபிடி. 

|? 1 27 

0) 3 2 8 

  

qdj| 4 2-1 2 

இ. 2 -2 0 

[5 -1 +2 1 | 

4 6 1 

ஸ்) 7 11 ட 1 

ட 2 12 a 

6. பின் வரும் வெக்டர்கள் ஒரு படித்த சார்புக் குழுவா 
அல்லவா என ஆராய்க. 

(i) (1,0,0); (0,1,0); (0,0,1) 

di) (1, 2, 8); (1,-1, 0). 

Gi) [1.1,-28,-8], (2, 4,-1, 1], [—8, 2,--8,-1] 
{0, 7, » —8) 

iv) [—-8,.—4, 1, 2} [1,-2,0,-1], [-1,—8, 1, 6] 
[-8,—14, 8, 7] 

7. P(A)=2 ஆக உள்ள 4 என்ற ஏதாவதொரு 8 சதுர 
ணியை எடுத்துக் கொண்டு அதன் நிரை வெக்டர்களும், நிரல் 

வெக்டர்களும் ஒரு படித்த சார்புக் குழுக்கள் என நிரூபி.
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5. 

விடைகள் 

1. @ 2 Gi) 2 

(iii) 2 (iv) 4 

4. (i) 2 ii) 3 (iv) 4 

“வெறி ௦ 01 “ட வரி =f 

௨2/1 120,21௨ 1 
| -1॥ 1 1) 0 o 42 

1.0 OF [24 8 xg 
(01.1 8 

(9022 -$ 3 0 (;04| 
i a 6 oO 

73 4-3 | 
ரு j.0 Oo 1 0 

[01 00 Fs 2 
| 

1-8 0 Oo 0 1 6 
(ili) P= o=' 

| ea jo Oo 1 
be 2 ப \9 —7 -8 ~1 

8. (i) சார்பற்ற குழு 

(1) சார்பற்ற குழு 

(10) சார்புக் குழு 

(iv) சார்பற்ற குழு.



8, ஒருங்கமை ஒருபடிச் சமன்பாடுகள் 

81. அணிகள் பற்றிப் பயில்வதால், சமன்பாடுகளை வீடு 
விக்கும் முறைகளைத் தெரிந்து கொள்வது உதவியாக இருக்கும் 
என்று முதலிலேயே குறிப்பிட்டோம். இவற்றிற்கிசைய கூட்டல், 
பெருக்கல் முதலியவைகளை வறையறை செய்ததையும் நினைவு 
படுத்தினோம் * ஒரு சில சமன்பாடுகளை விடுவிக்கும் கணக்குகள் 
கூடச் செய்து காட்டியுள்ளோம். இப்பொ ந்தச் சமன் 
பாடுகளை விடுவிப்பதில் உள்ள கொள்கைகளை (மர) முறையாக 
உதாரணங்களால் விளக்கு?வாம். 

சட 4 மஜி உர் மிட்ட கு by 

g1Xy + dggXq + +++ + GenXn = by 

dy X, + AmaXyg $+ + + OmaXn = Do ட (1) 

X = [xy x7, 66. Xp]! Qhaayh, 

B= [by, bg. . +. மி]! ஆகவும், 

4 என்பது குணகங்களின் அணியாகவும் இருந்தால் (1)-ஐ 
AX = ச என எழுதலாம். 

இனி, இந்தச் சமன்பாடுகளைத் . தீர்க்க (801௦) இயலுமா, 
அவை ஏற்கத்தக்கனவா என்ற கேள்விகள் எழும். இவற்றிற்கும் 
மேலாக தீர்வு காணும் வகை யாது £? என்பதையெல்லாம் நாம் 
அறிந்துகொள்ள வேண்டும், 

முதலாவதாக, தீர்வு என்றால் %, 9)... ஆக்கு நாம் 
கண்டு பிடிக்கும் ஈ;, 85. . . Gn THM எண் மதிப்புகள் ஒவ்வொரு 
சமன்பாட்டிற்கும் பொருந்துவதாக இருக்க வேண்டும். னால் தி 
தான் நாம் இவற்றை ஒருங்கமை சமன்பாடுகள் என்று சொல்
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றோம் சதாரணம . டட என்பன சிக்கல் எண் 

களாக Geaaple nbs) ett கூடாதென நாம் எதிர் 
பார்ப்பது இய ஆனால் தூய (றய) கணிதம் பயில்வோர் 
இதை ஏற்க மாட்டார்கள், வேறு சில சந்தர்ப்பங்களில் நாம் நேர் 
முழு எண்களையே விடைகளாக எதிர்பாரீக்க வேண்டியதும் 
இருக்கும், இவற்றை நாம் தேவைக்கேற்றவாறு மாற்றிச் செய்ய 
வேண்டும் எனக் கூற தேவையில்லை. 

8-2. EUS Enel நாம் சில எளிய உதாரணங்களைக் 
கவனிப்பே 

உதாரணம் 1 : ஒரே மாறியிலுள்ள ஒரு சமன்பாடு சி எம்ட 

இதில் ஈ) , 8) என்ற எண்கணணிகளின் மதிப்பு oar தெரியும். 
ஆகையால் ஐக் ந ப மாகத் எவ்வளவு எளி 

=byfay, ஆனால் ஈட்ட பூச்சிய ae ? Gate 
donde ae கேள்விதான் என ஒப்புக்கொள்வீர்கள் 

(1) கடி ஈு0 ஆனால் 20க்கு ம; /ஈடு என்ற ஒரே மதிப்புதான் 
உண்டு. 

Gi) ay, ஆனால், ஐன் மதிப்பு சன் மதிப்பைப் 
திருக்கிறது. 

(௮) ௪0 ஆக pe இந்தச் சமன்பாட்டைத் 
தீர்க்க இயலாது. ஏனெனில் 5,-ன் மதிப்பு எதுவானாலும் இடப் 
புறம் 8) 1) 0 ஆகவும், " வலப்புறம் பூச்சியமில்லாமலும் 
இருக்கும். இது பொருந்தாததொன்று. 

(ஆ) b)=0 ஆக இருந்தால், இதை எண்ணற்ற விதமாகத் 
தீர்க்கலாம். க்கு எந்த மதிப்புக் கொடுத்தாலும் பொருத்துவ 
தாக அமையும் என் யதை நோக்குக, 

இந்தச் சிறிய உதாரணத்தையே எவ்வளவு ஆழ்ந்து நோக்க 
வேண்டி இருக்கிறது என்பதை வாசகர்கள் உணர்வார்களாக. 

உதாரணம் 8: 9134-௨ 7 (1) 

x1 —Xg = 1 ss eee (2) 

Xe = 7 -x, Gs ~ (1)-ல் இருந்து 

ல் ஜோரு (று ல me
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ட 2 1 இட 80 4 

கி. 

மேலும் 4-- 9-7; ஆனதால் 50, 3டிகளுக்கு நாம் 

கண்டு பிடித்துள்ள மதிப்புகள் சரியான தீர்வு எனக் காண்கிறோம்- 
பேறு தீர்வு இருப்பதாகவும் தெரியவில்லை. 

உதாரணம் 5: xX; +X» = 7 one ௭ (1) 

ட இடி எ 10 was a (2) 

இதைத் தீர்க்க உதாரணம் 8-ல் காட்டியபடி செய்ய முற்பட் 
டால் தோல்வியே அடைவோம். (8) ஆவது சமன்பாட்டின் இ.ப. 
(இடப் பக்கம்) முதல் சமன்பாட்டின் இ. ப. ஐப்போல் இரு 
மடங்கு. ஆனால் 8ஆம் சமன்பாட்டின் வ.ப. முதல் சமன்பாட்டின் 

வ. ப. ஐப்போல் இரு மடங்காக இல்லை ! 

ஆதலின் இதன் சமன்பாடுகள் ஒன்றுக்கொன்று மூர 
னவை (Inconsistent Equations) என்பதைக் கா ரோம். 
2 ஐடி எக்கு எந்த மதிப்புக் கொடுத்தாலும் இரு சமன்பாடு 

னில் முதல் சமன்பாட்டிற்குப் 

பொருந்தும் .மதிப்புகளள்ன இரண்டாம் சமன் பாட்டிற்குப் 
பொருந்தா. இவற்றை ஒருங்கமையா சமன்பாடுகள் என்பது 

பொருந்தும் ! 

உதாரணம் & 

உ) x= 7 த 2 ees aoe (1) 

2x, +:2x, = 14 எழ 9 மல்டி உட்க (2) 

இதில் இரண்டாவது சமன்பாட்டின் இடப்பக்கமும், வலப் 

பக்கமும் முதல் சமன்பாட்டின் இ. ப, வ. ப,-ஐப் போல் இரு 
மடங்காக உள்ளன. ஆகவே, இவற்றை இரு சன்பாடுகளாகக் 
கருதாது, ஒரே சமன்பாடாக எடுத்துக் கொள்ளலாம். ஏனெனில் 
ஒரு சமன்பாட்டுக்குப் பொருந்தும் X1. XT எந்த மதிப்பும் 
அடுத்த சமன்பாட்டிற்கும் பொருந்தும். இதில் குணகங்களின் 

அணியான [ ஐ ன் மதிப்பிடம் 1 என்பது நோக்கத் 

தக்கது.
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QS x, =t stars QaroGaurih. அப்படியானால் டி 7-7 

தீர்வு (2. 39), 7-0), இதில் / எந்த எண் மதிப்பும் கொள் 
ளலாம். 7 ஒரு சாரா மாறி (றகா8ா1௦0) என்பதை நோக்குக, 

3. தேற்றம் ௨: ஈன்ற வெவ்வேறு மாறிகளில் சமன் 
பாடுகள் இருக்கட்டும். மேலும் 4 என்ற குணகங்கள் அணி ஓழுங் 

கணியாக இருக்கட்டும், அப்படியானால் (42 என்ற சமன்பாடு 
களுக்கு ஒரே வகைத் ((ட1005) இர்வுதான் உண்டு. 

நிரூபணம் : 

4 ஓர் ஒழுங்கணி . .. (கொள்கை) 

41 இருக்கிறது. இப்பொழுது, 4-2 oes (i) 

Aled, X= AB 

2 தற ர ரர ese எது 

= வே ஒருவகைத் தீர்வைக் கண்டு விட்டோம். .- Qo Ag 
ஒரே வகைத் தீர்வுதான் உண்டு என நிரூபிப்போம், கூடுமானால் 
& ௪ 7 என்பது மற்றோர் தீர்வாக இருக்கட்டும், அதாவது, 

AY=B8 ead ats 6 tied (8) 

(1)—(8) AX-AY=0 

A(X-Y)=0 

X-Y=A1,0-0 

X= ¥ 

உதாரணம் 8 ஐ மீண்டும் கவனிப்போம். 

X,+x,=7 

31 32 ௮ ந 

் ம 
தர | 14120 

பின்வருமா வி று கண்டுபிடிப் i ச க 
தமக்குத் தெரியும். இனிடிப்பது. சுலபம் என்பதும்
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8 ட ர + 3 7 
(Pos இருந்து &- 4 “2௯ உ ட 1 

4 ey. _f 4.744.175 = 
xy ம | 3 

fe BSA Rgds 

இதையே, இன்னும் சுருக்கமாகச் செய்ய பெரிதாக்கிய 
அணியை (கயதமரோ(சம 1ககர்ம்பப் பயன்படுத்தலாம். 4 உடன் 
மிஜஐச் சேர்த்து [48] என எழுதி, முந்தைய நிரல், நிரை மாற்றங் 

களைச் செய்தால் .["*2 கடைசி நிரலாக இருக்கும், இது எவ்வாறு 
என்று சுருக்கமாக விளக்குவோம். ் 

R,. Ry... Rnd = 1 ஆனால் 

Ry Ry... Ra AA = I. At 

அதாவது &; 2. கச Amt 

மேலும் R,. Ry... டமி ம3ற, 

இப்பொழுது, க - [ : டக 
1 1 

ட [2 08111 04 
1-1 1 1-1 1
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ம் 0 41) 120 4 ] 

் | ௦0 1 பூத ] | 0139 
10 4 

ப = » ABS | ] கில | ன் ] 1 ; 

இதையே மற்றோர் உதாரணத்தால் விளக்குவோம். 

Bx +8xe+4xg-x, = 2 see eis tee (1) 

ம எற சர் டக 7 we say Be (2) 

4x, — OX இ கிட ன இ... ய ய (3) 

8x, + Bxg—4xg+5xy = 7 wn ௮ wee (4) 

இதில், இரண்டாவது சமன்பாட்டை முதலில் எழுதுவோம். 

(இதனால் குணக அணியில் ஈ; 1 ஆகும்.) 

ரோ ஷ் சிடி 4 கிற 4 7 

கட 00 அப ௨ இ 

400) -- தீ திற ௮ 

8x) + சிடி ந பட இ ர 

இப்பொழுது, பெரிதாக்கிய 4 [AB] 

ம் 1 2 | 

2 8 ot 2] 

1 51 2 3 i 

(0 5 0 ~7 12 

[மப டட படி 
(0 65 —10 —4 ற்றி
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ரீ 2 8 ரீ 

1 0 த் — 

—-1 —10 —15 —19 

5 10 —4 —14 

௦ 2 g 28 

1 ௦ ந. ie 

Qo 10 ர வித்ர் 

Oo 10 8 -8 a 

0 2 $ a 

1 0 -4 எம 

வ் 8 8ம் ஆல் 

9 0 3 க 

00 தத ds | 

1 0 எத் 1 | 

| 
0 1 நீழ எமி 

௦0 ௮2. Sg 

0 0 —$3 an ~ 

10 -% அம 

01 நம ஆம் 

009 1
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1000 2 

0100 41 

00100 3 

000 1 1 

AtB=[2 —1 $1] 

xy = இ ஜே வழ ஜா ஜகம் 

84, AX=B என்ற சமன்பாடு, முரண்பாடு இல்லாது. ஒருங் 
கமைய வேண்டிய போதுமான நிபந்தனை P(A) = P [AB] 
ஆகும். இதில் [48] என்பது கடன் மீஜச் சேர்த்துப் 

பெரிதாக்கிய அணி, 

நிரூபணம்: 01, ஷீ. நேளன்பன அன் நிரல் அணிகளாக 

இருக்கட்டும். அப்படியானால் 4 - சஜ 

css " be 

Xe by 

ர்க ஷி Cn] ல் = ய என எழுதலாம். 

| Xa 1 ba _| 

அதாவது, 3) 01 * 0 டர்போ டோ மீ ப (1) 

இப்பொழுது, 4-ன் மதிப்பிடம் “ஆக இருக்கட்டும், 

ஃ வூ உம் என்ற முதல் 7 நிரல்களும் சார்பற்ற 

வெக்டர் குழு ஆகும். [ஏனைய நிரல்களாயிருந்தால் தகுந்த நிரல் 
மாற்றங்கள் செய்து இவற்றை முதலில் வருமாறு வரிசைப்படுத்த 

யலும்/. 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகள் முரண்பாடு இல்லாதிருந்தால் 
ஒரு தீர்வு காண இயலும், அதாவது &டி ரு. என்ற 
எண்ணிகளை ட ஈட 6 ஜோர் பப டர் நே க B on (2) 
என இருக்கும் வண்ணம் கண்டுபிடிக்கலாம், 

அ௮-18
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ஆனால் Crop சேத. ப 2 €n B Cys Cos very Cr FOUTS 
எழுத இயலும். டெ ரிக) ௪ 

ஃ 7: (2)-ல் இருந்து: ஐயும் 6; ரீ... ட சார்பாக எழுதலாம். 

“ PAB] <r 

“ PLAB] < p (A) வ ன் வ (8) 

மேலும் 2 (43) 4 8 [48] என்பது வெளிப்படை, 

A por g! AB யிலிருந்து 8 ஐ நீக்கியதால் கிடைத்தது. 

P [AB] = p[ A}. 

Ci) Qu@uragg P(A) = P [AB] = r(Qarcione) 

ஃ [4-ல் உள்ள எந்த (1-1) நிரல்களும் ஒரு சார்புக் குழு 
ஆகும். 

பேத ர் பபப t+ keCrtkry, B=O (0) 

இதில் முதல் 7 நிரல்களையும், கடைசி நிரலான 2 ஐயும் எடுத் 
திருக்கிறோம், இனி 6; - 0 ஆக இருக்க முடியுமா ? என: 
ஆராய்தல் அவசியம். அது 0 என வைத்துக் கொள்வோம். 

அப்படியானால், ky Cyhe Cg + ப வெப்பப் இட்டு ௮0 

ஆனால் மட, நே 

807 86௮ 

2 ஒரு சார்பற்ற குழு. 

    

சமன்பாடு (1) பொய்யாகும். இது ஒவ்வாதது, 

  

  

  

வ kryy AO 

உ தய ராப் சீட ட bomen Ke Or) 
ஞு ~ Kray 

Ny Cy AXg Cg thaw eee Xp Op 

உ ட்ட ரு 
இதில், 3/4 Bria 

அதாவது எ; ட சீ ரய. eet ye Mb, 

a1 Xb dag Xq tomb dae போக்கித்
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GS MBs 1 Xn oT sr (n—?) tor HesPar 
O ஆகக் கொண்டுள்ளோம். ஆனாலும் இது ஒரு தீர்வு என்பதை 
நிரூபித்து விட்டோம். 

குறிப்பு: வேறு தீர்வுகள் உண்டா, அவை எத்தகையன 
என்பதை இங்கு நாம் ஆராயவில்லை. 

8-5. களைத்தேற்றம்: P (4) < pLlAB] ஆக இருந்தால் 

கொடுக்கப்பட்ட. சமன்பாடுகளுக்குக் Sie (Solution) 
ல்லை. 

உதாரணம் 1: பின்வரும் சமன்பாடுகளைக் கூடுமானால் 
வி. 

4 கி 7 ee a re Cl) 

2x, + %, = 4 at ne ove (2) 

2x, + 6x,=65 ie oe zi (8) 

i a | 7 | 

இதில் 4௮ 2 1 3;B=| 4 

6 ls | 
மிஆல் பெரிதாக்கிய 4 2 [40] 

    

1874 1 8 7 

=| 2 7 «| ~ ௦-5 —10 

ட 265 | 00 8 

j 1 8 7 | [18 77 

~{ 0 4 இ | வட்ட ட ஐ 

ர ie ௦ 5 | 

“at OG EF 1 0 497 

~ : Oo 12 ~ 0 1 ஓ 
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(4) 2 0[42]- 8, 

8(4) 4 0[429. 

இந்தச் சமன்பாடுகளுக்குத் தீர்வு இல்லை. 

இனி, இந்த நிரை மாற்றங்கள் நமக்கு எதைத் தெரிவிக் 

கின்றன எனப் பார்ப்போம். 

கடைசி அணியிலிருந்து 0.x, + Ox. = 1 ஆக இருக்க 
வேண்டும். 3)/2டிஎன் எந்த மதிப்பும் இதற்குப் பொருந்தாது. 
நமக்குக் கடைசியாக இருக்கும் சமன்பாடுகளின் அணி, கொடுக் 
கப்பட்ட சமன்பாடுகளிலிருந்து கிடைக்கப் பெற்றதுதான், 

(2)—-2x(1) —5x,=—-10  ... we (4) 
oxy = 2 oo es (5) 

மேலும் (5)--8 % (1) 0-0 டி௯௮இ ... (8) 

(5)-ம் (6)-ம் முரண்பாடானவை என்பதைக் காண்க. 

உதாரணம் 8: 

பின்வரும் சமன்பாடுகளைக் கூடுமானால் விடுவி. 

x, + டி 7 see 2 Gt tae (1) 

2x, + mH 4 ane een ene (2) 

2x, + 6x, = 14 ee gy ara ea a ae (3) 

சி 

இப்பொழுது [48]-) 8 1 4 

26 14 

fi 8 7 [1 உர 

00 0 ட ௦00௦0 | 

10 1 

~| oO 1 8
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p(A) = 2 = PLAB] 
இந்தச் சமன்பாடுகளுக்குத் தீர்வு உண்டு, 

x 3; x = இ என்பதைக் கடைசி நிரலிலிருந்து உடனே 

எழுதி விடலாம். 

8-6. ஒரே படியில் (100002600008) உள்ள ஒருபடி. (மஷச் சமன் 

பாடுகள் 

,422-- தீ என்பதில் 8 - 0 ஆனால், அதாவது 

40 என்பன ஒரே படியில் உள்ள ஓருபடிச் சமன்பாடுகள் 

ஆகும். 

P(A) = p{4.0) 

இதற்குத் தீர்வு உண்டு. 
௮ 0 ஒரு தீர்வு என்பது வெளிப்படை... 

8:71, தேற்றம்: 

AX = 0. என்பதன் தீர்வுகளின் குழுவானது [%-ன் ஓர் உள் 

வெளி ஆகும். 

ய 2ம், என்பன தீர்வுகளானால் +X, - ஒரு தீர்வு 

என்றும், 

(ii) 4 ஒரு தீர்வு ஆனால் 41 ஒரு தீர்வு என்றும் நிரூபிக்க 
வேண்டும் 

(0) கு) க + AX, =O0+0=0 

(i) A(ky,) =k AXY, 00 

88, தேற்றம்: 4-0 பி = ரலி (1) 

என்ற சமன்பாடுகளை விடுவிக்கும் போது, 

P(A) ண்ணு. பப டிப ம மீட 

என்ற ஒரு படியில் சார்பற்ற தீர்வுக் குழு கிடைக்கும், 

நிரூபணம்: 0 (4) ௮ ன கொள்கை 

தல் நிரல்களான பே ஜே vy Cy படியில் சார் 
பற்ற நிரல்களாக (தகுந்த நிரல் மாற்றங்களுக்குப் பின்) எடுத்துக் 
கொள்ளலாம்.
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4௯ [21 09 வடர ae te ய 

(9), (9-ல். இருந்து 92) 4 ௦௯ 4 ப. ப ௮௦ ப (ம் 

இப்போது ஈ;, ஐ... ட சார்பற்ற நிரல் குழு 

பேட கு நியூட் சரட் வ ப தபர வ (1) 

Cres = இதரர் சத்த ம் பட ப திரு we (2) 

Cn = Kpyey + hogs +... Rprey eo Ca-r) 

இதில் ஐ n—r 
சமன்பாடுகள் Civ) 

(ili) ஐயும் (0-ல் (1) ஐயும் ஒப்பிட்டுப் பார். 

i= (ery yy வ ழு ட. OF 

இதேவிதமாக 

ர ணா ட ச ளை ge O —1 ௦... OF 

௪ ட ஆ 0.0 பழு 
என்பன (ஈ--7) தீர்வுகள், 

tv) 

இனி இவை ஒருபடியில் சார்பற்ற குழு என்று நிரூபிப்போம். 

கூடுமானால், : 

Ari Xr + Aa Keto. ர க. (ஸ் 
ஆக இருக்கட்டும். 1=9; Xe =O, ௮௪0 என 

நிரூபிக்கவேண்டும். 

(7-ல் இருந்து, | ட pee டட பிபன் (7-1) 
ஆவது உறுப்பு, 

Ai(H1I Ag OF we tap Oe RK Ay என்று 
பார்க்கிறோம். 

ஆனால் ()-ன் வ. ப. பூச்சிய அணி ஆதலால் A, =O me 
இருக்க வேண்டும்.
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இதே விதமாக Do = 0) அட அ 0, கயைசியாக 

மீ என்ற ஏதாவது ஒரு தீர்வை ட, Lay KO = [Neva ன x 
augye கா சார்பாக எழுதலாம் என்று நிரூபிப்போம். 

ஒரு தீர்வு.............. . ....வ.(கொள்கை) 

மேலும் 5, 2... முன்பே கண்டுபிடித்த தீர்வுகள் 

5: 7-ன் படி, 

  பேர்டகிட எ படட" டையர் நே பட. என்பதும் 
ஒரு தீர்வாக இருக்க வேண்டும். re ai (vil) 

L = EB) சவலை ௪0 0 0] என்பது ஒரு அதாவது, 
வு... (5)-ல் இருந்து, 

AZ=0 

210, + Zag Cy + om oe + Zep = O 

ஆனால் 00) 66. or ஒரு படியில் சார்பற்ற குழு. 

© Zy = 0, Zy =O Ze =O 

Z=0. 

(viil)- இருந்து, 

X= Xr சட வுட Xa ப அரத உராய 

ஆகவே, 2:ஐ பட மட அடி பேய சார்பாகக் கண்டு 
பிடித்து விட்டோம். 

8-9. ஓர் அணியின் பூச்சிய அளவு (14]11097 018 Matrix) 

AX = 0 என்பதற்கிணங்க இருக்கும் 

(கடி ட. ட) என்ற ஒரு படியில் சார்பற்ற வெக்டர் 
குழுவால் பிறப்பிக்கப்படும் உள் வெளியை (Generated space) 
பூச்சிய உள் வெளி (14111 ஐக௦௦) என்று சொல்வோம். இதன் 
பரிமாணமான (1-7) ஐ இந்த அணியின் (திரல்) பூச்சிய அளவு 
என்று சொல்வோம். 

ட்டகீ ஓர் அணியை எடுத்துக் கொண்டால், அணியின் 
மதிப்பிடம் -- (நிரல்) பூச்சிய அளவு (நிரல்களின் எண்ணிக் 
கை),
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இதேவிதமாக, 

அணியின் மதிப்பிடம் -1- (நிரை) பூச்சிய அளவு -- 191 (நிரை 

களின் எண்ணிக்கை) என நிரூபிக்கலாம். 

பூச்சிய அளவை * (4) எனக் குறிப்பிடுவது வழக்கம். 

பக லக னைப் 

$10. AY = 0 என்பதன் ஒரு படியில் சார்பற்ற தீர்வுக் குழு 

மட.) ஆகவும், AX, = B ஆகவும் இருந்தால். 

    

(த 

Xo thy X11 + ka Xe ப... 4 க பவட என்பது AX=B 

என்பதன் தீர்வாக இருக்கும் என நிரூபி. 

நிரூபணம் ₹ 

பட்ட, ay ee ve 

ம்ம ந ர் டர் ட பம் AX = 06ன் 

3) என்பன 44% 0-ன் தீர்வுகள். 

தீர்வாக இருக்க வேண்டும். 

இப்பொழுது, 

கி டர் வ 

= AXy + ACh X + ka Xa + ore oe 

லை ஸ்ம மக்கி 

4 பம 

=B+0=8 

இனி 20 - 1 என்பது ஏதாவது ஒரு தீர்வாக இருந்தால் 

YQ Xo + ey Xi tke Xe bn + kn.» Xn—r 

என்று எழுத முடியும் என நிரூபிப்போம். 

இதற்கு YX) Baws AX =O என்பதன் தீர்வு என 

நிரூபித்தால் போதுமானது. (88) 

A(Y—X) = AY — AX =B-—B=0 

ஆக கு ற என்பதன் மிகப் பொதுவான தீர்வு (௦5 

general solution), 

Xo tkyXitksXg tome + டட எனத் தெளிவாகிறது.
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மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாதிரி 1: விடுவி: 

ர இரடி + டி ௬ 10 

Ax, + 5x, + 6x5 = 28 

4 என்பது குணகங்களின் அணி ஆனால். 

பெரிதாக்கிய 4 ௪ [48] 

_pi1 28 107 pr 2 a 10 
45 6 238 | 0-8 -6 —!2 

bos 1 2 8 10 ~f 4 2 —1 2 

01 8 4 ௦1 24 

ல ஜட wg =H B 

X, + Bxg = 4 

Ny, = திய ஜட My = 4 Oxy 

@H% xs-9g4 ergw wr} (parameter) ¢ ஆகக் கொண்டு 
[24t, 4-21, பி என்பது தீர்வுக் குழு எனக் கூறலாம். 

கீர்வுக் குழுவின் ரூபம் வெவ்வேறாக இருக்கலாம் ; ஆனால் 

மதிப்பு ஒன்றே. 

இதே கணக்கில் 3, ஐயும் xy ஐயும் மாற்றி, 

x, + 8x, + 2x, = 10 

4x, + 6x, + Sx, = 28 star srapgiGourih. 

46 5 28 

ட i 3 2 10 18 2 10 

o -6 —8 —12 01% 2 

10] 4 

“(01123 

இப்பொழுது tasi= | 1 2 10 ]
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250 

xy + = =4 

x = 4 Bt ge ௨ 

இதில் டி ஐச் சாரா மாறி ப ஆகக் கொண்டால், 

1 ழ் 14 ் 4 த & &- ஐ 28% toe ஸு (2) 

என்பது தீர்வுக் குழு ஆகும், 

(1)-ல் 4. 2/- ம என்று போட்டால் (2) கிடைக்கும் 
என்பதை நோக்குக : 

பின்னரும் (4) -2[48]- ௨) 

m=2 n=8 

ஆகவே நாம் புறக்கணிக்கக் கூடிய நிரைகள் 

= m—r= 2-2=0 

இதில் உள்ள சாரா மாறி, 5. 1 என்பதையும் 
கவனி. 

மாதிரி 8: விடுவி: 

ட இடி 4- சிடி றட 10 

2x, —xX_— Bxg + 8x, = 86 

1 2 8 ~1 10 பெரிதாக்கிய A = [AB] = 
ERTS (2-5 _) -2 8 2 | 

1 2 8 —1 10 
“To து டு டக்கு | 

1 2 38 —! 10 

al: > g-1 4
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xy ன tu= 

Xe oy = ih 

y= Bat 

xy = Ey 

ப. 8,240 முறையே t,u sam சாரா மாறநிகளாகக் 
கொண்டு, தீர்வுக் குழுவை 

ட மீ 22 87 14 
ட வீ வல பம் னிடம். வடட 5 ur 5 °° 6 tutes oe] 

என எழுதலாம். 

ஒரு குறிப்பிட்ட தீர்வுக் காண 9, y= 4 என்று போடு, 
(41, 5, 5, 4) என்ற விடை, கிடைக்கிறது. 

இதில் ஈ- 4 ஆனால் - ஐஇ, 

ஃ.. தமக்கு வேண்டிய சாரா மாறிகள் ஈ--7- 4-௮ ஐ 
என்பதைக் கவனி. 

மாதிரி 8: 1-4 8x4 ~ 2x, = O 

போர X_ + Bxg = 6 

என்ப்தற்கு ஒரு குறிப்பிட்ட தீர்வு கண்டு, அதிலிருந்து தீர்வுக் 
குழுவின் பொது ரூபத்தைக் கண்டுபிடி, 

டக்கு நாம் ஏதாகிலும் மதிப்புக் கொடுத்து பின் ஐ, படி ஜக் 
கண்டுபிடிப்போம், 

1 4 என வை. அப்படியானால் x= 1, 29 5 2. அதாவது 
X= (1, 1, 2] என்பது ஒரு குறிப்பிட்ட தீர்வுக் குழு, இனி 
44 0 என்பதை விடுவித்தால் போதுமானது, 

auf i282 =2 1 8 ~2 
11 2 0 ~2 a | 

_f 1 8 ~2 10 4 
@ 1 -2 0 1 a]
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xX, + 4x, = 02 Xqg—2xg = O 

xy ST Axg; உ 2x3 

/ என்ற சாரா மாறியாகக் கொண்டால், ர்-4 2) ப 

என்பது தீர்வுக் குழு ஆகும். 

43 2 என்பதன் தீர்வுக் குழு 

[கி இடி ப] 411 1. ay 

= f1—41, 14.284, 2417 

மாதிர் 42 x, + Xe of xg = 8 

x, -- Bx + Bxg = 10 

பேர இடி + PXa = 47 

என்னும் சமன் பாடுகளில், 

(i) தீர்வுகாண இயலாவிட்டால் 

(i) ஒரே தீர்வு இருந்தால் 
Gi) எண்ணிறந்த தீர்வுகள் இருந்தால் ற, ருன் மதிப்பைக் 

கண்டுபிடி. 

1 1 1] 
| 

குணகங்கள் அணி 4 - ம 88 | 

1 உற ் 

[111 8. 

பெரிதாக்கிய 4 [ AB] = 1 ௨ 8 10 

1 2B p 4 

“, 4°21 6 1 fi o-1 2 7] 

os o 1 2 4 ~ |O 3 2 4 

0 1 pet g-6_| |9 023 7-10]
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மழு P(A) # [4B] ஆனால் தீர்வு காண இயலாது. 

2 8ஆனால்0(4)-8 

7,410 ஆனால் p[AB] = 8. 

p= 8, ¢ 410 ed Sta Ove. 

Gi) p #8 ape 4 ஓர் ஒழுங்கணி. 

8:8-sir un. —Gr Stajsrer உண்டு. 

(iii) ர. ஆகவும், ॥- 10 ஆகவும் இருந்தால் 0(4) - 8 

= [42] - ஆனால், ॥ ௪ 8. 

இதற்கு எண்ணற்ற தீர்வுகள் உண்டு. 

மாதிரி 5: 

ச 4 ச்பூ 4 பூ2 ௪ சீட 

4X + boy + C92 = ds ae? oes 8 (1) 

gx + Day + C32 = ds 

என்னும் தனங்களின் (018068) சமன்பாடுகளுக்குத் தீர்வு கண்டு 
அவை எவ்வாறு அமைந்துள்ளன என்பதைக் கண்டுபிடி. 

(i) P(A) = pP[AB] = Bar 
ஆனால் (0) க்கு ஒரே தீர்வுதான் உண்டு, 

8 தளங்களும் ஒரே புள்ளியில் வெட்டுகின் றன, 

(ii) P(A) = P[AB] = 2 

இப்பொழுதும் தீர்வு உண்டு, மேலும் 1 - 9 ஆனால் 2 இ 
னதால் டையில் ஒரு சாரா மாறி இருக்க முடியும், 

ப் ம் ஒரு தேர் கோட்டில் (ஒரு பரிமாணம்-$/02]6 
dimension) வெட்டிக் கொள்ள வேண்டும். 

ஆத
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(iii) 9 (A) = pfABJ = 1 

இப்பொழுதும் தீர்வு உண்டு. மேலும் ஈ- 8 ஆனால் - 1 
ஆனதால் விடையில் இரு சாரா மாறிகள் இருக்க முடியும். 
ஆகவே விடை. 8 பரிமாணம் (சதுர அளவு) உள்ளது. ஃ 8 தளங் 
களும் ஒரே தளத்தில் அமைய வேண்டும். ஆகவே 
உள்ள எல்லாப் புள்ளிகளின் கூறுகளும் (00-020108165) தீர்வுக் 

குழுவில் அமையும். 

(iv) (0-2. 248] 5, தீர்வு இல்லை. 

P(A) = 8 ஆனதால், 

a3 = kya, + kydy ஆகவும், bg = kyby + 9, ஆகவும், 
29-ம் 660 ஆகவும் இருக்க வேண்டும். ஆனால் £ [42]--5 

apo ered dg = kyd, + Kady Be OHSS wir gs. 

8 ஆம் தளத்தை 

ky (qyxt+byy+eyz) + ke (agxtbgyteez) = k( Ak yd, +kody) 

என எழுதலாம். 

இந்தச் சமன்பாட்டில் இருந்து 8 ஆம் தளமானது முதலிரண்டு 
தளங்கள் வெட்டும் . கோட்டுக்கு இணையாக உள்ளது எனத் 
தெரிகிறது, 

8 தளங்களும் ஒரு பட்டகம் (மு) உண்டாக்குகின் றன 

எனக் கூறலாம். 

(v) P(A)= 1, 8[487-8 தீர்வு இல்லை. 

இவ்வாறு இருக்க இயலாது. 

(ம் 2(4- 1; 048] ௪, தீர்வு இல்லை, இப்பொழுது 
எல்லாத் தளங்களும் இணையாக இருக்கும். 

உதாரணம் 2 

ள் x+ Oy + 8z= 

x + 2y +82 = 94 

x+28yp4+82=17
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("i 2 8 6 1283 57). 

AB=| 1 2 B ஐ ~| 0 0 0 4} 

1d 2 8 17 looos 

042] - 8 எனக் கொள்ளலாமா! (1) ஐப் பார். 

[1௨28௪ 1 

(48]-.00௨ 41. கடிது 

9000 | 

(vil) P(A) = 13 pfAB] 1 

இப்பொழுது எல்லாத் தளமும் ஒரே தளம் தான் ! 

மாதிர் 6: விடுவி: 

x1 +> 3 ட 10௨0 

பட + 2x, + 8xg + 4x, = 0 

  

2x, + ந — 4% =O 

141 1 | 2 2 7 gy 

| 128 மட்ட 0.1 ஓஒ த 

|) 2 1 0 -1 பட 0-1 2 பற j 

[11ம் [101 தா 
i 

~' 0128 | 01 2 8 

foooa, | 00 0 3 

1 ம தன 0 Xo + 8x, + 8x, = 0 

X= t+ 2 xg = — Bf ~ By 

இதில் 3, 2 ஐ , ஈஎன்ற சாரா மாறிகளாகக் கொண்டுள்ளோம்,
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p(A)= Ber; n= 4 

௪௮8 

இதில் 2 சாரார் மாறிகள் உள்ளன. 

ne Qi Tt 
Ox, + Ox, +11 =0 

Ox, + BOX, — 6x3 = — 8 

Bxq — 18x53 + 7௬0 

என்பவை முரண்பாடான சமன்பாடுகள் என நிரூபி, 

4 என்பது குணகங்கள் அணியானால் 

; 26 o 11 

பெரிதாக்கிய [48]-] 6 20 -8 —8 

[9 6 18 1) 

1 8 உம். 

~} 6 20 -6 9 

09 @ 18 1 

"4 8 0 4 [189 0 -4 

~|o2 —-6 so} ~!o1 -—s 15 

0 6 —18 ~1 lo 6 ~18 —1 

  

“10 8 1087] 

~| 0 1 4 15 

  

[9 0 0 1 | 

ட 2(4)- 2 ஆனால் Pp [AB] = 8 

இந்தச் சமன்பாடுகளுக்குத் தீர்வு இல்லை. 

மாதிரி 82 A என்ற சதுர அணி பூச்சிய அணியல்ல. 

ஆனால் | 410. 
420 என்பதற்கிணங்க இருக்கும்படி கண்டுபிடிக்க இயலும் 

என நிரூபி.
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நிருபணம்: அட சி... வ கிட என்பன தன் நிரல் அணி 
களாக இருக்கட்டும். 

AB=0 es ட 9 a oe கொள்கை) 

ஃ சிதி) கீறி-0, ம... 400௮0 

இதில் .4.8,-0 ஐ எடுத்துக் கொள்வோம், 

சிடு சிர் yg Day Fock ee eH Gin bny =O 

a1 811 + gg Day oe ee sae + don bay =O 

ny B11 + any Day + om vee + dan bay =O 

இதில் | குணகங்களின் அணி 4 | =0 

“இதனை விடுவிக்கும்போது பூச்சியமல்லாத தீர்வுக் குழு 
கிடைக்கும். 

0] 

“ B #0. 

Glu: GQEsosure By, Bari oss Bowed கண்டு 
பிடித்தால் ஐக் கண்டு பிடித்து விடலாம். 

பயிற் 8 
1. விடுவிக்க : 

(0) 04 சிடி கறட 4 தி 

Gi) x7 +2x,18x3=5 

Bx, +4x_+5x3=9 

Gili) x, +2x,+8x,=5 

8x, + 4x,+5x,=8 

5x,+6x,.+7xg= 13 

(iv) 4)-4+2x.4+8x3=8 

2x, —x,—Bxg=28 

BX, +xX_+xy= 12 
அ...
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2, பின்வரும் சமன்பாடுகளைக் கூடுமானால் விடுவி : 

Ci) xy + Bx, +xXg+x4=5 

2x, —Xg+8x5 - ட 2 

4x, + 8xq4+5x3 = 7 

Gi) x-yp+2z=1 

மறிய தம 

x—y4+38z=0 

to
 

ஸ் த் 2 

aE 2. உட்ச 3 
2 ஷ் து * து அகி 

x+y+2= 89 

Civ) 4x— 8y + 22= 8 

8x4+ 8y —~52= 8 

—x+4y+ 82= 8 

(vy) -w+ 2x + By + dz = 28 

w— 22x+y4+ தய 7 

இடி 2x + 5y + 8s = 43 

(Wi) wt+xty+z=0 

w— 8x—y—z=0 

4w+ 2y+ 24 0, 

(it) x+y tend 

x+8y4+8=4 

x+8y +5z2=7 

x+4y4+ 77 = 10 

(viii) 8w + 4x —y — 62 = 0 

2x + 8p + az—-38w=0 

Qx + y — 142 — Sv =0 

x + 8p + 182+ 8w= 0.
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8. xy +xXg+xg=1 

Xb Oxy +4xgak 

Ny 4xe +1 0x3 =k? 

ற சமன்பாடுகளைத் தீர்க்க, க்கு எந்த மதிப்புகள் 

இருக்கலாம் ? தீர்வையும் கண்டுபிடி. 

4. kx-+By-2z=1 

4x+2ky—z=2 

6x+ 6y+kz=3 

என்ற சமன்பாடுகளை விடுவி, 4-2 ஆனால் தீர்வு என்ன ? 

{Ans + 40,0 

5. x--ayta®z=at+ra’® 

x+tby+65z=b* +b 

xbey+e*z=ct+re? 

இதில் ஈழ) 8940 2740. என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளது, 

(i) ஈ-ட்2௬0 ஆனால் தீர்வு எவ்வாறு இருக்கும்? 

(it) இல்லாவிடில் எவ்வாறு இருக்கும் எனக் கண்டுபிடி. 

பின்வரும் சமன் பாடுகள் முரண்பாடு இல்லாமல் இருக்கும் 
வண்ணம் 4-ன் மதிப்பைக் கண்டுபிடி. 

8xtky—2=0; kx -—By+k 40 

கறற 420, 

7. விடுவி: 

4 4 8௮) 

8x +y+ @z= Ay 
Bx4+ By த) 

இதற்கு, பூச்சியமல்லாத வேறு தீர்வு காண $, 6 ஆக 
இருக்கவேண்டும் என நிரூபி. 

8. கஜ ட த 0 

w+ypo-z=0 

8w— 8x +5y=- 0 

4w—~ 8x+ 6y—z2=0



260 அணிகளும்$,அணிக்கோ வைகளும் 

என்பதற்கு இரண்டே தீர்வுக் குழுக்கள் தாம் உண்டெனவும், 
ஏனைய தீர்வுகள் இவையிரண்டின் ஒருபடியில் கூட்டுகள் (1 1ர௦கா 
001ம01211006) எனவும் நிரூபி, 

9. 440 என்பதற்குப் பூச்சியமல்லாத தீர்வுகாண, வேண் 
டிய போதிய நிபந்தனை (4) - ௩. (இதில் ஈ என்பது நிரல்களின் 
எண்ணிக்கை) என நிரூபி, 

ஈ மாறிகளில் ஈ-சமன்பாடுகள் ஒருபடியில் ஒரே படியில் 
771 ஆனால் பூச்சியமில் தீர்வு காண 

0. 
கொடுக்கப்பட்டுள்ளன. 85% 
இயலும் என நிரூபி, 

11, Quilusgi {7 (A), 6 (B)? <r (AB) <r (A) + ¢(B) 
என நிரூபி. 

12. பின்வரும் தளங்கள் ஒரே நேர் கோட்டில் வெட்டிக் 
கொள்ள நிபந்தனை என்ன ? 

bx +ay—z=0 

wy+bz—-x=0 

aztex—y=O0 

விடைகள் 

1. (xy = ~8t—Bu—4v4+5 3; xy=t;y Xg=u: xy=v 

(ய) டர நடி நதர; x3= 141 

(மி டு படிம இடி நர பர் 

(iv) x, =8:; x,=2, xy3=1 

2 (0 முரணானவை 

Gi) முரணானவை 

(00 x=t, நு இர், கர் 

இ, நாகி ர, னர்    (viii) x 

(ix) w= Llt+ 6u 

x= —8t—8u 

pot Zu 

4, 4,0,0 

6. k=8,14



ட க . உ 
9. ஒரு படியில் மாறி மாற்றங்கள் 

(Linear Transformations) 

9:0. இந்த அதிகாரத்தைப் படிக்கும் முன்பு, வெக்டர்கள், அடிப் 
படைக் குழுக்கள், கூறுகள் பற்றிய கருத்துகளை நினைவுபடுத்திக் 
கொள்ளல் நலம். 77:8-ல் இருந்து 7:16 வரை உள்ளவற்றை 

யாவது மீண்டும் படித்தல் நலம். 

411 நேது Ayn 

Go, gq + Gan 
1. A= 

Any Ang ov Ann 

ஆக இருக்கட்டும். மேலும், 

X = [Xy, Xe. பட 2 

2 முடி. பி. என்பன 

2 வக்டர்களாக இருக்கட்டும். வற் ள் 
(60-010108(25) ஒரே அடிப்படைக் குழுவைச் (8௨006 08818) சார்ந் 
தனவாக இருக்கட்டும். இப்பொழுது, 

Vr = Ary Xy + Aya Xq +e + Ain Xn 

Vo = Agi %1 + AogXq +... + Aan Xn 

Yn = Any Xy + Ang Xq +. + Gan Xn 

ஆக இருந்தால், 
Ye me te ues (1) 

எழுதலாம், ன் பிம்பமான (1௨2௦) 7-ஐ (1)-லிருந்து 

பெறுகிறோம். 4 ஐ.மாறி மாற்ற அணி (18210 ௦1 transformation) 
என்று சொல்வோம்.
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(i) டிபன் பிம்பங்கள் 3) 7) ஆனால் (2) )-ன் 

பிம்பம் (1-2) ஆக இருக்கும்; 

Ci) பென் பிம்பம் 7) ஆனால், /ட்டன் பிம்பம் KY, ye 

இருக்கும் 

என்பவை (1) சமன்பாட்டிலிருத்து தெளிவாகத் தெரிகிறது. 
ஆதலால் இதை ஒருபடியில் (1௦௧) மாறி மாற்றம் என அழைக் 

கிரோம். 

(19) ஐயும் (4) ஐயும் இணைத்து 

Gii) (ky X, + ky X,)-tr பிம்பம் ட 1 3 என்று 
சொல்வதும் உண்டு 

உதாரணம் 7; 

p28 6 | 

A=/ 1 0 1 (ஆனால், 

2 10 

Y= AX என்பதில் இருந்து X = [1, 0, 2]-ன் பிம்பத்தைக் 
கண்டுபிடி. 

  

[Te a 5 “4 12 

y=|1 0 1 | o|=| 8 

2 1 0 | 2 | 2 

உதாரணம் 5: 

ஒரு வெக்டரின் பிம்பம் [182, 8, 8]' ஆனால் முந்தின மாறி 
மாற்ற அணியின் துணை கொண்டு அந்த வெக்டரைக் கண்டுபிடி. 

Y= AY 

437723, 
2 8 5 12 | 

பெரிதாக்கிய 4 [417-] 1 0 1 8 

2102 |
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| 1018. 16 1 

[Ay}~| 2 8 6 12] ~ 

    

ட் க 

“1015. 100 1 

~| Or 2 2 ~| 0 100 

0012 0 012. 

ரர், 0, 27: 

குறிப்பு: கடைசியாக உள்ள அணியில் 7/- 44 * முதல் 
மூன்று நிரல்களாக உள்ளது. கடைசி நிரல் 7. AB 4 * ஆல் 

பெருக்கினால்தான் / கிடைக்கும். 
| 

ஐயும் 43 ஆல் பெருக்கியுள்ளோம். 

க் 

நான்காவது நிரலில் கிடைக்கிறது. 

92. இரு மாறி மாற்றங்கவின் விளைவு 

X= AY grand; 77 22 ஆகவும் இருந்தால் X = ABZ 

ஆகும். 

ஐ:ஐ]ஐப் பார்த்து, நாம் அணிகளின் பெருக்கல் விதியை, 
இதைத் கருத்திற் கொண்டுதான் வரையறுத்தோம் என்பதை 

நினைவுபடுத்துகிறோம். 

9:3. 7, என்ற ஈ வெக்டர் வெளிக்கு, 

E,=[1, 0,.., OJ; E, = (0, 1, 0,.., OF; 

En = (0, GO, on, 1]! 

என்னும் அலகு (யா!) வெக்டர்கள் முக்கியமான அடிப்படைக் 

குழு (08916) ஆகும். 

X = [e1, ௨௨ வ... வே. என்ற வெக்டரை 2-4 €,B, + egEg + 
ரு சகி என ஓரே முறையில்தான் எழுத இயலும். ச, சி வ 

ஐ. 8-ஐ அடிப்படையாகக் கொண்ட 2-ன் கூறுகள் (00-07 
1௨125) எனக் கூறலாம் 74 [28., 2)... En].
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இப்பொழுது, /டி 2... சீட என்பது 1) உடைய மற்நோர் 
அடிப்படைக் குழுவாக இருக்கட்டும். அப்படியானால் 

கணரசிட எ கி ம ப ரகக 

என எழுதலாம். 7, 7... நீ என்பன 7 [8, சீ பட Fol B 
அடிப்படையாகக் கொண்ட ன் கூறுகள். 

Xe = this for ~ fo] ஆனால். 
X = [FFs .. Fo} Xr 

= FX; 

என்னும் அணியில் உள்ள நிரல்கள் ச), Fes... 5 Fa 

என்ற அடிப்படை. வெக்டர்கள் ஆகும். 

உதாரணம் 3: 1 = [8, 2, 4]; F,=[1!, 0, 8}; 
௪ [11,177 ஆனவை 1-ன் அடிப்படைக் குழுவாகவும், 

(1, 217! ஆகவும் இருந்தால் %2-ஐக் கண்டுபிடி. 

ம 3 மம ௮ [2127 Fg] Xr 

pe. ay இ 4] 

  

1௨௦ 21 2 = 

| 42 1 | = | _ 

=[{4 8 97 

an, G = (G1, Go... Ga] என்பது 1 உடைய மற்றோர் 

அடிப்படைக் குழுவாகவும், 2௦ - [ச;, .. _ 8] ஆகவும் இருந்தால் 

ந [6 டே ... பே 1௦௮ 01% ப்ட் (1) 

மேலும் X = F Xr 

oo FXp =GXe 

2 Xg= G FXr 

் = PX: இதில் 2 0-1 

எனவே, 71% என்ற வெக்டர் வெளிக்கு 2, ே என்ற இரண்டு 
அடிப்படைக் குழுக்கள் இருந்தால் 72 என்ற அணியை Neo = PX: 
என இருக்கும்படி கண்டுபிடிக்கலாம்.
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9-4. அடிப்படைக் குழுவின் மாற்றம் 

2 ஐ அடிப்படைக் குழுவாகக் கொண்டு 

Yr = கிம் 

என்ற Quy. torHmtb (linear transfornation) இருக்கட்டும். 
டிப்படைக் குழுவை ருந்து மாற்ற; 4 26 

என்பன மூறையே 3, 1%-ன் புதிய கூறுகளாக இருக்கட்டும். 
அப்படியானால், 

மர சிம் 

3௦ ௮ 27% 

என்பதற்கிணங்க 72 என்ற அணி இருக்கும். இப்பொழு, 2120 

ஆனால், ; ் 

Xe = கடி ௮ 07% 

என்று கிடைக்கும். 

ஃ 2-0 114 0 1/0 03401 

அதாவது, 79 22% 

இதில் 8 0140. 

இவ்வாறு இருந்தால் 4, 8 ஆகியவற்றை வடிவொத்த அணிகள் 
என்று சொல்வோம்.



10. சிறப்பியல்புச் சமன்பாடுகள் 

10:1. 4 [பூரி என்ற ஈ-சதுர அணியால் 12- 4& என்ற 
மாறி மாற்றத்தைச் செய்யும்போது ட [225 ... ௯1 என்ற 
வெக்டர் 17 - முடி ... 3 என்னும் வெக்டர் ஆகின்றது. 

இப்பொழுது, இந்த மாற்றத்தால் 4 ஆனது AX ஆவது 
எப்போது என ஆராய்வோம். % ஒரு திசையிலி (608187) 

என்பதை நினைவிற் கொள்க. 

2” என்னும் பூச்சியமில் வெக்டர், 472 4 AX என்பதற்கிணங்க 
இருந்தால் 7ட்ஐ மாற்றமிலா வெக்டர் அல்லது இறப்பியல்பு 
வெக்டர் என்றும், ). ஐச் சிறப்பியல்பு மூலம் என்றும் சொல்வோம். 

றிப்பு 1. கொடுக்கப்பட்ட ஒரே சிறப்பியல்பு வெக்டருக்கு, 

இரண்டு சிறப்பியல்பு மூலங்கள் இருக்க முடியாது. 

ஏனெனில், 

AX = பம் கம) டன ட, ஆக இருந்தால், 

AVY = AQX Bow. 

(Ay ~ Ag) X = 0 ட்ப es site (1) 

ஆனால்? 91.0 

(Ayo AgQX #0 aig: ee wi (2) 

(1)-ம் (8)-ம் எதிர்மறையானவை. 

ல டர 

குறிப்பு 8. ஒரே சிறப்பியல்பு மூலத்திற்குப் பல்வேறு சிறப் 

பியல்பு வெக்டர்கள் உடன்பாடாக இருக்கலாம்.



சிறப்பியல்புச் சமன்பாடுகள் 

ஏனெனில், 4 - NX ஆனால், 

A (kX) = 00ம் 

ஃ கம் ஒரு சிறப்பியல்பு வெக்டர். 

  

ம், /20-ம் ஒன்றையொன்று சார்ந்தவை (dependent 

என்பதையும் நோக்குக, 

10:8 சறப்பியல்புச் சமன்பாடு 

கட 00௪ )ப/1ம என இருக்கட்டும். 

(A-AI) X = 0. 

மட.) 815 க் சய | ஜு 

Gay கோத aon xa 
50 

| any ang ae (aon )_] ட] 

இதில் | 4-).7]0 ஆக இருக்கவேண்டும். 

22 என்பது பூச்சிய வெக்டரீ அல்ல. 

(௪-2) 1 nee மீரா 

ag (@ag—A) om எஸ 
௬0. 

ச ப் (மாமிய) 

இதனைச் ஈறப்பியல்புச் சமன்பாடு என வரையறை செய்வோம். 
தன் மூலங்களுக்குச் சிறம்பியல்பு மூலங்கள் என்று பெயர் 

இடுவோம். 

உதாரணம் 1. பின் வரும் அணியின் சிறப்பியல்பு மூலங் 

களைக் கண்டுபிடி.
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இதனுடைய சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு 

2௮. த 2 
க 

1 i-Xr 3 ௪ 0 ஆகும். 

1 8 மல 

இதனை விரித்தெழுதினால் 
%-2%“-4,4 8-0. 

என்று கிடைக்கும். இதனுடைய மூலங்கள், அதாவது, சிறப் 
பியல்பு மூலங்கள் 5, 2, -2 என எளிதாகக் கண்டு பிடிக்கலாம். 

உதாரணம் 2. ஒரு சம மூலை வரை அணியின் சிறப்பியல்பு 

மூலங்கள் அதன் மூலைவிட்ட உறுப்புகள் என நிரூபி. 

ay, 0 . O 

O adsy ... O 
A 

00 ... Gon] 

என்பது ஒரு சம மூலை வரை அணியாக இருக்கட்டும். இதன் சிறப் 
பியல்புச் சமன்பாடு 

| (பண 0 க 0 

| ௦ மடு) 0 
=0 

| 0 ட (2௮) 

ஆகும். இதனை விரித்தெழுத, 

(44, —X)(agg—A) we (Gon—A) = O BG. இதன் மூலங் 
கள் ஏழே... நேட என்ற மூலைவிட்ட உறுப்புகளாம். 

இதேவிதமாக, ஒரு முக்கோண அணியின் சிறப்பியல்பு 
மூலங்களும் அதன் மூலைவிட்ட உறுப்புகள்தாம் என நிரூபிக்கலாம், 

உதாரணம் 3: 4' என்பது .4-ன் திருப்பு அணி ஆனால் 
4-ன் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் ,4-ன் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் என 

திரூபி, .



சிறப்பியல்புச் சமன்பாடுகள் 

| நேட மடி - Aan 

M1 சிற்த. ௨. இயற 

A= 

| 

Jay Ang oe nn 

ஆக இருக்கட்டும். இதன் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு 

| (நேடச) Gis te din 

Gay (கல. vw aan 

= ௪0...(1) 

Any ug (Anu — A) 

ஆக இருக்கும். இப்பொழுது, 

dia Gig வட இறு 

@1q ஷே ப க. 
A= 

tan Gon ட Ean 

“கின் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு 

(ச) Gay oe any 

dig சேஷ) வ ang 

=0 ... (2) 

Ua Aan ve (din —X) 

ஆகும். (1), (2)-ல் மூலைவிட்ட உறுப்புகள் நிலை மாறவில்லை. 
மேலும், ஓர் அணிக்கோவையின் மதிப்பானது அதன் நிரல்களை 
யும், நிரைகளையும் மாற்றி அமைத்தால் மாறாது. எனவே (1), 
(8)-ல் இருந்து 4-ம், 4-ம் ஒரே சிறப்பியல்புச் சமன் பாட்டை 
டைய என்பதும் ; ஆகவே, அவற்றின் சிறப்பியல்பு மூலங் 

களும் சமமாய் இருக்கவேண்டும் என்பதும் தெரிகிறது. 

அதாரணம் ம். ட வட என்பன ஒரு சிறப்பியல்புச் சமன் பாட்டின் வெவ்வேறு மூலங்கள் ஆனால், அவற்றிற்கு இயைந்த
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சிறப்பியல்பு வெக்டர்களான 4, ட, டட. என்பன ஒருபடிச் 
பரு சார்பற்றவை என நிரூபி. 

நிரூபணம் : கூடுமானால், 6, 4, டி என்பன 

  

ky Xy + hy X_ + hy Xp = 0 = _ (1) 

என்பதற் கிணங்க இருக்கட்டும். 

ky AX, + ky AX, + ky AX3 = 0 = (2) 

ஆனால் 4௪ உட] 
AX, = டிட் = = உ (8) 
AX, =a Xs | 

Ky 1X) + hyA gh + kgrXoX5 = O _ (4) 

A ky AX, + keX2ANg + kgrgAXg=O  — (6) 

ஃ (8)-ஐ மீண்டும் உபயோகித்து 

ky Xi? X1 + கட்ட ்ிடட்ட 0-2 (8) 

(1). (4), (6)-ல் இருந்து 

1 1 ர | கட்? 

At Az ட ky X%_ | =O 
| 

| Heat et (0 | 
i 1 

ஆனால் dy re Xe |= (41 aaa Rg — a) 

Avr Aa? a? | 
மேலும், 1234. ய. டட எனக். கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளது.



சிறப்பியல்புச் சமன்பாடுகள் 

ky =O = ky = kg. 

arg, X1, Ko டி ஒருபடிச் சார்பு அற்றவை 

உதாரணம் 5: 4-ன் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் Ay raw 

அச ஆனால், 

மு 64-ன் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் 0) KAw 

மு மன் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் 5 ட. கடக. 

நிரூபணம் :. 

() 4-ன் சிறப்பியல்புச் சமன் பாடு 

|4-/1௪0. 

இதன் மூலங்கள் iy, Nor An 

| A-AT] = (A HAL) (AmAg) டோ (17 

QuGurdag gH kKA-sr ApeuMussdys Fost TL ror Ht 

| 64-27, =0 ஆகும். 

அதாவது, (4-4 01209 

x 
gal ul 

அதாவது, கா 4. [kA f=ko] 4]. 

Ben k 0 

| x 42720 

(1)-ல் இருந்து 

nS x » (xR) <0») xa ய 

wen Kamen 

i4— 
4 

இதன் மூலங்கள் 6, 4 

(ii) (4--/2)-ன் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு 

14-22-2710 

அதாவது | 4--(-2.)/1 0.
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(1-ல் இருந்து 

(k++ X-AW (K+ A—Aa)l- (K+ XA) =O. 

இதன் மூலங்கள் ), 1-4; உ-ம் 

உதாரணம் 6: 

al pars 4-ன் சிறப்பியல்பு மூலமாக இருந்தால், 141 

ஆனது சேர்ப்பு 4-ன் சிறப்பியல்பு மூலமாக இருக்கும். 

நிரூபணம் : 

கி(சேர்ப்பு4) - (சேர்ப்புி4 1417... CAD 

இப்பொழுது, | 4-7.7] 

= A— ay (4 சேர்ப்பு 4) | ட்ட (மல் இருந்து 

x ல 
ஹ் [ac எரு சேர்ப்பு 4) | 

x . | 
௪ || | Porat சேர்ப்பு 4) | 

x so {4} 
= 141) 5) Getty 4-EE | 

x (இடம Ofte owl 
ச எற ஒர 41 | சங்க்படகி 5. 1) 

ணட சோப்புக் 24 1! 

[| A-aAsf=0 ஆனால் 

(சேர்ப்ப 4- 14] ர் | =0 ஆகும். 

அதாவது, 4 ஆனது ீ-ன் சிறப்பியல்பு மூலம் ஆனால், 

iat ஆனது (சேர்ப்பு 4)-ன் சிறப்பியல்பு மூலம் ஆகும். 

உதாரணம் ?: ன் சிறப்பியல்பு மூலம் ௮ Beer, 

Alsi சிறப்பியல்பு மூலம் 4 1 ஆகும். 

நிரூபணம் 2 கிகி - AAS! oe we (A)
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இப்பொழுது, | 4-7.7[ 

௪ 14-க்கி 11... (20-ல் இருந்து 

௪ [4-4 4) | 

கக் |) 

nia [xem 
௮-3 | 4:21] 

| 4471-0 ஆனால் | Aa |= 9. 

(| 4[ 0 என்பதைக் கவனிக்கவும்). 

அதாவது, A ஆனது 4ீ-ன் சிறப்பியல்பு மூலம் 

ஆனால். 4 ஆனது 4- 1-ன் சிறப்பியல்பு மூலம் ஆகும். 

உதாரணம் 8: 

அண் சிறப்பியல்பு மூலம் ch ஆனால், 4“-ன் சிறப்பியல்பு 
மூலம் 4” என நிரூபி, 

நிருபணம் : | 4--47120 ore aaa ie (1) 
எனக் கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 

{ A?—A7T| = | A? oh? J? | 

=|(4 + “0 (4-௮) 

=(A+ all | A-ar| 

= O ah (1)-ல் இருந்து 

4”ஃன் சிறப்பியல்பு மூலம் 12. 

குறிப்பு: பொதுவாக, 7(4) என்ற பல்லுறுப்புக் கோவை 
(polynomial) அணியின் மூலம் 7 (60) என நிரூபிக்கலாம். 

103, கேலி--ஹாமில்டன் தேற்றம் : 
ஒவ்வொரு சதுர அணியையும், அதன் சிறப்பியல்புச் சமன் 

பாட்டின் மூலம் எனலாம், 
—18
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4 என்பது கொடுக்கப்பட்ட, சதுர அணியாக இருக்கட்டும். 
இதன் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு 

[A-ATI| =0 on wee wie (1) 

ஆகும். இதனை, 

ட ட + Ag? + ve + Gn °=0 ae (2) 

என விரித்து எழுதலாம், 

4 ஆனது இதன் மூலம் என நிரூபிக்கவேண்டும். அதாவது, 

டாட எடி 4 ஆகி 4 wee an A” = wey (8) 

என நிரூபிக்க வேண்டும். 

இப்பொழுது, 

(4-0) (சேர்ப்பு (4-).)) | A-AI|T .. (4) 

(4-0) என்ற அணியின் உறுப்பில் உள்ள )_-ன் படி 
ஒன்று. ஆதலால் சேர்ப்பு (4-).7)-ன் உறுப்புகளில் ?_-ன் ப 
(1-1) ஆகவோ, அல்லது, அதற்குக் குறைவாகவோதான் 
இருக்கவேண்டும். ஆதலால், 

சேர்ப்பு (4-2) 0) 30% ப. பிட. (ஐ 

என எழுதலாம். இதில் டி. , சட என்பன ப களின் 
சார்புகளை (8220110105 ௦1 ஈ0) உறுப்புகளாகக் கொண்ட சதுர 
அணிகள் என்பதைக் கவனிக்கவும். மேலும், (4), (5)-ல் இருந்து, 

(4-2) (சிபி மி. + ம இட வோடு) 

௪ (4-4), (சேர்ப்பு (4-2) 

= |An~ALSE 

ஐ ரம் 4 எழி 4+ எழி ப ரியர் se (6) 

என இருக்கட்டும். (6).ல் இட, வலப்பக்கங்களிலுள்ள ).-ன் 
அடுக்குகளின் குணகங்களைச் சமன்படுத் ல் 

42 ரச் 

AB,— 1B) = Qt 

ABy—-IB, = aol
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ABn_y — IBn-g = Gn-y1 

— IB), = anl 

என்ற சமன்பாடுகள் கிடைக்கும். இவற்றை, முறையே 
உக 45, ப. 47 ஆல் முன் பெருக்கிக் கூட்டினால் 

ABy + (42By — ABy) + (A®By -- A®By) + om 

ர் (கோதி டட கடும) சாறி 

= a1 + 4A + ஐக் 4... ம ரக 

ஆதாவது, 0-4 ஈசி + ad? +. + aA” w (7) 

குறிப்பு 2: இடப்புறம் உள்ள 0, பூச்சிய அணியைக் குறிக்கும். 

களைத்தேற்றம் 1: 4 பூச்சியமில் அணியாக இருந்தால் 

I 

AN Fe lal + aed tn band? 

நிரூபணம் : (1), (2)-ல் இருந்து 

[A~AT| = dy + Xr + agd* How + aad 

இதில் ). - 0 என்று போட்டால், 

]A, =a #0. 

(7) @ A *ஆல் பெருக்கினால் 

O = MATE aT + gd ப மு ஒக் 
= 1 

ata ae [ayF + dg 4 om bag An] 

கிளைத்தேற்றம் 2. ர என்னும் நேர் மூழு எண் ரு என்பதற்கிணங்க இருந்தால் 4 ஐ A~sir (ஐ விட) குறைந்த 
அடுக்குகளால் ஒரு படியில் எழுத முடியும், 

ஏனெனில், (7)ஐ 4ஈ- ஆல் பெருக்கினால் 

a AP ay AMO ப ப ப கார்ட 0
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உதாரணம் 9. 

Ae . | ஆனால், A-sir சிறப்பியல்புச் சமன் 

பாட்டைக் கண்டுபிடி. அதில் இருந்து 4 1ஐக் கண்டுபிடி. 

4-ன் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடானது 

38-rX 2 ட் =O . | a oh | ஆகும் 

(8-A) (-A) -4 = 0 

rA?-B8A-4 = 0 = _ (1) 

A?—8A—41=0 _ (கேலி--ஹாமில்டன்) 

இதை A) ap பெருக்கினால் 

4971-4471 = 0 

ம் அ கே வ கட 

உதாரணம் 10. முந்தின உதாரணத்தில், சிறப்பியல்பு மூலங் 
களையும், வெக்டர்களையும் கண்டு பிடி. 

தட கிழ வனி அடு (1-ல் இருந்து 

(A—4) (A441) = 0. 

%- 4ஐ எடுத்துக் கொள்வோம். 

2௩ 4 அல்லது --7, 

முதல்வகை ₹ 

மட்ட 8—4 27)_f -1 2 

a2 -4 2 —4 

x, + 2x, = 0 ‘ 

2x, ~4x, = 0 

. 2 ; ் Xs என்பது 42% 4% என்ற சமன்பாட்டிற் 

கிணங்க உள்ளது.
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ம் ட 
இரண்டாம் வகை: AK 1 ஆனால் 1 [ Le | 

சிறப்பியல்பு வெக்ட.ர் கிடைக்கும். 

இந்த உதாரணத்தில் இருந்து சிறப்பியல்புச் சமன்பாட்டின் 
கீழ்க்கண்ட பண்புகளை அறிகிறோம் 

றப்பியல்புச் சமன்பாடானது ஓர் இயல் கணித சமன் 
பாடாகும் (&12601810 1340). 

2. இந்தச் சமன்பாட்டின் படியானது 4 என்ற அணியின் 
தரமாகும். 

8. இத்தச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் அணியின் தரத்தை 
விட அதிகமாக இருக்க முடியாது. 

4. ஒவ்வொரு சிறப்பியல்பு மூலத்தில் இருந்து, ஒரு சிறப் 
பியல்பு வெக்டரைக் கண்டு பிடிக்க இயலும். 

5. ஒரு சிறப்பியல்பு வெக்டர் ஆனால் 6ம் ஒரு சிறப் 
பியல்பு வெக்டர் ஆகும் 

ள் ‘ 2 ‘ ட 
உதாரணம் 10-ல் XY = ர என்பதும், 

kX = * | என்பதும் சிறப்பியல்பு வெக்டர்கள் என் 
ம 

பதை நோக்குக, 

மேலும், நாம் எடுத்துக்கொண்ட உதாரணத்தில் 

Ae ப் ் என்பது ஒரு சமச் 8ர் அணி என்பதைக் 

கவனிக்கவும். இதன் சிறப்பியல்பு வெக்டர்களான 

2 1 ன் ண ட டல் 
1 = | என்பன செங்குத்தான வெக்டர்கள். 

ஏனெனில், neal 2 [mete tee. 

இது இவ்வாறுகத்தான் இருக்கவேண்டும் என்பது பின் வரும் 
தேற்றத்தால் விளங்கும்.
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10:4, 4 என்ற சமச்சீரணியின் வெவ்வேறு சிறப்பியல்பு மூலங் 
களா 9, 8௩ல். இருந்து கிடைக்கும் சிறப்பியல்பு 
வெக்டர்கள் 22, ஆனால் %. 1-0 

திருணம் 2 

AX = XX ஸ் ன் வ (1) 

AY = BY ன க் as (2) 

(1-ல் இருந்து 427-207. (8) 

(2) » XAY= XY ae ees ow (4) 

ட டு we i (5) 

இப்பொழுது, 20. 4- 42.7 

ர. (6 2௮ 

0 =(A-F) X.Y 

RFF ப வ Pe ல கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 

7-0. 

10-5. ஒர் அணியைச் சம மூலைவரை அணியாக மாற்றுதல் 

2 
உதாரணம் 11. [ 8 . என்ற அணியைச் சம மூலைவரை 

அணியாக மாற்றுக. 

8 2 த ம் 2 : ன் 
A= oe என்ற அணியின் சிறப்பியல்பு வெக்டர்கள் 

2 1 [ ர |. [ ன் ] என 10 ஆம் உதாரணத்தில் பார்த்தோம். 

த 
இவற்றை நிரல்களாகக் கொண்ட oor [ ; ட ] =P 

ஆகும். 

[4 al
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இந்தச் சம மூலைவரை அணியின் மூலைவிட்ட உறுப்புகள் 
,4-ன் சிறப்பியல்பு மூலங்களான 4, --1 என்பதை நோக்குக, 

என்பன ன் சிறப்பியல்பு 

ப இவற்றிற்கு இயைந்த 
வரிப், நி Kal 

தேற்றம்: ys ras ens An 
மூலங்களாக இருக்கட்டும். டி ட், .. 
சிறப்பியல்பு வெக்டர்களாக இருக்கட்டும். 
aye PAP = சமமூலைவரை அணி (1 % ௦ ௨ 2௧) 

ஆகும். 

நிரூபணம் 2 

AX, = 4X3 AsXg = No Xo3 oe AXD = An Xn 
(கொள்கை) 

இப்பொழுது, கட ௪ [311 2091. ட போட 

பி ௭ [08099 280 டை 0௧1. 

Xn = (Xins Xan ve Xan]! 

ஆக இருக்கட்டும். அப்படியானால், 

கின றப பிட wey Xn]
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“Ay O 4.0 7] 

௦ Ne «= O 

0 0 வட] 

ஆக இருக்கட்டும். அப்படியானால். 

1 பேக்டு வேரடி பட வேக 

| இடுகை விகி வ பேக 
PD =! 

| Rata, AaMer ov DnMe I 

= [AX AX, oe கோபி 

= [AX,, AXq, ..., AXn] nis ase (கொள்கை) 

= A[X,. ட பம் 

= AP, 

D =P "AP. 

உதாரணம் 12, 

111 

் 1 1 | ஐச் சமமூலைவரை அணியாக மாற்று, 

111 

[ம மசி. 

A=|{| 1 1 1 ஆக இருக்கட்டும். 

அ! 

4ீ-ன் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடானது 

1—-X 1 1 

1 12) 1 - 0 ஆகும்.
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| சி 1 1 | 

8-rA 1-X 1 | 

டட ச 1 1-—X | 

1 ம் 1 

(8-A) | O -A 0 =(8-A)A?P =O. 

0 QO —-Xr 

  

8, 0, 0 என்பன சிறப்பியல்பு மூலங்கள், 

டு 8 என்பதை முதலில் எடுத்துக் கொள்வோம். 

7.9 1 1 | —-2 21 T 

A-8l=| 1 1-8 1 =| 1 -2 11/20 

டர 1 1-8 1 1 ஐ 

8x; + Xp + X3 =O 

x, — Bx, + , 210 

X, + xX, — 8x3 = 0 

௩௪ [1, 1, 1]' என்பது இதன் சிறப்பியல்பு வெக்டர். 

உ) 0 - ட. இரு சிறப்பியல்பு மூலங்கள் சமமாக இருப் 
பதைக் கவனிக்கவும்,



அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

ர = 0 

xy +X, + Xs =O 

ரர + Xs = 0. 

க மூன்று சமன்பாடுகளும் ஒன்றேதான். இதிலிருந்து 
நமக்கு இரண்டு வெக்டர் குழுக்கள் கிடைக்கின்றன. அவை 

(2, 1,171 (0, 1, 11 

ஃ. சிறப்பியல்பு வெக்டர்களை நிரல்களாகக் கொண்ட, 

            

1 உ. 01 

p=/| 1-1 1 | 

| 2 ம் ம 

[& 3 3 

Pt=| § -8 -5 

Oo 8 7 

fea [Pay ௨6. 
உய ந பழ பழ. உட 11 1 

| | 
l 9 ட ஆ] 1 11 | 14-23 

ர உ. $ [560௦ 90 0 

|] இ ஆ பற 8௦00151000 

0 டட 2௨௨ ட ௦0௦௦] 

இதன் மூலைவிட்ட உறுப்புகளான 8, 0, 0 என்பவை 4-ன் 
சிறப்பியல்பு மூலங்கள் என்பது கவனிக்கத் தக்கது. 

106. oy Gawss sionfisctt (Similar Matrices) 

B= PAP என்பதற்கிணங்க 
அணிகள் என அழைப்போம். 

குறிப்பு: 24 2 147 ஆனால் 

A, B ம் அணிகள் 

இருந்தால் இவற்றை வடிவொத்த 

2212-2212 1274/- 4 ஆகும்.
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தற்றம் 1: 4, 247 என்ற வடிவொத்த அணிகளுக்கு 

ஒரே சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு உண்டு. 

நிருபணம்: 12 *42-%7 

ரர 7/2] 

॥ி 214-922) 

[211 14-71 12] 

(231121 14-07] 

- 14-07] 

॥ 
॥ 

இவற்றின் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடுகள் ஒன்றே, 

இவற்றின் சிறப்பியல்பு மூலங்களும் சமமாகும். 

இளைத்தேற்றம். 48, BA என்பன ஒரே சிறப்பியல்பு 
மூலங்கள் உடையவை  AB= Bl (BA)B 

தற்றம் 8. B= 2147 என்னும் அணியின் ), என்ற சிறப் 

பியுல்பு மூலத்திற்கு இயைந்த மாற்றமிலா வெக்டர் ் 
௬ ம? என்பது A என்ற 

மாற்றமிலா வெக்டர் ஆகும். 

ல். : ஆனால், 
அணியின் ), மூலத்திற்கு இயைந்த 

BY=2XY (கொள்கை) 

மேலும் 22 22142 2. 

3 சீற்ஃ மர 72%27௮ 772) 

உதாரணம் 18. 

உதாரணம் 10-ல்.4 ௬ a 2 ம் 53 ரர “1 து என்ற அணியின் 4 என்ற 

சிறப்பியல்பு மூலத்திற்கு இயைந்த மாற்றமிலா 

X= 

வெக்டர் 

என்று பார்த்தோம். 

1 
இப்போது, 7- ‘ st [ 4 >| ஆனால்
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1 ஆ] 
Poo = [அ 

ட 2 a 

4 1 வத (2 2 31 
prare[ த dl a. al 1. 2] 

அதாவது, 
1 2 17.7 -[ 14 6 

= i | al —25 பு] B= 
த 

8 வடிவொத்த அணிகள் ஆகும். இப்பொழுது, இவற்றின் 

ரயிருக்கின்றனவா எனச் ௪ 
A 

சிறப்பியல்புச் சமன்பாடுகள் ஒன் 

  

பார்ப்போம். 

2-ன் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு, 

(14-r%) 8 
= \*?-—8\—4=0. 

2௪: பய) 

இதுவே .4-ன் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு என்பதை 5ஆம் 
உதாரணத்தில் காண்க, எனவே, இவற்றின் சிறப்பியல்பு மூலங் 

அவை, 4,--1. 

4 என்ற சிறப்பியல்பு 

களும் சமமாம். 

இனி 10-6 தேற்றம் 2-ல் உள்ளபடி, 
மூலத்திற்கு இயைந்த .8-ன் வெக்டர் 1*ஆனால் X=PY stor 

இருக்கிறது என்பதைச் சரி பார்ப்போம். 

B-Al = [Sea 6 10 8 

—-26 (—11-4) பவதி 72 

10y1+6y,=0 
—25y,—15y,=0 

அதாவது, Sy, + By, = 0. 

3) ௩8 ஆனால் 92 த 

௩] அந
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உதாரணம் 10-ல், இதே மூலத்திற்கு (4) இயைந்த வெக்டர் 

rel 7 ] என்று.பார்த்தோம். இப்பொழுது, 

[3 ி[.11-[2]-௮ 
இங்கு உதாரணம் 10-ன் அடியில் உள்ள 5ஆம் குறிப்பு 

நோக்கத்தக்கது. 

107. 4 என்ற சதுர அணியின் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் 
Aus: Ney oe we ஆக இருந்தால், இந்த மூலங்களை 
மூலைவிட்ட உறுப்புகளாகக் கொண்ட ஒரு முக்கோண 
அணியை 4-க்ரு வடிவொத்த அணியாகக் கண்டுபிடிக்க 

யூம். 

இதை ஓர் உதாரணத்தால் விளக்குவோம். 

உதாரணம் 18. 

| 2 2 0 

Az | 21 1 ஆக இருக்கட்டும். 

| -7 2 -8_| 

2B I-A’ I = °-18A + 12—0 
7 2 9-5 

ஃ இதன் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் 1, 5, 4, 

ம என்பதற்கு இயைந்த மாற்றமிலா வெக்டர் X ஆக 
இருக்கட்டும். 

|. 12 0 

(A-ADNX =! 20 Pot oxy | 

| -7 2-4 |] x, |
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4 0; நெட்டி 09 ஜட 4 இ 0 ௭.0. 

Xo = | Spee x, = —23 xg = 4. 

X =[-2, 1.4] 

இப்பொழுது, %ஐ என் 
நிரலாகக் கொள்க. (மற்ற நிரல்கள் 
இருந்தால் போதுமானது.) 

பூச்சியமில் அணியின் முதல் 
[12140 என்பதற்கினங்க 

'.௨0 9] [0௦0௦1 

Ps 1 10 | மாக! 10 

40 1 | ட ௨0 1 | 

என எடுத்துக் கொள்ளலாம். 

| 22 214 ௪௫) [-2 ௨ 0 
| 

aP=| 2 i ர 1 1 1 

7 2-8 [| 40 1) 4 -8 

  

,4/-ன் (yee fo = AX = AWN 1X =X என்பதைக் 
கவனணி,- ae ove eee aes 

  

டை 2 911 அகி 9 
31011 1/1 1 | 

201 ௫ 42-8 | 

1 1 ஏ 

=|0 2 1 | 
0 85! 

1 நட] 
ட்ட D ew ewe 2 மரக் 15 ட] (2) 

(1)-ல் இருந்து 2” *,47-ன் முதல். நிரல் 2 1). ஆக இருக்க 

வேண்டும். மேலும், இதுவே 25), 2-ன். முதல் நிரல்.
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Yse Hroorarg (1,0, 0) 

=f1,0,0/ 2 இடம் 

(2)-ல் இருந்து 4; -ன் தரம் (1-1) என்பது தெளிவு. மேலும் 

197-272 0-௩ ய) ஆனால், கன் 
மூலங்களும், 22 7.1/2-ன் மூலங்களும் சமம். 

ஃ. கயன் மூலங்கள் ?.,?உ.ட இங்கு 9, -4 ஆக 
இருக்கவேண்டும். 

இனிமேல், 4 ஐப்போல் 4;ஐ மாற்றி 4;-ன் முதல் உறுப்பாக 
ஐக் கொண்டுவந்துவிடலாம். 

_f 2 4 

La -s | 
| 2—-r 1 

| 6 பவட | <ATHArte =o 

இதன் மூலங்கள் 8, —4. 

tase bP dy > 
4,-8D Y = 1 (20 கக்கின ant | 55 
—1+ye=0; 6Y,~6y, =0 

Jt = hs 

Ye [t, 17 

இப்போது, 1ஐ என்ற பூச்சியமில் அணியின் முதல் 
நிரலாகக் கொள்க. 

உ[) பள] 1] 
என எடுத்துக் கொள்ளலாம். 

ment tlle al [77] 
“(5 4]
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ர 40 ar | ரத ௦ ] 
இப்பொழுது, 1/5 21 5 ௦ 

என்பதுதான் தேவையான அணி. 

    

| —20 0} | 1 ௦ ௦] 2.00 

M =| 1 10 | 010: ॥ 10 

| aorlloiial | 42.2 

ட ம 0 2 

Mia} # 1 0 
q ட ர் 1 | 

-4 00180 0 

நாரம் 10 | உட 1 | 

(௮81 (எத | 

i 00 114 of 

; 2t0l=|o08 1 
| 

| 4141 0 0 -4 

இதன் மூலைவிட்ட உறுப்புகளான 1, 8,--4 என்பவை ,-ன் 
சிறப்பியல்பு மூலங்கள். 

பயிற்டு 10 

1. பின்வரும் அணிகளின் சிறப்பியல்பு மூலங்களைக் கண்டு 
பிடி. 

1 1 | "oO i 2 

(a)| —1 1 1 | (6) 1 07 

1 —1 1 | ட ௨1 0.
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உ ச் | ° ௨ 2] 

(910 | (001 1 1 

Loo «| ட்ட உட 
2. பின்வரும் அணிகளி சிறப்பியல்பு மூலங்களையும் 

அவற்றிற்கியைந்த வெக்டர்களையும் கண்டுபிடி. 

6-2 2 "2 -2 8 

(a) | 2-8 -1 | (b) | 2 q 4 

2-1 8 } டச் 8 -1 

|” இது j2 211 

(9) 2 1 -6 (4) {1 8 1 

~1 -2 0 | 122 

8. பின்வரும் அணிகளின் சிறப்பியல்புச் . சமன்பாடுகளைக் 
கண்டுபிடி, மேலும், கேலி-ஹாமில்டன் தேற்றத்தை உபயோ 
கித்து இவற்றின் நேரெதிர் அணிகளைக் கண்டுபிடி. 

2-1 i 10 1] 

(a) aed 2-1 (b)| —i 1 ~—8 

| 2b 2: | @ 2 «| 

[11 உ 1 0 2 | | 
@larsl@oes 

L23a2|-j,208/] 
4. கொடுக்கப்பட்ட ஒரு சிறப்பியல்பு மூலத்திற்குப் பல்வேறு 

சார்பற்ற வெக்டர்கள் இருக்கலாம் என்பதை ற்கண்ட 
ணியைக் கொண்டு நிரூபி- 

ன் 2 =| 

2 ft ~6 

| -1 -2 0 |
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- Br வரும். அணிகள் ஒரே சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு 
கொண்டவை. ஆனால் அவை வடிவொத்தன அல்ல என திரூபி. 

“e217 ~~ 2 1 ம! 

ம் (ட. o 2-1 

12 2, _~8 -2 8 

ன் 107. 12 
a fo id be = | . 

6. பின்வருவன வடிவொத்த அணிகளா, அல்லவா எனக் 

கண்டுபிடி. 

; 62 “உ 8 
@ a=[_5 1 } =[_5 | 

. —2 -1],, 01 
wy a=[ 0 fe Le ன் 

a a-~1i ் 
1 A= |, b | என்ற மெய்யான அணியைச் 

சம மூலைவரை அணியாக மாற்றுக, இதன் சிறப்பியல்பு வெக்டர் 

களையும் கண்டுபிடி. 

விடைகள் 

1. (a) —1,2,2 (b) 21278 

(c) abe (d) 2,2,—2 

“~ 2 —i 1 | 4 —2 2. 

2. (a)| —1 ௦ 2 மு) 2 21 

i 2 2 04 —-2 1 2 

1-2 8 |. 2 11) 

(8) 2 10 (1-1 Oo 1
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8. (a) 

(8) 

(6) 

(4) 

6. (i) 

(ii) 

As (கட்க eid 4 

A* = 2 குவ 

At = 1 (At 84-71) 

Ad =~ -L (At-6A47)). 

ஆம் 

இல்லை.



11. செங்குத்தணிகள் 

11:0 செங்குத்தான வெக்டர்கள் 

%- [20 3%.௨. 20 ஆகவும், 

2௪ 0 ற] ஆகவும் இருந்தால் 

X.Y = xy 4 ஜு Hower ve + Xan 

என்பதை X, Y-sit at Gu@s@ (Inner Product) sratm Geirsd 
வோம். 4. ன் உட்பெருக்கு பூச்சியமானால் அவற்றைச் 
செங்குத்து வெக்டர்கள் என்று சொல்வோம். 

உதாரணம் 2 %- [7,7, 17) 721, 1, தர 

woo, X¥.Y=1.141.1+41.(-2)=0 

ட 7 செங்குத்து வெக்டர்களாகும், 

வெக்டரின் நீனம்: % [30 29%... 30] ஆனால் 

அன் கழு i hy Ngee Ky அ: வெட Kp Ra 

=X? + 4... ௮3” 

  
o VXX =Vx% ou Fla 

ன் உட்பெருக்கினுடைய வர்க்க மூலத்தை % என்ற 
வெக்டரின் நீளம் என வரையறை செய்வோம். இதை 

ந & || எனக் குறிப்பிடுவோம். 

கஃசு உவா ட ப
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வெக்டரின் இயல் வடிவம் 

& என்ற வெக்டரின் ஓவ்வோர் உறுப்பையும் | 8] ஆல் 
வகுக்கக் கிடைக்கும் வெக்டரை ன் Guid oiy.and (normalised 
form of X) stair gy சொல்வோம். 

agitomin: X= (8, 4, 127 

(Xl= Va? 47 7 71a% = fey 16 + 144= 18 

. ச ட 3 4 121 
கன் இயல் வடிவம் | 49 32 is |   
oy: இயல் வடிவ: வெக்டர்கள் அலகு வெக்டர்களாக 

இருக்க வேண்டும். அதாவது அவற்றின் தீளம் 1 (மர்ம. 

11-1. செங்குத்தணிகள் £ 

4 என்னும் சதுர அணி 44 -- 7 என்பதற்ெங்க இருந்தால் 
அதைச் செங்குத்தணி என வரையறை செய்வோம். 

குறிப்பு]: 4-3 - கீ ஆக இருக்க வேண்டும். 

குறிப்பு: | சகீ4்1- |/[அ௬7 

JA|?=1 wv | ATP = IAT. 

[4],= +1. 

எனவே, 4 ஒரு பூச்சியமில் அணியாக இருக்க வேண்டும். 

உதாரணம் 1: 

411 ந. சரத 

ர 

  

A=| G91 84 dog 

|_4a1 Gas Ags 

ஒரு செங்குத்தணியாக இருக்கட்டும். ட்ட சித்த 

கட குட ஆட்] ayy ச ச 100 

2 2 431 உ. ag =; 01090 

| 481 Gq agg 9 0 1
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ச டக் டிட் 3 

@19° + gg" + Ogg" = 

413° + Aga" + agg” = 2. 

411+ @y3 + 421 +4g2 + dg1+dgg = O 

411 +13 + 491 +33 + 491+ A335 = O 

சேத ட ம் சஹ உ மஜத எ dgq+ 33 = 0. 

ஆகவே, 4-ன் 8 உறுப்புகளுக்குள் 6 சமன்பாடுகள் இருக்க 
தமான 8 உறுப்புகளையும் நம் விருப்பம்போல் 

அணியில் எந்த உறுப்பும் -- 1 4 ஈப ௨ 1 ஆக இருக்க வேண்டும் 
என் பது முதல் மூன்று சமன்பாடுகளில் இருந்து தெரிகிறது. 

பொதுவாக, ஈ வெக்டர்கள் கொண்ட குழுவில் இருந்து 

ஈட்ட)... 31 =a tT) உட்பெருக்குகள் கிடைக்கும். 

(இதில் ஒரு வெக்டரை அதனுடன் உட் பெருக்கியதும் 
அடக்கும்.) 

எனவே, 7” — 2th) = oe உறுப்புகளைத் தெரிந்து 

கொள்ளலாம். இவை [ஈ;[-₹| என்னும் நிபந்தனைக்கு 
உட்பட்டவை. 

118. தேற்றம் 1: 

4, மீ என்பன செங்குத்தணிகள் ஆனால் 42-ம், 54-ம் செங் 
குத்தணிகள் ஆதல் வேண்டும். 

| 

AA=I= BB sy win கொள்கை 

(AB) AB =\B‘A' AB = BIB = 

42 ஒரு செங்குத்தணி. 

இவ்வாறு, 24-ம் ஒரு செங்குத்தணியாகும். 

தேற்றம் 2: 4 என்னும் செங்குத்தணி, | A 1243 
என்பதற்கிணங்க இருந்தால் அதன் ஒவ்வோர் உறுப்பும் அத 
னதன் இணை காரணிக்குச் சமமாய் இருக்கும்.
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திரூபடைம் £ 

At=A 

4 
ஆனால், 4-1 [ 11 

Ais 

=[ Au 

Ata 

a= [on 

Ais 

உ [2 

214 

1 = Ai, Gg, = 

குறிப்பு 1: 
பொருந்தும். 

4 ஓர் இரு சதுர செங்குத்தணி. 

Gas ] ௪] 4 
Ans 

Ag, ] சிர ஒழ ் | 4 

a | . (1)- இருந்து 
Age 

291 An a ] 

4499 Ais Ass J-[ 
Asis G2 = Ass Gas = Aas 

இத்த நிரூபணம் சதுர அணிக்கும் எளிதாகப் 

இருக்கும் செங்குத்தணியைத் குறிப்பு 5: [Al = +1 Be 
அக் ன ச்றுக்காள் கனை orthogonal Matrix) asim சொல் 

துண்டு. 

உதாரணம் 2: 

cos ன் mals 9 
ர் இரு சதுர மெய்யான செங்குத்து அணி 

அல்லது cos Q sin Q 

cos aA _ sin@ —cos@ 
என்று இருக்க a என 

நிரூபணம்: 44 [ ₹ 
௦ 

இருக்கட்டும். 

AA+T 

b 
d 7 என்பது ஒரு செங்குத்தணியாக 

[2 ][:2]-[2:] 
a* +c? 

ab + cd 

ab + cd 
b? +d? J-Lo 7]
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3-2 ] ழ் ம்; ab+cd=O 

ஆனால் ௫, ம், ௨ 8 மெய்யானவை. 

அவற்றின் மதிப்பு .1 ஐ விடக் குறைவாக இருக்க 

வேண்டும். 

a=cosQ@, b= cos $ எனக் கொள்க. 

அப்படியானால் 2. = sinQ@; d= +sin ? 

மேலும் ab + cd = O 

cos @.cos $ + sin Q@.sin? = O 

cos(? = 9) = O 

௬ nm 
$- 2-9 அல்லது $= = +0 

cosQ@  sin@ | அல்லன் [ cos @ —sinQ 

8100 --௦080 80 0080 
என்பது தேவையான அணியின் பொது ரூபமாகும். 

தி. 

11:3. செங்குத்தான மாற்றங்கள் (Orthogonal transformations) 

A என்பது ஒரு செங்குத்தணியாக இருக்கட்டும், 7 4% 
என்னும் மாற்றத்தைச் செங்குத்தான மாற்றம் என்று சொல் 

வாம். ன 

தேற்றம் 3: ஒரு செங்குத்தான மாற்றத்தால் ஒரு வெக் 
டரின் நீளம் மாறுது. 

- ச.ட் என்ற மாற்றத்தை எடுத்துக்கொள். இதில் 4” 41 

YY = (AX). AX = XA‘ AX = XIX = XX 

Y-sr forth = X-or forth. 

தேற்றம் 4: (1-ன் மறுதலை): 4 என்ற அணி கொண்டு 
ஒரு வெக்டரை மாற்றும் பொழுது அதன் நீளம் மாருதிருந்தால் 
4 ஒரு செங்குத்தணியாக இருக்க வேண்டும். 

CAXYAX = X'X ek ee (கொள்கை) 

கிக்க ந
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X' (AA ~ DX =O 

B= AA—I ஆனால் 

X'BX =0 ee 2 se on (1) 

இதில் எந்த வெக்டராகவும் கொள்ளலாம். 8-0 என நாம் 
நிரூபிக்க வேண்டும். 

(:2 அப்பொழுது.4'4॥ - 7 ஆக இருக்கும்.) 

(1)-ல் 8--0 எனப் போட்டால் அது பொருந்தும் என்பது 
தெளிவு. ஆனால் அது 0 ஆகத்தான் இருக்க வேண்டும் என 
நிரூபிக்க வேண்டும். 

முதலாவதாக, 22 ஒரு சமச்சீர் அணி என்பதைக் கவனி. 

Bo=(A4A—D! = A A-1=8 

B- acter ஓர் உறுப்பு ம; (-ம்;) spans X- ஓர் 

உறுப்பு 1) ஆகவும் இருந்தால், 

42% by, 1? 4 மட 1 கபடி 1 ம ட இப ம்... 
இதில் %”- (1,0, .... 0) எனப் போடலாம். 

ம ட2)” தவிர மீதியெல்லாம் பூச்சியம். 

X'BX = b,,x;" = 0 “ b,=0 

இதேவிதமாக எல்லா 7-க்கும் ம்; - 0 என நிரூபிக்கலாம். 

இப்பொழுது 2; 1-0 ஆகவும், மீத உறுப்புகளும் 

8. மீ) தவிர மீதி எல்லாம் பூச்சியமாகும். (டி ந- 0 
என நிரூபித்துவிட்டோம் என்பதை நினைவிற் கொள்க.) 

ட 2 பு = 2b; = 0 

oe B=0 « AA—-I=0 «. AAST 

4 ஒரு செங்குத்தணி. 

11-4, செங்குத்தணிகளின் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் 

ம ன அணியின் சிறப்பியல்பு 
மூலங்கள் சிக்கல் எண்களாக (0௦016: நம லு இருக்கக்கூடும் 
என்பதை நினைவுபடுத்திக் கொள்வோம்.
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8 ஒரு செங்குத்தணியின் சிறப்பியல்பு மூலத்தின் 
w.G (Modulus of the characteristic root) gerqe இருக்க 
வேண்டும். 

திரூபணம்: 4 என்ற செங்குத்தணியின் சிறப்பியல்பு மூலம் 
3 ஆக இருக்கட்டும். 

“ AX = AX 

XRX¥=AX (6 824). 
4 ஒரு மெய்யான அணி. 

ப வ வக 

2 NNW XS KA AK ot AX=XX 
=X Xx  AQ@ செங்குத்தணி. 

௮3 உ] 7. 

குறிப்பு: ஒரு செங்குத்தணியின் சிறப்பியல்பு மூலத்தை 
0054 131௦௮ எனக் குறிப்பிடலாம். 

10084 - 8104] =2. 

தேற்றம் 6: ஒரு சக்கலெண் செங்குத்தணியின் இறப்பியல்பு 
மூலமாக இருந்தால், அதன் இசைச் சிக்கலெண்ணும் ஒரு 
கறப்பியல்பு மூலமாக இருக்கவேண்டும். 

% என்பது 4 என்ற செங்குத்தணியின் சிறப்பியல்பு மூலமாக 
இருக்கட்டும், 

ஆற AX 

தோடு), சார = ATA AY 

Aty=dr71X 

2 AX=DUX 4 Age செங்குத்தணி 

ஃ 05] 2௫/௪) டப 2 டப 

1-ம் 4ஃன் சிறப்பியல்பு மூலமாகும். 

ஆனால் No =X 

oe ASX oreirusr A-sit Aptuuedrs apootiacir.
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தேற்றம் 7: 4 என்ற செங்குத்தணியின் சிறப்பியல்புச் சமன் 
பாடு ஒரு தலைகீழ்ச் சமன்பாடு (152010௦௦81 600௨11௦) ஆகும். 

$(A) =} XI-A | 

= | AAIA'—A | ~ AAS] 

=|~AX (x-4)! 

= =r | சி] “உ ljaAleeed 

-=1.9()- 

| 
A = [¢, Ce Cg] என்ற ஒரு செங்குத்தணியைக் கண்டுபிடி. 

உதாரணம் 8: ௦௮ $ என இருக்கும்படி 

a 

boa x | 

A= $b y | Se இருக்கட்டும். 

 



800. அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

  

a+ 2b-++ ௬0 ag ne (3) 

xX+ By + 8z=0 se ல (4) 

ax + by +ez = 0 ட கன (5) 

(8)-oa=0; b= lic = -1 எனப் போடலாம். 

i ம் 
ஆனால் (1).ல் இருந்து 06-20 த 

ஆக இருக்கவேண்டும் என்பது தெரிகிறது. 

(4), (6) Bose = P= YF 

5 இருந்துபை ௮ அட. அட (39ல் இருந்து“ 5 212 த! 3 தராஜ 

| I 

| 

  

அ
 

வி
ட 

க
ய
 

| 

r
e
l
e
 

அ
.
 

௦ 
to
 

to 

~ Bye 

115, சிக்கல் செங்குத்தணி (Unitary Matrix) 

என்ற சதுர அணி ர் 4 = / என்பதற்கிணங்க இருந்தால் 
அதைச் சிக்கல் செங்குத்தணி என்று சொல்வோம். 

|கீ*1-1கீ1-] 4) 

{AFA} =|A*| [A[={Al {AI 

4147 ஆனால் (41 141 1 

௮ து, ஒரு சிக்கல் செங்குத்தணியின் அணிக் கோவை 
யின் மட்டு (மம்மி) 1 ஆக இருக்க வேண்டும். 

௦ 

i 
உதாரணம் 4: A= [ ஐ ] ஒரு சிக்கல் செங்குத் 

தணி என்று காண்பி.



செங்குத்தணிகள் 

_ ௦ i], ay o -i 2 [5 2] னக [2 1] 

A* A=] 

“A ஒரு சிக்கல் செங்குத்தணி. 

தேற்றம் 8: 4, 8 என்பன சிக்கல் செங்குத் தணிகள் 

ஆனால் 48-ம், 94-ம் செங்குத் தணிகள். 

  

நிருபணம்: (4இ)*் . கத B* A*. AB 

= BIB 

= BY B 

ழீ 

42 ஒரு செங்குத்தணி. 

இவ்வாறே 84-ம் ஒரு செங்குத்தணியாகும். 

அச்௬களைச் arp boo (Rotation of Axes) 

Vis xi + yi + 2k என்பது நமக்கு நன்றாகத் தெரிந்த 
வெக்டர். இது 17 வெக்டர் வெளியில் உள்ளது. 7.) என்பன 
33. ௪ அச்சுகள் வழி உள்ள அலகு வெக்டர்கள் ஆகும். இவை 
ஓர் அடிப்படை வெக்டர் குழு (65/5) என்றும் நாம் அறிவோம். 

இப்பொழுது, 

என்ற செங்குத்தணியை எடுத்துக் கொள்வோம்.



அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

இதன் மூலம் கிடைக்கும், 

க mi + 7 + ugh 

p= mi + ref + ஷி 
w= Wyi + Wes + weak 

என்றூ) வெக்டர்கள் அலகு வெக்டர்களாக இருக்க 
வேண்டும். ஏனெனில் 

மக (ப 2ம் பிர் 190 அட்ட டி 

னை 2 இன 5 

=1 .4 ஒரு செங்குத்தனரி, 

இதே விதமாக?.1- 14-91, 

மேலும், அதே ஆதியை (௦1100) எ டுத்துக் கொண்டு பா, 
weer திசைகளில் U, V, W அச்சுகளை எடுத்துக்கொண்டால் 
இவை ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக இருக்கும், ஏனெனில், 

அ நு ர 909 4 மதத 

௬0 4 ஒரு செங்குத்தணி. 

இதேவிதமாக, 4.--0 ௬4. 

MSG, (U,V, 19) என்ற அலகு வெக்டர்கள் மற்றோர் அடிப் 
படைக் குழு ஆகும். 

V = (Xs y, 2) 

= xi + pj + 2k 

=x uty v+zw 

= (x,y, 2) 
= Ve 

என்று கொள்வது தகும். மேலும், 

xi--yjtzk = x'u+y vy +z w 

a= x! (ui + uty j + uy k) 

ஏர டும் + vat + v9 ) 

+2) (Wii + wef + wek)



செங்குத்தணிகள் 

x= u,x' 4¥,y tw, Zz’ 

y= Ug x’ + vey + We 2" 

z=ugx' +g y + Wg 2’ 

a சா 

  

[ஐ “| | uw ரு Wy x 

Qms| y | =| a, Vo We ந் 

ட 2_) | us 92. We 2 | 

அல்லது 1 A’ V* 

என்று குறிப்பிடுவோம். 

ஹ்ம் ததி டர ( 442/) 

உதாரணம்: 

he cosa sin db 

sind cos of | 

என்ற அணியால் விளையும் அச்சு நிலை மாற்றத்தை ஆராய்க, 

மூதலாவதாக, 4 ஒரு செங்குத் தணி என்பதைக் கவனி. 
ஏனெனில் 

த்தன cosh sind J cos of -ஸ் 4]. 

80 4 cos dk | 512 4 cos of 

இப்பொழுது, 3 

| x _ cos ob sin L x 

ந் —sinh 0054 y 

ox’ = x cos od + y sin of 

y = -—xsind + yocosd 

மேலும், 7 41 V* 

ன [ x ] _ 0054 1௮ od 

y _ sin ol cos of நு ] 

x=x csd — y' sng 

y=>x' snd + 7’ cosk
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UGYMp omy ssfigs Hv (Analytical geometry) 

x’ = r cos (Q@—d) ் 

ு 70080 cosa + r sing sind 

=xcosd + ysind 

y =rsin(Q-l) 
= rsinQ@ cos o — rcos@ sin & 

= —x sind + » cos 

என்பதை உற்று நோக்குக. 

பொதுவாக, ஒரு செங்குத்தணி கொண்டு விளையும் மாற்றம் 
அநேகமாக (80௦54) அச்சுகளின் சுழற்சியாக இருக்கும் எனக் 
கூறலாம். இது எவ்வாருகும் என்றால், 4 என்ற செங்குத் 
தணியின் அணிக்கோவை மதிப்பு | 4 | - 17 அல்லது -- 1 ஆக 
இருக்க வேண்டும். மேலும், 

us Uji + Ug f + ugk 

v= vi + மர்ம டூம் 

w= Wy + wef + yk 

என்ற சமன்பாடுகளின் துணைகொண்டு 

.uxv=|Alw 

என நிரூபிக்கலாம். 

141[-.1 ஆனால் ம 1, உன் திசைக் கோட் சேர்க்கை 
(right of left handed orienlation) i. j,k 9 @SGa Qw@a@e- 

ப்போது, சாதாரண சுழற்சிகள் மூலமே இரு அச்சுகளையும் 
ஒன்றாக்கிவிடலாம். 

| 4-1 ஆனால் டம ஆகும். இப்பொழுது வெறும் 
சுழற்சிகளோடு மட்டுமன்றி, ஓர் அச்சின் திசை மாற்றமும் 
செய்யவேண்டியதாகும். 

உதாரணம் ட 372; 5772' என்பன ஒரே ஆதியையுடைய 
இரு கூற்றுத் தொகுதிகளாக (௦001:040௨15 8351680) இருக்கட்டும். 

9-(% நி, 2) ve = (x,y, 2) என்பவை ஒரே புள்ளியின் கூறு 
களாக இருக்கட்டும்.



செங்குத்தணிகள். 

ர* ௪ 4 ஆகவும் 

pe 8 aj 
4=| 4 3 —8 | 

(ae al 
ஆகவும் இருந்தால், 

(அ) ஒரு தளத்தின் சமன்பாடு 9x'—6y'—8z7'—1=0 
ஆனால் (2, 1, 2)-ல் அதன் சமன்பாடு என்ன ? 

(ஆ) (27,5)- (8, 6, 9) என்ற புள்ளியின் (22,3721) 
என்ன ? 

(இ) (2,320) - (11,-2, 1) என்ற புள்ளியின் (௨.௮, 2) 
என்ன ? 

(ஈ) 9%- 86-92-1140 என்ற தளத்தின் 
(23 2) சமன்பாடு என்ன? 

களின் ௬ழற்சியாக மட்டுமே இருக்க வேண்டும். 

%: 7” 2 கூற்றுத் தொகுதியை நிர்ணயிக்க, அதன் அடிப் 

படைக் குழுவின் அலகு வெக்டர்களைக் கண்டுபிடித்தால் போது 
மான இவைவகளின் முடிவுப் புள்ளிகள் ( terminal points ) 

  

(3 $9); (4-3); 3 — 34) aon. 

$ ஏனெனில் Vv = A’ Ve 

Pej feo a ay pag 
y = ப % எ 0 

2 a -3 3 0 

௮. அ..-20
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(2) Ve = AV. 

Pe] fo a @ a | fs | 
y|[~l @ &-4 |] y | 

த் | ட 8 -$ ட) Lz | 

a oe ey Qz | 
க gr bg ob த் | 

த 2x J Bz | 
vag tg உ) 00 

| a 2x இற Zz | ச eta! 

“ Ox —By' —82' —1 = 0 

strug, 8x + 6y + 6z — 22x + y — Bz) 

(8342. 1 00, 

அதாவது, --8%- 6-2. 10, 

(ஆ) (9-ல் 8, 8 
7 ௯ 11, எர, 

2 9 எனப் போடு.    

டே, ௪) (11,201 

(இ); (ஈ) - உங்கள் பயிற்சிக்கு. 

பயிற்சி 11 

1. உதாரணம் 1ல், சட்டி ios as Gai» Aggs Aggi 
ய 802) ௨ என்பன ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக இருக்கும் 
மூன்று கோடுகளின் திசைக் கொசைன்கள் என நிரூ 

2. பின்வருவன செங்குத்தணிகள் என நிரூபி, 

  

2 pi 

ve ° Vs 
1 1 1 

Ove ve Va 
J, =) 2. 
ve v2 8



செங்குத்தணிகள் 

த் 0 

(8) | sin@ sin 

—cosQ sing sin @ 

cos @ 

1 2 2 | 

(293 21 த 

| 1-௪ உட 

“Gos ந் sin ¢ 0 

(a) —sin? cos? 0 

0 0: 1 

sin? 

—sin @ cos > 

0080 0௦56 

9. பின்வருவன சிக்கல் செங்குத்தணிகள் என நிரூபி, 

  

1 4 
(10) 

1 
fa) oo aye 

i 2 ட 
டட த 
டி 

தி i 1-i 
உ. த 

i =i 
| ve Ve ° 

i ம். 144i 
2 2 a7 

  

[3,323] ஐ மூதல் நிரையாகக் கொண்ட சமச்சீர் செங் 4 

குத்தணியைக் கண்டுபிடி.
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என்பது எதிர் ஹெர்மிஷன் அணியாக இருந்தால் 
(4) (0-4) 1 ஒரு சிக்கல் செங்குத்தணி என நிரூபி, 

தை உபயோகித்து, பின் கண்ட எதிர் ஹெர்மிஷன் அணி 
கக. 

இதை 
களிலிருந்து சிக்கல் செங்குத் தணிகளை உருவாக்குக 

ம்ம் ம] 

808 

i 

ம் [ hg s | மூட்ட ஒட 
ஈம் எம் ம் 

~I i 0



12. இருபடி சமச்சீர்க் கோவைகள் 

21. ax? + Bhxy + by® என்பது இரு மாறிகளில் உள்ள 
இருபடி சமச்சீர்க் கோவையாகும். தே மாதிரி மூன்று மாறி 
களில் உள்ள இருபடி சமச்சீர்க் கோவையானது ax®-+by* + 22? 

+ Bfyz + Qezx + Qhxy ஆகும். பொதுவாக, 

(Quadratic Forms) 

n n 
து 2 2 பே 230 

721 72] 

என்பது ॥ மாறிகளில் உள்ள இருபடி சமச்சீர்க் கோவையாகும்,. 

இதில் ஈட = 4; ஆக எடுத்துக் கொண்டால், 

a 
= 

௯ 7 
mxri+2 ay X1%; 

ix 

என்று எழுதலாம். 

12:2, இருபடி சமச்சீர்க் கோவைகளைக் கீழ்க்கண்டவாறு 
அணிகளின் பெருக்கற் பலனாக எ; லாம் என்பது நோக்கத் 
தக்கது. 

ன் த் : ah x 
(i) ax? +2hxy+by*® = [x y] 

hb நு]. 

(6) 2௦5-033 021224 2ச2%4 ர. 

a ho g | |x) 

=[xX p z]i hk b Ff 

டா 7 ௨ 
ச் 

  

z |



அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

Gi) ஆம் உதாரணத்தில் நடுவில் உள்ள அணியின் மூலை 

விட்ட உறுப்புகள் ஐ”, 1”, உூஃன் குணகங்கள் என்றும், முதல் 
ல் உள்ள எஞ்சிய உறுப்புகளான 4, ச என்பன முறையே 

3, உன் குணகங்களை 8 ஆல் வகுக்கக் கிடைக்கின் றன என்றும். 
இரண்டாம் நிரையில் உள்ள 7 ஆனது )2-ன் குணகத்தை 2 ஆல் 
வழுக்கக் கிடைக்கும் என்பதையும் கவனித்துக் கொள்க. 

ஆதலால், ஓர் இருபடி சமச்சீர்க் கோவை கொடுத்தால் அதற் 
கியைத்த ஒரு சமச்சர்அணியைக் கண்டுபிடிக்க முடியும். மேலும், 
ஒரு சமச்சீர் அணி கொடுக்கப்பட்டால் அதற்கியைந்த " இருபடி 

சமச்சீர்க் கோவையைக் கண்டுபிடிக்க முடியும். 

உதாரணம் 1 + Bx? + 4y%—_2? 4 Bye — ex} Oxy ஐச் சமச்சீர் 

அணிக்கோவையாக மாற்று. 

Qing a=8,b=4, c=m—1, f= 1, g=~2, A= 8. 

ah gi 

வேண்டிய சமச்சீரணி- | 4 b ரீ 

[சரீ உ) 
“588 ௪] 

= 8.4 1 

-2 1 —1 

12:3. பல்வகை இருமடி சமச்சீர்க் கோவைகள் 

(i) séew_8pi5G arene (Positive Definite Form): இந்தக் 
கோவையின் மதிப்பு ௪ 0,750 என இருந்தால் மட்டும் 
பூச்சியமாக க்கும்; வேறு எல்லா மதிப்புகளுக்கும் நேராக 
(றைவர்) இருக்கும். உதாரணம் : 

- 0௮1] [2] 
(ii) @ptésGanma (Positive Semi-Dofinite Form): இந்தக் 

கோவையின் மதிப்பு பூச்சியமாகவோ, அல்லது 6 
இருக்கும், உதாரணம் ₹ ன் 

(x+y)? = x? + Bxy + y? 

reat 1G) 

'நராகவோ



இருபடி சமச்சீர்க் கோவைகள் 811 

இது 1 ற. ஆக இருக்கும்போதும், பூச்சியமாவதைக் 

கவனி. 

(iii) Séeu @Gmpd Caroma (Negative Definite Form): 
இதன் ப்பு 2-0, ந-0 ஆக இருந்தாலொழிய குறையாக 
(06281106) இருக்கும். உதாரணம் : 

ன ட [1 0 x 
xe — y® = [x y] o —1 7 

(2) குறைக் கோவை (1962810146 50ம் Definite Form): Qasr 
60g மதிப்பு பூச்சியமாகவோ அல் குறைவாகவோ இருக்கும். 

உதாரணம்: 

ட வடா கும் —t!t ல 
(x +) [x nfo; =: | [=] 

(v) amsugs Garomas (Indefinite Form) : 

இதன் மதிப்பு நேராகவோ குறைவாகவோ இருக்கலாம். 
உதாரணம் : 

1 0 x 
ஜே யற் [ம 

id [க ௮] [>] 
3 2.) ஆனால் இதன் மதிப்பு நேராகவும், 

% ௮.3) ஆனால் இதன் மதிப்பு குறைவாகவும் இருப்பதைக் கவனி, 

12:4 லக்ராஞ்சே முறைப்படி 21”? 02£ 4 2fyz+2Qgzx 
-L2hxy wa’ x’*+b'y"? +e'z'? ஆக ஒடுக்குதல் (860ய௦1100) ₹ 

இதை நாம் ஓரிரு உதாரணங்களால் விளக்குவோம். 

உதாரணம் 8: x* + 6y® + 1827 — 4yz + Bzx + 4xyHM 

ஒடுக்குக. 

x? 4 6y? + 182°— 4yz+ 82x-+4xy 

= x*42x (2y+4z) + 6y?+18z? 

== (x+2y44z)? - (2y-+4z)2 + By? + 182? 

= (x+ By+4z)—4y°— 1 Byz— 1623 + By? + 182* 
= (x+2y+4z)* + By?— 16yz4+ 22"



512 அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

= (x4+2y+4z)? + 2 fy’—8yz] + 22? 

= (x+ 2y4-4z)? + 2 [(y—4z)*—162z*] + 22? 

= (x+2y+4z)? + 2 (y—4z)?—802? 

= x'?4+2y'2—802’?. 

சூறிப்பு 1 : இது ஒரு வரையருத (1081107116 form) கோவை. 

சூறிப்பு 2: 2-3 4 42 

y= நு 42 

gos ம் 

என்பவை மாறி மாற்றச் சமன்பாடுகள். 

11 உ4 

01 2-4 என்பது மாறி மாற்ற அணி. 

oo 1) 
எனவே, ஒருபடியில் மாறி மாற்றத்தால், இருபடி சமச்சீர்க் 

ளின் எண்: பெருக்கல்களின் கூடுதலாக 

எழுத முடியும் எனத் தெரிகிறது. இதையே லக்ராஞ்சே முறைப் 
படி ஒடுக்கல் (௦01௦1100) என் று சொல்கிறோம். 

உதாரணம் 3: 25--32--2% ஐ ஒடுக்குக. 

9432-22 

க டடம _ ஜு Bi Dyers 

1 

ர் 

வி
ல 

ஆ
 

வி
 

வ
ல
 

al
 (ety)! — oy)? $2 (ty) 

ரி ஈர
 (ty 4 4002 ம பவற? 

= ((x+y+2z)? — 427} — 7 (x—y)? 

(ர — ம் ஒயர — 28 

x? — றய ௪
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இதில், %'- 3 -ற 4 22 

Yux-y 
zZ=2. 

இதுவும் ஒரு வரையறத கோவையே,. 

| 1 1 2) 

1 -1 ௦ 

0 ௦ 1 இதன் மாறிமாற்ற g“orofua gid. 
sos | 

12:5, இருபடி சமச்ர்க் கோவையின் ஒருபடி மாற்றம் 

(Linear Transformations of a Quadratic Form) 

4 என்ற இருபடி. சமச்சீர்க் கோவையை எடுத்துக் 
கொள்வோம். இதில் 4 ஒரு சமச்சீர் அணி. 

X=PY 

என்பதில் 7 பூச்சியமில் அணி ஆக இருக்கட்டும். 

NAN =(PYYAPY 
=P APY 

= Y' BY. 

(இதில் 2- 2: 4 2-ம் சமச்சீர் அணியாகும். 

(PAP) =P'A'(P’Y =P' AP. 

ஏனெனில், 4 ஒரு சமச்சீர் அணி.] 

ஆகவே 4 ஐ அணியாகக் கொண்ட 2 4 என்ற கோவை 
யில் 1 7 7 என்ற மாற்றம் செய்தால், ,2-7”,4727 ஐ அணியாகக் 
கொண்ட 7:29)” என்ற கோவை கிடைக்கிறது. 

1246. 04 38) 2020) என்பது நிச்சய நேர்க் கோவையாக 
இருந்தால், 

411 802 8 

  

Mir 

  

411 81 
> 291 Age Gag | > oe 

931 [es M9



B14 அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

ப்பூ சீட. ௨ Gin | 

| 
Ge) ர பு 

பை. இட. | 

என்ற அணிக்கோவைகள் நேராக (௦08456) இருக்க வேண்டும். 

நிரூபணம்: 20 [20 டி... 200. ஆனால், 

ஓ 140 ஆகும். இதில் 4 ஓரு சமச்சீர் அணியாக 
இருக்க வேண்டும். 

மேலும், ஒரு மாறி மாற்றத்தின்படி ட ஐச் சதுரங்களின் 
எண்ணிப் பெருக்கல்களின் கூடுதலாக எழுத முடியும் என்பது 
நமக்குத் தெரியும். 

% 77 எனப் போடு, 

இதில் 7£ என்பது மாறி மாற்ற அணி ; 

Y= Eris Var 01 ஆக இருக்கட்டும். அப்படியானால், 

0142 ம) A(PY) 

= YP APY 

= Y'BY. Q&S» B= PAP 

மேலும், Bet மூலைவிட்ட உறுப்புகள் மட்டுமே இருக்க 
வேண்டும். 09ஐ :*ஒடுக்கி""விட்ட தால் வர்க்கங்கள் மட்டுமே 

இருக்கும் 

௫ 0.௨0) 

0 re 10 
B= PAP = | , ர 

டூ 00 4 ட 

ஃஉ121-12 1 [411210 ன Xo 

Lh IPIP [ALS Ai Ag ee Ae oO FREES IPI
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இப்பொழுது, 9 ள்ல நேர்க்ே லால் 

ட உ. ஒவ்வொன்றும் நேராக “Cee இரகக 
வேண்டும். [217 ராக இருக்கும். 4 |Al>O ye 
இருக்கவேண்டும். HY 

r 

இரண்ய ட் = = 
igs 

சப x; cata aana aie, 
1 

டம் நிச்சய நேர்க்கோவையாகத்தான் இருக்கவேண்டும். 

”.. இல்லாவிடில், 2;,3,..... மகளுக்கு அதே மதிப்புகள் 
கொடுத்து, 2. ட 3௨ முதலானவைகளுக்குப் பூச்சிய மதிப்புக் 
கொடுத்தால் 0-ம் குறை (628115) ee ஆனால் ௦ நிச்சய 
நேர்க்கோவை எனக் கொடுக்கப்பட்டுள்ள 

ம் நிச்சய நேர்க்கோவை. .எனவே, முன்மாதிரி 

M1 419 | oe | 

| Ga, Ggq 8 | 0 

|. > 

| crx arg = ee | 
என நிரூபித்து விடலாம். 

பயிற்சி 12 

வரும் ல் சமச்சீர்க் கோவைகளை X'AX 
றன் காம்னா 

(a) x? 4+ By? 4+ 82? + Axy + Byz + Bax. 

(b) 8x? — y? + 2% — 2yz + 10zx + xy. 

வரும் கோவைகளை லக்ராஞ்சே ee ape 
அவை னை நேர்க்கோவைகளா, அல்லவா எனக் 

(i) x)? — 4x, 5” 

Ci) Bx? + 4y? + G23 + Byz + 72x + 8xy 

Gi) 6x* + By? + 1472 4 4yz ++ 182zx + 4xy



அணிகளும் அணிக்கோவைகளஞம் 

Civ) பர்பி. 721. ஏறு 4 இ 

(vy) Sx? + By? + 72? — Oxy + Syz— 4zx 

விடை? (0 (1) (6) ஆம். 

8. 12:8-ன் மறுதலையை நிரூபி. 

4, த . தரந* 4 102? + 4yz + 142x + @xy Qo 
CptéGarmou ston He5.%. (Positive Semi Definite) 

5. 4 ஒரு நிச்சய நேர்க்கோவைக்கிசைந்த சமச்சீர் அணி 
யாகவும், B,C என்பன 8'42- 7, 4 00 என்பதற்கிணங்கவும் 
இருந்தால் 68 ஒரு செங்குத்தணி என நிரூபி. 

{ (CB) CB = B'C’CB = B'AB= 1} 

6. ௮ இன்று 1 மூ என்பது நிச்சய நேர்க்கோவையாக 

இருக்க வேண்டிய நிபந்தனைகள் யாவை?[ a > 0; ac > b?]



அநுபந்தம் 

அணிக்டேகோவைகள் 

3. வரையறையின் வரலாறு 

ax +by=0 o yn (1) 

ax + bey 0 ro ose (2) 

இவைகளிலிருந்து 5, ஐ நீக்க, கிடைக்கும் நீக்கற் பலன் 

(eliminant) a,b, —agb, =O Bow. 

இதனை a by | எனக் குறிப்பிட்டனர். 
ay by 

  

ஆகவே, 

  

சட 8 | என்ற அணிக்கோவை 
ay Be 

ajb, — a,b, stam Garmamué GHSPDg) TH வரை 

யறுக்கலாம். 

இவ்வாறே, ச)3--ம்ூ 0020 ae ‘sa (1) 

a,X + bay + Coz = ees sees (2) 

dx + bay + ¢3z = 0 = ன (3) 
என்ற சமன்பாடுகளை எடுத்துக்கொள்வோம். 

(8), (8)-ல் இருந்து, 
x டட ற _ 2 =k 

2529-85 (850-002). ச்சி 

ஃ  (19-ல் இருந்து 

K [ay (bseg—bace) —by (agcg—Gs¢2)+ Cy (agbs—agb9)J=O



    

அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

ஃ சட (20000) 91 (85-89) --01 (agbg—agb,)=0 

        

  

ay by ey 

இதையே 0. 8௨. | 0 எனக் குறித்தால் 

as bg 83 

a; by oe |} 

dy by Cg | = ay (4 C358 Cy)—-by (da ரே எமத Co) 
+e, (dy bg—ag bo) 

a3 bg நே 

bg Cy | a, 2 : a, de 
= ay சிய 1-8 

C3 ' C3 ag bg 

என்பது விளங்கும். 

ஆகவே, மடங்கு முறைப்படி (Recursion), ஒரு ஈ-தர 

அணிக் கோவையை, 

ay ம். டே ky A | 
| | 

ay by co Kg ly 

85 by ea kg dg | 

an bn Cn Ka la | 

| be Cy ly | ag ஜே by 

' by 6 fs | dg ஷீ fy 
= ay | by) cb ow 

| by en ly | | Gn Ca ba : 
ad, bg kg 

ag bg kg 
ae 3 (107 

| da bn Ka 

என்று விரித்தெழுதலாம்.



அணிக்கோவைகள் 

உதாரணம் ம் | =8x6-65x4=-2 

  

ah gj 
‘ ச் ரீ] hg hg 

dij | Ab f j =a -4| +e | 
| 122 ¢ | bf 

gfe 

= a(be—f*) — h(he —fe) + 3 (af—bs) 
= abe + 2fgh — af? — bg? — ch? 

2. அணிக்கோவைகளின் பண்டிகள் (Properties of Determinants) 

ற்றம் ஓர் அணிக்கோவையின் மதிப்பு, நிரைகளை 
நிரல்களாகவும், நிரல்களை நிரைகளாகவும் மாற்றியமைப்பதால் 

மாறாது. உ கழ 

a, b ரூ | a, aq டூ 

அதாவது, | டி. ம Coa = | by ba bg 

ag bg Cg i C1 lq Cg 

. ௪ இய. உ (2509-6902) - 24 (௪50 -- 0522) 

* 0 (29 - சஷி.) 

@, (bges — bgcg) — ay (bi03 — bgcy) +a (bye) 

= a.u. = R.H §S. 

குறிப்பு : இதிலிருந்து, முதல் நிரலின் அடியாகவோ, அன்றி 

நிரையின் அடியாகவோ, ஓர் அணிக்கோவையை விரித்தெழுத 
லாம் என்று தெரிகிற, து. 

தேற்றம் 3: அடுத்தடுத்த இரு நிரைகளை (நிரல்களை) மாற்றி 
யமைப்பதால், ஓர் அணிக்கோவையின் குறி (812௩) மாறுமே தவிர 
மதிப்பு மாறாது. ் 

| சட by cy a, by Cy 

a, by Cs = ௮ம் a by ரூ ன் நிரூபிக்க 
வேண்டும். 

ay bs ஷூ
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Qiu. = 81(ம$03--89%)-- 21 (80 5 Cy ) 
+ C; (ay bg — ag by ) 

= — [ay (by €g — bg cy ) — by (A, Cg — ag C1) 

+ ¢5 (a; bs — a3 by J 
= anu. 

குறிப்பு: இதிலிருந்து, நாம் விருப்பப்பட்ட நிரையை (நிரலை) 
முதல் நிரை (நிரல்) ஆக்க இயலும் என்பது தெரிகிறது. எனவே, 
எந்த நிரையின் (நிரலின்) அடியாகவும் ஓர் அணிக்கோவையை 
விரித்தெழுதலாம். 

தேற்றம் 3: ஓர் அணிக்கோவையில் இரு நிரைகள் 

(நிரல்கள்) முழுதும் ஒத்தவாறு இருந்தால் அதன் மதிப்பு பூச்சிய 
மாகும். 

கொடுக்கப்பட்ட அணிக்கோவையின் மதிப்பு & ஆக 

. த் 
அதன் மதிப்பு 2 ஆம் தேற்றத்தின்படி --& ஆகும் 
இவை முழுதும் ஒத்த நிரைகள். 

—A=A 

அதாவது 20 = 0 

4=0 

ஒரு நிரலில் (நிரையில்) உள்ள ge ஒவ்வோர் 
உறுப்பையும் £ ஆல் பெருக்கினால், & மதிப்புள்ள அணிக்கோவை 
யின் மதிப்பு $& ஆகும். அதாவது, 

ka, ம் 61 a b cy 

kag க, Cy |=k| ay be Cy 

kag bs C3 ag bg Cs 

Qiu. = kay (bz ¢3—bg Cg)—kag (by ¢3—by 03) 

+ kag (by ¢g—by c,). 

= k [ay (by ¢3—bg Ca)—a2, (by Cy— bg C4) 

“hag (by ¢g—by 20] 
= Oe lh
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களைத் தேற்றம்; ஓர் அணிக்கோவையில் ஒரு நிரலில் 
(நிரையில்) உள்ள உறுப்புகள், மற்றொரு நிரலில் (நிரையில்) உள்ள 
இசைந்த உறுப்புகளைப்போல் & மடங்காக இருந்தால், அதன் 
மதிப்பு பூச்சியமாகும். 

தேற்றம் 5: ஒரு நிரலில் (நிரையில்) உள்ள ஒவ்வோர் 

உறுப்பும் இரு உறுப்புகளின் கூடுதலாக இருந்தால் அத்த அணிக் 
கோவையை இரு அணிக்கோவைகளின் கூடுதலாக எழுதலாம். 

அதாவது, 

ஷி சட டே 
| 

Agta dy Cy (௪ ay by Cg | + | he dy Cy 

| agtols bs cs | 

Qu. = (4, +ch1) (bg €g— 5p C2) — (4g+ehs) (1 C3 —b3 €1) 
+ (ag tots) (by Css €1)- 

- [ச (ம,9--5502)--8_ (8169-6520) + 45 (D1 Cg— baer) ] 

+ [oli (bge3—bs6a)— ha (b 163 Bae $hs(b163—b5e1)] 
= alu. 

a db oy di by டே 

  

az bg cg ! os bs Cs 

தற்றம் 6: ஒரு நிரையில் (நிரலில்) உள்ள ஒவ்வோர் 
உறுப்புடன் மற்றோர் நிறையின் (நிரலின் ) இசைந்த உறுப்புகளை 

ஆல் பெருக்கிக் கூட்டினால் அணிக்கோவையின் மதிப்பு 
மாருது. அதாவது, 

  

a, by Cy i @, tka, by + kb, cy + keg 

fy by Cy | = a be Ca 

az bs நே as bs Ca | 

a, b | kdg kha keg 

  

as bs cs 

eS . உ (தேற்றம் 4)



552 அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

a by ey 

=| ao by டி 40... (தேற்றம் 8) 

G3 bg டூ; 

2 இ.ப. 

mbt: & என்ற அணிக்கோவையின் உறுப்புகளில் 
ன் பல்லுறுப்புக் கோவைகள் இருக்கட்டும். --ஈ எனப் பிரதி 
யிடும்போது &-0 ஆனால் (2-8) ஆனது &-ன் காரணியாக 
இருக்கவேண்டும். 

& ௪ ரீ(0ி ஆக இருக்கட்டும். . 

ல 0 ட கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 

மீதித் தேற்றத்தின்படி. (2-௰) ஆனது 7(2-ன் அதாவது 
கடன் காரணியாகும். 

8. இற்றணிக் கோவை (1810௦0) 2 

a by ey | 

A= |] a, bg Ca ஆக இருக்கட்டும். இதில் ச; என்ற 

ag bg Cs 
உறுப்பு இருக்கும் - நிரையையும், நிரலையும் நீக்கி விட்டால் 

ba Cy 

bg Ca 
மடன் சிற்றணிக் கோவை என்று அழைப்பதும், 4 எனக் குறிப் 

பிடுவதும் உண்டு. இதிலிருந்து & - ஈட கீழ் ம்டசீட் 4 உட் 
என்பது தெளிவாகிறது. . 

என்ற சிற்றணிக் கோவை கிடைக்கிறது, இதை 

&... இணைக் காரணி (Co- factor}: 

A=, Ay +b, By +6, C, She Qobsrd A,, By Cy-@ 
சட டடன் இணைக் காரணிகள் என்று சொல்வோம், 

9, 4-ல் இருந்து ஓர் உறுப்பின் சிற்றணிக் கோவையும் 
இணைக் காரணியும் ஒரே மதிப்புடையன என்றும், ஆனால் குறியில் 

(sign) வேறுபட்டிருக்கலாம் என்றும் அறிகிறோம்.
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குறிப்புஒ 4) எ 4); சிதி; ௮ 0). பொதுவாக 

எந்தக் குறியை எடுத்து கொள்வது என்பதை, 
| ஆ ௮௬ அ + 

ரு. 3 ௮ 4. என்பதிலிருந்து தெரிந்து 
ல மிய 

+- t= ன் 
கொள்ளலாம். பொதுவாக ஓர் உறுப்பை மேலே இடது மூலைக்குக் 
கொண்டுவர இரட்டையெண் - தடவை நகர்த்த வேண்டியதானால் 

அது * ஆகும். இல்லாவிடில் - ஆகும். 

தேற்றம் 8: ஒரு நிரலில் (நிரையில்) உள்ள உறுப்புகளை, 
மற்றொரு நிரலின் இசைந்த உறுப்புகளின் இணைக் காரணிகளைக் 
கொண்டு பெருக்கிக் கூட்ட பூச்சியம் கிடைக்கும். அதாவது, 

1 நச்; ec, | 

B=| ay -by Cy | er db, Ay + by கிட கட ௮0 

ay bz டே 

a by ey 

ஏனெனில் | ரூ ம். டூ = a, Ay + az A, + ag Ay 

az bs Cys 

| bh by gg 

bs by cy | = b, Ay + bs Ag +s Ay. 

| bg bz டூ 

O = 6 A, + by Ag +b3 Ag .. வ (தேற்றம் 8) 

உதாரணம் 1: பின்வரும் அணிக்கோவையின் மதிப்பைக் 
கண்டுபிடி : 

1? 2? 82 4? 

22 32 42 52 

3? 4? 52 ௫5 

4° 5° 6? 7?
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1 4 8 

4 9 16 
Ac 

a 16 25 

16 25 a6 

அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

16 

25 

56 

49 

148 16 

857 ஓ 

6 7 9 11 

7 9 11 18 

14 9 16 

857 9 

12௨௨2 

2222 

wow" 

A={] w wt 1 

“1 

1+w+w* 

கூல ந மறு 

ந் பெழு லர் 

Bie t +w+wi=0 

Ow w* 

A=} a0 மூ 1 

வோ சட கடு உமா 

வம கு கோக 

wo OW?
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உதாரணம் 5: 

x yp z 
A= ஐவிரித்தெழுதுக. 

x? yt 22 

yz 2x xy 

A-b& x=y எனப் பிரதியிடுக, 

இரு நிரல்கள் முழுவதும் ஒத்தவையாகின்றன. 

ஃ 2-0) ஆனது &-ன் காரணி (தேற்றம் 7). இதேவிதமாக 
(3-2), '(2-9-ம் காணிகள். மேலும் &-ன் படி 5 என்பதை 
நோக்குக. 

“DO = (xy) (v2) (2—x) [ke (x? + y* + 28) 

+ [yz + 2x + xy) ] 

இப்பொழுது :-0,ந 1,242 இ எனப் பிரதியிடு, 

01 8 

௦ 1 41] =(+1)(~1)2 [5k+ 287 

200 

1 2=5k+al ove oo (ய) 

இதே விதமாக$--0,- 1,2- 1 ஆனால் 

ம 227... a5 ய = (2) 

(1), (2)-ல் இருந்து /- 1, 0 

“ &- ற) 0-2) (௮) (43௪ 4 20) 

(21 எ a? 
உதாரணம் 4; A = b? (¢ + a)? b? 

: ce 8 (a + b)? 

= abe (a+ b + c)® ster திரூபி. 

ஃ-ல் £- 0 எனப் பிரதியிடு,
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(b+c)? 0 O (b+e)? 0 O} 

A= ம் 2 ச் | = cb? be ர் கழு 

ந் ce? b? ce 1 2 

ம். ஆனது &-ன். காரணி. இதேபோல் ம், 2-ம் 

காரணிகள். 

பின்னும் (6 4 ௦) - - ஈஎனப் பிரதியிடு. 

(ஐ சீ [இ | 1 1 1 

A= 5° (—b)* b? =a%b%c? | 1 1 1 

2 2 (—c)* 1 112 

இதில் மூன்று நிரல்களும் சமமாயிருக்கின்றன. ஆகையால் 

சம் 4-0” காரணியாக 
6 ஆவது படியில் உள்ளது 

அடுத்த aS காரணியும் 
வேண்டும் (சமச்சீர்க் கோவை). 

A = k.abe(a + 6 + €)* 

ச-1,ச-1,2- 1 எனப் பிரதியிடுக. 

4.1 3 

141 

114 

k= 

உதாரணம் 5: 

biter 

bates 

bgtcg 

என நிரூபி. 

ey +a, 

கோக 

A = &.abe (a+b+e)* 

த்தி 

a,+b, 

agtbs 

Cotas ag-+bg 

by 

bs 

bg 

21 

=2/ a, 

ag 

e1 

89 

es 

இருக்க வேண்டும். மேலும் & ஆனது 

(2-4 5-௦) ஆகத்தான் இருக்க
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சிட் போட்ட 

Bu. =| be பேட்ட 

கிட. நோற்ற 

சி; உரச 

= | மிட Cyto 

bs vst 

C, Cy +d, 

a+b, | | cy ¢y+4y 

க்கி | + | Cy Cota 

ag+bg Cy Cg tas 

a | bd, esta, by 
| 

ay |* by நோடி by 

bs டர்டி bg 

| €; a a+b; 

+. ¢y Cy Gatbs i Cy Gy Ag+by 

Cg Cg gtd, | C3 ag agtbg 

db ட டே | by a a 

=} by Cs dg | +) ஷு ay | +0 

+040+40+04) a, by 

3. அணிக்கோவைகளின் பெருக்கற் பலன் 

a,X+b,¥+e,Z=0 | 
| 

a,X+byY¥+e,Z=0. } 

agX +b, Y-+e,Z=0 | 

827 

a+b, 

ag+bsy 

agtbs
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என்னும் சமன்பாடுகளில் 

௮ ஒலர டர ௪) 

¥ = ola x+ Be V+Y9 2 es ட i 

} Z = dg xtBs vt¥s 7 
ஆக இருக்கட்டும். 

7-ல் இருந்து X=Y=Z=0 te Br டு 

் அல்லது 
சட மிட 6 

க்கு! a, by ec, | =O wow on Gi} 

a3 bg Cg 

என்பது தெரிகிறது. 

(1)-ல் இருந்து வடக) 240 

வடர 20 

ols x+ Ba y+ ¥3 250 

ஆக இருக்கவேண்டும். “ x=y=z=0 

அல்லது 

& நீட 7 

As =| os Bs Ya [=O 

ols Bs Ys ம 

ஆகவே, ந உ 0 ஆக இல்லாவிட்டால் 7-ல் இருந்து 

கட 0 அல்லது &ட ௭ 0 என்பது பெறப்படுகிறது. ... (௮) 

இப்பொழுது 7/-ன் துணை கொண்டு.. 7 ஐப் பின்வருமாறு 

எழுதலாம். 

(சட ர சட கல 24 (படே சிபி + c.Bs)y 
எ சிட்டி 4 சபிக்க 0 

(agol + Backy + Cocks) X+ (4981 + b982 + ஈம] 

+ (@a¥1 + bs ¥e + eg ¥a) 2 =O.
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(Agel + bgcle + Cols) X+ (4381 + 5382 + ¢3Bs) ¥ 
+ (ag¥, + bs¥q + €3¥3) 2 = 0 ய il 

௭௬ 25 0 ஆக இல்லாவிட்டால், /77/-ல் இருந்து 

| Moly + diols + 21௦02 8, + 5,8, + சபத 

A =] dqhi + hocks + Cocks 458, + boBe + CoBs 

gly + bgola + Cocks G38, + bsBo + ¢sBs 

ஈபிடிபி ர் சய 

சனி எசு 22) ௪0 

சவிடர் சலி; 4 22% 

ஆக இருக்கவேண்டும் என்பது தெரிகிறது. 

ஆனால் 7/7 ஆனது 7-ல் இருந்து கிடைத்தது தான். 

ஆகவே. (௮), (ஆ)-ல் இருந்து &; - 0 அல்லது ௩, 0 
ஆனால் & - 0 ஆக வேண்டும் என்பது விளங்குகிறது. 

லட கிராக் கட்க 

என்று சொல்லலாம். இதில் ஈம, 2$ வட, உன் காரணியைக் 
கொண்டு - 1 என்று கொள்வோம். 

கல இடகிற 

உதாரணம் 6 (8) 

க. 8 -1 2 

தவற 1 2 

812 2 68 

ஆனால் |42|- |4| % | 8| என நிரூபி. 

வுட அக 1(—1)42.141.5 1.242.244.8 
1 | 

- (2.9844,049.2 2(—1)4+4.148.5 2244.248.8 

|9.8--1,04 2,2 8(-1)4+1.1428.5 9,23:1,212,9



830 அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

5 6.8. 5 69 

= | 12 17 21;=|] 2 & 8 | R.~2R, 

18 8 14 825 Ra—R,. 

= § (26~6)—2(80—18)+8 (18-45) 

== —~ 145. te ன oon 

1.2 1 | 

இப்பொழுது, |A| =| 2 4 8 | 

ர ர இ] 

“2 1x(8-8)— 2(4-1) + 8(6-4)=5 

(அ க 

{[Bl=; 90 18 

Lis 5.8 

= 8 (8—10)—0 (—8—10)+2 (—2—2) 

தற as ஸி is 

(8) 

(8) 

ு [41 [Bl =8x(-29)=—-145 .. (2012-ல் 
bat ma we (4) 

(1), (4)-ல் இருந்து 

{ABl = [Aji |B. 

உதாரணம் 6 ௫); 

2b, +e, மே ரட் 2a, + 8b, 

2b, + cy Cy + B8a3 Bay + 8b, 

Bb, + eg Cg + Bay Ba, +28b, | 

a ay by ey 

என்பதன் காரணி ay by Cy என்று நிரூபி, 

| 
| ag டிடி ரூ



அணிக்கோவைகள் 831 

அதன் அடுத்த காரணி 18 என்றும் நிரூபி. 

a by ey 038 2 

a, by Cy x 20 8 

ag bg Cg 130 

| இர் 4௦ ரர்ஈட 2a,4+8b, 

Qbotls CotBa, 2a,+8b, 

  

| Bbgtcs Cy+8ay 2ay4-Bby 

அடுத்த காரணி----2(0--2)-- 1.(9--0)--18. 

உதாரணம் 1: அடி, டே... என்பன, மடம் டே... என்ப 
வைகளின் இணைக் காரணிகள் ஆனால், 

Ay B, டே] பேசிட்டே 

A, மீட தே = a, by Cy 

1 

As Bg Cy ag by Cg 

| a by cy A, B, நே 

ag by ரூ (ஆகவும்; | 4; By Cy 

| as bg ரே As By Cz 

ஆகவும் இருக்கட்டும், அப்படியானால், 

a, by ey § 4 சீட பே 

QOD=| ag be Cy x A, B, நே 

ag bg Cg | Ag By Cy 

4A, +b,B,+0,Cy GgAy+-bgBy beygC, 4g4, +bgBy +e.Cy 

சகி சிதர் ட dg 49+beBy + டி agAytbgB, ௬௦) 

4, Ag +s B+ c1,Cy சகட்ட 25 1 0௦ நே 4, Ag+bgBg+cgCy



2382 அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

& 00 

=| 0 A OJ = a* 

004 

AD=A® அல்லது இ ௩₹ 

உதாரணம் 8: 

சிட் டே டே Ay Ay + By 

By +Cy Cot As Apt By |= 2A? 

கிட டே டேர் கிட கிட 
என திரூபி. 

| 4) By Cy | 

உதாரணம் 5-ல் உள்ளபடி இ.ப.- | A, B, Cy 

Ag Bg Cz   
உதாரணம் 7-ல் இருந்து = 2A2. 

(வவறு முறை) 
12% டே்கிட. இ ம்மபு 

இ.ப. | 2Co Cyt Ay இரு ப படர 

(2C;  Cytdy Ag t By 

Cy Ota, AL +B, 

=2/ Cy Cotdy Ap +3, 

Cy Cy+ Ag Ag+ By 

கே Ay Ai +B, 

=28| Cy) 4. AgtBy |... Cy—Cy. 

[2 Ag Ag+B, 

Cy Ay சீட 

அட க இ. டட ் 

Cs Ag Bs



அணிக்கோவைகள் 

| Ay By Cy 

=2 Ay By Czy 

4g By Cy 

| 3 ம் 7 | 

| ad BY |) = Cl -B)(B-Y (Yb) 

[ of? B® yj 

என திரூபி. 5,748 3) ஆனால், 

| So S, டீ 2 | 
| 

| $1 5a 88 | = (kB) (BY)? (Vol)? 
Sy Sg Sa 

1 ot 1 ம் [ 

4 89 டல் ஏட எனப் பிரதியிட்டால் இரு 
4 88 ya} 

நிரல்கள் முழுவதும் ஓத்தனவாகின்றன. 2 A=0. 

ஃ ஆனது &-ன் காரணி. இதே விதமாக, (8-5), 
(7-4)-ம் &-ன் காரணிகள், 

மேலும் கடன் படி 9. 

A = k(L—B)(B—Y) (Yel). 

89-ன் குணகத்தைக் கணக்கிட, 6 1, 

A = (oh-B)(B-Y) (Y- of). 

இப்பொழுது, (--ந)* (8.95 05



984 அணிகளும் அணிக்கோவைக்ளும் 

| 17 1 ம! 1 2 1 

“| “ ஆ 

of? BF y* a? BY 

8 A +B +¥ A+B +Y* | 

jas +Y A+R +7? A°+ 8 +7 

AF + B24 Y? AP + B+ VY? Att B+ ¥* 
So S; Ss 

=| 5S, Sy s, | 

Sy Ss S, | 
உதாரணம் 10: u=ax t+ by+cz; v = ay + bz + ex; 

w= azt+ bx + மு ஆனால், 

  

abe x yp 2 

beatx|y zx |=ui+ vo + w®—8uw 

ec ah | 2x 5 

என நிரூபி. 
ax + by + cz ay + bz+cex az+ bx + cy | 

Q.u. =| bx t.cy + az by + cz+ax bz + cx + ay | 

cx + ay + bz cy +azt+bx ez + ax + by 

| இ த் 1 

= wou v-j=u(u*—yw)— wv (uy—w?) + v(v? —uw) 

vwu 
=u® + ve + w® — Surw. 

உதாரணம் 11 : ச் 
2bc—a* c? த்ு 

A= ‘a Ge 2ac—b? a 

| b* a -2ab—c? 
களின் ௦ ஜ் SMa ருக்கற் தி அ   ஐ இரண்டு ே 

மதிப்பைக் கண்டுபிடி,



  

அணிக்கோவைகள் $35 

—a*+be+cb —ab+c®-+ba ~—ac+ac+b? 

Az! ~abtab+c* —b* Lca+ac —be+a*+be 

~ace+b? +-ac —be+be+a* —¢? +ab+-ab 

abe} —ae b 

=, bea x —b ac 

| cab —c ba 

abe abe a ழ் 6 

=| b ¢ a|xtit bea [ = bo ¢ a 

cas | 2 ஏம்.) c a b 

= [a (be—a*)—b (b* —ca) +e (ab—c*)]? 

= [8abe—a*—b* —c*]}? 

= [a°+b°-+c®—Babc]*. 

உதாரணம் 18: 

| a+ib  e+id | ஊட் 52 
x 

-c+id  a—bi [ட Bi 

| A-—iB பேழ் 
=| என்று காண்பி. 

| —C-—iD A+iB 

  

BAGG bs (9°4+22948°44*) (5°+.8°472182) ல 
தான்கு சதுரங்களின் கூடுதலாகக் காண்பி, 

முதல் இரு அணிக்கோவைகளைப் பெருக்கினால், 

ad + 6B + cY + d8 — i(aB — bk + 8 — dy) 

~ | ay — 88 ~ ch — dB — i (ad + bY — cB — deh) 

ay + O38 + eh — dB — i (ad + bY ~ cB dol) | 

+ aol + OB + cy + db + i(aB ~ bh + cd + dy) 
A-iB C~iD 

| ம பும்



836 அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

இதில் 4 - சச் லி--ச5; B= aB—bL+c3—dy 

C = ay—bb—cy+dB; D=ab+by—cB—dod ... (1) 

a+ ib e+ id 

  

மேலும் =a +6? +c? + d® 
  —c+t+id a bij 

௨-8 4-3 
= ol? +B + ¥? 48° 

-y-i d+ Bi 

A-—iB C—iD 
[me oe op a Se 

—C-iD A+iB 

(a2 +9407 +d?) (oh? +B? + ¥? +87) =A? + B°4+C7 4D? 

இதில் 1-9, ம-2, 2-9, 8-4, ௭-5, 9-6, 4-7, 828 
எனப் பிரதியிட்டால் 4-110, 8--40; 056, D=48 . (1) 

(8% + 82 4 87 4 4%) (6% + 624.72 + BR) 

= 110? + 40? + 562 + 482, 

உதாரணம் 18: 

பின்வரும் (சமச்சீர்) அணிக்கோவையின் மதிப்பைக் கண்டு. 

abe d | 

bade 

eda b 

dcba 

atbt+te+d bcd 

atb+c+d dc Rg 

  

2 Cy Cg 4A Cyt eae 

atbt+e+d dab 

  

atb+ct+td c ba 

70404 ஆனது &-ன் காரணி.



அணிக்கோவைகள் 337 

மேலும் ஈரோ ஜோ? ஐ. எடுத்துக்கொண்டு athb—c—d 
ஆனது &-ன் காரணி என நிரூபிக்கலாம். இதேவிதமாக, 
சர்ச் ம், சர்ச் ம் ௩-ன் காரணிகள், 

 A=k(atb+e-+d) (at+b—c—d) (at+c—b—d) 
% (சமீம், 

ப 4 என்பதைக் கவனி, ஈ4.-ன் குணகத்தைக் 
கொண்டு 4-1 எனக் கொள்க. 

உதாரணம் 14 : இரட்டையெண் தரமுள்ள அணிக்கோவை 
யின் சதுரமானது எதிர்ச்சீரணிக் கோவை (skew symmetric) ste 

ரூபி, 

ஒரு 4 சதுர அணிக்கோவையை எடுத்துக்கொள்வோம், 

ay ba Cy ada 

a by co, dy | | எமி a, டி. ஐ | 

a bg Cg dy | 3 43 —dg Cy 

  

ச் 

த் 

dg De Cg ay aby ay dy ty 

ச் 

  

    

  

ம ச்ட் டே எ ஈசி மே ~d சே 

ay by Cy dy —by ay —dy பூ 
ao FH) | x | 

a3 by Cg dy | hs a, ஏழ் பூ | 

a, be Cy dy | | by dy —dy பூ 

i 0; A B C | 0 A BC 

| -~4 0, DE —-A 0 DE 
= = 

| —C: -E —F 0, -C ~E —F 0 

MH» 0, = —a,b, +a,b—-c,d, +e,d, =0 

0,=0,=0,=0. 

| ச ஈறி Os F ய O F 

மேலும் 4 ர, bet by dg—ey do tty dy 

B= ~—a, by +b, yc, மீட dy 

C= ~ a, bg tb, ay—o, dgtey dy 
Be H.— 22



அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

D = அழு ற்றி ஈட ர௭0ட மீ 0 8 

ஜடம் ரம்) மடி மீட்ட ஞ் 

= —dy by+hg ay—Cy dy tcy dy. 

A? ஓர் எதிர்ச் சீரணி என்பது தெளிவு. 

உதாரணம் 18: ஓற்றையெண் தரமுள்ள ஓர் எதிர்ச் சீரணிக் 

கோவையின் மதிப்பு பூச்சியமாகும். 

& ஐ 5 சதுர அணியாக எடுத்துக் கொள்வோம். 

0 a b cd? 

a 0 உர் உ] 

A= —-b ர ர w wo (A) 
ச ழீ ஸ் பித் | 

் ம் —g -i வழ்.0 | 

இதன் நிரல்களையும் நிரைகளையும் மாற்றியமைத்தால் கன் 

மதிப்பு மாறாது. 

  

bo e@ O -h mi | iw உட (இ 

(2)-ல் ஒவ்வொரு நிரையும் --1 ஆல் பெருக்குவோம். 

0 a ம் cd 

ர 0 8 ரீ 8 

(ப* &௮ —b ௪ 0 hi 

2 மரீ ர் Oj 

ம் மத லம் -j 0



அணிக்கோவைகள் 

அதாவது--& ௪ க... .. (1)-ல் இருந்து 

௬௮௯ 0. 

6. கிரேமர் முறைப்படி விடுவித்தல் 

ax+bhy+ez= dy (1) 

AgX + bgy 4- Cyt = da ow oa (2) 

dgx + bey + Caz = dg see oor vo (8) 

என்னும் சமன்பாடுகளை எடுத்துக் கொள்வோம். 

a b ரே 

A=} as ba Cy ows ooo (4) 

ag by Cy 

ஆக இருக்கட்டும். 

ax by ட 

Ax=| agx ba Co ன் (5) 

89% bg Cg 

இப்பொழுது (5)-ல் இரண்டாம் நிரலை ற ஆலும், மூன்றாம் 

மிரலை - ஆலும் பெருக்கி, முதல் நிரலுடன் கூட்டினால் 

| கமர் ம்பு 02 மட ரூ 

Qx= | aX + byy + 92 by Cy 

asx + bay + cz ba Ce 

dy by ர 

dg by Cy |.» om (1) (2) (8)- இருந்து 

dy bg ரே 

| dy by ரூ 

x=| dy by Cg |+ A 

dg bg Cs



540 அணிகளும்: அணிக்கோவைகளும் 

டே டே டே! 

இதேவிதமாக, ற | a. ds 85 க 

ay dy Ce | 

a, b, d, | 

Z=| dg by dg |+ O- 

ag bs dy 

உதாரணம் 16: கிரேமர் முறைப்படி விடுவி. 

  

4 றட தக 

2x + 5y— 2z= 

x+7y—8 

if 1 

A= 2 5 —-2 |=12 

ம் 7 3 

சீட மிட டே 41 1 

dy by 6 =| 8 6 -2 |=12 

ds bg cs | 27 -8 

i dy db) ey 

x2! dq by Cy + a=tbet 

dg bg ரூ 

a, dy டே | 

y=] a a ஷே +A 

ag dg bg 

14 1 

= 238 -2 அமல மலம 

1 2 -8



அணிக்கோவைகள் 

ச மட ஷ் 

f= a, ba da 

ag by dy 

  

பயிற்சிகள் 

1. பின்வரும் அணிக்கோவைகளின் மதிப்பைக் கண்டுபிடி. 

| 265 240 219 
80 11 20 88 

| @ 8 0 9 
| | 240 226 198 ௫ 

6 j ® 11-2 36 8 
| 218 188 181 

  

19 6 #17 22 | 

  

1211 / 1 18 14 4 

128 (126 7 9 

ls ae vet ™ le ஜுர | 

| 1 4 10 20 | | 18 8 2 16 | 

(a—b—c) 2a 2a | 

2. 2b (b—c-—a) 26 = (ath+e)8 

2c 2c (cma—b)



342 

| 
8. | 

| 
| 

என நிரூபி. 

4. 

என நிரூபி. 

| 

| 
5. | 

: 

என நிரூபி. 

6. 

| 

என திரூபி. 

| 

7. 

என நிரூபி. 

அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

a ao 

1 a @ 
= 1l+a+a® 

0 3 

a oil 

1 11 | 

144 a | 
| = abe 

1 oiI+b 1 | 
| 

1 1 tte | 

x y 2 | 

0 உடம் | 
| = (ax—by+cz)# 

௭௬௫ Cia | 

ச் -a 0 | 

ம் 2 d:} 

a —d 

|= (a? +b? +c3 a2)* 

da ~—b } 7 

டர b a 

voz 1 21 1 

y 2 la] x yt 2 

2x oxy x? y% 28



  

  

  

  

அணிக்கோவைகள் 848 

| 14௧ 1 1 i 

| 1 14b 1 1 

8 i 
| 1 1 130 1 ! 

| 
| 4 1 1 thd | 

i ம 1 = 3 = a பி = abed (1 + + pk = + ச) நிரூ 

| 1 a a a? + bed 

| 1 b 6? ம் 4+ eda 
5. | ௪ 0 என நிரூபி. 

1 3 20 c® + dab 

1 dd? d® + abe 

குறிப்பு 2 

னை னை 
| 

1 b B® 55 1b b* cda 
+ 

fe ct c 1 ¢ c? dab | 

la daa a 1 dd abe | 
எனப் பிரித்துக் கொள்க. 

1 1 ம் 

10. 4 ஹட ஸ்ர 

| cose cosB cosy 

, AB, B-Y . 9-௮ = —4sin ஓக தண் த” என நிரூபி. 

0 (௨2) (4-5) 

11. (8-4 0௦ (8-3) 

1-4) 04% ௦ 

= 2(B—-Y)? (Yoh)? (A—B)* stom Hepa.



9404 அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

        

1 a a 

22 008 (2--1)% 008 71% 608 (7-1) 

sin (a— 1)x sin 2x sin (a+ 1)x 

= sinx (1—-2a cosx + a*) srer நிரூபி, 

2 ௦௦0 i 0 0 

5 1 20௦௦60 1 0 _ sin 5 Q 

0 i 2cosQ 1 sing 

| 0- 0 ம் 2௦080 ! 

என நிரூபி. 

1+x, Xe te Xa 

xy L+2X, oe Xn * 

14. = Lie try + tx, 

xy Xa ww Lx, 
என திரூபி. 

sin of sin 2oh sin 8 | 

16. sin B sin 28 sin 88 

  

| sin ¥ sin £y sin 8y | 

= 8 sino sing siny (cosa —cos8) (cos8—cosy) (cosy —cosel) 
என நிரூபி. 

குறிப்பு. 0-6, ஐ எடுத்துக் கொள்க. 

  

16. (1-2) x 0 ஆ ©O 0 
- x (1422) x - 0 0 

An= ற x (14+x9) 0. 0 0 | 

| = 

| ௦ 0 0. மலரு)



அணிக்கோவைகள் 542 

என்பது 11-௪துர அணிக்கோவையானால் 

An = (127) கரட் 22 கிடட் 

௬ ர +x? + x* + 2. + x*9 என Hep. 

a? a*—(b—c)* be 

17. ம் b?—(e-a)? ca 

25 ¢®—(a—b)? ம் 

௪ (-- ௦) 6-2 (2-8) (ஈ-ம்-ட) (20405) என நிரூபி, 

456 x 

5 @7 y 
19. = (x—2yp+z)* 

878 2 

x y z 0 

என நிரூபி. 

குறிப்பு: 81 89-97, ஐ எடுத்துக் கொள்க, 

ja°+1 ab ac ad} jat4+l Be ec? d= 3} 
| 1 ॥ 

நசிம் சசி எ சாம டைம. 
19. i 

'  ¢a ch 41 ed | a? ம் டம ஜீ. 

- |) da ரா a Bb c d41 
என நிரூபி, 

x ஜு 132 

20. நுறு 3” | 0 ஆனால், 

2 zt 927 

2 - - 1 என திரூபி. 

21. விடுவி: 
த 2x—8 8x—4 

x-4 2-9 8x—16 |=0 

x—8 2x—27 8x—64
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| 1+x i—x 1—x 

22. i1—x 14% ற 1௬0, 

3-2 3-3 242 

28. விடுவி + ட 

| x*x+8 8x48 9-4 

2x+8 8xi4 அத ௬0. 

Bx+5 56x+8 10x+ 17 

குறிப்பு: 75-28; Rg-BRi B எடுத்துக் கொள்க, 

24. சச் 2-0 ஆனால், ் 

  

a-x 2 b 

¢ b-x% @ ௪ 0 என்பதன் மூலங்கள் 

| ம் 8 ம 

டணால் ணை. 
0, & ஜ் (௮) என நிரூபி, 

25. விடுவி. 

x 8 1 

2 -—8x x-8 0. 

—8 2x x+2 

9) ஆனது 1-ன் கனமூலம் ஆனால் ௧-6 28; 

a+ cw + bw? Qparmai, 

  

abe 

க! ந ௨ 8 டன் காரணிகள் என நிரூபி, இதிலிருந்து 

cab 

QO = —(a+b+c)(a + bw + cw*)(a + cw + bw*) 

= Babe ரர 3 பீ என நிரூபி.



அணிக்கோவைகள் 

குறிப்பு. ஜே 9509 4 0 

சம்ம ம் 0 | 

A=| b+ew? +av c¢ a 

  

c+aw?+bw a 6b 

a + bw® + cw be 

  

= w(a+bw* +cw) c a 

w? (a+ bw® + cw) a b 

27. (7-1) ௪ (2-2) -4) ஆனால், 

| px q+xr4+x 

| Q+x r+x p+tx ௬0 

| rex p+x q+x 

  

என் பதன் மூலம் —Ptatr எனக் காண்பி. 

Oc b \? b?+c8 ab a | 

28, c Oa j= abc? +a? % 

i b a O ac bc ath? 

என திரூபி. இதிலிருந்து வ.ப. -- 48“0”௦£ என நிரூபி. 

  

ம்“ 2“1 2-7 1 bte | 

2-7 0-1 ati eta | 

| b*+1 5-7 @+b2+1 atb 

| be c-+a atb 8 | 

என திரூபி, இதிலிருந்து வ. vu. = (be+ca+ab)* srox Heya.
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a, hitb; Bi சட ஸ்டாட், Bi மட எட்டடி By 

50.1) 4a, to +b; Bs @o heths Be ds detbs By 

a, ols th; Bs ay ols tho Bs aq ostbs Bs 

என்பதை இரு அணிக்கோவைகளின் பெருக்கற் பலனாக எழுதி 
அதன் மதிப்பைக் கண்டுபிடி. 

| 3 a 2 

a1.i)| 1 b ம்? | = (a—b) (h—c) (c—a) 

1 c co 

  

| (1+axy? (Atay)? (A +az)8 

ci | (உல. புட. (022 

(14205 (49₹.. (42) 

  

௪ இ (ஸு) மட (2 (2-0) (9-2) (2-0. 

  

என நிரூபி. 

82. மஉ.ஆனது 1-ன் மெய்யிலா கன மூலம் ஆனால், 

row we we |? 1 i —2 1 
| 

wo owe ws 1 | 1 1 ர் =2 
= | 

we we bow | | த ம் 1 1 
| 

we bow w | 1 —2 i 1 | 

என நிரூபி. 

x yz 

88. GO =) vy zx | என்ற அணிக்கோவையில் X, 

2x py | 

3 2 என்பன %, ந, 2-ன் இணைக் காரணிகள் ஆனால், 

2 2 | 

YZ X |= A? cro நிரூபி. 

ZX F
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குறிப்பு : உதாரணம் 7 ஐப் பார்க்கவும். 

(டி ரீக மறு ப்ர மம் xy Byes, 

ச முர கர 

At=| uw rt ut என நிரூபி. 

ந ச டா 

yE-—x? zx—y? xy—2* no? at 

Gi) zx—y* xy—z* = yz—x* |= ue or? 7 

xy—z* ஜ் zx—y* | ய் பு 7 

என நிரூபி, 

41. இழு... இடற? 

BA. 2x+xy 14 2x? 2x+xy 

இ 2xt+xy = x*+y*+1 

1—x? xy—x xP—y | 

= xyp-x 1—y? பெற் | என நிரூபி. 

ர xy—x 12” 

23-10). abtcrXR ca—br | இத் ec —b 

ab-ch 234.“ be+ar [* ௦0% a 

  

catbX be—aX ce? +r? | ' b ர x 

= * (a? +b? +07 +X*)® என்று நிரூபி, 

ம 
86. x, = 3 ஆனால் 

x Xo ௦ x G 

Xs xy த kes 0 
= Xn 

Xn வேட சேடு Xn 

  

என்று நிரூபி.



அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

॥ a (a—1) (a—n) j 

1 

(a-1) ச பேட | 
87. = 2-1 (2a-n) 

(ச (a—n+1) ... a 
என நிரூபி, 

| a’ எ” 8a ம் 0 

88. | a a*4+2qa 2.11] 1 | 
i (= (8௨--1)* என திரூபி. 

a 2a+1 at+2 1 | 
| 

1 8 8 41} 

89. 2 ப் 1௦ ஆனால், 

22 (ர) (042) 

- 29 (s—a) (s—b 
(s—b)}? BF (s—b)? (s—c) pad றம i 

(s—c)? (s—c)? 

= xt4+)4 42% — Qxty? — Qy2z? — 222x? sree திரூபி. 

41. கிரேமர் முறைப்படி வீடுவி £ 

(9) 5௩39: [0 

4x + 5y + 6z = 28 

7x — 8y ~-9z = - 4, 

(ii) x+ty+z 

ax + by + cz = d? 

a’x + b*y + c*z = d* 

=d 

(ii) 2x—y + 82 = 9 

ZT) + 
ற 

z=6 

z=2
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Civ) 9x4 7y + 6 

Bx-—- yrt4ae=1 

@x + Sy + Oza 4 

(vy) x+ y+ z+ w= 28 

ந நட தெ முல வத 

Bx+2y4+ 824 407 

x— By — B82 + Bw = 5. 

42, 3, உன் நீக்கற்பலனைக் கண்டுபிடி. 

G) ax+bp+ecz=9 

bx + cy +az=0 

cx + ay + bz = 0. 

ax + b?y +e?z = 0. 

48, பின்வரும் சமன்பாடுகளின் நீக்கற்பலனைக் கண்டுபிடி, 

ax+t by +egzt+dw=O0 (1) 

ச்சி பூசம் மிட்டு (2) 

3x + bgy + ¢yz + dyw = 0 (8) 

a4x + bay + eyez + dw 0, (4) 

தில் 3, ),) கம ஆகிய நான்கும் பூச்சியம் என்பது மிக 
எளிதான (அதனால் புறக்கணிக்கத்தக்க) தீர்வாகும் (பரக 
solution). sterGar ம ௪ 0 எனக்கொண்டு (8), (8), (4) ஆவது 
சமன்பாடுகளை ம ஆல் வகுக்க. 

a Be ty OLN ௮௨௮ aeth gt tals) =-4 ~ (5) 
x 2 சட்ட 

பர + bs a ரூ டார் ds = : (8; 

x y oe 

a +b w oe yw a, (7)
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இதை $ 8-ல் உள்ள கிரேமர் முறைப்படி விடுவித்தால். 

    

      

20% ylw 

ads by Co | ag —dy Cy 

| டி bs ஷி | ag ட | 

| -2 by ce ட அ ஆர 

2 1 

| a, be —d, ! a, be Ce 

ds bs -~de | a3 by ரூ 

a, by —d, | a, மிட டூ 

  

எனக் கிடைக்கும். இவற்றை முதல் சமன்பாட்டில் பிரதியிட்டால், 

      

| —d, bs Cs | a, —dy Ce | 

a, | ~ds bs ca |+5)| a3 எ. ட 

—dy by டூ | a, 6 0] 

ay by லை | ம, by Cy 

+e, | dg by —dy | + d,| ag bg cg | =O 

| a, bg —dy | a, by cg ! 

be Ce ay | a, Ce dy 
| 

ச ந ரூ டச்) ஈட. டூ ஞ் ் 
' 

by Cy dy சட 24 24 

ay by dy | ay by Cy 

te, | ag bs ds ச கடி ஷி 0 

| a, by dy



அணிக்கோவைகள் 

| 
=0. 

as bs es ds 

a bg ly d, 

விடைகள் 

1. (6.0; (6) 93 (0) 1; 

21. x=4, 22, x=0, 8. 28. 

25. 1,2,-8. 80, 0. 

41. @) «=8,y=2,2=1, 

ட்ட சேடு மற 
(90 ¥ = Cea) (a=) 

d(d—c)(a—d) 
(b—c) (a—b) 
    ye 

z= Ad=a) (6A) 
~ (b=¢) (ea) 

  
Gii) 1,2,8. (iv) 1,0,-1. 

He B.— 23 

(d) 0. 

இட மீட வரி, 

(vy) 0,7 ~1.-2,
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கலைச்சொற்கள் 

Adjoint Matrix 
126028 

Algebraic Expression 
Applied Mathematics 
Arrays 
Associative Law 
Augmented Matrix 
Axes of co-ordinates 

inomial 
Binomial ‘coefficient 
Binomial expression 
Bordered matrix 
Brackets 
Brackets square 

Case 
Case general 
Change of Basis Vector 

Characteristic Equation 
Characteristic roots 
Cofactor 
Cofactor of an element 

of a determinant 
umn Colum: 

tb 
இயற் கணிதக் கோவை 

sn க்கோவை 

கரையுற்ற அணி 
அடைப்புகள் 
பகர அடைப்புகள் 

வகை 
பொது வகை 
அடிப்படை வெக்டர் குழு 
மாற்றம் ் 

சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு 
ட் மூலங்கள் 

இணைக் காரணி 

ஒரணிக் கோவை மூலகத்தின் 
இணைக்காரணி 

நிரல்
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Colamn ia a determinant 
Column matrix 
Column vector 

- Commutative Law 

Complex number 
Conditions 

Conditions necessary and 
sufficient 

Congruence 
Conjugate matrix 
Converse 

Coordinate System 

Determinant 
Determinant constituent of a 

Determinant element of a 

Determinant of a matrix 
182018] 

Diagonal of a determinant 

Diagonal of a matrix 
Dimension 
16016 

Directed numbers 
Distributive Law 

Dot Product 

Element 
Element of a determinant 

Element of a matrix 
i t Eliminani 

அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

ர 

D 

ஓரணிக்கோவையின் நிரல் 

ஓரணியில் நிரல் 

நிபந்தனைகள் 
வேண்டிய-போதிய நிபந்தனை 

கள் 
சர்வசமம் 

அ 
மறுதலை 

கூற்றுத் தொகுதி 

அணிக்கோவை 

ஓர் அணிக்கோவையின் 
அங்கம் 

ஓர் அணிக்கோவையின் 
மூலகம் 

ஓர் அணியின் அணிக்கோவை 
லை விட்டம் 

அணிக்கோவையின் மூலை 
விட்டம் 

அணியின் மூலை விட்டம் 

புள்ளிப் பெருக்கம் 

மூலகம், உறுப்பு 
ஓர் அணிக் கோவையின் 

கம் மூல 

ர் அணியின் மூலகம் 
நீக்கற்பலன் 

க்க 
சமன்பாடு 
விரி



கலைச்சொற்கள் 

Expansion 
Expression 
Expression homogenous 
Expression linear 
Expression quadratic 

Factor 
Fields (number) 

unction 

Idem factor 

Matrix 
Matrix augmented 
Matrix adjoint 
Matrix column 
Matrix diagonal 

Matrix element of a 
Matrix inverse 
Matrix non-singular 

Matrix null 
Matrix ordet of 
Matrxi orthogonal 
Matrix regular 
Matrix rank of 

atrix row 
Matrix scalar 

- Matrix skew symmetric 
Matrix square 

ஒருபடித்தான கோவை 

ஒருபடிக் கோவை 
இருபடிக் கோவை 

காரணி 

(எண்) களங்கள் 

சார்பு, சார்பலன் 

சமமூலை வரை அணி, 

விட்ட அணி 

மூலை 

பூச்சியமில் கோவை அணி 

முற்றும் பூச்சிய ௮ 
அணியின் தரம் 

ணி 

மூலைவரை (அளவை) ௮ணி 
எதிர்ச்சீர் அணி 
சதுர அணி
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Matrix symmetric 

Matwix transpose 

Matrix reciprocal 

Matrix unity 

Matrix zero 

Minor of a determinant 

Motion of rotation 

Non-rivial 

Notation 

Nuil matrix 

Null vector 

Number field 

Position vector 

Principal diagonal of a 
determinant 

Proof by Induction 

Quotient 

Rank 

Reduction 

Resolution 

Right handed screw conyen- 
tion 

Rotating axis 

Rows and columns 

அணிகளும் அணிக்கோவைகளும் 

- சமச்சீர் அணி 

- திருப்புஅணி; திரை, நிரல் 

மாற்று அணி 
- நேரெதிர் அணி 

--. அணி அலகு 

பூச்சிய அணி 

- ஓர் அணிக்கோவையின் சிறிய 

பகுதி 
— சுழற்சி இயக்கம் 

N 

- அற்பமல்லாத, திரணமல்லாத 

-- முற்றும் பூச்சிய அணி 

— பூச்சிய வெக்டர் 

-- எண் களம் 

P 

- வெக்டர் நிலை 

- ஓர் அணிக்கோவையின் 
தலையாய மூலைவிட்டம் 

--. தொகுத்தறிமுறை நிறுவல் 

௦ 

— ஈவு 

R 

— தரம், மதிப்பிடம் 

- ஒடுக்கம் 

௭. பிரிப்பு, கூறுபாடு 

- வலக்கைத் திருகாணி வழக்கு 

—~ ௬ழல் அச்சு 

“௪. நிரையும் நிரலும்



கலைச்சொற்கள் 

Simultaneous equations 

Solution 

Solution general 

Solution particular 

Statistics (as science) 

fix 

Term 

Unit Matrix 

Unit Vector 

Upper triangular Matrix 

Variate 

॥ 
| 

| 

959 

திசையிலி, எண்ணி(அளவை) 

வடிவொத்த 

ஒருங்கை (ஒருங்கமை)ச் சமன் 
பாடுகள் 

தீர்வு 
பொதுத் தீர்வு 

குறிப்பிட்ட தீர்வு 

புள்ளியியல் 

உறுப்பு 

அணி அல 

வெக்டர் அலகு 

மேல் முக்கோண அணி 

மாறி
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