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அணிந்துரை 

திரு. இரா. நெடுஞ்செழியன் 

( தமிழகக் கல்வி-உ௨ள்ளாட்சித் துறை அமைச்சர்.) 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கிப் பதினோராண்டு 
கள் ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் பி.ஏ. வகுப்பு 
மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் தமிழிலேயே கற்று 
வந்தனர். 1968ஆம் ஆண்டின் தொடக்கத்தில் புகுமுக வகுப் 

பிலும் (2.ப.0.) 1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து பட்டப்படிப்பு வகுப்பு 

களிலும் விஞ்ஞானப் பாடங்களையும் தமீழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு 
செய்துள்ளோம். தமிழிலேயே கற்பிப்போம் என முன்வந்துள்ள 
கல்லூரி ஆசிரியர்களின் ஊக்கம், பிற பல துறைகளிலும் தொண்டு 
செய்வோர் இதற்கெனத் தந்த உழைப்பு, தங்கள் சிறப்புத் துறை 

களில் நூல் எழுதித் தர முன்வந்த நாலாசிரியர்கள் தொண் 
டுணர்ச்சி இவற்றின் காரணமாக இத் திட்டம் நம்மிடையே 

மகிழ்ச்சியும் மன நிறைவும் தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்று வரு 

கிறது. இவ்வகையில், கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் கலை, அறிவியல் 

பாடங்களை மாணவர்க்குத் தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத் 

தேவையான பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக் கழகம் 

ஆண்டுதோறும் எடுத்துவரும் பெரு முயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் 

சொல்லவேண்டும். 

பல துறைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனையோ 

நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில் அரிய முறையில் 

நூல்கள் எழுதித் தந்துள்ளனர். 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளாதாரம், தத்துவம், 

புவியியல், கணிதம், பெளதிகம், வேதியியல், உயிரியல், வானியல் 

புள்ளியியல் ஆகிய எல்லாத் துறைகளிலும் தனி நூல்கள், மொழி 

பெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இரு வகையிலும் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல்: 

நிறுவனம் வெளியிட்டு வருகிறது. 

இவற்றுள் ஒன்றான *நவ இயற்கணிதம்' என்ற இந் நூல் 

தமிழ்நாட்டுப் பாடநால் நிறுவனத்தின் 269ஆவது வெளி 

யீடாகும். இதுவரை 304 நூல்கள் வெளிவந்துள்ளன. 

உழைப்பின் வாரா உறுதிகள் இல்லை; ஆதலின், உழைத்து 

வெற்றி காண்போம். தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் உலக 

மாணவர்களிடையே சிறந்த இடம் பெற வேண்டும்; அதுவே, 

தமிழன்னையின் குறிக்கோளுமாகும், தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக் 

கழகங்களின் பலவகை உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் 

மனம் கலந்த நன்றி உரித்தாகுக. 
இரா. நெடுஞ்செழியன்
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1. அடிப்படைத் தத்துவங்கள் 

(FUNDAMENTAL CONCEPTS) 

1.1. முன்னுரை : இந்தப்புது இயற்கணிதத்தின் அடிப்படைத் 

தத்துவங்களை ஆராம்வோம். வழக்கத்திலுள்ள இயற்கணித 

மூறையில், அன்றாட வாழ்க்கையுடன் ஒன்றிய முழு எண்கள், 
விகிதமுறு எண்கள் (rational numbers) இவைகளின் கூட்டல், 

பெருக்கல், மடங்கு என்பவைகளின் முறைகளை ஆராய்ந்தோம். 
முழு எண்கள், விகிதமுறு எண்கள் இவைகளில் ஏதாவது இரண்டு 

அல்லது மூன்று எண்களை ௪, ச,2 என்ற எழுத்துகளின்மூலம் 

குறித்துக் காண்பித்தோம். ஏ-*ம் என்பதோ, 84% என்பதோ 
சாதாரணக் கூட்டல், அல்லது ஏஐ. மீ மடங்கு கூட்டல் என்ற 

அர்த்தத்திலேயே கருதினோம். ' 

விகிதழுறா எண்களைக் (1712110081 ஈடா) கருதும்போது, 
அவற்றைக் கணித ரீதியில் கிடைக்கும் எண்ணாகவே கருதலாமே 
தவிர சாதாரண வழக்கத்திலுள்ள எண்களுடன் சேர்க்க இயலா து. 

இங்குக் கூட்டல் விதி, ச எண்களுள்ள அல்லது அளவுள்ள பொரு 

ளுடன் 5 எண்களுள்ள அல்லது அளவுள்ள பொருளைச் சேர்த்துக் 

கிடைக்கும் பொருளின் எண்ணிக்கையோ அளவோதான் என்று 

குறிக்க இயலாது. எப்படியாயினும் அந்தக் கூட்டல், பெருக்கல் 

விதிகள் சில நிபந்தனைகளுக்கு உட்பட்டிருந்தது. உதாரணமாக 

a+b = b+a 

at+(b+c) = (a+b)+e 

a+0 =a 

a-b =b-a 

a-(b-c) =(a-b)-c 

a-(b6+c) =a-b+a-c 
a-1 = @ 

கூட்டல், பெருக்கல் என்பனவற்றைப் பொருள்களின் எண்ணிக் 

கையைப் பொறுத்தது என்று கருதாமல் மேற்கண்ட நிபந்தனைக்கு
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உட்பட்ட செய்கைகளாக எண்ணி, சிக்கல் எண்களின் (மற18% 

Numbers) கூட்டல், பெருக்கல் விதிகளை வகுத்தோம். 

எண்கள்” என்று கொள்ளும்போது, அதை நம்மையறியாமலே 

நமக்குத் தெரிந்த ஒரு கருத்து என எண்ணுகிறோம். ஆனால் 

சிக்கல் எண்கள், மெய்யான எண்களைப்போல் விதிகளுக்குக் கட்டுப் 

பட்டிருக்கிறது என்பதைத்தவிர, அவைகளின் போக்கே தனி. ௨ம் 

என்பது இரு சிக்கல் எண்கள் என்றால், a+b-mu வரையறுக்க 

வேண்டிய நிர்ப்பந்தம் ஏற்படுகிறது. அதாவது -விலுள்ள மெய் 

யான பகுதி, ச-யிலுள்ள மெய்யான பகுதி இவைகளின் கூட்டுத் 

தொகை at+b-cr மெய்யான பகுதி; மேலும் ௭-விலுள்ள 

மெய்யிலிப் பகுதி ம்.யிலுள்ள மெய்யிலிப் பகுதி இவைகளின் கூட்டுத் 

தொகை ௭-ம-ன் மெய்யிலிப் பகுதி என்ற முறையில் சிக்கல் எண் 

களின் கூட்டலை வரையறுத்தோம். அப்படி வரையறுக்கும்போ து, 

சாதாரணக் கூட்டல், பெருக்கல் என்ற அடிப்படைச் செய்கை 

களுடன் முரண்பாடு ஏற்படாத வண்ணம் பார்த்துக்கொண்டோம். 

'இப்போதுபுது இயற்கணிதத்தில், வேண்டிய நிபந்தனைகளை 

நன்கு வரையறுத்து அதன்மேல் படிப்படியாகக் கணித முறையை 

விவரிப்போம். இங்கு ச, 4 என்ற குறியீடுகளை உறுப்புகள் 

என்போமே தவிர அவைகள் எதைக் குறிக்கின்றன என்பதைப் 

பற்றி அவ்வளவாக நேரம் செலவழிப்பதில்லை. 

a,b என்பவை இரண்டு மனிதர்களையோ, இரு புத்தகங் 

களையோ, இரு எண்களையோ ஏதாவது இரு உறுப்புகளையோ குறிக் 

கட்டும். . 

12. கணம் (Set) 

வரையறை : பொருள்கள் அல்லது உறுப்புகள் இவைகளின் 

தொகுதியைக் கணம் எனலாம், 

கணம் ,4-ன் ஓர் உறுப்பு 2 எனின், ப - 4 என்று சொல்லலாம். 

a €& 4 எனின், ௭, .॥ன் உறுப்பன்று. 

அதே போல் -யும் 4-ன் உறுப்பானால் $ ௨ 4 அல்லது 

a,b 4. 

உதாரணமாக 4 என்பது ஒரு சமதளத்திலுள்ள சமபக்க 

முக்கோணக் கணமெனின் அதன் உறுப்புகள் யாவும் சமபக்க 

முக்கோணங்களே. 

1.2.1. உபகணம் (500560) 

வரையறை: 4 கணத்தின் ஒவ்வோர் உறுப்பும் 2 கணத்தின் 

உறுப்பானால் 4 கணத்தை தீ கணத்தின் உபசகணமெனலாம். 

1௦௨ மீ என்போம். 

4௨ 4 என்பது தெளிவு
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4 2,8:.4, அதாவது 4-ன் உறுப்புகள் எல்லாம் 8-லும், £-ன் 

உறுப்புகள் எல்லாம் ,4-லும் இருந்தால் 4 ஈ ந என்போம். அப் 

(போதுமட்டும் கணங்கள் 4-ம் 8-ம் சமம் எனலாம். 

4௨8,424 சி என்றால், 4 ஐ 8 கணத்தின் சரியான (றா௦றலஐ) 

உபகணம் என்போம். 

ACB என்று எழுதலாம். 

அதாவது 4-ன் எல்லா உறுப்புகளும் -யிலும் உள்ளன. மேலும் 

4-ல் இல்லாத உறுப்பு குறைந்தது ஒன்றாவது 8-ல் உள்ளது 

என்று அர்த்தம். 

42,800 0௭னின் 4 ட 6 என்பது தெளிவு. 

1.2.2. காலிக்கணம் (று 861) : உறுப்புகளேயில்லாத கணத் 

தைக் காலிக்கணம் எனலாம். அதை ம் என்று குறிக்கிறோம். 

1.3. Gan.@ge (Intersection); a @gss (Union) 

வரையறை : 4, 8 என்பவை இரு கணங்களானால், 4-லும் 

8-லும் உள்ள பொது உறுப்புகளைக்கொண்ட கணத்தை 402 
அல்லது ,4, 8-ன் வெட்டுதல் கணம் என்போம். 

4-க்கும் 8-க்கும் பொது உறுப்புகள் இல்லையெனின் 4 [) £ ஒரு 
காலிக்கணமாகும். 

A,B என்பன இரு கணங்க்ளானால் 4.யிலேயோ, £-யிலேயோ 
அல்லது இரண்டிலுமேயோ உள்ள உறுப்புகள் கொண்ட கணத் 
ஆதை 4 பூ அல்லது, .4, 8-ன் கூடுதல் கணம் என்போம். 

குறிப்பு: இரண்டு கணங்களின் வெட்டுதல் கணம், கூடுதல் 
கணம் இவைகளைப்பற்றி ஆராய்ந்தோம். இரண்டுக்கு மேற்பட்ட 

கணங்களின் வெட்டுதல் கணம் என்பது அதன் உறுப்புகள் எல்லாக் 

.கணங்களிலும் உறுப்புகளாக இருக்கவேண்டும். அதேபோல், 

கணங்களின் கூடுதல் கணம் என் பது அதன் உறுப்புகள் ஏதாவது 

ஒரு கணம் அல்லது ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட கணங்களில் உறுப்பு 
.களாக வேண்டும். 

AUB = BUA 
AU (BUC) = (AUB) U (AUC) என்பவற்றைச் 

சிந்தித்து அறிக. 
1.4. பெருக்கல் கணம் (7௦01015609) 

பகுமுறை வடிவு கணிதத்தில் ஒரு புள்ளியின் அச்சுத் தூரங் 

களை (2; என்கிறோம். 3), ந, என்பது வரிசைப்படுத்தப்பட்ட 

ஜதையாகும். அதாவது (20, 1) (,%0) என்ற இரு ஜதைகள், 
பொதுவாக ஒரே புள்ளியைக் குறிக்காது.
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ஃ வேரியி 4 O1%1) 
4, 8 என்பன இரு கணங்களாகவும், .4-ன் உறுப்பு ர (2 ௪ Aj. 

என்றும் 8-ன் உறுப்பு ம் (ம் 2) என்றும் கொண்டால் (a,b) என்று 
வரிசைப்படுத்தப்பட்ட ஜதைகள் எல்லாவற்றையும் கொண்ட 
கணத்தை, 4, 8-ன் பெருக்கல் கணம் என்போம். ,4%8 என்று 
குறிப்போம். 

உதாரணமாக : 

A = (4;,49,43) 

B= (6,,bo) ersite 

Ax B = [(4,6,), (4,5), (௭5௦0), (ஏ_ச்), (௭2ம்), (agb,)] store 
உறுப்புகளையுடைய கணமாகும், 

1.5 wmrppb (Transformation or Mapping) 

ஒரு வாசகசாலையிலுள்ள புத்தகங்களின் கணத்தை 2 என்க. 
2 என்பது மிகை முழு எண்களின் (௦5014௦௩ Integers) கணமாகக் 
கொள்க. 

வாசகசாலையிலுள்ள ஒவ்வொரு புத்தகத்தையும், அதிலுள்ள 
மொத்தப் பக்கத்தைப் பொறுத்து ஒரே ஒரு முழு எண்ணுக்கு, 
ஒப்பிடலாம். 

1.5°1. மாற்றம் ் 
வரையஸற : .4 கணத்தை 2 கணத்திற்குள் மாற்றம் செய்வது 

எனின், .4-ன் ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும் £.ல் ஒரே ஓர் உறுப்பு ச். 
இருக்க வேண்டும். 

a+b[a@ed4,b 6௨ 8] 

இந்த மரற்றத்தில் (ஐ ர-ன் பிம்பம் என்போம். உதாரணமாக. 
A, சியும் பூச்சியத்தைச் சேர்ந்த மிகை முழுஎண்களின் 
கணங்களாகுசு. 

ஆனால், மாற்ற விதிப்படி 4-ன் எல்லா உறுப்புகளும் 8-ன் 0. 
உறுப்புக்கு மாற்றுவதாகக் கொள்ளுவோம். 

a+ O[ae4,O' € B] 

இது Ag B-&@Geir மாற்றுவதாகும். ,4-ன் எல்லா உறுப்பு: 
களுக்கும் பிம்பம் ஒன்றே ஒன்றுதான். B-sir மற்ற உறுப்புகள் 
(1,2,8. wea) A-r எந்த உறுப்புக்கும் பிம்பம் அல்ல. 
இதை உள்மாற்றம் (into mapping) srerGumin. 

ஆனால் 8-ன் ஒவ்வோர் உறுப்பும் ,4-ன் ஏதாவது உறுப்டுக்குப். 
பிம்பம் என்றால் 4ஐ _2-க்கு மேல்மாற்றம் (௦௦14௦ mapping). 
என்போம்.
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1.5.2. ஒன்றுக்கொள்றான மாற்றம் (016 to one Mapping) 
Ag 8-க்கு மேல்மாற்றம் என்பது ஒன்றுக்கொன்றான மாற்ற 

மென்றால், 4-ன் வெவ்வேறு உறுப்புகளுக்கு 5-ல் தனித்தனி 
கறுப்புகள் இருக்கவேண்டும். 

இது ஒரு மேல்மாற்றம் (௦11௦ மஐறறர்ஐ) என்பதால், 

2-௪ [5௨,263] 

aa 

அல்லது ava 

மாதிரி 1: கூ, என்ற கணங்கள் மிகை முழுஎண்களைக் 
குறிக்க. மாற்ற விதிப்படி, 

a+b=2afae Abe B] 

அதாவது 1 + 2 

2.4 
3— 6 

இது ஓர் உள்மாற்றமே தவிர மேல்மாற்றமாகாது, ஏனெனில், 
1,3,5 உன்ற ஒற்றைப் டை எண்கள், ன் எந்த 
உறுப்புக்கும் பிம்பமாக முடியாது. 

மாதிரி 2: 7 என்ற முழுஎண் கணத்தை எடுத்துக் 
கொள்க, 

ஈ௨ 7, ம் எ / என்றால் ச, ம் முழு எண்களாகும். 
மாற்ற விதிப்படி ச -, நர என்க, 
அதாவது 1 8 0-8 

உ —2 -. 0 

எனவே இங்கு 7 கணம் தன்னுடனேயே ஒன்றுக்கொன்று 
குணமாகிறது, 

மாதிரி 3 : சார்பு (Function) a@ Bebe உதாரணமாகும், 

200-8௦2 (ம மெய்யானவை) 4- (ந 8 {fOx)} 
4-ன் ஓவ்வோர் உறுப்புக்கும் 8-ல் தனி ஓர் உறுப்பு உண்டு, 

% ௯0 sinx = 0 
x = R/4 sinx = 1//2 
x = 7/2 sinx = 1 

4யையும் ச-யையும் மெய்எ ண் சுணங்கள் என்றுகொண் 
டால், இந்த மாற்றம் ஓர் உள்மாற்றமே தவிர மேல்மாற்றமாகாது. 
அ-யிலுள்ள இ” என்ற உறுப்பு, 4-ன் எந்த உறுப்பின் பிம்பமும் 
ஆகாது,
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1.6. சமத் தொடர்புகள் (1002181006 1818110108) 

/ என்பது ஒரு முழுஎண் கணமானால், அதிலுள்ள இரு உறுப் 
புகள் டு. என்பவைர 77-47, 15 / என்ற தொடர்புடன் 

இருக்கும். 
அதேபோல். ,4 ஒரு கொடுக்கப்பட்ட கணமாகக் கொள்க. 

வரிசைப்பட்ட (ஈ,5) என்ற ஜதை ,4-ன் உறுப்புகளென்க. அப் 
போது 8-ம் என்ற தொடர்பை வரையறுப்போம். 

சமத் தொடர்பு 

வரையறை : - என்ற தொடர்பைக் கணம் 4.ன் சமத்தொடர்பு 
என்றால், 4-ல் ஏதாவது மூன்று உறுப்புகள் a,b,c கீழ்க்கண்ட 
நிபத்தனைகளுக்குக் கட்டுப்பட்டிருக்கவேண்டும். 

(1) an~a (தனக்குத்தானே கொள் கை--1$6061146 17௦- 
perty) 

(2) 4-௩ என்றால் b~a (சமச்சீர்க் Darema —Sym- 
metric Property) 

(8) a~b bre என்றால் 7௩௦, (மாற்றுக் கொள்கை 
—Transitive Property) 

மாதிரி 1: / என்ற முழு எண்கள் தொகுதியில் ₹* 2: * என்ற 
தொடர்பு ஒரு சமத் தொடர்பு அன்று; ஏனெனில், இந்தத் தொடர்பு 
(1) (2) என்ற நிபந்தனைகளுக்கு உட்பட்டிருந்ததன்று, 

மாதிரி 2: /-ல் “-* என்ற தொடர்பு ஒரு சமத்தொடர்டி 
, என்பது தெளிவு. 

மாசரி 3 : ஒரு சமதளத்திலுள்ள முக்கோணங்களின் தொகுதி 
7ஐ எடுத்துக்கொள்க, அதில் ம, என்பவை உறுப்புகள், 

(1) - என்ற தொடர்பி, இரு முக்கோணங்களின் சர்வ. 
சமத் தன்மை 

(2) ~ என்ற தொடர்பு இரு முக்கோணங்களின் 
வடிவொத்த தன்மை. 

** மேற்கண்டவற்றைக் குறிக்கும்போது * . * ஒரு சமத். 
தொடர்பாகுமென்பதை எளிதில் கண்டறியலாம். 

மாதிரி 4: / என்ற முழு எண்களின் கணத்தில் ஈ, 6, ப என்ற மூன்று உறுப்புகளை எடுத்துக் கொள்க. 
ச௨-௪ என்றால் க்கும் 6-க்கும் * 5 * என்ற எண் பொதுக் 

காரணியாகும்.
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(1) 2௩ என்பது தெளிவு, 

(2) ச்: க்கும் &-க்கும் ௫5” பொதுக்காரணியாயின் 
ச-க்கும் ர-க்கும் க பொதுக் காரணியாகும். எனவே d~a 

(8) a~h, bre: a-&@Gb b-S@b 5 Gur gyadarzenf. 
மேலும் ச-க்கும் ஈ.க்கும் பொதுக் காரணி. அப்படியானால் உக்கும் 
௦-க்கும் 5 பொதுக் காரணி. 

எனவே ச.௦2 ஃ ௨ என்பது சமத்தொடர்பு ஆகும். 

1.6.1 சமகணம் (Equivalence Set) 

வரையறை: 4 என்ற கணத்தைப் பொறுத்து ௨ என்ற 

சமத்தொடர்பு ஏதாவதொரு விதத்தில் வரையறுக்கப்படட்டும். 
2௪.4 எனின் ௨ என்ற தொடர்புள்ள 4-ன் % உறுப்புகள் 

எல்லாவற்றையும் கொண்ட ,4-ன் உபகணத்தைச் சமகணம் 

என்கிறோம். 
இதை [ஈ] என்று குறிப்பிடுவோம். 

அதாவது[ச]7- (ந$ந௪ 4,நவ ச 

குறிப்பு: ௨௩௭ என்பதால் ஈ € [8] 

1.6.2 தேற்றம் ச,ம், 2 4 என்சு. 

1. b & [a] sroofeir [hb] = [a] 

2. மம் என்றால் மட்டுமே [ஏ] - [5] 

8. [a] 0 [6] என்பது காலிக்கணமில்லையெனின் [ச] - [6] 
4. 8௮ ம் என்றால் மட்டுமே [ச] [6] ஒரு காலிக்கண மாகும். 
5. ¢€ [a], d & [db], [u] # [6] எனின் ௨௩4 என்று ஆகும்.. 

i. b€& [a] 

” bra 

x & ரீச்] என்க. ,, வற், ம்ம, a. நவம் 

x € [a] 

அதாவது [6]-ன் உலுப்புகள் யாவும் [ஈ]-ன் உறுப்புகளா 

கின்றன. 

& [272 [2] 
அதுபோல்,ந ௪ [ர] எனின், ந ௨ a ov bh ~ a 

. anb 

“ pwd 

உர 6ம்] 

[ச] .. [5] 
[a] = [b]
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2, [ஈ]- [6] என்க, 

அதாவது ந ௪ [௨] என்றால் 3.8 என்று பொருள் 

[2] - [5] என்பதால் 

x [fb] 

o x~b 

வ. நீங 

2௨8. அல்லது சவம் 

இப்போது ஈ-௩ம் என்க 

2 ஏ [சப] எனின் x~a 

a~b 

x~b 

% ௪ [ச] 

[2] 218] 

அதேபோல் ந ௪ [ம] எனின் நம் 
a~b, 2. bea 

.yra 

y S [a] 

[ப [a] 
“ [a] = [6] 

9. [a] [a] என்பது காலிக்கணமில்லையென்பதால், [8], [6] 

இரு கணங்களுக்கும் குறைந்தது ஒரு பொது உறுப்பு ; ஆவது 

உண்டு. 

அதரவது % ரச] ஃ றவற 
% 6 [5] வதி 

a~nb 

(2) நிபந்தனைப்படி [2] - [8] 

4, (89-ன்படி ரகம் என்றாக வேண்டும். அப்படியல்லாது 
ஏ௩ம் எனின் ர ௪ [6] 

2 6 [8] என்பது தெரித்ததே, 
ஃ [20 [2] ம என்ற ஓர் உறுப்பாவது உண்டு. 

எனவே [2] ( [ச] ஒரு காலிக்கணம் அன்று. 

8. ce [a] வ 

de [b] d~b
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(2) fupstordiuy a~b என்றால்தான் [ச] - [ம] 

[e] 4 [db], எனின் ச௩ம் என்ருகத்தான் இருக்க 

வேண்டும். 

2வ 8 என்று இருக்கமுடியாது. 

குறிப்பு: ஈ [க] என்பதால் 4-ன் எல்லா உறுப்புகளும், 
ஏதாவதொரு சமகணத்தில் இருக்கவேண்டும். எனவே, அதன் 

எல்லாச் சமகணங்களின் கூடுதல் ,4-யே ஆகும், 

1.7 எண்கள் 

வரையறை : கார்டினல் (கோம்றவ) எண். ௦(5)- ஈ 

ஈ என்பதை ஏதாவது ஒரு மிகை முழு எண்ணாகக் கொள்க. 

பீ என்ற கணத்திற்கு ॥ஐ கார்டினல் எண்ணாகக் கொண்டால் ,$-ன் 

உறுப்புகளுக்கும், 1.2, ... என்ற முழு எண்களுக்கும் ஒன்றுக் 

கொன்றான தொடர்பு இருக்கவேண்டும். 

எனவே &-ன் உறுப்புகளை 5) 5 டி, பி என்று 

குறிப்பிடலாம். 

ஆகவே ட, 2' என்ற இரு கணங்களுக்கு ஒரே கார்டினல் எண் 

இருந்தால் அவைகளிடையே ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பு 

இருக்கும், 

தேற்றம் : 7ஈ,1 என்பவற்றை மிகை முழு எண்களாசுக் கொள்க. 

1, 5, 8.௨1 என்ற கணத்திற்கும்; 1, 2, 8.௨.௮ என்ற சரியான 
உபகணத்திற்கும் ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பு இருக்குமெனின் 

1 4 ஈ என்று இருந்தே ஆகவேண்டும், 

7 ௮ 8 என்றால் 

1s 1202. 6...m4m என்று தொடர்பு இருக்கும். 

மறுதலைத் தேற்றத்தை நிரூபிக்க: ௬ - 1 என்றால் தேற்றம் எளிதாக 
நிரூபிக்கப்படுகின்ற து. 

். ஆனால் 1 ரீ (1),.ஃ.ஏ ரு. [0 என்று 1,2, 8௨ 

என்ற உறுப்புகளுக்கும் 1, &8.ஃஃ௨௮ என்ற உறுப்புகளுக்கும் 

ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பை உண்டாக்குக. இப்போது 

i+ gi) [i = 1 wee m— 1) என்ற தொடர்பைக் கருதுக, 

ச(0 70) [70028]. 
ச(மி ரு [700 - m] 
700 -1 என்ற சமன்பாடுர என்ற ஒரே ஓர் உறுப்பிற்கு 

மட்டும் சரியாக இருப்பதா. ரழி என்பதை 1,2,8 .. 

வம் 1,2 mee e—l என்பவைகளின் ஒன்றுக்கொன்றான 
(தொடர்பாகக் கொள்ளலாம்,
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7 (0-ன் முழு எண்களின் கணமாகிய 4 என்பது, 1,2 ww... 0 
என்பதன் சரியான உபகணமாகும். எனவே ட கணம் 1, ”.. n 
என்ற எல்லா முழு எண்களையும் கொண்டிருக்கவில்லை, $-ல். 
இல்லாத முதல் மிகை முழு எண் என்றால் (2 ஆக இருக்க 
வேண்டும். 

Kk 28 என்றால் ச (0) க்குச் சமமாக இருக்கமுடியாது. k = n 
என்றால் 7(0) - ஈ என்பது சரியன்று. எனவே 8 () என்பதில் 
ஒன்றும் 7 (ஈ).க்குச் சமமாகாது. அதாவது . (1), ௨, உ (m—1) 
என் பதில் 1, 2, cececey Hmm] என்ற எண்கள் இருக்காது. ஆகவே, 

Per ச (0) என்பது 1, 5, ..., ॥-1 என்ற முழு எண்களுக்கும் 
ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பாகும். 

79 -- 1 என்பதற்குத் தேற்றம் சரியாக இருப்பதால், கணிதத் 
தொகுத்தறி தத்துவத்தின்படி (481௯2110௧1 Induction) Gappid 
71 -: 7 என்ற எல்லா முழு எண்களுக்கும் சரியாக இருக்கும். 

கிளைத்தேற்றம் 1 | 
மேற்கண்ட தொடர்பு இருப்பதற்கு ஈ-ஈ என்றுதான் இருக்க. 

வேண்டும். 

771 3 8 என்றால், 1421, ௨ என்ற தொடர்பு இருக்கும். 

மறுதலையாக 1,8,.௮ என்ற முழு எண்களுக்கும் 1, 5) 2 
என்ற முழு எண்களுக்கும் இடையே உள்ள ஒன்றுக்கொள் ௫ன 
தொடர்பு/  7(0) என்றால் அதை 1,8... என்பதற்கும் 1,8..., 
81 என்ற சரியான உபகணத்திற்கும் இடையே உள்ள தொடர் 
பாகும். எனவே ஈ ௮ 14 1 என்பதால் தேற்றம் நிரூபிக்கப். 
படுகிறது. 

கிளை த்தேற்றம் 2 

1,2.....ஈ. என்ற கணத்திற்கும் 1,20. ஈ என்ற கணத்திற்கும் 
இடையே ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பு இருந்தால் 7-7 
என்றாகும். 

ஏனெனில் ஈ - ஈ என்றும், ஈ m என்றும் இருக்க வேண்டும். 

எனவே ஈ;--£. 

கிளைத்தேற்றம் 3 

1,20... என்ற கணத்தின் சரியான உபகணம் 4 என்றால். 
12... என்ற கணத்திற்கும் 4 என்ற கணத்திற்கும் இடையே 
ஓன்றுக்கொன்றான தொடர்பு இருக்கமுடியாது.



அடிப்படைத் தத்துவங்கள் if 

குறிப்பு : 5, என்ற இரு கணங்களின் கார்டினல் எண்கள் 

797, 1 என்றால் ௯௩ என்று இருக்கும்பொழுது ,ஃ-க்கும் 7-க்கும். 
ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பு இருந்தே ஆகவேண்டும். 

18 எண்ணக்கூடிய கணங்கள் (௦0018016 5618) 

வரையறை ₹: காலியில்லாத ட என்ற கணம் முடிவுள்ளது. 

என்றால் அதன் “கார்டினல் எண்” ஒரு மிகை முழு எண்ணாக. 

இருக்கவேண்டும். காலியில்லாத கணம், முடிவில்லாத கணம் 

Qoustrd 55595 (Infinite) கணம் என்போம். 

வரையறை : 6 என்ற கணத்தை எண்ணக்கூடியது அல்லது 

8 என்ற கார்டினல் எண்ணை உடையது என்றால், அந்தக் கணத்தை 

எல்லா மிகை முழு எண்களால் ஆன கணத்துடன் ஒன்றுக் 

கொன்றான தொடர்பை உண்டாக்கவேண்டும். 

தேற்றம் : எண்ணக்கூடிய கணத்தை அதனுடைய சரியான 

உபகணத்துடன் ஒன்றுக்கொன்று தொடர்பு உண்டாக்கமுடியும். 

ம் என்ற எண்ணக் கூடிய கணத்தின் உறுப்புகளை $1, Sas Soo 

என்று குறிப்பிடலாம்; 

Sy 4? Sau Sg 4 இதைவிட 49 பி ப டை 

என்ற முறையில் மாற்றத்தை அமைத்தால் $4 என்ற கணத்திற்கும் 
பி, ஐத் தவிர்த்த $-ன் கணத்திற்கும் ஒன்றுக்கொன்றான தொடர்பு 

இருக்கும். 

தேற்றம் : எந்த முடிவில்லாத கணத்திலும் எண்ணக்கூடிய 

உபகணம் இருக்கும். 

டி என்பதை முடிவில்லாத கணமாகக் கொள்வோம். அதன் 

உறுப்புகளை 9, 3_) Syne என்க. இது முடிவில்லாத கணமாவ. 

BID Sy Sqee Sa, என்ற எண்ணக்கூடிய உபகணத்தை உட் 

கொண்டிருக்கும், 

கிளைத்கேற்றம் 1: 5 என்ற கணம் முடிவில்லாததாக இருக்க. 
வேண்டுமெனின் அதை அதனுடைய சரியான உபகணத்துடன் 

ஒன்றுக்கொள்றான தொடர்பை உண்டாக்கவேண்டும். 

கிளைத்தேற்றம் 2: எல்லா முழு எண்களின் கணம் எண்ணக். 
கூடியது. அதேபோல் எல்லா விகிதமுறு எண்களின் கணமும்: 
எண்ணக் கூடியதேயாகும்.
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பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. A=(1,2,81, B=(8,4,5), C= (4,6) ereir@ob, ANB, ANC, 
BNC, AUB, AUC, BUC, AXB, BXC, AxC என்பவைகளைக் 
கணக்கிடுக, 

2, 4, ம என்பவை ஏதாவது இரு கணங்களானால் 

(i) (ANB) CA (2) AC (AUB) என்று நிரூபி, 

8 A,B,C என்பவை ஏதாவது மூன்று கணங்களாயின் 

AU (BNC) = (AUB) 0 (40) என்று நிரூபி, 
4. 4 என்ற சுணத்திற்கு இரண்டே. இரண்டு உறுப்புகளே 

உள்ளன. 4-ன் நான்கு உபகணங்களைக் கண்டுபிடி. மூன்று 

உறுப்புகளையுடைய குணத்திற்கு எத்தனை உபகணங்கள் உண்டு? 

5, கீழ்க்கண்ட மாற்றங்களை உள்மாற்றம், மேல்மாற்றம் 
என்ற வகையில் பிரிக்கவும், மேல்மாற்றங்களில் எவைகள் ஒன்றுக் 

கொன்றான மாற்றம் என்பதையும் கண்டுபிடி. 

(1) a -a+8 ச€7 [முழு எண்கள் கணம்] 

(2). a ~—a*+a acl [ #3 J 

(8) a —2a-1 a@EeR [மெய் எண்கள் கணம்] 

(4) a -a® acRf a J 

(5) a —+2—a acRf ‘is J 

46) ர Ta சக்கர. : = J



2. குலங்கள் 
(GROUPS) 

2.1. முன்னுரை : இயற்கணிதத் தொகுதிகள் எல்லாவற்றிலும்: 

பெருக்கல், கூட்டல் என்ற இரு அடிப்படைச் செய்கைகள் 
முக்கியமாகக் கருதப்படுகின்றன. இப்போது பெருக்கல் என்ற 
ஓர் இயற்கணிதச் செய்கையின்மூலம் ஒரு பொருளின் இனத்தை 

உருவாக்கலாம். இந்த இனத்தின் குணாதிசயங்களைப்பற்றி 
ஆராய் வரம். 

2.2... குலத்தின் வரையறை : 0 என்பதை உறுப்புகளின் 
கணமாகக் கொள்க, ச,ம் என்ற வரிசைப்பட்ட இரு உறுப்புகள் 

 கணத்தைச் சேர்ந்திருந்தால், ஏதாவதொரு விதியினால் ஏக் 
என்பது ஒரே முறையில் நிர்ணயிக்கப்பட்ட உறுப்பாகவும், ரம் 
என்ற உறுப்பு ப கணத்தைச் சேர்ந்தோ, சேராமலோ இருக்கலாம். 
அந்த விதியைத் தொகுப்பு விதி ((%9800181100. 18௭) எனலாம். 
அந்த விதியினால் உண்டாகும் செய்கையை “௦” என்ற குறியீட்டினால் 

காட்டுவோம். 

வரையறை : 0 என்பது ரூ, .. .. என்ற உறுப்புகளைக் 
கொண்ட ஒரு கணமெனவும், .£ என்பதைத் தொகுப்பு விதியாகவும் 
அதை ₹௦ ' என்றும் காட்டுக. 

0 என்ற கணம், 7£ விதியைப் பொறுத்து ஒரு குலம் என்றால், 

1. a,b என்பவை 0-ன் வெவ்வேறு அல்லது ஒரே உறுப்பு 
களானால், ஏ௦ ம் என்பது 0-ன் உறுப்பாக வேண்டும். 

[இருப்பு விதி- Existence Law] 

2, எல்லா ஈ,டி,௦ € 0, 

(2௦ 6)௦286(ம் ௦௦) [தொடர்பு விதி--&990018110 Law]!
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உ. 0, அலரு உறுப்பு (பாம் 51900204) என்று கூறப்படும் *௪” 

உறுப்பைக் கொண்டிருக்கும். இந்த சி உறுப்பு 0-ன் எந்த 

.உறுப்புடனும் 

2௦808 8 

என்ற விதிக்குட்பட்டிருக்கும். [அலகு இருப்பு விதி 
—Existence of unit element] 

4. ac Goraxp guGart ominjsen x உ ன்ற 

அறுப்பு உண்டு. அந்த ) உறுப்பு 

aox=x0a=e 

என்ற விதிக்குட்பட்டிருக்கும். [நேர்மாறு விதி] 

3 உறுப்பை நேர்மாறு உறுப்பு (170156 61004) எனலாம். 

குலங்களின் மாதிரிகள் சிலவற்றை இப்போது காண்போம் ₹ 

1, கணம் என்பது முழு எண்களின் தொகுதியாகவும் R என்ற 

செய்கையை - என்ற சாதாரணக் கூட்டல் விதியாகவும் கொள்க. 

சூம் என்பவை ஏதாவது இரு முழு எண்களானால், ஈ- 8 

என்பது முழு எண்ணாகும். 

சேடு ௩௪-40 என்பது தெரிந்த முழு 

எண்களின் தொடர்பு விதியாகும். 

ச என்ற எந்த முழு எண்ணையும் எடுத்துக்கொண்டாலும், 

-a4+0=0+4+ ஏஆகும். 

ச என்ற முழு எண்ணிற்கும், —a என்ற நேர்மாறு உறுப்பு 

உண்டு, ச--ச௪-௭௬ 8- 0 ஆகும். 

இந்தக் கணத்தை, முழு எண்களின் கூட்டல் குலம் எனலாம். 

௨. கணம் என்பது 0? ஐத் தவிர்த்த விகிதமுறு எண்களின் 

“தொகுதியாகவும், 8 என்ற செய்கையை % என்ற சாதாரணப் 

பெருக்கல் விதியாகவும் கொள்க, 

a,b என்பவை ஏதாவது இரு விகிதமுறு எண்களானால் 

௪௭% ம என்பது ஒரு விகிதமூறு எண்ணாகும். 

(ax b) x c=(a)x (0%௦) என்பது நமக்குத் தெரிந்த 

விகிதமுறு எண்களின் தொடர்பு விதியாகும். 

ர என்ற எந்த விகிதமுறு எண்ணை எடுத்துக் 

'கொண்டாலும், 8%1-1%7-௭ ஆகும், எனவே 1 அலகு உறுப்பு 

ஆகும்.
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ச என்பது ஏதாவதொரு விகிதமுறு எண் ஆனாலும் 

ax a 4 4 ந என்பது தெரிந்ததே. ஒரு விகிதமுறு 

எண்ணாகும். அதுவே நேர்மாறு உறுப்பாகும். 

இந்தக் கணத்தை, "களத்தின் (71814) பெருக்கல் குலம் 
எனலாம், 

8. (1,—-—1,i,- i) என்ற நான்கு உறுப்புகளக்கொண்ட 

கணத்தை நோக்குக, இங்கு £ செய்கை, சிக்கல் எண்களின் 

பெருக்கல் விதியெனக் கொள்க. 

PELE 
1 —1 i ப 

  

  

1 

  

அந -1| 1 =i | i 

i 

i 

  

  

| - ட 

  

  

ப           
இந்த அட்டவணையை வரிசை மாற்ற அட்டவணை (1110181101 

Table) எனலாம். இதன்மூலம் * 17 * என்பது இந்தக் குலத்தின் 
அலகு உறுப்பாகவும், 

1> 1 
-i+.>-1 என்ற முறைப்படி தேர்மாறு உறுப்பு 
i>—i களாகவும் இருப்பது தெளிவு. 
ம 

4, 1-ன் ஈ மூலங்களினால் ஆன கணத்தை நோக்குக. சிக்கல் 

எண்களின் பெருக்கல் விதியை £ செய்கையாகக் கொள்க. 

ன் ர மூலங்களை 

anir 

em (r= 0,1, 2, ...... m— 1) எனலாம், 

r= 0 எனும்போது, மூலம் 1 ஆகிறது. அதுவே குலத்தின் அலகு 
உறுப்பாகும்.
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5௩7 

€ Mm என்ற ஒரு மூலத்தை எடுத்துக்கொண்டால், அதண் 

—2n ik 
நேர்மாறு உறுப்பு ச ஈ என்ற மூலமாகும், 

—2nik ரர் கெர் 
e m =e m (தி 

2 
_ a (m—k) 

r=(m — k) corge@e. 

குறிப்பி 
Ci) மாதிரி 4-ல், ஈ ௮ 4 என்றால், மாதிரி 8 கிடைக்கும். 

(11) மாதிரி (8), (4) என்பவை முடிவுள்ள குலங்களாகும். 

(Finite Groups). 

2:3. uflormm Gow (Commutation Group) 

வரையறை : 0 என்ற குலத்தில், “௦” என்ற செய்கையைம் 

பொறுத்தவரை, எல்லா ம் € 0களுக்கும், 8௦ ம ஒதி என்றால், 0 

ஒரு பரிமா ற்று குலமாகும். 

2.3.1 தேற்றம் 1. ஒவ்வொரு குலத்திற்கும் ஒரே ஓர் அலகு. 

உறுப்பும், குலத்தில் ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும் ஒரே ஒரு நேர்மாற்று: 

உறுப்பும் உண்டு. 

0 என்ற குலத்திற்கு, 2, 2! என்ற இரு அலகு உறுப்புகள் 
இருப்பதாகக் கொள்க, 

அதாவது, 1௦2-௪80 ஈர 

7௦௪௮ ௪0௦ர ௪ ர, 

எனவே, ௨6௦௪௨2௪௦௪1 2 ஓ 

e0e = e'0¢ =e. 

e=e'; 

0 குலத்தில், “ர” என்ற ஏதாவதோர் உறுப்பை எடுத்துக் 
கொள்க. அதற்கு, டி ந என்ற இரு நேர்மாறு உறுப்புகள் 

இருப்பதாகக் கொள்சு,
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DBT ty 000.௪ ௪. அவம் 

avy=yoaze sone 

=e@ox x (yoajox 

= yo(aox) 
fs y ச 

= ys 

பான்  ரர்டாறு களும் ஒன்றே ஒன்றுதான். 

2:4. 2 ugeb (Sub-group) 

வரையறை : 6 என்பதைக் குலமாகக் கொள்க. 7/7 என்பது 

ன் உபகண்மாகட்டும். 7/7 தானாகவே ஒரு 'குலமானால், 1 என்பது. 

௦-ன் உபகுலமாகும், ் 

குறிப்பு: முக்கியமாக, a, 6b eH என்றால், ‘a0b GH 

என்றும், ச ௪ // என்றால், ஈ-” € /7 என்றும் இருக்கவேண்டும். 

255 வரையறை: ஒற்றுருவு தன்மை (isomorphism): .‘O 
என்ற விதியைக்கொண்ட குலமாக G-guyd, ‘0’ crarp oAMHovrurs 
கொண்ட குலமாக 6'-ஐயும் கொள்க. ஜே 6'- க்கு ஒன்றுக்கொன்று 

என்ற மேல்மாற்றத்தின் மூலம் % -- ந' என்ற முறையில் மாறினால் 

அந்த மாற்றத்தை * ஒற்றுருவு மாற்றம் * என்று கொள்வதற்கு: : ... 

ச௦ம் உட ம் என்று ஆகவேண்டும். 

Que abe GC என்றிருக்க வேண்டும், 

மாதிரி : என்பது மிகை மெய்யான எண்களின் கணமானால்,' 

சாதாரணப் பெருக்கல் செய்கையைப் பொறுத்து, 0 ஒரு குலமாகும், 

ன் ஓர் உறுப்பு % என்க. 

3-4 10த 9X = x’ 

என்ற உறவுள்ள் 2 உறுப்புகளைக்கொண்டே G கணத்தைக் 

கவனிக்க. 

9 ஜீவ! ௬ 102 (1) 
ட் ௯10002 4 10209 

எனவே (', மெய் எண்களின் கூட்டல் விதியைப் பொறுத்து 
ஒரு குலமாகும். ் 

2.6: நிலைமாற்றமும் வரிசை மாற்றக். @evtuse5ia (Mappings and 
Permutation Groups}{” 31 

4) மீ என்ற இரு கணங்களை எடுத்தக்கொள்க,. | reece 

உறுப்புகள் ச, ம என்க, ந 8 

க
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திலைமாற்றத்தின் (௨0112) மூலம் உ 2! என்றால், a! or sir Lt gy 
எ" பிம்பம் அல்லது மாற்றம் எனலாம், 

4 ஐ -க்குள் (1ார்௦). நிலைமாற்றம் உண்டாக்கினால், a 9 ad 

sro SOHUCurd, wGurga+ aL அதாவது, ௮ என்ற நிலை 

மாற்றம் 4 ஐ 2-க்குள் மாற்றுகிறது. . 

A = [1,2,8,4]; B= [p,q,r,s] என்று குறிக்கும்போது, 

13 ற, உ-ரு 8 42 

அதாவது, 1 - ற, 21- ஏ 84௪ ர, 441 - 2 என்றாகும். 

ஓடி ஷிஎன்பவை [ஐ 8-க்குள் மாற்றும் இரு நிலைமாற்றங்கள் 

என்றும் ட இட என்றும் இருந்தால், .ஈ-ன் எல்லா உறுப்பு 

களுக்கும் 

ஈலட-* ௭௮, என்றாக வேண்டும். 

db. 4ஐ .8-க்குள் மாற்றுவதாகவும், B, Bay க்குள். மாற்று 

வதாகவும் கொண்டால், ஈ 6 4 என்னும்போது, ௭௮64 
(at) B EC என்றாகவேண்டும். 

அதாவது, ad —-+ad. 

ah + (a of) B 
எனவே, a—+(ad) B- 

. aad B 

ஆகவே, 48 என்ற நிலைமாற்றத்தின்மூலம், .ீஜ சேக்குள் மாற்று 

கிறோம். 

இதேபோல், ol, A ம-க்குள்ளும், $, Bag மக்குள்ளும், Y, 

Ceo D-S6e eH நிலைமாற்றுவதாகக் கொண்டால், 44, 4ஐ 0- க்குள் 

மாற்றுகிறது என்று பார்த்தேரம், இப்போது, (1895, .॥ஜ௰-க்குள் 

திலைமாற்றுகிறது, அதேபோல, 4 (839) 4ஐ 2-க்குள் நிலை 
மாற்றுகிறது, மேலும், 

(AB)Y = ob (BY) 
[4] என்ற ஏதாவதோர் உறுப்பை எடுத்துக்கொள்க$ 

ச[(42)3] - [02314 

= [(ah) Bly 
[Cah) (6Y)] 

> (Ce) B]¥ 
A M(AB)V] = af KCBY)] 

[எத (89) 

afACBY)] 

ர்
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Asx, &-க்கு மேல் நிலைமாற்றும் (மார் mapping) கன் ஓவ் 

'வோர் உறுப்புக்கும் 2-ல் ஒரே ஓர் உறுப்பும் உள்ளதென்பது 

தெளிவு. இந்த நிலைமாற்றம் ** ஒன்றுக்கொன்று (11) என்ற 

திலைமாற்றுமாதலால், மாற்றம் 2-ஐ 4-க்கு மேல் மாற்றும் என்பது 
தெளிவு. 

ஈ என்ற 4-ன் உறுப்பு, 2-ன் ஒரே ஓர் உறுப்பான ஏ௭-க்கு 

மாற்றப்படுவதால், ஈ-: ௮ 

26.1. anflms womb (Permutation) 

வரையறை: ஒன்றுக்கொன்றான நிலைமாற்றம், சீஜ 4-க்கு 

'மேல்மாற்றினால், அதை .8 கணத்தின் வரிசைமாற்றம் எனலாம். 

26.1 தேற்றம்: 4 கணத்தின் எல்லா வரிசை மாற்றங்களினால் 

ஆன கணம், நிலைமாற்றப் பெருக்கலைப் பொறுத்து ஒரு குலமென 

நிரூபி, | 
ஷி, £ என்பவை 4-ன் இரு வரிசை மாற்றங்களாக எடுத்துக் ' 

கொள்க, 

ad, B என்பவை, சீஐ .4-க்கு மேல்மாற்றுவதால் 

(433-0௩0 0 [எல்லார எ 4 க்கும்.] 

ஃ ௮. என்பது, ஐ .4-க்கு மேல் மாற்றுகிறது. 

ஈம் 4 என்றும், 7௩௦ என்றும் கொண்டால், 

4 (48) - ச (48) ஆகும். 

4 என்பது, ஒன்றுக்கு ஒன்றான நிலைமாற்றுவதால், 

Mol + bel. 

8-வும் ஒன்றுக்கொன்றான நிலைமாற்றமாவதால், 

a(L6) + (LB) 
௮8 என்பது, 4-ன் ஒரு வரிசை மாற்றமாகும். 

மாற்றங்களின் பெருக்கல் சேர்ப்பு விதிக்குக் கட்டுப்பட்டிருக்கும். 

7௪ 4 என்ற எல்லா ஈயுடனும், எ 4 என்ற வரிசை 

மாற்றத்தைச் சேர்த்து, 
de=a என்றால், £ என்பது, 4-யிலுள்ள எல்லா உறுப்புகளை 

பும் அதே உறுப்புகளாக மாற்றும். அதாவது, ஈ சர்வசம வரிசை 

toro (identical Permutation) .@b. 6 என்பது அலகு 
கறுப்பாகும். 

ல் என்பது, கீ-ன் ஒரு வரிசை மாற்றமாகக் கொள்க, 
4-5 என்பது, 4-ன் மற்றொரு வரிசை மாற்ற:மாகும். ன சட
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2 என்பது, 4-ன் ஏதாவதோர் உறுப்பானால், 

ACh") = (ad)jb-* 
a 

= de 

வீல்“ =. 

ஃ 3, என் நேர்மாறு உறுப்பாகும், 

:. ச-ன் எல்லா வரிசை மாற்றங்களினால் ஆன கணம் 

ஒரு குலமாகும். 

2:7. swséi Gab (Symmetric Group) 

வரையறை: 1 என்பது மிகை எண் என்க, ஈ உறுப்புகளைக். 

கொண்ட கணத்தின் எல்லா வரிசை மாற்றங்களிலான குலத்தை, 19 

உறுப்புகளின் சமச்சீர் குலம் எனலாம். இதை 5,எனக் குறிக்கலாம். 

மாதிரி 1: 4- 14,2, 9: என்பது, 8 உறுப்புகளைக்கொண்ட. 

கணமாக்குக. 

"deck = 1-ds =2 
2-4, =2 2-de=1 
8-4,=8 8-h,=8 

1-d,=1 1-d,=2 

2-d,=8 2-4, =8 

B-dy = 2 8-ds=1 

1- os 

2+ ods 

3+ ols 

॥ 
1 ௮௪ 

2- de 

8-d, 

m 
c
o
 

™ 
b
o
 
ம
ே
 

2 

,4.ன் எல்லா வரிசை மாற்றங்களும், 1, be, ola, வீடி lps dhe 

என்ற ஆறு மாற்றங்களினால் ஆனவை. 

(௮௮ என்ற வரிசை மாற்றத்தால், 

1. (லல (10-89. - 8-1 

2+ (dscls) = (2 + dadaly 

5. (௭42௮2 = (8 ப ௮4292. 

ae gels = ols 

"லு என்ற வரிசை மாற்றத்தால் 
1. (443 - (14-40 ௪ 1+ os 

2+ (Lacks) = (2+ dally = Be ஷூ 

B+ (dicks) = (8+ dads = 2+ ode: 
oo hale = Aes 

2+ dy 

It 

leds = 

ll கே
 

॥ 

9 
ல 

ம
ே
 

இதேபோல், மற்ற வரிசைமாற்றப் பெருக்கல்களையும் கணக்கிட்டு: 

பின்கண்ட வரிசைமாற்ற அட்டவணையைத்7தயாரிக்கலாம்,,
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ts | ae | ae it fe 
|   
  

je fa |e 
| ole | ols | ol, | ols | ole 

| 
  

    
  

oh | ol} 

ols | ole | oly | ols | ods | ols | de 

aly, Fiala 2 ole | la | dls ida | 

i | = 
ols ols | ds al, ( oli ola ols ர் 

ன் - Fy 2 a : : of 

a 1 ols | ols | ol ob | ols | ks ol 1.   
        i, 4 a | he | di | da. 

    

ட இந்த அட்டவணையிலிருந்து, oly. என்பது இந்தக் குவத்தில் 
அலகு உறுப்பாகும். ் 

ீ.தர்மாறு உறுப்புகள் : oli வீர 

ட ன ole + ols 
ols — ola 

da ol, 

os - ol, 

ole — ols 

"மேலும், dgd, + daly என்பதால், இது ஒரு பரிமாற்று: சூல் 

மன்று, இதை $; எனக் குறிப்போம், 

இந்த வரிசை மாற்றத்தை வேறுவிதமாகக் காண்பிக்கலாம். 
அ என்ற-வரிசை மாற்றம், 

1+ 8) 
22 

8+ 1 என்று மாற்றுகிறது. 

1 2 3 
இதை ls = 8 2 1) எனலாம்.
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128 ம் 
அதேபோல, ௮_- C 3 9) “=o 

12. 8\/1 2 8 உய உய) 

99 24 -(5 2. JG ஓ >) -(9 21/\2 3 1 

1 P) na 
28si)/ °° 

தேற்றம் 3: 8 உறுப்டிகளைக்கொண்ட கணத்தின் சமச்சீர்க் 

குலம் 6 உறுப்புகளைக் கொண்டிருக்கிறது. அதேபோல், ஈ 

உறுப்புகள் கொண்ட கணத்தின் சமச்சீர்க்குலம் 5, கொண்டி 
ருக்கும் உறுப்புகளின் எண்ணிக்கையைக் கண்டுபிடிக்க. n 

உறுப்புகளைக் கொண்ட .4 கணம் = (1, 2, 8,..n) என்க. 

1ஐ, 1, 2... என்ற ஏதாவதொரு ஈ உறுப்புகளாய் மாற்றலாம். 

அப்போது, 8 ஐ மீதமிருக்கும் (1-1) உறுப்புகளில் ஏதாவ 
தொன்றாய் மாற்றலாம், இதேபோல் செய்தால், 44-க்கு, ஈ (ஈ-3) 

(௩-8)... 9.2.1 வரிசை மாற்றங்கள் உண்டு. 

ஃ. 4-க்கு 28 வரிசை மாற்றங்கள் உண்டு. 

ஃ கிர்க்கு 2 உறுப்புகள் உண்டு. 

குறிப்பு: ஒரு குலத்தில் எல்லா உறுப்புகளும் வரிசை மாற்றம்: 
கணானால், அவைகளை வரிசைமாற்றக் குலங்களெனலாம். மேற்: 
கண்ட அட்டவணையின்மூலம், (1,4௮9) கொண்ட உபகணம் 
ஓர் உபகுலமாகிறது. இதை ஒரு வரிசைமாற்று குலமெனலாம்.. 

ஆனால், இது சமச்சீர்க் குலமாகாது, ஏனெனில், குலத்தின் எல்லா 
வசிசை மாற்றங்களைச் சேர்ந்த குலமில்லை. 

[ஒவ்வொரு குலமும், ஒரு வரிசைமாற்று குலத்திற்கு ஒன்றுக். 
கொளன்றானவை. ] 

மாதிரி 2: அட்டையினால் செய்த சதுரத்தை எடுத்துக் 
கொள்க. இதைச் சமதளத்திலோ, பரந்தவெளியிலோ சுற்றி 
இயக்குக. இதனால் ஏற்படும் மாறுதலைக் கவனிப்போம்: 

4 6 8 

  

  

 



குலங்கள் 

  

“E83 

0 என்ற புள்ளியைச் சுற்றி 90? தகர்த்துக, சதுரத்தின். படம் 

த. 2 =p 

| a 

4. 
12 8 4 

= எனலாம். 412 3) “4 எனல 
மேலும் ₹05, அதாவது மொத்தம் 180? சுற்றுக; 

சதுரத்தின் படம் 

இந்த வரிசை மாற்றத்தை, 

2 1 

ஷ்
 

தே
வே
 

தே 
BH 

_.
 

டட. 12 இந்த வரிசை மாற்றம், we(5 4 ௨) என்கிறது. 
ட 1 2 4\_ 

CG பே ல், 52 4 
அன்ரன் | ஸ் (3 3 1) 
df= ௪ என்பது தெளிவு, 

0.8 என்ற் நேர்கோட்டைச் சுற்றி 180? தகர்த்துக. 
மாற்றலின் பட்ம் 

் 1 2 

    

E 
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the - pg _f{1 2 8 4\ 
ஃ இந்தவரிசை மாற்றம் B=(4 ந உர] 

அதேபோல், .10 சுற்றி 180? நகர்த்தும்போது, 

_f1 2 8 4 

“(3 148 
மேலும், சதுரத்தின் மூலைவிட்டங்களைச் சுற்றி 180° 

தகர்த்தும்போது, 
த -(] 2 8 ‘) 

148 e2 
fl 2 8 4 என்றாகும். 

“(5.2 1 4) 

é.d,ol*,d*, B, ¥, 5, o sep sem \w கவள வதை 
வரிசைமாற்ற அட்டவணையின்மூலம் காணலாம். 

  

race 6 ப்
 

௨ 

| ॥ 

| ௪ | 
| | 

2 a B i ங் 

R.
 

௨ ரே
 

  

  

bt வச a | ச 
  

ft? |} ae € | 

  

  

    
  

        
Y 77 10 டல 

| 

2 2 Y பு Bj} at} cla 

ce 8 (9 yiale வ ப 
      

௪, அலகு உறுப்பாகும்,
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.நேர்மாற்று உறுப்புகள் 4 4 
ல் அத a* 

3 வீத லீ 

த 
7 

+ § 
- ௪ 

எனவே, இந்தக் குலத்தை, ஆக்டிக் (0௦4௦) குலமெனலாம். 

G
a
t
 
m
e
 

“2.8 aniw& Geb (Cyclic Group) 

வரையறை : // என்ற குலத்தின் ஓர் உறுப்பு “ஈ” என்றால், 

ன் எல்லா உறுப்புகளும் ..் அடுக்கு, அதாவது a” (ு ஒரு 

மூழு எண்) என்றாக வேண்டும். அப்போது //ஐ ஒரு வட்டக் குல 

.ஓமனலாம், மேலும் ச ஐ, //-ன் பிறப்பாக்கி (0௦1801) எனவும் 

கூறலாம், ன ரூ 

ச என்பது, 7/7 வட்டக்குலத்தின் பிறப்பாக்கியானால், கர ஏ 77 

4௪1 ஒரு மிகை முழு எண் என்றால்) 

ச? அலகு உறுப்பாகும். 

எனவே, ஈ"-ன் நேர்மாற்ற உறுப்பு a-" என்பதால் 

a—"C H 

ஃ 4 எ 77 (4 ஒரு முழு எண் ஆனால்) 

குறிப்பு: மேற்கண்ட எல்லா உறுப்புகளும் வெவ்வேறாக 

இருக்க வேண்டுவதில்லை, i 

மாதிரி: (1, 2, 8, 4) என்ற 4 எண்கள் கொண்ட கணத்தை 

“நோக்குக, 7 என்ற செய்கையின்மூலம் எண்களையோ, அல்லது 

5 ஆல் வகுக்கும்போது கிடைக்கும் மீதியையோ எடுத்துக் கொள்க, 

தி 2 2 அதேபோல, 

2? = 4 3} = 8 4. = 4 

5 = 8 3? = 4 47 = 41 

2* = 1 8 =2 45 = 4: 

2) = 2B 3¢ = 1 44 = 1 

சனவே இது ஒரு வட்டக்குலமாகும். 

அ வரிசை (042) ட்ட 

வரையறை: 1. 0 என்ற குலத்தில் ஈ உறுப்புகள் இருந்தால் 
௪, ஈூவரிசையெனலாம், இங்கு, ஈ ஒரு மிகை முழு எண் என்பதை
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நோக்குக. அப்படி ஒரு முழு எண் க்கு இல்லையென்றால், 6, 

கந்தழி வரிசையைச் (18 மீ 00௦:) சேர்ந்தது என்போம். 

2. 0-ன் உறுப்பு “ன் வரிசை என்பது ஈ-யினால் உருவாக் 

சுப்படும் வட்ட உபகுலம், 17-ன் வரிசையேயாகும். 

தேற்றம் 4 
௦ வட்டக் குலத்தின் ஒவ்வோர் உபகுலம் 17-ம் வட்டக் 

கூலமாகும். 

ன் பிறப்பாக்கி *4” . எனவும், சேன் ஓர் உபகுலம் . HH 

என்றும் எடுத்துக்கொள்க; 

ச எ 7 என்பதில், m என்பது, மிகக் குறைந்த மிகை முழு 

எண்ணாகுக. : 

H<G என்பதால், H-sit உறுப்புகள் ௦௨4 (4 ஒரு முழு.எண்) 

வடிவத்தில்தான் இருக்கவேண்டும். & முழு எண் ஆவதால், 

k = gmt+r (இங்கு 0:79) 

உட ல qi? +r 

= (a™)9 உர 

2 a= (a) —=qde ak 

a® EH, ak € A என்பதால், எ CH BEd. ஆனால், a* & H 

என்பதில் ‘m smug மிகக் குறைந்த மிகை முழு எண் ஆவதச 

லும், 7 - ஐ என்பதாலும், 7-0 ஆகவேண்டும். 

டச் ௬ (ரூ, 

88. என்ற குலம் ரா ஆல் பிறப்பாக்கப்பட்ட வட்டக் 

குலமாகும். 

2.10. உடன்குலம் (0௦0-560) 

வரையறை : 0 குலத்தின் உபகுலம். /7 என்றும், ac G என்றும் 

Garant, aH என்பதை (0-ல் //-ன் உடன் குலமெனலாம்.. 

குறிப்பு: ௪, 0-ன் அலகு உறுப்பு, 

eH=H என்பது தெளிவு. 

எனவே, //ஏ, 14.ன் உடன்குலமாகும்..



, குலங்கள் ar 

தேற்றம் 5 

aH, bH என்ற உடன்குலங்களுக்கு ஓர் உறுப்புப் பெசது; 

.வானால், 817 = bH. 

மன் உறுப்புகள் ம், 45 என்பவைகளை எடுத்துக்கொள்க. 

ah, = bh, என்றால், 

a = bhgh,-*. 

எனவே உடன்குலம் ச என்பதில், ஏதாவதோர் உறுப்பி கர்: 

எடுத்துக்கொண்டால் அதை bhg hy *h ererg எழுதலாம்... 

சமலும், 44)“ ஏ 77 என்பதால், 

bhai ர் GOH. 

எனவே, சம் ௨மம13. 

அதாவது, சீ மர். 

அதேபோல், ம் ௭17 என்றும் நிரூபிக்கலாம்... 

ஆதலால், ௭7 - ம7 என்றாகிறது. 

குறிப்புகள் 
1, நூன் மாறுபட்ட உடன்குலங்களுக்குப் ப்ட் உறுப்பு, 

கள் இருக்கமுடியாது. 

உ, பகுதி 7-ல் உள்ள வரிசைமாற்ற அட்டவணையை. 

நோக்குக. 

K = {di, hy} என்பது 5_-ன் உபகுலமாகும்... 

di K = {eda ods }* AK = { da, os } 

204 K = { ola, lit ச வட = { ols» ol, } 

ols K = {ds ols }- A,K = (ல. als} 

என்பது தெளிவு, 

(ஸீ ola} ’ {odes ol } , { has as } என்ற மூன்று: 

உபகுலங்களே 55-க்கு உண்டு. 

€தற்றம் 6 : [லேகரான்ஜியின் தேற்றம்] 

0 என்ற சூலத்தின் வரிசை *ஈ” என்றால், (-ன் ஒவ்வோர். 

உபகுலம் /7-ன் வரிசையும் * ஈ*-ன் வகுக்குமெண்ணாகும். 

பன். வரிசை முடிவுள்ளதானால், 0-க்கு 7-ல் 8 உடன் 
குலங்களேதாம் உண்டு (& மூடிவுள்ள எண்). இந்த உடன் 

குலங்களுக்கும் பொது உறுப்புக் கிடையாது என்பதைம்: 

பரர்த்தோம். மேலும் ச ௭// என்பதால் (-ன் ஒவ்வோர் உறுப்பிம். 

ஏதாவது ஒரே ஓர் உடன்குலத்தில்தான் இருக்க மூடியும்.
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உபகுலம் 77-ன் வரிசை ₹ஈ * என்க, 

hi» hy. GH srergnd, ah, = ah என்றும் Qapare, h, | பலன் 

'சமமாகவேதான் இருக்கமுடியும். எனவே ச8ீ-ன் வரிசையும் 

“2? என்பது தெளிவு. ; 

மேலும், ல் சன் உடன்குலங்கள் “எல்லாவற்றிற்கும் 

‘mm’ வரிசைகளே உண்டு 

ஆகவே, 0-ன் உறுப்புகள், //-னுடைய -உடன்குலங்களி 

“லுள்ள “ஈ ் உறுப்புகளில் ஒன்றாகத்தான் இருக்கவேண்டும். ் 

ன் உறுப்புகள் இரு உடன்குலங்களில் இருந்தால், அந்த 

'உடன்குலங்களுக்குப் பொது உறுப்பு உண்டாகிவிடுகிறது. 

உடன் குலங்கள் மாறுபட்டிருந்தால் பொது உறுப்பு இருக்க 

முடியாது. எனவே 0-க்கு 68 உண்பிடிகள் இருக்கவேண்டும். 

2 n=km 

கிளைத்தேற்றம் 14: முடிவுள்ள வரிசையுள்ள குலத்தி 

“னுடைய உறுப்பின் வரிசை, குலத்தின் வரிசையின் வகுக்கு 

மெண்ணாகும். ட 

7 திளைத்தேற்றம் 2: ஒரு குலத்தின் - வரிசை பகாவெண்் 

என்றால் அது ஒரு வட்டக் குலமாகும். ் 

குலத்தின் வரிசை பகாவெண் ற என்றால்" குலத்தினுடைய 

உறுப்பு “ஈ*.ன் வரிசை ற ஆகவேண்டும். அதாவது, a என்ற் 

உறுப்பினால் உருவாகும் வட்டக்குலத்தின். வரிசை ற ஆகும். 

கிளைததேற்றம் 3: ஈ வரிசையுள்ள குலத்தின் உறுப்பு “ச 

என்றால்* ரூ - ௪ ஆகும். ் 

*ர-ன் வரிசை என்றால், 1 வ 

8 - ரம் ஆகும், [% ஒரு மிகை முழு எண்ணாகும்,] 

a v= ௪ என்பதால், ௨7 மூா* ௯ (ஏரா yk = ake ச. 

2.11. &. சமச்சீர்க் குலம் 7 - : உரி 

$ட என்பது 4 குலத்தில்ள்ள -எல்லா வரிசை ahha 

THUG குலமாகும். . . : : 

"வரையறை : *%2 நீளமுள்ள வட்டம் (016 of Length “k? i. 

= [1, 2,...s00n] என்ற முடிவுள்ள 'கணமாகக் arse 

வதன் உறுப்புகள் Ay, Ags ஆ ரே(௩2 1) என்க. 

Sn: உறுப்பு௮; & நீளமுள்ள வட்டழெனறல் 2! ன தல



குலங்கள் 
2S. 

சவ“ சட பில = மழையில் எ Ak, Dhol = ay 

என்றாகவேண்டும். மேலும் a), 2.௮8 என்ற 4-ன் உறுப்புகளைத். 
தவிர்த்து மற்ற உறுப்புகள் ‘i? என்றால் / 4 - 1 என்றும் இருக்க.. 
வேண்டும். 

குறிப்பு : “1* நீளமுள்ள வட்டம் சர்வசம வரிசை மாற்றமாகும். 

தேற்றம்: 4 நீளமுள்ள வட்டம் 4 வரிசை (0461) ஆகும். 

ஓன் உறுப்பாகிய ப (8), ஈடு என்பது 6 நீளமுள்ள 

வட்டமாகக் கொள்க. 

வி என்ற மாற்றத்தைக் கவனிக்க. 

சர் - (௭020): 

= a5+ fh 

அதேபோல் ச,” = Agere lk = a, 

Gwaytd agh* 2 ஏட ௪ 8) [எல்லா களுக்கும் ]- 

ஆவர் = ௪ [சர்வசம வரிசைமாற்றம்] ் 

மமேலும் 4-ன் குறைந்தபட்ச அடுக்கு ஆகும். 

உ என்பது ௮.ன் _வரிசையாகும். 

தேற்றம் : வட்டமாக Odors Spor உறுப்பு 7 என்பது, 

சேர்க்கையில்லாத வட்டங்களின் பெருக்குத் தொகையாக எழுதலாம், 

Sn ன் இருவட்டங்கள் (21,22௮ 000) (5,5, லிய 

என்பவை சேர்க்கையில்லாத உட்டங்கள் என்றால், அந்த இரு 

குணங்களுக்கும் பொதுவான உறுப்புகள் கிடையாது. 

முதல் வட்டத்தின் ஓர் உறுப்பு £, ஐ எடுக்க, 

2 ௩ ஏட என்றும் சழ = Aq, சு - டி ௨௨ என்றும். 

கொண்டால் ௪! என்பது ம),மடிஷேடட என்ற ஏதாவதோர் 

உறுப்புக்குச் சமமாகவேண்டும். ௭;ஐத் தவிர்த்த மற்ற உறுப்புகள் 

Gas மி. அட்ட என்பவை வேறு ஏதாவதோர் உறுப்பின் பிம்பம். 

ஆவதால், 

ச ௪ a, என்றாகவேண்டும், 

மூதல் வட்டத்தில். இல்லாத உறுப்பு ம்; என்க, 

byiy +b, என்றால், மேற்கண்ட முறைப்படி (பூ ba,eub;) 

என்ற வட்டத்தை நிர்ணயிக்கலாம். 

ee Y = (a, 4 விய (21 மி) விழி
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௦, என்ற வேறு.ஏதாவதோர் உறுப்பு டே3ு - 6, என்று 

இருந்தால் (0; ..... Cu) என்ற மற்றொரு வட்டத்தையும் 

அடருவாக்கலாம். 

வரையறை : *2' நீளமுள்ள வட்டத்தை இடமாற்றம் (Trans- 

position) sterevmib. 

தேற்றம்: ௮ என்ற எல்லா வரிசை மாற்றங்களும் இடமாற்றங் 
களின் பருக்குத்தொகையாகக் கொள்ளலாம். ௮ என்ற வரிசை 

மாற்றத்தை, 4” இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாச வோ 

“9” இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாகவோ கொண்டால், 

4, 3”. என்ற இரண்டும், இரட்டையெண்களாகவோ அல்லது 

ஓற்றைப்படை எண்களாகவோதான் இருக்கவேண்டும். 

4௪ [1,2,..ரி என்ற கணத்தின் வரிசைமாற்றம் 3 என்க. 

“மேலும், 

ol = By Baw Br = Vi Youre Vs TOS, QAG 8-க்களும் 
4-க்களும் இடமாற்றங்கள் என்றால் ”, 5 இரண்டும் இரட்டை எண் 

-களாகவோ ஒற்றைப்படை எண்களாகவோதான் இருக்கவேண்டு 

மென நிரூபிக்க. 

*5'-க்கு அதிகமான நீளமுள்ள எந்த வட்டத்தையும், 

இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாகக் கொள்ளலாம்; 

- அதாவது, 

(சடடிழி * (டாம் Cag A) oe. (Oy AK) 

மேலும், ௮ என்ற எந்த வரிசை மாற்றத்தையும் இடமாற்றங்களின் 

'பெருக்குத் தொகையாகக் கொள்ளலாம் என்பதால், ௮ என்ற 

வரிசை மாற்றத்தை, இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாக 

அமைக்கலாம். 

P= T (x—x)) என்று  எடுத்துக்கொள்க, இங்கு, 
i<j 

3129 ட என்ற உறுப்புகளைக் கொண்டு (%--09[ 7] என்ற 
- எல்லாவிதமான உறுப்புகளைக் கண்டுபிடித்து, அதன் பெருக்குத் 

- தொகையைக் கணக்கிடுக, 

Ph= W(X ick 70 என்று 2(ஐ வரையறுக்க, 

i<j
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அதாவது 

75 (டக. டே-டி) ். டசி 

29) (%_—Xn) 
to . பேய) (9-3) 

| ட எவ 

என்று கொள்க. 

ட 1 0 tn) ares 

= (த 10 4.76 
சிவ் ஜோடி. நேட). ட 

(10-22) 0-2) 

போலி 

sr et (BE. 

. Pd = + P என்பது தெளிவு. 

இணைத்தேற்றம் : 3 .= (kl) என்பது இடமாற்றமென்றால் 
29 - - தி என்றாகும். 

£ 4 7 என்க. % 4 / என்று எடுத்துக்கொள்வதால், தவறில்லை. 

£.ல் (௩-0) என்ற உறுப்பு, 70-ல் (0-2) என்றாகும், 

. இந்த உறுப்பு மாற்றத்தால், குறி (2120) மாறுகிறது. 

(xi—*j) [Lh £k, 1] என்ற உறுப்பை எடுத்துக்கொண்டால் 

பி என்ற மாற்றத்தால், (௨-௦) என்ற உறுப்பு வகைகள் 

மாறுவதில்லை. 

போடு என்ற உறுப்பை எடுத்துக்கொண்டால் அதனுடன் 
(20-09 என்ற உறுப்பைச் சேர்த்து, 

க OF -%1) என்ற தொடரைக் கருதுக. இது ர என்ற 
மாற்றத்தால், மாறுவதில்லை. 

எனவே, மி என்ற மாற்றத்தால், (6-௧) என்பது (௩-௨ 
என்று மாறுகிறது. மற்ற உறுப்புகள் மாறுவதில்லை, 

ஃ 20-௮2 

ஃ ௮ என்பது 5ுு இட மாற்றங்களின் பெருக்குத்தொகை 

என்றால் 
Po = (—ly-P
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அதேபோல் 724-192 ர.ஐ. 9 இடமாற்றங்களின். 
பெருக்குத் தொகையாகக் கருதினால் ] 

(டு (மு 
,5. இரண்டும் இரட்டையெண்கள் அல்லது ,2 என்த: 

இரண்டும் ஒற்றைப்படை எண்கள் ஆக இருக்கவேண்டும். 

வரையறை : 4 என்ற வரிசை மாற்றம் இரட்டை யெண்களால்- 
ஆன இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாகக் கொண்டால், 
௮ ஐ இரட்டைப்படை வரிசை மாற்றம் என்போம். 

ஒற்றைப்படை எண்களால் ஆன இடமாற்றங்களின் பெருக்குத் . 
தொகையென்றுல், 4! ஓர் ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றமாகும், 

Af என்ற வரிசை மாற்றத்தை, ஈ இட மாற்றங்களின் பெருக்குத். 
தொகையாகவும், 8 வரிசை மாற்றத்தை £7? இடமாற்றங்களின் 
பெருக்குத் தொகையாகவும் கொண்டால் ௮8 என்ற வரிசைமாற்றம், 
8-1 என்ற இட மாற்றங்களின் பெருக்குத் தொகையாகும்... 
எனவே, ஈ ஒற்றைப்படை, ஈ॥ ஒற்றைப்படை எண்கள் என்றால், 
ஈ1 என்பது இரட்டைப்படை எண்ணாகும். இம்முறையில் * 
பார்க்கும் போது, இரண்டு ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றங்கள் 
அல்லது இரண்டு இரட்டைப்படை வரிசை மாற்றங்கள் இவைகளின் 
பெருக்கம் ஓர் இரட்டைப்படை வரிசை என்பது தெளிவு. அதே. 
போல், ஓர் ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றத்தை இரட்டைப்படை 
வரிசை மாற்றத்தால் பெருக்கினால், ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றமே 
கிடைக்கும். ் 

தேற்றம் : சமச்சிர்குலம் 5,-ன் இரட்டைப்படை வரிசை: 
மாற்றங்களின் கணம் 4,, ன் உபகுலமெனவும் அதன் வரிசை 
Zn 

௮,6 இரட்டைப்படை வரிசை மாற்றங்களானால், LB ஓர் 
இரட்டைப்படை வரிசை மாற்றமாகும், டர 

oly, 4, அ... ப என்பவை. இடமாற்றங்கள் எனவும், 

௮4 - (டில உவ. ் 
இங்கு 6 ஓர் இரட்டைப்படை எண்ணாகும், 

இடமாற்றங்களின் நேர்மாறு உறுப்பு அதுவேயாதலால், ° 
5 எ வவ்விய 
௭ *-ம் இரட்டைப்படை வரிசை மாற்றமே, 

விர லகில் ப்பட், டட 
என்பதை மாறாத ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றமாக.எடுத்து் 

கொள்க. தக இதத
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04, என்ற உடன்கணத்தின் எல்லா உறுப்புகளும் 

ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றமே. ஏனெனில், 44,.ன் உறுப்புகள் 

இரட்டைப்படை வரிசைமாற்றங்கள் ; B Piette. வரிசை 

மாற்றம்... ் 

3 என்பது, ஏதாவதோர் ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்ற 
மென்றால், 

௪ (8135) என்று எழுதலாம். 

£-ம் 3-ம் ஒற்றைப்படை வரிசை மாற்றங்கள், ஆதலால், 8-1 

என்பது இரட்டைப்படை வரிசையாகும். எனவே, $-347 ௪ ௫. 

35 8.4. 
அதாவது, 8 4, என்ற உடன்கணம் $,-லுள்ள ஒற்றைப்படை 
வரிசை மாற்றங்கள் எல்லாவற்றையும் கொண்டிருக்கிறது. 

இன் உறுப்புகள். 4. Ar stot p Quy உடன்கணங். 
களிலேயே இருக்கும். உடன்கணங்களின் வரிசை ஒன்றேயாவ 
தால், An, 8.4௦ என்பவைகளிலுள்ள உறுப்புகளின் எண்ணிக்கை 
சமமாகும், அவை ஈ என்றால், 

m+m=2m என்பது, 5-ன் உறுப்புகளின் எண்ணிக்கைக்குச் 

சமமாகும், 

2n= Ln 

al 
m = து 

் ' 

An என்பது, வரிசையையுடைய S,-T 216,60 

மாகும். 

பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. ஒரு குலத்தின் அலகு உறுப்பு தன்னுடைய நேர்மாறு 
உறுப்பென நிரூபி, 

2. ஐ ஒரு குலமாகக் கொள்க. (லுள்ள ஒவ்வோர் 
உறுப்புடனும் பரிமாற்றும் Sire pra Great 27 கணம் ன் 
உபகுலமெனக் காண்பி, 

8. ici =1 என்னும்படியான சிக்கல் எண்கள் Z-SON ES 
கொண்ட ணம், பெருக்கல் விதியைப்பொறுத்து ஒரு குலமென 

_ நிரூபி. 
4, 0:2௨ 1 என்னும்படியான விகிதமுறு எண்களின் 

கணம், பெருக்கல் விதியைப் பொறுத்து ஒரு குலமெனக் காண்பி, 
8
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5. முழு எண்களின் கணத்தில் : ?? என்ற செய்கையை, 

௭௦௦ - ரஃம்41 என்று இருக்கும்போது, ஒரு குலமென நிரூபி. 

6. எண்களை :78? என்ற மிகை முழு எண்ணால் வகுக்கும் 

போது ஏற்படும் மீதியை % என்றால், அவைகளை ட6,.தொகுதி 
எனவும், 6, 00 - % ௨4) கணம் மீதித் தொகுதியின் கூட்டலைப் 

பொறுத்து ஒரு பரிமாற்று குலமென நிரூபி. மேலும், அந்தக் 

குலம் 1-ன் ௬ மூலங்களிலான குணத்துக்கு ஒன்றுக்கொன்றானவை 

என்று காண்பி. 

7. ஈஉடன் பொதுக் காரணியில்லாத தொகுதிகளினால் ஆன 
கணம், மீதித் தொகுதியின் பெருக்கலைப் பொறுத்து ஒரு பரிமாற்று 
குலமென நிரூபி. 

5. என்ற குலத்தின் உறுப்புகள் ஈம் என்றால், (்)*, 
2”ம்£.க்குச் சமமாகவே வேண்டுமானால் ௦ ஒரு பரிமாற்று குலமாகத் 
தான் இருக்கவேண்டுமெனக் காண்பி, 

9. சமச்சீர் குலம் 5_-ன் எல்லா உபகுலங்களையும் கண்டுபிடி . 

10. ஆக்டிக் குலத்தில் உபகுலங்கள் எல்லாவற்றையும் கண்டு 
பிடி. 

11. சமபக்க முக்கோணத்தை விறைப்பு இயக்கங்களின் 
(Rigid 4௦11௦) மூலம் மாற்றும்போது உண்டாகும் செய்கைகளா 
லான குலம், ஒரு சமச்சீர் குலம் 5, என்று நிரூபி. 

ப 1 

12. 12 8 4 1 2 
e > 5s az 

(1 28 4 28 
12 8 4 1 2 4 b= ; ¢ = 
8 41 2 4128 

என்ற வரிசை மாற்றங்களாலான கணம் சமச்சீர் குலம் ன் 
பரிமாற்று உபகுலமென நிரூபி. 

ம
ே
 

mw 
மே

 

18. A = f1, 2, 8, 4, 57. 

ப = 2 1. $-] 

2-d = 1 2-6=4 

8-d = 8 5. 2 

4.௮௬ 4-B=8 

5-d = 4 d+ B=5 ; என்றால், ABs Bay 

A’, 8? என்பவைகளைக் கணக்கிடுக,
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14. 1-ன் ஈமூலங்களாலான கணம் பெருக்கலைப் பொறுத்து 
ஒரு வட்டக் குலமென நிரூபி, 

1௪. ஆக்டிக் குலத்தின் ஒவ்வோர் உறுப்பின் வரிசையையும் 
கண்டுபிடி. 

16. சமச்சீர் குலம் $,-ல் உள்ள வரிசை 4 உள்ள உறுப்பைக் 
கண்டுபிடி, 

17: ஆக்டிக் குலத்தின் உபகுலம் (௪, 4, Ll? ௮15) என்பதன் 
ல்லா உடன்குலங்களையும் கண்டுபிடி, 

18. (i-+j) என்பது இடமாற்றத்தைக் குறித்தால், 
(1 28 4)= (14) (24) (84) = (82) (12) (14) 

= (18) (24) (84) (12) (24) 
என விளக்கிக் காட்டு.



3. வளையங்கள் 

(RINGS) 

3.1 வரையறை: காலியில்லாத ஒரு கணமாக £ ஐக் கொள்க. 
அதனைப் பொறுத்து இரு உறுப்பின் செய்கைகள் (காம 

0ற6211006) இரண்டைக் கவனிப்போம். அந்தச் செய்கைகளைக் 

கூட்டல், பெருக்கல் என வழக்கப்படி வருணிப்போம். அவைகளை 

4, . எனக் குறியிட்டுக் கருதுவோம். 

௬ம் என்பவை £.ன் உறுப்புகளானால் (ச,ம் 869௨-ம், ஈஃச் 

என்பவை, ஒரே முறையில் வரையறுக்கப்பட்ட 7-ன் உறுப்டி 

களாகுக, மேலும். ஈ,ம்,2 என்பவை £.ன் ஏதாவது மூன்று 

உறுப்புகளானால், 

ி-1: சம் 42 [கூட்டற் பரிமாற்று விதி] 

D-2: (s+b)+c=at+(b+c) [கூட்டல் சேர்ப்பு விதி]. 

D-8: /-ன் ஒவ்வோர் உறுப்பு ‘a’-b a+O=a 

என்பதற்குக் கட்டுப்பட்டிருக்க வேண்டும். [0 € RJ 

[பூச்சிய இருப்பு] 

-4: 2 € 7£ என்றால் 4- 0 என்று இருக்கும்படி ;  £ 

ஆக வேண்டும். [கூட்டல் எதிர்மாறு இருப்பு]. 

D-5: (a: b)-c=a-(b-c) [பெருக்கல் சேர்ப்பு விதி] 

D-6: a-(b+c) =a-b+a-ec [பங்கீட்டு விதி] 

D-7: (b+c)-a@=(b-a)+(c-a) [ugaj oD] 

இவ்வளவு நிபந் தனைக்குட்பட்ட உறுப்புகளைக்கொண்ட கணம் 

7 ஐ ஒரு வளையமென்க. 

குறிப்பு : 1. D-1—D-6 நிபந்தனைகளைக் கொண்டு £ ஐ ஒரு. 
பரிமாற்று குலமெனலாம்.
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௨, ற-8 நிபந்தனையிலுள்ள பூச்சிய உறுப்பை 0 என்று குறிப் 

பிட்டிருந்தாலும், அதை இயற்கணிதப் பூச்சியமாகக் கருதக்கூடா து. 

3.2 பரிமாற்று வளையம் (௦1010811௭0 Ring) 

வரையறை : மேற்கண்ட நிபந்தனைகளுடன் (D-8)a-b=b-a 

என்றால் ,£ ஒரு பரிமாற்று வளையமாகுக, 9-8 நிபந்தனைக்கு ௨, b 

கட்டுப்படவில்லை என்றால் அதாவது ஏம் # b-a, R ஓர் 

பரிமாற்றல்லா வளையமெனலாம் (14௦0-00111010181146 Ring). 

3.3 ஒருமையுடன்கூடிய arterund (Ring with Unity) 

வரையறை : மேற்கண்ட நிபந்தனைகளுடன் (2-9) உன் 

ஒவ்வோர் உறுப்பு “2”-க்கும் ச2- 28- ம என்ற நிபந்தனைக்குட் 

படக்கூடிய ச௪£ இருக்கவேண்டும். அப்போது ஐ ஒருமை 

யுடன் கூடிய வளையம் எனலாம். 

மாதிரி 1: முழு எண்களைக் கொண்ட கணம் 7 ஒரு வளைய 

மாகும். அது ஓர் ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையம், 

மாதிரி 2: விகிதமுறு எண்களால் ஆன கணம் 2, சாதாரணக் 

கூட்டல், பெருக்கல் இவைகளைப் பொறுத்து ஓர் ஒருமையுடன் 

கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும். 

மாதிரி 3: மெய்யான எண்கள் கணம், சிக்கல் எண்கள் 

கணம் இவைகள் இரண்டும் ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளை 

யங்களே. 

மாதிரி 4: ஈ, ௩ என்பவைகள் முழு எண்கள் என்றால், 

ஈ.ஈ 8 என்ற வடிவிலுள்ள 7[4/2] என்ற மெய்யான எண்: 

.களின் கணம் ஒரு வளையமாகும். ல 

m+ny 2, m+nl/2 Ee 7[/2] 

(m+nV/2)+ Cm’ tn’ /2) = சோம் + (ntn') V2 El[v2] 

(m=nV/2). (m'+n'V2) = (mm' + 2an’) + (nn! +m'n)/2 

elfy2] 

மேலும் மற்ற நிபந்தனைகளுக்கும் கட்டுப்பட்டிருக்கும், 

2. 2 [3/2] ஒரு வளையமாகும். 

மாதிரி 5: அதேபோல் mtn/—1 என்ற வடிவத்திலுள்ள 

சிக்கல் எண்கள் கணம் 7 [7-1] ஒரு வளையமென்பது தெளிவு
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மாதிரி 6: 0, 1 என்ற இரு எண்களைக் கொண்ட கணம் கீழ்க் 

கண்ட கூட்டல், பெருக்கல் விதிகளுக்குட்பட்டிருப்பதாகக் 

கொள்க. 

அதாவது, 

1௦0 1 (21/0 1 
0; 0 1 0 0 0: 
1 1 0 1 0 1 

0+0=0 

O+1=1 

1+0=1 . O+1=2%1+06 

1347-0 

0. 0-0 

0. 1-0 

1... 0-0 .~Q0-1= 1-0 

1. ந 7 

இதில் இயற்கணித “0” வே வளையப் பூச்சியமாகும்... 

0-0 } என்றபடி எதிர்மாறு உறுப்புகளாகும். 
1-1 

மேலும் 1-0 - 0-1 என்பதால் இது ஒரு பரிமாற்று வளையமாகும். 

இங்கு அலகு உறுப்பு இல்லை. எனவே, இது ஓர் ஒருமையுடன் 
கூடிய உறுப்பு இல்லை. 

மாதிரி 7: ற,ர, 7, 2 என்ற நான்கு உறுப்புகளக் கொண்ட 
2 கணத்தில் கீழ்க்கண்ட கூட்டல், பெருக்கல் விதிகளை நோக்குக, 

(5) | 28 7 2 சச் உ * ௪ 

2 ர த. p| Pp p p p 

q | q pos fF 91 Pp q@esrs 

ச் சீ S ற. 8 r Pp ச் Tr ச் 

‘ S or g p s DPD S ps
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அதாவது ர - 5 என்றால் இடக்கைப் பக்கம் இருக்கும் நிரல் 

உறுப்புகளில் ஒன்றாக ர-வையும், மேல்பக்கம் இருக்கும் நிரை 
உறுப்புகளில் ஒன்றாக ஐயும் கொண்ட அணிநிரல்நிரைகள் 

சந்திக்கும் இடத்திலுள்ள 7 ஐ ஏ 4 5 - 7 என்க. 

அதேபோல் res =p 

9. ஈ எற என்பதைக் கவனித்துச் சரிபார்க்க. 

கூட்டல், பெருக்கல் இவைகளைப் பொறுத்து 72 கணம் அடை 
பட்ட (closed) கணமென்பதை நோக்குக, இங்குள்ள பூச்சிய 

உறுப்பு த ஆகும். 
் qtr=s=rt+q 

r+s=qQ=s7+F 

s+q=r=qt+s 

qtq = ற என்பதால் ஏன் எதிர்மாறு உறுப்பு ஏ 

rer = 7 என்பதால் ரன் எதிர்மாறு உறுப்பு £ 

௪ என்பதால் :-ன் எதிர்மாறு உறுப்பு 2 s+s = 
என்றாகிறது. 

சேர்ப்பு விதி, பரவு விதி இவைகளுக்குக் கணம் கட்டுப்பட்டிருக்கும். 

Prego p= ஈறி 
prr=p=r-p 
௬5௩ ற - ௪: 

qQ-r=re=r-q 
Q-§ =S = 5-q 
உட. ற. r 

என்பதால் பெருக்கல் பரிமாற்று விதியைச் சார்ந்திருக்கிற து. 

P-q ர: ற 
r-@ = q-r=r 

S-qeFz QesS=S 

என்பதால் ர-வே இந்தக் கணத்தின் ஒருமையாகும். எனவே, 

8 ஓர் ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும். 

குறிப்பு: இதில் இந்த வளையத்தில் பூச்சிய உறுப்பு “2” 
ஒருமை உறுப்பு “ர என்பதை நோக்குக. 

மாதிரி 8 : இரட்டைப்படை எண்களால் ஆன கணம் (5) ஒரு 

வளையமெனவும், ஒற்றைப்படை எண்களால் ஆன கணம் (0) ஒரு 

வளையமன்றெனவும் காண்பது எளிது. 

,ம்க0)ச-ம் ஓர் இரட்டைப்படை எண் (2) வளையத்தின் 

பூச்சிய எண் *0' ஆகும். ce) வளையத்தின் பூச்சிய எண் *0” ஆகும்.
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அது பரிமாற்று வளையமாகும். ஆனால், அதற்கு ஒருமை எண் 

கிடையாது. ஒருமை எண்ணாகக்கூடிய 1: “ கணத்தின் உறுப் 

பன்று, 

் (4) ஒரு பரிமாற்று வளையம் மட்டுமே. 

மாதிரி 9: 4 என்பதை ஒரு கணமாகக் கொள்க. 

சன் எல்லா உபகணங்களை உடைய கணத்தை £ என்க. 

as; ம கன்று அன் உபகணங்களில் இரண்டை. எடுத்துக் 

கொள்க. 

அதாவது ஈம் ER 

ர; ம் என்ற இரு உபகணங்களிலுமுள்ள பொது உறுப்புகளைத்' 

தவிர்த்து, 4-யிலுள்ள ன் எல்லா உறுப்புகள்; ச்-ன் எல்லா 

உறுப்புகள் கொண்ட கணத்தை a+b என்போம். அதாவது 

ச 0 ச்பூச்சிய கணமாக இருந்தாலொழிய, ஈரம் ZavUb 

a° ம் என்பதை a [] 5 என்க, 

இந்தவிதமாக, கூட்டலையும் பெருக்கலையும் வரையறுத்து: 

7 என்பது பரிமாற்று வளையம் என நிரூபிப்போம். 

  

    
      

  

படம் 1 “trem 8 

படம் 1.ன் மூலம் ஈ.யிலுள்ள உறுப்புகளை வட்டம் ஈ-யிலுள்ள 

யுள்ளிகளாகக் கருதுவோம். அதேபோல் 2-யிலுள்ள உறுப்புகளை 

“5” வட்டத்திலுள்ள புள்ளிகளாகக் கொள்க, 

சம என்பது பகுதி 2, 8-லுள்ள புள்ளிகளாகும். 

ச. ம் என்பது பகுதி 4-லுள்ள புள்ளிகளாகும்.' 

ரந மம என்பது வெகு தெளிவு. 

(442௪ ச. (4) என்று நிரூபிக்கப் படம் 20 

எடுத்துக்கொள்க. 

சம் என்பது பகுதிகள் 2; 9, 5, 6€-லுள்ள புள்ளிகள். 6 என்பது 

பகுதிகள் 4, 5, 6, 8-லுள்ள புள்ளிகள்.
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. (2-0) 4-௦ என்பது பகுதிகள் 2, 8, 4-லுள்ள புள்ளிகளாகும். 

ச (ச-ர் என்பதும் அதுவே, 

ஃ (a+ byte = at(b+c) 

“0” என்பதைப் பூச்சியகணமாகக்கொண்டால் 40 - a, 

. பூச்சியகணமே வளையம் சீ-ன் பூச்சியமாகும். கணம் 4-யே 

வளையத்தில் ஒருமை உறுப்பு. 2-4-ச எ 0. ஏனெனில் ௭-க்கும் ஏ.க்கும் 

பொதுவான உறுப்புகளைத் தவிர வேறு உறுப்புகள் கிடையாது. 

மேலும் a-b=af\b 
b-a bna 

.a-b=b-a 

எனவே 28 ஓர் ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும். 
இதைக் கணம் 4-ன் எல்லா உபகணங்களையுடைய வளைய 

மெனலாம். 

॥ 

3.4. வளையத்தின் சில தன்மைகள் 

தேற்றம் : பூச்சிய இருப்புவிதி (9-8)-ன் மூலம் கொடுக்கப் 

பட்டிருக்கும் 7-க்குள்ள பூச்சியம் ஒன்றே ஒன்று ஆகும், 

-க்கு “0” 0” என்று இரு பூச்சியங்கள் இருப்பதாகக் கொள் 

வோம். அதாவது /-ன் எல்லா உறுப்புகள் ஈ-க்கும் 

av+Q=a 

at+Q=ja 

இங்குள்ள ௦, ௦' /-ன் உறுப்புகளாக வேண்டும், 

- 0'+ 0 = 0' 

0+ 0' =0 

ஆனால் 2-1 விதிப்படி 0--0'- 0140: ௩ 0-0 

ஃ வளையம் 8-க்கு ஓரே ஒரு.பூச்சியமேயுண்டு,; 

தேற்றம்: 8 வளையத்தின் உறுப்புகள் ச, ம், ௦ என்றால், 

(1) a+ec = 3 ஈ என்றால் ஏ || > 

(2) cta=c+b cror@mb a= b 

atc=b+c 

௭ன் நேர்மாறு உறுப்பு 2 என்க, அதாவது 

20௬0 

மம ரீ நி ரர 

~@+0 =54+0 

on ao=b
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(௮)ஐ நிரூபிக்க 0-1, விதிப்படி 24 ரர ௪ 

c+b = ச் ஆகும்; எனவே ர-* ம், 

தேற்றம்: 7 வளையத்திலுள்ள ‘a? உறுப்பின் கூட்டல் 
எதிர்மாறு உறுப்பு ஒன்றே ஒன்றுதான். 

முடியுமென்றால் ஈ-க்கு 2, ந என்ற இரு எதிர்மாறு உறுப்புகள் 
இருப்பதாகுக. 

அதாவது atx =O 

a+y=0 

at+x=at+y 

முன் தேற்றத்தின்படி ஐ - ற ஆகும். 
எனவே ஏ-க்கு ஒரே ஒரு எதிர்மாறு உறுப்புதான் உண்டு. 

அதை “*--ர” என்று குறிப்போம். 

3°4.1. மேலும் சில தன்மைகள் 

(1) —(-a) - ர; -௪ன் எதிர்மாறு உறுப்பு ஏர ஆகும் 

(2) — (a+b) = —a—b; a+b-sr orHitorg opitug —a, 
—b-or கூட்டல், 

(8) — (a—b) = —a+b; a—b-or atHiurg) 2 pitny—a> 
ம்-ன் கூட்டல் 

(4) (a—b)—e = a—(b+c) 

(1) a+(—a) =0 
் a+(—a) = (—a)+a 

“. (-a)+a = 0 
(ழி) =a 

(2) (at+tbj—a-b = (at+b)+f[ (—a) + (—b) ] 

= [a+b+(~a)] +(—b) 
= [ b+a+(~a) ] + (ற 
= [b+0] + (—b) 
= b+ (-)d) 

tl 

0 

(8) (a—b)+[(- a) +b] = [a+(—b)]+[ (—2) +b I 
[ (—b)+a+(—a) ]+6 
[ (—b)+0]+b 
—b)+b 

ho
t 

w
o
 

~ 
oO

 

(4) (ab) ~ c= [at (—b)] + (—c)
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3.4.2 தேற்றம்: 78 வளையத்தின் உறுப்புகள் ௭,. ம் என்றால். 
at+x=b என்ற சமன்பாட்டின் ஒரே ஒரு மூலம் 

௪2 -ர என்பதே. 

௪ (5-2) என்பதை 74-ம் என்பதன் மூலமாக நிரூபிப்பது: 

எளிது. 

a+(b—a)=a+ [b+(—a)] 

=at+[(-a)+b] 
=f[a+(—a)]+b 

=0+5 
=b. 

ர என்பது சமன்பாட்டின் இரு மூலங்களானால் 

a+x=b 

a+y=b 

2 a+x=aty 
. x=y 

5.4.3 தேற்றம்: 7 வளையத்திற்கு ஒருமை உறுப்பு உண்- 
டெனில் அது ஒன்றே ஒன்றுதான். 

முடியுமானால், 7£-க்கு ௪, .1! என்ற இரு ஒருமை உறுப்புகள். 
இருப்பதாகக் கொள்க. 

ஈ € 2£ என்றால் 

ae=ea=a . 1 

ae!=ela=a ses. (on 

இங்கு ௪, 2  £ என்றிருக்கவேண்டும். 

1-ல் ர-௪1/ என்க, .. ela=ee! ec! 

2-ல் ர-௪உஎன்க .. eel=cleze 

e=el 

குறிப்பு: வளையத்தின் வரையறை -8-ன்படி ஒவ்வொரு. 
வளையத்திற்கும் கூட்டல் எதிர்மாறு உறுப்பு உண்டு; ஆனால், 
பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பைப் பொறுத்தவரை, நிலைமை மாறுபட் 

டிருக்கிறது. மெய்யான எண்களாலான வளையத்தில் பூச்சியத்தைத் 

தவிர மற்ற எண்களுக்குப் பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்புகள் உண்டு. 

ஆனால், முழு எண்கள் வளையம் 1-ல் 1, --1 என்ற உறுப்புகளைத் 

தவிர மற்ற முழு எண்களுக்குப் பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்புகள் 

ன் உறுப்புகள் அல்ல, எனவே, பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பு: 
கள் இல்லையெனலாம். 

3.4.4 தேற்றம்: ஒருமையுடன் 8 வளையத்தின் உறுப்பு. 
“ர£-க்குப் பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பு இருந்தால் அது ஒன்றே, 

ஒன்றாகத்தான் இருக்கவேண்டும்.
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௨-க்கு ௦, / என்று இரு பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்புகள் இருப்ப 
_தாகக் கொண்டால் é 

as=sa=e. 
at=la=e 

மேலும் ஈ ச--28- ஏ என்பது தெரிந்ததே. 

s=se 

‘ = 8 (at) 
=(sajt 

=et 

எனவே எ-க்குப் பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பு இருந்தால் 
அதை “ர-*! எனக் குறிப்போம். 

3.45 தேற்றம்: 7: வளையத்தின் ஒவ்வோர் உறுப்பு “ர£-ம் 

2.௨0-0. ர-0 என்று இருக்கவேண்டும் 
24௩0-௦ என்பது தெரிந்ததே, 

ர. ரர. (40) 

=a-ata-Q0 

மேலும் ர: ர-ர: ர40 

அதாவதுர: 240-ர. ஈ-ர.0 

O=a-0 

க பரிமாற்று வளையமென்றால் ர: 0-0. ர-0 

4 அப்படிப்பட்ட வளையம் இல்லை யென்றால் 

. ஏஃர௪ (040).ர 
=a-a+G-a 

a-asa-a+O0 

“a+at+Q=a-a+0-a 
“0=0-4a 

எனவே கீழ்க்கண்ட தன்மைகள் எளிதானவை. 

மு. 8-0 (29 
(2) (—a) - b= (ஏம்) 
(8) (—a) + (—b)=ab 
(4) a+ (b—c)=ab—(ac) 

(5) (b—c)-a =ba—{ca) 

(1) ab+ta(~—b) =a+ [b+ (—))] 

=a-Q 

=0 

2. a+ (—b)=—(ab)
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(2) (~a)- b+ (ab) = [(—a) +4] - 5 
=0-5 
=0 

35 euecrub: Reo saw udruGunsirs, Rs sreQudedeor ss . 

உபகணமாக ஐக் கொள்க, 4 என்பது ஓர் உபவகயமென் ரல் . 

கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைகளுக்கு 9 கட்டாயம் கட்டுப்பட்டிருக்க . 

வேண்டும். 

(1) 8-ல் குறிப்பிட்ட கூட்டல், பெருக்கல் விதிகளைப் 
பொறுத்து உ ஓர் அடைப்புக் கணமாக வேண்டும். 

(2) ச௨8என்றுல், -ர ௪ உ. 

ஒற்றுருவு தன்மை (Isomorphism): R, s steirm Qe வளையப் 
களை எடுத்துக்கொள்க, 

2௮2௮, ௮. 4 என்னும்படி a, 5 என்ற உறுப்புகள் 8 

வளையத்தைச் சேர்ந்தும், எ ம! உறுப்புகள் ர வளையத்தைச் சேர்ந். 

தும் எடுத்துக்கொள்க, 

(a+b) Ci th 
சம்ம 

என்றால் £ ஒற்றுருவு தன்மை விதியின் மூலம் ௪ ஆக மாறும்... 

அதாவது 1-1 மாற்றத்தின்மூலம் ஐ *-க்குமேல் மாற்றி, £ வளை 

யத்தின் கூட்டல், பெருக்கல் செய்கைகள் பாதுகாக்கப்பட்டால், . 

2 ஒற்றுருவு தன்மையினால் $ ஆக மாறும்; 

(A) @ (4+5) = al+bi 

(a+ by} = a! - bi என்றும் எழுதலாம். 

xox என்பது ன் ஒற்றுருவு தன்மையின்மூலம் உக்கு . 
மேல் மாற்றினால், 

x x என்பதன்மூலம் உன் ஒற்றுருவு தன்மையின்மூலம் . 

க்கு மேல் மாற்றலாம். 

அதாவது 47, 9க்கு ஒற்றுருவு தன்மையுடையதானால், s, R-SG 
ஒற்றுருவு தன்மையுடையது. எனவே, 8,2 என்பவைகள் 

ஓற்றுருவ தன்மைகளையுடைய வளையங்களாகும், 

3:5:1 தேற்றம்: 2--ஜ' என்பது £ வகாயத்தை ஒற்றுருவு 
தன்மையின்மூலம் உ வளையத்திற்கு மேல் மாற்றினால், 

1. ன் பூச்சியம் 0 என்று இருந்து 0-0: பண்னு ன் 

பூச்சியம் 0'. 

சீ” ர் எ R என்றால் ஏ 2.
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8. RSG ஒருமையுறுப்பு ச-யாக இருந்து ச- ௪ என்றால் 

ஏ, உன் ஒருமையுறுப்பு, 
4. ஒரு பரிமாற்று வளையமென்றுல், 9 ஒரு பரிமாற்று 

.வளையமாகத்தான் இருக்கவேண்டும். 

1, 4 என்க. 

b+0=b5 

b=b+0 
ன த்! + 0 

ஆனால்ச். ம! 

 b’ = b’ + 0’ 

.0' உன் பூச்சிய உறுப்பாகும். 

2 atx = 0 aor x=—a 

0-0’ 

“(a+ x) + (a+ xy 

xa’ +x’ 

atx=0 

.a' +x’ = 0' 
க x = ழ் 

ர. வெற 

5, ம 2 

ரச சர ர 

ae-+a’e’ 

சரசர. 

ப் 

ரச - சர = ர. என்பதால் 

7௮ சர் ர என்றாகும், 
2 என்பது 9-ன் ஒருமை உறுப்பாகும். 

4, ௬ம் என்பவை 8௨ன் ஏதாவது இரு உறுப்புகளாகக் 

கொள்க, 

8 ஒரு பரிமாற்று வளையமென்றால் 

சஃம் ம் ௨7 
a-boa-p 

b-a—b'-a’ 
டம் ௬ ba’ 
். 8 ஒரு பரிமாற்று வளையமாகும்,. 

அவ்விதமே 3 ஒரு பரிமாற்று வளையமெனின் £ ஒரு பரிமாற்று 
-வளையமாகும்.
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பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. கீழ்க்கண்ட கணங்களில், எவைகள் வளையங்களெனக் 

கண்டு, பூச்சியம், கூட்டல், எதிர்மாறு உறுப்புகளைக் கண்டுபிடிக்க , 

(வூ 5ஆல் வகுபடும் எல்லா முழு எண்களின் கணம் 

(சாதாரணக் கூட்டல், பெருக்கலைப் பொறுத்து) 

(b) ,ற என்பவை மிகை எண்கள் கணத்தின் உறுப்பு 

களானால் % --ந 9 வடிவத்திலுள்ள எல்லா மெய்யான எண்கள் 

கணம் (சாதாரணக் கூட்டல், பெருக்கலைப் பொறுத்து) 

(c) ௩,௪2௪ முழு எண்கள் கணத்தைச் சேர்ந்திருந்தால் 
"௫42 4 844 வடிவத்திலுள்ள மெய்யான எண்களின் கணம் 

- (சாதாரணக் கூட்டல், பெருக்கலைப் பொறுத்து) 

(ய ஒற்றைப்படை எண்களாலான கணம் (சாதாரணக் 
கூட்டல், பெருக்கலைப் பொறுத்து) 

(2) ஈ என்பது ஒரு முழு எண்ணாகவும், ஈ என்பதை மிகை 
ஒற்றைப்படை எண்ணாகவும் கொண்ட ௭/% என்ற விகிதமுறு 

எண்களால் ஆன கணம் (சாதாரணக் கூட்டல், பெருக்கலைப் 

பொறுத்து) 

Cf) (0,1,2)என்றமூன்றுஎண்களாலான கணம் (கீழ்க்கண்ட 
கூட்டல், பெருக்கலைப் பொறுத்து) 

(+)|0 14 2 2109 ம 8 
0 | 0 1 2 0 | 0 oO 0 

1| 1 உ 0 110 1 ஐ 

2/2 0 1 2/0 2 41   

  

(g) (a,6,c,d) என்ற நான்கு கணியங்களாலான கணம் 
(கீழ்க்கண்ட கூட்டல், பெருக்கல் விதிகளைப் பொறுத்து) 

  

  

(191௪ ம 2 8 (01௪ 6 2 @ 
a a b c d aja a a a 

b b 2 d oa b ja 2 a 2 

2 48 d a ச் e ja a a 8



2. எல்லா முழு எண்களாலான கணம் S-6b கூட்டல் சாதாரண 
முறையில் வரையறுக்கப்பட்டி ருக்கிறது. அந்தக் கணத்திலுள்ள 

இரு கணியங்களின் பெருக்குத்தொகை “0” என்னும்படி 'பெருக்கல் 

வரையப்பட்டிருக்கிறது. இந்தக் கூட்டல் பெருக்கல் விதிகளைப். 

பொறுத்து 5 ஒரு வளையமா என்று ஆராய்க, 

8. ஈம் என்பன முழு எண்களாகக் கொள்க. ஈடு ம் - ஏ/2 

சடுச்-ரம் என்றுவரையறுக்க. ஒ விதியைக் கூட்டலாகவும் © 
விதியைப் பெருக்கலாகவும் கொண்டு முழு எண்கள் கணம் ஒரு. 
வளையமா என்று ஆராய்க, 

4, மேற்கண்ட கணத்தில் ரடு5- ஈ-4-௪--1; சட - ஏழ் ரர. 
என்ற விதிகளின்படி, முழு எண்கள் கணம் ஒரு வளையமென 
நிரூபி, 

5. ஒரு கணத்தின் எல்லா உபகணங்களாலான வையத்தின்: 
இரு உறுப்புகள் ச, ம் என்க, 

(1) a=—a 

(2) 2-௩ ம் என்ற சமன்பாட்டின் மூலம் 

4 ௩ ஏ4* ம என்று நிரூபி, 

6. £ என்ற வளையத்தின் உபவளையங்கள் &,7' என்க. 
Sf T என்பது -ன் உபவளையமெனக் காண்பி, 

7... 1 என்ற வளையத்தில் ஈ* - ஏ (ச 6 7) என்றால் பூலியன்: 
வளையம் (9௦018௨ ring) எனலாம். 7 என்பது பூலியன் 
வளையமெனின் 8 . - 0 என்று நிரூபி. மேலும் 7 ஒரு பரிமாற்று: 
வளையமெனவும் நிரூபி, 

5. 8, 4 என்பவைகளை வளையங்களாகக் கொள்க. ஈ ௪ R, 
5 - 5 என்றிருக்கும்போது, (r,s) என்று வரிசைப்படுத்திய. 
ஜதைகளாலான கணத்தை 7 £)4/ எனக் கொள்க, 

பழி * (சலி ௪ [4 7, ௮ 821 

(rie $1) © (ra, 59) = C71 Pos Sy So) 
என்று வரையறுத்த 7' ஒரு வளையமென "நிரூபி, 7 வளையத்தின் 
பூச்சிய உறுப்பைக் கண்டுபிடி, 7-க்கு ஒருமை உறுப்பு இருக்க 
வேண்டின் அதற்கான நிபந்தனை என்ன ? 

9. 995-700) 4 200 
சே = f(x). g(x) 

என்ற விதிகளின்படி (0, 1) இடைவெளியிலுள்ள மெய்யான 
மதிப்புகளாயுடைய. தொடர்ச்சியான சார்புகளான கணம் ஒரு 
வளையமென நிரூபி,



4. எண் அரங்கம் 

(INTEGRAL DOMAIN) 

4:1. முன்னுரை: முழு எண்களின் தொகுதி, ஒருமையுடன் 
கூடிய பரிமாற்று வளையமெனினும், முழு எண்களின் தொகுதிக்குச் 
சில தனித்தன்மைகள் இருப்பதைக் காண்கிறோம். இந்தத் தனித் 
தன்மைகள் மற்ற வளையங்களில் இருப்பதில்லை. இப்போது இந்தத் 
தனித் தன்மைகளில் சிலவற்றைக் கொண்ட தொகுதியை 
வருணிப்போம். 

4-2. எண் அரங்கம் 
வரையறை : ஒருமையுடன் கூடிய ஒரு பரிமாற்று வளையத் 

திற்கு ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட உறுப்புகள் இருப்பின், அந்த 
'வளையத்திற்குக் கீழ்க்கண்ட தன்மை பொருந்தியிருந்தால், அதை 
எண் அரங்கம் £2)? என்போம், 

1௨௯ 0 என்னும்படியாக 7, ௨ ற என்றால் 7-0 அல்லது 
s=0 என்றிருக்கவேண்டும். 

குறிப்பு: எண் அரங்கத்திற்கு ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட 
உறுப்புகள் இருக்கவேண்டுமெனக் குறிப்பிட்டதை நோக்கின் 
அதற்குக் குறைந்தது ஒரு பூச்சியமில்லாத உறுப்பாவது இருக்க 

“வேண்டும். - 

மாதிரி : முழு எண்கள் வளையம், விகிதமுறு எண்கள் 
வளையம், மெய் எண்கள் வளையம், சிக்கல் ஏண்கள் வளையம் யாவும் 
எண் அரங்கங்களே. 

4.2.1. தேற்றம்: கீழ்வரும் இரண்டு நிபந்தனைகளும் ஒன்றே 
ன்று திரூபி, 

து 7850 என்னும் படியாக ச, 9 & D என்றால், 7-0 அல்லது 
‘
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(ii) c40, ac=be என்னும் படியாக ஈ,ம்,ஈ 6.2 என்றால், 

85. 2240) ஈ2-ம6 என்னும்படியாக ஈ,*,௦ 6 ற என்றால் ஈ-ந்., 

௯௦0 என்றால் நற ௪; 2-0 அல்லது ர- 0 ஆகும். 

80-00, 040 என்க. 

உட சாமி 0 

“ (a—b)c = 0 

௦0 என்பதால் ரஏ--த்-0 . a 

இப்போது, 

82-00, 0240 என்றால் ர் ஆகும். 

b ul 

39/௪0, 9 “ ம என்க, 

0 என்றும் கொள்க. 

Ory = 0 என்பதால், 

கறற... 
௭0 என்பதால், 

x==0 

அதேபோல் 340 என்று கொண்டால் 0 ஆகும். 

4.8. வரிசை எண் அரங்கம் (0140760 Integral Doma‘n) 
வரையறை : D என்ற எண் அரங்கத்தை, வரிசை எண் 

அரங்கமெனக் கொள்வதற்கு, £-க்குக் கீழ்க்கண்ட தன்மைகளை 
யுடைய ற) என்ற உபகணம் இருக்கவேண்டும். 

1. a,b ௰)எனின் ஏம் ௪ ற, கூட்டலில் அடைப்பு) 

௮. ௬ம்) எனின் சத். , (பெருக்கலில் அடைப்பு) 

8. -ன் ஒவ்வோர் உறுப்பு சுயும் 7-0, மஃ2,;,-ர௪ Dp. 
என்ற மூன்று நிபந்தனைகளில் ஏதாவது ஒன்றே ஒன்றுக்குக். 
கட்டுப்பட்டிருக்கவேண்டும். (முப்பகுதி விதி) 

சன் உறுப்புகளை, 0-ன் மிகை உறுப்புகள் எனலாம், தில் 
இல்லாத பூச்சியமாகாத உறுப்புகளை 2-ன் குறை உறுப்புகள் 
எனலாம். 

மாதிரி 1: /7என்ற முழு எண் கணத்திற்கு, ,, என்ற மிகை 
முழு எண் கணமுள்ளது. எனவே, / ஒரு வரிசை எண் அரங்க 
மாகும்,
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ordi 2: MAsapm srarrscr samrid R-&G, / என்பது ற, 
போல் ஓர் உபகணமாகும். எனவே, 8 ஒரு வரிசை எண் 

அரங்கமாகும். 

424, ற ஒரு வரிசை எண் அரங்கமாகவும் 2, 2-ல் உள்ள 
மிகை உறுப்புகளைக்கொண்ட கணமாகவும் எடுத்துக் கொள்க, 

ஈம் “ம என்றும் கொள்க, - 

ஈ-ம் ௨ ம) என்றால், a > b அல்லது b > a என்று கூறலாம். 

அதேபோல் ப 0 எனின், ப ௪ 2, . ௬ ம-ன் மிகை உறுப்பாகும். 

அதேபோல் a 4 0 எனின்-ர.ற,  ஈ, 1-ன் குறை உறுப்பாகும். 

4:4:1 தேற்றம் 

1. ௭2: 0,௦20 என்றால், ஈம 0 ஆகும். 

2. a> 0,b > 0 என்றால் ஈம் 2 0 ஆகும். 

8. ॥௪ ம என்றால் £.க்கும-0 அல்லது 82 0,ஈ. 0 என்ற 
ஏதாவதொரு தன்மைதான் இருக்கவேண்டும். 

1. a>O, ~aeED, 

“b>0, ~bED, 

atbe Dp 

a+b>0 

a2. « abe Dp 

ab >90 

3. a & D srovilsir, 

a=0, @eD, —aeD, ain gTErUGSrH Soremw 

யாக இருக்கவேண்டும். ் 

அதைர- 0,227 0,74௮ 0 என்று கூறலாம், 

44-2 கிளைத்தேற்றம் 

1. ச2 ம் எனின், ஒவ்வொரு ௦ EP Dane ot a fe 

a> b,c > O srefier, ac > be 

a> be < 0 erafisir ac < be 

22 ௦2 ॥உஎனின் a> ec 

ச 0 எனின், a? > 0 

1. a> ம் என்பதால், (கழ) 5 0 

(a+c)— (b—c) = (a—b) 

> 0 

- (atc) > (htc) 

M
W
 

go 
to
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2. a>b.. (a—by> 0 

220 

— 220 

ac—be>0 

ac > be 

8 a>be<O 

-~ce>0 

2 —ac>— be 

“ ace<be 

4. a>b,b>c 

* ab> be 

a>e 

5. aX 0 என்பதால், 

020 என்றோ -௨௨ 0 என்றோதான் இருக்க 

வேண்டும். 

22: 0என்றால் 2 0 

22.0 

aa>0O 

ஃ 20 

—a > 0 stared (—2)* > 0 

a*>0 

குறிப்பு: ச::0 என்றால் £உ ? 0 அல்லது ச- 0 எனக் கொள்க. 

4.5 ன் நிறைந்த மதிப்பு (&68010%6 72106) 

வரையறை: ஒரு வரிசை எண் அரங்கமாகவும் ர € மி என்றும் 

கொள்க. 

(1) 820 |81-௭ 

(8) ௨2-40 |21|--ர என்ற நிபந்தனைகளுக்கு ர உட்பட் 
ஒருந்ததால், | . | ஐ ஈன் நிறைந்த மதிப்பு என்போம். 

46 கணிதத் தொகுத்தறி sssiub (Mathematical Induction) 

கணிதத் தொகுத்தறி முறைக்கு உதவியான தேற்றத்தை 
இப் போது நிரூபிப்போம்.
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46:1 தேற்றம்: கீழ்க்கண்ட இரு தன்மைகளையுடைய மிகை 
முழு எண்களின் கணமாக & என்பதைக் கொள்க. 

1, 164 

2 66 & என்னும்படியாக % ஒரு மிகை முழு எண் என்றால் 
௩368. அப்போது £ என்பது மிகை எண்கள் எல்லா 
வற்றையும்கொண்ட ஒரு கணமாகும். 

 -ல் இல்லாத மிகை முழு எண் ஒன்று இருப்பதாகக் 
கொள்க. 

4-ல் இல்லாத மிகை முழு எண்கள் கணத்தை U என்கஈ 

2 ஒரு காலிக் கணமன்று. அதன் மிகக் குறைந்த உறுப்பு ர 

என்க, 

13 154 

சூம் 

1-120 

॥ என்பது பன் மிகக் குறைந்த உறுப்பு ண என்பதால் 

சரும 4 U ~ m-1Te K. 

K=m—1 என்றால், 

கீ 

ச “ 6 இது சாத்தியமன்று, 

ல் இல்லாத மிகை எண் கிடையாது. 

4,6.2. தொகுத்தறி தத்துவம்: ஈ என்ற ஓவ்வொரு மிகை 
மூழு எண்ணுக்கும் 5, என்ற ஒரு கருத்து நிலவட்டும், எல்லா 
மிகை எண்களும் 5, கருத்துச் சரியென்பதற்கு, 

1. ட கருத்துச் சரியாயிருக்கவேண்டும். 

2. 3, சரியாக இருக்கும்படியான £ என்ற மிகை முழு எண் 

இருக்குமானால், 5,_.; கருத்தும் சரியாகவே இருக்கும், 

n+] = ம 
மாதிரி: 1:84... ர = Mens ) என்ற SHSODS Sy 

என்க, 

ஓ டட 1 2 
தத் = 2. . 

4; சரியே, 

இ 14248... "ர ௫447 
2 

டிடீசரியென்று கொள்க.
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பொத 2) teed. 

= (k+1) [2 + ட] 

_ (k+1) (« +2) = ee 

142436 tk+k+1= 

டர கருத்துச் சரி, 

தொகுத்தறி தத்துவத்தின்படி 5, கருத்து எல்லா மிகை 
முழு எண்கள் “9?-க்கும் சரியே, 

4.6.3. 2€ £(2£ ஒரு வளையம்) என்க. 

சர என்க. 

8547 ௮4, ஏ என்று வரையறுக்க, 

தொகுத்தறி தத்துவத்தின்படி 5, (-௦7) கருத்து, எல்லா மிகை 
முழு எண்களுக்கும் சரியே. 

a™, qn = qiain 

பிட குர, பா 
= qt ட் 

பிட. Samak = பு என்க, 

Seay Ha ஏ/சி - am. ak, gi 

2 amek G 

ee பத்த பப் 

மிட டசரியே. 

தத்துவத்தின்படி 5, கருத்து எல்லா மிகை முழு எண் 
களுக்கும் சரியே, 

மாதிரி: (ரா - மார [ஈ, ॥ ஏதாவது இருமிகை முழு எண்கள்] 
Si = Cam) = gm, 

S; = (ஸர! - ரா சரியே, 
Sk (ரா) ஜு 

ஒர எ (ரா) 
(am) . (a™) 

amk « qm 

ம் 
1॥ 

॥ 
ர் 

qmk +m 

= qu k+l 

டர கருத்துச் சரியே, 

தத்துவத்தின்படி ), கருத்து எல்லா மிகை முழு எண்களுக்கும் 
சரியே,
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4-7 பியானோவின் வெளிப்படை உண்மைகள் (1௦8108 &30௦108) 

எல்லா முழு எண்களின் தொகுதியும் வரிசை எண் அரங் 

கத்தின் தன்மைகளைக் கொண்டிருக்கிறது என்று கண்டோம். 

இங்கு மீகை முழு எண்களின் சில தன்மைகளைமட்டும் 
எடுத்துக்கொண்டு, மற்றத் தன்மைகளை இலேசாக நிரூபிப்போம். 

இந்தச் சில தன்மைகளைப் பியானோவின் வெளிப்படை 

உண்மைகள் என்போம். (ஏனெனில் இவை இத்தாலியக் கணித 

மேதை 0. பியானோ என்பவரால் எடுத்தாளப்பட்டது;) 

எல்லா மீகை முழு எண்களின் கணத்தை // என்க, 

வெளிப் படை உண்மை 1: 1 74, 

உண்மை 2: //-ன் ஒவ்வோர் உறுப்பு * 1? -க்கும் அடுத்த 

உறுப்பு ரு (2 1/0) என்ற ஒரே ஓர் உறுப்புத்தான் உண்டு. 

உண்மை 8: எந்த உறுப்பின் அடுத்ததும் (ஈட்-ம்) 4 1 

(அதாவது *1* என்ற முழு எண் எந்த ஒரு மிகை முழு எண்ணுக் 
கும் அடுத்த உறுப்பன்று.) 

உண்மை 4: ஈம - n' என்னும் படியாக 7, 1 எ 7/ என்றால் 

m= ॥ என்றாகும். 

உண்மை 5: ]4/4-ன் உறுப்புகளாடைய ஒரு கணம் £ என்க. 

@ick 

Gijkek anit kK CK arp Supsmra@aG 

உட்பட்டிருந்தால் & - // என்றாகும். 

4-7-1 
ஈட் ௪ ௭31 என்றும் 

4/௪ (9. என்றும் வரையறுப்போம். இதன்மூலம் 

ஈட என்பது வரையறுக்கப்பட்டிருக்கிறது என்று கொள்வோம். 
இப்படி வரையறுக்கப்பட்ட உறுப்புகளையுடைய கணம் 4-ம் //ம் 
ஒன்றே. எனவே கூட்டல் செய்கை என்பதை, 1/ஐப் பொறுத்து 

வரையறுக்கலாம். 

(பெருக்கல் வரையறை 

ரர ம 

இதன்மூலம் தொகுத்தறி தத்துவத்தினால் ஈ. £ என்பது வரை 
யறுக்க முடிகிறது. 

mek’ = mk+m என்று வரையறுப்போம்.
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குறிட்பூ: நன்கு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட கணம்(13/211-01021604 521): 

காலியில்லாத மிகை முழு எண்கள் கணத்தில், 5 என்ற உறுப்பும் 

/ ௭ 94 என்று அமையும்படி, கணத்தின் மிகக் குறைந்த எண் “/ * 

இருக்கும், இந்தத் தன்மையை மிகை முழு எண் கணத்தின் நன்சூ 

வரிசைப்படுத்தும் தன்மை என்போம். 

பயிற்சிக் கணக்குகள் 

ர ம என்றால் - ம. ம என்று நிரூபி, 

ச ச், 22: என்றால் உ * 2 5 சீ என்று நிரூபி. 

2௮0, ம்: ச௦ என்றால் b > 9 என்று நிரூபி. 

jab} = Ja]. [Fl என்று காண்பி, 

a 
pe 

ட அ
 

>
 

௮181) 583 | 2] என்று காண்பி. 

6. |சஈ-ம்| 5 | 2.1 ந என்று காண்பி. 

7. பரிமாற்று வளையத்தின் உறுப்புகள் :, 6 என்றால் (ab)? = 

ஜீரா (ஈ என்பது ஏதாவதொரு மிகை முழு asin என்க) என்று 

காண்பி. 

8. ஈ. என்ற ஒவ்வொரு முழு எண்ணுக்கும் ஈட(ம-௬3)- 

ஈமம் என்று காண்பி. 
் 

9. ஈர என்ற எல்லா முழு எண்களுக்கும் ௬2 - ஈ2- (2)௪ 

என்பது சரியென்று காண்பி.



5. வகுத்தல் இயற்கணிதம் 

(DIVISION ALGEBRA) 

5௩1 முன்னுரை : வளையங்களின் தன்மைகளைப்பற்றி ஆராயும் 

போது, முழு எண்கள் வளையம் / எப்படி ஓர் ஒருமையுடன் கூடிய 

பரிமாற்று வளையமெனக் கண்டோம். மேலும் 7, ஒரு வரிசைப் 

படுத்தப்பட்ட எண் அரங்கமெனவும், அகில் 7 என்ற மிகை முழு 

எண்கள் வளையம், ஒரு நன்கு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட எண் அரங்க 

மெனவம் விளக்கினோம். 

இப்போது /வளையத்தின் வேறு சில தன்மைகளைக் கவனிப் 

போம். 

5-2 வகுக்குமெண் (காரணி -- 180101) 

வரையறை: சம் ௪ / எனக் கொள்சு; உ / என்றபடி மம் 

என்றமைந்தால், ம் என்பது சூ-யின் வகுக்குமெண் அல்லது காரணி 

என் போம், 

சஜஐ.ச்ஆல் வகுக்கமுடியும். ஈஜஐ 0-ன் மடங்கு எனவும் 

கூறலாம், 

குறிப்பு 1; 0-.0 (௪7) என்பதால், ஒவ்வொரு முழு. 

எண்ணும் 0-ன் காரணியாகும். 

குறிப்பு 2: ௪7 என்றால் - 1, ௩8 என்பவை பன் 

வகுக்குமெண்களாகும். 

குறிப்பு 3: 5 என்பது ஏ.ன் வகுக்குமெண் ஆனால், மும்ம 

என்றிருக்கும்படி ஈ  / அமையவேண்டும். 

—a=b (—c) 

ம் என்பது -- ஈன் வகுக்குமெண்ணாகவும் இருக்கும், 

எனவே ச, -ர என்பவைகளுக்கு ஒரே வகுக்குமெண்தான். 

உண்டு என்பது தெளிவு.
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குறிப்பு 4: 2 என்ற மிகை முழு எண்ணின் வகுக்குமெண் 
<b என்ற மிகை முழு எண் என்றால் ம் - ஈ என்று இருக்க 

"வேண்டும். 

ஏனெனின், ஈ-௨ என்பதிலுள்ள ௦ ஒரு மிகை முழு எண் 

ஆவதால் ௦02 1,820, 

. be = b 

.a2b 

இந்தக் குறிப்பு 2 * 0 என்றால் மட்டும் பொருந்தும். மேலும் 
+1, எனவே --1 என்பவைகளின் வகுக்குமெண்கள் --1 மட்டுமே. 

8.3 பகாவெண் (1ார்ா6 11006) 

வரையறை ₹: 1 அல்லது -- 1 தவிர்த்த பூச்சியமில்லாத முழு 

எண் *0/"* என்பது பகாவெண்ணாக வேண்டின், அதன் வகுக்கு 

மெண்கள் +1, 5 (/ என்பவை மட்டுமே இருக்கவேண்டும். 

குறிப்பு 1: &,8,5, 2, 11,189, 17, 19,288, 29 என்பவை 

.பகாவெண்களுக்குச் சில உதாரணங்களாகும். 

குறிப்பு 2 : VU என்பது ஒரு பகாவெண் எணின் -- (/-வும் ஒரு 

. பகாவெண்ணே. 

5-4 வகுத்தல் கணக்கு (Division Algorithum) 

சம்€ /,ம50 என்றால் ஏர- ஏம் [Os rch] crop 

ருக்கும்படி ர,7 என்ற ஒரே ஒருமுறை முழு எண்கள் உண்டு. 

நிரூபணம் : 8 ஏம் 4 என்றால், 

7௪ ஏ. ரம் ஆகும். 

% ௪ / என்றபடி (ர-23ம)அமைப்பிலுள்ள பூச்சியமில்லாத முழு 

“எண்கள் தொகுதியை எடுத்துக்கொள்ளுவோம். 

அதாவது, 

S= 48-2ம$2 67 எரர் 2 0) 

2 2. 0 என்ற முழு எண் என்பதால் 

223 spa] be [ai 

a+ |aj°-o= at+;a) 

௨0 

உற | ர] என்று எடுத்துக்கொண்டால் ட கணத் 

திற்கு 404 | ர[) ம என்ற ஓர் உறுப்பாவது இருப்பது தெரி
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கிறது. 0 டி என்றால், $-ன் மிகக் குறைந்த எண் 0 ஆகும். 

0.9 என்றால் $ என்பது காலியில்லாத மிகை முழு எண்களைக் 

கொண்ட கணமாகும். மிகைமுழு எண்கள் கணம் நன்கு வரிசைப் 

படுத்தப்பட்ட.து. எனவே, அதற்கு மிகை குறைந்த எண் உண்டு. 

அதை * என்க, 

& சமரம் 27 என்று அமையும்படி ர என்ற முழு எண் இருக்க 

(வண்டும். 

on a=gb+r 

இங்கு 20, 

இப்போது 2ம் என்று நிரூபிப்போம். 

726 - என்றால், 02௨0 

r—b=axmgqb—b 

= a—(q+1)b 

ea r—b ec Se 

5207-4 7. அதாவது (-0)என்ற ன் opin, s-or ad 

குறைந்த உறுப்பான 4ஐ விடச் சிறிதாயிருக்கிறது. இது 

முடியாத ஒன்று. எனவே ௮. 

இப்போது கண்ட ஏ, £ என்பவைகள் ஒன்றே ஈ-ஈரம் 4 சமன் 

பரட்டைச்சரிசெய்யும் எனக் காண்போம். முடியுமானால் ர், 7 என்ற 

வேறு இரு மூழு எண்கள் a=qh+ r சமன் பாட்டைச் சரி 

செய்யட்டும், 

sorugazgbtr 027/4] 
மகர ௩7 

ஜிய ரல எந மா 

சரடு) 

[bE Vga’ = | mi 

550 என்பதால் |) ம் 

~ big-q i= |r—r| 
02740௨ ௨ம் 3 பாய] எத் 

ஃ 2191 40 

ஆனால் | ர-ஃர' | மிகை முழு எண் ஆகும்,
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எனவே, 

இந்தச் சமனின்மை சரியென்றால் | g—q' | = 0 

கி 

ர லி 

a= gb+r என்ற சமன்பாட்டிலுள்ள ர, 7 என்பவைகளின் 
மதிப்புகள் ஒரே வகையானவையே, 

குறிப்பு: ர என்பதை ஈவு என்றும் £ என்பதை மீதி என்றும் 
Fo. DoT wD. 

 - 0 என்ருலொழிய ம், ௭ன் வகுக்குமெண் ஆக முடியாது. 

5.4.1 தேற்றம் 

ம் என்பது ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட மிகை முழு எண்ணாகக் 
கொள்க. என்பதை ஏதாவது ஒரு மிகை முழு எண்ணுாுகக் 
Oem cote med a = rb bem 1 BTA + sev one eee * ச) என்றிருக் 
கும்படி 1 என்ற குறையில்லாத முழு எண் இருக்கவேண்டும். 

[இங்கு 0 சட ு0-ர லத் D1 ws. ௬-1] 
a>b என்றால் ௩ - ஏ என்றாகும். அப்போது im = 0, 

25 சிஎன்றால் ப- ஏம்) (04 75 <b) Bie g,=> 0 

4 மி என்றால் 7, = g,, 1 = 1, 

702 ச் என்றால் ர,ஐ 

do = Hb+r; (q,>0,0 <r, < என்று எழுத 
லாம், 

அப்போது£- ஏச்* 4 ஈம் ௮4 ் 

இங்கு ர, ம் என்றால் ., 4 ஏ, ௩௪ 8 என்று கொள்ளலாம், 

ஆனால் ஏ, 2 ம் என்றால் ர,ஐ 

சட” ரூம், (020,047 ௮4) என்று 
கொள்ளலாம். 

அப்போது ஏூம்* 4: ஈம் 3 ர் 4 ரூ என்றாகும், 

இவ்வாறு படிப்படியாகச் செல்லும்பொழுது நமக்கு வேண்டிய 
விதத்தில் ர ஐ எழுதலாம். 

இங்கு 82: ரர 2 டு ரூ,
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0 - சடம் என்னும் படியாக முதல் ர... இருந்தால் 

fn = மூடி என்று கொண்டு ரஜ மேற்கண்ட விதத்தில் எழுதலாம். 

5.5 மிகப் பெரிய பொதுக்காரணி (0788151 011௧0 Factor) 

வரையறை : பூச்சியமில்லாத மூழு எண்கள் ௭, ம இவைகளின் 
மிகப் பெரிய பொதுக்காரணி ₹ 7? என்றால் 

(1) / என்பது ஈ,ம் என்ற இரண்டு எண்களுக்கும் வகுக்கும் 

எண்ணாக வேண்டும். மேலும் 

(2) ச, ம் என்ற எண்களின் upp பொது வகுக்குமெண்கள் 

“க்கும் வகுக்குமெண்களாக வேண்டும். 

5-5-1 ஒருபடித் தொடர்பு (Linear Combination) 

வரையறை : a, bE] எனக் கொள்க. ௭ [x,y € 1] 
என்ற வடிவத்திலுள்ள முழு எண்ணை, ஈ, ம் இவைகளின் ஒருபடித் 
தொடர்பு எனலாம். 

5-5-2. தேற்றம்: ஈ,ம் என்பவை பூச்சியமில்லாத முழுஎண்கள் 
என்றால், ஈ, 2 இவைகளின் ஒருபடித் தொடர்பாய் உள்ள மிகக் 
குறைந்த மிகை முழு எண்ணே,எ-க்கும் மக்கும் மிகப்பெரிய பொதுக் 
காரணியாகும். 

S= faxtby; x,y GI, axtby>0 } என்ற கணத்தை 

அடுத்துக்கொள். 

x= a4,y = berets. ©. a? +b* > 0, a*+b?, a, ச் இவை 
களின் ஒருபடித் தொடர்பு, 

4 ஒரு காலியில்லாத கணமாகும், எனவே, மிகை முழு 
எண்கள் கணம் நன்கு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட எண் அரங்கமாவ 

தால், அதற்கு மிகக் குறைந்த எண் உண்டு. அதை 7 என்போம். 

மீ டர சிரி பரட/] 

வகுத்தல் கணக்குப்படி ஏ ஏரீ$4ர 027 4 ரீ 

wr = a— gf 

= a— q(ax, +by,) 

a(1—gx,) + h(—gy,) 
a t > O orirgaere S,
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ஆனால் ர 4 ரீ, / என்பது 5 கணத்திலுள்ள மிகக் குறைந்த. 

எண் எண்பதால் * ௯ 0 என்றாகும், 

~a—~gf=9 

. a = of 

ஃ மீ என் வகுக்குமெண்ணாகும். அதேபோல் ரீஐ ம்.ன் 

வகுக்குமெண் என்று நிரூபிக்கலாம். என்வே 7 எ-க்கும், 6-க்கும்- 

பொதுக் காரணியாகும். 

மேலும் க்கும், 6-க்கும், 2 என்பது வேறொரு பொதுக் காரணி: 

என்றால் 

ர ர இடத் 

o= b,8 
9 

oa aygx, +5, 8y) 

= (a,x,+5, yi )g 

ஃ ம, உன் காரணியாகும், 

குறிப்பு : ஐத் தவிர ஈ-க்கும் மக்கும் வேறு மிகப் பெரிய, 

பொதுக்காரணி இருக்கமுடியாது. 

ஒரு வேளை 7 என்ற காரணி இருப்பதாகக் கொள்வோம்.. 

வரையறையில் (2) ஆவது நிபந்தனைப்படி 7; /7£ன் காரணியாக. 
வும், 7”, டீன் காரணியாகவும் அமையவேண்டும், 

wf=f’ 

§-5-3 rh QM pus sovra@ (Euclidean Algorithm) 

u,b Top இரு எண்களுக்கிடையே மிகப்பெரிய பொதுக். 

காரணியைக் கண்டுபிடித்தல்: 

ஈம என்பவைகளை மிகை முழு எண்கள் என்று கருது 

வது தவறில்லை. - 

a=qb+r Q<r<b க்கம் 

௪ 94 0 என்றால் ஐ ஆல் வகுக்க 
இ ரபா 4 71 0 2 Por oem: oud 

ஈடு 0 என்றால் ர ஐ 1) ஆல் வகுக்க 

சீர மிட் சீஷ 04 4௪ eee wad
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இவ்வாறு படிப்படியாகச் செல்லும்போது, பூச்சியம் மீதி 

கிடைக்கும் ஈ;ி, ட - 0 என்க, 

oo Py =Gargtls 05 ர <r, evened 

rye = elena hk ட வெய்ய 

படர 176 04 7, 4 சீர] we CK +2) 

. Quer >rn>ry. > re | 

ஈட என்பதே உக்கும் ர்-க்கும் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணி: 

யாகும். 

(442) சமன்பாட்டிலிருந்து ஈ,, டன் காரணியாகும். 

எனவே (4-8) சமன்பாட்டிருந்து rks சடன் காரணியாகும் 

எனவே (6-1) சமன்பாட்டிலிருந்து ட என்பது ஈட, ௨... 

௨. என்பவைகளின் பொதுக்காரணியாகும், 

இப்படியாக 1, , 8, 6 என்பவைகளின் பொதுக்காரணியாகும்... 

அதேபோல, 2 என்பது a, 8-ன் பொதுக்காரணியானால் (1), 

(2) சமன்பாடுகளிலிருந்து c என்பது 5) 7) என்பவைகளின் 

பொதுக்காரணியாக வேண்டும். 

அதேபோல் படிப்படியாக நிரூபித்து, ஈ என்பது க்குக்: 

காரணியெனலாம், 

ஈட என்பது ர, ம் என்பவைகளின் மிகப்பெரிய பொதுக். 

காரணியாகும். 

4-5-4 ஒன்றுக்கொன்று பகாக்காரணி (11116 10 68011 ௦142 

ச,ம் என்ற முழு எண்களின் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணி 1 

எனின் டம் என்பவைகள் ஒன்றுக்கொன்று பகாக்காரணிகளாகும், 

4.6 மிகக் G@ONSS GQurguwrmg (Least Common Multipie) 

வரையறை: இரண்டு பூச்சியமல்லாத முழு எண்கள் ஈ,ந% 
என்பவைகளின் மிகக் குறைந்த பொதுமடங்கு ஈ என்ற மிகை. 

முழு எண் எனின், 

(1) ௩ என்பது £,ம் என்ற இரு எண்களுடைய மடங்காக. 

வேண்டும். மேலும்
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(2) ஈ, ம் என்பவைகளின் பொதுமடங்குகள் யாவும் ஈடன் 
மடங்குகளாகவும் இருக்கவேண்டும், 

(4/2 என்பதை விகிதமுறு எண் அன்று என்று நிரூபிக்க. 
“முடிந்தால், J 2 - விகிதமுறு எண் என்று கொள்க. 

= ச [இங்கு ஈ, ம் எண்பவைகள் முழு எண்களே. 

"மேலும் ச, ம் ஒன்றுக்கொன்று பகாக்காரணிகள் ] 

“a? =2b? 

எனவே ௭”, 2 ஆல் வகுபடும். 5, ஒரு பகாவெண் என்பதரல் 

௨7) 2ஆல் வகுபடும். 

22, 4ஆல் வகுபடும். 

டர கீ. 

க்ந்-ு இத் 

பு = 2k 

ந்₹.க்கு, எனவே ம்-க்கு 8 காரணியாகும். அதாவது a, b 

-என்பவைகளுக்கு 2 பொதுக்காரணியாகிறது. ஆனால் ௫ b 
என்பவைகளை ஒன்றுக்கொன்று பகாக்காரணிகள் என்று 

-எடுத்துக்கொண்டிருக்கிறோம், 

a 
oo V2 x, 

[அதாவது (/2 ஒரு விகிதமுறு எண் அன்று]. 

பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. றர என்றால், ற, ரூ, 1 என்ற மூன்று முழு எண்களில் 
. இரண்டின் காரணி மூன்றாவதற்கும் காரணியாகுமென நிரூபி, 

2, ற, ர என்ற இரு முழு எண்கள் ஒன்றுக்கொன்று காரணி 
களெனின், ற - 4 ர என்று நிரூபி. 

9, றடிறடிர என்பவை வெவ்வேறான மிகைப் பகாவெண் 

- என்றால் (2), றடிறடிஹைய*1 என்ற முழு எண்ணுக்கு, ற, oe 
ஜி என்பவைகள் ஒன்றும் காரணிகள் அல்லவென்று காண்பி,
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4. ஈம் என்ற முழு எண்களின் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணி 
7 எனின் அதாவது 2-7), 6-6, எனின், ஈட ம், என்பவை 
ஒன்றுக்கொன்று பகாக் காரணிகளெனக் காண்பி, 

5, 1 என்ற முழு எண்ணை £, ர என்ற முழு எண்களின் ஒரு 
படித் தொடர்பாகக் கொண்டால் ஒழிய ற, J, என்பவைகள் 
ஒன்றுக் கொன்று பகாக் காரணிகள் ஆகாதென நிரூபி, 

6. ந, ர என்ற முழு எண்களின் மிகப் பெரிய பொதுக்காரணி 
783 (த, 9) என்று குறியிடுக. 

2 ௬ 32 * ர என்றால், 

(2) - (2, 1) என்று காண்பி, 

7. P=Pih 9=UAS= Cp, 9) என்றால் ற, ர என்பவைகளின் 
மிகக் குறைந்த பொதுமடங்கு ற,. ர). சீஎனக் காண்பி, 

8. 8 ஒரு விகிதமுறு எண் அன்றென நிரூபி.



6. களம் 
(FIELD) a 

6-1. sar (Field) 

வரையறை £: ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று : வளையத். 

திற்கு ஒன்றுக்கொன்று மேற்பட்ட உறுப்புகள் இருந்து, 

கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைக்குக் கட்டுப்பட்டி ருந்தால், அந்த. 

வளையத்தைக் களம் 7” என்போம். 

75ல் பூச்சியமல்லாத ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும் /-லேயே, 
பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பு இருக்கவேண்டும். 

குறிப்பு: எதிர்மாறு உறுப்பு ஒன்றே ஒன்றுதான் என்று 

திரூபித்திருக்கிறோம். எனவே 7-ல் பூச்சியமல்லாத உறுப்பு. 
7 எனின், அதன் எதிர்மாறு உறுப்பு 7-* என்று குறிப்போம். 

61:1. தேற்றம் : ஒரு களம் 7! எண் அரங்கமாகத்தான் 

இருக்க, வேண்டும். FF ஓர் ஒருமையுடன் கூடிய : பரிமாற்று 

வளையமாகும். 

227 மேலும்? 6 - 0 

௪ 0 எனின் தேற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டுவிட்டது. 70 
என்றால், 7.க்கு 7-ல் 7-* என்ற எதிர்மாறு உறுப்பு உண்டு. 

r-* (rs) =(r-*r)s 

=1.s 

=5 

ஆனால் rs = O 

r*(rs) = r-*. O 

= 0 

*» s=0 

ட 7௫௪ 0 அல்லது ச = 0 என்றுதான் — 

ஃ ॥/ஓர் எண் அரங்கமாகும்.
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G12. -,267) 7௪0 என்றால், ry=s என்ற சமன் 
பாட்டைச் சரிசெய்யும்படி 7-ல் ற என்ற ஒரே ஓர் உறுப்புத்தான் 
உண்டு. 

7 * 0 என்பதால் 7-* என்ற எதிர்மாறு உறுப்பு 7ல் இருக்கும். 

3 க 7-9 என்ற மதிப்பை ரூ - 9 என்ற சமன்பாட்டில் இடுக. 

r.(r-*s) = (rr-")s 

=s 

79) - 2 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ; - 7-9 என்பது ஒரு 
மூலமாகும். 

முடிந்தால் மேற்கண்ட சமன்பாட்டிற்கு ந, ), என்ற இரு 
மூலங்கள் இருப்பதாகக் கொள்க. 

ம் எரி 

Ty. = S 

FYy Py. 

r £0 sroérugred y, = y, 

starGeu «—*s என்ற ஒரே மூலம்தான் உண்டு. 

களத்தின் மாதிரிகள் 

1. விகிதமுறு எண்களின் தொகுதி. 

5. ௭௬ம் நு என்ற அமைப்பிலுள்ள மெய் எண்கள் தொகுதி 

(a,b € 1) 

6:1-3. தேற்றம்: முடிவுள்ள எண்களையுடைய உறுப்புகளி 
னாலான எண் அரங்கம் 6, ஒருகளமாகத்தான் இருக்கும். 

ஈட, உ: என்ற வெவ்வேறான பூச்சியமில்லாத <n? 
உறுப்புகள் 5-க்கு உரித்தாகுக, 

கீ (டி டே? என்ற கணத்தை எடுத்துக்கொள்க. 

4-ன் நிலையான உறுப்பு ரூ என்க. 

B= {Gy aps Gy Ops so sui ஈர என்ற கணத்தை நோக்குக. 

Ap, A, என்பவை எண் அரங்கம் ன் உறுப்புகளாதலால் 

a, #O0,a, # 0 “. asa # 9, 

5-ன் உறுப்புகள் யாவும் பூச்சியமில்லாதவை. 

ds *- ரூ என்பது ன் உறுப்பாக வேண்டும். 

« BCA 

Gs Ap = ௬. ரூ எனின் 

a, = a:
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ஆனால் ரூ; ௬ உன் வெவ்வேறான உறுப்புகள். 

as ap Ps Cre Qp 

. மீ-க்கு வெவ்வேறான sn? 29 mcinyast 2 cor. 

4-க்சூம் அதே மாதிரி வெவ் வேறான உறுப்புகள் இருப்பதால் 

தி, கன் சரியான உபகணமாக முடியாது, 

B ல் A, 

எனவே, &$-ன் ஒருமை உறுப்பு ,4-யிலும் 9-யிலும் இருக்க 

வேண்டும். அதாவதுட,ி ரூ 1 2227 

். பூிரரன் எதிர்மாறு உறுப்பு, 

். ' ஒரு களமாகும். 

6-2 சிறப்பு எண் (1187801011811௦) 

வரையறை: Asp ஒரு வளையமாகக் கொள்க. ஈன் 
ஒவ்வோர் உறுப்புக்கும், ஈ என்ற மிகை முழு எண் இருந்து 
/ம 0 என்றால், அந்த மீகை முழு எண் *2'.சளில் மிகச் சிறிய 

எண்ணை உன் சிறப்பு எண் எனலாம். 

குறிப்பு 1: அப்படி ஒரு மிகை முழு எண் இல்லை என்றால் 7-ன் 
சிறப்பு எண் பூச்சியமென்போம், 

குறிப்பு & : சாதாரணமாக £8-ன் சிறப்பு எண் பூச்சியமாக 
இருக்கும். கீழ்க்கண்ட உதாரணத்தை நோக்குக. 

£ என்ற மிகை முழு எண்கள் கணத்தை எடுத்துக்கொள்க, 
அந்தக் கணத்திலுள்ள முழு எண்களை, 8ஆல் வகுக்கும்போ து, 
மீதம் 0 அல்லது 1 அல்லது 8 ஆகவே இருக்கும், எனவே, 2 என்ற 
கணத்தை ஈவைப் பொறுத்து 2;, 8) 8, மூன்று உபகணங்களாகப் 
பிரிக்கவும். 

S= {Sus 5), 8913... என்ற மூன்று உறுப்புகள்கொண்ட 
கணத்தை எடுத்துக் கொள்க, 

80 ரசி ௭ 5) = Sy +55 

Sg tSq = Sy = Sgt Sy 

S,;4s, = So = Sg tS, 

£9 BbSES sour ge Deir பூச்சியமாகும்,



Sp +5) = So = 51. So 

விழ உடு = Sy = Sq. Sy 

So -Sq = Sq = Sq + So 

f+ Sy = Sy 

3, இந்தக் கணத்தின் ஒருமை உறுப்பு. 

3 ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும். 

Sy மி 5 நட என்க, 

Sp = 3, என்றால் உ. - 9; ஆகும் 

r= 8. 

ஃ உன் சிறப்பு எண் 8 ஆகும். (பூச்ரியமில்லாத சிறப்பு எண் 
உண்டு என்பதை நோக்குக), 

6:2:1. தேற்றம்: 0 என்ற ஒவ்வோர் எண் அரங்கின் சிறப்பு 
எண்ணும் பூச் யமாகவோ அல்லது பகாவெண்ணாகவோ இருக்க 
வேண்டும். 

முடிந்தால் 2? என்ற.எண் ஆரங்கத்ந்குப் பூச்சியமில்லாத பகு 

எண் “4” உண்டு என்று கொள்க. 

அதாவது ஈ 5 0 

மேலும் ஏ. வ. ண அ] 

1 ௮19 ம 

௰-ன் ஒருமை உறுப்பு ச எனின் ௪ - 0 

ஃ (ர. ஈச 0 

இதை (5, ௪) (ஈ$5) - 0 என்றும் எழுதலாம். 

ஃ 1௨: 0 அல்லது, ௪௭ 0 [ற ஓர் எண் அரங்கமாதலால் ] 

nye = 0 என்க. 

2௭ ர) (22) 

= (n,e)a 

= 0, 

ஃ ரி, ஏம ௬0 73) 3 87. 

ஆனால் £.ன் சிறப்பு எண் 4” ஆகவே “டல. 

oo * ஒரு பகாவெண்ணே.
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6-3. விகிதமுறு எண்கள் களம் (1௪14 ௦7 Rational Numbers) 

abel, b > 0 என்று இருக்கும்படி (௪, 6) என்ற வரிசைப் 

படுத்தப்பட்ட ஜதைகளால், ஆகிய கணம் ஐ எடுத்துக்கொள்க, 

அதாவது - ((டிட்;ஈம்் 20). 

(2,293 (டில் என்ற $ உறுப்புகளிடையே 

(சுவ (டிஸ் என்ற தொடர்பை வரையறுக்க, 

(௪,023 (டியி எனின் ad = bc Qp@ta. 

~ THY Asritmus சமத்தொடர்பென நிரூபிப்போம். 

1. மில (6, எனின் சம்- எம் ஆகும். 

௪. (6) - (டல எனின் (,ஸ் ~ (a,b) 

ஏனெனில் இரண்டு தொடர்புகளின் வரையறையும் சசீ--6௦ 

சன்பதேயாகும். 

8. (a,b) ~ (c.4)3 (c,d) ௨ (67) எனின் 

(a,b) ~ (e,f). 
(a,b) ~ (Cc, d) என்றால் ad = 60... (1) 

(c,4) ~ Cesf) என்றால் cf = dew... 2) 

(1) x f: adf = bef 

(2). xb: ofb = deb 

a adf = deb 

af = 

(4,5) ~ (62) 

6-3-1. தேற்றம்: மேற்குறித்த *.? சமத்தொடர்பைப் 
பொறுத்து அமையும் & ன் எல்லாச் சமத்தொடர்புடைய கணங்களை 
யும் உடைய. கணத்தை 8 என்க [ஈ,6] - [௨2] - [சச் be, bd]: 

[ஷ்][ டியி ௪ [20 ௦௪] என்ற முறையில் வரையறுக்கப்படும் 

கூட்டல், பெருக்கல் விதிகளைக் கொண்டு 7 ஒரு களமென நிரூபி. 

மேலும் £ € £ எனின், [.. 1] என்ற அமைப்பிலுள்ள /&ன் 

எல்லா உறுப்புகளையும் கொண்ட கணம் /, £-ன் உபவளாய 

மெனவும், [2,1]-- ர என்ற மாற்றம் /'ஐ /- -க்குமேல் ஓற்றுருவ 
மாற்றம் எனவும் நிரூபி, 

[a,b] = S எனின் (ஈ,ம்ூஐக் கொண்ட சமத்தொடர்புள்ள 
கணத்தை (௭) என்போம்,
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அதாவது [ச,௦] - [ம்] என்றால் (2,௪) ௩ (ச)ம்;) என்று 
(பொருள், 

ஃ  சமத்தொடர்புள்ள கணம் [6௦] - (292 [x,y) € S, 
xh=ya] srarg வரையறுப்போம். 

(a,b), Cc.d) & S 2b40,¢d40; Whd #9. 

(ad tbe, bd); Cac, bd) E S என்றாகும், 

[ad+b, bd]; [ac, bd] என்பவை சமத்தொடர்புள்ள 

கணங்களாகும், 

[4,b] = [4,6,]3 [44] = [c;,4,] என எடுத்துக் கொள்க. 

[ab] + [ed] = [ad + bc; bd]. 

[லிய + [6..4,] = [ardy + byeys bray] 

ab, = ba,3 cd, = dc, 

ab,dd, = bajld,; ¢d,bb, = dc,bb, 

20 (ad+hc) b,d, = (a,d, + 22) bd. 

. சமத்தொடர்புள்ள கணங்களின் கூட்டல் ஒரு சமத்தொடர் 
புள்ள கணமாகும். 

[a,b] ° [sd] = [ac, bd]. 

[சம்] : [2பிரிப - [22020] 

= நிர, $ cd, = c,d. 

ab, * cd, = ba, c,d. 

அதாவது. ம்.ம், ௪ மிமீ: 82 

எனவே, பெருக்கலும் ஒரு சமத்தொடர்புள்ள் கணமே. 

கூட்டல், பெருக்கல் இவைகளின் பரிமாற்று விதிகள், இவை 

களுக்குச் சமத்தொடர்புள்ள கணங்கள் உட்பட்டிருக்கு மென்பது 

தெளிவு. 

ரச,0], [டய] [5/7] என்ற ன் மூன்று Sree ள்டுத்துக் 

கொள்க. 

(f[a,b] + Le, 4]) + [ef] = ரஷ்யத் bd] + tefl 

= adf+ bef, + 42,047]. 

[a, b] + ¢ [க d]+[e,f]) = fa, b]+Loft des af] 
=. (adf+beft+bde, bdf]
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oe கூட்டல் தொடர்பு விதிக்கு.£ கட்டுப்பட்டிருக்கிற து. 

[0, 1]+ [a, b]=[a,5]. 

[1, 17: [a, bJ=[0,)] என்பதால் 

[0, 1] -ன் பூச்சியமாகவும் [1, 1], ஒருமையுறுப்பாகவும்: 
இருக்கும். ஆனால் சீ என்பது பூச்சியமில்லாத முழு எண் என்றால், 

[d, d] = fi, 1] 

அதேபோல் 

[0, 1/-[0,௮] 

எனவே, மீ என்ற பூச்சியமில்லாத முழு எண்ணுக்குப் பூச்சிய. 

உறுப்பு [0, 2], ஒருமையுறுப்பு [./, 2] என்பதும் தெளிவு. 

[ச, 7 - [0, 1] என்றால் ர-0. 

840 என்றால் [ர, 67ஐ R-ot பூச்சியமில்லாத உறுப்பாகக் 
கொள்ளலாம். 

[ச, 6]74[-௪ ச0-[0, 4]. இங்கு [0, 6*] 8-ன் பூச்சிய, 
உறுப்பு என்பதால், [ஈம] என்பது [2,0]-ன் கூட்டல் எதிர்மாறு. 
உறுப்பு. . 

அதாவது -[ர, ச7-[--ஈ, 47, 

[4,5] (5 d] +[e, f]) =[4, ழ்] [ef+de, df] 

=[aftade, bdf] 

[கம்]. [e, d] + [a, b]-[e, f] 

= [ac, bd] +[ae, b'] = [achf+ Jae, b? df]. 

= [a f+ade, bdf] [bb] 
௫ [சமீ சமீம்] [... 6, 6] ஒருமையுறுப்பு]. 

பரவு விதிக்கு 8 கட்டுப்பட்டு இருக்கும். 

& என்பது ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும். 

[a,t] என்பது £.ன் பூச்சியமில்லாத உறுப்பாகக் கொள்க. 

% @40,b540 + [ba]ER. 

[a, b] * [6, a]=[ab, ab]. 

=[1, 1] 

* [4 b]-sr Qu@éad crHiurgy 2 pty [், a] என்பது 
இதளிவு, 

எனவே 7 ஒரு களமாகும்.
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28 € / என்று இருக்குமாறு [ப, 1] என்ற: அமைப்பிலுள்ள கன் 

எல்லாக் கணங்களைக் கொண்ட கணத்தை/' என்க; 

[ச, 17-௮௨ என்ற /'ஐ /-க்கு மாற்றும் மேல் மாற்றத்தைக் 

கவனிக்க, 

ரகு, 17-72, 1] என்றிருக்க, ௪௯ம் ஆகத்தான் இருக்க. 

வேண்டும், ் 

் 2 I's க்கு மேல் மாற்றம் ஒன்றுக்கொன்றான துதான். 

மேலும் [ச,1]-[ச, 1]7-[ச-%, 1] ~> ath. 

fa, 1] [[6, 1J=[ab, 1 —-+ab. 

ஃ. [/'ஐ 7-க்கு மேல் மாற்றம் ஓர் ஒற்றுருவமாகும். 

6-4. R-sir உறுப்புகளை விகிதமுறு எண்கள் எனவும், 7£ஜ; 
விகிதமுறு எண்களாலான களம் எனவும் வரையறுப்போம். 

1 
மாதிரி : g என்ற விகிதமுறு எண்ணை எடுத்துக்கொள் 

= ஐ [3, 8] என்ற சமத்தொடர்புகளின் கணத்துக்கு ஈடாக எழுது; 

கிறோம். 

= 2. என்ற ல் 
உ. இட வரகு 

(1,8) -(,42 
ர்க 1°] = By. 

ர் [௯ இட 

“1, 8] = [k, 8k]. 

6:5. தேற்றம்: சம்2 0 என்று இருக்கும்படியான முழு எண்கள் 

௪, களைக் கொண்டு 7, என்ற விகிதமுறு எண்கள் கணத்தை. 

ஆ என்று குறிக்க. RL, என்பதை வரிசைப்படுத்திய எண் அரங்க. 

மெனவும், £ களத்தை, -ன் உறுப்புகளில் மிகை உறுப்பு. 

களாகக் கொண்ட வரிசைப்படுத்திய கள மெனவும் நிரூபி. 

= Sab > 0. 

3 ad = be, 

ஈம 0. என்பதால் ஈம் என்ற. இரண்டும் மிகைஎண்களச: 

கவோ, இரண்டு குறை எண்களாகவோதான் இருக்கவேண்டும்.
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& @& ov ACs ordi srosr இருக்கவேண்டும். 
* cd> 

an be 6 
3 + c= bd “wd | 5° ச 5 . ந, எனக் கொள்க. ] 

(ad+ be) bd = abd* + b*cd 

= d*ab+b*cd>0 

ஃ கூட்டலைப் பொறுத்தவரை % என்ற கணம், ஓர் 
அடைப்புக் கணமாகும், 

2. உமா 
b da bd 

ac-bd = ab-cd 

> 0, 

4  பெருக்கலைப் பொறுத்தும் 7, ஓர் அடைப்புக் கணமாகும். 

; பூச்சியமில்லாத விகிதமுறு எண் என்றால் சம % 0 அல்லது 

ம் 1 0. 

ஃ. ஒவ்வொரு விகிதமுறு orator -ம்-. ௪0, +> 0, 

p 70 என்பதால் £ களம் ஓர் வரிசைப்படுத்திய ஒன்றே. 

66. தேற்றம்: வெவ்வேறான இரு விகிதமுறு எண்களுக்கு 
இடையே ஒரு விகிதமுறு எண் இருக்கும். 

₹,5 “27. 7௮2 எனக் கொள்க. 

r< +4 Cs என்பதை நிரூபிப்போம், 

£ 2 என்பதால், 

ச ராது 

2rcr+ys 

oo 2 

அதேபோல்-” 

  

2 என்று நிரூபிக்கலாம். 

குறிப்பு : இந்தத் ணை முடிவைக்கொண்டு,. விகிதமுறு 
“ண்கள் ் அடர்த்தி (42162) எனலாம். ன .
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6-7. தேற்றம்: ௭, என்பவை மிகை விகிதமுறு எண்கள் 
என்ருல், ஈச 2 b என்ற அசமம் இருக்கும்படியாக :ஈ£ என்ற 
“மிகை முழுஎண் இருக்கும். 

ie 
¢ 

a =. 

b= — ரூ ௪ 2, [2- மிகை முழு எண்கள் கணம்] 

a > = ersit Ge, 
9 

n (ps) > qr என்றிருக்கவேண்டும். 

௬ திரா. எனக்கொண்டால் மேற்கண்ட அசமம் சசியாக 

இருக்கும். 

4 முழு எண்கள் என்பதால் ஜட 2 1 

-. 2ps > 1 

கிரா றே; ரோ 

eo 2qr (ps) > gr 

o na >b 

6-8. எல்லா முழு எண்களையும் கொண்ட கணத்தை எண் 

அரங்கமெனக் கொண்டோம். 

௰ என்ற முழு எண்களாலான எண் அரங்கத்தை எடுத்துக் 

கொண்டு, 0-ன் உறுப்புகள் பட் என்ற ஈவுகளாலான களம் 7ஐ 

நிர்ணயிக்கலாம். இந்த/” என்ற களத்தை மன் ஈவுக்களமென் 

போம். எனவே, விகிதமுறு எண்களாலான களம், முழு எண்க 

ளாலான எண் அரங்கத்தின் ஈவுக்கள மென ஆகிறது. 

6-9. டெடி.கீண்டு வெட்டு CDedekind’s cut) 

வரையறை : விகிதமுறு எண்கள் களத்தை £ என்க, அதன் 

உபகணமாக 4ீஜஐக் கொள்க, [4 உ 8]. : 

கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைகளுக்கு உட்பட்டிருந்தால், 4 ஒரு டெடி 

கீண்டு வெட்டு எனலாம்.
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1. 4 ஒரு are கணமன்று ; Guay AZR.- 

2. ac A என்னும் மன எ என்னும்படி. ம் என்பது உன். 

ஏதாவதோர் உறுப்பு எனின் ம் ௪ 4. 

8. acd என்றால், 25% ம என்றிருக்கும்படி 2 4 ஆக 

இருக்கவேண்டும். 

மாதிரி: 8-க்குக் குறைறைவாகவுள்ள எல்லா விகிதமுறு எண்: 

களின் கணத்தை 4 என்க, அதாவது 4-(ச$;868, 2௮48) 

1, 4-ல் 1 என்ற எண் உள்ளது. 4 என்றஎண் 4-ல் இல்லை. 

ஆனால் 7-ல் உள்ளது... 4 அ 8, 

8. ௪௮8, என்றால்ம்.8, 2 bEA. 

8. ச,8 என்பவை இரு விகிதமுறு எண்கள். எனவே க்கும் 

உ-க்கும் இடையே ஒரு விகிதமுறு எண் உண்டு என்று நிரூபித் 
தோம் (6-6). அதை உஎன் போம். அதாவது, ச.&4 248 

222 மமேலும் உ ௪ 4 

4 என்பதை 8-ல் உள்ள வெட்டு என் போம், இதை ட, 
எனலாம். 

அதேபோல் 4 - 1ச, ௪ £, ௭4 1) என்பதை 0, என்றும், 

கீ (2:28, 2௮ 71 என்பதை 6, என்றும் அழைப்போம். 

௦, மிகப் பெரிய விகிதமுறு எண் இல்லையெனக் கொண்டோம், 
பேல் மிகச் சீறிய விகித எண் ‘rf? உள்ளது. ஆனால், ற என்ற. 

வெட்டை வரையறுத்து, ம" என்பதில் மிகச் சிறிய எண் இல்லை 

யெனக் காண்பிக்கலாம், அப்போது ற, ஒருவிகிதமுறு எண்ணில் 

உள்ள வெட்டாகாது, உதாரணமாக, 

D={dsdeRd*e 2} 

5. ம கரி 86) ஆனால் க.£ ADDER. 

2 e<daoaere?< dé <2 teeD 

8 deD d>O0 ote. d*? C2 2 d*—2 < 0 அல்லது 
கிகி > 0. & n(2—d*) > 2441 என்றிருக்கும்படி உ என்ற 

மிகை முழு எண் உள்ளது (6... Ait tea a? 

n> i என்பதால்,



  

1\?_ 4,8, 1 
ரி (4+ 7) a ee 

, ப. தர 
+ 

7 
423 உரி 

= 2. 

< d*   

lA 

d+tLep 
78 * a 

d+tsa 

:. ஆவது நிபந்தனை நிரூபிக்கப்பட்டது. 

இப்போது £ி-ல் மிகச் சிறிய விகிதமுறு எண் கிடையாதென 

நிரூபிப்போம், 

D={d;dER, d >0,d*> 2} 

deD என்க. d's விட 0-ல் சிறிய எண் உண்டு எனக் 

காண்பிப்போம், சீ 

m(d’*—2) > 2d (ஈ - மிகை முழு எண்) 

& Ef Kg? —2 
m 

> a’* —   

ஓ மி. வெரி!” 

>2 . 

(a - த்த pD' 
m , Lt
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} 1 ் சட அடி (5 >im>t st) 
mM m ் 

punk ge 
m 

எனவே, £ ஒரு விகிதமுறு எண்ணில் உள்ள வெட்டு ஆக 

முடியாது. 

6-9.1. தேற்றம் : ,4என்பதைஒரு வெட்டு என்றும், ஐ ஏதாவ: 

தொரு விகிதமுறு எண்ணாகவும் கொண்டால் சஈ7 6 4' என்று: 

இருக்கும்படி 4-ல் 40” என்ற உறுப்பு இருக்கும். 8-ல் சில மிகை. 

விகிதமுறு எண்களாவது இருக்குமெனக் கொள்க, re A 

0-7 4' மேலும் 0 6 4 தேற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டது. £ E A’ 

உச 

இப்பொழுதும் “ ,4' என்க. 

wonr>b என்றிருக்கும்படி n என்ற மிகைமுழு எண் உண்டு. 

ஃ்கா க் 

(ஈ3) என்ற இந்தக் கணத்திற்கு ஈ என்ற மிகக் குறைந்த முழு: 
எண்ணாகக் கொள்க. 

om >i 

oo (m—1)r SA 

(m—-1)'+re A’ 

“a= (m—-1y 

6.9.2. & என்பதை விகிதமுறு எண்களிலுள்ள வெட்டுகள்: 

எவ்லாவற்றையும் கொண்ட கணமாகக் கொள்க. 

வரையறை: 48“ &. 4-8(8-ம௦;2௪64, BEA} 

42 என்பது( 2-0: (௪௪4, 02) ) என்றஉறுப்பு வடி.விலுள்ள 

எல்லா விகிதமுறு எண்களின் கணமாகும். இதை ஒரு வெட்டு: 

என்பதற்கு, வெட்டுகளின் மூன்று நிபந்தலைகளை ஆராய்வோம் : 

1. A,B என்பவைகளே காலிக்கணங்கள் அல்லவாதலால்,. 
4-2-யும் காலிக்கணமில்லை. 48, 257 என்பதால் 442: 

2 atbeAtBacAéA be Basia, 

c< ath asmme, c—-b<aacaA.. : 

« embe A c= (c—b)+b
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Bite (c—b) E A, DEB 
» (c—b)+b =c SATB 

8. ac 4 என்றால் d > ச 4/€ 4 என்றபடி ம இருக்கும். 

ee d+b > a+b 

சரம் என்பதால் ஏ 4, ம் 

d+bG A+B. 2 420 ஒரு வெட்டாகும். 

மேலும் 4-8 என்பது 7 கணத்தில்: கூட்டல் விதியை. 
வரையறுக்கிறது. 

6:9.2-1. குறிப்பு: 448 என்றகூட்டல் விதியை வரையறுத்த. 
முறையிலேயே, கூட்டல் பரிமாற்று விதி, கூட்டல் சேர்ப்பு விதி: 
இரண்டிற்கும் கூட்டல் விதி. கட்டுப்பட்டிருக்கிறது என்பது, 
தெளிவு. ் 

Cy என்ற வெட்டை நோக்குக.. 

Co= {nreEeRr>od} 

At+tCo={atrae€ 4rER,r<0} 

7 என்ற குறை விகிதமுறு எண் என்பதால் ர47 ச, ௪ A 

ட சர்ரக4. 

& A+, A 

Guagiha © A,a, > astern Qos@ihury., 

a, € A என்ற எண் உண்டு. 

we Ag, LO a—a, E Co, 

a =a,+(a—a,). © 

Que a, GA, a-a, E Cy. 

ட ஏ 6.40 

சீட்டு. 

அச்சி ரே 

எனவே பூச்சிய உறுப்பு. 0) ஆகும்.. 

4 எ 8 என்றால் 
~A={x ந ய) விக கீ). 

இப்போது --/ஐ ஒரு.வெட்டு. என் நிரூபிப்போம்...
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1, சீ & 4! ஒரு காலிக் கணமன்று. ஃ —~ A-uypib காலிக் 

கணமன்று. மேலும் 4-யும் காலிக் கணமன்று, “. a & A’ 

௮ ரல - கீ. [ஏனெனில் -௭ 4 -81] | 

ac -அதாவது கன் உறுப்பு 4-ன் உறுப்பைவிடச் 

சிறிது. இது.நடவாத ஒரு காரியம். & —AFR. 

உறு ௮ 4 நுவைரடிம கி 2 நலக் 

9, ந தீ 

x<—a’, aed 

x—a' ட. ஐ! 
x< த் <—a a e—A 

x—a’ 

2 
     

_ 4-ல் மிகப்பெரிய எண்ணே கிடையாது. 
4 அக ஒரு வெட்டாகும், 

சம்மு ௨4:01 (மல என்றால், ச கந 4 என்று 

*இபாருள், 

ஜவர ர! ௪ கீ என்றாகும், மு ௮ மர! 

சழ 0] a’ > al]. 

a+x <0. 

சர 60. 

ட சக்கி 

ye 0, என்க, o y <0. 

ந ஐ விடப் பெரிய எண் ஐ எடுத்துக்கொள். 

று] 40 2 நூ-ற0. 

6-9-1. தேற்றத்தின்படி, aca, ae A, yl~yD>od 

sala oe at+(y'—y) =e’ erat Gq. - 

y=at (y’—a') 
y! {0 srarugred y’—al < 0, 

நூரி. இ, 

64, 

2 € கீர்(-௮. 
oe Co Cc + A (—A). 

J At(—A)=Co.



  

-edingietege tes > Resir ம மிகு உறுப்புகள், குணத்தை. Kp 'என்ருல் 

Kp: =a{ ApA EK, சியில் மிகை. விகிதமுறு எண்கள் இருக்கும் 3... 

A, BE Kp 

A+tBEK, sra@rugs Qpofloy, 

இப்போது, 4 ௪ £ என்றால் 4- நே 

A=K»; AEX, என்ற ஏதாவதொரு நிபந்தனை அடைய 

வேண்டும். Cy & Kp —Cy நே என்பதால்... நே 4 க என்பதை 

எளிதில் அறியலாம். : 

Ax#Cy, 4A EG Kp td Aareirs. 

—AE K, என்பதை நிரூபிப்போம்." 

4 எ &£ என்பதால் சீ.யில் மிகை விகிதமுறு எண்களே கிடை 

யாது. மேலும் 4௨ நே என்பதால் எல்லாக் குறை விகிதமுறு 

எண்களும் 4ஃயில் இல்லை. அதாவது 4-ல் இல்லாத குறை விகித 

முறு எண் 2 உண்டு என்பது தெளிவு, 

அதாவது cA ac fis 

s ae at. 

a’ 0 என்பதால் உ < 0- 

மேலும் £' <= <0 

2 0 வத < ஆன் a’.   

a 

on — ஓ “கிவ 

ae aoa 0 என்பதால் - 4௨ 

அதேபோல் 4 எ & என்றால் -- 4: நூ என்று நிரூபிப்போம். 

4 “டி என்பதால், 4.யில் மிகைவிகிதமுறு எண்கள் உண்டு; 

ஃ 4.யில் முழுக்க முழுக்க மிகை எண்களே உண்டு. 

ஃ ந மர. என்பதால் (ீூ 49) --4-யில் முழுக்க முழுக்க 
குறையெண்களே இருக்கும். டத 4 & K,. 

TA > Cy என்று குறித்து. 4-யை மிகைவெட்டு என்போம், 1. 

6
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6-9-4 486 & என்றால் .4 2-9 ஆகவேண்டுமானால் 2... 
என்றுதான் இருக்கவேண்டும். - 8 4 என்க, எனவே B-sir 
ஒவ்வோர் “உறுப்பும் 4:யில். உறுப்பாகும். “மேலும் 8-ல்: இல்லாத 
"உறுப்பு ஒன்றாவது 4-யில் இருக்கவேண்டும். 4 ஏம 
ஆக இருக்கவேண்டும். 

எர; 4 ச, என்றபடி 2., ம, 6 4: இரு உறுப்புகள் எடுத்துக் 

கொள்க, 

ac B 

“=a, <<a 

=a eE-B 

Guwuaih a, —a, > 0 

உச, ௨42 

.A-—-BERK, 

- கி மி) 

அல்லது 8 5 2. 

A > மீ என்க. மேலும் A — - நி என்ற ணத்தில் ஏ குர 22 

ச் ஏ 8£ என்றபடியான (௪47) என்ற விகிதமுறு எண் இருப்ப 
தாகக் கொள்க. 

a+rp0o0 

rid’ 

உ சழ வ 

> B 

~aésB 

“ A+ B(a & A) 

2 என்ற கணத்தில் ச என்ற.ஏதாவது ஓர் உறுப்பை: ப எடுத் துக் 
கொள்க. 

b <b! 

. ba 

டம் 64 

* BCA 

குறிப்பு : 4. கீ எனக்கொள்க. 4-ன் தனிமதிப்பை | 4] 
என்று குறிப்போம்.



42 டே௭ன்றுல், | 4 |. =A 

4 4 ரே என்றல் | 41 - —A 

Ale KGugib 4.4 Cy | Al > Cy 

4 “&£ எனின் 42 0 எனவே 4-ல் உள்ள மிகை விகித 
மூறு எண்களின் கணத்தை 4, என்பேோரம், 

ட A, காலிக் கணமன்று. 

6-905 வெட்டுகளின் பெருக்கல், 

வரையறை: சீ ௧ என்றால் AB என்பதைக் கீழ்க்கண்ட 

விதத்தில் வரையறுக்கலாம், 

1. 4ூ 6௨. 82 டே என்றால், 48 என்பது அதன் , ன 

உறுப்புகள் (489) - (ம்; சக் ஈம) என்று அமை 
யும்படி. ஒரு வெட்டாகும். wee உ கிழான் 

-2° A>Cy, B 41 Co அல்லது A < மே தீத Co என்றால். 

42- - (141-123 

8, Ag Cy = BC Co srarge PAB "= pare) B | 

4. AC) = Cod = Cy -f@bas சமன்பாடு 8-ன் எல்லா 
உறுப்புகள் 41-க்கும் சரியாக இருக்கவேண்டும். ர் இப்போது AB 

என்பதை ஒரு வெட்டு என்று நிரூபிப்போம். - 

ர், இடிய உடு % Ay By என்பவை காலிக் கணங்கள் 

டதத வலு 

*. (48), காலிக் கணம் இல்லை. எனவே, 48 ஒரு காலிக் 
கணம் ம் இல்லை, 4 ஒரு வெட்டு என்பதால் 2-4 A என்றபடி ர” 

ள்ளது... _ Ap sreboor உறுப்புகள் ௪யும் a <a! என்றபடி 

அமையும். ் அதேபோல் 6 2,801 என்னற, ண்: எல்லா 
உறுப்புகளும் அமையும். 

ட ab < a'b’ fe = Aps. மி. = By]. - ப . 

மம் என்பது (48ல் இல்லாத மிகை விகிதமுறு எண், 

AB # R. 4 4 

2, ab E(AB)p [a& Ap, b & By). 
O<c< ab என்று அமையும்படி 8 இருந்தால், . 

r ன 

மில Les. 
a
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ஸ் 26 கன

் 
23 

8. abe (AB)p [ae Ap ழ் € Be] rs 
seh aby 

“தர வெட்டு என்பது ந, 38. ஏன்றிருக்
கும்ப்டி ம், ௭.8. 

ஸ்; E€ Cay. 

”  @tngyth ab, > ab. 

4. (480) எனவே (48)-ல் மிகப் பெரிய எண் திடையா து... 

ஃ. 4 ஒரு வெட்டாகும். 4 13% 15 

குறிப்பு 1:: இங்கு வெட்டுகளின் பெருக்கலில் முதல்விதமாண 

வரையறையைக் கொண்டு .48 ஒரு வெட்டென்று நிரூபித்தோம். 

அதேபோல் மற்ற விதத்தில் வெட்டுகளின் பெருக்கலை- 
வரையறுக்கும்போதும் 4.8 ஒரு வெட்டாகவே இருக்கும். 

குறிப்பு 2: பெருக்கல் வரையறையின்மூலம் பரிமாற்று: 
விதியும் பெருக்கல் ஒருமையின் இருப்பும் உள்ளது என்பது. 

தெளிவு. 

எனவே, & என்ற கணம், மேலே வரையறுத்த முறைப்படி 
கூட்டல், பெருக்கல் இவைகளைப் பொறுத்தது. 0,ஐப் பூச்சிய 
உறுப்பாகவும் ஐ ஒருமை உறுப்பாகவும் கொண்ட ஒரு கள 
மாகும், இதை ஒரு வரிசைப்படுத்தப்பட்ட களமெனவும் கூறலாம். 

ன் உறுப்பை மெய்எண் எனவும், Ke மெய் எண்களாரலான 
-களமெனவும் கொள்ளலாம்... 

குறிப்பு 3: 8-ன் உறுப்புகளின் பெருக்குத் தொகை 5. உறுப்பு ஆதலால், ல் & களத்தின் மிகை மெய் உறுப்புகள் உள்ளன. எனவே, Keg வரிசைப்படுத்தப்பட்ட களமெனலாம். 

6.10 0, என்ற aerases கன்: உறுப்புகளைக்கொண்ட 
கணத்தை 2' என்க, 7 உ &



r—>C, aap மாற்றம் ஐ -2க்குமேல் ஒன்றுக் 
கொன்றான மாற்றமெனக் காண்பி, Ri ஒரு களமாதலால், இந்த 

மாற்றத்தை இற்றுருவ மர.ற்றமெனக் காண்பி. 

7 74. ச.என்றால் 0, ச் டி என்பது தெளிவு. 

7-௮ 0. என்பது ஐ ஈ*க்குமேல் ஒன்றுக்கொன்று 
மாற்றமாகும். 

மேலும் 7 என்ற கணம் கூட்டலைப் பொறுத்தவரை ஒகு 
அடைப்புக் கணமாகும். 

படம உ 2 CrCs=Crs ன 

இனிச்: சமன்பாடு r=0 அல்லது 5 2௪0 என்றுக் சரியாக 
இருக்கும். ட 

அட 0, s> 0 என்றால் 6 2 Co, Cs > oa 

(C, Cs)p = Cr Cred cron ens a pitnqadr 
= {ab abER,OCacnyO~b<r } 

ab <.rs. 

ab © Crs 

Cele © Cree 

0 422 79 என்றிருக்கும்படி 2 € 2 என்று அமைந்தால், 
0:22 சீ. 0 என்று இருக்கும்படி சீ என்ற விகிதமுறு எண்ணைக் 
கண்டுபிடிக்கலாம், 
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os wR Crs COC, * Coe 

Se Cae Gee Ce | | 

ம்றயனசவிள நிரூபிக்க -- ௪ 6, என்பதைக் கெர்ள்ளலாம்.. 

அதாவது , 0, 25 0.என்று எடுத்துக் கொள்க, 

“02 Cs = = {(—C,) - (221 

= —[C.-.+ Cs] 

re Cos 

= Cys 

௩ 222 என்பது பெருக்கலைப் பொறுத்து ஓர் அடைப்புக். 
கணமாகும்.. ச. நேட ௪. Cy என்பதால் 6,., என்பது சேன் 

பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பாகும், . 

ஃடர ௮ 0 என்ற மாற்றம். Rg 2₹-க்கு மேல் ஒற்றுருவ: 
மாற்றமாகும். ் 

611 மெய் எண்களின் சில தன்மைகள் 
6:11:1 இரு வெவ்வேறான மெய்யெண்களிடையே ஒரு விகித. 

மூறு எண் இருக்கும். 

கி,மீஏ£ 4.4 என்று எடுத்துக்கொள்க, 

4 4 மீஎன்பதால் ௪ 2, ஐ 6 4 என்றிருக்கும்படியான ஒரு. 
விகிதமுறு எண் % உள்ளது. 

"மீ ஒரு டெடிகீண்ட் வெட்டு என்பதால், 8-யில் மிகப் பெரிய 
உறுப்புக் கிடையாது. % 43 என்ற அசமமாகவுள்ள y cB 
இருக்கும். 

Py AKO KGB. 

ஃ. டூ.தமக்கு வேண்டிய உறுப்பாகும், 

6-11-2 4, 8 என்பவை மிகை மெய் எண்கள் எனின், ஈ45 2 
என்று இருக்கும்படி ஈ॥ என்ற மிகை முழு எண் உள்ளது. 

4 ஒரு மிகை மெய் எண் என்பதால் (; 5௩ 4 A என்று 

அமையும்படி 9 & உள்ளது. மேலும் 24 6; என்று இருக்கும்படி 
26 ம் உள்ளது. (6:7) தேற்றத்தின்படி ஈஷு 1 என்று இருக்கும். 
படியாக n என்ற மிகைமுழு எண் உள்ளது. 

oo Ca Ce > Ce 

Cr A> CoC > CG D>B. ‘ . 

Cy = 1 என்று கொள்ளலாமாதலரல் 

nd> B
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6-11-33 வரிசைப்படுத்தப்பட்ட களம் /-ன் உறுப்புகளைக் 
கொண்ட ஒரு கணத்தை 4 என்க. ன் ஒவ்வோர் உறுப்பு ; 
என்று இருக்கும்படி /*ல் £ என்ற உறுப்பு இருந்தால், /-ல். உன் 

Gunebereb&o (upper bound) ம் எனலாம். 

மேல் எல்லை எனின், 8414, 94௦ ட ண்றவியமாக் 
உறுப்புகள் யாவையும் மேல்எல்லையாகக் கொள்ளலாம். எனவே, 
3-ல் உள்ள 0 என்ற உறுப்பைவிட 7-ல் குறைந்த உறுப்பு, மேல் 

எல்லையாக முடியவில்லை. என்றால், (ஐ மிகக்குறைந்த மேல்எல்லை 

(least upper bound) ween Oth 

தேற்றம்: மெய் எண்களாலான வரிசைப்படுத்திய . களம் ன் 

உபகணம் ,& காலிக் கணமில்லை என்றும், அதற்கு &-ல் மேல்எல்லை 
உண்டென்றும் கொண்டால், &-ல் க்கு மிகக் குறைந்த மேல் 

எல்லை இருக்கும், 
மி = (A, B, Cusine eve) : 

SCK 

ன் மேல் எல்லை எனக் கொள்க. . 

சி, 2, வே.வஎன்பவைகள் விகிதமுறு எண்களின் கணங் 

களாகும், அவைகளின் கூட்டு ₹/” என்க, எனவே A,B,C 
இவைகளில் உள்ள விகிதமுறு எண்களைக்கொண்ட கணமாக ஐ 

எடுத்துக் கொள்ளலாம். 

£் என்பதை ஒரு வெட்டு என்று நிரூபிப்போம். 

1. 9 காலியில்லாத கணமாதலால் அதில் 4 என்ற ஓர் உறுப். 
பரவது இருக்கும், 4 ஒருவெட்டு என்பதால் ,4-ன் ஒரு விகிதமுறு, 
எண்ணாவது இருக்கும், 4 ௨ 4 என்பதால் /, காலிக் கணமில்லை. 

M, உன் மேல்எல்லை என் பதால் A ஷூ MM, B g M one coe 

,. ACM BC M cere. 

~ LOM aero இருக்கும். 

17 ஒரு வெட்டு என்பதால் நர் * 8 பனி 8 

5, ம 42 'என்று இருக்கும்படி, ஈச 2 6, 6 ஏ 8 என்ற இடை 

உறுப்புகளை எடுத்துக் கொள்க, 

ஈ€ம என்பதால், ர என்பது, A, BC. என்ற கணத்தில் 

ஏதாவது ஒன்றிலாவது உறுப்பாக இருக்கவேண்டும். 26 4 
என்போம், 4 ஒரு வெட்டு என்பதாலும் ம ஃ ர என்பதாலும் 
ம் “கீ மம என்றாகும்.
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8.4 ஒருவெட்டு, என் பதால்:2-42 என்று, அமையும்பூடி,6 4 

என்றிருக்கும். 4.1. என்பதால்,பஒ /.என்றாகும்... . 

“. எனவே ம் ஒருஃ 'வெட்டாகும்: ் டம் ஒரு மெய் எண்களே 

நிர்ணயிக்கும். ச i 

உன் எல்லா “ உறுப்புகள் A-uyib: A C ந. ஏன்பதர்ல் A<sL 

என்று. கொள்ளலாம், [இங்கு 4 ஐ மெய் எண்கள் என்று 

கொள்வோம்]. ல ர 

“  இ.கணத்தின் மேல்எல்லை £ ஆகும். ' 

9-ன் மேல்எல்லை /' என்ற உறுப்பாகவும் இருந்தால் 

ACE. 2ACL 

ee L = டு (A, B, coe ot) ஸ் Ler 

. Ouis எண்களாகக் கொண்டால் 

L<T 

... த ஒரு மிகக்குறைந்த மேல் எல்லையாகும். 

குறிப்பு: மெய் எண்களின் களம், ஒரு வரிசைப்படுத்திய 

களமாகும். மேலும், அதற்கு மேல்எல்லை இருந்தால் மிகக் 

குறைந்த எல்லையும் இருக்கும். 

6-12 தேற்றம் : மெய் எண்களாலான களம் £-ன்- உறுப்பு 
கள் இரண்டை வரிசைப்படுத்தி (ஈ,) என்ற உறுப்பாகக் 

கொண்ட கணம் 6 என்க. 

(டி) * (டிய- (மஊரடி மல் [கூட்டல் வரையறை] 

(ரூ) 2 (௦ d) = (௪2--ற்மீ, 20-00) [பெருக்கல் வரையறை ] 
என்ற விதிகளை :வரையறுப்போம்.. இந்தக் கூட்டல், பெருக்கல் 

விதிகளைப். பொறுத்து (ஐ ஒரு - களமென. நிரூபிக்க. ட பன் 

மேலும் உ எ &, (2, 0) என்ற உறுப்பிலுள்ள் '௦-ன் எல்லா 
உறுப்புகளக்கொண்ட கணத்தை 6-ன்.உபகணமெனவும், அது 

க்கு ஒற்றுருவ மாற்றமாக அமையு மெனவும் திரூபிக்க. 

கூட்டல் வரையறையிலிருந்து பரிமாற்றுவிதி, சேர்ப்புவிதி 
இரண்டுக்கும் வரையறை கட்டுப்பட்டிருக்கு மென்பது "தெளிவு. 
Cer பூச்சிய உறுப்பு (0, 0) என்பதும், (ச, 6)-ன் கூட்டல் 

ன ட உறுப்பு (-- ச, - 6) என்பதும் தெளிவு, : 2.௬ 

EC, 4 1 2) Pee, fy= €ac~ba, ad # be) (e, 5” 

2 “ia வ் 3 வூ : =[ elie“ OD a 

” (acf—bdf-t-adet bee} = 

  

rg’ sab: Sas



  

ம ட் ©. a Ce, f) 1 = (4 5) (ce -df, of + de) 

க் Steet Cues adie bef = bade; acft ade, 

் _ +bhcebdf) 

‘ பெருக்கல் சேர்ப்பு விதிக்குப்' பெருக்கல். வரையறை கட்டுப் 

ட்டிருக்கிறது. 

_@ byt ( 440601 = (a, b) fer d+f) 

, = (ac+ae— —bd— bf, ad +af+be-+be) 

ta 6) (c, d) + (a, ற் (e, fy= (ac—bd, ad + bc) +(ae—bf, af+ be) 

= (ae—bd +ac- - bf, ad+be+ af +be) 

ர்வ 
ர 

ஜ். 

எனவே பரவுவிதிக்கும் வரையறைகள் "கட்டுப்பட்டு இருக்கின்றன. 

(a,b) (ce, 9) = (ac~bhd, ad+bc) 

(c,d) (a, b) = (ca—db) (ch + da) | ன ச 

(a, b) (டில் - (டி)(82) 

ts பரிமாற்று விதிக்குப் பெருக்கல் வையை 'கட்டுப்பட்டிருக் 

கிறது), 
(1, 0) என்பது பெருக்கல் ஒருமை aes 

ee G என்பது ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும்; 

0-யின் பூச்சிய உறுப்பு (0, 0) என்பதால், (௭, 6) பூச்சிய உறுப்பூ 
இல்லையென்றால், ஈ.யும் -யும் 0-க்குச் சமமல்ல. ௭ என்பது £ என்ற 

வரிசைப்படுத்திய களத்தின் உறுப்பாதலால் ஏ” > 0 (a +0 

என்க), அதேபோல் ம் * 0 என்ருல் ப் > 0. ் 

* Ca, b) என்பது ன் பூச்சிய உறுப்பு இல்ஸ்யென்றுல் 

4-2 0. வாய்ப ரட் ச் 0, 

எனவே. Cx இட்து வண் ae SR 
௩ 

ர்ச். 2 ae Bb 

a, by Qt aap 3. “ர aap ல்க டமி படவி டர ச : ௪ a 

a’ + த் 2 ab ab : 
= Git bP ete ae த் 2. ரவ Fat a*+ B* ) ட்ப 

= (1, 0) வனை ப தீ ள் 9 

௪ சென் ஒருமையுறுப்புஃ: (: 315 (4 -ட es 

 



a0 peu Quipscnt git 
ல கடக்க 

(a, 69-ன் பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பு (aie 1 ராத 

a+b? 2 என்பதால் இது 0-ல் ஓர் உறுப்பாகும் 

். 0 ஒரு களமாகும். ் 

ச எ £ என்றுள்ளபடி (௪, 0) என்ற வடிவத்திலுள்ள டேன் உறுப் 

யாக எடுத்துக் கொள்க. அவைகளாலாள் கணத்தை 1! என்க, 

(2,0) —>. a rep மாற்றம் Kiley கக்கு மேல் ஒன்றுக் 
கொன்றான மாற்றமாகும் 

(a, 0) + (6,0) = (a+b, 0) —> (a+b) 
(2,0) (6.0)=(ab,0)—->ab 

எனவே, இந்த மாற்றத்தில் கூட்டல் பெருக்கல் என்பவைகள் 

அப்படியே இருப்பதால் இந்த மாற்றத்தை ஒற்றுருவ மாந்ற 
மெனலாம். 

குறிப்பு: 6 களத்தின் உறுப்பைச் சிக்கல் எண் (ம016% 

Number} sror ph, ஐச் சிக்கல் எண்களின் களமென்றும் குறிப்பிடு 
வோம், 

6-12-14 C என்பது ஒரு வரிசைப்படுத்திய களமன்று. 
C என்பது ஒரு வரிசைப்படுத்திய களமென்றால், அதிலுள்ள 
உறுப்புகளைக்கொண்ட களம் ( ஒரு வரிசைப்படுத்திய அரங்க 
மாக வேண்டும். 

(0, 1) என்ற எண்ணை எடுத்துக்கொள்க, 

(0, 1)? = (0,1) (0, 1) 

= (— 1, 0) 

(1,093 --௮ ௮71 குறை உறுப்பு. 

எனவே, ஈ- (0, 1) என்ற உறுப்பின் ௦ ஒரு குறை உறுப்பாகிறது. 
ஃ Caw வரிசைப்படுத்திய களமன்று, 

€-12-2 ஒரு சிக்கலெண்ணின் இணையெண் (Conjugateof a 
Complex Number) 

u= (1, by crap எண்ணின் இணையெண். : 

a® = (a,—b) என்போம். 

u= (a,b) v= (c,d) என்க,



களம்...” e Ok: 

(u+v) = ((a, b) + (c, d) J* 

= (atc, b+d)* 

= (ate, — b—d) 

u*+y* = (a, — b)+(c—d) 

= (a+c, — b—d) 

= (u+v)* : 
(u v)* = ( (ay 5) (6, a) )* 

s= (ac— bd, ad+bc)* 

== [ ac — bd,—-(ad + bc) | 

uty* = (a,—b) (c,—d) 

= (ac—bd,—ad—be) 

= (uv)* 
ஃ 8௮ ) என்ற 0 6-க்கு மேலுள்ள ஒன்றுக்கொன்றான- 

மாற்றத்தில் கூட்டலிலும் பெருக்கலிலும் மாறுபடாமலிருக்கும். 

4/4: மர் என்ற மாற்றம் ஒற்றுருவ மாற்றமாகும்; 

6:12:3 சிக்கலெண்ணை வடிவ கணித முறையில் குறிக்க 

(4,5) என்ற சிக்கலெண்ணை ஈம என்று எழுதுவோம்... 
எனவே ம- (0, 1) ஆகும், 

(a, 6) என்ற எண்ணை, a, ம என்பன டர என்ற அச்சுத் 
தாரங்களாகக் கொண்டு பகுமுறை வடிவ கணிதத்தில் %,ந அச்சு 

_ களை எடுத்துக் குறிப்பிடவும். 

Y 

ஃ OP=yartb 
tan Q = tan'x OP: i : ) 

உரத்த ழு ஆ அம ப 

ச் டி ட டயர் fy cele poo BR தி Ae,
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va*+h* =r = ol Gnagubisy {800° one 

tan "Wg )= 0 - வீச்சம் (amplitude என்றும் குறிக்க. 

த sw 

மேலும் ச: 70080 டல தரள ட ட a 

ந - ரஸ்9 என்பதால் — a 

at+ib = r(cos +i sin Q) என்றாகும், 

u = (a, b) = a+ib= (cos 6 +i sin’ 69. 

v=(,a)= c+ id=R (cos 6+isin Q) 

-என்று எடுத்துக் கொள்க, ட்ட eS 

uv = (ac—b1, ad +bce) 

= (12 க்கி) *7/ (சமீ 420) 

_ = (r cos @ R cos ¢—rsin@ R sing) 

+ i (r.cos 6 R sin ét+rsinQ@ Reos¢) . 

— Rr [cos (649) +isin (6+9)] 

எனவே 8௨, ॥ என்ற இரு சிக்கலெண்களைப் —r 
- அவைகளின் மட்டுகள் பெருக்கப்படுகின்றன. ஆனால், வீச்சம் 

கூட்டப்பட்டிருக்கிறது என்பதையும் கவனிக்க. 

“612-4 தேமாய்வரின் தேற்றம் ( De-Moivere’ $ Theoret) 

ஈ என்பது ஒரு மிகை முழு எண்ணாகவும் u=r(cos@ +i sin 6) 
- ஏன்றும் கொள்க. i 

u®=r" (cos n 6+ isin é) என்று நிரூபிக்க. 

u"=r" (cosn 6+isin n 9) jeremy என்ற கூற்றாகக் 
கொள்க; 

S; settee’ கூற்றுச் சரியே. 

டிடி uk = zk (cos k ay sin k 6). என்று கொள்க, 

ukt+? = yky, 

=* (cos k 6+i sin k Q) r (cos,6+/ sin Q) 

=rkt+> (cos (k+1) 6+isin (K+1) 6... 

எனவே $&,, கூற்றுச் சரியே, ஆகவே, தொகுத்தறி முறைப் 
வடி தேற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டுவிட்ட து,



RMD es ‘ge. 

612-5. வ௭ஈரயறை !* Level © என்வும் உ 2 1 என்பதைமிகை 

முழு: _ Cg ER we Cera Ee: ய என் ருல்;.. ஐ: “Or n மூலம் 

என்போம், - மலடி ஊர ம 

  

தேற்றம்: மல 1 மடு + isin 6) என்பின் ச ஈ, 8 மூலங்கள். 

— i a 

இதன் இரு, மூலம்? v = s s (cos. ந். de isin ஈஸ என்க. 

ms i y = sf (cos, ad Es isin ‘= 

r (cos 9 + isin Q) ஆகும்: 

வடி வச 

  

i 

மேலும் ஈழ் - 0 என்றாகும். 

அல்லது: :: 54860” £ என்றாகும். :' 

+ 860°. ழ் த்தது 
ஒரு ச என்றாகும், 

  

eS நிதிக்ன , {92 a) ட்டு 04990: 
“எச் புர 502 + isin “4 

என்றாகும், 
இங்கு £ என்பது ஏதாவதொரு முழு எண்ணாகும், 

கிளைத் தேற்றம் : ப - 1 என்றால் 

க 1௯ நீ (0080-9100) என்றாகும். 

ந்த... 8605 
ரு ௮ 1( cos “த + fsin of 

n 

860° 8606 
(cos = + isin 

ae sr 
ன் வெவ்வேறான மதிப்புகளும் ( cos + isin ~ 

  

    

என்பதன் மடங்குகளாகவே இருக்கிறது. - 

860” 860" 
_ 60s —- + isin ~~ ௯ 1) என்றால், 

ன் மற்ற மூலங்கள் 12”) Wy sop ane ௮௨௮ என்பவையே, -... 

ஆ ௯ ந என்பது தெளிவு, ்



இக் தவ இயற்கணிதம் 

_ பயிற்சிக் கணக்குகள் 

3. என்பதை ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட லுச்டிகிகபிடைய்பிழி 
காற்று வளையமெனக் கொள்க, ச, 6,834 0 எனின்: ம.ஐ = b 
அண்று இருக்குமாறு % 2.௩ உள்ளது. Rx ஒரு களமெனக் காண்பி. 

2. மிகைமெம்யான எண்கள் எல்லாவற்றையும்கொண்ட 

கணமாக 5 ஐ எடுத்துக்கொள்க, “1 "க்குச் சமமாக இல்லாத 

மிகை மென் எண்ணாக ஐக் கொள்க. ஈம் ௨௨ என்ற உறுப்பு 
கனினிடையே 6, ஒ என்ற கூட்டல் saa: 'விதிகளைக்: கீழ்க் 
கண்டவாறு வரையறுப்போரம் : ட் 

சடம் - மி 

a®b= alogx 

இந்தக் கூட்டல் பெருக்கல் விதிகளைப் பொறுத்து, Pa ஒரு 

களமென நிரூபி. % 

3. 8 என்ற வளையத்தின் ரன்கள் எண்ணிக்கை : முடி 
'வுள்ளதாகக்கொள்க,. 6 ௪0. 5... 

(11௱॥7- 0என்று இருக்கும்பிட் ற் என்ற மிகை. முழு எண் 

உள்ளதென்று காண்பி, (2) க்குப் பூச்சியச் சிறப்பெண் கிடை 
யாதெனவும் காண்பி: 

4. ப என்ற எண் அரங்கத்தில், பூச்சியமில்லாத உறுப்பு * ர.* 

என்பது, வ என்ற மிகை முழு எண்ணுக்கு, ma = 0 என்ற சமன் 

பாட்டைச் சரிசெய்கிறது. : அப்படிப்பட்ட முழு எண்களில் மிகக் 
குறைந்த எண் £.யின் சிறப்பெண் :என நிரூபி, . ஆனால், ற ஒரு 

வளையமெனின், . மேற்கண்ட முடிவு. இருக்கவேண்டுமென் பதில்லை 
அயனவும் நிரூபி, ் 

5. 77 என்ற களத்தின் உறுப்புகள்-௬ ம், ட மீ என்க, 

(1) @*)*=a . 

(2) (-a)-*= —(a-*) . 

(8) ௭/2 a 
|d = ad ட 

1a = 55 = 

(4) - tH 55 “என்ற சமன்பாடுகள் சரி எனக் காண்பி, 

6. ஈம் என்ற அமைப்பில் :ர) 5 என்ற மிகை அக்தமுறு 

ண்கள் இருந்தால் ஸர், > எனக் eee



களம்... a6 

ur-+os 
uty Ty 18 & Ress ஆட ௪ மீட என்றால் உ ஒட்ட '“[சஎனக் 

காண்பி. ச 

8 rs GR n என்பது மிகை முழு எண் என்றால் 

r 4 ty 5] qe tn < s என்றிருக்கும்படியாக ty fq சஷி, என்ற 

விகிதமுறு எண்கள் உள்ளனவென்று காண்பி. - 
es 

9. ம என்பது வரிசைப்படுத்திய எண் அரங்கமெனின், டன் 
ுவுகளும் வரிசைப்படுத்தப்பட்டதென்று நிரூபி. 

10. 4 என்பது ஒரு. வெட்டையும், A’ என்பது ' பயில் 
இல்லாத விகிதமுறு எண்களான கணம் எனவும் சொண்டு, கீழ்க் 
கண்டவற்றை நிரூபி... 

(1). கின். ஒவ்வொர் உறுப்பும், ,/-ன் உறுப்புகளைவிடப் 

பெரியது. உட 

(2) Ai 9@ mill earvindiyy: 

(8) A தகிட ட ம 

(4) acd, b> a srg b © A 

11. ந2 எ 7 என்றால், rcs என்று "இருந்தா" லொழிய 
2.6 என்று இருக்கமுடியாதெனக் காண்பி, 

12. 4240 என்றிருக்கும்படியாக 4, 2 என்பவை வெட்டுக 
ளென்றால் 4௨8 ஆகவோ, மீட 4 ஆகவோதான் இருக்க 
(வேண்டுமென நிரூபி. 

18. 4 ஒரு வெட்டென்றும் / 2 என்றும் கொண்டால் 
௮ [ரர்ம, உ 4] என்பது ஒரு வெட்டென நிரூபி, 

14. 11ஆம் கணக்கின் மறுதலையை எழுதி திரூபி. 

15. 4௨& 7 ER என்றால் 0 ௮ 4 என்றால் மட்டுமே 
re A cor ped. 

16, வெவ்வேறான இரு மெய்யெண்களுக்கிடையே வெவ் 
'வேருன 42 விகிதமுறு எண்கள் உள்ளன என்று காண்பி, 

17. வெவ்வேறான இரு விகிதமுறு எண்களுக்கிடையே ஒரு 
விகிதமுறு எண் உள்ளதெனக் காண்பி, 

19. வெவ்வேறான இரு மெய் எண்கணுக்கைடக விகி 
முறு எண் இருக்குமென நிரூபி, டத் ்
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ல நக. மர் எண்பவை ஒரு சிக்கல் எண்ணையும், அதன். இணை 
எண்ணையும் 'குறித்தால், கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபி, 

(1) ஊர் “௨ 

(2) நர 

(9) (௫) *2ம. 
(4) 1 74 0. எனின் (u-*) ன (u*)- ன் 

(6 wek என்றால்தான். u =e ஆகும், 

20. § என்பதை ஒரு வளையமாகக் கொள்க, அதிலுள்ள 
உறுப்புகள். வரிசைப்படுத்திய " Qos (௪, hy ஆல் : ஆன: BRT SOS 

Paste: 'சிகீகல்' எண்களுக்கான கூட்டல், பெருக்கல் வரை 
யறைகளைப்போல் உள்ள வரையறைகளைக் கொண்டு .7' ஒ௫ வளைய் 
மெனக். காண்பி, எப்போது 7' ஒரு பரிமாற்று. வளையமாகும்? 

21. கீழ்க்கண்டவற்றை, மட்டு, வீச்ச வடிவில்:'மர்ற்றி 
எழுதுக. vette BE ata oO 

1, 842 4, —3—4i 
2 I—iV8 -. 6 1 

8. -V8 +i 6; —1 
7. | 

82; கீழ்க்கண்டவற்றின் மதிப்புகளைக் கண்டுபிடி, 

1; (1+i)° 

2. (4535 
1 ஆ த 

+ _v8s 8. G 4 

க் ‘= = + iz) 
28, ust AéSSOvarenist Bevr sraor u* sreir ee, 

187 | எ 

2: uu* - = |u| * 

  

% ‘tt பூ பர் [ம* 0] என்று காண்பி. 

-. 24. 200 என்றால் டிமாவேரேயின் தேற்றம் எல்லாக். or 
முழு எண் 'ஈ“க்கும் நிரூபிக்கலாமென்க்“காண்பி2: -.- அ
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25. wee 1. | vt+uj<ai{[alttivi. 

2 புர] ]]1-]19] 

என நிரூபி. 

26. 06௨0௦ ) 4 0 என்ரால் 

| = | = ர என நிரூபி, 

27. 3-1 என்பதன் எட்டு மூலங்களைக் கண்டுபிடி, 

28. 1 என்ற சமன்பாட்டின்: ஆறு மூலங்கள் 3-7 

என்பதன் மூன்று மூலங்களும் me குறை antares 

எனக் காண்பி. :: ) 

> 99. தழ்க்கண்டவற்றின் மதிர்பைக் கண்டுபிடி, 

1, (VB +i)* 

2 (pe 
9, (2i—2)3 

(80. 27 1. என்ற. "சமன்பாட்டின் “தலங்களின் ஒன்றின் 
பெருக்கல் எதிர்மாறு உறுப்பும் மேற்கண்ட சமன்பாட்டின் 
மூலமெனக் காண்பி. %



7... பல்லுறுப்புக் கோவை 
(POLYNOMIAL) 

7:1 ௫ என்பதை ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளைய 

மெனக் கொள்க, ஐ நிர்ணயிக்கப்படவேண்டிய gir 
உறுப்பாக எடுத்துக் கொள்க. 

ao நூ + ay x* + a, x? + eee ce + an தா ரா = குறையில்லாத. 

மூழு எண்]; க கிர 0, 1,&,..... 1] என்ற கோவையை எடுத் 

துக்கொள்க, இதை ,5-ன் மேல் 3.ல் உள்ள பல்லுறுப்புக் கோவை 

(Polynomial in x on S) ereirGumid. 

72 f(x) = ay X° $+ ay x2 4 பெ வடர 

சி ஆக + by x8 3 பபப 2 0] 

ம, 6. fi ௯ 0, 32 ௮௯ m] 

F(x) = g(x) என்றால் பூச்சிய குணகங்களையுடைய உறுப்பு 
களைத் தவிர்த்து 7 (௨9-ம் ஐ(20)-ம் சர்வசமம். எனவே, பூச்சிய: 

குணகங்களையுடைய உறுப்புகளைச் சேர்ப்பதாலோ, விட்டுவிடுவ 

தாலோ ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவை மாருதென்பது இதன் பொருள்” 

7:53 ஜப் பொறுத்து நிர்ணயிக்கவேண்டிய ந ஐக் கொண்ட. 
பல்லுறுப்புக் கோவைகள் ?எல்லாவற்றையும்கொண்ட கணத்தை. 

5 [2] எனக் குறிப்போம்; 

f(x), g CX) ES [x] crete aged, _ 3 
F(x) +g (x) = (8 + by) x? + (a, + by) xt + cee ove one. 

என்று கூட்டலையும், 

fO)-8 (%) = (aq by) X9 + (ag by +, bo) X* + (ao bg + 
15, + ay By) X? + ereeee +1 Cn Din) நாக என்று பெருக்கலையும்- 

வரையறுப்போம். 

அதாவது கூட்டல் வரையறையின் படி, @



பல்லுறுப்புக் கோவை 
1: 

f(x) ௩௪2 (39 என்ற பல்லுறுப்புக் கோவையில் :-ன் குணகம், 

ரீ, உ இவைகளில் டின் குணகங்களின் கூட்டல் ஆகும். 

மேலும், பெருக்கல் வரையறையின்படி / (20. 2 (x) என்ற கோவை 

யில் ன் குணகம், ௪, 4, என்ற வடிவிலுள்ள எல்லா உறுப்புகளின் 

கூட்டுத்தொகை ஆகும், [இங்கு ச, ச என்பவை குறையில்லா 

முழு எண்களாகவும் 4௪57 என்று அமையும்படியும் இருக்க 

வேண்டும். ] 

73.1 தேற்றம்: மேற்கண்ட கூட்டல், பெருக்கல் வரையறை 

களைப்பொறுத்து [x] என்பது ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று 

வள யமென நிரூபி, 

கூட்டல் வரையறையிலிருந்து, அது கூட்டல் பரிமாற்று விதி, 

கூட்டல் சேர்ப்பு விதி இரண்டுக்கும் கட்டுப்பட்டிருக்கிறதென்பது 

தெளிவு. 

f(x) + O-x° = (ay + 0) x9 + ay ர ம் வெர் ரம 

எ ஜீ 4 ஏழ” பபப வைட்ட பலர 

= f(x). 

எனவே, பூச்சிய உறுப்பு 0. £” அதாவது எல்லாக் குணகங் 

களும் பூச்சியமாகவுடைய கோவையே பூச்சிய உறுப்பாகும், 

மேலும், 

[4 ஜூ + a, x 4 ௮௦௯௦௨ Qn 3] + [(—a) 30 + (— a,)x* 

+ (-an) x9] = 0 x° 

3 நக ம க + —-. + கர என்ற கோவையின் 

கூட்டல் எதிர்மாறு உறுப்பு. 

(— ao x? + (— a,)x* + seoeee... + (- an) x" என்றாகும். 

f(x) + g(x) ere UGH 2/-ன் குணகம் 

Qo bj +4, 5—- 1. டார் 0] by 

g(x) + f Cx) retro Hed x!-cor குணகம் 

நடம் 4 ம்டகா1 அடர் bj ao 

இங்குள்ள a, ம் என்பவை எல்லாம் ஒன் உறுப்புகள் 

என்பதாலும் 5 ஒரு பரிமாற்று வளயமென்பதாலும், 

a) bi + a, த டம் டர் a6, =ba +b,4,-—1 

ove ene 088 + bj 80 

f(x) g(x) = g@) Sf)
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எனவே..$ [ல் பெருக்கல் வரையறை. அகதித் சகன் 

அிட்டுரகட்டிரக்கிறனா wea ் 

n fey = eG ‘x9 oe ©) தி 28 பகை + 2 என மூன்றாவது 
ரச் 

beans கோவையை எடுத்துக் கொள்க, 

[42000] 00) என்பதில் 5!.ன் குணகம் (௨,4்.)௩ என் ற வடி 

விலுள்ள எல்லா உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை ஆகும்; .. [இங்கு 

ர, 1 குறையில்லா முழு எண்கள் என்பதும் vr +s + t= i ores 
பதும் ந்னைவு கூர்க.] 

அதேபோல் 7 (0 [சமர் (20) ] என்பதில் /-ன் குணகம் 
௮, (பி. என்ற வடின்துள்ள எல்லா eae கூட்டுத் 

தொகை, 

aabe ES 

(a, bs) Ce = ௪, (20 ஆகும். 

ஃ& டி [2ப-ல் பெருக்கல் சேர்ப்பு விதிக்குக் கட்டுப்பட்டிருக்கும். 

5 [0பி-ன் ஒருமையுறுப்பு 1 . $? என்பதும் தெளிவு. 

S [x] என்பது ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளைய 

atk புலனாகும். 

| 7-3-2 தேற்றம் ₹ டி உடன் ஒஓற்றுருவமாகவுள்ள உப 

வளையம் ட [7-ல் இருப்பதென நிரூபி, 

$ [0-ல் ஏ. ந? என்ற வடிவிலுள்ள எல்லா உறுப்புகளையும் 

கொண்ட கணத்தை $' என்க. 

8-0 ௮ ம என்ற மாற்றம் $'ஐ 5-க்குமேல் ஒன்றுக் 

Gungud, ax° + bx® = (4+ b)x° —+ a+b 

(a x°)- (bx°) = (a b) x®° —- ab 

என்பதால் கூட்டல், பெருக்கல் விதிகள் இந்த மாற்றத்தினால் 
பாதிக்கப்படவில்லை. 

ஃ 5 என்பது 5-ன் ஒற்றுருவமாகும். 
மேலும் 4', 5 [20ீ-ன் ஓர் உபவளையமாகும். 

73:58. தேற்றம்: 5 என்பது ஓர் எண் அரங்கமாயிருந்தால் 
ஒழிய £ [2] ஓர் எண் அரங்கமாகாது.
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உதவித் தேற்றம் (1.2) 

வரையறை : $ [2] என்ற வளையத்தில் / (டு என்பது பூச்சிய 
மல்லாத உறுப்பாகக் கொள்க. 7ீ (ல் ஈன் குணகம் பூச்சிய 
மாகாத படியாகக் குறையில்லாத முழு எண் *ஈ£ என்பது மிக திக 

மான எண் என்றால் /(0)-ன் படி (063௦6) “1” ஆகும். ச? என்பது 

7 0 முன்னிற்கும் உறுப்பாகும். 

S என்பதை ஓர் எண் அரங்கமாகவும் 7 (20), £(யூ என்ப 

வற்றை 5[2]-ன் பூச்சியமில்லாத உறுப்புகளாகவும் எடுத்துக் 

கொள்க. 

[/0) 820 ]-ன் படி - 7(0)-ன் படி 4 2 (00)-ன் படி என்று 
நிரூபி, இ 

700, 2 (0) என்பவை 7பூச்சியமில்லாத உறுப்புகளாதலால் 
அவைகளுக்குப் படியுண்டு. அவைகளை முறையே ஈ, * என்க, 

BASTUH 07 FO, by ZO. எனவே, ரீ.0ூ.ஈ(ு என்பதன் 

படி “2 * “டக்கு மேல் அதிகமாக இருக்கமுடியாது. 

மேலும், $ என்பது ஓர் அரங்க.மாதலாலும் ஐ, 4 0, 60 
என்பதாலும் ௬ம், 2 0 

Qn bm என்பது ஈடன் குணகம் 

ஃ 7009) -2 பெ என்பதன் படி ஈ 4 ஈ ஆகும். 
SO), உ(0 என்பவை $. பில் பூச்சிமில்லாத உறுப்புகள் 

என்பதாலும் $ என்பது எண் அரங்கம் என்பதாலும் 5[ ]-ன் 

உறுப்பாகிய / (ப) - ஈ(9-க்குப் படி உண்டு. அது பூச்சியமன்று, 

டி [பபீ-ம்.ஓர் எண் அரங்கமே. ' 

மேலும், 5 $ [பூ என்பதால், $ [௩] எண் அரங்கமாக 

இருக்கும்போது 5-ம் எண் அரங்கமாக அமையும், 

7-4  ஒப்புறவு மாற்றம் (11000010111500) 

வரையறை: /---.॥' என்ற மாற்றம் (7 என்ற வளையத்தை. 

7” என்ற வளையத்திற்குமேல் மாற்றி, கூட்டல், பெருக்கல் விதிகள் 

பாதுகாக்கப்பட்டதால் இந்த மாற்றத்தை ஒப்புறவு மாற்றம். 

என்போம். 

குறிப்பு: மேற்கண்ட மாற்றம் ஓன்றுக்கொன்றாகவும் இருந், 

தால், அது ஒற்றுருவ மாற்றமாகும். 

மாதிரி: 70 ---7(6ு). /மக$ழ்பி ட என்ற 

மாற்றத்தை நோக்குக, ் vt
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இதன் மூலம் S[x], -க்குமேல் மாற்றப்பட்டிருக்கிறது. 
கூட்டல், பெருக்கல் விதிகள் பாதுகாக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 

ஆனால், 7(29) போல் வேறு பல்லுறுப்புக் கோவைகள் 7 (2)-க்கு 

மாற்றமுடியுமாதலால், இது ஒன்றுக்கொன்றான மாற்றமில்லை. 

வரையறை: 7 (3) எ.$][3]$ ரீ (0) - 0 என்றிருக்கும்படி 

7 € டி என்றும் 70 என்ற பல்லுறுப்புக் கோவையின் [7 (பு - 0 

எனச்: சமமாகும்படி இருக்கவேண்டிய அவசியமில்லை ] மூலம் “ர? 

என்போம். 

குறிப்பு: வளையம் $ஐ ஒரு களமாகக் கொள்வதால் சில 
தன்மைகள் உண்டு. எனவே, ஃஐக் களமாகக் கொண்டு /' என்று 

குறித்து நோக்குவோம். 

7.5. 7 என்பது களமாகும்போது 7 [2] ஓர் எண் அரங்கமாக 

இருக்கும். 

2” என்ற களத்தின்மேல் நிர்ணயிக்கப்படவேண்டிய உறுப்பு 
% ஐக் கொண்ட பல்லுறுப்புக் கோவைகளால் ஆன வளையத்தை 

[2] என்போம். 7 (0), 200) ௪ 700 

F(X) = 2 (x) 4 (9 என்று அமையும்படியாக 6 (2) எ ச[22] 

இருந்தால் 2 (பூஜ 1 (x)-oF காரணி என்போம். 

குறிப்பு: /5ன் பூச்சியமில்லாத உறுப்பு A என்க, அதாவது 

A: x°e F[x] 

NCA TSO) =f Cx) என்பதால் 7 [ப/-ன் எந்த உறுப்பு 
SF (x).466 X% ஒரு காரணியாகும். 

மேலும்,/ (பூ - ௪0.4 (பூ என்றால் 

ரீ“ 0௪0 [)* 00] என்றாகும். எனவே உ (29) 
என்பது ரீ(்.ன் காரணியானால் ), ச (ஐ0)-ம் ரீ(59-ன் காரணி 

யாகும். 

7-5-1 ரமி, 67 [202 சமி 4 0 என்றால், 
ரிு -சடபி. (ம4 (0) என்று அமையும்படி ர(09-ம் £ (0-ம் 

720) உறுப்புகளாகும். மேலும், ம - 0 அல்லது r (x)-or 
யடி - ச (ஜின் படியாகும். 

1: ரீ0-0 அல்லது ரீ (டன் படி7.௮ g(x)-cr Un 
என்றால் (0-0 r(x) = f(x) என்றாகும்.
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2. g (x)-er uy. = 0 mare 90) = ALN EBX 40 

“S(x) = INF (X)IX 

~ 9x) = A*Sf(X)s r(x) = 0 என்றாகும், 

8. இப்போது, ஈ படியுள்ள பல்லுறுப்புக் கோவை 7 (29-க்கும் 
பூச்சியமில்லாத பல்லுறுப்புக் கோவை ௪ (20)-க்கும், ர (x), r (x) 
என்ற பல்லுறுப்புக் கோவைகள் உள. 

f(x) = 9 (*) ௪02. 4 (2 என்ற சமன்பாட்டைச் சரிசெய்யும் 
என்ற கொள்கையை உ என்க. 

பி) கொள்கையை எடுத்துக் கொள்க, 

f(x)=ax+b; g(x) =cx + d sree. 

f(x) =ac-*(ex+d)+bmac*d — 

Dag g(x) = ac-*s r(x) = b—acm~* ரீஆகும். 

$; என்பது சரியே. 

இந்தக் கொள்கை -க்குச் சரியென்று எடுத்துக் கொள்க; 

டட: FX) = age y KET A பெ (Okey FQ) 

0 < g (x)-or um < k 4+ 8 என்க. 

௪(்-ன் படி ‘mm? creer |S g (x) = by XT + arecceece Dn % O; 

OQaemsk+i 

FE (x)= Bm? age ett oCa)t PF (x)—bn * Gey xkt* g(x) 

t(x) = f(x)— bn * age Bet ge (x) என்பதன் xt? 
.குணகம் - 0 என்பது தெளிவு, ் 

70-00 அல்லது/(29-ன் படி 04 4 

ஃ 0 சமச் [2 7009-ன் படி 6] 

ஆகவே, அதற்குக் குறைந்து இருக்கும். 
oe f(x) = [ட * மடலை 300௪௩ 0 
ஃ 8 ட என்பது சரியே. 

ஆகவே, தொகுத்தறியும் முறையின்படி தேற்றம் “9” என்ற எல்லா 
மிகை முழு எண்களுக்கும் நிறுவப்பட்டிருக்கிற து. 

கிளை த்தேற்றம் 

g(x) = x-c3 2.2 சி என்றால்
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உச்சமாக | 

» f(xy=r 

எனவே, 700 - q (x) (x—c) + f(c) 

“ FO) ௨ 70; 2 6 /என்றால்7(2)ஐ (2-௦) வகுக்கும் 
போது ஏற்படும் மீதி / (௦) ஆகும். மேலும் / (:3.ன் காரணி (ஐ 
என்றால் / (௦) -0. அல்லது, 7(20-ன் மூலமாகத்தான் இருக்க. 
(வேண்டும். 

7:5:2 7000) 6 7 என்ற பல்லுறுப்புக் கோவையின் படி: 
“1” என்றும், நா என்பது முன்னிற்கும் உறுப்பு என்றும் கொள்க. 
0, ஜே. ௯0 என்ற 7(0-ன் மூலகங்கள் களத்தின் வெவ்வேருன- 

உறுப்புகள் என்றால், ர 

F(x) - 8 (8-0 (ரல eee ose (x—en) என் நிரூபி. 

60 என்பது 7ீ(:).ன் ஒரே மூலமாகவும், 7 (20-ன் படி ₹1* 
என்றும் கொண்டால், ் ட்ட. 

7062- (௨20 -என்பது தெளிவு. 

இப்போது /(20)-ன் படி (6-1) என்க. ௦, 7 (0ூ.ன் மூலமெனின் 
F() = q(x) (x—c,) 

q (x)-cir uy k ay eid. 

தேற்றம் தொகுத்தறி முறையின்படி :%”.க்குச் சரியென்று 
கொள்வோம். 

Ci என்பது 7029-ன் வேறு ஏதாவது மூலமெனின், 

f(ci) = 0 

அதாவது ர(6)(6--210)-0 
“2-க்கள் எல்லாம் வெவ்வேறானவை, ஆதலால் 

G—c, #0 

“ g(a) =0 

அதாவது 8 (54 ௦;) ர (20)-க்கு மூலமர்கும். 
“Ce, fgiscatins என்பவை, ஏ(0.ன் வெவ்வேருண 

மூலங்கள் ஆகும், “உ 

oe Q(x) = a(x — 5) (x சு ௮ யூர்
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லே-.8(ம-209) (2- சி... பூவு 

ஃ தேற்றம் (k 4* 19-க்கும் சரியென்றாகிற.து. 

ஃ.. தேற்றம் 4 என்ற எல்லா முழு எண்களுக்கும் நிரூபிக்கப். 
பட்டுவிட்டது. 

கிளைத்தேற்றம் 1 

2” என்ற களத்தின்மேல் உள்ள 4” படி பல்லுறுப்புக் கோவை. 

f (X)-&6 க்கு மேற்பட்ட வெவ்வேறான மூலங்கள் கிடையா. 

F(x) = a(%— C1) (x — Cg) ஆ. ௮ வ என்று நிரூபிக். 
கப்பட்டுவிட்டது. 

2 என்பது 7 (20).ன் வேறு ஏதாவது மூலமானால்' 

a(e — €,) (6 — Cg) ee C6 — Cn) = O 

AAD 2: உ) அல்லது சூ ee 

அல்லது ॥- ௩ என்றே அமைய வேண்டும். 

ஃ  ரீே-ன் மூலங்கள் 8), டூ ௮.௨௫ என்ற 4? மூலங்களே:- 

தான் இருக்கும். 

கிளைத்தேற்றம் 2 

ச” என்ற களத்தின் மேலுள்ள இரு பல்லுறுப்புக் கோவைகள்: 

ச(ல, 4 (0) என்பவை 7/-ன் ஒவ்வோர் உறுப்பு “9”-க்கும். 

gs) = h(s) என்று அமைந்தால், 

g (x) = h(x) 

ff) = த் - (0) என்று எடுத்துக் கொள்க. 

70 - 0 [இங்கு என்பது 77என்ற களத்திலுள்ள எல்லா. 
உறுப்புகளுக்கும் பொருந்தும். ] ் ் 

£0-ன் படி (2), 0) என்ற கோவைகளின் படிகளைவிட 
அதிகமாக இருக்கமுடியாது, ஆனால், மூலங்கள் 7ீ (ஐ-ண் 

படியைவிட அதிகமாக இருக்கின்றன. இது நடவாத காரியம், 

டட 4 தீஜ௬0 
g(x) = h(x)
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76 வரையறை: 7 [:7-ன்: பூச்சியமில்லாத : உறுப்பைப் 
- (ஊ௦11௦) பல்லுறுப்புக் கோவை என்றால், அதன் முன்னிற்கும் 
“உறுப்பின் குணகம் “1? ஆக வேண்டும்; 

வரையறை : 78[%]-ல் உள்ள மானிக் மல்லுறுப்புக் கோவை 
சீம என்பதை ச []-ல் பூச்சியமில்லாத இரு உறுப்புகள் 7 (2, 

g(x) என்பவற்றின் மிகப்பெரிய பொதுக்காரணி என்றால், 

1. 7(20)-க்கும் ச (2)-க்கும், சீ(ஐு0) காரணி ஆகவேண்டும். 

“மேலும், 

2. f (x), g (ல. என்பவற்றின் எல்லாப் பொதுக் காரணி 
-களும் d(x)- காரணியாக வேண்டும். 

வரையறை: 7200-4 g(x) t (x) 

(1 (x), ¢ (x), 5 (x), x) © F [x]) 

என்பதை 7 (20, 2 (20) ஒருபடிச் சேர்ப்பு என்போம். 

2:6:1 70,௪0௦ என்பவை சறபி.ன் பூச்சியமில்லா 
உறுப்புகளெனின், 706), ௪00 என்பவைகளின் ஒருபடிச் 
'சேர்ப்புகளின் குறைந்த ee மானிக் பல்லுறுப்புக் கோவை 
70, 20. என்பவற்றின் மிகப்பெரிய பொதுக் காரணியென 
Hg. 

PO) = ax) g(x) +O) (ஜ0-ன் படி ௮ உ(259-ன் படி 
&(X) = qi (*) rr (X) +74 (x) ஈடன் படி 2) டன் படி 

(x) = Go (A) ri (X) + ory Cx) r(x) cir ung. <r, (x) -68r படி 

Tk-2 (x)= கடட) (லு யுன் படில | ம-ன்படி 
சட்டி - டிடி 
rk (x) என்பது கடைசிப் பூச்சியமில்லாத மீதி ஆகும். இதில் 

Bobs, (x) என்பது 7(0), ஈ(09) என்பவற்றுக்குப் பொதுக் 
“காரணியாகிற.து. 

மேலும், 7 (2), 20) என்பவற்றின் பொதுக் கழுவக் 
பாவையும் £, (லன் காரணியாகின்றன. 

__ Tk மேன் முன்னிற்கும் உறுப்பின் குணகம் ௦ என்றுல் 
2 ”௩(2) என்பதை .மானிக் பல்லுறுப்புக் கோவையாகக் 
கொள்ளவும்,
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r(x) என்பது 7ீ(20, 2(2) என்பவற்றின் மிகப்பெரிய 

காரணி ஆகும். 

வரையறை : 7[%7-ன் பூச்சியமல்லா இரு உறுப்புகள் ஒன்றுக் 

'கொன்று பகா உறுப்புகள் எனின், அவற்றின் மிகப் பெரிய 

காரணி 1 ஆகும். 

7-7 வரையறை: 7 என்ற களத்தின்மேல் மிகை படியை 

யுள்ள பல்லுறுப்புக் கோவை p (x) ஐப் பகாப் பல்லுறுப்புக் கோவை 
என்றால், அதை மிகை படியையுள்ள இரு பல்லுறுப்புக் கோவை 
களின் பெருக்குத் தொகையாக எழுதமுடியாது. 

குறிப்பு 1: 7060) = 2-௩ [ஏ£(0)] என்பதால், 7(2) ஒரு 
பகாப் பல்லுறுப்புக் கோவையாகும்போது அதன் காரணிகள் 

ef(x) (2 0) என்பவையாகத்தான் இருக்கமுடியும். 

குறிப்பு 2: இரு பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் பெருக்கலின் 

படி (0622௨) அதன் காரணிகளின் படிகளின் கூட்டுத்தொகை 
என்பதால் 77 [ந]7-ன் முதல் படிஉ௨றுப்பு எல்லாம் பகா 

உறுப்புகளே. 

உதவித் தேற்றம்: /-ன் பூச்சியமில்லாத பல்லுறுப்புக் 
கோவைகள் 7 (ம, ச (09) என்ற இரண்டும், 7 (%) - (2) என்பது 
P(x) என்ற 7 [%7-ன் பகா உறுப்பினால் வகுக்கப்படும்படி 
அமைந்தால், 7 (29) என்பது ற (டு ஆல் வகுக்கப்படவேண்டும். 

்.. “மேலும் ச (20) என்பதும் ற (0) ஆல் வகுக்கப்பட வேண்டும்; 

7-7-1 தேற்றம்: 7[] என்பதிலுள்ள பூச்சியமல்லாத 
பல்லுறுப்புக் கோவைகள் f(x), ¢(x) என்பதில் இக்குலிடியன் 
@vGarflg (Euclidean Algorithm) stérp முறைப்படி ர) 

என்பது கடைசியான பூச்சியமல்லாத மீதியானால், அதன் 

முன்னிற்கும் குணகம் ௦௨ என்பதாகக் கொள்க, அப்போது 
2௩ம் என்பது 7(20, 2 (0) என்பதன் அதிகபட்சப் பொதுக் 

காரணியாகும். 

f(x) = 700209௩700 [ur (x) < uy g(x) J 

&§(%) = 9, (4) r(x) Hr (x) [uw 7, (x) 2 படி£ (0 ] 

r(x) = ds (x) nr) (x) + rg (x) [ug ry (x) < Ur, (x) J] 

eco ese eee eee ews O00 oun coe eee eae wee cee eon we
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Tema OX) = 9 OD Hei) tore Cx) Fue (x) << Uy. 
Tk-1 (x) F 

Te-y (X) = Qui, (X) re (x). 

மேற்கண்ட சமன்பாடுகளிலிருந்து ஈ£(2) என்பது 7(0) : ர (x}- 
என்ற இரண்டு பல்லுறுப்புக் கோவைகளையும் வகுக்கும். மேலும்,. 
7000, ச (0) என்பதன் பொதுக் காரணி /200)ஐ வகுக்கும். 

ட 0-ன் முன்னிற்கும் குணகம் 2 என்றால் ௦- 17, (x) என்பது 
பொதுக் காரணியாகும். மேலும், இது ஒரு மானிக் பல்லுறுப்புக். 
கோவையாகும். எனவே, Qs f(x) ௪ 00-ன் அதிகபட்சப்: 
பொதுக் காரணியாகும். 

ஒரே முறையில் காரணிப்படுத்தும் தேற்றம் (Unique Factorisation 
Theorem) 

700) என்பது 7! என்ற களத்திலுள்ள மிகைபடிப் பல்லுறுப்புக். 
கோவை என்றும், ‘a? என்பதை முன்னிற்கும் உறுப்பின் 
குணகம். என்றும் கொள்க. 

சீஜ சழ டிஜ7 1... முட CO] என்று 
அமையும் படியாக ற, (29), (டி... நடி(பி என்ற வெவ்வேருன 
பகாப் பல்லுறுப்புக் கோவைகள் உண்டு எனக் காண்பிக்க. 
மேலும், இப்படியாகக் காரணிப்படுத்தும் முறை ஒரு முறைதான் 
என்றும் காண்பிக்க. 

[மேற்கண்ட உதவித் தேற்றத்துக்கும்,' மூலத் தேற்றத்திற்கும்- 
நிரூபணம் தேவையில்லை. ஏனெனில், இவற்றில் கண்ட 
பல்லுறுப்புக் கோவைகள், பகா எண்களைப்போல் அமைகின்றன 7]. 

வரையறை £: 7 (0) என்பது (%-- ஐ௱ [m > 1] என்பதால்: 
வகுபட்டு (0 ஈஈ1 என்பதால் வகுபடாமல் இருந்தால் ஈன்: 
உறுப்பாகிய ஈ॥ ஐ ஈன் மேலுள்ள பல்லுறுப்புக் கோவை 7 (மன் 
ஈ மடங்கு மூலம் என்போம். ஈ - 8 என்றால் ஐ இருமடங்கு. 
மூலம் என்போம்; 

பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. 9 என்பது ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமாகும். 
8((%)-ல் உள்ள பூச்சியத்தை மாதிரி உறுப்பாககொண்ட எல்லாப். 
பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் கணமும் (-ன் உபவளயமெனக் 
காண்பி. ் ் ்
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5. சஜ என்ற் மாற்றம் வளையம் ஐ வளையம் 7-க்கு 
மேல் ஒற்றுருவு மாற்றம் என்க. /(0ு- dy + A, வெம் ரமா 
என்ற பல்லுறுப்புக் கோவை (ஐப் பொறுத்து உள்ளது. 7” (x) = 

Ay’ + ay’ X + oe... Gn x" என்ற 70 ஐ வரையறுத்தால் : (ஐ 

7 (69. என்ற மாற்றம் 01] ஐ /(00-க்குமேல் ஒற்றுருவு 
மாற்றம் எனக் காண்பி, ் ் 

Be ரீமு-ச(000 700,௪0௦, (டு 6 77717) என்றும் 
7 09) எல்லாக் குணகங்களும் உ என்ற பகா எண்ணால் வகுயடும் 
என்றும் கொண்டால், 2 20).ன் எல்லாக் குணகங்களாவது அல்லது 
4 (0-ன் எல்லாக் குணகங்களாவது £ ஆல் வகுபடுமென நிரூபி, 

4. f(x) 7/0) என்க, ரீம-ன் காரணி 77%] ன் ஒருபடிப் 
பல்லுறுப்புக் கோவை என்றால், ரீ (0-ன் ஒரு மூலம் ௩ல் இருந்தாக 
சவண்டுமெனக் காண்பி. 

... 5. கீழ்க்கண்ட பல்லுறுப்புக் கோவைகள் /(20), சய) என்பவை 
களின் மிகப்பெரிய காரணிகளைக் கண்டுபிடி , 

1. f(x) = 2x8 அரி ற 2. தபூ ஜூரி பாக 

2. ரீ ற. $? சழ ற 7 

8. f(x) ex ரர 4 தழு கஜ 4x41 

6. கீழ்க்கண்ட 7(0), ச (2) பல்லுறுப்புக் கோவைகளின் மிகப் 
பெரிய காரணிகளைக் கொடுக்கப்பட்ட களத்தைப் பொறுத்துக் 
அண்டுபிடி, 

1. ரீக 4 (2i+ 1) x? +ex4+i4+1 

g(x) = x? + (Gi~—1) x-2i-—2 

(4 - சிக்கல் எண் களம்) 

2. f(x)= x? + (l-y2) x-y2 

g(x) = x*-2 
(- மெய் எண்கள் களம்) 

7. 7” என்பவை 2 ட 77 என்ற வடிவிலுள்ள களங்கள். 
னவே, 7[0] 7” [பி ஆகும். 

யெ: ௪0294 (2) என்ற அமைப்பிலுள்ள ரி (29), ௪ (x) A(x) 
என்பவை 7” [%]-ன் பூச்சியமல்லாத உறுப்புகளாகும். இவை
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கள் ஏதாவது. இரண்டு 7 (20-ன் உறுப்பானால் மூன்றாவதும் 

அதன் உறுப்பு ஆகுமென நிரூபி. 

8, களத்தின் இரண்டு அல்லது மூன்றுபடிப் பல்லுறுப்டிக். 

Garou f(x) என்பது 7ஐப் பொறுத்து பகாப் பல்லுறுப்புக் 

கோவை எனின், 7/(20)-க்கு 7-ல் மூலமே இருக்கக்கூடாதென நிரூபி.. 

9. கீழ்க்கண்ட பல்லுறுப்புக் கோவைகளில் எவை பகாம். 

பல்லுறுப்புக் கோவைகள் என்று கண்டுபிடி, களத்தைச் சிக்கல் 

எண்கள் எனக் கொள்க, அப்படிப் பகா உறுப்பு இல்லையெனிண் : 

காரணிீயப்படுத்து. 

1 x? +x4+1 4 x°+8 

Qa x7 +2x-2 5. x* +12 

8 x* +5 x-6 

10. கீழ்க்கண்ட பல்லுறுப்புக் கோவையின் மூலங்களிண் 

மடங்கைக் கண்டுபிடி, 

1. f (x) ஜர் றற ற 2 

மூலம் - —1 

(௪ விகிதமுறு எண்கள் களம் R) 

2 ரீஸ் 

மூலம் - ர 

॥ x*4+2x*% 41 

பு. சிக்கல் எண் களம் மூ.
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8: வெக்டார் வெளிகள் 
(VECTOR SPACES) 

8.1 வெக்டார் வெளி 

வரையறை : 7 என்பதைக் கள மாகவும், 1£ என்பதைக் காலி! 

இல்லாத கணமாகவும், எடுத்துக்கொள்ள /“ன்: உறுப்புகளை: 
எண்ணிகள் (808188) என்றும், 7-ன் உறுப்புகளை வெக்டார்கள் 

என்றும் வழங்குவோம். இந்த வெக்டார்கள், பெளதிகவியலில் 

-. கையாளும் வெக்டார்களின் பொதுப்படையானவை, 

7” என்பதை 75“ன் மேல் உள்ள வெக்டார் வெளி என்று கூற. 

வேண்டுமானால், கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைகளுக்கு அது கட்டுப் 

பட்டிருக்க வேண்டும். 

1, கூட்டலைப் பொறுத்து 1” ஒரு பரிமாற்றுக் குலமாக இருக்க. 

வேண்டும். 

2 a(x +Y)=aX+ aY acF; X,YEV 

8. (a+ 6)X = aX + bX சூம். ம உர 

4, a(bXx) = (ab)X a4bEF; XevVv 

5, 1, = X = Fer p@muougpiciy 

மாதிரி: (சடசட) (டே 17] என்ற “7 உறுப்புகளை: 
வரிசையாக உள்ள ௨ணம் V ஐ நோக்குக. 

(41 Ags cee cee an) + (Pas bas 200 see bn). 

= (a, + bi, aa + be, ௨௧௨௨௦௦, (ர + bn) என்று கூட்டலையும், 

x (a, Aggeeees -In) = (Aq, DA 000 000 A An) என்று எண்ணி 

பெருக்கலையும் (scalar multiplication) வரையறுத்தால் இந்தக். 

கணம் ஒரு வெக்டர் வெளியாகும்.
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8-2 தேற்றம் 
வரையறை: பூச்சிய வெக்டார் (26:௦0 46001): 1*என்றவெக்டார் 

வெளி ஒரு பரிமாற்று குலமாக இருக்க வேண்டுமெனக் கண்டோம். 
அந்தக் குலத்தில் சர்வசம உறுப்பை (102114119 6106ம்) 0” என்று 

; குறிப்பிடுவோம். .%* என்ற வெக்டாரின் கூட்டல் எதிர்மாறு 
உறுப்பை --% என்றும் குறிப்பிடலாம். 

கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபிக்க 

1. aeF என்றால் a:0=0 
2 XE!V என்றால் O.¥=20 

3 ச 3௪ என்றால் a சு ஐ 

=, 7 (eX). ; 

4, aX=0 என்றால் 2-0. அல்லது :-:0 ஆகும், 

A. aX =a(X¥ +0) Tt * 

~  SaX+a-0- | 

7.0 என்பது பூச்சிய வெக்டார் ஆகும், : 

எனவே ஏ 0-0. 

௨. ச%- (30) 
- 7440 ; 

ஃ 01 என்பது பூச்சிய வெக்டார் ஆகும், 

. OxX=0 

3 0 =a0 

=a(X— X) 

=aX + al— X) 

-உறுப்பாகும். 

2 a(——X) = —(aX) 

o=0xX 

(a—a)X 

aX+(—a)X 

* (—a)X = —(aX) 

* a(—X) என்பது aX என்பதன். “கூட்டல் torn



இவக்டார் வெளிகள் 318 

ச, 2%- 0 என்க, 

ச ௪0. எனின் aX=9 

X =O sroofistr axX=0 

a £0 என்றால். ந =—0=0 

& 4 0 என்றால் a(— X)= —(a X) =0 

a(X —X)=90 

2090-0 

a=Q 

8-3 7 என்ற களத்தைப் பொறுத்து 14 என்ற வெக்டார் 

வெளியின் உபகணம் U என்பது உபவெளியெனின், அது 

கூட்டல், எண்ணி பெருக்கல் இவற்றைப் பொறுத்து அடைக்கப் 

பட்டிருக்க (010800) வேண்டும். 

7 என்பது 1:-ன் உபவெளியெனின், அது கூட்டல், எண்ணி 

பெருக்கல் இவற்றைப் பொறுத்து அடைக்கப்பட்டிருக்க 

“வேண்டும், 

மறுதலையாக, ன் உபகணமான *(/:-வைக் காலியில்லாத 

கணமாக எடுத்துக் கொள்க. 

ந ப, 7௨ 7 என்றால் 

(-1) X EU 

மேலும் (-1) X = — (1X) = — (X) 

U- X-or oie ot Hiurp aon —X apeud. 

7 கூட்டலைப் பொறுத்து அடைபட்டிருக்கிறது . 

7, ன் உபகுலமாகும். 

மேலும், (8), (8), (4), (5) என்ற நிபந்தனைகளுக்குக் கட்டுப் . 
பட்டிருக்கிறது. 

். என்பது ஒரு வெக்டார் வெளியாகும்,
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8-4 ஒருபடி சார்பு (Linear Dependence) 

வரையறை: 7* என்ற வெக்டார் வெளியின் 4” வெக்டார்கள்: 

Ky, Xo, ஆ மட கொண்ட கணம் (2, ட்ட, ௮.௨. 2) ஒருபடி 
சார்புடையது என்றல், 

aq Xx, + ag Xa + occ + Qn Ka = 0 ses 008 (A) 

என்ற சமன்பாட்டைச் சரிசெய்யும்படியான ம), 0, ove An என்ற, 

எண்ணி உறுப்புகள் எல்லாம் பூச்சியமாக இருக்கக் கூடாது. 

(யூ Xq, உ. ட). என்ற கணம் ஒருபடி சார்புடையது 

அன்றென்றால், அதை ஒருபடி சார்பிலாக் கணம் (Linearly 
Independent Set) ersirGurib. 

குறிப்பு: (4) என்ற சமன்பாட்டில் ர; - 0, ௪0) wore 
On = 0 என்றால் அந்தச் சமன்பாடு சரிசெய்யப்படும். ஈட), ஈட... 

ரீ என்ற எல்லா உறுப்புகளும் பூச்சியமாகும்படியான நிலையிருந். 

தால் கணம் சார்பிலாக் கணமாகும். ஆனால், “ஈ் ஈ-க்களில் ஒரு “ர” 
ஆவது பூச்சியமில்லாமல் இருந்தால், கணம் ஒருபடி சார்பூ 

கணமென்போம். 

மாதிரி: X, = (1, 2, 38) 

X_ = (7, 8, —2) 
X3 = (— 81, —18, —1) 

8X,+4%X%,4+ X, = 9. 

Qmi@ a, = 8,a, = 4,a, = 1. 

&டி 4 டி என்பவை ஒருபடி சார்புள்ளவை; 

8-5 தேற்றம்: 7 ஐப் பொறுத்து 77 என்பதை வெக்டார் 
வெளியாகக்கொண்டு கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபிக்க. 

3. 1 க ஷி ப ட Xm } என்ற கணத்தில், ஒரு வெக்டா 

ராவது பூச்சிய வெக்டார் என்றால், அது ஒருபடி சார்புள்ள து. 

2. % என்ற ஒரே ஒருவெக்டாரை உடைய (5 என்ற: 

கணம், 2-4 0 என்று இருந்தாலொழிய ஒருபடி சார்பு. உள்ளது. 

ஆகாது. 

8. ரீ (ப, ட, ல. 4 என்ற கணம் ஒருபடி சார்பிலாக். 

கணமென்றுல், 7*ன் காலியில்லாத எந்த உபகணமும் ஒருபடி. 
சார்பிலாக் கணமாகும்,



வெக்டார் வெளிகள் 115: 

4. {X, Xy, ட ட், என்ற கணம் ஒருபடி சார்பு 

உள்ளது எனின், (ட்ட ட ...... ட? என்ற கணமும் ஒரு. 

படி சார்பு உள்ளதேயாகும் [% எ ர], 

5, {X1, Xo, 3. என்ற கணம் ஒருபடி சார்பிலாக் 2 

கணமென்றும் ஈ,,ப. 2 (i = 1,2, .. .. சட் என்ற உறுப்புகள் 

by Xy + bg ஆ ப ப + bm Xm =, Xy + Co Nat om 

௦ ட என்றும் இருந்தால், 

b=; Ci = 1, 8, 20 m) 

6. ப, கா [ர் 1, & ...ஈ] என்ற உறுப்புகள் 

$ டி ப ரஷி ப்பூ Xg + 1gXy ௮ பப்டி 6 ரந மர் என்ற கணத்தை. 
ஒருபடி சார்புள்ளதாகச் செய்தால் (ந, பி என்ற 

கணம் ஒருபடி சார்பு உள்ளதாகும். 

நிரூபணம் 

1. டி-0 என்க, 

1-¥, - O0O-X, + ae +O-+-N,=90. 

இங்கு டன் குணகம் 1 என்பதைக் கவனிக்க, 

1 கட அலைக X,} என்ற கணம் ஒருபடி சார்டி 

உள்ளது. 

2. % 4 0 என்றால் ஈ 2-0 என்ற சமன்பாட்டில் 8-0 ஆகும். 

(ம) என்ற கணம் ஒருபடி சார்பிலாக் கணமாகும், 

0 என்றால் 1724-0. .. 4 ட) சார்புள்ள கணமாகும், 

ட மப Ny -w ons 2 என்ற கணத்தின் உபகணத்தை 

(பி, வடி? (1 ஈரா என்று கொள்வோம். 

Qi Xj ஸ் Ga Xe + meee Th qj Xi ௬0 என்றால் 

ச ட்ம் ஷர அடர் பம wr. +O X,= 0 

ஆனால் (4; ட உ. என்ற கணம் ஒருபடி 

சார்பிலாதது. 

a,=0, ag=O0 ww... a= 9. 

es ay டர் 8 Xa + ene a 87) 0 என்பதால் a, =O, 

a,=0 esecee Qj = 0 என்றுதான் இருக்கவேண்டும்; 

எனவே, ௨பகணமும் ஒருபடி சார்பிலாதது.
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4, (நடி பட. ஒருபடி சார்புள்ளது எனின் 

சிட்டர் கடி * ரு ரூ 0 என்பதில் ஏதாவது 

aga z7Oi<cjsm. 

Guay a, X, + ag Xg + ~ + a- Xn +O X=0 

இங்கும் ௪, A O 

(கடி Xap wee Xm, X} THUG ஒருபடி 
சார்புள்ள து. 

5. b, X; + by Xo + ௬௪௧௯௯ + bn Xm = 20, + Cg Xqg + 

ese... t+ Cm Xm 

 (by—c,) Xp + Cbg ea) Xq + ove woe + COm—em) 

Xn=9, 

{X, Xo we Xn} என்பது ஒரு ஒருபடி சார்பிலாக் 
கணம், எனவே, 

2௦௬0 2. b, = cy 

be—Ca=0 +. bg = Cg 

oat emcee new ககக ககக 

balm = 0 ஃ Fm = €m- 

6. கொடுக்கப்பட்டுள்ள கணம் ஒருபடி சார்புள்ளது 

என்பதால் 

சட (டர ஈட 0 * சட (டி + 1g &ப... +m (Xn + 
tm X,;) = 0 என்ற FIST UT ayet or ‘a? Sasir எல்லாம் 
பூச்சியமாகக் கூடாது. 

(4. Fo + Ag rg +... we + Omim) Xy + a, Xo ம ப்ப 
+ Am Xm=9 

(படி 45 ஒ... ஒரு ஒருபடி சார்புள்ள 
கணமாகும். 

8-6 வரையறை 

7,௪67 i= i, 2, we 1) என்றால், 

செட்டர் சடிஃ ஈர் சிடி. என்பதை ட. Xs 
என்ற வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கை (Linear Com 
என்று கூறலாம். 

a 
bination) 

தேற்றம்: X,, Xq, — we Xm என்ற V-sir வெக்டார்களின் 
எல்லா ஒருபடி சேர்க்கைகளும்கொண்ட கணம் U 
Vicor உபவெளியென நிரூபிக்க. —
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Y= 61 Xs + Ca Xs + wee cee Cm Xin 

Z=a4,X%,+d,X, +... ..- + dn Xm 

[oe &€ F,dge FG = 1,2, ... 2. m)] 

oe Yr Z = (27 + d,) Xx; + (09 + dy) Xs + see tee 

(ém + dm) %ி எனவே 74 2 என்பது X,, Xo, oe oe Xm 6ST 
பதன் ஒருபடி சேர்க்கையாகும். 

%27- (20%, Cy Xa ல * கூப்ட 

= OX €:) Xp + OX Cg) Xq + அர் டேவி 

A Yay aguy சேர்க்கையாகும். 

Uasrp கணம், கூட்டலையும் எண்ணி பெருக்கலையும் 

பொறுத்து அடைக்கப்பட்டிருக்கிற து. 

7 என்பது 1.ன் உபவெளியாகும். 

வரையறை: மேற்கண்ட (/ உபவெளியை (7-[,, 2, ௨. 
ப எனக் குறிக்கலாம். (ீ என்ற உபவெளி, %,, &%,, ௨ 3, 
என்ற வெக்டார்களால் பிறப்பிக்கப்படுகிறது (2616781609. 

@miy 1: ¥, = 1-¥,+0-X,+ ௩0.) என்பதால் 

அட ஒர்க் வ Xn] 

அதேபோல் (மட Xn} < [Xy, Xy, என் 
பதும் தெளிவு. 

E, = (1,0,0, — ... 0) 

E, = 01,0, ... 0) 

[000 ௮௦௮௧௮௨ 1) 

என்பதை ]:.ன் அலகு வெக்டார்கள் என்போம். 

சட்கீடர் சிமி ர் வெள் நேட (80 069 உ. என்பதால், 

ரன், எல்லா வெக்டார்களின் பொதுப் பிறப்பாக்கியாக (2, 2, 

ப) ஐக் கொள்ளலாம். 

குறிப்பு: தேற்றம் (8-5)-ல் (5)ஆவது பிரிவின்படி ட 
4 உட என்ற வெக்டார்கள் ஒருபடி சார்பிலாதவை என்றல், 
அதன் ஒருபடி சேர்க்கை அதே விதமாக இருக்குமென& 
கண்டோம்.
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8-7 ॥ என்ற களத்தைப் பொறுத்து, 7*எல்்.ற வெக்டார் 

வெளியின் உறுப்புகள் X,, Xq one vee Xn என்க, 

1, U=[X,, Xo, ore Xo] srerp aussi, டிக்குப் பதில் 

சட என்றால் மாறுபடாது. 

((142 ௨0026 /7$௨3 07 

2. 3, என்றவெக்டாரை ட ம) [13% 5 ர 

12/2 9/2ம,ம௦௪7] என்று மாற்றினால் 

உபவெளி மாருது. 

8. X, என்ற வெக்டாரை Y=a, Xy + Gy Xg + om + Gn Xn 
என்ற வெக்டாரால் மாற்றினால் 7 மாறாது. 

4. %€ 7என்க, % என்பது X,, Xa we Xm என்பதன் 

ஒருபடி சேர்க்கையாக இருந்தாலொழிய 7, 29 உ. X] 

= [X, Xq we Xn] sro Gar gH. 

5. 4{X,, Xq..0 Xo} என்பது ஒருபடி சார்பிலாக் கண 

மாகவும் X CLX,, Xq we Xn] என்றும் இருந்தால், { X,, Xa, 
ம2) 2] ஒரு சார்பிலாக் கணமர்கும். 

நிரூபணம் 

L. A= £X,, Xq, வெப்ப ஸ்வம் 

B= {X,, Xo, 0 a Xx... Xm de 

ஆத் =a Xk 

= 0. X, + O-vg + oe +a Xe + oe + 0-X, 

பட என்பது 5-யிலுள்ள வெக்டார் ஒருபடி சேர்க்கையாகும். 

மேலும், ப(-) என்ற வெக்டார்கள் சீ, 2 என்ற கணங்கள் 

இரண்டிலும் இருக்கின்றன. 

[ஆடி 4. படி உ மி எ ரி பட்பூ ப, உம பப பபப 

5. இங்கு 4, என்பதை டி + bX, என்று மாற்றுகிறோம். 

Xk = 1 CX, + b Aj—b x 

ஃ ப என்பது 8-யிலுள்ள வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கை 
யாகும்.
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5, இங்கு xX, = a,X, 4+ a,Xy +e ணம. என்று 
மாறும் போதும், 

xX, = = ay ட + ag Xo + ooo + மரு Xn) ட 

  
  

  

a a மி 
கட்ட Ay 2 4 ணை த** டாரா. ட் 2 டட 

aK ak ak 

On 41 4m ee = ay k+ 1 eee ak m 

ஃ 0 என்பது 2-யிலுள்ள வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கை 
பாகும், 

க் அல கட றட வற 1 
B= $X,, Xo... XnoX } என்க, 

X= a, X, + dy Xq ae + dm ட. என்றால், 4 என்பது 

௮. ட உட என்பவற்றின் ஒருபடி சேர்க்கையாகும். 

os Ye by Xx, + b, Xe + eee + Bm Xn+b # 

= ம், x, + be Xa + vo + by Xi + 

b(a, XxX, + Gs, Xs bt wee +°Am Bm) 

= (b, + bay) X, + (bg + bag) Kg + wm 

+ (bm + ban) Xm 

ஆ Ves Be wm Kal 

% [Xi Xo, mw Xms X15 (Xs, Ka, om Xn] 

அதே போல் 

அரக, .. ம] என்றால் 

Z= 21 டர ம ப t+ அர் Om Xm 

௪ (மசி + (eg + ag) Xq ட்கள் (Cmt+am Xm 00 

co LE[Xy, Xq, we Xn, X] 

[X41 Xo, ட] ல [ஜட நட, உட, 37. 

eronGa, [X,, Xo, -- Kn J = [X19 Xq, m— Xm, X] 

5. (இடு, நடி) என்ற கணத்தை நோக்குக.
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Cy கீ, பபர் ews + Cm Xm + € X =O wre vos (A) ; 

என்ற சமன் பாட்டைச் சரி செய்யும்படி ௦,,0, உ. Ems C என்ற 

எண்ணி உறுப்புகள் இருக்கும். 

6 0 என்றால் 

X=—c!} (c, X, + coXy t+ on + ¢m Xm) என்று 

எழுதலாம் 

த் இரும், அபூ Xu]. 

ஆனால் 9 [&, ம, Xm] 

ஆட 2௬0, 

ge Cy Ky + டூ சீட் கூர்க. 

(ஐ, 2, ... %,) என்பது ஒருபடி சார்பிலாக் கணமென் 

பதால் ௦; - 0, 0,-0, wwe C, = 0. 

- (49 சமன்பாட்டில் 2,-0) ௦-0, .. 060) 250. 

eo {X,, Xq,--Xn,X} என்ற கணம் ஒரு ஒருபடி 

சார்பிலாக் கணமாகும். 

8-8 தேற்றம்: 77 என்ற வெக்டார் வெளியின் உறுப்புகள் 

X 1, Kos ஆ டட்டி என்றால், ௪ [நட Xq, ப்ர என்ற உபவெளி 

யிலுள்ள எந்த ஈ-ட1 வெக்டார்கள் கணமும் ஒருபடி சார்புள்ள 

கணமாகும். 

-- 1 என்று எடுத்துக் கொள்ள 

U=[X,] 

நட ௭, உட, 39 ஈட 2, என்று இரு வெக்டார்களை எடுத்துக். 

கொள்க. 

சட- 0 என்றால் 7-0. 

ஃ 1-7) 2 0419-0 என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து 1), 1, 

என்பவை ஒருபடி சார்புள்ளவை. 

m=k என்பதற்குத் தேற்றம் சரியாக இருப்பதாகக் கொள்ளு, 

வோம். 

m = k+1 என்றால் 

U= ரஃப ஆ eee ட il ஆகும். 

பி Yi, Yo; eee Yue ௮ 8 என்று k+2 வெக்டார்களை 

எடுத்துக் கொள்க.
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we Y¥, = a, Xy tidy Xq + oe + Oke 1 Nee ae 

Y, — b, XxX, + bs Ky + coo. + ம்பூ 7 Xe 13 

Verg = 5S, My + 8y My 4. 4 கடட பர என்றாகும். 

ந -ன் எல்லாக் குணகங்கள் ௨,, ம 4 3 என்பவையெல்லாம். 

பூச்சியமானால், 

டி 1, உர்ப்ட என்பவை ட, டி... ப்பட என்ற த 

வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கையாகும். ஈஈ௦் என்பதற்குத் 

தேற்றம் சரி என்றதால் 7, *_,.. 10௨ என்ற “216? வெக்டார் 

களின் எந்த “2-1” வெக்டார்களை எடுத் துக்கொண்டாலும்- 

அவை ஒருபடி சார்புள்ளவையாக இருக்கும். அவற்றுடன் 

₹6$42:.. ஆவது வெக்டாரைச் சேர்க்கும்போது அவை யாவும் 

ஒருபடி. சார்யுள்ளவையாகவே இருக்கும். 

நன் எல்லாக் குணகங்களும் பூச்சியமில்லை என்று கொள்க. 

ஈடு 0 என்றால் 

சட“, ம) சகு ஆடர் ர் சடா? மர டர 

Yi—b, a," Y, = (6; X, + 6, Xa + - + Ouse 1 Xi) 

— (>, X, +, a, மட ஆடர் அ 

+ by ay} ays y Xev i} 

Y,—b, a, ' Y, orerugy X,, பட்டி ... ட சப்ப ட என்ற “2” 

வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கையாகும். 

ஃ  அது[&,, 3, உப். பி என்பதன் உறுப்பாகும். 

அதே போல் 

தீத எ மே a,* I; & [Xos X35 woe XK ப் 

சம எ பிட a, * YE [X., ஆத க ட 17 

¥,—b, ap *%y, Yewby ay Fue Yes amt இடம 

என்ற “11” வெக்டார்கள் ஒருபடி சார்புள்ளவை. -. Y,, Yat 

ட உளன்பவை ஒருபடி சார்புள்ளவை. 

8-9 ஆதாரம் (88515) 

வரையறை: * என்ற வெக்டார் வெளியின் உறுப்புகளைக் . 

கொண்ட ( நட, ந... $ என்ற கணம் 1*ன் ஆதாரமென்றால்.. 

கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைகளுக்கு அது உட்பட்டிருக்க வேண்டும்..
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1, §{X,,X3,.. Xn} Tap கணம் ஒருபடி சார்பிலாக் 
கணமாக வேண்டும், 

2. 17 என்ற வெளி, ட), %,,...2டடி. என்ற வெக்டார்களால் 
பிறப்பாக்கிக்க வேண்டும். 

அதாவது V= [X,, X gy 000000 Xm] 

8-9-1 தேற்றம்: 1” என்ற வெக்டார் வெளியின் ஓர் ஆதாரம் 
1! வெக்டார்களைக் கொண்டிருந்தால், 7-ன் ஒவ்வோர் ஆதாரமும் 
“ஈ” வெக்டார்களைக் கொண்டிருக்கும். 

4 X vs X 9,000 00 Xn }, { Yas Yq,000 ce Yin } என்று இரண்டு 
ஆதாரங்கள் [க்கு இருப்பதாகக் கொள்வோம். 

oe V=[X,, X gcse oe Xn] = [Vs Y gecesees. Vuad 

8271 என்றால். 7, 7... ஆடல் ஏதாவது (n + 1) 
வெக்டார்களை எடுத்துக்கொண்டால் அது ஒருபடி. சார்புள்ளதாக 
வேண்டும். 

(டி 3.௮ என்ற பூராக் கணமும் ஒருபடி சார் 
புள்ள தாகவே இருக்கவேண்டும். 

MOL, (V1, Yorn. — என்பது “7*-ன் ஓர் ஆதாரமாகும். 
m>n, அதாவது 2 ந 

அதேபோல் ட % 87 அதாவது < m 

m=n, 

8-10 வகையளவு (01002051௦1) 

வரையறை : 1* என்ற வெக்டார் வெளியின் ஆதாரத்தில் ‘n? 
வெக்டார்கள் இருந்தால், 1-ன் வகையளவை 57” எனலாம். 

குறிப்பு: பூச்சிய வெக்டாரைமட்டும் கொண்டுள்ள வெக்டாச் 
வெளிக்கு வகையளவு ₹0* என்று கொள்ளுவோம். 

8-10:1 7-ன் வகையளவு “த” (20) என்றால், கீழ்க்கண்ட 
“வற்றை நிரூபிக்க, 

3. ௩யிலுள்ள எந்த (ஐ 1) வெக்டார்களும் ஒருபடி 
சரர்புள்ளவை. 

௮. 7-ன் எந்த “ஈர” ஒருபடி சார்பிலா வெக்டார்கள் கணமும் க்கு ஆதாரமாகும்.
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9. ரவெக்டார்களுக்குக் குறைந்து ஐப் பிறப்பாக்கமுடியாது. 

4, 72 ரச, அப என்றால், ( சீட தகா என்ற 

.கணம் ஒருபடி சார்பிலாதது. மேலும், அது “ன் ஆதாரமாகும், 

1. ரன் ஓர் ஆதாரம் ( 28), பட...) என்க. 

ரா ரந, ந, ௮ பப்பி என்றாகும். 

எனவே, (8-8) தேற்றத்தின்படி 7-ன் எந்த (n +.1) 

இவக்டார்கள் கணமும் ஒருபடி சார்புள்ளவையே, 

உ, { Ve, 7). என்ற கணம் ன் *”ஒருபடி சார் 

பிலா வெக்டார்களைக் கொண்டிருக்கட்டும். இந்தக் கணம் ரன் 

ஆதாரமில்லையென்றாுல். 

ச [77,,7, விபி என்றபடி 1-ல் 1 என்ற உறுப்பு இருக்க 

வேண்டும். 

(கடர, 23. என்ற கணம் ஒருபடி சார்பிலாக் 

கணமாகும். ஆனால், இத்தத் தேற்றத்தின் (1) பகுதியின்படி 
எந்த (ஈ 4 1) வெக்டார்களும் ஒருபடி சார்புள்ளவை. 

{Vis Yoon - Yo} என்பது 7.ன் ஓர் ஆதாரமாகும். 

8, மூடிந்தால், 1 என்ற வெளி ஈ (4 11) வெக்டார்களால் 

-பிறப்பாக்குவதாகக் கொள்ளுவோம். 

உ. வெக்டார்கள்கொண்ட எந்தக் கணமும் (8-8) 

'தேற்றத்தின்படி ஒரு ஒருபடி சார்புள்ள கணமாக வேண்டும். 

ஆனால் 7-ன் வகையளவு ₹8” என்பதால், 7£-ல் “ர? ஒரு படி 

சார்பிலா உறுப்புகள் உண்டு என்பது தெளிவு. 

V என்ற வெளி “48 ஐ விடக் குறைந்த அளவுள்ள 

வெக்டார்களால் பிறப்பாக்க முடியாது. 

4, ரக ர்தீபூ கீழ மி வன்க. முடிந்தால் 1 2 Zo, 

1 என்ற கணம் -ஒருபடி சார்புள்ளவை எனக் கொள்க. 

அதாவது இதிலுள்ள :” வெக்டார்களில் ஒன்றாவது மற்ற (n— 1) 

வெக்டார்களின் ஒருபடி சேர்க்கையாகும். 

3-7 என்ற வெளி, (2-1) வெக்டார்களால் பிறப்பாக்கப் 

படுகிறது. இது முடியாத ஒன்று. 

oe 1$சீபூ 2 வைய) என்ற கணம் ஒருபடி சார்பிலாக் 

.கணமாகும்.
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8:10-2 தேற்றம் : 7* என்பதை (2 1) என்ற வகையள 

வுள்ள வெக்டார் வெளி என்க. 

{ X, Xo, weve (12 7.40 என்பதை ].ன் ஒரு படி 

சார்பிலாக் கணமாகக் கொள்க. 

yung, X41, XpposweeAXr என்ற வெக்டார்களைக். 

கண்டுபிடித்து 4 டி Xo one eee Xes ௧௫% ௨ Xa } என்ற கணத்தை ரன் 

ஆதாரமாக்க முடியும். 

இதை “ஆதாரத்தைப் பூர்த்திசெய்தல்' (0௦10161101 of basis): 
எனலாம். 

Von என்றால் $ பூ டி 200 coe A, t என்ற கணம் ரன் 

ஆதாரமாக முடியாது; 

ரட்ட, ம, டப என்ற உபவெளியில் இல்லாத %்,, ; என்ற. 

ரன் உறுப்பை எடுத்துக் கொள்க. 

டி டி....ம், ட்ட என்பது ஒரு ஒருபடி சார்பிலாக் 
கணமாகும். 

இப்போதும் 7 4 14 ஈ என்றால் இதே முறையில் 3, என்ற. 

வெக்டாரைக் கண்டுபிடிக்க, இப்படியாக, %,.;, ப)... வட 
என்ற வெக்டார்களைக் கண்டுபிடித்தால், 

(பூ ட்டி படட 1 என்ற கணம் ஒருபடி சார் 
பிலாக் கணமாகும், இதில் 4: உறுப்புகள் இருப்பதால், இது 7:ன் 

ஓர் ஆதாரமாகும். 

8:10-3 தேற்றம்: 1,ன் வகையளவு “” என்க. (/ என்பது. 
[ன் உபவெளியாகும் என்றால் “075-வின் முடிவுள்ள வகையளவு 8 
உண்டு. மேலும் 8 4 7, 

உ 7 என்று இருந்தாலொழிய (7 - 16 என்றாகாது. 

n=0 என்றால் 1-ல் பூச்சிய வெக்டார் ஒன்றேதான் 

இருக்கும். 

“6 m=O . m=n 

850 என்க. இப்போது “(75.ல் பூச்சிய வெக்டார் மட்டுமிருந். 
sre m=0, . mcn. 

2; என்பதை ₹*(/'-ன் பூச்சியமல்லாத வெக்டாராகக் கொள்க. 

4 [%.] என்றால், [2 7-ல் இல்லாத உறுப்பு £, இருக்கும்... 

டூ &, என்ற உறுப்புகள் ஒருபடி சார்பிலாதவையாகும்.
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U 4 [X:, X.] என்றால், [22 3-ல் இல்லாத உறுப்பு 26, 
17-ன் உறுப்பாகும். மேலும் X,, &்,, ட என்பவை ஒருபடி 

சார்பிலாதவை. 

மூவர, ம... ப (௨) என்றுதான் இருக்க 

வேண்டும். ஏனெனின், ஈ வெக்டார்களுக்கு மேலாக ஒருபடி 

சார்பிலாமல் இருக்கமுடியாது. 

75 7. 

(/ iA
 7₹ என்றால் m - 78 

௭௪ ர என்பதால் ஈ < m என்றாகும். 

1” 2 (எனலாம். 

U=V. 

3-16-4 தேற்றம் 

1-ன் இரு உபவெளிகள் (/,, (7, என்க, 

1. ௩ 0: டய 0, என்பவையும் ன் உபவெளிகளே. 

2, (6,07,9-ன் வகையளவு- 0;-ன் வகையளவு 4 (7-ன் 
வகையளவு- (7 ௨ 0,5-ன் வகையளவு என்றாகும், 

கிரூபணம் 

1 (௩ என்ற உபகணத்தை எடுத்துக் கொள்க. 

U, AU, ={X3sX GU, X 6 0] என்க. 

௩0, 76 (7, என்றால் 

X+YeEU, அதேபோல் % - 76 ம. 

ஃட ௩-௬ 760, ௩0. 

மேலும் 2 4. 

cX €U,. 

eo cX Ee U,NUs 

ீட௩ 0, என்பது கூட்டல், எண்ணி பெருக்கலைப் 
பொறுத்தவரை ஓர் அடைபட்ட கணமாகும். 

ஃஉட்டீட௩ (7, என்பது 7*-ன் உபவெளியாகும். 

0,50௪ (2-7; ந டர், 76௫7) 

அகட ம் 7 X,EU,,Y, EU, 

g= Xe + Y; X, € U,, Y, GU,
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சீடர்” (பே ௬0 - (15 7) 

X,+%,€U,; 4+ YY, € U,. 

Z,+Z, EGU, + மீ. 

அதேபோல் 22, 6 0, 4-0. 

U, + மூ, கூட்டல், எண்ணி பெருக்கலைப் பொறுத்த... 
வரை ஓர் அடைபட்ட கணமாகும், 

மீட , என்பது ஓர் உபவெளியாகும். 

ஐ, 0, ௩, என்பது 0,-ன் உபவெளியாகும். 

0, ௩ டன் வகையளவு 4 (7,-ன் வகையளவு. 

அதே போல் 

பீட ௩ ூ-ன் வகையளவு 5 (7/,-ன் வகையளவு. 

, ௩௨0,-ன் வகையளவு - 7 என்க. 

பன் வகையளவு - ச ட 

பூன் வகையளவு - 4 ர என்க, 

1 பூ டி) என்பன ௩ யூன் ஆதாரமாகக் கொள்க, 

இதனுடன் Y,, டூ, ௨.75 என்ற வெக்டார்களைச் சேர்த்து. 

§X¥, Xo ம ரட Ys} என்ற 7-௦ வெக்டார்களின் கணம்: 

(ன் ஆதாரமாகக் கொள்ளமுடியும், அதே போல் 2, 2, ௨.2 

என்ற வெக்டார்களைச் சேர்த்து (44; உட்) கடச உக 

என்ற 747 வெக்டார்கள் கணம் (/,-ன் ஆதாரமாகக் கொள்ள: 

முடியும். 

எனவே, 

(Xp. Xap severe Xe, பூ வரி கிட சீ அடைபகீபி என்ற. 

ச 2. வெக்டார்களைக் கொண்டு U, + U, கணத்தைப்; 

பிறப்பாக்கலாம். 

ச, ச ஆர் 4 குடிடி 

+ ey Zy + Cy Zo + ow +6; Z,=0 ove see (A}s 

Z2= 0, Z, +g Z, + om + eZ, creme Z & U,. 

தீ றட கறத பே இ a Kp — by Vy லை 00 

. ZeU;.
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எனவே, 2 எ 67, ௩ 7,2 ஆதலால், 0, ௩ (,.ன் ஆதாரம். 

(5, %,. என்பதன் ஒருபடி சேர்க்கை 2 ஆகும். 

2௮ மீ பட்டர் மீ பிடர் ர் ம் பட 

Z=C, Z, + Cy Zo + oe + Cr Zee 

» dy X, +d, Xgt+.. +d, X,— ce, தீ. — ly Zy 

ih, =O (X., Xo, = xX, Zis Zag om Ze) step கணம் 

U,-or ஆதாரமென்பதால், இந்தக் கணம் ஒரு ஒருபடி ent Aeon: 

கணமாகும்; 

d, = 0, d, =0, «. d,=0,¢,- 0,¢,=0.~ c= 0. 

(A)-% ¢, = 0,c, = 0, ௩௪ 0என்றால் (ட்ட, ஆட. ட. 

ட 1. 79) என்ற கணம் ஒரு ஒருபடி சார்பிலாக் கணமாகும், 

oe a= 0, a, = Once... a= 0, by => 0, b,= 0 webs = 0 

(49-ல் எல்லாக் குணகங்களும் பூச்சியமாக வேண்டும். 

{ Xy Xo vee Xe, Ves Yq oe Voss கீபூ சீட ப சீடர். என்ற. 

கணம் ஒரு ஒருபடி சார்பிலாக் கணமாகும். 

இந்தக் கணம் (7, 4 0, என்ற உபவெளியின் ஓர் ஆதார 

மாகும். 

அதன் வகையளவு 4 ச 4 / ஆகும். 

restt=(r4ts +0 +0) — 7 என்பது தெளிவு. 

8:11 ஒற்றுருவு (1501001114812) 

வரையறை : FF என்ற களத்தைப் பொறுத்து, [5 7: என்ப. 

வற்றை வெக்டார் வெளிகளாகக் கொள்க X —-— %” என்ற Vv 

வெளியை 1” வெளிக்குமேல் செய்யும் ஒன்றுக்கொன்றான 

மாற்றத்தை, ஒற்றுருவு மாற்றமென்றால் கீழ்க்கண்ட கொள்கைகள் 

சரியாக இருக்கவேண்டும். 

1, நீட நு Y' X,Yev 

2 Xm AX ANECHXEV 

geraig X— + X' carp ஒன்றுக்கொன்றான மேல்மாற்றம், 
வெக்டார் கூட்டலையும், எண்ணி பெருக்கலையும் பாதிக்காமல்: 

இருக்கவேண்டும். 

வரையறை : 7, (0 என்ற வெக்டார் வெளி என்பது அதன் 

பொதுஉறுப்பு (87, 8,, 2; ௯.) (41 ௪ 1) என்ற F கள;த்திலுள் ள- 

5” உறுப்புகள் வரிசைப்படுத்தப்பட்டதாக. வேண்டும்.
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(1, 2,8) என்பது [ட (/).ன் உறுப்பு எனலாம். 

8-11-1 தேற்றம்: * என்ற களத்தைப் பொறுத்து 1* என்ற 

வெக்டார் வெளியின் வகையளவு *ஈ' (7250) என்றால், அது 71% (22) 

என்ற வெளிக்கு ஒற்றுருவாகும். 

“ன் ஓர் ஆதாரம் 4 ம, ம, ர என்க, 

% எ 7£ என்றால், 

X = ரட் ர ஏழ பீடர் + an Xn 

கீ (ரட்ட. மடி என்ற வெக்டாரை எடுத்துக் கொள்க. 

34 என்ற மாற்றத்தைக் கவனிக்க. 1” என்ற வெளியின் 

எந்த உறுப்பும், (ம, உ)... என்ற ஆதாரத்தைப் 
பொறுத்து ஒரே வழியில்தான் எழுத மூடியும். அப்போது, 

3. நம... 20 என்பவற்றின் குணகங்களினால் ஆன வெக்டார் 

(ர, மிய) ஒரே முறையில்தான் அமையும், எனவே, இந்த 

மாற்றம் ஒன்றுக்கொன்றான மேல்மாற்றமாகும், 

மேலும், 

XM = a, Xy + dy Note tan Xp 

Yo b, x, + by ட வாடி Xn 

- என்றால் 

X+Ye= (a, + b,)X, + (2, + bz) X's + eee 

(சட ர மிடி பே 

ae x + சட்டு $a, + b,, 85 +} Daz eee oven + bn} 

= {a1 Dag r00 ௨௯ [ர ் + iby, Dag yoeesee Dn } 

=A+B 

. அதேபோல் 

x X= AQ, xy + Xa, Kew + ecoeve + A Gp Xn 

— டன் (உட 82, அய 

= x (ay, Ag, vee ween) 

=A 

இந்த மாற்றம் ஓர் ஒற்றுருவு மாற்றமாகும்.
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௫.12 7, (ர. என்ற வெக்டார் உட்பெருக்கல் (Inner Product) 

வரையறை :? 

X= (44, டி ween) 

Y= (6); by, கையி. 

a,b EF Ci = 1, B, ..00n) என்க, 

2, 77 என்பவற்றின் உட்பெருக்கல் 

XY = 4, Dy ம் பூர் மப ர்க். என்று வரையறுக்கப் 
படும். 

எனவே, %, 7 என்ற வெக்டார்களின் உட்பெருக்கல் ஓர் 

எண்ணி கணியமாகும். 

௧இ.12.1 தேற்றம் 

1. X-Y= YX 

உ, (4. 2 024 72 

8 AX). Y = X (AY) 
௪ (2) 

‘4, (a, ட + 8 Xs fF caccee $0, Xn) Y 

= a, (X,: Y) + Qo (ஆம) 4 அடடா an CX,: ட 

கான்று திரூபிக்க. 

1. XY = a, ம், + Ay by + cco vee +n bye 

Ye X = by ay + by a, 4. அள்ளி நே 

oo XeY = YX 

Qe Z = Cys Cop eeoeneln) 

X + Y= (a, + சட a, + Dg, ove 000, + bn) என்றாகும். 

(X + YZ = {ay + bi) G, + (a, + by) cs 

+t cee ove +( Ay + bn) en} 

(சேட்டும் நேர் ஷர்ட் 

+ (by ரு ம, Cg tweet bn €n) } 

" 

= fay Cy + ர அர் ann} 

+ {b, Cy + by Cy + eee cee + b, Cr } 

X-Z+ YZ
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8: (%். - (ட 9), அிடயே (மிடில்; வைவம்பு 

= (Ady by + Ady byt eves + An dn} 

= (B15 Ag, 000s. On) CAO, By, 900 ADA} 

= X(XAY) 

"மேலும், 

(A X)* Y= A Cay by + ag Bg + ove eee + On bn) 

ு % (௩௮3) 

க. (ஈட்டி வயம் கமலன் 

௪ (ம) 20:37 + (a, 9:74 வம் (நர ௨7 

= @, (X,-Y) +a, CX,°¥) + ee + (ஆ) 

பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. கீழ்க்கண்ட கணங்களில் எவையெல்லாம்.வெக்டார் வெளி: 
என்று கண்டுபிடி, 

I. at+bWV2 +eV8 (a6,cER — விகிதமுறு. 
எண்கள் களம்) என்ற மெய் எண்கள் கணம். 

2 f(x+1) = f(x) என்றபடி இருக்கும் மெய்சார் பலன் 
களால் ஆன கணம், : 

8. 77 என்ற களத்தைப் பொறுத்து, பூச்சியத்தை மாதிரி 
உறுப்பாகவும், 1ஐ ன் குணகமாகவும் கொண்ட 
எல்லாப் பல்லுறுப்புக் கோவைகளான கணம், 

4. ரமி67% 2 என்பது ர என்ற வெக்டார் வெளியின் 
பூச்சியமல்லாத உறுப்பு, 

சக ம்] என்றால் ச-ம் என்று நிரூபி, 

8; என்ற களத்தில் 9.9, உன்ற மாறாத உறுப்புகளை 
எடுத்துக் கொள்க. ் ்
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உட் டர் படிக 0 என்றுள்ளபடியான 

(டி 4 மு என்ற வரிசைப்படுத்தப்பட்ட 7௩ன் மூன்று 
உறுப்புகளாக்கொண்ட வெக்டார்களால் ஆன கணத்தை, 

ர, (0-ன் உபவெளியெனக் காண்பி. 

4. 8 என்பது மெய் எண்கள் களமென்க, ஈ (2) என்ற 

வெளியின் உபவெளிகள் கீழ்க்கண்டவற்றிலிருந்து கண்டுபிடி, 

1. (2x, 8 x, 4 2) என்ற உருவிலுள்ள கணம், 

2. (௦, 8-8) என்ற உருவிலுள்ள கணம். 

9. (,0, 1) என்ற வடிவிலுள்ள கணம், 

4, (x—8y, x+42z, x + yt+z) என்ற உருவிலுள்ள 

கணம். 

5. கீழ்க்கண்ட ரீ (4) என்ற வெளியின் வெக்டார்கள் 

ஒருபடி சார்புள்ளவையா ? சார்பில்லாதவையா ? . என்று 

கண்டுபிடி. 

ழ், நந வழு: நீட்டம் 2) 

2 (1,1,1) ; (2,01) ; (0,2, 8) 

8. (1,1,1) ; (1,2,8) + (0, 1,0) 

4. (1, 0,—1) > (2, 1, 8) 4 (~1, 0, 0); ci, 9, 1) 

6. வெக்டார் வெளியின் இரு வெக்டார்களைக்கொண்ட 

கணம் ஒருபடி சார்புள்ள கணமாக வேண்டுமானால், ஒரு வெக்டார் 

மற்றதன் எண்ணி மடங்காக வேண்டுமென நிரூ.3. 

?. ப) என்ற களத்தைப் பொறுத்து, X,, X, என்பவை 

வெக்டார் வெளிகளாகக் கொள்க, 

ம 62, 

ஸ் Xi, ம, ச Xx, + ra Xs } என்ற கணம் ஓர் ஒரு 

படி சார்புள்ள கணமெனக் காண்பி.
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8, ]4 என்ற வெக்டார் வெளியின் பிறப்பாக்கிகள் க, ட், ww 

Xp vers: Vy Vy, ௨ ப) என்பவை நரன் உறுப்புகளாகும், 

Xi, Kaew. Xn, Vy, Yo, வம என்பவை ]4-ன் பிறப்பாக்கிகள் 

எனக் காண்பி, 

9, §{X 1, May ew Xn} என்ற கணம் வெக்டார்களால் 

ஆன ஒருபடி சார்புள்ள கணமெனின், இதிலுள்ள ஏதாவது ஒரு 
வெக்டார் மற்றவற்றின் ஒருபடி சேர்க்கையாக வேண்டுமென 

நிரூபி. 

10. (%,,%,,.%,] என்பது ஒருபடி சார்பிலாக்.கணமா 

கவும் ( %,, 2, ...... ட க 1 என்பது ஒரு சார்புள்ள. கணமாகவும் 

இருந்தால், % என்பது £,, ட், ......&, என்பதன் ஒருபடி 

சேர்க்கையெனக் காண்பி, : 

11. [Xa Xo, Xn] = [Vas Vs; coe Yn] nxzm என்றால் 

மேற்கண்ட வெளிகளில் ஏதாவது ஒரு கணமாவது ஒருபடி சார் 

புள்ள கணமாக இருக்கவேண்டுமென நிரூபி. 

12, (4,5);(¢,a) என்ற வெக்டார்கள் vy, (F) என்ற 

வெளியின் ஓர் ஆதாரமென்றால் ஈ ரீ -* 6௦ என்று காண்பி, 

18: இரண்டு வெக்டார் வெளிகளும் ஒரே வகையளவு 

கொண்டிருந்தால், அவை ஒற்றுருவு உள்ளவை எனக் காண்பி. 

14. ந, ஸீன் உபவெளி (2,-1-0,1); (6, 1, 4,—8) 
(4,1,3,-4) என்ற வெக்டார்களால் பிறப்பாக்கப்படுகிறது. 

அதன் ஓர் ஆதாரத்தைக் கண்டுபிடி. 

15. (2,-8,1); (0,1,2);(1,1, 8) என்ற வெக்டார்கள் 

ஆன கணம் ர, (0 என்ற வெளியின் ஓர் ஆதாரமென நிரூபி, 

மேலும் (ல, 8, Y) என்ற உறுப்பை இந்த ஆதாரத்தைக்கெரண்டு 
எழுதும்போது அதன் குணகஃங்களால் கிடைக்கும் வெக்டாரைக் 
கண்டுபிடி, 

16. (1,-1,0);(2,1,8) என்ற உறுப்புகளேன உடைய 
5 (6 என்ற வெளியின் ஓர் ஆதாரத்தைக் கண்டுபிடி. 

17. [(1,2,1,0)2(-1, 1,- 4,8)s (2,8,8,— 1),(0, 1,—-1,1)] 
என்ற ர, (25-ன் உபவெளியின் வகையளவைக் கண்டுபிடி,
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18, VY, (CK) என்ற வெளியின் உபவெளிகள் 

U, = [(1, 2,—1, 0); (2, 0, 1, 1)] 

U, = [(0, 0,9, 1) 3 (1, 0,1,0); (0,4,—8, 1)] 

. ஆகும். 

U,, U, என்பவற்றின் வகையளவுகளைக் கண்டுபிடிக்க, 

மேலும் (0) ௩ 09); (௩ 0) என்பவற்றின் வகை 

யளவுகளையும் கண்டுபிடி. 

19. 77 என்பது 7, (09)-ன் ஒரு மாறாத உறுப்பாகக் கொள்க, 

X-Y=0 என்ற வடிவிலுள்ள 7% (00-ன் எல்லா வெக்டார்களும் 
சேர்ந்த கணம் 7* (90-ன் உபவெளியெனக் காண்பி.



9. அணி 

(MATRIX) 

அணியின் இயற்கணிதம் முதன்முதலாக கேயிலி (ஜே! 

என்ற கணித மேதையால், 7௪57ஆம் ஆண்டு முறையாகத் 

தொகுக்கப்பட்டது. இந்த இயற்கணிதத்திற்கு அணி (Matrix) 
என் று பெயரிட்ட பெருமை சில்வெஸ்டர் (5541468167) என்பவரையே 
சாரும், சென்ற நூற்றாண்டின் பிற்பகுதியில்தான் இந்தக் 
கணிதத்திற்குரிய முக்கியமான முடிவுகள் கண்டுபிடிக்கப்பட்டன. 

9-1 தொடக்க இயற்கணிதம் 
சில சமயங்களில் புதுவகையான எண்ணங்களை உருவாக்கி, 

அதற்கான செய்ம்முறைகளை வரையறுக்க வேண்டிய நிர்ப்பந்தம் 

கணித ஆசீரியர்களுக்கு ஏற்படுவதுண்டு. அப்போது இயற்கணித 

முறையில் வழக்கமாக உபயோகிக்கப்படும் செய்ம்முறைகளை 
மனத்திற் கொண்டு, அவற்றை யொட்டியே புதிய கணிதத்திற்குச் 

செய்ம்முறைகளை அமைப்பது இயற்கை, ஆதலின், இயற்கணி 

தத்திற்குரிய விதிகளைச் சற்று ஆராய்வோம். இக் கணிதம் மெய் 

எண்கள், சிக்கல் எண்கள் என்பவைகளுக் கிடையேயுள்ள 
செயல்முறைகளை விரிவாகக் கூறும். 

“22, “bh என்று இரு எண்களை எடுத்துக்கொண்டால், 

அவை சமமாகவோ (ஈ- 4) அசமமாகவோ (௪5) தான் 

இருக்க முடியும்; 
எண் இயற்கணிதத்தில் ஆடிப்படையான செயல்முறைகள் 

கூட்டலும் பெருக்கலும்தான். ஈ, ம் எண்களைக் கூட்டும்போது 
ஏற்படும் கூட்டுத்தொகையை ஈ 4 ம் என்று குறிக்கிறோம். அதே 
மாதிரி, பெருக்கும்போது ஏற்படும் பெருக்குத்தொகையை ஜ-ச் 
அல்லது மம் என்று குறிக்கலாம். கூட்டலும் பெருக்கலும் பரிமாற்று 
விதிகளுக்குக் கட்டுப்பட்டிருக்கும்.
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அதாவது, 

a+b=b+a 

ab = ba 

மேலும், கூட்டலும் பெருக்கலும் சேர்ப்பு விதியைச் சார்த் 
திருக்கும். 

a+(b+c=—(a+d)+e 

a (be) = Cabjc . 

எனவே, இருபொருள் படுமெனப் பயமில்லாமல் அடைப்பு 
களை நீக்கிச 4ம் 4 ஈ என்று எழுதலாம். அதே மாதிரி 5௦ என்றும் 

எழுதலாம். கூட்டலும் பெருக்கலும் பரவு விதியைச் சாரும், 

a(é+c) = ab+ac 

எண் முறையில், $ (ஒருமை)-ம் 0 (பூச்சியம்)-ம் முக்கியமான 
சில தன்மைகளையுடையன., அதாவது :ஈ£ என்ற எந்த எண்ணை 

எடுத்துக்கொண்டாலும் 

a+O024,0-4=O0,l-a=a 

மேலும், சம் - 0 என்றால், ௪, ம் இவற்றுள் ஏதாவதொன்றாவது 

0-க்குச் சமமாக வேண்டும், 

இதை வகுமுறை விதி (21971851௦௩ 1.௧௭) எனலாம். இதையே, 
மெய் (சிக்கல்) எண்கள் கணிதத்தில் பூச்சியத்திற்கு வகுக்கு 
மெண்கள் இல்லையெனக் கூறலாம். இதிலிருந்து நீக்கு விதியை 
(வேோ௦811க711௦1 1,889) நிர்ணயிக்கலாம். அதாவது, 

8௩% ௪ நர என்றும் £ எ 0 என்றுமிருந்தால் % - ழ ஆகும். 

atx = ம் என்ற சமன்பாட்டில் க்கு ஒரே ஒரு தீர்வுதான் 

உண்டு. அதை % ம் - ஏ. எனலாம். குறிப்பாக0--ரஐ-- 8 

எனலாம். 5--ரஐ ம-க்கும் ம.க்குமுள்ள வித்தியாசமெனக் குறிப் 

பிடலாம். இதையே கழித்தல் விதியென அறிவோம். 

கழித்தலில் இயற்கணித விதிகளில் சில £ 

8௭20, (1-௫ ச(ி- ம் 

a(b—c) = ab—ae. 

ச-4 0 என்றால், ர% = 1 crotru sed x-56G QCr Qo Siajsrear 

உண்டு, nsx = = , அல்லது ச” எனக் குறிக்கலாம்,
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1 என்ற எண்ணை உன் தலைகீழ் எண் எனக் கூறலாம். அதே. 

போல் £உ.4 0 என்றால் ௯ - ம் என்பது ;-க்கு bla அல்லது ௭-8 

என்ற ஒரே ஒரு தீர்வையே கொடுக்கும். ° என்ற எண்ணை 4ஐ 

ஆல் வகுக்கும்போது ஏற்படும் ஈவு எனக் கூறலாம். இந்த ஈவு, 

முறைக்குரிய விதிகளைப் பார்ப்போம். 

ப ரந [b #0, d #9] 

உரு [040 240420] 

a4 $= 05* [b# Od 40] 

ர என்பது ஒரு மெய் எண்ணானால், 

ரா, மம. ம (7 காரணிகள்)என் பதைக் குறிக்கும். 

ச 0 என்றும், 7 குறையெண்ணாகவும் இருந்தால் ஈ' என்பது 

(௪ *)-1 என்பதைக் குறிக்கும். ஒவ்வொரு எ-க்கும், 2-1 

என்றாகும்- 

3 0 என்றால் எ. 8 - 8£*” 

Ca')s = a’s 

இம் முறைகளையும் விதிகளையும் மனத்தில்கொண்டு, நாம் 

அணியின் வரையறையைக் கூறலாம். 

55. அணியின் வரையறை 1: F என்ற களத்தைப் 

பொறுத்த ஈ % ௩ என்ற அணியாவது, 18 நிரைகளும், 1 நிரல்களும் 

கொண்ட ஒரு நீண்ட சதுர வரிசையாகும். 

குறிப்பு 2: அணி என்பது வரிசையின் அமைப்பையே குறிப் 

பதால், அணிக்கு மதிப்புக் கிடையாது என்பது குறிப்பிடத்தக்கது. 

i 

|
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எனக் குறிக்கலாம். ௭;,, ஈடே என்ற எண்களை 

அணியின் உறுப்புகள் எனலாம். ₹*/”.த்து நிரை, :/7”-த்து நிரல் 

இவற்றில் அமையும் உறுப்பை ௭, என்று கூறும்போது, 

அணி 4 - (ச) எனக் குறிக்கலாம். 

வரையறை 2: சதுர gyoil (Square Matrix): 7 x n alma. 
அணியை 7 வரிசை சதுர அணி எனலாம். 

சதுர அணி (87 aig see eee Ain 

Ag, Age se wx Gago 

ட 2 கட்டட ரோ 

2... ஞூ. “விட என்பவை ஒரு மூலைவிட்டத்தை. 

உண்டாக்கும். அந்த எண்களை மூலைவிட்ட உறுப்புகள் 
எனலாம். 

வரையறை 3: பூச்சிய அணி (2௦0௦ 1481) : எல்லா 

உறுப்புகளும் பூச்சியமாகக் கொண்ட 14௩ அணி, பூச்சிய அணி 

ஈ 

யாகும், அதை 0 அல்லது சுருக்கமாக 0 என்று குறிக்கலாம். 
m 

வரையறை 4: அணி goG (Unit Matrix): apavaite 

உறுப்புகள் ஒன்றாகவும் மற்ற உறுப்புகள் பூச்சியமாகவும்கொண்ட 

8 வரிசை சதுர அணியே அணி அலகாகும். இதை /, அல்லது; 

சுருக்கமாக / எனலாம். 

1 0 206 cee ose 0 

  

03 ப 0 

ச 0 
Lh = = (63) 

5௩௨ 99௨ 2௦% .. 000 108 see tee 

000 1 

் 5 / என்றால் நி - 0 என்றாகும். 

Oi ஐக் கிராநாக்கர் டெல்டா (1810160121 06118) எனலாம்...
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வரையறை-5 : மூலைவிட்ட அணி (1500௨1 Maitrix): 

மூலைவிட்டத்தைத் தவிர்த்து மற்ற இடங்களிலுள்ள உறுப்புகளைப் 

பூச்சியமாகக்கொண்ட அணியை, மூலைவிட்ட அணி எனலாம், 

மூலை விட்ட அணி ஒரு சதுர அணியாகும். 

see eee see eos ees eee 

॥ dg (4,45 Aga, 0 5 Ann) 

வரையறை 6: எண் அணி (Scalar Matrix): மூலைவிட்ட 

அணியில் மூலைவிட்ட உறுப்புகள் சமமாகவுள்ள அணியை எண் 

அணி யெனலாம். 

௮௯. —, 

௮0 ட G 

0 =e வை அ 

As 0 0 ௮ eee 0 

wes eee eer aoe eee eos | 

0 0 O . ws of 

= dg (ஷீ os See e09 ol). 

குறிப்பாக, அலகு . அணியும், சதுர பூச்சிய அணியும் எண் 

.அணிக்கு உதாரணங்களாகும். 

வரையறை 7: முக்கோண goof (Triangular Matrix): 

மூலைவிட்டத்திற்கு மேலேயுள்ள உறுப்புகள் பூச்சியமாகும்போது, 

அந்த அணியைக் கீழ் ps Garenr sjs0f (Lower triangular matrix)
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எனலாம். அதேபோல் மூலைவிட்டத்திற்குக் கீழேயுள்ள உறுப்புகள் 

பூச்சியமாகும்போது, மேல் முக்கோண அணி (06 1ரர்க1120181 
ர்ஹா10) உருவாகிறது, இந்த இரு அணிகளும் சதுர அணிகள் 

என்பது நோக்கத்தக்கது, ஓர் அணி, கீழ் முக்கோண 

அணியாகவும் மேல் முக்கோண அணியாகவும் ஒரே நேரத்தில் 
அமையும்போது, அந்த அணி ஒரு மூலைவிட்ட அணியாகும். 

வரையறை 8: இடமாற்ற அணி (18050086 ந/கர்ர்) : 
1 என்ற அணியின் இடமாற்ற அணியை 47 என்று குறிக்கலாம். 
4 என்ற அணியின் நிரைகளையும், நிரல்களையும் மாற்றும்போது 

உண்டாகும் அணியே 47 ஆகும். 4 என்பது 2/1 அணியானால், 

47 என்பது ஈ11 அணியாகும், 

A=(aj) storm AT=(b;;) என்றும் கொண்டால் 

bij = Ajj (7-1, 2 ese inal $ 7/2 1, 2.26...) ஆகும். 

ay, Ais eve s00 ayn 

Ua; 52 aoe க Agn 

A = oor soe eos coe see என்றுல் 

ece ese ஓ ௯ ess 

Am, ang was sce ama | 

11 Gay see ees Any | 

Az dis Ano லத ase am | ஆகும். 

i 

Gin Gon ove ooo ஷோ   
எனவே (ஸீ - 4 ஆகும். ஒரு மேல் முக்கோண அணியின் 

இடமாற்றம், ஒரு கீழ் முக்கோண அணியை உண்டாக்கும். அதே 

போல, ஒரு கீழ் முக்கோண அணியின் இடமாற்றம் ஒரு மேல் 
முக்கோண அணியாகும்.
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acyumm 9: Ape sel (Column Matrix): ஒரு ஈ%3 

அணியை ஒரு நிரல் அணியெனலாம். 

க் எனக் கொள்ளலாம். 

Xn 

ACS Cured Qe Ay gQoflumer gi (Row Matrix) ao lxm 
அணியாகும்: அதாவது [%; 3; உ. 3௦.) என்றாகும். 

குறிப்பு 1: இந்த நிரல், நிரை அணிகளை வெக்டார்களாகக் 

கருதி, அவற்றை முறையே நிரல் வெக்டார், நிரை வெக்டார் 

எனக் கூறலாம். எனவே, வெக்டாரின் பொதுத் தன்மையே 

அணீயாகும், 

X= ewe என்றால் 27-[%, 20) -veeve Xn] 

Xo 

அதாவது ஒரு நிரல் அணியின் இடமாற்றம் நிரை அணியாகவும், 
ஓரு நிரை அணியின் இடமாற்றம் நிரல் அணியாகவும் ஆகிறது. 

வரையறை 10: ஓர் அணியின் இணை (௦1]யத846 கார்) 2 
கொடுக்கப்பட்ட அணி 4-ல் உள்ள உறுப்புகளை அதன் இணைச் 

சிக்கலெண்களால் மாற்றி அமைக்கும்போது ஏற்படும் அணியை 
அணியின் இணையெனலாம், அதை 73 எனக் குறிக்கலாம். 

amgucep 11: &% sf (Symmetric Matrix): ஒரு சதுர 
அணி 4 - (8)-ல் ஏ, - ஏ; என்றால், ,4 சீர் அணியாகும்.
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குறிப்பு 2: சீர் அணி அதன் இடமாற்ற அணிக்குச் சமமாகும். 
அதாவது 4" - 4 ஆகும். ் 

வரையறை 12 : எதிர்ச் Fir gf (Skew Symmetric Matrix): 
ஒரு சதுர அணி 4- (8) )-ல் ர, -- ர; என்றால், அந்த அணி ஓர் 
எதிர்ச் சீர் அணியாகும். 

குறிப்பு 3: ௭ - -- ர ஆகும். எனவே, ௭; - 0 ஆதலின், 
எதிர்ச் சீர் அணியில், மூலைவிட்ட உறுப்புகள் பூச்சியங்களாகும். 

9-3 அணி இயற்கணிதம் 
இக் கணிதத்தில், கீழ்க்கண்ட செய்கைகளைப்பற்றி விரிவாகக் 

கவனிப்போம். 
1. அலகால் பெருக்கல் 

௮. அணிகளின் கூட்டல் 

8. அணிகளின் பெருக்கல் 

வரையறை 13: அலகால் பெருக்கல் : ஒரு ஈ % 1 அணி 
AR 4 என்ற அலகால் பெருக்கினால், கன் ஒவ்வோர் 
உறுப்பையும் ஆல் பெருக்க வேண்டும், அப்படிக் கிடைக்கும் 
அணியை 4 4 அல்லது A ௮4 எனலாம். 

4 ௭ (ர) என்றால் 44 - கீ - (4 ஈம) என்றாகும். 

ர 214 eee = oo Qin 

xy 852 ves sos es ரா என்றால் 
A= 

oe . க் ave a eve 

81 Amo eee eee ann 

ol 21) A ay. 2 2. oe Lh Ain 

AA=Ad= 24 85 வட nm om a Agr 

oa nee tee weet 

eve oe see eee wee 

ol any ௮ வ. ப. அ ok Onin 

சான்றாகும்.
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குறிப்பு 4: | 4) என்ற ஓர் அணிக்கோவையை எடுத்துக் 
கொண்டால், ௮௦ | 4 | என்ற அணிக்கோவையானது | 4 | அணிக் 
கோவையிலுள்ள ஏதாவதொரு நிரல் உறுப்புகள் அல்லது நிரை 

உறுப்புகள் இவை தமை 4 ஆல் பெருக்கும்போது உண்டாவதாகும். 

இந்த ஒரு பண்பு, | 4 | அணிக்கோவைக்கும் 4 அணிக்கும் உள்ள 

ஒரு முக்கியமான வித்தியாசமாகும். மேற்கண்ட வரையறையைக் 
கொண்டு, கீழ்க்கண்ட விளைவுகளைக் காணலாம். 

1. 4௮ 

(—1) A = (1) (4) = (—44;) 

0:4 =0 
௮-0 -0 

(LB) A = & (BA) 

oa I = dg(ls drow 5 hl) 

குறிபபு 5: ஓர் அணி அலகை 4 என்ற அலகால் பெருக்கும் 

போது, ஓர் எண் அணி உருவாகிறது 

வரையறை 14: அணிகளின் கூட்டல் : ஒரே வகையான, 

அதாவது ஈ% ஈ வகையான இரு அணிகள் ச, மீ இருந்தால், 

அவைகளின் கூட்டுத்தொகையை A+ B என்ற அணியால்: 

குறிப்பிடலாம். 

é ae, a OR i= 1, 2.0m ~ 

(4 + B)i = CAdy + CBD J @ 1, Susur | 

அல்லது 

4 (௪), 9 - (ம) என்றால் 
A + B= (4; + 6;j;) BGe. 

குறிப்பு 1: கூட்டுத்தொகைக்கு எடுத்துக்கொள்ளும் அணி' 

களுக்கு நிரல்களின் எண்ணிக்கையும் நிரைகளின் எண்ணிக்கையும் 

ஒரே மாதிரி இருக்க வேண்டும். மாறுபட்டிருந்தால் 4 அணியையும் 
2 அணியையும் கூட்ட முடியாது. 

தேற்றம் 1: அணிகளின் கூட்டல், மாற்று விதி, சேர்ப்பு விதி. 
இவற்றுக்குக் கட்டுப்பட்டிருக்கும். 

அதாவது 4-4 B=B+A 

A+(B+C)=(A4+B)+C
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மேலும், அணிகளின் கூட்டலும், அலகால் பெருக்கலும் பரவு. 

விதிக்கு உட்பட்டிருக்கும்: அதாவது ் 

A(A+ B)=AA+ AB 

(il + B)A=Ad+ BA 

4- (4) என்றும் 8- (6) என்றும் கொண்டால், வரையறை. 

யிலிருந்து 
A+ B= (aij + bij) 

B+A = (bij + aij) 

சம்பு...” என்ற களத்திலுள்ள உறுப்புகள் ஆதலால் 

ச + bij = bij + aij BOW. 

எனவே4-8- 8-4 4 

அதேபோல் [4 + (B+ Cig = [aij + Cb + eT 

. = [(aij + 4 வூ] 

= [C4 + B) + Cli 

FAA + B)]ij = A (aj + 64) 
= (daij + Abi’) 

= [Ll4 + AB]i 

[Ct + B) Ali =[(A + இ) வ] 

(Laij + Baij) 

aA + BA 

. வரையறை 15: அணிகளின் கழித்தல் : ஒரே வகையான இரு. 

அணிகள் A, BQ எடுத்துக்கொண்டால், 44 & - 8 என்ற 

சமன்பாட்டிற்கு ஒரே ஒரு தீர்வுதான் உண்டு. அதாவது 
%- 8-4 ஆகும். 4- (aij), B= (bij) stared X= 

(2 -- 20) ஆகும். 
எனவே 0- 4 - - 4 என எழுதலாம். 

A-A=0; (—1)A=—4; ~(-A)=A 

al (A—B)=ddA—AB, (Lh —8)A=AA—BA 

- என்பவை சர்வ சமங்களாகும். 

வரையறை - 16: அணிகளின் பெருக்கல்: A என்ற, 

அணி 8 % ற: வகையாகவும், 2 என்ற அணிற % 8 வகையாகவும். 

இருந்தால், A: * BR வரையறுக்க முடியும். 

| 
{I
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14% அணி ஈ 5 ஈ வகையாகும், 

4%நீ௪ 62 (209) என்ற அணியானால் 

Pp 

Ci = 5 சம்பு 

= ar ம்ப + aig ba; x -o- cea lin bpj 

அதாவது 4 அணியின் */'-த்து நிரையிலும் 2 அணியின் ‘7-5 a 
நிரவிலும் உள்ள ஒத்த உறுப்புகளைப் பெருக்கிக் கூட்டும்போது 

ஏற்படும் கூட்டுத்தொகை ச % 8 அணியின் :ர”.த்து உறுப்பாகும், 

குறிப்பு 7: (1)4% அணியை வரையறுக்க வேண்டுமானால், 
4 அணியின் நிரல்களின் எண்ணிக்கையும், £ அணியின் நிரைகளின் 
எண்ணிக்கையும் சமமாக இருக்க வேண்டும்: 

2 4% 8 என்ற அணியின் நிரைகளின் எண்ணிக்கை 

4 அணியின் நிரைகளின் எண்ணிக்கைக்குச் சமமாகவும், 4 % சன் 

நிரல்களின் எண்ணிக்கை ம அணியின் நிரல்களின் 

எண்ணிக்கைக்குச் சமமாகவும் அமையும். 

8. ன் நிரல்களின் எண்ணிக்கையும் 2-ன் நிரைகளின் 
எண்ணிக்கையும் சமமாக இல்லையென்றால் 4 % தஜ வரையறுக்க 

“முடியாது. 
4, 44% 2ம் 9) 4-ம் தனித் தன்மைகள் பொருந்தியன. சில 

சமயங்களில் 4 % £ அணிக்கு வரையறை உண்டு. ஆனால் 2 % 4 
அணிக்கு வரையறை இருக்கவேண்டிய அவசியமில்லை. 4% 2 

அணியும், Bx A அணியும் ஒரே சமயத்தில் வரையறுக்கப்பட 

வேண்டுமானால், 4 அணி m % ஈ வகையாகவும் அணி ஈ % ர 

- வகையாகவும் இருக்கவேண்டும். ஆனால் 4 % 8 அணி % 3 

வகையாகவும், 2 % 4 அணிஈ %% வகையாகவும்தான் அமையும், 

ஆகவே 4% ம அணியையும் 52% .4 அணியையும் ஒத்துப் 
பார்க்கக்கூட முடியாது. 4, 2 என்ற இரு அணிகளும் * வரிசை 

சதுர அணிகளானால், 4 % 2, 92% 4 அணிகளும் * வரிசை சதுர 
அணிகளாகும். அப்படியும் அவை சமமாக:: இருக்கவேண்டும் 
என்பதில்லை. உதாரணமாக 

etd] க[$ 1] 
கொண்டால், 

8 11 

18 18 

ந்தி 8 18 

11 19 

ae
 x by li
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srarGau Ax B # BXA. 

ஆதலின் அணிகளின் பெருக்கல் மாற்று விதிக்கு உட்படாது. 

வரையறை 17: 4 % 8 என்ற அணிகளின் பெருக்கவில், 

4 அணி 2 அணியை முன் பெருக்குவதாகவும் (ர200114ற11௦க11௦ ௨) 

அதே சமயத்தில் 8 அணி 4 அணியைப் பின் பெருக்குவதாகவும் 

(௦ மயிய்றார்௦க1௦0) கொள்ளலாம். 

தேற்றம் 2: அணிகளின் பெருக்கல் சார்புவிதிக்கு உட்பட் 
டிருக்கும். அதாவது, 

A (BC) = (AB) C 

[4 (2, (429) என்ற அணிகளை வரையறுக்க வேண்டின் 

4,,0 அணிகள் முறையே ஈ), 2%9, ர%ஈ வகைகளில் அமைய 

வேண்டும்] 

26 அணி றா வகையாகும், எனவே 4 (கீழு அணி mx a 

வகையாகும். அதேபோல் (48) soll m xX ஏ வகையாகும். 

எனவே (48) அணி ஈ% ஈ வகையாகும். ஆகவே A (BC) 

அணியும், (48) 6 அணியும் ஒரே வகையைச் சேர்ந்தவை, 

4” (சழ; (600; ௪ (ய) என்றும் எடுத்தும் கொள் 
வோம். 

BC = (dy) என்றால் 

அதேபோல் 

A (BC) = (கூ) என்றால் 

D 

a= Bay ay 

ரி 
ட
ு
 9 

Gi = Ong Ce. 
1 ks 

[| 

ll 
M
o
o
 ட்ட 

= Gi by g eke 

நட Lp EB crt 
“10
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அதேபோல் 

(AB) = (fj) srr Ge 
[(AB) Cl = (81) என்றும் கொண்டால் 

p 
i= ஆ ai bij 

[=1 

q 
Si = 3 700 

k=1 . 

q q 
a 3 [27 3 சப Di 

k=1 i=1 : 

q ம 
= 3 5, CKj Gy bik 

bat தடு 

Pq 
= a. & மிப பே 

/-1. த 

எனவே 8 - ஐ) [எல்லா ச, /-க்களுக்கும்] 

A (BC) = (AB) C, 

குறிப்பு 8: 4(80) - (48) என்பதால், இரு பொருள் 
படாமல் ABC என்று அடைப்புகளில்லாமல் எழுதலாம். சார்பு 

விதியை மூன்றுக்கு மேற்பட்ட எத்தனை காரணிகளுக்கும் 
விஸ்தரிக்கலாம், அதாவது 

(AB) (CD) = A(8C) D = (ABC) 9 - 4 (800) எனலாம். 
இதையே 420 என்றும் எழுதலாம். 

தேற்றம் 3: சர்வ சமன்பாட்டின் இரு பக்கங்களும் வரையறுக் 

கப்பட்டால், அணிப்பெருக்கல் பரவு விதியைச் சாரும். 

A(B+C) = AB+AC 

(B+C) A = BA+CA 

இந்த இரு சர்வ சமன்பாட்டில் முதல் சமன்பாட்டை 

நிரூபிக்கலாம். 

4,2,6 என்ற அணிகள் முறையே pxg, 7%௰, 0/1 வகை 
களானால், ஐயும் ஜெயும் கூட்டவேண்டுமானால் அவை 
யிரண்டும் ஒரே வகையாக இருக்கவேண்டும். அதாவது 7-9
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என்றாகும். மேலும் (840)ஐ 4 அணி முன் பெருக்குவதானால் 
7-7 ஆகும். 4 (8-6) அணி, வகையைச் சாரும், அதே 
போல் 49 அணியை வரையறுக்க வேண்டின் ர-ு_ என்றும் 46 

அணியை வரையறுக்க வேண்டின் ர-/ என்றும் இருக்கவேண்டும். 

அதாவது ஏ-7௪ம ஆகும். மேலும் 42-ம் 4ம் முறையேற%௰, 

யா வகைகளாகும். ,(கீஜயும் ./ஜேயும் கூட்டவேண்டுமானால் 
9-8 ஆக இருக்கவேண்டும். எனவே இருபக்கங்களை வரையறுக்க 

“வேண்டின், ர- ஈ-: என்றும், 8-2 என்றும் இருக்கும். மேலும் 

இருபக்க அணிகளும் £%ஈ என்ற வகையைச் சாரும். 

45 (ச ம0- (ய) என்று கொள்ளுவோம். 

q 

ICA (B+C)], = 2 (தீர்பு 

q 
= Six (bei + cei) 

k=1 

॥ 

9 q 
3 Gk Op + 3 Ok Cj 

erorGar A (B+C) - 42 4 40 ஆகும். 

இந்த விதியை விஸ்தரித்து a 

CA+BYC+D) = AC+AD+BCH+BD sro gy கொள்ளலாம்? 

குறிப்பு 9: இந்தப் பரவுவிதியில் முக்கியமாகக் கவனிக்க 

(வேண்டியதென்னவெனில், அணிகளின் பெருக்கு மாற்றுவிதிக்குட் 

படாதிருப்பதால் 4 (8-0ஐ AB+AC என்றே கொள்ள 
வேண்டும். மறந்தும் 2.4 4 64 என்று கொள்ளலாகாது, 

வரையறை 18: .॥ என்பது வரிசை சதுர அணியால் 

42௪ ம மேலும் 

At= AMA (r = 1) 

எனவே A? = AA 

A® = A-A-A 6rooreorin. 

At AS = கார்: என்றும் 

(409: ௪ 47 என்றும் கொள்ளலாம்,



148 நவ இயற்கணிதம் 

குறிப்பு 10: பூச்சிய அணியும், அலகு அணியும் இந்த. 

இயற்கணிதத்தில் ஒரு முக்கிய இடத்தை வகிக்கின் றன... 

4 என்ற அணி ௩ வகையைச் சார்ந்தால், 

A+0 =A 

ரீ ழ் 

AO = 0 
a m 

0,-A = 0 

என்பவை தெளிவாகத் தெரிகின் றன. 
n 

[An]ij = = On Ou [Oui = 9 6 4 / என்றால் 

= aij 

- [4] 
எனவே =A T, = 4 ஆகும். 

ீடி4 - கீ ஆகும். 

இதிலிருந்து, அணி இயற்கணிதத்தில், பூச்சிய அணியும் 
அணி அலகும் தொடக்க இயற்கணிதத்தில் 0.ம், 1.ம் வகிக்கு. 
மிடங்களை வகிக்கின்றனவென்பது புலனாகிறது. 

குறிப்பு 11: | Al verug aj [i = 1, 2..n3 j= 1, 2..n] 

S_MUYySsrujor ws Sond Garonoucmwd (Determinant) G@Hs qu. 

| 4-0 அல்லது | 4150 என்பதைப் பொறுத்து, 
4 அணியைச் சிறப்பூ அணி (Singular ரகர) என்றும் 

சிறப்பிலா அணி (14௦0 51தய]8ர நரகமா) என்றும் கூறலாம், 

தேற்றம் 4: | ABI = j{Ai- |B] =] 44] 
A= (aj); B= (by) AB = (Ccilarsm as gedarontored 

n 
ர 3 ரடம்பூ என்றாகும். 

| 4] ஐயும் | 4 | ஐயும் பெருக்கும்போது. . 

n 
ஏற்படும் | 41: 18[-ன் “ழ்:.த்து உறுப்பு- ந பம்பு 

என்றேயாகும். 

cronGer | Ape |B.) =] ABT -
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அதே போல் Agguyib ஐயும் இடமாற்றினால் 

121-411 841ஆகும். 
எனவே 1|4]-121-1421-) 24] 

வரையறை 19: சேர்ப்பு அணி [Adjugate Matrix] - 
4 அணியின் உறுப்புகளின் இணைக்காரணிகளைக் கொண்ட 
அணியின் இடமாற்ற அணியே, 4.-ன் சேர்ப்பு அணியாகும். அதை 
4* என்று குறிக்கலாம். 

அதாவது 4 - (2. ) என்றால், 4/ஐ | 4-ல் பூன் இணைக் 
ij 

காரணியாகக் கொண்டால், A* = (Ajj) 

தேற்றம் 5: AA* = A*A = J Al -T 

A = (aij), 44 (ம) என்றும் கொண்டால் 

bij = 4ீழ் ஆகும். 

n 
(சிசிர) ஐ. aig byj 

n 

= 3 Gij Als 
k=1 

= |All di 

n 

அதே போல், (சர்ப = 5 bie ag 

n 

= = Ag, aj 
k=1 

= | 4] dj 

srar@ ot (AA*) = (A*A) = | Aiel 

கிளைத்தேற்றம்: | AX} = | Ap s-* 
| AA*— = | Aj | A*| 

wee |AA*] - | 141.7] 

| கழ 

எனவே | அர | ர் 4 [1-3 ஆகும்.
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தேற்றம் 6: (4௫) | 417-744 
A* (A*)* = | i 

= |A[™*l 
A-A® (A*)}* = 4 | 41777 

JA} (ககர [காரக் 

அணிக்கோவை | 4 | பூச்சியத்திற்குச் சமமாக இல்லாததால்: 

(ரர | 41154 

.. தேற்றம் 7: (294 8* 47 | 
J Al-| B| BtA® = | AB! J B* A* 

: = (AB)* (AB) B* A* 

= (AB)* A (BB*) A* 
(AB)* A | B\- JI At 

| By CAB)* (44*) 

|B! CAB) [AL Z 

= {Al | By] (48)* 
அணிக்கோவைகள் | 4 |, | 8| பூச்சியத்திற்குச் சர்வ சமமாக 
இல்லாததால் ் 

॥ 
|| 

B* A* = (ABY* 
தேற்றம் 8: 4, 2 நீண்ட சதுர அணிகளானால் 

(AB) T= BR AT 

[குறிப்பு : மேற்கண்ட சமன்பாட்டின் இரு பக்கங்களும் 

வரையறுக்கப்பட வேண்டும்] 

7 

சிடி அணிகள் முறையே ற % gir X 5s வகைகளானால் 48 

வகையறுக்க ஏ - 7 ஆக வேண்டும். (4979 ௩2 வகையாகும். 

BT, AT முறையே % ு ர.% ற வகைகளாகும். 

ன் 47 வகையறுக்க 7 - ர ஆக வேண்டும். 

அப்போது 87 47 அணி? % ற வகையாகும். என்வே, சமன் 
பாட்டின் இருபக்கங்களிலுமுள்ள அணிகளும். 5 % ற வகையாகும்... 

[ CAB) ] yj = (AB), 
= 3% dix by; 

k
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= 3 Dig a’; [அ (ஐ 
k = (a'ij)] 

(BT A)ij 

எனவே (45)7- மா 47 ஆகும். 

வரையறை 20: எதிர்மாறு அணி [104686 நய: ] 41௪0 

என்றால் 4%4- 7, XA=1 என்ற இரு சமன்பாடுகளுச்குப் 

பொதுவான ஓரே ஒரு மூலத்தை 4 அணியின் எதிர்மாறு அணி 

யென்கிறோம். அதை 4-7 எனக் குறிக்கிறோம். 

தேற்றம் 10: இப்போது 4-7, %௩4-/ என்ற சமன்பாடு 
* 

களுக்குப் பொதுவான ஒரே ஒரு மூலம் % - ar என நிரூபிப் 

போம். 

AA* = A*A = 141. /என்பதால் 

Ae A* , 
A ae —_ யவை A =f ம், [41 ( | 4 ) =e 

க * 

எனவே 4 4-7 என்ற சமன்பாடுகளுக்கு 4 - ட் |் என்ற 

ஒரு மூலம் இருக்கிறதென்று காண்கிறோம். இது ஒன்றுதான் 

சமன்பாடுகளின் மூலமென்று நிரூபிக்க, 7 என்பதை 43 /-ன் 

வேறொரு மூலமாகக் கொள்க, 

அதாவது 417 7 

எனவே X = XI 

= X(AY) 

॥ (XA)Y 

ரர 

- ௬ 

ஆகையால், 4%-/-ன் மூலம் ஒன்றே ஒன்றுதான் . அவல் 

4 [ன் மூலமும் ஒன்றே ஒன்றுதான். 

[ : ள் ] ் ் 

உதாரணமாக 4 - 4 என்றும் 
c
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a ச் து 

]Al= = ad—bec 4 0 என்றும் 

d 

  

6 

தட்ட djad—be —bjad-be | 
(Apo —clad—be  alad—be 

. d —6b Soy 
கொண்டால் 4* - 1 - a ஆகும். 

  

Pool Alt 

குறிப்பு 12: AX = 8 என்ற சமன்பாட்டின் ஒரே ஒரு மூலம் 
ச. 19 ஆகும். அதேபோல் 70-0 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 

77-01 என்பதே ஒரே ஒரு மூலமாகும், ் 

தற்றம் 9 | 
1, 4 அணி சிறப்பு அணியன்றென்றால், அதேபோல் 

Aviad (430) ழ் 

அ ர அ இ 

8. (4) 124 

4. AB அணிகள் சிறப்பு அணிகளல்லவென்றால் அதே 
போல்தான் 48 அணியும் 

5.., (ABY? = BA? 

(1) 4 சிறப்பு அணி இல்லையென்றால் | 4 | - 9, 

  

  

4 
எனவே 3... 

laf 

Atp = | A* 

| 14) 

(4271 

= are 
i 
  

அதாவது |4 710. 
(2) எனவே ]|4] *- | 4௩) 

(8) 47% -/ என்ற சமன்பாட்டை 8-4 என்ற மூலம் சரி 
செய்கிறது. எனவே (க 3) 3 - 4 ஆகும். ..
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(4) |ABi = |A{-tB 

# 0. 

(5) AB(B A+) 4(280)4 * 

=AIAt 

= AA* 

7 

எனவே (48) 3 51 41 ஆகும். 

குறிப்பு 13; வகுமுறை விதி அணி இயற்கணிதத்திற்குப் 

பொருந்தாது. இந்தக் கணிதத்தில் 48-௦0 என்றால், 4, 8 அணி 

யின் பூச்சிய அணி 0-க்குச் சமமாக இருக்கவேண்டுவதில்லை. 

உதாரணமாக 

~ —2 i 3 ~ | 

aul =f 4 B= “5 3. என்றும் 
ஓ = 

0 0 

எடுத்துக்கொண்டால் க8ீ - 0 0 

டட 8 

a 
௪ 0 ஆகும், 

8 

இங்கு 4 * 0, 8 * 0 என்பது குறிப்பிடத்தக்கது. 

தேற்றம் 10: சதுர அணிகள் 4, 8 என்பவை A-B=0 

என்றால், 4-0 அல்லது 8-0 அல்லது 4, 8 என்ற இரு அணி 

களும் சிறப்பு அணிகளாகும். 

4௪0, 8-0 என்றோ கொண்டால், 

4-0 ஆகும். 

430, 0 என்றும் 4 சிறப்பு அணியன்று என்றும் 

கொண்டால், 4 * வரையறுக்கப்படுகிறது. எனவே
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A*-(AB) = A7*.0 

= 9 

B=0 

ஆனால் £ 4 0 என்று எடுத்துக்கொண்டிருக்கிறோம் எனவே 4 
சிறப்பு அணியாகும். அதேபோல் £.யும் சிறப்பு அணியாகும். 

வரையறை 21: பூச்சியத்தின் வகுக்குமெண்: பூச்சியத். 
தின் வகுக்குமெண் நீண்ட சதுர அணி A ஆகக் கொள்ள 
முதலில் 4 4 0 ஆகவும், 8 * 0 என்ற அணியிலிருந்து AB=O0 
ஆகவும் வேண்டும். 

[அல்லது 6 4 0 என்ற அணியைக் கொண்டு 04-0 ஆக. 
வேண்டும்] 

குறிப்பு 13-ல் கொடுக்கப்பட்ட உதாரணத்தில் 4-ம் 8-ம் 
பூச்சியத்தின் வகுக்குமெண்களாகும், 

குறிப்பு 14: சதுர அணி 4, பூச்சியத்தின் வகுக்கும் 
எண்ணாகவேண்டுமானால் 4 ஒரு சிறப்பு அணியாகத்தான் இருக்க 
வேண்டும். 

வரையறை 22: செங்குத்தணி (011100200௨] 181: A 
என்ற அணி மெய்யாகவும், At-A = 7 ஆகவும் கொண்டால், 

4 ஒரு செங்குத்தணியாகும். 

| ATA] = [TI 

| க[“ ௬7 

|கி[ 7 
எனவே 4 சிறப்பு அணியன்று, 

ஆதலால் 4-* 4 ர ஆகும், 

ச்சி ௫ 7 ஆகவும் கொள்ளலாம், 

4745 7] ஆதலால் 

78 

oy = ட் Pa ang [AT = (ay) (aah 

n 
௪” 3 சப்



அதேபோல் 447 - 

் n 

Bi = Sik afk 

i # j oreirege 3; = 0. 

2 
“< LY akiag = 0, 

k=1 

“ர”.த்து நிரல் வெக்டாரும், * த்து நிரல். வெக்டாரும்- 
செங்குத்து வெக்டார்களாகின்றன. 

n 
2 dik = Gik = 

k=1 k ॥ 
26
3 

அ 
ச
ு
 

w
 ॥ —
 

1 

ஆகவே, செங்குத்தணியின் நிரல்கள், இயல்நிலை செங்குத்து. 
வெக்டார்களை [Orthonormal Vectors] உண்டாக்குகின்றன. 

அதேபோல் 447 - / என்பதால், அதாவது 

n 

2 Oki 267 - 0) என்பதால், 

திரைகளும், இயல்நிலை செங்குத்து வெக்டார்களை உண்டாக்கு . 
கின்றன. 

கிளைத் தேற்றம் 1: ஒரு மெய் அணியின் நிரல்கள் இயல்நிலை 
செங்குத்து வெக்டார்களை உண்டாக்கினால், நிரைகளும் 
அவ்வாறே வெக்டார்களை உண்டாக்கும். 

கிளைத்தேற்றம் 2: நிரல்களின் (நி ரைகள்) வரிசைகளை மாற்றி 
அமைத்தால், ஏற்படும் அணியும் ஒரு செங்குத்தணியே யாகும், 

தேற்றம் 11: 4.ம் 2-ம் செங்குத்தணிகளானால் 47, 4-1 42: 
யாவும் செங்குத்தணிகளே. 

4 ஒரு செங்குத்தணியாதலால் 

447 

ஃ கோடா] 
AC அ = ர
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எனவே 41 ஒரு செங்குத்தணியாகும். 

ATA - 7 ஆதலால் 4 * - 47 ஆகும், 

எனவே.॥ -*-ம் ஒரு செங்குத்தணியே. 

(ற: = BT AT AB 

= BIB 

= BB 

=f 

srorGeu AB. ஒரு செங்குத்தணியே. 

9-4 syoofluMer oH (Rank of a Matrix) 

முதலில் ஒருபடிச் சமன்பாடுகளின் தொகுதிகளையும், அதன் 
மூலங்களைக் (roots) கண்டுபிடிக்கும் முறைகளையும் சற்று 
ஆராய்வோம்; ‘ 

n 

x aij Xj = 6; Fi=1, 2, 8, we, M] we I 
j=l 

“என்பவை “9” ஒருபடிச் சமன்பாடுகளின் தொகுதியாகக் கொள் 
வோம், இதில் 3;.களின் குணகங்களும், வை “ந'-களும் 7” 
'என்ற களத்திலுஸ் எதென்றும் கொள்க. 

41 (81 பூ Gros Q1 99 soy Qin) 

49 (பூ Bao, bas, ட don} 

eensasece 

sreeeeee 

Am = (Gm, Gm25 நேவி ஒரோ என்பவை [௩ (9) என்ற 

வெக்டார் வெளியை உண்டாக்கட்டும். 

2- (20, டி... ௫) என்று எடுத்துக் கொள்க, 

/.ல் கண்ட சமன்பாடுகளை 

(4A,-X) = by, (AX) = bay ce, Am X) = bn rTM 
-எழுதலாம். 

[(A,-X) என்பது 4,-க்கும் நஃக்கு | மிடையேயுள்ள உட் 
பெருக்கைக் குறிக்கும்]



அணி 157 

இந்தச் சமன்பாடுகளின் தொகுதியின் மூலங்கள் ர, (F). 
வெக்டார் வெளியின் ஓர் உறுப்டி. ஈ- (0); பவட [9 ஆகும். 
அதாவது (4.7) - சிடி(கிா) ௪ ச) அஷ (கிரு ௪ ந. 

வரையறை 23: /-ல் கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளின்- 
தொகுதி ஒப்பிடும் தன்மையுள்ளதென்றால், F களத்திலுள்ள- 

m 
எந்த உறுப்பும் A S;4; = 0 என்ற சமன்பாட்டைச் சரி: 

i= 

m 
செய்தால்... 3: $44/-0 ஆகவும் இருக்கவேண்டும். 

அம்
 

a [ M மிர (அம்ரு, 

॥ M
 

a
 2 & சே
 

~
j
 

= Or 

அதாவது சமன்பாடுகளின் தொகுதிக்கு மூலங்கள் உண்டென்று 
கொண்டு, 7” களத்திலுள்ள உறுப்புகளைக்கொண்டு சமன்பாடு. 
களின் இருபக்கங்களையும் பெருக்கிக் கூட்டும்போது, இடக்கைப் 
பக்கம் பூச்சியத்துக்குச் சமமானால், வலக்கைப் பக்கமும் பூச்சியத் 
துக்குச் சமமென்பது. இதன்மூலம் தெளிவு; 

வரையறை 24: இரு சமன்பாடுகளின் தொகுதிகள் ௪ம 
மென்றால், அவை இரண்டுக்கும் ஒரே மூலங்கள் இருக்க. 
வேண்டும். 

வரையறை 25: ஒரு சமன்பாடுகளின் தொகுதிக்குத் தொடக். 
aé Geiima (Elementary Operation) உண்டாக்குவதானால், 
கீழ்க்கண்ட ஏதாவதொன்றைச் செய்யவேண்டும்; ் 

1, இரண்டு சமன்பாடுகளை இடமாற்றுதல் 

௪: ஒரு சமன்பாட்டை 7 களத்தின் பூச்சியமல்லாத. 
உறுப்பால் பெருக்குதல் ்
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8. ஓரு சமன்பரட்டை 6.ஆல் பெருக்கி மற்றொரு சமன் 

பாட்டுடன் கூட்டுதல், [27] 

தேற்றம் 12: ஒரு சமன் பரடுகளின் தொகுதியில் குறிப்பிட்ட 

தொடக்கச் செய்கைகளை உண்டாக்கி, இரண்டாவது தொகுதியை 

அமைத்தால், இந்த இரண்டு தொகுதிகளும் சமம், 

1, 2 வகைத் தொடக்கச் செய்கைகள் தொகுதியின் சம 

திலையைச் மாற்றாதென்பது தெளிவு. 

8 வகைத் தொடக்கச் செய்கையைப்பற்றிச் சற்று ஆராய்வோம். 

கொடுக்கப்பட்ட தொகுதியிலுள்ள இரண்டாவது சமன் 

பாட்டை £(6 ௪2) ஆல்பெருக்கி முதல் சமன்பாட்டுடன் கூட்டுக, 

(A,X) + & (Ag+ X) எ (க் க்கீ என்று ஆகும். 

எனவே புதுத் தொகுதியின் சமன்பாடுகள் 

(க பக்கி வில சட qs (Age X) = bg, oes C4 +X) =m 

ஆகும். கொடுக்கப்பட்ட தொகுதியின் மூலங்கள் வெக்டார் 

7 ஆனால், அதாவது 

(4; ரூ ம்பூ(க று), கறு ௪... என்றல் 

(A, ம): = by + k by ஆகும். 

அதேபோல் 7 இரண்டாவது தொகுதியின் மூலங்களைக் 

'குறித்தால் 

(A, + k Ag): T= ம்) + kbg. 

அதாவது (4-3 4 k (AT) =, + kB, 

கீரா? ௪ ச ஆகிறது. 

எனவே இரண்டு தொகுதிகளும் சமம். 

9.4.1. எக்லென் முறை (016101 535140) 

கீழ்க்கண்ட முறைப்படி எப்படிச் சமன்பாடுகளின் மூலங்களைக் 

.கண்டுபிடிப்பதென்பதை ஆராய்வோம். 

x1 + 202 + Xs + xX, = 1 soe (1) 

2x, + Bx, + 4xg + 5x, = 6 we (2) 

3x, + Xe + 2x, + 4x, = 7 ௬௬௯ (3)
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என்ற மூன்று சமன் பாடுகளை எடுத்துக் கொள்க. 

(2), (8) சமன்பாடுகளிலிருந்து ;, ஐ நீக்குக. 

டோரி Xgt 2௭ ம we (4) 

உட “ய 4 we (5) 

கெதி எ Xg t+ Xy= 4 we (6) 

இப்போது (5)ஐத் தவிர்த்து (4), (6) சமன்பாடுகளிலிருந்து 
XQ GSES. 

x4 — xg - 2x, ரி 8... (6) 

உர மேடு 4.௨ (8) 

உட 0 12... (9) 

... (99ஐத் தவிர்த்து (7), (8): சமன்பாடுகளிலிருந்து 2,ஐ 
நீக்குக, 

8x, + Xe = B we (10) 

Xq — 5/8x, = —4 ww (11) 

8x, + @x,= 12 ws (12) 

x 
sj = = 3 

5 
20 கு ௮ 4+ 524 

7 
த எ இஃ aX 

எனவே 3, - ர என்று கொண்டால் 

௭ 141/8) x, = —4+4 5/8 t,x, = 4 — 7/32, 

X4 = / என்ற மூலங்கள் கிடைக்கின்றன. 

“7” என்பதை மெய்யெண்களின் ஏதாவதொரு உறுப்பாகக் 
கொள்ளலாமாதலால், %., 29202, 04 என்பவற்றுக்கு ஒன்றுக்கு 
'மேற்பட்ட மூலங்கள் உள்ளன என்பது தெளிவு. 

இப்போது மூலங்கள் இல்லாத சமன்பாடுகளின் தொகுதியைக் 
கவனிப்போம், 

டர நூரு X3=7 . (1) 

xy + 2x, + 3x5 = 8 eee (2) 

ஞே + 2x5, =6 ss (8)
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(1)ஐத் தவிர்த்து (2) ஆவது சமன்பாட்டிலிருந்து ஐ. 
நீக்குக, 

டர ஐ 8 ww (4) 

Xo t+ Bxg = 1 . (5) 

X_ + 2xg = 6 ... (6) 

(59ஐத் தவிர்த்து (4), (6) சமன்பாடுகளிலிருந்து 5,ஐ. 
நீக்குக. 

X,—%X%, ௩6 . (7) 

xX, + 2xg = 1 

0௧5 

எனவே, இம்மாதிரிச் சமன்பாடுகளுக்கு மூலங்கள் கிடையா. 

மேற்சுண்ட இரு மாதிரிக் கணக்குகளில் கண்ட முறைகளை ஒரு. 

ஒருபடிச் சமன்பாடுகளின் தொகுதிகளுக்கும் பயன் படுத்தலாம், 

அது எப்படி என்பதை இப்போது ஆராய்வோம். 

1 

Oy, Hy + Oyg Xq bm + Ain Xn = Dy | 

Gg, %y + Gyq X_ +. + Ayn Xn = Dy | 

வகையையும் is வலை நனைய, ச டக] 

Om, %1 + Img Xq + ve + AMX. = bn j 

என்ற 9! சமன்பாடுகளைக் கவனிப்போம். இவற்றின் மூலம் 

932) டே என்ற 42” தெரியாத -களின் மதிப்புகளைக் காண 

வேண்டும். 

இந்தச் சமன்பாடுகளிலுள்ள குணகங்களை எல்லாம் பூச்சியங் 

களாகக் கொள்ள வேண்டாம். மேலும் x, என்பதின் ஈ குணகங்கள் 

சபி பூடு உரோடி என்பவை எல்லாம் பூச்சியங்களர்க - இருந்தால் 

2 தவிர்த்து, Xs. Xgy vee Xn என்பவற்றின் மதிப்புகளை “மட்டும் 

கணக்கிட்டால் போதும், எதற்கும் ), 2, உமா என்.ப்வற்றில்,, 

எல்லாக் குணகங்களும் பூச்சியங்களாக இல்லாத முதல் %ஐ 36) 

எனலாம். முதல் சமன்பாட்டை 2, -ன் குணகத்தினால் வகுக்கவும். 

முதல் சமன்பாட்டை உபயோகப்படுத்தி மற்றச் சமன்பாடுகளி 

லிருந்து 2% , ஐ நீக்குக.
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Xky + Bik +1 Xkp +l + oe + byn Xn = C) 

Dok +1 Xky ta + ve + Don Xn = Cy 

இதுக்கு த்துக்கு + Aeeneeseceee es see க்க சந்கக ககக ௧ 9 ௨௧௪ ௪6௧௫௨௫௨௧௨௧ 

eee meer er sen re. Sener nem 

Bk, +4 Xkiti + - + Bann Xn = Cn 

Xky tis ky tys cee Xn என்பவற்றில் குணகங்கள் எல்லாம் 

பூச்சியமில்லாத முதல் ஐ 3, என்க. அவசியமேற்பட்டால் - 

சமன்பாடுகளை மாற்றி, இரண்டாவது சமன்பாட்டிலுள்ள xX, -ன் 

குணகம் பூச்சியமாக இல்லாதவாறு பார்த்துக் கொள்வோம். 

இப்போது இரண்டாவது சமன் பாட்டில் 2,,-ன் குணகத்தை 

₹1* ஆகவும் மற்ற எல்லாச். சமன்பாடுகளில் [முதல் சமன் 

பாட்டையும் சேர்த்து] 2,,ஐ நீக்கியும் புதுச் சமன்பாடுகளின் 

தொகுதி உண்டாக்கவும். இம்மாதிரியே சமன்பாடுகளைச் 

சுருக்கினால் நமக்குக் கிடைக்கும் தொகுதி 

த + 0 x, + see + வடி = a, 

Xk, + ove + Ox, = d, 

Xk, = 64, r (2) 

0- சகட 

0 க den     
இந்தத் தொகுதியில் 1 5 75 7 என்ற முறையில் / ஒரு முழு எண் 

ஏரன்றால், *77 சமன்பாடு ஒன்றில்தான், நத -ன் குணகம் பூச்சிய 

மில்லாமல் இருக்கிறது. முதல் சமன்பரட்டில் 3, 30, vee Xk, 

இவற்றின் குணகங்கள் பூச்சியமாகும், இது போக. உள்ள மற்ற 

di ,
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களின் குணகங்கள், பூச்சியமாக இருக்கவேண்டுவதில்லை, 
இரண்டாவது சமன்பாட்டில் 7 < %, என்றால் பன் குணகம் 
பூச்சியமாகும். மேலும் 3 ow» Xx, இவற்றின் குணகங்கள் 

பூச்சியங்களே. இப்படியாகவே மற்றச் சமன் பாடுகள் அமையும். 
எனவே (4) தொகுதியும் அதற்குச் சமமான (2) தொகுதியும் 
மூலங்களை உடையதாயிருக்கின் றன. 

இப்போது F களத்திலிருந்து 209 20. அட என்பவற்றைத், 
தவிர்த்து மற்றவற்றுக்கு ஏதாவதொரு மதிப்பைக் கொடுத்தால் 
31/9 202௦0, இவற்றின் மதிப்புகள் ஒரே வழியாக நிர்ணயிக்கப் 
படுகின்றன. இங்கு 7-ஈ என்க, எனவே 0 என்பதை இடப் 
பக்க உறுப்பாக உள்ள சமன்பாடு இல்லை எனலாம். 

அப்படியல்லாது 0-ீ என்ற ஏதாவதொரு சமன்பாடு: மிஞ்சி 
விட்டால், இந்தச் சமன்பாட்டுத் தொகுதிக்கு மூலங்களே கிடையா, 
இப்படிப்பட்ட சமன்பாடுகளின் தொகுதியை எக்லென் முறை, 
என்கிறோம். 

9.4.2 ns ga 

a, 1 12 eo aan 

44) Ago oe Asn 

AED anenetgen generar cine என்பது அணி என்க. 

ஒஙுககுகுடி கந உ 1 கடுகவ்க க உட்டு ட ட வடடக்கு உ. 

Ry = [சட 81 ஆ ௧௪௪ ௫௦௨௮ ain] 

Ry = [4.5, Gyo, seers Ign] 

584*௮4௮2௮029 99.4 ௨9௨ 909 9௪௰ ௪௧௧ ௨௧௪ ௦௧௭௦௫௭ ௦௪௨ 69 819௫௧ ௨௧ ௬ஷ௧ 

பக டப பப்ப ணா னை ௪௪௨௧௧௨. 

Ra = [@ny. Bing y: 000 00, Onn] 

என்பனை A அணியின் நிரை வெக்டார்களாகும்
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அதேபோல் 

aij G4 Ayn | 
ர் 

221 (252 Oxy 

7 
Cy “ட ee டே = Cy = | eens 

Gai Am 9 a 

என்பவை 4 அணியின் நிரல் வெக்டார்களாகும். 

4 அணியின் நிரை வெக்டார்கள் 8, 7, .... என்பவை 

உருவாக்கும் உபவெளியை, கீ-ன் கிரை வெளி (8௦ 5080௨ 

எனலாம். இந்த நிரை வெளியின் வகையளவு (19102181௦1 

4 அணியின் நிரை மதிப்பிடமாகும். 

அதேபோல், 4 அணியின் நிரல் வெக்டார்கள் 0), உ Cy 

என் பவை உருவாக்கும் உபவெளியை ,4-ன் நிரல்வெளி (௦1001 

$றக௦௨) எனலாம். இந்த நிரல் வெளியின் வகையளவு 4 அணியின் 
நிரல் மதிப்பிடமாகும். 

வரையறை 26: 7 என்ற களத்தைக்கொண்டு A என்ற 
அணியைக் கருதுக, இந்த அணியின்மீது கீழ்க்கண்ட ஏதாவதொரு 

காரியத்தைச் செய்தால் அது ,4-ன் மேல் செய்யப்பட்ட ஆரம்ப, 

feo (bly) Gewanrgid (elementary row column operation). 

மாதிரி 1: இரு நிரைகளை (நிரல்களை) இடமாற்றுதல். 

மாதிரி 2: ஒரு நிரையின் (நிரலின்) உறுப்புகளை 7? களத்தி 
லுள்ள பூச்சியமில்லாத உறுப்பால் பெருக்குதல், 

். மாதிரி 3: ஒரு நிரையின் (நிரலின் ) உறுப்புகளுடன் மற்றொரு 

நிரையின் (நிரலின்) ஒத்த உறுப்புகளை £ மடங்கு. 

_ அதிகரித்துக் கூட்டுதல். 

இந்தநிரைச் செய்கைகள் மூலம் கிடைக்கும் 2 என்ற அணியும் 

4 என்ற அணியும் ஒரே நிரைவெளியை உடையதாக இருக்கும். 

எனவே ஓரே நிரை மதிப்பிடம் கொண்டிருக்கும்,
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மாதிரி 1 என்ற நிரைச் செய்கையால் 4, ம என்ற அணிகளின் 

நிரை வெளிகள் ஒன்றாக இருக்கும் என்பது தெளிவு. சிந்தித்துப் 

பார்த்தால், மாதிரிகள் 8, 8 என்ற நிரைச் செய்கைகளால், 4, தீ 

அணிகளின் நிரை வெளி, நிரை மதிப்பிடம் மாறாது. 

எனவே, இதை உபயோகப்படுத்தி ஓர் அணியின் மதிப்பிடத் 

தைக் கண்டுபிடிக்கலாம். 

0 ம் 8 -1 0 2 

-1 1 தி 2 1 —8 

2 ழு 4 4 அர 8 | 

1 ல் 5 1 —! 5 

என்ற அணியை எடுத்துக்கொள் க. 

எக்லென் முறையை உபயோகப்படுத்துவோம், முதல் இரண்டு 

இரைகளை இடமாற்றி, புது முதல் நிரையை --1 ஆல் பெருக்கவும் 

1 -1 2 உ —1 8 

0 -1 8 1 o 2{ | 

2 -1 4 #4 -1 ef?” 

»1 -2 5 14 பழ த 

மாதிரி ஐ உபயோகப்படுத்தி, முதல் நிரலில் முதல் 

உறுப்பைத் தவிர்த்து மற்றெல்லா உறுப்புகளையும் பூச்சியமாக 
மாற்றலாம். 

வக் — 

{i ஆ 2 2 -1 3 

6 உதி 8 -1 0 a 

0 1 0 0 1 2 aaa 

0 1 ஐ ர 0 ஐ 
ணை அடை
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மூன்றாவது நிரையை மற்ற நிரைகளுடன் கூட்டுக; 

1 0 2 2 0 8 
0 0 8 —1 24 4 
0 1 0 0 1 2 
0 0 8 = 4 4 

இரண்டாவது மூன்றாவது நிரைகளை இடமாற்றுக, 

1 oO 2 2 0 5 

0 1 8 0 1 2 

0 0 8 —1 1 4 

0 0 8 ௮௫ 1 4 

மூன்றாவது நிரையை --1 ஆல் பெருக்கி தாலாவது நிரையுடன் 

கூட்டுக, 

i i 02 2 0 5 

| 0 1 0 0 1 2 

0 Gog 8 1 2 4 

o oa 0 0 0 0 

மூன்றாவது நிரையை 1/8 ஆல் பெருக்கவும். 

தத்தத் ௨ 
உ 

இ 

௦ வ் | bes
 

= கே po
m 

—
 co ஆ 

~
~
 தே
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இப்போது மூன்றாவது திரையை --8 ஆல் பெருக்கி முதல் நிரை 

யுடன் கூட்டுக, 

1 0 0 8/8 வு 4/9 

0 1 0 0 1 2 

0 0 1 1/9 1/8 4/9 

00 0 0 0 0 

(1,0,0), (0, 1,0), (0, 0, 1) என்ற அலகு வெக்டார்கள் ஒருபடிச் 

சார்பில்லாமலிருப்பதால் கொடுக்கப்பட்ட அணியின் முதல் மூன்று 

நிரைகளும் ஒருபடிச் சார்பில்லாமலிருக்குமென்பது தெளிவு. 

எனவே, இதன் மதிப்பிடம் 8 ஆகும். இதுவே கொடுக்கப்பட்ட 

அணியின் மதிப்பிடமாகும். 

தேற்றம் 13: எந்த அணியின் நிரை மதிப்பிடமும், நிரல் 
மதிப்பிட மம் சமமாகும் ? 

களத்தைப் பொறுத்து 4 என்பதை ஈ.ஈ வகை அணியாகக் 

கொள்க. 4-ன் நிரை மதிப்பிடம் *,” எனவும், நிரல் மதிப்பிடம் 

“5” எனவும் எடுத்துக் கொள்க, 

4-ன் (741) நிரல் வெக்டார்கள் ஒருபடிச் சார்புள்ளவை 

என்று முதலில் காண்பிப்போம். அப்போது 5 5 ர என்றாகும். 

7-7 என்றால், இது மிகத் தெளிவு. 

* “ரர என்க, 4 அணியின் நிரை வெளியின் ஆதாரம் 

(௨௨) ஆக 7 நிரல் வெக்டார்கள் அமையவேண்டும். 4 அணியி 

லுள்ள நிரைகளை மாற்றி, முதல் * நிரைகள் 4-ன் நிரைவெளியின் 

ஆதாரமாகச் செய்யலாம். 1 $ 7 ஆகவேண்டும். 

0, | Ayo eee... Gir Girt eos ove ayn 

Go, Ago eevee Gory Agrey eer--- Aan 

A= ட Aro cose. Aer Acre y ves eee Aen 

ami an, 9 oo see Oy Ore 1 eee ces Ayn
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ஆகக் கொள்க, 8 .. டே என்பவை நிரை வெக்டார்களாகவும் 
மி, பூ உ. டேஎன்பவை நிரல் வெக்டார்களாகவும் கொள்ளு 

“வோம். 

— —, பக ஹை. ் சைட அடை 

811 | 212 ayn 

aga 22 An 

C? = |] வெ Cc = | கக்க covcee Co = | ‘coneee 

“gee ee0 oor 080 eee 00 

சீரா த apn 

  

  

என்பவற்றை 4 அணியின் முதல் 7 நிரை வெக்டார்களிலிருந்து, 

எடுத்த நிரல் வெக்டார்களாகக் கொள்க. 

உபதேற்றம் 

17 
3 04-0 என்னும்படி /, எ 7 (7-1, 5, 09 என்றால் 

ரு] 

i; Ci = 0, 

{
M
s
 

ged 

7௯ (பூர) ரிய என்க, 

n 

2 tC; = 0 என்பது 

i= 1 

R,-T = 0, Ro T =O, வடர 0 என்றாகும். 

கி என்பது ஏதாவதொரு நிரை வெக்டாராகும். 7, என்பது 

RRs, wo RK என்பவற்றின் ஒருபடிச் சேர்க்கையாகவேண்டும். 
அதாவது % .,%,, ௮.2 என்ற கள உறுப்புகள் 

NR, HAR, + ome tA, R, = Ry 

ஆக வேண்டும். 

அரி கு டே ட பீ * வு. 

% ட (க, டூ, தேடு வைட மேற் 

= 0, 

॥|
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n. 

எனவே 3.16 ௪.0 ஆகிறது; 
i= 

Cry Coeveeee, Crs Cre, sTOrp நிரல் வெச்டார்களை எடுத்துக் 

கொள்ளுவோம். 

01, 05, வெட ரொ* என்ற வெக்டார்கள் ஒருபடி சார்ந்திருக்க 

வேண்டும். ஏனெனில், இவற்றிலுள்ள ஓவ்வொரு வெக்டார் 
களும் (7 - 1) உறுப்புகளைக் கொண்டிருக்கிறது, அதாவது 7 

களத்தில், 8), bo, ry, என்ற எல்லாப் பூச்சியமில்லாத. 

உறுப்புகள் எடுத்து 

r+i 
3 6, cl =O sraremin. 

t=1 

உபதேற்றத்தின் படி 

r+1 

௮ 8; 0 ஆகிறது... 
i=1 

டே ஜே... டேடஎன்பவை ஒருபடிச் சார்புள்ளவை. 

ட்டி 3 8 

இப்போது A™ என்ற அணியை நோக்குக. இவற்றின்: 

நிரை வெளியும், நிரல் வெளியும் 4 அணியின் நிரல் வெளி, நிரை 
வெளியாகிறது. எனவே 47 நிரை மதிப்பிடம்் உ; ஆகவும், நிரல் 
மதிப்பிடம் 7 ஆகவும் மாறுகிறது. 

47 என்பது ஏதாவதோர் அணியாவதால் 

எனவே, நிரை மதிப்பிடம், நிரல் மதிப்பிடம் இவற்றின் பொது: 
மதிப்பே அணியின் மதிப்பிடமாகும். 

9.4.3 A= (aj) என்பது 1) வகை Seinen’, xr ஓர் 
எண் மாறியாகவும் கொள்க, 8
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169: 

1 Dem பேட்ட பல்வ யோ 

ழ் (A) = | x I—A | a = Agi —4a9 ee ee 

pe ree Coben wel nee 

— Cn, —an, woes, 000 con A, = Ann 

என்பதை 4 அணியின் சிறப்பியல்பு கோவை (Characteristic’ 

Function) erereoria. 

ம் பி -.0 என்பதைச் சிறப்பியல்பு சமன்பாடு என்றும், 

அதன் மூலங்களை 4 அணியின் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் என்றும் 

வழங்கலாம். சிறப்பியல்பு கோவை ம 5. ஒரு “8 மடங்கு 

கோவையாதலால், சிறப்பியல்பு கோவைக்கு ஈ' மூலங்கள் 

இருக்கும். ஆனால், இந்த மூலங்கள் வெவ்வேருனவையாக இருக்க- 

வேண்டுமென் பதில்லை. 

தேற்றம் 14: 4 அணியின் சிறப்பியல்பு மூலங்கள் 

rio இ டட கக சியா என்றால், 

| கி[ கு டல 

| NIRA 1 0-,ழடே-ஃி AHMAD) 

Xr = 0 என்க, 

“|—-Al C-1)" Ai தக 

| 4 [= Ay gee Ane 

i 

கிளைத்தேற்றம் : ஓர் அணி சிறப்பு அணியாக வேண்டின், 

அதாவது | A | ௩0 என்றால், சிறப்பியல்பு மூலங்களில் 

ஒன்றாவது பூச்சியமாக வேண்டும். 

வரையறை 27: வடிவொத்த gyoflacr (Similar Matrices) : 

A, மீ. என்பவற்றைச் சதுர அணிகளாகவும், $ஜஐச் சிறப்பிலா 

அணியாகவும் கொள்க. 

தி - 4-1 டி என்றால், 

2, 4-க்கு வடிவொத்த அணியாகும். 

மேலும் 4-யிலிருந்து, நஜ வடிவொத்த மாற்றத்தினால் 
கிடைக்கப்பெற்றது எனலாம். _ ,
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தேற்றம் 15: ஓர் அணியின் சிறப்பியல்பு கோவை, 
-வடிவொத்த மாற்றத்தினால் மாறுபடாது. 

4 என்ற அணியை வடிவொத்த மாற்றத்தினால் 5 இ-5 AS 
. என்று மாற்றுக, [5 ஒரு சிறப்பிலா அணியாகும். ] 

(A= 1AI-BI 
= | AI—S-* AS | 

= |S-1(, I—4) S| 
[இம | {AI—A| | S| 

= {A I-A 

= $(r) 

ll 

... தேற்றம் 16: மூலைவிட்ட அணிகள் வடிவொத்த ஆனர்களாக 
- வேண்டுமெனின், அவற்றில் ஒன்றின் பூச்சியமாகாத உறுப்புகள் 

- மற்றதன் பூச்சியமாகாத உறுப்புகளின் மாற்றமாகத்தான் இருக்க 
“வேண்டும். 

4 = dg (oli, oh g vee cong oln) 

B= dg (Bis Baswer, Bn) 

. என்றும் எடுத்துக் கொள்க, 

4, 2 அணிகள் வடிவொத்த அணிகளாதலால் 

022) - 809 

(2.2 - (,-௮௭40)(&- லலி. oe (ohn) 

$8 CA) = (A—B1) (A—Be) ove eX — Br) 

05 - 6௨ (9.) என்பதால், 

௦01) (X ~ Ly) oe (2௨-௮௮ = ”- ப (A—B a) cee eve 

“00 ஆகும். 

ட ஓ அடிய இவற்றை மாற்றி அமைக்கப்பட்ட உறுப்பு 

களே By, Bose ஆகும். 

தேற்றம் 17: 4, 8 என்ற ஏதாவதோர் இரு : அணிகளை 
-எடுத்துக்கொண்டால், 48, 84 என்ற அணிகளுக்கு ஒரு 
சிறப்பியல்பு கோவைதான் உண்டு.
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| 4 | 40 என்றால் 

BA = (A7™*A) (BA) 

= (A-* (AB) A 
2.4, 428 என்ற அணிகள் வடிவொத்த அணிகளாகும். 

சாதாரணமாக எல்லா /-களுக்கும், 

| 4-1 | ௪0 என்பதில்லை. 

அந்த 1 ஐ எடுத்துக் கொள்க. அதாவது 

14-07] 20. 

.. (4 — (DB, BCA 12) என்ற அணிகளுக்கு ஒரு 

சிறப்பியல்பு கோவைதான் உண்டு; . 

2 | AIl~(4—1) Bl) = i XT - B(A-tD | 

0 என்க. 

| \J—-AB| = |X I-BA| 

| சிறப்பியல்பு சமன்பாடு %-ல் ). -ன் குணகம் 0, (20) என்றால், 

[57 (AB) = G; (BA) r=0, I, Qos son TI ove I 

இங்கு 4 சிறப்பிலா அணியாக இருக்கவேண்டும். 6 (2) 
என்பது :%-ன் உறுப்புகளையுடைய தொடர்ச்சியான சார்பலனாகும், 

எனவே 4 சிறப்பு அணியாகும்போதுகூட /-சமன்பாடு நியாய 
மானதே. 

95 ஒருபடிச் சமன்பாட்டுத் தொகுதிகள் 

Qy 4X, + Aya Xq + oe .. + Ayn Xn = By 

Gay X14 + dog Xo + — re + Ayn Xn = Dy 

dencecee soveeee 

© ewww verre க +000 eee 

Om, X1 + Ama Xt cee ow Sedans Xn = by 

என்ற “9” ஒருபடிச் சமன்பாடுகளைப்பற்றி முன்பே படித்தோம். 
இவை 3, 2, ஒஷூப்ளன்ற 1 கணியத்தைப் பொறுத்தவை. 

இப்போது சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைக் கண்டுபிடிப்பதுபற்றிச் 

சற்று ஆராய்வோம்.
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2417 Aga weed Ayn 

24 (92 ௫௧9 ட agn 

A= | sue க னா எதன் 

an ந am 2 02 coe Amn 

THD MX names ssw எடுத்துக் . கொள்க, இந்த 
அணியின் உறுப்புகள், தீர்வுகள் காணவேண்டிய 3.களின் 
குணகங்கள். எனவே, இந்த அணியைக் குணகங்கள் அணி 
(Matrix of Coefficients) sreir gy கூறலாம். 

பேட சப வை Ain By 

Go, Ago வெ Aon dy 

Qmy Omg -» we Amn bm 

erp mx(n+1) வகை அணியை விளிம்பு அணி 
(Augmented Matrix) ereira. இந்த விளிம்பு அணியின் ஈ - 1 
நிரலின் உறுப்புகள், சமன் பாடுகளின் மாறிலி உறுப்புகளாகும். 

தொடக்க நிரைச் (நிரல்) செய்கைகளின் மூலம் 44 அணியும் 
B அணயும் ஒரே மாதிர். பாதிக்கப்படுகின்றன. 

எக்லென் முறை, கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாடுகளின் 
தொகுதிகளைச் சுருக்குக, எக்லென் முறையிலான விளிம்பு அணி, 
கொடுக்கப்பட்ட விளிம்பு அணியிலிருந்து அவசியமான தொடக்க 
திரைச் (நிரல்) செய்கைகளினால் அடையலாம். 

மாதிரி : க 

x, + 2x, + 2x, = 

x, — 8x, +. 2x, = —8 
2x,—- x, + xg =—2 . பகலக 

| |
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இதன் விளிம்பு அணி 

1 2 2 7 

1 —8 2 -8 | 

2 —i1 1 —2 

எக்லென் முறைப்படி. இதைச் சுருக்குக, 

R,! = Ry = R,. 

R;’ = Rs —_ 2 R, 

R,' = எ த சீ 

1 2 2 7 

0 of 0 3 

0 —-5 —38 வெறு
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1 
Ra =—-g Rs 

4 2 7 

0 1 3 

1 
_ 0 0 3 * 

R,' = R, — 2R, 

i 0 2 1 

0 i 0 8 

1 1 as a 0 0 1 BR cab 

R, = Ry — 2R; 

1 0 Oo : 
் ர 

0 1 0 3 

x 1 
0 0 1 லு 

டி 
௬ 3 = 

oe a = “ஜு 

x, = 8 

_ 4 

உ த 

குறிப்பு 15: இங்கு எல்லாத் தொடக்கச் செய்கை 
களும் நிரை தொடக்கச் செய்கைகள் தாம். எக்லென் முறைப்படி 
நிரை தொடக்கச் செய்கையோ, நிரல் தொடக்கச் செய்கையோ 
ஏதாவதொன்றைத்தான் உபயோகப்படுத்த வேண்டும். ஒரே 
கணக்கில், ஒன்று நிரை தொடக்கச் செய்கையாகவும் மற்றது நிரல்: 
செய்கையாகவும் இருக்கக் கூடாது.
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பயிற்சிக் கணக்குகள் 

கீழ்க்கண்ட அணிகளின் பெருக்கலைக் கணக்கிடுக ₹ 

1, (யூ ஸல் 

  

  

8 1 _ ௨ 

5 

2 0 
2 

5 —1 —_— 

(6) அஸ் யல _ 

02i 1 —1 1 1 

8 0 2 2 0 0 1 

= க 1 —i -2 —l 

2. (i) _ = 
i 2 Z 

A= 2 3 2 

8 4 8 

“9 Oo 1 

B= 0 1 0 

i 0 0 

ai 4 வ 

j ry ர் 

Az 

அகழி 1   ணை 

என்றால் 48, 84 என்பவற்றைக் கணக்கிடுக,



£76 நவ இயற்கணிதம் 

  

3, ௬ a 
ம ஐ வதி 

A=-| 2-8 4 , 

3-2 8 | - 

“பர உமம. 

p=-| 6 12 6 

5 10 5 

“பழ டம. 

C= 2 .2—2 என்றால் 

_உடஉ௨ 8     
AB = 0, 840,404 0, 04 - 0 என்று நிரூபி. 

af, fT — 

o 1 0 

A= 0 0 1 என்றால் 

0 0: 0 

அகி, 42) 4? என்பவற்றைக் கணக்கிடுக, 

5, _ 
1 i 1 

A = 1 w a? Pone2r 8 | 

1 wt ல 

என்றால் A? 43 என்பவற்றைக்;கணக்கிடுக... begs
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8. ஒரு சதுர அணியில் ,4-யின் எல்லா உறுப்புகளும் “2” 
என்றால், 47ஐக் கணக்கிட்டு எழுது. 

7 W@W ஆ _ 
A = 1 2 

3 —5 

(ii) me _ 
B= cos ol sing 

—singd cose 

என்றால் A*, BY Dupops கணக்கிடு, 

8, 4 என்பது ஓர் எதிர்ச் சீர் அணியெனின் AT = — 4 
என்று நிரூபி, 

— 8 ஓர் அணி அந்த வகையைச் சேர்ந்த எல்லா அணி 
களுடன் பரிமாற்றுதல் செய்தால் 4 ஓர் அலகு அணியாகத்தான் 
இருக்க வேண்டும் என நிரூபி, 

19. 4 என்பது ஏதாவதோர் அணியெனின் 447, ATA 

என்பவை சீர் அணிகளாகுமெனக் காண் பி; 

  

fi; — ன 
i 0 0 0 | 

1 2 0 0 
என்பதன் 

2 1 8 0 

3 2 i 4 

எதிர்மாறு அணியைக் கண்டுபிடி, 

72, ௨௪.71 என்ருல் 

ஸ்ர 3 3 ம | 

1 a ம ன் 

எதிர்மாறு அணியைக் கண்டுபிடி: 
12
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19. இரு அணிகளின் பெருக்கல் ஒரு பூச்சியமில்லா. எண் 

அணி ஆனால், இரு அணிகளும் பரிமாற்று விதிக்குட்பட்டிருக்கு 
மெனக் காண்பி, 

  

14. ன் _ 
| 8-8 4 

| 01 ॥ 
i 

4-2 4 என நிரூபி, 

15. கீழ்க்கண்ட அணிகளின் (நிரல்) மதிப்பிடத்தைக் 

கணக்கிடு. 

ர 2 4 1 

8 1 2 

1 041 

0: 1 0 

மேட்டி ட டட உ) 

2 -1 o 1 | 

1 1 1 1 

16. = _. 
நி வி ட 8 

1 0 3 1 | 

3 2 i 1 

1 —~4 6 9 |   
என்ற அணியைத் தொடக்கச் செய்கைகளின் மூலம்,
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1 0 0 0 

0 i 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

ன்ற அணிக்குச் சுருக்கி, முதல் அணியின் மதிப்பிடத்தைக் 
கண்டுபிடி. ! 

17. [(1,2 1); (81,2); (1, —8,4)] என்ற 
உ பவெளியின் வகையளவைக் கண்டுபிடி. 

18; கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகள் தொகுதியைத் தீர்க்க : 

கடா Xq + Bx, =5 

x, + 2x,— Xg—~ dx, =6 

௩) + 8x, — 2x5 — 7x, = 7



10. எண்களின் கொள்கை 

(THEORY OF NUMBERS) 

10:1 usr soimadr (Prime Numbers) 

வரையறை : ஒன்றுக்கு அதிகமான முழுஎண்ணுக்கு ஒன்றை 
யும் தன்னையும் தவிர வேறு காரணிகள் இல்லையென்றால், அதைம் 

பகா எண் என்போம். 

உதாரணமாக 2, 8, 5, 7 என்பவை பகா எண்களரகும். 

12 என்ற எண்ணுக்கு, 1, 18 என்ற காரணிகளைத் தவிர, 

ஓ, 9, 4, 6 என்ற காரணிகள் இருக்கின்றன, எனவே, தனக்குக். 

குறைந்த முழு எண்கள் இரண்டின் பெருக்குத் தொகையாக. 

அமையும் எண்ணைக் கலவை எண்(0௦1008116 14070061) எனலாம். 

10-2 எராடொதனஸின் சீவ் (1௦ 81696 04 13:0105108165), 

எராடொதனஸ், என்ற கணித விஞ்ஞானி பகா எண்களைக். 

கண்டுபிடிக்கும் முறையைக் கீழ்க்கண்டவாறு விளக்கினார். 

உதாரணமாக 100.க்குக் குறைவான பகா எண்களைக் கண்டு 

பிடிக்க வேண்டுமெனின், 1-லிருந்து 100 வரையுள்ள முழு எண் 

களை எழுதிக் கொள்ளவும். பிறகு, 2-ன் மடங்குகளை (Multiples) 

மட்டும் அடித்து விடவும். அதேபோல் 8-ன் மடங்கு, 4-ன் மடங்கு, 

7-ன் மடங்குகளையும் அடித்துவிடவும். இம்மாதிரி மடங்குகளை 

யெல்லாம் அடித்தபின் மீதம் இருக்கும் எண்களே 100-க்குக். 

குறைவான பகா எண்கள் ஆகும். 

எனவே, 1-லிருந்து 100-க்குள் இருக்கும் பகா எண்கள் 

1, 2,.8, 5, 7, 11, 18, 17, 19, 28, 29, 81, 87, 41, 
48, 58, 59, 61, 67, 71, 78, 79, 88, 89, 97 
என்பவை ஆகும். அவற்றின் எண்ணிக்கை 25.
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10-3 தேற்றம்: பகா எண்களின் எண்ணிக்கை முடிவில்லா 

த்து [ஈக்குலிட்டின் தேற்றம்]. 
பகா எண்களின் எண்ணிக்கை முடிவுள்ளது என்றும், அவை 

ஈட ர... மூ என்றும் கொள்க. எனவே, மற்ற எண்கள் எல்லாம் 

கலவை எண்கள் ஆகும். அவற்றைப் பகா எண்களில் 

குறைந்தது ஒன்றோ வகுக்கவேண்டும்; 

N = Qj, Gq ௮.௮௨ 1 என்ற எண்ணை எடுத்துக்கொள் ௧. 

1/ஐ ர, mw. என்பவற்றின் ஏதாவது ஒரு பகா 

எண்ணால் வகுத்தாலும் மீதி 1 இருக்கும், எனவே, 17 ஒரு கலவை 

எண் அன்று, அதுபகா எண்ணாகத்தான் இருக்கவேண்டும். 
எனவே, பகா எண்களின் எண்ணிக்கை மூடிவுள்ளது என்ற 

கருத்துத் தவறு. 

குறிப்பு: // என்ற எண்ணுக்குச் சமமாகவோ, குறைந்தோ 
உள்ள பகா எண்களின் எண்ணிக்கையை ௩(]) என்று 
குறிப்போம். ஈ(1)-17,௩(௨69ு-8, ௩(8) - 8,௩(4)-8, 

10-4 தேற்றம்: ஒவ்வொரு கலவை எண்ணையும் ஒரே ஒரு. 
முறையில் பகாக் காரணிகளாகப் பிரிக்கலாம். 

/ என்ற கலவை எண்ணை எடுத்துக்கொண்டால் அதற்கு, 

N, 3 என்ற எண்களைத் தவிர வேறு காரணிகள் இருக்கவேண்டும். 

“2” ஒரு காரணியானால், 

2/௪ ர. ம் என்றாகும். 

ர, ம் என்பவை கலவை எண்கள் என்றால் ர-௦- ரீம் - 27 என்று: 
பிரிக்கலாம். 

N= c-d-e-f 

இப்படியே பிரித்துக்கொண்டு சென்றால் கடைசியில் 1/ஐப் 
பகாஎண்களின் பெருக்குத் தொகையாகக் கருதலாம். ஆனால், 
எல்லாப் பகா எண்களும் வெவ்வேறாக இருக்கவேண்டு 
மென்பதில்லை, 

N = p- ப TS 42௨2௧௦ 

[இங்கு ற,ர,” என்பவை பகா எண்கள், ௪, ம், 2 என்பவை மிகை 
முழு எண்கள். ] 

முடிந்தால், 
N= PA. QB. RE ww. 

ee N= pt q’s Y° scone = PA. 08 உமி க கஸ்
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psp usr எண் pt gh ro ௨உளன்ற பெருக்குத் 

தொகையின் வகுபடுமெண்ணாக வேண்டும், ஆனால் ற, 

என்பவை பகா எண்கள். ஆதலால், 2 என்ற எண், மேற்கண்ட 

பகா எண்களில் ஏதாவதொன்றிற்குச் சமமாக வேண்டும். அதே 

போல் 0, £ ... என்ற எண்களும் ற. ர: ஈ என்ற பகா எண்களில் 

ஏதாவதொன்றுக்குச் சமமாக வேண்டும்; 

N = p* ifs ர ண றர © GB + 15 one 

சீரு ர௭என்றால் 42 ர் 

றட ழம் Po பூ oe path gh ore ,,, 

we GPE wwe = pee Ge ote. 

அதாவது ற என்பது சமன்பாட்டில் இடக்கைப் பக்கம் உள்ள 

கோவையின் வகுபடுமெண்ணாகும், இது இயலாத ஒன்று. 7-0. 

சம அதேபோல் ஈம், சேச உ என்றாகும், எனவே, 

கலவை எண்கள் காரணிப்படுத்தல் ஒரே ஒரு முறையில்தான் 

நடக்கும் 

105 தேற்றம்: 17 என்ற எண்ணின் வகுக்குமெண் களின் 

கூட்டுத்தொகையைக் கண்டுபிடிக்க, 

7/2 றா. ரீ. ரா ட என்ற விதத்தில் பிரிக்கலாம். 

4-ன் வகுக்குமெண்கள் ற, றீ ... தடற ரூ.0? ஏஷ றர ற0ஏ7 4 

என்ற முறையில் இருக்கும், எனவே 14-ன் வகுக்குமெண்கள் 

(1 றற* வறு (1 ரர் வர்ர (மோ வைடு 

என்ற தொடர்பெருக் நத் தொகையின் உறுப்புகள் ஆகும். 

  

ஃ. வகுக்குமெண்களின் கூட்டுத்தொகை = தொடர் 

பெருக்கலில் உள்ள எல்லா உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை 

pitt—i q+? =] ரம] 

“தழ. மூலம். முழ அ 

இந்தக் கூட்டுத்தொகையில், 1, 1! என்ற இரு எண்களால் அடங்கி 

யுள்ளது நோக்கத்தக்கது.
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மரதிரி 1: 480 என்ற எண்ணின் வகுக்குமெண்களின் 
கூட்டுத்தொகை, அவற்றின் எண்ணிக்கை ஆகியவற்றைக் 
கண்டுபிடிக்க, 

480 = 2°.8.5 

வகுக்குமெண்களின் எண்ணிக்கை - (5-1) (1-1). (141) 

=6-2.2 

= 24 

ae “ys கம 8-1 கழ் 
அவற்றின் கூட்டுத்தொகை - eo aca! Bor 

  

_ 68 8 24 
“7 "8B 4 

= 63. 24 

= 1512 

மாதிரி 2: 12 வகுக்குமெண்கள் உள்ள குறைந்த கலவை 

எண்ணைக் கண்டுபிடி, 

N = இர. 86. 56 ட ளன்று கொள்க. 

இங்கு ச43 -8 

b+1=2 

21 ௪ 1 என்றுதான் கொள்ளவேண்டும். [ச- 1-1, 

ம்ஃ17-2, ஈட$-9 என்று கொண்டால், குறைந்த கலவை எண் 

கிடைக்காது. ] 

௪௯ இற்கு மர] 

2 8₹.௨81.,55 

=4.8.5 

= 60 

மாதிரி 3: 7/8 என்ற எண்ணின் வகுக்குமெண்களின் 
பெருக்குத் தொகையைக் கண்டுபிடி, 

N=p?-q@-r என்று கொள்க. % என்பது 1/-ன் ஒரு 

வகுக்குமெண் என்றல் Naw வகுக்குமெண்ணாகும். அவற்றின் 

பெருக்குத் தொகை ௬ 77,
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எனவே (8-1) (6-1) (21) என்ற எண்ணிக்கையுள்ள 

வகுக்குமெண்களை 2, x என்ற விதத்தில் பிரித்தால், $ (௪-1) 

(b+1) (௬1) .... என்ற ஜதைகள் கிடைக்கும், அவற்றில் 

ஒவ்வொன்றின் பெருக்குத்தொகையும் 8 ஆகும். 

வகுக்குமெண்களின் பெருக்குத் தொகை 

Nt (a41)(b+2)( CH1) coe 000 

10:6 0(/) என்ற ஆய்லரின் சார்பலன் 

வரையறை : 77 என்ற எண்ணை எடுத்துக் கொள்க. அதற்குக் 

கீழான எண்களில் 1/-க்குப் பமகாவெண்ணாக உள்ள எண்களின் 

எண்ணிக்கை 0 (0) என்று குறிப்போம். 

6 என்ற எண்ணை எடுத்துக் கொள்வோம். 4, 5 என்ற 
எண்களே 8-க்குப் பகா எண்களாகும், 

O (8) = 2. 

குறிப்பு: 0(1) - 1 என்றுகொள்வோம். 

10:6:1 தேற்றம்: 0 (1)-ன் மதிப்பைக் கண்டுபிடிக்க, 

௬ நர் ரப... என்று எழுதுக. 

இங்கு ற, ர, 7 என்பவை பகா எண்கள் என்பது தெளிவு. 

க்குப் பகா எண்ணாக உள்ள முழு எண், ற, ச, 1/ஃஉன்ப 
MUNGO வகுபடக்கூடா து. 

ஃ 0 (ம் என்பது, 1, 2, 8... 1/ என்ற எண்களில் ற, ர, 7 

என்பவற்றால் வகுக்கப்படாத எண்களின் எண்ணிக்கையாகும். 

முடிந்தால், 1, 2, 8,.... 1/7 என்ற எண்களில் ற, ர, 1... என்ப 

வற்ருல் வகுக்கப்படும் எண்களைக் கண்டுபிடிப்போம். 

ற ஆல் வகுக்கப்படும் எண்கள் ந, 2p, ை..... 

என்பவையாகும். 

ஃ றஆல் வகுக்கப்படும் எண்களின் எண்ணிக்கை 7 ஆகும். 

அதேபோல் ரஆல் வகுக்கப்படும் எண்களின் எண்ணிக்கை 

ஏ ஆகும், ற்
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மேலும், றரஆல் வகுக்கப்படும் எண்களின் எண்ணிக்கை 

Neu 
றழி ஆகும் 

N N N த 
இய மறுப்புப். என்ற தொடரைக் கவனிக்க, 

மி a Pq pqr ee 

க்குக் கீழான ஓர் எண்ணை எடுத்துக் கொள்க; அதை 
28.7 ௮. என்ற பகா எண்களில் k - பகா எண்களால் வகுக்க 

முடியுமெனின் 5 படல் ke, மூறையும், 5 பல் நடி முறையும் 

  சல் 269 முறையும் இந்த எண்கள் உண்டு. 3 
par 

வரிசையில்,. இந்த எண்ணைக் கணிக்கும் எண்ணிக்கை 

ke, — keg + keg வைய எ ம வெ (மைழ 

4/-க்குக் கீழான தும், அதற்குப் பகு எண்ணாகவும் உள்ள 

எண் இந்த வரிசையில் ஒரே ஒரு முறைதான் கணக்கிடமுடியும். 

N N N Ny= N— ——~ +. —— — > —— + cco vee 1௮ * ர “சள 
1 1 1 

= N i— — ot —— — ——— + ww) 

( 2 * bg “ர : 

nwt B) (0-2) (1-2) ww 
P q ம் 

என்று ஆகும். 

கிளைத்தேற்றம் 1: 7//- ஈ.ம் என்க. ஐ.யும் 5-யும் ஒன்றுக் 
கொன்று பகா எண்கள் என்றால், 

Q(N) = Q(a)- Q(b) 

அதேபோல் a, 0c, மீ வ.உ என்பவை ஒன்றுக்கொன்று பகா 
எண்கள் என்றால், 

O (a+ b+ C+ dese) = டு. Q (5) - Q(C) a. o8e 

மாதிரி 1: 860-க்குக் குறைந்தும் அதற்குப் பகா எண் 
களாகவும் உள்ள எண்களின் எண்ணிக்கையைக் கண்டுபிடி.
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860 = 2°. 8% .5 

ஃ @ (860) = 860 (1-4) ட (டட 
12 2 4 

= $86 X இ 3. 
உ * 

= 96 

மாதிரி 2: /-க்குக் குறைந்தும் அதற்குப் பகா எண்ணாகவும்: 

உள்ள எண்களின் கூட்டுத்தொகையைக் கண்டுபிடிக்க. 

x< Ne x, N-S@0 var cra என்றும் எடுத்துக் கொள்க. 

77 -க்கும் க்கும் பகா எண்ணாகும். இந்த இரு எண் 

களின் கூட்டுத்தொகை 4. 

i : Q(N) க 
ஃ ட (ட் எண்களை இம்மாதிரி 2 ஜதைகளாகப் பிரிக். 

கலாம், 

ie கூட்டுத்தொகை = ne _N 

10:7 1-ல் உள்ள பகா எண் ர-ன் அதிகபட்ச அடுக்கைக் 

கண்டுபிடிக்க. 

குறிப்பு: 2 என்ற கூட்டு எண்ணில் உள்ள அதிகபட்ச 

முழு எண்ணை [] என்று குறிப்போம், 

[10] = 10; [93] = 9என்றாகும். 

nio= 1-2-8... n 

றட ஈ என்றால் 1-ல் உள்ள ஓர் எண்ணும் ஆல் வகுப்டாது.. 

ற 1 என்று இருக்கவேண்டும். 

றஆல் வகுபடும் ஈ1.ல் உள்ள காரணிகள் 

n 
PD, 2p, 3p அந்திய 

ஃ 1-ல் றன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு 

ற [8] -14-2 ௮௬ [7] றன் 

அதிகப்பட்ட அடுக்காகும்.
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இப்போது, 

1-2-8 “(5+ ரஆல் வகுபடும் காரணிகள் 

5 1 1. 
Pp, 2p, 8p [ச] உற 

* 1-2-8 a ஒட் p- அடுக்கு 

a . n ளு 8 = 
அற [25]. 1-2-8 wf $s நில் ற-ன் அடுக்காகும். 

1-ல் -ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு. 

உரக ரா y (Til, [zfere 
=p உந்தி ஷமி 

.அதிகப்பட்ட அடுக்கு. 

இப்படியாக நடத்தும்போது [> | =0 

என்று இருக்கும்படி % என்ற மிகை முழு எண் இருக்கும். 

1-ல் றன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு 

n 77 n 
~~ [7] ர் [| oe [a | 

(இங்கு |] -0 என்றாக வேண்டும்: 

மாதிரி 1: 5001.ல் 8.ன் அதிகப்பட்ட அுக்கைக் கண்டு 
பிடிக்க. 

600 “ [1] - 

[5 
[அ] - 4 
  5' 
3° = 685
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500 

[௪]- * 
3 

  

500 

[or] - 3 
600 
உ | - 9 

5001-ல் -ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு 

= 166 +55 4+18+6+1+0 

= 246 

மாதிரி 2: 591.ன் சடைசியில் உள்ள பூச்சியங்கள்- 

எவ்வளவு ? 

௨, 5 என்பவற்றின் அதிகப்பட்ட அடுக்கைக் கண்டு. 

பிடிப்போம். 

59 | _ 59 | _ 59 7 

59 59 

௨-ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு - 294 14-47-4844 1 

(- 54 

r 59 591 [*]-உ [2] 4 
5-ன் அதிகப்பட்ட. அடுக்கு - 11 --8- 18 

i   

10-ன் அதிகப்பட்ட அடுக்கு - 18 

ஃ 591 என்ற எண் 18 பூச்சியங்களைக் கடைசியில் கொண் 

டிருக்கும். 

10-8 தேற்றம்: அடுத்தடுத்த 4” மூழு எண்களின் பெருக்குத் 
தொகை ர ! ஆல் வகுபடும். 

(n + 1), (n +.2) woes (a + 7) 1TH! அடுத்தடுத்த “7” முழு 

எண்களை எடுத்துக்கொள்க.
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அவற்றின் பெருக்குத் தொகை 

மதிய 
= (n+ 1) (1 + கற அடப் 

ர்   

.atr! . 
ஆனால் i ர் ௬70௭ 

௪ முழு எண். 

(a + 1)-(n + 2)... (14) என்ற பெருக்குத் தொகை 

- 177 ஆல் வகுபடும். 

10-9 ஒருங் கிசைவு (0012716106) 

ஈட என்ற மட்டைப் (1௦018) பொறுத்து, ௭, ம் என்ற முழு 

எண்கள் ஒருங்கிசைவு அடைந்தால், 

ச: ர என்று இருக்க வேண்டும். இங்கு % ஒரு முழு 

. எண் ஆகும். 

சற் - 0(மட்டுு) 

அல்லதுச 2 ர் (மட்டு ஈ) என்று குறிக்கலாம். 

25 - 7 (மட்டு 8) என்பது சரியென்பதை 

“நோக்குக. 

அதன் சில தன்மைகளை நோக்குவோம். 

தன்மை 1: =b (மட்டு ஈட ஈட ௪ ம்; (மட்டு 0) 

என்றும் £, / என்பவற்றை: முழு எண்கள் என்றும் கொண்டால், 

ka + la, = kby + 1b, (மட்டு ஈட் என்றாகும். 

சகம் (மட்டு ட ர்க 0 

ka—kb=rXkm 

a, = be (wrk @m) - ay by = in 

. la, — 1b, = Fim 

(ka + la,) — (kb, + 1b) = (AK + Hm 

(ka + la, = (kb + 1b,) (LG m) 

. 
ee 

௩ 
vee
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கிளைத்தேற்றம் 

தன்மை 1: a = ம் (மட்டும் சட*௪ ம், (மட்டு ட 

ata, =b+5, (Hl@m) 

ர மடம் ம, மட்டும் 

தன்மை 2: ச: ம் (மட்டு) 

a, ச; (மட்டு ஈட் என்றால் 

aa, = bb, (ol @ m) என்றாகும். 

சம் (மட்டு) உட சக ம் தயா 

மீட ௪ம், (மட்டுமா 4 பகம், ப 

ad, = bb, + Hhm + Rbym ம் பாட் 

= bb, +m (Hb + mdb, + Ain) 

aa, = bb, (we @m) 

தன்மை 3: ஈ%-ம்% (மட்டு? என்றால் 

a itl 

oa it 
b ( மட்டு Fy 

இங்கு / என்பது க்கும், ரா-க்கும் உள்ள அதிகப்பட்ட 

பொதுக் காரணி ஆகும். 

x = ph 

m= q¢ 

இங்கு ந-யும் ர-வும் ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்களாக இருக்க 

வேண்டும். 

2 ம (மட்டு 0 

ax—-bx=rAm 

app—bpt=Xrg 

ர nh = a ற
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ர, றக்குப் பகா எண் என்பதால் ர ஃ.ஃ ஐ ர வகுக்க. 

வேண்டும். 

2-ம் - /1 

2 ச (மட்டு 9) 

ஞ் 777 
=6 (மட்டு றவ 

குறிப்பு : 4-3 என்றால் ஈ- ம் (மட்டு) என்பதைக் 
கவனிக்க. 

மாதிரி 1: ஒரே எண் 8 ஆல் வகுபட வேண்டுமெனின் 

அதற்கான நிபந்தனை | 
N ௪ ர 1094 100௦ -- 1000 / என்போம். 

100 - 41 முட்டு8) 
1000 = 1 முட்டு8) 

N =a+i0b+ 100c + 10004 

=zatb+ec+ d(worg 8) 

at¢bt+ctd என்பது 8 ஆல் வகுபட்டால் 7/7 ஐ 8 ஆல் 

மீதி இன்றி வகுக்கலாம். 

மாதிரி £ : 11 ஆல் வகுபட வேண்டிய நிபந்தனை 

N =a+106 + 100c¢c + 1000d 

10 = —1 (LL @m) 

100 = 1 (மட்டும 

1000 = 1 மட்டும 

N =a+10b+ 100c + 140004 

=a—b+c—d(u@m) 

ad—b+c—d என்பது 11 ஆல் வகுபட்டால், 

N, 11 ஆல் மீதி இன்றி வகுபடும். 

மாதிரி 3: 5, 4, 8, 8 என்பவற்றால் வகுபடும்போது 
முறையே 4, 8, 2, 1 என்பவற்றை மீதிகளாகக் கொண்ட 
எண்களைக் கண்டுபிடி; ்
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எண்ணை 71 என்போம். 

7/௪ 4(மட்டு5) - -1 (மட்டு) 

2 8(மட்டு:4) - .-1 (மட்டு 4). 

8/5 2(மட்டு8) 5 -1 (மட்டு) 

N = 1(மட்டு1) - -1 (மட்டு 2)-. 

. N=S=—1 (மட்டு ॥), 2, 3,4,5 என்பவற்றின் 

குறைந்: pitt 'பொதுமட்ங்கு) ' 

= — 1 (மட்டு 60) 

N=60K—1 

எனவே, மிகக் குறைந்த எண் - 59 

மாதிரி4: 84°°° 10ஆல் வகுக்கும்போது கிடைக்கும் 

மீதியைக் கண்டுபிடி. 

3? = 9 

௪ ௮1 (மட்டு10) 

grove = (87800 

க (ழ்) *?? (மட்டு 10) 

1 (மட்டு 20) 

எனவே மீதி 1 வறுவல் 

மாதிரி 5: Qt a 47 ஆஸ் வகுக்கும்போது கிடைக்கும் 

வீதியைக் கண்டுபிடி. 

55: 92 

௪ 18 (மட்டு 47) 

9௦ 2 (15 )* (மட்டு:47) 

= 225 (மட்டு 47) 

= 10 (மட்டு 47) 

ஓ? - 100 (மட்டு 47) . 

= 6 (மட்டு 47) 

5:02 56: (மட்டு 47) 

13 ஃ இ. டிச ர
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2*5 = - 540 (மட்டு 47) 

2=2 (மட்டு 47) 

ஃ 54: 1080 (மட்டு 47) 
=1 (மட்டு 47) 

ஃ& மீதி - 1 ஆகும், 

10-10 தேற்றம்: 0) 3-2) X+2a, oo xX + 711 2 என்று 

கூட்டுத்தொடரில் உள்ள ஈ உறுப்புகளை 1 ஆல் வகுத்தால்: 

கிடைக்கும் மீதிகள் 0, 1, 2 ஆ. 7-4 ் 

(இங்கு 17, ஈ-க்குப் பகா எண்ணாக வேண்டும்.) 

x+pa,x+qa என்ற எண்களை 2 ஆல் வகுக்கும்போது 

கிடைக்கும் மீதி ஒன்றாகவும் அதை “/* என்றும் கொள்க- 

அதாவது + pa=prn+r 

x+gqa=fn+r 

“© (p-qha=(A + F)n 

நிவை < 77 

7, 2 ஆல் வகுபட வேண்டும், 

ஆனால் எம் ௪-ம் ஒன்றுக்கொன்று பகா எண்கள். 

உட் றற மா aa என்ற எண்களை ; ஆல் வகுக்கும்போது 

கிடைக்கும் மீதி வெவ்வேறக இருக்கும். எந்த மீதிகளும் க்குக் 

குறைவாகவே இருக்கவேண்டும். 

உ நூறா உர்௭1 ம என்ற 1 உறுப்புகளை 4? ஆல் 
வகுக்கும்போது கிடைக்கும் மீதிகள் வெவ்வேறானவையாக இருக்க. 

வேண்டும். 

ஃ அவை, 1, 2, ஈ-1 என்றுதான் இருக்கவேண்டும்: 

மாதிரி 1: 1/” என்ற எந்த எண்ணும் 7ர அல்லது 7 -5 4 
என்ற வடிவிலேயே இருக்கும், 

88 என்ற எந்த எண்ணையும் 7 ஆல் வகுத்தால் கிடைக்கும் 
மீதிகள் 0, 1, 5, 8, 4, 6, 6 என்று இருக்கவேண்டும். 

7/௪ 7ாட அல்லது 7/1-- 1 அல்லது 7714-2 அல்லது 748 

அல்லது 71-14 அல்லது 71-45 அல்லது 7-ட்ட
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௩ 7 அல்லது 78 -- 1 அல்லது 7 ஈ 4 2 அல்லது 7 -- 8 
ஐ(ோ-௩ற)”- (0-4 8(707 48 (டு 74 3, 

M (7) +r° 

“~ N* = (7m) = 0 (மட்டு 7) 

soos N° = (7m +1) = + 1 (tt@7) 

அல்லது Ne = (7m + 2)? = + 2 (மட்டு 7) 

= + 1(u0@7) 

அல்லது 7/- (7m + 8)® = 4 27(மட்டு 7) 

5 4 ம (மட்டு?) 

எனவே 74* - + 1 (மட்டு 7) 

அல்லது - 0 (மட்டு 7) 

ஃ.. 1/5 70. அல்லது 7-1 என்றுதான் இருக்க 
(வேண்டும், 

10:11 வெர்மாட்டின் தேற்றம் (172௧8 1711601201) 

ற என்பது ஒரு பகா எண்ணாகவும், ர.க்குப் பகா எண்ணாக 
௮-யும் அமைந்தால், ் 

42 1 என்பது ர ஆல் வகுபடும். 

முதல்முறை : 1 என்பது ஒரு பகா எண் எனின் ஈமாஐ 
4 ஆல் வகுக்க முடியுமென்று கண்டோம், 

(a+1)P = aP + pey a? * + pcg a wet pep yatl 

(a+1)?—aP—1 = pe, aP* + peg aP-© we pep-1a 

ற என்பது ஒரு பகா எண் என்பதால், PC), PCq everes PCp-; 
என்பவை ற ஆல் வகுபடும், 

(a + 1)? 2-1 - நன் மடங்கு ஆகும். 

(a + 1)? = a? + 1 (to-@ p) 

ab = (a — 1) + 1 (@ p) 

(a — 1)? = (a— 2) + 1 (மட்டுற) 

SP = 2p + 1 (மட்டு) 

ஐ. 18 4 1(மட்டுற) 

til 
tll
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ares? ees e+ 2? = (a— 17 கரத்து 

ஸல - ie ட டத ல்ல ஐ (மட்டு ற - ம உர 

அ... 1? +a- Tr (மட்டு. 2) 

=a (மட்டு 2... 

a? — dy D 'ஆல் வகுபடும். 
“a (apa _ ய ற ஆல் 'வகுபடும். 

a, Paou பகா எண். “at — 1 = ம(ஐ 
{Tots " 

இரண்டாவது. முறை. 

(x + yy = xP + pe, xP YL + pepo, xyP-t + ச 

PCy, PCy .-. 00 Pep-1 என்பவை. Pp ஆல் வகுபடும். 

(x + y)P = a 4] மட்டு) 
‘ (x + y + 2p = (x 496, 2 (மட்டு) 

= GP + y? + 2°) (We p) 
இப்படிச் செய்யும்போது . : :':. - ் i 

ட OOF WH Z hice FDP SEXP + YP HP ove +o? (OL @Py 

X=y=rZi.. = w= il crore, 

Xy Vp Z reeves © என்ற ₹ர? எண்களை எடுத்துக் கொள்க. 

2 ௪ சீ(மட்டுற 

7, ற.க்குப் பகா எண் என்பதால் ர?-* - 1 (மட்டு 
் மூன்றாவது : முறை: ஈ,22..... (2 - பூஈ என்ற : எண்களை 

௪ ஆல் வகுத்தால் கிடைக்கும் மீதிகள் 1, 8 ..... 2. 1 என்றாகும் 

நக்
, 

் ன் 4, 2a; 8a oo (p — 1) 4 = 1-2 wee p —1 (OG p) 

௨ ம-0)॥ 271 1)1 (மட்டு ஐ) 
(p — 1)! (ae? — 1) என்பது றஆல் வகுபடும். 

(p — 1)! p apo augue gy. 
ல்லி மர »P ஆல் வகுபடும். 

10:11:1 வெர்மாட்: தேற்றத்தின் எது உருவம் (Generalisation 
of Fermat’s theorem) 

௩ ஐ ஏதாவதோர் எண்ணாகவும், ஈயை ப அதற்குப் பகா எண்ணா 
கவும் கொண்டால், * 

aan) = 1 (மட்டு ny என்று நிரூபிக்க.
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7ஃக்குக் குறைவாகவும், அதற்குப்: பகா எண்ணாகவும் உள்ள: 

எண்களை : cigs 

Ay» Aq «2.000 AQin) என்க. 

உ தச ம. ரீ, 0. என்ற பெருக்குத் தொகையைக். 

சுவனிக்க, 

c “as a ஐ ஈ ஆல் வகுத்தால் கிடைக்கும் மீதி £ என்க, 

் as = NER. 

௪, ச, என்பவை ஈ-க்குப் பகா எண் என்பதால் 7ம் 4££.க்குப்: 
பகா எண்ணாக வேண்டும். 

ர. ர, என்ற பெருக்குத் தொகையை ஈ ஆல் வகுத்தால் 2: 

என்ற அதே மீதி கிடைத்தால் 

a-a,= fe “n+R 

ஃ. @(@,—4s)=(X—-F)2 

ச,1-க்குப் பகா எண். 2., 2. என்ற இரண்டும் 1-க்குச்சிறியவை.. 

சட ரலி (% 03 

“5 ச. 78 என்ற அதே மீதியைக் கொடுக்கமுடியாது. 

we Ay, ம மடில மறு என்பவற்றை ஈ Qh 

வகுக்கும்போது கிடைக்கும் மீதிகள் 

Ry, Ro om Ram 

அவை யாவும் *ஈ£-க்குப் பகா எண்களே. 

DIMOU Azy Ay vee AQ(ny SEF FOUTS வேண்டும். 

2-ம0ூ0 த ப 

SA, Ay we... 8௫ மேட்டு) 

fda) = 1] (மட்டு) | 

கிளைத்தேற்றம் ₹ ற என்பது பகா எண். 

௦00 -2-1 

7 1 (மட்டு) tN gp -2
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‘10-12 வில்சனின் தேற்றம் (415015 11120161ம் 

ற என்பது பகா எண் எனின் (2-- 1)! 4 1 என்பது ற ஆல் 
-வகுபடும். 

ற என்பது பகா எண் என்பதால், அதற்குக் குறைத்து 1, 5, 8 
தி - 1 எண்களில் ஏதாவதொன்றை ந என்க, 

X, 2x, BX cove (DP 1) என்பவற்றை ற ஆல் வகுக்கும் 

“போது கிடைக்கும் மீதிகள் 1,2, 8, we. p— 1 என்பவை 

ஆகும். 

டி 200) BX wove Cp —1) x என்பவற்றில் 

rx என்ற எண்ணை ற ஆல் வகுக்கும்போது மீதி 1 
OT OF (GBA HID, 

rx = 1 (w@ p) 
5 2 என்றால்“ ௪ ft (wot p) 

2-1 0(மட்டுற) 
6௩106 1) -0(மட்டுற) 

% 4 ற என்பதால் 

Mt 

14 172 ற ஐ 1 ௪ 0 என்றுதான் இருக்கவேண்டும். 

3௭ ற. 1 அல்லது 1 

1,2- 1 என்ற இரு எண்களைத் தவிர்த்து, மீதமுள்ள 

2.8,4...ற_2என்றற.- 8 எண்களை, “5 

MSH, Qgeror QeudteurgG ஜதையிலுமுள்ள உறுப்புகளின் 

"பெருக்குத் தொகை 5 1 (மட்டு ற) என்றாகும், 

  

ட் ஜூதைகளாகப் 

. 2-8...p —-8= 1 (மட்டு) 

1-(p— 1} = 1 (மட்டுற) 
(p — 1)!= —1(wtt@ p) 

(p—1)!+1 = 0(மட்டுற 

10°13 இலேக்ராஞ்சின் தேற்றம் (Lagrange’s Theorem) 

ற ஒரு பகா எண் என்றும் 

(x + 1) CK + 2) cone (ம று) அமா + A, KPH? Ler ee 
+ Ap உல் + அழ ட என்றும் அமைந்தால் Ais As, see eco Ap~s 

ஏரன்பவை எல்லாம் றஆல் வகூபடும்.
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1) 8)...ஆ( உறழ் ம ம மாவு oee 

Apays. 
x = x+ 1 என்க, 

. (2 +2) (44+ 8) (x + P) = (x + 1)77 

, + Ay (i + LYPH* vere Ane ட 

we (x + 1) (x + 2) eee (x + P) = (x + 1) [Cx + [9-௩ 

+ Ay (x + DPPH? 4 இடி? 

= (xb LPH? 3 கி ௮ 195 பெ கு C8 + 1) 
ஃ (ஜே ர்ற [1 3 பநர ப. ப கிழ X +A p-il 

= (x +1)? + Ay Ce + 1YPH* wee + Apeg (x + 1)? 
+ A+ (x + 1) 

e. xP + A. 3௬% + vee Abn g x? ஷ் A pw ரஸ் + திக 

+p Ap ag x +4 PAp- aX + தி.க. 

= (2 + 4)p + Aj (x + 1)je=* tae + சற த (x + 1)?- 

, ae Apes (x + 1). 

எனவே 

[(x + 1)P—xP] + 4, FCe + DP வற] 

+ Aq [(x + 1)?-* — xP -P] + Arey F(x + 1) ~— x] 

= pxP~*-4+ se + Dp Ap-gX + p Ap-y. 

மேலுள்ள சமன்பாட்டிலிருந்து, 22-”, -5...ஏன்பவற்றின்- 
குணங்களைச் சமன்படுத்து. 

DPA, = plg +(p—1)e, Ay so): 
pA, = Plo + (p = 1) Co Ay + (p — 2) C4, (2) 

Pp Ap-1 = I + Ay + A, oo + Ap-4 oe (Dp — 1) 

2 என்பது பகா எண் என்பதால், ம 1), ம 2)c,, 

(p 89௨ ..உ என்பவை ற ஆல் வகுபடாது. 

எனவே (1) சமன்பாட்டிலிருந்து 4, அதை உபயோகப் 
படுத்தி (2) சமன்பாட்டிலிருந்து Ag, as Ap -s என்பவை ஐ ஆல்: 

வகுபடும்:
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கிளைத்தேற்றம் 1 :. தேற்றத்தில் உள்ள ஈ.- 0 என்றால் 

(p— Wt = Aa 

ஈ- 1 எனின் 2-8 ..p = 1 + Ay + Ag we + Api; 

Ap-1 + 1b = pl — (Ay + Ag ow + Apma) 

(p— 1)! + 1 = pl — (A, + Aq ரு கீழ 

ற!) 2 ஆல் வகுபடும். உ 

(4; + 4, + Apia) றஆல் வகுபடும். 

(p — 1)! + 1, p ஆல் வகுபடும்; . 

இதுவே வில்சனின் தேற்றம். 

ue xx; + டே + 2) அடே: 1) - xt + AyxP~* se 

யூ. ரத வு * கீ கிய) 

sg = Pt Apart. fat Ap g X7 + ApSyx- see 

ள் (27--2) + [Ag 2-8 +. + Apo X® + (Apa +1)x] 

ஆர டு) வ. டே ம) என்ற அடுத்தடுத்த ற.முழு 
ண்கள் றஆல் வகுபடும். 

பூ Ags உ கிஷ றஆல் வகுபடும். 

Apa, + 1-ம். றஆல் வகுபடும்; 

ஃ XP ௮ டிறஆல் வகுபடும். ட 

3-2 0(மட்டுற) இதுவே வெர்மாட்டின் தேற்றமாகும். 

மாதிரி 1: 1814 1 என்பது பட ஆல் வகுபடுமெனக் 
காண்பி... க 

19 ஒரு பகா எண் என்பதால் 

(19--191-1- 0(மட்டு 19) 

1514 1- 0 (மட்டு 19) : 

88 ஒரு.பகா எண் என்பதால் | 

a2!+1 = 0(ur@ 28) 

+ .22° 21+ 20: 19’. (18!) + lv 0 (மட்டு 28) a 

{28 ~ 1) a8 = 2) ஸைட் 191112 0 
ட ் _ (மட்டு. 29) 

(மடங்கு 28" பழ 29 4): 5 191 470 (மட்டு98)
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(மடங்கு 28 4 1) 151--1- 0(மட்டு 889) 

(மடங்கு 28 : 181 -- மடங்கு 88 4 1814 1 - 0 (மட்டு 28): 

18!+ 1 = 0(மட்டு28) 

18!+ 1 = 0(u@ 28 x 19) 

௪ 0 (மட்டு 487) 

10:14 தேற்றம்: nn என்பது பகா எண் என்றுல், 
(சான் விரித்தலில் (6௦0௧0510௦0) உள்ள உறுப்புகளின் 

குணகங்களில் முதல், கடைசிக் குணங்களைத் தவிர, மற்றவெல்லாம் 

7” ஆல் வகுபடுமென நிரூபி, 

(25 றான் விரிவில் உள்ள உறுப்புகளின் குணகங்கள் 

  

=ner r =1,2..(a— 1) 

10 (11 — 1) cee ove (x =r + 1) 

[ro 
2: (ம 1)... (14 1) என்பது) அடுத்தஅடுத்த எண் 

* களின் பெருக்குத் தொகை, எனவே, அது jor ஆல் வகுக்கப் 

படும். ஆனால் 7 ஒரு பகா எண், மேலும் 7: 2 7 

ஃ (n—1) (n— 2) “(1௮74 1) என்பது |r ஆல் 

க் 77-41) (ர 21... (௩77 . 
a _0 ir | ஒரு முழு எண் 

ட் = என்க, 
குணகம் ௬. ந 

குணகம் x 

ஓவ்வொரு குணகமும் 1 ஆல் வகுபடும். 

பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1, 50. 2, 7 என்ற எண்களின் அதிகபட்ச அடுக்குகளைக் 

கண்டுபிடி. 

2௨ 11006.ல் 7 என்ற எண்ணின் அதிகபட்ச அடுக்கைக் 

கண்டுபிடி. 
  

8. ஈ(1- 1) (2241) என்பதை 6€-ன் மடங்கெனக் 

காண் பி, 

4. 1) என்பது ஒற்றைப்படை எண் என்றால் (243 8) 

(n° 4 7) என்பது 85-ன் மடங்கென நிரூபி,
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॥ த, 147 27/1 ம (8) (multiple of 5) என்று காண்பி. 

6... 194.1 ம (860) எனக் காண்பி. 

7, உக்கு அதிகமான பகா எண்ணாக *1: ஐ எடுத்துக் 

கொண்டால் (6-1) (0-4) - ம (860) என நிரூபி, 

8. க்கு ஈயும் ம-யும் பகா எண் எனின் ரர வற்றா 5 

= w(n) cror Pod. 

9. ரர - ம (489 எனக் காண்பி, 

10, ஈம் ம் பகா எண்கள் என்றால் நடக பஜ கைக் 

௪ ம (ர) என நிரூபி. 

11, எந்த எண்ணின் 4 ஆவது மடங்கு, 5 1 அல்லது 

தர: 1 என்ற வடிவில் அமையுமெனக் காண்பி. 

i 

12, எந்த எண்ணின் 8ஆவது மடங்கு, 17 1 அல்லது 

17௮ 1 என்ற வடிவில் இருக்குமென நிரூபி. 

18. 6 வகுக்குமெண்கள் உள்ள மிகக் குறைந்த எண்ணைக் 

கண்டுபிடி, 
(விடை 12) 

14. 20 வகுக்குமெண்கள் கொண்ட மிகக் குறைந்த 

எண்ணைக் கண்டுபிடி. 
(விடை 240) 

15. 100-க்குக் குறைந்தும் அதற்குப் பகா எண்ணாகவும் உள்ள 

மூழு எண்களின் எண்ணிக்கையைக் கண்டுபிடி. (விடை 39) 

16. 5.௨ என்ற எண்ணுக்குக் குறைவாகவும் அதற்குப் 

பகா எண்ணாகவும் உள்ள முழு எண்களின் எண்ணிக்கை 

ஒன்றையும் சேர்த்து, ஓர் இரட்டைப் படை எண் எனக் காண்பி. 
r 

மேலும், அந்த எண்ணிக்கைபில் பாதி எண்கள் ட -க்குக் குறை 

வாக இருக்குமென நிரூபி. 

17, 429-2 4 8942 = 0 (மட்டு 18) எனக் காண்பி. 

18. 320+? + 2+ 4%o+*  ம (17) என நிரூபி, 

19. க்குக்குறைவாகவும் அதற்குப் பகாஎண்ணாகவும் உள்ள 

எண்களின் (ஒன்றையும் சேர்த்து) கூட்டுச் சராசரி மூ எனக் 

காண்பி. 

௨0. டீன் வெவ்வேறான வகுக்குமெண்கள் மீ) dy swe 

என்றால் 
உய் Gr) = ॥ என திருபி, 
ர்
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பிற்குறிப்பு 
i. மட்டு “7” உள்ள முழு எண்களின் வளையம் 

(4) [௪-ம் (மட்டு) என்றால் ர-- ர், ஆல் வகுபடவேண்டும். 
இப்போது 1 மட்டைப் பொறுத்து 6-க்குச் சர்வசமமாக ர? 
இருக்கிறது என்போம் (ஈ 18 00 8102ற( (௦ ம் modulo n)] 

தேற்றம் 2: ஈ மட்டைப் பொறுத்துச் சர்வசமனின்மை ஒரு 
சமத்தொடர்பென நிரூபிக்க. 

1; ஈதனக்கே 7 மட்டைப் பொறுத்துச் சர்வசமமென்பது 
இதளிவு, 

2. ஈஈம் (மட்டு £) என்றால் ஈ--௦் - ம (பூ. எனவே சி தூயும் 
ம (1) ஆகும், 

ச-ஈ(மட்டு ப 

4. சவம்; ம௩0 என்றால் ர ௪ ம (மட்டு ஈ); 65௨ (மட்டு ny 

a—b=jn 3 b—c=Hn 

(இங்கு 2,, / என்பவை முழு எண்களே) 

a—b+b—-c=(K4+/ yn 

= c(wt@ 1) 

(8) தேற்றம்: a=b (ur G 1); c=d (wi @n) என்றால் 
ச மகம் 4 (மட்டு); 2௦ 5 ம்7 (மட்டு) என்று கூட்டலையும், 
பெருக்கலையும் வரையறுக்க. அப்போது 1 மட்டைப் பொறுத்து 7 

என்ற முழு எண்களின் தொகுதியின் சமத்தொடர்புள்ள கணங்கள் 
எல்லாம், ஒருமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமென நிரூபிக்க. 

ஐப் பொறுத்துச் சமத்தொடர்பு கணம் [%] கீழ்க்கண்டவாறு 
வரையறுப்போம், 

fk] = {x3sx ௪7,574 (மட்டு ப! 

{k) + (1) = [k+/] 

[7 [/] - [0] என்றாகும். 

(1) [k1+00 = [ 4 [0] (ஏனெனில் இரண்டும் 
[k—l]]-&@é iid,
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(2) 

(8) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

நவ இயற்கணி தம் 

(ck] +1) + Er] =(kK ++ Em] 

= fk +1+m] 

[kK] + C4 + Em] = [A] + [l+m] 

= [k+l4m] 

2 (LRI+0/1) + ரபி: பி (பிம் 
[0] என்ற கணத்தை எடுத்துக் கொள்க. 

[7 4 [0]- [7 
[0] என்பது பூச்சிய உறுப்பாகும். 

[k] என்ற கணத்திற்கு [--] கணத்தை எடுத்துக் 
கொண்டால் 

fk] + (ப = [0] 
(Lk]- (11): [m] = Ckl]- Em] 

= [kim] 

[7]. (7. ராமி) = [I> [le] 
= [klm] 

(1/0 []) ராமி - [/0- (0/7. Lard) 

(Lk (QU) + £m]) = [eI ரமி 
= [k(l+m)] 

= [ki+km] 

= [kl] +[km]. 

= [k]- [1k + பிபி [பி 

Che (0 = Ck] 
[Us Ck] = [ik] 

kl= Ik 

2 [k]- £0 = (PEK 

8) |1] என்ற கணத்தை எடுத்துக்கொள்க, 

[k]- [1] = [k] 

[1]. [1] - [/] என்பதால் 

[1] என்பது ஒருமை உறுப்பாகும். 

எனவே, 88” மட்டைப் பொறுத்துச் சமத்தொடர்புள்ள 

கணங்கள் யாவும், ஒடுமையுடன் கூடிய பரிமாற்று வளையமென்பது 

தெளிவு. இதை 4 (8) எனக் குறிப்போம். 
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தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனம். 

_.... பட்டப்படிப்பு 

அதினியல் ப பாட நூல்கள், 1970 
4 

wl, சூழ்நிலையியல் . - 
உடற்செயலியல் ௮ திரு.டி. ஆர். கிருஷ்ணன் : 

2. அறிமுறை வேதியியல் — 55 ஓ.ஆர். சூரியநாராயண்ன் 
3. பொது பெளதிகம் ம... க.,ப..கந்தசாமி,... : 

» மு. தியாகசுந்தரம் 
் 4; வெக்டர் கணிதமும் ட 

்... அதன் பயன்பாடுகளும் :-- ,, ஆர். மகாதேவன் 
5, தாவரச் சூழ்நிலையியல், மரபியல், ் 

உயிர்மரூ௨ இயல், இயங்கியல் 
்.. 5 துணைப்பாடம் டாக்டர் கு. பெரியசாமி 

6. பெளதிகம் - துணைப்பாடம் - 
(பகுதி 2) 7 + Sq. கா. வே. சுப்பிரமணியன் 

a. இன்றைய 'பெளதிகம் - டாக்டர் எம். ஏ, தங்கராஜ் :. 
. 8. ஒலி நூல் _ திரு. டி. முருகையன் 

9, கணிதம் - துணைப்பாடம் ee 
(பகுதி 2). ௪ .,,. ஆர். அய்யாசுவாமி 

10. முப்பரிமாணப் Fee PE be Se 
பகுமுறை வடிவகணிதம் -..,, ௧. சிவசுப்ரமணியம். - 

“11. தாவரவியல் - துணைப்பாடம் -- : ,, பா. இராசாராம் 

12. செல்லியல் . — ,, என். இராமலிங்கம் 

13... மரபியல் ௪. ,, பெ.மா. அண்ணாமலை 

14. தாவரங்களின் வாழ்க்கை — ,, எஸ். சுந்தரம் 
15. அங்கக வேதியியல் 
/ - துணைப்பாடம் — 5, பிஎல். இராமசாமி 

16. செய்முறைக் கரிம வேதியியல்- டாக்டர் என். ஆறுமுகம் 

17. முதுகெலும்பிகளது கருவியல் - திரு. எஸ். ஆபிரகாம் 
_ 18, சூழ்நிலையியல், பரிணாமம், 

மரபியல் -- ,, கே.ஆர். பாலச்சந்திர 
a, கணேசன் 

19, டெரிடோஃபைட்டா - 
ஜிம்னோஸ்பெர்மி --. ,, கே. இராசசேகரன் 

20. கரிம வேதியியல் (பகுதி1) — ,, கி. கண்ணபிரான் 
21. கரிம வேதியியல் (பகுதி 2) -- ,; கி. கண்ணபிரான் 

22, வானியல் . — 5! தி.கோவிந்தராசன், 
ய் > கொ. முத்துசாமி 

23. தாலோபைட்டா-- டக 3 ல் 
பாசிகளும் பூஞ்சைகளும் -- டாக்டர் வே.சோ. சுந்தரலிங்கம் 

24. தாவர வகைப்பாட்டியல் — திரு. ஆ. சம்பத்குமார் 
  

இவை அடக்கவிலை வெளியீடுகள் - கழிவு இல்லை 
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