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அணிந்துரை 
திரு. இரா. நெடுஞ்செழியன் 
(தமிழகக் கல்வி.அமைச்சர்) 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கிப் பதினைந் 
தாண்டுகள் ஆகிவிட்டன, . குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் பட்டப் 
படிப்பு வகுப்புவரை மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தை 
யும் தமிழிலேயே கற்றுவருகின்றனர். 1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து 
அறிவியல் பாடங்களையும் தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய் 
துள்ளோம். தமிழிலேயே கற்பிப்போம் என முன்வந்துள்ள 
கல்லூரி ஆசிரியர்களின் ஊக்கம், பிற பல துறைகளில் தொண்டு 
செய்வோர் இதற்கெனத் தந்த உழைப்பு, தங்கள் சிறப்புத்துறை 
களில் நூல்கள் எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள் தொண் 
டூணர்ச்சி இவற்றின்காரணமாக இத்திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சி 
யும் மனநிறைவும் தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்று வருகிறது. 
இவ்வகையில் கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் கலை, அறிவியல் 
பாடங்களை மாணவர்களுக்குத் தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத் 
தேவையான பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக்கழக 
மும், சென்னைப் பல்கலைக்கழகமும் ஆண்டுதோறும் எடுத்து 
வரும் பெருமுயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் சொல்லவேண்டும். 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளாதாரம், மெய்ப் 
பொருளியல், புவியியல், புவியமைப்பியல், மனையியல், கணிதம், 
இயற்பியல், வேதியியல், உயிரியல், வானியல், புள்ளியியல், 
விலங்கியல், தாவரவியல், பொறியியல், சட்டம் ஆகிய எல்லாத் 
துறைகளிலும் மூல நூல்கள், மொழிபெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இரு 
வகையிலும் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனம் வெளியிட்டு வரு 
கிறது. 

இவற்றுள் ஒன்றான *பகுமுறை வரைகணிதம் (இரு பரிமாணம்)” 
என்ற இந்நூல் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனத்தின்.6 18ஆவது 
வெளியீடாகும். கல்லூரித் தமிழ்க் குழுவின் சார்பில் வெளியான 
35 நூல்களையும் சேர்த்து இதுவரை 653 நூல்கள் வெளிவந் 
துள்ளன இந் நூல் மைய அரசு கல்வி சமூக நல அமைச் 
சகத்தின் (மாநில மொழியில் பல்கலைக்கழக நூல்கள் வெளியிடும் 
திட்டத்தின்கீழ் வெளியிடப்படுகிறது. 

தமிழில் பயிலும் மாணவர்கள் உலக மாணவர்களிடையே 
சிறந்த இடம் பெறவேண்டும் என்பதே நம் குறிக்கோளாகும். 
கல்லூரிகளிலும் பல்கலைக்கழகங்களிலும் கலையியற் பாடங்களை 
யும், அறிவியற் பாடங்களையும், தொழில்நுட்ப அறிவுப் பாடங் 
களையும் பயிலுகின்ற மாணவர்கள் அவற்றைத் தமிழில் பயில 
வேண்டும் என் பதை வலியுறுத்தி வருவதற்குக் காரணம், தமிழறிவு 
வளரவேண்டும் என்பதை கிட, தமிழ் மக்களின் அறிவு ஆற்றல் 
எளிதாக, விரைவாக வளரவேண்டும் என்பதுதான். * எதிலும் 
தமிழ் எங்கும் தமிழ்? என்ற குறிக்கோளை நிறைவேற்றவேண்டிய 
கட்ப்பாடு, தமிழகத்து ஆசிரீயப் பெருமக்களையும் மாணவர்களை 

யும் சார்ந்ததாகும், தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக்கழகங்களின் பல்வகை 
உதவிகளுக்கும் ஓத்துழைப்புக்கும் நம் மனம்கலந்த நன்றி 
உரியதாகுக, | 

இரா. நெடுஞ்செழியன்
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1. கார்ட்டீசியன் கூறுகள் 
(Cartesian Coordinates) 

8 1. செவ்வகக் கார்ட்டீசியன் கூறுகள் (160480 2ய187 (16518௭: 
Coordinates) 

ஒரு தளத்தில் அமைந்துள்ள புள்ளிகளை வரிசைப்படுத்தப் 
பட்ட இரண்டு எண்களின்மூல்ம் தீர்மானிக்க இயலும் என்பதை 
முதலில் கண்டவர் ரேன் டெஸ்கார்ட் (Rene Descartes, 

1596-1690) என்ற கணித மேதை ஆவார். அவர் அத் தளத்தில்: 
அமைந்துள்ள இரண்டு வெட்டும் நேர்கோடுகளை எடுத்துக் 
கொண்டு, அவைகளிலிருந்து ஒரு புள்ளியின் தூரங்களை 
அக் கோடுகளுக்கு இணையாக அளந்து கிடைக்கும் அளவைகளை 
அப் புள்ளியின் இடத்தைக் குறிக்கப் பயன்படுத்தினார்.. 
இவ்விதமாக எடுக்கப்பட்ட நேநரர்கோடுகளுக்குக் குறிப்பீட்டு. 

அச்சுகள் ((8%65 ௦1 ர££££6ற006) என்று பெயர். இவ்வச்சுகள் 
வெட்டும் புள்ளிக்கு ஆதி (௦1210) என்று பெயர். 

நாம் குறிப்பாக 0%', yOy' என்ற இரண்டு செங்குத்தான 
கோடுகளைக் குறிப்பீட்டு ௮அச்சுகளாகக் கொள்வோம். இவைகளில் 
20%: ஆனது 3-அச்௬ (2-83015) என்றும் ந)” ஆனது 35-௪௬ 
(9:-83:18) என்றும் பெயர் பெறும். -வுக்கும் 3ஃக்கும் இடையில் 

அமைந்தும் 0-விலிருந்து ௮ அலகுகள் தூரத்திலிருக்குமாறு 
அமைந்தும் உள்ள புள்ளி, மிகை எண் s-mus (positive 
மயா ௮) குறிக்கும் என்று கொண்டால், 0-வுக்கும், 5-க்கும் 
இடையிலுள்ள புள்ளிகள் யாவும் மிகை எண்கள் அனைத்தையும் 
குறிக்கும். இதேபோல் 0-வுக்கும் 2-க்கும் இடையிலுள்ள 

புள்ளிகள் குறை sravract (negative numbers) யாவையும். 
குறிப்பதாகக் கொள்ளலாம். இவ்விதமாகவே )0)-ல் உள்ள 

புள்ளிகளும் எல்லா மெய் எண்களையும் (₹8] பபற), 

குறிப்பதாகக் கொள்ளலாம்.



2 . பகுமுறை வரைகணிதம் 

இவ்விதமாகக் கொண்டால், ஈ என்ற எண்ணைக் குறிக்கும் 

x'Ox-cr மேலுள்ள புள்ளி வழியாக ])”0)-க்கு இணையாக 

வரையப்படும் கோடும், ம என்ற எண்ணைக் குறிக்கும் $”0ரன் 

மேலுள்ள புள்ளி வழியாக 2-09-க்கு இணையாக வரையப்படும் 

கோடும் வெட்டும் புள்ளியை (௪,௦) என்ற குறிமீட்டால் 

குறிப்பிடலாம். இவ்வாறு குறிப்பிடுதலைக் கண்ட மேதையின் 

பெயரைத் தழுவி, 4-யும் 2-யும் புள்ளியின் கார்ட்டீசியன் கூறுகள் 

(Cartesian co-ordinates) என்ற பெயரைப் பெறுகின்றன. 

குறிப்பாக அவைகள் முறையே கூறு (2 ௦௦-01010816) அல்லது 

கிடை (ஆச்சுத்) தூரம் (௨0801888) என்றும், ந கூறு (7 co-ordinate) 

அல்லது நிலைத்த Sig (ordinate) என்றும் அழைக்கப் 

படுகின்றன. 

6 2. இரண்டு புள்ளிகளுக்கு இடையிலுள்ள தூரம் 

இப்பொழுது A, ட 9, A, (2 Yo) என்ற 

புள்ளிகளுக்கிடையிலுள்ள தூரத்தைக் காண்போம் (படம் 1). 

4) 0-வையும், கீழ 2-யையும் % அச்சுக்குச் செங்குத்தாகவும், 

A, R-® A, Q-aja qe செங்குத்தாகவும் வரைக. அப்படியாயின், 

  

பது ள் 

A, (x 1 ம) 

Alay R 

L ர் » 

0 P Q %   
படம் 1. 

wsGarart A, A, R ஒரு செங்கோண முக்கோணம் ஆகும். 
எனவே, 

A, A,? = A, R? +R A,?. 
ஆனால், AgR ௬00 —OP =x,—%,, 

RA, =QA,—QR=y,— yoo 
ஆகவே, 4; கி = (yy — y.)? + (x, 3295. 

அதாவது, 41 கீத - of (X1 — Xq)? + (V1 — Yo)? 
 



கார்ட்டீசியன் கூறுகள் 3 

குறிப்பாக ஆதிக்கும், 7£ (2, ).3-க்கும் இடையிலுள்ள தாரம் 

4/2)2 -- ])2 என்பதை எளிதில் காணலாம். 

8 3. இரண்டு புள்ளிகளை இணைக்கும் நேர்கோட்டைக் கொடுக்கப் 

பட்ட விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளி 

முதலில் 2; (1, 7)) Po (Xa, Yo) என்ற புள்ளிகளை 
இணைக்கும் நேர்கோட்டுத் துண்டை /; : 7 என்ற விகிதத்தில் 
உட்புறமாகப் பிரிக்கும் 2; என்ற புள்ளியின் கூறுகளைக் 
காண்போம். இதற்காக, 2-ஐ (%, 0 எனக் கொள்வோம். 
2) மீடிமஉஎன்பவற்றிலிருந்து Py Ay, Py Ay, Po Ag என்ற 
இணைகோடுகளை % அச்சுக்குச் செங்குத்தாக வரைக (படம் 2); 
இப்பொழுது, 

ke
 

  

PR, 
௩ : 

ம் Gib i 
I i 

Po 
‘ ; | 
1 4. I —> 

0| A, Ao Ag x 

படம் 2 

Py Po _ Ay Ao 
PoP, ~ Apo Ae . 

77 டட ட எர] 
eGo, 1 y= x, 

அதாவது, Ty (%_ = %) = 7/2 ஜே 20) 

அல்லது % Uy +1) = 1 xy +4, x). 

ஆகவே, Xo = 1; *2 + 0221 * eee 34) +d, 

இதுபோலவே 2, 2), 2, என்ற புள்ளிகளிலிருந்து y 
அச்சுக்குச் செங்குத்தாகக் கோடுகள் வரைந்தால், 

ya tle ys 
Yo = it te ee (3°2)
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எனக் கிட்டும். ஆகவே, 2, 8)-ஐ /1: 1”. என்ற விகிதத்தில் 
உட்புறமாகப் பிரிக்கும் புள்ளி, 

122 -- /த31. சத ர தீத ரர 3.3 

ஆகும்: 

அடுத்தபடியாக, 2, 2,-ஐ வெளிப்புறமாக 1,: 1, என்ற 

விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளியை 2, :2:, 7.9 எனக் கொள் வோம். 

(படம் 3). 2), 2) 2; என்ற புள்ளிகளிலிருந்து 2; 43, ச$4ீத, 

  

JA yo-nnns 
oO Pp 23 

f ae 7 ட் 
ic ge ‘ 2 1 

Pe i ॥ 
i 4 
io 

| ம ட பூ 
0| A, A, Ay x 

படம் 3. 

”% 4. என்ற கோடுகளை % அச்சுக்குச் செங்குத்தாக வரைக” 

P, A, A, . P,P; A, Ay 

I xX, xy 
ஆகவே, I, = ie, —_ Xo . . 

அதாவது, |, (%;— %2) = Ip (%, — X1) 

ஆல்லது xX» Ch மு I) = [ ௦ I, ர 

11 29 எர 82 281 
ஆகவே eye RR (3-4) 

இதுபோலவே Pi, Py, P, என்ற புள்ளிகளிலிருந்து 
நூ அச்சுக்குச் செங்குத்தாகக். கோடுகள் வரைந்தால், 

—] 
Ys = hie 205 (3:5) 

எனக் கிட்டும். எனவே 7, (% ,3.5-ஐ 

yx, + (Hh) he Fe) 01 | 3° | a + (i) | h + 72) een
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என எழுதலாம். இங்கு, 77 : /9 என்ற விகிதத்தில் வெளிப்புறமாகப் 
பிரிக்கும் புள்ளியை 7/7 : (-- 72) என்ற விகிதத்தில் உட்புறமாகப் 
பிரிக்கும் புள்ளியாகக் கொண்டு, வெட்டும் புள்ளியைக் காண 
சூத்திரம் (3:3)-ஐயே பயன்படுத்தலாம் என்பது தெளிவாகிறது. 

ேரிய.. 02. என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 
நேர்கோட்டுத் துண்டின் மையப்புள்ளியானது, அத் துண்டை 
உட்புறமாக 1: 1 என்ற விகிதத்தில் பிரிப்பதால், அதனது 
கூறுகள் 

21-22. Yi tye 
, 2 

என்பன எளிதில் கிடைக்கின்றன. 

$ 4. முக்கோணத்தின் பரப்பும் நாற்கரத்தின் பரப்பும் 

முதலில் Ay (ட 21, A, (%g, yo), A; (x,, 2.9 என்ற 
புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் பரப்பைக் 
காண்போம் (படம் 4). 4) 2), 4, B,, A, B, என்ற கோடுகளை 

  

y A3 

A2 
; | 

A, f ள் i 
' ப ர் 

1 ் : 

௦) 8, 8. BB, X 

படம் 4, 

2 அச்சுக்குச் செங்குத்தாகப் படத்தில் உள்ளபடி வரைக. 
முக்கோணம் 4; 4, அீட-ன் பரப்பு க, என்றால், 

& - சரிவகம் 4) 2; £, 4,-ன் பரப்பு 

-* சரிவகம் 4, 2, 8, .4--ன் பரப்பு 

௭ சரிவகம் 4) 2, 2, 4-ன் பரப்பு 

1 1 
= 9 (Ar By + Ay B.) By Bs +5 ( Ag Bs + Ag By) B; By 

1 
— த (43 2; A, B,) By By
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1 1 
= 501 “ஜி (ம) 20) 4 2 Cys + Yo) பே — *3) 

1 
“த டார டே 0) 

த் (அ (Ye — Ys) + Xo (Vs —)1) +*, (V1 அரிய) 7 

31 X_ Xs | 
ம
்
ம
்

 

29% 7] 

1 41 1 

ஒரு முக்கோணத்தின் பரப்பைக் காண விரும்பும்போது, 
மூதலில் மூன்று உச்சிகளையிம் குறித்துக்கொண்டு, கெடிகார 
முள்ளின் சுழற்சிக்கு மாறான சுழற்சியின் போக்கில் அவைகளை 
அ) கீஜி.4, என்று முறையே பெயரிடவேண்டும். அப்பொழுது 

தான் A ஒரு மிகை எண்ணாக இருக்கும். இன்றேல், இது ஒரு 
குறை எண்ணுக இருக்கும். 

ஒரு நாற்கரத்தின் பரப்பைக் காண்பதற்கு முதலில் நான்கு 

உச்சிகளையும் குறித்துக்கொண்டு, பின்பு அந்த நாற்கரத்தில் ஒரு 
மூலைவிட்டத்தை இணைத்து இரு முக்கோணங்களாகப் பிரித்துக் 

y ௩ 

படம் 5, 

கொள்ள வேண்டும். உதாரணமாக, ஒரு நாற்கரத்தின் உச்சிகள் 
படம் 5-ல் உள்ளவாறு சிர கே, 220,072, 2, கே 

சீ ஜே) என்று இருந்தால், அந்த நாற்கரத்தை 2, 2, 2;
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P,,P,,P, top Qo YsaCarormamras G35 Oar or 

வேண்டும். அப்படியாயின், 

தாற்கரத்தின் பரப்பு -- முக்கோணம் 7; 2, 2 -ன் பரப்பு 
+ முக்கோணம் Py P, P,- or பரப்பு 

ப்
 —_
 

Il 

  

Yi Va Ye 71 7% Ya 

N
i
r
 

Yi Yea நிழ   
$ 5. கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்று புள்ளிகளின் நேர்வரைத் 

தன்மையைச் (0111௦௦௨111) சரிபார்த்தல் 

புள்ளிகள் 44, அடி) 4; என்பன கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளில் 
ஏதேனும் ஒன்றைத் திருப்தி செய்தால், அப் புள்ளிகள் ஒரு 
நேர்கோட்டில் அமைகின்றன என்பதை எளிதில் காணலாம். 

(i) A, அடி Ay A, + A, A, அல்லது 

A, A, = Ay A, ™~ A, க. 

(ii) முக்கோணம் 4; 4, 4,-ன் பரப்பு 0, 

(iil) A, கின் flay = A, A.-or சரிவு. [சரிவின் 
(81006) வரையறையை இரண்டாம் அத்தியாயத்தில் காணலாம்.] 

$6 மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

சீடி), கீ ௫,024, ர. என்ற புள்ளிகளை 
உச்சிகளாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் மையக்கோட்டுச் சந்தி! 
(centroid) G-mwé areata.
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.கிடஎன்பது, கீ 4.-ன் மையப் புள்ளியானால், 2) ஆனது, 
Ma + Xs 22 aan ¥3\ 

2 ் 2 7 

ஆகும் (படம் 6). இப்பொழுது A, By, ஒரு மையக்கோடு 
(median). மையக்கோட்டுச் சந்தி 0 ஆனது, 4; 2£;-ஐ 2:1 

   A, 

படம் ட, 

என்ற விகிதத்தில் உட்புறமாகப் பிரிக்கிறது. ஆகவே, 0யின் 
Xa + x, 225! + 1 Om) ஐய பப ப ப te Ht x ணகி 2 -- 1 ~ 3 ச 

4 

2727 41 Oy) 
கூறு = OT = : உட 

  

அதாவது 6 என்பது, (Ate Vr Ya + ) 

ஆகும். 

குணக்கு 2. 

புள்ளிகள் 4, 2, 0.2 என்பன முறையே (2,3), (5,6), 
(7, 2), (3, 6) என்றால், 48-ஐ 02 எந்த விகிதத்தில் வெட்டுகிறது 
கானக் காண்க, ௩ 

42-ஐ ம, 2 என்ற : புள்ளியில் வெட்டுகிறது என்றும், 
42:28 A:1 என்றும் கொள்க. இப்பொழுது 2 ஆனது, 

4354-12. உட 1 
ட்ட. AEE ] 
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ர் 0 (3,6)-. B(5,6) 

SN 

A(2,3) *, 
C(7,2) 

0 x 

படம் 7, 

ஆகும். மேலும், 2, ௦, என்பன ஒரு நேர்கோட்டில் 
அமைவதால் முக்கோணம் 62-யின் பரப்பு பூஜ்யமாகும். 
ஆகவே, 

    
  

1 5a 42 = 0 
Bs 7 3 
aT 

6a +3 
A +1 6 

1 1 1 

“அல்லது 

5842 6643 ,|(-0 
a+1 “A +2 

7 2 1 

3 6 1 

அதாவது 4 
a? _ 6A+3 7 17 +1 7 «24 =0. 

& 1 1 a+hl 3 4 3 6 
அகாவது, (5% + 2)(— 4) —(6a ல (4) + (36) (a +1)=0. 
ஆகவே, —8A+16=0, 4 =2 

இதிலிருந்து 62, 48-ஐ 2: 1 என்ற விகிதத்தில் உட்புறமாக 
வெட்டுகிறது எனத் தெரிகிறது. 

॥
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8 7. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. கீழ்க்கண்ட புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் கொண்ட 
உருவங்கள் ஓவ்வொன்றும் அதனதன் எதிரே கொடுக்கப் 

பட்டுள்ள தன்மையை உடையது என்று காட்டுக. 

மூ (3-5), 2, 19, (4,--4-இரு சமபக்க முக்கோணம், 

(1) (22) (டி, (-5, 09-இரு சமபக்க முக்கோணம். 

(iii) (2, 0), G3, 4/3.  (6,0,9-சமபக்க முக்கோணம். 

(iv) (2,1), (3,1 + 4/3), (௪, 15-சமபக்க முக்கோணம். 

௫ Gy 4). (1, 4), (— 1, 2), CG, 2-சதுரம். 
(vi) Cl, — 2), (4, — 2), (4,1, Cle 19-சதுரம். 

(vii) (—1, 0), (2, — 2), (— 1, — 4) - 4, 2-சாய்ச துரம். 

(viii) (3, 2), (4, 3), (3,5), (2, 19-சாய்சதுரம். 

(ஐ (,2, (,2, ம, (, 4)-செவ்வகம். 
(x) 21), 2,-3,0.-3), G, 1-செவ்வகம். 

(xi) (1,4),05,4), (6, 62, 6-இணைகரம். 
௦ (-2,-2,(,-2) (7, 3), (2, 3)-இணகரம். 

2. கீழ்க்கண்ட புள்ளிகள் உருவாக்கும் முக்கோணம் 
ஒவ்வொன்றின் பரப்பைக் காண்க. 

(i) (— 2, 4), C1, 3), (5, 6) 

(ii) (4, 2), i 3, 1), (1, என 4) 

3. கீழ்க்கண்ட புள்ளிகள் அமைக்கும் நாற்கரம் ஒவ் 
வொன்றின் பரப்பைக் காண்க. 

(i) (1,2,(2,4(4,2, (,1) 
(ii) (2, 0), (3, 2), (— 3, 305 ன் த 1) 

4. பின்வரும் கணங்களில் ஒவ்வொரு கணத்தைச் சார்ந்த 
புள்ளிகளும் ஒரே நேர்கோட்டில் அமையும் புள்ளிகள் எனக் 
காட்டுக. 

(i) (- 2, — 3), (— 1, — 2), (0, — 1)
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(ili) (3, 19, (2, 4), (4, ன 2) 

(iv) ad, 2), (3, 4), (5, 6). 

5. P(4,—~ 3), 0(2, 3), RG, 1). S(—1, —7) ersirucr 
கொடுக்கப்பட்ட புள்ளிகள். 20ஃவை 288 எந்த விகிதத்தில் 
வெட்டுகிறது எனக் காண்க. 

6. பின்வரும் புள்ளிகள் அமைக்கும் முக்கோணங்களின் 

மையக்கோட்டுச் சந்திகளைக் காண்க. 

(i) (2, 5), (6, 3), (4, 7) 

(11) (— 1, 3), G, = 5), (4, 5)- 

7. (3, 7), (5, 8), (1,2) ஆகிய மூன்று புள்ளிகளும் 
உருவாக்கும் முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் மையப் புள்ளிகளை 
உச்சிகளாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் பரப்பு யாது ? 

8 A (x1. yi); B (Xo, Ya)s C(x, Ys) என்ற புள்ளிகளை 

உச்சிகளாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் உள் மையத்தையும் 
(in-centre) Gove மையங்களையும் ((6%-௦0%28) காண்க 

[உதவிக் குறிப்பு: 8 -ஈ, க், 4௦ என்க, 

கோணம் 4-யின் உட்சமவெட்டி 0.ஐ ம-யில் சந்தித்தால், 

  BD: DC =c:b. a,a@o, D bx_ Hex, eters ) ஆக ஆனது ( bre 1 நப 

ஆகும். 8-யின் உட்சமவெட்டி --ஐ “யில் சந்தித்தால் 
BD DC BD4DC a 

I:IA = : Ae 1 = Ge See ee வெய் tee ee 

2 BD: BA. ஆனால், 6 ச் c+b b+e 

  
ac 

விடைகள் 

உழு ஞ் 3; உழு ழ் 2 

5. 3:22 ௨ ழ(,5) (0(2,1; 7. 1
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உ (1 டாட ay + bya + நடி 
“ko atb+e atb+e த 

— 0%, + bX. + 6x, ~ay, + by, + ev, 

—a+b+e " —atbte a 

ax, - bX + CX, ayy — bs + ¢y, 
a—b+e >  a—b+e : 

ax, + bx,—ex, மூட்ட ஐ \ 
a+b—e 7 atb—ce 

$ 8. இயங்கு வரை (1,௦௦8) 

ஒரு புள்ளி, கொடுக்கப்பட்டுள்ள வரைகணிதக் கட்டுப்பாடு 
களுக்கு இணங்கி நகரும்போது அதனது பாதை, அப் புள்ளியின் 

இயங்கு வரை என அழைக்கப்படுகிறது. உதாரணமாக, ஒரு 
"புள்ளி, ஆதியிலிருந்து ர தொலைவில் இருக்குமாறு நகர்ந்தால், 
அப்புள்ளியின் இயங்குவரை, ஆதியை மையமாகக் கொண்ட ஒரு 
வட்டமாகும். இவ் வியங்குவரைமீது 2 டேய். என்பது 

ஏதாவதொரு புள்ளி எனில், 027 -- ர அல்லது OP? = a?. 
அதாவது 32 -- ந)“ 83. 

இதிலிருந்து இவ் வியங்குவரையின் மீதுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளி 
யின் (2, ]) கூறுகளும் 5 y2 - ர என்ற சமன்பாட்டைத் 
திருப்தி செய்கின்றன எனத் தெரிகிறது. இந்நிலையில் 38-.):8--ஜ3 
என்பது, இந்த இயங்கு வரையின் சமன்பாடு (equation) creirm 
கூறப்படுகிறது. அதாவது க்கும், ந-க்கும் உள்ள ஒரு 
தொடர்பை, ஓர் இயங்கு வரையின் ஒவ்வொரு புள்ளியின் 2, 3 
கூறுகள் திருப்தி செய்தால், அந்தத் தொடர்பு அந்த இயங்கு 
வரையின் சமன்பாடாகிற்து. 

இதிலிருந்து இரு இயங்குவரைகள் ஒன்றை ஒன்று வெட்டிக் 
கொள்ளும் புள்ளிகளின் கூறுகளைக் காண; அவ் வியங்குவரை 
களின் சமன்பாடுகளை க்கும், நக்கும் விடுவிக்கவேண்டும் 
என்பது தெளிவாகிறது. 

ஓர் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக்: காணக் கீழ்க் 
கண்டவாறு படிப்படியாக முயல வேண்டும் : 

Ci) முதலில் இயங்குவரையின்மீது ஏதாவதொரு புள்ளியை 
எடுத்துக்கொண்டு அதை (3%, 3) எனக் கொளல் _
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(ii) பின், கொடுக்கப்பட்டுள்ள நிபந்தனைகளைப் பயன் 
படுத்தி, %0-ஜயும், 0-ஐயும், கொடுக்கப்பட்டுள்ள மாறிலிகளையும்: 

சார்ந்த ஒரு தொடர்பினைக் காணல் ; 

(114) கடைசியில், கண்ட தொடர்பில் 3,-ஐ xX ஆகவும், 

௦"ஐ 77 ஆகவும் மாற்றுதல், 

89 மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1, 

களில் இருக்குமாறு நகரும் புள்ளியின் இயங்குவரையின் 

சமன் பாட்டைக் காண்க. 

£ 0௦29 ஆனது இயங்குவரையின்மீதுள்ள ஏதாவதொரு 
புள்ளி எனக் கொள்க, இப்பொழுது, 

PA = PB 

அல்லது 
248-20௨, 

ஆகவே, (3 -- 1)5 4 (%--2)8-0%ே -2)8 4 ((%-2)2. 

அதாவது, 2X. — 8&y, —3 = 0. 

ஆகவே, 22-- 8 -- 3 -- 0 என்பது இயங்குவரையின் சமன்: 
பாடாகிறது. 

கணக்கு 2. 

Ay (%1 V1), Ag Mes Yo) என்ற புள்ளிகளின் வழியாகச் 
செல்லும் நேர்கோட்டின் சமன் பாட்டைக் காண்க. 

P(Xoo Yo) என்பது, 40) கீ வழியே செல்லும் நேர் 
கோட்டின் மீதுள்ள ஒரு புள்ளி என்க 

இப்பொழுது முக்கோணம் 2.4.4 -ன் பரப்பு பூச்சியம் 

ஆகும். அதனால் : 
{ % 4 Xq | 

| 

| Yo 2 Ye 

1 1 L 
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ஆகவே, நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 

என்றாகிறது. 

கணக்கு 3. 

(ர, 4)-யை மையமாகவும், -ஐ ஆரமாகவும் கொண்ட 
வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

232) என்பது, வட்டத்தின் மேலுள்ள ஏதாவதொரு 
புள்ளியானால், 

CP =r 

அல்லது, 02 -- 75, 

அதாவது, (% - a)? + (yp — 5)? 75, 

myaGa, (x — a)? + (y — 5)? = 7? என்பது, வட்டத்தின் 

சமன்பாடாகிறது. ் 

கணக்கு 4. 

1! நீளமுள்ள நேரான கம்பி ஒன்று, அதனது முனைகளில் 
ஒன்று, 2-அச்சின்மீது படியுமாறும், அடுத்தது, 2-அச்சின்மீது 
யடியுமாறும் நகருகிறது. அக் கம்பியின் மையப் புள்ளியின் 
இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

  

1 

B(o,b) 

(26௦.0) 

0 &(௦,௦) "x 

படம் 8. 

AB என்பது கம்பி என்றும், 4 ஆனது 3%அச்சின்மீது 
தகருகிறது என்றும், $ ஆனது ]-அச்சின்மீது நகருகிறது
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என்றும் கொள்வோம். 4-யை (6, 0) என்றும், 8-யை (0, 8) 

என்றும், .4.8-யின் மையப் புள்ளியை (3%, ]) என்றும் 

கொண்டால், ௪யும், -யும் மாறிலிகள் அல்ல $ / மட்டும்தான் 
மாறிலி, இப்பொழுது, - 

கீறி? = [3 = q2 + b2, . (9:19) 

ஆனால் 
a-+0O a 

*o = 5 =e 

04ம் 84 
3௦௩ “உ த 

ஈ-யின் மதிப்பையும், &-யின் மதிப்பையும் ((9:19)-ல் 

gy Hua, 
(2X9)? = (279)? = 22 

என்ற தொடர்பு கிடைக்கிறது. இதிலிருந்து வேண்டிய சமன் 

பாடு 455 -- 42 — 1 என்றாகிறது. 

$ 10. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. (1, 3), (4,—2) என்ற புள்ளிகளிலிருந்து 7 என்ற புள்ளி 
யின் தூரங்கள் 1:2 என்ற விகிதத்தில் இருக்குமாறு 2 நகர்ந்தால், 
25யின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு . 

3x8 + 3y8—28y 20 - 0 என நிறுவுக. 

2. (3), , 5) என்ற புள்ளிகளிலிருந்து சம தூரங்களில் 

இருக்குமாறு நகரும் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன் பாட்டைக் 
காண்க” 

3. 2,4,0,59 என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட்டின் 
மையக்குத்துக் கோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்க, 

4. புள்ளிகள் (3, 4), (--1,2) வழியாகச் செல்லும் கோட்டின் 
சமன்பாட்டைக் காண்க. 

3௨ (௫0), (0,8) என்ற புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லும் 

(கோட்டின் சமன்பாட்டை = + ள் 1௮ 0 என்ற வடிவில் 

காண்க, 

6. ஒரு வட்டத்தின் மையம், (1,2). அதன் ஆரம் 5 
என்றால் அதன் சமன்பாட்டைக் காண்க,
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7. 2 என்ற புள்ளி, 4 (2,;--0),2(-2,5) என்ற புள்ளி 
களுடன் அமைக்கும் 4.87 என்ற முக்கோணத்தின் பரப்பு 5 
ஆகவே இருக்கும்படி நகர்ந்தால் 7-யின் இயங்குவரையின் சமன் 

ur@adr 6x +- Sy —3 = 0, 6x + 5y — 23 = 0 cror Agiays- 

8. 7 நீளமுள்ள 48 என்ற நேரான கம்பி, அதனது முனை 

4, % அச்சின் மீது படியுமாறும், அடுத்த முனை £,] அச்சின்மீது 
படியுமாறும் நகருகிறது. .ஈீ.8ீ.யை 2 என்ற புள்ளி உட்புறமாக 

3:2 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கிறது. அப்படியாயின், 2ஃ-யின் 
இயங்குவரையின் சமன் பாட்டைக் காண்ஃ. 

விடைகள் 

2. Ixn+by—19=0; 3. x+y—7=0 

4. xX¥—2y+5=03 6. x2 + y®—2x — Ay—20 =0; 

8, 2253 -_ 1003” = 3672.



2. நேர்கோடு 

(Straight Line) 

$ 11. நேர்கோட்டின் சரிவும், அச்சு வெட்டுக்களும் (51006 8ம் 
Intercepts of a Straight Line). 

கொடுக்கப்பட்ட இரண்டு நிலைத்த புள்ளிகளின் வழியாக. 
ஒரே ஒரு நேர்கோடுதான் செல்லும். ஆகவே, இரண்டு புள்ளிகள் 
ஒரு நேர்கோட்டை நிர்ணயிக்கின்றன எனலாம். மேலும், ஒரு 
புள்ளியும், ஒரு திசையும் ஒரு நேர்கோட்டை நிர்ணயிக்கின்றன. 
ஒரு நேர்கோட்டின் திசையை, அது 2-அச்சுடன் உண்டாகும் 
கோணத்தினால் );;) அச்சின் வெட்டளவாலும் குறிக்கலாம். இக் 
கோணத்தின் அளவை, படம் 9--இல் உள்ளபடி 3-அச்சின் 

2 x இ நடி x 

மிகைத் திசையிலிருந்து ஒரு கடிகார முள்ளின் சுழற்சிக்கு மாறாக 

சுழலும் போக்கில் அளந்து காணவேண்டும். இந்தக் கோணம் 

ரி ஆனால், 48 ரி ஆனது, நேர்கோட்டின் சரிவு என்று அழைக் 
கப்படுகிறது. எனவே, ஒரு நேர்கோட்டை நிர்ணயிப்பதற்கு 
அதனது இரு புள்ளிகள் அல்லது அதன் ஒரு புள்ளியும், 
அதனுடைய சரிவும் இருந்தால் போதும். 

2
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குறிப்பாக, % அச்சுக்கு இணையாக இருக்கும் நேர்கோட்டின் 

சரிவு பூச்சியமாகும். மேலும் )-அச்சுக்கு இணையாக இருக்கும் 

'நேர்கோட்டின் சரிவு முடிவிலியாகும். 

ஒரு நேர்கோடு, 2-அச்சையும். $-அச்சையும் முறையே A, B 

என்ற புள்ளிகளில் வெட்டினால், .4-யின் % கூறு, %-அச்சுவெட்டு 

(x-intercept)  srssrpnd, 9-யின் ந) கூறு, )-அச்சுவெட்டு 

{y-intercept) என்றும் கூறப்படுகின்றன. அச்சுவெட்டுகள் 

மிகையாகவோ அல்லது குறைவாகவோ இருக்கலாம் என்பதை 

எளிதில் அறியலாம். 

g 42. Ay (Lar Vi)» Ae (2s Va) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 

நேர்கோட்டின் சரிவு. 

49லிருந்து 2-அச்சுக்கு இணையாக வரையப்படும் கோடு, 

2 

டு 2 
ர 

ணா
கர

 ன
ை
த
 பைய

 
w
 

  

HY
 

01 

படம் 10. 

கீட-லிருந்து 2-அச்சுக்குச் செங்குத்தாக வரையப்படும் கோட்டை 
£-யில் வெட்டட்டும்: [படம் 10) 

கோட்டின் சரிவு -4 181 4, 47 

_ 4, 8B 
~ Ag B 

ற எற 
t= ட (12+1) 

$13. ஒரு நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 
4 (31, 39-இன் வழியாகச் செல்லும், 11-சரிவு கொண்ட ஒரு 

கோட்டின் சமன்பாட்டை முதலில் காண்போம். இக் கோட்டில்
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2 மேய) என்ற ஏதாவதொரு புள்ளியை எடுத்துக் கொள்வோம். 
ன் 2௦ 7 5 (12.1) லிருந்து .42-யினுடைய சரிவு tom, எனத் தெரிகிறது. 

ஆகவே 

Yo__Ya _ m, 
380 ௭ Xy 

அதாவது 
(Yo — V1) = M Xo — *4). 

இதிலிருந்து கொடுக்கப்பட்ட கோட்டின் சமன்பாடு 

(y —¥1) (8-0) என்றாகிறது. (13-1) 

அடுத்ததாக, 78 சரிவும், 4௦” 3-அச்சு வெட்டும் கொண்ட 

நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். இக்கோடு புள்ளி 

(௦, ௦) வழியாகச் செல்கிறது. ஆகவே, இக்கோட்டின்மீது 
(௦௨2) என்ற புள்ளியை எடுத்துக்கொண்டால், இக்கோட்டின் 

சரிவு ற ஆகும். இச் சரிவு க்குச் சமம், ஆகவே 

௩ 22 =m, 

Xo 

அதாவது ் 

Yo 8820-6. 
ஆகவே 

நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 
yome+te (13-2) 

என்றாகிறது. 
| 

மூன்றாவதாக, கீ) (ஷே, 3), 42 (ஜே, என்ற புள்ளிகளின் 
வழியே செல்லும் நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். 
ஏற்கெனவே $9-இல் உள்ள கணக்கு இல் இக்கோட்டின் 
சமன்பாட்டைக் கண்டுள்ளோம். தற்போது அதன் 
சமன்பாட்டை வேறு வடிவில் காண்போம். 

2 (௦70) என்ற ஏதாவதொரு புள்ளியைக் கோட்டின்மீது 
். எடுத்துக்கொள்வோம். இப்பொழுது 

A, P-st sflay = A, Ay. சரிவு 

i Yom 1 Vimeo, 
அதாவது Xe — x; xy Ss
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ஆகவே கோட்டின் சமன்பாடு, 

22 மிடா நித oe 
9-3. “நிர நத ' 

2. x — xX, y ao Vy ம 

ல்ல வ் நே வய ge : 

க தரா 4 Yam V1 (13*3) 
என்றாகிறது. 

அடுத்ததாக, 3௩அச்சுவெட்டையும், நஃ-அச்சுவெட்டையும் ' 
முறையே டூம் ஆகக் கொண்ட நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் 
காண்போம். இக்கோடு A(a,0), Bo; b) வழியாகச் 
செல்கிறது. எனவே 7 (3, 3) என்பது கோட்டின் மீதுள்ள 
ஏதாவதொரு புள்ளியானால், 74-ன் சரிவும், 78-ன் சரிவும் சமம். 

\ 

ஆகவே 

Yom? _Y—F , 
Xy—- G4 typ mo. 

அதாவது ள் வரம் . 
௦2௦ _ நந 1. 

ஆகவே கோட்டின் சமன்பாடு 

x ர் om ca * ate} (4 
என்றாகிறது. 

   
  

of ANC x 

ne | 

அடுத்ததாக, கொடுக்கப்பட்ட ஒரு. கோட்டுக்கு ஆதியி 

லிருந்து வரையப்பட்ட செங்குத்துக் கோட்டின் அடி. 17 எனக் 
கொள்க (படம் 11). * : க
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ON = Py, x ON = o egy 8s a 
என்றால் கொடுக்கப்பட்ட கோட்டின் சமன்பாட்டை; ற, A 

சார்ந்ததாகக் காண்போம். 

கொடுக்கப்பட்ட கோடு; %, 1-அச்சுகளை முறையே கீஃயிலும், 

நி.யிலும் வெட்டினால், 0.47/, 027 என்ற முக்கோணங்களிலிருந்து. 

ON _ _ ON _ oy 
| Od, 7-908 dn coR = Sot 
எனக் கிடைக்கின்றது. - 

அதாவது 

OA = Po_, op = -Po_ 
cos 3’ sin of ர 

இப்பொழுது (13-4) லிருந்து, கொடுக்கப்பட்ட கோட்டின் 

சமன்பாடு, 

x ¥ 
Poloos & * polsia t ~ 

அல்லது 
xcos of + y SiD- - Po 

என்றாகிறது. 

1 

படம் 11-இல், 77, முதற்காற் - பகுதியில் அமைந்துள்ளது. 

77 வேறு எக்காற் பகுதியில் அமைந்திருந்தாலும் நேர்கோட்டின் 

சமன்பாடு 

008௭ --ந 5114 - நிர 

என்றே அமைகிறது என்பதை எளிதில் காட்டலாம். மேலும், 

02442௩ என்பதும் புலனாகிறது: இப்பொழுது கொடுக்கப் 

“பட்ட. நேர்கோட்டை, குறியீட்டு .வடிவில் ( 4, Po} THD 
- குறிப்பிடலாம். ” i 

இக் குறியீட்டு முறையை ( ,)--2, ] க்கு விரிவுபடுத்த 
முடியும் என்பதை இப்பொழுது காட்டுவோம். இதற்கு { ds—Po$ 

என்பது, ஆதியிலிருத்து ** 4”? திசைக்கு எதிர்ப்புறமாக 20- 

அலகுதூரம் சென்று கிட்டும் நேர்கோட்டைக் குறிக்கின்றது 

என்று கொள்ளவேண்டும். இக்கொள்கை சரியானது என்பதை, 

{ ols — po-} என்பதும், ( 4 -- ௩, ) என்பதும், 

xcos tf +y sind =—DPpo
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என்ற ஒரே சமன்பாட்டையுடையன என்பதிலிருந்து காணலாம். 
இம்முறைப்படி ஒரு நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டைப் பொதுப் 
படையாக 

9008 4-- 510 =p (13.5) 

என எழுதலாம். இங்கு  மிகையாகவோ அல்லது குறையாகவோ 
இருக்கலாம். ் 

கடைசியாக, 8 12-இல் வரையறுக்கப்பட்ட . முறையில் 
%-: அச்சுடன் கோணம் ॥-வை உண்டாக்கும் ஒரு நேர்கோட்டை 

எடுத்துக் கொள்ளுவோம் (படம் 12). இக்கோடு .4 (21, 90) என்ற 

புள்ளிவழியாகச் செல்லுவதாகக் கொள்வோம். மேலும் 

yt 

  

  

0 

சி 

4-யிலிருந்து ** 9 ** திசையில் 7 அலகு தூரம் சென்று, 2 (2, Yo) 
என்ற புள்ளியை எடுத்துக் கொள்வோம். 4-யிலிருந்து அச்சு 
க்கு இணையாக வரைப்படும் கோடு யிலிருந்து -அச்சுக்குச் 
செங்குத்தாக வரையப்படும் கோட்டை .1-இல் வெட்டினால், 

  
படம் 12. 

cos § _ AL 
“ AP 

Xo =~ 201 
~~ r 

Sin g = LP 
AP
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Yo Va 
r 

220 -- 70] Youmyi 
உய்ப்ப இ்வா் ரு. =f. 
005 ர் sin @ 

அல்லது 

ஆகவே கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 

ட பறி yay 
cos@ 8119 

என்றாகிறது. :இதில் 7 ஒரு மிகை எண். 7 ஒரு குறை எண்ணாகவும் 
இருக்கமுடியும் ; குறை எண்ணானால் 4-யிலிருந்து 2-ஐ அடைய 
*: ர ** திசைக்கு: எதிர்த் திசையில் செல்லவேண்டும். சமன்பாடு 
(13:9.ஐ நேர்கோட்டின் தொலைவுச் சமன்பாடு (04548106 

equation) என்கிறோம். ் 

=F (13-6) 

$ 14. முதற்படிச் sucrur@ (First Degree Equation) 

ஒரு நேர்கோட்டின் சமன்பாடு, 3, 3 என்பனவற்றில் 

முதற்படியானது என்பதை $ 13-ல் கண்டோம், மறுதலையாக, 
ஒரு முதற்படிச் சமன்பாடு, ஒரு நேர்கோட்டைக் குறிக்கும் 
என்பதை இப்பொழுது காட்டுவேரம்,. 

இதற்கு /%-- ஈர - ந--0 என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக் 
கொள்வோம். இச் சமன்பாடு குறிக்கும் இயங்கு வரையின்மீது 

ஏதாவது இரு நிலைத்த புள்ளிகளாகிய 4; (%), 31)-ஐயும், 
Ag (Xo, ரிஐ-ஐயும் எடுத்துக் கொண்டால், இப் புள்ளிகளின் 
கூறுகள் Ix+myin=0-9s திருப்தி செய்கின்றன. 

ஆகவே, 

ix, + my; +n=0, Ix, றட ௩௨௮0. (141) 

மேலும் நேர்கோடு 4, .கீ_-ன் மேல் 72 எனும் ஏதாவதொரு 
புள்ளி எடுத்துக் கொண்டு, இப்புள்ளி 4 4$-ஐ A: 1 என்று 
விகிதத்தில் பிரிக்கிறது எனக் கொண்டால், P ஆனது, 

AX, + X41 அய) 
& ௩1 atl 

ஆகும். இப்பொழுது 2-யின் கூறுகள் /% -. my +n = ஐ0-த். 
திருப்தி செய்கின்றனவா எனப் பார்ப்போம். இதற்காக, 
Ix ற - -இல் 2-யின் கூறுகளைப் பிரதியிடக் கிடைப்பதை. 

(14-1).Qeir உதவி கொண்டு சுருக்குவோம். அப்படியாயின்,
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Ax + Fs 
ரா ட்ட) 47 (= Ap) ts 

ச (xp + myy +n) 
ப (க ப ஈட அற] 

_0 
ஆகவே, P ஆனது, 1/%- ஈர --ஈ-௦0 குறிக்கும் இயங்கு 

வரையில் உள்ளது என்றாகிறது, அதாவது, 4. 49-ன் மேல் 
உள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியும் /% -- ஈடி -- ஈ - 0 குறிக்கும் இயங்கு 
வரையில் உள்ளது எனத் தெரிகிறது. ஆகவே 4/% -- ஈ02 -- 8-0 
இயங்கு வரை, 4, கீழ வழிச் செல்லும் நேர்கோடு தான் 

என்று கிட்டுகிறது. 

$ 15. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

_ நிலைத்த புள்ளி (7, 19.யின் வழியாகச் செல்லும் நேர்கோடு 

ஒன்று, (, 9-ஐப். பொருத்து சுழல்கின்றது (படம் 13). 

இக்கோடு %, ந அச்சுகளை 4-யிலும், 2-யிலும் வெட்டினால், 

4£-யின் மையப் புள்ளியின் இயங்கு வரையைக் காண்க. 

  

  

படம் 13. 

4-யை (டி,0) எனவும், £-யை (0, )-எனவும், .42-யின் 
மையப்புள்ளியை (Xp, Po) எனவும் கொள்வோம். அப்படி 
யாயின, 

8-0 04ம்.
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அதனது டர 
1 ௮2909. ம 3. 

கடா நேர்கோடு AB-uer சமன்பாடு 

+p =k 

இதில் ஏூன் மதிப்பையும், b-dr மதிப்பையும் பிரதியிட 
சமன்பாடு, 

* yo 
2% + 20 

என மாறுகிறது. AB-s,org (, 69) வழியாகச் செல்லு 
வதால், ் 

ட k 
5 1 

at 27% 

எனக் கிடைக்கிறது. இதிலிருந்து புள்ளி (%,' 29-ன் இயங்கு 
வரையின் சமன்பாடு 

4 
ax 2y = 

என்றாகிறது. 

8 16... பயிற்சிக் கணக்குகள் 
1. கீழ்க்கண்ட நேர்கோடுகளின் சமன்பாடுகளைக் காண்க : 

(டி. ௫,3) வழியாகச் செல்லும், சரிவை 7 ஆக உடைய 

நேர்கோடு ப 

் (ii) சன்வை ் ஆகவும், y அச்சு ‘Can at >. ஆகவும் 

கொண்ட நேர்கோடு, : 

Gil) (02, (,4) வழியாகச் செல்லும் நேர்கோடு. 

ae தச்சு வெட்டையும், 3) அச்சு வெட்கப் முறையே 

அட்டு 1. ச ஆகக்.தொண்ட நேர்கோடு. 

2. 4(2,--2,2, 29 என்பன இரண்டு கொடுக்கப்பட்ட 
புள்ளிகள். 2 என்ற புள்ளி, 24, 28 ஆகிய கோடுகள் x 

அச்சுடன் ஒரு இரு சமபக்க முக்கோணம் அமைக்குமாறு 
நகர்ந்தால், 7-யின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க.
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[உதவிக் குறிப்பு: 22-யை (2, 3) எனக் கொள்வோம். PA 

ஆனது 2-அச்சுடன் கோணம் 9-வை உண்டாக்கினால், PB 

ஆனது 2-அச்சுடன் கோணம் (ஈ-- 9)-வை உண்டாக்கு. 

கிறது. ஆகவே : 

2.4-யின் சரிவு -- PB-uGer shay = tan § + tan (7 — 9) 

  

== 

ஆகவே 

3. கடர 
2 ஆ3 

3. %அச்சுடன் 135) கோணம் அமைத்து $.அச்சு வெட்டை 
5 ஆகக் கொண்ட கோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

4. (1,3), (—4,5) qau புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
கோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

5. 3, நுஅச்சுகளால் வெட்டப்பட்ட ஒரு நேர்கோட்டின் 
வெட்டுத் துண்டின் மையப்புள்ளி (/,*%) ஆக இருந்தால், அந். 
நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

6. ஒரு கோடு, தன் சரிவு 11 ஆகவே இருக்கும்படி நகர்ந்து, 
2, அச்சுகளை முறையே 4, £ என்ற புள்ளிகளில் வெட்டினால், 

48-யின் மைப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க. 

7. நரி 200-823 ர குறிக்கும் கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளியின் கூறுகளைக் காண்க. மேலும், இவ்விரண்டு: 

கோடுகளும் :-அச்சுடன் உருவாக்கும் முக்கோணத்தின் பரப்பு: 

1 (21) 22 என நிறுவுக 
2 1) my வல் 

8. 3-4 1122-1 ஈட - 7122-0௨ yo=mx+ec, 
ஆகிய மூன்று கோடுகள் உருவாக்கும் முக்கோணத்தின் பரப்பு. 
1 6(2;--22)2 (092-292 (cg — cy)? க { i; = Me + re + =a எனக்காட்டுக,. 

9. (2,3) என்ற புள்ளியிலிருந்து, ஒரு கடிகார முள்ளின் 
சுழற்சிக்கு மாறாகச் சுழலும் போக்கில் 3-அச்சுடன் 135” கோணம். 
அமைக்கும் கோட்டின் திசையிலேயே AT hs, 3x—y =O 
என்ற கோட்டின் தூரத்தைக் காண்க.
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10. 4(1,2) வழியாகச் செல்லும் 1/ என்ற நேர்கோடு | 
ஒன்று, 2%--றஃ9-0 குறிக்கும் நேர்கோட்டை 8-யில் 

வெட்டுகிறது. 48 - /10 என்றால், ler சமன்பாட்டைக் 
காண்க. 

[உதவிக் குறிப்பு: கோடு /, 2-அச்சுடன் உண்டாக்கும் 
கோணம் 9 எனக் கொள்க. = 69)-ன்படி /-ன் சமன்பாடு 

ந ர1 நு2 

008 ர 51 9 

இப்பொழுது (1, 2) லிருந்து £ தூரத்தில் உள்ளவாறும், /-இன் 
மேல் அமையுமாறும் உள்ள புள்ளியை 

(1--70089, 2-- 7810) 

=f. 

எனக்குறிக்கலாம். ஆகவே, 8 ஆனது, (1 :- /10 cos 4, 
2-1 4/10 1௩9) ஆகும். 2, 2%--ந-9-0 என்ற நேர் 
கோட்டின் மேல் இருப்பதால், 

2(1-- /10cos @) + (2+ Y10sin@) —9=0 

அதாவது (2 /10 cos § + /10 sin @)2 = 5%. 

இதன் இரு பக்கத்தையும் ௦௦82 9-வினால் வகுத்து, 8605 8 
= 1 + tan® 9 எனப் பிரதியிடக் கிட்டுவதாவது : 

(3 tan @ + 1) (tang —3)=0 

அதாவது /-இன் சரிவு 3 அல்லது — : என்றாகிறது.] 

விடைகள் 

1. x—2y+3=0 

2. (*—3)(y + 3) + % —2)(y—2) = 0 

3. x+ y—5=0 4 2x+45y—17=0 

spt ope =O & ytmx=0 

7. 1-0 (21 -- 6. 2, mM) Cg — my “பி 9, 34/2. 
1m,’ m,— My, 4
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$ 17. அச்சுகளின் நிலைமாற்றம் (72&051011021101 of Axes) 

ஒரு புள்ளியின் கூறுகள் குறிப்பீட்டச்சுகளைச் (axes of 
101870006) சார்ந்து இருப்பதால், ஒரு புள்ளியின் கூறுகள் 
குறிப்பீட்டச்சுகளுக்கு ஒப்ப மாறுபடுகின்றன. ஆயினும், இரு 

அள்ளிகளுக்கிடையே உள்ள தூரம், இரு நேர்கோடுகளுக்கு 
இடையே உள்ள கோணம் போன்றவை குறிப்பீட்டச்சுகளைச் 
சாராதவை. குறிப்பீட்டு அச்சுகளைக் கீழ்க்கண்ட வகைகளில் 
மாற்றி அமைக்கலாம். 

(i) அச்சுகளை அவைகளுக்கு இணையாகவே நகரச் செய்தல். 

(1ம்) அச்சுகளை ஆதியைப் பொருத்து சுற்றுதல். 

(ili) மேற்கூறிய இரண்டில் ஒன்றை முதலில் செய்து பின்பு 

அடுத்ததைச் செய்தல். 

மாறுதல் (1) அச்சுகளின் இடப்பெயர்ச்சி (11808121100 07 8268) 

என்றும், மாறுதல் (ம) அச்சுகளின் சுழற்சி (10481100௦4 8%68) 

அன்றும் அழைக்கப்படுகின் றன. 

இந்தப் பகுதியில் நாம் அச்சுகளின் இடப்பெயர்ச்சியைப் பற்றி 

படிப்போம். (Oxy) என்ற குறிப்பீட்டச்சுகளைப் பொருத்து, 

yp | 

“0
 

K
Y
 

  

©
 

m
r
 

ன்
 

் 

xv
   

படம் 14, 

புள்ளி 4-யை (2, 1.3) என்றும், புள்ளி 72-யை.(%, ந) என்றும் 
கொள்க. A-mu ' ஆதியாகவும், Ox, Oy என்பவற்றிற்கு
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இணையான 4, 47” என்பவற்றைப் புதிய அச்சுகளாக எடுத்துக்: 

கொள்வோம். இப்புதிய அச்சுகளைப் பொருத்து, 2 ஆனது 

(3 7) என்றிருக்கிறது என்றும் கொள்வோம். 45லிருந்து 

0..-க்குச் செங்குத்தாக வரையப்படும் கோடு 0%-ஐ .18-இலும், 

4ஐ 74 இலும் வெட்டட்டும். 47 ஆனது 0%-ஐ 1-இல் 

வெட்டட்டும். 

அப்படியாயின், 

OM = x, MP = y, AN = X,NP= Y,OL =x, 

‘MN = y,;OM = OL + AN, MP = MN + NP. 

serorGurx = xX, + X,v = 9, + Y. (17.1): 

(17.1) அச்சுகளின் இடப்பெயர்ச்சியை வரையறுக்கின்றன., 

ஆகவே (0 2) என்ற குறிப்பீட்டு அச்சுகளைப் பொருத்து ஒரு 
வளைவின் சமன்பாடு, (7 (2, 19) --0 எனவும், 4-யின் கூறுகள் 
(ட 10) எனவும் இருந்தால் (447) என்ற புதிய, குறிப்பீட்டச்சுக் 

களைப் பொருத்து அவ்வளைவின் சமன்பாடு, 7 (&-- 3), 2: ற) 

௪ 0 என இருக்கும். 

818. /% ஈர -ட ஈ- 0 குறிக்கும் கோட்டிலிருந்து 4 (2), 1)-ன் 
தூரம். 

4-யை ஆதியாகவும் 4&-ஐ 0%-க்கு இணையாகவும், .47-ஐ 
0)-க்கு இணையாகவும் கொண்ட (4) என்ற புதிய குறிப்பீட்டச் 

சுகளைப் பொருத்து 4-யின்' கூறுகள் (0,0) ஆகும். மேலும் 
கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோட்டின், (.441)-யைப் பொருத்த 
சமன்பாடு, 

1(X 4x4) + m(Y + yi) + 2 = 0 ஆகும். 
அதாவது 

IX 4. mY = — (Ixy + my, + 2) 
அல்லது 

Sie I xX + ee =_ = கல. Ixy டா டத் + 18 * 

J 12 + m2 12 + m3 / 13 + m2 

இதில் &, 7” இவற்றின் குணகங்களின் வர்க்கங்களின் கூட்டுத். 
தொகை 1 ஆக இருப்பதால், நாம் இந்தக் குணகங்களை முறையே 
008 (, 510) என்று இருக்கும்படியாக, ஒரு ௮-வைக் காண
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முடியும், இதனால் கொடுக்கப்பட்டுள்ள நேர்கோட்டின் சமன் 

பாட்டை 

உட 81 18 
ஸ்டா. 

என்று எழுதமுடியும். ஆகவே, 13.5 மூலம், கொடுக்கப்பட் 
டுள்ள நேர்கோட்டிலிருந்து .4-யின் தூரம் 

௩௦0841 7510. - 

  

  

_ xy +my+n ல் கடர. 
படம. அனி Vit + ms 

(18 1) 
என்றாகிறது. 

மேலும் 4; (21,271), 49 (௨, ஐ என்ற இந்த இரண்டு 

புள்ளிகளும், நேர்கோடு /%-. ஈழ; -- 1--0-ன் ஒரு பக்க 

மாகவே அமைத்திருந்தால், எண்கள் 

_ +m ,+n ஜீரா 

Ji2+m2 ° yit + ms 

இரண்டும் ஒரே குறியை உடையனவாக இருக்கும். 

அதாவது 
Ixy + my, +n, Ix, + myg +n 

என்பன ஒரே குறியை உடையனவாக இருக்கும். புள்ளிகள் 
ஒரே பக்கமாக இல்லாவிடில், இவைகள் எதிர்க்குநிகளை உடை 

யனவாக இருக்கும். மேற்கண்ட விளைவுகளிலிருந்து கீழ்க்காணும் 
விளைவுகளை எளிதில் பெறலாம். 

Gi) /2ாடி ௩௮0 குறிக்கும் கோட்டிலிருந்து ஆதி 
இருக்கும் தூரமாவது 

jal ௩ 183 

/ 12 + m2 ) 

Gi) ix+my+n=0, Ix+my+n,=0 @fsGb 
இணை நேரர்கோடுகளுக்கு இடையே உள்ள தூரமாவது, 

(18-2) 

Ny — Ny | 

oe C184) 

(111) (%,, ந) என்ற புள்ளியும், ஆதியும் lx + my +n=0 
என்ற நேர்கோட்டிற்கு ஒரு பக்கமாக அமைந்தால், . ஈ-உம்,
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ற - ௩௨ம். ஒரே குறியைக் கொண்டிருக்கும், 
அவ்விதம் அமையாவிட்டால், எதிர்க் குறிகளைக் கொண்டிருக்கும். 

§ 19. ly x+m, yi+n=0, I 2-9 yt+ng=0 
குறிக்கும் கோடுகளுக்கிடையே உள்ள கோணங்களின் 
சடிவெட்டிகள் (0150010175) 

பொதுவாக, எண்கள் 3, 77) இரண்டும், மிகையானவை 
எனக் கொள்ளலாம். ஏனெனில், இவ்விதம் இல்லாத சமன் 
பாட்டை (- 1)-ஆல் பெருக்கி, மாறிலி உறுப்பை மிகையான ' 
தாக அடையலாம். 

பொதுவாக, இரண்டு கோடுகள், தாங்கள் அமைந்துள்ள 

தளத்தை நான்கு பகுதிகளாகப் பிரிக்கின்றன. இப்பகுதிகள் 

ஒன்றில் ஆதி அமைந்திருக்கும். இந்த ஆதிப் பகுதியில் 
அமைந்துள்ள கோணச் சமவெட்டியின் சமன்பாட்டை முதலில் 

காண்போம். இச் சமவெட்டியின்மீது 2(%,, 03) என்ற 

ஏதாவதொரு புள்ளியை எடுத்துக்கொண்டால், (18-19-லிருந்து 
கிடைப்பதாவது, 

ய உய எப ய. Xo + My Yo + Ms | 
Vv 4,2 +m? V 14% + my? 

  

(19-1) 

AbD, (185)-cG hg, My-2-1d, 1) Xy) + MM, Yo + m-th 
ஒரே குறியை உடையனவாகின்றன. ஆனால், 7) ஒரு மிகை 
எண்: ஆகவே 1/2 -- 7710 -- ஈ)-உம் ஒரு மிகை எண். 
இதுபோலவே 4, 3, -_ ஈ£ நடி - ஈ_-ம் ஒரு மிகை எண். 

1, Xp +m yo +My _ I, Xo + my Yo + Re 
Vf tt m,? af 15% 4-0 m,? 

என எழுதலாம். இதிலிருந்து ஆதிப் பகுதியிலும், அதன் எதிர்ப் 
பகுதியிலும் அமைந்த சமவெட்டியின் சமன்பாடு 

hx+mytn I, x + mg y +My 
எக்னலி பிய ட்ட டசி பட்ட 92 

V4? + m,? J 1,2 + m,* aie 

என்றாகிறது. இதுபோலவே அடுத்த சமவெட்டியின் சமன் 
பாடானது,
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Vf 12+ m2 vy 1g? + m,? 
என்பதை எளிதில் அறியலாம். 

113 ற டு றட டூ (19-3) 

$ 20. இரு கோடுகளுக்கு இடையே உள்ள கோணம் 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள கோடுகளுக்கு 4, /த எனப் பெயரிடு 
வோம். இக்கோடுகள், படம் 15.ல் உள்ளபடி, % அச்சுடன் 
61,4, என்ற கோணங்களை உண்டாக்கட்டும். 7)-லிருந்து 

1. இ 

ர் 
ட 

8 7 

t, 974, t, by 

டேவ fe. ன் 
\ 0] 7 2 

படம் 15 (a) படம் 15 (6) 

  

xv
 

/_-க்குக் கடிகாரமுள்ளின் சுழற்சிக்கு எதிர்ப் புறமாகச் சுழன்று 
அளக்கப்படும் கோணம் ரி என்றால், படம் 15 (ஐ.யில், 

6 = 4, — 6,3 wr 15 (b)-uded, 9 = KW —(4,— 85). Qos 

இரண்டு விதங்களிலும் முறையே 

tang = tan(#,—06,), tang@g=tan {x—(9, — ரல) 
என்றாகிறது” எனினும் இவ்விரண்டு விதங்களின் மூடிவிலும் 

tan @ = tan (82 — 81) | * 

அல்லது 

182 ரீ, - 1800, t 
an 6 = tan 6, tan 85 

  

என்றுதான் கிட்டுகிறது. ஆகவே Ils என் பனவற்றின் சரிவுகள் 
Mg, 171) என்றால், 

tang = —2——1. 3 (20-1) 
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(1029).லிருந்து கீழ்க்கண்ட விளைவுகள் எளிதில் கிடைக். 
கின்றன. 

(ட /, /” செங்குத்துக் கோடுகளாக இருந்தால், 

mm,=— 1. (20-3) 

Gi) ly x+m ytn=0, I, x+mytng =0 
என்பன செங்குத்துக் கோடுகளாக இருந்தால், 

/1 2 டாடி - 0. (20:4). 

Gu) 4, x+my+n, =9, Il xtmgyt+n, = 0 

என்பன இணைகோடுகளாக இருந்தால், 

I 7917 Ss 
ly — mM, (20 5) 

மு ரர 0 என்ற கோட்டுக்குச் செங்குத்தாக. 
இருக்கும் கோட்டை. 

mx —ly—h 

அல்லது 
1 1 
r x— mn y= (20:7). 

என எழுதலாம். அதாவது, (20:6)-ஐ அடைய, /% -- ஈர -. n-Qev: 
x, Y என்பனவற்றின் குணகங்களில் ஒன்றின் குறியை மாற்றிப் 
பின் 7, % என்பனவற்றின் குணகங்களாக மாற்றி , எழுத. 
வேண்டும். 

(20:79-ஐ அடைய, 3, ந குணகங்களை அவைகளின் தலைகீழ் 
எண்களாக மாற்றி எழுதி ஒன்றின் குறியை மாற்றவேண்டும். 

(vy) xtmy+tn=0 arp கோட்டுக்கு இணையாக 
இருக்கும் கோட்டை /% -- ஈறு - ந என்று எழுதலாம். 

$ 21. மூன்று நேர்கோடுகளின் சந்திப்புத் தன்மை (0௦0001701039.. 

ly my, 787 

i, 7712 Nog = 0 

1 71, nz
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என்றிருந்தால், 
1120-0 (211) 

12-12] -ட 1-0 212 

I,x+m,y+n, 0 (213) 

என்ற சமன்பாடுகள் குறிக்கும் கோடுகள் ஒரே புள்ளி 
வழியாகச் செல்லும் என நிறுவுவோம். கோடுகள் (21-1)-உம், 

(21:2).உம் (4, 8)-வில் சந்தித்தால், 
a MNo—M ny, , m1,—n,l, 

l,m, —1,m,’ ~ dy my — 1, m, 

இப்போது கோடு (21-3), (௪. 8) வழியாகச் செல்லுகிறதா 
எனப் பார்ப்போம். இதற்காக (21-3)-ல், ௮-வின் மதிப்பை 
2-க்கும், 8ீ-வின் மதிப்பை )-க்கும் பிரதியிட்டுச் சுருக்க, 

94-81, 8-௫ | ரை l, 

m, Mm, m;}— (l,m, —I1,m,) 

my Mg 8 

=0 

என்று கிடைக்கின்றது. ஆகவே, மூன்று கோடுகளும் ஒரே புள்ளி 
வழியாகச் செல்லுகின்றன. 

சந்திப்புத் தன்மையை வேறு விதமாகவும் காணலாம். 
Ags Ag, Ay TOTP Apert DN craw sar 

ay Uy e+ my y +m) + Ao (rg *% +m, y + my) 
+ a; (lg X + ms y + ng) = 0 (21-4) 

என்றமையுமாறு கண்டால், மூன்று கோடுகளும் சந்திப்புத்தன்மை 
யுடையன என நிறுவலாம். சமன்பாடு (214) ஆனது 393 
இரண்டின் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் உண்மையாகிறது. ஆகவே, 
3 ௭ ஓ) 3 = £ீ என்றாலும் (21-4) உண்மையாகிறது. 

அதாவது, 
மேல்) (லட டல 

+ Ag (ls of + ms B+ n,) = 0 (21-5) 
xmy+m =0, lx+may+ny=0 என்ற கோடுகள்
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வெட்டும் புள்ளி (4,289. ஆகவே, 7, 4-8) 8-0, 

1, d+ my B +n, =0- ஆகையால் (21-5), 

l1,.d+tm, 8 +n, =0 

என்றாகிறது. இதிலிருந்து / % -- ஈட ந) -- ஈ, - 0 என்ற கோடும் 
(௮4) வழியாகச் செல்கிறது எனத் தெரிகிறது. இங்கு 1, ro, 
4, முதலிய மூன்றும் பூச்சியமாக இருத்தல் கூடாது என்பது 

எளிதில் விளங்கும். 

$ 22. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

ஆதியின் வழியாகச் செல்லும் இரண்டு நேர் $ கோடுகள் 
(, 29 விலிருந்து சமதூரத்தில் உள்ளன. இச்சமதூரம் ௮ என்றால், 
நேர் கோடுகளின் சமன்பாடு (22-95 - 88 (23-33 
எனக் காட்டுக. 

கொடுக்கப்பட்ட கோடுகளில் ஒன்றின்மீதுள்ள புள்ளி 
ஒன்றை, (%, 3) எனக் கொள்வோம். அப்படியாயின், 
அக் கோட்டின் சமன்பாடு 

3 -0 ந ௮0 

0 3-0 
    

ஆகும். அதாவது, 39% 2077 - 0 என்பதாகும். 

(18-19-ன்படி இக்கோட்டுக்கும், (4, )-க்கும் உள்ள தூரம் 

Yoh— xk _ 5 d. 
Vf Xo? + Yo? 

ஆகவே, 

(Yo h—%— kK)? _ ga, 
(%o? + Yo?) 

இதனால் (Xo, Vo) இயங்குவரையின் சமன்பாடு, அதாவது 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள நேர்கோடுகளின் சமன்பாடு, 

(yh — xk)? = d? (x? + y?) 
எனக் கிடைக்கிறது. 

கணக்கு 2. 

சமன்பாடு 3%-- 4-5 0 குறிக்கும் நேர்கோட்டுக்குச் 
செங்குத்தாக உள்ள நேர்கோடுகளில் ஒன்று (6, 7) வழியாகச் 
சென்றால் அதன் சமன்பாடு யாது ?
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(20-6)-இன்படி வேண்டிய சமன்பாடு 4% -- 3 - த என்ற 

வடிவில் இருக்கும். ஆனால் கொடுக்கப்பட்டுள்ள கோடு (6, 5 

வழியாகச் செல்லுவதால், 

4(6)+3(7) = 

அதாவது, 
k=244 21 = 45. ஆகவே, வேண்டிய சமன்பாடு 

4x + 3p = 45 என்பதாகும். 

கணக்கு 3. 

சமன்பாடுகள் ax+by+k=0, ax+by+k=0, 

டர 4-0, 72 2” 0 குறிக்கும் கோடுகள் ஒரு 

சாய்சதுரத்தை உண்டாக்கினால் ர --2 -/53--ஈ8 எனக் 

காட்டுக. 

சரய்சதுரத்தில் இணைப்பக்கங்களுக்கு இடையே உள்ள 

தூரங்கள் சமமாகும். இப்பொழுது 8-6 --% - 0-உம்; 

ax+by+k =0-an குறிக்கும் பக்கங்களுக்கு இடையில் 

உள்ள தூரமாவது, 

|k—k | 

faz + b2 

ஆகும். மேலும், Ix+my+k=0, Ix +my+k'=0 

குறிக்கும் பக்கங்களுக்கு இடையில் உள்ள தூரமாவது, 

[k-—F | 
/P + m2 

ஆகும். 
ஆகவே, 

இதக் அட். 
fa* டத af 12 + m2 

அதாவது, 

JP Fm = /@ +b 
அல்லது j2 + m2 = a? + b2, 

₹ 23. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. புள்ளி (2, 0)-லிருந்தும், கோடு %-- ஈ-- 0-லிருந்தும் 
சம் தூரங்களில் இருக்குமாறு ஒரு புள்ளி நகர்ந்தால், அதன் 

இயங்குவரையின் சமன்பாடு ந -- 48% - 0 என நிறுவுக.
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2. 12x+5y—7=0, 3x — 4v+1=0 குறிக்கும் 

கோடுகள் அமைக்கும் கோணங்களின் சம வெட்டிகளின் சமன் 

பாடுகளைக் காண்க. 

3. (6,0)-ஐயும், (0,3)-ஐயும் அடியின் முனைகளாகக் 

கொண்ட ஒரு இரு சமபக்க முக்கோணமானது, ஒரு பக்கத்தின் 
சமன்பாட்டை 2-6. எனக் கொண்டுள்ளது. முக் 
கோணத்தின் மற்ற பக்கங்களின் சமன்பாடுகளைக் காண்க. 

4. 22 0 குறிக்கும் கோட்டுடன் 450 கோணத்தை 
அமைத்து, (2,3) வழியாகச் செல்லும் கோடுகளின் சமன் 
பாட்டைக் காண்க. ் 

5. (—5,—3), (—1,1) என்பன ஒரு சதுரத்தின் 
இரு எதிர் உச்சிகள். சதுரத்தின் பக்கங்களின் சமன்பாடுகளைக் 
காண்க. ் 

6. புள்ளிகள் (4, 3), (6, 7), (8,9) என்பன அமைக்கும் 
முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையத்தைக் காண்க. 

3. சமன்பாடுகள் ௬-6. 1-0, ax+by+2=0, 
92%. 1-0, 6%--8%-- 2-0 குறிக்கும் கோடுகள் ஒரு 
சாய் சதுரத்தை உண்டாக்குகின்றன எனக் காட்டுக. 

8. (ay, 51), (ag bg), (2, ம்.) என்ற புள்ளிகள் ஒரு நேர் 

கோட்டில் அமைந்தால், ச;ஐ-டம்ற--1 agxtbey=1, 
சு ச, 1- 1 என்பன குறிக்கும் கோடுகள் யாவும், ஒரு புள்ளி 
வழியாகச் செல்லும் எனக் காட்டுக. 

9% சிற 1, ர ிற-1, சரதம்] 
என்ற சமன்பாடுகள் குறிக்கும் கோடுகள் யாவும் ஒரு புள்ளி 

வழியாகச் சென்றால், (2 by), (8 2, (a, b,) என்ற 

புள்ளிகள் ஒரு நேர்கோட்டில் அமையும் எனக் காட்டுக. 

விடைகள் 

2 2x+77y—48 =0, 99x—27y—22=0 

3. x+2y—6=0, 3x—4y4+12=0 

4. x—3y+7=0, 3x +y—9=0 

5. x+1=0, x+5=0, y-—-1=0,~y+3=0 

6 (+ 12, 19).



3. சோடிக் கோடுகள் 
(Pair of Straight Lines) 

$ 24. ஒரு சோடிக்கோடுகளின் இணைந்த சமன்பாடு 

(4 xm, y +m) (lp X + Mey + ng) = 0 (24.1) 
என்ற இருபடிச் சமன்பாட்டை எடுத்துக் கொள்வோம். (21,710) 

என்ற ஏதேனும் ஒரு புள்ளி, 
122 ஈழ -- உ) 0. 242 

என்ற கோட்டில் இருந்தால், 1/1 %1 -- 781) 1 -- 83) - 0. இதனால் 
(12). என்ற புள்ளியின் கூறுகள் (24:1)-ஐத் திருப்தி 
செய்கின்றன. ஆகையால், (242) என்ற கோட்டில் இருக்கும் 
எல்லாப் புள்ளிகளும், (24:1) குறிப்பிடும் இயங்குவரையிலும் 

இருக்கின்றன. இம்மாதிரியே 

24 may +n, 0: (24-3) 

என்ற கோட்டில் இருக்கும் எல்லாப்புள்ளிகளும் (2419) 
குறிப்பிடும் இயங்கு வரையில் இருக்கின்றன எனக் காண்கிறோம். 

மறுதலையாக, (24:1) நிச்சயிக்கும் இயங்கு வரையில் இருக்கும் 
புள்ளிகள் ஒவ்வொன்றும் (24-2) குறிக்கும் கோட்டிலோ அல்லது 
(243) குறிக்கும் கோட்டிலோ இருக்கும். எனவே (24-2) என்ற 
சமன்பாடு, சமன்பாடுகள் (242), (243) குறிக்கும் கோடுகளின் 
இணைந்த சமன்பாடுகளாகும். 

இதிலிருந்து இரண்டு கோடுகளின் இணைந்த சமன்பாடு 

இருபடிச் சமன்பாடாகவும், மூன்று கோடுகளின் இணைந்த 
சமன்பாடு முப்படிச் சமன்பாடாகவும் இருக்கும் என்பதை 
அறிகிறோம். மேலும் 7 (2,109) - 0 என்ற இருபடிச் சமன்பாட்டில் 
ரீ (ஜே) ஆனது, இரு ஒருபடிக் காரணிகளாகப் பிரிக்க இயலுமாறு
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இருந்தால், 7 (2,]) -- 0 என்ற சமன்பாடு இரண்டு நேர்கோடு 
களின் இணைந்த சமன்பாடாகும் என்று தெரிகிறது. 

$ 25. இருபடிச் சமப்படித்தான சமன்பாடு (Second Degree Homo- 
geneous Equation). 

இப்பொழுது நாம், ஒரு இருபடிச் சமப்படித்தான 

சமன்பாடு, ஆதி வழியாகச் செல்லும் இரு நேர்க்கோடு. 
களைக் குறிக்கிறது எனக் காட்டுவோம். இதற்காக 

223 +. 2hxy + ba2 = 0. 

என்ற சமன்பாட்டை எடுத்துக் கொள்வோம். ம --0 ஆக 
இருந்தால் சமன்பாட்டை 

ஆ (ax + 2hy) =0 

என மாற்றி எழுதலாம். இச் சமன்பாடு, ஆதிவழியாகச் 
செல்லும் இரு கோடுகளின் இணைந்த சமன்பாடு என்றும், இந்த 
இரு கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகள் % - 0, ax + 2hy 
* 0 என்றும் தெரிகிறது. 

ம் 0 ஆக இருந்தால், ர52 -- 220) -ட ந$ற2 - 0 ஐ 
ச 

bot + 422௮0 

அல்லது ந2 +3 yx + 5x2 =0 

என்று மாற்றி எழுதலாம். இச் சமன்பாட்டின் இடது பக்கத்தில் 
உள்ள கோவையை y — Mm, xX, y — 12% என்ற மெய்க்காரணி 
களாகப் பிரிக்க முடியுமானால், சமன்பாட்டை 

(y — m, x) (vy —m, x) = 0. 

என்று எழுதலாம், இதிலிருந்து 928 -- 2 + by? + =O 
SHUTS Y— MX = 0, y— 2 72 -4 0 குறிக்கும். ஆதி வழியாகச் 
செல்லும் இரண்டு கோடுகளின் இணைந்த சமன்பாடு என்றும், 
மேலும் 

சி ர 7982 -- -- a > (25-1) 

7817 7912 -- ட் 
(25:2) 

என்றும் தெரிகிறது.
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43 a 3 மெட். ல் ௨ ba 4 p 208 og h ab>0 

என்றிருக்கும்போதுதான் மேற்கண்ட காரணிகள் மெய்க் 

.கீாரணிகளாகவும், கோடுகள் மெய்க் கோடுகளாகவும் அமையும் 

இதேபோல் ஒரு ஈ படிச் சமபடித்தான சமன்பாடு 1 கோடுகளைக் 

குறிக்கும் எனக் காட்டலாம். 

8 26. பொதுப்படை இருபடி.ச் சமன்பாடு. 

ஒரு இருபடிச் சமப்படித்தான சமன்பாடு, ஒரு சோடிக் 

“கோடுகளைக் குறிக்கும் என அறிந்தோம். ஆனால், பொதுவாக 

எல்லா இருபடிச் .சமன்பாடுகளும் இரு கோடுகளைக் குறிக்கும் 

என்று சொல்வதற்கில்லை. இங்கு, 

ax? + 2hxy + by2 + 2gx+2fy+ec=0 - ப 

என்ற பொதுவான சமன்பாடு இரண்டு கோடுகளைக் குறித்தால், 

சமன்பாட்டின் குணகங்களாலாகிய கோவையான 

abe + 2fgh ஏீ£-- ம28-- ப-ன். மதிப்பு பூச்சியமாகும் 

எனக் காட்டுவோம். 
௩ 

சமன்பாடு இரண்டு கோடுகளைக் குறிப்பதால் அதன் இடது 

கைப்பக்கத்துக் கோவையானது, காரணிப்படுத்தப்படும் தன்மை 

யுடையதாக இருக்கும். ஆகவே, இக்கோவையை 

ax? + 2thy + g)x + (by? + 2fy + ஐ. 

என்றவாறு 2-ன் இருபடிக் கோவையாக எழுதினால் இதனது: 
தன்மை arta (discriminant) ஒரு நிறை வர்க்கமாகும்.. 

அதாவது 

4 (hy + 8) — 4a (by® + 2fy + ¢) 
என்பது ஒரு நிறை வர்க்கமாகும். இவ் வர்க்கத்தை 4 ஆல் 
வகுத்து, பின் -இல் கோவையாக எழுதினால், கிட்டுவது 

(h2 — ab) y2 + 2 (gh — of) y + g? — ae. 

இதுவும் ஒரு நிறை வர்க்கமாகையால், இதன் தன்மைகாட்டி 

பூச்சியமாகும். ஆகவே 

4 (gh — af)? — 4 (h? — ab) (g* — ac) =0 

<0 gi a (abe + 2fgh — af2 — bgt — ch?) = 0.
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இப்போது, ஈ * 0 ஆனால், கிடைக்கும் நிபந்தனை 

abe +- 2fgh — af? — bg2 — ch? 0 (26.2) 

அல்லது | 
a h ௪ 

ந ந. ரீ10 (26:3) 

. gs f 0 
என்றாகிறது. 

ச--0,ம் 40 ஆனால், (26:1).லிருந்து sshd yo இரு 
படிக் கோவையைக் கண்டு, பின் 3-ல் இருபடிக் கோவையைக் 

கண்டு, கடைசியாக நிபந்தனை (26-2)-ஐயே அடையலாம். . 

80,440 ஆனால் சமன்பாடு (26:1) 

2hxy. + 2gx + 2fy+e¢=0 

oT AGES. Que 
2hxy + 2gx + 2fy + ¢ =-2h (x + cy) (¥ + Ce) 

என எழுதி, குணகங்களை ஒப்பிட்டு 5,7, 2 என்பனவற்றின் 
மதிப்புகளை 87, 09, // சார்ந்தனவாகக் கண்டு, 

abe -+- 2fgh — aft — bg? — ch2 

என்பது பூச்சியமாகிறது என நிறுவலாம். 

மறுதலையாக, abe + 2fgh — af2 — bg? — ch? = 0என்றால், 
சமன்பாடு (26.1) இரண்டு கோடுகளைக் குறிக்கின்றது என்றும் 

காட்டலாம். 

$ 27. இரு சோடிக் கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளி 

இரு இணையில்லாத கோடுகளின் சமன் பாட்டை 

ax® +. 2hxy + by® + gx + 2fy +¢=0 

எனவும், அவைகளின் வெட்டும் புள்ளி 4 (2), 71) எனவும் கொள் 
Gor. AX, 47” என்பன 0%, 0) என்பனவற்றிற்கு இணையானால் 
குறிப்பீட்டச்சு (.4.41)-யைப் பொருத்து கோடுகளின் சமன்பாடு, 

a(X + x)? + 2h (ம (ற) 0௪ 4] 
+ 2g(X% 4+ x4) + 2(% + yn) te=0 

ஆகும்.
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அதாவது, aX® + 2hXY + bY2 210௨, + hy; + ஐ) 

+ 2y (hx, + by, + f) + (ax%1* + 2h x, yy + byy® + gx, 
+ 2fy; +c) =0. 

இச் சமன்பாடு, ஆதிவழிச் செல்லும் இரண்டு கோடுகளாக் 
குறிப்பதால், இது சமபடித்தானதாய் இருக்கவேண்டும். 
அதாவது ன் குணகமும், )-ன் குணகமும், மாறிலியும் 

பூச்சியமாகும். ஆகவே 

ax, “= hy, +g= 0 (27:19) 

hy, + by, +f =0 , (27-2) 

axy? + 2hx, yy + by? + 2gx, + 2fy, +e = 0. 
இவற்றில் மூன்றாவதைச் சுருக்குவதற்காக, அதை 

31 (22) -- 14 இ 431 (ட ற 
4 சி -௦-0 

என மாற்றி எழுதி, (27-1)-ஐயும், (27-2)-ஐயும் பயன் படுத்தினால், 
8%, 2-0 ேஆ 

எனச் சுருங்குகிறது. இப்பொழுது சமன்பாடுகள் (27:1), (27:2), 
(27:3) ஆகியவற்றில் ஏதாவது இரண்டை க்கும், 3: -க்கும் 
விடுவிக்கலாம். 

உதாரணமாக, (27:1)-ஐயும் (27-2)-ஐயும் விடுவித்தால், 

h சீ | a 8 a h 

lo i ரி | 
இதிலிருந்து வெட்டும் புள்ளியின் கூறுகளை 

ரி - [ட ரி b of hf 
“= Tah, ர தந் 

lh 6 | | 5! (27-4) 
எனவும் பெறுகிறோம். 

(27:19, (272) (27:3) என்ற சமன்பாடுகளிலிருந்து, 
நேரடியாக நிபந்தனை (26-3)-ஐ எளிதில் பெறலாம். ஆனால், 
இம்முறை, வெட்டும் கோடுகளுக்குமட்டுமே பொருந்தும் ; இணை 
கோடுகளுக்குப் பொருந்தாது என்பதைக் கவனத்தில் கொள்ள 
வேண்டும்.
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(27-19)-ஐயும், (27-2)-ஐயும் எளிதில் மனதில் இருத்த வழி 

அமைக்கும் முறை ஒன்றைப் படிப்போம். 

ax2 + 2hxy + b,2 + 2gx 4+ 2fy + c-gQ S எனக் குறித்தால், 

டி 
் a = ax + by + g, 

1 aS 2 ஐ“ hx + by +f 

ஆகும். ஆகவே (27:1), (27:2) என்பவற்றை அடைய, 

as as 
Ox = 0, ay = 0 

என்ற சமன்பாடுகளில் க்கும், )-க்கும் பதிலாக %,-ஐயும், 
3) - ஐயும் பிரதியிடவேண்டும். 

8 28. கொடுக்கப்பட்ட ஒரு சோடிக் கோடுகளுக்கு இணையாக, 

ஆதிவழிச் செல்லும் கோடுகளின் சமன்பாடு. 

கொடுக்கப்பட்ட சோடிக் கோடுகளின் சமன்பாட்டை, 

ax2 + 2hxy -+ by?.t 2gx + ஜஹி. 20 

எனக் கொள்வோம். இப்பொழுது 

ax? + 2hxy + by? + 2gx + fy + ௦ 
=(l,x+my +m) UW, % +m, y+ Ng) 

என்று எழுதலாம். இங்கு 23, ந£, 2 முதலியவற்றின் குணகங் 

களைச் சமப்படுத்த, 

111) -- ராடி 7 ரி டாடி ம 

என்று கிடைக்கிறது. 

ஆனால் கொடுக்கப்பட்டுள்ள கோடுகளுக்கு இணையாக ஆதி 
வழியாகச் செல்லும் சோடிக் கோடுகளின் இணைந்த சமன்பாடு, 

சேகு +m, y) =0. 
ஆகும். 

அதாவது, 7 7; %8-- (0, ஈட] ஈழ xy + my m, y? = 0. 

அதாவது, ௭22 + 2hxy + by? = 0. 

$ ௨9. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

25x2 — 120xy + 144y2 — 25x + 60y — 36 = 0 குறிக்கும் 

இணை கோடுகளின் இடையிலுள்ள தா்ரத்தைக் காண்க. 

இப்பொழுது 

25x2 — 120xy + 144)2 = (5x 12 4.
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ஆகவே, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை 

(5x — 12y)2 —5 (5x — 12y) — 36 = 0 

என எழுதிக் காரணிப்படுத்தினால், 

{ (5% — 12r) —9} { (5x — 12y) +4} =0 

என்றாகின்றது. ஆகவே, (18:4)-இன் மூலம் இந்த இணை 

கோடுகளுக்கு இடையில் உள்ள தூரம், 

ஏ] 4 1 1 
எனக் கிடைக்கிறது. 

கணக்கு 2. 

x? — 5xy + 4p2 ந றை. 2 0 குறிக்கும் கோடுகளின் 

தனித்தனிச் சமன்பாடுகளைக் காண்க. 

(x2 — Sxy + 4y? ௪ ௫-3) (%-- 40) 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன் பாட்டை 

(x—y +1) (x~—4y +m) =0 
என மாற்றி எழுதி, குணகங்களை ஒப்பிட்டால், 

அதாவது 1-1, 1-2 எனக் கிடைக்கிறது. ஆகவே 
xX—y—1=0, x—4y+2=0 என்பன வேண்டிய 

தனித்தனிச் சமன்பாடுகள். 

கணக்கு 3. 

ax® + 2hxy -ம்ந2 - 0 குறிக்கும் கோடுகளின் ஒன்றின் 
சரிவு மற்றொன்றின் சரிவின் இரு மடங்கானது என்றால், 

$44 -- 9ரம் என நிறுவுக. 

கொடுக்கப்பட்ட கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகள், 

yrmx=0, ,—mx=0 

என்றால் 

—2h 
m+ any = pb? (1) 

my, My = 5 (2)
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ஆனது, 11,-ஐப் போல் இருமடங்கானது எனக் கொண்டால், 

m= 2 Mo. (3) 

இந்த ஈ,-இன் மதிப்பை (1)-இலும், (1)-இலும் பிரதியிட, 
3 mM, = ரே ன 

2 79722 = ர் ழ் 

எனக் கிடைக்கிறது. இவைகளிலிருந்து 11,-ஐ நீக்கினால் 

2. 213 a 

2( 35) = 5 
என்று கிடைக்கிறது. அதாவது 8/3 -- 9ம் என்று கிடைக்கிறது, 

கணக்கு 4. 

ax? + 2hxy-+by? 0 குறிக்கும் கோடுகள் (2), 3:)-லிருந்து 

இருக்கும் செங்குத்துத் தூரங்களின் பெருக்கற்பலன் 

jax? + 2h xy yy +04? | 

Via—b) + ale 
எனக் காட்டுக, 

கொடுக்கப்பட்ட கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகள் 

2--781%--0, 1112-0 என்றால், (2, ]1)-லிருந்து 
கோடுகளிலிருந்து உள்ள செங்குத்துத் தூரங்கள், . 

[yim x | LY = Me *y | 

Vitm2 "  vi+m,? 
ஆகும். இவைகளின் பெருக்கற் பலனானது, 

1 மோட (ந) = Mg 20 1. 
மம்மு ம சன 

112 (8) 7112) %) 77 -- ஈடா, 2 |. அதாவ ட் 
2 JUL + my? 4 my? + m2 m,? 

அதாவது 21 -- (My 22) 7] டட ஈட லப் | 
vl + (my + mg)? — 2mm, + m2 my? 

. 2h ச 
இதில் ௩, ட p> My" M, =F எனப் பிரதியிட,. 

வேண்டிய விளைவு கிடைக்கிறது.
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கணக்கு 5. 

susrur@ = =x*# —y? +x —3y—2=0, இரண்டு 
நேர்கோடுகளைக் குறிக்கிறது எனக் காட்டுக. 

கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டை 

(*—yt+l]) (*+y+m)=0 

என்ற வடிவில் எழுதி, குணகங்களை ஒப்பிடுவதனால் கிடைக்கும் 

/-இலும், 1-இலும் அமைந்த சமன்பாடுகளை விடுவித்து, 
l=—1, m=2, Im=—2 ams aanQ, வேண்டியதை 
நிறுவலாம். 

இம்முறைக்கு மாற்று முறையாக நிபந்தனை (26-3)-ஐயும் பயன் 
படுத்தலாம். உதாரணமாக, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை, 

ax2 + டட 2 2 2.20 
என்ற சமன்பாட்டுடன் ஒப்பிடக் கிடைப்பது : 

3 
a= 1, சிக்காது 

1 ந 

=—1, &=— 5% 

02) h= 0. 

இம் மதிப்புகளை (26:3)-ல் உள்ள அணிக்கோவையில் பிரதியிடக் 
கிட்டுவதாவது ₹ 

1 3 
1 0 த =1l|] —1 த 

3 3 ட ர த னது —2 

1 3 5-35 9 

1 1 1 — 0 0 * க் 

3 3 த = 9 4 5
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வடு 
9 =2-4+ 

a 
= 0. 

ஆகவே - Pupser (263) உண்மையாகிறது. இதனால் 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு இரு கோடுகளைக் குறிக்கிறது 

என்றாகிறது. 

கணக்கு 6. 

23 5 கர். 3ை.2-0 குறிக்கும் கோடுகள் 
வெட்டும் புள்ளியைக் காண்க. 

x2 — Sxy + 4y2 3.2 என்ற கோவையை £$ எனக் 
கொண்டு, 

a8 _o, a _9 
ox oy 

என்ற சமன்பாடுகளை க்கும். )-க்கும் விடுவித்து, வெட்டும் 
யுள்ளியின் கூறுகளைக் காணலாம். 

es 
ax 

as 
Fp Oe + By +2 

ஆனால் = 2x—S5y +1, 

ஆகவே, விடுவிக்கவேண்டிய சமன்பாடுகள் 

220 ௮ Sy + 1= ட, 

—5x+8y12=0 

ஆகும். இவைகளை 2:-க்கும், நஃக்கும் விடுவிக்க கிடைப்பதாவது £ 

_ —y 1 
—5 1}; 2 1 2 —5 

8 2 | | —5 2 | | —5 8 

x 
அதாவது 6 = - = 

அதாவது % -- ஆ = 2,
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கணக்கு 7. 

euerur@ ax? + 2hxy + by? 1 29% + fy +¢ =O 
ஆனது, இரு கோடுகளைக் குறிக்கின்றன. HS கோடுகளின் : 

வெட்டும் புள்ளி 7-அச்சின் மேல் உள்ள ஒரு புள்ளி எனில், 

Gi) f2 —be=90 

(ii) bg —fh=0 

(iii) ch -—fg=0 

(iv) 2fgh — bg2 — ch? = 0 

(v) bg? —ch? = 0. 

எனக் காட்டுக. 

கோடுகளை நு௮ச்சு வெட்டும் புள்ளிகளின் 3 கூறுகளை, 
கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டையும் சமன்பாடு %- 0-ஐயும் 

விடுவித்துக் காணவேண்டும். அதாவது இக்கூறுகளை 

by? + 2fy 240 

என்ற இருபடிச் சமன்பாடு தருகிறது. ஆனால், இக்கூறுகள் 
சமமானவை. ஆகவே இந்த இருபடிச் சமன்பாட்டின் தன்மை 
காட்டி பூச்சியத்துக்குச் சமம். 

arog 4 f2 —4be = 0 

அல்லது f2 — be ௪ 0, 

மேலும், கொடுக்கப்பட்டுள்ள கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளி 
(%4, 91) என்றால், இப்புள்ளி, ந-அச்சின் மேல் உள்ளதால், 
2217 - 0. ஆகவே (27-4)-லிருத்து 

h ச | 
= hf — bg = 0. pf op ௪ 

எனக் கிடைக்கிறது. ஏனைய விளைவுகளை 

abe + 2feh nk ஏ? 928-௦02 0 என்ற நிபந்தனையிலிருந்து 
விளைவுகள் (1). (11)-ஐப் பயன்படுத்திக் காணலாம். 

$ 30. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. SuchurG 9x2 —12xy +472 4+3x—29—~6=0 
ஆனது ஒரு சோடி இணைகோடுகளைக் குறிக்கின்றது எனக் 
காட்டி, அவைகளின் இடையிலுள்ள தூரத்தைக் காண்க.
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2. swerur® 4x2 —12 xy +9 y2 + 14x —21y +10 =0 

குறிக்கும் இணைகோடுகளுக்கு இடையில் உள்ள தூரத்தைக். 

காண்க. 
“ 

3. swsirut@ 3 x2 —7xy—6y2 + ll x + 22y —20=0 

குறிக்கும் கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகளைக் காண்க. 

4, susrum@ 2x2 + 7 xyv+33%4+5%4 Sy +2=—0 

குறிக்கும் கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகளைக் காண்க. 

5. x2 + xv—12j;2 0 குறிக்கும் கோடுகள், 3-2 - 0 

குறிக்கும் கோட்டுடன் அமைக்கும் முக்கோணத்தின் மையக். 

கோட்டுச் சந்தியைக் காண்க. 

6 ஓர் 'இணைகரத்தின் அடுத்தடுத்துள்ள இரு பக்கங்களின் 
இணைந்த சமன்பாடு, 73 37 xy+ lo ye = 0 என்றும், ஒரு 

மூலைவிட்டத்தின் சமன்பாடு 2%,-- )- 11 - 0 எனவும் இருத். 

தால் அவ்விணைகரத்தின் உச்சிகளைக் காண்க. 

7. 20x® —9xp — 20y2 =0; 9xy? — 20y? 4+ lx + 

17) --3 0 என்ற இரு சமன்பாடுகள் குறிக்கும் நான்கு. 

கோடுகளும் ஒரு சதுரத்தின் பக்கங்கள் என நிறுவுக. 

8. சமன்பாடு 22-- 4-3 0 குறிக்கும் கோடுகள், 

சமன்பாடு 2-1 0 குறிக்கும் கோட்டுடன் ஒரு சமபக்க 

முக்கோணத்தை உண்டாக்குகின்றன எனக் காட்டுக. 

9. சமன்பாடு 438 -- 210. + by2 4 2gx + 2fytc=0 

இரண்டு இணை கோடுகளைக் குறித்தால், 45 - ab = 0 எனக் 

காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு : ax® + 2Zhxy + by? + 2ex + My +e 
(1/௨ + my + ny) (௨-4 ஈழ இதிலிருந்து குணகங்களைச் 
சமப்படுத்த ௪--13,% - 1/8, 6-8 என்றும் 2 -- ம்-0 என்றும் 

கிடைக்கிறது .] 

10. சமன்பாடு ax? + 2hxy + by?.+ 2gh + 2fy+c=0 

இரண்டு செங்குத்துக் கோடுகளைக் குறித்தால் ச -- ம் -- 0 எனக் 

காட்டுக, ் 

[உதவிக் குறிப்பு : ax2 + 2hxy + by? + 2fy + 2x + ௪ 

, = (Ix-+ my +m) (mx — ly + ng]
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11; சமன்பாடு! 888 1 2/9 615 22 2-௪ 0 

ஆதியிலிருந்து' சமிதூரத்தில்' உள்ள இரு இணை கோடுகளைக்: 

குறித்தால் /3 - ம் 0 என்றும்,ரீ - 0 8 0 என்றும் காட்டுக். 

[உதவிக் குறிப்பு: ௭82 -- 2420 + by* + 2ex + fy +e 
ப அஃ டாட ர 

12. சமன்பாடு: (2 --ஈ0953.3 ர. [95 0 குறிக்கும் 
கோடுகளும், சமன்பாடு /%-- ஈட -- ர 0 குறிக்கும் கோடும். 
ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தை உண்டாக்கும் எனக் காட்டுக: 

13 சமன்பாடு (5-2) 30.2) - 0. ஒன்றோடு 

ஒன்று சமமாகச் சாய்ந்துள்ள மூன்று கோடுகளைக் குறிக்கின்றது 
எனக் காட்டுக. 

14. ரஜ + 2hxy ட ற2 40 குறிக்கும் கோடுகளுக்குச் 

செங்குத்தாக ஆதிவழியாகச் செல்லும் கோடுகளின் இணைந்த 
சமன்பாடு, 2%2 -- 2/2) -- ரர - 0 என நிறுவுக. 

[உதவிக் குறிப்பு: கொடுக்கப்பட்டுள்ள (கோடுகளின் தனித் 
தனிச் சமன்பாடுகள் ந -- 1,240, 11230 என்றால் 
(வேண்டிய சமன்பாடு (71,]-ட2) (மத 4-2) - 0 ஆகும். இங்கு 

2h au 
m, + M, = 7 Beh Mm, = 3 | 

15, 2x2—9xy—35y2.=0 குறிக்கும் கோடுகளுக்கு 
செங்குத்தாக ஆதி வழியாகச் செல்லும் கோடுகளின் இணைந்த 

சமன் பாட்டைக் காண்க. 

16. Fuctut® a, x* + 2hy xy +d, y? = 0 குறிக்கும் 
கோடுகளில் ஓன்று, சமன்பாடு ர” 22 -- 2, 2 ய by y2 =0 
ககக கோடுகளில் ஒன்ருனால், ட 

“மு — a,b)? +4 (a hy — Gy hy) (0, hy — by hy) =0 
எனக் காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு: முதலிரண்டு கேர்டுகளின் சரிவுகளை ஈ, 
1942 என்க் கொண்டால் 

2h 
my, + My = — ற்ப > my, 4442: ze 3 

இவைகளிலிருந்து 71,-ஐ. நீக்கக் கிடைப்பதாவது?
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டா ட Lee மா? 

by m,* +- My m, +a, =O ழு? 

; இதேபோல் இரண்டாவது சோடிக் கோடுகளின் சரிவுகளை 
971) 771, எனக் "கொண்டால் 

  

ஆகவே, 

ஈம் _ ப்ப ப படம் ரு 
2 ay ட a, by , by 2h; | 

QW, ay | ao by | by 2hy 

  

  

17. eusiur®@ a, x2 + Ih xy+hy®=0 |@Pa@d 
GarQaaheo garg sFusturG a, x* + 2h, xy + by y2 =0 
குறிக்கும் கோடுகளில் ஒன்றுக்குச் செங்குத்தானதாய் இருந்தால், 

(4, dy — by bg)? + 4 (ay hy + hy bg) (hy ag + 5g hg) =0 
எனக் காட்டுக. 

; 18. சமன்பாடு 82” -- bx®y + exy? + dy? = 6 குறிக்கும் 
கோடுகளில் இரண்டு கோடுகள், ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான து 
என்றால், 

3 --3--ம7-டர2-0 

எனக் காட்டுக. 

19. புள்ளி (1, 0)-லிருந்து 3 -- 32] 298 -- 0 குறிக்கும். 
கோடுகளுக்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகளின் அடிகளை 
இணைக்கும் நேர்கோட்டின் சமன் பாட்டைக் காண்க. 

20. ax® + 2hxy -- ழ்ர2 - 0 குறிக்கும் கோடுகள் ypoxte 
குறிக்கும் கோட்டுடன் அமைக்கும் முக்கோணத்தின் பரப்பு 

c# sf h2 - ab 
“a+b+2h 

என நிறுவுக. 

21. 823 -- 229/1 மற2 - 0 குறிக்கும் கோடுகள், 1% -. ஈறு 
4-0 குறிக்கும் கோட்டுடன் உண்டாக்கும் முக்கோணத்தின் 
பரப்பு, 

nt fh? —ab 
am? — 2h Im + bl? 

எனக் காட்டுக,
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22. 2 என்ற புள்ளியிலிருந்து 82 -- 2/2 +.by? =0 

குறிக்கும் கோடுகளுக்கு செங்குத்தாக வரையப்படும் கோடுகளின் 

அடிகள் A, BO AB ஆனது மாறிலியாகவே இருக்கும்படி 2 

நகர்ந்தால், 2-யின் இயங்கு வரை 402) (8-௮) 

= k* [4h® + (a— b)?] cror Apis. 

23, x2 + by? + x—3y—-2=0 என்ற சமன்பாடு ஒரு 

சோடிக் கோடுகளைக் குறித்தால் b- cir மதிப்பைக் காண்க. 

24, x2 + 5xy + 4y2 +3x+2yia=0, @G சோடிக் 

கோடுகளைக் குறித்தால் ர-ன் மதிப்பைக் காண்க. 

25. (h2 — ab) (ax® + 2hxy + by® + 28x + 2fy) 

+ (2fgh — af* — bgt) = 0 
என்ற சமன்பாடு ஒரு சோடிக் கோடுகளைக் குறிக்கிறது எனக் 

காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு 2: சமன்பாட்டை (45 -- 2)-ஆல் வகுக்க.] 

26. ஐ 2]ரட 2.2 2 2-0 குறிக்கும் 

இரு இணை€கோடுகளுக்கு இணையாக, ஆதி வழியாகச் செல்லும் 

கோட்டின் சமன்பாடு 

% [0 அல்லது/%-- இ. 0 

என நிறுவுக. 

27. கீழ்க்காணும் சமன்பாடுகள் குறிக்கும் கோடுகள் ஒரு 

செவ்வகத்தை உண்டாக்குகின்றன எனக் காட்டுக. 

2x2 + 4xy—2y? + 4x4 89 +1=03 

x8 + 2xy— 32 = 0. 

விடைகள 

| _3_2 5 3 ax Lp 4 ato 5=0 - 7B ரு ச = 0, y+5=0. 

4 1 
4. 2 1=¢; 7 = 0. ழ் —= % ப] x¥4+3y4+2=0. 5 (3 is) 

6. (0, 0), (2, 7), (7, 8), G, 1). 

15. 35x2 ~ 9xy—2)2 = 0. 

19. x—3y+1=—0 23. —1 24 ர.
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§ 31. ax? + 2hxy ட 63 - 0 குறிக்கும் கோடுகளின் இடையில் 

உள்ள கோணங்கள் :₹ 

கொடுக்கப்பட்ட கோடுகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகள் 

y—m, x= 93 =m,x=0 

என்றால், 
2h a 

my எர த சை SH my, hy  ,* 

ஆனால் (20:1)_லிருந்து கோடுகளின் இடைப்பட்ட கோணங் 

களில் ஒன்று ர என்றால், அதை 

tang = ok VME my? = AM 
1 

அதுக்க ம _ 

J (-#)'-4(3) 
அல்லது tang = + 

a ட 

  

ll 

அதாவது. -- + tan-1 (312 

(31-15)-லிருந்து கோடுகளுக்கு இடைப்பட்ட கோணங்கள் 
இரண்டு என்றாகிறது. அவைகளில், குறுங்கோணத்தை tan 

4-வின் மிகை மதிப்பும், விரிகோணத்தை tan 9-வின் குறை 
மதிப்பும் தருகின்றன. 

மேலும், (31-19-லிருந்து கீழ்க்கண்ட விளைவுகள் எளிதில் 
கிடைக்கின் றன: 

(1) கொடுக்கப்பட்டுள்ள கோடுகள் செங்குத்துக் 
'கோடுகளானால், 9--900,. ஆகவே 18௩9--௦. எனவே 

8-ட4--0. அதாவது 

2-ன் குணகம் + ந2-ன் குணகம் - 0. 

Gi) கொடுக்கப்பட்டுள்ள் கோடுகள் இணைகோடுகளானால் 
அதாவது ஒன்றன்மேல் ஒன்றா இனைந்த கோடுகளானால் 

6-0. ஆகவே(௩9--0. srorGa hh? — ab = 0,
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(iii) சமன்பாடு ௨8 -- 2/3) -- 6ந£ சே 2fy +c=90 
குறிக்கும் கோடுகள் செங்குத்தானவையாய் இருப்பதற்கும், 
இணையாய் இருப்பதற்கும் வேண்டிய நிபந்தனைகள், 

$ 28-லிருந்து, முறையே ச--ம்-0, 18 ம்.௮0 ஆகும். 

§ 82. ax2+ 2hxy + by? — 0 @Ms Gn கோடுகள் உண்டாக்கும் 
கோணங்களின் சமவெட்டிகள். 

OA, OB என்பன கொடுக்கப்பட்ட கோடுகள் என்றும், 
ரட்ட -0, ந. 1,%-0 என்பன அவைகளின் சமன் 
பாடுகள் எனவும் கொள்வோம். ees ? “ 

m, +m, = —7h 3M, M, =F 

கோணம் 40 யின் சமவெட்டியின் மேல் (2 (%; - ந) என்ற 
ஏதாவதொரு புள்ளியை எடுத்துக் கொண்டு OA, OB, OP 
முதலியன 2-அச்சுட்ன் உண்டாக்கும் கோணங்களை முறையே 
ரிட 02, 9 என்று குறித்தால்,' 

11 -- 18௩ 8, ஈடி  ந்கடரி,, 20 = tan 
௦ 

என்று கிடைக்கிறது (படம் 16). மேலும் கிடைப்பதாவது 2 

  

  

  
படம் 16, 

£xOP = £x0A +} £ AOB. 

அனகப
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ட 91-09. 
னு Ze 

... ஆகவே 2] - ॥ + Oy. 
அதாவது 180 20 --18(9) -- 9. 

2 tan @ tan @, + tan 9, _ பரவிய 

எனவே ட ர 12 tan @, tan @,™ 1— aT my 

2 Yo —2 : 
ஆகவே --- Xo = 

—fro\ 12 
1 (5 b 

இதைச் சுருக்கி மாற்றி எழுதினால், 

Xo? — 797% _ 202 
a—b 

என்றும், இதிலிருந்து சமவெட்டியின் சமன்பாடு, 
xe y2 2 

மம் h 
என்றும் கிடைக்கின்றது. இச் சமன்பாடு இரு'' கோடுகளைக் 
குறிப்பதால், இச் சமன்பாடு கோடுகள் உண்டாக்கும் இரண்டு 
கோணங்களின் சமவெட்டிகளையும் குறிக்கிறது. 

  

$ 33. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 3 fy 

ax2 + 3xy—2y? — 5x + Sy +e= 0 என்பது. இரு. 

செங்குத்துக் கோடுகளைக் குறித்தால், a-ud er மதிப்பையும், ஈயின். 

மதிப்பையும் காண்க. 

கோடுகள் செங்குத்துக் கோடுகள்$ ஆகையால், 

92-ன் குணகம் -- ந3-ன் குணகம் - 0' 
அதாவது ச--2-0 

அல்லது ஈ - 2. மேலும், (26-3)-ஐப் பயன்படுத்த, . 
3 5 

அதி “9, FY 

3 2 

> அடம் gk 
2 2 

அல்லது 2 - -- 3 என்று கிடைக்கிறது.
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கணக்கு 2. 

2333 12% (௪-3. 63)3-0 குறிக்கும் கோடுகள் 

ax2 + 3 4.5 0 குறிக்கும் கோடுகளுடன் சம 

கோணங்களை உண்டாக்குகின்றன என நிறுவுக. 

முதலிரண்டு கோடுகளுக்கிடையிலுள்ள கோணங்களின் 

'சமவெட்டிகளும், அடுத்த இரண்டு கோடுகளுக்கு இடையிலுள்ள 

yt    
  ஷ்ஷ

்   
படம் 17. 

“கோணங்களின் சமவெட்டிகளும் ஒன்றானால், வேண்டியது 

- நிறுவப்படுகிறது என்பதைப் படம் 17-லிருந்து எளிதில் காணலாம்; 

முதலிரு சமவெட்டுகளின் சமன்பாடு, 

3-3] 2 
2-3 h(a + b)° 

x? — y2 x etme MF =F   

அடுத்த இரண்டு சமவெட்டிகளின் இணைந்த சமன்பாடு இதுதான் 
என்று முன்பே கண்டுள்ளோம். 

8 34, பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. 2x2 —5xy + 3y2 - 0 குறிக்கும் கோடுகளின் இடையே 
உள்ள குறுங்கோணத்தைக் காண்க.
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2, 3x24 8xy + by2+ 16x + 8y+¢=0 QyarG 
செங்குத்துக் கோடுகளைக் குறித்தால் ம,2 ஆகியவற்றின் 

மதிப்புகளைக் காண்க. 

3. ஈ௩இன் மதிப்பு எதுவாயினும், (ச -- 2-ம்) %” 

+ 2 { (b—a) m—(m2 — 1) h} xy + (am? — 2hm +b) y32 = 90 

குறிக்கும் கோடுகளின் இடையில் உள்ள கோணம் ஒரு மாநிலி 

என நிறுவுக. 

4.  % மட்டும் மாறும்போது, சமன்பாடு 

ax2 + 2hxy + by2 = A (x? + y?) @H4q CarGaepeG 

இடையிலுள்ள கோணங்களின் சமவெட்டிகளின் சமன்பாடுகள் 
மாறாது எனக் காட்டுக. , 

5. susrum@acir (a—b) (x*—y?)-+4hxy = 0, h (x2—y?) 
= (a—b) xy 646 QranG Cerys CarGesio gw சோடி 

மற்றதின் இடையிலுள்ள கோணங்களின் சமவெட்டிகள் என 

Apis. 

6. ax? + 2hxy + by2 = 0 குறிக்கும் கோடுகளின் 
இடையுள்ள கோணங்களின் சமவெட்டிகளுள். peat pi ax*+2hxy 
4.29 -2ற் 2-0 குறிக்கும் கோடுகளின் வெட்டுப் 

புள்ளியின் வழிச்சென்றால், (௪-6) 7ச -_ (72-- 28) -0 என 
நிறுவுக. 

[உதவிக் குறிப்பு : வெட்டுப்புள்ளி (2, 7; என்றால் 

x, — Sm சர் மீ ௨3-02 21] ] 
“2221 = ahh? a—b ந 

3. 2x2 + 3xy + y? + yi—2=0 GHG CarQaahcr 
இடையுள்ள கோணங்களின் சமவெட்டிகளுக்கு இணையாக, 
ஆதிவழியாகச் செல்லும் : கோடுகளின் இணைந்த சமன்பாடு 
330232) . 29 = 0 என நிறுவுக. 

விடைகள் 

1 1. tan-1 G) a, boon’, அஞ நஜ,



4, வட்டம் 
(Circle) 

$ 35. ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாடு : 

ஆதியை மையமாகவும், ஈ-யை ஆரமாகவும் கொண்ட 
வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

ஜூ + y2?—a2 = 0 

என்று 88-ல் கண்டோம். மேலும், (a, b)-cow மையமாகவும் 
7-ஐ ஆரமாகவும் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

(%¥ — a)? + (y — dy? — r2 = 0 (35:1), 

et oor §9-65r கணக்கு 3- ல் கண்டோம். 

இப்பொழுது A, (%1, Y1), Ag (Xe, நலபுள்ளிகளைச் சேர்க்கும் , 
நேர்கோட்டின் துண்டை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் 
சமன்பாட்டைக் காண்போம். P (Xo, Vo) ஆனது வட்டத்தின் 
மேல் உள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளி எனக்கொண்டால், கோணம் 
4, 22 42 ஒரு: செங்கோணமாகும். எனவே, A, P, A, P 
ஆகியவற்றின் சரிவுகளின் பெருக்கற்பலன் (--1)-க்குச் சமம். 

Yo — 93 23 . Yo — Va 

Fy — a" By Xe 

அல்லது (2% -- 21) (X_ — 22) ப ந VY) Oo வ ௬0.. 
இதிலிருந்து வட்டத்தின் சமன்பாடு, ட 

(6-2 (2 mae * (2) Ya) = 0 (35 5.2) 
எனத் தெரிகிறது. 

அதாவது ௫ கர் 

$ 36. ஒரு வட்டத்தின் இட்டன ewerur@ (Standard Equation. 
of a Circle.) © 

(35. 1)-லிருந்து ஒரு வட்டத்தின் sincrurtiige x2-eir டி 
குணகம், 35-ன் குணகத்திற்குச் சமமாகவும், *]ந-ன் குணகம்.
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பூச்சியமாகவும் இருக்கும் எனக் காண்கிறோம். மறுதலையாக, ஒரு 

இருபடிச் சமன்பாட்டில் %2-ன் குணகம், ந2-ன் குணகத்திற்குச் 

சம்மாகவும், -ன் குணகம் : பூச்சியமாகவும் இருந்தால், 

அச்சமன்பாடு ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கிறது எனக் கொள்ளலாம், 

ஏனெனில், அச் சமன்பாட்டை 33-ன் குணகத்தால் வகுத்து, 

பின் மாற்றி எழுதினால் 

22-38 + 2gx + 2fy+c¢=0 (36-1) 

அல்லது (x + 8)? + (y +f? — (8? +f? —c) =0 
என்று கிடைக்கிறது. இதை (35° 1) ஒப்பிடும்போது, இது 

(—2,—f)- ஐ மையமாகவும், (2 -டரி-௦-யை ஆரமாகவும் 
கொண்ட ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் குறிக்கிறது என்று 

கிடைக்கின்றது. :மேலும், 22 -. ர -- 2 .மிகையாகவோ அல்லது 
பூச்சியமாகவோ அல்லது குறையாகவோ இருப்பதைப் பொருத்து, 
(36:1) ஆனது முறையே ஒரு மெய் வட்டத்தையோ, அல்லது 
ஒரு புள்ளி வட்டத்தையோ, அல்லது ஒரு கற்பனை 

வட்டத்தையோ குறிக்கும் எனத் தெளிவாகிறது. 

சமன்பாடு (36- 1), ஒரு வட்டத்தின் திட்டமான சமன்பாடு 

எனப்பெறும். அதாவது திட்டமான சமன்பாட்டில் 32-ன் 
குணகமும், ந2-ன் குணகமும் 1-க்குச் சமமாகும். 

8 87. ஒரு வட்டத்தின் தன்மையிலிருந்து கிடைக்கும் விளைவுகள் * 

ஒரு வட்டத்தின் மையத்திலிருந்து அவ்வட்டத்தின் ஏதேனும் 
ஒரு நாணிற்குச் செங்குத்தாக :வரையப்படும் கோடு அத்நாணை 
இரு சமமாகப் பிரிக்கிறது. ஆகவே, 7 என் பது, அவ் வட்டத்தின் 

வு 

படம் 18a . . படம் 185 படம் .182 

  

ஆரமாகவும், ற என்பது, மையத்திலிருந்து நாணிற்கு. வரையப் 
படும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளமாகவும் இருந்தால், “அந் 

நாணினுடைய .நீளம் 24/78. ற2 ஆகும்.. (படம் 18a).
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x® ந 22ம் 2-0 (37:10) 

குறிக்கும் வட்டத்தில், Ix+ my+n= 0 குறிக்கும் நாணின் 
நீளம், 2473 ற2 ஆகும். இதில் 

ர — n)2 
72 = 23 +f? —c¢, pl= ( at நண்பன் 

ஒரு நேர்கோடு வட்டத்தைத் தொட்டால், றூ - ர2 (படம் 

185). ஆகவே 

Ix + my+n=0 

குறிக்கும் கோடு வட்டத்தைத் தொடுவதற்கான நிபந்தனை 

(lg + mf —n)* = (g2 + f? —c) (2 டாட). (37-2) 

அடுத்ததாக 39--ந$ ஜே 22-40  குறிக்கும்' 
வட்டத்திற்கு, 7' (22) 3:)-லிருந்து வரைப்படும் தொடுகோட்டின் 
நீளத்தைக் காண்போம் (படம் 18௦). 7-லிருந்து வரையப் 

ப்டும் தொடுகோடு, அவ்வட்டத்தை 2 என்ற புள்ளியில் 
தொடுகிறது என்றும், அவ்வட்டத்தின் மையம் 6 என்றும் 
கொண்டால் 

722 702... 022 (0 4 இ£ -- (% 735) 

— (3 + J? —¢) 
. = Xo" + Yo* + 2gx5 + fy +e. 

அதாவது TP = 424-202 ர 3%0 12. (374 
மேலும் 2 ஆனது (2, 31) என்றிருந்தால், (2..யின் சரிவும் 

27-யின் சரிவும் முறையே 

உச. — 2178 
X,+eg ”’ Vit ரீ 

ஆகும். ஆகவே தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

31 சீ 
Ine} க வட்ட 

டட ரீ 

ஆகும். அதாவது (5) (2, -- இ (ற ர 0-0 
OH FI XX, + YY, + Bx + 2 34 ஊடடற்ட-0 

என்றாகிறது. ஆனால் (1.20, வட்டத்தின் மேலுள்ளது. 

ஆகவே 32 -ட ந)2 + 29x, +2fy,+¢=0. 

  

 



வட்டம் 6t 

இத்தொடர்பைப் பயன்படுத்தி, தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டை 

உற. 4 தய ரீ -ற0 42௪0 (௮ 
என எழுதலாம். இதுபோலவே 

22-52-2320 
குறிக்கும் வட்டத்தில், ஏதேனும் ஒரு நாணின் மையப்புள்ளியாக 

2 05), 2ப) இருந்தால், அந்நாணின் சமன்பாடு 
29) றற) 4 (2) --7 (2-0) 2 

= X42 +912 + 29x, 4+2fy,+¢ 

என எளிதில் அடையலாம். 

கடைசியாக, இரண்டு வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று தொடும் 

தன்மையைப் பற்றிப் பார்ப்போம்: டே-ஐயும், டே-ஜஐயும் 

மையங்களாகக் கொண்டும், முறையே 7;-ஐயும், ர_”-ஐயும் 

ஆரங்களாகவும் கொண்ட இரு வட்டங்கள், ஒன்றையொன்று. 

P என்ற புள்ளியில் தொடுகின்றன எனக் கொள்வோம். மேலும், 
ry > ர என்றும் கொள்வோம். அப்படியாயின், ரே தே - 71-79 
அல்லது 0 தே - 71 -- ரூ. என்று இருக்கும் என எளிதில் 
காணலாம். மேலும், இவ்விரு வட்டங்களும் வெளிப்பக்கமாகத் 
தொட்டால், தொடுபுள்ளி £ ஆனது, ே ே-ஐ உட்புறமாக ry: ry 

என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கும். இவ்விரு வட்டங்கள் உட்பக்கமாகத் 
தொட்டால், தொடுபுள்ளி 2, 6 ே-ஐ 7): 7” என்ற விகிதத்தில் 
வெளிப்புறமாகப் பிரிக்கும். 

$ 38. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

(1,253 வழியாகச் செல்லும் வட்டம் ஒன்று, 3-அச்சைத். 
தொடுகிறது. இவ்வட்டத்தின் மையம் %-4 ந. 1 - 0 குறிக்கும். 
நேர்கோட்டில் அமைந்தால், அதன் சமன்பாட்டைக் காண்க, 

வட்டத்தின் சமன் பாட்டை 

x2 4+ y2+2¢ex+2fy+c¢=0 
எனக் கொள்வோம். வட்டம் (1, 2) வழியாகச் செல்வதால், 

12 + 28 4+ 29(1) +2fQ)+¢=0. 
அதாவது 28-- 47--2--5-0 (1) 
வட்டம் % அச்சைத் தொடுகிறது. ஆனால், %-அச்சின் சமன்பாடு 
2-0. ஆகவே, வட்டத்தின் சமன்பாட்டில் ந-- 0 start 

பிரதியிட்டால் கிடைக்கும் இருபடிச் சமன்பாடாகிய 
x24+2ex+c=0 

என்பது இரண்டு சம மூலங்களை உடையதாக இருக்கும்.
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ஆகவே, 49--42-0 

அல்லது 8 -- 2-0. (2) 

வட்டத்தின் மையமாகிய (--2, --]) என்பது, 2--]--1 = 0 

குறிக்கும் கோட்டில் இருப்பதால், 

—gif—1=0. (3) 

முதலில் (1)-லிருந்தும், (2)-லிருந்தும் ௦-ஐ நீக்க, 
22.47.2520 (4) 

என்று கிடைக்கின்றது. பின் (3-லிருந்தும், (4)-லிருந்தும் f-m 

நீக்கக் கிடைப்பதாவது 

2த-டகீந்த ட்டு 3௮0 
அல்லது 82 +62¢+9=0 

அல்லது (g + 3)? =0 
அல்லது ஐ-- — 3. 

இதையும் மற்றச் சமன்பாடுகளையும் பயன்படுத்தி 7ீ--2 என்றும், 

29 என்றும் பெறுகிறோம். ஆகவே, வட்டத்தின் சமன்பாடு 

024-624] 49-0௦ 

என்றாகிறது. 

கணக்கு 2. 

ற 112 1 2என்ற நேர்கோடு” 4 ந? 2-0 என்ற 

வட்டத்தைத் தொடுவதற்கான நிபந்தனை யாது ? 

YA 

™“ 

  

  

  
படம் 19,
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இவ் வட்டத்தின் மையமாகிய ஆதியிலிருந்து, - 1812 -- 2 

என்ற கோட்டின் தூரம் ற என்றால், 2-- ச அல்லதுற? -- ர2 

ஆனால் 
௦03 

p? = To m ட ரம் . 

ரல 02 4 

ஆகவே T+ m ~= a2, 

அதாவது Cc? = a2 (1 + m2) 

என்பது வேண்டிய நிபந்தனை. 

8 39 பயிற்சிக் கணக்குகள். 
1. (1,2)-ஐ மையமாகக் கொண்ட ஒரு வட்டத்தின் ஆரம் 

3 என்றால், அதன் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

2. குறிப்பீட்டச்சுகளைத் தொடும் வட்டம் ஒன்று (1, 2) 
வழியாகச் செல்கிறது. அதன் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

[உதவிக் குறிப்பு: சமன்பாடு (x—a)? + (y— a)? = a® 
என்ற வடிவில் இருக்கும்.] 

3. (5, 5)-ஐ மையமாகக் கொண்டு, 32--. 50 
குறிக்கும் கோட்டைத் தொடும் வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க. 

[உதவிக் குறிப்பு: 72-- ( 3(5)-4(5-5)8/(32- 4] 

4. புள்ளி (3, 2).ஐயும் புள்ளி (--1, 4)-ஐயும் சேர்க்கும் 
நேர்கோட்டின் துண்டை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் 
சமன்பாட்டைக் காண்க. 

5. புள்ளிகள் (1,3), (2,4), (1,5) வழியாகச் செல்லும் 
வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க, 

6. புள்ளிகள் (1, 2), (1, 3), (2, 2), (2, 3), ஒரு வட்டத்தின் 
மேல் உள்ள புள்ளிகள் எனக் காட்டுக. 

7. சமன்பாடு$- 3.2 0 குறிக்கும் கோட்டின்மேல், 
மையத்தைக் கொண்ட வட்டம் ஒன்று, (1, 3), (7, 3) வழியாகச் 

செல்கிறது. இவ் வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

8. 91-24 ஜய] 1320 குறிக்கும் வட்டத்தின் 
விட்டம் ஒன்றின் ஒரு முனை (--1, 5), என்றால், , அதன் மறு 
முனையின் கூறுகள் யாவை ?
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9. 25-22. 6%-. 8. 11-0 குறிக்கும் வட்டத்தின் 
மையத்தைத் தனது மையமாகக் கொண்டு, (1, 1) வழியாகச் 
செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

10. சமன்பாடுகள் x? + y2 — 4x + 6y+8=0, x2+y2 
~-10x—6v+14=0 இரண்டும் குறிக்கும் வட்டங்கள் 
ஒன்றையொன்று தொடுகின்றன என நிறுவி, அவைகளின் தொடு 
புள்ளியைக் காண்க. 

11. சமன்பாடுகள் x? 4- y2 — 2x + 6y + 6 = 03 x? + 2 

—S5x+6y+15 = குறிக்கும் வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று 
தொடுகின்றன என நிறுவி, அவைகளின் தொடுபுள்ளியைக் 
காண்க. 

12. x8 + y® + 2ax-+c=03 x2 + y® = by te= 0 
என்ற சமன்பாடுகள் ஒன்றையொன்று தொடும் இரண்டு 
வட்டங்களைக் குறிக்கும் சமன்பாடுகள் என்றால், ர£ம2 
- 6(௦2 -ட ம்2) எனக் காட்டுக. 

13. ன் எல்லா மதிப்புகட்கும், (2-- ஏ) 608 - ௫௨) 
8104-70 குறிக்கும் GCarG, (x—a)? + (y—b)? = rz 
குறிக்கும் வட்டத்தைத் தொடுகிறது என நிறுவுக. 

14. 32-10 குறிக்கும் கோட்டிலிருந்து, வட்டம் 
x8 + y2—4x—4y—-6=0 வெட்டும் துண்டின் நீளத்தைக் 
காண்க. 

15. ஒரு நகரும் புள்ளி?7-யிலிருந்து, 33 -ட y? + 5x + 4=0, x2 + y2—~— 7x +6 =0 G@MSGi வட்டங்களுக்கு வரையப்படும் 
தொடுகோடுகளின் நீளங்கள் 2: 1 என்ற விகிதத்தில் இருந்தால் 
2-யின் இயங்குவரை, ஒரு வட்டம் என நிறுவுக. 

16. (1,0), (6,0), (3,2) ஆகிய புள்ளிகளிலிருத்து ஒரு வட்டத்திற்கு _ வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் மீளங்கள் 
முரையே 1, 47/3, 4/2 ஆக இருந்தால், வட்டத்தின் சமன் 
பாட்டைக் காண்க. 

17... ஆகியிலிருந்து xe 3-2 2:27]. ௨0 
குறிக்கும் வட்டத்திற்கு . வரையப்படும் தொடுகோடுகளுக்கு 
இடையே உள்ள கோணம் 2 ஆக இருந்தால், 

6 
cos? gf = த்து என நிறுவுக.
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18. ஒரு வட்டம், அச்சிலும், ந-அச்சிலும் - தான் 
உண்டாக்கும் வெட்டுத் துண்டுகளின் நீளங்கள்: மாறிலிகளாக 
முறையே 2ர, 2ம் ஆக இருக்குமாறு நகர்ந்தால், அவ்வட்டத்தின் 
மையத்தின் இயங்குவரை 23 -- y? — a® — b? என நிறுவுக, 

விடைகள் 

ட சி பறி ஜு வ றட ந இ 
2. 8 ந பைர 1௮0, 

x? + y?— 10x — 10y + 25 =0 

3. x8 + y2 — 10x — 10y + 46 = 0 

4. x2 4 y2 —2x—6y +5=0 

5 x2 + y2— 2x —8y + 16 = 

7. x2 + y?#—8x—2y+4=0 

8. (3,7) 

9. x? + y2 — 32x + 4y —3 =20 

10. (3,— 1) 

11. (3, — 3) 142.5 

16. 10x? + 10y? — 66x — lly + 66 = 0. 

$ 40. குத்து வட்ட ங்கள் (0111௦8018] circles) 

இரு வளைவுகள் 7என்ற புள்ளியில் வெட்டினால், 7.யிடத்தில் 

வளைவுகளுக்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் இடையேயுள்ள 
கோணமானது. £2.யிடத்தில், வளைவுகளுக்கு இடையேயுள்ள 
கோணம் என்று கூறப்படுகிறது: ஒன்றையொன்று வெட்டும் 
இரு வட்டங்களுக்கு இடையேயுள்ள கோணம் செங்கோணமாக 

இருந்தால், வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று செங்குத்தாக 
வெட்டுகிறது என்று கூறுகிறோம். இவ் வட்டங்கள் குத்து 
வட்டங்கள் என அழைக்கப்படுகின்ற ன. 

இப்போது சமன்பாடுகள் 

x2 + y® + 28,x + 2f,, y+ ¢, = 0. 
x2 + y2 + 2gox + 2fp y+ Cg =0 

குறிக்கும் வட்டங்கள் குத்துவட்டங்களானால் 

(281) (282) + (2f1) (fa) = 2 (¢, + ¢2)
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/ 

எனக் காட்டுவோம். இதற்காக வட்டங்களின் மையங்களை டே, டே 
எனவும், வட்டங்கள் வெட்டும் புள்ளிகளில் 72, ஒன்று எனவும் 

கொள்வோம் (படம் 20). மேலும், வட்டங்களின் 2.யிடத்துத் 

  

படம் 20. 

தொடுகோடுகள் 1, 12 எனவும் கொள்வோம். வட்டங்கள் குத்து 
வட்டங்களானதால், த ஆனது, க்குச் செங்குத்தான து. 

மேலும், இரண்டாவது வட்டத்தில் /,, 2-யிடத்துத் தொடுகோடு; 
2௦ ஆனது, 2 வழிச் செல்லும் ஆரம். 

ஆகவே, to ஆனது, 7,_-க்கும் செங்குத்தானது. எனவே 

1, £ே-இரண்டும் 2 வழிச் செல்லும் ஒரே கோடுகள். அதாவது 

tao தே வழியாகச் செல்கிறது. இதுபோலவே /; ஆனது, 
6; வழியாகச் செல்கிறது என்று அறிகிறோம். அதாவது, ஒரு 

வட்டத்தின் ஆரம் மற்ற வட்டத்தின் தொடுகோடாகிறது. 
தொடுகோடுகளுக்கு இடையே உள்ள கோணம் செங்கோண 

மாகையால், 

C, Ci? = C, P? + C, P? 

அல்லது (81 — 2)? + (fy —fo)? = (2,2 + f)2 — 21) 
+ (2,2 2 f,? _— Cy) 

அல்லது — 281 84 — 2fi fo =— ce, பூ 

அதாவது (28) (225) -- (27) (272) -2(6; -- 223. (40-1) 
இந் நிபந்தனையைச் சொல் வடிவத்தில், 

(மூதல்வட்ட 3-இன் குணகம்) (இரண்டாவது 2-இன் குணகம்) 
-- (முதல்வட்ட )-இன் குணகம்) (இரண்டாவது :-இன் 

குணகம்) = 2 (முதல்வட்ட மாறிலி -- இரண்டாவது மாறிலீ) 
என்று மனதில் இருத்துவதற்கு ஏற்றவண்ணம் எழுதலாம்,
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$ 41, சமத்தொடு gee (Radical axis) 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து இரு வட்டங்களுக்கு வரையப்படும் 
தொடுகோடுகள் சமநீளமுடையதாக இருந்தால் அப்புள்ளியின் 
இயங்குவரை, வட்டங்களின் சமத்தொடு ௮ச்௬ எனப்படும். 
இப்பொழுது சமன்பாடுகள் 

5 209 தே + 2fy +e =0 (41-1) 

S’ = x2 4 y2 + 2g’x + 2fty + c' =0 (412) 

குறிக்கும் வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சின் சமன்பாட்டைக் 

காண்போம் (படம் 21). (0,200) என்பது சமத்தொடு அச்சின் 

(Xo, Yo) 

படம் 21, 

மீது ஏதாவது ஒரு புள்ளி என்றால், (37:3)-இன்படி 

J Ft FVQE PRE Hy PH Vg bom Ho? FVe* PIE Hy FU VoFE 
அதாவது 28 + Yo? 4+- 2g xy + Wy + 2 

் = Xg2 + Vo* +28’ X%q + Wf yy +e. 

அதாவது (5 + Yo? + 28 X + Af yo + .€) . 

— (%o? + Vo? + 28 Xo + Af Vy + 1) = 0 

அதாவது 2(¢ —8')X% +2F—f) Vy +e—c' =0, 

ஆகவே சமத்தொடு அச்சின் சமன்பாடு 

(ஐ + y® + gx + 2fy + c)— (x? + y? + 2g" x 
+ 2fy+oy=0 (413)
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aoug 2(g—s)x+2F—fJypo—ce=0 (414) 
என்றாகிறது. இதிலிருந்து சமத்தொடு அச்சு ஒரு நேர்கோடு 
எனத் தெரிகிறது. இக்கோடு, வட்டங்களின் மையக்கோட்டிற்கு 

செங்குத்தாய் இருப்பதை எளிதில் காணலாம். 

அடுத்ததாக, மையப்புள்ளிகள் ஒரே கோட்டிலில்லாத மூன்று 

வட்டங்களை எடுத்துக்கொண்டு, அவைகளில் இரண்டிரண்டாகக் 

கருதி, அவைகளின் சமத்தொடு அச்சுகள் ஒரு புள்ளிவழியாகச் 

செல்லுகின்றன என்று காண்போம் ; இதற்காக வட்டங்கள், 

$ி 2841-12 தேஜ Ff yte =0, 

St a2 x9 + y2 + 2grx+ fy +e =0, 
டி = x2 + p2@ 4 2g’ x4 Fy te’ =0. 

என்பவற்றை எடுத்துக் கொள்வோம். இம் மூன்று வட்டங்களின் 

சமத்தொடு அச்சுகளின் சமன் பாடுகள், 

sS—-S'=0 S’—S'=0 S'—S=—0 

என்பன, இவ்வச்சுகள் மூன்றும், ஒன்றையென்று ஒரே புள்ளியில் 

வெட்டுகின்றன என்பது $ 21 மூலம் தெளிவாகிறது. இவ்வெட்டும் 

புள்ளி சமத்தொடு அச்சுச்சந்தி (18801௦1 ௦௦1௩௦) என்று 
அழைக்கப்படுகிறது. 

மூன்று வட்டங்களின் ' சமத்தொடு அச்சுச்சந்தியிலிருந்து 

வட்டங்களுக்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் நீஎங்கள் 

சமமானவை என்பது எளிதில் புலனாகும். 

8 42. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

(3,0) வழியாகச் செல்லும் வட்டம் ஒன்று A . 
; டட கட கு _ரு-அச்சை 

தொடுகிறது. இவ் வட்டம் $* -- 2... 6x + 4y —3=0 குறிக்கும் 
வட்டத்தைச் செங்குத்தாக வெட்டினால், இவ் வட்டத்தின் 
சமன்பாட்டைக் காண்க. ட் 

வட்டத்தின் சமன்பாட்டை 

9312-22-20 
எனக் கொண்டால், வட்டம் (3, 0) வழியாகச் செல்வதால் ' 

32 + 03 + 2¢ (3) + 2f (0) + ¢ =0 (1)
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என்றும், வட்டம் ந-அச்சைத் தொடுவதால், $ 38-இல் கணக்கு 
1-இல் உள்ளபடி முயன்று ் 

f2 — C — 0 . ons (2) 

என்றும் அடைகிறோம். மேலும், வட்டங்கள் செங்குத்தாக 
வெட்டுவதால் 

(28) (— 6) + Cf) (4) = 2 {C9 +(—3)} * 0) 
என்றும் அடைகிறோம். (1), (2), (3) என்ற சமன்பாடுகளை 

விடுவிக்க, 

g=—3, f=—3, e=9 

எனக் கிடைக்கிறது. ஆகவே வட்டத்தின் சமன்பாடு 

x2 + 72 — 6x —6y +9 = 0 sro GApgi. 

கணக்கு 2. 

சமன்பாடுகள் 

x2 4+ ந2 42170 

2x2 + 2y2 + 3x+5y+9=0 

2+ yP+y=0 
குறிக்கும் வட்டங்களின் :சமத்தொடு அச்சுச் சந்தியைக் காண்க. 
வட்டங்களின் திட்டச் சமன்பாடுகள், 

Ss = x22 +4x4+7=0 

3 5 9 
Saxe ty? + ax toyts=0 

S” = x8 று +y=0 

ஆகும். ஆகவே, வட்டங்களின் சமத்தொடு அச்சுகளில், 

ae) 5 5 
S—S த தநத ௬0 

Sm S’ = 4x—yp4+7=0 

என்பன, இரண்டாகும். இவைகள் வெட்டும் புள்ளி (-- 2, — 1) 
ஆகும். ஆகவே, சமத்தொடு அச்சுச்சந்தி (2 — 1) 

என்பதாகிறது. 

$ 43, பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1, x2 +42 + 2x4 4y +7=0, x24+-y24-3x+5y+6=0 

குறிக்கும் வட்டங்கள், ஒன்றையொன்று செங்குத்தாக வெட்டு 
கின்றன என நிறுவுக.
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2 x2 + y2ix—Ty +11 =0, x? + y2 4+ 2x — By 

+ 13 = 0, x2 + y2 + 3x—7y 415 =0 @Adqu anim 
களைச் செங்குத்தாக வெட்டும் வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க. 

3. x2 + y®— Ax 4 2y +16 = 0, x8 + y2 — x +4 3y 
1020, 22-33. 5). 721220 குறிக்கும் வட்டங் 

களைச் செங்குத்தாக வெட்டும் வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க. 

4, x8 4 y2 — 2x—2y—2=—0, x2 + y2 — 30 3 
—3=0, x2 + y2--4x—4y—6=0 குறிக்கும் வட்டங் 
களின் சமத்தொடு அச்சுச் சந்தியைக் காண்க. 

5. x2 + y2— 2x4 8y—10 = 0, x? + y? — 3x 4 Oy 
—15=0, x9 + y2—2x43y—5=0 @MSGd anid 
களுக்கு ஒரு புள்ளியிலிருந்து வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் _ 
நீளங்கள் சமமாக இருக்குமானால், அப் புள்ளியின் கூறுகள் 

யாவை ? அத்தொடுகோடுகளின் நீளங்களைக் காண்க. 

6. x3 + y2 + 4x47 = 0, 228-335 -- 3% - S5y+9=0 
குறிக்கும் வட்டங்களைச் செங்குத்தாக வெட்டும் ஒரு வட்டத்தின் 
மையம், 2-4 1 0 குறிக்கும் கோட்டின்மீது அமைந்தால், 
வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க. ் 

7. ஆதி வழிச்செல்லும் வட்டம் ஒன்றின் மையம், 

2292-7 3.40 குறிக்கும் கோட்டின்மீது அமைந்துள்ளது 
இவ் வட்டம், x2 4.12 — 4x—3y—2 0 குறிக்கும் வட்டத்தைச் 
செங்குத்தாக வெட்டினால், இதன் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

8. 7-ஐயும், [ஐயும் ஆரமாகக் கொண்ட இரு வட்டங்களின் 
திட்டமான சமன்பாடுகள் 58௬0, 4-0 என்றால், 
நிஜ s Ss ண. : : : சார 0, தனர் அறை 0 குறிக்கும் வட்டங்கள், ஒன்றை 

யொன்று செங்குத்தாக வெட்டுகின்றன எனக் காட்டுக. 

விடைகள் 

2: x2 4+ y2+4dx—9-—0 3. x2 +. y2—4x—8 = 0 

f 5 4 ட 4. (7.4) 5. (—4, 1), 23 

6. 3x2 4 373 — 7x + y —35 = 0 

J. 5x8 + Sy2 + 11x — 8y = 0.



9. கூம்பு வளைவு 
(Conics) 

$ 44. கூம்பு வளைவு, 

ஒரு புள்ளியானது, ஒரு நிலைத்த புள்ளியிலிருந்தும், ஒருநிலைத்த 
கோட்டிலிருந்தும், அது இருக்கும் தூரங்களின் விகிதம் மாறாத 
வண்ணம் நகர்ந்தால், இயங்குவரை, ஒரு கூம்புவளைவு என 
அழைக்கப்படுகிறது. நிலைத்தபுள்ளி, கூம்புவளைவு குவியம் 
(1௦௦5) என்றும், நிலைத்த கோடு, கூம்புவளைவின் இயக்குவரை 
(ப2௦ர்ம்௦) என்றும், மாருத விகிதம், கூம்புவளைவின் தொலைத்தகவு 
(eccentricity) என்றும் அழைக்கப்படுகின்றன. பொதுவாக, 
தொலைத்தகவை ச எனக்குறிப்பது வழக்கம். ் 

ச. 1 என்றிருக்கும்போது, கீள்வளைவு (8111086) என்றும், 

ச - 1 என்றிருக்கும்போது, பரவளைவு (0௨78௨௦௦183) என்றும், 

22. 1 என்றிருக்கும்போது, அதிபரவளைவு (hyperbola) 
என்றும் கூம்புவளைவு பெயர் படுகின்றது. 

இப்பொழுது ix + my +n = 0 குறிக்கும் / எனும் கோட்டை 
இயக்குவரையாகவும், 5 (6, 8) -வைக் குவியமாகவும், ச-யைக் 

தொலைத்தகவாகவும் கொண்ட கூம்புவளைவின் சமன்பாட்டைக் 
காண்போம் (படம் 22). 22 (01) என்பது கூம்புவளைவிலுள்ள 
ஏதாவதொரு புள்ளியென எடுத்துக் கொண்டு அதிலிருந்து 74 
என்ற செங்குத்துக் கோட்டை /-க்கு வரைக. அப்படியாயின், 

SP _. 
pm ° 

அல்லது 72 -- 23 (72188),
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ஆனால் 
SP? = (X) — ol)? + (9%) — BY 

IX + myo +n)? , PM me . 

  

“e
V   

  

படம் 22. 

ஆகவே, (௩-3 (0டி-89832 2 ம oe mt 

என்று இதிலிருந்து 

(2 + m4) {(x— 4)? + (y— 2) } 
= e2 (Ix -+ my + n)2 (44-1) 

என்பது தான் கூம்பு வளைவின் சமன்பாடு என்றும் கிட்டுகிறது, 

  

இரண்டு நேர்கோடுகளின் இணைந்த சமன்பாடும், ஒரு 
வட்டத்தின் சமன்பாடும், இருபடிச் சமன்பாடுகளாய் இருப்பது 
போல், ஒரு கூம்பு வளைவின் சமன்பாடும், ஒரு இருபடிச் 
சமன்பாடாய் இருப்பதைக் காணலாம். ஆனால் சமன்பாடு 

ax® + 2hxy + by® + ex + fy +¢=0 

இரண்டு கோடுகளைக் குறிப்பதற்கான நிபந்தனை, 
A = abe 4+ 2fgh— aft — bg? — ch? — 0 

எனக் கண்டோம். மேலும், 

a «0, a=b, h=0
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என்றிருந்தால் இச் சமன்பாடு ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கிறது 

என்றும் கண்டோம். ஆனால், 

கரு 0, /--மம்.௮0 என்றால், ஒரு நீள் வளைவையும் (44-2) 

கூ 0) /-ரம்-0 என்றால், ஒரு பரவளைவையும் (44:3) 

A #0, h8—ab>0 creit gd, aw sj Hupasmonsuyid (44-4) 

௩0, ஈ-டம்-0 என்றால், ஒரு செவ்வக அதிபரவளை 
வையும் (44:5) 

இச் சமன்பாடு குறிக்கும் என்பதை அத்தியாயம் 9-இல் 

காணலாம். 

§ 45. ஒரு பரவளைவின் எளிய சமன்பாடு. 

இங்கு 5-ஐக் குவியமாகவும், /-ஐ இயக்கு வரையாகவும் 

கொண்ட ஒரு பரவளைவின் சமன் பாட்டை மிகவும் எளிய வடிவில் 
காண்போம். 5-லிருந்து 4-க்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடு 
/-ஐ 2-ல் வெட்டட்டும். 58-2௦ என்றும், $.4-ன் மையப்புள்ளி 
4 என்றும் எடுத்துக் கொள்வோம். மேலும், 4-யை ஆதியாகவும், 

49-ஐ % அச்சாகவும் கொள்வோம். அப்படியாயின், 5 ஆனது 

(௪, 0) ஆகிறது. 

இப்பொழுது பரவளைவின்மீது 7 (2, 0) என்ற ஏதாவதொரு 

புள்ளியை எடுத்துக்கொண்டு அதிலிருந்து /-க்கு வரையய்படும் 
செங்குத்துக் கோடு ற அச்சை -விலும், /-ஐ 14-இலும் வெட்டு 

கிறதெனக் கொண்டால் (படம் 23), 

பட் ர 
PM 

அல்லது 528 -- 778, 

ஆனால் SP? = (Xy — a)? + (Yq 0)5, 
PM? = (PQ + QM)? = (x, + a)3. 

<x BB (X_ — a)? + (Vo — 0)? = (% + @)? 

DVN FH Vo? — 4ax, = 0. 

சானவே, பரவளைவின் சமன் பாடு 

y2 —4ax ௫0
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என்றாகிறது. இவ் வடிவம்தான் பரவளைவுகளின் சமன்பாடுகளி 
லேயே மிகவும் எளியது. 

ன ௪1, எனவே, 4 பரவளைவின்மேலுள்ள ஒரு புள்ளி. 

YA 

M ட ல ஷீ 

  

  

ர்
 

    
படம் 23, 

4 ஆனது, பரவளைவின் உச்சி என்றும், 2 ஆனது; 
பரவளைவின் அச்சு என்றும் அழைக்கப்படுகின்றன. அதாவது 
3 4ரர.- 0 குறிக்கும் ப்ரவைவிற்கு (0, 0) ஆனது, உச்சி 
யாகவும், ற-0 குறிக்கும் கோடானது பரவளையத்தின் 
அச்சாகவும், 2-- ஏ-0 குறிக்கும் கோடானது, இயக்குவரை 
யாகவும் அமைந்துள்ளன. 

$ 46. ஒரு பரவளைவின் தன்மை 

ஒரு பரவளைவின் தன்மையைக் காண, நூ. 420 குறிக்கும் பரவளைவை எடுத்துக்கொள்வோம். 8 ஒரு மிகை எண் ஆகையால், ந on dax — 0-லிருந்து, % ஆனது எப்போதும்



கூம்பு வளைவு 75 

மிகையாகவே இருக்கும் எனத் தெரிகிறது. அதாவது இப் பர 
வளைவு முழுவதும் ந அச்சுக்கு ஒரு மருங்கில் அமைந்துள்ளது. 

1 7) பரவளைவில் உள்ள ஒரு புள்ளியானால் (2, — yy) 
என்பதும் பரவளைவில் இருக்கும். எனவே, பரவளைவுப் பகுதி 

yn 7 

  

K
W
 

  

  

  
படம் 24, 

யிலும் நான்காவது காற் பகுதியிலும், படம் 24-ல் உள்ளவாறு, 2: 
அச்சைப் பொருத்துச் சமச்சீர் (8௦19) உடையதாக 
இருக்கிறது. அதாவது, ஒரு பரவளைவு தனது அச்சைப் 
பொருத்து சமச்சீர் உடையதாக இருக்கும். 

மேலும், ந2-- 420) x2—-4day=—0, x2-+ 4ay=0 
குறிக்கும் பரவளைவுகள், முறையே 25௫, 254, 252 ஆகிய 
படங்களில் உள்ளவாறு அமைந்துள்ளன என்பதை எளிதில் 

காணலாம். படம் 24-ல் 7” என்பது குவியத்தின் வழியாகப் 
பரவளைவின் அச்சுக்குச் செங்குத்தாக வரையப்பட்ட நாண். இந்த 
நாண், பரவளைவின் செவ்வகலம் (18108 120110) என்று அழைக் 
கப்படுகிறது. இதன் நீளத்தை, 7-லிருந்து இயக்கு வரைக்கு. 

2 என்ற செங்குத்துக் கோட்டை வரைந்து,
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x*gay=0 x?+4ay=0 

  

urn 25-a படம் 25-85 படம் 25-c 

எனக் காணலாம்: 

8 47, ஒரு நீள் வளைவின் எளிய சமன்பாடு 

இங்கு 5-ஐக் குவியமாகவும், /-ஐ இயக்கு வரையாகவும், 

2-யைத் தொலைத்தகவாகவும் கொண்ட ஒரு நீள் வளைவின் 
சமன்பாட்டைக் காண்போம் (படம் 26). £5-லிருந்து /-க்கு 52 

   
௫ 

S (—ae,o) 
  

  

    
படம் 26. 

என்ற செங்குத்துக் கோட்டை வரைந்து 52.ஐ உட்புறமாக ச: 1 
என்ற விகிதத்தில் 4.யிலும், வெளிப்புறமாக அதே விகிதத்தில் 
4” யிலும், பிரிக்கவும் ௪. 1] ஆனதால் 4, 4 இரண்டும் 4/-க்கு 
ஒரு மருங்கிலேயே அமைகின்றன, ச44ி.-ன் மையப்புள்ளியை 
4 எனக் குறித்து, அதை ஆதியாகவும், 64-ஐ % அச்சாகவும் 
கொள்வோம்.
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இப்பொழுது 44' - 2 என்றால், 04 04 =a 

மேலும், 
நக் கிக் _, 
2 42 

அதாவது 5.4 - ௪.4௧, 

SA’ =e 472. 

இந்தத் தொடர்புகளை 6, 0”, 6 02 சார்ந்த வகையில் 

எழுதினால், 
CA -—CS =e(CZ— CA) 

CA’ + CS =- e(CZ+ CA) 

என்று கிடைக்கிறது. இவைகளில், 4 க் 8 எனப் 

பிரதியிட, 

a— CS =e(CZ— a) (47-1): 

a+ CS =e(CZ+ a) (47-2). 

எனவும், (47:19 -- (47:2) மூலம் 

CZ = ale 

எனவும், (47 - (671) மூலம் 

CS =: ae 

எனவும் கிடைக்கிறது. ஆகவே 5 ஆனது (--76, 0) என்றாகிறது. 

இப்பொழுது நீள்வளைவின்மீது P (Xo. Yo) என்கிற 

ஏதாவதொரு புள்ளியை எடுத்துக்கொண்டு, அதிலிருந்து 7/-க்கு 

வரையப்படும் செங்குத்துக்கோடு, )-அச்சை -விலும், /-ஐ 

நீரீ- இலும் வெட்டுகிறதெனக் கொண்டால், 

SP ச 
Pu 

அல்லது SP? = e? PM*- 

aD  SP2 = (Xy + 4)? + Vos 

PM? = (PQ + QM)? = (PQ + CZ)? 

<= (3 + >) ச
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a\3 
ஆகவே (3 + ae)? + yo? = e2 (+ v <) 

அல்லது X_2 (1 —e*) + yo? —at (1 —e2) = 0 

‘ டட 2ல் 
அலலது ஒர் a* (1 —e2) peat 

ஆகவே, நீள்வளைவின் சமன்பாடு 
x2 y? 

a aii ety 1-0 

என்றாகிறது. 85(1-- ௪8)-ஐ. ம்53 எனக் குறித்தால் இதே 
சமன்பாட்டை 

x2 +2 

a2 + pp —1=0 

என்ற குறுகிய வடிவில் எழுதலாம். எனினும் இங்கு 
42 - ர2 (1-4 25) என்பதை மறந்து விடக்கூடாது. 

§ 48. ஒரு 8ீள்வளைவின் தன்மை 

$ 47-இல் கூறியவாறு குறிப்பீட்டச்சுகளை எடுத்துக் 
கொண்டால், 

xa : 
Btw 

TH GANS Db Peraarsy x-séme A(—a,0), A (a, 0) என்ற புள்ளிகளிலும், அச்சை £(0,), 2௪௫, ~ b) 
என்ற புள்ளிகளிலும் வெட்டுவதைக் காணலாம் (படம்-27), 4, 48 என்ற புள்ளிகளை நீள்வளைவின் உச்சிகள் (vertices) என்று அழைக்கிறோம். இப்பொழுது 44: --2, 92, AA? -ஐ ,நீிள்வளைவின் Cups (major axis) என்றும், BB.gp .நீள்வளைவின் Appse (minor 8318) என்றும் அழைக்கிறோம். 
நீள்வளைவு, பேரச்சைப் பொருத்து சமச்சீர் உடையதென்பதையும், 
மேலும் சிற்றச்சைப் பொருத்து சமச்சீர் உடையதென்பதையும் 
எளிதில் காணலாம். இந்த சமச்சீர்த் தன்மையால் இந்த 
நீள்வளைவை S’ (ae, 0) me குவியமாகக் கொண்டு x — —_ 0 
குறிக்கும் கோடான ் 
அடையலாம் என்பது தெளிவாகிறது. 

ர 

ஐ இயக்குவரையாகக் கொண்டும்
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இப்பொழுது நீள்வளைவின் மூக்கியத் தன்மை ஒன்றைப் 
படிப்போம். இத் தன்மையாவது, நீள்வளைவின்மேலுள்ள ஒரு 

  

         

4 

டா 
iM 
1 

2 % 

1 $ 
(இ 
(01% 

7 Pit 
B 1௦ 

படம் 27. 

புள்ளியின் குவியத் தூரங்களின் (1௦081 0151200௦8) கூட்டுத் 
தொகையானது, ஒரு மாறிலி என்பதாம். 

2 என்ற ஏதாவதொரு புள்ளியை நீள்வளைவின்மீது எடுத்துக் 
கொண்டு, 248, 244” என்ற செங்குத்துக் கோடுகளை இயக்கு 
வரைகளுக்கு வரைந்தால், 

SP + S'P =e PM +e PM’ 

=e(PM+ PM’) 

=e MM 

=e ZZ' 

(2) 
= 2a. 

2a pH tor ped. 

நீள் வளைவின் ஒரு குவியத்தின் வழியாகப் பேரச்சுக்குச் 
செங்குத்தாக வரையப்படும் நாண், நீள்வளைவின் ஒரு 

செவ்வகலம் ஆகும். படம் 27-ல் 752, ஒரு செவ்வகலத்தைக் 
குறிக்கின்றது. இப்பொழுது அதன் நீளத்தைக் காண்போம். 
£-இலிருந்து, 5-ஐச் சார்ந்த இயக்குவரைக்கு, 24 என்ற 

செங்குத்துக் கோட்டை வரைந்தால்,
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LL’ = 2 SL = 2 (eLX) = 2e (SZ) 

= 2e(CZ—CS) 

=2e (௬) 

=2a(l—e2) 

, b2 2 b2 
=2a (2) = “a 

என்று கிடைக்கின்றது. 

் நீள் வளைவில் அதன் அரைப் பேரச்சான ஈயை மாற்றாது, 

euler மதிப்பைப் பூச்சியத்தை அணுகுமாறு குறைத்துக் 
கொண்டே போனால் முடிவில் (1-- ச2)-ன் மதிப்பு 1] ஆகிறது. 
அதாவது 88 (1--289-ன் மதிப்பு ர₹ ஆகிறது. ஆகவே, 

Bt = a என்றாகிறது. இதனால் நீள்வளைவு ஒரு வட்டமாகிறது. 
ஆகவே, வட்டத்தையும் ஒரு கூம்புவளைவாகக் கருதலாம் 

$ 49. ஓர் அதிபரவளைவின் எளிய சமன்பாடு 

  

A cl 2 

  

    
“படம் 28, 

"இங்கு “ஐக் குவியலாகவும், Le இயக்குவரையாகவும், 
யைத் தொலைத்தகவாகவும் கொண்ட ஓர் அதிபரவளைவின் சமன்
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சமன்பாட்டை, அதன் எளிய வடிவில் காண்போம் (படம் 28). 
5-லிருந்து /-க்கு 542 என்ற செங்குத்துக் கோட்டை வரைந்து, 
52-ஐ உட்புறமாக ச: / என்ற விகிதத்தில் 4-யிலும், வெளிப் 
புறமாக அதே விகிதத்தில் 41-யிலும் பிரிக்கவும். ௪2% 
ஆனதால், இரண்டும் /-க்கு மருங்கிலும் அமைகின்றன. AA}. oir 
மையப்புள்ளியை 6 எனக் குறித்து, அதை ஆதியாகவும், 64-ஐ 
-அச்சாகவும் கொள்வோம். இப்பொழுது 441 -- 28 என்றால் 
CA = CA! =a. மேலும், 

SA திக் 
கதை 5 அணுத் 

அதாவது RA = eAX, SAl = eA1X. 

இந்தத் தொடர்புகளை 6, CAl, CS, CX erips வகையில் 

எழுதினால், 

CS — CA = e (CA — CX) 

CS -+ CB! = e (CA! + CX) 

என்று கிடைக்கிறது. இவைகளில் 64 - கே! - ச எனப்பிரதியிட 

CS~ a—=e(a— CX) / (49.1) 

CS + a =e (a +{CX) (49°29 

எனவும், (49:13 -- (49:2) மூலம் 

cx= 4 
ச 

எனவும், (49:29 -- (49:19) மூலம் 

CS — ae . - 

எனவும் கிடைக்கிறது. ஆகவே $ ஆனது, (28, 0) என்றாகிறது. 

இப்பொழுது அதிபரவளைவின்மீது 2 ட 700). என்ற 

ஏதேனும் ஒரு புள்ளியை எடுத்துக் கொண்டு, அதிலிருந்து க்கு 
வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடு )%அச்சை 0-விலும், /-ஐ 

4-இலும் வெட்டுகிறதெனக் கொண்டால், 

SP 4 
PM 

அல்லது «= SP? = e? PM?. 

6
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ஆனால் 522 = (X_ — ay)? + Yo, ? 
PM? + (PQ — QM)? = (PQ — C2)2 

a2 

= ஜெரு அ 0-3) 
ஆகவே, (%--92)5-- 0 - ல ( *o ey 

அல்லது, 22 (1-- ௪5) + yo? —a2 (1 — e?) = 0 

அல்லது, ௦ + 97 | 
a2 a? (1 — e?) 

அல்லது, ட் 2 a. 5 t= 
ஆகவே, அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

x2 y2 ix i 

a2 ~ a2(ez—1}) 

என்றாகிறது. இப்பொழுது 22 1. ஆகவே a? (e2—1) oF 
ios எண். இம்மிகை எண்ணை 488 எனக் குறித்தால் அதி 
பரவளைவின் சமன்பாடு, 

x2 y? 

a2 p21} = 
என்றாகிறது. 

$ 50, ஒரு அதிபரவளைவின் தன்மை : 

₹ 49-ல்-கூறியவாறு குறுப்பீட்டச்சுகளை எடுத்துக்கொண்டால், 
அதிபரவளைவின் சமன்பாடு, 

என்றாகிறது. இந்த அதிபரவளைவு %-அச்சை 4 (௪, 09-இலும் 
4! (--2, 0) இலும் வெட்டுவதைக் காணலாம் (படம் 29), 

இப் புள்ளிகளை அதிபரவளைவின் உச்சிகள் என்று அழைக் 
கிறோம். இப்பொழுது 44:29, 44'.ஐ அதிபரவளைவின் 
குறுக்கச்சு (1120516156 8045) என்று அழைக்கிறோம். ஆனால் 
9 அச்சின்மேல் 8 (0, 5), 5(0, 6) என்ற புள்ளிகளை எடுத்துக் 
கொண்டால் 5: -- 26, இந்த 88-ஐ அதிபரவளைவின் துணை 
wés (Conjugate 8315) என்று அழைக்கிறோம். ்
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அதிபரவளைவு, குறுக்கச்சைப் பொருத்து சமச்சீர் உடையது 
என்பதையும், மேலும் துணையச்சைப் பொருத்து சமச்சீர் 
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படம் 29. 

உடையது என் பதையும் எளிதில் காணலாம். இந்த சமச்சீர்த் 

தன்மையால், இந்த அதிபரவளைவை 5” (--22, 0)-ஐக் குவியமாகக் 

கொண்டும், % 4 2 =0 6H4@b Carrer I’.99 இயக்குவரை 

யாகக் கொண்டும் அடையலாம் என்பது தெளிவாகிறது. 

இப்பொழுது அதிபரவளைவின் முக்கியத் தன்மை ஒன்றைப் 
படிப்போம். இத் தன்மையாவது, அதிபரவளைவின்மேலுள்ள 
ஒரு புள்ளியின் குவியத் தூரங்களின் வித்தியாசம் ஒரு மாறிலி 
என்பதாம். 

2-என்ற ஏதாவதொரு புள்ளியை அதிபரவளைவின்மீது 

எடுத்துக் கொண்டு, 278, 72481 என்ற செங்குத்துக் கோடுகளை 

இயக்குவரைகளுக்கு வரைந்தால், 

S'P — SP =ePM' —ePM 

= e(PM' — PM)
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=eMM’ 

=eZZ' 

-@) 
22 ஒரு மாறிலி. 

அதிபரவளைவின் ஒரு குவியத்தின் வழியாகக் குறுக்கச்சுக்குச் 

செங்குத்தாக வரையப்படும் நாண், அதிபரவளைவின் ஒரு 

'செவ்வகலம் ஆகும். 

படம் 29-இல் 752, ஒரு செவ்வகலத்தைக் குறிக்கின்றது 

இப்பொழுது அதன் நீளத்தைக் காண்போம் : 4.இலிருந்து 

5-ஐச் சார்ந்த இயக்குவரைக்கு, £& என்ற செங்குத்துக் 

(கோட்டை வரைந்தால், 

LL’ = 2SL = (e LX) = 2e (SZ) 
= 2e(CS— CZ) 

= 2e (ae — a) 
e 

= 2a(e* — 1) = 2a (22) _ 3 
a a 

என்று கிடைக்கின்றது. 

அதிபரவளையின் சமன்பாட்டை 

5? \= வெலை y? aa pe ‘ 

a2 

த d 2 : 
என்று எழுதி, ர த்து ஐ ஒரு மாறிலி 7:க்குச் சமமாக இருக்கும் 

தன்மையில் 8-யையும் ச்-யையும் சிறிதாக்கிக் கொண்டே சென்று 
முடிவில் பூச்சியத்தை அயையுமாறு செய்தால், சமன்பாடு 

mx* — y2 = 0 

என்றாகிறது. அதாவது ;அதிபரவளைவு இரண்டு வெட்டும் 
'நேர்கோடுகளாகின்றது. ஆகவே, இரண்டு வெட்டும்?நேர்கோடு 

களையும் ஒரு கூம்பு வளைவு எனலாம்.
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$ 51; மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

பி (1, 2)-ஐக் குவியமாகவும், 2%--3;--1-0 குறிக்கும் 
கோட்டை இயக்குவரையாகவும் கொண்ட பரவளைவின் சமன் 

பாட்டையும், அதன் செவ்வகலத்தையும் காண்க. 

2 உய. என்பது பரவளைவின்மீதுள்ள ஏதாவதொரு 
புள்ளி என்க. ரீ என்பது, 2-யிலிருந்து இயக்கு வரைக்கு 
வரையப்பட்ட செங்குத்துக்கோடு என்றால், 

SP = PM 

அல்லது, 523 - 2775, 

ஆனால், SP? = (xX) — 1)? + (Yo — 2)?» 

pm2z — 2% — 3% + 1)? 
224 (—3)2 ’ 

2x9 — 3¥9 + 1)2 
MBECU, (X) — 1)? + (Yo — 2)? = aa க 

இதைச் சுருக்கினால் 

922 + 12220) + 43” — 3020 _— 4697 + 64 = 0 என்றும், 

இதிலிருந்து பரவளைவின் சமன்பாடு 

9x2 + 12xy + 4y2? —30x —46y --64-0 என்றும் 
கிடைக்கின்றது. ் 

5$-ஆனது, இயக்குவரையிலிருந்துள்ள தூரம் ; 

12(1)-53-411_ 3 
233 413 

ஆகும். ஆனால் செவ்வகலம் இதைப் போல் இரண்டுமடங் 

; 4 6 
கானது. ஆகவே செவ்வகலம் :-- 1 

கணக்கு 2. 

சமன்பாடு$3 --2)--42 --3-- 0 குறிக்கும் பரவளைவின் 

செவ்வகலம், உச்சி, குவியம், அச்சின் சமன்பாடு, இயக்கு 

வரையின் சமன்பாடு ஆகியவற்றைக் காண்க.
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கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டைக் கீழ்க்கண்டவாறு படிப் 
படியாக மாற்றி எழுதலாம் : 

CY? + 2y) + (— 4x + 3) =o 

(y? + 2y +1) + (— 4x 43-1) =0- 

+t —=4(z—5)=0 

QoOuragg, ytl=yY, x—5 ௪௩ என்பன விளை 

விக்கும் அச்சுகளின் இடப் பெயர்ச்சியைச் செய்தால், 

புதிய குறிப்பீட்டச்சுகளைப் பொருத்துப் பரவளைவின் சமன்பாடு 

340, : 

என்றாகிறது. இதிலிருந்து கீழ்க்கண்ட வளைவுகள் கிடைக் 
கின்றன : 

(1) செவ்வகலம் - 4 

(ம் உச்சி; (0,0); அதாவது கோடுகள் ௩-0 

--0 இவற்றின் வெட்டும் புள்ளி.: 

(114) குவியம்: (1,0);- அதாவது கோடுகள் %- 7 
- 0,/ஆகியவற்றின் வெட்டும் புள்ளி 

(iv) அச்சு £ 7-0(2.-0) 

(VY) இயக்குவரை$; &- 1, 

ஆனால், இவ்வளைவுகள் பழைய குறிப்பீட்டச்சைப் பொருத்து 
கீழ்க்கண்டவாறு உள்ளன ₹ 

(() செவ்வகலம் = 4 

(1) O&A: x— 3௮0, 24-10 வெட்டும் புள்ளி ; 

1 
அதாவது (2: = 1) ௪
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(00 குவியம்: உல்ல டிறப1ல0 வெட்டும் புள்ளி ; 

அதாவது (2:-1): 

(iv) gar: y+1=—0. 

00 இயக்கு வரை : சழ 1 அதாவது 

+5 0. 

கணக்கு 3. 

கீழ்க்கண்ட அமைப்புக்களைப் பெற்ற நீள்வளைவுகளின் 
சமன்பாடுகளைக் கண்டு, அவைகளின் பேரில் குறிப்பிடத்தக்க 
விளக்கம் ஏதாவது இருந்தால் அதைத் தருக. 

. ந 
Ci) தொலைத்தகவு: -.. 

Jl _ 
குவியம் : (0, 1) 

இயக்குவரை: x +2y—7=0- 

32 

(11. தொலைத்தகவு : a 

குவியம் : (—2, — 3) 

இயக்குவரை : 2 + 2y+13=0 

Gi) P(X. Vo M Bor aeralerCnod «tHs HSOarairO, 

வழக்கமான குறியீடுகளைப் பயன்படுத்த 

ற சர, 573 -- ௪ 712 என்றும், 

825 0டி-0)8 4 (0% - 192 

(29 + 2% —.7)° Py? = *= க்ப் 

என்றும் கிடைக்கிறது. ஆகவே 

1 (3 4 3 192. 
Xo? + (Yo — U8 = ழு. % படம்
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இதிலிருந்து நீள்வளைவின் சமன்பாடு, 

9x2 — 4xy + 6y2 + 14x + 8y — 39 =0 
எனக் கிடைக்கிறது. 

(ii) “இங்கு நீள்வளைவின் சமன்பாடு, 

1 2 13)? (%) + 2)? + (% + 3)? = 15 x (x97: Yat EY 

என்பதிலிருந்து, 
9x2 — Axy + 6y? + 14x + 8y — 39 = 0 

எனக் கிடைக்கிறது. 

இரண்டு விதங்களிலும் ஒரே சமன்பாட்டை அடைகிறோம். 
இதிலிருந்து, இரண்டு விதங்களிலும் ஒரே நீள்வளைவை அடை 
கிறோம் எனத் தெரிகிறது. மேலும், (0, 1) என்பது ஒரு குவியம் 
என்றும், % -- 2) 4 7-0 என்பது அதைச் சார்ந்த இயக்குவரை : 
என்றும், (--2,--3) என்பது அடுத்த குவியம் என்றும், 
ப... 13 -0 என்பது அதைச் சார்ந்த இயக்குவரை என்றும் 
தெரிகிறது. 

$ 52. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. புள்ளி (2, 3)-ஐக் குவியமாகவும். %-ந - 3-0 
குறிக்கும் கோட்டை இயக்குவரையாகவும் கொண்ட பரவளைவின் 
சமன்பாட்டையும், உச்சியையும், அதன் செவ்வகலத்தையும் 

காண்க. 

2. புள்ளி (1, 33-ஐ உச்சியாகவும் 2% -- ந - 0 குறிக்கும் 
கோட்டை இயக்குவரையாகவும் கொண்ட பரவளைவின் 

சமன்பாட்டைக் காண்க. 

3. குவியத்தையும்; உச்சியையும் முறையே (2,3), (,1 

எனக்கொண்ட பரவளைவின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

4. கீழ்க்கண்ட பரவளைவுகள் ஒவ்வொன்றின் உச்சி, குவியம் , 
ஆகியவற்றையும், அச்சு, செவ்வகலம் முதலியவற்றின் 
சமன்பாடுகளையும் காண்க ₹ 

(i) y?— 16x =0 

Gi) (vy — 2)? — 16(x — 1) =0 

(iii) y2? —2y — 8x — 23 — 0 

(iv) x® —4x— 8y + 28 =0
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3. ஒரு பரவளைவின் உச்சி, 4. அதன் குவியம், 5. 
பரவளைவின் மீதுள்ள 2? என்ற ஏதாவதொரு புள்ளியிலிருந்து 
பரவளைவின் அச்சுக்கு வரையப்பட்ட செங்கோட்டின் அடி 17 

என்றால், 

PN2 = 4 AS- AN 

எனக் காட்டுக, 

6. ஒரு நீள்வளைவின் குவியங்கள் 4(2, 3), 51, 1). 

என்பன. அதன் தொலைத்தகவு, a அதன் பேரச்சு, &-ஐச் 

சார்ந்த இயக்குவரையை 2 என்ற புள்ளியில் வெட்டினால், 551-ஐ; 
2 வெளிப்புறமாக / 1-. ௪8:1--8.-5;3 என்ற விகிதத்தில் 
வெட்டுகிறது எனவும், இவ்வியக்குவரை, நீள்வளைவு ஆகிய 
வற்றின் சமன்பாடுகள் முறையே --நஃ௮ 11 ௮ 0; 
தே று. 710242. 170 எனவும் நிறுவுக- 

7: கீழ்க்கண்ட நீள்வளைவுகள் ஒன்வொன்றின் குவியங்கள்ட 
பேரச்சின் முளைகள் ஆகியவற்றைக் காண்க 2: 

(i) 9224+ 5y2? —~ 45—0 . 

Gi) 9Ce 4+ 2) 294 5(y — 332 — 45 = 0 

(ili) 4x2 49 y2 +10X—36 y~4=0 

(vi) 5(x+3)024+9G—12—45 =0 

8 ஒரு நீள்வளைவில், குவியம் ஒன்றுக்கும் சிற்றச்சின் முனை 
ஒன்றுக்கும் Bent wae உள்ள தூரம், அரைப்பேரச்சுக்குச் சமம் 

என நிறுவுக. 

9. 2ச-யைப் 'பேரச்சாகவும், 28-யைச்  சிற்றச்சாகவும் 
கொண்ட நீள்வளைவின்மேலுள்ள 72 என்ற ஏதாவதொரு. 
புள்ளியிலிருந்து பேரச்சு ன் -க்சூ வரையப்படும் செங்கோட்டின் 
அடி / என்றால் 

PN? b3 
_ AN. AN™~ a? 

எனக் காட்டுக. 

10. தொலைத்தகவினை 2 ஆகவும், (1, 1)-ஐ ஒரு குவியமாக 

வும், 6-1 0 ஐ அதனைச் சார்ற்த இயக்குவரையாகவும் 

கொண்ட அதிபரவுளைவின் சமன்பாட்டைக் காண்க.
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11. கீழ்க்கண்ட அதிபரவளைவுகளின் குவியங்கள், ' செவ் 

-வகலம் முதலியவற்றைக் காண்க ₹ 

(i) 9x2— 16 y2 — 144 40 

(ii) 9x? — 16 y? + 144 0 

(iii) 9 (x + 2929 — 16 (y — 1) 2 — 144 = 0 

(iv) 16x2—9 y2—144=—0 

(v) 16 x2—9 y? + 144—0 

ae. © x 1 
12. 1 ஒரு மாறியாக இருப்பின், at gah தவ ட 

குறிக்கும் கோடுகள் ஒன்றையொன்று வெட்டும் புள்ளியின் 

.இயங்குவரை, ஓர் அதிபரவளைவு என நிறுவுக. 

விடைகள் 

1. நறு ரப ௫170, ((,2,2 /2 

2. x2— Axy + 4y2 — 30x — 40y 4+ 125 = 0 

3... X2 20 நூ + 2x—-2y4+1=—0 

4. (Gi) (0,0), (4,0), y= 0, x —-4=0 
(ii) (1, 2) (5, 2), y—2 = 0, x—-5=0 

gid) (—3,1),(—11,¥7y—-1=90,x+1=0 

(iv) (2, 3), (2, 5), x — 2 =O0,y—5 = 0 

7. (0) (0, 2), (0, — 2) 3 (9, 3), (0, = 3) 

(ii) (— 2, >), (- 2, 1), (— 2,.6), (— 2, 0) 

(114) (1, 2), (— 3, 2), (2, 2) (— 4, 2) 

(iv) (— 1, 1), (— Dy 1), (0, 1), (— 6, 1) 

10. x2 + 4xy + y2 —2x—2y =—0 

11. Gi) (—5, 0), 6, 0), ் cil) (0, 5), (0, — 5), = 

(iii) (— 7, 1), G, 1), (iv) (3, 0), (— 5,0), = 

ரூ @,—5), (0,5), 5.
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$ 53. ஒரு கூம்பு வளைவை ஒரு நேர்கோடு வெட்டும் புள்ளிகள். 

கூம்பு வளைவினுடைய சமன்பாட்டையும், கோட்டின் 
சமன்பாட்டையும் முறையே 

ax2 + 2hxy + by? + 2gx + yt k=0 (53-1) 

yometec. (53-2) 

எனக் கொள்வோம். இச் சமன்பாடுகளை க்கு விடுவித்தால், 

ax? +- 2hx (mx + c) + b (mx + c)® + 2gx + 

2f (mx +c) +k =0 

ev gs (a + 2hm + bm?) x® + (2he + 2bme + 2g 2fm) x 

+ (bc? + 2fe +k) =0 
என்ற இருபடிச் சமன்பாடு கிடைக்கிறது. இதன் இருமூலங்களும், 
கூம்பு வளைவை நேரர்கோடு வெட்டும் புள்ளி %-கூறுகளைக் 
குறிக்கின்றன. ந-கூறுகளை (53-2) மூலம் பெறலாம். ஆகவே, 
கூம்பு வளாவை ஒரு நேர்கோடு இரண்டு புள்ளிகளில் 

வெட்டுகின்றன என்றாகிறது. . 

குறிப்பாக, ஒரு நேர்கோடு ஒரு கூம்பு வளைவை இரண்டு 
இணைந்த புள்ளிகளில் வெட்டினால், அந் நேர்கோடு அந்தக் கூம்பு 
வளைவின் தொடுகோடாகிறது. 

இப்போது, y=me+e குறிக்கும் நேர்கோ 
ந2.- 48௨-௭௩0 குறிக்கும் பரவளைவைத் தொடுவதற்கான 
நிபந்தனையைக் காண்போம். கோடும், பரவளைவும் வெட்டும் 

புள்ளிகள், இணைந்த புள்ளிகள் ஆகும் என்பதிலிருந்து 
நிபந்தனையை அடைவோம். இதற்காக, கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
சமன்பாடுகளை 2-க்கு விடுவித்துக் கிடைக்கும் சமன்பாட்டின் 
தன்மைக்காட்டியை பூச்சியத்திற்குச் சமன்படுத்தவேண்டும். 
சமன்பாடுகளை விடுவிக்கக் கிடைப்பதாவது : 

(௫0% -- 203 — 4ax = 0. 

Horus m2 x? + 2x (me — 2a) + c? = 0 

இச் சமன்பாட்டின் தன்மை காட்டியைப் பூச்சியத்துக்குச் சமன் 
படுத்தக் கிடைப்பதாவது 

4(m c~— 2a)? — 4m’ c? = 0- 

அதாவது, (1 02-- 4808-42) — m3 c2 = 0.
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அதாவது, 41108 - 485, 

அதாவது, 2 எ ரப) 

என்பது, வேண்டிய நிபந்தனை. 

அடுத்தபடியாக, 3 - 7902 - 2 குறிக்கும் கோடு 

x2 y? i 

குறிக்கும் நீன்வளைவைத் தொடுவதற்கான நிபந்தனையைக் 

காண்போம். சமன்பாடுகளை விடுவிக்கக் கிடைப்பதாவது : 

x2 (mx +c)? pt ௮1௮0, 

1 m2 2mc 03 
அதாவது (ரா i) a ef “py * + _ 1) = 0. 

கொடுக்கப்பட்ட கோடு தொடுகோடானால், இவ்விருபடிச் 

சமன்பாட்டின் மூலங்கள் சமம், 

47712 02 1 m2 03 

7712 62 02 1 1283 m3 

அல்லது pa (am “ஜீ! “pe 7 2) = 

c2 m2 1 

அதாவது, 222 உ ge 

ஆகவே, 03 q% m® -+. b2 (53-4) 

என்பது வேண்டிய நிபந்தனையாகிறது. 

இதேபோல், கோடு 5) -- 11% -. ௦, அதிபரவளைவு 

x2 fo y? 

az pai =0 

-ஐத் தொடுவதற்கான நிபந்தனையை 

c2 = a2 m2 — 02 (53°5) 

என்றும், வட்டம் 

x2 + y2 = gz — 0 

“ஐத் தொடுவதற்கான நிபந்தனையை 
c? = a? (m? + 1) (53-6)
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என்றும் பெறலாம். நிபந்தனை (536)-ஐ ஏற்கெனவே $ 38-ல் 
கணக்கு 2-ல் வேறோரு முறையில் கண்டுள்ளோம் என்பது இங்கு 

கவனிக்கத்தக்க து. 

பரவளைவு நூ - 48% - 0-ன் தொடுகோடு ஒன்று 48 சரிவு 
கொண்டிருந்தால், அதன் சமன் பாட்டை 

நு 780): 6 

எனக் கொண்டு, ௦-ன் மதிப்பை மேற்கண்ட மூறையில் கண்டு, ' 
சமன் பாட்டை 

நரம பம (53-7) 

என எழுதலாம். இதேபோல், கீழ்க்கண்ட விளைவுகள் கிடைக் 

கின்றன என்பது எளிதில் தெரிகிறது. 

771-ஐச் சரிவு கொண்ட 
கூம்பு வளைவு தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

x2 + y? (72 0 y= mx + a fm? +L (53-8) 

x? , 3? 2 m2-_b2 at Bo =0 y= mx + a? m2+52 (53-9) 

x28 — ao BO 1=0 . == MX + .f/a2m2— 8 (53-10) 

§ 54. ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஒரு கூம்புவளைவுக்கு வரையப்படும் 
தொடுகோடுகளின் எண்ணிக்கை 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து நூ --47% - 0 குறிக்கும் பரவளைவிற்கு 

வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் எண்ணிக்கையைக் காண்போம்? 
இப்புள்ளியிலிருந்து வரையப்படும் தொடுகோடு ஒன்றின் சரிவு 
-என்றால் அதன் சமன்பாடு, (53-79-ன்படி 

‘a 
ya னு 

ஆகும். இந்தந் தொடுகோடு (4) என்ற புள்ளிவழியாகச் 
சென்றால் 

க்லாம். 

அதாவது, 820-0௨0.
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இந்த இருபடிச் சமன்பாடு 1,,10) என்ற இரு சரிவுகளைத் 

தருகின்றது. ஆகவே, (7, 4)-லிருந்து பரவளைவுக்கு இரண்டு 
தொடுகோடுகள் வரையலாம். அவற்றின் சமன்பாடுகள் 

a 
=m,x ர y 1 ர 

a 

. y= Myx + m, 

என் பன, 

இதுபோலவே, (8, &)-விலிருந்து ஒரு நீள்வளைவுக்கு 
இரண்டு தொடுகோடுகள் வரையலாம் என்பதை 

y= mx + of atm? -- b 2-0 

x=h, y=k எனப் பிரதியிட்டு, 

k = mh -+ f/a®m? + b? 

அல்லது" (k — mh)? கர + b2 

அல்லது,  (h? — a2)m? — 2 hkm + (k2 — b2) = 0 

என்ற இருபடிச் சமன்பாட்டைப் பெற்று, அதன். மூலம் 
அறியலாம். 

மேலும், ஒரு புள்ளியிலிருந்து அதிபரவளைவுக்கும் இரண்டு 
தொடுகோடுகள் வரையலாம் என இதுபோலவே எளிதில் 

காணலாம். 

8 55, செங்குத்தான தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளியின் 
இயவங்குவரை : 

முதலாவதாக, 3 -- 48 - 0 குறிக்கும் பரவளைவுக்கு 

வரையப்பட்ட செங்குத்தான தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 
யின் இயங்குவரையைக் காண்போம் : இவ்வியங்குவரையின் 
Bg (Xo Vo) என்ற புள்ளியை எடுத்துக்கொண்டு, அப்புள்ளியி 
லிருந்து பரவளைவுக்கு வரையப்படும் தொடுகோடு ஒன்றின் சரிவு 

771-- என்றால், அதன் சமன்பாடு 

ஆகும். இத் தொடுகோடு (26, 9) வழியாகச் செல்லுவதால் 
a 

20 = MX + a 

அதாவது Xo? — yom +a = 0.
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இந்த இருபடிச் சமன்பாட்டின் இரு மூலங்களும், (%, 300-- 

லிருந்து வரையப்படும் இரண்டு தொடுகோடுகளின் சரிவுகளைக் 

குறிக்கின்றன. ஆனால், 'தொடுகோடுகள் செங்குத்தானவை.. 

ஆகவே, அவைகளின் சரிவுகளின் பெருக்கற்பலன் (- 1)-க்குச். 

சமம். ஆனால், மூலங்களின் பெருக்கற் பலன் (2) க்குச் சமம்... 

ஆகவே, 

ன ழ் 
Xo 

அல்லது 34240. கேடு 
ஆகவே, இயங்குவரையின் சமன்பாடு, % + a = 0 என்றாகிறது. 

இந்த இயங்குவரை, பரவளைவின் இயங்குவரைதான் என்பது: 

தெளிவாகிறது. 

அடுத்தபடியாக, ஒரு நீள் வளைவுக்கான இத்தகைய இயங்கு. 

வரையைக் காண்போம். நீள்வளைவின் சமன்பாடு 

y2 
a’ + 2 _ 1 = 0 

ஆக இருக்கும் வகையில் குறிப்பீட்டு அச்சுகளை எடுத்துக்கொள் 

வோம். மேலும், 22%, 0) என்ற புள்ளியை இயங்குவரையில்:- 

மீது எடுத்துக் கொண்டு, அதிலிருந்து நீள்வளைவுக்கு வரையப் 

படும் தொடுகோடு ஒன்றின் சரிவை 11 எனக் கொண்டால்,. 

தொடுகோட்டின் சமன்பாடு, 

== mx + atm? + b? 

என்றும், தொடுகோடு 0, 20) வழியாகச் செல்லுவதால், 

நட 8020 4 47 மம் b2 

என்றும் கிடைக்கிறது. அதாவது 

(ட ழ2 வ atm? + b2 
அல்லது (௫2 வப -றோ 4 005) = 0 

என்று கிடைக்கிறது. இச் சமன்பாட்டின் மூலங்களின்: பெருக்கற். 

பலன் 

  

Vo be 

உ 
Xo? ww 4 

கும்.- ஆகையால் 
ad Jo? - b3 ட 1 

  

a Xo? —- a
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அல்லது 302 4 b2 =—x,? + a? 

அதாவது x9* + Yo%i= Ca® + 5%) = 0 
ஆகவே இயங்குவரையின் சமன்பாடு ; 

x2 + y% — (a? + 52) =0 (552) 

என்று கிடைக்கிறது. இதிலிருந்து இயங்குவரை ஒரு வட்டம் 

என்றும், இவ் வட்டத்தின் மையம், நீள் வரையின் மையம் 

என்றும் தெரிகிறது. இவ் வட்டத்திற்கு நீள்வரையின் குத்துத் 
3 தாடுகோட்டு வட்டம் (011001 01101௦) என்ப் பெயர். 

இதுபோலவே, அதிபரவளைவு, 

y? 
ga be —1=0 

-இன் செங்குத்துத் தொடுகோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளிகளின் 

இயங்குவரை 
x8 + y2 ~ (a2 — 52) =0 (55:3) 

என நிறுவலாம் இவ் வட்டத்திற்கும் குத்துத் தொடுகோட்டு 

வட்டம் எனப் பெயர். 

மேலும், வட்டம் x? + y%— g2 — 0- or செங்குத்துத் 

இதொடுகோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியின் இயங்குவரை 

x2 + y? — 2a% 0 

என்ற வட்டம் எனக் காணலாம். இந்த இயங்குவரையை வரை 
கணிதம் மூலமும் மிகவும் எளிதில் காணலாம். 

56. குவியத்திலிருந்து கூம்புவளைவின் தொடுகோட்டிற்கு வரை 
யப்படும் செங்கோட்டின் அடியின் இயங்குவரை, 

முதலாவதாக, பரவளைவு 

y' — 4ax - 0--ஐ எடுத்துக் கொள்வோம். இதன் குவியம், 
(ச, 09. பரவளைவின் தொடுகோடொன்று, 

yume + ட் 

a. 

என்ற சமன்பாட்டைக் கொண்டுள்ளது எனக் கொள்வோம். இத் 
தொடுகோட்டிற்குச் செங்குத்தான கோட்டின் சமன்பாடு, 

x+my = 2, 

அல்லது MX— y= —
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என்ற வடிவில் இருக்கும்: செங்குத்துக் கோடு (௭, 0) வழியாகச் 
சென்றால் 

atm (9) =k, 

. எனவும், அதனால் ௮ச் செங்குத்துக் கோட்டின் சமன்பாடு 

x+my=a (56.2): 

என்றும் ஆகிறது. கோடுகள் (56.1)--உம், (56.2) - உம் 

வெட்டும் புள்ளியின் சமன்பாட்டை (56. 1)-லிருந்தும், (56.2) 
-லிருந்தும் 11-ஐ நீக்கிக் காணலாம். இதற்காக (56.1) m + (56.2) 
-ஐக் கண்டால், 

ட்ட்டு =0 

அதாவது %-0 

எனக் கிடைக்கிறது. ஆகவே, இந்த இயங்குவரை பரவளைவை. 
அதன் உச்சியில் தொடும் தொடுகோடு எனத் தெரிகிறது, 

2 3 ‘ 
இதேபோல், a + 72 ௩1 ௯. 0 என்ற நீள்வளையின் 

ஏதாவதொரு தொடுகோட்டின் சமன் பாட்டை 

நு 77% 0. farm? + Bb 

அல்லது MX— y = — fam? + fb (56.3) 

என்று எடுத்துக்கொண்டு, குவியம் (89, 0)-லிருந்து அத் தொடு 
கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்கோட்டின் சமன் பாட்டை 

x+tmy=K 

என எழுதலாம். இச் செங்கோடு (௪௪, 0) .வழியே செல்லுவதால் 

ae + m(0) = K. 
ஆகவே, செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

ந ரர - ae (56:4y 

என்றாகிறது (56:3)-லிருந்தும் (36:4).லிருந்தும் ஈ-ஐ. நீக்கு 
வோம். இதற்காக (553) -- (5௦-492- ஐக் கவனிப்போம். 
இதனால் கிடைப்பதாவது . 

(mx —y)*.+ (x +my)?:= a® m2 + b® + a2 2, 
sraign, (l + m?)x? + (1 + m%jy2 = a®m2 + 2 

Clo ej) 4 ater. 

aysraugi, (1 +m) ( * + y2) = a? (1 + m2), | 
ஆகவே, 3-4) =a’. ‘ 

7
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அதாவது, செங்கோட்டின் இயங்குவரை, நீள்வரையின் 

மையத்தை மையமாகவும், சயை ஆரமாகவும் கொண்ட ஒரு 
வட்டமெனத் தெரிகிறது. இவவட்டத்திற்குக் துணை வட்டம் 

(auxiliary Circle) எனப் பெயர். 

2 2 
கூம்பு வளைவை, 27 a 

வாக எடுத்துக் கொண்டாலும், குவியத்திலிருந்து தொடு 
கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்கோட்டின் அடியின் இயங்குவரை 

x2 + 12 —az=—0 

1௮0 என்ற அதிபரவளை 

என்ற வட்டம் என்றுதான் வரும். இவ்வட்டம் அதிபரவளைவின் 
.துணைவட்டம் என்றழைக்கப்படுகிறது. 

$ 57. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு |. 

சரிவு 1 கொண்ட ஒரு தொடுகோடு பரவளைவு $3 _.- 4ஜ = 0- 
ஐத் தொடுகிறது. அதன் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

(53-7). படி தொடுகோட்டின் சமன்பாடு, 
a 

“y= mx + -- y Te 

என்ற வடிவில் இருக்கும். இங்குஈ - 1, உ- 1 என்றுள்ளதால், 

தொடுகோட்டின் சமன்பாடான து, 

நூ ஐ] 

ஆகும். 

கணக்கு 2. 

(1, 1)-லிருந்து நீள்வளைவு 38 25.2 0-க்கு 
வரையப்படும் தொடுகோடுகளிள் சமன்பாடுகளைக் காண்க. 

் நீள்வளைவின் சமன் பாட்டை 

262 
அல் ~ A. a . ணை உ. 
அலலது (யீ ரம் (192 1-0 

என்று எழுதலாம். "இப்பொழுது தொடுகோடு ஒன்றின் சரிவு, 
mM எனக் கொண்டால், அத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடானது,
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“yams + of atm + 53.” 

இங்கு, 3-1, 453 - 1. அதனால் சமன்பாடானது, 

= Mx + sf m2 +1 

என்றாகிறது. மேலும், தொடுகோடு (--1, 1) வழியாகச் 
செல்லுவதால், 

(1) = m(—1) + v Wm +h 

ஆகவே, (1 +m)? = 2m 4 1. 
அதாவது ஈ?2--2-0 

அதாவது ஈ--0 அல்லது --2. ஆகவே தொடுகோடுகளின் 
சமன் பாடுகள், 

912041), 
yrl=2(e+1)5 

அல்லது ந--10) 0439 

என்றாகின்றன. 

கணக்கு 3. , 

வட்டம் 2 + y? _- ர2 - 0-ஐயும், பரவளைவு ந? -- 4734 0. 
ஐயும் தொடும் கோடு, -அச்சுடன் கோணம் 9-ஐ உண்டாக் 

கினால் ் 

நர ம + 4a? 7 
27 

எனக் காட்டுக. 

கோட்டின் சரிவு 11.என்றால், கோடு பரவளைவு y?— ax =0- 

ஐத் தொடுவதால் அதன் படக் 

y= mx ஆ * m 

என்றிருக்கும். மேலும், இக் கோடு வட்டம் 92-38... [82-0.ஐத் . 

தொடுவதால், (53-6:-ன்படி 

(ச). == 2 fea I) 

எனக் கிடைக்கின்றது. அதாவது 
r2m4t + 72 m2 — gq? = 0,
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ரம 7 ர4 ப) கரம் 
ஆகவே, ன = 

ஆனால் £ ஒரு மிகை எண்ணாகத்தான் இருக்கும். 

மேலும் 85 1802 ர: ஆகவே 

Jf t2 + 4a2—r, 
: 2 ன ம ne carne tan? @ = 27 

கணக்கு 4. 

ஒரு நகரும் புள்ளி 7.யிலிருந்து, பரவளைவு ந -- 44% - 0-க்கு 
வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளுக்கு இடையிலுள்ள கோணம் 
மாருத “ப: என்றால், 7-யின் இயங்குவரையைக் காண்க, 

2-யை (3, 00 எனக் கொள்வோம். £.யிலிருந்து வரையப் 
பட்ட தொடுகோடு ஒன்றின் சர*வு, 1 என்றால் தொடுகோட்டின் 
சமன்பாடு, 

2 
= MX + — 

ச் mM 

ஆகும். இத் தொடுகோடு (2, 3) வழியாகச் செல்லுவதால், 

a 
ம அம் ந 

அதாவது 3 4812- ந டர 0. 

இச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள், (2; 2) லிருந்து வரையப்படும் 
தொடுகோடுகளின் சரிவுகளாகும். இச் சரிவுகளை my, 7912 எனக் 
கொண்டால், 

ஈட டர்டி 20, 
x 0 

171) 17 ப் Ls = ~ 
0 

ஆனால் தொடுகோடுகளுக்கு இடையிலுள்ள கோணம் ol எனக் 
கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. ஆகவே 

tan 4 ae 
1+ mm,
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அதாவது tan? y — ee 
2 

இதைச் சுருக்கினால், 

(%) + a)? tan? Y = yo? — 4ax, 

என்றும், இதிலிருந்து (2, )-ன் இயங்குவரை 
(x + a)®itan g = y? — 4ax 

என்றும் கிடைக்கிறது. 

$ 58. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. நர. 7-1 2 குறிக்கும் நேர்கோடானது, 

x2 a 
ao ae —1= 0 குறிக்கும் நீள்வளைவை 4, 8 என்ற புள்ளி 

களில் வெட்டுகிறது. 4.8-யை விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் 
சமன்பாடு, 

{:(b? + 8) 13 -ட ரோஜ. ரூ (01. b2)} 

+ { (52 + a2m?) y? — 2b2cy + b2 (c2 a2m?)\ = 0 
என நிறுவுக. 

[உதவிக் குறிப்பு : .8-யின் 3-கூறும், “யின் 2-கூறும், 
சமன்பாடு 

x2 (m- + c)® 
கவர் இ 1௬0 

-ன். மூலங்களாகும். 4-யின் கூறும், 8-யின் கூறும் 
சமன்பாடு ் 

} yore \2 y? 2 5) இடப 
-ன் மூலங்களாகும். ஆகவே, -யும், £-யும், (2,390), (2) 
என்றால்,
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1 

ak + Rt) @ 1) Ga) 

1 1\. . 1fy ச (ne bo 099-8 
என்றும், இவைகளிலிருந்து 48-யை விட்டமாகக் கொண்ட 
வட்டத்தின் சமன்பாடான 

2002-29) 0-2) (9-5) 40 
-ஐக் கொடுத்துள்ள வடிவத்தில் பெறலாம்.] 

2. 3010 குறிக்கும் கோடு, 22-33 .._5_0 
குறிக்கும் நீள் வளைவை A, 8 என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. 
4.8 -ஐ விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாடு 

3x2 + 3y? 4 2xn—4dy—7 = 0 எனவும் 42 - ப எனவும் 

நிறுவுக 

3. 98-32-2140 குறிக்கும் அதிபரவளைவான து, 
22--ந - 2-5 0 குறிக்கும் கோட்டிலிருந்து வெட்டும் துண்டின் 
நீளத்தைக் காண்க. — 

4. சரிவு 2கொண்ட ஒரு தொடுகோடு. பரவளைவு 2: -- 8-4 0-ஐத் தொடுகிறது அதன் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

53. நீள்வளைவு x2 422 —9 — 0.657 தொடுகோடுகள் 
4-7 0 என்ற கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக இருந்தால், தொடு 
கோடுகளின் சமன்பாடுகளைக் காண்க. 

6 2x? —y?—4=—0 @Ms@n அதிபரவளைவின் தொடு 
கோடுகள் 2%--] - 0 என்ற கோட்டிற்கு இணையாக இருந்தால் 
தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகளைக் காண்க. 

7. ஒரு பரவளைவின் இரண்டு செங்குத்துத் தொடுகோடுகள், 
பரவளைவின் அச்சைக் குவியத்திலிருந்து முறையே a, dy 

1 தூரங்களில் வெட்டினால், d, + 4 என்பது ஒரு மாறிலி என 
2 

நிறுவுக.
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[உதவிக் குறிப்பு: பரவளைவை ந? -- 48%--0 என்றும், 

தொடுகோடுகளை 9-ட171%-- ms yo ம் x = —al( 5) 

என்றும் கொள்க.] 

8 31 -- 8%-4 0 குறிக்கும் பரவளைவையும் 32-டந3--ர2 - 0 
குறிக்கும் வட்டத்தையும் தொடும் கோடுகள் % - y+2a=0 
2 -28-0 என நிறுவுத, 

உதவிக் குறிப்பு : பரவளைவின் தொடுகோடு ஒன்றின் சரிவு ௩ 

என்றால், அதன் சமன்பாடு $--1.;:-- ் என்றிருக்கும். மேலும்: 

தொடுகோடு வட்ட த்தையும் தொடுகிறது.] 

9. நூ-- 8 -- 0 குறிக்கும் பரவளைவையும், 322 -- நை 0 
குறிக்கும் நீள்வளைவையும், தொடும் கோடுகளின் சமன் பாடுகளைக். 
காண்க. 

10. (2, 3)-லிருந்து ந .- 4%-- 0 குறிக்கும் பரவளைவிற்கு 
வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் சரிவுகளைக் காண்க. 

11. 25(.2 + y?) 810 குறிக்கும் வட்டத்திற்கு, (0, 3) 
வழியாக வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகளைக். 
காண்க. 

12. (0, 3) வழியாகச் GQeedvayib, 2x2 + y2—6=0 
குறிக்கும் நீள்வளைவின் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகளைக். 
காண்க. 

13. ஒரு பரவளைவிற்கு வரையப்படும் இரண்டு தொடு 
கோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளி, அதன் செவ்வகலத்தீன்மீது 
இருந்தால், தொடுகோடுகள் 2-அச்சுடன் உண்டாகும் குறுங் 
கோணங்களின் கூட்டுத்தொகை 90? என நிறுவுக. 

[உதவிக் குறிப்பு: வெட்டுப்புள்ளியை (a,k ) எனவும், 
4 மாறுகிறது எனவும் கொள்க.] 

14. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள கூம்பு வளைவுகள் ஒவ் 
வொன்றிற்கும், அக்கூம்பு வளைவிற்கு வரையப்படும் தொடு 
கோடுகள் இரண்டின் இடையிலுள்ள கோணம் A- Qh &- 
இருந்தால், அத் தொடுகோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளி 2.யின் 
இயங்குவரையின் சமன்பாடு கீழ்க்கண்டவாறு இருக்கும் என 
திறுவுக:
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கூம்புவளைவு கோணம் J £-யின் இயங்குவரை 

1302-0 90 x2 + y2 —2¢2 —0 

y2? —4ax =0 60? y? — 3x2 — 10ax — 3a2 = 0 

x2 y2 
ச்ட் +4 a 1=0 45° (x2 + y2—a2—b2)2 

= 4 (62 x2+a? y2—q? b2) 

33 y? 

a2 — pe 1 =0 30௦ (x2--y® — a? 16292 
=12 (—b? x21Q3 y21¢2 b2) 

a © நிக்கும் ந உம குறிக்கும் அதிபரவளைவிற்கு வரை 
யப்படும் இரண்டு தொடுகோடுகள் ௧-அச்சுடன் ஒரே 
திசையில் அமைக்கும் கோணங்களின் கூட்டுத்தொகை, ஒரு 
மாறிலி £ என்றால், அத் தொடுகோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளியின் 
இயங்குவரையைக் காண்க. 

16. ஒரு நீள் வளைவு, இரண்டு நிலைத்த செங்குத்துக் 
'கோடுகளைத் தொட்டுக் கொண்டே நகர்ந்தால், அதன் 
மையத்தின் இயங்குவரை, அக் கோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியை 
மையமாகக் கொண்டும், நீள் வளைவின் குத்துத் தொடுகோட்டு 
வட்டத்தின் ஆரத்தை ஆரமாகக் கொண்டும் இருக்கும் 
வட்டமாகும் என நிறுவுக. 

[உதவிக் குறிப்பு: ஒரு நீள்வளைவின் இரு செங்கோட்டுத் 
தொடுகோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளி, நீள்வளைவின் மையத்தி 
லிருந்து இருக்கும் தூரம் ஒரு மாறிலி.] 

விடைகள 

3. = 4. X—y+1=0 5. x+4y—9=0, 

¥+4¥+9=0 6 2Ix—y2=0, 2x—y412=0, 

% x—y4+2=0, xt yi2=0 10. 5
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11. 4x + 3y—~—9=0, 4dx—3y4+9=0 

12. x+ y—3=0, x— yi3=0 

15. 2xy = ( 2 — 72 — a? — 5?) tank. 

$ 59. துணையிய அதிபர trey (Conjugate hyperbola) 

AA’, 82: என்பவற்றை ஒரு அதிபர வளைவு, முறையே 
குறுக்கச்சாகவும், துணையச்சாகவும் கொண்டிருந்தால், 82'.ஐக் 

.குறுக்கச்சாகவும், .44-ஐத் துணை அச்சாகவும் கொண்ட அதிபர 

வளைவு, மூதல் அதிபர வளைவின் 'துணையிய அதிபர வளைவு 
(Conjugate 13௦1௨) என்று அழைக்கப்படுகின்றது (படம் 30). 

'இவ்வரையறையிலிருந்து, மேற்கூறிய அதிபர வளைவுகளில் 

ஒன்று மற்றதின் துணையிய அதிபரவளைவு என்பதை எளிதில் 
ட காணலாம். 

  

படம் 30. 

ஒரு அதிபர வளைவின் சமன்பாடு, 

xa y3 

“i pe 1 =0 (59-1) 

என்றால்,£அதன் துணையிய அதிபர வளைவின் சமன்பாடானது 
நு2 x2 0 

BO gt 
x2 y2 ‘ 

ஆகும்.
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இப்பொழுது, எத்த ஒரு அதிபர வளைவும், அதன் துணையிய 
அதிபர வளைவும், ச௪-ஐயும், ச.ஐயும் தொலைத் தகவாகக் 
கொண்டிருந்தால், 

1 1 atga=l 

Tors re HCamn. Qabhe  8Muysudrayser (59-1) -gguyor 
(59.29-ஐயும் எடுத்துக்கொள்வோம். அப்படியாயின், 

b2 = a? (e ட கண 155 

a2 — 62 (e"? — Ij 

இவைகளைப் பெருக்கிச் சுருக்கினால் கிடைப்பதாவது ₹: 

8205: மாம் (௪ ரூ. (௪ 1) 

அல்லது 1 = (e'— 1} (e’ —1) 

அல்லது 1 =e e? - e'—ev? 4 1 

அல்லது e tel’ =e e? 

அல்லது --”. 1 

$ 80. தொலைத் தொடுகோடு. 

ஒரு வளைவை அதன் தொடுகோடு முடிவிலிப்புள்ளியில் 
தொட்டால் அத் தொடு கோட்டுக்குத் தொலைத் தொடுகோடு. 
(Asymptote) என்று பெயர். இப்பொழுது, அதிபரவளைவு 

x 
இ அது “அம் மிக்தி 

இரண்டு தொலைத் தொடுகோடுகளை உடையது எனக்கண்டு, 
அதன் சமன்பாடுகளைக் காண் போம். 

இதற்காக, 
3 77/2 0 

என்ற நேர்கோடு அதிபரவளைவை வெட்டும் புள்ளிகளைப் பற்றி 
ஆராய்வோம். இரண்டு சமன்பாடுகளையும் -க்கு விடுவிக்கக் 
கிடைப்பதாவது : 

x? (mx + c)! 
ooo pe ு1 ௯0.
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1 m 1 07 
அதாவது ள் b ) 2 ௮2 (3) x= (ஸ் ட) = 0. 

வெட்டும் புள்ளிகள் மூடிவிலியில் இருந்தால், இச்சமன்பாட்டின் 
மூலங்கள் இரண்டும் முடிவிலிகளாகும் ஆகவே  24-ன் 
குணகமும், ன். குணகமும் பூச்சியத்திற்குச் சமமாகும். 
அப்போது 

௪ 

1 771) 

(a - >) =o 
m Ca, 7 
5 = 0 

இவைகளில், முதல் சமன்பாட்டிலிருந்து 

mt 

bi a’ 
. b . 

எனவும், அதாவது m= + ் அல்லது -- த எனவும், 

இரண்டாவது சமன்பாட்டிலிருந்து 2 - 0 எனவும் கிடைக்கிறது£ 

இதிலிருந்து அதிபரவளைவுக்கு இரண்டு தொலைத் தொடுகோடுகள் 
உள்ளன என்றும், அவைகளின் சமன் பாடுகள், 

b 
ஸை 0 x= ( y di Pep ees 

அதாவது, அவைகளின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகள் 

x y ட x 2 _ 

ab 0s at bm 0 

என்றும் அவைகளின் இணைந்த சமன்பாடுகள் 

x* y? 

எதா 
என்றும் தெரிகிறது. 

இப்பொழுது கீழ்க்கண்ட விளைவுகளை எளிதில் காணலாம், 

(i) gt அதிபரவளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகள் 
அதிபரவளைவின் மையத்தின் வழியாகச் செல்லுகின்றன. 

(1) ஓர் அதி பரவளைவுக்கு அதன் மையத்திலிருந்து தொடு 
கோடுகள் வரைந்தால் அவைகள் அதிபரவளைவின் தொலைத் 

தொடுகோடுகளாகின்றன.
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(0 ஓர் அதிபரவளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகள் 

அதிபரவளைவின் அச்சுக்கள் ஒவ்வொன்றுடனும் சமமான 

கோணங்களை உண்டாக்குகின்றன. 

  

த 

  

  
படம் 31 

(iv) 9 என்பது, ஒரு தொலைத்தொடுகோடு, சமககடன் 
உண்டாக்கும் கோணமானால், 

மற 0 - b 
a 

அல்லது sec = Vf] + tang = Af ae = 

a +a‘? (e —1) 
— @ 

=e 

ஆகவே, 9 -- 9860-1 2 என்றும், தொலைத் தொடுகோடுகளுக் 
கிடையே உள்ள கோணம் 2 8960-1 ச என்றும் ஆகிறது. 

(Vv) சமன்பாடு 

x2 ன் 4-0 (60.1) 

அதிபரவளைவு, சமன்பாடு 
x? y3 

=~ 5a +A= O (60.2)
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அதன் துணையிய அதிபரவளைவு இரண்டும், 

aw opr =O : (60-3) 
என்ற கோடுகளாயே தொலைத் தொடுகோடுகளாகக் கொண் 
டுள்ளன. இச் சமன்பாடுகள் (02) என்ற குறிபீட்டச்சுகளைப் 

பொருத்தன என்றால் ஆதியை 0: (20, நபிக்கு மாற்றி, பின் 
அச்சுகளை ர கோணம் சுழற்றி உண்டாகும் புதுக் குறிப்பீட்டச்சு 

களை, 0:47: எனக் கெ. ண்டால் 

9-2) 340050. 1810] 

yoy, +Xsin g + 170050 
eroot (122.2) apevapid, (122°3) மூலமும் அறியலாம். 

‘ 

இப் புதுக் குறிப்பீட்டச்சுக்களைப் பொருத்துத் தொலைத் தொடு 
கோடுகள் (60-3)-ன் சமன்பாடு, 

(4 4 4௦0869 Ysing)? (ட - & 51 -_ 700802 0 
i aaa a? C—O BB 7 => 

என்றாகிறது. இங்கு கோவை 

(*, + Xcos@ —Ysing)? (ட கரி -- 7 005098 
a2... ns | 

என்பது & இலும், 7:இலும் இருபடியுள்ளது.. இந்தக் 
கோவையை $ எனக் குறித்தால், அதிபரவளைவு, தொலைத் 
தொடுகோடு, துணையிய அதிபரவளைவு முதலியவற்றின் சமன் 

பாடுகள் முறையே 

௮ 40 ் 

S =0 

S+ta=0 ப் 

என்றாகிறது. இதிலிருந்து, அதிபரவளைவின் சமன்பாடும், அதன் 
துணையிய அதிபரவளைவின் சமன் பாடும், அவைகளின் பொதுத் 

தொலைத்தொடுகோடுகளின் சமன்பாட்டிலிருந்து ஒரே மாறிலியால் 
மாறுபட்டிருக்கும் எனத் தெரிகிறது. அதாவது வணதுத்வகட்து 

தொடுகோடுகளின் இணைந்த சமன்பாடு 

(ம ட்று று 2 -டரறு டஞ்0 

என்றால் அதிபரவளைவுகளின் சமன்பாடுகள் 

(ix + my +0) (lx + my +n')+k=0 
(ix + my +n) (l'x+my+njy—k=90 

என்றிருக்கும்.
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8 61. செவ்வசு அதிபரவளைவு (6008021018 132௦18) 

ஓர். அதிபரவளைவின் தொலைத்தொடுகோடுகள் ங்குத் 
தானவை $ ஆனால், அவ்வதிபரவளைவு செவ்வக அதிபரவளைவு 

என்று அழைக்கப்படுகின்றது. இப்பொழுது ஓர் அதிபரவளைவு 

செவ்வக அதிபரவளைவாய் இருப்பதற்கான நிபந்தனையைக் 
காண்போம்; இதற்கு அதிபரவளைவு 

xa y? 

a” a 1=0 

-ஐ எடுத்துக் கொள்வோம், இதன் தொலைத்தொடுகோடுகளின் 
இணைந்த சமன்பாடு 

x2 oy? 
qe pe =O 

இக் கோடுகள் செங்குத்துக் கோடுகளானால், 

(28-ன் குணகம்) + (y*-r Goran) = 0. 

1_1_y ் 
அதாவது 7g — ps = 0 

அதாவது a =b. , 

ஆகவே, செவ்வக அதிபரவளைவின் குறுக்கச்சும், துணையச்சும் 
சமமானவை. மேலும், 2 தொலைத்தகவானால் 45 -- 3 (௪5.1) 
என்ற தொடர்பிலிருந்து 

ச் 

a® = a3 (e?— 1) 

அதாவது 2௮4/2 

என்று கிடைக்கின்றது. 

8 62. செவ்வக அதிபரவளைவின் தொலைத்தொடுகோடுகளைக் 
குறிப்பீட்டச்சுகளாகக் கொள்ளும்போது அதன் சமன்பாடு 

தொலைத்தொடுகோடுகளை 2, ந-அச்சுகளாகக் கொள்வோம் 
(படம்' 32). அப்போது தொலைத்தொடுகோடுகளின் தனித்த 
சமன்பாடுகள் 7-0, 4-0 என்றும், அவைகளின் இணைந்த 

சமன்பாடு 3-0 என்றும் இருக்கும். ஆகவே, செவ்வக 

அதிபரவளைவின் சமன்பாடு,
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என்ற வடிவில் இருக்கும். 44 ஆனது அதிபரவளைவின் 
குறுக்கச்சானால், .4-யிலிருந்து 477 என்ற செங்குத்துக் கோட்டை 
3அச்சுக்கு வரைவோம் இப்பொழுது 4.4' -- ?7ர என்றால், 

  

  

YAN 

௦ 
1 த த் 

5 க) 

a ஓ. 

45 
> 

O N 39-௦0 x 

A 

படம் 32, 

ON = OAcos AON = acos 45° = ் 
= ff 

NA = OAsin AON = asin 45° = —9_ 
J 2 

a a 
ஆகவே As V2? a) 

இப்பொழுது புள்ளி 4-யின் கூறுகள் 2-௫ 0-ஐத் 
திருப்தி செய்கின்றன. ஆகவே, 

அதாவது 4-4 2
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இதனால் செவ்வக அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

2 

2 
என்றாகிறது. இங்கு a -ஐ 2. எனக் குறிப்பிட்டுச் செவ்வக. 

அதிபரவளைவின் சமன் பாட்டை 

xy—c? — 0 (62:2). 

என எழுதலாம். 

8 63. குறியீடுகள் 

பின்வரும் பகுதிகளில் பயன்படுத்தப்படும் சில குறியீடு 
களின் விளக்கங்களை இப்போது பார்ப்போம், இக் குறியீட்டுத் 
தன்மையால் ஒரு நீண்ட கோவையை ஓர் எழுத்தால் மட்டுமே 
கீழ்க்கண்டவாறு குறிக்க இயலுகிறது: 

கோவை | குறியீடு 

Ix டர ர | L 

Ixy + my, +n Ly 
Ixg -- my, +7 Ly 

ax? + Qhxy + by2 + 2gx+ Wyte S. 
ax,2 + 2hxyy, + byy* + 2gx, + Wy, + 2 Sy 

2%,2 -- 21201] + b¥g? + 2gex_ + ye +e So 

அதாவது 4-லிருந்தும், 5-லிருந்தும் முறையே &)-ஐயும், 5 -ஐயும் 
பெற 3-க்குப் பதிலாக %)-ஜஐயும், நக்கும் பதிலாக 1,-ஜயும் 
பிரதியிடவேண்டும். 

அடுத்தபடியாக, 5 என்ற ஒருபடிக் கோவையிலிருந்து 

விளையும் 7, என்ற இருபடிக் கோவையைக் காண்போம். 7-ஐ 

அடைவதற்கு 5-ல் 

9;5ஃ-க்குப் பதிலாக % 3, -உம் 

க்குப் பதிலாக 9 1)1-உம் 

1 
39-க்குப் பதிலாக 5 (X¥y + Xyy)-O1 

x-460 udeors 5 (% + ¥4)-2
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த 1 . 
3-க்குப் பதிலாக 5 CY + yy)-2-b 

பிரதியிடவேண்டும். அதாவது, 

S = ax? + 2hx, + by2 + 2gx 2 4 2 

என்றால், 

x: Vy 

கட்ச் 4 மறற 1 2 T, = ax x + 2h * os 

மட்கி 

ர, ௯32 “e502 4 by y, + 2¢> 5% 

+2f rt Ye ௪ 

ஆகும். இங்கு 

Ci) (297 = Sy 

(ii) (Tye = (T3)1 

என்பதை எளிதில் நிறுவலாம், உதாரணமாக, இப்பொழுது 

டி y3—4ax ‘ 

எனக் கொள்வோம். அப்படியாயின், 

9-3 
(ம; - (2 ரந எ 42. எத 1) 

= 14a, 

  

=%1,V= 921 

= yy2 — 4ax, = மிட . 

2 -- 266 
(20 - (22% — 4a. ) 

122 2 . ௨. x= *o2 Y= Ve 

xg tm 
Yo V1 — 4a
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ஆனால், ் . 

(T;). = (2 Yo — 4a உ) 
ட் X= Xy, YH Yo 

eae Ys — 4a * t =e 

ஆகவே, 

(22 - (ஓட... 

$ 64. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

ஓர் அதிபரவளைவின்மேலுள்ள ஒரு புள்ளியிலிருந்து 
தொலைத் தொடுகோடுகள் இருக்கும் தூரங்களின் பெருக்கற்பலன் 
ஒரு மாறிலி எனக் காட்டுக. 

அதிபரவளைவின் குறுக்கச்சையும், துணையச்சையும், 2, ந 
அச்சுகளாகக் கொண்டால், அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

3 y2 
at —1=0 

என்ற வடிவில் அமைகிறது. மேலும், லத் தொடுகோடு' 

களின் தனித்தனிச் சமன்பாடுகள் 

னை ண்டு ௮௮ 
ஏ. pa a@ tp =? 

என்றிருக்கின்றன. இப்பொழுது (%1, yi) ep gsradsrq 
யுள்ளியை அதிபரவளைவின்மீது எடுத்துக்கொண்டால், 

2 2 

a’ b?2 = (1) 

என்று கிடைக்கிறது. மேலும் தொலைத் தொடுகோடுகளிலிருந்து 
(படரிபுன் தூரங்கள் 

23 ya 
a v's 

ப ? 1 

oe V 2 + By 
  

  

ல :
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ஆகும். அவைகளின் பெருக்கற்பலன், 

x? ய 
“at bt 

1 1 
az + 2௨. 

ஆகும்: ஆனால் இதன் மதிப்பு 

(1) -ஆல் ட 
ன் 

1 1 

என்றாகிறது. Ds HG tor Hod. 

கணக்கு 2. 

ஓர் அதிபரவளையின் தொலைத் தொடுகோடுகளும், அதன் 
ஏதாவதொரு தொடுகோடும் உண்டாக்கும் முக்கோணத்தின் 
பரப்பு ஒரு மாறிலி எனக் 'காட்டுக. 

கணக்கு 1-ல் உள்ளபடி அச்சுக்களை எடுத்துக்கொண்டால் 

-அதிபரவளையின் சமன்பாடும், தொலைத் தொடுகோடுகளின். சமன் 

'யாடும் முறையே . ் ் 

x2 y2 

a2” bt 1-௫ 

x 2 

a” b = (0) 

x yo : : ஆக (2) 

ஆகும். அதிபரவளைவின், 1 சரிவு கொண்ட தொடுநாண், 

y=mx+ co ் ் -ு) 

-ஐ எடுத்துக் கொண்டால், 

c2 = a2 m4 — b*® (4) 

ஆகும். இப்பொழுது (1)-ம், (3)-ம் வெட்டும் புள்ளி 4; (2, 7) 

என்றால், ் - 

ac ' be 
= bo am = b— am 
  

my
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என்று கிடைக்கின்றது. இதில் ச-க்குப் பதிலாக --ம் பிரதியிட்டால் 
(29-உம், (3)-உம் வெட்டும் புள்ளியாகிய 4, (3, 2220-ல் 

— ac ac 
2=pb+am *72 ~ b+ am 

ஆகும். இப்பொழுது முக்கோணம் 04, கீஏ-ன் பரப்பானது, 

0 x 38௨ 

1 1 
ஆ (0 நட 7௨ [2 0179-39] 

_l abc3 

2 E — at m 

abc? . 
+ bt — q? nm | 

i 8 62 =” 

= ab [ wn Q2 an | 

— ab a? m2 — 5% 
=e b2 — gi m2 

=o ab. 

ஆகவே, முக்கோணத்தின் பரப்பு மம் என்றாகிறது: இங்கு கம் 

ஒரு மாறிலி, 
கணக்கு 3. ( 

ஒரு அதிபரவளையின் தொலைத் தொடுகோடுகளின் தனித் 
தனிச் சமன்பாடுகள், 23-30) 32-43-4720 

என்பன, அதிபரவளைவு, (1, 1) வழியாகச் சென்றால் அதன் 
சமன்பாடு யாது? அதன் துணையிய அதிபரவளைவின் சமன் 
பாடுயாது? 

தொலைத் தொடுகோடுகளின் இணைந்த சமன்பாடு, 

(2x — y —~ 3) நே ்ர0)௮0, . 

அதிபரவளைவின் ;சமன்பாடு, இச் (சமன் பாட்டிலிருந்து மாறியில் 
தான் வித்தியாசப்படுகிறது. ஆகவே இதன் சமன்பாட்டை: 

் (2x — y—3)(3x+y—7)+k =0 

என்று. எழுதலாம். ஆனால், அதிபரவளைவு (1, 1) வழியாகச். 
செல்லுகிறது. அதனால், 7 

Q—1—3)34+1—-7) fk=0. 

1 1 ந
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அல்லது & -- --.6., ஆகவே அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

். (௦043) 3.42 7)26-0. 
என்றும், துணையிய அதிபரவளைவின் சமன்பாடு 

ட. Ox —-y—3)3%+y-7)+6=0 

$ 65: பயிற்சிக் கணக்குகள் . 

1. suerur@® (x+y 4+2)(2x + y +37 4+4= 0 

குறிக்கும் அதிபரவளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகளின் தனித்த 

சமன்பாடுகளைக் காண்க, 

2. 2x94 Ixy + 6y8 +3x+ 5y +3 = 0 குறிக்கும் 
அதிபரவளைவின் தொலைத்தொடு கோடுகளின் சமன்பாட்டைக் 

காண்க: 

[உதவிக் குறிப்பு: தொடுகோடுகளின் இணைந்த சமன் பாட்டை . 
2x2 + Ixy + 6y2 + 3x%4+5y +k 0 எனக் கொள்க.] 

3 பிறு] மய 31௮0 குறிக்கும் அதிபர 
வளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகள், துணையிய அதிபர வளைவு 
ஆகியவற்றின் சமன்பாடுகளைக் காண்க. 

4. (h2—ab) a = ௧ம2- 27-- ஐ2 -- நீத? 4 ஈ13 என்றால், 

சமன்பாடு ax2 + 2hxy + by? + 2gx + 2 -- 2- 0 குறிக்கும் 

அதிபரவளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகளின். இணைந்த 

சமன்பாடு, ax® + 2hxy + by? + 2gx 4+ 2fyt+e+a=0 

என நிறுவுக, : 

5. xy +3x+2y +5 - 0 குறிக்கும் செவ்வக அதிபரவளை 

வின் தொலைத் தொடுகோடுகளைக் காண்க” 

6. 3x2 + 8xy + 4y? 4+ 10x + 8y + 5=0 குறிக்கும் 

அதிபரவளைவின், துணையிய அதிபரவளைவின் சமன்பாட்டைக் 

காண்க. ் , 

7. gt அதிபரவளைவின் தொலைத் 'தொடுகோடுகள் 
2x —3y + 5=0, 3x—y 2-0 என்பன. அவ்வதிபரவளைவு. 

புள்ளி (0, 3) வழியாகச் சென்றால், அதன் சமன்பாட்டையும், 
அதன் துணையிய அதிபரவளைவின் சமன் பாட்டையும் காண்க. 

8. 2-]13120, 21-42 0 குறிக்கும் கோடுகளை 
தொலைத் தொடுகோடுகளாகக் கொண்டு, (1, 1) வழியாகச் 

செல்லும் அதிபரவளைவின் சமன்பாட்டைக் காண்க.
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“9, (2, 1).ஐ மையமாகக் கொண்ட ஓர் அதிபரவளைவின் 

தொலைத் தொடுகோடுகள் 2:--] 0, 3-2 - 0 குறிக்கும் 

கோடுகளுக்கு இணையாக உள்ளன. அவ்வதிபரவளைவு (1, 1) 

வழியாகச் சென்றால் அதன் சமன்பாட்டையையும், அதன். 

துணையிய அதிபரவளைவின் சமன்பாட்டையும் காண்க. 

10. (2, 1)-ஐக் குவியமாகவும், % -;3--1.. 0ஐ இப் 

புள்ளி சார்ந்த இயக்குவரையாகவும் கொண்ட செவ்வக 

அதிபரவளைவின் சமன்பாட்டைக் காண்க. ர 

[உதவிக். குறிப்பு : . இங்கு தொலைத்தகவு, /2.] 

11. 22-40 குறிக்கும் கோட்டினை ஒரு தொலைத்தொடு. 

கோடாகக் கொண்டு, (6, 0) , (0, 0) வழியாகச் செல்லும் செவ்வக 

அதிபரவளைவின் சமன் பாட்டைக் காண்க. 

[உதவிக் குறிப்பு: சமன்பாடு, (2: - y + 4) (x + 2y +k). 
+k, = 

என்ற வடிவில் இருக்கும்.]' 

12. (5, 4)-ஐயும் , (- 3, 2) - ஐயும் உச்சிகளாகக் கொண்ட 
செவ்வ்க அதிபரவளைவின் சமன் பாட்டையும் : அதன் தொலைத் 
தொடுகோடுகளின் சமன் பாடுகளையும் காண்க. , 

விடைகள் 

Loxty+2=0, 2x+y+3=0 

2. 2x4+3y+1=0, x+2y+1=0 

3. x y—1=0, 3x—y4+2=0, 
3x? — 4xy + yB—x—y—5=0 

5. x+2=0, yt+t3=0 . 

6. 3x? + 8xy + 4y2 + 10x + BV +1=0 

- 7. 6x9 — 11xy + 3y# + 19x — lly + 6 =0, 
6x2 — llxy + 3y2 + 19% — lly +14=0 

8 2x2 ~ xy—y? + 4x—y +3 =0 
9. 6x® — xy — y? — 23x + 4y + 15=0 

6x2? — xy — y 9— 23x + 4y +27 = 0. 
10. 2xy — 6x+4=0 

11. 2x8 + 3xy — 2y2 — 12x + 16y = 0 
12. 5x2 + 1l6xy — 15y? — 78x + T4y — 361 —0 

5% —3y + 4=0, 3x + Sy — 180. “4



is 

6. இரு வளைவுகள் வெட்டும் புள்ளிகள் 
. வழிவரையும் வளைவுகள். 

(Curves Through Common Points of Two Curves) 

866. L+ Al’ =O aera socrun@ 

இப் பகுதியில் L +. AL’ = (lx + my +n). 
tAadx+m'y+n)=0 (66-1): 

எனும் சமன்பாடு, 

=Ix +my +n கை] டட. (2) 

Lalzytmy+n'=0 © (66-3) 

குறிக்கும் கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளி வழியாகச் செல்லும் ஒரு. 

நேர்கோடு என்பதை நிறுவுவோம். இதற்காக, இவ்வெட்டும்: 

புள்ளியை (%/,, ந. எனக் கொள்வோம். 

L+aL'=0 gyorg, ஒரு ஒருபடிச் சமன்பாடாகையால்,. 

அது ஒரு நேர்கோட்டைக்; குறிக்கிறது. இந்நேர்கோடு (x), yi) 
வழியாகச் செல்லுகின்றதாவெனப். பார்ப்போம். L=0, L’=0 

குறிக்கும் நேர்கோடுகளின் மேல் (2, 0) உள்ளதால் 
ப்ச் _ 0, L,’ = 0. 

இப்பொழுது - 2, 2-3) எனம. 2-ல் என்கி 

L,4 ம். 00௮0 

எனக் "கிடைக்கிறது. இதிலிருந்து, 2 -- &2:-0 குறிக்கும் 
நேர்கோடு, (0 Ya) வழியாகச் செல்கிறது என்றாகிறது. 

a ஆனது. பல மதிப்புகளைப் பெறும்போது, L+ iL’ 0, 

ஓரு.நேர்கோட்டுக் குடும்பத்தைக் குறிப்பிடுகிறது. இங்கு, இந்தக்
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“கோடுகள் எல்லாம், 0, 1-0 குறிக்கும் கோடுகளின் 
அவட்டுப்புள்ளி வழியாகச் செல்லுகின் றன. 

$ 67. ஆதியின் வழியாகவும், ஒரு கூம்பு வளைவை ஒரு நேர்கோடு 
வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகவும் செல்லும் சோடிக் கோடுகள் 

ஆதிவழியாகவும், சமன்பாடுகள் 

ax‘ + 2hxy + by'+2ex+2fy+e=0, (67-1) 

Ix -+my+n=0 (672) 

குறிக்கும் கூம்பு வளைவும், கோடும் வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகவும் 
செல்லும் சோடிக் கோடுகளின் இணைந்த சமன்பாட்டைக் 
கரண்போம். இதற்கு (67-2)-ஐ 

Ix + my _ 1 
—nr 

ஏன்ற வடிவில் எழுதி, இதைப் பயன்படுத்தி, கூம்பு வளைவின் 

சமன்பாட்டை இருபடிச் சமபடித்தான சமன்பாடாக மாற்றி எழுத 

“வண்டும். இவ்விதமாகக் கிடைப்பதாவது ₹ 

ax? +. 2hxy + by? + (2 gx + 2fy) (72%) 

+e Sr) =0. (67.3) 

இச் சமன்பாடு இருபடிச் சமபடித்தாளதால், இது, ஆதிவழிச் 
செல்லும் இரண்டு கோடுகளைக் குறிக்கின்றது. 

கூம்பு வளைவு (67:1)-உம், கோடு (67:2)-உம் வெட்டும் 

புள்ளிகளை (%, 7), ௨௨ ஐ என்றால், 

ax,2 + 2hx,, yy + byy* -- 2 22) + 2fy, +c=0 

(67-4) 

Guay, Ix) + my; +n2=0 

Ix +m அல்லது = (675) 

சமன்பாடு (67:3)-இல் இடது பக்கத்துள்ள் கோவையில் 
க்கும், -க்கும் பதிலாக, 7-ஐயும், ந -ஐயும் பிரதியிட்டால், 

் அதன் மதிப்பு, (6754), (67:5)- ஆகிய: தொடர்புகளால், 
ஆச்சியமாகிறது. ஆகவே (67-3)-குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகளில்
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ஒன்று, (1,303. வழியாகச் செல்லுகிறது. இதுபோலவே, 

அடுத்த கோடு, (2.72) வழியாகச் செல்லுகிறது “என்று 

தெரிகிறது. ஆகவே (67 3) தான், வேண்டிய சமன்பாடு. 

8 68. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

S= 0, S’ = 0, S’ =0 ereéruer கொடுக்கப்பட்ட மூன்று 

வட்டங்களின் திட்டமான சமன்பாடுகள்: k + ki +k’ =0 

என்றால், சமன்பாடு kS+k S' + K' S'=0, wm நேர் 

கோட்டைக் குறிக்கிறது என்றும், அந்நேர்கோடு வட்டங்களின் 
சமத்தொடுவச்சுச் சந்தி வழியாகச் செல்லுகிறது என்றும் காட்டுக. 

இப்பொழுது K+ 80. என்பதிலிருந்து &”  -- 
(6-8) என்று கிடைக்கிறது. ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள 

சமன்பாடு, 

kS + k Sk £ b) 8S" 20 
அல்லது % (5.-- re மிளா. 

அல்லது (S— S’) + “(8 - S)=0 (1) 

என்றாகிறது. ஆனால் 5-- 5” - 0 என்பது, வட்டங்கள் 5 - 0)" 

S’ = 0 ஆகியவற்றின் சமத்தொடுவச்சு என்பதும் 5-8: 0 

என்பது வட்டங்கள் 5” - 0, 5” 0 ஆகியவற்றின் சமத்தொடு. 

வச்சு என்பதும் தெரிந்ததே, ஆகவே சமன்பாடு (1) இந்தச் 

சமத்தொடுவச்சுகளின் வெட்டுப்புள்ளி, அதாவது ,வட்டங்களின் 
சமத்தொடுவச்சுச்சந்தி வழியாகச் செல்லும் ஒரு தேர்கோட்டைக் 

குறிக்கிறது எனத் தெரிகிறது. 

கணக்கு 2. 

OPO என்ற முக்கோணத்தில் 02-யின் சமன்பாடு, 

x—y=0, 00-வின் சமன்பாடு, 4%--ந.--0. இங்கு 0: 

என்பது ஆதி. முக்கோணத்தின் குத்துக்கோட்டு மையம், (1, 2).- 

என்ருல், 20-வின் சமன்பாட்டை காண்க (படம்: 339... 

20,01.என்பன இரு குத்துக் கோடுகள் எனக் கொள்வோம். : 

இப்பொழுது 0/-ஆனது (00, 0) வழியாகவும், (1, 2) வழியாகவும் -. 

செல்லுகிறது. ஆகவே, அதன் சரிவு, 2 ஆகும். ஆகவே, 

ந9-வின் சரிவு -- 5 ஆகும். எனவே 0-வின் சமன்பாடு. 

243-160 _
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என்ற வடிவில் இருக்கும்; இப்பொழுது k wer மதிப்பைக் காண 
வேண்டும். ஆனால் 70, 20 என்பனவற்றில் சமன்பாடுகள், 

    

த் uA 

ச F 
~ சீ 

ஐ......௮௦ 
4240-0௦ பதா 

Dy¥-T 8 6/ 

/ | x-Yo= 

ப் ன் ப 
சீ 

சீ 
சீ 

சீ 

3 > 

படம் 33. 

x+ dy tk =0,x—y ௯ 0, ஆகவே, 7-யின் சமன்பாட்டை 

சேரை இஃ 4௩-00 

என்று“எழுதலாம். அதாவது 
(l+aAyx+Q@—ayy+k=0 

என்றும் எழுதலாம். ஆனால் 2-யும், 0-வும் செங்குத் 
தானவை, 

இங்கு 00-வின் சமன்பாடு, 4% -- ந - 0 ஆகவே (20: 4)-லிருந்து: 
4014 Ay+1Q— A) =0 

என்றும் பெறுகிறோம். அதாவது % - - 2 என்று கிடைக்கிறது. 
ஆகவே, 2.யின் சமன்பாடு த் 

என்றாகிறது. ஆனால், 42, (1,2) வழியாகச் செல்லுகிறது... 
எனவே ட 

(1) —4(2) -k=0. 
அதாவது 4 47, 

ஆகவே .20-வின் சமன்பாடு % -- 70 என்றாகிறது.
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கணக்கு 3. 

71x? 4+ By? = 4xy + 2x — 4y —8 = 0 குறிக்கும் கூம்பு 

வளைவை  3%_ர-22-0 குறிக்கும் கோடு, 4, 8 என்ற 

புள்ளிகளில் வெட்டினால், 48, ஆதியில் ஒரு செங்கோணத்தைத் 

தாங்கும் எனக் காட்டுக. 

கோட்டின் சமன்பாடு, 

3x - yo 2=0 

அல்லது 331.2 

இதைப் பயன்படுத்தி, கூம்பு வளைவின் சமன்பாட்டை. 

சமபடி த்தான இருபடிச் சமன்பாடாக்கினால், 

799 428 y2 —4xy + (2x—4y) (5 7 
ட் 3x-— y\2 8 (= 0 

அல்லது 7 238 ந$-4 77--(9--2 IG 2-2) -2 (3 xy) =0 
எனக் கிடைக்கிறது. இச் சமன்பாடு, 04, 08 என்ற கோடுகளின் 

இணைந்த சமன்பாடு: இச் சமன்பாட்டில், 

%2-ன் குணகம் -. 33-ன் குணகம் -- (7-++-3--18)-+(84+-2—2) 

=(—8)+8 

= 0. 

ஆகவே, ௦4-உம், 02-உம் செங்குத்துக் கோடுகள். 

கணக்கு 4. 

ஒரு பரவளைவின் : நகரும் நாண் ஒன்று, பரவளைவின் 

உச்சியில் எப்போதும் ஒரு செங்கோணத்தைத் தாங்குகிறது 

என்றால், இந்நாண் எப்போதும், ஒரு நிலைத்த புள்ளி வழியாகச் 

செல்லுகிறது எனக் காட்டுக. 

'பரவளைவின் சமன்பாடு, y2 —4ax = 0 என்றிருக்குார்று' 

குறிப்பீட்டச்சுகளா  எடுத்துக்கொள்வோம். இப்பொழுது 

பரவளைவின் உச்சி, ஆதி 0-வில் உள்ளது. _ நகரும் நாண AB 

எனவும், அதன் சமன்பாட்டை 

டரா 1
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எனவும் கொண்டால், /-உம், ஈ-உம் நாணின் இடத்திற்கு ஏற்ப 
மாறுகின்றன. மேலும், 0.4, 08 ஆகியவற்றின் இணைந்த 
சமன்பாடு : ட 

y? — 4.ax (Ix + my) = 0 

ஆகும். 0.48, 0 செங்கோடுகளாகையால், 

ஊன் குணகம் -- ந-ன் குணகம் - 0; 

srg (— 4 al) + (1) = 0. 

ர்வ 1-2 அதாவது 22. 

ஆகவே, நகரும் நாணின் சமன்பாடு, 

(9-௮ 
என்றாகிறது. அதாவது, 

1 ‘ (ag 1) + my =0. 

இதில் ர, ஒரு மாறி. ஆகவே நாண் 
1 க 

தள் 1-0, y=0. 

குறிக்கும் கோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியாகிய (4 ச, 0) வழியாகச் 

செல்லுகிறது என்றாகிறது. இங்கு (4 ௪, 0) ஒரு நிலைத்த புள்ளி 

கணக்கு 5. 

(8, 09 லிருந்து, 9% -- 28 72) 1 நற£ 0 குறிக்கும் ' கோடு 
களுக்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகளின் அடிகள் 
வழியாகச் செல்லும் நேர்கோட்டின் சமன்பாடு, 
(a— b) x + 2hy + bk = 0 crars காட்டுக (படம் 34.) 

செங்கோட்டடிகளை 4, 8 எனவும், (2, 0)-ஐ. 2 எனவும். 
பெயரிடுவோம். - இப்பொழுது, கோணங்கள் 042, OBP 
இரண்டும் செங்கோணங்கள். ஆதலால், 02-ஐ விட்டமாகக் 
கொண்டு. வரையப்படும் வட்டம் 4, 2 வழியாகச் செல்லுகின்றது: 
இவ் வட்டத்தின் சமன்பாடு, . eo 

(2) # 0-0 GY 
அல்லது 22 ந ஐய qd)



இப்பொழுது .4ீ.8-ன் சமன்பாட்டை 1/% -- ஈறு -- 1 எனக் 
கொண்டு /-ன் மதிப்பையும், ஈன் மதிப்பையும் காண்போம். 

நக் 

    0 50௮ 3 
படம் 34. 

இதற்காக சமன்பாடு (1)-ஐ, Ix + ரூ. 1.ன் உதவியால் 
சமபடித்தான இருபடிச் சமன்பாடாகினால், அச் சமன்பாடு, 

0.4-யையும், 08-யையும் குறிக்கின்றது. அதாவது 

. x2 4- y? — kx (lx + my) = 0 

அல்லது (1 — kl) x® + (— km) xy + y? = 0, 

OA-coumpd, 0-யையும் குறிக்கும் இணைந்த சமன்பாடாகிறது.. 

ஆனால் 
ax® +2 hxy + by? =.0 ; 

என்ற eusrurGis OA-counps, OB-ounph GPsAcirp gr 
ஆகவே, இச் சமன்பாடுகளிலுள்ள குணகங்களை ஒப்பிடக் 
கிடைப்பதாவது ॥ 

ப ணை பதன km 1, 

~q ~~ ww b 

1 fa 3 2h se BAAgba l= —; G இ 1) என்றும், ஈர .. என்றும் 
கிடைக்கின்றது. ஆகவே, 4.8-யின் சமன்பாடாகிய /% -- ர ந 
என்பது, 

8 «(6-1 ) aay ed 
அல்லது (26) 24 214 6 = 0 
என்றாகிறது.
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8 69. பயிற்சிக் கணக்குகள் ' ட் . 
1. .ஃவின் பல மதிப்புகளுக்கு, சமன்பாடு (2-- ௩) 3 

(3-4) 4-0, குறிக்கும் கோடுகள் யாவும் நிலைத்த 

யுள்ளி ஒன்றின் வழியாகச் செல்லுகின்றன எனக் காட்டுக. 

அந்நிலைத்த புள்ளியையும் காண்க. 

2 x—2y=0,2x—~—y=0 குறிக்கும் கோடுகளை 
இரண்டு பக்கங்களாகவும், (2 39-ஐக் குத்துக்கோட்டு 
மையமாகவும் கொண்ட ஒரு முக்கோணத்தின் மூன்றாவது 

பக்கத்தின் சமன்பாட்டை 2 % -_ 33. 14 - 0 எனக் காட்டுக, 

3. 23320 குறிக்கும் கோடுகளை இரண்டு 
பக்கங்களாகவும், (ச, )-ஐ குத்துக் கோட்டு மையமாகவும் 
கொண்ட முக்கோணத்தினது மூன்றாவது பக்கத்தின் சமன்பாடு, 

(i— m? ) (ax ம்0- ரூ.03 

எனக் காட்டுக. 

4. x? + 2xy—3y? + 2x~2y + 4=0 @SMSSGH கூம்பு 

வளைவை. 2--3.-4 2-0 குறிக்கும் நேர்கோடு, A,B corp 

புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. 0 ஆதி3என்றால், 0.8, 08 என்பன் 
இரு செங்குத்துக் கோடுகள் எனக் காட்டுக, 

5. 3 --ந3.- 1-0 குறிக்கும் வட்டத்தின் நாண் ஒன்றின் 
சமன்பாடு %--ற-- 1-0 என்றால், இந்நாண் வட்டத்தின் 
மையத்தில் ஒரு செங்கோணத்தைத் தாங்கும் எனக் காட்டுக. 

6. 792 --33:.-4-0 குறிக்கும் நீள்வளைவின் நாண் 
ஒன்றின் சமன்பாடு 3% ----2 --0 என்றால், இந்நாண் நீள் 
வளைவின் மையத்தில் ஒரு £செங்கோணத்தைத் தாங்கும் எனக் 

காட்டுக. 

் 7. 33 ௮420 குறிக்கும் பரவளைவினது நாண் ஒன்றின் 
சமன்பாடு 4 3].4 4௮0 என்றால் இந்நாண், பரவளைவின் 

உச்சியில் ஒரு செங்கோணததைத் தாங்கும் எனக்காட்டுக. 

8. வட்டம் (ர"--ம7)(22--32) ஆர? 42--0-க்கு வரையப்பட்ட ட்ட ர 
ஒரு தொடுகோடு, நீள்வளைவு ge i — 1 = 0-9 8, 77ல் 

வெட்டினால், 827” ஆனது, நீள்வளைவின் மத்தியில் ஒரு செங். 
'கோணத்தைத் தாங்குகிறது எனக் காட்டுக-
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உதவிக் குறிப்பு : தொடுகோட்டின் சரிவு 1 என்றால் அதன் 

சமன்பாடு ற x + a Vo 4s ge, | = 

9. 221-610 குறிக்கும் நீள்வளைவின் நாண் 
ஒன்றின் சரிவு 1. இந்நாண், நீள்வளைவின் மையத்தில் ஒரு 
செங்கோணத்தைத் தாங்கினால், நாணின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க. ao 

100 x +y'’—a=—=0 குறிக்கும் வட்டத்தின் நாண் 
வட்டத்தின் மையத்தில் கோணம் ௮(-வைத் தாங்கினால், —— 

{a? (1? + m?) —2 }? tan? y = 4 { a? (12? +m*)~1} 
எனக் காட்டுக. 

11. ஒரு பரவளைவின் நாண் ஒன்று, பரவளைவின் உச்சியில் 
ஒரு செங்கோணத்தைத் தாங்கிக்கொண்டே மாறுகிறது. இந்நாண் 
எப்பொழுதும் ஒரு நிலைத்த புள்ளி வழியாகச் செல்லும் எனக் 
காட்டுக. ் 

விஎடகள் 

1. (4,—4) 9, ழு ஜ1) நியு, 

$ 70. சுற்று வட்டம் (௦ 017௦1௦). 

இந்தப் பகுதியில் 
L=0, L’ =0, ய் = 0 

குறிக்கும் கோடுகளால் அமைக்கப்படும் முக்கோணத்தின் சுற்று 
வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். இப்பொழுது 
சமன்பாடு 

ச உமம பமா 0, 

ஓர் இருபடிச் சமன்பாடாகையால், இது ஒரு கூம்புவளைவைக் 
குறிக்கிறது. இக் கூம்புவளைவானது ஒரு வட்டமாகவும் அல்லது 
சோடிக் கோடுகளாகவும்கூட இருக்கலாம். இது ஒரு வட்டத்தைக் 
குறிக்கவேண்டுமானால், 

21-ன் குணகம் -- ந?.ன் குணகம், 

xy-or குணகம் --0 
என்றிருக்குமாறு 4, //-ன் மதிப்புக்களைக் காண வேண்டும்.
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g Tt. சமன்பாடு 5 -- ஃ// 0, 

இங்கு, 'குறிப்பாக, 
Sax +y + 2ex+ 2%fy+ce=0 

குறிக்கும் வட்டத்தையும் 

க் 1x + my + n=O 

குறிக்கும் கோட்டையும் எடுத்துக்கொண்டு, சமன்பாடு 
$ி-ட 2-0, அதாவது சமன்பாடு . 

/ 

xt ty? + 2 gx + 2fy +e + a (Ix + my + n) - 0-ஐக் 
கவனிப்போம். இந்த இருபடிச் சமன் பாட்டில், 

1 ன் குணகம் - $*-ன் குணகம், 

3ு-ன் குணகம் -- 0 

என்று உள்ளது. ஆகவே, அச் சமன்பாடு ஒரு வட்டத்தைக் 

குறிக்கின்றது. மேலும், 4 (2,203) ஆனது, வட்டம் 8 0-g, 
கோடு 2 - 0 வெட்டும் புள்ளிகளில் ஒன்றானால், 

S,=0, 0, 

இதிலிருத்து வட்டம் 58-40, வழிச் செலுகிறது என்று 

தெரிகிறது. இதேபோல் வட்டம் $- 0-ஐ கோடு£-0 

வெட்டும் இரண்டாவது புள்ளி 2 வழியாகவும், வட்டம் 

ி-- 41/0 செல்லுகிறது என்பதைக் காணலாம். 

ஆகவே %, பல வேறுபட்ட மதிப்புக்களைப் பெறும்போது, 

$ி-ட உ௩ம--0 பல வட்டங்களைக் குறிக்கின் றது, இவ் வட்டங்கள் 

அனைத்தும் 4, 2 வழியாகச் செல்லுகின்றன. இவ் வட்டக் 

குடும்பத்துக்கு, கோடு 7 - 0, பொது நாணாக அமைகிறது. 

4-யும், 8ீ-யும் ஒரு புள்ளியாக இணைந்திருந்தால், அதாவது 
கோடு 7 - 0, வட்டம் 5- 0-ஐத் தொட்டால், இத்த இணைந்த 
புள்ளியில், 5 -- 4 - 0 குறிக்கும் எல்லா வட்டங்களும் ஒன்றை 
யொன்று தொடுகின்றன. இங்கு, கோடும - 0, எல்லா வட்டங் 

களுக்கும் பொதுத் தொடுகோடாக அமையும். 

Gar@ L 0, வட்டம் 5 -- 0-ஐ 

வெட்டாவிட்டால், 5-1 4-0, ஒன்றையொன்று வெட்டா 

வட்டங்களைக் குறிக்கும் என்பதை எளிதில் காட்டலாம்.
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$ 72. சமன்பாடு 5-- 4-0, 

இங்கு, குறிப்பாக, 

S = x8 + y2 + 2gx + fy+e=0 
S’ = x2 + y2 + 2e’x 4+ Affy +e7 = 0 

என்ற வட்டங்களை எடுத்துக் கொள்வோம். இப்பொழுது, 

உ 5 ௮ 1 என்றால் சமன்பாடு 5 -- 4” -- 0-ல் 

x2-c குணகம் -- நன் குணகம், 

-ன் குணகம் -- 0 

ஆகவே, இச்சமன்பாடு ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கிறது. மேலும், 
வட்டங்கள் 5-0, 5-0), கீ(%031) 8 (02) என்ற 
புள்ளிகளில் வெட்டினால், 

Sy 0, பிர 03 S. = 0, S's =0 

எனக் கிடைக்கிறது. 

1) ௮1 என்றால், டீ. 45-40 ஆனது 5-0 
என்றாகிறது. இது 4, உ வழிச் செல்லும் நேர் கோட்டைக் 
குறிக்கிறது. &-ஆனது பல மதிப்புக்களைப் பெபறும்போது, 
கீழ்க்காணும் விளைவுகளையும், 8 71-ல் பயன்படுத்தப்பட்ட 

முறைகளாலேயே, அடையலாம். 

(i) வட்டம் S = 0-ஐ வட்டம் 5-0 ஆனது A, B என்ற. 

புள்ளிகளில் வெட்டினால், வட்டங்கள் 5 ௩-0 அனைத்தும் 
4, 2 வழியே செல்லுகின்றன. இங்கு AB, பொது நாணாக. 

அமைசிறது. 4 8-இன் சமன்பாடு, 5-5” - 0 ஆகும். 

(ii) வட்டம் $ி- 0-ஐ வட்டம் S' = ஆனது 4.இல் 

தொட்டால், வட்டங்கள் $ி-4 4434-0 ஆனது ஒன்றையென்று 

4ஃ.யில் தொடுகின்றன. இங்கு 545 0 குறிக்கும் கோடு 

பொதுத்தொடு கோடாகிறது, 

(10) வட்டம் 5--0-ஐ வட்டம் 54--0 ஆனது வெட்டாவிடில், 

நி. 1 5-0 குறிக்கும் வட்டங்கள் யாவும் ஒன்றையொன்று 

வெட்டா வட்டங்களாகின்றன. % - 4 1 ஆக இருக்கும்போது 

$ி- 1541-0 ஆனது 8-- 5-4 0 என்றாகி, மேற்கண்ட எல்லா 
வட்டத்தையும் வெட்டா நேர் கோடாகிறது. 

9
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§73. StaL=0, S+aS'=0 6660 atre 
குடும்பங்களின் சமத்தொடு அச்சுகள் 

in வட்டக்குடும்பம் 5-- 42 -0-இல், %- 8), 
டி தரும் இரண்டு... வட்டங்களை எடுத்துக்கொள் வோம். 

இவ் வட்டங்களின் சமன்பாடுகள். 

S+24,L=0,8S+a,L=0- 
இச் சமன்பாடுகள் திட்டமானவை, ஆகவே, இவைகளின் 

சமத்தொடு அச்சின் சமன்பாடு. ் 

(4000-4 பூறு 0, 
அல்லது (%; ஈக) = 0 

ஆனால் ))-- 79% 0, ஆகவே, இச்்$சமன்பாடானது 

L=0 

என்றாகிறது. இதிலிருந்து, 5 -- & ம - 0 குறிக்கும் வட்டங்கள் 
அனைத்தும் இரண்டு இரண்டாக எடுக்கப்பட்டபோது, L = 0 
குறிக்கும் ஒரே கோட்டை சமத்தொடு வச்சாகக் கொண்டுள்ளன! 
எனத் தெரிகிறது. மேலும், 

மூ வட்டங்கள், வெட்டும் வட்டங்கள் என்றால் 0, 
பொதுச் சமவச்சாகவும், 

(11) வட்டங்கள் தொடும் வட்டங்கள் என்றால் பொதுத் 
தொடு கோடாகிய 6 - 0 பொதுச் சமத்தொடுஅச்சாகவும் 

உள்ளன என்பது தெளிவாகிறது. 

Gi) வட்டங்கள் வெட்டா வட்டங்கள் என்றால் அவ்வட்டங் 
களை வெட்டாத கோடாகிய £ - 0) பொதுச் சமத் தொடு அச் 
சாகவும், 

அடுத்ததாக, வட்டக் குடும்பம் 5--% 0-ல், $- at, 

A= 1” தரும் இரண்டு வட்டங்களை எடுத்துக் கொள்வோம். 
இவ் வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் 

S + aS’ + 0, S + AS" = 0, 

இவைகளைத் திட்டமான தன்மையில் அமைக்க மூறையே, 

P+ Aydt Ag என் பனவற்குல் வகுக்கவேண்டும். அப்போது, 
சமன் பாடுகள் 

ட்ப 9 Stays _ oo. 

1+ aq , 147...
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என்றாகின்றன. ஆகவே, இவ்வட்டங்களின் சமத் தொடுவச்சின் 
சமன்பாடாவது, 

2 பச ச டிச g TF ay tfa, ™ 

omg, (1+ Ao)(S+ A41,S8S)— (14 21) (S4+ Ag 5S) =0 

HONS, (Ag Ai) (S—S')=0 

    

அல்லது, 5510, 

இதிலிருந்து, 5510 குறிக்கும் : வட்டங்கள்' 
அனைத்தும், இரண்டு இரண்டாக எடுக்கப்பட்டபொழுது, 
௮ மி 0 குறிக்கும் ஒரே கோட்டை சமத்தொடுவச்சாகக் 
கொண்டுள்ளன என்றும், இப் பொதுக்கோடு, 

(0) வட்டங்கள், வெட்டும் வட்டங்களானால், பொது 

நாணாகவும், 

(11) வட்டங்கள், தொடு வட்டங்களானால், பொதுத் தொடு 
கோடாகவும், ட 

(111) வட்டங்கள், வெட்டா வட்டங்களானால், இவ் வட்டங் 
களில், ஒன்றையும் வெட்டாத கோடாகவும் அமைகின்றன 
என்பது வெளியாகின்றது 

§ 74. வட்டக் குடும்பங்களின் சமன்பாடுகளைக் காணும் முறை: 

ஒரு வட்டக் குடும்பத்தில் ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாடு 5-0 
என்றும், பொதுத்தொடுவச்சின் சமன்பாடு 2-0 என்றும் 
இருந்தால், வட்டக் குடும்பத்தின் சமன்பாட்டை 

S=aAL+4+0 

என எழுதலாம். 

குடும்பத்தைச் சேர்ந்த இரண்டு வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் 
S=0,= S 0 என்றிருந்தால், குடும்பத்தின் சமன் பாட்டை 

இய x Sf 

என்ற வடிவிலும் அல்லது மாற்று வடிவில் 

Sta(S&—S)=0 

என்றும் எழுதலாம். இதில் இரண்டாவது .வடிவம்:கணக்குகளை 
அளிதில் செய்யப் பயன்படுகிறது,
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$ 75. மாதிரிக் சணக்குகள் 

கணக்கு 1, 

வட்டம் 3 --ந53 + 2x + 6y + 1=0 GarG@ x—Sy + 1 =0 
இரண்டும் A, B, என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. A, B, 
வழியாகவும், (1,--2) வழியாகவும் செல்லும் வட்டத்தின்: 

சமன்பாட்டைக் காண்க, 

A, மீ வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாட்டை 

(x9 + y?+ 2x+6y +1) 4+ Aa (*—Sy +1) =0 

என்று எழுதலாம். இவ் வட்டம் (1,--2) வழியாகவும் 
செல்லுவதால், 

(144-212 10) 4௨11410410, 

அதாவது 124 —4=0 

அல்லது % = ge 

ஆகவே, வட்டத்தின் சமன்பாடு 

1 
ரை 0) 455 4 1)-0 

dog 3x* + 3y2 + Ix 13y + 4=0 
என்றாகிறது. 

கணக்கு 2. 

வட்டம் 253 --ந5 + 2x + 3y — 5 - 0-ஐக் கோடு 2x + 3y 
10 ஆனது 4, £. என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. 42-ஐ 
விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

A, B வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன் பாட்டை 

ரை 3-5) a (2x4 3y—1)=0 
sydorgs x7 + y8+2(1 + Ax + 3x(1+ AL Y—(54a)=0 
என்று எழுதலாம்: இவ் வட்டம் ,48-ஐ விட்டமாகக் 
கொண்டுள்ளதால், இதன் மையம், 48-ன் மேல் அமையும். 
ஆனால் வட்டத்தின் மையமானது, 

1-0 யம].



இரு வளைவுகள் ஃவழி வரையும் வளைவுகள் 133 

ஆகவே, 214497 (49-40 

15 
ல்ல = ee Lf, 

இதனால், வட்டத்தின் சமன்பாடு 

xt ப தேய்றை ய 5ல் (2x 3;--1)-6 

அல்லது, 13x2 + 13y2 — 4x — 6y — 50 = 0 

என்றாகிறது. 

கணக்கு 3. ட 

வட்டம் ஜப ஜப 0.ஐ வட்டம் 4-0 
x*ty§—5x—6y+4=0 ஆனது 4, 8 என்ற புள்ளிகளில் 
வெட்டுகிறது. 4, 8 வழியாகச் செல்லும் வட்டம் ஒன்று, கோடு 
2.1.3 0-ஐத் தொடுகிறது என்றால், அதன் சமன் 

பாட்டைக் காண்க. 

$ி--0, 5-0 என்ற வட்டங்களின் பொது நாண் 48-ன் 
சமன்பாடு S+S' - 0 ஆகும். அதாவது, 

(x 2+ y—x + 2y) — (x8 + y? — Sx -~- 4 4)40 
seus, L=-x+2y -Ll]= 0 srérug ABWer sucrur@ia 
4, 2 என்ற புள்ளிகளின் வழியாகச்சென்று, 2x—y+3=—U 
என்ற கோட்டைத் தொடுமாறும் உள்ளவட்டத்தின் சமன்பாடு , 

4-4 4-0 என்பதாகும். 

அதாவது, 9543-25-34 &0/-23-1)-0. (0) 
அல்லது, X24 y2+(—1+ Aye +2C1+ Ayy—a = 9 
என்று எழுதலாம். இவ் வட்டத்தின் மையத்தை 6 எனவும், 
ஆரத்தை 7 எனவும் யிலிருந்து தொடுகோடு 2x - y+3=—0 

-க்கு உள்ள தூரத்தைற எனவும் குறித்தால், ற£ -- 72 ஆகும், 
இப்பொழுது 

pe (mA (+ A)+3}"9 _ 
கந் ©”?
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(4) பயம 

(1 a)? 
5%   ஆகவே,             

அதாவது, %3-2%--3-0. 

ஆகவே, (4-0)(4 43) 40. 

அதாவது % 1 அல்லது-- 3. (19-இல் 4-1 எனவும், 

1-3 எனவும் பிரதியிட, கொடுக்கப்பட்ட நிபந்தனைகளுக்கு 

உகந்தவாறு இரண்டு வட்டங்கள் உண்டு எனவும், அவைகளின் 

சமன் பாடுகள் 

ரு ப கிறம1 ௮0, கி A pay கி எடி 

என்பன எதும் தெரிகிறது. 

ட கணக்கு 4. 

ஒரு வட்டக் குடும்பத்தில், எந்த இரண்டு வட்டங்களும் 

9-0 என்ற கோட்டை சமத் தொடுவச்சாகக் 
கொண்டுள்ளன. இவ் வட்டக் குடும்பத்தில் ஒன்று, 28 -- 33 

—4=0-mé சமன்பாடாக் கொண்டிருந்தால், புள்ளி (0, 1) . 

வழியாகச். செல்லும் உறுப்பினரின்! சமன்பாட்டைக் காண்க 
வேண்டிய சமன்பாட்டை (22 ஆரூட) 4 1-3 4990 

என்று எழுதலாம். இச்சமன்பாட்டை (1, 1) திருப்தி செய்வதால் | 

(1-4 2ad4+249=8 

அல்லது, a ர. 

ஆகவே, 6(23--]ந3ஃ4) (ழை + 9) ு௩0 என்பது 
வேண்டிய சமன்பாடாகிறது. 

$ 76. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. emerut@ad y- 2x=0, y—3x = 0, 5x - y4-4=0, 
ஓரு முக்கோணத்தின் பக்கங்களைக் குறித்தால், அம் முக்கோணத் 
தின் சுற்றுவட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

[உதவிக் குறிப்பு : 
சமன் பாட்டை (29. முஃஜுஃம முற 

(Sx—y + 4) + (52-07 டு..29 ௮0 எனக்கொண்டு
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$5-ன் குணகம் - )2- ன் குணகம் என்றும், 3- ன் : குணகம் 

= 0 என்றும் இருக்குமாறு 4 -வையும், 4 வையும் காண்க.].- 

2, சமன்பாடு 92-23-3040 குறிக்கும் 

வட்டத்தை, சமன்பாடு 2--9--10-0 குறிக்கும் கோடு 

வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகவும், புள்ளி .(-- 2, 4) eine» 

செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க. - 

3. 8). 32 ட 10௯0 குறிக்கும் வட்டத்தை, 

௮ 17) 0:30 -- 0 குறிக்கும் கோடு, வெட்டும் புள்ளிகள் 

வழியாகவும், புள்ளி (7, 1) வழியாகவும் செல்லும் வட்டத்தின் 

சமன் பாட்டைக் காண்க. 

4. நூ பறம ர்ற ட திறப 12-0 குறிக்கும் வட்டத்தை 
392 4-0 குறிக்கும் கோடு வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகச் 

செல்லும் வட்டம் ஒன்றின் மையம், 2 -- 32-௩5 4 0 குறிக்கும் 

கோட்டின் மேல் அமைந்தால், இவ் வட்டத்தின் சமன்பாடு. 

யாது? 

5. x2 + y2— xy 42=-0 குறிக்கும் வட்டத்தை, 

3x+ y—22 =0 குறிக்கும் கோடு ஒன்று, வெட்டும் புள்ளிகள் 
வழியாகச் செல்லும் வட்டம் ஒன்றின் மையம், 3%--7 220 
குறிக்கும் கோட்டின் மேல் அமைந்தால், இவ் வட்டத்தின் 

சமன்பாடுயாது ? 

6. 3-2 3 41-௮0 குறிக்தும் வட்டத்தை 
12% 5ர.41--0 குறிக்கும் கோடு, வெட்டும் புள்ளிகள் 

வழியாகச் செல்லும் வட்டம் ஒன்றின் ஆரம் 65 என்றால், ' 

வட்டத்தின் சமன்பாடு யாது ? 

7. நூ 3.32 ர.2-0 குறிக்கும் வட்டத்தை, 

731 0 குறிக்கும் கோடு வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டம் ஒன்றின் ஆரம் 2 என்றால், வட்டத்தின் 

சமன்பாடுயாது ? 

& x2 நூ கற தற ௮12 0 குறிக்கும் வட்டத்தை, 
34420 குறிக்கும் சோடு, வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டம் ஒன்று, 7-0 குறிக்கும் கோட்டைத் 
தொட்டால், இவ் வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க.
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9 99-33 ஜை 31-40 குறிக்கும் வட்டத்தை, 
3-3 1 0 குறிக்கும் கோடு, வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டம் ஒன்று, % -- 3-7 - 0 குறிக்கும் கோட்டைத் 
தொட்டால், இவ் வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

10 x, + y? +22 +67 1-0 குறிக்கும் வட்டமானது, 
x24 y243x+yi2=0 Shs arrsms Gar Ga 

, புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும் வட்டம் ஒன்று, (1, --23வழியாகச் 
செல்லுகின்றது. இவ் வட்டத்தின் சமன்பாடு யாது ? 

11. x? + y2—4—0, xa t+ 4dy—12=0 என்பன 

குறிக்கும் வட்டங்களின் பொது நாணை விட்டமாகக் கொண்ட 

வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

12. Fuerur@scr x2 + y2 +x + 2y—8 = 0, x3 + y? 

- 40 குறிக்கும் மட்டங்களின் வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டம் ஒன்றின் ஆரம் 1 என்றால், அவ் வட்டத்தின் 

சமன்பாட்டைக் காண்க. 

13. x2 + y2 — 6x — 8y + 5=0, x? + y2—5x—6y14= 0 
குறிக்கும் வட்டங்களின் வெட்டும் புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும் 
வட்டம் ஒன்று, 22-42-3420 குறிக்கும் கோட்டைத் 
(தொடுகிறது. இவ் வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

14, (x— a2 + {y — 23) 08, (x — b)? + (y — a)? =c2 

குறிக்கும் வட்டங்களின் பொது நாணின் நீளமானது, 

V 4c? — 2 (a — 5}? 
எனக் காட்டுக. 

15- attmadr x? + y? — 400 = 0-உம் ஜூ -_ந2 .- 10% 

— 24y +120 = 0-உம் ஒன்றை ஒன்று தொடுகின்றன எனக் 
காட்டுக. இவ் வட்டங்களின் தொடுபுள்ளியிடத்து, இவ் 
வட்டங்களைத் தொடும் மூன்றாவது வட்டம் ஒன்று, (100,0) 

வழியாகச் செல்லுகிறது என்றால், அதன் சமன்பாட்டைக் 

காண்க, 

16. புள்ளி(1, 2) வழியாகச் செல்லும் வட்டம் ஒன்று, 
xt + y2 23 $ந-.7-.0 குறிக்கும் வட்டத்தைச் செங்குத் 
தாக வெட்டுகிறது: மேலும் இவ் வட்டம் »2 + y?—9=0



இரு வளைவுகள்...வழி வரையும் வளைவுகள் * 137 

குறிக்கும் வட்டத்தின் பரிதியை ‘circumference) இரண்டு சம 
அடறாக்குகிறது. இதன் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

[உதவிக் குறிப்பு: வேண்டிய சமன்பாட்டை]5 -- 39 4- 32 

- 21 2 ட 20 எனக்கொள்க. இது குறிக்கும் வட்டத் 
திற்கும், 5-8 3.9 - 0:குறிக்கும் வட்டத்திற்கும் 

பொதுவான நாணாுகிய S— S' = 2gx + fy+e4+9=0 

ஆனது, வட்டம் X2 + y2—9 = 0-ன் மையத்தின் வழியாகச் 

. செல்லுகிறது.] 

17. Ix+my+n=0 orp கோடு, x2 + y2 4+ 2x3 

+fyt-e=0 arp attgms A, Bororp ysraflaclayn, 

Ix+my+w=0 sop Gar@, x2 + y? + 28x + Fy 
4 270 என்ற வட்டத்தை 4, 8' என்ற புள்ளிகளிலும் வெட்டு 

கின்றன. ஆ, 4, 2 ஆகியவை ஒரு வட்டத்தின் மேல் 

அமைந்தால், . ் 

2(g — 9°) 2-2) 0௮17 

l m 77 = 0 

l m n’ 

எனக் காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு: 4, 2, 4, 2: வழியாகச் செல்லும் 

வட்டத்தின் சமன்பாட்டை இருவிதமாக 

ந 2 ஜே அ 42404 ௮ 0 

22-22 பிற 24/4 (ரு) 0 
என்று எழுதலாம். பின்பு குணகங்களை ஒப்பிடக் கிடைப்பதாவது. 

22-41 தே 2 

Of -- 1-2 0 மாட 

2-0 4 சிர 

விடைகள் 

1. 3x23-1 3y2 — 60x + 40y = 0 

2. x2 + y2—4x —2y —20=0
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3. x2 + y2 4x — 2y — 20 = 

4, x2 1 yi— 4x — 3y —16 = 0 

5. x8 + y2— 13x—5y + 46=0 

6. x2 +y2 +x—2y—41=—0 

7. x@ tL கறை 120, 29 (x8 + y?) + 136x 
, + S0y + 65 =0 

8. x2 + 72 — 4x — 2y — 20 = 0, x2 + y? — 4x — ldy 
+28 =0 

9, x2 1;2—x—-7—2=0, 9 (x? + y2) + 291x 

10. 3 (x9 + y2) + 7x + 1l3y +4 =0 

VW. 5 (x? fy?) -— 8x — l6y + 12 = 0 

12. 5 (x2 4 y2?)— 6x — 12y + 4 oo ff, 

x2 4 y2—Ix—4y +4 =0: 

13. x2 + y?—4x—d4y +3=0, x?t+y2+4y—1=0 

15. x2 + y® — 200x — 480y + 10,000 = 0 

16. x2 -+ y2 + 8x —2y—9=0 

8 77. பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதி (00821 System of 

Circles.) 

ஒரு வட்டக்குழுவில் எந்த இரண்டு வட்டங்களை எடுத்துக் 

கொண்டாலும், அவைகள் ஒரே கோட்டை, சமத்தொடுவச்சாகக். 

கொண்டிருந்தால், இவ் வட்டக்குழுவிற்குப் பொதுவச்சு வட்டத். 

தொகுதி எனப் பெயர். இவ் வரையறையிலிருந்து, $ 73-ல் 

கண்ட சமன்பாடுகள், 5--7/2-0-உம், 247 0-உம் 

இரண்டு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதிகளைக் குறிக்கின்றன 

என்பது தெளிவாகிறது. இத் தொகுதிகளின் பொதுச் சமத்தொடு 

அச்சுகளை முறையே ம - 0-உம், 5-- 8” -- 0-உம் குறிக்கின்றன 

என்பதை அங்கு கண்டோம். 

இப்பொழுது, ஒரு பொதுவச்சு வட்டங்களின் மையங்களின் 
இட அபைபமைப் பச்றிப்படிப்போம். இவ் வட்டங்களில்;மூன் நின் 
மையங்களை ே நே, C, எனக் கொள்வோம். இரண்டு வட்டங் 
களின் மையக் கோடு, அவ் வட்டங்களின் சமத்தொடுவச்சுக்குச்- 
செங்குத்தாக உள்ளதால், 6, சே, டே. இரண்டுமே தொகுதியின்”
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பொதுச் சமத் தொடுகோட்டு அச்சுக்கு செங்குத்தாக உள்ளன. 
ஆகவே கோடுகள் 6, -உம், 6) 6,-உம் பொருந்திய கோடுகள் 
என்று தெரிகிறது. அதாவது புள்ளிகள் 6, Co, ே மூன்றும், 
பொதுச்சமத் தொடுவ்ச்சுக்குச் செங்குத்தான ஒரு கோட்டில் 
இருக்கின்றன எனத் தெரிகிறது. அதாவது வட்ட மையங்கள் 
அனைத்தும் ஓரே கோட்டில் இருக்கின்றன. 

$ 78. ஒரு பொதுவச்௬ வட்டத் தொகுதியின் எளிய சமன்பாடு: 

ஒரு பொதுவச்சு வட்டத்தொகுதியின் வட்டங்களின் 

மையங்கள் ஓர் கோட்டில் அமைகின்றன் என்றும், இந்தக் கோடு; 
பொதுச் சமத்தொடுவச்சுக்குச் செங்குத்தாக உள்ளது என்றும் 
கண்டோம். இப்பொழுது, வட்டங்களின் மையக் கோட்டை 2- 
அச்சாகவும். பொதுச் சமதொடுவச்சை 3- அச்சாகவும் 

கொள்வோம். 

பொதுப் படையாகத் தொகுதியின் சமன்பாட்டை 

x2 + y® 4 2gx + 2fy + ¢ = 

எனக் கொண்டால், g, f, c முதலியவற்றின். மதிப்புகள் 
வட்டத்திற்கு வட்டம் மாறும். இம் மாறும் தன்மையை இப்போது 
ஆராய்வோம். வட்டங்களின் மையங்கள் (-- 2, —f), அவைகள் 
-அச்சின். மேல் உள்ளதாலும், 7; எல்லா வட்டங்களுக்கு பூச்சிய 

மாகிறது. ஆனால், ச மாத்திரம் வட்டத்திற்கு வட்டம் மாறுகிறது. 

இப்பொழுது ன் தன்மையைப் பார்ப்போம். இதற்காக, 
நுஅச்சின்மீது ஏதாவதொரு புள்ளியை எடுத்துக்கொண்டு 
அதனை (Ok) எனக் கொள்வோம். இப் புள்ளியிலிருந்து 
தொகுதியின் வட்டங்களுக்கு வரையப்படும் தொடு கோடுகளின் 
நீளங்கள் சமமாகும். குறிப்பாக, சமன்பாடுகள். 

94-37 2௪142 -- 8) ௩0) 

x? + y2 + 2g,x 4- cy = 0, 

குறிக்கும் தொகுதியின் வட்டங்களை எடுத்துக்கொண்டால், 

054-040. அழு0244840- Cy 

என்றாகிறது. அதாவது ஈ1 - ர என்றாகிறது. இதிலிருந்து, 
எல்லா வட்டங்களுக்கும் ச மாறாதது எனத் தெரிகிறது. ஆகவே 

தொகுதியின் சமன்பாட்டை 

x2 + y2 + 2Ax+e=0
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என எழுதினால், வெவ்வேறு வட்டங்களுக்கு %, வெவ்வேறு 
மதிப்புகளையுடையது என்றும், ஆனால், 2மாறிலி என்றும் 
கிடைக்கிறது. இவ்விதமான % -வுக்குத் தொகுதியின் சாரா மாறி 
(காகா) என்று பெயர். 

$ 79. எல்லைப் புள்ளி (1.10110ஐ 1௦4018) 

பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதிகள், வெட்டும் தொகுதி, 
தொடும் தொகுதி, வெட்டாத் தொகுதி என மூன்று வகைப்படும் 
என்பதை ; 73-லிருந்து காணலாம், வெட்டாத் தொகுதியிலும், 
தொடும் தொகுதியிலும், மிகச் சிறிய வட்டத்தின் ஆரமானது 
பூச்சியமாய் இருக்கும். இவ் வட்டங்கள், தொகுதியின் புள்ளி 
வட்டங்கள் (Point circles) என்றும், இவ் வட்டங்களின் 
மையங்கள், தொகுதியின் எல்லைப் .புள்ளிகள் என்று அழைக்கப் 
படுகின்றன. இப்பொழுது 

x24+5212Ax ௦-0 

குறிக்கும் புள்ளி வட்டங்களையும், 'எல்லைப் புள்ளிகளையும் காண் 
“போம். இத் தொகுதியைச் சார்ந்த வட்டங்களின் ஆரங்கள் 

fat?—ce 

ஆகும் ஆகவே, ஈஒரு மிகை எண்ணாயிருந்தால், புள்ளி 
வட்டங்களைத் தரும் -வின் மதிப்புகள், 3.20 என்ற 
சமன்பாட்டிலிருந்து ச 

A=tVe,a=—Ve 

எனப் பெறுகிறோம். இப் புள்ளிவட்டங்களின் சமன்பாடுகள், 

w+ yi +2Vvex+e=0 
அ y®—2Vveox+tec=0 

ஆகும். மேலும், வட்டங்களின் - மையங்களான (- Vc, 0), 
(4/2, 0) இரண்டும் தொகுதியின் எல்லைப் புள்ளிகளாகின் றன. 

குறிப்பாக, 2 பூச்சியமானால் இந்த இரண்டு எல்லைப் 
புள்ளிகளும் ஆதியுடன் இணைந்து ஒரு புள்ளியாக மாறுகின்றன. 

$ 80. செங்குத்துப் பொதுவச்சுத் தொகுதி. (0111௦20021 0௦-௨௨] 
System). 

ஒரு பொதுவச்சுத் தொகுதியின் எல்லைப் புள்ளிகள் 
வழியாகச் செல்லும் ஒவ்வொரு வட்டமும் தொகுதியின் எல்லா
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வட்டங்களையும் செங்குத்தாக வெட்டும் என்பதை இப்: 
பகுதியில் காண்போம். இதற்காக, குறிப்பீட்டச்சுகளை, 8 78.ல் 
உள்ளவாறு கொண்டு பொதுவச்சுத் தொகுதியின் சமன்பாட்டை 

x2 + y2 + 2Ax+e=0 (80°1)s 

என்றும் எடுத்துக் கொள்வோம். (படம் 35) அப்படியாயின், 

புள்ளிகள் 7 (4/2, 0), L'(— 4/௦, 0) இரண்டும் Samet aie 
எல்லைப் புள்ளிகள் ஆகின்றன. 

y 

(0/9 

  

து உ. > 

6௦) (0 L(v@,0) x 

படம் 35 

இப்பொழுது 7, 7” வழியாகச் செல்லும் . எந்த வட்டத்தின்- 
மையமும் ந-அச்சின் மேல் அமையும். இம் மையமும் P (0, 5. 
என்றால், இவ் வட்டத்தின் 

= /028 0125 

= fF Le 

ஆகவே இவ் வட்டத்தின் சமன்பாடானது, 

(%-092 4 (ந 802 810 
அல்லது 383 + y? = 2-0, (80-25. 

//-வைச் சாரா மாறி ஆகக்கொண்டால், இச் சமன்பாடானது.. 

L,L வழியாகச் செல்லும் பொதுவச்சு வட்டத்தொகுதியைக் 
குறிப்பதைக் காணலாம். மேலும், (80-2) குறிக்கும் . வட்டங்கள் 
யாவும் (801) குறிக்கும் வட்டங்கள் யாவற்றையும் செங்குத்தாக. 
வெட்டுகின்றன என்பதை எளிதில் காணலாம்.
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8 81. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

ஒரே கோட்டைத் சமத்தொடு அச்சாகக் கொண்ட மூன்று 
வட்டங்களில், ஒரு வட்டத்தின்மேலுள்ள ஏதாவது ஒரு புள்ளி 

யிலிருந்து மற்ற இரண்டு வட்டங்களுக்கும் வரையப்படும் தொடு 

கோடுகளின் நீளங்கள், மாறாவிகிதத்தில் உள்ளன எனக் காட்டுக. 

வட்டங்களின் மையக் கோட்டையும், பொதுச் சமத் 
தொடுவச்சையும், 3-அச்சாகவும், 1-.அச்சாகவும் கொண்டால், 

வட்டங்களின் சமன்பாடு 

x2 + y? +2a,x+e¢=0 
x2 +y? +2Agx+c¢=0, 

x2 + y§ + 2Agxtc=A, 

என்ற வடிவில் இருக்கும். முதல் வட்டத்தின்மேல் (%%, 3:10) 
என்ற புள்ளியை எடுத்துக் கொண்டால் 

அதாவது 23 -- yy* + e=—2d, xy (1) 

இப்பொழுது (21, 11)-லிருந்து இரண்டாவது வட்டத்திற்கும் , 

மூன்றாவது வட்டத்திற்கும் வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின்' 
'நீளங்களின் விகிதம் 

_ ீ2பி 1 --].பி 2220 x) +e 

பி ற 21 2 +e 

(*12 + y1? + c) +209 xy 
பீ + yi? +e) +20, ரி 

ட (—241 44) + 24,2 xy 

(— 201 %1) + 2A, x 

_ Af Ba 
Ao Ay 

இது ஒரு மாதிலி.
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கணக்கு 2, “2 

ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியைச் சேர்ந்த வட்டம் 

ஒன்றின் சமன்பாடு 22 -- ந2 3] 0. தொகுதியின் 
பொதுச் சமத்தொடுவச்சின் சமன்பாடு % -- 3-5 - 0 என்றால், 
தொகுதியின் எல்லையான புள்ளிகளைக் காண்க. 

தொகுதியின் சமன்பாடாவது, . 

x2 + y2—x—3y A+ y—SHl 
அதாவது 22-33 - (—1+ Aye 

+(—-3+a)y 5A=0, (Cl) 

தொகுதியின் புள்ளி வட்டங்களின் ் சமன்பாட்டைக் 
கொடுக்கும் %-வின் மதிப்புகளை அடைய, (19-ல் ஆரத்தைக் 
கண்டு, அதைப் பூச்சியத்திற்குச் எணப்படுக்தவண்டும் 

JER (தட வக 
அதாவது, ‘(—1+ Aj? +(—3+4 a)? 4+20A =0. 

அதாவது, 2812-10 =0. 

அதாவது, a?+ 6a+ 5 0. 

அதாவது, (a +1)€A +5) =0. 

ஆகவே, 

ஆகவே, =—TI, -ு ௯3... இவ் விரு மதிப்புகளையும் 

(13-ல் பிரதியிட, புள்ளி வட்டங்களின் சமன் பாடுகள் 

x2 + y2—2x—4y4+ 5=0, 

x2 +1. y2 — 6x — By + 25 =—0 

எனக் கிடைக்கின்றன. எல்லையான புள்ளிகள், இப் புள்ளி 
வ்ட்டங்களின் மையங்களாகையால், அவைகள் (1, 2), (3,4 

எனவும் கிடைக்கின்றன. 

கணக்கு 3. 

ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் வட்டங்கள் 
இரண்டின் சமன்பாடுகள், ் .
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x2 + y2—2y— 5=—0 

x2 4+ y2 + 2x—15=0 
என்றால், தொகுதியின் எல்லையான புள்ளிகளைக் காண்க. 

தொகுதியின் பொதுச் சமத்தொடுவச்சின் சமன்பாடானது, 

“(x8 + y? — 2y — 5) — (x2 + y® + 2x — 15) = 0 
wyoug —x—2y+10—90 

அல்லது 9 -- y— 5=0. 

ஆகவே, தொகுதியின் சமன்பாட்டை, 

2]. 24y—5+a(x+y—5)=0 

அல்லது x2 + y24+ ax+(—2+ ayy 
—S5(1 + A) =0 (ly 

என்று எழுதலாம். இதிலிருந்து ஆரத்தின் வர்க்கத்தைப் 
பூச்சியத்துக்குச் சமப்படுத்தக் கிடைப்பதாவது : 

௩2 —2 2 
(2) + (+) +50 +a)=0 

அல்லது “AP +(4—42 + A*%) + (204 2%A)=0 
அல்லது 242+ 164 +24 =0 
அல்லது aAz?+ 8A 412 =0 

அல்லது (A +2)(A +6) =0. 

eG, A=—2, A= —6 Gib woHtups% (1)-sd 
பிரதியிட புள்ளி வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் 

x2 நு. பற 520 

x2 + y®? —6¢x— By +25 0 

எனக் கிடைக்கின்றன. இதிலிருந்தும் அல்லது வேறு 

விதமாகவும் எல்லையான புள்ளிகள் (1,2), (3, 4) என்று. 
பெறலாம். 

கணக்கு 4. 

ஒரு $பொதுவச்சு வட்டத்தொகுதியில் ஓர் எல்லைப் புள்ளி 
- (3, 4) என்றும், பொதுச்சமத்தொடு அச்சு ௨3.5 — 0 என்றும். 
இருந்தால், தொகுதியின் அடுத்த எல்லைப் புள்ளியைக் காண்க.



இரு வளைவுகள்...ஃவழி வரையும் வளைவுகள் 145 

(3, 4)-ச் சார்ந்த புள்ளிவட்டத்தின் சமன்பாடு, 

(x — 3)? + Cy — 4)? = 02. 

அதாவது, x2 + yp? —6x— By + 25 = 0, 

ஆகவே, தொகுதியின் சமன்பாட்டையும், அதன் வட்ட 
மையங்களையும், 

பந றே 422) 4 4 சேறு 0 

( =} we (1) 

என்று எழுதலாம். இதிலிருந்து எல்லையான புள்ளியை 

6—A \2 8—a \? 2 

அல்லது (6— A)? + (8— A)2—(100— 21a) = 9 

அல்லது 2-8) -0 ் 

    

  

என்பதிலிருந்து 1) - 0 , 1 -- 4 எனப் பெற்று (1)-ல் பிரதியிட்டு, 
எல்லையான புள்ளிகளை (3, 4) , (1, 2) எனப் பெறலாம். இப் 
புள்ளிகளில் (1, 2) தான் வேண்டிய புள்ளி. 

கணக்கு 5. 

ஒரு பொதுவச்சு வட்டத்தொகுதியில் ஒரு வட்டத்தின் சமன் 

ur@ x2 + y+ 3x+vy—-2=—0 என்றிருக்கிறது. (1, 2): 
ஆனது தொகுதியின் ஓர் எல்லைப் புள்ளி என்றால், தொகுதியின் 
அடுத்த எல்லைப் புள்ளியைக் காண்க. 

எல்லைப் புள்ளி (1, 2)-ஐச் சார்ந்த புள்ளி வட்டத்தின் 
சமன்பாடு, 

(x— 1)? + Gr — 2)? = 08. 

அதாவது, X2 + p2—~2x—4y+5= 0. 

ஆகவே, தொகுதியின் பொதுச்சமத் தொடு அச்சின் சமன்பாடு, 

(x? + y? + 3x + v= 20) — (x2 + y? —2x —4y +5)—0. 

aASrugi, Sx + 5y—25 = 0, 

அதாவது, Xt ye5=e. 

10
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ஆகவே, தொகுதியின் சமன்பாட்டை 

(2839-20) 4 (64-௬5) 40 
அல்லது, 

34-72-4034 4)24(144)7-(204358)-0() 
என்று எழுதலாம். இதிலிருந்து ஆரத்தின் வர்க்கத்தைக் கண்டு. 
பூச்சியத்திற்குச் சமப்படுத்தினால் கிடைப்பதாவது ₹£ 

Cay + Cay + (200 +5a)=f. 

அதாவது, (3- A)? + (1 + A) + 804 20a = 0. 
அதாவது, 2%2-- 281 90-69, 

அதாவது, &₹-- 14% 4452-0, 

aarug, CA +5)CA +9) = 0. 

ஆகவே, &---5, 4-9, (1-ல், வட்ட மையமானது 

3 ந் ரம்ப A, 
Se 

2 2 

ஆகும். ஆகையால் இதில் 45 எனப் பிரதியிட்டு, ஓர் 

எல்லைப் புள்ளியை (1, 2) என்றும், 4 -- 9 எனப் பிரதியிட்டு 

அடுத்த புள்ளியை (3,4) என்றும் பெறுகிறோம். ஆகவே, 

வேண்டிய எல்லைப் புள்ளி (3, 4) என்றாகிறது. 

8 82. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1, 2 என்ற ஒரு நகரும் புள்ளியிலிருந்து நிலையான இரண்டு: 

வட்டங்களுக்கு வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் நீளங்களின் 
விகிதம் ஒரு மாறிலியானால், 2-யின் இயங்குவரை ஒரு வட்டம் 

எனவும், இம் மூன்று வட்டங்களும் ஒரு பொதுவச்சு வட்டத். 
தொகுதியை அமைக்கின்றன எனவும் காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு : வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் 

x2 + y2+2A,;x+ec=0, x2 + y2 + 2Agx¥+c=0 
என் றிருக்குமாறு 5, ர-அச்சுகளை எடுத்துக் கொள்க, P ஆனது 
(௦ Yo) என்ருல், 

30-70” + 2A, %q 2-8 (02 30812) 2286 --6)].
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2. மூன்று வட்டங்களின் சமன்பாடுகள் 

5435-2124 08-02 நர 4 28439 -- 08-20) 
xa t+ y2—2A,x—c2 = 

என்பன. இவ்வட்டங்களின் மையங்கள், ஆதியிலிருந்து இருக்கும்: 
தூரங்கள் ஒரு பெருக்கல் தொடரில் (26௦1161710 0102165510]: 
இருந்தால், சமன்பாடு 25 -- நூ 4 28 - 0 குறிக்கும் வட்டத்தின் 
எப் புள்ளியிலிருந்தும், இம் மூன்று வட்டங்களுக்கு வரையப்படும் 

தொடுகோடுகளின் நீளங்களும் ஒரு பெருக்கல் தொடரில் அமையும் 

் எனக் காட்டுக. 

3. இரண்டு வடடங்களை மூன்றாவதொரு வட்டம் செங்குத். 

தாக வெட்டுகிறது என்றால், முதலிரு வட்டங்களின் சமத்தொடு: 
அச்சானது, மூன்றாவது வட்டத்தின் மையத்தின் வழியாகச்: 
செல்லுகிறது எனக் காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு : -- முதலிரு வட்டங்களின் சமன்பாடுகளை- 
93 4+ y2 + 2Ayx +e=0, x89 + y? 2192 4 240 

என்றிருக்குமாறு %, 3 அச்சுகளை எடுத்துக் கொள்க, 

மேலும், மூன்றாவது வட்டத்தின் சமன் பாட்டை 

x2 + y2 22% 24) 1 8) - 0 எனக் கொள்க.] 

4... ஒரு பொதுவச்சு வட்டத்தொகுதியின் பொதுச் சமத்: 

தொடுவச்சின் சமன்பாடு, % --ந--5-- 0, தொகுதியின் ஒரு. 

வட்டத்தின் சமன்பாடு, 95 --ந£-- 5ம-- 3y 8-0 என்றால், 
தொகுதியின் எல்லைப் புள்ளிகளைக் காண்க, 

5, ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் பொதுச் சமத் 

தொடுவச்சின் சமன்பாடு, 2]. 3-0, தொகுதியின் ஒரு 

வட்டத்தின் சமன்பாடு x2 + yp? 4௮ 0 என்றால், தொகுதியின் 
எல்லைப் புள்ளிகளைக் காண்க. 

6. ஒரு பொதுவச்சு வட்டத்தொகுதியின் இரண்டு வட்டங் 

களின் சமன்பாடுகள், 

98 ரூ + x—2y—5=0 

93-33 + 3x4 21—23 =0 

என்றால், தொகுதியின் எல்லைப் புள்ளிகளைக் காண்க.
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7. ஒரு பொதுவச்சு வட்டத் தொகுதியின் இரண்டு வட்டங் 

களின் சமன்பாடுகள், : 

3 நு ப கிழ. ு௮2 ௮0 

xt yt 6x—Ty—5=0 

என்றால், தொகுதியின் எல்லைப் புள்ளிகளைக் காண்க. 

8. ஒரு பொதுவச்சு வட்டத்தொகுதியின் எல்லைப் புள்ளிகள், 

(3.2), (2.3) என்றால் தொகுதியின் சமத்தொடுவச்சின் 

சமன் பாட்டைக் காண்க. 

9, ஒரு பொதுவச்சு வட்டத்தொகுதியின் வட்டம் ஒன்றின் 

சமன்பாடு 33 --]?-%-4ற- 440. (1, 3) என்ற புள்ளி 
'தொகுதியின் எல்லைப் புள்ளிகளில் ஒன்றானால், தொகுதியின் 
சமத்தொடுவச்சின் சமன் பாட்டைக் காண்க, 

10. ஒரு சமத்தொடுவச்சுத் தொகுதியின் பொதுச் சமத் 

தொடுவச்சின் சமன்பாடு, 3%--ந 1 0. இத் தொகுதியின் 

எல்லையான புள்ளிகளில் ஒன்று, (--1, 3) என்றால், அடுத்த 
.எல்லையான் புள்ளியைக் காண்க. 

11. ஒரு சமத்தொடுவச்சுத் தொகுதியின் பொதுச் சமத் 

'தொடுவச்சின் சமன்பாடு, 2% -- 4 - 5 - 0, இத் தொகுதியின் 
எல்லைப் புள்ளிகளில் ஒன்று ஆதியானால், அடுத்த எல்லைப் 

புள்ளியைக் காண்க. 

12, ஒரு சமத் தொடுவச்சுத் தொகுதியின் வட்டம் ஒன்றின் 
சமன்பாடு, 28 374௮60. இத் தொகுதியின் எல்லைப் 
யுள்ளிகளில் ஒன்று (1, 1) என்றால், அடுத்த எல்லைப் புள் ளியைக் 

காண்க. 

13. ஒரு சமத் தொடுவச்ச௬ுத் தொகுதியின் வட்டம் ஒன்றின் 

சமன்பாடு, 32 --ந$ 33-10. இத் தொகுதியின் 
எல்லைப் புள்ளிகளில் ஒன்று (2, 2) என்றால், அடுத்த எல்லைப் 
யுள்ளியைக் காண்க; 

விடைகள் 

4. (3, 2), (3, 2) த பூழி, 0) 
6. (0, 2), (2, 6) 7. (0, 2), (4, 9)



இரு: வளைவுகள்... வழி வரையும் வளைவுகள் 149 

8 x—y=0 9% x—Ty + 14=0 

10. (2, 2) ll. (1, 2) 

122. 3,3) 13. (> ; 

$ 83. இரண்டு கூம்புவளைவுகளின் போதப்புக்கி க் (Common 
Points of Two Conics) 

பொதுவாக, ஒரு கூம்புவளைவை மற்றொரு கூம்புவளைவு: 

நான்கு புள்ளிகளில் வெட்டுகிறதென்பதை இப் பகுதியில்: 

காட்டுவோம். இதற்காகச் சமன் பாடுகள், 

ax2 + Qhxy ம். 5-2. 2-0, (831 

a’,x® ழு + bly® + Ig’x + Ifty + c= 0 (83.2). 

குறிக்கும் கூம்புவளைவுகளை எடுத்துக் கொள்வோம். இப்பொழுது, 

dy = b, a, = 0", 

a, =2(hx +f), a’, = 2(h’x+f) 

Ay = ax2 +2gx +c, a, =a'x? + 29'x 4c’ 

எனக் குறித்து, (83:1)-ஐயும், (83-2)-ஐயும் 

ayy? + ayy + ag 0 

a’yy? + ay + a,’ = 0 

என்று எழுதலாம். இதனால், 

33 y _ i 
A, Aq" மே... நேநே' எ 0... நட் -- [நே 

என்று கிடைக்கிறது. இவைகளிலிருந்து ந-ஐ நீக்க 

(4g? — 94g)? — (4149" — ரபி) (நே)! ௭ ரர) - 0: 

என்றும் கிடைக்கிறது. இச் சமன்பாடு -ல் நான்கு படிகள் 

கொண்டது என்பதை எளிதில் காணலாம். ஆகவே, 

கூம்புவளைவு (83:19), கூம்புவளைவு (83.2) இரண்டும், பொதுவாக 

நான்கு புள்ளிகளில் வெட்டிக் கொள்கின்றன.
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8 84. சமன்பாடு 5-- % 5 -0-ன் தொடர்ச்சி, 

சமன்பாடுகள் . 

நி 2/3 2 + by® + 2ex 22-40. 

S = a'x? +2h'x: + by? 22% தீர ட 2140 

இரண்டு கூம்புவளைவுகளைக் குறிக்கின்றன என்பதை அறிவோம். 
இப்பொழுது, 5-4 %5:-0 என்பதும் ஓர் இருபடிச் 
சமன்பாடாகையால், அதுவும் ஒரு கூம்புவளைவைக் குறிக்கின்றது. 
இக் கூம்புவளைவான து கூம்புவளைவு & - 0, கூம்புவளைவு 5” - 0 
இரண்டின் வெட்டுப் புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லுகின்றது 
ஏன்பது எளிதில். தெரிகின்றது. 

சமன்பாடு 5 -- % 5 0-ல், %-வின் மதிப்புகளை மாற்றி, 
எண்ணிக்கையில்லாக் கூம்புவளைவுகளைப் பெறலாம். எனினும், 
இந்தக் கூம்புவளைவுகளில் இரண்டுதான் பரவளைவாய் இருக்கும் 

என்பதையும், ஒன்றுதான் செவ்வக அதிபரவளைவாய் இருக்கும் 

என்பதையும் இப்பொழுது நிறுவுவோம். &$--%5:- 0-ஐ 

விரித்தெழுத 

(a+ara’yx24+2(h+ ahyxy+(-+ a byy* 

+2(e+agyxt+t2G¢+afy yt(e+ ac’) =0 

அன்று கிடைக்கிறது. (44:3)-ல் கூறியபடி 

(he ahy?—@taajyb+aby=0 (40 

sarge, St AS =—-0 ஒரு பரவளைவைக் குறிக்கின்றது. 
ஆனால், (84.19-க்கு உகந்தவாறு %4-க்கு இரண்டு மதிப்புகள் 
உண்டு. ஆகவே, இரண்டு பரவளைவுகள் உண்டு என்றுகிறது. 

மேலும், (44-59)-ல் கூறியபடி 

(௪-9 -ம--௩௦)-0 (842 

என்றால், 5-- 4-0 ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவைக் குறிக் 

கின்றது. இங்கு (84-2,-க்கு உகந்தவாறு 4-க்கு ஒரே ஒரு 
மதிப்புதான் உள்ளது. ஆகவே, $5-- 140 குறிக்கும் 
கூம்புவளைவுகளில் ஒன்றுதான் செவ்வக  அதிபரவளைவாய் 

இருக்கும் என்றாகிறது.
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8 85. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

சமன்பாடுகள் 

S = ax2 + 2hxy + by? + 2gx + Ay +¢=0 (139 

S' = a x2 + 2hxy + by? =0 | (3 

குறிக்கும் கோடுகளைப் பக்கங்களாகக் கொண்ட உருவம் ஒரு 

சாய்சதுரம் என்றால், 

fe(a—b)+h(f? —8*)=0 
எனக் காட்டுக (படம் 36). 

Jf வேறும் 

  

  

x
Y
   

படம் 36. 

சமன்பாடு (1) குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகளை 74, 274 

எனவும், சமன்பாடு (2) குறிக்கும் இரட்டைக் கோடுகளை OA, OB 

எனவும் பெயரிடுகிறோம். இப்பொழுது, சமன்பாடு 5-8” 0, 

இந்த இரட்டைக் கோடுகள் வெட்டும் புள்ளிகள் .4, நீ வழியாகச் 

செல்லும் ஒரு வளைவைக் குறிக்கிறது. ஆனால் 

S— S’ = 2gx + 2fy +¢=0 

என்பது ஓர் ஒருபடிச் சமன்பாடாகையால், இது ஒரு நேநர் 

கோட்டை, அதாவது .42-ஐக் குறிக்கிறது. ஆகவே, 42-ன் 

சரிவு —F என்றாகிறது. மேலும், P- (xy, Yy) எனக் 

கொண்டால் 02-ன் சரிவு, 
t yi, 

xy
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இப்பொழுது 047.8 ஒரு சாய்சதுரம், :- ஆகவே; அதன் மூலை 

விட்டங்கள் செங்குத்தானவை. அதனால், அவைகளின் 

சரிவுகளின் பெருக்கற் பலன் (-- 1)-க்குச் சமம். அதாவது, 

(9 6-- 
அல்லது [%1 -- 891. 0... ட 

ஆனால், (274) மூலம், ட 
hf—bg | he — of 

*1 = gh hi? 21 ab— ht | 

ஆகவே, நிபந்தனை (1) கொடுக்கப்பட்டுள்ள வடிவத்தைப் 

பெறுகிறது. 

86. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. ஓர் இணைகரத்தின் இரண்டு பக்கங்களின் இணைந்த 

சமன்பாடு, ர 29.0. அடுத்த இரண்டு 

பக்கங்களின் இணைந்த சமன்பாடு ax? + 2hxy + 95 -- 222 
4 ர. 20 என்றால், இணைகரத்தின் மூலைவிட்டம் ஒன்றின் 
சமன்பாடு 22% -- 2 -. 2-- 0 ஆகும் எனக் காட்டுக, 

2. சமன்பாடுகள் ax? + 2hxy + by2 = 0, ax? + 2hxy 

ட நீர£ -. 22% -- 2 -- 20 குறிக்கும் கோடுகளைப் பக்கமாகக் 
கொண்ட இணைகரத்தின் பரப்பு 

1. c 

2 4/ h2 —ab 
எனக் காட்டுக. 

  

3. புள்ளி டிருயபூ வழியாக ர + 2hxy + by? = 0 
குறிக்கும் கோடுகளுக்கு இணையாக வரையப்பட்ட கோடுகள், 
இக் கோடுகளை .4ஃயிலும், 8-யிலும் வெட்டினால், AB-sir 
சமன்பாடு, 

2(82:1--41)% --2 (20) மர) - (௨2-22 3) = 0 
எனக் காட்டுக. 

4. swoirum@ S = 2x2 — Ixy + 332 + 5x + 10y 90 
குறிக்கும் சோடிக் கோடுகள், 6௩ல் ஒன்றையொன்று வெட்டு
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கின்றன. இக் கோடுகளை £ - %-ட 2)-- 5 - 0 குறிக்கும் கோடு, 

4-யிலும், 8-யிலும் வெட்டுகிறது. உருவம் 04.80 ஓர் இணைகரம் 

எனக் காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு: 5-5 0 குறிப்பதின் தன்மையைக் 

காண்க.] 

5. Sax? + 2hxy + by24+2gx=0 என்ற கூம்பு 

euStene, S’ = a’ x2 + 2h’ xy +b’ y? + 22'x =0 

என்ற ;கூம்புவளைவு இரு முறை ஆதியில் வெட்டுகிறதெனக் 
காட்டுக. மேலும், ஆதியையும் கூம்புவளைவுகளின் மற்ற இரு 

வெட்டுப் புள்ளிகளையும் இணைக்கும் கோடுகள் செங்குத்தானவை 

எனில், (௨-௨) எ (a' + ம) 2 எனக் காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு : 215-285! - 0 குறிக்கும் இயங்குவரையின் 

தன்மையைக் காண்க.] ப



7. நாண், தொடுகோடு, இசைக்கோடு 
(Chord, Tangent, Polar) 

$ 87. நாணும் தொடுகோடும் 

முதலாவதாக, 33 --3ூ ர 0 குறிக்கும் வட்டத்தின் 
“மேலுள்ள புள்ளிகள் Ay (X1, ¥3), Ag (Xs, yo) வழியாகச் 
செல்லும் நாணின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். 

oun x2 4+ y2— a2 = 0, (%1, (௨32) என்ற 
புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லுகிறது. 

ஆகவே, 

1 12-20, 
3 று 08௮0, 

இவற்றில் ஒன்றிலிருந்து ஒன்றைக் கழிக்கக் கிடைப்பதாவது : 

(412 — %32) + (yi? — yo*) = 0 

அல்லது (Yq? — Yq?) = — (412 — XQ?) 

அல்லது . (917-201 — Ya) = — (rr + %q) (41 — XQ) 

Va — Je 21 - 202 goog 172 1.12. 
= X%1— XQ 14+ )e 

இதில் இடப் பக்கத்திலுள்ள GCarmar (x4, y)-aguyid, 
(%, Yo)-Quh சேர்க்கும் கோட்டின் சரிவைக் குறிப்பதால், 
நாணின் சரிவு 

ட்டார் 88 
Yi t+ Ve



நாண், தொடுகோடு, இசைக்கோடு 155 

என்றும், இதனால் நாணின் சமன்பாடு, 

1 - 22 
அரு றிய எ எ நட நட (%- %0) 

என்றும் கிடைக்கிறது. இதேபோல், x2 + y® + 2gx -ட2ற் 
* 2 0 குறிக்கும் வட்டத்தின் மேலுள்ள புள்ளிகளின் வழியாகச் 
செல்லும் நாணின் சமன்பாடானது, 

வெறி வ யவ சிர் கசத ர 
era Yi+jat 27 0 1) 

என்றிருக்கும் என்பதைக் காணலாம். மேலும், கீழ்க்காண் 
பனவற்றையும் இதுபோலவே காணலாம். இவ் விளைவுகள் 
மாணவர்களுக்கும் பயிற்சிகளாக விடப்படுகின்றன. 

கூம்புவளைவு 5-0 $ி.--0-ன் மேலுள்ள (20, 9), 

௨2) வழியாகச் செல்லும் 
நாண் 

y? — 4ax = 0 I—V= 4 முகடு 
31 + Ve 

x2 y2 b2 tx + X5° 

33 fa i= 0 IN = ay ey) OD 

xy? ட ச 042 
aa pal =0 தி ரழி = டட டு (2-0) 

xy—c2 =0 yon = PTB Gam) 

அடுத்ததாக, ஒரு வளைவை 4-ல் தொடும் தொடுகோட்டின் 

சமன்பாட்டைக் காண்போம். புள்ளி A, ஆனது, வளைவின் 
மீதே நகர்ந்து 4; உடன் இணைந்தால் 4, அ, வழிச் செல்லும் 
நேர்கோடு, வளைவை 4-ல் தொடும் தொடுகோடாகின்றது. 
ஆகவே, வளைவின்மேலுள்ள 4; (26), ரய), கட (ற 
வழியாகச் செல்லும் நாணின் சமன்பாட்டிலிருந்து, வளைவை 
4 யிடத்துத் தொடும் தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண, 
எஜயும், ந,-ஐயும் முறையே 5, ழ)-ஆக மாற்றவேண்டும்.
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உதாரணமாக, பரவளைவு நூ -- 47 0-ன் மேலுள்ள 

ட, 9 0-என்ற புள்ளியிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டை, 

  4a a - 
_ (ம) ல், yi + Ye ( 1) . 

நாக்குப் பதிலாக ]-ஐப் பிரதியிட்டுக் கீழ்க்கண்டவாறு 
பெறலாம் : ட 

Jer y= 

4a 
as Ye ce மை (X — X,), 7 vy n+, § 1) 

அதாவது (Y— Jy) V1 = 2a (X — X4). 

ASTUS YY, — 2ax— yy2 + 2ax, = 0. spew (%1, ya) 
ஆனது பரவளைவு நூ -- 4ர% - 0 மேலுள்ளதால் 

yi? —4ax, = 0. 

  

இதைப் பயன்படுத்திப் பரவளைவின் தொடுகோட்டின் சமன் 
பாட்டை ் 

VV, — 2a (x + x1) =0 

அதாவது, yy, — 4a (1) = 0 

என்று எழுதலாம். 

8 63-ல் கூறப்பட்ட குறியீட்டு முறையைப் பயன் படுத்தினால், 
இச் சமன்பாடு 

T, =0 

என்றாகிறது. இதுபோலவே, 5-0 என்ற இருபடிச் சமன்: 
பாட்டைக் கொண்ட எவ் வளைவையும் அதன் மேலுள்ள (%;, ந) 
என்ற புள்ளியிடத்துத் தொடும் தொடுகோட்டின் . சமன்பாடு 
71 0 என்பதைக் காணலாம்; 

அடுத்தபடியாக, நாணின் சமன்பாட்டையும் தொடு 
கோட்டின் சமன்பாட்டையும், முற்றுமே குறியீட்டு முறையில் 
வெகு எளிதிலும், மனத்தில் இருத்தப் பயன்படும் அழகான 
வடிவத்திலும் காணலாம் என்பதைக் காட்டுவோம். இதற்காக, 
$ி -- 0 குறிக்கும் வளைவின்மீது 4; (2, 1), 42 றல என்ற 
புள்ளிகளை எடுத்துக்கொண்டு, சமன்பாடு 

1-3 - (ழி 4 0-ஐக் 
கவனிப்போம். இது ஓர் ஒருபடிச் சமன்பாடு, ஆகவே.
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இது: ஒரு நேர்கோட்டைக் குறிக்கிறது. மேலும்; (30) 
வளைவின் மேலுள்ளதால், சமன்பாட்டின் இடப் பக்கத்திலுள்ள 
(கோவையில் க்கும், நக்கும் முறையே %1.ஐயும், ந. ஐயும் 
பிரதியிட்டுக் கிடைக்கும் வளைவில் 8, - 0 என்பதைப் பயன் 
படுத்தி அடைவதாவது ₹ 

சட கு வறு (1 த COs த்த ஐடி எ றா, 

= (T,)1 + (T2)1 — (Tide 

= 8, + (11), —(Tie 

-= 5; 

=0 

இதிலிருந்து, 3) --79--(2 0); -0 குறிக்கும் நேர்கோடு 
(௨ வழியாகச் செல்லுகிறது என்று கிடைக்கிறது. இதே 
போல், இந் நேர்கோடு (டி, 3) வழியாகவும் செல்லுகின்றது 
என்றாகிறது. அதாவது, (21, 71), (9, 2) வழியாகச் செல்லும் 
நாணின் சமன்பாடு 

T) + Tz —(Ti)2 = 0 

இச் சமன்பாட்டில் »x,-56, y.-4G usora opmpGu 
ஐயும் ந1-ஜஐயும் பிரதியிட்டு, 5, - 0 என்பதைப் பயன்படுத் 

தினால், வளைவை (%,, 319-இடத்துத் தொடும் தொடுகோட்டின் 
சமன்பாடு 

மற 57 21 —(7T1)1 = 0 

அல்லது 271 — Sy = 

அல்லது TT, = 0 

என்று கிடைக்கிறது. 

இங்கு, பொதுப்படையாக 5-0 என்ற சமன்பாட்டை 
எடுத்துக் கொண்டுள்ளதால், வளைவு எத்தகைய கூம்பு 

வளைவானாலும், நாணின் சமன்பாடு 7, -7%- (7)_-0 
என்றும், தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 7, -0 என்றும் சீரிய 
.தன்மையில் அமைகின்றன. இவைகளை அடையும் முறையின் 
எளிமையும்; சுருக்கமான தன்மையும், முறையின் சிறப்பை நன்கு
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எடுத்துக் காட்டுகின்றன. இம் முறையையே, குறியீடுகளைப் 

பயன்படுத்தாமலும் கையாளலாம். உதாரணமாக, 38 --] 

8 0 குறிக்கும் வட்டத்தின்மேலுள்ள (1, 1), 0 792. 
என்ற புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும் நாணின் சமன்பாட்டைக் 
காண, சமன்பாடு 

டர 889) + (xX_ + yyg — a*) 

—(%1%_ + ViYg— a?) =0 (74) 

-ஐக் கவனிப்போம். இது ஓர் ஒருபடிச் சமன்பாடாகையால், 
இது ஒரு நேர்கோட்டைக் குறிக்கிறது. இச் சமன்பாட்டின் 
இடப் பக்கத்திலுள்ள கோவையில் 3:-க்கும், ந-க்கும் பதிலாக 

21-ஜயும், ஐயும் பிரதியிட், 

(12 -712--88) 4 (நே ட ரரி 25) 

(உழ: 92) 2 + iF — a? =O 

என்று கிடைக்கின்றது. gOoresrmd, (X1,),) என்பது 

வட்டத்தின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளி ஆகவே, இந் நேர்கோடு 

(டி 30). வழியாகவும், இதுபோலவே (%_, 7/2) வழியாகவும் 
செல்லுகிறது. ஆகவே, நாணின் சமன்பாடு (87.1) ஆகிறது. 

மேலும், (87.19-இல் 2-க்கும், ரஈக்கும் பதிலாக ஐயும், 

நாஜயும் பிரதியிட்டு (21, 0) இடத்துத் தொடுகோட்டின் 
சமன்பாட்டைக் காண்போம். இச் சமன்பாடாவது, 

(oxy + yy. — a8) + Gem, + yyy at) 
— (*9 + y12 — a?) = 0. 

அல்லது 2(2%) -- 9]. - 82) - 0-0. 
HOOF XX, + yyy — a? = 0. 

இப்பொழுது சில குறிப்பிட்ட வளைவுகளின் (%, 1 )- 

இடத்துத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகளை வரிசைப்படுத்தி 
எழுதுவோம். 

வளைவு 5-0 தொடுகோடு 7, = 0 

x2 + y2 — a? =0 xX, + yy, —a? = 0 (67 

y? — 4ax = 0 yy, — 4a ee) 0 (௫73
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ந y2 ரதத 22 , ஆ 1௮0 “ap BE —1=0 074) 

xt y3 xx 221 1-0 டா pe 10 (87 

3 20240 a2. 7 M2 = 0 (876) 

§ 88. GemGar@ (Normal) 

ஒரு வளைவின் செங்கோடான து அவ்வளைவின் தொடுகோட்டுக் 

குச் செங்குத்தானதால், தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டிலிருந்து, 

(20.6)-ஐ அல்லது (20.7),-ஐப் பயன்படுத்திச் செங்கோட்டின் 

சமன் பாட்டைக் காணலாம். உதாரணமாக, பரவளைவு: 

நூ 422 = 0-ல் (ஜட ு)-இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன் 

பாட்டைக் காண்போம். ஆனால் (ட, ]1)-இடத்துத் தொடு. 

கோட்டின் சமன்பாடு, 

yy, —2a(x + x1) = 0 

அல்லது yy; — 2ax — 2ax, =0 

ஆகும். ஆகவே (2, 71) இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு, 

2-3) 8 

என்ற் வடிவத்தில் இருக்கும். ஆனால் செங்கோடு, (21, 7: 

வழியாகச் செல்லுகிறது. ஆகவே, 

2891 -- ந) 21 =k 

இதனால், (20) ற0-இடத்து வரையப்பட்ட செங்கோட்டின் 
சமன்பாடு 

Qay + yy X= 2ayy + ¥ Vs (88:1) 

என்றாகிறது. இதேபோல், 
xe 2 0 

கர்ந 1 

குறிக்கும் நீள்வளைவின், (% 7)-இடத்துச் செங்கோட்டின் 

சமன்பாட்டை, தொடுகோட்டின் சமன்பாடாகிய 

xx 
= = oa 1 ௮ 0-லிருந்து, 

(20-7)-ஐப் பயன் படுத்தி,
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atx by op 
xy ¥1 

என்ற வடிவத்தில் எழுதலாம். செங்கோடு, (%%, 71): வழியாகச் 

இசெல்லுவதால், 2 

a? — ba = k 

ஆகவே, செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

atx by = at — b2 (88-2) 
xy Va 

என்றாகிறது. இம்மாதிரியே 

ச 2 ல 
a1 =, xy 03 =@ 

குறிக்கும் அதிபரவளைவுகளின் செங்கோடுகளின் சமன்பாடுகளை 

azx by | = a2 + 2 

xy 21 

22221) அறி) = X12? — yy? (88+3) 

என்று அடையலாம். 

8 89. ஒரு கொடுக்கப்பட்ட கோடு தொடுகோடாவதற்கோ 
அல்லது செங்கோடாவதற்கோ வேண்டிய நிபந்தனை 

ஏற்கெனவே $ 53-ல், கோடு y= mx +e ஆனது குறிப் 
பிட்ட $வளைவுகளுக்குத் தொடுகோடாவதற்கான நிபந்தனைகளைக் 
கண்டோம். இப்பொழுது, $ 87-ல் கண்ட தொடுகோடுகளின் 
உதவி கொண்டு, இதே நிபந்தனைகளை மாற்று முறையில் 
அடைவோம். உதாரணமாக, மூதலில் பரவளைவு y? — 4ax=0- 
ஐக் கோடு 3 ௪ 71% -- ௦), அதாவது 

yomx—c=), (89-1) 

தொடுவதற்கான நிபந்தனையைக் காண்போம். இக் கோடு 
பரவளைவை (2, 93) என்ற புள்ளியிடத்துத் தொட்டால் 
இக் கோட்டின் சமன்பாட்டை 

yY1 — 2a (% + x1) = 0 (89:2)
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என்றும் எழுதலாம். இப்போது (89-1)-லிலுள்ள குணகங்களை 

(69.29-லிலுள்ள குணகங்களோடு ஒப்பிடக் கிடைப்பதாவது : 

ப 2a 20x, 
1 —-m வெற 

6. + 2a அதாவது, 21- Ho Vi = ~ ee 

புள்ளி (20) 9:)-ஆனது, ந? - 4894 0-ஐத் திருப்தி Clediny 
மாகையால், 

2a\2 6 

ல்ல Ga fs அலலது =m 

அடுத்ததாக, 1% + my +n=0 குறிக்கும் கோடு, நீள்வளைவூ 

2 a 
றத As a _ 1 0-க்குச் செங்கோடோக அமைய வேண்டிய 

நிபந்தனையைப் பார்ப்போம். இதற்காக, செங்கோட்டின் அடியை. 

(xy Yi) Tord கொண்டு, ஐயும், )1-ஐயும் காண்போம். 

ஆனால் (ட, 71)-ஐ அடியாகக் கொண்ட செங்கோட்டின் 

சமன்பாடு, 

க்கி 9 டரா 

xy yi 

pen. Qos Ixn+my+n= 0-உடன் ஒப்பிடக் கிடைப்ம 

தாவது : 

ம ர ன் ணை 
ஞு (=> ~ = (a? == 62) 

(:,) da ) 

Ixy பப my, வ 73 

அதாவது, Fe ந ~ (at — BP) 

an bt a 
ஆகவே, y= — Taz — 8) n= m (a? — 6*) 

2 2 

ஆனால், (ரபி, ள் 1 -0-ஐத். திருப்தி செய்யும்.. 

11
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, அதகவே, 
a* n? 54 n2 

[1 a? — B2)2 a2 T m® (a9 — BA) BB   ~1L=0. 

az b2 a — 52)3 
அதாவது, ஒர் த க. ் 

இதுதான், /%--ஈற --ஈ-0 என்ற கோடு, நீள்வளைவுக்கு ஒரு 
செங்கோடாவதற்குரிய நிபந்தனை. 

$ 90. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு *, 

3 4802-0 என்ற பரவளைவின் குவியத்தின் வழியாகச் 

செல்லும் நாண் ஒன்றின் முனைகள், (21. 7), (22 ந) என்றால், 
Va Yo = 472, xy Xo = a? Ora காட்டுக. 

நாணின் சமன்பாடு 2 -- 79-- (270320. அதாவது, 

{ yy) — 2a (% + %y)} + {Vg — 2a (x + XQ) } 
—{¥1 Ye — 2a (%, + x.) } = 0. 

இந் தாண், குவியம் (a, 0) வழியாகச் செல்லுவதால், 

{— 2a .a+%)} + {— 2a(a + x,)} 

—4{ V1 Yo — 2a (%, + %)} = 0. 

Gost #0545, Yy vg = — 402 எனக் கிடைக்கின்றது. 
“மேலும், ந - 4ரறராஜயும், நூ - 403 -ஐயும் பெருக்கக் 
.கிடைப்பதாவது : 

(டி) (மல) ற] 
16a2 x, X, = (— 4a2)?2 

ஆகவே, 31 39 எ 42, 

கணக்கு 2. 

35 48% 0 குறிக்கும் பரவளைவுக்கு அதன் செவ்வ 
கலத்தின் ஒரு முனையான (ர, -- 29) இடத்துத் தொடுகோடும் ஆ 4 துற 0 குறிக்கும் பரவளைவுக்கு அதன் செவ்வகலத்தின் 
ஒரு முனையான (22, -இடத்துத் தொடுகோடும் ஓரே 
“கோடாகும் என்க் காட்டுக. ்



நாண், தொடுகோடு, இசைக்கோடு 163 

முதல் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு, 

y (— 2a) — 4a C =) = 0. 

அதாவது, %--ர.4ர-0. 

இரண்டாவது தொடுகோட்டின் சமன்பாடு, 

x (— 2a) — 4a 2) 0. 

இதுவும் -ழற--8-0 என்றே சுருங்குகிறது. ஆகவே, 

இரண்டு தொடுகோடுகளும் ஒரு கோடே. 

கணக்கு 3. 

4x —3y +2=0 குறிக்கும் தொடுகோடு, x2 4+ xy — p2 

4 1 - 0 குறிக்கும் கூம்புவளைவைத் தொடும்“புள்ளியைக் காண்க. 

தொடும் புள்ளியை (21, 7) என்றால், தொடுகோட்டின் 

சமன்பாடு, 71 - 0. அதாவது 

டர் டம yyy +1 = 0 

அல்லது, 29) நர 40 று) 42-40. 

அதாவது, (2-2) 2-0 எரைழற 4 2-0. 

இச் சமன்பாட்டை 43 42 - 0-உடன். ஒப்பிடக் கிடைப் 

பதாவது ₹ 

ஆ றி 21 2 
கா கட ௭2 (2) 

ஆகவே, முதல் இரண்டு கோவைகளிலிருந்து 

— 3 (2x) + ¥1) = 401 — 291) 

அல்லது 2x4 ன க 27% 0 
oes ட 

எனக் கிடைக்கிறது. இரண்டாவது, மூன்றாவது கோவைக 

ளிலிருந்து 
Xy — 291 ௮ ௮3 one (2)
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எனக் கிடைக்கிறது. (1)-ஐயும், (2)-ஐயும் விடுவிக்க 3) - ], 
yi = 2 எனக் கிடைக்கிறது. ஆகவே, தொடுகோட்டின் தொடு 
புள்ளி, (1, 2) என்றாகிறது. 

கணக்கு 4. 

. . xa 3 

நீள் வளைவு ஜட் நை 1௮ 0-ன். மாறும் தொடுகோடு 

ஒன்று, 3-அச்சை 4-யிலும், 3-அச்சை 2-யிலும் வெட்டுகிறது. 
4தீ-யின் மையப் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன் பாட்டைக் 

காண்க. , 

(0.0. என்ற புள்ளியை நீள்வளைவின்மீது எடுத்துக் 
- கொண்டால், 

x,3 

as + Me 120. (1 

என்றும், (X_, ):)-இடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

at 1 

a2 =0 

என்றும் கிடைக்கிறது. இர். சமனிபாட்மையும், X= gs Flos சமன் 

பாடானூ- 0-யும் விடுவித்து 4-யை [ — 0 0) எனவும், 

இதே போல் £-யை 
3 

Cx) V1 

எனவும் அடைகிறோம். "இப்பொழுது 48-யின் மையப்புள்ளி, 

(05 Yo) என்றால், 

ai b2 
Xp = 2x; ட் Yo = 3X, க 

a? 5? 
ஆகவே, xy = 2x5 உரி 27% ச 

இம் மதிப்புகளை (1)-ல் பிரதியிட, 

Pe, La க மரம 1
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என்றும், இதிலிருந்து (2, 30) -ன் இயங்கு வரையின் சமன்பாடு 

a? b? 

(2x8) * (ரே 
அன்றும் கிடைக்கிறது. 

கழ 2 0 

8 91. பயிற்சிக் கணக்குகள். 

1. Ay, 4g, கி. 4. என்பன 2 4ர% 0 என்ற 

பரவளைவின் மேலுள்ள புள்ளிகள். A,, Az ஆகியவற்றின் 

3-கூறுகளின் கூட்டுத் தொகை, 4, 4, ஆகியவற்றின் ]-கூறு 

களின் கூட்டுத் தொகைக்குச் சமமானால், provr Ay, Ap ஆனது, 

நாண் 45 4ீ_க்கு இணையானது எனக் காட்டுக. 

2. கீழ்க்காணும் கூம்புவளைவு ஒவ்வொன்றுக்கும் அதன் 

எதிரில் கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளியிடத்துத் தொடுகோட்டின் 

சமன்பாட்டைக் காண்க 2 

Ci) x2 +72 —25= 0 (3, 4) 

Gi) x2 + y2+2x—7=0 qi, — 2) 

Gii) y2—2x =0 (2, 2) 

(iv) xy —6=0 (2, 3) 

(vy) (¥+2)(y + 4) —15=0 (1, 1) 

3. தொடுகோடு 3x + 4y —40 = 0, euliiih x2 + y2 

— 10x = 0-ஐத் தொடும் புள்ளியைக் காண்க. 

4. தொடுகோடு % --3--1 0) செவ்வக அதிபரவளைவு 

(ஐ2)(9--33)--9 - 0-த் தொடும் புள்ளியைக் காண்க. 

5. பரவளைவு ந2 -- 48% - 0-ன் நகரும் தொடுகோடு ஒன்று, 

அச்சை 4-யிலும், 3-அச்சை 2-யிலும் வெட்டினால், 42-ன் 

மையப்புள்ளியின இயங்குவரையின் சமன்பாடு 274 + ax = 0 

எனக் காட்டுக. 

6. வட்டம் $3 + y2— 10x = 0-ன் “நகரும் தொடுகோடு 

ஒன்று, 2-அச்சை .4-யிலும், நாஅச்சை யிலும் வெட்டினால், 

1.8-ன் மையப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு, 

432 2033 -- 25% - 0 என நிறுவுக.
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7, 2) என்பது அதிபரவளைவு 21-68 - 0-ன் ஒரு 

நகரும் விட்டம் 2-யிடத்துத் தொடுூகோடு, 2” வழியாக ஒரு 

தொலைத் தொடுகோடுக்கு இணையாக வரையப்பட்ட கோட்டை 

வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு 5) -- 325 0 

எனக் காட்டுக 

[உதவிக் குறிப்பு: 2-யை (30) நி எனக் கொண்டால் 2. 

ஆனது (50 -- 0) ஆகும்] 

8. 2௪யைச் பேரச்சாகவும், 26-யைச் சிற்றச்சாகவும், யை 

மையமாகவும் மொண்ட ஒரு நீள்வளைவின் செங்கோடு, பேரச்சை 

0-யிலும், சிற்றச்சை 2-யிலும் வெட்டினால், 2005 b2Cg* 

= (a? ம2)2 என நிறுவுக. 

9: 7 என்பது, x + . _- 1 குறிக்கும் நீள்வளைவின் 

மீது நகரும் ஒரு புள்ளி, இப் புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு, 

பேரச்சை யிலும், சிற்றள்சை யிலும் வெட்டுகிறது. 

0 வழியாக 3 அச்சுக்கு இணையாக வரையப்படும் கோட்டை, 

ச.வழியாக 2-அச்சுக்கு இணையாக வரையப்படும் கோடு, வெட்டும் 

புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு, ௨3£-- bey? — 

(௪3 --.ம்3)£ எனக் காட்டுக. 

10. ஒரு நீள்வளைவின் ஒரு செவ்வகலத்தின் ஒரு 

மூனையிடத்துச் ; செங்கோடு, பேரச்சை வெட்டும் புள்ளிக்கும், 

நீள்வளைவின் மையத்துக்கும் இடையிலுள்ள தூரம் ரச3 எனக் 

காட்டுக, ₹இங்கு 2ஈ என்பது பேரச்சின் நீளம், ச என்பது 

தொலைத்தகவு. 

11. ஒரு நீள்வளைவின் ஒரு செவ்வகலத்தின் ஒரு 

முனையிடத்துச் செங்கோடு, சிற்றச்சின் ஒரு முனைவழியாகச் 

செல்லுகிறதென்றால் நீள்வளைவின் தொலைத்தகவு ச*--௪8--1--0-ன் 

முலமாகும் எனக் காட்டுக, 

விடைகள் 

9 (i) 3x+ 4y—25 =0 

(ii) 2x —2y—6=0 
(lit) x—2y +2=0
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(iv) 3x 4+ 2y—12=0 

(v) 5x+ 3y—8=0 

3. (8,4) 

4. (1,0) 

§ 92. Qgsa@ wre (Chord of Contact). 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஒரு . கூம்பு வளைவுக்கு வரையப்பட்ட. 
தொடுகோடுகளின் தொடுபுள்ளிகளை இணைக்கும் நாணானது, அப்: 

புள்ளியிலிருந்து வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் தொடு நாண்: 
எனப்படுகிறது. 

இப்பொது 5 - 0 குறிக்கும் கூம்பு வளைவுக்கு 2 (0, 2ம்: 
லிருந்து வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் தொடுநாணின் சமன் 
பாட்டைக் காண்போம் (படம் 37). இதற்காக, தொடுகோடுகளின்' 

  

படம் 37. 

தொடுபுள்ளிகளை 0, (3,_, 7), 9, (2.3.9) எனக் கொள்வோம். 

0,-இடத்துக் தொடுகோட்டின் சமன்பாடாவது 

T, =0 

இத் தொடுகோடு £ (ஈ,, 10) வழியாகச் செல்லுவதால், 

T = 0 
(Ta) x 1.2 -- 7/1 

அல்லது, (29)]-- 0.



168: பகுமுறை வரைகணிதம் 

இதேபோல், 0,-இடத்துத் தொடுகோட்டிலிருத்து 

0-0 (92.2) 

அனக் கிடைக்கும். 

இப்பொழுது, 'சமன்பாடு 7) -0-ஐ எடுத்துக்கொண்டு 
அது குறிக்கும் வளைவுபற்றி ஆராய்வோம். இது ஒருபடிச் சமன் 
யாடு. ஆகவே, இது ஒரு நேர்கோட்டைக் குறிக்கின்றது. மேலும், 
(92:1)-ன்மூலம், இக்கோடி (. 3... வழியாகச் செல்லுகிறது 
என்றும், (92:23) -ன் மூலம் (2, 7) வழியாகச் செல்லுகிறது 
என்றும் காண்கிறோம். ஆகவே, சமன்பாடு 7, -0 ஆனது, 

நாண் 0, 0, க் குறிக்கிறது. 
இக் குறியீட்டு முறையில் சமன்பாடு 54 -- 0, பொதுப் படை 

பபானது. ஆகையால், இம் முறை மிகவும் சிறப்பானது. எனினும் 
இப்பொழுது குறிப்பாக, ஐ2 - நூ -- 8 -- 0 குறிக்கும் வட்டத்தை 

எடுத்துக் கொண்டு குறியீகளைப் பயன்படுத்தாமலே, 2 (%, றப 
லிருந்து வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் தொடுநாணின் 

சமன்பாட்டைக் காண்போம் (படம் 38). .2ஃ-யிலிருந்து வரையப் 

YA 

(X2,y2) 
ad 

  

  

  
். படம் 3%, 

படும் தொடுதாணின் இிதொடுபுள்ளிகளை . ட, 332, (3.3) 

என்போம். (2, ந) -இடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு, 
கட பறடிய 2.௮0 ஆகும். இத் தொடுகோடு 

1,91) வழியாகச் செல்லுவதால்,
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313) -- ரி) 853 0. (92.3) 

இதேபோல் (%,, 9,9-இடத்துத் தொடுகோடு (57) வழியாகச் 
'செல்லுவதால், 

3125 -* 71] — a? = 0 (92.4) 
இப்போது, சமன்பாடு 

x% + yy, a? = 0, 

குறிக்கும் வளைவின் தன்மையைப் பற்றி ஆராய்வோம். இச் சமன் 
பாட்டின்படி ஒன்றாகையால், இச் சமன்பாடு ஒரு நேர்கோட்டைக் 

குறிக்கிறது. மேலும், (93-3), (92.4) என்பவற்றால் இக்கோடு 
(2௨, (௯, 3/3 வழியாகச் செல்லுகிறது எனத் தெரிகிறது. 

ஆகவே, (3, 72)-ஐயும், (2, 25-ஐயும் இணைக்கும் 
நாணின் சமன்பாடு 

220. 9] ந] 8 0-என்றாகிறது. அதாவது 
2 (ஊ).௨70-லிருந்து வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் தொடு 
தாணின் சமன்பாடு, 

XX, + W¥y — a2? 0, 

$ 93. இசைக்கோடு (Polar) 

  

A(x, ,y) 

படம் 39. 
.. ஒரு நிலைத்த புள்ளி வழியாகச் செல்லும் ஒரு கூம்புவளைவின் 

நாணின் முனைகளிடத்து அந்த வளைவுக்கு வரையப்பட்ட தொடு
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கோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளியின் இயங்குவரையை, அப் 

புள்ளியின், கூம்புவளைவு சார்ந்த இசைக்கோடு என்கிறோம். இப் 

பொழுது 4(20பூறழ-ன், 4-0 சார்ந்த ' இசைக்கோட்டின் 
சமன்பாட்டைம் பெறுவோம் (படம் 39). .4-ன் வழியாக 
வரையப்படும் நேர்கோடு ஒன்று, கூம்புவளைவு 5 -- 0-ஐ 7-யிலும், 
யிலும் வெட்டட்டும். மேலும், 8-யிடத்துத் தொடுகோடும். 
யிடத்துத் தொடுகோடும், 2(2;, 7-என்ற புள்ளியில் 
வெட்டட்டும். இப்பொழுது 7-ன் இயங்குவரை 4-ன் 
இசைக்கோடாகும். 

யிலிருந்து வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் தொடுநாணான 
ட்ன் சமன்பாடு, 

200. 

ஆனால், 26, 4 (வே, 2). வழியாகச் செல்லுகிறது. ஆகவே, 

= 0 

(29 2 1, ௮ 1 

அல்லது, (7001 = 0. 

அதாவது (Tro = 0. 

இதிலிருந்து (2, 7,)-ன் இயங்குவரை 
T, =0 

என்றாகிறது. 

அடுத்தபடியாக, குறியீட்டு முறையைத் தவிர்த்து, 5 - 0-ஐகஃ் 
க x2 3 

குறிப்பாக a ja 1 =0 

எனக் கொண்டு 2-யின் இசைக் கோட்டைக் காண்போம். இங்கு 
தீயின் சமன்பாடு, 

33% ao + YO 1-0. a 

ஆனால், 50-ஆனது, A(X4,71) afuraé Oedgyran gs. 

டர 2071202120, b2 

. இதிலிருந்து 7-யின் இயங்குவரை 
xX 
vat ௮1௮0 (93-2) 

என்றாகிறது. 

ஆகவே,
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சமன்பாடுகள் (93:1),: (93:2)-ஆகிய இரண்டும் ஒருபடிச் 
சமன்பாடாகையால் இசைக்கோடு, ஒரு நேர்கோடாக உள்ளது. 
புள்ளி 2-ஆனது, இந்நேர்கோட்டின் இசைப்புள்ளி (0௦16) எனப் 
படுகிறது. 

இப்பொழுது கீழ்க்கண்ட விளைவுகள் தெளிவாகின்றன : 

Ci) (x1,91) என்ற புள்ளி கூம்புவளைவு 5--0-க்கு 
வெளியே அமைந்தால், சமன்பாடு 7”; - 0 ஆனது, (20, 11 புன்” 
இசைக் கோட்டையும், (2, 0-லிருந்து வரையப்பட்ட தொடு 
கோடுகளின் தொடுநாணையும் குறிக்கின்றது. 

(ii) ட 7) கூம்புவளைவின் மேல் அமைந்தால், 7, = 0 
ஆனது (2, )0)-இடத்துத் தொடுகோட்டைக் குறிக்கிறது. 

(110) பேரி கூம்புவளைவுக்கு உள்அமைந்தால், 3) - 0” 
ஆனது (,, 1)-ன் இசைக் கோட்டை மாத்திரம் குறிக்கிறது. 

8 94. துணையியப் புள்ளிகளும், துணையியக் கோடுகளும். (லே-- 

jugate Points and Conjugate Lines) 

சமன்பாடு 5-0 குறிக்கும் ஒரு கூம்பு வளைவையும்,. 

Ay (%1, V1), As ரி. என்ற புள்ளிகளையும் எடுத்துக்: 
கொள்வோம். இப்பொழுது, இந்தக் கூம்புவளைவைச் சார்ந்த- 
இசைக்கோடுகளில், A,-t இசைக்கோடு 4,-வழியாகச் 
சென்றால், 4,-ன் இசைக்கோடு, 4,-ன் வழியாகச் செல்லும்: 

என நிறுவுவோம். 

அன் இசைக்கோட்டின் சமன் பாடு 

T, =0. 

இந்த இசைக்கோடு .4, வழியாகச் செல்லுவதால், 

(T1), = 0 

அல்லது (T2)) = 0 (9௪1) 

ஆனால் 4_-ன் இசைக் கோட்டின் சமன்பாடு 

8 ட 

ஆகவே, (94-1)-லிருந்து 4,-ன் இசைக்கோடு, ..4 வழியாகச் ' 
செல்லுகிறது எனத் தெரிகிறது.
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மேற்கூறியவாறு 4) -ஐயும், .8,-ஐயும் போன்று அமைந் 
துள்ள இரண்டு புள்ளிகளைக் கூம்புவளைவைச் சார்த்த துணையியப் 
புள்ளிகள் என்று அழைக்கின்றோம். மேலும், இத்தகைய 
புள்ளிகளில் ஒன்று மற்றதின் துணையியப் புள்ளி என்று 
அழைக்கப்படுகின்றது. 

அடுத்தபடியாக, 4), ./2 என்ற கோடுகளை எடுத்துச் 

-கொள்வோம். கூம்புவளைவைச் சார்ந்த இசைப்புள்ளிகளில் /,-ன் 
இசைப்புள்ளி /,-ன் மேல் அமைந்தால் 7_-ன் இசைப்புள்ளி /,-ன் 

(மேல் அமையும் என நிறுவுவோம். 

அதாவது, 4/1/-ன் இசைப்புள்ளியாகிய 7, ஆனது, [ஜீன் 
மேல் அமைகிறது எனக் கொண்டு, /9-ன் இசைப்புள்ளியாகிய 
சீ_ாஆனது, /) மேல் அமைகிறது எனக் காட்டுவோம் (படம் 40). 

  

படம் 40 

, இப்பொழுது 2$-ன் இசைக்கோடாகிய 7), 2) வழியாகச் 
செல்லுகிறது. ஆகவே, 27,-ன் இசைக்கோடாகிய 7, , P, வழியே 
செல்லும், அதாவது 2, /, மேல் அமைகிறது என்றாகிறது. 

மேற்கூறியவாறு 1)-ஐயும், /2-ஐயும் போன்று அமைந்துள்ள 
இரண்டு கோடுகளைக் கூம்புவளைவைச் சார்ந்த துணையியக் 
கோடுகள் என்று அழைக்கப்படுகின்றன. மேலும், இத்தகைய 
கோடுகளில் ஒன்று மற்றதின் துணையியக்கோடு என்று அழைக்கப் 
படுகிறது. 

$ 95. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணககு 1. 

3x + 4y—-5 0 குறிக்கும் கோடு, 38 3545-0 

குறிக்கும் வட்டத்தை 4-யிலும், 2-யிலும் வெட்டுகிறதென்றால்,
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4-யிடத்துத் தொடுகோடும் £8-யிடத்துத் தொடுகோடும் 
வெட்டும் புள்ளியைக் காண்க (படம் 41°. 

வெட்டும் புள்ளியை (%,, 3) எனக் கொள்வோம். AB- 
ஆனது, (20, 3.0-லிருந்து வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் 
தொடுநாண். ஆகவே, அதன் சமன்பாடு, 

YA 

  

  
படம் 41 

xX + yy, —5 =O. 
ஆகும். ஆனால் 48ஃயின் சமன்பாடு, 

3x + 4y—5=0 

எனக் கொடுக்கப்பட்டுள்ளது., ஆகவே, இச் சமன்பாடுகளின் - 
குணகங்களை ஒப்பிடக் கிடைப்பதாவது £ 

1 3, 
3... 4 —5 

அதாவது, 2, - 3. 1; ௪ 4. ஆகவே, தொடுகோடுகள் வெட்டும் 
புள்ளி (3; 4) 

கணக்கு 2. 

y2—4ax = 0-ன் நகரும் நாண் இன்று, பரவளைவின் 

உச்சியில் ஒரு;செங்கோணத்தைத் தாங்குகிறது. நாணின் முனை
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.களிடத்துத் தொடுகோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு 
வரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க படம் 42. 

முகி 

  

ae 
  

  

படம் 42: 

இவட்டும் புள்ளியை (2, 20) எனக் கொண்டால் தொடுநாண் 
AB-sit சமன்பாடு, 

3, 28 ௬0-௦0 

Vo 20x 
அல்லது 2020 

ஆகும். இச் சமன்பாட்டைப் பயன்படுத்தி ந. கர 0 இச் 

சமபடித்தானதாக மாற்றி எழுத, கிடைக்கும் சமன்பாடாகிய 

Yo — Bax | _ 
y? tax [ 2420 ]-௦ 

ஆனது, 04, 08 கோடுகளைக் குறிகின்றது. கோணம் 402, 

ஒரு ;செங்கோணமாகையால், இச் சமன்பாட்டில் — oir 

குணகம் -டந? ன் குணகம் - 0 

ஆகவே, 1 + .. 0 

அல்லது X% + 4a = 0.
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இதிலிருத்து ௦ றய-ன் இயங்குவரையில் சமன்பாடு 

3 4-0 என்றாகிறது. 

கணக்கு 3. . 

வட்டம் 92.2 ர2- 0-ஐத் தொட்டுக் கொண்டே 

_ நகரும் . கோடொன்று, பரவளைவு y2 — 4ax = 0-ஐ 4-யிலும், 

£-யிலும் வெட்டுகிறது என்றால், பரவக்வின் 4-யிடத்துத் தொடு 

கோடும், 2-யிடத்துத் தொடுகோடும் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு 

வரையின் சமன்பாட்டை 45 நூ -- 4730 எனக் காட்டுக 

(படம் 43). 

தொடுகோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியை 2 (370) எனக் 

கொண்டால், .48-யின் சமன்பாடு, ரு 

Vg — 2a (X + X%) = 0 

HOH, Yo — 28% -- 222 = 0 

ஆகும். வட்டத்தின் மையமான (0, 0)-லிருந்து 4.8-யின் தூரம் 

ற என்றால் ற? -- ர. ஆனால் ் 

p? == __C@axy)* 
க 

Yor + (— 2a)? 
  

4a2x,? 
கவே —— 0 | = a2. 

ஆ * Vo? + 4q2 

    

K
Y
 

/ 

கி 
XN 

NN 

  
படம் 43. 

அதாவது 4, எ] ௮ 4920 

இதிலிருந்து (Xo. Yona இயங்குவரையின் சமன்பாடு 

4234 2 மிர 0 என்றாகிறது.
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கணக்கு &. 

ஒரு நகரும் புள்ளி 7-யிலிருந்து 'நீள் வளைவு 
x2 y? 

நாண், நீள்வளைவின் மையத்திலிருந்து 8 தூரத்தில் உள்ளது 

என்றால், 2-யின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு 

31 
காக? 

-க்கு வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் தொடு 

x? 

at 

என நிறுவுக (படம் 44). 

  

  

009 

A =< 
ட டி 

த் B 

C x 

ர் 

படம் 44, 

சீயை (2, 1030) எனக் கொள்வோம், அப்படியாயின், தொடு 
நாண் 4ம-ன் சமன்பாடு, 

xXx yy 
“ra + pg 1௭0 

ஆகும். ஆனால் 44-யிலிருந்து 2 (0, 0) இருக்கும் தூரத்தின் 
வர்க்கமானது, 
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( 

இதிலிருந்து, (...7,)-ன் இயங்குவரையின் சமன் பாடு 
x2 y2 1 ந 

ait hi at 

எனக் கிடைக்கிறது. 

கணக்கு 5. 

பரவளைவு 33-44 0-ன். நகரும் தொடுகோடு ஒன்று, 
2 2 

நீள் வளைவு = + 1-0.ஐ குயிலும், 8ஃமிலும் வெட்டு 

கிறது. .4-யிடத்தும், 8-யிடத்தும் வரையப்பட்ட தொடு நாண் 

களின் வெட்டுப் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் 

காண்க. 

வெட்டுப் புள்ளியை (,, 7 எனக் கொண்டால், 4.யின் 

xXx yy 
ae + வு _ 1 = 0 

ஆகும். அதாவது, 

a? vy ' Vo 

ஆகும். ஆனால், 42-ஆனது பரவளைவு y2 — 4dx = 0-ஐத் 

தொடுவதால், நிபந்தனை (52:3)-லிருந்து 

ழே d 

mo (=P ey 
8 

என்றும், அதாவது, 

da? y,2 + bt xy = 9 

என்றும் “கிடைக்கிறது. QHOAGHS, (Xo: Voor இயங்கு 
வரையின் சமன்பாடு 

dazy? + bt x 0 

என்றாகிறது. 

  

கணக்கு 6. 

புள்ளிகள் (1, 2), (- 2, 2) இரண்டும் % 32 4 4-0 

குறிக்கும் வட்டத்தைச் சார்நீத துணையிய புள்ளிகள் எனக் 

காட்டுக. 

12
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' 
(டி29-ன் இசைக்கோட்டின் சமன்பாடு, 

2 (1) --7(2--20--1)-0 

அல்லது 32-23 -2-0 

ஆகும். இந்த இசைக்கோடு (-- 2. 2) வழியாகச் செல்கிறதென் 
பதை எளிதில் காணலாம். ஆகவே, (1, 2)-உ௨ம் (-- 2, 2)-உ௨ம் 
வட்டத்தைச்சார்ந்த துணையிய புள்ளிகள். 

கணக்கு 7, 

3x 3100 குறிக்கும் கோட்டின் 3910-0 

குறிக்கும் அதிபரவளைவு சார்ந்த இசைப் புள்ளியைக் காண்க, 

இசைப்புள்ளியை (2), 70) எனக் கொண்டால், இசைக் 
கோட்டின் சுமன்பாடு, 

12 00 ல் ட 

ஆகும். அதாவது, 

xy, + xy = 20=0 

ஆகும். இச் சமன்பாட்டையும், சமன்பாடு 3-3. 10 0 
-ஐயும் ஒப்பிடக் கிடைப்பதாவது : 

Va ma —20 _ 2 
3 2 —-10 °°” 

அதாவது, 7 - 6, 2) - 4. ஆகவே, வேண்டிய இசைப்புள்ளி 
(4, 6) என்றாகிறது. 

கணக்கு 8. 

உ. ஓர் அதிபரவளைவின் தொலைத்தொடுகோடு ஒன்றின் 

மேலுள்ள ஒரு புள்ளியின் அதிபரவளைவு சார்ந்த இசைக்கோடு, 
தொலைத் தொடுகோட்டிற்கு இணையானது. எனக் காட்டுக: 

அதிபரவளைவின் அச்சுகளை xX, ந-அச்சுகளாகக் கொள்வோம். 

அப்படியாயின், அதன் சமன்பாடு, அதனது தொலைத்தொடு 
கோடுகள் ஒன்றின் சமன்பாடும் முறையே 

x2 3 x 

ந 1-0, ம 0



நாண், தொடுகோடு, இசைக்கோடு 17% 

என்றிருக்கும். தொலைத்தொடுகோட்டின் சரிவு 

ம் 
8 

இப்பொழுது, (21, vi) என்ற புள்ளியை இத் தொலைத்தொடு; 
கோட்டின் மேல் எடுத்துக் கொண்டால், 

அட 1) 0 
a 

Acie, வவ 
aI = yO 

என்றும, மேலும், (2 ன் இசைக் கோட்டின் சமன்பாடு. 

XX v1 _ 
இ 10 

என்றும் கிடைக்கிறது. இவ் விசைக்கோட்டின் சரிவு 

டம் உ 
~ “da M1 

b3 a 

= “ar ( b ) 

b 

ஆகவே, இசைக்கோடு, தொலைத்தொடுகோட்டுக்கு இணையானது 
என்றாகிறது. 

கணக்கு 9. 

உ. என்ற ஒரு புள்ளியின், ஒரு பொதுவச்சு வட்டத். 

தொகுதியின் வட்டங்களைச் சார்ந்த இசைக் கோடுகள் யாவும்,. 

மற்றொரு புள்ளி 9 வழியாகச் செல்லும் என்றும், தொகுதியின்- 

பொதுச் சமத்தொடு அச்சு 20-வை இரண்டு சமதுண்டுகளாக: 

வெட்டும் என்றும் காட்டுக. 

தொகுதியின் வட்டங்களின் மையங்கள் அமையும் கோட்டை 

அச்சாகவும் பொதுச் சமத்தொடு வச்சசை )-அச்சாகவும் 

கொண்டால், தொகுதியின் சமன்பாடு 

x? + yi + 2Ax4+e¢=0
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என்றாகிறது. இங்கு, 4 துணை அலகு. 47-யை (5), நப) எனக் 
கொள்வோம். (ேடி2-ன், தொகுதியின் வட்டங்கள் சார்ந்த 

'இசைக்கோடுகளின் சமன்பாடு, 

் ரிட் & 02020 

அல்லது (2-9) 94% (24040 
ஆகும். இதிலிருந்து, இசைக்கோடுகள் அனைத்தும் கோடு 

xX, 30) 24 0-உம், கோடு 2-௮ 0-உம் வெட்டும் 

புள்ளி வழியாகச் செல்லுகிறது எனக் கிடைக்கிறது. 

இவ் வெட்டும் புள்ளி 0-வின் 2-கூறானது. %, என எளிதில் 
காணலாம். மேலும் 2-ன் கூறு, நட. ஆகையால் 720.ன் மையப் 

புள்ளியின் 2-கூறு பூச்சியம் என்றும், இதனால், இம் மையப்புள்ளி 

பொதுச் சமற்தொடு வச்சாகிய ந-அச்சின்மேல் அமைகிறது 

என்றும் தெரிகிற து. 

குணக்கு 10. 

2 என்பது )-அச்சின் மேல் நகரும் ஒரு புள்ளி 7ஃ-யிலிருந்து, 
-y? — 4ax = 0 சார்த்த P-or இசைக்கோட்டு க்கு, வரையப்பட்ட 

செங்கோடு, 2- அச்சின்மேலுள்ள ஒரு நிலைத்த புள்ளி வழியாகச் 
டஇசல்லும் எனக் காட்டுக. 

A-ow (0. A) எனக் கொண்டால், % ஒரு மாறி, ன் 

இசைக்கோட்டின் சமன்பாடு, 

ya — 2a(x 4+ 0) = 6 

அல்லது YA — 2ax = 0 

ஆகும். £.யிலிருந்து இவ்விசைக் கோட்டுக்கு வரையப்படும் 
'செங்கோட்டின் சமன்பாடு, 

22) 4 AX=k 

என்ற வடிவத்தில் இருக்கும். ஆனால், செங்கோடு 7 வழியாகச் 
செல்லுகிறது. அதனால், 

daa +O0=k, 
. ஆகவே, செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

2ay + AX = 2aa 

அல்லது ay + A (x— 2a) = 0 என்றாகிறது. இதிலிருந்து இச் செங்கோடானது, சமன்பாடுகள்
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ர 0, 222 0 குறிக்கும் கோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளி வழி. 
யாக, அதாவது (2, 0) வழியாகச் செலுகிறது என்றாகிறது. 

கணக்கு 11. 

2 என்பது 3-அச்சின்மேல் நகரும் ஒரு புள்ளி. 7.யிலிருந்து,. 

பரவளைவு $2 -- 47% - 0 சார்ந்த 2-யின் இசைக் கோட்டுக்கு 

வரையப்பட்ட செங்கோடு, இசைக்கோட்டை வெட்டும். 

புள்ளியின் இயங்கு வரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

மூந்திய கணக்கில், 

pa —2ax = 0, 2ay + a (x—2a)=90 என்பன இசைக், 

கோட்டின் சமன்பாடு,செங்குத்துக் கோட்டின் சமன்பாடு எனக் 

கண்டோம். ஆகவே, இக்கோடுகளின் வெட்டுப்புள் ளியின்: 

இயங்குவரையின் சமன்பாட்டை, இச் சமன் பாடுகளிலிருந்து 

. -வை நீக்கிக் காணலாம். அதாவது, வேண்டிய சமன்பாடு 

2ay -- = (x — 2a) = 9 
y ல 

அல்லது 38 நு -- 28% 0 

என்றாகிறது. 

கணக்கு 12. 
9 

அதிபரவளைவு a se —l=OQ-sr நகருகின்ற நாண்: 

ஒன்று, அதிபரவளைவின் மையத்தில் ஒரு செங்கோணத்தைத் 

தாங்குகிறது, இந்நாணின் இசைப்புள்ளியின் இயங்கு வரையைக் 

காண்க. 

இசைப்புள்ளியை (%;,) எனக் கொண்டால், நாணின் 

சமன்பாடு, 

wig 27௦ ல 1 = 0 

“az b3 

ss 32% 
அல்ல்து 1௮0 

ஆகும். (இந்த நாண் 4. என்றால், அதிபரவளைவின் சமன் பாட்டை 

நாணின் சமன்பாட்டால் சமபடித்தான சமன்பாடாக்கி, 04, 02
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ஆகியவற்றின் இணைந்த சமன்பாட்டைக் காணலாம். இச் 
சமன்பாடு, 

wy 8 ம — 0 
a2 62 ae be —" 

ஆகவே, இசைப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு, 

x3 y? 1 1௩. 
at + ds (௪2 + pr) = 

என்றாகிறது. 

கணக்கு 13: 
ஒரு கோடு, 2 --]2 - 48 --0 குறிக்கும் வட்டத்தைத் 

'தொட்டுக்கொண்டே நகருகிறது: இக் கோட்டின், பரவளைவு 

3 4-0 சார்ந்த இசைப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் 
சமன் பாட்டைக் காண்க. 

இசைப்புள்ளியை (3,, 3) எனக். கொண்டால், நகரும் 
"கோட்டின் சமன்பாடு, 

Vo — 2a(X 4+ %) = 90 

ஆகும். இக் கோடு, வட்டம் 92 + y? — 4a? = 0-ஐத் 
தொடுவதால் 

பககம 
Vo? + (—2a)2 

அல்லது Xo? = Vo? + 4a2. 

இதிலிருந்து, இசைப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு, 
அற ப கர 0 என்றாகிறது. 

ஸு 803, 

கணக்கு 14. 

2 2 
4 என்பது, நீள்வளைவு ன + i —1l= 0ஈன்மீது நகரும் 

“ஒரு புள்ளி. 

இப் புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டின், நீள்வளைவு சார்ந்த, 

இசைப் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

(2௦3007-ஐ இசைப்புள்ளி என்றும், 4-யை (%,, 71) என்றும் 
"கொள்வோம். (%,70)-ன் இசைக்கோட்டின் சமன்பாடு, 

x . 
~~ = ‘a ௮ 1௨௯ 0.௨ ஆகும்,
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அீ-யிடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு, 

Dies BAF — 2 — 52 = 0 

283 yi (a ) ர 

ஆகும்: இந்த இரண்டு சமன்பாடுகளும் ஒரே நேர்கோட்டைக் 
குறிக்கின்றன. ஆகவே, அவைகளை ஒப்பிடலாம். இதனால் 
கிடைப்பதாவது ₹ ் 

009௨. 
ட 7 

305 26 1 
அதாவது, “9,172 at 

: ட at ட —bt 
அல்லது 1 = Qe py x, * 91 = 5 G2 — BAY 

ஆனால், ட்ட pao. 

1 — bt 2 4 
gate, தரி (a? — = | + pe 2 | aby y -] ப கக் 

6 be 

அதாவது, yg + yg — (at — ba? = 0, 
௦ 

nr a a இயங்குவரையின் சமன்பாடு 

i — (a? — b8)? — 0 

எஸ்கன்றது... 

8 96. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. %-3ழை.-6-0 குறிக்கும் கோடு, x? + y2—12=0 

குறிக்கும் வட்டத்தை .4-யிலும், 8-யிலும் வெட்டுகிறதென்றால், 

4-யிடத்துத் தொடுகோடும், 2-யிடத்துத் தொடுகோடும் வெட்டும் 

பள்ளியைக் காண்க. 

2. பரவளைவு ந3--8%--0-ன் pro x+y +1 = 0-0 

முனைகளிடத்துத் .தொடுகோடுகள் வெட்டும் புள்ளியைக் காண்க.
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x? oy? ட. டட ட 
3. நீள்வளைவு 2? + ie ௮10 -ன் நகரும் நாண் ஒன்று 

மையத்தில் ஒரு செங்கோணத்தைத் தாங்குகிறது. நாணின் 

முனையிடத்துத் தொடுகோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு 

வரையின்' சமன்பாட்டை. ள் 

2x2 ௬ 
ன ன் (12-05) -- 0 எனக் காட்டுக. 

4. ஒரு நகரும் புள்ளி 2-யிலிருந்து அதிபரவளைவு 
74 

omg 
(2 Q2 

தொடுநாண், அதிபரவளைவின் மையத்திலிருந்து 4 தூரத்தில் 
உள்ளது என்றால், : 7.யின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு 

ஆர் 32 1 

ai * ba — d2 

= 0-466 வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் 

0 எனக் காட்டுக. 

5. பரவளைவு ஆ2£-- 48% - 0-ஐத் தொட்டுக்கொண்டே 
: 2 2 

நகரும் கோடொன்று, அதிபரவளைவு aa வளை a 1=—0-m A- 

யிலும், 8-யிலும் வெட்டுகிறது என்றால், அதிபரவளைவின் 45 

"யிடத்துத் தொடுகோடும், 8-யிடத்துத் தொடுகோடும் வெட்டும் 

புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டை 882.5 -- 440 

எனக் காட்டுக. 

6. புள்ளிகள் (2, 1), (5,-3) என்பன நீள்வளைவு 

98 1 32-10 சார்த்த, துணையிய புள்ளிகள் எனக் காட்டுக. 

7. கோடுகள் 3% -- 23) - 8 0, x—2y 4. 420 என்பன, 

செவ்வக அதிபரவளைவு 39. 4-0 சார்ந்த துணையியக் 

கோடுகள் எனக் காட்டுக. 

8. பரவளைவு ந3--4ர%-- 0 சார்ந்த குவியம் (௨ 0).ன் இசைக் 

கோடானது, இயக்குவரை % -- £- 0 எனக் காட்டுக 

x2 3 
(9. Berouteray -- ர்க ௮ 120 சார்ந்த, குவியம் (௪௪, 0 

்.ன் இசைக்கோடானது, இயக்குவரை % 5 ௪ 0 எனக் காட்டுக;
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10 : ஒரு புள்ளிக்கும் ஓரு செவ்வக அதிபரவளைவின் 

மையத்துக்கும் இடையிலுள்ள தூரமும், மையத்துக்கும் அப் 
புள்ளியின் இசைக்கோட்டுக்கும் இடையிலுள்ள தூரமும், 
நேர்மாறு விகிதசமன் (1௩465613 றா௦ற0111081) உடையது எனக் 

காட்டுக. 

(1. குவியம் $.உம், இயக்குவரை 4-உம் நிர்ணயிக்கும் ஒரு: 
கூம்புவளைவு சார்ந்த 5-ன் இசைக்கோடு, / என நிறுவுக. 

12 2), 2) என்பன கொடுக்கப்பட்ட ஒரு வட்டத்தைச் 

சார்ந்த துணையியப் புள்ளிகள் . சலிருந்தும், 29-லிருந்தும் 

வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் நீளங்கன் ty, 1, என்றால், 

கடக ௮ 51 படு 
என நிறுவுக. 

உதவிக் குழிப்பு : வட்டத்தின் சமன்பாட்டை 5 --0 எனவும், 

£,-ஐ(%, 7/0 எனவும் கொண்டால், மடன்? இசைக்கோட்டின் 

் சமன்பாடு 7, -- 0. இது (டி, ,) வழியாகச் செல்லுவதால் 

(௨-௪... இப்பொழுது 

2 மிகி + 2(Ty)q = Sy + Sq = ட 4 நீக 

13. ஒரு 9பொதுவச்சு வட்டத்தொகுதியில், எல்லைப் புள்ளி: 

கள், ஒவ்வொரு வட்டத்திற்கும் துணையிய புள்ளிகள் ஆகும் என 

PHYS. 

[உதவிக் குறிப்பு: தொகுதியின் சமன்பாட்டை 28-34 

42/2 2-0 எனக் கொண்டால், (4/௦, 0), (- Ve, 0) 
என்பன தொகுதியின் எல்லையான புள்ளிகள் .] 

14. கோடு y—k = 0-ன்மீது இயங்கும் புள்ளியிலிருந்து, 
அப் புள்ளியின் ந2-- 483 0 சார்ந்த பரவளைவின் இசைக். 

கோட்டுக்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் அடியின் 
இயங்குவரையின் சமன் பாட்டைக் காண்க. 

[உதவிக் குறிப்பு: நக 0-ன்மீது நகரும் புள்ளியை 

(4, 4) எனக் கொள்க. இங்கு % ஒரு மாறி.] 

15. வட்டம் 13 --நூ..-20%- 378 - 0 ன்மேல் அமைந்த 

ஒரு புள்ளியின் வட்டம் 8 -- ந2 -- 2றஜ-- 302 --0 சார்ந்த: 
இசைக்கோடு, பரவளைவு ந -- 48% - 0-ஐத் தொடும் எனக்: 

காட்டுக.
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16. ந -- 4ர%- 0 குறிக்கும் பரவளைவினது நாண் ஒன்று 

இடம் மாறிக்கொண்டே பரவளையின் உச்சியில் ஒரு செங் 

கோணத்தைத் தாங்குகிறது. நாணின், பரவளைவு சார்ந்த, இசைப் 

பூள்ளியிள் இயங்குவரையின்க் சமன்பாட்டை காண்க. 

ஒரு நகரும் புள்ளியின், அதிபரவளைவு “ =: — —1=0 

சார்ந்த இசைக்கோடு, அதிபரவளைவின் மைய நகினிஜர்து 

.ச.தூரத்தில் உள்ளது என்றால், புள்ளியின் இயங்குவரையைக் 
காண்க. 

18. ஒரு நேர்கோடு, நீள்வளைவு 5, + 6 * = = 0-6ir துணை” 

வட்டத்தைத் தொட்டுக்கொண்டே நகருகிறது. இக் கோட்டின் 

இயங்குவரையைக் காண்க. 

= 2 க ட 19. இ. குறிக்கும் அதிபரவளைவின் 

குவியங்களை இணைக்கும் நேர்கோட்டுத் . துண்டை விட்டமாகக் 
கொண்ட :வட்டத்தைக் தொட்டுக்கொண்டே ஒரு நேர்கோடு 
நகர்கிறது. ! இக்கோட்டின், (அதிபரவளைவு சார்ந்த இசைப் 
புள்ளியின் இயங்குவரையைக் காண்க. 

20. 2 47% 0 குறிக்கும் பரவளைவினது தொடுகோடு 

களின், பரவளைவு ந -- 46% - 0 சார்ந்த இசைப்புள்ளிகளின் 

இயங்குவரையைக் காண்க. 

21. வட்டம் 23-34 -- 0 சார்ந்த ஒரு புள்ளியின் இசைக் 
“கோடு ஜ௦.ஃ 080 என்ற அதிபரவளைவின் தொடுகோடானால், 
அப் புள்ளி செவ்வக அதிபரவளைவு 4782]. at = 0-ன் 

“மல் அமையும் எனக் காட்டுக. 

22. 4 என்பது. பரவளைவு நூ 48% - 0-ன்மீது நகரும் 
.ஒரு புள்ளி. .4-யிடத்துச் செங்கோட்டின், பரவளைவு சார்ந்த 
இசைப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டை y? (x + 2a) 

+ 4a3 = 0 ctoré ari_Qa. 

2 

23. 4-என்பது, அதிபரவளைவு “a eo -1_0ன்மீது நகரும் 

இரு புள்ளி. 4-யிடத்துச் செங்கோட்டின் அதிபரவளைவு சார்ந்த,
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இசைப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டை 

as beé 
pe (23 -. ம29)2 - எனக் காட்டுக. 

24. .4-என்பது, நீள்வளைவு ்் + 4 — 1 ௮ 0-ன்மீது 

நகரும் ஒரு புள்ளி. .4-யிடத்து செங்கோட்டின் வட்டம் 2? -ர 3 

= (at —b2) srtps, இசைப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் 

245 ச 
சமன்பாடு, ஹு ர தகு 1 =0 எனக் காட்டுக, 

விடைகள் 

1. (2, 6) 

2. (,— 4) 

14. (k2 — 4a2) y — 4akx + 4a2?#k = 0 

16. x+4a=—0 

308 3 1 y 

் x8 y? 1 18. + he ga = 0 

ம. 4 : 0 - 

20. ay? — 4b2x = 0. 

897. (0), 710-ஐ மையமாகக் கொண்ட நாண் முதலில் ஒரு 

பொது இருபடிச் சமன்பாடு 

S = ax2 + 2hxy -டற2 2-2 + ¢=0 குறிக்கும் 

கூம்பு வளைவின் ஒரு நாண், புள்ளி (5, 71)-8 மையப்புள்ளி 

யாகக் கொண்டிருந்தால், அதன் சமன்பாட்டைக் காண்போம் 

(படம் 45).
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Qs@X x. +x, = 2x, 

Yat ve = 21, 

என்றும், நாணினது, Xz, Vo, Xy Vs சார்ந்த சமன்பாடு 

T, +i (T2)s =0 

yp 

ve 
° NS * 

(26235)   
படம் 45: 

என்றும் ஆகிறது. இச் சமன்பாட்டில் 1- ஐயும், yy agus 

நுழைத்து, Xa» Vas 3s Vs ஆகியவற்றை . நீக்கவேண்டும். 
இதற்காக, முதலில் 7 -_ 7", - ஐக் கவனிப்போம். 

ரர, (சடை பர் படிம ஹு அற்று. 
+e(x + x2) + fv + 406) 

4 { axx; h (xy, + Xsy)+byy ௪ (ஆர் 
+ ay + ye) +e} 

= AX (Xe +%3) + A(x Oe + Vs) 
+ (4g + *2) y} oe b- (Ye + Va) 

+g (2x + x2 +%x,)f(2¥ +22 Ys) + 2€ 

ax (2x;) + A { x (2y,) + (2x1) y + by Qy1) 
4+ g (2x + 2x,) + f (2y + 2y1) + 2¢ 

= 2 (axxy + h (xy + *yy) + by, 
“(2203-7 -ர0) 427 

கப மது 

॥
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ஆகவே த சமன்பாடு 

— (T2)s = 0 

என்றாகிறது. Re, (9; ஆனது, ஆ 9 சாராத ஒரு மாறிலி 

பும் மாறிலியை % எனக் குறித்தால், சமன்பாடு, 

என்றாகிறது, ஆனால், நாண் (ட 7) வழியாகச் செல்லுகின்றது. 

ஆகவே, 

QT, = 0. 
—*) (%15 V1) 

அதாவது, - இட்டு 2(T 
3) (*1, Ye) 

அல்லது (7)1--&-0 

அல்லது 28, த ௮0, 

ஆகவே, சமன்பாடு 21, 25) - 0 அல்லது 

T,—S, =0 
அன்றாுகிறது. 

$ி-0 என்ற பொது இருபடிச் சமன்பாட்டை எடுத்துக் 
கொண்டு, (1, 7.)-ஐ மையப்புள்ளியாகக் கொண்ட நாணின் 

சமன்பாட்டை குறியீட்டு முறையில் எளிதில் கண்டோம்: 

சமன்பாடு. 5.0: எளிய வடிவில் அமைந்தால், நாணின் 
சமன்பாட்டை இன்னும் மிக எளிதில் காணலாம். ததாரணமாக, 
32. 47% -- 0 குறிக்கும். பரவளைவில், (7, 3.03.ஐ மையமாகக் 
கொண்டுள்ள நாணின் சமன்பாட்டை இப்போது காண்போம். 

இங்கு குறியீடுகளைப் பயன்படுத்தாமலேயே நாணின் சமன் 
பாட்டைக் காண முடியும் என்பதையும் காட்டுவோம் £ 

மேரி. ர) என்பன நாணின் முனைகள் என்றால், 

நாணின் சமன்பாடு, 

{Vg — 2a (X + %Q)} + {Ws — 2a (% + * ) (0 3, சே 
[9 23) - 0. ஆகும். இச் சமன்பாட்டில், 

{Wo + 2a (x + Xe)}e+ {YY — 2a (x + 7 

= 9 (V2 + Ys) — 4ax — 2a (x, + x,) 

y (2y1) — 4ax — 2a (2%) 
= 2 { yyy — 2a (x + x4) }. 

॥
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ஆகவே, நாணின் .சமன் பாட்டை, 

2 { yyy — 2a (% + x1) } — {Ya Ye — 24 (xe + X53) } =O 
எனவும், மேலும் jy, Vy — 2a (0 + %)-@ k எனக் குறித்து. 

2(ற., 2802-20 7-0 

எனவும் எழுதலாம். ஆனால், நாண், (0,300 வழியாகச் 
செல்கிறது. ஆகவே, சமன்பாட்டில் 2.க்கும், நக்கும் பதிலாக. 
921-உம், 3) -உம் பிரதியிடக் கிடைப்பதாவது : 

2(,2--4%0 2-0 

அல்லது 6272-4 ரப) 

ஆகவே, நாணின் சமன்பாடு, 

2 (33) -22(%-2)7--2 (ற. 400) ௬0) 

meg {y¥, — 2a(x + 4) }—{¥,7 — 4ax, } = 0 
6T 6ST (RB Fle 

இதேபோல், (2, y1) QB மையப்புள்ளியாக கொண்ட நீள்வளைவு: 

5 -10-ன் நாணின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். 

நாணின் முனைகளை (x0, Ve), (Xin Vs) ஆகக் Qasr sorted, 

அதன் சமன்பாடு கீழ்க்கண்டவாறு கிடைக்கிறது : 

(7 + 4 Be 1) + (3 + 8 1) 

=u “43° — 1) = 0. 

அதாவது, 12 டேர் 5௦ எந டோரி ய 2} 

— (Mart + “hz — 1) = 0.. 

அதாவது, 12 (2x1) + ie (24) — 2} 

யது *4a° — 1) = 0-
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அதாவது, 2 (a + fe - 1) —k=0. 

2 2 

இங்கு, 2 Cor 4 he _ 1) ௩ 2௮ 0 அல்லது 

ஆகவே, நாணின் சமன்பாடு, 

அர + Ya —_ a + ye = = 0 
(2 B 1) ( at * 55 1) = 0 

ஆகும். 

$ 98. ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஒரு கூம்புவளைவுக்கு வரையப்படும் 

தொடுகோடுகள் 

8 97-ல் செய்ததுபோல், ஒரு பொதுச் சமன்பாடு குறிக்கும் 
கூம்புவளைவை எடுத்துக் கொள்ளாமல், முதலில் டி - 98 -- நு* 

2880 குறிக்கும் வட்டத்தை எடுத்துக்கொண்டு, அதற்கு 
4 (%0டி ?.)-லிருந்து வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் இணைந்த. 
சமன்பாட்டைக் காண்போம்: இதற்காக, 4 வழியாகச் செல்லும். 

  

  

X
V
 

  
படம் 46. 

ஒரு நேர்கோட்டை எடுத்துக்கொள்வோம் (படம் 46), இக் 

கோட்டின்மேல் 72%, Yo) என்பது ஏதாவது ஒரு புள்ளி
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எனவும் கொள்வோம் இக் கோடு வட்டத்தை £.யிலும் யிலும் 
வெட்டட்டும். இப்பொழுது, 47-யை, அ-யும்,- சேயும் . வெட்டும் 

விகிதங்களைக் காண்போம். 8-ஆனது, அீசி-யை 4 :1 என்ற 

விகிதத்தில் வெட்டினால், 8- ஆனது, 

a Xo t+ %y Ayo +I 
A+) , 4-1 

ஆகும். மேலும், 8 வட்டத்தின் மேலுள்ளதால், 

A % + %y 4 Yo + Y ‘ (Pepys Ceres 
ASTUSI, (AX + 1)? + CAV) + yy ? — a2 (A+ 1)? = 0. 

MSTUS, A* (Xo? + Yo? — a?) + 2A (ட 21 - Vo Vy — a7; 

+ (417 + yy? — a?) = 0. 
அல்லது Sy A2-+2(T,), A+ 8S, =0. 

  

இது %-வில் ஓர் இருபடிச் சமன்பாடு. இதன் மூலங்கள் 
இரண்டும், AP-cow, யும், (யும் வெட்டும் விகிதங்களைக் 
குறிக்கின்றன. எனவே, -யும், 6-யும் இணைந்தால், அதாவது 
42, வட்டத்தின் தொடுகோடு ஆனால், இச் சமன்பாட்டின் 
மூலங்சள் சமமானவையாக இருக்கும். அப்போது சமன்பாட்டின் 
,தன்மைகாட்டி பூச்சியமாகும். ஆகவே, 47-தொடுகோடானால், 

44 (7091 }2 ~ 4S, S, = 0. 

அதாவது, ~— (To). }2 — S) 5S) = 0. 

அல்லது (297௨௭. So Sy = 0. 

, ஆகவே, A(X,,y,) வழியாகச் செல்லும் தொடுகோட்டின் 
சமன்பாடு, 

(T,)? — SS, =0 
அல்லது (XN, + YY, — a2)? — (x2 + 19 — 3 

(%,2 ந — qi, ~% 

என்றாகிறது. இது ஓர் இருபடிச் சமன்பாடாகையால், இது 
4 வழியாகச் செல்லும் வட்டத்தின் இரண்டு தொடுகோடுகளையும் 
குறிக்கிறது. 

அடுத்தபடியாக, 4 (2), ந1)-லிருந்து y? — dax - 0 குறிக்கும் 
பரவளைவுக்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் இணைந்த 
சமன்பாட்டைக் காண்போம் :
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4ஃ-யிலிருந்து பரவளைவுக்கு வரையப்படும் தொடுகோடு. 
ஒன்றை எடுத்துக்கொள்வோம். இத் தொடுகோடு பரவளைவை 
இரண்டு இணைந்த புள்ளிகளில் வெட்டும். இந்த இணைந்த. 
புள்ளியை 0 எனக் கொள்வோம். ட 

94 P(<o,yo) 

    

ZL 
  

x 
VY 

(வடு   
படம் 47. 

இத் தொடுகோட்டின்மீது P(X, Yo) என்பது ஏதாவதொரு 
புள்ளியானால், “ மேலும் 4ீ2-யை 0-ஆனது ,:1 என்ற 
விகிதத்தில் வெட்டினால், 9-ஆனது 

% : 1 என்ற”விகிதத்தில் வெட்டினால், 0-ஆனது 

aXe 1 42. 
Att ? ati 

ஆகும். 0, பரவளைவின் மேலுள்ளதால், 

AVo + Y1\? _ AX “ட் ஆடி _ «4 a (ட்டி) 20.   

அல்லது CAV + 11)? — 4aCA% +41) (A +1) = 0. 

MVS (Vo? — 44x) AX + 2A {Yq ¥y — 2a (Xp + x19} 

+ (912 — 4ax,) = 0 

அல்லது So 4-2 (To)i + 5S, = 9, 
13°
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09-ஆனது இரண்டு இணைந்த புள்ளிகளைக் குறிப்பதால் இச் 
சமன்பாட்டின் தன்மைகாட்டி பூச்சியமாகும். அதாவது 

4-(T)), $? — 4S, 8S, = 0, 

அல்லது io}? — So Si = 0. 

ஆகவே, தொடு நாண் 47-யின் சமன்பாடு 

i (T,)? — SS, = 0 

இச் சமன்பாட்டின்படி இரண்டாகையால், இது (2, 29-லிருத்து 
வரையப்படும் இரண்டு தொடுகோடுகளையும் குறிக்கின்றது. இச் 
சமன்பாட்டை விரித்து எழுதினால், 

நூ) ~~ 2a (xe + 20) 2 Cy? — 4ax)(yy? — 4ax,) 

ஏன்று கிடைக்கிறது. 

x2 2 a 
இதேபோல் (2), 1)-லிருந்து > -- “1 - 0 குறிக்கும் 

2 

நீள் வளைவுக்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகளின் இணைந்த 

சமன் பாட்டை 

"xx yy ச x* , 3 fat, vq 
Uae + en) - (க te — 1 \C ae + Br) =0 

. (98.2), 

x? 12 . a i 1 -- 0 குறிக்கும் அதிபரவளைவுக்கு வரையப்படும் 

தொடுகோடுகளின் இணைத்த சமன் பாட்டை, 

12911 \— (- 2” 1) 
1 எ pa a? pa 

ச் ஜே y 3 
(at — Be —1)=0 : 98-3) 

என்றும் அடையலாம். 

இப்பொழுது (98:1)-ஐப் பயன்படுத்தி பரவளைவு ந? -- 4ர% 
= Oe செங்குத்துத் தொடுகோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியின்
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இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். வெட்டுப் 

புள்ளியை (,, 30 எனக் கொண்டால், தொடுகோடுகளின் 

சமன்பாடு 

{ V¥q — 2a (% + %q) }? — (028-489) — 4a Xo) = 9 
ஆகும். தொடுகோடுகள் செங்குத்தானவை$ ஆகையால், 

928-ன் குணகம் -ட நன் குணகம் - 0. 

அதாவது, (43-- (02-75 (420) - 0. 

அதாவது, 44(X) +a) = 9. 

அதாவது, | Xo + a= 0. 

எனவே, பரவளைவின் செங்குத் தொடுகோடுகளின் வெட்டுப் 

புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு 

X+a= 0 

ன்றாகிறது. 

x2 2 . 

அடுத்தபடியாக, நீள்வளைவு aa ha} = 0-ன் செங் 

குத்துத் தொடுகோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியின் இயங்கு 

வரையின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். வெட்டுப்புள்ளி (XV) 

என்றால், தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு, 

xx yy 2 wa. 48 

Ca? + வ 1) oP (Gate?) 

2 2 
(ரர -1) =0 

ஆகும். இதில் 

Xo? 1 (X23 3 

xi-r @mrad = a an (ar + ௭1) 

1 fy? . 

=~ at \ be —1) 

A 2 1 72922 2 
ன் குணகம் = ட எ ba ஆஸ் ல 1)
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1 3 -- த இடு: 

I Vo2 1 32 
ஆகவே mo be ட)- (உடு) 0, 

a x2 

அதாவது, Ca —1) +a? (ச =f ) —0. 

ASTUSI, Yo? + Xo? — (a? + 52) = 0. 

இதிலிருந்து, செங்குத்துத் தொடுகோடுகளின் வெட்டுப் 
புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு %3 -ட ye — (a2 +52) —0 

என்றாகிறது. 

8 99. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. ் 

ஒரு பரவளைவின் குவிய நாண் ஒன்று, குவியத்தைப் 

பொருத்துச் சுழல்கின்றது என்றால், அதன் மையப் புள்ளியின் 
இயங்குவரை, இக் குவியத்தை உச்சியாகக் கொண்ட ஒரு, 
பரவளைவு எனக் காட்டுக (படம் es 

YA 

  

  

  

படம் 48, 

பரவளைவின் சமன்பாடு, y2 — 4ax = 0 என்றிருக்குமாறு 
குறிப்பீட்டச்சுக்களை எடுத்துக்கொள்வோம், குவிய நாணின்
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மையப் புள்ளியை (3, 300 எனக் கொண்டால், நாணின் 

சமன்பாடு 

(39% சே 200-714. 4007 0 

ஆகும். இந்நாண், குவியம் (ச, 0) வழியாகச் செல்லுவதால், 

{0 — 2a (a +X) } — { yo? — 4ax_ } = 0 

அல்லது, Yo? — 2a (Xp — a) = 0. 

ஆகவே, குவிய நாணின் மையப் புள்ளியின் இயங்குவரையின் 
சமன்பாடு, 

320-8௨0 

என்றாகிறது. இச் சமன்பாடு ஒரு பரவளைவைக் குறிக் 
கின்றது என்பதும், இப் பரவளைவு (௪, 0) வழியாகச் செல்கின்றது 
என்பதும், இப் பரவளைவின் அச்சும், பரவளைவு ந? -- 4ax = 0-ன் 
அச்சும் ஒன்றுதான் என்பதும் எளிதில் தெரிகிறது- 

\ 

கணக்கு .2. 

ஒரு நீள்வளைவின் நாண் ஒன்று, நீள்வளைவின் உச்சிகளில் 
ஒன்றின் வழியாகச் சென்று கொண்டே சுழல்கின்றது. நாணின் 

மையப்புள்ளியின் இயங்குவரை ஒரு நீள்வளைவு என்றும், அந் 
நீள்வளைவின் அச்சுக்களின் நீளங்கள், கொடுத்துள்ள நீள்வளை 
வின் அச்சுக்களின் நீளங்களில் பாதியாகும் என்றும் காட்டுக;ஃ 

ஓ 12 

நீள் வளைவின் சமன்பாடு, க்க + 52 10 என்று இருக்கு 

மாறு குறிப்பீட்டச்சுக்களை எடுத்துக் கொள்வோம். இப்போது 

(௪,௦) நீள்வளைவின் ஒரு உச்சி சுழலும் நாணின் மையப்புள்ளி 

(2௦௨10) என்றால் தாணின் சமன்பாடு; 

(௮-0 இபப: 
ஆகும். நாண், (௪, 0) suites செல்லுவதால், 

1) (ue joa
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ஆகவே மையப்புள்ளியின் இயங்கு வரையின் சமன்பாடு, 

33 18 ax 

உ ௪-0 

—ax+ 
A ( 22 1 

அல்லது ணை. கணை டன் கள் கன 0 

(x= 2) xo 

ள் 2) 18 1 
அல்லது வைல் * இரசு ௪ 0 

2) 

Qo oC" 
இச் சமன்பாடு, ஒரு நீள்வளைவைக் குறிக்கிறது என்றும், அதன் 
அச்சுக்களின் நீளங்கள் ச, ம என்றும் எளிதில் தெரிகின்றது. 

ர
ய
 

a 
வ
ட
ு
 

12. 

  அல்லது 

கணக்கு 3. 

பரவளைவு 12 -- 46% 0-ன் நகரும் தொடுகோடு 
ஒன்று, பரவளைவு ந? -- 48% - 0-ஐ 2-யிலும், 09-விலும் வெட்டு 
கிறது- 70-வின் மையப் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன் 

பாட்டைக் காண்க. 

20-வின் மையப்புள்ளி (2, 0) என்றால், 20-வின் சமன் 

பாடு, 

(29 --2(2-2)7--1]02- 4207-0 

அல்லது ந3:0 - 28% -- ம — 29%) 

படே -- 2. 

அனை ரவு — Jo 

ஆனால், 209 பரவளைவு ந? — 4(—b)x = 0-ஐத் தொடுகிறது. 
ஆகவே, (53:19-ன் மூலம், 

02%. (றி 
விபவ யய, 

Yo ரீக 
CG )
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என்று கிடைக்கிறது. அதாவது 

2a (Yo? — 2ax) = — by? 

அல்லது (2a + b) yy? — 4a*x = 0. 

ஆகவே, :20-வின் மையப்புள்ளியின் இயங்கு வரையின் சமன்- 
பாடு 

(2a + bj) y? . 4a2x = 0 

என்றாகிறது. 

கணக்கு 4. ன 

பரவளைவு x2 — 4ay = என் நகரும் தொடுகோடு 

ஒன்று அதி பரவளைவு 2) = ௦20 ஐ 2-யிலும், 0-விலும் 
வெட்டுகிறது. 20-வின் மையப்புள்ளியின் இயங்கு வரையின் 

சமன் பாட்டைக் காண்க. 

£0-வின் டையப்புள்ளி (2:10) என்றால், 70-வின் சமன்பாடு, 

90 2 கபடி. புட ( 2 2) (3௦ 285) = 0 

அல்லது, 22310 யூ 037 -- 220710 -- 0, 

20-வின் சமன்பாட்டையும், ௨2 -- 48: 0 ஐயும் க்கு விடு. 

விக்கக் கிடைப்பதாவது. ் 

+ 2 { 28070 2307 ) —4ay = 0 
். Yo . 

அதாவது, (2:07 2002 - 40“ - 0. 

அதாவது, (23)? -- 4 (ட + AVo*)Y + 4%q? 19° 0. 

இச்சமன்பாடு 1-யில் இருபடியுடையது. 20, பரவளைவைத். 

தொடுவதால் இச்சமன்பாட்டின் தன்மைகாட்டி, பூச்சியத்துக்குச் 

சமமாகும். ஆகவே 

16 (X29 + A¥q2)® — 16Xq+ Vo? = 0- 

அதாவது, (X92 + a¥qi® —- (நே5)2 40. 

அதாவது , (%2 + AVy + %p®) ௫8 - ரோ 30) + > 

அல்லது, (2%9* + a?) (49) =9-
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ஆனால் ந; :- 0. ஆகவே 24 -- 83%) - 0. அதாவது (%0,70) 
-ன் இயங்குவரையின் சமன்பாடு, 

2x3 + ay =0 
என்றாகிறது. 

கணக்கு 5. 

வட்டம் 3 -_ந2- ர2 - (ன் மேல் நகரும் 7 என்ற 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து அதிபரவளைவு 3 -- 33 -- ர2 - 0-க்கு 
வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் தொடுநாணின் மையப்புள்ளி 
இயங்குவரையின் சமன்பாட்டை (3--38)3 .- ர2 ௨ -- 33) -0 
எனக் காட்டுக. , 

P-omis (X1,Y1) எனவும், தொடுநாணின் மையப்புள்ளியை 

102) எனவும் கொண்டால் சமன்பாடுகள் 07௦ ம கொண்டால் சமன்பாடுகள் 
xX, — yy, —a 0) 

(XX%q — VVq — 22) — (XQ? — Yo? — a?) = 0 

இரண்டுமே தொடுநாணைக் குறிக்கின்றன. ஆகவே இவைகளின் 
.குணகங்களை ஒப்பிடக் கிடைப்பதாவது : 

HoT ஈம 
9 ௭3... ௭ (0 -]003) 

ப்பட 0... +a yy 
அதாவது, ஈட 393-103 i= 2202 எற ° 

ஆனால், 2012 + yi? அ ௫2 , 

at x at Yo? கவே ~~ 02 __ 0 —az=0 
ஆ (% 9? —y9?)?2 (Xo? னை 39292 

அல்லது 392 - ஏ]08* - (202 - 0592 0. 

இதிலிருந்து, (26, $)-ன் இயங்குவரையின் சமன்பாடு 

(x2 — y2)2 — a? (x8 + y2) = 0 
என்றாகிறது. 

கணக்கு 1. 

ஒரு அதிபரவளைவின் தொடுகோடு, அதன் தொலைத் தொடு 
கோடுகளை 4-யிலும், 8-யிலும் வெட்டுகிறது. தொடுபுள்ளி 2, 

428-யை இருசமமாகப் பிரிக்கிறது எனக் காட்டுக.
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குறிப்பீட்டச்சுக்களைக் தக்கவாறு தேர்ந்தெடுத்து அதிபர 
வளைவின் சமன்பாட்டை ன 

  

ஆ
 த

ீ 

  

  
படம் 49 

. எனப் பெறுவோம். 7/-யை ட,2.) எனக் கொண்டால், 

தொடுகோடு .48-யின் சமன்பாடு, 

இ. சினி பெர் டு (1) 

ஆகும். தொலைத் தொடுகோடுகளின் இணைந்த சமன்பாடு 

xa y? 
S= a 5a =0 

ஆகவே, 2 வழியாகச் செல்லும் ஒரு கோடு, தொலைத்தொடு 
கோடுகளை 4 யிலும், யிலும் வெட்டி, 72 ஆனது 4 £-ன் 
மையப்புள்ளியாக இருந்தால், 4” £.ஃயின் சமன்பாடாகிய 
71 அ மிட 0 என்பது, 

Ce _ oe) _ & a) _ 90 
a? ba a2 ”~—S=@B — 

என்றிருக்கும். ஆனால் (%, ர), அதிபரவளைவின் மேலுள்ள 

ஒரு புள்ளி ஆகவே 

Hy? a? eg, 
a2 b2
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இதனால் 4' “ன் சமன்பாடு, 

xx yy =a — 42 1-0 (2) 

என்றாகிறது. (1), (2)-லிருந்து, 48-யும், A’ Bio ஒரே 
கோடுதான் எனத் தெரிகிறது. அதாவது 4” 4-யுடனும், 2, 

2-யுடனும் இணைகின்றன. மேலும் A’ B -sir மையப் 

புள்ளியாகிய 2”, 48.யின் மையப் புள்ளியாகிறது. 

கணக்கு 7. 

ஒரு நகரும் புள்ளி 72-யிலிருந்து, பரவளைவு ந£ -- 44% - 0-க்கு 

வரையப்படும் தொடுகோடுகள் $-அச்சை A, என்ற புள்ளிகளில் 

வெட்டுகின்றன. ,48-ஆனது மாறிலி /-க்குச் சமமானால், 2-யின் 

இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க (படம் 50). 

7 
மே aN 

வூ 

95
4 

  

  

  
படம் 50. 

2-யை (2,703) எனக் கொள்வோம். இப்பொழுது தொடு. 
கோடுகளின் இணைந்த சமன்பாடு, 

(ுடி-20%-%) 75-43 4821 (20-40 0 
ஆகும். ஆனால் ந-அச்சின் சமன்பாடு, *-0. இச் சமன்பாடுகளை 

9-க்கு விடுவிக்கக் கிடைப்பதாவது: 

[VV — 2a (O + X9) J*? — [y? — 4aO0] [ 42 — 4ax,] = 90
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அதாவது, (4820)]2-- (42 ற) 4 4032-0 
அல்லது, ya— soy + ax, = 0. 

இச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள், ந, Ye av A (O, y1)y. 
B(O, 2) ஆகும். 

மேலும் 1 -- ந) - ந, 1] - 8 
என்றிருக்கும். ஆனால் 485 -- /2, ஆகவே, 

(yi — Yo)? 18 

அல்லது (¥, + ye)? —4y1 yg =H. 

ஆகவே, Yo? —4 (as. =P) 

இதிலிருந்து 2-யின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு, 

y? — 4ax — 12 = 0 

என்றாகிறது. 

8 100. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. பரவளைவு ந£--48ஜ-40-ன் நாண் ஒன்று, புள்ளி: 

(1,29-ஐ மையப் புள்ளியாகக் கொண்டுள்ளது. இந் நாணின் 
சமன்பாட்டைக் காண்க. 

௯. பரவளைவு ந3 -- 48% - 0-ன் நாண் ஒன்றின் சமன்பாடு 
%-௩39 1-0 என்றால், நாணின் மையப் புளன்ளியைக் காண்க. 

3. வட்டம் '%3--ந3._8--0-ன் நாண் ஒன்று புள்ளி 
(/, 69-யின் வழியே சென்று கொண்டே நகருகிறது. நாணின் 
மையப்புள்ளியின் சமன்பாடு 3 --ந3.- 2-ட று - 0 எனக் 
காட்டுக. 

4. ஒரு பரவளைவின் நாண் ஒன்று, பரவளைவின் உச்சியின் 
வழியாகச் சென்ற கொண்டே நகருகின்றது. நாணின் மையப்: 
புள்ளியின் இயங்குவரை ஒரு பரவளைவு எனக் காட்டுக. 

53. ஒரு பரவளைவின் நாண், பரவளைவின் உச்சியில் 

ஒரு செங்கோணத்தைத் தாங்கிக் கொண்டே நகருகிறது. 
நாணின் மையப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டை 
y? — 2a (x — 2a) == 0 எனக் காட்டுக. 

6. அதிபரவளைவு 32-32. 82 -- 0-ன் நாண் ஒன்று,. 
பரவனைவு ) * -- 4ர% - 0-ஐத் தொட்டுக் கொண்டே நகருகிறது.
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நாணின் மையப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க. 

- 7. 4 என்பது, பரவளைவு ந 48% -0-ன் மேல் நகரும் 
ஒரு புள்ளி, .யிடத்துச் செங்குத்துக் கோட்டின் மையப் 
புள்ளியுன் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

ச 2 a 
8. அீ-என்பது, நீள்வளை i — ன் 1 ௮ 0-ன் மீது நகரும் 

நகரும் ஒருபுள்ளி. 4-யிடத்துச் செங்கோட்டின் மையப்புள்ளியின் 
.இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

2 2 
9. 4. என்பது, அதிபரவகளாவு = - க 1௯ 0ணன் மீது 

நகரும் ஒரு புள்ளி, ,4.யிடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க. 

2 2 10. 2.என்பது, தீள்வளைவு =) 4- 1௮ 0-ன் குத்துத் 
தொடுகோட்டு வட்டத்தின்மீது நகரும் ஒரு புள்ளி, இப் 

புள்ளியின் நீள்வளைவு சார்ந்த, இசைக்கோடு நீள்வளைவை 
A, 8-ல் வெட்டினால், 48-ன் மையப் புள்ளியின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க. 

11. ன் எம்மதிப்பிற்கும் புள்ளி (-௪, ல9.யிலிருந்து, 
“பரவளைவு ந - 4ர% 4 0-க்கு வரையப்படும் தொடு கோடுகள், 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தானவை எனக் காட்டுக. 

12. ஒரு நீள்வளைவின் குத்துத்தொடுகோட்டு வட்டத்தின் 
மேலுள்ள புள்ளியிலிருந்து, நீள்வளைவுக்கு வரையப்படும் தொடு 
“கோடுகள், செங்குத்தானவை எனக் காட்டுக. 

. . . x2 2 
13. ஒரு நகரும் புள்ளியிலிருந்து நீள்வளைவு a2 + 5 — | 

-- 0-க்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகள், 2-அச்சில் துண்டிக்கும் 
நீளம் 7 என்றால், புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க. 

14. ஒரு நகரும் புள்ளியிலிருந்து பரவளைவு $2--42; - 0-க்கு 
வரையப்படும் தொடுகோடுகள், பரவளைவின் இயங்குவரையில்
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துண்டிக்கும் துண்டின் நீளம் / என்றால், புள்ளியின் இயங்கு. 

ரைரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

15, சமன்பாடுகள் 33 --ர2-20--3 0, x9 + y? + 4x 

றை. 4-0 குறிக்கும் வட்டங்கள். ஒன்றையொன்று வெட்டு: 

கின்றன எனக் காட்டுக: மேலும் அவைகளிள் வடிவெப்பமையத் 

ons& (Centre of Similitude) கண்டு, அவைகளின் பொதுத். 

தொடுகோடுகளின் இணைந்த சமன்பாட்டைக் காண்க. 

16. சமன்பாடு 21 --)2-- 1 -- 0 குறிக்கும் வட்டத்தை, 
சமன்பாடு 23 -_ந£.- 6-4 [29 1 41 0 குறிக்கும் வட்டம், 
வெட்டாது எனக் காட்டுக. மேலும், அவைகளின் வடிவொப்ப- 

மையங்களைக் கண்டு, அவைகளின் பொதுத் தொடுகோடுகளின்- 

இணைந்த சமன்பாடுகளைக் காண்க, - 

விடைகள் 

1. ax—y—a+2=0 

2, [2a—1, 2a] 

6. x(x? — y2) + ay? =0 © 

7. y® (y? — 2ax + 4a2) + 8a4 = 0 

x2 y*\3 16 be : 

(Tat ps) (Get pe) 

9: (ச ~ sa) (3 று 2) = (a? + 52)8 

் 10. (a2 + 52) (b® x8 + at x8)? — (x81 y2) at bt = 0 

13. 263222872
2 bay — 18 (y2 — bay? = 0 

14. (x + a)? ()2 — 4ax) = [2 x? 

15. (4, 1), 2 — 32 — 8x + 6y + 13 =0 

16. 3x2 —4xy + 2x + ay — 5௬0, 

் 35x2 + Sy? — 36xy — 6x - 1] -- 45 - 0.
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8 101. கேர்கோட்டின் தொலைவுச் சமன்பாட்டைப் பயன் 

படுத்துதல். 
“$நர்கோட்டின் தொலைவுச் சமன்பாட்டைப் பயன்படுத்திக் கீழ்க் 

. கண்டவற்றின் சமன் பாடுகளைக் காணலாம்; 

(0) ஒரு கூம்புவளாவை அதன் மேலுள்ள புள்ளி ஒன்றில் 
தொடும் தொடுகோடு; 

(11) ஒரு கொடுக்கப்பட்ட புள்ளியை மையப்புள்ளியாகக் 
கொண்ட நாண்: 

(111) ஒரு புள்ளியிலிருந்து கூம்புவளைவுக்கு வரையப்பட்ட 
தொடுகோடுகள் . ் 

உதாரணமாக, முதலில் (%, 35-ஐ மையமாகக் கொண்ட, 
பரவளை ந2 -- 48% -- 0-ன் நாணின் சமன் பாட்டைக் காண்போம் 
ஏீபடம் 31). 

ot 

  

  

*Y
 

  
படம் 51. 

இந் நாண் 3 அச்சுடன் கோணம் ॥-வை உண்டாக்கினால், 

. நாணின் தொலைச் சமன்பாடு 

X~ XV 
cosh sing 

என்றாகிறது. இத் நாணின் மேல் (டி, ).)-லிருந்து - அலகு 
தூரத்திலுள்ள புள்ளியானது 

(x, +7 cos @, y, + 7 sin @) 

ஆகும். இப் புள்ளி பரவளைவு )3 4 4ர% - 0.ன் மேல் அமைத் 
தால், |
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(y, + sin 9)? — da (x, + aces 4) = 0 

என்று கிடைக்கும். அதாவது 

(sin? §) r?2 -- 2 Cy; sin # — 28008 0) 7 

+ (yi? — 40x)) = 0. 

இச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 7), ர) என்றால், (0 3) 

ஆனது, நாணின் மையப் புள்ளியால் இருப்பதால், ் 

ry = 4 ரிஷி 

அதாவது, சட ர” = 9. 

ஆகவே, y, Sin @ — 2a cos 9 = 0 

அல்லது yy Sin @ = 2a cos @. 

2 
அதாவது, (நரி. 

23 

2 ம 
இதிலிருந்து, நாணின் சரிவு = “எனத் தெரிகிறது. ஆகவே 

1 
காணின் சமன்பாடு, 

2 
(ய ௨20 

ஆல்லது 291 _ yi? — 2ax + 2ax, = 0 

அல்லது (YY, — 20x) — (1? ~ 2ax,) = 0 

அல்லது | yy, — 24 (% + %y)} — { 12 — 4ax, } =O 
அல்லது Ty — Si = 0. ச் 

அடுத்த படியாக, 3, V1) ஆனது, பரவளைவின் மேலுள்ள 

ஒரு புள்ளியாய் இருந்து, அதனிடத்துத் தொடுகோடு 5 அச்சுடன் 
கோணம் 9-ஐ உண்டாக்கினால், சமன்பாடு 

(51௦29) r? 4- 2 (x, sing =: tg cos@) + (yy? — 4ax,)—0-cr 
மூலங்கள் இரண்டும் பூச்சியமாகும். ஆகவே, 

சட ட ர) ௭0) ர t rg = 0. 

எனவே Yq Sind — 2a cos @ = 0, 332 — 4bx, = 0. 

2a 
அல்லது, tan 9 = றட? 318 -- கு 0 

1



208: பகுமூறை வரைகணிதம் 

இவைகளிலிருந்து, தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டை கீழ்க் 

கண்டவாறு எழுதலாம்: ‘ 

2 
2 எ 7] =“ (7m). 

V1 

அல்லது (9) -௯) — (¥1? — 2ax,) = 0. 

அதாவது, {yyy — 2a (% + 1) } — (1? — 40x) = 0- 

அதாவது, ட 26-21) = 0. 

அதாவது, T, = 0. 

கடைசியாக, (0, "-ஐ பரவளைவுக்கு வெளியில் எடுத்துக் 

கொண்டு, அதிலிருந்து பரவளைவுக்கு வரையப்படும் தொடு கோடு. 

களின் இணைந்த சமன் பாட்டைக் காண்போம். ஒரு தொடுகோடு 

-அச்சுடன் உண்டாக்கும் கோணம் § என்றால், அத்தொடு 

கோட்டின் தொலைவுச் சமன்பாடு ் 

x ரு 
ie = ae =r [ஏபி 

ஆகும். இத்தொடுகோடு பரவளைவை வெட்டும் புள்ளியை 

(x, - cos 6,31 + rsing@) = 0) 
எனக்கொண்டால், இருபடிச் சமன்பாடாகிய 

௫ -டா 2௩ 0)2-- 48(%) +rcos 9) =0 

என்பது. அதாவது ் 

(112 §) r? + 2 (y; sin @—2acos §)r + (yy2—4ax,) = 6 

என்பது, சம்மான மூலங்களைக் கொண்டிருக்கும். 

ஆகவே இதன் தன்மைகாட்டி பூச்சியமாகும். இதனால் 

(y; sin @ — 2a cos 0)2 4 sin? # (712 — 4a x,)=0 (101-2): 
என்று கிடைக்கிறது. இப்பொழுது தொடுகோட்டின் சமன் 
பாட்டைக் காண; (101:1)- லிருந்தும், (1012) - லிருந்தும்: 
ர-வை நீக்க வேண்டும். இதற்காக (101:1) - லிருந்து 

1 நெரி 21 x 
cos @ = 7   

எனப் பெற்று, (1012) - ல் பிரதியிடக் கிடைப்பதாவது 5 

02) -௪(75))- (9) 
(713 — 4ax, = 0- 
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அல்லது, 

{ yi O91) — 2a (x—Xx 1) }2 — (yy)? புரிய = 0. 

அல்லது, : 
(லே - பு) 18-20 0-4 = 0 

இந்நிலையில் வழக்கமான குறியீடுகளைப் பயன்படுத்துவோம். 

இதற்காக, (27 -- 5-4 இன் மதிப்பையும், (5- 27, + S)). 

இன் மதிப்பையும் காண்போம். 

Ty - Sy = { yVy — 2a (% + Xy) } — 79? — 40x, } 
= (7, 2ax) 4 (2 வெ 22%) 

S— 27, +S, = (y? — 4ax)—2¢ yy — 2a (*% + x1) } 

+O? - 4a) 

= 18 —2yy) + 1? 

= (v — 9)? 

ஆகவே, (2,7:9- லிருந்து வரையப்பட்ட தொடுகோட்டின் சமன் 

பாடு, 

(T, — Sy,2 (52 டிப) 0 

அல்லது, (852 4 20௫17) -- (5) -- 27S, +S,2)=0 

அல்லது, T,2 — SS, =0. 

என்றாகிறது. இது ஓர் இருபடிச் சமன்பாடாகையால், இது 

(டப லிருந்து வரையப்பட்ட இரண்டு தொடுகோடுகளின் 

இணைந்த சமன்பாடாகும். 

கூம்பு வளைவு, நீள்வளைவானாலும், அதிபரவளைவானாலும் இம் 

முறைகளையே கையாண்டு, தொலைவுச் சமன்பாட்டைப் பயன் 

படுத்தலாம். எனினும், புள்ளி (2, 7) லிருந்து நீள்வளைவு 

x2 13 

get pia? 

-க்கு வரையப்பட்ட தொடு நாண்களின் இனைந்த சமன்பாட்டைக் 

காண்போம். ஒரு தொடு நாணின் தொலைவுச் சமன்பாடு 

XxX vom Va nowt ee) See Se 
0088... 8109 

14
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_ என்றால், தொடு நாண் நீள்வளைவை வெட்டும் புள்ளிகள், புள்ளி 

(1 71)-லிருந்து இருக்கும் தூரங்களை, சமன்பாடு 

(x, + rcos 892 1. 4 i en —1=0. 

_ கொடுக்கிறது. இச்:சமன்பாட்டை மாற்றி எழுதினால் 

00820 | sin2@ 30050. ர: ட 

என்று கிடைக்கிறது. இதன் மூலங்கள் சமமாகையால் இதன் 

தன்மைகாட்டி பூச்சியத்திற்குச் சமம். "இதனால் 

200039 1 891 (cos? g , sin? 9g 
( at b2 ) — (Fie 62” 

S,;=0 101-33 

"என்று கிடைக்கிறது. ஆகவே, தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டைக் 

காண, அதன் தொலைவுச் .சமன்பாட்டைப் பயன்படுத்தி, 

(101-3)-லிருந்து ர-வை நீக்கவேண்டும். ஆனால், தொலைவுச் 
சமன்பாட்டிலிருந்து 

x— xX) 
. y+ 

, sing =~ “1 

r 
cos @ =     

என்று கிடைக்கிறது. ஆகவே, 9-வை நீக்கக் கிடைப்பதாவது : 

jeg 2 + ee உ CS =) 
a 

* உ) S, =0. 

0-0) nO : அதாவது, 2c 4+ 26 oe 

_ fier a Oza) S,= 0 a® b2 

அல்லது (Ty — S,)? —(S—T, + S,) S, =0 
அல்லது T,2 — SS, =



நாண், தொடுகோடு, இசைக்கோடு 211 

இச் சமன்பாட்டின் படி இரண்டாகையால், இச் சமன்பாடு 

(%1, ி0.லிருந்து நீள்வளைவுக்கு வரையப்படும் இரண்டு தொடு 

கோடுகளையும் குறிக்கின்றது. 

8 102. மாதிரிக் கணக்குகள் 

"கணக்கு 1, 

பரவளைவு 2 — 4ax = 0-ன் நாண் ஒன்றின் மையப்புள்ளி, 

மூல. இந்-நாணின் நீளத்தைக் காண்க. 

நாணின் தொலைவுச் சமன் பாட்டை 

x—h y—k 
—- = =f 

cos @ sin @ 

எனக் கொள்வோம். இத் நாணின் மேலுள்ள புள்ளியைப் 

பொதுவாக 

(h -- x cos 6, kK + 78 9) 

எனக் குறிக்கலாம். இப் புள்ளி, பரவளைவின்மீதும் அமைத்தால், 

(k + x tee GF ச்ச ட 2 கிலி ௩ 

அதாவது, (512 6) 34 -2 (4 sin @—2a cos @) (ஹ். 

இச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள், நாண் பரவளைவை வெட்டும் 

புள்ளிகள், (4, 4)-விலிருந்து இருக்கும் தூரங்களைக் குறிக்கின்றன. 

ஆகவே, நாணின் நீளத்தை / எனக் கொண்டால், ahs _ 3! 

என்பன இம் மூலங்கள் ஆகின்றன, எனவே, இம் மூலங்களின் 

கூட்டுத்தொகையையும், பெருக்கற்பலனையும் கவனித்தால், 

(-7)) aly 2 (k sin @ — 2a cos @) 

என்றும், அதாவது 

0 = k sin § — 20080 

[8 k® — 4ah 
4 ~ “sin? @
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என்றும் கிடைக்கிறது. இவைகளிலிருந்து 9.வை நீக்கி, /-ன் 
கதிப்பைக் காணவேண்டும். ஆனால், 

k 
cos @ = ச 

— 4(k2 — 4ah) 
ஆகலே, 12 — sin? @ 

= 4 (4ah — k2) cosec? 9 

= 4 (dah — k#) (1 + cot2 9) 

ke = — k2 ் = 4 (4ah 5) (ஈழ 

k2 

கணக்கு 2. 

பரவளைவு நூ. 4ரஐ.-- 0-ன் நாண் ஒன்று, தன் நீளம் 
மாருத வண்ணத்தில் நகருகிறது. இந் நாணின் மையப் 
புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

முந்திய கணக்கில் மையப்புள்ளியை (x9, yo) எனக் 
கொண்டால், 

lt = (4axy — Yo?) ( 44+ a) 

என்றும், இதிலிருந்து, மையப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் 
சமன்பாடு, 

(42% y*) (4 + 22) = /2 

ஹல்லது (y? — 4ax) (y2 + 402) + a2 2 =O 

என்றும் கிடைக்கிறது. 

கணக்கு 3. 

நிலைத்த புள்ளி 4 (1, 6) வழியாகச் சென்றுகொண்டே இடம் 
மாறுகின்ற ஒரு கோடு, பரவளைவு 3... 4 _ 0-ஐ £.யிலும், 
யிலும் வெட்டுகிறது. 2, இக் கோட்டின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளி.
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4-யிலிருந்து. 8, 6, 7” ஆகியவற்றின் நுண் கணிதத் தூரங்களாகிய 
(வ]தக1௦ 0181800068) பூ, 7 7, என்பன, 

1 1 1 
ண + re 

என்ற நிபந்தனைக்குக் கட்டுப்பட்டிருந்தால், P-er இயங்கு 
வரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க. (படம் 52. 

  

  

yA 

rC 

P(X9,Yo) . 

9 ல் 
0 , x 

B 

ACh,k) 

படம் 52. 

கோடு 3அச்சுடன் உண்டாக்கும் கோணத்தை ர என&* 
கொள்வோம். அப்படியாயின், ரி ஒரு மாறி ஆகும். கோட்டின் 
தொலைவுச் சமன்பாடு 

x—h y-k_ | 

0௦809 ~ sing ~’ 

என்பதாகும். மேலும், (, &)-யிலிருந்து -அலகு தூரத்திலுள்ள 

வாறும், இக் கோட்டின்மீது அமையுமாறும் உள்ள புள்ளி, 

(kK + ros 4, k + rsin @) ewe Ch) 

என்பதாகும், இப் புள்ளி, பரவளைவின்மீது. இருப்பதாகக் 
கொண்டால், 

(2-1 7810 ர)2- சிர 70060) - (0: 

அதாவது, (sin? @)r2 + 2(k sin @ — 2acos g)r 

+ (k2 — 4ah). = 0.
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இச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள், 7), 7, என்பன. ஆகவே, 

— 2 (k sin @ — 2a cos @) 
ry + ly = - ee Sn? ரி பப்பட் 

க்ரஷ் அரிக் 
1535 812] 

1 1 1 mtr, 

அ ta mt he at 
1 2 (h sin §@ — 2acos @) 

mea, | = k® = dah 

அல்லது, k*? — 4ah = — 2k (r, sin 6) + 4a(r, cos #) ... (2) 

(4, &)-யிலிருந்து £, அலகு தூரத்திலுள்ள P-omus (Xp, Yo) 
எனக் கொண்டால், (1)-லிருந்து, 

2 44- 7, 008 0 

Yo =k +7, sin 6 

என்றாகும். அதாவது, 

r,cos§@ = x, —h, 

r, 8in@ = "9 —k- 

இவைகளைப் பயன்படுத்தி, (2)-லிருந்து 9-வை நீக்கினால் 
கிடைப்பதாவது : 

— 2k (vg —k) + 4a (x9 — A) 

அல்லது, %2-- 42) - 2hy, = 0. 

இதிலிருந்து, 72-யின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு 4ax — 2ky 

+,k? - 0 என்று தெரிகிறது. 

103. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

. x2 12 ன் ன் 1. நீள்வளைவு ate 14 0 -ன் ஒரு நாணின் 

மையப்புள்ளி, (1/4) என்றால், நாணின் நீளத்தைக் காண்க. 

2. செவ்வக அதிபரவளைவு 2 -- 03 0-ன் ஒரு 
நாணின் மையப்புள்ளி, (4, 9) என்றால், நாணின் நீளத்தைக் 
காண்க. ்
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நக 
3. Beiroutray “5 என்த ு 1 ஈன் ஒரு நாண் தன் 

நீளம் sont lve நகருகிறது. நாணின் மையப்புள்ளியின் 
சமன் பாட்டைக் காண்க. : i 

4. செவவக அதிபரவளைவு 23 -. c2 = 0 — Qar Qa 

நாண் தன் நீளம் மாறாவண்ணம் நகருகிறது. நாணின் மையப் 
புள்ளியின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

5 நிலைத்த புள்ளியின் (ர, வழியாகச் சென்று கொண்டே 
2 a 

இடம் மாறுகின்ற ஒரு கோடு, நீள்வளைவு 5 + re 1 ௯ 0.ஐ 

யிலும், 6-யிலும் வெட்டுகிறது. ற, as கோட்டின்மேலுள்ள 
ஒரு புள்ளி, (/,,4)-யிலிருந்து 8,0,2-ஆகியவற்றின் நுண் 
கணித்தத் தூரங்களாகிய (கசக்கல் distances) ry, Tos 1; 
என்பன, : 

ட 1 1 

Ty Th Og ப | 
என்ற நிபந்தனைக்குக் கட்டுப்பட்டிருந்தால், 7-யின் இயங்கு 
வரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க, 

டி நிலைத்த yeah (hk) வழியாகச் சன்றுகொண்டே 
இடம் மாறுகின்ற ஒரு கோடு, பரவளைவு. -- 42% -.0 .ஐ.. 
2ி-யிலும், ேயிலும் வெட்டுகிறது. 2, இக்கோட்டின் மேலுள்ள 

ஒரு புள்ளி: (4)7)-யிலிருந்து 8, 6, 2 ஆகியவற்றின் நுண் கணிதத்: 
தூரங்களாகிய 7 ர) எடி என்பன, 7; 7-1). என்ற நிபந் 

தனைக்குக் கட்டுப்பட்டிருந்தால், 22-யின் இயங்குவரையின் சமன் 

ure, y? — 4ax — (2 4 மரு 0 எனக் காட்டுக. 

7.0 என்பது, ஒரு நகரும் புள்ளி. 40.4, 208”: என்பன:- 
குறிப்பட்ட இரு திசைகளுக்கு இணையாக வரையப்பட்ட,பரவளைவு - 
ax? +. by? —1 = 0-sit, prawacir. of ASI 

OA .OA' 
OB-OB 

ஆன து ஒரு மாறிலி எனக் காட்டுக. 

8... 9 என்பது ஒரு நிலைத்த.புள்ளி. 404, 202, என்பண, 
ஒரு நீள்வளைவின் நாண்கள். இந்த நாண்கள் செவ்குந்கானாக். 
யாகவே இருந்து கொண்டு நகருகின்றன என்றால், 

1 1 

04.04 * OBB! 
ஒரு மாறிலி எனக் காட்டுக.
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விடைகள் 

1 

ட 24( 1-8) விடபவனுமக ப வடுட a by 

2 2 /(h® + k*) (hk — c2)/hk 

x4 (Ft eb) eat 4 at yt) ட உ ௫ 
+ a* y2) = 0. 

4. 4(x® + y3) (xy—c?) = I* xy. 

5, 2hx , ky _h® | ka 
at * $2 = qe bt 

௮] 

$104.. விட்டங்கள் 

ஒரு நீள்வளைவின் மையத்தின் வழியாகச் செல்லும். நாண்,. 
அதனின் ஒரு விட்டமாகும். இதேபோல் ஒரு அதிபரவளைவின் 
மையத்தின் வழியாகச் செல்லும் நாண், அதனின் ஒரு விட்ட 
மசகும். அல்லது ஒரு கூம்பு வளைவில் ஒரு தொகுதி இணையான 
நாண்களின் (838610) ௦4 றக£வி161 chords) மையப்புள்ளியின் 
இயங்குவரை அதன் விட்டம் என்று அழைக்கப்படுகிறது. 

ஒரு பரவளைவின் நாண் ஒன்று, ஒரு குறிப்பிட்ட கோட்டிற்கு. 
இணையாகும்படியாகவே நகருகின்றது. இந்நாணின் மையப். 
புள்ளியின் இயங்கு வரையைப் பரவளைவின் ஒரு விட்டமாகும் 
எனக் காட்டுவோம். 

பரவளைவின் அச்சை 2- அச்சாகவும், உச்சியில் வரையப் 
பட்ட தொடு கோட்டை ]-அச்சாகவும். கொண்டால், பரவளைவின் 
சமன்பாடு, 133 -- 47% -- 0 என்ற வடிவின் ஆமையும். நகரும் 
நாணின் சரிவை ஈ எனக் கொள்வோம். இங்கு 1 ஒரு மாறிலி 
நாணின் மையப்புள்ளி (2, 3) என்றால், அதன் சமன்பாடு, 

(39% - 226 - 20): 4 (ந — 4ax,} =0 

ஆகும். அதாவது, 

300 -- 28% - Yo? — 2ax,
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அல்லது, = 2a % ட்ட 2. ௦ 

Yo Yo 
ஆகும். ஆகவே, நாணின் சரிவை 11-க்குச் சமப்படுத்த,. 

2a 
“= mM 

Yo 

2a 
ACV HI, Vo =p 

என்று கிடைக்கிறது. இதிலிருந்து நாணின் மையப்புள்ளியின் 

இயங்குவரையின் சமன்பாடு 
2a 
m 

என்றாகிறது. மேலும் இந்த இயங்குவரை ஒரு நேர்கோடென்றும், 

இநத்நேர்கோடு. பரவளைவின் அச்சுக்கு இணையானது என்றும் 

தெரிகிறது. 

y= 

x2 yt neg 
“13 + b2 — 1=0- er அடுத்தபடியாக, நீள்வளைவு 

நாண் ஒன்று, m-gé சரிவாகக் கொண்ட கோட்டுக்கு, 

இணயாகவே இருக்குமாறு நகரும்பொழுது அதன் மையம். 

புள்ளியின் சமன் பாட்டைக் காண்போம். மையப்புள்ளி (26, 769 

என்றால் நாணின் சமன்பாடு 
( 302 aye a ப 1 — 0. 

ag 

ஆகும். இந் நாணின் ‘fa, 

அடடே Xo. 

a2 Vo 
  

தக x 

கவே, —,—_9--—=m 
ஆ ரீ Vo 

அல்லது 43x, + ma ty, = 0. 

இதிலிருந்து, மையுப்புள்ளியின் இயங்கு வரை 

b?x + ma2 = 0- 

எனக் கிடைக்கிறது: மேலும் இச் சமன்பாடு ஒரு நேர்க் 
கோட்டைக் குறிக்கிறது என்றும், இத் நேர்க்கோடு நீள்வளைவின் 

விட்டம் என்றும் தெளிவாகிறது,
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அடுத்தபடியாக, இவ்விட்டத்திற்கு இணையாக இருந்து 
கொண்டே நகரும் நாணின் மையப் புள்ளியின் இயங்குவரை 

காண்போம். இங்கு, விட்டத்தின் சரிவு 

2 

a2 m 

ஆகவே, இயங்குவரையின் சமன்பாடு, 

— 2 
2 = ட _ 

oF de +( a2m Jay = 

‘ 27 
ல் —-—— = அல்லது x i 0 

அல்லது y = MX 

இச் சமன்பாடு குறிக்கும்: நேர்கோடு நீளவளைவின் மையப் 

புள்ளி வழியாகச் செல்லுவதால் இக் கோடு ஒரு விட்டமாகும். 

இதிலிருந்து, ஒரு வெகு முக்கியமான விளைவு கிடைக்கிறது. 

அதாவது, ஒரு நீள்வளைவில் ஒரு விட்டத்திற்கு இணையான 
.நாண்களை, மற்றொரு விட்டம் சம துண்டுகளாக வெட்டுகிறது. 

மேலும், இரண்டாவது விட்டத்திற்கு இணையான prea, 

முதல் விட்டம் சமதுண்டுகளாக வெட்டுகிறது. 

. இத்தகைய இரு வட்டங்கள் துணையில் விட்டங்கள் (conjugate 
diametres) என்று ௮ ழைக்கப்படுகின்றன. இப்பொழுது, 

ஒரு சோடி துளையிய விட்டங்களின் சரிவுகளின். பெருக்கற் பலன் 
ஒரு மாறிலி எனக் காட்டுவோம். ஒரு சடன் சரிவு 11 

என்றால் அடுத்த விட்டத்தின் சமன்பாடு, 

மஜ ரர? 0 

“என்றும், அதன் சரிவு 
b2 

ma? 

என்றும் தெரியும். ஆகவே; அனவைகளின் பெருக்கற்பலன் 

= இ 
= (m) ( 77142 

டய சு 104.1) 

இது, 11-ஐச் சார்ந்ததாக இல்லை. ஆகவே இது ஒரு மாறிலி.
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. ் x2 y? 5 

இம் மாதிரியே, அதிபர. வளைவு Co ae i=0 

ல், ஒரு சோடி துணையிய விட்டங்களில் ஒன்றின் சமன் பாடு 

y— mx = 0 

b2x — ma? y= 0 

ஆகும். இங்கு துணையிய விட்டங்களின் பெருக்கற்பலன் 
b2 

a? 
என எளிதில்: காணலாம். 

இப்பொழுது, துணையிய விட்டங்களில், ஒன்று அதிபர 
வளைவை வெட்டினால், ; அடுத்தது அதிபரவளைவை வெட்டாது 

எனக் காட்டுவோம். 

இதற்காக. 

y—mx =0 

என்ற விட்டம் அதிபரவளைவை வெட்டுகிறது எனக்கொள் வோம். 

அப்படியாயின், அதிபரவளைவின் சமன் பாட்டையும், ந--80%--0 

ஐயும், 2-க்கு விடுவிக்கக் கிடைப்பதாவது : 

32 m2 x2 “3 pp 1 = 0. 

அதாவது, (a _— 3) 1 1, 

1 m2 : 
அதாவது, -5- “po > O (104-2) 

ஆனால், அதிபரவளைவின் சமன்பாட்டையும், அடுத்த 

விட்டத்தின் சமன்பாடாகிய 423. 812 ந - 0ஜயும், க்கு 

விடுவிக்கக் கிடைப்பதாவது : 

b2 x 

22 alr) = = 

1 17] 
அதாவது, (- 2 ‘at ) x? = 1 

a m2 1 be \ atm 
SEE BB at — m2 at)* = pt
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7713 1 ன் a? m3 
அதாவது, 4B 5) x2 = “pat 

1 ) ச a2 m3 
அதாவது, (as — “25 me pe ௧ 

இதிலிருந்தும். (104:2)-லிருந்தும் %3 ஒருகுறை எண் 
என்றாகிறது. ஆகவே, அதிபரவளைவை விட்டம் 43 *--ஈ௦' ந, 
வெட்டவில்லை என்றாகிறது. 

ஆயினும், இவ் விட்டம் 'துணையிய அதிபரவளைவான 
2 1 

7 fs ௩1௮ 0-ஐ வெட்டுகிறது. இதைக் காட்டுவதற்காக, 

இவ் விட்டத்தின் சமன் பாட்டையும், துணையிய அதிபரவளைவின்” 
சமன்பாட்டையும், 2-க்கு விடுவிப்போம். இதனால் கிடைப் 

பதாவது : 

x2 1 sb2x 
a2 52 figs ) =? + 1 = 0. 

அதாவது 1 _ PT x? =—l. , a2 7713 ர* 

a? m3 1 b3 ‘ a? m2 
அதாவது, 58 a2 nit a+) “= pe ° 

m= 1 a? m2 அதாவது, (“ட =) wa Oe 

a m3 a? m3 

அதாவது, (Gs ணர் ந x4 — he . 

இதிலிருந்தும், (104:2)-லிருந்தும் ர: ஓர் மிகை எண் 
எனக் கிடைக்கிறது. 

ஆகவே துணையிய அதிபரவளைவை விட்டம் 62%-- ரர? - 0, 
வெட்டுகிறது என்றாகிறது. 

கடைசியாக, ஒரு கூம்புவளைவின் விட்டத்தின் ஒரு 
முனையிடத்து வரையப்பட்ட தொடு நாண் பற்றிப் படிப்போம். 
விட்டமானது, குறிப்பிட்ட இணையான நாண்களை சமதுண்டங்
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களாக வெட்டுகின்றது என அறிந்தோம். இந் நாண்களில் 
ஒன்று, இணையாகவே இருந்துகொண்டு, விட்டத்தின் முனையை 

நோக்கி நகர்ந்தால், முடிவில் நாண் முனையிடத்துத் தொடு 

கோடாகிறது என்பது எளிதில் தெரிகிறது. அதாவது 
முனையிடத்துத் தொடுகோடு இணை நாண்களுக்கு இணையா 

யுள்ளது எனத் தெரிகிறது. 

$ 105. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

Bor outaray 2x2 + 3y2 —6 0-ன் ஒரு சோடித் துணையிய 
விட்டங்களில் ஒன்றின் sinsituorG, y—3x = 0 creer, 

மற்றதன் சமன் பாட்டைக் காண்க. 

  

  

  
படம் 51, 

முதல் விட்டத்தின் சரிவு 3, (Xo, 7/0) என்பது இரண்டாவது 

விட்டத்தின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளி என்றால், (Xo, 2003-ஐ மைய 

மாகக் கொண்ட நாண், முதல் விட்டத்திற்கு இணையானது. 
ஆனால் இந்நாணின் சமன்பாடு, 

(2X X + 3YV9 69). (72 330 ஒ-0. 

- 2270 
ஆகவே, ஜட 3 

அல்லது, 2, -- 99% ௬0 

எனவே, இரண்டாவது விட்டத்தின் சமன்பாடு 

் ஐ Oy =U 
என்பதாகும். ்
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கணக்கு 2. 

ஒரு நீள்வளைவின் பேரச்சு, %-அச்சின் மேல் அமைற் 
துள்ளது. %--ற-ஃ0, 3ம-4 47/40 என்பன நீள்வளைவின் 
ஒரு சோடித் துணையிய விட்டங்களைக் குறித்தால், நீள் வளைவின் 
தொலைத்தகவைக் காண்க. 

பேரச்சின் நீளத்தை 2ர எனவும், சிற்றச்சின் நீளத்தை 2ச 
எனவும், தொலைத்தகவை *2” எனவும் கொள்வோம். அப்படி 

யாயின் துணையிய விட்டங்களின் சரிவின் பெருக்குத் தொகை 
b2 

= va 

இங்கு கொடுக்கப்பட்ட விட்டங்களின் சரிவுகள் “4 ]) ro 

ஆகையால், 

ய யட(0 
அல்லது 4b2 = 3a 

அதாவது, 484 (1-- ௪) - 38. 

அதாவது, 4 422 = 3. 

1. 1 
அதாவது, e? = 4 உ a “ஆர 4 

கணக்கு 3. 

x2 33 
உர் ந 10, 

x? ன் டடம அன எ Sl es: a 4 ay = 0 குறிக்கும் நீள் வளைவுகளின் பொதுப் 

புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும் விட்டங்கள், மூதல் நீள் வளைவின் 

துணையிய விட்டங்களானால், 

a2 b3 ன் + gi = 2, 

எனக் காட்டுக. 

சமன்பாடு 5-- $1 - 0 என்பது, அதாவது, 

1 1 1 1
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என்பது, பொதுப் புள்ளிகளின் வழியாகச் செல்லும் இரண்டு நேரர் 
கோடுகளைக் குறிக்கின்றது என்பதை எளிதில் காணலாம். (25. 

-லிருந்து இக் கோடுகளின் சரிவுகளின் பெருக்கற்பலன் 

1 1 
822 
“pe 

b? ~ g2 

எனத் தெரிகிறது. ஆனால், இக்கோடுகள் முதல் நீள வளைவின் 
2 

துணையிய விட்டங்களாகையால் இப் பெருக்கற்பலன் 5 க்குச் 

சமம். ஆகவே, 

1 1 

b2 ஜீ: 
gi FE 

pa — BP 

  

  

b2 a’ 
அதாவது, --1 + Fe எ கக்க 

a2 ழ் 
அதாவது, “டூர் ஐ 2: 

டெ 

y* 
\ 

_ 4096, Yo) 
ual ge \ 

ர் அய = \ 
ள் =< 4 

ZA ~ << % 

௪ E மலய ட் 

ம நடக SS கல் ங் ரு 

=~. 
0 \ 3 

படம் 54.
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குணக்கு &. 

் x2 உ. 

நீள்வளைவு a? + னக —1 = 0-இன் ஒரு சோடித் துணையிய 

விட்டங்கள், வட்டம் 3டி --8- 78 0-ஐ 2, 7 என்ற புள்ளி 

களில் வெட்டுகின்றன. 24-இன் நீள்வளைவு சார்ந்த, இசைப் 

புள்ளி, 

ட்ட r2 

குறிக்கும் நீள் வளைவின் மேல் அமையும் எனக் காட்டுக. 

2 y? ட (ம + b3) டி 

ே.உ2௦9-ஐ இசைப் புள்ளி எனக் கொள்வோம். அப்படி 

யாயின், 2/-ஈன் சமன்பாடு, > 

“lr 

XXo , YY ’ 

“a2 

e XX, 2 
அல்லது “2 ர் a = 

ஆகும். இச் சமன்பாட்டைப் பயன்படுத்தி 43 -- 32 .- ர2-௮0-ஐச் 

சமபடித்தான சமன் பாடாக்கினால்;) கிடைப்பது, 02, 077 ஆகிய 

வற்றின் இணைந்த சமன்பாடாகும். அதாவது 

2 
ழந பர Ce + ட்டி =0 

a 
a? 

4, r2 x 2 ் x 

அல்லது (1 _ ea x2 — (27 a BS) xy 

டட தற 2 

+ (1- “i” ) y2 =0 

0-ஐயும், 07-ஐயும் குறிக்கின்றது. (25:2)-லிருந்து, இக்கோடு 
களின் சரிவுகளின் 

p—"” Xo* 
டது ௫ a’ 

இபருக்கற் பலன் - டா 7? 92 

i
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என்றிருக்கிறது. ஆனால் 0, 02. என்பன நீள்வளைவின் 

துணையிய விட்டங்களாகையால், இப் பெருக்கற் பலன் 
_— 8 த 

( aa ) #08 சமமாகவும். ஆகவே 

  

r2 x,,2 

al ge 
884 0? 

52 

அல்லது —~ b2 + 7? yo? = a® — 7? x,2 

அல்லது 73(2,2 Yo") — (a? + 52) = 0 
ம் ட் q2 + b2 

அல்லது 32 407. ௮ 0. 

இதிலிருந்து, (%0, 70). நிள்வளைவு, 
ன் உட் 1 . . 

ஜல ம நிதிப் தை ௭ 0-ன் மேல் அமைகிறது 

எனத் தெளிவாகிறது. 

8 106. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. பரவளைவு ந2 — 8x = 0-ன் pratr 2x + y—3 = 0-ஐ 

இரு சம துண்டுகளாக்கும், பரவளைவின் விட்டத்தைக் காண்க. 

2 நீள்வளைவு 9%5 -- 42 -- 36 - 0-ன் துணையிய விட்டங் 

களில் ஒன்றின் சமன்பாடு, 9 --2%- 0 என்றால், மற்றதன் 

சமன்பாட்டைக் காண்க. 

3. Ay, A, என்பன, இரண்டு நிலைத்த புள்ளிகள். இரண்டு 

மாறும் கோடுகளாகிய 11,1, என்பன; ஒரு நீள்வளைவின் 
துணையிய விட்டங்களாகவே உள்ளன. 4; வழியாக 1-க்கு 
இணையாக வரையப்படும் கோடும், கீ, வழியாக /_-க்கு இணையாக 
வரையப்படும் கோடும், வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரையை 

ஒரு நீள்வளைவு எனக் காட்டு. 

[உதவிக் குறிப்பு அ: நீள் வளைவின் பேரச்சை 2-அச்சாகவும் 
சிற்றச்சை 3-அச்சாகவும்கொள்க, நீள்வகாவின் சமன்பாடு 

x2 2 ‘ sgt 
ற? + i --1 ௪0 என்ற வடிவில் இருக்கும். A, 

(ol, 8) என்றும், 4ீ-ஐ (ola, 8.) என்றும், இணைகோடுகளின் 
இவட்டும்புள்ளியை (2, 3 என்றும் கொண்டால், 

(20 7A.) ௦-9 22 . : 
80 “௭ 501 ட 3 — dle ai 

15



226 பகுமுறை வரைகணிதம் 

4. px® + 2rxy + gy? = 0 குறிக்கும் கோடுகள், 

2 ப. 120 குறிக்கும் காவில் அர் je = குறிக்கும் நீள் வளைவின் துணையிய 

விட்டங்கள் என்றால், றர? -- ஏம்? -- 0 எனக் காட்டுக. 

3 2 

5. நீள்வளைவு 5-4 3 --1-0-ன் ஒரு சோடிக் 
துணையிய விட்டங்களின் முனைகளை இணைக்கும் நாணின் சமன் 
பாடு % 0084-3] sind =p என்றால், ர£008?1 -_ Bb? sin? y 
௪ 2ற?* எனக்காட்டுக. 

6 291 றற: என்பன, நீள்வளைவு a + 4 —1=0 

-ன் ஒரு மாறும் சோடித் துணையிய விட்டங்கள். 2, 0 ஆகிய 
வற்றினிடத்துத் தொடுகோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியின் இயங்கு 
வரையைக் காண்க. 

7. 22: றற: என்பன நீள்வளைவு = + 2 —1=0 or 

ஓரு மாறும் சோடித் துணையிய விட்டங்கள். PD-uvWeir 
மத்தீயப் புள்ளியின் இயங்குவரையைக் காண்க. 

8. ஒரு நீள்வளைவின் தொடுகோடொன்று நீள் வளைவின் 
குத்துத்தொடுகோட்டு வட்டத்தை யிலும், 7- யிலும் வெட்டு 
கிறது. 0 என்பது நீள்வட்டத்தின் மையமானால், 0507 

என்பன நீள்வளைவின் ஒரு சோடித் த;ணையிய விட்டங்கள் 

எனக் காட்டுக. 

*... ஒரு நீள்வளைவினது இரண்டு இணையான தொடுகோடு 

களை மூன்றாவது தொடுகோடொன்று £-யிலும், 7-யிலும் வெட்டு 
கிறது. 0, 022 என்பது, நீள்வளைவின் ஒரு சோடித் துணையிய 
விட்டங்கள் எனக் காட்டுக. 

விடைகள் 

1. y+2=0 

2. 9x+8y=90 

x? py} ட 

x? y? 1



8. துணையலகுக் குறிப்பிடல் 
(Parametric Representation) 

$107. துணையலகுக் குறிப்பிடல் 

சில குறிப்பிட்ட சமன்பாடுகளையுடைய கூம்பு வளைவுகளின் 

மேலுள் புள்ளிகளைத் துணையலகுகளைப் பயன் படுத்திக்குறிப்பிட 

லாம். உதாரணமாக, %£ --ந5 4 ர2 - 0 குறிக்கும் வட்டத்தின் 
மேலுள்ள புள்ளிகளைப் பொதுவாக 

(4008, 28119) 

என்று குறிப்பிடலாம். ஏனெனில் இங்கு ர் துணையலகாகும். இத் 
துணையலகு, (8 008 092 -- (௪51௦ 93-83 -- 0, பூச்சியம் முதல் 
2௩ வரை எல்லா மதிப்புகளையும் பொறும்போது (8 008 9, a sia @) 
வட்டத்தின்மேலுள்ள எல்லாப் புள்ளிகளையும்குறிக்கின்ற து 

என்பதை எவிதில் காணலாம். எனினும் 9-வின் சில குறிப்பிட்ட 
மதிப்புகளுக்கு, ( 8 603 9, ௭ 310 9) குறிக்கும் புள்ளிகள் கீழே தரப் 
பட்டுள்ளன .. 

8 (a cos @, a sin 6) 

iy 7 ௪ 
ம. 4 (5° ¥3) 

ஞூ. 5. (0, 6) 

(iv) n ( — a, 0) 

புள்ளி a cos @, a Sif )-ஐ சுருக்கமாக “: ரி *” எனக் குறிப்பிடுவது 
மரபு.
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8 a 
இதேபோல், சமன்பாடுகள் 2, + i —l= 0, ் sian 3 

1௮0]... 4ரஜ2 0) 02 - 0 குறிக்கும் கூம்பு வளைவு 
களின் மேலுள்ள புள்ளிகளைத் துணையலகு வடிவில் கீழ்க்கண்ட 

வாறு குறிப்பிடலாம் என்பதை எளிதில் காணலாம். ் 

கூம்பு வளைவு புள்ளி குறியீட்டு 
வடிவில் 

x 4+ 4,-1=0 (a cos 8, ம் sing, “age 

x? y? 0 : b ‘ 55 அத கத்த எம் வை (i) (asec 6, b tan 9) 8 

(11) (acos hig, b sin b @) ‘cg? 

y’ —4ax =0 (at’, 2at) seg 39 

—_ £ \ 6 f 99 xy—c? —0 (கழ) t 

நீள் வளைவு “5, + a 10.ன் துணை வட்டத்தின் 

சமன்பாடு %* -- 3: -- ர - 0 ஆகும். நீள் வளைவின்மேல் 2 
புள்ளியை எடுத்துக் கொண்டு, 2*-யிலிருந்து பேரச்சு 4.41 க்கு 
PN என்ற செங்குத்துக் கோட்டை வரைவோம் (படம் 55), 2 ஐ 
நீட்டப்படும்பொழுது அது துணைவட்டத்தை ற என்ற புள்ளியில் 
வெட்டட்டும். கோணம் 4-ஐ ரி எனக் குறித்தால், 

ON = op cos § = a cos , 

Np = op sin @ =a sin @ 

ஆகும். ஆகவே, ஆனது, (8008 9, மற 9) ஆகும். இப் 

பொழுது ற-ன்% கூறும் ॥ 0059 ஆகும். 2-ன் 1 கூறான 270ஐக் 
கீழ்க்கண்டவாறு அடையலாம் : 

(4008 8)2 PN? 
42 “po = 0. 

2 
அதாவது, =i = 1 —cos? § = sin? 9.
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அதாவது, 2445 -- 22 5102 8. 

ஆகவே, PN =b sin 9 

JA 

    
    

4 
த்
டவ
லை
 

> ள்
 

A 0 

  
படம் 55 

அதாவது ச ஆனது, (8008 ரி, ம் 81 8) ஆகும். இங்கு 9 குறிக் 
கும் கோணமாகிய 402-ஆனது, புள்ளி 2-யின் மையவகநற்சிக் 
கோணம் (6006801110 80216) என்று அழைக்கப்படுகிறது. 2 ஆனது, 
துணைவட்டத்தின் மேலுள்ள, 2 சார்ந்த புள்ளி என்று அழைக்கப் 

படுகிறது. 

6 108. நாணும் தொடுகோடும் 

முதலில், துணையலகு வடிவத்தில் நீள்வளைவு 3447 0ன் 
நாணின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். இத் நாணின் முனைகள் 

“60175, 6727” என்றால், அதாவது 

(சர்12. 2811); (812, 2aty) 

என்றால், அதன் சமன்பாடு, 

8117... ந 21 
ரர ர7)2.... 2ர1) 287) 

ஆகும். அதாவது 
பஜ ஏ. _ y—2aty 

a (ts — 1) (44+ ty) ~ 2a (2 —- ty)
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ஆகும். ஆனால், 1) 412 ஆகவே, இச் சமன்பாட்டைச் 
சுருக்கினால் கிடைப்பதாவது : 

x  at,? y — ?at, 

a 2 

அல்லது, 2x —~ 2aty2 = (ty + to) v— (ty + [) 2211 

அல்லது, 2 -~ (ty +t.) y -+ 2aty tp = 0. (1 8-1) 

இச் சமன்பாட்டில் ஜான் மதிப்பு 1/--ன் மதிப்பை அணுகி, 
முடிவில் 7,-ன் மதிப்புக்குச் சமமானால், கிடைக்கும் சமன்பாடு, 
(௪172, 281,)-இடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடாகும். 

அதாவது, 

2 - (0 மோ) 20 
அல்லது X—t,y + at;2=—0 

என்பது (1, 5, 281,)-இடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடாகும். 
ஆகவே, பொதுவாக (௭13, 2ஈ0)-இடத்துத் தொடுகோட்டின் 
சமன்பாடு, 

-—ty+at®?—0 (108-2) 

ஆகும். அடுத்தபடியாக, “45, “77? என்ற புள்ளிகளிடத்துத் 
தொடுகோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளியைக் காண் போம். தொடு 
கோடுகளின் சமன்பாடுகள்,. 

3 8 + aty? =0 

xX ரீதி 4 aty? = 

ஆகும். இவற்றில் ஒன்றிலிருந்து மற்றொன்றைக் கழிக்கக் 
கிடைப்பதாவது 5: 

ப C t+ te) y+ a (ty? — 1,2) = 0. 

அல்லது (1. tg) y = — a (ty — ty) (ty + ty): 

ஆகவே, 9 - 8(1) -- 72), 

இம் மதிப்பை xX — tyy + at,? - 0-ல் பிரதியிடக்கிடைப்பதாவது₹ 

2-4 ஏர) (01 4 7-4 ஈர)2 =0 

அல்லது X—atytg =U 

அல்லது x= at, tg. 

ஆகவே, { at, tg, (1 22. (108-3) 

என்பது தொடுகோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளியாகிறது.
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இவ் வெட்டுப்புள்ளியை, “1,”?-ஐயும், **72??-ஐயும் முனை 

களாகக் கொண்ட நாணின் சமன்பாட்டைப் பயன்படுத்தியும் 

காணலாம். இந் நாணின் சமன்பாடு, 

2x — (ty + tg) » + 2aty tg = 0- 

வெட்டுப்புள்ளியை (%,, 3. எனக் கொண்டால் இந் நாணின் 

சமன்பாட்டை 

yry — 2a(X + %1) = 9 

என்றும் எழுதலாம். இந்த இரு சமன்பாடுகளின் குணகங்களை 

ஒப்பிடக் கிடைப்பதாவது :₹ 

a பூ 28% 
2 (12) 2aty te 

Vi = 7. 
Zt ts 

அதாவது, 91 - 871123 Wi =a (#4, + 12) 

அல்லது a= 

அடுத்தபடியாக, செவ்வக அதிபரவளைவு 3 -- 08 - 0-ன் 
நாணின் துணையலகுச் சமன்பாட்டைக் காண்போம். நாணின் 

முனைகள், 

௦ ‘ 6 ் i.< = 

(er. t,)’ ¢ » :) 

என்றால், அதன் சமன்பாடு, 

ட ட2 
x ae 071 _ ் ty 

Cty — ct,” 2 ௦ 
ty th 

ஆகும். இதை மாற்றி எழுதக் கிடைப்பதாவது : 

c 
_ t,t 

ine Chy (2 i) நர் 
ச 0... 2(01 4) 

க 8 
ஆலலது Xx — Chy = y= ts) ty ty. 

அல்லது X+ ty toy — (ty + ty) = 0. 0008-4
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இதிலிருந்து, (et. 1, Breas தொடுகோட்டின் சமன் 

பாட்டை 

99 றை. 200) 0 

என்றும், அதாவது (02, ௦/09-இடத்துச் சமன்பாட்டை 

x+ 1y — 2ct = 0 (108-5) 
என்றும் பெறுகிறோம். 

. 2 c . : அடுத்து, ( chy, 7) ’ (ta என்ற புள்ளிகளிடத்துத் 1 2 
தொடு நாண்களின் வெட்டுப்புள்ளியைக் காண்போம். இப் 
புள்ளியை (%, 3) எனக் கொண்டால், நாண் 4, 4_”-ன் 
சமன்பாடு 2", - 0 ஆகும். அதாவது 

Vy XY c2 =0 
2 ௯ 0. 

அல்லது 92 - 3. 2020. 

மேலும், சமன்பாடு, 

X+ 71 720-611 + tz) = 0 
“உம் 4) 4ீ-ஐக் குறிக்கிறது. ஆகவே, சமன்பாடுகளின் 
குணகங்களை ஒப்பிடக் கிடைப்பதாவது ₹: 

சட 1 20 
1 மத 072) 

20 ட 21072. 
அதாவது, நி. - t+ ty? 2 +t, 

2ct 2 : ஆகவே, (2 ட் ல் சய என்பது வெட்டுப்புள்ளி 

யாகிறது. 

ம் த x2 oy? a ் அடித்தபடியாக, நீள்வளைவு a + ந கலு 1 0-ன் நாணின் 

துணையலகுச் சமன்பாட்டைக் காண்போம். நாணின் முனைகள், 

(a cos 9, b sin @), (a cos ஐ, ம் 810 .ஐ) 

என்ருல், நாணின் சமன்பாடு 

X—acos@ y—bsing 
a(cos?—cosf)  b(sinp —sin @)
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ஆகும். இதை மாற்றி எழுதக் கிடைப்பதாவது : 

~ cos g Y __ sin @ 
a ச் 

cos? - 0059 sin ? —sin @ 

அதாவது, G — cos 0) (sin g — sin a) 

= G — sin 9) (cos Pp — cos 0) 

அதாவது, 2 (sin P — sin 9) — (cos 9 — cos @) 

= — sin §@ cos P + cos 9 8112: 

  

- = sin(¢ — ரி) 

அதாவது, : (2 sin oa eae =f 

+5 (2sin! 5° sin tty 

= 2sin 45 ? cos 2=* 

sisrgs, 7 cos £5 P47 sin TP — cos “5 * (1086) 

இதிலிருந்து, (8 005 9, ம 81 0)-இடத்துத் தொடுகோட்டின் 
சமன் பாட்டை 

x ரி 3. 944 ர 
008 2 +e sin 2 = COS 5 

அல்லது, “cos @ +3 sing —1=0 (108-7) 

என்று பெறுகிறோம் . 

அடுத்து, 4(4005 9, ம் 8110), 2 (20௦859, 65116) என்ற. 
புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளியைக். 
காண்போம். இப் புள்ளியை (3, 7) எனக் கொண்டால், சி.கீ-ன் 

சமன்பாடு
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ஆகும். மேலும் சமன்பாடு 

x 6+O, ¥ 9-9 9-௦ 
7 08 9 மம. 008 52 

“உம், 4.8-யையே குறிக்கின்றது. ஆகவே, இச்சமன்பாடுகளின் 
குணகங்களை ஒப்பிடக் கிடைப்பதாவது : 

261 Yi 

a 3 1 

1 நிற 1. @+P9 ரி2 
த z sin க 005 ந. 

009 9 ; a sin 2 : 

ஆகவே, My =a தக்கன b (108-8) 

cos து cos “த P 

x2 y2 ட 
கடைசியாக அதிபரவளைவு a pa 1 = O-st  prevofleir 

துணையலகுச் சமன்பாட்டைக் காண்போம். நாணின் முனைகள், 
(8960 0, 6180 0), (2360 ஐ, ம் ந) 

என்றால், அதன் சமன் பாடு 

388909 oy —b tang 
a(secp— secg) ~ b (tare — tang) 

ஆகும். இதை மாற்றி எழுதக் கிடைப்பதாவது : 

BO og a 
— LAN 4 (sine _ sind 

ட 0052. 0050 “Cos? 008 

= secg 2 — tan @ 

அணக ரி corp Fp cos — cosp ~ Sing 
cosf -cosp cosp + cosf 

~ _. sec 8 5 tang 
அதாவது = 

cos “corp ~ —sin(g = 9)
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x 
— — sec § 

அதாவது a ட என்ன்ன 

v 
ட த் — tan @ 

ளு டட 9 ர--2 
2 sin “த. 608 

x 1 y sin g 

a cos bcos serge ர 
sin உ 008 ற 

x 9-9 vis @4+° 
அதாவது a cos ஈத sin 5. 

ee: 9--2 sin @ a+? 

~ cos @ cos 2 cos 6 sin 2 

ட ந ர் எத ட ரி. 
= 5% | cos த sin @ sin 2 | 

॥ 

1 g—? 1 9-2 
cos ॥ feos 2 த (0s 2 

— eos 75°F) } 

ட 39 -_2 
= west ர feos "> Pa cos “gt 

-+-P 
= 5, aa 2 008] can” 2 f 

= cos wae 

இதிலிருந்து, (௪880, ர் 8௦0)-இடத்துத் தொடுகோட்டின் 
சமன் பாட்டை 

cos மி நண் 2 ௦0% 4 
a 2 6
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sing = cos @ 

AQ)
 

o
t
s
 

அல்லது 

அல்லது ட் 8609 — த் tang—1l=0 (108-9) 

என்று பெறுகிறோம். 

$ 109. தொடுகோடுகளின் துணை அலகுச் சமன்பாடுகள். 

் 87.ல் (ம, 30) இடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டை 
7. 0 எனக் கண்டோம். இச் சமன்பாட்டைப் பயன்படுத்தி, 
(1082), (108:5), (108-7), (1088) என்ற சமன்பாடுகளை வெகு 
எளிதில் எழுதலாம் உதாரணமாக, பரவளைவு ந: --4ர% = ¢ -sir 

(% 7)-இடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு, ் 

29) ~2a(% +1) = 0 
MEW. QHv, x, = at2, y = 2ரர் எனப் பிரதியிட, (75, 240) -- 

இடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடாகக் கிடைப்பதாவது : 

y (Qat) ~ 2a (x + at2) = 0. 

HSTUG, yl—x—at2? = 0. 

BSTUB, X— ty 4+- at? — 0. 

2 

+22 —1 = 0-6 
2 

இதுபோலவே நீள்வளைவு ள் 5B 
2 

(20௦5, ம 810) இடத்துச் சமன்பாட்டை 

x (a cos @ y (b sin @ 
aoe + eS ). —1=0 

அல்லது 4919-201௦ 

என்று எளிதில் காணலாம். இம் முறையானது, தொடுகோடு 
களின் துணை அலகுச் சமன்பாடுகளை எளிதில் மனதில் இருத்தப் 
பயன்படுகிறது. 

$ 110. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

கிழ, கீரி கியூ 4... என்பன ஒரு பரவளைவின்மீது நகரும் 
புள்ளிகள். அழகி, கடகி;, 4.4, என்பன முறையே பரவளையின்
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அச்சின் மேலுள்ள மூன்று நிலைத்த புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லு 

கின்றன என்றால், 44 -உம் அச்சின் மேலுள்ள ஒரு நிலைத்த 

புள்ளி வழியாகச் செல்லுகின்றது எனக் காட்டுக. 

பரவளைவின் அச்சை 2-அச்சாகவும் உச்சியிடத்துத் தொடு 

கோட்டை ந-அச்சாகவும் கொண்டால், பரவளைவின் சமன்பாடு, 

3 422 0 என்ற வடிவில் இருக்கும். இப்பொழுது 4) அ 

A,A, என்ற புள்ளிகளை *:/; ?£) “* 727) “1, 1707” எனக் 

கொள்வோம். அப்படியாயின் 4) 49 -ன் சமன்பாடு 

2x — (0) 9) சேர = 0 

ஆகும்; இதில் ந - (: என்று பிரதியிட, 

2x + 2atyt, = 0 

என்றும், இதிலிருந்து 41.4; ஆனது 2-அச்சை வெட்டும் புள்ளி, 
(81142) 0) 

என்றும் கிடைக்கிறது. இப்புள்ளி ஒரு நிலைத்த புள்ளி, 

ஆகையால், 1,192 ஒரு மாறிலி, இதுபோலவே [?/, -உம் 1, -உம் 
மாறிலிகள். இம் மாறிலிகளை &,, ௨, எனக் கொண்டால், 

tite = ky 
tit, = ky 

tot, = k, 

ஆகும். இவைகளில் முதலாவதையும், மூன்றாவதையும் பெருக்கி 

இண்டாவதால் வகுத்தால் கிடைப்பதாவது : 

(ty te) Ct. 4) nk, 
ty ts ~~ Ky * 

அதாவது, 7) 7 -- ஒரு மாறிலி. 

ஆகவே, டக, ஆனது பரவளைவின் அச்சை வெட்டும் 
புள்ளியாகிய (-- 7 10, 0) என்பது ஓர் நிலைத்த புள்ளியாகிற து. 

கணக்கு 2. 

பரவளைவு yy? 48% --0-இன் குவிய நாண் ஒன்றின் 

முனைகள் (14 Vids (%2, Ya) என்றால், xy Xo = a’, 

Vi Vg = — 40 crord Gr Qa. 

முனைகளை “77 5) 47? எனக் கொண்டால், 

wy = at,*, 31 ௪ 2aty, 

Xo = tg, Vag = 2ato.
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மேலும், நாணின் சமன்பாடு 

2x — (ty + tg) ¥ + 2a yt, =0 

ஆகும். ஆனால், நாண் (௨,0) வழியாகச் செல்லுகிறது. 

ஆகவே, 
2a — (ty + ty) (0) + 2aty tg = 0 

அல்லது, tht, =- 1. 

எனவே, 3129 *- (825) (2125) - 2 (ft; fy)? 
=a(—1)? =e, 

V1 Yq = (2at,) (2atg) = 4a? (t) tg) = — 4? 

கணக்கு 3. 

பரவளைவு ந -- 48% 0-ன் மூன்று தொடுகோடுகள், 

அச்சுடன் முறையே 30”, 455, 60₹ அளவுள்ள கோணங்களை 

உண்டாக்கினால், தொடுபுள்ளிகளின் % கூறுகள் ஒரு பெருக்கல் 

தொடரில் அமையும் எனக் காட்டுக. 

பரவளை வின் (ச, 2ஈ0)-இடத்துத் தொடுகோட்டின் 

சமன்பாடு 

x—ty+tat?—0 

ஆகும். இதிலிருந்து, தொடுகோட்டின் சரிவு ் எனத் 

தெரிகிறது. ஆனால், கொடுக்கப்பட்ட மூன்று தொடுகோடுகளின் 

சரிவுகள் , 

tan 30°, tan 45°, tan 60° 

என்பன. இதில் முதல் தொடுகோட்டின் தொடுபுள்ளி (௪75, 2at) 

என்றால், 

; = tan 30° 

ல் io 
SIMU SI ™~ tan 30°° 

ஆகவே, இத் தொடுபுள்ளியின் 
a 

7D = tan 30
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அதரவது, கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்று தொடுகோடுகளின் 

9-சறுகள், 

1 டட a. 
tan? 30’ tan‘ 45’ tan* 60° 

ஆகும். அதாவது, 
a 

3a, 4, 3° 

ஆகும். இவைகள் ஒரு பெருக்குத் தொடரில் உள்ளன என்பது. 

தெளிவாகிறது. 

கணக்கு 4. 

ஒரு பரவளைவின் மூன்று தொடுகோடுகள் உண்டாக்கும் 

மூக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம் (01110-080176) பரவளை 
வின் இயங்கு வரையின்மேல் அமையும் எனக் காட்டுக. 

பரவளைவின் சமன்பாடு, $£--48% 0 ஆக இருக்குமாறு 
குறிப்பீட்டச்சுக்களைக் கொண்டு, பரவளைவின்மீது 7, (௪/1, 2சரப) 
P, (aty*, 2at,); P, (at,?,2at,) என்ற புள்ளிகளை எடுத்துக் 
கொள்வோம் (படம் 56). 

  

மேலும், 2 -இடத்துத் தொடுகோடும், 7,-இல் வெட்டுகின்றன 

என்றும், 2, -இடத்துத் தொடுகோடும், 7;-இடத்துத் தொடு 
கோடும் ,42-இல் வெட்டுகின்றன என்றும், 2-ஃஇடத்துத் தொடு 

கோடும், 2, இடத்துத் தொடுகோடும் 4,-இல் வெட்டுகின்றன 
என்றும் கொள்வோம்.



240 பகுமுறை வரைகணிதம் 

முதலில் முக்கோணம் A, A, 4,.ன், 4; -- வழியாகச் 
செல்லும் குத்துக்கோட்டின் (altitude) சமன்பாட்டைக்காண் 
“போம். இப்பொழுது 4 ; ஆனது; 

(சர tz, a (tg + t5)} 

BOv, A,-ufursé Gedanh GSgqSCarG™ A, A, SGE 
'செங்குத்தாக உள்ளதால் 4, 4,-ன் சமன்பாடாகிய 

x—t,y + at)? 0 

லிருந்து குத்துக் கோட்டின் சமன்பாடு, 

t,x +y= k 

என்ற வடிவில் இருக்கிறது என அறிகிறோம்: இக்குத்துக்கோடு 
4) -வழியாகச் செல்லுவதால், 

11 (2121) + a (tg + tg) = k. 
ஆகவே, .4,-வழிச் செல்லும் குத்துக் கோட்டின் சமன்பாடு, 

HX py =a (ly ts + ty ty ty) 
ஆகும். இதேபோல் 4; வழிச் செல்லும் குத்துக் கோட்டின் 
சமன்பாடு 

tgX + ஏர ig + tty ts) என்றிருக்கும். இச் சமன் 
பாடுகளில் மூதலாவதிலிருந்து இரண்டாவதைக் கழித்தால் 
கிடைப்பதாவது: 

(4) — tg) X = a (to — ty) 
அல்லது X=, 

ஆகவே, செங்கோட்டு மையமானது %-.ர-0 ஐச் சமன் 
பாடாகக் கொண்ட இயங்கு வரையின் மேல் அமைகிறது. 

கணக்கு 5. 
4, 49 என்ற புள்ளிகள், தங்களது % கூறுகள், % : 1 என்ற 

விகிதத்தில் உள்ளவாறு, பரவளைவு 3 -- 4/8 0.-ன் மேல் 
நகருகின்றன.  41-இடத்துத் தொடுகோடும், 4,-இடத்துத் 
தொடுகோடும் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன் 
பாட்டைக் காண்க. ் 

A,, கீ என்ற புள்ளிகளை (8/5, 21), (ரர், 281) எனக் 
கொள்வோம். அப்படியாயின், ் 

at,? —1i. =k, 
ats? a
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அதாவது, 7! ட, மேலும், வெட்டுப்புள்ளியை (3, 34) 
எனக் கொண்டால் ட் 

Yo = @ (ty + te) 

1 

அதாவது, %- சக் £ ty3, 

Vo = 4 (k? to + t,) = 212 (Rh 1) 

    

  

1 

அதாவது 2. _. ane 23 _ ட en 

YoR aa (ki 42) te  @ (ki 42) 

_ 1 
a (kt +k *) 

அதாவது, 302 - 8 ( k3 + k') x. 

ஆகவே, தொடுகோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு 
வரையின் சமன்பாடு, ட 

y? ு 8 (4 + k*) x 

என்றாகிறது. 

கணக்கு 6. டத ர ர 

ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவின் மீதுஅமைந்த உச்சிகளைக் 

கொண்ட முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம், அதிபரவளை 

வின் மேலேயே அமையும் எனக் காட்டுக, ட 

அதிபரவளைவின் தொலைத்தொடுகோடுகளை ஐ, 3-அச்சுக் 
களாகக் கொண்டால் அதிபரவளைவின் சமன்பாடு. ஃஃ 83 ௨.0 

என்ற வடிவில் அமையும், மேலும், முக்கோணத்தின் உச்சிகளை 

6. 
Py (ஸு, rs P, (ஷ் ): P; (2 i) 

3 ச 

16
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எனக் கொண்டால், பக்கம்!'2227, -ன் சமன்பாடு 

2 சீத) 0 (2 + ty) = 0 

ஆகும். இப் பக்கத்திற்கு 2_-லிருந்து வரையும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் சமன்பாடு, 

1,200 ௮2 

2. ௧ ே என்ற வடிவில் இருக்கும். இதை (cr, x) திருப்தி செய்யும். 

டூ (20.2 © =k, 
fy 

ஆகவே, 7; வழியாகச் செல்லும் குத்துக்கோட்டின் சமன்பாடு, 

டக றவ மடிய யர் (1) 
1 

ஆகும். இதோபோல், 7, -வழியாகச் செல்லும் குத்துக் 
கோட்டின் சமன்பாட்டை 

6 
i tm தக்கு ட 2 க் . (2) 

எனப் பெறலாம். இப்பொழுது (1) — (2) தருவதாவது ₹ 

ன ச 1 1 
t, — tg) t, X= me Of He 

( 1 a) 3 G i) 

அல்லது (41) 34423 

7 
அல்ல ஸ்கை ணை பப்டி 

அ. டட, 

மேலும், (1) % 8-4 (2) x 7, தருவதாவது , 

(mth + ta) y Cty ty ty (ty — ty) 
நு 27) 12 ரீ. 

ஆகவே, முக்கோணம் 7, 2, 2,-ன் செங்கோட்டு மையம், ee 
ஆகும். இது atigtinidetiun அமைகிறது என்பதை 
எளிதில் காணலாம்.
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கணக்கு 7. 

சீடி கீ 4, கீ என்பன ஒரு நீள்வளைவின்மீது நகரும் 

புள்ளிகள், 4; டி Ap A;, A, Ay என்பன மூன்று குறிப்பிட்ட 
திசைகளுக்கு இணையாகவே இருந்தால் A, A,O2 ஒரு 
குறிப்பிட்ட திசைக்கு இணையாயிருக்கும் எனக் காட்டுக. 

நீள்வளைவின் அச்சுக்களா  3-அச்சாகவும், ;-அச்சாகவும் 
கொண்டால், நீள்வளைவின் சமன்பாடு, 

x3 y2 

ai tT pp ~1=° 

என்ற வடிவில் இருக்கும். இப்பொழுது கடி அட, hiss tig 
என்பனவற்றை “59777, 027, 460 75, 65027 என்றால் A, ன் 

சமன்பாடு 

6, + @2 ds பட்டதே 91-- சித , sin 2 == COS 
2 

ஆகும். A, A,-a@ குறிப்பிட்ட திசைக்கு இணையாய் இருப்ப 

தரல் இதன் சரிவு ஒரு மாறிலி. ஆனால் இதன் சரிவு - 

a, +8, 

2 

x 6, + A go 2 + 

b cos 

cot 2 gy Or + Fe 
asin 1! i Qa @ 2 

ஆகும். ஆகவே, ரிட் 0) ஒரு மாறிலி, இதுபோலவே 

02-4௨ 0, -- 04 முதலியனவும் மாறிலிகள். இம் மாறிலிகளை 

ந் ர &) எனக் கொண்டால், 

ரி நி - &ட 

Oo + 0, = ke 

6, +O, =k 

இவைகளில் முதலாவதையும், மூன்றாவதையும் கூட்டி, கூட்டுத் 

தொகையிலிருந்து இரண்டாவதைக் கழித்தால் கிடைப்பதாவது : 

(61 + 4.) + (6, + @,4)—(_ + 63) 
= ky ++ By mn ley 

அல்லது 2(8;-- 9-6) + ks — ke. 

ஆகவே, 8, + நீ” ஒரு மாறிலி. எனவே, 4, கீரன் திசையும் 

ஒரு நிலைத்த திசையாகும்.
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கணக்கு 8. 

_ ஒரு நீள்வளைவின் குவியங்களிலிருந்து, ஏதாவதொரு தொடு — 

கோட்டுக்கு வரையப்படும் செங்குத்துக்கோடுகளின் நீளத்தின் 

பெருக்கற்பலன், அரைச் சிற்றச்சின் வர்க்கத்துக்குச் சமமாகும் 

எனக் காட்டுக. 

நீள்வளைவின் சமன்பாடு 
x2 y2 
ஜாரா 1-0 

ஆக இருக்குமாறு 2, 3-அச்சுக்களைக் கொள்வோம். மேலும் :₹ர?* 

என்ற: புள்ளியை நீள்வளைவின்மீது எடுத்துக் கொண்டால், 

₹5031-விடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

xcos@ , y sing _ 
நட க “து கவல் கலக 

ஆகும்- இப்பொழுது குவியங்கள் (ae, 0), (— ae, 0). Gene 

களிலிருந்து தொடுகோட்டுக்கு வரையப்படும் செங்கோடுகளின் 

நீளங்கள் ற, 2' என்றால் 

ae cos @   1 

cos? g . sin? @’” 
Me + நு 

- fs + pa 

1 — e2 cos? @ 

cos? 9g sin? @ 

i 

P=) 

  

pp = 

a2 b2 (1 — e® cos? ) 
b2 cos? @ -- a2 sm? 7 1 

ட. ஐஜீம்3(1- ௪00859) 
= a? (1 — ச) 00830: ம3 9103 9 
  

_ bd —~ e? cos’ @) 
- “~ (cos? @ + sin? #) — e? cos? @ 
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ட ம2(| 200820) 

... 1342200520 

5. 

8 111. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. பரவளைவு ந. 4ரட- 0-ன் குவிய நாண் ஒன்றின் 
முனைகள் (௪12, 2௭7), (81, 2௪12) என்றால், ty tp = — 1 எனக் 

காட்டுக. 

2. Ay, Ag, A, Ay என்பன, ஒரு பரவளைவின்மீது நகரும் 
புள்ளிகள். A, As, ‘4g A., 4. 44 என்பன, மூன்று குறிப்பிட்ட. 
திசைகளுக்கு இணையாகவே இருந்தால், A, A020 ஒரு, 
குறிப்பிட்ட திசைக்கு இணையாயிருக்கும் எனக் காட்டுக. 

3. ஒரு பரவளைவின் நாண் £2”, பரவளைவின் அச்சுக்குச் 

செங்குத்தாக உள்ளது. ச யையும், பரவளைவின் அச்சும்: 
இயக்குவரையும் வெட்டும் புள்ளியையும், இணைக்கும் கோடு 

பரவளைவை -வில் வெட்டினால், 027 ஒரு குவிய நாண் எனக் 
காட்டுக. 

4. ஒரு பரவளைவில் ஒரு குவிய நாணின் முனைகளிடத்துத். 
தொடுகோடுகள் செங்குத்தானவை எனக் காட்டுக. 

5. PA,, மிக). என்பன, ஒரு பரவளைவின் நாண்கள்- 
A,B,, கீழமி; என்பன, 24, 2.4) என்பவற்றிற்கு இணையாக. 
உள்ள நாண்கள் என்றால், 8, 82) ஆனது, 2-யிடத்துத் தொடு 
(கோட்டுக்கு இணையாகும் எனக் காட்டுக. 

6. பரவளைவு ந3 48% 0-ல் “1, இடத்துத் தொடு 
கோடும், “7, ??-இடத்துத் தொடுகோடும் 2. அச்சுடன் நிரப்புக். 
கோணங்களை (Complementary angles) உண்டாக்கினால், 
7 72 - 1 எனக் காட்டுக. 

7. y2 —4ax = 0-ன் மேலுள்ள *??, 62%) 4. 18 
என்ற புள்ளிகளின் ]-கூறுகள்?ஒரு பெருக்கல் தொடரில் உள்ளன. 
*(7, 522 7. என்ற புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகளின் 
வெட்டுப்புள்ளி, 7,-லிருந்து  x- -அச்சுக்கு வரையப்பட்ட 
செங்குத்துக் கோட்டின்மீது அமையும் எனக் காட்டுக. 

8. 5-ஐக் குவியமாகக் கொண்ட பரவளைவின், 2, 0 
என்ற புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடுகள் 7-யில் சத்தித்தால், 
ST? = SP. 0 எனக் காட்டுக,
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9, ஒரு பரவளைவில் இரண்டு தொடுகோடுகளின் வெட்டுப் 
புள்ளி, பரவளைவின் செவ்வகலத்தின் நீட்சியின்மீது அமைந்தால், 
தொடுகோடுகள் பரவளைவின் அச்சுடன் நிரப்புக்கோணங்களை 
உண்டாக்கும் எனக் காட்டுக. 

10. பரவளைவு ந3--48%--0-க்கு 2-யிலிருந்து வரையப்படும் 
தொடுகோடுகள், ;-அச்சை 4-யிலும், .8.யிலும் வெட்டுகின்றன- 

முக்கோணம் 24£-யின் பரப்பு 2-ஆக இருக்குமாறு 2 நகர்ந்தால், 
7-யின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

11. பரவளைவு நூ-- 49% 0-க்கு (2, 49-விலிருந்து 
வரையப்படும் தொடுநாண்களின் நீளத்தை ் 

் Vk? + 4a) (k2 — 4ah) 

எனக் காட்டுக. 

12. பரவளைவு ந5 -- 4ர% = 0-க்கு புள்ளி (4, &)-விலிருந்து 
வரையப்படும் தொடுகோடுகளும், தொடுகோடுகளின் தொ௫ு 
தாணும் உண்டாக்கும் முக்கோணத்தின் பரப்பை 

1 3 
272 (k2 — 4ahy? 

எனக் காட்டுக. 

13. அதிபரவளைவு %;-- 88 0-ன் நாண் ஒன்று, ஒரு 
குறிப்பிட்ட திசைக்கு இணையாக இருக்குமாறு நகருகிறது. இத் 
தாணின் முனைகள் *₹ 7, **, * 72 7* என்றால், 7, ர, - ஒரு மாறிலீ 
எனக் காட்டுக, 

14. ஒரு செவ்வக . அதிபரவளைவின்மேல் அமைந்துள்ள 
எந்த மூன்று புள்ளிகளாலும் உண்டாக்கப்படும் முக்கோணத்தின் 
செங்கோட்டு மையம் அதிபரவளைவின் மேலேயே அமையும் எனக் 
காட்டுக இதைப் பயன்படுத்திச், செவ்வக அதிபரவளைவின் 
இரண்டு செங்குத்தான நாண்களின் முனைகள் நான்கில், மூன்றால் 
உண்டாக்கப்படும் முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம், 
தான்காவது முனையாகும் எனக் காட்டுக. 

15. வட்டம் 2 --_ ந... 0ன் மேலுள்ள :. புள்ளிகள் 
** ரி ?-வையும், : ரி வையும் இணைக்கும் . நாணின் 
சமன்பாட்டைக் காண்க. > og?
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a 2 
16. நீள்வளைவு ற + is — 1 = 0-ér மேலுள்ள புள்ளிகள் 

“9 %ஃ-வையும், ம-ஐயும் இணைக்கும் நாண் (௦, 0) வழியாகச் 
சென்றால், 

இ ; ¢ c= 
tan . tan a= cia   

எனக் லட 

17. சஐத் தொலைத்தகவாகக் கொண்ட நீள்வளைவு ஒன்றின் 
குவிய நாணின் முனைகளின் மையவகற்சிக் கோணங்கள், ச, சி, 
என்றால், 

cos Sk =ecos 41 - + Os 

எனக் காட்டுக, 

3 3 

18, நீள்வளைவு 5, +}, — 1 = Oo மேலுள்ள இரண்டு 

மாறும் புள்ளிகளின் மையவகற்சிக் கோணங்கள் 9, @ + 120° 
என்றால், இப் புள்ளிகளை இணைக்கும் கோடு ச-யைப் பேரச் 
சாகவும், 8-ஐச் சிற்றச்சாகவும் கொண்ட ஒரு திள்வளைவைத் 
தொடும் எனக் காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு : நாணின் சமன்பாடு, 

* cos (@ + 60°) + ம் sin (@ + 60°) = cos 60° = 5 

x cos (@ + 60°) + y sin (8 + 60) _ mon se) 
2 2 

19. நீள்வளைவு , -- 1; --1-0-ன்மேல் நகரும் இரண்டு 
புள்ளிகளின் மையவகற்சிக் கோணங்கள், 9, ம என்பன: 
9-6 ஆனது மாறிலி 4-க்குச் சமமானால், இப்புள்ளிகளை 
இணைக்கும் நாண், எப்பொழுதும் நீள்வளைவு 

x2 

cause + Bae 
-ஓத் தொடும் எனக் காட்டுக. 

  

வோ] வலு
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33 
20. . நீள்வளைவு ஆ 7 

புள்ளிகளின் மையவகற்சிக் கோணங்கள், ர, என்பன ற 
ஆனது மாறிலி 4-க்குச் சமமானால், இப் புள்ளிகளிடத்துத் தொடு 
கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு, 

ழை k2 y2 

a2 b2 

எனக் காட்டுக. 

உ1௮0-ன் மேல் நகரும் இரண்டு 

21. 4, 4! என்பன ஒரு நீள்வளைவின் உச்சிகள். 2 அதன். 
சிற்றச்சு. ஒரு தொடுகோடு, 4-யிடத்துத் தொடுகோட்டை 
0-விலும், 4/-இடத்துத் தொடுகோட்டை லும். வெட்டினால், 
AQ: AQ’ = 43 எனக் காட்டுக. 

22. ஒரு நீள்வளைவில் குவியங்களிலிருந்து ஏதாவதொரு 
தொடுகோட்டுக்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடுகளின் 
பெ௫க்குத்தொகை, அரைச் சிற்றச்சின் வர்க்கத்திற்குச் சமமாகும் 
எனக் காட்டுக. 

23. மீ என்பது. ஒரு நீள்வளைவின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளி. 
2 ஆனது துணைவட்டத்தின் மேலுள்ள ற சார்ந்த புள்ளி. 
2-யிடத்துத் தொடுகோடும், ற-யிடத்துத் தொடுகோடும் வெட்டும் 
புள்ளி, நீள்வளைவின் பேரச்சின் மேல் அமையும் எனக் காட்டுக- 

உம 
24, ஒரு நீள்வளைவு at a —1 = 0-Qe “9"-Gi sas 

தொடுகோடு, துணைவட்டத்தை 4, 8 என்ற புள்ளிகளில் 
வெட்டுகிறது. .4ீ.8-நீள்வளைவின் மையத்தில்: ஒரு செங் 
கோணத்தைத் தாங்கினால், நீள்வளைவின் தொலைத்தகவு 

1 
TT = 

் 1+ sin? @ 

Carp ஏதாவதொரு புள்ளியிலிருந்து ஒரு 
கல பேரச்சுக்கு வரையப்பட்ட செங்கோடு, நிள்வளைவை 

2-யில் வெட்டுகிறது. 0-ன் நீள்வளைவு சார்ந்த இசைக்கோடும், 
2-இடத்துத் தொடுகோடும் வெட்டும் எள்ளி 9 பேர்சிகின் டேல் 
அமையும் எனக் காட்டுக. , 

எனக் காட்டுக.



துணையலகுக் குறிப்பிடல் 249° 

26. அதிபரவளைவின் எந்தத் தொடுகோடும், தொலைத். 

த ண்டுகோுக்கும் உண்டாக்கும் முக்கோணத்தின் பரப்பு ஒரு. 

மாநிலி எனக் காட்டுக. 

27. ஓர் அதிபரவளைவின் மாறும் தொடுகோடு ஒன்றும், 

தொலைத் தொடுகோடுகள் இரண்டும் உண்டாக்கும். 

முக்கோணத்தின் மையக்கோட்டுச் சந்தியின் இயங்குவரையும்- 

ஓர் அதிபரவளைவாகும் எனக் காட்டுக. 

விடைகள் 

0. x2 (y? — 4ax) = 4c? 

15 x Cos ue + ysin Oro acs? 

₹ 112. செங்கோடு 

செங்கோடானது தொடுகோட்டிற்குச் செங்குத்தாய். 

உள்ளதால், செங்கோட்டின் சமன் பாட்டை (20-69-ஐ அல்லது: 

(20:7)-ஐப் பயன்படுத்திக் காணவேண்டும்- 

பரவளைவு 12... 4ax 0-ன் (815) 2ம் இடத்துந் தொடு 

கோட்டின் சமன்பாடு, 

x—ty + at? =0. 

ஆகவே, (20-6)-லிருந்து, (215, 2ஈ0)-இடத்துத்  செங்கோட்டின் 

சமன்பாடு, 

ந 

என்ற வடிவில் இருக்கும் என அறிகிறோம். ஆனால் இச் 

செங்கோடு (௪/2, 271) வழியாகச் செல்லுகிறது. (ஆகவே, 

t (at?) + 2at =k. 

எனவே, செங்கோட்டுன் சமன்பாடு, 

ix + y = at® + 2at (12டி 

என்றாகிறது. 

.. இதேபோல், செவ்வக அதிபரவளைவு 3 -- 62 -- 0-ன் 

(௬ i) -இடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன் பாடான 

x+ 2 y—2ct =0
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என்பதிலிருந்து, (4, 7) “இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன் 

பாட்டை 

12x —y=k, 

என்ற வடிவில் எழுதலாம். இச் செங்கோடு, (௪ 1) வழியாகச் 

செல்லுவதால், 

12 (ct) — "=k 

ஆகவே, செங்கோட்டின் சமன்பாடு, 

ரல 2/4 ் (112:2) 

GT OT (GHD Hy. 

x2 y? டி ய் 

அடுத்தபடியாக, நீள் வளைவு a +. pa 1=—O-estr (a cos §. 

sin 9)-இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். 
இப் புள்ளியிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

x cos @ ysm@ 5 9 

a b 

ஆகும். இதிலிருந்து, (20:7)-ஐப் பயன்படுத்தி செங்கோட்டின் 
சமன் பாடு, 

ax by 
ஷேர் Sin p= * 

என்ற வடிவில் இருக்கும் என அறிகிறோம். இச் செங்கோடு 
(4005 ரி, ம் 510 9) வழியாகச் செல்லுவதால், ' 

a (a cos ர) _ b (bh sin 4) 
cos @ ging = 

அதாவது, h = a2 — 52, 

ஆகவே, செங்கோட்டின் சமன்பாடு, 

ax by 
cose sing = 7 — (1123) 

ல 4 32 yt > ் 
என்றாகிறது. இதேபோல் அதிபரவளைவு ௫ 35 — 1 = f-oir
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{asec §, b tan 9)-இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு, 

ax by og டத . 

secg' tang ° pe (124 

என்றிருக்கும் என்பதைக் காட்டலாம். 

8 113. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

பரவளைவு y2 — 48 ௬ 0ஈண் **17 7) 82 1: என்ற புள்ளி 

களிடத்துச் செங்கோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளியைக் காண்க. 

ty Xi y = at,’ + 2at, உடு 

ty X + y = aty® + 2at we (2) 

என்பன செங்கோடுகளின் சமன்பாடுகள் ஆகும்: இப்பொழுது 

(1) — Q) கொடுப்பதாவது : 

(ty — tg) x = 4 (ty" — 4°) + 2a Cty — ta) 

அதாவது, X= a(ty? + ty ty 4 ஜீ ர 2a 

= 2a + a(t? + ty te + te?) 

உன் இம்மதிப்பை (19)-இல் பிரதியிடக் கிடைப்பதாவது : 

ty {2a +a (ty? + ty ty + to?) } + Y 
= at,*® + 2at,. 

அதாவது, y= at, * — aly (1 +h ty + t,?) 

== — aly (ty ty + ty?) 

= at; tot, + ta) 

cror@ou, {2a + a(ty2 + ty ty 4 72), -- Oty ty (ty 227 
என்பது செங்கோடுகளின் வெட்டுப் புள்சரியாகிறது. 

கணக்கு 2. . 

பரவளைவு ந3 - 47% - 0.ன் மாறும் நாண் ஒன்று, (9, 0) 

வழியாகவே செல்லுகிறது. நாணின் முனைகளிடத்துச் செங் 

கோடுகளின் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன் 

பாட்டைக் காண்க. 

நாணின் முனைகளை **11 5; *5 8 ** எனவும், செங்கோடு 

களின் வெட்டுப் புள்ளியை (2, 30) எனவும் கொண்டால்,
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% -2--8(112 -- 7) 18), we (1) 
Vo = — aty ty (ty + by) உட (அ 

ஆகும். மேலும், நாணின் சமன்பாடு 

22-- (11-79-2870 

ஆகும். இந்நாண் (-- ர, 0) வழியாகச் செல்லுவதால், 

2(—a) + 2at, t, =0 

அதாவது, டர 1 6) 

இப்பொழுது, (1), (2, (3) என்ற சமன் பாடுகளிலிருந்து 
“ஐயும், 7,-ஐயும் நீக்க வேண்டும், இதற்காக, (3).ஐ 

Xo =2a+a{(t, + ty)? — t ty } 

என்றும், மேலும் 7, 7, - 1 என்பதைப் பயன்படுத்தி 

Xq = 2a +a{ (ty +t)? —1} ww (4) 

Yo =—4 (ty + te) ove (5) 

என்றும் எழுதுவோம். (7, --7,)-ன் மதிப்பை (5)-லிருந்து 
கண்டு, (4)-ல் பிரதியிட்டால் கிடைப்பதாவது : 

ன (ளை 
2 

அதாவது, 3 30 ௮ ஐ. 

2 

அதாவது, Xy = a+ %o-, 

அதாவது, Yo2— a(x,—a)=—0. 
ஆகவே, (Xoo 70)-ன் இயங்குவரையின் சமன்பாடு 

v2 == a(x—a)=0 
என்றாகிறது. 

கணக்கு 3. 

பரவளைவு ந 4ர2 4 0ல், ச-யிடத்துச் செங்கோடு, பரவளைவை இ-வில் மீண்டும் சந்திக்கிற து* கீழ்க்காணும் விளைவுகளை நிறுவுக.
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(ட 2, 720-வின் மையப்புள்ளி ஆகியவற்றின் ?-கூறுகளின் 
பெருக்குத் தொகை 42 ஆகும். 

௩ 8 
௫ 

(ii) 2.ஆனது 7, *” என்றால், 20 - அப்பம். 
1 

(i) இப்பொழுது 7.ஆனது (8115, 2௭10) என்றும் 0 ஆனது 
(at,?, 2atg) என்றும் கொள்வோம் (படம் 57): 

a 

ர. 

  

  

  
படம் 57. 

அப்படியாயின், 22-இடத்துச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

813 + y = at,® + 2877 

ஆகும்: மேலும், செங்கோடு, (21, *, 22/3 வழியாகச் செல்லு 
வதால், ் 

1 (2722) -- (2245) - 41)” -- சர்பூ 

அதாவது, (8/7 795-4 ரர) - 281) — 2at,. 

அதாவது, Aly (ty — ty) (ty + 14) = 2a (4, — ty). 

அதாவது, fy (fy + ty) = — 2. . 

அதாவது, by + ty = — 

அல்லது, நீத எர்த் 25
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இதிலிருந்து, 0-வின் xX, 3-கூறுகள் கிடைக்கின்றன: 
இப்பொழுது, 7ஃயின் ற கூறு, 709-வின் மையப்புள்ளியின் 5; கூறு 
ஆகியவற்றின் பெருக்கற் பலன் 

  

_ ட) (=: + =e | 
2 

_ == 2a? ty (ty + ty) 

“mn {u(2n-B)} 
= 2a, (— 7) == 40s 

1 

(ii) PQ? = (at,? — at,2)? +4 (2at, — 2at,)2 

= G? (ty — to)? (t, + tg)? + 402 (1, — 72)” 

= a9 (ty — t2)2 { (t, + t,)? +4} 

=a {a-(-4-7Z)} | 

(டு) 
“4 (5(கர.ி. (044) 
_ 1675 (டு ‘ a | 

i #2 

ட Cl + 13): 1602 ம் 

4a (1 +12)" ஆகவே, PQ — 73 

1 

$ 114. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. 3-ஐக் குவியமாகக் கொண்ட ஓர் பரவளைவின் 2 என்ற 
புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு, இயக்குவரையை 9-யிலும்,
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பரவளைவின் அச்சை 7-யிலும் வெட்டுகிறது. 2-இடத்துச் செங் 
கோடு அச்சை 0-யில் வெட்டினால், கீழ்க்காண்பவற்றை நிறுவுக:. 

(i) 26, 5-ல் ஒரு செங்கோணத்தைத் தாங்குகிற து 

Gi) ST = SP = SG. 

2. 2 என்பது, பரவளைவு ஒன்றின்மேல் நகரும் ஒரு புள்ளி. 
2-மிலிருந்து பரவளைவின் அச்சுக்கு வரையப்படும் செங் 
கோட்டின் அடி, 7. 7-யிடத்துச் செங்கோடு, அச்சை 0-யில்: 
வெட்டினால், 1/0 ஒரு மாறிலி எனக் காட்டுக. 

3. பரவளைவு y2 —4dax = 0 ன் செங்கோட்டு நாண்: 

ஒன்று பரவளைவின் உச்சியில் ஒரு செங்கோணத்தைத் தாங்கினால். 

நாணில் சரிவு 4/2 அல்லது — ,/2 எனக் காட்டுக. 

4. பரவளைவு நூ -.4ர%--0-ன் குவிய நாண் ஒன்று: 
மாறிக்கொண்டே இருக்கிறது. நாணின் முளைகளிடத்துச் செங் 
கோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு. 
32 ரு 320 - 0 எனக் காட்டுக. 

5. பரவளைவு 184 483420 ஸன் இரண்டு செங்குத்தான 
செங்கோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியின் இயங்குவரையைக் 
காண்க, 

6. பரவளைவு )£-- 48% 0-ன் நகரும் செங்கோடுசள் 
இரண்டு, ௭அச்சுடன் நிரப்புக் கோணங்களை உண்டாக்கு. 
கின்றன. செங்கோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளியின் இயங்கு: 
வரையின் சமன் பாட்டைக் காண்க. , 

7. Py, Py srerusr, பரவளைவு ந சீர ட0ன் மேல் 
நகரும் இரண்டு புள்ளிகள் இவைகளிடத்துச் செங்கோடுகளின் 
வெட்டுப்புள்ளி, % -- 8 குறிக்கும் கோட்டில் அமைந்தால், இவை: 
களிடத்துத் தொடுகோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளியின் இயங்குவரை” 

y2 — ax -- ak 4+ 2a8 = 0 

எனக் காட்டுக. 

8௨ மீ என்பது, ஒரு பரவளைவின் இயக்குவரையின்மீது. 

நகரும் புள்ளி. 7.யிலிருநீது பரவளைவுக்கு வரையப்பட்ட தொடு. 

கோடுகளின் தொடுபுள்ளியிடத்துச் செங்கோடுகளின் வெட்டுப் 
புள்ளியின் இயங்குவரையும் ஒரு பரவளை வாகும் எனக் காட்டுக...
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9, £0 என்பது, ஒரு பரவளைவின் நகரும் நாண். 70 வின் 
சரிவு ஒரு மாறிலியானால், 7, டூ விடத்துச் செங்கோடுகளின் 
.வெட்டுப்புள்ளியின் இயங்குவரை பரவளைவின் ஒரு செங்கோடகும் 

எனக் காட்டுக, 

10. பரவளைவு ]* -- 48% -- 0-ன் மேலுள்ள (4/2), 2௭01) 

என்ற புள்ளியிடத்துச் செங்கோடு பரவளைவை பறுபடியும் 

QO (at2,, 2at,) என்ற புள்ளியில் வெட்டுகிறது. என்றால், கீழ்க் 

காணும் விளைவுகளை திறுவுக, 

2 
(i) = =i “ty 

(ம) ர, என்பது 2-யிடத்துச் செங்கோட்டின் சரிவு, ஈடி 

என்பது -யிடத்துச் செங்கோட்டின் சரிவு என்றால், 

m,? + mym, +2= 0, 

(பம்) 2-இன்% கூறு, 2£-இன் 3 கூறுக்குச் சமமானால், 
20, குவியத்தில் ஒரு செங்கோணத்தை தாங்கும். 

ஞூ 20, பரவளைவின் உச்சியில்! ஒரு செங்கோணத்தைத் 

தூங்கினால், 52 - 3ச, 50 - 352, இங்கு 5 என்பது குவியம். 

ஸூ 2. ஆனது(2௨, 243 என்றால், - 64/3 2. 

11. 77” என்பது, ஒரு பரவளைவின் ஒரு குவிய நாண். 8- 

இடத்துச் செங்கோடு பரவளைவை மீண்டும் -விலும், 2- 

இடத்துச் செங்கோடு பரவளைவை மீண்டும் 0-இலும் சந்தித்தால், 

ஊடஆனது 00-க்கு இணையானது, என்றும், 322: 2 ற: 

என்றும் காட்டுக. 

[உதவிக்குறிப்பு — PP, P, Q,Q' என்பனவற்றை *, 17, 

க த்தா 79) 86 t, எனக் கொண்டால் itji=—- 1, i; = 

2 
4 = Fs tye —ig— p+ அதாவது th = — t, + 2, 

1 2 

ty =: ty + 2t,.] 

12. ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவின் 7-இடத்துத் தொடு 

கோடு, தொலைத்தொடு கோடுகளை 09: என்ற புள்ளிகளில் வெட்டு 

கிறது. 7-இடத்துச் செங்கோடு, அதிபரவளைவின் குறுக்கச்சை 
(-யில் வெட்டுகிறது. கோணம் 00 , ஒரு செங்கோணம் என: 

Apis.
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13. ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவின் மேலுள்ள 4 என்ற 
புள்ளியில் நாண் 79, ஒரு செங்கோணத்தைத் தாங்குகிறது. 
4-யிடத்துச் செங்கோடு 70-க்கு இணையானது என நிறுவுக. 

14. (“ஐ மையமாகக் கொண்ட செவ்வக அதிபரவளைவு 
77 -2 0-ல், 7-யுடத்துச் செங்கோடு, அதிபரவளைவை 

0-ல் மீண்டும் சந்திக்கிறது. கீழ்க் கானும் விளைவுகளை நிறுவுக : 

8 ட் 6 : 8, 5] என்றால் மட்ட வரர்! (0 சஆல (11௪௭ 0 (1-௭) 
ஆகும். 

(ii; 89 ஆனது, 0₹-க்கு நேர்விகிதத்தில் சமம் ஆகும். 

(iii) 3CP2 03 _. 205, 

2 2 

15. 2 என்பது நீள்வளைவு 5, + 9 — 1 0-ன் மேல் 
நகரும் ஒரு புள்ளி ற ஆனது, துணைவட்டத்தின் மேலுள்ள 7 
சார்ந்த புள்ளி. 2 யிடத்துச் செங்கோடும், ந.யிடத்துச் செங் 
கோடும், வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு வரையின் சமன்பாடு, 

xo byt (முய ஜட வப 
எனக் காட்டுக. 

3 

16. நீள்வளைவு a le 571 0-ன் “4: விடத்துச் 
செங்கோடு, நீள் வளைவை மறுபடியும் *£ 2 ?5-வில் வெட்டினால் 

cos @ = —3 எனக் காட்டுக. 

விடைகள் 

5. yi —a(x — 3a) =0 

6 yo —a(x—ay=O . 

$ 115. இரு துணையிய விட்டங்களின் முனைகளின் மையவகந்சிக் 
கோணங்கள் , 

2 a 

நீள்வளைவு 5, + 3-1 0-ன் துணையிய விட்டங்களின் 

இரு முனைகள் “0”, “%* எனக் கொண்டு, அவைகளுக்குள் 
17
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ஏதாவது தொடர்பு உள்ளதா எனக் காண முயற்சிப்போம் 
(படம் 58). 

  

  

  
x 

படம் 58. 

52 9 11-வை முனையாகக் கொண்ட விட்டத்தின் சரிவு 

b sin 8 

acos 8 

ஆகும். ** 6 **-யை முனையாகக் கொண்ட விட்டத்தின் சரிவு 

b sin ¢ 

a cos > 
‘ ; . 52 

ஆகும். இவைகளின் பெருக்கற் பலன் -- -,-க்குச் சமமாகும், 

( 

b sin 9 b sin d _ be 
& cos 9) 8008 ம மா, :4 

sin @ sin p sing 1 

அதாவது. = cos cosg 

அதாவது, cos Pcos¢ + sin gsing — 0. 

ஆகவே, cos (@ — 9) = 0. 

கூ n ட. ன சு 

இதிலிருந்து, 9 -- 6 ஆனது -ன் ஒரு ஒற்றை மடங்காகும் 

எனத் தெளிவாகிறது. மேலும், துணையிய விட்டங்களில் ஒன் றின்
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மூனை : ரி? என்றால், அடுத்த விட்டத்தின் ஒரு முனையை 
nn ‘ உ ட 

ன் x +67 எனக் கொள்ளலாம். அதாவது ஒன்றின் முனை, 

(a cos 9, 6819) 

என்றால், அடுத்ததின் முனை, 
(— asin @, bcos @) 

ஆகும் 

இதைப் பயன்படுத்தி, இப்பொழுது சில விளைவுகளைப் 

பெறுவோம். முதலில், இரண்டு துணையிய அரை விட்டங்களின் 

பெருக்கற்பலனை ஒரு மாறிலி எனக் காட்டுவோம். இதற்காக ச, 
ம் என்ற துணையிய அரை விட்டங்களை எடுத்துக்கொள்வோம். 

இங்கு 2-யும், 2-யும் 

(௪0050, bsin @), (— asin @, bcos 0) 

என்றால், 

CP? + CD® = (a* cos? @ + b* sin? 9) + (a? sin? § + b2 cos?-g) 

= a* (cos? @ + sin? 9) + b2 (cos* 9 + sin? 9) 

= qa? + b2, 

இது ஒரு மாறிலி. அடுத்தபடியாக துணையிய விட்டங்களாகிய 

2-உம், ம'-உம் சமமானால், 

அதாவது, CP - ஆனால், 
a? cos? @ + b3 sin? 9 = a sin® § + b* cos? §. 

அதாவது, (83--ம்3) ௦082 9-- (a2—b?) sin? 9 = 0. 

அதாவது, cos? @ — sin? @ = 0. 

௯ 
| ஆகவே, cos 2 @ = 0 = cos 3 

n 
எனவே, 29 > BOOS | = 7: இங்கு, 

24 (௨௦௦ Fb sin 4)? {acos(7 +7), 

_ (WR ௩ 
b sin G + 2) 

i
 

a
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ao pi fa ம். =~({—2 8) 
அஸ்தி 58 (Je 7a)’ PET Pp yay 
சமமான துணையிய விட்டங்களின் நீளம் 

அல்லது Af a 

- ஆகும்.' இந்தச் சமமான துணையிய விட்டங்களின் சமன்பாடுகள், 
ey கத் 
தந தரம 

என்பதை எளிதில் அடையலாம். 

8 116. மாதிரிக் கணக்குகள் 
கணக்கு 1. 

க x2 2 ச ட நீள்வளைவு ar i ௮ 1 0-ல் ஓரு சோடித் துணையிய 

விட்டங்களுக்கு இடையில் உள்ள குறுங்கோணத்தின் குறைந்த 
மதிப்பைக் காண்க. 

துணையிய விட்டங்களின் முனைகளில் இரண்டை 

(a cos§@, 5 sin ர), (-- ம 311 9, 6005 9) 

எனக் கொண்டால், விட்டங்களின் சரிவுகள் 

bsing _ beos@ 
acos@’ asing 

Gb. ஆகவே, துணையிய விட்டங்கள் உண்டாக்கும். குறுங் 
கோணத்தை ப எனக் கொண்டால், 

| bsing ட boos@ | 
_; acos@' asing | 

tant = | ணை. மாடா | 
‘ a? cos @ sin @ j 

| ab (sin® @ + cos? 6) 

! (a2 — 52) sin @ cos @ |
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. ab 

(a2 — b®) sin @ cos @ | 

ட 2ab 
1 (a2 b2)2 sin 9 cos 6 

_ 2a , 1 
™ g2@—b2 | sin 2@ | 

இதிலிருந்து, 51௩ 29 மீப்பெரு மதிப்பைப் பெறும்போது 4 ஆனது, 

மீச்சிறு மதிப்பை அடையும் என்பது தெளிவாகிறது. ஆனால், 

28 = ஆக இருக்கும்போது 81129 மீப்பெரு மதிப்பை 

அடைகிறது. ஆகவே, ௮-வின் மீச்சிறு மதிப்பை 

t ட Zabel 2ab 

anid = pape” wk gt — BP 
‘sin 4 

என்பதிலிருந்து அடைகிறோம். 

கணக்கு 2. 

5 x? 32 0-ல். P. D ere க 
நீள்வளைவு x2 + ந 1 0-ல், 2, என்பன, மாறும். 

இரு துணையிய விட்டங்களின் முனைகள், இம் முனைகளிடத்துத் 
தொடுகோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன் 

பாட்டை காண்க, 

”2-யை (10089, ம910)9) எனவும், 2ி-யை (—a sin @,. 

௦௦8 0) எனவும் கொள்வோம். 2, இவைகளிடத்துத் தொடு 

கோடுகளின் சமன்பாடுகள், 

xcos@ , ysin§ _ 
a +b வழி க இ 

x sin 0 00509 | 

ge tp t= 
ஆகும். தொடுகோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளியை (2, 3) எனக் 

கொண்டால், 

Oe eis! + Yo! in 9 = ] 

, a b : 

— ௦ sin @ + Yo EE ந் 

8 b
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என்று கிடைக்கிறது. இவைகளை வர்க்கப்படுத்திக் கூட்டினால் 

கிடைப்பதாவது : 
. 

Ga cost g + 2%0%0 cos @ sind | Yo° sins ட) 
ட ட ( to? sint 9 = =%o Fooes S88 + 32° cos? 0) we 

33 2 

அதாவது, a + A} = 2, 

ஆகவே, வெட்டுப் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு 

x2 y? 

att pe =? 
என்றாகிறது. 

கணக்கு 3. 

a a , . 
நீள்வளைவு 5 + ia 1 0-ல் 2, ற என்பன மாறும் இரு 

துணையிய விட்டங்களின் முனைகள் 7-யின் மையப்புள்ளியின் 

இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

ச-யை (005 9, ம் 8 9) எனவும், 0-ஐ (-- 8810 9, ம cos 9) 

எனவும், 2-யின் மையப்புள்ளியை (Xo, 30) எனவும் 

கொண்டால், 

a (cos @ — sin @) 
x = > > 

b (sin @ + cos 6) 
Yo = —- 2 =a 

என்னும், அதாவது 

27% _ 060-௭74 
a 

300 = cos § + sin @ 

என்றும் கிடைக்கிறது. இவைகளை வர்க்கப்படுத்திக் கூட்டினால் 

கிடைப்பதாவது:
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a 3 

(3) 4 (5) == (cos @ — sin 9)® -+ (cos @+-sin @)2 

= (cos? @ — 2 cos @ sin @ + sin® @) 

+ (cos? @-++2 cos @ sin @+sin2@)} 

= 2 (cos? § + sin’ @) 

== 2. 

ட _ 1 
அதாவது, ‘Qa + b2 — 2 . 

ஆகவே, 2-யின் மையப்புள்ளியின் சமன்பாடு, 

x2 y2 1 

a + pp —7= 0 
என்றாகிறது. 

கணக்கு 4. 

ஒரு நீள்வளைவில் இரு துணையிய விட்டங்களின் முனை 
களிடத்துத் தொடுகோடுகள், உண்டாக்கும் இணைகரத்தின் 
பரப்பு ஒரு மாறிலி எனக் காட்டுக: 

நீள்வளைவின் பேரச்சையும், சிற்றச்சையும் 3, 3-அச்சுகளாகக். 

கொண்டால், நீள்வளைவின் சமன்பாடு 

x32 42 

ae tps —!=9 

என்ற வடிவில் அமைகிறது. மேலும், துணையிய விட்டங்களை 
PCP, மி0ம' எனக் கொண்டால், புள்ளிகள் 2-யும், ம-யும் 

(4008 0, 85100) , (8810 9, 6௦௦6 0) என்ற வடிவில் அமை. 
யும், இப்புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடு /5யில் வெட்டினால்,. 
கொடுக்கப்பட்ட இணைகரத்தின் பரப்பு 

௪ 4 (இணைகரம் 02222-ன் பரப்பு) 

இங்கு CN என்பது, யிலிருந்து 74-க்கு வரையப்பட்டுள்ள 
செங்குத்துக்கோடு, இப்பொழுது, 

CD*® = a2 sin?g + b2 cos?@.
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மற்றும், 2/*-யின் சமன்பாடு, 

x cos @ y sin @ 1-0 

a ம் 

    

  

ஆகும். 
1 

சொ 00810, 81129 
a2 be 

az b2 

= b? cos? @ + a? sin? @ 

எனவே, 023. 00/2 - ர? ௦3, இதிலிருந்து வேண்டிய பரப்பு, 

அதாவது 402. 017 என்பது 4ab ஆகிறது; இது ஒரு மாறிலி. 

கணக்கு 5. 

6-யை மையமாகக் கொண்ட ஒரு நீள்வளைவின் இணையான 

தொடு கோடுகள் இரண்டை, மூன்றாவது தொடுகோடு, யிலும், 

சயுலும் வெட்டினால், 622, 62” என்பன துணையிய அரை விட்டங் 
கள் எனக் காட்டுக (படம் 6. 

ட ட xa 12 
நீள் வளைவின் சமன் பாட்டை ரி + pa —1l= 0. 

எனவும், இணையான தொடுகோடுகளிள் தொடுபுள்ளியை 

(acos §, bsin 6); (—acos 6, —bsin @)
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எனவும், மூன்றாவது தொடுகோட்டின் தொடு புள்ளியை 

(a cos 4, b sin $) 

    

  

படம் 60. 

எனவும் கொள்வோம். இப்பொழுது இணையான தொடுகோடு 
களின் சமன்பாடுகள், 

x cos § ‘y sin ட 
a +" 4 vais 0 

— x cos sin @ 

a — “p> 1-0 

ஆகும். ஆகவே, இவைகளின் இணைந்த சமன்பாட்டை 

துவ ysin g —t) (RE + PP 41) 0   

, x cas . அல்லது, ௫ ப்பு 4 indy 1 0 ~ 

சான்று எழுதலாம். 6; ஆதி ஆகையால், 62, 62 என்பவற்றின் 
இணைந்த சமன்பாட்டை, (15-ஐ மூன்றாவது தொடுகோட்டின் 
சமன் பாடாகிய 

  

x Cos > ysing 

aq. (Ob =I 

ஆல் சமபடித்தானதாக ape அடையலாம். அதாவது, 

300693 sn 9. (5 cos | y sing ம் 0 
8 a b ட
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என்ற சமன்பாடு 02, 62- ஐக் குறிக்கிறது. இப்பொழுது 06, 
-இன் சரிவுகளின் 

coef of x2 
பெருக்கற்பலன் - coef of y2 

cos? 6 COs? © 

a2 a? 
ட் sin? 9 8 sin? & 
பதா 2 

b2(cos? § — cos? ¢) 
a2(sin? § —sin® 4) 
  

ba | (1—sin? ¢ — — 1+sin? 4) 

~~ a? (sin? g¢—sin® 6) 

b2 (sin? @ — sin?¢) 
™ a® (sin? @ — sin® 6) 

08 
a 

ypsGer CE, CF துணையிய விட்டங்களாகின்றன. 

8 117. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. 22: என்பன ஒரு நீள்வளைவின் நகரும் துணையிய 
விட்டங்கள்: நாண் 2, எப்பொழுதும் ஒரு நிலைத்த நீள் 
வளைவைத் தொடும் எனக் காட்டுக: 

[உதவிக் குறிப்பு : PD என்ற நாணின் சமன்பாடு, 

x ௯ தது ட குட ee ௫ 
ர 605 (1 +5) + ந sin g@ + 3) = cos = 

என்ற னி Bonen இந்த நாண் 

(3) (1 
என்ற நீள்வளைவைத் ககன் ] 

= 0 

2: ஐக் குவியமாகக் கொண்ட ஒரு நீள்வளைவு a + pF 

அ1 ௮0ன், துணேயிய அரைவிட்டங்கள் இரண்டின் முனைகள் 
2, ஆகும். 2- ஆனது :* 91” என்றல்,
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(i) SP =a(1—ecos @) 

(ii) PD? — (SP — SD)8 = 262 

எனக் காட்டுக. 

3. யை மையமாகக் கொண்ட ஒரு நீள்வளைவின் தொடு. 
கோடு ஒன்று, குத்துத் தொடுகோட்டு வட்டத்தை 2, 77 என்ற. 
புள்ள்களில் வெட்டுகிறது. 05, 6 என்பன நீள் வளைவின் 
துனையிய விட்டங்கள்.எனக் காட்டுக. 

4, ேஜ மையமாகக் கொண்ட ஓர் அதிபரவளைவின் தொடு 

கோடு, ஒன்று, குத்துத் தொடுகோட்டு வட்டத்தை யிலும், 
சீ இலும் வெட்டுகிறது. தே ப் என்பன : அதிபரவளைவின் 
துணையிய விட்டங்கள் எனக் காட்டுக. 

5 33 y? ம் ல் 
௨. நீள்வளைவு ன + pe ௬.1௮ 0.ன் மாறுகின்ற ஒரு. 

துணையிய விட்டங்கள்; வட்டம் 92 --]8- 7? = 0-gp: 
யிலும், 7-யிலும் வெட்டுகின்றன. /௩ன், நீள்வளைவு சார்ந்த. 
இசைப் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு, 

xt y® az +. ழ் 

13 எதா டார : 
எனக் காட்டுக. 

ன 2 ட 

6. 02, மே என்பன, நீள்வளைவு க ப்ர டல ன் 

துணையிய அரைவிட்டங்கள் என்றால், முக்கோணம் CPD-sir 

செங்கோட்டு மையத்தின் இயங்வரையின் சமன் பாடு, 

2 (a9x2 + bay2)” ‘= (a? — b2)2 (a29x2 — b2 298 

எனக் காட்டுக, 

§ 118, இணைச்செங்கோட்டுப் புள்ளிகள். (20-1070081 1௦18). 

இப் பகுதியில் முதலில் ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஒருபரவளைவுக்கு. 
எத்தனை செங்கோடுகள் வரையமுடியும் என்பதைக் காண்போம். 

பரவளைவின் சமன்பாடு, 

9422-20 

என்றிருக்குமாறு x, 3ு-அச்சுக்களை எடுத்துக்கொள்ளுவோசம்.. 
மேலும், கொடுக்கப்பட்ட புள்ளியை! (4, 6) எனவும் கொள்வோம்..
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(2, /9-விலிருந்து பரவளைவிக்கு வரையப்பட்ட ஒரு செங் 
கோட்டின் அடி, (8/3, 2ம்) என்றால், இச் செங்கோட்டின் 

சமன்பாடு, 

ix -+ y = at® + 2at 

ஆகும். இச் செங்கோடு (7 4) வழியாகச் செல்லுவதால், 

th + k = at’ -- 2at. 

Hog at = t(Za—h) +k = 0. 

இச் சமன்பாடு 1.ல் முப்படிச் சமன்பாடாகையால், இது 

மூன்று மூலங்களை உடையது. இம்மூலங்களை 7,, ர, 1) என்றால் 
(2, 9) யிலிருந்து பரவளைவுக்கு வரையப்படும் செங்கோடுகளின் 

அடிகளின் எண்ணிக்கை மூன்று என்றாகிறது. அதாவது 

(7, /9யிலிருந்து பரவளைவுக்கு வரையப்படும் செங்கோடுகளின் 
எண்ணிக்கை மூன்று எனத் தெரிகிறது. இச்செங்கோடுகளின் 
அடிகளின் கணத்தை (680) பரவளைவின் ஓர் இணைச்செங் 

“-கோட்டுப்புள்ளிகளின் கணம் என்கிறோம். 

மூலங்களில், மூன்றுமே மெய்யாக இருக்கலாம் அல்லது 

ஒன்று மாத்திரம் மெய்யாக இருக்கலாம், இதற்கேற்ப, 8, &9- 
விலிருந்து வரையப்படும் செங்கோடுகளில் மூன்று அல்லது ஒன்று 

-மெய்யானதாய் இருக்கும். 

ate +tQa—h)+k=0 

என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் ‘t1, to, 1, ஆகையால், கீழ்க் ் 

கண்ட விளைவுகளும் கிடைக்கின்றன ; 

ty tte + ty =O; 

2a —h 
படர் நஜ + th = a, 

87727 =", (180 
a 

இதேபோல், (h, ky) விலிருந்து செவ்வக அதிபரவளைவு, 
21 ௩ 0£ ௮ 0.க்கு வரையப்படும் செங்கோடு ஒன்றின் அடி, 

(4, என்றால், இச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

12 X ome Y == CL me ;
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என்றும், செங்கோடு (4, 4) வழிச் செல்லுவதால் 

ர் —k = ct® — 

என்றும், அதாவது 

ctt — ht + kt—c= 0 

என்றும் கிடைக்கிறது. ஆகவே, (4, &)-விலிருந்து செவ்வக: 

அதிபரவளைவுக்கு வரையப்படும் செங்கோடுகளின் எண்ணிக்கை. 

நான்கு என்றாகிறது. மேலும், சமன்பாட்டின் மூலங்களை 7), ty, 

7, 14 என்றால், 

சீற எ நீத எ ரத எ டூ வ என் 

tylo + tyty + tyty + tole + யாட ரம ௭0) 

tataty + tytgty + fatal, + ரீதி, = — ke, 

௮ பெரு iytalats 
(118-2» 

. என்றும் தெரிகிறது. 

x2 y2 
கடைசியாக, (8,0)-விலிருந்து, நீள் வளைவு 5 ப ன —| 

௪ 0 -க்கு வரையப்படும் செங்கோடுகளின் எண்ணிக்கை 

பற்றிப் படிப்போம். (A, £)-விலிருந்து வரையப்படும்: 

செங்கோடு ஒன்றின் அடி, (௪ ௦08 9, ம 511 8) என்றால், இச் செங் 

கோட்டின் சமன்பாடு, 

ax by 

cos@ sing anal a" 

என்றாகிறது. மேலும், செங்கோடு (%, 4) வழியாகச் செல்லுவதால். 

ah . bk a 
cos@~ sing? be 

என்றும் கிடைக்கிறது. அதாவது, 

ரர். ட bk ~ (at - bt) = 0 

2 tas , ர ரர ட 

  

‘= on "9 

ர். 
2 

6 

ee a, 
{+ tant 8 _ 1 4 tan
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என்று கிடைக்கின்றது. இங்கு, 2 $-ஐ 1 எனக் குறித்தால், 
கிடைப்பதாவது : 

(1-1) bk (1 + 72) a — eas (a? — b:) = 0- 

அதாவது, சர (1-4 75) (2t) — bk (1 — tt) 

— (a? — b9) (1 — 12) 2t = 0. 

அதாவது, bktt +2 (ah + a? —b2)t' + 2 (ah—a? + b8)t 

— bk = 0. 

இச் சமன்பாட்டிற்கு நான்கு மூலங்கள் உண்டு. இம் மூலங் 

களை 7), ரீ. 1, 1 எனக் கொள்வோம். அப்படியாயின், 

01 tan ற 92 Us 94 ஏர் வர்ர தி வடு சட டம பூ 

என்றிருக்குமாறு 9), ரி) 8, 4) என்பனவற்றைக் காணலாம். 
இங்கு (/, /29)-யிலிருந்து நீள்வளைவுக்கு வரையப்பட்ட செங்கோடு 
களின் பாதங்கள், 

sé 8, an “6 02 2 5 a6 a, 3 46 9. 39 

ஆகின்றன. ஆகவே, (8, &)-யிலிருந்து நீள்வளைக்கு நான்கு 
செங்கோடுகள் வரையலாம்: இச் செங்கோடுகளின் இரண்டு 
அல்லது நான்குமே மெய்யாய் இருக்கும். மேலும். 

2(ah 8.00 
நட உ நீத ட சீத ௭ ௬௯ an ட்டி 

tate + tyty + tyte + tyts + tgty + tt, = 0. 

.. 2 (ah — a® + b2 

talgty + tylgty + tilotg = — ane ) 

tytatat, = — 1. 

ஆகவே, எ($ 4-3) 
ட (படி டிமா்மு எ (tote ta t+ ta te ty + ba te ty + hy tots) 

bm Cty ty ty + tty tty bly tty Gy) 079 7974 
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ட 2 (ah + a? — 08) 2 (ah — a® + b2) 

BK து 

~14+04+(-1) °°. 7 =" 
1 

அதாவது, 48 9 081 + Og +O, + 9. - 3° 

1 ; 
எனவே, 5 (91 + Oy + Os 4 89) ஆனது, -ன். ஒரு ஒற்றை 
மடங்குக்குச் சமமாகிறது. அதாவது 9; -- 82 -- 9, 4 8, 
ஆனது, ஈ-ன் ஒரு ஒற்றை மடங்குக்குச் சமமாகிறது. ஆகவே, 
ஒரு கண இணைச் செங்கோட்டுப் புள்ளிகளின் மையவகற்சிக் 
'கோணங்களின் கூட்டுத்தொகை, ஈ-ன் ஒரு ஒற்றை மடங்காகும்: 

119. வட்டவரைப் புள்ளிகள் (00011௦ Points) 

ஒரு கூம்புவளைவை ஒரு வட்டம் வெட்டும் நான்கு புள்ளிகளின் 
கணத்தை ஒரு வட்டவரைப் புள்ளிகளின் கணம் என்கிறோம். 
பரவளைவு, 

Er
e 

32 — 4ax = 0 

-ஐ வட்டம் 

x? + y8 + 2ex + fy +e = 0, 
வெட்டும் புள்ளிகளைப் பற்றிக் கவனிப்போம். இப்புள்ளிகளில் 

ஒன்றை ((ர7”, 221) என்றால், 

(at*)? + (2at)? + 2g (at?, + 2f (at) +¢ = 0. 
அதாவது, a? tt + 2a(2a + g) t2 + daft ico. 

இச் சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 11 tas tas “ty என்றால் 
வட்டவரைப் புள்ளிகளை 

(௪417, 2௭71), (4722, 2௧72), (௪73, 2௭1), (272, 2at,) 
என்று அடைகிறோம். மேலும், 

14 12 412௬0 (119-1) 
இதேபோல் வட்டம் 8-4 2 2 டநட 

ஆனது, செவ்வக அதிபரவளைவு 23. ஆ 03 - 0-ஐ வெட்டும், 

புள்ளிகள் ஒன்றை ( et, 1) எனக் கொண்டால், 

(05 (° i + 2g (ct) ரி af (5) Lk=0-
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அல்லது, 0274 4. 2gct® 4+. kt2 + 2fet + c2 = 0. 

இதன் மூலங்கள் hh, 12, ts, ty என்றால், 

8] சீத 8 72 - 1 (1192 

என்றும் வட்டவரைப் புள்ளிகளை 

2 2 c 6 
(cts r) > (cts: 7, ) ட (௪, ) ழ் (ct r) 

4 

என்றும் பெறுகிறோம். 

கடைசியாக, வட்டம் x2 + y® + 2ex 2.20 

ஆனது, நீள்வளைவு x + 7 — 1 = 0-99 Gant Qin ys ofa Ir& 

கவனிப்போம். இப்புள்ளிகளில் ஒன்று (8 008 9, ம் 810 0) ஆனால், 

(800 9)5 -- (ம் 810 ர)2--22 (2 008 9,-27 (6 1 8)--2--0 , 

இங்கு tan “ஐ / எனக் குறிப்பிட்டால், இச் சமன்பாடு 

(82-- 2-2) 1/4 - 47: 2 (ம 4+ 2b2 — a2) t? + 4bft 
+ (¢ + ab + 2ag) = 

என்றாகிறது. இச் சமன்பாட்டின் மூலங்களை /), 72, t., ty eroorayin, 

Oy tan 3 = யூ tan Y = ¢,, tan 0. 
2 

என்றிருக்குமாறு 4, 0, ॥, A, என்பவற்றையும் எடுத்துக் 
கொண்டால், 

G4 5 — = ¢., tan = ty 

(91. Oe 8, G4 tang + 7 = உர் 5 

— 46f — 4bf 
a? -c— fag a? + c— tag 
2(¢ + 262 —a2) c+ a? + Jag ~ 
ஜீ சரத! at te — 2ag 

॥   
த 

    

1 

- 1 , ட . 

ஆகவே, 5 (01 + Oo + Os + 84) ஆனது, ஏன் ஒரு இரட்டை 
மடங்கிற்குச் சமமாகிறது. அதாவது 0, + 6. + 65 + O4 Dp OT He 

K-ot OG இரட்டை மடங்கிற்குச் சமமாகிறது. எனவே, ஒரு கன 
வட்டவரைப் புள்ளிகளின் மையவகற்சிக் கோணங்களின் கூட்டுத். 
தொகை, ஈன் ஓர் இரட்டை மடங்காகும் என்றாகிறது.
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8 120. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

புள்ளி (6௪, 09-விலிருந்து பரவளைவு ந - 4ர% -- 0-க்சூ 

வரையப்பட்ட செங்கோடுகளின் அடிகளைக் காண்க. 

செங்கோடு ஒன்றின் அடியை (41/1, 281) எனக் கொண்டால், 

இச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

te + y = at® 4+ 2at 

ஆகும். ஆனால் செங்கோடு (6௭, 0) வழியாகச் செல்லுகிறது. 

ஆகவே, a 

x 

t (6a) + 0 = at* + 2at 

அல்லது t — 44=—0. 

asrug, t(t—2)(t +2) =. 

இதிலிருந்து, 7-0, /-2,/--42 எனக் கிடைக்கிறது. 
இவைகளை (at2, 281)-யில் ஒவ்வொன்றாகப் பிரதியிட்டுச் 
செங்கோட்டு அடிகள் 

(0, 0), (4a, 4a), (4a, — 4a) 

என்று பெறுகிறோம். 

கணக்கு 2. 

பரவளைவு ந3 - 47% ௮ 0-க்கு ஒரு நகரும் புள்ளியிலிருந்து 
வரையப்படும் செங்கோடுகளில் இரண்டு, ஒன்றின் மேல் ஒன்று. 
அமையுமாறு இணைந்துள்ள செங்கோடுகளானால், புள்ளியின் 
இயங்குவரையைக் காண்க. 

நகரும் புள்ளியை (2, 7) எனவும், செங்கோடுகளின் 
அடியை “7, 57, 66. 9) 647. 3: எனவும் கொண்டு, (118:1)-ஐப் 
பயன்படுத்தினால், கிடைப்பதாவது : 

ty + tg +t, =0 

2a — Xo 
ht ttots +t =o 

ர 
ந நற நீடி 2 ற 

18
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ஆனால், இரண்டு செங்கோடுகள் இணைவதால், 7; -- 1, எனக் 
கொள்வோம். இதனால் இம் மூன்று சமன்பாடுகளிலிருத்தும் /;-ஐ 

நீக்கக் கிடைப்பதாவது : 

272 +t, = Q, ooo qi) 

te3 + 212 t, = ae ooo (2) 

i, ர் = %o, eee (3) 

(19-லிருத்து ரன் மதிப்பை — 21, எனக் கண்டு, இதைப் 
பயன்படுத்தி (2), (39-லிருந்தும் 2,-ஐ நீக்கக் கிடைப்பதாவது : 

> ty? + 2t, (— 2fg) = ae 

t,? (— 2g) = as, 
a 

அதாவது, 
1,2 = *o ள் 2a 

iP லை 25 

.ஆசுவே, று y _ ( ட ze)" 

அதாவது, 4 (Xq — 2a)* = 2ayy? 

எனவே, (2,,20)-ன் இயங்கு வரையின் சமன்பாடு. 

4(x — 2a) * = 2ay? 
என்றாகிறது. 

கணக்கு 3. 

சி) கீ கி என்பன பரவளைவு y? — 4ax = 0-er 

“மேலுள்ள மூன்று புள்ளிகள். இவைகளின் துணையலகுகள், ty, 
te,t, என்பன. அ, அீாஇடத்துச் செங்கோடுகள் 4-ல் 

சத்தித்தால், கீழ்க் காண்பனவற்றை நிறுவுக (படம் ol). 

(i) ty + ty +4, =0,
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(ii) 4, tg == 2, 

(iii) முக்கோணம் 4; கீ, 4,-ன் மையக் கோட்டுச்சத்தி, 

பரவளைவின் அச்சின்மேல் அமைகிறது, 

மு நாண் அ, கின் சமன்பாடு 22-77-4840 
ஆகும். , 

  

படம் உ. 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஒரு பரவளைவுக்கு மூன்று செங்கோடுகள் 

வரையலாம் என்பது தெரியும். இப்பொழுது .4,-லிருந்து 

வரையப்படும். செங்கோடுகளைப் பார்ப்போம். இவைகளில் 

இரண்டு 4 41, 4; 49 ளன எளிதில் தெரிகிறது. இந்த இரண்டு 

செங்கோடுகளின் அடிகள் 4, கீத ஆகும். மூன்றாவது செங் 

கோடாவது, .4;-இடத்துச் செங்கோடாகும். இதன் அடி 4. 

ஆகும். ஆகவே 4,;-லிருந்து ;. வரையப்பட்ட செங்கோடுகளின் 

aig Set Ay, Ag, Ay BATT. இவைகளின் துணை அலகுகள் 

8), ரூ) ஆகையால், ;(118:1)-ல் ம = ar,?, 2௭0. எனப் 

பிரதியிட்டு ் 

t, + ty + ts = 0 ove (1) 

2a — (at,3 
tht ttets bit = “1 a (ஆ 

221 
ty ty 73 = a eve (3)
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என்று அடைகிறோம். (1)-லிருத்து 

th +ty +t, =0 

என்றும் எளிதில் கிடைக்கின்றன. மேலும், முக்கோணம் 4) கீழ 

4-ன் மையக்கோட்டுச் சந்தியின் கூறாகிய 

2aty + 2aty + 2ats 
3 

— 21h, 

பூச்சியமாகிறது. ஆகவே இச்சந்தி x அச்சின்மேல் அமை 

கிறது. 

கடைசியாக, நாண் 4; Apo சமன்பாட்டைக் காண் 

போம். இப்பொழுது 

A = (at,?, 2at), Ag = (alg?, 2at,) 

ஆகையால், A, 49 -ன் சமன்பாடு 

ஆகும். இதில் ty + tg = சன ts எனவும், ty to = 2 எனவும் 

பிரதியிடக் கிடைப்பதாவது ₹ 

2x + t,y + 4a = 0. 

கணக்கு 4. 

0 யைமையமாகக் கொண்ட ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவுக்கு 

ச-யிலிருந்து வரையப்பட்ட செங்கோடுகளின் அடிகள் 01, Qo, 

0., 0. என்றால், 023 - ஜே; -- ஜே” -- ஜே. -- மீ. எனக் 

காட்டுக. 

அதிபரவளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகளை %, ]-அச்சு 

களாகக் கொண்டு அதிபரவளைவின் சமன்பாட்டை 23-- 280 

எனக் கொள்வோம். மேலும், 2 ஆனது (/,8) என்றும், 0, 0, 

0., 0௨ என்பன 
8 8 8 

° 3 |? 8, > js வ ச் 

( of im) ( ° i | ( vias =) ( ei, -) 

என்றும் கொண்டால், 

httptithat.
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ம்
 

இர நீத = 

o
O
!
 

1 8 0 1, 1 

என்றும் கிடைக்கிறது. இப்போழுது 

CQ,* + CQ,* + CQ,* + CQ,* 

= (0 as) (0) 
de f #58 + 1 +(t,2 + Jt 

a 432 * 1 

= ; (#3 + 4,9 + £,° + 4) + & + ns 

1 1 

+i tua) f 
_ [ £ (Bt)? —2(2h fy) } ட ( Gat ty 

ty fo ts by 

_2 (lth ts) } | 

73791 74 

--[(9 த] - 2-௮ 
= CP?, 

கணக்கு 5. 

ஒரு பரவளைவின் ஒரு கண இணைச் செங்கோட்டுப் புள்ளிகளின் 
வழியாகச் செல்லும் வட்டமானது, பரவளைவின் உச்சியின் 

வழியாகச் செல்லும் எனக் காட்டுக. 

பரவளைவின் சமன்பாடு ந?-- 49%--0 என்றிருக்குமாறு 
x,y gests கொள்வோம். இப்பொழுது இணைச் 

செங்கோட்டுப் புள்ளிகளை (84, £, 24/1), (8192, 2212), (௪12, 2 

எனக் கொண்டால், 

ty tte +t; = 0
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என்பதை அறிவோம். மேலும், இப் புள்ளிகளின் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டம் பரவளைவை (712, 280.0) என்ற புள்ளியில் 

வெட்டினால், (119:1)-லிருந்து 

titty +t, +t, = 0 

என்று கிடைக்கிறது. இந்த இரண்டு சமன்பாடுகளிலிருந்து 

t, = 0 என்றும், இதனால் இந்த நான்காவது புள்ளி (0, 0) என்றும் 
தெரிகிறது. அதாவது, ' வட்டம், பரவளைவின் உச்சியின் 
வழியாகச் செல்லுகிறது எனத் தெரிகிறது. 

௬ணக்கு 6. 

4, மீ ம என்பன, ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவின் வட்ட 

வரைப் புள்ளிகள். முக்கோணம் 4.80-யின் செங்கோட்டு மையம் 
0 என்றால், 0ஃயும், 0-யும் அதிபரவளைவின் ஒரு விட்டத்தின் 

முனைகள் எனக் காட்டுக. 

அதிபரவளைவின் சமன்பாடு xy- ௦8 -- 0 என்றிருக்குமாறு 
3. அச்சுகளாக் கொள்வோம். இப்பொழுது <A, B, C, D 

என்பன, 

c 0 2 2 
—\; 4] 3 1 ர். 3 Clay ( ch, =) 9 ( Clos ~) 9 ( ts, 1) ( 144 te 

என்றால், (119:2)-லிருந்து 

ty te ts ta = 1 

என்றும் தெரிகிறது. மேலும், மூக்கோணம் 4ீட்.யின் 

இசங்கோட்டு மையமாகிய 0 ஆனது, 

6 
( — i, tg 2” —C ty tg ; 

என்று : 110.-ல் கணக்கு 6-லிருந்து தெரிகிறது. இப்பொழுது, 
ty te ts ty = 1 என்பதைப் பயன்படுத்தி ஈயை 

_ Cha — Cty ॥. fg tt ts te 

ty ty ts ty’ ty 

y i 6 

அல்லது, ( — Cty, — i) 

என்று மாற்றி எழுதலாம். இதிலிருந்து 2-யும், பேயும் அதிபர 
வளைவின் ஒரு விட்டத்தின் முனைகள் என்று எளிதில் தெரிகிறது.



துணையலகுக் குறிப்பிடல் 275 

$ 121. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. பரவளைவு 8.4 ன் ஒரு கண இணைச்: 

செங்கோட்டுப் புள்ளிகளின் -கூறுகளின் கூட்டுத்தொகை 
பூச்சியமாகும் எனக் காட்டுக. « 

2. ஒரு பரவளைவின் ஒரு கண இணைச் செங்கோட்டுப் 

புள்ளிகள் உண்டாக்கும் முக்கோணத்தின் மையக்கோட்டுச் சந்தி, 
பரவளைவின் அச்சின் மேல் ஆமையும் எனக் காட்டுக. 

3. ஒரு நகரும் புள்ளியாகிய 2-யிலிருந்து பரவளைவு 

y? — 4ax - 0-க்ரூ வரையப்பட்ட செங்கோடுகளின் அடிகளின் 

கூறுகளின் கூட்டுத்தொகை 6 என்ற மாறிலியானால், 7-யின். 
இயங்குவரையின் சமன் பாடு 2% -- 4ர --. எனக் காட்டுக. 

4. பரவளைவு 18 482 0.ன் மேலே நகரும் 4), கீழ 
என்ற புள்ளிகனிடத்துச் செங்கோடுகள் பரவளைவின் மேலேயே 

4, என்ற புள்ளியில் சந்தித்தால், 4, 4, எப்பொழுதும் (2, 0) 

வழிவாகுச் செல்லும் எனக் காட்டுக, 

5. பரவளைவு ந* - 4ர* 4 0-ன் மேலுள்ள ட, 4 என்ற 
புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் பரவளைவின் மேலுள்ள .4.-ல் 

சந்தித்தால், கீழ்க்காணும் விளைவுகளை நிறுவுக. 

G) 41, 4 ஆகியவற்றின் கூறுகளின் பெருக்குற் பலனும். 
9-கூறுகளின் பெருக்கற் பலனும் மாறிலிகள். 

(ம) கீடஆனது (20 நஜ). என்றும், கீழ ஆனது ( 2 
என்றும், 4, ஆனது (3), 7) என்றும் இருந்தால், 

Wye yaa tat + Bat Mae DL 
4a ee 8a" ~ 

(ili) கீ, ஆனது (எர 2, மர்.) என்றால் 

— Ys 

A, Ag, AzAy == 402 (1 4 1,293 

[உதவிக் குறிப்பு : (7/;)-ஐ நிறுவ : 113.ல் கணக்கு 3-ஐயும், 
.. 120.ல் கணக்கு 3 ஐயும் பயன் படுத்துக.] 

6. பரவளைவு]3 -- கரம் ௮ 0-ன் மேலுள்ள (22*, 20) என்த 

புள்ளியிலிருந்து பரவளைவுக்கு வரையப்படும் இரண்டு செங்கோடு. 
சுளின் அடிகளின் துணை அலகுகள் 8, 7, என்றால், சமன்பாடு 
12 றர .ட2 - டன் மூலங்கள் ர்), ty ஆகும் எனக் காட்டுக,
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7, 4-ஐ உச்சியாகக் கொண்ட ஒரு பரவளைவின் 4, Ay 

என்ற புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள், பரவளைவின்மீதுள்ள 

4-ல் சந்தித்தால், கோணம் A\A-Ap ஆனது கோணம் 
41 449-க்குச் சமமாகும் எனக்காட்டுக. 

8. பரவளைவு]3 -- ர 0 மேலுள்ள 4, கீ என்ற புள்ளி 
களிடத்துச் ,செங்கோடுகள் பரவளைவின் மேலுள்ள (18, 12).ல் 
சந்தித்தால் 4) 4-ன் கூறுகளைக் காண்க. 

9. செவ்வக அதிபரவளைவு 2 8  0-ன், (20 70, 

(உர. ௨௨73. ௨29 டே என்ற புள்ளிகளிடத்துச் 
செங்கோடுகள் (8, £) வழியாகச் சென்றால் 

14-22 2 42 எதி நட று ற) று வத் 
எனக் காட்டுக; 

10 ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவின் , 4, 2, 0 என்த 

புள்ளிகளிடத்துச் செங்கோடுகள் மூன்றும் அதிபரவளைவின்: 
மேலுள்ள 7 என்ற புள்ளிபில் சந்தித்தால், முக்கோணம் 480-ன் 
மையக்கோட்டுச் சந்தி அதிபரவளைவின் மையத்தில் அமையும் 
எனக் காட்டுக 

11: ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவின் ஒரு கண இணைச் 
சசெங்கோட்டுப் புள்ளிகள் நான்கில் ஒன்று மற்ற மூன்று புள்ளி 
களால் ஆகிய முக்கோணத்தின் செங்கோட்டு மையம், எனக் 
காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு :ண $ 110.ல் கணக்கு 6.ஐயும் (118-2)-ஐயும் 
பயன்படுத்துக.] 

12. xy—c?2 0 குறிக்கும் அதிபரவளைவின் ஒருகண 
வட்டவரைப் புள்ளிகளின் %-கூறுகளின் பெருக்கத்தொகை 
2*-க்குச் சமம் எனக் காட்டுக. 

13, ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவின் ஒருகண வட்டவரைப் 
புள்ளிகள், ஒரு தொலைத்தொடுகோட்டிலிருந்து ற), 2), 2, ந, 
தூரங்களிலும், அடுத்த தொலைத்தொடுகோட்டிலிருந்து 9, 4, 
4:, (4 தூரங்களிலும் இருந்தால், 

Pi Po Ps Ps = 94 9049 44 
எனக் காட்டுக. 

விடைகள 

8. (2, — 4), (8, — 8)



9. இருபடிச் சமன்பாடு | 
(Second Degree Equation) 

₹ 122. அச்சுகளின் சுழற்சியால் ஏற்படும் நிலைமாற்றம் 
(Transformation by rotation of axes) 

0 என்ற் வளைவின், குறிப்பீட்டச்சுகள் (0:6)9-ஐப் பொருத்த 

சமன்பாடு, 

2302-3. +e=0 (122-1) 

எனக் கொள்வோம். இந்த அச்சுகளை, ஆதியைப் பொருத்து 

சி கோணம், படத்திலுள்ளவாறு சுழற்றினால் கிடைக்கும் அச்சுகளை 

(0377) எனக் கொள்வோம். இப்பொழுது, குறிப்பீட்டச்சுகள் 

(0%-ஐப் பொருத்த சேயின் சமன்பாட்டைக் காண்போம் 

  
    

(படம் 629. 
My 

டீ 

x | Ps ப ie 
ல io 

[ ‘ 

‘ 4 
ப 

% ' M wee x 

\e Qo" 

\ wee : 

No x 6 | ஆ 

6 LR > 

படம் 62. 

மி என்ற புள்ளி, குறிப்பீட்டச்சுகள் (02)-ஐப் பொருத்து 
(3, 2) என்றும், குறிப்பீட்டச்சுகள் (041)-ஐப் பொருத்து (& 75
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என்றும் உள்ளது எனக் கொண்டு %, ந ஆகியவற்றுக்கும் % 7 
ஆகியவற்றுக்கும் உள்ள தொடர்புகளைக் காண்போம். இதற்காக, 
2/-ஐ Ox-&6 செங்குத்தாகவும், 480-வை 47-க்குச் 
செங்குத்தாகவும், /(7-ஐ 02-க்குச் செங்குத்தாகவும் வரைவேம். 

இப்பொழுது 

OL = x, LP = y, 

OM — X, MP=Y, 

= OM cos § — PM sin 6 

= Xcos § — Y sin 6 (122-2) 

y= LP = LQ + QP = RM + QP 

= OM sia @ +- PM cos @ 

= Xsing + Ycos @. (1223 

மேலும், (02:7$-ஐப் பழைய குறிப்பீட்டச்சுகளாகவும், (0%)-ஐப் 

புதிய குறிப்பீட்டச்சுகளாகவும் கொண்டால், (122:2), (1223) 

ஆகியவற்றிலிருந்து, 
X¥ = xcos (— @) — y sin (— @) 

= xcos@-+ ysin @, (122-4) 

Yi xsin(—@) + ycos(~ @) 

== —xsing + ycos¢ (122°5) 

என்று எளிதில் கிடைக்கின்் றது. 

இப்பொழுது (122-2)-ஐயும், (122-3)-ஐயும் பயன் படுத்தினால், 

6-யின் (047)-ஐப் பொருத்த சமன்பாடு, 

a Xcos@ — Ysin 6)? + 2h(X cos @ — Ysin @) 

(X sin @ + Yeos @) + b(X sin @ + Ycos #)? 

+. 2g (X cos @ — Ysin @) + 2f(X sin @ + Ycos 6) 
-- 2 ட 

என்றாகிறது. இச் சமன்பாட்டை 

AX? படபட த73 202 + 2FY4-C=90 

எனக் குறிப்பிட்டால், 

440053 7. 81029. -- 502 ச,
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= —} (a — by sin 29 + hcoos 24, 

B= asin? @—h sin 24 + bcos? சீ 

020080 -- 71௩0 

F = — gsin @ + f cos 6, (122-6): 

C=c 

என்றிருக்கும் என்பதை எளிதில் காணலாம். இங்கு 

க். தீர 

HH! — AB = ht — ab 

என்ற விளைவுகள் கிடைக்கும் என்பதை நிறுவுவோம். 

A+B = (acos? @ + hsin 2@ + bsin? §) 

+ (a sin? 96 —hsin 29 + 5 cos*® @): 

= a(cos’ @ + sin? g) -- b (sin? g + cos? #) 

= a+b, 

Ht — AB = Ht — 14 + Byt + iA = By! 

1 . 2] . 

= {- த (a—b) sin 264-h cos 26 4 (a+b)? 

+ a { a(cos* @ — sin? @) + 2h sin 2¢ 

+6 (5112 8 — cos? 2) je 

= ட் { —(a—5) sin 2@4-2h cos 29 }2— i (a--b)* 

+ 1 { (@— 6) cos 28 + ?hsin 29 & 

= Ela — bs + ae — (a + 2] 
= hi — ab. (122.3.
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: 123. 'இருபடிச் சமன்பாடு 

Que, ax? + 2hxy + byt + 2gx - ஜி --2- 0 (123-1) 

குறிக்கும் 2-ஏன்ற வளைவுபற்றிப் படிப்போம். இதற்காக, 

= —} (a—b) sin 29 + hcos 28 = 

என்றிருக்குமாறு, அதாவது 

tan 26 = oy 

.என்றிருக்குமாறு அமைந்துள்ள 9-வைக் கண்டு, கொடுக்கப் 

பட்டுள்ள குறிப்பீட்டச்சுகள் (022)-ஐக் கோணம் ச அளவிற்குச் 

சுழற்றினால், கிடைக்கும் புதுக் குறிப்பீட்டச்சுகளை (OXY) எனக் 

கொள்வோம் அப்படியாயின், குறிப்பீட்டச்சுகள் (047) -ஐப் - 

பொருத்த 6யின் சமன்பாடு, 

432 நரஉட20% 2.00 (123-2) 

என்ற வடிவில் இருக்கும்: இப்பொழுது, 

(i) h? —ab=0, 

(ii) h2 —ab < Q, 

(iil) h2 - a> > Q 

என்ற நிலைகள் ஒவ்வொன்றிலும் சேயின் தன்மை பற்றிப் 

படிப்போம். 

(ட முதலில் /2--கம்-0 என்நிருக்கும்போது, யின் 

தன்மையைப் பார்ப்போம். ஆனால், 42-ம். Hi — AB. 

ஆகவே, 773 480. ஆனால் 77- 0 என்றுள்ளவாறு 9-வை 

எடுத்துள்ளோம். எனவே, 4-0. இதிலிருந்து A, B 

ஆகியவற்றில் ஒன்று பூச்சியமாகும் எனத்தெரிகிறது. குறிப்பாக, 

.4-யைப் பூச்சியம் எனக் கொண்டால், சமன்பாடு (12:-2-ஐ) 

2 f — Fs 

(y+ 3) 4 ஆ = a )=0 என்று எழுதலாம். 

Se ் 

ஆதியை எந்த் னை ர) க்கு மாற்றினால் சமன் பாட்டை 

தி 26... 
72 ற xX 

என்று எழுதலாம். ஆகவே, 6 ஒரு பரவளைவாகிறது.
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(ii) அடுத்ததாக, 42 -- சம் : 0 எனக் கொள்வோம். இங்கு. 

—AB<0 அல்லது 4த 20 என்றாகிறது. அதாவது 4.யும்,. 

£-யும் ஒரே குறியையுடைய எண்களாக உள்ளன. இப்பொழுது, 

சமன்பாடு (123-2)-ஐ 

G\3 F\2 BG? + AF? — ABC A(x+ 4) + B(Y+ 2) = ன் 

என்று மாற்றி எழுதலாம். 

(BG? + AF* — | ABC) 

  

காவை. இ எனக் கொண்டு, சமன்பாட்டை 

3 2 

(24 ட் (டர 
அ, ப ஆடக், ப 10 

a a =a 

A B 

ச த ல் 0 Fy , 
என்று மேலும் மாற்றி எழுதலாம். ஆதியை (- =. 5) SG 

ல் ப ச ௩2 y? . 
மாற்றினால், இச்சமன்பாடு ,t 7 1௮0 என்றுகிறது. 

A =B 

இதிலிருந்து ௦, ஒரு நீள்வளைவு என்று தெரிகிறது. 

(10) மூன்றாவதாக, 42 —ab> 0 எனக் கொள்வோம். 

இங்கு - 42 2 0 அல்லது 4 ஃ: 0 என்றாகிறது. அதாவது: 

4-யும், 8-யும் எதிர் குதிகளையுடைய எண்களாக உள்ளன 

இப்பொழுது (123:2)-ஐ 

G 

a a) ர a) ge - 0 
A B 

என்ற THES, NH PG. BAusuIomus EHéHotrp gy. 

அதாவது 6, ஒரு அதிபரவளைவாய் உள்ள து. மேலும் ர-டச்--0: 

என்றால், அதாவது 4-- 8-0 என்றால், 4ஃயும், யும் 

எதிர்க் குறிகளையுடையன. ஆகவே, 6, ஓர் அதிபரவளைவு 

ஆகிறது. இங்கு ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவு என்பதை 

£-யிக்குப் பதிலாக ( - .4)-யைப் பிரதியிட்டு, எளிதில் காணலாம்.
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மேற்கண்ட விளைவுகனை இப்போது வரிசைப்படுத்தி 

எழுதுவோம். 

மூ /2-- எம்-0 என்றால், 0 ஒரு பரவளைவு. 

(ii) bh? — ab < 0 என்றால், ே ஒரு நீள்வளைவு. 

Gii) 8 ம் 2 0 என்றால், ஒரு அதிபரவளை, 

Civ) a+b = 0 sermn, 6 ஒரு செவ்வக 
அதிபரவளைவு. 

இங்கு ௦2 2724 -- மீ2-- சூ 042. ஆனது, . பூச்சியமாக 

இருக்கக்கூடாது.  பூச்சியமாய் இருந்தால், 6, ஒரு சோடிக் 

“கோடுகளைக் குறிக்கும் என்பதை முன்பே கண்டோம். 

§ 124. ஒரு பரவளைவு 

3 ரம் 0 என்றிருந்தால் சமன்பாடு, 

ax? + 2hxy + by2 + 29x + y+ c¢=—0 (124-1) 

ஒரு பரவளைவைக் குறிக்கின்றது என்று அறிவோம். இப்பொழுது 

இப் பரவளைவின் 

(1) அச்சின் சமன்பாடு, 

(ii) உச்சியிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு, 

Gili) செவ்வகம், 

(ர உச்சி 
ஆகியவற்றைக் காண்போம். 

சமன்பாடு 32 -- கழ - 0 குறிக்கும் பரவளைவின் அச்சு, 2 

அச்சு என்றும், அதன் உச்சியிடத்துத் தொடுகோடு ]-அச்சு 

என்றும் அறிவேசம். ஆகவே P, (x, y) என்ற ஏதாவதொரு 

புள்ளியை y2 4ர௩- 0 குறிக்கும் பரவளைவின்மீது எடுத்துக் 
கொண்டால், || என்பது, பரவளைவின் அச்சிலிருந்து 2-யின் 

தூரத்தையும், % என்பது. பரவளைவின் உச்சியிடத்துத் தொடு 
காட்டிலிருந்து 2-யின் தூரத்தையும் குறிக்கின்றன எனக் 

கொள்ளலாம். 

எனவே, ஒரு பரவளைவின் சமன்பாட்டைப் பொதுவாக, 

பரவளைவின் அச்சிலிருந்து \? 

2-யின் தூரம் ) 

_ 47 [ பரவளைவின் உச்சிடத்துத் தொடு _ 5 

ட கோட்டிருந்து 2ஃயின் தூரம். ] ் 
. என்று எழுதலாம். அதாவது,
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ly 2-4 7889 -- நர 0-ஐ அ௮ச்சாகவும், 

ly X -- mg y -- 1) ௮ 0-ஐ உச்சியிடத்துத் தொடு 
கோடாகவும் 

4-யைச் செவ்வகலமாகவும் பரவளைவுகளின் சமன் 

  

பாடுகள், 

{ * mI My gg eX + ey + My 
fh? +m? § Vv fg? 4- mg? 

ஆகும் என்பது தெளிவாகிறது. இப் பரவளைவுகளில் ஒன்று, 
2-9 ட ஈட: 0 குறிக்கும் கோட்டிற்கு ஒரு மருங்கிலும், 
அடுத்தது மற்றொரு மருங்கிலும் உள்ளது. இவைகளில் ஒரு 

பரவளைவு, இக்கோட்டின் எம் மருங்கில் உள்ளது என்பதை, 

இப்பரவளைவு, 2-அச்சையாவது, ந-அச்சையாவது வெட்டும் 
புள்ளிகளைக் கண்டு, நிர்ணயிக்கலாம். 

இப்பொழுது சமன்பாடு (124:1)-ஐக் கவனிப்போம். இதில் 
3 --ம்--0. அதாவது, சமன்பாட்டின் இருபடி உறுப்புக 
ளடங்கிய கோவை ax? + 2hxy 1 53-ன். தன்மைகாட்டி 
பூச்சியத்திற்குச் சமம். ஆகவே இக்கோவை ஒரு நிறை வர்க்க 
மாகும். எனவே 

ax2 +2hxy + by*-sp (lx + my)? 

என்ற வடிவில் எழுதலாம். ஆனால் (/% -- 8119)2-ஐ 

டம 32.43 0 + my) — a? 

என்று &-வை நுழைத்து எழுதலாம். ஆகவே, சமன்பாடு 
(124:15)-ஐக் கீழ்க்கண்டவாறு எழுதலாம். 

(ix + my + A)? — 2a (lx + my) — A2 + 2gx 

ப 424 2௬0, 

அதாவது, (Ix i- my + A)? + (—2al+ 2g)x+(—2ram 
+ 2f)y+(—at+ey=0. (243 

இப்பொழுது சமன் பாடுகள், 

lx + my+.2=0, 

{a 2Al + 2g) x +(—2AaAm-+ 2fyy 

+(— Az 4+cpy=0
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குறிக்கும் கோடுகள், செங்குத்தானவையாக இருக்குமாறு 4 -வைத் 

தேர்ந்தெடுத்தால், அதாவது 
/(--2//--2ஐ + m(— 2am + 2f) = 0 

(174-4) 

என்றிருக்குமாறு ,-வைத் தேர்ந்தெடுத்தால், கோடுகளில் 

முதலாவது கோடு, பரவளைவின் %-அச்சாகவும், இரண்டாவது 

கோடு, பரவளைவின் உச்சியிடத்துத் தொடுகோடாகவும் 

இருக்கும். பின்பு &-வின் மதிப்பை (124:3,-ல் வுக்குப் 
பதிலாகப் பிரதியிட்டு, (12433-ஐ (124:2)-ன் வடிவத்திற்குக் 

கொண்டு வந்து வந்து பரவளைவின் செவ்வகலத்தையும் 

காணலாம். மேலும் அச்சு, உச்சியிடத்துத் தொடுகோடு 
ஆகியவற்றின் சமன்பாடுகளை விடுவித்து உச்சியையும் 

காணலாம். 

§ 125. ஒரு மையக் கூம்புவளைவின் மையம் 

Qe S = ax? + 2hxy + by? + Igx + 2fy +e¢= 9 

குறிக்கும் மையக் கூம்புவளைவின் மையத்தைக் காண்போம். 
இதற்காக, மையத்தை (%,, 3.பூ எனக் கொள்வோம் (x4, ¥1) 
வழியாகச் செல்லும் ஒரு விட்டம், 2.அச்சுடன் கோணம் ர-வை 

உண்டாக்கினால், (%) 30)-லிருந்து £ தூரத்தில் இருக்குமாறு 
விட்டத்தின் மேலுள்ள புள்ளி, 

(1 7008 9, ற்ப + rsin @) 

ஆகும். இப் புள்ளி, கூம்புவளைவின் மேல் அமைந்தால், 

800)-70080)2 2 டே. 0௦80) 

(21 78110) - O(y, +7 sin 6)? 

+ 2g (x, + rcos 6) + 2f(y) +rsin@) 
+ce=0 

இது 7-ல் ஒரு இருபடிச் eucrurG, )X,. 31) விட்டத்தின் மையப் 
புள்ளி. ஆகையால், இச் சமன்பாட்டின் மூலங்களின் கூட்டுத் 
தொகை பூச்சியமாகும். ஆகவே, இச் சமன்பாட்டில், ன் 
குணகம் பூச்சியமாகும். எனவே, 

(ax, -+ hy, + 8) cos @ + (hx; + by, + f) sing = ¢. 
இது 9-வின் எல்லா மதிப்புகளுக்கும், அதாவது cos g, sin & 
ஆகியவற்றின் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் உண்மையாகிறது. 
இவ்விதமாவதற்கு வேண்டி௰ நிபந்தனைகள்,
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ax ஆர ௪0, 

hx, +by+f=0 

ஆகும். இவைகளை ஆக்கும், 1.,-க்கும் விடுவித்துக் கூம்பு 
வளைவின் மையத்தைக் காணலாம். அதாவது சமன்பாடுகள் 

950, 250 
ex 92 

என்பவற்றை விடவித்தும் கூம்புவளைவின் மையத்தைக் 
காணலாம். ஏனெனில் 

es as 
‘ax e+ hy + &)s ap = 2 (hx + by + f). 

8 126. ஒரு மையக் கூம்புவளைவின் அச்சுக்கள் (48௦5 of a 

Ceniral Conic) 

கூம்புவளவுன் சமன்பாட்டை 

S = ax2 = 2hxy + by? + 29x 4+ 2p +e=0 (126:1) 

எனக் கொள்வோம். இச் சமன்பாடு (2)-ஐப் பொருத்தது 
என்றும் கொள்வோம். இக் கூம்புவளைவின் மையம் 4 (2, 1) 

என்றால், 

ax, +hy, +g=98 | 

Ax, +b1y+f =0 j 

ஆகும். இப்பொழுது 0-க்கு. இணையாக 4ஃ-ஐயும், 0]-க்கு 

இணையாக 41:-ஐயும் எடுத்துக்கொண்டு, (4%15-ஐப் புதுக் 

குறியீட்டச்சுகளாகக் கொண்டால், கூம்புவளைவின், (4&15.ஐப் 

பொருத்த சமன்பாடு, 
் 

a(X + x1)? + 2h CX + xy) (VY + 93) 

4 b(Y +9132 சேட் 43 040) ௦-0 

என்றிருக்கும். அதாவது 

aX? + 2hXY +- by? 4+ 2X (ax, + hy, + 8) 

+ 2¥ (hx, + by, +9 +S, =9 

என்றிருக்கும். இச் சமன்பாடு, (126-2)-ஆல் 

C = aX® + 2hXY + by? + S, =0 

(126-2) 

19
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என்று சுருங்குகிறது. மேலும், 51-ஐ 
¥, (ax, + hy, + 8) +9, (+n + S/) 

+(@ut+fitro 

என்று எழுதலசம். ஆகவே, 5) ஆனது, ஐடி - [9 -ட 2 என்று, 
சுருங்குகிற து. 

  

படம் 63. 

அடுத்தபடியாக, கூம்புவளைவின் மையமான அ4-யை மைய 
மாகவும், -ஐ ஆரமாகவும் கொண்ட வட்டத்தை எடுத்துக் 
கொள்வோம் (படம் 63). இவ் வட்டத்தின், (4&2)-ஐப் 

பொருத்த சமன்பாடு, 

C’ = X24 Y3_ +7? —0 

ஆகும். இப்பொழுது சமன்பாடு (r?)C +(S,)C’ = 0,ஐக் 
கவனிப்போம். இச் சமன்பாடாவது, 

r2 (aX3 + 2hXY + by®) + S, (X2 + Y8—~—r2)=0- 

அதாவது, (ar*+S,) X24-2hr? XY + (br?4+8,) Y24+X,=0. 
ப (126-3) 

இது, ஒரு சமபடித்தான சமன்பாடாகையால், இது 4 
வழியாகச் செல்லும், சோடிக் கோடுகளைக் குறிக்கிறது, மேலும், 
இக் கோடுகள், கூம்புவளைவை வட்டம் வெட்டும் நான்கு புள்ளிகள் 
வழியாகவும் செல்லுகின்றன, இக்கோடுகள் ஒன்றின்மேல் 
ஒன்றாக இணைந்த கோடுகள் ஆளுல், இந்தக் கோடுகள் கூம்பு 
வளைவின் அச்சுகளில் ஓன் றின்மேல் அமையும். அப்பொழுது 
வட்டத்தின் ஆரம், அரையச்சின் நீளத்திற்குச் சமமாய். 

இருக்கும். அதாவது, 

(h r2)2 — (ar? + S,) முட தட 0 (126-4)
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ஒன்றால், சமன்பாடு (126-:3) ஆனது கூம்புவளைவின் அச்சுக்களைக். 
சூறிக்கிறது. சமன்பாடு (126.4)-ஐ 

(23 — abj r4 (2 + 8) Syr* — 8,2 = 09 (1264. 

என்று எழுதலாம்: இதனில் மூலங்கள், கூம்புவளைவுன் அரை. 

அச்சுகளின் நீளங்களைக் குறிக்கின்றன. 

அடுத்தபடியாக, அரையச்சுக்களின் நீனங்களை £,, உ எனக்: 

கொள்வோம். அப்படியாயின், (126-4)-லிருந்து 

h2 14% — (ar,? + S,) (or,* + 5) = 0 (126-6) 

என்று கிடைக்கிறது. இதைப் பயன்படுத்தி 2) - ஐ நீளமாகக் 

கொண்ட அச்சின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். (126.3)-லிருந்து, 
இச் சமன்பாடான து, 

(சப் 40 44 கோ 27 ம்ப ப த0)2 0 
ஆகும். இச் சமன்பரட்டை (ar,* + 5,)-0 பெருக்கக் கிடைப்ப. 
தாவது : 

(ary? + $1)? ¥2 4 2 (ary® + S,) bry? 
+- X¥ + (ar,? கழ (ory? + S,)8¥ = 0 

இங்கு, (126-6)-ஐப் பயன் படுத்தினால், இச் சமன்பாடு 
(ar,2 -+- S,)? M9 +2 (ar? ட்டி) 340 1 மோட 0 

அல்லது, {(ary? + 5) X + bry*F}2? = 0 
gyveog, (ar? + S,) X + hry2¥ = 0 

எனச் சுருங்குகிறது. இதுபோலவே 25-ஐ நீளமாகக் கொண்ட 

அச்சின் சமன்பாடு, . 

(arg? + 5,) y+ Arg?¥ = 0 
என்றாகிறது. இச் சமன்பாடுகளிலிருந்து (02)-ஐப் பொருத்த 

அச்சுகளின் சமன்பாடுகளை எளிதில் காணலாம். 

$ 127. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு i. 

சமன்பாடு 434 றை 5 0 குறிக்கும்: 

கூம்புவளைவை வரைக. 

Que a= 4, b= 1, h = —2. ஆகவே, 

h2 — ab — (— 2)? — (4; (1) = 0. 

எனவே, கூம்புவளைவு ஒரு பரவளைவு எனக் கிடைக்கிறது...
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இப்போது 

4x? — 4xy + y? = (2x — y)? 
=Qv-yt Ap [2A Qx—y)+ AP] 

ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன் பாட்டைக் கீழ்க்கண்டவாறு 

ழுதலாம் : i 

2% — yj A)E—2 A (2x—y)— At 8x -6y+5 = 0. 

அதாவது; கறை &92- “0 4 A —8)x-+(2 a—6)y 

+(—a?+5) =0.. (1) 

அடுத்தபடியாக, (1244)-9o பயன்படுத்தி, %-வைக்' 
காண்போம். 

(2) (—4A —83) + (—13 Qa —6) = 0. 

அதாவது, (8-3. +(-16+6)= 9 

அதாவது, %- 1 

இம் மதிப்பை (1)-ல் பிரதியிட்டுப் பரவளைவின் சமன் 
பாட்டைக் கீழ்க்கண்டவாறு மாற்றி எழுதலாம்: 

று 158 [ற பட 0 

அதாவது, (2x —y—1)? — 4(x + 2y—1) = 0. 

(று — 1)? ன ர. 3-1 
  அதாவது உட12 [2/22 +i - 4/2 ee 18, f22412 — 2 

. அதாவது, Ee) — 4 (ட 1 0 if 22-12 V5 V2?-+ 13) 
இதிலிருந்து கீழ்க்காணும் விளைவுகள் கிடைக்கின்றன : 

பரவளைவின் அச்சின் சமன்பாடு: 225.1 0 

உச்சியிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு : x+2y—l= 9 

செவ்வகலம் 3 4 

473 

பரவளைவின்' உச்சி ச-யைச் சமன்பாடுகள் 2 —-y—1=0 
ஐயும், 2 -- 2; 1௮0 ஐயும் விடுவித்து, 4 (5 ச 2) என்று 

அடைகிறோம்.
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அடுத்தபடிமாக, பரவளைவின் சமன்பாட்டில் ந....0 எனப் 

பிரதியிட்டு பரவகாவை %.௮ச்௬௪ வெட்டும் புள்ளிகளின் % கூறு: 

களைக் கீழ்க்கண்டவாறு காணலாம் : 

4x2 — 8, 4+5=0 

x= ses (4) (5) 

      
படம் 64, 

இங்கு, -ன் மதிப்புகள் கற்பனையாயுள்ளன.. ஆகவே, 2-அ௮ச்ச- 
பரவளைவை வெட்டவில்லை. அடுத்ததாக, ந-அச்சு, பரவளைவை: 

வெட்டும் புள்ளிகளின் ந கூறுகளை, 

அதாவது, (9-1) (/-59-0
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என்றடைந்து, புள்ளிகளை 

2 (0, 1), € (0, 5) 
-எனப் பெறலாம். 

பரவளைவை வரைவதற்கு முதலில் பரவளைவின் அச்சை 

வரைந்துகொள்ள வேண்டும். A, B,C ஆகிய புள்ளிகளைக் 

குறிக்கவேண்டும் (படம் 64). இப்பொழுது ஓரளவிற்கு 
பரவா வை வரைய மூடியும், பரவளைவின் வேறு சில முக்கியப் 

புள்ளிகள் வேண்டும் என்றால், 44 -- ௪ டட என்றுள் ளவாறு 

குவியம் 5-ஐ எடுத்துக் கொண்டு, 54 - SL’ = = என்றுள்ள 
் 4 

வாறு, செவ்வகத்தின் முனைகளாகிய 7-ஜயும், 2/-ஐயும் குறிக்க 

“வேண்டும். 

கணக்கு 2. 

சமன்பாடு 33 3 ந 2 -ற.ஃ.1௮0 குறிக்கும் 

கூம்புவை வரைக. 

1 

b=1 s= 5 

1 
e=—l1 t=, 

1 3 

னவே, கூம்புவளைவு ஒரு நீன்வளைவு எனக் கிடைக்கிறது. இந் 
தீள்வளைவின் மையப்புள்ளியை (%, 40) எனக் கொண்டால், 

ட சிர ச 0 
hxy + by, +f = 0 

என்பவற்றிலிருந்து” | 

(M+ அ! ty =9% 

1 1 
71 + Ya +4 =.9
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என்றும், இவைகளை 2;-க்கும் ந,-க்கும் விடுவிக்க, மையப் 

புள்ளியானது 

1 i ¢(-4.-3) 
என்றும் கிடைக்கின்ற து. இப்பொழுது ஆதியை இம்மையத்திற்கு 

மாற்றுவோம். இந்திலை மாற்றத்தை விளைவிக்கும் சமன்பாடுகள், 

1) ] 

\ ovo (ம 

1) ! 
= Y = y=¥+ (—§) | 

ஆகும். இங்கு புதிய குறிப்பீட்டச்சுகள் (047)-ஐப் பொருத்து, 

கூம்புவளைவின் சமன்பாடு, 

x2 + xy + y2 +S; = 0 
என்றிருக்கும். இதில், 

1 1 1 1 
S,=8ex+Syit+e த (--3) + (5) 

1௮234௮ 

w
l
 

ஆகும்: அடுத்தபடியாக, நீள்வளைவின் அரையச்சுகளின் நீளங் 
களைக் காண்போம் : இந் நீளங்களைச் சமன்பாடு (126:5), தரும் 

என்று, அதாவது சமன்பாடு 

(h? — abyr* — (a + 5) Syr? 5,220 

தரும் என்று முன்பே.கண்டோம். இங்கு இச் சமன்பாடு, 

(டல (நடு! 1 
என்றிருக்கிறது. இதை மாற்றி எழுதக் கிடைப்பதாவது : 

"  —. 27r4 + 96ry? — 64 = 0. 

அதாவது, 2774. 9673 + 64=0. 

அதாவது, (372--8) (9882-8) -0. 

8 
அதாவது, 73 - ் அல்லது 9 ச
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எனவே, நீள்வளைவின் அரைப் பேரச்சின் நீளம் 7) என்றும், 
அரைச் சிற்றச்சின் நீளம் 7, என்றும் இருந்தால் 

ஆகும். இதிலிருந்து ; 

, 3 37 3 9° 3 
என்று கிடைக்கின்றது. 

அடுத்தபடியாக, அச்சுக்களின் சமன் பாடுகளைக் காண்போம்: 

பேரச்சின் சமன்பாடு, 

(ar;2 + S,;) X+hry2Y=0 

என் நிருக்கும் என்று : 126-ல் ரச இங்கு இச்சமன் பாடு, 

(3) Y= (F=f) 610) 
என்றாகிறது. ஆகவே, பேரச்சின், குறிப்பீட்டச்சு (047)-ஐப் 
பொருத்த சமன்பாடு, 

f 1 4 a)t(r+3)=9 

3% 392 
அதாவது 

என்று கிடைக்கிறது. சிற்றச்சு, பேரச்சுக்கு செங்குத்தானதால், 
சிற்றச்சின் (0%])-ஐப் பொருத்த சமன்பாட்டை 

3x — 3y =k 

என்று எழுதலாம். ஆனால் சிற்றச்சு — ; ட ர 2) வழியாகச் 

செல்கிறது. 

ஆகவே, 

(=H) 
அல்லது 0. 

ஆகவே, சிற்றச்சின் சமன் பாடு
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அல்லது 3-4 1 ௮0 

எனக் கிடைக்கிறது. அடுத்தபடியாக, நீள்வளைவை ,%-அச்௭ 

வெட்டும் பள்ளிகளின் கூறுகளைக் கீழ்க்காணும் வகையில் 

அடைகிரம். 
38 4. 0-1 2 

டவ 1-4 ் 
அதாவது x= = 

அல்லது 

1 PS டக 1 V5 
=e a+ “> அல்லது -- 5 அ க 

ஆகவே, வெட்டும் புள்ளிகள் 

1 v5 14 0 
2(-5-32.,0), 21 22” 

என்றாகின் றன. “ இதேபோல், ]-அச்சு வெட்டும் புள்ளிகளை 

நூ 3 நுகர அடு 

வ
ன
்

 

என்பதிலிருந்து? 

ழூ சி 
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E (0, — at), ௪ (௦, - ச ஆ) 

என்று அடைகிறோம். 

நீள்வளைவை வரைவதற்கு, முதலில் பேரச்சையும், சிற்றச்சை 

யும் வரைந்து, பின் அவைகளின்மேல் அச்சுக்களின் முனைகளான 

A, A’, BB ஆகியவற்றை அவற்றின்மேல் குறிக்கவேண்டும் 

(படம் 65). இதற்கு 

௦4-௦4 75, மூடு. 75 
3 9 

என்பவற்றைப் பயன்படுத்தவேண்டும். பின் 2,202 

ஆகியவற்றையும் குறிக்கவேண்டும். இந்த எட்டுப் புள்ளிகளும் 
நீன்வளைவை வரையப் பயன்படுகின்றன. 

கணக்கு 3, 

FucirurG x2 — 6xy + y2 — 8-4 8-0 - 0 குறிக்கும் 
கூம்புவளைவை வரைக. 

இங்கு 
a=1 f=—4 

b=1 வக 

e = — 20 h= —3. 

ஆகவே, 

92-89-1850. 

எனவே, கூம்புவளைவு அதிபரவளைவு எனக் கிடைக்கிறது. இவ் 
வதிபரவளைவின் மையப்புள்ளியை, (2), 90 எனக் கொண்டால் 

ax, ட 20, 

hx, + by, + f =0 

அன்பவற்றிலிருந்து 

ஆழ) ௮4 ௮0 

— 3x, + Yi —4=0
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என்றும், இவைகளை க்கும், ந,-க்கும் விடுவிக்க, மையப் 

புள்ளியானது 

C(—2, -- 2) 

என்றும் கிடைக்கின்றது. இப்பொழுது, ஆதியை மையத்திற்கு 

மாற்றுவோம். இந் நிலை மாற்றத்தை விளைவிக்கும் சமன்பாடுகள், 

x= ¥—2 

் (1) 

ஆகும். இங்கு, புதிய குறிப்பீட்டச்சுகள் (042).ஐப் பொருத்து, 

கூம்பு வளைவின் சமன்பாடு, 

32. 6X¥ + Y2 +8, =0 

என்றிருக்கும். இதில் 

சட்டி சகு 43.23 - ௮4 

ஆருபி. அடுத்தபடியாக, அதிபரவளைவின் அரையச்சுகளின் 

நீளங்களைக் காண்போம். இந் நீளங்களைச் சமன்பாடு (1265) 

தரும் என்று, அதாவது சமன்பாடு 

(h2 — ab) r* (மட்டு க) rz — $2 = 0 

தரும் என்று முன்பே கண்டோம். இங்கு இச் சமன்பாடு, 

உ மடி ௮ ௮2௮0 
என்றிருக்கிறது. இதிலிருந்து கிடைப்பதாவது 

re + 72—-2=0 

அதாவது 
(r2 — 1) (78 + 2) =0 

அல்லது 

r? — 1 r? = — 2, 

எனவே. அதிபரவளைவின் அரைக் குறுக்கச்சின் நீளத்தை 71 

எனவும், அரைத் துணையச்சின் நீளத்தை 7* எனவும் கொண்டால், 

r,? = 1, To? = 2 

ஆகும். அதாவது 

n=l, ூ௮4/2 
ஆகும். 

அடுத்தபடியாக, குறுக்கச்சின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். 

இவ்வச்சின் சமன்பாடு, 

(ary? + Sy) X + ary? Y=O
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ஆகும். அதாவது, 
(4) ¥4(-3)0 Y=0 

அல்லது x+Y=0 

ஆகும். ஆகவே, குறுக்கச்சின், குறிப்பீட்டச்சு (02) ஐப் 
பொருத்த சமன்பாடாவது, 

6-2-(9-23-0 

அல்லது x+ty+4=0 
ஆகும். . 

அடுத்தபடியாக, அதிபரவளைவை  ஐ.அச்சு வெட்டும் 
புள்ளிகளை, | 

xa — 8x ~20—0 

என்பதிலிருந்து x = 10 அல்லது --2 எனப் பெற்று, 

Di0, 0), D (—2, 0) 

என்று அடைகிறோம். இதேபோல் )- ஆச்சு வெட்டும் புள்ளிகளை, 

3     
  

படல் க்.
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என்பதிலிருந்து 7 - 0 அல்லது --2 எனப் பெற்று, 

ஏன்று அடைகிறோம். 

அதிபரவளைவை வரைவதற்கு, முதலில் குறுக்கச்சை 

வ்ரைந்து, பின் அதன்மேல் (-ஜஐயும், அச்சின் மூனைகளான 

A, A ஆகியவற்றையும் குறிக்க வேண்டும் (படம் 66). 

இதற்கு, 
CA =: CA’ = 1 

என்பதைப் பயன்படுத்தவேண்டும். பின் புள்ளிகள் A, A’, 

2, 8, வழியாகச் செல்லும் அதிபரவகாவை வரைய 

வேண்டும். : 

₹ 128. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. கீழ்க்காணும் சமன் பாடுகள் குறிக்கும் கூம்பு வளைவுகளை 

வரைக. 
(i) x2 4 4xy + Ay? + 5y--6 = 9 

(ii) x2 + 2xy + 3)%—2x—1=0 

(iti) x® — 2xy + y? + 24x — 8y + 80=0 : 

Civ) 9x2 + 24xy + 16y2 + 10x —70y + 15 = 0. 

2. கீழ்க்காணும் சமன்.பாடுகள் குறிக்கும் கூம்பு வளைவுகளை 

வரைக. 

(i) 7x2 — 2xy +- Ty? — 10x — 26y ~ 17 = 0 

(ii) 9x2 — 4xy + 6y? + 14x + By —39 = 0 

(iii) 9x2 — 6xy + 17y? -- 24x — 56y — 640 = 0 

Civ) 8x8 — 4xy + 5y2? — 16x —~ 14y + 17 = 0. 

3. கீழ்க்காணும் சமன்பாடுகள் குறிக்கும் கூம்பு வளைவுகளை 

வரைக, 

மடு 253-332. 102-102 2: 0 

(ii) x9 + 4xy + y? 2.60 

(iii) 11x? + 96xy 39]3 + 52x — 114y — 1984 = 90 

(iv) x2 4 4xy + y2? — 10x —~ 8y = Ll =0.
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10: கோண தூரக் கூறுகள் 

(Polar Co-ordinates) 

் 129. கோணதாரக் கூறுகள் 

இதுவரை கார்ட்டீசியன் கூறுகளைக் கொண்டு ஒரு 

புள்ளியின் இருப்பிடத்தைக் குறிப்பிட்டோம். மற்றொரு முறையில் 

9G புள்ளியின் இடத்தைக் குறிப்பதுபற்றி இப்பொழுது 
பார்ப்போம்ஃ ல 

புள்ளி அமைந்துள்ள தளத்தில் 0 என்ற நிலைத்த புள்ளியை 
எடுத்துக் கொள்வோம். பின் 0-விலிருந்து 0.4 என்ற கோட்டை 
வரைவோம். மேலும், தளத்தில் 72 என்ற புள்ளியை எடுத்துக் 

கொள்வோம் (படம் 679. 0.4-யுடன், 02 ஆனது படத்தில் 

AP 

ஸி
 

படம் 67. 

உள்ளவாறு ரி என்ற இடஞ்சுழியாகக் கோணத்தை உண்டாக்கி ' 
னால், 7-யின் இருப்பிடத்தை 07, ரி ஆகியவற்றால் நிர்ணயிக் 

கலாம். அதாவது 02-யை ர எனக் குறித்தால், 7-உம், ॥-வும், 

£ஃயின் இடத்தை நிர்ணயிக்கின்றன. இதனால், 2-யை (, 9) 

என்பதால் குறிப்பிடலாம். 

20
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இங்கு, 9 ஆனது, முனைவு (2௦16) என்றும், 

04 ஆனது, தொடக்கக் கோடு (initial line) என்றும், 

* ஆனது, ஆரைத்திசையி (radius vector) என்றும், 

ரி ஆனது, ஆரைக்கோணம் (160101181 81216) என்றும், 

r, 0 என்பன புள்ளி 7-யின் கோணதாரக்கூறுகள் (00187: 00- 
ordinates) என்றும் அழைக்கப்படுகின்றன. 1 ஆனது, 

எப்பொழுதும் ஒரு மிகை எண்ணாகும். ் 

இப்பொழுது முஃமவை ஆதியாகவும், தொடக்கக் கோட்டை 
அச்சாகவும் கொண்டால், ஒரு புள்ளி 72-யின் கோணதூரக் 

- கூறுகளாகிய --க்கும், ரீ-க்கும், கார்ட்டிசியன் கூறுகளாகிய 

22-க்கும், 3-க்கும் இடையில் உள்ள தொடர்புகளைக் காண்போம் 

(படம் 59). யிலிருந்து 04-க்கு 2) என்ற செங்குத்துக் 

AP? 

Yo 
   

8 
8 
ர 
tag . ல் ப. 
8 
t 
ர் 

8 

௦ x ௩ A 

’ படம் 6. 

கோட்டை வரைவோம். அப்படியாயின், 

2 00 1008, 

= PL=r sin @. 

இத் தொடர்புகளைப் பயன்படுத்தி ஒரு நேர்கோட்டின் 
கோணதூரச் சமன்பாட்டை (0௦187 60081100) அதன் பொதுவான 

வடிவில் காண் போம். கார்ட்டீசியன் சமன்பாட்டின் பொதுவான 
வடிவம், 

ax + by +k = 

என்று தெரியும். ஆகவே, இதில் க்குப் பதிலாக 7 008 ர்-வையும் 
1ுக்குப் பதிலாக 7 810 ரி-வையும் பிரதியிடக் கிடைப்பதாவது £₹ 

arcos@+brsing+k=-—0.
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அ-து _. 2 மல்க 4 . 

இதில் (-- 9)-யை 2 எனக் குறித்தால் இச் சமன்பாடு, : 

. =acos § + bsin @ (129.1) 

என்றாகிறது. இதிலிருந்து, 

. =acos @ 4- bsin @ 

கா 

= a’ cos 0. -- ம 84: ற 

குறிக்கும் கோடுகள், செங்குத்தானவையாய் இருப்பதற்குரிய 

நிபந்தனையும், கோடுகள், 82 1- 3-4 0-உம் சூ சிற 
+k = 0.உம், செங்குத்தாய் இருப்பதற்குரிய நிபந்தனையும் 

ஒன்றுதான் எனத் தெரிகிறது. இந்த நிபந்தனையாவது, 

aa’ -- bb' = 0 | 
என்று (20-4)-லிருந்து எளிதில் காணலாம். 

எனவே, 

° =acos @+ bsing 

குறிக்கும் கோட்டிழ்குச் செங்குத்தான கோட்டின் சமன்பாடு, 

<. ழ் cos @—a sin ர i: . ove (129°2) 

என்ற வடிவில் இருக்கும் என்பதை 

(a) (6) + (2) C— 2) = 90 

என் பதிலிருந்து காணலாம்- 

8 130. ஒரு. நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 

"ஒரு நேர்கோட்டின் சமன்பாடு பொதுவாக 

௫ acos@+bsin@. 

என்ற வடிவில் இருக்கும் என்று கண்டோம். முனைவிலிருந்து ஒரு 

நேர்கோட்டிற்கு வரையப்பட்ட செங்கோட்டின் அடி 77(, 0
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என்றால், அந்நேர்கோட்டின் சமன்பாட்டை இப்பொழுது காண் 

போம் (படம் 69) இதற்காக,    

  

படம் 69. 

20% 803) என்ற ஏதாவதொரு புள்ளியைக் கோட்டின்மீது 

எடுத்துக் கொள்வோம். அப்படியாயின், முக்கோணம் OF”, 

ஒரு செங்கோண முக்கோணம். இதில் கோணம் FOP = 6)— - 

ஆகவே, 

OF றி 
008 (80 --௮) - ஐஐ ட் 

அதாவது, ட = COS (fy — of). 

எனவே, கோட்டின் சமன்பாடு 

ழி “p= 008 (8 — at) we (130-1) 
என்றாகிறது. 

131. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

0 என்ற ஓர் நிலைத்த புள்ளி வழியாகச் சென்றுகொண்டே. 

-வைப் பொறுத்துச் சுழலும் ஒரு நேர்கோடு, 1,, 1, என்ற 

நிலைத்த கோடுகளை 7, 2 என்ற புள்ளிகளில் Gan Qing. 

இச் சுழலும் கோட்டின்மீது 2 என்ற புள்ளியை 

k 1 1 
Op = OP, ~* oP,
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என்றிருக்குமாறு எடுத்துக்கொண்டால், ஈயின் இயங்குவரை 

ஒரு CpiGar® எனக் காட்டுக (படம் 70). 

  

  

. 0-வை முனைவாகவும். 0,4 என்ற ஏதாவதொரு கோட்டைத் 
தொடக்கக் கோடாகவும் , கொள்வோம். இப்பொழுது |, 12 
ஆகியவற்றின் சமன் பாடுகள் 

21 = 008 (9-- 41), a = cos (@ — ag) 

என்ற வடிவில் இருக்கும். இங்கு 2), doy Por Lg என்பன மாறிலி 
கள்: தற்போதுற;, ற, 9, ஆகியவற்றை 

(டி 909. 90, 0 09) 

எனக் கொண்டால், 2., /; மேல் உள்ளதால், 

PI == 608 (0g வ) ட்டு 
1 

என்றும், 72, /2” மேல் உள்ளதால், 

he = COS (89 — ole) we (2) 
2 

என்றும், கொடுக்கப்பட்ட. நிபந்தனையிலிருத்து 

Bok yD | ow (3)
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என்றும் கிடைக்கின்றன. 7), ர) ஆகியவை மாறிகள்; ஆகையால் 
அவைகளை (3) லிருந்து நீக்கவேண்டும். ஆனால், (1) லிருந்தும், 

(2)-லிருந்தும் கிடைப்பதாவது 
1 __ CoS (8) — ay) 1 COS (89 — oa) 

ty I ‘ry P2 

இவைகளைப் பயன்படுத்தி, (3)- ஐக் கீழ்க்கண்டவாறு மாற்றி 
எழுதலாம். 

k _ C08 (By = oli), C08 (By — ole) | ன 
— 1 

0 டகர இத 

k சீ 008 alg COS 2) 
ர்வ த = —== | cos அதாவது, ர ம ற. ய Po fo 

ச் 

af SB sa, SIM Ae) பூ 
1 ப Py டா Po ) Bor 

  

ee இபற்குவ்ரையின் அன்றாட 

ஸு COS fy 4 Siig é 
(= “த *\ cos 6 

+ ( Stet 2 2 ஆ * in ota | sin 9. 
Py Pe 

  

என்றாகிறது. இச் சமன்பாடு ஒரு நேர்கோட்டைக் குறிக்கிறது 

என்பதை (129:1)-லிருந்து அறியலாம். 

கணக்கு 2. 

முனைவிலிருந்து நேர்கோடு 

= acos § +b sin @ 

வுக்கு வரையப்பட்ட செங்குத்துக்கோட்டின் அடியைக் காண்க. 

இங்கு ஈ-ஐ ஒரு மிகை எண் எனக் கொள்வோம். சமன் 

பாட்டை4/ (82-- 68) வகுத்தால், 

ண ட  \)i_ 4 
va =) ர Jai a pe 0054 

b ; 
Va pin
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என்று கிடைக்கிறது; இப்பொழுது 

ர b 4 
ரன்ன” 0084, Jaa =sing ~ (1) 

என்று கொண்டால், சமன்பாடு 

f 8 ட] 
; 1“. cos @ cos of + sin ¢ sin 
\va2 + bas tr + 4 

: ட் பட்ட 1 ட 

அல்லது (ஜு உ 0-௮ 
என்றாகிறது. இதை :130:1) உடன் ஒப்பிடச் செங்கோட்டின் 

அடி. 

  (கு 4) 
என்று கிடைக்கிறது. இப்பொழுது (வை (ப-லிருந்து காண 

மாம். 

$ 132. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. A, ப 9) A, (Tq; G5) என்ற புள்ளிகளுக்கிடையி 

லுள்ள தூரத்தைக் காண்க், 

(உதவிக் குறிப்பு : 0.4; 4; என்ற முக்கோணத்தில் 4; 423 

= OA,? -01_7--204, 04” 008 404.) 

2. . 0 என்பது முனைவு. 40, 4 என்பன, (7, 90 (7௨ 8g) 

என்றால், முக்கோணம் 0.4, 4, -ன் பரப்பைக் காண்க. 

3. (டி 0. 02, (7. 0, என்ற புள்ளிகளை உச்சிக 
ளாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் பரப்பு 

ர் ் . 
2 yr Sin (8, — Og) + rar, Sin (82 — 45) 

4 771 810 (9, 80 | 

எனக் காட்டுக. 

P மி ர 4, 32008(9--40) 7 -008(8-- ஐ 
என்ற கோடுகளுக்கிடையிலுள்ள கோணத்தைக் காண்க.
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5. 0 என்பது ஒரு நிலைத்த புள்ளி, 070 என்ற முக்கோணம் 

தனது முக்கோணங்கள் மாறா வண்ணம் மாறுகிறது. 7௩யின் 

இயங்குவரை ஒரு நேர்கோடென்றால், 0-யின் இயங்குவரையும் 

ஒரு நேர்கோடாகும் எனக் காட்டுக. 

விடைகள் 

le ry? © Pg? — 2ryry COS (81 — 02) 

2. Tite sin (6, — @.) 
ச் 

4. ] கொல] 

© 133. ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாடு 

ஒரு வட்டத்தின் மையத்தை முனைவாகக் கொண்டால், 

வட்டத்தின் மேல் உள்ள எப் புள்ளியின் ஆரைத்திசையியும் 

வட்டத்தின் ஆரத்திற்குச் சமமாகும். ஆகவே, வட்டத்தின் 

மையத்தை மூனைவாகக் கொண்டால், வட்டத்தின் சமன்பாடு, 
ர் 8 

என்ற எளிய வடிவில் இருக்கிறது. இங்கு 8 என்பது வட்டத்தின் 

ஆரமாகும். 

அடுத்தபடியாக, ஈ-யை ஆரமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் 

சமன்பாட்டை அதன் மேலுள்ள 0 என்ற புள்ளியை முனை 

  

படம் 71. 

வாகவும், 0 வழியாகச் செல்லும் விட்டத்தைத் தொடக்கக் 

கோடாகவும் கொண்டு காண்போம் (படம் 71), 0 வழிச்
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செல்லும் விட்டம் 0.8 ஆகட்டும். 2 (7), ர என்ற ஏதாவதொரு. 
புள்ளியை வட்டத்தின் மேல் எடுத்துக் கொண்டால், 

cos BOP = Da i 

் அ-து, cos $y = 5 

அல்லது, ro = 28008 By. 

இதிலிருந்து வட்டத்தின் சமன்பாடு ் 

r == 2a cos @ (133-1) 

என்றாகிறது. வட்டத்தின் விட்டத்தின். அளவை d எனக். 
கொண்டால், இச் சமன்பாட்டை 

7 8005 0 
என்றும் எழுதலாம். 

கடைசியாக, ௨ (6, ௭ு-வை மையமாகவும் சயை 
ஆரமாகவும் கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாட்டை, வட்டத்தின் 
மேல், 7 (7, ரி) என்ற புள்ளியை எடுத்துக்கொண்டு, 

CP2 = OC2 +- OP? — 20C+ OP + cos POC 
என்பதிலிருந்து, > - 

r2 — 2re cos (6 — ol) + (C2? — a4) = 0 (133-22 

என்று அடையலாம். 

$ 134. வட்டத்தின் ஒரு காணின் சமன்பாடு 

இங்கு 
7 - 27008 0 

குறிக்கும் வட்டத்தின் மேலுள்ள (11, 41), (rg. Og) என்ற. 
புள்ளிகளை இணைக்கும் நாணின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். 
(130:1)-லிருந்து நாணின் சமன்பாடு, 

P 

p77 608 (8 — ol) 

என்ற வடிவில் இருக்கும் என அறிகிறோம். இப்பொழுது நாம் 
த-யின் மதிப்பையும், -வின் மதிப்பையும் காணவேண்டும். . 

இப்பொழுது (7, ர. உம், பு, ர,-உம் வட்டத்தின் 
மேலும் நாணின் மேலும் உள்ளன. ஆகவே
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ry = 008 9, 
lg = 2a cos 6, 

P= cos(, - od) ry 

P = cos (04 — al) 
72 

என்று கிடைக்கின்றது; இவைகளிலிருந்து, - ₹)-ஐயும், 79-ஐயும் 
நீக்க, 

Pp. க 
0) 000, (134:1) 

% ழி . பு _ 
ன் 

270080 ~°° (82 — a) (134-2) 

என்றும், மேலும் ற-ஐ நீக்க 

22008 07 008 (97 -- 9) - 27003) 008 (0, -- 1) என்றும் 
. கிடைக்கின்றன. 

எனவே, 20080; 008(91-4 1) - 2008 ரி cos (2-9. 

அ-து 005(297--2ு9-- 0084-0605 (299-4 49 -1 008 ௮. 

அ-து, 008 (2 8; — A) = cos (2 8g — ol). 

அ-து 26,—-f2= + (28, — =). 

அதாவது 9; - 9, அல்லது 2 (9; -- Og) = 2A. Bp@v 0,409 

ஆகவே a = 0; + Og. 

இம் மதிப்பை (134-])-ல் பிரதியிட்டு .-வை நீக்கினால், 

2 ட எரி — 6 aN 
2a cos 0, ~ cos (8; 9) -- 92) 

அல்லது மி- 27008 9; Cos @, 

என்று கிடைக்கிறது. ஆகவே, நாணின் சமன்பாடாகிய 

7 = cos (8— a) 

28005 0; 008 0, 
என்பது, ர = cos {@ — CP + 921 (134:3) 

ன்றாகிறது.
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இச் சமன்பாட்டில் 0, -க்கும், 0,-க்கும் 4-வைப் பிரதியிட்டால், 

2 2 “அட்ட 0067 = cos {9 —(L + d)} 

அல்லது 
2a 0084 

= cos (9 ~2) (134-4) 

என்ற சமன்பாடு கிடைக்கின்றது. இச் சமன்பாடானது, வட்டம் 

7 -- 270089-வின், (-வை ஆரைக் கோணமாகக் கொண்ட புள்ளி 

யிடத்துத் தொடுகோட்டைக் குறிக்கின்றது. 

₹ 135. தொடக்கக் கோட்டின் சுழற்சி 

O என்பது முனைவு. 04 என்பது தொடுகோடு. 6 என்ற ஒரு * 
வளைவின் சமன்பாடு, 0-வையும் 0.4-யையும் பொறுத்து, 

7-7 (0) 

என்றிருப்பதாகக் கொள்வோம். 

0.4-யை, கோணம் ol அளவிற்குப் படத்தில் உள்ளவாறு, 
0-வைப் பொறுத்துச் சுழற்றிக் கிடைக்கும் கோட்டை 0.4' எனக் 
குறிப்போம் (படம் 72), இப்பொழுது 0-வை முனைவாகவும், 

pP 

F A    

> A 

படம் 72, 

0.4:-ஐத தொடக்கக் கோடாகவும் கொண்டால், பயி.ன் 
சமன்பாடு என்னவாகும் எனப் பார்ப்போம்; 

இதற்காக, 7 என்ற புள்ளியை எடுத்துக் கொள்வோம். 
2-ஆனது = 

[0-வையும், 0.4-வையும் பொறுத்து (7, 4) என்றும்], 

0-வையும், 0.4:-ஐயும் பொறுத்து (7.0) என்றும் 
இருக்கிறது எனவும் கொள்வோம். அப்படியாயின், 

A'OP =: AOP+-.AOA’
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அ-து, 8 = a + ol. 

ஆகவே, யின் சமன்பாடு, 04'-ஐப் பொறுத்து, 

£ -ர7(9 4-௮) 

என்றிருக்கும் எனத் தெரிகிறது. அதாவது 0-வையும். 0 வழிச் 
செல்லும் ஒரு நேர்கோட்டையும் பொறுத்து, ஒரு வளைவின் 
சமன்பாடு, ் 

£ -7(9) 

என்றால், 0.வையும், அக்கோட்டை 4 கோணதூரம் சுழற்றிப் 

பெறப்படும் கோட்டையும் பொறுத்து, அவ்வளைவின் சமன்பாடு, 

1 ஈரீ(9 (135.1) 
என்றிருக்கும். ் 

உதாரணமாக, 0 வழியாகச் செல்லும் ஒரு வட்டத்தின் ஒரு 
பொதுச் சமன்பாட்டைக் காண்போம். 

  

  

படம் 73, 

0 வழியாகச் செல்லும் விட்டம் 0 எனவும், 8 "ஆனது 
(22, 49 எனவும் கொள்வோம் (படம் 739. 0-வை முனைவாகவும் 
02-யை தொடர்கோடாகவும் கொண்டால் வட்டத்தின் 
சமன்பாடு, 

r= 20008.0 

ஆகும். ஆனால் 08-யை (-- 4) கோணதூரம் சுழற்றினால் 04 
கிடைக்கிறது. ஆகவே, 0.4-யைத் தொடக்கக் கோடாகக் 
கொண்டால் வட்டத்தின் சமன்பாடு, 

r = 2acos(f@ — 0) (135-2, 

ஆகும்.
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$ 136. மாதிரிக் கணக்குகள் 

கணக்கு 1. 

0 என்பது, * - 2ர. 008 குறிக்கும் வட்டத்தின்மேல் நகரும் 
ஒரு புள்ளி. 7-என்பது முனைவிலிருந்து 0-விடத்துத் தொடு 

கோட்டுக்கு வரையப்பட்ட செங்குத்துக் கோட்டின் அடி. 7-யின் 

இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க (படம் 74). 

  

  

படம் 74. 

2-யை (டி, 90) எனவும், 9-வை (1, ரிபூ எனவும் கொள் 

வோம். அப்படியாயின், ரப. 6, மாறிகள். இப்பொழுது 
.விடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

2a 005” 97 
7 = COs (f — 24;) 

என்று, (134:4)-லிருந்து அறிகிறோம். 2, ரி. என்பது, 
0-விலிருந்து இத்தொடுகோட்டுக்கு வரையப்பட்ட. செங்குத்துக் 
கோடாகையால் (130:1)-லிருந்து இத் தொடுகோட்டின் 

சமன் பாட்டை 

r 
7 == COS (6 may fo) ) 

என்று எழுதலாம், இச் சமன்பாடுகளை ஒப்பிட, 

Ko = 2a C08? 04, 00 3 4 

என்றும், இவைகளிலிருந்து மாறியான 0,.ஐ நீக்க, 

ry = 2acos? “9 =a (1 + 008]6
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என்றும் கிடைக்கின்றன. இதிலிருந்து, 2-யின் இயங்குவரையின் 

சமன் பாடு 

r= a (i + cos@) 
என்றாகிறது. 

கணக்கு .&. 

ர 8000-8810 என்ற சமன்பாடு ஒரு வட்டத்தைக் 

குறிக்கின்றது எனக் காட்டுக. 

இச் சமன்பாட்டை 

ட ப. fg Lp! ணன! b ei res «fa - b Gr pa cos @ + a cp sinl ) 

என்று எழுதலாம். 

  

  க ரு sin J 
yar a bs ண் கடத் 14 

என்று கொண்டால், சமன் பாரு 

ர 2 1 02 (0050 0051 4. எழி ஜய. 

அல்லது = 4745-4 83 09 (0-2) 

என்றாகிறது. இச் சமன்பாட்டை (135:2)-உடன் ஒப்பிட, இச் 

சமன்பாடு ஒரு வட்டத்நைக் குறிக்கிறது எனத் தெரிகிறது. 

கணக்கு 3. . 

சமன்பாடு, < == acosg + b sing we (1). 

குறிக்கும் கோடு, சமன்பாடு £ 26 0080 குறிக்கும் வட்டத்தைத். 

தொட்டால், ் 

எனக் காட்டுக. 

தொடுபுள்ளியின் ஆரைக் கோணத்தை 4 என்று 

கொண்டால், கோட்டின் சமன்பாட்டை 

200081 

r 
    = cos (Q = 2.i)
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என்றும் எழுதலாம். இதை மாற்றி எழுதக் கிடைப்பதாவது : 

  

2 2 டு 2 cost ol 0080 * cos 2 -+ sing sin 2./- 
Fr 

" e@€  f2cos? gr 1 ~ . 2s8ins cosy. அ-து r= ( ணட] 0980 + AR sim. 
2 -—~ ayy : அது, து oe: 0080 [ற sing. ரர 2. Ly 

இதை (1)-உடன் ஒப்பிட, 
a 4 =a, tang=b 

அல்லது 2— sect y = 2a, tancl = ம என்று கிடைக்கிறது. 

இவைகளிலிருந்து 4-வை நீக்க 

அல்லது, 1 52... 2ர 

என்று கிடைக்கிற து: 

8 137. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. சமன்பாடுகள் 7-8) 008. (ரி -- பு) 7 2. 005 
(9-- 12) குறிக்கும் வட்டங்களின் முனைவு வழிபாகச் செல்லும் 
விட்டங்களுக் கிடையில் உள்ள கோணம் 

| வீர —_ ade | 

எனக் காட்டுக. இதிலிருந்து, 1 -- 81008 (9-௨), 1 dy sin 

(98-- ௮9 குறிக்கும் வட்டங்கள் குத்துவட்டங்கள் எனக் காட்டுக, 

2. கோடுகள் 9 - 0 ஜயும் 4 -- 5 ஐயும் தொடும் வட்டம் 

ஒன்றின் ஆரம் ச என்றால் வட்டத்தின் சமன்பாடு 

ர Jar (08 # + sin J) + a2? = 0 

எனக் காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு : வட்டத்தின் எமயம் 2 என்றால், ஆனது. 

(v 24, 1) ஆகும். 2 டர) வட்டத்தின் மேலுள்ள ஏதாவ 

_ தொரு புள்ளி என்றால், -
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CP2 =: OC + OP2 —20C. 070௦5 COP 

ரு 
அல்லது, 82 == 2a 4+ 742 — 2¢4/2 G2) ry Cos (௩ - 4) ல 

3. 0, ஒரு நிலைத்த புள்ளி, 020 என்ற முக்கோணம், தன் 

“கோணங்கள் மாறாதவண்ணம் மாறும் முக்கோணம். 2ஃயின் 

இயங்குவரை ஒரு வட்டம் என்றால், ட0-வின் இயங்குவரையும் ஒரு 

வட்டம் எனக் காட்டுக. 

6 138. ஒரு கூம்புவளைவின் சமன்பாடு 

ஒரு கூம்பு வளைவின் குவியத்தை முூனைவாகவும் குவியத்தி 

அிருந்து, இக்குவியம் சார்ந்த இயக்குவரைக்கு வரையப்படும் 
.செங்கோட்டைத் தொடக்கக் கோடாகவும் கொண்டால், கூம்பு 

  

  
படம் 75. 

வளைவின் சமன்பாடு மிகவும் எளிதாக இருக்கும் ச.ஐத் தொலைத் 

தகவாகவும், 24: - /-ஐச் செவ்வகலமாகவும், 5.ஐக் குவிய 
மாகவும் கொண்ட ஓரு கூம்புவளைவின் சமன்பாட்டை 

இப்பொழுது. காண்போம் (படம் 75). இதற்காக, லிருந்து 

522 என்ற செங்கோட்டை, 5 சார்ந்த இயுக்குவரைக்கு வரைந்து, 
ஹு முனைவாகவும், SZ-95 தொடக்கக் கோடாகவும் 

-கொள்வோம். .
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2 (ட 00) என்ற ஏதாவதொரு புள்ளியை கூம்புவளைவின் மீது 

எடுத்துக்கொண்டு, 74-ஐ தொடக்கக் கோட்டுக்குச் செங்குத்: 

தாகவும், 278-ஐயும், ம&ஜயும் இயக்குவரைக்குச் செங்குத்தாக. 

வும் வரைவோம். இப்பொழுது 2-யும், 7-உம் கூம்புவளைவின்' 

மேலுள்ள புள்ளிகளாகையால், 

SP, SE _ 
pM = * tx 6 

mByaGa, ro = SP = ePM 

A 

SL 
e C SP cos NSP ) 

= SL — e SP cos NSP 

c= 1 — சரீர 005 Bo 

எனவே, = Vg + €fg CO8 Ay 

அல்லது, ப் = 1 +€ CoS நிற. 
௦ 

இதிலிருந்து, கூம்புவளைவின் சமன்பாடு 

14௪௦50 

் என்று கிடைக்கிறது. 

$ 139, அதிபரவளைவின் மறுகிளையின் (8௧௦௦) சமன்பாடு 

ஓர் அதிபரவளைவுக்கு இரண்டு கிசாகள் உண்டு. அவைகளில் 

ஒன்று, ஒரு குவியத்திற்கு அன்மையிலும் அடுத்தது, அக் குவியத் 
திலிருந்து தொலைவிலும் இருக்கின்றது. ' இக்குவியத்தை முனை 
வாகவும்: இக்குவியம் சார்ந்த இயக்குவரைக்கு :வரையப்பட்ட 
செங்குத்துக் கோட்டைத் தொடக்கக் கோடாகவும் கொண்டால், 
அண்மைக் கிளையின் சமன்பாடு, 

i 1 4 ௪௦08 9 

ஆகும் என்று $ 138-ல் கண்டோம். 

இப்பொழுது இதே முனையையும், தொடக்கக் கோட்டையும். 

எடுத்துக் கொண்டு, தொலைவுக்கிளையின் சமன் பாட்டைக். 

21
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காண்போம் (படம் 76). Piro, 0) THD ஏதாவது ஒரு 

பூள்ளியைத் தொலைவுக்கிளையின்மீது எடுத்துக்கொண்டு, 124-ஐ 

ர் 

PH FOS REM eH ee Bm 

: 

் 
. x 

L “eee ’ : 

இ 2 

  

  

  L & 
௦ க்ஷ 0 

x” பே 
ஷி 

Oo. 
க 

Ls 
$ சீ   

படம் 76. 

“இயக்குவரைக்குச் செங்குத்தாகவும், 2-ஐத் தொடக்கக் 

-கோட்டுக்குச் செங்குத் தாகவும், ஐ இயக்குவரைக்குச் செங் 

. தாகவும் வரைவோம்; இப்பொழுது, 

SP _ ¢, Sh _ PM ~ ° Ly = © 
ஆகவே, ro = SP =e PM 

= e(SN — LX) 

SL 
= ( (SP cos NSP — =) 

= (7 005 ட 4 ;) 

- 670 005 6, — 1 

எனவே... 4: 706 00900 -- ro
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அல்லது, I 3 2028 041 
௦ 

ஆகவே, தொலைவுக் கிளையின் சமன்பாடு 

சல 1 
I 

$ 140. சமன்பாடு 2 = 1+ ecos@ 

இங்கு சமன்பாடு 4 =1-+ecos @ we (149.1) 

குறிக்கும் கூம்புவளைவின் அமைப்பு பற்றிப் படிப்போம். புள்ளி 
(0 01) என்பது கூம்புவளைவின் மீது ஒரு புள்ளியானால், 
(1, -* 90, என்பதும் கூம்புவளைவின்மீது ஒரு புள்ளியாகும் 
என்பதை COS (—8) = ௦0809 என்பதிலிருந்து எளிதில் 
காண்கிறோம் (படம் 77), ஆகவே, கூம்புவளைவு, தொடக்கக் 
கோட்டைப் பொருத்துச் சமச்சீர் உடையது என்று தெரிகிறது. 

  

படம் 77. 

2-1 ஆக இருக்கும்போது, அதாவது கூம்புவளைவு ஒரு 
யரவளைவாக இருக்கும்போது, சமன்பாடு (140:1) ஆனது, 

1 4 
r= 1 + cos§ = 2cos?2 2
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என்றாகிறது. ஆகவே, ஒரு கொடுக்கப்பட்ட.புள்ளியின் அரைக் 
கோணமாகிய ரீ-க்குப் பொருத்தமான ஆரைத்திசையின் 
மதிப்பை 

l 
  

0 
cos? = 

2 

என்று பெறுகிறோம். இதிலிருந்து ரன் மிகச்சிறிய மதிப்பை 5 l 

என்று அடைகிறோம். இம் மதிப்பைத் தரும் ர-வின் மதிப்பு 
பூச்சியம், £-ன் மிகப் பெரிய மதிப்பு முடிவிலி. இதைத் தருவது 
ரீ- ௩ என்பதாகும். இதேபோல், 9-ஆனது பூச்சியத்திலிருந்து 

; I 
ரஃக்குக் குறையும்போது, 7-ஆனது ( 1 )-கிருந்து ௦ வரை 

கூடுகிறது. - 
: ஆனால் e 1 ஆக இருக்கும்போது அதாவது கூம்புவளைவு 

ஒரு நீன்வளைவாக இருக்கும்போது ன் குறைந்த மதிப்பும், 

. கூடிய மதிப்பும் 

i [ச - 

1211-2 ப 

என்பதை எளிதில் காணலாம். இம் மதிப்புகளைத் தரும் 9.வின் 

மதிப்புக்கள் முறையே 0, ஈ ஆகும். 

கடைசியாக, 2௪2 1 ஆக இருக்கும்போது அதாவது கூம்பூ 
வளைவு ஓர் அதிபரவளைவாக இருக்கும்போது 

் == 1+ ecos@ 

குறிக்கும் அண்மைக் கிளை பற்றிப் படிப்போம். இங்கு 9-ஆனது, 
பூச்சியத்திலிருநீது தொடர்ந்து அதிகரிக்கும்போது, ௦059, 1 -' 20௦58, 

1 ட் 
1 ட ஷ் ஆகியவற்றின் மாற்றங்களில் சிலவற்றைக் 

கீழ்க் காணுமாறு அட்டவணைப் படுத்தலாம். ,
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a cos @ 1 + ecos @ [r= பனி மேற்குறிப்பு 

7 ன் மீச் சிறு 0 1 | i+e l+e மதிப்பு 

7 : 
ரு ர | 6 வலை : 

Zz ye i+ _.- e | 
4 472 | த 1 Le yer | 

| 4/2! 
| ௯ 2 [உ] ட! 

1 1 | | ler fer 
cos~1;, —— ee | 1 ஐ மீப் 

ஸ்ர ( 2) 2 | 0. | “ | பெரு மதிப்பு 

cos71 sos —!\! | 1 | 
eji< | ஒர குறை | ஒரு | 

| ச எண் | GMD எண் 
<@6s% i | 

  

  

இதிலிருந்து, 9 ஆனது, பூச்சியத்திலிருந்து, வரிகோணமாகிய 

0085-1 (- z) வரை அதிகரிக்கும்போது; (11 60௦௦8ஐ) 

(6௦ 87 3) 

      

    

Cos *(- 4) 

ச்
 

ன
்
ன
 க
ட
த
:
௮
 

௮௮
 க
ட 

2
 

  தி 

   
படம் 78.
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ஆனது, (1 +- ஐ-விலிருந்து பூக்சியம்வரை குறைகிறது. ஆகவே, 

£ ஆனது ‘ 

I 
_..௨ 1ஃலிருற் (கிருத்து உ வரை 

1 ட 
அதிகரிக்கிறது. ஆனால் 9 ஆனது 6௦05-1 ( - x} -ஐத் 

தாண்டி அதிகரிக்கும்போது | + ௪ ௦08 ர ஒரு குறை எண் ஆகிறது. 

ஆகவே 7-உ௨ம் ஒரு குறை எண்ணாகிறது (படம் 78). 

எனவே, .அதிபரவளைவின் இக்கிளையின் ஒரு பாதியின்மீதுள்ள 
புள்ளிகளின் ஆரைக் கோணமாகிய ர் ஆனது 

o< @ < 0085-1 (- 2) 
e 

என்றிருக்கும். கிளயின் அடுத்த பாதியையும் சேர்த்துக் 

கொண்டால் புள்ளியின்: ஆரைக் கோணமாகிய ர ஆனது, 

cos-1 1 = 1 — COs (— 502 லவ — 3 

என்நிருக்கும். 

1 1 
இங்கு -- 0௦08-1 (- 3) » + cos-@ (- = ஆகியவற்றை 

ஆரைக் கோணங்களாகக் கொண்ட புள்ளிடத்துத் தொடு 
கோடுகள், அதிபரவளைவின் தொலைத்தொடுகோடுகளாகின்றன : 
என்றும் தெரிகின்றது. 

மேற்கண்டதுபோல், தொலைவுக் கிளையின் புள்ளிகளின் 
ஆரைக் கோணம் ॥ 

-- 0087 (+ 2) < @ < cos“! (2) 

என்றிருக்கும் என்பதை எளிதில் காணலாம். இக் கோணம் 
எப்பொழுதும் ஓர் குறங்கோணமாகவே இருக்கிறது. 

§ 141 சமன்பாடு = 1—ecos@ 

ஒரு கூம்பு வளைவின் ஒரு குவியத்தை முனைவு -ஆகவும்” 
முனைவிலிருந்து, இந்தக் குவியம் சார்ந்த இயக்குவரைக்கு வரையப்
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பட்ட செங்குத்துக்கோடு 02-ஐத்தொடக்கக் கோடு 04- ஆகவும்: 
கொண்டால் கூம்புவளைவின் சமன்பாடு 

14 ௪௦4, 

என்றிருக்கும் என்று கண்டோம் (படம் 79). இப்பொழுது 04-- 

வுக்குப் பதிலாக0௦4-வை ௩ கோணதுூரம் சுழற்றிக் கிடைக்கும் 

0.4 கோட்டைத் தொடக்கக் கோடாகக் கொண்டால், கூம்பூ; 

வடிவின் சமன்பாடு, 

  

    

  

4 z1+ec080 

படம் 79. 

| =e cosd (0 + 7) 

~
,
 

அல்லது, = 1.௮.8 608] 

$ 142. மாதிரிக் கணக்குகன் 

கணக்கு 1. 

சமன்பாடு ன் 1 4 ௪ 005] குறிக்கும் நீள்வளைவின் இயக்கு. 

வரைகளின் சமன்பாடுகளைக் காண்க. 

மூனைவாகவுள்ள குவியத்தை 5 என்றும், டி சார்ந்த இயக்கு 

வரையைப், படம் 80-ல் உள்ளவாறு, 2 என்றும், அடுத்த. .
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இயக்குவரையை 2: 4” என்றும் குறிப்போம். மேலும் நீள்வளை 
வின் அரைப் பேரச்சையும், அரைச் சிற்றச்சையும், ச, ம் எனவும் 

Qa rst Gouri. 

படம் 80, 

$ி.2-ஆனது, 45-க்கு வரையப்பட்ட செங்குத்துக் கோடு, 
Z (SZ, O) என்ற புள்ளி, அதன் அடி, ஆகவே 2-ன் சமன் ர் 

யாடு, 

4 -௦௦(0--0) 

ஆகும். ஆனால், 
SL 
Lx & 

ayorug, SL =e LX = e SZ. 

SE d 
ஆகவே, ் SZ = ச என்த ன் 

எனவே, ZX-s சமன்பாடு, 

i ek 
(2) = 008 9 

4] 
அல்லது, 80090 

ஆகிறது, ஆனால், 2: ஆனது, (92, ௩) ஆகும். ஆகவே 
அட ன்சமன்பாடு,



கோணதூரக் கூறுகள் 329 

ae = cos (9 — 7) . 

ஆகும். ஆனால், 

SZ = CS 4 CZ! = ae + 

- (0. 

CO) 
(29) | 

i ci +e?) 
சபி. 4) 

ஆகவே, SZ -ன் சமன்பாடு, 

7 (1-8 1 ட 
சட-௯” 7 = 008 (9 ர) 

/ (2-1) 1 
அல்லது, ச(1ு “7 009 9 

ஆகிறது. 

கணக்கு 2. 

$ி-ஐக் குவியமாகவும், ௪ஐ அரைச் செவ்வகலமாகவும் 
கொண்ட ஒரு கூம்புவளைவில், 2, 2, என்மது, ஒரு குவிய நாண் 

என்றால், 

1, 1 
SP, * SP, 

எனக் காட்டுக (படம் 81. 

_ 2 
ள்) 

S- முனைவாகவும், 5-லிருந்து 5-சாச்ந்த இயங்குவரைக்கு 

வரையப்பட்ட செங்குத்துக்கோட்டைத் தொடக்கக் கோடாகவும் 
கொண்டால், கூம்புவளைவின் சமன்பாடு ் 

. 1௪௦௨4.
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ஆகும். இப்பொழுது.2,-ஐ (82), 60) எனக் கொண்டால், 2,- 
ஆனது (52), 6: ஆகும். 72) -௨ம், 72,-உம் கூம்பு 
வளைவின்மேல் உள்ளதால், 

  

படம் 81, 

é ; I 
SP, = i ஜு 0௦80 கி “SP, = 1+ cos (64 + 71) 

/ / ஆகவே, SPL cbs spy = 1 + cosg, + 1+ cos(@i+%) 

= 1 + cos#, + 1 — cos@, 

2. 

[ i 2 
archi Gian, “sp, + ஹர ~ 

கணக்கு 3, 

ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவில் இரண்டு செங்குத்தான குவிய 
மாண்கள், சமமான நீளங்களை உடையன எனக் காட்டுக. 

அதிபரவளைவின் ஒரு குவியமாகிய 4-ஐ முனையாகவும், 
முனைவிலிருந்து முனைவு சார்ந்த இயக்குவரைக்கு வரையப்பட்ட 

செங்குத்துக்கோட்டைத் தொடுகோடாகவும் கொள்வோம் 
(uch 82.) P,P., P,P, என்பன அதிபரவளைவின் செங்குத் 
தான நாண்கள், இவைகள் வழியாகச் செல்லுகின்றன.
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இவைகளில் ஒன்றின் முனைகளாகிய 7, 2) என்பன, S-&G 

அண்மையிலுள்ள கிளையின் மேல் அமைந்தால், அடுத்ததின் 

மூனைகளாகிய 2, 2, என்பவற்றில் ஒன்று அண்மைக்கிளை” 

மீதும், மற்றது தெறலைவுக் கிளை மீதும் அமையும். குறிப்பாக, 

P, ஆனது அண்மைக் கிளை மீது அமைகிறது எனக் கொள்வோம். 

>A.   

  

படம் 82 

இப்பொழுது 2; -ன் ஆரைக்கோணத்தை ௮4 எனக் கொள் 

வோம். அப்படியாயின், 2, 27;, 2, ஆகியவற்றுன் ஆரைக். 

கோணங்கள். 

n n 
ol ர d= 9°? al — om 

ஆகும். ஆனால் அண்மைக்கிளையின் சமன்பாடு, 

I 
Smelt 20080. 

ஆகும்.  இக்கிளையின்மீது 29, 29, 2, அமைவதால், 

1 
SP, =t-+ecosd, (1): 

spy = 1h + e008 (14 ௪), (2
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l 1 oink = C gp, ~ 1+ cos (4 2): £3) 

ஆனால் தொலைவுக் கிளையின் சமன்பாடு, 

— =e¢ecos9 — 1 
ர். 

ஆகும். 2$ ஆனது, தொலைவுக் கிளையின் மீதுள்ள புள்ளி 

.யாகையரல், 

i nN 
= 4.௩௮ 4 sp, =o (2 >) 1. . (4) 

அதிபரவளையின் தொலைத் தகடு 4/2, இதையும் (1) -ஐயும், 
(29.ஐயும் பயன்படுத்தி, முதலில் நாண் 2; 2_-இன் நீளத்தைக் 
காண்போம். 

P, P, = SP, + SP, 

1 Fo 

€ COS of + 1+e cos (i+) + 

1 1 

ieee Cad + mar) 

|   
{ 

॥ 

=1( 1. ௪௦84-41-41 80084 

ட ட ௩ 1 — 900834 

= 1—2 cos? J (5) 

அடுத்தபடியாக, 2, 2£,.இன் நீளத்தைக் காண்போம். 

P,P, =SP,—-SP, ் 

ச் l 

eos (a —7,) -1 e cos ( த) 41 

ரர டட ப டம | 
~ (கட்டா ண்ட்)
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23 8102 வெ]. 

தண்மை அவனை யவயபயட ரத் — 

~ 2sine gf —1 

21 

2 (i—cos? g)—-I 

21 
: = “T= 2 cos? g (6) 

(5) - லிருந்தும், (6) - லிருந்தும் P, Py = Pz, Py எனக் கிடைக். 
சின்றது, 

8 $43, பயிற்சிக் கணக்குகள் 

1. ewer ur® + =i+e 6086 குறிக்கும் பரவளைவின் 

இயக்குவரையின் சமன்பாட்டைக் காண்க, 

2. ஒரு அதிபரவளைவின் ஒரு கிளையின் சமன்பாடு 
ர் ் _14 4005, (2, “ஆனது. [இக் கிளமின் மேல் அமை 

கிறது என்றும், (6, 3) ஆனது அடுத்த கிளையின் மேல் அமை 
2 4 

கிறது என்றும் காட்டுக.] 

3. ஒரு அதிபரவளைவின் ஒரு கிளையின் சமன்பாடு 22 

ட wr f, & 
=I4 6 COS ரி என்றால், (3. 3 ) (6, 3) என்ற புள்ளிகள் 

அதிபரவளைவின் வெவ்வேறு கிளைகளில் அமைகின்றன எனக். 
காட்டுக... 

4. ஒரு 1கூம்புவளைவின் 5 என்ற ஒருடிவியம் வழியாகச் 
செல்லும் வட்டம் ஒன்று கூம்புவளைவை Py, Py, P,P, storp 

புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. கூம்புவளைவின்: செவ்வகலம் 2ம 

என்றால், | 
1 1 1 1 2 

SP, "SP," sP, * ர 
எனக் கரட்டுக.
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[ உதவிக்குறிப்பு : கூம்புவளைவின் சமன்பாட்டையும் 

. வட்டத்தின் சமன்பாட்டையும் ; ==1}¢e cos 9,r=-d cos (9a ) 

. எனக்கொள்க. இவற்றிலிருந்து 9-வை நீக்கி 7-ல் ஒரு 

.சமன்பாட்டைக் காண்க. இப்பொழுது, 

7- 8(008000844-- 819 61௨0) 

அல்லது, (r—dcos 6 cos J)? = d® sin 29 sin 24 

அல்லது, (7-- 8008 4] cos 02 = d?2 (1 — cos?g) sin? £ 

சி 
இதில் 0௦5 - 9 G வர் ) என்ற பிரதியிட்டால், 1-ல் ஒரு 

- நான்குபடிச் சமன்பாடு கிடைக்கும், இச்சமன் பாட்டின் மூலங்கள் 

Tyla Fig ls என்றால், 

Tas ss Tas + Tas Tas ls + Tig lols + Vis las Ts 

இன் பதிப்பைக் கண்டு, அதை 7”, ஏள.ன் மதிப்பால் வகுக்க 
.வேண்டும்.] 

5. 2l-mé செவ்வகலமாகக் கொண்ட ஒருநீள்வ்ளைவின் 
அடீ” என்ற நாண், ௩4 என்ற குவியத்தில் ஒரு செங்கோணத்தைத் 

தாங்குகிறது என்ருல், 
1 1y8 ft _ 1 ஐ 

( sp; ர) + Usp, Fr) = P2 
எனக் காட்டுக: 

[உதவிக் தறிப்பு : நீள்வளைவின் சமன்பாட்டை 
I 
2 = 1+e cos 9 

3 டட ் 7 
என்றும், 2,-ஐ (SP,, 40) என்றும், ௭௨ 58ப a + 2) 

என்றும் சொண்டால், 

ட் ் க SP, = 1 + e cos 6, SP, = 1-+e cos (a + 2) 

1 1 .e ர 1 DOS, ee ணி pg te ee 2 அல்லது ர 3) 61% ஓ. ; 
SP, 

e 
=- ர sin 9, ]
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6. ப-ஐக் குவியமாகவும் 24/-ஐச் செவ்வகலமாகவும், 2-ஐத் 
தொலைத்தகவாகவும் கொண்ட ஒரு கூம்புவளைவின் குவிய நாண் 

களாகிய 2; 52,-உம் 2 527,-உம் செங்குத்தானவையாய் 
உள்ளன. குறிப்பாக, கூம்புவளைவு ஒரு அதிபரவளைவானால், 
Py, Py, Py, Py, என்பன அண்மைக்கிளையில் அமைந்துள்ளன. 

அப்படியாயின் கீழ்க்காணும் விளைவுகளை நிறுவுக : 

1% டம். ட 1 _23௮ 

0) சென் ஹூ உ 

td 1 1 3௮ 22 

() pip, t PP, ழு 

7. $.ஐக் குவியமாகவும், 2/-ஐச் செவ்வகலமாகவும் ச-ஐத் 
தொலைத்தகவாகவும் கொண்டஒரு அதிபரவளைவின் நாண் 

களாகிய 2, 5229-ம், 5327,-ம் செங்குத்தானவையாய் உள்ளன 
Py, Pz, Py THU அண்மைக்கிளையும் அமைந்து, 2 என்பது, 

தொலைவுக்கிளையில் அமைந்தால், கீழ்க்காணும் விளைவுகளை 

Boye : s 

1 ez 

sp. ai — SPS SP, = 2 —2? 

ws 1 ez—i, 
Gi) FP, “pp, > a ° 

விடைகள் 

1. 3 ட = Cos 9. 

$ 144. ஒரு கூம்புவளைவின் நாணின் சமன்பாடு. 

இங்கு சமன்பாடு 

j 
7 

குறிக்கும் கூம்புவளைவின் மேலுள்ள புள்ளிகள், 

சீட dh — 8); Py (Tas of + B) 

ஆகியவற்றை இணைக்கும் நாணின் சமன்பாட்டைக் காண்போம். 

இச் சமன்பாட்டை 

= 1+ ௪0080 

1 = Acos @ + B sin 9
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எனக் கொள்வோம். 2, -உம், 2,-உம் கூம்புவளைளின் மேலும், 

நாணின் மேலும் உள்ளதால், ் 

== i +e 00s (ol — 8), | (144-1) 

- =1 +e cos (ol + 8), (144-2) 

2 = Acos (a — 8) + Bsin(l— 8), (144-3) 

Z = Acos (ol — A) + Basin + By (1444) 

இப்பொழுது, (1443) -- (1441) கொடுப்பதாவது : 

A cos ( — B) + Bsin (x~-~-f) —e cos (4-8) -1=0. 

அதாவது, (4--௪) 008(ஒீ- த) -- (4-1. (1445 

இதேபோல் (144-4) ne (144:2)-லிருந்து கிடைப்பதாவது : 

(4--௪) ௦06622) 4 நீ (4-2) = 1. (144-6) 

(144+5)- ஐயும், (144:0)-ஐயும் (&-- ஐ9-க்கும் 8.க்கும் விடுவிக்க, 

4.௮ 22 COS 7 860 2, 

B = sin sec B 

அல்லது, 4-௪ 009 4560 8, 

B = 81௬44 8608 

என்றும், இதனால் தாணின் சமன்பாடு, 

7 
= (8 -+-,cos gf sec 8) cos + sin J sec B sin 

“
l
e
e
 

அல்லது, = € cos §@ + sec 8(008 9008 4-1 810/4 810 8) 

i 
அல்லது, ர” 8609 @ + sec 8 cos (0 — ஸ் (144-7) 

என்றும் கிடைக்கின்றது.
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8 145, தொடுகோட்டின் சமன்பாடு § 144-0 

சமன்பாடு 

: = 1+ ecosé@ 

குறிக்கும் கூம்புவளைவின் மீது 27, 2, என்ற புள்ளிகளை எடுத்துக். 

கொண்டு, நாணின் 2; 2,-இன் சமன்பாட்டை 

~ = € Cos § + sec B cos (9 — 4) 

என்று கண்டோம்; இதில் ௮-4 நீ) 4-4 8ீ என்பன, 2, மீத 

ஆகியவற்றின் ஆரைக்கோணங்கள். இவ்வாரைக் கோணங்். 

களின் மதிப்புகளில், தீ.ஆனது; படிப்படியாகக். குறைந்து, 
முடிவில் பூச்சியத்திற்குச் சமமானால், 7,).உம், 79-உம், 4-வை 

ஆரைக்கோணமாக உடைய ச என்ற புள்ளியுடன் இணைகின்றன. 

இந்நிலையில் நாண் 2)29- ஆனது, 2-யிடத்துத் தொடு 
கோடாகிறது. ஆகவே, ச-யிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன் 

பாட்டை 
॥ 

௪6080 - 880 87008 (4-௮) 

bh 
1 

“ஷ
ு 

-வில், 8-வுக்குப் பதிலாக பூச்சியத்தைப் பிரதியிட்டு 

பா] + cos (@ — d)° (145-1) 

என்று அடைகிறோம். . அதாவது இச் சமன்படானது, 

் _ 11 ௪௦௦50 குறிக்கும்- கூம்புவளைவின், 4-வை ஆரைக் 
் கோணமாகவுடைய புள்ளி 2-இடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன் 

பாடாகும். மேலும், மேற்கண்டவற்றில் எல்லா இடங்களிலும் 

௪-க்குப் பதிலாக -- ச எனப் பிரதியிட்டால் ் 

ச 
“1௪0௦80 
r 

குறிக்கும் கூம்புவளைவின், ஏஈவை ஆரைக்கோணமாக்க் கொண்ட... 
புள்ளியிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு, 

1௪00440880 

என்று கிடைக்கும். 

22
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ு 1846. செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

இங்கு சமன்பாடு 

21௪௦00. 

குறிக்கும் கூம்புவளைவின், “வை ஆரைக்கோணமாகக் கொண்ட 
வுள்ளியாகிய 2 (7, 50)-இடத்துச் செங்கோட்டைக் காண்போம். 
இப் புள்ளியிடத்துத் தொடுகோடு 

2 ௪005 + cos (@ — od) 

ஆகும். இதை மாற்றி எழுதக் கிடைப்பதாவது : 

74 ௪0099 + cos 9 cos of + sin 9 sin J 

_ அல்லது, = (e.+ cos f) cos 9 + (sin £) sin 0. 

S
|
 

o
e
 

இதிலிருந்தும், (129-2).லிருந்தும், 2ஃயிடத்துச் செங்கோட்டின் 
சமன் பாட்டை 

2 (810 00௦694 (2-4 008 0) 5119 (146-1) 

என்று எழுதலாம். இப்பொழுது &-யின் மதிப்பைக்காண 

முயல்வோம். ' P (ry, வ் ஆனது; கூம்புவளைவின் மீதும், 

கசெங்கோட்டின்மீதும் உள்ள புள்ளி, ஆகவே, 

d 
—= 1-4 €008 ol; 
71 

சீ ஷம (சமல) ஸ் 
1 

அல்லது ன ௫ 610 வ, 

அதாவது, % 7, (௪89௨௮0) 
1 

“ரச 19ல்
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ஆகவே, (146:1)-லிருந்து, 4-வை ஆரைக்கோணமாகக் கொண்ட. 

புள்ளியிடத்துச் செங்கோட்டின் சமன் பாட்டை 

ரச 4 1 . . ; 

(Tica 7 Sill of COS B= (E+ COS af) SIN 

dom (lett \! _ esing + (sing cose அல்லது 1 சஹ] 219 

’ — cos 6 sin A} 

அல்லது | ட அக நதா ௪81-810 (94௮) (144ஆ. 
Ptecosd/)r 

என்று அடைகிறோம். 

$ 147. தொலைத்தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகள் 

இங்கு சமன்பாடு 

I 
ணி ர அல்கி 

குறிக்கும் அதிபரவளைவின் தொலைத்தொடுகோடுகளின் சமன் பாடு: 

களைக் காண்போம். தொலைத்தொடுகோடுகளின் தொடுபுள்ளி 

களின் ஆரைக்கோணங்கள் 

-- 0083 (—2) » cos-} (- ்) 
6 2 

என்று : 140-ல் கண்டோம். ஆனால் ஆரைக்கோண த்தை 

4-வாகக் கொண்ட. புள்ளியிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

} = € 008 6 + cos (0 — at) 

என்று அறிவோம். இதை மாற்றி எழுதக் கிடைப்பதாவது : 

: = ecos @ + cos cos ol + sin 4 sin d. 

அதாவது ் _ 20080 --008090081- 819 (- 4/ 1—cos?. 

ஆகவே, தொலைத்தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகளை, இதில் 

1 
ol = — cos! (- 2 a = cos! (-?)
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என்று பிரதியிட்டு, அதாவது 

1 
cos f= — > 

என்று பிரதியிட்டு, . 

i = ecos@ + (—. ) cove + sino (+ ட? 
8 8 8 

ல்ல 1! _ ௨1] 0080 ணை! sin 6 அலலது 7 A 33 

என்று அடைகிறோம். 

  

  

$ 148. மாதிரிக் கணக்குகள் 

குணக்கு 1. 

ஒரு கூம்புவளைவின் நாண் ஒன்று, குவியம் 5-இடத்து ஒரு 
மாறாத கோணத்தைத் தாங்கிக் கொண்டே நகருகிறது. இந் 

நாண், 5-ஐக் குவியமாகக் கொண்ட ஒரு கூம்பு வளைவைத்: 

தொட்டுக் கொண்டே செல்லுகிறது எனக் காட்டுக, 

குவியத்தை முஜோவாகவும், குவியத்திலிருந்து இயக்கு 
வரைக்கு வரையப்பட்ட செங்குத்துக் கோட்டைத் தொடக்கக் 

கோடாகவும் கொண்டால், கூம்புவளைவின் சமன்பாடு 

ட் = 1-+ecos¢ 

அன்றிருக்கும் என அறிவோம். 
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இப்பொழுது நாணை £0 என்றும், 7-யின் ஆரைக்கோணத்தை 
ஏ தீ என்றும், ட-வின் ஆரைக் கோணத்தை 4 8 என்றும் 

* கொள்வோம் (படம் 83). அப்படியாயின், 

250 - 480 -- 482 

(லத பம்ற. 

ஆகவே, 29 ஒரு மாறிலி, எனவே, ௦௦5 8-வும் ஒரு மாறிலி. இம் 
மாறிலியைக் &£ எனக் குறிப்போம். இப்பொழுது 20-வின் 
சமன்பாடு ் 

ு 200809 -+ sec 8 008 (2௮. 

| அதாவது, 2008 ரி -- i cos (¢—<L). 

lk 
அதாவது = (ek) cos 6 + cos (+—-). 

இச் சமன் பாட்டை சமன்பாடு (145:1)-உடன் ஒப்பிட்டால், 
இச்சமன்பாடு, கூம்பு வளைவு 

=i = 1+ (ek) cos 9 

வைத் தொடும் தொடுகோடு ஒன்றைக் குறிக்கிறது எனக் கிடைக் 
கிறது. 

டி-ஆனது இக் கூம்பு வளைவின் eam என்று எளிதில் 

தெரிகிறது. மேலும், 

i = 1+ ecos Q. 
r 

குறிக்கும் கூம்பு வளைவின் இயக்குவரையின் சமன்பாடு 

லு 6 cos 6 
r 

ஆகையால், சமன்பாடு 

2100௨9
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குறிக்கும் கூம்புவளைவின் இயக்குவரையின் சமன் பாடு, 

ள் 
= ek cos 6 

r 

அல்லது ! -ு ௪005 0 

என்று கிடைக்கிறது. இதிலிருந்து இரண்டு கூம்பு வளைவுகளும் 

ஒரே கோட்டை இயக்குவரையாகக் கொண்டுள்ளன என்றும் 

தெரிகிறது. 

கணக்கு 2. 

PSP’, 050. என்பன ஒரு நீள்வளைவின் இரண்டு குவிய 
நாண்கள், 2 ஆனது, நீள்வளைவின் ஒரு விட்டமானால், நாண் 
20: ஆனது, நீள்வளைவின் பேரச்சின் நிலைத்த புள்ளி ஒன்றின் 
வழியாகச் செல்லுகின்றது எனக் காட்டுக ் 

  

படம் 84 

POP .O ஆகிய புள்ளிகளின் ஆரைக்கோணங்களை 

91 0 9-௩, A, +" 

எனக் கொள்வோம் ! படம் 84), இப்பொழுது, 

6, =a— B. 
f, =A + B. 

என்று கொண்டால், 9! - ட்டர் 82 07 ஆகும். 

மேலும், 70-வின் சமன்பாடு 

ட - ௪008 0 -- 860 8 005 (9-0) ஆகும்.
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அதாவது, 

ளி 2-0, +p 01 + Ae , = Cos dG + sec -", con | a 2 ) 

ஆகும். இதுபோலவே PQ -ன் சமன்பாட்டை 

! ௪000 a + sec 9291 cos Jo ட ந் 2 2 ; r 

_ (81 + 6, ) | அல்லது ் =: @€ COS §@ — sec fo 1 - Cos ( 5 

என்று. அடையலாம். இப்பொழுது நீள்வகாவின் மையல் 
(2 (22, 1) ஆகும். இது PO Cow அமைந்துள்ளதால், 

க ட்டி ரி) 7 6, + 4, 
ag அ அலல ™ + sec > cos ‘a = ty, ) 

அதாவது, --=—e sec Aa 9: ogg 0) + Og 
de 2 2 ் 

we 1) 

அடுத்தபடியாக, 727 0 ஆனது, பேரச்சை 8-ல் வெட்டட்டும், 
இப்பொழுது 4 ஆனது, (88, 9) என்நிருக்கும். &£, 22:9' 
*மேலுள்ளதால், 

.. , Bo - A, 81 + Go) ஒர் 2060-80 7 * cos (௦- து, ) 

அல்லது ன - ௪. sec ff cos (“௮ ப) 

ஆகும். இங்கு (1)-ஐப் பயன்படுத்தினால், 

I Loy 
ந Cae 

॥ I 

ர்க 
என்று கிடைக்கிறது. இதிலிருந்து, 5/£ ஒரு மாறிலி என்றும், 
ஆகவே, 2 ஒரு நிலைத்த புள்ளி என்றும். கிடைக்கிறது.
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கணக்கு 3. 

ஒரு கூம்புவளைவில் 7, 2, என்ற புள்ளிகளிடத்துத் தொடு 
கோடுகள் 7*ல் சந்திக்கின்றன. 5 என்பது குவியமானால், 57 
ஆனது, கோணம் 27, 5 2,-ன் சமவெட்டி எனக் காட்டுக. 

(கூம்புவளைவு ஒரு அதிபரவளைவானால், 2, 2 இரண்டும் 
ஓரே கிளையில் உள்ள தாகக் கொள்.) 

“Ay 

P, Oo     
(படம் 85. 

கூம்புவளைவின் சமன்பாடு 

l 21 
உ “180080 

என்றிருக்குமாறு முனைவையும், தொடுகோட்டையும் எடுத்துக் 
கொள்வோம். இப்பொழுது 2, 2, . ஆகியவற்றின் ஆரைக் 
கோணங்கள் ॥, 8, என்றால், இப் புள்ளிகளிடத்துத் தொடுகோடு 
களின் சமன்பாடுகள், 

= € cos @ -- 008 (9-- 9), 

wm
 

~
™
 

= e cos @ ௮ cos (8 — 6,) 

ப
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ஆகும். இவைகளை ॥-வுக்கு விடுவித்தால், வெட்டுப் புள்ளியின் 
ஆரைக்கோணம் கிடைக்கும். இச் சமன்பாடுகளில் ஒன்றி 
லிருந்து ஒன்றைக் கழிக்கக் கிடைப்பதாவது : 

cos (ர--9,)- cos(#@ — @,) 

அதாவது, 9-0) - (9 Ge). 

அதாவது, ர - ns ° 

ஆகவே, 7-யின் ஆரைக்கோணம் ் (8, 9) ஆகும். இப் 

பொழுது, 
A i — 

PST =) (+0) —- a = >", 

த 1 = 
PoST = 8g — 4 (01 + 82) = fe. oa 

என்று கிடைக்கின்றது. 

இதிலிருந்து, 2,537” ஆனது கோணம் 9 57-க்குச் சமம் 
என்பதைக் காணலாம். ஆகவே, 537” ஆனது கோணம் 

2, $ி2,_-ன் சமவெட்டியாகிறது. 

கணக்கு 4. 

இதர்கோடு ட் = Acos§@ + Bsing 

ஆனது, கூம்பு வளைவு ் - 1] 2. ௪௦௦8 ர-வைத் தொடுவதற்கான 

நிபந்தனையைக் காண்க. 

தொடுபுள்ளியின் ஆரைக்கோணத்தை _ எனக் கொண்டால், 

கோட்டின் சமன்பாடாவது : ச 

=
 

வ
 

- 20039--005(4-- 4) - 

l - . 
அதாவது, 2-8 cos @ + cos @ cos £ + sing sin J. 

அதர்வது, ் = ’e + cos 4) cos # + (sin J) sin 8. 

23 : . ௫
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இதைக்  கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமன்பாட்டுடன் ஒப்பிட்டு 
வேண்டிய நிபந்தனையைக் கீழ்க்கண்டவாறு பெறலாம் : 

€ -- 008 1 sin -/ . 

Lok iain hi   

அதாவது, 2--00844-- கூ, ஈறு த: 

அதாவது, 0084- 4-௬ 1-2, 

ASTM, (A— ce)? + 1, 

கணக்கு 5. 

புள்ளி 7” (71, 9)-லிருந்து கூம்பு வளைவு 
1 ~ = 1+ ecos @ உட 

“க்கு வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் தொடுநாணின். சமன் 
பாட்டைக் காண்க. 

தொடுபுள்ளிகளை 9, £ என்றும் அவைகளின் ஆரைக் 
கோணங்களை ௮ — 8, ப -. 8 என்றும் கொள்வோம் (படம் 86). 
அப்படியாயின், தொடுநாணின் சமன்பாடு 

் - 8008 ரி + sec B cos (8 — ot) ww. (2) 

ஆகும். இதில் 7,-ஐயும், 0_-ஐயும் புகுத்தி, -வையும், 
ச-வையும் நீக்கவேண்டும். இப்பொழுது, ர்-இடத்துத் தொ௫: 
காட்டின் சமன்பாடு 

1 
: = ecos@ + cos (@ —.<¢: —- B) 

ஆகும். இத் தொடுகோடு, 7 ௨91) வழியாகச் செல்லுவதால், 
] 

r, = © 008 By -- Cos (8, — of + 8) we = (3) 

இதேபோல், 7-இடத்துத் தொடுகோட்டிலிருந்து 
/ 

ர் = ecos 9 + cos (8, —d — f) ooo (4¥ 

என்று பெறுகிறோம், இப்பொழுது (3) — (4) கொடுப்பதாவது த 
COs (8;—ol + 8) = cos (9; = of — ற)
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அல்லது ர லத் (ப இதி) 
அல்லது ப லத். மிழ--ஷுு தீ) 

  

வின் இம் மதிப்பை (3)-ல் பிரதியிட்டால் கிடைப்பதாவது 

= 2008 ரி) + cos 8. 
1 

I * அதாவது, Cos p = ர் 8005 0. 

இதைப் பயன்படுத்தி (2)-லிருந்து 860 8-வை நீக்கி, பின் பக்கு. 
9ி,-ஐப் பிரதியிட, தொடுநாணின் சமன்பாடு 

் ௬ 80080 - - poe COS (9 —= 44) 
i ~~ @€ COS நிர 

ச I 

அல்லது (2-௪ 005 0) (7, €008 ர ) == COS (f = §,) 

என்று கிடைக்கிறது.
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கணக்த 6. 

qeraf Bry, @,)-sr, கூம்பு வளைவு i =1-+ecos 8 

சார்ந்த, இசைக்கோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

8 (x, 9) 

  

படம் 87. 

மீ வழியாகச் செல்லும் 07 என்ற நாணை எடுத்துக்கொள்வோம். 
9-யிடத்துத் தொடுகோடும் .-யிடத்துத் தொடுகோடும் 
2 (70.900-ல் வெட்டட்டும் (படம் 87). இப்பொழுது 2-யின் 
இயங்குவரை 2-யின் இசைக்கோடாகும். ட 

இப்பொழுது 08 ஆனது, 4-யிலிருந்து வரையப்பட்ட 
தொடுகோடுகளின் தொடுநாணாகும். ஆகவே, இதன் சமன்பாடு 

(;— cose ) (5, — © 205 # ) = cos (@ — 4) 
r Fo 

ஆகும். இந் நாண் 48, ர) வழியாகச் செல்லுகிறது. 
ஆகவே, ‘ = 

7 / ‘ 
(G — cos 4, ) (௮ 2005 40 ) = COS (4,—4) 

ஆதலால், 7-யின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு 

(,, 08 0: ) (;,— 200s #) = c0s (6, — 6) ry 7 

அல்லது (ஆ 6; ) (7 — € 00s 9) = cos (6 — 81) 
A 3 a 

என்றாகிறது. ்
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கணக்கு 7, 

ஒரு கூம்புவளைவின் மாறும் தொடுகோடு ஒன்றுக்கு, ஒரு 
குவியத்திலிருந்து வரையப்பட்ட செங்குத்துக் கோட்டின் அடியின் 
இயங்குவரையைக் காண்க. 

குவியம் $-ஐ மூனைவாகக் கொண்டு கூம்புவளைவின் 
சமன் பாட்டை - 

௯ 14 80050 
r 

என்று கொள்வோம் (படம் 88). ௮-வை ஆரைக்கோணமாகக் 

கொண்ட ட என்ற புள்ளியைக் கூம்புவளைவின்மீது எடுத்துக் 

      

  

வி ௦. 

RP (19,80) 

மை 4 

படம் 88. 

கொள்வோம். அப்படியாயின், .9-விடத்துத் தொடுகோட்டின் 

சமன்பாடு 

3௮ ௪005 1. 005 (9-௮) உட்டு 

ஆகும். அதாவது, 

~ = € 008 @ + Cos § cos of + sind sin 

அல்லது ் = (€ + cos 1) cos @ + (sin J) sin 6
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ஆகும். இப்பொழுது 5-லிருந்து இத் தொடுகோட்டிற்கு வரையப் 

படும் செங்குத்துக் கோட்டின் சமன்பாடு 

ன் == (sin .) cos @ — (e + cos 0) 85110 

என்ற வடிவில் இருக்கும். ஆனால், &$-ன் ஆரைத்திசையி 
பூச்சியமாக உள்ளதாலும், செங்கோடு 5 வழியாகச் செல்வதாலும் 

ற 0 என்றாகும். ஆகவே, செங்கோட்டின் சமன்பாடு, 

ஆகும்: மேலும் இதைச் எருக்க, இது 
0 =e sin @ + sin (@=— of) we (2) 

0 = (sin A} cos @ —- (e + Cos Qh} sin §. 

என்றாகிறது. இப்பொழுது செங்கோட்டின் அடியை (7, Fo) 

எனக் கொண்டால், (1)-லிருந்தும், (2)-லிருந்தும் 

7 

a e cos 8௦ ன cos (8௦ — ol), 

ro 
0 = esin @, 4+- Sin (89 — A) 

என்று கிடைக்கிறது. இவைகளிலிருந்து மேலும் கிடைப்பதாவது ₹ 

1 

ட] 
cos (I) — dk) = ௪00800 

0 

sin (@, — 1) = — @ SIN Q- 

இவைகளை வர்க்கப்படுத்திக் கூட்டக் கிடைப்பதாவது : 
. : 2: ன் 

l= ் as 26251.) + (— e sin @9)?. 
௦ 

2 

அதாவது, 1-4 ல le 008 Fy + 25 Cos? Fy ) 
0 0 

+ e2 sin® Gq. 

ASTUS, 192 = 12 — 2le ry cos Ay + ௪5 705. 

asrug, (1 —e2) ry? + 2ler, cos @, —/? = 0. 

இதிலிருந்து, செங்கோட்டு அடியின் இயங்குவரையின் சமன்பாடு 

(1 — e?) r2 + 2lercos @ —l2 =0 

என்றாகிறது. ச 1 என்று இருக்கும்போது இச் சமன்பாடு ஒரு 

வட்டத்தையும், 2-1 என்று இருக்கும்போது ஒரு நேர் 
கோட்டையும் குறிக்கின்றது என்பது எளிதில் தெரிகின்றது.
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கணக்கு 8. 

ஒரு நகரும் புள்ளியிலிருந்து ஒரு கூம்புவளைவுக்கு வரையப் 
பட்ட தொடுகோடுகள் செங்குத்தானவையானால், புள்ளியின் 
இயங்குவரையைக் காண்க. 

கூம்புவளைவின் சமன் பாட்டை 
ரீ 
120050 

என்று இருக்குமாறு முனைவையும், தொடுகோட்டையும் 
தேர்ந்தெடுப்போம். நகரும் புள்ளியை 2 (,, 00) என்றும், 
இதிலிருந்து வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் தொடுபுள்ளிகளின் 
ஆரைக்கோணங்களை ., 8ீ என்றும் கொள்வோம். அப்படி 

யாயின், தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகள், 

1௪050 40%(9- 40) 

௪௦6 --00(9--இ) 

ஆகும். அதாவது, 

ள் = (e cos ) cos 6 + (sin x) sin 8, 

1! _ (e + cos B) cos @ + (sin g) 81069 ச 

ஆகும். ஆனால், தொடுகோடுகள் செங்குத்தானவை ஆகையால் 
₹ 129.லிருந்து, கிடைப்பதாவது : ் 

(e + cos o) (e + cos 8) + sin {sin fs = 0. 

அதாவது, 254 2௪௦05 ao cos * = B 

4227-7120. இ 

ஆனால், தொடுகோடுகள் 2-யின் வழியாகச் செல்லுகின்றன. 

ஆகவே, 

ட = € COS Fy + COS (09 — 8) உ ் - 

7 = € COS 09’+ COS (99 — B) oe (4) 
0
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இப்பொழுது 7, 90, /, 2 இவற்றுள் உள்ள தொடர்பைக் காண 

(39-லிருந்தும், (4)-லிருந்தும் -வையும், ந-வையும் நீக்க 

வேண்டும். இதற்காக 0௦5 த் (+8), cos ; (.. —8) ஆகியவற்றின் 

மதிப்புகளை (3)-லிருந்தும், (4)-லிருந்தும் பெற்று, (2)-ல் 
பிரதியிட வேண்டும். ஆனால், (3)-- (4)-லிருந்து கிடைப்ப 
தாவது : ் 

CO8 (69 — ol) = COS (69 — 8) 

அதாவது, (Oy — A) = + (09 — B) 

அதாவது, Cy = ட் (4-8) 

1 
அதாவது, 008 5 (a + 8) = Cos Oy we (5) 

1 ல் ச Bo = 5 C4 + £)-ஐ (3) அல்லது (4)-ல் பிரதியிட்டால், 

cos பூ 2 மகர . we (63 2 lo 

எனக் கிட்டும். இப்பொழுது (5), (6) ஆகியவற்றின் உதவியால் 
(2)-லிருந்து -வையும், 8ீ-வையும் நீக்கினால், 

Io? (1 — e2) + 2le ry cos 89 — 2/2 = 0 

என்று கிடைக்கிறது. ஆதலால், -யின் இயங்குவரை 

r4 (1 —e®) + 2lercos 6 — 2/2 = 0 

என்றாகிறது. 2 - 1 என்று இருக்கும்போது இச் சமன்பாடு ஒரு 
வட்டத்தையும், ௪-1 என்று இருக்கும்போது ஒரு நேர் 
கோட்டையும் குறிக்கின்றது என்று எளிதில் தெரிகின்றது. 

8 149. பயிற்சிக் கணக்குகள் 

‘ 1 
1. சமன்பாடு க 1 -- 20050 குறிக்கும் கூம்புவளைவின் 

20 என்ற “நாண் இடம் மாறிக் கொண்டே, முனைவிடத்து ஒரு 
மாறிலிக் கோணமாகிய 28-ஐத் தாங்குகிறது. கோணம் 7$0-வின்
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உட்சமவெட்டியானது, நாணை வெட்டும் புள்ளியின் இயங்கு 
வரையின் சமன் பாட்டை: 

act 1 - (e cos B) cos 4 
TOTS STL HS 

[உதவிக் குறிப்பி: 2, ஆகியவற்றின் ஆரைக் கோணங்களை 
வ - 8) ௭ ரீ என்று எடுத்துக்கொண்டால் 209 ஆனது 
கோணம் 28-ஐத் தாங்கும். மேலும் 70, உட் சமவெட்டி 
ஆகியவற்றின் சமன்பாடுகள் 

1 
7 = @ COS B + sec 8 005 (9 —d) 9-௮ 

ஆகும். இவைகளிலிருந்து j-ou GSqa.] 

2s சமன்பாடு - ௪ 1 - ௪௦0௦5 ரி குறிக்கும் கூம்புவளைவின் 

நாண் ஒன்றின் முனைகளின் ஆரைக் கோணங்கள் 4-4 8) 4-4 த 
என்பன. முனைவிலிருந்து இந் நாணுக்கு வரையப்பட்ட 

செங்குத்துக் கோட்டின் சமன் பாட்டை 

e sin @ -. 860 851 (0--) -- 

எனக் காட்டுக. 

3. சமன்பாடு 2 - 1 ௪௦௦5 ர குறிக்கும் கூம்புவளைவின் 

நாண் ஒன்று, முனைவிடத்து மாறிலிக் கோணம் 28-ஐத் தாங்கு. 

கிறது. முனைவிலிருந்து இந் நாணிற்கு வரையப்பட்ட 
செங்குத்துக் கோட்டின் அடியின் இயங்குவரையின் சமன் 
பாட்டை 

் (e2 — sec? B) r2 — 2e} rcos § + 1/3 = 0 

எனக் காட்டுக. 

4. PSP’, QSQ’ என்பன, ஒரு நீள்வளைவின் குவிய: 
நாண்கள். 70 ஆனது, அடுத்த குவியமாகிய &” வழியாகச் 

சென்றால், 7*0* ஆனது, பேரச்சின் நிலைத்த புள்ளி ஒன்றின் 

வழியாகச் செல்லுகின்றது எனக் காட்டுக. ் 

5. ஒரு கூம்புவளைவின் 7.யிடத்துத் தொடுகோடு, இயக்கு 
வரையைச் சார்ந்த குவியம் 5 என்றால், கோணம் 758 ஒரு. 
செங்கோணம் எனக் காட்டுக,
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[உதவிக் குறிப்பு: 72.யின் ஆரைக் கோணத்தை .! எனக் 

கொண்டால், 2-யிடத்துத் தொடுகோடு, இயக்குவரை ஆகிய 
வற்றின் சமன்பாடுகள் 

/ ட்ட l 
a as e cos @ -- cos (f — J), நச லம 

இவைகளை ॥-வுக்கு விடுவித்து (ர -- )-வைக் காண்க. 

6. கூம்பு வளைவு | == lL ecosf-aler நகரும். நாணாகிய 

22, என்பது, முனைவிடத்து மாறிலிக் கோணமாகிய 28-வைத் 
தாங்குகிறது. 2,-இடத்துத் தொடுகோடும், 2,-இடத்துத் தொடு 
கோடும் வெட்டும் புள்ளியின் இயங்குவரையின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க. - 

[உதவிக் குறிப்பு: /2;-ஐ “* 4-8” எனவும், 22,-ஐ ** 44-8” 
எனவுர் கொண்டால் 8) 7) ஆனது, முனைவிடத்தில் கோணம் 
28-வைத் தாங்கும், மேலும் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடுகள் 

I =e cos 6 ++ cos (G6—-(1— 8)} 

f= ecosA-} cos (6—(L + 8)} 

ஆகும். இவைகளிலிருந்து மாறி -வை நீக்குவதற்காக 

; = @€cos +Cos (i— 4) cos B—sin ()—ol) sin 2 

oe (1) 

: - 2005 5008 (2) 005 B-+sin{i—ol) sin B 

உ (அ) 

எனக் கண்டு (1) -:. (2):என்்பதிலிருந்தும், (159. (2) என்பதி 

லிருந்தும் 

௪௦௦௨94 008(/3 0908 8) 4-0 

எனப் பெறுக. ] 

து 3 7. சமன்பாழி - -- ௪ ௦05 5 குறிக்கும் கூம்புவளை வில் P, SP. 

என்பது, ஒரு குவிய நாண். 1;.இடத்துத் தொடுகோடும்,
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ி;-இடத்துத் தொடுகோடும் தொடக்கக் கோட்டை 9, 0, என்ற 
புள்ளிகளில் வெட்டினால், 

Lo A 22 

ஜூ * 0-1 
எனக் காட்டுக. 

[உதவிக் குறிப்பு: 7,-ஐ.*477, 2-ஐ “51 4 ௭? என்றும் 
0)-ஐ (50, 0), 0,-ஐ (50, 0) என்றும் கொண்டால், 

l ட்ட ப oe 
50) 4095-4 தழு =e cor. | | 

8. ஒரு கூம்பு வளைவில், ஒரு மாறும் குவிய நாணின் 

முனைகளிடத்துத் தொடுகோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியின் இயங்கு 

வரை, குவியம் சார்ந்த இயக்குவரையாகும் எனக் காட்டுக. 

9. ஒரு கூம்பு வளைவில் 2, 7; என்ற புள்ளிகளிடத்துத் 

தொடுகோடுகள் செவ்வகலத்தின் LSL'-sir நீட்சியின்மீது 

சந்தித்தால், 

+4 = # 
SP, * SP, 1 

எனக் காட்டுக. 

wo
 

10. €-ஐத் தொலைத்தகவாகக் கொண்ட ஒரு கூம்புவளைவின் 

ி-யிடத்துச் செங்கோடு, குவியம் 5-வழியாகச் செல்லும் அச்சை 

0.யில் வெட்டினால், 50 -- ௪57 எனக் காட்டுக. 

விடைகள் 

(860 8. 
ப் 1 -- (2820 B) Cos @-



கலைச்சொற்கள் 

அச்சு 

அச்சுகளின் இடப்பெயர்ச்சி 
அச்சுகளின் சுழற்சி 

அச்சுகளின் நிலைமாற்றம் 
அச்சுவெட்டு 

9அச்சுவெட்டு 
3.அச்சுவெட்டு 

அடி 

அதிபரவளைவு 

ஆதி 
ஆரம் 
ஆரைக்கோணம் 
ஆரைத் திசையி 

’ 

இசைக்கோடு 
இசைப்புள்ளி 
இணை 
இணைகரம் 

இணைச் செங்கோட்டுப் 
புள்ளிகள் 

இணைந்த சமன்பாடு 

Axis 

Translation of axes 
Rotation of axes 

Transformation of axes 

Intercept 

X-intercept 

Y-intercept 
Foot 

Hyperbola 

Origin . 

Radius 

' Vectorial angle 
Radius vector 

Polar 

Pole 

Parallel 

Parallelogram 
Conormal points 

Combined equation



கலைச்சொற்கள் 

இயக்குவரை ன் 

இயங்குவரை 

இயற்கணித தூரம் 

உச்சி 

உள்மைபம் 

எல்லைப் புள்ளிகள் ன் _ 

| கணம் 

காரணி 

கார்ட்டீசியன் கூறுகள் 

காற்பகுதி 
கிளை 

குத்துக்கோடு ட் 
குத்துத் தொடுகோட்டு வட்டம்-- 
குத்து வட்டங்கள் 

or aid 
. குவியம் 
குவிய தூரம் 

குவிய நாண் 

குறி 
குறுக்கச்சு 

குறை.எண் 

கூறு 
கோணதுூரக் கூறுகள் 

கோணதூரச் சமன்பாடு 
கோவை 

_ 

வகை 

— 

| 
1
1
1
1
1
1
 

1 
ப
ப
ப
 

சந்திப்புத்தன்மை 
சமச்சீர் 
சமத்தொடு வச்சு 
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Directrix 

Locus 

Algebraic distance 

Vertex 

_Incentre . 

Limiting points 

Set 

Factor 

Cartesian co-ordinates 

Quadrant 
Branch 

Altitude 

Director circle 

Orthogonal circles 

Coefficient 

Fecus 

Foca} distance 

Focal chord 

Sign 

Transverse axis 

Negative number 

Co-ordinate 

Polar co-ordinates 

Polar equation 

Expression 

Concurrency 

Symmetry 
Radical axis
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சமத்தெ: டூவச்சு மையம் 

சமபடித்தடன சமன்பாடு 

சமவெட்டி. 

சமன் பாடு 

சரிவகம் 

சரிவு 

சாய்சதுரம் 

சிற்றச்சு 

சுற்றுவட்டம் 
செங்குத்தாக . 

செங்குத்துக் கோடு 

செங்கோடு 

செங்கோட்டு மையம் 

செங்கோணம் 
செவ்வக அதிபரவளைவு 

செவ்வகக் கார்ட் டீசியன் 

கூறுகள் 

செவ்வகம் 

செவ்வகலம் 

சோடிக்கோடுகள் 

'தன்மைகாட்டி 

துணையச்சு 

துணையலகு 
துணையிய 
துணையிய cor Dug a! Sar OY 

துணையிய விட்டம் 

துணை வட்டம் 

தொடக்கக் கோடு 

தொடுகோடு 

தொடு நாண் 

தொடு புள்ளி 

தொலைத் தகவு 
தொலைத் தொடுகோடு 
தொலைவுச் சமன்பாடு 

நாண் 

நாற்கரம் 

பகுமுறை வரைகணிதம் 

Radical centre 

Homogeneous equation 

Bisector 

Equation 
Trapezium 
Slope 

Rhombus 

Micor axis 

Circumcircle 

Persendicularly 
Perpendicular line 
Normal 

Orthocentre 

Right angle 

Rectangular hyperbola 

Rectangular cartesian coordi- 

nates 

Reciangle 

Latus rectum 

Pair of lines 

Discriminant 

Conjugate axis 

Parameter 

Conjugate 
Cenjegzate hyperbola 
Conjuzate diameter 

Auxiliar circle 

Initia! line 

Tangent 

Chord of contact 

Point of contact 
Eccentricity 
Asymptote 

Distance equation 

Chord 

Quadrilateral —



கலைச்சொற்கள் 

நிரப்புக் கோணங்கள் 

நிலைத்த 
நிறை வர்க்கம் 
நீள் வளைவு 
நேர்வரைத்தன்மை 

படி 
பரவளைவு 
பரிதி 

. பூச்சியம் 

பெருக்கல் தொடர் 

பேரச்சு 

பொதுப்படைச் சமன்பாடு 

மடங்கு 

மாறி 

மாறிலி 

மிகை எண் 4 
மிகைநிரப்புக்கோணம் 

முடிவிலி 
முனைவு 
மூலம் 

மெய் எண் - 

மையக்குத்துக் கோடு 

மையக் கூம்பவளைவு 

மையக்கோட்டுச் சந்தி 

மையவகநற்சிக் கோணம் 

வடிவொப்ப மையம் 
வட்டவரைப் புள்ளிகள் 

- வரைகணிதம் 

வளவரை 

விட்டம் 

- விடுவி 
வெளிமையம் 
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Complementary angles 

Fixed 

Perfect square 
Ellipse 
Colinearity 

Degree 

Parabola 

Circumference 

Zero 

Geometric progression 

Major axis 

General equation 

Multiple 

Variable 

Constant 

Positive number ~ 

Supplementary angle 

infiinity 

Pole: 

Reot 

Real number 

Perpendicular bisector 

Central conic. 

Centroid 

Eccentric angle 

Centre of similitude 

Cyclic points 
Geometry 
Curve 

Diameter 

Solve 

Ex-centre
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as e: ... $ தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனம் ளி 
ட, சென்னை-600031. , * iy 

a 2 0 3 : te 
i க ன் 

ள் 
ப் 

ec. Bt தமிழில் பமில்பவர்க்குக் கல்லூரிப் பாடநூல்கள் ee 
Ei 2 (Tamil Medium Books for Colleges) : 

த் _ இதுவரை 606 நூல்கள் வெளியிடப்பட்டுள்ளன. ட. 

Be பூ i 
es மேலும் விரைவில் வெளிவருபவை : 
8 © 4 பொறியியல் — 43 நால்கள் ன் 
ஆ சட்டம் தக 19 பகு த் 

3 மருத்துவம் _ ae 
ழ் இயற்மியல் — ரப > 
‘ வேதியியல் — 21 ன ம் 

4. தரவரவியல் = 122௮ & 
: விலங்கியல் சொ vf ” ன் 

3. வணிகவியல் ms 22... ம் 
பொருளாதாரம் ல் ம் ன் 

4. புவியியல் க 12 ow ச் 
8 . ச் 
4 வரலரறு am 36 , a 
1 மணையியல் nes ee a, % 
ட தத்துவம். — a 25 பதி 

4. பூள்னியியல் -- ae ‘i க 
3 கல்வி. — 3) aude te 
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4 ey உல. த தத - ன் 
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be i சென்னை-600006 * 
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