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1. ௪க்கல்‌ எண்ணின்‌ சார்பலன்கள்‌ 
(Functions of a Complex Variable) 

1-1. A&aed cresoract (Complex Numbers) 

௩, 8 என்பவைகள்‌ மெய்‌ எண்களாகவும்‌ $--- 4/--] என்றும்‌ 

கொண்டு ati நி என்ற வடிவிலுள்ள எண்களைச்‌ சிக்கல்‌ எண்‌ 

களென்போம்‌. இங்கு ஈ என்பதைச்‌ சிக்கல்‌ எண்ணின்‌ மெய்ப்‌ பகுதி 
(20௨] றவு) என்றும்‌, 8 என்பதை மெய்யிலாப்‌ பகுதி (imaginary 
part) என்றும்‌ குறிப்பிடுவோம்‌. 

இயற்கணிதச்‌ சமன்பாடுகளைப்‌ பற்றிப்‌ படிக்கும்போது, சிக்கல்‌ 
எண்களின்‌ அவசியத்தைக்‌ கண்டோம்‌. உதாரணமாக, 98-10 
என்ற சமன்பாட்டின்‌ மூலங்கள்‌ 1, -] என்பது தெளிவு. ஆனால்‌ 
74-10 என்ற சமன்பாட்டிற்கு மெய்யான மூலங்கள்‌ கிடையா, 

B—1=0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ மெய்யான மூலம்‌ *1” ஒன்றுதான்‌. 
சமன் பாடுகளின்‌ படிகளுக்கும்‌ அவைகளின்‌ மூலங்களின்‌ 
எண்ணிக்கைக்குமிடையே ஒரு தொடர்பு உண்டாக்க வேண்டின்‌, 
சிக்கல்‌ எண்களின்‌ உதவியை நாட வேண்டியிருக்கிறது. அப்படிக்‌ 
கொண்டு, “2: படிச்‌ சமன்பாடுகளுக்கு ' ௩” மூலங்கள்‌ (மெய்யானவை 
யாகவோ, மெய்யிலா தனவாகவோ) உண்டு எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. 

8-6 8 என்ற சிக்கல்‌ எண்ணை (௩, 9) என்ற வரிசைப்படுத்திய 
மெய்‌ எண்களாலான வெக்டார்‌ எனவும்‌ கருதலாம்‌. ஆகவே 
% என்ற மெய்‌ எண்ணை (5, 0) என்ற வெக்டாராகவும்‌. 67° என்ற 
மெய்யிலா எண்ணை (0, 1) என்ற வெக்டாராகவும்‌ கொள்ளலாம்‌. 

1-2. தன்மைகள்‌ 

(1) சிக்கல்‌ எண்கள்‌ இரண்டின்‌ மெய்ப்‌ பகுதிகளும்‌, மெய்யிலாப்‌ 
பகுதிகளும்‌ சமமாயிருந்தால்‌ ஒழிய, அவை இரண்டும்‌ சமம்‌ எனக்‌ 
கூற இயலாது.
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atigen' +i y! என்றால்‌ $-%' என்றும்‌, gay என்றும்‌ இருந்து 

ஆக வேண்டும்‌. 

சிக்கல்‌ எண்களிடையே, ஒன்றை மற்றொன்றைவிடப்‌ பெரியது 

அல்லது சிறியது என்று கூறுவது இயலாது. இரு சிக்கல்‌ எண்கள்‌ 

சமமென்றோ, சமமற்றவையென்றோதான்‌ கூற இயலும்‌. 

(2) 2-2 என்று சிக்கல்‌ எண்ணைக்‌ குறித்தால்‌, அதன்‌ 

மட்டு (௯௦3408) என்பதை | £ J =ty ety என்று வரையறுக்‌ 

கலாம்‌. 

| | -0 என்றால்‌, x=0, 9=0 என்றுதான்‌ இருக்கவேண்டும்‌. 

(3) (a) =x tiy =(4y) 

Zax tig =(x', 9) THO Qo caraoicr m0 OS 

தொகையைக்‌ (ம) கீழ்க்கண்டவாறு வரையறுக்கலாம்‌. 

2-2 -௨௨)-7 செ) 

“ர்க்க, சோத)] 

குறிப்பு : சிக்கல்‌ எண்களின்‌ கூட்டுத்தொகையின்‌ வரையறை, 

வெக்டார்‌ கூட்டுத்தொகையின்‌ வரையறையைப்போல்‌ இருப்பதை 

நோக்கவும்‌. 

(b) Ag=AwetiaAy 

-(&5, 4) என்று சிக்கல்‌ எண்ணை மெய்‌ எண்‌ 

4 ஆல்‌. பெருக்கும்போது உண்டாகும்‌ தொகையை மேற்‌ 

கண்டவாறு வரையறுக்கலாம்‌. 

8 தவற (ற ழு) 
௭24 (௪) 

- (9)-1-- (2, 2)] 

(2) (2-7) 

(க-து) 
(2-2) 44 0-) 

(0 கிற) > (x's 9") 
= (xa! —yy’, xy! yx") 

= (xa — yy") Et (xy" +3") 

என்று வரையறுக்கலாம்‌.
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(8) மேற்கண்ட வரையறைகளிலிருந்து கீழ்க்கண்ட விதிகளைச்‌ 
சுலபமாகக்‌ காணலாம்‌. 

2-2 ௪ (கூட்டல்‌ பரிமாற்று விதி) 

(242) - (௪-௪) 2”. 
ர (சேர்ப்பு விதி) 

BZ eZ (பெருக்கல்‌ பரிமாற்று விதி) 
8: (21-27) (௬௮) 27 (பெருக்கல்‌ சேர்ப்பு விதி) 

(244) 2228-2” (பரவு விதி) 

[8: (6:21 (63) + [xt a —y' 9, ay" 272] 
=[ (x x'x” — xy" yp" — x! y" y—py! x") 

வேழ வீத! axl” y— py! y")] 
(gra) 2"=[ (ax! — yy"), தே! 422) ] [2 37] 

=[ (xa! 2” — a2" yy! — xy! y" ~ x! yy") 
(x2! 9" — 272] 

z+ (zez")=(e2') +2" staitug தெளிவு. 

(64௮) z'=[(x+e'), yts’)] ("9") 
=[{(a-a') x” — +9") 9" 
(+2!) "+ (pty) x3] 

=[{(xa" — yy") + (x! x" —y'y")}, 
(வே) - 9”! 201] 

=[(% x" — yy"), பேர 2)] 
+L (a! ay" 9"), (2' a" by x")] 

=[z2"+2' 2" ] என்று நிரூபிக்கலாம்‌. 

குறிப்பு 1: மேற்கண்ட விதிகளுக்குச்‌ சிக்கல்‌ எண்கள்‌ உட்படும்‌ 

போது, சிக்கல்‌ எண்கள்‌, மெய்‌ எண்களின்‌ இயற்கணித அடிப்படை 

விதிகளுக்குக்‌ கட்டுப்பட்டிருப்பதைக்‌ காணலாம்‌. 

குறிப்பு 2: வகுத்தல்‌ விதி: 5 ,2-' என்ற சமன்பாட்டை 
நோக்குக. 

z=(%I)s KL H(E0)s Za.) என்று கொண்டால்‌, 
பெருக்கல்‌ விதியின்‌ படி 

wax Ey q 

y =x ty & ster @@ro. 
t= Dy Ae x! 

தர? 
ro t 

x2 +7
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ஆனால்‌, 8-7 | 8 | 0 என்றிருக்க வேண்டும்‌. |8| -0 

என்றால்‌, 222 என்ற சமன்பாட்டிற்கு ஒரே ஒரு மூலம்‌ என்பது 

கிடையாது. : 

1-3. Gems A&aCosir (Conjugate Complex Number) 

வரையறை: 

தம்‌ என்ற சிக்கல்‌ எண்ணைக்‌ குறித்தால்‌, 2-2 (5), 

yal (zg) என்று எழுதலாம்‌. அதாவது உன்‌ மெய்ப்‌ பகுதி உ என்றும்‌, 

மெய்யிலாப்‌ பகுதி $ என்றும்‌ கருதுவோம்‌. ன்‌ இணைச்‌ சிக்க 

லெண்ணை து 44 என்று வரையறுப்போம்‌. 

எனவே, 4-௯ என்ற சிக்கலெண்ணின்‌ இணைச்‌ சிக்கலெண்‌ 

Za + Za என்பதும்‌, 61 2 என்ற எண்ணின்‌ இணைச்‌ சிக்கலெண்‌ 

2) ஆ என்பதும்‌ தெளிவு. 

அதாவது, 4 ௭ பேர்‌ ௫ 
பே தே 5 ம 42 
  

மேலும்‌, 8: 8-2) : (ஜே 3) 
=(x?--y?, 0) 

தத? 
=|<|? 

gt+zg=2 « 

=2 R (z) 

Z+Z=2iy 
=2iI (z) 

தேற்றம்‌ ௦ 

இரண்டு சிக்கலெண்களின்‌ பெருக்குத்‌ தொகையின்‌ மட்டு, 
அவைகளின்‌ மட்டுகளின்‌ பெருக்குத்‌ தொகைக்குச்‌ சமம்‌, 

| 21° 2 [221+ 29" f+ So 

=(4: Za) : (Za » Za) 

=l|a|*-[2|? 
ஸ்‌ | 21° a | = |4]-1ஆ]| 

ஆனால்‌ சிக்கல்‌ எண்ணின்‌ மட்டு எப்போதும்‌ குறை (162811475) 
யெண்ணாக இருப்பதில்லையா தலால்‌ 

[ஆ] எ 14] | ஆ]
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தேற்றம்‌ £ 

இரண்டு சிக்கலெண்களின்‌ கூட்டுத்தொகையின்‌ மட்டு, 

அவைகளின்‌ மட்டுகளின்‌ கூட்டுத்‌ தொகையைவிட அதிகமாக 

முடியாது. 

| gta | 3- (ம) - பேட்‌) 

= (Z1+22) - (2) 

81 போர டே தஆ ஆ “ஆ 

|1]“422(௩- 11? 

141332]: ௬14 1௬13 

[Zi]? +2; za[-|zo] + fal? 

=[la] + zl? 
“| Zrtea| < | 21] + | Z| 

| 
A 

ll 

குறிப்பு: அதேபோல்‌ 121-௮1௪ |[|124]-] [1] 

ஏனெனின்‌ | Z1—Z | 2 = | 21 | 29~2ZR (zz) +] a]? 

> 12 |9-2l az] + | 2]? 

>[la| —| 2 |]? 

> | | ம] (la|—l]z])I| 

1-4. சிக்கலெண்ணை வடிவ கணித முறையில்‌ குறிப்பிடுதல்‌ 

ச்‌ பூக்‌ 2 என்றும்‌, 7 ௦௦8 ரி, ந 810 ரர என்றுமிருக்கும்படி 
9-வையும்‌ குறித்தால்‌ 2 (ற) என்ற புள்ளியின்‌, ஆதியிலிருந்துள்ள 
தாரத்தை ;-யென்றும்‌, 07 என்னும்‌ கோடு, 0 என்னும்‌ கோட்‌ 
டுடன்‌ உண்டாகும்‌ கோணத்தை ரி என்றும்‌ குறிப்பிடுவோம்‌. 
[இங்கு 04, 02” என்று இரு செங்குத்து அச்சுகளை எடுத்துக்‌ 
கொண்டு 7௨,ற) என்ற புள்ளியை அதன்‌ அச்சுத்‌ தூரத்தைக்‌ 
கொண்டு குறிப்பதாகக்‌ கொள்க.] அப்போது (ர) என்பது 2-ன்‌ 
கார்டீசியன்‌ அச்சுத்‌ தூரங்களாகவும்‌, (,, 9) என்பது கோண அச்சுத்‌ 
தூரங்களாகவும்‌ கொள்ளலாம்‌. எனவே, சேகர என்ற சிக்க 
லெண்ணை (,9) என்ற அச்சுத்‌ தூரங்களைக்‌ கொண்ட ஒரு புள்ளி 
யாகக்‌ கொள்வது ஒரு முறையாகும்‌. அம்முறையை ஆர்கண்ட்‌ 
(Argand) வரைபட முறை என அழைப்போம்‌. இம்‌ முறையில்‌ 0 
மெய்‌ அச்செனவும்‌, 04ஐ மெய்யிலா அச்செனவும்‌ கூறலாம்‌. இங்குக்‌
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கண்டுள்ள *ரி*வை கோண és (argument) எனக்‌ 
கொள்ளலாம்‌, 

000 

ஷ
ா
?
 

  

  

  
படம்‌ 1 

இம்‌ முறையின்‌ மூலம்‌, சிக்கலெண்களின்‌ கூட்டல்‌, பெருக்கல்‌ 

இவைகளை எப்படிக்‌ குறிப்பிடுவதென்பதை ஆராய்வோம்‌. 

P, 

P, BOG, y)) 
(Xo, Je) 

  

படம்‌ 2. 

1-4-1, P,, Py என்ற புள்ளிகள்‌ Zi (= +291), 2 (912 

என்ற இரு சிக்கலெண்களைக்‌ குறிப்பதாகக்‌ கொள்க, 

எனவே OM, = #4, M, சர 

OM, =x M, கறத என்றாகும்‌.
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அஆ. என்ற எண்ணைக்‌ குறிக்கும்‌ புள்ளியைக்‌ கண்டுபிடிக்க, 

0ஆக்குச்‌ சமமாகவும்‌, இணையாகவும்‌, 2) வழியாக Py % என்ற 

கோட்டை வரைக. 

OMg=%1-+x9, Ms மற) ர. என்பதை இலேசில்‌ அறியலாம்‌. 

அதாவது 7% (ஓல) என்ற sire z= (x1 +49) +é (91192) 
என்ற Zr, Zo Bloor கூட்டுத்தொகையைக்‌ குறிக்கும்‌. 

1.4-2. 2 ஆ என்ற சிக்கலெண்களை 2 (7 ரிப்‌; 22 (39% 09 என்ற 

புள்ளிகளால்‌ குறிப்பதாகக்‌ கொள்க. 

Y P 3 

LE” 
0 A x 

  
படம்‌ 3 

அட ஆ என்ற சிக்கலெண்‌ குறிக்கும்‌ புள்ளியைக்‌ கண்டுபிடிக்க. 

மெய்‌ அச்சில்‌ 04-1 அலகு இருக்கும்படி 4 என்ற புள்ளியை 

எடுத்துக்கொள்க. 0.42) என்ற முக்கோணத்திற்கு வடி 

வொத்ததாக அமையும்படி, 02%ன்‌ மேல்‌ 0892) என்ற 

முக்கோணம்‌ வரைக. 2 என்ற புள்ளி 21 22 என்ற எண்ணைக்‌ 

குறிக்கும்‌. 

OP; _- OP, 
  
OP, OA 

271 * 772 OP; = i அற] V9 

| XOP, + | PsOPs 

= | XOP, + | XOP, 

=6o+ ay 

எனவே, ஆஆ என்ற சிக்கலெண்ணின்‌ மட்டு ௨ ஆ என்ற எண்‌ 

களின்‌ மட்டுகளின்‌ பெருக்குத்‌ தொகையாகவும்‌, அதன்‌ கோண 

  

|| | XOP
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வீச்சம்‌, 2, ஆ என்ற எண்களின்‌ கோண  வீச்சங்களின்‌ கூட்டுத்‌ 

தொகையாகவும்‌ இருப்பதைக்‌ காண்க; 

அதாவது, | 4: 1-1 [| ஆ] 

கோ. வீ. (2) - 8)--கோ. வீ. (௪0-டகோ. வீ, (22 

1.43. இரண்டு சிக்கலெண்களின்‌ ஈவு 

£1 =*y-+0 Y= 71 (cos ி1 1-7 sin 8) 

89-85 4-1 y= %e (COS Agi sin Aa) 

2740 என்றிருந்தால்‌, 
Z1 1, COS Oy +i sin 4; , 008 Fo—2 sin Ay 
8 நஜ. 005 நிஜாம்‌ 80 A, cos Gg—isin Gy 

21 , [cos (81—)-+i sin (61—8)] 
Yo cos? §g+sin® Gy 

21 
க [008 (97-90-1286 (9 - ரில] 

அதாவது, 6:80, ஆல்‌ வகுத்தால்‌, 1) என்ற அன்‌ மட்டு yy 

என்ற ன்‌ மட்டால்‌ வகுபடுகிறது. ஆனால்‌, என்‌ கோணவிீச்சம்‌ 
2 

9; என்ற -ன்‌ கோண வீச்சுக்கும்‌ ர என்ற ௭ன்‌ கோண வீச்சுக்கு 
முள்ள வித்தியாசமேயாகும்‌. 

ஆர்கண்ட்‌ வரைபட முறைப்படி இதைக்‌ கவனிப்போம்‌. 

டப 

படம்‌ 4 

ஆர்கண்ட்‌ வரைபடத்தில்‌ 4, ஆ என்ற இரு சிக்கலெண்களை P, 
என்ற புள்ளிகள்‌ குறிக்கட்டும்‌. 0 என்ற மெய்‌ அச்சின்மேல்‌ 4 
என்ற புள்ளி 1 என்ற மெய்யெண்ணைக்‌ குறிப்பதாகக்‌ கொள்வோம்‌. 
க0டக்கு வடிவொத்ததாக ட4-ன்‌ மேல்‌ ORA என்ற
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முக்கோணம்‌ வரைக. அப்போது 2 என்ற புள்ளி 4[/% என்ற 

சிக்கலெண்ணைக்‌ குறிக்கும்‌. 

OR _ OP 
0A ~ 00 

OR=1- 71.7) 
779 379 

| AOR — | QOP — | XOP . | XOP _ —X0Q 
  

=$1— $a 

1-5. ஆர்கண்ட்‌ வரைபடத்தில்‌ புள்ளிகளின்‌ தொகுதி 

ஆர்கண்ட்‌ வரைபடத்தின்‌ . மூலம்‌, சிக்கலெண்களைப்‌ புள்ளி 

களாகக்‌ கொள்வதைப்பற்றிக்‌ கண்டோம்‌. இந்த வரைபடத்தின்‌ 

உதவி கொண்டு, சிக்கலெண்களுக்கே உரித்தான சில பதங்களையும்‌ 

அவைகளின்‌ வரையறைகளையும்‌ ஆராய்வோம்‌. 

1-6. புள்ளிகளின்‌ கணம்‌ 

ஆர்கண்ட்‌ வரைபடம்‌ கார்டீசியன்‌ அச்சுகளைக்கொண்ட 

இருபரிமாண விளக்கப்‌ படமேயாகும்‌. இங்கு (5, 9) என்ற புள்ளியை 

£ (௪2344) என்ற : சிக்கலெண்ணால்‌ குறிக்கிறோம்‌. ஆனால்‌ 5 

என்பது (0, 0) என்ற ஆதி புள்ளியைக்‌ குறிக்கும்போது £' - 4 என்ற 

புள்ளி கந்தழியிலுள்ள வெளியைக்‌ குறிப்பதாகக்‌ கொண்டு அந்தப்‌ 

புள்ளியைக்‌ கந்தழிப்‌ புள்ளியென்று கொள்வோம்‌. 5 புள்ளி பரவி 

நிற்கும்‌ தளத்தை தளம்‌ என்போம்‌. கந்தழிப்‌ புள்ளியைத்‌ தவிர்த்து 

மற்றவெல்லாப்‌ புள்ளிகளையும்‌ கொண்ட கணத்தை அன்‌ 

(geno geri (whole plane) என்றும்‌, கந்தழிப்‌ புள்ளியைச்‌ 
சேர்த்த கணத்தை z-r oiflewgerib (extended plane) என்றும்‌ 
குறிப்பிடுவோம்‌. 

1-6-1. ஆர்கண்ட்‌ வரைபடத்தில்‌ ஐ என்ற புள்ளியின்‌ சுற்று 
வட்டாரம்‌ (Neighbourhood) 

ஆ. என்ற புள்ளியின்‌ சுற்று வட்டாரம்‌ என்பது | 8--ஆ | <e 

[௮-0] என்ற சமமின்மைக்குக்‌ கட்டுப்பட்ட புள்ளிகள்‌ “8” என்பவை 

களின்‌ கணம்‌ (86) ஆகும்‌. இங்கு 20 என்பதை ஏதாவதொரு 
மிகையெண்ணாகக்‌ கொள்ளலாம்‌.
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1-6.2. : என்ற புள்ளிகளின்‌ கணத்தின்‌ வரம்புப்‌ புள்ளி (14:16 

Point) 

3 என்ற கணத்தின்‌ வரம்புப்‌ புள்ளி ஆ என்று கொண்டால்‌, 

0-ன்‌ ஓவ்வொரு சுற்று வட்டாரத்திலும்‌, ௨ கணத்தின்‌ புள்ளி 

ஒன்றாவது, அதைத்‌ தவிர்த்து இருக்கவேண்டும்‌. 

குறிப்பு 1: சுற்று வட்டாரத்தில்‌ ஒரு புள்ளியிருக்கவேண்டு 
மென்ற நிபந்தனையின்‌ மூலம்‌, கந்தழி எண்‌ புள்ளிகள்‌ உள்ளன 

என்பது தெளிவு. ” 

குறிப்பு 2: 2 கணத்தின்‌ வரம்புப்‌ புள்ளி கணத்தின்‌ உறுப்பாக 
இருக்கவேண்டுமென்பதில்லை. ஆனால்‌, கணத்தின்‌ ஒவ்வொரு 

வரம்புப்‌ புள்ளியும்‌ கணத்தின்‌ உறுப்பாகக்‌ கொண்டால்‌, கணத்தை 

மூடு கணம்‌ (01௦560 804) என்போம்‌. ்‌ 

வரம்புப்‌ புள்ளியின்‌ ஏதாவதொரு சுற்று வட்டாரத்திலுள்ள 

புள்ளிகள்‌ எல்லாம்‌ 2: கணத்தின்‌ உறுப்புகளென்றால்‌, வரம்புப்‌ 

புள்ளியை உள்‌ வரம்புப்‌ புள்ளி (ஈமம்‌ ற௦104) என்போம்‌. உள்‌ 
வரம்புப்‌ புள்ளியில்லா த வரம்புப்‌ புள்ளியை எல்லைப்‌ புள்ளி (0ரம்கரு 

௦௦104) என்போம்‌. 

குறிப்பு: மேற்கண்ட வரையறையிலிருந்து கணம்‌, மூடிய கண 
மாகவோ திறந்த கணமாகவோ அன்றி வேறு விதமாகவோ இருக்கலா 

மென்பது குறிப்பிடத்தக்கது. உதாரணமாக (81 4] என்று 

அமையும்‌ எல்லாப்‌ புள்ளிகளையும்‌ 2-1 என்ற புள்ளியையும்‌ சேர்த்த 

கணம்‌ மூடு கணமுமன்று ; திறந்த கணமுமன்று, 

1-7. ஜோர்டான்‌ வளைகோடு (3௦88௦ Curve) 

ச.£₹ர்‌ ௨ சீஎன்றமையும்‌ மெய்மாறி ₹ர? ஆல்‌ ஆன தொடர்ச்சி 
யான சார்புகள்‌ இரண்டை ஐ (9), WY (0) என்று கொள்க. ஜ$-ஐ (4), 
2-1 (0)) 2276 என்று $ஜயும்‌ ர ஐயும்‌ வரையறுக்க. அப்போது 
கார்டீசியன்‌ தளத்தில்‌ (x,y) என்ற புள்ளி ஒரு வளைகோட்டை 
நிர்ணயிக்கும்‌. அங்குர்‌ என்ற மாறி உக்கும்‌ சீ.க்குமிடையே இருக்க 
வேண்டும்‌. 8-2 என்று கொண்டால்‌, ஆர்கண்ட்‌ வரை 
படத்தில்‌ 2 ஒரு தொடர்ச்சியான வளைகோட்டை நிர்ணயிக்கும்‌, 
இந்த வளைகோட்டை ஜோர்டான்‌ வளைகோடு எனக்‌ குறிப்பிடுவோம்‌. 
இந்த வ்கோட்டில்‌ மடங்குப்‌ புள்ளிகள்‌ (ஐபீ(1்ற16 ௦4௦48) இல்லை 
யென்றால்‌, இதைச்‌ சாதாரண ஜோர்டான்‌ வளைகோடு என்போம்‌, 

ச, 7-0 என்று “4” மதிப்புகள்‌ கொள்ளும்போது உக்கு ஒரே ஒரு 
மதிப்பு இருந்தால்‌, வளைகோட்டை, மூடிய சாதாரண ஜோர்டான்‌ 
வளைகோடு எனக்‌ குறிப்பிடுவோம்‌.
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(2) என்ற கணத்திலுள்ள எல்லாப்‌ புள்ளிகளும்‌ | 2 | 22 என்ற 

நிபந்தனைக்குட்பட்டிருந்தால்‌, அந்தக்‌ கணாத்தை வரம்புடையது 

(மலம்‌) என்றும்‌, அப்படி நிபந்தனைக்குட்படக்கூடிய & என்ற 
ஓர்‌ எண்ணும்‌ இல்லையென்றால்‌ கணம்‌ வரம்பில்லாததென்றும்‌ 

கொள்ளுவோம்‌. 

1-8. அரங்கம்‌ (பவ்ய 

ஆர்கண்ட்‌ வரைபடத்திலுள்ள புள்ளிகளின்‌ கணத்திலுள்ள 

புள்ளிகளின்‌ கோடி ஒவ்வொன்றும்‌, பல்கோண வில்லினால்‌ (0௦141200 

81௦) சேர்க்க முடிந்தால்‌, அந்தக்‌ கணத்தைக்‌ கோனேக்ஸ்‌ (௦௦) 

என்போம்‌, பல்கோண வில்‌ கணத்தின்‌ புள்ளிகளில்லாததாக 

இருக்கவேண்டுமென்பது நோக்கத்தக்கது. திறந்த கோனேக்ஸ்‌ 

புள்ளிகளின்‌ கணத்தை திறந்த அரங்க மென்போம்‌. வரம்புப்‌ புள்ளி 

களையும்‌ சேர்ந்த திறந்த அரங்கை மூடிய அரங்க மென்போம்‌. 

1.8.1. ஜோர்டான்‌ வளைகோட்டுத்‌ தேற்றம்‌ 

மூடிய சாதாரண ஜோர்டான்‌ வளைகோடு ௨&தளத்தை, வள 

கோட்டைப்‌ பொது வரம்பாகக்‌ கொண்டு இரு திறந்த அரங்கங்‌ 

களாகப்‌ பிரிக்கிறது. இதில்‌ ஓர்‌ அரங்கம்‌ வரம்புடையதெனின்‌ அதை 

அகத்துள்ள (interior) அரங்கமென்போம்‌. வரம்பில்லாத மற்ற 

அரங்கம்‌ புறத்துள்ள அரங்கமாகும்‌. உதாரணமாக |z| =k 

என்ற வட்ட வளைகோடு | | 2 என்ந அகத்துள்ள அரங்கத்தை 
யும்‌, | 212.8 என்ற புறத்துள்ள அரங்கத்தையும்‌ நிர்ணயிக்கிறது 

என்பது நோக்கத்தக்கது. 

மாதிரிக்‌ கணக்குகள்‌ 

1) |A-fAl?+ | Ath |fa<l A leet fe |? 
என நிறுவுக. 

இதிலிருந்து 

[கரடு சர] பகி BF] = | e486] + 1-8] 
என நிறுவுக. 

நிறுவல்‌ : பாகம்‌ * 

| 71-75 | I= (fi —fo) (fi—Js) =fifis—thhfAth fe 

| Ate |?9=(Ath) (ath) =AAthht+hAthfe 

lA—fo |? + | Ath) %=2 A+) 

=2T|Al? + |fe] *)-
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நிறுவல்‌ : பாகம்‌ 2 

[ஆத] 4] a 
= [apa BF 2p [2 fF | 242 | PF | 

| 2 fF B 
=2 Efe] 2+ )e—F 1] 942 அ) | 
-2[௧[5421௧4- 27 42) ச" 
-2[121541715142]க4ச) [கத] 
[1௪-24 2421 42] 2-௪] ] 4௪] 
“[]1க*ச[* [க-தீ[] 

[கஷ்ட த$| 4 [கடி st] = [ete] + | e—8] 

ழு (f 40), z (0) =0 என்றால்‌, 

வேறெந்த வழியில்‌ அல்லாமல்‌ ஏதாவது ஓர்‌ ஆரைத்‌ திசையி 

{radius vector) anf, 

7 0 எனில்‌ ப்பம்‌ ௮ 0 என நிறுவுக. 

விடை: 9-2 என்ற ஆரைத்‌ திசையி வழி 7 0 என்க. 

அப்போது, 111 220-370) lim [= (ris) | +| 720 Zz 720 றர ர்‌ 

_ km f[ —i xy (x+iy) 
f2o xo yp? x+y 

(ஏனெனில்‌, 72-43) 

_ lim — *y 

fe 0 B43" 
lim —-imxi , | 

n> Os pm (“அரக 
® 

lim —i mx*_ எட்ட வன்‌ 0: 

8-2 என்ற வளைகோட்டு வழி ரீ 0 என்க. 

lim f (f)—f (0) lim ரண்டு. 1 

fr0 ரீ. 7420 சரபர்‌” 7] 
lim தீ —ix 1 

~ f>0 eos ்‌ a+iy ச கர்க்ற 

றற ஜீமீ (2 [ 

“20 அதன்‌. ஜேன்‌ (2-8) 

அப்போது, 
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_ lim xii x 

ff 0 2 (x+i 98) 

_ lim x—t 

ff 20 2 (147 4°) 

lim x—1 

2௬02 (142) 
5” - இது பூஜ்யமன்று. 

பயிற்சி 1 

1. 8, என்ற புள்ளிகளை உச்சிகளாகக்‌ கொண்ட முக்கோணத்தின்‌ 

செங்குத்து மையத்தையும்‌, சுற்று மையத்தையும்‌ காண்க, 

2. நன்‌ - மாறிலி, பதன ௪ மாறிலி என்பவை குத்துவட்டங்‌ 

களென நிறுவுக. 

9. fifafe ft: என்பவை ஒரே பரிதிப்‌ புள்ளிகளென நிறுவுக. 22-13 6, 

2o5 2-31, Cys t—V3 i, 2,342. 

4. fifo fs crarp புள்ளிகளை உச்சிகளாகவுடைய முக்கோணத்தின்‌ 

பரப்பைக்‌ காண்க. [2-௪ ரசம்‌ ஆ சிம்‌ படம. என்று கொள்க.] 

5. கணக்கு (49-ல்‌ உள்ள முக்கோணம்‌ சமபக்க முக்கோணமாக வேண்டின்‌ 
மீட்க்க ப 0. என்ற நிபந்தனை. உண்மையாக இருக்க 
வேண்டுமென நிறுவுக. ்‌



2௨. இக்கல்‌ எண்ணின்‌ சார்பலன்கள்‌ 

(தொடர்ச்சி) 

2 (2-4); ம (ரு) என்று இரு சிக்கலெண்களை 
எடுத்துக்‌ கொள்க. மி என்ற அரங்கத்தில்‌ 2-ன்‌ ஓவ்வொரு 

மதிப்புக்கும்‌, )' என்ற அரங்கத்தில்‌ ௨.-க்கு ஒரு மதிப்பு இருத்தல்‌ 
வேண்டும்‌. அப்போது ஐ-வை ன்‌ சார்பலன்‌, ௨-7(5) என்று 

கூறுவோம்‌. 

2.1. தொடர்ச்சி 

ஈ2. 0 என்ற ஓர்‌ எண்‌ கொடுக்கப்பட்டால்‌, அதற்கேற்ப 

| 8-1 4 8 என்றபடி 6 அமைய வேண்டும்‌. [5--ஆ] 4 9 
என்ற சமமின்மை சரி செய்யும்‌ 29 அரங்கத்திலுள்ள 4 எண்கள்‌ 

யாவும்‌ | 7 (2)-7 (20) | ₹2 என்றபடி இருந்தால்‌ ஆ என்ற புள்ளியில்‌ 
7(2) தொடர்ச்சியாக வுள்ளதென்று கொள்வோம்‌. 

குறிப்பு: 8 என்ற எண்‌, £ என்பதைப்‌ பொறுத்தும்‌, 3 என்ற 

புள்ளியைப்‌ பொறுத்தும்‌ அமையுமென்பதை நோக்குக, ஆனால்‌, 

ஐச்‌ சாராமல்‌, 6 ஐ மட்டும்‌ பொறுத்து 6(c) அமைந்தால்‌, 7(5)-ன்‌ 

தொடர்ச்சியை ம) அரங்கத்தில்‌ ஒரே சீரான தொடர்ச்சி (யார்ரீ௦ாறா 
continuity) ererGurin. 

2-2. amavis esau (Differentiability) 

Zo என்ற புள்ளியில்‌, f(z) வகையிடத்தக்கதாக அமைய 

வேண்டின்‌ 7(5) ஒரு மதிப்புள்ள சார்ப்லனாக வேண்டும்‌. அதாவது, 

௰ி அரங்கத்திலுள்ள 2-ன்‌ ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும்‌, ம! அரங்கத்தில்‌, 
க்கு ஒரு மதிப்புதான்‌ இருக்கவேண்டும்‌. 

706-760 
0 

ஒரே ஒரு வரம்பை எட்டும்‌ இயல்புடையதாக வேண்டும்‌. அப்போது 

வரையறை: Z—>Zq என்றாகும்போது, என்பது
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ற அரங்கத்திலுள்ள ஆ என்ற புள்ளியில்‌ 7 (2) என்ற ஒரு மதிப்புள்ள 

சார்பலன்‌ வகையிடத்தக்கமையுடையதென்போம்‌. மேலே கண்ட 

zh D அரங்கத்திலேயே அமைய வேண்டும்‌. 

7 (020 எட்டும்‌ வரம்பை 6-ஆ என்ற புள்ளியில்‌ 7£(5)-ன்‌ 
—%o 

வகைக்கெழு (821௮1௦) என்போம்‌. அதை 7' (60) என்று குறித்துக்‌ 

காட்டுவோம்‌. 

இதைப்‌ பகுவியல்‌ முறைப்படி வரையறுப்போம்‌. அதாவது 

6 > 0 என்ற எண்‌ கொடுக்கப்பட்டால்‌, 0418-1] 49 

என்ற சரியின்மையைச்‌ சரி செய்யும்‌ ற அரங்கத்திலுள்ள 5, ந என்ற 

[தீம்‌ (Zo) —f' (Zo) | 
புள்ளிகள்‌ யாவும்‌ 

| “1. சல | 
8 என்ற எண்ணைக்‌ கண்டுபிடிக்கவேண்டும்‌. 

2 உ சரிசெய்யும்படி 

தேற்றம்‌: தொடர்ச்சியாகவுள்ள ஒரு சார்பலன்‌ வகையிடத்‌ 

தக்கதாக இருக்க வேண்டியதில்லை என்பதை உதாரணத்துடன்‌ 

விளக்குக. 

ரீ29- | 213 என்ற சார்பலனை நோக்குக. 8௬0 என்ற 

புள்ளியில்‌ 

|7(2-7(601-1 (6815-01: 

௪1212௨ [8] 44/ உன்னும்‌ போது 

ட 8.4 / என்று கொள்க. 

எனவே 2-0 என்ற புள்ளியில்‌, சார்பலன்‌ தொடர்ச்சியாகவுள்ள து. 

Ff (g—f (eo) Lz |? | zo 1? 

  

z—&0 8-2 

_ £2—Ko 0 
£20 

- 24g 
- 2:25 

்‌ கி 

wp — 5/8 

= 2-0 5 

ye 17 

[z<—Zy=y @ 12. என்று கொள்ளும்போது] 

- —2 
= Z+2Z உ. wes
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2-2 சீ ip என்பதால்‌, 5; 2089 அணுகும்போது 2 = 0 

என்றாகும்‌. ஆனால்‌ ஐ க்கு எந்த மதிப்பும்‌ எடுத்துக்கொள்ளலாம்‌. 

. ச 12. என்பது ஒரு குறிப்பிட்ட வரம்பை எட்டுவ 

தில்லை. 

7 (2-7 (60) 
RG ஆனால்‌ 3௬0 என்று கொண்டால்‌, 220, 240 

என்றிருக்கும்போது. 

ஆ 94 0 என்று எடுத்துக்கொள்ளும்போது 

f (Ff (eo) = 12 1?- | 01? 
=[|ze|-lallxflel+ ]21] 

|7(2-7(221₹4181*141] 
22 [| 2-8] 48 என்று 

கொள்ளும்போது.] 

எனவே 3-0 என்ற புள்ளியில்‌, தொடர்ச்சியான சார்பலன்‌ வகை 

யிடத்‌ தக்கதாயுள்ளது. ஆனால்‌ ஆ 2 0 என்ற புள்ளியில்‌ தொடர்ச்சி 

யான சார்பலன்‌ வகையிடத்தக்கதல்ல. 

குறிப்பு : LOL) _ 9 (Zo) | <e ersit my! கொண்டால்‌ 

F (2) —f (20 = —f' (a)=w eros. w storugs |w| <e 

என்றபடியுள்ள சிக்கலெண்ணாகும்‌. 

SF (&) Sf (%0) =(&-%0) TF" (Zo) +] 
| f ()—F (20) | = | zz] IF" (Zo) +e | 

<le-z [lf &) 1+ 11) 
< | z—zo | LIF" ) | +e] 
2! [2-3 | 49 என்னும்‌ போது 

7(9-7(20. | 8-8] 48 என்று கொள்ளும்போது 

அதாவது ீ (2) என்ற சார்பலன்‌ ஆ என்ற புள்ளியில்‌ தொடர்ச்சி 
யான தாகும்‌. 

குறிப்பு: 2-3 என்ற புள்ளியில்‌ ஒரு சார்பலனின்‌ தொடர்ச்சி 
யையும்‌ வகையிடத்தக்கமையையும்‌ வரையறுத்தோம்‌. 29 என்ற 

அரங்கிலுள்ள எல்லாப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ ஒரு சார்பலன்‌ தொடர்ச்சியாக 

இருந்தால்‌, சார்பலன்‌ 7) அரங்கில்‌ தொடர்ச்சியாக உள்ளதென்போம்‌. 

அதேபோல்‌, அரங்கிலுள்ள எல்லாப்‌ புள்ளிகளிலும்‌ சார்பலன்‌ வகை
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யிடத்‌ தக்கதாகவுள்ள தென்றால்‌, சார்பலன்‌ 19 அரங்கில்‌ வகையிடத்‌ 

தக்க தென்போம்‌. அதையே 3 அரங்கிலுள்ள ஓவ்வொரு புள்ளி 

யிலும்‌ வகையிடத்தக்க தென்பதை சார்பலன்‌ 4) அரங்கில்‌ ஒழுங்‌ 

கானது (1021௨) எனக்‌ குறிப்பிடுவோம்‌. 

சில சமயங்களில்‌, அரங்கிலுள்ள சில புள்ளிகளை தவிர்த்து மற்ற 

புள்ளிகளில்‌, சார்பலன்‌ வகையிடத்தக்கதாக இருந்தால்‌, அந்த 

புள்ளிகளை (வகையிடத்தக்கதான புள்ளிகளை ) சார்பலனின்‌ சிறப்புப்‌ 

புள்ளிகள்‌ (51020/௨7 0௦௦18) என்போம்‌. இப்போது சார்பலன்‌ ஒழுங்‌ 

கானதாக இருக்கவேண்டிய, போதுமான நிபந்தனைகளை கண்டு 

பிடிப்போம்‌. 

2-3. சார்பலன்‌ ஒழுங்கானதாக இருக்கவேண்டிய நிபந்தனைகள்‌ 

22-22) (௨2) என்று பிரித்துக்கொள்ளுவோம்‌. 

82429 என்றால்‌ ௬8௪ Ax-+i Ay. என்றாகும்‌. 

ச சோரகுச ஜோக்கு கு) to (4+ Aes நற) 

f (e+ Az) —F tz) 
Az 

என்பது, ௩2 எந்த வகையிலும்‌ 0 வை எட்டும்போது, ஒரு தீர்மான 

மான வரம்பை எட்டவேண்டும்‌. கர-0 என்று கொண்டு ௩ 

முழுமையும்‌ மெய்யானதாக கொள்வோம்‌. 

Ff (e+ Ae) —F (2) 
AZ 

{[u (+ Ax, y) +i v (x+ Ax, »)] — [u (%, 9) +00 (xy) ]} 
Ax ? 

= eet Ax y)—u (my) fe et Any) —a(%9)] 
Ax 3 

FS (2+Az)—f (2 
Az 

sterGey “kt Assy) — ula, y) 2 (xb Ax 9) —0 (%,9) 
Ax Ax 

தனித்தனியே வரம்புகளை எட்டவேண்டும்‌. ஆகவே ௨ ox 
என்ற பகுதி வகைக்கெழுக்கள்‌ இருத்தல்‌ வேண்டும்‌. மேலும்‌ 

சோக =f (2) 

சார்பலன்‌ வகையிடத்தக்கதாகவுள்ள தால்‌ 

என்பது ஒரு வரம்பை எட்டவேண்டும்‌, 

ன்‌ வரம்பு 9-4 ௦ என்றாகும்‌. அதேபோல்‌, 
AZ 

Ax=0 என்று கொண்டு Azmi Ay என்று முழுமையான சிக்க 

லெண்ணுகக்‌ aarsir_ro Et Oz) Ste) ன்‌ வரம்பு uy —2 uy 

A—2
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: : க க த கோரக்க ரி 6 
ஆகும்‌. ௫, 0வுக்கு எப்படி எட்டினாலும்‌, வக்பு 
வரம்பு ஒன்றாகவே இருக்கவேண்டும்‌. எனவே 

கறம ஜர்‌ மு 

14% 8] 
uy = 22 

இந்த இரு தொடர்புகளை Card-Qlopwer (Cauchy-Rimann) 
வகைக்கெழு சமன்பாடுகள்‌ என்போம்‌. எனவே, ஒரு புள்ளியில்‌ 
வகையிடத்‌ தக்க சார்பலனின்‌ 8, ஐ, 8, ஐ. என்ற நான்கு பகுதி 

வகைக்கெழுக்கள்‌ இருக்கவேண்டும்‌. மேலும்‌ அந்த நான்கு பகுதி 

வகைக்கெழுக்கள்‌ கோ. இ (0. %.) சமன்பாடுகளை சரி செய்ய 

வேண்டும்‌. 

2-8-1. சார்பலன்‌ வகையிடத்தக்க போதிய நிபந்தனைகள்‌ 

2-7 (2) என்று கொண்டால்‌ 7ீ (24௩௮ -7(2 ஐ க௰ 
என்றாகும்‌. 

ம--மர*42 என்பதால்‌, ம ௩௰ என்பது ம ௨344 (24 க) 

என்றாகும்‌, 

“. Ausu (e+ Ax, I+ Ay)—U (3 2) 

=u (x+ Ax, y+ Ay)—u (x + Ax, 9) 
$4 (xf Ax, 9) —u (%5 9) 

= Ay w (x+ Ax, 9+8 Ay) 
+ Ax ux (x+0' Ax, y) 

[இடை மதிப்புத்‌ தேற்றத்தின்படி 0:91 
0-₹9' 41 என்று கொள்ளலாம்‌.] 

ux, ஐ: என்ற பகுதி வகைக்கெழுக்களை தொடர்ச்சியான சார்‌ 
பலன்களாகக்‌ கொண்டால்‌ 

Au= dp [uy 6,2)2]-4 ௬௪ [௨ (2) 4] 
என்றாகும்‌. இங்கு | &2| 0 என்றாகும்‌ போது ௩ 2 என்ற 
இரண்டும்‌ பூச்சியத்தை எட்டும்‌. இதே போல்‌ 

Av= AX [0s (8 +9) + a+ AD [ox (49) +N] 
Bago | Az | 0 என்னும்போது ஐ, ஈ'-0 ஆகும்‌. 

க ரஜா 

- &௪ [274220 சிழ [40 ௨] 
+ Ax [e’ in] + Ay [e+i 9] 

Uy = Vy, Uy 9, என்பதால்‌ 

Uy-+i vy = —0,+ iu, 

ஈர்‌ [8-2 உய]
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ஃ்‌ சிர்‌ (ஜம) (ககம கற) 

+AAx+a' Ay 

[இங்கு | ௩2 | 0 என்னும்‌ போது A, A’ 
என்ற இரண்டும்‌ -0 ஆகும்‌.] 

எனவே 28-14 3-௪ ௪ என்பதால்‌ வகுத்து | Az | 0 என்று 

எடுத்துக்கொள்ளும்போது 

டத +i vu, என்றாகும்‌ dz NS x BO 

dw 3 
pet Us 

=Uy—2t Uy 
ஜூ ட என்றும்‌ கொள்ளலாம்‌. 

குறிப்பு: உ, என்ற சார்புகளின்‌ இரண்டாவது பகுதி வகைக்‌ 
கெழுக்கள்‌ தொடர்ச்சியுள்ள சார்பலன்களாயின்‌, Usy = Uy § 

ஜே 6 என்றாகும்‌. 

கடி என்பதால்‌, இதை ஐ பொருத்து பகுதி வகைக்கெழு 
காணின்‌ ஏ... என்றாகும்‌, 

அதேபோல்‌ 8, ---9, என்பதில்‌ ஐ பொருத்து பகுதி வகைக்‌ 
கெழு கண்டால்‌ உ, 2) 

சோர ௩0 

அதேபோல்‌ உ, -உட-0 என்றாகும்‌. 

ஆகவே 8, 2 என்பவை 

22. நிற I = 2 PF OOP _ 
ப்‌ gat oy . 

என்ற இலாப்பிளாஸ்‌ (1,௨01806) சமன்பாட்டின்‌ மூலங்களாகும்‌. 

2-3-2. கோசி-இரைமன்‌ நிபந்தனைகள்‌ ஒரு சீரான சார்பலன்‌ 
ஒழுங்கானதாகவுள்ளதிற்கு போதுமான நிபந்தனையல்ல 
வென்று காண்பிக்கும்‌ உதாரணங்கள்‌ 

lL. f= V | ay | srstrp சார்பலனை கவனிக்க. 

Sf (z) =u (9) +4 0 (x, 9) 
என்பதால்‌ உ (9,2)-4/ 19 |, ௦ (97)-0 என்றாகும்‌. 

uy (0, 0) 2 = ட ட ஸ்‌ 3
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அதேபோல்‌ 

டீ u (0,0) — u (a, 0) 
uy (0, 0) ~ y->0 y 

=0 

dx (0, 0)=0, 9, (9, 0)-0 

2. (0,0) என்ற புள்ளியில்‌ உ, ந 2) என்ற கோசி- 

இரைமன்‌ நிபந்தனைகளை 8, 2 சரி செய்வதை காண்கிறோம்‌. 

உ்70)_4]12] 
ஆகல்‌ TD 

இப்போது % 0 வை அணுகுவதாகக்‌ கொள்ளுவோம்‌. எந்த 

பாதையின்‌ வழியாக 3, 2ஐ நெருங்கினாலும்‌ 7 (2) ட்‌ (௦) ஒரே 

வரம்பை எட்டவேண்டும்‌. 

ஐல என்ற பாதையின்‌ வழியாக 5, உவை நெருங்குவதாகக்‌ 

கொள்ளுவோம்‌. 

79-70) Vv Teme | 
  

  

2 x+imx 

ட] 
140 

J (z)—f (0) 
எனவே z ன்‌ வரம்பு § mm’? வெவ்வேறு மதிப்புகளுக்கு 

மாறுபடுகிறது. அதாவது 7” (௦) க்கு ஒரே ஒரு மதிப்பு இல்லாததால்‌ 

(க்கு 6-0 என்ற புள்ளியில்‌ வகைக்கெழு கிடையாதென்பது 

தெளிவு. 

_* (+t) 9 (1-2) 
2. 7(2- தழ 

0 (250 என்றால்‌) 

என்ற சார்பலனை நோக்குவோம்‌. இந்த சார்பலனுக்கு 2-0 என்ற 

புள்ளியில்‌ ஒரு மதிப்பும்‌, 220 என்ற புள்ளிகளில்‌ வேறு மதிப்புகளு 
மிருப்பதை கவனிக்க. 

f(z) =u (% 9) +i (x, 9) 
xo —ys 

u 9) =a u(x, 7) = 

u (x, 9)=0, v (x, 9) =0 
3-0 என்றால்‌ 

Ux (0, j=, iy அர = fou a) 3-4 (2, 0) 

  (2240 என்றால்‌) 

xa hy 

Bye 8,220 என்றால்‌
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lt x3 x20 

Ux (0, 0) “go>  « 1 

li u (0, y)—u (09, 0) 
uy (0, o)= பப அப ப பட்ட? 2 

y ( ) yo 0 ற 

lt —/y2—0 
= — ணை = _1 

2௮0 J 

ட ஜீ v (x, 0)—v (0, 0) 

x (0, 0) இடு 7 «| 

_ தீ x3 /x2—0 

~ x0 x ~ 

_ tt v (0, y)—o (0, 0) vy (0, 0) a a 

lt Py? 
= oor oe J 

2௬0 py 

2-0 என்ற புள்ளியில்‌ ஐ,-௨,, 8-௭ றட 

ஆனால் ர என்ற பாதையின்‌ வழியே 

7 (2700) #8 (147) —m8 x8 (1-7) 
8 © (2m x8) (2௩௦ 

_ (+i) — m8 (1-4) 
[ஆரி 1470) 

7 (9-7 (0) 
8 

  

இப்போது 2- 0 என்றாகும்போது க்கு ஐ பொருத்து 

வெவ்வேறு மதிப்புகள்‌ கிடைக்கும்‌. எனவே 4-0 என்ற புள்ளியில்‌ 

7 (விக்கு வகைக்கெழு கிடையாது. 

* (9275 2240 என்றால்‌ 
0 2-0 என்றாகும்போது 

க (௫ 9-.“ 0 ௫௮௧9. 

| lt ம்‌ =0 

xe 0 x 

uy (0, oz Et (2.9) —u (0, 0) 
20 J
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lt ௪12” _ 0 [14-1 என்பது தெளிவு.] 

  

~ x—> 0 ற 

கடல 10 4௫2௨ 

ன்‌, a = 0 

waa Hy Berar 

= 520 = =0 

கோ. இ. நிபந்தனைகளுக்கு 8, ௦ கட்டுபட்டிருக்கின்‌ றன. 

3 என்ற பாதையின்‌ சமன்பாடு 

ர்‌ ஏ]/4 2 ௪ என்பது தெளிவு 

எனவேத-% என்ற பாதையின்‌ வழியே 

ரீ(ெ7(0)_௨ 1/5 
z z 

a 
~ 4 ச1$ஈ 

= y ei n/4 

91/2” 

yet tlt 

2௮.0 அல்லது 

2 0 என்றாகும்போது 
> oO, 

of (2) என்ற சார்பலன்‌ 2-0 என்ற புள்ளியில்‌ ஒழுங்கான தல்ல. 

மாதிரி கணக்கு: 

1. ச (008)-4 810) என்பது ஒழுங்கான சார்பென்று நிறுவுக. 

அதன்‌ வகைக்கெழு என்ன ? 

விடை: ௪ (0082-17 200) -8-01 ௦ என்க. 

. u=e* Cos y 
995 sin y. 

*. Ux =e% COSY, Ug=eX SIN Y, Uy=—eX Sin y, 9, ௪. 0083.
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2 Ux = Oy § 0, = Uy. 

. கோசி.இரைமன்‌ நிபந்தனைகள்‌ நிறைவேறின. 

. 85 (cos y-+i sin y) ஆனது ஒழுங்கான சார்பு ஆகும்‌, 

. 7 _ Ou Ov xc i eX Si “a Sf (2- தர்க்கா cos y-+i7 eX sin y 

=e* (cos yi sin _y) 

2. (5) என்பது ஈன்‌ ஒழுங்கான சார்பலன்‌ எனின்‌ 

(2-2) 1601-4) உஓ | * என்று Powys. Ox” ஜே” 

SF (z) =u (xp) +i0 (x,y) என்க, சார்பலன்‌ ஒழுங்கானது 

என்பதால்‌, ்‌ 

9 Uy = — Vx ஸ்‌ Uxy = Vyx = —Uyy || by Os டி 

7 (2 12 
2 
oq lit) [P=2 wu t2 005 

2 

: Ss | f (2) | 82 [u டாக to Us +057] 

93 
il by அரி Lf (z) | 9=2 [ua uyy buy? +o vyy +0y2] 

0? 95 

(Sar $s) | f (2) | 3-2 [22 (டோரா) 1-9 (மா) 

+(ux?+uy*) + (0,2 +9,7)] 

=2 [(t,2 + 05) + (uy? =: 9)5)] 

Sf? (z) = uxt og 

அல்லது, —~—1 Dg 

oe | £2 (2) | 2= (ux? +52) = (0/2 +0,2) 

. (25 பக 2—9 ' 9 , 9 ‘(gmt ap 21“-2[1/7:(2 1/5 [71 (௮ 3] 

4 [7 (517 

பயிற்சி & 

1. ஆர்கண்ட்‌ வரைபடத்தில்‌ கீழ்க்கண்ட சமமின்மைகள்‌ குறிக்கும்‌ 
பகுதிகளை நிர்ணயிக்கவும்‌. 

GQ) [2-214) 
(1) |-214]12-1௧௫(620)
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2. x=ycos §, yay sin ரி என்றால்‌ கோசி-இரைமன்‌ நிபந்தனைகளை 
Ou 1 dev , Ou >. : தர தரு 29-29 என்று மாற்றியமைக்கலாமென நிரூபி. 

3. /1(5)40 என்று அமையும்படி உ ரீ (6) என்ற சார்பலன்‌ 
ஒழுங்கானதெனின்‌, 

6? 2 
  

“128 | . . 
(a+ ன! 1௦ஈ 1/7(2) ! -0 என்று காண்பி, 

4. 7 (5) 2 என்பது ௨ ஐப்‌ பொருத்து ஒரு ஒழுங்கான சார்‌ 
பலனென்றாுல்‌, 

(ர்வு 7001-௪617” ழு] என திறுவுக, 
5. தனிப்பெறுமானம்‌ மாறிலியாகக்‌ 

மாறிலியென திறுவுக, 

25. 55 95 
6. உரத்‌ சத SS = 4—+__ க 3 (4 ar) era என திறுவுக ச 

கொண்ட ஒழுங்கான சார்பும்‌ 

ரீ. மூனா [(x?—9?) cosy +2zy sin y] என்றால்‌ ஒழுங்கான சார்பு 
॥*102ஐ காண்க.



5. இணங்கசார்பை விளக்கம்‌ 

. (Conformal Representation) 

3:1. இணங்கசார்பை மாற்றம்‌ : வரையறை 

2-8 (2) 8-2 (ஐ) என்ற இருதொடர்புகளைக்‌ கவனிக்கவும்‌. 
இந்த சமன்பாடுகள்‌ (டர) என்ற புள்ளிகளுள்ள தளத்திலுள்ள 
2 என்ற அரங்கத்திற்கும்‌ (ர, ௦) என்ற புள்ளிகசாக்‌ கொண்ட 
தளத்திலுள்ள 29' என்ற அரங்கத்திற்குமிடையே ஒரு தொடர்பை 
உண்டாக்குகிறது. 

D அரங்கத்திலுள்ள புள்ளிகள்‌ யாவற்றிலும்‌, ச, v என்ற 
சார்புகள்‌ தொடர்ச்சியான தாகவும்‌, முதல்‌ ஒழுங்கு (82% ௦௦82) பகுதி 
வகைக்கெழுக்கள்‌ கொண்டதாகவுமிருந்தால்‌, தொடர்ச்சியாக 
திரும்பும்‌ தொடுகோடுகளைக்‌ கொண்ட ற அரங்கத்திலுள்ள எந்த 
வளைகோடும்‌, அதே தன்மையை கொண்ட ற! அரங்கத்திலுள்ள 
வளைகோடாக மாறும்‌. ஆனால்‌ இத்த மாற்றம்‌ ஒன்றுக்கு ஒன்றான 
(one to one) தல்ல, உதாரணமாக ஏ- 28, 9-3 என்ற தொடர்புகளை 
நோக்கவும்‌. D அரங்கத்தில்‌ 2-3 2 1 என்ற வட்ட அரங்கம்‌ ம 
அரங்கத்தில்‌ 8-0, 9-0, 84221 என்ற கோடுகளாலான முக்‌ 
கோண அரங்கமாக மாறும்‌. ஆனால்‌ முக்கோணத்தின்‌ ஒரு புள்ளியாக 
மாற வட்டத்தில்‌ நான்கு புள்ளிகள்‌ இருப்பது கவனிக்கத்தக்கது. 
[1-5, 18] என்ற நான்கு புள்ளிகள்‌ 2! அரங்கத்தில்‌ ஒரே ஒரு புள்ளி 
யாகத்தான்‌ மாறும்‌. 

2 அரங்கத்திலுள்ள இரு வளைகோடுகள்‌ P (x9, ¥9) என்ற 
புள்ளியில்‌ “9” என்ற கோணத்தில்‌ வெட்டட்டும்‌. அப்போது 2: 
அரங்கத்திலுள்ள ஒத்த வளைகோடுகள்‌ 2" (௨0) [8-௨ (௯ றற): 
V=0 (oy Yo)] என்ற ஒத்த புள்ளியில்‌ அதே “9” கோணத்தில்‌ 
வெட்டினால்‌ இந்த மாற்றத்தை கோணம்‌ போற்றும்‌ மாற்றம்‌ (180201081 
Transformation) st stray கூறலாம்‌.
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இந்த மாற்றத்தின்‌ மூலம்‌, கோணத்தின்‌ அளவு மட்டுமல்லாது, 

திரும்பும்‌ திசையும்‌ (86056 ௦14 10121410௦1) மாறாமலிருந்தால்‌, மாற்றத்தை 

Qloor ig erireou wr) Mw (Conformal Transformation) என்போம்‌. 

  

  

2 serrip 

படம்‌ 5 

இம்மாற்றம்‌ ஒன்றுக்கொன்றான தல்ல என்று கண்டோம்‌. அப்படி 

யல்லாது, மியிலுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும்‌, ல்‌ ஒரே ஒரு புள்ளி 

சார்பாகவும்‌, யிலுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளிக்கும்‌ மில்‌ ஒரே ஒரு புள்ளி 

சார்பாகவும்‌ அமைந்தால்‌, மாற்றத்தை ஒன்றுக்கொன்றான மாற்றம்‌ 
என்போம்‌. 

  

    

படம்‌ 6 

குறிப்பு: 5 தளத்திலுள்ள 2 அரங்கத்தில்‌ ம-7ீ (6) என்ற 
சார்பலன்‌ முறையுடையதெனக்‌ கொள்ளுவோம்‌. 2 அரங்கத்தினுள்‌ 
ந என்ற உட்புள்ளியையும்‌ அதன்‌ வழியே செல்லும்‌ இருதொடர்ச்சி 

யான வளைகோடுகள்‌ (6, ட என்பவைகளை கவனிக்க. இரு வகா 

கோடுகளுக்கும்‌ ர என்ற புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடுகோடுகள்‌ 

மெய்யான அச்சுடன்‌ ௨), ௨௨ என்ற கோணங்களை உண்டாக்கட்டும்‌. 

71 (2,௪40 என்றும்‌ கொள்ளுக. ஆ என்ற புள்ளிக்கு அருகே 6, (ந 

என்ற வளைகோடுகளின்‌ மேல்‌, த) என்ற தூரத்தில்‌ 21, ஆ என்ற
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புள்ளிகளை எடுத்துக்‌ கொள்ளுக., எனவே Zi —Zop=y e813 z—zZ, 
=y 10 என்றாகும்‌. அப்போது 9௮0 என்றாகும்போது 0,54; 
Bo>%q என்றாகும்‌. ௨-7(2) என்ற மாற்றம்‌ ஏற்படும்போது, 
8 தளத்திலுள்ள ஆ என்ற புள்ளிக்கு ஒப்பாக ம தளத்தில்‌ ட என்ற 
புள்ளியும்‌, 21) என்ற புள்ளிகளுக்கு ஒப்பாக 2), we என்ற புள்ளி 
களும்‌ இருப்பதாகக்‌ கொள்ளுக. ஐ), ௧ என்ற புள்ளிகள்‌ 8 தளத்தில்‌ 
டி 12 என்ற வளைகோடுகளை நிர்ணயிக்கட்டும்‌. 

எனவே 89 --800-- 2 273 ; we— wy = நிழ என்று கொண்டால்‌ 
lt — i J ள்‌ SSDS fl (gq) என்றாகும்‌. 71 (20) 40 என்பதால்‌, 771 (zy) மோ. மோ 

_ ஐஜ்4 என்று கொள்ளுவோம்‌, 

101 
. lk ப ப 

த சபி 

P, . 88-28, மேலும்‌ // (ஜட ரி) 
27 

ஆகவே lt py =a,+A. 

Wy என்ற புள்ளியில்‌, 1"; வளைகோட்டிற்கு வரையப்படும்‌ 
தொடுகோடு ஐ தளத்திலுள்ள மெய்யான அச்சுடன்‌ (௪1-84) என்ற 
கோணத்தை உண்டாக்குகிறது. அதேபோல்‌, ௨, புள்ளியில்‌ 17, 
வளைகோட்டிற்கு வரையப்படும்‌ தொடுகோடு (aga) என்ற 
கோணத்தை உண்டாக்கும்‌. எனவே 1”), To என்ற வளைகோடு 
களுக்கிடையேயுள்ள கோணம்‌ (ag+A)—(a,+ A)=(%—4, )- 
ஆகவே ]', 1% என்ற வளைகோடுகள்‌ வெட்டும்‌ கோணம்‌, டே ௫ 
என்ற வளைகோடுகள்‌ வெட்டும்‌ கோணத்திற்கு சமமாகும்‌. மேலும்‌ 
Ti, [Te என்ற வளைகோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தின்‌ 
திரும்பும்‌ திசையும்‌, டே டே என்ற வளைகோடுகளுக்கிடையேயுள்ள 
கோணத்தை போன்றது. ஒரு மாற்றத்தின்‌ ஜக்கோபியன்‌ 7, ஒரு 
புள்ளியில்‌ மறையாமலிருந்தால்‌, அதாவது 7-௦ என்றால்‌, திரும்பும்‌ 
திசை மாருமலிருக்கும்‌. அப்போது 720 என்றிருக்கவேண்டும்‌. 70 
என்றால்‌ திரும்பும்‌ திசை மாறும்‌. இங்கு 7- | f (zo | % எனவே 
71 (80) 40 என்பதால்‌ 750 ஆகும்‌. ஆகவே திரும்பும்‌ திசை மாரு 
மலிருக்கும்‌. 

“ft (3)௪0 என்று கொண்டால்‌, w=f (z) என்ற முறையான 
சார்பலன்‌ ஒரு இணங்கு சார்பை மாற்றத்தை நிர்ணயிக்கும்‌. 
7 (80)50 என்றால்‌, ஐ-7(2) என்பது இணங்கு சார்பலனாகாது. 
அப்படியுள்ள புள்ளிகளை இணங்கு சார்பை முறிவுப்‌ புள்ளிகள்‌ 
(critical points) sro6i போம்‌.
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சில மாற்றங்களில்‌ கோணங்களின்‌ அளவுகள்‌ மாரறாமலிருக்கும்‌. 

ஆனால்‌ அவைகளின்‌ குறிகள்‌ மாறுபட்டிருக்கும்‌. 

உதாரணமாக ௨3-13 என்ற மாற்றத்தை கவனிப்போம்‌. 

இங்கு 2-1 என்ற புள்ளிகள்‌ x—ip என்று மாறுவதால்‌, புள்ளிகள்‌, 

மெய்‌ அச்சை பொருத்து பிரதிபலிப்பாகின்றன. எனவே கோணங் 

களின்‌ அளவுகள்‌ மட்டும்‌ மாறாமலிருக்கும்‌. பொதுவாக w=f (z) 

என்ற மாற்றம்‌ மேற்கண்ட தன்மையுடையதாக இருக்கும்‌. இங்கு 

fie) ஒழுங்கான சார்பலனாகும்‌. 8-8: ம-7(2) என்ற இரு 

மாற்றங்களின்‌ சேர்க்கையே ௰-ீ (2) என்ற மாற்றமாகும்‌. 

3.2. இசை சார்பலன்கள்‌ (11806 Functions) 

ள்‌ i oe? 88 928 
95250 அல்லது So tage te எனற 

இலாப்லாஸ்‌ (151206) சமன்பாடுகளை கவனிக்க. இதன்‌ மூலங்கள்‌, 

4% இவைகளை பொருத்து பல சார்பலன்களாகும்‌. இந்த 

சார்பலன்கள இசை சார்பலன்களென்போம்‌. 

முப்பரிமாண வெளியில்‌, 2-ஐ((8, ரூ 2), 72-2௨ (6, ௬, 22; 

2-5, ர, ஐ) என்ற மாற்றங்களினால்‌, ௦ (3, 6) என்ற சார்பலன்‌ 
ஐ (ச, ஐஐ) என்ற சார்பலனாக மாறுவதாகக்‌ கொள்ளுவோம்‌. 

ச (69, 5) என்பது இசை சார்பலனாக இருப்பினும்‌, 2 (6, ஐஐ) 

என்பது இசை சார்பலனாக இருப்பதில்லை. ஆனால்‌ இரட்டை 

பரிமாண வெளியில்‌ இந்த மாற்றத்தின்‌ விளைவை விரிவாக 

நோக்குவோம்‌. 

௦-7 (2 என்ற மாற்றத்தை நோக்குக. இங்கு ௨-௨, 

z=xtiy என்றும்‌ கொள்ளுவோம்‌. அப்போது 8-௨ (6); 

௦ (09) என்றாகும்‌. 7 (2) என்பதை ஒழுங்கான சார்பலனாகவும்‌ 

(x9) தளத்தைக்‌ கொண்ட £ அரங்கத்தில்‌ /” (2) 0 என்றும்‌ 

கொள்ளுவோம்‌. 

ஐ.7ரீ(2) என்ற மாற்றத்தினால்‌, ) அரங்கத்துக்கு இணையாக 

(2, 9) தளத்தில்‌ ௩ அரங்கம்‌ அமைவதாக. 

௩, என்பவை சார்பற்ற மாறிலிகளாகவும்‌, ௨ என்பது 2 

என்பவைகளைக்‌ கொண்ட இருமுறை வகையீடு செய்யும்படியான 

சார்பலனாகுக. 

      

௦ ௦ 83 
ஜீ 2 ன்‌ 9 v. dw aw du? +2 Audi du dv + ae dv 

ow. 2 ow, 2 +35 dy + Bo dy —(A)
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29 

Ou Ou 
வட்ட ற 04 Dx aT oa dy 

ட்‌. தது 
Ox 

9 
2 dy 5g dx? +2 a கற்‌ பட ம்‌ 

252 23 2 உ) oe 2 மச தி வர்க rer Dy          

(A)sb du, do, ரீ, மீச என்பவற்றின்‌ மதிப்புகளா இடவும்‌. 

aw என்பது ஸ்‌, ஜ்‌ என்பவைகளில்‌ இருபடிக்‌ கோவையாக 

அமையும்‌. 8, ஸ்‌ இவைகளின்‌ கெழுக்களைக்‌ கொண்டு 

93ம Ow Ou “49 6 2w Ou Gv 

Oxt pales] Zao 32) (3s) 

92 (92059௨ 98) 8ம 9௦ 
ள்‌ (தக) du O88" Bu Ox® 

Otw _ O%w/ duy? 4 dw ( Ou\/ dv 
oy? aut ay} EE ay) (a>) 

ம (00 Ow 048. dw 8% 

+$a ($5) toe Sot eS 

  

  

  

என்று காணலாம்‌. 

90920 080 928 
ox Oy’ OY | Ax 

at a 952 _972_0     
8x8 am? Sat t Bye 7? 

என்பதால்‌ 
6 2w 0 Aw ட 6 2w 232 Ou 9 Ou 2 

ax 1 57 “(5௮ + 8 v3 ) (32) +(35) | 

fi (= Se i Se 

  

  

ட 028 ௦8 

த Oy 

~ ff o{2¥ 227 IP @1=(F2) +(ZE) ௪௦ 
2 2 

0 *w ea 
“em ட தஸ. ae ௪0 என்றாகும்‌.
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3.3. இரு நேர்கோட்டு மாற்றம்‌ (Bilinear Transformation) 

_ eth 
vets 

மென்போம்‌. இங்கு ௨, 8, 9, 8 என்பவை சிக்கலெண்களாகும்‌. 

௨9-84 என்பதை மாற்றத்தின்‌ அணிக்கோவை என்போம்‌. 

௮(4) என்ற மாற்றத்தை இரு நேர்கோட்டு மாற்ற 

௪8-80 எனின்‌ மன்‌ ஒரு மதிப்புக்கு பொருந்துமாறு 5 க்கு 

ஒரே ஒரு மதிப்புத்தானிருக்கும்‌. இதை மோபீஸ்‌ மாற்றம்‌ (14௦10 
Transformation) எனவும்‌ கூறலாம்‌. இப்போது (1) w=z+a 

(2) w=pz (p என்பது மெய்யெண்ணாகுக) (3) w=zet8 

(4) w= ்‌ என்ற மாற்றங்களை விரிவாக கவனிப்போம்‌. 

(1) ௨-4 என்பது 4 தளத்திலுள்ள உருவத்தையே ம 

தளத்தில்‌ வேறு ஆதியை (210) கொண்டு வரைந்ததாகும்‌. 

இதை இடப்பெயர்ச்சி (நாவி) என்போம்‌. ஐ-ஜ-டம்‌.ஐ3 

224027 ௧414 நீ எனின்‌ 82-46, 3-9 என்றாகும்‌. 

(2) ம-ற்‌£ ( மெய்யெண்‌) 6 தளத்திலுள்ள ற்‌ உழுவமும்‌ ம 

தளத்திலுள்ள உருவமும்‌ வடிவொத்தும்‌, ஒரே மாதிரி வைக்கப்‌ 

uct gworaeeyih (similar and similarly placed) Q@ma@qGwb. qpooor 
மவிலுள்ள உருவம்‌ £லிலுள்ள உருவத்தைப்போல்‌ ந்‌ மடங்காகும்‌. 

இதை உருப்பெருக்கமென்போம்‌, 

(3) w=z 210 எனின்‌ ;wil=|z|. ஈன்‌ கோண வீச்சம்‌ 

ரின்‌ கோண வீச்சம்‌. எனவே ஈலிலுள்ள உருவத்தை ஆதியை 
பொருத்து ர கோணம்‌ சுற்றி ௨ தளத்தில்‌ அமைக்கவும்‌. இதை 
சுழற்சி மாற்றமென்போம்‌. 

1 L 1 
(4) i தச்‌ ச எனின்‌ || = மன்‌ கோண 

வீச்சம்‌ - ரி ஆகும்‌. 

தன்‌ மாற்ற ஆரையை 1 எனக்கொண்டு £ லிலுள்ள உருவத்தை 
ஆதியை பொருத்து தன்‌ மாற்றம்‌ செய்து மெய்‌ அச்சின்மேல்‌ பிரதி 
பிம்பம்‌ காணவும்‌, இதனால்‌ உருவம்‌ மாறும்‌. 

மேற்சொன்ன w=— 518 
27 5870 
  [௨ 8-0] என்ற மாற்றத்தை 

சற்று ஆராய்வோம்‌. 

w= [ste]
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(பணம) 

  

y 89/2 

a நி 1 

ஈது ர Ss 9 நா துதற 

a By-—ad 1 
. W=—+W13 w= * W235 ம]... y + 19 L ye 2 2 W3 

89-- 8-78/72 என்ற மாற்றங்களினால்‌ அமைவதை நோக்குக, 

89-80) tet ௪ 542/2 என்பவை இடப்பெயர்ச்சி மாற்றங்கள்‌ , 

82-௦௦ சர ॥ = Sr 80) என்பது உருப்பெருக்கம்‌. ணார என்பது தன்‌ 

மாற்றம்‌, பிரதிபிம்பம்‌ சேர்ந்த மாற்றமாகும்‌. [ஆகவே இம்மாற்றம்‌ 
வளைகோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணங்களை மாற்றாது. ஆனால்‌ 
திரும்பும்‌ திசை மாறும்‌. ] எனவே இம்மாற்றம்‌ ஒரு இணங்கு சார்பை 
மாற்றமாகாது. மேலும்‌ இடப்பெயர்ச்சி, உருப்பெருக்கம்‌, பிரதி 
பிம்பம்‌ என்ற மாற்றங்களைத்‌ தவிர, தன்‌ மாற்றமும்‌ இருப்பதால்‌, மேற்‌ 
கண்ட மாற்றத்தினால்‌, வட்டங்கள்‌ வட்டங்களாகவோ, நேர்கோடு 
களாகவோ (கந்தழி ஆரையுள்ள வட்டங்கள்‌) மாறும்‌. இதை 
இப்போது விரிவாக ஆராய்வோம்‌. 

97 

3-3-1. ey sons sor wm (Geometrical Inversion) 
0 என்ற புள்ளியை மையமாகவும்‌ ₹9? ஆரையுமாகக்கொண்ட 

மி என்ற வட்டத்தை எடுத்துக்‌ கொள்க, 2, Q என்ற புள்ளிகள்‌ 
020 என்ற நேர்கோட்டிலமையட்டும்‌. 

02,0077 என்றால்‌, ட வட்டத்திற்கு, 2, 0 என்பவை தன்‌ 
மாற்ற புள்ளிகளாகும்‌ (1௦7056 01018). 

௨௨௨௦ என்ற சிக்கலெண்கள்‌ 2, 0. 0 என்ற புள்ளிகளைக்‌ 
குறிக்கட்டும்‌. அப்போது, 

[2-0] | gio] =r, 
Guayib, (Z—o)st கோணா வீச்சம்‌ - (2-2) கோண வீச்சம்‌, 

இதை (2-9) (8-2)-77--1 எனக்‌ கூறலாம்‌. 

பி என்ற வட்டத்தின்‌ சமன்பாட்டை 

AZZ+B2+Z B+ C=0 srr d@arci a, 
இதையே, 

(<+ Z| (z+ >) அகக்‌ என ஆகும்‌,
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ope (243) (4) - 83 என்றால்‌ வட்டத்தின்‌ 

மையம்‌---- ஆகும்‌. ஆரை 2 ஆகும்‌. ] 

ட. டமி [5 8022-40 
£ என்பதை [4 + 5) ( K +4) ட 

எனக்கொண்டால்‌, 

4222482400 வீ 
அல்லது, 

i= | ZEB என்ஞாகும்‌. 

+8 4G 2% 
QuGur gs w ன அன்றி   என்ற மோபீஸ்‌ மாற்றத்தைக்‌ கவனிக்க 

_ és 8 
[௧9% 82] அதாவது 8 என்ராகும்‌. 

எனவே, 

1-9 81-48 ணா என்‌. 

_8 ம 4 
= என்பதால்‌ 

y wta . 
ec 

27 என்பது 

அ ப்ட்‌? ywte yw' +o ஐ 

ர சிமி ட்ட 
+ B |= | + 0 என்றாகும்‌. 

ywt+e 
A [52 w w'—B 5 w—B 6 w'+A?] 

+ Bl-y dww't+fhy w—2 d w'+e 8] 

+ B[l[-yv dww'— ps dwtBy w' +o B] 

+C [vy ww'+2 yw+e 7 w' 4+27]=0 
ஐ! [483-528 98-29] 

+w' [-A86—Bo d4BB y+ce y] 

342௦[-4 8-2 82-27 98-2௨] 

* [42348௨ 8-2 ௨8-42 23]-0 
Qe Dw wtEw+E ஐ 7-0 என்ற உருவிலுள்ளது. 
௯, ம' என்பவை 
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DwwtEw+E wt+F=O0crarp anti gHer ger wrote 
புள்ளிகளாகும்‌. ஆகவே ஒரு வட்டத்தைப்‌ பொருத்த தன்‌ மாற்றப்‌ 

புள்ளிகள்‌ இரண்டும்‌ மோபீஸ்‌ மாற்றத்தினால்‌, மாற்றப்பட்ட 

வட்டத்தின்‌ தன்‌ மாற்றப்‌ புள்ளிகளாக மாறும்‌. 

குறிப்பு: 4224224824 0-0 

. ,_-Bz-C . 
என்பதை Z' =——-~——._ sroorevih 

Azgt+B 

இதையே ௨-2 என்றும்‌ 

= Bw -C என்றும்‌ நற்‌ என்று 
இரு மாற்றங்களாகக்‌ கருதலாம்‌. 

w=zZ என்ற மாற்றம்‌ மெய்‌ அச்சில்‌ எதிருருவம்‌ (விஷம) 

ம்‌ ee என்ப, மோபீஸ்‌ மாற்றமாகும்‌ ஆடும்‌. © = Toth HS ஒரு றறமாகும்‌. 

முதல்‌ மாற்றம்‌ கோணங்களின்‌ அளவைகளை மாற்றாது. ஆனால்‌ 
திரும்பும்‌ திசை மாறும்‌. இரண்டாவது மாற்றம்‌ ஒரு இணங்கு சார்பை 
மாற்றமாகும்‌. எனவே தன்‌ மாற்றம்‌ இணங்கு சார்பை மாற்றமன்று. 

3-3-2 இணங்கு சார்பை முறிவுப்‌ புள்ளிகள்‌ (Critical points) : 

_ &Z+B 

~ vers 

2.௬0 என்றால்‌, 8-௨ என்பதற்குப்‌ பொருந்தும்‌ புள்ளி ஐ =< 

ஆகும்‌. அதேபோல்‌, z= -<. என்பதற்குப்‌ பொருந்தும்‌ புள்ளி 

89-- ல ஆகும்‌. 

dw ௨82 

dz (2449) 
மேற்கண்ட 7 என்ற மாற்றத்தின்‌ முறிவுப்‌ புள்ளிகள்‌ 2-- ௨, 2- 9/2 
என்பவையாகும்‌. 

என்பதால்‌, 

இப்போது பொதுவச்சு வட்டங்களைப்‌ பொருத்து இம்‌ மாற்றத்‌ 
தின்‌ போக்கை கவனிப்போம்‌. 

[Ss கேசி 
  - 84 என்ற சமன்பாடு 

  

A—3
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4, மீ என்ற புள்ளிகளை எல்லைப்‌ புள்ளிகளாகக்‌ கொண்ட பொது 

வச்சு வட்டங்களை குறிக்கும்‌ 

  

ey+B 
வல % 2 +0 w= aS ( 8 +0) 

. மாதி , . 
என்பதை Z sae என்று மாற்றலாம்‌. 

அப்போது 7 என்ற சமன்பாடு 

-9 2-8 
ம பற 
ஐ 

—8 wtp | ந 

2 0-௦ 

௮ நீ 

அல்லது, 

- 82-9-ர (7-௨) 

-- ரிம்‌ ம) 

tee 
—w (S+By)+b2+8 
Le 

o+b y 

=k 

  

=k 

  

  | w—(a e+) 

w—(b +8) 

  

\=4 

  

9-4 . 
இதை க | = Ki என்று எழுதலாம்‌. இங்கு 4/-ஜ௰-89 

2-3 
ட. என்பதை நோக்‌ Stay க நோக்குக, ம்க்‌ =k | 

9:38:53. குறுக்குத்‌ தகவின்‌ மாற்றமின்மை 
(Invariance of Cross - Ratio) 

2 தளத்தில்‌ 21, ௨ Zy Ze என்ற நான்கு புள்ளிகளை எடுத்துக்‌ 
கொள்க. அதன்‌ குறுக்குத்‌ த௲கவை 

(21-50 (23 ~— Za) 

(Z1 Za) (%3— 24) 
ர? Z+B 

y Z+6 

w,—w,=" ate a zat P ௨௦ (21-20 --9ி2 (கப 

2 கட்சி 5048 (2 ரச) (2 ௨4) 

_ (68-82) (௨-0 
(22) (27249) 

என்று குறிப்பிடலாம்‌. 

  என்ற மோபீஸ்‌ மாற்றத்தால்‌ 

  என்றாகும்‌.
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. (w — wy) (0-0 _ (௨9 நிற) 

“(மடை (௰0 649) ம சது (149 
(28-82) (3-2) 
(2 3-2) (2 3-9) 

(a 6—~f 2) (Z3 — 24) 

(22 ௯-9) (த ௨9) 

  

(௨2--8ற) 
(2 Z1 +6) (v z+ 8) 

_ (௨1-49 (5-௮ 

௬ இ (29 (%3— 21) 

(Z1—22) X 

.. மோபீஸ்‌ மாற்றத்தால்‌, ௨) ஆ ஆ &ட என்ற புள்ளிகளின்‌ 
மாற்றுப்‌ புள்ளிகளான 3), Wo, W3, மட என்பவைகளின்‌ குறுக்குத்‌ 
தகவு மாறுமலிருக்கிறது. 

குறிப்பு 1: 
(21 — 24) (3-2) 

  

Zy= 0, Wy = © என்று கொண்டால்‌ என்பது , | (ம) (6-4) 
ணப. என்று மாறும்‌. 
4 

அதேபோல்‌ (te — wa) (toy wa) என்பது ட 22 என்று மாறும்‌ (0-9) (௦-ம்‌ 005-594 
99-10 = . a ப WaT We பே என்றாகும்‌. 
09-19). 8-4 

குறிப்பு 2: 
ஜே. ஆ. உே என்ற மூன்று மெய்யிலா எண்களுக்கு மாருத 

மதிப்புகளா இடுக. அப்போது மோபீஸ்‌ மாற்றத்தால்‌ கிடைக்கும்‌ 
Wy, Wa, Ws என்ற எண்களுக்கும்‌ மாறாத மதிப்புகளே கிடைக்கும்‌. 

(மம (tog wa) _ (Z— 24) (23 — Za) 

“(ம (௩-௨ (Z—Za) (Z3—Zi) 
என்ற மாற்றம்‌ அமையும்‌. (A) 

KR (w—w,) (2-2 

L(w—we) ம (Z—Za) 

  

[R= 99-02 8-2 4-௫ 2-௬ என்க] 
Ke [w z—w 2.—w, 2+ wy 2] 

=1 A [w Z—wy Z—w 244: Wy 2] 
்‌ 09 LK (z—Z)—1 A (e—z,)] 

=LA [—we Z+_ Z]-K we [—wy zw, Zz]
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z (Ke wy—l A we) t+(0A Wo 24—K ve wy 20) 

Z(Ke—layt+(la 4 ம 22) 
  w= 

_ azth 
~ ¢eztd 

இந்த மாற்றத்தின்‌ குறுக்குத்‌ தகவு 
=ad—be 

(2௨௦/2) (14௮) 
—(L A we %—-K & wy 2) (K #1 A) 

=Kl aw wy 7y—K*® aE & 

+KLA# % Wo- KIL A B We es 

+2 z44+K3 Zo-K 1A BW, 2 ப 

ர 1 ம [மட டோ நோ போட வ] 

24 4 ம (மர (௪-6) 

= (Wg — Wy) (3 — We) (3 —W4) (Za— 24) (Z3— Za) (Z3 — Za) 

+0 2 

(&) என்ற மாற்றம்‌ ஒரு மோபீஸ்‌ மாற்றமாகும்‌. 

  

3:3:4. முக்கிய மோபீஸ்‌ மாற்றங்கள்‌ 

(07220 என்ற பாதி தளத்தை (| 41 என்ற ‘1’ 
ஆரையுள்ள வட்டமாக மாற்ற : 

Z=Kx+iy, 2-1 என்ற புள்ளிகள்‌, மெய்யச்சை பொருத்து 

பிரதிபிம்பங்களாகும்‌. அதேபோல்‌ ௦, 1/ம என்பவை |௨| -]1 
என்ற வட்டத்தைப்‌ பொருத்து தன்மாற்றப்‌ புள்ளிகளாகும்‌. 

உதளத்தில்‌ ௨-0; ம- ல என்பவை தன்மாற்றப்‌ புள்‌ ளிகளாகும்‌, 

டகர 
y Z+6 

௦-0 எனின்‌ 2 -- 8/5 

19௦ எனின்‌ 5-8] 

  என்பதில்‌ 50 என்று கொள்வோம்‌. 

“ ம்‌ ௩8 என்னும்‌, -9/2-8 என்று எடுத்துக்கொண்டு 

  

—a 

aa 
w=— 

ay 

  ஆகும்‌.



இணங்கசார்பை விளக்கம்‌ 37 

இந்தப்‌ புள்ளி | ௨| -] என்ற வட்டத்தில்‌ அமைய வேண்டும்‌. 

    

aa 
—r=1s = iy aly | 1 

. $ரி என்றிருக்கவேண்டும்‌. 
“ea YE 

. 8 if ள்‌ ணி ட த . “w= ~—e என்று மாற்றத்தைக்‌ கொள்ளலாம்‌. Z=a 
Ga 

எனின்‌ ௨-0 என்பதால்‌ 4-8 என்ற புள்ளி 2 தளத்தின்‌ மேற்பாகத்‌ 

தில்‌ இருக்கவேண்டும்‌. அதாவது 7(ஐ) 50. 

(2) 2 தளத்தில்‌ |£2| ௨ | என்ற 1 ஆரை வட்டத்தை ம 
தளத்தில்‌ | ௨ | 5 | என்ற '1' ஆரை வட்டமாக மாற்ற 

டக்கர்‌ ள்‌ 
w= கட்டு என்பதில்‌ 

8, 8௪1/௪ (181 4 |) என்ற புள்ளிகள்‌ ௨-0, ம- ௨ என்ற 
புள்ளிகளுக்கு பொருந்துவதாக இருக்கவேண்டும்‌. a= — B [2 

1 
7 = 9/2 என்று கொள்க. 

0] (4 

_ Ga (Z—a) 
~ y (az—1) 

8-1 என்ற புள்ளி |ஈ| -1 என்ற வட்டத்திலுள்ள ஏதாவ 
தொரு புள்ளியுடன்‌ பொருத்தவேண்டும்‌. 

ais (ப 
y \a—-1 

Flat (s 
ha 

i 9 
“aa=ye “ster Garter Gourth. 

ன 

ம 

    

டக 
௪-1 

  

=1) 

    

ws ணர்‌ 8 0 என்று மாற்றத்தை எடுத்துக்‌ கொள்ளலாம்‌. 

குறிப்பாக 2 சி (அ (] பந்த feted எனின்‌ 

கீர்‌ git 

pals bet (AH) _y   

  

1 ௪? (4-6) 

ச்‌ ஜீ 04-8)_1 
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மேலும்‌ 2] ga (௪.41 எனின்‌ 

|z—a | ®— | az—1 | 9=(y2+2yb ௦08 (4-2) 
+b?) —(b?y2— 2b cos (A—#) +1) ~ 

| =r? (1-84) +4+(82—1) 
—(7?~1) 1-8) <0(vy<l]a| =b<1 

[z-a |? 
ve 122-115 1 

fw] <1 on வட்டங்களின்‌ உட்பகுதியிலுள்ள புள்ளிகள்‌ 
பொருந்துகின்றன. 

(3) 8 தளத்தில்‌ மூன்று வட்ட வில்களால்‌ அடைபட்டுக்‌ 
கிடக்கும்‌ பகுதியை ஐ தளத்தில்‌ ஒரு முக்கோணமாக மாற்ற: 

மக என்ற மாற்றத்தில்‌ ,4 (2-8) என்றபுள்ளி ஐ ல 

என்றும்‌ 2 (2-8) என்ற புள்ளி 2-0 என்றும்‌ மாறும்‌. மேற்கண்ட 

மாற்றத்தை ௰-- பட்டே என்று எழுதலாம்‌. மேலும்‌ 4 -2--, 

Al=A(b—a); 
ச்‌ 

1 
wi=w—A என்றால்‌ wi= ்‌ என்று மாறும்‌. 2-2, ஐ] 

்‌. என்ற மாற்றங்கள்‌ இடப்‌ பெயர்ச்சிகளேயாகும்‌. 

1 
Bp w= sTSOTUG! Sobr urpmb (inversion) am Quah 

(magnification) ஆகும்‌. 

4 (8-6) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாக மூன்று வட்டங்களும்‌ 
செல்வதாகக்‌ கொண்டால்‌, 8 சக்கு 2-௦ என்பது மாற்றமென்ப 
தால்‌, மூன்று வட்டப்பகுதிகளும்‌ ஐ தளத்தில்‌ மூன்று நேர்கோரு 
களாகும்‌. 

2 (6-௨) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ இரு வட்டப்‌ 
பகுதிகள்‌ ஐ-0 என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ இரு நேர்‌ 
கோட்டிற்கு பொருந்தும்‌. 

terete? 5 = i ர ள்‌ (4) ட ep என்ற மாற்றத்தைக்‌ கொண்டு 

| 81 ₹140':*-ன்‌ வீச்சம்‌ ஈ/3 என்ற வட்டக்‌ கோணப்‌ பகுதியின்‌ 
மாற்றத்தை நோக்குக. 4-7; 8-௧ 8-£ச1ர்‌ எனின்‌ 8 ச1ந்‌ 78 ௪0 

R= 

o=38
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எனவே * என்பது 0 லிருந்து 1 வரையும்‌ 2ன்‌ வீச்சம்‌ ரி, 0 லிருந்து 

௭/3 வரை மாறும்போது & என்பது 0 லிருந்து 1] வரையும்‌ சன்‌ வீச்சம்‌ 

ம்‌, 0லிருந்து ॥ வரையும்‌ மாறும்‌. ,, |2|4104ரி.4ஈ/[3 என்ற 

வட்டக்‌ கோணப்பகுதி, தளத்தின்‌ மேல்‌ பகுதியில்‌ அரை வட்டமாக 

மாறும்‌. மேலும்‌ 

_ (1428-11-21 

(142344 (1-ஐ7* 
1-3. , ்‌ 

] ம 

w 

சிர” TG (4) +i 23-07 ன்‌ 

b 

  

ரச்‌-1 [21941] 

200920 
ந்‌! எனின்‌ 

_ (8-1) ழ்‌ - 
(x! + 1)+iy’ 

_ {4'-D+ wHo'+)D-o 

(a! 412-49" 
க சிரு டட டட 

ம்‌ +1) +3’ 
(2) 50 என்று அறிவோம்‌ 

ர்‌ 

2 7050, 
படட 2ம்‌ _ ௨ 
* நழுர்‌.. ரம 

c=? கீ 

b= R'E?” எனின்‌ 
R' = Rp" 

'-2ம்‌” என்றாகும்‌. 
0:87:௦7; 0ம்‌ /2 என்றால்‌ 
041423 042
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ச என்பது 2-- மெய்‌ அச்சுக்கு மேலுள்ள அரைத்தளத்தை 

வரையும்‌. 

12-11 41241] என்பதால்‌ 

Jw] <| 

(5) w = set) என்ற மாற்றத்தை விரிவாக நோக்குவோம்‌. 

20 எனின்‌ w = ௨ ஆகும்‌ 

_ dw L | 1 

மேம்‌ 2-5: (1-5 
என்பதால்‌ 5- * 1] என்பவை மேற்கண்ட மாற்றத்தின்‌ முறிவுப்‌ 

புள்ளிகளாகும்‌. 

w=u+iv 

zane? என்று கொண்டால்‌ 

டட ட1 க 0089-2 81௩0 
uta | r (cos# +i sin#) + —— | 

1 
=> | cosf (r+l1/r) +7 sin @ (1/9) | 

cos (r+ 1/r) 

14 
சி (71/7) 

ல 2 

[
ய
 

9 

ல்லது ௦௦9 4... =e “92-11 
‘ a 

sin? ரண 

7 ஒரு மாறிலி எனக்கொண்டால்‌ அதாவது | 2| ௬75 எனின்‌ 
| 2] க ஒரு வட்டத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. 

ua ve 
ட்‌ oS + = 1 

_ a 1/2) 

, அதாவது ௨ தளத்தில்‌ இது (7--1/), (2--1/7) என்பவைகளை 

முறையே நெட்டச்சாகவும்‌, குற்றச்சாகவும்‌ கொண்ட நீள்‌ வட்ட 

Fri 

மாகும்‌. 

1 
7 1 எனின்‌ ட ௮ 1 எனவே நெட்டச்சு :25ம்‌, குற்றச்சு * 05ம்‌ 

|8| -1 என்ற ::1?? ஆரையுள்ள வட்டம்‌ ஆகும்‌. அதாவது 

9 தளத்தின்‌ மெய்யச்சில்‌ 2- -1 ; 2-1 ஆக மாறும்‌.
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(6) இப்போது ௨-1 என்ற மாற்றத்தை நோக்குவோம்‌. 

மரம 2 pei? 

சேத்‌ ref 

p=r30 = n6 cred. 

மேலும்‌ u-+iv = 1 (cosn @+isin n ர) 

71 005 ரிழ vu = sin nd 

Uf 9? = 720 a (72-4 y2)" 

என்பதால்‌ 

ர 
—= tannf. 

17 

21” அல்லது 7-2 என்ற ச தளத்தின்‌ வட்டங்கள்‌ 
கடம அல்லது 2-௨ என்ற வட்டங்களாக w தளத்தில்‌ 
மாறும்‌. குறிப்பாக ர- || 1] என்ற வட்டங்கள்‌ p=1 என்ற 
வட்டங்களாகவே மாறுவதை நோக்குக. 

9-- மாறிலி என்பது தளத்தில்‌, ஆதியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 
நேர்கோட்டை குறிக்கும்‌. P= நரி- மாறிலி என்பதால்‌, ஈதளத்‌ 
தில்‌ அந்த தளத்தின்‌ ஆதியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ நேர்கோடாக 
மாறும்‌. 6-0 என்பது இந்த மாற்றத்தின்‌ மூறிவுப்‌ புள்ளியாவதால்‌. 
இம்மாற்றம்‌ இணங்கு சார்பை மாற்றமல்ல. 

2-2 என்று மதிப்பிட்டு 28 என்ற மாற்றத்தைக்கவனிப்போம்‌. 
68-80 என்ற புள்ளிக்கு ௦௦-28 என்ற ஒரே புள்ளியே உள்ளது. 
ஆனால்‌ 2-௦ என்ற புள்ளிக்கு 8-௪ | 4/2]; z=— | 4/0 | 
என்ற இரு புள்ளிகள்‌ உள்ளன. 

எனவே இது ஒன்றுக்கொன்றான மாற்றமல்ல, ஆனால்‌ 2 தளத்‌ 
தின்‌ மேல்‌ பகுதியை எடுத்துக்கொண்டால்‌, அம்மேல்‌ பகுதியிலுள்ள 
புள்ளிகளுக்கும்‌, ௨ தளத்திலுள்ள எல்லாப்‌ புள்ளிகளுக்கும்‌ ஒன்றுக்‌ 
கொன்றான மாற்றம்‌ அமைகிறது. 

Guoayih w=u-+-io= (x + iy)? 

= x? —~ 924 Dixy என்பதால்‌ 

u=(x°—y")3 v=2Qxy என்றாகும்‌. உ மாறிலி என்றால்‌, கைர 2 
மாறிலி என்பது செவ்வக அதிபரவளைவு குடும்பத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. 
அதேபோல்‌ 2 மாறிலியென்றால்‌, 2 ;9- மாறிலி என்பது வேறு ஒரு 
மேற்சொன்ன அதிபரவளைவு குடும்பத்துக்கு செங்குத்தான செவ்வக 
அதிபரவளைவு குடும்பத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. 

மேலும்‌ 29-8௨), 2-௩ என்பது 5 தளத்தில்‌ இரு செவ்வக 
அதிபரவளைவுக்‌ கிடையேயுள்ள பகுதியைக்‌ குறிக்கும்‌. ௮), றர
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என்பது ம தளத்தில்‌ £ அச்சுக்கு இணையாக வரையப்படும்‌ இரு 

நேர்கோட்டுக்களுக்கிடையேயுள்ள பகுதியைக்‌ குறிக்கும்‌. 

மேலும்‌ | 2--௪| -2[&,2 என்பவை மெய்‌ எண்கள்‌ ] என்ற. 

வட்டங்களை நோக்குக. 

gaze ef 

Z=ate சி 

alate go)? 

=(a+e cos@ + ic sing)? 

w=a?+tc® cos?4 —c® sin?g +2 ac cosf + 2iac sing +2 ic? sinf cosé 

“.wW—a®+¢%= 624 62 cos?f —c4 sin? 

++ 2ac (cos?-i sin @) 

+ 9728 ஈரி 005], 

9 - 28 0080-22 100 ௦௦50 1 2 ace! 

== 2¢8 ௦05021. 2 ப 

22 [2 ௦089-8] 8 

27 என்க. 

லம லி சீ ய என்றாகும்‌. ம தளத்தில்‌ உ-ம்‌ என்று 
ஆதியைக்‌ கொண்டு 8282-22 ௦௦80 என்ற லிமக்கான்‌ (1.4௨௦௦1) 
.ஆக மாறுவதை நோக்குக. 2-1 எனின்‌ 

R=2¢ (l+cecosé) என்றாகும்‌. இது ஒரு நெஞ்சுவளை 
(௦8181௦04) யைக்‌ குறிக்கும்‌. 

(7) ௨-4/2 என்ற மாற்றத்தை நோக்குக. 

ல்க ளி 9-2 

௮] தமி என்க. 

. veg G&A yp? =—4u? (u2— x) 

அதேபோல்‌ ஐஐ நீக்கி 742 (9712) ம- மாறிலி குறிக்கும்‌ நேர்‌ 
கோடுகள்‌ 2 தளத்தில்‌, ஆதியை குவியமாகக்‌ கொண்ட, பரவளைவு 
களாக இருக்கும்‌. ச-மாறிலி குறிக்கும்‌ செங்குத்து நேர்கோடுகள்‌,. 
(8, 6) என்ற புள்ளியை உச்சியாகக்‌ கொண்ட பொதுக்‌ குவிய 
பரவளையாக இருக்கும்‌. இந்த இருபரவளைவு தொகுதிகளும்‌ ஒன்றுக்‌ 
கொன்று செங்குத்தாக இல்லை என்பது நோக்கத்தக்தது.
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(8) w=tan® (7/4 4/2) என்ற மாற்றத்தைக்‌ கவனிக்கவும்‌. 

wy 

2 

Ww, ௭/2 $92 5 196-- NZ 

w=tan? 

என்ற மூன்று மாற்றங்களின்‌ சேர்க்கையே மேற்சொன்ன மாற்ற 

மாகும்‌. 

w=u+iv 

Wy =U + Wy 

Wy =Ug+10, 
Z=x+y srerug41red 

முதல்‌ மாற்றம்‌ ௨-1 2௦-1௨ > ்‌ 

_ ]—cos wy, 

~ [-+cos w 1 

710, 2/-ஈ/2 என்ற இரு நேர்கோடுகளை நோக்குக, 

ம; --ஏ/2- எனக்‌ கொண்டால்‌ ௦௦59-8 8 8 

  

w= 1—z sin hv _ (1-8. 2 

1-1 80 wv 1+sin 82 

1—sin h2 v—2i sin hv 

008 52. 

்‌. [8] = 5 (sin h? v)?+4 sin ho =X (1+sin fh v)* 
cos 739 

[wl =] 

“Wy, SUHHR, wy=7/2 corm CHeiGariyv v=—o 

யிலிருந்து 4 லக்கு நகரும்போது, ஐ தளத்தில்‌, ஐ)” ஆரையுள்ள 

வட்டத்தை நிர்ணயிக்கும்‌. அதேபோல்‌ 8; -29 என்று கொண்டால்‌ 

008 39) 005 13 

=cos ho 

y= l—cos hv 

1+cos hv 

- மெய்யெண்ணாகும்‌. 

ர. யிலிருந்து “0க்கு நகரும்போது ௨, --1 லிருந்து 0க்கும்‌, 

9, ௦லிருந்து -- லக்கு மாறும்போது, 8, 0லிருந்து --]1க்கு மறுபடியும்‌
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நகரும்‌, ஆனால்‌ ௨;--0, 8--ஈ/2 என்ற கோடுகளுக்கிடையே உள்ள 

பகுதி | ௨| -1 என்ற வட்டத்தின்‌ உட்பகுதியாக மாறும்‌. 

T ப்‌ 4, 
ட - ஜு 0 என்பதால்‌ 

மடதளத்தில்‌ ௨-0, ஐ;-ஈ/2 என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையே 

யுள்ள பகுதி ூ தளத்தில்‌ 6-0, ந-1 என்ற நேர்கோடுகளுக்‌ 

கிடையேயுள்ள பகுதியாக மாறும்‌. 

4/2. உ தளத்தில்‌ 6-0, உ-1 என்ற நேர்கோடுகளுக்‌ 

கிடையேயுள்ள பகுதி y2=4(1—x) என்ற பரவளைவுக்குள்ளே 

யுள்ள பகுதியாக மாறும்‌. எனவே 81813 (ஈ// Nz) என்ற 

மாற்றத்தின்‌ மூலம்‌ y? = 4(1—x) என்ற பரவளைவின்‌ உட்பகுதி 

|௨| -1 என்ற விட்டமாக மாறுவதுடன்‌ ஒன்றுக்கொன்றான 

மாற்றமாகவும்‌ அமைகிறது. 

dw 7 
௨.௨ _- லு 23 ee வயப்‌ 72 atl Vz 8603ஈ/2 4/ 2 “க்‌ 

sin atl 4 Vz 1 ன்‌ 

எண்ட ம எ தனம்‌. நந கசா அதத்‌ கறு 
th NZ cos ஈ 4/2 * 76 

4. 
ரா : ச 

“7௩ (2-2 0 என்று ஆகும்‌ போது) 

.w=0, 2=0 என்ற புள்ளிகள்‌ முறிவுப்‌ புள்ளிகளல்ல. 
எனவே மாற்றம்‌ இணங்கு சார்பு மாற்றமாகும்‌. 

  

  

  

[12-12 73 
(9) w= | த] 2 ஒரு மெய்யெண்‌ 

ட ww? ; Wy= erie 
2 Z—16 

ர வழர mitt 
்‌ இட! 

= கப! சவக்‌ 1821-17] ள்‌ என்பதால்‌ 

1281-12] என்பது [wtl|] - [ஐ;-1)|) என்பதற்கு 
சமம்‌. 

|81- [2] என்பது ஆதியை மையப்புள்ளியாகவும்‌ |2| ஐ 
ஆரையாகவுமுள்ள வட்டத்தைக்‌ குறிக்கும்‌,
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Jw+l | = |w—l | என்பது மெய்‌ அச்சின்‌ மேல்‌--], 1, 

என்ற புள்ளிகளுக்கு சமதூரத்திலுள்ள புள்ளிகளின்‌ நியமப்பாதை 

யைக்‌ குறிக்கும்‌. அதாவது மெய்யிலா அச்சை குறிக்கும்‌. 

Z=y ரது என்ற நேர்கோட்டை நோக்குக. 

etic . 
691 - சேர என்பது 

_ 272 மெய்யெண்‌ 
pyre 

00, 0க்கும்‌--லக்கும்‌ நடுவே அதன்‌ மெய்‌ அச்சிலுள்ள 
மதிப்புகளை பெறும்‌. 

B ப்‌ 

A 0 [7] 

Cc 

படம்‌ 8 

Z—gorth ஈட தளம்‌ 

4220 0.4 என்ற அரைவட்டப்‌ பகுதி ம, தளத்தின்‌ மூன்றாவது 
கால்‌ வட்டப்‌ பகுதியாக மாறும்‌. மேலும்‌ ஈஊ௰;3 என்பதால்‌ 

2 சீரி (௬0) என்க 

P=; 6=26 

Wy SU HSHor aps gouge ard ugGHuled <0 <3r/q storm 
படி ரீ அமையும்‌ ,. 2£ஃழ்‌.237 அல்லது 

0 423 2 என்றபடி ழ்‌ மாறும்‌, எனவே ம தளத்தில்‌ அதன்‌ 
மேல்‌ பாதித்தளத்தை, குறிக்கும்‌. ஆகவே ஃ தளத்தில்‌ | 8] ர 
[ல சன்‌ கோண வீச்சம்‌ 2ஈ/; என்ற அரைக்‌ கோணப்‌ பகுதி 
₹9 தளத்தில்‌ மேல்‌ பாதி தளமாக மாறும்‌. 

(10) அடுக்குக்குறி (௦0௦௦௯17181) மாற்றம்‌. 

w=e* என்ற அடுக்குக்குறி மாற்றத்தை இப்போது கவனிப்‌ 
போம்‌. 

wae tD (+ 2=x4i 9) 
met ght 

=e" [cos y+i sin y]
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லன்‌ pel? எனின்‌ 

ற்‌ எ ர்‌ 3 என்றாகும்‌. 

அ மாறிலி என்ற 68 தளத்தில்‌ £ அச்சுக்கு இணையாகவுள்ள 

கோடு ஜ்‌--மாறிலி என்று மாறுவதால்‌, ௨ தளத்தில்‌ ஆதியின்‌ வழி 

யாக செல்லும்‌ நேர்கோட்டை குறிக்கும்‌. 

Jk yok, tir px அச்சுக்கு இணையாக வரையப்படும்‌ 
இரு நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள பகுதி, ம தளத்தில்‌ ஆதியின்‌ 

வழியாக வரையப்படும்‌ இரு நேர்கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள 
பகுதியாக மாறும்‌, 

= = & ௦ என்பதால்‌, இணங்கு சார்பை முறிவுப்‌ புள்ளி 

களே கிடையாது. ஆதலின்‌ மாற்றம்‌ இணங்கு சார்பையாகும்‌. 

குறிப்பாகர-0, yar என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள தளப்‌ 

பகுதி, ம தளத்தில்‌ ம-0, ம--௭॥ என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையே 
யுள்ள பகுதி, அதாவது மேல்‌ அரைத்தளமாக மாறும்‌. அப்படி 

யல்லாது 0 49ஈ என்றும்‌--ல ௨6௨0 என்றும்‌ அமையும்‌. அரை 
கந்தழி துண்டுப்‌ பகுதி, 040 24£$ 0௨ 1 என்று அமையும்‌. 
௨ தளத்தின்‌ மேல்‌ பகுதியிலுள்ள அரைவட்டமாக மாறும்‌. 

அதே போல்‌, 29-10, 4-2 என்ற அச்சுக்கு இணையாகவுள்ள 

கந்தழி துண்டு பகுதியானது ற-௦% ற-௦4 என்று அமையும்படி 
இரு, ஒருமையப்‌ புள்ளி வட்டங்களுக்கிடையேயுள்ள வளைவடிவ 

மான பகுதியாக மாறும்‌. 

(11) மடக்கை (lograthemic) மாற்றம்‌ 

2--1௦2 £ என்ற மாற்றத்தை இப்போது நோக்குவோம்‌. 

ge _. என்பதால்‌ 
dz 2 , 

Z=0 என்ற புள்ளி முறிவுப்‌ rysiroflurgeb. w=log z என்பதால்‌, 
Z=e" என்றாகும்‌, ஆகவே மேற்சொன்ன மாற்றங்களை ஓன்றை மற்‌ 
ரொன்றாக மாற்றவும்‌, அதாவது உதாரணமாக £ தளத்தில்‌ ஆதி 
யின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ இரு நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள 
பகுதி, 9 தளத்தில்‌ அதன்‌ மெய்‌ அச்சுக்கு இணையாக வரையப்‌ 
படும்‌ இரு நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கந்தழிப்‌ பகுதியாக 
மாறும்‌. 

குறிப்பு: (1) ௨-௪ என்பது ஒரு மதிப்புள்ள மாற்றமாகும்‌. 
ஆனால்‌ ௨102 4 என்பது பல மதிப்புகளுள்ள மாற்றமாகும்‌.
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(2) w=z என்ற மாற்றத்தை ம-7* log “என்று கொண்டு 

ம ச1 ௨ 1௦௪ 2 என்ற இரு மாற்றங்களின்‌ சேர்க்கையாக 

கருதவும்‌. 

(12) z=csin என்ற மாற்றத்தை இப்போது நோக்குவோம்‌. 

[இங்கு 2ஐ மெய்யெண்‌ என்று கொள்வோம்‌. ] 

ச - ¢ sin (u-+iv) 

= ¢ [sin u cos iv+cos u sin iu] 

== ¢ [sin u cosh v+ié cos u sinha] 

* = ¢ sin u cosh 9 

jy = cosusin hy 

2ஐ ஒரு மாறிலி என்று கொண்டால்‌ 

x! 3” I sre . 
c2 cosh? v + க்ரே. LE கன தூம்‌. 

எனவே ஈக்கு வெவ்வேறு மதிப்புகள்‌ கொடுத்தால்‌ 1 என்பது ஒரு 
குவியமுள்ள நீள்‌ வட்டங்களாகும்‌. 

மேலும்‌ 8-௭]; 2244 என்ற கோடுகளாலான நீண்ட 
சதுரத்தை ம தளத்தில்‌ எடுத்துக்கொள்க. 89- 4] என்பதால்‌ 
008 4 எப்போதும்‌ நிறையெண்ணாகவே இருக்கும்‌. 9-7 என்றால்‌ 
&--008 8 8104 4 என்பதால்‌, ற ஒரு நிறை யெண்ணாகும்‌. ஆனால்‌ x 
என்பது--2 008/4 என்பதிலிருந்து 2௦0884 என்ற மதிப்பு வரை 
மாறும்‌. அதாவது ஒரு நிறை எண்‌ என்பதாலும்‌, 2 (--7 008 ha, 
ccos ha) என்ற இடைவெளியில்‌ இருப்பதாலும்‌, ம தளத்திலுள்ள 
மேற்சொன்ன நீண்ட சதுரம்‌, 9-அச்சின்‌ மேல்‌ பக்கத்திலுள்ள 
அரை நீள்வட்டமாக மாறும்‌. 

2---ஈ]/) என்றால்‌, 3-0, ஐ- 9 0052 என்றாகும்‌. எனவே 8 
என்பது-- 7 லிருந்து +A வரை மாறும்போது ந --ர ௦0812 ஐ —~c 

cos 0= —6; x= 2 coshy; stot B85. BStugsi x sroirugy 
--2 60584 என்ற உச்சிப்‌ புள்ளியிலிருந்து--௦ என்ற குவியப்புள்ளிக்கு 
வந்து--௦ 005 44 என்ற உச்சிப்‌ புள்ளிக்கும்‌ திரும்பும்‌. 

அதேபோல்‌ ௦---4 என்றால்‌, 5 என்பது ௨ அச்சின்‌ கீழ்‌ பாகத்தி 
லுள்ள அரை நீள்‌ வட்டமாக மாறும்‌. ஏஎஈறழ்‌ என்று கொள்ளும்‌ 
போது? 0, 200822 என்றாகும்‌. அப்போது x, c cosha என்ற 
உச்சி புள்ளியிலிருந்து 2 என்ற குவியப்‌ புள்ளிக்கு வந்து ¢ cos ha 
என்ற உசகிப்புள் விக்கு திரும்பும்‌.



46 சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 

எனவே 8 தளத்திலுள்ள 8 ௩ஈ/£ 9-4 என்ற நேர்கோடு 

களாலான நீண்ட சதுரமானது , தளத்தில்‌ நீட்டச்சின்‌ இரு 

முனைப்‌ புள்ளிகளிலிருந்து அதற்கு சமீபத்திலுள்ள குவியப்புள்ளி 

களுக்கு இரு பிளப்புகளைக்‌ கொண்ட நீள்‌ வட்டமாக மாறும்‌. 

குறிப்பு: 2-2 (2 மெய்யெண்‌) எனின்‌ w=sin (2/c) 
என்றாகும்‌. எனவே ௦, ஐ பொருத்து முடிவில்லாத பல மதிப்பு 

களுள்ள சார்பாகும்‌. 

மாதிரிக்‌ கணக்குகள்‌ 

(1) w = et? என்ற மாற்றம்‌ x2-L-y® —4n=0 என்ற 

வட்டத்தை 4 u+3=0 என்ற கோடாக மாற்றுகிறது எனக்‌ 

காண்பிக்க. 

  

  

w= 2z+3 

கேக்‌ 

4w+3 | 
~w-2 | 

—_4w+3 ( (1) 

w-2 J 
வட்டத்தின்‌ சமன்பாடு x2+72—4¢=0 என்பதை (x+2y) 

(2--)--49-0 என்று எழுதலாம்‌, 

92% 2-1 என்பதாலும்‌, (1) ஆலும்‌ இந்த சமன்பாடு. 

4௦43 4ம33 420 
38912 ல்‌ pete = 2 (ees 4w+3 =0 
w-2 ௨-2 9-2 w—2 

2 (w+w)+3=0 
4u+3=0 (+ w+w=2 u) 

இது % தளத்தில்‌ ஒரு நேர்க்கோடு ஆகும்‌. 

ee க (2) ம- 3 என்ற மாற்றம்‌ || -1 என்ற வட்டத்தை 

  

  

ம தளத்தில்‌ ஒரு நீள ஆரமுள்ள வட்டமாக ஆக்குகிறது என்று 
நிறுவுக. இந்த வட்டத்தின்‌ மையத்தையும்‌ கண்டுபிடிக்க. 

» = 5~4z 0 தட 273 
4-2 :'* 4w4+4 
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—  Qw+s5 20-+5 
<%= To44 4w +4 

4 (u+0%) + 20 u425 ee 
~ 16 (we? 211) Bibs ere ° w-+w= 2y 

ுுமெய்யெண்‌ (. ஐ, மெய்‌ எண்கள்‌) 

|£| “லிருந்து | 4) 8-1 அதாவது 28 1 3 4 (84). 
2089-25-10 (u%+v°+2u+1l) அதாவது க-28-8--20, இது 
9 தளத்தில்‌ வட்டத்தைக்‌ குறிக்கிறது. இவ்வட்டத்தின்‌ மையம்‌ 
(—33 9) 

  

ஆரம்‌ :  Vtt eel 

பயிற்சி 

_. tee? 
deg ba 

வட்டத்திற்கு மாற்றுகிறது என நிறுவுக. இவ்வட்டத்தின்‌ மையத்தையும்‌ 
ஆரத்தையும்‌ காண்‌, 

1. 14   என்பது ௨ தளத்திலுள்ள மெய்யச்சை ட தளத்திலுள்ள 

௮ ம உத 

2. ஈட மெய்யெண்‌ மாறிலி என்றும்‌, ஐ. oe ்‌ 

8௪ 

4 தளத்தில்‌ மெய்யச்சுக்கு ஒத்த ம தளத்திலுள்ள வட்டத்தின்‌ மையத்தையும்‌ 
ஆரத்தையும்‌ காண்‌. 

  என்றும்‌ கொள்க, 
a 

3௨. ௩ மெய்யெண்‌: ச, ம? சிக்கலெண்கள்‌ : 1812 [ச என்றால்‌ உ ௪ tA 
25 

a+bz 
வட்டத்தின்‌ அகத்திற்கு மாற்றுகிறதெனக்‌ காண்பிக்க. 

என்ற மாற்றம்‌ |: | -1 என்று வட்டத்தின்‌ அகத்தை |ம। -] என்ற 

4. ச சம்ம ழ்‌ யம 0 என்ற மாற்றம்‌ |b | + la| என்றால்‌ 
| £| -1 என்த வட்டத்தை |௨| -1 என்ற வட்டத்திற்கு மாற்றுகிறது என 
Boys. 

11 ௪1 என்ற வட்டத்திற்கும்‌, ௨-0, 5.) -1 என்ற வட்டத்தை | 

=) 2=0 என்ற புள்ளிகளுக்கு மாற்றும்‌ 81 என்ற புள்ளிகளை முறையே 2 
மோபீஸ்‌ மாற்றத்தைக்‌ காண்க. 

4 
6. (w+l)2 = *- என்றால்‌ ம. தளத்தில்‌ உள்ள ஒரு நீள ஆரமுள்ள 

வட்டத்திற்கு ண தளத்துள்ள பரவளையம்‌ ஒத்தது எனவும்‌, வட்டத்தின்‌ அகம்‌ 
ஆனது பரவளையத்தின்‌ புறத்துக்கு ஒத்தது எனவும்‌ நிறுவுக. 

A—4



A, சிக்கல்‌ தொகையிடல்‌ 
(Complex Integration) 

4.1. இப்போது சிக்கலெண்ணைக்‌ கொண்ட சார்பலனின்‌ 
தொகையிடலை விவரிப்போம்‌. 

௨20 என்று கொண்டு உ ம; 1 என்ற இரு 

சமன்பாடுகளும்‌ ஒரே சமதள வளைக்கோட்டின்‌ வில்லைக்‌ குறிக்கும்‌. 

8 அடைபட்டுக்‌ கிடக்கும்‌ இடைவெளி (௨, 9) ஐ 

a=to, ty, நடவட வதி என்ற புள்ளிகளலால்‌ பிரிக்கவும்‌. 7-1, 

என்ரால்‌ 6); - 1) என்ற புள்ளியைக்‌ குறிக்கும்‌. இதை 

by என்று குறித்தால்‌, வளைகோட்டில்‌ Po Ais Pas நி வதிய 

என்ற புள்ளிகள்‌ உண்டாகும்‌. இந்த பல கோணத்தின்‌ நீளம்‌ 
n 

x 1 Py ஆகும்‌. 
f= 

n 
“port = ந (றப 4 (Jy —Py— 1)? } 

T= 

இந்த நீளம்‌, (௨, 8) என்ற இடைவெளியை பிரிக்கும்‌ புள்ளிகளைப்‌ 
பொருத்ததாகும்‌. எனவே (6, 9) இடைவெளியை பல்வேறு 
விதமாக புள்ளிகளாய்‌ பிரித்தால்‌, பல கோணத்தின்‌ நீளம்‌ மாறும்‌. 
அப்படி ஏற்படும்‌ வெவ்வேறு நீளங்களுக்கு A என்று ஒரு மேல்‌ 
எல்லை (பறற? 0௦ம்‌) இருக்குமானால்‌, அந்த வளைகோட்டை, நீளம்‌ 
காணும்‌ வளைகோடு (rectifiable curve) stor@umth. அதன்‌ நீளம்‌ 
1 என்க. இப்போது அதன்‌ நீளம்‌ ஐ கண்டுபிடிப்பதெப்படி என்று 
ஆராய்வோம்‌. 

ம்‌ (2): VY (t) என்ற இரு சார்பலன்கள்‌ (௨, 8) என்ற இடை. 
வெளியில்‌ எல்லையோடு மாறுவதாக (19௦00 060 variation) கொள்‌ 
வோம்‌. மேலும்ஜ்‌! (6) ; 31) என்பவை தொடர்ச்சியான சார்பலன்‌
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களென்று கொண்டால்‌, *- 6 (t)s y - ம்‌ () என்ற சமன்பாடுகள்‌ 
நிர்ணயிக்கும்‌ வகாகோடு ௨7௨8 என்ற இடைவெளியில்‌ நீளம்‌ 

காணும்‌ வளைகோடாகவும்‌, அதன்‌ நீளம்‌ 

B 

ப பு இறு நாடு a 

என்றும்‌ ஆகும்‌. 

எனவே 25 நீ) 4114 0) என்ற ஜோர்டான்‌ வளை 
கோட்டை மர நீஎன்ற இடைவெளியில்‌ நிர்ணயித்து, ஜ1(6) ; V2 (é) 
என்ற சார்பலன்களைத்‌ தொடர்ச்சியாகக்‌ கொண்டால்‌, ஜோர்டான்‌ 

வக௲கோடு ஒழுங்கானதாகும்‌. அதன்‌ நீளம்‌ மேற்கண்டபடி 

8 

[ராரா னாடு 40 எனலாம்‌. 
வ 

QuGur ds @ Gains (contour) sp வரையறுப்போம்‌. முடிவுள்ள 

எண்ணிக்கையுள்ள ஒழுங்கான வில்களைக்கொண்ட. ஒரு தொடர்ச்சி 

யான ஜோர்டான்‌ வளைகோட்டை உருவ வரை என்போம்‌. 

எனவே ஒரு உருவ வரை நீளம்‌ காணும்‌ வளை கோடாகும்‌. 

வரையறை : 

2 என்ற சிக்கல்‌ மாறியிலான சார்பலனின்‌ தொகையை வரை 

யறுப்போம்‌. 

8 என்ற சிக்கல்‌ மாறியிலான சார்பலன்‌ 7(2), A, B, என்ற 

புள்ளிகளை முனைப்புள்ளிகளாகக்‌ கொண்ட ஒழுங்கான வில்லின்‌ 

மேல்‌, தொடர்ச்சியானதாகக்‌ கொள்க. 7 என்ற வில்லில்‌ 4--ஆ, 

கடி ஜே ஆமி என்று $- புள்ளிகளை எடுத்துக்கொள்க. Z,—~1, Zy 

என்ற வில்லின்‌ பகுதியில்‌ 6, என்ற புள்ளியைக்‌ காண்க. 

78 

x ; US (br) {ar—Zr— a} Jor oor கூட்டல்‌ 
r= : 

Sf (a) =ulx, 9) +iv (x, _y) et oir pb 

கக? ட என்றும்‌ கொண்டால்‌ 

[8 (ட 19: 9-௦ (6, ர.) என்று எழுதுக. ] 

n 

x ப்ரை (Ky Papen து. -17-My—-1)] (1) 
T= 

என்றாகும்‌.
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ll P(tr) — Plbr—1) 

= (t: —ty—1) 6 1 (எ;) 

அதைபோல்‌ 3-1 ௩ VF (t)-—V (4-1) 

= (ty —ty—1) wt (sT,") 

ஆனால்‌ 21] 

இங்கே cr, 61,1 என்பவை 

கட ளு வந) மட ௨ ளம்‌ அர என்ற சமமின்மைகளுக்கு 

கட்டுப்பட்டிருக்கும்‌. எனவே (1) என்பது 

n 

x [ (uy + ty) {P'(6T,) +4 wy ம (eT ,1)} (fy —ty—1)] (2) 

71 

என்றாகும்‌. இங்குள்ள சார்பலன்கள்‌ 8, 8, 68, 1106) என்பவை 

தொடர்ச்சியானவையாதலால்‌ அவைகள்‌ எல்லாம்‌ ஒரே சீரான 

Qgsrt_téAuwimrer sme (uniformly continuous) எனவே ௨20 என்று 

கொடுக்கப்பட்டால்‌, அதற்குத்‌ தகுந்தபடி 6 (1) என்பதைக்‌ கண்டு 

பிடித்து | 8-1] 4 8 என்ற சமமின்மைக்கும்‌ 

|உ61(எ,)-ஈட2 61 (0 | 4௪ 

என்றாகும்‌, மேலும்‌ 

n 

x [e (ty -hy 1) J =e (tn —to) 
71 

“6g 8 என்பவை "0”*வை அணுகும்போது 

n n 

உ [uy P12 (sty) (fy -fy 1) 3 E [22% Yx)] pt (tz) X (tr ty —y) 
7-1 71 

என்பதை அணுகும்‌. 

B 

இதன்‌ எல்லை (14070) fu (@ (t), ¥ @}O2(4) dt 

என்பது தெளிவு. அதைபோல்‌ ச, 6-0 ஆகும்போது (அன்‌ மற்ற 

உறுப்புகள்‌ எல்லைகளை அணுகும்‌. எனவே (2) 

2 
]242௫ (9௩௫44 110] 4 என்ற. ௫) 
a
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எல்லையை அணுகும்‌. இந்த எல்லையை, | என்ற வில்லின்‌ வழி 
7 (6) என்ற சார்பலனின்‌ சிக்கல்‌ தொகை என்போம்‌. இதையே 

ff (2) 85 என்று குறிப்போம்‌. அதாவது 

ட 

ந 
f. f(z) dz = f [(utiv) (G2 (44 WO} dt என்றாகும்‌. 
ட a“ 

0 என்ற உருவரை முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள (ப, என்ற 
ஒழுங்கான வில்களைக்‌ கொண்டிருந்தால்‌ 

] 70982-5 ] 70 85 என்றிருக்கும்‌. 
Cc 1 Ly 

4-2. தேற்றம்‌ 1] 2 Germpeler Coed supioy (Upper bound of a 
Contour Integral) 

"2: நீளமுள்ள | என்ற உருவரையின்‌ மேல்‌ 7(4) என்பது 
தொடர்ச்சியான சார்பலன்‌ என்க. மேலும்‌ | 7ீ(2) | 2 ரீ என்றும்‌ 
கொள்க. 

அப்போது 704 3 மீரீர்‌ என்றாகும்‌. 

Ee. 

  

1_ என்பதை ஒழுங்கான வில்லாகக்‌ கொள்க. 

நி 

ர்‌ OLE f (ubiv)( PIL) + P1E)} dt! 
ட ட ்‌   

  

  

ந 
5] [usin [Ot +eR Cd) | de 

Bg } 
< f M LP (OY+ELE}2] dt 

< Ml
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4.3. தேற்றம்‌ 11 கோசியின்‌ தேற்றம்‌ (0௨1010*5 Theorem) 
76) என்பது ஒழுங்கான சார்பலனாகவும்‌, C என்ற மூடிய 

உருவரையின்‌ மேலும்‌, அதற்குள்ளேயுமுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ 
S23 (%) தொடர்ச்சியான பலனாகவும்‌ கொள்க. 

1709 82-0 என்று நிரூபி, 

Cc 

ன்‌ மேலும்‌ அதற்குள்ளேயுமுள்ள புள்ளிககாக்‌ கொண்ட 
அரங்கத்தை 2 என்று குறிக்க, 

[704 dz= [மஸ ச்‌) 

Cc ட 

= fudxtiudytivdx—vdy 

Cc 

= [cw adx—vdy)+i fo dxtudy) 

Cc C 

ஆனால்‌ கிரீன்ஸ்‌ தேற்றத்தின்படி 

0q 2 foartady =f { ($4— 28) dandy 
C 2 

இங்கு த்‌, ஏ, 21, ce என்ற எல்லா சார்பலன்களும்‌ 

தொடர்ச்சியான வகையாக இருக்கவேண்டும்‌. ] 

மேலும்‌ f4(z) = u,+iv, 

_ ‘ Sh, = Oy = Uy~itly | i= ஆ 

7(8) என்பது தொடர்ச்சியான சார்பலனாகும்‌. 

ஃ]7(9 4௪ SS (55+) ds dy 
C 

a Ou av Hf (BE 2) as
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900982 082 du ன்‌ — Oe oF Ox Bp [கோ. இ. சமன்பாடுகளின்படி.] 

2 f fed =0. 
Cc 

குறிப்பு: (2) மேற்கண்ட தேற்றம்‌ சரியாக இருக்க ¥F'(z)5 
தொடர்ச்சியான சார்பலனாக இருக்க வேண்டியதில்லை யென்று 
கோர்சார்ட்‌ (00௧1) என்ற கணித மேதை நிரூபித்தார்‌. 
தேற்றத்தை நிரூப, 2 அரங்கிலுள்ள எல்லாப்புள்ளிகளிலும்‌ 7!(2) 
வரையறுத்தால்‌ போதுமான தாகும்‌. 

(௪) ளேன்ற மூடிய உருவரையின்‌ மேலும்‌ அதனுள்ளும்‌ அமைந்த 

புள்ளிகளில்‌ /(8) ஒழுங்கானதாக இருந்தால்‌, f fa dz = 0. 

Cc 

இந்தத்தொகை இருக்கிறது. ஏனெனில்‌ ஒழுங்கான சார்பு F(z) 
தொடர்ச்சியாய்‌ உள்ளது. மேலும்‌ தொடர்ச்சியான சார்பு தொகை 
யிடத்தக்கது. உருவரை டன்‌ வெளிஎல்லைக்‌ (அதாவது புற எல்லை) 
கோடாகக்கொண்டு, &-, உ. அச்சுகளுக்கு இணையான கோடு 
களால்‌ ஆக்கப்பட்ட சதுரங்களை அமைத்தோமானால்‌, 6 ஆனது 
வலைக்கண்களின்‌ தேறிய வேலை (8ஈ1 4900% of meshes) wrath 
பிரிக்கப்படுகின்றது. இவ்வலைக்கண்கள்‌ சதுரங்களாகவோ, சதுரங்‌ 
களின்‌ பாகங்களாகவோ பிரிக்கப்படுகின்றன. 

ேவேரையப்பட்ட திசையிலேயே வரையப்பட்ட வலைக்கண்ணின்‌ 
(00௦51) எல்லைக்கோடு (15௦000௨7) என்றால்‌ 

]704-5 [5949 
C 2 

ஜூ? நீளமுள்ள சதுரவரை டின்‌ உள்ளே 0 என்ற புள்ளி இருக்கு 
மாயின்‌ | 2-3 | 84/2 என்பதாலும்‌ ன்‌ நீளம்‌ 47 என்பதாலும்‌. 

J (Z—Z) dz <4 a@=4y5 xX சதுரம்‌ ஒன்‌ பரப்பு 

    

என்பது உண்மை. 

இப்போது இரு துணைத்‌ தேற்றங்களை நிறுவலாம்‌.
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துணைத்தேற்றம்‌ : மமக 1. 

0 ஆனது மூடிய உருவரையானால்‌,.] 82 - oJ zdz =0 

நிறுவல்‌ : 

‘ no 
faz =lim © {(g—g-1)-1}=0. 

G a) 

max | %.—z-1 | > 0. 

மேலும்‌ J zdz = lim & { 2 (2:—Zr—1) } 

= lim Y { 2-1 ( &—Z,—1) } 

= lim © { (Zp +2r—-1) (2:—Zy—1) } 

lim ¥ (z2—z,2—1) ॥ 

துணைத்தேற்றம்‌ 2: “கூர்சா'”? வின்‌ துணைத்தேற்றம்‌ (0௨0981£8 
Lemma) 

கொடுக்கப்பட்ட ¢€&G, SGHS GMIAGECarQarred C udcsr 

அகத்தை மூடியுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள வலைக்‌ கண்காளாகப்‌ 

பிரிக்கலாம்‌. இவ்வலைக்கண்கள்‌ சதுரங்களாகவோ, சதுரங்களின்‌ 

பாகங்களாகவோ அமையலாம்‌. அப்படியானால்‌ ஒவ்வொரு வலைக்‌ 

கண்‌ டன்‌ உள்ளே ஒரு புள்ளி 2, ஆனது 

7()-7(6)-71060) (2—%o) + ex | Z—Zo | 
¥zes, |e| <e (I) 

என்றவாறு இருக்கிறது. . ‘ 

நிறுவல்‌ ₹ 

இத்துணைத்‌ தேற்றம்‌ பொய்யெனக்கொள்க. 

ஜே எவ்வகையிலாயினும்‌ துண்டங்களாக்கினாலும்‌, குறைந்த 
பட்சம்‌ ஒரு வலைக்கண்ணாவது (1) ஆனது பொய்யாகும்‌ வகையில்‌ 
இருக்கும்‌. அப்படியானால்‌, ேன்‌ மீதோ, உள்ளேயோ, ஒரு புள்ளி £ 
ஆனது 7ீ (4) ஆனது வகையிடத்தக்கதல்ல என்றவாறு இருக்கிறது 
எனக்காண்பிக்கலாம்‌.
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ஜே 1' என்னும்‌ பெரிய சதுரத்தில்‌ அடைக்கவும்‌. T sir பரப்பு 
4 என்றிருக்கட்டும்‌. T 9 நன்னான்கு பாகங்களாக வெட்டவும்‌ 
(quadrisection). அப்படிச்‌ செய்யும்போது, 1" ன்‌ ஒரு பாகத்துக்கு 
(1) ஆனது பொய்யாகட்டும்‌. அப்பாகம்‌ 1") என்க. 1", ஐ மறுபடியும்‌ 
தன்னான்கு பாகமாக்கு. Ty tr ஒரு பாகத்தை எடுத்துக்கொள்‌. 
இதனை ]') என்க. இதுபோல்‌ 1") 1 1) வப ளன்ற முடி 
வில்லாத சதுரங்களின்‌ ஒழுங்கு வரிசை (sequence) ஆனது, ஒரு 
பாகம்‌ அதற்கு முந்தைய பாகத்துள்‌ அடங்கும்‌ வகையில்‌, கிடைக்‌ 
கின்றது. இந்த ஒழுங்கு வரிசையின்‌ எல்லைப்‌ புள்ளி 6 என்க. இந்த . 
ஆனது ன்‌ உள்ளே அல்லது அதன்‌ மேல்‌ இருக்க வேண்டு 

மென்பது தெளிவு. 

7(2) ஆனது 8 இடத்து வகையிடத்தக்கமையால்‌, 

72-78-7712) (௨-8 | 2-8 | 

இவ்விடத்து, [8-8 | or சிறிய மதிப்புகளுக்கு | el | <e, 
என்றவாறு சிறிய | 2-8 | க்குத்தக்கவாறு 6 ஐ மையமாகவுடைய 
வட்டத்துள்ளே எல்லா ]',ம்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட Ty ஐத்‌ தவிர 
இருக்கின்றன. இது ஒரு எதிர்‌ மறுப்பு, ஏனெனில்‌ ட்வை ஆ ஆக 
எடுத்துக்‌ கொண்டால்‌ சமன்பாடு (1) ஆனது மெய்யாகி விடு 
கின்றது. , கூர்சாவின்‌ துணைத்தேற்றம்‌ நிறுவப்பட்டது. 

கோசித்‌ தேற்றத்தின்‌ நிறுவல்‌ 

னே அகத்தைப்‌ பற்றி அல்லாது ன்‌ புறத்தைப்‌ பற்றி தமக்குக்‌ 
கவலை இல்லை, ச்‌ அகத்தைப்‌ பிரிப்பதால்‌ கிடைக்கும்‌ வலைக்‌ 
கண்களில்‌ சில சதுரங்கள்‌, மற்றவை ஒழுங்கற்றவை. ஒவ்வொரு 
வலைக்கண்ணின்‌ எல்லைக்‌ கோட்டைச்‌ சுற்றி, (1) ஐத்‌ தொகை 
யிட்டால்‌, துணைத்தேற்றம்‌ (1) ன்‌ படி 

hac dz= f ey |z—-zo| dz 
2 7 

்‌. எல்லா வலைக்‌ கண்களுக்கும்‌ 

நீரு fevlecalde | 
0 7 

என்பதில்‌ 

[70982152. [122 1481 
Cc 7



58 சிக்கலெண்களின்‌ தத்துவம்‌ 

77 ஆனது முழுச்சதுரமாக இல்லையெனில்‌, 21 ஐ நேர்க்கோடு 
கக்‌ கொண்ட 2; ஆகவும்‌ ன்‌ பாகங்களைக்‌ கொண்ட yo ஆகவும்‌ 
பிரிக்கலாம்‌. 

| | ச என்பதால்‌ 

வ] ஒக்க க] வம 
21 

இதில்‌ 4 என்பது ஜே உடைய பெரும்‌ சதுரம்‌ ]"ன்‌ பரப்பாகும்‌. 
மேலும்‌ 2, பகுதிகளின்‌ நீளங்களின்‌ தொகையானது நீளம்‌ காணத்‌ 
தக்க வளைகோடு னே நீளம்‌ /க்கு மிகையானது. 

ன்‌ மூலை விட்டத்தின்‌ நீளம்‌ என்க, 

& 12-20] வ்‌ 

  

> fe le-zol | dz | <kle 

22 

f J lz) dz மிஉ, மி ஒரு மாறிலி, 

ே | 
| 

£ என்பது யாதாவதொரு எண்ணாதலால்‌ தேற்றம்‌ நிறுவப்‌ 
பட்டது. a 

4:4. கோசியின்‌ தொகையும்‌, ஒழுங்கான சார்பின்‌ வகைக்‌ 
கெழுக்களும்‌ 

கோசியின்‌ தொகையின்‌ உதவியால்‌ மூடிய உருவரை Coir 
ஏதாவதொரு புள்ளியிடை ஒழேங்கான சார்பு 7ீ(அன்‌ மதிப்பை 
எழுதலாம்‌. ்‌ 

தேற்றம்‌ 117 ்‌ 
மூடிய. உருவரை (ன்‌ மீதும்‌, உள்ளேயும்‌ 7 (௮) ஆனது ஒழுங்‌ 

கானது என்றால்‌ 

1 d சார்‌ த்தி 20 
ே
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ன்‌ உள்ளே முழுமையாக இருக்கு 
மாறு 2ஐ ஆரமாகவும்‌ 4௩ ரீ ஐ மைய 
மாகவும்‌ வைத்து ஒரு சிறிய வட்டம்‌ 
வரைக, க்கும்‌ க்கும்‌ இடையேயுள்ள 

வெளியில்‌ ம்‌ (2) aS ஆனது ஒழுங்காய்‌ 

உள்ளது. c 
படம்‌ 9 

ன்‌ ஏதாவதொரு: புள்ளியை ஏன்‌ ஏதாவது ஒரு புள்ளியை 

இணைக்குமாறு குறுக்கு வெட்டி (௦1௦௯ மம்‌) ஓன்றை அமைத்தால்‌ 

1' என்ற மூடிய உருவரை கிடைக்கின்றது. இவ்வுருவரையில்‌ ஜ்‌ (2) 

ஆனது ஒழுங்காய்‌ உள்ளது. ஆதலால்‌ கோசியின்‌ தேற்றப்படி 

] 694220 

உருவரை 1' வை இடஞ்சுழியாகச்‌ சுற்றினால்‌ குறுக்கு வெட்டி 

ஆனது இரு தடவை சுற்றப்படுகிறது. 

ல்‌ f Pladg— ] $(9 8220 

C yo. 

  
  

  

  

  

ட ட] ॥ f(z) dz 1 Ff (£) dz 
“ Qa1 f owas Tar f g~l (ai க ச 

? 2௪ = # 

1 “Ff (z) - ரீ ஜு மி... இ 
ற 

ன்‌ மீது $- 69718 
1 7(6) 82 

2௱$ 2-6. ஆனது 
2 

flO 7” viet ap 
Dai : = f (¢) என்றாகிறது. 

7 be 2 8 

தேற்றம்‌ [ன்‌ படி 

max 1 F(z) — f(€) dz » IF@-fO)| Weer] f Mass 
2
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ரீ(2 ஆனது 2-4 இடத்துத்‌ தொடர்ச்சியாய்‌ உள்ள தால்‌ மேற்‌ 

கண்ட சமனின்மையில்‌ இடது பக்கத்து கோவை ஆனது 8-0 

என்னும்போது ஜெ நெருங்குகிறது. 

1 J (2) & = f (€) 
Q2Qat Z-€ 

தேற்றம்‌ 137 

மி என்பது ஒரு அரங்கமென்றும்‌, மில்‌ ஆனது z= ஐச்‌ 

சுற்றியுள்ள சிக்கலற்ற மூடிய உருவரை யென்றும்‌ கொள்க. 7 (4) 

ஆனது ற அரங்கத்தில்‌ ஒழுங்கானதென்றால்‌ அதன்‌ வகைக்‌ கெழு 

ட 7 (28 1 Z) az 
த நன Ini J GA! 

  

  

நிறுவல்‌ 
தேற்றம்‌ 111ன்‌ படி. 

266-702) _ 1 ர 1) 
h Qni h (௩ <P) Flaite 

ன hf (2) 

ini Stet * FR on fe 

- ani J ee ன்‌ 

ன்‌ ரி உள்ளேயும்‌ £ (2) ஆனது ஒழுங்கானதால்‌ ரீ (5) 

ஆனது வரம்புள்ளது. 

னெ மீது, | 7 (2) 1 <M 
னே்‌ புள்ளிகளுக்கும்‌ ச்க்கும்‌ இடையே உள்ள தூரங்களின்‌ கீழ்‌ 

வரம்பு ரீ என்க. 

  

| 

  

Sailnet en Aan இரத 

(114 a aed இதில்‌ “8” என்பது ன்‌ நீளம்‌ 

|| 0 என்றால்‌ ட eat 

won 1 7(2) 88 . fi(é) = i . ei 

> oO
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தேற்றம்‌ 7 

7 (8) ஆனது அரங்கம்‌ மில்‌ ஒழுங்கானதாய்‌ இருந்தால்‌, மின்‌ 

ஒவ்வொரு புள்ளி ச்‌ இடத்து 7(2க்கு எல்லா வரிசைகள்‌ உடைய 

வகைக்கெழுக்கள்‌ உள்ளன. அவற்றின்‌ மதிப்புகள்‌ 

_ Sear SR) a dz 

= (g—€)att 

தேற்றமானது 72 க்கு உண்மையென்க. 

ad அதாவது, (2) - — (Loe 
Cc 

என்பது உண்மை. 

(சதி (2) 

_ 3 |m { டம்‌. ரட்ட (z) dz ay vil, (g—€—h) mi 2 (2 தவம்‌ 

“Ei S bes [J 0 
_ 1 [m —— | iy 2 

kh 2௭௬2 (பதம்‌ சர்‌) ௪ 

  

(2-1) (௩-2) 7 

ener ty |S @ de 
                 

h 

Le 
. tim அ (சு (ம (த) 

220 h 

| m+ 7 (2) 88 புர hf (z) dz 
274 6 (கதம்‌? ” Frilzg சதி] அல்கி 
  

்‌ +] 7 (4) ம 
ie,) f m-+1 = புலக்‌ Sy ae Gre nae 

eT) TS eee 
ே 

 தேற்றமானது ௨-௩ 1க்கு உண்மை ஆனால்‌ தேற்றமானது 
2--]1க்கு உண்மை, 

ச
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- 1--2க்கு அதே தேற்றம்‌ உண்மை. ,, ஈன்‌ எல்லா நேர்‌ முழு 

ஸ்ங்ன்‌ + னதிர்புகளுக்குத தேற்றம்‌ உண்மை, 

é n [a { <2, 2) 88 = 

60-22 (கேத்‌ மாட 
Cc 

4.5. தேற்றம்‌ 941: டேலரின்‌ தேற்றம்‌ 

| 8-8! <p ரீ (2) ஆனது ஒழுங்கானது என்றும்‌ 16-௪1 - 
(4 தி) என்றவாறு சீ என்ற புள்ளி உண்டென்றும்‌ கொண்டால்‌ 

ம 

S(é) = & an (E—a)r 
8-0 

_ (0 (a) 

யன 
இங்கு ௨ - 

நிறுவல்‌ : 

7 42 என்றவாறு 2௬௪ என்ற புள்ளியை மையமாக வைத்து 

ற்‌ ஆரமுள்ள வட்டம்‌ 6 என்க. 

  

1 _ [ சீத (2-இய.௨1 ்‌ 

ச கம சேல்‌ ஒட 

பூ அட 1 
(சர (8-௪) 

என்ற முற்றொருமையைக்‌ கருதுக, 

ச்‌ (4) | 
வ்வொரு உறுப்பையும்‌, ஓ ௬ உறு யு Ini   ஆல்‌ பெருக்கி ஜேச்‌ சுற்றித்‌ 

தொகை காணவும்‌ 

L(€) = f(a) +f" @ (E-a) + f" (@ (E-a)? +... 
31 

+ = (8-௦) பஷ. Ry 

  _ (€-a)* SERED 2 “ட . 

ஜ்‌ Qari (2-6) (2- என்பதை அடைவோம்‌. 

Ry ஆனது டேலர்‌ மீதி எனப்படும்‌. ன்‌ மீது, | f(z) | <M 
n 

. . r Z2dpM 7 
3 R — —— வாகை = — |: 5 என்பதால்‌ | Ry, | < Qe “pin (pn k (= j £்‌ என்பது 

ஐச்‌ சாராத மாறிலி * 4 21 என்பதால்‌ ற | Rn| = 

a x 9 (8--2)1 ஆனது ஒருங்குகிறது.
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ஒருங்கும்‌ தொகையானது f () ஆகும்‌. தளம்‌ முழுமையும்‌ ரி(2) 

ஆனது ஒழுங்கானது என்றால்‌, எல்லா ச்க்கும்‌ மேற்கண்ட ரீ (கன்‌ 
விரிதல்‌ உண்மையாகும்‌. 

கிளைத்தேற்றம்‌ 

| €-a| =r<poir Bay [ f(z) | ன்‌ மீப்பெருமம்‌ ஈ (7) என்றால்‌, 

  

  
  

  

டி எ - (2) என்றால்‌ | a, | < ant என்பது உண்மை, 

நிறுவல்‌ 

2 என்ற வளைகோடு |8-8| ஈர என்றால்‌ | 

1 fez 7 (4) dz i f 
a, | = ்‌ 71 (7) 8 (2) 

bol yaa (கலர்‌ | 5 த agi 2 tT 

    

46. தேற்றம்‌ VIL லியோவி (14௦௨7111௦) தேற்றம்‌ 

ச தளம்‌ முழுமையிலும்‌ 7(6) ஒழுங்காகவும்‌, |7(2] 2 
என்றவாறும்‌ இருந்தால்‌ 7 (7) ஆனது மாறிலியாகும்‌. 

நிறுவல்‌ 

மே ஆ என்று யாதேனும்‌ இருபுள்ளிகளைக்‌ கருதுக. ஜே மைய 
மாகவும்‌ 222 | டோ | என்றவாறு ஐ ஆரமாகவும்‌ உடைய C 
என்ற வட்டத்தை வரைக. (ன்‌ மீது 7 இருந்தால்‌ 

| க] 22/5 

தேற்றம்‌ 1ின்‌ படி 

0] (2-4 
த்‌ கர 2 
CG 

  

1 
[Alef (4a) | =a (<1 2a) f(z) d 

é (2-0 (2~2%,) 

    

| hi Xa ட %a | k 

ர்‌ ட ஹ்‌ 

i k 
=2 | 41 &g | ற 

81) ஆ. ஐ நிலையாகக்‌ கொண்டு, ற்‌ ஐ லக்கு அணுகவிட்டால்‌, 

17 (20)-7( ஆ | 0 என்றாகும்‌. 
“7 (80-௪7 (2) 

அதாவது 7 ( £) ஆனது மாறிலியாகும்‌.
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4.7. தேற்றம்‌ 111 லாரென்ட்‌ தேற்றம்‌ 

8 என்ற புள்ளியை மையமாகவும்‌, த, நீரஜ்‌ ஆரங்களாகக்‌ 

கொண்டு முறையே இரு வட்டங்கள்‌ (, ஐ வரைக, ற்தஃற்‌; 

என்க. 7(2) ஆனது (6, டேமீதும்‌, டேதே ஆல்‌ ஆன வளையத்‌ 
திலும்‌ ஒழுங்கானதாக இருந்தால்‌ 

சி 0 2716-2) 14 ்‌ ௨ (6-2) 

ச்‌ என்பது வளாயத்துள்‌ யாதேனும்‌ ஒரு புள்ளி; கெழுக்கள்‌ க, 

சூடஎன்பன. 

1 [0022 டட Sf (z) dz 
Qri (z—a) n+l’ ~~ Der 5 கே —n-+1 ட்‌ ம்‌ (8-8) 

an= 

நிறுவல்‌ 

டன்‌ யாதேனும்‌ ஒரு புள்ளியிலிருந்து டன்‌ யாதேனும்‌ ஒரு 

புள்ளிக்கு இணைக்கும்‌ குறுக்கு வெட்டியை அமைக்க, இதனால்‌ நாம்‌ 

பெறுவது 

1 (7(8)42 fer 
சக (x—&) ஜ்‌ 

  

     
  

      

  

Ci 
இப்போது 

Ji i . fa ; ப 65" ர 

z-& ~ g-a* Cg—ay 8" " ( g=a)® (Z-€) 
i _ 1 zZ—~a (ee 1 

eb Fa’ mae 00 (6-௨ 
என்ற முற்றொருமைகக£க்‌ கருதவும்‌. 

ர d n-l 

“த அதத்‌ a" anemone rn 
Cy r=0 

டன 2 
2 ~ னி br(E~-ay*+Qn 

என்பதில்‌ 

ணர்‌ J(z) dz 
Pres Seog —ay(f-€) 

oe ்‌ fCz)dz 

Qn= a 2 (2-௮ (8-7)
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££ஈ என்பது டேலர்‌ தேற்றத்து மீதியாகும்‌ தேற்றம்‌ VI oh படி, 

lim” | | _ 
n>o | Pn | = 0 zero 

மேலும்‌ 

10, |= Z| JE =)" ae 

n 1 
ட 5 "GP, 

  

“2 aw} w—Py 

என்பதில்‌ 

௭௩ | சீ-௧]| 
Chor Far | f(z) | <n! 

மே என்பதால்‌, Im | 6, | =0 

fu ()=% an (fa) 

72 (8) a 62 (6-2)-1 என்க. 

78)-71 (8) (6) என்றெழுதினால்‌ 

295 | சீ-௧௪ | கிக்கு ரீ (6) ஆனது நெருங்குகிறது. 

71 (8) ஆனது ஒழுங்கானது. மேலும்‌ | f—a| < P46 fy 

(8) ஆனது ஒருங்குகிறது. 79 (ச) ஆனது ஒழுங்கானது. மேலும்‌ 
| 8-2) 24%க்கு 79 (6) ஆனது ஒருங்குகிறது. 

4.8. பூச்சியங்களும்‌ சிறப்புப்‌ புள்ளிகளும்‌ (2௦705 ௨௭0 ளை தயிகார(1) 

கொடுக்கப்பட்ட அரங்கம்‌ ”9”ல்‌ 7 (2) ஆனது ஒழுங்கானதாக 

இருந்தால்‌,மின்‌ எந்தப்புள்ளி 7-௪ இடத்து 7(8)ஐ டேலர்‌ 
தொடராக விரிக்கலாம்‌ என்று கண்டோம்‌. 

a 

ரீ(2)9-% ர (7-0 என்றும்‌ கண்டோம்‌. 
0 

Ay = Ay = Ag = வவ இழு எ. 0) உ30. என்றால்‌, டேலர்‌ 
ANAS SO a, (f—a)™ என்பது முதல்‌ உறுப்பாகும்‌. இவ்வகையில்‌ 
78 என்றவிடத்து ஈ வரிசையுள்ள பூச்சியம்‌ 7 (6)9க்கு இருக்கிறது 
என்போம்‌, 

திம்‌
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75ம்‌ என்றவிடத்து 7 (2) ஒழுங்கற்றது, எனில்‌ ரீ (7)க்கு 
அப்புள்ளியானது சிறப்புப்புள்‌ ளி என்று சொல்லுவோம்‌. 

ஒரு அரங்கம்‌ 729”ல்‌ தனித்த மடிப்புப்புள்ளி 7-௪ ஐத்‌ தவிர 
மற்றெல்லாவிடத்து 7 (7) ஆனது ஒழுங்கானது என்க. அப்போது 
ஈ8ஐ மையமாக வைத்து இரு ஒருமைய வட்டங்கள்‌ இியினுள்ளேயே 

இருக்குமாறு வரையலாம்‌. சிறிய வட்டத்தின்‌ ஆரம்‌ 72% ஆனது 

நமக்கு விருப்பம்போல்‌ மிகச்‌ சிறியதாக வைத்துக்கொள்ளலாம்‌. 

பெரிய வட்டத்தின்‌ ஆரம்‌ 2, ஆனது நமது . விருப்பம்போல்‌ 

மிகப்‌ பெரியதாக வைத்துக்கொள்ளலாம்‌, ஆனால்‌ இவ்வட்டம்‌ மில்‌ 

முழுமையாக உள்ளே இருக்கவேண்டும்‌. இவ்விருவட்டங்களின்‌ 

இடையே உள்ள வளையத்துள்‌ 7 (2)க்குக்‌ கீழ்க்கண்ட லாரென்ட்‌ 

விரித்தல்‌ உண்டு : 

சின ட்‌ 8 (8271 Te 2௨08-8) 

வலநுபக்கத்து இரண்டாவது உறுப்புக்கு, 2-6 இடத்து 7 (இன்‌ 
தலையாய பாகம்‌ (principal part) ereirm) Guu. 

by #9, சீவ 1 = byn+o=...=0 

என்றாகலாம்‌, இவ்வகையில்‌ தலையாயபாகமானது 

by b b 2 m 4 க 
a + (zap + eee + (2-௨ ய என்ற முடிவுள்ள 

தொடராகும்‌. மடிப்புப்புள்ளி 2-2 ஆனது 7 (கன்‌**% வரிசையுள்ள 
கம்பம்‌?” (ற௦16 01 ௦102 ஈ) எனப்படும்‌. 5-சன்‌ கெழுவானது 

கம்பம்‌ ச இடத்து ரீ (ன்‌ எச்சம்‌ (125146) எனப்படும்‌. இக்‌ 

  

கம்பத்தின்‌ வரிசை என்றால்‌, க 12-2)7(5)) தலையாய பாக 

மானது முடிவில்லாத தொடரானால்‌, மடிப்புக்கு “தனித்த முக்கிய 

Almtny” (isolated essential singularity) sraira பெயர்‌, 

கீழ்க்கண்டவை கவனிக்கத்தக்கவை ₹ 

1, ஈகஎன்பதை 7 (8) என்ற சார்பு பலனின்‌ பூஜ்யமாகுக, ரன்‌ 

சுறிறுவட்டாரத்தில்‌ 7 (6) க்கு வேறு பூஜ்யப்புள்ளிகள்‌ இல்லை 

யென்றால்‌ 8௩௦ என்பதின்‌ அண்மை (சுற்று உட்டாரம்‌) என்று 

கூறலாம்‌. 

நிறுவல்‌ : 

| 8-2 | 42 என்ற அண்மையில்‌ ம (2) தென்க. 

அப்போது 7(2)-(2-2) (2) என்றெழுதலாம்‌.
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- 9 (a)=ay ster USTe O(a) +0 

 (a)=2c sroite. 

ம்‌ (5) தொடர்ச்சியுள்ள சார்பென்றால்‌ | ம்‌ (5)-்‌ (௪) | 

212] என்றவாறு | 8-8 | 48 என்ற பகுதி இருக்கிறது. 

ஃ | 2-2 | 48 என்றால்‌ 

|16(22151(/6(21-[1[6(2)-0(21)12 18] 

ஃ 18-௧௨] 49ல்ம(2)30 

(2) z=a என்பது ரீ (இன்‌ ௩ வரிசையுள்ள கம்பம்‌ என்க. 

அப்போது லாரென்ட்தேற்றம்‌ வழி கம்பத்தின்‌ வரை இலக்கணப்படி 
“கம்பங்கள்‌ தனித்தவை”” என்ற கூற்று உண்மையாகும்‌. ஏனெனில்‌ 

2ஃரயை மையமாகக்கொண்டு, வை ஆரமாகவுடைய சிறிய 
வட்டமானது 2, 29 ஆரங்களுடைய வட்டங்களிடையே உள்ள 

வளயத்தையுடைய அரங்கம்‌ மில்‌ ஒரே ஒரு சிறப்பைக்‌ 

கொண்டுள்ளது. 

(3) 8-8 என்றவிடத்து ரீ (£)க்குத்‌ துருவம்‌ உண்டானால்‌ எந்த 
. Lt _ 

வகையிலும்‌ அலல்‌ | f(z) | =e 

ஏனெனில்‌, கம்பமானது 11 வரிசையெனில்‌ 

7 00- (2-2) சிசி +... $A (8-4) nol 4 
© : 

ம Ay (Z—a) 24™} 5 ௩0 என்பதால்‌ 7(£)- (4-2) 112), 

112) ஆனது | 2-௧ | சில்‌ ஒழுங்கானது 

Wa) =b m( #0) 

ஃ (19ின்படி | ¥(z) | >+ | bm | என்றவாறு | 8-௪ | 48 
என்னும்‌ கம்பத்தைச்‌ சுற்றிய அண்மையைக்காணலாம்‌, 

இதிலிருந்து, ]7(2 1241] ]2-2|-௨ 

ட J | f(z) | OO! எந்த வழியிலாவது, 

4.9. பூச்சியங்கள்‌, துருவங்களின்‌ எல்லைப்புள்ளிகள்‌ (148/(4௨2 
points of zercs and poles) 

அரங்கில்‌ ஒழுங்கான சார்பு 7 (ன்‌ பூச்சியங்களின்‌ ஒழுங்கு 
வரிசை Ay, Ay Ayy At TS, Dot gy அகத்துப்புள்ளி 6--8௨ ஆனது 

இவ்வொழுங்குவரிசையின்‌: எல்லைப்புள்ளி என்க, 5-2ன்‌ அண்மை 

பில்‌ பூச்சியங்களைக்கொண்ட சார்பு 7(2) ஆனது தொடர்ச்சியா
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யுள்ளதால்‌, 7(5)-0. ஆனால்‌ 4-5 ஆனது ரீ (8) க்குப்‌ பூச்சிய 
மாகாது. ஏனெனில்‌ (1)ல்‌ பூச்சியங்கள்‌ தனித்தவையென நிறுவி 

னோம்‌. : +. f(z) =0 
குறிப்பு: (1) ஈஎன்பது ரீ (2) ன்‌ ஒழுங்கானபுள்ளி யெனின்‌ 

சன்‌ அண்மையிலுள்ள புள்ளிகளில்‌ 7(5)-0 ஆகும்‌. 

(2): 7ீ(2க்கு ௨ என்பது ஒழுங்கானபுள்ளி இல்லையென்றால்‌ 

அந்தப்புள்ளி 7(2) என்ற சார்பலனுக்கு தனித்த முக்கிய சிறப்புப்‌ 

Lier ofl (isolated essential singular point) wa@tb. 

மில்‌ 7(59-0 என்றால்‌ 2-௨ ஆனது சிறப்பு ஆகவேண்டும்‌. 

இந்த சிறப்பு தனித்தது ஆகவேண்டும்‌. ஆனால்‌ இது கம்பம்‌ அல்ல? 
ஏனெனில்‌ எந்த வழியிலும்‌ £ச ஆனது உவை அணுக | 7(2) | ஆனது 
லஐ அணுகாது. ஆகையால்‌ பூச்சியங்களின்‌ எல்லைப்புள்ளியானது 

(இன்‌ தனித்த முக்கிய சிறப்பு ஆகவேண்டும்‌. 

மில்‌ ஐ எல்லைப்புள்‌ ளியாகக்கொண்ட முடிவில்லாத எண்ணிக்‌ 
கையுள்ள சிறப்புகள்‌ ஈட ஈடே என்ற புள்ளிகளைத்‌ தவிர்த்த மற்ற 

புள்ளிகளிடத்து 7(6) ஆனது ஒழுங்கானது என்றால்‌ உ ஆனது 
மீ(வின்‌ சிறப்பு ஆகும்‌. ஏனெனில்‌ ரன்‌ அண்மையில்‌ 7(2) ஆனது 

வரம்பற்றது. »y ஆனது தனித்தது அல்ல என்பதால்‌ அப்புள்ளி 

கம்பமாகது. இத்தகைய சிறப்பை “: தனித்தது அற்ற முக்கிய 

சிறப்பு?” (௫௦௫ isolated essential singularity) «rom Guri. 

எடுத்துக்காட்டு : 

250 என்பது sin) தனித்த “முக்கிய சிறப்புப்‌'*புள்ளி 

ல 

ஆகும்‌. இஃது ச்‌ பே], +2...) என்ற பூச்சியங்களின்‌ 

எல்லைப்புள்ளி ஆகும்‌. a (8-1, +3...) என்ற புள்ளி 

ant os! tan (=) க்குக்‌ கம்பங்கள்‌. உள்ளன. ஆதலால்‌ கம்பங்‌ 

களின்‌ எல்லைப்புள்ளி 2-0 ஆனது *: தனித்தது। அற்ற முக்கிய 

சிறப்புப்புள்‌ ளி*” ஆகும்‌. 

மீரோ சார்புகளின்‌ துருவங்களும்‌, பூச்சியங்களும்‌ 
(Poles and zeros of meromorphic fns) 

வரை இலக்கணம்‌ ௦ 

தளத்தின்‌ முடிவுள்ள பகுதியில்‌ உள்ள கம்பங்கள்‌ மட்டுமே 
சிறப்புப்புள்ளிகளாகக்‌ கொண்டுள்ள சார்பு 7ீ(2)5கு மீரோ சார்பு 

(meromorphic fns) என்று பெயர்‌,
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தேற்றம்‌ : 
மூடிய உருவரை ன்‌ உள்ளே fe) ஆனது மீரோ சார்பு 

என்றும்‌, அவ்வுருவரையின்‌ மீது எந்தப்‌ புள்ளியிடத்தும்‌ 7(2) 40 
என்றும்‌ கொண்டால்‌ 

f' (2) df 
ori nd To f(z) ளி ட்டி 

இங்கே என்பது க உள்ளே பூச்சியங்களின்‌ எண்ணிக்கையும்‌; 
2 என்பது னே உள்ளே கம்பங்களின்‌ எண்ணிக்கையையும்‌ குறிப்‌ 
பான ”%” வரிசை உள்ள கம்பம்‌ அல்லது பூச்சியமானது 8” தடவை 
கள்‌ எண்ணப்படவேண்டும்‌. 

நிறுவல்‌ ₹ 

8-8 என்பது ற” வரிசையுள்ள பூச்சியம்‌ என்க. அப்போது 
கரன்‌ அண்டையில்‌ f(z) =(z—a) 6 (2). 

9 (2) £0, ர்‌ (4) ஆனது ஒழுங்கானசார்பு. 

ட்‌ ம்‌ (8) = im 421) 

“ f(a) 8-௨ ' $(z) 
$' (z) a! (Z) , என்பது Z=a Qe ங்கானது என்பதால்‌: ம 2 து இடத்து ஒழுங்கானது தால்‌ ௮ க்கு 
4-8 இடத்து "ஈ” எச்சம்‌ உடைய ஒரு வரிசை உடைய கம்பம்‌ 

உள்ளது. இதுபோல்‌ 2-ம்‌ என்பது நீ வரிசையுடைய துருவம்‌ 

என்றால்‌, 4-ம்‌ இடத்து-& எச்சமுடைய ஒரு வரிசை உடைய 
கம்பம்‌ உள்ளது. ,,தேற்றம்‌ 111ன்படி 5 ஈ-5 நீரு 
லெ ரீ (4) ஆனது ஒழுங்கானது என்றால்‌ 7240 

ட [ce (2) ்‌ 
adz=N 

gi @ = 

    

  

  

a _f'() _. ன்‌ 
Z, log f (z)= Fz) என்பதால்‌ 

7 (4) 
“Ff () 

QuGs, o@oamys C pF ahi log f(z)ér மாற்றத்தை Ay GMS 
கிறது. ஆரம்பத்தில்‌ எடுத்துக்கொண்ட மடக்கையின்‌ மதிப்பைப்‌ 
பற்றி கவலை இல்லை. 

102 7 (z)=log | f(z) | +i arg f(z) என்பதாலும்‌ 
log | f(z) | ae ஒரு மதிப்புச்‌ சார்பு என்பதாலும்‌ 

Nas Ae arg f (z) 

  

dz= Ae log f (z)
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இந்த வாய்ப்பாட்டுக்குச்‌ சார்பின்‌ மாறித்தத்துவம்‌ (principle . 
of argument) ersirm Quust. 

4.10. ரூஷெஸ்‌ தேற்றம்‌ (Rouche’ $ Theorem): ; 

மூடிய உருவரை ௦ன்‌ மீதும்‌ உள்ளும்‌ 7 (2), g(z) sreirp: ert 
புகள்‌ ஒழுங்கானவையென்றும்‌ ன்‌ மீது [ச(2ண 14 [ £(z) | 

என்றும்‌ கொண்டால்‌, னே உள்ளே 7 (5ம்‌; 7(2) 1 ௪(2ம்‌ ஒரே 
எண்ணிக்கையுள்ள பூச்சியங்களையுடையன. ன ரர, 

நிறுவல்‌ : 

7 (க்கும்‌, ரீ(2) 4௪(6) க்கும்‌ ன்‌ மீது பூச்சியம்‌ இல்லை. 
7 (வின்‌ பூச்சியங்களின்‌ எண்ணிக்கை 7 என்றும்‌, f (z)+g ன்‌, 

பூச்சியங்களின்‌ எண்ணிக்கை 7/' என்றும்‌ கொண்டால்‌, 
2rN= A. arg f 

2n N' = A. arg (f + g) 
= Acarg f+ A. arg (1 +4/f) . 

1214 [7[ என்பதால்‌, ஈஉ- 1 4 ச/7ீ என்ற புள்ளியானது 
w= 1 மையமாகக்‌ கொண்டும்‌, 1ஐ ஆரமாகக்‌ கொண்டும்‌ 
வரையப்பட்ட வட்டத்தின்‌ உள்ளே இருக்கிறது. 

w= pif என்றால்‌ ந்‌ ஆனது - எழ்க்கும்‌, + சந்‌ க்கும்‌ 
இடையே தான்‌ எப்போதும்‌ இருக்கிறது. .. £ ஆனது ஜே வரையும்‌ 
போது ஊத (12/7) ர்‌ என்பது தன்னுடைய ஆரம்ப மதிப்புக்கே 
திரும்புகிறது. 2ஈன்‌ மடங்காக ற்‌ ஆனது ஏருது அல்லது இறங்‌ 
காது எண்பதாம்‌ Ac arg (1 + elf) = = 0 

.2aN' = A.argf=20N 

.N'= N 

4:11. உச்ச குணக தத்துவம்‌ (71 Maximum Modules 
Principle) 

தேற்றம்‌ : 
மூடிய உருவரை னே மீதும்‌ உள்ளும்‌ 7 (2 ) ஆனது ஒழுங்கா 

னது என்றால்‌, னே அகத்துப்‌ புள்ளி ஓன்றிலேயும்‌ இல்லாமல்‌ (ன்‌ 
எல்லை மீது உச்ச. மதிப்பை அடைகின்றது, 

துணைத்தேற்றம்‌ ௦ ட்டு 
$ (2) தொடர்ச்சியான தென்றும்‌, ந்‌ 0.௨2 என்றும்‌ ற a i 

=k என்றாகும்‌.                            
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நிறுவல்‌ 3 

® (#1) 4 என்க. 

ம்‌. கீ உ என்றவாறு (போசகர்‌ 9) என்றவாறு இடை 

வெளி இருக்கின்றது, 

2 

“ f $ (x) dx < 28 (Ke) + (b-a—28) K 
ச 

. அதாவது 4 (6-௪ 84-28 

b 

இது fe (2) 8 2 &க்கு எதிர்‌ மறுப்பு. ஆகையால்‌ ஜ்‌ (2) தட்‌ 
ம a : க 

தேற்றம்‌ ௦ 

7 (4) மாறிலி இல்லை என்க. 6ன்‌ மீது | 7(2) | 4 ரீ: என்‌ . 
மல்‌, னே உள்ளே இருக்கும்‌ அரங்கம்‌ மின்‌ எல்லா அகத்துப்‌ புள்ளி - 

களிடத்து | 7(2)1] 18. 7 (2) மாறிலி என்றால்‌ எல்லாப்‌ புள்ளி 
களிடத்தும்‌ |7(2.] - 48. ்‌ | | 

நிறுவல்‌ ; | 

_. அரங்கம்‌ றில்‌ ந என்ற ஒரு அகத்துப்புள்ளியிடத்து |7(2) | ன்‌ 
மதிப்பானது குறைந்தபட்சம்‌ வேறெந்தப்புள்ளியிடத்து | 7(2)]ன்‌ 
மதிப்புக்குச்‌ சமம்‌ என்க, மின்‌ உள்ளே முழுமையாக இருக்குமாறு 

ஐ மையமாக கொண்ட வட்டம்‌ ]' என்க, தேற்றம்‌ 111ன்‌ படி 

  

7(2 ச: 
(2/5 Bait J 7-2 > (2) 

r 

74,  f ) 76 a 
uo Zo — = re F (zn) pe என்றால்‌ 

சிம்‌ றம்‌ ரி சார்புகள்‌ 

; 2 
i6 

ஐ 12 ட] சடல > (3) 
0 

என்றவாறு எழுதலாம்‌. 

2 

. 1 
ate 1 <= taf ven
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ஆனால்‌ தேற்றப்படி p < 1 
துணைத்‌ தேற்றப்படி ற்‌ - 1 

(இன்‌ மெய்யான பகுதி (708] part) gg எடுத்துக்கொண்டால்‌ 

20 , 
I l= [0748 

௦ 

ஃ துணைத்தேற்றப்படி ௦0௦ 9 - 1 

ஃ மன்‌ மீது7(2) - 7 (20) 

['ன்‌ மீது எந்தப்‌ புள்ளி "ச இடத்தும்‌ 7 (2) ஆனது மாறிலி 
யாதலால்‌, டேலர்‌ தேற்றப்படி 7 (2) ஆனது சன்‌ ஒரு அண்மையில்‌ 
மாநிலி ஆகும்‌. :. பகுதிச்‌ சார்புத்‌ தொடர்ச்சியின்படி (analytical 
continuation) Coir ii gub, o or e@ph 7 (8) ஆனது எல்லாப்‌ புள்ளி 
களிடத்தும்‌ மாறிலி ஆகும்‌, 

இசைச்சார்புகளுக்கு ஒத்த தேற்றம்‌ : 

D,, Dy என்ற அரங்கங்களில்‌ 7; (2), (2) என்ற சார்பலன்கள்‌ 
ஒழுங்கானவை என்க, ம, 0, அரங்கங்களின்‌ பொதுப்‌ பகுதியில்‌ 
Sila) = fa (2) என்றால்‌, 7; (2) என்ற சார்பலன்‌, ; அரங்கில்‌, 7, (௮). 
என்ற சார்பலனின்‌ பகுதிச்சார்புத்‌ தொடர்ச்சி (௨௦147௦ ௦0011 012- 
11௦0) என்போம்‌. 7 

ஒரு பகுதியில்‌ இசையாக இருக்கும்‌ ஒரு சார்புக்கு (112700001௦ 
function) அப்பகுதியின்‌ அகத்துப்புள்ளியிடத்து மீப்பெருமம்‌ 
இருக்காது. 3 
மாதிரிக்‌ கணக்குகள்‌ : 

| 8-8] “சீல்‌7ீ (7) ஆனது ஒழுங்காக இருக்கிறது. 04742 
என்றால்‌, (43) ஆனது 7(2-(ஈச 89ன மெய்ப்பகுதி என்றால்‌ 

2 

F'() = (PCA )e 19 4 என்று நிறுவுக, I] a 8 

நிறுவல்‌ : 

| 8-௪] “சில்‌ ரீ ஆனது ஓழுங்கானது என்பதால்‌, 
| <-a|=r (r< Rand ஒழுங்கானது | 5-6 | ௬5 என்ற 
வட்டத்தில்‌ 7 (6) ஆனது டேலர்‌ தொடராக விரிக்கலாம்‌. 

அதாவது 7 (2) - ரா (2 இ
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6 
= 5 amym (¢t8y™ 

0 

௦ க்‌. 

‘sf (%) = F am 1™ (¢ — 10) 

eo ide mg—im ர 
I செ, க ர am 

இப்போது sv? Ce ae a Tati gg (athe 

  

  

2 

ந தர ராத்‌ f 2g —ilm-+n)F gp <0 
O 0 

மேலும்‌ 26 (8) ட்‌ =a =0 

"yp (Ff (z) dz 
ச்‌ were (z—a)? 

= 7(2 + fia ம (2 [494 _ 
(2--8)5 m (Z- 8/3 G 

18) 10 ee 
(are + f (at+re’") refi ர்‌ 

7a 208 

      
  

2௭ 10 
1 2 Real f (atre ) 8 dp 

௨] Pe (28 we 
0 

2+ = 2 Re(z) 

Qa 

_! ~i8 = f pe i#aa 

Pp (0) = Ref (@ + re! 9)
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2. 7(2) ஆனது | £| 42'க்கு ஒழுங்கானது. | ச| £242' 
என்றால்‌ 

1 ‘Raa 
F(a) = 277i Sa a) (R?— zl 09 48 

என நிறுவுக. இங்கே 0 என்பது | 2 | - என்ற வட்டம்‌.04742 
என்றால்‌ 

2ஈ 
if 3, 1 __ Rar f (Ret) 

7025) =z J R?—2Rr cos (§— grr de 

என்ற பாய்ஸான்‌ (1௦485101) வாய்ப்பாட்டையும்‌ இதிலிருந்து நிறுவுக. 

கோஷியின்‌ தொகைவாய்ப்பாட்டின் படி. 

1 Ff (z) dz 
"Ori — 7 G (4-4, 

(1) f (a) = 

|z| =Rooip artigos பொறுத்து சன்‌ தன்‌ மாற்றுப்‌ 
3 

புள்ளி ஆன =. வட்டத்தின்‌ வெளியே இருக்கிறது. 

1 SF (z) dz 
(2) = Tar RD 

  

(1) - (2) தருவது 

1 R?—za+a (z—a) 

tat) ea (Raa 04 f (a) = 

1 R?—aa f (z) dz: 

201 ப்‌ (2-2) (2-4) 
  

இங்கே ச-ரசீ3 ; z=ReA என்றால்‌ 

2ஈ . . ல. . 
1 f (ர 18) ச முதிர) 049 ரர 

271 0 (Re 16 _ ரச) (றச்‌ re?) 

  

  

ச்‌ (கீ) =
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A இ நம 7 (27) 70 
ச (உூீ-9)) மடி? (8-9) 

டட ர்‌ Rive f (Rel) do 
~ Qe —2Rr cos (@—¢)-+r? 

“9, 12-21] -2 என்ற வட்டம்‌ னே உள்ளே 7(2) ஆனது 
ஒழுங்கானதென்றும்‌, ன்‌ மீது | f(z) [.க4ச என்றும்‌ கொண்டால்‌ 

(9122 

கடு மாடு 6 
Pa) = Sears 

Cc 

| (f (4) dz ட்‌ உ ட்‌ we OY TS 
. [1 (2) | | Daa ர்‌ (2௪௨71 

C : 

2 ய 17(2 1 [88] 
|[2ஈ$]| C |z—a [tt 

In M f ர்‌ 
அட z 

s 2a ° Rati C | | 

5 7 z= R ன்‌ 

ச்சீ < ie கடா frag | 22] - 142௪7 | 

2௭ 0 7 ம. 

1௩ Mu 
5-2 கஷா 22 

M\n < 

4. கந்தழியைத்‌ தவிர மற்றெல்லாவிடத்தும்‌ 7 (2) ஆனது 

ஒழுங்கானதென்றும்‌, கந்தழியிடத்து ரீ (ன்‌ துருவம்‌ £ வரிசை 

என்றும்‌, கொண்டால்‌ ரீ (8) ஆனது n அடுக்குள்ள பல்லுறுப்பு 

எனக்‌ காண்பிக்க,
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நிறுவல்‌ £ 

முடிவுள்ள தளத்தில்‌ 7 (2) ஆனது ஒழுங்கானது என்க. டேலர்‌ 

தேற்றப்படி. 

(i) Ff (2) = a0 + az + 0222 Heres + ape? ம்‌,..இங்கே சக்குப்‌ 

பதில்‌ Fe பிரதியிட்டால்‌ 

we [ ay ag 
2 = ee =a + று தாகு . ee ட + eeee (i) 9) =F (7) = 26 Lt te AG 

7 (ஆனது ஒழுங்கானது. ஆதலால்‌ ந்‌ (8)ம்‌ ஒழுங்கானது. z= 0 

இடத்து ரீ (2)க்கு £ வரிசையுள்ள துருவம்‌ உள்ளதால்‌ ற்‌(8)க்கு 6-0 

இடத்து % வரிசையுள்ள துருவம்‌ உள்ளது. 

(ll) முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள உறுப்புகளே 

உள்ளன. ,, 7, கள்ளத்‌ 

ல a a an 
29 @Q=atG + Bt Btat F 
oe F(Z) = ay baye tag 22+ ove H ay 2. 

(0) ஆனது ஈ அடுக்குள்ள பல்லுறுப்பு. 

பயிற்சி 

(1) ஒரு விகித முறு சார்புக்குத்‌ துருவங்களைத்‌ தவிர வேறெந்த மடிப்பு 
களும்‌ இல்லையென நிறுவுக. 

(2) அன்‌ முடிவுள்ள மதிப்புகளுக்கு 7 (2) ஆனது ஒழுங்கானது என்றும்‌, 
உ. பூடு|-4(1 21) என்றும்‌ கொண்டால்‌ 7 (2) ஆனது [81-2௦ 

& அல்லது £க்குக்‌ குறைவான அடுக்குள்ள பல்லுறுப்பு என நிறுவுக. 

(2-2) (2-2) . 
3 க்கு —— ரிக்க. ம 18] -க்கு ட (டத ஐ விரிக்க 

ட ட்‌ ்‌ 2211 
(4) சன்‌ அண்மையில்‌ செல்லுபடியாகும்‌ 7 (2) - Pre ன்‌ டேலர்‌   

விரிதலைக்‌ காண்க, 

1 

காண்க. 

(6) 2-௨ இடத்து சீக்கு தனித்த முக்கிய மடிப்பு இருக்கிறது என நிறுவுக, 

(7) ச 1/5 க்கு மடிப்புகளே இல்லையென நிறுவுக. 

(8) 22: ச என்றால்‌ ரூஷெஸ்‌ தேற்றத்தைப்‌ பயன்படுத்தி, | 2| 1 வலது 

வட்டத்துள்‌ ச2--827க்‌ ஈ மூலங்கள்‌ உண்டென நிறுவுக.



சிக்கல்‌ தொகையிடல்‌ 77 

Al pad : 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 88௦-௦20) 7(27-221 என்னும்‌, ச (2]----௪8 

என்றும்‌ கொள்க. 

|2[ ௨1 என்பது ௦ என்றால்‌, 2ன்‌ உள்ளும்‌ மேலும்‌ 7 (2)ம்‌ ச (£)ம்‌ ஒழுங்‌ 

கானவை. 

|-க| 
  

.[ச()1_ ‘ மேலும்‌ சட [சன] உமன்‌ மீது. 

ட பு அப. 
181181 கக] 

1 தா 
_ tery “119 bee 

alz|a 
(44 இரகக 

221 

1144 (2 |21-12ன்‌ மீது) 

_ 21:7 துச்‌ 
8 

ole 
17 (271 

ஃரூஷெஸ்‌ தேற்றத்தின்‌ நிபந்தனைகள்‌ உறுதிப்பட்டன. 

ஃருஷெஸ்‌ தேற்றப்படி g (z) + 7 [2] கலி என்‌ பூச்சியங்களின்‌ எண்‌ 
ணிக்கையும்‌ 7 (௮-௪ கின்‌ பூச்சியங்களின்‌ எண்ணிக்கையும்‌ சமமானவை. ஆனால்‌ 

|2| -1னுள்‌ க ஊன்்‌ஈ பூச்சியங்களும்‌ உள்ளன. ,, [8] 1ல்‌ ச2-சக்குர 

பூச்சியங்கள்‌ உள்ளன. 

 



or
 

. எச்சங்களின்‌ நுண்கணிதம்‌ 
(The Calculus of Residues) 

5.1. எச்சங்களின்‌ நுண்கணிதம்‌ (116 வேய 04 13644௭) 

8-8 என்பது 7 (ன்‌ கம்பம்‌ என்றால்‌ £(௫ன்‌ லாரென்ட்‌ 

விரித்தலில்‌ ன கெழு ஆனது கம்பம்‌ 2-8 இடத்து ரீ (கன்‌ 
ன்‌ 

எச்சம்‌ என்று வரையறுத்தோம்‌. 

2-2 என்பது ஈ வரிசையுள்ள கம்பம்‌ எனின்‌ f (z) ஆனது 
co m 

Yan(z—a)"+ $ம௩(2-2௨ என்றும்‌ கண்டோம்‌ 8-8 

என்பது ஒரு வரிசையுள்ள கம்பமெனின்‌ எச்சம்‌ சட ஆனது 
lim 

84 
என்றும்‌ கண்டோம்‌. 

(8-2) 7(2) என்றவாறு கணிக்கப்பட வேண்டும்‌ 

“மூடிய உருவரை னே உள்ளே z=a ஒன்றுதான்‌ 7(அன்‌ 
1 

மடிப்பு என்றும்‌, “97 Je (2) 84 க்கு. மதிப்பு உண்டென்றும்‌ 

கொண்டால்‌, இம்மதிப்புக்கு 2- ர இடத்து **7 (ன்‌ எச்சம்‌ ?* 
என்றும்‌ எச்சத்தை வரையறுக்கலாம்‌, 

5.2. தேற்றம்‌ 1, கோசியின்‌ எச்சத்‌ தேற்றம்‌ (02௭01479 ௦5100௦ 
Theerem) 

பேன்‌ உள்ளே மூடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள கம்பங்களை 
மட்டும்‌ தவிர்த்து, Car மீதும்‌ உள்ளேயும்‌ 7 (6) ஆனது ஒழுங்‌
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கானது என்க. டேனே உள்ளே 7(3ன்‌ கம்பங்களிடத்து எச்சங்‌ 

களின்‌ கூட்டுத்தொகையை % 8 என்று குறியிட்டால்‌ 

ர்க DR 
Cc 

நிறுவல்‌ : 

பேன்‌ உள்ளே &;, 8௨...) என்பவை எண்ணிக்கை ந உள்ள 

கம்பங்கள்‌ என்க. 

டேன்‌ உள்ளே அமைந்தவாறும்‌, ஒன்றுக்கொன்று வெட்டிக்‌ 

கொள்ளாதனவாயும்‌, “௨,” ஐ மையமாகவும்‌ “6°? Herth ஆர 

முடையதாகவும்‌ வட்டங்கள்‌ வரைக. க்கும்‌, சிறு வட்டங்கள்‌ 

ஊக்கும்‌ இடையே உள்ள பகுதியில்‌ 72) ஆனது நிச்சியமாய்‌ 

ஒழுங்கானவையாய்‌ உள்ளது. சிறுவட்டங்கள்‌ எம்‌, இவற்றைச்‌ 

சேர்க்கும்‌ பல்கோணம்‌ 7ம்‌ உடைய உருவமாக ஐ உருக்குலைக்க 

லாம்‌ (னா)... இதை விளக்கும்‌ படம்‌ கீழே இருக்குமாறு 

  

[7222-5 [79824 ங்‌ ff@dzt si . 

Ge P 

n 

ட்ட / 70982 
Yn 

ஏனெனில்‌ மீன்‌ உள்ளும்‌ மேலும்‌, f(z) ஆனது ஒழுங்கானதாய்‌ 
உள்ளதால்‌ பல்கோணம்‌ PspF சுற்றிய தொகையானது பூச்சிய 

மாகிறது.
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௨, ஆனது ஈ வரிசையுள்ள கம்பமாதலால்‌, 

79-94 3 ர்ச்‌ 
, நி] (சோக 

என்பதில்‌ ழ்‌ (2) ஆனது 9௭ மேலும்‌ உள்ளும்‌ ஒழுங்கானது ஆதலால்‌ 

m 

170 dz= Pen Jes 

Var 

f=eatée என்றால்‌, ரி ஆனது 0 லிருந்து 22 வரை மாறு 
கிறது, ஏனெனில்‌ புள்ளி 7 ஆனது வட்டம்‌. ரரஐ ஒரு முறை 
முழுமையாகச்‌ சுற்றுகிறது. 

2a 

த தட்ட [019 77-25) by 

0 

m 

. {fades 3 
r, 91 

உ [204௯3 ல பூர்‌ dz=2ni UR 
ர ்‌ 

5-3. தேற்றம்‌ 

{GO FO) = ச என்றும்‌, | சச] வர. என்ற 
வட்டத்தின்‌ ஒரு வில்‌ £ ஆனது ॥; ௨ வாத (2-2) 2 ரி என்றும்‌ 
கொண்டால்‌ 

ae 0 fi (௮ 222/8 (1 

lim 

நிறுவல்‌ : 

(2-2) 7(52-2-08 என்க, 
கொடுக்கப்பட்ட க்கு, | 6-2 | 44 என்றால்‌ [8 | < ச என்றவாறு 
ஒரு ர (5) ஐக்‌ கண்டுபிடிக்கலாம்‌ 

b+8 Ga 
{f@dz= f= = 22-ம்‌ [649 24 

G G by 

<e(8a— 63) 

  

"| ff (9 82-14 (9-1) 
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ஃ எல்லையின்‌ வரை இலக்கணப்படி 

ட ] 79) ச்க-75 (200) 
Cc 

கிளைத்தேற்றம்‌ : 

2 ச என்பது ரீ(ன்‌ ஒரு வரிசையுள்ள (81816 ற௦16) கம்ப 

மெனில்‌ 2-8 இடத்து ம ஆனது /7/(௨ன்‌ எச்சமாகும்‌. உருவரை 

யானது கம்பத்தைச்‌ சுற்றியுள்ள சிறிய வட்டமென்றால்‌, 89-91 --2 

3 [f@idz=2nib 
c 

5-4. ஒரு நீள ஆரம்‌ உடைய வட்டத்தைச்‌ சுற்றி தொகையிடல்‌ 
(Integration Round the Unit Circle) 

@ (cos ரி, 5109) என்பது 51௩9, cos? ஐப்‌ பொறுத்த விகிதமுறு 
சார்பென்றால்‌ 

2 

f ழ்‌ (005 9, 5100) மர என்ற உருவரைத்‌ தொகையிடலைக்‌ 

0 

காண்போம்‌. 

2 ச£8 என்றால்‌, ௦9 --_ 

e
e
,
 

ஃ +
 

a
l
m
 

S
a
n
e
 

Qa 

sf 9 (cos 8, sind) do =f ¥ (2) de 
6 ௦ . 

என்பதில்‌ 1* (2) ஆனது சஈஐப்‌ பொறுத்த விகிதமுறு சார்பு. 

0 என்பது | | -1 என்ற ஒரு நீள ஆரமுடைய வட்டம்‌, 

3] 3094-2098 
0 
என்பதில்‌ LR, என்பதில்‌ னே உள்ளே இருக்கும்‌ கம்பங்க 

ளிடத்து 1! (8)ன்‌ எச்சங்களின்‌ கூட்டுத்‌ தொகை, 
A—6
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மாதிரிக்‌ கணக்குகள்‌ : 

Qa 
cos ॥ி . a . 

(1) 8 cos (sin §—n§)d@= 1௧ கர்முழுவெண்‌) 
்‌ n 

0 

      

என நிறுவுக. 

நிறுவல்‌ : 

Qa 

P= ர்‌ 60050 [cos (sin 9-2 9) + isin (sin @—n 8) dd] 

0 
ஜக்‌ கருதுக. 

Qa டட 
_ feces 2? (sind —n8) 18 

0 

2 ௩. ௫ ௪ 

={ ச (cos @+% sing) பப ர்‌ 

0 

ட dz 

ச 18: என்றால்‌ சீரி - ra 

2. i mie டடம dz ஏ ௪3 
75 [2 = z =i fue 

௦ ௦ 

என்பதில்‌ என்பது | Z| =1 என்ற வட்டம்‌ ன்‌ உள்ளே இருக்‌ 
கும்‌ ஒரே கம்பமானது (2-1) வரிசையுள்ள 2-0 என்ற புள்ளி 
ஆகும்‌. 

  

. . 1 ச்‌ (2) 20 ae 850 இடத்து எச்சம்‌ [n dza | 2-0 

  

ஃ கோசியின்‌ எச்சத்தேற்றப்படி 

22 21% ன்‌ aoe 
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2ா 

ன்‌ fers [cos (sing —n 6) +isin (sin 0—n 4)] d 0 
0 

_ 2 
ப 

2௭ 

. f Fos (07-10) dO = Ba 
0 |n 

2ஈ 
a6 237 
88 “7. எனக்‌ காண்பிக்க. 

0 2--003 0 V3 

  

| £| -1 என்ற ஒரு நீள ஆரமுள்ள வட்டத்தை மூடிய உரு 
வரையாக எடுத்துக்கொள்க. 

இவ்வட்டத்தின்‌ ஒரு வில்லின்‌ மீது 220 ஐ எடுத்துக்கொள்க. 

| 27, சர 02 48. 
Zz iz 

2ஈ 

உ dé 

ais 20080 

க 2ரீரி , (: z+z 
= cos ரி = 5") 

4 + 4 டச்‌) 

ர 282 _ 2 dz 

rf z(44+z4+4z) 7 ந சரக 
ே GC 

28-.42-.1-042--2-- 4/3. வட்டத்தின்‌ வெளியே உள்ள 

கம்பம்‌--2-- 45. இவ்விடத்து எச்சம்‌--.] 7 ்‌ 

lag@ttet)| 

    

. THIF = —— 
v3 

,. கோசியின்‌ எச்சத்தேற்றப்படி, 

[ 2 
I= 2ஈர x-—— = ul 

$ 143 உதி
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கீழ்க்கண்டவைகளை நிறுவுக. 

  

ஆள . 
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