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4. (திரு, செ. மாதவன், தமிழகக் கல்வி-தொழில் அமைச்ச] 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கி எட்டு ஆண்டுகள் 

ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் பி.ஏ. வகுப்பு 

மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் தமிழிலேயே கற்று 

வந்தனர். 1968 ஆம் ஆண்டின் தொடக்கத்தில் புகுமுக வகுப்பிலும் 

(P.U.C.), 1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து பட்டப் படிப்பு வகுப்புகளிலும் 

விஞ்ஞானப் பாடங்களையும் தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய் 

துள்ளோம். தமிழிலேயே கற்பிப்போம் என முன்வந்துள்ள கல்லூரி 

ஆசிரியர்களின் ஊக்கம், பிற பல துறைகளிலும் தொண்டு செய்வோர் 

இதற்கெனத் தந்த உழைப்பு, தங்கள் சிறப்புத் துறைகளில் நூல்கள் 

எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள் தொண்டுணர்ச்சி இவற்றின் 

காரணமாக இத் திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும் மன நிறைவும் 

தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்றுவருகிறது. இவ்வகையில், கல்லூரிப் 

பேராசிரியர்கள் மாணவர்க்குக் கலை, அறிவியல் பாடங்களைத் தமிழி 

லேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத் தேதேவையான பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு 

மதுரைப் பல்கலைக் கழகம் ஆண்டுதோறும் எடுத்துவரும் பெரு 

முயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் சொல்ல வண்டும். 

பல துறைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனையோ 

நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில் அரிய முறையில் நூல்கள் 

எழுதித் தந்துள்ளனர். 

_.. வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளா தாரம், தத்துவம், புவி 

யியல், கணிதம், Quer Ash, வேதியியல், உயிரியல், வாளியல், 

புள்ளியியல் ஆகிய எல்லாத் துறைகளிலும் தனி நூல்கள், மொழி 

பெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இரு வகையிலும் தமிழ் வெளியீட்டுக் 

கழகம் நூல்களை வெளியிட்டு வருகிறது. 3 

இவற்றுள் ஒன் திரிகோண கணிதம் ' என்ற இந் நூல் 

207 ஆவது வெளியீடாகும். இதுவரை 

ன. 

    

242 நூல்கள் வெளிவத் 

உழைப்பின் வாரா. உறுதிகள் இல்லை; ஆதலின், உழைத்து 

வெற்றி காண்போம். தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் உலக மாண 

வர்களிடையே சிறந்த இடம் பெறவேண்டும்; அதுவே தமிழன்னை 

யின் குறிக்கோளுமாகும். தமிழ் நாட்டுப் பல்கலைக் கழகங்களின் பலவகை 

உதவீகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் தம் மனம்கலந்த தன்றி உரித்தாகுக. 

செ. மாதவன்
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அத்தியாயம் 7 

1. திரிகோண கணிதச் சூத்திரப் பட்டியல் 
1:71. தாம் முன்பே கற்ற திரிகோண கணிதச் சூத்திரங்களில் 

பட்டியல் கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள து (இச் சூத்திரங்களை 
கன்கு மனத்தில் கொள்ளவேண்டும்). 

(5) 

(8) 

(1) cos’Q@+sin’Q=1 

(2) sec?Q=1-+ tan’?Q9 

(8) cosec?Q=1+cof*Q. 

(க) sin O°=cos 90°=0.; 

cos 0°=sin 90°=1 

sin 30°=cos 60°=} 

cos 30°=sin 60°= vy §. 

go o. 1 
sin 45°=cos 45°= VE 

sin (~—Q)=—sin Q. 

cos (—Q)=cos 9. 

sin (90°—~- Q@)=cos Q. 

cos (90°—Q)=sin Q.. 

sin (90°+ Q)=cos Q. 

cos (90°+ @)= sin 0. 

_ sin (180°—Q)=sin Q. 

008 (180°— Q)=—cos Q. 

sin (180° + Q@)=—sin Q. 

cos (180°+ Q)=—cos @. 

sin (A+ B)=sin A cos B+cos A sin தீ. 

cos {A+ 83=cos A cos B~sin A sin B. 

sin (A—B)=sin A cos B-cos A sin B. 

cos (A—B)=ccs A cos B= sin A sin B,



(7) 

6 

(8) 

(10) 

(11) 

(22) 

2. 

திரிகோண சுணிதம் 

  

sinC +sin D = 2 dao? நி . 008 ந 
2 2 

sin C—sin D = 2 cos ட் ம் ற. sin ce. 

  cos C + cos D = 2 cos cre. cos ce? 

DD, கழ 
cos C—ces D= 2 sin? sin ast. 

2sin Aces B= sin (A + B) + sin(A—B). 
2 cos A sin B = sin(A + B} — sin (A—B). 

2 cos Acos B = cos{A + B) + cos (A—B), 

2 sin A sin B = cos(A + B) ~ cos{A + Bh 

sin 2 A = sin A. cos A 

cos 2A = cos? 4 — sin? A == 2 cos* A—1 

=1—2sin® A, 

tan (A + B) on an A+ fan 8 

sin 2 A=; a . 

0092 4 4 

tan24= pes 

sin 3A = 3 sin A—4 sin® A, 

cos 3 A = 4cos*? A—3 cos A. 

3 tan A—-tap® A 
1—3 jan® A 
  tan3 A = 

CEIUOF MH) BULLE sri ys 
(Inverse circular functions) 

12.1. @@ கோணம் *0' கொடுக்கப்பட்டால் 810 Q, cos 0, 

1௦ 0 முதலியவை சுலபமாகக் கண்டுபிடிக்கக்கூடியவை. 
இப்பொழுது 0ன் மதிப்பு *ர' என்று கொடுக்கப்பட்டால்,



'தேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 8 

HIAGSSH ஐக் சுண்டுபிடிப்பதற்கு தேர்மாறு சார்பு 
முறையை உபயோகிக்கவேண்டும். 

sin QQ = சஎன்றால், 0 - 810" * ஏ என்று சொல்லவேண்டும். 
இதற்கு தேர்மாறு வட்டச் சார்பு எனப் பெயர். இப்பொழுது, டுக்கு 

பல மதிப்புக்கள் கண்டுபிடிக்கலாம். உதாரணமாக, sin 9 = ¢ 
அன்றால், டன் மதிப்பு 90” அல்லது 150” அல்லது 390”.........ஆக 

_ இருக்கலாம். 

ஆனால், 0810) 1ச என்றால் க்கு மிகக் குறைவான அளவுள்ள 

ஒதிப்பைத்தான் எடுத்துக்கொள்ளவேண்டும். இம்மதிப்பு தேர் 

positive) அல்லது எதிர் (௩928(140) ஆக இருக்கலாம். எனவே, 
ஸ்ட் உ என்பது --90”க்கும் 4 90”க்கும் இடையே இருக்க 

வேண்டும். 

இம் மாதிரியே ௦05 * ஏ என்பது 0க்கும் 180”க்ரூம் இடையே 
இருக்கவேண்டும். (82) ! ௭ என்பது 90₹க்கும் 4-90”க்கும் இடையே 

இருக்கவேண்டும். 

எனவே, 810 1 சக்கு apse wHiy (principal value) ஒன்று 

தான் உண்டு. இது Burd cos “a, (81 1“ஏ இவைகளுக்கும் முதல் 
திப்பு ஒன்றுதான் உண்டு. 

. . ௯ 
உ-ம்: sin ய் --2ு (முதல் மதிப்பு) 

= 1 3n 
if ow கம் = cos ( V2 ) = 7») 

- ன x tan? (—V8)=—F-( » ) 
1°2.2. pro ஈ்ட்ரஜஐ நிர்ணயித்து இருப்பதால் இதையே 

00560 1 2 என்றும் சொல்லலாம். 

ஏனென்றால் sin 'a=Q என்று வைத்தால், 
ச-31ற 0 என்று கிடைக்கிறது. 

  பந டட 
“a sing 
1 

அதாவது 7 - cosec 9. 

1 ட அர் ஒக 4 60890 1-7 0



4 திரிகோண கணி தம்: 

ட ட. % 
எனவே 81 1௫௮ 00860 1 a 

a
i
e
 

இம்மாதிரியே 005 "1 ர = 8601 -- என்றும் 

(காட்! ர 005 1--- என்றும் தாம் 

=|
 

திரூபிக்கலாம். 

1-2.89. நேர்மாறு சரர்பின் வரைவிலக்கணத்திலிருத்து தாம் 

  = ~ nse . 
இப்பொழுது 510 "8008 18--2- என்று திரூபிக்க 

லாம். 

‘a’ என்பது ஒரு தேர் எண்ணாக உ 

இருக்கட்டும். 480 என்று ஒரு செங்கோண வ) 

முக்கோணத்தை C= 905; CB=a; AB=1 a: 

என்ற அளவுகளுடன் எடுத்துக்கொள், 
் C 

sin A=+ =a; புட] 

8 
cos B டக 

” sin'a+cos!a=4A+B 

= 90° ் 

x 
= (வட்ட அளவில் 90” 

n க 

= 9° ஆரையன் (720120) 

இம்மா திரியே ஈக்கு எதிர் மதிப்பு எடுத்துக் கொண்டாலும், 

si — சண 3 ௪. ட . sinlJa+coslta= “உ என்று கிடைக்கும், மேலும், 

1 1 n ள் 2 tan! a+ cofia -- என்றும், 

see 1 a+ cosec! a= * றும் i கள் a= 9 எனறும் தக்க படங்கள 

வலரைத்து நிரூபிக்கலாம் 

_ 112.4. வமர. என்பதற்குப் பதிலாக “are sina’ என்றும், 
௦08 "சக்கு **0:2203 ர* என்றும் இதேபோல் 180 "ஈக்கு 4370 643 a’ 
என்றும் சொல்லுவதுண்டு.



தேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 

1:25. 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாதிரி 1: tanta+tan*b = tan? te என்று 

Bl qh ys. 
tan ta = 5 என்றும், tan b=y என்றும் வைக்க. 

tan x=a; tany=b. தகவ) 

் tan X+tan y 
a tar கனத பவட ee கடடம் 

ஆ an (x+y) J—tan x. tan y 

ath | (கயிலிருந்து (8ற ஈக்கு 
a ry = டம் ~ சயும் (81 நக்கு மயும் 

பிரதியிடு.] 
a+b ன் 3 x+y = tan Ta’ 

4 mtn ட! oesraigy tan *a+tan *b = tan 1-3   

மாதிரி 2: 16) * மட்?” } = tan *4+tan? $ என்று 
BG ays. 

மாதிரி ஒன்றிலிருந்து 

(கடர சர்காட்ர்ற் 2 tan™ . ட. என்று நமக்குக் 

  

1 

கிடைக்கிறது. - 

tan? 4+ tan*>4 = tan? ot ape 114 
=tan ம்... ளு (கரி 

மேலும் 88314 முற மம் ச 

=tan* 1 அவவ) 

(க), ()ிலிருந்து _ _ 
tan*+} + tan*4= tan? 4} +tan* 2 sarg 

"தமக்குக் கிடைக்கிறது. 

மாதிரி 8: 0௦7 [ so J 3 | = sin [ஸு + | 

என நிருவுக.



6 திரிகோண கணிதம்: 

படம 14. 

மூ நர 

டடத 
sin ௯ இ எனவும், tan * 3 = 1 எனவும் 

வைக்கு, 

   
படம்-2 உ. முகம்.” 

ge VR eo 
sin A = Vit » R, Py = V User pi, P,Q; 

= 17 என்றும்: எடுத்துக்கொள்ளலாம். 

» QR) = Af 17)” (199 - v 17-18 

  

= 2. 

cof [ sin * AJ + | = cof [A] 

R ; “மு. படம்ம (இட. 
~ 2. ழு 

V 18 மூட — 

tan B = 3, RP, = 9 என்றும், ஜெ - 9 என்றும் 

எடுத்துக்கொள்ளலாம். 

உ ௪ எல: ௪ 9௪ 2 வ. 
  

Sin [ns | = Sin [B] 

RoP . = 0.P. (படம் 1(ஆ)] 

2 
ee ர தக்கா ii} via (ii) 

ஃ (9: (4) லிகுத்து, நமக்கு 

cot [ 4/37 | = sin [ tes + | என்று கிடைக்கிறது. 

. wy XL ஆ ஜர் 
மாதிரி 4௦ — aX? க வ வட்ட தி தீர் (கார. ர் கர > டல 

௯ 
4



தேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 

ட _ 7 த 

மாதிரி ஒன்றிலிருந்து tan™*-a + tan? b = tan* - a 

என்று கிடைக்கிறது. ஆகையால், 

—1 1 x 4 24 
  

    

  

ஷர “a X¥+1 ° - x —2 x+3 
tan ye Tt fan ஜட ஓ — fan el ea! x—1 

x-2 x + 2 

-, 2x7 க் 
‘i ak = fan எதா 

= ~. (கொள் கை) 

tan * oxen டி ox 
° — 3 ~ 4? 

6 க 

அதாவது 4. வடு % 
3 4 

= fan 49° = 1 

as 94௮ 

அதாவது 2 ணன் ॥ 

x? = 4 

. x = 1 
V2 

மாதிரி 51 cof! அ - இ (2.0 ந என நிறுவுக். 
1+ x? 

% ௬ (0 4 எனக் கொள். 

1 —x? i— tan’A 

1+x* ~ i+ tan*A 

= cos 34 [ சூத்திரம் 1] 

ஈவது 008 3 inv ப 2A. wee OD அத ட ஹி ae 

x =tan A; tan 2 x = A. 
Z2tan* x = 2. A அட (1 

(0, Gi) லிருத்து தமக்கு 
ந ஜூ ய . . 

cos * ட்டது = 2tan& x என்று கிடைக்கிறது. 

அப்பியாசம் 1! (அ) 

3. sin *x+sin* °y=sin *[xV1—y* +yV 1—xt] Tor A@aya. 

[குறிப்பு : sin *x=A cro pnd sin ‘y= B ore mada. 
x=sin A; y=sii8



7. 

8. 

திரிசோண கணிதம் 

cos A=\/i—sin?A = Vi—-x? 

cos B= \/,—sin?B = Vi—y?. 

“ sin (A+B) = sin Acos B+cos A sin B 

= xXVi-—y® ஆற, 1 றர, 

ஃ A+ B= sin* {xV/1—y? +yVi—x? }- 

அதாவது, ் 

sin 240 3-௨ *(ப1 நப). 

sin *x—sin *y=sin *[xV {—y?—yVI_—x?] என திறுவுக. 

cos *x+cos *y=cos *[ty— Vv 1—x*V1— y®| vor Boys. 

cos *x—cos *y=cos *[xyt+/1—x?V1__p?] srar Pye 

-,7 -, 4 rf ௮ 2 009 "த = 2 cos* , ser திறுவு 5 

sin = 2 sin = என தநிறுவுச 

sin’? (8x— 4x°) = 3sin * x எனக் காண்க, 

cos * (4x°—3x} = 3cos 1 x எனக் காண்க. 

8/(i) tan*+tan™? - மாட்*(-8) என்று நிறுவுக. 

10. 

11, 

42. 

18. 

14, 

(ii) காடா 8- மா” (-1) என்று நிறுவுக. 

(071) tan”? 3+tan™? யற்! —_ ae எனக் காண்க. 

-, 1 டம -, 6 
(iv) tan 5. + tant— பற... என திறுவுக, 

2 - 7 

=. ௫ =, 33 ~, 12 : 5. al? 8 gin t 2, த tan i + tan 56 sin “yy Ter திறுவுசு 

a>0, b>0, ab >1 என்றால் tanta + tan db = w+ 

tan * ato எனக் காண்க. 
t—ab 

ar on பர்ரி 
லிஸ் | = sin [cot எட்ட [pers காண்க, 

tan] cos * 31 | _ 00] ௦0௦1 * 20 'எனக் கான் ் go | = 0 ரழி ண்க, 

_, 12 -, 13 
cos [4 2 is |= ain sec a a எனக் காண்க,



சேேர்மாறு வட்டச் சார்புகள் 

15. 

16. 

17, 

18. 

19. 

20. 

அம, 

22, 

23. 

24. 

25. 

26, 

‘27. 

28. 

29, 

         
-, 3 -, 12 -, 38 
1 £2 ம 3. sin 5 + cos 19 005 “5 

~, 4 -, 20 -, 24 
் ம வடம் அஷல ம படட நர 1, க் 1 . sin 5 tan * gy = Sin * G54 எனக்காண்க 

ர உய 
co: 50 sec 12 = cosec 735 - TOTS காண்க. 

tan tx + tan ty + tan ts = tan * XE YHA KZ என 
1--xy—yz—2x.- 

திறுவுக. 
௩ fons “a x . 

tan *x + tan “py + tan “z= 2 ஆனால், ரு 

௪ 1 எனக்காண்க. 

ர்ஜு ந 4 ர்காட்ர்ற ௮ ந்த 2௭ ர இனால் 4-2 மச 

எனக் காண்க. 

  “உமி 3 _atb — tank ம 
tan ரந ௨ + tan Jina” tan மீ ஆனால் 

Vb ac {alxty) + 2b} tad {axy + bx+y)+e} =0 
எனக் காண்க. 

cos 12 [* 2 tan ரி | {an 3 | எனக் 
a+b cosx 

காண்க. 

  

_ ய -, a—6 
tan ta~tan *b=tan * ட்டன நிறுவுக. 

  

-, a~-b -, b-e an? 674. = O எனக் 

tan 1+ ந 1+be * 1 t+ca 

காண்க, 

-, 1 டடம 4 
2 tan 37 tan ர ணு tan to எனக் காண்க, 

1 8 1 + «% . 
ந “1 ma ee வவ . 

tan a tan mee 7 4 TOS KT SUT ES 

4 vat “a tan * Dey எனக் காண்க. 
tan 7 tan a + tan 99 ~ “4 

_ - n 
tan *x + ten’ ty + tan z= —] எனில்,   

x+ytrtxptyztex = Lo xyz sre oy Hopes. 

cos tx + cos ty + cos*z = ௬ ஆனால், 24] +274 

xyz = 1 எனக் காண்க
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[குறிப்பு : cos 1x 4, ௦06 3) - 2, ௦08 32- ௦ எனக் கொள். 
cos *x+cos *y+cos ?z=% (Gardrens) 

அஃதாவது, 

A+B+C=n 
o A + B= R~-C. 

* cos(A+B) = cos(x—C) 

ழ் Vi-yt=—2z 
அல்லது XY+= = Vi-x?, 1-7 

eo (xy+z)? = (1—x*?) (L—y?) 

(அ-து.) ந” +2? +2xyz = 1—x? + yy" + xBy?. 
அல்லது, 2414224202 - 1] 

“80. பின்வருவனவற்றைத் தீர். 

“1 xt -1f2x+1 (i) tan (as i) + tan G 3 

(fon: x = 1,—3] 

ts =yf2 _ 
(ii) tan *( ini) oot *( 2x ) = 

[விடை : x = $, 4] 

n = 1— x? 1 -~ 4 
fil) -——- — 2 3 = -——~ sin’ — (14) ண! (விட) உ 5 

ட 20 கி 
(iv) sin (“= + sin (=) = — 

[sflen.: x = 29} 

ஐ - 1—x* 1... 2x mT ஏ i — af _ = _ (1) cos (FF ம =) + —> sin € x ௭) = 

  

  

[ aon: x= x= 7௩] 

(vi) cos 3x + ட.” ட 3 | வீடை: x= J] 

(vil) cos (cof~*x) = sin (ஊட) [விடை : ந - +2] 

நூ _ 
$1. (2) ௮ 8 180 * 3 என நிறுவுக. 

  

= . =, 2x ty = ; 82. 2tan *x = sin * ing என்று திறுவுக.



திரிகோண கணிதச் சமன்பாடுகள் it 

8. திரிகோண கணிதச் சமன் பாடுகள் 

1.3.1. முற்பிரிவில் உட சக்கு முதல் மதிப்பைக் கண்டுபிடித் 

திகுக்கிறோம். இட்பொழுது 810 "ஈக்கு உள்ள எல்லா மதிப்புக்களையும் 

கண்டுபிடிப்போம். இம் மதிப்புக்களை எல்லாம் ஒரு பொதுக் 

கோவையில் அமைக்கமுடியும். 

13.2. வரை கணித முறையில் டூவினுடைய பொது மதிப்பினைச் 

கொடுக்கப்பட்ட 310 0ன் மதிப்பிலிருந்து கண் டுபிடிப்போம். 

அதாவது, 840 0 = &£ எனில், ஐக் கண்டுபிடிப்போம். 

வகை [. & ஒரு நேர் எண். 

தாம் வரைபடம் முலம், எத்தெந்த கோணத்திற்கு 8106ன் மதிப்பு 

விற்குச் சமமாக இருக்கிறதோ, அவைகளைப் பின்வருமாறு கண்டு 

பிடிக்கலாம் : 

Og மையமாய் வைத்து ஏ 3தனும் ஒரு ளம், உதாரணமாக ஒரு 

செ.மீ. ஆரமுன்ள வட்டத்தைவக;. 30% என்பது அதன் வீட்ட: 

மாக இருக்கட்டும். 7” என்ற புள்ளியை &*0%ல் எடுதது அதன் வழி 

wre PL ge 10 செ.மீ. நீளத்திற்குச் சமமாகவும் 2100்குச் செங்குத் 

தாகவும் இருக்கும்படி எடு. 2, வழியாக &*0%க்கு ஓர் இணை கோடு 

வரை, இந்த இணைகோடு வட்டத்தை A, Bude வெட்டட்டும். 

A, Biggs) X*OX6G வரையப்பட்ட குத்துக் கோடுகளின் 

அடிப்புள்ளிகள் 7, 7 என்று இருக்கட்டும். 

  

4128 ஒரு செவ்வகம் 

பிரிக்க MB = 20 ௪ க (அமைப்பு) 

மேலும், OA = OB (வட்ட ஆரங்கள்) 

AAON = ABOM. 

494௪ 0 எனில், 

        

  

படம்-4 

BOM = AON = 4 என்று தமக்குக் கிடைக்கிறது. 

NOB = 180° — BOM = 180° — J. 

இப்பொழுது, 

sin NOA = 24 = *. = K : மேலும் 

த MB K 
sin MOB = றத 7" K.



Az திரிகோண கணிதம் 

வட்ட ஆரம் 00.4 அல்லது 0.8 நிலையில் (position) Qo sare 

கோணத்தின் 8112 அஃதாவது sin NOA அல்லது sin MOBesr 
மதிப்பு, கொடுக்கப்பட்ட க்குச் சமம், 

, _ வகை 7: (% எதிர் எண்) 

& எதிர் எண் ஆகையால், ம், 4; 8 முதலிய புள்ளிகள் 
XOXSSS கீழே இருக்கும். 2 என்பது மூன்றாவது கால் வட்டத் 
திலும், 4 என்பது நான்காவது கால் வட்டத்திலும் (ரர் ௨௦0 
“7௦ம். ரபகமக0(8) இருக்கும் 

A K 
sin NO4 = OA = ச = K 

க MB K 
sin MOB = ‘on 7 77 K. 

  

YL LD-5 

ஆகையால், இவ்விரண்டு வகைகளிலும் எந்த வகையாயினும் 

இரண்டு கோணங்கள்தாம் கிடைக்கின்றன. அவ்விரு கோணங்் 

களும் மிகை நிரப்புக்கோணங்களாகவே (supplementary angles) 

அமைகின்றன. ஏனெனில், முக்கோணங்கள் AON, BOM 
இரண்டும் சர்வசமம், 

. ஒவ்வொரு படத்திலும் (படம் 4, படம் 5) வட்ட ஆரம், 0.4 

என்னும் நிலையிலிருக்கும் பொழுது dma குறித்தால், அதே நிலை 

அகட ஓக்கப் வடி அம்பு க்கல், முதலிய கோணங்களை 

முறையே 0.4ஐ இடமாக 71, 2,...முறைகள் சுற்றும்பொழுதும், வல 

-மாக 1, 2...முறைகள் சுற்றும்டொழுதும் குறிக்கும். எனவே, ஆரம் 

OA பொதுவாக 2/4 என்ற கோணத்தைக் குறிப்பதாக எடுத் 

துக் கொள்ஒ லாம் (/ என்பது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் 

அல்லது பூச்சியம்) 

எனவே, ஒரு பகுதித் தீர்வாக 9 - WN+h என்று தமக்குக் 

கிடைக்கிறது ................ (2) - 

ஆரம், 08 என்ற நிலையில் 180”-- அதாவது ஈ.-- ஐக் குறிப் 
பதால், அதுவே பொதுவாக 2ஈ௯௬-(௩--) என்னும் கோணத் 

தைக் குறிப்பதாக நாம் எடுத்துக்கொள்ளலாம். (Mm என்பது ஒரு 

தேர் அல்லது எதிர் முழுவெண், அல்லது பூச்சியம்.) 

ஆகையால், மற்றொரு பகுதித் தீர்வாக, 0 ஈ (1) ௬-௮ 

என்று தமக்குக் கிடைக்கிறது...........(2) ்
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(௪), (5) என்ற இரண்டு கோவைகளையும் ஒன்று சேர்த்து 

0-௩ 4 (“டா என்ற பொதுக் கோவையை எழுதலாம், 
கணி (4) 

(1 என்பது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண், அல்லத, 

பூச்சியம்; ஏனெனில், 3-1 என்ற ஒற்றை எண்ணிற்கு 1 சமமாக 

இருக்கும்பொழுது (11 என்பது க்குச் சமமாக இருக்கும். 

அப்பொழுது கோவை (4), கோவை (க்குச் சருவ சமன், இம் 

மாதரியே, 2! என்ற இரட்டை எண்ணிற்கு *%' சமமாக இருத் 
தால், (1) என்பது--1க்குச் சமமாக இருக்கும். அப்பொழுது; 

கோவை (4), கோவை (க்குச் சருவசமன். 

ஆகையால், sin Q@= K எனில், டுவின் மதிப்புகளைக் கொடுக் 

சூம் பொதுக் கோவையாவது, 

Q@=annrt+(—-1y (எ என்னும் கோணத்தை, sind = K 

ஆச இருக்கும்படி எடுத்துக் கொள்ளவேண்டும்.) 

குறிப்பு:-- sing = sin 4 எனில், 0 - ரர (மழு, 

உ.ம் :- ு0- 1 எனில், ன் பொது மதிப்பினைக் காண்சு, 

௭௨80 - $ (சூத்திரம் (4)) 
sin@ = sin 30° = sin = 

am + (—*} உ ‘ | 0 

1:8.3. இப்பொழுது, (ன் பொது மதிப்பினை, கொடுக்கப்பட்ட 
௦08 விலிருந்து கண்டுபிடிப்போம். 

மூன் போலவே, 1 செ.மீ, ஆரமுள்ள வட்டத்த எடுத்துக் 

கொள், அதில் 07 என்ற விட்டத்தையும், அதன்மீது வட்ட 

மையம் படவிலிருந்து- 07 - 8 செ.மீ, என்னும்படி 7 என்ற 
புள்ளியை எடுத்துக்கொள். 

கொடுத்த 1 என்னும் எண் நேராக இருத்தால் £ என்னும் 

புள்ளி ன் வலப்புறம் அமையும். & என்பது எதிராக இருந்தால், 

P, னெ இடப்புறம் அமையும்,
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மேற்கூறிய வகைகளில் எவ்வகையாயினும், 7” வழியே செல் 

லும் %172*ன் குத்துக் கோடு, வட்டத்தை 4, 8 என்ற இரு 

புள்ளிகளில் வெட்டும். 

8 

VLD-6 

  

படம் 6, படம் 7 ஆகிம இவ்விரு படங்களிலும், 

A OP — K _ 
005 (10.4) கு“ ௪ K 

மேலும், 

~ OP K 
cos (BOX) கூ ச K. 

முக்கோணங்கள் 7004. 70.8 இரண்டும் சருவ சடீனாகையால் 

YOA = 4 எனில், 102. எதிர்த் திசையில் இருப்பதாலும் அள 

வில் சமமாக இருப்பதாலும். - க்குச் சமம். 

ஆகையால், வட்ட ஆரம் 0.48 என்ற நிலையில் இருக்கும் 

பொழுது, ன் ஒரு மதிப்பு ப ஆகும். எனவே, வட்ட ஆரம் 

0.॥ என்னும் நிலையிலிருந்து பல மறைகள் (வலமாகவோ அல்லது 

இடமாகவோ) சுற்றி மீண்டும் டுகீக்கு வந்து சேர்ந்தால், 

2௩-௮4 என்ற கோணத்தை பிபாதுவாக!ப் பெறுவோம் (/ என்பது 

ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் அல்லது பூச்சியம்) 

இம்மா திரிய, வட்ட ஆரம் 09 என்ற நிலையிலிருக்கும்பொழுது 

௨ ௨ என்ற கோணம் கிடைப்பதால், யிலிருந்து பலமுறைகள் 

(வலமாகவோ இடமாகவோ) சற்றி மீண்டும் 08£க்கு வட்ட 

ஆரம் வத்து சேரும் பொழுது, 3818-4 என்ற கோணத்தை 
(பொதுவாக) அடையலாம். (8 என்பது ஒரு தேர் அல்லது எதிர் 

முழுவெண் அல்லது பூச்சியம்) 

ஆகையால், விற்கு இரு பகுதித் தீர்வாகக் கிடைப்பது, 

0 - 37க3 வ... அ (நெ 

0 = DMT — oh verses soso oe(B)
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(௪). (6) இரண்டையும் இப்பொழுது ஒன்று சேர்த்தால், பொதுத் 

தீர்வாகக் கிடைக்கும் கோவையாவது, 0 - Wnt. (n என்பது 

ஒரு நேர் அல்லத எதிர் முழுவெண், அஃ்லது பூச்சியம்).........(4) 

ஆகையால், ௦௦5 0 - £ எனில் ன் மதிப்பைக் கொடுக்கும் 

பொதுக்கோவை, 0 - 2௬௩௮ (4 என்பது ஒரு நேர் அல்லது 

எதிர் முழுவெண், அல்லது பூச்சியம்) (௦084 - & என்று 

இருக்குமாறு 4௪ எடுத்துக்கொள்ள வேண்டும்) 

குறிப்பு :-- 0050 - ௦083 ௮ எனில் 6- 3௮. 

உ.ம்: ௦௦0 - -$ எனில் டன் பொது மதிப்பைக்காண். 

cos 120 = —cos 60° ௬ -1 (சூத்திரம் (5) : (4)) 

2 
cos @ = co 120’ = cos லம 

2K 
00-3௩ 4 து 

1 9,4. கொடுக்கப் ட்ட 180 0 மதிப்பிலிருந்து ன் பொது மதிப் 

பினைக் கண்டு டிக்க. 

ஏதேனும் ஒரு நீளம், உதாரணமாக 2 செ.மீ, தீனமுன்ன 47/7 

எண்று தேர்க்கோட்டை வரைத்து அதன் மையப்புள்ளி ஐ எடுத் 

துக்கொள், 77, 48 வழியே 4//க்குச் செங்தத்தாக NA = MB 

(- தசெ.மி.) என்ற இரு கோடுகளை வரை. 

  

டம் -8 2-9 

K நேர் எண்ணாக இகுத்தால் படம் 8ம்) £ எதிர் எண்ணாக 
இருத்தால் படம் 9ம் நமக்குக் கிடைக்கின்றன, இவ்விரு படங்களிவி 
ரூத்தும், 

> NA K 
ta Xt = -—— = உ a OA 0 = F = K. 

மேலும், 

tan ¥OB = “8. _ —8M _ -K
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முக்கோணங்கள் 170.8, //0.4யில் 

BM = NA = K. 

MO = 00/- 1செ.மீ., 

M = 90° = Nv. 
ஆகையால், MOB = NOA. 
எனவே, 204 என்பது ஒரு நேர்க்கோடு. 

NOA = of எனில், NOB= "N+ 4 (படம் 8--படம் 9) 

ஆகையால், ஒரு பகுதித் தீர்வாக 0 - 2/௩ 4 ௮ என்றும் மற்றொரு. 
பகுதித் தீர்வாகடு - 3௩ - (௩4) என்றும் கிடைக்கின்றன. 
(தீ என்பவை நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண்கள் அல்லது 
பூச்சியம்) 

'மேற்கூறிய இரு தீர்வுகளையும் ஒன்று சேர்த்தால் 0 - 1K + f 
என்ற பொதுத்தீர்வு கிடைக்கின்றது. (1 என்பது ஒரு தேர் அல்லது 
எதிர் முழுவெண் அல்லது பூச்சியம்.) 

ஆகையால், (க॥ 09 = £ எனில் ன் மதிப்பைக் கொடுக்கும் 
பொதுக்கோவை, 09-1௬ 4 1 (௩ என்பது ஓரு நேர் அல்லது 
எதிர் முழுவெண் அல்லது பூச்சிய) (ran ௪ £ என்று 
இருக்குமாறு (ஐ எடுத்துக்கொள்ளவேண்டும் ) 

குறிப்பு: 18100 - (கா எனில் 0-௩ 4 ௮, 

1 
உதாரணம்: 120 0 - எழு எனில் ன் பொது மதிப்பை 

காண்போம். tan 150° = tan (180°—30°) = —tan 30° = — a 
3 

tan @ = tan 150° = tan அ. 

on 
=nK — - Q = nn + 6 

1:34. 00. 0050 அல்லது 8ஊடுன் மதிப்புக் கொடுக்கப் 
பட்டு அதிலிருந்து பொது மதிப்புக்ே கோவையை வேறு முறையில் 
கண்டுபிடித்தல். 

sin Q@ = K staré கொள். கோணம் Ap 8௩௭4 - £ என்று 
இருக்குமாறு கண்டுபிடி த்துக்கொள். 

ஆகையால், 8809-14 0, 

  அதாவது, 2 cvs OF on O t= 0. (65800 (7) 
+ 

cos Bad = 0 see nes (1)
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அல்லது 81. ட் =0 ws (ஆ 

ஆகையால், 9 ot = (2m + 1) = ( (1)லிருத்து) 

அல்லது, 0-4 - (௭-1) ௩ wee ee tee (:0] 

(m serug ஒரு தேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் அல்லது 
ழ்ச்சியம்.) 

(2, லிருத்து பல் = dx 

அல்லது, 04௭4-324௩ ae wee we (B) 

(/ என்பது ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் அல்லது 
ூச்சியம்) 

(a), (6) இரண்டிவிருத்தும் வரும் பொதுக்கோவை 

௩௩ (மா. 

இம்மா திரியே, ௦03 0 -- 608 4 ஆனால் 

cos @—cos od = 0 

  

  

2 asin®Ft sint 8-0 (eeera(m) 
ves, 2 sin ats sin grat = 0. 

ஆகையால் 8ற ore =0 (1) 

அல்லது, sin 4 =O ...... இ 

அல்லது Oth = IWR... ... ... (ஐ 

(11 என்பது ஒரு தேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் அல்லது 
பூச்சியம்) 

0-௮ 
(இலிருந்து, ௧/௯ 

அல்லது 0-௭4-2 .. .. a. (d) 

(1 என்பது, ஒரு நேர் அல்லது எதிர் முழுவெண், அல்லது 

பூச்சியம்) ் 

2
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(2), (க9லிருத்து கிடைக்கும் பொதுக்கோவை, ௬௭௮ 

(ஈ என்பது ஒரு தேர் அல்லது எதிர் முழுவெண் அல்லது பூச்சியம்) 

10 - ௩4 எனில், 

sin Q _ sinh _ 
cosQ@ cosh” 

HE OS, 

sin Q cos L—cos 9 sin f = 0. 

அஃதாவது, 31௨ (9-4) - 0. 
ஆகையால் Q@-—ah = nn 

அல்லது, 0-௩. (௩ என்பது ஒரு நேர் 

அல்லது எதிர் ழழுவெண் அல்லது பூச்சியம்) 

1°36. Ae திரிகோண விகிதச் சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கும் 

    

  

் 5-] 
பொழுது 5100 - ட் உ அல்லது ன இ எனக் கிடைக்கும். 

. , . . é vV5-1_. 
அதற்காக காம் இப்பொழுது ட 18” - “—Z— sreorgi, 9/0 64? 

_ 154] என்றும் நிரூபிப்போம். 

நிரூபணம் :- 

0 - 18” எனில். 

50-90 — 

அதாவது 30-20 - 90° 

ஆகையால் 30 - 90°—2 9 

எனவே cos 3 Q = cos (90°—2 Q) 

= sin2Q vue ane (கி 

ayeme cos3Q = 4c0s"Q—3cosQ ' (சூத்திரம் (12)) 

sin 2Q = 2sinQ. cosQ (சூத்திரம் (9) ) 

ஆகையால், (4)யிலிருத்து கிடைப்பது, 
4cos* Q@—3cosQ = 2 sing. cos 

அதாவது, cos @ { 4 cos” 9—-3—2 sinQ@} =® .. ௮ 

ஆனால் 0 = 18°; ஆகையால் cos 0 + 0. 

&. (£யினிருத்து 4 cus? Q@-2sinQ@—3 = 0. என்று கிடைக்கும். 

அதாவது, 4-4 90” 0-3 ஸு 6--9-6. 

s 4sin? Q + 2 sin G—1=0
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இத்த இருபடிச் சமன்பாட்டைத் தீர்த்தால் 

23 5 416. 
sin 9 = 3 

ட 2205. 
= படட 

_ 5-1 51 
காதா அல்லது — 

. —ya —1 
Q, 18° ஆனால் sin @ = ee — (- 0 முதல் கால் வட்டத் 

தில் அமைத்துள்ளது.) 

5-1 5— 
sin 9 = ae » srg), sin 18° = ட் 

5+! 
இப்பொழுது, cos 36° “Or என நிரூபிப்போம். 

  

நிரூபணம்: 0988 4 = 1-3 எடி 4 (சூத்திரம் (9) ) 

ஆகையால் சக்கு 18” பிரதியிட 

மாட$9621 2810” 18? எனக் கிடைக்கிறது. 
5 2 

அதாவது, cos 36° = 1-2. (உ) 

  

_;_ ®_ 2v5) 5 ப இர் 

_இஃ 2/5 _ 541 
ட ட்ட்டூ டக 

5 1 
ஆகையால், 005 36° = த 

குறிப்பு: 72'யும் $85யும் நிரப்புக் கோணங்கள். 

  

ட 5-௩. 
ஆசையால் 004 72° = gin 18° = Vs eo 

51 
sin 54° = cos 36° = Vv. ம் ட் 

1°37: acosQ@+ bsinO =Cc என்னும் சமன் பாட்டைத் தீர்க்க. 

வகை 1. acosQ+ bsing = ¢ (Jasna ems). 

Va® 4ம்” ஆல் முழூவதும் வகுக்க.
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ச ௦௦0 ம் sin Q = c 

Varah yor oF Vere 
(I) 

a,b Gar Géatug@sere— இன் மதிப்புக் கிடைக்கும். 

௮ என்னும் கோணத்தை 181 4 = 2. என்னும்படி எடுத்தால், 

கணித அட்டவணையிலிருதந்து (இன் மதிப்பைக் கண்டுபிடிக்கலாம், 

b 
எனவே, 4814 - “க் ஆனால், » COS ol Meat, 

. 
Vat BF 

  
b 
— 9/௩ விற்கும் சமமாகும். 

va* + b? 25 5 

8 
ae ey OT, 

Ya® + b? 

கிடைக்கிறது. கணித அட்டவணையிலிருந்து 6 என்னும் கோணத்தை 

ors (1) 8@sH. cos a-cosQ+sin a: sin Q = 

6 
cos B= Ve + 5 என்னும்படி கண்டுபிடிக்கலாம். ஆகையால், 

cos a‘ cos @ + sin asin Q = 608 இ. 

  

அதாவது, cos (9 — ot) = ௦08. 

ஆசையால், Q0@—A=2nn = B. 

அதாவது, 03௩௩-௮. 

குறிப்பு (1): ¢> Va? + b? eo, — 1 men. ஆனா அன ஆகு 

ஆகையால், (8 என்ற கேோணத்தைக் கண்டுபிடிக்க இயலா து. 

இம்மாதிரி நிலையில், ர 005 Q+ 06 sind =c sem spit சமன் 

பாட்டிற்குத் தீர்வுகாண முடியாது. 

குறிப்பு (2): 2 எதிர் எண்ணாயின், -- ௦ தேர் எண் ஆகும், 

—e€ 
4 . அ >B பி = னை * க 

அஃது சமயம், ($ என்னும் கோணத்தை 008 B Pah என்னும் 

படி கண்டுபிடித்து, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை cos 0008-4 + 

ஸ்ட -:89௮4- -008$- 005 (௩ இ) என்று மாற்றியமைத்துத் 

தீர்வு காணலாம். 

a 
ப்பு (8) :- ௮ என்னும் கோணத்தை 8104) —— _ &@F குறிப்பு (8) த Vere கு
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6 
Ya? + b? 

வும். இருக்கும்படி கண்டுபிடித்தால், கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 

200609 Bsin@ = Cag, sin (6+ d) = 800 8 என்று மாற்றி 

யமைத்துத் தீர்வு காண இயலும். 

சமமாகவும், (3 என்னும் கோண த்தை 810 8, 
  க்குச் சமமாக 

தேர் எண்ணாக இருத்தால், டூ நேர் எண்ணுகவும் 0 எதிராக 
இருந்தால் (3 எதிராகவும் இருக்கும். எனவே, 6 தேர் எண்ணாக. 

இருக்கும்பொழுது, 811 (0-4) - 8 டி ஆகவும், 0 எதிர் எண்ணாக 

இருத்தால், 80 (0 4 வ) - 80 (- இர) ஆகவும் இருக்கும். 

aime If ¢ = tan 9 crams கொள் , 

1— 1? 
cos 0 = நூரு” 

22 ட ட்ட... 
ஸ்ட “ட ம (சூத்திரம் (()) 

எனவே, ௭0௦080 + மீ1100 - 0 ன்னும் சமன்பாடு, 

பகடு அ = று மாறும் a ராட் a5 +P ு ச என்று இம், 

1“ (240)-- 2804 2 ர௬0. (ஆ 

(4) யிலிருத்து,  /க்கு இரு மதிப்புக்கள் கிடைக்கின்றன. 

அதாவது, 18 Y a6 இரு மதிப்புக்கள கிடைக்கின்றன. அட்ட 

வணையிலிருத்து-5-க்கு இகு மதிப்புக்கள் பெறலாம். இம் மிதிப்புக். 

புக்களை இரட்டித்தால் ன் இரு மதிப்புக்களும் கிடைக்கும். 

குறிப்பு :-- மா Lis வகை ஈன் மூலம் கிடைக்கும் இரு மதிப்புக் 

களில் ஏதேனும் ஒன்றோ அல்லது இரண்டுமோ நான்கைக் (4) காட்டி 

டிலும் பெரிதாக இருக்குமாயின் அட்டவணையின் மூலம் 4. இன் 

மதிப்புக்களைச் சரியாகக் கண்டுபிடிக்க இயலாது. (கணி த அட்டவணை 

யைப் பார்க்கவும்'. 

எனவே, வகை 1, வகை 11[ஐக்காட்டிலும், எப்பொழுதும் 

பயன் தரத்தக்கது.
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மாதிரிக் கணக்குகள் 

1-38 

orgsif 1. gs:—3cos2Q+ sine = 1. 

0௦69-1220 (சூத்திரம் (9)) கொடுக்கப்பட்ட சமன் பாட்டில் 

௦05 90 - 1-9 209எனப் பிரதியிட 9 (1-2 8௦56) * 89-1- 0 

எனக் கிடைக்கிறது. 

@sin’6 —singd—2= 0. 

aarogy (3 sing — 2) (2 sin @ 41) = 0. 
sin 9 = $ அல்லது, 

sin6é=—} 

கணித அட்டவணையிலிருத்து, 

sin 41 49-27 என்று கிடைக்கிறது. கோணம் 41 &9'ஐ 

ஆரையின் அனவில் சுலபமாகச் சொல்ல முடியாததால் டன் பொதுக் 

கோவைகில், ௬5 என்பதற்கு 180” எடுத்துக் கொள்ளுகிறோம். 

ஆகையால், 

@ = vn. 180° + (—1)". 41° 49" (§ 1°32) [தீர்வு (1) ] 

வட - - 1இலிருத்து 9-௩ - (ம, (தீர்வு (1) ] 

மாதிரி 2: தீர்;:--௦0829 450059 3. 

0082 69-90“ 9-1 (சூத்திம் (9)) என்று கொடுத்த 

கோவையில் பிரதியிட, 

2cos? @— 1+ 5cos 6-2 = 0 என்று கிடைக்கிறது. 

அதாவது, 2௦059 -- 8008 0--98-0. 

(2௦08 9--1) (0069 4 8)-0. 

ஆகையால், 008 6 - % அல்லது, 

0089-3, 

{cos 6 + — 3; ஏனெனில், 0௦5 6ன் டீதிப்பு -- 1க்கும் 4 1க்கும் 

இடையேதான் இருக்க முடியும். 

ஆகையால், 

ஒப்புக்கொள்ள த்தக்கது. 

ஆனால், 

0050 -]1. என்ற தீர்வுதான் 

22 005 601.
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  x ஆகையால், cos 9 = cos 60° = cos 3+ 

ர 
எனவே, இ தரு 3 (61-83) 

wrgif 3: St:—tanx—V3 cof x + 1= V3 

tanx +1—V3(cofx +1) =0 (கொள்கை). 

af i+ tanx 
அதாவது, (tan x +1) — V3 (“ans ) = 0 

seg, tan x (tan x+1)—/3 (tang + 1) = 0. 

அதாவது, (80 % + 1) (tan x — V3) = 0. 

ஆகையால், நஹ 1 அல்லது 

tan x = 4/8. 

ர %- 1 என்ருல், x= nn அட 1:3,4) 

[தீர்வு (1) | 
fanx = 4/8 என்றால், x= ne + ~ [தீர்வு (1) ] 

மாதிரி 4: தீர்:-- ௭௩0 - 4008(0 - 805) 

“sin @ = 4 cos (Q + 30°) (Gsrarens) 

= 4{ cos Q. cos 30°—sin Q. sin 30° } சூத்திரம் (6)) 

sin @ { 1+4 sin 30°} = 4 cos Q cos 30°. 

garug, sin @ (it+44}=4. cos. OV$  (@asew (4)) 

* ‘tan Q =" க 

= tan 49° 7’ 

எனவே, 0- 1. 180° + 49° 7’ (§ 1°3,4) 

  

rg 6: Q+ w= nm + (—1) Gu 
n 2 nN. . . . 

6-- Tr 717 = ஒரே கோணங்களைக் குறிக் 

கின்றனவா ? ஏன் ?
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9 கட nn + (—1). i என்னும் கோவை,   
4 6 

௯ டக. . os 
sin (6 + அ - 910 உன் பொதுத் தீர்வு. 

. n 1 

அதாவது, 8 (64 4-5 0) 

௯ கூட்ட... 
௦ - 77 உரு ஆ என்னும் கோவை, 

cos (6- 4) = 608 ஆன் பொதுத் தீர்வு. 

x . 
அதாவது, 005 (6- t)- (ii) 

ஆனால், சமன்பாடு (1)லீருந்து உடனடியாகவே சமன்பாடு (1)ஐப் பின் 

வருமாறு கொண்டுவரவாப. 

த? ய் cos (4 - 6) - சூத்திரம் (5)) 

= sin {5 _- (+ - e)} 

(சூத்திரம் (5)) 

அதாவது, = sin G -4 + 6) 

sin (+ + 6) 

sin (6 + *) 

MOswere , 

sin (6 ம் ) = 

ces (6 = +) lw ஒரே சமன்பாட்டைக் குறிக்கும். 

a
 6.
 

ஆகையால், இவ்விரு சாமயங்களிலிருத்து கிடைக்கும் இன் பொதுக் 

கோவை ஒன்றாகத்தான் இருக்கும்.
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n ௯ 
0 ம. ரக (1-௪ என்னும் சோவையைக் குறிக்கும் 

வட்ட ஆர நிலைகள் (இரண்டு நிலைகள், ஒன்று ஈ ஒற்றை எண்ணாக 
இருக்கும்பொழுதும், மற்றது ॥ இரட்டை எண்ணாக இருக்கும்பொழு. 

. டக 
தும்), 9 4 an = 2nn + என்னும் கோவையையும் குறிக் 

கின்றன என்பதை நாம் படம் வரைந்து நன்கு அறியலாம். 

மாதிரி 6: தீர்: V3sin 26 + cos 26 = 2. 

acosé+bsin@=c என்னும் சமன்பாடு கொடுச்கப்பட் 

டால், ர” -- 5* ஆல் சடீன்பாட்டை வகுக்க வேண்டும். 

V3 sin 26 + cos 29 = 9 (கொள்கை) 

1/8 ௮ 1 ஆல் முழுவதும் வகுக்க. 

v3 
zr sin 29 + 4 cos 26 = 3 

அல்லது, cos 30°. sin 26 + sin 30° cos 26 = 1, 

அதாவது, 80 (29 - 30°) = Lb = sin 90° 

. ரு ப 
sin (26 + 6 ) sin 

ஃ 20 + + = nm + (1) (g 13.2) 

. = ne jaye 2 . 9-2 4 (1) ரத 

மாதிரி 7: தீர்: 40082%-- 890003 2-0 

x ல் ப் 
t= tan —> craréG@arair. 

2 

cos x = ணர். 
நீழ? 

. 2 டாவு 
sin x = ie (சூத்திரம் 11. 

005 3. 818 2, மதிப்புக்களைக் சொடுத்த சமன் பாட்டில் பிரதியிட, 

1-7” 27 
ல கி படவ ட 

147” 147” 
42 - 0 

அதாவது, 4 (1--7/)--6742 (மீ --0
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அல்லது, 797-980 

94/0 2 
2 

— 34 583 

2 

= 07915 seg) —3-7915 

t= 

அதாவது, 180 >= 0:7915 - (8 98” 22' அல்லது 

an -}-= —3-7915 = tan (—75° 13’) 

எனவே, x = -:860₹4706” 44! அல்லது 

x = n 360°—1650° 26’ 

ordi 8. Ssinax—7cosxer மிகப் பெரிய, மிகச் சிறிய 
மதிப்புக்களைக் கண்டுபிடி. 

5 sin x—7 cosx = ட - ஏர 2 7 gos x 
V5? +78 V 57472 

V5? —T 

= ve 802. 0085-4 - cos x. sin of | 

tang ழ் ஃ ௮ ௬54 285) 

5 sin x—7 cosx= ராய்ஸ் ல் | 

- புரட்ஸ் (252 295) 

sin 6ன் மிகப் பெரிய மதிப்பு $ என்றும், 81௩ 6ன் மிகச் சிறிய 
மதிப்பு 1 என்றும் - நமக்குத் தெரிந்ததே. ஆகையால், நக்கு 14௧? 

ron, In %--7 005 2க்குப/74 8090, அதாவது /74 

என்ற மிகப் பெரிய மதிப்புக் கிடைக்கிறது. இதேபோல், 7க்கு 

— 35° 92' என்று பிரதியிட்டால் 5 81௩.%--7 008 நக்கு 74. sin (—90°) 
அதாவது --4/74 என்ற மிகச் சிறிய மதிப்புக் கிடைக்கிறது. 

மாதிரி 9. பெருக்கல் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்தி 

8] 102 -- ௦08 20% - 0ஜெத்தீர். 

sin 10x ௦0 (அ. - 10") (சூத்திரம் (5))
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sin 10x + cos 20x = 0 என்னும் சமன்பாட்டை cos 

G _ 125) + cos 20x - 0 என்று மாற்றியமைக்கலாம். 

அதாவது, 

2 cos( 52+ T) 4 ௦( Tt 0 (சூத்திரம் 7) ) 

ம ௯ Kn : 
ஆகையால், cos( Sx T)= O= cos F) அலலது 

nn Tn 
cos (கோ _ tT) 0= ௦3). 

nn n : 
ப Dx + 4 = 2nn sey UMS 

x 75 7 
192----௪ 27% = 

ரு ரூ ு 3 
எனவே, x = Qn = + 10 7 20 அல்லது 

௯ பி ரு 

ந ட: ஒர் 

மாதிரி 10, 12௨9-௦௦00 என்னும் சமன்பாட்டைத் 
தீர்த்து ன் பல்வேறு மதிப்புக்கள் கூ.வி.இல் இருக்கின்றன 
எனக் காண்பி. (கூ.வி.: க.1.) 

$80ற9 - ௦0170 (கொள்கை) 

= tan (ar _ ஐ) 

7% 
29 - ௩12 — g@ 

nN 

9 (p+) = un + -—> 

ge பட 
P+q 2(p+q) 

(4 = 0, 4), £2, HB. cee never) 

ஆகையால், ன் பல்வேறு டீதிப்புக்களாவன, 

oe 6=
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coe ceececcnsecey pq Xp+4) 1 p+q 2(p+qi 7 2 p+q) ௪ 

ரு n 
வெட்டப் நர ட ஆர அக்கன் ககக oe . i “டுவி ் யில் p+q * %Xp+4) Gena ஒரு கூட்டுககுக்சி 
(கூ.வி.) அமைகின்றன. இத்த கூ.வி.யின் பொது வித்தியாசம் 

common difference) = ——_—. ( ) p+a 

orgifl 14. Siti- tan x + tan 2x + tan 3x = O 

t = tan x sreraGlewar, 

% tama 2" (சூத்திரம் (11) ) 
127 

: __78 

tan 8x = Ot சூத்திரம் (12) ) 
tan x + tan 2x + tan3 x = O (dara oma) 

27 ர 

1 ரர 1) 

2 சம் 
அதாவது, 7 11 * ர] +r டன] =O 

ல டீ சை) _ 

அல்லது, 8 {=> t ௭] = Oh 

t+ ு 0. 

7* 

2—4)? 
வெட்ப aes eg om (3-6) உரசு) ௦ 

உ: ரே) (20): 

1 ௪ 9 அல்லது, 

t= +y 3 அல்லது 

tt 
V 

t= 

ve
) 

அதாவது, tanx = O = tanO அல்லது, 

tanx = +/ 3 = tan (+ +) 

| -
 

அல்லது, tab x = = = tan (= 368° 16’) 

rol
 

V
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எனவே, xX = ATK HOH) 

n 
x= ant =z அல்லது, 

x = 180 + 35° 16’, 

lomgifl 12. Si: cos*x sin 3x + sin® x. cos 3x = 3 

sin 3x = 3sin x — 4 sin®x; 

cos 3 x = 4 cos*x — 3 cos x (சூத்திரம் (12) ) 

008930 + sin 3x + sin’x-cos 3x = 2 (கொள்கை) 

cos*x(3 sin x — 4 sin®x) + sin®x(4cos°x — 3 cos x) = 3. 
அகாவது, 8 888 % cos x (cos*x — sin?x) = 3. 

அல்லது $: 812) 2 2 + (cos 2x) = 3. (சூத்திரம் 9) ) 

... அல்லது;$ 8 42 =}. (சூத்திரம் 9) ) 

எனவே, sin 4x = 1 = sin ~   

nN 
4x =aAnR + (- ly 

அல்லது. x= ne + (நா = 

அப்பியாசம் 1 (ஆ) 

ன் பொதுக் கோவையைக் கண்டுபிடி : (கேள்விகள் 1 
விருந்து 10 வரை.) 

  

1. sin 9 = ட | விடை 9 ஈ௩ 4 (—1)"-2 

1 ~ KO? 

2, sinQ= — VE [கடை ௩ - (மு ச் 

ini = 

3. cosQ= 5 | வடை 9 = 2nn & 4 

டக 77 
4, secQ = —_ [ ste Q@ = nx = 2 

  மீ 

5, 9600 - - 42 : | stom QO = Zan + —_
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6 008600 = --3 [விடை - n 180° — (-1)" 
195 2871 

nN ந 

7. tanr*?g=3 [ too = nme F “ | 

8 cos’ O= ~ விடை 0 = nk | 
க. ae eS த 

௯௬ 
9. sec? 96 = 4 [ விடை 6 = 2nn 3-2 

92 ரே + an | 
3 

i , 

10. cosec? 6 = 4 [வீடை ௩௮ (டம ; 

6 = nn + ort | 

11. cos 0= Fy (ஊ 0 - 1 என்னும் இரு சமன்பாடுகளின் 

or 
பொதுக் கோணம் Os Gursy wSoy (general value) ௩ + Tr 

எனக் காண்க. 

12. ஏற (9-ம்) - 1; 005 (9-6) - --1 எனில் 9, 6ஐக் கண்டு 
பிடிக்க. ் 

[| விடை 9 

$ 

7 
33 2 (nt>m) +(-1)" re 

| உட-௯) 4 (ம் | 

  
1 

13, tan (@+9) = Jai 098 (9-2) - 1 எனில் 0, ms sarG 

பிடிக்க. ் 

ர : 2x ௯ 

og = > (n—3m)+—5 * + |
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ரக, 0080 - நற்; 89 - 9602 என்றால் 0, ற்ஐக் கண்டு 

பீடிக்க, 

nN 
[ வீடை 94 aint1>-3 ழ். ரர ர் 

பின் வருவனவற்றைத் தீர் : 

15, 40069 -- 938609 - 2106 

ரு 
[ em ரு (மா 70° 

உட (டா | 
  
10 

16. 11609 4-9 00 200௦80 

[வீடை 9 - ஈ([1805) 4 (-நா 865 5-7 

9-- ர(380) -- (17 485 951] 

77. sin x = cos 2x [கிடை x = nn + (-1)F3 

ஸ் 

x = an —(-1) 2 | 

18. 2cos?@ + 3sino — 3 = 0. 

் n 
Ao 6 = mK + (பா 

6 = nT +g | 

19. tcos26 + 6sin6 ~5 =0 

[கிடை 6 = (190°) + (—1)* 30°; 

6 = m(180°) + (—1)" 14° 29'] 

20. 22 cot? @ — 3Zcosec9 + 32 = 0 

|விடை 9 - ஈ(180) 4 (1) 89587 
9௬ (1805) + (—1) 48° 35’] 

fi.) 2 sin* x + sin? 2x = 2 

௯ 
| வடை x = (1) ஓ 

x= am+n4 |
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22. 

23. 

24 

26. 

23. 

28. 

29. 

30. 

(20+ 3 

திரிகோண கணிதம் 

2tan?x = 7 — 3secx 

(வீடை % - ஈ(860*) + 48° 11’; 
ந 4 (8605) 4 109 987] 

tan6+4cot 296+ 10 

x 
co 6-௬ ர 

. = n(180°) + 695 961] 

10 sin? 9 — 21 sin 6. ccs 9 + 9 cos? 6 = 0 

(விடை 9 - n(180°) + 56° 19’; 

9 ௪ m(280°) + 30° 58’} 

sec? 9 — (/8+2) tan6 + (/3—1) = 0 

௯ 
விடை 9 - ரு +733 

4 
9-௩ ட 

n 
| எடை = 2nn +3 | 
ட 

nT {on 
cok (+- 6) = 3cof (ரர் 6) 

௯ ரு 
| வடை ரு * ச் ரி 

tan 9 = 1 — sec 26 [விடை 6 = nt; 

nN nN 

d= me 

cos 6 = 2sin (94+16°) [விடை 69 - (80) 418” 20] 

tan @ + secO = 38 

sin xX = COS 4 என்னும் சமன்பாட்டைத் தீர்த்து, 

ரு . . 
JRE of A + (டு ௮ ) என்ற இரு கோவை 

een @ tr கோணத்தைக் குறிக்கின்றன எனக் காண்க 

31. Vsin 26 + cos 20 = 2 

nn n nN 

fm 9 = 1g +(-LY 7 49
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32, tanx — /2secx = V3 

33, 

ne ரு 

| விகட X= ne + a t(—1)" 4 | 

sin@ + cos9 = 2 

4 

34, 

- ௪ ne 

விடை 0 = 1 4 (நு உ ] 

800979 -- 15 4௩0 - --5:1 
[விடை 9 - ஈ(860)-169: 24; 

9 - ர 8605) 9-4 901] 
cosx+ V3sinx =1 [விடை ந - நேர; 

x = Inn +25 | 

36. (1:8) cos @ + (7°5) sin @ = 3-2 

[விடை 0 - 7(9605) + 142°; 

9- 119860) 11] 

97. 80 sin 96 + 18 cos 6 = 41 

[விடை 9 

6 

॥ 
Ul 

79605) 4 175 917, 
n(360°) + 137° 19°] 

38. 6 cos x — Ssinx = 9 

[விடை x = n{360°) — 53°8’ + 25° 51} 

39. 5sin@ — 12cos 6 = 3:25 

[விடை 6 - (360°) — 22° 37’ + 104° 29] 

40. tanx + tany = V2; tanx. tany = V2 — டஎனில், 

(80 2, (80 ஐக் கண்டுபிடித்து, அதிலிருத்து, x, நஐக் காண்க 

5௩% 
[ ston x= mm ஆ) _— m+ nx . 

yon த். 

x 
x=nn + 43 yemn+ = | 

4i. 4cosx —3sinx +2 = 0. { en x = n (360°) + 
76° 44’; x = n(360°)— 150° 26’ ]. 

பின்வரும் கோவைகளை Rcos (0 + 4) என்ற உருவத்தில் 

மாற்றி அமைக்க :-- (கேள்விகள் 48விருந்து 45 வரை) 

42, 4008(9) + 15 sin 6 

43, 8cos@ +6 sin @ 

[ விடை 241 008 (9--75”17). 

3 

[ வீடை 10 003 (9-96? 52)
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44, 

45. 

46. 

திர்கோண சணிதம் 

5௦06004/24 81௩09 { die 7 cos (6 + 44°25’) ] 

12 cos 9 — sin 0. | விடை 18 ௦05 (9 4 29: 87) ] 

90089-- 40/09, 28௩9 4 15 ௦056 முதலிய கோவை 

களின் மிகப் பெரிய, மிகச் சிறிய மதிப்புக்களைக் காண்க. 

[ விடை + 1609 - 42209 | 

பின்வருவனவற்றைத் தீர் :- 

at, 

48. 

49. 

  

  

sin 76 — sin 6 = sin 30 [விடை 9 wae ; 

o< nn ஆ ௯] 

9 12 | 

096 8 6--௦08 40-81 69 | அடை 9 ஆ 2 

nn கூட 1 

9-5 (1) -ஒ 
னி 

sin 86 + sin 69 = sin 26 | அகட 9 - ee ‘ 

= (2n+1) _ (2n4+1) _] 
6 உ nme: O = — 3 ௯ 

எட sin 26 + sin 36 = 0 

விடை 0 நேரு அம்ம ; 

6= an 
2 

51, cos 86—cos 49 = cos 56—cos 66 

fiom Q=nt;O6= ant) | 

52. 4sin0. sin (O0—o) = 2 005 (0-1 என்னும் சடன் 

பாட்டைப் பெருக்கல் சூத்திரத்தின் மறுதலையை உபயோகித்து 

் ல n 
a= ne + ae Ee 

2 6 

இஃ 

என்று திறுவுக. 

2V2 cos 26. cos 120—-dh) = V2 ௦0: 441 எனில் 

அட + அ. ct = எனக் காண்க. 

564. 9280) 49 0௦% (69 —a)=sin (0+) + 1 sof 

8-1 ௨7 டமா] என நிறுவுக.
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9ம், sin 26 = ௦0899 என்னும் 

35 

சமன்பாட்டிலிருத்து க்குக் 

கிடைக்கும் மதிப்புக்கள் இரு கூ. வி களில் அமையும் என நிறுவுக. 

அவ்விரு கூ விகளின் பொது வித்தியாசங்கள் (2 198.) முறையே 

on 
5 ப 2௩ என்றும் நிறுவுக 

பின் வருவனவற்றைத் தீர் :-- (கேள்விகள் 56லிருத்து 64 
வரை.) 

56. 

57, 

58 

59. 

60. 

61. 

62, 

63. 

64, 

sin 56 = ccs 60 | வடை 

௫௩ 0௩ 

விடை 0 

sin 39 — 3sino+4=—0 

tan 3x = tunx + tan 2x 

விடை 

200899 60080--1 0, 

விடை 9   

ரு 
ata’) “eg } 

  

| விடை 9-௩ 4 (மு n 

  ர nn ரு 
an, ஓஒ ’ 3 

2nn + —— 

  

6 
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4. விலக்கல் 

( Elimination ) 

மாறிகளை, கொடுக்கப்பட்டிருக்கும் சமன்பாடுகளிலிகுத்து விலக்கு 

வதற்குத் திரிகோண விகித சூத்திரங்கள் பயன்படும். மாறிகளை 

விலக்கும் சில முறைகளை சில உதாரணங்கள் மூலம் விளக்குகிறோம் : 

1:41. ஒரு மாறி (0௦6 427121௦) 

மாதிரி 1: ௪, ம், 4 11, 1 நிலை எண்களாசில், 

“asecQ + btanQ@ =e 

79600 4 ௩௨00 - ஈ என் ஐ இரு சாம்யங்களி 
லிருந்தும் என்த மாறியை விலக்க. 

886004 ம (809 - ௦ ee state (i) 

IsecO + mtan@= nm —————naceewees (1) 

சமன் பாடு (1)ஐ / ஆலும் (11)ஐ (2) ஆலும் பெகுக்கிக் கழிக்க. 

(b!—am) tan @ = cl—an 

cl—an : 
என்வே, 10 - bi—am அகட (111) 

சமன்பாடு (பிஐ 11 ஆலும் (1)ஐ ௦ ஆலும் பெருக்கிக் கழிக்க. 

(௮2-81) 580 9 - 08-01 

  

cm—bn . 
எனவே, 8600௪ ர (117) 

மேலும் 8609 5 1 4 1802௦ (சூத்திரம்) 

  எனவே (இறு) “14 (௭) 
அதாவது (cm—bn)* = (bl—am)’ + (cl—an)?’ 

(11) இரு மாறிகள் (1௭௦ 4874௨0168) 

மாதிரி 2. 6, ம என்று இரு மாறிகளையும் கீழ்வரும் சமன்பாடு 

களிலிருத்து விலக்க. 

(i) (x~—aj cos @ + y sin 6 = a; 

(ய (x—a) cos? + ysin ? = a; 

$ 6 
(மி ten ன கன்னா tan 27> 2e. 

_l—tan?A/2 , _ _2 tan A/2 
cos 4=TFtan?4/2! sin A = i + tan?4/2
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tan 4/2 - / என்க. 

tan = t, (tan 2 = ts எனில், சமன்பாடுகள் 

(1, (பலிருத்து, 71, 7, என்பவை, 

டக ஆ “at 5 eat ie od 
x ive Y app =o என்ற சடீன்பாட்டின் 

மூலங்களாகும். அதாவது, 7), 1, என்பவை 

(x—a) (1—#?) + 2tqy) = a. + 27) 
அல்லது %/”-- நர 4 9ர--%- 0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங் 

களாகும். 

  
972 

எனவே, t, +t, = ௮, tit, = < aan (A) 

ஆனால் சமன்பாடு (111)9லிகுத்து. 7; --த எச... பவ (3) 

மேலும் (1; 47)“ (797 4 அபி 
ஆகையால், (4), (2)யிலிருத்து, 

ty? a— 
னி = fe? + (2 *) 
x x 

அதாவது, 3 சற” + x (2a—x) 

அல்லது, x*(L—e*) + y? = 2ax. ” 

  

அப்பியாசம் 1 (இ) 

1, கீழ் வருவன வற்றில் 9ஐ விலக்கு. 

GQ) acos@+bsind=c; asin@ — ௦050-8. 

(leo: a? + b? சர] 

(ii) acos@+b sinét+e = O=/ cosd9+msindt+n 

[efem_: (bn—cm)? + (cl—an)? = (am—Bl)*| 

(ii) 2 cos9 = 1 = “9 (9-ற்) (ம திலையானது]| 
ச் ௦ 

(வீடை; (2 ஏநழ்)* + b*® cos* $ - ம 008“) 

$ 2 y 1 _ = = மீ. _* i (iv) “7205 9-5 sin 96-12 0 56089 — = 84009 

x? y? 

| வடை 1 + B= | 

(}) atan@ = 1 = bcosé 

    

{elie : a* + 1 = a*h*}
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(vi) ~~ cos 6 + psn 6 = bs poos 6=x sind + 

Va? sin? 9+ b* cos” 0, 
2 2 

[விடை : i ட ு ரம் அல்லது 

{a(y’?—b? + b (x?—a®)}* + 4 ab xy? = 0] 

(vli) asin® 6 = 1 = bcos? 6. 

| அடை: + + = ட] 
5 

ag அ
ட
 

3. கீழ்வருவன வற்றில் 6, ஐ விலக்க : 

(0) (x—a)cos6 + ysind=x+a; 

(x—a) cosé +ysingd =x +a. 

tan 2 tan 2. = —1, [ io: சோம 0] 

(ii) oxcos6 + by sind = 6; 

ax cos +} by sin = ¢; 
ஓ 

tan 6. tan @ = > 

[flere : 2b? (x? + y?) = c? (a? +57)] 

(ili) cos @ + cos % =a. ் 

8109-8 - ந், 

ten க =C¢ | அடை: (a? +5?) (1+c¢*) = «| 

(iv) xcos6 + ysin 6 = a. 

xcos? +ysin¢? = a. - 

ழ் த 6 
sip 6 sin ? = 2 81௦ -2- 81ய-- 

[விடை : ந” - 2 =xa+ a*]



அத்தியாயம் 11 

முக்கோணங்களும், நாற்கரங்களும் 

முதற்பிரிவு (முக்கோணங்கள் ) 

211. நாற்கர உண்மைகளை விளக்கக்கூடிய சூத்திரங்களை 

நிறுவுவதற்கு முன்பு, கீழ்க்கண்ட முக்கோண சூத்தீரங்களை மனத்தில் 

வைத்துக்கொள்வது மிகவும் அவசியம். 

    

  

  

  

  

  

a b 6 
= - ர — 3 OPC rr eves 

sin A sin B sin C ம் (9 

A =tbcsinA = }casinB = gt absinc 

= ane = 2R* sin A, sin B. sin C. வயம்) 

ச. 300006 4 
b? = c? +a" — 3cacos B woe wor an (C) 

c® = a*+b* — BabcosC 

a=bcosC+ccsB 
b= CcosA+acosC ciao) 

c=acosB+ beosaA 

re A ] 
5 | 

_& m= a 

a ச பவ வச) 

ரணை. | 

ட படக | 
8 J 

sin (B + C) = sin (180°—A) = sin A } 

cos(B + C) = cos (180°— A) = cos A 

tan (B+ C) = tan (180°—4) = —tanA_ | 

sin ட x C) sin (2 4 7)" cos 4. 

B+C\_. foo — 4\ = sin 4 Po wee (Ff) 

: cos (- 5 ப 3 = § 27 | 

A A 
dan ( 5 ©) =tan( 90 4 2) = cof > |



40 திரிகோண கணிதம் 

sin A + sin B+ sin - கமய, con. ல cos: 1 

    

2 2 2 

sin B + sin C — sin 4 = 4 cos sop ் sia. | 

B C b... « (6) 
sia C + sin 4 —tin B= 4 0098-2 . sin ற. 

% 2 

. C .A . B 
sin A + sin B— sin C = 4 008-2- . 802. - sin 5] 

2:12. இப்பொழுத 7 42 do ச ஸ். பத என நிரூபிப் 

போம். (.£ என்பது சுற்றுவட்ட ஆரம்)-- (000 radius). 

r=4, (சூத்திரம் (2)) 
ஆனால், A = 2 78 8 4. எற தி. ஸு ௦ (சூத்திரம் (6)) 

.2 sin ee eae =2R*.2sin4. cos 4 5 2 2 

Cc ட்டே 
2 sin . a sin 001 த 

2 

|: sin A = 2 sin ௮. ச cos, (சூத்திரம் | 

§ ul 

. A . B 6 A B = 16 R? —. sia——. sin —. oe >=. — R? sin 3 Sia g Sin உ: 0084. 60082. 098 3 

வட்ட (10 
s=i(a+b+o0) 

i-{2Rsin A + 2Rsin B+ 2R sia C} 

# (சூத்திரம் (௭)) 
R (sin A + sin B + sin C) 

It 

= R (வழ. cos. ௦௦௦1) (சுத்திரம (ஐ... ழூ 

ஃ (0), (லிருத்து, 
A B 6 A B 6 3 வட்ட டைப் . 16R sin=- sin ஏ sins - COS. COs gq * C08 

s 
  

A B 
4R. 008-- 008 7 cosa
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= 4R. sin 4. 2. siv ட. 

  

. 2 2 2 

இம்மாதிரியே, 

_ A . B 6 A B 
2 a = aT == _ eins 

n= = 16R sing sin, . sing | COSG-+ COSZ-+ COS 

4 (b + ¢ — a) , 

_ 16 R? sin 4 ஸ்ட். soy : cose 038 aa cos” 

ட R(sin B + sin C — sin A) 

  

  

_A , B,C A B Cc 
2 2 மெக் னன. மடம் —_— 

ட் 16R sing - Sing « Sing COS - COS + COSS 

ன A B.C : 
4R 065 a" sine. sin 

[சூத்திரம் (2)) 

A B 6 
ருக்கி 008 2-. COD 

2:18. r= (s—a)tan க = (s—b) ten அ = (S ஷ் tan £ 

என நிரூபிப்போம். 

s—a=1(b+c—a) 

= 1(2Rsin B+2R sin C—2R sin A} 

= R(sin B+sin C—sin A) 

A B.C டல ட ஷி 
= 4R 008. 8102 - 810-5 (சூத்திரம் (ஐ): 

ஞீ 
A A B.C 2 

(s—a) tap 2 = AR cos த sin g sing: A 

cos 
2 

_ A B.C 
= 4R sins sin: sin 5 

=r cg 2-42} 

இம்மாதிரியே, 
a 

B (ச 
(s—b) tan-g = r=(s—c) tan: 

இப்பொழுது, 7; 3 ற. என நிரூபிப்போம்.



a2 திரிகோண கணிதம் 

s= i(atbtc) 

= R(sin A+sin B+sin C) 

= 42, cos x cos cos © (சூத்திரம் (ஐ) ) 
2 2 2 

A, A B c > 
« Stans = 4R 008-2-. COS - COS y+ 

° cos—— 
2 

A B 6 
= 4R sin 0082: 0௦08-2 

எச்! | (§ 2-12) 
இம்மா திரியே 

s tan = F753; 8 tan 5 = Ps 2 2 

2:14. Qeadorapgy ry tratrg—r=4R என நிரூபிப்போம். 

rytProtrs—r 

-= 4R {sin 5 ச ces க ener + sin ன் cos. ல் து. 

  

2 2 2 2 2 

_C A B.A, B . CV ag 
+ 4R {sin ௨008-2. COS ,-— SiN - sin g * sin rt (§ 2-12) 

=4R © sin ‘ க os A tn? - » COS z 8 2 cos 2 + cos. sin 

ட டே A B _A ,. B 
+ 4R. sin ~y- (வ + Cosy — SiD-5~. sin x} 

1 , 

=4R. cos, sin4 =? pap, sin, cost? சூத்திரம் (6)) 2 2 2 

6 _C¢ =4R. cos 5. cos: +1R ஸா sin © (சூத்திரம் (7) 

0... 0 டப a 2 = 4R feos 2 +310 3 } 

= 4R, 

2:15. முக்கோணம் 4/20இன் சுற்று மையம் (01000 00176) 
அக்கும் உள் மையம் /7க்கும் இடையே உள்ள தூரத்தைக் கண்டு 

பிடிக்க.
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பி என்பது 480 முக்கோணத்தின் சுற்று மையம். ஆகையால், 

கிஇலிருத்து .4.8க்கு செங்குத்துக்கோடு வரைத்து அதற்கு /7 என்பது 

அடிப்புள்ளியாக இருத்தால், 7” என்பது ,4ன் மையப்புள்ளி ஆகும். 

இம்மாதிரியே, 72 என்பது ,48க்குச் செங்குத்துக்கோடு. 

  

  

uz 0-10 

S = sip ன் [ IA கோணம் சின் உள் இருசம 

வெட்டி] 

IZ 

Al= STAB 
B , டூ 

_ r _ AR sin ட் sin இ” sin > 

sin > <p த 

B Cc ன் 
= 4R. sin 2° sin a OOP occ seeecs (2) 

இத்த இர ப ப ப ப ப பட. வெல லை] 

FAS = 90° — ASF = 90° — C; 
ம் A A 

FAT = IAC = ஆ 

3: இத் ர 902 00 
2 

A 6 - 28040 

A A B c 

-$+c-($+F+) 
(A+ B+ C= 180°) 

_ ci = poeccaneen (ill)
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இப்பொது, ௩ 34/ இலிருந்து, 

Si? = AS? + AI®? — 245. Alois SAT (சூத்திரம் (6) 

= R* + 16R? sin? 5. sin® a ~2R.4R. 

‘ B ‘ Cc ட C-B 
Sin 2 - Sid 3° cos ஏ 

[ (12, (1), (141) லிருத்து ] 

B G — R2 2 2 a +2 7 =: R* + 16R? sin 37° sin” —y 

B ௦ 
ஆனா a a _ 8 R? sin 7° sin த 

. டட ழி... € 
எத Sg + sin ar" sin 2 

B 

sin2 — 8 R® sin 
B 

3 

= R* +8 R® sin? i 

டசி பேர டட 
co 3 « COs g in 2° sia 5 

உட ட்ட ம ௦ B+C 
= R 8 R* sin 5° sin - cos —3— 

R? — 8R? sia ௮. sin ் . sin z. "(சூத்திரம் (Y) 

= R*? — 2R. 4R. sin 4 4 an 2. on ~~. sin 2° DB   

i)
 

ST? = *r— 2R.r.
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216, முக்கோணம் .ச.8டீயின் சுற்று மையம் $க்கும் வெளி 

மையம் 7;க்கும் இடையே உள்ள தூரத்தைக் கண்டுபிடிக்க. 

படம்.11ல் [, என்பது வெளி மையம் /லிருத்து ACSG 

வரையப்படும் லம்பத்தின் அடிப்புள்ளி 4/8. ஆகையால், 77ச்ரீ - ஈட. 

A 

ப்.மி- 11 
Te 

மேலும், 7) ஐ மையமாக வைத்து 7; 4/ஐ ஆரமாகக் கொண்டு 

வரையப்பட்ட வெளிதொடு வட்டம் 42, கன் நீட்டிய பாகங்களை 

வும், மிஜேயும் . தொடும். அ4னே நீட்டிய பாகத்தை இவ்வட்டம் 

தொடும் புள்ளிதான் ர். 

7 என்பது, கோணம் 4ன் உள் இரு சமவெட்டி, கோணங்கள் 

2, னே வெளி இரு சமவெட்டிகள் ஆகிய இம்மூன்று தேர் கோடு 

களும் சந்திக்கும் புள்ளி. (ஆகையால், A, 1,1, இம்மூன்று புள்ளி 

களும் ஒரே நேர் கோட்டில் அமமயும்) 

  

Ii;M = sin — 

A 2° 

அல்லது, Al, டப்ப. 

810 -- 

= Mm 

slo 2 

அதாவது, 47) ௬ 47 008 ஆ - O08 = ணன ட... (i) 

SA = R © oes svvewenes see (il) 

C—B 
SAT, = SAl = 

  

7 ர rea Lil)
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A S41, 8@pgy, SI? = SA® + AI? — 294. 47. 008 4.47) 

  

B Cc வ றத 2 2 2. 2 = R* + 16R? cos உ: 908" 9 

B 6 C-B 
— 2R.4R. cos “_ + 608 “gq S08 

B C B — 2 2 7 உண ப 2 — , ST} = R® + 16 R® cos* -5—-. cos” — 8R* cos —, 

C B 6 B Cc 
008 ௪ f 208 -2.. 008-2- + sia a sin 7 

B ௦ B 2 
ra உ அப். 2 _ உ 2 2 5 = R* + 16R? co. gq 008" 8R* cos 5008 C 

B Cc B.C 
_ 2 ae ey ண்ட உப = 8R*. cos ஓ: 008-2-. sin. sin > 

B C B 
_ 2 ——. a = 2 அவவ = R*? 4 8R?* cos? - 008” 2 8R? cos 7: 

cc s! ம. sj Pion 008 --. sin -Z. sin 5 

B Cc 
a 2 —_— கை வெவ். = R* + 8R? cos gq 608 5 

B Cc B ட டூ 
005-008 > — sin 3 «Sin > 

B Cc 246 — Pps 2 டட —_ = R* + 8R* cos 2° cos 7° cos 3 

= R® + 8R? cos 4. cos 2 sin AL 
2 

= R? + 2R. 4R. sis £. cos 4. 009 ae 

ஃ SI} = R? ப 2.7) 

இம்மாதிரியே, 572 - R° +2 Rong; SIZ = R°+2R. ni. 

@muy: SI? + Si? = SI’, + SI*¥, = 12R? 

$7? = R® —2Rr வவ (6 ட) 
பிர 23218) 

டர ௮ 842 

SI’, = R® + ர, வை வ [8 2716).
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ட தி ப SI*, + SI, + SEs 
= 4R? + 2R (r, + re rg — 5} 

= 4R? 4 2R. 4% wes sesnnevaclS 2.14) 
= 12R, , 

2:17. வெளிமையங்கள் 7*, 7“, ]$ ஐச் சேர்க்கும் முக். 
டகேகோணம் 

  

Wh o-11 (<8 

All, BIg, 00) ஆகிய இம்மூன்றும் நேர்க்கோடுகள் (2, உள் 
மையம்). 07, 07, கோணம் இன் உள், இரு சமவெவட்டிகள் 

  

  

ஆகையால், 867 = 5 

BCI, = 90° — ். 

இம்மாதிரியே, 027; - 905 - 2. ஆகையால், 

் ௦ ௦ B ௦ Cc 
கோணம். I,1,I, = 180 — (20 —_ =) = (20 seats 4) 

| B+C_ qo A 
a a0" — “றக 

. ஆத ல A : 

7 உட கி. 

௦ Cc 
Tg = 90° — >
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a sia (90 = +) 
முக்கோணம் 417, லேருந்து Ae a —-—— 4 

sip (20° _ +) 

  

  

  

(சூத்திரம் (2) ) 
Cc 

cos = 

ஆகையால், <Al, = b, 3 

ces Zz 

Cc 
cos -— 

= 2R sin B. 

0058-2 

cos 7 B | B 2° 
= 4R sin 7 cos “ஓ * os B 

COS 

= 4R sin 008 ம. seorvese (2) 

° B 
LA $10 (90 _ +) 

:இம்மாதிரியே, த BAl; Goss, —— = அ ப படத 

  

  

2 

B 
con 

cos 5 

008 B 
* Cc C இ 

= 4R. sin COS a Cc 

. 008 -2 

Cc B த 
௩ 47) 80 “த: 008 ஓ (il) 

-* IgA + Aly = 4R { sto 2 cos 5 + cos 2
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= 4R { sin (8 > } 

BR ஒழ a , (சூத்திரம் (fy 

49 

  

» 

ஆகையாக்; 797) - 48005 -- 

ற
ு
 

09
 

இம்மா திரியே, Ighy = 4R cos - =~ 

w
 

II, = 4R cos — 

குறிப்பு (1): ௬ 7ப,ூக்கு [எள் பது 
செங்குத்து மயம் (0111000116). 

குறிப்பு (2): & 7 ,],இன் சுற்று ஆரம் 
IIs i. 

ஸ்ர, 7, (சூத்திரம் (ஐ) 

டட கீ 
க்க 008-- 

o A 
2 sin (9 IS ) 

4R cos~4- 

4 
2 cos az 

= &R. 

2 (சுற்று ஆரம்) 
(₹ முக்கோணம் 486 யீன்சு ற்று ஆரம்) 

குறிப்பு (3): ௯ 7பீடிரூன் பரப்பு 

ails Ta fg Il, 

அதாவது, 

+ OR (சூத்திரம் (9) ) 

A B Cc 
= 64R, cos “008-003 2- 

8R 

A B 6 
= 881 cos த cos 2 cos ஓ 

A B Cc 
= 2R* 4 cos a 005 -5- 008 -2
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= 2R8.{sin A + sip B + sin C} (சூத்திரம் (2) ) 

5 a 2... 
= 28? {ae + ax + ir} (சூத்திரம் (௪) ) 

= R(a+b+c) 

= 2Rs. 

2.18. A ABCQar சுற்று மையம் 5-க்கும் செங்குத்து மையம் 

க்கும் இடையே உள்ள தூசத்ைக் கண்டுபீடிக்க. 

  

படம் 12 

தி௦்கு, கீயிலிருத்து வரையப்பட்ட குத்துக்கோடு 47 மீது 0 
அமையும் . 

& 4மயொலிருத்த.. 

LAC = 90°—LCA =90°-C. (-: £ = 90°) 

மேலும், 784 - 6 (76149 (அமைப்பு) 

FAS = 90°-C (+ நி 90°) 

மேலும் 540 - 4- 889. 0.40 
= A —(90°—C) — (90—C) 
= A — 2 (90°C) 
=2C+A—(A+B+C) 

(-  A+B4+C = 180°) 

= C— B. நதககக்க கக அ (1) 

SA=R wooo ores) 

AO = 2SD (வடிவகணிதத் தேற்றம்) 

D A A 
ஆனால், ப = cos DSB = cos A 

- SD= BS. cos A = &cos dA
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ஃ AD= 25D 28008 கி... அலைய (ம) 

க 540யிலிருத்து, 

SO* = AS? + AO? — 2AS. AO cos SAO 
(சூத்திரம் (௦) ) 

2 4 4708 0084-2. 8.38. 009.4. 
cos (C — B) 

= R® + 4R* cos?A — 4R’ cos 4. cos (C — B) 

= R? — 4R? cos A{ cos(C — 8) — cos A} 

= R?—4R* cos A { cos (C—B) + cos(B+C) } 

(சூத்திரம் (7) ) 
= R* — 4R* cos A{ 2 cos B. cos C} 

(சூத்திரம் (7) ) 

SO = R* — 8R? cos A. cos B. cos C. 

2.9 utgs ~paGsrenris (Pedal triangle) 

  

AD, BE, CF என்பவை BC, CA, ABs@ வரையப்பட்ட 

குத்துக் கோடுகள். ஆகையால், BEC = 90° = BEC. 

எனவே, 8880 ஒரு வட்ட நாற்கரம் 

4 809 (உள் எதிர்க்கோணம்) 

=C 
இம்மா திரியே, AEF = B. 

ஆகையால், முக்கோணங்கள் 487, 486 

வடிவொத்தவை. (511127 trianngles) 

EF AF 
ப ட. இட்ட A கல் Ff =-90° 5c q¢ 708 FAC (3 fF ='9@)
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= cos A | 
அல்லது, EF = BC cos A = a cos A 
இம்மாதிரியே, 

FD =bcosB; DE =Ccoi€ 

மேலும் 0287! ஒரு வட்ட தாற்கரம் 

ODB + OFB = 90° + 90° = 180°) 
ஆகையால்) ODF = OBF. 

= ABE = 90°— 4 (+ AEB=90°) 

இம்மாதிரியே 0றிற- OCE = FCA = 90° — A. 

ஆகையால், EDF = ODF + ODE = 90°— A 

+ 90° — 4 = 180° — 24. 

sj@s8ure, DEF = 180°— 28; EFD = 180° —2C 
குறிப்பு (1): (மேல் கண்ட பாத :,க்கோணத்தின் பக்கங்கள், - 

கோணங்கள் இவைகளின் மதிப்பிலனிருந்து) பாத முக்கோணத்திஸ் 

EF acos A 
OD Fe Cin D2 sin 180° — 24) 

  

_ 2Rsir-Aces A 
— 2. sin 2 A 

—sin24 _ 2 
~ 2 stu ZA a 

= }. (AABCoFr & DM ae 51d) 

A DEFQer சுற்று வட்டம் A ABCRH ஒன்பது புள்ளி 

வட்டம். ஆகையால் ௩ 087இன் சுற்று வட்ட ஆசம் A ABCA er 

சுற்று வட்ட ஆரத்தில் பாதி.... 

குறிப்பு (2)1 DO, FDEor wor இரு சமவெட்டி. 

ஏனெனில், 800 - 90₹- 8- 082 இதேபோல் 02, 08. 
2, ரன் உள் இகு சமவெட்டிகள். ஆகையால், 0 என்னும் புள்ளி 

& மின் உள் மையம். அதாவது, ஒரு முக்கோணத்தின் செங்குத்து 

SUE அதனுடைய பாத முக்கோண த்திற்கு உள் மையமாகும். 

மாதிரிக் கணக்குகள் 
2. 110. 

மாதிரி 1. ra 7, re முக்கோணம் 4திடன் வெளி ஆரங் 
. 1 = 1 =  a® 

களாளுல் —s + aber ~ abe AF oor Boys. (7, A 

486ன் உள் ஆரம்) 
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1 1 1 1 1   

{ s? + (s—a,;* + (s—b)* + (s—c)® — } 

= நுனி அமுக்க ஒரு சிரம 23 

  

ஃ 

1 
=~; fast —as.as + a? + dF +o} 

A 

a® + Ah? + c? 
= A? ae 

2 1 3 யி ட்ட 
ஆகையால் = — 

mt a, b,crg” a,b,c L* 

மாதிரி 2. ADEF, AABCer urg முக்கோணமானால், 

அதன் பரப்பு x sin 2A. sin2B sin 2C srar& area. 

AABCemH பரப்பு - A = 2 R* sin A, sin B. sin C. 

(சூத்திரம் (6) 

R : ரன் சற்று ஆரம் - -- (குறிப்பு (1), 9 (8:19)) மேலும், 
கின் மூன்று கோணங்களும் முறையே 180-244, 180-232, 

1802 (ழ் 2:19) 

ஆகையால், ௩, 08ன் படிப்பு 

=2 (3) sin (180°—24). sin (.80°—B). sin (180°—2C) 
2 

sia 2A. sin 2B. sin 2C.   

டட பர பட வம். 
மாதிரி 9. be * ca + ab rare wm நிறுவுக. 

. கின் உள் ஆரம் ; வெளி ஆரங்கள் முறையோ, £ஃ,, ₹ஜ) 

ரீ ட ரப உட he Ta + ab Bue fan + bry + ors}   

- | ௬2,034 நடக ௧௧௮] (0
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(7/3 முதையே A ABCor 
வெளி மையங்கள்) 

. 1 2 . _ ட்ட . 
மேலும், aR ae O (° abc = 4RA @SSob (b) (ய) 

gt 22 
a SR = abs 

{ ABI,C + ACIA + AAI,B + ௧422] 

on ௨ 
ee “be, + ஸு ம ர 

2 
= ->—e Ahlals 

  

  

abc 

2 
க . a ல் ர 3); ந் abe’ 4௩9 (குதிப்பு (8); 9 2:17) 

_ 4R 

abc" 

_ i te so 1 
=> mm ee 

ப்பட பப்பு பம ம. 
** “be ca abt 2” 

அப்பியாசம் 2 (௮) 

Gch agua penn Bas. 

ட மை) 22 amb 
ry Ig 8 

2. 1y%g + Ferg + rer, = s?. 

3. i + ட் + i = 2. 
nm Py rs r 

4. சரா ௭ ராடி ஆனால் 410 ஒரு செங்கோண முக்கோணம். 

6. ( — BG — 3 = 3 ஆனால் 480 ஒரு செங்கோண 

முக்கோணம். 

6. (rs + rg) Ne 
rola 

7. a (ery + rears) = B(rrg + gry) = c(rrg + ryr,) = abc 

i 1 1 1 

“be + ca tab Ft BR
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9. nme rg 6 

a b rg 

  
  

10. rr = reg trg tr எனில் ABC ஒரு செங்கோண முக் 

கோணம். 

11. (ra —1) (rg + 11) = 8°. 

12. (r —1rg) + (Fy +72) = 4R 08 C. 

© (P-A)G-A)G- A) 
14) பே) 00-70) re 

(ry + rs) (ro +13) (ra + 7a) 3 

15, 204 62 , ab _ op 
Fa 75 rs 

{ote + pe ஆ சகர 

6 8 

  

a a b b 

16. 2(R++7)=acofA+ bool B+ CofC. 

17. மழட 1 ரம் ளு ௪ மிப) போன 
18. VY? + V1? + Ve” + Vg? = 16 R? — (a? +b? +07) 

19. (1) ryrors = Fr? cof? oF ) cof” (+) cof? (=) 

(ம) rryrors > 

(ib) rry = A tan 4 

20. 80. 04, 48 என்னும் பக்கங்களிலிசூத்து A, B, Cor 

குத்துயங்ரகள் முறையே 2, ற, 09 ஆனால் 

‘ 1 1 1 1 
Gi) —+ —--—-= பபப 

Ps Ps Py ny 

Git) RpiPsPs = 24%. 

21. முக்கோணம் அதின் சுற்று மையம், உள் வட்டத்தின்மீது 

அமைத்தால் cos A + 00524 0050 2. 

22. AABCe R=2r ஆனால் a=b=e. 

23. a. Al? + b. BI? +c. cl? = abe.
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24. சூ யிட. 82-௦௨ Cl,” = abe. 

1 1 1 1 1 1 
2 as = உட்ப + ர் 4 டட. 25. AT (5 tar (s 7 )tor( r) 

= 0. 

26. (i) 4. IB = 4R.IC sin? 5. 

(0) 47. BI,. = 4R. Cl cos” 

(11) AL BI CI = 4R. r?. 

(iv) (@+ 6+ ¢)11,. Hy. Ug = 8R abe. 

27. உள் வட்டம், ரூ.480ன் பக்கங்களை 6, 6, 7ல் தொட்டால் 

  

, A ற. 
EF: FD: DE 3 008-2 : 008-2- : 008-2-ஃ 

98. ௩.48௦ன் சுற்று மையம் S: BC, CA, சிறியிலிருந்து 3, ]), 2 

: : ன் a ம் 6 ahe 

குராங்களில் முறையே இருத்தால். 2 4 y tT 7 4xyz° 

59. 0, முக்கோணம் .॥//80 ன் செங்குத்து மையமானால், 

a. OB. OC + bt. OC. OA + c. OA. OB = abe. 

90. AABCenr urs முக்கோணத்தின் 

(டி சுற்றளவு - 47 8] A sin B. sin C. 

(1) உள் ஆரம் = 2R. cos A. cos B. cos C 

91. ௩.480ன் பாத முக்கோணம் 0822. serge ADEFor 

பரப்பு 480ன் பரப்பின் கால்பாகத்தைவிட அதிகமாக இராது 

என நிறுவுக 

ABCen uptiy = 2R? sin A sin B sin C. (சூத்திரம் (4) 

2 

கூற்றன் பரப்பு - கன் sin 2A. sin 2B. sin 2C. 
(மாதிரி 2. gp 2-110) 

. ADEF _ sin 2A. sin 2B. sin 2C 

** AABC 4. sin A. sin B. sin C. 

2 sin A. cos A. 2 sin B. cos B. 2 sin C. cos C 
4. sin A. sin B. sin C 

2. cos A. cos B. COSC. டக வக வல் (i) 
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ஆனால் சூ.48ி6ன் சுற்று மையம் 5, செங்குத்து மையம் 0), எனில், 

SO? = R®? {1 —8cos 4. cos B. cosC} ($ 2:18) ஆகையால், 

8 cos A. cos B. cos C. < 1. ர ட ய 

. ADEF 1 
(), (i) 8645) AaBC <4 

இரண்டாம் பிரிவு (நாற்கரங்கள் ) 

2, 21. 

ஒரு நாற்கரம் 4800ன் பரப்பை அதனுடைய பக்கங்கள் 

48, 20. 00,4; ஒரு சோடி எதிர்கோணங்களின் கூடுதல் 

இவ்வுறுப்புக்கள் மூலம் கண்டுபிடிக்க. 

AB = 43 BC =6b: CD=C; 

DA = d; 2s =at+bt+cet+d. A 4. 

b+e+-d—azat+b+c+d—2a B 

= 25 — 2a a 

> b+re+d—a = 2(s—a). ச் 

இம்மா திரியே, த் 

c+dta—b =2%s—bd) Cc 

d+a+b-—c = A%s—c) ம 6 

atb+e—d = 2{s—d) படம்- 13(2) 

A ABDAS 6 bs) BD? = a® + d? —2adcos A 

(சூத்திரம் (6) 

௩ நோயிலிருந்து ற - 54 6 - 26௨ ௦08 6 

ஃ b? + c? —2be cos C = a® + d* — 2ad cos A. 

அல்லது 2 (4005 .4-- 620080) - ரச்... (0 

7 கீறிறின் பரப்பு = 4adsin A 

A BCDew ure, = 1 bc sin C. 

தாற்கரம் 4த00ின் பரப்பு - A= 1 சரீ 44 $ 92௭6. 

& 2fadsinA + besinC} = 4A அவவ வடட (11 

(பி ஐயும் (4) ஐயும் வர்க்கம் செய்து கூட்டினால், 

4 { a*d® cos? A + b*c? cos* C — 2abed cos Acos C 

+ a2d? sin? A + 6c? sinC + 2abcd sin A sin A sinC } 

= 16 A? + (a?+d? —b? —c?)?. 

அதாவது, 
4{ a*d? + b*c* — 2abed (cos A cos C —sin A sine) } 

= 16 A* + (a? d* —b* — cc’)?
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ஆகையால், 4-4 0 - 24 எனில், 

4 { a’*d? +b?c? —2abcd. cos 24 } 
= 16 A*+(a?+d?—b* —c?y’ 

ஆனால், 008344: 8008” 4-1. 

ஆகையால், 

4 (தூசி +b%c? + 2abcd—4 abcd cos” 4 1 
=16 A? +(a2+d*—b?—c*)? 

அதாவது, 
16 A? =4(ad+ be)? —(a*+d*—b*? —c*)?—l6 abcd cs? ol 

=(2ad+2be +a? +d?—b? —c”) (2ad +24c—a* —d® 
+b? +c7)—16abed. cox? of. 

அலது, 

16 A*= { (a+d)*—(b—e)” }. { (b+e)*— a-d)*} 
— 16 abcd cos? L 

=(atd+b—c) (a+d~-b+c) (b+c+a—d) b+e—a+a) 
—16 abcd cos* 

= 2(s—c).2 (s—b).2 (s—d).2 (s—a)—16 abcd cos*h 

எனவே, 

16 A* =16(s—a) (s—b) (s—c) (s—d) — lb abed cos*h 

(9-8) A* =(s—a) (s—b) (s—c) (s—d)—abed 008௮. 

குறிப்பு (1) :-- கொடுக்கப்பட்ட பக்கங்கள் a, ம, ௨. மீஜக் 

கொண்டு வரையப்படும், மிகப் பெரிய நாற்கரம் வட்ட நாற்கர 

மாகும். 

ஏனெனில், cos’. Aer fas Attu மதிப்பு-0. ஆகையால், 

௮4-90, அதாவது 234-180, ஆகையால், A ~C=180°. 

அதாவது 4800 ஒரு வட்ட நாற்கரம். 

குறிப்பு (2) :-- பக்கங்கள் ர, ம், ௦, மீல் 8 பூச் சியமாயின். நாற் 

கரம் முக்கோணமாக மாறும் அத்நிலையில், 29--8-௩042 என்றும் 

க“ உற (௦) (6--௦) எனறும் மாறும்- 

குறிப்பு (3) :-- நாற்கரத்தின் கோணங்கள் நான்கினில் ஏதே 

னும் ஒன்றுக்கு கொசைன் (௦05106) கண்டுபிடிப்பதற்கு சூத்திரம் (௦)ஐ 

யும், சைன் (510) கண்டுபிடிடபதற்கு சூத்திரம் ()ஐயும் உபயோகிக்க 

வேண்டும். 

2.22. மூலை விட்டங்களின் நீளம் x,y; அவைகளுக்கு 

இடையே உள்ள கோணம் 9 ஆயின், நாற்கரத்தின் பரப்பைக் 
கண்டுபிடிக்க.
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மூலை விட்டம்- 4-3; மூலை விட்டம் 800 -]; 

42.8-000-6 என்றால், 

&.404ீன் பரப்பு--$ழ 04.02.8915 6...(0) 

சூத்திரம் (6) 
இம்மா திரியே, 

AOCBer uptiy 

=41.0B OC sin (180°—6) 

=} OB-OC. sing . ..{it) 0 

AOD Cer uptiy - 

=} OD.OC sin 6 ....(14) படம் 14 
AOADsir ustiy | 

=}. OA.OD sin (180°—6) =} OA.OD. sin @  ... 2. iv) 
(i); (i); (11); ஐக் கூட்ட . 

தாற்கரப் ughy=} sind { OA-OB+0B OC+0C- OD+0D0A } 

9 8109 {(0OA+0C)(OB+0D)} 

= sin 6 (AC) (BD) 

ஆகையால், ௩, $ 3 810 0. 

2:23. நாற்கரம் 4/800ன பரப்பை அதன் பக்கங்கள், அதன் 

மூலை விட்டங்கள் இவற்றின் மூலம கண்டுபிடிக்க, 

வழக்கம்போல், 48; நித CD=c; DA=d AC =x, B i-¥ 

எனக் கொள். (படம் 14ஐப் பார்) 

இப்பொழுது &,0ியோலிருத்து, 

a*=O0A*+OB*—2 OA*OB cos @. 

Quur gfiGu c? = OC’ +OD*—2 OC-OD cas 0. 

b*= OB? +OC*—2 OB-OC cos (180°—9; 

  

es b? = OB? + OC’ +2 OB-OC cos 4). 

இம்மாதிரியே 4“- 0A? +OD* +2 OA:OD cosy. 

ஆகையால், 

2-ம் (04-09-0001) +2 cosy 
(0,4:00408-00) 

— { OA? +0B’?+0C?+0D* } +2 cos 6 
{ OA-OB+0C-0D} 

=2 cos @{ OA*OB+ 0B 0C+0C:0D 

+00:0A} 
=2 cos 6 {(OA+0C) (OB+0D)} 
=2 cos 6 (AC)(BD,
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b? +d? —a®—c? =2 xy cos @. ககம] 

ஆனால், கூ =2 xy sin @ (§ 2:22) பட. இலை (ii) 

(1), 11)ஐ வர்க்கம் செய்து கூட்ட. 

16 A? +(b? +d?—a®—c*)? = 4x*y? (sin?6+ coi 76) 
=4x7p?, 

அதாவது 16 A? = 4x"y?—(b? +4? — a? —c?)? 

எனவே த “பகிரும் கட். 
குறிப்பு :--.4,200 என்பது வட்ட நாற்கரமாயின் , மேற்கண்ட 

பரப்பு சூத்திரம் பின் வருமாறு மாறும் : 

தொலமியின் (701600) '8 160100) தேற்றப்படி, வட்ட தாஜ் 
கரத்தின் மூலை விட்டப் டெருக்கஜ் பலன் xy=—ac+ bd. 

ஆகையால், &ஈ4 4/(2ர24202)- முரல... 
= 4° 4.V(s—aj (s—d) S—c) (S—d) —(§ 2-21) 

=v (s ~a) (s—b) (s—c) (s—a) 

மாதிரிக் கணக்குகள் 
2:24, 

மாதிரி 1. நாற்கரம் 4800ல், 42, 50, 00 முறையே ௫, ம், ௦ 
என்னும் நீளத்திற்கு சமமாகவும்* சீன் மிகை நிரப்புக்கோணம் 
9, னே மிகை நிரப்புக் கோணம் ஜ் ஆகவும் இருப்பின், இந்நாற் 
கரத்தின் பரப்பு 1 (சச் 8 (6)--62 8௦ ம்--௦ஈ 80 (9-9) எனக் 
காண்க. 

45, (ம இவ்விரு பக்கங்களும் Ow சத்திக்கட்டும். 00-77 
0-7 எனக்கொள். 

  

  

ULL 15 

BOC = 180°—o—¢ . 
* MOAD=} (a+m) (c+1) sin (180° -9—9) 

=4 {act+al+me+ml } sin (6+) om sev veel h)
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& 9020-1 £ம21௨ (1805-9) பைவ 
ம் சா 940 (92) வய (11) 

(லிருந்து (11)ஐக் கழிக்க. 

நாற்கரம் 480ன் பரப்பு--1 8 (946). 4 சச பாட 1௧/1 

கழ் பிறு (9-9. factal+mc} ......(4) 

BOX. AOBCHG HS! in 67 ஹு” ன க 
(சூத்திரம் (ச் 

ஆகையால், 7881 (9--) - நிஜீந்ஜ்ு ட பய (ட. 

மேலும், / 2 (9-ஞ்- 5200. (0 

(2). (2), (6)ிலிருத்து, 
நாற் ரம் 40ிடின் பரப்பு] 82 810 (9-8) ச/ வற (92) 

+4 om sin (0+ 9} 

= bLacsin (9+) + ha, bsinO + 4c) sin >. 

= {absin 0 + be sin + ca sis (9+) } 

மாதிரி 2. ௪,5,டுசீ என்னும் நீளங்களைக்கொண்டு வரையப் 
பட்ட இரு சமபரப்புள்ள நாஜ்கரங்களில் முறையே ச, சீக்கு இடையே 

உள்ள கோணம் 90” ஆகவும், சரக்கு இடையே உள்ள கோணம் 90° 

ஆகவும் இருந்தால் ஏம் - மரீ அல்லது ஈம்“ ॥“-48” என 

நிறுவுக. 

AB =a; BC =b; CD=c; DA=d; B= 90° esirar 
தாற்கரம் ABCDeqyub, A,B, = 4; ByC, = bs பேடி, 

DA, = d. ் 

றி, ௪ 90” உள்ள நாற்கரம் 486 ;ஐயும் எடுத்துக்கொள். 

&, இரு தாற்கரங்களின் பரப்பைக் குறிக்கட்டும். 

நாற்கரம் 49(20யிலிருத்து 

A ADC + A ABC =A. 

ted sin D+ ub = A. 

அதாவது, 2cdsinD= 4A —2u6,  acevseaes (5) 

மேலும், 228005 0 - 0* 482-240 

அ 044 (௮25) 
(2 ABC = 90°) 

=c?+d’? -a — 5 கக அச -oo(ii}
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(1). (01)ஐ வர்க்கம் செய்து கூட்ட. 
4282 - (4௩-82) 4 (27 சி —a® - b®)*...(A) 

இம்மாதிரியே நாற்௩ரம் 48,ே௰;யிலிருந்து, 

4a?b? = (4A —2cd)? + (a?-+b? —c?—d’)~ (B) 

(2)லிருத்த (4)ஐக் கழிக்க. 
A (a®b®—c?d?) = (4A — 2cd)’ — (4A - 2ab)’ 

ஆகையால், ௨ம்” மசி“ (2௬ - ஸ். - (24 — ab)? 

= (2A — cd + 2A — ab) 
(2A—cd- 2A +ab) 

அதாவது, 

(ab—cd) (ab+cd) = (ab—ca) (4A —ab—cd) 

ஆகையால் ab—cd = O ககக ove LT) 

அல்லது ab+ed = 4A—ab—cd 

ab+ed = 2A. 

அதாவது, jabticd= A வ வக (14) 

, ஆனால், 
tjab+icdsin D = A. 

ஆகையால், sin D = 1, 

அதாவது, ற் = 90°. 

ஆசையால், முதல் நாற்கரம் ABCDé, ABC = CDA = 90°. 

ererG@su a? +6? = AC* = +d? woe. wees. (¥) 

(0, ௫) லிருத்து, 26 = cd gwgy ab’? = c? +d”. 

௨25. பொதுவாக, ஒரு 480 என்னும் நாற்கரத்தின் தான்கு 

பக்கங்கள் 48 986, 02, 2,4ஐத் தொடும் வட்டம் வரையமுடியாது. 

ஏனெனில், ஏதேனும் மூன்று ப2கங்கள், உதாரணமாக AB, BC, 

மம, ஐத். தொடக்கூடிய ஒரு வட்டம் நான் காவது பக்கம் Dawe 

தொடவேண்டிய அவசியமில்லை. 

2.26. eer all_uth e_erer (circumscribed about a circle) 

நாற்கரத்தின் பரப்பை, அதன் பக்சுங்கள், ஒரு ஜதை எதிர்க் 

கோணங்களின் கூடுதல் இவ்வுறுப்புக்கள் மூலம் கண்டு 

பிடிக்க. 

நாற்கரம் ,48000ன் பக்௩ங்கள் முறையே 40,248 A+C = 2௮ 

எனக்கொள். 

தாற்கரத்தின் பரப்) & எனல்,
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A?® = (s~a) (s —8) (6-௦) (6-6) 

— abcd cos’ of. (§ 2°21) servescecese(E} 

20.8, முறையே AB’, 86. ம, 0.4 வட்டத்தைத் தொடும் 

புள்ளிகள் ஆனால், கீ - சீடி (. 42, 45 இரண்டும் 45 இலிருந்து 

(வட்டத்திற்கு வரையப்பட்ட தொடுகோடுகளின் நீள ங்கள்) 

= ந எனக்கொள்க. 

இம்மாதரியே. 82- சிடு- * எனவும, சே 0-4 எனவும், 

28-35 - ப எனவும் கொணடால், 

2s = atb+c+d 

௪ (ந) 4 13% 2 

* (சாறு * (ர) 

=z 2 xt+>+2+u) 

எ நிய 

= (x+y) + (z+u) 

= AB+ CD=a+t+e. 

  

இம்மா திரியே, 

S=X+y+z2+u 

= (y+z) + (x+u) 
= BC + AD = b=d, 

எனவே, உள்வட்டம் உள்ள நாற்கரத்திற்கு, 

s=ate=b+4+d- ரகவ] 

ஆகையால், (1)லீருத்த , 

A? = (#—4) is—b) (s—c) (s—d) — abed cos? 

= (a+c—a) (b+d—b)(a+e—c}(b+d—4)\— abcd cos’? 

ce. d, a. b—abed cos? 

= abcd (1—cos* fl) 

= abcd sin? 

எனவே, 

A 

2:2:7. உள் வட்டமுள்ள காற்கரத்தின் ௨ள் ஆரத்தை 

, நாற்கரத்தின் பரப்பு, நாற்கரத்தின் சுற்றளவு, இவ்வுறுப்புகள் 
மூலம் கண்டு பிடிக்க. 

|| 810௮4. V abcd
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படம் (16)லிருந்து, 
A AIBér uptiy = = 3. TP. AB 

=id.ra 

இம்மாதிரியே, 

& மீன் பரப்பு ழ், ௪௨ 

4. பசேின் பரப்பு ௮ 3. 7௨0 

& மி/4ீன் பரப்பு =iLnd 

இத்நான்கு முக்கோணங்களின் பரப்பைக் கூட்டிகை . 

A AIB+ ABIC+ ௬௮௦074 - 17 (௮2222 
அதாவது, நாற்கரம் 480ன் பரப்பு - 17 ஐ 

அல்லது, A = Fs. 

& ஆகையால், டு ‘= 5 covsoe ves eee( BP 

குறிப்பு :- $ 2.11, முக்கோண சூத்திரம் (ஐ மேற்கண்ட 
நாற்கர சூத்திரம் (8)யுடன் ஒப்பிட்டுப் பார். 

2:28. § 2:26 €தேற்றத்தின் மறுதலை. 420 என்னும் நாற் 
கரத்தில், 4.84 02-80-4104 ஆயின் நாற்கரததின் பககங்கள் 
ஒரு வட்டத்தைத் தொடும் என நிறுவுக. 

42, கிஜேயத் தொடும் வட்டம் ஐ 
வரை. (மூன்று கோடுகளைத் தொடும 

வட்டத்தை, எப்பொழுதும் வரைய 

முடியும்) 

கொள்வோம் நட கசக்க (4) 

யிலிருந்து 2 விற்கு வரை அது, 90ஐ 

தாற்க) த்தின் பக்கங்கள் DA, 

ஐஐ, 090 (தொடவில்லை எனக் 

மிட் என்னும தொடு கோட்டை 

  

௦ல் வெட்ட ட்டும். படம் 17 

gn sured, AB+C,D=BC,+DA ~ (§ 2°26 (4) 
ஆனால், AB+CD =BC+DA (கொள்கை) 

எனவே CD—C,D=BC-—BCt = ௦ 

அல்லது, DC =DC,+C,C. 
அதாவது, கூல் இரு பக்கங்களின். கூட்டுத் தொகை 

மூன்றாவது பக்கத்திற்கு சமம்.
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ஆகையால், 6; என்னும் புள்ளி, 26ல் அமையும். 

ஆனால், 05, மீனே மீது உள்ளது. 

ஆகையால், பே, 0 என்ற இரு கோடுசளின் மீதும் 

அமையும. 

அதாவது, 0, யேடன் இணையும். (0,  60100109) 

ஆகையால், 106, 6, உடன் இணையும், 

ஆனால், 0, ஐத் தொடுகிறது. (அமைப்பு) 

அதாவது, 26, 3ஐத் தொடுகிறது. wee (2) 

(4), (9) இவ்விரண்டும் ஒன்றுக்கொன்று மாருக இருப்பதால் 

நாற்கரத்தின் பக்கம் 70, $ஐத தொட வில்லை என்று தாம் வைத்துக் 

கொண்டது தவறு. 

எனவே, தாற்கரம் கறியின் நான்கு பக்கங்களும் 3ஐத் தொடு 

கின்றன. 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

2.29. 

மாதிரி 1.' 4262) என்னும் காற்கரத்தில் AB+CD=BC+ 

DA ge, AABDesr er a_i ABCDss eer வட்டத் 

தொடும் என நிறுவுக. 

.48௰)ன் உள் வட்டம் 82, 82, 

DAs apapGu &, ரீல் தொடட் 

டும், ரூமின் உள் வட்டம், BC, 

02. மிிஐ முறையே N, Mo poe 

தொடட்டும் 

AK=AL (9 AK, கிம், வட்டம் 

3 er Og 1 GGar @ ser) 

  

இம்மா திரியே D M 6 

BP,=BK, படம் 18 

22-22, 

ஆகையால், 

2(BP, + DA, =2(BP,+ DL+ LA) 

=2BP,+2DL+2LA 

= BP,+ BK +DL+DP,+AL+AK 

={BP,+P,D)+(DL+LA)+(AK+ KB) 

=BD+DA+AB
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ஃ 2BP, = BD+DA+ AB—2DA 

=BD+AB-—DA ப ட ட. ட ப்ப woe old) 

இம்மாதிரியே, 7, 90ிலிருத்து, 

2BP, =BC+BD -CD. 

yew, AB+CD 004 (கொள்கை) 

ஆகையால், 

AB—DA =BC-CD 

இரு பக்கமும் 80ஐக் கூட்ட. 

BD+AB—DA =BC+BD—CD 

(1), (11) 85 6 a. 

2BP,=2BP,. 

அதசவது, Py, Py era Dery. 

ஆகையாள், வட்டங்கள் 2). Fo ஒன்றுக்கொன்று வெளியே 
தொட்டுக் கொள்ளும். மேலும், இவ்வட்டங்கள் தொடும் புள்ளி 8.) 
மீது அமையும். 

மாதிரி 2. உள் வட்டமுள்ள ஒரு நாற்கரத்தின் உச்சிகளி 

லிருந்து அவ் வட்டத்திற்கு வரையப்படும் தொடு கோடுகளின் 
நீளங்கள் முறையே 3, ), 2, / எனில் அவ்வட்டத்தின் ஆரம், 

ரச 
ax 

நிரூபி. 

என்றும். அந்நாற்கரத்தின் பரப்பு 5-9 என்றும் 

படம் 16 (₹ 2:36)லிருந்து, 
AP= AS=X என்றும் 

BP=BQ=y carp 
CO=CR=z carpi 

DR=DS=u ase p made 

AIPA= AISA. 

A A 
TAP = os 

AP A y.. பற 2, = fy (. I[PA=90°) 

A 
₹அ-து) 2-7 cof (7227, 422
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. A } அல்லது, 7-3 180-- , 

இம்மாதிரியே 

r=y fon 
2 + STEED vee (4) 

7-௪ உட | 
| ளை அ. 

75-18 ௮ J 

A+B4+C+D=360° 

A B 6 D sans 
at at qty = 180 

A B C D tao( 7+ 3 )= tan (180° + 2) 

C+D 
= —tan 3 

A B 6 D 
tan ‘gq tans ட்ட tan +tan ஏ 

1—tan 4 tan 1—tan & . tan 

A B Cc D 
(அ-து) (‘an qtteng )+ (‘an =z +tang) 

ச். ட D 
= 3tan a tans tana: 

‘ A_ By an£ - tanl அல்லது, 2 (80 ஏ * 24811 2 tan 3 tan>-- 

. . r [ம 
ஆகையால், (4)யிலிசூந்து, 3 ளி ர் 

எனவே, யு! Nye 
3 % 

அல்லது, r= 3 232 

No ax 

s= ate ( § 2°26 (A)) 

= X+tptztu 

= 3 wns ene veo)
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( § 2-27 (B) ) 57 per shen urtiy A rs 

= 320/2 Sy\2 Jf Sx x (V Sx) 

= V Ex x Bxyz. 

2:210. ani. erpsgb (Quadrilateral irscribed in a circle) 

ஒரு வட்ட நாற்கரத்தின் பக்கங்கள் a. b,c, d crefih அதன் 
பரப்பை ௭, ச், ச, மூலம் கண்டுபிடிக்க. 

  

ப்டம் 19 

ADBAsr ugtiy =} ad sin A, 

கமிசேன் பரப்பு--1 be sin C. 

Bi pss ABCDer ustiy= A 

= ADBAemr uptity + ன் பரப்பு 

=} ad sin A+} be sin C. 

=jadsio A+} besinA (-° A+C=180°) 
=} sin A (ad+be) 

ஆகையால், 811 Ante ௩ லஷ 9100] 

“ADBA, A DCBi8eS bay, 
a® +d? —2ad cos A= BD? =C? +b?—2be cos C 

=b? +c? +2bc cos A (A+C=180°) 
gemawre, 2 cos A (ad+be) ©<a*+d?—b?—c? 

a* +d*—pb®—¢? 
22212௨ சகச வம) அதாவது, cos A = 

(0. (ய்ஐ வர்க்கம் செய்து கூட்ட 

4A? (4* +d? —b? —c#)? 
(ad+bc)* 4.ad+bc)? 
  sin? A+cos*A=
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4A? (a? +d®—b? —c?)* 

MENG! Cds bee ad tbe 
4(ad+ be? —(a? +4* —b? —c7)® 

{ 2;ad + bc) +a? +d*—b?— c® } x 

{ 2(ad+ be} —a®—d? +b? +c* } 

அதாவது, 16A2%= { (a+d)*—(b—c) } x 

{ (b+c)?—(a—d)* } 

=(at+d+b—c) (at+d—b+e)x(b+¢+a—d) 
(b+c—at+d) 

=2(s—c) - 2(s—b) + 2(s—d) 2(s—a) 

16A* =16:s—a) - (s—b) - (s—c) - 8-8) 

ஆகையால் ஒரு வட்ட நாஜ்சரத்தின் பரப்பு-- 

A= V(s—a) (s—b) (s—¢) (s—4) 

2211, elt empagsgier ape விட்டங்களை அதன் 

பக்கங்கள் மூலம் விவரிக்க. 

படம் 19 (62:210)லிருத்து, 

0” ம£--2ரரீ 008 4 
a?+d?—b?—c® 

=a? +d*—2ad {esta} (§ 2-210 (i) ) 

॥ ஆகையால் 16” 

| 

_ (a? +d*) (ad+be\—ad(a® +d*—b* —c*) 

இ (ad+bc) 

_ be(a® +4*)+ad(b* +c") 

இ (-d+bc) 

bea® + bed? +adb* +adc* 

= ad+be) 

_ (b:a? +adb*)+(bed? +adc*) 

ஞு (ad+ be) 

_ ab(act bd)+ed(ac + bd) 

ளு \ad-+ be) 

(ab+ cd) (ac+bd) உ 
ணை qad+be) 

இம்மாதிரியே, 

உட (28-0௦) (ac+bd) 

AC*= (ab+ cd) 

குறிப்பு :--மூலை விட்டங்கள் 46, 8மியிலிருத்து,
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AC: BD=(AB* CD)+(BC* DA) cog Ograiiiies Cap 

இத்தை திரூபிக்கலாம். 

  

a pnz _(4dt+bc) (act+bd) (ab+cd) (ac+bd) 

ன்னை (ab+cd) * (ad+bc) 

= (ac+bd)?. 

« AC:-BD = AB-CD + BC'DA 

2.212. வட்ட காற்கரத்தின் பக்கங்கள் மூலம் அவ்வட் 

டத்தின் ஆரத்தைக் கண்டுபிடிக்க. 
கூகிறி.4ன் சுற்று ஆரம்- ரூ80மின் சுற்று ஆரம் 

- தாற்கரம் ABCDet சுற்று ஆரம். 

(படம் 19, $2:210) 

சூத்திரம் (5) (8 2:11)லிருந்து, 

  கற்றசன் பப்பு _ 42:22:24 R 
(8-- சுற்றுவட்ட ஆரம்) 

இம்மா திரியே, 

கூ00மின் பரப்பு - BC CD. PB. ! 

தாற்கரம் 480ன் பரப்பு 

௫ கூமி£ீ4ீன் பரப்பு-ட் ௩0 0மின் பரப்பு 

BD = 22. { AB. DA+BC.-CD } 

Bo = 2. { ad+-be } 

ad +   அதாவது, & -- - 2 ~ 

be (ab+ cd) (ac+ bd) 
ad+ be 

  . 1 
Bemaure, R= iA Af (ab +d} (ac+bd) (ad+be) 

மாதிரிக் கணக்கு 
2.213. 

ABCD @@® aut orpayb, AB=a, BC=b, CD=c, 
DA=d; 2s=at+b+c+d. AC, BD, O cong, yerafude 
வெட்டுகின்றன. 4098-6 எனில். 80 ° = (2-6) 6-2 

ன் (6-௪) (8-6) 
எனக் காண்க. ்
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மூலை விட்டங்களின் நீளங்கள் 3, 3 ஆனால் 
b?4d2—a?—c? 

2xy 

bP + 4?—a* —c* (i) (§ 2°211 
2. (ac t+bd) குறிப்பு) 

008 0 (2:25 0) 

  

ஆனால் 291”₹--- 1--0066 (சூத்திரம் (8)$ 141) 

௪ 140080. 

{—cos@ 5 
= ———— wonees oe (HL 

140080 GD 

5 ட b? +d®—a?—c? 

(i), G@) லிருத்து, 1- Sack bd ட 

2 — = 

2 b? +d? —a®—c* 
ut (act bd) 

ட (a+e)2— (b—d)* 

= (b+di*—\a—c)” 

_ (eretb—a) (ate—b +a) 
= (b+d+a—c) (b+d—atc) 

_ (உமி. (உம்) 
~ Bis—c). 4(s—4@) 

6 __ (s—b) (s—d) 

2 ™ (s—a) (s—e) 

a =) (s—d) 
2 

a tan? 

  
ஆகையால் tan (s—a) (௦ ் 

2.214. ஒரு வட்ட நாற்கரத்திற்கு உள் வட்டம். இருந் 

தால் .அதன் பரப்பை, பக்கங்கள் மூலம் கணடுஅடிக்க. 

வட்ட நாற்கரத்தின் பக்கங்கள், 2, b,c. da எனில், 

அதன் பரப்பு - & ௪ (எல) (6-9) கய 02219) 

ஆனால் 4- atc=b+d. (6 2:26) 

ஆகையால், & =V(atc—ab+d—b)(a+e—c) (b+d—d) 

= V abcd 

எனவே, உள் வட்டமுள்ள, வட்ட நாற்கரத்தின் பரப்பு - 

A =Vabd (a,b,¢,d abn pst shen 
பக்கங்கள்).
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மாதிரிக் கணக்கு 

2-215 

a,b, c,d conp vésahiatrs Gare, et alu arp 

கரத்தின் மூலை விட்டங்களுக் கிடையில் உள்ள கோணம் 

அட்] என நிறுவுக. 

XY தாற்கரத்தின் மூலை விட்டங்களின் நீளமானால், 

  

  

க்” 3-ர-- ரூ...” . wy ச 00692 5-1 Qxy (§223. (ij) (i) 

bh? 44 %—u? —¢? . க = த்க்" 2:211, குறிப்பு) 

_ (447-404 (சாடி) 
~ a(ac+bd) 

_ (a+c?—(at+c)? +2(ac—bd) . 

= Aact+bd) 6326) 

_ ac—bd 
~ an+bd * 

ன a= -, (ac—bd 
ஆகையால், = C08 "\ aeFbd 

அப்பியாசம் 2 (ஆ) 

1. ச,ம், ௦, என்ற பக்கங்களைக் கொண்ட உள்ள வட்டமுள்ள 

தாற்சுரத்தின் மூலை, விட்டங்களுக்கிடையே உள்ள கோணம் ம். 

இத்தாற்கரத்தின் ஒரு சோடி எதிர்க் கோணங்களின் கூட்டுத் 
a1 2 

தொகை 2 என்றால், tan’? = ated vo என திறுவுக. 

2. ரூம், ௦ ம என்றபக்கங்களாக் கொண்ட வட்ட தாஜ்கரம் 

சீமிேன் மூலை விட்டங்கள் 8ல் வெட்டிக் கொண்டால் AE ad 
"EC ~ be 

எனக் காண்க. 

3. வட்ட நாற்கரம் அீதிமேன் பக்கங்கள் ச, ம, டி ம 

B (s—a)(s—b) 
Q5=+b+c+d aye tan =, / =a) —5) 

tone (s=e) (Sd) 
4. a,b,ce,d என்ற பக்கங்களையும், xX, p என்ற மூலை விட்டங் 

களையும் சொண்ட, உள் வட்டழள்ள வட்ட தநாற்கரத்தின் பரப்பு 

ayx®y®—(ac— bd) tare arenrs. 

என நிறுவுக,
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5. ab, c,d என்ற பக்கங்களைக் கொண்ட, உள் வட்டமுள்ள 

+c) (b+) 
னக்   வட்ட நாற்கரத்தின் ௨ள் வட்ட ஆரம் J abcd 

{a 

காண்க, 

உள் வட்டமுள்ள வட்ட நாற்ஈரம் 400மன் பக்கங்கள் ர, ரும் 

Zs=atbtet+d gov, Gar agamapmn HD+, 

6. k(ad+bc) sin A = A =Vabed (A, ABCDex பரப்பு) 

7. cos A=(ad—bc)~(ad+bc). 

8. tan அ J 
2 ad 

9. உள் வட்ட ஆரம் V abcd |   

10. ABC, DdOHss, உள் வட்டத்திற் த வரையப்படும் 
b 

தொடு கோடுகளின் தீளங்கள் முறையே ae ச ம், ~~ 4



ye 

அத்தியாயம் 7111 

சிறு கோணங்களின் திரிகோண கணித 
விகிதங்களும், தொடர்க்கூட்டலும் 

முதற் பிரிவு (சிறு கோணங்கள்) 
3:11. ஆரையன் அளவில் எடுக்கப்பட்ட 6, குறுங்ககேரண 

மாகவும் நேர் ஆகவும் இருந்தால், sin 6 <O ten 9 என நிரூபிக்க. 
ஜெ மையமாகவும், 02 (-2)ஐ 

ஆசமாகவும் கொண்ட வட்டத்தை 
வரை. OA என்னும் ஒகு தேர் 
கோட்டை எடுத்துக் கொள். 04 
வட்டத்தை டூல் வெட்டட்டும். 2 

என்ற புள்ளியை 0072-6 என்னும் 
படி எடு. சில் வரையப்படட தொடு 
கோடு 04ஐ Ad வெட்டட்டும். படம் 20 
& ம 0ிடுன் பரப்பு - வட்டக்கோணப் 
பகுதி (560102 ௦7 & 017016) 20 இன் பரப்பு 

  

< APOAs பரப்பு. sconcousaeeel 7) 

A POQen ugtiy == 1 OP-O0 sin 6 

a’, ் 
= —.sind 

  

  

வட்டக் கோணப்பகுதி 70டுன் பரப்பு - 5 - 0. 

& 70.4ீன் பரப்பு - 10224 
2 

=} a.a@tan 6 = Sr tan 6. 

ஆகையால், (3)லிருத்து, 

32” ௭09 ௮189 ௮ 12710 0. 

அதாவது, 8800-9 < tan 6. 

. fim sin 6 _ lia and _ . 
812 ஒம் “1 டு 9 - 1௭என திருபிக்க 
§ 32-1106 5g) sia 6 < 6 < tan 6 cor தமக்குக் கிடைக்கிறது. 
முழுவதும் 810 9ஆல் வருக்க, ௫, 

ட i tan 6 L 1 படே 7, . ane _ 
< tin 6 < cos @ ( sin 6 cos 0)
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9 பூச்சியத்தை தெருங்கும் பொழுது, 0089, 6053ஜெ அணுகும். 

- ஆகையால், 008 ன் வரம்பு (1114) - 1. 

அதாவது, து cos @ = |. 

ஆகையால், 9 பூச்சியத்தை நெருங்கும் பொழுது Hs. ன் வரம்பு. 
sin 0 

க்கும் ]க்கும் இடையே உள்ளது. 

lim 69 4 
அதனது ௬0 பட 

் lim sinG _ 4 
ஆகையால், 220 த ரு& 

lim tan@ lim sing 1 
இம்மா திரியே, று “ஐ * ஒத்றி 9 * Bie 

. lim tan @ i 
அலது. ௨௦ “6 =: 

. lim ~tan *0 
குறிப்பு : 6>0 ~6- = i. 

ஏனெனில் 81 09 என்றால். 9-1 "ந, மேலும் 9 பூச்சி 

யத்தை நெருங்கும் பொழுது 3ம் பூச்சியத்தை அணுகுகிறது 

lim x (tan O=O). ஆகையால், 6>0 tan-4x i 

lim tan*x _ , 
அதாவது; x>O x 

மாதிரிக் கணக்கு 
38:18. 

sin G + உ) = 0:87 எனில், ன் மதிப்பை ஆரையன் 

அளவில் இரு தசமத்தான சுத்தமாகக் கண டுபிடிக்க. 

1732 sin = sin 60? =V? — U8 _ ogee... (டூ 
3) 2 

( தோமாய மதிப்பு) 

(appreximate value) 

sio( m4 x) = 0-87 (Qarerms) ப்பம் 

(19, (லிருந்து, ஈன் மதிப்பு, ஆரையன் அளவில் மிகச் சிறியது 

எனப் புலப்படுகிறது. ஆகையால், 1 %, ஐயும்; 008 %, ]ஐயும் 

அணுகும்.
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௯ ௩... 
(11)விருத்து, 518 -5 0052740082. sin x, = 07. ...... {lii) 

[111)ல் 88% - 2; 0௦8ற - 1 என்னும் தோராய டிதிப்புக்களைப் 

பொருத்த” 

va 1+ hx = 087. 
2 

ஆகையால், ௪ 087 — 05806 

௬ 0₹004 

அதாவது, x = 0-009₹ (ஆரையன் அளவு) 

. 027” (பாகை அளவு) 

அப்பியாசம் 3 (௮) 

கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளைத் தீர்த்து ஆரையன் அளவில் ன் 

தோராய மதிப்பைக் காண்க 

ds cos( +x) = 0.49 [cflenr.. x = 0:0117) 

2. sio( =} + x)= 0-721 [விடை. % - 0:0198] 

ு 
3 cos 5 -x)= 0°82 (feo. x = 0-019] 

கீழ்க்கண்ட வற்றைத் தீர்த்து, பாகை அளவின், நன் தோராய 
மதிப்பைக் காண்க. 

4. sin (80°+ x) = 0:519 [விடை. % - 1516] 

4. cos(30°-—x) = 0-878 (விடை. % - 129] 

  

இரண்டாம் பிரிவு (எளிய தொடர்ககூட்டல்) 
(ez 77-வது உறுப்பு கஜ. 1-1) என்று சுலபமாகப் பிரிக் 

$ கூடிய திரிகோண கணித வரிசைகளை மட்டும் நாம் இப்பொழுது க்க 

    

காண்போம் 

இத்தகைய திரிகோண கணி வரிசையில் டட] 1. ng, 

(--1,0-2)  ......?,1, என மாற்றினால், கீழ்க்கண்ட சமன் பாடுகள் 

கிடக்கும். 

ர ட ரப ய 

2) 5.) “02 ———(2) 

Ung = Une2 — Yn-3 —-——(3)
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Ug = Vg - Vy - அ 3) 

81 1 0] ₹0 (0) 

கூட்ட 

u,tttgt+ மாட எனக் கிடைக்கிறது. 

அதாவது, கொடுக்கப் பட்ட படா யடி ம... வரிசையில், Sq TRUS 

முதல் : உறுப்புக்களின் கூட்டுக் தொகையைக் குறித்தால், 

Sa = Yn ட. —-~——{A 

322 sinh + tin (L+B)+sin (A+2B)+ | .. +8IN 

(டி) 

sin farm } . sin ar 

= னை ணை : ணை! என நிரூபிக்க. 

sin லு 

கொடுக்கப்பட்ட திரிகோண கணித வரிசையில், :-ஙது உறுப்பு - 

Un = sin(oa+n—1 8) 

இரு பக்கமும் 3௮ 8 ஆல் பெருக் ௨. 

8 
போ ஸ். = 2sin( d+1—-1). sin a 

= cos 1 வண்டு B- 6 baa | ஸ்ம 4 ன் 

6 ப! சூத்திரம் (5) 

ஃ நே 8 8 _ 008 fa- Qn—-3: i 
“20 

—cos friar) 5 ] 

[
ல
்

 

wos vee (A) 

இம்மாதிரியே, ஐ (0-1), (1--2)...... 2. 1 ஆக மாற்றினால், 

2un-) sin 8 = cos fat+(en—s) oh 

—cos f+ (@n—3) rt (த) 
வ 

ச க கக வடக்க வெத தடுக ட்ட வக்க அக்கட டம fe whee 5 OR ee ee ote 

212 sin B. 2209 {a+ +} -es fats} serves (2-1)
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2u, sin B cos 11 =} —cos fat =} ய [08] 

மேலே உள்ள ஈ சமன்பாடுகளைக் கூட்ட. 

B 2 sin “> : fun tuys. stat ltin } 

= cos (4- 2 088 (சண 5) 

ன் பப ma} 
= 28m 9? _. 

  

  

2 

a1 8 B . a 2-1 4 2 
sin ee —— 

= 2sin {ate—t) 2. | . ain Jon B. } . 

  

  

sin ( ட்ட 8 ) sinn ம. 

fr » Sy = அதாவது sin we} 

2 
\ ட 

(323) COSel + COS(ol + B)+cosl + 28)+...-+ cos(l+n—1B) 

cos f t+(n-) =} உ sin ae 

me B என நிருபிக்க, 
810 5 

2 

$ 9:22 விருந்து 
Sinel + sin(al + B) +sin(l + 28) +... +sho fo +n—1B) 

~ sin Jatin) 4. ஸ் 8 

  

sin---- 

ய . 
ds லா “9 Ter Lr Dp. 

‘sin (a+ | ) tan (t+ >t +B )+sin( ot + > +2 8)
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+...4sin (4 + * 34-10 

2 2 2 

B_ 
2 

sin fat x யர? ் sin 2B 

  

sin 

அதாவது, 
Cosel 4-008(1--$)--௦௦814- 80) 4... 10080411௨0) 

008 (௮.4] - sii ae 

sin 8 

  

  

குறிப்பு (1):-- § 3-22, § 3230 Bea 94௯௩ என்று 
மாற்றினால், 

sin d- sin (+8) + sin (வ). பட்டின் (4-1) 

sin (விடற) ன in Btn) 

(Brn; ; 
2 

cosol——cos(ol + Bj +cos(+28)...... +(—1)"-! cos (ol +7—18) 

cos fara OP") . stn LS ae 

(B+) 
2 

  

sin 

=   

sin 

n 

T= 

= ரண {Ad+(r-1) B}=0 [ ssin(nx)=0 | 
r=1 

சூ மாதிரிக் கணக்குகள் 
3:24 ் 

agit. mee -— sin’x+sin® (x+p)+sin?(x+2y) +... 
(2 உறுப்புக்கள்) 

1—cos 2x 
sin? x= 3 டூ 1-1 சூத்திரம் (9))    
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இம்மாதிரியே, 

i— 212 
sin? (x+y) = irene Oxy) 

t— 2 40 
sin? (x+2y) = உ 2 1) 

ஆகையால், 

sin®x+sin%(x+y)+sin?(x+2yit... (1 உறுப்புக்கள்) 
__ 0063 4 t—cos (2x+ 2y) + 1—cos (Qxt4y) 

2 ஓ 2 

(ஈ உறுப்புக்கள்) 

க த 414141... (௪ தடவைகள்) 

— 74208 9400௨02243) 4௦௦ (9... 

(1 உறுப்புக்கள்) 

(1-1) 3 ட சறே 
x cos fox a a i. sin —5~ 

  

    

ட ட 1 

2°" Ip (§ 8°23) 
siz Tr 

n ma x O° Ix+n—1y)'sin ny 
“2 2 “say 

சூறிப்பு :- Quws PHfiswu sin 3A = 3 sin A—4 sin® A; 

cos 3 4d = 4cos® A—S3ecs A 

என்னும் சூத்திரங்களை உபயோகித்து 

sin?x+sin® (x+y) + sin? (xt2yi to... (ஈ உறுப்புக்கள்) 

cos®x+cos®(x+p) 1 கல (நறை... (5 உறுப்புக்கள்) 

ஆகிய இவ்விரு வரிசைகளின் கூடுதல்களைக் கண்டு பிடிக்கலாம். 

Guay, 8 sin*dA = 3—4 cos 2A t cas 44; 

8 costA = 34+4cos2A+cos 4d என்னும் சூத்தி 
ரங்களை உபயோகித்து, 

sintx+sint(x+y}+sintix+2r)+ ..... (1 உறுப்புக்கள்) 

costx+cos*(x+ y)+cos*(x + 2p) + ௮ (1 உறுப்புக்கள்) 

ஆகிய இவ்விரு வரிசைகளின் கூடுதல்களையும் கண்டு பிடிக்கலாம். 

sprain 2.) 482 என்னும் முக்கோணத்தில், கோணம் ஜே 

new ங்களாகப் பிரிக்கும் நேர்க் கோடுகள் 4தஐ72.,2,2,.... 

ட) என்னும் புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன. C=90° ஆனால்,



சிறு கோணங்களின் ......தொடர்க் கூட்டலும் 81 

1 1 1 1 CA+CB n 

CP, + CP, தர ரப 520400 (வா 1} 
எனக்காண்க 

BCP, = P\CP, = .. = 04 
= 9 எனக்?காள். 

  

  

  

௯ 
ஆகையால், 9- ரவு 

CPy _, “CB 
sinB si CPB 

tee mrp teins CB 

~ sin (180°— B+ 6 

ட... (மீ 

~ sin: B+6) 

இம் மாதிரியே, 

CP, ___CB . CPs, இ) . 

sin B sin(B+20’ sin B sin (B+36)""’ 

CPa-y _ CB 

sin B sin (B+n—1 6) 

ஆகையால், 

1 1 1 
CP, * CP, + CP, + oat CP.) 

= sin (B+86) sin (B+26) slp (B+ 36) 

CB sin B CB sin B CBsin B ™ 

sin (B+ n—180) 

CB sin B 

_ 1 sin (B+ 6) +sin (B+20)+8in (B+ 36)+...... 0.0 

~ CB sin B’ +sin (B+n—i9) 

௩-1 உறுப்புகள்) 

sin (840 ae . sin noe 
  

  

. 1 

= CBsiv B’ 6 
sin-; 

2 

\ nO a (n—1)6 
் sin (2 + >). sin’ 3 

= CB sin B’ oO 
Hin
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70 ௨ (10 
1 2 sin (4+ 3 sin “1 

= 2CB sin B’   
sin 5 

1 

  

= acB sin 2. sin B’ 

ரீ 
1 

கவட வசி je (2+ )-cos( +=.   

  

(842) )- cos ( தடச i ட) 

} 
) 

  (ல) 
cos (2 of in )* 808 ; 

n 
cos B- cos —sin 2: sin 

சர 

  

= 2CB-sin ——. ein B’ 

ஈத. inp ‘ bain” .sin B ம் 

டக ௯ 
— cos B. = j ன் ௦5 sin tn +ain 2 609 is 

1 

2CB. sin ௯௩ ® in B 

4n 

(மே B+ cos BY( cos — ogy) i 

௪ fa + cof B)( cof F-—1) } 

ரூ { ( +e) (cof ~~ ட) } 

urdif 3.\ at Qe :— 

cos 6 + 06830 cos 6 + 06650 005694 008706 + 

(78 உறுப்புக்கள்) 

ழ் 

~ 
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ம 1வது உறுப்பு 

    

  

1 . 

= cos 6 + cos (86 +n — 126) 
_ 1 

~ cos@ + cos(2n + 16 

1 

ஒழு ரோ 19 00023 099 (14. 
cos -- எத : து 

2 2 சூத்திரம் (7)) 

_ 1 

~ 2. cos (n + 1) 6. cos nO 
_ sin 6 (பகுதி, தொகுதி 
~ 2 sin @. cos(n + 1) @. cos 0 இரண்டையும் sin 6 

ஆல் பெருக்க) 

sin (n + 10 — n@) டட 

2 sin 0 cos (m + 1) 6. cosn@ 

sina + 1.6 cos mn O—cos (n+1) 6 sin nO 
2 sin @. cos (n + 1) 6. ccs 2 6 

t 
U, = ao யூ (a + 1) Q@- ten no} 

= V, — V n—1 stevé Claret rev, 

i 
“எட (1௧௩9-0) 

கட டிடி 1 (88.21. (4)) 

1 
er 1 — 2nd f ten (n+1) 6 one } 

மாதிரி 41) கூட்டுக :-- 

~ 4 ௩ 6 - 8 

tan ட ஒழ் மே yy gg tm ட்டா 
அஃ. (71 உறுப்புக்கள்] 

8, 8, 15, ... என்னும் வரிசையில் ஈ-வது உறுப்பு, ப, ஆகில் 

பூவரிசை :9, 6, 15, ..., un 

Ug -- புஐ 9) என்றும், ட - மடி 99 என்றும், .. 6 மா.1 ஐ 

Va-{ என்றும் எழுதினால், தமக்குக் கிடைக்கும் 

ரவரிசை: ௫03)... | 871 

ஆகையால், 91 - 1/9 -- 84
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Vo = Ug — Uy 

Va- y= Un — Uy 

கூட்ட: Vy t+ Va + eee + Many = Up — By 

QMswTed, Uy = 1 4 (0) + Vg + vee + Pama) 

=3+(5 +74 .. 0, உறுப்புகள்) ) 

- 8472125௬௮௮) 

= 3 +(n—1)(3 +n) 
= Fo + 2n 

= n(n + 2). 

இம்முறையில், கொடுக்கப்பட்ட ஒரு வரிசையின் 1-வது உறுப் 

பைக் கண்டுபிடிப்பதற்கு வித்தியாசங்கள் முறை (Method of 

0171270066) என ப் பெயர்) 

  

இம்மாதிரியே, 4, 9, 16, ... என்ற வரிசையின் 7-வது உறுப்பு ௪ 

n(n +2) +1= (4 + Lt)’. 

4, 6, 8, ... என்னும் வரி௯௪ கூ. வி.ல் இருப்பதால் இதன் 1-வது 

உறுப்பு-44 (10-03-4232. 

ஆகையால் கொடுக்கப்பட்ட, 

“a 4 “4 6 = 8 . 
tan i-aat tan 14 89 + tan i+ 15-16 + “= என்ற 

வரிசையின் 7-வது உறுப்பு 

2n + 2 
Linint+ 2)(n + 1) 

Qn+2 

tnt (nb? 
~, (n+2) (n+1)—(n41)n 

L+(n+2)(n+1)°(n+1)n 
= tan”? (n+2) (n+1)—tan”™* (n+1)n 

(கேள்வி 29, அப்பியாசம் 1(அ) 

= tan? va 303 lf) 

அதாவது, 0 - *்8ட்* 

= tan 

= V,—V,-, word Garcinia 

V, = tan 7 2. 

S, = 5 (§ 3-21 (A) 
= tan ' (n+2) in+1)—tan 72 

-, (n+2) (n+1)—2 

= tn 1+(m+2)(n+1)°2
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ட்ட ஈச) . 
“ளை “ட 0௬2) 

'மாதிரி 9, (௩9-௦0109--2 ௦0129 என நிரூபித்து, அதைப் 

  

் L எவ்வ ப ௮௧ 
பயன்படுத்தி 12௩9-7 tant g2tan தரர் வவர உறுப்புக்கள்) 

என்னும் வரிசை... ன் மதிப்பைக் கண்டுபிடிக்க. 

sin @ 
tan 0 cos 6 

ட. இற டண் தொகுதியையும் 

2 00 0080 2 811) 0ஆல் பெருக்க; 

_ 2 cos*@—2{cos*6—sin?6) 

  

2 ain 6 cos 0 
ட 200550. ட 2 (0050-8100 
~ 2 sin @ cos 6 2 sin @ cos @ 

tan 6=cof 6~—2 cof 20. ்.. 11, சூத்திரம் (9)) 

9 9 
O92, த ஒன் et என்று மாற்றினால் தமக்குக் கிடைக்கும் n சமன் 

பாடுகள் பின்வருமாறு. 

tan 9 = cof 6—2 cof 26 cor secess(L} 

6 0 
4 tang = 4 cof 7-—cof 6 wreesee: (2) 

1 6 1 6 9 
gz tan ga = 920792 $ 001 ஜு ver ove. (3) 

ட 1 6 1 6 
jn-z (8D 9,-4 = ga=i Cf gga — gee “cof 57s பககக (n) 

மேற்கண்ட சமன் பாடுகளைக் கூட்ட 

- 1d 
tan 6+} tang + a tan 2+ ககக (₹ உறுப்புக்கள்) 

t 6 
oa gant OOF gaa ~—2 cot 26 

ட 
எனவே, 39௪ “cof goa? cof 20. 

குறிப்பு (1) :--ஒரு வரிசையின் முதல் ஈ உறுப்புக்களின் கூடுதல் 

4, எனக் கொள்வோம். 

it Sy = 7/(முடிவுல்ள எண், 116) எனில், இவ்வரிசைக்கு 

n> a
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குவித்தொடர் (00௦5161261 567168) எனப் பெயர். மேலும், 

/ என்பது இம் முடிவிலித் தொடரின் (110106 867169) கூட்டுத் 

தொகையாகும் (80 to infivity). ம் 

6 
குறிப்பு (2):—n> > (n Had பெரியதாகில் 2-௩ >0 

ஆகையால் 14 \ tan aot 

‘5 acct (8 8:12) 

௩30 gna 

  

  அதாவது, 2n * tan ae ஆடு 

ஆகையால் ட் உல ட். > i 
2. ஜாட ௩ 3 ௦ 

மாதிரி 5லிருத்து 1- ௨ எனில் 
i 

S, > —~ —2 cof 20 n 0 
x 

9 1 0 
அதாவது, 18 9-1 tan “ஓ 1801-2௪ (கறார் wee eos (Up lg. Hel roy 

= 3-2 cof 29 

அப்பியாசம் 3 (ஆ) 

கீழ்க்கண்ட வரிசைகளின் முதல் 1 உறுப்புக்களின் கூடுதலைக் 

காண்க. (கேள் விகள் (1-7) 

1. 82-௨2 வ£ஊ..... .. 

  

  

1 . B(n+1)ol ._3n 
§ inte Jel. ஸ்பீச் 1 sin ந பலபல 

விடை, — 5 
ol ௦ 

sing sin 

ee 6 
2. sin® ory sin? 2 +3? sin® gs +++ 

3 3? 

[விடை ம் 

Qn 
3. costo+-cost( 0+ a) +cos* (6+ ர் ன 

[em 

4 

* 
12
 ee 

Sing, 4 sino |
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4 17 cos@+2? cos 26+3* cos 36+ -..... 

6 0 
005 (8 1) sian 9 7 

[ «=: 2 சாகு 

sins am 

5 sing sin 2ft+sin 2° sin 3L+sin 8. sin 4 + —... 

_ cos(n + 2)ok * sin nol 
விடை: $ 1060௨1 cos off sin ol | 

6. sing - cos 34 +sin Bol cos Sel + sis Sol cos Toh + .. 

  

sin Ser 

7. cosel * cos Sel 4+. c0s 94 : COS Tol +008 Sol * COS Vol + --- 

[ 1 இணவ sin ன டி.   
      

3 sip 2h 

6 9 6 _ sind 
8. flim cos 2 q COS ge" CS gs -- 603 ந என Apis. 

772-3௨௦ 

9. 342௦00-12 003 29-.....ஈ2 008(2--1)9- டி, எனில், 

sin 2n—1) ௫ ஸ்ட் 
Benno g FAM, LFS gt Sgt... +Sa=——G 

ட் ௨0 
ம்மா sin? 

என்றும் நிறுவுக. 

. 3 3 . 
10. sin: sin Bol + sin: sino + sin sine +..(4 agus 

புச்கள் [eos as -- 008 tot [ror நிறுவுக. 

பின் வகுவனவத்ைக் கூட்டுக: 

11, 9609: 8602694960 99 : sec 939-900 99 - 860 4034 பபப 20 

(1 உறுப்புக்கள் ) 
1 

[ விடை sind {tan (n+1)6—tan no} | 

12. cosec9 - cosec 26+cosec 29 : 00860 36+co%ec 36 — cosec 

40-....௮(0 உறுப்புக்கள்) 

dio: டை: sind (21 e—cof(n+3)9}
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18, 1200 : 800 99-80 296-180 என்று நிரூபித்து, அதைப் 

பயன்படுத்தி, (806 : 8:0 29--(க॥ 99 - 8₹0 49-418॥ 49 : 866 894... 
(ஈ உறுப்புக்கள்) கூடுதலைக் காண்க. 

[விடை: 148 270--4810] 

-y 1 2 டடக் 
i an + —_ 17 14, tan g- + tan ட * 180 “9 Pie oe 

tap * ae + வ an Lo ॥ sera fp 

ர 
Cap. a: ad inf.) [கடை as 

1 - 1 - 1 
18. i ப ப. நட்ட 

6. tan ட ர் (ம ட டது ஹார பதத 
தட (1, உறுப்புக்சள்* 

[லக நற * 0 - ் ] 

= 2x னு 2x = 2x 
16, 2 பட. 1 ம்பு a A 

8. tan yeas ttn appar FN பர்த் 
உ. (1 உறுப்புக்கள்) 

[ Mdm. tan? (2n+1) x—tan *x } 

“4 x -1 x “1 x 
17, tan * yas ttn ப ஜனா பன 

ர் வவட (ஈ உறுப்புக்கள்) 

( விடை, tan? (n+1) x—tan 8] 

1 

7 18 21 

4... (1 உறுப்புக்கள்) 

[அடை fan ? (n+1) — = | 

19. tang +2tan2f+2*tan2’ol+......(n உறுப்புக்கள்) 

[விடை. 0௦74-2 00121௮] 

~, 1 -, Ll ட. 1 வ் 
18, tan? “gt tan 4__4tan7! —+tan * 

  20. tan 9, fsceQ@=tanQ—tan 9 என்று நிரூ9த்து, அதைப் 

ண் 0 9 0 0. 0 பயன் படுத்தி tan ~~ » See Ottan | see 5 + tan “5 see—7- 

4 வ(02 உறுப்புக்கள் கூடு தலைக் கண்டுபிடிக்க, 
௦” 

| வடை. tan Q@—t an Qn
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sinx 1 . ள் 
நட | tan 3x—fanx } என்று நிருபித்து; 

று sin3x sin3? x 
009 008822: cos3*x 

உறுப்புக்கள்) கூடு தலைக் கண்டுபிடிச்ச, 
[விடை 3 (நம (0) ] 

92, (ஊ..ர்கார -(ற 2௮4 (௩944-10 9. (கா சிலர் வெ 

(11 உறுப்புக்கள்) 

| எிடை, (ஹ (ஈ-1'௮ - ய] 

  அதைப் பயன்படுத்தி, த 0 

tarol 

23. co’Q. cof 2Q@+cof 20 0௦180--001 80. ௦௦1 40-............ 

(₹ உறுப்புக்கள்) 

{ Ber. cofQ { cof —cof(nt t)@ } —7]. 

24. cosecQ@=cof லர் என்று நிரூபித்து, 005600 4-0086 

20-ட்௦௦860 2₹0--௦0880 20... (1 உறுப்புக்கள்) -- 007 ர — cf 

20 என திறுவுக, 

25 2n 6 8x Mn 4 itn 
ச cose + cos டு 4008 49° co. iz corsa 

12% 
+ ௫08 ஆகிய இவை Qx2+2x-3=Ossr மூலகங்கள் எனக்   

138 

காண்க



அத்தியாயம் 1*/ 

ஒழுங்குப் பல் கோணங்கள் 

4-1. எத்தப் பல்கோணத்திற்கு உட்கோணங்கள் எல்லாம் சம 

மாகவும் பக்கங்களின் நீளங்களும் சமமாகவும் இருக்கின்றனவோ 
அதற்கு ஒழுங்குப்பல்கோணம் (௩ ய] ற018010) எனப் பெயர். 

71 பக்கங்களும் 1 உச்சிகளும் உள்ள : பல்கோணத்திற்கு 8 

கோணம் (01-20) எனப் பெயர். 

ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் ஏதேனும் மூன்று உச்சிகளின் 

வழியாக வரையப்படும் வட்டம் மற்ற உச்சிகள் வழியாகவும் செல்லும். 

இவ்வட்ட த்திற்கு ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் வெளி வட்டம் எனப் 

பெயர். 

இம்மாதிரியே, ஒரு ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் ஏதேனும் 

முன்று பக்கங்களைத் தொடும் வட்டம் மற்றப் பக்கங்களையும் தொடும். 

இவ்வட்டத்திற்கு ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் உள் வட்டம் எனப் 

பெயர். 

ஸ் 4.2. 1 பக்கங்களுள்ள ஒரு 

ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப்பை 

அதன் சுற்று ஆரத்தின் மூலம் கண்டு 

பிடிக்க. 

Ay. Ag, Agree) At, No Lew 

களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பட் கோணத்தின் 

உச்சிகளசக இருக்கட்டும். 

O என்னும் புள்ளி இப் பல் 

கோணத்தின் சுற்று மையத்தைக் குறிக் 

கட்டும், (படம் 23) 

  

வெலிருத்து இப் பல கோணத்தின் பக்கங்கள் 44, அடிக. 
க்கு வரையப்படும் செங்குத்துக்கோடுகளின் அடிப் புள்ளிகள் முறையே 

சரீ), சர 9ி...ஆக இருக்கட்டும். 

494,-4,04)-...- 40.4, 
(: சிபகி கிகி ப்ப எ ககிடு 

- ஆனால் 404,404, 1... 14:04 - 8 

4104, = =.
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மேலும் 04,-04,-04,)-...- 0484-2 (சுற்று ஆரம்) 

& 0.4,04,ன் பரப்பு - 1 04,049 29 404, 
2 = } R® sin =. (§ 2:11 @sHow (b)) 

முக்கோணங்கள் OA, Ag, OAgAg, உ கொயக்ட சர்வ சமமாகை 

யால், ௦414; 1 கடகி 4 AOANA HH UFty =n X 

04 ப4டன் பரப்பு, 
R? , an 

=n xX த நமி எடி 
n 

  

2 

அதர்வது, ஒழுங்குப் பல்கோணம் 44549 ... ன் பரப்பு 

_ mR? கே 
= 2 sid “Fe 

4°3 

ஈ பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் சுற் 

றளவை அதன் சுற்று ஆரத்தின் மூலம் கண்டுபிடிக்க. 

014) 1.44; (படம் (அ) 

AOA,|M, = AOAgM, 
. A A a 2n nN 

ஆகையால், A,OM, = A,OM = 1 A,OA, = te a = ஏ 

ச்சீ) 
OA, 
  

a 7 
= sin M,OA, = sin an? 

ateg, M,A, = OAsin = = Resin ~*~. 

ன் பப்பி 
ஆகையால், A,Ay = 2A,M, = 2Rsin = 

gsrag, a=2Rsin = (௪- 44, ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் 

பச்க நீளம்) 

எனவே, ஒழுங்குப் பல்கோணம் A, AgAg ... Ansir 

a& fmpera; = A,Aq + AgAg + ... ANA, 

= na 

. ட ௯௩ ட ௩ 
சுற்றளவு - ஈ.3 4 a 2n R sin ர 

é
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4:4 

॥ பக்கங்களுள்ள ஓரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப்பை 

அதன் உள் வட்ட ஆரத்தின் மூலம் கண்டுபிடிக்க. 

1 பக்கங்களுள்ள ஒழுங்குப் பல் 

கோணம் A,AoAg ... சின். உள் 

வட்டம் அதன் பக்கங்கள் 445, 45.4௨ 

.. AnA, @ pmpGu M,, Ma, ப 

Mns Geriird@, M,, My, ... Mn 

அப் பக்கங்களின் மையப் புள்ளிகளாக 

இருக்கவேண்டும். 

  

இத் தொடு வட்டத்தின் மையம் 0, ஆரம் - எனில் 

  

OM,=OM,=... = OMn=r. 
A OA, Age பரப்பு - 1 44-07, 

= A\M,0M, 

= OM; tan =. 017 

ட மிகி ட ட. ௩. (: M,0 = fan n ) 

=p? lan——. 
n 

மேலும், முக்கோணங்கள் 004.9, 04.45... 0411-48 

ஒன்றுக்கொன்று சகுவசமனாகையா ௪ , 

ஒழுங்குப் பல்கோணம் A,A,gAg,.AnsH ugphy =m A OA, Ags 

பரப்பு 

நாம 2. 
11 

அதாவது, % பக்கங்களுள்ள ஒழுங்குப் பன கோணத்தின் 

௩ 
uguly = nr® tap TP 

4:5. 8 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் 

சுற்றளவை அதன் உள் ஆரத்தின் மூலம் கண்டு டிக்க 

71 பக்கங்களுள்ளன ஒழுங்குப் பல்கோணம் 

A, AgAg...Ané AyAg=4qAg= =AnNA, =a sah 

a= 2A,M, (11. 4 ())
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= 2°0OM,°: ten x 
n 

a= 2% tan—— 
n 

ஆகையரள், சுற்றளவு - 8: 1:27 180 -- 

= 2nr tan வடர 
n 

46. ஈ.பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் 

பரப்பை அதன் பக்கங்கள் மூலம் கண்டுபிடிக்க. 

1 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பலகோண த்தின் பக்கம் ‘a’ எனில் 

a= 2Rsin = (- சுற்று வட்ட ஆரம்) 

  

  

  

(6439) 
a 

ஆகையால், £ - 2 etn wee OD 

n 

ள் படல் பது ஐ : 7185 27௩ 
ஆனால், ஒழுங்குப் பல் கோணத்தின் பரப்பு = sin ~— 

(842) 

2 

= ae » 2 sin-—— + cos— 
2 n 

a . 

=n — "sin — © cos—— 
4 sin? ™ 7 7 

n 

4” nN 
= cof ச 

எனவே, பக்க நீளம் கொண்ட ஈபக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் 
2 ரு . 

பல்கோணத்தின் பரப்பு - + * cof 7 

குறிப்பு (1):--மேற்கண்ட சூத்திரத்தை, 6 4₹4, 8 45ஐ உபயோ 
கித்தும் நிறுவலாம். 

குறிப்பு (2):-8 45, $ க5லிருந்து £- 8 208 எனப்புலப்படும். 

47. இப்பொழுது 89:11, $43ஐ உபயோகித்து ஒரு வட்டத்தின் 

பரப்பைக் கண்டுபிடிப்போம்.
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॥ பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணம் A, Ag Ag. An 

ஐயும், ஆரம் £ உள்ள அதன் சுற்று வட்டத்தை பும் எடுத்துக் கொள் 

வோம் (படம் 22) 

இவ்வொழுங்குப் பல்கோணத்தின் பக்கங்களின் எண்ணிக்கை ஈஜஐ, 

அதிகரிக்க, அதிகரிக்க அதன் பரப்பும் அதிகரித்துக்கொண் டே வரும். 

ஆனயால் 12-5௦ எனில், ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப்பின் 

வரம்பு, சுற்று வட்டத்தின் பரப்பிற்குச் சமமாகும். 

வ வட்டப்்பரப்பு- 1 ட் sin — (1 ர பிரப்பு- . 
அத் து [ 12-2௦ ௮ Nn 

. 2K 

_ lim nR*, / 2x aa 
௮௦௦ 2 n கடு 

(8) 
2௯ 

r sin— — 

im 2 
= nn உ ஜும் 

௪௮2௦ R 2n 

n 

.. 2 
ij 0. 

ட 2, Jim ர. 

= KR 713-53௦ IK 

7 

ட ட்டு 
௯௩711 sin—— 

2n Lo ae 
n 77 

௫41 (§ 8:14} 

ஆகையால், வட்டத்தின் ஆரம் /£ எனில் அதன் பரப்பு”. 

குறிப்பு :--ஒரு வட்டக் கோணப் பகுதியின் கோணம் 6₹ எனில் 

அதன் பரப்பு 1786. (/8-வட்ட ஆரம்) 

எனெனில், -_உக்கொணப் ஊரு இிலின்பாட்டு_ ஒப்பப்பாப்பு   
9 an 

. WR* 

2n 

R? 

“2
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4°8. 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாதிரி 1. ஓரு வட்டத்தினுள் வரைந்த (1080110684) 2 

பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப்பு, அதே. 
வட்டத்தினுள் வரைந்த ஈ பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல் 

கோணத்தின் பரப்புக்கும் அந்த வட்டத்தை உள் வட்டமாகக் 
கொண்ட ஈ பக்க்ங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப். 

புக்கும் இடை விகித சடீன் (ரூ.௦8 proportional) ster Amiays 

கொடுக்கப்பட் டிருக்கும் வட்டத்தின் ஆரம் £ எனில் அதைச் 

சு. ற்று உட்டமாகக் கொண்ட 1 பக்கங்களுள்ள ஒழுங்கப் பல்கோணத் 
2 

Ben urtiy = sin a (§ 2 0 2...) 

இதே வட்டத்தை உள் வட்டமாகக் கொண்ட 7 பக்கங்களுள் ௭ 

ஒழுங்குப் பல்கோண த்தின் பரப்பு 7.7” tan——. (§ 4:4......01 

இவ்வீரண்டு பல்கோணங்களின் பாப்புகளின் இடை 

ல் ன் ை n 
விகித சமன் - f= “sin + nR® tan— 

2 n n 

2. . OR sin Wt 
=nkR sin-°  * COS—-. sin Bin 

n nm cos */n 

ரு 
7722 8 --. 

ரீம் 

  

2nR* 2௩ 

2 DD; 

I (அதாவது) 

= கொடுக்கப்பட்ட வட்டத்தைச் சுற்று வட்டமாகக். 

கொண்ட 38 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல் 

கோணத்தின் பரப்பு (6 4-2) ் 

மாதிரி2. ஒன்றுவிட்ட (167௧16) பக்க நீளங்கள் ஐச் 

உள்ள ஒரு அறுகோணத்தின் சுற்று ஆரம் £ எனில் 88-௨4 
ab+b? என நிறுவுக. ். 

ஒன்று விட்ட பக்க நீளங்கள் ஈ, ச உள்ள அறுகோணம். 

ABCDEFer & pHi mou O sr £ எனில், 

AB=CD=EF=a; 

BC=DE=FA=b; 

AOB=COD=EOF= <i : 
BOC=DOE=FOA=B aos Osren.
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ஆகையால், a=2R -in Ss. 

~ AOB=4 (8 ?-11. சூத்திரம் (2) ) 
. ACB = 2%. ர் (i) 

2 

இம்மாதிரியே, b=2R sin 2. கனா (0) 

AOB+ BOB+COD+ DOE+ EOF+FOA = 2m. 
ஆகையால், 384d +28 = 2K. 

2௩ 
அசாவது, a+ B = 

== 120°, 

ai +ab+b? = 4R* {snr +sin + » sta 8 +sin*® 5} 

= 2R* 11-22 வப லிக் 

cos ao ~ co 328) 

= 22 102 cos i cos அமி, 

ட] 

( *2 COS t+ Bogs 60° =} ) 

= 2R? 11-29 8 + cos ன, 

= 2R° 3 
= 3R?. 

மாதிரி 3. P என்னும் புள்ளி ஈ பக்கங்களுள்ள ஒரு 
ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் உள் மையத்திலிருந்து 6 என்னும் 
தூரத்தில் இருக்கிறது. உள் வட்ட ஆரம் 7 எனில். சீயிலிருந்து 
இப் பல்கோணத்தின் பக்கங்களுக்கு வரையப்படும் குத்து நீளங் 

2 ட ட அலு : C 
களின் வர்க்கக்கூடுதல் 1 (* + =) என நிறுவுக,
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71 பக்கட்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணம் கீ கீடிகீத கி? உள் 

மையம 0 எனவும், உள் வட்ட ஆரம் எனவும் கொள். பெவிலிருத்து 

OM,, OMay...... , (டும். முதலிய குத்துக் கோடுகளை முறைமே 

Ay Ag, AgAgyive வ 4.4)க்கு வசை, (படம் 28) 

௪ 6 (கொள்கை) 

5 2 
POM, = h+—~3 

n 

4 
POM3 = bh +3 

ச 2 
POMn= L+(n—1). ம் 

சியிலிருற்து 4) கீடிக்கு வரையப்படும் செங்குத்து PP, எனில் 

22) 1040) 

மேலும் PP) =OM,—OP cos ob 

=r—c C08 ol. 

QGuurHASu, PPoPP,...,PPn cpmpGu A,A,.A3A4 ANd éS 

2 Geis Sgiacr PP,=r—c cos (a+ =) 

4 
PP3=r-c cos (a+) 

2 
PPn=r—e C03 (a+ (n—1) = ) 

gnsured, PP)? +PP*,+PP?.+...+PPn® 
2௩ கர 

= np? —2rc feos ol + con( ol பிர் cos (ம ) 

(4+...... ஈஉறுப்பு) 

2 an 
+ ௦” Fcos*et + cost(l +=) + cos*( al + nh ) 

சு. (7 உறுப்புக்கள் ) 

cos farm) ர் பட்ட 

  2 nr? —2re = 

sin —— 
n
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+ “5° {[ 10082 a | + [++ cos( Bek + +) 

+ |! + cos (24+ |e ee {72 உறுப்புக்கள்) ] 

cos fat (n- 1) vt ரந ர 

  

  

17-20, 
ரு 

sin —— 
n 

an 
ல cos {a+ (n= | sin 27 

+ 3 n+ aK 

sin — 
n 

2 

= nr + (Cv sin w=sin 2x =0) 

மாதிரி 4. சமசுற்றளவுள்ள ஒழுங்கு ஐங்கோண (12182010பு 
தச கோணங்களின் (10808201) பரப்பு விகிதம் 2; /5 எனக் 
காண்க. 

ஒழுங்கு ஐங்கோணத்தின் பக்க நீளம் £ எனவும், ஒழுங்கு த௪ 

கோணத்தின் பக்க நீளம் ம எனவும் கொள். 

இவ்விரண்டிற்கும் சுற்றளவு சடிம் (கொள்கை) 

ஆசையால், 5a = 106. 

அதாவது, a = 2b ல அவை ofl} 

த 
ஐங்கோணப் பரப்பு. = 5° + cof (§ 4-6) 

5 2 

= ட * 607 96” 

Z 

தசகோணப் பரப்பு = 10° ப் . cof. (§ 4:8) 

5 2 ச் 
டு டட a” cof 36° 

ஆகையால், பரப்பு விகிதம் -- 55 007185 

g cof 36° 
cof 18° (1) வீருத்து)
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__ 2 cos 86° + sin 18° 
~ sin 86° cos 18° 
__ 4 cos 36° sin 18° 

2 sin 36° cos 18° 

_ 4 cos 36° - sin 18° 
~ “sin 54°+sin 18° 

(611 சூத்திரம் (8) 
__ £ cos 36° - sin 18° 

~ “cos 36° +sin 18° 

    

4. Vt), 5-1 
aj 4 = aT eA (§ 1-36) 

| 
1 

2° 

2 
== ve 

மாதிரி 5. ஒரே வட்டத்தை, உள் வட்டமாகவும், சுற்று 
வட்ட மாகவும் கொண்ட, 2 பக்கங்களுள்ள இரு ஒழுங்குப் பல் 

கோணங்கள் வரையப்பட்டால், முதல் ஒழுங்குப் பல்கோணத் 

தின் புரப்பு, இரண்டாவது ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பாதிச் 

சுற்றளவுக்கும், முதல் ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் சுற்று ஆரத் 
திற்கும் உள்ள பெருக்கல் பலன் எனக் காண்க, 

கொடுக்கப்பட்ட. வட்டத்தின் ஆரம் r எனக் அகாள், முதல் 

ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பக்க நீளம் ர எனில் 

Tn - 

a=2r tan a af ser ugiy A ot ot ega 

a’ 7 ‘ 
A=n 4° 0017 (642; § 4:6) டர] 

இரண்டாவது ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பக்க நீளம் 5 எனில் 

nm 
b= 2r ண்ட் அதன் சுந்தளவு - nb. 

  
2 

௪ 9 எனக் கொள் (11 

5 Sw rb ு 
ஆகையால் அதன் பாதிச் சுற்றளவு - ——= nr sin. 

முதல் ஒழுங்குப் பல்கோண த்தின் சுற்று ஆரம் £ எனில்
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78௪7 820 ௩/8 (6 406. குறிப்பு 2) oor ee oee( ili) 

ஆகையால், 

(இரண்டாமது ஒழுங்குப் பள் கோணத்தின் பாதிச் சுற்றளவு): % 

(முதல் ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் சுற்று ஆரம்) 

=sxR 

ச 
  

அ (1 sin — x 
n coi 7௩/7 

2 nn 
= rr’ tan—— 

n 

2 r டர n 
n*— tan’ — x cof— 

4 n a 

॥ 

2 a : gop . . ர 1-2 000 (1) விருத்து 2- 2r tan, } ॥ 

=A 

முதல் ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் பரப்பு. 1 

அப்பியாசம் 4 

1. ஒரே வட்டத்தைச் சுற்று வட்டமாகவும், உள் வட்டமாகவும் 

கொண்டு வரையப்பட்ட, ஈ பக்கங்களுள்ள இரு ஒழுங்குப் பல்கோணங் 

களின் பரப்பு விகிதம் 3 : 4 ஆனால் ஈன் மதிப்பு என்ன? 
[விடை : 7-6] 

2. ॥ பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் சுற்று 

வட்டத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியை இப் பல்சோணத்தின் உச்சிகளுடன் 

சேர்க்கக்கூடிய நாண்களிள் வர்க்கக்கூடுதல் 37* எனக் காண்க. 

(- வட்ட ஆரம்) 

8. சுற்து ஆரம் £ உள்ள, 7 பக்கங்களைக் கொண்ட ஒழுங்குப் 

பல்கோணத்தின் ஒரு உச்சியை மற்ற உச்சிகளுடன் சேர்க்கும் நாண் 

களின் கூடுதல் 28 ௦01 எனக் காண்க 

4. ஆரம் £ உள்ள ஒரு வட்டத்தில் அமையும் ஏதேனும் ஒரு 

புள்ளியிலிருந்து அவ்விடத்தைத் தொடும் ஒழுங்குப் பல் கோண த்தின் 

1 பக்கங்களுக்கு வரையப்படும் குத்து நீளங்கள் Py. Dor... இ (4 

எனில் 

n n 
(i) 23 p,? = 32r° (ii) 2 3 p,? - 5” எனக்காண்க. 

r=} r= 

5, ஈ, 2 பக்கங்கள் உள்ள இரு ஒழுங்குப் பல்கோணங்களின் 

சுற்றளவுகள் சமமாகிச், அவைகளின் பரப்பு விகிதம்
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ரு ௯ 

2008-- : (பஷ 
n nA 

eo Borys. 

6. பக்க நீளம் உள்ள ஏதேனும் ஒரு ஒழுங்குப் பலகோணத் 

தின் சுற்று வட்டத்திற்கும் உள் வட்டத்திற்கும் இடையீலிருக்கும் 

பரட்பு, அப்பல்கோண த்தின் பக்கங்களின் எண்ணிக்கை ஏதாயினும், 

மாறுது என நிறுவுக 
1. 7 பக்ஈங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் உள் வட்ட 

ஆரம் 7,, சுற்று ஆரம் 5, எனில் ஈட 8,3௨9 எனக் காண்க. 

9. சம சுற்றளவுன்ள ஒரு சடீபக்க முக்கோணத்தின் பரப்புக்கும் 

ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணத்தின் பரப்புக்கும் உள்ள விகிதம் 2:3 

எனக் காண்க, 

9, ஒரு ஒழுங்கு எண் கோணத்தின் (0௦:8201) உல் வட்ட 

Bid A மற்?ரொரு ஒழுங்கு எண் கோணத்தின் சுற்றுவட்ட ஆரம் ம். 
22/21 

ம். பர 
எனக் காண்க   இவைகளின் பரப்புக்கள் சமமாகில் 

10. ஈ, 22 என்ற சுற்று ஆர௩்களைக் கொண்ட இரு ஒழுங்கு 

ஐங்கோணப் பாரப்புக்களின் கூடுதல், ஐ. உள் ஆரமாகக் கொண்ட 

ஒரு ஒழுக்கு ஐங்கோணத்தின் பரப்புக்குச் சமமாகில் 46-54 \/ la 

என நிறவுக, 

11. ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணத்திந்கும், ஒரு ஒழுங்குப் பன்னிரு 
கோணத்திற்கும் (162127 1090068800) 

fi) சுற்று வட்டம் ஒன்றாகில் அவைகளின் பரப்பு வீகிதம் /3: 2 

என்றும் சுற்றளவு வி௫தம் 1: /6--, 2 என்றும் 

(1) உள் வட்டம் ஒன்றாகில், அவைகளின் பரப்பு விகிதமும் 

சுற்றளவு விகிதமும் 1 :32 3-9 என்றும் காண்க. 

12, சம சுற்நனவுள்ள ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணத்திற்கும், 

பன்னிரு கோணத்திற்கும் உள்ள பரப்பு விகிதம் 4/8-6;ட என 

நிறுவுசு.
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St. வரைவிலக்கணம். --1&ண் வர்க்கமூலம் /_ ஒரு கற். 

பனையான எண். அதை எனக்குறிப்பது வழக்கம். Xx, y என்பவை 

முழுவதும் மெய்யான எண்களாகில், %-- என்னும் கணியத்திற்குச் 

சிக்கலெண் (0000016% பயா) எனப்பெயர், 

52. ச்ச் 1 ஆகையால், 

Pel; PH=Pia—i, ரவர் ர (1) (1) 3-1, 

இம்மா திரியே, ரின் மீதிப்பைக் காணலாம் (1 என்பது ஒரு முழு 

எண்ட . 

«8:3. வரை கணித முறையில் சிக்கலெண்ணைக் குறிப்பது. 
(Geometiical representation of a complex number) 

வழக்கம் போல் இரு செங்குத்து 

அச்சுக்கள் 0%, 07ஐ எடுத்துக் கொள் 

வோம். 

0441-3 M,P,=y ysraf Py 
% விருந்து 07, 0.4 அச்சுக்கள் வரையில் 

. "உள்ள AFH Ge SS Bort ser 

உட) :அதசவது) 2; என்னும் புள்ளியின் 
கூறுகள் (0001016106) (2.]) எனில் 

ம என்பது 4-0. என்னும் சிக்கல் 
எண்ணைக் குறிக்கும். இவ்வாறு Pep 

எடுத்துக்கொண்டால் இப் படத்திற்கு 

ஆர்கண்ட் வரைபடம் (காதா Diagram) என்று பெயர். 

   

    
P, Coo + by) 

படம் 24 

இப்படத்தில் 1. அச்சை மெய்யான அச்சு என்றும் உ அச்சைக், 

கற்பனையான அச்சு என்றும் சொல்லுகிறோம். 

இவ்வார்கண்ட் படத்தில் (படம் 24) ) 7%9ன் கூறுகள் (--?, 1) 

எனில் அது குறிக்கும் சிக்ககலெண் --2--ர. மன் கூறுகள் (-1,--2) 
எனில் அது குறிக்கும் சிக்கலண் -1-- 2. இம்மாதிரியே 
7, (2,-1) குறிக்கும் சிக்கலெண் 2-7, 

குறிப்பு :-- பல்வேறு சிக்கலெண்களைக் குறிக்கக்கூடிய 
புள்ளிகள் ஆர்கண் தளத்தில் (கஜப 11205) நான்கு காற் 

பகுதிகளிலும் (010௨408019) அமையும்.
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5-4. பொதுவாக 2-4 என்னும் சிக்கலெண்ணை ஐ எனக் 

குறிப்பது வழக்கம். 2 என்னும் 

புள்ளி 2 என்னும் சிக்கலெண்ணைக் 

குறிக்கட்டும். குத்துக் கோடு 2//ஐ 

யிலிருந்து ட் அச்சுக்கு வரை. 

ஆசையால், 044, 487 -]. 

-3 2. டச். 
02 4 / நர பர; tan@ = x 

எனவே 0 ஆதியானால் (01121) 02 

யின் நீளம் சன் குணகம் (108018) 

‘ என்று சொல்லப்படுகிறது. இக்குண 

டம் 85 கத்தை 12% = OP= +Vx* + 77 
என்று குறியிட்டு விளக்குகின்றோம். 

  

இக் குணகத்திற்குக் கூட்டல் குறிதான் எ௫த்துக்கொள்ள 

வேண்டும். அதாவது, %--நன் குணகம்*- 4/7 3ற*, 

கோணம் 0ஐ, சிக்கலெண் சன் ofseb (amplitude) என்று 

  

வரையறுக்கப்படுகிறது. --ஈக்கும், -௬க்கும் இடையே உள்ள 

உட . x y . 
எத்தக்கோணம் 6, 009 9-௨, ட உடபட. என் bse? VES Vip ற இரு 

சமன்பாடுகளுக்கும் தகுதியாயிருக்கிறதோ, . அதுதான், . உமன் 

வீச்சத்திறுடைய முதல் மதிப்பு (றபிற01081 12106), O+2n7 என்பது 
னீச்சத்தின் பொது அதிப்பாகும் (08ரர2] 9211௦) 

மெய்யான அச்சில் (௦ அச்௬) ன் பிரதிவீம்பம் (1816011010) 

0 எனில், 0 குறிக்கும் சிக்கல் எண்ணிற்கு சன் இணைச்சிக்கலெண்் 
(conjugate) vers பெயர். இதன் குறியீட்டு விளக்கம் 2, படம் 

25 விருந்து. ச-3--]9. என விளங்கும். 

21 என்னும் புள்ளியை 02ல் PO=OP* என்னும்படி எடுக் -. 
படம் 25விருத்து, 72) என்னும் புள்ளி-ஜ--றஐ, அதாவது ஐ 
குறிக்கும் என விளங்குகிறது. 

சிக்கலெண்ணின் குணகம், வீச்சம் (முதல் மதிப்பு இவை 
களைப் பற்றிய குறிப்பு : (படம் 24 பார்க்கவும்) 

(2) 2; குறிக்கும் சிக்கலெண்ணின் குணகும்- 407: 
வீச்சத்தின் முக்கிய மதிப்பு- 2 072; [இது ஒரு நேர் குறுங் 
கோணம்] 

(b) 2, குறிக்கும் சிக்கலெண்ணின் குணகம்--ட022 

வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு- 7:07, [இது ஒரு நேர் விரி 
கோணம்]
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(c) 2 குறிக்கும் சிக்கலெண்ணின் குணகம்- 402; 

வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு- 2202, [இது ஒரு எதிர் விரி 

கோணம்] 

(6) 2, குறிக்கும் சிக்கலெண்ணின் குணகம்- 404 

வீச்சத்தில் முதல் மதிப்பு- 2202, [இது ஒரு எதிர் குறுங் 
கோணம். 

55. ஒரு சிக்கலெண்ணை அதன் குணகம் வீச்சம் இவை 

களின் மூலம் விவரிக்க. ் 

கொடுக்கப்பட்ட சிக்கலெண்ணை 2-4 என்க. 

படம் 95லிருத்து, 2 - 70086; நுர$10)0 
ஆகையால் x+iy = Fr cos O+ir sin Q 

அல்லது, z= r(cos O+i sin 6) 

உதாரணமாக, 2-ரர்ம்க வச பட 

2 . ot 
ses + bs 
laa mar 

ப$ 2 ் 1 

“¥ [5114] 
4/5 (௦084-1 எல] (இங்கு 41912 3) 

5:6. 2), 8 என்னும் இரு சிக்கலெண்களின் Ga. Fld 

ஆர்கண் தளத்தில் குறிக்க. 

2, 09 என்ற புள்ளிகள் மூறையே ,, பப ஜனத் 

2) (அட ரர ௯ (“டர 1ரஐ) என்ற 
சிக்கலெண்களை ஆர்கண் தளத்தில் 

குறிக்கட்டும். 

ஒடிய 

   
    

0, ஆதியானால் % என்னும் 

புள்ளியை 07% ஒரு இணை கரமாக - 3] 

இருக்கும்படி எடுத்துக்கொள். படம் 26 

0,2 லிருந்து 0க்கு (மெய் அச்சு) வரையப்படும் செங்குத்துக் 

கோடுகளின் அடிப்புள்ளிகளை 7, 48, / எனக் கொள் மேலும் சியி 

லிருத்து 77க்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் கோட்டின் அடி 5ஆக 

இருக்கட்டும். 

முக்கோணங்கள் 0/0, 25ல். 00, 28 சம இணைகோடுகள். 

மேலும் 047, /30க்கும்தஇணையாக உள்ளன. 

ஆகையால், 077-7; 70-58 (௩01105 250 

ட 0௦: OM+ML 

= OU+PS
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௦800 

= xX, +X 
LS+SR 

LS+NQ 

MP+NQ 

எ ரிழா 
எனவே, 8 என்னும் புள்ளி) 497 (நற, அதாவது, 

(x, +i vi )+ (Xo ti ys) HSTES! 2. +7.0% GHS4 psy 
ஆகையால், சட, 2௨ என்ற இரு சிக்கலெண்களை 2, 6 

என்னும் புள்ளிகள் குறித்தால், 2; [-2,ஐக் குறிக்கும். புள்ளி (8) 

02,00ஐ அடுத்துள்ள பக்கங்களாகக் கொண்ட கநாற்கரத்கி 

னுடைய, 0 வழியே செல்லும் மூலைவிட்டத்தின் முனைப்புள்ளி 

யாகும். 

@muy (1):~PR=O00=12z.1=[(2, +22)~21] 
குறிப்பு (2) :- ஒரு முக்கோணத்தில் எதேனும் ஒரு பக்கம் டீற்ற 

இரு பக்கங்களின் கூடுதலைவீட அதிகமாய் இருக்கமுடிஉஈது. 

ஆகையால் முக்கோணம் 077லிருந்து, 04 00-28 

அதாவது, OR<OP+00 (%. 28-00) 

2) ஐ குறிப்பதால் 08-34-7511; மேலும் சே 123; 

OQ=17,1. 

ஆகையால், 1z, +291 < 12,14 174i 

ii 
LR i 

॥ 
i 

S7. zy. 2g T MOD Awe Ase 

Q (52) லெண்களின் வித்தியாசத்தை 
P(%1) ஆர் கண் தளத்தில் குறிக்க. 

L-f _ 2, சஐயும் 0, அடஜயும் குறிக் 

் RI (41732)         x கட்டும். 

01 என்னும் புள்ளி --&_ஜக் 

குறித்தால் 0*0ன் மையப்புள்ளி 0 

. (ஆதி, ஆகும். ($5:5) 
ULID 27 

75 என்னும் புள்ளியை 027.8" 0” ஒரு இணைகரமாக இருக்கும்படி 

எடுத்துக்கொள். 2, 2ஜயும், 01. --கடஜயும் குறிப்பதால் 7" 

24(--சீஜஜக் குறிக்கும். ($ 556) 
அதாவது 1, சீட சடஜக் குறிக்கும். 
குறிப்பு :--ஒரு முக்கோணத்தின் ஏதேனும் ஒரு பக்கம் மற்ற இரு 

பக்கங்களின் வித்தியாசத்தை விடக் குஸறவாய் இருக்க முடியாது, 

ஆகையால், முக்கோணம் 001 8*லிருந்து 
OR? >, 011 ~ 00*
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அதாவது, 08, 02௨007 

OQ* >, OP » OQ (v Qto=0Q) 
(அ-து. 1—Zgl=1Z,41) 

2,—Zy 1 குறிப்பதால் 081-122, இம்மா திரியே, 
272-121, 00-12, 

ஆகையால், 12) 25ம் இ, (சடம் ல நசீம், கடக்கக் (4) 
121 12, 1 எனில். (41ஐ ் 

12)--2,1 ம, பச,1-12,1 என்றும் 
121 << 121 எனில் (4)ஐ 

12; சீ 2, 124-121 என்றும் எழுதலாம். 
அல்லது 12-21, (12, -12₹ பு (1Z,1 >< 1Z41) 

: ககக (B) 

58. 2, 7 இவ்விரண்டிற்கும் வெவ்வேறு மதிப்புக்களிட்டால் 
Z=xX+iy என்ற சிக்கலெண் வெவ்வேறு டிதிப்புக்களைப் பெறும். 
இத்தகைய சிக்கலெண் க்கு H&E worp¥ (complex variable) srerc 
பெயர் _ 

Z ஏதேனும் ஒரு இிப்த்தனைக்கு உட்பட்டால், ஐக் குதிக்கும் 
புள்ளி £ன் நியடீப்பாதையைச் (1௦008) சுலபமாகக் கண்டுபிடிக்கலாம் 
உதாரணமாக, 14; -1 எனில் சீஜக் குறிக்கும் ன் நியமப்பாதை 
ஆதி ஜெ மையமாகவும் ஆரம் --1 உள்ள தாகவும் வரைத்த வட்ட 
மாகும். 

5-9. ஒரு முக்கிய நியமப் பாதை 

ஈ, மீ இரு நிலைச் சிக்கலெண்களாகவும், 2 ஒரு மெய்யான 

1-௨ ௪ கீஆகவும் இருந்தால் 2(க)ன் 

நியமப்பாதை (1) ஒருவட்டம் (8-1) (0) ஒரு நேர்கோடு (£-2) 
ஈ,ம் என்ற இரு நிலைச் சிக்கலெண் 4 

சளையும் 4, என்ற இரு புள்ளிகள் 
'குறிக்கட்டும். 72, 2 என்ற சிக்கலெண் 
ணைக் குறிப்பதால், .Z—a| = PA, 

(குதிப்பு (1), $ 5-6] 

நிலையெண்ணாகவும்    

  

இம்மா திரியே, 1 

| Z—b| =PB 

x . PA . . 
manne, 5B HK படம்-28 

அிகிஐ உள்ளும் வெளியும் 2 : 1 என்ற விகிதத்தில் வெட்டும்படி 
42, ம என்ற இரு புள்ளிகளை எடுத்துக்கொள்.
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PA_AC_ AD. 
PB CB” BD 

ஆகையால், வரை ஈணிதத்திலிருத்து, 2-1] எனில் ன் நியமப் 

பாதை மம9ஐ விட்டமாகக் கொண்டு வரையப்பட்ட அபலோனியஸ் 

(Apollonius) வட்டமாகும். - 

A, C, B, D நிலையான புள் ளிகள். 

2௪1 எனில், 0 என்பது 4ன் மையப்புள்ளியாகும். இப்பொழுது, 

கம்கினே ர. ஆகையால், மன் நியமப்பாதை PC என்னும் தேர்க் 
கோடு, அதாவது, ,॥ன் மையக் குத்துக்கோடு. 

510. ஈமம் என்னும் மெய்யான எண்களைக் கொண்ட, இரு 

சிக்கலெண்கள் 8--10-- 2-1 [ரீ சமமாயிருப்பின் ரு b=d 

ஏனெனில் ஈ--/--2-- 0 என்பதை 

(a—c)+iib—d)=0 என்று எழுதலாம். 

8--6 என்பது ஒரு மெய்யான எண். / (6-8) என்பது ஒரு கற்பனை 

யான எண். இவ்விரண்டு எண்களின் கூட்டுத்தொகை பூச்சியமாகில் 

ஒவ்வொன்றும் தனித்தனியே பூச்சியமாக இருத்தல் வேண்டும். 

எனவே, ர b=d. 

5:11. 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாதிரி 1. பூ V2+iV2, L+tiy3e ஆர்கண் 

தளத்தில் குறிக்கும் புள்ளிகள் ஒரு இரு சமபக்க முக்கோ 
ணத்தின் உச்சிகள் என நிறுவுக. 

. A, 8,C முறையே f3+i, Vv2+iy2, L+i/3s ஆர்கண் 

கிளத்தில் குறித்தால், 

AB = | (W8+i)— (v2+in) | டீ 5:6, குறிப்பு (1) ) 
- 1 (/8--/2)-170ப 2) 1. 

“(மு 12)“ 2) (§ 5-4) 
=V 8-96-22 

இம்மா திரியே 

2௦ “4 புய (2-8) 
“4 8-௨ 

CA=V முப 4 மு. 
=V 8-4/3 

AB = BC (= /8—2,/6—2/2) 
எனவே .486 ஒரு இரு சமபகச முக்கோணம்.
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5178 
4—2i1/3 

தையும் வீச்சத்தின், முதல், பொது மதிப்புக்களையும் கண்டு 

பிடிக்க, 

மாதிரி 2. என்னும் சிக்கலெண்ணின் குணகத்   

4-- 91/8 என்னும் சிக்கலெண் பகுதியிலிருப்பதால் அதனுடைய 

இணைச் சிக்கலெண் (அ.து.) 4--2ப//91/ ஆல் தொகுதியையும், பகுதி 

யையும் பெருக்க. 

5/9. 574/9 4: 210/8 
42719: கட்க ரப2 

304 1/9.1406/ 

16127” 

204+ 144/80-06 | og 

“எர ழு. (00 
ட மக (மம பப 
க வக பட. 

1 V3. 
=a te 

க 5+if3 1 V3 
ஆகையால, | 42773 | zz Fis | 

=vqir (§ 54) 
அதாவது, 

5--10/8 . 
(2? ன் குணகம் - 1 

S+iv3 , 1. i ப 3 
4-8 ன் வீச்சம் = (= + —z} ) a வீச்சம். 

43} 
w= gy RV 
= all 1/2 

= tan ty3 

அதாவது, 

53. த ௯ ‘ . 
Taye * Seek SF Kee Pity) 

Xt 
=> 42/௩ (பொது மதிப்பு) 

மாதிரி 3. 12-14] 81 இவைகளை சிக்கற் றளத்தில் 

{complex plane) குறிக்கும் புள்ளிகளை, ஆதியைச் சுற்றி
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முறையே 30°, 60°,45° இடமாகச் சுழற்றினால் கிடைக்கும் 
புதிய புள்ளிகள் குறிக்கும் சிக்கலெண்களைக் கண்டுபிடிக்க. 

ஆர்கண்ட் தளத்தின் மாற்றுப் பெயர் சிக்கற்தளம். 

P(z)(=r (cosO+isin Q))e ஆதியைச் சுற்றி ப இ_மாகச் 

சுழற்றினால் (counter clockwise) fase புதிய புள்ளி 72*(25) 
எனில் 

27௮7141005 (6-44)-78/௩(9-௭3. 

பட. டர 2 
இப்பொ 13-92 ப) 929 பட ப பப : 

முது, 142 } V1 432 Vitra +3 if 

L 2 தர. ய் 
ப { J + 7s} 

Vv 5 (cos 6° +4 sin 6°) 

cos = 1 ம 2 

| Se yp 5119 Vi | 

ஆகையால், 1--2/ஐக் குறிக்கும் புள்ளியை, ஆதியைச் சுற்றி 30° 

இடமாகச் சுழற்றினால் கிடைக்கும் புதிய புள்ளி குறிக்கும் சிக்ககலண் 

V5 { cos (6°+380°) +7 sin (6° +30°) } 

years, 5 { cos 6° cos 30°—sin 6° sin 30° 

+ i(sin 6° cos 80°+ cos 6° sin 30°) } 

= {v3 2. f 2 V3 1. 

அழகி (5 உப (3 at ys ப)! 

= P-14i(v8 +i) 

i 
| 

இம்மாதிரியே, --14/ஐக் குறிக்கும் புள்ளியை, ஆதியைச் சுற்றி 

60“ இடமாகச் சுழற்றினால் கிடைக்கும் புதிய புள்ளி குறிக்கும் சிக்க 

லெண் --$(/8-/(ப/8--1) ) மேலும், 3/ஐக் குறிக்கும் புள்ளியை, 

ஆதியைச் சுற்றி 43” இடமாகச் சுழற்றினால் கிடைக்கும் புதிய புள்ளி 

குறிக்கும் சிக்கலெண் 3 {—-1+i} 

மாதிரி 4. சிக்கலெண்கள் :,, $ இல் முதல் எண் சிக்கல் 

மாறியாகவும் மற்ற இரண்டும் நிலையாகவும் இருப்பின் கீழ்க் 

கண்ட சமன்பாடுகளுக்கொத்த, ஆர்கண் தளத்திலுள்ள நியமப் 

பாதைகள் யாவை? 

0) [z-d} =!2-B6 | 
(i) /ச-௮41-518) 

zextiy; dh=atib. B=ctid safe,
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iz—-o | = 1x atify—b)| 

Vara OF 
[z-B | ='x-ctiy—d | 

டு) 

|ச-41- 'ச-। எனில். 
  

V (x - a)? F(9—4)? = V (x0)? FV 85° 

இருபக்கமும் வர்க்கம் செய்ய. 

(x—a)? +(y—b,? =(x—c)? +(y—d)?’ 
(அ-து) 2x(c—a)+2y(d- b)=c? ச எ-ம். 

ஆகையால், 7(2)ன் நியமப்பாதை ஒரு நேர்கோடு, 
[$ 5-9ஐ ஒப்பிட்டுப் பார்] 

}z-d' = 1 B , srosflev, 

கடு என்ரு 
இருபக்கமும் வர்க்கம் செய்ய 

(x-a)t(p—b? மூர் 

ஆகையால் 7£,2)ன் நியமப்பாதை ஒரு வட்டம். இவ்வட்டத்தின் 

மையம் ஒழஜக் குறிக்கும் புள்ளி; ஆரம்- | 8 | ் 
(3 5-8ஐ ஒப்பிட்டுப் பார்] 

மாதிரி 5, 2-2, 2-0ஐக் குறிக்கும் புள்ளிகள் முறையே 

P/O. ௨ என்னும் சிக்கல் மாறிஸயக் குறிக்கும் புள்ளி 27ஐ 
விட்டமாகக் கொண்டு வரைந்த வட்டத்திலிருந்தால், ஐக் 

குறிக்கும் புள்ளியின் நியமப்பாதையைக் கண்டுபிடிக்க 

௦ குறிக்கும் எண் 2 - 0 y x2 

O crerugs Qisawr gar ose RG) 

     

  

ஆதி. ் 
மி குறிக்கும் எண் --3. ஆகை 

யால், 2 என்பது, மெய்யான அச்சு ம் 

0 அச்சு)மீது உள்ளது. மேலும் ௦ ca) 22) 

0௦02-9, 6, சட என்னும் எண் 

ணைக் குறிக்குமாயின் 2, பென் 

மையப் புள்ளியாகும். ஆகையால், 

02 விட்டமாகக் கொண்ட வட்டத் 

தின் மையப்புள்ளி ே 

0, (2) என்பது இவ்வட்டத்தின் மீதிகுப்பதால், 7200-69 எனில். 
z=OC+CQO cos 6+i CQ sin 6. 

அதாவது, z=1+cosdt+isind. (+ OC=CQ=CP=1) 

  

      

படம்-29
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ஆகையால், 22 00556/9 4-2 80 6/2 : 008 9/3. 

=2 cos 6/2 {cos 6/4+i sin 0/2 $ 

z= 4 cos? 6/2 -{ cos 6/2 +i sin 6/2 } * 

=4 cos? 6/2: { cos? 6/2 +2i sin 6/2 * cos 6/2+i* 

sin? 6/2 } 

=4 cos? 6/2 + { cos? 6/2 —sin® 0/2+ 2i sin 

9/2 * cosO/2 }- 

=4 cos? 6/2 -{ cos O+/ sin 6 } 

=2(1+cos 6) * {cos 6+i sin 6 } 

எனவே, £ என்னும் புள்ளி 2”ஐ% குறித்தால், 

OR= | z* | 
=V {2\1+c0s 6) cos }*+ {2(t+cos 6) 

sin @ } * 

  

=2(1+cos 6)Vco.*9 + sin?@ 
a(1 +cos @) 

அதாவது, 0-7 எனில், 

r= 2(1-+cos 0) 

-1 (1+ cos 6) 8௩0 
2(1+cosdj'co 0 

=tan ? (tan @) 
௪0. (முதல் மதிப்பு) na விம்ம 

ஆகையால், NOR=0. 

(i), ய்லிருத்து, /8(2“)ன் நியடப்பாதையின் கோண தூரச் சமன் 

ur@ (Polar equations) 

r=2 (140s 0) என்று விளங்குகிறது. 

எனவே, 4(25)ன் நியமப்பாத ஒரு இதயவுரு (08101018) 

zon hee = tan   

அப்பியாசம் 5(அ) 

1, பின்வருவனவற்றின் குணகத்தையும் வீச்சத்தையும் கண்டு 

பிக்க, 

  

, 1427 _ 
(i) 344i [விடை: ந, 120. * ப] 

டட சரசர ஆயு 
qi) 3 [விடை: 422, ஈ-டி௰* 8] 

ஞ் 3” [fem : V29, +tan™? §],
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(ர 7 (ஸ்) [fiom : 8/170, 8௩ ரூ] 

oy Oe [stems 3, ஹா] 
2. மச் எனில் 54-05, நரம் என்று நிரூபி. 

இதை உபயோகித்து 8--4/ன் வர்க்க மூலத்தைக் கண்டுபிடிக்க. 

[விடை: + (2+2)] 

3 5—Llist atéasppugm ss sor Qiao da. 

{Son : + (8—2i)j 

Q-i a. . (24112) . . 4, (ஷன் இணைச் சிக்கலெண் த எனக் காண்க 

(00205. . Be _ 9 -13/ EG) a Blond Ra Davin 5 sre நிறுவுக 
| 8 941 (௦9) அக ட ச இணச்சிச்சலெ் 

1+cos 6+i sin on இ eGR alone 

எனக் காண்க 

sin 6 

இணைச் சிக்கலெண் ஆகிய இவற்றைக் கண்டுபிடிக்க, 

் 3 tan™? sin @__ 3 [(2+cos 6)+i sin 6] 
வி ae > 

[ டை Y544c0s0 | an 2+co: 6 5+4 cos 9 
    

8. கீழ்க்கண்ட புள்ளிககணங்கள் (S.ts of polats) asiGarenr 

முக்கோணத்தின் உச்சிகள் எனக் காண்க. 

(i) 4497 -—142i, 2—37 

(ய் 8-10/. 7-—3i, —4i 

(ili) 3447 12—i, 5+6) 

(iv) 3-2, —267, —5-i 

9 கீழ்க்கண்ட புள்ளிக்கணங்கள், இரு சமபக்க செங்கோண முக் 
கோணத்தின் உச்சிகள் என நிறுவுக. 

(ட 780) 22, 97 

(ii) —T +i, 1~6i, 8427 

(Mi) 542%, —6f, —8—2 

(iv) 4424, 2~—2i, 2~8i
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10. கீழ்க்கண்ட புள்ளிக்கணங்கள், இருசமபக்க முக்கோணத்தின் 
உச்சி-ள் எனக் காண்க, 

(i) 98-44] —1342i, L—6i 

(ii) -5+i, —3~3i,7 

(ili) —3i, 5 9 

(iv) 1, Sr (1-7), 7 

11. கீழ்க்கண்ட புள்ளிக்கணங்கள், russ முக்கோணத்தின் 
உச்சிகள் எனக் காண்க. 

(i) —2,1—y3i,14+ V3i 

(li) 2Y3+42i, —2V3+2i,—4i 

‘th 242i, —2—2i, ~2/34232y3i 

12, கீழ்க்கண்ட புள்ளிக்கணங்கள், சது£த்தின் ௨உச்சிகளென 

திறுவுக. 

0 7-31, 4+i, 8+4i, iL 

(i) %—i, 4—3i, 2, 5 +27 

(ili) —5+2i, ~7+4+3i, —8+7, —6. 

19. கீழ்க்கண்ட புள்ளிக்கணங்கள் இணைகரத்தின் உச்சிகளென 

திறுவுக. 
(i) 5—3/, 70 1-9) 619] 

Gi) —6, T~81, 4491, —9+ 17 

(ili) —7—5i3—4i, —14+2/, —1147 
14, ஒரு சதுரத்தின் ஒரு உச்சியும், மையப்புள்ளியும் முறையே 

4477, 1192 எனில் அதன் மற்ற உச்சிகளைக் காண்க. 

[விடை: -846), -2- 8] 
15, ஒரு சூத்தின் ஒரு உச்சியும், மையப்புள்ளியும் முஜறையே 

12 ர எனில் அதன் மற்ற உச்சிகளைக் காண்க. 

[விடை1 —4i, 5—37. 442i] 

16. ஒரு சதுரத்தின் ஒரு உச்சியும், மையப்புள்ளியும் முறையே 

§ (1+). 3 +8H எனில் மற்ற உச்சிகளைக் கண்டுபிடிக்க. 

| விடை: 17 1+18i 741175   உ றத 
17, 24+(24+ 73); 2409-V3)i உறு. என்னும் புள்ளிக - 

ஆர்கண் வரைபடத்தில் ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் உச்சிகளை , 

குறித்தால் றக்கு மெய்யான திப்பு உண்டு. என நிறுவு௯ — 

8
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18. ௮, $ இரு நிலைச் சிக்கலெண்கள்; 1 ஒரு மெய்யான மாறி 

௪441 (8-4 எனில், Piz) நியடீப்பாதை ஓர் நேர்கோடு என 

திறுவுக. 
| ௪-1] 

| z—i | 
செல்லும் ஒரு தேர்கோடு என நிறுவுக. 

50, 517-941 | 2-8 | எனில், ஆர்கண் தளத்தில் 7(2ன் 

நியடப்பாதை ஒரு வட்டம் என நிறுவுக. அவ்வட்டமைமம் குறிக்கும் 

சிக்கலெண் யாது? (விடை: -$ (1-- 10] 

21. 2) 241] (2-1 | எனில், ஆர்கண் தளத்தில் 7(2ன் 

தியமப்பரதை ஒரு வட்டம் எனக் காண்பி. அவ்வட்டமையம் சூறிகச்சூம் 

எண்ணையும் வட்ட ஆரத்தையும் கண்டுபிடிக்க. 

19. 1 எனில், 72(2ன் நியமப்பாதை ஆதியின்மூலம் 

[@m_: —5, 4] 

22, |22--11-12--:| எனில் 7(2'ன் நியடீப் பாதை 

(ஆர்கண் தனத்தில்) ஒரு வட்டமெனக் காண்ச. 

99, 259, ச-0ஜக் குறிக்கும் புள்ளிகள் முறையே 7,0. 2 

என்னும் சிக்கல் மாறியைக் குறிக்கும் புள்ளி 07ஐ விட்டமாய்க். 

கொண்டு வரைந்த வட்டத்திலிருத்தால் 1/2ஐக் குறிக்கும் புள்ளியின் 

நியமப்பாதை , அச்சுக்கு (மெய்யான அச்சுக்கு) சூத்தக்கோடு என 

நிறுவுக. 
54. கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளிலிருந்து 7(2)ன் நியமப்பாையைக் 

கண்டுபிடிக்க. 

  (i) Ee வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு-௬/6 

[விடை: 2-3? -3ப8%--ந1] 

ம (டேபுள் வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு - 7/4 

(lem: x? +y?—2x—2y+1=0} 

(iii) (புள் வீச்சத்தின் முதல் மதிப்பு-௯/9 

(விடை: /8(2x°+2y? +x+4+4y)=4x +942] 

(lv) (வள் சீச்சத்தின் முதல் ஒதிப்பு-க[2.. 

[Gen.: 2x*°+2y?+3x—2=0] 

26. wleut+is) cen gd Adak wr HéGs 2(=x+iy) என்னும் 

சிக்கல் மாறிக்கும் உள்ள தொடர்பும், சன் மீதுள்ள நிபந்தனையும் கீழே 
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கொடுக்கப்பட்டு இருக்கின்றன. அவைகளிலிருந்து ன் நியமப் 

பாதையைக் கண்டுபிடிக்க. 

  (1) wa zor Shoituror ag H= 0. 

[குறிப்பு: சன் மெய்யான பாகம்-% (.. 2-2) 
=0 

‘ மற் - 7 
ரா ராகா 

_-2-10--1) 
2+i(y- 1) 

இதிலிருந்து U, vag ன் சார்புகளாகக் கண்டுபிடித்து, அவைகளி 

"லிருந்து ஐ நீக்கினால் (eliminate) 0(ஞுன் நியமப்பாதை பூ” 

என்ற வட்டம் சுலபமாகக் கிடைக்கும். 

(i) w=2?; . zor மெய்யான பகுதி -1 

[விடை: vy? =4(1—w) sretrai ugaianey (parabola) 

a Ht. சன் கற்பனையான பகுதி--0 (ill) w= 1   

(குறிப்பு: சன் கற்பனையான பாகம்- 0) 

=0 

அதாவது, 2-0] 
|விடை: பூ35”-1 என்னும் ட்டம்] 

1 
(ர மனத் 1212 

[@mlouy: z=2(cos 6+ sin 6) என எடுத்துக்கொள் ] 

ய் ர் twee 
| விடை: apt gt என்னும் நீள்வட்டம் cetipse | 

5:12. இப்பொழுது சிக்கலெண்கள் 2), ன் ூபருக்கற் 

பலனை வரைகணித முறைப்படி காண் போம். 

(2157, 009 00ம் 81191), 29-75 (cos 6,+i sin Og) எனில் 

2 Zqg= 4 Pg (COS (6, +642) +isin(6,+09)]. ஆகையால் | 2), 29 | 

ரைடா; 2 ரன் வீச்சம் (முதல் மதிப்பு)-(69) 40,). இவ்வீச்சம், 

குணகம் இரண்டையும் வரைகணித முறைப்படி இப்பொழுது காண் 

போம்]. ் 

சிக்கலெண்கள் ச), 2டஜக் குறிக்கும் (ஆர்கண் தளத்தில்) புள்ளி 

களை 7), 2, எனக் கொள்வோம்.
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சீன் வீச்சத்தினுடைய முதற்மதிப்பு (-0,), ன் வீச்சச்திறதுடைய 

முதல் மதிப்பு, 0,ஐ% காட்டிலும் பெரியது எனக் கொள்ளலாம். 

4 என்ற புள்ளியை 00.41. என்று 

இருக்குமாறு 04 (மெய்யான அச்சு)மீது 

அமையுமாறு எடு, (0 என்பது ஆதி) 

02)மீது 02,2 என்ற முக்கோ 

ணத்தை ,042,க்கு. வடிவொத்ததாக 

வரை. 2 என்னும் புள்ளி குறிக்கும் சிக்க 

லெண் 2-2) % 29) என பின்வருமாறு திரூ 
£9க்கலாம் 

க்சிபிமயக042, (அமைப்பு) 

  

“OP ~ OP, OP, . 
» OP = OP, xOP,y. 

எனவே 7(2ன் குணகம் | z | =OP,x OP,.= | 2, | 
ட ட ட 81 | oe (i) 

Gugie XOP = XOP, + P,OP 

= XOP, + AOP, 
= 0, +6;. 

அதாவது சன் வீச்சம் - 0, 4-0, (முதல் மதிப்பு) 

- சன் வீச்சம்-ஜூன் வீச்சம் .(ப) 
ஆகையால், 7 என்னும் புள்ளி குறிக்கும் சிக்கலெண் 2 

= OP {cos (Qi +@s) +i sin (6, +04) } (§ 5-4, § 8-5) 
= OP { cos Q;'cos 6,—sin#6, sin Q, +4 (sin 6,:cos 6, 

. +cosQ, sin Q.) } 

OP { cos Q, (cos 6; +/ sin 0,)+1° sin Q, sin 0, 

| +f cos 6, sin Q@, } 

= OP { cos @, (cos 6, +/ sin 0,)+/sin 0, (cos 0, 

+i sin Q,)} 

4 

= OP. { (cos, +i sin 63) (cos 6, +4 sin 6,) } 

= OP,.(cos 4, +i sin 6).OP,(cos 4447 sin G,) ( (லிருந்து) 

= 2, XZ,. 

இதேபோல்,ன் வீச்சம், 2,ன் வீச்சத்தைகிடப் பெரியதாக 
இருப்பின், 0252 என்ற முக்கோணத்தை 042, என்ற முக்கோணத் 

திற்கு வடிவொத்ததாக அமைத்து 2(2) (2-2) 2)ஐக் கண்டு 
பிடிக்கலாம்.
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குறிப்பு (9) முகிருந்து12 121120) 4131. 
(1,)விருத்து சன் வீச்சம்-2, டின் வீச்சம் 

குறிப்பு ,2) இம்மாதிரியே 2”, 2”....ஐக் குறிக்கும் புள்ளிகளைக் 

கண்டுபிடிக்கலாம். 

1221-12௪2]1-]112/-12,3 
ன் வீச்சம் - 7 2ன் வீச்சம் -- ரன் வீச்சம் | ரன் வீச்சம் 

= 8,(சன் வீச்சம்) 

இம்மா திரியே, 

|2;7-]ச) 121... தடவைகள்)- | 218, 

மேலும் 2" வீச்சம் - சன் வீச்சம் -- சன் வீச்சம் - 

அஃ (03 உறுப்புக்கள்] 

௯ 77 (சன் வீச்சம்) 

'குறிப்பு(8) ன்: வீச்சத்தின் கூறி கழித்தல் குறியாளால் 
(9, எதிர்) 02 மீது வரையும் முக்கோணம் 022, 02)க்குக் கீழே 

அமையும். 

5:18: 22 ௮ ஐ வரைகணித முறைப்படி காண்போம். 
a 

(2; -7,1005 0,789) ஐச (0080971842 0) எனில் 

= Fh loos 01-05) +7 sin (6, —0a)] 
. Zi ai. A 

ஆகையால், | Za } Fa ze 

வின் வீச்சம் (முதல் மதிப்) 
௬0,--0.. இவ்வீச்சம், குணகம் இவத்றை வரை கணித முறைப்படி 

இப்பொழுது காண்போம்) 

முன்போல, 7, என்ற Waal 

கன் Z,, 2994 கசூறிக்கட்டும். (உன் 

வீச்சம் 0 டன் வீச்சம் 0) 

    

4 என்ற புன்ளியை 0 (மெய் 

மான அச்சு) மீது, 04--1 இருக்கு 

மாறு எடு. 

Piz} என்ற புள்ளியை 02,க்கு 

கீழ் இருக்குமாறும், ரூ.௦222, ௩07, சக்கு கடிவொத்ததாக இருக்கு 

மாநும் எடுத்துக்கொள். 

  

பிட மீ _ 
2 மூ 02% 

— OP, _ fz.) 

OP = OP, = Yast
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மேலும் 202 - XOP,—POP, 
= XOF,—AOP, 

= 0-0. 

அதாவது, (ன் வீச்சம் - 0-0 
= ன் வீச்சம் உன் வீச்சம்..... (il) 

எனவே 7 குறிக்கும் சிக்கலெண் 2. 

= OP {cos(Qi—Q2)+/ sin (0:— Os) } 

= OP. { cos 6,.cos Q. +s8in Q,-sin O, +A(sln Q)-cos Qs 

—co: Q, sin Qs) } 

= OP {cos Q,(cosQ, +/ ain @,)—i* sin Q! sin Q, 

—icos Q, sin Q, } 

= OP { cos Q,(cos Q; +i 310 Q.)—i sin Q4(cos 91 — 

+isin Q,)} 

= OP. { oos Q, +isia Q,) (cos Og—i sin Q,) } 

ops cos 0, +i sin Q,)(cos @,—i sin Q,). (cos Q, +isin Qs) } 

™ cos @,+i sin Q, 

_OP, (cos Q@, +i sin 1) 
~ OP,” (cos @, +i 510 Qa) 

ம பே 
Ze 

றிப்பு௮- டுகருத்து|2|- 1] - ஜி குறுப்பு : ருத்து a} Vz, | 

(லிருந்து சன் வீச்சம் - ௮ ள் வீச்சம் 
9 

- உன் வீச்சம்--ச,ன் வீச்சம். 

5:14. ஆதியை மையமாகவும் ஆரம் - £ உள்ளதாசவும் 

வரையப்பட்ட வட்டத்தைக் குறித்து (௫114. 10506601 (0 & circle P(z) 
என்னும் புள்ளிக்கு எதிர்மாறாக 

(Inverse) உள்ள 71 (27) ஐக் சுண்டு PRY 

பிடிக்க. 

வரைவிலக்கணம்: 73 என் 

னும் புள்ளி ஒரு வட்டத்தைக் கூறித்து 
மின் எதிர்மார் எனில், (007-021 - 85, 

(0 வட்ட மையம், /£- ஆரம்). 

(இவ் வரைவிலக்கணத்தை வரை 

கணிதத்தில் கண்டிருக்கலாம்) மேலும், 

O, P, P* ஒரே நேர்கோட்டில் 

அமையும். படம்- 32 
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ஆகையால், | 27). | 2) = OP*OP = R*. coven. (i) 

zen வீச்சம் - zor Meri = XOP wees (li) 

(0), (லிருந்து, 

1 R? “nw nN 

w= 21 12 XOP+isin XOP } 

R? 

= “OP* 14 XOP+isin XOP } 

£98 XOP—isin YOP} 
{cos YOP— isin XOP} 

R?* 

~~ OP { cos XOP—isin XYOP } 
2 

ma tk 12 என்பது சன் இணைச் சிக்கலெண் ] 
ர: 

  

(படம் 92ல் சஐக் குறிக்கும் புள்ளி ற) 

5.16. 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாதிரி 1: (2-1) (140)ஐ வரை கணித முறையில் கண்டு 

பிடிக்க. 

மிடி2% இரு புள்ளிகள் 1-2, 24 /ஐக் குறிக்கட்டும். 

ண லப n . 
1-1 0,ன் குணகம் - (23 Heeb = tan = —7~- (முதல் 

மதிப்பு) 

L+isr Gera = 9; வீச்சம் - கற் 1] - 0(எனக் கொள்) 

4 என்னும் புள்ளியை 04 - 1 என்று இருக்குமாது 0 

(மெய்யச்சு) மீது எடு. OP, மீது 02,2 என்ற முக்கோணத்தை 

OAP, என்ற முக்கோணத்திற்கு வடிவொத்ததாக இருக்குமாறு 

அமை. ் 

ஆகையால் $ 5:13ல் கூறியதுபோல் 

OP - 4/0 என்றும் 302 - 043- 

॥ tan !4+tan'! 

tan ® என்றும் நிரூபிக்கலாம், 

எனவே, 7 குறிக்கும் சிக்கலெண் = 2 

॥
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= oOP{cos XOP+istn XOP}. 
॥ ளு 2 +
 

14,3 

10” vi} 
= 1437 = (147) (247) 

147 
மாதிரி 2, வரைகணித முறைப்படி ன ௪ ர் என நிறுவுக. 

2, என்ற புள்ளி 1-1 /ஐயும், 2 என்ற புள்ளி 1- [ஐயும் குறிக் 

கட்டும். ,8 என்ற புள்ளியை 04 - 1 என்று இருக்குமாறு OX bg 
எடு. (4 என்பது 2; 7) மையப் புள்ளி என எளிதிக் புலப்படும்), 

  

  

    
  

ட் Prt lier sem = tani (—1) = 

தீ 

os ome: - ௩ 
0 டூ A x 1-1 ன் வீச்சம் -- tan 11 = ரவு 

02, மீது 02,2 என்ற முக்கோணத்தை 

hel OP,A என்ற முக்கோணத்திற்சூ வடி 
2-0) வெரச் 

. ~ வாத்ததாக அமை, 

படம்-33 

OP, — OP, . ட OP, ட v2 _ 

Op = 04° * OP = Opp = =F 

கமலும் (சன் வீச்சம் - AOP, ~AOP, 

. x 

-7-(¢) 
ப்பி 

ந: 

எனவே, $ 5-193ல் கூறியதுபோல் P என்ற புள்ளி ச ( = att 

என்த சிக்கலெண்ணேோக் குறிக்கும். 

3 ட ர 
அதாவது, OP { cos + ஸி] 

௯ 1: (1) என்ற சிசலெண்ணைக் குறிக்கும். 

மாதிரி 9. வரைகணித முறைப்படி (1 + i) ‘= —4 cron 
நிரூவுக. 

$512 வருத்து, வரைகணித முறைப்படி,
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(1 உற் *ன் வீச்சம் 4 (1 4 றன் வீச்சம்) 
=4{ + tan '1} 

= (+) =" 

Gog, JIL + a4] = i+ ijt= {vz }t= 4 
ஆகையால், (140042 4 (00௩34 ரஜ ௩) 

௪ &$ (1) 
(| 

அப்பியாசம் 5 (அ) 

பின்வருவனவத்றீன் மதிப்பை வரைகணித முறைப்படி காண்க . 

(1—10) 
1. (142) (14704 

  

உ (8490 (1-0) 
89. (1480-1420) 
4, (~84+i)(-384+33 
& (—-1—i)(—2-37) 

ந ர் 

மே 1+i 
14+ 24 

ts i — 3: 

—14 2% 
8, TSR 

9 — 10 + 10: 

் 14+ 37 

10. P(z,), Oz), R(zq} என்று மூன்று புள்ளிகளி!ரு ந்தால் , 

a = டன் வீச்சம் (முதல் மதிப்பு) - 037 என திறுவுக. 
பனை 

11. 2), சட. ஐக் குறிக்கும் புள்ளிகள், ஆதியை மையக் 

கோட்டுச் சத்தியாக (ோழ்ரமம்) கொண்ட ஒரு சமபக்க மூக்கோணத் 

தின் உச்சிகளானுல், 21 + 25 + 23 = Ze 28 + 7327, +7175 எனக் 

காண்க. 9 

(குறிப்பு: சடன் வீச்சம் ட எனில், கன் வீச்சம் 0 1.) கன் 

வீச்சம் 9 |- 4 ௩/8. இகும்.] 

12. a, b மெம் sere w= COS + sin உ டம, இரு மய்யான எண்சள், W = 6008-5 sin - த் 

எனில் சம், சம்மு, ம மம என்ற இம்மூன்று எண்களையும் 

குறிக்கும் புள்ளிகள் ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் உச்சிகளாகும் 

என நிரூபி மேலும், இம்முக்கோணத்தினுஉடய சுற்று வட்டத்தின் 

சமன்பாடு | 2-2] - ம எனவும் நிறுவுக.
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தே மாவரின் தேற்றமும் இருபடிக் காரணிகளும் 

6 1. தேமாவரின் தேற்றம். (196 14௦728 1௦௦0) % என்பது 

ஒரு விகித முறுகின்ற @eplumi (Rational ரிய இருப்பின் 
009710061௦ 10 என்பது (008 94/7/வ0/97ன் ஒரு மதிப்புக்குச் , 
சமம். 

aime I (ஈ என்பது ஒரு கேர் முழுவெண்) 

(cos 2+isin 4) (cos 8B +isin B) = cos ஏ. 008 8 

—sin of. sin B +i{ cos of. sin 8B +sin &. cos B } 
(5 i?=—1) 

= cos (+8) +i sin (L+8) 

இம்மாதிரியே, * 

(cos d+isin ௮) (008 இ 81௨ 8) (cos r+i sin r) 

= {cos (l+6)+isin (d+ B8)}. (cosrt+isinr) 

= cos(at+ B+r)+isin (L+B+r) 

எனவே, 

(cos 6, +i sin 6,) (cos Q, +i sin Q,) (008 99-41 8/8 92) 

. nsesssee (COS On +i Sin Qn) 

= 608 (0, +65 +Og+...+On) +i sin (0; +03 +09... +On) 

8, = Oo = Og = wee = Qn = O எனில். 

(cos Q@+i sin Q) (cos 6+1 sin Q) (cos @+/ sin Q) 
௪௪௬௧௧2 (8 தடவைகள்) 

* ௦05 (0-490-0-...॥ உறுப்புக்கள்) 47/8௦ (0--0--0-... 
8 உறுப்புகள்) .. 

= cosn Q+isina 0. a : 

அல்லது, cosnQt+isinn 6 ௪ (costisin 6). 

வகை 1. ஈ என்பது ஒரு எதிர் apapQacr (=—m,m 
ஒரு கேர் முழுவெண். 

(080-479 Q)" = (cos Q+/ sin ey" 

பி 

~ (cos Q@ + fin 6)" 
 



தே மாவரின் woe oo STS ON SSH te 123 

1 

~ Gos m O+isin m®@ வகை லிருந்து ] 

6௦571 0-7 81 1:09 

(௦௦:104/9௩ஈ0) (cos m—i sin m Q) 
  

cos m Q -isio m@ 
coat’m Q+sin* mQ 

= cosm@Q—isiam@Q 

= cos (—mQ)+f sin (—m Q) 

=cosuQtisinn@Q (2 n=—m) 

ame Il, ncronug Q@m Geran (= pig, p என்பது ஒரு 

தேர் அல்லது எதிர் முழுவெண், ஏ என்பது நேர் முழுவெண். ற, 

ஒன்றுக்கொன்று பகாவெண்கள் (011106 (௦ டீ ௦1௪) ) 

1) பனை + isin = cos(¢ 2) +isin ( g. 
q 4 47 

[வகை [ லிருத்து] 

ஆ
 

= cosQ + isin 6. 

6 6 ய் 
cos — +istn~ sremugy, (costisinQ) ஸ் ஒரு மதிப்புக் 

குச் சமம். 

இதை. ற-வது அடுக்குக்கு உயர் த்தினால், 
0 . 0 p . big 

100 at Zain q } essrugi (cosQ@ tisinQ@) ஸன் 

ஒரு மதிப்புக்குச் சம். 

ஆகையால், வகைகள் 1, !! லிருத்து, 

8 os 8 Pia. . 
cos +7 sin = என்பது(0059-4/81009) ஸன் ஒரு டிதிப் 

புக்குச் சமம். அல்லது, 

cos n O+isin nO srenugy (cos O+ isin 6)" ஒரு மதிப்புக்குச் 

gub(.. n= p{q) 

@Mluy (1): (cost+isin Q)P 4 = {cos (6 + 2Kx) + isin 

(942/௯) ) 2148 என்பது ஒரு முழு எண்] 

= COs 20125) +isin ? ல் 

- தீக்கு 0), 1, 2... (ர--1) வரையில் மதிப்புக்களிட,
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டக isia BORER) ட வெவ்வேறு ரமதிப்புக்கள் 

4 
கிடைக்கும். இப்பொழுது கக்கு ர என்ற மதிப்பிட்டால் 

2:94288) _ ரம) - PO 
8 

+2pn 
q q ம் 

ஆகையால்; /£ ௩ ர எனில் 
ப் டு os P(OF+2KR) | sin PO+3KR) _ 008 (7 + 2pm) ) 

q q 

+7 sin (ம +2p7n ) 

  

20 
௬ 0084 4: ரஜ 

q 

20 

எனவே, &-0.அல்லது 8 ர எனில் வடர கா 
275), 

i ஷட்டர் அத கு ஒத்த இரு ஈதிப்பர்களும் சமமாகும். 

2 
இம்மா திரியே, Ket அல்லது &- 4-1 எனில் cos கடகம் 

( 2 
+ isin are ஒத்த இரு மதிப்புக்களும் சமமாகும். 

ஆசையால் (0050-040௦ 0)0/8க்கு ர  மதிப்புக்கள் தான் 

உண்டு. இம் மதிப்புக்களில் ஒரு மதிப்புத்தான் 008 த + 

70 
ச் நற 4 ௬ 

q 

குறிப்பு (2): (௦080-1800 0ன் ஒரு டீதிப்பு 

cos nO—i sin n@ 

குறிப்பு 9): (sin O+i cos சன் ஒரு மதிப்பு அல்லது, 
௯ 

(cos 41840 )"ன் ஒரு மதிப்பு (5 ~ 77°) 
= cosn +i sin nd. 

௯. ஸு 
cos n( = @) +4 sin (3 - 0). 

Qbur HiGw (sin @—/ cos 6," 

x . ட் ப 
= Cos ies -9)- sin n( oo 6) 

N
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6-2. 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

1 . 1 
மாதிரி 4. t2cosQ@ =x + eC erases 2 cos rQ - 74 xr 

எனக் காண்க. 

(* என்பது ஒரு முழுவெண்) 

1 . here ee a x +> 20060 

அல்லது, 141 - 30080 

x*—2x cos9 +1 = 0. 

_ 4008 OV 4 cos? 9—4 
~ 2 

= cos 9=V —sin? 6 
- 0080-4 8100. 

a8
 

ம் i 
x = 009 0--71]1ஐ 9 எனில் 009 6-8 6, 

  

(A) 
x = cos 0—isia 6 crafile ௪௦09 O+isin a. 

vw OF + = \= (cos @ +i sin 6}' + (cos O~i sin QO) 

( (4)யிலிருத்து) 
௦08 29-71 870-008 0--ம 840 70 

(7 ஒரு முழுவெண்) 

it 

= 2 cos ré. 

1 1. L 
pee x x டட i டட 9 08 2) 1 ் ன் 

மாதிரி 2. 3-2 cos a pts bat ; 

Qo.8C TOME xP. Yt ea gr Q@ wHOY = 2cos (pa+gh 

472) என நிறுவுக. (2, ட விகித முறுஅன்ற ஒழிய) 
1 

Xx த் = 2 cas ஈயிலிருத்து, 

x == 008 ஏன்ர் 60 ர எனக் கிடைக்கும் [மாதிரி 1] 

ர்க அரியே 

yp ~ cos b-bi sin 8, 

ரி 2 cos 6:81 0.
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cos a+i sin @ sre gb 

008 910810 ம் என்றும் 

00$ 218911 2 என்றும் எடுத்துக்கொண்டால் 
| 

ப
த
ு
 

ow
 

॥ 
i 

= cos d—i sin a என்றும் 

= 00$ 9-8 ம் என்றும் 

௫ 6089 2-1 810 என்றும் கிடைக்கும். 

வ]
 

[
௪
 

xl
 

1 க 

ஆகையால் த] 214 ரல் ன் ஒரு மதிப்பு 

= (cos pa+isin pa) (cos gb +i sia gb) {cos re+i sin rc) 

+ (cos pa—Ii sin pa) (cos gb—i sin gb) (cos re—isin rc) 

= cvs (pat+qb+rcj)+i sin (pa+gb+rc) 

+ cos (pa+qb+rc)—i sin (pat qh +re) 

= 2 cos (pa+@b+rc). 

wT 8. cosoat+cos B+cssr=0; sin L+sin B+sine 
௬0 எனில் ௦௦5 941-005 334005 9-3 ௦05 (4-48-ு) என்றும் 
810 841-1௩9 488 3-3 88 (4434) என்றும் நிறுவுக. 

a=cesdtistn ad, 

b= cos B +isin js, 

e = 0057-7810) 7 எனக் கொண்டால், 

௪842: (006 4400534098 ) 41010 (4 4 B+sin r} 

= 0 

ஆகையால், a +h°+c%=S8ube 

அதாவது, (008 f+isin L)?+(cos B +i sin B)P+ 

(cos 7 +i sin r)® 

=3 (cos o + isin ot) (cos 6 + isin B)(cosr + 8/1) 

அல்லது, % (cos3l + isin 3) = 3f{cos(dh + B+r) +!sin 

து ் (4+ B+r)} 
cos 3. + cos 38 + cos 8r = 3 cos( + B +r) 

sic 34 + sin 38 + sin 3r = 8sin(l + B +r) 

,  (§ 5. 10) 
மாதிரி 4. cos + cos6 + cosr =O; singd + sin B + 

sin r = O eretfied cos® + cos*B + cos*r = §- என்றும் 8ற* ௮ 
+ sin? + sin’r = $ என்றும் Apaa. 

॥
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a= cose -- 18104, 

b=cos 8 + ising, 

c=c Sr-+ islar safle 

atb+c=0.. 

ஆகையால், a? +b?-+c? = —2(ab+bct ca} 

meres, 2% cos 2g + isin Zl) 

ட. - 93 (0081 4 881000) (008 4 ம 810.) 

- 29 (008(4-48) + isn (dt) } 
cos 24 + cos 28 + sos 2r 

= —2 {cos(f+P) + cos(B +7) + cos (r+) } 
States eens (1) 

cuSel + 00844 0087-0 
stnol + sin + sinr = 0 (கொள்கை) 

இவ்விரு சமன்பாடுகளிவிருந்து 

(cos + cosB)? + (sinegg + sin)? = cos?r + sin?r = t. 

அல்லது, 0081 4 8484-4 0088 + sin*6 + (cosa + cosh 

+sinol -9 6 )=1 

2008(4--8) --1 

இம்மா திரியே, 

2cos(B—r) =— 1 

2 cos (r—d) = —1 கைய வற 

(1, (லிருத்து, 
0094-1 ௦0823 0௦83-2008 (4-0. 2008 049) 

ம 08 ரஸ. 

= 2{2cos(L—B} cos(l+f) +2 { 2 cos( 6 —r) } cos(B+r: 

+2 {2 cos(r—L) } cos(r+) 

= 2{ cos 2o + cos 28} +2 {cos 26+ cos 2r} + 2 

{cos 2r + 2 cos Bol}. 

= 43 cos 2 

எனவே, 3009 241: க 008 234. 

க் 500834 - 0. 

3(2 cos*ol — 1) = 0. 

2x cos*¥ol — 3 = 0. 

3 0084 §. 

மேலும், 3 sinrol - 2 (1-- 008“)
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= 3 — 3 cos7oh 

8-9 
க ட] ட 

மாதிரி 5. ச ரு ் nr 
தி ட. மதல். 

77 n 

5 ரு ௩ ( ௪ 1 எனக் காண்பி. 
் = cos isin 

n 71 

(ஈ ஒரு ஒற்றை முழுவெண்) 
ர ர nm 

1h Seg + isin —- = 2sin?— + 27 sin —. cos 
77 71 n 2n 1 2 2" 

7 ரு ௯5. 5) ple Bo 2 
sin an | at 2n 1 005 2} 

௯ ஸு ர ௩ ௫ 
1 — cos — —/sin —— = 2sin 5— 9 8--- 008--_- 

n n an 2n 21 

X eT Lt ௩ ; கருடா 
1 — cos — + i sir —— sin =- + icos — 

n nN Qn 277 

௩ Res ரு ௩ 
1 — cos — — 7 sin — sin —— — fcos—— 

n n 2n 2n 

ு ் TR \2n 
= Gy + ios g, ) 

சீ 
1 81 
\ 

௯ ௯ oe ு nT 2n 

= { cos 2 ள்) ட (2-2 

7% ரு nN Tn 
= 2, ன ட்டம் கை i Rian ee cos "(3 zr) + tata an( F an 

(§ 6-1) 
= cos (nm — 7%) + isin (nw — 7) 

= cos (*% —nn) — isin(w—nn) | 

= — cosnn — isinnn 

= —(—1)"°—i(0) 

- 1 (2 ॥ ஒரு ஒற்றை முழுவெண்) 
6:3. இப்பொழுது --1ன் 1--வது மூலர் கண்டுபிடிப்போம் 

  

மூதலில் --1ன் 1-வது மூலங்களைக் கண்டு 

படர்), ஐன் மதிப்புக்கனை ந 1 1 என்ற சம டிற்கு ஏற்றவாறு 

கண்டுபிடித்தல்வேண்டும். அதாவது, 37 - % என்ற சமன்பாட்டை த் 
.தீர்க்கவேண்டும். 

(ath roots of 

   



தே மாவரின்...... காரணிகளும் 128 

x* = 1= cos 0+/sinO 

= cos (0+2Kx)+i sin (0+2K7) 

cos 2Kx +i sin 2Kx 

x = (cos 2Kx+isin 2Kn) L/n 
” 

॥ 

  = cos — 
' 

. 2KR : 
+isin எ tee (17 

K=0, 1,2,-.(n—1) என (19ல் பிரதியிட்டால், நக்கு ஈ 

வெவ்வேறு மதிப்புக்கள் கிடைக்கும். 

அவைகளாவன, 0௦80-7100 (- 3) (முதல் மதிப்பு) 

2 _ on 
௦5 - உ +i sin ர் (2-வது மதிப்பு) 

an ர ர பப 
ces +isin —— (3-வது மதிப்பு) 

Bn—1\n  , மோ] 
ces a +isia een (வது மதிப்பு) 

இத்த 1! மதிப்புக்களும் -- 1ன் 1-வது மூலங்களாகும். 

இப்பொழுது--1ன் ஈவது மூலங்களைக் கண்டுபிடிக்க நா - 1 என்று 

எடுத்துக்கொள்ள வேண்டும். 

x? = ர் ௯ 008 318] 

2 008 (௯௩-2/)-ட/ ற (௩42) 

2௪ 065 [(282-1)௪)]--0 81[(28-1 ௩] 

x = { 008[(2&-41)௩] 478/0 ((2K+ 1}a] 32!" 

. 2K+1; 
டக் "| sida © ர் “| சசககக (11) ர் 

20,120... (0-1) என (பில் பிரதியீட, 

ு 
xX = cos ட + isin— — (முதல் மதிப்பு) 

a7 
xX = cos a +isin a (2-வது மதிப்பு) 

கக டக்க % . 
x = cos a +1 sin ர (5-வது மதிப்பு) 

Qn—1 ... (n-1 8 
X = cos மடய 47810 கடர (0-வது டிதிப்பு) 

இத்த 1 மதிப்புக்களும்--1ன் 3-வது மூலங்கள். 

9
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64 ரன் வது மூலங்களின் கூட்டுத் தொகை பூச்சியம் 

என நிரூ *ப்போம். 

1 மூலங்களின் கூட்டுத் தொகை 

2-௩ 
= cos @ உள 5. rg OS + ees eeog 

ச ம் ரர் 

2(n—L 

+i {s ௩0 ஸ்ட +sin in $n tain TE} 
n n ; n 

௦8 fo Hoy >} . sin m. x 

n (§ 3-28)   

4 aH sin { O+(n—1) Bla}. sin n. Wn 
் sin ம 

{cos (ONE isin (0 7h nT 
n 77 *sinfan 

(§ 3:22) 

tt 

=O (ஃ sin® = Q) 

6-5. இப்பொழுது, 4 1ன் 2-உது மூலங்கள் ஒரு பெருக்கல் 
விருத்தியில் (0.௦0: P.ogression) genwuyb ctor Meo 

போம். 

8 6-3யிலிருந்து ன் (7-41)-வது மதப்பு 

  

= COS +i sin arn = Pont (a) 

ன் ர-வது மதிப்பு 

2(r—1) nai ₹--1)௩ , 
= cos +i sin எ பப ப. வவட (0) 

(ஐ (6) ஆல் வகுக்க. 
on isin” 

x-er (r+1)-a 5) பு ட ட, 

ஒன் 1-வது மதிப்பு ட பட்டா 
ஜட ட ப 

n 

(tte sip =r (cos +i sin = 
ny} 

ரந). 3 1 
| (cos னான த் -+i sin (க்ஷ! sin ஸு 
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2 =\( an .., 7) 
வ cos—--+1? sin — 
n n n 

ண தை டை ஐ) 
(cos “ர நுறு -- 

ச n 

2n ௨3% 
= CIs— +1 sin —~ 

Rn a 

    

{ 2n 
cos +i sin 

2 

௪ ஒரு நிலை எண். (ஐச் சாசாதது) 

+i nas மூலங்கள் ஒரு பெ.வி. (0.1.)யில் அமை 

கின்றன. இதந்த பெ.வியின் Garg Ash (commen ratle) 
கே. 7) 

= (cos +i sia 
n n 

66. இப்பெொழுத, --1ன் 1-வது மூலங்களின் தொடர் பெருக்கத் 

பஉனைக் (௦௦0 (120604 ஐா௦ல்ப௦1) கண்டுபிடிப்போம். 

-3 6 3ிலிருந்து, tle ஈ-வது மூலங்களின் மதிப்புக்கள் கிடைக் 

கின்றன. அவைகளின் தொடர் பெருக்கற் பலன் 

an. . aK dn. . An 
=(cos 0+i sin 0) x 008 +i sin = - cos—— +i sin—- 

eeieee XM (வட 
sin மா) 

9௯ 4௯௩ 22-1௩ 
008 பத்து ம்ம படர் ட) 

ரி an 
+7 sino for rapt 

1 

an 28-1௩   
n த n 

n[P2a—-LkLa 
=cos (4 - ஐ கனை } 

+i sin fee tt 

=cos (n—1)% +i sia (n—1)0 

  

= cos (W%—nT)—i sia (N—nT) 

= — los mm —i sin nk 

(மா (2. மோக (1), 8௭௮0) 

௯ (புரா
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மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாதிரி 1. 4, 8 இரண்டும் x*—2x+2= Ves மூலகங்களெனில் 

ஸ்ட நாளம் cos என நிரூபி. (ஈ ஒரு நேர் முழுவெண்) 

x? —23x+2=0 

24 V4—8 > 

=i+/ 

௮14 எனில், $--1--7 

. 1 i Re Yo ei. 

ang d= v2 {75+ jah B=v2 {ia pat 644) 
=v Roo KR). 

d=V/ feos fT +isin Zh 

  

B=V2 {cos ஆர்வ =} 

ol" + Be = [ v2 (டர் ஸ்ட] i 

+[ va fos; sin F } 

5 2/5. (ட + isin} 
4 

I WR gin OT + 2° { cost isin | 

= gals yp 21/5, { 2 cos Z 

nt2 
ஓ + 9 a 

மாதிரி 2. (/3—i)}er மதிப்புக்களைக் கண்டுபிடித்து 

அவற்றை ஆர்கண் வரைபடத்தில் குறிக்க. 

Vv (V8)? + (—1)*. VW 

_ i 
ware.
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-2 {5-3} (5-5) 

= 2- { cos ஸ்ஆ] 

= 2 {eos (5 +3nm)—isio(% ௯) ] 

(8-0 

= [2 { cos ( § + an) —i stn (5 + 20m } ரீ 

= of is 5 Cant yr _ sin ise Or} (§6-1) 

n= 0, ...8 எனப் பிரதியிட, 

ஃ டுள் ஏழு மதிப்புக்களும் முறையே 

gt { cos fy - — isn ay fs 

13K |, 130 
gis { cos Ga — isin Gy 

we
 a
 

C
h
e
m
.
 

6 9 ச்
 

1 

| —_
 

இ
ள
 

ws]
 

a 

so
 வவ
 

a
,
 

அ அ]
 

ம.
 

க
ே
 

ட
 ~
 | 3 
௮ 

6 (1௩௩ 
gt { cos “ag isi az 3 

738௩ 19௩ 
gt { cos Ty isi 42
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ம « ச 

இவ்வேழு மதிப்புக்களுக்கும் குணகம் .* ஆகையால், ஆர்கண் 

1 . 

வரைபடத்தில் ஆதியை மையமாக வைத்து, ஆரம்--2* என்ற வட் 

(ட த்தை வரை. 

A,, Ag, சி டக என்ற டள்ளி 

கள் மேற்கூறிய மதிப்புக்றளைக் 

குதித்தால், அவைகள் வட்டத்தின் 

மீது அமையும். 

மேலும் முதல் மதிப்பின் 

7 
வீச்சம்-- ண்டு 

  

ப்டம்- 34 

ஆகையால், A, என்ற புள்ளியை XOA,=—7/42 என்று 

இருக்குமாறு எடுக்கவேண்டும். இம்மாதிரியே, கீ, 4ீடி கீரி என்ற 

A A mn 12 உ ர 

புள்ளிகளை 4) 04, --4,04ட- அ கீடிகிர ௪ 2. என்று இருக் 
குமாறு எடுத்தால் புள்ளிகள் 4, கீடி...௨டிகீர மேற் கூறிய மதிப்புக்களை 

ஆர்கண் வரைபட த்தில் குறிக்கும். [படம் 94] 

மாதிரி 3. தீர்: ஜூதி 1 0, 

xP py8tanTg1 = x%(x741)+ 1030) 

= (x®+4+1)(x? +1)=O 

x®4+1=0 woe oe(t) 

x741 = 0. ௨௨ (11) 

என்ற இரு சமன்பாடுகளையும் தீர்ச்க வேண்டும். 

(1லிருத்து, x® = —1—cos RHI siu T 

= cos (2K+1' nisin (2K+ 1) 
i 1* 

x = 009 {OK eit 1 sin 

L* 

(அட ப்ப (ய 

௧௪௬0, 1.2, 3 என (10ல் பிரதியிட்டால் 

ஐக்கரு & சோடி (அதாவது 8) மதிப்புக்கள் கிடைக்கும். 

731 ௯ 0 எனில் 

ர்
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x? = —1=ces KRtisun wk 

cos (2K +t nisi: (2K+4+ 38 
31 Ft 

X= cs {© al ழ் (1 1 {ene 7] (iv) 

௪ 0, 1, 2, என (0ல் பிரதியிட்டால் 

க்கு 8 சோடி (அத: வது 6) மதிப்புக்கள் கிடைக்கும். 

இப்பொழுது, 8 '- 9 என்று பிர தியிட 

x = cos Wi si. F 

—1+0 

௪ _! என்ற ஒரு மதிப்புத்தான் கிடைக்கும். 

MI 
  

1 
|| 

எனவே, % - —1 

cor {PEEL Yai OKIE Dy 
(K=0; 1, 2) 

  * ॥ 

என்ற 7 மதிப்புக்கள் கிடைக்கின் றன. 

(ti); (VG ba), க்கு 15 மதிப்புக்கள் கிடைக்கின் றன. 

6:8. ஈ ஒரு நேர் முழுவெண் எனில், %7-2,741 008 ng 

+a மெய்யான இருபடிக்காரணிகளாகப் பிரிக்க. 

  

ழா cos nO +a*n=0 crensGlan or லகி] 

x _ 2a" cr: nO V 4a*e ces* nO 4 பட? எப அப்த RO as 

a%(cos nO=Kia" sin nd. 

a%(cos ni sin n@) 

a®, { cos (2K% +10; +i sin (2K +n6) } 

= a. { cos(2K% +n6)+i sin (2K +n6) } 1!" 

a{ cos ar) sin (FF i 5] 

ழ் ் 

நவ்ற { cos (e+ oA \ isin (ore) } .(B) 

சமன்பாடு (&9யிலிருந்து xXSG 31 மதிப்புக்கள் கிடைக்கும் 

8-1) ன்று (2ல் பிரதியிட்டால் 2க்கு 

In வெவ்வேறு மதிப்புக்கள்) 

| 
॥ 

॥ 

ot ॥ 

  

ஆகையால். & - O, 1, 2,. 

1) சோடி மதிப்புக்கள் (அதாவது 

கிடைக்கும். 

எனவே, 

(2-௪ [ 2s G at) +isin (e+ “AN ஸு].
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fx ச |: (o+ “Am —isin (0 + “xn 

(K = 0,1, 2,...(n—1)) x?9—2.x"a" cos nO +a° sir 

              

காரணிகள், 

ஆனால், 
2 

{x—a cos (e+ Mr oa sin ட் yt 

. 2௩ 
(--2௦௯(0 ak 

2 27% 

= {x-a cos G = )t ஜூ sin? (e+ =" bie 

(. #=—1) 

= x? —2xa cos (e+ ar )ta. ௪௧௨௧௫௨ ௧௮௮ (6) 

இத்த, மெய்யான இரு படிக்கோவையானது, x2" 2x"a@" cos 

nO+a™% sh Gevmrer QRuys srgenflan ew. 

K = 0,1, 2,... (n—1) eretrgy (C)ed பிரதியிட. 

x°"2x"a" cos nO+a?¥ 
2 

=X ணம் cos 05] . நவ் cos (e+ +) 

+a} 

X sevsevees 1 x? —2x@ cos (6+ oo) +a? } 

(X என்பது ஒரு திலையான எண்) 

ன் குணகத்தின் இரு பக்கமும் சமன்படுத்த, ) - 1 என 

கிடைக்கிறது. 

ஆகையால், 

—2x"a" cos n6+a** = on (2-௯ 0081 9-- vr) 
K=0 n 

+a} 

(௪௩ என்பது, தொடர் பெருக்கற்குறி) 

6-9. மேற்கூறிய காரணிகள் சூத்திரத்தை வபடம் மூலம் 

இப்பொழுது விவரிப் போம்.
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0ஐ மையமாகவும் 2 என்பதை ஆரமாகவும் கொண்ட 

வட்டத்தை வரை. 2 என்னும் புள்ளியை 02 - % என்று இருக்கு 

மாலு எடு. 28 ஆனால், 7 வட்ட த்திற்கு வெளியேயும், %$-:8 எனில் 

2 வட்டத்திற்கு உள்ளேயும் அகமயும். A, என்னும் புன்ளியை 

20,4_- 0 வாக இருக்குமாறு வட்டத்தின் பரிதியில் எடுத்துக்கொள். 

,4ஐ முதல் உச்சியாகக் கொண்ட n பக்கமுள்ள ஒரு ஒழுங்கு 

பல்கோணம் 4; 89 4;...4ஐ வட்டத்தின் பரிதியில் அமையுமாறு 

எடு. 

POA, = @ (Ganon mas) 

POA, = POA, +A, OA = O+20/n (§ 4°2) 

POA, = POA, +A,0Ag = OF2N[n +2R/n= O+4R)n. 

A POA, 8648), 
PA,? =OP*?+0A,*—20P OA, cosé 

=n? +a” — 2 xa cosé 

Gibwr H/A3Bwu, Pay* =x? -+a"—2xa cos 

  

(0+27/n) (APOASGG 53) படம்-35 

ட . 2(n—1)n 5 
Pat, = x* +a? —2xa cos (e+ oe (APO Ano 5 6S!) 

ஆகையால், 

1-1 

PA,?. மிக். PA?5..PA*n = an (சிவனோ cos 
டு 

2 
(9 ak +a? } 

= x?9_2x"@, 008 (89) 4 ம்? 

இதற்குத் தேமாரின் வட்டப்பண்் பு எனப் பெயர். 

(De Moivre’s Property of the eirele) 

6:10. 6-9-0 எடுத்துக்கொண்ட P என்பது OA an By 

அமைத்தால் 9-0 ஆகும். எனவே, இப்பொழுது OP = % எனில்
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PA,®. 24 கிர ப்ப PAu? = x?9—2xa" cos (03ம் 

xin—2xran+ae" 

௨ மிரர்... 

| 

இரு பக்கமும் வர்க்க மூலம் எடுக்க. 

PA, PA® PA,...PA1 

௬ மாநா. (0௮), அல்லது 

  

க ஜிய. (௦) டய) 

ப்டம்- 36 

வட்ட விற்கள் A, Agy Aq கீற கிட கிழன் மையப்புள் ளிகள் 

முறையே 28, 2... £% எனில், 

A, OB, =} 2௩/)-ஈ௩/௩ 

By OA,=R/n 

As OBs= Tin 
Bn OA, =RIn 

ஆகையால், கிட மீ; கடி சீ. மி. ஒரு (21 பக்கமுள்ள) ஒழுங்குப் 

பல்கோணம். 

எனவே, (1)லிருந்து, 

P4,'PB, 2 4 எமி... 2 - மீர் (02), அல்லது, 

= x79—@?" (x>a) caareeaieee 

அதாவது, 
(24274, மிகி பி 2 9 222 - யாப் ௦) அல்லது 

= x*9_@*" (x>a) (10) 

(ii), (iH) Sia BSH, 

PB, PB, PPRn="+a" 220 

எனவே, 2 வட்டத்தினுள்விருத்தாலும, வெளியிலிருத்தாலும், 

மி; 2. 2 இ 3பா 

இதற்கு கோட்சின் வட்டப் பண்பு எனப் பெயர், 

(Cotes Property of Ciicle) 

6:11. நா விஜக் காரணிடபடுத்த. (ஈ ஒரு நேர் முழுவெண்) 

வகை !. ॥ ஒரு ஒற்றை எண் 

3-௪ 0 என்றால்,
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x=a என்பது ஒரு தீர்வு. (அல்லது r"—a" ort Hoy angewil x—a) 
அச்வ (0 

எனவே, சன் மற்ற (ஈ- 1) தீர்வுகளைத்தான் நாம் கண்டுபிடிக்க 

வேண்டும். 

இப்பொழுது, 2-௨ 0 ஆகையால், 

ஜில்லா ் 
=a" (cos 0”-ர் 8ீறு 05) 

=a" (cos 2KK +i sin 2KR) 

ஆகையால், -- x=a{ cos 2KnN+i sin 2KR} 7," 

{ Q2Kn,. . 2Kn 
=@ 2cos - - +i sin ——— 

n n 

. a (n— 5 
(டி கனத) 

ன் ஒரு சோடிமதிப்பு ஈ feos ர் ஸ்ட ஆகையால் --பூண் 

ஒரு சோடிக் காரணி 

-[ (உக ட 1 ஸ் ar |x 

[ {xaos} +ais ஷன] 

= ர 2KR 1. ர ஸ் 5” (“உ ரக] 

244 
= x?7—2xa cos “AT tay ees vee it)} 

        

(ம, (யிலிருந்து, 

(n—1/2) 
2 

x®— a"? = (x—a)an { x 2x0 cos டமா 

K=1 

வகை 11. ஈ ஒரு இரட்டை எண் ச 

முன்போல, 8--7-0 எனில், 

ுஊ ர.என்ற தீர்வுகள் கிடைக்கும். எனவே 

பின் இரு காரணிகள் முறையே (1-4), (௪௭௭) சவ்சவ் (i) 

நாம் இப்பொழுது »°—a"=0ehr மற்ற (9) தீர்வுகளைத்தான் 
கண்டுபிடிக்கவேண் டும்,
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27௬07 ஆகையால் 

௫1 (008 04/ 8100) 

41*(008 287௩௮ ம்ம 2) 

x=a {cos 2Kn+i sin 2KX } 1tjn 

2K 2௩ 
=a { cos கட் வட்ட 

nm n 

n—2 
(௪௩ 2, கவை ல.) 

ன் ஒரு சோடி மதிப்பு 8 {cos in} DLs DN" — Aer 

ஒரு இருபடிக் காரணி 

= x? _ 2ax cos “A +a". ரா ப பபப (ii) 

(1), (லிருத்த, 

(6-2) 
மி ஜாக 0200-4 2 

On 
K=1 

  {x — 2ax cos an 
ரு * சீ] 

x +a} 

நா ராஜக் காரணிப்படுத்து-, (1 ஒரு தேர் முழுவெண்) 

வகை 7. ஈஒற்றை - ண். 

x° +a" = டுக்கு, 

(fa~") 
=(x?—a’) 2 

on 

K=1 

  {x — 2ax cos aK 

612. 

நர என்ற ஒரு மெய்யான தீர்வு உண்டு. அல்லது (பின் 

ஒரு காரணி 2 4- 8) ஷவவைகாவ (1] 

மற்ற (1-1) தீர்வுகளைக் கண்டுபிடிக்க. 

x" = றி 

= a" (cos7% + isin ™) 

= a" (cos (2K + 1% isin (2K + 1)n) 

af cos (2K +1) + isin BK + ix be * I
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= af cos PR 4D + isin (2X + 1). x} 
Rn 

2 
(k= O, 1, 2, ae அதாவது. 

  a . சோடி மதிப்புக்கள் \ 
பச 

$ 6-11ல் விளக்கியதுபோல, இப்பொழுது, 

X°4 க்கு ஒரு மெய்யான இரு படிச்கார ணி, 

  n® — 2ax cos Seta - 8 என புலப்படும். கை (197 

(0), (0) லிருந்து. 
(1-8) 

பிரா (x + a) 2. { x* — 2ax cos 8-1) ச் i 

an n 

௩௪0 

வகை 77. 1 ஒரு இரட்டை எண். 

n= —Qag x= a போன்ற மெய்பான தீர்வுகள் கிடையா. 

ஆனால் மேற் கூறியபடி 22 4 சாக்கு ஒரு மெய்யான இரு படிக்காரணி, 

  2 ) » Ve இ) 
x? —2ax cos | =! m+a. 'K=0,1,2.. (2 >) 

உண்டு. 

a(n —2) ததி 

நாடுடா ரக 3920-3008 ப .., ௭) 
K=0 ம 
  

(+ இரு படிக்காரணிகள் ) 

6°13. 

இப்பொழுது, தாம் சில முக்கிய சூத்திரங்களைக் காண்போம். 

- 3 
1 51 உடம் 

(0 ஹா-2ா 19/09. ( 09 ) சட வக SED 

(6 4 க். +) 
n 

$ 6-866 5H. 
at 

x20 —2xna, cosn@ta?” an
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ு x? —2ax. cas (6 + a) + a*} 

௩ ர- 1 என்றும், 0 - 94 என்றும் இதில் பிரதியிட. 

  
1-1 2௩௩ 

எனவே, 2-2 008 3) - an 12 — Beas (29 + )] 
K= ட fl 

n -1 
= . Kn 

அதாவது, & டூர் - an {4 sits? ¢ +—— } 
K=0 ” 

2-1) ஈ- 1 ற at 

vo Um (84 )} 
3 நம 

  

a ் Kn 
ப் uy sin?nd = 2 ௩ 1 ஸ்ட ( + — | ஆசையால் ம் உட்டு ழ் 7 

1 எ 
=" 2 Kn 

அல்லது. 80 - 3 த { sin (9 +5 ) 

ழ்க்குப் பதிலாக 0 என்று எழுதினால் கீழ்வருமாறு கிடைக்கும். 

௨ ட wn ர n—\ 
sin nQ@= 2° + sin Q-sin( 0+ 7) ஸ்( 94௯ ) 

. _ any an 
்ர ‘ _ al ட __. Gi) csaQ@ = 27+. sin (6 in ) si (6 +a 

. sin (கழக ) 
2n 

உ 5 nn 

சென்ற சூத்திரத்தில், 6 விற்கப் பதிலாக O +> என்று 

see, 

ு - ட ௯ ௯ கு 
sin n (e+ =)" 2°), sin(o+ wr): sin (e+ Gn + =) os 

அன்று நமக்குக் கிடைக்கும். 

ரு = 5 n 

அதாவது, sin (j-+n0 )- 27 4, sin (e+ zy sin 

3x (6+ 2, ) யவ
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ர ளா ் n an 
அல்லது, ௦0886 - . sin 6+ gy) 92 9-4 rs 

. 2n—1 
. vin (+ Ta ஈ) 

a 

மாதிரிக் கணச்சுகள் 

மாதிரி 1. 1 ஒரு கேர் முழுவெண்ணாகில் %”1--1ஐ இரு . 

  

  

  

. . , _ ® . an .. an 
ப்டிக்காரணிகளாகப் WASH sin On” sin an 519 ane 

(n—1 7x Vn ் 

2£ ஒரு இரட்டை எண்ணாசையால், 

(1-1) | 2 

x" ~a?" = (x?—a) on { * -B0x0s AT + a? ] 
க ட 7? 

($ 6:11 வகை II) 

(1-1) 2 

சம கு ஜீ Gm Jy? லு பத க்க! ] 
K=1 7 

fa (1) ரு 

னை = am 5௩ cose +i} 
நெ வ 21 77 

_ &ems Kor smfissHOG HS (Differential Calculus) x 
ஆனது 1ஐ அணுக இருபக்க எல்லை மதிப்புக்களும் சமமாகும். 

அதாவது, 

(2-1 

  

  

பனா] TI OKn 
x>1 my = ket | 1-2 608-557 + ப 

1-1) 2 
ல் 2n = 21 oR ~1— cos வ 

2 Kei an 

(n—') 
= 20), on 2 2 sin? x} 

K=1 n 

. (n—1) 
ய -_ = . Kn 

4] = 1 1 . in? ——_. (அ-து.) . mn 9121 ரு { sia an 

K=) ,
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இரு பக்கமும் வர்க்க மூலம் எ௫க்க. 

  

(n--1) 
Vv ak OR. { sin aes ட்டி 
ஒட்ட Kel Qn 

oe . TW OR ஸு... 7) a வ் 
ஆனால் கோணங்கள் 21 mn? wt ee Qa 9 

eo ee: 2௯ . on 
வொன்றும் ₹ஐ விட சிறியதாகையால், sing gy? Mg roe 

ம os Lo . . 
sin tw முதலிய அத்துணைக்கும் கூட்டற்குறிதான் உண்டு. 

(plus sign) 

et) Kn Vn 
on sin se oy = + நொம் 

K=1 , 

revgy, sin —-. sin 2 81 on அதாவது, ஜெ EE ye இிய த ட படக 

ஸ் (1) முசு 

n ~~ gare 

மாதிரி 2. ந”?--ற₹41ஐ இருபடிக்காரணிகளாகப் பிரிக்க. 

72-51 - 0 லிருந்து 

  

oe 3714 _ 1049 

2 2 

=} 2 V3 
3 2 

n N = பப்படம் ட cos 5 sip 5 

= cos (2K +3 \ eistn (2xn+ 3) 

(7 ஒரு முழுவெண்) 

x= (வேக ஆ) 5 

isin(2Kn +) } 

_ os OKT . , (6K+ ijn 
= C 5 + i sin i 

(K=0,:, 2,3 4) 

  

4 

woe pd a On ட் cos (6K+1) nm + ப் 
K=0 15
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மாதிரி 3. 

(ட 
009 160-009 ஈம் டட un 1 20 @—~cos (° ar) i 

: K=0 

என நிறுவுக. 

(n- 1) 
20_9x" cognO+l= ௯. 

K=O 

t ~Bx con (6 +07 +} (§ 6-8) 

இரு பக்கங்களையும் 57 ஆல் வகுக்க. 

பு 1 J 2 
—2 cos ee = ௯ fe cos(o +=" Kn + x} 

K=0 

  

(1-1). 
ம் ar | 

(9}-S-) xn+ 5,- —1 cos no= ௩ { (= 4 த - 2 cos 
K=0 

(9 ரன! படு 

் : . 1 1 
X= Cos QO+i sin 6 sree x + ~~ =2 cos @: xf + =i =2cosnO 

(லிருந்து. 
(1) 

2K 
2 008 19--2 00885 - ௩ 2 008 09--2 608 (9௩ “T)t 

K=0 சக 
  

8-1 

“அதாவது, 2(00% 19--008 1/2) - 27 0௩ (ல 8—cos (9+? 42Kn \ 
K=0 

n—l 2௯௩ 
எனவே, ௦08 10--0௦5 10-27 * or | 00 O—cos (5 i 

பரு 

குறிப்பு : 6-(ஆ எனில், 

008 ௩9-- 008 17 G i) = Qa? "on | os 6—cos (2 அர 
K=0 

a—1 4K— 

௬9711 7௩4 cos 0—cos (a xt 
K=0 7? 

30
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1-1 [ K-1 
cos n0—0 == ga en நன் 008 (Cn ம ) ௪ 

-0| 

  

எனவே, 

= n an 
௦08 10-27 *(cos 9--008 -- )(0% 8—cos un) செல்களை 

an 2n 

o— 2n— ஸ் 
₹ (0086-0098 27 

மாதிரி 4. ் 

7 
2p— 

p=l 
4 

இம்முடிவிலிருந்து 2 ப்பை ட்ட ஈன் மதிப்பை எழுதுக, 
p=1 

(1429-10௭0 எனக்கொள். 

eo (14+x)."=—{1—x)* 

(1-9 [௩ + isin w} 

=(i—x)?" - {cos (2p—1)" + isin 

(2p—1)x } 
(2 ஒரு தேர் முழுவெண்) 

எனவ, 1-2 1-2). (0086 (19௯ =: isin (2p—1)% 37)? 0 

2p—1 2 
5 yr ae isto( =n     4 1+x 

அலலது = cos( 

ok ர் உட ஸூ a) iste“ an ௩ 

2 2 
(ஆ) ce isio(* ல *)x—3 

—2 sin? 2p-1\ ட isin 2-1 ௯1 
4n 2n 

2eos(“E- ௩ ck isio(“ 1 ™ 
4n 2n 

2 sin? a yrs ain A அடப் டு cos( ES =) 
4n 

2 cos? Cm ய் ஸ்( க ட l 
க 
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tie ir) fate) 
= (a) foe) 

அல்லது % titan பர் 

றை 
எனவே, 1-7 182 

in 

x—itan (* a 02 2, ..-eee(1) 

ஆகியவை, CL4x)74(L—x)?" retry snus Sear (quantity) 

காரணிகளாகும். ($ 8:12ஐப் பார்க்க); 

ஆகையால் 

n 

(h4+x)?94+(1—x)2n. = K aon 124 (ழே mn)” } 
p=1 

= 2-1 {x i tan an x} 

nm 2p 1 
2 ‘ 2 னி _ 

Kn {x +tan ( in )ஈ] 

p=l 

  

ஒருபக்கமும் x? or குணகத்தை சமன் படுத்தினால் 

௨ - £ என்று கிடைக்கும். 

7 உ 3-௩ 
ster Seu, (1+7)?9+(1—x)?" = 2 on et tan* ( 4 )ஈ] 

p=1 

Qauisaph x?" *ன் குணகத்தைச் சமன்படுத்த. 

5 2 (2p—1) 
2x2°C, =2x & tan’ dn 

p=1 

இருபக்க ழம் 221 *ன் குணகத்தை சமன்படுத்த 

2p—1 2q—1 
2x*"C, = 2x xtan? Cas) x wont (“FS 9 

(2, இரண்டும் முழுவெண்கள் ஒன்றிலிருந்து, 11 வரை 

யுள்ள மதிப்புகளைப் பெறும் இவைகள், ஒன் றுக்கொள்று 

சமமல்ல. (ற7£4))
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ஆகையால் 

3 வனே. be Ce} 
க பப்ட (ள்) எ] 

(2 po {Pru} 
4n(n—1) (An? + 2n— 3) 

॥ 
॥ 

  

  

3 -- ரர 008 10 1 n—1 

wif. 5. Se gay? Con Faun வண்ட ௪ 
K=O 

x—acos( 0 + aT) 

x? — 2an cos (6 + aT) 

+ a? 

என்று நிறுவுக. 

$ 68லிருந்து, 
1-1 

x22 —JarxecosnO+a*"= an 
K=0 

{ x* —2ax es (o4 AT) + ௪] 

இருபக்கமும் 0 அடிக்கு மடச்கை எ௫க்க. 

n—-1 
wz (x29 — 2a°x" cosnO+*")= & 

K=0 

wz (னை (94%) + a? i 

ஐஜக் குறித்து வகையிட (differentiate) 

் ஜூ 1-- இரா, ஈறா“ட, 608௭0 7 1 

x29 — 2a. nx* cos nO + a7" ன் ne 0 

2x — 2a cos (0 + akn ) 
74 

x* — 2ax cos (6 + ay) te 
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எனவே, 

(“டு (ஈ- ௭ 00s 16) n—1 
x9 — F2c8yn Cos nO + a20 K=O 

உ --௪௯ (e+, aie 1]. 

ர — ax cos (0+ + 2k) + 

  

ல்ல x® — a” cos nO _ 1 821 

ANUS) ட தாஜா 009 ஈ09 1 22 ஐளி1 
  3 

K=0 

( 2-2௦௯ (0+ அ. 

2 a 

(x — 2ax cos (6 + டப ) ta 

மாதிரி 6. 222... என்று ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணம் 

ஆரம் "கொண்ட ஒரு வட்டத்தினுள்ளே வரையப்பட்டுள்ளது. 

2 என்னும் புள்ளி இவ்வட்டக்கின்மீது, வீல் 7,7.ன் நடுவில் 

அமைந்தால் (i) PP, X PP, X PP3 X..-.-PPp = My 2 4S De 
(ii) P,P, X P,Ps x PP, X PiPa = PP Vy 

என்றும் நிறுவுக. 

  

222, .. 2 என்ற 2 பக்கங்களுள்ள ஒழுங்குப் பல்கோணம் 

ஒரு வட்டத்தினுள் வனரயப்பட்டுள்ள தால், ஒவ்வொரு பக்கமும் 

வட்ட மையத்தில் சமீகோண த்தைத் தாங்கும். என வே, 

0 என்பது வட்ட மையமானால் 

an யடி 
௩0 = P,O P=... = PynOP, Sn n° 

மேலும் 2 என்ற புள்ளி வில் 7, Pier BOS 0 ero gre 

7 
202, - 70%, - an" 

2 ‘Rn % 

எனமவ, POP, = POP, + POP, = 5 + 2. 
n n 

aA nan n 17% ரு ரு 

POP, = 202) 4 ஐஐ - ஜீ. அஃ 2 

= 
~ 2a’ ne
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ட 19௩. 
இம்மாதிரியே, POP, = a ; 

எனவே, PP, = 2r sin i 
n 

no 
PP, = 2rsin (Gt a 

PP, = 2rsin(-~+ 2% 3 = or sip (கேர் n 

௩. (01)௪ 
PP, = 2r stn ant a) 

ஆனகயால், PP, 4 202 KX மிர 3 பப்ப % PPo 

ர . n n 
= 2r sin in t எஸ்( ஆர் ர) 

௯. ந் 
96 செக ககக வம 90 Be sin (Get a x) 

௯ ௯ ௯ 
= 29, 7). sin —— xX sin{ ——+ — 

4n 4n n 

: ௯ n—1 
serene X § — + —— x x in( in + 7 ) 

1 ௯ . 
= 2", rh, ண் sin n Tap re reserennees (§ 6:13. (4) 

1 
m= Qe ya V2 

௯ ரரி 4/2. 

டக 
மேலும், P, Py, = 2r oT" 

் . ௯ ரு 

Py Ps = 2r so( art உ)
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Py Py = 2r sin. 
2n 

P, OP, = pe (. P,OP,=P,OP,+P.OP3) 

. On 
P, Py, = 4r sin On" 

(n—1}7 

Qn -* 

ஆகையரல், P,P 42) 22 X Py Pa 0 வை Py Pr 

‘ ௯ an ட்டு 
2r sin (= ) x 2r sin (=; ) % (8-1) உறுப்புகள் 

  இம்மாதிரியே, 2) ட ௪ 2r sia 

= - ௯ . oN ௨ (00-1௩ 
= ய, ராட் ee —— nae r sin Qn sin an sin an   

“கடி சாடி இட (மாதிரி 1 விகுத்து) (8 618) 
= rh பூ 

மாதிரி 7. 4869 ஒன்ற, 1 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்குப் 
பல்கோணத்தின் சுற்றுமையம் ௦, சுற்றுவடட ஆரம் a. P 

என்னும் புள்ளி (விலிருந்து ச என்னும் தூரத்திலுள்ளது. நீட் 
டப்பட்ட கோடுகள் OA, OB, 0... வுடன் முறையே AP, BP, 

(2.4 வக உண்டாக்கும் கோணங்களின் கூட்டுத்தொகை 

r® sin 20 a. , . 

7 cos nd an (O=POA) cro D Des. tan } 

தீட்டப்பட்ட கோடுகள் 0, 028, 00,...வுடன் முறையே AP, 
22, மீ....உண்டாக்கும் கோணங்கள் 6, 1, 3, எனில், 

PA-cos $ =7 cos 9-7 

PAsin $ =r:in 6 

sonGey, PA co. $+isin >) = (7 cos O+ir sin 6)—a 

இம்மா திரியே, 

PB(cos $* +i sin{")= 

{- cos (6 re ) +ir ஸ் (6 மம் \ —~a 

(-: AOB=2n/n)
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ஆசையால், 74 (006 4-0 80௨ 6)7(௦0% 657 8001)... ves 

= {- (cis @+i sia aya} 

x | r [ cos (6+ SE) tisin ( 0+ வ் y|- at 

(1 உறுப்புக்கள்) 

௪ (1) 1 1 சமுரா வக ௪.3 660 

மெய்யான சற்பனையான பகுதிகளை இருபக்கமும் சமன்படுத்த. 

PAX PBX ...cos($ +6! +...)= (7௦௦8௭0 - ௭) (1) *,.டு 
PAX PBX...sin($4+@ 24+...) (ராஜா) மா]... (ti) 

(ஐ 1) ஆல் வகுக்க. 

  

4 r sin 20 oo ah AL ப a 

வம் PrP or vas) Tone on 
r" cos nO—a 

sinnQ _ 

r" cos nO—a" 
  G+O'+— = tan! { 

அப்பியாசம் 6 

; நா 1 009 710 
1. x = புரு isin 9 strafed, —,--~---- = = —— > 9780 > நரம் பற cos (n—1) 6 

என நிதுவுக (% முழு எண்) 
(cos 2 Q+i sin 2 Q)® (cos 3 Q@—i sin 3 6)* 
(cos 3 +7 sin 36)’ (cos 4O+istn 4Q) * 

ட ஐச் ச௬ுருக்குசு௨ 

(விடை 1] 

(ii) (cas 2 @—i sin 2 Q)* (cos 49 +sin 4 6) 
(cos 5 @ +i sin (3 G))* (cos 3 @—i sin 5G) ® 

ஐச் ௬ருக்குகட 

[விடை ௦05 706-087] 

(tii) (cos 2 Q—i sin 2 6® (cos 4Q+isn 46)* | 

icos 10 96+i sin 10 Q)* tcas 3 O—s sin B O34 

, ஐச் சுருக்குக. 

[விடை 20: 2 947910 29] 

௯ ளி ௯ 
3. x, = Cos (+) +i sin (3) எனில், 

3 3 

31209 009 (ழி விடு 1 என திறுவுக. 

  

1 1 
4. 4-5 300509; V+ = = 2 cos எனில்
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8 2 

a+ 2 உன் ஒரு மதிப்பு - 9௦௦5 (8 9-2 ற) எனக் 

5. (பவட கைத் "20% (ச்) 
14-80 9-7 0. 

  
  

காண்க. 

+i sin (உ 9) என நிறுவுக. 

(4 ஒரு முழு எண். 

6. (i+ xje = Po +P yX+ Pox? +...+Ppx® எனில், 

3௨, ப ப, லட) என்றும், 

டச்சு வ ர 
Py மி அதில பப்ப வ இ, வ்($) எனதும் நிறுவ, 

7 ஒரு நேர் முழுவெண்ட 

(குறிப்பு :-- +i) விரித்தல் கண்டுபிடித்து, இருபக்கமும் 
மெய்யான பகுதிகளை யும், கற்பனையான பகுதிகளையும் சமன்படுத்து]. 

8 ரு ு 
1 ட்டர் ட +sin 8 + icos § 

er லு ௯.” 1 என நிறுவுக. 
1+sin ~g 1008-4 

  

8. x=cosO+isinOd; ப) 2௩௨௨! எனில் 

1+c cos@ il H(i tn) (1 + = #0 நிறுவுக. 

9. 7-2 ௪ (0௮) (2- இ) எனில் 

வேல் மம = ag (cof P=x-+1) sreh ay நிறுவுக, 

10. (x—p)?+q?=(x+l)ix+ B) saha 

(xtl"—(x+ Bi" i, sia b 

— a-p 7 “sing 
ore oy Bois. (g cof 6=x+p) 

femley :- (x+p)?+q?=(x+p+ig) (x+p—ig) 

aonGeu (x+p+ig)(x+p—ig)= xt+h'(x+ B) 
ஆகையால், of = ptig;s B=p- ig 

மேலும், ப = (x+p)+ig 

 



154 திரிகோண கணிதம் 

4(00: 91840 6) 

sin 0 

ccs Q +isin 
x+ 8B = xt+p—ig = q iets SO+ 5 

=qo6+ igq= 

11, x=cosO+isilnQ@; y=ccs Ptisin > aefe, 

2.42 

11 (9-6) => ட் us } என்றும்,   
xy 

1 prey 
xy 

[குறிப்பு :- cos (@—)+isin (O—¢) 

= (cos 6+isin 6)(cos P—isiu P) 

_ (cos @+isin9i 9 
“(cosOt+isi. >) x 

QuwrHfiGw, cos (Q—?)—isia(Q@ 9) = 2. : | 

12. (14+ /31)89"+(—1—V3i)=.°9* * என்று நிறுவுக. 

cos (84+ 9) =   ; என்றும் நிறுவுக. 

13. (டன மதிப்புக்ளை எழுதுக. 

(காய (கோமு 
நண 605 “4 4985-1240, 4 

m nm 

a 

14. (a + ib) +‘a—ib) & gm wsdy 

“1 
= 2(a? +b? + eos (7 4 tan ) என நிறுவுக. 

hn 

15, 3/242ier wD i ysstns soirGiy gs sy x°—4x°4+8 = 0 

ஐத் தீர். 
் ’ 8n+ 1) : 

| கடை 2/2 {eos Sa nisin x } , 
12 

n=0.1,24 | 

16. (/--1)1/5ன் மதிப்புக்களைக் கண்டுபிடித்து அவைகளை 

ஆர்கண் வரை படத்தில் குறிக்க, 

[ஆடக (வ (த  )orn(*E 438) } ] 
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17. (ூை-3/5ன் மதிப்புக்களைக் காண்ஃ- 

(1211-17 . (22541) 
உரக் eR _ ட 5 விடை 2 120 30 ரு தாறு 30 7 t ; 

n= 0,1, 2, 8, “| 

18. (—1)* sr WAYS 58m & ar ora. 

[டை cos os 1) + isin ட ;h= 0, 1, 2, 3, | 

  

  
10 

பி. (cos 60° +isln 60°+cos 45° +i sin 45°)*/? oi மதிப்புக். ளைக் 
காண்க. 

௩ இ, ௩1௫ ௦ ye 
[வடை ( (3), i feos 1860 une 

les 360°. 5215 
+i sin டட + | 

= 0 

30. 17ப/8ன் 6-வது மூலங்களின் மதீப்புக்களைக் காண்க. 

[வடை யாரி cos ரர sin aay, 

2. த 1, 

  
18 38 

n= 0,1, 2,5. | 

21. 4ப/ர்ண் மதிப்புச்களைக் காண்க. 

[கீடை cos 2) we +isi i oti ein = 0123 | 

22 (9--2)5/38ள் மதிப்புக்களைக் கண்டுபிடித்து அவைகளின் 

தொடர்பெருக்கற் பலனைக் காண்க. |விடை 2-2/3} 

29. 5/1-7ன் மதிப்புக்களின் தொடர் பெருக்கற் பலன் - 1-4 

எனக் காண்க. 

1 1 

24, (சி -(சஃடன் மதிப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை 
பூச்சியம் எனக் காண்க. 

25. பேன் ஒரு கற்பனையான மதிப்பு 6 எனில் மற்ற மதிட்புக்கள் 

1, w? என்றும் 313” = 0 என்றும் 1 _. jt 
3 ’ ’ L+2w 119 

1 ee 
+ aaa = 0 என்றும் நிறுவுக.
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26. x®—x'+32x° =32m5 87. 

2 1 
ண x=2,2 {cos wi sin “ x} 3;n=0, 1; 

mnt . 21717 
x=1 {cos Gn isin :m=t | 

  

3 3 

27, Si:—(i) x2°—17x® +16 =0. 
~N 

| விடை: v2 { cos (ஸூ) (K=$. 1,2, 3. 4); 

Kn. ர 
{cos jain (K=°, 2, 3, | 

Gi) xt?—x7?+x*—1=0 

Fr 2K ~ 
் விடை; அ, அற —1, (வடட ௭௮ [ஸ்ட் +3 } 
| 7 7 

(K=90, 1, 5] 

28. cos oT pista = ௮ எனில் எபு*; வ் என்பவை 

120 என்னும் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் எனக் காண்க, 

Qn ட டே 
oa = cos Bt en 

= (cos 26 + isin 27)7,° 

t®= cos2R + isin wa 

௪ 1: ஆசையால், 4 என்பது 10 என்ற சமன் 

பாட்டின் ஒரு தீர்வு. ் 

எனவே. 1 1ன் ஐந்து தீர்வுகள் முறையே 1, d, ல், 

(65) 
மமலும், 1-4 வ” அ வவர ௬0. 6-4. 00 

adtol*=p ao mi, ”-டப“ ர என்றும் கொண்டால், 

மிர்சா லர்வ்ர்வீர்வ க ம ((1லிருத்து;......... (1) 

Pq=(d+d*) (A? +h Hh? +h? +d > +o? 

=o? +l" toltol® +ol?*el® 
ர்க் (5 ௪1) 

= td +h? t+ot=—1 wifi) 

2, 4 என்பவை, %£--3(2%௩1)1றர-0ன் தீர்வுகள். அதாவது 

Pq என்பவை 2£---1-0 (14), (11)லிருந்து) என்னும் சடீன் 
பாட்டின் தீர்வுகள்.
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2 2 
99. cos > சண்ட. ௪ 4 எனில் oto? + ol" 

வீரட்டம் ஜூற ே0ன் மூலங்கள் எனக் காண்க. 

80. 9*0-1ஐ மெய்யான இருபடிக் காரணிகளாகப் பிரிக்க. 

4 nn 

விடை. டி 1 x*—2x cos" + 1 | 
ne 

aL. -1ஐ மெய்யான இருபடிக்காா ணிகளாகப் பிரிக்க. 

- 6 - 
- en. (x?—1) ox J x! —2x cos “+ 1 : 

n=1 4 

32, ௩ ஒரு ஒற்றை முழு எண் எனில் et ஐ மெய்யான இரகு 

ட 

படிக் காரணிகளாராப் பீரிக்க. 

ஈடு அப 
[am 2 OR ணம் மே... ௬௮7 ் 

௨0 n 

3 
33. ஏழு டடம ர்கள் 1 (அ cos 

( 
on 

+ i { x*—2x COS - ரர் i | என்று நிரூபித்து, cose + 

  

an sw 4 si nm. on . on ட, னக் 

cos ஏ. + cos —— = sim yy" ‘1a Ta" sin 14 = 3 or 

காண்க. 

4 (2K—1) 3 
34. x841= an 3 x?—2x cos ௩33 6 எனநிருபித்து, 

K=1 7 5 

in. sin 2. sin 2% sin = ae 

8125 sin jg: SIO yg SA 1607 Gi EPS Seen 

95. பின் வருவனவற்றை நிறுவுக. 

வ 1 

ழு 24-1௪ cn fx —2x cos Ont 2). n +i} . 

n= 

5 , 6n+1 

(ii) x2?—x*+1= on { ? i: கய] 
a= 

           

96. xt?—1msé காரணிப்படுத்தி அவைகளுள் எத்தக் காரணிகள் 

நரி 3 [க்கும் காரணிகள் எனக் கண்டுபிடிக்க.
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ரு 
[ அஃ. 15.14 ரக [ந்த் cose 1] ; 

n=2, n= | 

_x) Pf, K® 
Tea ee Aon (ந் +tan? )என்று நிரூபித்து 

இக 1 4 

37. 

1 ஒற்றை எண்ணாகில், 4-1; ற-ர(1--1) என்றும் ॥ இரட்டை எண் 

ered A= nN; 21-32) என்றும் Ama. 

n—1l Kx 

38. (142) (1-2) வபர ட 230017 > என்று திரு 
K=1} 2௩ 

77--1 Kx 
பித்து இதிலிருந்து 3 0088” Bn (47-89) என்று காண்க. 

1 

a9. (4) AyAg...... 4, என்னும் ஒரு ஒழுங்குப் பல்கோணத்தின் 

கூற்று மையம் 0, ஆரம் ஈ. 7 என்னும் புள்ளி வட்டப் பரிதியில் 

  gyn gned PA, x PAyX PAg iv... PAn=2a" sin "2 (POA, = 8) 

என்று நிறுவுக. 
[குதிப்பு: § 6-90 x=a] 

(ர Soham Sw aypugo uiGsren Hd, சீயிலிருத்து 

கி, (094. 0.4,க்கு வடையப்படும் குத்துக்கோடுகள் முறையே 
அ, 28... அட 22% எனில், 

அஇடியிரி, ப ப லைம 21 உட ரா ஜபா என்று நிறுவுக. 

(114) மேற்கூறிய பல்கோணத்தீல், 

Ay Ag KAq Ag X aaceeenee X An-y An = 

௩ ஜா/2, ஏமா“ ப1/2௨ என் று 

திறுவுக. 
40. Py Paine Pong, TUDE OO HUGE udGsrem 5 Heir 

சற்று ஆரம் ர. 7 என்னும் புள்ளி 7, 72,4;) என்னும் வில்லின் நடு 

வில் அமைத்தா, 22, %72....... 22% என்று நிறுவுக.



அத்தியாயம் *1]]- 

திரிகோண விகித விரித்தல்களும், 
வரம்புகளு ம். 

71. தேமாவரின் தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தி 819 19, 008 700) 

tan ௭9 இவைகளின் விரித்தல்களைக் (61௨81008) கண்டுபிடிக்கலாம். 

11 ஒரு தேர் முழுவெண்ணாகில், (௦08 9--ம 840 6)7--008 89-17 9/8 
AQ, (1) ஈருறுப்புத் தேற்றத்தை (1310008121 Theorem) uweir 

படுத்தி, 

(cosO + 7sin@)}"=c0s"6 + n'cos" 16(i sind} + nie) 
2 

008129. (2889)“-1... 

n(n—1) 
ஜா 

  

008794 717 00௩7 76° sir@+ 

cos”? ர்” -ஒிர?9-... ௮ 

ர “2 : 
=cosrg— "= 9), cos” 76 « SIN*O+ ..ssseee 

. “ips —1}(n—2 - 
+i {> cos” *6%in6— ee ட்டம் cos” ° வடட... } 

ஃ  (டுலிருந்து, மெய்யான பாகங்களைச் சமன்படுத்த, 

  

cos nO = cos"6— on). cos" 76> ain*e+ 

_ Aa—ljy(a—2)}in—3) saith 
+r ர ரகு Cos” *O*sin*O—... cesses 

வகை 1. ஈ ஒரு ஒற்றை எண்ணாகில், 

௦08 80- 00879--ஈ0 * 0087 6 : 8050-4... 
ட்ட த 4 

+(—1) 3h? © nCn-1 0080 > sin™ 76. (த உறுப்புகள்) 

௨கை 11. ஈ.ஒரு இரட்டை எண்ணாகில், 

cos nO=cos"°6@—nC, cos” * sin’6+.....- ee 

+(--1)9/? .nC,. sine. (+ 41 உறுப்புக்கள் )
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இம்மாதிரியே (1) லிருந்து, கற்பனையான பாகங்களைச் சமன்: 

படுத்த ் 
. -; : —iyn—2 - : - 

sin .6=n-cost 195 ஷட் cos” 89-59... 
1:24 

வகை 1. 1 ஒரு ஒற்றை எண்ணாகில், 

51 ஈ9- 0) 0087 19-70 - 00879 “8094... .. 

~ 1 அபாய”. ஒர) sin”. (5 உயய்புக்கள் ) 

வகை 11. ஈ ஒரு இரட்டை எண்ணாகில், 

$1ற. 10-721:0087 20: 90 9-4 0_-00% 1 59.89... 

+(—1)"/? பூமா 00௦0. மற 9. (1/2 உறுப்புக்கள்) 

72 1. ஒரு தேர் முழுவெண்ணாகில் [8.0 sin n6 
cos +9 

ட 720.0 81 19 எர 0-0. 0௦7 § sin’6+ — 
ட 00670--12,. 00873. 829... 

தொகுதியையும் பருதியையும் 00870 ஆல் வகுக்க, 

nc,. tar Q —acg tan"Q@+ncg. காட்ட... 
l—neg. tan? Q 4 2 யாவடீடு... 

  

  tannQ@ = 

73, இப்பொழுது [80௩ (9.0... + Qn)sir விரிததலைக் 
காண்போம். 

௦08(0140,/0௦ஃ0ய 7/4 (9,௩02... On) 
* (0080) 4/1 01)(008 0,747/810 0,) (008 05 --7 80 05]... 

(cos 07-71 ரர 
= cos0, (1—itanQ*).cosQ,. (1 +i tan6,).cosO3(L-+i tanQ.)... 

cos Qn(1+i tan 6") 

= COS 01. COS Og COS Gg...cOS On (147 tan 6,)(1+i tan Gg) 

(L+i tan 6,)...(1+i tan ரூ. 

= COS 0). COS Og. COS 6g...COS On. 

{1 + i (2 tan 6) 

+ i? (3 tan 6). tan 6.) 

+ 7° (3 tan 6,. tan 6g. tan 0,) 

ances eee 

+ i tan 6). tan 6,. tan 63...tan 6°] 

00891. COS Og. COS Og... COS O" [1+7 $,—Sq—i sgt w+ (i) 
{a,=2% tan6,; ச tan 6). tan 65,5, = 3 tan @, tan, 
tan 05) ......srergy @ Mas }, 

ச்
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ஃ (லிருந்து மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்சடுத்தினால், 

COS 0, +0, +Og+ ... +0". 

= COS 0, COS Oy. COS Og... cos O°. [L—sg+s,—...] 
என்றும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்தினால், 

8 (9) 4-9, 409-490) 
= COS O;—COS 0, COS O5...COSO, [11-8௨]... என்றும் 

© tan (81 +0,+03 +...0n) 

— Sin (0, +02+Os+.-- + Qn 
cos (0, 4+ 09463 +.+-+6n 

_ COS G1 COS Gy COS Og...CO3 On [8 —Sg +85—-..} 

~ COS Oy COS Bg. COS 09...008 11-99 4 4. | 
  

— Sits tiga: 

1—Sqgt5S4—.-- 

7°4. இயற்கணிதத்திலிருத்து தமக்கு 

ரர் 1 ட்ட . 
னாடு +) =e எனத்தெதரியும். 

இவ்வசம்பினைப் பயன் படுத்தி 

ல( os)" - 1 என கீழ்க்கண்டவாறு திரூபிக் 
கலசம். 

x ‘ x 
cos | af t=sin’ = 

(cos +) = (1—sin* 7 i n) 
. It x \n_ it L— sin? 3/2 

pp ol 8 =) =nee sin* 

_ மடு x? 71/2 
ல ர் 

16 x x 
(+ n> sin —- = = 

  

(§ 3-12) 

_ lt . —x/?n?.n/2 
i> ao © —x? /2n 

_ it 
n> ox € 

11



$62 திரிகோண கணிதம் 

=e), (2 3 என்பது ஒரு முடிவுள்ள 

சுணியம் (11116 ரவா) 

  

  

கந்த ப ப ப ப ஒவ ee (i) 

‘ யூ . 
மேலும், $ 8:11விருந்து, O<6<-, எனில், 

81 949-180 

x x 
Ss sin ~~ << tan oo (neo) 

71 nh ச 

x | 

ஃ படட என்பது நக்கும் % க்கும் இடையே உள்ளது 

8111 -- 71 
ர? 

ம n n 
sin nD x . . ச 

—~-- & என்பது ப்கம்( cos — ) SGw இள... அய 
x n ௨ளளது 

n 

க x n 

\t sin nh 
ல ள் என்பது 1க்கும் க்கும் இடையே உள்ளது. 

ட 

( (i) லிருந்து) 
க் x n 

$12-—_- 
J nh 

அதாவது ௨3 6-1 wanes Gi) 
n 

7:5. % என்பது ஒரு முடிவுள்ள (ஆரையன் முறையில் அளக் 
கப்பட்ட) கணியம எனல், இப்பொழுது 80 ஐன் விரித்தலை ஈன் அடுக் 

குகள் மூலம் ஒரு ஒருங்குகின்ற ஒரு சீரான முடிவிலி தொடராகக் காண் 

போம். ் 

$ 7:1லிருந்து 

811 80 ௭ 88 cas? 70 nnn plum cos" ®9 -sin?6+ 

x 

n 

எனில், 9௮0 ஆகும்; அப்பொழுது, 

் ப்பூ x பட n 5 

. ௦09 1919 9 ( 9 ட) (3-2) 
1:2°3 

cos”” "6 * gin®O+ scores 

_20 soars Glare. அதாவது 3-0; இப்பொழுத n>» 

* sinx=  
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ன் sin 69 33 ப 
32 0087 2. — —-cos® °9- 

6 81 

sin 6\* 
(a) + nnvcooene 

woven (i) 

8 7-4லிருந்து, (6௦867 1௮1; (0௦97 “21... 
ந 8 

இம்மாதிரி3ய, a) த] ஆம் பவ 

ஆகையா ல், 

3 

3! 
7-6. இப்பொழுது, 008 ஐன் விரித்தலை உன் அடுக்குகள் மூலம் 

ஒரு ஒருங்குகின்ற ஒரு சீரான முடிவிவி தொடராகக் காண்போம். 

§ 7-1லிருந்து, 

xd x? 

sin X=xX— + து FT ட மு.வ. 

71(2-1) 
008 710--00870-- - ௩0067 99/050-......   

22.௬9 எனச்கொள். அதாவது 2:53. இப்பொழுது 5-௦ 

எனில், 6௮0 ஆகும். ஆகையால், 

x x 

(2-1) 
COS x =CO8"O— சீ, 0002 “910204 

  

  

x? away sin 0\* 
=c0s"6 ~ 5 cos" 79 ( 6 Piece 1 

x? x* x® 

cos x=1 art 4 நட ர அழுவ 

sin 9\* ( ( : yr 

(9-0) 
(cos @)k>1) 

குறிப்பு (1):-- % என்பது ஆரையன் அளவில்தான் இருக்க 

வேண்டும். 

குறிப்பு (2; :-- மேற்கண்ட இருதொடர்களில், ஒன்றுவிட்ட 

உறுப்புக்களுக்குப் கூட்டல் குறியும் கழித்தல் குறியும் வரும். 

குறிப்பு (8):--8 ன் விரித்தலில் &ன் அடுக்குகள் ஒற்றை 
யாகவும், 00$ ன் விரித்தல்? ஜன் அடுக்குகள் இரட்டையாகவும் 

இருக்கும்.
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77... நன் 6-வது, 7-வது, ... முதலிய மேல் அடுக்குகள் 
,தவிர்க்கத் தக்கவை எனில் (20. ன் விரித்தலைக் காண்போம் (தோராய 

மாக) 

க ட ந 3 

212 cos x 
x? | x? 

பகா அர்த 
இ x? ஐ 
1 அர் ஏ 

xs x8 5x x® x® =x _ டப 
* ஏர ச ர் wo 

35 25 

“ர தர் 

அதாவது, 
x8 9x5 

tanxy =x + zz +57 

7.8. இப்பொழுது ௨௦0 அல்லது ௦080 இவைகளின் அடுக்கு 
star (powers) ன் மடங்குகளுடைய (ுஈ[41ஐ216) சைன், கொசைன் 
மூலம் காண்போம். 

3 0094 7 5100 எனில், 

1 == 0060 — ising. 

1 1 
ஆகையால், 34 == 2 cosQ@, x — ல் = 2ising. 

1 1 
மேலும், v+—-= 2 cos 16; x! —— = 2isind (1 ஒரு முழு 

எண்) எனவே, 

to ஈ _ ம 
(218௨9) (= z)



வகை!” ஈ ஒரு ஒற்றை எண். 

(4)விலிருத்து, 
m—1 

gm(—1) 2 isin 9 

(எத) சவ இலக 
ச 1 

(-1) 2 mCm—1[ x— >) 
த x 

= 2i{ sin mO—mC,. sin (m—2)6 

+ mCg. sin (m—4)6+... 

m—1 Ac 
+(-1) 3 .™°m-1. sin 1 

a 
இருபக்கமும் 2ஆல் வகுக்க. 

ஊட(1_) எல் sin "8. = sin ™@ —mC,. sin (m—3) 

+ mCg. sin (m—4)0— . 

m—1 
+ (—1) 2 .mCm—1 sind. 

2 

வகை 11, ஈ ஒரு இரட்டை எண், 

(4) கீலிருத்து, 

ப 
ஊ௯,(-1) 2. ஸஈ0 

1 - 1 
= (சச y= ome s + x= 3 ) +... 

m 
+ 

(டி? ஈர 
2 

= 2{ cos m @—mC cos (m—2)8 

+mC,. cos (m—4)6— --... 

+4.(—1)m!*. mul s }-



166 திரிகோண கணிதம் 

இருபக்கமும் 2ஆல் வகுக்க. 

2m~1(—1)m/?, sinm9 = cos mO—mC,. cos (m—2)9 
4 0. cos (m—A4)9..... 

+ 1. (—1)"/?. mCmnra- 

79. மேற்கூறியவாறு, இப்பொழுது cos 6ன் அடுக்குகளை, 6ன் 
மடங்குகளுடைய கொசைன் மூலம் காண்போம். 

முன்போல், 2:-- —=2 0௦80 

ட் 2 வென் x ge 008 70 (7 ஒரு முழுவெண்) 

எனவே, (2 ௦08 - (ர = y 

கம் eee | 
=x +n, at? on nCg xP * = 

1 
+ அசர் இர 

1 ns 1 
= (+ se) trea ௮) 

+........ (A) 

வகை 1. ஈ ஒரு ஒற்றை எண். 

1 ae 1 (விலிருந்து, (2 ௦05 67- (+ =) +n, (# 24 re) 

- 1 
+nCa( 2" ot #7) 

4... ௮70 ர் 
7-1: 2 

2 

=2 { cos nO+nC, ‘cos (n—2) 6+nC, cos 

(n—4)9+...+2C cosé } 
n—1- 

2 

இருபக்கமும் 2 ஆல் வகுக்க, 

9-3 : 00870-- 008 19-10 :005(71--2:9--104 : 008(8--4)6 

4... 16 0090. 
n—1- 

2 

வகை 11. 7 ஒரு இரட்டை எண். 
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1 

(யிலிருந்து, (3 005 opm (art, Jane thoes) tae 

ச... ர ரப 

௮24 00819 ஈட ௦-2 94... 

ராவே - 

இரு பக்கமும் ஆல் வகுக்க, 

9-௩ .ரர889-- 008 0170 cos A—2)6 mC,‘ cos(n—4)6 

+ +4 "78% 

7:10. மேற்கண்ட சூத்திரங்களிலிருத்து. 7 ஒத்றையாகில் 

உன் கோவை ன் மடங்குகளுடைய சைண்களிலும், 711 இரட்டை 

wr Ae, sin cr Garena, Os மடங்குகளுடைய கொசைன்களிலும் 

தான் இருக்கும் எனப் புலனாகிற்று. 

குறிப்பு (25:-- ஈ ஒற்றையாகிலும் , இரட்டையாகிலும், 00870ன் 

கோவை ன் மடங்குசகளுடைய கொசைன் களில்தான் இருக்கும். 

குறிப்பு (3) குறிப்புகள் :-- (1), (29லிருந்து, ஈ எவ்வெண்ணா 
கிலும், 84மாட ௦௦5710ன் கோவை, ஈ. ஒற்றையாகில், 6ன் மடங்கு 

களுடைய சைன்களிலும், 8 இரட்டையாகில், ன் மடங்குகளுடைய 

கொசைன்களிலும் இருக்கும். 

மாதிரிக்கணக்குக௪: 

7.11. ் 
- 80060, . : . . 

மாதிரி 1. “sin ன் மதிப்பை ௦௦80ன் அடுக்குகளின் மூலம் 

காண்க. 

cos 66+ isin 66 = (cos6 + i sin6)*® 

= 0080-66. 00650. (619) 

460. 0049 (29) 460. 00859 (18109)” 

+ 6C,. cos?Q (isir6)* + 6C,. cosd. (isine)® 

+ 6C, (isind)® 
௪ 0089-6100 59. 8100 

- $500849 ௩₹9-- 200059. 81௩0 

452089. 8049 4 679/0 0080 

—sin°@ 

இருபக்கமும் ; கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த. 

sin 66 = 6 cos°@. sir6 — 20 cos*Q. sin®Q@ + 6 ௦௭50. 8௩76
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sin 66 
. = 6 cos® -- 80 0089. 51029 - 6 0060. 510409 

81119 

- 60089 -- 20 00899 (1 -- 00826) -- 6 ௦௦89 (--0089)“ 

820059 -- 82 ௦080 - 6 0080. 

மாதிரி 2. ௦௦5 89ஐ எ0ன் அடுக்குகள் மூலம் காண்க. 

cos 89 = 1-4 8040, 

1—cos8@ = 2 sin? 49. 

2. {(2sin 2Q cos 20)? } 

8. sin? 2Q. cos? 26 

= 8. {(2sinO. cosQ)? }}. {1 — 2 sia76}?. 

= 32 sin 76. cos 76. { 1-4 sin *Q+4 sin *Q } 

= 32 sin?Q (’—sin 76) { 1—4 sin 76+4 sin “O} 

= 82 sin 7?Q—160 sin +9 4256 sin °Q 

—128 sin °Q. 

அதாவது ௦௦8 80 - 1--82 ஐ *6+160 sin *6—256 sin 0 

4198 0030. 

1 
[| 

குறிப்பு :-- மேற்கண்ட சமன்பாட்டை $ 17-1ஐப் பயன்படுத்தியும் 

பெறலாம். 

மாகிரி 3: bate. t 2௩ aS 4n 5x ட 
மாதி : tan >: tan yy: 'am py. tan yy tan ay = Vil 

என நிறுவுக. 

t = tan Q என்ச. 

9 1'2விருத்து, 
tan 119 = 

110). 110. 2 $11C 5. 8 —11C,. 17 +11Cy. t9—11C, 4. tt 
1—11Cg. 17 + tiCy. 8-11 Cy. 1° + LICg. f° 21 Cy 9. 27° 
  

கணவ (க்) 

KR Un an AK 1in . 

Sar wae எனில் 
tan 116 = tan %, tan 2%, tan 3%, ...... tan 117%. 

ு 9(ஏனெனில், 11௩ - 0.) 

. KR In 3X 11x . 
எனவே, (க்) யிலிருந்து, 9 - மு ம்ப ரு எனில் 

க் 110 1511 ப 11 டோ 110 ளடி-11 ப வர் ௪ 0, 

(1
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அதாவது, (8) என்னும் சமன்பாட்டிலிருந்து, ரன் மூலங்கள் முறையே, 

tan —— tan —— an fan an tan aa t=0(= tan %) என்பது 
11’ 117 11: நட 

(மன் ஒரு மூலம். 
i 

என வே, t * it an t an t 10% Aw wal Sou, tan sy» tam 7) tam ype we tM — ys B 

11C,—11C,:0? + 11C,g14— 11 C70" + 118 - 1313077540 

என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள். அலது, 

12945522 + 98014 - 46204 + 1652? -- 11 - 0 என்ற சமன் 

பாட்டின் மூல௩கள் . 

, tan x ¢t an t am ey Ax t 5K Rn 
“ 11 an y, % tap qq X fan yy * nay 

x Sta 6n ti 13 an on t 167 
n 11 K tan ti xX taa li x tan TL x tan 11 

=—11 

vee (C0) 

1 6௩ ௯ 5௯ _ on 
Bh oD 3 an ML == fan iL = (ap 11 

7" AN 
i iG 2 ௮3 ப் இம்மா திரியே, tap an 

tn 
tan Li = — tan Le 

OK _ 
n= tan 

10x ( n 
ana = 7 an ay 

ஆகையால், (00)யிலிருந்து, 

ப ஜட 4 ta 2 2X 23% ட 4 YP tay’. Ty % n? 11% tan? in nan 

, on 27 = x tan it 11 

on an ஸல 5 
எனவே, tan 5 ~ x tansy x 3n Tt x tan >, x tan = ௮ ௭ழ/1ம 

ட ௩3௫ an 4n Sn . _ 
ஆனால், TW’ ii’ a’ it? டட ஆகிய ஒவ்வொன்றும் 

nm 2 
குறுங்கோணம், (2 12), ஆகையால், (230 77, tan us seesec sevens
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an tap 3x 4n ‘ 

za? ரம 0 பூ 

தான் உண்டு. 

ஆகிய ஒவ்வொன்றுக்கும் கூட்டற்குறி 

எனவே, (॥)விலிகுத்து, 

tan n i 2K 3x t An te 5௩ V8 
ir’ 8 yy t4B yy an 7,° tan 4 = . 

ny: 2h. am an வ டட 2௮ 
குறிப்பு :-- (ற ர ய i? 20 1 13 பு: “பூ ஆகிய 

இவ் ஐத்தையும் மூலங்களாகக் கொண்ட சமன்பாடு: 

x —55x4 +3930 x® — 4620 x? 4 1630-11-௪0. 

மாதிரி 4, cos’6s 9ன் மடங்குகளுைய கொசைன கஸ் 

மூலம் காண்க. 

1 
QeeQaex+ — Taw 

௩ 

2௦௦870 - 2 4 x 

(2 00869)” “(2 + zh 

் 1 1 1 
= 7 6 உரச டக , 
௩2 * 1 x y + 10 xs. Ff TTC gx 

1 
7 => * 76 x4 

1 1 1 
7 ப ழூ ய. ப ஆ. ME od #105. x? = +106. 56 + 1CT Sy 

1 i 1 
= x7 47x%- றர, 3) மர. “ர 

x x 

! lL 7 1 1 
+ 95. x9. - + 2b. x’. goth & oto 

“(ee Stee) +m (ord) 
+35(x+=) 

= 2{cos 76 +7. cos 56 + 21. cos 3Q + 35 co-6 } 
௦௦௦9-2 (௨௦5 7047 cos 56+ 21 cos 36 +35 cos 6 } 

மாதிரி 5. 0௦889. 8உ/வ0ஐ௦ன் மடங்குகளுடைய சைன்கள் 
மூலம் விவரி. 

609830. 8109 - 0080, (006980 0)”
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f? +008 9) fe} 3 

= jg. (L+c0s 26).(sin®20) 
: 3 26 —sin 84 = (1௦0௦80) 1 ன ] 

= gyi 3 sin 26— 1௨69-3029 cos 26 
—sin 66 cos 26}. 

= g,. {3 sin 29—sin 6043 sin 40 

—q (sin 8¢+sin 46) }- 

= z}g, (6 sin29~+ 2sis 49 —2 sin 6Q -sin 86}. 

குறிப்பு :- மேற்கண்ட சமன்பாட்டை , 

(2 cosQ)5. (218௩0: 

1 \5 18 1 \2 
- (க) (4) = (x 4+- ) 

x ௩ \ x 

3 1 ப தத . ‘ ‘ 
கத என்பதன் மூலமாகவும் நிறுவலாம். 

மாதிரி 6. 8%£--6ஜ-1-0 என்ற சமன்பாட்டின் மூலங்கள் 

4 ௯ An 8௯ தி 
ே So: cos oO” cos +r என அறுவுக. 

_ ax 4x 6x 8௯ On 12m tin 16௩ 18௯ 

O= gr 9° 9’ “9' 9? 9° 9° O° T 
‘ 5 an .. 2K 

srefied y=cos O+isin Oafmae cos “gt isin =>. 

4m isin 2 cos—g + FSin 9 

cos 2N4+i 50௦3௩ என்ந ஒன்பது 

மதிப்புக்கள் உண்டு. இதந்த ஒன்பது மதிப்புக்களும் 

ற? ( cos + isin ந ake 9 

= cos 2h +i sin r7% 

௯ 1 என்னும் சாம்யத்தின் மூலங்களாகும். 

ஆனால்$--1---1)%(354]” 435 றர tye t¥ tyt LD 

ye என்ற மதிப்பு 9 - ச ஸ்கக்கு ஒத்தது
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நு நர ஆற பநர ஆற ty? ty? +y4+1=0 (A) sree m swsir 

2 me 
பாட்டின் மூலங்கள் ௦08 9-7 4௨9), G a r=1, 2.8 Be இத்த 

எட்டு மதிப்புக்களிருக்கும்பொழுது. 

v=cos 6+i sia 6. 

1 Lo: 
ற ௪ 008 9-7 8109. 

1 
yt - = 2coso. (1) 

=4cos*6—2; 0 ட ட ட ட ட டல. (ii) 

) i \% 1 
Vet = (+ ~}—8 (+ - 

3 7 

8 0089-6 0086; ஆ. (10) 

1 5 
te (2555) 7 

216 005494 4--16 60₹0--? 

=16 cos*9—16 cos*6+2 அஃ (iv) 

(ஐ 3ு* ஆல் வகுக்க. 

1\ > டர t 
* பொட ஜி ஆஃ. — peers 

(2 “yey? et + + (9+ y) 

+1= 

ஆகையால், (1) (11), (111), (1-)லிருத்து, 

16 ௦௦90-16 0௦8942-45 0320-6 0050-4 Cos7Q—24+2 
cos 9@+1=0. 

அதாவது. 16 cos*O+8 cos*QG—12 cos*Q—4 cos G@+1=0. 

oes... (B) 

- 2௩ கரு 6௩ 8௯ 10௩ 132௯ 14% 

0965 6.1 1 91 9197: 9 
16௯ . ட்ட ஆ 8 an 
a என்ற எட்டு மதிப்புச்கள் இருந்தபோதிலும், 805 (விற்கு cosa 

87 
9 என்ற நான்கு மதிப்புக்கள்தான் உண்டு. க வ S97 OS O°: 09 

16 2 
(ஏனெனில், cos == cos (2n— 3 79s 270 }9, 224-0)
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. 6x an : 

மேலும் 00$--- 008 005 1205-7. 

ஆகையால், (8)ஐ (2 0௦8941) ஆல் வகுக்க 

8 ௦௦80-6 ௦௦5 6-1-0 என்று கிடைக்கும், 

ற 5 fous 2௯ 47 8x . 

எனவே, இத்த சமன்பாட்டிற்கு 008 gs COS g CIE ஆகிய இம் 

மூன்றும் தான் மூலங்கள். அதாவது, 8%£--6%-1-0ன் மூன்று 

8௩ 
லம் 7 an in C= 

மூலங்கள் cos 9 009-200 9 ச 

27 மாயி an tan? 4n . 
9° 9’ an oO என்ப 

வைகளை மூலங்களாகக் கொண்ட சமன்பாட்டைக் கண்டு 

௩ 
மாதிரி 7 tan? ஸு tan? 

. ௯ Qn 37 An 

Gig Sg tan* ர 4 நகர “9 + tan* 7 + tan* 5” (= 1014 

. . nN 23% an An 

ereirgpyib, sees =~ + see* -g + seet ~— + seet-— 1120 
9 9 9 9 

என்றும் நிறுவுக. 

ர 
மாதிரி 9ல் விளக்கியது பள், 

90-9௦. 4904-90 49091“-௦0 (4) என்ற சமன்பா ... 

5 . . : arn 

டிற்கு உள்ள எட்டு மூலகங்களாவன :- t=tan a 2,...8 

nT 2௩ 2௩ 
், (௨௩1 ணன் 12 2 கர - jor — 

a ஆனால், (8116 5-= tan ( tan— 9g ) tans, 

, ஆ ரு an 

இம் மாதிரியே, 150 14-5 =—tan a 

16 6x 
tan > = tad gi 

10௯௩ __, n 
tan-~g° = ang 

ஆகையால், (,4)ல் ௩-1” எனககொண்டால், 

x* —36x° 4126x2 —84x—9=0 (B)sr நான்கு மூலங்கள், 

௯ 2x an கு 
7 2 2 உட். 2 . 2 

tun 9° tan 9” tan oo tan 3 

ஆகையால், (யிலிருத்து, 

ர Qn 3x 4n 

tan? 9 + tan? > + tan? ர tan? ன ௪86. 0.
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2௩ 
3, tan? 9" tan? > =126.......(li) 

(0) (லிருந்து, 

a _ : 2 wt 2 2 wn 2 an = tan 7 = {ston a} —25 tan 7° tan 9 

= 1296—252 

= 1044 

க nm a 2 3 see 97 (1+ tan 9 

a_ ay 2 7 2 3% see 9 = & (கய +) 

௯௩ ௯ 
= 4425 tan? 3° + 3tan* — 

9 

= 44724 1044 

= 1120. _ 

குறிப்பா தீ, cost 2. cost , ஒளிக் குறிப்பு: 7005-6, 008” -. , 608 9 1605 

1 
என்ற நான்கு மதிப் க்களை எடுத்குக்கொண்டால் ந பூ அதாவது? 

1 
tix= ன் அதாவது, 2: - --$ என (தில் பொருத்த ற 

  

  

yp’ y 

_ 4435424040) 11-0ன் மூன்று மூலங்கள் cost cost 7 

cost 3h, cos? எனப் புலப்படுகிறது. 

7:12. 875, 8 7:6லிருந்து. 
2 a 

cosQ +i sin 9 = C= 9 + ட்... ப... var) 2 } 

ட்டம் 0”. 89 = (0- 8+ Fn gee) 
“0 “0” - 

= bt ரா + ஏர் 1p OY, 

105. 2505 - 
+ 0-2 a ப மு.வ, (ஃ —1=i7) 

179)“ (99) (9)4 (95 
= 1416+ ar tay al “BY ழே. வ  
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= J? (இயற் கணிதத்திலிருத்து" கவனய கல (4) 

இம்மா திரியே, 

cosQ—#t sin @ = பு என நிருபிக்கலாம். வ (0ம்) 

2. 20060 = eee 15, 

ai sin @ _ Oe 09 

~ i —id 
சனவே, 008 =e +e (208 டன் அடுக்குக் குறி மதிப்பு) 

2 

(Exponential Value of cos) 

. i@ i-@ 
ஸ்ட = 6 ( டன் அடுக்குக் கறி எதிப்பு) 

2i 3 

7:19, பின்வரும் மாதிரிக் கணக்குகளில், 0 சிறியதனில், 811 0, 

cos ன் தோராய மதிப்புக்களை எடுத்துக்கொள்கிறோம். 

மாதிரி 1. ஒரு வட்டவில்லின் நாணின் நீளம் ச, அதே 

வட்டவில்லின் மூன்றில் இரு பாகத்தின் நாணின் நீளம் ம், 

மூஸ்றில் ஒரு பாகத்தின் நாணின் நீளம் ௦ எனில், அந்த 

வில்லின் ளம் தோராயமாக ¢ ட் greet நிறுவுக. 

வட்ட ஆரம் எ ௪. வட்டவில், வட்ட மையத்தில் தாங்கும் 

கோணம் 6 0 என்றும் கொள். வட்டவில், பரிதியில் தாங்கும் 

கோணம் - 99. 

இம் மர்திரிஃய,; வில்லின் மூன்றில் இரு பாசம் பரிதியில் தாங்கும் 

கோணம் - 20; வில்லின் மூன்றில் ஒரு பாகம். பரிதியில் தாங்கும் 

கோணம் - 0. 

ஆரையால், a = 2r sin 3Q 

a= 2rsin2@ 

c = 2r sin Q. 

a—9b+45c_ 3r(sin 3Q- 9sin 29445 sin Q) 
எனவே, ---- 10 10 

r 9705 94904 59707 
5 [ (0 6 + 000 *- 1 

865 9905 19907 
3 {20-5 + i397 504g * > 

. 05 , 65 6” 

+48 fo-G+ 720 5040" 

॥| 
| 

5 
j
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r 21667 é Ab 

கங்கள் பூச்சியம்), 

2160 
676-570 ல ௮.1] 

0 என்பது சிறியதாகில், 04, 0”, 0“... முதலிய அடுக்கு டிதிப் 

புக்கள் குறைந்துகொண்டே வரும, 

ஆனால் வில் வட்ட மையத்தில் 60ஐத் தாங்குவதால். அதன் 

தீளம்- 670 

—QGh= 45 

ஆகையால், வில்லின் நீளத்திற்கும், “20. 4ன் மதிப்புக்கும். 

உள்ள விச்தியாசம்- 5 9"... அதாவது 

ர 

= “1040 (0°, 6”",.ஃமுதலியவை தவிர்ககத். 
தக்கவை] 

ல உது ட் a-9b+45c 
ஆசையால், வில்வின் நீளம் - டு - 

a~-9b+45e 
குறிப்பு :--வில்வின் நீளத்தை என்று எடுத்துச கொள் 

216 
வதினால் ஏற்படும் பிழையின் முக்கிய மதிப்பு 579 

மாதிரி 2. 4 உயரமுள்ள ஒரு வட்டத்துண்டு, 2 நீளமுள்ள 

நாணின் மீது அமைந்தால். அவ்வில்லின் நீளத்திற்கும் காணின் 

அதல டம ‘ த் 8h? 
£ளத்திற்கும் உள்ள வித்தியாசம், தோராயமாக, எனபிறுவுக 

(12௯9) 
8 என்னும் வட்டத் துண்டின் உயரம் 

=CD=h (ut 37) 
0 என்பது &ன் மையப் புள்ளி. ஆகை 

யாள், 190, கரிக்குக் .குத்துக்கோடு. மேலும், 
DC வட்ட மையம். 0 வழியே சென்று வட். 
டத்தை மீண்டும் ல் வெட்டுகிறது. 

வட்ட ஆரம் 0௪4 என்றும், 00-௦9 
என்றும் கொள். 

 



திரிகோண விகித.....வரம்புகளும் 117 

இப்பொழுது, h=CD = OD-—OC 

= a—acos§ 

= 2a sin?Q/2. 

அதாவது, 810/2 - hj2a. (ப 

ஆனால், வட்ட பண்பிலிருத்து, 

AC CB = DC’CE 
Cc? 

-அகாவது, 3 எம் சேடு 

ஆகையால், 2a—h = 05/44, 

CG h 

அலலது, 
a= “Sh +z: 

Cc? 4h? 

= Bh fi. ர் ct 
Cc? 

ட தோராயமாக) 0 வக (it) 

8௩ on ரு சிறியது. 

த் 

3 ூதிவிர்க்கத் தக்கது) 

mR. pha க த ௨௦ _ 
(1, (ம்லிருத்து, 8-5 

க்க 

டீ 
=4. Ga 

9 oh 
என வே, sin= = 2 C 

h . Ona > வேண்டும் 

ட சிதியதாகையால், ஓம் நியதாக இருக்கவேண்டும். 

கையால், 81 6,8. வ Sh 
ஆககையால், 540 ௮ ஜு அதாவது, ஐ. 0 

4h 

எனவே, 0--5 sense (Sil) 

வட்டவில்லின் நீளம் - ௦:29 

வட்டத்துண்டின் தாண் - AB= C=2a sin @.- 

“Hou sig ater 4. DS“ உள்ள வித்தியாசம் 

12
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மாதிரி 9. 

திரிகோண கணிதம். 

௪ நர0-- sin Q 
8 

= 2a (9-௦ + a } (தோராயமாக) 

_ 20 

ம
 

ர 04 

“3° 4 

C2 64h* 

80. 80” 

8h? 
= 3c" 

sin 6 2165 
உ டட = —_- 

௦ 2166 

( (1)9லிருத்து) 

    ( (11)லீருத்து) 

  

எனில், ன் தோராய மதிப்ப 

3₹1' என நிறுவுக். 

ஆனால் 

ஆகையால் 

அதாவது, 

ஆகையால், 

அல்லது, 

ஆல் 

ஸ்ட _ 2165 
~@ ~ 2166 
sin 6 

= —— i 

6 > 0 டூமிகவும் சிறியது) 

  

  

  

  

sin 6 = 9 3] 54-5௪ ௪௧௪ 

6 

= @— 8 (6 9”, திவிர்க்கத்தக்கவை ) 

வக (, 6° \ 1 | 
2166 ( “6 | 6 

= 1-_% 
6 

9 _)_ 3165 
6 2166 

1 
இ ட்ட 

௮006 

1 
a ம் ல மய பட 

6 ஈ 1 
1 ஆூ 

6 D (ஆனியன் அளவில் | 

62 தர 18:
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ன் மதிப்பு - 4g (ச டீ) 

௪ 8₹1' (தோராயமாக) 

7:14 ன் அடுக்குகளை ஒன்றையும் தவிர்க்காமல் (0 சிறியது 

அல்ல, 84ம? 0. 0087 0ஐ 0ன் அடுக்குகள் மூலம் (ஏறுவரிசை) முடிவிலி 
வரை உள்ள வீரித்தலைக காணலாம். 

மாதிரிக கணக்குகள் 

sin® Q cos ன் விரித்தலை டன் அடுக்குகள் மூலம் காண்க. 

. i— 2 
sin® 6 cos 6 = ( க, cos   

= § (cos 4—cos 6 . cos 2 6) 
= § {cos O—} (cos @+cos 3 Q)} 
= 4 {.}cos9—} cos 3 Q} 

  

=1.(cosQ—ces3Q) ஆ. பெ (1) 
6* q+ a ட (சந்த 

ஆனால், 0036 - i— ௮ type +(-1) ச! + cesses CP. he 

இம்மா திரியே, 
டட. 18 6)" , 30," _ _w Ce" 

cos36 =1-—- | + a comet (—1P. ~ (an)! 

+ 000 மு.வ. 

ஆகையால், (()9லிருத்து, 

“< 1. (மா 3 

sin? @-co3 Q = | any (1—3*4) Q** | 
n=0 ட _ 

7:15. இப்பொழுது 8! x. cos x, c%, c*. loge (1+), log, 

(1-9 இவைகளின் வீரித்தல்களைப் பயன்படுத்தி, சீல வரம்புகளைக் 

காண்போசம். 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

it fora 

0105. மாதிரி ரி 65 ௬ 7 எனில், 

a,b ௦ன் மதிப்புக்களைக் காண்க. 

பகுதியில் 0* இருப்பதால், 2 0, 0080 ஆகிய இவற்றின் வீரித் 

தல்களை 0“ வரை எடுத்துக்கொண்டால் போதும் (ஏனெனில், 0-0). 

எனவே, 8 பூச்சியத்தை அணுகுமானால், 

Q (a+b cos Q)— 0௩6 - 26400 {1- ee
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3 ந 
—~e 16 = a+ a0} (தோராயமாக) 

,  C\e 

b 2௩93 
+ (ம் 130) 

  

ஆகையால் 

it e'at+bcos@\—csin6}) _ , . 
ஷூ ர் (௬4 எனில், 

அதாவது, ஈரச--௪௨ ௬0; soavee(i) 

b— 4 = 0 — - (ii) 

b 2 ல 
25 “10 1 (111) 

(1), (4), ப0்லிருநது, ச- 120; 6 - 60; 180 எனக் கிடைக்கும். 

14 of sin 8-8 sin of 
மாதிரி 2. Bd Toa cos B—Beosal 

௪ (80 ( 4--ரற * 4) எனக் காண்க. 

$ - ஓ எனக் கொண்டால், 0, ஐ அணுகும்பொழுது, 

பூச்சியத்தை அணுகும். 
. 11 oa sin B—B sir of 

** Berl? a cos B—B cosa 

_ It eft sin (Lh +x)—(o +x) sin of 

x>0 Vg cos (L+4)—(L+x) cos of 

_ 14 ௮ (1 24-0083-7008 4 810)--( (42) ஜ் ௮ 

௪201 (0098415008 %--80 L sin x)—(L+x) cos x 

It x (818 4-4 008 ௮) (ஏனெனில், cosx>t, sinx->x) 
“x>0 Uc (co: bol sin ol) 

sin dof cos of 

COS a tol sin of 

tan d—ol 
= வவனனகாகரய யமாமா இ: 

E+tan oof 

_* tep — tan”? tan of 

™ i+tan of‘ tan tan *of 

=tan (—tan * ol) 
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it 
மாதிரி 3. தி 

௩ என நிறுவுக,. 

0 00100“ ((22--1:--2(--006 2-8 x) } 

% பூச்சியத்தை அணுகு ம்பொழுது, cosect x14 ஜ அணுகும். 

இப்பொழுது, 2(21--1)-9(1-௦௦ --8(2--/0 2) 

ம 2 ஜூ. நா 
(௪ மர ஒர்ரு +t) 

x* xf 

xe x8 
—3 (2-345 - igo?" ) 

+3x 

(அ.து -35* (தோராயகாஃ) 
t a : 

ஆரு cosec*x { x(e*—1) - 2(..—exs x)—8{a—sin x $ 

டம ய 
“x>0 x 

ஆ3 =i, 

அப்பியாசம் 7 

1, sin 7நஜ எற றன் அடுக்குகள் மூலம் விரிக்க. 

{efom_: 7 sin x—56 sin®x+112 sir°x—64 sin’ x} 

l+cosT@ ட க _ லு 
2. T+ cas0 = (x ஜூ 1) என திறுவுக (x =2 ௦௦௨9) 

sin 70 . . - . 
3. “sine @ 6080ன் அடுக்குகளின் மூலம் விவரிக் 5. 

[tem : 64 ௦06”6--80 ௦069-4 24 ௦௦89-1] 

க். நற - = எனில் (81) 70ன் மதிப்பைக் காண்க. 

29 
| வடை : ௭௭ |
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5. tan 2Q= A tani@ t+ ப் என் :திலிருந்து 0. 0. 0 

என்னும் மூன்று தீர்வுகள் 0க்குக் கிடைத்தாக , 6, + 6, + Ogtal 

௭ ஈன் ஒரு மடங்கு என நிறுவுக. 

: - ் ட ட டை போடி) _ 
% என்பது 1&1:0 ஐக் குறித்தால் ப. சு 1 Kx (K = tapol) 

sm Ratt Kx? (A —2)4x(2-AJD-“A K= 0 என்னும் சமன் 

பாட்டிற்கு 1800) (1), (280, (2975 10 (2) என்னும் மூன்று 

  

  

மூலங்கள் உண்டு, ஆஸகயால் 7 டி 885 & im x 

(i- 

tyle + boty + lsh = 5 

tilats == K. 

2. S, = tanQ, + tarQ, + tan@, + tana. 

2K 2K 
= ப தீர = y n ATK ந 

S, = tanQe. tanQg- tatol + tanQ,. tarQs- tare. 

+ <anG2. te: @. 20 taro + ter Qy. ta: Gg. 180. 

2 = tand. 42 oh xX + 

2-X = K { —-—~ K (உ) 
aK 

x 
டட 

a: { = iL 8 = a an (6, +0,+038+) 1- StS, 0 

0, +O,t+ Og + lL = Kor wr wig. 

6. sin°Ogp 6ன் மடங்குகளின் கொசைன்கள் மூலம் விரிக்க, 

[| அடை: ன் (— cos 69 + 6 cos 46 — 15 cos 26 + 10)| 

7. /௦26ஐ 6ன் மடங்குகளின் சைன் மூலம் விரிக்க. 

| அடை: ட ஸ்ர ஸ் 59-21 ஸ் 86 4 95 sine) | 

8. 128 sin°@ = cos 86 — 8 cos66 + 28 cos 46 — 56 cos 26 

+ 35 cron நதிறுவுக. 

9. 64(cos® 6+sin® 6) = cis 9869428006 40-85 எனக் காண்க. 

10. sin*G:cost6= 4 {5 sin 6++sin 8Q—3 sin 56+sIin 76 } 

என நிறுவுக.
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11. cos*@: sintO=,, {3 cos O—3 cos 30—cos 56+ cos 76 } 

எனக் காண்க. 

18. ௦08505 8 “6ஐ 6ன் மடங்குகளின் கொசன் மூலம் விரிக்க. 

(விடை: ஷ் (5 0086-0008 36—3 cos 56—cos ₹9)] 

19. cos®@ -sInto= —27? { sin 11045 sin 9947 sin TO—5 sin 
59-92 8 89--14 4 6] என நிறுவுக. 

14, cos? + ’ cost, லர என்பவை, 64x° —80x* + 24x—1 

எ0ன் மூலங்கள் என நிறுவுக. 

௩ an 
15, ex dx" art L28( 2-008 7 (௯ 7 > cos 

an . . 
ஏ எனக் காண்க. 

16. 008 பயக் இம் மூன்றும் 80” + 4x7 —4x—1 = Oar 

டட ள் 2 es n டக வரி 
மூலங்கள் எனக் காண்பி, மேலும் ain? > 4 ஸ்ட் ஏ + sic 

9௯ 
ஏ என நிறுவுக, 

கு 
17. -in 5xgg si xe அடுக்குகளின் மூலம் விரித்து ௨-ம், 80 

on 14௩ 11௯ = 
ign nN sy eras க கம் 5 _90x* + 5x 420 
Sar sia 10” sins arsirumoa! a0 6 Hib 16x5 —20x" + 5x 0ன் 

மூலங்கள் எனக் காண்க. 

கீழ்ஃ கண்டவற்றை திருவுக, (18-21) 

18, cos - பமக + cose eos! enn = ன 
11 11 11 11 it * 

19, tan’? இர் tan” or + tan” sat tan? “+ tan” உ + tan? . 

78. 

20. coseot 7 eosect ae +:0'ect ae 4... . + 00700% 

SF = 936, 

தம். tan tae ஸ்ட ணன =1.
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92, ர.பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்கு பல்கோணத்தின் சுற்றளவுக்கும் 
ம் 7 

அதன் சுற்று வட்டத்தின் பரிதிக்கும் உள்ள வித்தியாசம் - ei 

(Sgrorwars) sor Anas. (pudG ren Ss Hat சுற்றளவு) 

28 2000 பக்கங்களுள்ள ஒரு ஒழுங்கு பல்கோணத்தின் சுற்று 

வட்ட .ஆரம் 1 மைல் எனில், அப்பல் காணத்தின் பரப்புக்கும், சுற்று 

வட்டத்தின் பரப்புக்கும் உள்ள வித்தியாசம் ௮ 16 ௪. கெஜம் 

24, ஒரு வட்ட வில்லின் நீளம் ॥ அதனுடைய நாண்-.ீ; 

அத்த வில்வின் அரை பாகத்தினுடைய நாணின் நீளம்- 17 எனில், 

8H—A   என்று எடுத்துக்கொள்வதினால் ஏற்படும் பிழை என்ன? 

5 

| வடை : Tao, (r= வட்ட ஆல் | 

25, கொடுக்கப்பட்ட ஒரு வட்ட வில்லின் தாணின் திளம் உ பாதி 

வில்லின் நாணின் நீளம் ம், காற்பகுதி விஸ்லின் நாணின் நீளம் ௦ 
— 405+ 256 

எனில், அவ்விட்லின் தீளம் தோராயமாக வர்க ன்று நிறுவுக- 

26. ஒசே வட்டத்தைச் சுற்று வட்டமாகவும். உள் வட்டமாகவும் 

கொண்ட இரு ஈ பக்கங்களுள்ள ஒழுங்குப் பல்கோணங்களி௯ பக்கங் 

களின் தீளங்கள் முறறையே, /, 74 எனில் வட்டப் பரிதி தோராயமாக 

01430 என்று நிறுவுக. 4, 4, என்பவை இவ்விரு பல்கோணங் 

z 

களின் பரப்பைக் குதித்தால், வட்டத்தின் பரப்பு தோராயமாக”! 4   

என்று காண்க. 

27. கொடுச்கப்பட்ட ஒரு வில்லின் நாணின் நீளம் / அவ்வில்லின் 

மூன்றில் ஒரு பகுதியினுடைய தாணின் நீளம் ஈ:. துவ்வில்வின் 

மூன்றில் ஒரு பகுதியீனுடைய தாணின் நீளம் 1 எனில் அவ்வில்லின் 

தீளம் தோராயமாக 4 (7-9: 45/0) என்று நிறுவுக. 

28. 0 சிறியதாகில், அதனைப் (5 sin ஷ் 9)என்று மாற்றி 

க் 

ளால் உண்டாகும் பிழை, ர தோராயமாக) என்று இறுவு-. 

29. x AGwawae sin (x+ol)—siv 14% 008 ணை sin ol 

‘ x* x* ் 
என்றும் cos (L +x)=Ccos L—* sid fl — -- 009 ஒர் 5510 ௮4 என் 

தும் நிறுவுக.
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30. (sin x+cos 2x)%g உன் அடுக்குகள் மூலம் வீரித்து உன் 

குணகத்தை எழுதுக. 

[விடை: இரட்டை எண்ணுகில் 

(3305 20/2 
ait rey 

ஈ॥ ஒற்றை எண்ணாகில் 

1000-1) 
(ப “கடய | 

  

771 s 

91, கீழ்வருவசவற்றை நிறுவுக, 

1 ; ; ae: 1 
(1) tan 6= த எனில் ஆரையன் அளவில் 9-2 ஆ ' “55 

(தோராயமா :% 

51 4997 (i) = oe எனில் 9 = 3° 26’ 

ary sin @_ 5045 noe 
(ii) 6 = 5046 எனில் 9 1:59 

் It 1—cos x . 
(iv) x>0 ௫-௪ 3 

ச் ரி இடப = 
(v) 11 sin 2x—2 sion x __y 

x>0 x8 

Wt cos 1—cos (coe x . 

(vl) 0 cos 108 fon >) 1 801. 

It 2x*42x+cos 2x—2 sin x—2 
(vil) இட தா =} 

‘ it 2sin x—sin 2x 
vill ae Oe ம் 

(witt) x0 FSF Jog (1+) 

‘ It னை உ 
ix) - தடவிய வட் 

9 0 ஷீ 3--009 20) 
  = 3 

sin x த] ந x 
it e —e  —2Ztan = 

௫ x>0 tan x—Xx —2. 

_ _,tan x 
(xi) It (sin x) 1 

3௩/2 

(குறிப்பு; % - ஈ/2--] என்க, 

It ex—tan x) =0. 

(xii) ௩/2 (se 247
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It tan 2x+2 sin x_ 3 

x->9 x3 =e 

ட it od 1 
ர 0 1B ex—1+log (1—x)= —¢ 

11 {fog (1—2x)+e7*—1 } cesec’x = —§ 

(311) 

  

(xv) x>0 

‘afi Ae (cos ஷி பல ae —a? |2b? 

(01) gana ப பண்பி 

கடட நடக 
(xix) ர இ பக கட்டட ன = எனில், ச 235 = 2. 

fn) gly வ220 5 எனகு எட 
92. 2 கிறியதாகவு, ப்ரி மற்றும் நன் உயர்த்த அடுக்குகள் 

தவிர்க்கத்தக் வையாகவும் இருப்பின் (1) J 
x 

= 2x® (ii) e?* + log (lL — x7) + 2cosx—3 = a x8 என்று 

நிறுவுக. 

—e* + sin'x
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அதிபரவளைச சார்புகள் 

8.1. 
ext ன்னை e-* 

2 
  % எந்த எண்ணாகிலும் என்பதை அதிபாவளை சைன் 

: ex — e-* 
(Hyperbolle sire) store msg ல என்பதை அதிபரவளைக் 

கொசைன் (1130100112 ௦௦816) என்றும் வரையறுக்கப்படுகின் றன. 
Xe e-*% e — e-* 

மேலும் உ -ஐ sin Ax stam mie, 5 என்றும் தாம் குறியிட்டு     

விளக்குகின்றோம். 

சைன், கொசைன் ப வைகளிீலிருந்து கெொசிக்களன் (Cesecant), 

சீக்கன் ($008141, டாஞ்சன் (tangent), கொடாஞ்சன் (Cotangen ) 

முதலியவற்றை ஆடைவதுபோல், அதிபரவளை சைன், அதிபரவளைக் 

கொசைன் ஆகிய வற்றிலிருந்து அதிபரவளை கொசீக்கன் , அதிபரவளை 

டாஞ்சன். அதிபாவளை கொடாஞ்சன் முதலியவற்றை அடைகிறோம், 

  

  

  

sin x . ee 
உதாரணமாக, 193: - லன என்று கூறுவது பசல் 

tan hx = sin hx என்று கூறுகிமீரறாும் 
் CS Ax a 

1 

எனவே,  cosee hx = - --)— 
si_ Ax 

h 1 

see NX = os hx 
si 

tan Ax = sin hx 
ceshx 

cos hx ‘ 
= Te ரக் கிடைக்கி 4 cot hx Sin ix என்று நமக்கு றது 

e* os e-* . 

குறிப்பு:-- 810 6 = _--.. ஆகையால் 

ம - 0 என்றும் 
உ கு e-* . 

cos hx = © த - ஆகையால் 

cos hO = 1 என்றும் நல் கு புலனாகின் றது.
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குறிப்பு (2):-- ௦08 ன் பெறுமானம் (numerical vaiue) 

81ஐ /%ன் பெறுமான த்தைவிடப் பெரியது. 
. ல ex + e* 2 அத்தா ௦2% +2 e2* +4 e-*x + ர் 
“  cosh?x = = =     

  

    

  

2 4 $ 

a ex — e-* 2 et 4 etx — 2 ம? தட i 

ein h2x = | 5 1 உ ் =f , 

8-2. இயற்கணிதத்திலிருந்து. 

ஜூ x® x* 35 உட் 
ம $ ற 5 | ர ருர் ரூர் | * அன்றும் 

-. x? x® x* x a a ON ர கன்ட ட ட 2 
௪ X+ ai 31 + a1 [ *...என்றும் நாம் அறி 

வோம். 

a 

mmtan evan fer ars 5, +} 
. x x? . 

அதாவது, 81௦ hx=x+a5 + Bi tis {ap-ar.(A} 

2 ப & 

K+ ema? 114 நார்ப். } 

x* x 
அதாவது, 005 81-14 54 ஆர்வ woe. (BY 

2! 

முன்பு தாம் (6 7-5 6 7:6)- 
3 & 

sin 0=0— oo டா . என்றும் 

04 04 , 

006 0-1 git [என்றும் பார்த்துள்ளோம். 

இங்கு, 6--7% என பிரதியிட்டால், 

(௦ 4 
Sin IX= ix — “ar°7 “தழ னதும் - 

tix? (ix + 

    

cos ix=1— art 4 ள்ண்றும் கிடை க்கிறது. 

ட x® xé 
அதாவது, 81௩ 9 / fxs 3p cay t } orew(C) 

: x? x* ; 
cos 14 ர் Gy te eoseeeiD) 

[v Pet P®@=—hi =] 
(க), (5), (6, யிலிருந்து
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sin ix=i sin /% என்றும் w (1) 
9 

008 71-60 43 என்றும் புலனாகும். அப) 

(4), (௫யில் 9-0 எனப் பிரதியிட்டால், 
வல தடக் 

உ ச/9--19-. ட் ட. என்றும் 

722 டக 

005 9 -1 yr + ver 4... என்றும் கிடைக்கும். 

. in hio=i 68 ட 6° 
அதாவது, 81 84/97 2 ட Sr 

7 6” 6* 
cos hio=1— apt ape 

அல்லது, 810 சர0--ர் 81௨ 0, (வு 

cos hiQ=cos 0 என்று கிடைக்கிறது. வையக) 

8:8. அதிபரவளைச் சார்புகளின் வரைவிலக்கணத்திலிருந்து, 

அவைகளிடையே உள்ள தொடர்புகளை நிறுவமுடியும். உதாரணமாக, 
x x 2 ea 3 

cos h?x—sin h?x = f° re } ம fe > } 

= 4 { (+e —(er—e *) } 

  
  

    

as i உத்த ய ex 

= 1. 

cx x a Xp xX} 2 

cos h?x-+sin h?x = 1 ae | + fs + } 

ii (e+e)? +(e)" } 
4° {2 (e+e %) } 
e’x+e ?x —— 

= cos h2x. 

1 

ஆனால், அதிபரவளைச் சார்புகளிடையே உள்ள தொடர்புகளை 

சைன், கொசைன் ஆகியவற்றிகு இடையே உள்ள தொடர்புகளின் 
மூலம் நிறுவுவது சாத்தியமே. உதாரணமாக, 

0௦820 48/0 9 - 1 என்று நமக்குத் தெரிந்ததே. 

௦ - [ற எனபிரதியிட. 

ய cos?ix+sin*i x = 1 gareg, 

(cosh x)? + (isin hx)? = 1. (§ 8-2, (1). (2)). அதாவது, 
cos h?x—sin h?x = 1 “
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006 20 0௦09--9“9-2 0069-11 290109. 
என்று அறிவோம். 9 - 7 என பிரதியிட்டாள். 

cos2ix = cos? ix—sin? ix = 2cos? jix—1 =1-2 sin? ix, 

அதாவத , 

cos h 2x = (cos hx)?—(isin h x)* = 2 (ces bh x)?—-1 = 1—-h 

(isin hx)? அல்லது, 

cos h 2x = cosh?x+sin h?x = 2 cosh?x—t = 142 sin h®x. 
எனவே, திரிசோண கிகித சூத்திரங்களிலிருற்து, அவைகளுக்கொத்த 

அதிபரவளைச் சூத்திரங்களை மேற்கூறிய வழியில் நாம் மிகவும் சுலப 

மாகப் பெறலாம். இத்தகைய முறைக்கு ஒசுபோன் விதி (0105 

rule) எனப் பெயர். . ; 

குறிப்பு: ௦௦” 0-௨” 6-1 என்று நாம் அறிவோம். 

ஆகையால் (008 9, 810 0) என்ற புள்ளி %”--]” ஈ 1 என்ற வட்டத் 

தில் அமையும். எனவே, 008 9, 810 0 ஆகியவற்றை வட்டச்சார்புகள் 

என நாம் கூறுகிறோம். அதுபோலவே, (20050, 841009) என்த 
மணி 2 

புள்ளி a aoe =i என்ற அதிபரவளைவில் அமைகின்றது. 

ஏனெனில் ௦004” ௨0 = 1. ஆகவே, நாம் ௦060, ச 

ஆகியவற்றை அதிபரவளைச்சார்புகள் என்று கூறுகின்றோம். 

8:4. அதிபரவளைச்சார்புகளின் கால வட்டங்கள் (1௭1௦06) : 

882. (லிருந்த, 811720 182/0 2ற என்று நாமறிவோம். 

த் டட 
எனவே, 8/2 - 807/2 

ff 

1, ‘ 
> Sin (2nn +i x) [n முழுவெண் 

1 . ள் 
= — sin i (x—2n7i) 

sia h(x—2nn7i) 

= sinh 'x—2nni) woe. (A} 

மேலும் cosix = coshx ஆகையால் 

cos hx = cas (2n% +3 x) [1 மூழூவெண்] 

| cos i (x—2nKi) 

= cos A (x—2n7i) 2௨ ௯௪(11) 

(0), (ிலிருத்து, 1 எம்மதிப்பாயினும் sinh (x—QnRi)er 
மதிப்பும், 005 (0 8ஈரின் மதிப்பும் முறையே 8 4 x, cos 2
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%இலிருத்து மாரூதவை என்று விளங்குகிறது. எனவே, 81102, 

cos h ந என்ற இரு அதிபரவளைச்சார்புகளும் காலவட்ட ஒழுங்கு. 

உடையவை (011௦01௦) என்று கூறுகிறோம். 

அவைகளின் காலவட்ட மதிப்பு 2௯ 

  

. sin A x 
மேலும், (803 - 
a “" cos hx 

_ A sinix 
i cosix 

1 . 
= ->-lanix 

i 

1 டக டடம 
=> tan (n7% +i x) (2 apap Saucer! 

1 i ன 
=> tan 1 (x—nTi} 

1 

i ofan த் சரம் 

= tan h (x—ni) 

n sri we Surd sod tan h (x—KNier wSery tan // நஇலிருத்து 

மாருததால், மேற்கூறியதுபோல், 120 64% என்ற என்ற அதிபரவளைச் 

சார்பும் காலவட்ட ஒழுங்குடையது. ஆனால் இதன் காலவட்ட மதிப்பு 

கர் ஆகும். . 

8-5. நேர்டீரறு அதிபரவளைச்சார்பு (inverse hyperbolic function) 

% என்பது டன் அதிபரவளைச் சைன் ஆகில் 0 என்பது ன் தேர்மாறு 

அதிபரவளைசைன் என வளறயறுக்கப்படுகிறது. 

Df ST AU, x = sinh 0 எனில் 

Q@ =sinh “*x. 

இம்மா திரியே, % * 008 9 எனில், 0 - cos Ax scm ame 

யறுக்கப்படுகின் றது. 

வியர் 22, 008 4220180429, 0௦14 "ஈன் மதிப்புக்களை, மடக்கைச் 

சார்புகள் (1௦9811104௦ ரஜற௦14௦0௨) மூலம் நாம் இப்பொழுது விவரப் 

போம். 

(0 நரன 0 எனில், % = sin hQ 

அல்லது, 2x =e —e
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அல்லது ௨0 ௮ 2௮3 அழ ௯0, 

ஆகையால, ee = mever 

=n tVi+x*. 

. 2 20 ஆகையால் சி மமக” (ஃ Vitx? >x) 

௪ அடிக்கு இருபக்கமும் மடக்கை எடுப்பின் (1028114100 to the 

896 ௪) 

6 = loge (x+V1+%"7) என்று 
கிடைக்கும் 

எனவே, sin A) = log. (x+\1+x") 

(ய் cos hx = @erafia x = cos hé 

ete © 
ஞு ம் 

_ 04.79 
எனவே, 22: ௪ ௭௪ 

அல்லது, உட ஆசி 1 1. 0. 

ஆகையால், 2 _ 2x Vax? —4 

இ; 2 

=x மை 
4222-1௮ ஆகையால் சீ இருமதிப் புக்களையும் பெறும். 

எனவே om x 4/1 இல்லது 

6 1 
e= 

இருபக்கமும் ச அடிக்கு மடச்கை எடுப்பின் 

6 = log (x + Vx? — ட) அல்லது 

9-1 

= — log (x + Vx? ௩19 என்ற 

இரும திப்புக்கள் கிடைக்கின் றன. . 

இவைகளில் தேர்குறியுள்ள wo ப்பை எடுப்பதுதான் வப க்கம், 

எனவே, . 005 & ற 10 (24 முப
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(11) tanh! x=6 oefle, x= tan hd 

  

  

_ sin he 

00519 

அல்லது ய cone 78 

eae =6 

ஆகையால், == ் _ 22° 

* = 2c 6 

20. 
=e 

௪ அடிக்கு இரு பக்கமும் மடக்கை எடுப் பின் 

log G + ்) = 29 என்று கிடைக்கும்.   
1—x 

1 
எனவே, © = tanh * x = } log ட 

  

1—x 

(iv) 0074 1ஜ-0 எனில், % - 6007 86 

__ cos hé 

~ sin AO 

6 டு 
= x —_é€ +e 
ல்லது, ப அ ப. 

aes 1 6-6 
e —e 

ட ஜர் 2ே் 
ஆகையால்: , zi ae? 

20 
=e. 

இரு பக்கமும் ச ஆடிக்கு மடக்கை எடுப்பின் 

29 =log *++ என கிடைக்கும். 

  

அரு 

- 1 
எனவே, 6--007 h 'x=} log x4 . 

x1 

86. 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

91 கஜ ரஹ 
மாதிரி 1. tan A 3x = “T+3 tan h?x ளன நிறுவுக்ட 

8021 9--18௩0 ட டட 
tan 36 = TF tan’0 ($1:1, சூத்திரம் 12) 

13
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இ 4 எனப் பிரதியிட. 
tan 3ix = 3 tan ix—tan*ix 

LB tan*ix 
$ 8அலிருத்து, 180 1 - i tan Ax 

3(i tan hx)—(i tan Aa)? 
i tan A8x = 1—8(i tan Ax)? 

ட Si tan Ax+i tan hPx 

~ 143 tan A?x 

( i®=—i,i?=—1y 
3 tan hx+tan h®x 

tan 188 = 48 tan Ax 
மாதிரி. 2. u=Jlog tan {7 + 2] எனில் கீழ்க்கண்ட 

வற்றை நிறுவுக. 

u x 
(i) tank g = tan 

(il) cos hu = sec x 

(11) sin hu = tan x. 
n x 

u=log tan {r+ ஓ 

ர% x 
சிதறு (4 + +} 

    

1+tan— - 
2 ப 

சற் கலகம் 

1—tan ஜு 

ev—1 2 tan - 
ee e—1 2 

ன வ/2--சய/2 x 

MOMS பட சாயத கத - 
u x 

அதாவது, tan hs = tan (§ 8-1} 

ம் உ உ. Ss tanh 5 =tan 2° 

sla h? : sin® > 

அல்லகுடி = 
oesh* = 0087-2.
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ட்ப x . 
cosh*5-+sin he cos”—,- +sin® > 

. st. ய். ax க. 
cosh y sin ச் 0-2 sin® -5 

coshu 1 
ச = = 

8°3 

iia 1 cos x 5-4) 

: ச 1 (ஹு! 

மல்கம் கட்டவா 
‘ — 1—tan*?!? 

oe e4= 
14 tan*/? 

u _1+tan*!* 1—tan*/? 

ந.மு“ மற!” 

(1 + tan*/?)—(1—tan*/?)* 

= i—tan**/* 

a ev—e 

  

4 tan*!? 

“1 றப? 

சம உ 85! 
அதாவது, 2 - ர 1. tan2*/2 =tan x. 

. sin Au=tan x. 

worgifl. 3. tanh tx = ain kh’ _~ _ என நிறுவுக. 
1-2” 

i+x 

i—x 

டட) (1 
~~ q 108 (1-2) 

1+x 

    

tan 4 *x = } log (3 8-5) 

    = log - = 
i—x? ட் 

4 x 1 

- os fap + va} 
x 

= log { Vice 

0௮] 
= sinh! For (§ 8°5). 

குறிப்பு: (ச் 1-6 எனக்கொண்டால், 
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ச ரம. ஃ sia" (Gee) h (sia hO)=0. 
em Ne 

மாதிரி &. cos Hutivy=L+iB எனில் cos? gf, cos h?G 

ஆகிய இரண்டும் x?—x(L+u® +v*}+u? =0 ero p சமன் பாட்டின் 

மூலங்கள் என நிறுவக. 

cos ‘(utiv) = L+iB- 

utiv = 008 (41-00) 

= cos o-cos 18 —sin ௭481 1 

= coso-cos hB—isin ot. sin hB (8-2) 

மெய்யான பகுதிகளையுப், கற்பனையான பரூதிகனையும் சமன் 

படுத்த. 2 008 வ.008த்த 2 2 2 2 ட. வக (i) 

y =—sln cl.sin Ap. 

மீட்ட = cos?ol.cos7hB-+ sin? f.sin A? 8. 

= cos? ol. cosh? B +(t—cas* dh cos 47 B—1) 

(§. 83) 

= cos?ol.cos h? B +-cos h® B —1—cos? Loos 1B 
+003" of 

= cosa +cos h? B —1. 

t-urt+e= cos’ tcosk?B. ste ee (iJ) 

(iia og >= cos? t.cos BB, tee (1) 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு; நூ£-ந(142” அுூ-0 

அதாவது, 2--%(008”14008 h? B)+coa’ - 
cos:h® B =O[(i)s (Miles pa) 

எனவே. 00891) cos h?p கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு, 

xP—x (Lu? ty") +0? = Ooi மூலங்களாகூம், 

மாதிரி 5. 00(ஐ--0)-7 (cos ர் ௩ ப) எனில், 

_ sin (x—L) 
நு logs ata) Boas.   

cos (x +iy)=r(cos L+ir sin ௮) 

அதாவது, 008 5: 009 iy—sin x*sin iy=r cos ர 1௮4 

அல்லது, 008 ௩ 008 hy—isin x‘sin Ay=rcos d+ir sin ol. 

மெய்யான பகுதிகளையும், கற்பனையான பகுதிகளையும் சமன் 

படுத்த, ் 

608 3 -008 73/7 008 4 

—sin x°sin Ay=r sin ol.
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sin x‘sin hy _ —sin ல் 

cos x‘cos hy 008௮4 
  

ஆ... sin hy —sin ‘cos x 

cece coshy 009 d:sinx 

eY—e Y —sia f£°cos x 

AS MS yee Y— cos of: sln x 

2௫ coso‘sin x—sin d°cos x 

227 cosxsin x+sin g°cos x 

sin (x—L) 
BY eee eee 

Cubana ti sin (x+L) 

இருபக்கமும் 2 அடிக்கு மடக்கை எடுப்பின் , 

  

  

= Joe a ea) 
ay = loge in (2௮) 

im 81 (2-௮) 

yah ட்டு (ஸி 

*... மாதிரி6. ஊ௨(2-ற்)--1(008 441810 எனில், 27-௦0 4 
2y—cos 2x என்றும் tan x-tsn L=tan hy என்றும் நிறுவுக. 

sin (x tiy)=r (008 d+i sin ol) 

sin x-cos iy+cos x‘sin iv=r cos d+ir sin od. 

<9] 57 Hi, sin x. coshy + icosx. sinhy = reosd + irsind. 

இருபக்கமும், மெய்யான பகுதிகளையும், கற்பனையான பகுதி 

களையும் சமன் படுத்த. 

sin xX. 008) - 70084 டட க டக கதக உசகக லைல (1) 

00820. 9138] - 781௨௮1 கடப்ப oes (ii) 

(0), (ஐ வர்க்கம் செய்து கூட்ட 

70084. -- ய = sin?x. cosh?y + cos?x. sinkh?y 

அதாவது r? is Le ன் ப் 30> 2X ay la i + ces sl 

i + {> 9 at 

அல்லது, (§ 8-3) 

‘47? = (i —cos 2x) (1 + cosh2y) + (1 + cos 2x) (ccs h2y — 1) 

= 1+ cosh2y — cos 2x — cos 2x. cos hy 

— 1+ cosh2y — cos 2x cos 2x. cos h2p 

2 cosh2y — 2 cas 2x 

  

ll



196 திரிகோண கணிதம் 

ஆட = cosh2y — 0082% 

(11) ஐ (1)ஆல் வகுக்க. 

rsind _ cosx. sinhy 

rcos ol sin x. cos hy 

3 greigy, tadol. tanx = tanhy. 

மாதிரி 7. 880 (2 4 ப)ன் மெய்யான பகுதியையும், கற்பனை 

யான பகுதியையும் பிரிக்க. 

tan (x + iy) = ௮1௦ எனக் கொள். 

sin (x + iy) 

cos (x + iy) 

_ 2 sin (x + iy). cos(x — iy) 

2cos(x + iy). cos(x — iy) 

= sin 2x + sin (Ziy) 
cos 2x + cos 2iy 

— Sin 2x + istn Aly 
~~ “cos 2x + cosh2y 

ஆகையால், இருபக்கமும் மெய்யான பகுதிகளையும், கற்பனையான 

பகுதிகளையும் சமன்படுத்த, 

_ sin 2x 

cos 2x+cas h2y 

(மற போறன் மெய்யான பகுதி) 

y= sin 42y . 

cos 2x+cos h2y 

[2 போற்றன் கற்பனையான பகுதி ] 

மாதிரி. 8. (xt+iy =C tan (L+iB) crete, கீழ்வருவன 

apap Ages. (1) x? +y? +2cx cof 2+—c?=0- 

(it) x? +y*—2cy cot A2y +c? =0. 

x+iy = ctan (L+iB) 

ஆகையால், 24 1/1 - 

  
ர்ச் 

  

  

tan (oL+iB)= zee 

ஆசையால், 

tan (—iB) = x9, 

[ என்பதை- என்று மாற்ற] 

இப்பொழுது, 
ஊடு - ற (எட) (௭-0)
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__ tan (L-+4B)+tonll—iB)_ 
* t—tan(ol +if).tan(k—iB) 

  

AD 5 x—iy 

ட 6 

=O) 6 

= a 
2” (3 i?=—1) 

அதாவது, (ஊட = ட டு 
தாவது, பே தூற” 

அல்லது, 

c?—x?—p? = 2cx 001 22. 

எனவே, x? +p?+2ex cot 2of—c? =0. 

மேலும், tan2ip = tan { (Lh +i8)—(x—iB) } 

___ tan (o +i8)—tan(t—iB) 

= i+tan (Lh +iB)-tan (l—iB) 

அம் _ ௨௫ 

(5 ai +( 22) (EP) ஞ் 

ற 
8 

ரணை Ey? \ 

+(e") 
2 ciy 

அதரவது, tan 218 = Tay re yt 

  

  
  

  

அல்லது, tan h28 = a ee (tan ix=i tan Ax} 

ove ve. (Si) 

ஆகையால், 2-3” த” மர் 3, 

crarGar, x? +p? —2cy cof h 2B+c*=0. 

@ py :—c=4 srl x+iyJ=LA+iB) என்ருகும். 

sre Gou, tan? (x+iy)=A+ip 
- 2x . - 

=4 tan ணட tht tan h* _ 2p 
L+x7+y 

((), ம9லிருத்து)
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அதாவது, (80) * (2-4 0ன் மெய்யான பகுதி $ கட்டட கட 

- ae - 2p 
tan? (x + iy Josr கற்பனையான பகுதி 4 tank “xp 

மாதிரி 9. tan? (x+is)=at+ib crefid a,b x,y pow 

காண்க. 

‘stan’? (x+iy)=a+ib 

’. tan”? (x—iy)=a~—ib 

2a=(at+ib)+(a—ib)=tan™ (x + iy) +tan *(x—Iy) 

- (x+iy)+(x—iy) - 2x ‘ 
= 1 அ பு ஸு 4 ம் = ௩ - சென tan 1 டட tan = (i) 

இம்ம திரியே 2ib=(a + ib)— (a—ib}= tan (x + iy)— tan *(x— ip) 

_ டிய * { (2-0) _ t னக 
1+(xtiylx—iy)§ L+x7 +9" 

2i9 asf 
= = tan (2ib)= uh? மட்டு டர tan (2ib)=i tau h 2b 

. 20 i 
(ie) tan A 25 = itx* ay? (ii) 

(19, (பூலிருத்து (2௦ *. உப் இன் மெய்யான பாகம் - 0. 

- 2x er ; 
= ten (a ero கற்பனையான பாகம் - 

த் ஜு க (பட ஜன்மம் கிடைக்கிறது 

மாதிரி 10. tan & :47/0)ன் மெய்யான பகுதியையும், 

கற்பனையான பகுதியையும் பிரிக்க. 

84 (ஏர்) 1 sia 4-1) 

௦௦4102. 1 0056௭70) 

1 sin fli-B:_ 1 Zein fol i—B) cos (£i+B) 

i cos(ohi- By i 2 cos(hi—gy cos (Lit+B) 

1 sin(2eb/)—ein(2B)_ 4 f isinBeh x F5028 
i cosi2hi}+es,2B) i L cosh 2k+cos 29 

[- i=~1)] 

tan Ail +18) = {sg 8-2. 423, (2)] 

  tl 

— sin h 2+ sin 28 
~ cos 3B +cos h 2of 

என வே, (81/4 '419)இன் மெய்யான பசி] sin h 2ch 
00823 * 005 2௮
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sin 25 

cos 26 +408 2௮ 
    கற்பனையான பகுதிக. 

குறிப்பு மாதிரி ஐயும், மாதிரி 10ஐயும் ஒப்பிட்டுப் பார்க்க. 

மாதிரி 11. ஊன் மதிப்பை நன் மடங்குகளைக்கொண்ட 

அதிபரவளை சைன்கள் மூலம் காண்க. 

x —x 

sinfix=€ 8 என்று தாம் வரையிலககணத்தில் கண்டுள் 
2 

ளோம். 

x —xX 

srerGes, sin hA?x= 4 & © 

1 ix 8x “x17 5x “9 
= or ச“ 460.௨ 6 + Core “*e 

—Tey ett Xa Toye '% ef 

725, டட 52 + To,et%.e 8x—e ™™ i 

1 —_ — 

= 37 firme ixy—1(e5*—e 5x} 

+ 21(e8*—e §*)—B5(e* - 29] 

ll 

3 

ar{? sin Tx—T7-2 sin 5x 

424-2 sin h 3x—39 2 sindx t 

i. { sin h¥x xT sin A5x—2i sin A 2x 

85 sin Ax } 

மாதிரி 12. ற 42 சேர்வு ச் oe உறும் 

புக்கள்) என்ற தொடரின் மதிப்பைக் காண்க. 

. 0842-14 
sin 2௪ Ss (83) 

sh4x—1 
@éur BAGu, <0 AP2x = 

cos h6x—1 
sin h?3x = 3



ll 
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எனவே, டி, - எற றவற சற்ற ச......॥ உறுப்புக்கள் 

_ (ட hax—1 \+ ae hax— 7) ஹன் ) 

.. (7 உறுப்புக்கள்) 

$ [0051 9%-10084 421-008” -ட...ஈ உருப்பு ந 

Sit 

= 

2 

* 008 i2x+cos i4x+cos 16x+..7 egiyéscr } 

(§ 8-2, (2) 

cos (2% st). dix) sin n(2ix) 
2 : 2 x 

_ 2ix 
SIR =e 

_ , cosi(n+1)x. sin i(nx) 
~ sin 1x 

_ , cos (n+1)x.sin Anx 
ட ஸு sin Ax 

, cos h(n+ )x.sin hnx 
a 

8 
* 5௩ sin hx ~ Ee 

+ &i —sin 2 மாதிரி 18, ர tan x ae sin ப கண்டுபிடிக்க. 

8 3 த் 

3 மிகவும் சிறியதாகையால் (83) % = x+ * 5    

tan x+sin Ax—sin 2x 

5! 

8x? ஓ 
ன (உ Fi p+ er “ர் 

1 

x(1+1—2)+x° (++ J 
B\ (24 1 82 

ote) * (43 120 120 
+ encsee 

“(ie (#) 
It tanx+sinfAx—sin2x 11 1 112 ் 

x->0 சது = x>0 x 6 + ௯௦௮௯௧௨ 

x? 2x5 ஜூ x® 
{x+ “37 + ரத் +} + (ர் ஏ 5 டர்]
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அப்பியாசம் 8 

1 கீழ்க்கண்டவற்றை நிறுவுக. 
(1) sin kh26 = 2 sin hAQ<-cos AO. 

(2) sin h89Q = 3 sin hO+4 sin h°O 

(3) cos h36 = 4 cos h°6+3 cos hO 

  

(4) sin h26 = ran 

(5) cost = ¢ tant 
8) sin A 26+cos A 26 pees 

3 ot 

a ee = £508 6 
©) “Sane எ ஜய்ண்டிட் சமர 
(9) sin A(x+y). sin h(x—y)=cos 2x—cos h2y. 

(10) 2sin Anx.cos Ax t+ic A(At+1)x+sin A(n—1)x 

(11) (cos Ax+sin hx)‘cos hy +sin hy)=cos A(x+y). 

sin h(x+y) 

can hx + tan hp 
1 + tanx. tan Ap 

2 tan he 

1+ tann70" 

_ tan Ax — tan hp 
2 — tap ax. tan fy 

(25) cosh (a+ B)+r) + costo + cosh 6 +coshr 

Bae cosh a. cosh & + B . 

(32) வர்ற)   

(19) tanh26 = 

(14) tanh(x—y) =   

= 4cos fh 
2 

2. tan A = tape. tenkB; tenB = cote. tanhB எனில், 

tan (A + B) = sinh 2B. cosee 2of ster A misys. 

8. coshx = Se€ol srefid), sinkx = (80௮ என்றும், tankx =sino 

என்றும் நிறுவுக,



204 திரிகோண கணிதம் 

4, gin(x+iy) = cos + isin@ எனில், 009”% -- 8105 என 

திறுவுக. 
5, sin(x + iy) = (00841 1 7240) எனில் 0” - $ (௦0803 - 

008230) என்றும் tanx. tanol = tanhp svar gis Ppiajs 

6. sin(x +iy) = 447 எனில், 

A? ம். A?’ B? ன 
கந்த ணந ன்றும் து. ஜஜ அதும் 

திறுவுக. 
ர. sin (x tip) = tanol + i see எனில், 006 2. 60845ற 8 

எனச் காண்க. 

8, எற (ஜஐ (ரூ “ய 7/7 எனில் sin’x, 00002 ஆகிய 

இரண்டும் 9-9 (14-75) - ௨£-0 என்ற சடீன்பாட்டின் மூலங்கள் 

என திறுவுக. 

9. sin (0 +iP)=cosol+i sin எனில், 0089 - அ 810௮ நிறுவுச. 

10. sin (ol +i 8) = x+i எனில் ** 00560 “1-- 2” 820” ஓ 
௮ 1 என்றும் 32866 053 -ட 3” cosec h’?B = 1 என்றும் நிறுவுக. 

11. cos(x +iy) = 18 எனில், (14) 4 0 (0081 

+ cosx)? = sreir guid (1 — of)? +8? = (cos hy — cos x)? sre gid 
Boys. (x, 9, ol, B மெய்யானவை) 

12. cos(x + iy) = cos + sinQ srefid, cos 2x + cosh 2y = 2 

Apes. 
13. cos(4 +i 6) = cos + island எனில், 80.4 = + sind 

என நிறுவுக. 
an ரு 

கீ் 
44. tan (0 +19) = cotcl +i sing, srefien, 9 = + 

என்றும், ம - 1102 1௧ (> + ) என்றும் காண்க. 

16. tan (Q@+i6)= (x+iy), எனில், cot hy ain A2p=<cot x, 

510 29 என திறுவுக. 

16. 008 (4-73).008 8 (2-1ந) 1 எனில், 48 of.tan B = = tan 

நர. கட்த என நிறுவுக. (,3௮.ஐ மெய்யானவை) 

17. கீழ்வருவன வற்றின் மெய்யான பகுதிகளையும் கற்பனை யான 

பகுதிகளையும் பிரித்தெழுதுக, 

(1) ein A(L+iB) 

[sf#e_: sin Acos B+icosh ol sin 31
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(1) 

(il) 

{iv} 

(vi) 

(vil) 

(ரிம் 

(ix) 

டூ 

cos A(L+iB) 

[fe: coshicus 8 +i anh of sin [6] 

cot A(ol +18) 

[விடை : L 
cosh 2o—cos B 

(sin hk 24+ sin 240] 

see hol +i) 

| அடை : 2 (cos holcos B—i sink Jsin B). 

L 
cos @ 2x+0s 28° 

00860 4 (4/8) 

[விடை : 2(alnk & cos B—i cos Adsin B! 
(00௦5 221-0௦4 28)] 

cot (L+i8) 

[ofen_: (sin 2el —i sin h 28)+(cos 42B—co8 2h) 

cot 1(4+18) 

[வீடை 1 து? (பு _ > tan bh? 

28 
(arbi) | 

van 4 (24—38i6). 
[விடை : (sin A4—i sin 68)/(cos6 6 +cos h4t)] 

sin + (cosQ+i sin 6) 

[விடை : ௦09 1(/ 8௦,7884 '(Vsin o'] 

cos ‘(cas 6+ sin@) 

[விடை$ sin '(Ysin Q)—f sin & '(Vsin 6)] 

18. tan (ol +iB)=i strafed, f CariGug «sro (Indeterminate) 

என்றும், 72 முடிவிலி என்றும் நிறுவுக. (௦ B மெய்யான வ) 

19, கீழ்வகுஉ௨னவற்கற நிறுவுக. 

(0 cosh'o = 6 | cosh 59 + 5cosk 39 + 10 008 wo} 

(li) conh*o = ச f cosh 8G + 6 cosh 46 + 5 cosh 20
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(iii) 

(vi) 

(v) 

(vi) 

(vil) 

(wid) 

(ix) 

(xii) 

திரிகோண கணிதம் 

+ 10} 

1 
cosh®@ = gr cosh 8Q + cosh 66 + 28 cosh 46 

+ 58 cosh 26 + 3} 

1 

2 

|=
 

sink®x = cos h6x — 6 cos h4x + 15 cosh 
3 bo

 

sink®x = ge f sin 5x ~ 5<'nh 8x + 10 sinkx 

2x — 10} 

  

  

விரக்தி எ Fs பய் Tx — 7 sink 5x + 21 sinh 3x 

— 35 sin hx} 

1 
sinh® x = gr 5 coah 8x — 8 cosh6x + 28 cosh 4x 

— 56 cosh 2x + 2} 

cos 509 - 16 0088 50 -- 0089 + 5 8009 

sinh 50 = 16 sin h®®@ + 20sinh®G - 58௩06 

ae த 6x - 

SIDR OX _ 92 cosh®x — 82 cosh®x + 6 cosix 
sin hx 

sinh 6x _ 99 வெத 38 sink?x + 6 sinh 
cose sinkex + sina’ x + © sin ax 

sink TX 2, 3: 56 ் i ‘ 
“ae 64 sinh®x + 112 sinn*x+ 56 sla h’x + 7 

20. கீழ்வருவனவற்றைக் கூட்ட ; 

Gj) sin hxt+sin A(xt+y)+sin k(x+2y7)+... (0 உறுப்புக்கள்) 

. n—1 ர். 
sin h (++ “து 2) sin bo 

. y 
sink ez 

விடை : 

(if) 2084240௦08 /(2-2)-40௦08 4(% 29) -....௨(% உறுப்புக்கள்)
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(iii) 

(iv) 

(iii) 

(iv) 

22. 

(1) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

cosh (x4 ஸ்ர i 

sinh * — 

வீடை : 

cos h?x +cosh3(x+y)+ cos h?(x+2y)+ (7 Pe 

விடை; ப) COS A(2x-+n—1y) sin hay 
2 2 sin Ay) 

sin A°x+sin A?(x+y)t+sin h?(x+2y)+...(n ep ysser) 

விடை : a ccs h (2x+n—I1p) sin ary | 
2 2 sin Ay d 

கீழ்க்கண்டவற்றின் மதிப்பைஃ காண்க : 

  

  

It sin kO—sin 9 விடை: 1) 
௨0 oe ‘3s | 

Me ices hace tan. [வில 2) 
6>0 x aan J 

wu 

It toa (L+x)+e%—1—2 sin Ax (விடை: ர 
x>0 log (l1—x)-e eOL+¢ ces hx ‘ ! 

It 2/1 —x—2 cos Ax+sin Ax (விடை: —2} 

20 1005 ச 1800 ஐ ‘ 

கீழ்க்கண்டவற்றை நிறுவுக : 

cos A tx=sin hk "பஜ 

tanh? (Sai) = 8 x(x >10) 

_ கார 
lt+xy 

- 9 n 6 
ட _ 1 ன x tanh (120 2 )=4 log ran( ம் + 5 } 

cos & > {sec 6)=log tan (7+ 2) 

tan A x+tar a? y=tan ht
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சிக்கல் கணியத்தின் மடக்கை 

9:1. வரைவிலக்கணம்: இகு சிக்கலெண்கள் ம, 2 என்பவை 

195 2 என்னும் சமன் பாட்டிற்குடபட்டால் 2ஐ. 68 அடிக்கு உன் ஒரு 

மடக்கை என்று கூறப்படும். 

ஒல பரம்ஸ்; சகாாற் என்று கொள்வோம். 

எனவே, 9௮ நர 0 (வரைவீலக்கணம்) 

= று 

௪: ௪: எடு) [ஒரு முழுவெண்] 

= xtiy+2nni 

௬ 2௮௪74 

எனவே, வரைவிலக்கண த்திலிருத்து. 

௪ அடிக்கு உன் மடக்கை = 2+ 2ATi 

அல்லது, உன் மடக்கை = Tt Ont [ச அடிக்கென்பது எப் 

பொழுதும் தொக்கி திற்கும்] 

(பலிகுத்து. உன் மடக்கை ஈஜ சார்ந்தது என்று yee ips. 

ஐ சார்த்ததால், ஏன் மடக்கை ஒரு பன்மதிப்புடைச் சார்பாகிறது 

(mans Valued function). இச் சார்பினை Log ஸ் அல்லது Log w 

என்று குறிப்பது வழக்கம். 

எனவே, (0லிருத்து 1௦0 - சர்ரேகர். வ (11) 

ச: 0 என்று (11)ல் பிரதியிட்டால் 102 ஐன் ஒரு மதிப்பு 2 என்று 

கிடைக்கும். இதனை 1,0ழஜ மன் முதல் மதிப்பு என்று கூறுகிறோம், 

மேலும், இம்முதல் மதிப்பை 1.09 2 அல்லது 1.௦8 என்று சூறிப்பது 

வழக்கம். ஆகையால், 1,02 - 2. அ ௯(111) 

(i), (itis aa Log w= Log wt+2nni ......(iv) srarpy 

கிடைக்கிறது. 

9-2. இப்பொழுது தாம் 10; 1௦2 ஆகியவற்றின் டீதிப் 

பைக் காண்போம். முதலில் 102 ஈன் மதிப்பைக் காணலாம். 

9-1 கூறியதுபோல் ம எ புர 

z= X+iy என்று கொள்ளலாம். 

(௪3௫ ஆகியவை மெய்யான எண்களே) 

ஆகையால், : utiv=w ௪7 

௪ அறு 

= e*{cosy+isiny}.
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மெய்யான பகுதிகளையும், கற்பனையான பகுதிகளையும் பிரித்தால், 

u = ௪4 006) என்றும் 

v= esin y என்றும் கிடைக்கும். 

எனவே, u?-+p? = e®*, வை (i) 

tany =— i any = ழூ sisneooee( ll) 

(VAG bE. x = மழ log (u? + v*) (வரைவிலக்கணம்) 
என்றும் 

(ம்லிருத்து y = tan” த என்றும் கிடைக்கும். 

ஆசையால், $ 9:1லிருந்து, 

102 =z 

= x+ip 

grvg, log (n+ iv)=log w 

  = } Jog (u*+¥7)+itan 2 ம் க 

எனவே, 109 (0) 102 % 

= 4 log (u?+v?)+i/ tan!” ன் 

2௧௯7 (691 (ட) 

குறிப்பு (1):- 7-0 
Log u = dlogu*?+itan 10+2nni 

- 1௦ஐ 8 றக ரேர். (2 ஒரு முழுவெண்)) 

குறிப்பு (2): x ஒரு மெய்யான எண்ணாகில் 1௦8 -- - “1 
என்று நாம் அறித்துள்ளோம். இப் பொழுது ஐ ஒரு சிக்கலெண்ணாகில், 

Log {2} ௫102 4 என்று தாம் நிரூபிப்போம். 
w , 

$9:1ல் உள்ளதுபோலவே, 9-௦ என்று கொள்ளலாம். 

ஆகையால், 1 = i =e 
wo ez 

=e—(x+iy) 

அத ழா ஊறு 

=e—x {cos y—isin y } 

=e—x {cos (Qnn-+y) -f sini(Qan4 yt 

=e—-NX*e—i(2HN + y) 

14
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௫ ழு ஜரர் 

= ea zZ— ann}. 

எனவே, வரரைவிலக்கண த்திலிரு தந்து 

1 
Log — = —z—2nvi 

w 

=—Log w 91, (ii) ) 
மேலும், ஐ, ந இரு மெய்யான எண்களாகில், ் 

Log xy=log x+log y 

log > 102 %--192] எண்று தாம் அறிவோம். 

இதுபோலவே, 19). 19, இரு சிக்கலெண்ணாகிலும், 

Log w,, Wy = Log w,+Log wa ero gid 

Log “1=Log Wi—Leg 8, என்றும் நாம் சுலபமாக 
8 

நிரூபிக்கலாம். 

குறிப்பு (3):---7 0059, 17 811 0 எனில், 

Log (u+i+¥)=Log (7 cos 6+ir sin 9} 

=Log r { cos (2a -+6)+i sin (2n7 +6) } 

(1 ஒரு முழுவெண்) 
=Log [-- -i(2n7% +6)] 

Log r+ Log [.é(2n7 +6)] 

9.5. வரை விலக்கணம்: %, 2 இரு சிக்கலெண்களாகில், 
92௭ ௯1020. 

log W, பன் மீதிப்புடையச் சார்பாசையால், ம் பன் மதிப் 
புடையச் சார்பாகும். எனவே, ,2ன் முதல் மதிப்பு ,” 108 ஆகும். 

முன்புபோலவே, 9 4/4 19 என்றும், 2. று என்றும் 
கொள்ளுவோம். 

எனவே, ர் x+iy (u+iv) 

உ(% 4-2) 102 (4 77) (வரை விலக்கணம்) ர 

1 
e(x + iy). {> log (u? + v®) + itan™! 

+ Bani } 
இப்பொழுது 8 7008 0 என்றும், ரர 8100 என்றும் இருப்பின், 

௬ நூ + yp? என்றும்,
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tanQ = அ அல்லது 0 = tan“? என்றும் கிடைக்கும் 

ஆகையால், w2= 472) 141027” 410 4 மோப்) 

= e* +iy) {logr +i( 6+ 2n7)} 

= _x logr— y(6 + 2nx) +i { plogr + x 

(0 + 2n7) } 

= gx logr.,—» 0 ரு) “el { plogr+ x 

(0 + 2n7) 3 
= Xe 6 — YO + WX) 

[cos { ylogr + x(@ + 2n7) } 

+ isin { ylogr + x(@ + 2n7)}] 
8- 0 என்று பிரதியிட்டால் ,சன் முதல் மதிப்பு கிடைக்கும். 

எனவே, டிசன் முதல் மதிப்பு - 32. yO. {cos { y logr +xQ} 

+isia { ylogr + xQ@}] 

குறிப்பு--1: மேற்கண்ட வரைவிலக்கணத்திலிருத்து 10த,௪ - 

21௦2 என்று நாம் சுலபமாக நிரூபிக்கலாம். 

1௦8 62 - 2 எனில், 

wZ = ீ (வரைவிலக்கணம் $ 9:14) 

ஆனால், wz = 21௦2 (வரைவிலக்கணம் $ 9:4) 

ஆகையால், = eZ LOG W = ௪ 

எனவே, = zLogw = z =Log w’. 

குறிப்பு 2: %-₹ன் மதிப்பு (முதல் மதிப்பு) முழுவதும் மெய்யானால் 
sin{y log r+x0}=0. அதாவது, ylogr + x0 = nn (n ஒரு 

மூழுவெண்). அலது ந102 பல்கிப் பல்க. ஸ் = (2n) =. 

Wer WAY முழுவதும் கற்பனையானால் 60$(ந1ஈ8 7409) -0. 

னானை! எத ழு ™ 
ajsrag, tylog Vx +y?+x tan 9 = rg. (m 96 

ர் : a த் x+iy . . . 

ஒற்றை முழுவெண். எனவே, (8440) “ன் மதிப்பு (மு.தல் மதிப்பு) 
முழுவதும் மெய்யாகவோ அல்லது கற்பனையாக3வா இருக்கவேண்டு 

ர் 
மாயின் i py log (u? ++ v?)+x tan -... என்பது டன் இரட்டை 

அல்லது ஒற்றை மடங்காக இருக்கவேண்டும். 

9-4. ் 

மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாதிரி 1. (௪-2) (கூ) அ. (0 4419 எனில் 

கீழ்க்கண்டவற்றை நிறுவுக.
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(i) கீர்) (ச்ச்)... (ட்ர்ச்ட)௪
 43ம* 

அணி By —1 bs அர _ 
tan பப பப் ஆகு ர. 

1 ஒ an A 

(சட) (ரூ அரற்ற) - 4472, (௪ ஒரு முழுவெண்) 

இரு பக்கமும் 2 அடிக்கு மடக்கை எடுக்கவும் (மடக்கையின் முதல் 

திப்பு). 
102 (ச) 4120) (ag + ids) ... (an+ibn)| = log (A+iB) 

  (il) fan 

  

அதாவது, 
102 (ச) 4 7604102 (4244 ...*1௦2 (சர்ம) - 102 (4478) 

அதாவது, 9-2. குறிப்பு (3) 

—16 ர 
y log (a?-+by*)-+i tan ப பஷி (வீச்சு 31 வட் ws 

் 3 

n   
5 1 

+...+4 log (a7ntbn") + i+tan +int® = } log (A? + B*) 

1 8B 
+i tan சி 

(§ 9-2). | 

அதாவது, . 

$ (102 (சட +b,?)-+ log (4y* +5") +--+ log (a1 + bn”) } 
. —1b, , —1 b, 1b 

+ f tan at tan Ge + ..+tan Fe tom} 

jlog(4?+.B*)+i ten 4 

அதாவது, 4 log [(a,°+0,") (a, +557) (an? + bn’)| 

ட் மி _ _ 
+i {tan Lo tian டக +tan , bn க] 

1 85 an 

= | log (4?+B")+i tan 5. 

இரு பக்கமும், மெய்யான பகுதிகளையும், கற்பனையான பகுதி 

களையும் சமன்படுத்த, 

$109[(2*ச”“ப)(ர”2,“)..மடீ டீ] -1 102 (42 425) 

அல்லது, (௨) -ம£1)(2£5-ச£2) (ஸரீ) 47405, 
2 . -, 8 - 

மேலும், 1 -- (வற 1 -1- 4 மறு 14 
ay, a 

_, b __B 
+...tan ah = tan 7 

மாதிரி 2) tan log (x+iy) = at+ib (2451-1) எனில்
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2a ‘ 
tan log (x° + 9°) = 7a py THD! திறுவுக. 

120 1௦2 (2-0) - சரம் ஆகையால், 

log (x+iy) = tan 1(a+ib) ves. (A) 

§ 92086 bss, log (x+iy) =} log (x7 +9?) +4 tan. 

8 8-6 (or MA 8, GMdry he BS, 

- . தி 2a . - ay 
i ஆம i 1 eee 

tan”! (a+ib)=itan? (௭-௪ )+i4 tanh 1 (i a) 

எனவே, (.4)யிலிருந்து, 

4 iog(x? +y?) xi tan 2 

- 2a ய 2y =1 i__ 2" oj 1 3 tan + pe th 4 tanh its +p 

இரு பக்கமும் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்டுத்த. 

~ 2 blog (x*+y")=} tanya 
ஓ ல் 

அதாவது, 181 102 (x?+9*)= aps ச 

் (-் a? +b? #1) 

மாதிரி 3. ன் எல்லா மதிப்புக்களும் மெய்யானவை என 

நிறுவுகஃ மேலும் அவைகளில், ஒன்றைவிட சிறியதாக 
2 

இருக்கும் மதிப்புக்களின் கூட்டுத்தொகை je cosee ௩ 

என்றும் நிறுவுக. 

z = i! என்க. 

எனவே, 1,௦02 2- 1,027! 

= iLogi 

= i Log ee 

= i Log ei( 3+ 2mm ) 

-ப($ +20n ) 

(சோக [ஈ ஒரு முழுவெண் ] 
எனவே, z= eo (Qnti)n டூ9:1 வசரவிலக்கணம்)
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அல்லது, 11௪ எ(ோ0)௩ (ஐ சாராதது) 
ஆசையால், ரின் மதிப்புக்கள் எல்லாம் மெய்யானவை. 

இம் மதிப்புக்களில் ஒன்றைவிடச் சிறியதாயிருப்பவையின் 

கூட்டுத் தொகையைக் கண்டுபிடிக்க. 

1.1 எனில், 

—(2n+i)yn 2 (2n+4) <1. 

—(2n+} 
அதாவது log e சேர்க த 1, 

அல்லது, —(Inthn<0. 
அதாவது, (0௩௮0. 

எனவே, 6. 

ஆகையால், 1-0 எனில் பின் மதிப்பு ஒன்றைவிட சிறியதாகும். 

இம் மதிப்புக்கள் பின் வருமாறு. 

௫/2, oe +a), ஜ் (கோ 

ப 
அதாவது, -- (2௩ (4429௩. 

€ 2@ se 

இவைகளின் கூட்டுத்தொகை 

௯/9. 4 _4 
ட ஜு ரக் {ite a ரத “ட 

க் (௯ 1? க், உர அவவ ஒரு 
் é பெருக்கற் குவித்தெர்டர். இதன் 

பொது வீத்தியாசம் வதி ௮ }. 

  ங்கு! ச். | 

  

ர வட ] 
e —e 

2 

= el “x 
e ,é 

fel casec An, 

மாதிரி 4: 1௦2ன் பொதுமதிப்பைக் காண்க. 

ச ௪ 1௦8/4 என்று கொள்ளலாம். 
ஆகையால், $9:1 வரைவிலக்கண த்திலிருத்து 

i= ர 

இரு பக்கமும் ச அடிக்கு மடக்கை எடுக்கவும், 

எனவே, 1,027 - 1,027 

= zLogi. 

— (2p+a)ni ஆகையால் 2 = @gthni (2, 7 முழுவெண்கள்)
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_ 4p+1 
~ 4941" 

மாதிரி 5: (1+icoté) (1+ cot6) ன் மதிப்பு முழுவதும் மெய் 

யாகில், 

1 
. . ந oe 

அதன் ஒரு மதிப்பு ( and ) ௭௦ என்று நிறுவுக. 

) (7௦9) எனக் கொள். 
(1+i cote) 

  

z= (1 + icoté 

© Log z = log (1 +i coté எனக் கொள். 

= (1+i cotd) 1.௦2 (1-4 ௦௦106) 

= (1+icotQ) { }log (1+cot?Q)+ itan”(cot@) + 2n%i } 

= (1+icot @) Fis cosech +i (> -9) + ant } 

= [198 cosecQ— { cote} {> 9 an ] 

41 
+i [ cote jog cosecO + —>- 9௩38௩ ] 

[13 008600--(00109) (> 9337௫௩ )| 

= € x 

=| log cosecO+ > 0423௫ ] 

| 108 cosecO—(cot 6) (+ ௬௦430௯ )] x 

=e 
ஸு 

[cos {cove * 102 005600 -2 —O42nK } 

  

+i sin { coto log cosecO + = 094 ann} } 

சன் மதிப்பு டெய்யாகையால், 
௯ 

sin 1206 log cosecé + —y 0+ ann } = 0, 

7 

௪ 

அதாவது, 0010:102 ௦088094-- 012௬ - 7. (2-0 முழுவெண்) 

n ‘ . 
௦019 109 008609 4 -த - 99 0 (:: ஈன் ஒரு மதிப்பு -9)
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ரு 
i = 2nn = — cotd. log cosecd. AWS! | 0 + 2n ஐ 

ஆகையால் சன் முதல் மதிப்பு (அல்லது ஒகு மதிப்பு) 

= ,[log cosec@ — cot 6 (— cot6 log cosecé)}- [cos O + isinO] 

௫ , [102 008609 -*- ௦016. 1௦2 008600] 

= .(1 + cot’6) log cosecé 

008600 08% _ 
உ (102 (008600) (ஃ x 

2 

= (cosec) corer? ( elogx = x 

1 
1 விட் 

sin@ 

மாதிரி 6. ர... 

  

i — (4%n +1)"B 
i = A+iB crafied APB? =, என்றும் 

B= A tan (5 *) | என்றும் நிறுவுக.   

A+iB=i 

சபை 0) 

C 

=1 

A+iB 

=f 

= ofA + 7B) 108i 0. op cfevsaeatd § 9.3) 

= AAT) Si + ane t 

— (4 +iB)Gn+1) . | 
ன் 2 

o Blane + ACen +3) ni 

ao BUD சோற்று
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—fin+1\"7B 

(1) 
{co (2 *)natisin (7 x உ) A} 

_ 4௨ (27) ல cos| (A) ட்டு 

நட tay Pain [ (7s (* = nA] aw (ii) 

(equ, (gud avdat Orig woe, 

AP +BP= [-(% யி 

= e—(4n +1)B. 

(ii) 8 saath வகுக்க. 
ன] (9) yea | 

i 

அல்லது, 8- cal ( “Tt xy . 

9-5. கிரகிரியின்றொடர் (Gregory’s series) 

  

    

  

  

எ 02 -_ எனில் 9-080-$ ௨6742 0-..... (மு.வ. 

ea: 400 ௦௦60-51௦0 =1 ee அடம் 1 படவி 141810 எலு” ல் 

எனவே, 1-4 (900-860 : 49) 

இருபக்கமும் மடக்கை எடுக்கவும். 

log (1 +i tanQ)=log (secQ - .i6) 

secQ + iQ. coewesl A) 

ம் ௩௪0௮௪ 2 _-, ஆகையால் | tang} <1. 

. itanQ@’* (itanQ@” 
ஆனால், 1௦2 (147 tanQ@}=i eat ane + ன eh எக்கச் 

tan"@_ itan*6 tin*6 | i tan®Q 
5 4 த வக 

=i{tanQ@-4% டர் tan5@...... » 

+ {4 tan?Q—j tan*O+s tan°Q...... இர ட ட. ட பவ (8) 

ஆகையால், (&), (1)யிலிருந்து, 

=itarQ@+ —5—  
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log seco+io= { 4 tan?@~} tan*O+s tan°Q+ ர் 

+i{tano—} tan®o+} tan®Q...... } 

இருபக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த 

0ற09--1 (நற நமி tees (C) 

குறிப்பு (1) --ஐ/4 ௮0.௮ ௩/4 ஆகையால் 1 2௮ 00 43. 

20-% என்று (0)யில் பிரதியிட்ட்சல், ஞு 

றட ந 123... (1 ௮2 ௮ 1) என்று கிடைக்கும். 

இதற்கும் கிரகரியின் ரொடர் என்றுதான் பெயர். 

குறிப்பு (2):- tan xe விரித்தலை நாம் மற்றுமொரு முறை 

யிலும் பெறலாம். 

log (x-+iy)=4 log (x? +y*) 4ம் 8௩ ட் என்று தாம் அதி 

வோம். இங்கு, 1-1 என்று பிர தியிட்டால் 

log (At+iy,=}log(t+y*)ritam yy, trees (0) 

மேலும் | % | -: | எனில், இயற்கணிதத்திலிருத்து 
x? 35 x* x8 ; 

log (L+x)+%— ௪ + 3 7G + என்று தாம் 

அறிவோம். 

எனவே (நு 11 (அதாவது | ற | -:1) எனில் 

ot, IE = jy 
hlog A+ty) = iy- ‘gt 5 r Bees 

எனவே (0), (லிருந்து, 
iy | > | எனில், 

$ 192 (1 நர) 4ம் (கம் 1 எ (-ஆ வ ) 

(y 24 we +i( உர்) 

இரு பக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த. 

- ye, Las pe” அட (காட்ற ற 8 + து 

a =; x® 35 
என வ, tan X= Xm gb EH enews (12121)
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குறிப்பு (3) :- tan Ger oH க்குச் சமமாகில் (80 (7₹--0)ன் 
மதிப்பும் க்குச் சமமாகும், (1 ஒரு pap dara). 

எனவே, 17 எவ்வெண்ணாகிலும் ற (87௩69) (2) என்பது ஒரு 

தனிப் பெறுமானச் சார்பாகும் (610196 481024 function). 

மேலும், 9180 0 (8007-0) ஆகையால், 

(ஹ் 4ற-௩4௦. இம் மதிப்பு ॥ஜச் சார்ந்ததால் (8 1% 
ஒரு பன் மதிப்புடைச் சார்பாகும். இப்பன் -மதிப்புடைச் சார்பு 

tan ‘xm Tan 1% என்று எழுதுவது வழக்கம். இதன் முதன் மதிப்பு 
(1-0). இம் மதிப்பைத்தான் (50 1 என்று எழுதுவோம். 
எனவே, 

tan x=nn +tan™'x. 

7 nw 
9-6. . தேற்றம்: சகட 9 வகரம் ட (௩ ஒரு முழு 

வெண்) எனில் 9--ஈ௩-: 1520-1 (8009-1 (259-..... 

௩௬ம் என்று கொள்ளலாம். 

ஆகையால் 9-7 1 ம். 

மேலும், 6 என்பது ரட் க்சூம் ரு க்கும் இடையிலிருப் 

பதால், ம என்பது — sg க்கும் இடையே அமையும். 

147 1809-1718) (9) 

=1+itan$> 
__ cos P+i sin P 
~ cos 

ச$ல ஏழ் 

2 ‘log 1+ tan0)=Iog [sec $ i$] 

=log sec +log 49 

=log sec 47ம். woesee(i) 

௯ n . 
WR ~~ <0 <n +7 gyms) — | tano <<]. 

. 2 og 5 
எனவே, 109 (1--/ (800) 120-619) பட்டன! — 

tan®9@ (ஸம 
=f { tano— 3 +35 ~ sen} 

  
. (tan?9 tan*é es 

+ | 3 பழ எவவ } னை (10)
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எனவே, [1809] -: 1 எனில், (1), (11)லிருத்து, 
2 4 

log sec $+i¢= (2 6_tan அவவர] +i f tang 
2 4 

tan®@ 

    

  

இருபக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த, 

$=tanQ@—} tan®Q@+..... 

அதாவது, 0-1- (8200-1 12050 +} tan®@—...... 
குறிப்பு : மேற்கண்ட தொடரை கிரகயியின்றொடரைப் பயன் 

பயன்படுத்தியும் நிரூபிக்கலாம். 

75 9- 1ற06--31ூ043 1ற5௦-...... (-7 = <0<7) 

tan (nw +6)—43 tan°(nm +0)+}2 tan5(nx+6)— ...... 
AN +6 = ர் என்க. 

ல் nx ரா 7 ௯ க ஆகையால் ஈு௩- a <P<n +7: மலும், 

P—an= tand—s tan°O+! tan®d—...... 
9°7 

் 

மாதிரிக் Sam e@aen 

மாதிரி. 1. (அ 

_ 2x 4 2x 5 a a — 
B(x—gx° + gxb—.. 
= 2tan Ix 

= tan tx + tan Ix 

XTX 

மம 
ட் 

= tan 1 

= tan"! 

con 
குறிப்பு :- ey {> | எனில் os புறம் இருக்கும் தொடர் 

ஒரு குவித்தொடர் என்று தாம் அறிவோம். மேலும் வலதுபுறம் 
இருக்கும் தொடர் குவித் தொடராக இருக்கவேண்டுமாயின் 

2x 
1x—2 

  

        

ஒன்றினைவிடச் சிறியதாயிருக்கவேண்டும், 
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எனவே a 1 அதாவது | 32% | < | 1—x? | 

% மெய்யான தால் 3” ஒரு நேர் எண்ணாகும். 

எனவே !1--நூ| ௬1- [நூ | 

ஆகையால் |39%| 41-12” |. என்று இருத்தல் வேண்டும். 

அதாவது 381) + [2x] < | 

அல்லது |x?) +) ex—4+ | <2. 

அல்லது [511 22. 

எனவே, | 241] ௮4/8. 

ஆகையால், வலதுபுறம் இருக்கும் தொடர் குவித்தொடராக 

வேண்டுமாயின் | %-1 | - 4/2 என்றிருக்கவேண்டும். இடதுபுறம் 

இருக்கும் தொடர் குவித்தொடராக இருக்கவேண்டுமாயின் | % | - | 

எனவே, இவ்விரு தொடர்களும் சமமாயிருக்கவேண்டுமாயின் 

|] 4 4/2 என்று இருத்தல்வேண்டும். 

மாதிரி 2, 1   

      

n ம ன் 
-/8-ஒ (முதல் மதிப்பு) 

ஹட 
~ 273 

17 713 (மா 623 - 12 
மாதிரி 3. ட்டர் வர் தட்டு 8 9 பர “} 

+ ஒஓ௧ ௫02 

தீ we 17% 

stan? +42 tan * $--ம் என நிழவுக.
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— ava 2 ல ஹு 
Ware Ace ees ம (29 1-7 1] கக   

2n-1 

2 பார 2n \ mer [Pee 
த்தம் 4 5 2-8n 172A = a {5 32 சார \ 

பம L 

ட? உட ஒர எரர் ள் 

-( as ர ge tr +i ge tas to 

|. 2. நறு 1 ழ (ற 14: 
ம் 

x tan + 4+tan ! குட ॥ 

  

1 42 1 1 

=tan? 3 3 r 7 92 
(2 td 

் 33 23-7 7:3 

tan ‘x+tan ‘y+tan 'z 

tan. Pets eee 
L—xy—yz—zx 

= tan * $8 
nN 5 ட 

= 2. (முதல் மதிப்டி) 

மாதிரி. &. 0 மிகவும் சிறியதாகில் 

$ப//% 8 0 1௦ஐ(3--ஒ) 12 ஸ் ($ +0)" 0 19 

என நிரூபி. (9 மற்றும் டன் உயர்ந்த அடுக்குகள் தவிர்க்கத் 

தக்கவை) 

0” மற்றும் ன் உயர்த்த அடுக்குகள் தவிர்க்கத்தக்கவைகையால் 
sin *% = Q. 

8 
6 

cosQ = மத. 

tan 'Q = Q. 

log(1—@ =(- 6 -7)
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  : ட 0. yr 
மேலும் V1 +sin Q=(1-+sin @toe(1—J9=(—0- zy 

= (1+40—40") 

srorGar } Vi+sin @ iog(i—6)+ten (0. sio( * + 6) 

= 7¢ +$-4) (---4) 

+0. 4 cos B+isin @ f 

2 -10(1+$-4 (+4) 

ட டு) 
(அ.து)-109 {-( +8 -ஆ )(' +f 7 

+0+V (2 + e 1   

“16 119] 

= wre (:9” தவிர்க்கத்தக்கது! 

  

அப்பியாசம் 9 

1. கீழ்க் கண்டவற்றின் பொது மதிப்பைக் காண்க. 

(0 12% (விடை: 2/௩] 

(il) log (—1) (விடை: 29-11) ஈர்] 

(ili) log? [விடை: 2n + 4) wi] 

(iv) log (—?) [விடை: 2n + 3) Ki] 

(v) loga [விடை : a> 0 எனில்] 

log a + Invi; 

a<0 எனில் 10ஜ 2-4 (3-1) ஈர் 

(vi) log ai (விடை: a<0 எனில் 1௦ஐ 2 4 (28-- 1) 

a<O safle loga + (2n — 4)7i].
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(vil) loge (விடை: 1-0]. 

(vili) log (—e) [@em_: (14+2n+1) xi). 

(ix) iog (—i) ப 4n—1. 
(டு அடை: இடு 

(x) 102 (140) [விடை: } log 2 + i(8n + nF | 

  7, 11 முழுவெண்கள்]. 

(xi) 102 (14௦0320414 29) 

[விடை : 2102 2 ௦089-7 (2௩ 1-9) 

(xii) log (a—bi) 

| வடை? “4 log (a? + 5?) — jtan 2 4 2n ni| 

ப்ரி) log (a + di) 

i 

  

~ Jo ne 1 he ° -, 5 7 விடை: & Va* + b* +i tan a ரர் 

_ (2m + 4) Ti 

a+ib . . -, 5 
(xiv) log 7h நண 2i (tan ate)! 

1 + itand 
(xv) log 1 Ttanet’ [விடை: 2/௩ 0]. 

2. 1௦281 (2-0) - 441 எனில், 94 = cosh 2y—cos 2x 

என்று திறுவுக. 
_,ti, . ‘ 

3. +i ன் மதிப்பு முழுவதும் மெய்யானது என்று காண்க. 

&. 7௪ 008 ( (9 -41)௭) 47௦ (( 0௩ என்று 

pis. 

5.  ,lt+i . = 
(1+ 2) we A+iB sroflet tan டன் ஒரு மதிப்பு 4 102 

௯ =. 

24 5 என்று Boyes. 

6. பூஜ மோ 44 மன் முதல் மதிப்பை எடுத்துக் 
கொண்டால், 4 4 2எ (4.8 ந) (801௦௦ /2 என்று நிறுவுக. 

7. (14+i)-',@-O +) of8u இரு சிக்கலெண்களின் முதல் 
மதிப்புக்களின் விகிதம் 2! என்று Amos.
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ne 2 

8. log (1+i)er pad w Hoy e— 8 {eo 2) 

i 

+i sin( 102 2 9] என்று காண்க. 

B 79341 
9, (0 = A+B srafle tan air 96 மதிப்பு. 4 
9)” 

10௨ 8 என்று திறுவுக, 

  

“<(4n+1)nB 
10. 3748 4/0 எனில் 2101-௪ என்றும், 

8. த tan 2 & 

ன் ௪௫ மதிப்பு மட இன்றும் நிறுவுக. 

ட மடரு'?8 (879) ஏ முதல் மதிப்பு 
log r-e—6?. { cos (26 log r)+i sin (20 log r) } - 

( =a?+b?, @=tan * 2 )என்று நிறுவுக. 

12. PIP Kt yt tB crore (முதல் மதிப்பை மட்டும் 

எடுத்துக்கொள் ள) %-- ௮ 10ஐ2” +y*)—B (4) 1௦8௨2 என் 

றும் (424 BYI=(L? + B*) -:1௦ஐ02 477) என்றும் நிறுவுக. 

39, (143i) +4 மதிப்புக்களின் குணகங்கள் ஒரு பெருக்கு 

விருத்தியிலும், வீச்சம் ஒரு கூட்டு விருத்தியிலும் இருப்பதாக 

நிறுவுக. 
14. (iti)'+ter மதிப்புக்களின் குணகங்கள் ஒரு பெருக்கு 

விருத்தியிலும், வீச்சம் ஒரு கூட்டு விருத்தியிலும் இருப்பதாக 

திறுவுக, 
_ ®ceot B , 

15. log log(L+D=A+IP எனில், ௪ = 4 என்று திறுவுக. 

16. கீழ்வருவனவற்றை நிறுவுக. 

5 
(i) 8K 0 ௮ “ம எனில் o=n +tand—} tan*d+ % tan®6 —.... 

ஞு <6 < 32 எனில் 4984 0௦9-1120194 

  

  

4 4 
Ftan® 6—...... 

ப ௯ 3x டக cot® @  crs®6 
(114) “9௮ ம எனில் -2---6- 6010- 5 + => 

15
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  ax ௬ 0௦1₹0 
(iv) —~ 7s es . எனில் 9 --2- 20194 3 

00150 
  

(௬) 0-:2-21 எனில் 

வ (வ 

(14) -1.471 எனில், 

  

BAER ரத (மகர கட்ட) 

19. கீழ் வருவனவற்றை நிறுவுக. 

(!) க 3- சர்க் 

ட ஆஃ (சலப எவள் ௨9... 

5 18. 39 97 
2” gato? Tiga 7-88-24 

. — டய ௯ 
(19) [உ 2n, 51 லி 55] = x 

3. 

5 2n—1 

(v) (a+ 77 (+ 7 (35+ 14-ம். 

: It tan x.tan *x—x"_, 
(vi) 33௮0 xe ™ 3 

as 
ு 

(ii) + neers = rr 

7-1 

tan 22--000௦5 % 

(vii) x->0 x ஆத +ex—1 =—i, 

sei It tan” 4x—sinx =} 

(vill) 0X cos x-tlog(i—x)—2x? * 

. It a tan *x—b sin x=ex cos x _ 

(ix) 0 x? 

a= —2; b=-1; c=1 

it axe “+4 baVTF ete sin 2x 

x0 > 

  

௬ -% எனில்
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தொடர்க் கூட்டல் 

101, தாம் முன்பே (அத்தியாயம் 111, அத்தியாயம் 7111இல்: 

ஒரு தொடரின் முதல் 1 உறுப்புக்களின் கூட்டலைக் கண்டிருக் 

கிரோம். இப்பொழுது முடிவிலி வரையுள்ள ஒரு அிதாடரின் கூட்டலைக். 

காண்போம். 

இத்தொடரின் கூட்டலைக் கண்டுபிடிப்பதற்கு முன்பு கொடுக்கப்: 
பட்டிருக்கும் தொடருக்கு ஏற்ற இணையுள்ள மற்றொரு தொடரை தாம் 

கண்டுபிடித்தல் அவசிப்ம். உதாரணமாக, சைன் தொடர் (௫) 

கொடுக்கப்பட்டால் அதற்கு ஏற்ற இணையுள்ள கொசைன் தொடர் 

(=e) நாம் கண்டுபிடிக்கலாம், 6, 8 இரண்டும் தெரித்தவுடன் ௪-1 75” 

என்னும் தொடரை எழுதுவது சாத்தியமே. இத்தொடர் கீழ்வரும் 

தொடர்களில் ஏதேனும் ஒன்ராகத்தான் இருக்கும். 

(1) பெருக்குத்தொடர் ் 

(0) கூட்டல் பெருக்குத்தொடர் (கப்்ாம611௦௦ 0020001710 56ம் 66). 

(111) ஈருறுப்புத் தொடர் (810181 56128) 

(iv) அடுக்குக் குறித்தொடர் (3001811181 5126) 

(0ு) மடச்னகைத் தொடர். 

(vl) கிரகிரியின்றொடர். 

மேற்கூறிய தொடர்களின் மதிப்பு தமக்குத் தெரியுமாகையால், 

2-$ன் மதிப்பை 4412 என்று நாம் பெறமுடியும், மெய்யான பகுதி 

களையும், கற்பனையான பகுதிகளையும் சமன்படுத்தினால் கொடுக்்கப்பட் 

டிருக்கும் தொடரின் மதிப்பு கிடைக்கும். சில மாதிரிக் கணக்குகள் 

இம்முறையை தன்கு வீளக்கும். 

0: 

பச மாதிரிக் கணச்சுகள் 

மாதிரி 1: ௦௦8௮474௦08(4-4இ-..... (ஈ உறுப்புக்கள்) 

_ 605 ட 2 | sin (2 என்றும் 

. sin (B/2) 
sin L+sin (f+ B)+...... (n உறுப்புக்கள்) 

BY. 6 7B — sto faring } ain 2) என்றும் காண்ச. 
870 (3/8) 

  

 



228 திரிகோண கணிதம் 

($ 9:22, 8:28 உடன் ஒப்பிட்டுப் பார்க்க ) 

C= cosdt+co(adt+ B)+ ௦05௭47 (2-- ப] என்றும் 

S = லாம (௭ாரஇ)-...௭ஸ் (௭01) ர] 
என்றும் கொள் 

இப்பொழுது 

C+is=[cos d+isin ௮)4 [866 (எர) 7 9 (௭- B)] 

+ . +[cos (h+7—1B8; +isin (L+n—1B)] 

= ty MAtB, zit ta—18) 
. [ச உறுப்புக்கள்] 

= ௪4 ட. efB eB yn உறுப்புக்கள் | 

மள. [$ 7:42லிருத்து] 
ip A) 

Tol 
e ॥   

ஒட்டக ௨௧௩ 

  Lo t—e 

[27 ]=1—cos nB—i sin nB 

=2 aoe] “| sin (4 Jeos( 1) 

=2 sia( 3° )[ sio( 2° )—Feos( (4) 

=2 sin (2 )[ (4-4 ) +i sin (F-7P) | 

=2 sin( 2) ; த் (17-௧8) 

இம்மா திரியே 

[1-28 ]as sin caynye 82-7 

ஆகையால் (&)லிருத்து 

C+iS= elle sin (" - )e (1- +) 

8 sin(Bj2ye “B/2— 72)
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ஸ்( 5 ட 

sin (B/2) 

இப்பொழுது மெய்யான பாகங்களைச் சமன்படுத்த 

cos (ol +2 — 18/2) ஸு ne ) 

sin (8/2) 
கற்பனையான பாகங்களைச் சமன்படுத்த 

. —- _f nB 
Se 810 (1-1 Braysin( "> ) 

sin (8/2) 
குறிப்பு (1) :- sin O+sin 260+sin 36+... .+sin 16 

_ 0 [ m+nor2 | an) sin G ) 1 

sin(6/2). 

இரு பக்கமும் '9'வைக் குறித்து வகையிட 

கே *- ம/2) 
re
 

  

C= 
  

cos 0+2 cos 6+...-+n cos nO = 4 

| sin lin No/a}sin( 7 (1) | i) 

sin (6/2) 

மீண்டும் ;ஐ பொருத்தி இருபக்கமும் வகையிட 

| அதாவது, இரண்டாம் வகைக்கெழு எடுத்தால்] 

1291 9-2 29-.. +n? sin nO. 

8” [ஸ்௩(1-1) 9/2 (0/2) 

| sin (6/2) 

இம்மாதிரியே 
௦08 940085 20-... ஏ cos nO 

| (05 106/2 s'n (=) . 
= | 2 (iv) 

win (0/2) ~ 

இதிவிருத்து 
8094281029... 1/1 ௭ 

cos (n+ 1)6/2 sin( -) 

45 
sin (6/2) 

ஸ் (iii) 
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15௦05 9420352094...” 00670 

_ get nO\ 3 = =a" cosn + 16/2 sin ( i ) (vi) 

sion (6/2) 3 

[ அப்பியாசம் 5(ஆ) கேள வி 4ஐப் பார்க்கவும்] 

குறிப்பு 2: 8919-45 /29--78/10994 _ [1 உறுப்புக்கள் ] 

கொண்ட தொடரைக் கூட்ட, 

n 
கொடுக்கப்பட்ட தொடர் - ட்ப (27 + 1) sin 76 

7 nO 
= 27 cosn +2 sin வலு], | ஈர) | 

do 
(stn (6/2) (sin (6/2) 

என்று கிடைக்கும். 

இம்மாதிரியே 3 006 9-5 ௦௦59- .. [ஈ உறுப்புக்கள்] 

“19. 710 
=-24 f ‘sin(n + in (ng )sin( 47 (2) | 

_ sin ~~ sin (6/2) 

ன ச் அவ்வ் பச nd 
cos(n+1 9/2) “(3 )} 

sin (6/2) 

மாதிரி 2: 14% cos@ + x76 cos 2Q 4+ x°cos 36 + ...0¢ 
என் ஐ தொடரைக் கூட்டுக. [12] 41] 

கொடுக்கப்பட்ட தொடரில் 0059, 008 29, ... முதலியவைகள் 

இருக்கின்றன. ஆகையால் இற்றொடச் ஒரு கொசைன் தொடர். 

எனவே e=1+x cos 0+ x? cos 26+x°* cos 36+...-.— 
இத்தொடருக்கு ஏற்ற இணையான சைன் தொடரை தாம் ட 

என்று கொள்ளலாம். 

எனவே, 5-8100--%£ 8 20-” 8௦80-4... பெ eevee 

” e+iS=1+x cosQ@+x” cos 20+x° COS IQ + [4 ௨ 

+i{ x sinQ@+x® ற 294” 81 89... பவை ஐ 
=1+x (cosQ+i sinQ)+x*(cos 26+ sin 26) 

+ ...000. © 

ig 2i0 910 
ht xe ரச ஆற ௪ பிப் ப. பெ்ப்ப்ட்புல 

இத் தொடரின் உறுப்புக்கள் பெருக்கு விருத்தியில் அமைத் 
துள்ளன. எனவே, இப் பெருக்கு விருத்தியின் பொது வித்தியாசம்.
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ஒன்றைவிடச் சிறியதாக இருத்தால்தான், இத் தொடரின் கூடுதலைக் 
id 

காணமுடியும். இப் பெருக்கு விருத்தியின் பொது வித்தியாசம் xe 

இப்பொழுது, || 4] (கொள்கை) 

19 
மேலும், [ச [| -| 

io . 
ஆகையால் xe | ௮1. எனவே, இத் தொடர் கவித் 

தொடராகும். 

இத் தொடரின் டீதிப்பு--2- 15 
1 
  

~ id 
1—xe 

id 
மற 

id 
(ட —xe 90௧ (25) 

நஜ 
ட வ. 

xe? +e Jax" 

1—x(cos9—i sin@) ப 
~~ {—2x cos6+x? 6734) 

இருபக்கமும் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த. 

$--3 0050 

£ “1-2 6066427 

1:38 
மாதிரி 3. sin 6+4% sin 30 * 2 81) 59-.......௦.. என்ற 

தொடரின் கூடுதலைக் காண்க. 

கொடுக்கப்பட்டிருக்கும் தொடர் சைன் தொடராகையால் டி என்று 

கொள்ளலாம். 

் 9 
எனவே S=sin 6+ }sin 36+ - 7 sin 5Q + 

இதற்கு ஏற்ற இணையான கொசைன் தொடரை 0 என்று கொள் 

ளுவோம். 

1:3 
C=cos 6+4 cos 36 + 5-4 Cos 56+... 

1:3 
எனவே, 0405 cos 6+ 4 cos 86+ ர) 20 504...



‘432 திரிகோண கணிதம் 

1:3 +i {sin Gt sin 80+ sin 50+ -} 

= (cos 9+isin Q)+4(cos 29+ sin 30) 

3 
+ cos 59+isin 50)+ ... 

4: 

2-4 

. : 510 ன ரோ 3 1:3 

“ el ந். ௪ க 12° a 

2/9 4i6 _ 19 1: ௪ 182... 
சழ.“ பத ] 

tose 
  

    

ஏ னள 
10 5 . 

2 ௪ 2 என்று கொள்க. 

. _ ,i0 77 2. 19 ரது ் 
ae C+iS= ௪ [1 ty ஒர (=) + | 

3 ழ் 

0-2 ‘ 
‘ 2௦௩௨ 

-௪( 1-௪ 5) a 

16 ர 
௪ (1-009 26-90 29) * 

7 ~ வெர் 

=e'(2 sin*@—2i sin 6. cos6)* 
. ட 5 

=e°.(2sine) *(sin é—i cos 9) கி 
; —_1 

௪ (26) * 

1 ௦( es 6) —isin = e)} 4 

வெம் — 
=(2Zsin @) *, <P வ (+-¢ | ப 

வர் 3 அய oa 
= (2sino)*. ,? ( a3}! 

e 
லத் 

=(2sine) * (4- +)! 

e 
aol. 

௬ (2800) 7 
‘Rn {cos 4 +3) +1 sin { 

வ
ட
ு
 

+ 

ண
்
ட
ி
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இரு பக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த. 
1 

= (2sin@) *. sin G +4). (@4nn.. 

mins 
மாதிரி 4. ற f+n cosB * sin (+8)+ ' cos?B ° sin 

(L428) + கட டம் ௦௦ : 80 (41௩38)-.. ...ல என்ற 

தொடரின்கூடுதலைக் காண். 

  

மாதிரி 1, மாதிரி 2) ஆகியவற்றில் கொடுக்கப்பட்ட தொடரின் 

உறுப்புக்கள் முறையே கொசைனிலும், சைனிலும் இருப்பதால் 

அவற்றின் கூடுதலைக் கண்டுபிடிப்பது சாத்தியமாக இருத்தது 

ஆனால், மேலே கொழடக்கப்பட்டுள்ள தொடரின் உறுப்புக்கள் 

ஒவ்வொன்றும் கொசைன் சைன் ஆகியவற்றின் பெருக்கலாக இருப்ட 

தால் இத் தொடரின் கூடுதலைக் காண்பது சிறிது கடினமே ் 

மாதிரி 1ஐ கவனித்தால், அத் தொடரின் உறுப்புக்கள் கொசைன் 

களில் மட்டுமல்லாமல், அக் கொசைன்களின் கோணங்கள் ஒரு கூட்டு 

விருத்தியிலுள்ளன என்று புலனாகும். நாம் அத் தொடரைக்கொசைன 

தொடர் என்றோம். இம் மாதிரியே, மாதிரில் உள்ள தொடரை 

சைன் தொடர் என்றோம். இம் முறையை அனுசரித்தால் மேலே. 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள தொடர் சைன் தொடராகத்தான் இருக்கும் 

என்று நாம் முடிவுகொள்ளுகிறோம். ஏனெனில், இத் தொடரில 

இருக்கும் கொசைன்கள் ஒரு பெருக்கு விருத்தியில் உள்ளனவே தவீர 

அவைகளின் கோணங்கள் கூட்டுவிருத்தியில் அமையவில்லை, 

எனவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள சைன் தொடரை டி என்க, ஆகையால் 

S= sin ol + Acosp -sin(ol + B)+ ane”) cos’ 6 sin (ol +28) 

+ 207 “ie ccs’ sin பற. செல்வ வட வவட வட வவ ககக வக பயக ப 

  

மேலும், மாதிரி 1ல் மேற்கூறிய நிபத்தனைக்குட்பட்ட கொசை 

னுக்குப் பதில் சைன் என்று எழுதி சைன் தொடரையும் மாதிரி 2ல், 

௯சனுக்குப் பதில் கொசைன் என்று எழுதி கொசைன் தொடரையும் 

தாம் அடை ந்தோம். இம் மாதிரியே, மேற்கொடுக்குப்பட்ட சைன் , 

தொடருக்கு ஏற்ற இணையான கொசைன் தொடரை சின் வருமாறு 

எழுதலாம். எனவே, 

nn i) 2௪ 0084770069 (ஒர் 8) 4 0083 008 (1142). 

ant nt?) 00850 - 008 (183) 1. பைவ ப்பட கவட & 

  

+
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1 

e+iss 108 oh +n cosh cos (h+8) + a cos" B cos 

பொல 

+i { sin +7 zos8 ‘sin (A+B) + - a . cos* Be 

sin asap) 

= (Og ti sinel! +n cosB [cos (+ B)+i sin (4+ 8B)] 

டரா ர. [cos (cL +28) + i sin (L+28)] 
1:2 

+... 200 

=e +ncosB e (oh +B), n(nt+1) cos *B wei (A +28) 

“4-2 

8 
ரெ சல oo 

. a 9; 

= etl +n cosp. 8 + ert. cos* B. é iB 

ரன் tan} 

  

cos pe? = 2 என்று கொள்க. 

i 1 
 C+iS = we ca சம்ப ] 

= {:—z) 

சவ] 
க (1--௦௦53 (0௦6342 10) ] ட 

14 (1 —cos*B—i sinB cosB] 

= e'% sin? B—i sin B cosB)_ 

em, (ஸ்ட). (stng—icosB) — 

a (sinB) ” . |< (7-8) 

அர் ஸ(5 -8) |
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PED) 

a (sin8s [ட ௩ -B i 1 

et, (sing) டச் (> —B } 

(sinB) ” . [ae (5 -8)| 

= (sin Bg)”. [eos {a +o - B )] 

+i sia fu+n(Z-8)} 
| 

இரு பக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த, 

எனவே, S=(sin 8)”. sin (பொ - 8)] 

00052 e* cos 4 
மாதிரி 5. 1 0-8 உலகி டக (121241) 

என்ற தொடரின் கூடுதலைக் காண். 

I 
| 

i 

கொடுக்கப்பட்ட கொசைன் தொடரை C என்று கொள்வோம். 

0 cos 26 .c* cos £0 

நொ: 41 

2 2 * cos 4 
soos 04 oon AF க கட evel ௦௦5 0-1] 

c=l+ 
© 

  

இதற்கு ஏற்ற இணையான சைன் தொடரைப் பின்வருமாறு எழுத 

லாம். 

றற சர sin 4¢ 
ஸ் S=zsio 0+ a1 ar ர்க   

ல 4 

e+iSscos 0+ 51098 294-0௦5 40+ ...... 

௦. cf 
+i fin 0+ gysia 2ம் 4 sia 19+} 

c* 

4) 

(cos 49+i sin 49) +... - 

  

=(cos 0+i sin 0)+ $7 (cos 2 +i sin 26)+ 
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i . 
62 PL, என்று கொள்க, .. 2௦(008 6-7 80 9) 

2 z* 
2 x e+iS=1+ a1 7 4T ட 

த் (61௪ 5) 03 (6 8:1லிருத்து) 

009 2 (9௨௦௦௦ ied” 8 8அலிருந்து) 

=cos (—c sin +ic cos $) 

=cos (c sin f) cos (ic cos )+sin (c sin $) sin (ic 008 $) 

=cos (c sin ) cos A (c cos $) +i sin (c sin 6) sin h (c cos ஓ) 

sewed (A) 

ஆசையால் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன் படுத்த, 

c=ccs (c sin $) cas h (c cos $) 

குறிப்பு: மேற்கண்ட (4) என்னும் சமன் பாட்டில் கற்பனையான 

பகுதிகளைச் சமன்படுத்த, 

ட ச siti 20 c* sin 49 S= ie timo (;e,<!) 

= sin (c sin $} sin 4 (c cos 6) என்று கிடைக்கிறது. 
கர. 8 

மாதிரி 6. 1--009 (005 ட +8 fees 26 _ cos ob ces B 

Piss (மு.வ.என்ற தொடரின் கூடுதலைக்காண்க. 

மாதிரி 8ல் கொடுக்கப்பட்ட விளக்கத்திலிருத்து, மேற்கொடுக்கப் 

பட்ட தொடர் கொசைன் தொடர் என்று எளிதில் அறியலாம். இக் 

கொசைன் தொடரை (2 என்போம். ் 

008]. 00823 008£4(.008 80 

2! ~ Bho 
இதற்கு ஏற்ற இணையான சைன் தொடரில் நிலை எண் (தனிமை 

யாகர் இருக்காது என்பதை நாம மாதிரி லிருந்து அறியலாம். சைன் 

தொடரை $ என்க. 

  

C=1~—cosol.cos B + 

2 ட் 8 = 

= — cosa sin B + a 28 _ os ட ட.   

2 + க a 

௫ C+iS=1...coscl.cosB + OF Asin 2B _ cosvel sin 38 ட 

2 க Be feet 

+i f —ceact sin B +2 sin _ B _ costol:sin 8 Sr tet 

2 

(00 2B+isin2B)+ ...   = i—cosd(ces 6 +isin B)+
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7 2 

= 1—cos set P 4 08 ௮   
2; Sl Bi 

e 1B _ sos ote iB _ 

i : : : 
cos he B =Z GTS. ob Z=COScl cosB+icos of sin B. 

a 2” த 
உட ரதன 1-297 தர Te ee 09 

_ ௪ we (008 008 8 +i cos od. sin B' 

_ 2 608 ௮:0௦ ei eos ol'sin:B 

-008411008 8, 

{ cos (cos o£ sin 8)—i sin (cos ol sin B) } 

இரு பக்கமும் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த 

& ர்வ 46018 3 (cos ol'sin 39. 

  
மாதிரி 7. 605 4-2 ௦08 (1004-7௦ (Ll +28)— ட் 

(எத)... (மூவ) 

என்ற தொடரின் கூடுதலைக் காண்க. (121417) 

cos 

கொடுக்கப்பட்ட கொசைன் தொடரை c என்றும் அதற்கு ஏற்ற 

சைன் தொடரை $ என்றும் கொள்வோம். 

2 8 

2298 ௭-2 008 (4-0) F008 (ol +2B}—- cos 

(fd +23}+..... 

S=sin o—c sin (4+ 8)+ sin {ol + ₹8)-4 sin (cL +38) 

% e+iS=(cos L+i sin L)—c(cos h+ B+i-in L+B) 

é = LOR +z (cos 420-780 ௮4-23)... வவ வக ட௦0 

ick (+28) மீ ராத பீ 14-90) 
=e —ce +e @ - உ ௪ 4 டல 

ick iB 2 2B c® 38 
=¢ (ட + 8 -- 98 எர டவ } 

iB . 
ce 2 எனக. 

2? 3 tok 2 
2 C+iS=e 122 ச q t+. =
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= 6 1 2-- + அட 
[ 2 3 

ag, { t—log (1+z) } 

(12127, ட 1 cel | <1) 

    

ae”, {1—log (1 ப்ர j 

i, 
=e {1—log 1-:20083 47/௦ 8483) 1. 

ae (1 log[t +c cosB)? +c*sin® 2] 

i tan7? -£ 198, 
fan LiccosB§ 

=(cos of +i sin of) 1--1102(1 422 ௦௦53-12) 

—itan™* g Sing   
1.2 0098 

இருபக்கமும் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த 

2009 4: 3-1102(1492008342)] 4 கக * 

esinB 
+c cos§ 

மாதிரி 8. S=cos6*sir6+} cos*d-sin 36+} cos*@ sin 50 

4, ௯ (மு.வ. 

எனில் 180 2$-2 ௦௦19 என்ற நிறுவுக,. 

0086: 8100-41 0086: 81 89-42 00959 sin 56+... ~ 
(கொள்கை) 

இத்த சைன் தொடருக்கு இணையான கொசைன் தொடரை 6 

எனக. . : 

020059 00801 0080: 00: 89--$ 0089 008 59-...... 
2 79 0089(0089-- 7 ௨6) --% 0086(008 99-17 81 89) 

F esses 

id 310 5/0 
=cos@'e -410080:௪ -0008£9:௪ச 4.௨ 

16 ் 
0069 2 -2 என்க. ஆகையால் 2-- 008947 0060 8100. 

5 
sc z® 2 ௫ id 

C+iSSz+ go tp t..(|z| = feose@e 141)
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=} logy 1) 

142 14௦059 +7 sin@ “cos 
1—z 1-—cos*@ - i sin@-cosé 

_ Ltcos?6+i 8106 0:09 

sin@ : (sin@—i cos@ 

_ (1 4009-09௦9 ௦0௨9) (ஸ் 47 60060) 

ஞு sir 0 

_sing+i2 0059) 

ஜு sin@ 

=141:2 cot 6) a. {il}: 

(1), (9லிருத்து. 

c+iS = log (1+i 2 cot Q) 

=i { } log (1+4 cot?Q)+/ tan * (2 cot Q) ? 

இருபக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன் படுத்த 

S=j} tan (2: ot Q) 
2S=tan * (2 cot Q) 

அல்லது, tan 25=2 cot 9. 

மாதிரி 9: C = cos*O—§% cos*9 cos 36+} cos’ cose — 

wee. @ oTofies tan 2C = 2 cot’O cram Migs. 

C = cos@ - coso—} cos*@ + cos 36+} 0059 006 50-.. ௨ 

கொடுச்கப்பட்ட கொசைன் தொடருக்கு ஏற்ற சைன் தொடரை S 

என்றுகொள்ளூ வோம். 

S = 0099: 89-ம் 608 “69-81 89-40089-/059-..... ௦ 

3. 0319 - 0080 (0080-7 8100)--5 6050 (௦08 20-47 53180) 

Hae ese 

3i Si 
- 0050 - 0 —t cos*6-e ie + 3 cos*’6-e ie eee. 

cosoe!? ௪ த என்க. ஆகையால் ச - cos’6+i sind cosd. 

8 3 ் 

CHS = கடம் இபப (கிரகரியின் தொடர்) 

= tan *z. 

= tan? (cos?6+isin@ - 689) 

tan7? 2 ௦080 

= ita 1—(cos*6+sin*@ * cos”6)
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- 2 8119 : படற ரர ( 5109 : 00809 } 

t+cos*6+sin*9 cos*6 
[$ 8-6, மாதிரிக் கணக்குக் குறிப்பு] 

இருபக்க மம் மெய்யான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த 

_ 5 ௦0959 வர 2 aN 2 
C = 4 fan டனர் 

வ 2 0089 
டக s= t x, oe 

் 26 an | sin?@ | 

அல்லது (8 202 - 2 ௦09. 

மாதிரி 10: cos Mol + C89 cog h (ol +B) + £988 
41 22 

5:32 (4422... . ௨ என்ற தொடரின் கூடுதலைச் காண்க. 

கொடுக்கப்பட்டூுள்ள அதிபரவளை கொசைன் தொடரை (என்றும் 

அதற்கு ஏற்ற அதிபரவளை சைன் தொடரை $ என்றும் கொள்க. 

  

2 

C = cosh + £988 cos 4£(ot+ B)+ ces’ 
Zi 2! 

88 (0720)... ௮ 

. 0௦56 . , 0089 
§S=sin A d+ ar இவர் {ol + B)+ ற என cosh 

(47120). வ 

feo: h(hl+ 6B) + sind 
0050 

ட ட்டி அ (094 ஒர தடி 4 ii 

| 
a+} 

ல் =e feos h (ol +7 8)+sin h (ol +28) } ர் ௨௦0 

y ? jut C08. (ol-+ 81 = 9 {L+2B), 

. ($ 8-1 வரைவிலக்கணம்) 

2 

= ex 11 49. ட ததை =} . 

  

  

2! 

<os o.e8 ௪2 என்றுகொள்க,. & 25008 0(0058 B +sinhB) 

ol 2 த் 2 
o C+S=e fi ஈர் இர் ஒர oo} 

=e%e’
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ர் ol cos 6(008 hB+sin hB) 

ச ட் 206 9௦65 AB. 205 é:sin AB. one UD 

C-S = (cos hd—sin hel) +505? 

{ cos A(ok + B )—sin ACL + 811 

+ S058 feos hat +28)—sin கபி தது   

21 
— 

2 — 

ஜி at, 2098 (4-4) 0 9, (+28) டக 

ae 4 fi 4208098 4 205% 28. } 

206 ட்ட =z! என்க. ஆகையால் 2*-095 0(005 hB—sin hB) 

பட 2 

(9 gI,) C--S=e afi + + eT a + verses © } 

பட 3 

e A yt? 

ச —ol 206 6 (cos hB—sin hB) 

4 cos 6.cos hB 00 ersin AB. 
=e 6 ச aus wet dD 

{i}; Giles eee. 

௨௦௮ ot. 20080 cashB 608 6 sin AB 

he. —ol, +008 @ cos hB , —cos @ sin AB 

2008 6.008 "Bf. a +cos @sin AB 

pe lb t008 6: stnhB) 

cos 6°C08hB +o cog 4 (4140௦8 0.84 6). 
= 

ட ட மச 9.00888 5%(414௦08 6.௮0 இ) 

மாதிரி 11: முக்கோணம் 4280ல் கோணம் அன் அடுத் 

gisrer (adjacent) பக்கங்கள் முறையே ம௦, எனில் (௨3 

        Bb? b® : 
sinA + } Zz sin QA 4% iO ௨௨ என்ற தொடரின் 

கூடுதலைக் காண்க. 

16.
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கொடுக்கப்பட்ட சைன் தொடரை ,ஃ என்றும் அதற்கு ஏற்ற 

இணையுள்ள கொசைன் தொடர் 0 என்றும் கொள்க. 
8 

= — sind + 2 ஸ் 2A+4 1 COS BA + verses Os 

6 it 

a
>
 

a
e
 
ய
ய
 

8 

cosA + } Po 2443 டக 008 944... 0. 
8 

3 

C+ iS = 2 (cosd +isind)+47¢ (cos 24 + isin 2A) +... » 

b? . த் 
iA +i “Fee 434 ச ர்ச்... 9 ॥| 

8 

a, ர்.கீ-2 என்க. ஆகையால் 2 ௮ 2. (cosA + isinA) 
2 

2 2 

03 சர் cesses 

=— log (1—z) (121- 1-1) 

=— log 0-4 — cosA—i = 7 sind ) 

1 ம் 2 ௯ ௮ i log (1-2 cosA )?+ i sin?A 

ம sinA 
—itan 1 

1——-cosA 

இருபக்கமும் கற்பனையான பகுதிகளைச் சமன்படுத்த. 

bsinA சச க (1) 

ம்ப உ 
ர் 8102 81௩0 

5b sind _ 2R sinB. sinA 

C—bcosA (2R sinC — 2R sinB cosA) 

sinB sinA 

sin (180—A+B)—sinB cosA 

(. A+B+E=180*) 

S = tan! 

(p&Sarenrth ABCs) — QR 

  

  

= sind. siaB 
sind. cosB + cosA sinB — cosA. sinB
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= tanB. cercceree (i) 

(i), (ii) Ages, (.. sin (180°—6) = sind} 
S = tan ! (tanB) = B. 

அப்பியாசம் 10 (௮) 

கீழ்க்கண்டவற்றின் கூடுதலைக் காண்க :- 

sing. sin2dt 809௮4 , 

“தர் ஜர் ரு 
4 | 

| அடை: 10-6 cos dl 

1.   

  

1 1, 
2. sind + யன ச sin 94-- மு.வ. 

. 4sind | 
| விடை 1 இ குடர் cos a | 

8 rsin x+r%sin 2x+r° sin 3x + மு வ. 

வி r sin x 7 
டை: டப்ப பப்பட் 

1--3 ௦082-47” 

4. 1+} cos x+}cos2x+} cor 3x+...a, ~ 

{ 4—2 eos x ] 
வி உ டட மம 

ட mt 522005 

5, உ ஏாகஹண் (௭௭2) sin (L+2B8)+...... @ 

_ x? sin (B—ol}+~x sin ot] 
[அட : 12x cos B+x* Ss     

6. sin d+secf sin (cl + B)+8ec?G sin (L+28)+... ஐ 

[விடை : 00540௦ 0) 

7. cos {cos B+c0s (al — f) cos*B +cces (A—2B). 

cos*B+..0 [efax.: cot B sia (t+ )) 

1:3 1-3-5 
8. cos O+4 cos 26+ py Cos 36+ a 7grOs 46+... & 

KR+3 
[ sao ; J 2 sin peony | 

1:3 1-3-5 
9. 1—} cos 6+ 9,008 20 9:4 oS 99-...மு.வ.
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10. 

31. 

42. 

13. 

14. 

15. 

16, 

திரிகோண கணிதம் 

0௦ 5 
க் 

0 
பம 

19 
4 810 453] 1] உலர ஸ்ர மு.வ. 

விடை : 

ரூ 
ein 3 

io 2) ———— = 

af? sin a 

1-9 
ட்ட008 609--..ஃமு.வ. 

  

  

1 
1+4 cos 20-54 cos 49+, 

  
246 

: aytane(cos *— & ட் V2 sin 6 (cos Z 2 ) | 

(12-01) 1 2 

24 மு.வ. 

[ஆ # (5-9) 
- foe $3") 

n(in+1) C08" "C08 2of... +00 
1°2 

ட் cos { ற (3 ~a)+ sinrat. | 

oes a cos 36 

+ 37 

  1+h cos? d+ 

1+cos@+     +... 

cos 6 
| விடை: 2 . cos(sin வ] 

அம ஸ்ட sinQ + ai + ay ieee 

| அடை: ப உ 81 (9109) ] 

71 009 10 (-1<r<1) 

11
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17. 

18. 

19. 

ai. 

22. 

23. 

  

[ 7 0080 ] 
விடை: ௪ - cos (r sinQ@)—1 

ட rcos@ . r= cos26 , r° cos 30 . 
C=1+ i! 2! 5] + (மிட 

ஒ_ ர் 346 ட r? sin 26 #® sin 86 
நர். 21 91 

4... மு.வ, எனில், 

27 0059 
S = C tan (r sin@) sreirgid, C?+S* = e 

or ear gui MIN, 
cos 8x cos 3x 

art sr 
[விடை: sin h (cos x). cos (sin x)] 

ce? sin 29. c*sin4Q@ — c® sin 66 

cos x+ Fines v0 Os 

  

51 21. 8 

*௮௦. (12121) 
[விடை : sin A (c cosQ) sin (2 8189) 

sin otc sin (h+B)+ Gy sin (+28) 
வ ௨ (12141) 

| விடை : ச் eos a sin (c sin B+a)1 

0087] 
  

cos 4005 (2) : 008 24௦08 (4 2]) - 51 

1 ச 

0823 ௦ 
[ விடை: ௪ . cos (x+sin y cos y) | 

2 cos®x 
cos x sinx + isin 2x + 31 sin 3x   

ச. 0 

0082 
. sin (sin x cos x) ] 

் in 2 
2069-4208 29: sing+eos 36 ° oe + eens 00 

[ விடை: ௪ 

sin 6 cos 6 
[ விடை: e . cos (9 +sin 9) ]
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24, 

25. 

26. 

27, 

28. 

29, 

40, 

BL, 

42, 

33. 

n*6 
cosQ ‘tan @+ cos 99: +c 

திரிகோண கணிதம் 

க 

5 80° ay க டை 

sin sin*6 
[ விடை: ச ஸம 008 லே] 

2cos@ cos (2 sin 6) cos 6 . 
1-2 - cos (sin 6) + e ச 2] கட க 

| வடை : Fad - cos (810 9) | Gog (6208 9. sin stn ௨] 

  2 2° 
1 

3 sin 904. sia 5. in 0   45௧௧௧௨ 

8 sinnd | விடை: rl 

[4 (> — ட ப @ + sing. toe ( 2 sin z)| 

6 ௦௦445 ௦08 2ல் 1005 Bok one nas (Lp Oh. 

[en_: —} log (1—2c cos £+c*)] 

  i 3 
alin g—2079 + = oa ese 0.0 

[விடை: $0] 

c* , c 
ே ப பனை அப! 36+ “5 sin 59-௮௦. 

[வடை 

08 eh sin Bot + 28 cos isin al +2   

  -,f2csine (ee) 
woh, “SIN 2௮4-420 

[a ஆவி 
aln sg 4 ind Stn 82g US sin Gol + saeco 

"மடை 4 tan 7 (2 tan*.£)] 

sin of ‘cos o—} sin? al *cos8ol + sin’ al *cos 5of......2 » 

[விடை: 4 tan”? (2 tan )]
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34, 

35. 

36. 

a7. 

38. 

39, 

40. 

41, 

ர் 75 
7 0089---,-00899--2 005 59-.....௨ (11[-41) 

3 

[ டை: 0) 

  

  

(i) cos of cosB—— Sst eos 8B+ co + os*ol, “cos 56 —.... 

ட இ 2 0034100088 
- 1 1 [ வீடை: , tan in? லு 

1 :06894-1,005 59 (4) 1௦059--ஜ 45006 9-5 55005 பககக ௦0. 

[விடை: $ 8” * ($ ௦089)] 

cot o£ cos 4--$ 0014 005 94% 6014: 005 5--...லஐ 

- _. 26084 814 

[விடை } tan மொ மேனி யு | 

ஐ “9௮4-110 இ * sin(h+28)+} tan®B sini + 4B) 

க்கல் ல] விடை: } sin(of—8)tan * oes, 

+1 cos(l—B)tan*(sinB sin 28 ‘| 

1+cos நட்ட தல் Sart ளிக்க 0. 

குண் 
sinhol—i sink 2444 sink 8h—... 

௮ a 

| se: mast} | 
ன J 

cos hal —} cosh 2A +} COSA Jol — roe 08 

a 4 log (2+2 coshal)) 

cosh tsin L*cosh 244° zi sin’al 

| அடை: 12, 104” ect +1 ee, etin ot * aa] 

  

  

COBH Bol +... மு,வ.
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49, ரரி வர 8௭- டே 

[எ ita} | 
43. ccosha+c’cosh(L+B)+e° cos h(ol +28)+... 1. 2 

(121241) 

+f 
விடை: > +S} ் 

1—ceB 1—ceé 

44, முக்கோணம் கலே கோணம் கன் அடுத்துள்ள பக்கங்கள் 

  

2 

b, c (6 < c) srefied sin A+ ப 2A+ அசி சிக்-ட்...ட.. ௨ என்ற 

c sinc 
தொடரின் கூடுதல் என்று நிறுவுச.   

45. முக்கோணம் லெ கோணம் ஜேன் அடுத்துள்ள 

n(n+1) a? ப டத படட ‘ a 
பக்கங்கள் ௪, ம், (சி) எனில் 1-8 5 009 சர. 5   cos 2C 

4... ௨௦ (1) என்ற தொடரின் கூடுதல் (௯ 71 4. என்று 

திறுவுக...-.... 
10:3. முடிவிலி வரையுள்ள தொடர்களின் கூடுதலைக் கண்ட 

நாக், இப்பொழுது சில கணியங்களின் விரித்தலைக் காண்போம். 

அதாவது, ஏதேனும் ஒரு சார்பு கொடுக்கப்பட்டிருக்குமாயின் அதனை 

முடிவிலி வரையுள் தொடராக வீரிகக முயலுவோம். சில உ.தாரணங் 

கள் இம் முறையை தன்கு விளக்கும். 
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