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1. ஒரு இசையிலியின் சார்பலனன 

.. வெக்டர்களின் வகைக்கெழு 

(Derivatives of Vector functions of © 

one Scalar Variable) 

1.1 வெக்டர் சார்பலன்: ஒரு திசையிலியின் சார் 

பலனான வெக்டர்களாப் பற்றிக் கூறுவோம். எடுத்துக் 

காட்டாக இயக்கவியலில் , இயங்கும் து. களின் நிலையை £ எனும் 

வெக்டரால் குறிப்போம். இது . காலத்தின் சார்பலனாகும். 

“௮ ॥() என்று எழுதலாம். ₹/7ன் ஒரு மதிப்புக்கு ஈக்கு ஐயம் 

திரிபற ஓரே மதிப்புள்ளது. ஒரு குறிப்பிட்ட நேரத்தில் 
துகள் இரண்டு இடங்களில் இருக்க முடியாது: ஈ என்பது 

71 எனும் “இசையிலியின் ஒரே மதிப்புடைச் சார்பலன் 

(Single Valued Function) 4@td- 

ஒரு வரையில் 4 என்பது ஒரு புள்ளியாகுக, 7 எனும் 

மற்றொரு புள்ளியின் நிலை வெக்டர் ம ஆகுக. 4-லிருந்து 

2-க்கு வரையின் வழியாக :, உள்ள தூரம் (arcual distance) 

2 ஆகுக: அதரவது வரைவில் 47-ன் நீளம் 6s? crear Ge, 

u எனும் வெக்டர் ₹23-ன் சார் பலனாகும். இங்கு “22 திசையிலி 

எண். ஆனால் ம என்பது வெக்டர். ம எனும் வெக்டர், “5? எனும் 

ஒரு திசையிலியின் சார் பலனாகும். இவ்வாறு ஓரு திசை 

யிலியின் சார் பலனாக வெக்டர் வருவதைப். பல இடங்களில் 

காணலாம். பொதுவாக 2௨ 5ம 3 ம் எனும் இடைவெளியில் 

“2... எனும் திசையிலியின் சார்பலன் வெக்டர் மூ எனக் 

கொள்வோம்,



2 -. வெக்டர் நுண் கணிதம் 

1.2 வெக்டரின் திசையிலியைச் சாரீந்த வகைக் கெழு 

(Derivative of a Vector w. r. t. a Scalar) 

வெக்டர் சார் பலன் wu (t)5 

் ௮) எனும் போது அதன் மதிப்பும் (to). 

தர்ம (9 -ம (4) என்றால் சார்பலன் 7 எனும் இடத்தில் 
t—> நீத . . 

@gsr_réA (Continuous) aorarg, எனக் கூறப்படும். ₹47-ல் 
ஏற்படும் நுண்ணிய மாறுதல் 44 என்போம். 

2 d 
ன் வகைக்கெழு “3 : 

u (4) | ழூ di ஆனால, 

du Lt uft+ At)—ul) di Atso Af என்பதாகும். 

இதை ' (0) எனவும் குறிப்பது வழக்கம். 

[*23-ல் ௩7 எனும் மாறுதல் ஏற்படும் போது, வெக்டரில் 

- ஏற்படும் மாறுதல் ரு (t At) — ம (0) ஆகும். இவ்விரண்டிற்கும் 
. 5 t Hoa 

உள்ள விகிதம் உட்க ட்டம் ப ௦, ஆகும் போது, 

மேற் கூறிய. விகிதத்தின் எல்லை ௨! (1) ஆகும். இங்குச் சாதாரண 

நுண் கணிதத்தில் வருவது போன்றே, அதாவது; திசையிலி 

மாறியின் MESO Sipe au எவ்வாறு வரையறுத்தோமோ அது 

போன்று, வெக்டர் மாறியின் வகைக் கெழுவின் வரையறையும் 

கூறப்படுகிறது.] 

ர் ந எனுமிடத்து ப (ரி -ன் வகைக் கெழு w (2) ஆக 

அமைந்தால், 1 (3) எனும் சார்பலன் t = ty எனுமிடத்து வகைக் 

கெழுவுடையது (ய/1/2020 42416) எனப்படும். 

அவ்வாறானால் 

u@+At)h—u (to) 

Al =u" (he) + § 

இங்கு &/--௦ ஆகும் போது 4 -, 0 ஆகும்.



உ தறம (மெய் (ஐக் 
7-0 என்றால் மூ (௩ * க) - மெ 

ஓ 

அதாவது ம (0) எனும் சார் பலன் 1-0 எனுமிடத்து 
வகைக் கெழுவுடையதாயின், அது அங்குத் தொடர்ச்சியுடை 
சாக்பலனுமாகும் எனக் காண்கிறோம், 

அடுத்தடுத்து வகைக் கெழு காண, இரண்டாம் படி வகைக் 
கெழு என்பது முதற்படி வகைக் கெழுவின், வகைக் செழு 

வாகும். இதன் குறியீடு £ Ta 3 அல்லது ம: (2) 

ம்ம, du’ 

Te" O= 7° 

8 

ou ul! (i) = as = Mai போன்று மற்றவைகளும். 

குறிப்பு: சாதாரண தண் கணிதத்தில் 

“a = 22. 5 என்பது போன்று இங்கும் 

ou = on. a எனக் கூறலாம். இங்கு ம என்பது உன் 

சார் பலன்; 2 எனும் திசையிலி ₹/? எனும் திசையிலியின் சார் 

பலன்ழ ஆகவே a எனும் வெக்டரின் திசையிலிக் குணகம் 

2 பகம், 77 ஆகும். 

1.8 கூடுதல், பெருக்கற் பலன்; இவற்றின் வகைக் 
Qa apdacir (Derivatives of sums and products) 

u(t), ர (0) என்பவை வகைக் கெழுவுடைய வெக்டர் சார் 
பலன்களானால், 7ம்) என்பது திசையிலிச் சார் பலன் ஆனால், 

கீழ் வருவனவற்றை நிறுவ முடியும், 

(0 0 (௦ என்பது மாறு வெக்டர்) 

இரா 9-டுர் 4



4 ப்பட வெக்டர் நுண் கணிதம் 

(3 77 (fw = fat of uy 

d, .- dy, du 
(4) ரூபே) மார் ar ‘*® . 

d : dy. du 
(5) qi (ux v)=uX qt தற ௭1 

இவற்றின் : நிரூபணங்கள் திசையிலிச் சார் பலன்களின் 

வகைக் கெழு காணும் முறையை ஒட்டியதேயாகும். 

௦ என்பது மாரு வெக்டரானால் ₹42-ல் ஏற்படும் மாறுதலினால் 

௦-ல் மாறுதல் ஏற்படாது. 

de 
Ac = 0 RE = 0 

  

  

1 (9; ஈ (0) என்பவை இரு வெக்டர் சார்பலன்கள் */2-ல் 
ஏற்படும் நுண்ணிய மாறுதல் &ர ஆகுக. அப்போது பூ நுல் 

ஏற்படும் மாறுதல்கள் முறையே கய) & ஆகுக. ் 

oS utyvad ஏற்படும் மாறுதலை க ம-ர) . என்று 

குறித்தால், ் 

At + vy) = Au + Av 

"AE ~ “At Ai 

இருபுறமும் க1-0 ஆகும் போதுள்ள எல்லை மதிப்புகளைக் 

கொள்ள 

d da , dv 
நமோ v) = ht a 

எனக் காண்கியரறாம். ..



ஒரு திசையிலியின் ... ... வகைக்கெழு ' 5 

பெருக்கற் பலன்களின் பர்வு விதியை (distribution law) 
அடிப்படையாகக்கொண்டு மற்ற சூத்திரங்கள் நிறுவப்படு 
கின்றன 

6) ‘fu = Ae - (AD Os Au)—fu 

Li (futfAuta fu+s fau =f 
= Ato At 
  

Lt fou, ஆ ஆ) 

= At-ol At கர Ai . 

சிய) ரசிய பம 
் ம்... யன 
  

  

  
Lt (u tAu)Cvt A v)— uv 

(4) (ய். vy) = 2-0 At 

Lt uvtu.Av+Au-vt AuAv—-wyv 
  

=~ At—0 At 

Lt wAv-, Au _ Au Av 
= At>0 AP ae VY Bt 

dy du 

=u நர 

(5) மேற்கூறியதில் . க்குப் பதிலாக %% என இட்டால். 

க அற dy du 
sy dt “aH ta *Y- 
  

  

~ 

என வரும். பெருக்கற் பலன்களில் காரணிகளின் வரிசை 

அமைப்பை மாற்றக் கூடாது,



6. வெக்டர் நுண் கணிதம் 

பயிற்சி 1 

le us e-?i + log (#+1) j — tant k srarqge 

(i) on (ii) on (iii) = (iv) 

  

| 
என்பனவற்றின் மதிப்பை 1-0 எனும் இடத்துக் காண்க 

(1, ], 1 என்பவை அலகு வெகடர்கள் .] 

[விடை: ()-1-ட (01-21 

(iii) v2 Civ) 45 

2, உ ரீர104]4 (271) ம 

b = (23) 7-1 1 என்றால் 

ம் © (ab) Gi) ச் (a x b) முட 2. f [a+b | 

(iv) 5(° 7 TD) இவற்றின் மதிப்புகளா 1 1 எனும்போது 

காண்க, 

[விடை (i) —6 (ii) 7j4+3k ii) 1 

(iv) 1+6j+2 k] 

3. a=S5Hi+4—C?k b=sinti—costj 

என்றால் () ௫ம்) 00 5 லர. Gi யல 
இவற்றின் மதிப்புகளை இரண்டு வழிகளில் காணவும், 

4. 3 (A. ap" _ i ட அஜ. B | -ன் மதிப்புக் காணவும். 

d (p-qXr)= p.qX dr+ p-dg+ r+ ar 

hi du. du a 

என நிறுவுக,



ஒரு திசையிலியின் ... ... வகைக்கெழு 

பதத 4 . dy d-v 
6. சுருக்குக ; (ம. YX i] 

7.2% 42 5140 எனும் வகைக்: கெழுச் சமன் 
ல் dt 

பாட்டின் ஒரு தீர்வு 

ர? { 01 608 2-4 G2 sin 2¢} 

என நிறுவுக. (6, மாரு வெக்டர்கள்) 

ச் dr 2 க உ ல் a 
8. a +2 of at B r= 0 ogi amad Deu சமன் 

பாட்டின் தீர்வு, ௦, டி என்பவை மாறு வெக்டர்களாகவும். 

(i) 4*-இ£20 ஆனால் : = cola 8 லட் சரக” 

(ii) 44-00 ஆனால் உ எ] [9,008 49 -ஐ*4 

ர் ஜேஸ் [49-௨4] 

Gil) லட 20 ஆனால் உ-(௦%௦ஜி*. எனக்காண்க. 

9, மேற்கூறிய கணக்கைப் பயன்படுத்திக் கீழ்வரும் 

வகைக் கெழு சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண்க: 

dG) @r_ 4dr — 5r=0 
dt dt - 

உட்ச 2dr = 
(1) 7 ஈரா ft = 0 

ல்ச் 
(iii) a +Ar =0 

di
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Wl. uH=Pi-tj+ Qt+-Dkv=Qt-3t4+j-tk 

என்றால், 20 ு)-ன் மதிப்பை t = |] எனும்போது காண்க. 

12 r=5 2 ite j ம @ k3s = (ஸ்டடி ம (cos t) j 

என்றால், ் 

(a) fee -s) (4) i (1 5) இவற்றைக். காண்க. : 

13. r=acosX ét+bsinAXt THeUDYD a, b,rAX. மாறிலி 

களானால் , ் 

d? ல் 

(0) ௬0. 

dr . . 

(ji) r xX %௨% ட எனக் காண்க. 

14. ரல ஒசர ட்ந்சா. என்பதில் உ ௩ .மாறிலி 

ட ரர ல = ‘ 
BMT OV, He — WT ௪ 0 எனக் காண்க. 

1.4 மாரு அளவுடைய வெக்டர். 

1 எனும் வெக்டரின் திசை மாறினும், அளவு மாரு 

திருந்தால், 

ஸ்ட ஆகம 1: ரர 59 அகும். 

நிரூபணம்: 1॥1“- முழு 

நய? .ற(ம.3) 

du du 
= ந்த் aa 

du
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ம] மாள்திரு் கால்: அதன் வகைக் கழு ( னும் 

nigel சார்ந்து] சச்சியமாகும், 

ட் du 
அதாவது u . he = 0 

தன் pista பொருந்தும் என வழிகளைத் திருப்பக் 
Br air BC Gib. 

குறிப்பு: u எனும் வெக்டரின் அளவு மட்டும் மாரு 
திருந்தால் அதுவும், . அதன் வகைக் கெழுவும் ஒன்றற் 
கொன்று... குத்தாகும். மறுதலையாக, ஒரு திசையிலிமின் 

சார்பலனான்' வெக்டர், அத் திசையிலியைச் சார்ந்த 

வெக்டரின் - வகைக் கெழு வெக்:_ருர் குத்தானால், வெக்டர் 
சார்பலனின் திசை மாறினும், அளவு மாருது. 

ள் 

1.5 U% du 
a ர் ட என்பதின் பொருள். 

udu. . , 
ரி! ு0 என்பதன் பொருளை மேலே 

கண்டோம். 

ut “ = 0 GQur@ars கூறுவோம். 

ன் சார்பலனான வெக்டர் ம ஒரே திசையுடையதாக 

இருக்கத் தேவையானதும் போதுமானதுமான நியதி, 

ட 
uxt, = 0 

(அதாவது பன் திசை.மாறாதாயின் ur - 0 எனவும், 

பம. ் 
சு 0 ஆனுல், ய திசை மாறாது எனவும் நிறுவ 

பேண்டும். ] 

நிரூபணம். ॥- ப (0) 6 ஆகுக. ௨ என்பது அலகு வெக்டர் 

(Unit Vector).
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du dee 4 ae 

dt ~ dt di 

oy a ine +u de 
. UX 86% di ் di 

de 
=wWex FF 

௨ மாரு வெக்டர் எனக் கொண்டால் : (அளவிலும் 

ம் யிலும் “520 . திசையிலும்) di 0 

அதாவது முன் அளவு மாறினாலும், திசை மாறு தாயின், 

u . 
u * a= 0 எனக் காண்கிறோம். 

du 
மறுதலை; ய Fe =O THT GSH 

de 
wex a= ஆனால் 1௪ 0 ஆனதால் 

e X de 
ux O08 ai = 9 

_ ae . mG | de 
e ib a இணையாக இருக்கவேண்டும் | € |! “a 

அல்லது ன் _ 0 [௨ அலகு வெக்டராதலால் அது பூச்சிய 

மல்ல]. ஈன் அளவு ஓர் அலகு ஆதலால் அளவு மாறுவதில்லை. 

(முன் தேற்றப்படி). 

ce de . ட் 
௦ டு 0அதாவதுஉம் ஏம் குத்தாக வேண்டும். 

ஆகவே  '. இணையாக இருக்கமுடியாது, ஆதலால், 

de ல் 
ய் 0 எனு.ம் முடிவுக்கு வருகி6றாம். அதாவது ௨ -ன் 

திசையும் மாறுவதில்லை,
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அதாவது, 
dy 

u X x =0 serGed, u-o Sor orGgg. 

(அது ஒரு கோட்டிற்கு இணையாக இருக்கும்). 

1.6. வரைகள் (போ) 

முப்பரிமாண வெளியில் உள்ள வரைகளைப் பற்றி 
ஆராய்வோம். ஏதேனும் ஒருபுள்ளி.0 வை ஆதியாகவும், 0ஈ3 5 
எனும் ஒன்றற்கொன்று குத்தான மூன்று நேர்கோடுகளை 
அச்சாகவும் ' கொள்ள, ஒரு புள்ளியின் கார்டீசியக் கூறுகள் 
ரி, 5 ஆகும், இவை ஒவ்வொன்றும் 62 எனும் மரறியின் 
சார்பலன் களானால், அதாவது , ் 

22 (0) (0) 4-6 0 

எனும் ஒரே மதிப்புடைச் சார்பலன்கள் &ன் ஐவ்வொரு 

மதிப்புக்கும் தரும், (டி, 2) என்ற எண்களைக் கூறுகளாகவுடைய 
புள்ளித் தொகுதி (56 ௦ ௨926௯6 ௦ரீ 0௦116) வரை எனப்படும்: 

75 எனும் மாறி துணை அள.வி(1வாலமாான) எனப்படும். ச 34 ௨௮ 

எனும் இடைடிவளியில் /-க்குள்ள ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் 
வரையில் ஒரே ஒரு புள்ளியைத் தரும். இந்த இடைவெளியில் 
x(t), (9, 5(0) என்பவை தொடர்ச்சியுடை (Continuous3} 

சார்பலன்களானால், வரையும் அந்த இடைவெளியில் 
கதொடர்ச்சியுடையது எனப்படும். 

௬ உ எனும் போதும், ச எனும்போதும் ஒரே புள்ளி 
வந்தால், மூனையிலா வரை அல்லது மூடியவரை (040568 16] 

எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு : 

3௯ 008/0 நு ஜர் ௧௬0 (௯ <t<n) எனும் வரை 

யைக் காண்போம். 

௮ கூ 15 - ௯. எனும் இரு மதிப்புகளும் (-- 1,0,0) 
எனும் ஒரே புள்ளியைத் தருகின்றன. ₹1/9-ன் இடைவெளியில் 

உள்ள ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் ஒரே புள்ளியை மேற் கூறிய. 

சமன்பாடுகள் தருகின்றன. இங்கு வரை, ஆதியை மையமாக 

அலகு ஆரம் உள்ள வட்டம் [முனையிலாவரை அல்லது மூடிய 
வரை] என்பது எளிதில் புரியும்.
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$2 2௩ ம என மாற்றினால் மற்றொரு துணை அளவிச 

சமன்பாடு இதே வட்டத்திற்குக் காணலாம். அதாவது 

_
 பட்டம் ட... ம 

1௮2 2 12 ம 
  

  ௧௬0 

(34௮ 2). 

ட ட தீம். 2 

[இங்கு ர“ நம 5.0 என்பதைக் காணவும்.] 

பொதுவாக£ (9, -9(0 54-59 எனும் வரையில் 

சாதாரணப் புள்ளி (மகர 000) ன் ஒரு மதிப்புக்கு 

இருக்க வேண்டுமானால் உ (1) (), 2 (2) எனும் வகைக் 

கெழுக்கள் இருக்கவும் வேண்டும்; அவை தொடர்ச்சி உடைய 

தாக இருக்கவும் வேண்டும். அன்றியும் ஏதேனும் ஒரு 

வகைக் கெழுவாவது ₹13-ன் அந்த மதிப்புக்குப் பூச்சியமாக 

இல்லாதிருக்க வேண்டும். ் 

இவ்வாறு சாதாரணப் புள்ளிகளால் மட்டுமே ஆன 

வரையின் வில் (ஓர் இடைவெளியில்) ஒழுங்காக (0௦௦110) இருக் 

கிறது எனப்படும். 
் 

... ₹32 எனும் துணை அளவியிலிருந்து £௨? எனும் துணை . 

அளவிக்குச் சமன்பாட்டை மாற்ற, ௪ ழ் (0) எனும் தொடர்பைப் : 

பயன்படுத்தலாம். 
் 

அப்போது ௧3 ர ௮ ம எனும் இடைவெளி 4 3 8 5 B ster 

மாறும். 

இங்குகழ்() ச் (8). அல்லாமலும் இடைவெளியில் 

ர்' (02 0 எனவும், ம்! (0 தொடர்ச்சியுடையதுமாக இருக்க 

வேண்டும். 

(5020 என்றால் .் (0) இறங்கு சார்பலனாகும்; இடைவெளி 

Bsus LA Bon.) 
, 

da 
du: 

ட தீத பட்டம் dy 4, dz _ dz, 
= Few 2-7 %% a 70 

ஆனதால் ஜீன் ஓத்த மதிப்புக்குப் புள்ளி சாதாரணப் 

புள்ளியே யாகும். ்
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[இவ்வாறு ஒழுங்கு வரையின் இலக்கணங்களைக் கூறி 

Geib.) 

1.7 வரையின் வெக்டர் சமன்பாடு 

மூன்று திசையிலிச் சமன்பாடுகளால் கூறுவதற்குப் பதிலாக 
வெக்டர் சமன்பாடு ஐன்றினால் மட்டும் கூற முடியும். 

அதாவது மூன்று சமன்பாடுகளையும் தொகுத்து ஒரு சமன் 
பாடாகக் கூறுகிறோம். 

புள்ளியின் நிலை வெக்டர் ஈ என்றால் 

re xitypp tek pen. 

Bodx=x(t), vey (i), 8-8 (3) ஆனதால் 
1 எனும் வெக்டர் ஈன் சார் பலனாகும். 

வரையின் சமன்பாடு உ ஈ (1) என ஆகிறது. 

டு என்பது ஆதியாகவும், 2 என்பது ॥ நிலை வெக்டருள்ள 

வரையின் மேலுள்ள புள்ளியுமானால் , 

OP = r (0) ஆகும். 

1.8 வரையில் ஒரு புள்ளியில் உள்ள தொடு கோட்டு 
வெக்டர் (1 கஉ௦ஐரோ4 Vector at a point on the curve) 

  

படம் 1. 

1௬ உ (0) எனும் சமன்பாடு தரும் வரையில் ₹ - % எனு 

மிடத்துள்ள புள்ளி 2, ஆகுக. 

2 ட கர் எனுமிடத்து 2-க்கு அடுத்த புள்ளி 2? ஆகுக. 
[ச ர. ம் எனும் இடைவெளியைக் கொள்வோம்.] 0 என்பது 

ஆதியாகுக,.
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2: நெடு 204 கடர 03 ௧ 

  

P,P Ar _ Ax, , Ay _, AZ 
At” At Att'+ ai 3 + ak 

வரையில் உள்ள சாதாரண புள்ளிகளில் மூன்று. வகைக் 
கெழுக்களில் ஒன்றேனும் பூச்சியமல்லாது இருக்குமாதலால் 
dr 
riz 0 

t— ty எனும் போது 222 எனும் கோட்டின் எல்லை நிலை 

2, வழியாக a எனும் வெக்டருக்கு இணையான கோடாகும், 

ஆனால், கோட்டின் எல்லை நிலை 2, 4, எனும் 7-ல் உள்ள தொடு 

கோடாதலால் ax எனும் வெக்டரை வரைக்ந 7% : எனும் 

புள்ளியில் உள்ள தொடு கோட்டு வெவக்டர் (7! ஜலம் Vector) 
என வழங்கப்படுகிறது, 

Ar es த படத்தில் ந் 20. 22, 4 என்பது கின் தீ At 

அதாவது ar நேரெண் மடங்காகும் (௦076 multiple). 

௩/௮ 0 என்றால், ரி PP-or எதிெண் மடங்காகும். 

சின். திசை எதிர்மாருகும். எவ்வாறாயினும் 724 என்பதன் 
-> 

THR Hiv’? அதிகரிக்கும் Hooruled aerar PA, எனும் 
தொடு கோடாகும். 

1 ௬ ஈ (0) எனும் வரையில் என்பது எல்லாச்சாதா 

ரணப் புள்ளிகளிலும் 7? அதிகரிக்கும் திசையில்உள்ள தொடு 
கோட்டு வெக்டராகும்.
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எடுத்துக்காட்டு: ௨௮ 141/௬ ந்்-3 4277-6 

எனும் வரைக்கு ॥ 2 எனுமிடத்துள்ள' தொடு கோட்டின் 
சமன்பாட்டைக் காண்க, 

[உ௭னும் நிலை வெக்டர் உள்ள ஒரு புள்ளி auf b எனும் 
வெக்டருக்கு இணையாகவுள்ள நேர்கோட்டின் சமன்பாடு 
ry—a=Ab ஆகும். )) என்பது துணை அளவி (72ஈ௨௱ர0).] 

இதைப் பயன் படுத்துவோம். 

்- 2 எனும் இடத்துள்ள புள்ளி (5, 5-4) ஆகும். 
அதாவது அதன் நிலை வெக்டர் த- 51 - 5-4. 

தொடு கோட்டுக்கு இணை வெகீடர் a (- 3 எனுமிடத்து) 

dy da. dy. 
+ 71 

dz 

di dt + 7k 

= 2ti +4] + (4t+-6)k 

ர ரர. ; . 
7-2 என்றால், 7p 7e = 4it4it7Zk. 

(vit pj tek) —Git5j—-4k=X (47 4+ 4j42k) 

x—35  y-5 க்கி ம 
4 — 4 5. » 

கோட்டின் சமன்பாடாகும். 

என்பது தொடு 

[குறிப்பு:ண மேலே விரிவாக வழி எழுதியுள்ளோம். 

சடன் பிரிவுகள்  - 2 எனுமிடத்து (4, 4, 2) ஆகவே ௨- 5, 
௨ 5, 644 இதன் மடங்குகள். 

உகு 5 25 84 
es 3 7 4 > 5 என எழுதலாம்,.]     

1.9. அலகுத் தொடு கோட்டு வெக்டர். (பீடு "1 ஊத் 

Vector) 

வரையின் சமன்பாடு 6? எனும் துணை அளவியில் 

॥ ௫ ॥.(0) ஆகுக, ம 8. எனும் . மதிப்புதரும் உ எனும் 

நிலை வெக்டருடைய வரைமேல் உள்ள புள்ளி .1- லிருந்து
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1 எனும் நிலை வெக்டர் தரும் 2 எனும் புள்ளிக்கு வரையின் நீளம் 
ஆகுக, ் 

இ i த | 

அப்போது 94 | ழு அர ழு. (0784 
  

a 

-[ 

[இது ஒழுங்கான வரையின் நீளத்தைத் தரும் சூத்திர 
மாகும். தொகை நுண் கணிதத்தில் கூறப்பட்டுள் ஈது.] 

dt (a<t<b) dr 
at 

    

_ 
dt 

dr 

dt 
> 9 

    

ு. என்பது ன் தொடர்ச்சியுறு சார்பல ஒகும், ஆகவே, 

77! ஐயும் உன் தலைகீழ்ச் சார்பலனாகக் கூறலாம். 

Jor = rl) என்பதை ‘9 55S 99. எனும் துணையள 

MEGS தொடர்ச்சியுறு சார்பலனாக மாற்ற முடியும், 

1 ௬ ர (0) ஆகுக, 

d ் j 3 
அப்போது ட சான்பது தொடுகோட்டு வெக்டராகும். 

        

d. 

. as r இ லி . dy} ds 

MOV, FT (3 என் பதிலிருந்து ds 1 என 

வருகிறது. 

ஒரு வரையின் சமன்பாட்டை, அதன்மேல் உள்ள ஒரு 

' புள்ளியிலிருந்துள்ள , வரை: வழித் தூரம்2 ஐத் துணையளவியாகக் 

கொண்டு சமன்பாட்டை ந ஈம) சனக் கூறினால், 

7 5 ee : 
ட் என்பது அலகுத் தொடு கோட்டு வெக்டர் (பிரப் ஊராம் 

760௦) ஆகும். . இதை 7] எனக் குறிப்போம் [1 எனவும் சில 
நூல்களில் குறிப்பசு வழக்கம்].
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குறிப்பு: 2, எனுமிடத்து 7 2 என்பது நாண் ஆகுக. 

PoP = Ar 68. 2,2 எனும் வில்லின் நீளம் ந் 2ஆகுக. 

IArl _ jAr 

  

IA st JAs 

dr 
௪-0 ஆகும்போது இதன் எல்லை | ௩ 1 ஆகவே ஒரு 

. { 

நாணின் நீளத்திற்கும், அது தாங்கும் வில்லின் நீளத்திற்கும் 
உள்ள விகிதம், வில்லின் நீளம் 0 வை அணுகும்போது 1 ஐ 

அணுகும். 

[அதாவது முதற்படி நுண் எண்களை மட்டும் கொண்டால் 

சிறு வில்லின் நீளம், நாணின் நீளமாகும்.] 

7.10. அலகுத் தொடுகோட்டின் திசைக்கோணங்கள்: 

r=*xityjtzk 

dy dx . ழ்... dz 

T= a னை யா அயா ஆ 

deg dz 
= DG see Ti=7, TR=-Z% 

ரின் திசைக் கோசைன்கள் அதாவது], 1) திசை 

களுடன் 7 எனும் திசை ஏற்படுத்தும் கோணங்களின் 

5 es dx dy 6 
கோசைன் aie silica முறையே Led? a ஆகு 

குறிப்பு 1. 1 எனும் அலகு. வெக்டரைக். கொள்வோம். 

11 --1 ஆனால் திசை மாறலாம். திசையைக் கோணத்தில் 

ரேடியன் அளவையில் சொன்னால் 1 என்பது “0? என்பதன் 

'சார்பலனாகும். ஈ ௮ % (9) என்பது ஆதியை மையமாகவும், 

அலகு ஆரமுள்ள வட்டமாகும். 

0 4.0 எனும் இடத்திலிருந்து வில்லின் நீளத்தை 
அளந்தால், நீளம் £ - 0 ஆகும். கி 

வெ,நு.-2
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dR Rig = 0 ஆனதால், 3) 1 எனும் வெக்டருக்குக் 

id Lo. 
குத்தாகும். mn ம என்றால், 

பவட) 
® ௩௫ல் - உ என வரும், 
d 

குறிப்பு 8. ஒரு சமதள வரையை அதன் கோணதூரக் 

கூறுகளில் (Polar Coordinates) r = f (0) என்போம். 

வெக்டர் சமன்பாட்டில் 

॥ ௮ ர] (0) எனலாம். 

(0 திசையில் % அலகு வெக்டர்). 

க ஐச் சார்ந்த வகைக் கெழு 

காண? 

1 d tT=¢ aR a 
© = RO) + dQ’ ds’ 

  

4 Rip 

ய புள்ளிக்குள்ள ஆரைக்கும், தொடுகோடு 

dr 
கோட்டுக்கு மிடையேயுள்ள கோணம் ற் என்றால் 0௦5 ஜூ - is 

(1). புள்ளியில் ஆரையின் குத்துக் கோட்டிற்கும், தொடு 
கோட்டிற்கு மிடையேயுள்ள கோணத்தின் கோசைன் விகிதம் 

rdQ | rdQ 
ds 9 அதாவது ஸ் 2.
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1.11, முக்கிய செங்கோடும்,. வரையின் ardar ayib (Principal 
normal and Curvature) 

வில்லின் Gar samrdAicopguh amg  (rectifiable 

curve) er susruTG r =r (5) ஆகுக, 

2 வரையில் ஒரு புள்ளியானால், 0 ஆதியானால், 

OP = r 46. 

இல் ற என்பது அலகுத் தொடுகோட்டு வெக்டர் 

(Unit Tangent Vector). T -or நீளம்-- அதாவது அளவு -- 

- _, aT ; 
மாருதாகையால ரரி என்பது 71-க்குக் குத்தான வெக்டராகும். , 

T . 
Pap, = எனும் வெக்டர் திசையில் உள்ள கோடு, வரைக்கு 

£-ல் உள்ள முக்கிய செங்கோடு எனப்படும். 

[வரை முப்பரிமாண வெளியில் அமைந்துள்ளது. 2 வழி 

£[-க்குக் குத்தாக ஒரு சம தளம் உள்ளது. இத் தளத்தில் 
அமையும் கோடுகள் யாவையுமே செங்கோடுகள் எனலாம். 

aT 
ஆனால், 7 திசையில் அமையும் செங்கோட்டைத் *தலையாய 

செங்கோடு? அல்லது ₹முக்கிய செங்கோடு? (1710010௧] 14௦7021) 

என்கிடறாம்.] முக்கிய செங்கோட்டுத் திசையில் உள்ள 

அலகு வெக்டரை 14 எனக் குறிப்போம் (௩ எனவும் குறிப்பது 

வழக்கம்]. அப்போது, 

dT . 
ym EN 

இங்கு ௨. [இதை *கப்பா? என வாசிக்கவும் &' எனும் 

எழுத்துக்கேற்ப கிரேக்க எழுத்தாகும்] நேர்த்திசையிலி 

எண்ணுகும் (௩0 negative scalar). Qa armguer *வளைவு? 

(Curvature) ster uu@iub. [Curvature என்பதை வாசிக்கும்போது . 

முதல் Fugen KF supra st எனும் எழுத்தால் வளைவு 

அளவு தரப்படுகிறது]. R=? என்றால் நத [இதை *டூரா? என
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வாசிக்கவும்] என்பது வளைவு Spr (Radius of curvature) 

எனப்படும். 

1-12 ஃப்ரெனெட் சூத்திரங்கள். (12806099 802வலிலி 

1614 எனும் வெக்டரை 1 எனக் குறிப்போம். 7 எனும் 
புள்ளியில் T,N, 13. எனும் ஒன்றற்கொன்று குத்தான அலகு 
வெக்டர்கள் வலஞ்சுழி மரபை ஓட்டி ((9ஈக(ால] ௦௦ right handed 

. ஈய) அமைந்து 1 எனும் முனையைக்கொண்ட முப்பட்டை 

 (Trihedral) widows. 1? வரையில் நகரும்போது இதுவும் 

நகருகிறது. 8-ல் எனும் வெக்டரின் திசையில் அமைந் 
துள்ள செங்கோட்டை இரட்டைச் செங்கோடு (81௦00!) என் 
கிரோம். இதன் திசையில் உள்ள 1 எனும் அலகு வெக்டர் 
₹அலகு இரட்டைச் செங்கோடு? (பீம் Binormal) எனப்படும். 

அலகு வெக்டராதலால் 

3a (0 ஆனால்) ]-க்குக் குத்தாகும். 

  

$- 12614 ஆனதால், 

. d 
(ஆனால் oF WIN 

ம ஆனது ']'-க்கும் குத்தாகும் 
s 

1-க்கும் ]-க்கும் குத்தாகவுள்ள வெக்டர் 14] ஆகும். 

dB Fe? [4-ன் மடங்காகும். 

“ol = = + N என்போம்.
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[ஈ என்பதை டோ? என வாசிக்கவும். இது ஆங்கில 
எழுத்து 7-க்கு ஒத்தது.] ர என்னும் திசையிலி 7-ல் வரையின் 
முறுகினை (7௦) அளப்பதாகும். [7௦்ம-முறுகு] — 

குறிப்பு: 720 என்றால்- கட திசை [44 -க்கு ‘oT Art Gud. 

2 வரையில் 2 அதிகரிக்கும் திசையில் நகரும்போது ] ஐச் 
சுற்றி , வலம்புரித் திருகு ]' திசையில் முன்னேறும்போது 

சுழல்வது போன்று சுழலும். கீழே படம் பார்க்கவும். 

  

படம் 8, 

இப்போது “2 ait என்ன என்பதைப் பார்ப்போம். 

N =BxT T, N; ட என்பவை ஜன்றற்கொளன்று 

'[குத்தான அலகு வெக்டர்களாதலால்] 

=-—-rNxT+c«¢BxN 

aoe NxX'T=—-B; BX N=-T 

  aN சச தர் 
ds . 

த்திரங்களசாத் தொகுத்துக் கூறுவோம். சூத் 

i | 6104] 
ds
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— =-«T +7B 

dB —TtN 

இவை ..ப்ரெனட் சூத்திரங்கள் எனப்படும். முப்பரிமாண 
வெளிவரைகளை ஆராய்வதில் அடிக்கடி பயன்படும் சூத்திரங் 

களாகும். 

[3 என்பது டார்போ (0ஷுலஃ வெக்டர் எனப்படும்.] 

8=7TT+ மூ ஆகும். 

அப்போது ஃப்ரெனட் சூத்திரங்கள் கீழ்வருமாறு 

aT _ aN ~<y dB “SN = 5s Xx N i 8x T ட்டம் 8 ட்ட 8௫% 

என எளிதாகக் கவனம் பண்ணும் வகையில் அமைகின்றன.] 

குறிப்பு 1: 1, 174 அடக்கும் தளம் *₹கொஞ்சும் தளம்? 

(Osculating Plane) so gy *வகவு தளம்? (121806 ௦1 Curvatvre) 

எனப்படும். 

குறிப்பு 2: =. ச்ன்பதை ௪ எனக் குறிப்பது வழக்கம், 

௪ என்பதை முறுகு ஆரம் (Raduis of Torsion) என்பர். 

உ என்பது நேரெண்ணாகும். ' நேர்கோட்டில் ௨-0. &£ எதி 

ரெண்ணாகாது. ஆனால் ஈ தேரெண்ணோ அல்லது எதிரெண் 

ணோவாக இருக்கலாம். 

குறிப்பு 8: ஒரு வரையின் எல்லா இடத்தும் ஈ-0 

என்றால் cB 0 ஆகும், ந திசையிலும் அளவிலும் மாறாத 
S 

வெக்டர் . 

ஆனால் ந. - 

dr 

B ds a 

உடு. = 90



\ 
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. க்குக் குத்தான தளத்தில் வரை அமைகிறது. அது 
சமதள வரையாகிறது. முறுகு இல்லாத வரைகள் சமதள 
வரைகளாகும். 

1.18. வளைவு, முறுகு இவற்றின் சூத்திரங்கள் வெக்டரில் 
r=r (0) எனும் வரைக்கு 

உய... rXrer 
= he ர டல். 

  

எனக் காண்க, [ என்பது */9 ஐச்சார்ந்த ரஈன் வகைக்கெழு] 

dr ds 

r= ds dt = 

ர டன டட... 
r=sT+s. Fs =sT=3eN 

r=sT+sseN + (2sse+5%)N 

+ s*e(— «xT + TB) 

=(s—se)T 4+ Bsset+se)Nt+seTB 

ழூ ரமி 

  

ரச்சு 

ர wae - “3 
oe 8 : bs ௪ 2. அல்லது த - irl 

wale 2 

Be tee 

Soeuy: T.B இவற்றின் திசைகள் rs r xr என்பவற்றின் 

திசைகள் எனக் காண்கிரரம்.



24 வெக்டர் நுண்கணிதம் 

9-6 1 அல்லது --7₹)61 என்பதிலிருந்து அதன் 

திசை (27% 7)1 என்பதன் திசையாகும். 

கணக்கு ந, x=Zcost, po3sint, 58-44 

எனும் வரைக்கு. (௦) அலகுத் தொடு கோட்டு வெக்டர் (8) 

முக்கிய -அலகுச் செங்கோடு :.(0) வளைவு (8) இரட்டைச் 

செங்கோடு (2) முறுகு இவற்றைக் காண்க. . 

[இந்த வரை வட்ட ஹெலிக்ஸ் என:வழங்கப்படும்] 

தீர்வு ₹ 

௭௮3 005113 எற 71-41 

  

வட்ட ஹெலிக்ஸ் (வட்ட உருளையின் மேலே அமையும் திருகு. வரை.) 

r= — 3sin #i+3 cos! j+4k 

. 

y = —3 cos ti—3 sin ty 

fr = 3sinti— 3 cos tj 

மகர க ர ச்சா ச 
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95 

T =4{ — 3sin¢i+ 3costj + 4k} 

  

aT . JaTl_ 

உ. 4 [சவ 

d ae, ff 
. aT} {3 .c0s!i —3sin tj} = 5 

ot ts { — cost i — 3 sin,t}} 
oe 

ச” 
| ர 

3 

oe ரி | = J yO cost + Osi = 5 

25 

34 =2 : 55 {—3 costi—3sint j}={—cost j+sin ty} 

B= TXN 

= {—Bsinti+ cost j + $k} 

Xx {—cos¢i— sin tj + Ok} 

= § sin 11 — cost i+ ak 
    

1B | UBL 4B. 4s 
ds a@ dt ~ dt 

dB 1 . oy en 

ds 55 {4 cos ti + 4 sins] } =— 7 (eos 47 — sin #9) 

4 
2 

மாற்று வழி : 

[12, * மட்டும் காண அவற்றின் சூத்திரங்களைப் பயன் 

படுத்தலாம். 
ப் 

irxrl 

|r|?
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இவற்றைப் பயன் படுத்திச் சரி பார்ப்போம். 

[வெக்டர்கசா அதன் பிரிவுகளாக எழுதும் போது, 

ரல 241] 74 22 என எழுதுவதற்குப் பதிலாக உ ௪ [6ர, £பி 
என வரிசை அணியாக (௩௦ மம) எழுதுவோம். இதனால் 
1, $, 2 என்பவற்றை மீண்டும் மீண்டும் எழுதுவது தவிர்க்கப் 

படும்]. 

ry = {3 cost, 3sint44 

r =a{—3sin?, 3 cost, 4} 

ர் = {— cost, — 3sin t, 0} 

"= {sin t, — 3 cost, 0} 

lel aye 9c Y 16 = 5. 

ற xr = {12sin¢, — 12 cost, a} 

  

. ir xr = 144 sin 4 + 144 cos 8[]15 

; rx tl | 1S 3 

  

=a eC: ~ 125 25 
ry? 

  

(ம்
 

செ
 

x _
 

i
n
 

N
 ca
l 
>
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கணக்கு (1) குறிப்பிலிருந்து 1-ன் திசை r என்பதாகும். 

0 = 4-3 sini, 3 cost, 4} 

Bor SorrXr என்பதன் திசை 

B = ட் {12 sin, — 12 cost, 9} 

அல்லது ]$ t {4 sit, — 408 f, 3} 

N =—-T Xx என்பதால் 

N = ma {25 cost, $$ sin 10) 

N = — {cost, sin t, 0} 

கணக்கு 2: 

8 4 

% ௬.2 நிர ௪ =5 எனும் முறுகிய முப்படி வரைக்கு 

(Twisted cubic) 

- 1 எனுமிடத்து 7), 14, 1, ர இவற்றைக் காணவும் 
இவற்றுடன் கொஞ்சும் தளத்தின் சமன்பாடு காணவும். 

Sta: 

cusnguder Fuscrur@ r= r(t) = 124, C55 } 

r = {2, 2 #} 

r = {0, 2, 2} 

= {0, 0, 2}
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ல் 14 1 எனுமிடத்துஈ - (2, 2, 1) (1 

r = {0, 2, 2} 

1 = {0;0, 2} 

ir xrl = 6 rXr= (2,-4,4 

3 2; 25 1} B= + {2, — 4, 4} =4{1, — 2, 2} i T 

. B= $0,)-22 - 

N = —34{6—3-6}=}{-2 1, 3} 

r_ 8 _ 2 - _ipxrl_ 6 2. rXrer 8 
co OF Ga 36 

ந சிலு Ir Xrl 

கொஞ்சும் தளத்தின் செங்கோடு % ஆகும். அது (2, 1,1) 

எனும் புள்ளி வழி (1, - 2, 2) . எனும் கோட்டிற்குக் குத்தாக 

  
  

உள்ளது. - 

அதன் சமன்பாடு (8-2) - 2 19-11) + 2 (3-4) =0 

ஆகும். 

[a எனும் நிலைவெக்டர் உடைய புள்ளி ற எனும் செக்ட 

ருக்குக் குத்துத் தளத்தின் சமன்பாடு (௩- ௨. ற- 0] 

பயிற்சி 2 

கீழ்வரும் . வரைகளுக்கு (1) வையாரம் உ) முறுகு ர 

காணலாம். 

141227 
2 13 (ன 5 | 

கர
டி

 

1. (i) wae pat
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ப pe eB 
(i) x=acosé y=asint z= dt. na bjca | 

(iii) 8௬௪ (37-71) 33 24 சேத (38-25) 

|, 4-3 a7] 

2. மேற்: கணக்கில் (9-ல் உள்ள வரைக்கு 1 எனு 
மிடத்து 1, 74,] காண்க. 

t ஈர = க 3. x=e poe 842 / எனும் வரையில் 

e=z—T =\2 (eet)? எனக் காண்க. 

ட 27-41 பட சீ 
= OF yy TET? 

எனும் வரைக்கு / எனும் புள்ளியில் முறுைக் காண்க. 

விடையிலிருந்து தெரிவது என்ன? ் 

[ஈ௪0; வரை சமதளத்தில் உள்ளது. அதன் சமன்பாடு 

B94 3255S 

5. x*—3 cost, y==3 sin £5 ககர எனும் வரைக்கு /-௯ எனும் 

இடத்து, (i) தொடு கோட்டு வெக்டர் (ம) முக்கிய செங் 

கோட்டு வெக்டர் (iii) இரட்டைச், செங்கோட்டு வெக்டர் 
இவற்றின் சமன்பாடு காண்க, 

[r=ro +. r To; r=rt+2XANo r=rotXB 

என்பவை முறையே வெக்டர் சமன்பஈடுகள்] 

[விடை தொடுகோடு? 2௬ 3) y =o St, சக கூ 27 

முக்கிய செங்கோடு: &ஈ--3--ர ரூ.௬ க் 220 

இரட்டைச் செங்கோடு: 4 43; ந- க்கப் tt z=3] 

6. ஒரு வளை வரையின் ஏதேனும் புள்ளியில் உள்ள / எனும் 

அலகுத் தொடுகோட்டு வெக்டரும் ந எனும் முக்கிய செங்
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கோட்டு வெக்டரும் முறையே ஒரு குறிப்பிட்ட தேர்கோட்டுடன் 
0, ம எனும் கோணச் சாய்வில் இருந்தால் 

௭020 

inode ஐ அ Baas. 

7,14 சமதள வரைகள்: ஒரு வரைக்கு முறுகு ர-0 

என்றால் அந்த வரை ஒரு தளத்தில் அமைய வேண்டும் எனக் 

கூறினோம். (பக்கம் 22. குறிப்பு 3.1 

அப்போது 87 = yN dN 
ய் ப ட ௨ 

ன் ௮27 1 என்பது தளத் 

டத த் . . Yan 
திற்குக் குத்தான நிலை , வெக்டர். ந ௬௮ 2 7 3 

எனும் ஃப்ரெனட் சூத்திரத்தில் ர - 0 என்பதைப் பதிலிட 

வருகிறது]. - 

வரையின் வளைவு: தளத்தில் உள்ள gC sab ஒரு 

மேகோடு 0 உடன் Pe ear தொடுகோட்டு வெக்டர் 1, 4 

௮ iy 
படம் 8. 

கோண சாய்வில் உள்ளது என்போம். ( அதிகரிக்க, ச் 

அதிகரிக்கும்படி இருக்க வேண்டும்.) 

dy _ at a 
“ds ag as 

a ட ட ர த 
ஆனால் "1 அலகு வெக்டராதலால் 5 = ஏ (பக்கம் 17 

குறிப்பு 1 பார்க்கவும்.)
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dT dh ல் த கவ 

் d 8 ர ர்க. 
[சமதள வரையில் ஏதேனும் ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளியி 

லிருந்து 2 எனும் புள்ளிக்குள்ள வில்லின் நீளம் உ ஆகவும், 
2-ல் உள்ள தொடுகோடு, ஏதேனும் ஒரு நிலைக் கோட்டுடன் 
ச் கோணச் சாய்விலும் இருந்து வரையின் சமன்பாடு ௦ ரீ (ச) 
என்று தரப்பட்டால் அது வரையின் ₹வில் திசைக் கூறுச் 
சமன்பாடு (intrnisic equation) எனப்படும். எடுத்துக் காட்டாக 
கயிற்று வகா (கேவர)யின் வில் திசைக் கூறுச் சமன்பாடு 
s=ctan ¢. 

உருள் வளை '(ரேப1௦10)யின் சமன்பாடு 2-4 சஹ. 

இவற்றின் வளவு 3- எனும் சூத்திரத்தால் தரப்படு 
கிறது.] 

வளைவின் மற்ற இரு சூத்திரங்கள் 

ஒரு சமதள வரையின் சமன்பாடு துனை அளவியில் 

() ஈ-2(0) ரர (0) எனத் தரப்பட்டால் 

2 [பர)0] 1-3, 0] 

ல ரக நற] 

1 

| ் | = (x? + 9%)? rX pr =10,0,x»— <x 9] 

12% rim eee al 

3 

    

  

oo a 4 = 5 pte 
|r (சேர) | நர | 

(ii) » - ரீ (0 என நேரடியாகக் கார்டீசியக் கூறுகளில் 
குரப்பட்டால் இதை,
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உம yp=f(t) என துணை அளவியில் கூறலாம். 

eel pa fO=f =r 

இதே போல று = y" 

c= 7 4 3 

a d 

p= - \dx 

ர 

ம் 

  
  

1.15. கோணதூர உறுப்புகளில் வளைவின் சூத்திரம் 

(Curvature in Polar Coordinates) 

.... 7: 7(0) என்பது வரையின் சமன்பாடு ஆருக. 0 என்பது 

ஆதியாகவும், 2, 0) வரையில் புள்ளியுமாகுக. 07 திசையில் 

அலகு வெக்டர் % ஆகுக. 0-வுக்கு 2-ன் நிலைவெக்டர் 

1 என்றால், சமன்பர்டு வெக்டரில் ஈ - 1 (9) என எழுதலாம். 

dR 
3 

ராகும் [பக்கம் 17 குறிப்பு 1] 

எனும் வெக்டர் P எனும் R-$@ S551 or அலகு வெக்ட 

r=7rR+rP 

r=(r-”)R+27P 
a . i 

கரக] க டடக் 

1470 ப [ட ஈயப் 

  

lopyr—rr| = 27 
வளைவு உ டு | ட்டர் 

ர) (Ft + 7)? 

    

  
 



௮. . சரிவு, பாய்வு, சுழல் 

(Gradient, Divergence, Curl) | 

I efey 

2-1. தலப் பரப்புகள் அல்லதூ தலங்கள் (Surfaces) 

முப்பரிமாண வெளியில் $வரை? (பார6) என புள்ளித் 
தொகுதியை ஆராய்ந்தோம், புள்ளிகளின் ஈ, ர, 2 கூறுகள் ஐரு 
துணை அளவி: (0)-ன் சார்பலனானால், / மாறும்போது வரும் 
புள்ளித் தொகுதி வரை எனப்படும் என்று கூறினோம். 

புள்ளிகளின் ஃ, ர, 2 கூறுகள் ஒவ்வொன்றும் இரண்டு துணை 
அளவிகளின் (௨, 9 என்போம்) சார்பலன்களானால், அவற்றின் 
மதிப்புகள் மாறுந்தோறும் வரும் புள்ளித் தொகுதி தலப்பரப்பு 

அல்லது சுருக்கமாகத் தலம் (812120) எனப்படும். 

xox (uty 0) yp =p (4, 0) 5௬5 (௩) ௦) எனும் சமன் 

பாடுகள் ஒரு தலத்தின் பொதுச் சமன்பாடாகும். 

[மூன்று சமன்பாடுகளிலிருந்து இரண்டு மாறிகளை விழிவிக்க 
(eliminating) x, 9, ௪ல் ஒரு சமன்பாடு வரும். ஆகவே 

தலத்தை ரீ 6, ர) 5)-0 எனவோ அல்லது 4-7(௨; ற) 
எனவோ கூறலாம். இதைத் துணை அளவியில் கூற 

x=u poo 5௮ ரீய௰ என மாற்றலாம்.] 

v= x (4,0) yp = y (uv) Z = 2 (u,v) என்பதில் ம, மாறிகள். 
ஒவ்வொன்றும் ஒவ்வொரு இடைவெளியில் மாறலாம். 

3 ம ம். ற ௮.௨௮ ர. என இடைவெளிகளாக் கூறலாம். 

வெடநு..-3
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ஒவ்வொரு புள்ளிக்குமென ஒரே திட்டமான ௨, உன் மதிப்பும், 

3, 8, ஒரு மதிப்புக்கென ஒரே புள்ளியும் அமையும். இவற்றிற் 

கேற்பப் புள்ளிகள் .அமையும் தலத்தின் பாகத்தைத் 

₹தலப்பிரதேசம்? (13௨210. ௦4 4116 311206) எனக்கூறலாம். 

[சில குறியீடுகள்; (1) = என்பதை 3 எனக் குறிப்போம் 

— ‘ oy, : OF i 
என்றால், என்பது x= —uyth 2 என்பது என்ற பகு தி 

வகைக் கெழு (லங்க! derivative) வையும் குறிக்கும். 

ss 9 (2, Zz) 

(1) 2 002 

கோவையைக் குறிக்கும்.] 

என்பது எனும் அணிக் 

  

, 742 | 

Ru &y 

2.2. gush srerzouts yorefaar (Regular points or 

ordinary points on the surface) 

& ௬௩% (u,v), =y (ur), 855 (ய 2) என்பது 

தலத்தின் சமன்பாடாகுக. 

8 07%) 980 _ (820) 
4-3 (ay v) i= 2௦ G= © (u, 2) 

  

ஆகுக. ஐ, உன் எந்த மதிப்புக்கு 4, 2, 0 மூன்றில் ஒன்றாவது 

பூச்சியமல்லாது இருக்கிறதோ, அத்தகைய மதிப்புகள் தரும் 

குலத்தின் புள்ளி சாதாரண புள்ளி எனப்படும். 

Xu Yu Su 

Xy Dy &y 

(௩௨%) இருக்கவேண்டும். மூன்றும் பூச்சியமாகும் புள்ளி 

சிறப்புப் புள்ளிகள் அல்லது தனிப் ysrefeer (Singular points) 

எனப்படும். 

  அதாவது ( ] என்ற அணி. இரண்டாவது படியாக 

௨.8. தலத்தின் வெக்டர் சமன்பாடு: தலத்தின் சமன் 

பாட்டைக் கார்டீசியின் கூறுகளின் இரண்டு துணே அளவிகளின் 

மூன்று சமன்பாடுகளாகக் கூறுவதைத் தொகுத்து ஒரு வெக்டர் 

சுமன்பாடாகக் கூறலாம். 

கர (௪௮) என்பது தலத்தின் 'வெக்டர் சமன்பாடாகும்.
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7 (2, ௦) என்பதில் சமாறிலி எண் ஆனால், ஒரே துணை 
அளவி ச மட்டும் உள்ளது. அப்போது இந்தச் சமன்பாடு, மேற் 
சொன்ன தலத்தில் அமையும் ஒரு வரையை(மம6க் குறிக்கும். 

இது வோண்று r=r (uj?) என்பது தலத்தில் அமையும் மற் 
ரு வரையைக் குறிக்கும். 

இவை 8-௪, ௦-ம் தரும் புள்ளி வழி [5 (௪,௪), ரு (௪௪), 
2-5 (௪௪) என்னும் புள்ளி]ச் செல்லும் இரு வரைகளாகும். இவற் 
றைத் தலத்தில் ஈ-௨, 9-ம் தரும் புள்ளி வழிச் செல்லும் துணை 
அளவி வரைகள் (காக மரவ) எனப்படும். 

இவற்றின் தொடு கோட்டு வெக்டர்கள் ஈழ, ரு ஆகும். 
சாதாரணப் புள்ளியில் ஈ2)600. ஆகவே, தொடு கோடுகள் 
இணையல்ல. ஆகவே 72%7ச எனும் செங்கேட்டு வெக்டரைத் 
குரும், தலத்தில் ஒவ்வொரு சாதாரணப் புள்ளியிலும் ஒரே ஒரு 
செங்கோடு (௩0௨) உள்ளது எனக் காண்கிமராம். 

எடுத்துக்காட்டு : நம 80 0083 

p=a sin u sin v 

>a COS VU 

எனும் சமன்பாடுகள் ௮-0 எனும் கோளப் பரப் 

பைத் தருகிறது. 

0, ஊர் என்பவை முறையே அட்ச ரேகைகளயும், 
தெடுங் கோடுகள் அல்லது தீர்க்க ரேகைகளையும் தருகின்றன. 

1௰ு.. என்பதைக் கீழ்வரும் அணியிலிருந்து காணலாம், 
அதாவது. 

Xu Yu Zu @ CO8 u COS ¥, 2 COS U Sin v, — a sinu 

Ky Dy Sy —asin usin va sin u cosv 0 

mXr =a sinu [cosu sinz, sin4w, sin», ௦௦௪] 

இந்த வெக்டர் (டூ, 9க்குள்ள ஆரதிசை என்பதைக் காணலாம்; 

அதாவது கோளப் பரப்பின் செங்கோடு என்பது புலனாகிறது. 
[2-0,2-0 எனும்போது ஐ )% 0 என்றாலும், இங்கும் 
செங்கோடு துருவத்திற்குள்ள ஆரம் என அறியலாம்.]
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2.4. @fe, (Gradient) 

தலத்தின் சமன்பாட்டை F (x,y, 2) = 0 எனவும் கூறலாம் 

என்று கண்டோம்; 

(1) 2-2(000,ர-ர(0,2-5(9 எனும் (ன் சார்பலன் 

கள் (00-ன் ஓவ்வொரு மதிப்புக்கும்-எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் 

(identically) — F (x, 9, 5-0 எனும் சமன்பாட்டிற்குப் பொருந் 

தட்டும். அப்போது இந்த மூன்று சமன்பாடுகள் 27 (4) எனும் 

புள்ளி வழி முற்றிலும் தலத்தில் அமையும் வரையைத் தரும் 

GAIL “PP oF சார்ந்த வகைக் கெழுகாண. 

(2) Fee xp றற + 7) 2௮0 என வருகிறது. 

d. 
[ = 2) xt = a இது போன்று ஏனையவையும்.] ஆனால்) 

(ே௮,2) மேற்கூறிய வரைக்கு £ (0 எனும் புள்ளியில் உள்ள 

தொடுகோட்டு வெக்டராகும். 

(2) ஆவது சமன் பாட்டை 

(Fei+ Fyj + F,k) 5 பேர றர ௧90 

என எழுதலாம். 

(௯ ரூ 11) எனும் வெக்டர் (ப, pe 6) எனும் வெக்டருக் 

குக் குத்தாகும். இவ்வாறு (28%, 8, 7). எனும் வெக்டர் 

P(t) எனும் புள்ளி வழி தலத்தில் அமையும் எல்லா வரை 

களுக்கும் குத்தாகும். அதாவது இந் 5 வெக்டர் 7102௨ 3, 29) ஈட 

தரும் தலத்திற்கே செங்கோடு ஆகும். 

ர (வர)2) ௪0 எனும் சமன் பாட்டில் மொற பலவேறு 

தலங்கள் வருகின்றன. இவை யாவற்றிற்கும் [Fx Fy Fz] 

செங்கோடாகிறதுர். 

(Fx, Fy, Fz) எனும் வெக்டரை அதாவது, 

சர்க்க + ook எனும் வெக்டரை *777 எனக் 

குறிப்பது வழக்கம். - (77 என்பதை டெல் என வாசிக்கவும்.) 

டட 9 ‘ A 
இதை ( it iggtks| 2 எனவும் எழுதலா 8.
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8,4 8,7 8) oe 
அப்போது (1297 ஹர 454] என்பது ஒரு செயலி 

யாகும். [ப என்பதைச் செயலி என்று இதை 4 எனவும் 

குறிக்கலாம் என்பதைச் சாதாரண நுண்கணித்த்தில் வாசித் 

திருக்கலாம்.] 

777 எனும் வெக்டர் 77 (௨, 2)-ன் சரிவு (Gradient) 

எனப்படும். இதைச் *சரிவு 77? என வாசிக்கவும். 

2.8. தலத்தின் தொடுதளச் சமன்பாடு (1%0ய2070 of Tangent 

Plane to a surface) 

77 (டி, - 0 என்பது தளத்தின் சமன்பாடாகுக. 

75 (௩, ௨) அதில் ஒரு புள்ளியாகுக. அதன் நிலை வெக்டர் 

1, எனலாம் (ரூ ௫ம் ர 4 143. 22, 2) தொடுதளத் 
தில் ஏதேனும் புள்ளியாகுக. அதன் நிலை வெக்டர் ஈ எனலாம். 

(r=xitgjt+zk). AF oorug Roo OemsGar®; RP 

எனும் வெக்டருக்குக் குத்தாகும் (2-ன் எல்லா Pinar Gin). 

ரல. (VF)o= 0 என்பது A pr@ pars As 
வெக்டர் சமன்பாடாகிறது. 

இது (2) (27) oh (ற = Po) (Feo + (2 = 22) (Fe = 0 

எனவாகிறது. . 

Zz? 

e 
x? ர 

எடுத்துக்காட்டு : F(x, 9,2) “54-௨4 —~1=0 

என்றால் (டி Jo 2-ல் தொடுதளம், 

  ௦-௮ (௮) -0-9 47 + a) (78) =0 

w 82.
 ஹ்
 

Jo 
a? 

அண்டம் Xo   |   

ட
 Me, Zi 
“ஆர் ரக 

வ்
 

் 
ry 

॥ ட்
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8, ச என்பவை £, ர, ௨ல் இரு சார்பலன்களானால் 

(9 (ரதி 5774 572 

Gi) VFe =FV8+EVE. 

  

'  (F VF -FVE 
(iii) v (g)= க ரண் (g #0). 

தீர்வு | 

| a 
டு ௭04 இ-(7 1-1 ues 

_; அமக 3012. (212) 
24 

  

Ox oy 

$j See as 

+k 24 38 

  

= 2 . Oo 9 
ஸூ AGe= (Tx +iti atk gy) Fo 

_, 0(F8) . OF g) OlF g) 
St Ox +4 oy +k 92.
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-1[22- 25) +i( Fat 455 

+k(r Fetes) 

=F (i 45 B+ wz 

+a (iG i oy +e 52) 

V (F 8) = FV8 + துரு. 

ட ஈட. சாக. உசா உா(2) 
an ¥(E) =! oz) 4/5 (71212 

gf 728 
Oo fF _ Ox Ox 
Ox gy [இ 

gOF 08 
ale) = oy dy 
Oy\E] த் 

gOF ௨9௨ 
2 (2 _ 0g 94 
Oz ச] த் 

இவற்றை வலது பக்கத்தில் பிரதியிட்டுச் சுருக்க, 

F\ 1 .OF ,, OF ., oF 
Vv (a)-# (ஜர் ஜூ 33) 

0g, , 28, 28 —F( a gets zt kph 

gVF—-FVE 
1] _ 4 { evF—FVve ர
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2.6. yshofiéert user (Point function) 

பொருள் தொகுதிகளின் சில பண்புகள், அத் தொருதி 
யின் இடத்திற்கு இடம் மாறுபடும். சூடு பெறும் ஒரு பொருள் 
தொகுதியில் வெப்ப நிலை அத்தொகுதியில் இடத்திற்கு இடம் 
மாறுபடும் இடத்தைப் புள்ளி எனலாம். ஆகவே, வெப்ப நிலை 

புள்ளிச்சார் பலன் என்று கூறலாம். வெப்ப நிலை அளவு 

றை திசையிலியாகும். ஆகவே வெப்ப நிலை திசை 
யிலிப் புள்ளிச்சார் பலன் (scalar point function) எனக், 
கூறலாம். இது போன்று நிலையாக இருக்கும் நீர்த் தொகுதி 
யில் அழுத்தமும் (றாபா௦) திசையிலிப் புள்ளிச்சார் பலனாகும். 
இதே €போல வளி மண்டலத்திலும் அழுத்தம் திசையிலிச் சார் 

பலனாகும். 

இயங்கும் நீர்த் தொகுதியில் நீரின் ஒட்ட வேகம் திசையும் 
அளவும் உடையதாகும், நீர் மண்டலத்தில் ஒவ்வோரிடத்தில் 
ஓவ்வொரு விதமாக ஓட்ட வேகம் (110494 481௦0107) இருக்கும். 
இது வெக்டர் புள்ளிச்சார் பலன் (76040 point function) 

எனப்படும். 

சம ம்திப்புத் தலங்கள்: (பனி ஊா?க௦௦) ; முதலில் திசை 

யிலிப் புள்ளிச் சார் பலனை ஆராய்வோம். புள்ளியின் கார்டீசியக் 

கூறுகள் (௨, என்றால் ஜ் (2,,2) என (2,35)-ல்: உள்ள 

மதிப்பைக் கூறுவோம். 

ஒரே மதிப்புடைய புள்ளித் தொகுதிகளின்--அதாவது மதிப்பு 
2 என்பதையுடைய புள்ளிகளின் --கூறுகள் ம் (2,3,2) 8, எனும் 

சமன்பாட்டிற்கு ஒத்ததாகும். ஆனால் இதுவோ ஒரு தலத்தைக் 
காட்டுகிறது. இத்தலம் “சம மதிப்புத் தலம்? (1,081 வாரீ௨௦௰) 
எவாப்படும். இதே போல ஜ்(க3,59 ௦, என்பது இன்னொரு சம 

மதிப்புத் தலத்தை தரும். இத்தகைய சம தலப் பரப்புத் 

தலங்கள் ஒன்றையொன்று வெட்டாது. ஏனெனில், அவை 
வெட்டினால் இரண்டு தலத்திற்கும் பொதுவான புள்ளிகள் 
இருக்கும். அப்போது பொதுப் புள்ளியில் இரண்டு 
மதிப்புகள் வருகின்றன. ஆனால் ஒரு புள்ளிக்கு ஒரு 
மதிப்புதான் இருக்க முடியும், [ஒரு புள்ளியில் ஒரு வெப்ப 

நிலைதான் காண முடியும் அல்லது ஒரு. அழுத்த மதிப்புதான் 
உள்ளது.] இதிலிருந்து இரண்டு சம மதிப்புத் தலங்களுக்கு 
ஒரு பொதுப் புள்ளியேனும் இருக்க முடியாது என்பது புலனு 
Hogi.
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2.7. திசை வகைக்கெழு (191760110021 derivative) 

ஒரு மண்டலத்தில் (882100) ஒரு புள்ளிக்கு ஒரே மதிப்பு 

என உள்ள திசையிலிப் புள்ளிச் சார் பலன் ரீ (3, 8) ஆகுக. 

£, என்ற புள்ளியின் கார்டீசியக் கூறுகள் (29,480) எனின் 

S (47 2)-or அலகு மதிப்பு 7 (7 22) அந்தப் புள்ளி வழி 
உ எனும் அலகு வெக்டர் திசையில் 7,2 எனும் நேர்கோட்டைக் 

கொள்வோம். நேர் கோட்டின் திசைக் கோசைன்கள் 

008 ௭, 008 3, 008 நு ஆனால் 6 - 8 008 + jcos,B + k cos y 

அல்லது இதை (௦05 4 008 ௦084) எனவும் குறிக்கலாம். 

ன் நிலை வெக்டர் டூ ஆனால் கோட்டின் சமன்பாடு 

௪௮ நர 4 265 இங்கு 5: |, 20. ஆகவ துணை அளவியில் 

இதைக் கூற 54-26-2008 8 3 எழ 

cos BZ = Z%+S 60554. எனவரும். 

ஆகவே இந்தக் கோட்டின் மீதுள்ள 

புள்ளிகளில் (₹,9,5)-ன் மதிப்பு ஐ மட் 

டும் சார்ந்ததாகும். 

70, 3,5)-ன். ஐச். சார்ந்த 
வகைக்கெழு 

df afdx , afdy , 9145 

ds ox ds நரல். Oz ds 
ஆகும். 

  

| மூரசழன்று 
[என சாதாரண நுண் கணிதம் - ஒரு௪ம 

பயன்படுத்தப்படுகிறது]. மதிப்பு தமை 

ஆனால் 2 ஐ -- 2௦05 4 முதலியவற்றிலிருந்து 

dx dy dz 
7, = 008 Lh 7 = 00s B q 7 COSY Ter வருகிறது. 

df af af of 
as" Bs cos of + Bo cos 3 + 55 280 

Fe oe fc cos A+ fy cos B + fz cos y எனவும் எழுதலாம்.] 

இவைப் பொதுச் சமன்பாடு. ஆனால் £, , /-ன் மதிப் 

கள் ௦,204 எனும் புள்ளியில் உள்ளவை எனக் HY (922௦2 49
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கொண்டால், அப்போது al மதிப்பு 72% எனும் புள்ளியில் 

௨ வெக்டர் திசையில் உள்ள “திசை ne 646 5apg (Directional 

மகாமக) எனப்படும். 

cos o&§ = eicos 8 = e jcos y ௨1 ஆனதால் 

d . a: | To feitfeitfek 

He பேரரு 4 72) 

22௮௨ Vi-= (ஏர cos (V f, e) 

ஆகவே f (x, 29-ன் சரிவின் 6 திசையில் உள்ள பிரிவு 

(Component in direction of e) f («, 9, z)-or Sas amaddlay 

ஆகிறது. 

குறிப்பு 1: 7 7 என்பது தலத்திற்குக் குத்து வெக்டர் 

என்பதைக் கண்டோம், 6 17 Vf ஆகும்போது 7 n=O ஆகிறது. 

ஆனால் இப்போது தொடு கோட்டு எவக்டராகும். அதாவது 

புள்ளி தலத்தில் மாறும்போது ₹ 7? மாறுவதில்லை என்பதை 
உறுதியாக்குகிறது. 

: af . ‘ . 5 : 
குறிப்பு 2; ரன் அதிகபட்ச மதிப்பு ஏ ரன் திசையும் 

௨-ன் திசையும் ஒன்றாகும்போது வருகிறது. [577, ௨ இடையே 

உள்ள கோணம் 0 ஆனதால்] அதாவது 6 என்பது அலகுச் 

செங்கோடு ௩ ஆகும். ் 

திசை வகைக் கெழுவின் அதிகபட்ச மதிப்பு 

iVfl=no. vs (= 7) oe.
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இதைச் செங்கோட்டு வகைக் கெழு (011௧1 சசொர்ஏ21148) 

என்பர்... ் 

8ம். 7 ர ஆகிறது. 

ஆகவே தலத்தின் ஓவ்வொரு புள்ளியிலும் சரிவு ரீ புள்ளி 

குறிப்பிடப்படும் கார்டீசிய உறுப்புக்களைச் சார்ந்குதல்ல. 

தலத்தை மட்டும் பொருத்தது. ஆதியை மாற்றினாலும் 

அச்சுக்களை மாற்றினாலும் இரண்டையும் மாற்றினாலும் 

Vf மாறாக் கணியமாக (11 ஏ2ரர்பாம் under transformation of 

coordinates) or m@Apg.-: 

2.8. (ஏர ம் மாருக் கணியமே. 

எனெனில் பதத அக அ 2-1 

இதே போல 7 4 j Vz=k 

pei dit sarre ar “ Vif= De dp 25 

7௭91-4 708412 92 
ox ay 24 

ஃ எத்தகைய குத்தச்சுகளைக் கொண்டு புள்ளிகளின் 
கார்டீசியக் கூறுககாக் சொன்னாலும்; (7௨, , 975 மாறாக் 

கணியங்களாவதால்) |ஏரீ [5 நர என்பதுவும் 

மாறாக்கணியமே. 

7” ரீ()டி...ற என்பதில் ௦, உ... என்பவை (௦,ர,௮ன் 
சார்பலன்களானால் 

ட சரீர at Vin... aE Vm 
V f= = — —_— 7 

29, 08% ர 

  

. df af சீரு. திர dv at d பணம்: -- = அ. வல 4 2 — al BG ds ay ds " gu, ds "Bu, ds
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. af 
ஆனால் ர 6: vi 

. ayy dv, Un _ 

1 த ர டாத ae VM Ge = eV te 

  

On 

. it 
e. Vi =e. haar ப ஏடி 9௯ ] 

உன் எல்லாத் திசைகளுக்கும் இது பொருந்துமாதலால், 

9 t ot 

vVi= ஏ டூ ஏம உர் 9 வரத 
  
  

குறிப்பு 1: (x,y, x) எனும் கூறுகளை ty v, w எனும் 

வா வரைக் கூறுகளாக மாற்ற 7 (௦), 5) எனும் சார்பலன் 

F (u, v, w) 61 oor மாறட்டும். 

ந (00௮ உச ஒடி + Vuk, 

குறிப்பு 2: f (x9, 2) என்பதை, புள்ளியின் ஆதியிலிருந் 
துள்ள தூரம் ன் சார்பலனாகக் கூற, அது 2 (2) ஆகுக. 

. F ட] 

அப்போது ஏ (0 - அ ஏரா (டரா உஸ் 

. 6 . 
vr={ tid tte lettre 

O(a a 1) 2 1. 2x - ao 3 

gg tet “தடி டார 

௩ ௫, a 4 3 ச | = க இதேபோல ஜூ 0 றர 4 85) r 

Q yg i. உர் m = 
an + y + 2") ச 

ட ஒர tektites al 
ந் ் . . T . ர்
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ட ஏசு எச்சிய 
சர 

[3 * என்பது கரர்டீசிய உறுப்புக்களைக் கூருமல் 5 சானக் 

காணலாம். ௪ ॥உஎன்பது 7 ஆரமுள்ள கோனத்கைதத் தரும். 

ஆனால் VY f= nfs எனும் செங்கோட்டு வகைக்கெழு எனக் 

உறினோம் (பார்க்கவும்...) 

ட் r dn 1 ௩. ௫௬7 4 

2.9 தளக்கோண தூரக் கூறுகளில் சரிவு : (Gradient in 
plane polar coordinates ) 

ரீ) 0) என்பது , 0 எனும் கூறுகளில் சார் பலனாகுக. 
ரீ) 0)-ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் ௪ம மதிப்பு வரைகள் 
(Contours) வரும். 

Vre= 7=R எனும் அலகு வெக்டர் (0 திசையில்) 

6-2 என்பது ௪ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் ஆதி வழி 

ஓவ்வொரு கோடாகும். அதாவது 07 திசைக் கோடாகும். 

Vf=n gf எனும் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்தி 6 காண் 

போம். ஈ என்பது 1-க்குத் தான அலகு வெக்டர் ந. ம என்பது 

குத்து திசையில் நுண்ணிய வில் r dQ. 

சர 48 pei f= 

1_ 2 
ஏகி. 7 = ர் 

£0, @) -௦௨எனும் வரைக்கு ஒரு புள்ளி (௩. Go) 
செங்கோட்டு திசை, ் 

97/0,00-917. 19070



6 வெக்டர் நுண்கணிதம் 

[திசையிலிச் சார்.. பலனின் . *சரிவு? என்ன என்பதை 
மட்டும்--அதாவது 9 7 என்பதைக்--கூறினோம். வெக்டர் சார் 

பலனுன் சரிவைக் கூறவில்லை, கூறவும் போவதில்லை என்பதைக் 

கவனிக்கவும்.] ் 

கணக்கு 1, தன் - 

ழ் 62) 2 3 — ¥ 2% என்றல், (1, 1, - 2) என்ற 
புள்ளியில் ந ந் காண்க. டு 

ப ி2..ட.88 ட Ag=i 2 OF 1.2 
8-1 ருரு 

ந. 8.) ட ட oa 3 ay xy 224 57224 

9 _ OP? _¢_g 8? — 3 த 6-4) 10 

3 (,1,-2 என்ற புள்ளியில் ஏஜ--31 - 24 4 12% 
கனக்கு ட் இண்ட ட்ட 4. 

(2) @=log ir] (0௫4 (0841 என்றால் 4 9-ஐக் 

  

காண்க: 1. ய. 

டம் உ ட dp _ 1 
ரர. SRST TP = 

. r 
ந ஐ = 

d 1 r 

ராஜ 49 
ரீ து ட r 

(2) a = nel 4 yen raat ae ரர 
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கணக்கு 8 : 

r=a(l1—cos), 7-ம் (14-0௦) 

எனும் நெஞ்சு வளைகள் ஓன்றை யொன்று குத்தாக 
வெட்டிக் கொள்ளும் எனக் காண்க, 

தீர்வு : (௫) 0) - 2 எனும் வரைக்கு 

Af (7, பெ) 84 18 எனக் கண்டோம். 

7--2(1-- 0080) -0 என்றதில் ரர] ரீத- -- சஹ் த 

முதல் வரையின் செங்கோடு 

  

  

asingy . sin ர 
R P=r- To cop F 

Arér_rogs veorder OeuCar® R+ 22k p 

sin 9 

R+ 1 + cos 9 

. ட டத, ன 4 sin? p 
இவற்றின் புள்ளிப் பெருக்கள் - ர். லலி ஐ 

-=1-1 

=O 

இரண்டு செங்கோடு குத்தாகும். 

இரண்டு தொடு கோடுகளும் குத்தாகும். - 

இரு வரைகளும் ஒன் நற்கொன்று குத்தாகும். 

கணக்கு 42. 

fin) =o vor இரு துருவக் கூறுகளில் (Bipolar 
Goordinates) கூறப்படும் வரைக்கு நட் நூ 1, எனும் 
வெக்டருக்கு இணையான செங்கோடு ஒன்று உள்ளதெனக் 

காண்க,
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[4 8 எனும் புள்ளிகளிலிருந்து .” எனும் . புள்ளியின் 

தூரங்கள் 7,, 7, என்றால் அவை 4-ன் இருதூரக் கூறுகள் 

எனப்படும்: க திசையில் அலகு வெக்டர் %,, 1 திசையில் 
அலகு வெக்டர் நட. 4, 8 எனும் புள்ளிகள் முனைகள் (2௦19) 

எனப்படும்.] 

க (772) எ நீட ரட் நீடி 475 

ஆனால் $ £- 8 என்பது போன்று 

மிர கற... நு கற்ப 

ல டு ரிரோடி எரி டாரா. 

இது செங்கோட்டுக் திசையைக் குறிக்கிறது. ண்ணு 

இத் திசையில் செங்கோடு உள்ளது. 

குறிப்பு 3: 
டட ந 2௧8 அல்லது ரூ.224 0 என்பது குவியங் 

௧௭ 48 ஆகக் கொண்டு -- அதாவது முனைகளாகக் கொண்டு- 

28 நெட்டச்சு நீளமுள்ள நீள்வட்டம் (611086) ஆகும். 

fy) = 7, ரூ.௩22 

fi =1 fo =i 

- @emCGarlLOS Hor Ry +R, (மேல் கணக்கில் 

பிரதியிட) அதாவது S, 8 e@umasarrecybh P sreérugi 

புள்ளியுமாய் 67 திசையில் 1, அலகு வெக்டர் 6 2 திசையில் 

ட அலகு வெக்டர். செங்கோட்டு திசை R,+R,-c Doe. 

அதாவது 5726: எனும் கோணத்தை இரு சமக் கூறிடுகிறது - 

இரு சம ஜெட்டியாகிறது. 

குறிப்பு 2 : 
tT, + ௮ 2 என்பது நீள்வட்டம் 

ட ௮ 2 அதே குவியங்களுள்ள அதிபரவளை, 

முதல் வரையின் செங்கோட்டு.திசை 11) --ந, 

இரண்டாவதின் செங்கோட்டு திசை; --%,
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இவற்றின் புள்ளிப் பெருக்கற் பலன் - | 81 - | Ryl* 

ன ௪11௮0 

ஆகவே ஒன்றற்கொன்று குத்தாகும். 

பயிற்சி 

ce r=xityj + 2k என்றால், [ர அர என்றால் 

ஏரா று ர எனக் காண்க, 

2 $ (49,2) = 3 xty—yP2? என்றால். ூழ்-ன் மதிப்பை 

(1--2,-1) எனும் புள்ளியில் காண்க. 

3 (770120 0 எனக் காண்க. -: ப 

A ஏ சப ரிப.2) ஐக் கணக்கிடுக. 

5. V=rcosQ@ + tanQ@ எனக் கோண தூர உறுப்புகளில் 
கூறப்படுகிறது. . ் 

ஏர*ஐ அதே உறுப்புகளில் காண்க. 

6. சீர” எனும் வள் தலப் பரப்பிற்கு (1,2,5) என்ற 

புள்ளி:பில் உள்ள அலகுச் செங்கோட்டைக் காண்க. 

(விடை : ai + t=) 
421 

Te சோழ)ச74 (௪42) - 9 எனும் பரப்பிற்கு (3) 1-4) 
எனும் புள்ளியில் உள்ள அலகுச் செங்கோட்டைக் காண்க. 

2i+j—-2 “| 
விடை ( 

3 

8. கீழ் எனும் பரப்பிற்கு (2,--1, 3) எனும் புள்ளியில் 

உள்ள தொடு தளத்தின் சமன்பாடு காண்க. 

De g=4 222-322” என்பதற்கு (2-1 ,2) என்ற புள்ளியில் 

(2 -3/-6%) எனும் திசையில் திசை வகைக்கெழு கர்ணவும். 

வெ.து,-4



QO வெக்டர் நுண்கணிதம் 

2.10. வெக்டரின் .பாய்வும் சுழலும். (Divergence and curl 
of a vector) 

திசையிலிச் “சார்பலன் f (x,y,z)-6 ₹சரிவு என்பது 
9 7 என்றும், 4 என்பது ஒரு செயலி என்றும் 

( 24 iz த் ட] என்பதாகும் எனவும் சென்ற பிரிவில் 

கூறினோம். é, -- என்பவை சாதாரண நுண்கணிதத்தில் 

திசையிலிச் சார் பலன்கள் மேல் செயல்படும் வகைக் கெழுச் 
QewAscr (Differential operator) crarayth, இவற்றை க, ரா 
எனவும் குறிக்கலாம் என்று அங்குக் கூறப்படுகிறது. இங்கு 
9 என்பது இரு வகைப் பஸஷ்.புகளுடையது. வெக்டர் பண்பும், 
வகைக் கெழுக் செயிலியின் பண்பும் . ஒருங்கே கொண்டது. 
திசையிலிச் சார்பலனின்மீது செயல்படும்போது வெக்டர் 
சார் பலனைத் .தருகிறது. இது -வெக்டர் சார்பலனின் மீதும் 
செயல் படலாம். [7 என்பது வெக்டர் சார் பலனானால் [அதாவது 
வெக்டர் புள்ளிச் சார் பலனானால் (760101 ற01௩ 100௦0௦] ஏ. 7, 
9 1 என இரு வகையாகச் செயல் படலாம். [LV B எனவும் 

_ செயல் படலாம். இது வெக்டர் சார்பலனின் சரிவு எனப்பரும், 
இதை இப்போது இங்கே கூறவில்லை]. 

5.8 என்பது ]* எனும் வெக்டரின் umibay (divergence) 
எனப்படும். இதை Ot புள்ளி 822 எனவோ ‘div F? 
எனவோ வாசிக்கலாம். சில இடங்களில் Vv F sroruems div F 

_ எனவும் எழுதுவோம். 

97% 11 என்பது *-ன் Spe (curl) எனப்படும். இதைக் 
curl 11 எனவோ, 0019 (104 என்பது 0௨4௦௦ என்பதன் சுருக்கம்) 
எனவோ எழுதுவார்கள். 

2.11. வெக்டர் புள்ளிச் சார் பலனின் பாய்வு 

2 ே,5) என்பது ஐ,5)-ல் உள்ள ஒரு வெக்டர் புள்ளிச் - சார்பலனாகுக. [முன்னர்க் கூறியதுபோல, ஓர் இயங்கு நீர் மண்டலத்தில் ஒரு புள்ளியில் $ரோட்டத்தின் திசை - வேகம் வெக்டராகும், அது இடத்தைச் சார்ந்ததாகும். அதாவது 'இடத்தைத் தருகின்ற கார்டீசியக் கூறுகள் ஐ,ர,௬ன் சார் பலனாகும்]. 4,  அச்சுகளின் திசைகள் i,j,k அலகு
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FP, F, என்பவை (ட), 2-ன் இத். திசைகளில் உள்ள 

பிரிவுகள் (0௦0௩00௦078) ஆகுக, (௩ இங்கு தன அல்ல. ] 

3 a 

5 thee): F 

4 9 : அப்போது ரில ( 224 
2 42,4 2 “ght alt அப 

அ கரகர பட a (= ZGR +5467) xx (k- BD 
    

ஆனால், 7-1 ஈட ரூ.1 8 

1, 12% ர். 11௮7 1 1-2. 

92%. ரர ர ரர OF; 
் 97 + ay Be 
  

    

| [8.2.2 ் .{;2 oa) ஏறு (ig, +i t+ 32) 

(௯4/௫ 34) 

aFy , OFy , OF: 
Ont + ay) + oz 

    

குறிப்பு: ஏ என்பது திசையிலிச் சார் பலன் ஆகும்: 

5 (31 என்பது வெக்டர் சார்பலன் என்பது 

தினைவிருக்கட்டும்.) 

கணக்கு 3. 1 (0,0,5) கமழ? 223 4 298 2 % என்றால் 

ஏ. 17 ஐக்காணவும்: (1,-]1, 1) எனும் புள்ளியில் அதன் 

மதிப்பு என்ன ?. டட. 

_ 82 25 
91௪ ax t By 52 
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Big Fae, B= —279° 2 B= aye 

27% OF, a 52 OF, _ a 
pe அ 4244 By =—67°2 Bz xy 

— 94% _ OFy _ OF, _. ட்டுக் 2 = 6 Saal 

nN
 - நூ. நின் பொது. உருவம் - உகர 69 224 + 29k 

(ூடமல் மதிப்பு 42 -6 +1 

அ ௮3 

  

கணக்கு 2. f= 2x y* 2! என்றால் V.Ag பொது உருவம் 

காண்க. 

பர ப ட்ப 
Ve= 7 oe th agh* oe 

= 1 6x? yrez' + j4x® pet + k8x°y? Zz 

ட்டி “aos 4 2 1 ம் 8 saan பத்தை. (62972) 4 By 249434 078) 

= 12 xy? zt + Anh yt தக்பீர் 67. 

  
  

Div grad 6 = 4 {3x)* 2! Hx! + 6 wy 2A} 

2.12. லாப்லாசியன் செயலி (Laplacian Operator) 

V.V என்பது லாப்லாசியன் செயலி எனப்படும். எவ்வாறு 

௨ உ என்பதுக* என்று எழுதுகிரோமோ, அதுபோன்று 973 என் 
பதை Vidar எழுதுவோம். 34: என்பது லாப்லாசியன் 

செயலி. 

ப; ap ட்ட ௮ 
841224] oe tk இட எனும் வெக்டர் 

. = ; o . o a 
vevrav{i 22, ; 28,4 28)
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(2 *ஆ/*21)- (7 ‘gat 135+ oq 

தக (2 5 (38) 4 J 2 (d¢ 
2 (5 + By ay) + (5) 

ட நஜ. நாட நத 
gu tot oe 

8 2 

7“ எனும் செயலி ஆஃ ayt 5, எனும் செயலியாகும். 

கணக்கு; ஈம் 4 21% என்பது 25, )29-ன். நிலை 
வெக்டரானால் 

  

  

dr ax r 

r* ட 

4 

ஆ. ட சற ரமி 
7 r T T. 

  

9 F 7 dF 7 F(r) 

இதேபோல © 55 2 | => a. F(r)+—5> 

  

a. FO) gdF PO + a) ze ர ராசா
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மூன்றையும் கூட்ட 

  

ஏ (AO) FQ) _ FW) 3 F(r) 

7 dr 7 r 

_dF()_ 2F(r) 
dr 

|     

+ 
a 

ச் [ரசு] 

ridtr : 

॥ 

கணக்கு; V" (0 0 எனக் காட்டவும் 

. a [1 9 7/1 211 _ 0 
எனக் காட்டவேண்டும் 

9 1 19 4 a 2 2 2 

2] ௭ ஆனல் 7-8 40118 

  

் _ rer . 2 1. x 
ஆனதால் px = * we ax ச ததத (னை ரி 

ட சிரு ரர 3௪ 
உதிர] 7 Ox 

ar 

[75 4372] 
= ~~ 
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2 L 37 2-7 
| 

ay \r =o 

உ vi () eee 
r 7 

3r8 

3r* 375 
= =0 

SOB: . 

V-(A+B=V7-A+V- Boro நிறுவ. 

4-ன் பிரிவுகள் 4, 4, 43 ஆகுக. 

நின் பிரிவுகள் 8, 8, 8; ஆகுக. 

: ஏக) “(77/2 +2) 

= [(Ai + Bi + (Ar + Bs + (43 + Bs) 10] 

9 2 2 

  பிக ட சகி ட சட்ட (சட 2 Br, Os 
(25 7 By ya} + a + By = 7 | 

. _y-(A+B)=v-4tv-
8 

[எவ்வாறு ௦ . (A + B)-ar urey விதி பொருந்துமோ, அது 

போன்று . பொருந்துகிறது. அதாவது % என்பது வெக்டர் 

போன்று வகைக்கெழுச் செயலி போலும் செயல்படுகிறது.] 

கணக்கு : 

ஏ.டி 7& 3 7ீ(3. 40 எனக் கொள்க. 

[இங்கு 7 என்பது திசையிலிச் சார்பலன், கீ வெக்டர் சார் 

பலன் .] 

இன் பிரிவுகள் 40, Ay Az; ஆகுக.
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ரிக ல ரிகி ம்ம ரிகிய/ பகி 1 

கிர்க்க 2 ran + Brant $a 

of 4 4 Ly, 
உயர் az oF a7 

2.45 
+f 38 A the 

oo Af.A= 

— oF 
~ Ox 

(27 1 afi 4 ee) (A, § + 4,7 + Ask) 

at 55 
af A, + 57 A 

rey ans (BE 4 சகட 2] 

ய்
 > ௯ 

Vv: (fA) =Vf-A+fv-A 
[V என்பது வெக்டர் போன்றும், வகைக் கெழுச் செயலி 

போன்றும் செயல்படுவது காண்க..] 

கணக்கு. 

ஓர். இயங்கும் நீர் மண்டலத்தில் ~P (x,y, 5) எனும் 
புள்ளியில் அதன் திசை வேகம் 17(ஃ,ர, 5). ஐ மையமாகவும், . 

Ax, Ay, Az Serqparoer அச்சுகளுக்கு இணையான விளிம்பு 
களையுடைய கனச் செவ்வகத்தினுள் அலகு காலத்தில் 

ஒவ்வொரு அலகுக் கொள்ளளவிற்கு (1. முர 11006 ஐச மறம் 
volume) எனும் நீர் அளவு (gain in fluid)d u V(asraigi vy. V) 

எனக் காட்டவும், 

தில் ஈன் 2 பிரிவு - V, 

| 
wh 

மூ
 Is > sz

 4780 என்ற பக்கத்தில் ௨ பிரிவு - 7 1 

a
 &
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21/10) பக்கத்தைத் தாண்டும் நீரளவு 

  

  
      

    

  

படம் 7, 

| ர 
அலகு காலத்தில் - | ரூ, —4 x) By Am: 

ஷ்
 NS
 

  
. ட். “மீக் — 3 5 1 Ax Ay Az 

(3 இதே போல் எதிர்ப். பக்கத்தைத் தாண்டும் தீரளவு 

oF As Ay Az   = V, AyAz + 4 

. மொத்தம் வெளியில் நீரின் ஏற்றம், அலகு நேரத்தில் 

- (2) (0) 

= 97, Ax 3 Az 
ox 

இது Ax Ay Az எனும் கொள்ளளவுக்கு ஆதலால், நீரரற்றம் 

அலகு நேரத்தில் அலகுக் கொள்ளளவுக்கு 

_ avi Ax AY Ax _ oN 
ax. Ax Ay Az | ax 

மேற் - கூறியது ் நீரின் ன் திசையில் உள்ள திசை 

வேகத்தின் பிரிவால் ஏற்பட்டது.
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இதே போன்று) திசையில் உள்ள திசை வேகத்தின் 

av, பிரிவால் ஏற்படக் கூடிய நீரேற்ற விகிதம் த் 

67% யில் . x Sone ae 

Hat Oorss SCroph sag uriiey 

av, 9 aVs 
“எதா by + az 

=V.V 

இவ்வாறு *7 (௨, ), 2) என்பது நீர் மண்டலத்தில் 2 (உர 

எனும் புள்ளியில் .திசை வேகமானால், நீரின் பாய்வு (விகிதம் 
அலகு நேநரரத்திற்குக் கொள்ளளவுக்கு) 8.7 எனக் 
காண்கிறோம். இவ்வாறு 7 ..* என்பதன் ஓர் இயல்பியல் 
பொருள் காணப்படுகிறது, 

குறிப்பு : ஒரு புறம் வழிவரும் நீர்தானே எதிர்ப்புறமும் வழி 
வர முடியும். ஆயின் எவ்வாறு அதிகமாகும் என ஐயம் எழிலரம், 

_ நீர் மண்டலத்தில் சில புள்ளிகளில் .நீரூற்றுகளும் (Sources) 
அஃது நீர் உறிஞ்சிகளும் (80/5) அல்லது வடிகால்களும் இருக் 
கலாம் அல்லவா? இவ்வாறு இல்லாவிடில் நூ, 0, 
அப்போது நீரூற்றுகளும் நீர் உறிஞ்சிகளுமில்லா நீர் மண்டல 
மெனப்படும். அத்தகைய மண்டலத்தில் உள்ள V எனும் 
வெக்டர் பாய்விலா வெக்டர் (8௦01-0181 7601௦0) எனப்படும், 

18. சுழல் (மோ!): 47. என்ற செயலி போன்று வெக்டர் 
புள்ளிச் சார் பலனின் மேல் செயல்படும் மற்றொரு செயலி VY X 
என்பதாகும். 

B (x, 9, *) எனும் சார் பலனின் பிரிவுகள் FLF, F3 ஆகுக, 

அப்போது X F 
த 

= (52145 pit gk x (hithjthk)
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-(5 - 27): dF, a Fs). 

ay az az ag Ox ரே 
  

(4 Fy 9 =) 

இதை எளிதில் நினைவு கூறக் கீழ்வரும் அணிக்கோவை 

உருவில் எழுதுவோம். ட. ் 

i j k 

~|2 2 2 
AXF=| 9% a7 22 

சீ ச சழ 

கணக்கு; 11 - 21-87-1221 என்றால் 2 47 ந என்ன? 

i J k 

VXF=|2 2 2 
dx = Py OF 
xe ழூ 2 

= (0-0) i + (0-0) 7 + (00) k 

=0 

womb: VX f(A) t= 0 ore Apis. 
fr afl Gxtivtk 2) 

_t ழ் k 

vxrn-|2 wy 3 
xf) 70270 

2 ர or : ao = ட் or 

ஆ 4700-47 ௫ ஆ? 9227002700 22 

இது போன்று மற்றவைகளும். 

ஃ ஏ (௫ 2]! nm i ணச்] 

or or . 

பர் (ச 22 - 52)
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Or Or “£2 I-JE 
jay 2 OF TI HR ; 0 | 
இது போன்று மற்றிரு அிரிஷகஜம் =0. Vx f()r=0. 

Qos A X (F) என்பதன் விரிவைப் பயன் படுத்தியும் 
செய்யலாம். இது பின்னர் காட்டப்படும்.] 

குணக்கு 

A = xy°i— 2? pa] 4. 2 ye என்றால் 

14 இடன் மதிப்பை (1,--1, 1) எனும் புள்ளியில் காணவும். 

vxA= | 2 9 9 
(1 Ox OY OZ 

xy® —9x* yz 2 pet 

"8 0 ் பிரிவு - 02) -2(-2ஸ்௮) 2 

௯ 264 அணீ 

பிரிவு- 55 பேரி - 5 (324) 

௪ 32240 
= 3x23 

 பிரிவு- ~— (—2 x2 92) — x(x’) 

cs —4 xy Z—-0 

m—A4xyz.
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௫4% இ (2 2429133220 420 51% 

2:1,9---], 5 -] எனப் பிரதியிட 

VX A-o மதிப்பு -3 1-4, 

குறிப்பு (1): சரிவு, பாய்வு, சுழல் இவற்றைக் கீழ்வருமாறும் 

கூறலாம். ட. 

Vizife tif th re) 

y.F = i.Fe + j-F, + k-F: awe இ 

ரஃப, பரு ப்பட்டு 

[இங்கு /ஃ என்றால் SF raat பொருளாம். இது Curerg - 

மற்றவைகளும், மேற்கூறிய சூத்திரங்களைச் சரி பார்க்கவும்.] 

AF எனும் வெக்டரின் சரிவு 11% + J Fy + kF, எனக் 

கூறலாம். ‘ 

[இங்கு இரண்டு வெக்டர்கள் அடுத்தடுத்து எழுதப்பட் 

டுள்ளன. இவ்வாறு வருவதை இரட்டை வெக்டர் (Dyad) 

என்பர். ' இவை வரும் கோவை இரட்டை வெக்டர் கோவை 

(9ம்) எனப் பெயராகும். இவை பற்றி இந் நூலில் விவரிக்க 

வில்லை] i 

குறிப்பு (28 1 7) பழ 

  

ட, டட 
ட் நி ரி ax “tr Ik ax 

+ + oF, : ட _ OF, 5 பூ OF; 

iP. = Bx இதே போல. Fy = 55 k-F3= Be 

வ ஏரி அ அர்த + }FsI 

இவற்றைப் பயன் படுத்திப் பின்வரும் சூத்திரங்கள் 

. காண்போம்.
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G) v.CA+B) = v-A+A.B 

(2) yx(A+B) = VXA+AXB 

(3) vx (fA) = VA-A+fA.A 

(4) yx (fA) = VfXAHAXA . 

(1). v-(A+B) = i. (A+B)x+j. (A+B)9+k-(A+B)z 

=i Av + iBr 

+ j. Ay + 7B, 

+k. Ar +k.B.- 

v- (A+B) = V-A + V-B 
  

  

(2) புள்ளிக்குப் பதில் % என இட்டால் 

vx (A+B) = VXA+V XB sor agin. 

(வாசகர்கள் செய்து பார்க்கவும்). 

(3) A. (fA) 4. (கிடார். (7 கடு ச! 

=i. (ரகம ௮ : 

+ j- (HA+fAy) - 

+k. (fA+fAs) 

=(ifetiftk fA HfGAetjpArth-Az) 

=v fA + fa. | 

"புள்ளிக்குப் பதிலாக % எனும் குறியிட்டு வழிகளை எழ திஞல், 

4) (ரீக) =VSXAHSLYV X A cor agi. 

_ கணக்கு; . கீழ் வருபவனவற்றை நிறுவுக. 

(QQ) 9:04%தி- த். 0-1, 92
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AEX DLE XK Oe ti x gtk FXO 

=i. (Fx X §) + i. (FX &) 

+h (BX 02) 
+k. (BF. xX 8) + k- FX &) 

இதில் 16 1%% த.த.ம. Fe 

ம். நி ge எ நிரம் தே இது ேபோன்று 

. மற்றவைகளும், - 

ர உத் - த GX Fe +jx Fy +k x F) 

— Bax & +) X & +k x &) 

=g Ax F-—F.A-* 8. 

_ கணக்குகளில் " கண்ட வாய்பாடுகளைத் தொகுத்துக் 

கூறுவோம். 

ஏ (ரீம்தி ௮ அரத 

ஏ. டாதி ௮ நு. 
த் 

(1-2) ௪ ஏடி 1 த் 

Afg = fveréeve 

v. fF = fv. FtvsF 
VX fF = fVXEF+VSxF 

vy. (Exe) = &(VXF)-FeVX 8) 

. இன்னும் சில. முக்கிய சூத்திரங்கள் 

ட ததாக தனை அசி (1) 

vx(vf) = 9 we. -(2) 

v. (vt = 0 . (3) 

vy x (vxXg) = ஏ இ இத் te (4)
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குறிப்பு இங்கு ௩ என்பது வெக்டரைப் போன்று செயல் 

படுகிறது. ௨%௨- 0 என்பதாலும் ௨. (௨%%)-0 என் பவற்றி 

். லிருந்து (2), (3) நினைவு கூறலாம். ௨%(%௦)- (௨.௦) - 6.0), 
என்பதில் ௨௮ 4 % - 44 என்பதைப் பிரதியிட (4)ஆவது வரும், 

‘ 
i oj k 

Oo 9 9 
(23) vVxvsf) = "| ax By G2 

ப of Of of 
Ox OY 92 

a f ரீ. 
= (ss —- —): | 

(ல் ௮2 

| டம் qj ok 

6 8 a 
(3) Vx é& = Ox Oy O62. 

& 52. $3 

= ls தப + cycl.. 

2 (0h 
VVXé = ae pa) + eve 
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(4) ஏ)607)6தி-ல் பிரிவை மட்டும் பார்ப்போம். 

தன் பிரிவுகள் ௪, ௪,, ௬ என்றால் 

: . (Og, Og 2 2௯. ன் பிரிவுகள் (31. “அ gi 83 Of, 08 V X ன் வுக (53 oe) (4 5 ), | é 5) 

  “oO X (VX g)-0 i Shay = (<2 _ உக) 
Oxdy 3 

  

_ f On ட 9” 83 

Oz" DS
 

லு
 

ஓ
 & 

_ (25 ட்டை oa) 
ox oxo y ax Oz 

      
5 2 2 2 

- (54 + 2 கட 2] 

9 ் 2 
= 39, 0-9 - Vek 

இதே போல ] பிரிவு௮ BG (v.8) — Vga 

- 
k Gey = — (¥-2) — V' Ss 

22 

ஏ% (93 தி) ௫ (90. 

. [ஆனால். 1: த் என்பதைப் பற்றிக் கூறவில்லையா தலால், 
இதை நாம் இங்குக் கவனிக்க வேண்டாம்]. 

கணக்கு ஏ ர) என்பதில் ஏ நிலைவெக்டர் (ஏ - ற 
என்றால் ஏ % ந 24 

t ழ் ம் 

் 22 2 2 
747 = Ox Oy O82 

[1 2 93 

வ, நு. 5
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i மவ எத - Be 
  

Or Att ws + es k= (ii bej+ ek) 

x (ei top e aed 

உட ஓ கிஷ 

ல் மட் 28 ws 95 Moy = Ws Ki, F ZEW Y Tw & 

Ov Ov 
* 2. - oe Tad = am . 

ate Cure j j பிரிவு ௬௩222 

“thay: “௩௮2௮5. 

VX v= 2(a,i +, j +03 k) ட் 

[ஏ என்பது சுழல் திசை Gale (angular velocity). 

இவ்வாறான சுழல்? ஏ - 2 சுழல் திசை வேகம். 

அதாவது Y Xv =2w 

Bene vx எனும் செயலிக்குச் கழல் எனப் பெயர் வந்தது.] 

VK v= 0 என்றால், v என்பது சுழலில்லா வெக்டர் (1018- 
tional vector) எனவும், அது -வரும் மண்டலம் சுழலில்லா 

மண்டலம் (irrotational field ) கனவுப் ॥ பெயர் Dug, 

“கணக்கு : வ இது வடட ட்டு 

Vv? ம் டே ஜி ௪0 என்ரால் ஏ உ எனும் வெக்டர் 

- பாய்விலா வெக்டரும்;) ச௬ுழலிலா வெக்டரும் (Solenoidal and 

irrotational) ஆகும் என நிறுவுக. 

V> ep =v (vp) =0 

9 உபாய்விலா வெக்டராகும். 

V x (ve) - 0 எனவும் கண்டோம். 

டு ஜஉஎன்பது சுழலிலா வெக்டருமாகும்.
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கணக்கு : 

VeVr"=m(m4+ 1372-1 எனக் காண்க, 

_af.r . Vi) =F 5 tab @SAr sate 

r 
ஆச அ ரிட் ப வ ரிது 

ச் 

Vem" y= mri Ver py meter கை 

= mr" Tiree + jery + ke re] 

bm (m2) 1 es 
= mr? (J +441) 

+ m(m — 2)r7-? 

ஆரார் [ர இர் தழ 

௮ ஐ (ஐ: lyrm. 

நிக்க wis 19/௪ 1] 1 ர எ 1]. 

. பயிற்சி 

lL V. O's) - 67” எனக் காண்க. 

2. 1*(ஐஜ்) ழ் 91௩2 12. ருச்%த9ூஉ என 

நிறுவுக. ° 

3. | A» [னன் மதிப்பு ச் எனக் காண்க. 

டட ச 
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+ (+ OL OLN என்றால் 
Oy ax 

V=rx Vf srorah, V. 1 = 0 staroyin, 

V. Vf = 0 எனவும் நிறுவுக. 

உடம் 1ம் என்றால் ஏட யன் மதிப்பையும், 
் x? + y" 

Vv x நுண் மதிப்பையும் காண்க, 

ர. மல மி அற* என்றால், நம - 0 என நிறுவுக. 

8 த று மிர 8-2) Gt 00 % 

எனும் வெக்டர் சுழலில்லாதது என நிறுவுக. 4 ம் எனும் 

படியுள்ள ழ் எனும் சார்பலன் காண்க. 

9. E= r என்பது சுழலில்லா வெக்டர் எனக் கண்டு, 

r 

_ ற் ௮.0 எனும் படியுள்ள ழ் எனும் சார்பலனை மூ (௪) - 0 

என்றால் காண்க. 

10. அ B என்பன சுழலில்லா வெக்டர்களானால், து 

என்பது பாய்வில்லா வெக்டரென நிறுவுக.



3. வெக்டர் நுண்தொகை கணிதம் 

(Vector Integral Calculus) 

3.1. வரையறுக்கப்படாத வெக்டர் நுண்தொகை 

d ok 

| R(t) dt=F (0 என்பது % (0) எனும் வெக்டர் 

சார்பலனின் ₹/2 எனும் திசையிலியைச் சார்ந்த வரையறுக்கப் 

UL gs gis Agron s (Indefenite integral) எனப்படும். (நுண் 

கைக் இனிமேல் தொகை என்றே கூறுவோம். 

இதன்படி ௦. என்பது ஏதேனு ம் ஒரு மாறு சவக்டராளுல் 

(Arisjeracy constant vector) 
- 

௩ ய2்0-170 1௦ என்பதும் தீர்வாகும்: 

5.2. வரையறுக்கப்பட்ட தொகை 

fr டு ச [தர 0 2/-1805 ஏ 
a a 

a 

என்பது $ 5 ௬1 ம் என்ற எல்லைகளுள் ()-ன் வரையறுக்கப் 

பட்ட gras ‘Defenite integral) எனப்படும்,
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எடுத்துக்காட்டு : ஒரு துகள் த் எனும் மாரு முடுக்கத் 

துடன் இயங்குகிறது. அதன் துவக்க வேகம் u என்றால் 

£23 நூநரத்தில் (0) அதன் திசை வேகம் என்ன (4) அதன் Be 

என்ன ? 

0 எனும் துவக்கப் புள்ளியை ஆதியாகக்கொண்டு துகளின் 

நிலை வெக்டர் 1 ஆகுக. அப்போது அதன் திசை வேகம் 

ட... ஸு dv 
v= அதன் முடுக்கம் --- “dt 

er எப்போதும் முடுக்கம் த. 

டண் | 

= fave Jaas 

= a+ A 

(-0 எனும்போது v= ம ஆவதால், &- u 

(i) Ve =ulgt 

ee நேரத்தில் திசை வேகம் ஏ, ம, தீ என்ற வெக்டர்களின் 

ஒரு படிச் சேர்க்கை யர்வதால் அதுவும் ug அடக்கிய களத்தில் 

அமையும்.] 

ஜு, ் 
ர எ எறுர்தீர் 

. {are fue + f g tdt 

~ r=ul+di gP+B 

10 எனும்போது ॥ர-0 ஆவதால், $-0 

(2) 1 நேரத்தில் அகளின்: தில் வெக்டர் 

: r= “மட்டத், % 
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குறிப்பு 1: இது துகளின் இயக்குப் பாதையின் வெக்டர் 
சமன் பாடாகும். ர என்பது ம, தீ எனும் வெக்டர்களின் ஒரு 

படிச் சேர்க்கை (Linear Combination) gagra, gisafedr 
பாதை ய, த அடக்கிய தளத்தில் அமையும், 

. (குறிப்பு (8): மூ, தீ அடக்கிய தளத்தில், கிடைக் 
கோட்டை அச்சாகக் கொள்வோம். மேல் நோக்கு நிலைக் 
கோட்டை அ௮ச்சாகக் கொள்வோம். துகள் மேல் புவியீர்ப்பு 
விசையால் ஏற்படும் முடுக்கம் செயல்படுகிறதென்போம்- 
திசையில் அலகு. வெக்டர் 1, திசையில் அலகு : 'வெக்டர் 

கிடைக்கோட்டுடன் ம -வின் கோணம் 6. 

11) - மஎனின் மு ௪ 4008 hit ன் of j 

|g] = g crofler g= —g). 

ros சுர் என்றும்! ; 

(xi--y jf) = (ucos &it+usin. j) t—$ gt?j 

x seucos tt 
i 

y zusinti~}gt. 

என துகளின் இயங்கு வழி “ர எனும் , துணை அளவியல் 

(Parameter) வருகிறது. oe 

குறிப்பு 2 0): ஆதியைத் துகள் கிடை திசையில் செல்லு 

மிடத்துக் கொண்று; கீழ் நோக்கு. நிலைக் கோட்டை அச்சாக 

வும், துகள் ஆதியில் செல்லும் திசையை (அதாவது அதன் மிக 

உயர்ந்த நிலை)£ அச்ச: கவும் கொண்டால், 

usucssjf g= 282 

“ xity / = ucos ajttegit® 

Qu? cos? 

கீ 

  

+ 
sab ge ysucosgt அல்லது ர” - தீ என 

வரும், ]
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கணக்கு? 

1 (90-28) 4251-3] என்றால் 

2 

] 11 (யூ jr (t) 4 காண்க. 

1 

(i) [ஈசி] [ஜு சுய] 4 

| =i | டு ௪40) | ஊச ட] -3 ம் 

[2-3] NF] +k [-38] 

+6, ite j+oak 

=(f a j-—-3tk + ~\2 ~ 3 [5] i> ப 

2 டட - 

Gy மு {s-3]i+ S j-bk+e } | 2 3]. 

— {F-Pi+} j-3k4 o} 

--3i4 i —3k 

    

கணக்கு: 

fa 4 te 8 காண்க. 

d{, .,adA\ சீத் a i 
a(A x ,) <4} x G@tAx
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dA 
-=04+Ax a 

aa 
43% 7 

‘a 

u fax groan gts 

பயிற்சி 

kok) = 38ீ-ட0(2-50) 1-3] என்றால், 

3 

௫) (54 (ii) டம கிகாண்க. 
2 

n/2 . 

2. \ (5 sin wu i-+2 cos uj) du காண்க. 

0 
j 

3. As ti-3jt2¢k 

Be i-2j+2k 

C = 3it¢t j—k என்றால் 

2 

(i) ச். (ii) 
1 

—
—
 

நி
. 

x(BxXC) dt eras. 

மு 4௫-20-1424 4(39-41-2]42% 

3 . 

ட ர dA di~oor பா ப்பு காண்க, 
என்றால், |. = தி 

- 5, ஓர் அலகுத் திணிவுள்ள துகளின் நிலை Quart 60 

d*r 
நேரத்தில் ர; || -1 என்றால் 2 எனத் தரப்படுகிறது.
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ar 
அப்போது) rx ட ௪2- (மாரு வெக்டர்) எனக் காண்க. 

Gi) இதன் வரை கணிதப் பொருள் என்ன? 

(iit) (a) f(r) < 0 (b) f(r) > 0 என்றால் விளக்கம் கூறுக. 

8.8. வரை நுண்தொகை (Line integrals) 

. «=x(), p=(), c= ZC) எனும் வரையை 7 எனக் 

குறிப்போம். 1131 5/2 என்ற இடைவெளியில் 27 (2, 8); 

0ர,2, 20,7,9.. எனும் சார். பலன்கள் மேற்கூறிய 
ஒழுங்கு வரையில் எல்லாப் புள்ளிகளிலும் திட்டமான மதிப் 

. புடையதாக இருக்கட்டும். அப்போது 1 எனும் வரைமீது 

வரை நுண் தொகை என்பது fr dx + Qdy+ R dz எனும் 

ரீமென் தொகை-பாம் (1, - ம எனும் இடைவெளியில்). 

2,7, எக்குத் துணை அளவி ₹1?-ல் .பிரதியிட.., POs ௨02 
R(t) எனச் சார்பலன்கள் P(*,7,*), al 2) 8 பேர, 8 

மாறினால் ae = x! «42 = y’ (0 dz iy (t) ஆவதால் 
dt dp TY MES MY see 

வரை நுண்தொகை, 

த 

] Pdx+Qd+Rdz= ( (P) (t)'v! (t) dt + (Q) (by! (t) dt 

ர் ர், 

+ (R) (9) ்் ட ) dt ஆகும்... 

குறிப்பு: 1 எனும் வரை ஒரே ஒழுங்கு வரையானால் , 

(t),Q (4), R(t) தொகையுடைச் சார் பலன்களானால், வரை 

நுண் தொகையும் உள்ளது. !' என்பது vie துண்டு ஒழுங்கு 

வரைகளால் ஆக்கப்பட்டதென்றால், ஒவ்வொரு 'துண்டிலும் 

வரை நுண் தொகை எண்டு அவற்றின் கூடுதல். மொத்தத் 
கொகையாகும். ் ் பந்த 

எடுத்துக்காட்டு; 7/4 fro _ pdx எனும் நுண் 

தெ கையை 10, 0) எனும் புள்ளியிலிருந்து 11 ளினும் புள்ளி 
வரை, ப ~ 0 bok g
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(i) அவற்றைச் சேர்க்கும் கோட்டின் வழி 

(ii) (0, 0) — (1,0) ~— (1, 1) ள்லும்பாதை வழி 

(iii) (0,0) — 0, 1) — (1,1) எனும் பாதை வழி 

(0 3௮25 எனும் வரையின் வில் வழி 

(v) x Scost-y=l ஸ்ப (2௧10) எனும் 

வட்ட வில் வழி வரை நுண் தொகைகளைக் காணவும் 

G) (0,0), (1, 1)எனும் புள்ளிகளைச் சோர்ந்கும் கோடு 

por . dy = ட் 

r= [xb —ya 

॥ ௮ = | ede — x de 

(ii) 04 எனும் முதல் துண்டு 

பிறகு 48 எனும் துண்டும் முதல் 

துண்டில்்ற--0 ஃல்-0 

ட் கற்ற =). 

2-வது துண்டில் 5 =1 

  

ax = 0 உ ட1 அக படம் 8. 

வரை நுண் தொகை-0-1-1॥ 
A ; B x oe 

Gi) இங்கும் இரண்டு துண்டுகள், 

  

  ் உமி -௮க௮0 

AB எனும் துண்டில் =1 d=0
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a | xdy —y dx = — fax ane 
0 

(iv) p= x? ஆதலால் மர = 2x dx 

1 | 1 . 1 

ல் fray —ydx = | எண்ம] எலல 

0 0 0 

வ
ொ
 

{(v) x = cost .. dv = sini dl 

y=It+sin¢t dy = cost dt 

ச dy—ydr= | 008 8 (0054) dt — fa + sin ¢) (—sint) dt 

(cos? t + sin*t + sin t) dé 

| 
ம
 

௨
௨
௨
௨
 

- 

(1 + sin /) dt ர் 
இ 
வ
ல
்

 

= [t — 008 4] 

nm 
2 

=(-1)- (௫ 

“1



வெக்டர் நுண்தொகை கணிதம் 77. 

8.4. fe ரம்) என்பதன் விளக்கம் 
A 

  

  

படம் 10, 

டசி (2), DKF Va 9 + AY) என்பவை வரைமீது இரண்டு 

அடுத்தடுத்த புள்ளிகளாகுக. 

ச 
ட +Ax pt dp 

im
 

020 எனும் முக்கோணப் பரப்பு; ei 

8 ர் (xy +x Ay) — Cox + 5 Ax) 

= } (x Ay—y AX) 

ay | m x AypuyAt =2.V 020 -ன் பரப்பு |.
 

B 

வ் | xdy—y dx=2 ஆரைச் சிறைப் பரப்பு OAB (Twice area 

A 

of sector OAB) 

(0. முதலில் தேர்கோடாதலால்
 பரப்பு 0 

Gi) A OAB=2%X 1 4 1 (பரப்பு தேநரெண்)
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(iii) | AOAB| = 2Xg : 1 ஆனால் எதிரெண் A OAB=—| 

(iv) வளை வரைக்கும் (0, 0)- (1,1) எனும் நேர்கோட்டிற்கு 

மிடையேயுள்ள பரப்பு $ ௪. அலகு. 

3 5. மேற்கூறியதைக் கோண தூரக் கூறுகளில் கூறு 

தர cos Q a y=rsin g 

dy=r cos Q dQ -+sin Q dr dx =—rsin.Q.4Q_+c0s Q dr 

xdy=rcos Q sin Q dr =r Cos? 0 80 

ற dx 7 008 செய Q dr —rsin* § dQ 

oo sy ds =r | 

ல் _ _ , . |ஆரச்! சிறையின் பரப்பைப் ம் [.. dy றம் = ன 20-24: போல் இரு மடங்கு. ] 

3.6. வரை நுண் தொகையின் வெக்டர் உருவம் 

ர்க 4 0. மு. 888 எனும். வரை நுண் தொகையை 

வெக்டர் சார்பலன்:கள் வரும் நுண் தொகையாகக் கூறலாம். 

F=P i+0j-+4 -41% என்றால் ]* என்பது லக்டர் புள்ளிச் 
சார் _ பலனாகும். +(% 752) எனும் புள்ளியின் நிலை வெக்டர் 
£ என்றால் ர ௪21 42314 6 1 ஆகும். 

oo drs duit +edy j edz ke 

F. dr = Pdx + + Qdy+Rdz 

\P dx4Q dy4-R dz = fe. dr 
r a, 

   



த் 

hy
. வ்கீடர் நுண்தொல்க கணிதம் 

ஆனால் ர ற 0) என்பதால்] 8.48: dt புள்ளிச் சார் 
ம் ரா ் ் 

பலன் 11(6)என வில்லின் நீளம் -ன் துணையளவியாக இருந்தால், 

வரை நுண் தொகை ~ {re ம், 

_-T 

_d ட 
. 1ப-ஆனால் 5.௮ 1 (அலகுத் தொடு கோடு, 

ஃ வரை நுண் தொகை 1.1.4 

8.7 JR ror இயக்கவியலில் உள்ள பொருள் 
7 | 

11 என்பது விசையாகுக, அது ஒரு துகளின் மேல் செயல் 
பட (வவறு விசைகளுடனும்) துகள் 1 எனும் வரையின்மீது 

இயங்கட்டும். */2 நேரத்தில் துகளின் நிலை £ என்றால், அப்போ 

Soba At Carré Ho அதன் நிலை &ர என மாறுபடும். ஆகவே, 

11.௩௩ என்பது விசை செய்த வேலையாகும். ந/-0 ஆகச் 

செய்து வரும் நுண் வேலைகளின் தொகை காண 
= 

  

ஆகவே, துகள் ஈ, எனும் நிலையிலிருந்து 12 எனும்'நிலைக்கு 

1” வரையில் இபங்கும்போது அதன் மல் ]* செயல் பட்டால், 

சீத 

1* சேய்த வேலை {RF 8 ஆகும். 

ry 

எடுத்துக்காட்டு : ஒரு மண்டலத்தில் விசை ந தற் 

3527410212 அது ஒரு துகளின் மேல் செயல்பட அது 

நண்], ௯21“) உ எனும் சமன்பாடுடைய வரையின்மீது 

இயங்குகிறது. /-1 எனும் புள்ளியிலிருந்து 1-2. எனும் புள்ளி 
வரை இயங்கும்போது நன் வேலையைக் கணக்கிடு.



80 சிவக்டர் நுண்கணிதம் 

Is 

Carly = 1.2. 
பர 

= (Bey de-Sed 4102 45 

ஆனால் dent diz dy=4idt dz = 30 dt 

“3x y dx—Szdy+10x dz=3 (4?+1) (247) (207 dt) 

௮ 5,(25) (42 84) 

+10 (P41) d (30° de) 

= 1205+ 1004-1209 4-3 ey at 

மொத்த வேலை 4௯ j (i 2° + LOe*+-120*-+- 300°) de 
i=, 

= 303 
  

எடுத்துக் காட்டு; 1-3) 1-7] என்றால் j ர ன் 

மதிப்பை சே ர-2ப எனும் வரைமீது (0, 0) எனும் புள்ளியி 
லிருந்து (1,2) எனும் புள்ளிவரை காண்க, . 

-Picr=3 xy dx—y'yy 37222. நீர Ax dy 

= 3x (2 x7) dx — (2 x*) (Ax) dx 

= 6x dx—16x® dx 

1,2 1 

& [Pedr= ந (6 103) ஸ் 
(0,0) 0
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[அச் 9277 எனப் பிரதியிட்டும் காணலாம்], 

3.8. பாதையைச் சாராத வரை நுண்தொகை (Line 

Integrals independent of the path). 

A(x,1%) 8 (௩,8௨0 என்பவை இரு புள்ளிகளாகுக. 

இரு புள்ளிகள் வழிப் பல வரைகள் செல்லும். FB (x, yz) oh 

B 

குகைய சார் பலனானால் ] நி.ரீட்ன் மதிப்பு எல்லா வரைகளிலும் 

ஃ 

ஓன்றாக இருக்கும் என்பதைக் காண்போம். 

ஒரு மண்டலத்தில் (௩௨7௦3 74 எனும் ஒரு வெக்டர் 

புள்ளிச் சார்பலனின் நுண் தொகை, இரு புள்ளிகளைச் 

சேர்க்கும் எல்லாப் பாதைகள் வழியும் சமமாக இருக்கத் 

தேவையானதும், போதுமானதுமான நியதி, அற்சச் சார் 

பலன், உ எனும் ஒரு திசையிலிச் சார்பலனின் சரிவாக (47 ஐ) 

இருக்கே வண்டுமென்பதாம்- 

: நிறுவகை: 1 - 4 ஜூ என்பது போதுமானது என்பதைக் 

காட்டுவோம், 11 - 7 ஜஉ ஆகுக. அப்போது, 

| J F. dr= fv g. dr ={ tgue இறு ன் ் “aj . 

ஆகவே வரை நுண் தொகை மதிப்பு .4, 8 என்ற புள்ளிகளைச் 

சார்ந்தன? அவற்றைச் சேர்க்கும் வகைகள் எவ்வகைத் 

தாயினும் அவற்றைச் சார்ந்தவை அல்ல. . 

தேவை என்பதைக் காட்டுவோம்; வரை நுண் தொகை 

4-லிருந்து 8-க்குச் செல்லும் பாதை யாதாயினும் ஒன்றே 

எனின், அது ஒ௫பூட&) BGS [B= (I, 294 (2; ௨) 

என்போம்.] 
ட 

வெ.நு.--6
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Xe yr z 

அப்போது ஐ (sz) = |B. dy 
Bey 

yes 
r 

= F 7: ds 

[சட 

d 9 dr dp _ dr 
4 துட Gy ஆனல் TE VO Ts 

dr dr 
~~ Ve Zs — F.7,=9 

dr 
“. (ve —F). 7 =0 

ஆனால் x எந்த வரையாயினும் இது பொருந்தும்: 

ர குடு ற 

இவ்வாறு தேற்றம் நிறுவப்படுகிறது. 

குறிப்பு; 1'எனும் வரை மூடுவரையானால், (01௦5604 ௦) 

] F.dr ௪ 0. (7-9 9 எனின். ஏனெனில் வரையில், 2) 2... 
P இரு புள்ளிகளாகுக, 742, வரையின் 

மீது இடஞ்ஈழியாகச் செல்லும் வில், 
உ, வலஞ்சபியாகச் செல்லும் பாதை 

வரை நுண் தொகையின் மதிப்பு பாதை 
5 சட யைச் சார்ந்ததல்ல ஆதலால் (7 Vy 9 

என்பதால்) 

Pp 

படம் 22, | 1௬௮ | Fear PAP | PBP,
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ஆனால் | F.dr=— {Rds 
PBP, P, BP 

ல 8. dr+|R.dr=o 

PAP, P BP 

F.dr =0 

PAP, BP 

மூடுவரை . மீது ஒரு சுற்று வந்தால் கிடைக்கும் நுண் 

தொகை 0. இதை எனக் குறிப்பது வழக்கம், 

ல் Fi dr =0 

குறிப்பு; இவ்வாறு, ஒரு மண்டலத்தில் எத்த இரு 
புள்ளிகளைச் சேர்க்கும், வரைகளைச் சார்ந்த நுண் தொகை 

| F. dr வரையைச் சாராது புள்ளிகளை மட்டும் சார்ந்திருக் 

கிறதோ, அத்தகைய மண்டலம் காப்பு மண்டலம்” 

(Conservative field) sraruu@h. F erarugs Al mF wir GED 

௮ம் மண்டலம் ஆற்றல் காப்பு விசை மண்டலம் (௦௦18615116 

1௦1௦6 1/4) எனப்படும். 

3.9, தாப்பு மண்டலம்: (201! என்பது காப்பு மண்டல 

8வக்டரானால், சுழல் 11 (அதாவது 71) -0 ஆகும். 

(69) மறுதலையாக 410-0௦0 ஆனால், ]! காப்பு மண்டலத்தில் 

உள்ளது. 
் 

(a) நிகாப்பு மண்டலத்தில் உள்ளது. 

F=V உகும் [2 எனும் ஒரு திசையிலிச் சார் 

பலனின் சரிவாகும்] 

MOOV XVYP HO” V xX F=0. 

(0) V XRF =0 968 F= Fit hyp t hk என்றால்
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i 7. k 

ம. 8. 
Vx F= ax dy a2 |=9 

F, F, Fs 

லூ
 

    

9 9. 9111 

Oz % 

ட 213, 22 2771 

oy 89247? 7 asx 8. 

இப்போது ]* 4 ஏஐ(00,ர, 9) எனும்படி ஒரு திசையிலிச் சார் 
ப்லன் காணலாம் எனக் காட்டுவோம். ் டா 

| ர எனும் வரை நுண்தொகையை மண்டலத்தில் 

4 (3, 59). எனும் ,புள்ளியிலிருந்து 22 (6, 8) எனும் புள்ளிக் 
குள்ள ஒரு வரை வழி கொண்டால், அது (ஐ ys 5) எனும் 

மாறிகளில் இரு திசையிலிச் சார்பலனாகும். .4-லிருந்து 

ஃ P 

  

x7 . . . ச Se 

ue 12, ட 

% அச்சுக்கு இணையாக, பிறகு ந அச்சுக்கு, பிறகு 6 அச்சுக்கு 
இணையாகப் பாதை வழி ஐ அடைவோம். (Xo 30 2)— 
(45 Vo Zo) — (499, Zo) = (% Ie 2) எனும் பாதையாகும். முதல் 
கோட்டில் மட்டும் மாறும், இரண்டாவதில், ந மட்டும் 
மாறும்; மூன்றாவதில் £ மட்டும் மாறும். ் து 

oo ற (3 9,4) = F.dr 

p
e
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=| F, (*, Vo Xo) dx 

xo 

ப் F, (%5 9, Z0)dy + | ரி; (22, 2) dz 

Yo கீற 

ap 
= Ff 9% 

= F,(%*5)5 Zo) + ட (3.3) dz 

oF; OF 

BOM “து. de   

  OF 

da 4 = F, (%s 5 %0) +f a “dz 

Zo 

z 

| | 
அ (0 ys Zo)) + Fa (x, Zz) 1 

Zo 

பேரில் ச, (டி) 5) ys (xs V5 Zo) 

= Fy, (*5 99 2) 

இதே போல 4 Fy (x5 J, 2) என வரும் 

(ee de "OF 

cs =F, (e595 20) + IS = dy + 

Yo Zo 

ச கட்ட கடச OF3 
- OF 

DOs a oy. Ox 92
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y 

0 (+O | 
0௦ ௮௮, (Vs Zo) + F, (457 520) 

Yo 

த 

+ Fy (459) Zo) (=F (2) z) 
Zo 

& B= F,it+hi+F 

_ Op. , op, , oP 
~~ OX a ayi + az* 

= VP 

இவ்வாறு VXF=0 என்பது ந என்பது காப்பு மண்டல 

வெக்டராக இருக்கத் தேவையானதும் போதுமானதுமான 

நியதியாகும்: 

souls Guar es He (in Mathematical physics) sipoledovr 

Qeidt_omp (irrotational vector) P=—ye stor உரைப்பது மரபு. 

அப்போது ஐ என்பது திசையிலியாகிய நிலைப் பண்பு (60வில 

potentia]) crear dug. 

கணக்கு: *- (2,425) 14/8/- 324 என்பது விசை 

யானால், அது ஆற்றல் காப்பு விசை என நிறுவுக, (5) அவ் 

வாறெனின் நிலைப் பண்புச் சார் பலனைக் காண்க, (6) ஒரு 

துகளை (1,-2, 1) எனும் புள்ளியிலிருந்து (3, 1,4) எனும் 
புள்ளிக்கு விசை நகர்த்தினால் அது செய்யும் வேலை என்ன? 

(a) 7 என்பது ஆற்றல் காப்பு விசையானால் (அல்லது 

விசையாக) 9391-0 ஆகும். ் 

ரக்.) 
VXF= 

2 8 8. 
Ox Ov Oz 

ஊத் ஜூ 3x? 

et (0) +(32° = 327) | + (2s—2x) k=0 

1 என்பது ஆற்றல் காப்பு விசையாகும்.
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ap. Op. 2 F=ve =- த . 
= VP ஆஸ் ay gy Fre 

OF = Dry 1-2” 2 mx? 4 2. 

Ox oo pox? y-taz* f(y, 2) 

[21 த 

நர ஃ ண். 42௫௮) 

9 ர ரர 

Fe part +h(H9) 

உ அ றப. நகரத் (எதேனும் ஒரு நிஸ் எண்). 

[மாற்று வழி: நிரூபணத்தில் கண்ட முறையையும் பின் 

பற்றலாம்.] 

  

x I Z} 

உ, 12 dx [ந் dy + | 3% 228 

. Xo Yo Zo 

x 

= (x7y04-%0°% ) 
Xo 

ry த 

ஆற்ற மல 
Yo கீ 

    

௦ 

ஆ ஹீ 3.2)” 4 நிலை எண். 

- குறிப்பு 1: இதிலிருந்து நாம் அறிவது (37௦ 52 எனும் 

புள்ளியை மாற்றினால் ஐ (2, 5-ல் நிலை எண் மட்டுமே மாறு 

கிறது, ஆகையால் *7 உ மாருது எனத் தெரிகிறது. 

குறிப்பு 2: ஆகவே மேற்கூறிய கணக்கில் (0,0,0) எனும் 

புள்ளியை (267௦ Zo) எனும் புள்ளிக்குப் பதிலாகக் கொண்டால் , 

இன்னும் எளிதாக ஐ (2, 2) காண முடியும்.



கணக்கு 2: 12௧4-2] 4276 10)% 

என்ரால் (௨) அது காப்புமண்டல வெக்டரெனக் காட்டி (0) மண் 

டலத்தின் நிலைப் பண்புச் சார் பலனைக் காண்க, 

i ந் k 

_ 18 த் a 
VXF Be RG bz 

Qez Dyer we? 4292-1 

= (4y—4y)i— (2e —2x)j + 0k = 0 

11 என்பது காப்பு மண்டல வெக்டராகும். 

9 = 22 022) 4 OE VE = Fe tat Fe 

892 Ap =x z+ f(s 2) 
ps ் ் 

aye gp =P 2+ f(x) 
oy : 

லய றேர2 pee ete tm et f(xy) 

Je Ps D= PZ +927 6 ஆகும். 

[மாற்று வழி (0,0, 0) — (x, 0, 0) — (% 9,0) ~ (5952 
எனும் பாதை வழி தொகை காண? 

x நூ த 

p= | ஈம் + fr, dy + | Frade 

0 0 9 

2 

= 0 +0 + fe 4 29341) az 
d 

உ) 9 ரிக றி 5. நிலை எண் 

கணக்கு : ஆற்றல் காப்பு விசை மண்டலத்தில் ஆற்றல் 
விசை --- உ (2 நிலைப் பண்பு) விசை செயல்பட ஒரு 

துகளின் திசை வேக அளவு  7%-ஜிருந்து 1%-க்கு மாறுகிறது. 
அதன் நிலை கீஃலிருந்து 2-க்கு மாறுகிறது என்றால்,
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9 (A) + 3m = உழு ௮11" எனக் காண்க. 

தீர்வு: துகளின் நிலைவெக்டர் ₹/' நேரத்தில் ர ஆகுக. 

: ட ட சீர 
ee F = ihe at a 

dt dr dr 
F.—=m---. > = mo dr\* 
“dt dt®'’ di 2 dt \dt 

. ட (1 dr\* 

| Feds =| f(z) 
A 

டு a ["" 

2 [47 Va 

  

B B B B 

1 de =—| Ve ir = — [dp =—?| 

A A A A 

B 

{Bde 29 (4) —9 @) 
் A 

m,,? ர” (0 ஒர 27 
க் 

1. a 
s p+ SMP B+! , 
  
  

குறிப்பு : உ: (49என்பது நிலை ஆற்றல் $ ஈ ர என்பது 

இயங்கு ஆற்றல். ஆகவே,
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4 எனும் இடத்தில் உள்ள மொத்த ஆற்றல் - 4 எனும் 

இடத்தில் உள்ள மொத்த ஆற்றல். 

அதாவது விசை மண்டலத்தில் இயங்கும் துகளின் மொத்த 

ஆற்றல் மாறாதுள்ளது. அதனால் இஃது ஆற்றல் காப்பு மண்டலம் 

என வழங்கப்படுகிறது. 

3.10. gx pion gsrens: (Surface Integral) 

\F. ஸ் என்பது வரை நுண் தொகை என்று சொன்னோம். 

அதுபோன்று ஒரு தலத்தின் சமன்பாடு, 

உதய ரர (யு 5-8(ய,9) எனின் தலத்தின் 
சமன்பாட்டை ரர (u,v) என. வெக்டர் சமன்பாட்டால் 

தொகுத்துக் கூறலாம். [॥ 519 1458 14. & எனும் 

வெக்டர் தலத்தின் மீதுள்ள புள்ளிகளின் சார்பலனாகுக. 

தலத்தின் ஒரு பகுதி $ ஆகுக. அதை ர மிக நுண்ணிய பரப்பு 
களாகப் பிரிக்கவும். ஒன்றை ரூ $ர என்போம் (௪-1, 2...M). 
& பில் 22 எனும் புள்ளியைக் காண்போம். அதன் கூறுகள் 

(xp Ip Zv) ஆகுக. அங்கு இ-ன் மதிப்பு 4 (2 yp Zp). அங்கு 
அலகுச் செங்கோடு தலத்திற்கு ஐ, ஆகுக. 

M . 

$ அதரடி கமி எனும் தொகையைக் கொள்க. 48-22 
251 

ஆகும்போது இத்தொகைக்குத் திட்டமான எல்லை இருந்தால், 

$ எனும் பகுதி மேல் கொண்ட ட ஆடற் எனும் தல நுண் 

@ sree (Surface Integral) srordiu@ib. sel பரப்பை ட எனக் 
குறிக்கிறோம், 

தல நுண்தொகையைக் கணக்கிட 

S எனும் தலப்பரப்பின் ௩9 எனும் தளத்தில் உள்ள வீழல் : 

(0௭) 2 ஆகுக. என்றால் | j A-n. as=\\Acn Se 

ல 

என நிறுவுவோம், 

ட ds = Li Yn. np A Sp என் ரம்.
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க டின் ௨ தளத்தில் வீழல் inp. k! A Sp Sid. 

  

      

Z Ap 

n AS p S PMS 

1 பு 5 
| ன 1 

॥ I 

ட) 
ப HE 

|! 
சு UY 

| 1 | | 

8 ஆ 

x 
படம் 18, 

[ (ட -10) என்பது ந் 52 பரப்பிற்கும், 23) தளத்திற்குமுள்ள 

கோணத்தின் கோசைன் விகிதமாகும். ] 

இது & ௨௪ ர yp எனும் பரப்பிற்குச் சமம். 

A Sp AX AL (ghd groin pe மேற்பட்டபடி 
Np + 

நுண் அளவுகள் விடப்பட்டன.] 

| 
A xp Ad 

bo [1 ds =3 Ape tp lap ok | 
$ zt 

இவ்வாறு தலப்பரப்பின் சமதளத்தில் உள்ள வீழலினால் 

தல நுண் தொகை காண்கிறோம். . 

இதுபோலவே | [a -nds =| (a . ats ={ fa : wa பப 
3 In-al 7 In- jl 
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என மற்ற 5, &% தளத்தில் உள்ள வீழலைக் கொண்டும் 
காணலாம். 

2 

  

  

—
 

படம் 14. 

குறிப்பு: 

ய) 8 என்பது) தளத்தில் ஒரு பரப்பானால் 

| 8௨ ர என்பது “ன் பரப்பைத் தரும். 

R . 

(ii ) NE 8 சீ) ௮ பரப்பு 4 ந ஆகும். ,. 

பேரு என்பது -ன் புவியீர்ப்பு மையம் அல்லது இணிவு 
மையம்). 

(iii) 112 25 89 - பரப்பு % y gee. 
R 

Lt பின் ivy [[ 8௨ மூ. 7 அச்சைச் சார்த்த பரப 2 2 நிலைம நெம்பு திறன், 

(v) {Joras dias * அச்சைச் சார்ந்த பரப்பின் 

த R . 3 நிலைம நெம்பு திறன். 

இவை சாதாரணப் பரப்புக்களுக்குத் தெரிந்த விஷயங்: 

களாதலால்,. இவற்றைத் தல நுண்தொகை காணப் பயன்: 
iOS san, nS
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de 

பன் xdy _ndydz_ndzdx என்பதை 

ine kl In il உர்] 
கவனத்தில் வைக்கவும். 

ரந்த 

ததத [fv xR n $222 apeib. 

[க என்பது “டெல் ஈர தளத்தில் வீழல்] 

     

கணக்கு? 41827--]21)-3% 4 என்பது 0,09,05 அச்சு 

களுக்குள் அடங்கியிருக்கும் 22-4-3)462--12. எனும் தளத்தின் 

பகுதி என்றால் | கற் ஜக் கணக்கிடுக. 
அதீ ் 

  

படம் 15. 

| _ (Ff -dxdy 

JJ Asn as = J \ Am Te 
5 R 

(i) ௩ஜக் கணக்கிட: 

BOE snerum@x+3y+6z—12=0 p (%, Is z) = 0 என் 

போம், உடல . ட, 

அதன் செங்கோட்டு திசை
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. . 2 ட்ட 
வெக்டர் 2௮ 2 (22)14 து.ஜேூ]4 2 Hk 

= 2543j4+6k 

[இது நாம் அறிந்ததே. ] 

2+3j+6k  2,,3, , 6 
இம் oe +- + =k 

V44+9436 77117 

ம _6 wan. k = 7 

Gi) Aun = (18 i—12/+3y k) . i454 64) 

3639 18) _ 18 (2244) 
7 7. 7 7 

து ல்3 ff 8 (22-24). d diy 
ஞ் R 

=3 | | (2z—2+y) dx dy 

இங்கு ‘Rk? carug OPQ crepb YSCaromrb. 

2 என்பது (6, 0, 0) 

() என்பது (0,4, 0) 

இதன் பரப்பு - 12 ௪,அலகு. 

x=2 y= z=0 

(i) {| 2z dx dy==0 [2 2% பரப்பு] 

) 

R 

Gi | Qdx dy=— 2% பரப்பு-2%12--2 4 ௪. அலகு, 
R
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(iii) fp ds dy = 2% பரப்பு) 12- 16 ௪, அலகு 

5 |) 4௦ 3 [-24-1 16] - 2 
4 

Sarde: «x? +y7=16 எனும் உருண்யின் வகா தலப் 
பரப்பை 0,070, அச்சுகளுக்கிடையேயும், 2-0, 2-5 எனும் 

குளங்களுக்கிடையேயும் கொள்க. இதன் மேல் |] A.nds.-er 

wostiemu A=zitzj 32k raged, coredQa. 

Stay: வளை தலப் பரப்பை A 

உர தளத்தில் வீச்சிட்டால் ௨ ம E 

எனும் வில் மட்டும் வருகிறது. B 

ஆகவே, 22 தளத்திம் வீச்சிடுக. 

அது 0420 எனும் செவ்வகம் 

ஆகும். 0-4 04-35, 
. ப 

க்கள் உழ] கட, 6 
In.Jjl 

8 R 

ஈ॥... என்பதன் திசை படம் 16. 

ஏ (2-ர5)-ன் திசை 

  

      

  

= 2ei+2yj 

தர்ற தரர் கற] 
n = 8 OTF 

V4x744y7 8 4 

In-jl = 43 

A =zitxj-p'7k 

n= tity; . 

A-n= 5177  
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A.n *Z+%) 

் | in-j| 3 
    

    

54 

1 கரக dx dz= || (> +x | dz 
I J 

R z=0 x=0 

5 4 

= ( 5 + =| dx dz 
4916-22 / ‘ 

z=0 x=0 

5 

= | (42+8) dz 

J 

= 90 

கணக்கு? 17- சமர 2-7] 47 5 ம என்றால், {f F.n ds-or 
a S 

wslienu x=Ox=1, y=Oy=1, 2-0 2=1 oa sor ear 
பரப்பின் மேல் காண்க. 

தீர்வு: (1).4800 என்ற பக்கத்தில் 

  

  

    
    
  

Zz 

E ணை 1) 

F “1G 

௦ Cc ~—y 

A 
B 

x 

படம் 17, 

n=~—k
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F=—y'j 

F.n=0 

நுண் தொகை உட்டு 
(0) டம் என்ற பக்கத்தில் 90) றம் 

Fe (—y"i+? zk ) * Fn=0 

நுண் தொகை-0 

iii) O EFA sap ussshe0 y=0 n=—j 

F=4x zi . F.n=0 

நுண் தொகை-0 

ம் மோ எண்ற பக்கத்தில் 2-1, n=k ds=dx dy 

1] நட {je xi—yi-y k) dx dy 

ன -]2 ௪ =A y=14=} 

நுண் தொகை = [[teoe =40—4xd= 

ம் நஸ்டம் என்ற பக்கத்தில் நர-1 நர் ds=dy dx 

“நுண் தொளை டி 428 கர 

மொத்த நுண் தொகை-1/242--1 = 3/2 

77 எனும் கொள்ளளவிற்குள் 

sé app Axk Ape A vk 

இவ்வாறு V eB M sore 

கன நுண் தொகை: 

Pk (xe gk 09 ஒரு புள்ளியாகுக. அ 

எனும் கனச் செவ்வகம் கொள்க. 

வெ.நு--7
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செவ்வகங்களாகப் பிரிக்கவும். 7டஜச் சுற்றி கனச் செவ்வ 

கத்தின் கன அளவு 1% ஆகுக. ழ் த்தது 2) எனும் ஒரு 

திசையிலிச் சார்பலனின் மதிப்பு £டல் ர் (ட ). 

M 
So (xk yk 2k) A Ve எனும் தொகை 44. ௦ ஆகும் 
K=1 

போது -- அதாவது & 1%- 0 ஆகும்போது — ஓர் எல்லையை 

அ௮ணுகட்டும். அது 1 எனும் கொள்ளளவில் ழ்டேு, ன் கன 

நுண் தொகை எனப்படும். அதை 1) ம் 8ீர. எனக்குறிப்பர். 

Vv 

கனச் செவ்வகங்களைத் Ast@eaGoGurg Ax கூற மேல் 
உள்ள கன செவ்வகங்களை ந 6 மாறும்படி 6 அச்சுத் திசையில் 
தொகுக்கவும். அதாவது %, ர மாறிலியாகக் கொண்டு & ஐச் 
சார்ந்த நுண் தொகையை அ-ன் எல்லைக்குள் காணவும். பிறகு 

அஜமாறச் செய்யவும். பிறகு£ஜ மாறச் செய்யவும். இவ்வாறு 
முடிவில் வருவது கன நுண் தொகையாகும். 

(எடுத்துக்காட்டு)42 2,482 8$2௭0,ழ-4 0, 8-0 
எனும் தளங்களுக்கு உள்ள கொள்ளளவில் ம் - 45” எனின் 

1 ம் சீபகாண்க: | 

Vv 

[ 2= 84e —2y 

ஆகவே முதலில் &--லிருந்து 8ந%௨௰-- 2) எனும் வரைதொகை 
காணவேண்டும். இவ்வாறு மம மீ எனும் பரப்பின் மீது 
5 உயரம் உள்ள கனச் செவ்வகம் வரும். பிறகு ர அச்சுக்கு 

இணையாக இவற்றை அடுக்கவேண்டும் (83 தளத்தில்). 
அப்போது 29 44% - 8 அல்லது ந 0லிருந்து4-- உ வரை 

௮ மாறும், பிறகு $ அச்சுக்கு இணையாக ௨5 0 லிருந்து 4 8 
அதாவது % - 2 வரை மாறும்.] 

கன நுண் தொகை 

[11211 fj 
x= 0 youd 

-* தை தற 8 

[ Bode dy dx 

0
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2. wx 

={ | 45 x7 y(8 —4x—2y)dy dx 
x= po? 

2 

{Bt Geant ae 
xe=0 

  

॥ 

॥ ~ ஷூ oo
 | 

பயிற்சி 

1- ந-249)4- (3) -ஐ)/ என்றால் 
{ 11. ரன் மதிப்பைக் கீழ்க்கண்ட நியதிக்குட்பட்டுக் காண்க; 

€ 

பேனும் வரை (0,0)-(2,0) - (3, 2) எனும் நேர்கோடு 
"களால் ஆன பாதை. (விடை tl) : 

2. ஒருவிசை 7-3 2424(22 4-2) 7-4 44 ஒரு 

துகளின் மேல் செயல்பட கீழ்காணும் பாறைகளில் இயங்கினால் 

விசை செய்த வேலையைக் கணக்கிடு. 

(i) (0,0, 0) — (2,1, 3) எனும் நேர்கோடு 

(ii) x= 28 yo=t 2= 40 — tog aes. 

t= 0 Agsg t = 1 எனும் புள்ளி வரை. 

(iii) x8 = dy 3282-84 எனும் வரை, 

x= 0 லிருந்து£ -2 வரை, [ (1) 16 (1) 14.2 (1) 16 ] 

3 ற. 4 என்பதில் 7 (6-9ழ)24 ப 2௮/ 

¢ என் பனு 2 ௦0 றர 3 ௭07 எனும் முழு நீள்வட்டம் 

[1-0 லிருந்து - 2௬ வரை] (விடை; 6ஐ) 

4, 2, ற என்பவை அடக்கும் அப்பின் பகுதி 

2 எனவும் 4௪ (914 சோர) / எனவும் ஆக ட A. dv - oF 

“ 

மதிப்பைக் காணவும். (விடை: 3)
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5 A=(4ey7—-38 2) 14+ 28 f—2 #7 k orga, 

{ இ. சோன் மதிப்பு பாதையைச் சாராதது என நிறுவுக. 

6 

A=V ¢ எனும் படியான ரஜ எனும் திசையிலிச் சார்பலன் 

உண்டு எனக் காட்டுக, 

₹ஐ2 எனும் சார்பலனைக் கணக்கிடுக, [ஜ--2 2ீழ-8 242] 

6. F = (9% cosx + 2*) i +(2 ysin x—4)j + (3% 27 + 2)k 

என்பது ஆற்றல் காப்பு விசை என நிறுவுக. அவ்வாறெனின் 

ஆற்றல் காப்பு மண்டலத்தின் நிலைப் பண்பு என்ன? (0, 1--, 1) 

விருந்து (3, - 1, 29 வரை ஒரு துகளா இயக்கும்போது விசை 

செய்த வேலை என்ன? 

[p =p? sine +x2?—4y + 2465154 40] 

7. கணக்கிடுக : J r.nds 

ஞ் 

(a) 4 என்பது(2-0, ர-02-0,2-1,) 1, 221 எனும் 
பக்கங்களையுடை கன சதுரம், 

(9) (0,0,0)ஐ மையமாகவும் 62 மீளம் ஆரமுள்ள 

கோள தலப் பரப்பு, [@3@4n a] 

8. 4420 3202274361 என்றால் 

1] A.nds-r மதிப்பை $%  ந3* + y? எனும் கூம்பும் 22 4 ் 

எனும் தளமும்அடங்கிய முழுப்பரப்பின் மீது காண்க. 

[329 ௩.
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9, 1௪42 யன் மதிப்பைக் காண்க. இங்கு 

ர் 

1” என்பது 5 4 2) «20, 9=0, p=2, 2=0 

க 80 
என்பவை அடக்கிய கொள்ளளவு. = 

10. F=(28—32i-2*yj—4k என்ரால், 

1118௪ 
ர் 

ஸு || ௨14 என்பதை ௨0) ர௨0) 220 
1 

21273 2-4 4 எனும் தளங்கள் அடக்கிய கொள்ளளவில் 

காண்க, ் .



4. இரின், ஸ்டோக்ஸ், கவுஸ் 
தேற்றங்கள் 

(Theorems of Green, Stokes and Gauss) 

4.1. su5gor for Sapp: (Green’s Theorem i; the 

plane) 

ஒரு மூடிய வரையால் ஒரு தளத்தில் அடக்கப்பட்ட பரப்பு 

ஆகுக, வரையில் செல்லும் போது பரப்பு இடப் பக்க 

மாகவே இருந்தால் அது தேர்த் திசையில் (௦: 11146 வு2௨) 

செல்லுதல் எனப்படும். ஆகவே படம் (18)-ல் வரையை 
இடமாகச் சுற்றுதல் நேர்த் திசையாகும். ் 

  

  

பட 18, 

கிரீன் தேற்றம் ; அச்சுகளுக்கு இணையாக வரையப்படும் 

இரண்டு இடங்களுக்கு மேல் வெட்டாத மூடுவரை ஆகுக. அது 

அடக்கிய பரப்பு 2ல் 2 (0,9), 0 (4) = (=Px) ae (- 02) 

தொடர்ச்சியுடையதாக இருக்கட்டும், அப்போது,
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௦ $ 22404 ]11(55 - 52௬௦௪ 
R 

ஆகும். [வரை நுண் Asraa Cais Am tdh Gararar 
. வேண்டும்] 

நிரூபணம் ;: சாதாரண ஒழுங்கு வரை ௦ ஆகுக, 

26 ் 
| dx dy எனும் 

நுண் தொகையை முதலில் நஜ நிலையாகக் கொண்டு ஜி 

x = 5, (9)-லிருந்து 2 - ஐ (2) வரை மாறும் போது காண்போம். 

I96G 9D p=CA GSE d வரை மாற்றுவோம். (படம் 18 காண்க.) 

d (2) 

ம், 122௪ dy = 15 jou 
R 2 (29 

d 

॥ ]௨௩௮- ௫] 

ர 
d 

fot, nar + ] 26,282 
௦ d 

அப்போது இந்த நுண் தொகை வரையின் மீது ௨4 

எனும் வில் மீது முதல் நுண் தொகையும், தொடர்ந்து 82 

எனும் வில் மீது இரண்டாவது நுண் தொகையும் காணப் 

படுகிறது. 

கூடுதல் 600௮) ம 

b ந_(2) 
oP oP 

இதே போல 112-௬87 = ஷம் 

@ ஐ



104 வெக்டர் நுண்கணிதம் 

b b- 
aa j P பேரல் dx— | (x, 91) dx 

a a 

=— | P (x, 91) dx +) PC 92) dx 
a b 

= { P (x, y) dx 

் \j தள் dy = | BG,» de. 
6 

  

. {J (5-3) eo ன | 2240ல் 
R : ௦ 

வெக்டர் குறியீட்டில் கிரீன் தேற்றம் (தளத்தில் மட்டும்) 

2, 0௦, இருசார் பலன்கள் 

711 07 ட என்போம், 

ஏரி 003074 Geo a 
Ox Oy 

- வரையின் அலகுத் தொடு கோட்டு வெக்டர் 

dx 
Tae Sin? i+ Ok 

. | Pde + Qdy = | . T ds 
Cc 

Woe - 3 ர) ஈம் = 1. VxdA   

கிரீன் கேத்தம்[[(3 உல் ன frie + au 
R
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என்பது வெக்டர் குறியீட்டில் 

டி உரக [Boras 
R Cc . 

என வருகிறது, [1 என்பது தளத்திற்குக் குத்தான அலகு. 
வெக்டர் ] 

குறிப்பு (0: அச்சுகளுக்கு இணையான கோடுகள் 

இரண்டு புள்ளிகளுக்கு மேல் மூடு வரையை வெட்டினாலும் அது 

ஒழுங்கு வரையாளனால், தேற்றம் பொருந்தும். ஏனெனில், 

  

    
டம் 19, 

பரப்பைப் பாகங்கலாகப் பிரித்து ஐவ்வொன்றையும் இரண்டு 
புள்ளிகளுக்கு மேல் வெட்டாதனவாகச் செய்யலாம். (படம் 19) 
பார்க்கவும். : 

குறீப்பு (1): பல வரைகள் மூடிய பரப்பெனின் (140113 

connected region) Hg கெட்டுக்களால் (மர) ஒரு மூடி வரை 

  

~ படம் 20. 

ugtuedaeorib (Simply 000௦ 60668 ஈசு). படத்தில் கோடிட்ட 
பாகம் பரப்பு, 4.4 நீ் என்பவை வெட்டுகள். வரையில் 
செல்லும் திசை அம்புக் குறியால் காட்டப்பட்டுள்ள து-
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கணக்கு : 

கிரீன் தேற்றத்தினால் $ > xdy—ypdx = 

. காண்க, 

பரப்பு 14 எனக் 

இங்கு2--7 0, என்றால் 

w
l
 se 

Pdx+Qdy =} (xdx — pdx); Qx = $ Px — } 

1 ர bx dy —yde=\{ dxdy =A. 

என வருகிறது. 

கணக்கு : 

b dy —~ pdx = 2A (x + y) Tors otL@. இங்கு 

(2, 3) என்பது பரப்பு 4-ன் திணிவு மையம் (ஜோ ௦41 0௧39). 

தீர்வு 2 றி Q = x 

22 2 

சர 2 os 5 =2 xs 

x 

es b dy—y dx=2|[(ety)de ay 

= 2|]-௬க421[) 28) 

4 2 Ax+2Ay 

§ dy —y dx = 2A(x+y) 

கணக்கு : 

6 dy—y dx என்பது தளத்திற்கு ஆதியில் 
குத்தாகவுள்ள அச்சைச் சுற்றிய லை ர்பு த் எனக் காட்டு, me Be BONA Bee 

=—)° Q= x
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" OQ 3,8 9220 
Oy 2 5 

ab tdy—y' dx=4f| Gx 439% ax dy 

= {fw ரூ) சீற dy 

௫ ஆதியில் குத்தாகவுள்ள 
£ அ௮ச்சைச் சார்ந்த பரப்பின் 

நிலைம திருப்புத் திறன் 7 4 (28.1 
about z axis) 

ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம்: S tah sxs Hor Cod P என்பது 
ஒரு புள்ளி வெக்டர் சார்பல..ள் ஆகுக. 4 எனும் தலம், இரு 
பக்கங்களுடையதும் ஒழுங்கானதும் தள தலமாகுக. தலத்தின் 

எல்லை வரை (தலப்பரப்பை அடக்கும் வரை) 6 ஆகுக என்றால், 

1] உ. v xFds=$ Bede 
Ss G 

இது ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் எனப்படும். 

நிரூபணம்? 

  

படம் 21, 

(8 எனும் தலப் பரப்பு, 8.௦ தளத்தில் 8” எனும் தளப் 

பரப்பாக * மாற்றம்” அடைந்துள்ளது (mapped or transformed).
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S எனும் தலத்தின் சமன்பாறி 2-2 டிடி; (us 2) 

2௬ 5 (ம, ௦0) ஆகுக. ஆகவே (u,v)-oor மதிப்புக்கு 5-ல் .உள்ள 

புள்ளிக்கு (8,௦) தளத்தில் ஒரு புள்ளியுள்ளது. இவ்வாறு 5 எனும் 

தலப் பரப்பு (பொது வெளியில் உள்ளது) ௨, 8 தளத்தில் 5” ஆக 

₹மாற்ற?மடைகிறது. [ (1, 2) -- (0 2)]. 

. 24) 
pm = oul 

nds=ruXr, du do Mew. ¢ ச 

|. 37) 
Lo" 90] 

1-6 ல ந] கக ஏ 409 du dv 

8 8! 

ஏன். எல்லை வரை 0' என்பது $ஐ அடக்கிய ன் உருவ 

மாற்றம் (௨26) ஆகும். 

ஆனால் சீட (rudu r, dv) 

bP. dr = | tru du + ry do) 

c ் டு 

> (ru du+r,dv) F = | ru x ry. Vax FB du du 

cr s! 

என நிரூபித்தால் ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் நிரூபணமாகும். 

[தளத்தின் கிரீன் தேற்றத்தையும் 

(a Xb). (@ X d) = (a.c) (b-d) —(@.d) ௫.௮ 
எனும் ஆத்திரத்தையும் பயன்படுத்துவோம்], . 

VX Feix&+jyxRtkxF, 

- re X ts VX P= (rv X 4) x GX FO + Qa 
போன்ற 2 உறுப்புகள் 

ஆனால் ரூ.13 ty 0 = ey = (red) (ry Fe) — ரூ.௮ (பில 

te X te VX P= xr, . Be - tym. Fe + 

Jury» By — yy ru. Fy + 

bet Fz — tru. F,
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(ரூ இடம. சி [2 ray = rey ஆனால்] 

ர்கிரீன் தேற்றத்தில் 2 - பழ 2,P =r 0௪ டமி 

ators Ag Ault]. 

[6 ௧) (ம. 9) 8௨4 b tru F) du (ry.F) dv 

$1 a 

{J xx ry VX Fdudv= $F. (re du tory (0? 

s’ 
Cc 

இவ்வாறு | 1௦.9 x Fds= $F. dy 

5 ௦ 

என ஸ்டோக்ஸ் மேதற்றம் நிரூபிக்கப்பட்டது. 

சுமதளப் பரப்பிற்குப் பொருந்திய கிரீன் 
. Gaming |: 

தேற்றத்தைப் பயன் படுத்தி பல்பம் ப் பனை தலப் பரப்பாயினும் 

பொருத்தும் என மேலே காட்டப்பட்டுவ்ளது. 

{fo ஏ நம என்பதை 

{vy உ. 9 எனவும் எழுதலாம். 

Ss 

இங்கு ரீ என்பது வெக்டர் பரப்பாகும். 

குறிப்பு 8: இந்தத் கதற்றத்தின் மற்றொரு நிரூபணம் 

பிஃகோப்பில் காணவும். 
.
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கணக்கு : 

0 எனும் வரை ர %, 3-2” எனும் வரைகள் அடங்கிய 

பரப்பின் பரிதி வரை என்றால், 

6 தூர) ஜ் என்பதைக் கொண்டு தளக் கிரீன் 

தேற்றம் சரி பார்க்கவும். 

Stay: 

pax; y=? எனும் வரைகள் (1, 1) எனும் புள்ளியில் 

வெட்டுகின்றன. 

  

படம் 22, 

oy = 8 எனும் பாதையில் | (23 4) சச + x8 dy 

கணக்கிட ழூ 3:௯1” எனப் பிரதியிடவும். 

dt dy =2idt . 
ee 

ந 

dx 

ட ஜே நர) dx + x7 d 

84 14) 4 

1 

084 டக மம் கை ிஸ்ம்ண கக் 
ட 

“e
 

—
 oO
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40 எனும் நேர் வரையில் 

ந ம 4) டது ப ]3 9 ல்லி 
} 1 

19 _ | 
30 11052 

20. 22 a, a ட் 
IN (ae — ay) #e = [a ao eo 

= fj (x — 29) de dy =| x 6-2) dy 
if 0 

  

90) 

இவ்வாறு தேற்றம் இரு முறையிலும் ஒரே மதிப்பு வருவதால் 
சரி பார்க்கப்பட்டது. 

ஸ்டோக்ஸ் தேற்றந்தைப் ப௨ன்படுத்தி ் A dr =0 
c 

ஆகத் தேவையும் போதுமானதுமான தியதி % &-0 

என நிழவுக.
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போதுமானது எனக் காட்ட: VY xX A=0 B64. 

a $A.dr= | (VX And 

pon Vx A=O0 

தேவை எனக் காட்ட: 

6 இ மீட 0 எனும் சமன்பாடு எல்லா முூடப வரைகள் 

6 

க்குப் பொருந்தட்டும். ஏதேனும் ஒரு புள்ளி 7-ல் 7 xX A £0 
என்போம். 

VXA என்பது தொடர்ச்சியுடைச் சர். பலன் எனக் 
கொண்டால் மிஜச் சுற்றிய ட எனும் ஒரு சிறு மண்டலத்தில் 

74% & 0 ஆகும். 

அதாவது$7)% இ ஈ ஈறு ஆகுக. ௩ என்பது ஒரு நேரெண் 
மாறிலி, ட-ன் பரிதிக் கோடு ஆகுக. 

ve § Ad: = || ஏ க ஆல் 
் 

=a |\\nends >0 

ன §. A.dr>0O எனக் கொள்கைக்கு முரணுகிறது. 

எல்லா இடத்தும் 7 % ந - 0 ஆக வேண்டும். 

பாய்வுத் தேற்றம் (26006 “காயி 

1? (0 எனும் ஒரு புள்ளி வெக்டர்.சார் பலன் மூடிய வக 
தலப் பரப்படக்கிய கண மண்டலத்தில் வகைக் கெழுவுடைய 
தாக இருந்தால், அந்த மண்டலத்தில் F எனும் வெக்டரின்
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பாய்வின் கன நுண்தொகை ]-ன் புறத்தலப் பரப்பின், தல 

நுண்தொகைக்குச் சமமாகும். 

கணிதக் குறியீட்டில் — 

[fv Be 111௮௧ 

(1 என்பது S எனும் தல மடக்கிய கன மண்டலமாகும்.) 

  

  

ர் படம் 29 

நிரூபணம் ₹ 6 என்பது மூடு வகாதலம் (010860 surface). 

அது அடக்கிய கன மண்டலம் 7, 6 அச்சுக்கு இணையாகவுள்ள 

கோடுஐ 2, (2, 60) எனும் புள்ளியிலும், 7, (5, 7, 62) எனும் 
புள்ளியிலும் வெட்டட்டும். 2 = 8; எனும் படியான புள்ளிகள் 
மல் எனும் வரையைத் தருகின்றன. இந்த வரை டூஜ 8, 

எனும் மேல், பரப்பாகவும், 5, எனும் கீழ்ப் பரப்பாகவும் இரு 

பகுதிகளாகப் பிரிக்கின்றன. 

பரப்பில் சீ? எனும் வெக்டரின் பிரிவுகள் 7”, 8, 27% ஆகுக; 

ரக ம் F,jt+ 2 

ட ஒப ச 288 
ல மில்ல மர் த் த 

வெ.நு.$
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பன் SJ OF ae dy 1112 2 dx dy dz   

  

  F. OF 
(12௬௪௭ (fae) i dz 

R 2] 

[R என் பது $ எனும் பரப்பின் 23 தளத்தின் மீதுள்ள வீழல்:] 

= | | 7 (ஊர 50) மம் | | (7, பேபி யம் 

R , R 

மேல் பகுதியாகிய S,%6 dx y=R-n ds. 

ஆனால், கீழ்ப் பகுதியாகிய S,-&@G -dx ஸு ஐ 25. 

ஏனெனில், ஒரு பகுதியில் செங்கோடு ௩ 1 வெக்டருடன் குறுங் 

கோணத்திலானால் மற்றப் பகுதியில் விரி கோணமாகும். ந -௩ 

என்பது அவையடக்கிய கோணத்தின் கோசைன்: விகித 

மாகையால், ஒன்றில் நேரெண்ணானால் மற்றதில் எதிரெண் 

ணாகும். 

|] F; (xy Z,)dx dy \\= Fs (x5 95 21) a dy 

= |] Fy K.n ds டு] Fy Ken dS 
8, S, 

ல் OF, dVe F; K-n dS 
|) dz |. 8 eee 
  

@Gs Gura, 

1114 ச ஈக [][ னர] F,jond 8
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. OF,, OF, , OFs\ | ட. ஃ iff (Set ait பிள் ff (Fy i-F,j+Fak).n dS 
V க் ட 

a |) 7 dV பி F.n ds. 

@GGUYy:; மேற்கூறியது கூறு அச்சுகளுக்கு இணையாக 
வுள்ள கோடு மூடு தலத்தை இரண்டு புள்ளிகளில் வெட்டும் 
பரப்புக்களுக்குக் கூறினோம். நான்கா அல்லது மேற்பட்ட 

புள்ளிகளில் வெட்டினால் தேற்றத்தில் கூறியபடியுள்ள தலங் 
களாகப் பிரிக்க. முடிந்தால் ஒவ்வொரு பகுதிக்கும் தேற்றம் 
பொருந்தும். ஆகவே, கூடுதலைக் கொள்ள முழுத்தலப் பரப்பிற் 
சூம் பொருந்தும். 

குறிப்பு; (1) 1) ஏ. 27 என்பதை | ஏ 477 எனவும் 

Vv Vv: 

  

குறிப்பது வழக்கம். 

(ii) [ F.n ds என்பதை [ Fin dS என் அல்லது 
ட் Ss , 
> 

\F dS என்றோ குறிப்பதுவும் உண்டு. இங்கு 85 என்பது 

5 
பரப்பு வெக்டர் ந ல ஜக் குறிக்கும்: 

amiays Cabpsher Qua Ha Mordaib (Physical explana- 

tion of Divergence Theorem) . 

  

. படம் 24, 

$ எனும் மண்டலம், நீரியங்கும் மண்டலத்தில் ஒரு பகுதி 

யாகுக, நி எனும் வெக்டர், இயங்கும் நீரின் திசை வேகம்
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ுூஐக் குறிக்கட்டும். இது புள்ளிக்குப் புள்ளி மாறுபடும். ₹7 

எனும் நுண்ணிய பரப்பு வகி At நேரத்தில் செல்லும் கர் 

கொள்ளளவு ச 

771 எனும் சாய்வுயரத்தையும், 88 எனும் அடிப் 
பக்கத்தையுமுடைய கனச் சாய் செவ்வகத்தின் கொள்ளளவு 

=(VAi).nds=V.nds Ai 

88 எனும் பரப்பு வழி அலகு நேரத்தில் பாயும் நீரின் கொள்ளளவு 

_VindSAt ய் 

மி எனும் மொத்தப் பரப்பு வழி பாயும் நீரின் கொள்ளளவு 

= |] க ds. 

ஆனால் dc Herenflu sor Fai afi போகும் 
நீரளவு 7.7 dV எனக் கண்டுள்ளோம். (பக்கம் 113 காண்க) 

S எனும் பரப்பு முடிய .கன மண்டலத்தில் பாயும் நீரளவு 

= 1௪௮ aV | 

\ffvraral(vn 88: 37: என்பதை F என 
Vv s 

= V.nds. 

மெத்தில், || எ 4 v={{ En dS. 
"V 8 

கணக்கு 11. ndS எனும் நுண் தொகையை 5 

11 - 4221-9774 5% எனும்போது£- 0; 1-0) 
2-1,8-0,&- 1 எனும் கன சதுரப் பரப்பின் மீது காண்க. 

தீர்வு: பாய்வுத் தேற்றத்தின் படி 

11] 8 கவர] ௩௨௧
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_ 8(4229)-9 (மு 9 (75) 
27-57 ர az 

. =42—-2y+y 

ப ட கர] முகர) சரவ கரக ரட் ம ம. 2 என்பது 
திணிவு மையம்]. 

3 [19.82 ரய) ஏ 2] 

[1*- 1 என்பது தெளிவு] 

[மேற் கணக்கில் அடுக்கு நுண் தொகையைப் படிப் 
படியாகக் காணாமல், கன சதுரத்தின் திணிவு மையத்தின் 

சூத்திர த்தைப் பயன் படுத்துகிறோம்]. 

கணக்கு: &ஃ4.ஐ 0-2 37/14 எனும் வெக்டர் 

சார்பலனின் தல நுண் தொகையை --ந*- 4;70) 8-3 

எனும் நேருருளையின் தலப்பரப்பின் மீது காண்க. 

தீர்வு: பாய்வுத் தேற்றத்தின் படி 

[Jf ana 1] ஏ. சீர 

_ 942௮-9 (329-4- 8 (2) 
க 5 Oy oz 

= 4—4y7 42% 

ம் [[[¢-a4 29a = 47-4 y 4202 
Vv 

Vo4u X3~%1203504V=48 5 

y=0n.4Vy =0 

WVe=22*AXWnrxXt=—368 

VV AV y t2Vz= Bn
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கணக்கு: | r.nd=3V sora காட்டுக. 
‘ 

1” என்பது 4 எனும் மூடிய தலப் பரப்பு அடக்கிய கொள்ளளவு. 

Sto: y= xi 7 +zk 

. Oy, OF 
> Ver ச தத்ர ம ௭3 

111 .ndS= 11) 5: எவ] அ ய 

fj A.nd= | 7..& 2177 என்பது போன்ற வேறு 

ல VO. 

Fv Ap 1503 (how Lo H air. 

1. | உறு | ஏ ற 17 எனக் காண்க, மேற்கூறிய 

பாய்வுத் தேற்றத்தில் 4- ஐ௦ என இடுக. 6 நிலை வெக்டர் 

அழகுக். 

இதம் 
் \Je- (pn) dS = | (vp பலி dV 

Ss 

- (டீ. 

௦ நிலை வெக்டராதலால் 

offs ndS = 6 Sila 11 

௦ என்பது ஏதேனும் ஒரு நிலை வெக்டராதலால் 

[சச [[[ 8௭ 
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2. hv x BdV= JJnx B dS எனக்காண்க. 

{ff ஏ. நசி |] 4. ஐ89 எனும் பாய்வுத் தேற்றத்தில் 
் 

௬: 1) எனும்படி பிரதியிடுக. ௦ என்பது ஏதேனும் ஒரு 
நிலை வெக்டர். ப 

அட னப 
Vv 8 

V-(B xX ¢)=c¢-(V X B) 

B Xc.n=B.cx»=cXn-.-B=c.-(n XB) 

. |] ௨௫ xB) dv = |{ (¢.n x B)ds 
Vv S 

A {flv x BdV=c. jin x BdSs 

௦ என்பது ஏதேனும் ஒரு நிலை வெக்டராதலால் 

\{f a xBar= {{nx Bas 
¥ வைய் அவலை வை 

Af or appag@mwsdr: (Green’s identities) 

(1) மூதல் முற்ருமை: 

197௪ ஐ. வ 

= \l@vs)-ds 
S 

பாங்வுத் தேற்றத்தில் 18 கிரி? - {| A-nas 
Vv 8 

இதில் க - ஜூரம் எனப் பிரதியிடுக. 

‘ {{Jv-@v oe ={le@ve.nas 
A ல 

ஆனால் .(ஐூ) -2(7. 24 9274 
=p A*¢+ Ap. Ad
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” || ஏத ஐ. (V A] dV = |] Cp V$) ds -..(i) 
Ss. 

இது கிரீனின் முதல் முற்றொருமை எனப்படும். 

(2) (()-ஆவது சமன்பாடு டேபோான்று. 

\\J te ve + V8) 0 ed av =\{ @ Vp)ds Gi) 
) | 

எனவும் காணலாம். 

ம- (0 

| (ச் 372) 878- | (pyé — &Ve).d8 

Vv 
S 

. 

இது கிரீனின் இரண்டாவது முற்டராருமை எனப்படும். 

பாய்வுத் தேற்றம், ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம், இவற்றைக் 

கார்டீசியக் கூறுகளில் அமைத்தல் : க 

1. ப ய்வுத் தேற்றம்: 

|] ஏறிச் JJ Pon eas 

F = F, (x95 2)t + Fo (99525 + Fa (4s 9 2) K BSS: 

. _OF, aF, dF, 
“VW. Fas + ay + dz   

n=/li+mjyt+nk ஆகுக; 

இங்கு[, ஈூ, ௩ என்பவை தளத்தின் செங்கோட்டின் 

திசைக் கோணங்கள். 

ல. ச] மு நம ஐ 

ஆகவே, பாய்வுத் தேற்றம் கீழ் வருமாறு அமைகிறது: 

oF, 9 2 O Fs;   

\) C+ Fam+ Fan) dS. 
8
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opened td S=dy dz; m dS ==dz dx; n dS = dx dy. qT Oeoreni hd , 

88-ன் 8௪ 0 எனும் தளத்தின் மீது Spd =ldy dz. Ogi 

போன்று மற்றவையும். 

{fr dy dz + Fy dzdx + Fy dx dy) 

s 

= OF, , @F , 2% 
1 * “ஐ * அமுல் 

எனவும் கூறலாம், 

2. ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் : இதே போல ஸ்டோக்ஸ் 

.தற்றம். 

( (Fd + Fd +F, de) = | (= ட் ஆபிசில் 
ப் 24 ay Oz 

  

+(5 _ 2 t) de as 
az Gx 

aF, 

+ (5 ~ 

    

  

என ஆகும். 

கணக்கு 

9 என்பது மூடிய தலப் பரப்பு) ர என்பது 2 (2, 5) எனும் 

waren pe வெக்டர். a sree = என்றால், 5-க்கு 

௬ 0 எனவும்,                      

உள்ளே இருந்தால் (ம) ர் 7 ல் 4௩ எனவும் நிறுவுக. 

8 

  ச * . 2 4 க Vv டம் 

(௦) பாய்வுத் தேற்றத்தால் \\ ன a= sf re 
ற் 

ஆனால். TeV) ர் 19: r
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= -3 rer+7.3 

=o வெ 378 + 3 ர = 0 

(b) ஆதி0 உள்ளே இருந்தால் ஈ--0 

எனும் போது“ -ன் மதிப்பு "வரையறுக் 

கப்படவில்லை. ஆகவே, ஆதியை மைய 

மாகக் கொண்டு ஒரு சிறு கோள வளை 

படம் 25. தலப் பரப்பைக் கொள்ளவும்... அதை 

4, என்போம்: அப்போது 

ner! “een, தி 
| ads = 1 ர க ffa.ras=|f Y= av=0 

: Si Vi ட்டி 8 

  

  

  
Uer ட் டர ட a 

|] 7a dS = — |] a IS ஆனால் எனும் 

81 

கோளத் தலத்தில் 7 - £ (கோள ஆரம்) £ட- -- 

a
i
m
 

  2 8 oi (( as a 

இ |] at as = ff a tne = 4௯. 
ச் a 

81 $1 

கணக்கு: ஒரு நீரியல் பொருளின் செறிவு ச (8 4) 8) 

ஆகும். அது (2), ௨0) எனும் திசை வேகத்துடன் இயங்கு 
கிறது. இயங்கும் வழியில் நீரூற்றுகளும் (5001௦6) , வடிகால் 

களும் (51௦15) இல்லை எனின், ௩. ௫7 a ௫ 0 எனக் காட்டு, 

தீர்வு: ₹95 எனும் கொள்ளளவில் உள்ள இயங்கும் 
நீரியல் பொருக் கவனிப்போம். 

அதில் உள்ள பொருளின் திணிவு (அல்லது பொருண்மை),
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வரி[ன 
Vv 

₹72 டூநரத்தில் இது மாறு வீதம் ட 

0M ட. ட் dp fife 
Vv Vv 

7” எனும் கொள்ளளவை விட்டு அலகு நேநரத்தில் பாயும் 

நீரியல் பொருள் J ற dS 

8 

2 1] லகி: 11 கடை 
8 ௫ 

(பாய்வுத் தேற்றத்தின்படி) 

2 11% 2-௪ 
V Vv 

ஃ {fe ~p V+ 2 dV=0 
த ot 
Vv 

ஆனால் கொள்ளளவு 7 என்பது ஏதேனுமாகலாம். ஆதலால் 

Op _ 

. @ 
குறிப்பு: ₹ர? நிலையானால், a =0- 

ஏு-0. அதாவது 4 பாய்விலா வெக்டராகும். 

ஸ்டோக்ஸ், பாய்வுத் தேற்றக் கணக்குகள் 

கணக்கு : 

(1, 0),¢-1, 0), ©, 1); (0,—1) எனும் முனைகளையுடைய 

சதுரத்தின் பக்கங்களின் மேல் | ஒக்க + xy? dy எனும் நுண் 

தொகை காண்க.
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நுண்தொகை 4 Jo கக ஜட்ஜ் 

G 

= | (xy ரி) 

G 

= { AX (#7 i-+-xy4y).nds 

5 

VX (xpitstj)= (ச Cr) -Z (ey) k 

(3-2) % 

நுண் தொகை-| (4-2) ஸ்ஜ் 

ம
ெ
 

த
 

yd« dy — | x dx dy 

3 

சதுரத்தின் திணிவு மையம் ௩0 

| x dx dy=Q 

ல 

(sta dy = 9 அச்சைச் சுற்றிய நிலைம நெம்புதிறன் 

a 

-mMi.4 
33 

நுண் தொகை = க 

வ் இது கிரீன் தேற்றக் கணக்கே என்பதைக் கவனிக் 
கவும்], 

கணக்கு 2; 

அரமக] எனும் கோளத்தில் 2) தளத்திற்கு 6மல் 
உள்ள அரைப் பகுதியைத் தலமாகவும், அதன் அடி வட்டத் 
தைத தலத்தின் பரிதியாகவும் கொண் 5 

A= (2x—y) i—yp 2j—ytzk 

எனும் வெக்டரைப் பயன் படுத்தி ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் சரி 
காணவும், 

்
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தீர்வு : padre J vx A.nds 

ந் j k 

VxAe= 

oa 8 8 
Ox Oy Oz. 

(௮-3 சரச 

= [(—2 »z)+29 2] i4+0j+k 

=k 

os kon dS= dx dy 

வலப் பக்கம்; 

ae | 8௨ ்-தலப் பரப்பின் வீழலின் பரப்பு 
46 உ அ

க
 

௪ வட்டப் பரப்பு 

॥ n 

இடப் பக்கம்? 

் ஐன்ருட$ர் நு/ ௪0 எனப் பிரதியிட , 

2 
6 A.dr=4 (Q«-y) dx —yp 2? dy --p?zdz 

௦ 0 

2௯ 
= | (2 cos {—sin t) (—sin 1) di 

0 ட் 2 

2௯ 
௯ 

= { sinte a = 4h. - =7 
2 2 
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கணக்கு: 

| AXF.d agamnh நுண் தொகையில் 
. 4 

2-2) (2 லி] ற) ௨ $ எனும் தலம், 
”-)”--2 822820 என்பதில் 320 என உள்ள தலம் என்றால் 
நுண் தொகையைக் காண்க. 

S05 Hor Fucus @ a(z—a) =—[ (x—a)*+y?] ஆகும். 

22 ஆக இருக்க வேண்டும், 

ஆகவே, 23 தளத்திற்குமேல் 8-௨ உரை உள்ள தலப் 
பரப்பில் நுண் தொகை காண வேண்டும். 

இதன் பரிதி காண 2-0 இடவும். 

பரிதிச் சமன்பாடு 2- 0; (2-௨ $y = a 

எனும் விட்டம் 2௬௪ (140068 0) 

3-2 மட்டு 

என்பது சமன்பாடு. 

Jv x Eds =| Rar 
Ss G 

= | CRP 9?) det (tat) dy (லிழ7-. ௧) 26 
Cc 

(2௯ 
= ர [ஸ்ம 0-2 (14-௦0 0)£] (—a sin Q) dQ 

0 

+ [a* (1-+cos Q)?—a® sin’QJ acos QdQ 

2௩ 

இவற்றுள் | 222௦௦” 020 என்பதைத் தவிர மற்றவை 
0 க 

பூச்சியம். 
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கணக்கு | | 

| 1, ற சீ$ எனும் நுண் தொகையில் 
8 : 

F={((—y)i-2¥7f+2k}. nds 

$ எனும் தலப் பரப்பு ௨-0), 3௬0, z=0 

%- உ) ற) 8- ஈனும் 

9 பக்கங்கள் என்றால். நுண் தொகையின் மதிப்புக் காணவும், 

ர்க கக்க ] பான 

_ தாட 2022 48 
5-5 Oy ப 22 

கீ. 2x7 = x 

| Bona = { ear 
5 Vv 

BOOT சதுரத்தின் ற 2 தலத்தையொட்டிய நிலைம நெம்பு 

திறன் 

  

a a a 

= | 22] சர] எ 

0 0 0 

a a 3 

a 

=f i fe 
0 0 

a® 

பயிற்சி 

| ர . ஈசீட-ன் மதிப்புக் காண்க” 
5 ; 

}. Fe2epit p29 x ck. § org sorb * = 0. 

= Q: =Q, 2232, ௬1 2௯.3 எனும் தலங்களில் 

J 0, Z ? 3 ) விடை 30] 

உள்ள் பரப்பு:
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2, மேற் சொன்ன 1 எனும் வெக்டர். S எனும் தலம், 
3511 

= 0) 9 =03 y= 3, 2=0; 4+ 22=6 [afer 

3.  பாய்வுத் தேற்றத்தைச் சரி காணவும். & எனும் 

வெக்டர் 2 8ீழம் -நா/ 4 422“. தலப் பரப்பு 29) 

=0, 4௩0 ந =a3 x =2 [விடை 180] 

4. A=axitbpjftozk targa 

| | A.ndS= (¢@+6+06) V coré ators. ம எனும் 

8 
மூடிய தலப் பரப்பு அடக்கிய கொள்ளளவு ]1* ஆகும். 

5. - 57).4 என்றால் $ என்பது மூடிய தலமானால், 

| (17. ௨480 எனக்காண்க. ட 
ஆ 

6. 1) a= ff ஆட கி எனக் காண்க. 

Ss 

7... என்பது மூடிய தலமானால், | [ n dS = 0 sroré 
ty 

காண்க. 

8 இரு (ற தறம (7249722108 எனும் 

தலம் ௯0, 3௪0, 2௯0, x= zs 35 2) 24௮ 2 

என்றால் ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் சரிகாண்க,; [— 4] 

% F=xzci-yjeePy ke 8 (எனும் தலம் 
2௩0) ௬0, 6-0 2324-9238: (04 தளத்தில் 

இல்லாதது) என்றால் ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம் சரிகாண்க். ( = 

10. 1] 7 ம) உமன் மதிப்பு காண்க. 
8 

A= CH +y—4)it+3e5 54+ (24 24+ Ak 
ட எனும் தலம் (ஐ மீ 3. 8 1622 0 எனும் அரைக் 
கோளம் ()2-4- (39) 65 0 எனும் பாகம், 

[(a)— 16 w3 (6) — 4௯]



பிற்கோப்பு 
(Appendix) 

, சுழலுக்கு மற்றொரு வரையறை (Another definition for 

curl) | oe 

, AS என்பது ் எனும் சாதாரண மூடிய வரையில் 

சூழப்பட்ட தலப் பரப்பாகுக. “73 அந்தப் பரப்பில் சேல் 

அமையாத புள்ளியாகுக. ரூ 8$- க்கு அலகுச் செங்கோடு 

ஐ ஆகுக. 

§ A.dr 
Lt ௦ 

என்றால், &% & உ OC GD. 

o, ft தது ர . AsO A Ss 

உ எனும் Cashier சுழல் மேற்குறித்தவாறு வரை 
யறுக்கப்படுகிறது: 

. கடி எனும் பரப்புச் சுருங்கி உ எனும் புள்ளியை அடையும் 

போது வரும் வரை நுண் தொகைக்கும் க 5-க்கும் உள்ள விகித 

எல்லை க் எனும் புள்ளி வெக்டர் சார்பலனின், 2-ல் உள்ள சுழல் 

என ப்படும். 

இவ்வாறு x, 7,21 அச்சுகளைச் சாராமல், தலப் பரப்பையே 

சார்ந்து & எனும் வெக்டரின் சுழல் வரையறுக்கப்படுகிறது. 

எந்த அச்சுத் தொகுதியை வேண்டுமாயினும் நாம் 

கொள்ளலாம் எனவும் இதனால் அறிகிறோம். 

வெ.நு. 09
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ஸ்டோக்ஸ் தேற்றம்: (நிரூபணம்) 

200 என்பது 8 எனும் தலத்தின் பரிதியாகுக$; தலத்தைப் 

பலவேறு சிறு பரப்புகளாகப் பிரிக்கவும். 480: 2870 

  

படம் 26. 

என்பவை அவற்றுள் இரு சிறு பிரிவுகளாகுக. அவற்றின் 

பரிதிகளை 6, 6 எனக் குறிப்போம். நீ என்பது ஒரு வெக்டர் 

-புள்ளிச் சார்பலன் ஆகுக, 

| நி... நட ௧8, 08) என்பது 
ப 

ABC D-er ug oy) 

@aGurérg |\Pidr=n.VXF O% +t AS» 
G, 

இங்கு & 4-0 ஆகும்போது 1/--0 ஆகும், இவ்வாறு மற்ற 
தலங்களுக்கும் .எழுதிக் கூட்டவும். 0 எனும் வரை நுண் 
தொகைக்கு 8 0 வழி எடுக்கும் நுண் தொகை, 0, எனும்' வரை 
நுண் தொகைக்கு 08 வழி எடுக்கும் தொகையொடு சேர்க்கப் ' 
பூச்சியமாகிறது. ABCDA; BEFCB எனும் வரை நுண் 
தொகையில் 48704 எனும்படி ஆகிறது. இவ்வாறு எல்லா 

வற்றையும் கூட்ட 

வரை நுண் தொகை 1௩. 0 ஆகும். 

PCQ 

தல நுண் தொகை பரப்பு முழுவதிலும் ஆகும்: 

8.௮ | ௨.8 49 ஆகும். 
Q a



apdticlr attic dw 2. gab (Cartesian representation of 
curl) 

x, 7 SUFADG Qoorusrse P(x,9.2). SH செவ்வகம் 
EFGH Oarers. 2 அதன் மையம் ஆகுக. 

    

  

Zz 

Ac Ay ் 

லக) 1 

E H 

மாட ௦ 
oc AX, - 99,2) 

௦9 y 

x 

படம் 27. 

& என்பது ஒரு புள்ளி வெக்டர் சார் பலன் ஆகுக, 871017 

எனும் பரிதியை 6 என் போம். 

ட ] கடக்க fanart | ade ர] கன்றி] கள் 

். இடண் ர பிரிவுகள் முறை 4; 4, ஆகுக. 

aA oe (Aide = (A —} VIS 
EF 

\ Ade = ஆ (கட ஹர் ஏறு OH 

Gi 

{Ad = (4, +4 2 ஏ௮ ஏர) 
FG 
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fran gab சிறு நுண் அளவிற்கு (First order of small 

magnitudes) ] 

  
- a4, _ 2A: facta | கால் 

ஆனால் செவ்வகப் பரப்பு - த நற 

4 | கடன் - [53-54] 
Ox oy 

நத இற 

  

இது சுழலின் “4? பிரிவாகும், 

  

  

  

  

இது பியாண்திக் பிரிவு (ஆ eae 

ட 
ஏக (அஜி - oii 

2 ஜு. 
௦42 0 Ay 

+ ox நிற i 

என முன் கூறிய சுழலின் விளக்கம் வருகிறது. 

பாய்வின் மற்ருரு வரையறை: அ௮ச்சுகளாச் சாராத 

வரையறை, சுழலுக்குக் கூறியது போன்று பாய்வின் வரை 

யறையும், அச்சுகளாச் சாராது கூறலாம். . 

வரையறை : : 8 என்பது *773 எனும் கொள்ளளவை மூடிய 

தலப் பரப்பாகுக. கொள்ளளவை 7, &7% எனும் சிறு 
சிகாள்ளளவாகப் பிரிக்கவும். அவற்றை மூடிய தலப் பரப்புகள் 
S, 89) ஆகுக, என்றால், ந எனும் வெக்டர் புள்ளிச் சார்
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பலனின், 22 எனும் புள்ளியில்-பர்ய்வ் 

  

  

  

| கடக 

னை பன் 
ஏக -(5% ட 34) ; 

“(Fe ட உப 

(2-2) 

என முன் கூறிய சுழலின் விளக்கம் வருகிறது. 

பாய்வின் மற்றொரு வரையறை : 

எவ்வாறு வெக்டர் சார் பலனின் - சுழலுக்கு ' அச்சுகளைச் 

சாராத வரையறை கூறினோமோ, அதே போன்று பாய்வுக்கும் 

கூறலாம். ் 

வரையறை: & என்பது ஒரு வெக்டர் புள்ளிச் சார் பலன் 

ஆகுக. 22 எனும் புள்ளியை மூடிய தலம் 5 ஆகுக. கொள்ளளவு 

சட 1”ஆகுக. அப்போது ் 

Lt ்] A ds 
A-o uma =A.A= 

mee nyo AY 
  

பாய்வுத் தேற்றம் 

S எனும் ஒழுங்கான மூடிய தலம் அடைக்கும் கொள்ளளவு 

**ஆகுக.. . அதை. க) AV வர்ர எனும்படி நுண்ணிய 

'கொள்ளளவாகப். பிரிக்கவும். அவ.ற்றை.மூடிய தலப்.பரப்புகள் 

Sy» Saye Sk ஆகுக, 
ட்டை ரீ
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$ி, எனும் தலப் பரப்புக்குள் உள்ள புள்ளியில் 

vA எட்வட் + tk 

| நடி ஏக) நிிடடிக்கு 
8 

k 

் | A.ds =3 (yA) AVi—3. tk AVI 
$s 

59, 9,-என்பவை பூச்சியத்தை அணுகும்போது, 

fa.ds=| (v.Avav 
5 ப் 

. fads | ஏல. 
5 Vv 

என ா வருகிறது. 

மேற்கூறிய . பாய்வின் வரையறையிலிருந்து, புள்ளியின் 

கார்டீசியக் கூறுகள் (டி, 5) என்றால் ் 

பதன +" 4 oe எனக் காட்ட முடியும். இங்கு 

சீடி 4) 4) என்பவை வெக்டர் &-ன் அச்சு திசைப் பிரிவு 

களாகும், 

நிரூபணம்: 

1 (2,9, 2) என்பது புள்ளியாகுக, அதை மையமாகவுடைய 
கனச் செவ்வகம் a,b, ¢ நீளங்களுள்ள பக்கமுடையுன வாய்க் 
கொள்ளலாம். ட
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இதன் கொள்ளளவு abc: 

A எனும் வெக்டர் 4 பிரிவு, 4, ர பிரிவு 42, £ பிரிவு 4. 

  

c Cc! 
| ் 

ப DB! ே 

(8 yz]. 

ae rn een B/ 

a Ab       

சிஷ்ட. வுட ஆக்” 

படம் 28. 

ன | கம, எனும் தல நுண் தொகையை கி 2: 0 ம' எனும் 

பரப்பில் கொள்வோம். 

அதன் மதிப்பு---ச௦௨ 4,074 5222 2) 

அதன் எதிர்ப்புறம் a 
அதன் மதிப்பு = ச் ¢ A, (x — 5592 5) 

இரண்டின் கூடுதல் -8௦[ச், (xt $, 32) AE 3% 2] 

உட BEL OF தம பக்கது 2) 9] 

AV abe 

+ இது போன்ற இரண்டு: உறுப்புகள்.



136 சவக்டர் நுண்கணிதம் 

(மற்றிரு எதிர்ப் பக்கங்களையும் கொள்ள) 

  

  

: Auds _ 4 | 
A.A =| AV கூரம். A, (x+ SoD zZ- ப் | (x 5,322) 

AV~+0 8-0 a 

+ Qa போன்ற இரண்டு உறுப்புகளுக்கும் 

24, 943 
= oe 1 By 34 = Be 

கணக்கு: ; 
a=xvti+ye 7+ 2k; wgsgror S என்பது : ₹/2 

ஆரமுடைய ஒரு கோளம் என்றுல், | a:ds = க ச: எனக் 

$ ் 
காண்க. 

தீர்வு? a-ds= | (vy. a)av 

8 v 

V.a= Ve eg ed eR 

“2 3G 45! ie ays 

| 7. கம் | 3( + + 24) dV 

5 க வவட ற் எல தப்பு ந ௩ ௮ ழு 

ry, ‘ : . 
\ Cte +24) dV என்பது ஒரு கோளத்தின். sala a ee 
Vv 

சார்ந்த நிலைம நெம்பு திறன். ‘A என்பது விட்டத்தைச் சார்ந்த 
9 நம்பு திறனானால், மையத்தைச் சார்ந்த நெம்பு திறன் 

3A 
is 

2 

  

A+BHG a . 
5 =19@0,4=B=c}
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22” ௩2 
4௮3 3 

nk 
15. 

4 

B ந. க a ன் —_— x 6 நுண் தொகை 4 3 % 2 1” 

5 

12௪7
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Vector Analysis : 

Vector Analysis : 
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் தலைச்சொற்கள் 

Binormal 

Closed curve 

Closed surface 

Conservative field 

Conservative force field 

Continuous . 

Curl 

Curl Aory xX A 

Differentiable 

Directional derivative 

Divergence 

Dyads 

Dyadics 

Gradient 

Grad ¢ or Y ¢ 

Invariant 

Irrotational 

“Level Surface 

Line integral 

Ordinary point 

Parameter 

முக்கிய செங்கோடு 

மூடிய வரை 

மூடிய தலம் 
காப்பு மண்டலம் 

ஆற்றல் காப்பு 
விசை மண்டலம் 

தொடர்ச்சி 

சுழல் 

சுழல் & அல்லது A XA 

வகைக்கெழுவுடைய 

திசைவகைக்கெழு 

பாய்வு 

இரட்டை வெக்டர் 

இரட்டை வெக்டர் [கோவை 

சரிவு 

சரிவு ந் அல்லது 47 $ 

மாராக்கணியம் 

சுழலில்லா 

சம மதிப்புத் தலங்கள் 

வரை நுண்தொகை 

சாதாரணப் புள்ளி 

துணை அளவி
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Point function 

Region - 

Regular curve 

Regular surface 

Scalar potential 

Sink 

Solenoidal Vector 

Source 

Surface integral 

Tangent Vector 

Torsion 

வெக்டர் நுண்கணிதம் 

புள்ளிச் சார்பலன் 

மண்டலம் 

ஒழுங்கு வரை 
ஒழுங்குத்தலம் 

் நிலைப்பண்பு 

உறிஞ்சி அல்லது வடிகால் 

பாய்விலா வெக்டர் 

ஊற்று 
தல நுண்தொகை 

தொடுகோட்டு வெக்டர் 

மறுகு
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