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அணிந்துரை 
திரு. இரா, நெடுஞ்செழியன்‌, 

(தமிழகக்‌ கல்வி-உள்ளாட்சித்‌ துறை அமைச்சர்‌) 

தமிழைக்‌ கல்லூரிக்‌ கல்வி மொழியாக ஆக்கிப்‌ பதினோ 
ராண்டுகள்‌ ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில்‌ 
பி.ஏ, வகுப்பு மாணவர்கள்‌ தங்கள்‌ பாடங்கள்‌ அனைத்தை 
யும்‌ தமிழிலேயே கற்று வந்தனர்‌. 1969ஆம்‌ ஆண்டின்‌ 
தொடக்கத்தில்‌ புகுமுக வகுப்பிலும்‌ (1.0.0.), 1969ஆம்‌ 
ஆண்டிலிருந்து பட்டப்படிப்பு வகுப்புகளிலும்‌ விஞ்ஞானப்‌ 
பாடங்களையும்‌ தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய்துள்ளோம்‌, 
“தமிழிலேயே கற்பிப்போம்‌? என முன்வந்துள்ள கல்லூரி 
ஆசிரியர்களின்‌ ஊக்கம்‌, பிற பலதுறைகளிலும்‌ தொண்டு செய்‌ 

வோர்‌ இதற்கெனத்‌ தந்த உழைப்பு, தங்கள்‌ சிறப்புத்‌ துறை 
களில்‌ நூல்கள்‌ எழுதித்‌ தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள்‌ 
தொண்டுணர்ச்சி இவற்றின்‌ காரணமாக இத்‌ திட்டம்‌ நம்‌ 
மிடையே மகிழ்ச்சியும்‌ மன நிறைவும்‌ தரத்தக்க வகையில்‌ 
நடைபெற்றுவருகிறது. இவ்வகையில்‌, கல்லூரிப்‌ பேராசிரியர்‌ 
கள்‌ கலை, அறிவியல்‌ பாடங்களை மாணவர்க்குத்‌ தமிழிலேயே 
பயிற்றுவிப்பதற்குத்‌ தேவையான பயிற்சியைப்‌ பெறுவதற்கு 
மதுரைப்‌ பல்கலைக்கழகம்‌ ஆண்டுதோறும்‌ எடுத்துவரும்‌ பெரு 
முயற்சியைக்‌ குறிப்பிட்டுச்‌. சொல்லவேண்டும்‌. 

பல துறைகளில்‌ பணிபுரியும்‌ பேராசிரியர்கள்‌ 
எத்தனையோ நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில்‌ 
அரியமுறையில்‌ நூல்கள்‌ எழுதித்‌ தந்துள்ளனர்‌. 

வரலாறு, அரசியல்‌, உளவியல்‌, பொருளாதாரம்‌, 
தத்துவம்‌, புவியியல்‌, கணிதம்‌, பெளதிகம்‌, வேதியியல்‌, 
உயிரியல்‌, வானியல்‌, புள்‌ ளியியல்‌ ஆகிய எல்லாத்‌ துறைகளி 
லும்‌ தனி நூல்கள்‌, மொழிபெயர்ப்பு நூல்கள்‌ என்ற இரு வகை 
யிலும்‌ தமிழ்நாட்டுப்‌ பாடநால்‌ நிறுவனம்‌ வெளியிட்டு 
வருகிறது. 

இவற்றுள்‌ ஒன்றான “கணிதம்‌-ஓர்‌ அறிமுகம்‌-]1]7? என்ற 

இந்‌ நூல்‌ தமிழ்நாட்டுப்‌ பாடநூல்‌ நிறுவனத்தின்‌ 270 ஆவது 
வெளியீடாகும்‌. இதுவரை 805 நால்கள்‌ வெளிவந்துள்ளன. 

உழைப்பின்‌ வாரா உறுதிகள்‌ இல்லை; ஆதலின்‌, 

உழைத்து வெற்றி காண்போம்‌. தமிழைப்‌ பயிலும்‌ மாண 
வர்கள்‌ உலக மாணவர்களிடையே சிறந்த இடம்‌ பெற 
வேண்டும்‌. அதுவே தமிழன்னையின்‌ குறிக்கோளுமாகும்‌. 

தமிழ்‌ நாட்டுப்‌ பல்கலைக்‌ கழகங்களின்‌ பலவகை உதவிகளுக் 

கும்‌ ஒத்துழைப்புக்கும்‌ நம்‌ மனம்‌ கலந்த நன்றி உரித்தாகுக. 

இரா. நெடுஞ்செழியன்‌



பொருளடக்கம்‌ 

பக்கம்‌ 

வகை நுண்கணிதம்‌ 

1. வகைக்கெழு விளக்கம்‌ 1 

2. வகைக்கெழு காணும்‌ முறை 18 

8. வகைக்கெழுவின்‌ பயன்பாடுகள்‌ 98 

4. தொகை காணல்‌ 66 

6. வரையறுக்கப்பட்ட தொகை 7 

6. சில வினாத்தாள்கள்‌ ்‌ 97 

கண இயற்கணிதம்‌ | 101 

கலைச்‌ சொற்கள்‌ டட | 195



வகை நுண்‌ கணிதம்‌ 

1. வகைக்கெழு விளக்கம்‌ 
(Definition of derivative) 

1-1 ¢fh5éH7S OPlty: srgryards soors@ (arithmetic), 

Qwpsonl sb (algebra), Caran soni gi (Trigonometry), suey 

onl gia (geometry) முதலிய கணிதப்‌ பிரிவுகள்‌ ஏறக்குறைய 

இரண்டாயிரம்‌ ஆண்டுகட்கு முன்னரே தோன்றியவையாகும்‌ 
நவீன கணிதத்தின்‌ தலைசிறந்த பிரிவான நுண்கணிதத்திற்குச்‌ 

சுமார்‌ 400 ஆண்டுகட்கு முன்னர்‌ அடிகோலப்பட்டது. 

இதற்கு வித்திட்ட பெருமை சர்‌ ஐசாக்‌ நியூட்டன்‌ (1642- 

1727) எனும்‌ ஆங்கிலக்‌ கணித அறிஞரையும்‌, லீப்னிட்சு 

(Leibnitz) (1646-1716) எனும்‌ ஜெர்மானிய அறிஞரையுமே 
சாரும்‌. 

1.2 வகை நுண்‌ கணிதம்‌ என்பது யாது ? சாதாரணக்‌ 

கணக்கில்‌, எண்ணளவை, முகத்தலளவை எனும்‌ பலவித 

அளவைகளையும்‌, அவற்றைப்‌ பயன்படுத்திக்‌ கணக்கிடும்‌ 

முறைகளையும்‌ படிக்கிறோம்‌. அதில்‌ முழு எண்கள்‌, பின்ன 

எண்கள்‌ முதலியனவற்றைப்‌ பயன்படுத்துகிறோம்‌. ஆனால்‌ 

இயற்கையில்‌ ஏற்படும்‌ மாறுதல்கள்‌ மிக மிக நுண்ணிய அள 
வில்‌ தொடர்ச்சியாக ஏற்பட்டுப்‌ பிறகு கணிசமான அளவுள்ள 
மாறுதலாகின்றன. * பலதுளி பெருவெள்ளம்‌” ஆவது போலத்‌ 
துளித்துளியாகச்‌ சேருவது கண்ணுக்குப்‌ புலப்படாது; பெரு 
வெள்ளம்‌ வருவது தான்‌ தெரியும்‌. நுண்ணிய மாறுதல்களை 
யும்‌, அவை மாறும்‌ வீதங்களையும்‌, நுண்ணிய மாறுதல்கள்‌ 
தொடர்ந்து ஏற்படுவதால்‌ நிகழும்‌ தொகைகளையும்‌ கணக்‌ 
கிட்டு ஆராய்வது நுண்கணிதமாகும்‌. 

1



கணிதம்‌ ஓர்‌ அறிமுகம்‌ 

எடுத்துக்காட்டாக, ஒறு கல்லை ஒரு வேகத்துடன்‌ நேர்‌ 

€ேமலே எறிந்தால்‌ அதன்‌ வேகம்‌ தொடர்ந்து குறைந்து 

கொண்டே வருகிறது என்பதை அறிவோம்‌. இந்தக்‌ குறையும்‌ 

வீதம்‌ தரப்பட்டால்‌, கல்‌ எவ்வளவு உயரம்‌ போகும்‌? ஒரு 

ரத்தில்‌ அதன்‌ வேகம்‌ என்ன? என்ற இவை 
குறிப்பிட்ட உய 

புரிவது நுண்‌ கணிதம்‌ ஆகும்‌ , 
போன்ற ஆராய்ச்சிக்குத்‌ துணை 

இச்‌ சிறு நூலில்‌ நுண்கணிதத்தின்‌ அடிப்படையையும்‌, அதன்‌ 

எளிய பயன்பாடுகளையும்‌ ஓரளவுக்கு விவரிப்போம்‌. இது 

துவக்க நூலாதலின்‌ கணிதத்திற்கே உரிய தருக்க ரீதியான 

செவ்விய  நிறுவல்களைச்‌ சொல்லாமல்‌ உள்ளுணர்வால்‌ 

(வ்கி அறியும்‌ முறையைப்‌ பின்பற்றுவோம்‌. 

1.5. சார்பலன்‌, எல்லை (functions and limits): சார்‌ 

பலனைப்‌ பற்றி இயற்கணிதத்தில்‌ விரிவாகக்‌ கூறப்படுகிறது. 

இங்கு ஒரு சில உதாரணங்களை மட்டும்‌ கூறுவோம்‌. 

7 அலகு ஆரமுள்ள வட்டத்தின்‌ பரப்பளவு 4 ௪. அலகுகள்‌ 

ஆனால்‌ 34-௯7” என்பது _1ஐயும்‌ ஈஜயும்‌ இணைக்கும்‌ சூத்திர 

மாகும்‌. இங்கு 4 எனும்‌ ராசியும்‌ 1 எனும்‌ ராசியும்‌, விட்டம்‌ 

மாறுபட்டால்‌, மாறும்‌ ராசிகள்‌ முஷ்‌) ஆகும்‌. ஆனால்‌ ௩ 

மாறாது. ஈ என்பது வட்டம்‌ யாதாயினும்‌ அதன்‌ வட்டப்‌ 

பரிதிக்கும்‌, விட்டத்திற்கும்‌ இடையேயுள்ள நிலையான வீதமா 

கும்‌. (இதன்‌ ஒரு தோராய மதிப்பு 32 : மற்றொன்று 91416) 

௩ என்பது மாறா ராசி அல்லது நிலை எண்‌ (constant) எனப்‌ 

படும்‌. இது போன்று பல அளவுகளுக்கிடையேயுள்ள 

தொடர்புகளைத்‌ தரும்‌ சூத்திரங்களை அறிவியல்‌ நூல்களில்‌ 

காணலாம்‌. இரண்டிற்கும்‌ மேற்பட்ட மாறிகளையுடைய 

சூத்திரங்களும்‌ உள்ளன. (௭-௫. PP = RT; V= கார்‌ 

என்பன. முதல்‌ சூத்திரம்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட பொருண்மை 

யுடைய வாயுவின்‌ அழுத்தம்‌ (2) கொள்ளளவு (13, அதன்‌ 

வெப்பதிலை (7) என்பவற்றை இணைக்கும்‌ சூத்திரமாம்‌. * 4” 

என்பது இங்கு நிலை எண்‌. ஆனால்‌ இந்நாலில்‌ இரண்டு 

மாறிகளின்‌ தொடர்பைத்‌ தரும்‌ சார்பலன்‌ மட்டுமே கூறப்‌ 

படும்‌. 

1.4 சார்புக்‌ குறியீடு: இரண்டு மாறிகளில்‌ ஒன்றைத்‌ 

தனி மாறி (Independent வர்வல என்றும்‌, மற்றதைச்‌ சார்பு 

ior @ (dependent variable) என்றும்‌ கூறுவோம்‌. பொதுவர்க-- 

ஒரு சில இடங்களைத்‌ தவிர-- £ எனும்‌ எழுத்தால்‌ தனி மாறி 

யையும்‌, ? எனும்‌ எழுத்தால்‌ சார்பு மாறியையும்‌ குறிப்போம்‌.



வகைக்கெழு விசாக்கம்‌ & 

J(x)) F(x), g(x) stars unmamasafle x Qoir grt uscstr 
களைப்‌ பொதுப்படையாகக்‌ குறிப்போம்‌. மக்கும்‌ க்கும்‌ உள்ள 
தொடர்பை ற ரீ (0 எனும்‌ சமன்பாட்டால்‌ கூறுவோம்‌. 

1.5 எல்லை (14210): நுண்‌ கணிதத்தின்‌ அடிப்படைக்‌ 
கருத்து “எல்லை? ஆகும்‌. ஆகவே, இந்தக்‌ கருத்தை ஒரு. சில 
எடுத்துக்காட்டுக்களால்‌ முன்னர்‌ விளக்குவோம்‌. 

எடுத்துக்காட்டு 12 7(- ட 5. என்பது ஒரு சார்‌ 
பலன்‌. இங்கு க்கு 4 எனப்‌ பிரதியிட, f (4) = 11 என வரு 
கிறது. கீஇலிருந்து சற்றே வித்தியாசமான மதிப்புக்களைப்‌ 
பிரதியிட்டால்‌ வருபவற்றைப்‌ பட்டியலில்‌ தருவோம்‌. 

f (8-9) = 10.8 f(41) 2112 
f (8-99) = 10.98 f (4-01) = 11-02 
f(3-999) = 10-998 f (4-001) = 11-002 

பட்டியலிலிருந்து நாம்‌ அறிவது: 

ு இன்‌ மதிப்பு 4 எனும்‌ எண்ணை இருபுறமிருந்தும்‌ அணு 
கும்போது சார்பலனின்‌ மதிப்பு 11ஐ அணுகுகிறது என்பதாம்‌. 
இன்‌ மதிப்பு 4ஐ அணுகும்போது 7(0இன்‌ “எல்லை” 11 எனப்‌ 
படும்‌. இது குறியீட்டில்‌ 

Lt ரீ. 11 என எழுதப்படும்‌. 
x34 

( “மம” எண்றால்‌ * limit? என்பதாகும்‌. lim f= 17 
xo 

எனவும்‌ இது எழுதப்படுகிறது.) 

3-4 என்றால்‌ ௨இன்‌ மதிப்பு 4ஐ நெருங்குகிறது என்பது 
பொருளாகும்‌. (ஆனால்‌ 4 என்ற மதிப்பைக்‌ கொள்கிறது 
என்று பொருளல்ல என்பது கவனிக்கத்தக்கது.) அப்போது 
2-8 என்ற சார்பலன்‌ 11ஐ அணுகுகிறது என்று மட்டுமே 
பொருளாகும்‌. 

2 ஒட 
எடுத்துக்காட்டு 2: 7 — இன்‌ மதிப்பைக்‌ ்‌ is பெற காண்க. 

ட்ட 
இங்குச்‌ சார்பலன்‌ f(x) ௨58
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(x — 8) (x + 2) 

( x— 8) 

x28 —@uGurg f(x) > 5. 

(௨-8 என்று பிரதியீடு செய்வதில்லை. mpsZoored (x — 3) 

ஆல்‌ வகுப்பது முறையே.) 

x?—x—6 
Lt ட்ட ட வதி 

x28 2-8 

1.6 எல்லையின்‌ திட்டமான வரையறை;$ இப்போது 

Lt f(s) என்பதன்‌ திட்டமான வரையறையைக்‌ கூறு 
x>a 
வோம்‌. 

₹ என்ற கிரேக்க எழுத்து * எப்சிலான்‌”? எனப்‌ படிக்கப்பட 

வேண்டும்‌. மிகச்‌ சிறிய எண்ணை இவ்வெழுத்தால்‌ குறிப்பது 

வழக்கம்‌. இன்னுமொரு சிறு எண்ணையும்‌ குறிக்கவேண்டு 

மானால்‌ $ (டெல்டா) எனும்‌: கிரேக்க எழுத்தால்‌ குறிப்போம்‌. 

12-௪2) என்றால்‌ க்கும்‌ ஈக்கும்‌ உள்ள வித்தியாசம்‌ -- 

தநேரெண்ணால்‌ தரப்படுவதாகும்‌. இதை ₹மாடுலஸ்‌” (2-6 

எனப்‌ படிக்கவும்‌. 

1.7 எல்லையின்‌ வரையறை 3: ₹%” எனும்‌ மாறும்‌ ராசி 

ஈஐ அணுகும்போது f (x) எனும்‌ அதன்‌ சார்பலன்‌ ‘A’ 

எனும்‌ எல்லையை அணுகுகிறது என்று சொன்னால்‌, அதன்‌ 

பொகுள்‌, 

£ எத்தகைய சிறு எண்ணாயினும்‌ | 79) - 4 | 6 எனும்‌ 

படி 18-21 4$ ஆக, $ எனும்‌ சிறு எண்‌ காணமுடியும்‌ 

என்பதாம்‌. 

குறியீட்டில்‌ 4-6 4ரீ0ி 4 44 ௨ எனும்படி 

@a—-S<cx <at+d என, $ காணமுடியும்‌ 

என்பதாம்‌. 

இதையே 7/ 7ீ(ட.- 4 எனவும்‌ கூறுகிறோம்‌. 
x >a
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3.8 கருத்தின்‌ படவிளக்கம்‌ £ y= f(x) என்பதன்‌ வரை 

படம்‌ வரைவோம்‌. அதில்‌ $-ர--%, 8-9 என்பதன்‌ வரை 

களையும்‌ ந-.4ீ-௨, 9- 442 என்பதன்‌ வரைகளையும்‌ வரை 

வோம்‌. இந்த நான்கு நேர்கோடுகளால்‌ ஆகிய செவ்வகத்‌ 

துள்‌, 6, 6 சுருங்கினும்‌ வரைபடம்‌ அமையும்‌. 

Are   

    

    
    

படம்‌ 1 

3.9 சில “எல்லை”த்‌ தேற்றங்கள்‌ : “எல்லைகளைக்‌ காண்‌ 

பதற்குச்‌ சில தேற்றங்கள்‌ பயன்படுத்தப்படும்‌. அவைகள்‌ 

நிரூபணமின்றிக்‌ கீழே தரப்படுகின்றன. 

சம்‌ 09-42 Li g(x) - 8 ஆகுக, 
XE மீ 

தேற்றம்‌ (1): 87 [920907 84 64 ம g(x)=A+B 
x xN>E வன NC 

தேற்றம்‌ (2): Lt [f/(:). g@j= Lt fe). Lt gix)=AB 
xO KE XC 

  தேற்றம்‌ (3): Li La! = (Bx 0)
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1.10 fiw ‘Hei? sedvQvaHdr (Standard Limits) : 

Kam) 
aa = றா? J. Lt   

(i) ‘n? Cut apap oror (Positive integer) BOSs- 

அப்போது xa" = (x—a) (xt Fx Fa xr Pa? see see one 

கடு 

க்கு <2 எனப்‌ பிரதியிடப்‌ போவதில்லையாதலால்‌ இரு 

புறங்களையும்‌ (1-2) ஆல்‌ வகுக்க, 

xno — ql 
  

  

1 j 2 தாலி பு நாக்க நிய ட. வெட்டி 
x--a 

xn qr 7 னு ட 2 1 

Li = Lt (xe frat xt ta? eee Fam 

x>a *~% — xa 

= Lt wet ர ஜாாரரப (ளன 1 உறுப்‌ 

புக்கள்‌ .) xa மர 

se att grt bo. one எனைஉவறுப்புக்கள்‌. 

= nar, 7 
  

(0) ௨ எந்த விகிதமுறு எண்ணாயினும்‌ இத்தேற்றம்‌ 
பொருந்துமென நிறுவலாம்‌. 

2. Lt Sins 

X—+O 

1.   

(குறிப்பு: ௨ என்பது இங்குக்‌ கோணத்தின்‌ அளவைக்‌ 

குறிக்கிறது. இந்த நூல்‌ முழுவதும்‌ கோண அளவு ரேடி 

யன்‌ அலகுகளில்‌ தரப்படும்‌). 

  

படம்‌ 2 

படத்தில்‌ 0 என்பது ஒரு வட்ட மையம்‌. 42.40 வட்ட 
வில்‌. 7௦ எனும்‌ நாணுக்குக்குக்‌ குத்தாக உள்ளது 04 எனும்‌
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ஆரம்‌: எனவே, அது ஐ இல்‌ சமக்கூறிடுகிறது; வட்ட 

வில்லையும்‌ .ீ இல்‌ சமமாகப்‌ பிரிக்கிறது. 

£, 6 என்ற புள்ளிகளில்‌ உள்ள வட்டத்‌ தொடுகள்‌ 

ப.4ஐ 7 எனும்‌ புள்ளியில்‌ சந்திக்கின்‌. றன . 

| 200 -% ரேடியன்‌ ஆகுக. 

| COA = |AOB = ஈரேடியன்‌ 
வட்ட வில்‌ 80.38 - 8.08. 

வில்‌ 84 - 0தி.ர 

படத்திலீருந்து நாம்‌ காண்பது 

pros BC < fs) BAC < BT 4 TC (BT = TC) 

BD< BA <BT 

OB sin x < OB.x < OBtan x 

sinx <x < tanx 

8 உ நேரெண்ணானதால்‌, 81% ஆல்‌ வகுக்க. 

x 

sin x cos x 
    l< 

. LS = > cos « எனும்‌ சமனின்மை வருகிறது. 

2௮2 ஆகும்போது ௦௦58-2 1 ஆகிறது, இந்தச்‌ சமனின்மை 

0ஐ அடுத்த எல்லா % இன்‌ மதிப்புக்களுக்கும்‌ பொருந்து 

ட நு த 
மாதலால்‌ ——— —> 1 ஆகிறது. 

sin x 
  

  

அதாவது Lt =] 

x20 

. tan x sin « 

குறிப்பு 12- 5 sce | * 
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. . sin mx m sin mx குறிப்பு 282 fp ——— — Lt 7 
xo * x0 mi 

m sin mx 
= Lt 

7771-20 nix 

= ml 

sin mx 
Lt = 

x->0 * 

| இதேபோல py 228! _ m.| 
௪0 

1.11 *வகைக்கெழு'வின்‌ விளக்கம்‌ : 

$- 16/2 என்பது ஒரு சூத்திரம்‌. இது கீழே விடப்பட்ட கல்‌ 

* வினாடியில்‌ விழும்‌ தூரம்‌ உ அடி என்றால்‌ 2௦ ஐயும்‌ / ஐயும்‌ 

இணைக்கும்‌ சூத்திரமாகும்‌. ஒரு குறிப்பிட்ட நேரத்தில்‌ கல்‌ 
லின்‌ வேகம்‌ என்ன என்பதைக்‌ காணலாம்‌. உதாரணமாக 

ஆவது வினாடியில்‌ அதன்‌ வேகத்தைக்‌ காண 

உஆவது வினாடியில்‌ அதன்‌ நிலை என்ன? அதற்குப்‌ பிறகு 
“ர்‌? காலம்‌ சென்றதும்‌ அதன்‌ நிலை என்ன? ஆகவே SA?’ 

காலத்தில்‌ அது சென்ற தூரம்‌ என்ன? சென்ற தாரத்தை 

ஃர்‌ஆல்‌ வகுத்து ௩/- ॥ ஆகும்போதுள்ள எல்லை என்ன? 

என்று கண்டால்‌ அதுவே கல்லின்‌ வேகமாகும்‌. இவ்வாறு 

வேகத்தைக்‌ கீழே காணுவோம்‌. 

Que S = f(t) =1672 

t= Qsreir@e f(2) = 64 

t = Q4Al cro Geb f (2+At) = 16 (2+ Ai)? 

= 64 + 64 At + (At) 

ஆகவே &/ காலத்தில்‌ சென்ற தூரம்‌ 

As= f(@+A) ~ f(2) 
= 64 At + (At)? 

As 
= 64 +(At)
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கல்லின்‌ வேகம்‌ 4 As _ 64 
Al+o ‘At 

கல்லின்‌ வேகம்‌ 8வது வினாடியில்‌ 64 அடி/வினாடி. 

இங்குக்‌ கல்‌ விழும்‌ தூரம்‌ “2” என்பது, காலம்‌ /*இன்‌ சார்‌ 

பலன்‌; /* மாறும்போது “2 மாறுகிறது. /ஐத்‌ தனி மாறியா 

கவும்‌, 2 ஐச்‌ சார்பு மாறியாகவும்‌ கொள்கிறோம்‌. 

ஒரு குறிப்பிட்ட நேரத்தில்‌ கல்லின்‌ வேகம்‌ என்பது 

என்ன? அந்த நேரத்தில்‌ / இன்‌ மதிப்புக்கேற்ற 2 இன்‌ மதிப்‌ 
பைக்‌ காண்கிறோம்‌. பிறகு அதிலிருந்து “ந!” எனும்‌ மாறுதல்‌ 
தனிமாறியில்‌ ஏற்பட, ௦ இல்‌ ஏற்படும்‌ ௩2 எனும்‌ மாறுதல்‌ காண்‌ 

கிரோம்‌. பிறகு“ எனும்‌ விகிதத்தின்‌ எல்லை ௩/௦ என்ன 

என்பதைக்‌ காண்கிறோம்‌. அதைக்‌ கல்லின்‌ வேகம்‌ என்கி 

As றோம்‌. இங்கு Lt 7 எனும்‌ நுண்‌ விகிதத்தின்‌ எல்லையைக்‌ 
0 A 

கணக்கிடுகிறோம்‌. இந்த எல்லை 4” ஐப்‌ பற்றிய இன்‌ வகைக்‌ 
Gaap (Differential cocficient of s with respect to ) . srerts 
படும்‌. 

இதுபோன்று அறிவியல்‌ நூல்களில்‌ பல சார்பு மாறிகளின்‌ 
வகைக்கெழுக்‌ காணும்‌ அவசியம்‌ ஏற்படுகிறது. 

1.12 வகைக்கெழுவின்‌ வரையறை : 5 என்ற தனிமாறியின்‌ 

சார்பலன்‌ f(x) ஆகுசு. ஈஐப்‌ பற்றிய 7 (00 இன்‌ வகைக்கெழு 

ரீவெநடி. 70) 
Ax 

என்பது Li எனும்‌ எல்லையாகும்‌. 
0 

(குறிப்பு: ௩ எனும்‌ நுண்ணிய மாறுதலை ₹/* எனவும்‌ 

குறிப்பது வழக்கம்‌. அப்போது 7 (0 இன்‌ ஜப்‌ பற்றிய 

f(x +h) — f@) வகைக்கெழு 77 i எனும்‌ எல்லை என்பதாம்‌. 
h>o \ 

தாரம்‌ இக்குறியீட்டையும்‌ பயன்படுத்துவோம்‌/
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7ீ(ிஇன்‌ உஜப்‌ பற்றிய வகைக்கெழுவை 7 '(5) எனும்‌ குறி 

யீட்டால்‌ குறிப்பது வழக்கம்‌. 

கணக்கு 7: வரையறையைப்‌ பயன்படுத்தி... இன்‌ x sot 
ஸ்‌ 

பற்றிய வகைக்கெழு காண்க. 

; 1 ்‌ fle) = iy =e x? 

வரையறையிலிருந்து கலப்‌ பற்றிய f(x) gsr வகைக்கெழு 

Ste +h) —f 

  

  

  

Ji@)= Li 
0 A 

= [ft போதி = x 

h-o A 

(sth)? — xo? 

xthox கோகி) 

பட: [திட்ட எல்லை. நம “11-22 றவ 
. ்‌ xog 48 

எனும்‌ சூத்திரப்‌ படி] 
டட. அதி 

தர 

அல்லது 

poy = Ls SEEMS) 
h-o A 

ரிந்த வரி = pee 
Cxthy x? 

பட்ட டட (வேக) fo+h—f@ = Bate 
பட ட வது 

et phew ht nth? 

ff Oth) ~f£O) _. = 2x —h ட 

” h Ey இஜித்‌ ப. பத்‌ CSS i 82
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Li (—2x—h) 
பப ப்ரேம பட ae ந்‌ 10 Git aeh pe) 

mee h—-o 

தழ வற 
ம்‌ (x) = 3 

கணக்கு 2: வரையறையைப்‌ பயன்படுத்தி | tan இன்‌ 

வகைக்கெழுவைக்‌ காண்க. i 

JS (x)= tan 2x 

வகைக்கெழு 7' (மூ வட்ட படப்‌, 
0 

7 சேம்‌) 7 (01௨௩ 2 (x+h)—tan 2x 

_ 81 (சே424) __sin 2x 

~ cos (8x-+2h) ~~ cos Bx 

_sin (2x-+2h)cos 2x—cos(2x+2h)sin லே 

~ cos (Ex-+2h) cos 2x 

_ Sin [2x+2h —2x] 

~ cos (2x+2h}cos Qx 

ட sin 2h 

~ cos (2x-+2h) cos 2x 

  

SCx+h)—f (x) sin 2h கழி மர்ம பிய நு in 702) = A தடு h cos (Q¥-+2h) cos 2x 

ட மீர்‌ sin Qh 
Bho Bh cos (2x-+-2h) cos Bh 

2 
= ——.~———— - =2 sec” Bx 

cos 2x cos2x 

00-௧௩ 24 என்றால்‌ f'(x) =2Qsec" 2x 

Li sin mx 

X20 Xx 
  - 8 என்பதைப்‌ பயன்படுத்தி [குதிப்பு : 

Lt sin 2h ட hoon he எனவும்‌ பிரதியிட்டு முடிவுக்கு வரலாம்‌. |
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பயிற்சி 7 

1, Li xe—a"  . ல . Seg இ ட 
OS மா! எனா இன்முழு எண்‌ மதிப்புக்களுக்கு 

XO Xa 

நிறுவுக. 

2484 1 என (x ரேடியன்‌ அளவையில்‌ தரப்படும்‌ 
K>O 8 

போது) நிறுவுக. 

8. ரீம்‌ இன்‌ ௨ ஐப்‌ பற்றிய வகைக்கெழு என்றால்‌ என்ன 

என்பதை விளக்குக. 

4. வகைக்கெழுவின்‌ வரையறையைப்‌ பயன்படுத்திக்‌ 

கீழ்க்காணும்‌ சார்பலன்‌ களின்‌ வகைக்கெழுக்‌ காண்க: 

(i) x" (21) 2x°-+5 (222) (iv) cos 2x 

xi+2 

(v) cot 2x (vt) sec x (vii) cosec 2x. 

 



2. வகைக்கெழு காணும்‌ முறை 

(Methods of finding derivatives) 

ஒரு சார்பலனின்‌, (மூதல்‌ மாறியைச்‌ சார்ந்த) வகைக்‌ 

கெழு என்ன என்பதை வரையறுத்தோம்‌. இத்தகைய வரை 

யறையைப்‌ பயன்படுத்திக்‌ குறிப்பிட்ட சில சார்பலன்களின்‌ 

வகைக்கெழு காணும்‌ முறையை உரைத்தோம்‌: ஆனால்‌ 

ஒவ்வொரு சார்பலனுக்கும்‌ அடிப்படையிலிருந்து வகைக்‌ 

கெழுக்‌ காண்பது எளிதன்று$ அவசியமும்‌ அன்று. 

ஒரு சில திட்டச்‌ சார்பலன்களின்‌ வகைக்கெழுக்களை 

அடிப்படையினின்று கண்டு * வகைக்கெழு வாய்பாடு” களை 

அமைப்போம்‌. இவற்றின்‌ உதவியால்‌ மற்றச்‌ சார்பலன்‌ 

களுக்கு வகைக்கெழு காணும்‌ விதிகளை நிரூபணங்களுடன்‌ 

கூறுவோம்‌. 

2.1 I (i) x இன்‌ வகைக்கெழு காணல்‌ 2 

முதல்‌ முறை: (2) y= 

உ என்ற மதிப்பால்‌ ஏற்படும்‌ நுண்ணிய கூடுதல்‌ ௩௨ ஆகுக, 

இதனால்‌ ர இல்‌ ஏற்படும்‌ நுண்ணிய மாறுதல்‌ ௩ ஆகுக. 

இப்போது 5-கலக்கு ஏற்ற சார்பலன்‌ மதிப்பு )-ட கீர. 

(fi) te yt Aye (x+ Ax)" 

(iii) நீர கஷ்ட 

ஞு நபரின்‌ 
்‌ ற்ற. Ax 

Ay  (x-+ Ax)*—xe 

Ax (xtAx)—*
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Lt = xa—ar ர ‘ 5 ‘ : i 5 
—=n0"'-* ep சூத்திரத்தைப்‌ பயன்படுத்து   

X->0 (Xa 

வோம்‌. 2-௫ என்றால்‌ நர ஆகும்‌, 

ற முட மு (றிய yt 
“de Axo Av Axo («-Ax) —x 

© ge கானகன்‌ ee pert - 3-7 என்ருல்‌ 7 20 
க்ஸ்‌ 

இரண்டாவது முறை: 7ீ(0 1 என்றால்‌ 

5 ப ட தடட மீம்‌ (இ) றக 
வகைக்கெ.ழ 7 (= pg நு 

Lit (ட்டா 
. ர்‌ ச — ப ட 2. 

ம்‌ டி ற 
ட. மீம்‌. இடா 

அமித (x-+h)—x 

= ny—! 

  

ு இன்‌ $ ஐப்பற்றிய வகைக்கெழு 2-1 ஆகும்‌. 

௮.2 1௩௧இன்‌ வகைக்கெழு காணல்‌ : 

J (x) = sin x 

Li sin (x+A)sin x 
  என்றால்‌ வகைக்கெழு 7 (பூ = 

2-0 7 

Li 2 cos(x-+h/2)sin h/2) 

h-+o h 

— Lt 2sin hj/2 Lt cos(x--h/2} 

h->o hh * ho 

=2.4 cos x 

== cos x 

leone = ௩ என்பதைப்‌ பயன்‌ படுத்தியுள்ளோம்‌. | 

்‌. 80௨ இன்‌ வகைக்கெழு cos x 

அல்லது 

dy : க உப 
அடத என்ருல்‌ 7 - 0௨2 

x
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2௨.8 ௦௦௨௨ இன்‌ வகைக்கெழு காணல்‌ £ 

SJ (x) =cos x 

_ Lt —8sin (x-++h/2) sin h/2 

~ hero h 

_ Lt = Ssin WBE 10 
ட தோ h * hoo | 

ஊத்‌ நற 

== —sin x 

~ ௦௦6௨ இன்வகைக்கெழு-- 80% அல்லது 

y= CCS 5 என்ளுல்‌ ௮௮ —sin x 
dx 

2.4 மாறிலியின்‌ வகைக்கெழு காணல்‌ 53 

மாறிலி 2 ஆகுக. 

f(x) =e என்றால்‌ ரீ 0--0)உம்‌ ॥ ஆகும்‌ 

ட மீம்‌ ரி ரீ 
தர h 

Lt ¢-¢_ 

hook 

. வகைக்கெழு 7” (2) 

[2-2 சரியாகப்‌ பூச்சியம்‌ ஆதலால்‌ [= 0; என்பதேயன்றி 

20 என்பது SUM EES SSS SH] 

2.5 ௩௨ இன்‌ வகைக்கெழு காணல்‌: 

f (stan x orair ed f' மி) = Hi கடாரம்‌ வ்‌ 
0 

Lt sin(x+Ah) cos x—cos(x--h)sin x 

ho cos (x-+A) cosx. h 

டடம வீய (௨-4--2) 

~ h-ro hos (x--A) cos x 

_ Lt sink fi 1 

hao h | ho cos (x-+-h) cos x 
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1 
* cos? x 

= sec*x 

. f(@)=tan x என்றால்‌ f' (x) =SeC* x. 

இதேபோல (00013 erair ged f' (x)= — cosec*x3 f (x)= 

860 % என்றால்‌ f' (x) = secxtanx; f(x) = cosec x என்றால்‌ ' 

f' (x) - 0096020012 ஆகும்‌. 

முக்கிய வகைக்கெழுப்‌ பட்டியல்‌ 

  

  

்‌ te 7 (4) 7 (2 

x? nxnnt 

I —n 

x தூர்‌! 
sin x cosx 

008% — sin x 

tan x scc? x 

cot x —cosec* x         
  

26 பட800) என்பதன்‌ வகைக்கெழு : 

Lt Kf (xth) —k f(x) 

h-o h 

1 சர்‌ ff et+hy—f (x) 

= Kins h oe 

இதன்‌ வகைக்கெழு :- 

= Kf" (x) 
ஃ 70 இன்‌ வகைக்கெழு 7' (x) stare Kf (ய) இன்‌ 

வகைக்கெழு &7ீ' (ஐ) ஆகும்ச 

குறிப்பு : 
௮ 22 என்பதில்‌ £॥ மாறிலியாகவும்‌ ழ உம்‌ ॥உம்‌ ஐஇன்‌ 

ல ்‌ . dy du 
சார்பலன்களாகவும்‌ ஆனால்‌, a! எனவாகிறது.
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2.7 குறிப்பிட்ட சார்பலன்களின்‌ கூடுதலின்‌ வகைக்‌ 

கெழு, ஒவ்வொன்றின்‌ வகைக்கெழுக்களின்‌ கூடுதலாகும்‌. 

டியூம என்பவை ஃஇன்‌ சார்பலன்கள்‌ எனக்‌ கொள்க, 

ம அவற்றின்‌ கூடுதலானால் ர - 8-1 2-. 

% இன்‌ மதிப்பில்‌ ஏற்படும்‌ நுண்ணிய கூடுதல்‌ 
இதனால்‌ 8, , 8, இல்‌ ஏற்படும்‌ 
முறையே கடி கடி ஙி நீர. ஆகுக: 

AX ஆகுக. 
நுண்ணிய மாறுதல்கள்‌ 

y+ Ap = (u+Au) + (0+ Av) + (w+Aw) 
Ay = Au+ Av-+ Aw 

Ay Au, Au, Aw 
Ax” Ax? Ax Ax 

DY Ay Au Av , Aw) 

Ax>o Axo 

_ Au Ao Aw 
= Lt Ag? Li Age Lt As 

Ax>0 Axo | Axo 

du dvs dw 

ae | de? de 

38-4௦ ஆனால்‌ 

dy du dv dw 

de de * det de 

குறிப்பு: y = ut+v—w என்றால்‌ 

dy du dvs dw . 

de வஸு. ஆகக்‌: 

கணக்கு ந: நூ. 143 

என்றால்‌ 2 ௭௫4 - 66 ஆகும்‌. 

உட ன 1. 

கணக்கு 28 yp = உ கப்‌ ்‌ 

4 

என்ருல்‌ நர.) 33. 
ந ஜி
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கணக்கு 8: ற ௭௩2 - 60% என்றால்‌ 

dy . === cos x — (—sin x ds ¢ 2 

= cosy + sin x 

[இங்கு -௦௦% இன்‌ வகைக்கெழு + ஜு என உடனே 

எழுதுதல்‌ நலம்‌.] 

பயிற்சி 2. 

சீழ்‌ வரும்‌ சார்பலன்களின்‌ (தனிமாறியைப்‌ பற்றிய) 

வகைக்கெழுக்‌ காண்சு. 

ப்‌ 2 மட்கு (ய) 0-4 (ப தத நடா 

    

Gv) (மோக) (ஸு க்விட்‌ ஸ்‌. ய ந்‌ 

உடம்‌ _ 2 ; டட 

wi) MAI at w+ Ge முலு 
x ன்‌. ்‌ 

(x) 2sin x—85 cos x+8 (xi) x°—2 cos x (xii) 2v—4sin x. 

2.8 சார்பலன்களின்‌ பெருக்கற்பலன்களின்‌ வகைக்‌ 

கெழு காணல்‌ விதி 

jy} =U BGS. 

இங்கு உ, உ என்பவை x Qor ertusvsraorer@ib. x sry 

மதிப்பில்‌ shuGo govraflu mOsv Av Bes இதனால்‌ 

உ உர எனும்‌ சார்பலன்களில்‌ ஏற்படும்‌ நுண்‌ மாறுதல்கள்‌ 

முறையே கி ௩, ரர ஆகுக. சார்பலன்‌ தொடர்பு, மாறிய 

மதிப்புக்களிடையேயும்‌ நிலவுவதால்‌ 

pt Ay = (wt Au) (0+ Av) 
Ay = (u-+-Au) (6 + Av) — w 

= u(Av) + v0 (Au) + CAu) (Az) 

Ap aes Au Au 

Ag | pest சிறது நிறுவி
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22 ஆகும்போது 

(1) 2 மாறுது ; 

(1) கு நீடு ௦ என்பவையும்‌ ௦ ஆகும்‌ ; 

மின்‌... நஸ்‌. நீயம்‌ 

OO ரச? ஜோர்ஜ்‌ Wem 
ஸ்‌. டம... ஸ்‌ _ du. du 

me ng Baek Uae rae 
Axo 

vy ae du 

குறிப்பு 12 ந - மம என்றால்‌ மேற்கண்ட விதியைப்‌ 
பயன்படுத்த, 

  
dy dw d(uw) 

dx ue de 18 dx 

ட d ஸ்‌ dv 
sail pe உ எக 

dw , do _ du 
= uv ie uw et க்‌ 

பெருக்கற்பலன்களின்‌ வகைக்கெழு எழுது 2 

ஒவ்வொரு சார்பலனின்‌ வகைக்கெழுவையும்‌ எழுதி மற்ற 

வற்றால்‌ பெருக்கவும்‌: இவ்வாறு வருபனவந்றின்‌ மொத்தக்‌ 

கூடுதல்‌ சார்பலன்களின்‌ பெருக்கற்பலனின்‌ வகைக்கெழு 

வாகும்‌. 

கணக்கு 12 - (242) 41 என்பத வகைக்‌ கெழுவைக்‌ 
காண்‌. 

— = (x + 2 vx +t vx he (x -+ 2) 

[மற்ருரு மூறை3 7 = ave + Qe 
ஹை 4a3fe + 9x74
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dy j 
* 3 1/2 4 ஓ 1 1/4 
gee = x Tr உல dx 2 ய்‌ 

Bx a a 
2 qx 

«1-2 

QYx ] 

aor és 2: y = x sinx cos x என்பதன்‌ வகைக்‌ கெழு 

வைக்‌ காண்‌. 

dy oo d (cos x) 
ம்‌. வெஜ்‌ இரு இ ய 

dx dx 

, d (sin x 
+. a? cos x — ¢ ) 

dx 

. d(x 
+ sin 1 COS x a ) 

dx 

dy be . 
= == a*sin x (—sin +) 
dx 

+ x? cos x (cos x) 

4. sinw cosx. 2x 

= —x? sin? x 4+ x* cos? x+ 2x] sin x cos x 

[y = 2° sin x cos x என்றால்‌, 

dy உட்ப ® aged : 
ட்‌ ஜூ sin? xx" cos” x + 2x sin x 0062 என உடனே 

dx 
எழுதப்‌ பழகவும்‌: மேற்கூறிய வழிகள்‌ யாவும்‌ மனதில்‌ ஓட 

வேண்டும்‌.] 

பயிற்சி 8 

வகைக்கெழு காண்க: 

மூ அ பட்8) (ii) x sin x (1) sin x cos x 

Civ) Vv (8 48x") Cv) (மடு மீட்டி (vi) x? (sin e+ 

cos x) (vii) a* sin x cos x (vii) x sin « tan x 

(ix) x° cos x cot x.
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u 6 ட ° ச ட ப 
2.9 y= = இல்‌ u, v என்பன இன்‌ சார்பலன்கள்‌ என்‌ 

ற ரூல்‌ காண விதி: 

& இல்‌ ஏற்படும்‌ நுண்ணிய கூடுதல்‌ ஃ5ு ஆகுக. இதனால்‌ 

பிரி என்ற சார்பலன்களில்‌ ஏற்படும்‌ நுண்ணிய மாறுதல்‌ 

கள்‌ முறையே கடி மம, ரீ ஆகுக: mpaGarytAy, ut+Au, v+- Av 

என்பவை மேற்கண்ட தொடர்பில்‌ உள்ளன; 

  

  

அதாவது 9-4 ம பி 

utAu  u 

மி ரந ௨ 

ட uvtvAu—vu—uAv 

= @r Ai) 
vAu—uAv 

U4 cA 

Ay _Au Ao 

Ax 7 "Ax" Ax 
மம்ம. 

Ay dp. Au du Av do 
க ஆகும்போது Ag ae a? தை ட 0 

“ர)உ மதிப்புக்கள்‌ அவ்வாறே உள்ளன. ஆகவே எல்லை 

களைக்‌ கணக்கிட 

  

க. 
dy “ஸ்‌ ம 

dx vu 

. . ட்‌ ‘ 
கணக்கு 1: 3-௩ என்றால்‌ ர காண்க. 

கர 3 
2” 0082 

‘ dv ற du 

u ‘ dy dx de 
y= J orstge Le 

c a dx த 

என்ற விதியைப்‌ பயன்படுத்த]
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COS ,n ச sin x © (0s 4) 

dy = dx 
dx 

dx cos? 

cos’xy-+ sintx 1 

Coste 0082 

உடற்‌ a . 
potas AG 5 860” ஆகும்‌. 

x 

  : ~  . dy . 
கணக்கு 22 7 = என்றால்‌ - காண்க, 

cos x dx 

ம்‌ (1) d (cosix) ர, 8 LOSS ie cos x 7 Es 

dx cos* x 

_O+sinx 1 8௩2 

cos? « “cos x 008 

= sec x fan y 

dy . 
38004 என்றால்‌ = 860 21௩ ஆகும்‌. 

ay 

இதேதேபோல 37-0௦ என்றால்‌ 2... 005602 
x 

ம்‌ 
J=COSEC X oT sb (HB 6D ட ==— cosec x cotx 

x 
என வரும்‌. (செய்து பார்க்கவும்‌.) 

. இற] es ; 
கணக்கு 8. டட. என்றால்‌ - காணவும்‌. 

டட dx 

(x? +-5x—6) f (6954-1) — (?—2x«+1) 1 (x? +-5x--6) 
ம்‌. dx ut ்‌ து 
02   (24 +5x—6)# 

_ (65.௨௫ (6-௮ - (8231) த) 
  

  

(x? +5x—6)* 

_ [2 டட18] - [உப றத] 

(x*-+-5x-—6)* 

Tv? — 14yL7 

மதல்‌?
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பயிற்சி 4 

வகைக்கெழுக்‌ காண்க. 

ம்‌ ஸு oT an 
(iv) = (v) ae (vi) a 

wi) ES) © as 
(x) cosec x 

2.10 entusvofic ¢rtusvsr (function of a furction) : 

sin x? TOU’ OQar mes TA Sur id. x* என்பது இன்‌ 

அடுக்குச்‌ சார்பலனாகும்‌. 8௦௨: என்பதுஇன்‌ அடுக்குச்‌ சார்‌ 

பலனின்‌ சைன்‌ சார்பலனாகும்‌. இவ்வாறு ஓன்றனுள்‌ ஒன்றாக 

அமையும்‌ சார்பலனில்‌, முடிவில்‌ உள்ள ஒரு முதல்‌ மாறியைச்‌ 

சேர்ந்த வகைக்கெழு காணும்‌ விதியைக்‌ கூறுவோம்‌. 

pesin x? 

x? sTSTUG! U BSS. 

ypesinus wax? 

dy Ay Ay Au 
ace Dl 9 = Lt =. 

ட டடம AX கவர Au Ax 

Au-o 

_ Ay Au 

Au-0o Ax-+0 

a, @ 
~ du? dx 

ay u _ on “ig 7 COS ME = 2x 

a = a 2 = cosu. 2x=cosx*. Bx 

dy 
3௮ 2௬008 ந” 
dx 

அ ஜபக்‌” என்றால்‌ 

இதை எடுத்துக்காட்டாய்‌ விவரித்தோம்‌. இப்போது 

பொது விதியைக்‌ கூறுவோம்‌.
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5 என்பது இன்‌ சார்பலனாகுக$ 

1 என்பது இன்‌ சார்பலனாகுக$ 

௦ என்பது $இன்‌ சார்பலனாகுக. 

என்றால்‌ ௨ காண, விதி என்ன என்பதைக்‌ காண்போம்‌. 

இல்‌ ஏற்படும்‌ நுண்ணிய கூடுதல்‌ &£ ஆகுக. இதனால்‌. 

௨, ௦, இல்‌ ஏற்படும்‌ மாறுதல்கள்‌ முறையே Au, Av, Ay ஆகுக. 

dy _ Ay 
dx os Ax 

Ax-+0 

Ay_ Ay Au Av 

Ax Au’ Av’ Ax 

Axo —p6bGurg Au-o 3; Av-+o 

ம்‌ ட்ரஸ்‌. மூ ஜு. Ae du 
UCU a Al’ i இத ae 

Ay Au A pte நா (ae - j 
Ax Au’ Av Ax 

Axo Axo 

ட Ay Au Ao 
= Lt An’ ன்‌ Te’ Lt ae 

Au-o Avo Axo 

dy dy du dv 

dx du’ dv" dx 

‘ emt. erat கணக்கு : y==sin mx ST ot GD} என்ன? 

yesin us u=mx 

ல்டற்‌ 4 
டஸ்ட்‌ dx 

ஆனா du = COS us dx 1 

dy , 
ae = COS Ue mM=mMm COS mx 

dy 51071 என்றால்‌ 3-1 008 100, 
dx
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இதுபோன்று 

- . wd : 
Jy =cosmx என்ருல்‌ 7-8 ஈ0 

த ம 
(07% என்ருல a m sec" mx 

உறு 4 
y =cot mx என்றால்‌ 3 78 60500 mx 

dy y = sce mx sreraged ig 7M SEC mx tan mx 
x 

௪ 00860 12 என்றால்‌ = —mMCOsec mx COL mx ay 
dx 

d 
கணக்கு? ந ஜாப்‌ (25) என்றால்‌ Sea 

x 

8? என்பதை ம எனவும்‌, 2” 

மிகாள்க. 

என்பதை 8 எனவும்‌, 

yous 

us=sin vs v= x* 

dd du. du 

dx du’ dv dx 

= (2u) (cos v) (8x") 

டி என்பவற்றிற்கு ௩இல்‌ பிரதியிட 

ஜ்‌ 2 . ம 3 a ie 2 (sin x*). cos x*» Bx 

= 6x? sin x° cos x° 

இதன்‌ வழிகளை மனதில்‌ செய்யப்‌ பழக வேண்டும்‌. 

G) மக) இன்‌ அடுக்கு 8 .. வகைக்கெழு£ (ம்‌) 

(Gi) singrfusvsr வகைக்கெழு 0௦8 5” 

(ili) 2*இன்‌ வகைக்கெழு 9”
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முடிவில்‌ வகைக்கெழு இவற்றின்‌ பெருக்கற்பலன்‌. 

y=sin? x* என்றால்‌ 

சீ 
~ = 2sin x*. cosp*. இர்‌. 

= 6x* sin x* co sx*] 

8\7 . dy கணக்கு: y= (2x*?-+tan x*)’ crear ர காண்க. 

d 
[7 காண ; y sverigy (2x?+tan x*) MPa Tug BOHSS- 
dx 

ஆகவே முதல்‌ வகைக்கெழு 7 (22-10 x*)é 

d 
2x?+tan x° Oar amadsQaag =4r + ie tan x® 

x 

=4x + sec? x*. 8x? 

மூடிவில்‌ வகைக்கெழு-7 (2x? +tan x*)® (4v+Bsec? x°. x7). F 

இவ்வாறு மனதில்‌ செய்ய இயலாதெனில்‌ 

பீ மரா நூ ஆகுக. ஃ ரம்‌ 

dy dy du ஸ்‌ 2௦ 
dx du" dy du; ™ 

d 
= 7u°. a (2x? 4-tan x*) 

= ரீம்‌ tte nx? ச Gx a0? ) 

d 
= 7 (2x?+tan x*)® (4x4 de tan x*) 

w=tanx Qed x°=v stor QOS. 

w==tano 

dw d di re 
d 

dy (tan x*) = 8x? sec? x* 

d; 
= 7 (2x°+-tan x*)? (4x+8x*sec*x*)
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2.17 மீண்டும்‌ முக்கியச்‌ சார்பலன்களின்‌ வகைக்‌ 

கெழுப்பட்டியலைக்‌ கீழே தருகிறோம்‌ : 

ற. 
i 2 dx 

"gn ayant 

1 த 

sin mx m COs mx 

COs mx ்‌ -——m sin mx 

tan mx m sec” mx 

cot mx —m cosec® mx 

sec mx msec mx tan mx 

cosec mx —m cosec mx cot mx   
  

11. வகைக்கெழு காணும்‌ விதிகள்‌ 

  

  

ற்‌. 
ன்‌ dx 

du dy dw 

utotw dx — dx — dx 

dv du 

120 1 de 

dv du 
uviw uv து + wer ow = 

ர dv dv 

dx dx 84 

27   
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பயிற்சி 5 

வகைக்கெழு காண்க. 

ழு (448%) ழூ றம (iii) VBP +8 

ட்‌ =——--- 1 . 1 
(iv)  y2+cos x (v) Tb cosx (vi) Tocosx 

(vii) sin’ x (viii) sin?x cos x (ix) x? sin? x 

cos 2x .. cos’x .. sin2x 

(x) sin? x (xi) sin 2x (a) cos? x” 

பயிற்சி 6 

கீழ்வரும்‌ சார்பலன்களின்‌ அவற்றின்‌ தனிமாறியைம்‌: 

பற்றிய வகைக்கெழு காண்க. 

    

  

    

  

  

1. நலக டி 2. p= ee 

8. we 4 wa gaye 

அட்‌ a 
7. r=tan6@ 8. r=Qtan 29 

9. wa, 10. சர] 

Li. sag 12. w= joe 

UDES VG ap aM cr osMemgs (order of the derivative) : 

i 
dx 

எனும்‌ சார்பலனின்‌ வகைக்கெழு 6 ஆகும்‌. இரண்டாவது: 
2 

வரிசையில்‌ காணப்படும்‌ வகைக்கெழு எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌... 

3-4 என்றால்‌ 8. இவ்வாறு இன்‌ வகைக்கெழு 822 

702) எனும்‌ சார்பலனின்‌ வகைக்கெழுவை f' (x) என்றால்‌ 7' (29: 
இன்‌ வகைக்கெழுவை 7ீ!' (2) என்று குறிக்கவேண்டும்‌. இவ்‌- 

. d 
வாறு வரும்‌ a youd f' (x), Qrawriragy வரிசை:
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வகைக்கெழு எனப்படும்‌. [இன்னும்‌ தொடர்ந்து மேல்வரிசை 
8. 

77. 
வகைக்கெழுக்கள்‌ ள்‌ அல்லது!!! (.......... = அல்லது 

77(5) எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌.] ்‌ 

கணக்கு 7: ௫ கற 4 40052 என்றால்‌ 

d*y . ; 
We 4-0 எனக்‌ காண்க. 

y= 8sin x + 4 cos x 

a 8cosx — 4sinx 
dx 

i= —8sin x—4cosx 

= —(8 sin x + 4 cos x) 

ஆனால்‌ y =8sinx+ 4cosx 
ர 

2-0 

கணக்கு 2: y= xX COSKx என்றால்‌ x? O20 074270 

எனக்‌ காண்க, 

J =x COS x 

d ட 
~ —cosx—xsin x 
dx 

d*y : . 74 Sin * — sin x—x cosx 
x 

= — 2sin x—x cos x 

d? ; : 222 =— 2x* sin x—x* cos x 0 

ஆ பபா sin x—2x cos x (ய 

(x?-+2) y = x* cosx + 2x cosx (iii) 

(i) + Gi) + (aii) 

x® கீற dy கடலடி 
அ ச + (x? +2)y =0
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பயிற்சி 7 

முதல்‌ இரண்டு வரிசை வகைக்கெழுக்களைக்‌ காண்க. 

படற ம்‌ Gi) 7 i) cose நன்‌ த 

(v) sin?x (vi) cos®2x (vii) sn (2x41) (vill) x sia x 

(ix) x° sin x (x) x" cos nx 

2 

2. நடி றை 4 4006 என்றால்‌ oe 4-0 எனக்‌ காண்க. 

59: நர 008/3 “ம்‌ 8111 என்றால்‌ it + ர-0 எனக்‌ காண்க. 
dx 

மீர்‌ d 
4. p= (+a) என்றால்‌ (Lat) _ gx = ர என 

ஸ்‌ dx 

நிறுவுக. 

ம்‌ மர 
5. ர மற்‌ என்றால்‌ தக, + 2y = 2x — என 

dx ்‌ dx* 

நிறுவுக. (ஈ, ம்‌ என்பவை மாறிலிகள்‌) 

இரு மாறிகளின்‌ உட்படு சார்பு : 

2 என்பவை இரு மாறிகள்‌. 9 இன்‌ மதிப்பு £ இன்‌ 
மதிப்பைச்‌ சார்ந்ததாயின்‌, சார்பை 9-7) என, ஐ ௩இல்‌ கூற 
முடியும்‌. 9 இத்தகைய தொடர்புடையெெதனின்‌ ர எனும்‌ மாறி 
% எனும்‌ தனி மாறியின்‌ வெளிப்படைச்‌ சார்பு (6014௦1 function) 
எனப்படும்‌. இதுவரை அத்தகைய சார்பலனையே. கூறி வந்‌ 

. த்‌ @ ‘ துள்ளோம்‌. ப ஐ எளிதில்‌ விதிகளைக்‌ கொண்டு காணலாம்‌. 

ஆனால்‌ 5 உம்‌) உம்‌ கலந்து வரும்‌ தொடர்புகளும்‌ உள்ளன. 
2x7 + Bxy +? =8 எனும்‌ சமன்பாட்டில்‌ 5 உம்ர உம்‌ கலந்து வந்‌ 
துள்ளன. இன்‌ மதிப்பை £இல்‌ தனியாகக்‌ கூற இயலுமாயினும்‌ 
அத்தகைய தொடர்பு எளிதாய்‌ இராது. இவ்வாறு வெளிப்‌ 
படையாக 3 இன்‌ மதிப்பு£ இன்‌ சார்பலனாகக்‌ கூறாமல்‌ சமன்‌ 
பாட்டால்‌ கூறப்படுமாயின்‌, ரஆனது£இன்‌ உட்படு சார்பலண்‌ 

எனப்படும்‌. அத்தகைய சார்பலனில்‌ வகைக்கெழு ப உம்‌ 
ப 

ty இல்‌ சார்பலனாக அமையும்‌.
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கணக்கு: இ ழ-டரர-8 என்றால்‌ x=2, ௮0 எனும்‌ 

போது ன்‌ இன்‌ மதிப்பு என்ன? 

விடுவிப்பு : இருபுறமும்‌ வகைக்கெழு காண டே ஐப்‌ 

பொறுத்த) 4x+8y+3x ட + ay?) =0 
NX ம்‌ ம்‌ 

ரல்‌ dy 
x=2; yO crit 8 +6 = 0 

த was a 
இந்த இடத்தில்‌ க எத்‌ 

(குதிப்பு 8 ன்‌ ஐப்‌ பொதுவாகக்‌ காண வேண்டுமெனில்‌ 

d 
i: (8x + 2y) (கடட இ 

dye (4x+8y) 

dx (௨௮ | 

கணக்கு £ 

2 2 

3 பூர. என்றால்‌ -- என்ன? 

விடுவிப்பு : இருபுறத்திலும்‌ x ஐப்‌ பொறுத்த வகைக்கெழு 

காண, 

பயிற்சி 8 

கீழ்வரும்‌ சமன்பாடுகளிலிருந்து இன்‌ மதிப்பைபக்‌ 

காணவும்‌. 

1. ஜூரி 2. இர றப. இ. ஐுழ்றுவு ௮௫
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4. °489+7°=1 5. sin my—cosny=c 6. (x--y)?=2x7+By? 

7. vet p=va 8. axt?42h xy dy? =c 

9 yy —Bxyt tax = மீ என்றால்‌ %- ஐ y=8a teyoCurg 

d “இன்‌ மதிப்பு என்ன? 
dx; 

2 

10. a(xty) = x -+y’ என்றால்‌ ois காண்க:



3. வகைக்கெழுவின்‌ பயன்பாடுகள்‌ 

(Applications of the derivative) 

3-1 wry af aib: (Rote of change) 

உ என்ற தனிமாறியைக்‌ கொண்ட சார்புமாறி ர ஆகுக. 

இரண்டிற்கும்‌ இடையேயுள்ள தொடர்பைத்‌ தரும்‌ சமன்பாடு 

y=f(x) ஆகுக, இல்‌ தொடர்ந்து மாறுதல்‌ நிகழும்போது 

இல்‌ மாறுதல்‌ நிகழும்‌. ௨இன்‌ ஒவ்வொரு மதிப்பில்‌, ஏற்படும்‌ 

மாறுதல்‌, 9) இல்‌ வெவ்வேறு மாறுதல்‌ ஏற்படுத்தும்‌. க்கு ஜே” 

என்ற மதிப்பு இருக்கும்போது) இன்‌ மதிப்பு “),” ஆகுக: 

J; = f(x) ஆகும்‌. 

௨,இல்‌ இருந்து இல்‌ ஏற்படும்‌ கூடுதல்‌ மதிப்பு &£ ஆகுக. 
அதனால்‌ 9 இல்‌ ஏற்படும்‌ மாறுதல்‌ (கூடுதலோ, குறைவோ) 

ம ஆகுக. 

த Ay ee க ae . 
அப்போது Li = srapib sve x Oot wHUY %, Qe 

Axo Ax 

இருக்கும்போது 7 இல்‌ ஏற்படும்‌ மாறுவீதம்‌ [Rate of. change 

of y ஸ்‌ காபி எனப்படும்‌. 

dy 
எனும்‌ எல்லை a ஆகும்‌. ay பொதுவாக Li i 

Ax 0 

9௨ (69 என்றால்‌ இதை /'(டு என்று குறிப்பது வழக்கம்‌ 
என்று கூறியுள்ளோம்‌. 

2
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உ ௭௮, என்ற மதிப்பில்‌ ஈஐப்‌ பற்றிய ரஇன்‌ மாறு 

வீதம்‌, -இல்‌ K=X IS), ret Dg Huds” GS கிடைப்பதாகும்‌ 

அல்லது ரீ ' (5) ஆகும்‌. 

குறிப்பு: 4” எனும்‌ மாறியும்‌ 5: எனும்‌ மாறியும்‌ 

43 எனும்‌ தனி மாறியைச்‌ சார்ந்தவையாகுக்‌. 

9.௮ 7(09) என்றால்‌ 
dy d de 

ae! Oa 
dy ர dx 

a oI OE 

ர எனும்‌ மாறிகளின்‌ ॥ஐப்‌ பற்றிய மாறுவீதங்களும்‌, 

மேற்கூறிய சமன்‌ பாடுகளும்‌ தொடர்புடையனவாகும்‌. 

8.2 நேர்கோட்டியக்க வேகமும்‌ முடுக்கமும்‌ £ 

48 என்ற நேர்‌ கோட்டில்‌ ஒரு துகளின்‌ நிலை மாறுகிறது 

எனக்‌ கொள்வோம்‌. 4” என்ற நேரத்தில்‌ துகளின்‌ நிலை P 

ஆகுக. நேர்கோட்டில்‌ 0 எனும்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு மூலப்புள்ளி 

படம்‌ 8 

யைக்‌ கொண்டால்‌, 02--௦ எனும்‌ தூரம்‌ 72 இன்‌ நிலையைத்‌ 

1, நேரத்திற்குப்‌ பிறகு ௩/ காலம்‌ சென்றதும்‌ துகளின்‌ நிலை 0, 

ஆகுக. 00 எனும்‌ தூரம்‌ 242 ஆகுக. 

௩ நேரத்தில்‌ இடப்பெயர்ச்சி =—As 

துகளின்‌ வேகம்‌ என்பது 77 ன எனும்‌ எல்லையாகும்‌. 
க்ம்0 

ds 
வேகத்தை ॥ எனக்‌ குறித்தால்‌ / நேரத்தில்‌ 2- 7 என வரு 

கிறது.



வகைக்கெழுவின்‌ பயன்‌ பாடுகள்‌ 85 

இதேபோல வேகமாறுதல்‌ வீதம்‌ 4p ®& % 1b (Acceleration) 
எனப்‌ படும்‌. முடுக்கம்‌ என்றால்‌ 

__ dv ம்‌ 
“TS: 

d {ds d®s : ‘i 
சிசி] கர்‌ னவும்‌ கூறலாம்‌. 

கணக்கு 1: நேர்கோட்டில்‌ இயங்கும்‌ ஒரு துகளின்‌ / 
நேரத்தில்‌ உள்ள நிலை ௦ எனும்‌ தூரத்தால்‌! தரப்படுகிறது. 
3 -- 64/16” என்றால்‌ (1) (நேரத்தில்‌ துகளின்‌ வேகம்‌ என்ன? 
(ம்‌) அதன்‌ முடுக்கம்‌ என்ன? (11) அதன்‌ வேகம்‌ எப்போது 
பூச்சியமாகிறது? (4) அப்போது அதன்‌ நிலை என்ன? (நேர 
அலகு வினாடி; தூர அலகு அடி எனக்‌ கொள்க.) 

s = 64 — 160° 
(0 வேகம்‌ t= C= 64 — 85 / (அடி/வினாடி) 

(9) முடுக்கம்‌ f =F = — 82 (244/04) 
(iii) ¢ Gar S Hb Cousih v=64—82: spar gre v—0 என்றால்‌ 

8 ஆகும்‌, 

நேரங்‌ கணக்கிட ஆரம்பித்ததிலிருந்து 8 வினாடி 
நேரத்தில்‌ அதன்‌ வேகம்‌ பூச்சியமாகும்‌. 

ம) அப்போது மூலப்‌ புள்ளியிலிருந்து அதன்‌ நி 

i= 64x2-16x 2 

= 125 — 64 = 64 அடி, 

ஸை 

கணக்கு 2: மேற்கூறிய கணக்கில்‌ 2 = Beos Ql + Asin fg 
என்பது 2 ஐயும்‌, / ஐயும்‌ பிணைக்கும்‌ சூத்திரமானால்‌ முடுக்கம்‌, 
3 உடன்‌ நேர்விகிதத்தில்‌ மூலப்புள்ளியை நோக்கி அமையும்‌ 
என நிறுவுக, 

ds 
Gosh v = — = — 6 sin 2t + 8 cos Bi 

முடுக்கம்‌ 4-4 = — 12cos Bi — 16 sin Ot 

= -- 4(8 cos Qt + 4 sin 21) 

f= —4s
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fos; fad, sow எதிரெதிர்க்‌ குறியுடையன வாத. 

லால்‌ முடுக்கம்‌ மூலப்‌ புள்ளியை நோக்கி இயக்கம்‌ முழுவதிலும்‌: 

அமையும்‌. 

கணக்கு 8: 2-6) 9/ எனும்‌ சமன்பாடு தரும்‌: 

இயக்கம்‌ முதல்‌ நான்கு வினாடிகளில்‌ எவ்வாறு அமையும்‌ 

STON HS BT Or be 

வேகம்‌ v =o - 52120 + 9=B8(f—1) (é-8) 

பம்‌ dv 
M@éenb f= a = 6i—12 = 6(i—2) 

முதலில்‌ துகள்‌ இடமிருந்து வலமாக நேர்‌ கோட்டில்‌ 

இயங்குகிறது எனக்‌ கொள்‌ வோம்‌. 

க. வேகம்‌ 

G) முதல்‌ வினாடியில்‌ உ நேரெண்ணாகும்‌. 'அந்த நேரத்‌ 
தில்‌ அது வலமாக நகர்கிறது. 

Gi) அடுத்த இரண்டு வினாடிகளில்‌ 1:18; ஆனதால்‌ ௪ 

எதிரெண்ணாகும்‌. துகள்‌ இடமாக நகர்கிறது. 

(iii) 158 எனும்போது, அதாவது மூன்றாவது வினாடிக்கு 

மேல்‌ மீண்டும்‌ வலமாக நகர்கிறது. அந்த இயக்கம்‌ தொடர்‌ 

கிறது. 

£. முடுக்கம்‌ : 

முதல்‌ இரண்டு வினாடிகளில்‌ வேகத்தின்‌ அளவு குறைந்து 
கொண்டே வருகிறது. இரண்டாவது வினாடியிலிருந்து. 

₹வகம்‌ அதிகரித்துக்‌ கொண்டே. போகிறது. 

கணக்கு 4; ஒரு கோள வடிவமுள்ள பலூனின்‌ விட்டம்‌ 

வினாடிக்கு 10 செ.மீ, அதிகரிக்கிறதென்றால்‌ விட்டம்‌ 20 செ.மீ. 

ஆக இருக்கும்போது அதன்‌ பரப்பளவின்‌ மாறுவிகிதம்‌ 

என்ன? கொள்ளளவின்‌ மாறுவிகிதம்‌ என்ன? 

பரப்பு 5 ஆரம்‌ ர, கொள்ளளவு 18 ஆகுக. 

dx dr 

an a 
. ax . . dr apn —— = 10 ௩ 8 

விட்டம்‌ 2 Br
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G) S= 4% 

ds dr 

ரா 

7 10 செ.மீ; _ 5 செ.மீ./வினாடி 

ds 
os “a 400 TN OF. செ.மீ./வினாடி. 

Gi) Pater 

, dV ar 

“ள்‌ Ane 
dr dV 

= Pe ட வ தும ee “2 இட்‌ சண ச்‌ 5 
r 10; a 5 yh 4n x 100 

= 8000௩ ௧. செ,மீ./வினாடி 

கணக்கு 5: 80 அடி நீளமுள்ள ஓர்‌ ஏணி ஒரு சுவற்றின்‌ 
மேல்‌ சாய்த்து வைக்கப்பட்டுள்ளது. அதன்‌ அடிப்பாகம்‌ 
வினாடிக்கு 5 அடி வேகத்தில்‌ சுவற்றின்‌ அடியிலிருந்து விலகிப்‌ 
போனால்‌, சுவற்றிலிருந்து 18 அடி இருக்கும்போது அதண்‌' 
மேல்‌ பாகம்‌ என்ன வேகத்தில்‌ கீழே இறங்கும்‌? 

O»
 

3 A 

படம்‌ 4 

429 என்பது ஏணி. அதன்‌ நீளம்‌ — 80 அடி, 
02 என்பது சுவர்‌: 0.4 என்பது தரை, 

சொற OB = ர ஆகுக. 

்‌ 4 ௨. 900
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dx dy 
2y ao 2 = 0 

_ 8.2 & 
"diy edt 

dx . . . . 3 
a என்பது அடிப்பாகம்‌ விலகும்‌ வேகம்‌. 

dy 

dt 

x = (8 ere med 7? = 900-18" 

y=v48X12 = 24 

என்பது மேல்‌ பாகம்‌ இறங்கும்‌ வேகம்‌. 

dx 

“a 7° 
dy -18 -90 -15 
பா Ba XO MRS 

இறங்கும்‌ வேகம்‌ - 8$ அடி/வினாடி . 

கணக்கு 6: கூம்பு வடிவமான புனலில்‌ (Funnel) Ay au 

வினாடிக்கு 0:5 க.செ.மீ. வீதம்‌ இறங்குகிறது. கூம்பின்‌ உயரம்‌ 

10;செ.மீ; அடி விட்டம்‌ 10 செ.மீ. என்றால்‌ திரவத்தின்‌ ஆழம்‌     

   

C 9 B 

    
wi msc aoe meer L 

1 
॥ 
॥ 
1 
1 
4 

ர்‌. 

ர 

1 

| 
i 4 
ர்‌ 

8 

்‌ ; 

॥ 

A 

படம்‌ 5 

க 

இறங்குகிறது? 

8 செ.மீ. இருக்கும்போது திரவ மட்டம்‌ என்ன வேகத்தில்‌
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கொள்ளளவு - V 

திரவப்‌ பரப்பு ஆரம்‌ 7 

திரவ ஆழம்‌ ு ற்‌ ஆகுக 

= 4 wrx 

கொள்ளளவு குறைவதால்‌ அன எதிரெண்ணாகும்‌. 

dV a திரவம்‌ இறங்கும்‌ வேகம்‌?---.5 ௧க.செ.மீ./வினாடி 

r= $x கர்‌ க.செ.மீ./வினாடி 

ie OB | உட்டு 

x O4 t~ ? 

Vea ny ys mx 

qs ர்க டன்‌ 
dP a a 

ஸ்ட்‌ ம டட என்றல்‌ 
கம்‌ மு? என்று 

do -4 , _ 
ய்‌. ௬641 இஷ 

திரவமட்டம்‌ வினாடிக்கு செ.மீ. வீதம்‌ இறங்குகிறது. 

பயிற்சி 9 

மூலப்புள்ளியிலிருந்து நேர்கோட்டில்‌ இயங்கும்‌ ஒரு துக 

ளின்‌ தூரம்‌ 2க்கும்‌ அப்போதைய நேநரரம்‌ க்கும்‌ உள்ள 

தொடர்பு தரப்பட்டுள்ளது. 1-0, என்றால்‌ அப்போது அதன்‌ 

வேகம்‌ என்ன? முடுக்கம்‌ என்ன? ௦-௦ ஆகும்போது நேரரம்‌ 

என்ன? 

1. 2800... 162 

2 s = 7+2:-—8 

8. s = &-6?—15t+12 

4. $s = 8145 

5. s = U~8+481—5
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6. நேர்கோட்டில்‌ இயங்கும்‌ ஒரு துகளின்‌ நிலை ஃக்கும்‌ 

அப்போதைய நேரரம்‌ / க்கும்‌ இடையேயுள்ள தொடர்பு 5 - 

௧558/-80059/ என்றால்‌ அதன்‌ முடுக்கம்‌ : உடன்‌ நேநர்‌ விகி 

தத்தில்‌ உள்ளதெனவும்‌, இயக்கம்‌ முழுவதும்‌ அது மூலப்‌ 

புள்ளியை நோக்கியதெனவும்‌ நிறுவுக. 

7. கோள வடிவமான ஒரு குமிழின்‌ ஆரம்‌ 1 அங்‌. அந்த 

நேரத்தில்‌ ஆரம்‌ வினாடிக்கு 0:8 அங்‌. வீதத்தில்‌ அதிகமா 

கிற... அதன்‌ பரப்பளவு அப்போது என்ன வீதத்தில்‌ அதி 

கரிக்கிறது? 

89. முனை கீழாகவும்‌ அச்சு நேர்‌ மேலாகவும்‌ உள்ள ஒரு 

கூம்பு வடிவமான பாத்திரத்தில்‌ வினாடிக்கு 150 ௧. செ.மீ. 

வீதத்தில்‌ நீர்‌ விழுகிறது. கூம்பின்‌ உயரம்‌ அதன்‌ ஆரத்திற்குச்‌ 
சமம்‌ என்றால்‌ நீர்‌ ஆழம்‌ 20 செ.மீ. இருக்கும்போது நீர்‌ 
மட்டம்‌ என்ன வேகத்தில்‌ உயர்கிறது? 

9. தரை மட்டத்திலிருந்து 20 அடி உயரத்தில்‌ ஒரு தெரு 
விளக்கு உள்ளது. 6 அடி உயரமுள்ள ஒருவர்‌ விளக்குக்‌ 
கம்பத்திலிருந்து வினாடிக்கு 4 அடி வேகத்தில்‌ போகிருர்‌. 

கம்பத்திலிருந்து 15 அடி தூரத்தில்‌ போகும்போது அவரு 
டைய நிழல்‌ என்ன வேகத்தில்‌ வளர்கிறது? 

10. 5 அடி உயரமுள்ள ஒருவர்‌, 15 அடி உயரத்தில்‌ 
தொங்கும்‌ விளக்கின்‌ அடியிலிருந்து வினாடிக்கு 5அடி வேகத்‌ 
தில்‌ நடக்கிறார்‌. 16 அடி நடந்ததும்‌, அவருடைய நிழல்‌ 
என்ன வேகத்தில்‌ வளர்கிறது? 

11. ஒரு கட்டடச்‌ சுவரிலிருந்து தரைமட்டத்தில்‌ 40 அடி 

தூரத்தில்‌ ஒரு பிரகாசமான ஒளிர்‌ விளக்கு (௦௦0 light) 

உள்ளது. 6 அடி உயரமுள்ள ஒருவர்‌ விளக்கிலிருந்து கட்‌ 

டடச்‌ சுவற்றை நோக்கி வினாடிக்கு 4 அடி வேகத்தில்‌ நடக்‌ 

கிறார்‌. சுவற்றிலிருந்து 18 அடி தூரத்தில்‌ இருக்கும்போது 
அவருடைய நிழல்‌ சுவற்றில்‌ என்ன வேகத்தில்‌ வளர்கிறது? 

(அல்லது குறைகிறது?) 

12. ஒரு துகள்‌ சென்ற தூரம்‌, அதற்காகும்‌ காலத்தின்‌ 
வர்க்கமூலத்துடன்‌ நேர்விகிதத்தில்‌ இருக்கிறதென்றால்‌, 
அதன்‌ முடுக்கம்‌, வேகத்தின்‌ முப்படியுடன்‌ நேர்விகிதத்தில்‌ 
இருக்கும்‌ என நிறுவுஈ.
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15. செல்லும்‌ தூரத்தின்‌ வர்க்கத்துடன்‌, துகளின்‌ வேகம்‌ 

நேர்விகிதத்தில்‌ இருந்தால்‌, அதன்‌ முடுக்கம்‌ தூரத்தின்‌ முப்‌ 
படி (00156) யூடன்‌ நேர்விகிதத்தில்‌ இருக்கும்‌ என நிறுவுக. 

14. s =a+bsin pl + ¢ cos pl Tad, PHan ஒரு குறிப்‌ 

பிட்ட புள்ளியிலிருந்துள்ள தூரத்துடன்‌ நேர்விகிதத்தில்‌ அப்‌. 

புள்ளியை நோக்கியிருக்கும்‌ என நிறுவுக. 

15. ஒன்றற்கொன்று குத்தாகவுள்ள இரு சாலைகளின்‌ 

சந்திப்பை நோக்கிச்‌ சாலைக்கொருவராக இரண்டு பேர்‌ நடக்‌ 

கிறார்கள்‌. ஒருவர்‌ வேகம்‌ மணிக்கு 9 மைல்‌. மற்றவருடைய 

வேகம்‌ மணிக்கு 4 மைல்‌. முதல்வர்‌ 2 ற.ஈ. ஆகும்போது 

சந்திப்பைக்‌ கடக்கிறார்‌. மற்றவர்‌ 82-80 ப.எ. க்குக்‌ கடக்‌ 

கிறார்‌. (() 2-4, ஆக இருக்கும்போது அவர்களிடையே 

யுள்ள தூரம்‌ என்ன வீதத்தில்‌ மாறுகிறது? (ii) v pm. &% 

என்ன விதத்தில்‌ மாறுகிறது? [ப 4:61 மைல்‌ வீதத்தில்‌ 
குறைகிறது? (1) 4715 மைல்‌ வீதத்தில்‌ அதிகரிக்கிறது.] 

8.8 வகைக்கெழுவின்‌ வரைகணித விளக்கம்‌ : 

(Geometrical meaning of derivative) 

2-7 (பி எனும்‌ சமன்பாட்டின்‌ வரைபடத்தில்‌ Pla, f(a] 
ஒரு புள்ளியாகுக, 

  

்‌ ftarsb) 
4 fe       

டட. 

படம்‌ 8 

  
ஐ அடுத்து (0[(௨-4), / (24/)] என்பது மற்றொரு புள்ள.
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அப்‌ பாது 70 எனும்‌ நேர்கோட்டின்‌ சரிவு 

_7(2-0)-7(ஐ 
~ (a+ h)—a 

= £22 9-1 oon, 

2, வரையின்‌ ஒரு நாண்‌ (0௦௭) myweb. ho ஆகும்‌ 
போது Q எனும்‌ புள்ளி 2 ஐ நெருங்குகிறது. அதாவது 
Q-P. ஐ நிலையாகக்‌ கொண்டு 02 ஆகும்போது வரும்‌ 
பல நாண்கள்‌ 7, (9 க்களின்‌ எல்லை, 7இல்‌ அமையும்‌ தொடு 
கோடெனப்படும்‌. குறியிட்டில்‌ 07 ஆகும்போது Li PQ 
STH US PQAwb ooror OarQGarQ TP ae. அப்போது 
இல்‌ அமையும்‌ தொடுகோட்டின்‌ சரிவு 

ஜு ao — f(a) _ 

்‌ . h—o 
F'(@) 

அதாவது 7” (.0)இன்‌ 5-௨ எனும்போதுள்ள மதிப்பு ஆகும்‌. 

70) இன்‌ வகைக்கெழு /'(0) என்றால்‌ ஓ ரீம்‌ எனும்‌ 
வளைவரைக்கு 1-2 எனும்‌ 2 கூறுடைய புள்ளியில்‌ அமையும்‌ 
தொடூகோட்டின்‌ சரிவு 7' (௦) எனக்‌ காண்கியரும்‌. 

குறிப்பு 1: ந) - 7(00):எனும்‌ வரையில்‌, உள்ள புள்ளி 
களில்‌ அமையும்‌ தொடுகோடுகளின்‌ சரிவுகளை 7! (9) எனும்‌ 
சார்பலன்‌ தருகிறது. 

குறிப்பு 2: வளைவரையில்‌ உள்ள புள்ளியில்‌ அமையும்‌ 
தொடுகோட்டின்‌ சரிவே வளைவரையின்‌ சரிவு எனவும்‌ 
கூறப்படுகிறது. ர- ரீ(0 எனும்‌ சமன்பாடுடைய வளைவரை 
யின்‌ சரிவை 7'.(2) எனும்‌ முதல்‌ வரிசை வகைக்கெழுச்‌ சார்‌ 
பலன்‌ தருகிறது. 

குறிப்பு 3: 7! (0-0 எனும்படியுள்ள புள்ளிகளில்‌ 

தொடுகோடு-ஈ அச்சுக்கு இணையாகும்‌. 

9.4 மாற்று முறை விளக்கம்‌ 2 ர- 7(ய) எனும்‌ வளை 

வரையில்‌ 2 (௨,2,) என்பது ஒரு புள்ளியாகுக. அதே வரை
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யில்‌ ஐ அடுத்து 2) 42, 3, என்பது இன்னொரு புள்ளி 
யாகுக. 

ட 7 
Jy + Ay = f(x, + Av.) 

wea, —o 21 tAvy 1 நீர 
26 இன்‌ சரிவு - (x, -Ax) — x, Ax 

    

ஐ நிலையாகக்‌ கொள்வோம்‌. 2-2 ஆகுக. அப்போது 

24. 270--இல்‌ அமையும்‌, தொடுகோடு. 0-2 ஆகும்போது 

௮-௦ ஆகும்‌, 

வளைவரைக்கு £(20 ரப என்ற புள்ளியில்‌ அமையும்‌ 

தொடுகோட்டின்‌ சரிவு - Lt a 
Axso &* 

=v 
~~ dx 

என்பதன்‌ (டி) என்ற இடத்தில்‌ உள்ள மதிப்பு. 

 p=f (+) எனும்‌ வளைவரைக்கு (டி, 7.) என்ற புள்ளியில்‌ 

உள்ள தொடூகோட்டின்‌ சரிவு, ட எனும்‌ வகைக்கெழுவில்‌ 

க்கு எனவும்‌, ரக்கு 7, எனவும்‌ பிரதீயிட்டு வரும்‌ மதிப்பு 

ஆகும்‌. 

: த dy : j ; 
[ பேடி) இல்‌ உள்ள இன்‌ மதிப்பு ஆகும்‌.] 

குறிப்பு: உட்படு சார்பலன்‌ சமன்பாட்டில்‌ இது மிகவும்‌ 

பயன்படும்‌. 

கணக்கு: ந மீூ--68-148 என்ற வளைவரைக்கு 

௬], ௨-6, 5 என்ற புள்ளிகளில்‌ அமையும்‌ தொடு 
கோடுகளின்‌ சரிவுகளைக்‌ காண்க. 

y = நரி ட 39 

ம = 8v—12x—15 
dx 

= 8(*—5) (x-+1)
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வளைவரையின்‌ சரிவைத்‌ தரும்‌ சார்பலன்‌ 

Sf! (x) = 8 (a—5)(x4 1) 

1 என்ற புள்ளியில்‌ சரிவு - f' (1) =8(-—4)(2) =—24 

௩௯6 என்ற புள்ளியில்‌ eMay =f! (6) =8x(1)x(7) =21 

ந என்ற புள்ளியில்‌ சரிவு = f' (5) =8x(0)x(6)= 0 

கணக்கு 2: y = 8-441 ott p வரைக்கு 8-7 

x= 1 என்ற புள்ளிகளில்‌ உள்ள தொடுகோடுகளின்‌ சமன்‌ 

பாடுகளைக்‌ காண்க. 

(0 5-1 எனும்‌ உ கூறுடைய புள்ளியின்‌ ற கூறைக்‌ காண 

y= 8.1—41+41 =0 

(1, 0) என்பது வளைவரையில்‌ உள்ள புள்ளி. 

சரிவு =% =6x—4 

(1, 0)இல்‌ சரிவு 6-4. 8 

(1, 0) வழி “8? எனும்‌ சரிவுடைய கோட்டின்‌ சமன்‌ 

பாடு கேர 8 

(1) 2-3 எனும்‌ £ கூறுடைய புள்ளியின்‌ 7 கூறைக்‌ காண; 

ற இழத 1-0 

(0) என்பது வளைவரையில்‌ உள்ள புள்ளி. 

ஜ்‌ 

(4, 0) என்ற புள்ளியில்‌ eMay = § —4=—2 

: 1, 0) anf —2 stray sflapmrw Cary or (OST 

கோடு) சமன்பாடு 

ஜெ ற 4B 

அதாவது டை 8 

கணக்கு 82 முர 19 எனும்‌ சமன்பாட்டுடைய 

வளைவரைக்கு (6-8, 1) எனும்‌ புள்ளியில்‌ அமையும்‌ தொடு 

கோடு, குத்துக்கோடு இவற்றின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ காண்க. 

[இது உட்படுச்‌ சார்பலன்‌ சமன்பாடு என்பதைக்‌ கவனிக்‌ 

கவும்‌.]
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oor: (—8, 1) எனும்‌ புள்ளி வளவரையில்‌ அமைகிற 

தென்‌ பதைப்‌ பிரதியிட்டுக்‌ காணலாம்‌. 

வளைவரையின்‌ சரிவு eo இன்‌ மதிப்பு ஆகும்‌. 

x? — Bxy + y? = 19 

உ ஐப்‌ பற்றி வகைக்கெழு காண 

Re 

ர்‌ ad 2x -2(2 ரத ] +2. =0 

(59, 1)இல்‌ சரிவு ஈக்கு 8 எனவும்‌, ழக்கு 1 எனவும்‌ பிரதி 

பிட்டுக்‌ கிடைக்க வரும்‌ இன்‌ மதிப்பு ர, ஆகும்‌. 

—6 —3 (— 8m+1) 4+ 2n =0 

—619m —8 + 2m =0 

்‌ 1189 

தொடுகோட்டின்‌ சரிவு ௪ 3 

அதன்‌ சமன்பாடு; சரிவு ஆ, புள்ளி (-5, 1) ஆன 

தால்‌ 9x — lly =—27--11 

9x—11y-+ 88=0 

(—8, 1) வழி இதற்குக்‌ குத்தாகவுள்ள கோட்டின்‌ சமன்‌ 
யாடு Lix-+9y =—88-+9 

1ixv+9y+24=0 

85 கணக்கு 1: நட்‌ எனும்‌ வளைவரையும்‌ 

234.1 எனும்‌ வளைவரையும்‌ எந்‌ 

தெந்தக்‌ கோணங்களில்‌ வெட்டுகின்றன என்பதைக்‌ காண்க. 

[ வரைகளிடையேயுள்ள கோணம்‌ (angle between two 

ஸாம) :.. இரண்டு வளைவரைகளிடையேயுள்ள கோணம்‌, 

அவைகள்‌ வெட்டிக்கொள்ளும்‌ புள்ளிகளில்‌ அவைகளுக்கு 

அமையும்‌ தொடுகோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணமாகும்‌. 
ஆகவே 

G) வளைவரைகள்‌ வெட்டிக்‌ கொள்ளும்‌ புள்ளிகளைக்‌ 

காண்க. இரு சமன்பாடுகளை ஒருங்கமை சமன்பாடுகளாகக்‌ 

கொண்டு விடுவிக்க, பொதுப்புள்ளிகளின்‌ கூறுகளைக்‌ காண 

லாம்‌.
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(1) ஒவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ வளைவரைகளின்‌ சரிவு 

களைக்‌ காண்க. அவை முறையே ஈட 1), ஆகுக. 

(ili) தொடுகோடுகளின்‌ சரிவுகள்‌ முறையே m, m, 

ஆகும்‌. அவைகளிடையேயுள்ள கோணம்‌ :09: என்றால்‌ 

tan Q@ = in இதன்‌ தேரெண்மதிப்பைக்‌ கொண்டால்‌ 

0 குறுங்கோணமாகும்‌. 

(iv) m,m, = ~1 என்றால்‌ 99-90 வளைவரைகள்‌ ஒன்றற்‌ 

கொன்று குத்து (0111௦200௨1) எனப்படும்‌.] 

விடை 2 (1) பொதுப்புள்ளிகளைக்‌ காண 

yporwt—x 

ye x1 

றல xP 

x (x?--1)= மீ. “ 2-120 geveog Fr=1 

» w=1,—1, 1 

x=1,1,—-1 

y=0,0, 0 

பொதுப்புள்ளிகள்‌ (/, 0), (1,0), (—1, 0) 

(ம்‌) மூதல்‌ வளைவரையின்‌ சரிவு ்‌ = 8x°_-] 

(-1, 0) storm yorofuled ¢faym, = 8—1 = இ 

இரண்டாவது வரையின்‌ சரிவு அடல 

(-1,0) என்ற புள்ளியில்‌ அதன்‌ சரிவு ௩-2 

அவைகளிடையேயுள்ள கோணம்‌ 6 ஆனால்‌ 

tar Q m,— My 4 4 
ar வட்ட டட கய பத்‌ 

1+m,m. 1-4 3 

குறுங்கோணத்தைக்‌ ar ame OQ = tan-'(4) =58° 

Gii) (1,0) என்ற பொதுப்புள்ளியில்‌ 

pet வளை வரையின்‌ சரிவு - 8 (8)
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இரண்டாவது வளைவரையின்‌ சரிவு = 2 (m,) 

— Jm—™ 6, 8 ன ட 
நக) 0 = fica =0; இரண்டு தொடு கோடுகளும்‌   

ஒன்‌ றே. 

வளைவரைகள்‌ ஒன்றையொன்று (1, 0) என்ற புள்ளியில்‌ 

தொடுகின்றன எனப்படும்‌, [ஒரே தொடுகோடு, ஒரே சரிவு 

உடையன. 

கணக்கு 2: 6-1 நர = 25 

Bx — 4y= 0 என்ற வரைகள்‌ ஓன்றற்‌ 

கொன்று குத்து எனக்‌ காண்க. 

G) சமன்பாடுகளை விடுவிக்க: 

vot 2 2x? = 25 

25x* = 400 

x= 16 

x =4, —4 

y= 8, —8 

. பொதுப்புள்ளிகள்‌ (4,8), (-4, -89) ஆகும்‌. 

(1) மூதல்‌ வரையின்‌ சரிவு 

d 5 
Bx + ye = 0 

dy x 

dx ற 

(4, 8) இல்‌ முதல்‌ வரையின்‌ சரிவு 8, - -$ 

இரண்டாவது வரையின்‌ சரிவு 

dy . dy க 

942-031 

(4, 8) இல்‌ அதன்‌ சரிவு 1, - = 

mm, =—- Fx? =—1 

இரண்டு வரைகளும்‌ ஒன்றற்கொன்று குத்தாகும்‌. 

[குறிப்பு: முதல்‌ வரை, (0,0)ஐ மையமாகவுடைய 

வட்டம்‌ ஆகும்‌. இரண்டாவது வரை (9, 0) வழிச்‌ செல்லும்‌ 

மீநர்கோடாகும்‌. மையம்‌ வழிச்‌ செல்வதால்‌ வட்டத்திர
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விட்டமாகும்‌, நேர்கோட்டிற்கு, அதன்‌ எல்லாப்‌ புள்ளிகளி 

லும்‌ சரிவு ஒன்றே தான்‌. அதுவே அதன்‌ தொடுகோடாகும்‌ 

விட்டம்‌ வட்டத்தை வெட்டுமிடத்து வட்டத்திற்குள்ள தொடு 

கோடு விட்டத்திற்குக்‌ குத்து என்பதை அறிவோம்‌. அதாவது 

வட்டமும்‌ அதன்‌ விட்டமும்‌ ஒன்றற்கொன்று குத்தாகும்‌ என 

இவ்வாறு வரைகணிதம்‌ வழியாய்‌ மேற்கணக்கிற்கு நிரூபணம்‌ 

சொல்லலாம்‌.] 

பயிற்சி 10 
கீழே சில வளைவரைகளின்‌ சமன்பாடுகள்‌ தரப்பட்‌ 

டுள்ளன. அவற்றிற்குப்‌ பக்கத்தில்‌ தரப்படும்‌ புள்ளிகளில்‌, 
வரைகளுக்கு அமையும்‌ தொடுகோடு (2௭200), குத்துக்கோடு 
(normal) இவற்றின்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ காண்க, 

1. y=4x—a*, (4, 0) 2. By=8—x+4x*, (—2, —1) 

8. y=x+2x? +7, (1, 4) 4, y=(2x—8)*, (8, 6) 

௪. (1052-19), (—2, —2) 6. பராய 2, (8, —4) 
7. பெறு (8, 8) 

5. சீட்ட வரர்‌” என்ற வரைக்கு (2, ர.) என்ற: புள்ளி 
யில்‌ அமையும்‌ தொடுகோட்டின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ காண்க. 

கீழே தரப்பட்டுள்ள இரண்டிரண்டு வரைகளிடையே 
யுள்ள கோணங்களின்‌ டான்‌ஜண்டு விகிதங்களைக்‌ காணவும்‌. 

இ. நட p=x 

10. y=x; x+8y=10 

11. கூர) 5 ஜே 

12. ந“ இழ . _ x? a Gy 

189. 2x°+8)*—20; xy—4=0 

144, p= ws; ரர? எனும்‌ வரைகள்‌ ஒன்றற்கொன்று 

குத்து என நிறுவுக. 
15. xy =(x-+y)* எனும்‌ வரையை 5-௦ எனும்‌ கோடு குத்‌ 

தாக வெட்டினால்‌ ॥ இன்‌ மதிப்பு என்ன? 

3.6 சார்பலனின்‌ ஏற்றத்தாழ்வுகள்‌ : 

7 (3) எனும்‌, ஈஜப்‌ பற்றிய சார்பலனின்‌ மதிப்பு, இன்‌ 

மதிப்புடன்‌ மாறும்‌. 2 என்ற மதிப்பிலிருந்து ம்‌ எனும்‌ மதிப்புக்கு 

(222), % இன்‌ மதிப்பு அதிகமாகிக்‌ கொண்டே வந்தால்‌
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7 இன்‌ மதிப்பும்‌ ஏறுகிறதா அல்லது இறங்குகிறதா என்பதை 

அதன்‌ வகைக்கெழு 7: (ப்‌ இலிருந்து அறியலாம்‌. அதைக்‌ 
காணும்‌ முறையைக்‌ கீழே தருவோம்‌. 

3--ஈ என்ற மதிப்பு இருக்கும்போது /(0ூஇன்‌ மதிப்பு £ (ய 
2௨ இலிருந்து இன்‌ மதிப்பு இன்னும்‌ h அதிகமாகட்டும்‌. 
(்‌ நேரெண்‌) அதாவது % இன்‌ மதிப்பு 2--% ஆகிறது. அப்போது 
சார்பலனின்‌ மதிப்பு 7 (௨-0). சார்பலனில்‌ ஏற்படும்‌ மாறுதல்‌ 

7 சோர்‌) --7(0. 3௨-௭௨ என்ற இடத்தில்‌, 7 (0 இன்‌ வகைக்கெழு 

வின்‌ மதிட்பு 7 (00- 1 iene ஆகும்‌. 
20 

() fx) அந்த இடத்தில்‌ ஏறுமுகமாயிருந்தால்‌, 7 (௨-0) 
-7(2) மீநரெண்ணாகும்‌:. . 7! (0) நேரெண்ணுாகும்‌. 

மு 700 அந்த இடத்தில்‌ இறங்குமுகமாயின்‌ 7 (2-0) 
7 (2) எனும்‌ மாறுதல்‌ எதிரெண்ணாகும்‌. ., 7 (௦) எதிரெண்‌ 

ணாகும்‌. 

இவ்வாறு 1-௨ என்ற இடத்தில்‌ £(0) ஏறுமுகமா அல்லது 

இறங்குமுகமா என்பதை அதன்‌ வகைக்கெழுவிற்கு அந்த 

இடத்தில்‌ உள்ள குறியால்‌ உணரலாம்‌. 

குறிப்பு: ச ச்‌ என்ற இடைவெளியில்‌ (interval) 

(அதாவது ௨-௨ இலிருந்து £-ச வரை எல்லா மதிப்புக்களுக்கும்‌) 

7' மஇன்‌ குறி நேரெண்ணானால்‌, அந்த இடைவெளியில்‌ f(x), 

sustit eit tuever (increasing function) mp,@wm. 1 HOy or @ oH ob 

அந்த இடைவெளியில்‌ 7 (5), குறையுஞ்‌ சார்பலன்‌ (060௦24 

ing function) ஆகும்‌. 

3.7 மேற்கூறியதன்‌ வரைபட விளக்கம்‌ : 

2-- 7 (2) என்ற சமன்‌ பாட்டின்‌ வரைபடம்‌ அடுத்த பக்கத்‌ 

தில்‌ படத்தில்‌ காட்டப்பட்டுள்ளது. ௨ எனும்‌ 2 கூறுடைய 

புள்ளி, வரையில்‌ 7? ஆகுக. அங்கு 7(2) ஏறுமுகமானால்‌ அங்‌ 

குள்ள தொடுகோடு 727, ௩ அச்சுடன்‌ குறுங்கோணம்‌ ஏற்‌
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படுத்தும்‌. சரிவு நேரெண்ணாகும்‌, ஆகையால்‌ 7 (ஐ இன்‌ 
வகைக்கெழுவாகிய 7' (இன்‌ அங்குள்ள மதிப்பு நேரெண்‌ 

ணுகும்‌. 

  
படம்‌ 7. 

(9) எனும்‌ இடத்தில்‌, f(x) இறங்கு முகமாகக்‌ காட்டப்பட்‌ 

டுள்ளது. அங்கு, தொடுகோடு 50, £ Beato விரிகோணம்‌ 

(௨90) ஏற்படுத்தும்‌, ஆகையால்‌ சரிவு எதிர்‌ எண்ணாகும்‌. 

(1௨09,--8). 7(00 இன்‌ வகைக்கெழுவாகிய 7! 0) இன்‌ அங்‌ 

குள்ள மதிப்பு எதிரெண்ணாுகும்‌. 

குறிப்பு (1: இன்‌ மதிப்பு எந்த இடைவெளியிலாவது 

தொடர்ந்தேற, அங்கெல்லாம்‌ தொடுகோடு 2 அச்சுடன்‌ குறுங்‌ 

கோணத்தில்‌ இருந்தால்‌, 7! (0 அங்கெல்லாம்‌ நேரெண்‌ 

ணுகும்‌. /(0) உம்‌ அந்த இடைவெளியில்‌ வளர்‌ சார்பலனாகும்‌. 

(1) எங்கெல்லாம்‌ தொடுகோடு தொடர்ந்து விரிகோணத்‌ 

தில்‌ இருக்கிறதோ அந்த இடைவெளியில்‌ 7ீ' (இன்‌ மதிப்பு 

எதிரெண்ணாகும்‌. 7(2) குறையும்‌ சார்பலனாகும்‌. 

aos 1: f(x)=x*—4x—-5 என்ற சார்பலனின்‌ ஏற்றத்‌ 

தாழ்வுகள்‌ —10<x<10 என்ற இடைவெளியில்‌ எவ்வா 
றுள்ளன? 

யின்‌ வகைக்கெழு 7' (ம = கே. தீ 

௪ உ (2-8)



வகைக்கெழுவின்‌ பயன்பாடுகள்‌ 51 

(டி 348 எனில்‌ வகைக்கெழு 7' (பி எதிரெண்ணாகும்‌. 

103044 என்ற இடைவெளியில்‌ f(x) குறையும்‌ சார்‌ 

பலனாகும்‌. ஈஇன்‌ மதிப்பு 4ஐ அணுகும்தோறும்‌ ரீ (இன்‌ 

மதிப்பு குறைகிறது. 

(1) 224 எனில்‌ 7' (ய நேரெண்ணாகும்‌. .. 4 “10 
என்ற இடைவெளியில்‌ 7(0 வளர்‌ சார்பலனாகும்‌. ௩இன்‌ மதிப்பு: 

க்குச்‌ சற்றே அதிகமானதும்‌ 7' (6) நேரெண்‌ ஆகும்‌. /(.) ஏறு 
முகமாகிறது. 

[ குறிப்பு : 5-4 என்ற இடத்தில்‌ 7 (0) இறங்குமுகத்தி 
லிருந்து ஏறுமுகமாகிறது. இந்நிலை, திரும்பும்‌ நிலை பிபாரம்டத 

point) எனப்படும்‌. இங்கு 7' (௮-0 எனக்‌ காண்கிறோம்‌: 

இதைப்‌ பற்றிப்‌ பின்னர்‌ படிப்போம்‌.] 

கணக்கு 2: 5-4” என்ற சார்பலனின்‌ ஏற்றத்தாழ்வு 

களைக்‌ காண்க. 

மீு - கி றற 

f' (x) = 4-2 

== 2 (2—x) 

(0 ௨48 என்ற மதிப்புக்களுக்கு 7' (0 நேரெண்ணாகும்‌. 
றக என்ற இடைவெளியில்‌ 7 (ப வளர்‌ சார்பல 

னாகும்‌. 

(1) 228 என்ற மதிப்புக்களுக்கு 7' (ய எதிரெண்ணாகும்‌. 

ஆகவே 982: என்ற இடைவெளியில்‌ 7 (யு குறையும்‌ சார்‌ 

பலனாகும்‌. 3-8 என்ற இடம்‌ ஏறுமுகத்திலிருந்து இறங்கு 

முகத்திற்குத்‌ திரும்பும்‌ நிலையாகும்‌. 

கணக்கு FS: றர 0-1 என்ற சார்பலனின்‌ வரை 

படம்‌ எவ்வாறு அமையும்‌ எனக்‌ காண்க. 

இ ஜிடி] 

ys a = By'—- 12x49 = 8(v—1)(x—8) 

GQ) «<l என்றால்‌ (x-~1)oemw (x-—B8)oam எதி 

ரெண்களாகும்‌. அவற்றின்‌ பெருக்கற்‌ பலன்‌ நேரெண்‌ 

ணாகும்‌. ., 241 எனும்‌ எல்லா மதிப்புக்களுக்கும்‌ (அதாவது
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5 எம என்ற இடைவெளியில்‌) 7 (ய) வளர்‌ சார்பலனாகும்‌. 

௮ 7ீ(ு. எனும்‌ வரைக்கு இந்த இடைவெளியில்‌ உள்ள 

தொடுகோடுகள்‌ % அச்சுடன்‌ குறுங்கோணத்தில்‌ அமையும்‌. 

Gi) 12௮8 என்றால்‌ (2-1) நேரெண்‌; (2-8) எதிரெண்‌. 

அவற்றின்‌ பெருக்கற்பலன்‌ எதிரெண்‌, இந்த இடைவெளியில்‌ 

f:) குறையும்‌ சார்பலன்‌ ஆகும்‌: தொடுகோடுகள்‌ விரி 

கோணத்தில்‌ உ அச்சுடன்‌ அமையும்‌. 

(ili) 8 என்றால்‌ [அதாவது ௨.4 3] (5-1) உம்‌ 

௩-8) உம்‌ தேரெண்கனள்‌. . €x—1) (€x- 3) 

நேரெண்‌. ஆகவே இந்த இடைவெளியில்‌ மீண்டும்‌ 7 (6 

தொடர்ந்து வளர்‌ சார்பலனாகும்‌. 

[9 21 என்பது ஒரு திரும்பும்‌ நிலை; ௨-8 எனும்‌ இடம்‌ 

மற்றொரு திரும்பும்‌ நிலை. முன்னது ஏறி இறங்கும்‌ இடம்‌. 

பின்னது இறங்கி ஏறும்‌ இடம்‌. இவ்வாறு இருதரப்பட்ட 

திரும்பும்‌ நிலைகளைக்‌ காண்கிறோம்‌. ] 

கணக்கு 4: ர ரவி என்ற சார்பலனின்‌ ஏற்றத்தாழ்வு 

களை ௩௮5௮௯ என்ற இடைவெளியில்‌ ஆராய்க, 

ட ுு 60083. aM SHOT sor @) BS கொள்வோம்‌. 

. . . dy ட்‌ : மூ ரு என்றால்‌ ag a எதிரெண்ணுகும்‌. — WKN 

ரு . உறு ட ட்ட 
< - 2 என்ற இடைவெளியில்‌ 7 எதிரெண்ணுகும்‌. “asin x 

எனும்‌ சார்பலன்‌ இங்குக்‌ குறையும்‌ சார்பலன்‌. 

Gi} — 5 cue என்ற இடைவெளியில்‌? தேரெண்‌. 

28102 இங்கு வளரும்‌ சார்பலன்‌. 

(யய) > Cx on என்ற இடைவெளியில்‌ மீண்டும்‌ 

dy . . ; 
ae THOS or HG >. maGeu asinx Quge qgmpuyh srt 

பலனாகும்‌:
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குறிப்பு: ஈட இன்‌ ஏற்றத்தாழ்வுகளையும்‌, 1 ஏவ 

என்ற வரைபடத்தின்‌ தன்மையையும்‌ கோணகணிதத்தில்‌ 

கண்டிருப்பீர்கள்‌.] 

பயிற்சி 17 

கீழ்வரும்‌ சார்பலன்களின்‌ ஏற்றத்தாழ்வுகளை ஆராய்க, 

3, ற நூபகியபது 

ட ற- றற 

இ. நு நூடதிற கீ 

4. y = 44 Broa! 
5. yp = x'— 18x? 

6. y = 2x°—5x*—4x +7 

7 y = W150 424041 

இ, ரு தம 2 
- x 

9 
இ, ழி “VES 

ஓரு? 

10. மி _ஈ-. ல்‌ 

14. வளர்‌ சார்பலன்‌, குறையும்‌ சார்பலன்‌ இவற்றை 

உதாரணங்களால்‌ விளக்குக, ஈஃ3ு5ம்‌ என்ற இடைவெளியில்‌ 

மயி எனும்‌ சார்பலன்‌ வளர்‌ சார்பலனாக இருக்க அமையும்‌ 

நியதிகளை ஆராய்க; அதுபோன்று குறைசார்பலனாக இருக்க 

அமையும்‌ நியதிககாயும்‌ ஆராய்க. 

8.8 மீப்பெரு மதிப்பும்‌ மீச்சிறு woMeciybh (Maximum 

and Minimum values) 

ற ஐூ-6--9%-1 எனும்‌ சார்பலனின்‌ ஏற்றத்தாழ்வுகள்‌ 

எவ்வாறுள்ளன என ஆராய்வோம்‌. 

ad ம Bx? -1204+9 = 8 (x—1) (x8)
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மீப்பெரு நிலை : . 

(0 ஐ௭1 ஆகும்‌ இன்‌ மதிப்புக்களுக்கு (1-1) (2-9) 

நேரெண்ணானதால்‌ சார்பலன்‌ வளர்‌ சார்பலனாகும்‌. 21 

என்ற இடத்தில்ர்‌ எவ்வளவு சிறியதாயினும்‌ சார்பலன்‌ ஏறுமுக 

மாகும்‌. [% நேர்‌ எண்ணாகும்‌.] 7' (1-4) நேரெண்ணாகும்‌. 

(() 1228 என்ற இடைவெளியில்‌ (2-1) தேரெண்‌$ 

ஐ எதிரெண்‌. ஆனதால்‌ (x—1) (௩-8) எதிரெண்‌. ஆகை 

யால்‌ ;-1 என்ற மதிப்பைத்‌ தாண்டியதும்‌, ரீ (9) குறையும்‌ 

சார்பலனாகும்‌- *-1-- என்ற இடத்தில்‌ ம எவ்வளவு நுண்ணிய 

தாயினும்‌ f(x) இறங்குமுகம்‌ ஆகும்‌. 7! (140) எதிரெண்‌ 
ணாகும்‌. 

௨1 என்ற இடம்‌, ஏறுமுகத்திலிருந்து சார்பலன்‌ மீ 

இறங்குமுகத்திற்கு மாறும்‌ அல்லது திரும்பும்‌ நிலை எனக்‌ காண்‌ 

கிறோம்‌. அங்கு 7' (1)-0. இவ்வாறு எங்குச்‌ சார்பலனின்‌ 

தன்மை ஏறுமுகத்திலிருந்து இறங்குமுகமாகத்‌ திரும்புகிறதோ, 

அத்தகைய திரும்பு நிலை சார்பலனின்‌ மீப்பெரு Hew (maximum 

point) stortiuGd. அங்குள்ள சார்பலனின்‌ மதிப்பு அதன்‌ 

மீப்பெரு மதிப்பு (ஸுலம்டியம எவ) எனப்படும்‌. 

இந்த உதாரணத்தில்‌ ௨-1 என்பது சார்பலனின்‌ மீப்‌ 

பெரு நிலை. மீப்பெரு மதிப்பு - 7 (1) 

1649-1 9 

மீச்சிறு நிலை : 

(ய 122249 என்ற இடைவெளியில்‌ சார்பலன்‌ இறங்கு 

முகமெனக்‌ கண்டோம்‌. ஆனதால்‌ 4 எவ்வளவு சிறியதாயினும்‌ 

௨9 என்ற இடத்தில்‌ சார்பலன்‌ இறங்குமுகமாகும்‌. 

(iv) 8 என்ற %இன்‌ மதிப்புக்களுக்கு (2-1) (ஆ 

தேரெண்ணானதால்‌ 7(:) வளர்‌ சார்பலனாகும்‌. ஆகையால்‌ 

௯9-டந்‌ என்ற இடத்தில்‌, / எத்தனை சிறியதாயினும்‌, சார்‌.பலன்‌ 

ஏறுமுகமாகும்‌. 

8 என்ற இடத்தில்‌ / (2), இறங்கு முகத்திலிருந்து ஏறு 
முகமாகத்‌ திரும்புகிறது. இந்தத்‌ திரும்பு நிலை சார்பலனின்‌ 
FAQ Ho. (minimum point) எனப்படும்‌. அங்குள்ள சார்‌ 

பலனின்‌ மதிப்பு, அதன்‌ மீச்சிறு மதிப்பு (minimum value}
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எனப்படும்‌. இங்கு 1-8 எனும்‌ நிலை 7 (இன்‌ ஏிீச்சிறு நிலை. 

SF (8) =87-—-54+427-—-1=—1 ” சார்பலனின்‌ மீச்சிறு மதிப்பு 

ர, 

- இந்த ஓர்‌ உதாரணத்தால்‌, மீப்பெரு நிலை, மீப்பெரு 

மதிப்பு, மீச்சிறு நிலை, மீச்சிறு மதிப்பு--இவற்றை விளக்கி 

னோம்‌. பொதுப்படையாக ஒரு சார்பலனின்‌ மீச்சிறு, மீப்பெரு 

நிலை, மதிப்பு ஆகியவற்றைக்‌ காண விதிகள்‌ யாவை எனக்‌ 

கண்டறிவோம்‌. 

3.9 வரையறை: (()-॥என்ற மதிப்புக்குச்‌ சற்று முன்‌ 

(2) ஏறுமுகமாகவும்‌, அதற்குச்‌ சற்றுப்‌ பின்‌ இறங்குமுகமாக 
வும்‌ ஆனால்‌ 2-௨ எனில்‌ திரும்பு நிலை 7(:9இன்‌ மீப்பெரு நிலை 

எனவும்‌ (2) என்பது அதன்‌ மீப்பெரு மதிப்பு (பாமஸ்மயாப 

value) எனவும்‌ பெயர்‌ பெறும்‌. 

Gi) 2-ம என்ற மதிப்புக்குச்‌ சற்று முன்‌ ர்‌ (ஐ) இறங்குமுக 
மாகவும்‌, சற்றுப்பின்‌ ஏறுமுகமாகவும்‌ ஆனால்‌ 2-௬ எனும்‌ திரும்‌ 

பும்‌ நிலை ரீயஇன்‌ மிச்சிறு நிலை எனவும்‌ 7 (௨) அதன்‌ மீச்சிறு 

மதிப்பு (மாம்ப்ராபாடி ஏவிய) எனவும்‌ பெயர்‌ பெறும்‌. 

மேலே கூறியதைக்‌ குறியீட்டில்‌ சொல்வோம்‌ $ 

Gi) 25௧ என்ற இடத்தில்‌, 64 எவ்வளவு சிறிய நேரெண்‌ 

ஸணாயினும்‌, f(a) > f(a—h) 
fq) > flath tor அமைந்தால்‌ 

7ீ(2) என்பது ௨-௨ என்ற நிலையில்‌ 7 (5)இன்‌ மீப்பெரு மதிப்பு 

எனப்படும்‌. 

(ம) ௨-சஎன்ற இடத்தில்‌ 4 எவ்வளவு சிறியதாயினும்‌ 

J (a) < f(a—-A) 

f(a) < f(a+h) 
என அமைந்தால்‌ f(a) என்பது 2 என்ற நிலையில்‌ f (x) Q)sir 

சீச்சிறு மதிப்பு எனப்படும்‌. 

3.10 மீப்பெரு மதிப்புக்‌ காணும்‌ விதி: 

f(a) என்பது / (இன்‌ மீப்பெரு மதிப்பு ஆகுக. வரையறை 

ade ug a-h<x<a என்ற இடைவெளியில்‌ /(0ி ஏறுமுகம்‌. 

அதாவது f (a) > J (a—h) 7! (மு) நேரெண்ணாகும்‌.
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acx<ath starp இடை. வெளியில்‌ 7 (2) இறங்கு முகம்‌. 

அதாவது /(௨-4)27/(9. ஃ ரீ! (2-ம்‌) எதிரெண்ணாகும்‌. 

/20 ஆகும்போதும்‌ இவை பொருந்தும்‌. & f' (௦-0 

ஏனெனில்‌ 7' (இன்‌ குறி 2-4 இல்‌ தேரெண்ணாகவும்‌ 

a= ath Qo எதிரெண்ணாகவும்‌ ஆனதால்‌ $- உ என்ற நிலை 

யில்‌ /' (2) - 0ஆகிறது. 

இரண்டாவதாக 7'(0இன்‌ மதிப்பு 2-௨ என்ற இடத்தில்‌ 
இறங்குமுகம்‌; [நேரெண்ணிலிருந்து எதிரெண்ணாவதால்ரீ 

2. அதன்‌ வகைக்கெழு 7ீ“() அங்கு எதிரெண்ணாகும்‌. 

அதாவது ரீ'! (2) எதிரெண்ணாகும்‌. 

ஆகவே 7(ய0) என்பது 7(0) இன்‌ மீப்பெரு மதிப்பாக 

வேண்டுமானால்‌ 7! (0-0), f"(Q=—ve என இருக்க 

வேண்டும்‌. இவையே 7(0), மீப்பெரு நிலையை அடைவதற்‌ 

குள்ள நியதிகளாகும்‌. 

3.11 மீச்சிறு மதிப்புக்‌ காண விதிகள்‌ :₹ 

£(8) என்பது 7 (0) இன்‌ மீச்சிறு மதிப்பு ஆனால்‌ வரையறை 

யின்படி ஈர்‌. என்ற இடைவெளியில்‌ / (0) இறங்குமுக. 

மாகவும்‌ ஈம்‌ என்ற இடைவெளியில்‌ ஏறுமுகமாகவும்‌ 

இருக்கவேண்டும்‌. 4 என்பது -0ஆகும்போதும்‌ இவை 

பொருந்த வேண்டும்‌. .. f'(a—h) எதிரெண்‌. f'(a+h) 

நேரெண்‌. .(4--0ஆவதால்‌) (0) - 0 ஆகவேண்டும்‌. 

இரண்டாவதாக /'(0இன்‌ குறி எதிரெண்ணிலிருந்து 
தேரெண்ணுக்கு உ - உ என்ற நிலையை அடுத்து மாறுவதால்‌ 

(2 ஏறுமுகமாகும்‌. .. 7'(2) நேரெண்ணுகும்‌. 

ஆநகையால்‌ 7ீ(2) என்பது 7(0) இன்‌ மீச்சிறு மதிப்பாக 

அமையவுள்ள நியதிகள்‌ (7%) f'(a)=O0 (tt) f"(a)=—ve 

என இருக்கவேண்டும்‌. 

வரைபட நிரூபணம்‌ 

2 - 7 (0 எனும்‌ சமன்பாட்டின்‌ வரைபடத்தில்‌, 7 எனும்‌ 

நிலையில்‌ சார்பலன்‌ ஏறுமுகத்திலிருந்து இறங்குமூகமாகத்‌ 
திரும்பட்டும்‌. படத்திலிருந்து நாம்‌ க்கு முன்னால்‌
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தொடுகோடு உ அச்சுடன்‌ குறுங்கோணத்திலும்‌, க்குப்‌ 

பின்னர்‌ விரிகோணத்திலும்‌ அமைவதைக்‌ காண்கிறோம்‌. 

2இல்‌ தொடுகோடு ௩ அச்சுக்கு இணையாக இருக்கும்‌. 

ஆகவே அதன்‌ சரிவு மீப்பெரு நிலையில்‌ பூச்சியம்‌ ஆகும்‌. 

  

  
| 

படம்‌ 8 

அங்கு 7'(0-0: இதேபோல மீச்சிறுநிலையாகிய விலும்‌ 

ரீி'ூ-0, . 7/0 -0 எனும்படியுள்ள ௨இன்‌ மதிப்புக்கள்‌' 

சார்பலனின்‌ திரூம்பு நிலைகளை, அதாவது மீப்பெரு அல்லது 

மீச்சிறு நிலையைத்‌ தரும்‌. 

(1) மீச்சிறு நிலைக்கும்‌, மீப்பெரு நிலைக்கும்‌ உள்ள 

இரண்டாவது நியதியை முன்னர்‌ கூறியது போலவே 

காணவும்‌. 

கணக்கு 12 xi ட்‌) ம 11 என்ற சார்பலனின்‌ 

திரும்பும்‌ நிலைகளை ஆராய்ந்து, மீப்பெரு, மீச்சிறு மதிப்புக்களைக்‌ 

காண்க. 

மீக ரு — Gx + Sr + 11 

of ' (x) = 4(x" —8r + 2) 

= 4(v +2) (x—1)- 
SiC) =0 taybuywrer sQor oSiudéadr f(x) Qa Away 

நிலைகளைத்‌ தரும்‌. 
ஐ (001௨0
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ற்கு இடம்‌ 

இவற்றை ஆராய்வோம்‌. 

f(x) = 4{(x—1)- ம 8) 1) 

CG) 2 2என்றுல்‌ 7”(2) - 4)(௱ர.- 86 = + ve 

்ற௰்க)ூம 8 என்பது மீச்சிறு நிலையைத்‌ தரும்‌. 

மீச்சிறு மதிப்பு- (2) - 18.94.1611 — 13, 

(ii) x = 1 என்றால்‌ /*(0) =4{0 + 0}3 f"(1) -0 இது: 
நம்‌ பாடத்‌ திட்டத்திற்கு அப்பாற்பட்டது. 70 நேரெண்‌ 
ணுகவோ, அல்லது எதிரெண்ணாகவோ அன்றி பூச்சியமோ 

ஆனால்‌ சார்பலனின்‌ தன்மை என்ன; அதன்‌ வரைபடம்‌ 

என்ன என்பது விரிவான வகை நுண்‌ கணிதத்தில்‌ ஆராயப்‌: 

படும்‌. 

கணக்கு 8: ற 5]. 88... 12'என்ற சார்பலனின்‌ திரும்பு: 

நிலைகளை ஆராய்க. 

திரும்பு நிலைகளைக்‌ காண 

d 
O = 4° — 16 = 0 
dx 

“x —4y = 0 

ஆ (x?—4) xsi 0 

றல்‌ +2; x= O 

am = —2,0,2 என்ற மதிப்புக்களில்‌ சார்பலனின்‌ திரும்பு: 
நிலைகள்‌ வரும்‌. 

d*v . 
73 12x? — 1 6 
aX . 

  

GQ) « =—2 asp இடத்து =48 —16 = 82; 

நேரெண்ணாகும்‌. 

௨௮ த என்பது மீச்சிறு நிலை. 

மீச்சிறு மதிப்பு - 16-92-_12- —4 

2 

(ம்‌ 2-0 என்றால்‌ “2 _ ௫ ௦௪2 ஆகும்‌.. 

1 - 0 எனும்‌ மதிப்பு மீப்பெரு நிலையைத்‌ தரும்‌. 

மீப்பெருமதிப்பு 1-0 எனப்‌ பிரதியிட. வரும்‌. 

௪ 12 என்பது மீப்பெரு மதிப்பு,
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(iii) 2-9 என்பது (() ஆவதைப்போல்‌ மீச்சிறு நிலையைத்‌ 

தரும்‌. மீச்சிறு மதிப்பு அங்கும்‌ -4 ஆகும்‌, 

குறிப்பு : சார்பலன்‌ இடையறாது தொடர்‌ சார்பலனானால்‌ மீச்‌ 

சிறு மதிப்பும்‌, மீப்பெரு மதிப்பும்‌, மாறி மாறி வரும்‌: இதைப்‌ 

பயன்படுத்திய - 0 என்பது, மீப்பெரு நிலை எனக்‌ கண்டதும்‌ 

j= 1 என்பதும்‌, 2 -- 8 என்பதும்‌ மீச்சிறு நிலைகள்‌ என்று 
உடனே கூறலாம்‌: 

கணக்கு: 4900 ௩௨ எனும்‌ சார்பலனின்‌ ஏற்றத்‌ 
தாழ்வுகளையும்‌, மீப்பெரு, மீச்சிறு நிலைகளையும்‌ ஆராய்க. 

S (x) = V8 cos« + sins 

of! (x) = — V8sin x + cosx = 0 

*. tan * =} 

க, Rt Be 

fC) = — V8cosx —sin x 

௮. 713 Jane x=  மிப்பெருநிலை. 

(i) vf (3) என்பது மீப்பெரு மதிப்பு. 

யூ a n0 டக 
7($) = V8 cose 8m 

= ல. V3 1 2 = VB +5 

ர்‌ FG என்பது மீச்சிறு நிலை. 

gi) f (= +] என்பது மீச்சிறு மதிப்பு. 

_ —_ ல. உக nN ப வ n 7(ஈ*$]- 481 cose | + [ sing: | 

3 1 

“தத 

(0-2 ௮8௩ என்ற இடைவெளியில்‌ 

0 ௮ ட என்ற இடைவெளியில்‌ 7 (2) வளர்‌ சார்பலன்‌;
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a2 ம்னு ள்‌ என்ற இடைவெனியில்‌ குறை சார்பலன்‌$. 

m+ es ு 8௯ என்ற இடைவெளியில்‌ வளர்சார்பலன்‌.. 

|இதுவே மீண்டும்‌ மீண்டும்‌ வரும்‌.] 

3.12 மீப்பெரு, மீச்சிறு மதிப்புகளைப்‌ பயன்படுத்திய: 

உத்திக்‌ sordéqjad (Problems involving maxima and 

minima) 

கணக்கு 1: செவ்வக வடிவமுள்ள ஓர்‌ அட்டைத்‌ துண்‌ 

டின்‌ நீளம்‌ 16 செ.மீ, அகலம்‌ 10 செ.மீ. அதன்‌ மூலைகளி 

லிருந்து சமச்சதுரங்களை வெட்டி எடுத்து பக்கங்களை மடித்து 

ஒரு திறந்த செவ்வகத்‌ தட்டு செய்யப்படுகிறது. அது மிகவும்‌. 

அதிகக்‌ கொள்ளளவுள்ளதாக அமைய வேண்டுமாயின்‌, வெட்‌ 

டப்பட்ட சதுரங்களின்‌ நீனமென்ன? 

[கணக்கை ஆராய்தல்‌ ;: இங்கு செவ்வகப்‌ பெட்டியின்‌ 

கொள்ளளவு (1) மிக அதிகமாக இருக்க வேண்டும்‌. வெட்டப்‌ 

பட்டுள்ள சதுரத்தின்‌ நீளத்தின்‌ (0) சார்பலனாக ]7£ஐ முதலில்‌ 

கூறவேண்டும்‌. பிறகு ரயின்‌ மீப்பெரு மதிப்பைக்‌ காண 

வேண்டும்‌.] ்‌ 

வெட்டின சதுரத்தின்‌ நீளம்‌ £ செ.மீ, 

உடபட பப பட ரத ப்பட்டு 
  

      
  

s
e
t
t
e
e
 

      —
_
 

0
 

படம்‌ 9 

  

அட்டைப்பெட்டியின்‌ நீளம்‌ 16. செ.மீ. 

அகலம்‌ 10--%௪.மீ. 

உயரம்‌ உ செ.மீ:
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| x (16--2x) (10—2x) 

= 4v (8—x) (5—n) 

== 4 [40x--18x° 4.1") @. Oe. 8, 

கொள்ளளவு V 

[இவ்வாறு [ஐ இன்‌ பொதுச்‌ சார்பலனாகக்‌ கண்டோம்‌. 

1*இன்‌ மீப்பெரு மதிப்புக்‌ காண, 

dV 
- ௬0 எனும்படியுள்ள £௨இன்‌ மதிப்பைக்‌ காண வேண்டும்‌. 

dx 

40—26x + 8x? =0 

(x—2) (Bx—20) =0 
20 

= 2 அல்லது -ஐ 

20 40 ்‌ . 
£ - -ஐ என்றால்‌ tv = “ஒ $ அட்டையில்‌ வெட்டுவதற்கே 

இடமில்லை. 

2௪ என்பதே மீப்பெரு மதிப்பு. 

அட்டையில்‌ 2 செ.மீ. நீளமுள்ள சதுரங்களை வெட்டிச்‌ 

செய்யும்‌ பெட்டி மிக அதிகக்‌ கொள்ளளவுள்ளதாக இருக்கும்‌. 

1£-- 4550-58-86] 

- 4௦86 

கொள்ளளவு - ]கீசீக.செ.மி, 

[குறிப்பு: உத்திக்‌ கணக்குகளில்‌ மேற்கூறியது போல்‌ 

மீப்பெரு மதிப்பு எது, மீச்சிறு மதிப்பு எது எனத்‌ திரும்பும்‌ நிலை 

க : உட சீர ்‌ 
கண்டதும்‌ காணலாம்‌. 7, கண்டு அது எதிரெண்‌ என நிறு 

வத்‌ தேவையில்லை]. 

கணக்கு 2: (1) இருபுறமும்‌ மூடியுள்ள ஒரு நேர்வட்ட 

உருளை வடிவமான கலன்‌ ஒரு குறிப்பிட்ட கொள்ளளவுள்‌ 

ட_ளதாகும்‌. அதன்‌ மொத்தப்‌ புறப்பரப்பளவு மிகவும்‌ குறைவாக 

இருக்க வேண்டுமானால்‌, அதன்‌ விட்டத்திற்கும்‌ உயரத்திற்கும்‌ 

உள்ள விகிதம்‌ என்ன? (ii) அதே கலன்‌ மூடியற்றதானால்‌ 

விகிதம்‌ என்ன?
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[இங்குக்‌ கொள்ளளவு தரப்பட்டுள்ளது. புறப்பரப்பளவு 
மாறுகிறது. அதை உயரத்தின்‌ சார்பலனாகவோ அல்லது 
ஆரத்தின்‌ சார்பலனாகவோ கூறவேண்டும்‌], 

உருளையின்‌ ஆரம்‌ 7 ஆகுக, 

அதன்‌ உயரம்‌ 4 ஆகுக, 

கொள்ளளவு 17 -- wrth (1) 

புறப்பரப்பளவு ர” 1. இர்‌ 

ு சரவ” 4h 
r 

அல ர . ds ்‌ இன்‌ மீப்பெரு நிலையில்‌ -. =0 

4nr-- 2௮0 

ரு” 774 கரத்‌ 

7-0 அல்லது 8 

7-0 பொருந்தாது. 

ட மீச்சிறு மதிப்பாகும்போது விட்டம்‌ உயரத்திற்குச்‌ 
சமம்‌ என வருகிறது, 

(1) மூடியில்லாத கலன்‌ ஆனால்‌ 

S= mr? + வெம்‌ 

இர 
= nr + ஜு 

ds. 0 எனில்‌ ர - 7.0 
dr ர 7 

mr= V= wrth 

7-0 அல்லது 7-2 

உயரம்‌ விட்டத்தில்‌ பாதியாகும்‌. 

[குறிப்பு : நீர்‌ நிரப்பும்‌ தொட்டியின்‌ உயரம்‌, அதன்‌ விட்‌ 
டத்தில்‌ பாதியானால்‌ மிக அதிக்‌ நீர்‌ நிரப்பலாம்‌]. 

கணக்கு 3 : செவ்வகவடிவமான 255755 c7 (Beam) 
வலிமை (தாங்கும்‌ சக்தி) அதன்‌ அகலம்‌, கனத்தின்‌ வர்க்கம்‌ 
இவற்றின்‌ பெருக்கற்பலனுடன்‌ நேர்‌ விகிதத்தில்‌ உள்ளது.
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2 விட்டமுடைய வட்ட உருளைக்‌ கட்டையிலிருந்து செதுக்கப்‌ 

படும்‌ மிகவும்‌ வன்மையுள்ள உத்திரத்தின்‌ அகலத்திற்கும்‌ 

கனத்திற்குமுள்ள தொடர்பைக்‌ காண்க. 

  

      

அகலம்‌ «5 கனம்‌ ர வலிமை டூ 

என்றால்‌ பிணி] [2 நிலை எண்‌] 

3-2 

பீ மிகவும்‌ அதிக மதிப்பாக இருக்க x 

ds 5 ்‌ 
ie 0 aha Caraidr @id. 4 

apened S = Rx(a?—x*) 

= R (a*x—2x°) 

ds பூ 2 2 — 

a le) = 0 படம்‌ 10 

8x? == a® a 
V3 

2 

BPs = 

5 54” ஓ. மல்‌ பம 
v 

ள்‌ ஜீ ப்ட்‌ 43 ச்‌ = வல. pe 33 124] 

அகலம்‌? கனம்‌ - 1; 2 எனும்‌ விகிதம்‌. 

பயிற்சி 12 

கீழ்வரும்‌ சார்பலன்களின்‌ திரும்புநிலைகளைக்‌ கண்டு மீப்‌ 

பெரு, மீச்சிறுநிலைகளை ஆராய்க. மீப்பெரு, மீச்சிறு மதிப்புக்‌ 

களைக்‌ கணக்கிடுக. 

1. x°--6x+8 2. 16—6x—28x? 

8. 5x°—4x—1 4, «°—12x+5 

5. 2x —15x°+ 86x 6. x4—4x°+18 

ரீ. பரி) டட கிற. 8. x*(x—1)° 

x?-—Ox+t4 x(x+8) 

os நட இறப்‌ 9: 1)
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சல 

11. (2௮9. 79, sinyv-+cos + 
2—x 

18. tan x—8 sinx 14, sinx—y8 cos x. 

B 

உத்திக்‌ கணக்குகள்‌ 

1: இரண்டு, எண்களின்‌ பெருக்குத்‌ தொகை தரப்‌ 

பட்டுள்ளது. அவற்றின்‌ கூடுதல்‌ மிகக்‌ குறைவாக இருக்க 

வேண்டுமாயின்‌, அவை சமமாக இருக்க வேண்டுமெனக்‌ 
காண்க. 

5. ஒரு குறிப்பிட்ட நீளமுள்ள கம்பியால்‌ மிக அதிகப்‌ 
பரப்பை உள்ளடக்கும்‌ செவ்வகம்‌ உண்டாக்கினால்‌, அது 

சதுரமாக இருக்கும்‌ என நிறுவுக;ஃ 

8. ஒருசெவ்வகத்தொட்டியின்‌ அடிப்பாகம்‌ சதுரமானது. 

அது 18; ௧. அடி கொள்ளளவுள்ள தொட்டியாகவும்‌ இருக்க 

வேண்டும்‌. அதன்‌ மொத்தப்‌ புறப்பரப்பு மீச்சிறியதாக இருக்க 
வேண்டுமெனின்‌ அதன்‌ உயரம்‌ என்ன? அடிப்பக்க அகல 

மென்ன? 

4: ஒரு குறிப்பிட்ட ஆரமுள்ள கோளத்திலிருந்து மிக 
அதிகப்‌ பருஈன்‌ உள்ள நேர்வட்ட உருளையைச்‌ செதுக்க 
வேண்டுமாயின்‌, உருளையின்‌ உயரமும்‌ ஆரமும்‌ V2:1 என்ற 
விகிதத்தில்‌ இரக்கும்‌ எனக்‌ காண்க. 

6. இரண்டு எண்களின்‌ கூடுதல்‌ 40, அவற்றின்‌ 
வர்க்கங்களின்‌ கூடுதல்‌ மீச்சிறிதாக இருக்க எண்கள்‌ எவையா 
யிருக்கவேண்டும்‌? 

6. இரண்டு எண்களின்‌ வித்தியாசம்‌ 100. பெரிய 
எண்ணின்‌ வர்க்கம்‌, சிறிய எண்ணின்‌ வர்க்கத்தின்‌ ஐந்து 
மடங்கைவிட உள்ள அதிகம்‌ மிகக்குறைவாக இருக்கவேண்டு 
மாயின்‌, எண்கள்‌ யரவையாக இருக்க வேண்டும்‌? 

7... இரு சாலைகள்‌ ஒன்றற்கொன்று குத்தாக உள்ளன. 
ஒரு வண்டி சாலை சந்திப்பில்‌ ஒரு சாலை வழி செல்லும்போது, 
சந்திப்பிலிருந்து 81 மைல்‌ தூரத்தில்‌ மற்றச்‌ சாலையில்‌
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இன்னொரு வண்டி சந்திப்பை நோக்கி வருகிறது. அவற்றின்‌ 
வேகங்கள்‌ முறையே மணிக்கு 80 மைல்‌, 15 மைல்‌ என்றால்‌, 

வண்டிகளுக்கிடையேயுள்ள மிகச்‌ சிறிய தூரம்‌ என்ன? 

8. (8, 8) என்ற புள்ளி வழி உள்ள ஒரு நேர்கோரு OX 

எனும்‌ அச்சை 7இலும்‌ OF எனும்‌ குத்தச்சை 0 இலும்‌ வெட்டு 

கிறது. 02:00 எனும்‌ கூடுதல்‌ குறைவாக இருக்க வேண்டு 

மாயின்‌, அதன்‌ சரிவு என்ன 2 

9. ஒருவட்ட கோணப்‌ பகுதியின்‌ சுற்றளவு 2ஆகும்‌. அதன்‌ 

பரப்பு மிக அதிகமாக இருக்க, வட்ட வில்‌ ஆரத்தைப்போல்‌ 

இரு மடங்ரு நீளமுள்ளதாக இருக்க வேண்டுமென நிறுவுக. 

10. ஒரு கோளத்திலிருந்து ஒரு கூம்பு வெட்டி எடுக்கப்‌ 

படவேண்டும்‌. அதன்‌ முளை கோள மையத்திலும்‌ அடிப்பக்கம்‌ 

கோளப்‌ பரப்பிலும்‌ இருக்கவேண்டும்‌. இவ்வாறு அமையும்‌ 

மிக அதிகப்‌ பருமனுள்ள கூம்பின்‌ பருமன்‌, கோளத்தின்‌ 

13 aR பாகம்‌ இருக்கும்‌ எனக்‌ காண்க. பருமனில்‌ 

11. ஒரு சன்னல்‌ கண்ணாடி செவ்வகத்தின்‌ மேல்‌ சமபக்க 

முக்கோணம்‌ அமைந்த வடிவில்‌ இருக்கவேண்டும்‌. அதன்‌ 

சுற்றளவு 16 அடி. அதன்‌ பரப்பு மீக அதிகமாக இருக்க 

வேண்டுமெனின்‌ அதன்‌ அகலம்‌ 853 அடி என நிறுவுக. 

18. சதுர அடிப்பக்கமும்‌ மேல்‌ பக்கமும்‌ உள்ள ஒரு 

செவ்வகப்‌ பெட்டியை அதன்‌ பக்கங்களுக்கு நடுவில்‌ 

செல்லும்படி / அங்குல நீளமுள்ள (முடிச்சுக்கள்‌ நீங்கலாக 

உள்ள நீளம்‌) நூலால்‌ கட்டப்படுகிறது.பெட்டியின்‌ மிக அதிகக்‌ 

கொள்ளளவு £7£ ௧. அங்‌, என நிறுவுக:



4, தொகை காணல்‌ 

(Integration) 

4.1 வரையறுக்கப்படாத தொகை (Indefenite integral): 

8 இன்‌ சார்பலன்‌ f (x) தரப்பட்டால்‌, அதன்‌ வகைக்கெழு 

7) இன்‌ பொருளைப்‌ பற்றியும்‌, அதன்‌ பயன்பாடுகளையும்‌ இது 

வரை கூறினோம்‌. f'(v) srorug f(x) இன்‌ ஈஜப்‌ பற்றிய 

வகைக்கெழு என்றால்‌, 7 (2) என்பது 7'(9) இன்‌ முதற்சார்பலன்‌ 

(Primitive) எனப்படும்‌. (மு. தரப்பட்டால்‌ அதன்‌ முதற்‌ 

சார்பலன்‌ காண்பது வறையறுக்கப்படாத அதன்‌ தொகை 

காணல்‌ எனப்படும்‌. இந்தத்‌ தொகையைக்‌ குறியீட்டில்‌ 

{re 8 எனக்‌ குறிப்பது வழக்கம்‌ [தொகை எனும்‌ 

சொல்லின்‌ ஆங்கிலச்‌ சொல்‌ 8யா. இதன்‌ முதன்‌ எழுத்து 8. 

இது மறுவி | என எழுதப்படுகிறது. வகைக்கெழுவுடன்‌ 

“ம உம்‌ ஏன்‌ சேர்க்கப்பட வேண்டும்‌? ஏன்‌ என்பது பின்னர்‌ 

விளக்கப்படும்‌.] 

fre dx = F(x) என்றால்‌ F(x) Qotr umadQaag f (x) 

எனப்‌ பொருளாகும்‌. 

fre 8 காண்க என்றால்‌, எந்தச்‌ சார்பலனின்‌ வகைக்‌ 

கெழு 700) ஆகிறதோ அந்தச்‌ சார்பலனைக்‌ காண்க என்பது 
பொருளாகும்‌.
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எடுத்துக்காட்டாக ] cosxdyv ஏடி ஐ 

ர்‌. ன 
ஏனெனில்‌ Fe UN = COST BUST. 

1709 என்பதை /(:)இன்‌ தொகை எனச்‌ சுருக்கமா 

கக்‌ கூறுவோம்‌. வகைக்கெழுப்‌ பட்டியலில்‌ இருந்து தொகைப்‌ 
பட்டியலைத்‌ தயாரிக்க வேண்டும்‌. 

தொகைப்‌ பட்டியல்‌ : 

  

  

sath 
ர 

்‌்‌ ‘a a =, (n#1) | | = don priustefit. | 72-11 
த 

Ld 
1 

2, ve ax ௬ est
 (2 1) 

3. | 008 91% ஜூ. sin mx 

m 

4, | sin, me de = அக்‌ 

m 

5. | sec? my dv = tan mx 

m 

—cot mx 
  6. cosec® mx dx= 

m 

[இந்தச்‌ சிறு நூலுக்கு இவை மட்டும்‌ போதும்‌. வலப்‌ 
பக்கச்‌ சார்பலன்களின்‌ வகைக்கெழுக்களைக்‌ கண்டு, பட்டியல்‌ 
சரியா எனப்‌ பார்க்கலாம்‌.] 

4.2 தொகை காணும்‌ சில விதிகள்‌ : 

1. தொகையுடன்‌ சேர்க்கப்படும்‌ மாறிலி (001ட0௨ம்‌ 
of integration) : 

| (f) x dx = F(x) crore 

அதன்‌ பொருள்‌. 12001] ரீட்‌ என்பதாம்‌.
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Fixjeatoar 0 எனும்‌ ஏதேனும்‌ மாறிலியைச்‌ சேர்க்க 77 (00-62 

வருகிறது. ்‌ 

d d £F (x)= fljorsree, © [F()t]= 2 Fe +fo 

ராமு. + 70) dx இன்‌ தொகையை மிகப்‌ 

பொதுவாகக்‌ கூறவேண்டுமெனின்‌ அது F(x)+c ஆகும்‌: 

இங்கு £ என்பது தொகையுடன்‌ சேரும்‌ மாறிலி (00184௨ of 

integration) எனப்படும்‌. தொகைச்‌ சார்பலன்‌ எழுதியதும்‌ 

அதனுடன்‌ மாறிலி ஐச்‌ சேர்க்கவேண்டும்‌. இந்த மாநிலியின்‌ 

வரைபட விளக்கமும்‌ பயன்பாடும்‌ பின்னர்க்‌ கூறப்படும்‌. 

உ (டு *சல1 “த்ரி இடு என்பதை 
அறிவோம்‌. இதனால்‌ 

j (Ff Ca)tg (x)] dx =| Fe) dx +f gx) die 
ஆகும்‌. 

9. Zk Fe) =k f(x) [£ மாறிலி] 

அதனால்‌ 1700 dx = k | f(x) de apg. 

4, 2700 - ரீ! (9) என்றால்‌ 

a மிடி) - ஈரடி) என அறிவோம்‌. 

ல்‌ 70 dx = 77 (0) என்றால்‌ 

1 டட dx= sey) ஆகும்‌. 

1 n dv xt 4 n ப (ax + b) utd (or—@.) (i) |x" dx= ni * § (oxo) dx= a Ed) 

(ii) | cos «dx = sin x ஃ feos (ax+b) dx sin Sa
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. x'— 2x88 . . கணக்கு 1: | ட்‌ dx ஐக்‌ காணவும்‌. 

4.2 
|” = = dx ={ [*-2~ Jax 

x 

    

    

[குறிப்பு: (i) [ad X=OX என்‌ பதைக்‌ கவனிக்கவும்‌ . 

(i) தொகைச்‌ சார்பலனைக்‌ கண்டு ௦ எனும்‌ மாறிலியைச்‌ 
சேர்க்கவும்‌, 

(ili) இங்கு kar ] * எனும்‌ வாய்பாடுகளைப்‌ பயன்‌ 

படுத்தியுள்ளோம்‌. | fase மதிப்பு இந்நூலுக்கு அப்பாற்‌ 

பட்டதாதலால்‌ கூறப்படவில்லை.] 

கணக்கு 2: | 2 sin 4x cos Qv dx eratre. 

| 2 sin 4x cos Qx dx = | (sin 6x-+sin Qx) dx 

= | sin 6x dx + | sin 2x dx 

cos 6x cos 2x 

ஏத.   

குறிப்பு : ] fe) ச(9 8£இன்‌ வாய்பாடு இந்நூலில்‌ இல்லை. 

பெருக்கற்பலனை, இங்குக்‌ கூட்டற்பலனாகக்‌ கோண கணிதத்‌ 

தில்‌ கண்ட விதிப்படி மாற்றித்‌ தொகை காண்கிறோம்‌.] 

கணக்கு 3: 481 420052௨0௦5 இன்‌ முதற்‌ சார்பலன்‌ 
(Primitive) என்ன ? 

4 41009 2 005 ந 

=2sin 4x 2 cos 2x cos x
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= 2sin 4x [cos Bx+cos x] 

== 2 sin 4x cos 8x+2 sin 4x cos x 

== sin 7¥ + sin x-+-sin d5x+sin 8x 

== sin x+sin 8x-+sin 5x+sin 7x 

முதற்‌ சார்பல்ன்‌ 

= | sin x dxe+ [sin 8x dx+ J sin 5x dx-+ | sin 7x dx 

cos8x cosd5x cos 7x 

3 5 2 
      ௫ (008 ஐ 

கணக்கு 42 எற”) 00819 வாற? 008ஈ--இவற்றின்‌ 

தொகை காணவும்‌. 

  

  

  

(i) @sin?x=1—cosQx 5 { Qsin? x dv=— ந 1 ட | சந 2x de 

ல்‌ 18 sin? wde = a2 — sm ஓ 

3 in? ர ரபா sin 2x 
- | sin xdx = >— 7 1a 

(1) 2cos*x=1-++cos 2x ல்‌ | 00871 ண்டு + Si = வக்‌   

(பம) sin8x= 8sinx—4 sin’ உ என்பது சூத்திரம்‌, 

Bsinx sin 8x 
sin’ x 12 “ச     

_8 cosx. ces 8x 

4 12. 
    +e , (ஸ்ட xdx = 

ன்‌ 

(iv) cos8x= 4 cos*x—8 cos x 

cos 8x 
csy = ழ்‌. 30052   

4 sin 8x Bsinwx 
[ cos" x dye A   

12
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பயிற்சி 13 

கீழ்வருவனவற்றின்‌ தொகைகளைக்‌ கணக்கிடுக: 

1. (i) x (ii) ட்‌ (iii) vr (0745 (v) = 
x Vx 

2. 12° — 6x4 8.2 8. (i) (1—8x;? (ய்‌ கட 

40 sya 09 
(ili) sec? 2x 6. 2sin5x cos7x 7. sin@xcos2x 8. cos4ycosx 

டடம ர்க க . oe 

(8—2x)* 5. (i) sin 4x (ii) cos 5x 

9. cos 4r cos8r cos x 10. 4sin 6xsin 4ysin 2x 

11. (i) cos* 2x (ii) sin* 2y 12. (i) cos? 4x (ii) sin* 3x 

4.3 பிரதியி.ட்டுத்‌ தொகை காணல்‌ : 

எத்தகைய சிக்கலான சார்பலனாக இருந்தாலும்‌ அதன்‌ 
வகைக்கெழுவைக்‌ கரண முடியும்‌. ஆனால்‌ சார்பலனின்‌ 
தொகை காண்பது அவ்வளவு எளிதல்ல. அதற்குப்‌ பல 
முறைகள்‌ உள்ளன. அவற்றுள்‌ ஒன்று பிரதியிட்டுத்‌ தொகை 
&1 er (Integration by substitution). 

கணக்கு 1: 1 sin® x ௦௦6 உர்ட்ஐக்‌ காண்க. 

( இங்கு 84” 3 எண்பது எடி x இன்‌ சார்பலன்‌ $; அதன்‌ 
வகைக்கெழு ௦௦6 டி, தனியாக 4: இன்‌ குணகமாக உள்ளது. ] 

fé=sinx sors Ge HuIGs. 

_ = 00813: .. dt = cosxd கக dx SV ye = மு 

ன்‌ i 
2 | sin'x cosxdx = fe dt = ச -L¢ 

sint x 

்‌ 
  க | sin’ x cos xdy = 

கணக்கு 2: [ @+5x—6)* (4:45) ம கணக்கிடுக. 

இங்கு 2°+-5.-6 Qoir வகைக்கெழு 45-25, 

t= 20° 4 6-6 எனப்‌ பிரதியிடுக.
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2 பகத ப (4y +5) de =di 
dx ்‌ 

ரு a 

| (2x°45—6) (4e4-5)dx = | ய்‌ > +e 

Dette 8 _ (2x as ட்ட 

குறிப்பு 2? | 7 [குமு) இ Co ds என்பது பொது உருவம்‌. 

இங்கு (ப்‌ எனப்‌ பிரதிபிட்டால்‌ 

dt ட Ql (x) oD! (x) de=di 

| ( 
J FIPS O&=)fMa. 

Qasr arms Fi)—e sr sr@yso காணவேண்டிய தொகை. 

27[ (91-௦௨ ஆகும்‌. 

பயிற்சி 14 

கீழ்வருவனவற்றின்‌ தொகைகளைக்‌ கணக்கிடுக. 

  

  

(இ தடி-1) கறத) 2. sin’v Gos « 

8. cos’ « sin x 4, sec* x tanx 

ன sin x x 

2 Gos! x ie x —9 

3. ya a a 7. மேடி“ 8. ட்‌ 

3 a 

9 5 10. —— 
xl vx’ —4 

4.4 தொகை காணலின்‌ பயன்பாடுகள்‌ : 

ற. 709 என்ருல்‌, 2 என்பது (09) உ ஐப்‌ பற்றிய) இன்‌ 
மாறுவீதம்‌ என்றும்‌ (1) 9-7 (0) எனும்‌ சமன்பாடு தரும்‌ வளை 

வரையின்‌ சரிவைத்‌ தரும்‌ சார்பலன்‌ என்றும்‌ முன்னர்‌ கூறி 

யுள்ளோம்‌.
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(1) ஒரு சார்பலனின்‌, தனிமாறியைப்‌ பற்றிய மாறுவீதம்‌ 
தரப்பட்டால்‌ முதற்‌ சார்பலனைக்‌ காண முடியும்‌. (1) வளை 
வரையின்‌ சரிவு தரப்பட்டால்‌ அதன்‌ சமன்பாட்டையும்‌ காண 
முடியும்‌: இவைகளைப்‌ பற்றி இங்கே கூறுவோம்‌. 

G) துகளின்‌ நேர்கோட்டியக்கம்‌ ;: 

A Oo உவ 6 
படம்‌ 17 

12 என்ற நேர்கோட்டில்‌ ஒரு துகள்‌ (2கா016) இயங்கு 
கிறது. / நேரத்தில்‌ அதன்‌ நிலை 2? ஆகுக. 42 இல்‌ 0 எனும்‌ 
மூலப்புள்ளியைக்‌ கொள்வோம்‌. 07 எனும்‌ தூரம்‌ 2 ஆகுக. 

(0.2 எனும்‌ திசையில்‌ அளவுகள்‌ நேரெண்ணாலும்‌ எதிர்த்‌ 
திசையில்‌ எதிரெண்ணாலும்‌ குறிக்கப்படட்டும்‌. ௨ என்பது 
இங்கு ” இன்‌ கூறு (௦௦௦௨16) ஆகிறது.] 

நீர நேரத்தில்‌ துகள்‌ 0, இல்‌ இருக்கட்டும்‌. 

OQ =s+tAs Ga. 

&4 நேரத்தில்‌ இடப்பெயர்ச்சி - ௫2 

திசைவேகம்‌ (1 நேரத்தில்‌ உ Li As _ ஸ்‌ 
Ate At dt 

பட்டி 
பத்‌.) 

(44) நேரத்தில்‌ வேகம்‌ 24-௫௪ ஆகுக. 

&ர்‌ நேரத்தில்‌ வேக மாறுதல்‌ ௩௦ 

4 ot is ல்‌ ணட Av dv 
1 நேரத்தில்‌ முடுக்கம்‌ ஈ-- een ao 

a மி உட du 
்‌ நேரத்தில்‌ முடுக்கம்‌ a== “aE 

d’s 
Dol6d BI a = ae 

ல்ல்கு do ds 
லது ச பப. ப 

அ அ ds dt 

dv 
ay 

ds
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du 
aus 

ds 

என்று இவ்வாறு நேர்‌ கோட்டியக்கத்தில்‌ / நேரத்தில்‌ துகளின்‌ 

நிலை 2 என்றால்‌, 

கீழ்வரும்‌ மாறுவீதங்கள்‌ வருகின்றன? 

CG) திசை வேகம்‌ v ம 
t 

(1) முடுக்கம்‌ ஈ 2 உம்‌ .,௨ம்‌ இணைப்பது) 

. அல்லது£ஈ = v கடம்‌ 32௨௨ம்‌ இணைப்பது) 

2 

அல்லது a =" (2௨ம்‌ 1௨ம்‌ இணைப்பது) 

இந்த மாறுவீதங்களின்‌ உதவியால்‌ துகளின்‌ நேர்கோட்‌ 
டியக்கம்‌ ஆராயப்படும்‌. இதற்கு /-0 எனும்போது துகளின்‌ 
நிலை என்ன? வேகம்‌ என்ன? என்பவை தரப்படல்வேண்டும்‌. 

இவை புறப்படு நியதிகள்‌ (141121 ௦300101௦0௨) எனப்படும்‌. 

துகளின்‌ முடுக்கம்‌ சீராக இருந்தால்‌ அதன்‌ நிலை, 
(வேகம்‌ காண (1404௦0 under constant accelerations) : 

  

A oO p ந 

படம்‌ 12 

துகள்‌ .48இல்‌ இயங்கட்டும்‌. 

்‌ நேரத்தில்‌ துகளின்‌ நிலை 2 ஆகுக. 

48இல்‌ 0 எனும்‌ புள்ளி மூலப்புள்ளி. 02--5 ஆகுக. 

04 திசையில்‌ தூரங்களை நேரெண்ணால்‌ குறிப்போம்‌. 

்‌ நேரத்தில்‌ துகளின்‌ வேகம்‌ 2௦3 

அதன்‌ முடுக்கம்‌ ॥ ஆகுக. 

ட என்றால்‌ ர-॥ஆகுக, அப்போது2-0 ஆகுக. 

dv 
முடுக்கம்‌ தட 8 (மாறிலி) 

‘ J dv =| a dt
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8 = al+ce 

4 -0 எனும்போது மஆவதால்‌ 

மண 0 0 ஸ்‌ இர 

vou+tat 

இவ்வாறு *(£ நேரத்தில்‌ (தரப்பட்டுள்ள புறப்படு நியதி 
களுக்குட்பட்டு) ப -8॥--ஈ/ எனக்‌ காண்கிறோம்‌. 

(ii) v= 4 டம ai 

| ds =| (u--at) dt 

s = ul-+ fat+ez 

(= OstgytGurgis= 0 qeagre A=0 

: s = ul+tal? 

- உ உ ‘ - dv 
(4) முடுக்கத்திற்கு மற்றொரு குறியீடு 2 

dv 
9-௫ 

ds 

] உய Jaw 

= as+B 

DO
] 

Ss
 

te as v? = Qast+B 

ஆனால்‌? - 01ஆகும்போது ௦-1 

க இர. 0-2 ல. திவ? 

v= w+ Qas 

என்று சீரான மூடுக்கத்தில்‌ இயங்கும்‌ துகளின்‌ இயக்கச்‌ 

சமன்பாடுகளைக்‌ காண்கிறோம்‌. 

[குறிப்பு: தொகையுடன்‌ சேர்க்கப்படும்‌ மாறிலி எவ்வாறு 

பயன்‌ படுகிறது என்பதை இங்குக்‌ காண்கிறோம்‌.) 

4:53 (il) வளைவரையின்‌ சரிவு தரப்பட்டால்‌, அதன்‌ 

சமன்பாட்டைக்‌ காண ; 

கணக்கு: ஒரு வா வரையின்‌ சரிவு ஒரு புள்ளியில்‌ 

அதன்‌ 5 கூறுடன்‌ நேர்‌ விகிதத்தில்‌ இருக்கிறது என்றால்‌ வளை
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வரையின்‌ சமன்பாடென்ன ? % கூறைப்போல்‌ இருமடங்கு 

சரிவுடன்‌ (11) என்ற புள்ளி வழியாகச்‌ செல்லும்‌ வளை 

வரையின்‌ சமன்பாடென்ன? 

(i) ர- 70) என்பது சமன்பாடாகுக. 

வளை வரையின்‌ சரிவு-- ்‌ 

ம்‌ 
12 தரப்பட்டுள்ளது. 

dx 

| dy | kx dx 

k 2 

  

QSOS ETT .. y = > +¢ 

kx? 
J = opte 

(ii) என்றால்‌ =x? + ர 

இந்த வரை (1, 1) வழி போவதென்றால்‌ 
172 1] ்‌ . ¢ =9 

வளை வரையின்‌ சமன்பாடு 

y இரி 

குறிப்பு: (0) என்ற புள்ளியில்‌ சரிவு & என உள்ள 

9 

\ 

1 
wy 

படம்‌ 18 

        
வரையின்‌ சமன்பாடுர--5--ர எனக்‌ கண்டோம்‌. ௦க்கு வெவ்‌
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வேறு மதிப்புக்‌ கொடுக்க வெவ்வேறு வரைகள்‌ வரும்‌. ஆனால்‌ 

இவ்வரைகள்‌ யாவும்‌ ஒரு குடும்பத்தைச்‌ சேர்ந்தவை 

(family of curves). ௨ உறுப்பு ஒன்றாக இருக்கும்‌ இந்த வரை 

களில்‌ உள்ள புள்ளிகளில்‌ அமையும்‌ தொடுகோடுகள்‌ இணை 

யாக அமையும்‌. படத்தில்‌ சில வரைகள்‌ காட்டப்பட்‌ 

டுள்ளன. 

(குறிப்பு: இங்குத்‌ தொகையுடன்‌ சேர்க்கப்படும்‌ மாறிலி 

யின்‌ வரைபட விளக்கம்‌ தரப்பட்டுள்ளது.) 

கணக்கு : ஒவ்வொரு புள்ளியிலும்‌ உள்ள தொடுகோட்‌ 

டின்‌ சரிவு, புள்ளியின்‌ % உறுப்பின்‌ வர்க்கத்துடன்‌ தலைகீழ்‌ 

விகிதத்தில்‌ இருந்தால்‌ அத்தகை வளைவரைக்‌ குடும்பத்தின்‌ 

சமன்பாடு என்ன ? 

70) என்பது சமன்பாடாகுக. 

1 (4,7) என்ற புள்ளியில்‌ அமையும்‌ தொடுகோட்டின்‌ 

சரிவு ர 4 டுகாள்கை) 

y= — k+ex 

6 Qur gy FuosrurQ= xy—cx+ k=0 

பயிற்சி 15 

A 
1. சீரான முடுக்கத்துடன்‌ நேர்‌ கோட்டில்‌ ஒரு துகள்‌ 

இயங்குகிறது. முடுக்கம்‌, இயக்கத்‌ துவக்கத்தில்‌ மூலப்‌ 

புள்ளியை நோக்கி ‘a? அலகு/வினாடி* ஆகவும்‌, 

அப்போதுள்ள வேகம்‌ u எனவும்‌ ஆனால்‌, 4” நேநரத்தில்‌ 

துகளின்‌ நிலை என்ன ? மூலப்புள்ளியிலிருந்து போகும்‌ மிக 

அதிக தாரம்‌ என்ன ? அப்போது நேரம்‌ என்ன ? மீண்டும்‌
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மூலப்புள்ளிக்கு வர ஆகும்‌ காலம்‌ என்ன ? அப்போது அதன்‌ 
வேகம்‌ என்ன? இவற்றை நுண்கணிதம்‌ பயன்படுத்திக்‌ 

காணவும்‌. 

2. ஒரு துகளின்‌ முடுக்கம்‌ புறப்பட்டு 4!” வினாடி 

சென்றதும்‌ 18-82: அடி/வினாடி” என்றால்‌, 8 வினாடி மூடிவில்‌ 

அதன்‌ வேகம்‌ என்ன ? துவக்க வேகம்‌ 20 அடி/வினாடி என்‌ 

றல்‌ அப்போது அது புறப்பட்ட இடத்திலிருந்து எவ்வளவு 

தூரத்தில்‌ உள்ளது? 

9: ஒரு துகள்‌ u அடி/வினாடி வேகத்தில்‌ புறப்படுகிறது. 
௯ 5 
5 / அடி/வினாடி”. 8 ஆவது 

வினாடி முடிவில்‌ அது சென்றுள்ள தூரமும்‌ அதன்‌ வேகமும்‌ 

என்ன ? 

அதன்‌ முடுக்கம்‌ !/ வினாடியில்‌ 2 008 

4.  ₹/* வினாடியில்‌ 2 தூரத்தில்‌ உள்ள துகளின்‌ முடுக்கம்‌ 

7-8 அடி/வினாடி”. புறப்படும்‌ வேகம்‌ 40 அடி வினாடி. என்றால்‌ 

துகள்‌ மூலப்புள்ளியிலீருந்து போகும்‌ மிக அதிக தூரம்‌ 

என்ன ? 

B 

Ath udrousmpuler FNa SpHucHPeroarg. urouos 

யின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ காணவும்‌. (அதன்மேல்‌ உள்ள ஒரு 

புள்ளியும்‌ தரப்பட்டுள்ளது.) 

5. ர 7(10) என்றால்‌, சரிவு - a tyoirafl (1,2). 

6. ர-7 (0) என்றால்‌, சரிவு- 8- 8 புள்ளி (1,0). 

[வ
 

-? புள்ளி (1, 1) 7 ௮ ரீ என்றால்‌ சரிவு ----- 
VN 

8: y = f(x) என்றால்‌ x° 2222) வரையின்‌ மேலுள்ள இரு 

புள்ளிகள்‌ (1, 1), (-1,ஐ. 

d*y ‘ 
9. y = f(x) ora Bd Zi = 6x 3 (1, 0), (2, 1) sresrtsomeu 

வரையில்‌ உள்ள இரண்டு புள்ளிகள்‌. 

10. ஒரு வரையின்‌ ஒரு புள்ளியிலுள்ள தொடுகோட்டின்‌ 

சரிவு, அப்புள்ளியை மூலப்புள்ளியுடன்‌ சேர்க்கும்‌ கோட்டின்‌ 

சரிவுடன்‌ தலைகீழ்‌ விகிதத்தில்‌ உள்ளது. அத்தகை வரைக்‌ 

குடும்பத்தின்‌ சமன்பாடு என்ன 2



5. வரையறுக்கப்பட்ட தொகை 

(Definite integral) 

5.1 விளக்கம்‌? 

( F(x) ௨-0 என்றால்‌, 
வ்‌ 

b 

fre ஸ்‌ எனும்‌ @ MHul@ F(b)—-F (ல எனும்‌ மதிப்பைக்‌ 

a 

குறிக்கும்‌. 

b 

{roo ௨ என்பது வரையறுக்கப்பட்ட தொகை எனப்‌ 

a 

ugb. asérug Qasr Sip He (Lower limit) st sir pyib, b sr sar 

ug! Guns Hao (Upper limit) எனவும்‌ கூறப்படும்‌. 

குறிப்ப 1: fre dx = 7 (0. என்றால்‌ தொகையுடன்‌ 

மாறிலியைச்‌ சேர்த்துக்‌ கூறவேண்டும்‌. 

அப்போது 700 dx = F (x)-+e 

b 

\ FO) de = [F (b) +e] — [F (a) +6] 

= F(b)—F (a).
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b a 

Be [2 dx என்பதன்‌ மதிப்பு ட, ம்‌ ஆகியவற்றைப்‌ 

a 

பொறுத்த திட்டமான மதிப்பு ஆகும்‌ எனக்‌ காண்கிறோம்‌. 

குறிப்பு 2; fre dx = F (x) என்றால்‌ 

8 ஈர்‌ எனப்‌ பிரதியிட 

froma = FW woe. 
b b 

ஆனால்‌ | f@ a= |fOd=fO-F@ 

b b b- 

a fre de =| J Ct) dt [- {ro கவ] 

மதிப்பு ஈ, ம்‌ சார்பலன்‌ இவற்றைப்‌ பொறுத்ததே 

அன்றி, தனிமாறி ஜ ஆகவோ, / ஆகவோ, வேறு எது வேண்டு 

மாயினும்‌ இருக்கலாம்‌. 

b ௦ d 

குறிப்பு 3: fre dx 170 dx 4. {re dx 

a a டூ 

(rea 
d 

எனக்‌ கூறலாம்‌. ஏனெனில்‌ 

fre dx = F(x) 46S 

c d b 

த்‌ j f (x) de + | f(x) dx +f SQ) =F) — Fa) 
a 6 d 

4+ F (@)-F (0) 
+ F (b)-- F (d)
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= F (b)—F (a) 
b 

i= 1700 dx. 

b a 

குறிப்பு 4: (i) {re dx = — {ro dx 

a b 

(ii) | f (x) dx=0 

2 n/2 

கணக்கு 1: (i) fx dxs (i) f sing cos = dxs 
1 0 

7/4 

(iii) | 2 80 8 ௦௦5 8-இவற்றின்‌ மதிப்புக்‌ காண்க, 

0 

I 1 

(i) fat ae =[<]=@-@ =3 
0 0 

n/2 ௩/8 

Gi) | sin = cos “ed = fi sin x dx 

0. 0 

a /2 

=4 [௯ x | 

0 

te
t { ( ~ 008%) — (= cos 0) } 

(கட்டு ர 
te
l 

i 
n
e
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௩/4 

(iii) ] 2 sin Bx cos x dx 

0 

2 sin 8x cos x = sin 4x-+sin 2x 

Se | 2 sin 8x cos x dv=| sin 4x dx+ j sin 2x dx 

__ [ =cos Ax cos 2x 

[ட ழா] 
௩/4 ௩/4 

a fe sin 8x cos x dx = — 4 [0 4x + 2 cos 2x| 

0 

  

  

i 

௪ 3 | (co தகவ | 

4 (cos 0+2 cos 0 )| 

குறிப்பு : முதலில்‌ வரையறுக்கப்படாத தொகை காண்‌ 

வேண்டும்‌. மாறிலியைச்‌ சேர்க்க வேண்டிய தேவையில்லை. 

பிறகு மேல்‌ நிலை மதிப்பு--கீழ்‌ நிலை மதிப்பு வரையறுக்கப்பட்ட 

தொகையைத்‌ தரும்‌.] 

பயிற்சி 16 

கீழ்வரும்‌ தொகை காணவும்‌. 

2 2 3 

1. | 8x3 dx 2. | கிழி 0 8. 1-௯ dx 

0 0 ; 

2 1 

4. \ (9-8) +8) & 5. \(* 2148) de 
0 ர 

1 2 

6. வஸ்‌ ஸ்ட்‌ 7. | (2101 tdi
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9 a 
utd ர்‌ 9 ஜி 

5. | it u“ உ -2 dx 

4 0 

I a 

10 | உ ர 11 | Ce ச x கி] ஜ்‌ ஸ்‌ . 7 ue Lar 

டர்‌ 0 

ரு ரு 

12. | sin? x dx 18. | 81 2 008 ந dx 

0 0 

n/2 ர 

14, | sin x cos « dx 15 | {a cos «+6 sin x) dx. 

0 0 " 

தொகை காணலின்‌ பயன்பாடுகள்‌ 

5.2 பரப்பு காணல்‌: 

28) 2 அச்சு, ந்‌, ந-7(0 எனும்‌ வரை என நான்கு 
பக்கங்களையுடைய பரப்புக்‌ காணும்‌ முறையைக்‌ கூறுவோம்‌. 

    
ர்‌ 

ற 
ண P 3 

5 
டு A cD B 

படம்‌ 14 

2௭8 எனும்‌ கோடு அச்சை 4 இலும்‌ வரையை 7 இலும்‌ 

வெட்டட்டும்‌. அப்போது 7இன்‌ கூறுகள்‌ [ஈ, f(a)] ou. 

இதேபோல 3-ம்‌ எனும்‌ கோடு அச்சை மீஇலும்‌ வரையை 

0.இலும்‌ வெட்ட 0, (4) ] ஆகிறது. 
ABQ P உள்ளடக்கிய பரப்பு 4 ஆகுக.
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00-% ஆகுக; 0 வரைக்குக்‌ குத்தாயம்‌ ஆகுக. 

CD=f (x). 

ஐ அடுத்த புள்ளி £ ஆகுக. EF என்பது வரைக்குக்‌ குத்‌ 

தாயம்‌. 

றம நற? இறு ஆகும்‌. 

பரப்பு ச, மொத்தப்‌ பரப்பு 5இல்‌ நுண்ணிய பகுதி. 

ஆகவே 4௦ எனக்‌ குறிப்போம்‌. இது போன்று 4இலிருந்து 2 

வரை நுண்ணிய செவ்வகங்கள்‌ ஏற்படுத்தி இவற்றின்‌ தொகை 

யைக்‌ காண வேண்டும்‌. ‘ 

படத்திலிருந்து py Ax<As< (கீழ) நீட எனக்‌ காண்கிறோம்‌. 

மொத்தப்‌ பரப்பு => CAs) 

5 (௮ = > முக்றக்கும்‌ ; (3) & க்கும்‌ 
இடையேயுள்ளது. &3--௦ ஆகும்போது நுண்‌ Oe seu Sil 

களின்‌ எண்ணிக்கை -:௦ ஆகும்‌. 

b 

அப்போதுள்ள எல்லை fo dx 2@w. 

a 

[| இதை இங்கு ஒப்புக்‌ கொள்கிறோம்‌. நிரூபணம்‌ தரப்பட 

வில்லை ]. 
b b 

S= i dx அல்லது லு ஸ்‌ ஆகும்‌. 

a a 

குறிப்பு 1: இவ்வாறு கூறுவதிலிருந்து 700 dx என்‌ 
பதை ஏன்‌ தொகை. என் று கூறுகிறோம்‌ என்பதையும்‌, dv 

ஏன்‌ சேர்க்க வேண்டுமென்பதையும்‌ ஓரளவுக்கு உணரலாம்‌. 

குறிப்பு 2: ர--,ழ அச்சு, - 7 (2), 3-ம்‌ எனும்‌ பக்கங்‌ 

ob 

களையுடைய பரப்பு ஃ =| xdy 2@wb. x=g(y) என்றால்‌ 

a 

b / 

பரப்பு 52 (. Cy) dy ஆகும்‌. 

a



வரையறுக்கப்பட்ட தொகை 55 

கணக்கு (1) ர்‌” என்ற வரை, 5-2, ற-8,% அச்சு 
இவையிடையேயுள்ள பரப்பு என்ன? 

(ம) ர ர, 9, ர அச்சு--இவற்றிடையேயுள்ள 
பரப்பு என்ன? 

b 3 3 

(9) பரப்பு A = {reo d= | x! ax=[ = | 
a 2 2 

A= (=) (=)= = ௪. அலகுகள்‌. 

ந 3 

(1) பரப்பு4 = | x dy Vydy = | yh dy 

a 2 

ல்‌ 2 a பரப்பு = நு 

கணக்கு 2: ந- ௨-9) என்ற வரை, % அச்சு, 5-4 

௯ இவற்றிடையேயுள்ள பரப்பு என்ன? 

[ இங்கு வரை, % அச்சை வெட்டுமிடமிருந்து பரப்பைக்‌ 

கொள்ளவேண்டும்‌]. 

வரை, அச்சை வெட்டும்‌ புள்ளியின்‌ ர கூறு - ட. 

0=x°—8x+2 

(x—2) (x—-1)=0 = ஜே 1,2 

வரை (1, 0), (2, 0) எனும்‌ புள்ளிகளில்‌ வெட்டுகிறது. 

இங்கு (2, 0) இலிருந்து பரப்பைக்‌ கணக்கிட வேண்டும்‌. 

4 

A= | (நூ ௮) 60 

2
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படம்‌ 15 

ட 64 8 = G _.24 8)- ( 36+ 4] 

- 4? ௪. அலகுகள்‌. 

கணக்கு 8: 9-4. என்ற வரைக்கும்‌, ம அச்சுக்‌. 

கும்‌ இடையேயுள்ள பரப்பைக்‌ காணவும்‌, 

| இங்கு வரை,ஃ அச்சை வெட்டும்‌ இரண்டு புள்ளிகளின்‌ 

கூறுகள்‌ வரையறுத்த தொகையின்‌ கீழ்‌, மேல்‌ நிலைகளைத்‌. 

தரும்‌.] 

% அச்சை, வரை வெட்டும்‌ புள்ளிகளின்‌ 9 கூறு -- 0 

4 0 

(4+) (1—x)=0 

x=—4,1 (இவைதான்‌ கீழ்‌ மேல்‌ நிலைகள்‌.) 

1 

பரப்பு 1 =| (4—8x—x?) dx 

4
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(4-3 r}-(~16-24 + 

6 6 6 

a) ue = 80% ௪. அலகுகள்‌, 

(ச) [உ] 725 . 
[எ [௪ “5 ௪. அலகுகள்‌, 

கணக்கு 4: நூஜ்மந + cos x எனும்‌ வரையும்‌, வரை 
அச்சை அடுத்தடுத்து வெட்டும்‌ இரு புன்ளிகளைச்‌ சேர்க்கும்‌ 
கோடும்‌ உள்ளடக்கும்‌ பரப்பைக்‌ காண்க, 

sin x-+ cos x=0 tan x=—J] 

Sa 
4 

அரப்பு 4 - | (801 தக ஐ 20 

aN 

On 
4 

= —cos எஸ்டி 

௫ 

4 

=| — cos (a ப வடம = ig. ig | 
4 4 4 4 ] 

(4 a)- (Ro 3) 
பு v2) We v2 

awd 5: y=x", ரூம எனும்‌ வரைகளிடையேயுள்ள 
ஙரப்பைக்‌ கணக்கிடு. 

[குறிப்பு: v=f (x) y= O(x) எனும்‌ வரைகளிடையேயுள்்‌ ள 
பரப்பைக்‌ காண : (1) 700-௫௫0 எனும்‌ சமன்பாட்டை விடு 

-விக்கவும்‌. அவை வெட்டும்‌ அடுத்தடுத்த இரண்டு புள்ளி
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களின்‌ £ கூறுகளைக்‌ காண்க. அவை ௩, ம ஆனால்‌ இடையே 

b 

யுள்ள பரப்பு {tr@-2 (3]& ஆகும்‌. இது எவ்வாறு என்பது 

a 

எளிதில்‌ காண முடியும்‌]. 

நந, நூ விடுவிக்க 

நி டத, 1 

1 

இடையேயுள்ள பரப்பு- j (8 —y x) dx 

0 

= fon x4) de 
0 

0 

-(3-3)- (9) 
=-} 

பரப்பு --; ௪. அலகு. 

BOE 62 yx? 3 89---8 எனும்‌ வரைகளிடையே 

யுள்ள பரப்பைக்‌ காண்க. 

முதல்‌ வரை ந-2 

இரண்டாவது வரை ந-8$--8 

விடுவிக்க: 3--8%--2-0 

(x—1) («—2)=0 

்‌ x=1, 2. 

2 

பரப்பு == | {v? —(Bx—2)] dx 

i
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2 

= | (x? —8x-+2) dx 

1 

[குறிப்பு: கடைசி இரண்டு கணக்குகளிலும்‌ பரப்பு எதி 

ரெண்ணாுக வருகிறது; அதாவது முதல்‌ வரை இரண்டாவது 

வரைக்‌ கீழாக (2 அச்சை அடுத்து) இருந்தால்‌ எதிரெண்ணாக 

வரும்‌.] 

பயிற்சி 17 

கீழ்க்‌ காணும்‌ பரப்புக்களைக்‌ காண்க? 

1, தீ, ந], மன, உ அச்சு இவற்றிடையே உள்ள 

பரப்பு, 

இட ஜீ 1, எனும்‌ வரை, அச்சு, ந அச்சு, மழ 

எனும்‌ கோடு--இவற்றிடையுள்ள பரப்பு. 

8. ற = 8x°--8x+8 erat amy, x BF, X=}, x= 1 

எனும்‌ வரைகளிடையேயுள்ள பரப்பு. 

4. நடி அச்சு, 2-1 இவற்றிடையேயுள்ள பரப்பு. 

5. ந ம 14) நச்சு, - இவற்றிடையேயுள்ள 

பரப்பு. ர 

6. நூறி ர இவற்றிடையேயுள்ள பரப்பு. 

7. ரி இவற்றிடையேயுள்ள பரப்பு. 

8. 3-4 மாம. எனும்‌ கோடு-இவற்றிடையேயுள்ள 
பரப்பு.
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9, 2 ம எனும்‌ வரையின்‌ ஒரு வில்லுக்கும்‌ 

£ அச்சுக்கும்‌ இடையேயுள்ள பரப்பு. 

70. 9-௨ எனும்‌ வரையின்‌ ஒரு வில்‌, - $--இவற்‌. 

றிடையேயுள்ள பரப்பு. 

11. y gear, y =cosx, y = ஸா இவற்றநிடையேயுள்ள 

பரப்பு, 

12, y= ¥8cos ஜம எனும்‌ வரையின்‌ ஒரு வில்‌,. 

* அச்சு, 1) அச்சு, இவற்றிடையேயுள்ள பரப்பு. 

5-3 உருளைத்‌ திண்மத்தின்‌ பருமன்‌ (*%7010106 0150]0 of 

revolution) : 

y=f{() எனும்‌ சமன்பாடு தரும்‌ வரைப்படம்‌ (1)இல்‌ 

காட்டப்பட்டுள்ளது. 1 ர, ௨ ர்‌ என்ற இடைவெளியில்‌ 

சீப்‌ 2.0 ஆகுக. 00 என்பது இந்த இடைவெளியில்‌ உள்ள 

| 
| 
i 
்‌ 

  

    

ச்‌ B(b) 

. படம்‌ 16 

வரை. * ௬ ம அச்சு, x = b, வரை--இவற்றிடையேயுள்ள 

பரப்பு உ அச்சைச்‌ சுற்றிச்‌ சுழலட்டும்‌. இவ்வாறு சுழல்வதால்‌. 

ஏற்படும்‌ திண்மம்‌ (படம்‌17) 20201010' என்பது உருளைத்‌ திண்மம்‌ 

எனப்படும்‌. இதன்‌ பருமனைக்‌ [அதாவது கொள்ளளவைர்‌ 

காணும்‌ முறையைக்‌ காண்போம்‌. 

மூலப்புள்ளியிலிருந்து % தூரத்தில்‌, ௨ அச்சுக்குக்‌ குத்தாக 

இந்தத்‌ திண்மத்தின்‌ வெட்டு முகத்தைப்‌ பார்ப்போம்‌. 

திண்மம்‌, வரை சுழல்வதால்‌ ஏற்படுவதால்‌ வெட்டுமுகம்‌ 

வட்டம்‌ ஆகும்‌. 0 48 ஐ% கூறாக உடைய வரையில்‌ உள்ள
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புள்ளி 72 ஆனால்‌ வெட்டுமுகத்தின்‌ ஆரம்‌ 487 - ) ஆகும்‌, 

இவட்டு முகத்தின்‌ பரப்பு - ௩34, வெட்டு மூகத்தை அடிப்‌ 

  

  

  
படம்‌ 17 

யக்கமாகவும்‌ ௩௨ கனமுமுூள்ள வட்ட உருளை திண்மத்தின்‌ 

அண்ணிய பாகமாகும்‌. திண்மத்தின்‌ இங்குள்ள நுண்ணிய 

பருமன்‌ 88-௩0. இதுபோன்று -ஈ இலிருந்து ௨ 4 வரை 

பல நுண்ணிய வட்ட உருளைகளின்‌ பருமன்களின்‌ தொகை, 

உருளைத்‌ திண்மத்தின்‌ மொத்தப்‌ பருமனுக்கு 2-0 ஆகும்‌ 

(போது சமனாகும்‌. 

மொத்தப்‌ பருமன்‌ V= | Sv = 5) wy As 

Ax 

[நுண்‌ பாகங்களின்‌ எண்ணிக்கை -.2௦ ஆகும்‌] 

 அச்சைச்‌ சுற்றி, வரை சுழன்றால்‌ 

b 

பருமன்‌ 77 =| ny” dx 

a
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இதேபோல ர அச்சைச்‌ கற்றி வரை சுழன்றால்‌ 

b 

பருமன்‌ V= ] mx dy 

a 

ரச 2 ச்‌ என்ற இடைவெளியில்‌ உள்ள வரை } 

ரகுறிப்பு : பரப்பு, திண்மம்‌ இவை காணுவதிலிருந்து 

(70 என்பதை ஏன்‌ தொகை என்று சொல்கிமேம்‌ என்‌ 

பதும்‌, குறியீட்டில்‌ “ம” எழுதவேண்டிய அவசியமும்‌ 

புலனாகும்‌.] 

கணக்கு ர ஃ ராம உ அச்சு, அச்சு இவையடக்கிய 

பரப்பு £ அச்சைச்‌ சுற்றிச்சுழல்வதால்‌ ஏற்படும்‌ உருளைத்‌ திண்‌ 

முத்தின்‌ பருமன்‌ என்ன? 

ஈ அச்சைச்‌ சுற்றிச்‌ சுழல்வதால்‌ சூத்திரம்‌ 

b 

V= | nm vw dx 

a 

ர அச்சு பரப்பின்‌ பக்கம்‌ என்பதால்‌ 2-௦ 

2 அச்சை ர7£--4- வெட்டும்‌ புள்ளியின்‌ % கூறு 

ச்‌ ஆகும்‌. ர-0 எனப்‌ பிரதியிட x=—4 

b=4 

4 

Ven | (4—x) dx 
0 

4 
=n [+ =e | 

0 

= ௩ [16-89] 
௪8௯௩ ௧. அலகுகள்‌. 

கணக்கு 2: மேற்கூறிய பரப்பு அச்சைச்‌ சுற்றிச்‌ சுழன்‌ 

௫ல்‌ ஏற்படும்‌ உருளைத்‌ திண்மத்தின்‌ பருமன்‌ என்ன?
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b 

சூத்திரம்‌ V— | wx? dy 

a 

இன்‌ கீழ்‌ நிலை 0; மேல்‌ நிலை, வரை ஈ அச்சை வெட்டும்‌ 
புள்ளியின்‌ உறுப்பு ஆகும்‌. 

80 எனப்‌ பிரதியிட yp? =4 றன 

இதில்‌ 6-8 
2 

பருமன்‌ 77 - | mx? dy 

0 

2 

ஈது 
0 

2 

= mw | (18-8454) 
0 

_ 856 x 
= FR F AvGaer. 

கணக்கு 8: அடிப்‌ பக்கத்தின்‌ ஆரம்‌ * அலகுகளும்‌ குத்‌ 
துயரம்‌ & அலகுகளும்‌ உள்ள கூருருளையின்‌ பருமனை நுண்கணி 
குத்தால்‌ கணக்கிடுக. 

மூலப்புள்ளி வழிச்‌ செல்லும்‌ நேர்கோடு 0ற ஆகுக. 

இன்‌ கூறுகள்‌ (4, 1) ஆகுக. 

ப 

Xx   

A 
படம்‌ 18 

AOD எனும்‌ பரப்பு 5 அச்சைச்‌ சுற்றிச்‌ சுழல, கூருருளை 
வருகிறது.
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௫
 

010இன்‌ சமன்பாடு இக 8 

கணக்கு : ஒரு கோளத்திலிருந்து, £ அலகு உயரமுள்ள 

கிண்ணம்‌ வெட்டப்படுகிறது. வெட்டுமுகத்தின்‌ ஆரம்‌ ௦ என்‌ 

றல்‌ கிண்ணத்தின்‌ கொள்ளளவு என்ன? 

ஓர்‌ அரை வட்டம்‌ சுழல்வதால்‌ அரைக்‌ கோளம்‌ ஏற்படு 

கிறது. 

  

  
படம்‌ 19 

வட்டத்தின்‌ சமன்பாடு ”-டர'-௨£ ஆகுக. % அச்சைச்‌ 

சுற்றிச்‌ சுழல்வதாகக்‌ கொள்வதால்‌ 

7-௩ 1 dx 

கீழ்‌ நிலை (௪-0); மேல்‌ நிலை
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Ff (a—h) =F [Ba* (a—h)—(a—h)"] 

ex = (a—h) (8a? —-a?+Qah—h? 

NT “(உடு [2a°-+-2ah—h?] 

அஜி { 2a + Ba2h—ah? —2a%h—Qah?-|-h® | 

f (Q)—f (ah) => [ 8ah?§ A? ] 

கொள்ளளவு = ல்‌ (இ) 

ஆனால்‌ (ச) ரீ 

டர்‌ 4 = a? 

_2 +h 
8 இந்‌ 

  

இதை சக்குப்‌ பிரதியிட்டுச்‌ சுருக்க- 

V = BE (Bch) எனக்‌ காணலாம்‌:
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பயிற்சி 18 ்‌ 

கீழ்வரும்‌ உருளைத்‌ திண்மங்களின்‌ பருமன்‌ கணக்கிடுக. 

1. ரு எனும்‌ ஒரு வில்‌ அச்சைச்‌ சுற்றுவதால்‌ வரும்‌ 

திண்மம்‌. 

2. y=cos x எனும்‌ வரை, ர அச்சு, அச்சு இவற்றிடையே 

யுள்ள பரப்பு ஃ அச்சைச்‌ சுநிறுவதால்‌ வரும்‌ திண்மம்‌, 

8. yscosx—sin x எனும்‌ வரை, 3 அச்சு, ம அச்சு இவற்‌ 

நிடையேயுள்ள பரப்பு, ௩ அச்சைச்‌ சுற்றிச்‌ சுழல்‌ வரும்‌ 

திண்மம்‌, 

4, »°=4ax எனும்‌ வரை; % அச்சு, 1--2--இவற்றிடையே 
யுள்ள பரப்பு, : அச்சைச்‌ சுற்றிச்‌ சுழல்வதால்‌ வரும்‌ திண்மம்‌. 

= 5. y= Ox? - 14 tay வரைக்கும்‌ 5அச்சுக்கும்‌ இடையே 
யுள்ள பரப்பு அச்சைச்‌ சுற்றிச்‌ சுழல வரும்‌ திண்மம்‌. 

6. y=sin x, 9-0௦082%, ற அச்சு -இவற்றிடையேயுள்ள பரப்பு 

ரூ அச்சைச்‌ சுற்றிச்‌ சுழல்வதால்‌ வரும்‌ திண்மம்‌. 

2.79 (8-0), 3 அச்சு இவற்றிடையேயுள்ள பரப்பு 
௮ அச்சைச்‌ சுற்றிச்‌ சுழல்வதால்‌ வரும்‌ திண்மம்‌,



6. சல வினுத்தாள்கள்‌ 

1 

4. (8) ர - 7ம்‌ என்றால்‌ Za என்ன என்பதை விளக்குக. 

(b) வரையறையிலிருந்து ட 2) ஐக்‌ காண்க. 

உ ட டட டன்‌ ‘ {c) a (wy) 4 ஜார்‌ என்றால்‌ ர என்ன 2 

2 (a) psx? ப இட்டது எனும்‌ வளைவரைக்கு ஐ இ 
எனும்‌ ஈ கூறுடைய புள்ளியில்‌ அமையும்‌ தொடுகோட்டின்‌ 
சமன்‌ பாட்டைக்‌ காணவும்‌. 

(b) கனமில்லாத உலோகத்‌ தகட்டால்‌, சதுர அடிப்‌ 
பக்கமும்‌ மூடியில்லாததுமான ஒரு பெட்டி செய்யவேண்டும்‌. 
அதன்‌ கொள்ளளவு 88 ௧. அடி ஆக இருக்கவேண்டும்‌. 
இவ்வாறு செய்வதற்காகும்‌ உலோகத்‌ தகட்டின்‌ மிகக்‌ 
குறைந்த பரப்பு என்ன? 

8. (6) மதிப்புகாண்க; (0 fort 1) x dx 

«Te 
(ii) ) (cos «—cos 2x) dy (iii) | sin 8 dé 

0 

(b) p? = 4xyx =O, 7 = 4 எனும்‌ வரைகளிடையே 
உள்ள பரப்பு அச்சைச்‌ சுற்றிச்‌ சுழல்வதால்‌ ஏற்படும்‌ 
திண்மத்தின்‌ பருமன்‌ என்ன 9 

4
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2 

d do du 
ஆ _ ஜட 1. (a) ah (uv) u fet உ என நிறுவுக 

(2) வகைக்கெழு காண்க: 

(i) xsinx (ii) ¥ a*—x? 

8. (௨) ஒரு குறிப்பிட்ட பொருண்மையுடைய வாயுவின்‌ 

கொள்ளளவுக்கும்‌ (20, அமுூக்கத்திற்கும்‌ (ற) இடையே உள்ள 

- தொடர்பு 2- ட. றி -40 ஆக இருக்கும்போது ற்‌ மாறினால்‌ 

2 என்ன வீதத்தில்‌ மாறுகிறது ? 

(b) x? + 9? = 25 என்ற வளைவரையில்‌ 8£-. 4) - 0 

எனும்‌ நேர்கோட்டிற்கு இணையாக அமையும்‌ தொடுகோடுகள்‌ 

அமையும்‌ புள்ளிகளைக்‌ காண்க. 

8: (a) காண்க; (1) | ( x? — 8x8 + 1) dx (ii) நஸ்‌ 2x dx 

an 
3 

(itt | Sig (=) dx 

nN 

3 

(b) y = —~ 7x + 10 crayth mgd Gib x அச்சுக்கும்‌ 
இடையேயுள்ள பரப்பினைக்‌ கணக்கிடுக. 

8 
1. (a) வரையநையிலிருந்து 8;8-- $ எனும்‌ சார்பலனின்‌ 

& ஐப்‌ பற்றிய வகைக்கெழு காண்க, 

(b) ௨ஐப்‌ பற்றிய வகைக்கெழு காண்க, 

. ‘ 2 \5 மு cos de (ii) (2 +2] 
x 

2. (a) ஒரு கோளத்தின்‌ பருமன்‌ வினாடிக்கு 8௧. அங்‌. 
வீதம்‌ அதிகமாகிறது என்றால்‌ அதன்‌ புறப்பரப்பு, ஆரம்‌ 4அங்‌. 
இருக்கும்போது என்ன வீதத்தில்‌ அதிகரிக்கிறது?
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௦) ஒரு நேருருளைக்கலன்‌ மூடியுள்ளதாயும்‌ ஒரு 
குறிப்பிட்ட கொள்ளளவுள்ளதாயும்‌ இருக்கவேண்டும்‌. அதன்‌ 
புறப்பரப்பு மிகவும்‌ குறைவாக இருக்க அதன்‌ விட்டம்‌ உயரத்‌ 

திற்குச்‌ சமம்‌ என நிறுவுக. 

8. (௨) தொகைகாண்க;?()24- % + 2 (ii) sin Bx sin « 

௩/8 

0) | 0௦8 ௨௨ இன்‌ மதிப்பைக்‌ காண்க. 

0 

(0) ர- 10-39 28 எனும்‌ வரைக்கும்‌, அச்சுக்கும்‌ 

இடையேயுள்ள பரப்பினைக்‌ கணக்கிடுக. 

4 
1. (a) 2ஐப்‌ பற்றிய வகைக்கெழு காண்க 

G) sin’ 4. (ம cos By (2x—x7)® 

(b) நேர்கோட்டில்‌ இயங்கும்‌ ஒரு துகள்‌ ‘i’? Cars 

தில்‌ மூலப்‌ புள்ளியிலிரூந்து ௨ தூரத்தில்‌ உள்ளது. அதன்‌ 

வேகம்‌ --/3” என்றால்‌ முடுக்கம்‌ ௨” உடன்‌ நேரர்‌ விகிதத்தில்‌ 

இருக்கும்‌ என நிறுவுக. 

2 (a) Qy =x }x-5) +10 என்ற வரைக்கு 4 எனும்‌ 

்‌ கூறுடைய புள்ளியில்‌ அமையும்‌ தொடுகோட்டின்‌ சமன்‌ 

பாட்டைக்‌ காண்க. 

1) குறிப்பிட்ட சுற்றளவுள்ள செவ்வகங்களில்‌ மிகவும்‌ 

அதிகமான பரப்புடையது சதுரமே என நிறுவுக. 

8. (ல தொகைகாண்‌: (i) fap (8x + 4) dx 

௩/2 

(ii) | cos? v sin v dx (iil) feos 2x sin 8x dx 

0 

(b) 8 அடி ஆரமுள்ள கோளத்தின்‌ மையத்திலிருந்து 

1 அடி தூரத்தில்‌ ஒரு தளத்தால்‌ வெட்ட ஒரு கிண்ணம்‌ வரு 
கிறது. அதன்‌ கொள்ளளவு என்ன ?
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5 

1. (a) வரையறையிலிருந்து x6 +2 எனும்‌ சார்‌ 

பலனின்‌ ஈ ஐப்‌ பற்றிய வகைக்கெழு காண்க 

(bi வகைக்கெழு காணவும்‌ : (1) x'(2v4-8)" 

(ii) 8 cos 7x sin* x 

a 

(c) V= Snr; S=4nr* storage “ இன்‌ மதிப்பை 

7 இன்‌ சார்பலனாகக்‌ காணவும்‌. 

2 (a) 8x—y+5= 0 எனும்‌ நேர்கோட்டிற்கு இணை 

wre yes கடக எனும்‌ வரைக்கு அமையும்‌ தொடு 

கோடுகளின்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ காண்க. 

(b>) ஒரு நேர்‌ கோட்டில்‌ 0 எனும்‌ புள்ளியிலிருந்து 

இயங்கும்‌ புள்ளியின்‌ தூரம்‌ 5, 4/” நேரத்தில்‌ ;-85/ -- 2Qi°—14" 

எனும்‌ தொடர்பால்‌ தரப்படுகிறது. முதல்‌ வினாடி முடிவில்‌ 

அதன்‌ வேகம்‌ என்ன ? முடுக்கம்‌ என்ன ? முடுக்கம்‌ எப்போது 

பூச்சியமாகிறது ? 

5: (௨ மதிப்புகாண்‌ : (i) J cos? x dx 

n/6 

(11) நஸ்‌ 2x-+cos Bx — x) dx 

0 

(b) “7” அலகு ஆரமுள்ள கோளத்திலிருந்து 4 அலகு 
உயரமுள்ளஒரு துண்டு எடுக்கப்பட்டால்‌ அதன்‌ பருமன்‌ 

என்ன?



கண இயற்கணிதம்‌



கண இயற்கணிதம்‌ 

(பாடத்‌ திட்டம்‌: கணம்‌, உட்கணம்‌, பெருங்கணம்‌, 

கணக்கூடுதல்‌, கணபுவட்டு, நிரப்புக்கணம்‌, வெண்‌்-பட 

விளக்கம்‌, சமனின்மைத்‌ தீர்வுக்‌ கணங்களின்‌ படவிளக்கம்‌. 

(i) axt+bSO (ii) av?+ox+eS0. (iii) av+byt+cS0, parm 

கொன்று இணைத்தல்‌ அல்லது ஒரு கணத்தை மற்றொரு 
கணமாக மாற்றம்‌”? (மற) செய்தல்‌ எனும்‌ கருத்துள்ள 

சார்பலன்‌ (function concept) ferdaib, சார்பலனின்‌ அரங்க 
மும்‌, வீச்சும்‌.)



“கண”: இயற்கணிதம்‌ 
(set Algebra) 

7.1 முன்னுரை : சாதாரண இயற்கணிதத்தில்‌ (பிவிபி algebra), Qua gy st ebr wir, மாறிகள்‌, சார்பலன்கள்‌ முதலியன கூறப்படுகின்‌ றன. இதில்‌, BOL en m எண்களுக்குப்‌ பதிலாக, எண்களைப்‌ பொதுக்குறியீட்டால்‌, அதாவது, ரூம்‌, ட, 50.8 மூதலிய எழுத்துக்களால்‌ குறித்து, அவையிடையே நிலவும்‌, பல தொடர்புகள்‌ பொதுவாக விவரிக்கப்படுகின்றன. தற்காலத்தில்‌ இயற்கணிதம்‌” என்னும்‌ சொல்லுக்கு இன்னும்‌ விரிவான பொருள்‌ கற்பிக்கப்படுகிறது. கணிதச்‌ செயல்‌ 
களுக்குத்‌ தலையாய இடமளித்து, எண்களாயினும்‌ சரி, வேறு விளக்கப்படாத என்ன உறுப்புக்களாயினும்‌ (undefined elements) சரி, அவைகளின்‌ பலவிதச்‌ சேர்க்கைகளையும்‌ அவற்றின்‌ பயன் களையும்‌ கூறுவதே *இயற்‌ கணிதம்‌” (Algebra) 
என விரிவடைந்த கருத்து ஏற்பட்டுள்ளது. இதன்‌ பயனாக 
வெக்டார்‌ ஆல்ஜீப்ரா (7௨0௦0 வி2ஷு, மெட்ரிக்ஸ்‌ ஆல்ஜீப்ரா 
(Matrix algcbra), ஒருபடிச்‌ சேர்க்கை ஆல்ஜீப்ரா (Linear 
algebra) எனப்‌ புதுமுறை இயற்கணிதங்கள்‌ தோன்றியுள்ளன. 
இத்தகைய பல்வேறு நவீனக்‌ கணிதப்‌ பிரிவுகளில்‌ ஊடுருவி 
அடிப்படையாக நிற்கும்‌ கணம்‌” (Set) எனும்‌ கருத்தையும்‌ 
அதனில்‌ ஏற்படும்‌ சில எளிய “செயல்களையும்‌” (றவ 
மட்டும்‌ இங்குக்‌ கூறுவோம்‌. 

1.2 கணம்‌ (Set): வரையறை (1)611ப0ப்டாம்‌ ; 

திட்டமாகக்‌ கூறப்பட்ட, உறுப்புக்களின்‌ தொகுதி கணம்‌” 
(54) எனப்படும்‌. 

(எடுத்துக்காட்டு); (i) 1, 8, 2, 10 எனும்‌ எண்கள்‌.
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(ய) சென்னை, மதுரை, சேலம்‌, கோவை, திருச்சி. ili), F, vy, 

த, படற. (னு 4-0 எனும்‌ சமன்பாட்டின்‌ மூலங்கள்‌. 

(மு 2ஐ விடப்‌ பெரிய முழு எண்கள்‌. (51) தமிழ்நாட்டு மாவட்‌ 

படங்களின்‌ தலை நகரங்கள்‌. 

இங்கு இரண்டு முறைகளைக்‌ கையாண்டுள் ளோம்‌. 

(1) முதல்‌ மூன்று எடுத்துக்‌ காட்டுக்களில்‌ உறுப்புக்கள்‌ எல்லா 

வற்றையும்‌ ஒவ்வொன்றாக எடுத்துக்‌ டாட்டியுள்ளோம்‌ 

(listed). (i) அடுத்த மூன்று எடுத்துக்காட்டுக்களில்‌ Durga 

பண்பைக்‌ கூறி உறுப்புக்களைக்‌ காட்டியுள்ளோம்‌. 

1.3 *கண'க்‌ குறிபீடுகள்‌ (Set notations): 

(1) 4, B,C, G,S என்பன போன்று ஆங்கிலப்‌ பெரிய 

எழுத்துக்களால்‌ *கண”ங்கள்‌ குறிக்கப்படும்‌. 

(ii) கணத்திலுள்ள உறுப்புக்கள்‌ *கண” மூலங்கள்‌ 

(Elements ௦8 6 ௨0) எனப்படும்‌. அவைகளை a, b, Cy xy 3 

என்பன போன்ற ஆங்கிலச்‌ சிறு எழுத்துக்களால்‌ குறிப்போம்‌,. 

மூலங்கள்‌ யாவற்றையும்‌ ஒவ்வொன்றாக எழுதிக்‌ கணத்‌ 

தைக்‌ கூறலாம்‌. மேலேயுள்ள எடுத்துக்காட்டுக்களில்‌ முதல்‌ 

மூன்றைக்‌ கீழ்வருமாறு எழுதவேண்டும்‌. 

A={1, 8, 7, 10} 

சென்ன, மதுரை, சேலம்‌, கோவை, திருச்சி] 

சே, ௪, ட, த, பற] 

அடுத்த மூன்றையும்‌ பின்வருமாறு எழுதவேண்டும்‌. 

414] உ என்பது 5”--8...4-0 இன்‌ மூலங்கள்‌] 

12] ௧௨8 எனும்‌ முழு எண்கள்‌] 

சே(2] 2 என்பது மாவட்டங்களின்‌ தலைநகர்கள்‌] 

(i) 2 எனும்‌ மூலம்‌ 4 எனும்‌ கணத்தில்‌ உள்ளது என்பதை 
% ௨ ஈ எனக்குறிக்க வேண்டும்‌. எனும்‌ மூலம்‌ 4 எனும்‌ கணத்‌ 
தில்‌ இல்லை என்பதை எ .4 எனக்‌ குறிக்கவேண்டும்‌. 

(எ-டு.) A={2, 4, 6, 8} என்றால்‌ 6-4 ஆனால்‌ 56 4, 

1.4 சம கணங்கள்‌ (1023 8609) ; 

4 இல்‌ உள்ள மூலங்கள்‌ யாவும்‌ 8 இல்‌ அடங்கியும்‌, 2 இல்‌ 
உள்ள மூலங்கள்‌ யாவும்‌ .॥ இல்‌ அடங்கியும்‌ அமைந்தால்‌ இரு
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கணங்களும்‌ சமம்‌ எனப்படும்‌. இது 4-ம எனக்‌ குறிக்கப்‌ 

(எஃடு.) (1) d={1, 2, 2, 8, 4} 

B={8, 2,1, 4} Ques A=B 

(ot-@.} A={er x? —B8v4+-2=:0 Soir apwdiast } 

G={1, 2} 

S={l, 2, 2, 1} Qm@ A=G=S. 

1.5 wwéfuds sort (Null Set): 

ஒரூ கணத்தில்‌ மூலங்களே இல்லை எனில்‌ அதையும்‌ 

கணம்‌ எனக்‌ கொள்வோம்‌. அத்தகைய கணம்‌ 4பூச்சியக்‌ 

கணம்‌: எனப்படும்‌. ௫ எனும்‌ குறியீடு இதைக்‌ குறிக்கும்‌. 

4222-4 என்பதற்கேற்ற ஒற்றை எண்‌) 

இங்கு 4-௧ 

1.6 உட்கணம்‌ ௫4ம்‌ 800) 2 

(1) எனும்‌ கணத்தில்‌ உள்ள ஓவ்வொரு மூலமும்‌ 

4 எனும்‌ கணத்தில்‌ அடங்கினால்‌, £ என்பது 4இன்‌ உட்கணம்‌ 

எனப்படும்‌. 

A={i, 8, 7, 10}; B= {10, 8, 7} 

இங்கு 2 என்பது 4இன்‌ உட்கணம்‌; ஆனால்‌ 2, க்குச்‌ சம 

மல்ல; இத்தகையது சரியான உட்கணம்‌ (௦0 ௨ம்‌ 86) எனப்‌ 

படும்‌. 8, 4இன்‌ உட்கணமென்பதை மம.॥ எனக்‌ குறியீட்‌ 

டால்‌ கூறப்படும்‌. 

(ii) B={10, 8,7} 0௨, 7, 10) 
இங்கும்‌ 2, (இன்‌ உட்கணமாகும்‌. அத்துடன்‌ 0 உம்‌ 2 இன்‌ 

உட்கணமாக இருக்கிறது. 

ட எனவும்‌, டே௰ எனவுமானால்‌, 8-0 ஆகும்‌. 

மி எனும்‌ கணம்‌ இன்‌ சரியான உட்கணமாகவோ 

அல்லது சமமாகவோ இருக்கிறதென்பதை மம எனும்‌ 
குறியீட்டால்‌ எழுதவேண்டும்‌. 

குறிப்பு: 468; மீட என்றால்‌ 4-2 ஆகும,
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நிரூபணம்‌: “4 ஆகுக. 

“மி (உட்கண விளக்கம்‌) 

0 [இது ..! இலுள்௬ எல்லா மூலங்களுக் 

கூம்‌ பொருந்தும்‌.] 

426 

பெருங்‌ கணம்‌ (மறன set): 4 எனும்‌ கணம்‌ இன்‌ உட்‌ 

கணமானால்‌ 35.1 எனவும்‌ எழுதலாம்‌. 8 எனும்‌ கணம்‌ A 

எனும்‌ கணத்தைத்‌ தன்னுள்‌ கொண்டது எனப்‌ பொருளாகும்‌. 

அப்போது ம என்பது .॥ இன்‌ பெருங்‌ கணம்‌ (லற 560) எனப்‌ 
படும்‌. 

குறிப்பு 1: 4 எனும்‌ கணம்‌, 9 இன்‌ உட்கணமல்ல என்‌ 

பதை 18 எனவும்‌, 2 எனும்‌ கணம்‌ 4 ஐத்‌ தன்னுள்‌ கொண்ட 

தல்ல என்பதை 92.4 எனவும்‌ எழுதுகிறோம்‌. 168 என்றால்‌ 

2 இல்‌ இல்லாத குறைந்தது ஒரு மூலமாவது 1 இல்‌ உண்டு 
என்பது பொருளாகும்‌. 

குறிப்பு 2: SO எனும்‌ பூச்சியக்‌ கணம்‌, எல்லாக்‌ கணங்்‌ 

களின்‌ உட்கணம்‌ என்பது கவனிக்கத்‌ தக்கது. 

1.7 அகில கணம்‌ (பரஸ்ரலா5வி set or Universe) . 

சில கணங்களை எடுத்துக்கொண்டு கணக்கிடும்போது, 

அவை யாவும்‌ ஒரு கணத்தின்‌ உட்கணங்களாக இருக்கும்‌. 

அத்தகைய கணம்‌ * அகிலம்‌” எனப்படும்‌. இதைக்‌ குறிக்கப்‌ 

பல குறியீடுகள்‌ உள்ளன. இங்கு அதை 1 எனும்‌ ஆங்கில 

எழுத்தால்‌ குறிப்போம்‌. 

(எ-டு.) (1) முழு எண்கள்‌, நேரெண்கள்‌, விகிதமுறு எண்‌ 

கள்‌--இவைகள்‌ ஒவ்வொன்றும்‌ ஒரு கணமாகும்‌. இவை! 

யாவையும்‌ அடக்கிய *அகிலம்‌” மெய்யெண்‌ (௩௦௨ மகா 560) 

கணமாகும்‌. 

(1) சமதள வரை கணிதத்தில்‌, புள்ளிகள்‌ யாவும்‌ சேர்ந்து 

அகிலமாகும்‌. நேர்கோடுகள்‌, வட்டங்கள்‌, மற்றும்‌ பல வளை 

வரைகள்‌ இதன்‌ உட்கணங்களாகும்‌. 

(ili) 0முதல்‌ 9வரை உள்ளச்‌ சிற்றிலக்கங்கள்‌ அகிலமா 

கும்‌. 8 சிற்றிலக்க எண்களைக்‌ கொண்டால்‌, ஒவ்வொரு சிற்‌ 

றிலக்கத்‌ தொகுதியும்‌, அந்த அகிலத்தின்‌ உட்கணமாகும்‌.
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(iv) ஒருகல்லூரியில்‌ படிக்கும்‌ மாணவர்கள்‌ அகிலமாகும்‌. 
ஒவ்வொரு சிறப்புப்‌ பாடத்தைப்‌ படிக்கும்‌ மாணவர்‌ பிரிவுகள்‌ 
அதன்‌ உட்கணங்களாகும்‌. 

0) அ 12] B={b,c} C= {ca} 

D={b, a} EB={c, 6} F= {a, cj} 
எனுங்‌ கணங்களை மட்டும்‌ ஆராய்ந்தால்‌ இவற்றின்‌ அகிலம்‌ 
0 - (டச்‌ய) என்பதாகும்‌. 

1.8 264645 sowrin (Power set): 

ஒரு கணத்தின்‌ எல்லா உட்கணங்களையும்‌ மூலங்களாகக்‌ 
கொண்ட கணம்‌ அடுக்குக்‌ கணம்‌ எனப்படும்‌. 

(எ-டு.) (/ 48 (டும்‌) என்பதோர்‌ கணமாகுக, இதன்‌ 
அடுக்குக்‌ கணம்‌ 214 எனக்‌ குறிக்கப்‌ பெறும்‌. 

gt | fab}, (2), (8), 2) 

(ய) 7 (2,5,7) என்றால்‌ 

எ (6,௧7,(2௪) (87) (57) (9), (௪), 2), ஐ] 

குறிப்பு: 5 எனும்‌ கணத்தில்‌ ஈ மூலங்கள்‌ இருந்தால்‌ & 
கணத்தில்‌ கா மூலங்கள்‌ இருக்கும்‌. 

1.9 சேராக்‌ கணம்‌ (10௦40 661) 3 

இரண்டு கணங்களிடையே பொது மூலம்‌ ஒன்றேனும்‌ 
இல்லை எனில்‌ அவை சேராக்‌ கணங்கள்‌ எனப்படும்‌. 

A= {1,3,5,7} B= {2, 4,6} 

மி 1 122 நேர்‌ முழு எண்கள்‌] 

7 (20 ஐளதிர்‌ முழு எண்கள்‌] 

இங்கு 4௨ம்‌ 8 உம்‌ சேராக்‌ கணங்கள்‌. 54 உம்‌ 7 உம்‌ 
சேராக்‌ கணங்கள்‌. 

1.10 ஒப்பிடு கணம்‌ (Comparable set): ACB என்‌ 

றால்‌ 4 உம்‌ 7 உம்‌ ஓப்பிடு கணங்கள்‌ எனப்படும்‌.
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1.11 Qaros-ut_ afarSeth (Venn-diagrams) : 

கணங்களிடையேயுள்ள தொடர்புகளை விளக்க அவற்றைப்‌ 

பரப்பால்‌ (௦௨) குறிக்கலாம்‌. சாதாரணமாக அவை வட்‌ 

டப்‌ பரப்புக்களால்‌ காட்டப்படும்‌. 

G4) 4௦8 என்பது, பெரிய வட்டத்தால்‌ உம்‌ அத 

© 
படம்‌ 80 

னுள்‌ "அடங்கும்‌ ஒரு சிறிய வட்டத்தால்‌ A உம்‌ காட்டப்படும்‌. 

(ii) 4௨ம்‌ 2௨ம்‌ சேராக்‌ கணங்களானால்‌ ஒன்றையொன்று ட 
படம்‌ 21 

வெட்டாத இரு வட்டங்களால்‌ அவை காட்டப்படும்‌. 

(iii) A=fa,b,c,d} 8 -/(டிஞ்‌ டி 2] என்றால்‌ படத்‌ 

தில்‌ உள்ளது போல்‌ காட்டலாம்‌. .4இன்‌ வட்டமும்‌ 8 இன்‌ 

  

படம்‌ 22 

வட்டமும்‌ ஒன்றையொன்று வெட்டிக்கொள்ளும்‌. அவற்றின்‌ 

பொதுப்‌ பரப்பு, (டிய) எனும்‌ பொதுக்‌ கணங்களைக்‌ குறிக்கும்‌.
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2. ணச்‌ செயல்கள்‌ 

($21 0002811018) 

1. கணக்‌ கூடுதல்‌ ((பீரம்ராட ௦1 8019) 2 

4 என்ற கணத்திலாவது அல்லது 9 என்ற கணத்திலாவது 

அமையும்‌ மூலங்களின்‌ தொகுதி, 4, 8 என்ற கணங்களின்‌ கூடு 

தல்‌ எனப்படும்‌. இது 1 எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. 

[.4 இலும்‌ 2 இலும்‌ அமையும்‌ மூலங்களும்‌ இதனுள்‌ படும்‌. ] 

மேற்கூறியதைப்‌ பின்வருமாறு குறியீட்டில்‌ (ய 80 nota- 

௦8) கூறலாம்‌ : 

சிபூ2்‌- (ப)௨௪.4 அல்லது உ) 

இதன்‌ பட விளக்கம்‌: 

  

Se 
f_\ 
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Pp 

  

படம்‌ 28 

இங்குச்‌ செவ்வகம்‌ மூலங்களின்‌ *அகிலத்தை”க்‌ குறிக்‌ 

கிறது. 4, 9 எனும்‌ கணங்கள்‌ வட்டங்களால்‌ காட்டப்பட 

டுள்ளன. கோடுகளால்‌ நிரப்பப்பட்ட பரப்பு, 4பூ.9ஐக்‌ காட்டு 

கின்றது. 

குறிப்பு 1: படத்தினின்று பூம - மீபூ.॥ எனத்‌ தெளிவா 

கிறது. ஆகவே *கணக்கூடுதல்‌” மாற்று !விதிக்கு (00011000௨௨ 

lve law) அடங்கியது எனத்‌ தெளிவாகிறது.
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குறிப்பு 2: (AUB) UC= AU மீபடு என்பதையும்‌ 

  

  

    
படம்‌ 24 

படத்தால்‌ காணலாம்‌. கணக்கூடுதல்‌, சேர்க்கை விதிக்கும்‌ 

(2850 6121196 12) உட்பட்டது எனக்‌ காணலாம்‌. 

[சாதாரண ஆல்ஜீப்ராவில்‌ 2-௨ என அறிவோம்‌. 

இது எண்கள்‌ மாற்று விதிக்கு அடங்கியது எனக்‌ கணிதத்தில்‌ 

கூறப்படுகிறது. (atb)+o= at(b+c) என்பதால்‌, எண்கள்‌ 
சேர்க்கை விதிக்கு (2550012116 18௭) அடங்கியது எனக்‌ கூறப்‌ 

படுகிறது. இவ்விரு விதிகளினால்‌ எண்களை எந்த வரிசையில்‌ 

கூட்டினாலும்‌ அவற்றின்‌ கூடுதல்‌ ஒன்றே என வருகிறது 
இந்த விதிகள்‌ கணக்‌ கூடுதலுக்கும்‌ பொருந்தும்‌ என மேலே. 

காட்டியுள்ளோம்‌. ] 

குறிப்பு 3: [உம்‌ 8 உம்‌ 1 எனும்‌ கணத்தின்‌ உட்‌ 

கணங்களாகும்‌. அதாவது AC (AUB) 

Bc (AUB) 

[AUB என்பதை .॥ கூடுதல்‌ 7 எனப்‌ படிக்கவும்‌. ஆங்கி 

லத்தில்‌ 4 பார்சி என்றோ அல்லது A cup B என்றோ படிக்‌ 

கவும்‌. ] 

2. கண வெட்டு (1675601100 of sets) : 

4 இலும்‌ 2 இலும்‌ ஒருங்கே உள்ள மூலங்களின்‌ தொகுதிக்‌. 

கணம்‌, 4, என்ற கணங்களின்‌ “வெட்டு” எனப்படும்‌. இதை. 

ANB cords குறிக்கவேண்டும்‌. குறியீட்டில்‌ பின்வருமாறு 

விளக்கப்படும்‌. 

ANB = {x| xed, xveB}
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படத்தில்‌ பின்வருமாறு காட்டப்படும்‌. கோடிட்ட பரப்பு 4048 

எனும்‌ கணமாகும்‌. 

  

.] 

U
D
 

  
படம்‌ 2௧5 

குறிப்பு 7: படத்திலிருந்து 472-200 என்பது தெளி 

வாகிறது. sur Na Qi orhp of HSG (commutative law) 

உட்பட்டது எனக்‌ காண்கிறோம்‌. 

குறிப்பு 2: (402) 0- 40 (80) என்பதுவும்‌ பட 
விளக்கத்தால்‌ தெளிவுறும்‌, 

  

  

  
படம்‌ 28 

குறிப்பு 83: ANBCA எனவும்‌, [0222 எனவும்‌ காண்‌ 

குறிப்பு 42: .) 2 என்பவை சேராக்‌ கணங்களாளணுல்‌ 

ட்டு - எனவும்‌ காண்கி$றாம்‌.
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[4002 என்பதை 4 வெட்டு 2 எனப்‌ படிக்கவும்‌. ஆங்கி 
  

A B ] | 
J | 

|     
படம்‌ 27 

லத்தில்‌ இதை A intersection BsrarGsur, sovwgi Acap B 

எனவோ படிப்பது வழக்கம்‌,] 

இரு கணங்களின்‌ வித்தியாசம்‌ : 

4 இல்‌ மட்டும்‌ அடங்கி, இல்‌ அடங்காத மூலங்களைக்‌ 

கொண்ட கணம்‌ 4 கழித்தல்‌ 8 எனப்படும்‌: இது 4-8 

எனக்‌ குறிக்கப்படும்‌. 

A—B={x|xEA, x & BL sreirp குறியீட்டில்‌ மேலே கூறி 

யுள்ள வாசகம்‌ கூறப்படும்‌; 

இதன்‌ படவிளக்கம்‌ : 
  

    
படம்‌ 28 

கோடிட்ட பரப்பு எனும்‌ கணத்தைக்‌ காட்டுகிறது. 

குறிப்பு 1: A—-B+£B—A 

குறிப்பு 2: 4--நீட4 

குறிப்பு 8 : 1௨ம்‌, உம்‌ சேராக்கணங்களானால்‌ 47-84
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குறிப்பு 4: 4-2, 102, 2-4, இவை மூன்றும்‌ ஒன்றற்‌ 
கொன்று சேராக்‌ கணங்களாகும்‌. 

நிரப்புக்‌ கணம்‌ (010604 800) 

A என்ற கணத்தில்‌ இல்லாத; அகிலத்தில்‌ உள்ள 
மற்றெல்லா மூலங்களும்‌ சேர்ந்த கணம்‌ .॥ இன்‌ நிரப்புக்‌ கணம்‌ 
(Complement set of 4) ஆகும்‌. இதை 4! எனக்‌ குறிப்போம்‌: 
[4 எனவும்‌ குறிப்பதுண்டு.] (7 அகில கணமானால்‌ 

4/4 படத்தில்‌ பின்வருமாறு காட்டப்படும்‌. 

U 

  

படம்‌ 29 

குறியீட்டில்‌ 4 (61 மல4] 
அல்லது சுருக்கமாக 4 (உ]2644] 

குறிப்பு : கீழ்வருவனவற்றை எளிதில்‌ அறியலாம்‌. 

Gi) AUA =U 

(it) ANA' =@ 

(iii) =U’ = 

(iv) Qo =U 
(v) (A)! =A 

ivi) A-B = ANB’ 

[ஈம ஏனெனில்‌ .॥...2- 114 கீ] 

=i {x|vEd நனி 

= ANB]



114 கணிதம்‌ ஓர்‌ அறிமுகம்‌ 

பயிற்சி 

1, கீழ்வருவனவற்றைக்‌ *கணக்குறியீட்டில்‌” எழுதுக : 

ம்‌) 42 என்பது 7 எனும்‌ கணத்தின்‌ ஒரு மூலம்‌: 

(4) 77எனும்‌ கணம்‌, 2 எனும்‌ கணத்தின்‌ உட்கணம்‌. 

Gii) 2 என்பது 4 எனும்‌ கணத்தைச்‌ சார்ந்ததல்ல. 

உ, ரீ (8,411 ஆனால்‌, கீழே தருபனவற்றுள்‌ எது சரி, 

எது சரியல்ல என்பதைக்‌ காரணங்களுடன்‌ கூறுக. G) rEeM 

Gi) rcM (iil) {7} EM Civ) fr} CM 

5. வாக்கியங்களால்‌ கீழ்வரும்‌ குறியீடுகளை விரித்து 

எழுதுக; பிறகு பட்டியல்‌ முறையில்‌ கணங்களைக்‌ கூறுக. 

(i) A={xlx?=4} 

(Gi) B={x|x—-5=6} 

(iii) C=fxlx otro g வெளிப்படை” என்பதில்‌ உள்ள 

எழுத்துக்கள்‌ ] 

4. கீழ்வரும்‌ கணங்களில்‌ எவை சமம்‌? 

{ay by cs} 3 far, ab}y (2) 80], (ஈம்‌ டி] 

5. கீழ்வரும்‌ கணங்களில்‌ எவை பூச்சியக்‌ கணங்கள்‌? 

(i) A={xjx என்பது ௮ எனும்‌ எழுத்துக்கு முந்திய 

எழுத்து] 
(ii) 2-(0/-9 எனும்படியுள்ள மெய்்‌ெபண்‌]) 

(யி) - 

(iv) C={xlx Ax} 

(v) B={xix+8=8} 

5. P={a, b,c} srar@ge PGi ats ordiaar எல்லா 

வற்றையும்‌ எழுதுக. 

6. உட்கணமில்லாத கணங்கள்‌ யாவை? 

7. A={2,3,45} Baf{x|x Qc om Qusrar} என்றால்‌ 
இன்‌ உட்கணமாக .1॥ இருக்க முடியாதென நிறுவுக.
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8. V={d}, W={ed}, X={a,b,c}, Y={a,b}, 22 (ஈரி) 

ன்றால்‌, கீழ்வருபனவற்றில்‌ எது சரி, எது சரியல்ல என்பதைக்‌ 

உறுக£₹ 

G) YCX (i) WAZ (iii) VEY (iv) YCX 

(vy) X=W (vi) WDV (wii) LDV (vill) WC 

9. A={r, 5, t,u, v, w}, B={u, v, w, X97, Z}y CH {5,u595z}5 
D= {u,v}, (ய, 7-1. ம என்பது நாம்‌ காணவேண்டிய 

கணம்‌. கீழ்வருவனவற்றநிலிருந்து 4, 2, 6, ம, 7, 77 என்பதுள்‌ 

& க்குச்‌ சமமான கணம்‌ எது என்பதை ஒவ்வொன்றுக்கும்‌ 
காண்க. 

(ம XCA, XCB Gi) YC A, XC 

(iii) XCB, XCC (iv) XCB, X¢C 

10. A={1,2, 8,4}, B={2, 4,6, 8}, C={8,4,5,6} 

என்றால்‌ கீழ்வருவன காண்க. 

a. (i) AUB (0) AUC (iii) BUC (iv) BUB 

b. Gi) (AUB) UC Gi) AU (BUC) காண்க. 

c. (i) ANB (ii) ANC (iil) BNC Civ) BOB arava. 

d. @) (ANB) NC Ci) AN (BNC) arate. 

e. Gi) (A=B) (ai) (C—A) (ம்‌ (B— A) Civ) (B—C) 

(௫) (2-.8) காண்க: 

11. U={1, 2, 8.....8; 9}, A={1, 2,8, 4}, 

B={2, 4, 6, 8}, கோசி, 4, 5, 6) என்றால்‌ 

(i) A’ (ii) B’ (iii) (ANC) (iv) (4UB)' 

(v) (4’y (vi) (B—C)' arora. ்‌ 

18. அடுத்த பக்கத்தில்‌ காட்டியுள்ள வெண்‌-- படத்தில்‌ 

கோடிட்டுக்‌ காட்டுக. 

02 (a) (AU BY’ (யடி (2-1); ம 4027 

18. U={a, b,¢,d,¢e} A=f{a,b,d} 10, ட்‌ 0) என்றால்‌ 

(i) AUB Gi) BNA (0027 (2-1 GW) ANB (vi) AUB’
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ஹ்ம்ம்‌ (ix) (AN BY’ மூ (402) காண்க. 

  

  

      
படம்‌ 80 

14, கீழே காட்டியுள்ள வெண்‌ -- படத்தில்‌ கீழ்‌ 

வருவனவற்றைக்‌ கோடிட்டுக்‌ காட்டுக. 

  

  

  
    

படம்‌ Bl 

(i) AN (BUC) Gi) (ANB) U (ANC) 
Gii) AU (BUC) (iv) (AUB) N (AUC)
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15. கீழே தரப்படும்‌ இரண்டு படங்களில்‌, கீழே கொடுக்கப்‌ 

பட்டுள்ளவற்றைக்‌ கோடிட்டுக்‌ காட்டுக, 

| 
  

ON 
|   

படம்‌ 82 

  

படம்‌ 83 

    
(i) VOW Gi) Ww ஸீரா (iv) HUW ஞூ. ரர 
(vi) Vw" 

16. 4, 8) என்பவை மூன்று கணங்களானால்‌ கீழ்வரும்‌ 

தொடர்புகளுக்கு வெண்‌--படங்கள்‌ வரைக. 

(1) 48, அத்துடன்‌ டே என்றால்‌ 4[)2- இ 

() 404, அத்துடன்‌ 027, என்றால்‌ 4) சேஇ 

(௮) 46, 4-0 என்றால்‌ கீ) சே 

(4) AC (BNC), மிட, என்றால்‌ ம, 1440 

17. கீழ்‌ வருவனவற்றைச்‌ சுருக்கமாகக்‌ காண்க. 

() Una (2) 4U4 இ. (4) Sud (5) ANA 
(8) U' (7) CUA 8) UA (8) ANA (10) GNA
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வெண்‌ படங்களால்‌ கீழ்வரும்‌ உண்மைகளை விளக்குக, 

79. 404-408 

19. AV B=AUBESA=B 

20. ACB ADB 

21. ACB AN B=aD 

22. (ANB) UC=4N (BUC) Cc 

. 4028-4, அத்துடன்‌ 40 8 என்றால்‌.4[) 8 

24, 4- (2ப6', அத்துடன்‌ 8-(.106)' என்றால்‌ 8-௫ 

95. (AU BY =A’ NB" 

26. (AQ BY =A UR’ 

இவ்விரண்டும்‌ தெமார்கன்‌ (De Meargan) விதிகள்‌ 

எனப்படும்‌.) 

27. கோடிட்ட இடங்களை நிரப்புக. 

ஹூக்‌ ௪ b) AUS ன அனைய 

c) ANS =—— d) AUU டட 

ல்‌ 404 =—— f) AUA =—-- 

g) AN (AUB)=—— h) AU (AN B)=—— 

29. வெண்‌--படத்தால்‌ விளக்குக. 

a) AN(BUC) by (ANB) U (ANC) 
c) AU(BNC) d) (AUB) 9 AUC, 
e) (AUBY’ ய்‌ 402: 

g) (AN BY’ h) A’UB’ 

29. வெண்‌. படத்தால்‌ விளக்குக. 

ay AULA ON BJ=AUB 

இவற்றைப்‌ பயன்‌ படுத்திச்‌ சுருக்குக. 

(c) BU(B'N A) (d) BQ (P’UA)
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எண்‌ கணங்கள்‌ (6618 05 பாமக) 2 

கணங்களின்‌ முக்கியமான எண்‌ கணங்களைப்‌ பற்றிக்‌ கூறு 
வோம்‌. எண்களில்‌, மெய்யெண்கள்‌ ஒரு கணமாயஞும்‌. மெய்‌ 
யெண்‌ கணத்தை £ என்று குறிப்போம்‌. சிக்கல்‌ எண்கள்‌ 
(Complex numbers) wu phQgq@ soorior Gd. Qos C என்று 
குறிப்போம்‌. 200 என்பதை நாம்‌ அறிவோம்‌. அதாவது 
ே இன்‌ உட்கணமாக 8 எனும்‌ கணம்‌ அமைகிறது என்பதை 
அறிவோம்‌. 

மெய்யெண்களின்‌ ஓர்‌ உட்கணம்‌ முழு எண்கள்‌ 
(1. இதை 4 என்று நாம்‌ குறித்தால்‌ 2-7 எனக்‌ காண்‌ 
கிறோம்‌. சே... 7, 0, 1, 2,8..] எனக்‌ குறிக்கலாம்‌. 

இரு முழு எண்களின்‌ விகிதமாகக்‌ கூறப்படும்‌ எண்கள்‌ 
விகிதமுறு எண்கள்‌ (1%810021 பமக) எனப்படும்‌. இத்தகைய 
எண்‌ கணத்தை (4 எனக்‌ குறிப்போம்‌. அப்போது 0 

5௨ ஆகும்‌. 

நேர்‌ முழு எண்களாகிய 1, 5, 9... என்பவை சாதாரண 
எண்கள்‌ (கர்பம்‌ யமா) எனப்படும்‌. இத்தகைய எண்‌ 
கணத்தை 7! என்போம்‌. இவையன்றி ற்‌ எனும்‌ எண்ணின்‌ 

காரணிகள்‌ ச, 1 என்பவை மட்டும்‌ ஆகுக. அப்போது p 

என்பது பகா எண்‌ (ப்ரா எரு) எனப்படும்‌. இத்தகைய 

பகா எண்கள்‌ சேர்ந்த கணத்தை 7 எனக்‌ குறிப்போம்‌. 

4 எனும்‌ மெய்பெண்‌ கணத்தை அகில கணமாகக்‌ 
கொண்டால்‌, விகிதமுறு எண்‌ கணம்‌ இன்‌ நிரப்புக்‌ கணம்‌ 
2.) விகிதமுறு எண்களின்‌ (ரகவ மரா கணமாகும்‌. 

48, ௩, என்பவை இதன்‌ மூலங்களாகும்‌. 

தசமபின்னம்‌ : ஒவ்வொரு மெய்யெண்ணையும்‌ தச௪ம பின்ன 

3 
மாகக்‌ கூறலாம்‌. த்‌ -:875000........ எனலாம்‌ அல்லது 

3 ப்‌ ட்‌ 2 
3 - 874999...... எனவும்‌ கூறலாம்‌. ---:181518...... விகித 

நம
 

மூறு எண்களை மீண்டும்‌ மீண்டும்‌ வரும்‌ சிற்றிலக்கத்‌ தொகுதி 

யாய்‌ முடிவுறா பின்னமாகக்‌ கூற முடியும்‌. விகிதமுறா எண்களி 

லும்‌ முடிவறா பின்னமாகக்‌ கூறமடியும்‌. ஆகவே தசம பின்னங்‌ 

கள்‌ சேர்ந்த கணமும்‌, மெய்டுயண்‌ கணமும்‌ சமமாகும்‌.
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சமணிண்மை 

மெய்பெண்களை வரிசைப்படுத்தி எழுதலாம்‌. அதாவது 

ஏஓுவரிசையில்‌ எழுதலாம்‌. ஒவ்வோர்‌. எண்ணும்‌ அதன்‌ 

முந்திய எண்ணைவிடப்‌. பெரிய எண்ணாக இருக்குமாறு 

எண்களை வரிசைப்படுத்தி (ப வாம்சா] எழுதலாம்‌. 

  

வரையறை : மெய்யெண்‌ ॥உ ஆனது ஐ விடச்‌ சிறிய 

இதெணில்‌ 4.7 தநேரெண்ணுகும்‌, ‘a, ba விடச்‌ சிறியது * என்‌ 

பதைக்‌ குறியீட்டில்‌ சலம்‌ எனக்‌ குறிக்கிறோம்‌. 

ரி, உ என்பலவ மெய்யெண்களாயின்‌ 

1. a<h, a=b, bea ஏன்ற மூன்று கூற்றுக்கவில்‌ ஒன்று 

சரியாக இருக்கவேண்டும்‌, 

a<b, bc ஆனால்‌ ரன? ஆகும்‌, 

சச்‌ என்னால்‌ gt-o<b+e 

சம்‌ ஆகவும்‌, ச நேரெண்ணாகவுமானால்‌, ௭22 ஆகும்‌. 

ஈர்‌ ஆகவும்‌, ॥ எதிரெண்ணாகவுமானால்‌, சா-220 ஆகும்‌. 

ப 
aw
 

go 
bw 

மெய்யெண்‌ அச்சு (௩௦௨1 பயா 06 line) : 

மெய்யெண்களின்‌ ஒரு தனிப்‌ பண்பு, ஒவ்வோர்‌ எண்ணை 
யும்‌ ஒரு நேர்கோட்டில்‌ ஒரு புள்ளியுடன்‌ பொருத்தலாம்‌ 
என்பதாகும்‌, 

52.71 

ர ட 
ரர 

ட ர th de 
7-6-6432-:1012%34567 

படம்‌ 84 

மலம்‌ என்றால்‌ ஈஜத்‌ தரும்‌ புள்ளி ம ஐத்‌ தரும்‌ ys ag 

இடமாக இருக்கும்‌. ்‌ 

ரம்‌ என்றால்‌ £உ என்பது மஐ விடச்‌ சிறியது என்று கூறு 

வதை 42 ம, 2ஜஐ விடப்‌ பெரியது எனவும்‌ கூறலாம்‌ ச, ஐ 

விடப்‌ பெரியதல்ல என்பதை apd எனவோ அல்லதுச௮ச்‌ 

எனவோ குறியீட்டால்‌ குறிக்கலாம்‌. 

இடைவெளி (1-18146]) - 
கீழே தரப்படும்‌ எண்களைக்‌ கவனியுங்கள்‌: 

A={x|2@2< x< 5}
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B=f{xi}Q2<7< 65} 

C= {x|2< x< 5} 

D={a|@<x=< 8} 

இத்தகைய எண்‌ கணங்கள்‌, 2 equ O Muyo (peor star sors & 

வுள்ள இடைவெளி எனப்படும்‌. இவற்றுள்‌ B எனும்‌ இடை 

வெளி இரு முனை எண்களையும்‌ மூலமாகக்‌ கொண்டதால்‌ 

முற்றுப்பெறும்‌ (010866 1ரராக!) இடைவெளி எனப்படும்‌. 

A எனும்‌ இடைவெளியில்‌ இரு முனை எண்கள்‌ மூலங்‌ 

களல்லவாகையால்‌ அது முற்றுறு (Open interval) இடை 

வெளி எனவும்‌, 2 என்பது மேல்‌ முற்றுரா இடைவெளி 

யெனவும்‌, 9 எனும்‌ கணம்‌ கீழ்‌ முற்றுறா இடைவெளி 

எனவும்‌ பெயர்‌ பெறும்‌. இத்தகைய சமனின்மையால்‌ தரப்‌ 

படும்‌ இடைவெளிகளை மெய்யெண்‌ அச்சில்‌ கீழ்வருமாறு 

காட்டலாம்‌. ்‌ 

  

  

  

  

AL t ர OF sa 

-§ -4 3 2 1 QO t & 38 4 § 

ட்‌ . ண அவ வண டட 
-து த 4 த. 1.0.1. & 3 4 5 

G செய்வ + t + pee seis 

-5 -4 -% 2% 4 G 1 2 3 4 2 

Dg te படட டட புணை கண —— 
5 -4 -% -2 -1 O t £ 3 4 8 

படம்‌ 35 

சமனின்மைத்‌ தீரீிவுக்கணங்களின்‌ படவிளக்கம்‌ : 

சமன்பாடுகளின்‌ தீர்வுகளும்‌ அவற்றின்‌ படவிளக்கமும்‌ 

நீங்கள்‌ படித்திருப்பீர்கள்‌. எடுத்துக்காட்டாக: 8-0 

என்ற சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு 8 என்பதாகும்‌. மெய்யச்சில்‌ 

உ எனும்‌ எண்ணைக்‌ குறிக்கும்‌ பூள்ளி, இந்தச்‌ சமன்பாட்டின்‌ 

தீர்வைக்‌ காட்டுகிறது, இது போன்று x*—5x4+6=0 என்ற 

சமன்பாட்டின்‌ தீர்வு மெய்யெண்களாகையால்‌ அவை, (8 8) 

என்பவை, மெய்யெண்‌ அச்சில்‌ காட்டப்படும்‌.
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இது போன்று சமனின்மைகளின்‌ தீர்வு எண்‌ கணமாகும்‌. 

அவற்றைப்படத்தால்‌ 
விளக்கலாம்‌. 

(எ-டு. 8% _17 < 0 எனும்‌ சமனின் மையில்‌ £ இயற்கையெண்‌ 

எனின்‌ தீர்வுகள்‌ யாவை உபடத்தால்‌ விளக்குக. 

ஜன]? 2. x= {.5,4,8, 2,24 

என்பது இச்சமனின்மையின்‌ தீர்வுக்‌ கணமாகும்‌- மெய்யெண்‌ 

அச்சில்‌ இந்த எண்களைத்‌ தரும்‌ புள்ளிகள்‌ தீர்வுக்‌ கணத்தின்‌ 

விளக்கப்படமாகும்‌. 

குறிப்பு : A={x|2<r<5} எனும்‌ இடைவெளியைப்‌ படத்‌ 

தில்‌ காட்டியுள்ளோம்‌. இங்கு இரண்டு சமனின்மைத்‌ தீர்வுக்‌ 

தணங்களைக்‌ காண்கிறோம்‌. 

P={x|2<x} THUS VG தீர்வுக்‌ கணர்‌. 

0-(//௨45] என்பது மற்றொன்று. 

இடைவெளி 2() 0 எனும்‌ வெட்டுக்‌ கண த்தால்‌ தரப்படுகிறது. 

A 
்‌ ட ௨௨. 0. அணை பந்தனை மானக்‌ 

-5 -4 -% -A -1 G i 3 y 4 5 

  Belepenintnemini ண 
"5 -4 3-2-1 9 2 2 35 4 2 

லகி ஆது ரம்‌ o t @ 3 # ® 

படம்‌ 36 

&.. 2 எனும்‌ கணத்தின்‌ படவிளக்கம்‌. 

ந 0. எனும்‌ கணத்தின்‌ படவிளக்கம்‌. 

Cc. 200 எனும்‌ கணத்தின்‌ படவிளக்கம்‌. 

இதையே இடைவெளி 4 எனக்‌ காட்டியுள்ளோம்‌. 

(எ-டு.) : {x|x*-x—2>0} srarp தீர்வுக்‌ கணத்தைப்‌ படத்‌ 

தால்‌ விளக்குக. 

y2—x—2 =(x—2)(x+1)



கண இயற்கணிதம்‌ 128 

x?—x—2>0 erstra@jed (v-2)>0, (v-+1)>0 

அல்லது (x—B)<O, (x+1)<0 

HASstugd A={x|(.-2)>0} (ய) (04.1) 0] 

C= {vl(s—2)<0} D={vl(w+1) <0} 
என்றால்‌ தீர்வுக்கணம்‌ (102) பூ (0010) ஆகும்‌. 

  A, + + + t + t + (me ்‌ $ 
+4 4 -3 2 5-3 ம்‌ 1 2 3 4 5 

B (7 ட்‌ ட ம ட்‌ 4 
t பு AS பூ   

  

-§ -4 -3 -2-1 ©0121 

  
Re prs paremnsemmame, - )————j}— - —}-——{ emer 

-6 -4 -S3-4 -1 60 12 3 4 5 

iti 87 

தீர்வுக்கணம்‌ : (402) - 4 என்பது தெளிவாகிறது. 

(0002) - மி என்பதும்‌ புலனாகிறது. 

தீர்வுக்கணம்‌ = AUD 

(st-@.)  {xv](x—5) (v—2) <0} என்ற சமனின்மைத்‌ தீர்வுக்‌ 

கணத்தைப்‌ படத்தால்‌ விளக்குக. 

P={x|(x—2)>0} Q ={x|(x—-5)<0} 

R={x|(«—2) <0} S ={x|(x-5)>0} 

Si ydsovris (PQ) U (RNS) 

ஆனால்‌ (8[15)--இ என்பது புலனாகிறது. 

தீர்வுக்கணம்‌ (2) 0) எனும்‌ இடைவெளி,
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வரிசை எண்‌ இணைக்‌ கணம்‌ {ordered number pair): 

இதுவரை, கணத்தில்‌ மூலம்‌ ஏதேனும்‌ ஒரு பொருள்‌, அல்‌ 

லது ஓர்‌ எண்‌ எனவுள்ள கணங்களைக்‌ கூறினோம்‌. மூலங்கள்‌ 

எண்‌ தொகுதியாகவும்‌ இருக்கலாம்‌. எடுத்துக்காட்டாக, 

மூலம்‌ ஒரு விதிக்குட்பட்ட எண்‌ இணை (14யால்சா pair) wre 

இருக்கலாம்‌. இரண்டாவது எண்‌ முதல்‌ எண்ணின்‌ சார்பல 

னாக அமையும்‌. இத்தகைய எண்ணிணைகள்‌ சேர்ந்த கணங்்‌ 

கள்‌ சிலவற்றைப்‌ பார்ப்போம்‌. 

(எ-9.) {Cy yl x+7=4}, +N, EN. 

[N என்பது சாதாரண எண்‌ கணம்‌ (set of natural 

nun bers) ] 

இந்தச்‌ சமன்பாட்டின்‌ தீர்வுக்‌ கணம்‌ - {(0,4), (1,8), 

(2, 2), (8, 1), (4, C)} ஆகும்‌. 

படத்தால்‌ விளக்க, எண்ணிணைகளைக்‌ கார்டீசியக்‌ குத்துக்‌. 

கூறுகளாக உள்ள புள்ளிகளாக்‌ குறிக்கவும்‌.இந்த ஐந்து புள்ளி 
கள்‌ மேற்கூறிய கணத்தைக்‌ காட்டுகின்‌ றன. 

  

  

a 
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(எ-டு.) { ( ylxty<4 } xERs ரக எனும்‌ தீர்வுக்‌ 

கணத்தைப்‌ படத்தால்‌ விளக்கவும்‌. மேற்கூறிய சமனின்மைக்‌ 

குப்‌ பொருத்தமான எண்ணிணைகள்‌ யாவும்‌ சேர்ந்து தீர்வுக்‌ 

கணமாகும்‌. 9-4 எனும்‌ சமன்பாடுடைய கோடு, தளத்தை 

இரு பாகமாகப்‌ பிரிக்கிறது. ஒரு பாகம்‌ {x|xaty>4} என்ற 

தீர்வுக்‌ கணத்தையும்‌, மற்றது 121௨-7241 என்ற பாகக்கையம்‌
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குறிக்கும்‌. [((0,0)) என்ற புள்ளியுள்ள பாகம்‌ { x[v <4} 

என்ற தீர்வுக்‌ கணத்தைக்‌ குறிக்கிறது. படத்தில்‌ அது நிழ, 

லிட்டு (ுு80௦0)க்‌ காட்டப்பட்டுள்ளது. 

             TAT 
(or-B.) {Cx, y)(Sx-—4>>0} corepih eofctrmugs Stade 

கணத்தைப்‌ படத்தால்‌ காட்டவும்‌. 

—
 

| 

          

(1) ெடகர-0 எனும்‌ சமன்பாட்டின்‌ வரைபடம்‌ வரைய 

வும்‌. (1, 1)எனும்‌ இணையெண்கள்‌ 8௨--4740 எனும்படியுள்‌ 

ளது. ஆகவே இந்தப்‌ புள்ளியில்லாக்‌ கோட்டின்‌ ஒரு பாகம்‌ 

மேற்கூறிய தீர்வுக்‌ கணத்தின்‌ படவிளக்கமாகும்‌. 

பயிற்சி 

கீழ்வரும்‌ சமனின்மைத்‌ தீர்வுக்‌ கணங்களைப்‌ படங்களால்‌. 

விளக்கவும்‌. 

A. (i) 8x—4>0 (i) 2v+8<0 

(iii) -—@x—7>0 (iv) 5x—4>0 

(v) x°—4x—5>0 (vi) x°—8v—-10<0 

(sii) x7—-16<0 (viii) —a?+2x+8>0 

(ix) «°+5x+4+4>0 (x) «*—5x—6<0 

ம. (i) x—2~4+7>0 (ii) 2Qv—-y+6<0 

Qi) 2x—5) <0 (iv) 8x-+4)>0 

Cc. ய 0241 (ii) 1429 

(iil) 7242 (iv) —1<*<2,
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சார்பலன்‌ 

(Function) 

சார்பலனின்‌ விளக்கம்‌ : .॥ூ என்ற கணத்தில்‌ உள்ள ஒவ்‌ 

வொரு மூலத்திற்கும்‌ (வரா), ஒரு விதியின்படி 8 என்ற 

கணத்தில்‌ குறிப்பாக ஒரு மூலத்தை இணைத்தால்‌ அவ்வாறு 

இணைக்கும்‌ விதி சார்பலன்‌ எனப்படும்‌. அத்தகைய இணைப்பை 

*/* எனும்‌ குறியிட்டால்‌ குறிப்போம்‌. 7:'.4- எனும்‌ குறி 

யீடு அவ்வாறு இணைப்பதைக்‌ குறிக்கும்‌. .4ஐ 8இல்‌ புகுத்தும்‌ 

சாம்பலன்‌ /'எனப்‌ படிக்கலாம்‌. (715 க function of A into B] 

1 எனும்‌ சார்பலனின்‌ அரங்கம்‌ (யவ) 4 எனப்படும்‌. 

மி எனும்‌ கணம்‌ 7 எனும்‌ சார்பலனின்‌ துணை அரங்கம்‌ (co- 

domain) எனப்படும்‌. .4இன்‌ ஒரு மூலம்‌.ஈ ஆனால்‌, (2௪ 4) அத 

னுடன்‌ இணைக்கப்பெறும்‌ இன்‌ மூலம்‌ ஈ இன்‌ பிரதியீடு (10௨௦௦) 

எனப்படும்‌. ௨ இன்‌ பிரதியீட்டை 7(௦) எனக்‌ குறிப்போம்‌. 

எடுத்துக்காட்டுகள்‌ : 1. மெய்யெண்‌ கணத்தில்‌ உள்ள 

ஒவ்வொரு மூலத்தையும்‌ அதன்‌ வர்கத்துடன்‌ இணைத்தால்‌ 
% எனும்‌ மெய்யெண்ணின்‌ பிரதியீடு 7(0)-- ஆகும்‌. 

இங்கு அரங்கமும்‌ துணை அரங்கமும்‌ மெய்யெண்‌ கணமா 
கும்‌. fi: 2.8 எனக்‌ குறிக்கலாம்‌. 

[அரங்கத்தில்‌ உள்ள ஒவ்வொரு மூலத்திற்குமென துணை 

அரங்கத்தில்‌ ஒரு பிரதியீடுள்ளது. பிரதியீடுகளேயன்றி 

வேறு மூலங்களும்‌ துணை அரங்கத்தில்‌ உள்ளன என்பதுவும்‌ 

கவனிக்கத்தக்கது.] 

(எ-டு 2.): இந்தியாவிலுள்ள ஒவ்வொரு மா நிலத்திற்கும்‌ 
தலைநகரைக்‌ குறிப்பிடலாம்‌. இவ்வாறு குறிப்பிடல்‌ 7£ எனும்‌ 
சார்பலனாகும்‌. அரங்கம்‌ மாநிலங்களாகும்‌. துணை அரங்கம்‌ 
தலைநகர்களாகும்‌. 7 (தமிழ்நாடு) -- சென்னை என எழுது 
கிறோம்‌. 7: மாநிலம்‌--தலைநகரம்‌ என இணைப்பதைக்‌ குறிக்‌ 
கிறோம்‌, 

(எ-௫இ8.): 4-1 டிய; ம {a, b, ch. இணைப்பு 
விதியை அதாவது சார்பலனைக்‌ னர்‌ சட கூறுவோம்‌, 

zs 70). 7(0)-0; இங்ஙாறு எடுத்துக்‌
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கூறும்போது ர்‌ இன்‌ பிரதியீடு 8 அது ௦ இண்‌ பிரதியீடும்‌ ஆரும்‌. 

இதைப்‌ படத்தால்‌ காட்‌ டலாம்‌. 

ப
 

படம்‌ 40 

[அரங்கத்தில்‌ உள்ள இரண்டு மரலங்களுக்குத்‌ துணை 

அரங்கத்தில்‌ ஒரே மூலம்‌ பிரதியீடாக இருக்கலாம்‌. ஆனால்‌ 

அரங்கத்தில்‌ உள்ள ஒரு மூலத்திற்கு, துணை அரங்கத்தில்‌ 

இரண்டு மூலங்களைப்‌ பிரதியீடுகளாக அமைப்பது சார்பலனா 

காது. 

சார்பலனை (1) சூத்திரமாகக்‌ கூறலாம்‌. [எ-டு 1.18 

(2) ஏதேனும்‌ பிரியக்‌ கூடிய விதியாகக்‌ கூறலாம்‌ [எ-டு.5]5 

(59) ஓவ்வொரு மூலத்தின்‌ பிரதியீடுகளைத்‌ தனித்தனியாக 

எடுத்துக்‌ கூறலாம்‌. [எ-டு. 8.]; படத்தால்‌ இணைப்பைக்‌ 

காட்டலாம்‌. [எ-டு. 8]. 

tong. (Mapping or transformation) : 

1 எனும்‌ கணம்‌ அரங்கம்‌. 8 எனும்‌ கண: துணை அரங்‌ 

கம்‌. அரங்க மூலங்கள்‌ எண்களாக இருக்கவேண்டுமென் ப 

தில்லை. அப்போது .4இன்‌ மூலங்களை மிஇல்‌ உள்ள அவற்றின்‌ 

பிரதியீட்டுக்களுடன்‌ இணைப்பதை, அதாவது சார்பலன்‌ ஐ 

Ag Baye worpgeugi (mapping of A into 2) எனப்படும்‌. 

ரி: 4-2 எனக்‌ குறியீட்டில்‌ கூறப்படும்‌. “7 ஐ ஆக மாற்று 

கிறது” என இதைப்‌ படிக்கலாம்‌. 

ள்‌ 
4-2 என்பது மற்றொரு குறியீடாகும்‌. பட விளக்கத்தில்‌ 

f 

படம்‌ 41 

(ச்கனலாமாபாம்ட சசாகரஊ10) எனக்‌ காட்டப்படும்‌.
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சமச்‌ சார்பலன்‌ (1%0பவி functions): 

“73, 421 எனும்‌ சார்பலன்கள்‌ ஒரே அரங்கத்தில்‌ உள்ள 

ஒவ்வொரு மூலத்திற்கும்‌ சமப்பிரதியீட்டைத்‌ தந்தால்‌, அதா 

வது ச€௰; 7(9-7(௦) எனும்படி இருந்தால்‌ இரண்டு சார்‌ 

பலன்களும்‌ சமச்‌ சார்பலன்கள்‌ எனப்படும்‌. 

(எ-டு.) 7 எனும்‌ சார்பலனின்‌ விளக்கம்‌ 

ரீ x ER, f(x)=v 

gi RoR yER, Gy) =" 
Que f=s- 

சார்பலனின்‌ வீச்சு (Range of a function) ¢ 

f: ASB என்ற மாற்றத்தில்‌ £ என்ற கணத்தில்‌ உள்ள 

ஒவ்வொரு மூலமும்‌ .4 என்ற கணத்தில்‌ உள்ள மூலங்களின்‌ 

பிரதியீடாக இருக்கவேண்டிய அவசியமில்லை. ஆனால்‌ .1இல்‌ 

உள மூலங்களின்‌ பிரதியீடுகளாகவுள்ள 8 இன்‌ மூலங்கள்‌ 

சேர்ந்த கணம்‌, ரீ எனும்‌ சார்பலனின்‌ வீச்சு (௩௨26) எனப்‌ 

படும்‌. இந்தக்‌ கணத்தை /7(4) என்று குறிப்போம்‌. 

(எ-டு. ரீ” எனும்‌ சார்பலன்‌ ff: 8-7 ஆக மாற்றி 

னால்‌, R எனும்‌ மெய்யெண்‌ கணத்தில்‌ உள்ள பூச்சியமும்‌ 

மற்றுள்ள நேரெண்களும்‌ (1௦811176 veal numbers) €r i usvsistr 

வீச்சு ஆகும்‌. 

ஒன்றுக்கு ஒஓன்றேயெனும்‌ சார்பலன்‌ (0:36 ௦06 ['1௦௦11011) £ 

fi A+B எனும்‌ மாற்றத்தில்‌ 4 இல்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 

மூலத்திற்கும்‌ 2இல்‌ தனித்தனியான பிரதியீடுகள்‌ உளவாயின்‌, 

அத்தகைய மாற்றம்‌ ஒன்றுக்கொன்றே எனும்‌ மாற்றம்‌ எனவும்‌ 

இதைதத்தரும்‌ விதி ஒன்றுக்கொன்றே எனும்‌ சார்பலன்‌ என 
வும்‌ பெயர்‌ பெறும்‌. 

(௭-௫. ரீ 27 எனும்‌ சார்பலன்‌ ரீ: 1-2 எனும்‌ மாற்றம்‌ 

ஒன்றுக்கு ஒன்றே எனும்‌ மாற்றம்‌ அல்ல. : ஏனெனில்‌ /(2)--4, 

7(-8)--4, 4 என்பது 2, -8 எனும்‌ இரண்டு எண்களின்‌ பிரதி 

யீடாகும்‌. இது பல ஒன்று (ரு 0:0௦ ஙுூஹற1ஐ) மாற்றமாகும்‌. 

ஆனால்‌ 7 எனும்‌ கணம்‌ நேர்‌ மெய்யெண்களை பட்டும்‌ கொண் 

டதாயின்‌, ஒன்றுக்கு ஒன்றே எனும்‌ மாற்றமாகும்‌.
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குறிப்பு: 7: 4-8 என்பது ஒன்றற்கொன்றே (one-one) 

எனும்‌ மாற்றம்‌ என்றால்‌ 7(௪) -/7(2').ஈ ஸ்‌ 6.4 என்பது 8-௦ 

என்பதைத்‌ தரும்‌. 

ஈம ஆனால்‌ 7ீ(6 47(2') என்பதுவும்‌ தெளிவாகும்‌. 

துணை அரங்க மேல்‌ மாற்றம்‌ அல்லது பேல்‌ மாற்றம்‌ 

(on to mapping) : 

ரீ: 4-9 எனும்‌ மாற்றத்தின்‌ வீச்சு. 7(4) என்பது பொது 

வாக 2 எனும்‌ கணத்தின்‌ உட்கணமாகும்‌. அதாவது f(A)CB 

f(A HB stay bing wet or tor Hh Gish wot Hb (on to mapping) 

எனப்படும்‌. இல்‌ ஒவ்வொரு மூலமும்‌ 4இல்‌ உள்ள ஏதாவது 

ஒரு மூலத்தின்‌ பிரதியீடாகும்‌. 

(எ-டு!) 7(09-4 என்றவிதி 7:22 [2 என்பது மெய்‌ 

யெண்‌ கணம்‌]. இது மேல்‌ மாற்றம்‌ ஆகாது. துணை அரங்கம்‌ 

2 என்பது எல்லா மெய்யெண்களும்‌ கொண்டவை. ஆனால்‌ 

மீ இன்‌ வீச்சு நேரெண்கள்‌ மட்டுமாகும்‌. ஆனால்‌ KR எனும்‌ 

கணம்‌ நேரெண்களாக மட்டும்‌ கொண்டால்‌, மாற்றம்‌, மேல்‌ 

மாற்றமாகும்‌. [ஏற்கெனவே இது ஒன்றற்கொன்றே (0::0-0116 

எனும்‌ மாற்றம்‌ எனக்‌ காட்டியுள்ளோம்‌]. 

(எ-டு. 2) A= f{a,b,c,d} B= {x, 7, 2} 

f: AstBatug f(a=y3 f(b=«x; 8(69- 7 (விர 

எனத்‌ தரப்பட்டால்‌ மேல்‌ மாற்றம்‌ ஆகிறது. ஆனால்‌ இது 

ஒன்றற்கொன்றே எனும்‌ மாற்றம்‌ ஆகாது. ஏனெனில்‌ மம்‌ 

ஆனால்‌ 7(௦)-/7(8)-ர என்பதால்‌.
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நிலை மாற்றம்‌: 7:48 எனும்‌ மாற்றத்தில்‌ .4இன்‌ ஒவ்‌ 

A B 
டே 

படம்‌ 48 

வொரு மூலத்தின்‌ பிரதியீடும்‌ இல்‌ உள்ள ஒரே மூலம்‌ என்றால்‌ 

அத்தகைய ராற்றம்‌ நிலை மாற்றம்‌ (constant function) srares 

படும்‌.முன்‌ பக்கத்தில்‌ படத்தில்‌ காட்டிய மாற்றம்‌ நிலைமாற்றத்‌ 

திற்கு எடுத்துக்காட்டாகும்‌. 

poig pow wrppe (Identity mapping): 

4 என்பது ஒரு கணமாகுக, 7:44 என்ற மாற்றத்தின்‌ 

விதிர ௪ 4, 7000-2 ஆகுக. இத்தகைய மாற்றம்‌, முற்றொருமை 
மாற்றம்‌ எனப்படும்‌. இதைத்‌ தரும்‌ விதி “7” முற்றொருமைச்‌ 

சார்பலன்‌ எனப்படும்‌. 

பயிற்சி 

1. திம எனும்‌ முற்றுப்பெறும்‌ இடைவெளியும்‌ 

உள்ள எண்‌ கணத்தின்‌ மாற்றம்‌, (0 -ற* என்ற விதியால்‌ 

சரப்படுகிறது. என்றால்‌ (94, ம்‌ (5) ம (ஐ 
சன்ன? 

[விடை: (10) f(8)=9 (0) 7(-5) என்பது இல்லை ஏனெ 
னிஃ -.5 அரங்கத்தின்‌ மூலமல்ல, 7 (1-4 அ: 4. 
ஆனால்‌ 84. 858 எனும்‌ சமனின்மைக்கு மட்டுமே இம்‌ 
மாற்றம்‌ பொருந்தும்‌. அதாவது 021210 என்ற எண்களுக்கு 
மட்டுமே பொருந்தும்‌],



கண இயற்கணிதம்‌ 351 

8. கீழ்வரும்‌ படங்களால்‌ விளக்கப்படும்‌ மாற்றம்‌ சார்‌ 

பலன்‌ வரையறைக்கு உட்பட்டதா எனக்‌ கூறுக. 

  

  
படம்‌ 48 : 

[விடை : (1)உம்‌ (8)உ௨ம்‌ சார்பலன்‌ அல்ல. (5) மட்டுமே 
சார்பலன்‌ ஏன்‌? 1இல்‌ அரங்கத்தில்‌ உள்ள ம்‌ எனும்‌ மூலத்தின்‌ 

பிரதியீடு தரப்படவில்லை. அரங்கத்தில்‌ உள்ள ஒவ்வொரு 

மூலத்திற்கும்‌ துணை அரங்கத்தில்‌ ஒரு பிரதியீடு மட்டுமே தரப்‌ 
படவேண்டும்‌. 8இல்‌ 2 க்கு 2, என இரு பிரதியீடுகள்‌ தரப்பட்‌ 

டுள்ளதால்‌ அதுவும்‌ சார்பலன்‌ மாற்றமாகாது].
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8. 7 2 என்ற மாற்றத்தின்‌ விதி 

உ விகிதமுறு எண்ணானால்‌ f()=1 

உ விகிதமுறு எண்ணானால்‌ ரீ] 

[R என்பது மெய்யெண்‌ கணம்‌] 

fi) 7ீ($) (ii) f (v2) (iii) f (2°56) (iv) Sf (2.1818...3}— 

இவற்றின்‌: மதிப்புக்‌ காண்க. . 

[விடை./7 (3) - f (2°56) = f (2°1818...)=1; 74): 

4. f:R>+Rooarp மாற்றத்தின்‌ 

(8x—1 x>B என்றால்‌ 

aS f (x)= \ bers —2<x<3 ero Gd 

2x+8 x<— 2 crear (Bed 

இந்த மாற்றத்தில்‌ () Ff) (ii) £ (4) (iii) f(-1) 

(iv) ரீ(-8) இவைகளைக்‌ காண்க. 

[der (i)2 Gi) 11 (ii) -1 Civ) —8] 

த. 4-(டிடிய B={2, 5) .4இலிருந்து 2ஆக மாற்றும்‌ 

சார்பலன்கள்‌ எத்தனை வகையுள்ளன உ அவைகளைப்‌ பட்டிய 

லாகவோ, படவிளக்கமாகவோ கூறுக ₹: 

[விடை : 8 விதங்கள்‌. (1) fCa)—fle) =f(c) =2 

i) 7009-2 ர0-5(இதுபோன்று இன்னும்‌ இரண்டு 
797) 5 (9-2. இது போன்று இன்னும்‌ 

இரண்டு.) (சி்‌ (9-7) - 794 5] 
6. இந்தப்படத்தில்‌ காட்டியுள்ள சார்பலன்களில்‌ f(a), 

ச்‌ பச     
படம்‌ 44 

ரீ, 7(சி, 7(9--இவற்றின்‌ மதிப்புக்கள்‌ என்ன? 

)
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7. gle), gas g(b)—-Qap por wHuysaoir soir ot ? 

8. கீழ்‌்வருபனவற்றுக்கு இரண்டு எடுத்துக்காட்டுக்கள்‌ 

தருக. 

௨) மேல்‌ மாற்றமல்லாத ஒன்றற்கொன்றேயெனும்‌ 

மாற்றம்‌. 

) மேல்‌ மாற்றமும்‌, ஒன்றற்கொன்றேயெனும்‌ மாற்றமும்‌ 

ஒருங்கே கொண்டது. 

9, ரீ0-£ எனும்‌ விதிப்படி அமையும்‌ மாற்றம்‌ ஒன்றற்‌ 

கொன்றே எனும்படி அமையவுள்ள மிகப்பெரிய அரங்கத்தைக்‌ 

கூறுக. 

[விடை (0,--௬]) அல்லது 1--, 71] எனும்‌ இடைவெளி 

யில்‌ உள்ள மெய்யெண்‌ கணம்‌]. 

  

யடம்‌ 45 

10. மேல்காட்டியுள்ள படத்தில்‌ இரண்டு eri uve 

உள்ள மாற்றம்‌ காட்டப்பட்டுள்ளது. 

(1) ஒன்றற்கொன்றே எனும்‌ மாற்றம்‌ எது? 

(i) fla), fH)» Fo) LO /() இவற்றின்‌ மதிப்பு 
க்களை எழுதுக. 

(iii) g(a), gd)» 89) ச(2), (2 எனும்‌ மதிப்புக்‌ 
களை எழுதுக, 

(vi) மேல்‌ மாற்றம்‌ எது?
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11. ௨ இன்‌ அரங்கம்‌ (| 0,11. கீழ்வருபனவற்றுள்‌ எவை 
சமச்‌ சார்பலன்‌? ஏன்‌? 

% டு 70-49 glx) = x 
(ii) f(*) =*4+15 g(x) = 8x°-2x41 

fin) f(x) =2 g(x) = x —x4+ 2 

(iv) f(y) = 8x g(x) = Ox+1 

x ம
 

1 
12. f(x) = xi g(x) = (441). ௨ இன்‌ அரங்கம்‌ 

4 (1,8, 9,4].இரண்டு சார்பலன்களின்‌ வீச்சுக்‌ கணங்களை 
எழுதுக.



கலைச்‌ சொற்கள்‌ 

Domain 

93 co 

Function 

Intervel 

Mapping 

ள்‌. constant 

» > identity 

2 on to 

55 one—one 

Range 

Set 

» comparable 

complement 

> element of 

», intersection of 

null 

>, power 

> sub 

> super 

union of 

5 universal 

Solution set of inequalities 

அரங்கம்‌ 

துணை அரங்கம்‌ 

சார்பலன்‌ 

இடைவெளி 

மாற்றம்‌ 

ன்‌ நிலை 
ல முற்றொருமை 

3 மேல்‌ 

>» ஒன்றற்கொன்றே 

: எனும்‌ 

வீச்சு 

கணம்‌ 

உ ஒப்பிடு 
99 நிரப்பு 
கண மூலம்‌ 

கண வெட்டு 

பூச்சியக்‌ கணம்‌ 

அடுக்குக்‌ கணம்‌ 

உட்‌ கணம்‌ 

பெருங்‌ கணம்‌ 

கணக்‌ கூடுதல்‌ 

அகில கணம்‌ 

சமனின்மைத்‌ தீர்வுக்கணம்‌
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