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அணிந்துரை 
திரு. இரா. நெடுஞ்செழியன் 

(தமிழகக் கல்வி - உள்ளாட்சித்துறை அமைச்சர்) 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கிப் பதினோராண்டு 
கள் ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில -கல்லூரிகளில் பி.ஏ. வகுப்பு 
மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் தமிழிலேயே கற்று 
வந்தனர். 1968ஆம் ஆண்டின் தொடக்கத்தில் புகுமுக வகுப்பிலும் 
(2.0.0), 1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து பட்டப்படிப்பு வகுப்புகளிலும் 
அறிவியல் பாடங்களையும் தமிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய்துள் 
ளோம். தமிழிலேயே கற்பிப்பேரம் என முன்வந்துள்ள கல்லூரி 
ஆசிரியர்களின் ஊக்கம், பிற பல துறைகளிலும் தொண்டு செய் 
வோர் இதற்செனத் தந்த உழைப்பு, தங்கள் சிறப்புத் துறைகளில் 
நூல்கள் எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள் தொண்டுணர்ச்சி 
இவற்றின் காரணமாக இத் திட்டம் நம்மிடையே மகிழ்ச்சியும் மன 
நிறைவும் தரத்தக்க வகையில் நடைபெற்று வருகிறது. இவ்வகை 
யில், கல்லூரிப் பேராசிரியர்கள் கலை, அறிவியல் பாடங்களை மாண 

வர்க்குத் தமிழிலேயே பயிற்றுவிப்பதற்குத் தேவையான பயிற்சியைப் 

பெறுவதற்கு மதுரைப் பல்கலைக்கழகம் ஆண்டுதோறும் எடுத்து 

வரும் பெருழயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் சொல்லவேண்டும். 

பல துறைகளில் பணிபுரியும் பேராசிரியர்கள் எத்தனையோ 
நெருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில் அரிய முறையில் நூல் 
கள் எழுதித் தந்துள் ளனர், 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளாதாரம், தத்துவம், புவி 

யியல், புவியமைப்பியல், பானையியல், கணிதம், பெளதிகம், வேதி 

யியல், உயிரியல், வானியல், புள்ளியியல், விலங்கியல், தாவரவியல், 

பொறிபியல் ஆகிய எல்லாத் துறைகளிலும் தனி நூல்கள், மொழி 

பெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இரு வகையிலும் தமிழ்நாட்டுப் . பாடநூல் 
நிறுவனம் வெளியிட்டு வருகிறது. 

இவற்றுள் ஒன்ருன *புதுமுறை இயற்கணிதம்? என்ற இந் நூல் 
தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனத்தின் 320. ஆவது வெளியீடாகும். 

இதுவரை 355 நூல்கள் வெளிவந்துள்ளன. இந்“நூல் மைய அரசு 

கல்வி, சமூக நல அமைச்சகத்தின் மாநில மொழியில் பல்கலைக்கழக 

நூல்கள் வெளியிடும் திட்டத்தின்கீழ் வெளியிடப்படுகிறத 

உழைப்பின் வாரா உறுதிகள் இல்லை; ஆதலின், உழைத்து 

வெற்றி காண்போம். தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் உலக மாண 
வர்களிடையே சிறந்த இடம் பெறவேண்டும். அதுவே தமிழன்னை 

யின் குறிக்கோளுமாகும். குமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக்கழகங்களின் 

பல்வகை உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் மனம் கலந்த நன்றி 
உரியதாகுக. 
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1. கணக் கொள்கைரின் சில அரர்படைக் 

கு௫த்துகள் 
(Basic Concepts of Set Theory ) 

1.1. புதுமுறை இயற்கணிதம் (Modern Algebra) 

நடைமுறையில் பயன்படும் எண்களின் தன்மைகளையும், அவற் 
றைக் கூட்டுதல், கழித்தல் போன்ற செயல்களையும் விவரிப்பது எண் 
கணிதம் (& 10்ய6ார௦) ஆகும். இக்: கணிதத்தில் காணப்படும் பல 
தனிப்பட்ட முடிவுகளையெல்லாம் பொதுமைப்படுத்தி, எண்களுக்குப் 

பதிலாகக் குறி.பீடுகளைப் பயன்படுத்தி, எண்களுடையவும் கேரவை 

களுடையவும் தன்மைகளை விவரிப்பது இயற்கணிதம் (&1தஸ்ாக ௦ 
ோேளவி1960 கர்மா) ஆகும். உதாரணமாக,.4 45-54 4) 

1048- 84 10 போன்றபல எண் தன்மைகள் ௪-4 ச் - 44 ௪ 

என்ற ஒரே முடிவால் இயற்கணிதத்தில் பெொரதுமைப்படுத்தப் 

படுகின்றன. இயற்கணிதத்திலுள்ள இதுபோன்ற பல முடிவுகள் 
கணித வளர்ச்சியில் பெரும்பங்கு கொண்டுள்ளன. 

இந்த இயற்கணிதத்திலும் சென்ற ஒரு நூற்றாண்டில் ஒரு புதிய 
முறை தோன்றியுள்ளது. இத் தோன்றலுக்கு உண்டான சூழ்நிலை 
யைச் சிறிது ஆராய்வோம். இயற்கணிதத்தில் கண்டுபிடிக்கப்பட்ட 

சில தன்மைகள் பின்வருமாறு £₹ 

(ட 246 4 ௩ கூட்டலில் பரிமாற்றுவிதி (0௦௯௦1௨1445 
law for ௧00111௦0) என்று இதற்குப் பெயர். 

(2) (246) 42-24 (ம் 12), கூட்டலில் சேர்ப்புவிதி 
(Associative law 107 ௨௦0111௦௧) என்று இதற்குப் பெயர். 

எண்களுக்கு முற்றிலும்' மாறுபட்ட *வெக்டர்? என்ற புதிய 
பொருள் கையாளப்பட்டபொழுது இந்த *வெக்டர்*களும் மேற்கூறிய
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விதிகளுக்கு உட்பட்டதாக இருப்பது தெரிய வந்தது. இதனால் 

மேற்கூறியவை போன்ற விதிகள் அவற்றுக்கு உட்பட்ட பொருள் 

களை மாத்திரம் சார்ந்தன அல்ல என்றும், எப்பொருள்களாக இருந் 

தாலும் மேற்கூறிய விதிகள் அப் பொருள்களுக்கும் உண்மையாக 

இருக்கலாம் என்றும் ஊகிக்கப்பட்டது. இதன்படி வரையறை செய் 

யப்படாத மூலப்பொருள்களின் (61200018) கணத்தை (561) எடுத்து 

அவற்றின்மேல் சில செயல்களை (operations) மாத்திரம் வரைய 

றுத்துச் சில கொள்கைகளை (821015) அடிப்படையாகக் கொண்டால், 

தர்க்கரீதியாக அக் கணத்தைப்பற்றிய பல ௬வையான முடிவுகள் 

காணப்படும். இம் முடிவுகள் வரையறுக்கப்பட்ட எண்கணங் 

களுக்கும் உண்மையானவைதாம். உருவுள்ள பெொரருள்களின் 

தன்மைகளிலிருந்து அருவமான (௨51180) பொருள்களின் தன்மை 

களைப் பொதுமைப்படுத்துவது, அருவ இயற்கணிதம் (&95(7௧௦1 

கதஸ்ாஐ) எனப்படும். 

வரையறுக்கப்படாத மிகச் சில பொருள்களை எடுத்து, மிகச் சில 

கொள்கைகளைக் கொண்டும் தர்க்கரீதியாகவும் இயற்கணிதத்தின் பல 

பகுதிகளையும் தொகுப்பதுதான் புதுமுறை இயற்கணிதத்தின் (Modern 

Algebra) நோக்கமாகும். இம் முறை வடிவ கணிதத்தில் “யூக்லிட் ? 

முதலியவர்களால் பழங்காலத்திலிருந்தே பயன்படுத்தப்பட்டதுதான். 

இம் முறையை இயற்கணிதத்தில் பயன்படுத்துவது சமீபத்தில்தான் 

'தொடங்கியுள்ளது. இம்முறை .தொகுமுறை (௦501411001 ௦1 &௧4௦- 

matic or Synthetic or Deductive method) எனக் . கூறப்படுகிறது. 

‘serge Gansta (Set Theory) 

ஒரு மூலப்பொருள் (6168௯1) ஒரு குறிப்பிட்ட கணத்தைச் 

சார்ந்தது (560 1060011120) என்பதை மாத்திரம். அடிப்படையாகக் 

கொண்டு கணிதக் கருத்துகள் எல்லாவற்றையும் விளக்கிவிட, 

முடியும் என்ற கண்டுபிடிப்பு, சமீபகாலத்தில் “கணிதத்தில் . உண் 

டான பெரும். சாதனையாகும். ததத கை, 

சில குறிப்பிட்ட மூலப்பொருள்களின் (61002): தொகுப்புக்குக் 

கணம் (56) என்று பெயர். பொருள்கள் எந்தவிதமாகவும் இருக்க 

லாம். ஒரு திராட்சைக்குலை, ஒரு மனிதக் கூட்டம், ' ஒரு நூல்நிலையம் 
போன்றன கணங்கள். இவற்றின் மூலப்பொருள்கள் முறையே 

; திராட்சை, மனிதர்கள், புத்தகங்கள் ஆவன. கணத்தை 4, £, % 

போன்ற பெரிய எழுத்துகளாலும், அவற்றின் . மூலப்பொருள்களை 

a,b,x போன்ற சிறிய எழுத்துகளாலும் குறிப்பிடலாம். “2? என்ற 
மூலப்பொருள் *.4* என்ற கணத்தைச் சார்ந்தது. என்பது. 2 6 A 

(a belongs to 4) என எழுதப்படுகிறது. *8, *4*-யைச் சரர்ந்தது 

அன்று என்பது @ E 1 என எழுதப்படுகிறது;
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ஓரு கணத்தையும், அதன் மூவடி ருக் கீழ்க்கண்ட 

வாறு ட்ட ஒரு முறை: 

-(5].. இங்கு & என்ற கணத்தில் £ என்ற ஒரே மூலப் 

பொருள் உள்ளது. 

A={xy} Que 4 என்ற கணத்தில் நற என்ற, இரண்டு 

மூலப்பொருள்கள் உள்ளன. 

மூலப்பொருள்களின் தன்மையை விவரித்தும் கணங்களைக் 

குறிப்பதுண்டு. 
(உ-ம்.) 2 என்பது நேர் முழு எண்களின் கணம் (864 ௦4 084176 

integers) oTstre. 

2 என்பது 2:ஆல் வகுபடக்கூடிய நேர்முக எண்களின் 

கணம் என்க. இது, : 

4 14௧௨6 7, 8 ஆல் வகுபடக் கூடியது ]' 

எனக் குறிக்கப்படுகிறது. அடைப்புக்குள் காணப்படும். முதல் 

எழுத்து “85, 8? போன்ற பொருள் தொகுதியைக் குறிப்பது. *$* என்ற 

. குறியீட்டுக்குப் பிறகு *6*-யின் தன்மை விவரிக்கப்படுகிறது. 

(உ-ம்.) ॥- (௨௪7,௮68) என விவக்கள்பட்டரல், * 

D= {1, 2, 8,4, 5} என ஆகிறது. 

(உ-ம்.) 2 -- (2, 4 6,8..... எனக் குறிக்கப்பட்டால், 2, 

எல்லா இரட்டை. நேர்முழு எண்களின் . கணம் எனப் 

பொருள்படுகிறது. 

.... ஒரு கணத்திலுள்ள மூலப்பொருள்களின் எண்ணிக்கை முடி 

sysirar gre (finite) இருந்தரல், இக் கணத்துக்கு ly operon? sovord 

: (finite set) sroira Quut. go கணத்திலுள்ள மூலப்பொருள்களின் 

. எண்ணிக்கை முடிவில்லாததாக இருந்தால் இக் Sear SES முடி 

விலாக் கணம் என்று பெயர். 

4.2. உட்கணம் (Sub-se') 

4-பின் ஒவ்வொரு மூலப்பொருளும் 2-யின் ஒரு மலப்போருளாக 

இருந்தால், A, 2-யின் உட்கணம் (4 15 ௨8010961௦1 8) எனப்படும், 

இது 4 8 அதாவது, 4, 8-யில் அடங்கியுள்ளது (4 18 ௦௦௦(21௦60 

12) என எழுதப்படுகிறது. 

4, ம என்ற இரு கணங்களிலும் அதே (same) மூலப்பொருள்கள் 

இருந்தால் 4 - சீ எனப்படுகிறது.
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452 என்னுமிடத்தில் 4 - மீ என்னும் வாய்ப்பும் அடங்கி 

யுள்ளது. ஆதலால் 4, 8-யின் உட்கணம் என்பதை A C B என 

எழுதலாம். 

4, 2-யின் ஓர் உட்கணமாகவும், ஆனால் 4 AB story Qos 

தால், .4, 8-யின் சரியான உட்கணம் (0௦6 501-861) எனப்படுகிறது. 

இதை 4 ௨ 8 என எழுதலாம். 

தேற்றம் 1.1: 46 8, மற்றும் 8 4/என்றால் 4- 8 என 

ஆகிறது. 
நிறுவல்: .4 6 8 என்பதால், .4-யின் ஒவ்வொரு மூலப்பொருஞும் 

£-யையும் சார்ந்தது. 2 ட .4 என்பதால், 8-யின் ஒவ்வொரு மூலப் 

பொருளும் .4-யையும் சரர்ந்தது. அதாவது, 8-யைச் சரராத 

பொருள் ..4-யில் இல்லை என்றும், .4-யைச் சரராத பொருள் 2-யில் 
இல்லை என்றும் ஆகிறது. ஆகையால் 4, 2 இரண்டிலும் அதே மூலப் 

பொருள்கள்தான் இருத்தல் வேண்டும் என்று தெளிவாகிறது. 

ஆதலால் 4 - த. 

ஒரு மூலப்பொருளும் இல்லாத ஒரு கணத்துக்கு வெற்றுக் 
கணம் (€௩ழடி 861) என்று பெயர். இது *ஐஜ?- ( ) என்று 
குறிப்பிடப்படுகிறது. * ஐ? என்பது எந்தக் கணத்துக்கும் ஓர் உட் 

கணமாகக் கொள்ளப்படுகிறது. 

(உ-ம்.) .4- (ம், 0] என்க. 

4-யின் உட்கணங்களாவன : 

{a}, {5}, {c}, { a, ச்], {6, Ch, {¢, a}, 

{a, b,c}, 4 $- 9 எட்டு உட்கணங்கள் உள்ளன. 

அ, 4-யின் ஓர் உட்கணமாகவும் கருதப்படுகிறது. ஒரு பொருளை 

யும் கொள்ளாத வெற்றுக்கணமும் .4-யின் ஓர் உட்கணமாகக் கருதப் 
படுகிறது. 

மாதிரி 1: 44 மூலப்பொருள்களைக் கொண்ட ஒரு கணத்துக்கு 
எத்தனை உட்கணங்கள் உள்ளன? 

சீ [Gis Bay ccs ல > On} என்க. 

உட்கணங்களில் ஒரு பொருள் இருக்கலாம், இரண்டு பொருள்கள் 
இருக்கலாம். இவை போன்றவையும் ஈ பொருள்களும் இருக்கலாம், 
பொருளே இல்லாமலும் இருக்கலரம் என்பதையும் உணர் ந்து, மொத்த 
உட்கணங்களின் எண்ணிக்கை
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Meg + Mey + ட பம் 9௮ (13142 ௭ 

எனக் காண்கிறோம். 

1.3. 4, என்பன இரண்டு கணங்களானால் .4; அல்லது 2, அல்லது 

இரண்டையுமே சார்ந்த மூலப்பொருள்களின் கணம் 4.பூ 8 
(4 கூட்டு 2) அதரவது (.4 மா1௦ு 2) எனப்படுகிறது. 

4 பூ.8 என்பதைக் சீழ்க்கண்டவாறும் குறிப்பிடலாம். 

4 ப 0௨௨.4 அல்லது ஃ£ 62) 

4, 2 இரண்டு கணங்கள் ஆனால், 4, 72 இவ்விரண்டுக்கும் 

பொதுவான மூலப்பொருள்களின் கணம் 4 0-8 . (4 இடை 

வெட்டு 8) அதாவது (4 167560110௦ 2) எனப்படுகிறது. அதாவது, 

(AN B)= {x * © 4, opp x © BY 
4, இரண்டு கணங்களானுல், .4-யைச் சார்ந்தும் 2-யைச் சாரா 

மலும் உள்ள மூலப்பொருள்களின் கணம் 4--தீ (4 வித்தியாசம் 2) 
அதாவது (4 01478000௦2 ) எனப்படுகிறது. அதாவது, 

4-8: (4, மற்றும் ஐ 8) 

மேற்கூறியவற்றுக்குச் சில உதாரணங்களைப் பார்ப்போம் : 

4-(1,2,5);28-(225); 

C= { 1,8, 6 } என்க. 

AU B= {1,2, 3,4,5 }; 

AUC= { 1, 2, 8, 6 }; 

ANB={2}; BNC={ }=9 

A-B= {1,8}; B-—A= {4,5} 

என ஆகின்றன. 

4, 28 என்ற இரண்டு கணங்களுக்கும் பொதுவாக ஒரு மூலப் 

பொருளும் இல்லையானால் 4, 8 இவை முற்றிலும் பொது அல்லாத 

கணங்கள் (61800104 8618) எனப்படும். 

அதாவது 4 ர 8- ஐ என ஆகிறது. 

முழுமைக் கணம் (1019487521 564) 

நாம் கருதும் எல்லாக் கணங்களையும் தன் உட்கணமாகக் 

கொண்ட ஒரு கணத்துக்கு முழுமைக் கணம் U எனப் பெயர். 

(உ-ம்.) சீழ்க்கண்ட கணட்களைக் கருதுவோம்; ் 

A = {x} x ஒரு Laer creer (prime number) } 

B= {x x 8-si wL ae}
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2 (22 ஒர் இரட்டை முழு எண் ) 

D={x, x ஒர் ஒற்றை முழு எண் ) 
இந்த எல்லாக் கணங்களும் 

U = {x>~% ஒரு முழு .எண் என்ற முழுமைக். கணத்தின்: 

உமிக்ணங்கள். 

ஒரு கணத்தின் நிரப்பி (0௦80160274 of a Set) 

U, முழுமைக் கணம் என்றும், A அதன் உட்கணமென்றும் 

கொள்வோம். (/-வில், 4-யைச் சாரரததான எல்லா மூலப்பொருள் 

களையும் கொண்ட கணத்துக்கு ' 4-யின் நிரப்பிக் கணம் அல்லது 
4-யின் நிரப்பி 4“ (௦௯1681 of 4) எனப் பெயர், 

அதரவது 4₹ - [7 4 என ஆகிறது. 

(உ-ம்.) 
U = { 1, 2, 8, 4, 5, 6 } srsirs. 

= { 8, 5, 6 } orsira. 

இப்பொழுது, 45 - 4 1,2,4] என ஆகிறது. 

1.4. இரண்டுக்கு மேற்பட்ட கணங்களுக்கும் மேற்கூறிய “கூட்டு”, 
“இடைவெட்டு 5, “வித்தியாசம்”, * நீரப்பி ஜ போன்ற கருத்துகள் 

பொருந்தும். 

(உ-ம்.) 

4 பப: (2264 அல்லது ௪. 

அல்லது x E Ch 

AN(BN O)= (2264 மற்றும் 2 
மற்றும் உ 6 6) 

A—(BUC)= {x3 x€ A womb xé B 
மற்றும் உக 6) 

(கிபூ25 ௪ (22607 மற்றும் உள் 

மற்றும் உக 2) 

CANBY = fasreU, மற்றும் 6 4 

அல்லது £ 6 த) 

[ இங்கு, உச் (4 பூ.) என்றால், உள் A மற்றும் உ 6 8 
என்பதம், 26 (40 2) stoked, AE A Bove x EE’ எல்பதம் 

குறிப்பிடத்தக்க. ]
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1.5. வெண் படங்கள் (Venn diagiams) 

கணங்களின் இணைப்புகளைக் கீழ்க்கண்டவாறு படங்கள்மூலம் 

விளக்கலாம். இப் படங்களுக்கு வெண் படங்கள் எனப் பெயர். 

முழுமைக் கணம் 02, ஒரு செவ்வகத்திலுள்ள புள்ளிகளாலும், அத 

னுடைய உட்கணங்கள் வட்டங்களிலுள்ள புள்ளிகளாலும்: 'குறிப் 

(பிடப்படுகின்றன.. 

1) 4, 22 முற்றிலும் பொது அல்லாத கணங்கள். 

A B 

2) AUB 

  

கோடிடப்பட்ட பகுதி: 

8) ANB 

As Be 4 

  

கோடிடப்பட்ட பகுதி
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4) A—B 

கோடிடப்பட்ட பகுதி 

5) BA 

கோடிடப்பட்ட பகுதி 

6) 42 

  

கோடிடப்பட்ட பகுதி



கணக் கொள்கையின் சில அடிப்படைக்.கருத்துகள் 

7) AU (BUC) 

AB 

    Cc ‘ 

  

   

கோடிடப்பட்ட பகுதி 

A.B 
3) 4n (BNC) 

   

       

      

    do 
கோடிடப்பட்ட பகுதி 

9) கீர (20 

A_ B: 

C 

கோடிடப்பட்ட பகுதி
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10) A—(BU@) 

A     

   

  

Cc “a 

கோடிடப்பட்டபகுதி 

11) (402): 

  

கோடிடப்பட்ட பகுதி 

12) (403) 

  

க வலக் 

கோடிடப்பட்ட பகுதி
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மேற்காணும் படங்களிலிருந்து கீழ்க்கண்டவை போலுள்ள பல 

உண்மைகளை அறியலாம். uO , ன கு 

(உ-ம்.) . ஏபி. 

408-804 

[இவற்றுக்குப் பரிமாற்று all flac (CC mmutative law) எனப் 

பெயர்.) 

An 8B.c.! 

(A—B) 1\ (BHA) = 9 
AUst. Uv 

Af) 4 = 9 

U= 93; go = U 

! (4596. - A 

தேற்றம் 1,2: கீழ்க்கண்டவற்றை கரூபிக்கவும் 2 

1) AU (BUGQ=(AUBUG 

2) 40 (BONGQ=AN BAe 

[இவற்றுக்குச் சேர்ப்பு விதிகள் (௧8800211௭6 1௨௭௭) எனப், பெயர். ] 

நிறுவல் : 

1) 4 ப(8ப0)- (8226 4 அல்லது 
xE(BUC)} 

= {x;xEA gomgxe B 

அல்லது x € C } 

= {x;x © (AU B) arog 

xec} ~ 

= (AUB)UC . 

2) AQ(BNO= (௨; 4 மற்றும் 
xe (BN Cy} 

= {x1 Gd nogb« € B 

: மற்றும் உ 6) 

422 (ம.பி 2) மற்றும் 

26 6) 

= (40800 
வ
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தேற்றம் 1.3: கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபிக்கவும்: 

(1) AU (BNC) = (AUB) N(AUC) 

(2) AN (BUC)= (AN BU (AN C) 

[இவற்றுக்குப் பரவல் விதிகள் (0156211146 131) எனப் பெயர். ] 

நிறுவல் : 

1) 4ப06- (:$:% 6 4 அல்லது 
x &(BN C)} 

- (222 6.4 அல்லது% ௪ 8 
மற்றும் £ 6) 

- 12% ௪.4 அல்லது 6 28 மற்றும் 
% € 4 அல்லது ஃ ௪ 6) 

(4U B) N (AUC) 

2) 19 (BUC) = (226 4 மற்றும் எ 2 
அல்லது x eC} 

- 12722 A wppbxeB 
அல்லது % € மற்றும் £ 0) 

= (ANB) U (ANC) 
இதே போல 

AU (BUC)=(AUB)U (AU 6) எனவும், 

AN (BNC) =(ANB) NCANC) steroid 
நிரூபிக்கலாம். 

“தேற்றம் 1.4: டி மார்கன் (196 %4௦1ஜ20) தேற்றங்கள் 

(1) (402) 4 ப 2 
௨2) (402)6- 4 ற ££ எனக் காட்டவும். 

நிறுவல் : 

1) (AU BY = {x3 % © U wip: 
xé€AU B} 

= {x;xe Uwppb «EA 
x € BS 

= {*;x © Uwponx & A wppit 
* © U wip x & B} 

A B
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2) (AN By= (22 6 மற்றும் 
x€é (AN B)} 

{x;x © U wohpib x & A 

அல்லது உ 8) 

= {x3 x (7 மற்றும் ௨6 4 

அல்லது £ 6 17 மற்றும் உக ந) 
Ui 

= { Ac N Be} 

டி மார்கன் தேற்றங்களைக் ₹ கூட்டின் நிரப்பி - நிரப்பிகளின் 
இடைவெட்டு * எனவும், * இடைவெட்டின் நிரப்பி - நிரப்பிகளின் 
கூட்டு * எனவும் கூறலாம். 

தேற்றம் 1.5. 

A—B = மீட 2₹ எனக் காட்டவும். 

சீம - (ரல மி மற்றும் 26 2) 

Af Bo = (546 4 மற்றும் ஏ 25) 

li {gx A opp xe U wpm « € BY 
ு 122௪ 4 மற்றும் 2) 

௨ சீத 

மேற்கண்ட தேற்றங்களை “வெண் படங்கள்? வரைந்தும் உணரலாம்: 

orsifl 2: A-B= A—(ANB) 

நிறுவல் £ 

A-(ANB) - 40 (கீ029%- தேற்றம் 5 
- 40 (402) - தேற்றம் 4 

= (4A 4) UAN B = Cshmn 8 

=p UA B 
=A) B =A-~B + Cspmnd 

மாதிரி 3: (4-2) பூ (4-0) = A ~ (BOC) எனக் 
காட்டவும். 

நிறுவல் : 

OU GO Belts 1 AN (CBN CY தேற்றம் 5 

AN (BU Cy தேற்றம் 4 1
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(402) ப (40059 - தேற்றம் 8 

(4--2)ப (4-0) - தேற்றம் 5 

இ.கை.ப. 

1.6. பெருக்கல் கணம் (7௦00௦1 564) 

இரண்டு கணங்கள் .4, 2 இவற்றின் பெருக்கல் கணம் 4 % 2 

கீழ்க்கண்டவாறு வரையறை செய்யப்படுகிறது: : 

(4629 - ((ரம்);2௨ 4மற்றும் ச் ஏ 2) 

4962-யின் ஒவ்வொரு பொருளிலும் முதல் உட்பொருள் .4-யைச் 
சார்ந்ததாகவும், இரண்டாவது உட்பொருள் 8-யைச் சார்ந்ததாகவும் 

இருத்தல் வேண்டும். இவ்விதம் வரிசைப்படுத்தப்பட்ட சோடிகளாக 

(௦106160 றகம£) இருத்தல் வேண்டும். 

(உ-ம்.) 

4 = {a,b,c}; B= {x,y} 

Ax B= {(a,x)s (a9), (b,%), (hy x), (65%), (6, 9) } 

Bx A={(*,a) (xb) (46) (9,4) (9,5) (9,6)} 

14%. 8.6.4. என்பது காணப்படுகிறது. . கணக் கெரள் 
கஷயின்மூலம் கீழ்க்கண்டவை போல சில நடைமுறைக் கணக்கு 

களைச் சுவையான முறையில். செய்யலாம். : 

மாதிரி 4 : ஒரு தேர்வில் கீழ்க்கண்ட முடிவுகள் காணப்பட்டன. 

எல்லாப் பாகங்களிலும் தவறியவர்கள் : 80 பேர் 

1 ஆம் பாகத்தில் மட்டும் : 7 ,, 

11 ஆம் பாகத்தில் மட்டும் ஷ் : 62 ,, 

Ill ஆம் பாகத்தில் மட்டும் 55 : 7 ,, 

-1 .மற்றும்.1] ஆம் பாகத்தில் ஷு : 85 ,, 

11 மற்றும் 11] ஆம் பாகத்தில் ,, : 46 ,, 
111 மற்றும் 1 ஆம் பாகத்தில், : 54 ,, 

மொத்தம் தவறியவர்கள் எத்தனை பேர்?
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கொடுக்கப்பட்ட விவரங்களைக் கீழ்க்கண்ட வரிசையில் பயன் 
படுத்தினால் படத்திலுள்ள எல்லாப் பகுதிகளையும் கண்டுபிடிக்கலாம். 

a
 i 

       
In dia ub = 80 

In I. = 35 

1 உர = 46 

Ui qt i> = Gm 

| l= 75) 68,1178 

ஆகையால். மொத்தம் 

தவறியவர்கள் - ] பூ (11 பூராட . 

=. aS: WO ப தத; தன புதஷடுது 

= 290 Gur - SBS 

mae 5: ஒரு பள்ளியில் மொத்தம் 40 ஆசிரியர்கள் ! உள்ள 

"இவர்களில் 25 பேர் கணிதம் கற்பிக்கிறார்கள் $ 20 பேர் விஞ் 

ஞானம் 'கற்பிக்கிறார்கள்;) 10 பேர் ஆங்கிலம் கற்பிக்கிறார்கள்; 6 Cut 

கணிதமும் விஞ்ஞானமும் கற்பிக்கிறார்கள். கணிதமும் ஆங்கிலமும் 

கற்பிப்பவர்கள் ஒரு? வருமில்லை. விஞ்ஞானமும் ஆங்கிலமும் கற்பிப்ப 

வர்கள் எத்தனை பேர்? விஞ்ஞானம் மரத்திரம் கற்பிப்பவர்கள் 

எத்தனை பேர்?
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கொடுக்கப்பட்ட விவரங்களிலிருந்து படப்பகுதிகளை எண்களால் 
நிரப்பலாம். 

க 
வி 

௫7 

படத்தின்படி மொத்த ஆசிரியர் 

களின் எண்ணிக்கை = 49 —x 

= 40 - கொள்கை 

49 2 40 

ல கு 8 
விஞ்ஞானமும் ஆங்கிலமும் கற்பிப்பவர்கள் 9 பேர். 

விஞ்ஞானம் மாத்திரம் கற்பிப்பவர்கள் 5 பேர். 

1.8. சமனின்மைகளின் தீர்வுக் கணங்கள் ( 8௦101100 sets of 
Inequalities) 

சாதரரண இயற்கணிதத்தில் உள்ள சில சமனின்மைத் (inequa- 
111165) தன்மைகளைப் பயன்படுத்தி, சமனின்மைகளின் தீர்வுக் கணங் 
களக் கண்டுபிடிக்கலாம். 

மாதிரி 6: (6-1) 42) (-;-1)5 0 என்ற சமனின் 
மையின் தீர்வுக் கணம் என்ன? அதாவது, 2-ன் எந்த மதிப்புகளுக்கு 
இந்தச் சமனின்மை உண்மையாகும் ? 

கீழ்க்கண்ட உண்மைகள் நமக்குத் தெரியும் £ 

(2-1)2.0 என்றால், 2 1 ஆக இருத்தல் வேண்டும். 
(+ + 2)>0 என்றால், £2--2 ஆக இருத்தல் வேண்டும். 
—*x*—1>0 என்றால், 251 அல்லது 4 — 1 

ஆக இருத்தல் வேண்டும். 

ஆகையால், (2221) என்ற கணம் உ. 1௨0 என்ற 
சமனின்மையின் தீர்வுக் கணம்.
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{x3 x > 2) என்ற கணம் 5 ௩2 5 0 என்பதன் தீர்வுக் கணம்: 

{x3x 1] என்ற கணம் --%- 150 என்பதன் தீர்வுக் 

கணம். 

இந்த மூன்று கணங்களின் படங்கள் : 

  

  

  

  

ச்" ~ 9 eco Fon. HO 

— — வை 
2 -1 ௦ 4 2 3 

x+2<0 x+2>0° 

—x<-1>0 

2,71 9 i @ 3 
oe ig Bee 30௮1 20 

(2-1) (23௩2) (2 1) ௨.0 என்ற சமனின்மைக்கு 

மூன்று காரணிகளும் நேராக (38) இருத்தல் வேண்டும் 

அல்லது இரண்டு காரணிகள் எதிராகவும் (1௨) ஒரு காரணி 

நேராகவும் இருத்தல் வேண்டும். மேலே காட்டியுள்--- படத்திலிருந்து 

உ ன் எந்த மதிப்புக்கும் மூன்று காரணிகளும் நேர் அல்ல என்று 

தெரிகிறது. 22 -8 என்ற பகுதியிலும், --1 222 1 என்ற 

பகுதியிலும் இரண்டு காரணிகள் எதிராகவும் ஒரு காரணி நேராக 

வும் இருக்கின்றன. ஆகையால், கொடுக்கப்பட்ட சமனின்மையின் 

தீர்வுக் கணம் கீழே காட்டியபடி கறுப்பான பாகங்களாகும். 

  

-3 =-2 =i ௦ 1 a 2 3 

மாதிரி 7: 

4 1 என்ற சமனின்மையின்;தீர்வுக் கணம் கரண். 
x 

2 ‘ 2 . 2—x-—1 
: a es | ; 16 ் 

x+1 4 19 அல்லது ௮ 0) அல்லது 7 <0; 

1 
அல்லது (1 ஏ) 20 

1-2 50 ஆனால், 122 அல்லநு ௨2௮1 

2
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1 ஹல ச ல் ஸ்ட நி சுரா உ0 ஆனால் 24120 அல்லது 25 

14-x>0 1-x<o 

-2 1. 9 ல் | இத 2 

204௦ xa 2௦ ணை 

-2 ஆ 0... 1 2 

  () = ல ட் 7 ) 0 இருக்கவேண்டுமானால் ஒரு காரணி 

நேராகவும், மற்றொரு காரணி எதிராகவும் இருக்கவேண்டும். படத்தி 

லிருந்து & 4 -- 1 என்ற பகுதியிலும் ௨.1 என்ற. பகுதியிலும் 

இம்மாதிரி அமைந்திருப்பது தெரிகிறது. ஆகையால், கொடுக்கப்பட்ட 

சமனின்மையின் தீர்வுக் கணம் கீழே காட்டியபடி அமைந்துள்ளது. 

பயிற்சி 

1. தீ“ (சு 2- (கக) 05 (௩.௨) ஆனால், 
கீழ்க்கண்ட கணங்களை எழுதுக : ் 

AUB, AUC, ANB ANC 

A—B, A—(BUO, AU (BNC) 

2 என்பது எல்லா நேர்முழு எண்களின் கணம், 77, 0 77: கீழ்க் 

கண்டபடி 2-யின் உட்கணங்கள்: 

F={a;aGP,a< 10} 

= {a;aEP,a>5} 

H= {a;a€EP, ச மூன்றால் வகுபடக் கூடியது. 7: 

கீழ்க்கண்டவற்றைக் காண் 2 ட. 

FONG; FN H; GN HA; FUG; FU; CUE. 

8. 4, 8 என்பன இரண்டு கணங்களானால், 

நிரூபி; 

AYA=A; ANA=A; AQ B= BNA 

கீழ்க்கண்டவற்றை
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4. 

6. 

10. 

V1. 

12. 

4 ஒரு கணம், ஐ ஒரு வெற்றுக் கணம். கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபி: 

40ி2- ஜஜ; சஏீபூஜ- 4; மீ A-—A=g9. 

4022 800௪, 0042௪ ANBNCH=e 
இருக்குமாறு A, B, -க்கு ஓர் உதாரணம் கொடு. 

40(சீ--ம-(402) - 0௭ன நிறுவுக. 

4028-4. ஆனால், 46 8 என்றும், 

AUB=B ஆனால், .4 ௨ 8 என்றும் நிறுவுக. 

(A — B) U (B— A) = (A U B) — (AN B) 

(AUB) N (AUC) C AU(BNC) 

கீழ்க்கண்ட சமனின்மைகளின் தீர்வுக் கணங்கள் காண். 

(1) x?41> 2x (2) x? —x—~2>0 

240 பேர்கள் கொண்ட ஒரு குழுவில் 90 பேர்களுக்குத் தமிழ் 
மட்டும் தெரியும். 25 பேர்களுச்கு ஆங்கிலம் மட்டும் தெரியும். 
எவ்வளவு பேர்களுச்குத் தமிழ், ஆங்கிலம் இர். 5ம் தெரியும் ? 

[விடை 125] 

ஒரு கல்லூரியிலுள்ள 100 மாணவர்களில் 80 பேர் டென்னிஸ் 

விசாயாடுவார்கள்; 50 பேர்கள் கிரிக்கெட் asx wii Haun weir; 

45 பேர் ஹாக்கி விளையாடுவார்கள் ; 8 பேர்கள் டென்னிசும் 
கிரிக்கெட்டும் விளையாடுவார்கள். . 12 பேர்கள் கிரிக்கெட்டும், 

ஹாக்கியும் விளையாடுவார்கள். 10 பேர்கள் ஹாக்கியும் டென் 
னிசும் விளையாடுவார்கள். மூன்றும் விசாயாடுபவர்கள் எத்தனை 

பேர்? [விடை கீ பேர்]



2. 1]நுழுறை இயற்கணிதத்நீல் மற்றும் சில. 
அரர்படைக் கருத்துகள் 

(Some More Fundamental Concepts of 
Modern Algebra) 

சாதாரண இயற்கணிதத்தில், எண்களுடையவும் அவற்றின் 

மேல் செய்யப்படும் செயல்களுடையவும் (operations) siren. 
கள் பல கண்டுபிடிக்கப்பட்டுள்ளன. இத் தன்மைகளை நரம் நன்கு 
புரிந்துகொண்டால், எண்களுக்கு மாறுபட்ட வெக்டர், அணி 
(Matrix) Gursitm வேறு பொருள்களுக்கும் இத் தன்மைகள் பொருந்து 
கின்றனவா என்று பார்க்கலாம். மேலும், வரையறை செய்யப்படாத 
மூலப்பெரருள்களுக்கும் சில செயல்களையும், மேற்கூறிய சில தன்மை 
களையும் ஏற்றுக்கொண்டால் கிடைக்கும் முடிவுகள் என்னவென்றும் 
பார்க்கலாம். 

2.1. இயற்கணிதத்தில் நாம் கையாளும் பொருள்கள் மெய் எண்களும் 
(16௨! பர675), கலப்பு எண்களும் (16 numbers) 9 1h. 

, இவற்றின்மேல் செய்யக்கூடிய அடிப்படையான செயல்கள் 
இரண்டுதான். அவையாவன 2 ன் 
(1) கூட்டல், (2) பெருக்கல் (கழித்தலைக் கூட்டலின் சார் 

பாகவும், வகுத்தலைப் பெருக்கலின் சார்பாகவும் வரையறுக்கமுடியும்). 

2.2. முதலில் கூட்டல் என்ற செயலை எடுத்து அதன் தன்மைகளைக் 
கவனிப்போம். 

1. x 9 என்பன இரண்டு எண்களானால், ஈ3-யும் ஓர் எண். 
இதற்கு அடைப்பு விதி (105076 134) எனப் பெயர், 

2, நர கறம்த HsiO@u uo a 98 (Commutative law ) 
எனப் பெயர். .
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5. (x+y) + c= *+ (942) DSHGE Geirtiyy ag) (Associative 

1௭) எனப் பெயர், இதில் வரும் மூன்று எண்களின் வரிசையை 

மரற்றாமல் அடைப்பை எங்கு வேண்டுமானாலும் அமைத்துக் கொள்ள 

லாம். 

4, எந்த எண் £ உடனும் 0 என்ற ஒரு விசித்திர எண்ணைக் 

கூட்டினாலும் £ என்ற எண்ணே கிடைக்கிறது. அதாவது, 0 

இந்த 0: என்ற எண்ணுக்குக் கூட்டலின் முற்றொருமைப் பொருள் 

(Identity element) என்று பெயர். 

5. எந்தஎண் க்கும், 4 (--2) - 0 என்று இருக்குமாறு *--55 

என்ற பிரத்தியேகமான (0௦1006) மற்றொரு எண் இருக்கிறது. இந்த 

எண்ணுக்குக். “கூட்டலில் 2-ன் st Sit err? (Additive inverse of x) 

எனப் .பெயர். 

6. க ம் என்ற ஏதேனும் இரண்டு எண்களை எடுத்தால், 

atx=b என்று இருக்குமாறு ௬, 4 இவற்றுக்குத் தகுந்த £ என்ற 
பிரத்தியேகமான தீர்வு (மார்ம6 5010400) இருக்கிறது. இத் தீர்வு 

க -2 எனக் குறிக்கப்படுகிறது. இதற்கு 8, £ இவற்றின் வித்தி 

யாசம் (/1767006 ௦1 ம் ௨௩ம் ௪) எனப் பெயர். 

குறிப்பாக (-- ௧) என்பது *0-- ௨£. அதரவது 0, 2 இவற்றின் 

வித்தியாசம்' எனப்படுகிறது. *-௰ என்று கொடுக்கப்பட்டால் 

2:-(-2) - 0என்று நாம்பொருள் கொள்ளவேண்டும். :*-- 65, “*-யின் 

எதிர் எண். அதேபோல ‘a’, ‘—a-ufsbr எதிர் எண். ஆகையால், 

2- -() என்று கிடைக்கிறது. 

7% ate=z ம் 4 2 என்று இருந்தால், ஈ ௪ 4 என்ற முடிவு 

உண்மை. இதற்கு நீக்கும் விதி (௨௦௦௦112100 18) எனப் பெயர். 

2.3. இப்பொழுது *பெருக்கல்? என்ற செயலை எடுத்து அதன் 

தன்மைகளைக் கவனிப்போம். 

ர. க ர ஏதேனும். இரண்டு எண்களானால் &.3 என்பதும் ஓர் - 

எண். இதற்கு அடைப்பு விதி (0௨மா5 189) எனப் 

பெயர். ர தர 

Q xy = pee Qsoooi uflorpH oy og) (Commutative law) 

எனப் பெயர். 

5, (௮). 2 = x (ர. 5). இதற்குச் சேர்ப்பு விதி (Associative 

1௨௭) எனப் பெயர். 

A. எந்த எண் ஈஐயும் 1 என்ற விசித்திரமான எண்ணால் பெருக் 

Bend x என்ற அதே எண் கிடைக்கிறது. அதாவது,-
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x.l =m Qos ₹1? என்ற எண்ணுக்குப் பெருக்கலில் 

முற்றொருமைப் GQurger (Identity element) etsirgy Quust. 

5, 0-வைத் தவிர எந்த எண் 2-க்கும், 4-1 - 1 என்று இருக்கு 
மரறு 2” * என்ற பிரத்தியேகமான மற்றோர் எண் இருக்கிறது. 
இந்த எண்ணுக்குப் “பெருக்கலில் &-ன் எதிர் எண்” (கமம். 

tiplicative inverse of x) stsrm Quust. 

8. ஈ540 இருக்குமாறு ௪, 6 என்ற எந்த இரண்டு எண்களை. 
எடுத்தாலும் ௪-0 என்று இருக்குமாறு * என்ற பிரத்தியேக 

மான தீர்வு எண் உள்ளது. இந்தத் தீர்வை % - -- 
a 

அல்லது ம 8” என்று குறிக்கிறோம். இதை *௨”-யினால் 
*9%- யில் ஏற்படும் ஈவு (0ம௦110ர் ௦7 b நர 2 என்றும்: 
சொல்கிறோம். 

எந்த எண் ஐ எடுத்தாலும் ஃ 0 - 0 என ஆகிறது. 

a.b = 0 ஆனால், 8-0 அல்லது b=0 அல்லது ச-5-0 

என்பது உண்மை, இதந்கு வகுத்தல் விதி (19117௦ 18௩) 
எனப் பெயர். 

9. சசககக மற்றும் 2௪ 0 என்றால் சச் என ஆகிறது. 

இதற்கு நீக்கும் விதி (6௦௦611௨1௦௩ 1௨௭) எனப் பெயர், 

[நிறுவல் : & -* 0 என்பதால் 4-1 உண்டு. அதாவது 
1 1. இரண்டு பக்கங்களையும் ௨”! ஆல் பெருக்கவும், = 

ax x7) = bux 

அல்லது 2.12 6.1 

அல்லது ஈ- ம] 

10. கூட்டலுக்கும் பெருக்கலுக்கும்  பதுணன் கீழ்க்கண்ட 
விதி உண்மை, 

ஈ.( 1௦0 ௪,௦34 2.2 

இதற்குப் பரவல் விதி. (19151140ப1146 12௭) எனப் பெயர். “பெருக்கல் 
கூட்டலின் மேல் பரவுகிறது” என்றும் கூறலாம். ட் 

11, க 1௪, சற. ஏ தனும் 2 நேர்முழு எண்களானால், 

(i) “am, at = ராரா 

(ii) (0”) "=. a போன்ற முடிவுகள் . உண்மை, இவற் 
றுந்குப், படிக்குறி விதி (மெம்6%1௧65) என்று பெயர்.
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2.4. சமத்துவ இணைப்பு ( Equivalance Relation) 

எண்களுக்குள்ளும், வேறு பல கணிதப் பொருள்களுக்குள்ளும் 
5 2 ஐ, = Wl, |! போன்ற .பலவிதமர்ன ''இணைப்புகள் 

உள்ளன. உதாரணமாக எண்களுக்கிடையே,- தச்) சஃச் போன்ற 
வையும், முக்கோணங்களுக்குள் A ABC = A DEF; A ABC lke 

மிகி... பேரன்றவையும், நேர் கோடுகளுக்குள். AB || CD, 
4 த 110 போன்றவையும் உள்ளன. இந்த இணைப்புகள் பலவற் 
றுள் பொதுவாக மூன்று தன்மைகள் காணப்படுகின்றன. இம்மூன்று 
தன்மைகளும் பொருந்திய இணைப்பைப் பெர்துமைப்படுத்தி அதனைச் 
சமத்துவ இணைப்பு என்கிறோம். 

வரையறை: .4 என்ற ஒரு கணத்தின் மூலப்பொருள்களுக்குள் “ 

கீழ்க்கண்ட மூன்று தன்மைகளும் பொருந்திய ஒர் இணைப்பு ~ இருக்கு 

மானால் அதற்குச் சமத்துவ இணைப்பு எனப் பெயர். 

(1) தனக்குள் பிரதிபலித்தல் (௩ ண்ட 

அதாவது ~ x, xEA 

(2) ஒன்றுக்கொன்று பிரதிபலித்தல் ( 890௯௦0171௦) 

அதாவது % ௨௩9 ஆனால், 3௩. ஆ 0 6 4. 

(8) L651 OFLay5% (Transitive) 

~~ PV Z BOVE ~ Be x Zed 

உதாரணம் 1: சமம் (-) என்ற இணைப்பை எடுப்போம்; 
எந்த எண் ஈஐ எடுத்தாலும் & - * என்பது உண்மை. 

இது தனக்குள் _ பிரதிபலிக்கும் தன்மை (Reflexive property ). 
KX = Y THTGVM yp = $ என்பது உண்மை. இது ஒன்றுக்கொன்று 
பிரதிபலிக்கும் தன்மை (Symmetric property), x = 3; y =z 
என்றால், ௨ - 4 என்பது உண்மை. இது கடந்து செல்லும் தன்மை .. 
(Transitiver property). Qpmauired, ‘sui? srsirm Beery spay 
சமத்துவ இணைப்பு ஆகிறது. 

உதாரணம் 2: முக்கோணங்களின் முற்றொருமை (Congruence 
of Triamzles) 

(i) A ABC = A ABC 

“ட A ABC = A DEF ஆனால், 

A DEF =. A ABC
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(iii) A ABC = A DEF, A DEF = க மிர் ஆனால்,. 

dQ ABC = A LMN . 

ஆகையால் ₹ - * ஒரு சமத்துவ இணைப்பு, 

உதாரணம் 3: நேர்கோடுகளின் இணைதன்மை (1வி161150 
of straight lines) oO, 

(i) AB i AB 
(ii) AB ॥ மி ஆனால் CD || AB 

(iii) AB || CD, CD || EF ஆனால், 492 றா. 

ஆகையால் .* இணைதன்மை *. ஒரு சமத்துவ.இணைப்பு ஆகிறது. 

உதாரணம் 4: சிறியது (-) என்னும் சம்பந்தத்தை எடுப்போம். 

a < ஈச என்பது உண்மை அன்று, 

a < 4 என்றால், ச ௮ ஈ என்பது உண்மை. அன்று. 

2, ம்.௮ ர என்றால், சன ச உண்மை, 

மூன்று தன்மைகளும் இல்லாமலிருப்பதால், இந்த இணைப்பு ஒரு 
சமத்துவ இணைப்பு ஆகாது. 

2.5. சமத்துவக் கணம் (Equivalance Set ) 

4 என்ற கணத்தின் மூலப்பொருள்களுள் ஒரு சமத்துவ இணைப்பு 
Vv வரையறுக்கப்பட்டால், ஒரு மூலப்பொருள் ஈ-யுடன், சமத்துவ 
இணைப்புக் கொண்ட எல்லா மூலப்பொருள்களும் சேர்ந்து [2] என்ற 
சமத்துவக் கணம் (%யபம்ரவ]௨௦௦6 861) உருவாகிறது. அதாவது, 

fe] = {x5 x EA, x ~ a} 

உதாரணமாக மட்டு 8-க்கு எண் முற்றொருமை -(Cengruence © 
0 றம0010618 0௦000105 8) என்ற இணைப்பை எடுப்போம். உ ௨ 4 (மட்டு 
m) என்றால், “௬” ஆல் வகுக்கும்போது, ஈ-யும் 6-யும்” ஒரே மிதங்களைக் ் 
கொடுக்கின்றன என்று பொருள். ் 

ப இழ எ இ. ௮௮ இழி வி ௫ இ; வம என்ற எண்களில் எந்த 
எண் *க*யும், 5 0 (மட்டு 8) என்ற தன்மையுள்ளது. ஆகையால், 
மேலே கூறிய எண்களாலான உட்கணத்தைச் சமத்துவக் "கணம் 
[0] எனலாம். 

எ இ, —2 1, 4௫. ப்ப என்ற எண்களில் எந்த 
எண் :ம் “யும், ச 1 (மட்டு 9. என்ற தன்மையுள்ளது. இந்த எண்
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களாலான உட்கணம் சமத்துவக் கணம் [1] எனப்படுகிறது. 

இதேபோல -7, -4 -1,2, 55, 11, ......போன்ற எண் 

களில் எந்த எண் யும் 2 8 (மட்டு8) என்ற தன்மையுள்ளது. 

இந்த எண்களாலான உட்கணம் சமத்துவக் கணம் [2] எனப்படும். 

முழுஎண் கணத்தில் எந்த எண்ணும் மேற்கூறிய, [0], [17], 

[2] என்ற மூன்று உட்கணத்தில் ஏதாவது ஒன்றில்தான் இடம்பெறு 

கிறது. இந்த மூன்று கணங்களில் எந்த இரண்டுக்கும் பொதுவான 
எண் கிடையாது என்பதையும் இம் மூன்றும் சேர்ந்து எல்லா முழு 
எண்களின் கணமும் உண்டாகிறது என்பதையும் உணரலாம். 

2.6. சமத்துவக் கணங்கள் பற்றிய சில உண்மைகள் புலனாகின்றன. 

(1) ௨௨ ச என்றால் [ச] = [5] என ஆகிறது. 

நிறுவல் : ன் 
aw நீ-; கொள்கை 

[ச] என்க. ,,%ங 8. உவ ச்..என்பதால் வ ம, 

ஆதலால் % ௪ [ச்]: ஆதலால் [ச] 6 [ச]. 

2 ஏ. [ச] என்க. ,,9.வ ம... : 

a ~b என்பதால் ச, ௨ ௪. ,ஆதலால்,. ந ௨ ௪. ஆதலால் 

3 ௪ [2]. ஆதலால் [ச] 6: [2]. ஆதலால் [ச] - [5]. 

(2) .4-யின் ஒவ்வொரு மூலப்பொருளும் ஒரே ஒரு சமத்துவுக் 
கணத்துக்குத்தான் சொந்தமாகும். 

நிறுவல் : ் 
& ஏ [௨] -மற்றும்-£ ௪: [ச] என்க. “ஆதலால் % 6 ௪ மற்றும் 
& வ. ச் என ஆகிறது. ஆதலால் ௨ ௨.4-எனக் கிடைக்கிறது. ' 

[1]-ன்படி [ச] - [ச] என ஆகிறது. ஆதலால் [ச], [8] 
இரண்டும் ஒரே. கணமாகின்றன. ஆதலால் x, ஒரு ae 

துவக் கணத்துக்குத்தான் 'செொத்தமாரும்? 

(8) [20 [5] 
நிறுவல்: 

? ஆனால், an ச என இருத்தல் வேண்டும் 

[2] 0 [5] -- 9 என்க. “முடித்தால் 2௨ ச். என இருக். 
கட்டும். ௧௨ ம் என்பதால் [1]-ன்படி. [ச] - [ச்]. 

இது கொள்கைக்கு மூற்றிலும் எத் 

ஆகையால் ௪௩ b.
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2.7 .. வரைதல்கள் (188185) 

A sees கணத்திலுள்ள ஒவ்வொரு மூலப்பொருள் * Sa’ க்கும் 

தகுந்த ட் என்ற ஒரே ஒரு மூலப்பொருள் £-என்ற மற்றொரு கண்த்தில் 

இருக்குமானால், “4: என்ற கணம் B என்ற கணத்துக்குள் eo 

ut @eirarg) (A is mapped into B ). எனப்படுகிறது, Cinayth a — a’ 

என்றும் குறிக்கப்படுகிறது. இதில் ௨, ஈயின் பிம்பம் (image). 

உதாரணம்: 4 என்ற கணம் ஒரு நூல்நிலையம் என்க. 8 என்பது 

நேர்முழு எண்களின் கணம் (set of positive integers) _ என்க. 

,4-யைச் சார்ந்த ஒவ்வொரு புத்தகத்துக்கும் தகுந்த அதன் பக்கங் 

களின் கூடுதலைக் குறிக்கும் ஒரு முழு எண் .5-யில் காணப்படு 

கிறது. ஆயைால், 4 என்ற கணம் 8 என்ற கணத்துக்குள் வரையப் 

பட்டுள்ளது (A is mapped into B) srs ACG, 

இவ்வித வரைதல்களின் சில வகைகள் உண்டு. அவையாவன: 

(1) 2 revenge (Into mapping) 

(2) மேல்வரைதல் (0௦1௦ mapping) 

(3) ஒன்றுக்கொன்றாக வரைதல் (0௦6-006 ௨றற॥0ஐ) 

(1) உள்வரைதல்: மேலே பொதுவாக வரையறுக்கப்பட்ட 

*வரைதலும்”, நூல்நிலைய உதாரணமும் *உள்வரைதலை”க் குறிக் 
கின்றன, உள்வரைதலுக்கு மற்றுமோர் உதாரணத்தைப் பார்ப்போம்: 

ர என்பது ஆங்கிலத்திலுள்ள. ஒரு தொலைபேசிப் பெயர்ப்பட்டியல் 

(Telephone 6009)... ஆங்கிலத்திலுள்ள 26” எழுத்துகளை 
மாத்திரம் கொண்ட ஒரு கணத்தை 7 என்க. 4-ல் உள்ள ஒவ்வொரு 

பெயருக்கும் | தகுந்தாற்போல் அதன் முதல் எழுத்தைக் குறிக்கும் 

எழுத்து /-ல் காணப்படுகிறது. இத் தொடர்பை (correspondence ) 

7 என்ற கணம் 8-க்குள் வரையப்பட்டது? என்று கூறலாம். 

[் குறிப்பு: பெயர்ப் பட்டியலில் சில எழுத்துகளில் ஆரம்பிக்கும் 
பெயர்கள் இல்லாமலே இருக்கலாம்... ஒரே எழுத்தில் ஆரம்பிக்கும் 

பல பெயர்கள் இருக்கலாம். ] 

(2) மேல்வரைதலின் வரையறை (1968ஈ1(1௦0 ௦1 ௦௩7௦ mapping): 
2-யிலுள்ள ஒவ்வொரு மூலப்பொருளையும் பிம்பமாகக் கொண்ட மூலப் 

பொருள் குறைந்த அளவு ஒன்றாவது .4-யில் இருந்தால் A, -யின் 
மேல் வரையப்பட்டுள்ளது எனப்படுகிறது: 

உதாரணம் : மேற்கூறிய தொலைபேசிப் பெயர்ப்பட்டியல் உதார 
ணத்தை எடுத்துக்கொள்வோம். & யிலிருந்து தவரை உண்டான 86
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எழுத்துகளிலும் ஆரம்பிக்கும் பெயர்கள் இனத்துக்கு ஒன்றாகிலும் 

இருந்தால், 7-ல் உள்ள ஒவ்வோர் எழுத்தையும் பிம்பமாக உடைய 

பெயர் ஒன்றாவது ல் இருக்கும். ஆகையால் N, *2”-ன்மேல் 

வரையப்பட்டுள்ளது. 

(9) ஒன்றுக்கொன்றாக வரைதலின் வரையறை : (1)£8ஈர்(4௦௩ ௦7 
one-one mapping ): A stsitm கணம் 8 என்ற கணத்தின்மேல் வரை 

யப்பட்டதாயும், .4-யின் வெவ்வேறு மூலப்பொருள்களுக்கும். 8-யில் 
வெவ்வேறு பிம்பங்களும் இருந்தால், .4, 5-யின் மேல் ஒன்றுக் 

கொன்றாக வரையப்பட்டுள்ளது எனப்படும். இவ்வித வரைதலை 
ஒன்றுக்கொன்றான பிரத்தியேகத் தொடர்பு = unique correspon- 
360௦6 ) என்றும் கூறுகிறோம். 

உதாரணம் : மேலே கூறிய பெயர்ப்பட்டியல் உதாரணத்தை 
எடுப்போம். &-யிலிருந்து £& வரை உள்ள ஒவ்வோர் எழுத்திலும் 

ஆரம்பிக்கும் பெயர்கள் இனத்துக்கு ஒன்றுமட்டும் இருப்பதரக 

வைப்போம். இப்பொழுது “7/”-ல் உள்ள ஒவ்வோர் எழுத்தையும் பிம்ப 

மாக உடைய ஒரு பெயராவது 26ல் உள்ளது. மேலும் ல் உள்ள 

வெவ் வறு பெயருக்கும் “7-ல் வெவ்வேறு பிம்பமும் உள்ளது.. ஆகை 
யால்.” இது ஓர் ஒன்றுக்கொள்றான கனவன் ஆகும். 

28. மேற்கூறிய வரைதல்களுக்கு மேலும் சில உதாரணங்களைப் 

பார்ப்போம் : 

2.steusnyse (Into mapping) 

= {1,2,38.4}; T={x, » z} 

பொருளும் பிம்பமும் கீழ்க்கண்டவாறு இருக்கட்டும். 

1 +2; 2-73; 3 +33 4p — 

இப்பொழுது 5, 7-க்குள் வரையப்பட்டுள்ளது. 

  

படம் 1 ட் . ஓடி ஓ லை
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[இதில், 2 ஐப் பிம்பமாக: உடைய பொருள் ஒன்றும் 4-ல் இல்லை 
என்பதையும், :கஐப் பிம்பமாக உடைய பொருள்கள் $-ல் இரண்டு 

இருப்பதையும் கவனிக்கவும். ] 

Codey se (Onto mapping) 

| S= {1,2, 8,4}; T={yz} 
1-5. டி 8-4); 4-2 என்று கொள்வோம். ் 

T 
5 

A 

= 

~ 3 

4    
ன் ௪. 2 

ர் இதில், 7ல் உள்ள ஒ்கொரு பொருளையும் பிம்பமாக உடைய 
பொருள் 3-ல் குறைந்த அளவு ஒன்றாவது இருக்கிறது. கல் 

இது.ஒரு. மேல்வரைதல் ஆகும். : 

ஒன்றுக்கொன்றாக வரைதல் (086-006 ௨1) 

S= {1,2,8,4}; T={x, 9, 2w} 

l+z 2- x, 8 u, 4iy 6T OTE, 

+ 

x. 

g. 

2 

ப்ப   

  

"படம் 8 

7- யிலுள்ள ஒவ்வொரு பொருளையும் பிம்பமாகக் கொண்ட பொருள் 
8-ல் ஒன்றாவது இருக்கிறது. 3-ன் வெவ்வேறு பொருள்களுக்கு 7-ல் 
வெவ்வேறு பிம்பங்கள் இருக்கின்றன. ஆகையால், இது ஒன்றுக் 
கொன்றான வரைதல் ஆகும். af
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29. ஒரு கணத்தை அதே கணத்துக்குள்ளாகவோ, அல்லது அதன் 
மேலேயோ வரையலாம் (க் 864 0௧௩ be mapped into or onto 

_ itself) 

உதாரணமாக, 

A= {mp hw} 
XW, PAW, Z +P, WOK என்று இருந்தால், தனக்குள் 

ளேயே வரையப்பட்ட தாகும். 

ழி சி கேலு 0-2 ௮00 என்று கொள்வோம். கி, 00 

இவற்றைப் பிம்பமாக உடைய பொருள்கள் .4-ல் ஒன்றாவது இருக் 

கிறது. ஆகையால் இது, 1 தனக்கு மேலேயே வரையப்பட்ட தாகும். 

2.10. இரட்டைப் பொருள் செயல்கள் (910219 ௦087241018) 

4 என்பது ஒரு கணம் என்க. 4-யைச் சார்ந்த, (2, ம), என்று 

வரிசைப்படுத்தப்பெற்ற ௪, ம என்ற ஏதேனும் இரண்டு மூலப்பொருள் 

களின் சேரடியை (0060 றவ்ப) ௨௨௦ என்ற, .4-யைச் சார்ந்த, ஒரு 

பிரத்தியேகமான மூலப்பொருளுடன் இணைக்கும் செயலுக்கு, ஒர் 

இரட்டைப் பொருள் செயல் (84௧9 ௦ற6ரக(1௦1) என்று பெயர். 

உதாரணமாக, 7 ஒரு நேர்முழு எண்களின் கணம் என்க: 

சாதரரணக் கூட்டல் அல்லது சாதாரணப் பெருக்கல் ஓர் இரட்டைப் 

பொருள் செயலாகும். 

7௦8 148 என்று கொண்டால், 

ToS = 15. ஆகிறது. 

7௨8 7)%8 என்று கொண்டால், 

7௨8 - 56 என்றாகிறது. 

15, 56 என்றவையும் 7-யைச் சார்ந்தன என்பதைக் கவனிக்கவும். 

5: என்ற செயல் சில சமயம் கூட்டலென்றும், சில் சமயம் 

பெருக்கலென்றும் குறிக்கப்படும். ஆனால், எப்பொழுகு.ம் இவற்றைச் 

சாதரரணக் கூட்டல், சாதாரணப் பெருக்கல். :என்று கொள்ளக் 

கூடாது. பொருள்களைப் பொறுத்துக் “கூட்டல்” என்றால் என்ன, 

பெருக்கல் என்றால் என்ன என்று ஆங்காங்கே வரையறை செய்யப் 

படவேண்டும். [ 3 

2,11. aiflenswrim iss (Permutations) 

41 என்ற கணம் தன் மேலேயே ஒன்றுக்கொன்றாக வரையப்பட்டால் 

இந்த வரைதலுக்கு வரிசை மாற்றம் (6210121100) எனப் பெயர்.
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உதாரணம்: 4- (1,2,8, 4 5). பிம்பங்களைப் பின்வருமாறு 

எடுப்போம். ர “ஜஸ் மி பற்ன் ல 

1+ 8, 245, 81, 4-2, 5+4 இந்த வரைதலைக் 
கீழ்க்கண்டவாறும் குறிப்பதுண்டு. 

டட freee 
ea J. 

ட்ட] 

இந்த வரைதல், 4; தன்மேலேயே ஒன்றுக்கொன்றாக வரையப் 

பட்டதாகும். ஆகையால், இது ஒரு வரிசைமாற்றும் செயல் (ஐம் 

tation) ஆகும். இச் செயலை ‘a’, 68’ போன்றவற்றால் குறிப்ப 

துண்டு. இதைப் போல மேற்கூறிய 4 என்ற கணத்தில் மொத்தம் 

5p, = |S = 120 வரிசைமாற்றங்கள் ஏற்படலாம் என்பதை 

உணரலாம். இந்த 120 வரிசைமாற்றங்களும் ஒரு கணமாகின்றன 

(A.set of permutations). 

இந்தக் கணத்தில் ௨5 8 என்ற இரண்டு மூலப்பொருள்களை 

எடுப்போம். உதாரணமாக, . 

12345 ease) 

«=(ac1e4)" B= are 

என்று இருக்கட்டும். இவற்றைக் கீழ்க்கண்டவாறும் (குறிக்கலாம் : 

1௨-98; Q=5; B= 1; 44.=2;3; 54 = 4 

1p =5;28 = 1; 88 = 2; 48 = 8; 5p =4 

இந்த இரண்டு வரிசைமாற்றங்கள் a BP இவற்றின் பெருக்கல் 

என்னவென்று பார்ப்போம். ட்ட 

1 (ag) = (la)p = 88 = 2 
2(aB) = (22)8 = 58 = 4 

3 (af) = (8a)8 = 18 = 5 
os 4 (ap) = (4x) = 28 = 1 

«5 (af) = (5a)8 = 48 = 8 
12845 

॥ 

ஆகையால், ௩ - என ஆகிறது. 
் 10 451 } ne 

ap என்ற பெருக்கற் பலனைக் கண்டுபிடிக்கக் கீழ்க்கண்ட 
முறையையும் பின்பற்றலாம், ன ரர
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{ 12 345 1. 2௨ 545 
ap = ce து 

- 85-124). (51 28 ப் 

என்று எழுதுவோம். பிறகு முதல் அடைப்பில் 1-ன் பிம்பம். 8 

என்றும், இரண்டாவது :அடைப்பில். 8-ன் பிம்பம் 2 என்றும் தெரி 

கிறது. ஆகையால், பெருக்கற் பலனில் 1-ன் பிம்பம் 2 ஆகிறது. 

இதேபோல் * 2 *-ன் பிம்பம் 4 ஆகிறது. இவ்வாறே கண்டுபிடித்து, 

12845 
af = என்று எழுதிவிடலாம். 

24518 

(Bx) என்னவென்று பார்ப்போம். 

(11748 12945 129845 
(25) = | = 

- 512384f ls5124 A8512 

இதனால் ௨8 :* த எனத் தெரிகிறது. ஆகையால், பெருக்கலில் 

வரிசை (௦788) மிகவும் முக்கியமாகும். இதே போல a*, B*. af", 

க? போன்ற எந்தப் பெருக்கற் பலனும் கண்டுபிடிக்கலாம். எந்தப் 

பெருக்கற் பலனும் முதலில் சொன்ன 120 வரிசைமாற்றங்களில் 

ஒன்றுதான். 

2.12. சமச்சீர்க் குலம் S, (Symmetric Group Sn) 

ஒரு கணத்தில் வெவ்வேறான ஈ- மூலப்பொருள்கள் இருந்தால் 

இவற்றில் | வரிசைமாற்றங்கள் (ற₹ரரம012100௦) உண்டு. இந்த 

(யது வரிசைமாற்றங்களும் ஒரு குலத்தைச்! (௦) சேர்ந்தன. 

இந்தக் குலத்துக்கு | 17 வரிசை எண் உடைய சமச்சீர்க் குலம் Sn 

( Symmetric group S, ) என்று பெயர். இந்தக் குலத்தின் எந்த 

இரண்டு பொருள்களின் பெருக்கற் பலனும் இதே குலத்தின் வேறு 

ஒரு பொருளாக இருக்கிறது என்பதை மேலே பார்த்தோம், 

1284.....8 

இந்தக் குலத்தில். £ -{ \ 

என்ற பொருளும் உண்டு. இந்த வரிசைமாற்றத்துக்கு. முற் 

றொருமை வரிசைமாற்றம் (188ஈ1்0ு permutations) என்றுபெயர். 

1 குலம் என்ற Spouse கணம் அடுத்த அத்த மாமத்தில் விளக்கப்படுறது.



32 ்... புதுமுறை இயற்கணிதம் 

2.13. apa aflmewmpmd ( Cyclic Permutation ) 

A = (சட க, 86 பட்டி கயட்ட) என்க. 

‘y? என்ற வரிசைமாற்றம் கீழ்க்கண்ட பிம்பங்களைக் கொடுப்ப 

தாரக வைப்போம், 

@; + 4,53 4, + 4,5 Ag+ 4,5 Gs + As vee ceecee 

- Ae, டீ QM + ayy Aka சட டேட்டா + மேட 29. ௨ 

க Op இப்படி இருந்தால் 6*-க்கு £ நீளமுள்ள சுழல்வரிசை 
மாற்றம் எனப் பெயர், இந்தச் சுழல்வரிசை மாற்றத்தைக் கீழ்க்கண்ட 

விதமாகவும் குறிக்கலாம். 

(81 த 4௨ ககக ட டக ழே ய ய நே Ags yrereevcese 2 

a= : 

Bg Agere vvescc cay By நட்டி கை ட்டு 

சுழல்வரிசை . மாற்றத்தை இன்னும் சுருக்கமாகக் கீழ்க்கண்ட 

வாறுதரன் பெரும்பாலும் எழுதுவோம். 

. ௩5 (மட மீ 80 உ... இதன் பொருள் ஈ;, ஈட ஆகவும், 

ச ட ஆகவும், ... 3 டட டிடே ஆகவும், ஈடி 2) ஆகவும் மாறுகின்றன 

வென்றும் மற்றவற்றில் மாறுதல்கள் இல்லை என்றும் ஆகிறது. 

தேற்றம் 2.1. 

& என்பது 8 நீளமுள்ள ஒரு சுழல்வரிசை மாற்றமானால் ok = ௨. 

நிறுவல் : 

= (By மழ கீழ vee வை வ வவ ay) 

4, %.= 493 ச,” - (a, ala = 8௨௦ 8 

a,a° = (4,0") a ௧௨௦ = ay இதேபேரல 

a ak = சட என ஆகிறது. 

ae -வை' (as aa சப். வ டை ழே டே என்றும் எழுதலாம். 
ஆகையால்,.8ஃ௨ ஈ* - சஜ என ் நிருபிக்கலாம். 

ee 

at gk = 1 (7=1,2.8.., உ) எனக் காட்டலாம். 
ஆகையால் gk = உ என ஆகிறது. 

ட 12345) 
(உ-ம்): ௨ = [ என எடுப்போம். 

23145) 

இது 8 நீளமுள்ள ஒரு சுழல்வரிசை ஆகும். -



புதுமுறை... அடிப்படைக் கருத்துகள் 38 

(12845) (12845) 
4 r ச் 
(28145) (28145) 
(12845) 

॥ 4 ர் 
(81௨45) 
jee (12845) 

rR ர் 891245] (29145) 
_ 1 தக் 

112945. 

தேற்றம் 2.2. 

௬ழல் வரிசைமாற்றமில்லா ந ஒரு வரிசைமாற்றத்த் ஒன்றுக் 

கொன்று பொது இல்லாத (018)0101) பல சுழல்வரிசை மாற்றங்களின் 

பெருக்கற் பலனாக எழுதலரம் 

முதலில் இந்த முடிவை ஒரு சிறிய உதாரணத்தில் சரி:ரர்த்தும் 
பிறகு பொது நிரூபணம் கொடுப்5பாம். 

(; 23456 

81426 5) 

le = 8 82 =4 42 = 2; Ba = 1 

Qoasured, OQ ugg 6m 4-0 ay ள்ள சுழல் வரிசையாசிறத. 

அதாவது தீ - (1842), பிறகு 5௨-6; 6-5 என ஆகிற: 

இதை ஜ - (5 6) என எழு நலரம், 

(1 3842 =) (5 6 

875 1542 118௪) 
(18425 8) 

~ (8421685) 

fl 23845 6) 

(8142655 ~° 
BoauTda = (1842) (86) aor sng. 

பொது நிறுவல்: ச, A a, or: gg இருக்கும் இந்தப் பொருளை 

2; -விருந்து ஆரம்பிப்போம். 6, y = das Cpa = OS Agu = 4, 

வட என்று. இருக்கட்டும். ஈட என்று ஒரு கட்டத் 

3
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துக்கு வரும்பேரது, சடிக என்பது ச,, ச, ௨.௨ ரோட். இவற்றில் 

ஒன்றாக இருக்கமுடியாது. ஏனென்றால், இவை வேறு பொருள்களின் 

பிம்பங்கள். ஆகையால், ஈட - ச; ஆக: இருத்தல் வேண்டும். 

ஆகையால், இப்பகுதியை (ச; 82 உ மே) என்று குறிக்கலாம். 

மீதியுள்ள பொருள்களில் ம, உ 5 ம், என்ற பொருளிலிருந்து ஆரம் 

பித்து (ச், 4, ... லிட் என்ற ௬ுழல்வரிசையைக் கண்டுபிடிக்கலாம்: 

தங்கள் மேலேயே வரைந்த கொள்ளாத பொருள்கள் எல்லாவற்றை 

யும் மேற்கண்டவாறு தொகுத்துவிட்டால், 

x= (a, ரீவி) (6, Dae. விய) 

என்று எழுத முடியும், 

2.11. பரிமாற்றம் (1250081110) 

2-நீளமுள்ள ஒரு சுழல்வரிசைக்குப் பரிமாற்றம் (121500 1100) 
என்று பெயர். அதாவது ஒரு பரிமாற்றத்தில் இரண்டு பொருள்கள் 

மரத்திரம் இடம் மாற்றிக் கொள்கின்றன. மற்றப் பொருர்கள் இடம் 

மாறுவதில்லை. 

(உ-ம்.) 
12845 

க, | 1432 7] என்பது ஒரு பரிமரற்றம், இது 

2-நீளமுள்ள சுழல்வரிசை மாற்றம் ( 2 4) என்பதை உணரலரம், 

தேற்றம் 2.3. 

எந்த ஒரு ௬ழல்வரிசை ஈரற்றத்தையும் பரிமாற்றங்களின் பெருக் 
கற் பலனாக எழுதலாம், 

8: (ச) சத சீ வே) என்க. 

(சடசட) (௦ சய (ச; ஈய) (ச, சமி... (டாடி என்ற பரி 
மாற்றங்களின் பெருக்கற் பலனை எடுப்போம். முதல் அடைப்பி 
லிருந்து ச,--ஈட என்றும், இரண்டாவது ADL LILO GHB aya, என் 
றும், பிறகு ஈ, என்பதே வரவில்லை என்றும் பார்க்கிறோம். ஆகையால், 
பெருக்கற் பலனில் a,—+a, ster ஆகிறது, இதேபேரல A245, A,+0,5 
டே Fk TOT BEM. Ip Fed Qpoor_cuIed 80-58) என்றும், பிறகு 

2. வரவில்லையா தலரல் ௪-ஈ, என்றும் முடிவரகிறது., ஆகையால், 
மேற்கூறிய பெருக்கற் பலன் (ச, சீ (சட கைலை ax) என்ற ௬ுழல்வரிசை 
மாற்றத்துக்குச் சமம் எனப் பார்க்கிறோம். 

தேற்றம் 2,4, 
எந்த ஒரு வரிசைமாற்றத்தையும் பரிமரற்றம் 5 $5 i வன்க வழு க் த்தையு ற்றங்களின் பெருக்கற்
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நிறுவல் : தேற்றம் 2.2-ன்படி: எந்த ஒரு வரிசைமாற்றத்தையும் 
சுழல் வரிசை மாற்றங்களின் பெருக்கற் பலனாக எழுதலரம் எனப் 

பார்த்தோம். தேற்றம் 2:8-ன்படி, எந்தச் சுழல்வரிசை மாற்றத்தை 
யும் பரிமாற்றங்களின் பெருக்கற் பலனாக எழுதலாம் எனப்: பார்த் 

தோம். இந்த இரண்டு முடிவுகளையும் ஒன்றுசேர்த்தால் 4ஆவது 

தேற்றத்தின் முடிவு புலனாகிறது. 

(உ-ம்.) 

(1284567) 
} 

. 8467152 ர என்று வரிசைமரற்றத்தைம் 
பரிமாற்றங்களின் பேருக்கற் பலனாக எழுதவும். 

1] நஜ 89) கிறு. ட 6, =5; Se =1; 

2Bea=442 = 7; Te =e. 

BOs a = (1865) (247) stor ado. 

(1 3 6 5) = (18) (85) (65) என எழுதலாம். 

(247) = (27) (47) என எழுதலாம். 

ஆதலால் «a = (15) (85) (65) (27) (47) என ஆகிறது: 

2.15. ஒரு வரிசைமரற்றத்தைப் பலவகைகளில் பரிமாற்றங்களின் 

பெருக்கலாகக் கூறலாம். 

(உ-ம்.) (1284) = (14) (24) (84) 

= (138) (24, (8 4) (1 8) (24) 

மேலும், ஒரு பரிமரற்றத்தின் வர்க்கம், முற்றொருமை வரிசைமாற்ற. 

மாகையரல், அதாவது (1/) (37) - 6 என்பதால், எந்தப் பரிமாற்றங் 

களின் பெருக்கலிலும் இதுபோன்ற பரிமாற்றச் சோடிகளை சேர்க்கலாம். 

(உ-ம்) (1284) - (14) 64) (54) (29) (89) 

தேற்றம் 2.5. 

ஒரு வரிசைமாற்றத்தை எந்த வகையில் பரிமாற்றங்களின் 

பெருக்கலாகக் கூறினாலும், பரிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கை இரட் 
டையாகவோ அல்லது ஒற்றை பரகவேர இருக்கும். 

நிறுவல்: ஈ வரிசை எண் உடைய முற்றொருமை வரிசைமாற் 

றத்தை எடுப்பேரம், 

12... 

அதாவது 6 = | 12%...
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இதற்குத் தகுந்தாற்போல் 7/2 என்ற ஒரு கேரவையைக் கீழ்க்கண்ட 

வரறு வரையறுப்போம்; 

Pe = ச (பே) tf =, Bun (i<j) 

i<j 

(உ-ம்) 2 1284 
Pe = (*,—*2) (4, —*,) (இது 

( 28 4) டட 
என்றால், 

% (௧20) (உ எட) கோ சப) 

FL 2 தேவையா 
ze ( எனக் fi ம். 12 2 ப்ப ) கொள்வேர 

Pa = i<j (2-3) என ஆகிறது. 

1284 
(உ-ம். 2 = ( 4128 என்க. 

Poa = ப) Cee, ) (xr, ) 
9 (கோடி) (கட) (௨) 

£-ல் (68) என்ற பரிமாற்றத்தைச் செய்வோம். அதாவ, 

9- (44). இதில்க் ௮ / எனக் கொள்வோம். 

7*ச-ல் உள்ள (9-௮) என்ற காரணி 

/ 8-ல் (அ--ட) என மாறுகிறது; 

் ௮ம் என இருக்கும்பொழுது (3-9), (பட என்ற காரணி 

கள் மாறுவதில்லை. 

? - / என இருக்கும்பொழுது ( 8-௯), (ஊட) என்ற கரரணி 
கம் மாறுவதில்லை. 

14 என இருக்கும்பொழுது ( ஷு என்பது (உ) 

என்றும், (கோட) என்பது (௮) என்றும் மாறுகின்றன. 

இவ்விதச் சோடிகளாகச் சேர்க்கலாம் ஆசையால், இச் சோடி 
களின் பெருக்கற் பலனில் திசைமாற்றம் இல்லே. ஆகையரல், ஒரு பரி 
மாற்றத்தால், ஒரு திசைமாற்றம் மாத்திரம் ஏற்படுகிறது. அகையால், 
௨ என்ற வர்சைமாற்றம் ர பரிமாற்றங்களின் பெருக்கற் பலனாக 
இருந்தால், Po = (1) Pe eros Em Ens. உவை. 4 பரி 
மாற்றக்களின் பெருக்கற் பலனாசவும், : பரிமரற்றங்களின் பெருக்கற் 
பலனாகவும் கூற்ணால், சந 5 (192௨ = (--1)5 7௦ எனக் 
கடக்கும். (1) 22. (192- என இருப்பதால் 5, s
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இரண்டும் இரட்டையாகவோ அல்லது ஒற்றையாகவோ இருத்தல் 
அவசியம். 

2.16. இரட்டை மற்றும் ஒற்றை வரிசைமாற்றம் (46 ஊம் ௦0ம் 
permutations) 

வரையறை: ஒரு வரிசைமாற்றத்தைப் பரிமாற்றங்களின் 

பெருக்கற் பலனாக எழுகும்போது பரிமாற்றங்களின் எண் 

ணிக்கை இரட்டையாகவோ ஓந்றையாகவோ இருக்குமானால், 

அந்த வரிசைமாற்றத்துக்கு இரட்டை அல்லது ஒற்றை வரிசை 
மாற்றம் எனப் பெயர். 

தேற்றம் 2.5. 

n மூவப்பொருள்கள் உள்ள ஒரு கணத்தில் உண்டாகும்: 

) 1 வரிசைமரற்றங்களில் 12 இரட்டை. வரிசைமாற்றங்களும் 

| 3 

ஒற்றை வரிசை மாற்றங்களும் உள்ளன. 

NI
 

நிறுவல்: இரட்டை. வரிசைமாற்றங்களின் எண்ணிக்கை 7 ஆக 

வும், ஒற்றை வரிசைமாற்றங்களின் எண்ணிக்கை 9 ஆகவும் இருக் 

கட்டும். ,”, 742 | ஈ என ஆகிறது. ஓர் இரட்டை வரிசைமாற் 

றத்தை எடுத்து அதில் ஒரு பரிமாற்றத்தைச் செய்தால் அது ஒற்றை 
வரிசைமாற்றமாக மாறுகிறது. இதே போல * இரட்டை வரிசை 

மாற்றங்களையும், ஒற்றை வரிசைமாற்றங்களாகச் செய்யவும். இந்த (7 

ஒற்றை வரிசைமாற்றங்கள் முதலில் கருதிய *2? ஒற்றை வரிசை 

மாற்றங்களின் ஒரு ப'ுதியாகவோ அதே 2 மாற்றங்களாகவே 

இருத்தல் வேண்டும். . 

7 ௨ 2 என ஆகிறது. (1) 

இதேபோல 9 ஒற்றை வரிசைமாற்றங்களையும் எடுத்து, அவை 

ஒவ்வொன்றிலும் ஒரு - பரிமாற்றம் செய்து இரட்டை வரிசைமாற்றங் 

களாகச் செய்வோம். இதனால் 2 5 7 என ஆகிறது. (2) 

(1), (8) இவற்றிலிருந்து £ -- என ஆகிறது. 

7325 |ஈ என்பதால் 

7 2: $[॥ எனக் கிடைக்கிறது.
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ல் பயிற்சி அ 

le :கீழ்க்கண்ட இணைப்புகள் “சமத்துவ “இணைப்புகள்.” எனக் 

காண்பிக்கவும் : x PO 

(1) பல முடிவுள்ள (finite) கணங்களின் - தொகுப்பில் * ஒரே 

எண்ணிக்கையுள்ள மூலப்பொருள்களைக் கொண்டது £* - என்கிற 

இணைப்பு. pattern ல. ee a 

(ஐ) நேர்முழு எண்களின் கணத்தில் வரிசைப்படுத்தப்பட்_ 

இரண்டு சோடிகள் (7) (௦ ௩௦2 றம என்று இருக்கு 

மானால், (% 9) = (42) என்கிற இணைப்பு. : -. - 

(இ) முழுஎண் கணத்தில் “ஈட் ஆல் வகுபடும்பொழுது ஃ, 3 

சன்ற எண்கள் ஒரே மீதங்களைக் கொடுத்தால் £ -3 (மட்டு) 

என்கிற இணைப்பு. 

௨. 7 என்பது முழு எண்களின் sorb. i el. 4 தனக்குள் 

ளேய3ே கீழ்க்கண்ட விதங்களில் வரையப்படுகிறது. இவற்றில் 

எவை *உள்வரைதல்கள்?, எவை டமல்வரைதல்கள்”, எவை 

“ஒன்றுக்கெரன்றான வரைதல்கள்? எனக் கூறுக. 

1) “74-24 85 ஐ 23 

8) i+i? 4) i+2i-—1 

5) i+-i+5 6) i+i—4 

மாதிரி விளக்கம் 

1) i+ 8=7 என்க. 2202-8. 1' என்கிற 'ஒவ்3வொரு 
மூழு எண்ணையும் பிம்பமாகவுடைய பிரத்தி3பகமரன 4 என்ற ஒரு 

மூழு எண் உள்ளது. ஆகையால், இது *ஒன்றுக்கொன்றான? வரைதல் 
ஆகும். ர கடி சல
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அ) 17 447 என்க, 22 +i—i’ = 0 

SS oaks VIG at 

ee SS 

1 என்ற எந்த முழு எண்ணையும் பிம்பமாக உடைய என்ற முழு 

எண் இருக்கவேண்டும் என்பதில்லை. ஆகையரல், இது ஒரு * மேல் 

வரைதல்” ஆகரது. ஆனால், ஒவ்வொரு உக்கும் தகுந்த?” என்ற 
பிரத்தி?யகமான ஒரு முழு எண் ள்ளது. தநவ்குயால், இது, ஓர் 
“உள்வண்ர்தல்* ஆகும்; டா ் 

8. ம என்பது எல்றர மெய் எண்களின் கணம் (-et of all real 
numbers) xe R. R, sorsGstCarsu’ Epsaarr. விதங்களில் 
வரையப்படுகிறது. இவற்றில் எவை “உள்வரைதல்கள்?, எவை 
*மேல்வரைதல்கள்”, எவை *ஒன்றுக்கொன்றான வரைதல்கள்?? 

C1) w+ 2e— 1.) xa? 
(8) xx (4) 2-4 

4. 2 என்பது எல்லா நேர்முழு எண்களின் கணம். ஈ ஐ P. 
n—+2n என்பது 7-யை, எல்லா . இரட்டை நேர்முழு எண்களின் 
கணம் &-ன் மேல் ஒன்றுக்கொன்றாக வரையப்பட்டுள்ளது என 

நிரூபி. 

௨. கீழே : கொடுக்கப்பட்ட உர இவை A={1,2,38 4,5} 

என்ற கணத்தின் வரிசைமரற்றங்களரனால், ௨8, நீக) ௨“ நீ af? 

இவற்றைக் கண்டுபிடிக்கவும். 

(ஐ2ு 1௧-33 8௨ -1; 8௨ 8; 4௨ =~5; 5a =4 

1 8-1, 29.4, 8898-2, 498, 5p =8 

(b) la =4, 2a =8, 8a =5; 4a =1, Sa 

1p=2, 28=8, 88=1, 48 =4 568 =5 

712846 712845 
=(sasie) p=( ) 

, presse ga (122845 
(4) 85 ககக =(osiae)
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6. கீழ்க்கண்டவற்றல் 1 என்பது 8,-ன் ஒரு மூலப்பொருள். 

ஐ ஒன்றுக்கொன்று பொது உறுப்பில்லாத (disjoint) சுழல்வரிசை 

மாற்றங்களின் பெருக்கபா 5 எழுதவும். 

(a2) 1r=8 இர Br=1; 4r=7; Sra 5 

6rz= 6; T7r=2 

ர் a fb) Ir 2r=8, 8r= 4, 4r= 7, இர. 

6r= 1, Tr=2 

60 7 
12834567 
ஜலம் லத | 

(8) 
12834567 

லு [கடத] 

fe) (128) (16548) 

மு (2184686) (172) 

7. ம, ஒற்றை அல்லது இரட்டை எண்ணாக இருப்பதற்குத் 
தகுந்தாற்போல & நீளமுள்ள ஒரு சுழல்வரிசை இரட்டை அல்லது 
ஒற்றை வரிசைமாற்றமாக இருக்கும் என நிரூபிக்கவும். 

&. ஒவ்வோர் இரட்டை வரிசைமாற்றத்தையும் 8- நீளமுள்ள 
சுழல்வரிசை மாற்றமாகவேோ அவற்றின் : பெருக்கலாகவேர எழுத 
லாம் என்பதைச் சரிபார்க்கவும்.



3. குலங்கள் 

(Groups) 

3.1. Gasset aisogucm (Definition of a Group ) 

2 1௪ம், ய என்ற ஒரு கணத்தில் (861), ‘o என்ற ஓர் 

இரட்டைப் பொருள் செயலின் (81ஈகர ௦06£ல1ம்௦0) சார்பாக, கீழ்க் 

கண்ட நான்கு விதிகளும் உண்மையானால் 2 என்பது ஒரு குல 
சாசகிறது. 

விதி 1: ச, ம் என்று வரிசைப்படுத்தப்பட்ட எந்த இரண்டு 
மூலப்பொருள்களையும் 4” என்ற செயலால் இணைத் 

கூல், ‘ach? sip Gow சார்ந்த பிரத்தியேக 

மான ஒரு மூலப்பொருள் கிடைக்க வேண்டும். 

AH 2: a,b,c என்ற மூன்று மூலப்பொருள்களையும் எடுத் 

sre, (a@ob)oc=ac (boc) என இருத்தல் 

வேண்டும். 

விதி 5: எந்த மூலப்பொருள் a? ஐ எடுத்தாலும் 
2௨22 2, ர என்று இருக்குமாறு %” என்ற ஒரு 

பொருள் 0-யில் இருத்தல் வேண்டும். 

விதி 4: எந்த மூலப்பொருள் i ஐ எடுத்தாலும் 

2௨௨1 - ௧1௨௨: ச என்று இருக்குமாறு “௨*-க்குத் 

தகுந்த * 8-1 * என்ற மற்றொரு மூலப்பொருள் 65யில் 

இருத்தல் வேண்டும். 

குறிப்பு : 1 ஆவது விதிக்கு *அடைப்பு விதி: (0105ப76 1௨௯) என்று 

பெயர். இரட்டைப் பொருள் செயல் என்பதிலேயே இந்த 

“அடைப்பு விதித் தன்மை” அடங்கியுள்ளது என்பதைச் 

சென்ற அத்தியாயத்தில் பார்த்தோம்.
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2ஆவது விதிக்குச் *சேர்ப்பு விதி? (8500181146 1219) 
எனப் பெயர். 

8ஆவது விதியில் கண்ட 'ச* என்ற பொருளுக்கு (யின் 

முற்றொருமைப் பொருள் (18801113 6160201) என்று பெயர். 

4ஆவது விதியில் கண்ட *8” 1? என்ற பொருள் *௨*-யின் 
எதிர்ப்பொருள் (1௩௭௭56 10௯0) எனப்படுகிறது. 

2? என்ற செயலுக்கு * ஒன்று?சர்க்கும் செயல் ? (௩0/6 ௦8 

(0000041100) என்றும் பெயர். 

ன்ற ஒரு குலத்தைக் குறிப்பிட வேண்டுமானால் 6-யின் 

மூலப்பொருள்கள் என்னவென்றும், ஒன்றுசேர்க்கும் செயல். 

(rule of composition or binary operation) என்னவென்றும் ' 

: குறிப்பிட வேண்டும். : பொதுவாக, எந்தக் குலத்தையும் (0.௨ 

என்று குறிப்பிட வேண்டும். 6 என்பது கணத்தையும், “2”, 

என்பது இரட்டைப் பொருள் செயலையும்' குறிக்கின்றன. . ... 

மாதிரி 1: 8 என்ற மெய் எண்களின் கணம், சாதாரணக் 
கூட்டல்( 1-) என்ற செயலின் சார்பாக ஒரு குலமாகிறது எனக் காண் 
பிக்கவும். 

நிறுவல் : 8ஜச் சார்ந்த ஈ, ம் என்ற எந்த இரண்டு எண்களை 

எடுத்தாலும் ச 4 ம் - ஒரு மெய் எண் - £ € 6 என்பது உண்மை. 

(a by என்ற மூன்று எண்களை எடுத்தாலும் 

(a+ 6)+¢ =a4+ (b+) என்பதம் உண்மை. 

2௩0-048: ௨ என்பதும் உண்மை. 

எந்த எண் '2'-க்கும் தகுந்தவாறு ௨-- (2) - (42௪2-0 
என்று இருக்குமாறு 5-௨ என்ற எதிர் எண் உள்ள து. ஆகையால், R 
என்ற கணம் ஒரு குலமாகிறது. இக் குலத்தை (8, 4) என்று 
குறிப்பிடலாம். 

இதே பேரல 7 என்பது முழு எண்களின் (1௦16868718) கணமானால். 
(2, *) என்பது ஒரு குலம் என்பதைச் சரிடார்க்கலரம். இதேதபோலக் 
SUL stooraafist (complex numbers) கணம் C Beyer, (C, +) 
என்பது ஒரு குலம் என்பதை உணரலாம்.
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2, . , அபெலியன் "கலம் (&௦௦14க௩ ௦0) - 

ஒரு குலத்தில் ச, ச் என்ற எந்த இரண்டு பொருளை எடுத்தாலும் 

8௦0 - 8௦8 என்று இருக்குமானால் அதரவது பரிமரற்று விதி. (com- 
‘mvtative Jaw.) S:ebrenbiit இருக்குமானால், அந்தக் குல்த்துக்கு 
அபெலியன் குலம் என்று பெயர். (&ஈ1 என்பவர் சென்ற நூற்றாண்டின் 

ஒரு கணித மேதை தஆவார்,) (4. +) (L.+)(G, +) போன்றவை 
அடெலியன் குல்ங்கள் என்பதை உணரலாம்... த 

2.3. பூச்சியத்தைத் தவிர உள்ள மெய் எண்களின் கணம் 8, :ஆனால், 

... (2௦, என்ற அமைப்பை எடுப்3பரம். இதில் * . * என்பது சாரதா 
ரணப் பெருக்கல் என்று கொள்மீவாம். 

ச) € 1 ஆனால், ஈ.ச் © Ro என்பது உண்மை. ae 

a, 6, 2 6 Ro ஆனால், (8.8)2- 2. (8.0) என்பதும் உண்மை. 

ae S lta sa என்பதும் உண்மை... 

1 என்ற எண் முற்றொருமை எண்ணாக உள்ளது.. பூச்சியத்தைத் 

தவிர உள்ள எந்த எண் *ஈ*-ச்ஞகும், நஃ௰ு1 ௨ ௧1.௨5 1 என்று 
இருக்குமாறு ௨-1! ? என்ற எதிர் எண் உள்ளது, ட் 

மெலும் ஈ.ம் - ம. ஈஉ என்பதும் உண்மைபானபடியால், (/7:₹] 
என்பது பர் அபெலியன் குலம். இதேபோல, பூச்சியத்தைத்் தவிர 

உள்ள: எல்லா விகிதமுறு (1காம்௦21) எண்களின் ,கணம் (09% என்றால், 

(0௨, :) என்பது பர் அபெலியன் குலம் என்பதைச் சரிபார்க்கலாம். 

முழு எண்களின் கணம் 7 ஆனால் (7 :) என்பது:ஒரு குலமாகாது 

என்பதை தப் பார் ப்ப்பாம். 

௦௪ 7 ஆனால், ம.ம் ௪ 7 என்பது உண்மை. 

a,b,¢cGl mop, (4.6).c =a. (b+ 6) என்பது 
உண்மை. 

2:21 1.22 ச என்பது உண்மை, 

2.௪ 4 1 என்று இல்லாத வேறு எந்த முழு எண் *௨*-க்கும், 

அதன் எதிர் எண்ணான 8” ' என்பது ஒரு முழு எண் ஆகாது, ஆகை 

யால், ௧-* என்பது /-ல் இல்லை. ஆகையால், (4, .) என்பது ஒரு குலம் 

அன்று.
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தேற்றம் 3.1. எந்தக் குலம் (0, )-விலும் கீழ்க்கண்ட முடிவுகள் 
உண்மையரனவை. 

(1) முற்றொருமைப் பொருள் 4” என்பது, 0-க்குப் பிரத்தி3யக 
மரக: ஒன்றுதான் உண்டு. 

(2) யின் ஒவ்வொரு பொருள் :௦”-க்கும் த்குந் த ..பிரத்தி3யக 

மான ௨” என்ற ஒரே எதிர் எண்தான். உள்ள து. 

(3) ௨,8,2€0 மற்றும் 2 ௦ம--4௨2 ஆனால், 4-2 என்பது 
- உண்மை, 

(4) ௫,260 மற்றும் - 2௨2ஆனால், ம்-2 என்பது 
- உண்மை. 

(5) a,b EG; a0ox=b wid yo a=b என்று இருக்குமாறு, 
மரத்தியேகமான பொருள்கள் %, 9, யில் உள்ளன. : ' 

(6) 6ம் “0 ஆனால், (2௦ 4)-1--1! ௨௨1 என்பது உண்மை. 

கிறுவல் : 

(1) முடிந்தால் .6யில் ச) 2 என்ற இரண்டு முற்றொருமை * 
இபாருள்கள் இருக்கட்டும். 

[ஐ முற்றொருமைப் பொருளாகக் கருதினால், 

ச, 2-2 என ஆகிறது. (1) 

ஐ முற்றொருமைப் பொருளாகக் கருதினால், 

2௦ £-2' என ஆகிறது. (2) 

(1), (£) இவற்றிலிருந்து ச£-ச என ஆகிறது. ஆகையால், 

4-ல் ஒரே ஒரு முற்றொருமைப் பொருள்தான் உள்ளது. 

(2) முடிந்தால் *ஈ7-க்கு ௨) ர என்ற இரண்டு எதிர் எண்கள் 

இருக்கட்டும், 

ஆத்தலால், 2௦2-௦ 8-௪ என்றும், £௨)-ர ௨ £-ச என்றும் 
ஆகிறது. 

“aox =e என்பதை எடுப்பேரம். இரண்டு பக்கங் 
- களையும் “ர”-யினால் முன்செயல் (றா£₹- -0ற672(10௦0) செய்வோம். '
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Jo (40x) = poe 
AVUH), (0a) guay 
அல்லதுடி ௪௦ நற 

அல்லது, 2-7, ஆதலரல், “ஈ”-க்குப் பிரத்தியேக. 
மான ஓர் எதிர்ப்பொருள்தரன் உள்ளது. 

(8) 8௦௦-8௦0 இரண்டு பக்கங்களையும் *2*-யின் எதிர்ப். 
பொருள் ஈ-1 ஆல் முன்செயல் செய்வோம். 

21௦8௦0041௦ aoc 

அல்லது ச5ம்--௪ ௦ 

அல்லது ச் - ௨ என: ஆகிறது. 

(A) boascoa இரண்டு,பக்கங்களையும்? 2-1 என்ற பொரு... 
ளால் பின்செயல் (0030 ௦0சவ10௦0) செய்வோம். 

(boa)oa'= (¢°a) ea}, 

அல்லது ச௨(௦ ௨1) =eo(ac 2-7) 

அல்லது boe= coe 

அல்லது ௦ என ஆகிறது. 

(5) 8௦55ம். இரண்டு. பக்கங்களையும் ச-* ஆல் முன்செயல் . 
செய்3வரம். ் 

ato(aox) =a tosh 

அல்லது (௪1200௦௨௧௨௮ நார உர் 

அதாவது 8௦85 துத் 

அல்லது 8 811௨4. ஆகையரல், ௨ என்பது 

ஈ, ம்.ந்குந் தகுந்த பிரத்தியேகமான தீர்வு, 

yeas b 

UH, yo (a0am') = boam) 

அல்லது, yoe=beoa? 

அல்லது, 3: 8௨௨1. அதரவது ற என்பதும் : 
௪, க்குத் தகுந்த பிரத்தியேகமான தீர்வு. 

(8) (a0) (6-1 0a") =ao(bob") oa? 
, rR, (a ௦ e) 6 ao} 

கேஜ ௦801. ச.
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ஆகையால், சீ-1 ௦81 என்பது .ச ௨-ன் எதிர்ப்பொருள். 

ஆகையால், (ர௨2)-1- 2-1, .ஜா1. 

3.4. சில வரையறைகள் 

(1) முடிவுள்ள மற்றும் முடிவில்லாத குலம் (1546 ஊ௱௦ 1௦8௦1௧ 
Group): ஒரு குலத்திலுள்ள பொருள்களின் எண்ணிக்கை ஒரு முடி 
வுள்ள அல்லது ஒரு முடிவில்லாத எண்ணானால் அந்தக் குலம் முடி 
வுள்ள அல்லது முடிவில்லாத குலம் எனப்படுகிறது. — 

(2) ஒரு முடிவுள்ள குலத்தின் வரிசை எண் = (Order of a 
Finite Group): ஒரு முடிவுள்ள.குலத்திலுள்ள பொருள்களின் எண் 
ணிக்கையைக் குறிக்கும் எண், அந்தக் குலத்தின் வரிசை எண் 
(௦7080) ஆகும். 

(8) உட்குலம் (3ப1-27000): 0 என்ற குலத்துக்குள், £” என்ற 
ஓர் உட்கணம் தனக்குள்ளாகவே அதே செயலின் சார்பாக ஒரு 
.குலமானால், 4” என்பது ன் ஓர் உட்குலம் (sub-group)  ereores 
படுகிறது. 

'தேற்றம் 3.2 : 0 என்ற குலத்தில் £ என்ற ஓர் உட்கணம், 
அடட்குலமாக இருக்கவேண்டுமானால், கீழ்க்கண்ட இரண்டு நிபந்தனை 
கள் உண்மையாக இருத்தல் வேண்டும். 

(1) க 4 ஆனால், ஈ௦ச் 6 2” ஆக இருக்க வேண்டும். 

(2) ae Kk ஆனால் 2! 6 1 என்றும் இரு த்தல்வேண்டும். 

நிறுவல் : மூதல் நிபந்தனையால் குலத்தின் அடைப்பு விதி 
(Closure law) © otremious € pg. 

ayb,cG K, EC G என்பதால் ஈம், ௨௨6 என ஆகிறது. 

ஆகையால், (௪௦௨௦) ௨75௪ ௨116 ot} சு ஜாட eK 

சான்பதால், 2௨! 6 4 என ஆகிறது. ஆனால், ௪௭39 முற் 

ரொருமைப் பொருள். ஆகையால், 7யின் முற்றொருமைப் பொருள் 425 

ஆகிறது. 

௨” ௨ 4 என்பதால், ஈக்கு 7ல் எதிர்ப்பொருள் இருக்கிறது 
கான்பதும் உண்மையாகிறது. ஆகையால், 2 ஒரு குலமாகிறது. 
கட 0 என்பதால் 4, சேன் ஓர் உட்குலம்,
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“மாதிரி 2: 6 ஒரு குலம். சேன் ஒவ்வொரு பொருளுடனும் பரி 

மரற்றம்செய்யும் (௦௯ம் ன் பொருள்களடங்கிய 4?என்ற: ஓர் 

- உட்கணம்; ன் ஓர் உட்குலமென்று காண்பிக்கவும். 

Zin Zar Zp oe 2 என்க. 

xEG ass. 

கொள்கையின்படி 2; 2௪% 2, 

823 கட. என ஆகிறது. 

(2) 2224-8124 822 (0 82) 

ஆகையால், 5,_.₹2 © 8 என ஆகிறது, 

மேலும் x = x 

2 தி... ie 

அல்லது 21 25 க1 கம்" 
த்ர 

ஆகையால், &,-* ௪.2 என ஆகிறது, ஆகையால், தேற்றம் 
இன்படி 2, செயின் இர் உட்குலமென ஆகிறது. — 

3.5. Gu@ssed a1 Leer (Multiplication Table) 

ஒரு முடிவுள்ள கணமும், அதற்குத் தகுந்த இரட்டைப்பொருள் 
செயலும் (Binary operation) வரையறுக்கப்பட்டரல், கணத்தின் ' 

பெருக்கல் அட்டவணையைத் தயார் செய்;ப முடியும். இந்த அட்ட 

வணையிலிருந்து பல முடிவுகளா நாம் காணமுடியும். ஒரு கணம், 

குலம் என்று நிரூபிக்கவே இந்த அட்டவணையைப் பயன்படுத்தலாம். 

பெருக்கல் அட்டவணையின் விளக்கம்? (சட 8, உ ஈட் என்பதுடி 

சரதரரணப் பெருக்கலின் சரர்பாக ஒரு குலம் என்க. 

  

  
  

      
    

| ay | a, ந a; a, 

a, a, a | a, a, | a, as | a, a, 

ag a, a, a, a, a, a, a, a, 

a; a, 83 a, ay a, a, a, a, 

a, a, a, ரு a, | உட a, a       
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இதில் நிரைகள் (10188) சபி, 8, @,,4, எனக் குறிக்கப்பட்டுள் 

ளன. நிரல்கள் (௦௦1ம8) @,, G25 45, 4, எனக் குறிக்கப்பட்டுள்ளன. 

உதாரணமாக, ஈ, என்று குறிக்கப்பட்ட நிரையும், ச, என்று: குறிக் 

கப்பட்ட நிரலும் சந்திக்கும் கட்டத்தில் £, ஈட என்ற பெருக்கற் பலன் 

எழுதப்பட்டுள்ளது. பொதுவாக (ஈ௩௩) என்ற பெருக்கற் பலன், 

ச; என்று குறிக்கப்பட்ட நிரையும், ௩, என்று குறிக்கப்பட்ட நிரலும் 

சந்திக்கும் கட்டத்தில் எழுதப்பட வேண்டும். இதேபோல, இந்த 

அட்டவணையிலுள்ள எல்லாக் கட்டங்களையும் நிரப்பிவிடலாம். 

இந்த மாதிரியான அட்டவணையைக் கீழ்க்கண்ட மாதிரிக்கும் 

பயன்படுத்துவோம். 

மாதிரி3: {1,%—l,—i} என்ற. கணம் சாதாரணப் பெருக் 

கலின் சரர்பாக ஒரு குலம் என்று கரண்பிக்கவும். 

இக் கணத்தின் பெருக்கல் அட்டவணை கீழே கரட்டியபடி உள்ளது. 

  

    
  

  
  

            

1 1101. 

1 i bg bat | oe 

z z ர் —1 1 

t/a} ela]; 

mf Lugd a | g | aa 

அ; 1 
இந்த அட்டவணையீலிருந்து கீழ்க்கண்ட உண்மைகளைச் ச 

பார்க்கிறோம்; 

(1) கணத்தின் எந்த இரண்டு எண்களையும் பெருக்கினால் 

கணத்தின் மற்றோர் எண் கிடைக்கிறது, 

(2) எந்த மூன்று எண்களை எடுத்தாலும் சேர்ப்பு விதி உண்மை. 

உதாரணமாக [?(-1)](-42) = i[(—1) (—-i)J= — 1 

(8) மூற்ரொோருமை எண் 1 எனத் நெரிகிறத:. 

(4) எந்த எண்ணுக்கும் பிரர்தியேகமான எதிர் எண் உள்ளத. 

உதாரணமாக, 1-க்கு எதிர் எண் 1; 2-க்கு எதி எண் —i ¢ 
-1-க்கு எதிர் எண் --]; க்கு எதிர் எண் 4.
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மேலும் எந்த இரண்டு எண்கள், உதாரணமாக--1, 27 எடுத் 

தாலும், (--1) (1) (6) (— 1) - 4 என்று கிடைக்கிறது. 

ஆகையால், கொடுக்கப்பட்டுள்ள கணம் ஓர் அபெலியன் 

குலமாகிறது. 

மாதிரி 4: கீழே கொடுக்கப்பட்ட டன் சார்புகள், கீழே 

கொடுக்கப்பட்ட இரட்டைப்பொருளின் சார்பாக ஒரு குலத்தை 

உருவாக்குகின்றன எனக் காண்பிக்கவும். 

e (x) = %*3 a(x) =—%3 ஞு உடு 

இரட்டைச் செயல் விளக்கம் ;௦ 
=I 

(a.b) (x) = a{b(x)} = —b(*) = ZT = ee 

a a.b=c 

இதைச் சார்பில், 'சார்பின் பிரதிடீடு (substitution of one func- 

tion in another) என்று சொல்லலர்ம், இதன்படி தயார்செய்த 

பெருக்கல் அட்டவணை பின்வருமரறு ₹: 

  

  

  

              

8 a b 6 

e é a ம 6 

a a e 6 b 

b b 6 ௪ a 

ர 2 ச் a ச 

௮. 2 ் 

அட்டவணையை விளக்கும் வகையில் மற்றோர் உதாரணம் எழும் 

டோம். ் 

1 
(b-c) (x) =b {c(s%)}=b [- = 35௩ ௭ 

இந்த அட்டவணையிலிருந்து, குலத்தின் நான்கு விதிகளுஈ் 

உண்மையா எனப் பார்ப்போம். 

(1) கணத்தின் எந்த இரண்டு பொருள்களின் பெருக்கலும், 

கணத்திலுள்ள மற்றொரு பொருள் தான். 

4



50 ் ் ...  புதமுறை இயற்கணிதம் 

“(2)- சேர்க்கும் விதி உண்மை; 

(உ.ம்) (2)௧- ௪௧ ௪ 

(22) - மீம் -.£.. 

(8) 28- ச௨- ம ஆகையால், ச என்பது முற்றொருமைப் 

பொருள், 

(4) எந்தப் பொருளுக்கும் எதிர்ட்பொருள் இருக்கிறது. இந்த 

மாதிரியில் எந்தப் பொருளும் தனக்கே' எதிர்ப்பொருளாக 
உள்ளது? அ.கையால், கொடுக்கப்பட்ட கணம் ஒரு குல 

மாகிறது, 

ஒரு குறிப்பிட்ட மட்டுவின் (10௦0ய105) மீத இனங்கள் (residue 

125565), .கூட்டலின் சார்பாக ஒரு குலமரகிறது., 

“மாதிரி 5: மட்டு. 5-ன் மீத இனங்கள் (11806 classes mod 5) 

கூட்டலின் சார்பாக ஒரு“ குலமரகிறநு என நிரூபிக்கவும், 

எந்த எண்ணையும் 5ஆல் வகுந்தால் கிடைக்கும் மீதங்கள் 
0, 1,2, 9, 4, இவற்றில் 0 என்ற எண்ணுடன் முற்றொருமை கொண்ட 
சாண்கள், ..ீஒு], 10) ௪, 0,5 10, 15...... ஆவன. 

இந்த இனத்தில் எந்த எண் *8₹-யும் ச-0 (மட்டு 5) என்பதைக் 
காணலாம். ஆகையால், இந்த இனத்தை (0, என்று குறிக்கலாம். 

இதேபோல 

பேசு. —9 யக ப.க ர) ரக. 
Cc, =... "= 8, —8, 2 7, 12, 17, .. 

Cys uw — 7, —2, 8 8, 18, 18, .. 

C,=. —6 —1, 4,9, 14, 19, ... 

{Cy Cy, Co, Cy Ci} என்ற கணத்தின் அட்டவணையை 
வரைவோம், உதாரணமரக, 0, 0, என்ற பெருக்கற் பலன் கண்டு 
பிடிக்க பேல் எந்த ஓர் எண்ணையும், (ல் எந்த ஓர் எண் 
ணையும் எடுத்துக் கூட்டினால், உதாரணமாக 8+14 — 22 எனக் 
கிடைக்கிறது. 'இதை.க.ஆல் வகுக்கும்போது மீதி. 2. ஆகையால், 
22 உ 0. ஆகையரல் C, C,=C, ater எழுதவேண்டும் . 
இதன்படி, . கீழேகண்ட அட்டவணை கிடைக்கிறது,
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| C, | பே ௦ C, | 0 

ர | C, | ப், | c, |e, 1c, 

a45G 4) a1 Gf a fa 
Glalalele pa 

C, lc | C, 1. 6 ட்ட [ Ce 

ee =e கல்ப் 

அட்டவணையிலிருந்து கீழ்க்கண்டவை கிடைக்கின்றன? 

1. எந்த இரண்டு 
பொருள். 

fo 

(உ-ம்.) (0, 946 =C, + Gy =, 

Cr+ (C, + C,)=C, + மொடு 

4. முற்றொருமைப் பொருள் 0. 

1, எந்தப் 

உள்ளது. 

Gi, 4 0 3 

C, > (2 

0 
4 ie 

G, = &, 

C, 4 C, 

சேர்ப்பு விதி உண்மையாக இருக்கிறது, 

பொருளின் கூடுதல் கணத்தின் மற்ரொரு 

பொருளுக்கும் கீழ்க்கண்டவாறு எதிர்ப்பொருள் 

ர்வ YF 

ஆகையால் மீத இனங்கள் ஒரு. குலமாகின்றன. 

மாதிரி 6: மட்டு 5-ன், 5 உடன் பொதுக்காரணி கொள்ளாத. 
மீத இனங்கள் (854406 classes mod 5 and prime to 5) பெருக் 
கலின் சார்பரக ஒரு குலமாகின்றன எனக் கரட்டவும். 1,2,8,4 
இவை மட்டு 5-ன் பொதுக்கரரணி இல்லாத மீதங்கள்;
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C,=1, 6 11, 1) 8... முட்டு) 
C,=2, 7, 12, 17, &.... முட்டுக்) 
C, = 8, 8 18, 18, 8... முட்டு) 
C,=4, 9 14, 19, 24... ...(wt@5) 

பெருக்கலின் விளக்கம்: உதாரணமரக, 6, . 6, என்ற பெருக் 
கற் பலன் கரண, 6, இனத்திலிருந்து ஏதாவது ஓர் எண்ணையும், 

(7, இனத்திலிருந்து ஏதாவது ஓர் எண்ணையும் எடுத்துப் பெருக்கு 
வேசம். 

(உ-ம்.) 9%_8 - 72 

ஆனால், 728 (மட்டு5) 

ஆதலால் 0, . 0, - நே என ஆகிறது. 

"இதேபோல மற்றப் பெருக்கற் பலன்களைக் கண்டுபிடித்தால் கீழ்க் 

கண்ட பெருக்கல் அட்டவணை கிடைக்கும். 

  

  

  
  

aglalatle«e 

c !olala!l «, 

௨1௩௨1௦௨1௩1 

௨1௩௨1௨1௦1௨ 
    (

ல
 

ஐ a ட்
 

~ ~           
அட்டவணையிலிருந்து, மீத இனங்கள் நான்கும் ஒரு குலமர 

கின்றன என்பதைச் சரிபார்க்கலாம். 

மாதிரி 7: ஒரு தளத்தின் (512௯6) ஒரு புள்ளியை மையமாகக் 

கொண்டு அந்தத் தளத்தைச் ௬ழற்றுதல்கள் (201201008) ஒரு 
முடிவில்லாத குலம் என்று காண்பிக்கவும். 

R(«) என்பது, தளத்தை 0% என்ற திசையைத் தொடக்கத் 

திசையாகக் கருதி, ரு என்ற கேரண் அளவு சுழற்றும் செயல் 

எனக் குறிப்போம். இதில், ௨-௧ (மட்டு 2ஈ) என்றால், 

R(a’) = R(a) எனக் கொள்ளவேண்டும்.
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R(a). 8£(8) என்பது, முதலில் ௨ அளவு சுழற்றிப். பிறசூ 
மேலும் 8 அளவு சுழற்றும் செயலைக் குறிக்கும். ஆகையால், 

(6). 8(8)-8(௧-2) என ஆகிறது, 2 (௨48) என்பதும் ஒரு 
சுழற்றும் செயல்தான், 

ஈ60) | 

a 
|, 
௦ x 

  

      

[R(«). RBI R(y)HR (2 +8 + y)=R. (2)- [R(B) + Rp] 

என ஆகிறது, 

R (a). R(O)=R (a+ O)=R (2) stor BAS. 

ஆகையால், 2 (0), இதன் முற்றொருமைப் பொருளரகிறந. 

(லு. £8(-ஐ-2(2-௨௦-2 (0) என ஆகிறது, 

ஆகையால், மேற்கூறிய ச௬ழற்றுதல்கள் ஒரு முடிவில்லாத 

குலமாகின்றன. 

மாதிரி 8: மூன்று பொருள்கள் கொண்ட ஒரு கணத்தின் வரிசை 

மாற்றங்கள் (றனாூப1811008) ஒரு குலமாகின்றன என்பதைக் காண் 

பிக்கவும். 

மூன்று பொருள்களில் ஏற்படும் 6 வரிசைமாற்றங்கள் பின் 

வருமாறு 2 

7128 ட ட[123 
(19) »=(152) 

7128 128 
a, = . a= 

் (oie) lesa) 

128 123 
a= ம் ப தத. 

ர் (9௨1)
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IDE ae 
ais 

7128 128 nh: ர் 
சட் ௧0 ( 218. ) (; es Ty AeB 2 

இதேபோல் மற்றப் பெருக்கற் ம பலன்கஃ க் கண்டுபிடி த்து; அட்டவணை 

துயார்செய்வோம். ' 

குறிப்பு : சில .ஆசிரியர்கள், எரிகைமாற்றங்களின். பெருக்கற் 
பலன் கண்டுபிடிக்க மற்றொரு கருத்தைப் பயன்படுத்துகிறார்கள். அதா 

வது ௨; ௨௨ என்பதைக் கண்டுபிடிக்க ௨,-வை முதலில் எழுதிப் பிறகு 
2; எழுதுகிறார்கள், அதாவது, 

ட. 123 128) 7/128 
பபச selbst)” 

ஆனால், வேறு சில "ஆசிரியர்களைப்போல். ராம் இம் முறையைப் பின் 
பற்றவில்லை. 

41. கீழ்க்கண்டவாறு பெருக்கற். பலன் oe 

து 

அட்டவணை அவனும் 

  

  
  

      

  

  

  
  

          
  

ay ற | es | ௫4 க Ms 3 

கட | ay ay “aL ஆ | ஈட 1 க்் 3 

Ws உன்டு ட் : | v4 |. | a a Og 

as a, ர x, | ட | be. | a, 6, 

ஜ் a a | | a | a a டக 1] 8 |. oy ட] 8. | 1 3 

a a. a, | a ~ | a | a a, 
3 a 3 | 6 | 1 | 4 2 

௮. A 

இதிலிருந்து, எந்த "இரண்டு பொருள்க்ளின் பெருக்கற் பலனும், கணத் 
தின் மற்றொரு பொருள் எனக் காண்கிறரம். eee விதி ஜ்ண்மை' 
யென்று காணலாம், உதாரணமாக, 

(; 0 ௧2 ட்டம் = நே ag = & 

a, (asa) = a, as = Oy 

முற்றொருமைப் பொருள் ௨; ஆகிறது. தவ்வொன்றுகம் த்குந்த 
காதிர்ப்பொருள் இருக்கிறது. ஆகையால், இந்த 6 வரிசைமாற்றங்
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களும் ஒரு குலமாகின்றன. இந்தக் குலத்துக்குச் சமச்சீர்க் குலம்.&, 
என்று பெயர். 

தேற்றம் 3.3. க ள் 

1 பொருள்களைக் கொண்ட ஒரு கணத்தில் ஏற்படக்கூடிய 8. 

வரிசைமாற்றங்களும் ஒரு குலம். [ சமச்சீர்க் குலம் 5) (symmetric 
group ப ] உருவாக்குகின்றன- 

கணம் (1, 2, 8.........௩] என்க, 

த ப க ப 
c= 6T TB. 

M14 Meat eve ccesee My 

[அடைப்பில் மேல்வரிசையில் (1; 2) 5-௮ n) என்றுதான் இருத்தல்: 

வேண்டுமென்பதில்லை.] lay La vee vee என்பன கொடுக்கப்பட்ட 

பொருள்களின் ஒரு வரிசை. 8, 78) 4-௮ ர என்பன; /./6 வலிது 

இவற்றின் பிம்பங்கள். சுருக்கமாக உவை 

R | 

I 

| எனக் குறிப்பேரம். 

* எனக் குறிப்போம். 
n 

ல்
 | 

r
e
s
 
e
f
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அ
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| எனக் குறிப்போம். 
tS 

ope 
இதைப்போல் எந்த இரண்டு பொருளின் பெருக்கற் பலனும்; 

கணத்தின் மற்றொரு பொருள் எனப் பார்க்கிறோம். 
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128... வ 
e= என்பது முற்றொருமைப் பொருள் 

128... 

என்பதை உணரலாம். 

128... n 
உ: ஆனால், 

சட்க மழ படறே 

88 
at = ஆகும். 

12. 

ஏனேன்றால் 

eel 12 com A Lge sy 

° ~ Ay Agee ககக 

ட D 2 ozs ses os " ட 
~ | 1 2.1 5 

இவ்வாறே ௩-௨ ௨ என ஆகிறது. 

ஆகையால், இந்த ஈ! வரிசைமாற்றங்களும் ஒரு குலமாகின்றன. 

3.6. அணிக் குலங்கள் (ரோ௦பழ5 04 .௨111௦6) 

(211 ச க த அ சா] 
| day Aap eee cee cee cee coe ver eeeZan 

  

Lain, ing ove sos v00 ce coe ese one Qn 

என்பது ஒரு mXn அணி எனப்படுகிறது. இதில் ௬ நிரைகளும் 

(rows), ௨ நிரல்களும் (columns) உண்டு. இதன் பெரருள்கள் ௭ 

எண்கள். இந்த அணிக்கு மதிப்பு ஒன்றும் கிடையாது. ஆனால், 

அணிகளைக் கூட்டுதல், பெருக்குதல் முதலியவை வரையறுக்கப் 

படுகின்றன. இவற்றைப்பற்றி விவரமாகப் பின்வரும் ஓர் அத்தி:ர 

யத்தில் பார்க்கப்போகிறோம், அணிகளின் சில அடிப்படைக் கருத்து 

களை மாத்திரம் கீழ்க்கண்ட ஓர் உதாரண அணியின் மூலம் 
விளக்குவோம். 

A= (4.5) ர் | or 82 8பூ } என்க. 

G21 Gay ஜே, 

இத இனத்தைச் சேர்ந்த மற்றும் பல அணிகளை எழு தலாம்.
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உதாரணமாக, 

~~ ் by, bis b,, ச B= (hs) = 1b. bob என்பது 
21 22 24 

4 பேரன்ற ஒரு 2%8 அணி. 

இதே இனத்தைச் சேர்ந்த பூச்சிய அணி (zero matrix) 

, sooo . 
0 = 000 எனப்படுகிறது . 

அணிகளின் கூட்டல் முதலியவை கீழே கண்டவாறு வரை 
யறுக்கப்படுகின்றன. 

A+B = (5 + Os} 

_ {ou +b,, Ga t+ bye Oi, + Dy, 
Ge, + be, Gag + bag 42, + be, J 

A—B = (சட சீட] 

_ நீச சிபு ச; ச் 4,,—5,,) 

14a, மிட. கூட bus fa, — b., ர் 

ர் 712), ராச, ச), | 

mA = (mars) = L MG,, Mio, MGz, | 

இதில் ஈ என்பது ஒரு சாதாரண எண் (8௦21௧). இக் கருத்து 
களை மாத்திரம் கெரண்டு கீழ்க்கண்ட தேற்றத்தை நிரூபிக்கலாம். 

தேற்றம் 3.4. 

ஒரே இனத்தைச் சேர்ந்த எல்லா அணிகளும் கூட்டலின் 

சார்பரக ஒர் அபெலியன் குலம் உண்டாக்குகின்றன. 

4, ம ப போன்றவை, ஈடா என்ற இனத்தைச் சேர்ந்த > தி றி தை 2 
அணிகள் என்று கொள்வோம். 

மில (டிம், ஆதலால் 43 என்ற அணி இததே 

இனத்தைச் சேர்ந்ததுதான், அஸி SSD: 

மேலும், (A+ B)+ © = (454+ be + te} = A+(B+C) 
சான்பதும் உண்மைபாகிறது. 

A+0 = (4:46) = (4) = A aa ஆகிறது. 

ஆகையால் 0 என்பது, நூற்றொருமைப் பொருளாகிறது. 

—A = (1) ரீ அட்ட என ஆகிறது. 

சகி fa,-—4,) = (9) = 0 என ஆகிறது, 

ஆகையால், (4) என்பது ன் பிரத்தியேகமான எதிர்ப்பொருள் 
ஆகிறது:
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மேலும், 44 8 - 8 4 ॥ எனபதும் உண்மைதான். இவ்விதம்' 

தேற்றம் நிரூபிக்கப்படுகிறது. 

8.7. செயல் குலங்கள் . (Operator groups) 

மேலை கூறிய, மாதிரி 7, 8 இவற்றில் கரணப்படும் பொருள்கள் 

செயல்கள்தான். மாதிர 5-ல் ௬ழற்றுதல்களும் (10௦1௨11005), மரதிரி 

6-0 aifimsurdobiaepb (permutations) “செயல்கள். இவை 

குலங்களாகின்றன என்பதைப் பரர்த்தோம்.; இவற்றுக்குச் செயல். 

குலங்கள் எனப் பெபபுர். 

3.8. asfor 4-600 (Klein four - group) கற்றி ட 

நரன்கு பொருள்களைக்கொண்ட சில குலங்கள், கீழ்க்கண்ட சில: 

சிறப்புத், . தன்மைகளைப். பெற்றுள்ளன, அவற்றுக்குக் *க்ளீன் 

4-குலங்கள்”? எனப் பெயர். 

(1) ,இவற்றில் நான்கு பொருள்கள் - மட்டுமே "இருத்தல். 

வேண்டும். 

- (&) ஒவ்வொரு: பொருளுக்கும் அதே பொருள் .எதிர்ப்பொரு, 

ளரக உள்ளது. 

(6) முற்றொருமைப் பொருளைத் தவிர, மற்ற மூன்று பொருள் 

களில் எந்த. இரண்டின் பெருக்கற் பலனும் மூன்றாவது. 

- பொருளாக உள்ளது. ட 

(4) இந்தக் குலம் ஓர் : அபெலியன் ? குலம் (அதாவது பரி 

மாற்றுத் தன்மையுள்ள து-௦௦1110111௧11176) . 

_ க்ளீன் 4-குலத்துக்கு ஓர் உதாரணம் கொடுப்பேரம் 

மாதிரி 8: 

ட்ட [1294 ட [12594 
₹-1 12984] 12149 

1234 b= 12384 _ ; 
“\3412}]; °~\4821 என்பவை ஒரு. 

க்ளீன் 4-குலம் உண்டாக்குகின்றன என்று காண்பிக்கவும். 

’ 

இந்த நான்கு வரிசைமரற்றங்களின் பெருக்கல் அட்டவணை 

துபரரிப்போம்.



குலங்கள் த: 

உதாரணமா vas 
டர 1234) 1294 ட ர] 2 
“(54187 : 48217. (21487 oe 

இதைப்... போன்று : “கண்டுபிடி டித்தால்' கீழே. கண்ட ' வட்டவளை 
கிடக்கின்றது. 

  

      

  

          
  

| 8 a b 6 

ச | 8 a Ob 6 

a: | 8 é 8 b 

b இ 2 8 8 

2 co! op lal e 

௮. & 

க்ளீன் 4-குலத்தின் சிறப்புத்தன்மைகள் நான்கும். இக் குலத்தில் 

உள்ளன என்பதை அட்டவணையில் காண்கிறோம். உதரரணமரக, 

எந்தப் பொருளும் தனக்கே எதிர்ப்போருளாக உள்ளது, ச என்று 

முற்றொருமைப் பொருளைத் தவிர உள்ள மூன்றில், எந்த இரண்டின் 

பெருக்கற் பலனும் மூன்றாவதாக உள்ளது. ab = ba = 2 என்பதும் 

உண்மையாக உள்ளது. ஆகையால், இது ஒரு க்ளீன் .4-குலம், 

8. 9. ஒரே அமைப்புத்தன்மை (1501௩௦1010) 

முற்றிலும். மாறுபட்ட - பொருள்களைக் கெரண்ட 6, 6: என்ற 

இரண்டு குலங்கள் கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைகளுக்கு உட்பட்டிருந்தால், 
அவை ஒரே” அமைப்புக் கொண்டவை (750௯01114௦) எனப்படும். 

G = GO என்றும் எழுதப்படும். 

(1) %, டேன்மேல் ஒன்றுக்கொன்றாக வரையப்பட்டிருக்க. 

வேண்டும் (0 1,886 006-006 10 80010௪ ௦௦10 0) அல்லது 6, 0 

இவை ஒன்றுக்கொன்றான பிரத்தி$பயக இணைப்புக் (01௦010ம6 

correspondence) Gara தாக இருக்கவேண்டும். 

(2) யிலுள்ள ௨ ம் இவற்றின் பிம்பங்கள் 6-ல், a’, & 

ஆனால், (௨௨ம)-யின் பிம்பம் (௧' ௨4”) ஆக இருத்தல்வேண்டும். 

அதாவது, “பெருக்கலின் பிம்பம், பிம்பங்களின் பெருக்கலாக*: 

இருக்க வேண்டும், 

இதனால், இரண்டு. குலங்கள் ஒரே அமைப்புக். கொண்டவை. 

ஆனால், அவற்றின் : பெருக்கல் அட்டவணைகள் முற்றொருமை. 
கொண்டவையாக இருக்கும்.
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மாதிரி 9: கீழ்க்கண்ட வரிசைமாற்றங்களும், மட்டு 5-ன், 

உடன் பொதுக்காரணி கொள்ளாத மீத இனங்களும் (residue 

classes modulus 5 and prime to 5), ஒரே அமைப்புக் கொண்ட 

குலங்கள் எனக் காண்பி. 

ட, ட (1284 ,- (1284 
“ 11294] - (2941 

டட (1294 ர ட [1284 
= 3412); - (4129 

மட்டு 5-ன், 5 உடன் பொதுக்காரணி கொள்ளாத மீத இனங் 

-கன் 6, 22, 2 C, ஆகும், 

மேற்கண்ட வரிசைமாற்றங்களின் பெருக்கல் அட்டவணை 

பின்வருமாறு: 

  

      

  

        

          
  

111 
a el ojye | | 

ர் உ ௨41௨ 

15). 41௪) 
d d}a|o |e 

ஆர 

... கீழ்க்கண்ட ஒன்றுக்கொன்றான வரைதல்களை எடுத்துக்கெரள் 

*வேரம். ் 

ava = 0,3 b-+b’ =cz 

cote = G3 d—+d’ = ௨. 

அசத இனங்களின் பெருக்கல் அட்டவணை பின்வருமாறு.? 

  

  

    
  

          

Cy [2] | 6, Cy 

Cy Cy | 6, | 2, Cs 

La 6 க | Cs 85 

6, 62 Cs | Cy 2 

“| fs Cy 6, 6, 
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பூ 6 இவற்றை உட ம. என்று. எழுதினால் கிடைக்கும். 

அட்டவணை பின்வருமாறு: . 

  

  
  

  
  

    

  

  

a’ [ர் le |e 

aja te Le | d’ 

14] 
“111௪1௪ 
ச [ச1212 [௨ 

அ. 8 த 

இது அட்டவணை. 6 உட்ன் முற்ரொருமை கொண்டது. ஆகலை 

யால், இரண்டு குலங்களும்.ஒரே அமைப்புக் கொண்டவை. 

தேற்றம் 3.5. கேலியின் தேற்றம் (0415 1111601200) 

முடிவுள்ள எந்த ஒரு குலமும் அதற்குத் தகுந்த ஒரு வரிசை 
மாற்றங்களின் குலத்துடன் ஒரே அமைப்புக் கொண்டதாக உள்ள தூ. 

(Every finite group is isomorphic with ‘a suitable group of pérmu-- 

tations). 

{G yy Gay Gyere eee eee Gg} என்பது, *2* பொருள்கள் அடங்கியா. 

ஒரு குலம் 0 என்க. 8, இதில் ஏதாவது ஒரு பொருளரக இருக். 

கட்டும். 02, ஜெி....ஹே என்ற -பெருக்கற் பலன்கள், வேறு: 

வரிசையீலுள்ள 0-யின் அதே பொருள்கள் தான் என்பது, 0 ஒரு. 

குலம் என்ற கொள்கையால் உண்மையாகிறது. ஆகையரல், 7 என்று. 

பொருள், கீழ்க்கண்ட 2” என்ற ஒரு பிரத்தியேகமான வரிசைமாரற்றத். 

தைக் கொடுக்கிறது. 

இதே போல 0, £.. போன்ற -யின் ஒவ்வொரு பொருளுக்கும். 

தகுந்த 0, 8... போன்ற வரிசைமாரற்றங்கள் உள்ளன. 2, 0, 4: 

போன்ற “2? வரிசைமாற்றங்கள் ௦ என்ற ஒரு கூலமாகின்றன என்றும், 

௦ என்ற குலத்துடன் ஒன்றுக்கொன்றான பிரத்தியேக இணைப்புக்.
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-‘€biunique correspondence) கொண்டுள்ளது என்பதையம் சுலபமாக 

உணரலாம் அதாவது, 

உய ( 0 ) 
AG; P 

G, ets (5 க் 
2 பப்பா G0. 6.0.00. 

2 Gig ஷை ra (oP 0.27... G_P 
2290 (070.2) 

0120) ௩ (70).....0(20) 

= (POY என. ஆகிறது. 

ஆகையால், (20)! - 7:09 என்பது உண்மையாகிறது. ஆகை 
ஊரல் , 0””இவை ஒரே அமைப்புக் கொண்டவை ் 

10. சுழற் குலங்கள் (Cyclic Groups): - 

தீர என்ற ஒரு குலத்திலுள்ள எந்தப் பொருளும் அக் குலத்திலுள்ள 
ஒரு குறிப்பிட்ட டொருள் :௨'-யின் அடுக்காக, அதரவது 2௪% என்றவாறு 

இருக்குமானால், இக் குலத்துக்குச்.. சுழற்குலம் என்று பெயர், 
2, மின் ஒரு. பிறப்பாக்கி. (த607௨(௦) எனப்படுகிறது. - 

ச என்ற குலம் “0*- யினால் பிறப்பித்கப்பட்டால் ம் எந்த் நேர் முழு 
அரண்ணாக இருந் தாலும், ak என்பது ஐச் சார்ந்தது என்று உணர 

லரம். ஆகையரல், 77 -- (26 6 7 (முழுஎண் கணம்) ] என எழுத 

லாம். 77.என்ற சுழந்குலம் இவ்விதம் குறிக்கப்படும்போது அதன் முற் 

ிருருமைப் பொரு ௨5 எனவும், 85% என்ற பொருளின் எதிர்ப் 
பெரஊளை ச* எனவும் குறிக்கலரம். மேலும், ஈ/௨௨௰- எட் giti 
சரன் பதால் எந்த ஒரு சுழற்குலமும் ஓம் அபெலியன் குலமாகிறது. 

உதாரணமாக, அட்டவணை ஐப் பார்க்கவும். இதில் ௨, :- ௨5) 
CC, =62°3 ¢, = ¢,4 எனத் தெரிகிறது. ஆகையால், இந்தக் 
Goud Co Hv MNIGISEetuL. SH HpHGuib எனக் காண்கிறோம். 
மேலும், 2, ௦: ¢ = 633 ¢, = ¢,) என்றும் காண்கிறோம், 
ஆகையால், _இக்.குலம் ௦,-யினாலும் பிறப்பிக்கப்படுகிறது.



குலங்கள் was 63 

3°11. eps 2t@eb (Cyclic sub-group) 

CG arp GIDDY ory EH பொருள் *௨£ஐ எடுப்போம். 
(யின் சில பொருள்ஈன் ச-யின் அடுக்குகளரக இருக்கலாம். a-uyio 

அதன் அடுக்குகளும் (“யின் ஒரு சுழல் உட்குலமாகிறது. 

3.12.  (6யின் ஒரு பொருளின் வரிசை crest (Order of an element 
of G) 

ஈ€ 0 என்க, சூயினால் பிறப்பிக்கக்கூடிய சுழல் உட்குலத்தின் 

வரிசை எண்தான் ஈயின் வரிசை. எண் ஆகும். 

மறுபடியும் அட்டவணை ஐப் பார்க்கவும், ஈட- 2”. மற்ற எந்தப் 

பொருளும் ௦,-ன் அடுக்கு அன்று, ஆகையால், ௨, என்பது *$2ட6,] 

என்ற சுழல் உட்குலந்தைப் பிறப்பிக்கிறது. இந்த உட்குலத் 
தின் வரிசை எண் 5. ஆகையால், ஈ-ன் வரிசை எண்ணும் £ தான். 

இந்த உதாரணத்தைப் பின்பற்றி ஒரு பொதுமுடிவு உணரப் 
"படுகிறது. *6*-யின் எந்த ஒரு மிகக் குறைவான அடுக்கு எண் 4-க்கு 

4*-௪ (முற்ருருமைப் பொருள்) ஆகிறதோ அந்த ம என்ற எண்தான் 

“ம2?-யின் வரிசை எண் ஆகிறது. 

3.13. துணைக்கணம் (00860) 

2 என்பது ஒரு குலம் என்க, 77 என்பது யின் ஓர் உட்குலம் 

.[801-ஈ700) என்க. யின் ஒருபொருள் “2-யை எடுத்து 7ஐச் சார்ந்த 

ஒவ்வொரு பொருள் ₹%” உடனும் பெருக்கினால் கிடைக்கும் “௧4” என்ற 

எல்லாப் பெரருள்களின் கணத்துக்கு, 6-யில் /7-ன் ஒரு துணைக்கணம் 

42 27” என்று பெயர், 

அதாவது, ச277- (ரர்; 2௪ ட he H} 

eH= HA ஆனபடியால், 77 தனக்கே ஒரு துணைக்கணம் ஆகிறது. 

தேற்றம் 3.6. 

/2-ன் இரண்டு துணைக்கணங்கள் (cosets) 27) 827. இவற் 

றுக்குப் பொதுவான பொருள் ஒன்றாகிலும் Qwossro aH = bH 
கான ஆகிறது. 

hi, hg GH; எம் 5) என்க.
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ஆகையால்), ச - சீர, ர்! என ஆகிறது. ஐச் சார்ந்த 

எந்தப் பொருள் ந ஆலும் இரண்டு பக்கங்களையும் பெருக்கவும். 

ah=bh,h, ih 

ஆனால், 4, 4, “4 என்பது 7/7 ஐச் சார்ந்தது. ஆகையால், ஏ ச் 

என ஆகிறது. ஆகையால், ௧27 6 677 என ஆகிறது. இதேபோல 

bH C aH எனக் காண்பிக்கலாம். ஆகையால், ௧24 - 48 எனக் 

கிடைக்கிறது. 

கிளைத்தேற்றம் 

27 என்ற உட்குலத்தின் எந்த இரண்டு துணைக்கணங்களை 

எடுத்தாலும், அவை ஒரே கணமாக இருத்தல் வேண்டும் அல்லது 

அவற்றுள் ஒரு பொதுப் பொருளும் இருக்கமுடியாது. 

உதாரணம் அட்டவணை 4 ஐப் பார்க்கவும். 

(ஈடிஈ என்பது ஓர் உட்குலமாகிறது. இதை ட் என் 

போம். 5-ல், ன் துணைக்கணங்கள் (௦௦5615) பின்வருமரறு: 

a, K = {a, a}; a, K = {a,0,} 

a, K = {a,0,}3 a, K = {a, a, } 

a, K = {a, a, }3 a, K = {a, %,} 

இவற்றில் மூன்று துணைக்கணங்கள்தான் ஒன்றுக்கொன்று மாறு 

பட்டவை. அவையாவன 2 

a, K =a,K = {a,2,} 

a,K =a,K = {a, a,} 

a,K =o, K = {a, a} 

5 -ன் ஒவ்வொரு பொருளும் இந்த மூன்று துணைக்கணத்தில் 

ஏதரவது ஒன்றில்தான் இடம்பெற்றிருக்கிறது. ஆகையால், இந்த 

மூன்று துணைக்கணத்திலுள்ள மொத்தப் பொருள்களின் எண்ணிக்கை 

ன் மொத்தப் பொருள்களின் எண்ணிக்கைக்குச் சமமாக உள்ளது. 

தேற்றம் 3.7. லக்ராஞ்சியின் தேற்றம் (11,60761 of Lagrange) 

௦ என்ற குலத்தின் வரிசை எண் ௩ ஆனால் ன் எந்த உட்குலத் 
தின் வரிசை எண்ணும் “௩” -ன் காரணியாக இருத்தல்வேண்டும். 

ன் உரிசை எண் முடிவுள்ளதாகையரல் க்குள், 77 என்ற ஓர் 

உட்குலத்தின் மாறுபட்ட துணைக்கணங்களின் (018487௪108 cosets) 

எண்ணிக்கையும் முடிவுள்ளதரகத்தரன் இருத்தல்வேண்டும். இதை & 

என்போர். 7-ல் 1 பொருள்கள் இருக்கட்டும். ஆதலால், ஒவ்வொரு. 

துணைக்கணத்திலும் ஈ பொருள்கள்தரன் உள்ளன. ன் ஒவ்வொரு
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பொருளும் ஏதாவது ஒரு துணைக்கணத்தில்தான் இடம்பெறும் எனப் 

பார்த்தோம். ஆகையால்; எல்லாத் துணைக்கணங்களிலுமுள்ள 

மொத்தப் பொருள்களின் எண்ணிக்கை 6 -லுள்ள மொத்தப் 

பொருள்களின் எண்ணிக்கைக்குச் சமம். ஆகையால் ; 

1 - கற. ஆகையால் ஈடி1-ன் ஒரு காரணி ஆகிறது, 

கிளைத்தேற்றம் 1. 

ஒரு பொருளின் வரிசை எண், அது பிறப்பிக்கக் கூடிய சுழல் 

உட்குலத்தின் வரிசை எண்ணுக்குச் சமமானதால்; அப் பொருளின் 

வரிசை எண், ன் வரிசை எண்ணின் காரணியாகும். 

கிளைத்தேற்றம் 2. 

0 என்ற ஒரு குலத்தின் வரிசை எண் ந என்ற பகா எண் 

(prime number) ஆக இருந்தால், ௦ ஒரு சுழற்குலமாக இருத்தல் 

வேண்டும், 

தேற்றத்தின்படி எந்த உட்குலத்தின் வரிசை எண்ணும் _-வின் 

காரணியாக இருத்தல் வேண்டும். , பகர எண் என்பதால் எந்த உட் 

குலத்தின் வரிசை எண்ணும் _ தான். எந்தப் பொருளும் ஒரு சுழல் — 
உட்குலத்தைப் பிறப்:பிப்பதால், 0 என்பது ஒரு சுழற்குலமாகிறது. 

மேலும், ேக்கு அதன் எல்லரப் பொருள்களும் பிறப்பாக்கிகள் . 

கிளைத்தேற்றம் 3. 
7 வசை எண் உடைய 0 என்ற Gripe a ஒரு பொருள் Sa’ 

BCD, A ச - 
சண் oo எண் 49 என்க, 

ஆகையால் எ உன ஆகிறது. . 

ஆனால் ௩ ௨6௩. (தேற்றம்) . 
ஆகையால் ar = akm = (qm)k = ¢k = 6 

ஒன்றுவிட்டு அமையும் குலம் (Alternating group) 

சமச்சீர்க் குலம் இல் அதர்வது n பொருள்களின் 5 ! வரிசைமாற் 

றங்களின் குலத்தில் ஈ! Qn வரிசைமாற்றங்களும், ஈ! ஓற்றை 

a 2 
வரிசைமாற்றங்களும் உள்ளன. என்று நேதற்றம் 2.6 -s பார்த்தோம். 

ஒற்றை வரிசைமாற்றங்களாலான உட்கணம்: ஒரு குலமாகாது. ஏனெ 

னின், இரண்டு ஒற்றை வரிசைமாற்றங்களின் பெருக்கற் பலனில் 

உள்ள பரிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கை - : ஓர் ஒற்றை எண் + ஓர் 

5
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ஒற்றை.எண்: :- ஓர் இரட்டை எண் எனக் கிடைக்கும். ஆகையால், 
'இந்தப் பெருக்கற் பலன் ஓர். இரட்டை வரிசைமாற்றமாகிறது. . 

ஆனால், 1! இரட்டை வரிசைமாற்றங்களாலான உட்கணம் ஒரு 
2 

குலமரகிறது. ஏனெனில், இரண்டு இரட்டை வரிசைமாற்றங்களின் 

பெருக்கற் பலனிலுள்ள பரிமரற்றங்களின் எண்ணிக்கை - ஓர் இரட்டை 

எண் -- ஓர் இரட்டை எண் = gt இரட்டை எண் எனக் 
கிடைக்கும். ஆகையால், பெருக்கற் பலன் அந்தக் கணத்திலுள்ள 

வேறு ஓர் இரட்டை வரிசைமாற்றமாகிறது. மேலும், இந்த உட்கணத் 

துக்கு ௨- [| த: £ ] என்பதுதான் முற்றொருமைப் பொருள்: 
1 2... ee 

உ [, வண்டி] என்ற இரட்டை வரிசைமாற்றத்தின் எதிர்ப் 
பொருள் உ“ 1-௨. { ( Te 1100 நத ) என்பதைப் பார்க்கலாம். 

ASTUG va) = ala = & ஆகையால், இரட்டை வரிசைமாற் 

றங்களின் “கணம் '$டன் ஓர் உட்குலமாகிறது; இதற்கு * ஒன்று 

விட்டு அமையும் குலம் ? எனப் பெயர். - க அத பகன் வை 

பயிற்சி . 

1. கீழ்க்கண்ட கணங்கள், குறிக்கப்பட்ட செயலின் சார்பாகக் 
குலங்களா என்று பார்க்கவும். 

(ஐ மட்டு 10-ன் மீத இனங்கள் (1, 8, 7, 9) பெருக் 
கலின் சார்பாக. 

(0) மட்டு 10-ன் மீத இனங்கள் (0, 2, 4, 6, 8) கூட் 
டலின் சரர்பாக. 

(௦) எல்லா நேர்விகிதமுறு எண்கள் (௦80௦௦ rational 
றம00615) பெருக்கலின் சரர்பாக 

(0) எல்லா முழுஎண்களும், ச௨ம் 5 ௨௩ ம்.4 1 என்ற 
செயலின் சரர்பரக,. ன கு 

2. டம் 05 மேலும் (2௦30) - ௨£௦ம£ ஆனால், 6, ஓர் 

அபெலியன் குலமாக இருத்தல்வேண்டும். 

5, (யின் ஒவ்வொரு பொருள் உ உடன்; a ஸு xa என்று 
இருக்குமாறு, -ஐச் சரர்ந்த a? போன்ற பொருள்களின் கணம் 
ஓர் உட்குலம் என்று காண்பிக்கவும். ்
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4. ABCD sp சதுரத்தின் 6 ~~ 

மூலைகளை 1, 2. 8 4 எனக் குறிக்கவும், 

G, F, H, E பக்கங்களின் மையங்கள். ங் 

  

ம
 

e
a
s
i
e
r
 

ந
ி
 

2%
 

ஆ 
Q
w
 

0 சதுரத்தின் மையம். 0-ஐ மையமரக . 

வைத்து சதுரத்தை ர சுழற்றி 5 pon - பலன் F 

னால் ந - 12 3 : 7} என்ற வரிசை a 

௩ ச 

‘ 
சீ     மரற்றம் கிடைக்கிறது.   —< Bo 
pF 

a? = {5 4 ட எனக் கிடைக்கிறது. . 25 என்ன? சதுரத்தை 

4 4 27-ஐ அச்சாக வைத்து 1805 சுழற்றினால் த - - 4 ன் 2 it ve 
ஆகிறது, இதேபேரல முறையே GH, AC; 2.௦ இவற்றை 
அச்சாக வைத்து 180° சுழற்றினால் கிடைக்கும் _, 8, -௪-என்ற 
வனையாறறங்கள் என்ன? 2 என்பது முற்றொருமைப் பொருளானால், 

8) உட ay a ச் “By Ys & இந்த எட்டு விசைமாற்றங்களூம் ஒரு.குல 

மரகின்றன என்று காண்பிக்கவும். 

5. ஒரு சமபக்க முக்கோண த்தைத். தனக்குள்ளர்கவே வெவ்வேறு 
முறையில் நிறுத்தும் சுழற்சிக் குலம் சமச்சீர்க் குலம் S, உடன் ரன 
அமைப்புக்: கொண்டது. எனக் 'கரண்பிக்கவும். _ = 

6. 20'; 0-ன் பொதுப்பொர௫ள் *2*-ன் பிம்பம் Gia 
௨! என்க. ன் முற்றொருமைப் பெர்ருள்.ச ன் பிம்பம் ம் é! Gi -ன் 
'முற்றொருமைப் பொருள் எனக்- காண்பிக்கவும். - 

7. சமச்சீர்க் குலம் ன் எல்லா உட்குலங்களையும் காண். 

8 1 என்ற எண்ணின் n m- -ப்டி மூலங்கள் (7 1% 10015 of units) 
பெருக்கலின் சரர்பாக ஒரு குலமாகின்றன என்று காண்பிக்கவும், - 

இ. நேர் முழு எண்கள் (4 ve- -integers)- கூட்டலின்.. சார்பாக 

ஒரு குலம் அன்று. என்று ஆண்டிக்கு 

“ப்பது, ர 
என்பவை ஒரு .குலமாகின்றன என்று காண்பிக்கவும்... மேலும், 
இது “8? - னால் பிறப்பிக்கப்பட்ட ஒரு சுழற்குலம் என்றும் "கர்ண்பிக் 
கவும் 
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11. கீழ்க்கண்ட சார்புகள், கீழே குறிக்கப்பட்ட செயலின் சார் 

பாக ஒரு குலம் என்று காண்பிக்கவும். 

1 
e (x) = *3 P(*)= 3 q(*s) = l—a«; 

  

# 1 2 
r(x) 1 s (*) = i(*s) = 

செயல்: peg = (b-9) () = PL 9 (4)] 
1 1 

“ஏரு. 1500 
இந்தக் குலம், சமச்சீர்க் குலம் $, உடன் ஒரே அமைப்புக் கொண் 

டூள்ளது என நிரூபிக்கவும். 

12. HAS த 5 patel 
1284]’ \2148)]? 541277? 

123834 . j ர 
(4 82] ) என்பவை ஒரு குலமேன்று காண்பிக்கவும். 

18. மட்டு 8-ன், 8-உடன் பொதுக்காரணி கொள்ளாத மீத 

இனங்கள் பெருக்கலின் சார்பாக ஒரு குலமர்கின்றன எனக் காண்பிக் 

கவும். மேலும், இக் குலம், கேள்வி 12-ல் உள்ள குலத்துடன் ஒரே 
அமைப்புக் கெரண்டுள்ளது எனவும் காண்பிக்கவும், 

14, [81] 1 என்றுள்ள எல்லாக் கலப்பு எண்கள் *47-ம் 

பெருக்கலின் சார்பாக ஒரு குலம் என்று காண்பிக்கவும் 

15. G, 887 என்ற இரண்டு சுழற்குலங்கள் . ஒரே அமைப்புக் 

கொண்டவை. ஆனால், 0-ன் ஒரு பிறப்பாக்கியின் (ஐ சவ) பிம்பம் 

H- on BO பிறப்பாக்கியாக உள்ளது என்று காண்பிக்கவும். 

16. ஒரு சுழற்குலம் £-ன் ஒவ்வோர் உட்குலம் 1-ம் ஒரு சுழற் 

குலமாகிறது என நிறுவுக. [) “2? என்ற பொருளால் பிறப்பிக்கப் 

படட்டும். ௧ எ 7/ என இருக்குமாறு, m நேர் முழு எண்களில் மிகச் 

சிறியதாக இருக்கட்டும். 74 0 என்பதால், (/.-ஐச் சார்ந்த எந்தப் 

பொருளும் 24 என இருத்தல்வேண்டும். வகுத்தல் இயல்பின்படி 

(division algoritham) k=q m 4 ர என இருக்கும்படி, ர; 1 என்ற முழு 

எண்கள் உள்ளன... இதில் * 28. ஆதலால். 8 = qimtr = 

(2ய)8.27. ஆதலால், 27 5 ச*(௧0)-8, உக 78 ௧$௪ [என்ப 

தால், 2₹ ௪ என ஆகிறது: 7 ௮ ஈ.என்ப தால் ௧7, ட்வைன் 

படி //-ஐச் சார்ந்திருக்க முடியாது. ஆதலால் ₹ - 0. ஆதலால் aX = 

(௩ ஆதலால் 77, 23 என்பதால் silicide ai - ஆதலால் 

77; ஒரு சுழல் உட்குலமாகிறது.] ர ப



4. வளையங்கள், முழுமை அரங்கங்கள், 
களங்கள் 

(Rings, Integral Domains and Fields) 

4.1, 

ஒரு கணம் ஒரு குலமாக வேண்டுமாயின், அதில் ஓர் 
இரட்டைப்பொருட் செயல் வரையறுக்கப்பட்டிருத்தல் வேண்டும். ஒரு 
கணம், வளையம் (151௦2) அல்லது முழுமை அரங்கம் ( Integral 

மலை) அல்லது களம் (17614) ஆக வேண்டுமாயின், அதில் இரு 

இரட்டைப்பொருட் செயல்கள் தேவைப்படும். 

4,2. வளையத்தின் வரையறை. 

2 (24,0௨௮ என்ற ஒரு கணத்தில் கூட்டல் (4) 
என்றும், பெருக்கல்( % ) என்றும் இரண்டு இரட்டைப் பொருட் செயல் 

கள் வரையறுக்கப்பட்டுக் சீழ்க்கண்ட ஏழு தன்மைகளும் ஏற்றுக் 

கொள்ளப்பட்டால், 7£ என்பது ஒரு வளையம் (712) எனப்படுகிறது. 

தன்மை 1: சம், 2ம் இவை இரண்டும் 2£-ன் பொருள்களாகவே 
இருத்தல் வேண்டும். [அடைப்பு விதி (01௦50161.89)] 

தன்மை: ௪௩ம் - ம ௨ என்பது உண்மையாக இருத்தல் 
வேண்டும். [கூட்டலில் பரிமாற்றுவிதி] 

gmomn8:(a+b)+e =~at(b+ce) என்று இருத்தல் 

வேண்டும். [கூட்டலில் சேர்ப்பு விதி] 

தன்மை 2: £-ன் எந்தப் பொருள் “௨:-க்கும் 2-4 0-2 என்று 

இருக்குமாறு 0 என்ற பூச்சியப் பொருள் £-ல் இருத்தல் 
வேண்டும்.
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தன்மை 5: 8-ன் எந்தப்பொருள் *௦”-க்கும் தகுந்த 842- 0 என்று 

இருக்குமாறு “2”-யின் என்ற எதிர்பபொருள் இருத் 

தல்வேண்டும். [%, கூட்டலில் *a’-sir எதிர்ப்பொருள் ] 

தன்மை: (2ம்) 2- ச(ம௦) என்று இருத்தல் வேண்டும். 

[பெருககலில் சேர்பபு விதி] 

தன்மை 7:௧ (4௦) - சம் 4 8௦. மற்றும் (6-௦) ஈ--ம24 02 என் 

பவை உண்மையாக இருத்தல் வேண்டும். 

[பரவல் விதி] 

உதாரணமாக, 7 என்ற முழு எண் களின் கணம், சா தாரணக் கூட் 

டல், சர தரரணப் பெருக்கல் இந்த இரண்டு செயல்களின் சார்பரக ஒரு 

வளையமாகிறது. இதே போல E என்ற இரட்டை முழு எண்களின் 

கணமும் (861 011016267௩) அதே செயல்களின் சார்பாக ஒரு வளைய 

மாகிறது, 

4.3. உள்வளையம் (Sub-Ring) 

. உ௭ன்ற. "வளையத்துக்குள் கண்டு 'உட்கணம், Re ன் இரண்டு 

செயல்களின்சரர்பாக, 'தனக்குள்ளாகவே ஒ ரு வளையமாக: அமைந்தரல், 

S,-R- -ன். உள்வளையம்: எனப்படுகிறது. ப 

மேற்கூறிய 78 என்ற இரட்டை முழு எண்களின் வளையம் 7 என்ற 

முழு எண் வளையத்துக்கு ஓர் உள்வளையமாக ஆகிறது. 

ஒரு. வளையத்துக்கு மேலும் சில தன்மைகள் உபரியாக இருக்க 

லாம். : ஆனால்; , இவை வளையம் என்ற . வரையறைக்கு அவசிய 

மில்லை. Spray கீழ்க்கண்ட இரண்டு உபரித் சரிக் 

பரர்ப்போம்.-- சட ஒட 

தன்மை 8.2 ம் 2௨ம். ச.ஜ என்ற பெருக்கலில்-- பரிமாற்று 

“இத். தன்மை: பொருந்தியிருந்தால் இந்த வளையத்துக்குப் 
பரிமாற்று வளையம்? (ேய(21146 812) எனப் டெயர். 

தன்மை 9: ன் எந்த *2*-க்கும் 22 ச£ -8 என்று இருக்குமாறு 

7-ல் ௪-என்ற ஒரு முற்றொருமைப் பொருள் (unity) 

இருத்தல். 

இத் தன்மைகொண்ட வளையத்துக்கு ஒருமைப் பொருள் 
கொண்ட வளையம்” (3102 மம்ம மாம்ர) எனப் பெயர்,
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தன்மைகள் .8-ம், 9-ம் பொருந்தியிருந்தால் _ வளையத்துக்கு 

“ஒருமைப் பொருள்கொண்ட பரிமாற்று வளையம்” (Commutative ring 

with unity) எனப் பெயர். இதற்கு உதாரணமாக, எல்லர் முழுஎண் 

வளையத்தையம் (&10த ௦141016262) கூறலாம். 

தன்மை 8 இருந்து, தன்மை 9 இல்லாமலிருந்தரல் வளையத்துக்கு 

ஒருமைப் பொருள் இல்லாத பரிமரற்று வளையம்” ((௦00001481146 £1௦2 

without unity) star பெயர். இதற்கு உதாரணமாக, இரட்டை முழு 

எண் வளையத்தைக் (15102 ௦4௦ 100₹265) கூறலரம். இந்த வளை 

யத்து க்கு ஒருமைப் பொருள் கிடையாது. 

ஒருமைப் பொருள்கொண்ட பரிமாற்று வளையங்களுக்கு உதாரண 

மாகக் கீழ்க்கண்டவற்றைக் கூறலாம் : 

சாதாரணக் கூட்டல், சாதாரணப் பெருக்கலின் சரர்பாக, 

(1) எல்லா முழு எண்களின் கணம் 7. 

(Set of ali Integers) 

(2) எல்லா விகிதமுறு:எண்களின் கணம் 0 
(Set of all Rational numbers) 

(3) எல்லா மெய்யெண்களின் கணம் 2: 

(Set of all Real numbers)  -- 

(4) எல்லாக் கலப்பெண்களின் கணம் -6 

“2. (Set of all Complex numbers): 

“ இவற்றில் 2, இன் 'உள்வளையமென்றும், Q, ன் உள்வளைய 

மென்றும், R, சேயின் உள்வளையமென்றும் இருப்பதை உணரலாம். 

வளையங்களுக்குச் சில உளரரணங்களைப் பார்ப்போம். ~ 

- மாதிரி je. R= (கு ஐ... என்க, இக். "கணத்தில் 
கூட்டல். பெருக்கல். இவை அழ்க்கண்ட அட்டவணைகளில் விவரிக்கப் 

பட்டுள்ளன. . 5. ஒரு வளையம் எனக் காண்பிக்கவும். ட ் 

    

    

          

    

      

+ | u-| vo |w * x 8): (ம 12 

1 u | v{w “| u | u u “| tu. 

vjofulsx |w| உ) ஜி | wx 
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வளையத்தின் ஏழு தன்மைகளும் உண்மைகளா எனப் பார்ப்போம். 

_ அட்டவணைகளிலிருந்து அடைப்பு விதி, அதாவது தன்மை 1 

உண்மையாக உள்ளது எனப் பார்க்கிறோம். 

அட்டவணை 1-லிருந்து, எந்த இரண்டு பொருள்கள் உதாரண 

மாக ௨௦,% என எடுத்தாலும் ௨-4 = x+w = v என இருக்கிறது. 
ஆகையால், தன்மை £ உண்மை. 

அட்டவணை 1-லிருந்து, எந்த மூன்று பொருள்கள் உ தாரணமாக, 
ம, ௦, 4 எடுத்தாலும் (9-4) 4-3 ஐமற்றும் (௪42) - 
ம ம எனப் பார்க்கிறோம். அகையால், தன்மை 8 உண்மை. 

அட்டவணை 1.லிருந்து, 8-1-2-- 8௨142௨ மரம ம, 

xox என இருப்பதால், ம என்பது பூச்சியப் பெர்ருளாக 

உள்ளது. ஆகையால், தன்மை 4 உண்மை. 

அட்டவணை 1-லிருந்து, 142 - ௦4௦ பூம ம- பூ 

3 ௪ 4 என இருப்பதால் ஒவ்வொரு பொருளுக்கும் தகுந்த (இங்குத் 

தானாகவே) எதிர்ப்பொருள் இருக்கின்றது. ஆகையால், தன்மை 

5 உண்மை. 

அட்டவணை &-லிருந்து, எந்த மூன்று பொருள் உதாரணமாக 

9, இவற்றை எடுத்தாலும் (௦௦) £ =wx=u. wHmidv(wx) =vu=u 

என்று பார்க்கிறோம். ஆகையால்; தன்மை. 6 உண்மை. 

அட்டவணை 1, 8 இவற்றிலிருந்து, எந்த மூன்று பொருள்கள், 

உதாரணமாக 3,8,; ௦ இவற்றை எடுத்தாலும் 8 (௦-௦) -: (௦-3. 

மற்றும் ௨24 ௨ 83 ஊன ம என்றும் பார்க்கிறோம். ஆகையால், 

தன்மை 7-ம் உண்மை, 

ஆகையால், கொடுக்கப்பட்ட கணம் £, ஒரு வளையமாகிறது. 
மேலும், அட்டவணை 2-லிருந்து எந்த இரண்டு பொருள்கள் ௦, மஎடுத் 

Staybow = wo = w என இருக்கிறது. ஆகையால், தன்மை 8 

உண்மையாக உள்ளது. மேலும், 2௦ uvyv = v,wv= w,xv = x 

என இருப்பதால், 45* இந்த வளையத்தின் ஒருமைப்பொருளாக உள்ளது. 

ஆகையால், £ என்பது *ஒருமைப் பொருள் கொண்ட பரிமாற்று 

வளையம்? ஆகிறது. 

மாதிரி 2: முழுஎண் கணம் 7-லிருந்து, வரிசைப்படுத்தப்பட்ட 
மும்மூன்று பொருள்களின் சேர்க்கைகளின் கணம் 7, என்க. அதாவது. 

க ௪ (ச 8, ரர, ரூ.02 67. கூட்டல், பெருக்கல் இவை பின் 

வருமர்று வரையறுக்கப்பட்டுள்ளன : 

(a,6,¢) + (def) = (a+dbt+e, c+ f) (a,b, ¢) 

(d, ef) = (ad, bd, bee, cf ). 
2, ஒரு வளையம் எனக் காண்பிக்கவும்.
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கூட்டல், பெருக்கல் இவற்றின் வரையறைகளிலிருந்தே அடைப்பு 

விதி உண்மை.என ஆகிறது. 

முழு எண்களுக்குப் பரிமாற்று விதி, சேர்ப்பு விதி இவை 
உண்மையான தால், 7, என்ற'கண ச்துக்குத் தன்மைகள் 2,:8 உண்மை 
யாகின்றன. கூட்டலில், (௪, 4 (0,0,0) - (௨ம்,௦) என இருப்ப 
தால், (0, 0, 0) என்பது “7”-ன் பூச்சியப் பொருளாக உள்ளது. எந்தப் 

பொருள்:(௪, ச, ௦)-க்கும் (கச், 04 (-௩--், ப (0, 0, 0) என்று 

இருக்குமாறு (--ஈ., --ம்,. --0) என்ற கூட்டலில் -- எதிர்ப்பொருள் 

உள்ளது. 

[(a, b,c) (d. e. f)] (gy hy 1) (ad,bd + se,cf) (g,h,t) 

= (adg, bdy +- ceg + cf h,c ft) 

(a,b,c) [dgeg + fh, fi] 
= adg,bdg +ceg+cfh,cfi) 

என உள்ளது. ஆகையால், பெருக்கலில் சேர்த்தல் விதி உண்மையாக 
உள்ளது. 

மற்றும் (சம்,௦) [(8,2,7)த4,2)] 1! 

மேலும், 

(4,6 c)[(de f) 4 (2.4 1)] (4,.b.:)[drg,e+h f +1] 

(ad + ag. bd+bgt+ce 

+ ch, cf + ரா) 

மற்றும், (a,b,¢) (def) + (abc) (g,h,1) 

= (ad, bd + ce,cf) + (ag, bg+ ch, ci) 

=(ad+ag, bé + bg + cet ch, ef + ci) 

என உள்ளது. ஆகையால், பரவல் விதியும் உண்மையாக உள்ளது. 
ஆகையால், /, ஒரு வளையமாகிறது. 

(0, 1,0) (1,0,0) - (0,1, 0) என்றும், 

(1,0.0) (0,1/),0) - (0,0,0) என்றும் இருப்பதால் 

பெருக்கலில் பரிமார்றுவிதி உண்மைபன்று. 

Guat, (a,6,¢) (1,0,1) = (a bc) என இருப்பதால், 

(1,01) என்பது பெருக்கலில் ஒருமைப் பொருளரக உள்ளது. 

ஆகையால், 6 ஓர் ஒருமைப் பொருள்கொண்ட பரிமாற்றம் இல்லாத 

suaruih (Non-commutative ringgwith மார) என ஆகிறது.
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மாதிரி 3: 2 என்பது கீழே காட்டியுள்ள படத்திலுள்ளபடி. ஒரு 

கணம். 4-ல் ஈ,சீ,2..... போன்ற உட்கணங்களெல்லாம் சேர்ந்து 
4-என்ற ஒரு கணம் என்க. (2-ல், .4-யும், அதன் வெற்றுக்கணமும் 
அடங்கியுள்ளது,) 7-ல் உள்ள ர,ம்,௦..... பேரன்ற பொருள்களின் 

கூட்டல், பெருக்கல் இவற்றின் வரையறை பிடவராமம்றுல் 

(ath என்றால் 4௦” அல்லது 44” என்ற உட்கணங்களில் இருக்கு 
மாறும், அனால், ‘a’, 14 இரண்டுக்கும் பொதுவாக இல்லாமலும் இருக் 
கும் பொருள்களடங்கிய கணம் என்று கொள்க. 

2 ச் என்றால் ஈ [) ம, அதாவது “6”, “3” இரண்டுக்கும் பொதுவாக 
உள்ள பொருள்களின் கணம் என்று கொள்க. இந்த வரையறைகள் 
படம் 1-ல் விளக்கப்பட்டுள்ளன. 

இவ்விதமானால் 7£-என்பது ஒரு வளையமெனக் காண்பி, 

  

          டு 
U-1 . U.2 

  
  

படம் 1-ல், கொள்கையின்படி ௨ ம ஓட என்றும், 
மச் - 4 என்றும் ஆகிறது. 

[படம் 1, இக். கணத்தின் கொள்கையின்படி, கூட்டல், 
பெருக்கல் செயல்களின் விளக்கம்] ட்ட 

மேலும் படம் 1.ல் 2-9, ab & R என்றும், atb= 14 உன்ற 
தன்மைகள் உண்மை யெனவும் காண்கிறோம். 

படம் 2ல்,- 4-ன் c, d, 7 என்ற உட்கணங்கள் காண்பிக்கப் 
பட்டிருக்கின்றன. : 78 

c+td=2+454846 
tds f= 2 i 84 44 8 என ஆகிறது. 

d t f= 7484445 

é+.(d+f)=8+442 + 5 என ஆகிறது.
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- ஆகையால், (242) 4: 7ரீ- 234 (277) . என்ற தன்மை 

உண்மையாகிறது. 

2 என்பது 4-ன் வெற்றுக்கணமானால் .4 4 ஓ- ச என்பதைப் 

பார்க்கலாம். ஆகையால் ஐ, ன் பூச்சியப் பொருளாகிறது. மேலும் 

a+ a= ஐ என ஆகிறது. ஆகையால், 7-ன் ஒவ்வொரு பொருளுக்கும் 

அதுவே கூட்ட.லில் எதிர்ப்போருளாக உள்ளது. 

(cd)f=(8+7) (6 -8+647) = - 8 என்றும், 

c(df) = (24+74+84 5) (84 6) = 8 என்றும், 

கிடைப்பதால் (2ச)7£- 2 (2 7) என்ற தன்மை உண்மையரகிறது. 

மேலும், 2(சீ4 ரீ) - 74 5௭ன்றும், 224275 547 
என்றும் கிடைப்பதால். 2(சீ4 7) - ௨2127 என்ற தன்மை 
உண்மையாகிறது. ஆகையால் 7, ஒரு வளையமாகிறது. 

மேலும், a A = ஈ என்தநிருப்பதால், 4, /-ன் ஒருமைப் பொருளா 
கிறது. மேலும், ஈ& - ட் £உ - 4 என்றிருப்பதால், பெருக்கலில் 
பரிமராற்றுவிதி உண்மையாகிறது. ஆகையால், 7 என்பது ஒருமைப் 

பொருள் கொண்ட பரிமாற்று வயமாகிறது. வளையங்களின் 
சில தன்மைகளைப் பரர்ப்போம். ் 

தேற்றம். 41. me 4 ரம... ஐ வட ஆட, 

தன்மை 4-ல் கண்ட *0? என்ற. பூச்சியப் பொருள், 2-என்ற 

வளையத்தில் பிரத்தியேகமாக - ஒன்றுதரன். உள்ளது. முடிந்தால் 

0, 0' என்ற இரண்டு பூச்சியப் பொருள்கள் இருக்கட்டும். 

0'-ஐப் பூச்சியப் பொருளாகக் கொண்டால், டட 

0 +.0' 0 என ஆகிறது. 7 

_0- -ஐப் பூச்சியப் பொருளாகக். கொண்டால், - 

0’ + O- = O! rer ஆகிறது... ் தம். 

0040 ் 5 

0 +0’ = O' star ஆகிறது. ஆகையால், 

| 040° ஆகையால், 

௦ - 0' என ஆகிறது. 

தேற்றம் 4.2. 

௪, 8, ௨௪ வளையம் 4 என்றும் 2 4 ௦௨ - சீ - ॥ஆகவோ அல்லது 

ctazctb பண்ணை ப வலை ma = - ர என ஆகிறது. 

(1) at+czbt+e
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தன்மை 6-ன் படி 7-4 x = O என்று இருக்குமாறு எக்கு % என்ற 

எதிர்ப்பொருள் 7-ல் உண்டு. 

(1)-ன் இருபக்கங்களிலும் ஐக் கூட்டவும் 

2௩ (௪௫ - 4 (64.2). அல்லது 
20 240 அல்லது 

2௩ ம் என ஆகிறது, 

மறுபடியும், ஈ 4 8- ச ம் என்க, 

% ஐ இரு பக்கங்களிலும் சேர்க்கவும். 

*+e+ta=x+c+b) gprowgHy 

(¢+x) ta = (C+*) + b grog) 

O+a = 0456 அல்லது 

8 - ம் என ஆகிறது. 

தேற்றம் 4.3. 

தன்மை 5-ல் கண்ட, *8௨*-ன் கூட்டலில் எதிர்ப்பொருள் 7-ல் 
பிரத்தியேகமாக உள்ளது. முடிந்தால் *8 க்கு 6 9 என்ற இரண்டு 
எதிர்ப்பொருள் இருக்கட்டும். ஆதலால் 

ச 0 என்றும் ் 

சுர எ 0 என்றும் ஆகிறது. ஆகையால் 

கரக கற்ற 

தேற்றம் ன் படி ௨ - 3 என ஆகிறது. 

‘a? என்பதன் வரையறை: கூட்டலில் *4*-ன் எதிர்ப்பொருள் x 
ஆனால், அதாவது 24 2-0 ஆனால் £ என்பதை 1-5 என்று குறிக் 
கிறோம். ஆகையால் ₹-- ௧” என்ற பொருள் கொடுக்கப்பட்டால், * ௨? 
"யுடன் இதைச் சேர்த்தால் 0 கிடைக்கும் எனத் தெரிந்துகொள்ள 

வேண்டும். 

தேற்றம் 4.4, 

ஈம் என்பன, £-ன் எந்த இரண்டு பொருள்களாக இருந்தாலும் 
a+x = ம் என்ற சமன்பாட்டிற்கு £॥ என்ற பிரத்தியேகமான தீர்வு 
இருக்கிறது. ௨ ௪ ச்--ர எனப்படுகிறது. முடிந்தால், 

atx = ம் என்றும், 

a+ty - 4 என்றும் இருக்கட்டும். ஆகையால்,
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27245 சுர ஆதலால் 

* 52 ( தேற்றம் 2-ன்படி ) 
* = சீ--2 என எழுதுகிறோம். 

ஆதலால் :ச-- 2? என்று கொடுக்கப்பட்டால் * 2*-உடன் இதைச் சேர்த்தால் «5° கிடைக்குமெனத் தெரிந்துகொள்ள வேண்டும். 
இதேபோல “௨” எனக் கொடுக்கப்பட்டால் ₹ச*-உடன் இதைக் 
கூட்டும்பொழுது 0 கிடைக்குமென உணரவேண்டும். 

மாதிரி 4: 72-என்ற வளையத்தில் கீழ்க்கண்டவற்றை 
நிரூபிக்கவும்: 

(10) -(-2 =a 

(2) ~(a+b)=-a-5 
(8) ~—(a+b)=~—ays 

(4) (a-6)—c=a~(b+c) 

(1) @+(-a)=0 
அல்லது (-2) - 0 

ஆதலால் “2? என்பது *--25-ன் எதிர்ப்பொருள் 

ஆதலால் -- (--2) 2 

(2) —(a+6) என்பது “ர 4 மன் எதிர்ப்பொருள் | 

a+6+(-a)+(—6) ட்ட 

= a+ (~—a) +b + (—6) 

ஆதலால் (௮ + (<4), ‘a+? -oir எதிர்ப்பொருள். 

ஆதலால் - (40) - —a ல ச... 

fl 

(8) —(a—6) என்பது :-- /-ன் எதிர்ப்பொருள். 

a@—b + (—a).4+ 254 (2 0-4 ழ் 
0400 தன 

ஆதலால் - a+ ச் என்பது சேம்? சன் எதிர்ப்பொருள். 
ஆதலால் - (௨-9) ழ், ர
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(4) ‘c? -ujoit ‘(a —b) — ¢? -omé Set Sara ‘a—b? Aoor_& 

Glib. 6c? -uprr avdma பொருளைச் சேர்ப்போம். 
ச தவழ் று =c#asbHe 

“¢ hat (0) +.(—8) 
c+ (—c)+a4+(— 29. 

Meee Te Qo gb வ் 

miei d= ta) Ee =(@=5) 

ஆகையரல், (a—b) ~c=a—(b 4c) என ஆகிறதுட 
ft
 

தேற்றம் 4.5. 

C1) R என்ற வளைய த்துக்குப் ம ஜொரக்னைல் ஒருமைப்... பொருள் 

இருந்தால், அது /₹-ல் பிரத்தியேகமாக ஒரு பொருள். 

(2) &-ன் 4௦? என்ற எந்த ஒரு பொருளுக்கும் பெருக்கலில் ஒரு 

எதிர்ப்பொருள் இருந்தால், அது ‘a?- HSU Gy த்தியேகமானது. 

(1) முடிந்தால் 2-ல் ச, ௪ என்ற இரண்டு ஒருமைப் பொருள்கள் 

இருக்கட்டும். : ் 

ச என்பதை ஒருமைப் பொருளாகக் கொண்டால் eleee’ =e 

என ஆகிறது. 
ச என்பதை ஒருமைப் பொருளாகக் கெண்ண்டான் 

ee = ee = ctor MAM. 

ஆகையரல் ஈ - £' எனக் கிடைக்கிறது. 

(2) பு என்பது “௦”-ன் பெருக்கலில் - எதிர்ப்பொருளானால், 

72- 22 - ௨ என்று முடிவாகிறது. முடிந்தால் 4 என்று 
மற்றொரு எதிர்ப்பொருள் 4௦£-க்கு இருக்கட்டும். ' 

ஆதலால் [ச ௪ 20 ச என ஆகிறது. 

22: ச என்பதை எடுப்போம். இரண்டு பக்கங்களையும் 

“ஆல். பின்பெருக்கல் செய்வோம். 

ஆதலால் 787] - et 

«$e = et ர 

அல்லது. 21 என ஆகிறது. 

தேற்றம் 4.6. 

~- 0 என்பது வளையம்' 4-ன் பூச்சியப் பொருளானால் 7-ன் எந்தப் 
பொருள் *£- ஐ எடுத்தாலும் ஏ.-0 - 0. a = 0-என ஆகிறது, 
2௩0 ர
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ஆகையால் ச.(84.0).-8.௨8௬“ஆக இருக்கவேண்டும். 

ஆனால் ஈ. (௪-0) - 8.௨4 8.0 என்ற முடிவு உண்மை. 

ஆகையால் ௪.௨4 ச.0 - ச.௨ என ஆகிறது. 

ஆனால் ச.ச 0 8.௪ - 

BOSUTEd.a+a.0 =a.atO 

ஆகையரல் ஈ.-0. 4 0 எனக் கிடைக்கிறது. 

மாதிரி 5: 8-என்ற வளையத்தில் கீழ்க்கண்டவற்றை. 
திருக்கும் 

(2) (—a) b — (ab) 

(8) (—) (—b) = ab படல 

(4)~ a (6-t) = ab—ae லட 

(5) ணை அ தனை ததத தகக த் 
cil 

(2) 

(5) 

(4) 

‘ab + a(—b) = a[b F(—b)) = a. 0-20 50௨] 
ஆகையால், ஈ (--7) என்பது 440” -ன் எதிர்ப்போருள்,” 
ஆகையால் (2) ஜீ... 

ab + (—a)b = [a + (—a)]} = 0.5 <0 
ஆகையால் *(-2) 6: என்பது “ஏம்? “ன் எதிர்ப்பொருள் 
ஆகையால் (—a)b = —(ab) 

[a+ (—a)] (—b) = 0.(—b) = 0 - 

அல்லது a. (—b) + (—a).(—b) = 0 
“அல்லது, (2) ces [ — (ab) } = 0 (1)-ன்படி 
ஆனால் ஈச [ரச்] - 

ஆகையால் (—a) (-)). = ab என ஆகிறது. - 

ac + 8 (2-2) என்பதை எடு டுப்பேரம். 

- ac ¢ --a(bec) =ac + afb + (9s act abt டி 

= G6 + ab—ac 

பண் 0 wom ae. + ab 

= abs 

ஆகையால் ச (ச-2) ஈம். 22 என ஆகிறது...
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(5) 22 (2-2) ம என்பதை எடுப்போம். 

ca+ (b—c)a = cat [b+ (-c)] a 

= ca+ba+t(—c)a 
= ca+ ba—ca 
= ¢a—ca+tba 

= ba 

Boaurd (b—c)a = ba —ca என ஆகிறது. 

தேற்றம் 4.7... 

& என்ற வளையத்தில் 9 என்ற :உட்கணம் கீழ்க்கண்ட இரண்டு 
தன்மைகளைப் பெற்றிருந்தால் 5, /8-ன் ஓர் உள்வளையமாகிறது. 

(1) 68 63 என்றால், 

2-1 ச் $ மற்றும் ச் ஏ $ என்றிருக்கவேண்டும். 

(2) ௨6 8 என்றால், -- ர-ம் ஏ 4 என்றிருக்க வேண்டும். 

இங்குக் கொடுக்கப்பட்டி ருக்கும் கொள்கை 1.லிருந்து வளையத்தின் 

முதல் மூன்று தன்மைகள் உண்மையாகின்றன. 

86 R என்பதாலும் உ |: ( ~a) ௩ 0 என்பதாலும், 0 -வும் 

ம ஐச் சார்ந்தது. 

இந்தத் தேற்றத்தின் இரண்டாவது கொள்கையின்படி, வளையத் 

தின் தன்மைகள் 4, 5 நிறைவேறுகின்றன. வளையத்தின் 6, 7 தன்மை 

களும் நிறைவேறிவிடுகின்றன. : ஆகையால் 6, 8£-ன் ஓர் உள்வளையம். 

4,4. வளையங்களின் ஒரே அமைப்புத்: தன்மை (Isomorphism of rings) 

R,S ors QoanG varwwectr, &pdacr QrarG Gu ser 
கள் - உண்மையானால், ..ஒரே அமைப்புக் ..கொண்டவை எனப்படு 
கின்றன. 

(1) 8. *ன்மேல். ஒன்றுக்கொன்றாக _ வரையப்பட்டிருத்தல் 
Gaistr@ib. (R is having one - one mapping onto S) 

(2) a,°b ER; a’, b’ Geir 5-ல் a,b இவற்றின் பி, பிம்பங்கள் ¢ ஆனால், 
(at bye a+b’  oroirpynb, ~ (aby. = a’ b! என்றும் 
இருத்தல் வேண்டும். 

- அதாவது “கூட்டலின் பிம்பம், பிம்பங்களின் கூட்டலாக 
வும், * பெருக்கலின் .பிம்பம் பிம்பங்களின் பெருக்க! லாகவும் இருத்தல் 
வேண்டும். ... _ :
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மாதிரி: 6 K-= (கட்டியம் = {t, 41) என்ற இரு 
வளையங்களின் கூட்டல், பெருக்கல் அட்டவணைகள் கீழே கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளன. &, / இவை இரண்டும் ஒரே அமைப்புக் கொண்டவை 
எனக் காண்பிக்கவும். 

  
  

  
  

    
  

  

                            
  

  

  

  

  

  

                    

த் 

+/a|o6 ¢ | d 41 கட்... 2 d 

2121 2 (ம் 82 உ; 8 (௨| ஏ 

(1௨ (ரீ ர ச் [உச [ர [ரீ 

clclalale cl{alalala 
d}dic|lb]a தத். 

(1) a 
L 

+] i 7411 xlitglaela 

ils bp aly ilal; 61 

Jj ope la fa த] ம், | & Kk 

புவ வப 
[ர் 11/4 ட ம 27/21 
தை ay 

Ky, ம-ன் மேல் ஒவ்வொன்றாக எவ்விதம் வரையப்பட்டால் 
“ஓரே அமைப்புத் தன்மை உண்மையாகும் எனப் பார்க்க வேண்டும். 
அட்டவணைகள் 1,8 இவற்றைப் பார்த் தால் ௪, 7*யின் பூச்சியப் பொருள் 
என்றும், &, £-ன் பூச்சியப் பொருள் என்றும் தெரிகிறது. ஆகையால், 
“25-யின் பிம்பம் “4? ஆக இருத்தல் வேண்டும். அட்டவணைகள் ஃ 4 
இவற்றிலிருந்து யும், 7-யும் ஒரே தன்மை கொண்டவையாய்த் 
தோன்றுகின்றன. ஆகையால், யின் பிம்பம்/எனக் கொள்ளவேண்டும். 
மற்ற இரண்டு பொருள்கள் ச, சீ இவற்றின் பிம்பங்கள் 8, 7 எனக் 
கொள்வோம். 

6
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கீழ்க்கண்ட வரைதல்களை ஏற்றுக்கொள்வோம். 

ak, b-+i,c+j, dol. ggtag, i=b', jac’, k=a',l=d'- 

இந்த இணைப்புகளின் உதவியால் அட்டவணைகள் (8), (4) 

இவற்றைப் பின்வருமாறு மாற்றி அமைக்கலாம். 

    

  

  
  

  
                                

* ச 121௨; x |b fe ja | dad 

bo ja ld |b je / ele le la la 

co td’ ja’ |e | BF cia’ ia ja (2 

ait le la id a'| a’ ae a \a’ 

die lela | a a |b 12 பூ a 

mp 46! 

அட்டவணை 1-ல், ஏதாவது இரண்டு பொருள்களின் கூடுதல் 

(உ-ம்.) 21 ம- ச என உள்ளது. 

அட்டவணை &-ல் 2 4 ரீ - 4! என உள்ளது. ஆக, (6-4 d)’ 
= 6 31 8' எனக் கிடைக்கிறது. 

மேலும், அட்டவணை 3-ல் ஏதாவது இரண்டு பொருள்களின் 

பெருக்கல் (உ-ம்) 4.௨ -॥ என உள்ளது. அட்டவணை 6-ல் 

b’.c’ - 2 என உள்ளது. 
ஆகையால், (8.6 - ம்'.2' எனக் கிடைக்கிறது. இது போன்று 

மற்றவற்றையும் சரிபார்க்கலாம். ஆகையால், 4; 7. இரண்டும் ஒரே 

அமைப்புக் கொண்டவை எனப் பார்க்கிறோம். 

தேற்றம் 4.8. 

-௩2' என்ற வரைதலால் 4 என்ற வளையம் 4 என்ற வளையத்துடன் 

ஒரே அமைப்புக் கொண்டதாக இருந்தால் கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபிக் 

கவும் ? ். 

(1) 0 என்பது /-ன் பூச்சியப்பொருளானால் 0” என்பது'8-ன் 

பூச்சியப் பொருளாகும். 

(2) ஈன் எதிர்ப்போருளின் பிம்பம், ௨* என்ற பிம்பத்தின் 
எதிர்ப்பொருளாகும். அதாவது (நஜ) - பற?
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(8) ச என்பது /-ன் ஒருமைப் .பொருள் -என்றால்..௪் எண்பது 
டி-ன் ஒருமைப் பொருள் ஆகும். ் 

(4) 7 ஒரு பரிமாற்று வளையமானால் இரவாய் ring) S-1b 

ஒரு பரிமாற்று வளையம். 

(1) at+o=a 

BHored (a +o)’ = 

| ayes (ato) =a +0, VR2S 

Bsr a’ +0’ = a’ 

ஆதலால் ௦” என்பது, &-ன் பூச்சியப் பொருள். 

(2) a+ (—a) = 
ஆதலால் [௧4 (-9]' - ௦ 
ஆதலால் a’.+ (—a)’ = 0 

ஆனால் 24 (2) 22 
-ஆதலரல் (“-ம)' ஐ 

(8) aec=za 

(a.ey =a அல்லது... =a’. 

இவ்வாறே.௨்.ஈ் - ம் எனக் காண்பிக்கலாம். 

ஆதலால்,2, $ ன் ஒருமைப் பொருள். 

(4) a.b = bea wi 

BSvTd (a+b) = (b«a)’ 
ச் 

அல்லது க£ச்' = b’.a . 

ஆதலால் 5-ம், ஒரு பரிமாற்று வளையம், 

4.5. மீத கணங்களின் வளையம் (Ring of Residue classes) 

மட்டு ஈ (௪௦0108 1) இதன் மீத இனங்கள் சமத்துவ கணங்க 
ளாகின்றன என்று 2ஆவது அத்தியாயத்தில் பார்த்தோம். - எந்த 

, எண்ணையும் ஈ ஆல் வகுத்தரல் 0, 1, 2, 8........ 8-1 என்ற இந்த 

1 எண்களில் ஒன்றுகுரன் மீதமாக இருக்கும். ௨,ச என்ற இரண்டு 

எண்கள் ஒரே மீதத்தைக் கொடுத்தால் அவை மட்டு 41-ன் சார்பாக 

முற்றொருமை எண்கள் ar அதாவது ௬ ம் (மட்டு1) என 

எழுதப்படுகிறது. ய
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0 என்ற எண்ணை மீதமாகக் கொடுக்கக்கூடிய எண்களின் 
கணத்தை [0] என்றும், இதுபோல் மற்றக் கணங்களை [1],[8]....... 

[8-1] எனக் குறிப்போம். எந்த முழு எண்ணும் இந்த ஈ கணங் 

களில் ஏதாவது ஒன்றில்தான் இடம் பெற்றிருக்கும். உதாரணமரக, 

$ீ-ன் மீத கணங்கள் பின்வருமாறு :2 

[O] = { ssseseseeeee —15, —10, —5, 0,5,10, 15 wi. 

[1] = {ces —14, — 9, —4,1,6,11, 16 ww. 

[2B] = (ஷை 1 ல இடு, இ 7, 12 17... 
[த] ௮ $ வைகைக் அற்கடி அல 7, —B, B, 8, 185-18 பைக 

[4] - (வை ரம்மி ந 1, ௫ 14 1... 

இரண்டு கணங்களின் கூட்டல் என்பது என்னவென்று பார்ப்போம். 

உதாரணமாக [1] * [8] என்றால், [1] என்ற கணத்திலிருந்து எந்த 
ஓர் எண்ணையும் [8] என்ற கணத்திலிருந்த எந்த ஓர் எண்ணையும் 

எடுத்துக் கூட்ட வேண்டும். 11 4 8 என்று எடுத்தால் 14 எண் 

கிடைக்கிறது. இது [4] என்ற கணத்தைச் சார்ந்தது. சுலபமான 

முறையில் 1, 8 இவற்றை எடுத்துக் கூட்டற்: பலன் 4 -என்பதைப் 

பார்த்து, [1] -- [8] - (4] என்று கூறிவிடலாம். . [2] 4 [5] - 

[5], 5-ன் மீத எண் 0. ஆனதால் (5) - [0] என ஆகிறது. இதே 
பேரல [8] + [4] = [7] = [2] என ஆகிறது. இதேபோல, 
பெருக்கல் என்னவென்று பார்ப்போம். 

[8] (4) = (8x 4] = [12] = [2] என ஆகிறது. 
அவற்றுக்குப் பொதுவான நிரூபணங்களைப் பார்ப்போம். 

2 ம் (மட்டு) என்க. 

அதனால் ௨-- ம் ௩0 (மட்டு) என்று ஆகிறது. 

அல்லது 8--ம் - ௩௩ (இதில் & என்பது ஒரு முழு எண்) 

அல்லது ௪-ம் 4 கற. ் ட டன 

I] a, b, (மட்டு 1) என்க. 

2௨-ம், (மட்டுற) என்க, 
ஆதலால் a, =.b, 1 தீர 

a, = bg + 81 என ஆகிறது. 

ஆதலால் a, +a, = 6, +b, + (Kk + தா 

ஆதலால் a, + a. ௭ மீடர் 4, (மட்டு) என ஆகிறது. 

ஆதலர்ல் [7] -* [2] — [7 + 3 என ஆகிறது.
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அதேபோல 

a, a, =(b, 4௩82) (2 ௩2412) 

௪ நி; (22 4 தர்) 4 க்கி 

ஆதலால் ஈ; ச, ௬ம், 8,(மட்டு 2) என ஆகிறது. 

ஆதலால் [7] [5] - [72] எனக் கிடைக்கிறது. 

மட்டு எண் 4”-ன் மீத கணங்களை 7/1 எனக் குறிக்கிறோம். 

தேற்றம் 4.9. 

மீத கணங்கள் 7/8 கூட்டல், பெருக்கல் இவற்றின் சரர்பாக 

ஒரு வளையமரகிறது எனக் காட்டவும். 

[ச] [5], [t] வடட என்பவை 7/-ன் பொருள் 

களாகட்டும். 

[7] + [s]=[r + 5] 
[7] [2] - [72] இவை மீதக் கணங்களின் தன்மைகள். 

[7-0] ரஜி [நீ4 07] 
{Or} + Cs] } +4] = (rts +t] 

= [7] + ([s] + [t]} 

[r] + [eo] = [r+o] = [r] 

[r] + [n—r] = [r+n—r] = [0] 

ஆகையால் [7]-ன் எதிர்ப்பொருள் [ஈ -- ர] ஆகிறது. 

{(r] Es] } 00] = [rst] = Cri ffs] 00} 
[r}{ Cs] +} = (rs 4+4t)] 

= [rs + ré] 

[rs] + [rt] 

= [r] (s] + [r] [4] 

இவற்றால், 7/௩ ஒரு வளையமாகிறது, மேலும் ம:இது ஓர் *ஒருமைப் 
பொருள் கொண்ட பரிமாறு வளையமாகிறது” என்பதையும் உணரலாம். 

| 

மாதிரி 7: மீத கணங்கள் I/s-cr அட்டவணைகள் வரைந்து” 
இவை ஒரு வளையமாகின்றன என்பதைச் சரிபார்க்கவும். 

மீத கணங்கள் [0], [1], [8], [8], [4] என்பவற்றைச் 
சுருக்கமாக, 0, 1, 8. 8, 4 என்றே குறிப்பதுண்டு.
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+ [oli] els{a| x | 0 1|2[914 

௦1௦11121214| ௦101௦ ௦0101௦ 

பற்ஙயப்புயபிப்பட் 
1212141௦11) ௨0 2]4] 05] 

3 81410௦1112) 510 2 1)42 

4410111215] 2410141821       
  

அடைப்பு விதிகள் சரி.பாகின்றன. 0 என்பது. பூச்சியப் பொருள். 

எந்தப் பொருளுக்கும் கூட்டலில் எதிர்ப்பொருள் உள்ளது. 

உதாரணமாக, 

((1) (2)) (4) = (2) (4) = (8) 

(1) [(2) (4) = CG) (8) = (8) 

(2) ((8) + (4)] = (2) (2) = (4) 

(2) (8) + 2(4) = (1) + (8) = (4) 

மேலும் (2) (8) - (8) (2) - (1) 
இம்மரதிரியே மற்றப் பொருள்களுக்கும் இத்தன்மைகள் அமைந் 

துள்ளதைக் காணலாம். 

மேலும் 1 என்ற ஒருமைப் பெரருளும் உள்ளது. ஆகையால், 7/5 
என்ற கணம் ஒரு வளையமாகிறது. 

4.6. பல்லுறுப்புச் சார்புகளின் வளையம் (₹10த ௦4 Polynomials) 

F(X) = a0 0° ச, ரூ.2 ப... + a,x 

FC) = Gx + a,x + ag x® ம பெய்வல என்ற முடிவில்லாத 
தொடராகவும்: இருக்கலாம்: இது தேராப் பொருள் . (indeterminate) 
ல் ஒரு பல்லுறுப்புச் சார்பு. . இதன் குணகங்களான ௬, சபி 442 Aq 
இவை “ஒருமைப் பொருள் கொண்ட பரிமாறு வளயத்தை?ச் 
சரர்ந்த பொருள்கள். உதாரணமாக, அவை முழு எண்களரக 
இருக்கலாம். இதைப் போன்ற பல்வேறு சார்புகளின் கணம் 4 (20) 
எனப்படுகிறது. இவற்றில் கூட்டல், பெருக்கல் ஆகியவை. பின் 
வருமாறு வரையறுக்கப்படுகின்றன?: '
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SF (8) = ay ¥° + ax? + ag e® toss + ay 40 

E(k) = box? 4 bye! + bow? tae + by xt 

S (8) +B (8) = (ag லிம் டர்டி கம பப 
- + (a) + b,) a7. 

"(*) & (4) = ay box? + (dob, + €,6,) *? 

+ (a,b, +4,6, + a,6,)x? bonne 

+(4,on +a, by, + அவம் க b,) x. 

தேற்றம் 4.10. 

ஒருமைப் பொருள் கொண்ட பரிமரறு வளையத்தைச் சேர்ந்த 
பொருள்களைக் குணகங்களாகக் கொண்ட. பல்லுறுப்புச் சார்புகளின் 
கணம் 5 (%) அதே மாதிரியான ஒரு வளையமாகிறது. 

வம் ௯ ர தியி, @ dy சி ட வைகைக் } 

Fe) = age? + aye? + து பப. + ay xn 

g(x) = b,x? + by wt + by x® He +, a0 

h(x) = 65a? $ eget HELE PE பப்ப + ey x" 

FC) + g a) = (ay + Di) aE (ay + by) xt te © G(x) 
FS (*) + @ (x) = a,b,x° + (a,b, + a, bo) wt + ne டில 

கடி ரய பவை Don மிடி 92. வ. இவை வளையம் 4-ஐச் 
சார்ந்தவை. 

ஆகையால் do + boy கீடிறிடி கமி 4 எட சிஷி es 

ஆகையால் வசாயத்தின் முதன் மூன்று தன்மைகளும் உண்மை 
களாகின்றன. ் , 

Eo (x*) = ox? + ox! 4+ ox? 4 aes -- ரகா என்க. 

மீ. கீழு (லு 4 (டம ஐம் பப பபப 

F= Age + A, x Haan cf (x) 

- ஆகையால் 22 (2), பூச்சியப் பொருளாகிறது. 

Sf (x = தத த) தமை 2 ப என்க. 

4 [-7ீ20]7- (224 சட, ச்ம் ப... 

= 0x° + ox! 4a 

= E (x) என ஆகிறது,
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ஆகையால் --ரீ (0), 7 (0)-ன் எதிர்ப் பொருளாகிறது. 

[#(*) g(x) ] AC) = . 

- ௪9,௦24 Caoby65 + 41 40% + கய) 4. 

f(x) Cex) h(x) 
= byes agx? + (bolod1 + 596145 + b1 6,45) ¥) tse ene 

Sf (*) [g (4) 4 6] 
= [a,x° + a, x1 +..] [(b, + 6.) ¥° +.(b, +6;) %? +--+] 

= ao(b, +6) x + [aC br +61) +41 (bo +6,)) 1 + vere 

= a,box° + (a,b, + a,b.) x + creer 

3௪,224 (சர் ௪2) 21.4 ௮ 

= f(x) g(x) + f(x) h(x) stor RAS! 

Guay, f (x) g(x) = g(x) f (4) எனக் காண்பிக்கலாம். 

U (#) = 1° 4+ ox? ox? + னஸ் என்க. 

fF *)U (*%) = a,x? + a,x? + age? 4 

் = f(x) என ஆகிறது. 

ஆதலால், பூ (2) ஒருமைப் பொருளாகிறது. 

ஆகையால் 4 (2) என்பது, ஒருமைப் பொருள் கொண்ட பரிமாறு 

வளாயமாகிறது. 

4.7. முழுமை அரங்கங்கள் (116ஜ21 19௦0௯௨ம்05) 

வரையறை : ஒருமைப் பொருள் கொண்ட 2 என்ற பரிமரறு 

eu®erwsth (Commutative ring with unity), பின்கண்ட பத்தாவது 

"தன்மையையும் கொண்டால் அதற்கு ஒரு “முழுமை அரங்கம்? 
(Integral Domain) ster பெயர். 

௩, உழ மற்றும் 72 - ௦ என்றால், 7 ர அல்லது 5s = 0 

என்று இருத்தல் வேண்டும். -- தன்மை 10. [ இதற்கு வகுத்தல் விதி 
(Division Law) stars Qiu 2 xr@. ] ஒரு கணம் esr LOTUS HG, 

முதல் 7 தன்மைகள் அவசியமாகின்றன. ஒருமைப் பொருள் கொண்ட 

பரிமாறு வளையம் என்பதால் தன்மைகள் 8, 8 ஆகியவை உண்மையர 

கின்றன. இவற்றுடன் தன்மை 10-ம் சேர்ந்தால், வளையம் ஒரு 

முழுமை அரங்கமாகிறது. 

உதாரணமாக, முழு எண்களின் கணம் 7, விகிதமுறு எண்களின் 

கணம் 0, மெய்யெண்களின் கணம் 7, கலப்பபெண்களின் கணம் 0 

இவை யரவும் முழுமை அரங்கங்கள்.
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இந்த அத்தியரயத்தின் மாதிரிக் கணக்கு 1-ல் கொடுக்கப்பட்ட 

வளையம் முழுமை அரங்கமன்று. அதில் பூச்சியப் பொருள் “ம” என்பது. 
அக்கணக்கின் அட்டவணை 2-ல் ௦% - ம எனக் காண்கிறோம். இதில் 
w, x ஒன்றும் பூச்சியப் பொருள் அல்ல. 

தேற்றம் 4,11. 

ஒரு வளையத்தில் * வகுத்தல் விதி? என்ற 10ஆவது தன்மை 
உண்மையானால் கீழ்க்கண்ட நீக்கல் விதியும் (4௦611௨11௦௩ 1,௧௨௭) 

உண்மையாகிறது, 

abc GR; who ac = bc, மற்றும் ச 24 2 ஆனால் 

£- ம் என ஆகிறது. 

ac = be . 

ஆகையால் இவைகளில் வித்தி;பர்சம் பூச்சியமாகிறது; அதாவது 

ao — be=0 

- அல்லது (2-8) 2-2 தி 

தன்மை 10-ன்படி a—b : உ அல்லது 2-7 என ஆகிறது: ஆனால், 

இத் தேற்றத்தின் பகாள்கைப்படி 2 ௦. ஆகையால் ஈம் = 05 

அதாவது ௪ - ச் என ஆகிறது, 

தேற்றம் -4,12. 

மட்டு எண் நூன் மீத கணங்கள் 7/௩. ம ஒரு பகா எண்ணாக 

இருந்தால் மட்டும், ஒரு முழுமை அரங்கமாகிறது. 

நிரூபணம் ் 

I]t, ஒரு வளையம் என்பது நரம் ஏற்கெனவே அறிந்த. 

1” ஒரு பகா எண் த்? என்க. [77, [2] இவை 7/ஈ-ன் இரண்டு 

பெர்ருள்களாகட்டும். மேலும் [7] [27- [2] என்க. அதாவது 72 ௭ ௦ 

( மட்டுற்) என ஆகிறது. ஆகையால் ₹5” 7-ஆல் வகுபடும். +p? 

ஒரு பகா எண்ணானதால், *, அல்லது ** த” யினால் வகுபட வேண்டும். 

ASTUTE | wi Gp) அல்லது £ ௩ ॥॥ மட்டு 2) என இருந்தல் 
வேண்டும். ஆதலால் [7] - [2] அல்லது [2] - [பி எனக் கிடைக் 

கிறது. ஆகையால் 7/2 ஒரு முழுமை அரங்கமாகீற 5. 

2 ஒரு பகா எண் இல்லை எனக் கோள்ப்வாம். 

ஆகையால், 1 அரு வற? 1 வடை ; n,n, = ர என 

இருக்குமாறு 8, n, என்ற இரண்டு எண்கள் உள்ளான. 

[nj=[n,n,] = [n,] [n,] = [ப] என ஆகிறது.
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- ஆனால் ஐ, ௩,இவை 4” ஆல் வகுபடுவன அல்ல. ஆகை 

யால் (ஈ,) -* (௦) மற்றும் (ஈ,) 7* (௦) எனக் கிடைக்கிறது. ஆகையால், 

[Lin] B® முழுமை அரங்கம் அன்று. 

ஆகையால் //ஈ, ஒரு முழுமை அரங்கமாவதற்கு */£ ஒரு பகா 

எண்ணாக அவசியம் இருத்தல் வேண்டும். 

4.8: வரிசைப்படுத்தப் பெற்ற முழுமை அரங்கங்கள் (0060 
Integral Domains) 

முழு எண்கள் கீழே கண்டுள்ளபடி வரிசை கொண்டவை 
என நமக்குத் தெரியும் : 

ee . —4, —8, ~2, --1, 0, 1, 2, 8. 4, ve 

இதற்கேற்ப, cape அரங்கத்திலும் ஒரு வரிசை வறைலளுக்கரு 

படுகிறது. 

வரையறை : D என்ற ஒரு முழுமை அரங்கம் கீழ்க்கண்ட தன்மை 

களைப் பெற்ற D, என்ற ஓர் உட்கணத்தைப் பெற்றிருந்தால் அதற்கு 

வரிசைப்படுத்தப் பெற்ற முழுமை அரங்கம் ( Ordered Integra} 

Domain) என்று பெயர். 

(1) ௩ம் ௨.) என்றால், ஈட் உற, 
(கூட்டலில் அடைப்புத்தன்மை) 

(2) ௩ம் 67), என்றால், ab € D, 

(பெருக்கலில் அடைப்பு த்தன்மை) 

(8) :௰£ என்பது 49-ன் எந்தப் பொருளானாலும் கீழ்க்கண்ட 

மூன்றில் ஒன்று மட்டும் உண்மையாக இருத்தல் வேண்டும். 

(1) a=o (7) ae D, (12) ~-a ED,, 

இப்படி அமைந்தால், 19, -ன் பொருள்கள் 49-யின் நேர்ப்பொருள்கள் 
(6௦81176 618006012) என்றும், 0, இல்லாத பொருள்கள். 79-யின் எதிர்ப் 
பொருள்கள் (116த௨ம்௭6 6180060(8) எனப்படுகின்றன. 

மேலும், 2-4 எ 2), என்றால் 05 சீ என்போம்; 

இவ்வாறே 06 , எனில் 05 o என்றும், 

- 62), எனில் 0 ௦ என்றும் எழுதுவோம். 

வரிசைப்படுத்தப்பட்ட முழுமை அரங்கம் கீழ்க்கண்டவாறு 
வரையறை செய்யப்படலாம் ;
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“க சீ.உளன்பன ம என்னும் முழுமை அரங்கத்தின் உறுப்புகள் 

என்க. மேலும் 5 என்ற ஓர் ஈருறுப்பு உறவு ஒன்று 2-ல் வரையறுக் 

கப்பட்டிருக்கட்டும். அத்துடன்?” ஆனது கீழ்க்கண்ட மூன்று தன்மை 

களைப் பெற்றிருக்கட்டும் : 

தன்மை (1) 85% 5 ரஎன்றால் ஈ4 25. 

தன்மை (2) ௭௨5 ட b> o srs ab > ர 

தன்மை (8) 2௪ ம என்றால், £உ - 2 அல்லது ச 5 ௦ அல்லது 

ம் 19 என்ற மூன்றினுள் ஏதாவது ஒன்று மட்டும் உண்மையாக 

இருத்தல் வேண்டும்." 

தேற்றம் 4.13. 

௪, 9, 2... முதலியவை 29 என்ற வரிசைப்படுத்தப்பெற்ற முழுமை 
அரங்கத்தைச் சார்ந்தன என்றால் சீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபிக்கவும், 

(l)CeED;,a> b asimov ate > b+e 

(2) a> bs ¢ > என்றால் சச be 

(க) ௨5௨ 6 ॥ ௮௪ என்றால் ரச 422௦ 

(4) a> 853 2 என்றால் ஏ ர 

(5) a # ச என்றால் ர 5 0. 

(1) a>b “,a-b>o 

a—-b+e—ce>o 

அல்லது ௪-4 C-—b—e >o 

HOVVG a+ e—(b +c) >.0 
அல்லது ச 2 ம். 

(2). a—b>o a 

232. 0 

(a—b)c>o 

ஆதலால்; 82-ம் 0 

அல்லது 825 be 

(8) a—b>o 

் ॥ ௨0 

அல்லது —c> 0
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| ஆகையரல்--2 (௪-6) 5 0 

- அல்லது--2௪ சம் 2. 

'அல்லது ch >ca 

அல்லது ச்ச ac 

அல்லது 82 4 82 

(4). a—b >o 

ட 9-2 5 0 

ஆகையால் 2 _ ர +b—c>o 

அல்லது ௪--2$ 0 

அல்லது a > 2௨ ் 

(5) 2 > ௦ என்க. 

102 0 

a>o . ன் 

ஆதலால்:22 5 % அல்லது ஈ£ ல தி 

௨ 4 ௦ என்க. 

—a>o 

—a>o 

(— a) (—a) >0 

அல்லது 255 o. 

வரையறை 4.9. 2-யைச் சார்ந்த *ய*-ன் தனி மதிப்பு (&050- 
lute value of a) 

“ன் தனி மதிப்பு | ௨| கீழ்க்கண்டவாறு வரையறை செய்யப் 
படுகிறது. 

(1) a>o0 Sev | a| =a 

(2) ஈ- ஆனால் [2ச[| 5-4 
ஆதலால், 1ஈ| - 8 என்றும் ஈ ௦ என்றால் |ஈ| 2 2 என்றும் 

ஆகிறது. 

தேற்றம் 4.14. 

£--ல் கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபிக்கவும் : 

(1) ஈம், உக டி 22 0122: ரீ என்றால் ஈ£3 நீர
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(2) [abl = [al ச்] 

(83) 121௮121414] 
(4) யின் ஒருமைப் பொருள் 49 ஆனால்: ச ஈ என்றும் 

182 2 (௫, ஒரு நேர் முழு எண்) என்றும் காண்பிக்கவும். 

1, a>b 

உ 2டுரு atc>be 

- உட ச வைத்து (1) 

é>d.. 

b> os be > bd ட 

ob bd So 2 
(1)+(2) ac—~be + bo—bd > 0 

Hvugsi ac—bhd > 0 

அல்லது சா. ௭ 

2 (2) 22 ௩௦.2 2 என்க 

ab > 0 

| ab | = ab 

- 1௪] 181 
(1) 82 ௦, 8.4 8 என்க. 

சம் 4 0 

[சச்[- ~— ab = a (—b) 

= Jal [ot 

(72) ௪௩௫ 022 என்க... 

ab=o0 : 

jab | = |o] =o 
=0b 0 

=o] [a] 

“121141.
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8, (0 a> 020 என்க. 

a+b >o 

Jat+b} =at+b= [a] + ]o] 

(2) a>0b<a, a+b > ௦ என்க, 

b<| 6] 

அல்லது |b] —b>0 (ட) : 

ந 
அல்லது |a| —a=0 (2) 

(1,) லிருந்து 51-44 [21-22 0 

woos |b] + | a| —(atb)>0 
அல்லது |௧| 4 |ம|28-ம்- | கஃச் | 

ஆகையால் |atb| < lal tio 

ஆகையால், [a+b |< lal + || என ஆகிறது, 

(it) a>0, b<0, atb<o ststre. 

121 4820 . 

[1-4 1 [b| +b=0 

fa| +a+ | 6] -b>e 

"oN fal + [bi +at+b>0 
fal + [b{>—(at+by="j a+d| 

4. ௨2 ர என்க. 

22-22 0 

ஆகையால் ௪5 0 

சர்ச ௪4... ௨17 தடவைகள் >a 

அல்லது 822 0 

4,10. ஈன்கு வரிசைப்படுத்தப்பெற்ற கணம் (47611 - ordered Set) 

வரிசைப்படுத்தப்பெற்ற முழுமை அரங்கத்தின் (01ம்2:60 1௩ர்22- 

1௨] 19௦021) பொருள்களின் ஒரு கணம் $, கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைக்கு 

உட்பட்டு * நன்கு வரிசைப்படுத்தப்பெற்ற கணம் ? எனப்படுகிறது.
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3-ல் பூச்சியமில்லாத எந்த உட்கணம் பூவை எடுத்தாலும் அதில் 

உள்ள எல்லரப் பொருள்களையும்விட சிறிய ௦” என்ற ஒரு பொருள் 

பூ-ல் இருத்தல் வேண்டும். 

அதாவது, 22%, ரூ 6 பூ நேர் முழு எண்களின் கணம் இந்த 

வகையைச் சேர்ந்தது. விகிதமுறு நேர் எண்களின் கணமோ, நேர் 
மெய்யெண்களின் கணமோ இவ்வகையைச் சேர்ந்தவை : அல்ல. 

ஏனென்றால், இவற்றில் மிகச்சிறிய எண் என்று எதையும் குறிப்பிட 

முடியாது. 

தேற்றம் 4.15. 

D என்பது ஒரு வரிசைப்படுத்தப்பெற்ற முழுமை அரங்கம். 
அதன் நேர்ப் பொருள்களடங்கிய 9, என்ற உட்கணம் நன்கு வரிசைப் 
படுத்தப்பட்டுள்ளது. ** என்பது யின் ஒருமைப் பொருளானால் 
கீழ்க்கண்டவைகளை நிரூபிக்கவும் : 

1) Dp= {mes m Qo நேர் முழு எண்) 

2) D= (ஈச, 1 ஒரு முழு எண்) 

ae D, ssi. 

ஆதலால் ௨5 0 

is ் : é 

Bhiowe? >o....,,.4. 18 (5) 

BOSWITS € > 0 

=. 

ஆகையால் ec D, 

மேலும், 2e=e+e> o 

Be=e+e+e>do 

இதே போல ஈ£.-ச--ச-௪.....உதடவைகள் 

> 9 

ஆகையால் mec ற், : . . 

மேலும் D, யிலுள்ள எந்தப் பொருளும் ‘me? என்ற உருவம் 

கொண்டது என நிரூபிப்போம். 

முதலில் ச, 29,-ல் மிகச்சிறிய பொருள் எனக் காண்போம். முடிந் 

நால் 4 மிகக்சிறியதாக இருக்கட்டும். ௦-₹2-42 

அல்லது ௦4222 

அதரவது 942”
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ஆதலால் ॥ யைவிட ச சிறிது. இது கொள்கைக்கு விரேரத 
மானது. 

ல் 4,” என்ற உருவங்கொள்ளாத பெர்ருள்களின் கணம் ப 

என்க, இதன் மிகச்சிறிய பொருள் சீ என்க, 44” என்பது 29-யின் 
மிகச்சிறிய பொருளாகையால் சீ-25.0. ஆகையால் d—e € D,. 
22:0௦ என்பதரல், 8--௪8 என ஆகிறது. ஆகையால் 8-௪ பூ. 
ஆகையால் 8-௪, &. ஆகையால் சீ-(1 48). 

அதர்வது சீ 6 பூ. இது கொள்கைக்கு விரேர்தமானது. 
ஆகையால் 2-ல் எல்லாப் பொருள்களும் 1௨” என்ற உருவங் 
கொண்டவை. “s 

a= என்றால் 2--0.4.எனக் கொள்ளலாம். 

ட் 8-௦ என்க, ட 

—a>0 Bvt —ae Ds — ~ 

. ஆதலால் --ர- ௩ ௪ 

ஆதலால் டர ப் 

ஆகையால் 29-ன் எந்தப் பொருளும் ஈ 2 என்ற உருவம் பெற்றது 
(1 என்பது ஒரு முழு எண்). 

தேற்றம் 4.16, 

தங்களின் நேர்ப் பொருள்களின் கணங்கள் நன்கு வரிசைப் 
பட்டதாயுள்ள ம, 9: என்ற இரண்டு' முழுமை அரங்கங்கள் ஒரே 
அமைப்பு கொண்டவை Gs morphic), 

D={nes n ஒரு முழு எண், ஈச, மியின் ஒருமை எண்) 

2 பம ௨ ஒரு முழு எண், உ மின் ஒருமை எண்) 

1 என்ற ஒரு குறிப்பிட்ட முழு எண்ணுக்குத் தகுந்தாற்போல் 9-ல் 

‘ne? என்ற பிரத்தியேகமான. ஒரு பொருளும் 29ல் 62 *. என்ற 

பிரத்தியேகமான ஒரு பொருளும் உள்ளன. 

“ஈச யின் பிம்பம் “ஈ2? எனக் கொள்வோம்: இவ்விதம் 2, ற: 
இவற்றில் ஒன்றுக்கொன்றான பிரத்தியேக இணைப்பு இருக்கிறது. 

மேலும், netn,e=(n+n ௪... 

வ அ 

= me’ +nye’ 

மேலும், (8, ச) (௩, ௪) = (n,n, Je 

— (n,n, Je’ 

௪ (12) (௩2) 

ஆகையால் 9) ௨ 2
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4.11. களங்கள் (116105) 

வரையறை : ஒருமைப் பொருள் .கெர்ண்ட பரிமாறு விரயம் 

சி என்பது கீழ்க்கண்ட தன்மையைப் பெற்றிருந்தால் அது ஒரு களம் 

(1114) எனப்படுகிறது. 

பூச்சியத்தைத் தவிர, மற்ற எந்தப் ருருஷக்கு, பெருக்க 

லில் எதிர்ப்பொருள் இருத்தல் வேண்டும். 

அதாவது ௧6 77$ ௧௪௦ என்றால் ; 28! - 212: 8: என 

இருத்தல் வேண்டும் 

தேற்றம் 4.17. 

ஒரு களம், ஒரு முழுமை அரங்கமாக இருத்தல் வேண்டும். 

7” என்பது ஒரு களம் என்க. a, ம் “ 7% மற்றும் ஈ௦-௦ என்க. 

௦ என்க. ௨ ௪ 7! என்பதால் ௪க்கு 21 என்ற எதிர்ப்:பொருள் 

உள்ளது. 

ab=0 

அல்லது a” ‘ab =a-*o 

. அல்லது eb=o 

அல்லது ம்-% 

- இதேபோல, ம்54௦ என்றால் ௧-௦ எனக் காண்பிக்கலாம். ஆகை 

யால், ab=o என்றால் 2-௦ அல்லது ம்-௦ என ஆகிறது. ஆகையால் 

7” என்பது ஒரு முழுமை அரங்கம். 

மாதிரி 8: விகிதமுறு எண்களின் கணம் ஒரு: களம்: எனக் 

காட்டுக, rt, 

விகிதமுறு எண்களின் கணம்; ஒருமைப். பொருள் கொண்ட: ஒரு. 

பரிமாறு வளையம் (& commutative ring with பறம்டு) எனப் பார்த்: 

தோம். இதன் ஒருமைப் பொருள் 1. எந்த எண் 2/8-க்கும் (54௦) 

512 என்ற எதீர்ப் பொருள் இருக்கிறது. 

அதாவது (௮) (3/2) (4/2) (46) - 1. 
ஆகையால் விகிதமுறு எண்களின் கணம் ஒரு களம் பதிய 

ஆகிறது. 

தேற்றம் 4.18. 

ற் என்பது ஒரு பகா எண்ணானால் மட்டு எண் ந்-ன் மீத 

இனங்கள் 7/2 ஒரு களமாகிறது. 
7
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மீத இனங்கள் 7/2, ஒருமைப் பொருள் கெர்ண்ட பரிமாறு வளையம் 
என்று தேற்றம் 9-ல் பார்த்தோம். [7] என்பது, பூச்சியப் பொருளல் 
லாத /-ன் ஒரு பொருள் என்க. ஆதலால், 

7 * ௦ (மட்டு த) எனக் கிடைக்கிறது. ஆகையால் ர, ற் யினால் 
வகுபடாதது. ந் ஒரு பகா எண். ஆகையால் 7, ற் ஆகியவைகளுக்கு 
ஒன்றைத் தவிரப் பொதுக் காரணி இருக்க முடியாது. ஆகையால் 
அவைகளின் உத்தமப் பொதுக் காரணி 1. ஆகையால் 

1 கசத, (ற முழு எண்கள்) என எழுத முடியும் என்கிற 
முடிவு சாதாரண இயற்கணிதத்தில் உள்ளது. ஆதலால் 

27 1 ர் என ஆகிறது. ஆகையால் 

27 1 (மட்டு) ஆதலால், 

[2] - [2] - [1] என ஆகிறது. ஆதலால் [7]-க்குத் தகுந்த 
(&] என்ற எதிர்ப் பொருள் 7/2-ல் உள்ளது. ஆகையால் Ip என்பது 
ஒரு களமர்கிறது. 

தேற்றம் 4,19. ட 

rs 6 களம் 77; மற்றும் ₹ * ௦ என்றால் 792 என்ற சமன் 
பாட்டுக்கு, ) என்ற பிரத்திபேகமரன தீர்வு உள்ளது. 

TI=S saws 1) ன சு ் ் 
7 74 ௦ என்கிறபடியாலும், 7 என்பது ஒரு களமானபடியாலும் 9-3 

என்ற எதிர்ப் பொருள் உள்ளது. ஆகையரல் . 

FON PY = Fb 5 

அல்லது ச 715 (௪, ஒருமைப் பொருள்) 
அல்லது 9 7-1, 

இது சமன்பாடு (1)-ன்; தீர்வு. இத் தீர்வு -பிரத்தியேகமானது எனக் 
காண்பிப்போம்,. i 

முடிந்தால் 2, ர; என இரண்டு தீர்வுகள் இருக்கட்டும். 
“77, =5 whyb ry,=s , 
707]. 124 2 என்பதால் 7 -! உண்டு. 
லச சூழு ச ரந 11 € i= ON, ௪௮ இடி, 

தேற்றம் 4.20. 

முடிவுள்ள எண்ணிக்கையுள்ள பொருள்களைக் கொண்ட ஒரு 
முழுமை அரங்கம் 5”, ஒரு sort (Field) ஆகிறது. 

நிரூ : டீ-ல் பூச்சியமில்லாத பொருள்களின் கணம் $” என்க, - 
83 (ஏடிஎ ஷி ட ப டே) என்க,
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இதில் a, dy ce rere dn என்பன ஒன்றுக்கொன்று வேறுபட்டவை 
என்க. இவைகளில் ௩ என்ற பொதுவான பொருளை எடுத்து ஒவ்வொன் 

றுடனும் பெருக்கி 

A = {Gy மடி கத மடி ய oes Ak Ags «++ டட நே 

என்ற கணத்தை உருவரக்குவேரம். $”-ல் பூச்சியப்.பொருள் இல்லாத 

தால், .4-யிலும் பூச்சியப் பொருள் இருக்கமுடியாது. "மேலும் 4-ன் 

பொருள்கள்..வெவ்வேறானவை. இல்லாவிட்டால்--ஈ, ௪ கட என் 

றால், நீக்கல் விதியின்படி ௩ - ௩. என ஆகும்.- ' 

இது கொள்கைக்கு விரோ தமானது. 

ஆகையால் S’=A என ஆகிறது. 5-ல் ஓர் ஒருமைப் 
பொருள் சஉண்டாகையால் 4-யிலும் அதே ஒருமைப் பபொருள் உண்டு. 

ஆகையால் ஏதோ PO de HG de Me = சஎன BEDS 

ஆகையால் கக்கு ஈட என்ற எதிர்ப் பொருள், உள்ளது. ஆகை 

யால் 5 ஒரு களமாகிறது. 

பயிற்சி 

1. சாதரரணக் கூட்டல், பெருக்கல் இவற்றின் சார்பாகக் 

எவவ — seen "வளையங்களா எனப் aang: Br Paseo 

C1). Cptapag. எண்களின். கணம்... 

(2). ஒற்றை. (eddy Cary எண்களின் கணம்.” : 

co மூன்றால் வகுபடக்கூடிய "எல்லா பு முழு எண்களின் 

(4) x+y J 2 என்ற oa கண்டதும், . கழ 
ஆகியவை இரட்டை முழு எண்களாகவும் உள்ள 

மெய்யெண்: கணம். 

(க) ௩௩7/5 என்ற உருவங் கொல்ப் xy y 
ஆகியவை. முழு எண்களாகவும் உள்ள மெய்யெண் 
கணம். : 

(8) x+y F242 34 என்ற உருவம் கொண்டதும், 
ஃ, 9 ஆகியவை. முழு எண்களாகவும்: உள்ள மெய் 
யெண் கணம். 

(0 & + yJ/3 என்ற உருவம் கொண்டதும், உ, ஓர் 
இரட்டை. முழு எண்ணுகவும், ர ஒரு. முழு எண்ணாக 
வும் உள்ள மெய்யெண் கணம். , ...
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72 (0, 1) என்ற தணத்தில் கூட்டலும், பெருக்கலும் 
பின்வருமாறு வரையறை செய்யப்பட்டுள்ளன. 7 ஒரு வளை 

யமா எனப் பார். 

4 (01 1 x 
    

        
  1 

°o
 

_
 

o 

13 
6;
 

௨
1
௨
 

்
 

      1 11100... 1 
  

இவற்றுள் ளது பூச்சியப் பொருள் ? எது ஒருமைப் பொருள் ? 

4 (௬ 6, டி 6, என்ற கணத்தில் கூட்டலும், பெருக்க 
லும் வரையறை செய்யப்பட்டுள்ளன. .4, ஒரு பரிமாறு 

: வளையமா? ஒருமைப்.பொருள் உள்ளதா ? பூச்சியப் பொருள் 
எது? ஒவ்வொரு பொருளின், கூட்டலில் எதிர்ப் பொருள் 

என்ன ? 

  
  

      
  

    டச் | 2 6... 2 d 4 c | a ¢ 

                        
4. 1 என்ற முழு எண்களின் கணத்தில் கூட்டலும், பெருக்க 

லும் கீழ்த்கண்ட விதத்தில் வறையறை செய்யப்படுகிறது. 

a@b=zatb—-1ls a@b=atb—ab 

இந்தச் செயல்களின் சார்பாக 7, ஓர் ஒருமைப் பொருள் 
கொண்ட பரிமாறு வளையம் .எனக் காண்பி, பூச்சியப் 
பொருள் என்ன ? 

7 என்பது ஒருமைப் பொருள் கொண்ட ஒரு வளையம். 
2-ன் ச, ம் என்ற இரண்டு பொருள்களுக்குப் பெருக்கலில் 

௪-1, 41 என்ற எதிர்ப் பொருள்கள் உண்டு. ் 

(aby = 47) 1 என நிரூபி.
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6. மேலே கண்ட 8 ஆவது கணக்கில் உள்ள .4 என்ற வளை 
யத்தின் ஏதாவது உள் வளையம், மேலே கண்ட 2 ஆவது 

கணக்கில் உள்ள 7 என்ற வளையத்துடன் ஒரே 

அமைப்பு (18௦௯07001௦) கொண்டுள்ளதா எனப் பார். 

a, b, cy d என்பவை வரிசைப்படுத்தப்பட்டுள்ள ஒரு 

முழுமை அரங்கத்தின் பொருள்கள். 

23 ம மற்றும் 22 ச என்றால் 

2௩23. 9: சீ என நிறுவுக. 

கீழ்க்கண்ட மீதக் கணங்களின் கூட்டல், பெருக்கல் அட்ட 

வணைகளைத் தயார் செய்து, அவை வளையங்கள் எனக் 

கரட்டவும். 1/2, 75, /4,. 1/6, L/7- இவற்றுள் 
எவை முழுமை அரங்கங்கள் ? ்



9. 08/%டர் வெளிகள் 
(Vector Spaces ) 

~~ 5.1. Qt OuutéA (displacement), SoeGsuaih (velocity) 
விசை (80௦6) முதலிய பெளதிகப் பொருள்களுக்கு, அளவும் 
(ம2தறர்(108), திசையும் (01801100) உண்டு என நமக்குத் தெரியும். 
இப் பொருள்களுக்கு *வெக்டர்கள் £ என்பது பெயர். ஒரு வெக்டரை 
திசை கொண்ட நேர்கேரட்டுத் துண்டால் * (81160160 8சளர் ௦1 ௨ 

11௦) குறிப்பிடலாம். இம் மாதிரியான பல வெக்டர்கள் ஒரே தளத்தி 
லும் ஓர் ஆதியிலிருந்து கிளம்புவதாகவும் கொள்வோம். 

  

    

  

  

: (xfs er R Yh ney) உதி 

B, 

(10) ப P 

' M XN oO VL Tt. a ay | (2) * 

படம் 1-ல், 072 என்ற திசை கொண்ட நேர்கேரட்டுத் துண்டு 

ஒரு வெக்டர் “4 *ஐக் குறிக்கிறது. இதை 0 2 - 4 என்று எழுதலாம். 
இந்த வெக்டரின் முனைப் புள்ளி (terminal point) P-sir (x, y) steitm 

ஆயத் தொலைகள் கொடுக்கப்பட்டால் வெக்டர் ட 2, முழுவதுமாக 
நிர்ணயிக்கப்படுகிறது. ஆகையால், 4 என்ற வெக்டரை வரிசைப் 
படுத்தப்பெற்ற இரண்டு எண்களால் (ஃ, ர) எனக் (குறிப்பிடலாம். 

அதாவது 4 2 (3).
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மேலும், 0 72 ஐ, 4 என்ற புள்ளிக்கு 054- 2.0 (டி ஒரு 
+ ஆஆ 

மெய் எண்) இருக்குமாறு நீட்டுவேம். 0 8, 0 2 என்ற வெக்டர்கள் 
ஆ _ 

ஒரு திசை கொண்டன. ஆனால் 09-ன் அளவு 0 4-ன் அளவை 
ட _ 

விட 4” மடங்கு அதிகம். ஆகையால் 06 - 4. 07௭என எழுத 
லாம். வடிவெர்த்த முக்கோணங்களிலிருந்து 4-ன் ஆயத் தொலைகள் 
(28% 695 என்று உணரலாம். ஆகையால், £ (ட) - (£% 2) எனக் 
கிடைக்கிறது. 

படம் 2-ல் 4 - OP = (x,, என்றும், 

—- 

25 00- (2,522) என்றும் 

கருதுவோம். 0780 என்ற இணைகரத்தில் 0 £ ஒரு மூலை விட்டம். 

- > ஆ 

பெளதிக வாயிலாக, 02, 00 ஆகியவற்றின் கூடுதல் 0£ என 

நமக்குத் தெரியும். 8-ன் ஆயத் தொலைகள் (x, + Xoy I, +%2) எனப் 
படத்திலிருந்து சுலபமாக அறியலாம். 

ஆகையால், 02௩00 - 0 £ என்ற முடிவை 

கேடி 4 ஜே) = Ci + டிய 32) 

என எழுதலாம். இவ்விதமாக, இயற்கணித முறையில் 4 என்ற ஒரு 

வெக்டரை, 

A = (தேற) என்றும், 

வெக்டர் Ag, 4 என்ற ஒரு திசையிலி எண்ணால் ($081/27) 

பெருக்குவதை 

kA = நீரே) - (கற) என்றும், 

A, மீ என்ற இரண்டு வெக்டர்களின் கூடுதலை 

4௩2 - மூரி * ஜே 

= (%, + ay Di + Jo) என்றும் 
எழுதலாம் எனப் பார்த்தோம். 

5.2. இக் கருத்தைப் பொதுமைப்படுத்தி, ஈ- வெக்டர் என்ற 
முற்றிலும் இபற்கணித வெக்டர் கீழ்க்கண்ட விதத்தி.௰ வரையறுக்க: 

படுகிறது. 

ஹு (தழ தித்த தழு அவரைக் விடக்கு 5 a)
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இந்த வெக்டர், பெளதிகப் பொருள் ஒன்றையும் குறிப்பிடுவது அன்று. 
இதன் உட்பொருள்களாகிய (0000006018) 0ூ தீத வ க 5 Xie 

என்பவையும், -- மெய்யெண்களாகவேர; கலப்பு எண்களாகவோ:. 
அல்லது பொதுவரன ஒரு களம் (11610), F ஐச் சர்ர்ந்தனவரகவோ 

இருக்கலாம். . இக் கருத்தை, வெக்டர் %, களம் //-ன் மேல் உள்ளது, : 
(X is a vector 0162 (16 11814 1) எனக் கூறுகிறோம். மேலும் 
வெக்டர் 2-ல், உ உட்பெர்ருள்கள் இருப்பதர்ல் இந்த வெக்டரின் ' 

வரிசை எண் (௦481) * £.எனக் கூறுகிறோம். பெர்துமைப்படுத்தப் 
பட்ட இந்த வெக்டர்களின் சமத்தன்மை, இவற்றைக் கூட்டுதல், 
கழித்தல். திசையிலி எண்ணால் பெருக்கல், பூச்சிய வெக்டர் (28௦ 

760102) முதலியவை கீழே வரையறுக்கப்படுகின்றன. 

1) ஒரே வரிசை எண்க்ளுடைய இரண்டு வெக்டர்கள் 2ம் 7” சமம் 

என்றால் அவற்றின் : உட்பொருள்கள் முறையே சமமாக 

இருத்தல் வேண்டும் . அதரவது, 

i த்த கீழு ன சல > Xa)y 

LV = (Pas Dor Dar வடி), மற்றும் 

X =P stormed 

ட ரு ழி Xe = Ios My = Iq F veeeereee 341 = In தை 

என்று இருத்தல் வேண்டும். 

2) ௩ வரிசை எண் கெரண்ட பூச்சிய வெக்டர். 

0-(0,0,0,...... ௨0) எனப்படுகிறது. 

8) & என்ற வெக்டரை 4 என்ற திசையிலி எண்ணால் ia 

£ & என்ற கீழ்க்கண்ட வெக்டர்: கிடை: க்கிறது. 

k x = (ட ந்த வைப்ப க்கட. = Ak. 

4) % 2 என்ற Bian வெக்டர்களைக் சழ்க்கண்ட்வாறு கூட்டு 
கிரோம். a . 

As (tps நே By மையாக a+) Hn) 

v= P19 Pas D9 coe see 9 In) என்றால் 

223 2 (x, பூ He + Fas லளவாவ் ந்த் + Yn). . 

5) X, Y என்ற ஒரே வரிசை எண் உடைய எந்த இரண்டு 

கத நை எடுத்தாலும்,
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X+ 2% - 2 என்று இருக்குமாறு ,2 என்ற பிரத்தியேகமான் 
வெக்டர் உள்ளது. 

இந்த 4 என்பது (9; - Xo Vo — Koz ooers-veey In — Xn) 
என இருத்தல் வேண்டும். ஏனென்றால், 

Xt LS by yy இழ tg — Bay வலக sry Sn t In — Xn) 

- (டி அழி எ..7 என ஆகிறது. 

ஆகையால், 2 என்ற வெக்டர் 

K = 1 — X15 Yo — ஆ. வட்ட ஐடி என்றும், 

அல்லது K< = Y~ X என்றும், 2 என்பது VY, X Qena 
களின் வித்தியாசம் என்றும் செர்ல்லப்படுகிறது, 

8) இதே மூுறையில்--- 22 என்ற வெக்டர் 0, 2” என்பவைகளின் 

வித்தியாசம். அதாவது -- 0. % 

= (0 — X15 0 — ஜூ) வைடு 0 ஆழி 

(“2 தி. ல தழட வெயில் s— Xn) TOT MAM Hy. 

5.3. Cupactr_ வரையறைகளைப் பின்பற்றிக் கீழ்க்கண்ட சில 
முடிவுகளை உணரலாம் 2 

1) Y¥iv=r4 xX. 
அரசே + yr கி ரு ற அலவி ஸ்ம” 

ு (நடா ௮டி Jo + Kay cveeveeney In be Mn 

=Y7Y+xX. 

2) (X4 N+ L=(, +9) + as @ + Ba) 4 தே 
Cin + In) + mn] 

=f, POLED தத ர (32 of ட wiles,” 

Yo! ் ஜா ‘On + சர 

கர் ௭௧). 

8) LX = (Lexy Deeg ey Lexa) 

=> (in Xoo wee weet eneeeny Xn) = XxX we ‘ 5 

4) 04 X= - (ட ஸம் தடி ப வ ஒப பலம் நடு
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5) 

6) 

7) 

8) 

9) 

10) 

11) 

12) 

புதுமுறை இயற்கணிதம் 

OX = (06 yy 04 அடி 0 ௮) 

௫ (0, 0, 0 டட 0) =O 

aO=(a.0, @.0,4 > %+0) 

= (0, 0, 0, .. 0) =O 

(a8) X = (@ Bx, @ B XQ, டி ட தி ஆ 

் (Sa (By நீ டடதி 

=.a(B X) 

X—X = மேட ஜட ந எ இட பப உபா தல 

== (05 Oy veseee 0) =O 

எ (2. ௮ (திப. வதி டா Xn) 

கன் (4 ஸி ஐடி கடக்க Xn) 

=X 

a(X+ 1) = a(x, + I19 Xo + Pas vr 9 Xn + In) 

= (GH, ர் கற்பி, 4 உ.) ஷி & Hn + In) 

5 (௪209) 6 90) ௯௪90 Xn) + (P14 A Yay cov very & In) 

= 0 (X yy டி 1-6 (நபி 4 லி 

ககக. Hi 

(a + BY X = (a + B) [ayy Hyp vm veey Hn] 

= [oxy + Bx, & Xq TB Kay டி © Xn + B Xn] 

= [0 yy & 0) ஆட 2] [தீ தடி 9 ay வடி B Xn] 

= & [Xy5 Xaqq coerce 9 Xn] + B [X15 Kay டிபி 

aX+ BX 

ஒரே வரிசை எண் உடைய முடிவுள்ள பல வெக்டர்களின் ஒரு : 

படித்தான. சேர்க்கை (linear ௦0140௨11௦௦) அதே வரிசை : 

எண்ணுடைய மற்றொரு வெக்டரர கும். '
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உதாரணமாக, 

௨ 87-42 

= (ax + Bp ty Br eX தீத எ த 80. 22௧௧௪ ககக 

coccceeee 3 %%X, + BIn + y சே 

% 

5.4, இம்மாதிரியான பெரது வெக்டர்களை மேலும் பொதுமைப்படுத்தி 

ஒரு வெக்டரை முற்றிலும் அருவமான (817204) பொருளாகக் 

கருதி அவைகளின்மேல் சில செயல்களை மரத்திரம் வரையறுத்துப் பல 

தன்மைகள் கண்டுபிடிக்கப்பட்டுள்ளன. இந்தச் செயல்கள் மேலே 

கண்ட முடிவுகளை அடிப்படையாகக் கொண்டவைகள்தாம். அருவ 

மர்ன வெக்டர்களின் தன்மைகள், உருவங்கெரண்ட வெக்டர் 

களுக்கும் பொருந்தும். இனிமேல் இந்த அத்தியாயத்தின் பெரும் 

பகுதியிலும் அருவமான வெக்டர்களைத்தரன் (&%2க௦் Vectors) 

பார்க்கப்போ கிறோம். 

5.5. *வெக்டர் வெளி'யின் வரையறை (19888411௦௦ ௦7 76000 

Space) 

77 என்பது திசையிலிகளின் (8௦8275) ஒரு களம் (71814) என்க. 

ம 7.2 பேன்ற அருவமான பொருள்களின் ஒரு கணம் 1” என்க. 

(1) -ஐச் சார்ந்த ௨ என்ற எந்தப் பொருளையும் எடுத்து, ரன் 

எந்தப் பொருள் 4 உடன் இணைத்தால் ௨ 2 என்பது ]£-ன் பிரத்தி 

யேகப் பொருளாகவும், 

(ii) 7*-ஐச் சார்ந்த £, 1 என்ற எந்த இரண்டு பொருள்களுக்கும் 

தகுந்த X + 1” என்ற ஒரு பிரத்தியேகப் பொருள் 1-ல் உள்ளதாகவும் 

இருந்து, ‘ 

மேலும் கீழ்க்கண்ட ஏழு தன்மைகளும் ஏற்றுக்கொள்ளப்பட்டால், V 

என்பது 2-ன் மேலுள்ள ஒரு வெக்டர் வெளி (76001 82206) எனப்படு 

கிறது. 

(1) X+Y7Y=Y7+ xX 

(2) X+( 7+ Z)=(X4+V)+R 

(8) »9 +U = ௩ என்றசமன்பாட்டில் U-e பிரத்தியேக 

மான தீர்வு உள்ளது. 

(4 (க௭8)&-௧௬- 84; (8; 6 7) 

(5) «(X+ Y)=24 X+aT; (பகை ௭3 

(6) (aB)X =a( BX}; (ஆகக வ) 

(7) 1X=X,
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5.6. வெக்டர் உள்வெளி ( Vector subspace ) 

7 என்ற வெக்டர் வெளியில் V'! ersirm 2 sever, திசையிலி 

யினால் பெருக்கல், கூட்டல் என்ற அதே செயல்களின் சார்பாகத் 
தனக்குள்ளாகவே ஒரு வெக்டர் வெளி ஆனால், 1” என்பது 1*ன் ஒரு 
வெக்டர் உள் வெளி எனப்படுகிறது. 

5.7. -வெக்டர் வெளியின் பிறப்பாக்கிகள் ( 2067௨(078 ofa Vectar 

225] 

- Versi வெக்டர் வெளியின் எந்தப் பொருள் 2ம், V- ஐச் சார்ந்த 

Ay x. Xs Xe என்ற பொருள்களின் ஒருபடித்தான சேர்க்கை 

யாக் Cheat 0௦01821100) இருந்தால், அதரவது ட 

ப மம கட்கு பவுல் வ வவ + tin Xng (Oy Hayy coe sree S F.) 

என்று இருக்குமானால், XxX; ந் 3 என்பவைகள் ]*-ன் பிறப்பரக்கி 

கள் எனப்படுகின்றன. 1-ம், கட, ந். 2ம், ஆகியைவகளால் பிறப்பிக்கப் 

படுகிறது. 
வெக்டர் வெளியின் வரையறையில் ஏற்றுக் கண்ட ஏழு 

தன்மைகளையும் பயன்படுத்திக் கீழ்க்கண்ட தேற்றங்களை (1-லிருந்து 6 

வரை) இருபக்கம். 

தேற்றம். 5.1. 

re V-sir எந்தப் பெரருள் X-99 எடுத்தாலும் 2. + 0 = = X என்று 

இருக்குமாறு 0 என்ற பூச்சியப் பொருள் V-v பிரத்தியேகமாக 

உள்ளது. . 

a Bd Xo என்ற ரன் ஒரு குறிப்பிட்ட பொருளை எடுப்போம். 

௰ Xo +0= Xj ara 2) இருக்குமாறு, 0 என்ற ணன்! 

உண்டு .- ௨ தன்மை (8). - py அழத அணித் 

2 என்ற துளை bei 'எடுப்போம். , 

(ழூ ௬-7 & என்று இருக்குமாறு 2 என்ற பொருள் 

உண்டு .. தன்மை (8). 

ககக * 2040. 
set SA ts 2 (சப 0 40: 1.௮ தன்மை (1) 

= V+ (X40) 
‘= FR ழு. 
= X+Y wn gsirom (1) 

=X mn we CY
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ஆகையால் 0 என்ற பூச்சியப் பொருள் 1*-ல் இருக்கிறது. இது 
பிரத்தியேகமானது என நிரூபிப்பேரம். முடிந்தரல் 0, 0' என்ற 

இரண்டு பூச்சியப் பொருள்கள் இருக்கட்டும். ்் 

0' என்பதைப் பூச்சியப்பொருளர்கக் கொண்டால்,' 

0--0-0 என ஆகிறது ......(772) 

0 என்பதைப் பூச்சியப் பொருளாகக் "கொண்டால் 

0:10-0” என ஆகிறது. 

அதாவது 0--0“-0“ ..(089) (தன்மை 1) 

777, 71* ஆகியவைகளிலிருந்து 0” - 0 என ஆகிறது. 

ஆகையால் பூச்சியப் பொருள் 7:க்கு ஒன்றுதான்.” க, 

தேற்றம் 5.2. . 

X+U=YV4 U go@e, X=" | 

நிறுவல்: ப் 

U+ UW = 0.என இருக்குமாறு. 07”: என்ற. பொருளைக் 

கருதவும். ரர 

4 741 ம ... கொள்கை 

ந (மூ) 4 (4 8) | 
அல்லது 40-70 

அல்லது 4 - 2: 

தேற்றம் 5.3. 

1 ட U= X என்ற சமன்பாட்டில் (7 என்ற தீர்வு பிரத்தியேக 

மானது. 

eens ட தத வரு 

முடிந்தால் 7 என்ற மற்றொரு தீர்வு இருக்கட்டும். 

- ஆகையால் 74 077 X. ~ 

ஆகையால், 24 (7-7; 07 

ஆகையால் (73:32 7473 

ஆதலால்: ௨07... தேற்றம்(8)-
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5.8. வரையறை 

224 0-2 என இருந்தால் 7-க்கு £, 7” ஆகியவைகளின் வித்தி 
யாசம் என்பது பெயர், மேலும் (7 = X — 7”என எழுதப்படுகிறது. 
ஆகையால் ₹*& - 1? என்று கொடுக்கப்பட்டால், இப் பொருள 

7” உடன் சேர்த்தால் 4 கிடைக்கும் எனப் பொருள்படுகிறது. குறிப் 
பாக, 0 -- 4? என்பதை “-- 2? எனக் குறிக்கிறோம். “ந 
என்று கொடுக்கப்பட்டால் இதை “24 உடன் சேர்த்தால் 0 கிடைக் 
கும் என்பது பொருள். : ் 

தேற்றம் 5.4. 

(1) X¥—Y={X + (— Y) என்றும் 

(2) X¥-—X=0 story நிறுவுக, 
(I) Y+(—P7)= 0 ...₹7*-ன் வரையறை 

அல்லது (--7)47-0 .,. தன்மை (1) 

X4+(—NHN4+7=X+0 

youg [X+(—Y)] +V7=X 

அல்லது F+[X+4+(—YVY)]=xX 

ஆகையால் &--(--971)- நடரா 

(2) X-~X=X4(—xX) 5.4 (1)-ன்படி 
=O + — Xr வரையறையின்படி 

தேற்றம் 5.5. 

ரன் எந்தப்பொருள் க்கும், 7 ன் எந்தப்பொருள் a-Si, 
(1) OX = 0 ‘srerapd, (2) 20=0 எனவும் நிறுவுக. 

நிறுவல் : 

(1) @X+ 0X = 40%... தன்மை 4 

=aX=_e~X+O0 

ஆகையால், 0 4 - 0 என ஆகிறது. 

(2) ௨2-௨0 -௨(ண4ஒ0......... தன்மை 5 

=aX 

=aX-+ 0 

ஆகையால், ௨0௦ -..0 என ஆகிறது.
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தேற்றம் 5,6. 

XEV; 

(1) (-1)X = —X, (2) —(—X) = நீ என நிறுவுக. 

நிறுவல் : 

~ (1) X4+(-1)X¥=1X4+ (-1)X 

=f1+ (—1)]) xX 

= OX 

= 0 

Bosured, (—-1)X= O0-~X=— xX. 

@ 2+ Bao 
அல்லது, (— அதிரி ஸ் X 0. 

ஆதலால் 4-0 (௨ ஸர். 

ர 4௮3 
“கி ய ட, 

5.9. ஒருபடித்தான் சார்பு ஒ.ப:சா. உடைமை (Linear Dependence), 
மற்றும் ஒருபடித்தான சார்பு (ஒ.ப.சா:) இன்மை (Linear 
Independence) 

வரையறை : 

எல்லாம் பூச்சியமல்லாத Bis By ayy ud ek என்ற £ திசையிஸிகளுக் 
குத், தகுந்தவாறு . டட 

aX, + a, X, +.. ve + an Xe = 0 

sts Bind Gores, X,, X,, ...,X, srsicp. பொருள்கள் ஒர படித்தான 
சார்பு (ஓ. ப.சா.) கொண்டவை எனப்படுகின்றன... 

a, xX, + a, X, t+ we $a a ு 0 என்று கொள்ளும்போது, 

கடி மடி ர என்பவை எல்லாம் பூச்சியங்களாகத்தான் 
இருத்தல் வேண்டும் என்ற முடிவு ஏற்பட்டால், ட ழி ட மட 
என்பவைகள். ஒருபடித்தான சார்பு (ஒ.ப.சா.) இல்லாதயை எனப்படு 
கின்றன. 

இந்த ஒருபடித்தான சார்பு உடைமை, ஒருபடித்தான சார்பு இன்மை 
புதுமுறை இயற்கணிதத்தில் மிகவும் முக்கியமான கருத்துகள்.
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தேற்றம் 5.7. 

த ல ப முதலியவை 1*' என்ற வெக்டர் வெளி 

பின் பொருள்கள். கீழ்க்கண்டவற்றை நிரூபிக்கவும்: , 

(1) ம. க... அ என்ற பொருள்களில் -ஒரு பொருள் 

பூச்சியப் பொருளானாலும், இந்தப் பொருள்கள் ஒருபடித் 

தான சரர்புடையவை. 

(2) &,&,... பூ இவைகள் ஒருபடித்தான சார்பு உள்ளவை 

களானால் Xm, Xmas - . போன்ற வேறு எந்தப்பொருள் 

Kio இக்கணத்துடன் சேர்த்தாலும், புதிய sonnel ஒரு 

படித்தான சார்பு உடையது. 

(8) &, Xy ... ஆட என்ற பொருள்கள் ஒருபடித்தான 

சார்பு இல்லாதவைகளானால், இவைகளின் எந்த உட் 

கணமும் ஒருபடித்தான சார்பு 'இல்லாதது”  *..' 

(4) ஒரே ஒரு பொருள் & ஐ எடுத்தால், இது பூச்சியப் 
பொருளானால் ஒருபடித்தான சார்பு உடையது என்றும், 

பூச்சியப் பொருளாக இல்லாவிட்டால், இருபுடித்தான 

a en இல்லாதது என்றும் ஆகிறது, ன ச 

நிறுவல்: 

(1) &, என்பது பூச்சியப் பபாருள் என்க, 

aX 4.0°X, + OX, +. wet OMe 

=a,X, = 4,0 = O(a, 4 09 எனக் கிடைக் 

கிறது: ஆகையால், திசையிலிகள். எல்லாம். பூச்சியங்கள் 

அல்ல. ஆகையால் கொடுக்கப்பட்ட க கணம் ஒரு படத் 

் pee ah ea: : 

(2) Xs Xs a 1 Xn 'ஒருபடித்தான சார்பு உடையன. என் 

ட “Bist. og Sora 

கோத்து ஜக ரப "ம், x. + a, ‘Xe i எவ டம் tn = 0 என்ற முடிவில் 

AL a ey aga wee yy See Din இவைகளில் : எல்லரம் பூச்சியங். 

Aces 1 உ 7தளல்ல்.. உதாரணமாக ஐ 3 0 எனக் என்ன லயா 

இப்பொழுது 

ar vay Mi. 7 வு போஸ்டன் கழட்ட டட +: OF mgs 

ட் ode Ne 0. யப = = 0:.. உ) உ ஷ்கி, ஜர்
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இதில் ஒரு திசையிலி ௨) ௪0 என உள்ளது. 

ஆகையால் ட்ட, க பெடி புட என்ற பெரிய 

கணமும், ஒருபடித்தான சார்பு உடையது. 

(8) &,,... ப,ஒ.ய.சர, இல்லாதவைகள். இவைகளின் 
ஓர் உட்கணம் (ட, 2, ... 1) என்க. இதுவும் ஓர் 

ஓஒ. ப, சா, இல்லாத கணமாக இருத்தல் வேண்டும். 

ஏனெனில், இது ஒ. ப. சா. கொண்டதானால், 

ட்டி 4 ட என்ற முழுக்கணமும் (2)-ன்படி. ஓ.ப.சர. 
கொண்டதாக இருத்தல் வேண்டும். இது கொள் 
கைக்கு விரேரதமரனது. ஆகையால் உட்கணம் 
ஓஒ. ப. சா. இல்லாததாக இருத்தல் வேண்டும். 

(4) ஒரு பொருள் 44-ஐ எடுக்கவும். : இது பூச்சியப் பொரு 
ளானால் ௨௩% 0, 0 எனக் கிடைக்கிறது. ஆத 
லால் &, ஒருபடித்தான சார்பு உடையது. 

, ஒரு பூச்சியப் பொருள் அல்ல என்க. 

இப்பொழுது ௨ - 0 என்றால், a = 0 என்றுதரன் 

இருக்க வேண்டும், ஆதலால் %) ஓர் ஒருபடித்தான 

சார்பு இல்லாதது. - 

மாதிரி 1: கீழ்க்கண்ட வெக்டர்கள் ஒருபடித்தான சார்பு 

உடையவைகளா, அல்லவா எனப் பார்க்கவும் 2 

(1) qi, 3; 2), (2, 1, 0), (0, 5, 4) 

(2) (-1, 2,1) (8, 1, இ): 

(1) ௨(1,5,2) -௨(81,0) + a, (0, 5, 4) 
“ஐ 0 என்க. 

ஆதலால் . a, + 2a, = 0 —— ட “I 

8a, +a,+5a,=0 . ப வ II 

2a, + 4a, = O 

அல்லது a, + 2a, = O sea III 

a, = lea; a, = —2 

] + —6414+652a,=0 

அல்லது ௩, - 1
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றா. 4445 0 என்று சரியாகிறது. 
ஆகையால், எல்லாம் பூச்சியமில்லாத a,,a,,4a, Hors 

கின்றன. 

ஆதலால் கொடுக்கப்பட் ட வெக்டர்கள் ஒருபடித்தான சார்பு 

உடையவைகள் ஆகும். 

(2) a,(—1, 2,1) + a, (8, 1, —2) = 0 என்க. 

ஆதலால், —a, + 8a, = 0 

2a, + 2, = 0 

oe, — 24, = 0 

a, =a, = 0 என்பதைத் தவிர வேறு தீர்வுகள் கிடையாது 
என்பதைப் பார்க்கலாம். ஆகையால் கொடுக்கப்பட்ட வெக்டர்கள் 

ஒருபடித்தான சரர்பு இல்லாதவைகள். 

5:10. வெக்டர் வெளியின் ஆதாரக் கணம் (182518 ௦1 a Vector Space) 

7 என்ற ஒரு வெக்டர் வெளியில், 8 1, .... 00 என்ற 

ஒரு கணம் கீழ்க்கண்ட : தன்மையுடையதாக இருந்தால் அதந்கு 

77.ன் ஒர் ஆதாரக் கணம் (8௨%) என்பது பெயர். 

ன் எந்தப் பொருள் 4 ஐ எடுத்தாலும், அது, ட, டட ey Xe 
என்பவைகளின் பிரத்தியேகமான ஓர் ஒருபடித்தான சேர்க்கையாக 

Q@S5S5H Caigior@w (X should be a unique linear combination of 

the members ௦16 25459. அதரவது, 

X= a, டர் ஜட ர வ tea Xq. BBO ays ay, vere Sky 

2-க்குப் பிரத்தியேகமானவை. இந்த வெக்டர் உ = (215 ஐஐ, டி கழ] 

'என்புது, ஆதாரக் கணம் 8-ன் சார்பாக 2ன் ஆய வெக்டர் ((00101- 

nate vector) எனப்படுகிறது. அதாவது ௨-௪ £ [4 8] 

உதாரணம் : வரிசை எண் 1” கொண்ட வெக்டர்களின் முழு வெக் 
டர் வெளி *7,-ன் (17௦181 760102 $ழ806 7). ஆதாரக் கணம் கீழே 

கண்ட வெக்டர்களைக் கொண்டது. 

(,0,0.........0) 
[2 த (0,.-1, 0, Sad eee Hee 0) 

கடி (00) ம வவ ves wee 0) 

en = (0, 0, 0, 1) 
ஏனெனில், 2 என்ற Ve -ன் எந்த 5 வெக்டரையும் எடுப்போம். 

&- (பட டங்பி என்க,
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இதைக் கீழ்க்கண்டவாறு எழுதலரம் £ 

&-2,;(1000.......0) 

+«,(0100... ... ... 0) 

+*,(0010... ... +. 0) 

+ Xn (0 OO wee wee -0e eee 1) 

= My 6, + Hg Cg + vee + Xn One 

QGs Burrs, Y = (19 Voy ove vey In) என்பதை 

Y= Jr ly + Ho Ce + vee + Jn கூளன எழுதலாம். 

ஆகையால் 1*-ன் எந்த:வெக்டரையும், ச,, ச. க, ஆகியவை 

களின் ஒருபடித்தான சேர்க்கையாக, பிரத்தியேகமான முறையில் 

எழுதலாம், ஏனெனின், (2, 3௨) ௨ 0 ஆகியவைகள் 2ன் பிரத்தி 

யேகமான உட்பொருள்கள்), ஆகையால், 

(8, சி ௨ சவி ஓர் ஆதாரக் கணமாகிறது. இதற்கு 7-ன் 

சிறப்பான ஆதாரக் கணம் 2 ( 506018] 82548 ௦4 7, ) என்பது பெயர். 

தேற்றம் 5.8. 
வெக்டர் வெளி 1௩ன் எந்த ஆதாரக் கணமும் ஒருபடித் 

தான சார்பு இல்லாத பிறப்பாக்கிகளைக் கொண்டது. மறுதலையும் 

உண்மை. 

2 (ப) டிப என்பது ன் ஓர் ஆதாரக் 
கணம் என்க. ஆதலால் ]*-ன் எந்தப் பொருளும் இவைகளின் பிரத்தி 

யேகமான ஒருபடி த்தான சேர்க்கையாக இருத்தல் வேண்டும். பூச்சியப் 

பொருள் 0 ஐ எடுப்போம். 

௦ 24 ....௩ 2௪ 0 என்பது உண்மை. 

ஆகையால் 0 என்ற பொருளுக்குப் பிரத்தியேகமான திசையிலிகள், 

0, 0, ........0 என ஆகின்றன. steeper, 

இப்பொழுது, «,X, 4 2,Xy + oven + 2ம் 5 0 என்போம். 

(1)-ன் படி, ச, ௨, ௪ .....௫ ம 0 என ஆகிறது, 

ஆகையால், 2, 2... ஃ, 1, ஒருபடித்தான சார்பில்லர தவைகள்: 

மறுதலையாக, &, 4. ..... . ட ஒருபடித்தான சார்பில்லா தவைகள் 
என்க. ட் என்ற பொதுப் பொருளை 

க ஓ 4 a, X, fovea tog X_ என்போம்.
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முடிந்தால், 21 - நீ, 4, தக, வைஸ் திடிகிட என்போம், 

உட இம்ம (00 வூ (௨-8), (உ: நி) 4. 
we + (ak நீழ) டீ 

த ர. நி ஒருபடித்தான சார்பில்லாததால், 

a, —B, = % — By = பெயர் மழ Be=O அல்லது 

@, = Bis ty = Bod வவ 3 5 நட என ஆகிறது. 

ஆகையால் 25ன், 8-ன் சார்பாக உள்ள ஒருபடித்தான சேர்க்கை 

பிரத்தியேகமானது. 

5.11. வெக்டர் வெளியின் பரிமாணம் 

(Dimensionality of a Vector space) 

ஒரு வெக்டர் வெளியில் ஒருபடித்தான சரர்பு இல்லாத பொருள் 
கள் எவ்வளவு அதிகமரக இருக்க முடியுமோ அந்த மீப்பெரு எண் 

ணிக்கைக்கு, வெக்டர் வெளியின் பரிமாணம்(1910205%002110)என்பது 
பெயர். இது 4 (17) எனக் குறிக்கப்படுகிறது. [ 87) -- 16 மர்மமா ~ 
number of linearly independent elements of V]. இத்தகைய 

மீப்பெரு எண் எதுவும் இல்லர்விடில், வெக்டர் வெளியின் பரிமாணம் 

* கந்தழி? என்போம். 

மாதிரி 2: (1) - 2 எனக் காண்பிக்கவும். 

V, என்பது, வரிசை எண் 2 உடைய எல்லா வெக்டர்களின் கணம் 

ர_-ல் ச, - (1, 0; (0, 1) எனஇரண்டு வெக்டர்கள் 

உள்ளன. ் 

a, @ + a,e, = 4,(1,0) 4+4;(0,1) =(a,2,) 

௨, 8, 2, 8, என்பது பூச்சியப் பொருளுக்குச் சமமானால் ௨, -:-,--0 
எனக் கிடைக்கிறது. ஆகையால் £,, ச, ஒருபடித்தரன சார்பு இல்லாத 
வைகள். எவையேனும் மூன்று வெக்டர்கள், & - (x, 9,)3 

ஆவே): 4, ௪ (2) எடுப்போம். 

ட வடக் 4-2, 5 0 என்போம். 

அதாவது, ன! 2) + a, (82 7) + a. (5 Is) =0 

ஆகையால், a,x, + a,x, +a, x, = O—— 1 

I, + கு ரக: 0 -- 11 என ஆகிறது. 

இவைகளுடன், 2,.௦ -- ௨.௨0 -- ௨௨02 0--- 71] என ஒரு சமன் 
பாட்டை... எழுதலாம். ்
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இந்த மூன்று சமன்பாடுகளின் அணிக்கோவை 

    

x) My ் 3 

Jy Vs Is ௪ 0 என ஆகிறது. 

ப 00 

ஆகையரல் ௨, ௨, ௦, ஆகியைவகளுக்குப் பூச்சியமல்லாத தீர்வு 
கள் உண்டு; ஆகையால், 

X, ம X, ஒருபடித்தான சார்பு உடையவைகள். 
இதேபேரல எந்த மூன்று வெக்டர்களை எடுத்தரலும் அவைகள் ஒரு 

படித்தான சார்பு உடையவைகள் எனக் கிடைக்கிறது. ஆகையால் 

Vi என்ற வெக்டர் வெளியில், ஒருபடித்தான சார்பு இல்லர்த 

பொருள்களின் மீப்பெரு எண்ணிக்கை இரண்டுதான். ஆகையால் 

d(V,) = 2. இதேபோல, 8(7,)2%...... 81%) - 1 எனக் 

காண்பிக்கலாம், 

தேற்றம் 5.9. 

)£ என்ற வெக்டர் வெளியின் ஓர் ஆதாரக் கணத்தில் 4” பொருள் 

கள் இருக்குமானால், 8 (77):- 7 என்றும், எந்த ஆதாரக் கணத்திலும், 

7 பொருள்கள் இருக்குமென்றும் நிறுவுக. 

மேலும், மறுதலை.பாக ம(72) - 7 என்றால், 7ீக்கு £॥ பொருள்கள் 
கொண்ட ஓர் ஆதாரக் கணம் உண்டென்றும், ஒருபடித்தான சார்பு 

இல்லாத எந்த ஈ பொருள்களும் “ன் ஓர் ஆதாரக் கணமாகின்றன 

எனவும் காட்டவும். 

நிறுவல்; 

B= (By By கீழ விய 

என்பது: 1*-ன் *”? பொருள்கள் கொண்ட ஆதாரக் கணம் என்க. 

ஐச் சார்ந்த 4, 4, 2... > Xr 4 
(11) பொருள்களை எடுப்போம். 

உட என்ற எவையேனும் 

2 ஓர் ஆதாரக் கணமானதாரல், கீழ்க்கண்டவாறு எழுதலாம்: 

xX, = a, சர், + Qs, தட். க வடா ary Fy 

X, = a, BE, + ay EB, tee + a,, E, 

Xp = Oe By 4 ay சி ப வ ta, E, 

Xr, = Gyorgy By + Garrg, By peer + eee yg
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கக ப்ட் அடி படப்பு 00 

என்போம். (இதில் ர், 1 ஒப என்பவைகள் திசையிலிகள்.) 

ஆகையால், 7, (சர்ட் கடந “4 ...... 4 சட டர்டி 

+ EB, Cig ty ப கூர ப்வையள் இங்கு ரயி 

+ By Cap, ty 4 rg tp ee + Gry v4; tray) = O 

ஆகையால் ௪, 8, -- சடிநீத மு வடர ray bray = 0 

சர்ட் கழக ர் அஃ 4,5 rey fry, = 0 

Oy, by Hh Org by வை + Gps ta bray = O 

இவைகளுடன் 0.1, -- 0.7, + wee + Ot, = 0 
. என எழுதுவோம். 

      

ஆகையால் 

| சட்டம. OQ nea 
821 82% Ag rey 

sc பக | அடு 

Ay, சீட. Bry rad | 

0... ௨0 | 

ஆகையரல் பூ ர்) உல ஒப்பட ஆகி. பவைகளுக்கு எல்லாம் பூச்சிய 

மல்லாத மதிப்புகள் உண்டு ஆகையால் _-லிருந்து &,, &, ... அ, 

ஆகியவை ஒருபடித்தான சார்பு கொண்டவை. ஆகையால் எந்த 

(741) பொருள்களும் ஒ. ப. சர. கொண்டவை. ஆனால் &,, &,, 

என்ற ர பொருள்கள் ஒ. ப. சா. இல்லாதவை. 817) = 71 எனக் 

கிடைக்கிறது. ் 

மேலும். எந்த ஆதாரக் கணத்திலும் £ பொருள்கள்தரம் - இருத் 
தல் வேண்டும். ஏனெனின், ஓர் ஆதாரக் கணத்தில் 49” பொருள்கள் 

இருக்கட்டும். ஆதலால் (77) - 2 என ஆகிறது. ஆனால் ம (pr) = £ 
என நிரூபித்தோம். ஆகையால் ௦ - ர என ஆகிறது. ஆதலால் எந்த 

ஆதாரக் கணத்திலும் ர பொருள்கள்தாம் இருத்தல் வேண்டும், 

மறுதலையின் நிரூபணம் : 

d(M)=r...... (கொள்கை) 

டியி மிடி மு, ஒப. சா. இல்லாத * பொருள்கள் எனக் 

கொள்வோம். என்ற 7“ன் வேறு ஒரு பொருளை எடுப்போம்,
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பூமி. 4, 2ம் என்பவை ஓ. ப. சா. கொண்டவை. ஆகை 

யால், கடி டி உ என்ற, எல்லாம் பூச்சியமல்லாத (r+ 1) திசை 

யிலிகளைக் கொண்டு உ, Ey + ag Eg + oer + aE, + aX = O 

என எழுத முடியும். இதில், ௨ - 0 என இருத்தல் முடியாதுடி ஏனெ 
னின், அப்பொழுது Ey, Egy உ, என்பவை ஓ. ப, சர, கொண்ட 

வைகள் என முடியும். இப்பொழுது, 

X= (அ) E,+ (22) By + = + இடப்! E, 
a a a 

என எழுதலாம். 

ஆகையால், டி 8,,..., 3, என்பவைகள் ஓ. ப. சர. இல்லாத பிறப்பரக் 

கிகள் என ஆகிறது. ஆகையால் (8£பூ 8... 8] என்பது ஓர் 

ஆதாரக் கணமாகிறது. 

... இதேபோல, வேறு எந்த ஓ. ப. சர. இல்லாத ர பொருள்களை 

எடுத்தாலும் அவை ஓர் ஆதாரக் கணமாகின்றன. 

5.12. 8,9 நேதற்றங்கள், இவைகளின் மறுதலைகள், இவைகளின் 

கள் ஆகியவற்றைக் கீழ்க்கண்டவாறு தெரகுத்து எழுதலாம். 

1. வெக்டர் வெளி 1-ன் எந்த ஆதாரக் கணமும் ஒ.ப.சா. இல் 

லாத பிறப்பாக்கிகளைக் கொண்டது. 

8. ஓ.ப. சர, இல்லாத பிறப்பாக்கிகள், ஓர் ஆதாரக் கணமா 
கின்றன. 

9. ஓர் ஆதாரக் கணத்தில், 7 பொருள்கள் இருந்தால் 7-ன் 
பரிமாணம் - 7. அதாவது சீ (17) - 7. 

4. ஓர் ஆதாரக் கணத்தில் ர பொருள்கள் இருந்தால், எந்த 

ஆதாரக் கணத்திலும் 7 பொருள்கள் இருக்கும். 

5. 7-ன் பரிமாணம் 7 என்றால், பொருள்கள் கொண்ட ஆதா 

ரக் கணம் [ல் இருக்கும். 

6. ]7-ன் பரிமாணம் 7 என்றால். ஓ, ப. சா. இல்லாத எந்த 7 
பொருள்களும் ஓர் ஆதாரக் கணமாகின்றன. 

தேற்றம் 5:10. 

ஒரு முடிவுள்ள பரிமாணம் கொண்ட 14 என்ற வெக்டர் வெளி 

யில், ஒ. ப. சா. இல்லாத பொருள்களின் ஒரு கணம், ஓர் ஆதாரக் 

கணத்தின் பகுதியாகும். 

நிறுவல் 

8 (17) - ஈ என்க. Kaw டூ ட்... பி என்பவை 

ஒ. ப. சர. இல்லாத 6 பொருள்கள் என்க. £&-7 என்றால் 2ட்பி ட... ட 

ஏன்பவை ஓர் ஆதாரக் க லமாகும். ker என்க, ப்பூ ட பட
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ஆகியவைகளால் பிறப்பிக்கப்படும் பொருள்களின் உட்கணம் ர” 

என்க. &., &..., படின் ஆதாரக் கணமாக இருத்தல் முடியரது 

என்பதால் ர“; ர-ன் உட்கணந்தான் ஆகும். 7**ஐச் சாராமலும், 

ரல் உள்ளதாயும் இருக்குமாறு 4, , என்ற ஒரு பொருளை எடுப் 

பேரம். 

உ, ஆ - ஐஆர் oe ம் ஊன் வூ, பட -. 0 என்க. 

ஊட 0 என இருத்தல் வேண்டும். இல்லாவிட்டால் 2ட.,, ஏ ]** 

என ஆகும். ஆகையரல் 

a, X, + a, Xe + + + aK Xe =O ctor BAM E.X,,Xo, 00 
ஆகியவை ஓஒ: ப. சர. இல்லாதவையாதலால் a, = wy = .. 4 

- ஊ- 0 எனக் கிடைக்கிறது. ஆகையால் 

டி, .. ., 20. பட ஆகியவைகள் ஓ. ப. சா. இல்லாதவை 

என ஆகிறது. 

இவ்விதமாக 4, 2ட்....2டி என்ற பொருள்களுடன் ஓ. ப. சா. இல் 

லாத மற்றொரு பொருள் ட என்பதைக் கண்டுபிடித்தேரம். இதே 

போல ஒ. ப. சா. இல்லாத பொருள்களைக் கூட்டிக் கொண்டு செல்ல 

லாம். ஆனால் ச்(7ா) - * என்பதால், மொத்தமாக 

டி, மங்ப டி... என்றா, ஓ. ப. சா. இல்லாத பொருள் 

களைத்தான் அடையமுடியும். இவைகள் ஓர் ஆதாரக் கணமாகின்றன- 

ஆகையால் கொடுக்கப்பட்ட பொருள்கள் ஓர் ஆதாரக் கணத்தின் 

ஒரு பகுதி எனக் கிடைக்கிறது. 

5.13. வெக்டர் வெளி ]1:ல் நிரப்பி உள்-வெளிகள் (௦00160 1க107 

sub-spaces in the vector-spacev) 

77-ன் இரண்டு உள்-வெளிகள் (:09-8ற௧௦85) (/, (7: என்பன; 

கீழ்க்கண்ட நிபந்தனைக்குட்பட்டால், gules (Complements) 

எனப்படும்; 

7*-ன் எந்தப் பொருள் 2-ம் பிரத்தியேகமான முறையில், (7-ன் 

ஒரு பொருள் ௨, 07”-ன் ஒரு பொருள் மூ, ஆகியவைகளின் கூடுதலாக 

இருத்தல் வேண்டும். அதரவது 2-8--௨'(ம€ஏ (௨ உ (7) 

தேற்றம் 5.11. 

7, 71 என்பன ]/-ன் இரண்டு உள்-வெளிகள். அவைகளுக்குப் 

பொதுவான பொருள் 0 ஒன்றுதான். 7”, 75... , 7) என்ற ர பொருள்கள் 

(7-ல் ஒ. ப. சா. இல்லாதவைகள்: 4, 42. Xs ors DM 2 பொருள் 

கள் (7-ல் ஒ. ப. சா. இல்லாதவைகள். 3, 7... 8, Lar eee Xs 

என்ற 7 -- 2 பொருள்கள் ஒ. ப. சா. இல்லாதவை என நிறுவலாம்.
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நிறுவல்: 

a 4 கு... பர Y + By Ky +o 2, - 0 என்க, 

ஆதலால், ௨; 7, 4... 4௨7)  - (7) Rs +. + Bs Xs) 

இடப் பக்கத்திலுள்ள வெக்டர், (7 ஐச் சரர்ந்தது என்றும்; 
வலப் பக்கத்திலுள்ள வெக்டர், (7 ஐச் சார்ந்தது என்றும் தெரிகின் 
றது. இவைகள் சமமாக இருப்பதால், கொள்கையின்படி ஒவ் 

வொன்றும் பூச்சிய வெக்டராக இருத்தல் வேண்டும் 

ஆதலால் ao, VY, +o,Y, +. +4 Y= 0 

மற்றும் 8; “ட இ ஒர... ர் Bs Xs = 0 

ஆனால் 7, 1, . 7) என்ற கணமும், 

2 மேட ன்ற கணமும் தங்களுக்குள் ஒ.ப.சா. 

இல்லாதவைகளானபடீயால், 

Hy = By FF ஒக TS Mp =O என்றும் 

ரீட- இ): ...௪ நில 9 என்றும் கிடைக்கின்றன. ஆகையர்ல் 

Vis Vey வ படி ஒடி ட ட என்ற (ரு பொருள்களும் 

ஒ. ப. சா. இல்லா தவைகள், 

தேற்றம் 5.12. 

O, W என்ற ]“ன் இரண்டு உள்வெளிகள் கீழ்க்கண்ட 

இரண்டு ‘Cousor'4.us, Gur Hus( Necessary and Sufficient) நிபந்தனை 
களுக்குட்பட்டு *நீரப்பிகள்” (ற!) ஆகின்றன? 

(1) 8 171 ஆகியவைகளுக்குப் பொதுவான வெக்டர் 

0 ஒன்றுதான். 

(2) d(U) + d(U’) = d (V) 

சீ்(72) - என்க, முதலில் U, U’ ஆகியவை 7-ல் உள்ள இரண்டு 

நிரப்பிகள் எனக் கொள்வோர். 2 என்ற ஒரு வெக்டர் (7, 7”இரண்டிலும் 

இருக்கட்டும். இப்பொழுது, 

0 (40௪1) 
X¥=O0+X(0EU, XEU’) 

என எழுதலாம். நிரப்பிகளின் வரையறையின்படி &-ன் விவரணம் 

பிரத்தியேகமாக இழுத்தல் வேண்டும். ஆனால், இங்கு 2டன் விவர 

ணம் இரண்டு விதங்களில் உள்ளன. ஆதலால் இதைத் தவிர்க்க 

வேண்டும்.
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அதற்கு 2 - 0 எனத்தான் இருத்தல் வேண்டும். 

[ 7*ன் பூச்சியப் பொருள் 0; 1*ன் எந்த உள்வெளியின் பூச்சியப் 

பொருளாக உள்ளது. ] 

d(U) = 1; d(U’) =s என்க. 

(7, ...7), பன் ஓர் ஆதாரக் கணம் என்றும் € Bis Kes 

eee eee 2), 071-ன் ஓர் ஆதாரக் கணம் என்றும் கொள்க. ஆகையால், 

(7... 11) ஒ.ப.சர. இல்லாதவைகள், மற்றும் (4, ௮) ஓ:ப்சர. 

இல்லாதவைகள். தேற்றம் 11-ன் படி, (7... Vr டி க்காக Ks) 

என்பவைகள் ஒ.ப.சா. இல்லாதவைகள் 7, 67” நிரப்பிகள் என்பதால் 

ன் எந்த &-ஐயும் 4-௨ ௨! (௨௪07 ௨௧07) என எழுதலாம். 

அதாவது x = Wy Y, மு வர வு Y, fe By Ri ர வ a Bs As 

ஆகையால் 7. ...7, டி... என்பவைகள் 1£-ன், ஓ.ப.சா். இல்லாத 

பிறப்பாக்கிகள். 

அகையால் இவைகள் ]*-ன் ஓர் ஆதாரக் கணமாகீன்றன- இதில் 

(1 1-2) பொருள்களுள்ளபடியரல் d(V) = 42 என ஆகிறது. 

ஆகையால் 7 4-$ ௩ 1. அதாவது ம47)--ம் ( 5) - (17) எனக் 

கிடைக்கிறது. 

மறுதலையின் நிறுவல் : 

U,U' ஆகியவை 7*-ன் இரண்டு உள்வெளிகள். 8 (2) -- 

ச((7)-8(17)-1 என்றும், U,U' ஆகியவைகளுக்குப் பெகுவான 

பொருள் 0 ஒன்றுதான் எனவும் கொள்வோம். 8((7) - 1;8( 00) 

என்க. (7.... 7), ன் ஓர் ஆதாரக் கணமென்றும் ( 4, ... Xs )s 

(7-ன் ஓர் ஆதாரக் கணமென்றும், சொள்வோம். ( 7... 7) ஓ.ப.சா: 

இல்லாதவை. (4... ...: 2.) ஒ.ய.சா. இல்லாதவை. 7, /* ஆகியவை 

களுக்கு 0 ஒன்றுதான் பொதுப்பொருள், ஆகையால் (7, ..7; 6-4 

ஒ. ப சா. இல்லாதவை. 7 --8 - 1 என்பதால் (2 .. 17, £....&) 
7-ன் ஓர் ஆதாரக் கணமாகிறது. ஆகையால் நூன் எந்த X-gQuyeh 

X= (a, Vy tee tar Ve) + CBs Li +t Bs Ks) Sor TUS 
emrb. =utu (ue U;u’ CU’). 

(pg.b are Xsv+v’ (veU; vo’ CU’) ctor stHuiGunin. 

ஆகையால் 084௦-௦ எனக் கிடைக்கிறது, 

அல்லது 0 - மற மூ ந். 

அல்லது 8-9: நூ 

ஆனால் ம ௨௪ (7;மற்றும்்! டக (7 

ஆகையால் 2-௮2-௩0 என்றும் 2--%” ௨ 0 என்றும் இருந்தல் 

வேண்டும். ஆகைபால் மஃ௩௰$॥-ம' எனக் கிடைக்கிறது
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ஆகையால் 7-ன் விவரணம் பிரத்தியேகமரனது. 

ஆகையால் (7 07” ஆகியவை நிரப்பிகள். 

தேற்றம் 5.13. 

“ன் எந்த ஓர் உள்வெளிக்கும் நிரப்பி உண்டு. 

8(7)-ஈ என்க. 7, 1:ன் ஓர் உள்வெளி என்க, 

8(0/)-7 என்க, 

(73...77), பீன் ஓர் ஆதாரக் கணம் என்க. 

டி 1... VY, ஒ.ப.சா. இல்லாதவைகள், 

8 (1) - 1 என்பதால், 75, ,, 27, ட என்ற, (--ற) வெக்டர் 

க௭ை 3,,3.... 2, ட 1) பட என்பன ஒ.ப. சா. இல்லாத 

வாறு கண்டுபிடிக்கலாம். ஆதலால் 7”. ... 7, 1 1) என்பவை 

கள் 1-ன் ஆதாரக் கணமாகின்றன. 7: ௩... 1) ஆகியவைகள் 47 

என்ற ஒர் உள்வெளியைப் பிறப்பிக்கட்டும். 

8(07)-:-2(17) 41-72 401) எனக் கிடைக்கிறது. 

(7, 0” -இவைகளுக்குப் பொதுவாக 2 என்ற வெக்டர் 
இருக்கட்டும் 

ன்று) Y, + see ae ar 7, = O44 சற te state + ay i 

அல்லது ஈட சீடர். or Ve கடட em an Yn = 0 
3). Ves Veg. oe Vn Qe Ue ar. Gear garde, = a, ௨3 இ 

= =an = 0 எனக் கிடைக்கிறது. 

ஆகையால் &-0 ஆதலால் (7, (7 ஆகியவைகளுக்குப் பொது 

வான பொருள் 0 ஒன்றுதான். ண சச 

(2), (14) லிருந்து 0” என்பது (/-ன் நிரப்பி எனக் கிடைக்கிறது. 

தேற்றம் 5.14. 

U, 2, ஆகியவை 1ஃ-ன் உள்வெளிகள். U,+U, என்ற கணம் 

கீழ்க்கண்டவாறு வரையறை செய்யப்படுகிறது. 

U,4+U,={X4+ 7; Xeu,VYEU,} 

கீழ்க்கண்டவைகளை நிரூபிக்கவும். 

(1) U, + (7, ன் ஒரு வெக்டர் உள் வெளி. 

ஐ ம. 0 ர, 7-ன் ஒரு வெக்டர் உள் வெளி. 

(8) 8(8/-- 8) -2(8)0 82 - d(U,)+ d(U,).
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நிரூபணம் £ 

(1) 4,960, - (7, என்க. 

ஆகையால் 4 &,- 7, பே 6 0,:;7, 60) 

இய. குனு, வாமு. 

உம் ௨ (4,470) (07%, 0, 

ஆகையால் உ.4 எ (7, - ம, al,e U, 

Guanb 44+ B=X,4+ 7,4 X%,4+ 7%, 

= (X, +X.) +(% + 13%, +X EY, 
Y,+ 7, €U,, 

cA+BeEU, +U, 

ஆகையால் 47, -- (7, ஒரு வெக்டர் உள் வெளி. 

(2) GC DET, QU, asia. 

ஆகையால் (/ ௪ (7, மற்றும் ே € (7 

22 ௨ பீடமற்றும்? 6.7, 

ஆகையால் 526 0, மற்றும் ே6 47 

மற்றும் (22 € 17,, மற்றும் 2-6 மீ. 

ஆகையால் (7, [) Uz Gm வெக்டர் உள் வெளி. 

8) 84((7,[0 0) - என்க 

d(U,)=r+s crore 

d(U.) = r+ t ersita. 

(ஆ, ய 0), டர ரன் ஓர் ஆதாரக் கணம் என்க. 
(X,, மடதத, வனை Mee Veg Yon xoxox Y;), Uy -sir ஓர் ஆதாரக் கணம் 

என்க. ட. 

(டூ படி உய ப ஃடி ப்டீ-ன் ஓர் ஆதாரக் கணம் என்க. 

U, + (7,-ன் எந்தப் பொருள் 2-ம், 

(கேட எ அடி மி ழந ச அபத seuss ஃப ஆகியவைகளின் ஒரு படித் 

தான சேர்க்கை என்பதை உணரலரம். ஆகையால் இவைகள் (7, -- 

7,)-ன் பிறப்பாக்கிகள், இவைகள் ஓ. ப, சர். இல்லா தவைகள் என 
நிரூபிப்போம். 

சடா டர் க எ ச்சி 4... 4 டு 4 உட் (௨.4 

௦ - என்க. (0)
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ஆகையால் 25 உ, ஆ: ர் உடேன எட்கர் ம டம் 
ரு...) 3 

Z ன் முதல் கோவை, அது (, ஐச் சரர்ந்தது என்றும், 4-ன் 

இரண்டாவது கோவை, அது (7, ஐச் சார்ந்தது என்றும் தெரிவிக் 

கின்றன. 

ஆகையால் & (47, [0 7) ஐச் சார்ந்தது, 

ஆகையால் <= d, X, +d,X, +... ty Mp Se ty hy 

+ by Ra + veers +e Xt 

ஆதலால் ௦; 8) + Cg Leg எ வ +O Re — மீட்டு மீத அழ eevee 

— dX, = 0. 

ஆனால் (ட்ட) ப. பப்டி ஒப eee 30) ஆகியவைகள் ஒ. ப, சா. இல் 
OT FOUGHT. MOSUTY €, = Co =e HG od, =... =O 

இவைகளை 7-ல் பிரதியீடு செய்வோம். 

ட. நனி ப ண் அப்டி ம் வண 4220 
ஆனால் (பூ... ல மழட உண 7) ஒ.ப.சா. இல்லாதவை. ஆகை 

யால் க 2, கட அ வ ல மிடி SOs = wom dy = 0 

ஆகையால் (ட்ப... ம்)... 1. ப... 3 எல்லாம் ஒ.ப.சா, 

இல்லாதவை. ஆகையால் இவைகள் (07, - (/,)-ன் ஓர் ஆதாரக் 

கணம். ஆகையால் 8( 7-4 (7) - 7342-44 

2(0 [0 )- 7 

ஆகையால் சீ U,+ U,)+d(U,nU,) 

ar+s-+t+4+r 

=(r+5)+ (r+) 

d(U,) + d(U,) tl 

5.14. வெக்டர் வெளிகளின் ஒரே அமைப்புத் தன்மை 
(isomorphism of Vector. Spaces ) 

ஒரு களம் 7”-ன் மீதான 17 1* என்ற இரண்டு ait 'வெளிகள் 
கீழ்க்கண்ட மூன்று  நிபந்தனைகளுக்குட்பட்டால் * ஒரே அமைப்புக் 
கொண்டவை ? (180௯௦0121/1௦) என ஆகிறது; அதாவது 77 7! 

(1) 7 Vi-str மேல் ஒன்றுக்கொன்றாக வரையப்பட்டிருக்க 
வேண்டும். அதாவது, அவை ஒன்றுக்கொன்றான பிரத்தி 

யேக இணைப்பு ( 71- மம்0ம6 ௦01176500002000) கொண் 
டவைகளாக இருத்தல் வேண்டும். 

[Yo X (ட் 7; 244 77) ] ஐச் சார்ந்த ஒரு 
திசையிலியானால்,



126 புதுமுறை இயற்கணிதம் 

2) ய் '-6&' [(6)-ன் பிம்பம் ௨௨ (ன் பிம்பம்) 

என இருத்தல் வேண்டும். 

(8) (X4 VY =X'4+ 1' [ கூட்டலின் பிம்பம், பிம்பங் 
களின் கூட்டலாக இருத்தல் வேண்டும்.] 

மாதிரி3: டு) + (x, — 4) என்ற இணைப்பினால், 15, 
என்ற வெக்டர் வெளி தன் மேலேயே *ஒரே அமைப்புக் கொண்டதாக” 
வரையப்பட்டுள்ளது எனக் காண்பிக் கவும். 

V,, என்பது 2 உட்பொருள்கள் கொண்ட எல்லா வெக்டர்களின் 
கணம். 

(டி 3) என்ற 7,-ஜச் சார்ந்த வெக்டரின் பிம்பம், (௨, - 2). 

இதுவும் 7*-ஐச் சார்ந்தச. மேலும் இந்த பிம்பம் (௨,,-%,) என்ற 

வெக்டருக்குப் பிரத்தியேகமானத. ஆகையால் கொடுக்கப்பட்ட 

இணைப்பின்படி., 77, தனக்கு மேலேயே ஒன்றுக்கொன்றாக வரையப்பட் 

டுள்ளது. மேலும், [a(x x) = Lor, ox, ]’ 

= [aa —.a%] 

=a [ x. a x] 

= ola. x] 

[Od + Ova) Y = lation +) 
சு [உ ர உடற] 

=, — 4) + (9. - ID) 

= CM a) + (9. 32) 
ஆகையால், மேற்கண்ட இணைப்பினால் 7, தன் மேலேயே ஒரே 
அமைப்புக் கொண்டதாக வரைபப்பட்டுள்ளது. 

தேற்றம் 5.15. 75 17 என்ற இரண்டு வெக்டர் வெளிகள் ஒரே 
அமைப்புக் கொண்டவைகளானால், (அதரவது 772 77), ரன் 
பூச்சியப் பொருளின் பிம்பம் 1”-ன் பூச்சியப் பொருளாகும். 

ர இத ந. ௦40 

! (2 )-ன் பிம்பம் -- o X’ 

= 0 

௪ 77ஃன் பூச்சியப் பொருள்: 

ஆதலால் 0-ன் பிம்பம் 0”
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தேற்றம் 5.16. ஒரே அமைப்புத் தன்மை (180000ற1பம), பொருள் 
களின் ஒரு படித்தான சார்புடைமையையும், ஒரு படித்தான 

சரர்பின்மையும், மாறாமல் sréhmg. (Preserves linear depen- 
dence and linear independence) 

அட்டு விட்டி மட்ட வகர டி 17” என்ற வெக்டர் வெளியில் ஓ. ப. சா. 

கொண்டவைகளாக இருக்கட்டும், V = V! என்க, 

க, 4 கம் ப வெட ம் வட்ட. 0. என்னுமிடத்தில் 

ட ஐ ak எல்லாம் பூச்சியங்களாக இருத்தல் அவசியமில்லை 

இரண்டு பக்கங்களின் பிம்பங்களை எடுப்போம். 

க். + a, ப நே Xx; = 0 

இதிலும் ௨, ஐ. .. உ எல்லாம் பூச்சியங்கள் அல்ல. 

ஆகையால் ட்டி. XL, ஓ. பட சா. கொண்டவை. 

ட்டு ஆ, ... பப். ஓடப, சா. இல்லாமல் இருக்கட்டும்.” இவைகளின் 

பிம்பங்கள் ஓ. ப. சா. இல்லாமல் இருத்தல் வேண்டும். பிம்பங்கள் 

ஓ. ப. சர. கொண்டவைகளாக இருந்தால், &, 2... &டி ஆகியவை 

களும் ஒ. ப. சா. கொண்டவைகளாக இருத்தல் வேண்டும் என 

மேலே திரூபித்துள்வோம். ஆனால் இது கொள்கைக்கு மாறு 

பட்டது. ஆதலால், பிம்பங்களும் ஓ. ப. சா. இல்லாதவை எனக் 

கிடைக்கிறது. ் 

கிளைத்தேற்றம்: இரண்டு-வெக்டர் வெளிகள் ஒரே அமைப்புக் கொண்ட 
வைகளாக இருந்தால் அவைகளின் பரிமாணங்களும் ஒன்றாகத் 
தான் இருத்தல் வேண்டும். 

தேற்றம் 5.17. 77 என்ற களத்தின்மேல், 4? பரிமரணமுள்ள 1 என்ற 

வேக்டர் வெளி :7” வரிசை எண்: உள்ள வெக்டர்களின் முழுக் 

கணத்துடன் (1) ஒரே அமைப்புக் கொண்டுள்ளது. ் 

B= (Ep Ep. EB} oritug 1-ன் ஓர் ஆதாரக் கணம் 

என்க. V-s9F grips orb st Qurger X- Quo, L, Ey, ...... E 

ஆகியவைகளின் ஒருபடித்தான சேர்க்கையாகப். பிரத்தியேகமான 

முறையில் கீழ்க்கண்டவாறு எழுதலாம். 

ட வ ம fy + a, Bab see. ease Poe ட்டு ம கழ வடக EF ) 

௧௭ (நடிக ட்டி) என்ற ஆய வெக்டர் ( “3, க்குப் 

பிரத்தியேகமானது. 

அதாவது ௩௪ &£[ 472]
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இவ்விதம் % பேரன்ற பொருள்களுக்கும், ௨ போன்ற வெக்டர் 

களுக்கும் ஒன்றுக்கொன்றான இணைப்பு (Bi-unique correspendence) 

உள்ளது. ற 

kX =(ka,) EB, + (kay) Eas: + (har ) E: 

Boasure k X-ct gui Qadir 
= {kay kag ... kay } 

=Khlayay டே ka. 

= ke 

ஆகையால், & 2 ++ kas 

அல்லது, (£%)'-&(&7)' 

Y= (8, 2, + B, E, ++ + B, &) என்க, 

ஆகையால் 74 85 (£டி தீ... Br) 

&- 72 (உ 8) கட (௦2)... Car + Br) E 

ஆகையால் 44 V+e [ a, + Bys ee or 1b Br | 
4+ (a5... ar) +( 8, -- Br) 

+ a + B 

ஆகையால் ( &-- Y),= X' +)’ 

ஆகையால் 7 17, 

5.15. இரண்டு மெய் எண் வெக்டர்களின் உட்பெருக்கு : 

( {nner product of 2 real vectors ) 

X = (X15 Fo, Ky வல) 

72 (9.3. .. ரவி என்ற இரண்டு மெய் எண் Goud 

டர்கள் எடுப்போம். அதாவது; இவைகளின் உட்பொருள்களான 

Ky, Xq cee iso om ளன்பன மெய் எண்கள், X, ஆகியவைகளின் 

உட்பெருக்கு கீழ்க்கண்டவாறு வரையறை செய்யப்படுகிறது: 

OX, 1) = ea + Xa Ja + xa Jn. 

. ம என்ற: வெக்டரின் பரிமாணம் ( ௨௨௰1006 ) அல்லது நீளம் 

(length) அல்லது தரம் (௩௦1௦௦) கீழ்க்கண்டவாறு வரையறை 

செய்யப்படுகிறது; 

|X| Hayate we Fant = (XX) 

|X| =O crore, X = 0 என ஆகிறது. 

இரண்டு கலப்பெண் வெக்டர்களின் உட்பெருக்கு: 
(Inner product of 2 complex vectors) 

Y = (3,டீ32, ஒழிஙி என்ற இரண்டு கலப்பெண் வெக்டர்களை 
எடுப்போம், அதாவது இவைகளின் உட்பொருள்களான, Xs Hag nee
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yy உ என்பன கலப்பெண்கள். X, Y ஆகியவற்றின் உட்பெருக்கு 
கீழ்க்கண்டவாறு வரையறை செய்யப்படுகிறது. 

(7) நேர, 4 இது “ட் பய 4 இட 

[இதில் க; க, ௨ Xn ஆகியவைகள்; டி தட வடி Ln 
ஆகியவைகளின் துணைக் கலப்பெண்கள் (602806 ௦0010௧ 

numbers). ] 

& என்ற கலப்பெண் வெக்டரின் பரிமாணம், அல்லது நீளம் 

அல்லது தரம் கீழ்க்கண்டவாறு வரையறை செய்யப்படுகிறது: 
  

  

க] “112 + [x] 2+ isa vee + |x|? 

“வூ (௯034 (ஆத)ம ம (ஆ) 

=JN (XX) 

[ 5 ஒரு கலப்பெண், 2 அதன் துணைக் கலப்பெண் ஆனால், ZZ= 

| 8 [ ” என்பது கலப்பெண்களின் தன்மை]. | & | பூச்சியமானால் 

&- 0 என இருத்தல் வேண்டும். 

தேற்றம் 5.18. 

X,Y ஆகியவைகள். கலப்பெண் வெக்டர்களானால் கீழ்க் 

கண்டவைகளை நிரூபிக்கவும் ? 

1) (X,Y) = (4X) 
2, a(X, VY) =(aX,V) = (Xa F 

8) (X+ NZ) =(4,2) +(G64) 

4) (X,Y+Z)=(4 1) = (44) 

) ம 

1) (XY) = உறு மகர 4 வ + tn Ja: 

Cx, 1) = 9, EI, see oes + tn Jn 

கட்கு, சற 4 வ + Yn Xn 

2 (9) 

  

2) ao( X,Y) = ayn tern dy, + osiete foo Ean 

= aX Dy FON Ig + oe 

= (௨4 1) 

மேலும் a CX; 0) = yay + % கற, 4 as te Xn In 

ு (௦4) 

9
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இ (க-௧2]- (உழ). * (1745 

-| x, 21 + x. Zo fo owe Tn 2 | 

ii yr ர் Dike =f ess + In Rn | 

(4) (2,242 E (ரக ] 4 (௨) 

ர் வெறு (,.- ). 

= | x, J+ Ky Jo + wee டட] 

+ | கட கட்கு ஆ ர mer | 

=(X,7)+(4%<) 

5.16. வரையறை ன .. ட 

| X—Y | sroriigs X, Y BPucnosafisr Gifiey (Separation) 

எனப்படும். ட்ப 

மாதிரி; 

1-2] ௨ [1-4 எனக் காண்பிக்கவும். 

சட சம (கட்த இடத rer te ID 

|&-௪ - பரகத்
 

= | CI) — Ms D2 — Ae oe In — ஐபி | 

௨ 1௪ நீ]
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தேற்றம் 5.19. 

ஸ்க்வார்ஸ்  sioecfletrenw (Schwarz Inequality) 

4, 2 கலப்பெண் வெக்டர்களானால் 

| (%27)15 1/௧ [12 எனநிறுவுக. 

    

நிறுவல்: 

xX = (ட ஷி க்! Xn) 

LV = CDi Dos voe ave 3m ) என்க. 

n 2 

O<t Xr Is — Xs Nr 
rw SS i 

n ரு... எவை 
= yr (௬௯ — ௩30] (௬2 — 4s 3) 

து! 

(ககர ககர கர கரு 

1. — ட 
we? — %s Vs Xr Dr ) 

os Bose ். ல less க உ ழி திக ம . 

    

n — 

2 Xr Jr அல்லது 2 
. T= i 

    

அல்லது | (2911211715 
அல்லது | (2, 7)| 5 |&| [7] 

தேற்றம் 5.20. (முக்கோணச் சமனின்மை) (1௨0216 Inequality) 

[X47 [Ss | XL+ 0 | என நிறுவுக,; ...
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நிறுவல் : 

|] X+YV | #=(X4- 4, X44) =(X%,X)+0% 29-02 947 20) 

PX{P+ 1 0124+ 040%, 1) தேற்றம் 1716) 
2141211421] 

2 12154] 21/“4812) 121 ...தேற்றம் 18 

(1814 1 271)5 ப 
அல்லது 1215 [க14-1 7 

TAN
 

iA
 

கிளைத்தேற்றம் : 

தேற்றம் 19-ன் முடிவில், 

க்குப் பதிலாக 4-2 என்றும், 

7 க்குப் பதிலாக £--3' என்றும் எழுதுவோம். 

12-22-1218 2141 2-1 
அல்லது [.&- 2ர்க் -$1*]17- 8[என ஆகிறது. 

5.17. ausoruseDp) : 
BH வெக்டர் 2ஃன் பரிமாணம் அல்லது தரம் | &| -1 ஆனால் 

ஓர் அலகு வெக்டர் (யா: 76001) எனப்படுகிறது. பூச்சியமல் 

லாத எந்த வெக்டர் 4-ஐயும் அதனுடைய தரம் || ஆல் வகுத் 
கூல், ன் அலகு வெக்டர் றக 

ன் அலகு: வெக்டர் - Ba X=([X|71X. 

ஒரு : வெக்டர் ஐ அதன் அலகு வெக்டராக மாற்றுவதற்கு, 
X ஐக் ‘ spu@ssiso ’ (Normalisation ௦1 4) என்பது பெயர். 

5, 77*என்ற இரண்டு வெக்டர்களின் உட்பெருக்கு ( 3 9) - 
ஆனால், &, 7-களுக்குச் “செங்குத்து வெக்டர்கள்” ( Orthogonal 

vectors 9) என்பது பெயர். 

த ல vee cee vee Xn} என்ற வெக்டர்களின் கண்த்திஷ்”" எந்த 

இரண்டு வெக்டர்களும் செங்குத்து வெக்டர்களாக இருந்தால், கணம் 
செங்குத்துக் கணம் (0111௦200௨1 560) எனப்படுகிறது. 

(கட... அட) என்ற வெக்டர்களின் கணத்தில் எல்லா 
வெக்டர்களும் அலகு வெக்டர்களாகவும், எந்த இரண்டு வெக்டர்களும் 

செங்குத்து இண்டந்காரர்கதிம் இருந்தால்; " கணம், தரச் செங் 
GSE Ssorb * (Orthoriormal med) எனப்படுகிறது. '
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ஒரு வெக்டர் வெளியின் ஆதாரக் கணம் (13248) ஒரு *தரச்செங் 

குத்துக் கணமானால், 5.16 (4) இந்த ஆதாரக் கணத்துக்குத் * தரச் 
செங்குத்து ஆதாரக் கணம் ' (0711௦௦01௮1 8815) என்பது பெயர். 

மாதிரி 4: 77 என்ற வெக்டர் வெளியின் ஓர் ஆதாரக் கணத் 
திலுள்ள எந்த வெக்டருக்கும் & என்ற ஒரு வெக்டர் செங்குத்தாக 

இருந்தால், 7*-ன் எந்த வெக்டருக்கும், 2 செங்குத்தாக இருக்கும், 

ஆதாரக் கணம் (4. 4; அடி பே) என்க, 

கொள்கையின்படி, (40) - (4249) பட: (௬0.0 

Y SV என்க. 

மேலும் 17-௨2 4 ஆ Xy bese $y, Xy 

(x, Y) = = a, (X, X,)-+a, (X, X,) tee tan (X4 Xn) =O 

ஆகையால் ஃ, 15க்குச் செங்குத்து வெக்டர். 

மாதிரி 52ண ஒரே அமைப்புக் கொண்ட இரண்டு வெக்டர் 
வெளிகளில் *இரண்டு வெக்டர்களின் செங்குத்துத் தன்மை” 

காக்கப்படுவதில்லை £. (9211102001 ௦5 2 7601018 15 not necessarily 

pteserved in Isomorphism). 

இதை ஓர் உதாரணத்தின் மூலம் சரி பார்ப்போம். 77 என்பது, 

8 உட்பொருள் கொண்ட வெக்டர்களின் வெளி என்போம். 

இதிலுள்ள வெக்டர்களை 

123 1 
A= 284 என்ற அணியால் ஒருபடி மரற்றம் 

| 300 ] 
(linear transformation) QeiGamib. yu Qatdt_taaflsr Oaiafl 

V’ sroGumib. Vix 77* எனக் கிடைக்கும். 75ல், &- (1,0,0), 
15 (0,1,0) என்ற இரு வெக்டர்களைக் கருதுவோம். இவை 

களின் உட்பெருக்கு பூச்சியமாகையால், இவைகள் செங்குத்து 
வெக்டர்கள். 

ன் பிம்பம் 2: - 48- (1,2, 8) எனவும், 7%ன் பிம்பம் 
௪ ச (6) 59, 0) எனவும் கிடைக்கின்றன. ஆனால் டி 3 

ஆகியவை செங்குத்து வெக்டர்கள் அல்ல எனப் பார்க்கிறோம். 

ஆதலால் ஒரே அமைப்புத் தன்மையினால் செங்குத்துத் தன்மை 
கரக்கப்படுவதில்லை. 

தேற்றம் 5.21. 

பூச்சிய வெக்டர்களல்லாத சில வெக்டர்கள் * ஒரு செங்குத்துக் 
கணமாக ? (0101020081 86) இருந்தரல் அவைகள் ஒருபடித்தான 

சார்பு இல்லாதவைகளாக இருத்தல் வேண்டும்,
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டி 4 வட படட்ளன்ற வெக்டர்கள் ஒரு செங்குத்துக் 

கணம் என்போம். ஆதலால், 

(X,, X;) = 0 (சி 1, By ween ms fF S) 

a, X,+ a, X, + . +a, X, + wo. + am 0 என்க. 

&,-ஆல் இரண்டு பக்கங்களையும் உட்பெருக்கல் செய்வோம், 

a, (X,, பு + 0 (X;, X,) + see ens + ar (4, 4) 

+ வவ Big: (2) Xe sO 
0 

அல்லது 8,141” 50 
இதில் | &,; | 2 0 கொள்கை, 

ஆதலால் ஐ, = 0 இதேபேரல, ் 

I ஆதலால், ௦7 (அ, 4) 

Oy = Wy = ever = Om = O எனக் கரண்பிக்கலாம், 

ஆதலால் Xi, Xe, coy we Xm இடப. சர. இல்லாதவை, 

மாதிரி 6: (6, Uy, ++) Un) என்பவை முழு -வெக்டர் 

வெளி 7%-ன் ஒரு தரச்செங்குத்துக் கணமானால்; [ன் எந்த 

வெக்டர் Vepuyph, 

8- (ட 1) U, + (7 7) (4 (Un, V) Un 

என எழுதலாம் என்பதைச் சரி பரர்க்கவும், 

(Uj, Uys vee Un) ஒருதரச் செங்குத்துக் கணமானதால், 

இவை ஒ.ப.சர. இல்லாதவை. ம்(1) - 2 என்பதாலும், இக் 

கணத்தில் “8? ஒ.ப.சா. இல்லாத வெக்டர்கள் இருப்பதாலும், 

இது 7%-ன் ஒரு * தரச்செங்குத்து ஆதாரக் கணம்? ஆகிறது. இது 
ஓர் ஆதாரக் கணமானதால் [%-ன் எந்த வெக்டர் 7” ஐயும் 

(7, 0, டி பி ஆகியவைகளின் பிரத்தியேகமான ஓர் ஒருபடிச் 

சேர்க்கையாக எழுதலாம். 

இந்த ஒருபடிச் சேர்க்கை 

(I) V= (பீட 7) பீ (0 V) U, peewee ob (On V) [சதி 

என்போம், இதில் (7, 7), (7 7)... என்பவை திசையிலிகள் , 

இதன் இரண்டு பக்கங்களையும் (7, ஆல் உட்பெருக்கல் செய் 

வோம். 

(U, V) = (07 V) (U,, U,) + (7, V) CU, U,) + sea 

= (U,V) | U, |? [U, U. = 0, r# 5] 
௪ (மூ... 1-1
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இதே போல, 

(U, V)=(U,, V) போன்றவைகள் கிடைப்பதால், முடிவு 
(1) சரியரனது. 

தேற்றம் 5:22. 

= வெற்று அல்லாத ( 1400-௩0 ) எந்த[வெக்டர் வெளி 1-க்கும் 
ஒரு தரச்செங்குத்து ஆதாரக் கணம் (011௦0070௨1 கரவு உண்டு. 

மேலும், எந்த ஒரு தரச்செங்குத்துக் கணமும் (011௦௩௦௫௯௨1 864 ) 

ஒரு *தரச்செங்குத்து ஆதாரக் கணத்தின் * பகுதியாகும். 

நிறுவல்: 

இரண்டாவது உண்மையை நிறுவினால் முதல் உண்மை நிறு 
வப்பட்டதாகும். 4 (17) - உ என்க. டிப். 4 (78) என்ற 
வெக்டர்கள், ஒரு *தரச்செங்குத்துக் கணம்? (0111100௦71௧] 8₹1) என்க. 

இவைகள் தேற்றம் 80-ன்படி, ஒ.ப.சா. இல்லா தவைகள். இவை 

களுடன் ஒ.ப.சா. இல்லாத 7*-ஐச் சரர்ந்த 4 என்ற மற்றொரு வெக்ட 

ரைக் கண்டுபிடிக்கலாம் ( தேற்றம் 5.10). கீழ்க்கண்டுள்ளபடி. 1” 

என்ற ஒரு வெக்டரை எடுப்போம். 

Y= X—(X, Xx) Xx, - (ஆ 4) (ஆ, 

3” என்பது 3, 2, ..... அடிய ஆகியவைகள் ஒவ்வொன்றுக்கும் 

செங்குத்தானது. உதாரணமாக, 1; &, க்குச் செங்குத்து எனக் 

காண்பிப்போம். 

(ட Y) = (டி 4) -- (கடி x) ட X,) 

ட ன... 

(கட XxX) — (டி 4) | Xx, | ் 

(பூ), (0) - பப 

= (X,, X)— (XX) =0 
7-ஐ 7, என்று தரப்படுத்துவோம். 

இவ்விதமாக, 2, அட்... 22) என்ற ஒரு தரச்செங்குத்துக் கணத் 
தில் 7, என்ற புதிய வெக்டரைச் சேர்த்து [(₹-1) எண்ணிக்கை 
யுள்ள (&., 4, ட 7) என்ற தரச்செங்குத்துக் கணமாக்கி] 

விட்டோம். இதே போல (ஈ-) புதிய வெக்டர்களை இக்கணத்தில் 

சேர்க்கலாம். இப்பொழுது (2ட்பூ 4, Xe Vir வ 3.2) ஒரு 

 தரச்செங்குத்துக் கண”மாகிறது. இவைகள் ஒ. ப. சர், இல்லாதவை 

கள் (தேற்றம் 5.21). இதில் ஈ வெக்டர்கள் இருப்பதாலும், சீ(1£) - ஈ 

என்பதாலும், இவைகள் ஒரு * தரச்செங்குத்து ஆதாரக் கணமா 

கின்றன.
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இவ்விதமாக, கொடுக்கப்பட்ட சில தரச் செங்குத்து வெக்டர் 

களிலிருந்து ஆரம்பித்து ஒர் ஆதாரக் கணத்தை உருவாக்குகிறோம். 

ஆகையால் ]£-க்கு ஒரு தரச் செங்குத்து ஆதாரக் கணம் உண்டென் 
றும், கொடுக்கப்பட்ட கணம் இந்த ஆதாரக் கணத்தின் ஒரு பகுதி 
யென்றும் ஆகிறது. 

உதாரணம்? 7-ல் ௪௨ (1. 09, கஎ (0, 1) என்ற இரு 

வெக்டர்கள், தரச் செங்குத்து வெக்டர்கள். ஏனெனின் ] ௪ | 

11512 ]த]19 ௨0(0,0) 0, மேலும் இவைகள் 
ஒ, ப, சர். இல்லாதவைகள்... அகையால், இவைகள் 8,-ன் ஒரு 

தரச் செங்குத்து ஆதாரக் கணமாகின்றன. 

ACV; X= (x, x) 

= He, இக ் 
இதேபோல, 7-ல் ச, - (1,0,0)), &-(01,0) 

e, = (0, 0, 1). [கு] எந்த (¢r @s) = O 

ஆகையால் இவைகள் தரச் செங்குத்துக். கணமாகின்றன. 

மேலும் இவைகள் ஓ. ப. சா. இல்லாதவைகள். ஆகையால் இவை 

கள் 17-ன் ஒரு தரச் செங்குத்து ஆதாரக் கணமாகின்றன. 

41; X= (x %, 45) 
= Hy ey + %q by ft ஆ 

5.18. Schmidt-or Gemigsg Quast asevrb உருவாக்கும் முறை 

7, என்ற வெக்டர் வெளியில், க, கீழ, சட்டு படவ > Xn 6TOOT 

எவையேனும் 4 ஓ.ப.சா, இல்லாத வெக்டர்கள் கொடுக்கப்பட்டால், 

இவைகளிலிருந்து 7”, 17%. 3... என்ற செங்குத்துக் கணத்தை 

(Orthogonal set) a @Guréaour, 

டி ஆட டிப இடப சர, இல்லாத வெக்டர்கள், ஆகையால் 

இவைகளில் ஒன்றும் பூச்சிய: வெக்டராக இருக்கமுடியாது. கீழ்க் 

கண்டவாறு கோவைகள் பரவிய ம Vp Voss ie LG “போன்ற ‘n? 

வெக்டர்களை ௨-௬ வரக்குவேம் 2 

  

Y, = ட 

_ மூ 
me aT) 

் ட 4 4 (1 ட. Nak FN oy 35 
(Ya, 72 ்
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  ரா ப (3 4) Y பட (YT, Xn) நா 

n — சக] ~ <r. Y,) 1 (Tx Y,) கை eos oe 

(They Xn) 

(Yay Tn-1) ய 

இப்பொழுது (7, 75, .....,753 ஒரு செற்குத்துக் கணமாகிறது. 

ஏனெனில், 2 

(%, (GM) =(14)- & 3 P(r, Y) 

= (7; X,) — (Y, X,) = = 0 

_ (NX dr (௮ டி (29 - 09 - Gp le 1) Pp) GM 
Y, X, 

= (Y, X,) tr 7 0 — (1, X,) 

=0 

QGsGura (Y,7;)=O0 (,s=1,2....7 #5) 

2, 7, ௨ இவைகளில் ஒன்றும் பூச்சிய வெக்டராகாது. 

இம்முறைக்கு *ஸ்மிட்டின் செங்குத்து வெக்டர் கணம் 

உருவாக்குதல்' (500140178 07400200௨11881100 றா௦௦638) என்பது பெயர். 

5.19. செங்குத்து வெக்டர் நிரப்பி (0711௦200௨1 0000160060) 

(7 என்பது வெக்டர்வெளி ],-ன் ஒரு வெக்டர் உள் வெளியம் " 
னால், (-ன் எந்த வெக்டருக்கும் செங்குத்தாக இருக்கும் வெக்டர்கள் 

அடங்கிய (7* என்ற கணத்துக்கு 0-ன் செங்குத்து வெக்டர் நிரப்பி 

(Orthogonal complement of 07) என்பது பெயர். 

தேற்றம் 5.23. - = ஆ அடி 

0” என்பது (/-ன் — வெக்டர்- தீரப்பியானுல், 

கீழ்க்கண்டவைகளை நிறுவுக 2 

(1) U' g@ வெக்டர் உள்வெளி. 

(2) 0, 0-ன் செங்குத்து வெக்டர் நிரப்பி, 

(8) d(U)+d(U)=n. 

(1) XEU; XY’ ECU’ aera. 

Bosurn, (X’,X)= 0; (¥’,X)=0 

(Xa X’) = 2 (X, X) = 2O0= 0.
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ஆகையால், a X’ © U’ 

CX’ 4 7, X) = (4%, X) + (1%,X) = 9040 =0. 

ஆகையால் x’ +Y EU’ 

ஆகையால் 07”, ஒரு வெக்டர் உள்வெளி. 

d(U)=r என்க, 

,&...., ம், 0-ன் ஒரு தரச்செங்குத்து ஆதாரக் கணம் 

என்க, இவைகள் ஒ. ப. சர. இல்லாதவை. தேற்றம் 5.22-ன்படி 

இந்தக் கணத்துடன், £,,,, 2, உ, பட என்ற தரச்செங்குத்து 

வெக்டர்களைக் கண்டுபிடித்துச் சேர்த்து ( மடி Xy பஷ சுடி கடி xX, ) 

என்ற 7%-ன்" ஒரு' தரச்செங்குத்து ஆதாரக் கணத்தை உருவாக்க 

லாம், 77 ஐச்- சார்ந்த எந்த & ஐயும் 

க உ &ட-. web ay Xp + ory, Xray + wee + On X, — (1) 

என எழுதலாம். Xx Ee U என்று இருக்கவேண்டுமானால் (-ன் 

எந்த வெக்டருக்கும் 4 செங்குத்தாக இருத்தல் வேண்டும். அதாவது 

X என்ற வெக்டர், ட், ஆ, ... 2 ஆகியவைகள் ஒவ்வொன்றுக்கும் 

அறுக்க இருத்தல் வேண்டும். ஆதலால் (& ஃ,) - (X, X.) 

= see = (X,Y; J = = 0. ஆகையால் (1)-ன்படி 

ட (XX) = a, (Xy X,) + a, (Xn X,) 
+: -+ ar (Ars X,)+ ச (Aran இ 

் +. oe + den (Xn, X,) = 0 

ஆதலாலிக், (X,, X,) = 07 

அல்லது a, | x, |? = 0 ப் 

அல்லது ட் = A, ் [ஆ | -3 

இதேபோல ௪, - க, ௨௬ ௨௪ 0 என ஆகிறது. 

ஆகையால். 4 . மாட்ட Xray + ars த சன soe + On Xn 

என ஆகிறது. 

ஆகையால் 07” என்ற செங்குத்து 6 வெக்டர் நிரப்பி Xray கடு Nn 

ஆகியவைகளால் oe gee 

(Xray ௮ 0ஃன் ஒரு கரச்செங்குத்து ஆதாரக் கண 
மாகிறது. அ ஆகையால் (0) 

ஆதலால் சீ (7) 4 d(U’) = 4-7: 1, மேலும் சமச்சீர் 
கொள்கையின்படி, (7 என்ற வெக்டர் உள்வெளியின் செங்குத்து 
வெக்டர் நிரப்பி, ட ட... 42 என்பவைகளால் பிறப்பிக்கப்படுகிற து. 
அதாவது 7 என்ற உள்வெளிதான் எனப் புலனாகிறது.
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தேற்றம் 5.24. 

-ன் செங்குத்து வெக்டர் நிரப்பி 6, ன் சாதாரண 
நிரப்பியுமாகிறது. ட் 

4 6 (மற்றும் 4 எ (7* என்க, 

ஆகையால் (2 2) --0 

ஆதலால் | & |“ .0 

. ஆதலால் | 4 | =.0 

ஆதலால் XX ு 0 

ஆகையால் 7, (7* இவைகளுக்கு 0 ஒன்றுதான் பொது வெக்டர். 
மேலும் தேற்றம் 88-ன்படி d(U)4+ d(U’) =n. ஆகையால் 
தேற்றம் 12-ன்படி, (7, 0-ன் ஒரு சாதாரண தநிரப்பியுமாகிறது. 

கிளைத் தேற்றம் : 

(7 என்பது]?,-ன் ஓர் உள்வெளி, [ன் எந்த வெக்டர் 2ம் ஐயும், 

&- 9-2 என்ற பிரத்தியேகமான முறையில் எழுதலாம். 

இதில் ஏ (ர (1, 4) = 0 என இருக்கும். 
நிறுவல் : 67என்ற உள்வெளிக்குத் தகுந்த (/7* என்ற செங்குத்து 

வெக்டர் நிரப்பி உண்டு. 2-ல் உள்ள எந்த வெக்டரும் 7 விலுள்ள 

எந்த, வெக்டருக்கும் செங்குத்து. 47, U-sr ஒரு சாதாரண பண் 

மாதலால் ன் 22 என்ற ஒரு வெக்டரை, 

X=V¥+ % 3 € என்றும் 4207 எனறும் அனுதனாம் 

761 2௨0 (0) ன் செங்குத்து நிரப்பி என்பவை 
களால் (7 2) - 0 என ஆகிறது, ஆகையால் 

74.2 Ye U;(Y, Z) = 0 என ஆகிறது. 

பயிற்சி 

1) @,6,¢ மேய். எண்களானால் a+bye + ¢ 38 ertrp கோவையால் 

கொடுக்கப்படும் எண்கள் மெய் எண் களத்தின். மேல் ஒரு 

வெக்டர் வெளியை உருவாக்குகின்றன என நிறுவுக. 

8) V. என்ற வெக்டர் வெளி 2” என்ற களத்தின் மேல் உள்ளது. 

கீழ்க்கண்டவைகளை நிறுவுக. 

(1) a bE; X 40, ojo X & V, aX = bX 

ஆனால் a = b
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(ஜு) ௩767 ௭௭௦, ௨64 ஈட ர7 

ஆனால் & - 7; 

8) ax + bv = 0, ௯ -மீர -2-இந்த இணைப்புகளைச் சரி செய்யும் 

8, என்ற எண்களடங்கிய (ிழ) போன்ற வெக்டர்கள். ஒரு 

வெக்டர் வெளி என்று காண்பிக்கவும். மேலும், இந்த வெக்டர் 

வெளியின் பரிமாணம் என்னவென்றும் பார்க்கவும். 

44) பூச்சிய வெக்டரைத் தம்மிடத்தே கொண்ட எந்த வெக்டர்களின் 
கணமும் ஒருபடித்தான சார்பு உடையவைகளாகத்தான் 

இருக்கும் என நிறுவுக, 

5) கீழ்க்கண்ட வெக்டர்கள் ஒ,ப.சா. கொண்டவைகளா, இல்லையா 

ப எனப் பார்க்கவும் : 

(1) (-1,2 1), (8 1, 2) 
(2) (2, —1, 1), (1s 2, 8), (0, 1, 2) 

(இ (1y 0, 1), (2,.1,.8,). (—1, 0,.0,), (1, 0, 1) 

(4) (1,2, 1,2), (0, 1, 1, 09, (1, 4, 8,2) 
(௫) அகக் —1, 1), (0,1, —1, el (2, 1, 0, 3), 
ல (1, 1, 0; 0) 

ஒ. ப. சா. கொண்டது எனக் காண்பிக்கவும், 

9:59, 10, 1-2, 0, 1,-8) என்ற வெக்டர்கள் 
Vo Qt ஆதாரக். கணம் எனக் காண்பிக்கவும், (உ 8, 2 

என்ற வெக்டரை.மேற்கண்ட.ஆதாரக் கணத்தின் சார்பாகக் 
கூறும்- pu Qeude_t. (Co-ordinate vector). என்ன என்று 

பார்க்கவும். 

8) (2, —1, 0, 1), (6, 1, 4, 5), (4, 1, 8, —4) என்ற வெக்டர் 
2 aor Veo 0: என்ற ஓர். உள்வெளியைப் . பிறப்பிக்கின்றன: 

பீன். ஒரு: *தரச்செங்குத்து... ஆதாரக் கணத்தை? COxthonor- 

mal basis) &: கண்டுபிடிக்கவும். ி 

9) 2: அல்லது அத்ற்குக் குறைந்த த் படியுள்ள பல்லுறுப்புக்கோவைகள் 

8 பரிமாணமுள்ள ஒரு வெக்டர் வெளி உருவாக்குகின்றன எனக் 

காண்பிக்கவும். இந்த வெக்டர் வெளிக்கு; -( 1-5 1-2 1-1 ) 

ஓர் ஆதாரக் கணமென்று -கரண்பிக்கவும். 2/”- 71-48
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10) 

11) 

18) 

என்ற பல்லுறுப்பை இந்த ஆதாரக் கணத்தின் சார்பாகக் குறிக் 
கும் ஆய வெக்டர் யாது? 

ஒரே வரிசை எண் உடைய இரண்டு கலப்பெண் வெக்டர்கள் 

4, 27 ஆனால், |44 2741-27 [“2-21/௧[“4212: 
என நிறுவுக. 

ன் 7 என்ற உள்வெளி, 89% 4-௮ 0 உ. க 

+ *, = 0 என்ற இரண்டு சமன்பாடுகளைச் சரி செய்யும். 2, x, x, 

ஆகிய எண்களட.ங்கிய (2, %, ,) என்ற வெக்டர்களால் ஆனது. 
(-ன் *செங்குத்து வெக்டர் நிரப்பி”யின் (071௦20௦௦௨1 comple. 
ment of U) gt ஆதாரக்கணத்தைக், அன்டுபிடிக்கவும், 

ர -ன் (7 என்ற ஓர் உள்வெளி,. (1, 0, +178) (—1, 1, 1,0) 
என்ற வெக்டர்களினால் .பிறபிக்கப்படுகிறது. -. -0-ன்'- *செங் 
குத்து வெக்டர் நிரப்பி, (௨- 28, - 2.8,.6, 8). என்ற்” உருவ 
முள்ள வெக்டர்களாலானது என்று காண்பிக்கவும். (7”-ன் * தரச் 
செங்குத்து ஆதாரக் கணத்தைக் கண்டு தண்டல்! 

அட்டி அபு வை மிட்டு 7, Vy aa, ig ஆகியண்கள் ஒரு வெக்டர் 

வெளியின் பொருள்கள். &,,2£,..., 20, ஆகியவைகளில் ஒ, ப, சா. 
ee பொருள்கள் ' மீப்பெரு எண்ணிக்கை :₹7? என்றும், 

2 1, என்ற Sisk tient Q-Ler. Qebour % Our weir 

ie மீப்பெரு எண்ணிக்கை *5 5 என்றும் இருந்தால், Xj, ஆ, 

wey Xina Vy Voy oy Vy ஆகியவைகளில் . ஒ.ப.சா. இல்லாத 

பொருள்களின் மீப்பெரு எண்ணிக்கை ₹7 + ஐ விட அதிகமாக 

இருக்க முடியாது என. Bos: 

14) ஆஃ Xin Vy» rhe ஃஷ 1 - இவைகள் ஒரு. வெக்டர் வெளி 
யச் சார்ந்தவை. அவ்கொரு 77-ம்) எல்லா ன் 'ஒருபடித் 
தான சேர்க்கையாகும். 2-ல் ஒஃப௦சா. இல்லாத பொருள்களின் 
மீப்பெரு எண்ணிக்கை ₹75 என்றும், 75ல் ஒ;,ப.சா. “இல்லாத 
பொருள்களின் மீப்பெரு எண்ணிக்கை ts? என்றும் இருந்தால், 

$< yr ctor BOIS. | இ



6. அணிகள் 
(Matrices) 

6.1, தழுப்டிசி 'சமன்பாடுகளின் "ஆராய்ச்சியில் * அணி ? (Matrix) 

என்ற கருத்து, சென்ற நூற்றாண்டில் வெர16/ என்பவரால் முதன் 
முறையாக _ உருவாக்கப்பட்ட து, உகரணமாகக் கீழ்க்கண்ட. சமன் 

அடுகண்க். கருதுவோம் :... 

ச x et Diy Ms , + வவ ர் போர எரி, 

ay, x, + சூ x, + க கைம். Don Xn = J, 

2 4, ae Ons Xs + rece. + Ginn My = Jim, 

கன்றுகளின் சடடி 20. ௨ போன்ற வரிசைப் - படுத்தப்பெற்ற 
குணங்கள்தாம். _முக்கியமரனவை. - குணகங்களை: மாத்திரம் அதே 

வரிசை ஞரில்: பிரித்து, எழுதினால் அணி என்ற. கருத்து, உருவாகிறது, 

2 வல்கெகமிய் டம வை வக்க 

6. 2. (1) அணியின் வரையறை. (Definition oka. Mattix): 

-. தளம். 75௩ஐச் சார்ந்த ஈா பொருள்களை, . 81 திரைகள் (rows), 

n “திர்ல்கள்” (60100208) கொண்ட: 6 ஒரு. இசவ்வக உருவத்தில் “கீழ்க் 
க்ண்ட்் விதத்தில் அணரிவகுத்தால், இந்த” அணிவகுப்புக்குக் “களம் 
Cea மீதான. இரு men அணி: Matrix)” என்பது. பெயர். _ 

  

ge, ORS பர வக்கம் - 
A= G51 Gog we 

ட்டு Cars வணக கன சகட 

  

GBH A115 2;உ உ என்ற எண்களுக்கு அணி 4-ன் மூலப் 
பொருள்கள் (6168006018) என்பது பெயர், இவைகளின் பொதுவான 
மூலப்பொருளை ஈ;) எனக் குறிக்கிறோம். இதில் முன்குறியான ' 1?
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என்பது, இந்தப் பொருள் :1 * என்ற நிரையிலும் £]? என்ற பின்குறி, 

இந்தப்பொருள் */* என்ற நிரலிலும் உள்ளது என்பதைக் குறிக் 

கின்றது. அதாவது சப என்ற பொருள் £ வரிசை எண்ணுடைய 

நிரையும், $ வரிசை எண்ணுடைய நிரலும் சந்திக்கும் இடத்தில் 

உள்ளது எனப் பொருள்படும். சுருக்கமாக அணி 4-ஐ 
4 ௪ (2) எனவும் குறிப்பதுண்டு., 

5.2. (2) மேலும், ன் பொதுப்பொருளை, (4) பூ - 2; என்றும் 
எழுதுவதுண்டு. 7 என்ற ..களம், மெய்யெண்களின்... களமானால், 

4) ஒரு மெய்யெண் அணி (8௨௨1 ரக்ஸா!) என்றும், 8) ஒரு 

கலப்ணெகளின் களமானால், 4, ஒரு கலப்பெண் கரட் {Complex 
Matrix) என்றும் கூறப்படுகிறது. mw 

6.2. (8) : நிரைகள்;' நிரல்கள் ஆகியவைகளின் எண்ணிக்கை சம 

மானால் (௪-10)) அணிக்கு ௩ வரிசை: எண் உடைய சதுர அணி 

(Square Matrix of order ௦) என்பது பெயர். ஒரு சதுர. அணி J- 

பின்வருமாறு : 

கட்ட இறுத பபப ரு 
ட 82: Gan 

Az, மிது ப வ வவ Gan 

Any நிற்றலை வவ்பலை சோ ‘ 

  

GBR a, 1) Oy gran BO 'மூலைவிட்டத்தில் அமைந்துள்ளன. 
இந்த மூலைவிட்டத்துக்குத், ! தலைமை மூலைவிட்டம் ” (Principal or 

18&01றத 84௧20021) என்பது பெயர். இதன் பொருள்களுக்கு மூலை 

விட்டப் பொருள்கள் (Diagonal 6168006018) என்பது பெயர். 

6.2. (4) ஒரு 18 அணியில் எல்லாப் பொருள்களும் பூச்சியமானால், 

அதற்கு ஈ.ஈ பூச்சிய அணி (26௦ 81) 0 ர என்பது பெயர். 

6:2: (5) ஒரு சதுர அணியில் மூலைவிட்டப் பொருள்கள் 1 ஆக.இருந் 
தும், மற்றப் பொருள்கே ள்ல்லாம்-பூச்சியங்களாக.இருந்தால், அணிக்கு 

அலகு அணி? (041 மர்ம) என்பது பெயர். இந்த அணியில் திரை 
கள் அல்லது நிரல்களின் எண்ணிக்கை “ம ஆனால், அணிக்கு ‘n’ 
வரிசை எண்ணுடைய அல்கு அணி (ஈட்ட நரகர் மீ order n) 
அல்லது 1 நிரைகள் கொண்ட அலகு 31 x0f} (n-rowed unit Matrix) 

என்பது பெயர். இந்த அணி J, என எழுதப்படுகிறது.
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6.2. (6) ஒரு சதுர அணியில் மூலைவிட்டப் பொருள்களை த் தவிர 

மற்றப் பொருள்கள் எல்லாம் பூச்சியங்கள் ஆனால். அந்த அணிக்கு 

ஒரு மூலைவிட்ட அணி (Diagonal Matrix) என்பது பெயர். இதைக் 

கீழ்க்கண்ட விதங்களில் குறிக்கலாம். 

a, 0900. O 

0 a, 00 .. 0 

0 Ow O .. 0 ‘Post dg (ay @g so an) 

-. oe) eee eee ooo eee 

0.0 00-0 a. 

6,2. (7) ஒரு மூலைவிட்ட அணியில் எல்லா மூலைவிட்டப் பொருள் 

களும் சமமானால், அதற்கு eG திசையிலி Sysv0fl (Scalar Matrix) 

- என்பது பெயர். அதை. 

dg(waaa... a) என்க் குறிக்கலாம்," 

6.2. (8) ஒரு சதுர அணியில் தலைமை மூலை. விட்டத்துக்குக் கீழே 

உள்ள பொருள்களெல்லாம் பூச்சியங்களானால் அதரவது ச; - 0 

2272) அதற்கு மேல் முக்கோண அன் (Upper ae? Malki) 

என்பது... பெயர். --- 

SP Ts I oo ர் | மலட்டு அ a Sas 

“ஒரு சதுர“அணியில் தலைமை மூலை விட்டத்துக்கு ப உள்ள 

பொருள்களெல்லாம் பூச்சியங்களானால் அதாவது ௧,;.- 0(8 <j) 

அந்த .அணிக்குக் கீழ். முர்கண, அணி owes Triangular Matrix) 

என்பது பெயர். ப் ய் ப பந படட 

ஒ
வ
 

்.. உ-ம். 
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ஓர் அணி. ஒரே நேரத்தில் மேல் முக்கோண அணியாகவும், கீழ் 
முக்கோண அணிபாகவும் இருந்தால், அது ஒரு மூலைவிட்ட அணி 

யாகத் (012௦0௧ நரக) தான் இருத்தல் வேண்டும். 

62. (9) ஓர் அணி 4-ன் நிரைகளையும், நிரல்களையும் ஒன்றுக் 

கொன்றாக வரிசைப்படி இடம் மாற்றினால், கிடைக்கக் கூடிய 

அணிக்கு, 4-ன் மாற்றல் அணி 4” (1£த1£ற086 ௦2.4) என்பது பெயர், 

அதாவது, 4 = (aj) என்றால், 4 --($ம), இதில் ட ஆ 

அதாவது, A -six Qur@sir by, 4-ன் பொருள் ந க்குச் சமம். 

௨-ம், 

[ச ]-4ி 
உ.ம் A= | FS | 

be 

cf 

tT 1 
(4 1) - 4 என்பதை உணரலாம். அதாவது 4, 4” ஆகியவை 

தங்களுக்குள் சமர்சீர்த் தன்மை உடையை, 

6.2. (10) ஓர் அணியில் ஈ பொருள்கள் கொண்ட ஒரே ஒரு நிரல் 

மாத்திரம் இருந்தால், இதற்கு (ஈ% 1) நிரல் அணி (வேய ரகரம்) 

என்பது பெயர். 

உ-ம். A=] x, 

x, 

ie 

ஓர் அணியில், ௩ பொருள்கள் கொண்ட ஒரே ஒரு நிரை மாத் 
திரம் இருந்தால் அதற்கு (1%) நிரை அணி (௦4 244மட;) என்பது 

பெயர். 

௨-ம். 4 -.[ ட எர 

10
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. .. ஒரு நிரல் அணியின் மாற்றல் அணி, ஒரு நிரை அணியாகிறது 
( The Transpose of a column Matrix is a row Matrix ). 

ஒரு நிரை அல்லது நிரல் அணியை ஒரு நிரை அல்லது நிரல் 

வெக்டராகக் கருதலாம். (௩௦8 ௦ 001000 460100). 

பொதுவாக, 4 என்ற ஒரு ஈ%௩ அணியிலள்ள ஒவ்வொரு இர் 

ae அல்லது நிரலையும் நீரை அல்லது நீரல் வெக்டராகக் கருதலாம் 

4-ன், 5: வரிசை எண்ணுடைய நீரையை பட்ட என்றும்; 

“i? வரிசை எண்ணுடைய நிரலை .॥ 7 என்றும் குறிப்பிடலாம். 

[® — Star எனப்படுகிறது, ] 

(aie) =U Joi Ge) "= U Jie 
என்பவைகளை உணரலாம். Q yyw Wav yey, A-sir 

FE 

$வரிசையுள்ள நிரை மாற்றல் அணி, 4 . ஸ், 2 வரிசையுள்ள நிரல் 

அணியாகும், (16 $7௧020056 08 1161 throw Matrix of A = the 7 th 
T 

column Matrix of A) 

6.2 (11) ஒரு கலப்பெண் அணி .1-ல் உள்ள ஒவ்வொரு கலப் 

பெண்ணுக்கும் பதிலாக அதன் துணைக் கலப்பெண்ணை ( Conjugate 

6௦16% உபய) எழுதினால். கிடைக்கும் அணிக்குத் துணைக் கலப் 

பெண் அணி & ( Conjugate Matrix ) srorugy Quuit. 

அதாவது 4 - (ஆ) 
உதாரணம்: 

4= [142 8—2) 34 4j 
4-5 5460 6-1. 

i 1-2 842) 8_4i 
4450 5-6 6+ 7 

6.2. (12) .4 என்ற கலப்பெண் அணியின் மாற்றல் அணியின், துணைக் 

“கலப்பெண் அணிக்கு 4-ன் *மாற்றலின் துணை அணி AT (Conju- 
pate Transpose of ay எ்ன்பது பெயர். 

உதாரணம் : 

i 2 

O71
 
ho
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1
.
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ட ப [1-ம் 5242 
~ 2+ 8: 5 — Bi 

4-61 247 

ae 4 தி 
A = A என்பதை உணரலாம். ap at ae oe : 

6.2.(18) ஒரு சதுர அணி Ad aj; = aj: ஏன்று "இருந்தால்: 
ஒரு சமச்சீர் அணி (5) 0௯607௦ 14க11௨) எனப்படுகிறது. 

( @ - 1b. ) 

Az abg ce : ட ae Mar | oo, aa ed 
gfe a, 2 Se டி . dal 

இதில், உதாரணமரக a, = a, = f Bs 
௫ 

4) ஒரு சமச்சீர் அணியானால் 4 - சே என்பதை உணரலாம், 

6.2. (14) ஒரு சதுர அணி 4-ல் சடி- - ச) என்று இருந்தால், 
அந்த அணிக்குச் சரிந்த சமச்சீர் orofl (okew - Symmetric Matrix) 
என்பது பெயர். 

(உ-ம்.) 

Ac O hg 

—h O f 
—g—f 0 

இதில், உதாரணமாக a, “ர... இதில் தலைமை மூலை 
விட்டப் பொருள்கள் பூச்கியங்கள்ளக, ரம த்தல் வேண்டும் ஏனெனில், 
a = —~ ay stor a 4, = 0 srry sro இருத்தல் வேண்டும். 

மேலும், கி 4" என்பதை உணரலாம். eas 

6.2. (15) ஒரு கலப்பெண் சதுர அணியில்! 2 ல க aa, அதாவது சழ: என்ற 
பொருள், ட, என்ற பொருளின் துணைக் கலப்பெண்ணாக இருந்தால் 
A, ஒரு ஹெர்மீஷியன் gisvofl (Hermitian Matrix) omnes 

(உ.ம் ) ; ‘ oe ர so va Hy 

2 B+ 4-7 

8—i 4 ஐய 
44+i 248: 5



148 புதுமுறை இயற்கணிதம் 

உதாரணமாக, இதில் ஈட - 2 ச. 84 என்பதைப் 

பார்க்கலாம். பிரதான மூலைவிட்டத்திலுள்ள பொருள்கள் மெய்யெண் 

களரகத் தான் இருத்தல் வேண்டும். ஏனெனில். 8; 2 ௬ அதாவது, 

ஒரு கலப்பெண், தனது துணைக் கலப்பெண்ணுக்குச் சமமானால் அது 

மெய்யெண்ணாகத்தான் இருத்தல் வேண்டும். [8-4 ₹8- உ-ம் 

ஆனால், 6 - -ம் அதரவது ச - 0 என இருத்தல் வேண்டும்.] 

மேலும் ஒரு ஹெர்மீஷியன் அணி .4, தனது மாற்றலின் துணை 

அணிக்குச் சமமாகிறது. அதாவது A = 4” என்பதை உணரலாம். 

6.2. (16) ஒரு கலப்பெண் சதுழ அணி 4-ல் ர - - கட என்று 

இருக்குமானால் 4 ஒரு * சரிந்த ஹெர்மீஷியன் அணி ” (51:௦%:- 
Hermiuan Matrix) eroorisu(ib. 

(உ-ம்.) 
ட 0 2-8: 844; 

—2—38i 0 4—65:11|;3 
=$44i =4=67 © 

8i 844i 4-6; 
—8+4i —4i 5 + 6i 
—4—5i -5+6i 0 

உதாரணமாக, ௧, = —as, = —(—44 5?) 

5 4. 54 என இருக்கிறது. 

பிரதான மூலைவிட்டத்தின் பொருள்கள், பூச்சியமரகவோ, 

அல்லது முற்றிலும் கற்பனை எண்களாகவோ (0ம£]9 1மகஹந்டிலார 
றமா0$8) இருத்தல் வேண்டும், ஏனெனின், 

 at+ib = — (a td) என்றால், 

Lo, at ib = —a+ib ctor &pgy. 

இதில், 2-0 என அவசியம் இருத்தல் வேண்டும். ம்-க்குப் 

பூச்சியம் உள்பட . எந்த மதிப்பும் இருக்கலாம். மேலும் A= _ஏ” 
என்பதை உணரலாம். 

62. (17) ஒரு சதுர அணி A- யிலுள்ள பொருள்களை ஓர் அணிக் 
Carmauwier - (determinant) பொருள்களாகக். கருதினால் இந்த 

ஆணிக் கோவைக்கு, 4-ன் அணிக் கோவை ] 4 | என்பது பெயர். 
(உ-ம்) 
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ஓர் அணிக்கு * மதிப்பு என்ற கருத்தே கிடையாது. ஆனால் 
அதன் அணிக் கோவைக்கு மதிப்பு உண்டு. 

6.2. (18) ஓர் அணியின் அணிக் கோவையின் மதிப்பு பூச்சிய 

மானால் | 4| -0, அந்த அணிக்குச் Apty gee (Singualar 
Matnx) என்பது பெயர். 

ஓர். அணியின் அணிக்கோவையின் மதிப்பு பூச்சியமாக 

இல்லாதிருந்தால் | 4 | 550, அந்த அணிக்குச் : சிறப்பு இல்லாத 
அணி: (3௦0 - 5மமஜய/கா நரீகாாமட) என்பது பெயர். 

6.2. (19) ஒரே இனத்தைச் சேர்ந்த இரண்டு அணிகளில் ஒத்த 
பொருள்கள் சமமானால், அணிகள் சமம் எனப்படும். : 

டம், ௦, l-[ @, By my | ox ல், சய 0,36, = B36, = ஒழ 

[ 8, B, Ye S a, = 0,36, = Bist, = ¥3 

என ஆகின்றன. 

6.3. ஓர் அணியை, ஒரு திசையிலி எண்ணால் பெருக்கல் (Multipli 
c ition of a Matrix by a scalar) 

அணி .4-யிலுள்ள ஓவ்வொரு பொருளையும், £ என்ற திசையிலி 

எண்ணால் பெருக்கினால், அது 4 என்ற அணியை 4 என்ற திசையிலியி 
னால் பெருக்குதல் எனப்படுகிறது. 

(a-) A=[abe] +#A=[ ka kb ke 
def kd ke kf 

Qurgiats A= (aij) ened» 

45 சட - 44 எனப்படுகிறது 

மாதிரி: 1(4)- 4;௦24-0,60- 0 - 

kI = சீதக் ௦) என்பவைகளைச் சுலபமாக உணரலாம் 

6.4. ஒரே இனத்தைச் சேர்ந்த (16௩) அணிகள் 4, 8 ஆகியவை 
களின் கூட்டல் பின்வருமாறு வரையறை செய்யப்படுகிறது? 

A = (aj)5 B= (by) ஆனால், 
A+ B= (aj + bj) SOWH 

(A + B)y = (Ady + (B) 4 rsd on pod. 

(௨-ம்) (28 -1\+/0-l1\=/(220 
0 1 2 2 03] 2165 

N
d
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அணிகள் ஒரே இனத்தைச் சேர்ந்தவையாக இல்லாவிட்டால் 
அவைகளின் கூட்டலுக்கு வரையறை கிடையாது, (14.4 ஊம் 2 6 
not of the same type, 4 + B is not defined). 

பல அணிகள் ஒரே இனத்தைச் சேர்நீதவைகளானால் அவை 
களின் ஒருபடித்தான சேர்க்கையை, அதரவது 

ர ர 924,048) போன்ற கோவையை அடைய 

முடியும்; . 

தேற்றம் 6.1. 

அணிகளின் கூட்டலில் ufior om 09 Sujch (Commutative Law), 

சேர்ப்பு விதியும் (&98001க1196 1.௨8) உண்மைகளாக உள்ளன. 

அதாவது, - 
(0) A+ B=BHA 
(2) A+ (B+ C)= (A+ B+C 

நிறுவல் ; 

_ (1) A= (aj); B= hi) என்க. 

{4 +. By = = (aj + by) = (bij 4 A}; 

ஆகையர்ல் A+B=B+4 

(2) A = (aj) 3 B= (by) $- (டி) என்க. 
{A+ (B+ C)}j= [0 ஆர் (டேர் வ] 

SL ay + by + oy] © 
= [(ay + 65) + aj] 
= {(4 + B) + பே 

ஆகையால் ae + C) = (4 4 8) +C 

தேற்றம் 6.2. 

 ௩இணியைத் " திசையிலி எண்ணால் பெருக்குவது, அணிக் 
கூட்டலின் மேல் பரவுகிறது: [8061&7 பயபியர்ற14௦வ1100 01 நீதா 018- 

tributes over Matrix addition ] 

அதாவது. (44 8) - 84 + kB. 

நிறுவல் : 2 ர மி. (55) என்க, 

{k(A + மிட 2 (ரூ.3 சம (kay + ibs) 

= (kay) + (Kby) = {kK A}y + {h Bhi 
ஆகையால் = k(A + B)= kA + kB
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6.5. அணிகளின் கழித்தல் (5017௨01100 ௦7 38௨௭1௦6) 

ஒரே இனத்தைச் சேர்ந்த 4.8 என்ற இரண்டு அணிகள் கொடுக் 

கப்பட்டால் 1-1 ௩ - 8 என்ற சமன்பாட்டுக்கு 4 என்ற பிரத்தியேக 

மான தீர்வு கண்டுபிடிக்கலாம். இத்தீர்வுக்கு 

ற. 1, அதாவது 2, 4 ஆகியவைகளின் வித்தியாசம் 

என்பது பெயர். 

உதாரணமாக 45 (சழ) 2 - (ம) என்க. 

X = (b; = aj) Tory Qt அணியை எடுப்போம். 

A+ X = (0; + bj — a) = (by) = B என 
ஆகிறது; 

ஆகையால் X= B- A= (by — ஈ;,) என ஆகிறது. 

உதாரணமாக. 

86 4 2665 60 ~1 

(33 )-(ab0) (ar) 

தேற்றம் 6.3. 

எல்லா 5௩ அணிகளின் கணம், கூட்டலின் சார்பாக ஒரு 

. ஏபெலியன் குல?மாகிறது:. 

எல்லா 161 அணிகளின் கணம், 

நர (4;2)060 ப் என்க. 

A+B = (டி ர்ழ ஒ 44 

ஆகையால் அடைப்பு விதி சரியாகிறது, 

தேற்றம் 6,1-ன்படி, 4 4 (B+ C) = (4 + B)t G=A4+B4C 

என ஆகிறது. 

ஆகையால் சேர்ப்பு விதி சரியாகிறது. 

10% ௩ பூச்சிய அணியை 0 என்க. 

OEM 

A+0= [aij + 0] = [aij] =A z 

2 =O0+A_.- என இருக்கிறது. 

ஆகையால், 0 என்ற முற்றொருமை அணி, கண த்திலிருக்கிறது. 

4 என்ற “அணியை எடுப்போம். இதற்குத் தகுந்தவாறு 

_- 4 (-ூ என்ற அணியைக் கருதுவோம். இப்பொழுது, 

44 (-4) = (-4 + A) = (ay (9) ௩0 எனக் 
கிடைக்கிறது. ன
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ஆகையால் .4-க்குத் தகுந்த எதிர் அணி 4-ல் உள்ளது. 

மேலும் 4 8 - 8 : .4 என்பது உண்மையானபடியால் 

4 என்ற கணம் ஓர் ஏபெலியன் குலம் ஆகிறது. 

6.6. அணிகளின் பெருக்கல் (Matrix multiplication) 

4, ஒரு (1) அணி என்க. B EG (mxXn) அணி என்க. 

அதாவது ..4-ன் நிரல்களின் (ஈ௦1பஈபட) எண்ணிக்கை மீ-ன் நீரை 

களின் (ரா) எண்ணிக்கைக்குச் சமமாக இருந்தல் வேண்டும். 

,4.ந? என்ற பெருக்கல் பலன் கீம்க்கண்ட ;பொதுப் பொருள்களைக் 

கொண்ட ஒரு (/%:) அணியாகும் : 

(A B)j = Gi, b,j + 91,6,5 + aig bj 
4 உர ம மஜ] 

87 

=z dix bx; 
k=1 

srg (AB)-o ij? stop பொதுப் பொருள் சீ-ன் 47? வரிசை 

யுள்ள நிரை, Bsr $j? வரிசையுள்ள நிரல் ஆகியவைகளின் “உட் 

Qu@éG’ (inner produt of the 2 row of A and j® column of B) 

b=f 1 1-2 

[5-4 அ 

“என்றால் 42 ஐக் கண்டுபிடிக்கவும் 

மாதிரி ₹ 
Az 

21 1 1-2 
_1 5 ls <A 3 | 

10 
58 
21413 @141(-4) 2-2) 41-8 

— | —11 + 8-8 —1'1 + 8(—4) —1(-2) + 88 
11408 1:1 4 0(-4) 1(-2)+4 0:8 
B1428 61 4+ 2(—-4) &(-2) + 2:8 

5-2 1 
g —18 11 
1 1-2
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உதாரணமாக. பெருக்கலின் ச, வேண்டுமென்றால் சீன் 8 ஆவது 
நிரை சன் 2 ஆவது நிரல் ஆகியவைகளின் உட்பெருக்குக் கரண 

வேண்டும். 

6.7. அணிகளின் பெருக்கலைக் கீழ்க்கண்ட ஒரு பயனுள்ள விதத் 
திலும் குறிக்கலாம். 

சீட டி மட ன்பவைகள் கன் நிரைகள் என்க. 

டேஜே ௨ டொளன்பவைகள் சன் நீரல்கள் என்க, 

R, 7xK[C,¢C,C,.. GJ= B,C, R, CG, ப மே 
2 R, C, R, C, sae Se" R, Cn 

சிதி Ky 4 Cy Ry Gy ore R, Cr 

R 20) &ட்டு RC, 
என்று எழுதலாம். 

6.8. சரதாரண இயற் கணிதத்தில், | 41.[8| என்ற இரண்டு 

அணிக்கோவைகளின் பெருக்கலைக் கீழ்க்கண்ட விதத்தில் அடைய 
லாம் என்பதை நினைவில் கொள்வோம். . 

14121 R, 7, அடாட ப$ 72. பீட ர விபர 

1] OR, ர) 1 1 ட பீவி ர ப்ர 

டோட் மழ ர. மீ விர 

3 ச ௧௨௪ wee pee eee 

Ra ry Rat, Rate Rn tyeeRn Tn 

பெருக்கல் பலனில் 1.17 ஈட. ஆகியவைகளுக்குப் பதிலாக 

டே ஜே யடேஃடே என எழுதினால் 6.7-ல் உள்ள அணிப் பெருக்கல் பலன் 

கிடைக்கும் என உணரலாம். அதாவது, இரண்டாவது அணிக் 

கோவைபை நிரை-நதீரல் மாற்றம் ( 1. பட௦ர்ப்மாட) செய்து அணிக் 

கோவையைப் பெருக்கல் செய்தால், அணிப் பெருக்கல் கீடைக்கிறது. 

இக் கருந்தைப் பின்பற்றிக் கீழ்க்கண்ட முக்கியமான தேற்றத்தை 

அடைகிறோம். 

தேற்றம் 6.4. 

44) மீ ஆகியவைகள் ‘n-alfims கொண்ட சதுர அணிகளானால் 

{| AB, =|{A] [|B]. 

வலக்கைப் பக்கம், இரண்டு அணிக் கேரவைகளின் பெருக்கல் பலன், 

இதில | 8; என்ற அணி மீகோரவைபை நிரை-நிரல் மாற்றம் (12௧௨
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5௦8111) செய்வோம், இதனால் | | -ன் மதிப்பு மாறாது என்பது 

அணிக் கோவையின் தன்மைகளுள் ஒன்று. 

41 121-411” 
ஆனால், இரண்டாவது அணிக் கோவையை மரற்றம் செய்து 

அதனால் முதல் அணிக் கோவையைப் பெருக்கினால் 4, 8 ஆகியவை 

களின் அணிப் பெருக்கல் பலன் கிடைக்குமென 8.8-ல் பார் த்தோம். 

ஆகையால் 

141 121- 41121” ௩ | 48] எனக் கிடைக்கிறது. 

6.9. (42) என்ற அணிப் பெருக்கலில் 4 என்பதற்கு முன் காரணி 
(77 82010) என்றும், 2 என்பதற்குப் பின் காரணி (12௦54-720107)என்றும் 

பெயர். முன் காரணியிலுள்ள நிரல்களின் (0௦௨5) எண்ணிக்கை, 
பின் காரணியிலுள்ள நிரைகளின் (௩௦௭8 எண்ணிக்கைக்குச் சமமாக 
இருத்தல் வேண்டும், இதை :: 0.7?! விதி என்று நினைவில் வைத்துக் 
கொள்ளலாம். இவ்விதம் அணிகள் இருந்தால்தான் அவைகள் 

பெருக்கலுக்கு உகந்தவைகள் (ேோமாாக௦!6 for multiplication) 
எனப்படுகின்றன. இந்த விதி உண்மையாக இராவிட்டால் (42) 
என்ற பெருக்கலுக்கு வரையறையே கிடையாது. அணிப் பெருக்கலில் 
uifiorpo of8 (Commutative Law) பொதுவரக உண்மையல்ல. 

அதாவது, 4.8 4 2.4, உதாரணமாக 4 ஒரு (/%8) அணி என்றும், 

2 ஒரு (௩3) அணி என்றும் வைப்போம். (4) என்பது ஒரு (/%) 

அணி. BA என்று எடுத்தால், 8-ல் ௩ நிரல்களும் 4-ல் / நிரை 

களும் இருப்பதால் (8.4) என்ற அணியே கிடையாது, 2 ஒரு (₹%4) 

அணியரக இருந்தால் (8.4) என்ற பெருக்கல் பலன் உண்டு. ஆனால் 
(42) - (8.4) என்றிருத்தல் அவசியமில்லை. 

உதாரணம் : 

(20) (16) 
சி 45 இதி 12 

| =(ao)? a= { a எனக் கிடைக் 

கிறது. ஆகையால் பொதுவாக 428 2 £,4 எனக் கிடைக்கிறது. 

ஆனால் 4 - 8.4 என்று இருக்குமரறு, தகுந்த முறையில், தனிப் 

பட்ட அணிகளைக் கண்டு பிடிக்கலாம். அணிப் பெருக்கல்களின் . சில 

மாதிரிகளைக்.கீழே பார்ப்போம்; : - - $e yeux =
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மாதிரி 1: கீழ்க்கண்டவைகளில் (.4 8) என்ற பெருக்கல் பலன் 
கண்டுபிடிக்கவும். 

௦ 1 

(i) A [leo | 2 51 10 
(2x8) 120 1’(8x2) 01 

AB =| 00+1(—-1)+20 O141:0421 
(2x2) 1-0 + 2(—1) + 0-0 apo | 

1 2 

- [21] 
(ii) A - 3 . B =[4 2 —-1 0 J] 

(4x 1) 0 , (1 x4) 

5 
1 

AB =| 84 82 a(-1) 30 | [ 12 6-80 
(4x4) 0-4 02 O(—1) OO | | 0 0 0௦0 

5-4 §2 5(~-1) 50 | | 2010-5 0 

1-4 1:2 1(--1) 1:0 4 2-10 

(iii) A =[2845]; BT, 
(1x4) (4x1) | 9 

3 

A 

AB = [21+ 82448 46-4] 

(1x1) Bone ate 
= [40] 

௫94 கழுவி 2 =P aye] o AL, 
5 (0968) - (8x8) டர] 

ரச 8 

A(BC) = [* » z] 

(1x1) 
| ax + hy + gz 

hx + by + fz 
ext fy + cz
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= [ax + hey + gex they + by + fap 

+ gxz t+ fyz + 627] 
=f[ae4 by +e2@+2fyzt+ 2gzxt 2hxy] 

தேற்றம் 6.5. 

அணிப் பெருக்கலில் சேர்ப்பு விதி (&85001௧1176 18௭௭) உண்மை 

யானது. 

அதாவது 4(80) -(4)0 என நிறுவுக, 

நிறுவல்: A gm px ssf (a; ) என்க. 

மீ ஒரு ர%7 அணி (ம, ) என்க. 

ஒரு 72 அணி (டி ) என்க. 

ஆகையால் 4(8) மற்றும் (42) ே என்ற பெருக்கல் பலன்கள் 
உள்ளன. 

429] டட 2 (BC); 
ii 

_ = Giz 17 big Cy \ 

தீ l 

Xai Ba i 
> 

EAB); 

ட 3 (5 ai, Dt ் 

ம் 

3 கட நீடி ர 
kyl 

ஆகையால், (4(20))-1((42)0) 

கிளைத் தேற்றம்: 41 *$ அகி 4.கி$ AY = AAA 
என்க. 

u { (48) C} 

I 

Ats = AAA «nee A(T th SLOUGH) 

= (AA......A) (கி. —-Gszhpb 6.4 

4? தடவைகள் “: தடவைகள் 

= AAS. 

(Ar)s = (AT) (AS) (AT) 5 தடவைகள் 

௯ சச்சி... 4 (2 தடவைகள் ) 

5
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Camb 6-6. 

அணிப் பெருக்கல், அணிக் கூட்டலின் மேல் பரவுகிறது (34(11% 

multiplication distributes over Matrix addition). 9 57alg), 

A(B+C)=dB+AC 

நிறுவல்: 4, ஒரு ற் X g Sooo! (ay) srstre. 

2, ஒரு ர% 7 அணி (ம்ப) என்க, 

ஒரு ॥[% 7 அணி (௨) என்க. 

{A (B + C)};j ain (B+ C)xj = 
k 

= 2 ax (Og + Kj d 
k 

= > 

= (AB)i + (AC); 

= (AB+AC)y 
ஆகையால் ACB+C)= AB + AC ctor dmg. 

தேற்றம் 6.7. 

மூலைவிட்டத்தில் பூச்சியப் பொருள்கள் அல்லாத வெவ்வேறு 
பொருள்கள் கொண்ட ஒரு மூலைவிட்ட அணி ம உடன், 4 என்ற ஓர் 

அணி. பெருக்கலில் பரிமாற்றங் கொண்டால் (பேய 0065 10 பய! பறம 

கே1101) 4-ம், ஒரு மூலைவிட்ட அணியாகத்தான் இருத்தல் வேண்டும். 

D dg (diay dso» ret eeeg dan) ் 

மேலும் 2 - (பு 59; இதில் டி 0,177) ஸூ. ௩0,227 

A= (பே ) ~ 7 

கொள்கைப்படி AD=DA. 

ஆகையால் (AD); - (0.40) 

அல்லது 3 சட 4) dig Aj , a 
k 

॥ 

இடக் கைப்பக்கத்தில் & - ர் என்றால்தரன் dy க்கு மதிப்பு உண்டு, 

(= dij). 
வலக் கைப்பக்கத்தில் £ - 7 என்றால் தான் டீ க்கு மதிப்பு உண்டு: 

(= dij)...
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ஆகையால், ( 7/)-ன்படி 

aj dy= dy 4 
HOO! a (dj —di ) = O 

i+ jer dy + di + Qarcrens. 

ஆகையால், $ * ர என்னுமிடத்தில் ஈட - 0 எனக் கிடைக்கிறது. 

ஆகையால், 4 - (ஈட ) ஒரு மூலைவிட்ட அணியாகத்தான் இருத்தல் 

வேண்டும். 

6.10. அணிகளின் சில முக்கியமான பயன்களைப் பார்ப்பேரம் : 

(1) ஒருபடித்தான சமன்பாடுகள் பலவற்றைச் சுருக்கமான 
முறையில் எழுதலாம். கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளை எடுப்போம் ; 

சுடர் படி ர வென் பேட ரு], 

Ay, X%q, ஜே க 4 + Gyn Xn = Dy 

போட 5 + Amy X_ + veces + Amn Xn = Jn 

இவைகளை கடட கழுட்ட Qin x ட Ir 
சட கதத வை don ce = De 

Am: Ama sere: போடா Xm Im 

அல்லது 4 - 7 என எழுதலாம். இதில் .4 என்பது ஒரு ஈ%௨ 

அணி; X= (Hyp Ky ல. என்ற வெக்டர், 27 - (றம 
என்ற வெக்டர். 

மேலும், இதே : சமன்பாடுகளை, ஈ நிரல் அணிகளின் ஒருபடிச் 
சேர்க்கையாகக் கீழ்க்கண்டவாறும் எழுதலாம்: . 

4 

8 21 an 27% 

a. XT] Fp My Berson +] ஜே [X= J 

ies ees ies a 

am, ame am n Im 

: அல்லது..4. @,%*,+4®,%, + ween $A On dtr = YL. 

(2) ஒருபடித்தான . பிரதிமீடுகளைச் சுலபமான முறையில் 

“செய்யலாம். ் ் ன ர
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உதாரணமாக, 

ட - சே + 822 

*, = Gy), a 827 என்க. . —I 

J, >= Diy ar Dis te 

Jn = dy, + Oy, Zp STITH, Il 

டி க்களை z,, Z, ன் சார்பாகக் கூற வேண்டுமானால், J; V2“ 

இவைகளுக்குப் பிரதி:பீடு செய்கிறோம், 

1 - மே (சீட டேர் சீடி) 4 yy (by 2 1 Op Za) 

Np = Oy (சிடு டா மீட்க) ர் Gag (boy 21 + Fog Zs) 

HRV, % = (4, Oy A yy Oy) Z + (C4 Oye ம Ge Ome) Z 

y= (4 Oy + சசியிடம் (ay Dia + yy Ben) 2 

mnt Yap 4 Bi + Gig by yy Dyy Aya Dag Xi 
x, Ax, By + Ay Dy yy Byy A Age Doe Ra 

x 

அந்ந 

இவ்வளவு சுற்றலான முறைக்குப் பதிலாக 

ுஐ%- 47” என்றும், (11) ஐ 7” - 2 2 என்றும் எழுதலாம். 

b, 6 இதில் A = [உக] ப ன 
தி கட by, bo, |. ஆகையால், 4 சீம 2 என்று 

உடனே எழுதி விடலாம். 11[-ல் உள்ள அணி (48) தான் என்பதைச் 

சரி பார்க்கலாம். 

தேற்றம் 6.8. | 
மாற்றல் அணிகளின் எதிரிடை os) (Reversal Law for Trans- 

poses) 

A, B ereirusr, (AB) stay Qupéagé@Qess QranrG Ardias 

அணிகளானால், ் கைத் 

T T 
(AB) =B A. 

நிறுவல் 2 

4 ஒரு (28ப்அணி (ர) என்க, 

B gum (mxn) அணி (சீடி என்க 
் . 

- ஆதலால் 8 ஒரு (௦௨1) அணி, 
ர் 

41 ஒரு (4) அணி.



புதுமுறை இயற்கணிதம் 160 

ஆதலால், இரண்டு பக்கங்களிலுள்ள பெருக்கல் பலன்கள் உண்டு. 

் | 
1 (AB) 7 = (AB)i = LY aj dui 

J ii k 

~ i (a )y (3°), 

= 7 (8°), (20% 

= (3" 4"); 

ற உறு 
ஆகையால், (42) = B A 

மாதிரி; கீழ்க்கண்டவைகளை நிறுவுக ? 

T T 
(1) (@ 4) = aA 

(2) (4 4B) = 4 +8 

1) 16 A). \ 5 (கக = + (ADji 
ij 

“படில “கி் 

(2) 1 +B) \ (A+ By = (Ai ரூ 
ij 

= (4°), af (37), 

(ட் + த் ], i 

rf T 
aposure (A +B) = A + B
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6.11. அலகு அணி /ஐ ( 89) எனக் குறிப்பதுண்டு; இதில். ?-/ 
என்றால் ட - 1 என்றும், 24/7 என்றால் 8, -0 என்றும் 
கெரள்ளப்படுகிறது, 

அதாவது 7-[“100...... 0 
டட eee 0 
001 ௮ 0 

GOOG was ae A 
தேற்றம் 6.9. 

4, ஒரு சதுர அணியானால், 47 74 4. 

நிறுவல் : (47) கட பே 
k 

£-/ என்னுமிட த்தில்தரன் 6 &கு மதிப்பு 1; 6547 என்னுமிடங் 
களில் 8-ன் மதிப்பு 0. 

ஆகையால் % Aix 8யூ - ஐ 6 = ஈட. 

k 

ஆகையால் (Al ij = 45 = (A)ij ஆகையால் AT=A 

இதேபோல, (4 4) ப ம் ரே சபு -(4)ப 

ஆதலால் 7.4.4. 

குறிப்பு : சாதாரண இயற்கணிதத்தில் 1 என்ற எண்ணின் தன்மையை, 

என்ற அலகு அணி, அணி இயற்கணிதத்தில் (141 Algebra) 

பெற்றிருக்கிறது. 

6, 12. 

சதுர அணி A-cit BOQSHG gowfl (Adjoiat or Adjugate) 
Matrix): | 4 | என்ற அணிக்கோவையில் ஒவ்வொரு பொருளுக்கும் 
தகுந்த துணைக் காரணி ((0-1௨01௦) உண்டு என்பதை இப்பொழுது 

நினைவில் கெரள்வோம். 

வரையறை: 4 என்ற சதுர அணியின் பொருள்களின் துணைக் 

காரணிகளாலான அணியின் மாற்றல் அணிக்கு 4-ன் அடுத்திரு 

Qn] (Adjugate Matrix or Adjoint ersrug: Quust. [ The Adjugate 
Matrix of A is the Transpose of the Matrix of Cofactors of the 

elements of A.J] இதை 43 (& 3187), *4-அடுத்திரு ? எனக் 
கூறுவோம். ் ் 

11
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A, A, Ay 
48 -| BB, B, I இதில் 

4, சடன் துணைக் காரணி -், Cy - b,c, 

கி, ச்டன் துணைக் காரணி --- (8,204, 2, முதலியன 

உதாரணம் (2): 1 —2 8 

A= 2 8 —Ii 
8 

ம 

8 
8 

F
S
 

ஷ 

A
A
D
 

Bs 

உதாரணம் (1) 2 a 
Ax : 

தேற்றம் 6,10. 

| ௫ Se 12 ம் | A | ரீ 

நிறுவல் : aA 5 «l-sér அடுத்திரு அணி. 

(A) = (ay); A® = (ம்) எனின், 

(64) பேச | 4] -ல் 74” என்ற பொருளின் துணைக் காரணி. 

அணிக் கேோரவைகளின் கீழ்க்கண்ட தன்மைகளை நினைவில் 
கொள்வோம் 2 

பிடர் நடி ழே ர eee + din Gin = | A] 

Gi; Ck, + iy வே ர ல் + Gin Cyn = -0 

n n 

(448) = 3 aig Dy; = 3 dik மே 
க 1 த 1 

= [4], என்றுல். 

0, 4 5 என்றால், 
[ 4| (இதில் %- 1, 2-// என்றால், 

= 0,7 AZ என்றால். 

௪ 1410 0: அலகு அணி) 

| 
॥
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ஆகையால் 445 ௫ (க18 

இதேபோல, 

் n 

(4? Ay, = ம் மிடி மயூ 

க 1 

n 

= x யூ சப 

- [4],4-// என்றால், 
2 0, 1-7 என்றால், 

= [A] d= | ALD 

ஆகையால் 48.1 = {ALL 

- தேற்றம் 6.11. 

கீழ்க்கண்ட முடிவுகள் உண்மை. 

4; சிறப்பு இல்லாத அணியானால், 

௫ | 41 
ஐ யூ 2 

நிறுவல் : 
ட வப பபப ட டம தேற்றம் 6.8 

(4 சய 

அல்லது | Ad | 45 f= A” 

அல்லது.] கிழ அக் [7 

47 il (2) AA® 

_ இதில் 4-க்குப் பதிலாக .4 

உ - | பிப 
“1417 தேற்றம் 6.11 

ஐ எழுத வோம்.
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40 198 _ | A | n-14q 

அல்லது 486 =[A|"?A4. 

தேற்றம் 6.12. ் 

அடுத்திரு அணிகளின் எதிரிடை விதி (18௭67821 1.87 107 Adjugates) 

4, 8 என்பன சிறப்பில்லா த அணிகளானால்; 

(4B)® =p ® 4® 

நிறுவல்? 

1411௪28748... | ஓப 

_ (மு 2648 

~(AB)® A (BB®) A® 

—c4B)® 4 | B\1A® 

= |B | (AB)® A4® 
2] =|B\(AB)? 1AlI 

= ]A| |B] (4B)® 
ஆகையால், ( 489-203 4® . 

6.13. “A-cor stglit ef] (Inverse Matrix of A) 

சாதாரண இயற் கணிதத்தில் எந்த எண் *மீக்கும் தகுந்தவாறு, 

ax=xa=1 என்று இருக்குமாறு, 221 என்ற பிரத்தியேகமான 

எதிர் எண் இருக்கிறது, அதேபோல; அணி இயற் கணிதத்திலும், 

AA® = | A| என்ற முடிவிலிருந்து, | 4 | 4 0 என்றிருந்தால், ' 

4&- ம.4 -7/என்ற சமன்பாட்டுக்கு, 22 ௪ i என்ற பிரத் 
4 

தியேகமான தீர்வு உள்ளது. ba | 

[re Aer]
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இத்தீர்வு பிரத்தியேகமானது; ஏனெனின் முடிந்தால், 4 2 - 7 
என இருக்குமாறு. 7” என்ற மற்றொரு தீர்வு இருக்கட்டும். 

X=X(AY) =(XA)VY=1IV=7 

ஆதலால் 7-4, 

இந்தத் தீர்வுக்கு, 4-ன் எதிர் அணி .4-' என்பது பெயர். 

அதரவது, .4-ன் எதிர் அணி 

கி“ ரு : அதாவது, 441-447 

மாதிரி 2: 4 (i 2) என்றால், .1-! ஐக் ஸ்டுபிடிக்கவும். 

  

  

{A} சச் 22 0. எனக் கொள்வோம். 

ட்... எமி 
4 எட்ட ப ad—be ad — be 

=f “aT வைத் a 
ad—be ad— be_ 

தேற்றம் 6.13. 

1 ஒரு சிறப்பு இல்லாத அணி (4௦5-5102ய137 Matrix) அதாவது 

|41 0 என்றால், 

AX=B; :YA=D என்ற சமன்பாடுகளுக்குப் பிரத்தி 

யேகமான தீர்வுகள் உண்டு. 

4 - £ என்பதை எடுப்போம். 

| 4| * 0 என்பதால் 4-! என்ற 4-ன் எதிர் அணி உண்டு. 

இரண்டு பக்கங்களையும் 4”! ஆல் முன் பெருக்கல் (Pre-multiplica 

-tion) செய்வோம். 

A*AX = A'B 

அல்லது IX =A'B 

அல்லது % - 4-! தீ எனக் கிடைக்கிறது. 

ட என்ற தீர்வு பிரத்தியேகமானது. ஏனெனில், முடிந்தால் 2, 

என்ற மற்றொரு தீர்வு இருக்கட்டும். 

AX=AX,=B AD AX=A"AX, ook =X 

14- ற, இரண்டு பக்கங்களையும் 4-! ஆல் பின் பெருக்கல் 

செய்வோம்.
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YAA?=DA'! 

guvg. Vl =D A> 

அல்லது = D A"! 

\ . 

7 பிரத்தியேகமானது என்றும் காண்பிக்கலாம் 

தேற்றம் 6.14. ' 
எதிர் அணிகளின் எதிரிடை ois) (Reversal Law for Inverses) 

(ABBY? = Bost 

நிறுவல் 2 

(AB) (BAD) = A(BB?) a7! 

= A I A“ 

A ai) கர 

ஆகையால் 2”! 4-1 என்பது (4 2)-ன் எதிர் அணி 

Br! An) ஆகையால் (42): -. 

அணி முறையில் கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளின் தீர்வு மாதிரி 3: 
கரணவும். 

+ 2x, 4 2x, = 5 

x,— 3x, -+ 2x, டத் 

2-2 3 =— 8 

இவைகளா-1 2 2 au 5 

இய நீ 1 L x, டத 

, என எழுதலாம் 

அல்லது 44 - 2 

1 2 2 x, = 5 

af —8 | vfs | B= ப 

2-1 1 Xe —8 

At AX = Av'B 

அல்லது 4 - கத
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மாதிரி 4: கீழ்க்கண்டவைகளை நிறுவுக? 

(1) .1, சிறப்பு இல்லாத அணியாக இருந்தால் 4" '-ம் சிறப்பு 

இல்லாத அணி ஆகும், 

(2) [At , =14i7 
(8) ॥7- (41)* என்று வரையறை செய்யப்பட்டால் 

ம் (4)-* 

(4) (4tyt=A4 

© (gy -( ay 
(1) [A] 40 என்பதால் 4-! இருக்கிறது 

சிகி ஷர 

| சக]. 

அல்லது |4| 1411-1. இதில் (4 [, பூச்சியமாக 

இருக்கமுடியாது. ஆகையால் 4”! சிறப்பு இல்லாத அணி 

ஆகிறது.
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ஐ 1411471121 என்பதால் | A | = = |A[> 
என ஆகிறது, 

(8) (AT 1=(AAAA A)? =A AAN சார (A) = A 
(வரையறை) 

ஆகையால் 4” (4-1 

(4) 44-12], ஆகையால் 4-1 என்ற அணிக்கு 4 எதிர் அணி: 

ஆகையால் (47) =A 

(5) (ABT = BT ப் ப்பட்ட. தேற்றம் 6.8. 
சிக்குப் பதிலாக 4-1 என்று எழுதவும். , 

(Ady? = (A) A? 
அல்லது (7)” - (4) “47 
அல்லது (3 A’ =I 

ஆகையால் ( 4-1)”, 47 -ன் எதிர் அணி 

ஆகையால் (4”)-1- (4-9) 
6.14. அணி இயற்கணிதத்தில், வகுத்தல் விதி உண்மையல்ல 
அதரவது, 4, 8 என்பவைசெவ்வக அணிகளாயும், 42 - 0 என்று, 

மிருந்தால், 4-0 அல்லது 8-0 என்று இருத்தல் அவசியமில்லை. 

இதை ஓர் உதாரணத்தால் விளக்குவோம்- 

2 ~—1 
_ . டாக 1 4=( 8 ~4) 2-(5 2) 

00 
AB =(0 0] ௪ 0 எனக் கிடைக்கிறது. 

00 

இதில் 4 9 0; 80; ஆனால் .48-0 என உள்ளது. ஆகையால், 
“வகுத்தல் விதி உண்மையல்ல. 

மேலும், இப்படி இருக்கக்கூடிய 4, 8 என்ற அணிகளுக்குப் 
“பூச்சியத்தின் காரணிகள்” (190/1075 ௦4 281௦) என்பது பெயர். 
சாதாரண இயற்கணிதத்தில், -பூச்சியத்தின் காரணிகள் கிடையாது. 

6.15, gx இயற்கணிதத்தில் « வகுத்தல் விதி” ஓரளவுக்கு 

உண்மையாக உள்ளது என்பதைக் கீழ்க்கண்ட உதாரணத்தில் 
பார்ப்போம் :
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4, சீ என்பவை சதுர அணிகளாகவும், .4 2- 0 என்றுமிருந்தால் 
4- 0 அல்லது 8 - 0 அல்லது 4, £ இரண்டுமே சிறப்பு அணி 
களாக ( 5மஜயிீகா ]சீஜரர1௦65) இருத்தல் வேண்டும். 

4 அல்லது 8 - 0 என்று இருந்தரல் 4 5 - 0 எனக் கிடைக்கும் 
என்பதை உணரலரம். 4 அல்லது £ 4 0 எனக் கொள்வோம். A, B 

இரண்டுமே சிறப்பு அணிகளாக இருத்தல் வேண்டும். ஏனெனின், 
& சிறப்பு இல்லாத அணியாக இருக்கட்டும். ஆதலால் .4-ன் எதிர் 
ADM AD wr. AB = 0 என்ற முடிவில் இரண்டு பக்கங்களையும் 
4! ஆல், முன் பெருக்கல் செய்வோம். 

மாடத்தி 410 

அல்லது 7 - 0 

அல்லது 8 - 0 எனக் கிடைக்கிறது. 

இது கொள்கைக்கு விரோதமானது. ஆகையரல் ₹4? சிறப்பு. 
இல்லாத அணியாக இருக்கமுடியாது. இதே போல ₹*2-*-ம் சிறப்பு 
இல்லாதன அணியாக இருக்க முடியாது எனக் காண்பிக்கலாம். 

ஆகையால், .4, 8 இரண்டுமே * சிறப்பு அணிகளாக £ இருத்தல் 

வேண்டும். 

6.16. அணி இயற்கணிதத்தில் * நீக்கல் விதி ? (கே௦611௧11௦ற 1/கஷ 

உண்மையல்ல. அதாவது, 4, 82 என்பவை செவ்வக அணிகளரகவும், 
1&- 474 0 என்றுமிருந்தல் 4 - 7” என இருத்தல் அவசிய 
மில்லை. இதை ஓர் உதாரணத்தின் மூலம் விளக்குவோம். 

-[$-$]- 2- [28]. 7- [*$] 
டர ௩ண் வணி ர. _ டி கூடி ளை பண பயா 

எனக் கிடைக்கிறது. 

அதாவது, 4 47; 40; 7” எனக் கிடைக்கிறது. 

6.17. அணி இயற்கணிதத்தில் “நீக்கல் விதி? ஓரளவுக்கு உண்மை 

யாக உள்ளது. அதாவது, 4, 8 என்பவை சிறப்பில்லாத சதுர அணி 
களாகட்டும். 4 43 என்றால் 4 - 7 என்ற முடிவு கிடைக் 

கிறது. 

கீத தித் ப ப ப ப ட ட ட ட ட. I 

A என்பது, சிறப்பில்லாத அணியாகையால் அதற்கு 4”! என்ற 
எதிர் அணி உண்டு. (/)-ன் இரண்டு பக்கங்களையும் 4! ஆல் முன் 

பெருக்கல் செய்வோம்,
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சா கி! 40 

ஆதலால் IX=TY. ஆதலால் 2 - 7” எனக் கிடைக்கிறது. 

6.18. a சதுர அணி *பூச்சியத்தின் கரரணியரக? இருக்க 
வேண்டுமானால் அது *சிறப்பு அணியாக? இருத்தல் வேண்டும். 

. சிக-.0. இதில்..4,; சதுர அணியாகவும், ட 0 என்றும் 

இருக்கட்டும். 4, பூச்சியத்தின் காரணி என்றால் 4 6 0 என 

இருத்தல் வேண்டும். இப்பொழுது 4 சிறப்பு அணியாகத்தான் 

இருத்தல் வேண்டும். இல்லாவிட்டால், .4-க்கு எதிர் அணி A! 

உண்டு. இதனால் முன் பெருக்கல் செய்வோம். 

41 சீ. சு 

அல்லது &- 0 என ஆகிறது. இது கொள்கைக்கு விரோ 

தமானது. ஆகையால் *.4” ஒரு சிறப்பு அணி. 

6.19. அணிகளைப் பிரிவினை செய்தல் (1கா1411௦ஈ7௩த ௦8 நரிகர்ரர்௦ன) 

ஓர் அணியில் நிரைகள், நிரல்கள் ஆகியவைகளுக்கு இடையே 

கோடுகள் வரைந்தால் அணி, கீழ்க்கண்டவாறு பல சிறிய அணி 

களாகப் பிரிக்கப்படுகிறது. இதற்கு, அணியைப் பிரிவினை (11111௦) 

செய்தல் என்பது பெயர், 

  

  

  

a, a, | a, a, | a, 

ea eee 
a 

d, d, d,, d, d,   
2, 8 நிரைகள், 8, 4 நிரைகள் இவைகளுக்கிடையே கோடு 

கள் வரையப்பட்டுள்ள எந்த நிரைகளுக்கிடையேயும், எத்தனை 

கோடுகள் வேண்டுமானாலும் வரையலாம். இதேபோல, எந்த நிரல் 

களுக்கிடையேயும், எத்தனை கோடுகள் வேண்டுமானாலும் வரை 

யலாம். மேலே காட்டியுள்ள அணியில் &, 8 நிரல்கள், 4, 5 

நிரல்கள் ஆகியவைகளுக்கிடையே கோடுகள் வரையப்பட்டுள்ளன. 
இப்பொழுது A என்ற அணி 9 சிறிய அணிகளாகப் பிரிக்கப் 
பட்டுள்ளது. ஒவ்வொரு சிறிய அணியையும்,. &-ன் ஒரு பொரு 

ளாகக் கருதி | ஐக் கீழ்க்கண்ட விதத்தில் எழுதலாம். 

A= | 4, Ay Ay, 

A. Ay Al, 

As, As Ags
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இதில் A,, = [ a, | ; Aes | 

b, 6, J?” ச், 

போன்றவைகள். 

அணியைப் பிரிவினை செய்யும் முறையை, அணிக் கூட்டலிலும், 
அணிப் பெருக்கலிலும் பயனுள்ள முறையில் பின்பற்றலாம். 

6.20. முதலில், அணிக்கூட்டலைக் கீழ்க்கண்ட உதாரணத்தின் 
மூலம் விளக்குவோம். 4, 8 என்ற அணிகள் ஒரே இனத்தைச் 
சேர்ந்தவைகளாக இருத்தல் வேண்டும். 

          

1 2 81 4 2 6 7[ 8 
4=1) 421! 0 B=) 31 of 4 

38 1 5] 6 2 8 1 6 

இ 4 118 . தீடசி 1| 0 

4; 8 என்பவைகளை ஒரேவிதமரகப் பிரிவினை செய்:ப வேண்டும், 
இப்பொழுது 

42 Ay, Ay . B= By, By 

Ay Ant’ Ba Ba 
என எழுதலாம். 

சிடி, சிடி மிடி By we... இவைகளை அணிப் பொருள்களாகக் 
கருதி, இரண்டு அணிகளின் கூட்டல் விதியை இவைகளுக்குப் 
பயன்படுத்துவோம், 

A+B= ராரிபம்திட கிட்ட 

[ட்ட பக] 

ms 8 8 10 12 

7 3 #1 4 
என ஆகிறது. 

5 4 6 12 

01 8 2 

பிரிவினை செய்யாமல் கூட்டினாலும் இதே கூட்டல் பலன் 
கிடைக்கிறது என்பதைப் பார்க்கலாம். சில உதாரணங்களில், 
பிரிவினை செய்து கூட்டினால் எளிதாக இருக்கும் எனப் பார்க்கப்பட் 
டுள்ளது. 

6.21. அணிப் பெருக்கலில் பிரிவினை முறையைப் பார்ப்பேரம், 
பெருக்கலுக்கு உகந்ததரக உள்ள 4, 8 என்ற இரண்டு அணிகளை 
எடுப்போம்
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1231 4 41/2 
A=| 312! 5 2-1 [த 

20 48 el 1 5 
104| 5 12/4 

  

பிரிவினைக் கோடுகள் வரையும்போது * ஒரு விதி* கவனமாகப் 
பின்பற்றப்பட வேண்டும். உதாரணமாக ஏீஃல் 3, 4 நிரல்களுக் 
கிடையே கோடு வரைந்தால், உடனடியாக 7-ல் 3, 4 நிரைகளுக் 
கிடையே கோடு வரைய வேண்டும். இந்த முறை அவசியம் பின்பற்றப் 
படவேண்டும். இல்லாவிட்டால், பொருள்களைப் பெருக்க முடியாது. 
இப்பொழுது, 4-ல் நிரைகளுக்கிடையே எங்கே வேண்டுமானாலும் 
கோடு வரையலரம். 2-ல், நிரல்களுக்கிடையே எங்கே வேண்டு 
மானாலும் கோடு வரையலாம். இப்பொழுது, 

A= [ 4" சிடி | B. [7 a | என ஆகிறது. 

Ay Ass B,, By 

இப்பொழுது .4,,, 8, போன்றவைகளைப் பொருள்களாகக் கருதி 
பெருக்கல் விதியைப் பின்பற்றுவோம். 

AB= An B,, pai B,, Ay Bort Aggy Boy | 

Ax, By +Ay By, A,, By t Ay By 

Tee Pap 
(5 8) 

  
[ 20 11 87 

_ 24 14.87 

80 9 88 

17 11 84 

இதே பெருக்கல் பலன் 4, 8 ஆகியவைகளை நேரிடையாகப் 
பெருக்கினாலும் கிடைக்கும் என்பதைச் சரி பார்க்கலாம். தில 
உதாரணங்களில் பிரிவினை முறை எளிதாக இருக்கும் எனப் 
பார்க்கப்பட்டுள்ளது. 

தேற்றம் 6.15. 

1 வரிசை எண் உடைய, (-10860) எல்லாச் * சிறப்பு இல்லாது 
அணிகளும் அணிப் பெருக்கலின் சார்பாக, ஒரு குலமாகின்றன.
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நிறுவல் : 

A,B ஆகியவைகள் ஈ-வரிசை எண் உள்ள ₹சிறப்பில்லாத?அணி 
களானதால் (.48)-ம் இதே இனத்தைச் சேர்ந்த ஓர் அணிதான். 

மேலும், [481-141] |510, . ஆகையால் (48) ஒரு 
சிறப்பில்லாத அணி, 

அணிப் பெருக்கலில் சேர்ப்பு விதி உண்மையென்று தேற்றம் 
65ல் பார்த்தோம். 

1-வரிசை எண்ணுடைய அலகு அணி 7 இந்தக் கணத்தின் 
முற்றொருமைப் பொருள். 

AI=IA=A, 

சிறப்பு இல்லாத அணிகளானதால், எந்த அணிக்கும் 4-14-,44-1 
எச என்று இருக்குமாறு 4-* என்ற பிரத்தியேகமான எதிர் அணி 
உண்டு. ஆகையால் இந்த அணிகள் ஒரு குலமாகின்றன. .44 2.4 
என்ற காரணத்தால் இக்குலம் ஓர் ஏபெலியன் குலமல்ல. 

தேற்றம் 6.16. 

ஒரு குலத்திலுள்ள அணிகள் எல்லாம் *சிறப்பு இல்லா தனவாகவோ” 

அல்லது எல்லாம் *சிறப்பு உள்ளனவாகவோ? இருத்தல் வேண்டும். 

நிறுவல் : ஒரு குலத்திலுள்ள அணிகள் எல்லாம் ஒரே வரிசை எண் 
உடைய சதுர அணிகளரகத்தான் இருத்தல் வேண்டும். இதில் .4 
என்ற ஓர் அணியைக் கருதுவோம். இது ₹*சிறப்பு இல்லாதது” எனக் 

கொள்வோம். அதாவது | 4| 54 0. இக் குலத்தில் 4 என்ற மற் 

றோர் அணியை எடுப்போம். ' இதன் எதிர் அணி 1. ஆகையால் 

XX = கீ 5 முற்றொருமை அணி.. 

0 [4] கொள்கை 

124] 

ச் | ப்பட 

2]21 | 2) 
ஆகையால் || ச 0 எனக் கிடைக்கிறது. ஆகையால் இதே 
போல் எந்த அணியும் சிறபபு இல்லா ததரஃ இருத்தல் வேண்டும். 

இப்பொழுது 4 என்ற ஓர் அணி சிறப்பு உள்ளதாக இருக்கட்டும். 

மற்ற எந்த அணி ம் சிறப்பு உள்ளதாகத்தரன் இருக்கும். ஏனெ 

னின், 2 சிறப்பில்லாத அணியாக இருக்கட்டும், “4? சிறப்பில்லாத. 
அணியாகையால் வேறு எந்த அணியும் சிறப்பில்லாத அணியாக 

இருத்தல் வேண்டும் என மேலே பார்த்தோம். ஆனால். இது, .4 ஒரு
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சிறப்புள்ள அணி என்ற நாம் கொண்ட கொள்கைக்கு மாறாக 

உள்ளது. ஆகையால் எல்லா அணிகளும் சிறப்புள்ள அணிகள் 

தாம். 

குறிப்பு - சிறப்புள்ள அணிகளின் குலத்தில் எந்த அணிக்கும் 

எதிர்ப் பொருள் உண்டு. ஆனால் எதிர் அணி கிடையாது. 

மாதிரி 5: சிறப்புள்ள அணிகளின் குலத்துக்கு ஓர் உதாரணம் 

கொடுக்கவும். 

A(x) = |: | இதில் % என்பது பூச்சியத்தைத் தவிர 
xx 

உள்ளதான எந்த எண்ணாகவும் இருக்கலாம், 

| 4 fx) 

    

x x | 
4% | = 0. 

ஆகையால் 4 (%) ஒரு * சிறப்பு அணி ? 

A(y) = | 5 ட் ] என்று எடுப்போம். 

ட x x ழுற /6 40௨ [5] [22] 
- Qxy 2x y 

oxy Qxy 

பெருக்கல் பலனும் கணத்தைச் சேர்ந்தது தரன், 

A (x) மூ (22 x 4mame= [er] [ et] = [ti] -4@ 
hy J _ xx fo | « BGs Gur A (3) A(x) = | 1[::]-1: ] 

= A(x) 

ஆகையால் 4 ($) இந்தக் கணத்தின் முற்றொருமைப் பொருள். 
ன் ள் டூ. 

4@) 4G) =[ 7" ] (= a 
ae ET 

x 
=| i i 

, ஆகையால் எந்தப் பொருள் 4(20)-க்கும் எதிர்ப் பொருள் 4-1 (20) 

-.4(-4) என: உள்ளது. . ட்ட 
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|=4 ($) எனக் கிடைக்கிறது,
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ஆகையால் .1() - | * x ் \ என்ற கணம் ஒரு குலமாகிறது. 

6.22. : செயல் குலங்களுக்கு ஒர் உதாரணம்: வடிவொத்த அணி 
மாற்றம். (த example cf operator Groups: Similarity 

‘Transformation, ) 

A,B என்ற இரண்டு சதுர அணிகள் கீழ்க்கண்டவாறு இணைப்புக் 

கொண்டால், அவைகள் வடிவொத்த அணிகள் (51/8 11௨11065) 

எனப்படுகின் றன. 

2-1 1 (இதில் 2, ஒரு சிறப்பில்லாத அணி). மேலும் 

மி, 4 இலிருந்து வடிவொத்த அணி மாற்றத்தினால் (511120 

Transformation) அடையப் பெறுகிறது. இதில் க்கு மாற்றும் 

அணி (1ரகமாறர்றத நவா) என்பது பெயர். 

ஐ மாற்றும் அணியாகக் கொண்ட வடிவொத்த அணி 

மாற்றும் செயலை 7, எனக் குறிப்போம். அதரவத 

T, (A) = XUAN QGouatig வடிவொத்த அனரி மாற்றும் 

செயல்களெல்லாம் ஒரு குலமாகின்றன எனக் கரண்போம். 

7 (ம) - மாடு டர (02 ராடு 

(Tx Ty (A) = Tx | Ty (A)3 

Ty( YO AY) 

Xo (FD? AY) X 

(X° YO) AC YY) 

=(VYXy! A(YX) = Try 

ஆகையால் இரண்டு செயல்களின் பெருக்கல் அதே வித அளரி 
மாற்றும் செயலாக உள்ளது. ‘ 

(Tx Ty )Tz (A) = Tx€ Ty Tz) (A) 

- 7, (4) எனக் காண்பிக்கலாம். 

7, 71 2 Ty, = Ty [7-- அலகு:அணி ] 

ரர மின ந 

ஆகையால் 711 என்பது முற்றொருமைப் பொருள் 

மேலும் 7) 71 5 71 உர 

டர உட: சி என உள்ளது. ஆகையால் 7-0 ன் 

எதிர்ப் பொருள். 

॥ 
| 

i 

ஆகையால் வடிவொத்த அணி மாற்றங்கள் ஒரு குலமாகின்றன.
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6.23. வரிசை எண் :* உடைய வரிசை மரற்றங்களின் குலத்தை 
வரிசை எண் *௩? உடைய சதுர அணிகளால் குறிப்பிடலாம். 

[ A group of pefmutations of degree n can be represented by 2x n 

Matrices J 

n பொருள்களின் வரிசை மாற்றங்களின் குலத்தை 6 என்க, 
இதில் ஓரு வரிசை மர்ற்றம் * ற * கீழ்க்கண்டவாறு இருக்கட்டும். 

pe ( 12 8 4... n ) 
A, Ay கட சட வ ap 

அதாவது 12 = a3 Bp = aes BP = a, ware OP = ay 

இந்த வரிசை மாற்றம் *2? க்குத் தகுந்தாற் போல், கீழ்க்கண்ட 

வாறு வரைவறை செய்யப்பட்ட . (2) என்ற (௩௨௩) அணியை எடுப் 

போம்? 

ட்ட f L +i = ip என்றால்) 
[wv (Ali = 0-2 (124 12 என்றால்) 

இதன். படி ./1(29-ன் முதல் நிரையில் 2 1, 12 - ௭, என்பதரல், 

முதல் நிரையில் *ஈ.* வரிசையுள்ள இடத்தில் 1-ம், மற்ற இடங்களில் 

பூச்சியங்களும் உள்ளன. இதே போல, மற்ற, வரிசை மாற்றங்களுக் 

கும் தகுந்த அணிகளை எழுதலாம். இந்த அணிகள் 6' என்ற ஒரு 

குலமாவதுடன், 0 உடன் ஓரே அமைப்புக் கொண்டனவரயும் 

(15001௦101௦ ) இருக்கும். இதைக் கீழ்க்கண்ட உதாரணத்தில் 

விளக்குவோம். சமச்சீர்க் குலம் S, ஐ எடுப்போம் ; 

128), (128), 1 8 
இ a} (ae) ( 27 fo
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Pais Par Bay பேன்ற வரிசை மாற்றங்களின், அணிப் பிம்பங்கள் 

NCP.) NC poh (2)... போன்றவைகள். இரண்டு ' கணங் 

களும் ஒன்றுக்கொன்றான இணைப்புக் கொண்டவைகள். ந், த்,,ற்.. 

பேரன்றவைகள் ஒரு குலம் (0) ஆகின்றன என்பது தெரியும். 

(பூ, V Cha) போன்ற அணிகளும் ஒரு குலம் (0) ஆகின்றன. 

என்பதை அவைகளின் பெருக்கல் அட்டவணை வரைந்து உணரலாம். 

0, 0: ஆகியவை ஒரே அமைப்புக் கொண்டவை என்பதற்கு ஓர் 

உதாரணம் கொடுப்போம்: 

ட 128 L238) 128) _ 
Pa Po = (13) (s:a)*lise) 7% 

0107110017) floo 
ven xene =| 100 foo | 0:01 1-3 

| 1. 00111891௦0 010 

ஆகையால் (தற்) = ENV Cp) VCP) J = pf றி... எனக் 
கிடைக்கிறது. 

6.24. ஓர் அணியின் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு 
(Characteristic Equation cf a Matrix) 

AN = (85 Jy acs ott ஒரு வெக்டர் என்போம், 

ஏ ௮ ஒரு (மா) அணி என்போம், 

AX ௪ என்ற பெருக்கல், மற்றொரு வெக்டர், 
4 ௪ (டே. ப டு என்பதுக் கொடுக்கிறது. 

அதாவது 4 = AX 

*வீழல் வடிவ கணிதத்தில் * (Projective geometry) am 
புள்ளியை ஓர் ஆய வெக்டர் 2 ஆல் குறிக்கிறோம், ஒரு புள்ளியை 
மற்றொரு புள்ளியாக மாற்றும் பொழுது, புதிய புள்ளியின் வெக்டர் 
& பழைய புள்ளியின் வெக்டர் 22 உடன் 

க் மட் என்று இணைப்புக் கொரள்ளும். 
இவ்விதம் 4 என்ற அணி, 44* என்ற புள்ளியை 67775 என்ற 
புள்ளியாக மாற்றுகிறது. மேலும், ட் என்ற வேக்டரூம், 93 
(& 5 ஒரு திசையிலி) என்ற வெக்டரும் ஒரே புள்ளியைக் குறிப்பன. 
1. என்ற அணி, புள்ளிகளை மாற்றும்பொழுது சில சிறப்பான 
புள்ளிகள் (united points) மாறாமலே இருந்துவிடுகின்றன. இப் 
புள்ளிகளின் வெக்டர்களுக்குச் * சிறப்பியல்பு வெக்டர்கள் * 
(Characteristic vectors) என்பது பெயர். இம்மாதிரியான வெக்டர் 
களைக் கண்டுபிடிப்பது கணிதத்தில் வேறு பல பகுதிகளிலும் 

12
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முக்கியமாகக் கருதப்படுகிறது. இம்மாதிரியான வெக்டர்களை க் 

கொடுக்கும் சமன்பாடு 1X = a 2 ஆகும். 

அல்லது AX = AIX 

groug AX —Arlx = O 

அல்லது (A —-ANX = 0 

இச்சமன்பாட்டுக்கு; பூச்சியமில்லா த தீர்வுகள்;:இருக்கவேண்டுமானால், 

| 441௩ 0 எலா இருந்தல் பேண்டும் erat BOSS 

அத்தியாயத்தில் பார்க்கப் 'போச்றேம். பொதுவாக 14-77 

என்பது % என்னும் திசையீலியில் 1 படியுள்ள ஒரு பல்லுறுப்புக் 

கோவை. ஆகையால், 

14-71: 0 என்ற சமன்பாட்டுக்கு 2 தீர்வுகள் உண்டு 

14-421/20 உண்பதற்கு ' £ 1-ஜ்ா. கிறப்பியல்புச் சமன்பாடு 

(Characteristic Equation) ersiiu: Quut., Gb ss சமன்பாட்டின் 

தீர்வுகளுக்குச் சிறப்பியல்புத் தீ தீர்வுகள் sir (Chavateristic reots) என்பத? 

பெயர். சிறப்பியல்புத் தீர்வுகளஞுக்குத் தகுந்த சிறப்பியல்பு வெக்டர்கள் 

(Characteristic vectors) 2a @. 

சிறப்பியல்புத் Etaysens@G (Characteristic roots)  £* ஐஜன் 

மதிப்புகள் '* (1$த வட) என்றும், சிறட்பீயல்பு வெக்டர்களஞுக்கு 

(Cheracteristic vectors) “உஎன் வேக்டர்கள் ” (1166௩. 00:01) 

என்றும் பெயர்கள் eset 

a. . 1 என் அம் இடப்பிவஞ்புக அர மாதிரி 6: மீழ்க்கண்ட .1 என்ற அணியின் சிறப்பியல்புத் தீர் 

வுகளையும், ரமாக வேக்டர்ககாயம் கண்டுபிடிக்கவும் ; 

2 0 
1 

2 

2 1 

—7 8-8 

RB 2 Gy Fao oO 
A-xfel 21 உயி] 010 

ட —7 38—8 0 0 A 

ட் 0 
3 1 

—3 

சிறப்பீயல்புர் சமன்பாடு A 

| Aad | ட என HEME. 

SNe Bs 2—A° 2 G 
2 1-1 1 ௨0



அணிகள் 178 

V— 18, 1இ- 0, இதன் தீர்வுகள் A = 1, 8, - 4. 

ஆகையால் சிறப்பியல்புத் தீர்வுகள் அல்லது ஐஜன் மதிப்புகள் 

A= ls 3, —4 ஆகும். 

(A — al) X = 0 என்ற சமன்பாட்டை எடுப்போம். 

இது, | 2-3 2 0 hey 
2 1—A 1 %_2 |= 0 

al 2 —3—) Ms 

என ஆகிறது. 

அல்லது (2 — A)x, + 2x, = 0 

2,4+(1-ADa te, =0 wT 

-T7x, + 2x,—(3 + A)y, = 9 

“A = 1 என்க. 

(19) என்ற சமன்பாடுகள் V, + &x, ௩0 

Dx, sip = 0 

ப சறட ம 8x,— 4x, = 0 

என ஆகின்றன. 

x, = 1 என்க. 

டு ௮3 

3 = 4 எனக் கிடைக்கின்றன. 

ஆகையால், % ௩ 1 என்ற தீர்வுக்குத் தகுந்த சிறப்பி;பல்பு 

வெக்டர் | --2 

  

A = 8 என்க, 

சமன்பாடுகள் 

dy, ட்டு 

கட்ட இடி x, = U 

-~— Tx, +2 = 0 

வலத Ny + 

x, — 6x, 
a, = lotsa; நட ச என்றும், x, = -- 8 என்றும் கிடைக் 

கின்றன. 

ஆகை பபால், 4 - 8 என்ற தீர்வுக்குத் தகுந்த சிறப்பியல்பு 

வெக்டர் ॥ என ஆகிறது. 
ஓ ணை]
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இதே போல 4 - - 4 என்ற தீர்வுக்குத் தகுந்த வெக்டர் P| 

-3 

18 

எனப் பார்க்கலாம், 

6.25. அணி பல்லுறுப்புக் கோவை ( 148111௦ ற019௨௦௯4௧1 ) 

F(A) = Ag + Aid + Agd? + eee + An a” 
stot Caremaues Ao, Ayo +--+ » An என்பவைகள் ஒரே வரிசை எண் 

உடைய சதுர அணிகளாகவும் 7, ஒரு திசையிலி எண்ணாகவும் இருந் 

தால், இந்தக் கோவைக்கு ஈ படியுள்ள அணி பல்லுறுப்புக் Garena: 

என்பது பெயர். இதனால் 4 -- 74 என்பது, ஒருபடியுள்ள அணி பல் 

லுறுப்புக் கோவையாகிறது. ஓர் அணி கீழ்க்கண்ட விதம் அமைந் 

திருந்தால் அதை ஓர் அணி பல்லுறுப்புக் கோவையாக எழுதலாம், 

ட திட a, + bx ன a, Qs ட கி... 
ஈடா சில் கடர ம்ம ~ Og ay by fh, ் 

உச்: திற து, 

ட . . டட : 
(A — Al) என்ற அடுத்திரு அணிபைக் கருதுவோம். இதன் 

பொருள்கள் | 4- )71-ன் பொருள்களின் கணைக் காரணிகள். 

இத் துணைக் காரணிகள் 4-ல் (2-௨) படியுள்ள எண் பல்லுறுப்புக் 

3 2 . 

ற 
கோவைகளாகும். ஆகையால் (4-7) என்ற அணியை (4) -ல் 

உள்ளபடி (ய) படியுள்ள அணி பல்லுறுப்புக் கோவையாக எழுத 

லாம். அதாவது, 

ற 
(41/1) கமி ப மிர இக ம we + Byatt. 

மேலும், எண் பல்லுறுப்புக் கேரவைகளில் உள்ளது போல, இரண்டு 

அணி பல்லுறுப்புக் கோவைகள் சமமானால், இரண்டிலும் 4-ன் ஒரே 

படிகளின் குணகங்கள் சமமானவை. 

தேற்றம் 6.17. (கேலீ - ஹாமில்டன் தேற்றம்) 
(Cayley - Hamilton thecrem) 

எந்தச் சதுர அணியும் தனது சிறப்பியல்புச் சமன்பாட்டின் தீர்வாக 

odrorg. (livery matrix satisfies ils characteristic equation.) 

A என்ற ச்த;ர அணியை எடுப்போம். இதன் சிறப்பியல்புச் 

சமன்பாடு | 1-7] 0 என ஆகிறது, 

அதாவது |4-- Al] = a, + a A + a ப ர மு 

AA®@ = | 1 | / என்ற முடிவைப் பயன்படுத்துவோம்.
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(A-apn(d=an® = |A~all 
= dy T+ ay AL + GARL 4+ ப ப ay all 

குடற்... 4 இடமா ட என்க. 

(4-0) டி, ம ப டு மிடம்) 

“கீ ம ஈட சீம ர் Gn AL 

இரண்டு பக்கங்களிலும், 4-ன் ஒரே படியுள்ள குணகங்களைச் 

சமமாக்குவோம். 

AB, = aol 

Bro, na: Oigd 

இம்முடிவுகளை, முறையே 24,454” என்பவைகளால் முன் 

பெருக்கல் செய்து கூட்டினால், 

dlta,At+a, a? +..... +a, 4° = 0 எனக் கிடைக்கிறது. 

ஆகையால், 4. தனது சிறப்பியல்புச் சமன்பாட்டின் தீர்வு ஆகிறது. 

மாதிரி 7: கீழ்க்கண்ட ,4 என்ற அணியில் * கேலீ-ஹாமில்டன் * 
தேற்றத்தைச் சரி பார்க்கவும். அதன் மூலம் 4-1 என்ற எதிர் 

அணியைக் கண்டுபிடிக்கவும். 

2 1 1 
4-[-1 2 -1] 

1 ர] 2 

4-ன் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு 

2௩ 1 [ 
[ ட்ட உட -1 ]- 0 

1 -t B-a 

yong —A + 6GA7—-9A +4 = 0. 

அல்லது ]*-- 61° +09A—4 = 0. 

PF Bt | 2-1 i. f 
—~l 2 -f{f/—-1 2-1 fe 
11 இ) 1.1. உ 

௩
 ay
 

~
 

6 ~5 

9 GC 

cS 
at By 1 

ஸ்
 

| 
| 

A
D
 n ee

 

  

w
a
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ட 6-5 6]7 2-1 1 22.21 ஐ] 
4. 4—| -5 6-8{]-1 2-1 |=] -21 292-21 

_த 6 1.1 இ 2121 22 

இவைகளை (1)-ல் பிரதியீடு செய்வோம். 

22 —2) ஐ] 6—5 5 So) 4 

-21 8௨82 -211/-61(-5 8-5 41.1 இ. 

21 —21 22 5-5 6 | — ப 

| ௦ 0 

0 0 

QO 0 ௦
௦
௨
3
 

| எனக் கிடைக்கிறது. 

ஆதலால் * கேலீ-ஹாமில்டன் * தேற்றம் &-க்கு உண்மை 

யாகிறது. 

இப்பொழுது, 

43-64-4470 

அல்லது 4: 6A? + 94 = 41 

இரண்டு பக்கங்களையும் 1-1 ஆல் பின் பெருக்கல் செய்வோம். 

சிரம 64813. இர் ல ஒர மு 

அல்லது 4₹-64497- 40 
அல்லது 413-453 

85 5 
“வயத 6 5 |-3 

| உ.த 6 

91.1 
3 1 8 1 என ஆகறது. 
4 1 By - 

6.25. GQswHg@ssi Qoolasr (Orthogonal Matrice:), wmboed seu 

Qucir QeagagH gerlast (Unitary Matrices) 

wo
 

ஈ
ர
ா
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வரையறை : ஒரு மெய்யெண் சதுர அணி 1, 

ட் 2 ௪. ௬ . 

41. /என இருந்தால் 41. ஒரு செங்குத்து அணி (Orthos »- 

வி நிவா) எனப்படுக்றத,



அணிகள் 1&3 ம் 

ஒரு கலப்பெண் ௪ஐர அணி U, 

ம் 7 என இருந்தால், (7 ஒரு கலப்பெண் செங்குத்து அணி 

(Unitary Matrix) எனப்படுகிறது. 

6.26. செங்குத்து) அணியின் சில தன்மைகளைப் பார்ப்போம் 2 

1 ம 
(1) 14. 7/என்பதால், உடனே 4 - 11 என ஆகிறது. 

ற் 
(2) 4.4 = 7என்பதம் உண்மை, 

ஐ 4427 
ஸு 

அல்லது (4 A)ij a (Di Ses oi 

அல்லது ் bx ai = bij XL த. ? 
மே 0 234/7 

௯ 
[4

 

அல்லது LY ai ay = 8; 
k 

o
n
 

நே aly f= he 

= 0,1 AF என்றால். 

ஆகையால், 4-ல் 4” வரிசையுன்ளா இிரல், 4/51வரிசையுள்ள நிரல் 

ஆகியவைகளின் உட்டெருக்கு 0 என ஆசிறக, ஆஅ.கையால் எந்த 

இரண்டு வெவ்வேறு நிரல் வெச்டர்களின் உட்பெருர்கும் பூச்சியமேன 

ஆகிறது. அதாவத: எந்த இரண்டு நீரல் வெக்டர்கஞம் செங்குத்தா 

கின்றன (ஊம் ஈஊு௨), இதே போல எந்க இரண்டு ஈீரைகளின் உட் 

பெருக்கும் 0 என ஆகீறக*. ஆகையால். இந்த அணிக்குச் செங்குத்து 

அணி”என்பகு; பெயர், மேலும்? -7 என்னுமிடத்தில் டி - 1, என்ப 

தால், ../-ன் ஒரு | நிரலை) எடுந்து, அதனுட 

னேயே உட்பெருகஃகுச் செய்கால் பெருக்கல் பலன் 1 ஆக இருத்தல் 

வேண்டும். ஆகையால் அந்த நிரை ( அல்ல: Grd) வெக்டரின் 

நீளம் 1 ஆக இருத்தல் வேண்டும். அகையால் சன் நிரை 

(அல்லு நீரல்) வெக்டர்கள் அலகு வெக்டர்களாக உள்ளன. 

a 
நரையை (அல்லது     

    

4 1141-1711 

  

அல்லது | a | | 4A | ze | 
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செங்குத்து அணிக்கு ஓர் உதாரணம் 

1 1 

_{ v2 v2 
ST) a 

ஜ் பச. 

சலப்பெண் செங்குத்து அணிக்கு ஓர் உதாரணம் 2 

147 ர க! ண Bt 

GO = 
[+a {-i = eo 

இதிலும் எந்த இரண்டு நிரை வெக்டர்களும் செங்குத்துகள் ) எந்த 

இரண்டு நீரல் வெக்டர்களும் செங்குத்துகள், 

மாதிரி 8: செங்குத்த 
பார்ப்பேரம். 

‘A? = (ஈட) ஒரு செங்குத்து அண் என்றால், கீழ்க்கண்ட. சமன் 
பாடுகளைத் தீர்க்கவும். ் 

Gy hy + Gyg By TP வ + 4in Sn = b, 

Bai X, + Goo Be tb wee be don tn = நிழ 

sense 

நோட்ட எ Ang Xa Tt பெப் + fay Me = By 

இவைகளை 4 - 8 என எழுதலாம், 

ஆதலால், 2 4-1 தீ என ஆகிறது, 
, 

= A Bp 

ஆகையால் தீர்வுகளை உடனடியாக எழுதுவோம் : 

ஸ், பிட கீத டை மடு b, 

No _ பிட” ஜ் ட Ong b, 

Xp E Cin Con Pee ee Onn by, 

ஆகையால் XK, = 2,; 6, + ag, bg + LL a, + any by 

He = ai, 0, + ee a re + dae bn
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மாதிரி 9; ஒர் அணி அதே வரிசை எண் உடைய எந்த அணி 

யுடனும் பரிமாற்றம் கொண்டால் ( 01௧116 ) அது ஒரு 

திசையிலி அணி எனக் காண்பிக்கவும். 

14௪ (040) அணி (௪.0 என்க, 

2: (டயம மூலைவிட்ட அணி 

ச (டி. டயட் என்க. 

Bsr bi A 8] 
AB = BA உ. கொள்கை. 

ர 
அல்லது YL ain dey = X Pi aj - 

அல்லது Gj Oi >. Oy aij 

AVvH ay (dy -- bi) = O 

igs bj 4 ly Qpmeunsd aj = O 

ஆகையால் 4 ஒரு மூலைவிட்ட அணி 

௪ மீ (சப கதவ வடட மேட 

இப்பொழுது 8 - (88) அணி (bij) என்க. 

AB = BA ப ப ப ப வ கொள்கை. 

ஆதலால் (AB); = (BA)i 

அல்லது = te byj = 3 dik aij 

அல்லது ay by = Oy aj 

அல்லது ay by = by a; 

அல்லது ஆ (கழ) = 

ii # 0. ஆகையால் Ay = Fj 

ஆகையால் .1 ஒரு திசைபிலி அணி. 

மாதிரி10: 4 ஒரு சமச்சீர் அணியாக இருந்தால் rh» 

அணி £ி் 1ம் சமச்சிர் அணி என நிறுவுக. 

A ஒரு சமச்சீர் அணி. ஆகையால்,
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T : 
A = <a 

T T 

(7 ap) = ata? (ye) 

= (5? 4s) 

ஆகையால் [ழா ap) ம் ஒரு சமச்சீர் அணி, 

மாதிரி 11: எந்த ஒரு சதுர அணியையும், ஒரு சமச்சீர் 
அணி, ஒரு சரிந்த சமச்சீர் அணி ஆகியவைகளின் கூட்டலாக எழுத 

முடியும் எனக் காட்டவும். ் 

உதாரணமாக a, b, 6, 

4-[ a, 6, 6, | என்க. 

a, b, 6 

T a a, a, 
A = | b, b, b, | 

ey ey 8 

T 2a, a,b, ashe ALA = | a+b, ஆ ஆட் 
26, ட Lb, 

இது ஒரு சமச்சீர் அணி எ.ங்பதைக் காணலாம். 

T 0 ம்ம 

= a,—), 0 
ப ன் 

A—A 
டோ 8) 

ணப 

1 ச், ~ டே 0 வு 

இது ஒரு சரிந்த சமச்சீர் அணி என்பதைக் காணலாம். 

T T Azalea )ea(a—a’) 
Bo surrey As (0 ewst goof) 4 (ஒரு சரிந்த சமச்சீர் 

அணி) 

மாதிரி 12; 

4 7 1-7 2. 3 
[27 2; I | ஒரு சரிந்த [sty _1 0 ்் 

ஜஹெர்மீஷியன் அணி எனக் காட்டவும்,
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i வ ஜீ —l— i — 843: 

| {— 7 —2) 21 

ஆகையரல் .!; ஒரு சரிந்த ஹெர்மீஷியன் அணி என ஆகிறது. 

மாதிரி 13 : கீழ்க்கண்ட அணி ஒரு செங்குத்து அணி என 

Spins 

  

i 1 தது 

பவட oye 1 

ர் 

1 42 | sro ரிலுவிறால் போற மானது. 

7 I | 1 12. 1 1 1. ஈஷ 
i ௮ ற வலைய உடலம் க்ஷயம். ல. i -——-) a ae டு 

| ப பி 6/4] 
ம் —2 1 ou, 4 2 

———= ரி — G i 

= () ட |. 7. 

i Oo 0 1 | 

ரல் 1 ஒரு செங்குத்து! அஸி, 

  

மாதிமி 14: ஆம (0 என்ற சிறப்பில்லாரு உள் அணிகளை 

உடைய கீழ்க்கண்ட மி வினை செய்யப்பட்ட அணியின் எதிர் 

ஆணியைக் கண்டு பீடிக்கவும்: | AB 2
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POA 
எதிர அணி | ~ | என் -. 

RSs 

loo} [es] 
அல்லது, [““ 492024 1-7 

CP .. 0. 3 

peor AP+BR=l AQ+BS = O 

CP=0O 0-7 

2-0; ஆனால் 0 24 0; மேலும் 0சிறப்பில்லாத அணி 

அகையால் P = O 

CQ = 7/ஆதலால் ஓ - 6! 

22 7- 7 ஆதலால் £ - 2! 

AC! + BS = 0 a gure BS = —AC 

அல்லது 4-1 10 

தலால் எதிர் அணி = 0 ௦ 
= ன் = [2 —B AC 

பயிற்சி 

1) 4, 8, ஆகியவைகள் கழிக்கத்தக்க அணிகளானால், 

(4 — 2] 2 47 27 எனக் காட்டவும். 

2) A.B ஆகியவைகள் சமச்சீர் அல்லது சரிந்த சமச்சீர், அல்லது 

ஹெர்மீஷியன் அல்லது சரிந்த ஹெர்மீஷியன் அணிகளா 

னால் 4 -- 72-ம் முறையே அதே இனங்களைச் சேர்ந்தது 
எனக் கரண்பிக்கவும். 

3) 4, ஒரு சரிந்த சமச்சீர் அணியானால் .1 பதத 4 என நிறு 

வுக. 

4) கீழ்க்கண்ட 4, 8 என்ற அணிகளின் (17) (8.4) என்ற 
பெருக்கல் பலன்கள் காண்க. 

12 8-2 | 
(1) -[28|s2-[o 1-2 | 

34 8-4 த



அணிகள் 

6) 

7) 

ஐ
 

9) 

10) 

11) 

| 88 

தொடர்ப் பெருக்கல் காண் 2 

- 4 2 —1 2 2 8 
| 2-7 1 ~a | —8 
-2 4 —8 1 - 

ஒரு சதுர அணி 4 ஐ ஒரு மூலைவிட்ட அணி யினால் 

முன்பெருக்கல் (பின்பெருக்கல்) செய்தால் .4-ன் நிரைகளை 

(நிரல்களை) அவைகளுக்கு ஒத்து 9-ன் பொருள்களால் 

டெருல்குவதற்கு ஒப்பாகும். 

இரண்டு மேல் முக்கோண (கீழ் முக்கோண) அணிகளின் 

பெருக்கல் பலன் ஒரு மேல் முக்கோண கீழ் முக்கோண) 

அணி எனக் காட்டவும். 

1 4 ம ஆகிய இரண்டும் இருக்கக் கூடியதாக உள்ள 

A, 2 என்ற அணிகள் ஒரே விதமான சதுர அணிகளாக 

இருத்தல் வேண்டுமெனக் காட்டுக, 

ஓர் அணி ம ஐ உ திசையிலி அணியால் முன்பாகவோ 

அல்ல; பின்பாகவோ பெருக்கினால் &ஐ அந்தத் திசை 

யிலி அணியின் பொருளால் பெருக்குவதற்கு ஒப்பாகும் 

எனக் காட்டவும். 

(nxn) அணி &-ன் எல்லாப் பொருள்களும் ‘a’ ஆனால் 4* 

ஐக் கண்டுபிடிக்கவும், 

2 
loa @ 

p=(1 b it ) என்றால் 

lc @
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—be —Ca —ab b—c ட 0 

p@_( b+: cta ab ) ( 0 ட 0 ) 

ஞு னி 1 1 0 0 a—b 

என நிறுவுக. ப 
12 cos. 8 = —sin ட ச ? 4(22-( 9 மர] என்றால் 4(9) ACO) = 

4 (ரி 1- ர) என நிறுவு5.இதற்கு ஒரு வடிவ கணித விளக் 
கம் தருக, 

மேலும் [4(73] | 60870. Sin Na } என் நிறுவக 
—sin Na 08 fa: 

18) கீழ்க்கண்ட அணிகளின் எதிர் அணி (4-1) காண்க? 

234 12 8 
ay [ 511] @) | 13a 6 | 

ரி 1512 12. 

O as oo, 
cos ரி -sin [2 41] (5 8) 

11 1 ‘ sons ல் (5) | Law we ] , இதில் 8, ஒன்றின் ஒரு முப்படி 

lw 

14) 234 i283 

| 058 |; 92] 245] என்றால் , 
001 

(சிதி! 214! என்பதைச் சரி பார்க்கவும். 

15) கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளை, அணி முறையால் தீர்க்கவும்: 

றே ரு ஓ 

உ y-' z= இ 

தை: எ அ: இ 
௯: நக 17 

8x 4+ 4y + z= 22 

16) B, A உடன் பரிமாற்றம் கொண்டால் (0௦0165), 2, 
4-ல் எந்த பல்லுறுப்புக் கோவையுடனும் பரிமாற்றம் 
கொள்ளும் என நிறுவுக. 

17) கீழ்க்கண்ட அணிகளின் சிறப்பியல்புத் தீர்வுகளையும், 
சிறப்பியல்பு வெக்டர்களையும் கண்டு பிடிக்கவும்.



அணிகள் 1 9] 

9 ௨.1 இ 5 19 8 
wo | உ 1 3 | (2) [ 10 2-2 | 

asd. 1 2 5.௨௨ 11 

18) கீழே கண்ட அணிகளில் *கேலீ-ஹாமில்டன்' தேற்றம் 

உண்மையெனப் பார்க்கவும், மேலும், இதன் மூலம் 

அணிகளின் எதிர் அணிகஃ௭க் கண்டுபிடிக்கவும். 

01 11 — 6 2 
(1) [2 8 0] (2) [ —6 10 -4 | 

1 1.1 இட ரீ 8 

19) 4, 2, சமச்சீர் அணிகளானால், 472-774 என இருந்தால் 

கூண் (,4)-ம் ஒரு சமச்சீர் அணியாகும் என நிறுவுக, 

20) ஒரு சரிந்த சமச்சீர் அணியின் வர்க்கம் ஒரு சமச்சீர் 

அணி எனக் காட்டவும். 

21) (4); ஓ =A a” என இிறுவுக, 
135 

[168 என்றால் 42” வரிசையள்ள நிரை] 

22) (4B) @i = AB என நிறுவுக. 

6, 
[@ fj என்றால் ₹7” வரிசையுள்ள நிரல்] 

89) (ABC)ij = A _ (BC 
ர i® 6) J 

=A_ BC என  நிறுவுக. 
i® 9)



7. அணிகளின் தரரும் ஒருப(ச் சமன்பாடுகளூர் 

(Rank of Matrices and Linear Equations) 

7.1. அணியின் சிற்றணியும், அதன் கோவையும் 

ஃ, ஒரு (௩:10) அணி என்க. இந்த அணியின் எந்த நிரை 

களும், எந்த ॥/ நிரல்களும் ஒரு (44) சிற்றணியை (Sub Matrix) 

உருவாக்குகின்றன. 

இச்சிற்றணி ஒரு (684) ௪த.ர அணியாக இருந்தால், அதன் 

அணிக் கோவைக்கு, & வரிசை எண் உடைய சிற்றணிக் கோவை 

(Minor of order k or k-rowed uiunor) என்பது பெயர். 

7.2... gyoouGer agi (Rank of a Matrix) 

& என்ற ஓர் அணியில் பூச்சியமில்லாத மீப்பெரு வரிசையெண் 

உடைய சிற்றணிக் கேரவையின் வரிசை எண்ணுக்கு, &-ன் தரம் 
R(A) என்பது பெயர், (116180 of a matrix A is the order of 

the biggest non-vanishing minor of A) 

A-ot பூச்சியமல்லாத மீப்பெரு வரிசை எண் உடைய ஒரு 

சிற்றணிக் கோவைக்கு &-ன் ஒரு * விளிம்பு சிற்றணிக் கோவை ? 
(A critical minor ௦1 க) என்பது பெயர். 

தரத்தின் வரையறையீலிருந்து சீழ்க்கண்ட. முடிவுகள் தொடரு 

கின்றன. 

(1) ஓர் அணி &-ன் தரம் ₹7” என்றால், (2-1 1) வரிசை 

எண் உடைய &.-ன் எந்த சிற்றணிக் கோவையும் 

பூச்சியமாகிறது. 

(2) பூச்சியமல்லாத, “* வரிசை எண் கொண்ட. சிற்றணிக் 

கோவை ஒன்றாவது &-ல் இருத்தல் வேண்டும்.



அணிகளின் தரமும் ஒருபடிச் சமன்பாடுகளும் 199. 

(8) :ஈ? வரிசையெண் உடைய ஒரு. சதுர அணியின் 

தரம் 7 என்றால், £ 2 ॥ என இருத்தல் வேண்டும்.. 

(4) ரூ) அணி 4-ன் தரம் *7* என்றால் 7 < minimum. 
(mn) என இருத்தல் வேண்டும். 

[min. (m,n) என்றால், m,n ஆகியவைகளில். 

சிறிய எண் என்பது பொருள்.] 

(5) ஒரு பூச்சிய அணியின் தரம் பூச்சியமாகத் :தான் 

இருத்தல் வேண்டும். ் ் து 

(6) ஈ-வரிசை எண் கொண்ட ஒரு சிறப்பில்லாத அணியின். 
தரம் *ஈ% 

(7) ஈ-வரீசை எண்ணுடைய ஒரு சிறப்பு அணியின் 'தரம் 
* என்றால் 7 4 4 என இருக்கும். ் 

உ தாரணம் : 

128 
(1) 4-[894 | என்க. 

022 

|41[5 2240. QBmsurd பூச்சியமல்லாத மீப்பெரு 

சிற்றணிக் கோவை 1.4 [| தான். ஆகையால்: £(4) - 8 

434 
(2) A=| 812 என்க. 

128 

இதில், | 41) - 0: ஆனால், ii > | # 0. 

பூச்சியமல்லாத வரிசையெண் 8. உள்ள ; சிற்றணிக் கோவை 

ஒன்றாவது உள்ளது. ஆகையால் 8 (4) -&. 

1 2 38 

(8) A= 2 4 9 என்க. 

—8 6 -9 
| 4| 0; வரிசை எண் இரண்டு உடைய எந்த சிற்றணிக் 

கேரவையும் பூச்சியமாக உள்ளது. பூச்சியமல்லாத தனிப் பொருள் 
உள்ளபடியரல் &£ (4) = 1. ர தர. 

| என்க. 

Q- mo, ‘= ee 

2
௨
௦
 

e
o
o
 

௨
௦
௦
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|41-0; வரிசை எண் இரண்டுடைய எந்த சிற்றணிக் 
கேரவையும் பூச்சியமாக உள்ளது. பூச்சியமல்லாத தனிப் பொருள் 
ஒன்றும் இல்லையாதலால் 2 (4) - 0 என ஆகிறது. 

7.3. ஓர். அணியின் தரத்தைக் கண்டுபிடிக்க அதிலுள்ள 
எல்லாச் சிற்றணிக் கேரவைகளையும் கண்டுபிடிக்க நேரிடும். சில சம 
யங்களில் இது மிகவும் தொல்லையுள்ளதாக இருக்கும். ஓர் அணி 

யின் தரத்தைக் கண்டு பிடிக்க *அணியில் எளிய செயல்கள் : 
(Elementary operations on a Matrix) orsirp gq சுலபமான முறை 
உள்ளது. இம்முறையை விவரிப்போம் ; 

- Tofu: Qeuscvacir (Elementary operations) கீழ்க்கண்ட மூன்று 

வகைகளைச் ' சேர்ந் தவை : 

(1) எந்த இரண்டு நிரைகளையும் (அல்லது நிரல்களையும்) 
பரிமாற்றம் Qeuigsed (Transposition of any two rows 
or columns). 

(8) ஒரு நிரையை (அல்லது நிரலை) பூச்சியமல்லாத ஒரு 
திசையிலி எண்ணால் பெருக்கல் (14ய]11ற110214௦௩ ௦8 a 
row or column by a non zero scalar). 

(8) ஒரு நிரையின் (அல்லது நிரலின்) மடங்கை மற்றொரு 
நிரையுடன் (அல்லது நிரலுடன்) கூட்டுதல் (.&08411௦௩ 
of a multiple of one row or column to another row 
௦ ௦௦1யா௩டி. நிரைகளில் மாத்திரம் செயல்கள் செய் 
தால், இச்செயல்களுக்கு * எளிய நிரைச் செயல்கள் ” 
(Elementary row operations) என்றும், நிரல்களில் 

மாத்திரம் செயல்கள் செய்தால், இவைகளுக்கு : எளிய 
நிரல் செயல்கள் ” (Elementary column operations) 

என்றும் பெயர். 

7.4. gi அலகு அணியில் எந்த ஓர் எளிய செயல் செய்தா 

லும் கிடைக்கும் அணிக்கு Hi ctofus Soot! (Elementary Matrix or 
E-Matrix) என்பது பெயர், இவ்விதம் எந்த. எளிய செயலுக்கும் 

தகுந்த எளிய அணி உண்டு. 

7.5. ஒரு துணைக் கோட்பாடு (1,60108) 

4, 8, 0 என்ற அணிகள், 0 - AB என இருக்கட்டும். 4 என்ற 
முன் காரணியில் எந்த ஓர் எளிய நிரைச் செயல் செய் தாலும் யிலும் 
இதே எளிய நிரைச் செயல் செய்யப்பட்டுவிடுகிறது. இதேபோல,
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£ என்ற பின் காரணியில் எந்த ஓர் எளிய நிரல் செயலைச் செய்த 

லும், இதே எளிய நிரல் செயல் 0-ல் செய்யப்பட்டு விடுகிறது. 

நிறுவல்: Ry 8, ஷம ஆகியவை 4-ன் நிரைகளாகவும், 

படே ஜே 0, ஆகியவை அ-ன் நிரல்களாகவும் இருக்கட்டும். 
் R, 

As |], Bay CG] 

Run 

டே சீட ழே வவ R, Cn 

சழ டே ழு தே வய we R, Cn 

C a A B = ff cttaeccsnees eee pee eccens பபா கப பப 

Rin Cy கட்டே வை மீட சே 

4-ன் நிரைகள் 8, 8, .. 0 ஆகியவைகளில் எந்த எளிய செயல் 

செய்தாலும் 6-ல் அதே எளிய செயலின் பிரதிபலித்தலைப் பார்க்க 

லாம். 

இதேபேரல, 2-ன் நிரல்கள் டே ஜே. Cr ஆகியவைகளில் எந்த 

எளிய செயல் செய்தாலும், 6ல் அதே எளிய செயலின் பிரதி 

பலித்தலைப் பார்க்கலாம். 

தேற்றம் 7.1. 

4 என்ற அணியில் எந்த எளிய நிரைச் செயல் (அல்லது எளிய 

நிரல் செயல்) செய்தாலும், அது 4 ஐத் தகுந்த எளிய அணியால் 

முன் பெருக்கல் (அல்லது பின் பெருக்கல்) செய்வதற்குச் சமம், 

(Any row or column E-operation on a Matrix A is equivalent to 

pre or post multiplication of A by its corresponding E-Matrix). 

A=TIA. [Ll = அலகு அணி] 

7.5-ல் உள்ள கோட்பாட்டின்படி, 4-ல் எந்த எளிய நிரைச் செயல் 

செய்தாலும், அது, 7-ல் அதே செயல் செய்து, அதாவது, த்குந்த 

எளிய அணியை உருவாக்கி, 4 ஐ முன் பெருக்கல் செய்வதற்குச் 

சமமாகிறது. 

மறுபடியும், 4௫ 2 

4-ல் எந்த எளிய நிரல் செயல் செய்தாலும், அது /-ல் அதே 

செயல் செய்து, அதாவது தகுந்த எளிய அணியை உருவாக்கிப் பின் 

பெருக்கல் செய்வதற்குச் சமமாகிறது.
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தேற்றம் 7.2. 

ஓர் அணியில் எளிய செயல்கள் புரிவதால் அதன் தரம் மாறுவ 
தில்லை, . (நம ரக0% of a Matrix is invariant under elementary 

operations. ) 

நிறுவல்: ஓர் அணி 4-ன் தரம் 4* என்க, ஆகையால், 
பூச்சியமல்லா த மீப்பெரு சிற்றணிக் கேரவை *29*-ன் வரிசை எண் “4 

ஆகிறது, இந்தச் சிற்றணிக் கோவையில் * நிரைகளும், 7 நிரல்களும் 

உள்ளன. 

(1) முதல் எளிய செயலை எடுப்போம்: இரண்டு நிரைகளை 
(அல்லது நிரல்களை)ப் பரிமாற்றம் செய்கிறோம். இதனால் 

“ற: என்ற ஒரு விளிம்பு சிற்றணிக் கோவையின் நீிரைகள் 
(நிரல்கள்) எப்படி இடம் மாறினாலும், அவைகளை மாத் 

திரம் எடுத்து “22: ஐ மறுபடியும் உருவாக்கலாம். ஆதலால் 

இதன் எண் அளவு மாறுவதில்லை. ஆகையால் “43-ன் 

தரம் மாறுவதில்லை, 

(2) இரண்டாவது எளிய செயலை எடுப்போம். ஒரு நிரையை 
(அல்லது நிரலை)ப் பூச்சியயல்லாத ஒரு திசையிலியால் 
பெருக்குகிறோம். இதனால் “70 என்ற ஒரு விளிம்பு சிற்றணிக் 

, கோவை அந்தத் திசையிலியினால் பெருக்கப்படுகிறது. இச் 

செயலினால் “9: மாறுவதில்லை; அல்லது திசையீலியினால் 

பெருக்கப்படுகிறது. ஆகையால், 4-ன் தரம் மாறுவ 
தில்லை. 

...(8) ஒரு நிரையின் (அல்லது நிரலின்) மடங்கை மற்றொரு நிரை 

யுடன் (அல்லது நிரலுடன்) கூட்டுகிறோம். இவ்விதம் 

செய்வதால், 4, 8 என்ற அணியாக மாறுகிறது . என்க. 

படட சன் தரம் 77 ஆனதால், 4-ல் ஓ.ப. சர, இல்லாத 

2! இரைகளின் .மீப்பெரு எண்ணிக்கை “7? என ஒரு தேற்றம் 
spa = DOT Ble “(தேற்றம் 7.5.) இப்பொழுது 2-ன் நிரைகள் 

(அல்லது நிரல்கள்) .4-ன் நிரைகள் (அல்லது நிரல்களின்) 

. ஒருபடித்தான சேர்க்கைகளாக இருக்கும். ஆகையரல், 

-மி.யிலுள்ள; ஒ. ப. சா. இல்லாத நிரைகளின் மீப்பெரு எண் 
ணிக்கை; அ யிலுள்ள ஓ.ப. சா. இல்லாத நிரைகளின் 

மீப்பெரு எண்ணிக்கையை விட அதிகமாக . இருக்க 

முடியாது. 

- ஆகையால் & (8) 5௨ R (A) 

  

2-ல் இதே மாதிரியான தகுந்த எளிய ' செயல்களைச் 
செய்து 4 ஐ அடைந்துவிட முடியும், ' கு
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ஆகையால், 2£ (4) 5 R(B) . 

ஆகையால். 2£ (2) - 2 (4) என ஆகிறது. 

ஆகையால். ஒர் அணியில், எளிய செயல்களால் ; அதன் 

கரம் மரறுவதில்லை. 

கிளைத் தேற்றம்: எந்த ஓர் எளிய அணியும் சிறப்பில்லா த? அணி 
யாகும் (Every E-Matrix is non singular). 

Amand: எந்த எளிய அணியும், அலகு அணியில் செய்ய்ப் 

படும் எளிய செயலால் உருவாக்கப்படுகிறது, அலகு அணி ஒரு 

சிறப்பில்லாத அணி, எளிய செயலால் அதன் தரம் மாறுவதில்லை. 
ஆகையால் எந்த எளிய அணியும் சிறப்பில்லா தது. 

தேற்றம் 7.3. 

எந்த எளிய அணியின் எதிர் அணியும் ஓர் எளிய அணி. 

4 ஓர் எளிய அணி என்க, ன் மேல் 89 என்ற எளிய 
நிரைச் செயல் செய்தால் / கிடைப்பதாக வைத்துக் கொள்வோம், 

அதாவது, 6 (2) - 7 
உழு - 2” என்க. 8” ஓர் எளிய அணி, 

அத ம்முக-ட (2) - 3 

ஆகையால், 72”, 8-ன் எதிர் அணி. அதுவும் ஓர் எளிய அணி. 

7.6. 4 என்ற எந்த (௬௩) அணியையும் கீழ்க்கண்ட இயல்பான 

உருவத்துக்கு (:4௦ரர௨] 6078) எளிய செயல்களின் தொடரால், 

மாற்ற முடியும், 

7 ட = 

இதில் 7, என்பது, ச வரிசை எண் கொண்ட அலகு அணிஃமற்ற 

வைகள் பூச்சிய அணிகள், இந்த அணியின் தரம் £ என்பது உடனடி 

யாக உணரப்படுகிறது. இந்த அணி கொடுக்கப்பட்ட அணியிலிருந்து 

எளிய செயல்கள் மூலம் அடையப்படுவதால், கொடுக்கப்பட்ட 

அணிக்கும் தரம் 4: என்பது புலனாகிறது. ஆகையால் எந்த அணி 

4-ன் தரத்தையும் இந்த முறையில் சுலபமாகக் கண்டு பிடிக்கலாம். 

இந்த முறையைக் கீழ்க்கண்ட உதாரணத்தில் பார்ப்போம் ;
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[“ஃ* என்ற குறி தரச் சமத்துவத்தைக் குறிக்கும். ] 
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74... 4 என்ற எந்த அணியையும், எளிய செயல்கள் மூலம், இயல் 
பான உருவத்துக்கு மாற்றலாம் எனப் பார்த்தோம். எளிய செயல்கள், 
அணியைத் தகுந்த எளிய அணிகளால் முன் அல்லது பின் பெருக்கு 
வதற்குச்.சமம் எனவும் பார்த்தோம். (தே. 7.1). எளிய அணிகள் 
சிறப்பில்லாதவை. எந்த இரண்டு சிறப்பீல்லாத அணிகளைப் பெருக் 
கினாலும், சிறப்பில்லாத அணிதான் கிடைக்கும். [ஏனெனில், 
[4],]B | # 0.என்றால், | 48 | - [A] [Bl 40 cror phi 

றது.] ஆகையால் ,4 என்ற ஒரு கொடுக்கப்பட்ட அணிக்குத் தகுந்த 
வாறு, 

A," = PAQ என்று இருக்குமாறு, 2), 0 என்ற இரண்டு 
சிறப்பில்லாத அணிகளைக் கண்டுபிடிக்க முடியும். இதைக் கீழ்க் 
கண்ட உதாரணத்தில் பார்ப்போம் ; 

மாதிரி 1; 

A=| il 2 , 
1 ஓ g | என்றால், 
01.1 

PAQ = 4/(இயல்பான உரும்) இருக்குமரறு 7), 0 என்று சிறப் 
பில்லாத அணிகளைக் கண்டுபிடிக்கவும். 

A= IAI 

1 1 2 10 0 
1 2 8 (-10 10 14 

Lo-1-1 001 ர 

நிரை (2) -- நிரை (1) 

o
o
r
 

o
w
 

oO 

m
o
o
 

| 

1 1 2 1 0 0 1 0 0 

O 1 1 {_] -1 1 O}y]o1 o 
01.1 00 1 00 1 

நிரல் (8) -- நிரல் (1) 

i oo 
நிரல் (9)-- 2%நிரல்(1)] 0 1 1 

௨1 

1 0 0 ] 1.2 

Baa AEE Been ் ற = —] * 1 0 4 0 1 0 

| 001 0 0 1



அணிகளின் தரமும் ஒருபடிச் சமன்பாடுகளும் 201 

pong (8) + feos 2) 190 
0 1] 1 

000 

1 0 0 1] 2 

=} —1.1 0 A 0 1 0 

1 1.1 00 1 

நிரல் (8) -- நிரல் (2) 100 
0 1 0 

0 0 

4 0 0 1 —1—1. 

=| -—1 1 Oo/4}o0 1-1 
—l 1 1 0 0.:1 

ஆகையால் V, OOS? = PAQ, 

100 111 
ஆகையால் P = —1 1 0 ;Q =| 0 1] 

—i i 1 0 0 1 

7.8. 4 ஒரு சிறப்பில்லாத ஈ)%௩ அணி என்க. ஆகையால் இதன் 

தரம் 45? ஆகிறது. 4 ஐ இயல்பான உருவம் க்கு மாற்றினால் 

ன் தரமும் ௩ ஆக இருத்தல் வேண்டும். ஆகையால் N=l, 

(1 வரிசை எண் கெரண்ட அலகு அணி) ஆக இருத்தல் வேண்டும்: 

சென்ற உதாரணத்தின் மூலம், 

(240 - 7, என இருக்குமாறு 2, ட என்ற சிறப்பில்லாத அணி 

களைக் கண்டுபிடிக்க முடியும். எளிய நிரைச் செயல்களைத் 

தொடர்ந்து செய்வதன் மூலம் £ உருவாகுவதால் 7 - 8; 8) 24% 

2; என இருக்குமாறு, 7, Py Pye. போன்ற எளிய அணிகள் 

உண்டு. எளிய நிரல் செயல்கச௭£த் தொடர்ந்து செய்வதன் மூலம் 

0 கிடைப்பதால், 0- 0,_0,.... டே என இருக்குமாறு, இட 0. 

0, ..போன்ற எளிய அணிகள் உண்டு.
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ஆகையால், 

In = P,P Pasar oeePs A 0. 2. Q; Fences Qt என ஆகிறது. 

ஆகையால் A= PoteeP.* Py P,-? In ட் Q,°0,.-*2,"* 

இடப ப கடர ட் 

நட தட ர 00." எல்லாம் எளிய அணிகள். ஆகை 

யால் இவைகள் சிறப்பில்லாதவைகள். ஆகையால் சிறப்பில்லாத 

எந்த அணி 4 ஐயும், எளிய அணிகளின் தொடர் பெருக்கலாக 

எழுத முடியும் என உணருகிறோம். 

1.9. 4, 9 என்ற இரண்டு அணிகள், சிறப்பில்லாத 2, 0. என்ற 

அணிகளுடன், மீ - 740, என்ற இணைப்புக் கொண்டால், & B 

ஆகியவைகள் சமத்துவ oon aer (Equivalent Matrices) sroriu® 

கின்றன. 

7.10. எளிய நிரைச் செயல்களை. (அல்லது நிரல் செயல்களை) மாத் 

திரம் செய்து ஒரு சிறப்பில்லாத சதுர அணி Aggy, அலகு அணியாக 

மரற்றி 4-ன் எதிர் அணியை (4 )க் கண்டுபிடிக்கலாம். இதைக் 

கீழ்க்கண்ட உ தாரணத்தில் விளக்குவோம். 

மாதிரி 2: 4 - 1 1-4 

இ 0 2 roo 

—8 5 O 

எதிர் அணி 4-! ஐக் கண்டு பிடிக்கவும். 

A=IA 

11-3 1 00 

—1 Q 2 = 0 1 0 {A 

—8 5 O 0 1 

fens (8) + 8 Xx 

0 

நிரை (2) -- நிரை (1) 1 1 9 [ 1 0 0 

நிரை (1) ௨ 
௦ ப 1. | 

நிரை (5) --8 % ் 

நீரை (2) 
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நிரை (1) -- நிரை (4) 10 2 @ 1 0 

0 1... | = 1 1 ௦ 

00 —!1 —§ —-8 i. 

இரை (1)--4% நிரை வா 1 0 0 10 a 

7 | 01 -பு- | டய 
0 0.1 பவத 1 ் 

Boog (2)— Seas (8) 10 0 156 —2 

| Q 1 | = fs 9 பு 

0 0 —! து ௨௨௫ 1 

010 =|/6 9 —l1|4 

001 உ ஒஃ] 

10 15 -8 

அதாவது | 5 உட 

த க 1 

A 

10 15 —2 

ஆசையால் 4-1 = 8 உ. 

த. 

7.11. ஒருபடிச் சமன்பாடுகள் (1108௨ Equations) 

டி கடி வடி என்ற “1 தெரியாக் கணியங்களில் (unknown 

quantities) ஒருபடிச் சமன்பாடு கீழ்க்கண்ட உருவம் கொண்டு 

உள்ளது. 

hay, Xp + ays Xs ப வெட ம் சீரு கடன மிட (1) 
a, wy 

இதில் ச, -0 ஆனால், இச்சமன்பாடு சமபடித்தான ஒருபடி ச் 

சமன்பாடு (Homogenceus Lit car Equation) ஆகிறது. அதாவது 

கடகட குடி ர் வைட்சிற கடர 0 ௨.௨. (2)
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டி 4, டி ்டஎன்ற கணியங்களில், ஈ ஒருபடிச் சமன்பாடுகளை 

எடுப்போம் : 

Ay By + Oy hy “1 பை Ont = bY 

yy By 4 Bag Hy HK vee vee A Qan tn = மி) 

- (8) 

Gn, *y + an, *, 1 டர Gnn Xn = bn J 

இவைகளை அணி முறையில் 

Oy கீழு vee ayn a ச், 

Gg, Agy vet Mae தட b, 
= « (4) 

Gn, Ong sere Ann Xn bn 

என்றும், 

ச்ச (ஓ) 

என்றும், 

ay 19 yn 1 

a, at] 8, Hy t+ vet] கடர] இ 

: : : : 

சீர. an, Gan ச, 

அதாவது (6) 

4g ata @, 2 ti FA g ee = a 

என்ற உருவங்களிலும் எழுதலாம், . 

சமன்பாடுகள் (8) க்குத் தகுந்த சம படித்தான ஒருபடிச் சமன்பாடு 
' afer (Associated system of Homogeneousequations) £paacor 

வாறு எழுதலாம், 

கீர 0 (8) 

அல்லது A ட, x, + 4g, த wceene A @, "= 6 

. (8)
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ஒரு suochurheoisr. Oar QsBsGH CA system of equations 

Sto 5 OQ 50GB fa system of solutions) ஒன்றேனும் இருக்குமானால், 

சமன்பாடுகள் முரணற்றவை (மே3150₹01) எனப்படுகின்றன, 

தீர்வுத் தொகுதி ஒன்றேனும் இல்லாவிட்டால் சமன்பாடுகள் 
முரணானவை (1௦00315111) எனப்படுகின்றன, 

மேலே கூறிய (8) என்ற சமன்பாடுகளுக்கு 44- 0 என்ற தீர்வுத் 

தொகுதி எப்பொழுதும் உண்டு. 

ஆனால் இந்த ௩-0 என்ற தீரீவுத் தொகுதிக்கு அற்பமான 
தீர்வு (1197௪1 கிமாம்ள) என்பது பெயர்: ௩-0 அல்லாத தீர்வுக்கு 
*அற்பமற்ற தீர்வு? (ஈ௦௱- ரகவ] ஈிமா10ாட என்பது பெயர். (8) போன்ற 

சமன்பாடுகளுக் கு அற்பமற்ற தீர்வுகள் கண்டுபிடிப்பது சுவையான 
ஒரு நோக்கமாகும், 

7.12. 4 4-2 என்ற சமன்பாடுகளின் ஒரு தீர்வுத் தொகுதி X, 

என்க. இந்தத் தீர்வுத் தொகுதியை EH Stoy Gadt# (Solution 

Vector) எனவும் கூறுவது உண்டு. இப்பொழுது 

4 X,=B ever ஆகிறது. 

AX=0 என்ற சமன்பாடுகள், 84 8 என்ற சமன்பாடுகளுக்குத் 

தகுந்த சமபடித்தான ஒருபடிச் சமன்பாடுகள். 4-0 என்ற சமன் 

பாடுகளின் ஒரு பொதுவான தீர்வு 17 என்க, அதாவது 470, இப் 

பொழுது, 4-8 என்றவைகளின் பொதுவான தீர்வு 2 ஐ: 

ட ம என எழுதலாம், 

ஏனெனின், க் - 4 (3) 3) 

= AX, + AY 

=B40=8B 

7.13. AX=0 என்ற சமன்பாடுகளின் தீர்வு வெக்டர்கள் I", 
'என்ற வெேக்டர் வெளியின் ஓர் உள் வெளியாகின்.றன. 

நிறுவல்: A pam (mxn)i gon என்க. இதன் தீர்வு வெக்டர் 
களின் உட்பொருள்களின் எண்ணிக்கை 1 ஆக இருத்தல் வேண்டும், 

ஆகையால் எந்தத் தீர்வு வெக்டரும் 15, ஐச் சார்ந்ததாக இருத்தல் 
வேண்டும். ரே 

2 என்ற இரண்டு தீர்வு வெக்டர்களை எடுப்போம். ஆதலால் 

4-0, 47- 0 என ஆகின்றன. 

412) - (0-0 என ஆகிறது.
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ஆகையால் ச என்ற வெக்டரும் ஒரு தீர்வு வெக்டர், 

A[X+ VY] =AX+AY 

=0+0=0 

ஆகையால் (44 7) -ம் ஒரு தீர்வு வெக்டர். ஆகையால் தீர்வு 
வெக்டர்கள் 7*-ன் ஓர் உள் வெளியாக அமைகின்றன. 

7.14. ஒருபடிச் சமன்பாடுகளின் தீர்வைக் கண்டு பிடிக்க 
‘dlgmuodler asl? (Cramer’s Rule)!: 

கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளை எடுக்கவும் : 

By Hy mK படிகள் வ + Ayn Kn = by senreererees CL) 

கடட ஜகிர் வைவ் மழ Xp = நிழ வெய்ய (2) 

sennndavececesoeses dan Slaw ewes oh eeenlanitenan een கவ்வ 

Any X, Ong Ky வ பட ர் Gan Bn கு. மிய வை பகை) 

குணகங்களின் அணி .4- (2௨) என்போம். 

Guay | A | 740 என்போம், 

las | என்ற அணிக் கோவையில் உன் துணைக் காரணி 
(00-1007) கீடி என்க. 

C1) X Ai, + (6) கிர வட்டு X An, என 
எடுப்போம். 

x (a, i A, 1 + a, A 21 tot any Any) + 

Xelay Ary eee Qu, Any) boo 

cee ENn (Ayn A, + an A,, ப கவட + Gan An,) 

அச் பிப மச் திட ப பேவ + On Am 
இதில் ௦, 4) 4 கடகி... 4 கடகட | 4 | என்றும், 

கடி கிடு 4 ஜேன் உர் ng Any பேரன்றவைகள் பூச்சியங் 
சுள் என்றும் உள்ள அணிக் கேரவையின் “தன்மைகளை நினைவிற் 
கொள்வோம். 

ஆகையால், ௨, | 4] ,4, ர, கிடா உர bn Ay, 
எனக் கிடைக்கிறது. 

ஆனால் வலக் கைப்பக்கம், ச்ட கட சூ 

By Ay, அட 

என ஆகிறது.
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By கடி உர 

1 5 பு 

| 4 | 

ஆகையர்ல் x, = [5 மட உப ] 

இதே போல, பொதுவாக 

ஈடன் ம்திப்பு சப மிட Qin 

gy eve Oy ve Gan 
By, vee Dy one Any 

[4 | 
என ஆகிறது. 

அ தாவது, தொகுதியில் (1400067௧௦0) குணகங்களின் அணிக் கோவை 

b 
; b. 

யில் 4)” என்ற நிரலுக்குப் பதிலாக| .. என்ற நிரலை எழுதி, குண 

by 
கங்களின் அணிக் கோவையால் வகுக்க வேண்டும். 

7.15. *கிராமரின் விதியை AX = 0 என்ற சமன்பாடுகளுக்குப் 
பயன்படுத்தினால் ஒரு முக்கியமான முடிவு கிடைக்கிறது, 

பேட eee 0 wee Gy 
சே 110 O vee Any 
By, 008 Deve Any 

| 4] 

= i} 

= —-— = 0 எனக் கிடைக்கிறது. 0 
[a 

  

ஆகையால், | 4 | 0 என்றால், தீர்வு வெக்டர், ஒரு பூச்சிய வெக்டர், 

அதாவது ஓர் அற்பமான தீர்வுதான் எனக் கிடைக்கிறது, | 4| 0 

என்றால், பூச்சியமல்லா த தீர்வு வெக்டர் கிடைக்கலாம். ஆகையால் 

4 - 0 என்பதற்கு அற்பமில்லாத தீர்வு கிடைக்க வேண்டுமானால் 

| 410 என இருத்தல் அவசியமாகிறது. 

7.16. ஓர் அணியின் தரம் (8௨10) என்ன என்பதை 7.2. என்ற 

பகுதியில் பார்த்தோம். இப்பொழுது, ஓர் அணியில் நிரைத் தரம் 

(Row rank), நிரல் தரம் (லெ ரகா) என்ன என்பதைப் 

பார்ப்போம்.



208 - புதுமுறை இயற்கணிதம் 

ers sb (Row Rank): 4 என்ற அணியிலுள்ள நிரை வெக்டர் 

களின் ஒருபடித்தான சார்பு (ஒ.ப.சா.) இல்லாத வெக்டர்களின், மீப் 

பெரு எண்ணிக்கைக்கு நிரைத் தரம் என்பது பெயர்: (1௦4 £௧௦% of 

A is the maximum number of linearly independent row vectors of 

A.) 
Ag& spb (Column rank) : ‘A stop அணியிலுள்ள நிரல் 

வெக்டர்களில் ஒ.ப.சா. இல்லாத வெக்டர்களின் மீப்பெரு எண் 

ணிக்கைக்கு நிரல் தரம் என்பது பெயர். 

தேற்றம் 7.4. 

4 என்ற ஓர் அணியின் தரம் 4” என்றால், .4-ன் ஒரு விளிம்பு 

சிற்றணிக் கோவையைக் (04௦௧1 நகி௦ா) கொண்ட ர நிரைகளும் 

(நிரல்களும்) ஒ ப.சா, இல்லாதவைகள், மேலும் எந்த நிரையையும் 

(நிரலையும்) அந்த £ நிரைகளின் (நிரல்களின்) ஒரு படித்தான சேர்க் 

கையாக.எழுத முடியும். 

4-(ம) - ஒருஈட0ஈ அணி என்க, இதன் தரம் 7 என்க: இதன் 

ஒரு விளிம்பு சிற்றணிக் கேரவை 2, “” வரிசை எண் உடையது. இது 

4-ல் இடக் கை மேல் மூலையாகக் கீழ்க்கண்டவாறு இருக்கட்டும். 

8) 81” Ayp 

a1 Aga +++ Car 
K = see cee nee vee [FO 

ல் மர ௨ ஷு 

Gy, Arg ere Ory 

4-ன் முதல் ர நிரைகள் ஓ, ப. சா, இல்லாதவைகள் எனக் காட்டு 

வோம், 

0, (14 Aye oe Ayn) + Xe. (dais Gan 10+ Gon) ர். வ 

wes by (Gp, Arg ves Gry) = O. 6TeTS. 

இடக் கைப் பக்கத்திலுள்ள வெக்டர்களின் கூட்டல், அதே 
வரிசை எண்ணுடைய வெக்டர் தான். இதன் எல்லா உட்பொருள் 
களும் பூச்சியங்கள். முதல் ர உட்பொருள்களை எடுப்போம். 

் " அவைகள் பூச்சியங்கள். 

கட்டட ர் கேத தட் வ 3- உடு 0 

மடக ம தே Gag $ vere + O Org = O 

6% Ayr bg Bor revere + oy dy = O 

இவைகளின் குணகங்களின் அணிக் கோவை பூச்சியமல்லாததரல் 

Oy Fog = wee போ 0. ஆகையால் முதல் ச நிரைகளும் ஒ௮.சர். 

இல்லா தவைகள்.
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இப்பொழுது, 1-ன் வேறு எந்த நிரையும், இந்த + நிரைகளின் 
ஒருபடி த்தான சேர்க்கை எனக் காண்பிப்போம். 

D iy +++ Gyr Ay; 
Go, --+ Gar Agj 

  

  

| Gy, +++ Ary aj 

| சட ௮௨ றோ கீர 

  

என்ற (7 4 1) வரிசை எண்ணுடைய அணிக் கோவையை எடுப்பேரம். இதில்  - 1 7 2 ஈ எனவும், 1 Sj <n எனவும் கெொள்வேரம். 5 7 என்றால் 2-ல், இரண்டு நிரல்கள் முற்றொருமைகளாக இருக் (கும். ஆகையால் 7 = 0 எனக் கிடைக்கிறது, 72 7 என்றால், 2 
என்பது ீ-ன், (4 |) வரிசை எண் கொண்ட--ஓர் அணிக் கோவை. 4-ன் தரம் “* என்பதால் ம - 0 எனக், கிடைக்கிறது aj (¢ = 
1, 3...) என்பதன் துணைக் argon (Co-factor) t, ் இவைகளைப் 
பொருத்தது; ஆனால் 7 ஐப் பொருத்ததல்ல. ஆகையால் போன் இணைக்காரணி %,; என்க. ் 

22 ஐ] என்ற நிரலின் சார்பாக விவரிப்போம். 

O = D = சரியாச் de sz 

+ aj An + ay A 
ஆகையால் 

805 ச பவ சீவும் டது ம, 

G = as a 9 என எழுதலாம். 

இங்கு /4,, - 5 
ஆகையால், (ai; > Fias Gigy ---5 Qin) என்ற “p> என்ற நிரையை 

[ (2); Fi + 4, Ey ண்ட டட ] 1-4 8, 

(4,2 Pui t+ a, By +H wee... +a,, #,:), 

(ayn Pui + an Es: SF கவலை வ arn F4,i)] 

என எழுதலரம் 

=[F i (aiy5 பேட டி Fi (4,5 Gao, 

Five wee 8 (20 Bryy  --9 arn) ] 

என எழுதலாம். 

ஆகையால் £;£ என்ற நிரையை, முதல் ௨, நிரைகளின் ஒரு படித் 
தான சேர்க்கையாக எழுதலாம். 

14 

லக். Gn)
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இதே போன்ற முடிவு நிரல்களுக்கும் உண்டு. 

தேற்றம் 7.5. 

ஓர் அணியின் தரம் : ,* என்றால் அந்த அணியின் “நிரைத் தரமும்? 

4? என்றும் “நிரல் தரமும்” *7* என்றும் ஆகின்றன. 

(௩௩ம் அணி 4-ன் தரம் 4? என்க. 

ஆகையால் தேற்றம் 7. 4-ன் படி 4-ல் -ர* ஓ, ப. சா. இல்லாத 

நிரைகள் ச், ச,...ச, உண்டு எனவும், எந்த நிரையையும் இந்த*,*நிரை 
களின் ஒரு படித்தான சார்பாக எழுதலரம் எனவும் தெரிகிறது .4-ன் 

m நிரல்களாலும் பிறப்பிக்கக் கூடிய வெக்டர் வெளி 1* என்க. இந்த 
வெக்டர் வெளி, 8, 6, ...... ச, ஆகியவைகளாலும் பிறப்பிக்கக் கூடும் 

என உணரலாம். ஆனால் இவை இஒ.ப.சா. இல்லாதவை. ஒ.ப.சர 

இல்லாத பிறப்பாக்கிகள் என்பதால் இவைகள் ஓர் ஆதாரக் கண 

மரகின்றன. இதில் 7 பொருள்கள் உள்ளதால் 7£-ன் பரிமாணம் 7 ஆகி 

றது. அதாவது சீ(17) - 1. ஆகையரல் ஓ.ப.சா. இல்லாத நிரை 

களின் மீப்பெரு எண்ணிக்கை 7. ஆதலால் நிரைத் தரம் £ ஆகிறது. 

நிரைத் தரம் 2, (4) என்க 

நிரல் தரம் Rp (A) என்க, 

(4) - £, (4) என நிருபித்து விட்டோம். 

T T 
R(A4) = R(A ) = R,( A) = Ry (A) 

எனக் கிடைக்கிறது 

ஆதலால் &, (4) - 2. 

ஆதலால் R(A) = R, (A) = 8, (4)- என உள்ளது. 

கிளைத் தேற்றம் 1: 

ஓ. ப. சா. இல்லாத நிரைகளின் மீப்பெரு எண்ணிக்கை ஒ.ப.சா. 

இல்லாத நிரல்களின் மீப்பெரு எண்ணிக்கைக்குச் சமம் 

= r= R(A)}. 

கிளைத் தேற்றம் 2: 

ஒரு (௪68) சதுர அணி .4, சிறப்பரன அணியானால் (84தய/க0) 
| 41 -09 என ஆகிறது, ஆதலால் £ (4) - ௨ ஆதலால்.£, (4) - 

82 (4) ௮ ௩௨. ஆகையால் 4-ன் நிரைகள் ஒருபடிச் சார்பு 
கொண்டவை. இதே போல் .4-ன் திரல்கள் ஒ.ப,சா. கொண்டவை. 

கிளைத் தேற்றம் 3 2 

4 ஒரு சிறப்பான அணியாக இல்லாவிட்டால் 141 40 
R டக] ௩ &ீட(4)- 8 (4) - உ ஆகையால் நிரைகள் ஒ. ப.சர 
இல்லாதவை. இதேபோல நிரல்களும் ஓ. ப. சா. இல்லா தவை
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7.16. வரையறை: கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகள் 

ேடகிட ர் Gye Xp + பப ர் Ayn tn = dy 

தேடிட + Ago Ho + .. wo t+ Gon tn = by 

eee tenn OO OOO pac cee cess + ட mee ewer teres enns. wep ees - 

ரோட்டு எ கழ கதர். வபய் + dun Xn = On 

கொடுக்கப்பட்டால் 

411 QA - Qin 
Gq Gea, same cv oe Gon 

A= . 

any 82 were Gun 

என்ற அணி, குணகங்களின் —sysof (Matrix of co-efficients) 
என்றும், 

dit 81 coe Bay by 

Boy டட உனக Goy On 

B= ப Red BS 
Bee cme eee ete ee tebe eee 

ant yg உ ககக Any bn 

என்ற அணி விஸ்தரிக்கப்பட்ட sj snf (Augmented Matrix) 

என்றும் கூறப்படுகின்றன. 

தேற்றம் 7.6. 

ஒருபடிச் சமன்பாடுகளின் ஒரு தொகுப்பு முரண்பாடு இல்லாமல் 

இருப்பதற்கு (77௦ 6 ௦௦௦5151600) வேண்டிய, போதிய நிபந்தனை பின் 

வருமாறு ண *குணகங்களின் அணியும், விஸ்தரிக்கப்பட்ட அணியும்: 

ஒரே “தரம்” கொண்டவைகளாக இருத்தல் வேண்டும்.” 

நிறுவல் ₹ 

சமன்பாடுகளை 7, 11 என்ற பகுதியில் உள்ளபடி 

x, Ag, + x, Ag. + ue Tt + Xp 4g, - சீ என எழுதலாம். 

இதில் Ag Ag ... என்பவைகள் அணி .4-ன் நிரல் வெக்டர்கள். 
19 ஓர
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a A eee A b கியவைகள் அணி 2.-ன் நிரல் 
இடி @y @as ஆ அ 

வெக்டர்கள். முதலில் 4- b முரணற்றவை என்க. ஆதலால், 
“Iv “ற அடி ௮ நர என்ற ஒரு தீர்வுத் தொகுப்பு உண்டு. 
ஆகையரல், ற, 4. + yy, Ag, wee fee De 4, 5” ம் என 

ஆகிறது. 
ஆகையால் சீ, 4-ன் நிரல் வெக்டர்களின் ஒருபடித்தான சேர்க்கை 

ஆகையால், விஸ்தரிக்கப்பட்ட அணியின் தரம் 4-ன் தரத்தைவிட 
அதிகமாக இருக்க முடியாது. ஆகையால், 

R(B) < R(A) 

ஆனால் .4, 8-ன் ஒரு சிற்றணி 
ஆகையால், (4) 5௨ 285) 

ஆகையரல், R (A) R (B) staré கிடைக்கிறது. 
மறுதலையாக, 2 (4) - 82) - ; என்பேரம். 
ஆகையால் 7 வரிசை எண் உடைய (பூச்சியமல்லாத) விளிம்பு அணிக் 
கோவை 2, 4-ல் உள்ளது. இது £-யிலும் உள்ளது. 

இதைத் தன்னிடம் கொண்ட, 4-ன் r நிரல்கள். Je Ag wes 
ரச 29 A ®, என்க. தேற்றம் 7-4-ன்படி A அல்லது .9-ன் வேறு எந்த நிரலை 

யும், இவைகளின் ஒருபடித்தான சேர்க்கையாக எழுதலாம். 

உதரரணமாக, 

ச ௧, Ag 1 ஆ Ag, 4 waren + er dg என்க. ஆகையால் 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடுகளுக்கு (5, 32% 0, த 0]] 
என்ற தீர்வு வெக்டர் உள்ளது. 

மாதிரி 3: கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகள் முரண்பாடற்றவை எனக் கர்ண்பிக்கவும். 

6x+ 87+ 7 =4 

3x + 26y + 2z = & 

7+ 2410225 

5 8 7 

(உல ட் 

7 2 10
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58% நிரை (1);5% நிரை(ஒ ஈ15 9 

் | 15 180 

ட்ரீ 2 

Boog (2)— Boos (1) வ ௩15 9 
0 121 

ட 7 2 

§ X Beng (1); 5 kK Dos (8) 55 .ஐர 

~ 0 121 

டக 10   
di X Bony (2) Q 1 

நிரை(8)-நிரை(1). ~ ~- 86 2] 

0 —11 

“நிரை (3) * நிரை (4) ~ 35 al 

fen 
ஆகையால், R(A) = 2 

. 5 3 7 

B -| 38 26 2 

7 2 10 

3x Heng (1); 5x Gong (2) - 15 9 ௮1 

ம 1380 10 

7 2 10 

Boog (2) — feos (1) ~ fle 9 21 
| O 121 —I11 

L 7.2 10 

$ 4 நிரை (1). . 385 21 49 
5 % நிரை (89; ~ ட 

4, X நிரை (8) 2 il 4 
385 10 50 

21 

10 

10 

21 

11 

10 

49 

ர] 

ழூ
 

12 

45 

12 
99 

5 

28 
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0 11 —1 8 

நிரை (89) - நிரை (1) ~ 85 21 49 28 | 

0 11 1 —8 

0 11] —1 8 

நிரை (8) -- நிரை (2) ~ 35 21 49 828 | 

0 0 0 0 

ஆகையால் &£ (6) 28 

ஆதலால் R (A)=R(B)=2 

ஆகையால் சமன்பாடுகள் முரணற்றவை. 

7.17. ஒரு சமன்பாடுகளின் தொகுப்பின் பொதுத் தீர்வு காணும் 

முறை? 

சமன்பாடுகள்? 

சட்ட ஆர அர் கடி குடா ம 

ச சடசட உர் அ ர்க எம், 

போடோ சடார் அர் வடம் = Om என்க, 

(49 -2(22)-7 என்க. 

ஆதலால் 4” வரிசை எண் கொண்ட பூச்சியமல்லாத சிற்றணிக் 
கேரவை 2 உண்டு. இக்கோையைத் தம்மிடம் கொண்டுள்ள 4 
சமன்பாடுகளை எடுத்தால் போதுமானது. அவைகள், 

ச க்கட் உர பேரு ச, 

Oo oe coe sue பக பவட ககக உக்க ட டடககக உக 

கடல் ர கடியார் ர்ச், என இருக்கட்டும். 

இவைகளை, 

சடை ர உர் மழு Mp 

நடக wee + Gar ty = by — ag, Peo Mey ரா ரை இர Ky 

ச், தபூ rei Mee ரா பட காக் இட ரது 

ர EOS ககக ககக ககக. படட வடட உ ட்ச்க தகக ககக கக டம 
Oy Ry ர் டர் இட்து ம இ; ப தட படட — Ary Xp 

என எழுதலாம்;
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இவைகளில் 4, பூ) 8) ஷி creer + உட என்ற கணியங்களுக்கு நமது 

இச்சைப்படி எந்த மதிப்புகள் வேண்டுமானாலும் கொடுக்கலாம். 

பிறகு, 22 - 0 என்பதால் 

Nay ஷி டி அநகியவைகளைக் *கிராமர் முறைப்படிக் கண்டு 

பிடித்து விடலாம். 

இவைகளில் கடி ட வட பட என்பவைகள் (1-7) மாறு ராசிகள் 

(Parameter). ஆகையால் எண்ணற்ற தீர்வுகள் உண்டு. 

மாதிரி 42 மாதிரி 8-ல் உள்ள சமன்பாடுகளை எடுப்போம். 

R(A) = R(B)=2<8., 

பூச்சியமில்லாத ஏதாவது ஒரு மீப்பெரு சிற்றணிக் கேரை வை 

சாடுப்போம். உதாரணமாக தத | ஐ எடுப்போம். 

இவைகளைக் கொண்ட இரண்டு சமன்பாடுகளைக் கருதினால் போது 
மானது. 

அவைகள், Sx + By +7 =4 
Bx + B6y + Bz = 

இவைகளை Ox + By = 4—7z 

8x + 26y = 9 — Bz என எழுதலாம். 

15x 4- Oy = 12 —Blz 

15% + 180) = 45 — 102 

12ty = 88 + ilz 

3 
அல்லது Y = a> 4 

7 
x= 4, — 28 

க்கு நம் இச்சை 1 படி எந்த மதிப்பும் கொடுக்கலாம்; 

ட வ்ந்து டட14 zz 1 என்றால். ௨ 1 J (15 

37 25 
உ ஓ 5 3 oe eee ர் ஹெ ௧5 8 என்றால், உ௮ rT J [1 

இதுபோல எண்ணற்ற தீர்வுத் தொகுதிகள் உள்ளன.
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7.18. ஈ: கணியங்களில் .“ஈ” ஒருபடிச் சமன்பாடுகள் இருப்பதாகக் 

கொள்வோம். 'குணகங்களின் அணி “4' என்றும், விஸ்தரித்த அணி 

5 என்றும் கொள்வேரம். கீழ்க்கண்ட மூன்று முக்கியமான முடிவு 

களை உணரலர்ம் : 

(1) R(A) = R(B) = 1 என்றால் ஒரே ஒரு தீர்வுத் தொகுதி 

தான் உண்டு. இவைகளைக் *கிராமர்” முறையில் கண்டு 

பிடிக்கலாம். 

(2) R(A) = R (B) ௮ உ என்றால் எண்ணற்ற தீர்வுகள் 

உண்டு. :7.17-ல் உள்ள முறைப்படி தீர்வுத் தொகுதி 

களைக் கண்டுபிடிக்கலாம். 

(8) 8(4) 2 8(2) என்றால், தீர்வுகள் கிடையாது. அதரவது, 

சமன்பாடுகள் முரணாவை, 

உதாரணம் (0) .2%:-- ௫ - 1 

இதில் .॥ - உழ): 7000-2 

B= 238 17) ry =2 Be (2 ச |: (B) = 

|| 

1 

& R(A) = R(B) = 2 

. ஆகையர்ல், ஒரே ஒரு தீர்வுத் தொகுதிதான் உண்டு. அதாவது 

x=2,y7=-—-1 

(Gi) 5x + y= l 

| 10x 4+ 2y = 2 

5 LD Raya ie 2 | k= 
5 1 | _ ; = 

B= | 46 2 ol gH) 

R(A) = R(B)=1 <2 

ஆதலால் -5%£ 43 எ 1 என்பதை மாத்திரம் எடுத்தால் போதம், 

5x = 1 எண 

A || 

அல்லது xo Ley 
. 5
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. i— ‘ ஆகையால் [ a »| என்ற பொதுத் தீர்வு கிடைக்கிறது. 

இதில் 7-56 நமது இச்சைப்படி எந்த மதிப்பும் கொடுக்கலாம். 

ஆகையால் எண்ணற்ற தீர்வுத் தொகுதிகள் உண்டு. 

(iii) 3x — 4v = 1 

(A) = |. 4] ;R(A)= 1 

8-4 1 

R (A) < R(B). 

சமன்பாடுகள் முரணானவை; தீர்வே கிடையாது. 

தேற்றம்: 7.7, 

4 என்ற ஒரு ஈ%௩ அணியின் தரம் ‘7? ஆனால், 4122-0 என்ற 

சமன்பாடுகளுக்கு, ஈ-ஈ ஓ.ப.சா. இல்லாத தீர்வு வெக்டர்கள் 

உண்டு. 

4&-0 என்பதை, 

x 
My னி x, A nee 1 Np wos = Np dg t% ஏ. க 4 ஓரக் ஓடர் tin Ae 0 

என' எழுதலாம்.--(/) 

ஏன் தரம் ** ஆதலால், 4-ன் நிரல் தரமும் 7? ஆக உள் 

“ளது. ஆதலால் ஓ.ப.சா. இல்லாத நிரல்களின் மீப்பெரு எண் 

ணிக்கை 1. உதாரணமாக முதல் “* நிரல்களும் ஓ. ப. சர. இல்லா 
தவையாக க்கட்டும். ப்பொழுது A oA த இருக்கட்டும். இ முது சீட 4 @..674 ©, 

என்ற 8ஈ--7* நிரல்கள். ஒவ்வொன்றும் முதல் 7 நிரல்களின் ஒருபடித 

தான சேர்க்கையாகும். ஆதலால், 

் = யய al 
ae red Oy A® a a, Ag, a + a @, 

AB... B, Ag, + Be Ag, நட ர் நீ, ட 

Ag, = 86, Ag, + 4, Ag, + see eee rs 9, Ag 

என்று எழுதலாம்.
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அல்லது, 

a, A 

புதுமுறை இயற்கணி தம் 

6, + a Ag nee of ௭கிஐ, “கில =0... (1) 

BAg + BAe +. + BA 
@: - 4%, , இ: =f ழ் (2) 

அகவ அ வவ ய ப யேரன்று எழுதலாம். 

(1) இலிருந்து [க ஈ... கடி-1, 0, 0, ..... 0] 

என்பது /-ன் ஒரு தீர்வுத் தொகுதி என உணரலாம். 

(2) இலிருந்து [Ba Bay are Bry 0, ர 0, தைவ 0] 

என்பது 7-ன் மற்றொரு தீர்வுத் தொகுதி எனப் பார்க்கலாம். 

இதேபோல (ஈ--7) தீர்வுத் தொகுதிகள் கிடைக்கின்றன. இவை 
கள் ஓ. ப. சா. இல்லாதவைகள் என்பதையும் உணரலாம். 

மாதிரி 4: "ச, -- ற 34 4 = d, 

a,% + by +e,z2 = d, 

A,X + by 1 4 d, 

என்ற மூன்று தளங்கள் எவ்விதங்களில் சந்திக்கின்றன் எனப் 

பார்க்கவும், . 

a, 6, ௨ a, 6, 6, d, 

A= a, b, ¢ ; Bs a, 6, 6, d, 

a, 6, 6, _| a, b, ¢, d, 

(G) R(A) = 8 (8) - 8 என்றால், ஒரே ஒரு தீர்வுத் தொகுதி 

(ii) 

(iii) 

தான் உண்டு. ஆகையரல் மூன்று தளங்களும் ஒரு புள்ளி 

யில் சந்திக்கின்றன. 

R (A) = R(B) = 8 என்றால், எண்ணற்ற தீர்வுத் 
தொகுதிகள் உண்டு. மேலும் £-ன் ஒரு நிரை, மற்ற 
இரண்டு நிரைகளின் ஒருபடித்தரன சேர்க்கையாக இருக் 
கும். ஆகையால் மூன்று தளங்களும் ஒரு நேர் கோடு 
வழியே செல்லுகின்றன. 

(4) - 88 (2) - 8 என்றால் சமன்பாடுகள் முரணா 
னவை. தீர்வே கிடையாது. மேலும், 4-ன் ஒரு நிரை, மற்ற 
இரண்டு நிரைகளின் ஒருபடிச் சேர்க்கையாக உள்ளதால், 
ஒரு தளம், மற்ற இரண்டு தளங்கள் சந்திக்கும் நேர் கோட் 
டின் வழியே செல்லும் ஒரு களத்துக்கு இணையாகும். ஏனெ
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(iv) 

(v) 

(vi) 

னின், ௨ தாரணமாக மூன்றாவது தளத்தைக் கீழ்க்கண்ட 

வாறு எழுதலாம்: 

ky (@,% + by + 6,2) இக ௨௮) 

= d, (Ak, d, + ky d,) 

ஆகையால் மூன்று தளங்களும் ஒரு பட்டகத்தை ௨௬ 

வாக்கும், 

R (4) =1; R(B) =8 
இந்த வகை இருத்தல் முடியாது. ஏனெனின், £ (4) -1 

என்பதால் 4-ல், 2 வரிசை எண் உடைய எந்த சிற்றணிக் 

கேரவையும் பூச்சியமாகிறது. ஆகையால் 4-ல் பூச்சிய 

மல்லாத எந்த 8 வரிசை எண் உடைய சிற்றணிக் கோவை 

யும் இருத்தல் முடியாது, 

R(A)=1, R(B)=2 

சமன்பரடுகள் முரணானவை. ஆகையரல் வகை (11) ஐப் 

போல் தீர்வே கிடையாது. ஆனால் .4-ன் இரண்டு நிரைகள் 

மூன்றாவது நிரையின் மடங்குகளாக இருப்பதால் மூன்று 

தளங்களும் இணையானவை. 

R(A) = 1; R(B) = 1 

மூன்று சமன்பாடுகளும் ஒன்றாகிவிடும், ஆகையால் மூன்று 

தளங்களும் ஒன்றிவிடும். 
௫ 

பயிற்சி 

(1) கீழ்க்கண்ட அணிக இயல்பரன உருவத்துக்கு மாற்றவும், 

(a) 
to ர wf) 2 அ] 

2 5-4 

2 5.௨] _1 

1 1 1 2 1-1-2 —4 | (4 
le 1 8 -e@ 

1 38 —2
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(8) கீழ்க்கண்ட அணிகளின் தரங்களை எளிய செயல்கள் 

மூலம் கண்டு பிடிக்கவும் : 

(2). 012 1 (9) 1 —1 98 

12 8 2 1 § §—8 —4 

811 8 5 8 9 11 

(2) [8-2 0-1 ஞ் 1 உ 1 
0 2 2 1 1 2 2 
1-2-8 2 1 2 8 

0 12 1 —1 -2 4 

(8) கீழ்க் கண்ட 4 என்ற அணி, 240. - N (Qweurer 
உருவம்) என ஆகுமாறு, 7, 0 என்ற சிறப்பில்லாத அணிகளைக் 
கண்டு பிடிக்கவும் 2 

(a) 1 1 15 (rs 2-4 5 
fe E 1 4 = | 

. 8 | [1 14 11-12 

(2) 3-1 21 

L 4 61 

7-11 —6 1 

7 2 12 8 

(41) கீழ்க் கண்ட A என்ற அணியின் .4-1 என்ற எதிர் அணி 
யை எளிய நிரைச் செயல்கள் மூலம் கண்டு பிடிக்கவும். 

()[—-1 0 ௨ ஓ 
pe 7 8 2 1 0 1 

_1 
(2) as 4 10 ஓட 6 8 2 

| -4 1 -8 1 
. (2) 1 1 1 1 

—2 |—1 —2 

—-4-2-83 1 
1 1 10
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(5) கிராமர்? முறைப்படி கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளின் தீர்வு 
கர்ணவும். 

(a) Ox4+ 77 + 8z=6 100 x— By + 5 0 
கத. நு 45 2] 2x + z- 3 
6x + 8y+ 22 = 4 5x — By = 2 

(6) கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகள் முரண்பாடு உள்ளனவா, அல் 
லவா எனப் பார்க்கவும். 

(602௩34 85 1 (0 54 ]3 521 
x—2)+ 862 A x +2y)+8z= 4 
x-+ 389+ 66 = 10 x + By+ 8bz= 7 
a+ 4y+ 107 = 19 x + 49+ 7z = 11 

(c)x+ 2y— z= 8 (b) 2x + By + 1] = 6 
8x — pt 2z = 1 6x + 20) — 624+ 8: 0 
2x—2y +8z = 2 6y —18z+ 1:0 

x— yt gz —l 

(7) முரண்பாடு இல்லாதவையா எனப் பார்த்துக் கீழ்க்கண்ட 

சமன்பாடுகளின் தீர்வு காணவும். 

(a) 2xn—y+z=1 (ச) வரை z= 6 
x+y7—z2=28 Bx — By—Sz= 7 

8x—ytizg=0 4x + dy —8z = 17 

(¢) 2x — By + 6z = B (d) 8x 791142 — 8w= 24 
4x - y+ zal x —4y 4+ 82 — w= —2 
8x — By +8z2=4 மு. உ மூல 6 

2௯ -]ஜூ. 2 4+8w - —46 

(8) கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளைத் தீர்க்கவும். 

(a) 2x + 89+ 42 =0 (c) 8x + 4) — Bz = 0 
3x + 4) + 5z = 0 4x + Sy + 2z = O 

4x + 5y + 6z = O —2x + By + 8z = 0 

(b)x+ 8y —28z=0 (2) x+ y+ 4z = 0 
ந. yt 42-0 2x + 387+ 620 
x—Ily+14z = 0 x+ y-— zx OD



8. இருமி உருவங்கள் 
(Quadratic Forms) 

8.1. வரையறை: 30% 8 போன்ற தணியங்களில் சமபடித் 

தரன இருபடி பல்லுறுப்புக் கேரவை, இருபடி உருவம் எனப்படுகிறது. 

fA Quadratic form is a homogeneoues polynomial of the second 
degree in the quantities x,, Xj) Xgy +++ + ] 

உதாரணம் : 227+ B8xy+ Sy? 3 Bx? + Qy? —Oz?—xy + 32 

—82zx போன்றவைகள் இருபடி உருவங்கள். 

8.2. ௨, %y 9) ஆகியவைகளில் பொதுவான இருபடி, உருவம் பின் 

வருமாறு : 

Oy, MP + gy Hy? + GyyX,? + 2a,, xX, x, +2 4,, %. x, +2a,%, x). 

இதில்,. சட போன்ற குணகங்களும், “9 போன்ற கணியங்களும் 

மெய்யெண் கணத்தைச் சார்ந்தன. 

8 3 
இதை, $ 2 822) (டி - கட் எனவும் எழுதலாம். 

i=l jal 

மேலும், இதே உருவத்தை, மூன்று அணிகளின் பெருக்கல் பலனாகக் 

கீழ்க்கண்டவாறு எழுதலாம் ₹ 

டே %) By, Ay As x, 

ஜே ஜே ஜே மத 

8 85 as x, 

[ ay = ay] 

T 
அல்லது, & 4 & எனவும் எழுதலாம். 

1 

இதில் ந - [8 3, 2) என்றும்,



(ங்
 

ரட்
 

9
 இருபடி உரூவங்கள் 

15 (ர) ஒரு சமச்சீர் அணியாகவும் உள்ளது. 

இதேபோல; ஈ கணியங்களில் இருபடி உருவத்தைக் கீழ்க்கண்ட 

வகைகளில் எழுதலாம் : 

n n 2 

(1) % = iyi Xj; (ay = aii) 

i, j= 

T s 

(2) X AX; இதில் (A) = (4s) (aij = Gj) 

Tv 
tom min X = [x, yy 2 1 Xn] 

8.3. gGuysgrer ormMmied : (Linear Transformations) 

T 
N= (கடகட 83 என்ற வெக்டர் என்க. 

Px (n X nN) அணி (,.) என்க. 

P என்ற டூ ணியால் ட என்ற வெக்டரை, 

T 
LLMs Dey ௮ வரபி என்ற வெக்டராகக், கீழ்கண்டவாறு 

மாற்றலாம்: 

15 72%; அதாவது ் 

் Pu Pr ப ஸர 
ட 

நிதி ௮ Pp x, 
DJ ate * 

Jn Pr ‘Pr Pan Xn 

AVUH) , = Py Xt Put, +o 4 நீட Xn 

Jy Puy x + Py xy + oe + Pon Xn 

In = Pay X%, + Pry Xz + owe + Pun Xn 

எந்த 4 க்கும் தகுந்த 1” உண்டு. 7”. ஒரு சிறப்பில்லாத அணியானால் 
Po! உண்டு, 

ஆகையால் & - 7-1 17”என எழுதலாம். இதன்படி. எந்த 75க் 

கும் தகுந்த 4 உண்டு என ஆகிறது. ஆகையால் 75 1” ஆகியவை 
களுக்குள் ஒன்றுக்கொள்றான பிரத்தியேக இணைப்பு உள்ளது.
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8.4. 

புதுமுறை இயற்கணிதம் 

ஓர் இருபடி உருவத்தை, மற்றோர் இருபடி உருவத் 
துக்கு மாற்றலாம். 

8.5. 

T 
4 மட் என்பது ஓர் இருபடி உருவமென்க. .......... (1) 

NX = PY என்ற மாற்றத்தைச் செய்யவும். 

இதை (1) என்ற உருவத்தில் பிரதியீடு செய்யவும், 

௫ rT + ) “1 

(PY) A(PY)= ¥ (p AP]Y =Y BY. 

+ 
இதில் 2-7 42, 

8-ம் ஒரு சமச்சீர் அணி. ஏனெனில் 

T T T T T 
B =(P AP) =P A P=P AP=B8 

ல் 
ஆதலால் Y 8 1”என்பது 75ல், ஓர் இருபடி உருவம், 

4, மீ என்ற அணிகள் சிறப்பில்லாத 2 என்ற அணியுடன் 
கீழ்க்கண்ட இணைப்பு கொண்டால், முற்றொருமை அணிகள் (00- 
தாபர் 0271710௦65) எனப்படுகின் றன. 

7 

B=P AP 

2. 1 இலிருந்து முற்றொருமை மாற்றத்தால் அடையப்படுகிறது 
எனப்படும். இந்த மாற்றத்துக்கு முற்றொருமை மரற்றம் (0௦௦ ஜாய- 
ent Transformation) etsirugy Quut. Qs முற்றொருமை இணைப்பு 
ஒரு “சமத்துவ இணைப்பாகும்” (8 90ர4வ12 ௦6 Relation). 

நிறுவல் : (1) A=IAr 
ஆகையால் 4 தன்னுடனேயே முற்றொருமை கொண்டுள்ளது. 

T 
(2) B=PAP store, 

-1 

(p") Bp =A 
ல் 

அல்லது சீ - (271) (2-1) என ஆகிறது. 

ஆகையால் 4, 8 உடன் முற்றொருமை கொண் 
டுள்ளது. 

(8) A= P BP ordre. 
T 

B= Q 0 என்க.
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TT 
sora A= PQ COP 

T 

= (QP) C(QP) 

ஆதலால் 4, ஜே உடன் முற்றொருமை கொண்டுள்ளது. 

தேற்றம் 8.1. 

4 என்ற பூச்சியமல்லாத ஒரு (8) சமச்சீர் அணி கொடுக்கப் 

T A, 0 ட ட உ 

பட்டால் 2 4 2 [ 00 | என்ற அீ-ன் சுருக்கமான அணி 

கிடைக்குமாறு, 7 என்ற ஒரு (17%) அணி உள்ளது. இதில் 7 என்பது 

4-ன் தரமாகும். 

நிறுவல்: தரம்? உள்ள 4 என்ற ஒரு (8) சமச்சீர் அணி 
கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. இதை எளிய செயல்கள் மூலம் இதன் ௬ரக் 
கமான உருவத்துக்கு மாற்றலாம் என்பது தெரியும். ,4 ஒரு சமச்சீர் 
அணியா தலால், எந்த ஒரு எளிய நிரைச் செயலைச் செய்து, நிரைகளில் 

ஒருதேவையான மாற்றம் செய்கிறோமோ, அதே போன்ற ஓர் எளிய 

நிரல் செயல் செய்து நிரல்களில் அதேபோன்ற மாற்றம் செய்யலாம். 

இந்த இரண்டு செயல்களையும் அடுத்தடுத்துச் செய்வோமானால், 4 

என்ற அணியை Pp என்ற அணியால் முன் பெருக்கல் செய்து 
உடனே £, என்ற அணியால் பின் பெருக்கல் செய்வதற் ச் சமமாகும். 

இதேபோன்று தேவையான எளிய செயல்களை அடுத்தடுத்துச் செய்து 

4-ன் சுருக்கமான உருவத்தை அடையலாம். ஆதலால் 

4,0] of T_T 
oot > Ps cm P,P, AP, Py was Ps 

॥ 

T 

(P, Py. Ps) ACP, Py + Ps) 

T 
2 42 என ஆகிறது. li 

இதில் .4, என்பது 7 பொருள்கள் கொண்ட ஒரு மூலைவிட்டஅணி. 
4-ன் தரம் * ஆனதால் சுருக்கமான உருவத்திலும் தரம் 7 எனக் 

கிடைக்கும். 

தேற்றம் 8.2. 

மூலைவிட்ட. உருவத்துக்குச் சுருக்குதல் (15604௦110௩ (0 diagonal 
form) 

15
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T 
X AX என்ற இருபடி உருவத்தை (4-ன் தரம் £) தகுந்த X = 

PY என்ற மாற்றத்தினால் சீ, நட் + d, Ho bow + ஆட் 

எனச் சுருக்கலாம். 

நிறுவல் : 

சென்ற தேற்றத்தின்படி. .4 என்பதை, தகுந்த 7? என்ற அணியால் 

ந் A:P -| ட் ௦ ] "என்ற உருவத்துக்கு மாற்றலாம் எனப் 

பார்த்தோம். 

இதில் 4, - 82 (ச, 8, ட 90) என்றும் பார்த்தோம். 

ந. 29 என்ற மாற்றம் செய்வோம். 

T 
X AX என்ற உருவத்தில், 2ட்க்குப் பிரதியீடு செய்வோம். 

T T 

X AN = (PI) A(PY) 
TT 

= ¥P APY 

T A, O 

= of Ee 0 | 

= 32,04" 4 மிறர் + a, Dy? 

. எனக் கிடைக்கிறது. 

இதற்கு, மூலைவிட்ட. உருவம் (diagonal Form)  srsiug) 

பெயர்.) 

மாதிரி 12 8௨29 93). - தட ஆ ஐன் 4x, x, 

என்ற இருபடி உருவத்தை மூலைவிட்ட. உருவத்துக்கு மாற்றவும். 

இங்கு, - 6$ 8, a,, = 8 

a, = கர —1l; ¢«, =2 

என உள்ளது. ஆகையால் இவ்வுருவத்தின் 

aon A= 6 திம் 2 

டூ 3 = என்றும், 

2 1 3 

T T 
இருபடி உருவம் XAX; X= (4,4, %,) என்று உள்ளது. 

4 ஐ.2எளிய செயல்கள் மூலம் அதன் இயல்பான உருவத்துக்கு மாற்று 

வோம்.
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6-2 2 100 100 
-2 8112-1010 141010 
2-1 இ 9 01 0:0.1 

நிரை (ஐ 4 ச 2 
a xX Boos (1), 0 7 I 
நிரை (8) 8 Sle 
— 3 Beng (1) J 

o—i 7 
௩ 8 3 

[| 0 0 

1 1 0 0 

gy it 89 410 1 0 | 
l ~~ 0 1 001 

6 0 0 

நிரல் (2) + 0 7 1 
3 xX நிரல் 1 8 73 |. 

நிரல் மனி i 7 

—sf நிரல் J 0 ஐ ஓ 

10 0 f 1 1 

டர். நி 8 
3 a 

1 0 1 0 

—~g? i 0 0 4 

Hoo) (8) + | 6 0 0 
1 x நிரல் (2) 7 1 

த 

16 
0 0 டத 

1 09 0 1 1 

ன் 1 0 A 3 3 

= 5 0 1 0 
== 4 0 

7 7 0 0 1



228 . புத:முறை இயற்கணிதம் 

Age (8)+ “6 0 0 

ன்! 
rx pro) [5 

e ந 
ட 8 

- 1 0 0 1 ஐ 
1 ட் 1 5 ர 

= x 1 oO], i 

—2 1 , : 7 
| 7 7 !} 0 1   

அதாவது, 29 = 242 என உள்ளது. 

இதில் 2 - 1 ட ஓ 

87 

o 1 2 
0 

0 0 1 

& 5 7 என்ற மாற்றம் செய்வதால், கீழேயுள்ள மூலைவிட்ட 
உருவம் கிடைக்கிறது. 

இட் 372 4 -து 

மாற்றங்களின் சமன்பாடுகள் பின்வருமாறு 2 

கட எற * ந FIs 
J 

% = Jo t+ i Is 

Xs = Is 

8.6. ஓர் இருபடி உருவத்தை மூலை விட்ட உருஙமாக மாற்று 
வதற்கு மற்றொரு வழி உள்ளது. இதற்குச் செங்குத்து அணியால் 
சுருக்குதல்” (0211௦20021 Reduction) erarugy Quust. 

ஞு 
X AX ஓர் இருடி. உருவமென்க. QOPI AGH மெய்பயெண் 

சமச் சீரணி; 2ம் ஒரு மெய்பெண் வெக்டர். .4-ன் சிறப்பியல்புச் சமன் 
ut@ | A—al| =0. 

இதன் வெவ்றே தீர்வுகள் 4, 7, ......... ப என்க, 

இவைகளுக்குத் தகுந்த சிறப்பியல்பு வெக்டர்கள் 2, ஃ....... x 
என்க,
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ஆதலால் 42 ௪ A, X,3 AX, = A,X, ove... CTT DB siraren. 

Xi. Mig ப டவளாப க Xn ஒரு செங்குத்து வெக்டர் கணமெனக் 

காண்பிப்போம். 

4 ஒரு சமச் சீரணியா தலால் 

T ரி 

X, AX, =X, AX, 
\ 

. T T 
அல்லது %, A,X, =X, A,X, 

. T oT 

அல்லது A,X, X, = a, X, X, 

. T T T 
லது (8-0 &-0..[ஃ &- X, XJ 

அல்லது (A,—a,) (Xp X,) =0 
ஆதலால், %, 2) ஆகியவைகள் செங்குத்தானவை. 

இதேபோல எந்த இரண்டு சிறப்பியஃபு வெக்டர்களும் செங்குத் 
தரனவை என ஆகின்றன. செங்குத்து வெல்டர்களைத் தரப்படுத்தி 

னாலும் செங்குந்துத் தன்மை மாறுவதி லை. ஆகையால் 4, &, .... 
அ.டிஆகியவைகளை த் தரப்படுத்திப வெக்டர்களாகவே கருதுவோம். 

் இவைகளை நிரல்களாக உள்ள அணி 2 என்க, 

அதரவது2- [&, 4, ...... ய 

2 ஒரு செங்குத்து அணியரகிறது. 

ற 2 T 
ஆகையால் 2 7  அதர்வது 7 =P} 

Pp AP = PAP 
= P“ALX, X, we. Xn] 
= P1[ AX, AX, ப சி 
= PLAX, Ay Xy wee dn Xad 
=[A, PE X, a, PMX, wees An PU] 

32, 7-ன் முதல் நிரலானதால், 2-1 8, என்பது 7-1 2 - [என் 
பதன் முதல் நிரல் 

அதாவது 1,221 “1-3, 
: 0 

ட் என ஆகிறது. 

6



aso புதுமுறை இயற்கணிதம் 

அதேபோல A{P-1X,= 0 என ஆகிறது. 

a, 
0 

0 

of 4,900. 
ஆகையால் 2 AP= 04,00 ...... 

டு கண்ணால An 

T 
ஆகையால் 7 42 - 88(4, 8, வ்கி = D என ஆகிறது. 

&- 7 7” என்ற மாற்றம் செய்வோம். 

vc T 

X AX=(PY) ACPY) 

T OT 

=Y PA PY 

நீ 

=Y DY 

= ARP + Ag Ig? Heese + An Dn? 
எனக் கிடைக்கிறது. 

குறிப்பு: இருபடி உருவத்தின் தரம், £ ஐ விடக் குறைவாக 
இருந்தாலும், மேற்கண்ட முறை சரியானது. 

மாதிரி 2: கீழ்க்கண்ட அணி .4 ஐ, ஒரு செங்குத்து அணி 

யால் மூலை விட்ட அணியாக மாற்றவும். 

Az=r2 2 0 

2 2 0 

00 1 

சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு. 

2—) 2 0 

| 2 2—) 0 | 50 

0 0 1-2 

அல்லது (1-0 ((2--):--4)-0. 
சிறப்பியல்புத் தீர்வுகள் & - 0, A= 1) ௨-4.
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&- 0; சமன்பாடுகள்? 2௨ -- 8) - 0 

௯ -- 2y 0 

அடு 

சிறப்பியல்புத் தீர்வு வெக்டர் (1,--1, 0) 

A= 13; சமன்பாடுகள்: x + 2y = 0 

2x + 47 =0 

சிறப்பியல்புத் தீர்வு வெக்டர் (0, 0) 1) 

௩ - 4; சமன்பாடுகள் 2 

தத 4 இர 0 

Qx — By = 0 

—8z = 0 

சிறப்பியல்புத் தீர்வு வெக்டர் (1, 1, 0), 

தரப்படுத்தப் பெற்ற தீர்வு வெக்டர்கள் பின் வருமாறு ₹ 

இவைகளை நிரங்களாகக் கொண்ட செங்குத்து 

  

அணி - JI 0 1 =f 

4/2 4/2 

த இர 
4/2 V2 

O 1 0 

மூலைவிட்ட அணி 

D=P"' AP 

=r .L aL 1. ட. 
Vz VB 220 பூ Ve 

0 oOo 1 220 அண ௦ ட 

1 1 001 v2 V2 

ye 0 0 0 
-T 1 l ட 
SS 0 0 0 24/2 

J2 1/2 

0 0) J 00 ஓப 

ப வட 0 
v2 Je 0 1 @ .  
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[0 0 0 

0 1 0 

0 0 4 

மாதிரி 3 : கீழ்க்கண்ட இருபடி உருவத்தைச் செங்குத்து அணி 
மாற்றத்தினால் வர்க்கங்களின் ஒருபடிச் சேர்க்கையாகக் கூறவும் £ 

2 4 ரர் +382 —12 xy 4 45-87 

இங்கு a, = 8; a, = 7, a, = 8 

a,, = —8; சட: — 43a,, = 2 

ஆகையால் உருவத்தின் அணி : 

A= 8-6 2 
ஸி 7 பெ 
2-4 8 

சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு ₹ 

8--4 6 2 

6 TA 4 | 

2 -4 3-a 

அல்லது 7 1842+) «454 = 0 
அல்லது % (44-18 + 45)=0 

அல்லது ACA — 8)(A-— 1-0 

ஆகையரல் சிறப்பியல்புத் தீர்வுகள் ₹ 

=0daA=8.A=15 

A= 09 சமன்பாடுகள் ₹ 

8x — Gy + 2z = 

—6x + Ty —4z = 

2x — 47 + 8z = O 

தீர்வு வெக்டர் : [1, 2, 8] 

A= 3; சமன்பாடுகள் : 

dx — By + 2z = 0 

—6x + 4y~ 42 = © 

2x — Ay = 0
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தீர்வு வெக்டர் 2 [--2, -1, 8] 

A= 16; சமன்பாடுகள்: 

—7x —B6y + 0 

—6x —8) — 42 =0 

2x — 4y— 182 = 0 

தீர்வு வெக்டர் :[2) -2, 1] 

தரப்படுத்திய தீர்வு வெக்டர்கள் 2 

2-21 [na 2 
இவைகளை நிரல்களாகக் கொண்ட செங்குத்து அணி 

P= i —2 2 

8 8 8 

Sato 
3 3 638 

2 2 1 

Ss 8 89 

ஆகையால் மாற்றும் சமன்பாடுகள் பின்வருமாறு : 

X= PY | 

— 1 x! 2 yy” 2 at 

x =—3 ஓ க் + 3 ஃ 

2, 1, 2, 
p= ad 5 

பட டசி, ௪. ட 1, 

v= oe Fg? 8 * 

இந்த மாற்றத்தினால் கிடைக்கக் கூடிய மூலைவிட்ட உருவம் ; 

» #2; கடி 3 2” எனப் பார்த்துள்ளோம். 

ஆகையால், தேவையான உருவம் பின்வருமரறு ₹ 

0.4 5.5, 15.” 

அல்லது ஐ: 152”
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8. 7. வடிவ கணிதத்தில், இருபடி மேற்பரப்பின் (மெகம்ர்02) சமன் 

பாடு, ஓர் இருபடி. உருவம். இதன் 8 பிரதான அச்சுகளின் (£71001ற௨1 

3%25) திசைக் கோசைன்கள் 4.-ன் சிறப்பியல்புத் தீர்வு வெக்டர் 

களாக உள்ளன. இவ்வெக்டர்களை நிரல்களாகக் கொண்ட செங்குத்து 

அணியால் மாற்றம் செய்தால், Ay x’? + agp’ + az! என உருவம் 

கிடைக்கும் (இதில் %, Ay Ay 4-ன் சிறப்பியல்புத் தீர்வுகள்). 

இம் முறைக்குத் *தலைமை அச்சுகளுக்குச் சுருக்குதல் * 
(Reduction to Principal ௧௨௦௨) என்பது பெயர். . 

worgsifl 4: Bx? +5y° +82? + Byz Bzxt+Qxry 1 என்ற ஓர் இரு 

படி மேற்பரப்பின் (00011௦) சமன் பாட்டைத் தலைமை அச்சுகளுக்குச் 

சுருக்கவும். 

இங்கு 8, 9-5, ¢=8, f=1 

1, &- 1 
A-~ 7 8 

| | 
1 

1 

| 8 

சிறப்பியல்புச் சமன்பா௫: 

| aa i i 
| 1 5—a 1 | 

1 1 8-a 

youg a>— il a? + 86, —86=0 

தீர்வுகள் - 2, 8, 6 

ஆகையால் சுருக்கிய உருவம் 

2x’ * + By” £627= 1. 

இதற்கான மாற்றல் சமன்பாடுகளைக் கண்டு பிடிக்கும் வழி : 

4: 8; சமன்பாடுகள் ௨4 34௬0 

உ 93௦௨20 

+ yt+z=20 

சிறப்பியல்புத் தீர்வு Gast = f[—1,0,1] 

| | 8 

—
 
D
e
 

&- 8; சமன்பாடுகள் ; 

2௩68-0 

x+2y+2=0 

x+ »y = 0
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சிறப்பியல்புத் தீர்வு வெக்டர் - [!,—1, 1] 

A=@ 3 சமன்பாடுகள் 

—B8x +p + ea
 

om 
©
 

Ht Vt f= 

x*+9—382=0 

சிறப்பியல்புத் தீர்வு வெக்டர் - [ 1, 5, 1 ] 

தரப்படுத்திய தீர்வு வெக்டர்கள் : 

ட இ ட -ன௮)   

மாற்றும் அணி 2-1 1 1 
ல 42 v8 4/6 

1 2 

o ye VE 
1 1 1 

V2 y8 ye 
மரற்றல் சமன்பாடுகள் 

1 1 L 
r= Te இர + Tee 

ர 2 
y= ys பு ve z 

ga Jew + ty eg 
் v2 ya? * vée * 

8.8. இரண்டு இருபடி உருவங்களை ஒரே அணி மாற்றத்தரல் மூலை 

விட்ட உருவத்துக்குச் சுருக்கலாம் (Simultaneous reductions of 

wo Quadratic forms to Diagonal forms) 

T ர் 
N AX; X ம 4 என்பன இரண்டு இருபடி உருவங்கள் என்க, 

AX =ABX oes. 

yr gi fd —A BLY = 0
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இதற்கு அற்பமல்லாத தீர்வுகள் இருக்க வேண்டுமானால் 

|4--/2[ - 0. இதன் தீர்வுகள் 4.4. . என்க. இவை 
களுக்குத் தகுந்தாற்போல் தீர்வு வெக்டர்கள் அட்டி &, .. ப என்க 
Xi Xap வடி பப ஆகியவைகளை நிரல்களாகக் கொண்ட அணி 
P என்க, 

X=PiY, X =PY 

என்ற மாற்றங்களினால் தேவைபான உருவங்கள் கிடைக்கின்றன. 
இதற்கு அவசியமான நிபந்தனைகள், அதாவது 

T Tv 
PAP, P BP ஆகியவைகள் மூலைவிட்ட அணிகள் என்! (தை 

நிரூபிப்போம், 

T , T 
PAP ]i = X AX, ——I 

T 

AX, = a; BY; ் 
T T 

அல்லது Xi A X; = Aaj Xi BX —— (1) 

(1, 7-இவைகளை மாற்றி) 

T T ; 
Xi AXi =A X, BX —— (2) 

2 ஐ மாற்றம் செய்தரல் 

  

T T 

Xi AXj—~- A,X, BX; (8) 

T (y—(8) O=(@—aAX BY, 
4% j என்றால் 2 ட 

T 
ஆகையால் X; BX; = 0 என ஆகிறது, 

T ந T 
ஆனால் Xj BX; = (p BP) ij என்பதரல் 7 BP இரு மூலை 

விட்ட அணியாகிறது, 

T , . 
இதேபோல 2 4 7-ம் ஒரு மூலைவிட்ட அணியாகிறது. 

மாதிரி 5: கீழ்க் கண்ட இரண்டு இருபடி உருவங்களையும், 
ஒரே அனி மாற்றத்தால், மூலைவிஃட உருவத்துக்கு சுருக்கவும்;
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(1) R= #4 574 82— Cxy — Bez + Byz 

(2) S = 28 + 6) + 627 +1024 Baz 

R:a=1,6=8,¢=8,f=8,¢=—-—1,,h=—8 

S:a=2b6=6,¢=5,f=5, g=1,h=0 

சமன்பாடுகள் : 4%-)ஐந 0 

    

இதன் சிறப்பியல்புச் சமன்பாடு; 1] ர a bi | = 0 

அதவது, 1-23 —8 —Il~, 

—3 5—6aA 8-5 = 0 

[a 3-5, . 85) 

tel, aAz~+1,2 எனக் கிடைக்கின்றன. 

&- 1 சமன்பாடுகள் —x — 8y —2z -0 

கிர y— 2z =0 

—~—2x — By — Br =0 

Siey Qadst: (1, 1, —2) 

& 5 -- 19 சமன்பாடுகள்: 8x —8y =0 

—3x + lly + 8z =0 

8y + 8z =0 

தீர்வு வெக்டர் : (1, 1) 1) 

&- 8; சமன்பாடுகள் —3x —3y —8; =0 

—8x —Ty —7z =0 

கிற அற —7z =0 

தீர்வு வெக்டர் : (0, --1, 1) 

மாற்றும் அணி 2 - 1 1 0 

1 141 

வது வலர் iI 

T I 1-2 1 —38 1 1 1 0 
P AP = . 

1 ந —~8 5 8 1 1-1 

0௦.1 1 1 38 8 —-2 1 #1
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—12 0 0 

= 0.1 0 

0 02 
ஆகையால், முதல் இருபடி உருவம் 

1 ர 4 22 என ஆகிறது. 

ஜட 1 12 20 1 1 1 0 

1 11 0 6 5 1 1 

0.1 1 1 5 5 —2—1 1 

[4 0 0 

_ 0 1 1 

00 1 

ஆகையால்; இரண்டாவது இருபடி உருவம் 

S = 4x 49° + 2 என ஆகிறது. 
இவைகளுக்கான மாற்றும் சமன்பாடுகள் 

X = PX’ 

i 1 1 0 x 

—2 —)1 1 Zz 

x= my +9 

y= x fp el 

தலய இடு ரர் 2! என உள்ளது. 

7 
8.9, இருபடி உருவம் & AA-d A என்பது உருவத்தின் அணி 

எனப்படுகிறது. .4-ன் தரம் 4) உருவத்தின் தரம் 4” எனப்படு 

கிறது, க 

இருபடி உருவத்தை மூலைவிட்ட உருவத்துக்கு மரற்றும்பொழுது 
புதிய உருவத்தில் நேர் உறுப்புகளின் எண்ணிக்கைக்குக் ஈகுறி? 6 

(1௦88) என்பது பெயர். 

மூலைவிட்ட உருவத்தில் நேர் உறுப்புகள், எதிர் உறுப்புகள் 

ஆகியவைகளின் எண்ணிக்கைகளின் வித்தியாசம் “திசை இயல்பு” 4” 

(Signature) எனப்படுகிறது.
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உதாரணமாக, மாதிரி 5-ல், £ என்ற உருவத்துக்கு தரம் 8, 
குறி 1, திசை இயல்பு -- 1 என இருக்கின்றன. 

S என்ற உருவத்துக்கு 

தரம் 8, குறி 8, திசை இயல்பு 8 என இருக்கின்றன. 

8.10. ஹெர்மீஷியன் உருவங்கள் (Hermitian Forms) 

n n _ _ 
வரையறை: $ 32 ப (டூ ay) 

$- 1] j=1 

என்ற உருவம் 'ஹெர்மீஷியன்? உருவம் எனப்படுகிறது. இதில் குணகங் 
கள் (8௩ ), 8, & -... பேன்ற கணியங்கள் எல்லாம் கலப்பெண்கள். 

மூன்று கணியங்களில் *ஹெர்மீஷியன் உருவம்” பின்வருமாறு 2 

ay, a டார் 3 ர் சழ பட 

+ மடி ர் சீடி டட 
1 

ர் Gog கர் ஜே Hy Xe + a yg Ht, Hy 

+ a, *1 x, 

இதை [ X, X_ Xs ] பே 4, Ay; x, 

ட ஜே ஜே 3 
8 23 G35 xs 

alt 
அல்லது % A என எழுதலாம். 

இதில் & ஒரு ஹெர்மிஷியன் அணி. 

8.11. ஒரு ஹெர்மீஷியன் உருவத்தில் எல்லா உறுப்புகளும் மெய் 

யெண்கள் தாம் என்பதைப் பார்ப்போர். 

ஹெர்மீஷியன் அணி.ில் மூலை விட்டப் பொருள்கள் மெய்யெண் 
களாகத்தான் இருத்தல் வேண்டும் என அத்தியாயம் 6-ல் பார்த்திருக் 
கிரோம். 

... ரம - பளன்று இருக்க வேண்டுமானால் 2; ஒரு மெய்யெண்ணா 

கத்தரன் இருத்தல் வேண்டும். ] 

x, டி கக கட x, என்பவைகள் 

[111121 ஆதலால் இவைகளும் மெய் எண்கள். 

Bis 2 Ks a, x, உ, என்ற உறுப்புகள், ஒன்றுக்கொன்று கணைக் கலப் 
பெண்கள். ஆகையால் அவைகளின் கூட்டல் ஒரு மெய் எண். இது
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போன்ற தோடி உறுப்புகள்தாம் எஞ்சி இருக்கின்றன. ஆகையால் ஒரு 

ஹெர்மீஷியன் உருவத்தின் மதிப்பு மெய் எண் என ஆகிறது. . 

8, 12. இருபடி உருவங்களைப் போல் ஹெர்மீஷியன் உருவங்களையும் 

மூலை விட்ட உருவங்களுக்கு அதே போன்ற முறைகளால் மாற்றலாம் | 

—T ‘ 
VY AX ஒரு ஹெர்மீஷியன் உருவம் என்க. —(I) 

&- 27” என்ற மாற்றத்தை எடுப்போம். 

X=P Y 

=f OTT 
அல்லது, X =Y P. இதை (1)-ல் பிரதியீடு செய்வோம். 

—T .? ஆற் 
Y .PAPY =Y BY 

—-T . 
இதில் 8- 7 42 என ஆகிறது. 8ம் ஒரு ஹெர்மீஷியன் 

அணி. ஏனெனின், 

Sa DY ema: tee 
B= PAP 

na oT —T உ 

Bo=-P &Z P=PAP=B 

4-ல் ஒரே விதமான எளிய நிரை, நிரல் செயல்களைச் செய்து 

A, O : 
| என மாற்ற முடியும், தைச் சுருக்கமான உருவம் அதை ரு ர [5 O 

இது 4 ஐ, 2 என்ற அணியால் பின் பெருக்கலும், P- என்ற அணி 
யால் முன் பெருக்கலும் செய்வதற்குச் சமமாகும், ஆகையால், 

22 2” என்ற மாற்றத்தால், ஹெர்மீஷியன் அ௭ளியை மூலைவிட்ட 
உருவத்துக்கு மாற்றலாம். 

மாதிரி 6: கீழ்க்கண்ட ஹெர்மீஷியன் உருவத்தை மூலைவிட்ட 

உருவத்துக்கு மாற்றவும் : 

க இக + (2+ 8) மூவ 4 (பே ௮ 
+ (4 + கடுக) 4 மலமும் + (8+ 4)) (x, 4) 

+ (3 —4;) (டே சபி
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இந்த உருவத்தின் அணி 
A = —1 2-81 844) 

248i 0 4-5 என உள்ளது. 

9-4 4450. 2 
1 இர. 5340 100 

100 
2+8i 0 4-5 15 | 010 (4 [010 

8—4i 445i 2 oul ae 
r, + (2 + Bi) 7,3 —1 2-9) 844 

r, + (8 — 4i) 1,3 0 (8 (28-12 

0 ~(2+12i) 27 

100 100 
“ 248i | oO Al 010 
[௮01 001 

t+ (2 — Bie, 3 ஆர் 0 0 

டு (84 40) 5 0 18 —(2 + 123) 

0 —(2 + 12%) 27 

1 0-0 1 2-8; 344i 
=] 248110] 4 Jo 1 ro 

8-410 1 0 0 1 

(2 + 12) —1 0 0 | rt ae 8 2 
் is ் 0 18 —(2—12i) 

0௦ 0 208 
19. 

16 ்
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1 0 0 1 2-9; 844 

_[ அர் ம. x Al 0 1 6 
7.22. 2412i 

15 13 

2~12% 1 0 0 
€, + ட த! 1 

0 0 18 

00 209 
13 

  

1 0 0 1 2—8i 74+ 221 

“18 
24.31 1 0 A 0 | 2-123 

7-22) 24121 1 18 

“Ts 18 0 0 1 

இங்கு 2 - 1 2-8 7422 
18 

0 | உ..12: 

0 0 1 

எனக் கிடைக்கிறது. 

ஆகையால் 22 - 27” என்கிற மாற்றத்தினால், கொடுக்கப்பட்ட 

ஹெர்மீஷியன் உருவம் கீழ்க்கண்டஉாறு மாறுகிறது: 

— 9,9, + 189.9, + 208 9, 9, 
18 

பயிற்சி 

T 
1. கீழ்க்கண்ட இருபடி உருவங்களை 4 4 4 என்ற உருவத்தில் 

அமைக்கவும். 

(0 உகு க 44 கறு “6 x, 

(2) டீக் 4 த 4ம் கபர் Bx, x, 
+ 4 x, xy — இப 

௨, கீழ்க்கண்ட அணிகளை, முற்றொருமை அணி மாற்றத்தால் 

மூலை விட்ட அணிகளாக மாற்றவும்.
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(1) 12 —1 (2) 8 2 1 
20 8 22 8 

—-1 3 | வடி ர 
8. கீழ்க்கண்ட இருபடி உருவங்களை வர்க்கங்களின் : ஒருபடிச் சேர்க்கையாக எழுதவும். 

(1) 1084 yH 2 6xy — Qyz + Bzx 

(இ) 2x? + OY + 62+ Sxy + Byz + Bzx- 
4, கீழ்க்கண்ட இருபடி உருவங்களை, செங்குத்து அணி மாற்றத் 
தால் மூலை விட்ட உருவத்துக்கு மாற்றவும். 

(1) 2 4 BE — Bye — Awe + 12 xy - 1 

(2) +5 48242 4 Ang . 

5. கீழ்க்கண்ட இரு இருபடி உருவங்களையும் ஒரே அணி மாற்றத். 
தால் மூலை விட்ட உருவங்க ASE மாற்றவும். 

(1) 2" +57 46242 wy 6 xz + 2 yz 
2) BY +42 —~B2xy— Bye 4 6 yz 

6. கீழ்க்கண்ட இருடி. மேற் பரப் (நகைத் தலைமை அச்சுகளுக்குச் 
சருக்கவும். 

(1) ௨-4 824 1657 — 10zx— 14 xy = 1 
(2) 8x + 74+ 82 + 1Oyxz~ Bex + LO xy = 1 

7. கீழ்க்கண்டவைகள் ஹெர்மீஷியன் உருவங்களெனக் காண் 
பிக்கவும். 

(1) கர உ (84 x, x, + (8 ~ 47) x, x, 
(2) 44 fae + (1 + Qa + (1-2) Tey | 

+ 8i x, x, — Bix,x, + 4a,e, 4x, : 
8. கீழ்க்கண்ட ஹெர்மீஷியன் உருவங்களை -மூலை விட்ட' உருவங் 
களுக்கு மாற்றவும் ;: ட வேன் உடு wp 

(0 amt 2x xt 8x a tink sia — 8a y, ¢ 
+ Bi x, x, + Qi, %, — Bix, x, எ ். ் 

(2) 2x, x, ர கூர் (கே 21) x, x, + (4 + 2%) yy nae 

(6+ 4i)ax,x, +(6 — Ai)ax,



we. 9 SGU மாற்றங்கள் 
(Linear Transformations) 

9.1. களம் 7” மீதான, .ஓர் அருவ வெக்டர் வெளி V (Abstract 
760107 302௦௦) -ன் பொருள்களை, அதன் ஓர் ஆதாரக் கணத்தின் 
பொருள்களின் பிரத்தியேகமான ஒருபடிச் சேர்க்கைகளாக எழுத 

லரம் என 5ஆம் அத்தியாயத்தில் பார் த்தேரம். உதாரணமாக 7:ஃன் 
ஓர் ஆதாரக் கணம் 2 - (கடி டி) என்க, 

V ஐச் சார்ந்த எந்தப் பொருள் ட ஐயும், 

மிஐச் சார்ந்த கடி ௨, உட என்ற திசையிலிகளால், டி 2, 

Mn ஆகியவைகளின் பிரத்தியோகமான ஒருபடிச் சேர்க்கையாகக் 
கீழ்க் கண்டவாறு எழுதலாம். 

X= aX, + ay XL + டைன் நுட்ப. 

n 

“ப்ட் 
(a, ட உபி என்ற வெக்டழை, 

7. எனக் 'குறித்தால், ௩ என்பதை ஆதாரக் கணம் :-ன் 

சார்பர்க.க&-ன் ஆய வெக்டர் (00-0ய10216 760101) எனக் கூறலாம். 

இதை 
ப்ட் எக மீ[4$ 8] என எழுதலாம். 

அதாவது; வெக்டர் ௨, &ஐ 8-ன் சார்பாகக் குறிப்பது என்பது 

பொருள். ஆதாரக் கணத்தை மாற்றினால் அதே பொருள் 2ஃன் ஆய 

வெக்டர் மாறும். புது ஆய வெக்டர், பழைய ஆய வெக்டருடன் ஓர் 

அணியால் இணைக்க்ப்பட்டிருக்கும். மேலும் ஒரு வெக்டர் வெளி 

. லுள்ள பொருள்களை ஒன்றுக்கொன்றாக 7௫ என்ற வெக்டர் 
.அவளியில் வரைந்தால், பிம்பத்தின் ஆய வெக்டரும் பொருளின்
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ஆப வெக்டரும் அணியால் இணைக்கப்பட்டிருக்கும். இவ்விதமாக, 
ஆப வெக்டர்களின் இணைப்புகளை இந்த அத்தியாயத்தில் பார்க் 

கிறோம். 

தேற்றம் 9.1, 

B= {Ey Ey ப... ர. என்பது வெக்டர் வெளி. 
ன் ஓர் ஆதாரக் கணம் என்க, B= {Ey Ep படி] 
tip sorb. LE, .... உ ஆகியவைகளுடன் கீழ்க் கண்டவாறு 
இணைப்புக் கெரண்டுள்ளன. 

n 

இ py Hi(j = 13 2B, wen) 
= 

(தீய) என்ற திசையிலிகளாலான அணி 2) சிறப்பில்லாத அணி 

யாக இருந்தால் தான் 8-ம் ஓர் ஆதாரக் கணமாகும். 

நிறுவல்: 

Ey= fy Bi + fy By + far Bo + vce ஒர் திர En 

= Py By + Pip By + fa, Ba + vere + frm En 

soe neeene இக ட்ட்டி ச உட உ உ *ழ* ட்க்டஉ௫ ஏ ௮குகு க்கட படட உ ௨௬௭ உ ௨) ௨௨௨ உ ஒருக படக்க ௨௮௨௬௨ 

n 4 . 

zt & by; = ர், E, + ty E, + கடல ககக கர + bn Ex 

= EB, [றிட ர் + bias t, ஸ் வைன் Pin ta J , 

+ E, [ Pa b, + Pas ர + aaa ee + Pan tr] 

ஷி E, [ Pay ர், + Png hy + nes cue ee + Pan tn J 

[மேற்கண்ட வரிகளைப் , பின்காணும் சுருக்கமான வழியில் 

எழுதலாம் : 

n 

Bee ந py Bi Ci = 1,2) ween sn) 
i=l 

n n n 

உ ந: ந 5 ஆப 

jul jul i=!
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on n 1 
- o=E A SL py t | 

. Tages) 2 = WR. 

n 

x ர B= 0 என்க. eee 

vo ஆதலால், Dar by EBay by PR அடை Pyv'ln = 0 

ட டர் ர a +: 4 Pan. bn =° 

fet, + fmt, +. ashe 8 + Pty = 0 

| P| =|Cbs) | = 0 என்க. _ 

அதாவது 7, ஒரு சிறப்புள்ள அணி என்க. 

ர்டி bay அஷ ஆகியவைகளுக்கு எல்லாம். பூச்சியமல்லா த 

தீர்வுகள் உண்டு. - ஆகையால் E,, BE. serene க Sp. Lu. Fo. 

கொண்டவை, ஆதலால் இவைகள் 71/-ன் ஆதாரக் கணமாக இருக்க 

மூடியாது. 
|P{ #0 என்க. இப்பொழுது t, = ty = wee = fp = O 

என்றுதான் இருக்க முடியும். ஆதலால் Fy, Fy. 1.1 
pL. ST. இல்லாதவை. ஆகையால் இவைகள் மற்றோர் ஆதாரக் 

கணமரகின்றன. 

தேற்றம் 9.2. 

மட 2-- இவைகள் [ண் ன் இரண்டு ஆதாரக் கணங்கள். ட 75 

a=R[K;B)3 a: = REA, BY என்றால் 

a= Pa என இருக்கு-ஈரறு, சிறப்பில்லாத 7” என்ற பிரத்தியேக 

மான ஒரு (nxn) அணி உள்ளது. மேலும்”, & ஐப் பொருத்த 

தில்ல. 

நிறுவல் 2 

ஷு கலு ய று - 
OL = (Oy Oey லு. என்க, 

a = RE K;B] 

n 
oh = & a; E; 

j=l 

  

=R({K;B]
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J j=l i 

n — , nh 

=. x 88, 2 நிரய டட (8) 

i=l pel 

ஆகையால் a = Pa. 

(2)-ல் உள்ள தொடர்பு இரண்டு ஆதாரக் கணங்களுக்கிடையே 

ஆதலால் தேற்றம் 5.1.-ன் படி, 2 ஒரு சிறப்பில்லாத அணி. 

மேலும் கொடுக்கப்பட்ட இரண்டு ஆதாரக் கணங்களை இணைப்பதால், 

2, 1 ஐப் பொருத்ததல்ல. 

9-2. ஒருபடி மாற்றம் (14068௧ Operation or Linear Operator) 

7” என்ற வெக்டர் அணியிலுள்ள எந்தப் பொருள் க்கும் 

® 
தகுந்தவாறு /(&) என்ற பிரத்தியேகப் பொருள் 77 என்ற மற்றொரு 

வெக்டர் வெளியில் இருக்குமானால் V, ர க்குள் வரையப்படுகிறது 

என்றும், இந்த மாற்றத்துக்கு, மாற்றம் 4, என்றும் பெயர். 2 (4), 

ன் பிம்பம் எனப்படுகிறது, மேலும், கீழ்க்கண்ட இரண்டு தன் 

மைகள் உண்மையானால், £ 2 *க்கு ஒருபடி மாற்றம் (14௩8௧ Trans- 

formation) ermiugi Gut. 

L(eX) = al(X) 

நோட்டு = 70001) 

அதாவது, (௨0)-ன் பிம்பம் - ஈ(2ட்ன் பிம்பம்) 

மற்றும் (%7)-ன் பிம்பம் = (ன் பிம்பம்) (1*ன் பிம்பம்) 

இவைகளிலிருந்து, 7, ஓர் ஒருபடி. மாற்றம் என்றால்,
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L (a, X,+0,X, +... + 0rd) 

= a, L(X,) + ay L(X, + b+ ox LX) stor pApg 

மாதிரி: 12. V. 9 ரூக்குள் மாற்றும் (அல்லது வரையும்) , ஒரு 

படி. மாற்றம் 7 என்றும், 0, a” x Anes V,V ® -or பூச்சியப் 

பொருள்கள் என்றும் இருந்தாலும், 

(0) - ணை நிறுவுக. 

XS: 0௨7 

ox = 0 

£E(0OX) =OL(X) = o® 

தேற்றம் 9.3. 

ஐ க்குள் வரையும் ஒருபடி மாற்றம் / என்க, B, B® 

ஆகியஷை. V, 7.௯ ஆதாரக் கணங்கள் என்க. & 6 7 

‘um RIK; Pieg’ = REL (K)3B°)] ordre. 

@ 
& =Aa என இருக்குமாறு பிரத்தியேகமாயும், & ஐப் 

பொருத்துமிராத .4 என்ற ஒரு ௩%8 அணி உள்ளது. 

  

நிறுவல் £ 

சீ (1792-2 ௩ என்க, 

ரன் ஆதாரக் கணம் 8 - (ட .......இட ப. மிட) என்க 

(1 )- ஜ என்க,
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75.ன ஆதாரக்கணம் நை { ந ககக 5... ந 

௩: (க, ச, 6) ௧-௩) 

a=R[K;B] 

m 
ஆதலால் 4 2 ' a, Ej —(1) 

J = 

டூ od @ டூ 
3 (நடி யூ) ட க ௮ @n ) 

a= REL (ப் ர 

n 

ஆதலால் (4) - 5 வட துட —_(2) 
i= 

8 ட 
(4) 5 aE, (j=, 2, 171) என்க. — (8) 

t= 

m 

022 \ a a 4) \ veces eee (1)-ன் படி 
j= 

m 

= x a; L (அ) 

தது! 
| m n ஓ 

= LF ந) $ ay & வைட ()9-ன் படி 
ட டர 1 i= 1 

m 

= > & Zaye; 
i= 1 j=l 

n 

தி zx ze ae oe os (2).sir Lily. 

‘= 1 

@ ஈ 
ஆதலால் ag = 1 ay; ag (6 = 1, 2, டி) 

j=
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ர @ sect! cee a 
ஏ (மடிம் (0) 8... ஆகியவைகளை இணைப்பதாலும், 4 

பிரத்தியகமானது; & ஐப் பொருத்ததன்று. 

வரையறை ; சென்ற தேற்றத்திலுள்ள 4, என்ற அணி, ஆதாரக் 

கணங்கள் ந, றன் சார்பாக, ஒருபடி மாற்றம் +L? pd GPS 
கிறது எனப்படும். ர ரர 

அதாவது, 4 -£ | L, B, B® | 

தேற்றம் 9.4. 

௫. ் 
ஐ? க்குள் வரையும் ஒருபடி மாற்றம் 7, என்க. 

B, B என்பவைகள் 1*-ன் ஆகாரக் கணங்கள் ; B®, Br sium 

ரன் ஆதாரக் கணங்கள். 4- 8[ 1, B, B®], 

1-8 LB, B® | erases, 

947 1: என இருக்குமாறு, 7,0. 
என்ற சிறப்பில்லாது abet, உண்டு, 

நிறுவல் : 

  

revs L(K) ev 

a [x ர] = RI Lew: B® 
A Paes B, Be] ..
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. இ 
ஆதலால் ந - Aa. ககன் டர 

_- த வது ௨௫ ௩2 [858]; ௨ =R [ L(K)3 8B] 

A= RE LsB, B?; 

ஆதலால் ௭ /  ———_+(2) 

2, 2) ரன் ஆதாரக் கணங்களானதால், இவைகள் ஒரு 
(11% 0 சிறப்பில்லாத அணி 7ஆல் இணைக்கப்படுகின்றன.” 

ஆதலால் ee Pe னவை (இ) 

ஓ ௨6 - . ; : 
கி B iV -ன் ஆதாரக் கணங்களானதால் இவைகள் 

ஒரு. (11) சிறப்பில்லாத அணி 9ஆல் இணைக்கப்படுகின்றன. 

— © டூ 
ஆதலால் ௩ =Qe | (4) 

re 01° omesondascreanmnsawnnines( eit LIM. 

டக பவ (1) -ன் படி 

= 42-01. பவை வைவப(9)-ன் படி 

படு —~ 
ஆனால் ௨ ர த ரட்ட (2)-ன் படி 

ஆதலால் 4- 0.12-1, 

[ஏனெனின், 4,8, (௬௩%) அணிகளாயும், எல்லா அணிகள் X & 

ib, AX - 2ம் எனவுர் இருக்குமானால் 4 - 2 என ஆகிறது.] 

தேற்றம் 9.5. 

1” ஐத் தனக்குள்ளேயே வரையும் ஒருபடி மாற்றம் 7, என்க. 
2, ரன் ஓர் ஆதாரக் கணம் என்க. KEV; L(K) EF. 

&-2[/$28]; ௩ = REL (Kj, B] aera, «’ = Aa என 

இருக்குமாறு பிரத்தியேகமாயும், ஐப் பொருத்துமிராத .4 என்ற 

(1268) அணி உண்டு. ்
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நிறுவல் 

L(E) = 

w
a
 

i ai; Ey 

G=1, 2,..0n ) 4. 

என்க... (1) ‘ 

e= (2, ஷைகு என்க. 3-7 

  

«= R[K, Bj 

K n 

= > «a fF; 
jal தத்த ae ences (2) 

a’ = (615 வ see சசககக என்க. 

e =R[L(K),B] 
R 

ae L 2 = i’ ( 2 7 1 aj &; woe ene ore oe (BD) 

te 

கம =f { 3 a; E; 

j=l 
n 

= 2 aL (௫) 

n n 

= = aj oy E; 

j=l is 

n n 
= 2 EF faye 

7= 1 721 

n 
= j = = Ej 22௪௨௧௨௦௧௦௧ ௨௮௨ உ (வ) ன் படி
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n 

ஆதலால், a; = . 3 சரிவு . 
J= (t = 1, 22, அஷ் J 

ஆதலால் a’ = Aa. 

(1)-ன்படி, 4 என்ற அணி L (22) ; 8, ஆகியவைகளை இணைப்ப 
தால், அது ஒரு பிரத்திபகமாயும், V-99"5 பொருத்தில்லாமலும் இருக்கும் 8௦) அணி, 4-2 [L 3 8] எனப்படும், 

தேற்றம் 9.6. 

* ஐத் தனக்குள்ளாகவே வரையும் ஒருபடி மாற்றம் 7; என்க: 
4, 2 ஆகியவைகள் ரன் இரண்டு ஆதாரக் கணங்கள் என்க, 
A=R[L,B]; A= REL, BF] என்க. A, A இரண்டும் வடிவொத்த அணிகள் (510112 matrices) ஆகின்றன, 
நிறுவல் : 

  

w= R[K; By] 

w' = R[L (Kk); B] 

A=R{L, ற] 

ஆதுலால் at = 4g — (1) 

a= R[K 3B] 

w = REL (k)s By 
4=R[L, Bi 

sord a= Aw பப: 
B, B ஆகியவைகள் ரன் இரண்டு ஆதாரக் கணங்கள்: 

ஆகையால் இவைகளை இணைக்கும் ஒரு (2) சிறப்பில்லாத 
அணி P உண்டு. 

ஆதலால் “a= Pa —— (8) 

மற்றும்; உ = Pa’ — (4) 

a’ = P a” பதத அர த (419-ன் யடி 

= PA CE 08 200 cee seens, soe ves (1)-ன் படி 

சிக்காத ப பபப. (ன்படி 
க்க cscs (29-ன் படி 

ஆதலால் 44 ஃ 2 ஜ2-3 

= (P"y"t 4 Po
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ஆகையால் 4, 4 என்பவை வடிவொத்த அணிகள். 

9.3. இதுவரை, இந்த அத்தியாயத்தில் அருவமான வெக்டர்களைப் 

பார்த்தோம், பின்வரும் ஒரு தேற்றத்தில் உருவமுள்ள வெக்டர்களைக் 

கருதுவோம். அதாவது ஒரு வெக்டர் 4], என்றால், 

௪ (அடு படி) என்ற உருவம் கொண்டது. 

மேலும் 1-ல், கீழ்க்கண்ட ஒரு சிறப்பான ஆதாரக் கணமுள்ளது. 

(Special basis). . 

EF = [ சீர்ச் கய யப enesln 

இதில்  e, = (1, 0, Oy... அஷ) 
G22 (05 by, வட வலை 30) 

é, = (0, 0, 0... eed) 

மேலும் எந்த வெக்டர் & ஐயும், 

X = My Cy Hye வெ 4 என எழுதலாம், 

தேற்றம் 9.7. 

V, என்பது உருவமுள்ள, 44 வரிசை எண் உடைய முழு 

வெக்டர் வெளி என்க. இதில் 4 சிறப்பான ஆதாரக் கணம் 

என்க. மீ ர.நீ,2ம; படி டம்] என்பது %-ன் மற்றோர் 

ஆதாரக் கணம் என்க. ட்டி 4 ௮ ஆகியவைகளையே நிரல்களாக 

உடைய அணி 7 என்க. 15-ஐத் தனக்குள்ளாகவே வரையும் ஒரு 

படி. மாற்றம் / என்க. 4.௨ £[”, 8] என்றால் POAP = R[L,B] 

என ஆகும். 

௪ ற 
ஆ பே புட வடுவை 4) என்க. 

ஆதலால் 

Ay = My ey 4 த உர் 

Hip i உர 8 

Xj = 
. 91984 

ட = i 
Ma

s 

1 

(j= 1, 20) 
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a=R[EK,E]: @=R[ KB] 

  

ஆதலால் ௩ - £% .....ஃ. (தேற்றம் 9-2) (1) 

இதில் P= (௨): இதில் 7 என்ற நிரல் 

(௨ நவன எவ] = Xj. 

QC sCure o’ = Pa! (2) 

  

A=R[L,E ] orore. 
BST a’ = Aa —(8) 

A= [ம] என்க. 

ஆதலர்ல் ஊீ 4 ௨ 

செம றட? ப ப பபப (9-ன் படி 

_ நார்திற் ப வைய (0-ன் படி 

_'ற-ட4% பப. (1)-ன் படி: 

சில... பவ (மன் படி 

ஆதலால் 4 - P-lAP. 

  

மாதிரி 2: 7, என்ற கலப்பெண் வெக்டர் வெளி தனக்குள்ளாகவே, 

£ என்ற ஒருபடி மாற்றத்தால் வரையப்படுகிறது. 

ab 
= R L&E குத்து 

(இதில் 77, சிறப்பான ஆதாரக் கணம்.) 

(1,29, (1,-9--இவைகளைப் பொருளாகக்கொண்ட ஆதாரக் 

கணம் 9 என்க, ம ஐ ன் சார்பாகக் குறிக்கும் அணியைக் 

கண்டுபிடிக்கவும். 

B = ஆ X,) 

A, = (li); X= (1, த்) 

1 3 
ஆதலால், 2 - |, _] 

a=| a i | 

—b a " 

  

| b
e 

i 

டூ
 

| 

ந ர
வ
ை
க
ு
 

Lo
l 

| 
=
 

ம்
 

் 
| 

|| 

நட
ம்
 

w
i
 we]
 

. 
N
e
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7 er a b 1 1 

A= [ 3 «J Li =] 1 

1 “ஐ 
1 

4 ar | a+ib el 

= 1 —b+ia b—ia 

9.4. வரையறை : 

ஐ 5-ல் வரையும் ஓர் ஒருபடி மாற்றம் 7, கீழ்க்கண்ட நிபந் 

தனைக்குட்பட்டு ஒரு மல் வரைதல் எனப்படுகிறது. 

7-ல் உள்ள எந்தப் பொருளையும் பிம்பமாக உடைய பொருள் 

ஒன்றேனும் 1-ல் இருத்தல் வேண்டும். 

மேல் வரைதல், 7 y® ஆகியவைகளுக்குள் “ஒரே அமைப்புத் 

தன்மையை (Jsomor phism ) உண்டாக்க டேண்டும் என்ற அவசிய 

மில்லை, ஒரே அமைப்புத் தன்மையில், “ன் பொருள்களுக்கும். 

7? x பொருள்களுக்குமிடையே ஒன்றுக்கொன்றான பிரத்தியேக 

இணைப்பு இருத்தல் வேண்டும். 

தேற்றம் 9.8. 

5 ரூ என்ற வெக்டர் வெளிகள் ஒரே பரிமாணம் கொண் 

@ 
டவை. ம என்பது, 7, 17” -ன் மேல் வரைதலான ஒருபடி மாற்றம் 

டமி @ . 
என்றால், 7 1 ஒரே அமைப்புக் கொண்டவை. 

நிறுவல்: சீ(9- 27) - ௩ என்க 
{Ey திதி க வவ வ வக வக டின் ஓர் ஆதாரக் கணம் என்க, 

77 ஐச் சார்ந்த எந்தப் பொருள் 2” ஐயும் பிம்மாக உடைய 

பொருள் & ஒன்றாவது 1ல் உள்ளது. அதாவது L(X) = X’. 

X = aE, + aE oe eersceeefanEn OTHE. 

x = KX) + a,b (£,)+ Qs L (E,) ++ eve ses teal (En)
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இதேபோல; y® ஐச் சார்ந்த எந்தப் பொருளும் 7, (8), 7 (8), 

டிம் (க என்பவைகளால் பிறட்பிக்கப்படுவதாலும், ௦ cv?) =n 

| | ட்ட ர் 
என்பதரலும் ம (4, 2 (5... (2), 7 ன் ஓர் ஆதாரக் 
கணமாகும். ஆகையால் இவைகள் ஒ.ப.சா. இல்லா தவை; 

7” mae சார்ந்த 171 என்ற Qur@in osQuiGura. Y! gs Sabu 
மாக உடைய இரண்டு பொருள்கள் 2, VY, V-o QgQtusrad 
கருதுவேர்ம். 

அதாவது 

நர) ரா 
KY = 69) 

VY, = BE, + BB, oe 06+ Bun ores, 

Y, = yy, By tpg t cee tynEn TOE 

Y= L(Y) = 8, L(E,) +8, L(£,)+ ment + Bn L (En) 

Pos L(Y) = 2ம் கீழ v2 L (Ey) + ற்றும் (க) 

MsvTd O' =(8,—y,) L(E,) + (8, —y,)L(B,) ++ (Ba— yn) L(En) 
க் (டி) வ. டம் (0) ஓர் ஆதாரக் கணமானதால் 

—_—" = By— yy = wee eee = O 

MSVTIM B= y, 5B, = ys 5 Ba = yn 
ஆதலால் 1, - 7). ஆதலால் MSGS தகுந்த பொருள் ஒன்று 

௫ 
தான் 17ஃலுள்ளது. ஆதலால் V, V எச் பவைகள் ஒரே அமைப்புக் 
கொண்டவை. 

9.5. வரையறை :; 1* தனக்குள்ளாகவே ஒரே அமைப்புக் கொண் 
டதாக மேல் வரையப்பட்டால்-இந்த வரைதலுக்குத் தானே அமையும் 
ஒரே அமைப்பு மாற்றம் (&௦௫௦௯௦ற 180) என்பது பெயர், 

மாதிரி 3: 75 தனக்குள்ளாகவே, (8; x.) + (*%, + Hes 

x,~ 2x.) என்ற இணைப்புக் கொண்ட ஒருபடி மாற்றம் *தானே 

அமையும் ஒரே அமைப்பு மாற்றம்” எனக் காண்பிக்கவும். 

டே) 1? (*+%, கடக) © V, 

மேலும், இவைகள் ஒன்றுக்கொன்றான பிரத்தியேக இணைப்புக் : 
கொண்டவை. அதரவது 

17
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L (8, 4) = (டேர் கூடா Bx) 

a (4; Hi) = (கேடி ஐ) 

ம் [க ௦ 9] ம் (௨, ax.) 

= fax + ax, «x,—2ax,] 

= a[Kx, + Xp» பி 

=a ச டேய் 

Om) +O I) = (A Ha Hs) 

Els, %) + Or wd] = L Ls, +99 +5] 
= [MAMA TI உழ இ] 

= [(4,+%)+C9i +99) 9 (4 — 2H.) + 9,—29,)] 

= [aby 4 —-2%,] + 09. +I PB] 

= La, m)+L (Cy, 9d) 
ஆகையால், L என்பது Vt தானே னகரம் ஒரே அமைப்பு 

மாற்றம். 

மாதிரி 4; ரன் ஓர் ஆதாரக் கணம் 

் (1, 1, $3), (2, —-1, —1), (8, 2, 4) 

Soe ரன். ஓர் ஆதாரக் கணம் 

(5, 1), (1, 8), 

. என்ற ஒருபடி மாற்றம் [ன் பொருள்களை ன் பொருள் 
களாகக் கீழ்க்கண்ட விதம் கானிறுகிறது 2 

(ட ஐடி ௪ [கட கெட்டி 5 
ம் ஐ மேற்கூறிய ஆதாரக் கணங்களின் சார்பாகக் குறிக்கும் அணி 
யைக் கண்டுபிடிக்கவும். 

rc, 1, ஐ. = (0, 0) 

— L(@—1,=1) = (8, 1) 

LD (8, 2, 4): = (1, #) 

(0, 0) = p, (8, 1) + pa (1, 5) 

ர லற ற ௪.0 

Bahan வி். fu + 3 pa = 0 

“fu = 9 py = 0
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wi
t 
—
 

(8, 1) = Pry (8, 1) + py C1; 

J. Spy + Pn = 8 

Pit FP = | 
Pu = 1, pa = 9 

(டி $) னா Ais (3, 1) + Pas (1, 3) 

8),, + prs = 1 

Pis + EPas = 4 

J Ps = 0, Pas = 1 

தேற்றம் 9,5.-ன்படி, தேவையான அணி 

P = [ Py Pry Pre | 

Pu நில Pas 

டட] 
அ) 

9.6. வரையறை: 

ஓர் ஒருபடி மாற்றம் “/,2-ன் அணி 4, 7” என்ற வெக்டர் வெளி 
யிலுள்ள வெக்டர்களை 7? என்ற வெக்டர் வெளியிலுள்ள வெக்டர் 

களர்க மாற்றினால் 1£ என்பது இம்மாற்றம், "ன் அரங்கம் (Domain) 
என்றும், இம்மாற்றத்தால் 1-ல் கிடைக்கும் வெக்டர் உள் வெளிக்கு, 

மாற்றத்தின் வீச்செல்லை (௩௧௦௨6) என்றும் பெயர். 

AX=0 எனக் கிடைக்குமாறு, ]*ல்.உள்ள பொருள்கள் 26 

ஓர் உள் வெளிபை உருவாக்கும். இந்த உள் வெளிக்கு “7*-ன் பூச்சிமை 
வெளி (1111 30௧௦6 ௦0) என்பது பெயர். 

உதாரணம்: சென்ற மாதிரியில் (%,2,%,) போன்ற வெக்டர் 
களால் உருவாகும் முழு வெக்டர் வெளி 5, “2-ன் அரங்கம் ஆகும். 
கொடுக்கப்பட்ட ஆதாரக் கணங்களின் சார்பாக, ன். அணி 

1 10 ] 

00 1 | எனப்பார்த்தோம். 

- ஆகையால் 1௦ 10 x, 2 : 

ool | s -[*] 
. க் 

(கய, வெக்டர் வெளி 7*-ன் ஒரு பொருள், 7-ல், உ. ஆ ௮, 

ஆகியவைகள் எல்லா மதிப்புகளையும் பெறுவதரல், (2 8), 7-ல்
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உள்ள எல்லா வெக்டர்களுமாக ஆகின்றன. ஆகையால், 7, 2-ன் 

வீச்செல்லை ஆகிறது. 

மேலும் 77, -ன் (2, 0, 0) போன்ற வெக்டர்கள் 75-ல் (0, 0) 
என மாறுகின்றன, ஆதலால் (x, 0, 0) போன்ற வெக்டர்கள்: 
ன் பூச்சிமை வெளியாகின்றன. 

பயிற்சி 

1, 7ஐ க்குள் வரையும் ஒருபடிமாற்றம் 7 என்க. .0 ®, 

75-ன் பூச்சியப் பொருள். 2 (4) - டண இருக்கும். ]* ஐச் 

சார்ந்த எல்லா 2-ம், ஈன் ஓர் உள்வெளி எனக் காட்டவும். 

ச. . ஒரு வெக்டர் வெளியை மற்றொரு வெக்டர் வெளி.பின் மேலாக 

வரையும் ஓர் ஒருபடி மாற்றம், பொருள்களின் ஓ. Ue er. 

கொள்ளும் தன்மையைக் காக்கிறது; . ஆனால் பொருள்களின் 
ஒ. ப, சர, கொள்ளாத தன்மையைக் காக்கவில்லை எனக் 

காண்பிக்க வும். 

8. 7, ஐத். தனக்குள் வரையும் ஒருபடி மாற்றம் 4 என்க. 

ன த 101] 

1 io | 

12 7 

என்ற அணி£ ஐ, [(-1,1,1)-(1,0)-1); (0,1, 1)] 
என்ற ஆதாரக் கணத்தின் சார்பாகக் குறிக்கிறது, ஐ 

[(1,0.0), (0,1, 0), (0,0, 1)] என்றசிறப்பு ஆதாரக் 
கணத்தின் சார்பாகக் குறிக்கும் அணியைக் கரணவும். 

4, 7 ஐத் தனக்குள் வரையும் ஒருபடி மாற்றம் 4.” என்க. 8 

(—1. 0, 2) (0,1, 1), 5, -1, 0) என்ற வெக்டர்களை, 

(-2,0,9, (0,-1,6)(-5, —1, 8) என்ற வெக்டர்களாக” 

் மாற்றுகிறது. இம்மாற்றத்தை (1) சிறப்பான ஆதாரக் கணம், 
ன் சார்பாகவும் (1) முதல் முன்று வெக்டர்களாலான ஆதாரக் 

கணத்தின் சார்பாகவும் குறிக்கும் அணிகளைக் கண்டு 

பிடிக்கவும். 

௨. கீழ்க்கண்ட மாற்றங்கள் ஒரு.டி மாற்றங்கள் எனக் காண் 

பிக்கவும்: (1) 039 - (டி) (6) (௨ 

= (*, — 8x,, x, — 8x,) . ot



10. அணிக்கோலைகள் -. 
(Determinants) 

10.1. அணிகளைப்போல; அணிக்கேரவைகளும் ஒருபடிச் சமன் 
பாடுகளின் ஆராய்ச்சியிலிருந்து உருவான கருத்துகள் சாம். பிறகு, 
கணிதத்தின் பல பாகங்களிலும், அணிக்கோவைகள் பயன்படுகின் 
நன. அணிகளின் கருத்திலிருந்து அணிக்கோவைகளின் கருத்தைப் 
பெற்று, : இவைகளின் சில தன்மைகளை இந்த அத்தியரயத்தில் 
பார்ப்போம். 

உதாரணமாக, கீழ்க்கண்ட சமன்பாடுகளை எடுப்போம்: 

4% + a, *, = 4, ' I ககக 
@,,X, + a,x, = b, 

இச்சமன்டரடுகளின் அணி 

aa ay ay ச. ss 4 . = எனப் பார்த்திருக்கிறோம். 
a. 8.2 

£ என்ற சமன்பாடுகளின் தீர்வுகளைச் சாதாரண முறையில் கண்டு 

பிடித்தால், 

(டு கடிய % ௪ ம்,2,--ச், சட எனக் கிடைக்கும். 

இதில் ௨, -ன் கூணகம் ச£,, ௪,,--௪., ௪, 

இதேபோல, &,-ன் தீர்வு சண்டால், அதன் குணகமும் ச, , £,,-8, ௪, 
எனக் கிடைக்கும் என்று பார்க்கலாம். 

“சடா ர. 8.,'* என்ற கோவை அணி 4-ன் அணிக்கோவை 
(Determinant), | 1 எனப்படுகிறது. 

| 411 G2 

| 4 [- பே காட பட 

{ aa, 222
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இந்தக் கேோரவையில் உள்ள ஒவ்வோர் உறுப்பும் அணியிலுள்ள 

இரண்டு பொருள்களின் பெருக்கல் பலனாக உள்ளது. பொருள்களின் 

கீழ்க்குறிகளைக் (8௦8485) கவனித்தால் ஒவ்ட௨ொரு பெருக்கலிலும் 

அணியின் ஒவ்வொரு நிரையிலிருந்து ஒரு பொருளும், ஒவ்வொரு 

நிரலிலிருந்து ஒரு பொருளும் சேர்ந்திருப்பது தெரியும். மேலும், 

காரணிகளில், முதல் குறிகள் இயற்கையான வரிசையிலும் இரண்டா 

வது குறிகள் வரிசை மாற்றங்களாகவும் அமைந்துள்ளன. 5 என்ற 

சமச்சீர்க் குலத்தில் எத்தனை வரிசை மாற்றங்கள் உள்ளனவோ 

அத்தனை உறுப்புகள் அணிக்கோவையில் உள்ளன. மேலும் ஓர் 

. உறுப்பு நேரரகவும், ஓர் உறுப்பு எதிராகவும் உள்ளன. 

மற்றோர் உதாரணத்தைப் பார்ப்போம். 

சடடசிடா் உர் சேடு ௯ b, 

_ faa Mt fan He + dae A = by 

Gs, %, + agg %y + Gay ee = b, 

இவைகளின் அணி 

ay, Gig 8 

A= Go, Gog a5 

. 8 892 a5, ~ 

சமன்பாடுகளின் தீர்வு காணும்போது, &;, 4, &, என்பவைகளின் 

பொதுவான குணகம் கீழ்க்கண்டவாறு இருக்கும் என்பதைச் சரி 
பார்க்கலாம். 

G11 222 டமி ஜேது ட உடம் சடசட டட டட டக 

Gy, ௨3 

இக்கோவை 4-ன் அணிக்கேரவை | 4 | எனப்படுகிறது, 
உறுப்புகளில் மும்மூன்று காரணிகள் உள்ளன. இவைகள் அணியின் 

ஒவ்வொரு நிரையிலிருந்து ஒன்றும், ஒவ்வொரு நிரலிலிருந்து ஒன்று 
மாக உள்ளன. ஒவ்வோர் உறுப்பிலும் முதல் குறிசள் இயற்கையான 

வரிசையில் உள்ளன. இரண்டாவது குற்கள் 1, 2, 8 என்பவைகளின் 

வரிசை மரற்றங்களாக உள்ளன. சமச்சீர்க் குலம் 5-ல் உள்ள 

| 8- 6 வரிசை மாற்றங்களுக்குத் தகுந்தாற்போல் இங்கும் 8 
உறுப்புகள் உள்ளன. 5,-ல் உள்ள இரட்டை வரிசை மாற்றங்களுக் 

குத் தகுந்த இங்குள்ள உறுப்புகள் நேராகவும், 5-ல் உள்ள ஒற்றை 
வரிசை மாற்றங்களுக்குத் தகுந்த இங்குள்ள உறுப்புகள் எதிராகவும் 
உள்ளன. உதாரணமாக, 

Oy Ag, A, என்த உறுப்பை எடுப்போம்.
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1 2 8y.. 
இதற்குத் தகுந்த வரிசை மாற்றம் ( 231 ) - 

இதை (1 8 8) என்ற சுழல் வரிசை மாற்றமாக எழுதலாம். இதை 

(1 8) (88) என்று இரண்டு பரிமாற்றங்களின் (17க080081410) 
பெருக்கலாக எழுதலாம். ஆகையால் இந்த வரிசை மாற்றம் 

இரட்டை. மாற்றமாகிறது. இந்த உறுப்பு நேராக உள்ளது. 

Oy, Aq, ஷே என்ற உறுப்பை எடுப் போம். இதற்குத் தகுந்த 

I 8 ) என்பதாகும். 
219 

இதை (1 2) என்ற சுழல் வரிசை மாற்றமாக எழுதலாம். இதில் 

ஒரே பரிமாற்றமுள்ளதால் இது ஓர் ஒற்றை வரிசை மாற்றம். இதன் 
திசை எதிராக உள்ளது. இதுபோல மூன்று உறுப்புகள் நேராகவும், 
மூன்று உறுப்புகள் எதிராகவும் உள்ளன. 

வரிசை மாற்றம் | 

ஒரு வரிசை மாற்றம் ஈ-ன் திசையைக் கீழ்க்கண்டவாறு குறிக்க 

லாம்- 

f 1, ௨ ஓர் இரட்டை வரிசை மாற்றமானால் 
Boru = < 

\ 1, உஓர் ஒற்றை வரிசை மாற்றமானால் 

இந்த வரையறையின்படி, மேற்கூறிய அணிக்கேரவையை 

141௪ % (திசையுஈடி கம; என எழுதலாம். 

கனி, 

ஒவ் ?வார் உறுப்பிலும், காரணிகளின் முதல் குறிகள் இயற்கை 

வரிசையிலும், இரண்டாவது குறிகள் ௨-ல் உள்ள வரிசை மாற்றங் 

களாகவும் உள்ளன. 

10.2. அணிக்கோவையின் பொதுவான வரையறை : 

4 என்பது, களம் 7” மீதான ஒரு (௩ ௩) அணியானால், 4-ன் 

அணிக்கோவை 

| A | = ஆ (திசை x) ye Gy yu cer coe இதோட 

a= Sy 

[ட என்பது ஈ வரிசை எண் உள்ள சமச்சீர்க் குலம். ] 

ஆகையால் | 4 | -ல், 18 உறுப்புகள் உள்ளன என்றும், இல் 

(ர இரட்டை வரிசை மாற்றங்களும், ட ஒற்றை வரிசை மாற்றங் 
ஓ 

களும் உள்ளன என்பதரல் | .॥ | -ல் பாதி உறுப்புகள் நேராகவும், 

பாதி உறுப்புகள் எதிராகவும் உள்ளன.
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மாதிரி 1: 4 என்பது ஒரு (56%) அணி. |4[-ல் உள்ள 

கீழ்க்கண்ட உறுப்புகளின் திசைகள் என்ன £? 

(1) கடிய O55 Fee 8ே 

(2) ஈடி8 88, 6) 

(1) இந்த உறுப்புக்குத் தகுந்த வரிசை மாற்றம்" " 
12 8 4 5 

(5 43 2 1 ) 

இதை (15) (24) என்ற இரண்டு பரிமரற்றங்களின் பெருக்கலாக 

எழுதலாம், ஆதலால் இதன் திசை நேராக உள்ளது. 

(8) இந்த உறுப்புக்குத் தகுந்த வரீசை மாற்றம் 
12 3 4 5 

be 125 4 
இதை (182) (45) 

= (1 2) (8 2) (45) என்ற மூன்று பரிமாற்றங்களின் பெருக்க 

லாக எழுதலாம். ஆகையால் இந்த உறுப்பின் திசை எதிராக 

உள்ளது. 

10.3. 

அணிக்கோவையின் சில தல் மைகளைப் பார்ட்டோம் : 

தன்மை 1. A. 4 என்ற சதர அணிமடீன் மாற்றல் அணி 

Ty) = {| A]. 
  

யானால் | A 

நிறுவல்: 

A= (4j)3 (,j = 1, 2... n) 

T . ச 

A = (bj); (47 = 1, 2, .. 1) 

இதில் bi = aj 

| 4" | A = த (Beams a) bya big oe Bane 

a € S, 

இதில் கீழ்க் சண்ட ஓர் உறுட்பை எடுப்போம் ;



அணிக்கோவைகள் இதே 

(திசை a) ச்ச சிக 6 oe Danas ணை 11) 

இதில் காரணிகளை எப்படி மரற்றினாலும் பெருக்கல்- பலன் 

மாறுவதில்லை. 

B =a என்ற ௨-ன் எதிர் வரிசை மாற்றத்தை எடுப்போம். 

அதரவது 9 ௨- ௪. (1)ல் காரணிகளில் முதல் கறிகள் பிஹி. 

என இருக்குமாறு எழுதுவோம். 

(Bone «) (6,8 ,ந௨ம்,8 86... ) — (2) 

a, a இவைகளில் ஒரே எண்ணிக்கையுள்ள பரிமாற்றங்கள் 

தாம் உண்டு என்பதாலும், 8௨ - € என்பதாலும் (2) ஐ 

(திசை தீ) ச், 8, 8, ...... என எழுதலாம். — (8) 

= (Gomer 8) ஈட ;8 ௩... ஈரி என ஆகிறது. 

T 
ஆகையால் | A | = (திசை B) a,,8 4,8 w+ ove சதி 

B ௩௪ Sh 

[ஷு டின் மேல் பரவும் பொழுது. நீ-ம் 5,-ன். மேல் 

பரவுகிறது. ] 
T | 

ஆகையால் | A | | 

தன்மை 2. ..॥ என்ற அணியில் இரண்டு நிரைகளை (நீரல்களை)ப் 

பரீமாற்றம் செய்தால் கிடைப்பது B என்ற அணி என்க. 

இப்பொழுது | 2] --- 14], 
நிறுவல்: .4 என்ற அணியில், k, 1 வரிசையிலுள்ள இரண்டு 

நிரைகளைப் பரிமாற்றம் செய்வோம். (௩ ௮ ॥/ என்க). புதிய அணி 28 

1H 6 Ax (ஈழ ;B= (i) என்றால், 

1 4) 128 / என்று உள்ள போது மீட = aj என்றும், 

ச்யூ, 5 சடி சீழ் - ஈய என்றும் உள்ளன. 

[21- $ (திசைக)ம்;;உ ee bene ove Out ve Onn 
ae Sy 

= x (திசை ௫3 84௨ we Dia oe நற சிராக 
ae Su 

இதில் ஓர் உறுப்டை எடுப்போம். 

இதில் முதல் குறிகள் இயற்கையான உரிசையில் இருப்பதற்த 
Mas பேர இவைகளைப் பரீமரற்றம் செய்வோம். இதனால், பின்குறி 
களில் ஒரு பரிமாற்றம் ஏற்படுகிறது. ஆதலால் ௨ என்ற வரீசை 
மாற்றத்திலுள்ள பரிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கையை ஒன்றினால்
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உயர்த்துகிறோம். ஆதலால் இந்த உறுப்பின் திசை மாறுகிறது, 
இதே போல எல்லா உறுப்புகளின் திசைகளும் மாறுகின்றன. 

ஆதலரல் || 2. [Al 

தன்மை 3. A stop அணியில் இரண்டு நிரைகள் (அல்லது 

நிரல்கள்) முற்றொருமைகளாக இருந்தால் 

| 4|- 0 என ஆகிறது. 

நிறுவல்: 4 என்ற அணியில் ஈ, ௨ வரிசை உடைய நிரைகள் 

முற்றொரூமைகள் (188ஈ110௨) என்க, இவைகளைப் பரிமாற்றம் செய்த 
அணி 8 என்க, 

| Bj = —|]A] ...... 5e6remin (2) 

ஆனால், 7, 2 வரிசையுள்ள நிரைகள் முந்றொருமைகளான தால், 
அவைகளைப் பரிமாற்றம் செய்வதால் 4 மாறுவதில்லை. 

ஆகையால் (281 - | Al 

ஆதலால் | d} = —|A| 

ஆதலால் | 4| - 0 என ஆகிறது. 

தன்மை 4. ஓர் அணி 4-ல் உள்ள எந்த நிரையில் (அல்லது 

நிரலில்) உள்ள பொருள்களை ஒரே திசையிலி எண் 7 ஆல் பெருக்கி (2 

என்ற அணி கிடைத்தால் || 5 | 4 | என ஆகிறது. 

4-ன், க வரிசை உள்ள நிரையை 4*ஆல் பெருக்குவதாக ow wut! 

போம். 

௪: (ஒ) என்க. 1 5 4 என்றால் 

Cy = ays ஜே = மூ என உள்ளது. 

[Co] = ES (திசைக) ஈக. நேம டவ சர்ம 

a € Sy 

= $ (Pome a) aya ccvveesee 1Om ka seven eee Gana 
aeSn 

= rt (Some x) (ya ee கரிம டட உ eee Anna) 
aGs,, 

=rjAl என ஆகிறது, 

தன்மை 5. கீ ஓர் அணி என்க, இதில் & வரீசையுடைய திரை 
யுடன், / உரிசையுடைய நிரையின் * என்ற மடங்கைக் கூட்டினால் 

கிடைக்மும் அணி B என்றால் 

|21- [4|
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B= (by) என்க. 1 ம என்றால் by = 4; என்றும், 

bx = நே + ray; 

l B | = x (திசை a) bie soeees ர்க setae Dane 

ஈக, 

= » (திசை ௨) Aya werees (சக Aya) see ve ஸம 

aS, 

= நு (திசை 2) Aya verve யம ரோம 

கமி 

+ (திசை x) Aya: verses Alar ver eee 11 அ Anna 

கன்ட 

இரண்டாவது அணிக்கோவையில் இரண்டு நிரைகள் முற்றொரு 

மையாக உள்ளதால் அதன் மதிப்பு பூச்சியமாகிறது, 

ஆகையால் || 2 (திசை) (810௨ veers Anna) 

aE Sn 

௪ 1 4 | எனக் கிடைக்கிறது. 

10.4. வரையறைகள் ₹ 

1 என்ற அணியில் 4” வரிசையுள்ள நிரையையும், 5: வரிசை 

யுள்ள நிரலையும் நீக்கிவிட்டாள், கிடைக்கும் (n—1)x (6-1) 

அணியின் அணிக்கோவைக்கு பொருள் “ஈடன் சிற்றணிக் 

டூகாவை (141௦௦) என்! து பெயர். 

ay; என் சிற்றணிக் கோவையை | My | எனக் குறிப்போம். 

Ay = (—1)'* i | My | என்பது “ஆ-ன் துணைக் காரணி 

(Co-factor of aj) எனப்படுகிறது. 

10.5. அணிக்கோவை | 4 | -ல், ரூ என்ற பொருளைக் கொண்ட 

எல்லா உறுப்புகளின் கூட்டுத் தொகை aij டி என்பதாகும். 

நிறுவல் : . 

A a;, ப) Qin 

~ கட ஜே டை சீஷ. அஹ 

ச ககட்ட உககட கக்ட உ உட 14 . 
எனக, 

Gj, Gig aij ரே 

*உட லக்க அத்தகம்தேக
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முதலில்," | 4] -ல், சட, வரக்கூடிப எல்லா உறுப்புகளின் 
கூடுதலைக் கீழ்க் கண்டவாறு எழுதலாம். 

பட. (திசைஐ) ச, 8, ove Annee 
ae S, 

le=1 

Lla=1, என்று வைத்துக் கொண்டு, மற்ற (ஈ--1) எண்களில் 
மாத்தீரம் 2-1 வரிசை மாற்றங்கள் செய் நிரம். 

இதில் சடன் குணகம் 

| Gon Go, ரர | 
| Ayn ag ee சழ | 

| ang ns ese Any | 

= |M,,1 என்பதை உணரலாம். 

Ay, = (—1)'*? |] மரீ, என்பதால் 

A,, = |M,,[ எனக் கிடைக்கிறது. 

ஆகையால் அணியின் முதல் பொருள் ஈடடஐக் கொண்ட எல்லா 
உறுப்புக்களின் கூட்டுத் தொகை 

ஈட 4 டடஎன ஆகிறது. 

பொதுவாக, ஈட என்ற பொருளை எடுப்போம். 

இதை அணியின் முதலிடம் கொண்டு வருவதற்குப் படிப்படியாக 
'நிரைகளுடன் 1 -- 1 பரிமாற்றங்களும், படிப்படியாக நிரல்களுடன் 
7 ம பரிமாற்றங்களும் செய்ய வேண்டும். ஆகையால் மொத்த 
பரிமாற்றங்களின் எண்ணிக்கை 7 7-5 என ஆகிறது, 

ஆகையால் புதிய அணிக்கோவை | 8| - (1944-5 | 4] 

1] 

- (1) 14] என ஆகிறது, இப்பொழுது 2-ல் ஆ-ன் 
சிற்றணிக்கோவையில் மாறுதல் இல்லை. 

ஆதலால் | 8 1-ல் ஈட என்ற பொருளை உடைய எல்லா 

உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொலக (--1)1*1 ஐ | My] = aj: A 1]
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10.6. ஒரு நிரையின் (அல்லது திரலின்) சரர் பர க அணிக் 

கோடையின் விவரணம் 2 

- உதாரணமாக, 4 என்ற அணியின் முதல் நிரை [ச;; 8; 

சம. என உள்ளது. | 4 | -ல் உள்ள எந்த உறுப்பிலும் இந்த நிரையின் 

ஒரு பொருள் உள்ளது. ஆகையால் (௪;; உள்ள உறுப்புகள்) - 

(சட, உள்ள உறுப்புகள்) -- (2;; உள்ள உறுப்புகள்) -- ........ 4 

(20 உள்ள உறுப்புகள்) - | 4 [-ல் உள்ள எல்லர உறுப்புகளின் 

கூடுதல். ் 

ஆகையால்; 10.5-ல் கண்டபடி 

| 4] = a,, Ay, 4 aie Ais + vee cee + Qin Ain 

என ஆகிறது. 

இதேபோல; எந்த நிரையின் அல்லது நிரலின் சார்பாகவும் 
| 4| ஐ விவரிக்கலாம், அதரவது 

n 
| A | = x aij Ajj (் = 1, அல்லது 2 அல்லது-8,.... 

jul அல்லது 7) 

n 
மேலம் [41 - 3 ஈட (7௪ 1, அல்லது 2 அல்லது &,... 

1 அல்லது 2) 

10.7. தன்மை 6. அணி 4-ல், ஒரு நிரையில் (அல்லது நிரலில்) 
உள்ள ஒத்த பொருள்களின் துணைக் காரணியால் பெருக்கிக் 

கிடைக்கும் கூடுதல் பூச்சியமாகிறது. 

அதாவது ம £ / என்றால் 

டட சிடு + ake Ais Le vevever von Obn An = 0 

இதில் காணும் இடக்கைப் பக்கம், 4” வரிசை எண்ணுள்ள 

நிரைக்குப் பதிலாக *%* வரிசை எண்ணுள்ள் நிரையை மறுபடியும் 

எழுதி, 4? வரீசை எண்ணுள்ள; நிரையின் சார்பாக அணிக்கோவை 
யின் விவரணம் என்பதை உணரலாம். இப்படிச் செய்வதால் அணிக் 

கோவையில் முற்றொருமையுள்ள இரண்டு நிரைகள் இருக்குமாத 
லால் அதன் மதிப்பு பூச்சியமாகிறது. ஆதலால் மேலே கரணும் 

கூடுதல் பூச்சியமென உணருகி ரும். 

தன்மை, 7. ஒர் அணியில், ஒரு நிரையில் (அல்லது நிரலில்) 
உள்ள பொருள்கள் ஒவ்வெர்ன்றும் r உறுப்புகளின் கூடுதல் என்றால், 

அணிக்கோவையை, 7 அணிக்கோவைகளின் கூடுதலாக எழுதலாம்.



புதுமுறை இயற்கணிதம் 

உதர்ரணமாக 7 - 9 என்க. 

£? வரிசையுள்ள நிரை 
7 

(aj, + bi, +i, Gis + bia + Cia 

n 

JA] = 2 (துஆ 0%) AG 
j=l 

7 n 

= z ay Aj; + % by Ay + 

J w
s
 

veveceess Gin + din + Cin) என்க, 

21] Aij 

1 

தன்மை 8. ஒரே இனத்தைச் சேர்ந்த இரண்டு அணிக்கேரவை 
களின் பெருக்கல். 

உதாரணமாக மூன்று வரிசை எண் உடைய இரண்டு அணிக் 

கோவைகளின் பெருக்கலைப் பார்ப்போம், இதேபோல பொதுவான 
நிறுவலும் கிடைக்கும். 

  
  

a, by oy a, Br, yy | 

a, மி). 26 x to நி ye 

| a, b, 6, Loa, Bs Ms 

  

4,%,+b,8,+e.7, ,%4+b, Bo tl, ye Q,1, +b: Bsteiy, | 

42%, +boB +Coy, சகட மி) 2உர் 0222 3 சிதிடிர் உற 

கக, ம், 8, 4 கோடாக திடர் 2௨. கட்ச் திர் உட,   

நிறுவல் : வலக்கைப் பக்கத்திலுள்ள அணிக்கேரவையை 27 

அணிக்கோவைகளின் கூடுதலாக எழுதலாம். இவைகளில் 6 அணிக் 
கோவைகளுக்குத்தான் பூச்சியமல்லாத மதிப்புகள் உண்டு, உதார 
ணமாக முதல் நிரலில் *௦” என்ற எழுத்தும், இரண்டாவது நிரலில் 49” 
என்ற எழுத்தும், மூன்றாவது நிரலில் *4” என்ற எழுத்தும் வருமாறு 
உள்ள அணிக்கோவையை எடுப்போம். அதரவது 

28% 
28, 

6.8, 

121 82 

Cove 

0272 

Goa, 

2, 5 

= 1728, | a, 6, 

@ நீ. 

ay 6, ச்,



அணிக்கோவைகள் . Q71 

  

=— aiyabs ay ச், 8] =—~ 4,728;,A 

@, by Cy 

a, b, ட 

முதல் நிரையைத் தேர்ந்தெடுக்க 8 வழிகளும், அதன் பிறகு 

இரண்டாவது நிரலைத் தேர்ந்தெடுக்க 2 வழிகளும், அதன் பிறகு 
மூன்றாவது திரலைத் தேர்ந்தெடுக்க 1 -உழியுமுள்ளது. ஆதலால் இது 
போன்ற அணிக்கோவைகளின் எண்ணிக்கை 8 x 2x1 = 8 என 
ஆகிறது. மற்ற 21 அணிக்கோவைகளும் பூச்சியங்களாகின்றன. 
உதாரணமாக, 

சதி Qa, ae, | 

6.8, 4,0, aya, | 

| b.B, Ay%, ஆட 

| 
| 

| 

=. Byvge, b a a | = 0 என ஆகிறது. 

b, a a, 

ச, a, as | 

பூச்சியமல்லாத 6 அணிக்கோவைகளின் 

கூடுதல் =A*x (% Boy, ~~ a YB, ர Bit y, +B iy; 

+ yx,B, — 18.24] 

  

= A x a, By yy | எனக் காண்பிக்கலாம். 
| 

| wv, Br vy | 

L Mn B, 272 | 

10.8. 1 வரிசை எண் உடைய இரண்டு அணிக்கோஙைகளின் 
பெருக்கலைக் கீழ்க்கண்ட விதமும் குறிக்கலாம். 

| A | = R, $ | B | = 7 70 R, ப என் (வைகள் 

R, 7, | 4 [-ன் திரைகள். 

7. 7 வ என்பவைகள் 

Rn Tn | B | -sir நிரைகள். 

14] |] உர இரு இதுவ பபச 
Rit, Rote waves Ty
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பயிற்சி 

1 A= (க என்பது ஒரு (5X5) அணியானால் [41ல் 

உள்ள கீழ்க்கண்ட உறுப்புகளின் திசைகளைக் காணவும். 

(1) ay, Ay Aggy ஜே 84 

(2) Aig Gy5 sy 41-45 - 

2 [.4| - 0 ஆனால் ,4-ன் நிரைகள் (அல்லது நிரல்கள்) 

ஒருபடிச் சார்பு கொண்டவை எனக் காட்டவும். 

[| A] =O. R(A)<a o. (49) அபி 

3 14 | -ன் மதிப்புக் காணவும். 

0) 451 படட 81 ௫451 1 15 14 4 | 

l 3 42 i2 6 7 9! 

| o 8-1 1 | ட 10 11 5 | 

.| 1-2 5 0 | is 8 2 16 | 

(3) A= | 8 2 1 4 | (A) i be be(b +e) | 

நல up 5 14 | 1 02 ca(e+a) 
16 8 | | 

| 88 39 8 38 1 ab ab(at+b) 

4. அமலன் துணைக் காரணியானால்,. | Ae | = [ae [| 
என்றும், 

| 4, | -ல் கின் துணைக் காரணி, 2, ஆனால், 

ட - கட | 86 | என்றும் நிறுவுக. 

5. சுடர் சர் கஞ் 0 

கடா சஷ்டர் இஷ்டி 0 

கட்டா ஜேட் இஷ எ 0--இவைகளிலிருந்து Xo May Xe 

இவைகளை விலக்கவும்.
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கணக் கொள்கை 

திசை 

திசை இயல்பு 

வடிவொத்த அணி மாற்றம் 

தீர்வு 
தீர்வு வெக்டர் 

தொகு முறை 

பரிமாற்றம் 

மாற்றும் அணி



280 

Triangle Inequality 

Trivial solution 

Non Trivial solution 

Union 

Unit 

Vector 
Vector Space 
Vector Sub space 
Venn Diagram 

Well ordered set 

Zero 

| 

றை இயற்கணிதம் 

முக்ே காணச் சமனின்மை 

அற்பமான தீர்வு 
அற்பமில்லாத தீர்வு 

கூட்டு 

அலகு 

வெக்டர் 

வெக்டர் வெளி 

வெக்டர் உள் வெளி 

( வெண் ? படங்கள் 

நன்கு வரிசைப்படுத் தப்பட்ட 

கணம் 

பூச்சியப் பொருள்.



    

  

  

  

அட்டு பாடநூல் நிறுவனம். 
சென்னை 

ஆட 

பின்வரும் பொ அ னனல் 

பட்டப்படிப்பிற்குரிய நூல்கள் 

விரைவில் வெளிவரும் 

கணிதம் 

Quer santo 

வேதியியல் 

. தாவாவியல் 

விலங்கியல் 

பொறியியல் 

வரலாறு 

அரசியல் 

ட் பொருளாதாரம் 

வணிகவியல் 

புள்ளியியல் 

. உளவியல் 

புவியியல் in 

— —_, 41 predacir 

— 28 

ட தத 

௮ 30 ்் 

_ | 40 2 

— ~ 50 9 

— 45... 4 

= 34 ag 

வய 83 ss 
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