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என்ற இக்‌ .நூல்‌ தமிழ்காட்டுப்‌ பாடநூல்‌ நிறுவனம்‌ -.. கல்லூரி 
நூல்‌ வெளியீட்டு இயக்குரரகத்தின்‌ 247 ஆவது வெளியீடாகும்‌, 
இதுவரை 282 நூல்கள்‌ வெளிவந்துள்ளன. 
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1. ஆச்சு தூரங்கள்‌ 

சமதளத்தில்‌ பொதுவாக ஒரு புள்ளியின்ரிலை ஒன்றுக்‌ 

கொன்று சேங்குத்தான இரு கேர்கோடுகளைப்‌ பொருத்து 

அமையும்‌ அச்சுத்‌ தூரங்களால்‌ கணிககப்படுகிறது. முப்பரி 

மாண வெளியில்‌ ஒரு புள்ளியின்கஸலை, மூன்று அச்சுத்‌ தூரங்‌ 

களால்‌ கிர்ணயமாகிறது, அது எப்படி என்பதை இங்குச்‌ சற்று 

ஆராய்வோம்‌. 

1-7... முப்பரிமாண வெளியில்‌ ஒரு புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ 

ஒரு சமதளத்தில்‌ அமையாத %:0%, 05%, 2:02 என்றா 

ஒன்றற்கொன்று செங்குத்தான மூன்று கேர்கோடு ளை எடுத்துக்‌ 

கொள்ளலாம்‌, அல்லது ஒரு சமதளத்தில்‌ X’OX, Y'OY எனறு 
0 புள்ளியின்வழியாகச்‌ செல்லும்‌, ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான 

  

x 
LAG 24 

இரு கேர்கோடுகளை எடுத்துக்கொள்ளலாம்‌. அந்தச்‌ சமதளத்‌ 
திற்கு, அதாவது 60% சமதளத்திற்த செங்கத்தாக 0-ன்‌ 
வழியாக செல்லும்‌ 2:02 என்ற அகேர்கோட்டை எடுத்துக்‌ 

கொள்க, இந்த மூன்று கநேர்கோடுகளை அச்சுகளாகக்‌ கொள்‌ 

வோம்‌. ஏதாவது ஒரு புள்ளி £-ஐ எடுக்க, £-ன்‌ வழியாக. 

௩02, 2015, 2004 என்ற சமதளங்களுக்கு இணையாக மூன்று



2 முப்பரிமாணப்‌ பகுமுறை வடிவ கணிதம்‌ 

சமதளங்கள்‌ வரைக. அவை அச்சுகளை க, 1, ன்ற புள்ளி 

களில்‌ சந்திக்கும்‌. அப்படியானால்‌ டுக்‌, பேறு, பப, 
ற. ௪ என்ற மதிப்புகள்‌, 1-ன்‌ அச்சுத்‌ தூரங்களாகும்‌. 

இந்த மதிப்புகள்‌ மிகை மதிப்புகளாகவோ அல்லது குறை 
மதிப்புகளாகவோ இருக்கலாம்‌. மிகையாக அமைந்தால்‌, அச்சுக்‌ 

களின்‌ நேர்த்திசையில்‌ அளக்கப்பட்டிருக்கிறது என்று கொள்ள 

லாம்‌, குறைவாக அமைந்தால்‌, அச்சுகளின்‌ எதிர்த்திசையில்‌ 
ors stiue9. 5559 g. OA=x, AM=y, MP=z ஆல்‌ குறிக்‌ 

கப்படும்‌. 

பே], 2) என்ற அச்சு தூரங்கள்கொண்ட புள்ளியைக்‌ கண்டு 

பிடிக்க: 02%, 05, 02 என்ற அச்சுகளில்‌ 0&-, 0-3) 

002 என்று அமையுமாறு A, B, C என்ற புள்ளிகளைக்‌ 
குறித்துக்கொள்க, இந்த மூன்று புள்ளிகளின்‌ வழியாக 102, 
20%, 305) என்ற சமதளங்களுக்கு இணையாக மூன்று 
சமதளங்கள்‌ வரைக, இந்த மூன்று சமதளங்கள்‌ சந்திக்கும்‌ 
யுள்ளியே ஈமக்குத்‌ தேவையான து. 

குறிப்பு: இந்தமூன்று 08 என்பது 02-யின்‌ வீச்சம்‌ எனக்‌ 
காண்க. சமதளங்கள்‌ முப்பரிமாண வெளியை எட்டுப்‌ பகுதி 

களாகப்‌  மிரிக்கிறது. இந்தப்‌ பகுதிகளுக் த ஆரைக்கால்‌ 

கோளங்கள்‌ என்று பெயர்‌, எந்த அரைக்கால்‌ கோளத்தில்‌ 

புள்ளி இருக்கிறதோ, அதற்குத்‌ தகுந்தபடி புள்ளியின்‌ அச்சுத்‌ 
தூரங்களின்‌ குறி அமையும்‌. 

கீழ்க்கண்ட பட்டியல்‌ எட்டு அரைக்கால்‌ கோளங்களின்‌ 

அடையாளங்களைக்‌ காட்டும்‌. 
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அச்சு தூரங்கள்‌ 3 

பயிற்சி 1 

1. 2036 சமதளத்தில்‌ உள்ள புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ 
37, ச என்றால்‌ 0 என்று காண்பி. 

2. (i) p=o, z=0 (ii) z=o=x (ili) x=o=y (iv) p=bs 
௪2௦ (௫) 2௦ ஈம (4) 2-௬, நம்‌. என்று அமையும்‌ புள்ளி 
யின்‌ நியமப்பாதை என்ன ? ்‌ 

3. (௦. ந) இ ன்‌ அச்சு தூரங்கள்‌, ௮௪௬, ந௩அச்சு, 
rays இவைகளுடன்‌ 02 உண்டாக்கும்‌ கோணங்களின்‌ 

அளவுகள்‌ Ls 8, 4 ஆகிறது. அப்படியானால்‌ 

= விம்‌ Cos ol = J» Cos B 5 

Cos y = ன்‌ என்று காண்பி, 

[இங்கு 4027] 

4௨ (0) ஒரு புள்ளியின்‌ ஐ அச்சு தூரம்‌ 8, (ம) ஒரு புள்ளியின்‌ 
2 அச்சுதூரம்‌ 2, ந அச்சுதூரம்‌ -4 என்றால்‌ புள்ளியின்‌ நியமப்‌ 
பாதை என்ன? 

1-2. இரண்டு புள்ளிகளுக்கு இடையே உள்ள தாரம்‌ 

இரண்டு புள்ளிகள்‌ 1,0): இவற்றின்‌ அச்சுதூரங்கள்‌ 

முறையே, 

(%1 Vi 21) (Xs Va Zq) STG MY Oansira,. 

  

  

* படம்‌ 2 

PQ என்ற இரண்டு புள்ளிகளின்‌ வழியே 302, 
28017 என்ற அச்சு சமதளங்களுக்கு இணையாக தலா 

2 

ZOX, 
மூன்று



4 முப்பரிமாணப்‌ பகுமுறை வடிவ கணிதம்‌ 

சமதளங்கள்‌ வரைக. இந்த ஆறு சமதளங்களும்‌ P QR மூலை 

விட்டமாகக்கொண்ட ஓர்‌ இணைகரத்‌ திண்ம௰மாக (Parallelopiped)- 

அமையும்‌. 

APCM, NBZQ; ZCPR, QNAM; 

BNAP, ௪0040 இவைகள்‌ இணைகரத்‌ திண்மத்தின்‌ மூன்று 

ஜோடி இணை மூகங்களாகும்‌. 

LANQ = ஒரு செங்கோணம்‌- 

eure AQ? = ANI+ NQ? 

றத என்ற நேர்கோடு 14310 என்ற சமகளத்திற்கு செங்குத்‌ 

தாகிறது. இந்த சமதளத்தில்‌ &௦ என்ற Gots தாடு அமைவதால்‌ 

AQ ar PA 

ஆதலால்‌, 105 = இக்கட 

= PAL 4 ANt-+-NQE 

ஆனால்‌ 2௦, என்ற புள்ளிகளின்‌ வழியாக சமதளம்‌ 202 

க்கு இணையாக வரையப்பட்ட 80, கு என்ற சமதளங்‌ 

களுக்கு இடையேயள்ள தூரமாக £க அமைகிறது. 

ஆதலால்‌ PA= ya Jay 

அதுபோல்‌ AN =X_g—-X) 

NQ=29- சே 

எனவே PQ? = (டிய) 

4 (கோச 

ஆகவே (௨.3) 2பி (ரில என்ற அச்சுத்‌ தூரங்கள்‌ 

கொண்ட இரண்டு புள்ளிகளுககடைய
ே உள்ள தூரம்‌ 

+4 ox Oat ear? 
அ) 29297 

குறிப்பு: ஆதியிலிருந்து, தாரம்‌: புள்ளி 1 ஆதியுடன்‌ 

இணைந்தால்‌ 

1 “சட தடு 

எனவே 0௨2-112”
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பயிற்சி 2 

1, (0, 7, 10), (-1, 6,6,), (-4, 9, 6) என்ற புள்ளிகள்‌ ர்‌ 
இரு சமபக்க நேர்கோண முக்கோணத்தின்‌ உச்சிகள்‌ என்று 
காண்பி. 

2 (—2, 3, 5) (1, 2, 3), (7, 0-1) என்ற புள்ளிகள்‌ ஒரு நேர்‌ 
கோட்டில்‌ அமையும்‌ என்று நிரூபி. 

3, (a, 0, 0), (0b, 0): (03 05 €) £0, 02 0) Stak DM நான்கு புள்ளி 
களுக்கு சம தூரத்தில்‌உள்ள புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்களைக்‌ கண்டு 
பிடி, 

4. (2,5,—8) (8, 7,-5) (6,8,2) என்ற புள்ளிகளை ' 
உச்சி.ளாகக்‌ கொண்ட ஒரு முக்கோணத்தின்‌ பக்கங்களின்‌ 
நீளங்களைக்‌ கண்டுபிடி, 

5. ஆகியையும்‌ (2, 1,--2) (8, 4, 5) என்ற இரு புள்ளிகளை 
யும்‌ உச்சிகளாகக ரெண்ட முககோணம்‌ ஒரு செங்கோண முக்‌ 
கோணம்‌ என்று கிரூபி, 

6. (1, 2, 3) (8, 2,1) என்ற புள்ளிகளிலிருந்து 
(%7, 2) என்ற புளளி சமதூரத்தில்‌ இருந்தால்‌, $..2 20 என்று 
காண்பி, 

7% (2,6, 8) (3, 2,2) (0,5, 4) (1.1, 3) oto m புள்ளிகளை 
உச்சிகளாகக்கொண்ட ஒரு நா றகரம்‌, இணை௩ரமாக அமையும்‌ 
என்று நிரூபி. 

1. 3. இரண்டு புள்ளிகளை இணைக்கும்‌ நேர்கோட்டைப்‌ பிரித்தல்‌ 

P (1 1 21) Q (Xa Ys 2) என்ற புள்ளிகளைச்‌ சேர்க்கும்‌ நேர்‌ கோட்டை £:/.என்ற விகிதத்தில்‌ பிரிக்கும்‌ புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்களைக்‌ கண்டுபிடிக்க , 

20௦22. %./ என்ற விகிதத்தில்‌ பிரிக்கும்‌ புள்ளி atthe Bastia BS. க்கும்‌ புள்ளி % (x, 1 z) 

_XOY சமதளத்திற்கு செங்குத்தாக PL, ௦, நா என்ற கேர்கோடுகள்‌ ; வரைக,  நேர்கோடுகள்‌ 21, 03, 871 ஒரு சம தளத்தில்‌ அமைவதைக்‌ காண்க. இந்தச்‌ சமதளத்தில்‌ 1,%171 கேர்‌ கோட்டுக்கு இணையாக, 1 புள்ளியின்‌ வழியாக ஒரு நேர்கோடு ்‌
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வரைக, இந்த நேர்கோடு 11-ஐ 11 என்ற புள்ளியிலும்‌ நம6-ஐ.8 
என்ற புள்ளியிலும்‌ வெட்டட்டும்‌, HPR, QRK என்ற முக்‌ 
கோணங்கள்‌ வடிவொத்தவையாக அமைகின்றன. 

ஆதலால்‌, 

N 
  

          
ந NM 

படம்‌ -5 

=PR 
RQ 

=PH 
KQ 

= £H-LP 
MO-MK 

=NR—LP 
MQ —NR 

~
>
 

  

தத 
கச 

எனவே, 2 -/2£ 7/2) 
k+l 

அதுபோல்‌ ZOX, YOZ என்ற சமதளங்களுக்கு ரேர்‌ குத்துக. 
கோடுகள்‌ வரைந்து, 

ழக மடு) 
k+l 

veka tle என்‌ று காண்பிக்கலாம்‌
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ஆதலின்‌ (2, ற; 21) (09 29) என்ற புள்ளிகளைச்‌ - சேர்க்கும்‌ 
கேர்கோட்டை £: / என்ற விகிதத்தில்‌ பிரிக்கும்‌ புள்ளிகளின்‌ 
அச்சு தூரங்கள்‌, - 

8 ட்ட Kyathy kK z+lz, 5 
kK+T? த்க்‌” k+l 

என்று ஆகும்‌, : 

குறிப்பு; 1.1, £ 0-ன்‌ நடுப்‌ புள்ளியானால்‌, 

18:7- 141 எனவே, 

= *t%a நோ இர்ஷி 
இரச ஓ கசி த 

பயிற்சி 3 

1. (2, 45), (5, ௨) ஆகிய புள்ளிகளைச்‌ சேர்க்கும்‌ நேர்‌ 
கோட்டை, 02 சமதளம்‌ என்ன விகிதத்தில்‌ பிரிக்கிற. து என்று 
கண்டுபிடி, 

2. (-8, 4-8), (6, -6, 4) ஆகிய புள்ளிகளைச்‌ சேர்க்கும்‌ நேர்‌ 
கோட்டை, 36017 சம தளம்‌ என்ன விகிதத்தில்‌ பிரிக்கிறது என்று 
கண்டுபிடி? மேலும்‌, இந்த கேர்கோடு அந்தச்‌ சமதளத்தைச்‌ 
சந்திக்கும்‌ புள்ளியைக்‌ கண்டுபிடி. 

3. A(4,8. 12) B (2,4,6), CG (3, 5,4), D (5, 8,5) 
எபைபது கான்த புள்ளிகள்‌. க, ற்‌ என்ற கேர்கோடுகள்‌ சந்திக்‌ 
கும்‌ என்று காண்பி, 

ட்‌ சபி 0 2) பேரி ச) என்ற மூன்று புள்ளிகள்‌ நிர்ணயிக்கும்‌ சமதளத்திலுள்ள எந்தப்‌ புள்ளியின்‌ ௮ச்சு தூரங்‌ 
களும்‌, 

Ixytmrytnxg ly, + myy+nyy 
lim+n ”? Ti mtn 

ly +mz,+nz, ள்‌ ன்‌ aa என்று இருக்குமென கிரூபி, 

at Links 4) ௫0-21) (9-5 என்ற புள்ளிகளை க முனைகளாகக்கொண்ட முக்கோணத்தின்‌ இணி, த்‌ தைக்‌ கண்டுபிடி, ‘ வ கு மர்‌
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6. & (23,4) B (—6,—5,8) 0 (10,489) என்ற 
மூன்று புள்ளிகள்‌ ஒரு நேர்கோட்டில்‌ அமைகின்றன. AB G 

பிரிக்கும்‌ விகிதத்தைக்‌ காண்க. 

1. றல என்ற புள்ளி & (0,0,0) 8. (3-2 4) 
C (7, 1,4) என்றபுள்ளிகளுடன்‌ சமதளத்தில்‌ இருக்கிற து. ABCD 

ஒர்‌ இணைகர மானால்‌, மன்‌ அச்சு தூரங்களைக்‌ கண்டுபிடி. 

8 ACH V1 21), Bs Va லி (டி 0 23224) 

என்ற நான்கு புள்ளிகள்‌ ஒரு சரிவகத்தின்‌ முனைகள்‌. நமே முக்‌ 

கோணத்தின்‌ திணிவுமையம கூன்‌ அச்சு தூரங்கள்‌, 

ஷோ Vets t Vs Repay thy : 
rs oe ge 7) என்று நிரூபி. 

CDA, DAB, ABU முக்க ரணங்களின்‌ திணிவு மையங்கள்‌ 

ந, 0, 0 என்றால்‌, க்கு; 88, 009, றற! என்ற நேர்கோடுகள்‌ 

ஒன்றை ஒன்று 8: 1 என்ற விகிதத்தில்‌ பிரிககிறது என்று 

காண்பி, 

9, ஒரு புள்ளியை ஆதியாக எடுத்துக்கொண்டால்‌, ஏதாவது 

மூன்று புலளிகளின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ (9,9,2) (@, 0, c) (0, b, e) 

என்று கொள்ளலாமென்று நிரூபி. 

10, (2, 4,7) (8, —5, 8) என்ற புள்ளிகளைச்‌ சேர்க்கும்‌. கேர்‌ 
கோட்டை அச்சு சமதளங்கள்‌ பிரிக்கும்‌ விகிதங்களை கண்டுபிடி. 

11. (2, 2,3) என்பது& என்ற புள்ளி; (19,-9,18)என்பது 

ந என்ற புள்ளி, 81% என்ற கட்டுப்பாட்‌ டிற்கு ஏற்ப, உ ௧௬ 

கிறது, 1-ன்‌ நியமப்பாதை 

சூரர்‌ 428 — 12y + 102— 22720 என்ற கோளம்‌ 

என்று நிரூபி. 

இந்தக்‌ Ganorb AB-@ 2.3 விகிதத்தில்‌ உள்ளையும்‌ வெளியே 

யும்‌ பிரிக்கிறது என்று சரி பார்‌. 

12, ஜாதா மச்‌ என்ற கோளத்தைச்‌ சந்திக்க (1, --2, 8) 

என்ற புள்ளியின்‌ வழியாக 8கேர்கோடுகள்‌ வரையப்படுகின்‌ றன, 

இந்த சேர்க்கோடுகள்‌ 2: 8 என்ற விகிதத்தில்‌ பிரிக்கப்படுகின்‌ 

ன, இப்படிப்‌ பிரிக்கும்‌ புள்ளிகள்‌ கல 25௪” 6௩4 12y— 

182-220 என்ற கோள த்தின்‌ மேற்பரப்பில்‌ அமைகிறதுஎன்று 

காண்பி:
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1.4... இரண்டு கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள கோணம்‌ 

இந்த இரண்டு கோடுகளும்‌ ஒரே சமதளக்தில்‌ இருந்தால்‌, அவை 
களுக்கு இடையேயுள்ள கோணம்‌ என்னவென்று ஈமக்குத்‌ தெரி 
யும்‌, ஆனால்‌, அந்தக்‌ கோடுகள்‌ ஒரு சமதளத்தில்‌ அமையவில்லை 
என்றால்‌, அந்தக்‌ கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள கோணமானது 
ஒரு புள்ளியின்வழியாக, அந்தக்‌ சோடுகளுக்கு தணையாகவரையப்‌ 

படும்‌ கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணமேயாகும்‌, 

திசை கொசைன்கள்‌ : கொடுக்கப்பட்ட கேர்க்கோடு, 60%, 
YOY, Z'OZ என்ற அச்சுகளின்‌ கேர்‌ திசைகளுடன்‌ ௮, %, 7 

என்‌ ற கோணங்களை உண்டாக்குமேயானால்‌,அந்தகேர்க்கோட்டின்‌ 

திசை கொசைன்கள்‌ ௦08 4, ௦08 8, 6௦8 7 எனப்படும்‌. 

  

ஆதி 0-ன்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ &0& என்ற நேர்‌ கோட்டி 
னுடையது. திசைக்‌ கொசைன்கன்‌ 605“, ௦09, ௦௦8$/ எனக்‌ 
கொள்க... &௦& இன்‌ மேல்‌ 2 (ட, ௪) என்ற புள்ளியை எடுத்‌ 
ஆக்கொள்‌.. 0-3. 305 சமசளத்துக்குச்‌ செஙகுத்தாக 19 
என்ற நேர்கோடு வரை. சமதளம்‌ 3$03-ல்‌ OX-4G? செங்குத்‌ 
தாக ர என்த நேர்கோடு வரைக. அப்படியானால்‌ 0-2, 
MN=y, NP=s என்று ob. OM என்பது 03-ன்‌ மேல்‌ 
01-ன்‌ வீச்சாகும்‌. 

ஆதலால்‌, 

x= ¥ cos
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அதேபோல்‌ y = yoos B 

= ¥ cos ¥ ட 

இவைகளின்‌ வர்க்கங்களைக்‌ கூட்ட, 

x? + y? + 2% = y?(cos® of + cos’ 8 -+coa" ¥) ஆகும்‌. 

கூறாக ௮ 32 ஆதலின்‌, 
௦௦2௮-0089 2 --0082/-1 ஆகும்‌. 

வேறுவழி 

எந்த ஒரு நேர்கோட்டின்‌ மேல்‌ 0-ன்‌ வீச்சு, அக்‌ கோட்டின்‌ 
மேல்‌ நர, நரி, 112) என்பவைகளின்‌ விச்சுக்களின்‌ கூட்டுத்‌ 

தொகையாகும்‌. ஆதலின்‌ OP-dr மேல்‌ விச்சை எடுத்துக்‌ 
கொண்டால்‌, ச 

200 of + y cos B 1: ௪0௦807 

ஆனால்‌, 
x = Y cos of 

y = y¥cos 8 

# = Ycos ¥ 

ஆகையால்‌ 

1 = cos*of 0083 1 008597 

cos* of -+cos* B+-cos?¥ =1. 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 1. cos 3 cos B = ஆ 

0034 = ஆதலின்‌ 

த அரி றர +27 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 2: ஆதி 0-ன்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ நேர்‌ 
கோட்டின்‌ திசை கொசைன்கள்‌ cos of crs 32 cos ¥ என்றால்‌, 

அ ச்‌ சவ 
கவ்‌ மேதி மேரு 

பே.) 2) என்பது அந்தக்‌ ோட்டின்மேல்‌ உள்ள ஏதாவது ஒரு 

புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்களாகும்‌. 47 என்பது அந்தப்‌ புள்ளி 
ஆதியிலிருந்து உள்ள தூரமாகும்‌.
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ஆகவே, ஆதிவழிச்‌ செல்லும்‌ ஒரு கோட்டின்‌ மீதுள்ள 

ஏதாவது ஒரு புள்ளியின்‌ masa தூரங்கள்‌ 37 cos ds / 008 32. 
37 ௦083; எனக்கொள்ளலாம்‌, 

கிளைத்தேற்றம்‌ 3: cos 4, ௦௦8 9, ௦௦ 44 என்ற திசை 
கொசைன்களுடைய (92 ந*2*) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகசெல்லும்‌ 
கேர்கோட்டின்மேல்‌ உள்ள ஏதாவதொரு புள்ளியின்‌ ௮௪௬ 

தூரங்கள்‌ (2, 9, 2) என்றால்‌, 

5 

6. 

  
  
இடமி ப எஸ ப காட்‌ வு 
COS of cos 8 cos 37 

மாதிரி கணக்குகள்‌ 

நிலை அச்சுகளுக்குச்‌ சமமாக சாய்ந்திருக்கும்‌ நேர்க்கோடு: 
களின்‌ திசை கொசைன்கள்‌ யாவை ? அப்படிப்பட்ட 
கோடுகள்‌ எத்தனை £ ர 

ம என்ற புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ (9, 12, 4) OP 
என்ற கோட்டின்‌ திசை கொசைன்களைக்‌ கண்டுபிடி, 

இரண்டு கோடுகளின்‌ திசை கொசைன்கள்‌ 

l+m-+n=o0 

2lm+2nn—nl=o 

என்‌.றஇரு சமன்பாடுகளைச்‌ சரிசெய்கிற, .து.அப்படியானால்‌ 
அந்தத்‌ திசை தொசைன்களைக்‌ கண்டுபிடி... 

cos 1, 005 0, ௦0837 என்பவை ஒரு கோட்டின்‌ திசை 
கொசைன்களானால்‌, 

sin’ + sin?B + sin’y = 2 என்று நிரூபி, 

யே சப 20) (0 9, 24) என்பவை இரு புள்ளிகள்‌ £௦ன்‌ அச்சு தூரங்களானால்‌, 7 782, என்ற திசை கொசைன்‌ களுடைய ஒரு சேர்கோட்டின்மேல்‌ மடன்‌ வீச்சு /0- 3) 4 (Yn) +n (௯20) என்று கிருபி, 
அச்சுக்களின்மேல்‌: ஒரு கோட்டின்‌ வீச்சுகள்‌ 2) 96 அப்படியானால்‌ அந்த கோட்டின்‌ நீளம்‌ என்ன 7
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குறிப்பு ச, by 2 என்பவை ஒரு கோட்டின்‌ திசை 
ககொசைன்களுக்கு விகித சமமானால்‌, 

cos of _ 0088 _ 00897 _ V cos*al-+cos* 8 -Foos¥ 
a ச்‌ 6 VP Lee 

ட. ஐ 1 

Vath +c 
a ம்‌. = @ ப ee ee es cos of Veub re cos 8 Vere 

ல்‌ டட அவை 
Vea he 

ன்‌ திசை கொசைன்கள்‌ 

a ட 5 6 

ன்ட்‌” ஏளன 4 சரட்‌. 
ந௦.ன்‌ திசை கொசைன்கள்‌ 

a ம்‌ 0 = 7 : 
நி மிட்டி கஜப ரர காதன்‌ 

0087 

இரண்டு கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள. கோணம்‌ 

ர்‌. திசை கொசைன்கள்‌ மூலமாக ] 

௦, டி என்ற நேர்கோடுகளின்‌ திசை கொசைன்கள்‌ ௦௦ 2, 
408 8, 608 77) 008 “4, 008 இ, 0083! என்று கொள்க, 

௦௦, உடன்‌ 02 உண்டாக்கும்‌ கோணம்‌ ௦, என்று கொள்க, 

(௨9% 2) என்பவை Pact அச்சுத்‌ தூரங்கள்‌. 

02௯ 7 என்க. 

00:ன்‌ மேல்‌, 02, 08, நரஏ, நற என்பவைகளின்‌ வீச்சுக்‌ 
கள கண்டுபிடி. 

OP-sir of fs OM, MN, NP என்பவைகளின்‌ வீச்சுக்களின்‌ 
கூட்டுத்‌ தொகைக்குச்‌ சமம்‌. ஆதலால்‌, 

௫௦௦6-0 3008-1 17005! 4 ௪௦௦௨5” 

ஆனால்‌ ந Y¥ cos b> y = 7௦0 

z= Ycos ¥ 
௦



அச்சு தூரங்கள்‌ 

ஆகையால்‌, 

cos @ = cos of cos a’ cos 3 008 8” 

+ cos Y cos Y’ 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 1: லக்சான்ஜின்‌ சர்வ சமமானது 

(பல 1௭5) 1ர'5) (ll பப டி? 

= (mn'—m'n)* +(nl’ —2'1)?+(im' —I'm)* ror) Qh6tb. 

J=cos L m=cos B n=cos Y 

U==cos ol’ m'=cos B’ n'=cos Y' 

cos* of -+cos’B +cos* Y—1 

cos® ol’-tcos* 8’++cos* y’=1 

எனவே, 

sin? Q@ =1—cos*6 

=[cos* L+cos? B-+cos? Y]fcos* 1-+c0s* 

8*+cos* YJ—[cos of cos cl’-++cos B cos B’-+ 
cos Y cos Y’J* 

=(cos B cos Y'—cos B’ cos Y)? 

-+(cos ¥ cos ol’—cos Y’ cos .)* 

+(cos ol cos B’—cos ef’ cos B)* 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 2: 

a, b, ¢3 a’, B's c! என்பவை இரு நேர்கோடுகளின்‌ திசைக்‌ 
கொசைன்களுக்கு விகித சமமானால்‌, 

2164-2௦ 

nO athe Vane ee 

sin @ = 4 ¥Ge_BO* tla ay La aby 
Vash +0 Vv எய்தப்‌... 

தண ட என்பது அந்த கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தின 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 3: 

அந்தக்‌ கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணம்‌ GB = ஈர்‌. 3 மானால்‌, ஈண்‌
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cos £ cos ol! + cos B cos B!+ cos Y cos Y1=0 

அல்லது 

aa’ +bb’+cec’=0. 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 4: 

அந்தக்‌ கோடுகள்‌ ஒன்றுச்கொன்று இணையாஞனால்‌, 

cos 8 cos Y’— cos ி' ௦௦3/0 

cos ¥ cos of’— cos of cos Y’=0 

cos of cosB’— cosel’ cosB =0 

எனவே, 008 [-- 609 1) 008 B= cos’ 

cos Y= cosy’. 

அல்லது 2 2? 5. 
= பே by 6 

பயிற்சி 4 

1. PQ-cr அச்சு தூரங்கள்‌ (2; 9,-6) (6, ஐ) 
ஆனால்‌, 00, உடன்‌ 01 உண்டாக்கும்‌ கோண த்தைக்‌ கண்டுபிடி. 

2, மூன்று கோடுகளின்‌ திசை கொசைன்கள்‌ (2, 1, 1) 

(4,.f8-1,— 1) (ந பவ்யம்‌, பே) என்பவைகளுக்கு 
விகித சமமாக அமைகிறது. அப்படியானால்‌, ஒன்றுக்கொன்று 
இடையேயுள்ள கோணங்களின மதிப்புகள்‌ ரா/8 என்று நிரூபி. 

8. கனசதுரத்தின்‌ இரு மூலைவிட்டங்களிடையேயுள்ள 
'கோணத்தைக்‌ கண்டுபிடி. 

4. கன சதுரத்தின்‌ நான்கு மூலைவிட்டங்களுடன்‌ ஒரு நேர்‌ 

கோடு od, 2. 5, 8 என்ற கோணங்களை உண்டாக்குகிறது, 
அப்படியானால்‌, 

ecs* ol +cos*B +-cos*¥+ cos’§= 4/3 cross ay Mag. 

5. 0-ன்‌ வழியாக வரையப்படும்‌ மூன்று கோடுகளின்‌ 

திசை கொசைன்கள்‌ (1,--1, 1) (2,-9,0) (4,0,8) என்பவை 
களுக்கு விகித சமமானால்‌ அந்த மூன்று கோடுகளும்‌ ஒரு சம 
தளத்தில்‌ அமையும்‌ என்று நிரூபி.



அச்சு தூரங்கள்‌ 

ஒரு நேர்க்கோட்டிலிருந் து ஒரு புள்ளியின்‌ தூரம்‌: 

cos 1, 008, ௦௦054 என்பவை திசை கொசைன்களாஈவும்‌ 

A (4, bs c) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகவும்‌ செல்லும்‌ நேர்கோட்டி 
லிருந்து 2 (ந! 2) என்ற புள்ளியின்‌ தூரத்தைக்‌ கண்டுபிடிக்க, 

PAGS நேர்கோட்டுக்கு 114 என்ற நேர்‌ குத்துக்கோடு 
வரை, 1728 என்று கொள்க, 74, அந்தக்‌ கோட்டின்மேல்‌ 
தி. யின்‌ வீச்சாகும்‌. 

ஹை. (x—a) cosh + (y’—b) cos B 
+ (2'—c) cos Y- 

ஆனால்‌, 

PN?*=AP*—AN?* 

ஆகையால்‌, 

= [(x'—a)* +(y'—b)? +(2'—c)?] 
— [(@'—a) cosh + (9’—b) cos B+ (z'—e) ௦05375 

= [('—a)? + (y'—b)* +-(2’—c)®] [cosa +eos" BE 

cos* YJ 
— [@’~a} cosa + (y'—5) cos B+ (z'—c) cos Y}? 

= [(y'—8) cosY— (z’—c) cos B]? 

+ [(2'’—¢) cosal— (x'—a) cos Y]* 

+ [(x’—a) cosB—(y’—b) cost]? 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 

அ என்ற புள்ளி அந்தக்‌ கோட்டின்மேல்‌ அமையுமானால்‌ $.40 
2-௪ நத ட. தர 
0080 cos BSS ரு 

பயிற்சி 5 
1. (3, 4, 5) என்ற புள்ளியின்வழியாகச்‌ செல்லும்‌ நேர்கோடு மூதிசை கொசைன்கள்‌ $,_9, 6 என்பவைகளுக்கு விகித சமமாக அமையும்‌] (-1, 2, 6] என்ற புள்ளியிலிருக்து எவ்வளவு தூரம்‌ என்று கண்டுபிடி,
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2. (2,-8,6) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ நேர்கோடு” 
அச்சுகளுடன்‌ சமகோணங்களை அமைத்தால்‌, அந்த நேர்கோடு 

(1,-2,3) என்ற புள்ளியிலிருந்து எவ்வளவு தூரத்தில்‌ அமை 
கிறது என்று கண்டுபிடி, 

திசை விகிதங்கள்‌ 

2௦ என்ற ஒரு கேர்கோட்டை எடுத்துக்‌ கொள்க, அதே. 
திசையில்‌ ஆதி 0-ன்‌ வழியாக 10 இணையாக, 01, என்ற கேர்‌ 
கோடு வரைக. 01,-1 அலகு, பூன்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ 0ன்‌ 

திசையைப்‌ பொருத்தது 1-ன்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ £0.ன்‌ திசை 
விகிதங்களாகும்‌. 

நிலை அச்சுகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக அமைந்தால்‌ஈ 
திசை விகிதங்களும்‌, திசை கொசைன்களும்‌ ஒன்றே. 

தேற்றம்‌ &௦க என்ற நேர்கோட்டில்‌ ற (ட ற, ௪) என்று 
புள்ளியிருக்தால்‌, ழ்க்பன்‌ திசை விகிதங்கள்‌ |, m,n என்று 

கொள்க.] 

  

      

  ல. 
படம்‌ .5 

ஜலம்‌ , ஐல. [y=OP]. 
Peer Spotters, store ae LOE] 

ர ்‌ OP OM 
படத்‌ ஃலிருக்து OL" OF 

Y_x 

TT 

ஆகையால்‌,



அச்சு தூரங்கள்‌ 

அதுபோல்‌, 

லும்‌ அ 
m n 

pels, 
i m n 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 1; 

[IX ந, 2] என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ நேர்‌” 
கோட்டில்‌ (2 ந; 2) என்ற புள்ளி இருந்தால்‌, 

மழ ன றற! - தத 

i m n 
  

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 2; 
P,Q என்ற இரு புள்ளிகளின்‌ அச்சுதூரங்கள்‌ (:, ந, சூ: 

(2 20), 10ென்‌ நீளம்‌ 4 அலகுகள்‌ என்று இருந்தால்‌ 10-ன்‌- 
திசை விகிதங்கள்‌ 

Xq— Xz 5 Va-Vi த்‌ 292) 

Y 

பின்‌ குறிப்பு 
ofée [Projection] 

ஒரு துண்டின்‌ வீச்சு : 

கற என்பது கொடுக்கப்பட்ட துண்டு. கொடுக்கப்பட்டுள்ள. 
4 என்ற நேர்கோட்டின்மேல்‌ &, ந என்ற புள்ளிகளிலிருக்‌ து: 

கேர்குத்‌ துக்‌ கோடுகள்‌ வரைக. &, 1* என்ற புள்ளிகள்‌ இந்தக்‌. 
குத்துக்கோடுகளின்‌ அடிகளாகட்டும்‌. அப்படியானால்‌ 35-்‌ 
மேல்‌ &8-ன்‌ வீச்சு நற! ஆகும்‌. 

  

படம்‌ .- ” 

க்ற்‌ என்ற துண்டு நற என்ற நேர்கோட்டில்‌ ்‌ 
: டில்‌ அமை MN, XY ever g என்ற கோணம்‌ உண்டாக்கினால்‌. tabs அளவை 8. 0௦0 என்று ஆகும்‌, 

2
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MN ororm ;கோட்டிற்கு இணையாக 00) வரைக, OQ-«r 

Giosd AB-aGF ewioT sayib 33s SlomavI yd OP sumypss. 

கூன்‌ வீச்சு - 01-ன்‌ வீச்சு 

= OP cos 

== AB cosQ 

  

oO 
படம்‌ . 7 

க எதிராக அமைந்தால்‌ ஆன்‌ விச்சு-டக்‌ ௦௦ 6- (கன்‌ 

அச்சு ௧0 ௦0 62 

அதாவது, 

AB-sir of ¢% = AB, cos 6 

  

A, B, Gu M, N என்ற புள்ளிகள்‌ முப்பரிமாண 
(வெளியில்‌ அமைந்தால்‌, 2837 என்ற நேர்கோட்டின்மேல்‌, தூ, ந, 
314 என்பவைகளின்‌ வீச்சின்‌ கூட்டுத்தொகை துன்‌ வீச்சுக்கு 

சமமாகும்‌. 

கடி வ 14 என்ற புள்ளிகளிலிருந்து 3857-க்கு வரையப்‌ 

படும்‌ நேர்குத்துக்‌ கோடுகளின்‌ அடிகள்‌, 

கம்‌ வைம 01 ஆனால்‌, 

A'B! +B’C! + sae cee + MN’ தரு”. 

© 
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பயிற்சி 6 

1, ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக உடைய இரு நேர்கோடு 

களின்‌ திசைகொசைன்கள்‌ [,, சப m3 Ig, Mgs Ns ஆகும்‌. 

இந்த இருகோடுகளுக்கும்‌ செங்குத்தாக உள்ள மூன்றாவது 
கோட்டின்‌ திசைகொசைன்கள்‌ 

My, Mg—IMg My, Ml g—Ns he» 

கடி டி) என்று காண்பி. 

2. (ys mys ™%) (Ino Mas Ma) (gs Mas Mg) என்ற திசை 
கொசைன்களையுடைய மூன்று, ஒரு புள்ளி வழிக்கோடுகள்‌ சம 

தளத்தில்‌ அமையவேண்டுமானால்‌, 

Lom m 

1, mg My ௬0 என்று காண்பி. 

ந ராடி Ng 

3. (4,7,89); (6,2,4): (10-20) (10,2,5) என்ற 
புள்ளிகள்‌ ஒரு இணைகரத்தின்‌ உச்சிகளாக அமையும்‌ என்று 

காண்பி. 

4. தழு 60, — 11, 3) C (2, —3, 1) என்பவை 
மூன்று புள்ளிகள்‌, 8ன்மேல்‌ &-லிருந்து வரையப்படும்‌ செங்‌ 
குத்துக்‌ கோட்டின்‌ அடி 1) ஆகும்‌, -ன்‌ அச்சு தூரங்களைக்‌ 
கண்டுபிடி. 

5. 3l4+m+45n=O: 6 mn—2nl+5 Im=O என்ற சமன்பாடு 
களுக்கு கட்டுப்பட்ட திசை கொசைன்களுடைய இருகோடுகளுக்‌ 
கிடையேயுள்ள கோணத்தைக்‌ கண்டுபிடி. 

6. al+bm+en=O ult+vm*+wn*=O என்ற சமன்‌ 

பாட்டினால்‌ அமையும்‌ திசைகொசைன்களையுடைய இருகோடுகள்‌. 

ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாகவோ, இணையாகவோ இருக்க 

வேண்டுமானால்‌ a*(v+-w) +b*(w-+u)+c*(u+ v)=O sys gy, 
2 ந ட ன 
245. “20 என்று கிருமி; 

7. Gp my: Ny)» (lg, mgs Ng)» (/g+ mg, ny) என்ற திசை 
கொசைன்களையுடைய மூன்று கேர்கோடுகளுடன்‌ சமமாக 

சாய்ந்திருக்கும்‌ :கேர்கோட்டின்‌ , திசை கொசைன்கள்‌,



20 முப்பரிமாணப்‌ பகுமுறை வடிவ கணிதம்‌ 

கட்டிட கடர பற உடம்படு 
3 ச்‌ 3 * 3 

என்று காண்பி. 

8, (ஐ ௮௪௬ () 3-அச்சு (௦) HEH இவைகளின்‌ திசை 

கொசைன்கள்‌ யாவை? 

9 3 3 3 1 8 ்‌ 
9. 8, தர தக்‌ திசைகொசைன்களை 

யுடைய கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறுங்கோணத்தைக்‌ கண்டு 

பிடி. 

70. த(9, 2-5) 8(1,-8, 7) சேர்க்கும்கோடு, ௦-6, 2, 8) 

(2, 7,--9) சேர்க்கும்‌ கோட்டுக்கு இணை என்று கிரூபி, 

17. தர, 0 என்ற புள்ளிகளின்‌ அச்சுதூரங்கள்‌ முறையே 

(2: 4. 5) (1, 2,2) (8, 6, 2): ஆதி0 ஆனால்‌, 00ன்மேல்‌ &8-ண்‌ 
வீச்சை கண்டுபிடி, 

12: 2142m—n=O mn+nl+im=O என்ற சமன்பாடுகளை 

சரிசெய்யும்‌ திசைகொசைன்களையுடைய நேர்கோடுகள்‌ ஒன்றுக்‌ 

கொன்று செங்குத்தாக அமையுமென்று காண்பி.



2. சமதஎங்களும்‌ நேர்கோடுகஞம்‌ 

சமதளங்கள்‌ 

3. 2: மேற்பரப்பு: 

ீற)2) என்பதை xs y,z என்ற மூன்று மாறிகளைக்‌ 
கொண்ட ஒரே ஒரு மதிப்பு உள்ள மெய்யான சார்பலனாகக்‌ 
கொள்வோம்‌. ்‌ 

X=Xp YH ௪௭௬௪) என்ற மதிப்புகளைக்‌ கொடுத்தால்‌ 
சீஜ்‌ர1 20) -0. அப்போது டநட ௪; என்பது ரீ(2ற,2)4௦ 
என்ற சமன்பாட்டைச்‌ சரி செய்யும்‌, (%,, நடி2;) என்ற மூன்று 
பரிமாண கணிதத்திற்குரிய ஒரு புள்ளியைக்‌ குறிக்கும்‌, இப்படிப்‌ 
பட்ட புள்ளிகளின்‌ நியமப்பாதையை ஒரு மேற்பரப்பு என்று 
கூறுகிறோம்‌, 

இரண்டு மேற்பரப்புகள்‌ வெட்டும்‌ நியமப்‌ பாதையை வெளி 
வளை வரை (2௦6 மம£) என்று கூறுகிறோம்‌, 

இப்படிப்பட்ட மேற்பரப்புகளில்‌ எளிதாக உள்ளது சமதள 
மாகும்‌. கணித மேதை ஈக்குளிட்‌ (ம௦]44) சமதளம்‌ என்பது, 
அதன்மேல்‌ உள்ள இரண்டு புள்ளிகளைச்‌ சேர்க்கும்‌ நேர்கோடு 
முழுமையாக அமையும்‌ மேற்பரப்பு என்ற கூறினார்‌. 

2. 2- சமதளத்தின்‌ சமன்பாடுகள்‌ : 

1. ஆதி லிருந்து சமதளத்தின்‌ மேல்‌ வரையட்‌ படும்‌ செங்‌ குத்துக்‌ கோட்டின்‌ நீளம்‌ ற எனவும்‌, அதன்‌ திசை கொசைன்கள்‌ 0082) 0௦6, Gos ¥ எனவும்‌ கொள்க. ம்‌ 

2
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011 என்பது ௧0 சமதளத்தின்‌ மேல்‌ வரையப்படும்‌ செங்‌ 
குத்துக்‌ கோடு ஆதலால்‌ (01[-ர. அந்தச்‌ சமதளத்தின்‌ மேல்‌ 

  

படம்‌ .8 

2 என்று ஏதாவது புள்ளியை எடுத்துக்கொள்க. அதன்‌ அச்சுத்‌ 
தூரங்கள்‌ ஐ, ந, சன்று கொள்க. -யிலிருந்து 3057 சமதளத்‌ 
திற்கு 01, என்ற செங்குத்துக்‌ கோடு வரைக, 36057 சமதளத்தில்‌, 
நஃலிருந்து 03%-க்கு 1நர என்ற செங்குத்துக்‌ கோடு வரைக; 
அப்படினால்‌ ந. நநீழ்‌ ஆற, நற, 011 மேல்‌ 0-ன்‌ 
See ON ஆகும்‌. அந்த வீச்சு OM, ML, LP இவைகளின்‌ வீச்‌ 
சின்‌ கூட்டுத்‌ தொகைக்குச்‌ சமம்‌. 

எனவே ற“ மே + y CosB +z CosY 

இதுவே சமதளத்தின்‌ சமன்பாடாகும்‌. 

9. நிலை அச்சுகளின்‌ மேல்‌ சமதளம்‌ உண்டாக்கும்‌ வெட்டுத்‌ 
துண்டுகள்‌ ௫, ம்‌, உனக்‌ கொள்க,0&-ர ,0-2, 00-0௨ 

0901-01 மல்‌ 0&.ன்‌ வீச்சு 

pa=aCos fh 

அதேபோல்‌ றம்‌ ஜே 8 

p=c Cos ¥ 

முன்கண்ட சமன்பாடு 

x Cos £+y Cos 8+z Cos ¥ =p 

x pla -+y plo -+zple = p



சமதளங்களும்‌ கேர்கோடூகளும்‌ 

என்றாகும்‌. என்வே, 

ட ம அது 
ஓர து தகம்‌ 

கி. தே: ௩௦22-1 என்பது சமதளத்தின்‌ சமன்பாடாக. 
அமைந்தால்‌ ௪, 5, 2 என்பவை சமதளத்தின்‌ மேல்‌ ஆதியிலிருந்து: 
வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ திசை விகிதங்களாகும்‌. 

2 > 

உண்டாக்கும்‌ வெட்டுத்‌ துண்டுகளின்‌ அளவுகளாகும்‌- 

4 ‘Be Lesruma sugerib B20 அச்சுகளின்மேல்‌ 
6 

3. பொது சமன்பாட்டின்படி; ஒன்றாக அமைந்தால்‌, அந்தச்‌ 
சமன்பாடு ஒரு சமதளத்தைக்‌ குறிக்கும்‌, 

ஒரு படி உள்ள சமன்பாடு 

Ax+By+Cz+D=0O 

என்று ஆகிறது. 

x Jy a ra அதை க டக =p + நு என்று எழுதலாம்‌. 

எனவே = lf a a = என்பவை நிலை அச்சுகளின்‌ 

மேல்‌ உண்டாக்கும்‌ வெட்டுத்‌ துண்டுகளின்‌ அளவுகளாகும்‌. அத்‌. 
துடன்‌ அந்தச்‌ சமதளத்தின்மேல்‌ ஆதியிலிருந்து வரையப்படும்‌ 
செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ திசைகொசைன்கள்‌ கீ, 9, 0 என்பலை 
களுக்கு விகித சமமாகும்‌, ஆதலால்‌, 

கேவ ட்ட 
கட நாப டு 

Cos B = = ட 
VAP + B+O*, 
உடு கெல லட 

ப VA"+B*+G), 

  

அந்தச்‌ செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ நீளம்‌ 

து ற ep, 
VASEB EEG 
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இந்த அளவுகள்‌ மிகையாக இருக்குபோது தான்‌ அமை 

யும்‌. ந குறையாக அமையும்போது 

a 
Vv A?+B +0" 

a 
நி தழட. 

0௮44 

  

Cos B = 

என்றாகும்‌. 

&.8g:1. axt+by+cez+d=o a’x+b'y+e'z+d'*o 

என்ற இரு சமதளத்திற்கிடையேயுள்ள கோணம்‌ 

  = (aa' +bb'—cc') | 
+ C . —————— 

ழு Va*+b*+0? நிழ 23277 

என்று ஆகும்‌. 

கி, தேட. சமதளங்கள்‌ இரண்டும்‌ இணையாக அமைந்தால்‌ 

அவைகளின்‌ மேல்‌ ஆதியிலிருந்து வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ 
கோடுகள்‌ ஒன்றாகவே இருக்கும்‌. ஆதலால்‌, ்‌ 

கி, தே: 5. சமதளங்கள்‌ இரண்டும்‌ ஒன்றுக்கொன்று 

செங்குத்தாக அமைந்தால்‌ ஈ௨'-/-மச'-00' - & 

பயிற்சி 7 
1. 219.9 ௦ என்ற சமதளம்‌, நிலை அச்சுகளின்‌ மேல்‌ 

உண்டாக்கும்‌ துண்டுகளைக்‌ கண்டு பிடி, அந்தச்‌ சமதளத்திற்குச்‌ 
செங்குத்தாக வரையப்பட்ட நேர்‌ கோட்டின்‌ திசை கொசைன்களை 
யும்‌ கண்டுபிடி, 

2 x-y+z=1, 8x+2y—z42—=0 என்ற சமதளங்களுக்‌ 
குச்‌ செங்குத்தாக வரையப்பட்ட கேர்‌ கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள 
கோணம்‌ 90 என்று நிரூபி. 

8. கீழ்கண்ட சமதளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணங்களைக்‌ 
கண்டுபிடி. 

(மு 2x—y+z=—0, x+y+4+2z=7. 

(1) 3x4+4y45z=9, 2x+46y—6z=8.
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4, 2x45yj42+1—0, 4x+7y1624+2=0 என்ற இரு சம 
தளங்களுக்கும்‌ செங்குத்தாக அமையும்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்பாடு 
3-/-2.-92-40 என்று நிரு 9, 

5, 24 3422-5 என்ற சமதளம்‌ ஆதியிலிருந்து எவ்வ 

ளவு தூரத்தில்‌ இருக்கிறது என்று கண்டு பிடி. 

8. 22 0 என்ற சமதளத்திற்கு இணையாக (1, 2, 8) 
புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 
கண்டுபிடி. 

7 P(2,3,—1) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாக 02 என்ற 
கேர்‌ கோட்டிற்குச்‌ செங்குத்தாக அமையும்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்‌ 
பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

8. ஒரு சமதளம்‌ நிலை அச்சுகளை &, ந, 0 என்ற புளளிகளில்‌ 

வெட்டுகிறது, ௧80 முக்கோணத்தின்‌ மையக்‌ கோட்டுச்‌ சந்தி 
யின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ (8, ம்‌, 2) அப்படியானால்‌ சமதளத்தின்‌ 

சமன்பாடு, x + t+ = 8 என்று நிரூபி, 

2. 8. கொடுக்கப்பட்ட மூன்று புள்ளிகளின்‌ வழியாக வரையப்படும்‌ 
சமதளத்தின்‌ சமன்பாடு 

குறிப்பு: அந்த மூன்று புள்ளிகளும்‌ ஒரே நேர்கோட்டில்‌ 
அமையக்கூடாது. 

. (M1 1s 21) (Kas YesZas) (gs 2௨28) என்பது அந்த மூன்று புள்ளிகளின்‌ அச்சு தூரங்களாக எடுத்‌. துக்‌ கொள்வோம்‌; 

ax +by+e+d=o0 என்பது சமதளத்தின்‌ சமன்பாடா 
கக்‌ கொள்க. 

அப்படியானால்‌ 

ax, + by t+ cz +d=0 

x, + byy + czy +d =0 

ax, +byy + czg+d=0
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எனவே, ௨, ம, ௦, மீ என்ற மாறிலிகளை £க்கினால்‌- 

x y z 1 

உ றட my 1 

Xg Va Zq 1 

Xs Ys 2Z3 1 

என்றாகும்‌. இதுவே சமதளத்தின்‌ சமன்பாடாகும்‌, 

பயிற்சி 8 
1, (1,1,0) 0,2)1) (-2,9)-1) என்ற மூன்று 

புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 

கண்டுபிடி, 

௨. (1,2,89) (1, 1, 2) என்ற புள்ளிகளைச்‌ சேர்க்கும்‌ கேர்‌ 
கோட்டை முழுமையாகக்‌ கொண்டு, (2, 2, 9) என்ற புள்ளியின்‌ 
வழியாகச்‌ செல்லும்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

3 0,-1,0) (21-10) (1,1,1) (5, 9, 0, என்ற 

நான்கு புள்ளிகளும்‌ ஒரே சமதளத்தின்‌3மல்‌ அமைகிறது என்று 
காண்பி. 

4, (6,—4,4) (0,0,- என்ற புள்ளிகளைச்‌ சேர்க்கும்‌ 
நேர்கோடு (--1,--2,--3) (1, 2,--5) என்ற புள்ளிகளைச்‌ சேர்க்‌ 
கும்கேர்கோட்டைச்‌ சந்திக்கிறது என்று நிரூபி, 

5. 629 என்ற சமதளத்திற்குச்‌ செங்குத்தாக 
அமைந்து, (2,2,1) (9,9,4) என்ற புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ 
செல்லும்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

6: 343425, 94 342 - 7 என்ற சமதளங்‌ 
களுக்குச்‌ செங்குத்தாக அமைந்து, (--1, 2, 9) என்ற புள்ளியின்‌ 

வழியாகச்‌ செல்லும்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

2: 4. ஒரு புள்ளியிலிருந்து சமதளத்தின்‌ தூரம்‌ 

3 003 ௦ -- 77 608 2 ௦08 4-2 என்ற சமதளத்தில்‌ இருந்து 
உ 0], 2) என்ற புள்ளியின்‌ தூரத்தைக்‌ காண்க.
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£ என்பது மிகையாக (௦675) இருந்தால்‌ ௦0541, cos By 
௦௦8 3 என்பது ஆதியிலிருந்து சமதளத்திற்கு வரையப்பட்ட 
செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ திசை கொசைன்களாகும்‌, ்‌ 

ஆதியை £08,நா, 24) என்ற புள்ளிக்கு மாற்றினால்‌, சம: 
தளத்தின்‌ சமன்பாடு, 

7 (8-2) cos al + (Y+y’) cos B + (Z+z’) cos ¥. 

HOV . 

P’= X cos oh x ¥ cos 8+ Z cos ¥. 

என்று அமையும்‌. 

இங்கு, 
p’= p—x' cos —y’ cos B—z' cos ¥ 

ஆதலால்‌ ஐ 02 3,2) என்ற புளளியிலிருந்து சமதளத்தின்‌ 
தூரம்‌ 

p—x'cos d—y' cosB —z' eos ¥ 

என்றாகும்‌ 

கி.தே: 6.02) 82௦ என்ற சமதளத்திலிருக்து: 
37 பன்‌ தூரம்‌ 

ax’ +by'+c2' +d 
V¥at+b? +c? 

பயிற்சி 9 

1. (2854) (1,154) என்ற புள்ளிகளிலிருந்து 6௨-29. 
312--2-0 என்ற சமதளத்தின்‌ தூரங்களைக்‌ கண்டுபிடி, 

2. ௮32170, 4x44y 127227 என்ற இரு இணை சமதளங்களுக்கு இடையேயுள்ள தூரத்தைக்‌ கண்டுபிடி. 

றி ஆதியிலிருந் துள்‌ எ SIT, x—p+27—8 என்ற சமதளத்தி விருந்துள்ள தூரத்தைப்போல்‌ மூன்று மடங்காக அமையும்‌ புள்ளியின்‌ கியமப்ப TO SOW கண்டுபிடி. 

4, XtV+2=0, x—z=0, x2 5 i 
eb . =0; 2142-௦ என்ற மூன்று சமதளங்கள்‌ ஒரு புள்ளியிலிருந்துள்ள தூரங்களின்‌ வர்க்கங்‌ களின்‌ கூட்டுத்‌ தொகை 9 ஆனால்‌, அந்த கியமப்பாதை என்ன?
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2. 5. கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு சமதளங்களுக்கிடையே உள்ள 

கோணத்தின்‌ இரு சமவெட்டிகள்‌. 

ax+by+cz+d=o0, a'x+b'yte'z+d'=o என்ற ae 

களின்‌ சமன்பாடாகக்‌ கொள்க. 

சமன்பாடுகளை எழுதும்போது 8, 41% என்பவைகளை 

மிகையாக எழுதவும்‌, 

axtby+ez+d _ ட தமம்‌ +e'z+d’ 

ஏலி டன்‌. Va?+b/?4e% 

என்பது சமதளங்களுக்குச்‌ சதாகிசகி அமையும்‌ புள்ளிகளின்‌ 

நியமப்பாதையாகும்‌, 

ax+by+cz+d, dtepbipte zt+d 

என்ற கோவைகள்‌ ஒரே குறியாக அமையும்‌. அப்போது சம 

தூரத்திலுள்ள புள்ளிகள்‌ சமதளங்களின்‌ ஆதி இருக்கும்‌ பக்கத்‌ 

தில்‌ அமையும்‌ அல்லது ஆதி இல்லாத பக்கத்தில்‌ அமையும்‌. 

எப்படியாயினும்‌ அந்த புள்ளிகளின்‌ நியமப்பாதை கொடுக்‌ 
கப்பட்ட சமதளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தைச்‌ சமமாக 
வெட்டும்‌ சமதளமாகும்‌; 

      

அது போல்‌ 

axtbyteztd — — aex+by+c'z+ a 

Vat+b3+c8 Vat4b32c 3 

என்பது சமதளங்களுக்கிடையேயுள்ள மற்றைய கோணத்தின்‌ 

சம வெட்டியாகும்‌. 

பயிற்சி 10 

1. x42y42z2=9, 4x—3y+122413=0 என்று சமதளங்‌ 
களுக்கிடையேயுள்ள குறுங்கோணத்தைச்‌ சமமாக வெட்டும்‌ சம 
தளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, அதுபோல்‌ விரிகோணத்‌ 
தைச்‌ சமமாக வெட்டும்‌ சமதளத்தைக்‌ கண்டுபிடி. 

2. 9214-52-10, 5%-ட12ற-- 192--0என்‌ றஇரு சமதளங்‌ 
களுக்கிடையேயுள்ள விரி கோணத்தை 14-8_4180 என்ற 

சமதளம்‌ சமமாக வெட்டுமென்று காண்பி.
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நேர்கோடுகள்‌' 

2:86: வரையறை : 
வகையீட்டுச்‌ சமன்பாடு ஒரு படியாக அமைந்தால்‌, அது ஒரு 

சமதளத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. இப்படிப்பட்ட இரு சமன்பாடுகளைச்‌ 

சரி செய்யும்‌ அச்சு தூரங்களையுடைய புள்ளிகள்‌, இந்த சமன்பாடு- 
கள்‌ குறிக்கும்‌ சமதளங்கள்‌ வெட்டும்‌ கேர்கோடுகளில்‌ அமையும்‌... 
ஆதலால்‌, இந்த இரு சமன்பாடுகள்‌ சேர்ந்து ஒரு கநேர்கோட்டை க்‌ 

குறிக்கும்‌. 

24 : சமச்சீரான அமைப்புள்ள சமன்பாடுகள்‌ : 

க்‌. (6.8.3) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ நேர்‌ 
கோட்டின்‌ திசை கொசைன்கள்‌ 1, ர, என்று கொள்க. அந்த. 
கேர்‌ கோட்டின்‌ மேல்‌ உள்ள ஏதாவதொரு புள்ளியின்‌ அச்சு- 
தூரங்கள்‌ P(x, ys z) என்று கொண்டால்‌, 

x—d தீ ல்‌ = 3 1-222, m=*—", n= r 

Que r = AP=V (xh)? +(— BY H1z—-Y)* ஆதலால்‌ நேர்‌- 
கோட்டின்மேல்‌ உள்ள எந்த புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌, 

ஆகல்‌ ந 8 ம்‌ 

ன கணை... கணை கண்டல்‌ 
என்‌.ற சமன்பாட்டைச்‌ சரிசெய்யும்‌. அதுவே, நேர்கோட்டின்‌ தூரச்‌- 
சமன்பாடெனக்‌ கொள்ளலாம்‌. 

குறிப்பு : 
கேர்கோட்டின்‌ திசை விகிதங்கள்‌ /, ஈ, ஈ: எனின்‌, அதன்‌- 

சமன்பாடு, 

-= = Y 

இந்தக்‌ கோட்டின்‌ எந்தப்‌ புள்ளியின்‌ ௮ச்௬ு135 தூரங்களையும்‌ .. 
ர்ச்‌, 84 71/07 என்று எடுத்துக்கொள்ளலாம்‌. 

பயிற்சி 11 

1. அ4ல்‌-241௮0 என்ற சமதளத்தை 

கோ1 ௪2 தட 3 pe HE 
என்ற நோகோடு எக்‌ 'தப்புள்ளியில்‌!சந்திக்கிற. து என்று கண்டுபிடி, _ 

சின்‌ புடி குடி 
i m n



30 முப்பரிமாணப்‌ பகுமுறை வடிவ கணிதம்‌ 

2, x+y+2=2 aa M சமதளத்தை 

x—3? நு தீ z—6     
உ ர இ: “த 

என்ற நேர்கோடு சக்திக்கும்‌ புள்ளியிலிருந்து (9, 4, 5) என்ற 
புள்ளி எவ்வளவு தூரத்திலிருக்கிறது என்று கண்டுபிடி. 

9. (Bs Y) என்ற புள்ளியிலிருந்து ௨ தற-௦24 4.0 
என்ற சமதளத்திற்த வரையட்படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ 

  

    

பாடு ௮ 2-ம்‌ AY அனறு கிருபி -சமன்பாடு ன்‌ 8௯ b =e ana! Sieh: 

4. (hs BY) THD ystohIAgrg ~~. 2. 2 
A m ay 

என்ற சேர்கோட்டிற்கு வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ 

i Sok | YB _ mY ag sort சமன்பாடு பண இடத்‌ அன இது inp என்று காண்பி. 

்‌ _ வ] இர 3௩ 
bee Y= பணய ண்டு 

28: இரு புள்ளிகளின்‌ வழிடே செல்லும்‌ நேர்கோடு. 

இருபுள்ளிகளின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ P (y,, By, Ya)» 
(மே ௨ 7/0) என்றால்‌, 0 இன்‌ திசை விகிதங்கள (9, - oli) 

(ola — Bi)2 (Ya — ப என்றாகும்‌, எனவே, ஈ0இன்‌ சமன்பாடு, 

தண்ட அட்ட அவரி, 
cooly B,— B, தவத 

குறிப்பு : இந்த கேர்‌ கோட்டின்‌ மேலுள்ள எந்த புள்ளியின்‌ 

அச்சு தூரங்களை 

    

    

    

யவ ரவ உர்‌ இட _ 39-30 
XK +1 AI A+ 1 

என்றுகொள்ளலாம்‌. இங்கு ), ஒரு சாராமாறி (Parameter). 

பயிற்சி 12 

1 x1 y—5_ 2-3 x+7_y—2 742 
“8 Tp KR? 2 வத 6 

என்று இரு நேர்கோடுகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக அமைந்‌ 
தால்‌, $ஐ கண்டுபிடி, 

#2 ae என்ற நேர்கோட்டின்‌ மேல்‌ 
த 39 

—2 தி இட கலம்‌ பட்டம்‌... 
ச
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(2, - 89,--6) என்ற புள்ளியின்‌ இருபக்கங்களிலும்‌ '3' தூரத்தி 
லுள்ள புள்ளிகளைக கண்டுபிடி . 

3. 2-9) (42285 என்ற சமதளத்தை 
x—l றத z+3 

ந எத எத்‌ 
என்ற நேர்கோடு வெட்டும்‌ புள்ளியைக்‌ கண்டுபிடி. 

  

4. 242)--62-16 என்ற சமதளத்திலிநக்து (2, 1, 2) ன்ற 
எண்களுக்கு விகித சமமாக உள்ள திசை கொசைன்களையுடைய 
'கேர்கோட்டின்‌ வழியாக, (2, 2,5) என்ற புள்டீயின்‌ தூரத்தைக்‌ 

கண்டுபிடி. 

5. ஜை*249-0 என்ற சமதளத்தில்‌ (1, 9, 4) என்ற 
புள்ளியின்‌ எதிர்‌ உருவத்தைக்‌ கண்டுபிடி. 

6. 2.45. என்ற சமதளத்திற்கு ஆதியிலிருந்து 
வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ அடியைக்கண்டுபிடி, 
மேலும்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமதளத்தில்‌ ஆதியின்‌ பிரதிபிம்பத்தைக்‌ 
கண்டுபிடி. 6 

7. 6x+4y — 5240, x— Sy+22=12 stm Qa சம 
தளங்களை, 3-1 2245 _ 5-4 என்ற சேர்கோடு ஒரே 
புள்ளியில்‌ சந்கிக்கிற து என்று காண்பி, அப்படியானால்‌ இந்த 
கேர்கோடும்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமதளங்கள்‌ சந்திக்கும்‌ கேர்கோடும்‌ 
ஒரே சமதளத்தில்‌ அமைகிறது என்று நிரூபி. 

8 3. நிலை: அச்சுக்கு இணையாக (௪, b, ௦) புள்ளியின்‌ 
வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கேர்கோட்டின்‌ சமன்பாடு 

_ a, a 
— ட்‌ க்‌ 4 {= என்று காண்பி.     

9 3-4 _2-8 சு 
  என்ற நேர்கோடு 

ax? +by*+ez*=1 என்ற சமன்பாட்டை இரண்டு புள்ளிகளில்‌ சந்திக்கிறதென்று காண்பி, இந்த இரண்டு புள்ளிகளும்‌ ஒரே புள்ளியில்‌ அமைந்தால்‌ அதற்கான நிபந்தனை என்ன? 

x—a அதி தவ 0, கட்டி ட 5 என்ற. கேர்ரோடு கி 
அச்சுக்குச்‌ செட்குத்தாக இருக்குமென்று காண்பி, 
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9 : சமன்பாடுகளிலிருந்து திசை விகிதங்கள்‌, 

ax+by+cz+d=o0, a’x+b'y+c'z+d=o0 7 @tucma 0 gars 
களின்‌ சமன்பாடுகள்‌ என்று கொண்டால்‌, ax+by+cz=0, 

axtb'y+e'z=0 என்பவை கொடுக்கப்பட்ட சமதளங்களுக்கு 

இணையாக ஆதியின்‌ வழியாக வரையப்படும்‌ சமதளங்களாகும்‌. 

ஆதலால்‌, 4-4 02- 20-2'% +h'y+e'z (1) 
என்பது ஆதியின்‌ வழியாக வரையப்படும்‌ நேர்கோட்டைக்‌ குறிக்‌ 

Gwb- Mss CmiCan® ax-+by+cz+d=o0=a'x+b'y+cz' +d... (2) 
என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாகும்‌. 

(1) சமன்பாட்டை 

es 1a ள்‌ அல தனம்‌ வலை 
82 “மார a’ — a'b 

ST eit ON cTUpSsMid. statGou (bc’ — b'c), (ca’ —c'a), (ab’ — a’b) 
என்பவை (1), (2) என்ற இரு கேர்கோடுகளின்‌ திசை விகிதங்க 
ளாகும்‌. 

மேலும்‌ (2) நேர்கோடு 2-௦ என்ற சமதளத்தை 

ba'—b'd da’ —d'a 
(ar —ab ab’— ab 
கேர்கோட்டின்‌ சமச்‌ சீரான அமைப்பு 

o ) என்ற புள்ளியில்‌ வெட்டும்‌, ஆதலால்‌, 

_bd'—b'd மிய்சிக 
ச்‌ xp ab z 

bc’ — Be ~ cal — ae" “இ 

பயிற்சி 13 

30% சமதளத்திற்கு இணையாக (௮, 8, 3) என்ற புள்ளியின்‌ 
வழியாகச்‌ செல்லும்‌ நேர்கோட்டின்‌ சமன்பாட்டை. 

+ = கட்சி = 524 என்று கொள்ளலாமென நிரூபி, 

2. செ கேர்கோட்டிற்கு இணையாக (4 8, 9) வழியாகச்‌ 
செல்லும்‌ நேர்கோட்டின்‌ சமன்பாட்டை 

x-d y-B _ z-y.. . . 
ட வனை : ணை 17 AVUSI x=J, y= sroir gy Oaraiv 

ளலாமென நிரூபி.
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8. 2x4+8y —4z=0 = 3x — 4y4z 

5x — y — 324. 12=0= x — Ty +52 — 9. 

என்ற நேர்கோடுகள்‌ இணையாகுமென காண்பி, 

4. x—2Qy4z2=0 = x+y — 7246 

x+2y4+z45=0 = 8x-112y+5z 

என்ற நேர்‌ கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தைக்‌ (குறுங்‌ 
கோணம்‌) கண்டுபிடி. 

8. 334220 ௯ 4342 6 என்ற நேர்கோட்டிற்கு. 
இணையாக (1, 1, 2) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கேர்‌ 
கோட்டின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டு டி. 

2:10: சமதளமும்‌ கேர்கோடும்‌ 

ல 23 ன்‌ ax-+-by+-ez+d=0; 7 எ 5 

என்பவை முறையே சமதளம்‌, நேர்சோடு இவைகளின்‌ சமன்‌ 
பாடாகும்‌. இங்கு lemon serum நேர்கோட்டின்‌ திசை 
கொசைன்களாகும்‌. கேர்கோட்டின்‌ மேல்‌ உள்ள எந்த புள்ளியின்‌ 

அச்சு தூரங்களும்‌ [(414-4), (8-ண). (/--0)] என்றாகும்‌. இந்த 
புள்ளி சமதளத்தின்‌ மேல்‌ அமைகதால்‌ ஏ(1-/) +b (8+mr)+ 
2090-௧) - 2-௦ 

எனவே, 

Y (al+bm-+en) + (ak +b8+c¥+d) = 0 

al+bm+cn=o Sir mIb 

. a@L+bB+c¥+dto என்றுமிருக்தால்‌ கேர்கோடு சமதளத்‌. 
திற்கு இணையாகும்‌, 

சமதளத்தின்‌ செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ திசை கொசைன்கள்‌ 
(4, b. 2) க்கு விகித சமமாகும்‌. ஆதலால்‌, 

  

a ட 78 nm 4 = ட . . ர“ 2 எ என்றால்‌ நேர்கோடு சமதளத்திற்கு ௦ ஈங்குத்‌. 
தாக அமையும்‌. 

கி, தே: 1, நேர்கோடு சமதளத்தில்‌ ம்‌ 
வேண்டுமானால்‌, சடம்‌ வாழை oS 

3
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al+bm+cn=o 

a@i+bB+c¥+d=o 

என்ற நிபந்தனை களுக்குக்‌ கட்டுப்பட வேண்டும்‌. 

கி, தே: 2. சேர்கோட்டிற்கும்‌ சமதளத்திற்கும்‌ இடையே 

யுள்ள கோணம்‌ 
Core = al+bm+cn 

கட கம்பள VE tm bn 

பயிற்சி 14 

3. ஜை -ட4ீ245-0, 3-4 என்ற இரு சமதளங்‌ 
களுக்கு இணையாக (2 1, 1,2) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ 

செல்லும்‌ நேர்கோட்டின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

2. (8,252), (0,-4,-11), என்ற இருபுள்ளிகளின்‌ 
சேர்க்கைக்கு இணையாக (-2,1,--3)), (4,9, 9) என்ற இரு 

புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ சம௩ளத்தின்‌ சமன்பாடு 
கழற 52- ௦ என்று காண்பி, 

8, 2x—3y—7z=0, 8x—14y—13z=0,  8x—81y—83z=0 
என்ற மூன்று சமதளங்களும்‌ ஒரு நேர்கோட்டில்‌ சந்திக்கின்றன 

என்று நிரூபி. 

க. (8, 4_ம, (,1,5) என்ற இரு புள்ளிகளின்‌ சேர்க்‌ 
கைக்குச்‌ செங்குத்தாக (--2, 5, 8) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ 
செல்லும்‌ சமதள த்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

5. (—2,-8,6), (4,0,-9)), 0-1,2) என்ற மூன்று 
புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ சமதளத்திற்கு (2, 8, 4) (8,4, 5) 
என்த இரு புள்ளிகளின்‌ சேர்க்கை செங்குத்தாகுமென்று நிரூபி, 

6. uw, = a,x+byy+e\z+d,=0 

Ug = G,X-+byy+caz+dg=o 

என்ற கேர்கோட்டை முழுமையாக உள்ள தும்‌ 

5 ர்‌ = x a ம்‌ என்ற கேர்கோட்டிற்கு இணையாக உள்ள 

_துமா சமதளத தின்‌ சமன்பாடு 

உட ர்ம்ணிட்ட) - ஊட (சப/4 ச்பரர்பப) என்ற நிரூபி.
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௩ சகி, 2-8 பே? என்ற  கேர்கோட்டை 
m 

முழுமையாக உள்ளதும்‌ ர 3.௯ ட்‌ என்ற கேர்கோட்‌ 
m 

டி.ற்குச்‌ செங்குத்தாக உள்ளதுமான சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்‌ 
டைக்‌ கண்டுபிடி. 

2:11: மூன்று சமதளங்கள்‌ சந்திக்கும்‌ முறை 

இந்த முறைகளில்‌ மூன்று வகைகள்‌ உண்டு, 

Ae x+yt+z=5 

2x+3y—2=7 

4x+5y422=6 stor ape MO! FUsiriT@alar s தீர்த்தால்‌ 

=52,x y= — 36, z= 11. 

எனவே இந்த சமன்பாடுகள்‌ நிர்ணயிக்கும்‌ சமதளங்கள 

(52, — 36, — 11) என்ற புள்ளியில்‌ சந்திக்கும்‌, 

B. 12x — y+2z=35 ow (1) 

38x+y+2= 7 we (2 

x+2y4+z-0 we (3) 

என்ற சமன்பாடுகளைத்‌ தீர்க்க, (1), (2) சமன்பாடுகளி 
லிருந்து 2-ஐ நீச்கினால்‌, 

6x — 3y=21 

என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும்‌, 

(2), (9) சமன்பாடுகளிலிருந்து 2 ஐ நீக்கினால்‌, 

ஜ-- 3. 21 

என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும்‌. 

அதே மாதிரி x. நீக்கினால்‌ 

22740 

என்ற ஒரு சமன்பாடே கிடைக்கும்‌. ஆதலால்‌ மூன்று சம 
தளங்களின்மேல்‌ உள்ள எந்தப்‌ புள்ளியும்‌ 

6x — 3y — 21=0 = 5x+42z47 

என்ற நேர்கோட்டில்‌ அமையும்‌, எனவே மூன்று சமதளங்‌ 
களும்‌ ஒரு நேர்கோட்டில்‌ சந்திக்கும்‌.
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இப்போது 2x 44225 வடம்‌. 

$ஜ 2 y- z=8 we (2 

x+ y- z=7 we (3 

என்ற சமன்பாடுகளைத்‌ தீர்க்கலாம்‌. 

(2, (8) சமன்பாடுகளிலிருந்து 2-ஐ நீக்கினால்‌ 

4x — நேர்‌ 

(1), (2) சமன்பாடுகளிலிருக் து 2-ஐ நீக்கினால்‌ 

4x — 2y=7 ்‌ 

அதாவது 0. 4 0:36 Ss ௮ 

அதுபோல்‌ (1), (2) சமன்பாடுகள, (2), (8) medics 
இவைகளிலிருந்து -ஐ நீக்கினால்‌ ௩மக்கு கிடைப்பது, 

ஜே-22- 9 

6x — 2y=15 

அதாவது 0,2--0.2-6 (த) 

எனவே, %, ந, 2 மாறிகளுக்கு நிலையான மதிப்பு கிடைக்கா து, 

(4), (5) சமன்பாடுகள்‌ 

3 மவ கழக 
ஓ எத தா்‌ 

என்ற சமன்பாடுகளின்‌ எல்லையாகிறது. [% கந்தழிக்குச்‌ 
செல்லும்போது]. 

ஆகவே, இந்த மூன்று சமதளங்களைச்‌ .சரி செய்யும்‌ புள்ளிகளின்‌ 
அச்சுதூரங்கள்‌ கந்தழியாகிறது. ஆனால்‌, எந்த இரு சமதள 
களும்‌ இணையாக அமையவில்லை. எனவே, இந்த மூன்று சமன்‌ 
பாடுகளும்‌ முக்கோண பட்டகத்தின்‌ முகங்களைக்‌ குறிக்கும்‌ 

எந்த இரு சமதளங்களின்‌ சந்திப்பான நேர்கோடு, 3-2 ன்‌ 

என்‌.ற கேர்கோட்டிற்கு இணையாகும்‌. 

பயிற்சி 15 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள சமதளங்களின்‌ சந்திப்பின்‌ வகையைச்‌ 
கண்டுபிடி. 

(i) 2x—Sy+z=38, x4-y+4z—5, 40௪௯1 

(6) xty+z=6, 2x+8y447=20, x—-y+z=2
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(iii) 2x—yt+z=4, 5x+7y42z2=0, 3x+4y—2243=0 

2. 12. swger CotGsa@eer (Coplanar Lines) 

கொடுக்கப்பட்ட இரு நேர்கோடுகள்‌ ஒரு சமதளத்தில்‌ அமை 
வதற்கான நிபந்தனைகள்‌ 

என்பனவற்றை இரு கேர்கோடுகளின்‌ சமன்பாடுகளாகக்‌ கொள்க; 

a(x—d) + b(y--B) + ¢(z—-Y) = 0 wo» (3) 

என்ற சமன்பாடு 

al+bm+cn=0 wo (4) 

என்ற Bumseeruy ot (1) CoiGanior முழுமையாகக்கொண்ட 
சமதளத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. 

இந்தச்‌ சமதளம்‌ (2) கேர்கோட்டை முழுமையாகக்‌ கொண்டால்‌ 

ச(20்‌-வி-ச(8ீ-2)4-௦(7--5-0 (5) 

al’ + bm' + cn' = 0 டூ) 

ககட்கவ்வில்‌ (6) சமன்பாடுகளிலிருக்து ஐ, ம்‌, டி, என்ற மாறிலி 

வல. தீத்‌ 4) 
ச்‌ m n =0 

ச்‌ m n’ 

என்ற கிபந்தனை கிடைக்கும்‌, 

ae (6) சமன்பாடுகளிலிருந்து ர, 5, ௩ என்ற மாதிலி 

சோஸ்‌ நத 2௮ 

i m n =0 

ச்‌ m n 

என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும்‌, இந்த சமன்பாடு (1 2: . கேர்‌ கோடுகளை முழுமையாகக்‌ கொண்ட சமதளத்தைக்‌ குறிக்கும்‌
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பயிற்சி 16 
1 eat ee ow, 

Zee eg 
fot திப இடர்‌ க ச 

என்ற நேர்கோடுகள்‌ ஒரே சமதளத்தில்‌ அமைகின்றன என்று 

நிரூபி, 

2 B43 _ yt8 _ 2-7 
. ட இ ம 

1 331 243 

க RO ae 

என்ற கேர்கோடுகள்‌ ஒரே சமதளத்தில்‌ அமைகின்றன என்று 
காண்பி, அந்தச்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

3 2438 _ ctl 
. ஐ ஒதி ஜீ 

சரம்‌ நும்‌ z+10 

2 =—3 ~ "8 

என்ற நேர்கோடுகள்‌ சந்திக்கின்றன என்று நிரூபி, சந்திக்கும்‌ 
புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்களைக்‌ கண்டு அடி. 

1 1 1 
4. 3 +4) = +8) =— (௮) 

S8x—Qy+z245=0= 8x4+8y+42—4, 

என்ற இரு நேர்கோடுகள்‌ ஒரே சமதளத்தில்‌ அமைகின்றன 
என்று காண்பி. சந்திக்கும்‌ புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்களையும்‌, 
கோடுகள்‌ முழுமையாக அமையும்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டை 
யூம்‌ கண்டுபிடி. 

5, 43-5249-04 தய 

2-1] 2-9 0-4 4x—Sy +7243 

என்‌ ற நேர்கோடுகள்‌ ஒரே சமதளத்தில்‌ உள்ளன என்று காண்பி 

6 x=ay+b=cz+d 

xedytB=z+8 
என்ற கேர்கோடுகள்‌ ஒரே சமதளத்தில்‌ அமைந்தால்‌ (/-ஐ 

(28-6௨) - (0-0) (8-4) என்று நிரூபி.
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7. நரச ர 31/௪ 

y=nz+b நரசி 

என்ற கேர்கோடுகள்‌ சந்திக்க வேண்டுமானால்‌ 

கலி டு 6-4) (m—m’) 
என்று காண்பி, 

8. > அ ஷ்‌ என்ற கேர்கோட்டை முழுமையாகக்‌. 

m n : 

ட » Se 2a Zk ௩.௨2. “என்‌ : 
கொண்டதும்‌, கட > 7 = ம இரு. 

நேர்கோடுகளைக்‌ கொண்ட சமதளத்திற்குச்‌ செங்குத்தாகவும்‌, 

அமையும்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

9, இதி நந 00: என்ற மூன்று ஜோடி புள்ளிகள்‌ 

நிலை அச்சுகளின்மேல்‌ இருக்கின்றன, கறி ABC’; B’GAs 

BCA) CAB, கொற என்ற சமதளங்களின்‌ சந்திப்பான கேர்‌ 

கோடுகள்‌ ஒரே சமதளத்தீலுள்ளன என்று நிரூபி. 

2. 13, இரண்டு நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம்‌. 

கல _ 28 _2-¥ 
ர்‌ m n 

உல்‌ B சு 
7 ச்‌ m n 

என்ற சமன்பாடுகள்‌ இரு கேர்கோடுகளைக்‌ குறிக்கட்டும்‌. இந்தக்‌ 

கோடுகளின்மேஉ & (ஐ £; 3) &(2, ர!) என்த இரு புள்ளி 
கள்‌ உள்ளன, குறைந்த தூரமுள்ள நேர்கோடு, கொடுக்கப்‌ 
பட்ட இரண்டு கேர்கோடுகளுக்குச்‌ செங்குத்தாக அமைய. 

வேண்டும்‌. ஆகனால்‌ குறைந்த தூரமுள்ள நேர்கோடு அதன்‌ 
மேல்‌ கக்‌ என்ற கேர்கோட்டின்‌ வீச்சாகும்‌. 

    

A. AY என்பவை அந்த நேர்கோட்டின்‌ . திசை கொசைண 
களானால்‌, 

ரம்ப ரு 0 

rem ftn'y=0 

2 a» # ல 
Gia, ee ee er, ce Dott 

“கிடார்‌ ரரி. ரமி ரஜ AA’-cr திசை 

விகிதங்கள்‌ [4-4 (8-2) பட] என்றாகும்‌
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AA's விச்சு - ), (4-4) -/4(8ீ--$) 70-35) 

(2-2) ராட்‌) (0-0) 0-3) முட்டா 

NS (mn’—m'ny? 

d-d’ BB’ அவர] 
= 1 ம்‌ m n 

Vv ட டர்‌ n 

1. குறைந்த தூரமுள்ள கேர்கோட்டின்‌ சமன்பாடு © 

கே y-B தவரு ௮ நு! தி) 

ர்‌ m 1 கடு ர்‌ m n 
| 

x» 4 Y i od B Y 

2 இரு கோடுகளும்‌ ஒரே சமதளத்தில்‌ அமைந்தால்‌ 

குறைந்த தூரம்‌ -0 

ஆதலால்‌ ல்லி. தீயது நடா 

[ m n = 0 

ர்‌ ர்‌ ட 

2. 14 ஒரு புள்ளியிலிருந்து நேர்கோட்டிற்கு வரையப்பட்ட செங்‌ 
குத்துக்‌ கோட்டின்‌ நீளம்‌: 

நேர்கோட்டின்‌ சமன்பாடு 

சோல்‌... நுரடு தாறு 
im ப 

    

பேட 2ம்‌ 

& (392). 
7 Rhee oD 

" என்றும்‌ புள்ளியின்‌ அச்சுதூரங்கள்‌ (பற, சபி என்றும்‌ 
கொள்க. 5
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கீர்‌ 

PQ? = PA?—AQ? 

PAS & (5: —ol)? + (1B)? + (ay? 

AQ = கொடுக்கப்பட்ட நேர்கோட்டின்‌ மேல்‌ கரன்‌ வீச்சு 

கர்போலு 8 (1-8) + n(z,—Y) 

Vv Pamttn? 

அதனால்‌, . 

10* ௪ [E(x ol) +118) (5-7 

— படல 4 ஈட்டு) 4 10301 
சட்ட 

பட | (உடலு -0%-இ(20)1 ப்பம்‌ ] 

Pam+n3 ne பேல B) tlzt—- Yk 8] 

எண] மோசி சோலி * 
ப ஜடை புட்டு * 
ட ஐடலி- (கர * ] 

ரூலெகிரான்ஸின்‌ சர்வ சமத்தின்‌ மூலம்‌] 

  

பயிற்சி 17 

ட னி ப ஏ கமி 
ந படு. 2 

x—15 y—29 ட தவத்‌ 

ட தளை 8 5 

என்ற இரு கேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரத்தை 

யும்‌, குறைந்த தூரமுள்ள நேர்கோட்டின்‌ சமன்பாட்டையும்‌ 

கண்டுபிடி, . 

2. மம்‌ நுதி 22 

2 _ 0-4 சூ 
3 4° 5 

என்ற கேர்கோடுகளுக்‌ கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம்‌ Jj 
Ve 

என்றும்‌, அந்த நேர்கோட்டின்‌ சமன்பாடு,
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11x-+4-2y—7z+6=0=7x+y—5z47 

என்றும்‌ நிரூபி. 

12 எலி க கமி 
ர 27 * “ர 

1 _ 7-1 2 
7 “வடு ந 

என்த கேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம்‌ 329 
என்றும்‌, அப்படியுள்ள நகேர்கோட்டின்‌ சமன்பாடு 

x—l1 ட yp? z—3 

2 a த 

என்றும்‌ நிரூபி. 

4. 3x—9y45z = 0 = x4ty—z 

6x+8y4+32z—138 = 0 = x42y42—3 

என்ற கேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம்‌ எவ்‌ 
வளவு ? 

5. bx—y—z = 0 = x—2y4242 

Tx—4y—2z = 0 = x—-y+z-8 

என்ற கநேர்கோடுகளுக்கிடையே யுள்ள குறைந்த தூரத்தையும்‌, 

அந்த தூரமுள்ள கேர்கோட்டின்‌ சமன்பாட்டையும்‌ கண்டுபிடி. 

6 x yti — 

4.7 “37 = "9 
5x—2y—8z46 = 0 = x-3y4+2z2-3 

என்‌.ற கேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம்‌ என்ன? 

₹. (4,-5,8) என்ற புள்ளியிலிருந்து, 

ட 2 உ 
= = a = — என்ற நேர்கோட்டின்‌ மேல்‌ 

வரையப்பட்ட. செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ அளவென்ன 2 

உட லு ரய. தடு 
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என்ற கநேர்கோடுகளை (5, 5, 3) திசை கொசைன்களை உடைய: 

மூன்றாவது கோடு சந்திக்கிறது. அப்படியானால்‌, மூன்றாவது: 
கோட்டின்‌ மேல்‌ ஏற்பட்ட துண்டின்‌ நீளம்‌ 

வல்‌ இட்‌ நூரு im oan 

I m n +] mh 

7 m n டோம்‌ Y 

என்று நிரூபி. குறைந்த தூரத்தின்‌ அளவையும்‌ கண்டுபிடி. 

2. 15; கான்முகியின்‌ (12028160௦௦) கன அளவு 

கபர) 80௨ 22 CG (gs 2) 
று (4.3_ஃ 2) என்ற புள்ளிகளாலான நான்முகியின்‌ கன அள 

வைக்‌ கண்டுபிடிக்க. 

ABC சமதளத்தின்‌ சமன்பாடு 

x yy s i 

ss Mew 1 

Xy Ys Zq 1 =0@ 

Xs Ya 2% 1 

அதாவது, 

31 நட ௩1117 உட ஆ 4 a+[m yn 1 

Ys 23 1 z, x8 1 Xa Ya 1 

ye 73 1 Zy x ‘4 Xs ys 1 

=Jun 4 

Xa Va 2 vee (1) 

Xs Vs நே 
கமிடயின்‌ சமன்பாட்டை 

_ ¥ Cos al + » Cos + z Cos y = P 
என்றும்‌ எழுதலாம்‌. 

ABC முக்கோணத்தின்‌ பரப்பளவு. ௩ என்ற கொள்தை.. YOZ, ZOX, XOY சமதளங்களின்‌ மேல்‌ கற(.ன்‌ வீச்‌ 
0௦௯ 8, & ௨2 என்றாகும்‌. எனககக க்‌,
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302 சமதளத்தின்‌ Cow A, B, C புள்ளிகளின்‌: வீச்சு 

4020) 2) (0, ந Za) (Os Yas Za) 

௩02 சமதளத்தின்‌ மேல்‌ தன்‌ வீச்சு 

  

$ நடு 1 

Yo Zz 1 

Ys 2 1 

எனவே ஜெலி. & 5 $ நு. ச 1 

Vo a 1 

Ve ze 4 

OagiGurs Cor BA = 4 Zz, x, 1 

சு 1 

ர 1 

Cos¥Y A = } x, 1 

| Xa Ya 1 

Xg ys 1 

எனவே சமன்பாடு (1) 

2 A (x Cos of + y Cos 8B ௧0௦5௮) = Xr Vi க்ஷ 

x7 Yq Zq 

Xs Ye Ze 

என்றாகும்‌. 

அதாவது, 2d P = | நட நட சர 

xg Ve 23 

Xs Va %s 

(0400 நான்‌ முகியின்‌ கன அளவு 

= a A 
௩ 002 நான்முகியின்‌ கன அளவு 

ு 0004 நான்முகியின்‌ கன அளவு
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எனவே, 00 ன்‌ கன அளவு 

= மட 

Xq 

Xs 

45. 

yl zt 

V2 ஜே 

Ye 2% 

ற புள்ளியின்‌ ௮ச்‌௬ தூரங்கள்‌ (உ,,32,2) எனவே, ஆதியை: 

-க்கு மாற்றினால்‌, 

DABC of sar 90794 

— 7% | கடத Vi-Van 21-2 

2 Xq—-Xq Va-Va தேக 

| தத Va—Ys போதே 

= 4} Xy—Xq Via 2% 0 

கோட நரா கத 9 

Xg—Xq நிநாகறு Zg—Zy 0 

த Va Zq 5 

= 4% i Xe We % 1 

| xi yh gi 0 

i Xs Va Zz 1 
| ஷே ஆ 3 
i Xe Ye 2% 1 

கழ்‌ | 
j}oxt நு 21 7 

| Xa Va டி 1 

Xs Ye 2g 1 

அடுத்தடுத்துள்ள நிறைகள்‌ 
(௦௦10௯9) மாற்றப்பட்டால்‌, 
கிறது. எனவே, 

DABC oF sar அளவு 

(2088) அல்லது நிரல்கள்‌- 
அணிக்‌ கோஷையின்‌ குறி மாறு: 

- கறேன்‌ கன அளவு 

கறட ன்‌ கன அளவு 

சிற ன்‌ கன அளவு
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பயிற்சி 18 

1. கீ, ந, பன்‌ அச்சு தூரங்கள முறையே (9, 2, 1), 
(-2,0,-9), (0,0,2) 120 கான்முகியின்‌ சன அளவு த 

என்றால்‌ 1-ன்‌ நியமப்பாதையைக்‌ கண்டுபிடி. 

2, கான்முகியின்‌ எதிர்‌ விளிம்புகளின்‌ ரீளங்கள்‌ ௪, ந்‌ அவை 

.களுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரம 4: அவைகளுச்கிடையே 

யுள்ள கோணம்‌ ட. அப்படியானால்‌ நான்முகியின்‌ கன அளவு 

ee SE எனக்‌ காண்பி, 

8. நான்முகியின்‌ நான்கு முகங்களின்‌ சமன்பாடுகள்‌ 

அதட்டி ருசம்ள் 2. ௫௮1,284) 

அப்படியானால்‌, அதன்‌ கன அளவு 6D, DD. bTD; 
ம்‌ 2 3 4 

ay by ey d, 

a = ay be es d, 

a3 bs Ce ds 

as bg 84 84 

றபூறுற;ூ௰;, என்பவை அணிக்‌ கோவையில்‌ 

சீபூ ஷூ ஜூ மப. இவற்றின்‌. இணைக்‌ காரணிகளாகும்‌, 

4. y4z=0, 2+x=0, x+y =0, x+y4z=1 osm நான்கு 

.சமதளங்களாலான நான்முகியின்‌ கன அளவைக்‌ கண்டுபிடி. 

5. த,%,0,0 என்ற ரசான்கு புள்ளிகள்‌ ஒரே சமதளத்தில்‌ 

உள்ளன. தந), 00: என்ற புள்ளிகள்‌, ஏதாவது ஒரு சம 

'தளத்தின்மேல்‌ 4, B,C, என்ற புள்ளிகளின்‌ வீச்சாகும்‌. 

அப்படியானால்‌, &50:0இன்‌ கன அளவு - _ &'$00இன்‌ கன 

அளவு என்று காண்பி,
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பயிற்சி 19 
டக்‌ 

1. நிலை அச்சுகளில்‌ _ 6, 8, 4 என்ற துண்டுகளை உண்டாக்‌ 

கும்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. அந்த சமதளத்தின்‌ 

மேல்‌ ஆதியிலிருந்து வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ ரீள 

மென்ன? 

2, நிலை ஆச்சுகளில்‌ சமமாக துண்டுகளை உண்டாக்கும்‌ சம 

தளம்‌ (1, 9, 8) புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌, அதன்‌ சமண்‌ 

பாடு என்ன? 

3. (ol, BY) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாக ௦: 0 

என்ற சமதளத்திற்கு இணையாக உள்ள சமதளத்தின்‌ சமன்பாடு 

ax-+tbyptez=ak-+bB+c¥ wir ay காண்பி. 

4. (4, 1,3), (—5, 2, 1) என்ற புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ 

செலலும்‌ சமதளம்‌ 8-3 2-0 என்ற சமதளத்திற்குச்‌ செங்குத்‌ 

தாக இருந்தால்‌, அதன்‌ சமன்பாடு என்ன £ 

5. (2,2,1), (5, 1,2) என்ற இரு புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ 

செல்லும்‌ சமதனளம்‌ %-3]--824 என்ற சமதளத்திற்குச்‌ செங்குத்‌ 
தாக அமைந்தால்‌ அதன்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

5 (4 7, 1), (1, —1, 1) என்ற புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ 

செல்லும்‌ சமதளம்‌ ஜ--2]--22-6 என்ற சமதளத்திற்குச்‌ செங்குக்‌ 
தாக அமைந்தால்‌, சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

. 7. x+2y+2z2=5, நேற சே8 என்ற சமதனங்கள்‌ 

ஒவ்வொன்றுக்கும்‌ செங்குத்தாக அமையும்‌ சமதளம்‌ (-1,9, 2) 

என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌, சமதளத்தின்‌ சமன்பாடு 
என்ன? 

; அ x+2y+az=4, 24840 என்ற சமதளங்கள்‌ 
சந்திக்கும்‌ நேர்கோடு முழுமையாகக்கொண்ட சமதளம்‌ 
Sx+8y+6z+8=0 என்ற சமதளத்திற்குச்‌ செங்குத்தாக இருக்‌ 
தால்‌, அதன்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

9. 5x+8y46z+8=0 என்‌ திற 
உள்ள சமதளம்‌, DEES திலி 

42343244௮0 9.21
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என்‌.ற கேர்கோட்டை முழுமையாகக்கொண்டால்‌, அதன்‌ சமன்‌ 

பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

10, x+2y+27=9, Qx+y—2z—0 என்ற FORT EBT 

ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக இருக்கிறதென்‌ நுஙிரூபி, ஆகியின்‌ 

வழியாக வரையப்படும்‌ சமதளம்‌ மேற்கண்ட இரு சமதளங்‌ 

களுக்கும்‌ செங்குத்தாக அமைந்தால்‌, அதன்‌ சமன்பாடு என்ன ? 

. 71, 2xt+6y—924+8=0, 132-4௬0 என்ற இரு 

சமதளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தைக்‌ கண்பிடி. 

12. (,-1,89), (3, 8, 8) என்ற ysiohasit 5x4+2y—Tz4+9 =0 

என்ற சமதளத்திலிருந்து ஒரே ' தூரத்தீல்‌ இருக்கின்றன என்று 

நிரூபி. அத்துடன்‌ புள்ளிகள்‌ சமதளத்தின்‌ எஜிர்பக்கத்தில்‌: 

அமைகின்றன எனக்‌ காண்பி, 

19. xty+z=9, x—ze0, x-2ytze0 என்ற மூன்று 

சமதளங்களிலிருந்து ஒரு புள்ளியின்‌ தூரங்களின்‌ வர்க்கங்களின்‌ 

கூட்டுத்தொகை 9 ஆனால்‌, அந்த புள்ளியின்‌ நியமப்பாதையைக்‌ 

கண்டுபிடி. 

14. ax3--by?--0z9 4-2 fyz + 2gzx-+ டு -0 என்றசமன்பாடு. 

ஒரு சமதள ஜோடியைக்‌ குறிக்குமானால்‌, 

abe-+2fgh—af? — bg? —ch® =0 

என்று நிரூபி, 

B 

ர்‌ ஜயர்‌ பற 21 

்‌ k 2 -2 

2-1 ௮ நத: சச 
5 —3k 2 

என்ற இரு நேர்கோடுகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக இருக்‌ 

தால்‌, இன்‌ மதிப்பைக்‌ கண்டுபிடி. 

x—5 yt z+3   
a த எத 24 இ 

x—8 _ ட தக்க 

நோ அதல எது 

என்ற கோடுகள்‌ ஒரே சமதளத்தில்‌ அமைகின்றன என்று 

காண்பி,
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3, x- 2=2y— 6 = 3z 

4x — 11 = 4p — 13 = 37 

என்ற இரு நேர்கோடுகள்‌ ஒரு புள்ளியில்‌ வெட்டுகின்றன என்று. 
காண்பி, மேலும்‌, அந்த கோடுகள்‌ அமையும்‌ சமதளத்தின்‌ 
சமன்பாடு 2%-6432--140 என்றும்‌ காண்பி, 

4. me Powe 2 
a” Bp” ¥ 
xy 2 

மறி வ 
# ற்‌ ச 

ஜு ற 
என்ற மூன்று கேர்கோடுகள்‌ ஒரே சமதளத்தில்‌ அமைந்தால்‌, 

2-௮ + 3B (e—a) + + (a-6) =0 

என்று நிரூபி, 

5, 4x = றை டத 

8(x—1)= —(y+2) = —4242 
என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரத்தைக்‌ 
கண்டுபிடி, 

x-1 y—2 
& த: அமுக 

yom = 0 2 
என்ற கேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரத்தைச்‌: 
கண்டுபிடி. அவைகள்‌ சந்திக்கவேண்டுமானால்‌, அதற்கான 

மிபந்தனையைக்‌ கண்டுபிடி. 

7. ௩] 5 சஎன்பது 

x-3 pls z—9 
a °° ST SE 

க 2-1  தூ09 
2 ஜு 1 ee 

என்ற கேர்கோடுக 
என்று நிரூபி. 

4 

ளுக்கிடையேயுள்ள குறைந்த தூரக்கோடு:
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8, (2,-71, 1) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ சென்று, 

ax py—4= 0 = y+ 2z 

x+8z,-4=0= 2x + 52 - 8 

என்ற நேர்கோடுகளைச்‌ சந்திக்கும்‌ கேர்கோடுகளின்‌ சமன்பாடு. 

களைக்‌ கண்டுபிடி, 

9. இயற பம 0 றய 2 பதத 

ax —y + zp 2 =O = dy + Sy — 22-8 

என்ற நேர்கோடுகளைச்‌ சந்தித்து, = = அ = + 

என்ற கேர்கோட்டிற்கு இணையாக உள்ள நகேர்கோட்டின்‌ சமன்‌ 

பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

10. Bx+2y 442-5 =0=2x—By+4z41 

2x—4y+ 246=0=3x—4y+ 2-3 

என்ற நேர்கோடுகளைச்‌ சந்தித்து, ஆதியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 

நேர்கோட்டின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

171. (7, 4, பூ என்ற எண்களுக்கு விகித சமமாக உள்ள 

திசை கொசைன்களையுடைய நேர்கோடு, 

பம்‌ பம்‌ Gag 
நோம்‌ 1 

x+8 yp-8 7-6   
—3°” 2 "4 

என்ற கேர்கோடுகளைச்‌ சந்தித்தால்‌, அதன்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 

கண்டுபிடி. 

12. (-4, 8, 1) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்சென்று 

1ஆ- 2-8 என்ற சமதளத்திற்கு இணையாகவும்‌, 

41 2-3 2௨2 
லட 2... மர்‌ 

  

என்ற கேர்கோட்டை சந்திக்கும்‌ கேர்கோட்டின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 

கண்டுபிடி, 

13. bx- ay=n, cy—bz=l, az—cx=m என்ற சமதளங்கள்‌ 
ஒரு நேர்கோட்டில்‌ shgidencd, al+bmt+en=0 என்று காண்பி, 
மேலும்‌, அந்த கேர்கோட்டின்‌ திசை, விகிதங்கள்‌ ஐ, ந, 2 என்று: 

கோண்பி.
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14, ம றும்‌ 

y=az+ cx த 

சற்ற பனு ்‌ a 

என்ற சமதளங்கள்‌ ஒரு நேர்கோட்டில்‌ சந்தித்தால்‌, எட்ட 

2௦௦2-1 என்று கிரூபி. அந்த நேர்கோட்டின்‌ சமன்பாடு, 

௮ 

ட படட அ ig ae 
கரத Vi-b vV1i—c* 
  

என்றும்‌ கிரூபி, 

15 x+2 _ me _ 32+4 
. ந. த. 

என்ற நேர்கோட்டிற்கு (2, ‘ 4) என்ற புள்ளியிலிருந்து 
க்1ஆ.--9241-0 என்ற சமதளத்திற்கு இணையாக அளக்கப்‌ 

படும்‌ தூரத்தைக்‌ கண்டுபிடி 

522, 20723 
ணத ணை னை. 

என்ற கேர்கோடுகள்‌ கிர்ணயிக்கும்‌ சமதளத்திற்குச்‌ செங்குத்தாக 
அமையும்‌ சமதளம்‌, 

SS a me 
1 mo a 

என்ற கேர்கோட்டை முழுமையாகக்‌ கொண்டால்‌ அதன்‌ சமன்‌ 

பாட்டைக்‌ கண்டுபிடிஃ 

16. 

17. ஆதியிலிருந்து —— = = - = க்கு வரையப்படும்‌ 

செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ abana அந்த கோட்டின்‌ 
அடியின்‌ அச்சுதூரங்களையும்‌ கண்டுபிடி. 

18. (8, 9, 10) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 
ம்‌ —2 —3 4 y—3 நேர்கோடு“ = = te, xl = ட 2533 என்ற 

கேர்கோடுகளுக்குச்‌ செங்குத்தாக இருந்தால்‌, அதன்‌ சமன்‌ 
பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

  

19. இவத நமத 2-௦ 

என்ற கேர்கோட்டை முழுமையாகக்கொண்ட சமதளம்‌ 
Oy Yo 2) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌ அதன்‌ 
சமன்பாடு என்ன ? 

(320 
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20. ie-+emy +1nz=p 

ix--my=o 

my-+nz=o 

nz+ix=o 

என்ற சமதளங்கள்‌ உருவாக்கும்‌ கான்முகியின்‌ கன அளவைக்‌ 

கண்டுபிடி. 

91, நான்முகியின்‌ இரு எதிர்‌ விளிம்புகள்‌ ஒரே ரீளமாகவும்‌, 
அதன்‌: நடுப்புள்ளிகளைச்‌ சேர்க்கும்‌ கேர்கோட்டுக்குச்‌ செங்குத்‌ 
தாகவும்‌ அமைந்தால்‌, மற்றைய இரு எதிர்‌ விளிம்புகளின்‌ 
ஜோடிகள்‌ அதே தன்மைகளை உடையன என்று நிரூபி. 

92. 00. நான்‌ முகியின்‌ எதிர்‌ விளிம்புகள்‌ தர, றெ 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக உள்ளன. க19, 80 இவைகளின்‌ 
நடுப்புள்ளிகளுக்கிடையேயுள்ள தூரம்‌ &6, த இவைகளின்‌ நடுப்‌ 
புள்ளிககிளுக்டையேயுள்ள தூரத்திற்குச்‌ சமமென்று நிரூ, 

பின்குறிப்பு (ஜம்ப்‌ 

வெட்டிக்‌ கொள்ளாத (8258) நேர்கோடுகளின்‌ சுருக்கமான 

சமன்பாடு. 

    
a, € 

படம்‌ .॥௦ 

கற, மே என்பவை கொடுக்கப்பீட்ட ஒரு:புள்ளியில்‌ வெட்டிக்‌ 
கொள்ளாத இரு கேர்கோடுகளாகக்‌ கொள்க, அவைகளுக்டையே 

யுள்ள குறைந்த தூரம்‌ 80 என்க. அந்தக்‌ குறைந்த தூர கேர்‌ 
கோடு &-ஐ 1, என்ற புள்ளியிலும்‌ 00-ஐ நர என்ற புள்ளியிலும்‌ 

சந்திக்கட்டும்‌. LM என்ற நேர்கோட்டின்‌ ஈடுட்புள்ளியான



சமதளங்களும்‌ நேர்கோடுகளும்‌ ச 53 

௦ வழியாக த, றே இவைகளுக்கு இணையாக, 0 ௦1 என்ற 
நேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தின்‌ சம வெட்டிகளை 
2-ரகிலை அச்‌, நஃ-நிலை அச்சு என்று கொள்க. 1 -ஐ நிலை 
அச்சாகக்கொள்க. OG, OH இவைகளுக்கிடையேயுள்ள 
கோணத்தின்‌ மதிப்பு 20 என்று கொள்க, 

அப்படியானால்‌, 00, --0%, 05, 02 என்ற நிலை ௮௪௬ 
களோடு ஐ, + is 7 என்ற கோணங்களை உண்டாக்குகிற து. 

எனவே, 00-ன்‌ திசை கொசைன்கள்‌ (cos Qs sinQ@, 0) 
என்றாகிறது. 

wv. ஆனால்‌, 087, -- நிலை அச்சுகளுடன்‌ 9 +0; 5 என்ற 

கோணங்களை உண்டாக்குகிறது, ஆதலால்‌, ௦பஃன்‌ திசை 
கொசைன்கள்‌ (௦௦59 ,--ஸ்‌. 9, 0) என்றாகிறது, 

ம, 38 இவைகளின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ (௦, ௦,06)(0, ௦, —C). 
என்றாகிறது. 

எனவே, &8-ன்‌ சமன்பாடு 

  
  

  
  

x _ yy _z-e 
0050 sin Q ௦ 

அல்லது y = tan 9.x 

z=C 
0-ன்‌ சமன்பாடு 

x Y_ _ ze 
0௦69 —sin6~ O 

அல்லது 0. 

ச 

எனவே, வெட்டிச்‌ கொள்ளாத இரு நேர்கோடுகளின்‌ சமன்‌ 
யாடுகளைச்‌ சுருக்கமாக, 

றி x tang 

2௬௦ 
என எழுதலாம்‌.



3. அச்சு தூரங்களின்‌ உருவ 
மாற்றம்‌ 

1. ஆதியை மாற்றுதல்‌ : 

நிலை அச்சுகளின்‌ திசைகளை மாற்றாமல்‌, ஆதியை மாற்றுதல்‌ : 
OX, 057, ௦2 என்பவை கொடுக்கப்பட்ட நிலை அச்சுகளா 6b. O'X’, O'Y’, O'Z’ என்பவை, 036, 057, 0௪. என்பவை களுக்கும்‌ இணையாக வரையப்படும்‌ புதிய கிஷ அச்சுகளாகும்‌ * பழைய நிலை அச்சுகளே பொருத்து, சென்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ (4, 8,3) எனக்‌ கொள்க. 

  

படம்‌ -பு 

உ என்று ஏதாவதொரு புள்ளியைஎடுக்க. அதன்‌ அச்சு தூரங்‌ 
கள்‌ பழைய, புதிய நிலை அச்சுகளே (ப, 2), பொருத்தவரை 
(2 ந, 2) என்க.
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யிலிருக்து 702 சமதளத்திற்கு 21, என்ற செங்குத்துக்‌ 

கோடு வரைக; அதே செங்குத்துக்கோடு 30: 2' சமதளத்தை 

1 என்ற புள்ளியில்‌ வெட்ட ட்டும்‌. 

PL =x 
PL’ = x’ 
ad =LL 

- இலிருந்து 302 சமதளத்திற்கு வரையம்‌ 
படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோட்டின்‌ நீளம்‌, 

எனவே, x=x tea 

அதுபோல்‌, ந 3-2 
zerv+y 

2, நிலை அச்சுகளின்‌ திசைகளை மாற்றுதல்‌: ஆதியை மாற்றாமல்‌, 
நிலை அச்சுகளின்‌ திசைகளை மாற்றவேண்டியது: 

ரப My. ரப. Tyr Mg ட. நட ராம. நூ என்பவை 
03, ௦, 02 என்ற நிலை அச்சுகளைப்‌ பொருத்து, 0, 05,02: 
என்ற புதிய நிலை அச்சுகளின்‌ திசை கொசைன்களாக கொள்க: 

zg 

    

(x 4,2) 
Fo giz") vt    

x! 
படம்‌ ம 

இரண்டுவகை நிலை அச்சுகளை பொருத்து, ஏதாவது ஒருபுள்ளி: 

இன்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ முறையே, (63) இ; ஒட்‌, என்று: 
எடுத்துக்கொள்வோம்‌., 

யிலிருந்து 3057 சமதளத்கிற்கு 111! என்ற செங்குத்துக்‌. 
கோடு வரைக, 3057 சமதளத்தில்‌ 03! செங்குத்தாக 1111)! 
என்ற நேர்கோடு வரைக. அப்படியானால்‌, 01/7 2 9, நார) 

ந வட
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0%இன்மேல்‌ 0றஇன்‌ வீச்சு, 0], 1, நூ என்பவை களின்‌ வீச்சுக்களின்‌ கூட்டுத்‌ தொகைக்குச்‌ சமம்‌. 

ஆதலால்‌, 
SAx' +l, y' +1, 2 

அதேபோல்‌, 

y= my x + my +m, 2’ 
Z=n x 3 ஈர! 42 

(இதே மாதிரி முதையைப்‌ பயன்படுத்தி, 

X=olxtmytaz 

Vr lxt my ting z 

ழ்‌ டம்‌ அ. + Ng Z 

எனக்‌ காண்பிக்கலாம்‌. 

(க). (௫) இவைகளின்‌ மூலம்‌ கிடைத்த முடிவுகளைக்‌ கீழ்க்‌ கண்ட அட்டவணையில்‌ எழுதலாம்‌, 

  

  

    
  

    
  

  

  
      

  

  

x று ௪ 

wy 4 | m, ny 

21 7 mM, 782 

31 le Ms as 
I 

பயிற்சி 20 

1. ஆதியை மாற்றாமல்‌, (1,0,0); (2,1, —1), (1,-4, 1) என்பவற்றை திசை விகிதங்களாகக்கொண்ட நிலை அச்சுகளை 
பொருத்து . 

ஜோ ப ந ப கப று ட 4yz 4 52x = 0 
என்ற மேற்பரப்பின்‌ புதிய சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி,
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மா, ௧.2, ஆதியை மாற்றாமல்‌, 

—m 8.0 
ண ததத பா அதத்‌ ந 

இ —mn ——s 
ட்ட —_= VB = VE tm ° கழுவு | 

ர்‌ பி என்பவைகளை திசை கொசைன்களுடைய நிலை அச்சு 
களைப்‌ பொருத்து le + my + nz = 0 என்ற சமன்பாடு 940 
என்று மாறும்‌. 

இதை உபயோகப்படுத்தி, 

று 22) ம பறற பர2௮0 என்ற வரைகோடு ஒரு 
செவ்வக அதிபர வளைவாக அமையவேண்டுமானால்‌, 

(சடார்‌ ௮ 6/5 - 0 என்று காண்பி, 

3. ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று நேர்கோடுகளின்‌ திசை 
கொசைன்களுக்கிடையேயுள்ள தொடர்பு: 

மூன்று கேர்கோடுகளின்‌ திசை கொசைன்களை /,, ர) 37 
Igy Mg, Ng 5 lg, Mg, Ng TOTS கொள்வோம்‌. 

எனவே, 
Le +m? +n =1 
1,7 + Mg? + ng” = 1 (A) 
1g3 + mg" + ng? = 1 

அவைகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக இருப்பதால்‌, 

fy 1s + mg ms + ny Ng = 0 
Jg 1, + mg m, + tg ny = 9 (B) 

1 ly + my mg + my Mg = 0 
(இல்‌ உள்ள இரண்டாவது, மூன்றாவது சமன்பாடுகளிலிருக் து, 

ப ப பட a my, = ny 
Mg Ng — Ma Mg Ng ly — tg ly 1, mg — 13 m, 

+ * 2 a 2 
ஒவ்வொன்றும்‌. = ச்ட்‌ சட்‌ ப TH, City my — Me hs) 

I? + ப்‌ a n° 

  

ர My ny 

I, Me Ng 

ls Ms Ng
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மேலும்‌, எடுப ஜடப்‌ ms 

VE(tigng — rigny)? 

= VIM ER 
VF img Fa ®)\(Ig* +g? +192) 

ரசி ரள? 
1 

2 | ம உ ர 

ly Mg ஈட 

ls Mg Mg j 

ஆகவே, 

1-0 டிரா) 1-0 %- 9107 
சோடி பாட a 

அதுபோல்‌, 

சட படி 1 ஈட =D(ngh — mig); 
ng =D(lgm, — Lm) 

Ig=Dimng — myn); msD(mly — gl); 
ng=D(1,m, — fam) 

எனவே, 

AP tl tis? =D 3 hmong — Mane) 
=D) hm nm 

1, My Mg 

lg mg tg 
=D? 
= 

அதுபோல்‌, 

ட டிப டிக்‌ (ந 
ny? +ng? + ng? =1 

11, -+Moh, +ingng=D & 1” (tgly — ngl,) 

=D | m, m, mg 

ரிய My Ng 

hh ds | 
=0
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அதுபோல்‌, 

nyly+mal,+nglg=O (D) 
Lyn +1mg-lgmg =O 

(0) 0) தொடர்புகளை வேறுவிதமாக எளிதில்‌ கண்டுபிடிக்கலாம்‌. 

எடுத்துக்கொண்ட மூன்று கேர்கோடுகளை நிலை அச்சு 

களாகதொண்டால்‌. ௦0%, 05, 0௦2 என்ற கநேர்கோடுகளின்‌ திசை 

கொசைன்கள்‌ 7/0, 7, 4 ஈ.பி உாடி?! ஈட ர டி என்றாகும்‌. 

ஆகவே, 

LP? +/53= 
my2+my*+m,? =1 
ஈம) 

myn, +g, +mgng=0 
மீடர்‌ மூடர்‌ மட 

Lm, +l,mg +1gymg=0 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ : 

Lys ty, 115 Io, Mgr tgs [ys Mgr ng என்பவை மூன்று 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான நேர்கோடுகளின்‌ திசைகொசைன்‌ 

களானால்‌, 

ட ட ர, 

ட ராடி Me ல ஸ்ரீ 

ls Mg ie 
ஏனெனில்‌, 

D= |] 0 ட nm hom, my 

I, Mg ரூ x | I, Mg Ng 

ls Ms Mg | ்‌ 1, mg டி 

சப்பிப்‌ Lletmym, try, hlgtmymg+nyng 

Ll t+mymgt myity 1g? +g? + nq? னி பாவடி 

Litmymgtnin, Igle+mym,+ngn, 1g?+mg? + ng? 
= 100 

010 

001 

=1 எனவே, [,
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4.4. மாற்றமிலிகள்‌ [Invariants] 

ஆதியை மாற்றாமல்‌, நிலை அச்சுகளின்‌ திசைகளைமட்டும்‌ 
மாற்றினால்‌, 

கிறா 4022). 22-20. என்று கோவை 

ம]? 222 + 2f'yz4+2e'rx+2h'xy என்ற 'கோவையாக 
ant Bley. 

(1) atbte = a’+b'4+e’ 

(2) ab+be+ ca—fi—go-—h* =a'b' +b'c'+c'a'—f' படற 

    

(8) ah g a’ ht ௪ 

hbfl=alroyp 

& fe le fie | 
லே ரெ, 02: 03%) 05, 02 என்று இருவிதமான, ௦ என்ற ஒரே ஆதியின்‌ வழியாகச்செல்லும்‌ நிலை அச்சுகளை 

எடுத்துக்‌ கொள்க. P என்ற புள்ளியின்‌ அச்சுகள்‌ முறையே 
(Ys 2) (8) 3, 2) என்றாளால்‌, 

OP? se xaty? +22 

302] ப 22 
எனவே, %£4]2)21 என்பது ர) 22 என்றாகிறது. 
மேலும்‌, ax! by’ 4.02?+2fyztQgzx+2hxy என்பது, 
BX LD V2 401Z2 42 fl YZ 499'7X 40H KV என்றாகிறது. 
2 என்பது ஏதாவது ஒரு மா.நிலியானால்‌ 

(க) )-(-) 034 (24) 9214-2௪ என்பது, 
(tAIK*+ (+A) y*(c’+) Z?+2f1YZ42917°X+9W XY 

என்றாகிறது. 

1. கோவை இரண்டு நீட்டலுக்குரிய காரணிகளின்‌ பெருக்க 
மாக இருக்கவேண்டுமானால்‌, 

atm hg 

ho bt+rX f =O 

g f Cer 
அதாவது, 

ர்க்க ரச றட ௦ (9)
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அதேமாதிரி (2) கோவை அமைய வேண்டுமானால்‌, 

| adi> he 

hk b4> fi |=0 

go fliet> 

NPER Ax -Lb'e) La (b'e'--ela’ ta’b'—f' g—s'a ~ hs) 

ற. 
(3), (4) சமன்பாடுகளின்‌ மூலம்‌ கிடைக்கும்‌ ச-ன்‌ மதிப்புகள்‌: 

ஒன்௫க இருக்கவேண்டும்‌ ஆ தலால்‌, 

a+bte = a’ +b'+e" 

ab+be+ca—f *—g°—h? = a'b' +b'c' +c'a'— தபற 
D= agh ah g 

ந உர று ந நாற 

gfe gy fie 

குறிப்பு! + (a+b+c); (ab+be+ea—f?—g*—h*); D srsiriscmas 
மாறாமல்‌ இருப்பதால்‌ அவைகளை மாற்றமிலிகள்‌ எனக்‌ 
கூறுகிறோம்‌. 

குறிப்பு 2: bet+ca+ab—f*~g*—h? 

= (be-—f*)—(ca—g*) + (ab=h?) 
=A+B+C 

&, 2, 0 என்பவை ட அணி கோவையின்‌ ஏ. 5, உ என்பவை. 
களின்‌ இணைகாரணிகளாகும்‌. அதாவது, 

(சர்ச்‌; (கடு ; ம என்பவை மாற்றமிலிகள்‌, 

பயிற்சி 21 

1... ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான கோடுகள்‌ OA, OB, Oc. 
என்பவைகளின்‌ திசை கொசைன்கள்‌ (ப கபய) (1 n?). 
(Jgs Mg, 1g) என்றும்‌, 000-007 என்றும்‌ இருந்தால்‌, 
49௦ சமதளத்தின்‌ சமன்பாடு (4) 1-7 4-]) 24 (ஊட 1 கடி படு 34 
(டார) 2-0 என்றாகிறதென்று நிருபி, 

மா.க2. 52190 
6x —9y — 924820 
X— ym z+250 

என்ற சமதளங்கள்‌ ஒரு பட்டகத்தை உருவாக்தமென்று Bley De
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3-5. சமதளம்‌ உண்டாக்கும்‌ மேற்பரப்பின்‌ வெட்டுமுகம்‌ 

சமதளத்தின்‌ சமன்பாடு Ix+my+nz=0 என்று கொள்க, 
இங்கு /84 ஈ247-1 அப்படியில்லையென்றால்‌ கொடுக்கப்பட்ட 

கோவையை, 4 [3-௮ 12 என்பதால்‌ வகுக்க. 

0௦% என்பதை புதிய cA oat ae கொள்க. Ox-2 

கொடுக்கப்பட்ட சமதளத்திற்கு 0-ன்‌ வழியாக வரையப்படும்‌ 
செங்குத்துக்‌ கோடாகக்‌ கொள்க. மேலும்‌, 05, 02-னுடன்‌ குறுங்‌ 

கோணம்‌ உண்டாக்குமாறு செய்க. அப்படியானால்‌, 0%, 0, 02 
என்ற.நிலை அச்‌சுகளைப்‌ பொருத்து 0-ன்‌ சமன்பாடு, 

a, af 2 

[ n 
என்றாகிறது 

05-க்கு செங்குத்தாக 20% சமதளத்தில்‌, த என்ற கோடு 
வரைக. இதுவும்‌ 02-னுடன்‌ குறுங்‌ காணமே உண்டாக்கும்‌. 

பஃக்கும்‌ 04-ச்கும்‌ செங்குத்தாக -வை எடுத்துக்‌ 

"கொள்க, 

அப்படியென்றால்‌ 08, OC நெ புகிய நிலை அச்சாகக்‌ 

கொள்ளலாம்‌, 

கொடுக்கப்பட்ட சமதளம்‌ £ 01 என்றாகிறது. 0, 

க்கும்‌, க்கும்‌ செங்குத்தாக இருப்பதால்‌ அது 005 
சமதளத்திற்கு செங்குத்தாகும்‌. அதனால்‌ அந்த சமதளத்தில்‌ 
உள்ள 0272 நேர்கோடு 08-க்கு செங்குத்தாகும்‌, எனவே, 08, 

XOY சமதளத்தில்‌ அமையும்‌. அதாவது 08, %0% சமதளம்‌, 
EOC சமதளம்‌ இவை இரண்டிற்கும்‌ பொதுவான சேர்‌ 

கோடாகும்‌. 

50 (-ன்‌ சமன்பாடு 

ச்‌ = = என்பதாகும்‌. 0 ற.ன்‌ திசைகொசைகள்‌, ),, 6 

என்றால்‌, 

iy +mP#+ny =0 

(0, 806 சமதளத்தில்‌ அமைகிற து) 

4] --0440 

(06, 306 சமதளத்தில்‌ அமைகிறது.)
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கானவே, 

க்‌ ப கி 
in ~ mn — (P+im*) 

FE a ce ¥ 
* m நிப்பா 

=t 3 

VE + min 

௦ வானது 02-னுடன்‌ குறுங்கோணேத்தை உண்டாக்குவ 
தால்‌ த மிகையாகும்‌, 

4 குறியில்‌ -.1 குறியைக்‌ கொள்க, 

- 8 mn as = டடம yy 
i ப்ட்‌  ்‌ நப்‌ நக்கற 

05, 0, 05 என்ற இரு கேர்கோடுகளுக்கும்‌ செங்குத்தாக 
இருப்பதால்‌, அதன்‌ திசை கொசைன்கள்‌ 

ஈத ரம, மடிய ஈட டம்‌ 

அதாவது, 

பை 
VEtm? VE +m? 

அப்படியென்றால்‌ நிலை அச்சுகள்‌ மாறுவதால்‌ ஏற்படும்‌ 
அச்சு தூரங்களின்‌ மாறுதலை விளக்க கீழ்கண்ட பட்டியல்‌ உப 
யோகமாகும்‌, 

      

  

  
    
    

oro Bou, Ixtmy-+nz=0 என்ற சமதளம்‌ g—0 airman மாறும்‌. 
இ
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மேற்பரப்பின்‌ சமன்பாட்டை, பட்டியலை உபயோகித்து 
அதற்கான புதிய சமன்பாட்டை கணிக்கவும்‌. எந்தவிதமான 

சமன்பாடாக இருந்தாலும்‌ 5-0 என்பதால்‌, ஏற்படும்‌ வெட்டு 
முகத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடிப்பது மிக சுலபம்‌. 

பயிற்சி 22 

1, axetby*tez2=1 என்ற மேற்பரப்பில்‌ று 
என்ற சமதளம்‌ உண்டாக்கும்‌ வெட்டு முகம்‌ (1) பரவ வளைவு 

(2) நீள்வட்டம்‌ (8) அதி பரவ வளைவு என்பதற்கான நிபந்தனை 
களைக்‌ கண்டுபிடி. 

2. Ixtmy=0 oerug ர 

மடை) 2742 .1.. என்பதின்‌ வட்ட வெட்டு 
முகமானால்‌, 

{b c)12—2blm4+(a—e)m? 0 

3. ax*-+bby® + cz’ +2fyz+2gex+2hxy 4+ 2ux+Qoy+ Qwzt+d 
என்ற கோவை ஆதியை மாற்றாமல்‌, நிலை அச்சுகளின்‌ திசைகளை 

மாற்றுவதால்‌ ஏற்படும்‌ மாறுதலினால்‌, 

atbte; wtvtw? என்ற - கோவைகள்‌ மாற்மமிலிகள்‌ 

என்று நிரூபி,



4, கோலம்‌ 

வரையறை: நிலையான புள்ளியிலிருந்து மாறாத தூரத்தி' 
லுள்ள ஒரு புள்ளியின்‌ நியமப்‌ பாதையே கோளமாகும்‌. 

நிலையான புள்ளியை கோளத்தின்‌ மையமென்றும்‌ மாறாத. 

தூரத்தை ஆரை (13௨0106) என்றும்‌ கூறுவோம்‌. 

4.1. கோளத்தின்‌ சமன்பாடு 

மையத்தின்‌ அச்௬ தூரங்கள்‌ (க, 8, ௦) என்போம்‌. கோளத்‌. 

தின்‌ ஆரை 4! எனக்‌ கொள்‌ வோம்‌. 

x, 39. 2) என்பது கோளத்தின்‌ மேலுள்ள ஏதாவது ஒரு. 

புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்களானால்‌ (௪, 5, ௦) என்ற புள்ளியிலிரும்‌. 
துள்ள தாரம்‌ர. 

அதாவது, (%--2)4*(3--5)5₹4(2-- 205-௮73 

x'+y2+29 — 2ax தற — 2cz 

+(a*4-b94+c? — r?)=0. 

இ.து கோளத்தின்‌ சமன்பாடாகும்‌. 

கவனிக்க வேண்டியவை. 

1. சமன்பாடு இரண்டாம்‌ படியாகும்‌. 

2. 22, 3) 22 இவைகளின்‌ குணகம்‌ சமமாகும்‌, 

9. 39, ]2, 2% என்ற உறுப்புகள்‌ இங்கு இல்லை. 

அப்படியானால்‌, மேலே கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்‌ வி 
களைக்கொண்ட. சமன்பாடு கோளத்தைக்‌ கு Das வேண்டும்‌. ஈ 

த xi tyt+z')+2uxt2vy+2wztd=0 (1) 
என்பது மூன்று விதிகளைக்‌ கொண்டது. 

5
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எனவே, 

சே (ged) 
_ wy? +wi—ad 

  

௪ 

அதாவது (1) சமன்பாடு, 

( aw ௮ 4] என்பதை மையமாகவும்‌ : 
a 

ஏட ரச்‌ என்பதை ஆரையாக்வும்‌, 
8 

'கொண்ட கோணத்தைக்‌ குறிக்கும்‌, 

குறிப்பு 1: ut+v24w?—ad <0 acre 

ஆரையும்‌ அதனால்‌ சோளமும்‌ மெய்யிலாததாக அமையும்‌. 

குறிப்பு 2: x+y? +2*+2ux + ஜேடேச ச உ என்பதை 
"கோளத்தின்‌ பொதுவான சமன்பாடாகக்‌ கொள்ளலாம்‌. 

பயிற்சி 23 

்‌. (— 1, — 3, 2) என்ற.புள்ளியை மையமாகவும்‌ (1, 1, 1) 
என்ற புள்ளியின்‌ வழியாக செல்லும்படியாகவும்‌ அமையும்‌ 
கோளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

2. x*4+y?+2* — 2x — 4y —62—2=0 arairm கோளத்தின்‌ 
மையத்தையும்‌, ஆரையையும்‌ கண்டுபிடி. 

9. &(2,-89,5)(1,1,-1) என்ற புள்ளிகளைச்‌ சேர்க்கும்‌ 
நேர்கோட்டை விட்டமாகக்கொண்ட. கோளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 
கண்டுபிடி. 

4, (a, b,c) என்ற நிலையான புள்ளீயின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 
சமதளத்தின்மேல்‌ ஆதியிலிருந்து வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ 
Garni tg. cot 99. x*+y*+z2*—ax—by—cz=0 என்ற கோளத்தில்‌ 
அமையுமென்று நிரூபி. 

4.2. நான்கு புள்ளிகளின்‌ வழியே செல்லும்‌ கோளம்‌ 

கோளத்தின்‌ பொதுவான சமன்பாட்டில்‌ நான்கு மாறிலிகள்‌ 
உள்ளன. இந்த நான்கு மாறிலிகளை நிர்ணயிக்க, நான்கு கட்டுப்‌



67 
கோளம்‌ 

பாடுகளைக்‌ கண்டுபிடிக்கவேண்டும்‌. அக்த நான்கு கட்டுப்பாடுகள்‌ 

ஒருபடிச்‌ சமன்பாடுகளாகவும்‌, அவை ஒன்றையொன்று அச 

தாகவும்‌ இருந்தால்‌ நான்கு மாறிலிகளின்‌ மதிப்புகள்‌ ஒரே 

முறையில்‌ நிர்ணயிக்கப்படும்‌. 
i 

உதாரண மாக ஒரே சமதளத்தில்‌ அமையாத நான்கு புள்ளி 

களை எடுத்துக்கொள்வோம்‌. 

(வேர சஜ பேரிய 22: (182 397 22): ம 7௮ 24 

என்பவை அவைகளின்‌ அச்சு தூரங்களாகும்‌. 

அவைகளில்‌ ஒன்று (2, ப 20) கோளத்தின்மேல்‌ இருக்தால்‌, 

(oq? bys? + 20°) + Bux + 2gi + Qw2?-+d= 0 

இது “பால்‌ மூன்று கட்டுப்பாடுகளைக்‌ கண்டுபிடிக்கலாம்‌. 

ர்கோளத்தின்‌ சமன்பாடு 

ஜப) 2 மேடை 2wz+d= 0 எனக்‌ கொள்க]. 

எனவே இவைகளிலிருந்து ௦, 1, Wy சீஎன்ற நான்கு மாறிலி 

களை £க்கினால்‌ நமக்குக்‌ கிடைப்பது, 

முரு x 2. 1 

mity2+e2 4 My a 1 

Xe? ty_? +25? Xs Yo 2g 1 | =O 

டிஆர்‌ Xs Ye Za 1 

xg tya?tzy? Xe Ya 24 I 

இ.துவே ரான்கு புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 

கோளத்தின்‌ சமன்‌ பாடாகும்‌, 

பயிற்சி 24 

(0, 0,0)) (1 டி; (,-00; (,1 0 என்ற 
நான்கு புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கோளத்தின்‌ சமன்‌ 
பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, அதன்‌ மையத்தையும்‌ ஆரையையும்‌ 
Biter uh. 

_ 2% (0, 0, 0) 3 (as ba c)s (a, —b, €)s (a, bs ௮) என்ற 
புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கோளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 
கண்டுபிடி, அதன்‌ ஆரையை நிர்ணயி.
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8. 2-0, 720, 220, ot = 4. j=! என்ற முகங்‌ 
க்ளையுடைய நான்முகியைச்‌ சுற்றி வரையும்‌ கோளத்தின்‌ சமன்‌ 
பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

4 (0,9,0); (0, 1, —1), (—1, 2, 9); (4, 2, 3) என்ற. 
புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கோளத்தின்‌ சமன்பாட்டைத்‌ 
கண்டுபிடி , 

௪. (8,9,2) (1,141); (2-6, 4), என்ற மூன்று புள்ளி களின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கோளத்தின்‌ மையம்‌ சிரபுர என்ற சமதளத்திலிருந்தால்‌ அதன்‌ சமன் பாட்டைத்‌ கண்டுபிடி, 

4.3: கோளத்தின்‌ சமதள வெட்டு முகம்‌ 

கோளத்தின்‌ சமதள வெட்டு மும்‌ அதாவது கோளத்திந்‌ கும்‌ சமதளத்திற்கும்‌ பெ துவாக உள்ள புள்ளியின்‌ நியமம்‌ , பாதை ஒரு வட்டமாகும்‌, 

₹0' என்பது கோளத்தின்‌ மையமாகக்‌ கொள்க, 

உ 

படம்‌ (5 
(iP? என்பது சமதள வெட்டு முகத்தில்‌ ஏதாவது ஒரு புள்ளி யாகக்‌ கொள்க, அந்தச்‌ சமதளத்திற்கு 017 என்ற செங்குத்துக்‌ கோடு வரை, 14 அதன்‌ அடியாகட்டும்‌. 

1742 என்ற கேர்கோடுள்ள சமதளத்திற் த ON செங்குத்தாக இருப்பதால்‌ ON Lr NP. 

« OP?=NP?ON! 
_QSa OLN என்பவை மாறாத புள்ளிகள்‌. ௦2--கோளத்தின்‌ ஆரை, 

அதனால்‌ NP? = tom wo
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இதில்‌ 74 மாறாத புள்ளி, ர ஆதலால்‌, 1-ன்‌ நியமப்பாதை ஒரு 

வட்டமாகும்‌. 

குறிப்பு, சமதளம்‌, கோளத்தின்‌ மையக்கின்‌ வழியாகச்‌ 

சென்றால்‌ வெட்டு முகம்‌ ஒரு பெரு வட்டமாகும்‌ (24 circle). 

பயிற்சி 25 

i. (a,b, e) என்ற நிலையான புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்‌ 

லும்‌ சமதளம்‌ நிலை: அச்சுகளை கந, புள்ளிகளில்‌ வெட்டு 

Apgs- O ABC கோளத்தின்‌ மையத்தின்‌ நியமப்பாதை 

a ம்‌ இ 
= இட . அன்‌ நிரூபி. 
x + y ab 2 என்று நர 

2 (௨,853) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகவும்‌ பரத, 

720 எனற வட்டத்தின்‌ வழி பாகவும்‌ செல்லும்‌ கோளத்தின்‌ 

சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

4.4... கொடுக்கப்பட்ட விட்டத்தையுடைய கோளம்‌: 

A (X11 Vt 21) B (Xg> Yas Za) என்ற புள்ளிகளின்‌ சேர்க்கையை 

விட்டமாகக்‌ கொண்ட. கோளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டு 

பிடிக்க. 

அப்படி வரையப்பட்ட கோளத்தின்மேல்‌ 1 (2), 2) என்ற 

பொதுவான புள்ளியை எடுத்துக்‌ கொள்க, 223 சமதளத்தினால்‌ 

கோளத்திற்கு ஏற்படும்‌ வெட்டு முகம்‌ ஒரு வட்டமாயும்‌, அந்த 

வட்டத்திற்கு கற விட்டமாக அமைவதாலும்‌, 

ZLAPB= 90° 

அல்லது PA pr PB x i 

PA, PB என்ற கேர்கோடுகளின்‌ திசை கொசென்கள்‌ 

மூறையே, 

ற நிறய 2௮ தட 

மோட நி ருரு. சோர தத என்பவைகளுக்கு விகித சம 

மாகும்‌. 2 

எனவே 

(x — xy) (Xe) + VAI) OO Ya) + (2-21) 
(z— 25) =9 

இதுவே கோளத்தின்‌ சமன்பாடாகும்‌.
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1, (2,7,5), (8,—5,1) என்ற புள்ளிகளைச்‌ சசர்க்கும்‌ 
கேர்கோட்டை விட்டமாக உடைய கோணத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 
கண்டுபிடி, 

2 x+y 42% ஜட நேர 2w,z24+d,=0 என்ற 
கோளம்‌, 

x+y? + 2* + Quy x4 Qvg y + 2wy z+ dy =0 
என்ற கோளத்தைப்‌ பெருவட்டத்தில்‌ வெட்டுவதற்கான 
நிபந்தனை 

2u, uy + 2¥, vg + 20, wy — சீட்டி ர 
ஈட என்பது இரண்டாவது கோளத்தின்‌ ஆரைடெனக்‌ கொள்க. 

4-5. மூன்று பரிமாண வரை கணிதத்தில்‌ வட்டத்தின்‌ சமன்பாடு 
வட்டமென்பது அதன்‌ சமதளத்தை ஏதாவது ஒர கோளம்‌ 

வெட்டும்‌ வெட்டு முகமாகும்‌, அதாவது, வட்டத்தின்மேல்‌ உளள 
புள்ளிகள்‌, கோளம்‌, சமதளம்‌ இவைகளின்‌ மேல்‌ உள்ள பொதுப்‌ 
புள்ளிகளாகும்‌. எனவே வட்டத்தை, கோளம்‌, சமதளம்‌ 
இவைகளின்‌ சமன்‌ பாடுகளினால்‌ குறிக்கலாம்‌. 

உதாரணமாக, 

x3 + yy? 4242 ux + Wy +2wz4d=0 
ix + my + nz=p 

என்ற இரு சமன்பாடுகளும்‌ கூட்டாத ஒரு வட்டத்தைக்‌ 
குறிக்கும்‌. 

குறிப்பு--இரு கோளங்ஃளின்‌ சமன்பாடுகளும்‌ கூட்டாக ஒரு 
வட்டத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. 

பயிற்சி 27 
1. (0,0,0); (a,0,0); (0,0) (0,0௦0, என்ற 

நான்கு புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 8காளத்தின்மேல்‌ 

= + + ஷ்‌ + என்ற சமதளம்‌ உண்டாக்கும்‌ வெட்டு முக 

மான வட்டத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

2. (xt, ys 2!) என்ற புஎளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 

சமதளங்கள்‌, (2243 4 23)-7* கோளத்தின்மேல்‌ ஏற்படுத்‌ 
தும்வெட்டு முகங்களின்‌ மையங்கள்‌ % (1) 4 ந (ந) 

௩ 2(ஊ2)-0 என்ற கோளத்தின்மேல்‌ அமையுமென்று 
காண்பி.
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3, (2,3,—4) என்ற புள்ளியை மையமாகக்கொண்ட 

வட்டம்‌ ஜூ நூ 4 4, — 2y—6z + 5=0 orsttD கோளத்தின்‌ 

டூமலிருந்தால்‌, அதன்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

4 ற பற 3 6 என்ற கோளத்தின்மேல்‌ ஒரு சம்‌ 

தளம்‌ உண்டாக்கும்‌ வெட்டு முகமான வட்டத்தின்‌ மையம்‌ 

(2, 8,4 என்றாகும்‌. எனின்‌, சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 

கண்டுபிடி, 

5. xt + y? = at, 2=0 என்ற வட்டத்தின்‌ வழியாகச்‌ செல்‌ 

லும்‌ கோளத்தின்மேல்‌ (9, 82 7) என்ற புள்ளி அமைந்தால்‌, 

கோளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

6. பரப சப என்ற புள்ளியை மையமாகவுள்ள 39 4 நூ 

பூம? கோளத்தின்‌ வெட்டுமுகத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌. 

கண்டுபிடி. 

7, (80) 23 (260); (7, —8,8)3 (4 — 9, 6) என்ற 

நான்கு புள்ளிகளும்‌ ஒரே வட்டவரையில்‌ அமைகின்றன என்றூ 

நிரூபி, ்‌ 

8 ஐடறே தே 15; xi ty? +2?—2x—4y+-11=0 
என்ற. 

வட்டத்தின்‌ மையத்தையும்‌ ஆரையையும்‌ கண்டுபிடி.
 

4-6. கொடுக்கப்படும்‌ வட்டத்தின்‌ மூலம்‌ வரையப்படும்‌ கோளம்‌ : 

5.10 என்ற சமன்பாட்டைக்‌ கவனி. 

ஒது பூரி சீ 2ux + Ayt Qw2e+d=0 

என்பது ஒரு கோளத்தையும்‌, 

Usk tmp + nz—p =9 

என்பது: ஒரு சமதளத்தையும்‌ குறிக்கும்‌. 

அப்படியெனின்‌, (1)S=0, U= 0 என்ற வட்டத்தின்‌ 

மூலம்‌ வரையப்படும்‌ கோளத்தின்‌ பொதுவான சமன்பாட்டைக்‌ 

குறிக்கும்‌, ),-க்கு வெவ்வேறு மதிப்புகள்‌ கொடுக்கப்படும்போது 

1) வெவ்வேறு கோளங்களைக்‌ குறிக்கும்‌, 

அதேபோல்‌, 

5495-0 என்பது 

on =0,9' = 0 என்ற இருகோளங்கள்‌ சந்திக்கும்‌ வட்டத்தின்‌ 

மூ வரையப்படும்‌ கோளத்தின்‌ பொதுவான சமன்பாட்டைக்‌ 

குறிக்கும்‌.
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Pty +2 + 2x + By +650 
we 24+ 47-9 0 என்ற வட்டத்தின்‌ மூலம்வரையப்படும்‌ 
கோளம்‌,” 4+ y* + 2* — 2x + 4y — 6z 4 5 = 0 

என்ற கோளத்தின்‌ மையத்தின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌, அதன்‌ 
சமன்‌ பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

2. x+y? +2 + 10y—4z —8 = 0 

௬-2 9 என்ற, பெருவட்டத்தையுடைய கோளத்தின்‌ 
சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

% Py = 457=0 என்ற வட்டத்தின்‌ மூலம்‌ வரையப்‌ 
யடும்‌ கோளம்‌ x 4 2y +22=0 என்ற சமதளத்தினால்‌ 
“9: ஆரையையுடைய வட்டத்தில்‌ வெட்டப்பட்டால்‌, அதன்‌ சமன்‌ 
யாடு என்ன 2 

4, ஆற + 2% — Ox + By + 42-5 0, 

5x + 6z41=0; 

x3 + y* + PP — 8x— dy + 52-6 = 0, 

x + 2y—7z=0 
என்ற இரு வட்டங்களும்‌ ஒரே கோளத்தில்‌ அமையும்‌ என்று 
நிரூபி, மேலும்‌, அதன்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

4-7... கோளம்‌, நேர்கோடு இவைகளின்‌ சந்திப்பு : 

x? 4+ y? + 284. Qux பு. + Qwz +d =0 

௮ _ ற 3 
ர்‌ m ஞு n 

என்பவை முறையே கோளம்‌, நேர்கோடு இவைகளின்‌ சமன்‌ 
பாடுகளாகக்‌ கொள்க. 

     

நேர்கோடுகளின்மேல்‌ உள்ள எந்தப்‌ புள்ளியின்‌ அச்சுத்‌ 

தூரங்களையும்‌, ்‌ 
A + l¥ + 8B +¥ny + ¥ = ny 

என்று எடூத்துக்கொள்ளலாம்‌. புள்ளி கோளத்தின்‌ மேலிருக்தால்‌, 

(ol + FY)? + (B + mY)" + (Y + nY)* + 2u (Lh + py) 
+2v(B + my) + 2w(y+ny)+d=0 

V(P +m t+n3) + 2Y E(t +u)+m(p +) 
+ a(Y + w)] + fl? + B+ ¥? + Qu of + 2 B+ Qwy 
+dj—0.
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இது 3-ல்‌ இருபடி சமன்பாடாகும்‌. ஆதலின்‌, இரண்டு மதிபபு 
BGT Ys Yq TOD! Aw GG. 4/0, 3) என்பவை கோளம்‌, கேர்‌ 
கோடு சந்திக்கும்‌ புள்ளிகள்‌ (4, 8, 3) என்ற புளளியிலிருந்‌ 
துள்ள தொலைவின்‌ விகிதங்களாகும்‌. 

எனவே, சேர்கோடு கோளத்தை இரண்டு புள்ளிகளில்‌ 

வெட்டுகின்றதென்று கூறலாம்‌. 

4:8. புள்ளியின்‌ திறன்‌ (2௦8௦ of a point) : 

க. என்ற புளளியின்‌ வழியாக கோளத்திற்கு ஒரு நாண்‌ 
வரைந்து, அது 1, பூ என்ற புள்ளகளின்மேல்‌ கோளத்தில்‌ 
வெட்டினால்‌, 

AP=¥,, க்‌ 

க, &௦ - கோணத்தைப்‌ பொறுத்து தன்‌ திறன்‌: 

*ு 13% Z 

=A" + B+ ¥? + 2uL + 2B + 2Qwrv +d 
இந்த மதிப்பு 2, 0, இவைகளின்‌ அச்சு தூரங்களைப்‌ பொறுத்து 

இல்லாததால்‌, &௰, ௧௦ - மாறிலி என்று கொள்ளலாம்‌, 

பயிற்சி 29 

ஒரு புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்‌ 
குத்தான மூன்று கோடுகளின்மேல்‌ ஒரு கோளம்‌ வெட்டுத்‌ 
துண்டுகளை உண்டாக்கினால்‌, வெட்டுக்‌ துண்டுகளின்‌ வர்க்கங்‌ 
களின்‌ கூட்டுத்தொகை ஒரு மா றிலியாகும்‌. 

49. தொடுதளத்தின்‌ சமன்பாடு : 

x? + y?+e*+2ux + Qvyt+ 2 * 8-0 என்ற கோளத்திற்கு, 
(ob, 8, 3) என்ற புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடுதளத்தின்‌ சமன்‌ 
பாட்டைக்‌ கண்டுபிடிக்க. 

(ல, 8, )வின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ நேர்கோட்டின்‌ சமன்‌ 
பாட்டை, 

3-4 PHB _ 5-7 எனக்கொள்ளலாம்‌ 
t m n 

நேர்கோடு, கோளம்‌ இவைகளுக்குப்‌ பா துவான புள்ளி (4, 8.5) 
என்ற புள்ளியிலிருந்து, 33 என்ற தூரத்தில்‌ இருந்தால்‌ 3-ஐ 
உடைய சமன்பாடு, 

3 (030) 2Y[1(h + u) + m(B + ») 
+ ay + wy] + [d+ B+ ¥? + Auk + 2B + 
4487-0 என்றாகும்‌. (A)
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(ol, 8.5) என்ற புள்ளி, 

ற 3 213 ஜு + Wy 4+ 3 0 என்ற கோணத்‌ 
தின்மேல்‌ இருப்பதால்‌, 

ol? + BY + ¥" + Qhel + 2B + Qwy + d =0 (1) 

(&)இல்‌ மாறிலி உறுப்பு - 0 என்பதால்‌ 3/ன்‌ ஒரு மதிப்பு 
ஈ 0. அடுத்த மதிப்பும்‌ பூச்சியமாகவேண்டுமானால்‌, 

Tol + u) +m (B+ v)+h(¥ + w) =0 (2) 

(0), (2) சிபந்தனைகளால்‌, உ) 1. ன 227௫) 

என்ற நேர்கோடு கோளத்தை (9, 8, 4) என்ற இரு பொருந்தும்‌ 
புள்ளிகளில்‌ ((04௦௦12501 0௦1௦16) சந்திக்கிறது. எனவே, நேர்கோடு 
கோணத்திற்தத்‌ எதாடுகோடாக அமைகிற து. 

இம்மாதிரி (4, 8, 4) என்ற புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடு 
கோடுகளின்‌ நியமப்‌ பாதையைத்‌ தொடு தளமெனக்‌ கூறலாம்‌. 

(2), (3) சமன்பா இகளிலிருக்து, /, msn இவைகளை நீக்கினால்‌, 
௩மக்குக்‌ கிடைப்பது, 

பேலி ௮ 3 0) (8-9) 4 (2-3) நட 20 
oles By+Y2tu (x+ol) + ¥ (p+B) + wet) +d 
= ol" + B+ Y? + Quck + 208 + 2wy + d =0 
எனவே, 

Ax+ By—Yz+u(xt+d}+y+ B)+wizty)+d=0. 
என்பது தொடுதளத்தின்‌ சமன்பாடாகும்‌. 

பயிற்சி 30 

32 என்ற சமதளம்‌ ந£3ற732₹ 94 20-1௪ 
+d=O0 என்ற கோளத்தைத்‌ தொட்டால்‌ (2-1 970498-0ற)* - 
-(/*-டஜட2)(ம5 ர பு) என்றாகுமென்று காண்பி, 

2. x+y +2°—4x+2y—6245=0 oTarmM கோளத்திற்கு. 
2%2-2 என்ற சமதளத்திற்கு இணையாக வரையப்படும்‌ 
தொடுதளங்களின்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ கண்டுபிடி. 

3. x*+y*+2°9-2x—3y442+5=-0 என்ற Canoes DDG 
(1, 2,-1) என்த புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடுதளத்தின்‌ 
சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி...
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4. [acos 6 sinQ, asin Q sin Q» acos 0] என்ற புள்ளி 

யில்‌ 3-3. ”-2 என்ற கோளத்திற்கு வரையப்படும்‌ தொடு. 

தளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி... 

2. x+y’ 4294+ 5x—Ty -8=0 
8x—2y+4z4+7=O0 

என்ற வட்டத்திற்கு (9, 4, --5) என்ற புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌: 

தொடுகோட்டின்‌ சமன்பாடு என்ன 2 

6. 3] 23-58, 2ர-9..42--5 என்ற வட்டத்தின்‌ மூலம்‌: 

செல்லும்‌ கோளம்‌ 4439-15 என்ற சமதளத்தைத்‌ தொட்டால்‌, 

அதன்‌ சமன்பாடென்ன? 

7 Qx—2y 424120 warp suger x? +y? +2? —2x —4y' 

422-3 என்ற கோளத்தைத்‌ தொடு?மன்று நிரூபி. தொடும்‌ 

புள்ளியைக்‌ கண்டுபிடி . 

89, 4024-3) 23)-110,-2.--22-0 என்ற கோளத்தை. 

(1, 2, --3) என்ற புள்ளியில்‌ தொடும்‌ கோளம்‌ (-- 1, 0, 0) என்ற 

புள்ளியின்‌ வழிபாகச்‌ சென்றால்‌, கோளத்தின்‌ சமன்‌ பாட்டைக்‌- 

கண்டுபிடி. ்‌ 

9 xt4y2$22 + 6x—2241=0 என்ற கோளத்திற்து. 

86 16—x =2y 480282 என்ற நேர்கோட்டின்‌ வழியாக வரையப்‌ 

படும்‌ தொடு தளங்களின்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ கண்டுபிடி. 

10, ஆதிபின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கோளம்‌ 2(௧41)-2--3-- 

249 என்ற நேர்கோட்டைச்‌ சக்கித்தால்‌, அதன்‌ சமன்பாடு, 

என்ன? 

4.10. தொடு நாண்‌ தளம்‌ (Plane of contact) 

(b> Bs வ என்ற புள்ளியின்‌ வழியாக கோளத்திற்‌ த. 
வரையப்படும்‌ தொடு தளத்தின்‌ தொடு புள்ளிகளின்‌ நியமப்‌ 

பாதையே தொடு காண்‌ தளம்‌ எனப்படும்‌. 

06, 9, 2) என்ற புள்ளி 
றர 27 1432 2-0 என்ற கோளத்தின்‌ 

Bort இருக்கட்டும்‌. அந்தப்‌ புள்ளிபில்‌ வரையப்படும்‌ தொடு 
தளத்தின்‌ சமன்பாடு 

xx! yy +22’ +ulx+x +p ty )+w(zt+2')+d=0 
அதாவது, 

224) 4204094224) 
+(ux' + vy’ +wz'+d)=0
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இந்தச்‌ சமதளம்‌ (ஏ, 8, 4) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ 
சன்றா௨ , 

ACE ULB AY) + Y(2' +0) + (ux! ty! +2! 4d) = 9 
அதாவது, 

1௮ 1718) 420043௫) (8 டி௮20 (1) (இந்த நிபந்தனை 

MAEW+Y (B+Y) +2940) H(L+B+wYtd)a0 என்ற 
BUSS x’ sy'j2' என்ற ' புள்ளி அமைவதற்கான து, TorGas (x's y', 2’) என்ற புள்ளியின்‌ நியமப்பாதை சமன்பாடு 
3 ஆகும்‌, 17 சமன்பாடு குறிக்கும்‌ சமதளம்‌ கோளத்தை வெட்டும்‌ வட்டத்தில்‌ (7, 17, 2) என்ற புள்ளி இருக்கும்‌. 

பயிற்சி 31 

  

என்ற சேர்கோட்டிலுள்ள புள்ளிகளின்‌ தொடு காண்‌ தளம்‌, 
ர்கறரபு 2-2 என்ற கோளத்டைப்‌ பொருத்தவரை 

கோகு மற _2 
18 3 1 

என்ற நேர்கோட்டை முழுமையாகக்‌ கொடுளுமென்று நிருபி, 

  

-*11.. இசைத்தளம்‌ (polar plane) : 
& என்ற நிலையான புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ யாதேனு 

மொரு கோடு கோளத்தை 1, Q என்ற புள்ளிகளில்‌ சந்தித்து, 
(AR, PQ) = — 1 என்று அமையும்‌, % புள்ளியை எடுத்துக்‌ 

- கொண்டால்‌, ௩ புள்ளியின்‌ நியமப்பாதையே கோளத்தைப்‌ 
"பொறுத்தவரை தன்‌ இசைத்தளமாகும்‌, 

கஐ (ல, -2, 5) என்று எடுத்துக்கொண்டால்‌, &யின்‌ வழி 
யாகச்‌ செல்லும்‌ எந்த கேர்கோட்டையும்‌, 

x-h _ y-8B தய SS = 
  

m n 
  என்று கொள்ளலாம்‌, 

இந்த கேர்கோடு 33 நற 3283 நு 2vy + 2wz + d=0 
என்ற கோளத்தை £, ௦) புள்ளிசளில்‌ வெட்டினால்‌, &ி ஏட &௦ 3. இங்கு, ட 3 என்பவை, 33 (4 md + nop ஜு 
ம2 (௭42) 418449) 4௧ (144) ] [0] இப அப டட +20¥ +d] ௪ 0 என்ற சமன்பாட்டின்‌ மூலங்களாகும்‌,



வ 

கோளம்‌ 

AR = ரு என்று கொண்டால்‌, 

—1 = (AR, PQ) 
= 271 Ve 

TP a Vs 
=Z[a*+ p+ P+ eun+ ave+awr+d|- 

  - # [@ @+u) +m(B-v) «7 +w)] 

3-௨ ப அடி சா அ (6) 

1 m n 

(tj, (2) இவைகளிலிருந்து, Lo om 7 என்‌ பவைகளை - 

நீக்கினால்‌, 
த 

Y= ப்ர இர பர ப Quek + 2B + 2wy + d 

th etd , BN 0-8, C+ E—”: 
Y 3 Y 

_[xa+xu_s ot + By+ py - B?_ pe 

+ZP + ZW PPh | = 9% B+ Ps 2d + BYP 

+ 2 or +d. 

x (btu) (84௫ 2004) + கஷ்ட சே 

இதுவே இடைத்தளத்தின்‌ சமன்பாடாகும்‌;. 

6) : 
4:12, சமதளத்தின்‌ இசைப்புள்ளி (Pole of a plan 

a என்ற கோளத்தைப்‌ பொறுத்தவரை - 

தின்‌ இசைப்புள்ளியை: 

0 

ழந ta 
be + my + nz =p (1) என்ற சமதளத்‌, 

ண்டால்‌,. 
கண்டுபிடிக்க, 

(4.83) என்பதை இசைப்புள்ளியாக எடுத்துக்கொ. 

(2) 
இசைத்தளம்‌ 361 4] -- ஐ ௮ பி 

(1) (2) இவைகளை ஒப்பிட்டால்‌, 

  

இட கி ப.க 
ப்‌ mn Pp 

atl aim an 
t=— eee, Yee ச Bee 5 

ai] aim a iss 
எனவே, டு > ஈத 4 > ] என்பதே 

சமதளத்கின்‌ இசைப்‌ புள்ளியாகும்‌.
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4.13. தணையியப்‌ ystaflasr Conjugate points) : 

ஒரு புள்ளியின்‌ இசைத்தளம்‌ மற்றொரு புள்ளியின்‌ வழியாசச்‌ 
சென்றால்‌, இந்த இரண்டு புள்ளிகளைத்‌ துணையியப்‌ புள்ளிகள்‌ 

என்கிறோம்‌. 

ரா, என்ற சமதளத்தின்‌ இசைப்புள்ளி; 1 , சமதளத்திவிருக்‌ 
தால்‌, 1, சமதளத்தின்‌ இசைப்புள்ளி ரா, சமதளத்தில்‌ அமையும்‌. 

ரட்டசமதளத்தின்‌ சமன்பாடு 

xb my + nz = ற, என்றால்‌, 

xi tyt4 zi=al என்ற கோளத்தைப்‌ பொருத்தவரை 

ர.ன்‌ இசைப்புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌, 

( aly amy a'n, ) 

Pi” Py” Pi 

Gre Qoosriyorah jax + may + mqz =p என்ற ரா, சம 
தளத்தில்‌ இருந்தால்‌, 

Path கய பட்டத ப்‌ 
Pr Py, மிய 

ABT SIs dy (ly Iq + my my + my Ng = py Py Gg ஈடன்‌ 
இசைப்புள்ளி ஈன்‌ சமதளத்தில்‌ அமைவதற்கான நிபந்தனை 
பாகும்‌. 

= Ps 

,துணையிய தளங்கள்‌ (ேோர்மதல(6 01௧௦2) : 

ஒரு தளத்தின்‌ இசைப்புள்ளி மற்றொரு தளத்தின்‌ மேலமைக்‌ 
தால்‌, அந்த இரு தளங்களையும்‌ துணையிய துளங்களென்கிறோோம்‌. 

ஒரு கோளத்தைப்‌ பொறுத்தவரை க புள்ளியின்‌ இசைதளம்‌ 
நீ புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌, நன்‌ இசைத்தளம்‌ கன்‌ 

- வழியாகச்‌ செல்லும்‌, 

கோளத்தன்‌ சமன்பாட்டை 52 +) + 2? =a? எனக்‌ கொள்‌ 
கொள்வோம்‌. &-ன்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ (ய $ப பூ என்றால்‌ கன்‌ 
இசைதளத்தின்‌ சமன்பாடு 

யாற; 4 ஐ ௭ என்றாகும்‌, 

இந்தத்தளம்‌ B (ly, By 39 என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ 
"சென்றால்‌, 

ஒில்டர்‌ இம்‌ உள்‌ 
இந்த நிபந்தனையே ஈன்‌ இசைத்தளம்‌ உண்‌ வழியாகச்‌ செல்‌ 

அதற்கான து,
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41.4... இசைக்கோடுகள்‌ (Polar Lines) 

/1 என்ற கேர்கோட்டின்‌ மேல்‌ உள்ள புள்ளிகளின்‌ இசைத்‌ 

தளங்கள்‌ எல்லாம்‌ (ph என்ற நேர்கோட்டைக்‌ முழுமையாகக்‌ 

கொண்டிருக்கும்‌ அப்படிப்பட்ட இரு கோடுகளை இசைக்கோடு கள்‌ 

என்கிறோம்‌. 
ன்‌ சமன்பாட்டை 

oe =? 8. a எனக்‌ கொள்வோம்‌. 
m 

அதன்மேல்‌ உள்ள புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்களை (13% 

பணி ப 4 வ) எனக்‌ கொள்க, 

  

கோளத்தின்‌ சமன்பாடு pyitoaa? எனக்‌ கொண்டால்‌, 

புள்ளியின்‌ இசைத்தளம்‌ (4 -- 13) -2 (தீர) 4200) 

2” எனவாகும்‌, 

அதாவது, 

[ரமி] + ¥ (px-bmy+nz)=0 எனவாகும்‌. 

ஏல மதிப்பு எதுவாக விருந்தாலும்‌ இந்த மாறும்‌ தளம்‌ 

Ax+Byt+¥z—-a=0 ்‌ 

le+my-pnz=0 

சன்று நேர்கோட்டை முழுமையாகக்‌ கொள்ளும்‌. இந்த கேர்‌ 

கோட்டை /' எனக்‌ தொள்ளலாம. 
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1 xthyt+2=1 என்ற கோளத்தைப்‌ பொறுத்தவரை 

221 ype? 28 
=F 2: 3 

கண்டுபிடி. 

  என்ற கோட்டின்‌ இசைக்‌ கோட்டைக்‌ 

உ ர என்ற நேர்கோட்டின்‌ இசைக்கோடு /என்ற கோட்‌ 

டுடன்‌ ஒரே சமதளத்திலிருக்தால்‌ Loot இசைக்கோடு / நேர்‌ 

கோட்டுடன்‌ ஒரு சம தளத்திலமையுமென்று நிரூபி, 

8. 5, என்ற புள்ளிகளிலிருந்து, 9, 2 என்ற புள்ளிகளின்‌ 

இசைத்‌ தளங்களுக்கு த, 0 என்ற செங்குத்துக்‌ கோடுகள்‌ 

வரைந்தால்‌, 

PA OP . 
OB = 00 என நிரூபி, 

(O கோளத்தின்‌ மையப்‌ புள்ளியாகும்‌ )
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4:15. இரண்டு கோளங்கள்‌ வெட்டிக்கொள்ளும்‌ கோணம்‌ : 

வரையறை : ்‌ 

இரண்டு கோளங்களுக்குப்‌ பொதுவான புள்ளியில்‌ வரையப்‌ 

படும்‌ தொடு தளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணமே இரண்டு 

கோளங்கள வெட்டிக்கொள் ளும்‌ கோண மாகும்‌. 

பொதுவான புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ ஆரைகள்‌ தொடுதளங்‌ 

களுக்குச்‌ செங்குத்தாக இருப்பதால்‌, ஆரை/ளு க்கிடையேயுள்ள 

கோணம்‌ மேற்கண்ட கோணத்திற்கு சமமாகும்‌. 

மேலும்‌, பொதுவான புள்ளிகள்‌ எல்லாவற்றிலும்‌ அமையும்‌ 

கோணங்களெல்லாம்‌ சமம்‌. ஏனெனில்‌, 0 0 என்ற மையத்தை 

யுடைய இரண்டு கோளங்கள்‌ ஒன்றையொன்று P, ந1 என்ற: 

புள்ளிகளில்‌ வெட்டினால்‌, டெடி? டே ஜே Pl என்ற முக்‌ 

கோணங்கள்‌ சர்வ சமமாகும்‌, எனவே, 

IPG, = [GPG 

இரண்டு கோளங்கள்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக 

அமைவதற்கான நிபந்தனை 

xity?+z? 4 2ux + Qvy-+2wy +d = 

x2 by? 2? + 2u'xt Qv'yt 2w'2 +d! <0 

என்ற இரு கோளங்களிடையேயுள்ள கோணம்‌ 90? என்க. 

பஜ என்பவை முறையே முதல்‌ கோளததின்‌ மையம்‌, 

இரண்டாங்‌ கோளத்தின்‌ மையம்‌, பொதுவான புள்ளியென்றால்‌, 

| ஜெய = 90° 
qc,” = CG) P?+C,P? 

we" Ys" 

ஸ்‌ ர) - (w—w')? = (u* by? wd?) 
ப்‌ (ut + v2 wd) 

Quu’ -+2vv’ -+2ww! =d+d" 
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ர்‌. x®+y?-+2° 4-2x48y+424+
5=0 

5xt4ypz+2=0 

என்ற வட்டத்தின்‌ வழியாகச்செல்லும
்‌ கோளம்‌, 

பியரி ்ச்‌ ப 4y—624+11 =0
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என்ற கோளத்தை செங்குத்தாக வெட்டினால்‌, அந்தக்‌ கோளத்‌, தின்‌ 
சமன்பாடென்ன 2 

2, x*+y?+294+x—32-2=0 ்‌ 
2022433475) 12-1344-0 என்ற நேர்கோளங்களை செங்குத்‌. 

தாக வெட்டும்‌ கோளம்‌ (0, 8, 0) ; (--5) 1, 4) என்ற இரு புள்ளி 
களின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌ அதன்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

9. ஜி 2 ம றே-82429-0 என்ற கோளத்தை. 

செங்குத்தாக வெட்டும்‌ கோளம்‌, $4ற42-5 என்ற சமதளத்தை 
(1, 2, 9) என்ற புள்ளியில்‌ தொடுமானால்‌ அதன்‌ சமன்பாட்டைக்‌. 

கண்டுபிடி. 

கி. ஆற மே -0 ) 2-0 என்ற வட்டத்தின்‌ வழியாக. 
வரையப்படும்‌ எந்தக்‌ கோளமும்‌ xX*+yi=y2, p=—0 cre M an UH. 
தின்‌ வழியாக எந்தக்‌ கோளத்தையும்‌ செங்குத்தாக வெட்டும்‌. 
என்று நிரூபி. 

5. ப 3, என்ற எண்களை ஆரைகளாக உடைய கோளங்‌ 
கள்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக உள்ளன, அவைகளுக்குப்‌ 
பொதுவான வட்டத்தின்‌ ஆரை, 

ViYs ட்ட என்று கி 
ஏஆர்‌ Ot Mees, 

4.16: gS தொடு வரைதளம்‌ : 

இரு கோளங்களைப்‌ பொறுத்து ஒரு புள்ளியின்‌ இிறன்கள்‌ 
சமமாக இருந்தால்‌, அந்தப்‌ புள்ளியின்‌ நியமப்பாதை ஒரு சமதள 
மாகும்‌. அந்தத்‌ தளம்‌, கோளங்களின்‌ மையங்களைச்‌ சேர்க்கும்‌. 
கோட்டிற்குச்‌ Orme sarge, 

x*+y* +294 2ux 21420 
ity? +224 2u'x+2Qy'y42y'24.0'—0 

pe இரு கோளங்களைப்‌ பொறுத்து 2 ௬, றப, 2) என்ற புள்ளி 
cor திறன்கள்‌ 8433422406 ஹைக்‌ 

x+y," +24" + 2u'x, +.2y'y, + Qw'z, 1d’ இவைகள்‌ சமமானால்‌ 
ச 

2x, (u—u') + 2y, (0-9) 48% ட w') + (2-2) = 0 
எனவே, £ (9,320) என்ற ர்ளியிஞ்‌ ய புள்ளியின்‌ நியமப்‌, 
2x (u—u') + 2p (v—y') 4 22. டக்‌ (8-8) 2 0 Ww) + 4) 20 அல்லது. 

6
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[இங்கு S- 0, 8-0 என்பவை கோளங்களின்‌ சமன்பாடு 

களாகும்‌. முக்கியமாக இரண்டு சமன்பாடுகளிலும்‌, இரண்டாவது 

படி உறுப்புகளின்‌ குணகங்கள்‌ சமமாக இருக்க வேண்டும்‌.] 

இரண்டு கோளங்கள்‌ ஒன்றையொன்று வெட்டிக்கொண்டால்‌ 
அவை இரண்டுக்கும்‌ பொதுவான வட்டத்தின்‌ தளமே சமத்‌ 

“தொடு வரைத்தள மாகும்‌. 

4:17. சமத்தொடு கோடு : 

மூன்று கோளங்களை இரண்டிரண்டாக எடுக்கும்போது 
அவைகளின்‌ சமத்தொடுதளங்கள்‌ ஒரு கோட்டில்‌ சந்திக்கும்‌. 

5 0,8_ = 0, Sg = 0 என்பவை கோளங்களின்‌ சமன்‌ 

பாடாசுக்கெொள்க. அப்படியானால்‌, சமத்தொடு தளங்களின்‌ 
சமன்பாடுகள்‌, 

$9--59-0, 89-85, -0, 8,890 

எனவே, இந்த மூன்று தளங்களும்‌, 5; 393, என்ற கேர்‌ 
கோட்டில்‌ சக்கிக்கும்‌. இந்த கேர்கோட்டை மூன்று கோளங்களின்‌ 
சமத்தொடு கோடு என்பபாம்‌. 

.4. 18. சமத்‌ தொடுபுள்ளி 

கான்கு கோளங்களை மூன்று மூன்றாக எடுக்கம்‌ பொழுது, 

அவைகளின்‌ சமத்‌ தொடுகோடுகள்‌ ஒரு புள்ளியில்‌ சந்திக்கும்‌ 

S,=Sg=Sg=Sy என்ற புள்ளியேயாகும்‌. 

4.19. பொதுவச்சுக்‌ கோளங்கள்‌ 

தேற்றம்‌: 5-0, 5,--0 என்பவை இரு கோளங்களின்‌ 
சமன்பாடு .ளானால்‌, 5;4.59-0 என்பது ஏதாவது இரண்டு 

“கோளங்களின்‌ சமத்‌ தொடுதளம்‌ ஒன்றாக உள்ள கோளங்களின்‌ 

தொகுதியாகும்‌. [இங்கு ), ஒரு சாரா மாறியாகும்‌] 
842௪0 34). - 0 என்று கோளங்களின்‌ தொகுதி 

பிலிருந்து இரண்டு கோளங்களை எடுத்துக்‌ கொள்க. 

இரண்டாம்படி உறுப்புகளின்‌ குணகங்களை ஒன்றாக ஆக்க, 

சமன்பாடுகள்‌ 

ரிட்‌ ஆலி _ ம 3 
“Tek =0 பரமு ௬0 என்றாகும்‌.
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இந்த இரண்டு கோளங்களின்‌ சமத்‌ தொடுதளத்தின்‌ 

சமன்பாடு, 

இட $,+r28s_o, 

1+ T+ ra 

S)ytda8atAi8a + A1Al8a- 8/18 

—DaSa— 1 A/ 282 =0 

(a—d1)(S1 -82) =9 

க்க 

(81 -82)=9 

இந்த சமன்பாட்டில்‌ Ars ha என்ற உறுப்புகள்‌ இல்லாத 

தோள்‌, எந்த இரண்டு கோளங்களின்‌ சமத்‌ தொடுதளமும்‌ இதுவே 

பாக அமையும்‌, 

குறிப்பு : இப்படிப்பட்ட தொகுதியை பொதுவச்சுள்ள 

"கோளங்களின்‌ தொகுதியென்கிறோம்‌. 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌: 

பொதுவச்சுள்ள.. கோளங்களின்‌ மையப்புள்ளிகள்‌ ஒரு 

கோட்டின்‌ மேல்‌ அமையும்‌. 

8, 4.3.0 என்பது கோளத்தின்‌ சமன்பாடானால்‌, அதன்‌ 

மையப்புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌, 

wtrua 

I+X 

நர 

ச்ட்‌ 
சட) 
14% 

ரி 

yoy 

இந்த மூன்று சமன்பாடுகளிலிருந்து )-வை நீக்கினால்‌ 

கமக்குக்‌ கிடைப்பது ஒரு நேர்கோட்டின்‌ சமன்பாடாகும்‌, 

ேரர்கோட்டின்‌ சமன்பாடு, 

1 திட _ சோ) 

ius vi Va Wi—We 
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குறிப்பு: இந்த கேர்கோட்டின்‌ திசை விகிதங்கள்‌ (uy— Ug)» 

Ora), (Hm). என்வே, இந்த நேர்கோடு சமத்‌ தொடு 
தளத்திற்கு செங்குத்தாக உள்ளது. 

4:20. பொதுவச்சுள்ள கோளங்களின்‌ சுருக்கிய சமன்பாடு 

இக்தக்‌ கோளங்களின்‌ மை.பப்புள்ளி ஒரே கேர்கோட்டிலிருப்ப 
தால்‌ அந்தக்‌ கோட்டை 36 நிலை அச்சாகக்‌ கொள்வோம்‌. 

அப்படியானால்‌, கோளங்களின்‌ சமன்பாடுகள்‌, 

“ரெம்‌ 0 

ற ரஷ 20 என்றாகும்‌. 
சமத்‌ தொடுதளத்தின்‌ சமன்பாடு 

2x(u,—t) + (d,—d,)=0 

அந்தத்‌ தளத்தை 702 என்ற தளமாகக்‌ கொண்டால்‌, 

அதாவது $-0 என்றால்‌ 4-2, 

அதாவது கோளங்களின்‌ சுருக்கிய சமன்பாடு, 

ற“ :8-0. இங்கு ப ஒன்றுதான்‌ மாறும்‌, 

421+  srebdoti yshaflecir (Limiting points) 

x+y? +2kx+d=0 asrucm sts பொதுவச்சுள்ள கோளத்தின்‌ 
சுருக்கமான சமன்பாடாகக்‌ கொண்டால்‌ (க) “ந த) 

௬ மீம்‌. என்றால்‌ இந்தக்‌ கோளங்களின்‌ ஆரைகள்‌ 
பூஜ்யமாகும்‌. 

(௦ 0,090): (4ல்‌ 0), 0) என்ற இரு புள்ளிகளை 
மையமாகக்கொண்டு, ஆரையேயில்லாத இரு கோளங்களை 
எல்லைப்‌ புள்ளிகளெனலாம்‌., 

எல்லைப்‌ புள்ளிகளை, பொ துவச்சுள்ள கோளங்களின்‌ தொகு. 
தியில்‌ புள்ளிக்‌ கோளங்களெனலாம்‌. 

பயிற்சி 34 

1. ஒரு புள்யியிலிருக்து, 

ன்ற ப்ச்‌ 224920 
Py +2? + 4x p42 20 
x + y% +27? +x + 6y—4z—2 = 0
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என்ற மூன்று ககோளங்களுக்கு வரையப்படும்‌ தொடுகோடுசளின்‌ 

நீளங்கள்‌ சமமானால்‌, அந்தப்‌ புள்ளியின்‌ Buses பாதையைக்‌ 

கண்டுபிடி. 

2, பொதுவச்சுள்ள தொகுதியில்‌, பொதுவாக இரண்டு 

டதாளங்களே ஒரு சமதளத்தைத்‌ தொடுமென்று ந
ிரூபி, 

py? $2? (2x +y+82—8)90 

என்ற பொதுவச்சுள்ள தொகுதியில்‌ டகர 15 என்ற சமதளத்‌ 

தைத்‌ தொடும்‌ இரண்டு சமதளங்களின்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ 

கண்டுபிடி. 

3 xtby?-f2* + 2fy+29¥z—d=0 

(fs Y என்பவை சாராமாறிகளாகும்‌) என்பது; 927 -சரர 

2) 28-0௦ என்ற பொதுவச்சுள்ள தொகுதியின்‌ எல்லைப்‌ 

புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ சென்று, தொகுதியின்‌ ஒவ்வொரு 

கோளத்தையும்‌ செங்குத்தாக வெட்டும்‌ ஒரு கோளங்களின்‌ 

தொகுதியாகுமென நிரூபி, 

4, ey? +22 — 20x + B0y—402+29-+ (2x—8y+4z) = 9 

என்த பொதுவச்சுள்ள கோளங்களின்‌ தொகுதியில்‌ எல்லைப்‌ 

புள்ளிகளைக்‌ கண்டுபிடி, 

பயிற்சி 35 

1. ஒரு கனசதுரத்தின்‌ ஆறுமுகங்களிலிருந்து, ஒரு புள்ளி 

பின்‌: தூரங்களின்‌ வர்க்கங்களின்‌ கூட்டுத்தொகை ஒரு மாறிலி 

யானால்‌, அதன்‌ நியமப்பாதை ஒரு கோளமென்று நிரூபி. 

9, ஒரு சமதளம்‌, (ஐ 5, ௦) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ 

சென்று, நிலை அச்சுகளை த, 5, 0 என்ற புள்ளியில்‌ வெட்டுகிறது- 

O, A, B, 0 வழியாக வரையப்படும்‌ கோளத்தின்‌ மையப்புள்ளி 

மின்‌ நியமப்பாதை 

a,b ¢ 
டக்‌ அண்ணன்‌ ட து ன்‌ என்று நிரூபி. 

8. ஒரு மாறும்‌ சமதளம்‌, . 4 er 4 0 என்ற சம 
6 

தளத்திற்கு இணையாகவுள்ளது. அது நிலை அச்சுகளை க, %, 0 

என்ற புள்ளிகளில்‌ சந்திககிறது. ABC விட்டம்‌
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ம்‌ ie ர a a ச்‌ 
x (= + +) (த்‌ + 2) +9 (F க்‌ a) =0 

என்ற மேற்பரப்பில்‌ அமையுமென்று நிரூபி, 

4, ஆரை ஒரு மையமாகவுள்ள கோளத்தின்‌ மையப்புள்ளி: 

0 ஆகும்‌. த்‌, 8 என்ற புள்ளிகள்‌ 0 புள்ளியுடன்‌ ஒரு கேர்கோட்‌ 
டில்‌ அமைந்து 0,051 என்று ஆகிறது, ற என்பது கோளத்‌. 
தின்‌ மேலுள்ள ஏதாவதொரு புள்ளியானால்‌, தமி மாறிலி 
என்று காண்பி. 

5: 98% என்ற மாறு ஆரையையுடைய கோளம்‌, ஆதியின்‌ 
வழியாகச்‌ சென்று, கிலை அச்சுகளை ந. ந, 0 என்ற புள்ளிகளில்‌ 
சந்திக்கிறது. கான்முகி 080-ன்‌ திணிவு மையத்தின்‌ கியமப்‌ 
பாதை ஜூரி சர்வ்‌ என்று நிரூபி, 

9: (a; 05 0), (0, b, 0), (05 0, c) என்ற புள்ளிகளில்‌: 
உண்டாக்கும்‌ முக்கோணத்தைச்‌ சுற்றி வரையும்‌ வட்டத்தின்‌ 
சமன்பாடுகளைக்‌ கண்டுபிடி. அதன்‌ மையத்தின்‌ அச்சு தூரங்‌. 
களையும்‌ கண்டுபிடி. 

7. x+y? +22 =29 என்ற கோளத்தின்‌ பெருவட்டத்தின்‌ 
வழியாக, அதன்‌ விட்டத்தைப்‌ பொருத்து சுற்றி, (4,--9, 9) 
என்ற புள்ளி, (5, 0,--2) என்ற புள்ளியாக மாறினால்‌, அந்த. 
விட்டத்தின்‌ சமன்பாடென்ன? 

8 (-865,3); (5, 2,2; (7, 6, 6); (4, 89, 6) 
என்ற புள்ளிகள்‌ ஒரே கோளத்தில்‌ அமைகின்றனவென்று. 
நிரூபி. 

ற 2 2, # So. FF x,y ச 
et oes + gg Bot ye at ye eet 

என்ற தளங்களை முகங்களாகவுடைய கான்முகியைச்‌ சுற்று: 
வரையும்‌ கோளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

10. (x-1)?-+(y4+2)294+29=8 என்ற கோளத்தை (1, 2, 2. 
என்ற புள்ளியில்‌ தொட்டுக்கொண்டு (0, 1, 1) என்ற புள்ளியின்‌: 
வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கோளத்தின்‌ சமன்பாட்டை கண்டுபிடி. 

11. xtyt+z=k என்ற சமதளம்‌ நரி நூ) றப ர ப 
8-0 என்ற கோளத்தைத்‌ தொட வேண்டுமானால்‌ ன்‌ மதிப்‌: 

பென்ன? :



கோளம்‌ 
8T 

12. x9py242?9—2x—-2y—2246=0 oar கோளத்திற்கு 

வரையப்படும்‌ தொடுதளங்கள்‌ ஜ-)4-2-1 என்ற தளத்திற்கு: 

இணையாக விருந்தால்‌, அந்த தொடுதளங்களின்‌ தொடுபுள்ளிகள்‌ 

யாவை? 

13, x24y24z9=9; 2x+3y4+4z=5 என்ற வட்டத்தின்‌ 

வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கோளம்‌ (i) ஆகியின்‌ வழியாக (1) (1, 2, 3) 

என்ற புள்ளி.பின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌, அந்தக்‌ கோளங்களின்‌ 

சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

14. x2+y?+z9—2x4-42—-8 =0 5, W+y+2=4 THO one 

டத்தின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கோளம்‌ டத -14 என்ற தளத்‌ 

தைத்‌ தொட்டால்‌, அதன்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

நத, நரபதி 25) 23 ந3 தர 41 ௮ 6y — 8z—547 = 0° 

என்ற இரு கோளங்களின்‌ வெளிப்பக்கமாகத்‌ தொடுகின்றன 

என்று நிரூபி. மேலும்‌, தொடும்‌ புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்களைக்‌ 

கண்டுபிடி. 

16. x*+y?4z2!=1 aarp கோளத்தைத்‌ தொடும்‌ கோணம்‌ 

43-47 என்ற சமதளத்தை (8, 5, 4) என்ற புள்ளியில்‌ 

தொட்டால்‌, அதன்‌ சமன்பாடென்ன? இம்மாதிரி எத்தனை 

கோளங்களுள்ளன 2 

17, 703 42-௮6-0440 என்ற கோளத்தை செங்குத்‌ 

தாக வெட்டும்‌ கோளம்‌ 4x48y—2z74+8=0 என்ற சமதளத்தை 

(1,-2,9) என்ற புள்ளியில்‌ தொட்டால்‌, அதன்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 

கண்டுபிடி. 

18- y=mxs z=C, y=—mx, z=—c என்ற.நேர்கோடுகளைத்‌ 

தொடும்‌ கோளங்களின்‌ மையத்தின்‌ நியமப்பாதை 80-22 

(டாட) -0 என்று கிரூபி, 

19. x2+y2+29+2vy42wz—-d=0 என்ற பொகுவச்சுத்‌ 

தொகுதியின்‌ புள்ளி கோளங்களின்‌ நியமப்பாதை 33-41-1234. 
8-0 என்ற தொகுதியின்‌ பொது வட்‌ _மாகுமென்‌ று நிரூபி. 
[ர உம என்பவை சாராமாறியாகவும்‌, ஐ மாறிலியாசவும்‌: 

கொள்க,] 

20, கொடுக்கப்பட்ட சமதளத்தில்‌ ஏதாவதொரு புள்ளியை 
மையமாகவும்‌, அந்தப்‌ புள்ளியிலிருந்து கொடுக்கப்பட்ட கோளத்‌.
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திற்கு வரையப்படும்‌ தொடுகோட்டை ஆரையாகவும்‌ கொண்டு 
ஒரு $கோளம்‌ வரையப்படுகிறது. அப்படி வரையப்படும்‌ எல்லா 
கோளங்களும்‌ இரண்டு நிலையான புள்ளிகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லு 
மென்று நிரூபி. 

22, rhs Tes Tg, என்ற எண்களை ஆரைகளாகக்‌ கொண்ட 
மூன்று கோணங்கள்‌ த்‌ (@ 0, @), Ble, b, 0), ¢, (9, 0, 6) என்ற புள்ளிகளை மையங்களாகக்‌ கொண்டவை. மலும்‌ சல்மா 
=a'+b*+c%. mrdrara gy ஒரு கோளம்‌, ஆதியின்‌ வழியாகவும்‌, 
A, 2, 0 என்ற புள்ளிகளின்‌ வழியாகவும்‌. செல்லுகிறது, இந்த 
கான்கு கோளங்களின்‌ சமத்‌ தொடுபுள்ளி ax+by+ez=0 som தளத்தின்‌ மேலுள்ளதென்று நிரூபி, 

28. பொதுவச்சுள்ள கோளத்‌ தொகுதியின்‌ ஒவ்வொரு 
கோளம்‌, கொடுக்கப்பட்ட வேறொரு கோளம்‌, இவற்றன்‌ சமத்‌ 
'தொடு வரைத்தளம்‌ ஒரு நேர்கோட்டை, முழுமையாகக்‌ கொள்ளு 
"மன்று காண்பி, 

24, x+y? +2? 4 2u0+ Qy4 Qw24d=0 
Ix+my+nz=0 

என்ற வட்டத்தின்‌ ஆரை ஏ”! ஆனால்‌, 

(542) (90-11) (ட nvj?+(nu —pw)? +(h—mu)? 
சான்று நிரூபி. 

25, xP ty" 2% 2x4 By dz 50 
5y+6z4+1=0 

சான்ற வட்டமும்‌, 

747-226 20 
X4+2yp—Tz 220 

என்ற வட்டமும்‌ ஒரே கோளத்தின்‌ ?மல்‌ அமைகின்‌ றனவென்று 
Be, பமலும்‌, அந்தக்‌ கோளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 
கண்டுபிடி. 

26, x +y? +29 + 2ux+ Qvy + 2wz+d=0, 
பழச) 

xy? +294-2u'x +2y'p 4 24 20, 
Ux+m'y+n'z=p’ 

என்ற இருவட்டங்கள்‌ ஒரே கோளத்தின்மேல்‌ அமையுமென்று 
He, Ne



5. கூம்பு 

ந: வரையறை 

ஒரு நிலையானப்‌ புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கேர்கோடு 

கொடுக்கப்பட்ட வளைகோட்டை சந்திக்கவோ, அல்லது கொடுக்கப்‌ 

பட்ட மேற்பரப்பைத்‌ தொடவோ செய்தால்‌, அந்த கேர்கோடு 

பிறப்‌.அக்கின்‌ ற மேற்பரப்பே கூம்பாகும்‌. 

நிலையான புள்ளியை உச்சியென்‌. றும்‌, கொடுக்கப்பட்ட வளை 

$தோட்டை உதவி வளைகோடு என்றும்‌ கூறலாம்‌. 

கூம்பை  பிறப்பிக்கின்ற கேர்கோட்டை பிறப்பாக்கி 

எனலாம்‌. 

குறிப்பு : 

இங்கு காம்‌ இருபடி கூம்பை (Quadric Cones) uP Gus 

படிப்போம்‌. 

5-2. கூம்பின்‌ சமன்பாடு ₹ 

(ல, 8.3 என்ற புள்ளியை உச்சியாகவும்‌, ௦௦” -2/29--27 -- 

2Qgn+2fy+es0 ; z=0 —(1) என்ற இருபடி வளைவரையை உதவி 

வளை கோடாகவும்‌ கொண்ட கூம்பின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டு 

பிடிக்க : 

(4, 8,3)வின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ ஏதாவது ஒரு கேர்‌ கோட்‌ 

டின்‌ சமன்பாட்டை, 

x—-d_y-B_z—Y 
ச “இது அட்‌ a (2) 

சனக்கொள்ளலாம்‌. இந்த நேர்கோடு 2-0 என்ற தளததை 

[பே GF )]
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என்ற புள்ளியில்‌ வெட்டும்‌, இந்தப்‌ புள்ளி கொடுக்கப்பட்ட இரு. 
படி. வளை வரையின்‌ மேல்‌ அமைந்தால்‌, 

கட்‌ ly my myY\* 
“பெ சழ) (6-2) +0(8-™) 

ly my. 2e(t—) 42 7(B-™M)+ 0-0 we (3) 
என்றாகும்‌. 

(2), (8) சமன்பாடுகளிலிருந்து 7, ர, ர என்று உறுப்புகளை 
Baden, 

rd yy % oy a (a — Y) i ஸ்‌ 

(8-28) +0( a-ha nm   ie 

பேட) அதட்ட உச   

அதாவது, 

a (he—xY)* +2h (olz—xY) (B2z—yY) அம்‌ (8205 

42g (olz—xY) (2-Y) +2f (Bz—-y¥) (z—-¥) +e (z—Y)* =O 
இதுவே நமக்கு வேண்டிய கூம்பின்‌ சமன்பாடாகும்‌, 
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te (ch, 8, Y) stair புள்ளியை உச்சியாகவும்‌, 

(i) ax? + by? = 1,2 = 0 (ii) py? = 4an, z = 0. 

என்பதில்‌ ஏதாவது ஒன்றை உதவி வளை கோடாகவும்கொண்ட 

கூம்பின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

8. ஒரு கூம்பின்‌ பிறப்பாக்கிகள்‌ (9, 8,5) என்ற புள்ளி 
யின்‌ வழியாகச்‌ சென்று, அவைகளின்‌ திசை கொசைன்கள்‌ 
கம“ ட க்‌ ௮-0 என்ற உறவைச்‌ சரிசெய்தால்‌, அந்தக்‌ 

கூம்‌ பின்‌ சமன்பாடு என்ன? ‘i 

8... (0, 1, 1) என்ற புள்ளியை உச்சியாகவும்‌, x34 yI=9,z2=0 
என்ற வட்டத்தை உதவி வளைகோடாகவும்‌ கொண்ட கூம்பிஸ்‌ 
சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி,



கூம்பு: 
911 

4. 1 என்ற புள்ளியை உச்சிய
ாகவும்‌, 

y? zt 

ta i, x= 0 

என்ற நீள்‌ வட்டத்தை உத்வி வளை கோடாகவும்‌ கொண்ட கூம்‌- 

பில்ற 0 என்ற தளம்‌ உண்டாக்கும்‌ வெட்டுமுகம்‌ ஒரு செவ்வக- 

அதிபர வளைவாகும்‌. 

உன்‌ நியமப்பாதை, 

  
a 22423 : 
Bt “22. - என்று நிரூபி. 

5. (d; 0, 0) (0, b, 0)» (0, 0, c) என்ற புள்ளியின்‌ வழி
யாகச்‌” 

செல்லும்‌ வட்டத்தை உதவி வளை கோடாகவும்‌, ஆதியை உச்சி" 

யாகவும்‌ கொண்ட கூம்பின்‌ சமன்பாடு உ(5*- e3) yet ம 

(கீ கிகா (a? + B®) xy = 0 என்று நிரூபி: 

5-3, தழுவும்‌ கூம்பு (Enveloping cone) ¢ 

(hi Bs ¥) என்ற புள்ளியை உச்சியாகக்கொண்ட 
ஒரு கூம்‌ 

பின்‌ பிறப்பாக்கிகள்‌ ஈ* -ட ந ப த லீ என்ற கோளத்தை. 

தொட்டால்‌, அந்த கூ
ம்பின்‌ சமன்‌ பாட்டைக்‌ கண்டுபிடிக்க. 

உச்சியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ பிறப்பாக்கியின்‌ சமன்‌ 

பாட்டை” > 4 = உட்க a i அழு எனலாம்‌, பிறப்பாக்‌ 

கியின்‌ மேல்‌ உள்ள எந்தப்‌ புள்ளியின்‌ அச்சு துரரங்களையும்‌ 

(A+ மீட்க? nr) என்று கொள்ளலாம்‌. அந்தப்‌ புள்ளி” 

கோளத்தின்‌ மேல்‌ அமைந்தால்‌, 

(2 +i)? + (8 + ஈர? + OY + are = at 

அதாவது, 

ர பணி) ப Pr (lat + mB + OY) 

+ (a? + BP + Ve — a?) =P 

இந்த 5-ல்‌ உண்டாகும்‌ இருபடி சமன்பாடு 30 75 என்று இரு. 

மூலங்களைக்‌ கொடுக்கும
்‌. 

பிறப்பாக்கி கோளத்தை தொடவேண்டுமானால்‌, 

ட Ve
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எனவே, 

(வரத 00 (1000 3௨0) (மி இப) 22) 

(1), (2) சமன்பாடுகளிலிருக்து 7, ஈட ௩ என்ற உறுப்புகளை 
ரீக்கினால்‌, 

Lf Got) + BY—B) + ¥ ZY]? = (L?+8?+72—a7) 

[x ~ ol)? +07 — BP + YI 
[ Grok +B + 2¥ — a4) — (ol? + B24 ¥— a8) J? 

= (oh? + BF +y? னு a’) 

[x? +9? + 23 ~a" + of? + BP 4+ ¥? — a? 
— 2 (xol + yB + 2Y — a8] 

(T~ 8)? = S:[S+8,—2T] 

S =x? + y? 4 29 ai 

8) = ol? + 8? + 7? — a? 

T = xl +B +2¥—- a3 
= 8S, 

இதுவே கோளத்தை அணைத்துக்கொள்ளும்‌ கூம்பின்‌ சமன்‌ 
பாடாகும்‌. 

ர்‌ 

பயிற்சி 37 

1. (1,1, 1) என்ற புள்ளியை உச்சியாகவுடைய 

x? 4 y? +72 4 2x + 4y —- 62 =7 

என்ற !'கோளத்தை அணைத்துக்கொள்ளும்‌ கூம்பின்‌ சமன்‌ 
பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

உ, 23-13-2809 என்ற கோளத்தை அணைத்துக்‌ 
"கொள்ளும்‌ கூடம்பின்‌ உச்சி (1, 2, 4) என்றால்‌, 2 - 0 என்ற தளம்‌ 
கம்பை ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவில்‌ வெட்டுமென்று நிரூபி, 

₹5.4, ஆதியை உச்சியாக உடைய இருபடிக்‌ கூம்பு : 

ஆதி உச்சியாக இருந்தால்‌ கூம்பின்‌ சமன்பாடு, ஒரு சமபடித்‌ 
BIT BID,



கூம்பு 
93° 

கூம்பின்‌ மேல்‌ உள்ள, ஏதாவதொரு புள்ளி உ-ன்‌ ௮க்‌௬- 

தூரங்கள்‌ ஐ', ந, 2 என்று கொள்க: ஆகி உச்சியினால்‌, 02 ஒரு. 

பிறப்பாக்கியாகிதது. ஆதலால்‌ 01.ன்‌ மேல்‌ உள்ள எந்த புள்ளி 

யும்‌ கூம்பின்‌ மேல இருக்கவேண்டும்‌. அந்தப்‌ புள்ளியின்‌ அச்சு 

தூரங்கள்‌ (rx's ry’, 12')- இங்கு ர என்ற உறுப்புக்கு எக்த- 

மதிப்பும்‌ கொடுக்கலாம்‌. 

(rx’, ry’, rz’) ToD அச்சு தூரங்கள்‌ ஒரு சமன்பாட்டை சரி” 

செய்ய வேண்டுமானால்‌, அந்த சமன்பாடு ஒரு சமபடித்தான மாகத்‌ 

தான்‌ இருக்கவேண்டும்‌. 

5-4.1. சமபடித்தான இருபடி சமன்பாடு எல்லாம்‌ஆதியை உச்சியாக- 

வுள்ள கூம்பைக்‌ குறிக்கும்‌ ; 

சமன்பாடு, சமபடித்தானமாக இருப்பதால்‌, (6, ]72 2) என்ற 

அச்சு தூரங்கள்‌, சமன்பாட்டை சரிசெய்தால்‌, (),22, 2) XZ) 

என்ற அச்சு தூரங்களும்‌ சமன்பாட்டை சரிசெய்யும்‌. அதாவது, 

P என்ற புள்ளி கூம்பின்மேல்‌ இருந்தால்‌, 02 என்ற கேர்‌ 

கோட்டின்மேல்‌ உள்ள எந்தப்‌ புள்ளியும்‌ கூம்பின்மேல்‌ இருக்கும்‌; 

எனவே, என்ற நேர்கோடு முழுமையாக கூம்பின்‌ மேல்‌. 

இருக்கும்‌, மே உருவாக்கும்‌ மேற்பரப்பு கூல்பேயாகும்‌. 

கிளைத்தேற்றம்‌ 1 

ax? Lby?-bez? + 2fy2+ 2ezxt 0-0 என்ற கூம்பின்‌ பிறப்‌: 

பாக்கியின்‌ திசைகொசைன்கள்‌ [, 5, 8 என்றால்‌, பிறப்பாக்கியின்‌ 

சமன்பாடு 

கி eS we: Fi 
ம்‌ m ர 

எனவே, பிறப்பாக்கியின்மேல்‌ எந்தப்‌ புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்‌- 

களும்‌ (, thes My) என்றாகின்றன. அவை கூம்பின்‌ சமன்‌ 

பாட்டைச்‌ சரிசெய்தால்‌ ்‌ 

al? + bm? + cn? + 2fmn+2gnl42him=0 

கிளைத்தேற்றம்‌ 2 

(0 8.5) என்ற புள்ளியை உச்சியாகச்கொண்ட கூம்பின்‌- 

பொதுச்‌ சமன்பாடு. 

(a(x— ol)? + B(y— B)? + elz—Y)? + 2f y—B) (Z—Y)+- 
22(2-3) 6-0) + 2A x— AJi—B)=O



234 முப்பரிமாணப்‌ பகுமுறை வடிவ கணிதம்‌ 

பயிற்சி 38 

1, சிடி 023அ7, 201 மாசற என்ற வளைகோட்டின்‌ 
வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கூம்பின்‌ உச்சி (௦, ௦, ௦) என்றால்‌, அதன்‌ 
சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

2, 24 _5ா320 என்ற நிபந்தனை உள்ள நேர்கோடு, 

2 - 7 = 3 ஐ 
ர வ

 

2x2 4+ 8y3—528§ = 0 என்ற கூம்பின்‌ பிறப்பாக்கியாக 

;இருக்குமென்று கிரூபி, 

8 (8, 9) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கேர்‌ 
கோடுகளின்‌ திசைகொசைன்கள்‌ al? tbm?+en?=0 என்ற 
-கூம்பைப்‌ பிறப்பிக்குமெனக்‌ காண்பி. 

4. ஒரு கூம்பின்‌ பிறப்பாக்கிகள்‌ (7, 1, 1) என்ற புள்ளியின்‌ 
வழியாகச்‌ செல்லும்‌. அதன்‌ திசைகொசைன்கள்‌ (1, ர, 7), 
73-88? என்ற உறவை சரிசெய்யும்‌, அப்படியானால்‌ 

.கூம்பின்‌ சமன்பாடென்ன ? 

5.42. நிலை அச்சுகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கூம்பின்‌ பொதுச்‌ 

சமன்பாடு. 

உச்சி ஆதியாக இருப்பதால்‌, கூம்பின்‌ சமன்பாட்டை 
ax? + by? +02? + 2fyz + சே 2-0 என்று கொள்ளலாம்‌. 

X-or அச்சு ஒரு பிறப்பாக்கியாக உள்ளதால்‌, அதன்‌ திச 
:கொசைன்கள்‌ (1, 0, 0) கூம்பின்‌ சமன்பாட்டை சரிசெய்யும்‌, 

எனவே, 00 ‘ 

HB sor SA ந-அச்சு, Z- HFK பிறப்பாக்கிகளாக இருப்பதால்‌, 

b=0 

c= 0 

ஆதலால்‌ கூம்பின்‌ சமன்பாடு நூ2-ட22%- 290. 

5 Fi fx 20 அல்லது 5 + ழு டண னு 

-கிளைத்தேற்றம்‌ 

ஒரே ஆதியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ இருஜதைச்‌ செங்குத்து 

-அச்சுகளைப்‌ பிறப்பாக்கிகளாகக்‌ கொண்ட கூம்பைக்‌ காண்க,



ம 
ப 

கூம்பு 

5 

ஒரு தொடரை நிலை அச்சுகளாகக்‌ கொள்ளலாம்‌. அதைய்‌ 

பொருத்து மற்றொரு தொடர்‌ நேர்கோடுகள்‌ 0, 09, OR- 

இவைகளின்‌ திசை கொசைன்கள்‌ (பிர ஈழ: மேல 15 

dIgs Mg Ms) என்க. 

கூம்பின்‌ சமன்பாடு 

fyz-Lgex+hxy =0 

இரண்டு நேர்கோடுளை (02, ௦௨ பிறப்பாக்கியாகக்‌ 

கொண்டால்‌ 

fan + gil + Alm, = 0 we (1) 

finan, + gtals + hlsia = 0 owe (2) 

0, 0௦, 0& என்ற கேர்கோடுகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்‌ 

தாக இருப்பதால்‌, அதன்‌ திசைகொசைன்கள்‌ கீழ்கண்ட நிபந்தனை 

களுக்குக்‌ கட்டுப்படும்‌
 

myn, nym, + matty =O (A) 

nyly tala +nsla=0 (B) 

Lm, tlam,+isms=9 
(0) 

௮8) 
ர்‌ கேட be ay pale) him Flatts) =? 

(A), (ம, (6) நிபந்தனைகளை உபயோகித்தால்‌, 

ளட Stiga +hlymg =9 

அதாவது, 0-ம்‌ கூம்பின்‌ பிறப்பாக்கியாகிறது. 

பயிற்சி .39 

1, மூன்றுகிலை அச்சுகளின்‌ வழியாகவும்‌ 

ச Big, zg 
poe ~ eee HG ST 

என்ற கேர்கோடுகளின்‌ வழியாகவும்‌ செல்லும்‌ கூம்பின்‌ சமன்‌ 

பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

2, நிலை அச்சுகளை பிறப்பாக்கிகளாகவும்‌ (ப, 2 mh) 3 

ப 75) என்பவைகளைத ,திசைகொசைன்களாக உடைய 

ஆதியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கேர்கோடுகளை பிறப்பாக்கி 

களாகவும்‌ உடைய கூம்பின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி,
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54. இருபடி பொதுச்‌ சமன்பாடு ஒரு கூம்பை குறிக்கவேண்டுமானால்‌, 

அதற்கான நிபந்தனைகள்‌ 

சப்பற” 4 2fyat2gex-+ Dixy + 2ux+2yy + 2w2+d=O 

என்பதை இருபடி பொது சமன்பாடாகக்‌ கொள்க. 

கூம்பின்‌ உச்சியின்‌ அச்சுதூரங்கள்‌ (௮, 21) என்க. 

ஆதியை உச்சிக்கு மாற்றவும்‌: : 

அப்போது சமன்பாடு 

alxt+el)*bb(y+B)? +el2 +7)” 

+2f (p+ B) (2+) +28t+-VO+ AL) 

42h(x+- YY + B) + 2a oh) +2 0+ B) 

42y(z+V)+d 0 என்றாகும்‌. 

அதாவது, ்‌ 

(ax? -Lby* +2" + 2fya-+2gzx+ 2hxy) 

QE x(k hB +BY +u)+W hl +bB+ FY+9) 

+2gb-+ fB+e¥+w) 

4 fol(al-+hB+g¥-+w) +B hl +bB+ fY+¥) 

r(geh-+ fB+e¥--w)+ Hd toB +09 +d)] = 9 

இது உச்சியை ஆதியாக உடைய கூம்பின்‌ சமன்பாட்டை குறிப்‌ 

பதால்‌, அதன்‌ சமன்பாடு இருபடித்தானதாக தருக்கவேண்டும்‌. 

எனவே. 

ag+hB-gyY+u=0 
hh +bB+ fY¥+v=0 

git fB+ey+-w=0 

vol +vB+wy¥+d=0 

(௭, இப்‌) என்ற உறுப்புகளை நீக்கினால்‌ ஈமக்குக்‌ கிடைப்பது, 

ahgu 

h,b bv 

gefew 

ம ரு
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oF 

இதுவே இருபடிப்‌ பொதுச்‌ சமன்பாடு ஒரு கூம்பைக்‌ குறிப்பதற
்‌ 

கான நிபக்தனையாகும்‌. 

மாக. x? —y? $22" 4 ஜட பிறக்‌ 12x— My +624 4—0 

என்ற சமன்பாடு (--, --2, ௮) என்று புள்ளியை உச்சியாகக்‌ 

கொண்டக்‌ கூம்பைக்‌ குறிக்கமென்று நிரூபி- 

5.6. கூம்பின்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று பிறம்‌ 

பாக்கிகள்‌ 

ax®-thy!-bex® + 2fyzt 2eex +2hxy =O என்ற கூம்பிற்கு. 

ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று பிறப்பாக்கிகள்‌ உண்‌ 

டென்றால்‌, அதற்கான நிபந்தனை கண்
டுபிடிக்க 

x y ஏ அ. (1 
ne 1 அழி 

என்ற கோட்டை கூம்பின்‌ ஒரு பிறப்பாக்கியாகக்‌ கொண்டால்‌, 

anr* பநப வூடி ம ஜே? 200742 (Ay 

1. நேர்கோட்டிற்கு செங்குத்தாக, ஆதியின்‌ வழியாக வரை 

யப்படும்‌ சமதளத்தின்‌ சமன்பாடு, 

32௪0 என்றாகும்‌. 

இந்த சமதளம்‌ கூம்பை இரண்டு பிறப்பாக்கிகள்‌ வெட்டும்‌... 

இப்படிப்பட்ட பிறப்பாக்கியின்‌ திசைகொசைன்கள்‌ (4, m mh) 

என்றானால்‌, 
@ft-tbm? -+ on? +2fmn+ 2gnl+ 2him=o (2) 

rl+Hm+en=d 
(3) 

மூ 8) சம்ன்பாடுகளிலிருக
்து ஒட்‌. என்ற உறுப்பை. 

நீக்கினால்‌, 

B avitcnr? —2ghhv)+42 Im(ch B+ he 3—gHe +f XH) 

mb itch? —2 fy) =0 

எனவே; இரண்டு பிறப்பாக்கிகளின்‌ திசைகொசைன்கள்‌ (1௨. 

ஈம ஈட்‌ (la: Mar Ma) என்று கொண்டால்‌, 

hl ns ம 
டவ Opie “ ஜுலி பஜ்ரு 

இதுபோல, 84” என்ற உறுப்பை நக்கினால்‌, 

ராடு 783719 

DEN 7 dP yb ane “4
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ஆகவே, 
Ll +mymg+nyng = k[ov*? +cH4—2fPvt+av44ch*—2gh y+ 

ர்வ -6)) 1. பூய 

7ச(2-123) 4 (23-14), 1) 20), 4-2) 32 
அம] 

=kf(a+b+e)(y 24H? +7%)] 
(சமன்பாடு (4)-ஐ உபயோகித்து) 

இந்த இரண்டு பிறப்பாக்கிகள்‌ செங்குத்தாக இருப்பதால்‌ 

ப்ப யய வை 

ஆதலால்‌, 
a+b+c=o 

பயிற்சி 40 

1. 3ற2- ஜேஜே -0 என்ற கூம்பிற்கு 3. - $ - 5 என்ற 

நேர்கோடு, ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று பிறப்பாக்கி 

களில்‌ ஒன்றானால்‌, மற்ற இரண்டின்‌ சமன்பாடு ளைக்‌ கண்டுபிடி, 
2. ஒரு நேர்‌ வட்டகூம்பு ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான 

மூன்று பிறப்பாக்கிகளை கொண்டால்‌, அதன்‌ அரை உச்ச 
கோணம்‌ 2௨ 14/2 என்று நிரூபி. 

3. an+by+ez=9, yztzxtxy=0 என்ற சமன்பாடுகள்‌ 
நிர்ணயிக்கும்‌ இரு கேர்கோடுகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக 

4: = 1 1 த 
இருந்தால்‌, -- ௩ = t+ ஃ 0 என்று நிரூபி, 

4, -2274(2-- 7 4 (ஏ. ந) 214224 2்டி.0: 
என்ற கூம்பை Ix+-my+ny=0 என்ற சமதவம்‌ செங்குத்தான 

ர கோடுகளில்‌ வெட்டினால்‌, (5--௦)/34(2--2)ஈ௨4 (உ) 

24 22/42//8-0 என்று நிரூபி. 
5.7. கூம்பை நேர்கோடுகள்‌ வெட்டும்‌ விதம்‌ 

கூம்பின்‌ சமன்பாடு 

axt+byttez?+2fpz42gzx+2hxy=0 என்றும்‌, கேர்கோட்‌ 
ன்‌ சமன்பாடு 

42-82? _ என்றும்‌ கொள்க, 
ப m n
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கேர்கோட்டின்‌ மேல்‌உள்ள புஷ்ளி[(1-,. (B+mr)s 

(y+ nr)] கூம்பின்‌ மல்‌ அமைந்தால்‌, 

r?(al?-+bm? +en? + 2fmn +2gni+2hlm) 

42 [hak+hB +e¥)+mhs+bB + fY) 

+nfgol + fB-+eY)]+ Lack? +B? +c¥? 

+2f BY + 2g¥k+2hlB] = 0 

இந்த சமன்பாடு “3*-க்கு, 5, 34) என்‌.ற இரண்டு மூலங்களைக்‌ 

கொடுக்கிற து. 

எனவே இருபடி கூம்பை ஒரு நேர்கோடு இரண்டு புள்ளி 

களில்‌ சந்திக்கிற து. 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 
இருபடிக்‌ கூம்பை ஒரு சமதளம்‌ இருபடி வரையில்‌ சந்திக்கிற து. 

பயிற்சி 4₹ 

ax by? +e2? 42fyzt2gex+2hxy=0 என்ற கூம்பிற்கு 

+ _ 3.3 ஏன்ற மேர்கோட்டிற்த இணையாக வரையப்படும்‌ 
m n 

நகாண்களின்‌ coun YsiraNasir x(al+-hm+ gn}-+y(hi-+-bm + fn) +2 

(glifm+cn)-0 sD சமதளத்தின்மேல்‌ அமைகின்றன 

என்து நிரூபி. 

5.7L தொடுதளஎம்‌ 

அமு“ - டம 1220-0 என்ற கூம்பிற்கு 

(4, 8, 3) என்ற புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடுதளத்தின்‌ 

சமன்‌ பாட்டை கண்டுபிடிக்க: 

(4. £, 3) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாக ஏதாவதொரு கேர்‌ 

கோடு வரைக, அதன்‌ சமன்பாடு. 

3-௮ -B z-Y Pg ge ee) 
இந்த நேர்கோடு கூம்பை சந்திக்கும்‌ புள்ளிகள்‌, (4, B, 5) என்ற 

புள்ளியிலிருந் துள்ள தூரங்களை, 

(al? வி ப 42 2) 

+ 2Y[Makht+hB+gY) +h +B +S }+n(gl+fB+ey)}
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+[acl? +583 +c? HOPBy +22Vol 124870 

என்ற சமன்பாடு கொடுக்கிறது. (ஏ, B, 4) கூம்பின்மேல்‌ 
இருப்பதால்‌, 

ah? + bB*+eY* +2fBY + 2eVol-+ Ahk B =O 

ஆதலின்‌ Y-sr Qe Epwrd=s0 

AOSS PLYH «0 ஆகவேண்டுமானால்‌ 

Kak hB+ey) +m(hel +bB+fY)+n(glt+fB+cv)=0 
இதிலிருந்து சமன்பாடு (1)-ஐ உபயோகப்படுத்தி 1, m, w 

என்ற உறுப்புகளை நீக்கினால்‌, 

(x—eh (ach thB + 2¥)+ (y—B) hol +bB+5Y)+(z—Y) 
(gl+fB+cY) =0 

அல்லது, 

x(a + hB +8Y)+y hal +bB +f) +2 gh-+fB +c) 

= dol? +689 +c¥? +26 87+ gral + 2h B=0- 

ada t+ bBy + c¥2+-f WY +28) +8 (2h +x) 4A(xB tycL =O 
இதுவே கூம்பின்‌ தொடுதளத்தின்‌ சமன்பாடாகும்‌, 

கிளைத்தேற்றம்‌ 

(4, 8, 3) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ பிறப்பாக்கி! 

யின்மேல்‌ உள்ள எந்தப்‌ புள்ளியின்‌ ௮ச்சுதூரங்‌ களும்‌ (௨௮, 98, 
XY) எனக்கொள்ளலாம்‌ ௨4) AB, AY) என்ற புள்ளியில்‌ 
வரையப்படும்‌ கூம்பின்‌ தொடுதளத்தின்‌ சமன்பாடும்‌ 

இதுவே. எனவே, கூம்பின்‌ எந்த புள்ள யில்‌ வரையப்படும்‌ தொடு 

தளம்‌ அந்தப்‌ புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கூம்பின்‌ 
பிறப்பாக்கியின்மேல்‌ உள்ள எ௨லாப்‌ புள்ளிகளையும்‌ தொடும்‌, 
ஆகவே, தொடுதளம்‌ கூம்பை பிறப்பாக்கியின்‌மமேல்‌ தொடுகிறது; 

என்கிறோம்‌. 

$.7.2. தளம்‌ தொடுவதற்கான நிபந்தனை 

ax + by? +-c2z* + 2fyz+ 2gzx+ 2hxy =0 stoitp aide 

ixe--my+nz=0—i1) என்ற சமதளம்‌ தொடேவண்டுமானால்‌ 

அதற்கான நிபகதனையை கண்டுபிடிக்‌ ஃ- 

சமதளம்‌ கூம்பை (ஷூ, 8, 9) என்ற புள்ளியில்‌ தொட்டால்‌,
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(b> Bs ¥) என்ற புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடு தளத்தின்‌ 

சமன்பாடு, 

(GL +hB+8Y)-+ HHL + OB+IV)+Agl+fB+en=0 (2) 
சமன்பாடுகள்‌ (1), (2) ஒரே சமதளத்தையே குறிக்கின்றன. 

எனவே, 

ak+hBigy _ hA+bB+SY _ shtfBt+e¥ 4 
1 m ன n 

aki hB+gY—rl=0 (3) 

hi+bB+fY—rAm=0 (4) 

ght fBtcY—An=0 (5) 

lh+mB+n¥=9 (6) 

16) ஆம்‌ சமன்பாடு (1) சமதளத்தின்மேல்‌ (4, 8.3) என்ற புள்ளி 
அமைவதால்‌] (2), (4), (5), (9) சமன்பாடுகளிலிருந்து 4, 823, 

_.), என்ற உறுப்புகளை நீக்கினால்‌, 

| ahgl 

hbfm 

gf en 

limno 

=o 

இதுவே வேண்டிய நிபந்தனையாகும்‌, இதைச்‌ சுருக்கினால்‌, 

பத்ரி பே - 20 0 என்றாகும்‌. 

இங்கு 6, 8, 6, *, ம 1 என்பவை 

ச்ச 

‘en ® 

gfe 

என்ற அணிக்கோவையில்‌, a,b, co f, g, h என்பவைகளின்‌ 
இணைக்‌ காரணிகளாகும்‌. அதாவது A be—f%s B=ca—g* 

C=ab—h'; F = gh—af; G=hf—bg; H=fg—ch-
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பயிற்சி 42 

1. Iyz+emix-nxy=9 என்ற கூம்பின்‌ தொடுதளங்கள்‌, 

1*x* 4m y*—n?z*—2mnyz—2nlzx—2lmay =0 என்ற கூம்பின்‌. 

பிறப்பாக்கிகளை செங்குத்தாக வெட்டுமென்று நிரூபி, 

2, Bx24 dy? +5274 2yz--4zx-+6xy=0 என்ற கூம்பின்‌ 

தொடுதளத்திற்கு ஆதியிலிருந்து வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ 

கோடுகள்‌ 

19x3 4113; 829-4 6yz—10 2x26 xy = 0 eit M Fo.tb Tair Guosd 

அமையுமென் று நிரூபி, 

5, நிலை அச்ச தளங்களை தொடும்‌ கூம்பின்‌ பொது 

சமன்பாடு மிர வீத ரமே சக்‌ -0 என்றூ 

காண்பி, 

5.8. தலைகீழான கூம்புகள்‌ (1%ஈ௦4ா௦0௧1 Cones) 

ஐபிர்ற்பு மிப ற). (1) என்ற கூம்பின்‌ 
உச்சியின்‌ வழியாக, அதன்‌ தொடு தளங்களுக்கு வரையப்படும்‌ 

செங்குததுக்‌ கோடுகளின்‌ நியமப்பாதை + 

கூம்பு (1)-க்கு kt+my+-nz=90 (6) என்பது தொடுதள 

wrens, Al 4+Bm? 4+Cn?+2Fan+2Gal+2him=0 (2) என்ற 

நிபந்தனைக்கு 1) 8) 8) கட்டுப்படவேண்டும்‌. 

சமதளம்‌ (6)-க்கு செங்குத்தாக உச்சியின்‌ வழியாக செல்லும்‌ 

கேர்கோட்டின்‌ சமன்பாடு i 

ர்‌ ன 3 = 2 8) என்றாகும்‌. 

(2), (8) சமன்பாடுகளிலிருந்து 1, m, n உறுப்புகளை நீக்கி: 

னால்‌, ஈமக்கு கிடைப்பது 

: த்தர? Cz3 +2Fyz+ 2Gzx-+2Hxy =0 (5). இதுவே சமன்‌ 

, பாடு (8) நிர்ணயிக்கும்‌ கேர்கோடுகளின்‌ நியமப்பாதையாகும்‌. 

அந்த நியமப்பாதை ஆதியை உச்சியாகக்கொண்ட கூம்பைக்‌. 

குறிக்கிறது, இந்த கூம்பை தலைகீழான கூம்புகள்‌ என்கிறோம்‌.
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கிளைத்‌ தேற்றம்‌ : 

1. இப்போது கிற Fyz+2Gzx42 Hxy=0 

என்ற கூம்பின்‌ ௦ தாடுதளங்களிலிருந்து செங்குத்தாக வரையப்‌ 

படும்‌ நேர்கோடுகளின்‌ நியமப்பாதை 

த்‌ ஜீ புறர$01 38௫4202242
 11 =0 கி), 

இங்கு தட, 0,101 என்பவை. 

க்‌ 6 

‘H B F என்‌. ற அணிக்கோவையில்‌ 

G F Cc 

A,B, C. F, G, H என்பவைகளின்‌ இணைகாரணிகளாகும்‌- 

ஆனால்‌, 
5௦13-ல்‌ 

CA—G*=bD 

AB—H*=cD 

GH—AF=fD 
HE—BG =GD 

FG—CH=HD 

சமன்பாடு (4) 

பிற? + cz? + 2fyz+2gex + Qhxy=0 என்றாகிறது. 

அதாவது (4) சமன்பாடு (1) சமன்பாடாகிறது. எனவே (0 

(5) சமன்பாடுகள்‌ நிர்ணயிக்கும்‌ கூம்புகளை தலைகீழ்‌ கூம்புகள்‌ 

என்கிறோம்‌. 

கித்‌ தேற்றம்‌: 2- 
ax? by? 402742 fyz +2 fyzt+2gen+ Qhxy=0 என்ற 

கூம்பிற்குஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தானமூன்‌ று தொடுதளங்கள்‌ 
இருக்கவேண்டுமானால்‌, 

Ax? 4By? + Cz? +2 Fyz+2 G2x+2 Hxy=0 

" என்ற கூம்பிற்கு, ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று பிறப்‌ 

பாக்கிகள்‌ அமையவேண்டும்‌. 

அதற்கான நிபந்தனை க 3-4 0௪ 0 என்பதாகும்‌.
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பயிற்சி 43 

x y? ஜூ 5 ம்‌ 
1, ax'+by%+cz?=0, a F ௬ என்து sales, 

தலைகீழ்‌ கூம்புகளென மிருபி, 

2. மூன்று நிலை அச்சுதளங்களை தொடும்‌ கூம்பின்‌ பொது 
சமன்பாடு, 

ஏ ௬ ஐ. * ஏந்த -0 என்று காண்பி. 

8 ayz+bext+exy=0, (ax) t+ (by) $+ (cz) #=0 

என்ற கூம்புகள்‌, தலைகீழ்‌ கூம்புகளென கிரூபி, 

5-9. Cote. seibyssr (Right circular Cones) 

வரையறை : 
நிலையான புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கேர்கோடு, 

வேறொரு நிலையான கேர்கோட்டுடன்‌ மாருத கோணத்தை உண்‌ 
உாக்கினால்‌, அந்த நேர்கோடு பிறப்பிக்கும்‌ மேற்பரப்பே நேர்வட்ட 

நிலையான புள்ளியை உச்சியென்றும்‌, நிலையான நேர்‌ 

கோட்டை அச்சு என்றும்‌, மாறாத கோணத்தை அரை உச்ச 
கோணமென்றும்‌ கூறுவோம்‌. 

5-9. 1. நேர்வட்ட கூம்பின்‌ சமதள முகவெட்டு ஒரு வட்டமாகும்‌. 

அர்த சமதளம்‌ கூம்பின்‌ அச்சுக்த செங்தத்தாக இருக்க 

9 

ந 

படம்‌... (4 

ON அச்சுக்கு செங்குத்தான சமதளம்‌ கூம்பின்‌ அச்சை 11 

என்ற புள்ளியில்‌ வெட்டட்டும்‌. முகவெட்டின்மேல்‌ £ என்ற 

ஏதாவதொரு புள்ளியை எடுக்கவும்‌:
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- ON gr NP 

PN 
NO 

NP=ON tan ol. 

எனவே £-ன்‌ கியமப்பாதை ஒரு வட்டமாகும்‌. 

- (ரூ.௮ 4- அரை வட்டக்கோணம்‌. 

5-9. 2. நேர்வட்டக்‌ கூம்பின்‌ சமன்பாடு. 

(4, 8, 3) என்ற புள்ளியை உச்சியாகவும்‌, 

கல et க 
T ~ உ m n 

arm GuiGetom séeTsqjb, ‘Q’ aarM Caner Zs 
அரை உச்ச கோணமாகவும்‌ : உடைய கூம்பின்‌ சமன்பாட்டை 

கண்டுபிடிக்க :₹ 

கூம்‌ 9ன்மேல்‌ ஏதாவதொரு புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ 

(x, yz) என்க. 01-ன்‌ திசை விகிதங்கள்‌ 2-4, ந- £; 2-3 
அச்சின்‌ திசை விகிதங்கள்‌ /, 7, ஈ॥ அவைகளுக்கு இடையே உள்ள 
கோணம்‌ 69 எனவே, ்‌ 

கேட டது 
4/1 ரபிி 4 0-005:30--இ)23(-௮)5 

எனவே கூம்பின்‌ சமன்பாடு, 

  

[கலக 30 (௪௮073 (“4 கட்‌) கே 3 

x [(x—ol)? + (y—-B)? + (2—¥)8] 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 1. 

உச்சியின்‌ ௮௪௬ தூரங்களை (0, 0, 0) என்றால்‌, 

(ie + mx +z)? = (/23 பி) (மீற 24) 3 6 

என்பதே கூம்பின்‌ சமன்பாடாகும்‌. 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 2- 

உச்சி ஆதியாசவும்‌, அச்‌, நிலை அச்சாகவும்‌ அமைக்தால்‌, 
கூம்பின்‌ சமன்பாடு 

27-00-3342) 0௦1 9
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அல்லது, 
x?-+y? =z? tan? 9 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌3 

ஒரு நேர்வடட கூம்பு ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று. 

பிறப்பாக்கிகளை கொண்டால்‌ . 

1+1—tan? 9 = 0 

tan? @ = 2 

@ = tan-2*/2 

கிளைத்தேற்றம்‌ 4 

- ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று தொடுதளங்களை- 

கொண்டால்‌, 

i— tan? 6— tan*@=0 ரகி. தே. 8] 

1 
tan 0- Gs 

1 

Ve 
  @ = tan -* 

பயிற்சி 44 
1, உச்சி ஆதியாகவும்‌, அச்சு நிலை அச்சாகவும்‌, அரை 

உச்சகோணம்‌ பா்‌ ஆகவும்‌ உள்ள கேர்வட்ட கூம்பின்‌ சமன்பா 

டென்ன? 

8, ஆதியை உச்சியாகவும்‌, அரை உச்சகோணம்‌ Ls ஆக 

வும்‌, 2-௪ என்ற கேர்கோடு அச்சாகவும்‌ உடைய கேர்வட்ட 

கூம்பின்‌ சமன்பாடு (023425) -4 (24243௮) - ௦ என்று 
நிரூபி, ° 

8. ஆகியை உச்சியாகவும்‌, == 3 = 3 என்ற கோட்டை. 

அச்சாகவும்‌ உடைய கூம்பு (2, 1, 1) என்ற புள்ளியின்வழியா 

கச்‌ சென்றால்‌, அதன்‌ சமன்பாட்டை கண்டுபிடி. 

4. oy, 02, X=y=Z என்ற கேர்கோடுகளை பிறப்பாக்கிகளா 

தக்‌ கொண்ட கேர்வட்டக்‌ கூம்பின்‌ அரை உச்ச கோணம்‌ ‘ol! 

என்றால்‌ 0௦ 4 2 [9--44/97-3 என்று நிரூபி. :
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5. Weosusracysiror (Positive) மூன்று நிலை sFaredor 

கொண்ட கேர்வட்டக்‌ கூம்பின்‌ சமன்‌ பாட்டை கண்டுபிடி, 

510. ஒரு சமதளம்‌ கூம்பை வெட்டும்போது உண்டாகும்‌ கேர்‌- 

கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள -கோணம்‌. 

இங்கு, 

ah g 

h b f என்ற அணி தோவையை D 

ge foe 
என்றும்‌, 

| a@heg & 

i hofy என்ற: “அணிகோவையை P? 

gefew : 

HY wo |} 

என்றும்‌ கூறுவோம, 

P? = — (Av?+By?+CH#+2 Fow+2 Hae 

ஊட்டு பத stsh 9 singed f(x, yz) = ax? 

+by®-Lez? +2fyz+ 2gzx-+2hxy=0 orarM கூம்பை வெட்டி 

னால்‌ ஏற்படும்‌ கேர்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தை. 

கண்டுபிடிக்க : 

வ
ட
 = 3 = என்ற நேர்கோடு சமதளத்தின்மேல்‌ அமைந்‌. 

தால்‌, 

ul-+-vym+ wn=o (1). 

அதுவே கூம்பின்‌ மேலிருக்தால்‌ 

4/5 11ம்‌ டவ +-2fmn+2gnl+2him=o 2 

(1), (2), சமன்பாடுகளிலிருந்து 7 ஐ நீச்கினால்‌, : 

1? (cu®+a0*—2 gwu) +2 Im (hw? +-cur—fuw— 

gvw) +h? (cv? + bw2®—2frw)=o0
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எனவே கூம்பிற்கும்‌, தளத்தீற்கும்‌ பொதுவாக இரண்டு கோடு 

கள்‌ உள்ளன. அவைகளின்‌ திசை கொசைன்கள்‌ 

1, 11, 1>)3 (lg My, Mg) THTG, 

ty i lmg tly my 
dw? tevt—2fvw cul taw®—2guw = —2(hw?-+-cuv—fuw—gvw 
  

7 Amel my 
~ E 2f (hw? + cuv—fuw—gvw 
  

—(bw? + cv3—2 few) x (cu? + aw? —2guw]t 

fy Maly ஈட 
= 2 wP 
  

(இதுபோல இவைகள்‌ 

Ny Ng ட 77] My 
av? +-bur—Ihuv SE 2uP 

என்பவைசளுக்கு சமமாகும்‌. 

பட 
2 yP 

எனவே, இரண்டு கோடுகளுக்கு இடையேயுள்ள கோணம்‌ 9 

ஆனால்‌, 

வட டட கு பு படட ணி ட. 
கபடிப்‌... நட டரா பியர்‌ 

ஃ௨- 080 ழு ப ட. 8௩9 
(சரச) பிபி). பட (மிர) 1 

—f (uv, #) 

  

பயிற்சி 45 

1. ஆதியை உச்சியாகவும்‌, ஐ ௪, 33 + 2? = b? என்ற 
வட்டத்தை அடியாகவுமுள்ள கூம்பின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டு 

பிடி. 

2, ஒரு கூம்பின்‌ உச்சி (ப, 8,1) என்ற புள்ளியாகவும்‌, 
4 2 

-கூம்பின்‌ பிறப்பாக்கிகள்‌ oy “fs e = 1,7= 0 என்ற இருபடி 
a 

வளைவரையின்‌ வழியாகச்‌ சென்‌ இம்‌ அமைந்தால்‌, கூம்பின்‌ சமன்‌ 

பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி.
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9, ax® + by? + ez? + 2ux 4+ Qy + 2wz+d=0 aarp 

சமன்பாடு ஒரு கூம்பைக்‌ குறிக்க வேண்டுமானால்‌, 

ui v? | wi 5 
eee, eee rere ன்று நிரூபி, 
at 6 b ௦ FETE LES 

4, Qy? — 8yz — 42x — Bxy +i6x — 4y — 22 + 5 =O 

2x44 2y?41722 — 10yz—10zx-+2x+2y-+-26z—17=9 

என்ற சமன்பாடுகள்‌ (7, 1, 8) (2, 2, 1) என்ற புள்ளிகளை உச்சி: 

களாக உடைய கூம்புகளைக குறிக்கின்றன என்று கிரூபி, 

5. எந்த சமதளத்தின்‌ செங்குத்துக்கோடு (6--௦)27- 
(c-La)y2+(a+b)22 = 0 என்ற கூம்பின்மேல்‌ விழுகிறதோ, 

சமதளம்‌, %--இ£-4-02-1 என்ற மேற்பரப்பை செவ்வக அதி: 

பரவளைவில்‌ சந்திக்கிறதென்று காண்பி, 

6. ax®—by?-+-cz3+-2fyz+ 2gzx -+ 2hxy =o என்ற கூம்பு: 

ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று தொடுதளங்களைக்‌. 

கொண்டால்‌, 82--22-ட்சம்‌- bitgith? என்று காண்பி. 

7. ax®-Lby? ez! +2fyz + 2ezx-+ 2hxy =o srr கூம்பை. 

x(al+-hm-+-gn)+ y(hl+-bm+fn) 

+2(gllim+en) socerp sogorb வெட்டும்‌ கேர்கோடு: 

களில்‌ வரையப்படும்‌ தொடுதளங்கள்‌ சக்திக்கும்‌ நேர்கோடு 

6 மர த 
தை 2 

8. ஐபி மூ-௦ என்ற கூம்பிற்கு அதன்‌ செங்குத்‌ 

தான பிறப்பாக்கிகளை தொடும்‌, தொடுதளங்கள்‌ சந்திக்கும்‌ கேர்‌ 

கோடுகளின்‌ நியமப்பாதை ஈ£(-/-0) 35-63 (c+a) y2-+c7 (a+b) 

23௦ என்று காண்பி, 

9. ஜ-12-)_-2-2ட1 என்ற BstGan@ 2?—xy+2x-+y-+2z 
௯1௪ என்ற மேற்பரப்பில்‌ முழுமையாக அமைகிததென்று. 

காண்பி, 

10, (0,0, 9) என்ற புளளியை உச்சியாகவும்‌ 37-ந3- 4, 
2:௦0 என்ற வட்டத்தை உதவி ௨ளைகோடாகவும்‌ கொண்ட கேர்‌ 
வட்ட கூம்பின்‌ சமன்பாட்டை கண்டுபிடி.
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17. (12,2), (21-28) (2.2, 1) என்ற புள்ளியின்‌ 

வழியாகச்‌ செல்லும்‌ வட்டத்தை வெட்டி ஆதியின்‌ வழியாகச்‌ 

- செல்லும்‌ நேர்கோடுகள்‌ பிறப்பிக்கும்‌ கேர்வட்டக்‌ கூம்பின்‌ சமன்‌ 

பாட்டை. கண்டுபி., , 

12, நிலை அச்சு, நிலை அச்சு இடைகளின்‌ வழியாக வரை 

யப்படும்‌ சமதளங்களுக்கிடையேயுள்ள கோணம்‌ 9 அப்படியா 

னால்‌. அந்த சம தளங்கள்‌ சந்திக்கும்‌ நேர்கோடுகளின்‌ நியமப்பாதை 

zi (x+y? +22) = ற கய20 என்று காண்பி. 

19. கர்றர்சனு ட்‌ + ae 4 =~ 2 ௦ என்ற நேர்‌ 

கோடுகளுக்கிடை யே யுள்ள கோணத்தை கண்டுபிடி, 

14, atbte=o என்றால்‌, %-3-| 2-0, மம்ம ௦ 

என்ற நேர்கோடுகளுக்கிடையே யுள்ள கோணம்‌ 1/2 என்றும்‌, 

1 1 1 sees ட வர்‌ 
i ஷு க மை என்றால்‌ கோணம்‌ 1/3 என்றும்கிருபி. 

15. fyz-+ezx--hxy=o: ax? ற்ற ப 25 ௯௦ என்ற கூம்புகளை 

be--my--nz=o oot சமதளம்‌ வெட்டும்‌ கோடுகள்‌ பொருந்து 

வதற்கான (Coincident) நிபந்தனைகளைக்‌ கண்டுபிடி. 

16. ayz+-bzx+-cxy=o st 61 கூம்பை ஜ-டரு மச எண்று 

சமதளம்‌ வெட்டு கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தை 

கண்டுபிடி: 

17. ஐபி சை என்ற கூம்பை யு ௮ச-9 என்ற 

. சமதளம்‌ வெட்டும்‌ கநேர்கோடுகளின்‌ சமவெட்டிகள்‌ 

ஈசல்‌) 2 என்ற கூம்பின்‌ 
x y ௪ 

மல்‌ அமையுமென் நு காண்பி. 

48, x—2y—1=0, z=0 என்ற கேர்கோட்டை நிலைஅச்சை 

பொருத்து சுற்றும்போது ஏற்படும்‌ கூம்பின்‌ சமன்பாட்டை 

கண்டுபிடி, அந்தக்‌ கூம்பின்‌ உச்சியின்‌ அச்சு தூரங்களையும்‌ 

. கண்டுபிடி. 

19. நடு, என்ற rtby x?-yi+25 a5 என்ற 

Carr sos Quyro வட்டங்களில்‌ வெட்டுகிறதென்று காண்பி; 

அலைகளின்‌ பரப்புகளையும்‌ கண்டுபிடி,
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20. (1, —2, 1) என்ற புள்ளியை அச்சாகவும்‌, 605 

ீகாணத்தை அரை உச்சி கோணமாகவும்‌, 

OY a. TEP. 
5 3 -4 

என்ற கோட்டை அச்சாகவும்‌ உடைய கூம்பின்‌ சமன்பாட்டை 
கண்டுபிடி. 9-4) 452-28 என்ற சமதளம்‌ கூம்பை வட்டத்தில்‌ 
வெட்டுகிறதென்று நிரூபி, இந்த வட்டத்தை அடியாகவுள்ள கேர்‌ 

வட்ட உருளையின்‌ சமன்பாட்டை கண்டுபிடி,



6. உருளை 
(Cylinder) 

6-1. வரையறை 

கொடுக்கப்பட்ட ஒரு நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவும்‌, இந்த 
கேர்கோட்டிற்கு இணையாக அமையாமல்‌ உள்ள சமதளத்திலுள்ள 

* வளைகோட்டின்‌ வழியாகவும்‌ செல்லும்‌ கேர்கோடு பிறப்பிக்கும்‌ 

மேற்பரப்பே உருளை என்கிறோம்‌. வளைகோட்டின்‌ வழியாக 

செல்லுவதற்குப்‌ பதிலாக கொடுக்கப்பட்ட ஒரு மேற்பரப்பை 

தழுவலாம்‌. 

உருளை பிறட்பிக்கும்‌ கேர்கோட்டை பிறப்பாக்கி என்றும்‌- 

வனளைகோட்டை உதவி வளைகோடு என்றம்‌ கூறலாம்‌. 

6.2. உருளையின்‌ சமன்பாடு 

9 உருளையின்‌ பிறப்பாக்கிகள்‌ ஐ 42-22 
2-0, 220 என்ற இருபடி வளைவரையை வெட்டிக்கொண்டும்‌ 

x i x == என்ற கேர்கோட்டிற்கு இணையாகவும்‌ அமைந்தால்‌ 

அதன்‌ சமன்பாட்டை கண்டுபிடிக்க : 

{a> BL Y) என்ற ஏதாவது ஒரு புள்ளி உருளையின்‌ $மல்‌ 

அமைவதாகரக்‌ கொள்க, அதன்‌ வழியாக வரையப்படும்‌ பிறப்‌ 

பாக்கியின்‌ சமன்பாடு, 

௨ — y-B _ ௪23 ae =   7 = 

இந்த நேர்கோடு 2-0 என்ற தளத்தை 

Ir mr 
[a-F- 8-7-0] 

71
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என்ற புள்ளியில்‌ வெட்டும்‌. இந்தப்‌ புள்ளி இருபடி 
வளைவரையின்மேல்‌ இருந்தால்‌, 

a(a—F) +2 (4 wt (8- உ? (2 — a) 

ir mr +2e(t— ) +7 (8+ நரக 
இந்த நிபந்தனை, (6, இ, 3) என்ற புள்ளி, 

க Iz a ry (4) +a) PH O-®) 
+2¢(x— *) 137 (2+ 7) 2௬0 

என்ற மேற்பரப்பின்மேல்‌ அமைவதற்கான து, 

எனவே, 

சற)? 2௨) 

+b(ny—mz)* +-2¢(nx-+ Iz) +-2f (ny—mz) 
88-0 என்ற சமன்பாடு உருளையினுடையது என்று 

கொள்ளலாம்‌. 

கிளைத்‌ தேற்றம்‌ 1 

பிறப்பாக்கி கரிலை அச்சுக்கு இணையாக இருந்தால்‌ 

720, m=0, n=1 

எனவே, உருளையின்‌ சமன்பாடு 

227 2.3.ஜ "ட ஜ்டிற்‌ 2-0 என்பதாகும்‌. இது ௩மக்கு 
முன்பே தெரிந்தது. 

பயிற்சி 46 

1. 277,220 என்ற நீள்‌ வட்டத்தை உதவி வள 
கோடாகவும்‌ ஐ ௮ 32 என்ற நேர்கோட்‌ டிற்கு இணையாக. “வுள்ள பிறப்பாக்கியாகவும்‌ உள்ள "உருளையின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 
கண்டுபிடி. 

. 2. கக று. என்ற வளைகோட்டை சந்திக்கும்‌ பிறப்பாக்கி நுகிலை. அச்சுக்கு இணையாக இருந்தால்‌, 
8
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அந்தப்‌ பிறப்பாக்கி பிறப்பிக்கும்‌ உருளையின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 

கண்டுபிடி. 

3, ax®+2hxytby* +2gx42fyte=0 —TerD உருளைக்கு 

ரி சப்‌ என்ற புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடுதளத்தின்‌ 

சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, (௨0 ரிய சபி என்ற புள்ளியின்‌ வழி 

யாகச்‌ செல்லும்‌ பிறப்பாக்கியின்மேல்‌ உள்ள எல்லாப்‌ புள்ளி 

களிலும்‌ அந்தத்தளம்‌ தொடுமெனக்‌ காண்பி, 

63 கோளத்தை அணைத்துக்‌ கொள்ளும்‌ உருளை 

ஹிழ்ர்‌ என்ற கோளத்தைத்‌ தொடும்‌ பிறப்பாக்கி 

களையுடைய உருளையின்‌ ஈமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடிக்க, அந்தப்‌ 

பிறப்பாக்கிகள்‌ *- = 2 = z என்ற கோட்டிற்கு இணையாக 

அமைவதாக (%0ூ ரிய சப என்ற புள்ளியை உருளையின்‌ மேல்‌ 

எடுத்துக்கொள்க. அதன்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ பிறப்பாக்கியின்‌ 

சமன்பாடு. 

மம்‌ ப நற்‌. கடு 

1 m n 

இது x+y +2=a" என்ற கோளத்தின்‌ தொடுகோடாக இருக்க 

ஒவண்டுமானால்‌, 

(உறுப்பா? - (P-m?tn?) (%,?-+y1?+21?—a?) எனவே, 

(2 நர சய என்ற புள்ளியின்‌ நியமப்பாதை (ம்உ்டாரு-டா2)- 

(2 -m* +n)? ௨) இது ;கோளத்தை அணைத்துக்‌ 

கொள்ளும்‌ உருளையின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ குறிக்கும்‌. 

பயிற்சி 47 

ச என்ற கோட்டிற்கு இணையாகவுள்ள பிறப்பாக்கி 

யாக உடையதும்‌ நப 33 கீற 0229-0 என்ற 

கோளத்தை அணைத்துக்‌ கொள்ளுவதுமான உருளையின்‌ சமன்‌ 

பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி, 

64 நேர்வட்ட eer (Right circular cylinder) 

வரையறை: உதவி வளை சோடு வட்டமாகவும்‌, பிறப்பாக்கி 

வட்டத்தின்‌ தளத்திற்கு செங்குத்தாகவும்‌
 அமைந்தால்‌, உருளை 

சேர்வட்ட உருளையாகும்‌-
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வட்டத்தின்‌ மையத்தின்‌ . வழியாக அதன்‌ தளத்திற்கு 

டசெங்குத்தாகவுள்ள கேர்கோட்டை உருளையின்‌ அச்சு என்கிறோம்‌. 

தேற்றம்‌ : உருளையின்‌ அச்சின்‌ சமன்பாடு 

xo 28 _ 2-7! என்றும்‌ 
ர ந. 8 பல்வ 

உதவி வளைகோடு வட்டத்தின்‌ ஆரை * ** என்றும்‌ கொண்டால்‌ 

கேர்வட்ட்‌ உருளையின்‌ சமன்‌ பாட்டை கண்டுபிடிக்க : x 

உருளையின்மேல்‌ உள்ள ஏதாவதொரு புள்ளியின்‌ அச்சு 

தூரங்களை 3, Ys Zs என்று கொள்க. உருளையின்‌ அச்சிலிருந்து 

புள்ளியின்‌ தூரம்‌--7/ எனவே, 

லு இ) + 

பகல).
 

  

பரப ப 

இதுவே கேர்வட்ட உருளையின்‌ சமன்பாடாகும்‌. 

பயிற்சி 48 

a ட ஆம 
1. 5” என்ற எண்ணை ஆரையாகவும்‌ - த 

என்ற கேர்கோட்டை அச்சாகவும்‌ கொண்டுள்ள கேர்வல்ட 

உருளையின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

2, பிய தி x—yfz=3 என்ற வட்டத்தை 

உதவி வளைகோடாகவுள்ள கேர்வப்ட உருளையின்‌ சமண்‌ 

பாடென்ன? 

3. (1, 0» 0); (0s 1+ 0); (0, 0, 4) என்ற புள்ளிகளின்‌ 

வழியாகச்‌ செல்லும்‌ வட்டத்தை உதவி வளைகோடாகக்‌ 

கொண்டுள்ள கேர்வட்ட உருளை:பின்‌ சமன்பாடு 948-327 

yz—2x—xy—1 = 0 oretr D! நிரூபி, 

பமிற்சி 49 

1, உதவி வளைகோடு 3 --ந”--4, 221 என்றும்‌, 

== படி என்ற கேர்சோட்டிற்கு இணையாகவும்‌ உள்ள 

பிறப்பா க்கிகளையுடைய துமான உருளையின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 

கண்டுபிடி, ்‌
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9) Atytel, 220 என்ற நீள்‌ வளையத்தை உதவி வளை 

கோடாகவும்‌ 3 = 4 = 5 என்‌.ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாக 

வுள்ள கோட்டை பிறப்பாக்கியாகவும்‌ உள்ள உருளையின்‌ சமன்‌ 

பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி 

9. ஒரு உருளையின்‌ உதவி வளைகோடு ஐூ-ற ஜூ 

9121 என்ற சமன்பாட்டால்‌ குறிக்கப்படுகிறது, 'அதன்‌ 

பிறப்பாக்கி ச நிலை அச்சுக்கு இணையாக உள்ளது. அதன்‌: 

சம்ன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

4. ஒரு உருளையின்‌ பிறப்பாக்கி ஐ 91 240 என்ற 

சமதள: வளைகோட்டை வெட்டிக்‌ கொண்டும்‌ ்‌ அலை. 3 என்ற 
mon 

நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவும்‌ அமைந்தால்‌ அந்த உருளையின்‌ 

சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

5. ஜிபுரரப த$ -9) ந ]-௪௨4 என்ற வட்டத்தை உதவி 

வளைவு கோடாக உள்ள நேர்வட்ட உருளையின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ 

கண்டுபிடி. 

6. ஒரு கேர்வட்ட உருளையின்‌ ஆரை 22 என்றும்‌, அதன்‌ 

அச்சு (1, 2, 8,) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்சென்று (2, --9, 6) 

என்ற எண்களை திசையவிகிதங்களாகக்‌ கொண்டும்‌ இருந்தால்‌ 

அந்த உருளையின்‌ சமன்‌ பாடு என்ன? 

1. xt@+y%—2x—dy—12=0 என்ற சமன்பாடு 1) நஃ2 

என்ற கேர்கோட்டை அச்சாக உடைய கேர்வட்ட உருளையைக்‌ 

குறிக்கிறதென்று நிரூபி, 

8. ஒரு கேர்வட்ட உருளையின்‌ உதவி வளைகோடு (1, 0, 1), 

(0, 1, 1) (1, 1, 0) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ வட்ட 

மாகும்‌. அப்படியானால்‌ உருளையின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி... 

9, ஒரு கேர்வட்ட உருளையின்‌ ஆரை +2? ஆகவும்‌ அதன்‌ 

அச்சின்‌ சமன்பாடு i = “5 = என்றும்‌ இருந்தால்‌, உருளை 

யின்‌ சமன்பாடு 8x2 415 y2162? +-4xy-Byz—4zx—36=0. என்று 

காண்பி,
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ரரி. 

x? a zi 

tpt ant 
x? y? zt 

at pit aa 

என்ற சமன்பாடுகளை கவனிக்கலாம்‌. 

(1) ஏதாவ$ூதாரு புள்ளியின்‌ அச்சுதூரங்கள்‌ (% ந ௪) 
(மேற்கண்ட சமன்பாடுகளை சரிசெய்தால்‌; (--% ற, 2) என்ற 
அச்சு தூரங்களும்‌ சமன்பாடு ளே சரிசெய்யும்‌. ஆனால்‌ இந்த 
புள்ளிகளை சேர்க்கும்‌ நேர்கோடு ஆதியின்‌ வழியாக செஃலுகிற து, 
'கேர்கோட்டின்மேல்‌ உள்ள இந்த புள்ளிகள்‌ ஆதியிலிருந்து சம 
தூரத்தில்‌ இருக்கின்றன, எனவே ஆதியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 
எந்த நாணையும்‌ ஆதி இரு சமதுண்டுகளாக பிரிக்கிறது. எனவே 
ஆதியை இந்த சமன்பாடுகள்‌ குறிக்கும்‌ மேற்பரப்பின்‌ மையப்‌ 
புள்ளி என்கிறோம்‌. ்‌ 

Gi) (x, yz) என்ற அச்சுதூரங்கள்‌ உள்ள புள்ளிமேற்‌ 
பரப்பில்மேல்‌ அமைந்தால்‌, (1-3) +y, 2) என்ற புள்ளியும்‌ 
அமையும்‌: ஆனால்‌, (2, ந, 2) (2, ந. -2) என்ற புள்ளிகளைச்‌ 
சேர்க்கும்‌ நேர்கோட்டை 36057 என்ற சமதளம்‌ செங்குச்‌ தாகவும்‌, 

இரு சமதுண்டுகளாகவும்‌ வெட்டுகிறது, . எனவே, 3037 
சமதளத்திற்கு செங்குத்தாகவுள்ள எந்த நாணையும்‌ 3057 
சமதளம்‌ இரும துண்டுகளாக வெட்டுகிறது. எனவே மேற்‌ 

பரப்புகள்‌ 36057 சமதளத்திற்கு சமச்சீராத அமைகின்றன. அதே
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போல்‌ மேற்பரப்புகள்‌ 802. 20% என்ற சமதளங்களுக்கும்‌ சமச்‌ 

சீர்ர்க அமைகின்ற து. 

இந்த மூன்று சமதளங்களை தலையாய சமதளங்கள்‌ என்றும்‌: 

இந்த சமதளங்கள்‌! சந்திக்கும்‌ நேர்கோடுகளை தலையாய அச்சுகள்‌ 

என்றும்‌ கூறலாம்‌. 

es xy? 23 ‘ a) pl 
(ili) (a) ஸ்‌ + B + a ௯1 என்ற மேற்பரப்பை எடுத்துக்‌ 

கொண்டால்‌, | %| *1ச[.[8[2 ] 4 | என்றால்‌ ந அல்லது 25 

குறையாக இருக்கவேண்டும்‌. அதேபோல்‌ [y| ௬,121 

fe) எனவே, இந்த மேற்பரப்பு 3-௨ 3-2 நம்‌, ந ௨ 

zac z=—c என்ற சமதளங்களுக்கிடையேதான்‌ அமைய 

வேண்டும்‌, ஆகையால்‌ இதை மூடின மேற்பரப்பு என்கிறோம்‌. 

இதுவே ரீள்வளைய கோளமாகும்‌ [Ellipsoid] 

go eS * டர்‌ ணி 
(ம்‌ (b) ர்‌ + ia + ௯1 என்ற மேற்பரப்பை எடுத்துக்‌ 

கொண்டால்‌, 3-நிலை அச்சு இந்த மேற்பரப்பை (a, 0,0)(—a, 0, 0) 

  

ULID 1S 

என்ற புள்ளிகளில்‌ வெட்டுகிறது. அதுபோல்‌ 3-நிலை ௮ச்௯ 

(22, 6), -- 6, ) என்ற புள்ளிகளில்‌ வெட்டுகிறது. ஆனால்‌, 

ச.நிலை அச்சு மேற்பரப்பை மெய்யான புள்ளிகளில்‌ வெட்டுவ 

தில்லை, 

30057 சமதளத்திற்கு இணையாகவுள்ள 2 - த என்றசமதளம்‌ 
2 a 

மேற்பரப்பை 3) 4 = 1+ ஆ peak carp வளை கோட்‌ 

ஒல்‌ வெட்டுகிறது. %& என்ற எண்ணிற்கு வரம்பு இல்லை. 
3 2 a 

ஆதலால்‌, aa + oe = 14+ 2 zak என்ற வளைகோடு 

வடிவொத்த நீள்‌ வளையங்களைக்‌ குறிக்கின்றன.
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Bor, x= k,y =k tarp சமதளங்கள்‌ மேற்பரப்பை, 

ந தி ka, x? 2 க 
என சர்‌. சாகாத 

x=k ; yok 

  

என்ற அதிபர வளையங்களில்‌ வெட்டுகின்றன, இந்த மேற்‌ 
பரப்பை ஒரு தகடு கன அதிபர வளைவுரு எனலாம்‌ [Hyberbroid 

of one sheet]. 

‘2 

ஸ்ட 3-9 4௮௪3 

என்ற மேற்பரப்பை எடுத்‌ துக்கொண்டால்‌, ற-&, 2௯5 என்ற சம 

தளங்கள்‌, 

ஓ த 
ஆவ தே கமலக yok 

x? a த 

op Altes ககக 
என்ற அதிபர வளைவுகளில்‌ வெட்டுகின்றன. 

BOW, x = £ என்ற சமதளம்‌ 

ந தூ k? 

B + a நரகக்‌ 

என்ற ரீள்‌ வளையத்தில்‌ வெட்டும்‌. 

ke 2 ௭3 என்று இருக்க வேண்டும்‌. --ஈ.௮%௮ 8 என்று 
இருந்தால்‌, நீள்‌ வளையம்‌ மெய்யிலா மையாக இருக்கும்‌, எனவே,
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ந ஓதம்‌ என்ற சமதளங்களுக்கிடையே டமற்பரப்பு 

இருக்காது, 6 

இதை இரு தகடு கன அதிபரவளைவுரு என்கிறோம்‌.(119 0௭ம்‌ 
of two sheet). 

    படம்‌ ர 

711. காம்‌ விவாதித்த மூன்று சமன்பாடுகளும்‌, 

ax? + by? + cz? = 1 ்‌ 

என்ற சமன்பாட்டில்‌ அமைகிறது. 

ab, coe ற மூன்று எண்களும்‌ மிகையாக இருந்தால்‌, மேற்‌ 
பரப்பு ரீள்‌ வளைய கோளமாகும்‌. 

க, உ என்ற மூன்று எண்களில்‌ ஏதாவது இரண்டு மிகை 
யாகவும்‌, மூன்றாவது குறையாகவும்‌ அமைந்தால்‌, மேற்பரப்பு 

ஒரு தகடு கன அதிபர வளைவுரு ஆகும்‌. 

ab, crm எண்களில்‌ ஏதாவது ஒன்று மிகையாகவும்‌, 

மற்ற இரண்டு குறைவாகவும்‌ அமைந்தால்‌ இரு தகடு கன அதி 

யரவளைவுரு ஆகும்‌. 

எனவே, ஐ -- ற? 3. மர - 1 என்ற சமன்பாடு மைய இரு 

படி மேற்பரப்பை குறிக்குமெனலாம்‌. இவைகளுக்கு, (0, 0,0) 

மையப்புள்ளியாகவும்‌, நிலை சமதளங்கள்‌ தலையாய சமதளங்களா 

கவும்‌, நிலை அச்சுகள்‌ தலையாய அச்சுகளாகவும்‌ அமைகின்றன. 

72. இருபடி மேற்பரப்பை நேர்கோடு சந்திக்கும்‌ விதம்‌ : 

axt + by? ஆனா =1 உ)
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என்ற இருபடி மேற்பரப்பை, 

ISS ate = we “ஜு 

என்ற நேர்ச கோடு சந்திக்கும்‌ புள்ளிகளைக்‌ கண்டுப்பிடிக்க, 

(2) சமன்பாடு குறிக்கும்‌ நேர்கோட்டின்‌ மேலுள்ள புள்ளி 
பின்‌ அச்சு தூரங்களை (4 /, ௭. 310) என்று எடுத்துக்‌ 
ஏிகொள்ளலாம்‌. இந்தப்‌ புள்ளி (1) மேற்பரப்பில்‌ மேல்‌ இருந்தால்‌, 

a(d tir)? +b(B+mr)? +e(¥t+nr) =1 

re (al? + bm? + cn?) + 2r (abl + bBm + cYn) 

+ (al? + BB? + cy? — 1)=0 ww. (A) 

இந்த சமன்பாட்டிற்கு 3), 3) என்று இரு மூலங்கள்‌ உள்ளன. 

எனவே, நேர்க்கோடு இருபடி மேற்பரப்பை இரு புள்ளிகளில்‌ 

வெட்டுகிறது. 

குறிப்பு . . 
சமதளத்தில்‌ மேலுள்ள கேர்க்கோடுகள்‌ மேற்பரப்பை இரு 

புள்ளிகளில்‌ வெட்டுவதால்‌, இருபடி மேற்பரப்பின்‌ சமதள வெட்டு 

முகம்‌ ஒரு இருபடி வரையாகும்‌. 

பயிற்சி 50 

1, 7x? — 18y2 + 622 = 8 என்ற மேற்பரப்பை, 

  x—2 +2 5 = A = %@ 41) 

என்ற நேர்க்கோடு சந்திக்கும்‌ புள்ளிகளைக்‌ கண்டுபிடி, 

2, இருபடி மேற்பரட்பின்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக 

மூன்று அரை விட்டங்களின்‌ வர்க்கங்களின்‌ தலைகீழான எண்‌ 
_ களின்‌ கூட்டுத்தொகை ஒரு மாறிலி என்று காண்பி, 

73. தொடுதளம்‌, தொடுகோடுகள்‌ : 

axa 4 by + cz = 1 என்ற மேற்பரப்பின்‌ மேலுள்ள 

(BY) tearm YyshaPuler aflumadé Orc gud கேர்க்கோட்டின்‌
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சமன்பாடு 

%-௭ஓ_ர-தி சக ்‌ 
இட ர்க்‌ த. Fa: aoe (1) 

(ols Bs Y) என்ற புள்ளி மேற்பரப்பின்‌ மேல்‌ இருப்பதால்‌, 

Gol? 4 BB? + cY? = 1 
எனவே, 

r? (al? + bm* + cm?) + 2r (acdi+bBm + cyn) 

+ (acl? + 6B? + cY¥? —1) = 

என்ற சமன்பாட்டின்‌ ஒரு மூலம்‌ பூச்சியமாகிறது சேர்க்கோடு 

மேற்பரப்பை தொடவேண்டுமானால்‌, இன்னொரு மூலமும்‌ பூச்சிய 
மாக வேண்டும்‌. 

எனவே, 

adi + bBm + cYn = 0 vw. (2) 

(1. (2) சமன்பாடுகளிலிருந்து 7, 1, ௨ என்ற உறுப்புகளை 
நீக்கினால்‌, 

Gok (x — oh) + IB (y த) 9-3) = 9 
இ.து தொடுகோடுகளின்‌ கியமப்பாதையாகும்‌. 

கைச + c¥z = ad® + DB? + cY¥? — 1 we (3) 

இது ஒரு சமதளத்தைக்‌ குறிக்கிறது. 
(8) சமன்பாடு (ல, 8, 3) புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடு 

தளத்தைக்‌ குறிக்கும்‌, 

7:31. தொடு தன்மைக்கான நிபந்தனை 

ix + my + nz = ற Werp sugomb ox? + by + cz? = 1 
என்ற மேற்பரப்பை தொட்டால்‌, அதநிகான நிபந்தனையைக்‌ 

கண்டுபிடிக்க. 

இந்த சமதளம்‌ மேற்பரப்பை (ல, 8, 3) என்ற புள்ளியில்‌ 
தொட்டால்‌, அந்தப்‌ புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடுதளத்தின்‌ 

சமன்பாடு, 

௯ சர + c¥z = 1 see (2) 

(1), (2) சமன்பாடுகள்‌ ஒரே சமதளத்தைக்‌ குறிக்கிற து.
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எனவே, 

821 
ர மு on - p 

x ot pa oe 
l= ap" = 

n 

நஜ: 
எனவே, சமதளத்தின்‌ தொடுபுள்ளி 

i. n 2 ௩ 
Gp a) 

இந்தப்‌ புள்ளி ஐ” + by* + cz 
மேல்‌ இருப்பதால்‌, 

3 என்ற மேற்பரப்பில்‌ 

| 

m? al? at 
  

en? 

Bp ர்‌ ஜூ! 

p= + i
e
 

o|
% nt 

+ 
ஆகவே, 

்ட்ரறுர2- 3 V5 + 4a 4 
௦ 

என்ற சமதளம்‌, இருபடி: மேற்பரப்பைத்‌ தொடுகிறது 

7:311. குத்துத்‌ தொடுதள கோளம்‌ 

ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக மூன்று தொடுதளங்கள்‌- 

ax? 4 by? + ¢z? 

சந்திக்கும்‌ புள்ளிகளின்‌ நியமப்பாதையைக்‌ கண்டுபிடிக்க, 

3 என்ற மேற்பரப்பின்‌ மூன்று தொடு: 

தளங்களின்‌ சமன்பாடுகளை, 

hx tmy + mz= fe qm ட 
a b ௦ 

(1) 

த்‌ [உ m,” nF eX + Mgy + Maz = ஆத ட ப்ர. ௮ உ. 
a ம்‌ 2 

I,x-+m,y+ngz fe + Mgt 
a 

we (Bh 
6 

இவைகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக அமைந்தால்‌,
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1, m, + Igmy +1, ms = 0 

myn, + myn, + mgng = 0 

m 1, + lpg + 19 ly = 0 

மீ, ஈடு என்ற உறுப்புகள்‌ திசை கொசைன்களைக்‌ குறிப்பதால்‌, 

. அதுபோல்‌, ட 

ட ர 1 பீ 4/0 41 

i + mi +a? =1 my? + mg? + mg? = 1 

In? + mg? +n? =1 mo tut+ngi=l 

3, 2, 9, சமன்பாடுகளை வர்க்கப்படுத்திக்‌ கூட்டினால்‌, 

பன்‌ அன அக பணம்‌ அய ம) 

ணை பவை ப கப்பை ய ய 

+ 22x (mh + ml? + rglg)+2xy (1pm, +l3m? * 7/0) 

= A bt + et) + EC + mg? + mg?) 
L 

+ (my? + mg? + 1g?) 

இது ஒரு கோளத்தைக்‌ குறிக்கிறது. இந்தக்‌ கோளத்தைக்‌ 

குத்துத்‌ தொடு தள கோளம்‌ என்கிறோம்‌. 

பயிற்சி 51 

1. 2x* — By? 4 427? ௪ என்ற இருபடி மேற்பரப்பிற்கு, 
ஜீ ஒி47-0,220 என்ற நேர்க்‌ கோட்டிற்கு இணையாக 

வரையப்படும்‌ தொடுதளங்களின்‌ சமன்பாடுகளைக்‌ கண்டுபிடி. 

2, [ஐ ச 17 0 என்ற சமதளம்‌ 9%” - by? + 
4 17 0 என்ற இருபடி மேற்பரட்பைத்‌ தொடுகிறதென்று 

நிரூபி,
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த ஆர்‌ தத z க A + o+ i6¢ = 1 என்ற நீள்‌ வளைய மேரணத்தை. 

சீற்ற பே V209 என்ற சமதளம்‌ தொடுகிறதென்றூ 
காண்பி. 

74. செங்குத்துக்கோடு 

இருபடி. மேற்பரப்பிற்கு அதன்‌ மேலுள்ள புள்ளியில்‌ வரை: 
யப்படும்‌ செங்குத்துக்கோடு அந்தப்‌ புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌. 

தொடுதளத்திற்குச்‌ செங்குத்தாக இருக்கவேண்டும்‌ 

0 ற ௧4 ௬1 என்ற மேற்பரப்பிற்கு (6. 8, 3). 
என்ற புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ தொடுதளத்தின்‌ சமன்பாடு, 

adx + bBy + c¥z = 1 

எனவே, (௮, 8. 3) என்‌ ற புள்ளியில்‌ வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ 

கோட்டின்‌ சமன்பாடு, 

x-ad _y-B 2-3 = வயம்‌ = 
ஜல்‌ bB cy 
  

7:41... ஒரு புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ செங்குத்துக்கோடுகளின்‌- 

எண்ணிககை ்‌ 

(oh; BY) என்ற புள்ளியில்‌ ஐ + by* + cz? - 1 என்ற. 
இருபடி . மேற்பரப்புக்கு வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோடு: 

(py சபி என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌, 

டப படட இரத உட்ச ட யு டடம ட 
dere? Tien?’ Tex 

(4, 8, 5) மேற்பரப்பின்‌ மேல்‌ இருப்பதால்‌, 

a ie + 5-—2 + கட்ட = 
(1 + 7a) (1 +65 p)* (1+ cr? 

இது ), ல்‌ ஆறாவதுபடி சமன்பாடாகும்‌. 

இதன்‌ மூலங்கள்‌ Ay, Kas Na: ப % ட என்பவை 
ஆறு மூலங்களுள்‌ ஒவ்வொன்‌ ஈனுக்கும்‌ தக்கவாறு :4, 8, 3/:க்கு. 

ஆறு மதிப்புகள்‌ கிடைக்கும்‌,
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எனவே, கொடுக்கப்பட்ட புள்ளியின்‌ வழியாக ஒரு இருபடி. 
மேற்பரப்புக்கு ஆறு செங்குத்துக்கோடுகள்‌ வரையலாம்‌, 

TAT செங்குத்துக்‌ கோடுகளின்‌ அடிகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 
வளைகோடு 

செங்குத்துக்‌ கோடுகளின்‌ அடிகள்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 
'வளைகோட்டின்‌ சாராமாறி சமன்பாடு 

ட ஜே வ தனம்‌ டு. 
* ௮.2 ப பறட A) 

இந்த வளைகோடு ஈழ. என்ற சமதளத்தை வெட்டும்‌ 
புள்ளிகள்‌ 

Ix, my, MZ, 

TiaX + 6x + Tex 7? 
என்ற சமன்பாட்டால்‌ கிடைக்கும்‌. 

இங்கு -க்கு மூன்றுபதிப்புகள்தான்‌ கிடைக்கும்‌, 

ஆகையால்‌ (க) என்ற வளைகோடு எந்த சமதளத்தையும்‌ 
மூன்று புள்ளிகளில்‌ சந்திக்கிறது, எனவே வளைகோட்டை 
முப்படி வளைகோடு என்கிறோம்‌: 

“7.4 111. ஒரு புள்ளி வழி செங்குத்துக்கோடுகளின்‌ வழியே வரையப்‌ 
படும்‌ இருப்பு கூம்பு 

Gp Vi, 21) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ ஏதாவ 
*தொரு நேர்கோட்டின்‌ சமன்பாடு 

படற டட வர்‌ ப ஜீ மே 
tm an () 

Qos நேர்கோடு, ஒரு புள்ளி (0) நூ சப) வழி செங்குத்துக்‌ 
கோடுகளின்‌ அடிகளின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ மூன்றாம்படி 
aster Camco, 

fgets OE gs oN gree. [* 22" பட? க] 
அந்தித்தால்‌ 

உட ட ம்‌... உ ட. 
1 1 ஜட ex 7 

ர்‌ m n
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ப _ இப _ சபா 
1+ar 142). 13௬) 

இதிலிருந்து 9-8 நீக்கினால்‌, 

      

> (b—c)+ க (c—a)+ a (a—b)=0 (2) 

(1), (2) சமன்பாடுகளிலிருந்து 7, ஈட, ஈ என்ற உறுப்புகளை 

நீக்கினால்‌ நமக்கு கிடைப்பது 

(2-2) by, (c—a) ez, (a—b) =0 (A) 
n—ny a ந) + zZ—Z, ( ) 

Qs ஒரு இருபடி கூம்பை குறிக்கும்‌, (0, 30. 21) என்ற 
புள்ளியின்‌ வழியாக வரையப்படும்‌ நேர்கோடு 

ட. அனு உன்னை சு 
22.22 1.1“ நம்து 

என்ற மூன்றாம்படி வளைகோட்டை சந்தித்தால்‌ அந்த நேர்கோடு 

மேற்கண்ட கூம்பின்‌ பிறப்பரக்கியாகும்‌, அப்படி வரையப்படும்‌ 

நேர்கோடுகளில்‌, ஒரு புள்ளி வழி செங்குத்துக்‌ கோடுகளும்‌ 

சேரும்‌, எனவே, ஒரு புள்ளி வழி செங்குத்‌துக்கோடுகள்‌ ஆறும்‌ 
4க) சமன்பாடு குறிக்கும்‌ கூம்பின்‌ பிறப்பாக்கிகளாகும்‌, 

பயிற்சி 52 

ட x? ந z ன 

1. ரா த தாடா =1 

என்ற ரீள்வளைய கோளத்திற்கு வரையப்படும்‌ இரு செங்குத்துக்‌ 
கோடுகள்‌ ஐ-ட_ஐ.492-0 என்ற சமதளத்தின்மேல்‌ இருக்குமென 

காண்பி. அந்தக்‌ கோடுகளின்‌ அடிகளை கண்டுபிடி. 

2. (ol, 2, 5) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ சென்று, 

x? நு? ze 
அ. ஒட பம —~ =1 கர்‌ இடர்‌ எடு 

என்ற இருபடி மேற்பரப்புக்கு செங்குத்து கோடுகளாக உள்ளவை 
2=0 என்ற சமதளத்தை வெட்டும்‌ புள்ளிகள்‌, 

(b* —¢?)Bx+ (c?—a" dl y+(a’—b?)xy=0 z=0 
சான்ற இருபடி வளைவரையின்மேல்‌ அமையுமென்‌ று நிரூபி.
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x? y? zt ரு 

3. at +33 ர 

என்ற நீள்வளைய கோளத்திற்கு ((, 8, *0(8 8௨3 
என்ற இரு புள்ளிகளில்‌ வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோடுகள்‌ 
சந்திக்க வேண்டுமானால்‌, 

(1-9) _ (2), _ (ட 
diol, ஜு ட 3 

என்று நிரூபி. 

4. ஒரு மைய இருபடி மேற்பரப்புக்கு வரையப்படும்‌ ஒரு- 
புள்ளி வழி செங்குத்துக்‌ -கோடுகள்‌ தலையாய சமதளம்‌ ஏதாவ- 
தொன்றை ஆறு புள்ளிகள்‌ சக்திக்கிறதென்றும்‌ அந்த புள்ளிகள்‌ 
ஒரு செவ்வக அதிபர வளைவின்மேன்‌ அமையுமென்றும்‌ நிரூபி, 

7-5... ஒரு புள்ளியின்‌ இசைத்தளம்‌ 

க்‌ என்ற புள்ளியின்‌ வழியாக இருபடி மேற்பரப்புக்கு. 
வரையப்படும்‌ ஏதாவதொரு நாண்‌ மேற்பரப்பை P, 0 என்ற. 
புள்ளிகளில்‌ வெட்டினால்‌, : 

(AR, PQ)=—-1astrp AA ge Haycrar ysiraf Rast கியமப்‌- 
பாதையே த ன்‌ இசைதளமாகும்‌, 

(4 $ீ 3) என்பவை &-ன்‌ அச்சு தூரங்களாகவும்‌ (41, Vis 
சய) என்பவை நன்‌ அச்சு தூரங்களாகவும்‌ கொள்க. AR என்று. 
விகிதத்தில்‌ பிரிக்கும்‌ புள்ளியின்‌ அச்சுதூரங்கள்‌, 

(Ants) Amt+B Aa) 
X4T J? QFE? TEX 
  

என்றாகும்‌, 

இந்த புள்ளி ஐ23--2)24௦2₹-1 என்ற மேற்பரப்பின்மேல்‌. 
இருக்தால்‌, 

(ல) (9020) ய 
என்றாகும்‌. 

அதாவது 

5, (டர்ற்றபி ௮221) 42),(4% 622, 1) 
4 (கவ 4சஇ னைறு 0
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இதன்‌ இரண்டு மூலங்களான 1. 5, 9 என்ற புள்ளிகளை 

குறிக்கும்‌: (க PQ )=—1 ore GO Xi—A_=P 

gore, dbx, +bByitcY¥a=1 <pmaumd (ஈடி நட சய) 
என்ற புள்ளியின்‌ நியமப்பாதை 

aax+bBytcyz=1 

இதை (4, 8, 3) என்ற புள்ளியின்‌ இசைத்தளமென்கிறோம்‌. 

ர.51. இசைப்புள்ளி 

ae+by * மூ என்த மேற்பரப்பை பொருத்து, 

bet-my-tnz=p என்ற சமதளத்தின்‌ இசைப்‌ புள்ளியை கண்டு: 

பிடிக்க- 

இசைப்‌ புஎ னியின்‌ அச்சுதூரங்கள்‌ (1, 8, 37) எனக்கொள்க... 

அப்படியாயின்‌ (4, ந, 3)-ன்‌ இசைத்தளத்தின்‌ சமன்பாடு 

aokx + bBy+cyz=1 

எனவே, 

ot Bey 4. 
CT mm” np 

ஆகையால்‌, 
i m n 

லதா த்‌ ர லு 

a ம அட 
[சா bp’ | 

என்ற அச்சு தூரங்கள்‌ Ix+my+nz=p என்ற சமதளத்தின்‌ 

இசைப்புள்ளியாகும்‌. 5 

7, 52. இணையியப்‌ புள்ளிகள்‌--இணையிய தளங்கள்‌ 

மைய இருபடி மேற்பரப்பைப்‌ பொருத்தவரை, என்ற புள்ளி' 

யின்‌ இசைத்தளம்‌ 0 என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌, P-sor 

இசைத்தளம்‌ 1-ன்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌, 

£-ன்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ (ட 8, 7/0 என்று கொள்க. அதன்‌ 

இசைத்தளம்‌, 

aly X58, y+e¥1Z=1 HSI Q (oka, 8௨37௮) என்ற புள்ளி! 
யின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌, 

9
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கட வரச்‌ 8) னி 3,௮71 
சான்ற நிபந்தனைக்கு ' கட்டுபட வேண்டும்‌. இந்த நிபந்தனை 
ols dy என்ற உறுப்புகளில்‌ சமச்சீராக அமைவதால்‌, டென்‌ 
இசைத்தளம்‌ 2-ன்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌. இப்படிபட்ட இரு புள்ளி 
“களை இணையியப்‌ புள்ளிகள்‌ என்கிறோம்‌. 

Lizhxtmytnz—p,=0 worm தளத்தின்‌ இசைப்புள்ளி 
LeBlyx+mgytng2—pyg=o soit mY sor 5 Hci nod SOM HISD, 

.சீரன்‌ இசைப்புள்ளி 
5: i, my, 711 விட்ட அப பம 

ap” bp, ae) 
ஆகும்‌. இந்த புள்ளின்‌ மேல்‌ இருந்தால்‌, 

  

4 my La —— +m, 7 +n, = Ie Dy, +i bp, +N, Py Pa 

. அதாவது, . 
5 1] mm mn 

கழ SS 1 =p. Ps 
இது /, [என்ற உறுபபுகளில்‌ சமச்சீராக உள்ளதால்‌ டின்‌ 
இசைப்புள்ளி 1,,-ன்‌ மேல்‌ இருக்கும்‌. 

இப்படிபட்ட இரு தளங்களை இணையிய தளங்கள்‌ என்கிறோம்‌. 

7.53: இசைக்கோடுகள்‌. 

ax*+byi+tezi=1 என்ற இருபடி மேற்பரப்பைப்‌ பொருத்த 
வரை, 7, நேர்கோட்டின்‌ மேலுள்ள புள்ளிகளின்‌ இசைத்தளங்கள்‌ 
9 என்று கேர்கோட்டின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌. 

hs |, tsp நேர்கோடுகளை இசைக்கோடுகள்‌ என்கிறோம்‌. 
ரன்‌ சமன்பாடு 

x-h _y-B _ y-y¥ 
ப m n 

  

எனக்‌ கொள்க, அதன்‌ மேலுள்ள புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ 

(வசு, பர, 3) என எடுத்துக்‌ கொள்ளலாம்‌. ax? + by? 4 

eai=1 git MunG Sg) (k+l, B+mr, ¥xn)-<ir இசைத்தளத்‌ 
Ser sinsrut@® axfaltir) + by (B + mr) + cz (¥ + nr) = 1 
அதாவது, 

[atx + bBy + c¥2 — 1] 

+r[alx + bmy -+ enzJ=o
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இங்கு 47” மாறும்‌. எப்படியாயினும்‌ இந்த சமதளம்‌ 

adx + bBy + c¥z—1=0 

alx + bmy + cnz =0 

என்ற நிலையான சமதளங்கள்‌ சந்திக்கும்‌ கேர்கோட்டின்‌ மூலமாக 

செல்லும்‌: இர்த கேர்கோட்டை. /% எனலாம்‌, 

7. 54. இணையியக்‌ கோடுகள்‌ 

l,m என்று இருகோடுகளை எடுத்துக்‌ கொள்க. [', ஈ' என்‌ 

பவை இவைகளின்‌ இசைக்கோடுகளாகக்‌ கொள்க. 

ஈ்‌ என்ற நேர்கோடு 7 என்ற கேர்கோட்டை சந்தித்தால்‌, 

என்ற நேர்கோடு ஈ என்ற கேர்கோட்டை சந்திக்கும்‌; 

7, ட என்ற நோ கோடுகளின்‌ சமன்பாடுகளை 

உஷ்‌ 9-9. HE, 
hom ny 

௦ 28% _ 27% 
4 mM Ng 

என்க, 

ன்‌ சமன்பாடு 

ay x48, pteYsz—1=0 

al, x-+bm, y+onz=0 

ரட்‌ என்ற சமன்பாடு 

சல்ச்$-லி/,2--1-௪ 

al,x+-bmyy+cngz=0 

ற்‌ என்ற நேர்கோடு [என்ற CmiGam om சந்திப்பதற்கான 

நிபந்தனையைக்‌ கண்டுபிடிக்க: 

1 என்ற நேர்கோட்டின்மேல்‌ ஏதாவதொரு புள்ளியின்‌ அச்சு 

தரங்களை (dithry ணப அட்டி என்று கொள்ள 

லாம்‌, இந்த புள்ளி ர்‌ என்ற நேர்கோட்டின்மேல்‌ இருந்தால்‌, 

. சஷி (வொய்‌ + dBo( By tmar)+ev%atVit mry—1—o=0 (1) 

al (clit lars) + bmg( Bi +ar1) +ens(Vi +m) =0 (8) 

(1) சமன்பாட்டை சுருக்கினால்‌ 

Tat, dg t5By Batey: Y2—1]+ri[ahols 
+bmB,+¢n¥,J=o
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[ப ஷ்ர்ச்சிபட வடு 1] n= —   
Lalla + bm, Ba+en,¥,] 

  

(2) சமன்பாட்டை சுருக்கினால்‌, 

(algeky + bmg, beng ¥y)-+ry [aly Iy + 
+bmym, 4 cn ng)=o 

இல [0 ச 8 டிப பவ வண்டி ட்ட டட சிமம்‌ 1 மய 
[119 -ச்சபாடி பாவி 

எனவே, 

(வம்ப ஜுலி) 1) (ஸிப்‌ னமாலி 

(1149-9. (ட ரசி பப 

இது எப, ஒட. Ly, 1ட- என்பவைகளில்‌ . சமச்சீராக இருப்ம 
தால்‌, இதே நிபந்தனை 1' என்ற நேர்கோடு % என்ற நேர்கோட்டை 
சந்திப்பதற்கான து, 

11 என்ற ரோர்கோடுகளை இணையியக்‌ கோடுகள்‌ எனலாம்‌, 
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QxP+byt+e22=1 என்ற மேற்பரப்பை பொருத்து, 
சலப பம” டி2-1 என்ற டமற்பரப்பின்‌ தொடுதளங்களின்‌ 
இசைப்புள்ளிகளின்‌ நியமப்பாதையைக்‌ கண்டுபிடி, 

Be ae | ey REX SE oe 4 

என்ற மேற்பரப்பின்‌ தொகுதியைப்‌ பொருத்தவரை ]% 4). ஈழ . 

nz = ற என்ற சமதளத்தின்‌ இசைப்‌ புள்ளியின்‌ நியமப்பாதை. 
ஒரு நேர்கோடென நிரூபி, 

8. x? — Qy? + 7 4 4௮0 என்ற மேற்பரப்பைப்‌ பொருத்த. 
வரை, 

உ மி அம 
ர ல. 

என்ற நேர்கோட்டின்‌ இசைக்கோட்டைக்‌ கண்‌ டுபிடி. 

(௭, 8,3) என்ற கிலைபான புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல: 

லும்‌ நேர்கோடுகளின்‌ இசைக்‌ கோடுகள்‌ , 

ax? திமு ௮ மூ) சலபி அமிழுர பவர்‌ ௨1
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என்ற இரு மேற்பரப்புகளைப்‌ பொருத்தவரை, ஒரே சமதளத்தின்‌ 

. ஒமல்‌ அமையுமென நிரூபி, 

be ax? + by tow 1 என்ற மேற்பரப்பைப்‌ பொருத்த 

வரை, 

x—-di_ தீ 2-3     

      

4 my, ny 

x= விர 23% 
L, My Rg 

என்ற நேர்கோடுகள்‌ இசைக்கோடுகளாக இருக்கவேண்டுமானால்‌, 

அதற்கான நிபந்தனையைக்‌ கண்டுபிடி, 

1 6- அணைத்துக்கொள்ளும்‌ கூம்பு :. 

ஒரு மேற்பரப்புக்கு, ஒரு புள்ளியின்‌ வழியாக வரையப்படும்‌ 

டதொடுகோடுகளின்‌ நியமப்பாதை கூம்பாகும்‌. 

மேற்பரப்பின்‌ சமன்பாடு ஐ -* by? + c2* = 1 என்றும்‌ 

புள்ளியின்‌ அச்சு தூரங்கள்‌ (4 23) என்றம்‌ எடுத்துக்கொள்க- 

அந்தப்‌ புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ ஏதாவதொரு கேர்‌ 

கோட்டின்‌ சமன்பாட்டை, 

x— 2X அத ey (1) =a ஓட்டம்‌ க்ஷ 
ர்‌ m 

எனலாம்‌. இந்த கேர்கோடு மேற்பரப்பைப்‌ பொருத்தும்‌ 

(0௭8௯6) புள்ளிகளில்‌ சந்தித்தால்‌, 

(௯36௩ வற)“ (வ + bm? + cn") 

(ach* + 6B? + cY*? ~ 1) we 

1, 2, சமன்பாடுகளிலிருந்து 7, ௬, 1 என்ற உறுப்புகளை 

நீக்கினால்‌, 
ம 

[aol (x — dt) + 6B (y — B) + ¢e¥ (2 -— YD}? 

[= a(x — 4)? + b(y— B)* +e@—97T 
[ச + bB* + c¥* — 1] ww (A) 

S = ax? + by? + cz?#—1 
S$, = ah? + bB2 4+ cy? —1 

T = atx + bBy + eyz—1 
எனவும்‌ எடுத்‌ துக்கொண்டால்‌,
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(A) சமன்பாடு 

(T—S,)? = (S + 8, — 2T) 

9 ஆ 

இதுவே, அனைத்துக்கொள்ளும்‌ கூம்பின்‌ சமன்பாடாகும்‌. 
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3. ம-ஐ உச்சியாகக்கொண்ட நீள்‌ வளையக்‌ கோளத்தை, 

பக அடர | 
[2௪2 ய 

அணைத்துக்கொள்ளும்‌ கூம்பை z — 0 என்ற. சமதளம்‌ வெட்டு 
மூகம்‌ ஒரு செவ்வக அதிபர வளைவு என்று காண்பி. 

2. வயி ப துப. ம யர என்ற மைய இருபடி மேற்பரப்‌ புக்கு, ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று தொடுகோடுகள்‌ ஒரு புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌, அந்தப்‌ புள்ளியின்‌ நியமம்‌ பாதை என்ன £ 

, 8. மி என்ற புள்ளியை உச்சியாகக கொண்டு, 
x? ya z 

at get wal 
என்ற நீள்‌ வளையக்‌ கோளத்தை அணைத்துக்கொள்ளும்‌ கூம்பு z= Ocrorm சமதளத்தால்‌, ஒரு வட்டத்தில்‌ வெட்டப்படுகிறது. 
அப்படியானால்‌, P-cér நியமப்பாதை என்ன ? 

77. அணைத்துக்கொள்ளும்‌ உருளை : 

இருபடி மேற்பரப்புக்கு, கொடுக்கப்பட்ட கேர்கோட்டிற்கு. 
இணையாகவுள்ள தொடுகோடுகளின்‌ நியமப்பாதையே மேற்‌ பரப்பை அணைத்துக்கொள்ளும்‌ உருளையாகும்‌, 

ax? + by? + cz? = 1 என்ற மேற்பரப்புக்கு, 

அ ப்பு அ 
mon 

என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவுள்ள பிதுப்பாக்கிகளைக்‌ 
கொண்ட அணைததுக்கொள்ளும்‌ உருளையைக்‌ கண்டுபிடி,
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அணைத்துக்கொள்ளும்‌ உருளையின்மேல்‌ (0, 823) என்ற 

புள்ளியை எடுத்துக்கொள்க. அதன்‌ வழியே செல்லும்‌ பிறப்பாக்கி: 

யின்‌ சமன்பாடு, 

உ _ ச்ச பச்‌ 
்‌ m n 

இந்த நேர்கோடு இருபடி மேற்பரப்பைத்‌ தொட்டால்‌, 

(atl + bBm + c¥n)* = (al* + bm* + cn*) 

(ack? + bB* +c¥—1 

எனவே, (௨, (8, 3) என்ற புள்ளியின்‌ நியமப்பாதை; 

(alx + bmy + cnz)* = (al* +- bm? + cn?) 

(ax® + by*® + ez? — 1 

என்றாகும்‌. இதுவே, அணைத்துக்கொள்ளும்‌ உருளையின்‌ சமன்‌: 

பாடாகும்‌. 
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x நு” றீ 

1, தரநிலை அச்சுக்கு இணையாக ze + ர்‌ + aulsdD 

8ீள்வளையக்‌ கோளத்தை அணைத்‌ துக்கொள்ளும்‌ உருளையின்‌ 

சமன்பாடென்ன? 

2, x 
Va*—b° 
  

6
1
%
 

ய
ு
 

என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவுள்ள பிறப்பாக்கிகளையுடைய, , 

ஜ்‌ y* a 
atrte 

என்ற நீள்வளையக்‌ கோளத்தை அணைத்துக்கொள்ளும்‌ கூம்பு 

2௨0 என்ற சமதளத்தை வட்டங்களில்‌ சந்திக்கிறதென்பது 

நிரூபி, 

3. ஒரு மைய இருபடி மேற்பரப்பை பொருத்து, & என்ற 

புள்ளியை உச்சியாகவுடைய அணைத்துக்கொள்ளும்‌ கூம்பின்‌ 

தொடுதளங்களும்‌, ௧ என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாகவுள்ள 

பிறப்பாக்கிகளையுடைய அணைத்துக்கொள்ளும்‌ உருளையின்‌ 

தொடுதளங்களும்‌ சந்திக்கும்‌ நேர்கோடே AB-cr இசைக்‌ 

கோடென்று நிரூபி.
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7.8. கொடுக்கப்பட்ட புள்ளியை மையமாகவுடைய வெட்டுமுகம்‌ : 

உலர 2௨0 
i m n 

என்ற காணின்‌ மையப்புள்ளி (, 8, 3) என்றால்‌, ர" (al? + bm? + 

en?) + 27 (achlI4+bBm-+-c¥n) + (al? +bB*+c¥'—1)=0 என்ற 

சமன்பாடு 7*-£* என்ற விதத்தில்‌ இருக்கவேண்டும்‌. ஆதலால்‌, 

aoll+bBm-+eYn=0 srerGou, (ol, B. ¥) Tet D புள்ளியை மைய 

மாகவுள்ள நாண்கள்‌ acl(a—c) + bBiy- B)+c¥(z—¥)=0 என்ற 

'சமதளத்தின்மேல்‌ அமையும்‌: இந்தச்‌ சமதள மமேற்பரப்பை, 

இருபடி வளைவரைவெட்டும்‌. அந்த வளைவரைக்த (4 B, Y) 
மையப்புள்ளியாகிற து, 

பயிற்சி 56 

1. ஜம —5229=1 ort pM மேற்பரப்பை (2, 9, 4) என்ற 
யுள்ளியை மையமாகவுள்ள இருபடி வளைவரையில்‌ வெட்டும்‌ 

சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கண்டுபிடி. 

2, ஒரு இருடி மேற்பரப்பின்‌, இணையான சமதள. வெட்டு 
முகங்களின்‌ மையப்‌ புள்ளிகள்‌ , மேற்பரப்பின்‌ விட்டத்தின்‌ மேல்‌ 
இருக்குமென்று காண்பி. 

3, மைய இருபடி மேற்பரப்பின்‌ வெட்டுமூகங்கள்‌ ஒரு கேர்‌ 
கோட்டிற்கு, இணையாக தருந்தால்‌, அந்த வெட்டுமுகங்களின்‌ 
மையப்புள்ளிகள்‌ ஒரு சமதளத்தின்‌ மேல்‌ இருக்‌ )மென நிரூபி. 

4. ax?+-by+ez? =1 cer மேற்பரப்பின்‌ வெட்டுமுகங்கள்‌ 
olin? + 3) 3221 என்‌.ற Bopurtimus Domirav, 2500 

மையப்‌ புள்ளிகளின்‌ கியமப்பாதையை கண்டுபிடி. 

7.81 இணை நாண்களின்‌ மையங்களின்‌ நியமப்பாதை : 

      

st ws த்‌ டத 
கண்கள்‌ = 2 2 என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணையாக 

'இருக்கவேண்டுமானால்‌, அவைகளின்‌ சமன்‌ பாடுகளை 

இலன்‌ _ இதி. இட்டு 
1 m ன்‌ n 

எனக்‌ கொள்ளலாம்‌. 

இவைகளின்‌ மேலுள்ள எந்த புள்ளியும்‌ சஐ£- ட 1௦2121 
என்ற மேற்பரப்பின்மேல்‌ இருந்தால்‌,
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p (al? --bm* +cn*)+2r(aoll-+bBm 

+¢¥n)+(del* +58? +eY’—1) =0 

(hy Bs ¥) என்பதை நாண்களின்‌ மையப்புள்ளியாகக்‌ 
கொண்டால்‌ 29/46 லி/ஈ- என்றாகும்‌. 

எனவே, (4, ”. 3) என்ற புள்ளியின்‌ நியமப்பாதை, 

aolx-+bBy+ c¥z=0 oraro சமதளத்தைக்‌ குறிக்கும்‌. 

பயிற்சி 57 

1. axttby’tcz2=1 என்ற மேற்பரப்புக்கு (ல ௫ 

என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ நாண்களின்‌ மையப்‌ 

புள்ளிகளின்‌ நியமப்பாதையைக்‌ கண்டுபிடி, 

2 ac+by?tez*-1 என்ற மேற்பரப்பின்‌ நாண்கள்‌ % -- 0 

என்ற சமதளத்திற்கு இணையாகவும்‌, 34342 = ri என்ற மேற்‌ 

பரப்பை தொட்டுக்கொண்டும்‌ இருக்தால்‌, அவைகளின்‌ மையப்‌ 

புள்ளிகளின்‌ கியமப்பாதையை கண்டுபிடி. 

பின்‌ குறிப்பு: மைய இருபடி மேற்பரப்பில்‌ 

ea 2 SU 2B 
oh தரகு OY Oe 

என்ற சமன்பாடுகள்‌ குறிஃகும்‌ மேற்பரப்புகளும்‌ சேர்ந்தவை. 

இவைகளை முறையே நீள்வட்ட கனபர வளைவு (8114ற11௦ ஐலாக௦௦1௦18) 

என்றும்‌ - அதிபரவளை வு கன பரவளைவு (113 62107116 paraboloid) 

agg அழைக்கலாம்‌, இவைகளைப்‌_த்றி பிறகு விவாதிப்‌ 

ம்‌. 
; 

பயிற்சி! 58 

1. லூ. 2-1 என்ற இருபடி மேற்பரப்புக்கு 

uslx-+-my tnz-p=0 wel’x + my + n'z—p'=0 என்ற கேர்‌ 

கோட்டின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ இரு தொடுதளங்களின்‌ கூட்டுச்‌ 

சமன்பாடு 

a (2 m'3 n’? mm’ 

m+ + Cap) aw (T+
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1 nn’ 3 a க. = = 
PP ) u a mt 2 ய்ய 0 

எனறு நிரூபி. 

2. ஜெ 6y2 4329-5 என்ற மேற்பரப்புக்கு $--9--82௯0' 
ஜ-62-5 என்ற. நேர்கோட்டின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ 

தொடுதளங்களின்‌ சமன்பாடுகளை கண்டுபிடி. 

ஹ்‌ தர்‌ தச é ப்‌ ணகி 
3. at, 4 பாரம்‌ என்ற நீள்வளைய கோளத்திற்கு. 

வரையப்படும்‌ ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான இரு தொடுதளங்‌ 
களின்‌ சந்திக்கும்‌ கோகோடு (௦, ௦, 6) என்ற நிலையான புள்ளியின்‌ 
வழியாகச்‌ சென்றால்‌, அந்த GCmiGat® x(b*+e%—k*j+y? 

றன பவட (3-ம2)-0 என்ற கூம்பின்‌ aime 
யாகுமெனக காண்‌ 

4. axi+tby?+cz*=1 என்ற இருபடி மேற்பரப்புக்கு வரை 
யப்படும்‌ தொடுதளங்கள்‌ (4, 8, 3) என்ற புள்ளியின்‌ வழி 
யாகச்‌ செஷ்லுகின்றன. அவைகளுக்கு ஆதியிலிருந்து வரையப்‌ 

ம டட 4 x ச்‌ தரி 
படும்‌ செங்குத்து கோடுகள்‌ (2-1 39-42) BPE PS 

என்ற கூம்பைப்‌ பிறப்பிசகுமென்று காண்பி, 

5: 2x®—25y? 4279-1 என்ற மேற்பரப்பை பொருத்து 

2 26)--1292 என்ற நேர்கோட்டின்‌ இசைக்கோட்டை 

கண்டுபிடி. 

6. axt+by2?+ez?=1 என்ற மேற்பரப்பை பொருத்து, 

(ol 8, 5) என்ற நிலையான புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ கேர்‌ 
கோடுகள்‌ அவைகளின்‌ இசைக்‌ கோடுகளுக்குச்‌ செங்குத்தாக. 

இருந்தால்‌, அந்த கேர்கோடுகளின்‌ நியமப்பாதையைக்‌ கண்டுபிடி 

7 axt+byte=1 astm Qouy மேற்பரப்பை 
பொருததவரை, 

  

amo vB eo 
i m n 

வசட 
1 n 

என்ற கே) கோடுகள்‌ ஒன்‌ றுக்டொன்று இசைக்கோடுகளாக 
இருப்பதற்கான நிபந்தனையைக கண்டுபிடி.
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8. மேற்கண்ட கேர்கோடுகள்‌ இணையியக்கோடுகளாக. 

அமைவதற்கான கிபந்தனையைக்‌ கண்டுபிடி, 

9. (2, 8, 4) என்ற புள்ளியை மையமாகவுடை இருபடி வளை 
aos, x°+4y°—5z7=1 என்ற மேந்பரப்பின்‌ சமதள வெட்டு 

முகமானால்‌, அந்த சமதளத்தின்‌ சமன்பாட்டை கண்டுபிடி. 

10, ஒரு கேர்கோட்டிற்கு இணையாகவுள்ள சமதளங்கள்‌ மைய: 

இருபடி மேற்பரப்பை வெட்டும்‌ இருபடி வளைவரைகளின்‌ மையப்‌ 
புள்ளிகள்‌ ஒரு நிலையான சமதளததின்மேல்‌ அமையுமென்று 

நிரூபி, 

37. மறு” 10241 என்ற மேற்‌ பரப்பின்‌ ஈமதளங்கள்‌ 
ஸ்பீட 3321 என்த மேற்பரப்பின்மேல்‌ ஏற்படுத்தும்‌ 
வெட்டுமுகங்களின்‌ மையப்புள்ளிகளின்‌ நியமப்‌ தையை 
கண்டுபிடி... 

= y = ட ன்‌ 
12. a GF = 21 என்ற நீள்வளையக கோளத்‌ 

திற்கு, (20, 8:93) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ நாண்‌ 
ன்‌ மையப புள்ளிகளின்‌ அியமப்பாதையை கண்டுபிடி- 

x eat : ee 
13. கர்ந ற =1 என்ற அதிபரவவளை மேற்பரப்புக்கு. 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான மூன்று. 
தொடுகோடுகள்‌ வரைய முடிந்தால்‌, அந்த புளளியின்‌ நியமப்‌ 
பாதை என்ன? 

x? 2 

ai ptt r= 
மி என்ற புள்ளியை உச்சியாகக்‌ கொண்டு வரையப்படும்‌ அணைத்‌ 
துக்‌ கொள்ளும்‌ கூம்பு, 2-2 என்ற சமதளத்தால்‌ ஒரு பரவளை 
வில்‌ வெடடப்பட்டால, உ.ன்‌ கியமப்பாதையை கண்டுபிடி. 

அதுவே ஒரு செவ்வக அதிபரவளைவானால்‌ £-ன்‌ நியமப்பாதை 
யென்ன? 

14. 1 என்ற நீள்‌ வட்ட கோளத்திற்கு, 

x 1. 32 ஷு 2 என்ற நேர்கோட்டிற்கு இணை த 
யாகவுள்ள கேர்கோடுகள்‌. 

ஆஅ 2 2 

@e +h +5 ௯ 1 என்ற
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நீள்வட்ட கோளத்திற்கு அணைத்துக்‌ கொள்ளும்‌ உருளைகளின்‌ 
பிறப்பாக்கிகளானால்‌, அந்த உருளைகள்‌ 2-௪ என்ற சமதளத்தை 
வட்டங்களில்‌ வெட்டுமென்று காண்பி, 

; 16, 1 என்ற புள்ளியிலிருந்து ஒரு நீள்‌ வட்ட. கோளத்திற்கு 
வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோடுகள்‌ தலையாய தளங்களை ட, 
இடி நே என்ற புள்ளிகளில்‌ வெட்டினால்‌ 0, ; 10 ; PG, =a’: 
ம்‌”: சர என்று காண்பி. 

17. ற 002 மாறிலி என்றால்‌ 2-ன்‌ நியமப்‌ 
பாதையைக்‌ கண்டுபிடி, 

18, ஒருநிள்‌ வட்ட கோளத்தின்மேல்‌ உள்ள இரு புள்ளிகள்‌ 
2, பெல்‌ வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோடுகள்‌ சக்கித்தால்‌, 0, 
நீள்‌ வட்ட கோளத்தை பொருத்து, அதன்‌ இசைக்கோட்டிற்கு 
செங்குத்தாக அமையுமென்று காண்பி, 

19 x? நும்‌ ag ள்‌ A ணிந்த le Fe + ச + a 1 என்ற நீள வட்ட கோளத்தின்‌ 

செங்குத்துக்‌ கோட்டிற்கும்‌ நிலை அச்சுக்குமிடையேயுள்ள 
குறைந்த தூரத்தின்‌ மிக அதிகமான மதிப்பு 5-2 என்று 
ஙிரூபி. 

20. ஓர்‌ இருபடி மேற்பரப்பின்மேல்‌, நிலையான தூரத்தி 
லுள்ள சமதளங்கள்‌ ஏற்படுத்தும்‌ வெட்டுமுகங்களின்‌ மையப்‌ 
புள்ளிகளின்‌ கியமப்பாதையைக்‌ கண்டுபிடி. 

x? y? ze ல 2 i ண்‌ 
21. a + pe + oF =1 என்ற நீள்‌ வட்ட கோளத்திற்கு 

ஒரு புள்ளியிலிருந்து வரையட்படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோடுகளின்‌ 

அடிகள்‌ 2, 0, 20 ௩ என்பவை. 80%, 10:82 என்ற 
இரு சமதளங்களின்‌ இசைப்புள்ளிகள்‌. 

828 ட ட$ற3 
[கக்‌ x - வி) | =0 

என்ற. மேற்பரப்பின்மேல்‌ அமையுமென்று காண்பி, 

25, நத ரை ௪ என்ற மேற்பரப்பு, 

x? y? za டட 

ர்‌ தோர்‌ தர்ர
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என்ற நீள்‌ வட்ட தகோளத்தை வெட்டும்‌ புள்ளிகளில்‌, நீள்‌ வட்ட. 

கோளத்திந்கு வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்‌ கோடுகள்‌: 

ate ட படட ற (2 

12-25) (c? ய) m'b* —c*) (a? — 5?) சம 24) (1-2 
என்ற நேர்கோட்டை சந்திச்கு மென்று நிரூபி, 

x? 

a? 

நீள்‌ வட்ட கோளத்திற்கு, அது 

ஸி ட்ட ப்‌ 
23, ++ ந ௪1 என்ற 

ன்‌ + ?்‌ + 5 ௪ 1 என்ற சமதளத்தை 

; வெட்டும்‌ டள்ளிகளில்‌ வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்கோடுகள்‌: 

abxy + beyz-cazx ட 

[gare சச | ட ககக 

மேற்பரப்பின்மேல்‌ அமையுமென்று காண்பி, 

24. ஐபி பற்ற 023 :1 என்ற மேற்பரப்பின்‌ செங்குத்துக்‌ 

கோடுகள்‌ இரண்டு Ix-+-mytnz=p என்ற சமதள த்தின்மேல்‌: 

இருக்குமென்று காண்பி, : அந்த கோடுகள்‌ ஒன்றுக்கொன்று 

செங்குத்தாக அமைந்தால்‌, 

abep* 3f.a(b + c)l*?J=z[a?(b—c) ய) என்று நிரூபி.



8. சமதள வெட்டுமுகங்களின்‌ 
அச்சுகள்‌ 

ஓர்‌ இருபடி மேற்பரப்பின்‌ சமதள வெட்டுமுகமெல்லாம்‌ 
இருபடி வளைவரைகளே என்று நாம்‌ அறிவோம்‌. அப்படிபட்ட 

வளைவரைகளின்‌ அச்சுகளின்‌ அளவுகளையும்‌ அலை களின்‌ திசை 

களையும்‌ கண்டுபிடிப்போம்‌. 

8. 1. ஒரு மைய இருபடி மேற்பரப்புக்கு அதன்‌ மையப்‌ புள்ளியின்‌ 
வழியாகச்‌ செல்லும்‌ சமதளம்‌ உண்டாக்கும்‌ வெட்டு மகத்தின்‌ 
அச்சுகளை கண்டு பிடிக்‌ 5: 

மேற்பரப்பு, சமதளம்‌ இவைகளின்‌ சமன்பாடுகள்‌ முறையே 

ax? + by? +-¢z3 = 

le-+-emy-+nz =o stot 1 Oaitch 5. 

மேற்பரப்பின்‌ மையமும்‌, வெட்டுமுக வளைவரையின்‌ மைய 

மும்‌ ஒன்றே, 

ஏதாவதொரு விட்டத்தின்‌ திசைகொசைன்கள்‌ 5), fH, 

என்றும்‌, அதன்‌ நீளம்‌ 29) என்றும்‌ கொண்டால்‌, (௨, 45 9) 
என்ற புள்ளி மேற்பரப்பின்மேல்‌ அமையும்‌. 

எனவே, 

கட்டத்த 4 ந்‌ 
wy _M4eK4Y 

y* 

(e- 8) (6-8) Ba rene 
- ஆகையால்‌, 4/5 அளவுள்ள அரைவிட்டம்‌ 
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(«- 3)" (22402 Ge) = 9 we (2) 

என்ற கூம்பின்‌ பிறப்‌ பாக்கியாகும்‌. சமதளம்‌, கூம்பை வெட்டும்‌ 

'நர்கோடுகள்‌, இருபடி வளைவரையின்‌ அரை விட்டங்களாகும்‌. 
இந்த அரை விட்‌ ங்கள்‌, அரை அச்சுகளாக வேண்டுமானால்‌, 

'சமதளம்‌, கூம்பின்‌ தொடுதளமாக அமைய வேண்டும்‌. 

அதற்கான நிபந்தனை, 

7 ட்‌ ட ni   

அதாவது, 

Y4 [ bel* + eam? + alin? J 

— Ebro +(ct+ am + tbr] 

+ (*4+m +n) =0 

இந்த 5ு”*ல்‌ உள்ள இருபடி சமன்பாட்டின்‌ மூலங்கள்‌ ர5) 3“ 

என்பவை வெட்டு முகத்தின்‌ அரை அச்‌௬ுகளின்‌ நீளங்களின்‌ 

வர்க்கங்களாகும்‌. 

அச்சுகளின்‌ திசைகொசைன்களை (),, ,4, 3) என்றால்‌, ௪௰ 

தளம்‌ கூம்பை, 

என்ற நேர்கோட்டில்‌ தொடுகிறது. அதனால்‌, சமதளத்தின்‌ சமன்‌ 

யாடு; 

1௫ 3 i 
(௪-௮ +Pr{ baa) +? al eg) = 4 

எனவ, 

1 1 1 (ஜு (0B) oe 
a a 

DAG VSS, ¥,2, 7.2 sary Ow wStiyjasir கொடுக்கும்போது, 
இரு ௮ச்சுகளின்‌ திசைகள்‌ நமக்குக்‌ கிடைக்கின்றன.
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பயிற்சி 59 

1. கீழே கொடுக்கப்பட்டுள்ள .இருபடி வளைவிரையின்‌ அரை 

அச்சுகளின்‌ நீளங்களைக்‌ கண்டுபிடி. 

1, 3x9 + Qy? + 622 = 1 

x ty +220 

2, Wxt+ yl — gral 

ox +4) +52 =0 

xt ty? 2? =i! ae 03 2. 

என்ற மேற்பரப்பை % 4 ஸூ + nz = 0 oroarM சமதளம்‌ உண்‌ 

டாக்கும்‌ வெட்டுமுகத்கின்‌ அரை.அச்சுகளின்‌ நீளங்கள்‌, 

a,ac(P + m? + n*)% $88(03 1-5) ப$, 
என்று நிரூபி. மேலும்‌, அச்சுகளின்‌ சமன்பாடுகள்‌, 

கட 4 பண்டு AE 3 sets sco டு 
m* —l உ mn (1 3) 

என்றும்‌ காண்பி, 

க டட “f= = 

3. ix + my + nz = 0 ter ego, 

By 
a த்‌ 03 

என்ற ரீள்‌ வட்டக்கோளத்தின்மேல்‌ ஏற்‌ டுத்தும்‌ வெட்டு முகத்‌. 

ணி? என்று நிரூபி, 1 ந என்பது ஆதியிலிருந்து   தின்‌ பரப்பு 

நீள்‌ வட்டக்‌ கோளத்தின்‌ கொடுக்கப்பட்ட சமதளத்திற்கு 
இணையாக உள்ள தொடுதளத்திற்கு வரைப்படும்‌ செங்குத்து 
கோட்டின்‌ நீளம்‌; . 

ன y? த 
oe ell ae Ay ட... வடு 

bee +} சச * 3 

என்ற கூம்பின்‌ தொடுதளம்‌, ஐ? + by? + c22=1 என்று 
மேற்பரப்பின்மேல்‌ உண்டாக்கும்‌ ' வெட்டுமுகம்‌ ஒரு செவ்வக. 
அதிபரவளைவு என்று காண்பி.
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5. ax? + by? + கூ 1 என்ற மேற்பரப்பின்‌ வெட்டு! 

முகங்களின்‌ அச்சுகள்‌, 

x y x 
ட்ட m n 

என்ற நேர்கோட்டின்‌ வழியாகச்‌ சென்றால்‌, அந்த அச்சுகள்‌ 

poe (mz + my) Ae 8 tnx ~ Ie) +2? 

என்ற கூம்பின்மேல்‌ அமையும்‌ என்று நிரூபி. 

(ly — mx) 0     

8-2... மைய இருபடி மேற்பரப்பின்‌ வெட்டு முகத்தின்‌ அச்சுகள்‌ : 

மேற்பரப்பு, சமதளம்‌ இவைகளின்‌ சமன்பாடுகள்‌ முறையே. 

ax? + by? + co? = 1, Ix + my + nz = ற என்று கொள்க. 

வெட்டு முகத்தின்‌ மையப்புள்ளியின்‌ அச்சு -தூரங்கள்‌,. 

க்கி என்றால்‌, வெட்டுமுக சமதளத்தின்‌ சமன்பாடு (2-2: 

ad + (y— B) 6B + (c— ¥) cy = 0 

எனவே, 

ad _ DB _ eF _aol® + BBY + eV" 
Tm 2 ற (1 

24 588 Fy Bp 2 

வை தை சா... அள... 
a° 6 oS என்க. 

(ஏ; 8,5) என்ற புள்ளியின்‌ வழியாக வரையப்படும்‌ இணை ௮ச்்‌௬ 

களைப்‌ பொருத்து, மேற்பரப்பின்‌ சமன்பாடு 

பிர 3 ம 12 (மாட சர 4 272) - 

ad? + bB? + cy? —1 = 0 adv Hi 

ax? + by? + cz? + 2 (ax + bBy + cY¥z) —k® = 0 

i . 2 

Omg k? =1— 2. 
po# 

; சமதளத்தின்‌ சமன்பாடு Ix + my + 2-0 என்றாகிறது. 
a நீளமுள்ள கோட்டின்‌ திசைக்கொசைன்கள்‌ ()._,/2, 5) என்றால்‌, 

(05203 4 05) + 2r (ahA+-bBE+CYY) —K2 = Owe 25 
நேர்கோடு சமதளத்தின்‌ மேல்‌ அமைந்தால்‌, 

2X + m =0 gn ft + AY
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(ம)ஐ உபயோகப்படுத்தி 

adr ++ OBE + cYu 0 என்றாகும்‌. 
னவே, 

(2 “(ஐ ௪4 ர) 2 டு 3 1349) = 0 

என்றாகிறது. 

A? (ar? — k*) + pe (br? அதை 81) 

ரு (er? —k*) 0 

அதாவது, இந்த கேர்கோடுகள்‌ 

x3 (ar? — k3) + yp? (br? — k?) + z* பு. )20 என்ற 
கூம்பின்‌ மேல்‌ அமையும்‌, ஆனால்‌, 4* என்பது வெட்டு முகத்‌ 

தின்‌ அரை அச்சின்‌ நீளமானால்‌, சமதளம்‌ கூம்பைத்‌ தொட 
வேண்டும்‌. அதற்கான நிபந்தனை, 

a ஈம்‌ 712 
aa ie * pe ee tt படட தத கல்‌ (9) 

.சமதளம்‌, கூம்பைத்தொடும்‌ நேர்கோட்டின்‌ சமன்பாடு, 

2 வல 2 
Xx B Y 

Alar? —k? _ மழு) (ரூத்‌ 
எ ஹர ர ழு பரட்‌ எ வு நதி 

OT GT GSU» 

என்றால்‌, 

8.1. பகுதியிலுள்ள: (8), (4) சமன்பாடுகளுடன்‌ ஒப்பிட்டால்‌, 
- அரை அச்சுகளின்‌ நீளங்கள்‌ ₹8* மடங்கு பெரிதாகின்றன. 

பயிற்சி 60 

x? y? தா 

bo als + ee 
என்ற நீள்‌ வட்டக்கோளத்தின்‌ மேல்‌ 

4 8. ௮.2. பரி 
a + 4 te 

என்ற சமதளம்‌ உண்டாக்கும்‌ வெட்டுமுகத்தின்‌ பரப்பைக்‌ 

கண்டுபிடி.
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2 ax*+by*+ez*=0 arp amine, Ix--mytnz=p 
என்ற சமதளம்‌ உண்டாக்கும்‌ வெட்டு முகத்தின்‌ அச்சுகளை 
கண்டுபிடி. 

இறு ர = +5 1 என்ற நீள்வட்ட கோளத்தின்‌ வெட்டு 

வன்‌ ஒரே பரப்பளவு உள்ளவைகளாயின்‌, அவைகளின்‌ 

மையங்களின்‌ நிபமப்பாதை என்ன? 

வட்ட வெட்டு முகங்கள்‌ 

1-0 என்ற : இருபடி மேற்பரப்பின்‌ சமன்பாட்டை 
5-0 என்ற சமன்பாடாக மாற்றவும்‌, இங்கு 8-0 என்பது 
ஒரு கோளத்தின்‌ சமன்பாடு 8-0, 9௬0, இரண்டு சமதளங்‌ 

களைக்‌ குறிசகின்றன. மேற்பரப்பு, சமதளங்கள்‌ இவைகளின்‌ 

பொதுப்‌ புள்ளிகள்‌ கோளத்தின்மேல்‌ இருக்கின்றன, ஆதலின்‌ 
இந்தச்‌ சமதளங்கள்‌ மேற்பரப்9ன்‌ உண்டாக்கும்‌ வெட்டு 

முகங்கள்‌, வட்டங்களாகும்‌. 

8.3. நீள்வட்ட கோளத்தின்‌ வட்ட ன — 

நீள்வட்ட கோளத்தின்‌ சமன்பாடு2- ஆக்‌ B Ea =1 cay 

ட்
ப 

கொள்க, 

இந்தச்‌ சமன்பாட்டைக்‌ கீழ்கண்ட மாதிரியில்‌ எழுதலாம்‌. 

கல்ட்‌ ee) a(t *)= 
a ty" (53 ro (“= a 

x*+y*+2? ' ற்‌ 1 1 1 

SE 148 pte ச்‌ - 3) -0 

ணம ககக ao = 4127 aa) ற்சி ௮) ௯0 

எனவே, 

1 1 1 1 

8-௮) 2)-0 உடு 
எடே ஐ) 42 பே ச) =0 ழு
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1 1 1 1 a8 

ஜி ஐ): ip 
என்ற சமதளங்கள்‌ ரீள்வட்‌!.. கோளத்தை முறையே, ஐ,2, 2 

என்ற ஆரைகளையுடைய வட்டங்களில்‌ வெட்டும்‌. ச 592 
என்றால்‌, இரண்டாவது. சமன்பாடு குறிக்கும்‌ சமதளங்கள்‌ நீள்‌ 
வட்ட கோளத்தை மெய்யான வட்டவெட்டு முகங்களில்‌ வெட்டும்‌. 
அவைகளீன்‌ தனித்தனி சமன்பாடுகள்‌, 

8 2௬ 2 oe 
“4 டை * 3 Vie? =0 

பட அடித்‌ அட டடம 
ரை கர: மித்ர? றட 

எப்டி எ தில 
சிலர்‌ பரி த்ர றட 

என்ற சமதளங்களும்‌ வட்ட முகங்களைக்‌ கொடுக்கும்‌, 

8.31. அதி பரவளைவின்‌ வட்ட வெட்டு முகங்கள்‌ 

அதி பரவளைவுகளின்‌ சமன்பாடுகள்‌ 

கிட்‌ க மு இட்டும்‌. 2 நப தட ஆகம்‌ (0) உ டட 
என்று கொள்க. 

இங்கும்‌ ர என்றால்‌, 
டர்ந்து. அட ட்டை 2 

FV apes ஏரி 

டை த்‌ 
a’ PRE Vb ci =0 

என்ற சமதளங்கள்‌ முறையே (1), (2) என்ற மேற்பரப்புகளின்‌ 
மெய்யான வட்டவெட்டு முகங்களாகும்‌, 

பயிற்சி 61 

1. x242y24629=8 oor நீள்வட்ட கோளத்தின்‌ சமதள 

மான வட்ட வெட்டு முகங்களைக்‌ கண்டுபிடி, 

உ நட — 182° 4 75 = 0 என்ற அதிபரவளைவை 
2x487—-5=0, 2x—3824+7=0 என்ற சமதளங்கள்‌ வட்டங்களில்‌ 

வெட்டுமென்று காண்பி.
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2 Ween =. 3. k* > atte*® Targa, a + ச ஆ ௮1 என்ற. அதி 

வச வீளவை = aight VF ak என்ற சமதளம்‌ 
வெட்டும்‌ வெட்டு முகங்கள்‌, மெய்யானவை என்று நிரூபி, 

8.32. மைய இருபடி மேற்பரப்பின்‌ வட்டவெட்டு முகங்கள்‌ : 

மேற்பரப்பின்‌ சமன்பாடு 

f(x) yz) = ax*+byt+ez942fyz+2gzxt+2hxy= 

எனக்கொள்க, இதை 

ரீ, 2) — k(x? + yt $29) 4073] பை 2) 0 என 
எழுதலாம்‌. 

எனவே, fix, ys z)— k(x*+y*+z3)-{(A)=9 sa@rug 
இரு சமதளங்களைக்‌ குறிக்குமேயானால்‌, இக்தச்‌ சமதளங்கள்‌ 

மமற்பரப்பை வட்டங்களின்‌ வெட்டும்‌. 

(&) சமன்பாடு இருசமதஈங்களை குறிப்பதற்கான நிபந்தனை, 

a-k h g | 
| 

A 22 f | 0 என்று ஆகும்‌, 
: 

ச e—k 

பயிற்சி 62 

1. 8x94 5y2432242xz=4 என்ற மேற்பரப்பின்‌ மெய்‌ 

யரன வட்டவெட்டு முகங்களைக்‌ கண்டுபிடி. 

உ 69). 18]5.-023 ..102-- 429௨-10௪1 என்ற மேற்பரப்‌ 

மின்‌ மெய்யான வட்ட வெட்டு முகங்களைக்‌ கண்டுபிடி. 

3. v( +5) +m(F +£) +o(F உழ) 

என்ற இருபடி மேற்பரப்பின்‌ மெய்யான வட்ட வெட்டு 
முகங்களை கண்டுபிடி.
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8-4, அம்பிளிக்குகள்‌ (17001105) 

ஒரு இருபடி மேற்பரப்‌சின்மேல்‌ இணை சமதளங்கள்‌ 
ஏற்படுத்தும்‌ வெட்டுமுகங்களின்‌ மையப்‌ புள்ளிகள்‌ மேற்‌ 
பரப்பின்‌ ஒரு விட்டத்தின்‌மேல்‌ அமையும்‌. இந்த விட்டம்‌ Gow 
பரப்பை வெட்டும்‌ இரு புள்ளிகளின்‌ வரையப்படும்‌ தொடு 
தனங்கள்‌ மேலே கொடுக்கப்பட்ட சமதளங்களுக்கு இணையாக 

இருக்கும்‌, 

ஆனால்‌, இந்த சமதளங்கள்‌ மேற்பரப்பின்மேல்‌ வட்டவெட்டு 

முகங்களை உண்டாக்கினால்‌, வட்டங்களின்‌ மையப்‌ புள்ளிகளின்‌ 
நியமப்பாதையான ஒரு விட்டத்தின்‌ இரு எல்லைகளிலும்‌ வரையப்‌ 
படும்‌ தொடுதளங்கள்‌ மேற்பரப்பை வெட்டும்‌ எதாடு புள்ளிகள்‌, 

மேற்கண்ட வட்டங்களின்‌ எல்லைகளாகும்‌, அந்த புள்ளிகளை 
So? ஆரையையுடையு வட்டங்கள்‌ எனலாம்‌. அவைகளை 

அம்பிளிக்குகள்‌ (2]1%) என்கிறோம்‌. 

8.41 ரிள்வட்டக்‌ கோளத்தின்‌ அம்பிளிக்குகளைக்‌ கண்டுபிடிக்க. 

உ என்ற அம்பிளிக்கின்‌ அச்சுதூரங்கள்‌ (E, C, 5) என்றால்‌, 

OP-cr விட்ட சமதளம்‌ (19108௨ றக) ஒரு வட்டவெட்டு 
முகத்தை உண்டாக்கும்‌. 

எனவே, 

25 
ல்‌. நர ன 

    

ம்‌ ஏல்‌ bik — af pint ௦ என்ற 

சமன்பாடுகள்‌ ஒரு சமதளத்தையே குறிக்கின்றன, ஆகையால்‌ 

Ela Clb 3/௦ 
கிரு... உ: அழுத்தமும்‌ 

1 

ல்‌ 

   

  

a 
எனவே & = 

C=o
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இவைகள்‌ நான்கு அம்பிளிக்குகளின்‌ அச்சு தூரங்களைக்‌ கொடுக்‌ 

கின்றன. 

இரு தகடு கன அதிபர வளைவின்‌ அம்பிளிக்குகள்‌ மெய்யானவை... 

றான்‌ அச்சு a: 

fe ay ato = 

ட்‌ எப ° 
cVai—c? 

=+ 
3-5 டர்‌ 

என்று ஆகின்றன. 

பயிற்சி 63 

t x*- 5 zt ன்‌ 
ர + a இர 1 என்ற 

நீள்‌ வட்டக்கோளத்தின்‌ அம்பிளிக்குகள்‌ xityt+zt=a2—bi+c* 

என்ற கோளத்தின்மேல்‌ இருக்குமென நிரூபி 

2 33 (ன 2 
a+r aab +—+ 2 7 என்த 

மேற்பரப்பின்‌ கன்னை கண்டுபிடி. 

+ ட 7) என்ற நீளங்களையுடைய ஒன்றுக்கொன்று 
செங்குத்தான மூன்று அரை ——s விட்ட சமதளங்கள்‌ 

x’ y? 
S++ hal saep 

ள்‌ வட்ட கோளத்தின்மேல்‌ ஏற்படுத்தும்‌ வெட்டு முகங்களின்‌ 
tna ars கியி கடி கடி என்றால்‌, 

As? | Ags 
i மி 
= (es os a 

என்று காண்பி.
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2. T= 2 =F aarp ont 

“கோட்டின்‌ வழியாகச்‌ செல்லும்‌ சமதளங்கள்‌ 

ni ற 23 

@etpta: 
என்ற நீள்‌ வட்ட கோளத்தின்மேல்‌ ஏற்படுத்தும்‌ வெட்டுமூகங்‌ 

களின்‌ பரப்புகளில்‌ அதிகமானது நன என்றும்‌ குறைந்தது 
1 

“Wabe 

Ys 
  என்றும்‌ நிரூபி ரப, 53%) என்பவை, 

படு 
உரத்‌ 

என்ற சமதளம்‌ உண்டாக்கும்‌ வெட்டு முகங்களின்‌ அரை 

அச்சுகளாகும்‌] 

nz —=0 
+ 6 

3% a>b>e என்றால்‌ மாற. 27--0 என்ற கூம்பின்‌ 
விட்ட வெட்டு முகங்கள்‌ 

x7 G—b & AV b—e = ற என்று காண்பி, 

i a a a 

நீள்வட்ட கோளத்தின்‌ வட்ட வெட்டு முகங்களிலுள்ள புள்ளி 
களில்‌ வரையப்படும்‌ செங்குத்துக்கோடூகள்‌ (Nounals), Gait@ 

ac 

Watorpe 
டாக்கும்‌ சமதளத்திற்கு இணையாகுமென்று நிரூபி, 

முகத்துடன்‌ ே--1 என்ற கோணத்தை உண்‌ 

5. ஆர 
a? 

நீள்‌ விட்டக்‌ கோளக்தின்‌ மைய வெட்டு முகங்களின்‌ அச்சுகள்‌ 
5/5 என்றும்‌, இந்த முகங்களுக்கும்‌ மேற்பரப்பின்‌ உட்ட 
வெட்டு முகங்களுக்கம்‌ இடையே யுள்ள கோணங்கள்‌ ஈ;, Os 
என்றும்‌ அமைந்தால்‌, 

ட ச atc? 1 1 
sin 6, sin Q@g = ட்‌ Gr ல்‌ vr) 

என்று நிருபி, 

xe gt 3 
arb ip ee = ee
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6 ஜி. ன 27 த்‌ 
att ps to aarp 

நீள்‌ வட்ட கோளத்தின்‌ ஒரு மைய வெட்டு முகத்தின்‌ பரப்பு மா றி 
லியாகிறது. அதன்‌ அச்சுகள்‌ 

a—p? ,c—a? 2 a?—b? yy ical care     

. a* ey 
என்ற கூம்பின்‌மேல்‌ அமையுமென்று காண்பி, 

[இங்கு Pp என்பது, வெட்டு முகத்திற்கு இணையாகவுள்ள 
தொடுதளம்‌, மேற்பரப்பின்‌ மையப்‌ புள்ளியிலிருக்துள்ள தூ௭ 
மாகும்‌].



கலைச்‌ சொற்கள்‌ 

“Angle 
—Semi vertical 

‘Bisector 

Central conicoid 

-Centroid 
Chord 
Coaxial! spheres 
“Coefficient of x 
Cofactor 
Coincident lines 
‘Column 
“Cone 

—Enveloping cone 
—Reciprocal cone 
—Right circular cone 

“Conjugate line 
Conjugate plane 
Conjugate point 
Constant 
Coordinates 
Coordinate axis 
Curve 
—Guiding curve 

Cylinder 
—Enveloping cylinder 
—Right circular cylinder 

A 

கோணம்‌ 

அரை உச்சிக்‌ கோணம்‌ 

B 

சுமவெட்டி 

6 

மைய இருபடி மேற்பரப்பு 
திணிவு மையம்‌ 

காண்‌ 

ஒரே தொடுதளக்‌ கோளங்கள்‌ 

ன்‌ குணகம்‌ 

இணைக்‌ காரணி 

_பொருக்தும்‌ நேர்கோடுகள்‌ 
நிரல்‌ 

கூம்பு 

அணைத்துக்‌ கொள்ளும்‌ கூம்ட 
தலைகீழ்க்‌ கூம்பு 

ரேர்‌ வட்டக்‌ கூம்பு 

_. இணையியக்‌ கோடு 
__இணையியத்‌ தளம்‌ 
_இணையியப்‌ புள்ளி 
மாறிலி 

அ அச்சுதூரங்கள்‌ 

நிலை அச்சு 

௮ வளைகோடு 

உதவி வளைகோடு 
உருளை 
அணைத்துச்‌ கொள்ளும்‌ உ௱ ணா 

நேர்வட்ட உ Gear



கலைச்சொற்கள்‌ 

Determinant ~~. 
Direction cosine 
Direction ratio 
Director sphere 

Distance Equation 

Edge 

Ellipse . 
Elliproid 
Equation 

Foot 

Generate 
Gener: tors 
Great circle 

‘Honegeneous 
Hyperbol 
—Rectangular hyperbola 

‘Hyperboloid of one sheet 
-Hyperboloid of two sheet 

Identical 
Amaginary 
Intercept 
Tnvariant 

-Langarange’s Identity 
Limiting points 
Locus 

Negative 
Normal 

155 

D 

_..அணிக்கோவை 

_.தீசைக்‌ கொசைன்‌ 

திசை விகிதம்‌ 
கத்துத்‌ தொடு கோட்டுக்‌ 

காளம்‌ 
தூரச்‌ சமன்பாடு 

E 

_.விளிம்பு 
நீள்‌ வட்டம்‌ 
ரிள்‌ வட்டக்‌ கோளம்‌ 
சமன்பாடு 

நி 

அடி. 

G 

_பிறப்பாக்கும்‌ 
_பிறப்பாக்கிகள்‌ 

பெரு வட்டம்‌ 

H 

_சமப்படித்தானம்‌ 
அதிபர வளைவு 
_ செவ்வக அதிபர வளைவு 

ஒரு தகடு கன அதிபர வளைவு 
இரு தகடு கன அதிபர வளைவு 

I 

சர்வ சமம்‌ 
__மெய்யிலா 
வெட்டுத்‌ துண்டு 
_.மாற்றமிலி 

L 

_லகாரன்ஸின்‌ சர்வசமம்‌ 

எல்லைப்‌ புள்ளிகள்‌ 
_நியமப்பாதை 

N 

குறை 
செங்குத்‌துக்கோடு
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Octant 
Origin 

Parabola 
Parallel 
Parallelopiped 
Parameter 
Plane 
—Tangent 

Pjane of contact 
Point of contact 
Pole 
Polar line 
Polar plane 
Positive 
Power of a point 
Principal plane 
Projection 

Radius 
Radical line 
Radical plane 
Radical point 
Row 

Section 
Space 
—Three dimensional 
—Curve 

Sphere 
Surface 
Symmetry 

Tangent line 
Tangent plane 

Tetrahedron 

Variable 
Vertex 
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17. 

கல்லூரி நூல்‌ வெளியீட்டு இயக்குநாகம்‌ 
தமிழ்நாட்டுப்‌ பாடநூல்‌ நிறுவனம்‌ 

பட்டப்படிப்பு 

அறிவியல்‌ பாடநூல்கள்‌ - 1970 
  

சூழ்நிலையியல்‌.உடற்‌ 

செயலியல்‌ 

அறிமுறை வேதியியல்‌ 

பொது பெளதிகம்‌ 

வெக்டர்‌ கணிதமும்‌ அதன்‌ 

பயன்பாடுகளும்‌ 

தாவரச்‌ சூழ்நிலையியல்‌, 

மரபியல்‌, உயிர்‌ மரூஉ 

இயல்‌, இயங்கியல்‌-- 
துணைப்பாடம்‌ 

பெளதிகம்‌-துணைப்பாடம்‌ 

ugsl-2 

இன்றைய பெளதிகம்‌ 

ஒலி நூல்‌ 

கணிதம்‌-- துணைப்பாடம்‌ 
பகுதி -2 

முப்பரிமாணப்‌ பகுமுறை 

வடிவ கணிதம்‌ 

தாவரவியல்‌-துணைப்பாடம்‌ .... 

செல்லியல்‌ 

மரபியல்‌ 

தாவரங்களின்‌ வாழ்க்கை ... 

அங்கக வேதியியல்‌- 

துணைப்பாடம்‌ 

செய்முறைக்‌ கமம்‌ 

வேதியியல்‌ 

முதுகெலும்பிகளது 

கருவியல்‌ 

திரு டி. ஆர்‌. கிருஷ்ணன்‌ 
திரு ஓ. ஆர்‌. சூரியகாராயணன்‌ 

திரு க. ப. கந்தசாமி, 
மு. தியாகசுந்தரம்‌ 

திரு ஆர்‌. மகாதேவன்‌ 

டாக்டர்‌ கு. பெரியசாமி 

திரு கா. வே. சுப்பிரமணியன்‌ 

டாக்டர்‌ எம்‌. ஏ. தங்கராஜ்‌ 

திரு டி. முருகையன்‌ 

திரு ஆர்‌. அய்யாசாமி 

திரு க. சிவசுப்பிரமணியம்‌ 

திரு பா. இராசாராம்‌ 

திரு என்‌. இராமலிங்கம்‌ 

திரு பி. எம்‌: அண்ணாமலை 

திரு எஸ்‌. சுந்தரம்‌ 

திரு பி. எல்‌. இராம்சாமி' 

டாக்டர்‌ என்‌. ஆறுமுகம்‌ 

திரு. எஸ்‌, ஆபிரகாம்‌ 
  

இவை அடக்கவிலை. வெளியீடுகள்‌--கழிவு இல்லை: 
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