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பதிப்புரை 

அடிப்படை அஇயந்திரவியால் 

(முதல் பாகம்) என்ற இந் நூல், தமிழ் 
நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனத்தின் 723ஆவது 

வெளியீடாகும். கல்லூரித் தமிழ்க்குழுவின் 

சார்பில் வெளியான 35 நால்களையும் 

சேர்த்து இதுவரை 758 நூல்கள் வெளிவந் 

துள்ளன. இந் நால் மைய அரசு, கல்வி, 

சமூகநல அமைச்சகத்தின் “மாநில 

மொழியில் பல்கலைக்கழக நூல்கள் 

வெளியிடும் திட்டத்'தின்கீழ் வெளியிடப் 

படுகிறது. ் 

மேலாண்மை இயக்குகர் 
தமிழ் நாட்டுப் பாட நூல் நிறுவனம்



பொருளடக்கம் 

தோற்றுவாய் 

முதல் பாகம் 

நிலை யல் 

(STATICS) 

ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் 

(Forces acting at a Point) 

இணை விசைகள் (18க!161 10068) 

S@quysper (Moment) 

சுழலிணைகள் (மேே165) 

ஒருதள விசைகள் (00ற18127 107068) 

உராய்வு (Friction) 

புவியீர்ப்பு மையம் (Centre of Gravity) 

நிலைப்புத் தன்மை (Stability) 

கற்பித வேலை (1110௨1 970102) 

சங்கிலியம் (ஜே) 

விடைகள் 
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தோற் றுவாய் 

பல்வேறு விசைகளின் செயலாற்றல்கட்குட்படுத்தப்பட்ட 
பொருள்களின் நிலைகளிலேற்படுகின்ற மாறுதல்களைப் பகுப் 

பாய்வு செய்கின்ற அறிவியலே “இயந்திரவியல்” அல்லது 
நிலையியக்கவியல்” ஆகும். நாம் வாழ்ந்து வரும் இக்காலத்தை 
*இயந்திரயுகம்' என்று சொல்லலாம்; ஏனெனில், நம் அன்றாட, 
வாழ்வில் பலதிறப்பட்ட பொறிகள் பயன்படுத்தப்பட்டு வரு கின்றன, பொறிகளின் துணையின்றித் தற்காலத்தில் வாழ்வது 

மிகவும் கடினம் என்று சொல்லும் அளவிற்குப் பொறிகள் தம் 
வாழ்வில் பயன் படுத்தப்படுகின்றன , பொறியியல் (81 210௦110ஐ) என்னும் அறிவியலுக்கு இயந்திரவியல் (146011214௦) மிக இன்றி 
யமையாத அடிப்படையாக அமைந்துள்ளது. பெளதிகவியல் 

(Physics), வானியல் (௦1௦0) என்ற அறிவியல்களின்' 
அடிப்படைப் பகுதியாகவும் இயந்திரவியல் அமைந்துள்ளது. 

பல விசைகளின் செயலாற்றல்கட்குட்படுத்தப்பட்ட . 
பொருள்களின் நிலைத்தன்மை, இயக்கத்தன்மை என்பவற்றிற் 
கேற்ப *இயந்தீரவியல்” என்னும் இவ் வறிவியலானது *நிலை 

usu’ (Statics), *இயக்கவிசையியல்” (191 £க௱॥08) என்னும்” 
இரு பிரிவுகளாகப் பிரிக்கப்படுகின்றது. ஆகவே, இந் நூலின் 
முதற்பாகம் “திலையியல்' என்றும், இரண்டாம் பாகம் “இயக்க 
விசையியல்” என்றும் அமைக்கப்பட்டுள்ளது. இவ்விரு இயல் 
களைப் பற்றி ஆராயு முன்னர் இவ்வியல்களில் பயன்படுத்தப் 
படுகின்ற சில கலைச்சொற்களின் வரையறைகளைக் காண் 

போம். 

வெளி (805068), காலம் (1106), சடப்பொருள் (Matter) 
என்ற இம் மூன்றையும் அடிப்படையாகக் கொண்டமைந்த 

தத்துவங்கள் இயந்திரவியல் என்னும் இவ் வறிவியலில் 
விளக்கப்படுகின்றன., இரு பொருள்களுக்கிடையேயுள்ள



2 ‘ அடிப்படை இயந்திரவியல் 

தூரத்தை இடைவெளி என்று சொல்லுகிறோம். இத் தூரமாகிய 
இடைவெளியை ஏதாவதொரு குறிப்பிட்ட நீளமுள்ள ஒரு 
குச்சியினால் அளவிடலாம், அதாவது, இடைவெளி என்பது 
நீளம் (1.02) என்ற கணியத்தினால் அளவிடப்படுகின் றது. 

இரண்டாவதாக, காலத்தை அளவிடக் கூடிய அலகுபற்றி 
ஆராய்வோம். திரும்பத்திரும்ப இடைவிடாது நிகழக்கூடிய பரி 
சோதனை ஒன்றை எடுத்துக்கொள்வோம். முதற் பரிசோதனை 
முடிவடையும் .நேரம் இரண்டாவது பரிசோதனை தொடங்கும் 
நேரமாகவும், இரண்டாவது பரிசோதனை முடிவடையும் நேரம் 
மூன்றாவது பரிசோதனை தொடங்கும் நேரமாகவும் இவ்வாறு 
ஒரு பரிசோதனை முடிவடையும் நேரம் அதற்கு அடுத்த பரி 
சோதனை தொடங்கும் நேரமாகவும், ஓவ்வொரு பரிசோதனையும் 
ஒரேமாதிரியான நிபந்தனைகளுக்குட்பட்டு நிகழ்வதாகவுமிருத் 
தல் வேண்டும். இத்தகைய பரிசோதனை யொன்று நிகழ்வதற்கு 
ஆகும் கால அளவே, காலத்தை அளவிடக் கூடிய ஓர் அலகு 
(மார்) என்று கொள்ளப்படுகிறது. உதாரணமாக, வினாடி 
UbF0SGig.argu (Seconds pendulum clock) ஒன்றில் ஊசற் 
குண்டின் அலைவு என்பதை ஒரு பரிசோதனையாகக்கொண்டு 
ஓர் அலைவுக்கு ஆகும் நேரமாகிய ஓர் *வினாடி* (860084) 
என்பது காலத்தை அளவிடப் பயன்படும் ஓர் அலகாக நடை 
முறையில் கொள்ளப்படுகிறது. பூமி தன்னைத்தானே சுழல்கின்ற 
ஒரு சுழற்சியை ஒர பரிசோதனையாகக் கொண்டால், அச் சுழற் 
சிக் காலமாகிய :மின்வழிநாள்" (102:621 02) ஒன்றினைக் கால 
அலகாகக் கொள்ளலாம். இதுபோல், பூமியானது சூரியனை 
ஒரு ழுறை சுற்றிவருவதை ஒரு பரிசோதனையாகக் கொண்டால் 
ஒரு சுற்றுக் காலமாகிய gpa (year) ஒன்றினைக் கால அல 
காகக் கொள்ளலாம். . 

சடப்பொருள் (1௨1) 

உணர்வுகளின் மூலம் அறிந்து கொள்ளப்படுகின்ற திட, 

திரவ, வாயுப் பொருள்கள் சடப்பொருள்கள் (8811) எனப் 

படுகின்றன. இச் சடப்பொருள்களுக்குப் பரிமாணங்கள் 

(dimensions) உண்டு. இவை தங்களின் பரிமாணங்களுக்கேற்ப 

வெளியை அடைத்துக் கொண்டிருக்கும். இச் சடப்பொருள் உளை 

அளவிடப் பயன்படும் அலகு *பொருண்மை' அல்லது 

*திணிவு' அல்லது “நிறை: (14858) எனப்படும். 

உருவிலும் அளவிலும் சர்வசமமான இரண்டு இரும்புத் 

துண்டுகளை ஒரு தராசின் இரு தட்டுகளிலும் வைத்துப் பார்த்



(தோற்றுவாய் ் 3 

தால், தராசு தட்டுகள் சமநிலையிலிருப்பதைக் காணலாம், 

இப்பொழுது ஒரு தட்டிலுள்ள இரும்புத் துண்டுக்குப் பதிலாக 
அதேமாதிரியான உருவும், அளவும் தகொண்ட ஒரு மரத் 
துண்டை வைத்தோமானால், மரத்துண்டு வைக்கப்பட்டுள்ள 

தட்டு மேலெழுந்து நிற்பதைக் காணலாம். இரு தட்டுகளும் 
சமநிலையிலிருக்கவேண்டுமாயின் மரத்துண்டு உருவிலும் அள 
விலும் மிகப்பெரியதாயிருக்க வேண்டும். இப்பொழுது தட்டு 

கள் சமநிலையிலிருக்கும் வண்ணம் உருவிலும் அளவிலும் 

பெரியதான ஒரு மரத்துண்டு அத் தட்டின்மீது வைக்கப்படுவ 
, தாகக் கொள்க. இவ்வாறு சமநிலை பெறுகின்ற இரும்புத் துண் 

டும் மரத்துண்டும் * பொறியியல் முறையில் சமமானவை” 

{Méchanically equivalent) every eGsuuGser per, பொறி 
பியல் முறையில் சமமானவை என்பதைக் காட்டும் பொருட்டு 
ஓர் எண்ணால் குறிப்பிடப்படுகின்றன. இந்த எண்ணானது 

அச் சடப்பொருளின் “பொருண்மை” (அல்லது *திணிவு” 

அல்லது * நிறை”) (14888) என்று குறிப்பிடப்படுகின்றது. அதா 
வது, ஒரு பொருளின் பொருண்மை யென்பது அப் பொருள் 

தன்னுள் கொண்டுள்ள சடப்பொருளின் கணியம் (யயர 

ஆகும். மேற்கூறப்பட்ட உதாரணத்திலுள்ள: இரும்புத் துண் 
டின் பொருண்மையை ஓர் அலகு பொருண்மையெனக் 
கொண்டால் அதுபோன்ற பத்து இரும்புத் துண்டுகளின் மொத் 

தத்துக்குப் பொறியியல் ௪ மமான ஒரு சடப்பொருளின் 

பொருண்மை 19 ஆகும். இரும்புத் துண்டைப் பல சிறு துண்டு 
களாக வெட்டி 3, *, 8, 0:1, 0:05, ... போன்ற பொருண்மை 
களுள்ள சடப்பொருள்களையும் உண்டுபண்ணலாம். இவ்வாறு 
சடப்பொருள்களை அளவிடப் பொருண்மை யென்னும் அலகு 

பயன்படுத்தப்படுகிறது. ட்டு 

, துகள் (72711016) mo 

வடிவ கணிதத்தில் புள்ளி வம்) என்பது வரையறுக்கப் 
பட்டிருப்பதுபோல் இயந்திர வியலில் துகள் என் பது வரையறுஃ 

கப்படுகிறது. 

உருவும் அளவுமில்லாத ஆனால் ஒரு வரையறுக்கப்பட்ட 
நிலையிலமைந்த ஒரு பொருஞ்க்குத் துகள் என்று , பெயர். 

ஆனால், இயந்திரவியலில் பொருள்களும்கூடச் குழ்நிலைகளுக் 

கேற்பத் து.கள்களாகக் கருதப்படுவதுண்டு, ஒரு சடப்பொருள் 

எத்தகைய பரிமாண மூடையதாயினும் அப் பொருள்பநற்றிய 

ஆய்வில் வேறு பொருள்களிலிருந்து அதன் தூரங்களை ஒப்பிடும் 

போது அதன் பரிமாணங்கள் புறக்கணிக்கத் தக்க அளவில்
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மிகச் சிறியனவையாயிருப்பின் அப் பொருளை ஒரு துகளாகக் 
கருதலாம். உதாரணமாக, வானியலில் சூரியனிலிருந்து பூமி” 
யின் தூரத்துடன் ஒப்பிடும்போது பூமியின் பரிமாணம் புறக் 
கணிக்கத் தக்க அளவில் மிகச் சிறியதாயிருப்பதால் பூமி ஒரு, 
துகளாகக் கருதப்படுகிறது. இதுபோல், ஓர் ஊசலியில் ஊசற் 
கூண்டின் பரிமாணம் ஊசலியின் நீளத்துடன் ஒப்பிடப்படும். 
போது மிகச் சிறியதாகவிருப்பின் ஊசற்குண்டை ஒரு துகளாகக் 
கருதலாம். 

கட்டிறுக்கப் பொருள் (81214 9௦09) 

சிலவகைச் சடப்பொருள்கள் ஏதேனுமொரு விசையின்: 
செயலாற்றலுக்குட்படும்போது தங்களுடைய உருவத்தைப். 
பெரிதும் மாற்றிக்கொள்வதைக் காணலாம். உதாரணமாக, 
வெண்ணெய்யானது சூடேற்றப்பட்டால் தன்னுடைய திட 
உருவை மாற்றித் திரவ உருவைப் பெறுகிறது, ஆனால், வேறு 
சில திடப் பொருள்கள் எவ்வகையான விசைகளின் செயலாற். 
றல்கட்குட்படுத்தப்பட்டபோதிலும் தங்களுடைய உரு அமைப் 
புகளை மாற்றிக் கொள்வதில்லை. சிறிதளவு: மாறுதல் பெற்று: 
லும் அம்மாறுதல் புறக்கணிக்கத் தக்க அளவாகவேயிருக்கும். 
இவ்வாறு புறவிசைகளினால் தங்களுடைய உருவு, அளவுகளில்: 
எவ்வித மாறுதலுக்குமுட்படாத சடப்பொருள்களுடைய பாகங் 
soe snftriaecir (relative positions) மாறாத்தன்மையுடைய- 
வையாயிருக்கும். இத்தகைய பொருள்களுக்குக் கட்டிறுக்கம். 
பொருள்கள் (8121ம் ௦0186) என்று பெயர். 

சூறியீட்டச்சு (7806 ௦8 1568276006) 

நாம் ஏதேனுமொரு நிகழ்ச்சியைப். ப 
போது அந் நிகழ்ச்சி நடைபெற்ற இடத்தையும் நேரத்தையும். 
சூறிப்பிடுகின்றோம். நடுக்கடலில் புயலில் சிக்கிக் கொண்ட 
கப்பலின் தலைவன் கரையிலிருக்கும் உயர் அதிகாரிகளுக்குத். 
தன்னிருப்பிடத்தை அட்சரேகை (latitude), தீர்க்க ரேகை 
(02100௦) ஆகியவற்றின் மூலம் குறிப்பிடலாம். இங்குப் பூமி” 
யைக் குறியீட்டச்சாகக் கொண்டு கப்பலின் இருப்பிடம் குறிப் 
பிடப்படுகின்றது. இதுபோல், இயந்திரவியலில் பலதிறப்பட்ட 
விசைகளின் ஆற்றல்கட்குட்படுத்தப்பட்ட ஒரு பொருளின்: 

நிலைத்தன்மையைப் பற்றி அப்பொருளின் நிலை ஏதேனுமொரு 
குறியீட்டச்சைக் குறித்துச் சொல்லப்படல் வேண்டும். பொது 
வாக, இயந்திரவியலில் ஏதேனுமொரு கட்டிறுக்கப் பொருளே 

குறியீட்டச்சாக ஏற்றுக்கொள்ளப்படுகின் றது, குறியீட்டச 

சாக ஏற்றுக் கொள்ளப்படுகின்ற கட்டிறுக்கப் பொருளில்; 

ற்றிக் குறிப்பிடும் 

?



தோற்றுவாய் 5 
O-xyz என்ற நிலையான செங்குத்து அச்சுத் தொகுதியை 

(rectangular வஜ்ரா ௦4 ௦001040216 228) எடுத்துக்கொண்டு 

அதன் மூலம் ஆய்வுக்குட்பட்ட எந்தப் பொருளின் நிலையையும் 
குறிப்பிடலாம். பல விசைகளின் செயற்பாடுகளுக்குட்பட்ட 
கட்டிறுக்கப் பொருள்களின் இயக்கங்கள் பற்றிய ஆய்வுகளில் 
ஒவ்வொரு கட்டிறுக்கப் பொருளையும் ஒரு குறியீட்டச்சாகக் 

கொள்ளலாம். ஆகவே, இத்தகைய ஆய்வுகளில் ஏே தனு 

மொரு குறியீட்டச்சைத் தெரிவு செய்து அதில் அச்சுத்தொகு 
தியை எடுத்துக்கொண்டு ஒரு பொருளின் நிலையையோ அல் 

லது ஒரு நிகழ்ச்சி இடத்தையோ (3 9, 2) என்ற அச்சுத் 
.தூரங்களின் மூலம் குறிப்பிடலாம். ஒரே இயக்கத் தளத்தில் 

{Plane of motion) உள்ள பொருள்களின் நிலைகள் பற்றிய 

ஆய்வில் ௪-2, என்ற அச்சுத் தொகுதியின் மூலம் பொருள் 
களின் நிலைகளைக் குறிப்பிடலாம். 

ஓய்வும் இயக்கமும் (73௨84 ௨௭ம் 18௦110) 

ஓய்வு (7860), இயக்கம் (motion) என்ற சொற்களின் 
பொருள், கையாளப்படுகின்ற குறியீட்டச்சுகளுக் கேற்ப மாறு 
படும். தொடர் வண்டியொன்றில் பயணம் செய்துகொண் 
ருக்கும் ஒருவன் அவ் வண்டியைப் பொறுத்தவரை ஓய்வி 

.விருப்பதாகக் கொள்ளலாம்; ஆனால், வண்டிக்கு வெளியே 

யுள்ள பொருள்களைப் பொறுத்தவநை அவன் வண்டியின் 

வேகத்துடன் போய்க்கொண்டிருப்பதாகக் கொள்ளவேண்டும். 

ஆகவே, தொடர்வண்டியைக் குறியீட்டச்சாகக் கொண்டால் 
அம்மனிதன் ஒய்விலிருப்பதாகவும், தொடர்வண்டிக்கு வெளி 

ஃயேயுள்ள ஏதேனுமொரு பொருளைக் குறியீட்டச்சாகக் கொண் 
டால் அவன் வண்டியின் வேகத்துடன் போய்க்கொண்டிருப்ப 
தாகவும் கொள்ளப்படுகின்றான். அதாவது, குறிப்பிட்ட ஒரு. 

குறியீட்ட ச்சைப் பொறுத்தவரை ஓரே நிலையில் தொடர்ந்து 

இருந்து வருகின்ற ஒரு பொருள் ஓய்விலிருப்பதாகவும், அக் 
குறியீட்ட ச்சைப் பொறுத்தவரை அதன் நிலை மாறிக்கொண்டே 

யிருக்குமாயின் அப் பொருள் இயக்கத்திலிருக்குமாறும் கொள் 

னலாம். 

ens (Force) 

ஒரு பொருளை இழுக்கும்போதோ அல்லது தூக்கும் 

- போதோ அல்லது தள்ளும்போதோ நாம் ஒருவிதச் சக்தியைப் 
பயன் படுத்துவதை உணர்கிறோம். இச் சக்தியைத்தான் *விசை” 

கிறோம். ஒரு நாற்காலியை இழுக்கும்போது பய 8. 
விட ஒரு பெரிய அலமாரியை இழுக்க படுத்துகின்ற விசையை
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'அதிக விசை தேவைப்படுகிறது என்பதை நாம் உணர்கிறோம். 
ஆகவே, விசையை அளவிட முடியுமென்று காண்கிறோம். 
தவிர, அலமாரியைக் குறிப்பிட்ட ஒரு திசையில் தள்ளவேண்டு- 
மானால் அலமாரியின் ஒரு குறிப்பிட்ட பகுதியில் கைகளைக் 
கொடுத்துக் குறிப்பிட்ட திசையில் தள்ளவேண்டு மென் பதை. 
யும் நாம் உணர்கிறோம். ஆகவே, விசைக்குத் “திசை'யும் 

(direction) உண்டு என்று காண்கிறோம். மேலும், அலமாரி 
யில் குறிப்பிட்ட ஓர் இடத்தில் கைகளைக் கொடுத்துத் தள்ளுவ 
தால், அக் குறிப்பிட்ட இடமானது அவ் விசையின் “இடுபுள்ளி” 
(Point ௦4 ஹற!40௧(100) என்றழைக்கப்படுகிறது. ஆக வே, 
விசையென்பது (1) அளவு (ாா௨தார்ரமம6), (2) Some (direction), 
(3) இடுபுள்ளி (1௦14ம் ௦1 ஹற!110811௦0). ஆகிய இம் மூன்றையும் 
"கொண்டமைந்த ஒரு கணியம் என்று காண்கிறோம். விசை 
யானது செயல்படுகின்ற திசைக்கு *விசைத்திசை £ என்றும், 
விசையின் இடுபுள்ளி வழியே விசைத்திசையில் வரையப்படு 

கின்ற நேர்கோட்டிற்குச் * செயற்கோடு ” (line of action) என் 
றும் பெயர். விசைகளை அவற்றின் செயல்களுக்கேற்ப மூன்று. 

வகைகளாகப் பிரிக்கலாம். 

(அ) ஒன்றையொன்று தெதொட்டுக் கொண்டிருக்கும் 

இரண்டு அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட பொருள்களின் மீது 

செயல்படுத்தப்படுகின்ற அழுத்தம் (6 ப௦), எதிரழுத்தம் 
அல்லது எதிர்விசை (Reaction), அமுக்கம் (11, உராய்வு 
(Friction) Guncim விசைகள் முதலாவது வகையாகும். எடுத். 
துக்காட்டாக, ஒரு மேசையின்மேல் ஒரு பொருளை வைத்தால் 
அப்பொருள் தன்னுடைய எடையினால் (72/21). ஏற்படுகின் ற- 
அமுக்கம் என்ற விசையினால் மேசையை  அுமூக்குகிறது. 
மாறுக, அந்த மேசையானது அவ்வமுக்கத்தின் விளவை ஈ௫ 

செய்து அப் பொருளை ஓய்விலிருக்கச் செய்கிறது. உராப் 
வுடைய ஒரு சாய்தளத்தின்மீது ஒரு பொருளை வைத்தால் அப் 

பொருள் அத்தளத்தின்மீது கீழ்நோக்கி வழுக்கிவிடாமல் அத். 

தளத்தின் உராய்வுத்தன்மை தடுப்பதை நாமறிவோம். இவ் 

வாறு, அப்பொருள் வழுக்கிவிடாமல் தடுக்கின்ற விசையானது 

* உராய்வு விசை? (1771010081 force) எனப்படும். 

(ஆ) கயிற்றினால் பிணைக்கப்பட்ட இரு பொருள்கள் , 

-ஒன்றையொன்று இழுக்கும்போது கயிற்றின் வழியே செயல் 

- படுகின்ற இழுவிசை (7௦61௦௦) இரண்டாவது வகையாகும். 

இத்தகைய ஓர் அமைப்பில் ஒவ்வொரு பொருளும் மற்றப் 

பொருளை இழுப்பதால் இரு சம இழுவிசைகள் எதிர்த் திசை 

களில் செயல்படுவதைக் காணலாம்.
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(இ) காந்தம், மின்சக்தி, புவியீர்ப்புக் கவர்ச்சி போன்ற. 
வற்றினாலேற்படுகின்ற கவர்ச்சி (Attraction), பிணக்கம் 

(Repulsion) எனப்படும் விசைகள் மூன்றாவது வகையாகும். 

இவ்வகை விசைகளின் செயலாற்றல்கட்குட்பட்ட பொருள் 
களுக்கிடையே எவ்விதத் தொடுகையும் இராது. 

ae. (Weight) 

நியூட்டனின் ஈர்ப்புக் கவர்ச்சி விதியின்படி (Newton's 
Law of Gravitation) Qo பேரண்டத்திலுள்ள ஓவ்வொரு 

பொருளும் பிற பொருள் ஒவ்வொன்றையும் ஒரு விசையினால் 

ஈர்க்கின்றது என்று காணப்பட்டுள்ளது. அவ்வாறு எஈர்க்கின்ற 

விசையானது அப் பொருள்களின் பொருண்மைகளின் பெருக் 

கத்திற்கு தேரடி விகித சமமாகவும், அவற்றிற்கிடையேயுள்ள 

தூரத்தின் வர்க்கத்திற்குத் தலைகீழ் விகித சமமாகவுமிருக்கும்- 

இவ் விதியின்படி, பூமியின் மேற்பரப்பின் மேலுள்ள ஒவ்வொரு 

பொருளும் அப் பொருளின் பொருண்மைக்கு நேர்விகித 

சமமான ஒரு ஈர்ப்பு விசையினால் (17006 012417௨௦1100) பூமியின் 

மையத்தை தோக்கி ஈர்க்கப்படுகிறலு. இவ் வீர்ப்பு விசையே 

அப் பொருளின் எடை (17/82) எனப்படுகிறது. 

அலகுகள் (பா!) ப்பட்ட 

,  இயந்திரவியலுக்கு அடிப்படையாக விளங்குகின் ற வெளி), 

சடப்பொருள், காலம் ஆகியவை பற்றியும் அவற்றை அளவிடு 

வதற்கு ஆதாரமான நீளம், பொருண்மை, காலம் ஆகியவை 

பற்றியும் . ஆராய்ந்தோம். ஒவ்வொரு வகையிலும் ஏதேனு 

மொரு குறிப்பிட்ட அளவை அலகாக எடுத்துக்கொள்ளலாம். 

அதாவது, ஏதாவது ஒரு குறிப்பிட்ட பொருளின் பொருண் 

மையை ஓர் அலகு பொருண்மையாகவும், ஒரே மாதிரியான 

நிபந்தனை கட்குட் பட்டுத் திரும்பத் திரும்ப நிகழக் கூடிய” 

ஏதாவது ஒரு குறிப்பிட்ட பரிசோதனையின் நிகழ்வுக் காலத்தை 

ஒரு கால அலகாகவும் கொள்ளலாம், 

பொதுவாக இரு வகையான அலகு மூறைகள் வழக்கி 

லுள்ளன. அவற்றுள் ஒன்று அடி - ராத்தல் - வினாடி (௮.ரா.வி.) 
எனப்படும் பிரிட்டிஷ் மூறை (F.P.S. or British System) 
ஆகும். மற்றது, சென்டிமீட்டர்-கிராம்-வினாடி (செ. கி. வி.) 
எனப்படும் மெட்ரிக் முறை (C.GS. or Metric System) 
ஆகும். பிரிட்டிஷ் மூறையில் ஓர் அடி (Foot) என்பது 
நீளத்தின் அலகாசவும், ஒரு ராத்தல் (10ல்) என்பது 

பொருண்மையின் அலகாகவும், ஒரு வினாடி (5௪௦014) என்பது
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காலத்தின் அலகாகவும் கொள்ளப்படுகின்றன. மெட்ரிக் 
முறையில் ஒரு சென்டிமீட்டர் (கேயம்ாா2) என்பது நீளத்தின் 
அலகாகவும், ஒரு கிராம் (ரோகராா2) என்பது பொருண்மையின் 
அலகாகவும், ஒரு வினாடி ($600004) என்பது காலத்தின் 
_அலகாகவும் கொள்ளப்படுகின்றன. ஆனால், சென்டிமீட்டர், 
கிராம் என்பன மிகக் குறைந்த அளவுகளைக் கொண்ட அலகு 
களாதலின், நடைமுறைப் பயன் கருதி மீட்டர் (-100 செ. மீ) 

என்பது நீளத்தின் அலகாகவும், கிலோகிராம் (-1000 கிராம்) 
என்பது பொருண்மையின் அலகாகவும் கொள்ளப்படுவது 

மூண்டு. இவ்வாறு, மீட்டர் (18௦1௦), கிலோகிராம் (1811௦ஜக); 
வினாடி (Second) ஆகியவற்றை அலகுகளாகக் கொண்டு 
வழங்கப்படுகின்ற முறையானது மீட்டர்-கிலோகிராம்-வினாடி 
(Metre - Kilogram - Second ரஜா) என்றழைக்கப்படுகின்றது. 

இதைச் சுருக்கமாக மீ-கி-விமுறை (14. %. $. 3ல் என்று 
கூறலாம். 

திசையிகள் (20108) 

பொருள்களின் எடை, கன அளவு (07/01/711௦), விலை மதிப்பு 
ஆகியவற்றை முறையே கிலோகிராம், லிட்டர், ரூபாய் போன்ற 
அளவுகளினால் குறிப்பிடுவதை நாமறிவோம். ஆனால், சில 

வகைக் கணியங்களை (0ெ!1(169) அவற்றின் அளவுகளினால். 

(க்கஹர்ர்பம்66) மட்டும் முழுமையாகக் குறிப்பிட முடியாது. 
எடுத்துக்காட்டாக, காற்றின் வேகம் மணிக்கு 20 கிலோமீட்டர் 
என்று குறிப்பிடுவதன் மூலம் அதன் முழுப் பொருளையும் 
உணர்த்த முடியாது. அக் காற்று வீசுகின்ற திசையையும் 

காற்றின் வேக அளவுடன் சேர்த்துக் குறிப்பிடுவதன் மூலமே 

காற்றின் வேகத்தை முழுமையாகக் குறிப்பிட முடியும். இது 
போல், விசைகளைப் (Force) பற்றிக் குறிப்பிடுகையில் 

அவற்றின் அளவுகளுடன் அவை செயல்படுகின்ற திசை 

களும் (117501101) சேர்த்துக் குறிப்பிடப்பட்டால் மட்டுமே அவ் 

விசைகளின் தன்மை பற்றீ முழுமையாக உணர முடியும். 

Qiang sere; (Magnitude), Some (1917௦01100) ஆகியவற் 
pier gigus Gus (Velocity), விசை (10106) ஆகியவை 
போன்ற கணியங்களை வடிவ கணித முறைப்படி *திசையுடன் 

கூடிய நேர்கோட்டுத் துண்டங்களினால் (194760(64் 86தரர் ௦8 

straight 110686) குறிப்பிடலாம். எடுத்துக்காட்டாக, மணிக்குப் 

பத்துக் கிலோமீட்டர் வேகத்தில் கிழக்கிலிருந்து மேற்கு நோக் 
கிச் செல்லும் ஒரு வண்டியின் வேகத்தை 1 செ.மீ. - 10 கி.மீ. 
மணி என்ற அளவு திட்டத்தின்படி இடமிருந்து வலமாக 

வரையப்பட்ட 1 செ. மீ. நீளமுள்ள நேர்கோட்டுத் துண்டினால்
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குறிப்பிடலாம். இற் நேர்கோட்டுத் துண்டானது இடமிருந்து 
வலமாக 8 என்று குறிப்பிடப்பட்டால், வண்டியின் வேக 

> < 
மாகிய 10 கி. மீ. / மணி என்பதை .427 அல்லது BA என்ற குறி 
யீடுகளின் மூலம் குறிப்பிடலாம். இங்கு 48 என்ற நீளமானது 
வண்டியின் வேக அளவையும், அம்புக் குறியானது .4-லிருந்து 

ஐ நோக்கி என்ற திசையினையும் குறிப்பிடுகின்றன. பொது 
வாக, ஒரு துகள் 4 என்னும் புள்ளியிலிருந்து 8 என்னும் 
புள்ளிக்கு நகர்த்தப்பட்டால் அத் துகளின் இடப்பெயர்ச்சியை 

ஆ 
011௧04) 48 என்னும் திசையுடன் கூடிய நேர் 
கோட்டுத் துண்டினால் குறிப்பிடலாம். இவ்வாறு, ஒரு திசை 
கொண்ட நேர்கோட்டுத் துண்டத்தினால் குறிப்பிடக் கூடிய 
பெளதிகக் கணியத்திற்கு (Physical quantity) *வெக்டர்* 
அல்லது *திசையி” (7/௦0(0) என்று பெயர், மேற்கூறப்பட்ட 

> 

எடுத்துக்காட்டில் 4 என்பது AB என்ற திசையியின் ஆதி 

(௦ங் ஜு அல்லது “இடுபுள்ளி? (௦4% ௦1 ஹற110211௦0) எனப் 

படும், ஆகவே, ஒரு திசையியானது பின்வரும் மூன்று சிறப் 

பியல்புகளைக் கொண்ட ஒரு கணியம் ஆகும். 

(௮) ஓர் ஆதி அல்லது இடுபுள்ளி (0210 or Point of 

application) 

(ஆ) அளவு (Magnitude) 

(Q) gene (Direction) 

திசையிகளை (i) தன்வயத் திசையி (1766 160100), (4) நழுவுந் 
HeneuF (Sliding vector), (iii) எல்லைத் திசையி (0ம் 7௪01௦0) 

என்று மூன்று வகைகளாகப் பிரிக்கலாம். வெவ்வேறு ஆதி 
களையும், ஒரே அளவும் திசையும் கொண்ட திசையித் தொகுதி 

யைச் சேர்ந்த ஒரு திசையியிக்குத் *தன்வயத் திசையி! (Free 
460107) என்று பெயர். 

ஒரு திசை கொண்ட நேர்கோட்டுத் துண்டத்தை அது 
அமைந்துள்ள நேர் கோட்டின் மேல் பல நிலைகளில் நகர்த்து 
வதால் கிடைக்கப் பெறுகின்ற நேர்கோட்டுத் துண்டங்களின் 
தொகுதியைச் சேர்ந்த ஒரு நேர்கோட்டுத் துண்டத்திற்கு 
“நழுவுந்திசையி' (Sliding 160102) என்று பெயர். ஒரு தனிப் 
பட்ட திசைகொண்ட நேர்கோட்டுத் துண்டத்தினால் குறிப் 
பிடப்படுகின்ற ஒரு திசையி அல்லது பெளதிகக் கணியத் 
திற்கு “எல்லைத் திசையி” (௦0ம் 460௦) என்று பெயர், இவற் 

~
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_ றுள் தன்வயத் திசையியானது சுருக்கமாகத் *திசையி£ என்றே 
இந்நூல் முழுவதும் குறிப்பிடப்படுகின்றது. 2 என்னும் அளவு 
tot (magnitude) mqgu ஒரு திசையியை % என்ற தடித்த 

எழுத்தால் அல்லது 7 என்ற எழுத்தின்மேல் ஓர் அம்புக் 
> 

குறியிட்டு 2 என்ற குறியீட்டின் மூலம் குறிப்பிடுவது வழக்கம். 
ஆ 

ஆகவே, % அல்லது 7 ஐத் “திசையி? என்று வாசிக்கவேண்டும். 

உ என்ற திசையியின் அளவு || (எண்ணளவு %) அல்லது 

2 என்று குறிப்பிடப்படும். 

திசையில்லாமல் அளவு மட்டும் கொண்டுள்ள ஒரு கணியத் 

திற்குத் “திசையிலி” (80௨18௨) என்று பெயர்: நடைமுறையில் - 

கையாளப்படுகின்ற 1,2,3..... என்ற எண்கள் யாவும் திசையிலி 

களே. பொருள்களின் எடை, கன அளவு, விலை ஆகிய கணி 

யங்கள் அளவுகள் மட்டுமே கொண்டவையாகும். இவற்றிற்குத் 

திசைகள் கிடையா. அ,கவே, இவையாவும திசையலிகளாகும். 

திசையியைத் திசையிலியால் பெருக்கல் 

> 

2 என்னும் திசையி, ஈ என்னும் திசையிலி ஆகியவற்றின் 
> 

பெருக்கற்பலனாகிய ஈ 2 என்பது பின்வருமாறு வரையறுக்கப் 

படுகின்றது. 1 என்பது ஒரு நேரெண்ணாயின் im P என்பது 

உன் திசையையும் ஈம் என்ற அளவையும் கொண்ட ஒரு 

திசையியாகும்; ஈட என்பது ஓர். எதீரெண்ணாயின் m P என்பது 

மன் திசைக்கு எதிர்த் திசையையும் ஈ £ என்ற அளவையும் 
> > 

Caran .ஒரு திசையியாகும். உதாரணம்: 2 (2) - 22 
> 

P(—1l)=- P. 
> > 

- என்பது 2 என்ற அளவையும் 7 -ன் திசைக்கு எதிர்த் 

திசையையும் கொண்ட ஒரு திசையியாகும். 

திசையிகளின் கூட்டல் 

>> > > 
£,0 ஆகிய இரு திசையிகளின் கூட்டல் (2 4 0) என்ற 

திசையியாகும் இக் கூட்டுத் திசையியை இணைகர விதி 

(Parallelogram law) அல்லது முக்கோண விதி (18௭ ௦1 triangle) 

ஆகியவற்றின் மூலம் பின்வருமாறு குறிப்பிடலம்.
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இணைகரவிதி 
> > 
AB, AC என்ற இரு நிசை கொண்ட நேர்கோட்டுத் துண் 

>> 
டங்கள் முறையே 2, 0 என்ற இரு திசையிகளைக் குறிப்பிடு 
மானால், இவ்விரு திசையிகளின் ' கூட்டுத் திசையியா கிய 
> > > > 
(2- 0) என்பது 42 , 40 ஆகியவற்றை அடுத்துள்ள பக்கங் 

களாகக்கொண்டு வரையப்படும் 4200 என்னும் இணைகரத்திண் 

மூலைவிட்டமாகிய 42-யால் : குறிப்பிடப்படும் என்பதே இணை: 

கர விதியாகும். 

  

  

  

யடம் 1. 

முக்கோண விதி 

>> . 
2, 0 ஆகிய இரு திசையிகள் 420 என்ற முக்கோணத். 

> > 
தின் இரு பக்கங்களாகிய AB, BC ஆகியவற்றுல் குறிப்பிடட் 

> > 
பட்டால் அவ்விரு திசையிகளின் கூட்டலாகிய (720) என்பது: 

ஆ 
அம் முக்கோணத்தின் மூன்றாவது பக்கமாகிய AC ust 6b அள 

விலும் திசையிலும் குறிப்பிடப்படும். 

ae 
£, 0 ஆகிய திசையிகள் ஒரே திசையைக் கொண்டிருப்: 
>> 

பின் (2-0) என்ற கூட்டுத் திசையியானது (2£4-09) என்ற அள 
>> 

வையும், 2, 0 ஆகிய திசையிகளின் பொதுத் திசையையும்:
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"A 

  

படம் 2 

>> 
கொண்டிருக்கும். 7, ட ஆகியவை எதிர்த் திசைகளைக் கொண் 

> > 
உவையாகவும், 72ஃ-யின் அளவு 9-வின் அளவைவிட அதிக 

> > 
மரனதாகவுமிருப்பின் (2--0) என்ற கூட்டுத் திசையியானது 

> 

{P—Q) sem அளவையும், 72-ன் திசையையும் கொண்டி 
ரூக்கும். திசையிகள் கீழ்க்காணும் இயற்கணித விதிகளை 
நிறைவு செய்கின்றன. 

> > > 
P+P = 22 
> > > > 
P+Q = Q+P 

> > > 
mP+tnP= (m+n)P 

> > > > 
m(P+Q)= mP+m@Q 
> > > > , 
P+(-~Qi= P-@ 
> > 
P-P = 0 
ஃ ஒப டு டு பு. புட டப te 
(PHQ)4+R= P+Q+R=P+(Q+R) 

> 
2 - என்பது 0 அளவுடன் கூடிய ஒரு திசையியாகும். 

Os பூச்சியத் திசையி' (2610160107 0 1111 160௦0 என்ற 
ழைக்கப்படுகிறது. ஓர் அலகு அளவுடன் கூடிய திசையி 
யானது *திசையி அலகு? (Unit vector) என்றழைக்கப் 
டுகிறது, ்



தோற்றுவாய் 

- திசையிப் பல்கோணம் (1௦120௩ of Vectors) 

>> >>> > > 
0,857 ஆகிய திசையிகள் முறையே AB, BC, 

>> > 
62,222 87 ஆகிய திசைகொண்ட நேர்கோட்டுத் தண்டங் 
களில் குறிப்பிடப்பட்டால், இவற்றின் கூட்டல் திசையியாகிய 
> > > > > 
(P+ Q4+R4S 4+ T) ctetug ABCOEF cerm uicCansn gs 

ஆ 

பதின் 4177 என்ற பக்கத்தினால் குறிப்பிடப்படும் ஒரு திசையி 

யாகும். 

R+
2)
 

+ 
te 
+ 
அ 

வச 

  

படம் 3 

நிறுவல் , 
மூக்கோண விதியின்படி, 

> > > > > 
P+Q = AB + BC = AC 
> > > > > > 
P+Q+R = (P+Q)+R 

> > 
= AC+CD 

> 

= AD 

> > > > >> + » 
P+O+R+S = (P+Q4RHS
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> > 
= AD + DE 

> 

= AE 

> > > > > >? Fre >> > 
PHEOYLRY+SH+T=(PHTQO+R+SS HT 

> > 
= AE+ EF 

> 

= AF 

GlonguIs su. Qiser (Components of a Vector) 

இணைகர விதி அல்லது முக்கோண விதியின்படி இரு. 

திசையிகள் ஒரு திசையியாகக் கூட்டப்படுதல் போன்று ஒரு 

திசையியை இரு வெவ்வேறு திசைகளைக் கொண்ட இரு 

திசையிக் கூறுகளாகப் பிரிக்கலாம். இவ்வாறு ஒரு திசையி 

யாளது இரு திசையிக் கூறுகளாகப் பிரிக்கப்படுதலுக்குத் 

* திசையிப் பகுப்பு ' (Resolution of a vector) என்று பெயர். 
—> ஆஆ ச 

428 2 என்ற திசையியைக் கருதுக, 4 வழியே Ax, 

கீர என்ற இரு செங்குத்துக் கோடுகள் வரைக, £ 0॥ Ay-tb, 

ஐறடஃஉம் 4டி கிர ஆகியவற்றை முறையே 6, ஆகிய புள்ளி 

3 

D 
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டட > +> > +> 
களில் வெட்டுமாறு வரைக, AC, AD என்பன 4 - “ன் 

திசையிக் கூறுகளெனப்படும்; ஏனெனில், இணைகர விதி 
பபின்படி,. ் ் :
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> > > 
AC + AD = 48 ஆகும். 

. A 

மேலும் 240 - 9 எனில், 

4 480050 - 720060, 

AOD = CB = ABsin®6 = Psing. 

ஆ 

இவ்வாறு, £ என்ற ஒரு திசையியை 7 ௦08 0, ம 81௩09 

ஆகிய அளவுகள் கொண்ட இரு செவ்வகத் திசையிக் கூறுக 

era.) (Rectangular component vectors) பிரிக்கலாமென்று 

அறிகிறோம். 

கூற்றுத் திசையி அலகுகள் (04/1 Coordinate Vectors) 

ஏதேனுமொரு குறியீட்டச்சில் 0 - 5) 2 என்ற செங்குத்து 

அச்சுகளை எடுத்துக்கொண்டு Ox, Oy, ச ஆகிய ஆச்சு 

களில் மூறையே 4, ந, % என்ற திசையி அலகுகளை (Unit 

460005) நேர்த் திசைகளில் (Positive 0116011008) எடுத்துக் 

கொள்க. 

  

> ஆஆ : 
0.4 2 என்ற திசையியைக் கருதுச, அீ-லிருந்துஜடுற 

தளத்திற்கு 4 7 என்ற செங்குத்துக் கோடு வரைந்து, 8.8 ॥0,
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ச ட0% என்ற மநேர்கோடுகள் 0, 03. ஆகிய அச்சுகளை 
முறையே 2, 0 என்ற புள்ளிகளில் வெட்டுமாறு வரைக, 
0௦02-ல் 00-24 இருக்குமாறு றி என்ற புள்ளியைக் 

ஆ. ஒரு 4 
குறிக்கவும். இப்பொழுது, 09,06,0 என்பன. 0.4 என்ற 

திசையியின் மூன்று திசையிக் கூறுகளாகும். எவ்வாறெனில், 
இணைகர விதியின் படி, 

> > > 
OB + 0C = OE 

> > > 
OE + O0D=0A 

> > > > 
அதாவது, 08 -- 06-02 OA 

இப்பொழுது, 08- 72,002 7,00௦ - 2, என்க, 

॥ 

> > > 
“ OB = P,i, OC = P,j, OD = P,k 

> 

எனவே, உ 24 7, 1 2/0 என்று காண்கி? ம். 

மேலும், OA? = OE? + AE? 

= (OB? + BE*) + OD? 

= OB? + OC? + OD? 

அதாவது, P? = P,*? + P,? + Py? 

அல்லது, P= /மிபீர்சி 
> 

அதாவது, | P| = J P,?+P,7+P,%. 

Grit eiphA (Positive Rotation) 

மேல்நோக்கி அமைந்துள்ள 2 என்னும் திருகாணியின் 
மீது பொருத்தப்பட்டுள்ள 4 என்னும் திருகு (808) வலக்கை 
வசமாகச் (Right hand direction) சுழற்றப்படுமானால் அத். 
திருகு, திருகாணியின் மீது மேல்நோக்கிய திசையில் நகரு. 
மென்றும், இடக்கை வசமாகச் (1,611 18ம் 4175011010) சுழற்றப் 
படுமானால் அத் திருகு, திருகாணியின் மீது கீழ்நோக்கி நகரு. 
மென்றும் நாமறிவோம். இவ்வாறு, மேல்நோக்கி அமைந். 
துள்ள ஒரு திருகாணியின்மீது அதே திசையில் (அதாவது மேல் 

. நோக்கிய திசையில்) தகருமாறு திருகு சுழற்றப்படுகின்ற
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வலக்கை வசச் சுழற்சி (Right handed Rotationée “Cpt 
sipbf” (Positive Rotation) என்று பெயர், மாறுக, மேல் 
நோக்கிய திருகாணியின் மீது கீழ் நோக்கி நகருமாறு திருகு 
சுழற்றப்படுகின்ற இடக்கை ose sph (Left handed 
Rotation é@ “Sis aippF’’ (Negative Rotation) srg 

பெயர், அதாவது, திசை கொண்ட ஒரு நேர்கோட்டுத் தண் 
டத்துனை அச்சாகக் கெபண்டு சுழறறப்படும் ஒரு சுழற்சி 

  

படம் 5(அ) 

யானது, அத்தகைய சுழற்சியின் மூலம் ஒரு திருகாணியை அந் 

நேர்கோட்டுத் துண்டத்தின் திசையிலேயே நகர்த்தக் கூடியதா 
யிருப்பின் நேர் சுழற்சி என்றும், எதிர்த் திசையில் நகர்த்தக் 

கூடியதாயிருப்பின் எதிர்ச் சுழற்சி என்றும் அழைக்கப்படு 

கின்றது. 

வலக்கை முறை, இடக்கை முறை அச்சுக்கள் (1214 பவா ம6ர் வரர். 
~ Left handed axes) 

படம் 5-இல் குறிப்பிடப்பட்டுள்ள 0-2 என்ற செங். 
கூத்து அச்சுத் தொகுதியைக் கருதுக. (09% என்னும் (0ற-அச்சி 

் விருந்து 3- என்னும் )- அச்சை நோக்கி ஒரு நேர் கோணத்தில் 
திருப்பப்படுகின்ற சுழற்சியானத, 02 என்னும் மேல் நோக்கிய 
2-அச்சைப் பொறுத்து நேர் சுழற்சியாகயிருப்பதால், O-xyz 
என்னும் இவ்வச்சுத் தொகுதியானது வலக்கை முறை அச்சுக் 
@en (Right handed axes) எனப்படும் மாறாக, இவ்வச்சுத் 
தொகுதியினை 0-ற%2 என்ற வரிசையிலெடுத்துக் கொண்டால், 
0 என்னும் ந-அச்சிலிருந்து 0% என்னும் -அச்னச நோக்கி 
ஒரு (நேர் கோணத்தில் திருப்பப்படுகின்ற சுழற்சியானது 02 
என்னும் மேல் நோக்கிய 2-அச்சைப் பொறுத்து எதிர்ச் சுழற்சி 

௮. இ.--2
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யாகயிருக்குமாதலின், 0-2” என்னும் இவ்வச்சுத் தொகுதி 
யானது இடக்கை முறை அச்சுக்கள் (1,271 120060 80066) ஆகும். 
ஆகவே, 0,0),02 ஆகிய அச்சுக்களின் மீது குறிப்பிடப் 
பட்டுள்ள /,],,, என்ற திசையி அலகுகள் வலக்கை முறையில 

மையப் பெற்ற திசையி அலகுகளாகும். மேலும் [1], என்ற 
திசையி அலகுகள் வலக்கை முறையிலமையப் பெற்ற தாயின், 
ர்ம்்ட என்பன ' இடக்கை முறையிலமைந்திருக்குமென்றதிக 

இந்நூலில் வலக்கை முறை அச்சுக்களே குறியீட்டசுக்களாக 
எடுத்துக் கொள்ளப்படுகின்றன. 

திசையிலிப் பெருக்கம் அல்லது புள்ளிப் பெருக்கம் (Scalar Product 

or Dot Product) - 

2ம் என்னும் அளவுகளையும், 0 என்னும் இடைக் கோணத் 
>> 

் தையும் கொண்ட ஒடி ம் என்னும் இருதிசையிக்களின் “திசை 

யிலிப் பெருக்கம்'! அல்லது “புள்ளிப் பெருக்கம்?” என்பது 
சம்௦௦6 0 என்னும் திசையிலி யென வரையறுக்கப்படுகிறது. 

>> 
இப்பெருக்கமானது ச : ம் என்று குறிப்பிடப்படுகின்றது. 

    

மக
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 ௫ 

படம் 6 

>> 
a: அதாவது, b = ab cos 0 ஆகும். 

> >> > 
OA=4,0B=b என்ற இரு திசையிக்களுக்கிடையே 

யுள்ள கோணம் 6 என்க. 

>> > > 
a’‘b = (OA: OB 

(OA) (OB) cos 6 

(OA) (OB cos 9) 

(OA) (OL), BLILOA. 

உ 04:0,4யின்.லீது 0£யின் வீச்சு (Projection) 

॥ 
tl
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>> >> 
குறிப்பு 1. b-a = baces6 = abcos8 = a.b 

ச 

ஆ ௮ ம அழு 
ily 2. a (b+c)=a'b+are: 

>> 
குறிப்பு 3. @ = 0 -1efleb,a* b = abgos0 = ab 

>> 
ந எனில், ௨: ௫௦ ~ = 0 

2 | 2 

>> 
ஆகவே, at'a=a'acos0=a*. ¥ 

இதுபோல், 8/- j-j=k‘k= 

(மேலும், 7, ], ௩ ஆகிய திசையி அலகுகள் ஒன்றுக்கொன்று 
செங்குத்தாக அமைந்திருப்பதால், 

‘jr O= jk a) 

jok=O0-=-k'j, 
k-i=0=i'k 

ஆகும். 

ஆகவே, 

> ° > 
a=a,ita,jta,k, b= 5,i+6,j+5,k 

என்பன இரு திசையிக்களெனில், 

>> . ; 
a.b=(a,i+a,j+ ask) - (b,i= 5, j+5,k 

= a, b,+a, b, + a, bs 

ஆகும். இப் பெருக்கம் ஒரு திசையிலி யென்பதை அறிந்து 
கொள்க. 

திசையிப் பெருக்கம் அல்லது குறுக்குப் பெருக்கம் 
{Vector Product or Cross Product) 

a, ம் என்னும் அளவுகளும் 9 என்னும் இடைக் கோணமும் 
> > > > 

QansiG a=OA, b= OB என்னும் இரு திசையிக்களை எடுத்துக் கொள்க, இவ்விரு திசையிக்களும் அமைந்துள்ள MOB என்னும் தளத்திற்குச் செங்குதிதாக இருக்குமாறு ௦௪



-வரையறையிலிருந்து தெளிவாக விளங்கும். அதாவது, ௪ 
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; > >So > 
என்னும் திசையில் ஈ என்னும் ஒரு திசையி அலகினை. a, b, w 
என்பன ஒரு வலக்கை முறை திசையித் தொகுதியாக அமையஞூ 

மாறு எடுத்துக் கொள்க. 

N 

  

  

படம் 7 

>> 
இப்பொழுது, ௪, 4 ஆகிய இரு திசையிக்களின் திசையிமப் 

பெருக்கம் (7600 170000) அல்லது குறுக்குப் பெருக்கம் 

(Cross Product) என்பது 0 2 திசையிலமைந்துள்ள ௨ 5100 
> 

என்னும் அளவுடன் கூடிய 8 5110 ஈ என்னும் திசையியாகும் 
என்று வரையறுக்கப்படுகிறது. இத் திசையிப் பெருக்கமானது 

> > 
4 % ம் என்று எழுதப்படுமாதலின், 

> > > 
ax b= abSinoOa 

>>> 
ஆகும். கம், ॥ என்பன வலக்கை முறையிலமைந்திருப்பதால் 

a 3 ஆகிய இரு திசையிக்களுக்கிடையேயுள்ள கோணம் இரு 

நேர் கோணங்களுக்குக் குறைவாகயிருப்பின், யிலிருந்து ஐ 

நோக்கிந் திருப்பப்படுகின்ற சுழற்சியானது 9 என்னும் திசையி 
யைப் பற்றிய நேர் சுழற்சியாகும் என்பது திசையிப் பெருக்க 

>



“தோற்றுவாய் - ட்டி 31 

என்னும் திசையிலிருந்து ச் என்னும் திசையியை நோக்கி இரு 

“நேர் கோணங்களுக்குக் குறைவாகத் திருப்பப்படுகின்ற சுழற்சி 
> > 

பபானது ச.% ம் என்ற திசையியைப் பற்றிச் சுழலுகின்ற நேர் 
>>> 

சழற்சியாகும். ஆகவே, ௫, ம், ஜ ஆகியவை வலக்கை முறையி 
> > 

லமைந்திருப்பின் £ % ம் என்னும் திசையிப் பெருக்கம் நேரடை 
4பாளமுடையதாகவும், இடக்கை முறையிலமைந்திருப்பின், 

> > 
ax ம் என்னும் திசையிப் பெருக்கம் எதிரடையாளமுடைய 

தாகவும் கொள்ளப்படுகிறது. 0 2-இன் மீது ௨6 511 6 என்னும் 
அளவுடைய 0 என்னும் நேர்கோட்டுத் குண்டத்தை 

வயெடுத்துக் கொள்வோமானால், 

> > 
OC = ab Sing a 

ஆகும். ஆகவே, 

> > > 
axb=0C 

ஆகும். 

> > 
குறிப்பு 1: @ x ச் என்ற திசையிப் பெருக்கமானது 

ab Sino ந என்னும் திசையியாகும், இத் திசையிப் பெருக் 
>> 

கத்தின் அளவு 8 51 6 ஆகும். இது ௧, ம் ஆகிய திசை 
படிக்களை அடுத்துள்ள பக்கங்களாகக் கொண்ட இணைகரத்தின் 

பரப்பிற்குச் சமமாகும். 

>>> 
குறிப்பு 2: ௭, ம, 1 என்பன வலக்கை முறையிலமைந் 

>>> 
திருப்பதால், ம், சூ, 1 என்பன இடக்கை முறையிலமைத் 

> > 
திருக்கும். எனவே, ச % ம் என்பது நேரடையாளமுடைய 

> > , 
தாகவும், 0௩௨௪. என்பது எதிரடையாளமுடையதாகவும் 

சார ளப்படும். . ்
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ஆகவே, 

> > + > 
axb=-6bxa 

ஆகும். 
> > > 

"குறிப்பு 3: 6-0எனில், ax b = abSindn, n=0 

ல் > > > > 
a=" எனில், a = b = ab Sin © nab- nj 

> > > 
அல்வது, fax bf =|ab-n| =ab. 

> ஆஆ > . 
ஆகவே, @X @ =(a)(a)0-n = 0. aed. 

@muy 4: ixi=jjxjakxk=0. 

மற்றும், 7, /, £& என்பன முறையே Ox, Oy, Oz என்னும் 
வலக்கை முறை அஆச்சுக்களில் எடுத்துக் கொள்ளப்பட்ட 
திசையி அலகுகளாதலின், அவை மூன்றும் ஒரு வலக்கை. 
மூறை திசையி அலகுத் தொகுதியாகும். மேலும், அவை 
மூன்றும் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக யிருப்பதால், 

ixj=LlLk=k 

ஆகும். இதுபோல், 1%%- 1) ந) ர் என்பது காணலாம். 

தவிர, j,i, k என்பன ஒரு இடக்கை மூறை திசையி 
அலகுத் தொகுதியாகுமாகையால், 

.ம%ம- மு] 

ixk=-kxi-= - j, 

kxj=-jxk=--i 

என்று காணலாம். 

குறிப்பு 5: ச ௭ர் 4 சரிக்க தி ரம] %)% 
் ஆ ட” எனில்,. 

> > 
(OX b= (Gy; Uta, f+ ag k) x (b, i + B, i+ by k) 

= (a, b,-a, b.)i+(a, b,-a, bs) j+(@, bz - as ௦0%
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{i j k | 
| ட ஈட ரூ | 

| b, by by | 
என்று காணலாம். 

MucuGsdsacr (Triple Products) 

>>> >> > 
ச, ம, 2 என்பன மூன்று திசையிக்களெனில், a. (b x c) 

என்பது அத் திசையிக்களின் ““திசையிலி முப்பெருக்கி'* (5௦18 
> > > 

triple product) srermtb, ax (bX c) என்பது அவற்றின் 

**திசையி முப்பெருக்கி'” (72010 மம்ற16 றா௦ம0௦) என்றும் வரை 
யறுக்கப்பட்டுள்ளன. 

>> > 
a-(b xX c) = (a, i+ a,j + க. !i jo ok | 

| bs by by | 

| டே ட ey | 

= | a, @, a, | 

|b, by bs | 
J cy Cy Cs° | 

sGor, FeonsuI7 முப்பெருக்கியானது ஒரு திசையிலிக் 

கணியம் (808187 ரமயம்1(ழ) யென்று காணலாம். 

> > > * 
© Ox d= (itajtak x | j k 

| by bs bs | 
[fey ey cs | 

>> > 
a, (bX c) Baume Smrulsarngccr, souppier 

திசையிப் பெருக் eh ae PmsuId sonPusd (Vector qnantity) 

ஆகும். 

> > 
wns 1: a= 2i+10j+2k, b= 31+ 5+ 2k, 

> > > > 
c= 214+ 31 என்றால் 45% (6-௦) என்ன? 

(மதுரை பி. எஸ் ஸி. 1973 ஏப்)
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aX (bX c) = (2i+10§4+2k) x GO - 554+ 

= |i jk] 
| 2 10 2 | 
[1 -5 Lf 

= 200i - 20k 
~ 20(i-k) 

> > > 
orp 2: <=3i+2j-k, B=i-k, y=2j-k, 

> > >> > 
8= 31+ 5- 2k, cera (« x B)-(Y x 8)sQs Horde 

கிடுக, (சென்னை பி. எஸ். ஸி, 1969 ஏப்) 
> > 

தீர்வு: «x B=(3i+2j-k) x (i+0j-k) 

=| f நீ ந | 
| 3 2 1 | 
1 1 0 -1 | 

= -2i+2j- 2k 

. = - 2(i - j +k) 

Y¥xs= (i+ 2j-k) x (314+j- 2k) 

=~li j kd 
lo 2 -1 | 
13 1 5) 

= ~3i-3j- 6k 

= -3@+j+ 2k) 
> > > > | 

(KX B)-(Y Xd) = - 2b - f+ &). - 3144424) 

ho = 60 -jt+k)-G+j+2h)



தோற்றுவாய் : 25 

ர் 61-12 

= 12 . ் 

> > . 
மாதிரி 3: @=i+2j-2k, b= 214+ j5+.2k corp 

திசையிக்கள் செங்குத்தானவை யென்று காட்டுக. 

(மதுரை பி. எஸ். ஸி. 1972 ஏப்.) 

>> 
a+b = (i+2j -2k)-(2i+j +2k) 

24+2-4 

தீர்வு ₹ 

ஆனால் ஏ. - 290050 

>> 
. ab ஆகிய இரு திசையிக்களும் செங்குத்தானவை;. 

மாதிரி : 4, 21- ]-% 34 4] - % ஆகிய திசையிக்கள் 

ஒவ்வொன்றுடனும் செங்குத்தாக அமைந்த ஒரு திசையி 

அலகைக் காண்க. 

(மதுரை பி.எஸ்ஸி, 1972 ஏப்.) 

> > 

தீர்வு: ச-(21- j +k), 6 = Git 4j - bk) என்க. 
எனில், 

“oy 

> > > 
ax b= absino a 

>> 
. an axb 
ர் ab sin 0 

ஆனால் ஏம் 8௩6 என்பது (2 % 6) இன் எண்ணள வை (100108) 

ஆகும்.
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ab sin @ = 1 8 ர 

ஆ 

ஆகவே, திசையி அலகு 9 - :. 

> > 
இப்பொழுது, 2 % b = Qi- j+k x Gi+j-k) 

i j k 
2-1 1 
3 4 =I 
-31+ 5j+11k 

[= Voy 25 + 121 

= 4/155 

see = 3i + 5} + 11k 
 செங்குத்துத் திசையி அலகு - iss 

  

4 

a 
Y 

ர்
 

> > 
ors: 5. AB, AC எனும் இரு வெக்டர்களில் A,.B, C 

என்ற புள்ளிகளின் நிலைவெக்டர்கள் முறையே i + 2j - k, 
3i- j+ 2k aed. இரு வெக்டர்களுக் கிடையேயுள்ள. 
கோணத்தைக் கணக்கிடுக. 

(மதுரை பி.எஸ்ஸி, 1972 ஏப்.) 

குறிப்பு: 0 - 2 என்ற அச்சுக்களைக் கொண்ட ஏதேனு 
மொரு குறியீட்டச்சைக் குறித்து நகர்ந்து செல்லும் 2 என்னும் 

— 
ஒரு துகளைக் கருதுக, 077 என்ற திசையியானது அத்துளி 
களின் “ டுஐச் சார்ந்த திசையிநிலை அல்லது வெக்டர் நிலை *” 

ee 
(Position Vector of P relative $௦ 0) ஆகும். 02 - ர என்றும் 
சீயின் அச்சுத் தூரங்கள் (x, y, 2) என்று கொண்டால், 

> > 
_ சியின் திசைநிலை (வெக்டர் நிலை) =r = OP =xi+yj+zk 

ஆகும்... இதன். எண்ணளவை 02 - க | = = A/xt fy) + a 1277 + 2 
ஆகும்,



ச் 

தோற்றுவாய்: : 0) ரர. 
x 

திர்வு: அியின் வெக்டர் நிலை - 1-1 2] - ந ஆகையால்”: 

—> 5 

OA = 14+ 2j - k yo. 

% > 
இதுபோல், * OB = 25 +k, 

ஆ 
OC = 3i - jt 2k 

ஃ பி 02-04 

= (443k) -G+29- 

= ழ் றக 

> > ஆ 
AC = OC -OA 

= (31 - j + 2k) - (i+ 2j- & 

(= 2 - 3) + 3K 

= VS1t4tl6 = V2 

VEL TFS = VIT 

i= 274 4k). Qi - 3) + 3k) ॥ 

= 246412 

20 i ் ॥்
 

ஆனால் 48, 42 ஆகியவற்றிற்கிடையே யுள்ள கோணம், 

6 எனில், ் ் 
டட 

—> ட (| 
AB. AC ~ | AB| 401059 

AB" AC’ 
cos 9 = | > |அ.[ க 

ட்ட | 4.8] 40] 

2 
ஆ/21 4/2 ப
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20: 5௩- 
462. 

்் ட. 172 
4 6. = cos / 462 ப்ப 

0 என்பது க&கீ$ியயீேன் திணிவு மையம் — 
> > > . 
GA + GB + GC = O crear Pymys. 

மாதிரி 6: 

(11014) எனில், 

தீர்வு: கீற, 8, என்ற மையக்கோடுகளை வரைக. 

ஆதியாக எடுத்துக் கொள்க. 
Ga 

  

    

  

. 7} 

Lo / 
‘5 D 

படம் 8 

> > > 
GB + BD = GD 

> > > 
GC + CD = GD 
> > > > > 
GB + GC + BD+ CD = 2GD 

> > > ; -%@2 BD = DC amaund, BD = DC = ~CD 246 /. 

> > 
woos, BD+CD=0 

> >. 
GB + GC =2GD ' 

> > 
₹ே மலும், 0 என்பது திணிவு மையமாகையால், 40-20 ஆகும் 

3. உழு 
GB + GC = AG
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= «GA os னு 

Se 
அல்லது. 04- 08-- 00-0. 

வேகமும் திசை வேகமும் (80௦60 and Velocity) 

ஒரு துகள் 4 என்ற புள்ளியிலிருந்து 8 என்ற புள்ளிக்கு 
> 

Bsipg Dedvq@iOwehed, AB என்பது அத்துகளின் இடப் 
பெயர்ச்சி (0180150004) யாகுமென்று கண்டோம். ஒரு அலகு 
காலத்தில் ஒரு துகள் செல்லும் தாரமானது அத்துகளின் சராசரி 

Gevatb (Average speed) et. AB = 9 என்னும் தூரத்தை 
. சீ என்னும் துகள் / என்னும் காலத்தில் கடந்து சென்றால் அதன் 

சராசரி வேகம்-- ஆகும். இச்சராசரி வேகமானது ஒரு திசை 

யிலியாகும். அதற்குத் திசை கிடையாது. திசையையும் குறிப் 

பிடுகின்ற வேகம் “திசை வேகம்”” (Velocity) என்றழைக்கப் 
> 

படுகின்றது. இது பெரும்பாலும் 7 என்று குறிக்கப்படு. 

கின்றது. அதாவது, திசை வேகமானது இடப் பெயர்ச்சியின் 

மாறுபாட்டு வீதமாகும். இடப்பெயர்ச்சியென்பது ஒரு திசையி 

ஆகையால் திசை வேகமும் ஒரு திசையியாகும். 

ர ம் ரர் சட என்பது 2 என்ற துகளின் திசையிநிலை 

யெனில் அதன் திசை வேகத்தை 1 என்னும் காலத்தைப் 

> 

பொறுத்த 7 இன் வகையீட்டுத் குணகத்தின் (1912801121 ௦௦- 
efficient of w. r. t. 7.) மூலம் கணக்கிடலாம். 

>. 
dr dx . d d > ட ஸ்... சீ 

அதாவது, ந; - “ர ait ஜுர ற 

= 513] 4 ச% என்பது 2 என்ற துகளின் 
> > 

அல்லது, 7 ௪ 
. . ச . > 

'திசைவேகத்தைக் குறிப்பிடும். (% 7, z) என்பன 7* இன் கூறு 

கயாகும். 

முடுக்கம் (௦௦61881101) 

ஒரு துகளின் திசைவேகம் காலத்தைப்பொறுத்து அதிகரித் 

துக்கொண்டிருக்குமானால் அத்திசை வேகத்தின் மாறுவீத
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woret gs (Rate of change of Velocity) aggiaahar ap@sawb 
{Acceleration ) sratpmpsauu@asrpg. Qa Qugibumgyd 

> > 
a என்று குறிப்பிடப்படுகின்றது. ஆனால், V என்பது ஒருதிசை 

> > 
அபியாகையால் சயம் ஒரு திசையியாகும். 7* என்ற திசைவேகத் 

ஸ். 
தின் வளர்ச்சி வீதத்தை ந அல்லது a என்ற 7 ஐப்பொறுத்த 

> ப 
77இன் வகையீட்டுக் குணகத்தின் மூலம் காணலாம், 

> 

> dy 
ஆகவே, a” Wr 

> 

4 (dr 
dt\ dt 

adf{dx , dy , dz 

ar( க 1 ap it a ட) 
dx, கீற... தீத 

= ge gr it aek 
Bh Gib. அதாவது, : 

> 

a= 

> oe ee a 

V= xityjtzk 

ஆகும். xX ந) ச என்பன அம்முடுக்கத்தின் கூறுகளாகும். 

“$ேவக அலகுகள் (யர்ர்(5 04 721௦௦113) 

வினாடிக்கு ஒரு சென்டி மீட்டர் இடப் பெயர்ச்சி வீதம் 

நகர்ந்து செல்லும் ஒரு துகளின் வேகம் செ, கி, வி முறையில் 
ஒரு அலகு வேகமாகக் கொள்ளப்படுகிறது. . இது சுருக்கமாக 

1 செ.மீ. (வினாடி அல்லத; 1 செ.மீ.வி-* என்று குறிக்கப்படுகின் 

றது. வினாடிக்கு ஒரு அடி இடப்பெயர்ச்சி வீதம் நகர்ந்து 
செல்லும் ஒரு துளிகளின் வேகம் ௮. ரா. வி, மூறையில் ஒரு 
அலகு வேகமாகக் கொள்ளப்படுகிறது. இது சுருக்கமாக 1 அடி 
[வினாடி அல்லது 1 அடி.வி.-1 என்று குறிக்கப்படுகிறது. 

முடுக்க அலருகள் (யார்(5 ௦ரீ Acceleration) ட, 

வினாடிதோறும் 1] செ.மீ. / என்ற வீதத்தில் அதிகரித்துக் 
“கொண்டிருக்கும் திசை வேக வளர்ச்சி வீதம் செ.கி.வி. மூறை
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யில் ஒரு அலகு முடுக்கமாகக்கொள்ளப்படுகிறது. இது சுருக்க 

மாக 1 செமீ./ (வினாடி) அல்லது 1செ.மீ./வி? அல்லது 1செ மீ. 
வி-* என்று குறிப்பிடப்படுகின்றது. வினாடிதோறும் 1 அடி / 

(வினாடி) என்ற வீதத்தில் அதிகரித்துக் கொண்டிருக்கும் திசை 
(வக வளர்ச்சி வீதம் ௮.ரா.வி முறையில் ஒரு அலகு முடுக்க 

மாகக் கொள்ளப்படுகிறது. இது சுருக்கமாக 1 அடி, (வினாடி)? 

அல்லது 1அடி/வி” அல்லது 1 அடி/வி-? என்று குறிப்பிடப்படு 
கின்றது. மேற்கண்டவை வேகம், முடுக்கம் ஆகியவற்றின் 

அலகுகளாகக் கொள்ளப்பட்ட போதிலும் வேகமானது மைல்/ 

மணி அல்லது கிலோ மீட்டர்/மணி என்ற அலகுகளின் மூலமே 

பெரும்பாலும் குறிப்பிடப்படுகின் றன. 

Anse gO Geer (units of Force) 

ஒரு அலகுப் பொருண்மையில் ஒரு அலகு முடுக்கத்தை 

விளைவிக்கின்ற விசையானது ஒரு அலகு விசையென்று: வரை 

பறுக்கப்படுகிறது. செ.கி.வி. மூறையில் ஒரு அலகு விசை 

யென்பது ஒரூ “டைன்” (௭6) என்றும், அ.ரா.வி. முறையில் 

ஒரு அலகு விசையென்பது ஒரு ராத்தவி அல்லது பவுண்டல் 

{poundal) என்றும் அழைக்கப்படுகின்றன. ஆகவே, ஒரு 

டைன் என்பது ஒரு கிராம் நிறையுள்ள ஒரு சடப்பொருளில். 

1 செ.மீ./வி”? என்ற முடுக்கத்தை விளைவிக்கத் தத்த ஆற்றலு 

டைய விசையாகும். ஒரு ராத்தலியென்பது ஒரு ராத்தல் 

பொருண்மையுள்ள ஒரு சடப் பொருளில் 1அடி/வி? என்ற 

முடுக்கத்தை விளைவிக்கத்தக்க ஆற்றனுடைய விசையாகும். 

இவ்வலகுகளுக்குத் தளியலகுகள் (Absolute units) என்று 

பெயர். 
் 

உந்தம் (Momentum) 

இயக்கத்திலிருக்கும் ஒரு துகளின் உந்தம் என்பது அத் 

துகளின் பொருண்மை, திசைவேகம் ஆகியவற்றின் பெருக்கம் 

என்று வரையறுக்கப்படுகின்றது. ஈ எனும் பொருண்மை 

> 

புள்ள ஒருதுகள் 7* எனும் திசை வேகத்துடன் இயங்கிக்கொண்்'் 
> 

டிருப்பின் அத்துகளின் உந்தம் 1 ஆகும் திசைவேகம் ஆனது 

ஒரு திசையியாகையால் உத்தமும் ஒரு திசையியாகும். 

நியூட்டனின் இயந்திர வியலின் அடிப்படை விதிகள் 

(Fundamental Laws of Newtonian Mechanics) 

துகள்களின் இயக்கம் பற்றிய தத்துவங்களை மூதன் முத 

வில் கவீலியோ என்னும் அறிஞர் பரிசோதனைகள் மூலம்
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செய்து காட்டிய போதிலும் சா, ஐசக் நியூட்டன் என்னும் 
அறிஞரே அத்தத்துவங்களை மூன்று விதிகளாக வரையஙத்துக் 

கூறியவராவர். நியூட்டனின் அம் மூன்று இயக்க விதிகளே 
இயந்திரவியல் என்ற அறிவியலுக்கு அடிப்படையாக அமைந் 

துள்ளன. இதன் காரணமாகவே இவ்வறிவியல் “நியூட்டனின் 
இயந்திரவியல்'' என்றும் அழைக்கப்படுகின்றது. இவ்வளவு 
மூக்கியத்துவம் வாய்ந்த நியூட்டனின் மூன்று விதிகள் கீழே 
தரப்பட்டுள்ளன. 

முதல் விதி 
ஓய்வு நிலையிலிருக்கின்ற அல்லது ஒரு நேர்கோட்டில்: 

சீரான இயக்கத்துடன் இயங்கிக் கொண்டிருக்கின்ற ஒவ்வொரு. 
துகளும் புறவிசைகளின் தாக்குதலினால் தன் நிலையை மாற்றிக் 
கொள்ளப் பலவந்தப்படுத்தப்பட்டாலொழிய தொடர்ந்து 

அத்நிலையிலேயே இருந்து வரும். 

எந்தத் துகளாலும் தன் நிலையைத் தானாகவே மாற்றிக் 

கொள்ள இயலாது. இவ்வாறு துகள்களின் தன்னிலை மாற்றிக் 

கொள்ள இயலாத் தன்மையை “சடத்துவம்'” அல்லது “நிலை 

with” (1௦118) என்று சொல்லப்படுகிறது. துகள்களின் இச்சடத் 

துவத்தத்துவத்தையே நியூட்டனின் முதல் விதி விளக்குகிறது. 
மேலும், எந்தத் துகளும் ஏதேனுமொரு புறவிசையின் தாக்கு 
தலுக்குட்படுத்தப்பட்டால் மட்டுமே தன் நிலையை மாற்றிக் 
கொள்ள இயலுமென்றும் முதல். விதியிலிருந்து அறியப்படு: 

கிறது. ஆகவே, முதல் விதியினுதவியால் விசையென்பது பின் 
வருமாறு வரையறுக்கப்படுகின் றத: 

“ஒரு துகளின் மீது செயல்பட்டு அத்துகளின் ஓய்வு 
நிலையை அல்லது ஒரு நேர் கோட்டிலுள்ள அதன் சீரியக் 
கத்தை மாற்றுகின்ற அல்லது மாற்ற முயலுகின்ற வினையே 
விசை (10௦6) யாகும்,” 

இரண்டாம் விதி 

ஒரு விசையின் தாக்குதலுக்குள்ளான ஒரு துகளின் 
உந்த மாறு வீதம் (15216 01 change of momentum) war 
விசைக்கு விகித சமமாயிருப்பதோடு அவ்விசையின் செயற். 
கோட்டிலேயே செயல்படும். 

1 என்னும் பொருண்மையுள்ள ஒரு துகள் 9 என்னும் திசை 
> 

வேகத்துடன் நகர்ந்து கொண்டிருந்தால், அதன் Q bob mV 
என்று கண்டோம், இப்பொழுது F என்னும் ஒரு விசையினால்
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அத்துகள் / என்னும் காலத்திற்குத்தாக்கப்பட்டால் அப்பொரு 
ளின் திசைவேகம் மாறுதலடையும். ஆகவே, அத்துகளின் 

உந்தமும் அவ்விசையின் தாக்குதலினால் மாறுபடுகிறது. இவ் 
வுந்த மாறுதலின் வீதமானது அவ்விசைக்கு விகித சமமாக 

. யிருக்குமென்பதையே இரண்டாம் விதி கூறுகிறது. 

> 

~ . 9. ம்ம) . . 
று 17 என்பது உந்தமாதலின் Th என்பது உந்தமாறு 

வீதத்தைக் குறிக்குமென்பது வகை நுண்கணிதத்திலிருந்து 

நாமறிவோம். எனவே, நியூட்டனின் இரண்டாம் விதியிலிருந்து 

> > 
a (m)~s F. 

at 

என்று அறிகிறோம். £ என்பது விகிதசம மாறிலி யெனில், 

‘ > > 
_d@ (my) = KF. 

at வழ ட் 

அதாவது, m அடவு 

> 

டம்... : : : . ~ 
ஆனால், 5 என்பது மூடுக்கமாகும்: இம்முடுக்கமானது ர என்று 

குறிப்பிடப்பட்டால், 

> > 
ma=kF 

ஆகும். இப்பொழுது ஒரு அலகு பொருண்மையுள்ள ஒரு 
துகளில் செயல்பட்டு ஒரு அலகு முடுக்கத்தையுண்டு பண்ணு 
கின்ற விசையே ஒரு அலகு விசையாகுமென்று வரையறுக்கப் 
பட்டால், 

.m=la=1F = 1 oe. 

ஆகவே, 1.1 - 51, அல்லதுந் - 1 eu. 

> > 

இவ்வாறு 7 ௩ 94 2 என்னும் ஆூத்திரத்தைப் பெறு 

கிறோம். இச்சூத்திரத்திற்கு இயக்கச் சமன்பாடு (1301௦0 ௦8 
10011011௦7 உறகா!1016) என்று பெயர். இச்சூத்திரம் விசைகளை : 

௮. இ.--3
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அளவிடப் பயன் படுகிறது. மேலும், துகள்களின் பொருண்மை 

களை அளவிடவும் இச்சூத்திரம் பயன்படுகிறது, எவ்வாறெனில்; 
இரு வெவ்வேறு பொருண்மைகளையுடைய துகள்களின் மீது 
இரு சமமான விசைகளைச் செயல்படச் செய்து அவ்விரு 
பொருட்களும் பெறுகின்ற முடுக்கங்களை அளவிட்டு: மேற் 

கண்ட சுத்திரத்தினின்றும் பெறப்படுகின்ற m -f எ்ன்ற 

தொடர்பின் மூலம் அவ்விரு துகள்களின் பொருண்மைகளை 

ஒப்பிடலாம். அவற்றுள் ஒன்றின் பொருண்மை ஒரு அலகு 
இருக்குமாறு எடுத்துக்கொண்டு மற்ற துகளின் பொருண்மை 

> 

யைக் கணக்கிடலாம். அதுமட்டுமன்று; இச்சூத்திரத்தில் 77 - ர 
எனில், ஈ- ௦ என்று காண்கிறோம். அதாவது, ஓய்விலிருக் 

கின்ற அல்லது ஒரு நேர் கோட்டில் சீரியக்கத்தில் சென்று 
கொண்டிருக்கின்ற ஒரு துகள் புறவிசையினால் தாக்கப்படா 

> 

திருக்குமேயாயின் அதன் முடுக்கம் ஈ பூச்சியமாகிறது. அதாவது, 

அத்துகள் தன்னிலையை மாற்றிக் கொள்ள இயலாது. என்னும் 
முதல் விதியைப் பெறுகிறோம். 

மூன்றாம் விதி ஓவ்வொரு விசைத்தாக்கத்திற்கும் ் எப் 

பொழுதும் ஒரு சம எதீர் விசைத் தாக்கம் உண்டு. 

4 என்னும் ஒரு துகள் 8 என்னும் மற்றொரு துகளின் மீது 

ஏதேனுமொரு விசையினால் தாக்குதல் செய்யுமாயின் 8 யானது 
4 யின் மீது அவ்விசைத் தாக்கத்திற்குச் சமமான எதிர்விசை 

யால் தாக்குதல் செய்யுமென்று இவ்விதி கூறுகிறது. அதாவது, 

விசையும் எதிர் விசையும் சமமாகவும் எதிராகவுமிருக்கும் 

என்பது இயற்கையின் நியதி. 

புவியீர்ப்பு வேக வளர்ச்சி வீதம் அல்லது ஈர்ப்பு முடுக்கம் 

(Acceleration due to Gravity) 

நாம் ஒரு பொருளை மேல் நோக்கி எறிந்தால் அது சிறிது 

தூரம் மேலே சென்று பின் பூமியை நோக்கிக் கீழே விழுவதைக் 

காணலாம். பூமியின் ஈர்ப்புக் கவர்ச்சியின். காரணமாகவே மேல் 

நோக்கி எறியப்பட்ட பொருட்கள் கீழ் நோக்கி விழுகின்றன. 

அவ்வாறு கீழ் நோக்கி ஈர்க்கப்படுகின்ற பொருட்களின் வேகத் 

தில் ஒரு முடுக்கம் (௦௦61278110) ஏற்படுவதையும் காணலாம். 

இம்முடுக்கத்திற்குப் “புவியீர்ப்பு முடுக்கம்” அல்லது “புவி
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வபீர்ப்பு வேக வளர்ச்சி வீதல்'” Acceleration due to Gravity) 
என்று பெயர். இப் புவியீர்ப்பு முடுக்கம் பொதுவாக ச என்று 

சூறிப்பிடப்படுகிமது ஈர்ப்புக்கவர்ச்சி விதி (1,89௭ of Gravitation) 
4பின்படி, ஒரு பொருளைத்தன் வயமிழுக்கின்ற பூமியின் ஈர்ப்புக் 

கவர்ச்சி விசையானது அப்பொருளின் பொருண்மைக்கு விகித 
சமமாக யிருக்கும். ஆகவே ஈர்ப்பு முடுக்கமானது எல்லாப் 

பொருட்களுக்கும் சமமாகயிருக்குமென்று அறியலாம். 

பூமியின் மேற்பரப்பில் இப்புவியீர்ப்பு முடுக்கம் இடத் 
துக்கு இடம் சிறிது மாறுபடக் கூடியதாகவும், பூமியிலிருந்து 
உயரே செல்லச் செல்ல ஈர்ப்பு முடுக்கமானது பூமியின் மையத் 

திலிருந்து பொருளின் தூரத்தின் தலைகீழ் வர்க்கத்திற்கேற்ப 

மாறுபடுமென்றும், பூமிக்குள்ளே ஈர்ப்பு முடுக்கமானது பூமியின் 
மையத்திலிருந்து பொருளின் தூரத்திற்கேற்ப மாறுபடுமென்றும் 
கணக்கிடப்பட்டுள்ளது. இப்புவியீர்ப்பு முடுக்கத்தின் மதிப் 
புக்கள் நில நடுக் கோட்டில் (840410) 978 செ.மீ./வி? என்றும், 

தருவப்பகுதிகளில் (1௦181௦000௦) 983.2 செ.மீ./வி? என்றும் 

கணக்கிடப்பட்டுள்ள. ௮.ரா.வி. முறையில் இதன் மதிப்பு 32, 2 

அடி/வி£ ஆகும். இருப்பினும், சாதாரணச் சூழ்நிலைகளில் பூமி 
பின் மேற்பரப்பிலுள்ள எல்லா இடங்களிலும் இதன் மதிப்பு 
ஒரு மாறிலி (0011590814) யாக யிருப்பதாகக் கொள்ளப்படுகிறது. 
por qennds Des sic wrg'e (Gravitational Constant) 
யின் மதிப்பு செ.கி.வி. முறையில் 981 செ மீ./வி? என்றும், 
அ.ரா.வி. முறையில் 32 அடி/வி” என்றும் ஏற்றுக் கொள்ளப் 

பட்டுள்ளது. நியூட்டனின் இரண்டாவது விதியின்படி பூமியின் 
'மேற்பரப்பிலுள்ள 1 பொருண்மையுள்ள ஒரு பொருளானது 
12 எனும் ஈர்ப்புக் கவர்ச்சி விலசயினால் பூமியின் மயத்தை 
நோக்கி இழுக்கப்படுகிறது. இந்த ஈர்ப்புக் கவர்ச்சி வசை 
யையே நாம் அப்பொருளின் எடை (97820) என்று சொல்லு 
கிறோம். ஆகவே, ஈ பொருண்மையுள்ள ஒரு பொருளின் எடை 
௪ ஆகும். எடையை 4 என்று குறிப்பிட்டால், ம = mg ஆகும். 
விசையின் அலகு செ.கி.வி. முறையில் டைன் என்றும், அ ரா.வி. 
முறையில் ராத்தலி அல்லது பவுண்டல் என்றும் கண்டோம். 

ஆகவே, ஒரு பொருளின் எடை (0) யானது செ.கி.வி, மூறை 
யில் ஈஉடைன்கள் என்றும், அ.ரா.வி, முறையில் ஈச ராத்தலி 
கள் என்றும் அறிந்து கொள்க, 

தனியலகும் ஈர்ப்பலகும் (&501ய16 ஊம் ஊம் சேளார்(211௦2ி units) 

நடை முறையில் ஒரு அலகு பொருண்மையுள்ள ஒரு 
பொருளின் எடையே ஒரு விசையாகப் பயன்பட்டுவருகிறது.



36 ் அடிப்படை இயந்திரவியல் 

இந்த முறையலகு “ஈர்ப்பலகு” (Gravitational unit) என்றூ 
பெயர். அ.ரா.வி. முறையில் ஈர்ப்பலகு என்பது ஒரு “ராத்தல் 

எடை” (Pound weight) ஆகும்; அதாவது ஒரு ராத்தல் 

பொருண்மையுள்ள பொருளின் எடையாகும். செ.கி.வி. முறை 

யில் ஈர்ப்பலகு என்பது ஒரு “கிராம் எடை”! (Gram weight} 

ஆகும்; அதாவது ஒரு கிராம் பொருண்மையுள்ள பொருளின் 

எடையாகும், ஆகவே, மூன் கூறப்பட்ட விளக்கத்தின் படி, 

1 கிராம் எடை = ச டைன்கள் - 981 டைன்கள் 

1 ராத்தல் எடை - சராத்தலிகல் = 32 ராத்தலிகள்.. 

ஆனால் டைன், ராத்தலி ஆகியவை தனியலகுகளாகையால், 

1 ஈர்ப்பலகு - ஏ தனியலகுகள் 

என்று காண்க. . : 

Ams onG ar. sef) Camun@® (Priuciple of transmissibility of 
Force) 

ஒரே நேர் கோட்டிலுள்ள ஒரு புள்ளியில் எதீரெதிர்த் 
திசைகளில் செயல்படுகின்ற இருசம விசைகள் ஒன்றுக் 
Garry afro; FS ab Tihs ssa (State of equilibrium} 
பெறுகின்றன வென்பது யாவரும் அறிந்ததே. 

  

படம் 9 

> 

ஒரு கட்டிருக்கப் பொருளில் 7 என்னும் விசை 4 என்னும் 

புள்ளி வழியே Ax என்னும் திசையில் செயல்படுவதாகக் 
கொள்க. இப்பொழுது, 4% ன் மேலுள்ள 2: என்னும் மற்றொரு:
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>> 

புள்ளி வழியே எதிர்த் திசைகளில் ச, 7 எனும் இரு சம விசை 
களைச் செயல்படுத்துக. இவ்விரு சம விசைகளும் ஒன்றுக் 
கொன்று விளைவு நீக்கம் பெற்றுச் சமநிலை பெறுமாகையால் 

> 

அப் பொருளில் 4 யில் செயல்படுகின்ற /என்னும் விசையின் 

விளைவே காணப்படும். ஆனால் 4, 8 ஆகிய புள்ளிகள் வழியே 
செயல்படுகின்ற மூன்று விசைகளுள், 8 வழியே .4% திசையில் ' 

> 

செயல்படுகின்ற 7” என்னும் விசையும், .8 வழியே ௩.4 என்னும் 
> 

திசையில் செயல்படும் 7” என்னும் விசையும் ஓனீறுக் கொன்று 
விளைவு நீக்கம் பெற்றுச் சமநிலை பெறுமெனக் - கொள்வோ 
மாயின், அப்பொருளில் 8 வழியே 5 திசையில். செயல்படும் 

7” என்னும் விசையின் விளைவே மிஞ்சி நிற்பதைக் காணலாம். 
இவ்விளைவும், 5 யில் சம எதிர் விசைகளைச் செயல்படுத்து 

மூன்னர் 4 யில் செயல்பட்ட 2 என்னும் விசையின் விளைவும் 
> . 

சமமாகயிருக்குமென்பதை அறியவும். அதாவது, F என்னும் 
விசையின் இடு புள்ளியை 4 யிலிருந்து அவ்விசைக் கோட்டி 

லுள்ள மற்றொரு புள்ளியாகிய 2 க்கு மாற்றுவதால் அவ்விசை 

பினால் அக்கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது ஏற்படுகின்ற விளைவில் 

எவ்வித மாறுதலும் ஏற்படுவதில்லை யென்று காண்கிறோம். 
ஆகவே, ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளில் ஏதேனுமொரு புள்ளி 
வழியே செயல்படுகின்ற ஒரு விசையானது அவ்விசைக் 
கோட்டின் மேல் அப்பொருளின் மேல் அப்பொருளோடு கட்டி 
றுக்கமாகப் பிணைக்கப் பட்டுள்ள மற்றொரு புள்ளி வழியே 

செயல்படுவதாகக் கொள்ளலாம். இத்தத்துவத்திற்கு “விசை 

ஊடு கடத்தற் கோட்பாடு” என்று பெயர். 

பயிற்சி 1 

(1) 2-1) 1-3]-5% 34- 44-41 ஆகியவற்றை திசையி 
.நிலைகளாகக் கொண்ட புள்ளிகள் ஒரு நேர்கோண முக்கோணத் 
ஜின் மூலைகளாக அமையுமென்று காட்டுக. 

~ > > 
Q) a@=41+3j+k, b= 2- f+ 2 ஆகிய திசைய 

களுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தின் கொசைன் விகிதத்தைக்
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>> 
காண்க. மேலும், ஈ, மீ ஆகிய திசையிகளுக்குச் செங்குத்தான 
திசையி அலகையும் காண்க. 

3) 1433-2), 2-4) +k ஆகிய திசையிகளுக் 
கிடையேயுள்ள கோணத்தின் சைன் விகிதம் காண்க, 

> > > 
(4) a= 31 -jf+2k, b= 2+j-k,c =i - 2jt+ mk 

>> >> > > 
எனில, (௪% 4) ௩-௪, 
கைக் காண்க. 

ச2%(6௩௨௦ ஆகியவற்றின் மதிப்புக் 

ணை! > 3 
(5) @=1-4+k, b= 2+jt+k, c=i+2j-k 

> > e+ FS >> F >> 
staf, ax (bX c) = (a.c) b-(a.b) 2 என்று நிறுவுக, 

(6) 2%-j+k 31 4] -% ஆகிய திசையிகளுக்குச் 

- 31+ 5j + 11k . 
செங்குத்தான திசையி அலகு — 1 என்று 

காட்டுக.



  

  

முதற் பாகம் 

- நிலையியல் 
(STATICS) 

  

 





1. ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் 
விசைகள் 

( FORCES ACTING AT A POINT ) 

Acmeaefer aiizera; (Resultant of Forces) 

இரண்டு அதற்கு மேற்பட்ட விசைகள் ஒரு துகளின்மீது 
ஒரே நேநரரத்தில் செயல்படுவதால் அத்துகளிலேற்படுகின்ற 
விளைவுக்குச் சமமான விளைவை ஒரு தனிவிசை அத்துகளில் 
உண்டாக்குமெனில், அத்தனி விசையானது பிறவிசைகளின் 

விளைவு (168ய/(801) என்றும், அவ்விசைகள் யாவும் அவ்விளைவு 
விசையின் கூறுகள் (components) என்றும் கூறப்படுகின்றன. 

>> 
2, 0 என்னும் அளவுகள், கொண்ட P,Q என்னும் இரு 

விசைகள் ஒரு பொருளின் மீது ஒரே நேர்கோட்டில் செயல் 
> > . 

பட்டால், அவற்றின் விளைவு (2 -- 0) ஆகும். அவ்விருவிசை 

களும் அந்நேர்கோட்டில் ஒரே திசையில் செயல்பட்டால், 
அவற்றின் விளைவு (2 -- 9) எனும் அளவுடையதாகவும், அவ் 

விரு விசைகளுள் 725 0 ஆகவும், அவை எதிர்த் திசைகளில் 

செயல்படுவதாகவுமிருப்பின் அவற்றின் விளைவு (2 - Q) எனும் 

அளவுடையதாகவுமிருக்கும், பொதுவாக, ஒரு பொருளின்மீது 
>> > 

QeuebuGib uvalonmach F,, Fy, Fas...... என்ற திசையிக்களி 

னால் குறிப்பிடப்பட்டால் அவற்றின் விளைவு விசையாகிய 
ஆ 

£.. என்பது அவ்விசைகளின் திசையிக் கூட்டலாகிய 

> > > . 
F, + Fat Fat ve என்ற திசையியினால் குறிப்பிடப்படும்,



42 அடிப்படை இயந்திரவியல்: 

ஒரு துகளின் மீது வெவ்வேறு திசைகளில் செயல்படுகின்ற 
இரு விசைகளின் விளைவை *விசைகளின் இணைகரவிதி” 
(Paralielogram law of Forces) யின் மூலம் பின் வருமாறு 
'பெறலாம். 

விசைகளின் இணைகரவிதி (ஷவ!161௦ 2௨௩ 1௨௭ ௦4 10௦௦) 

ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படும் இரு விசைகள் அப் 
புள்ளியை ஒரு மூலையாகக் கொண்டு வரையப்படும் ஒரு இணை 
கரத்தின் அப்புள்ளி வழிப்பக்கங்களால் அளவிலும், Sone 
யிலும் குறிப்பிடப்பட்டால் அவ்விரு விசைகளின் விளைவு அப் 
புள்ளிவழி செல்லும் அவ்விணைகரத்தின் மூலை விட்டத்தினால் 
அளவிலும் திசையிலும் குறிப்பிடப்படும். 
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படம் 10 

0 என்னும் புள்ளியில் 0.4, 08 என்ற திசைகளில் செயல் 
>> 

படும் 2, 0 என்னும் இரு விசைகளைக் கருதுக. அவற்றின் 
அளவுகள் மூறையே 2, ட என்று கொள்க, 

> > > > , 
OA = P, 08 - 0 இருக்குமாறு 04, 02 என்ற இரு 

திசைகொண்ட நேர்கோட்டுத் துண்டங்களை வரைந்து 0408 
என்ற இணைகரத்தைப் பூர்த்தி செய்து 06 ஐச் சேர்க்கவும். 

> >> | . 
2 என்பது 2, 0 என்ற இரு விசைகளின் விளைவு எனில் இணை 

> > 
கரவிதியின்படி 00 - 8 ஆகும், இவ்விதியின் உண்மையைப் 
பரிசோதனை முறையில் சரி பார்க்க முடியும்,



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் 43: 

இணைகரம் 040 யில். 40 - 02, 401௦2 
> டம்... 

ஃ கீ.-.02 2 Q. 
>> > > 

மேலும், 7, 0 ஆகியவற்றின் விளைவு (P+ 0) என்று, மூன்பு- 
கண்டோம். ஆகவே, திசையி முறையில், 

> > > 

R=P+Q 
oo, > > 

OA + OB 

> > 
OA + AC 

> 

= OC, 
விசைச் சேர்க்கைக்கான இவ்வீணைகர விதி முதன் மூதலில்- 
கி. பி. 1586-ஆம் ஆண்டில் சைமன் ஸ்டீவின் (810010 Stevim 
1548-1620) என்ற அறிஞரால் நிர்ணயிக்கப்பட்ட து. 

॥ 

விளைவு விசையின் அளவு, திசை ஆகியவற்றை நிர்ணயித்தில் 

இருவிசைக் கோடுகளுக் கிடையேயுள்ள கோணம். 

A 

AOB = 4 எனக் கொள்க, அவ்விசைகளின் விளைவுக்கோடு 
(௦00) ஏதாவதொரு விசைக் கோட்டுடன் (0.4யுடன்) 0 என்னும்: 

கோணத்தையுண்டு பண்ணுவதாகக் கொள்க. 04ஐ நீட்டி,. 

யேலிருந்து 62 1 0.8 வரைக, 2 என்பத விளைவு விசை- 
> 

28 இன் அளவு எனில், £ - 00 ஆகும், 

A 
OA? + AC? - 204. 40.௦௦ 0.40 

P? +Q? - 2P.Q cos (180° - «) 

= P? + Q? + 2PQ cos x. 

அல்லது, R = »/P? +O? + IPO cos x 
விளைவு விசையின் அளவு. 

மேலும் AADCuSsa, CD = AC sin X = Qsin «. 

AD = OA + AD : 
OA + AC cos 4. 

P+ Qcos«, 

A OACus, OC? 

அதாவது, 783 

॥
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ள் cD 
A ADCuSe tan 8 AD 

Q sin « 
~ P+ Qcos x. 

இத்தொடர்பிலிருந்து விளைவுவிசையின் திசை நிர்ணயிக்கப் 
படுகிறது. 

~ > ச். 4 * 

குறிப்பு] 2, 9 ஆகிய இருவிசைகளும் ஒன்றுக் 
கொன்று செங்குத்துத் திசைகளில் செயல்பட்டால் அவற்றின் 

விளைவு விசையானது 8 - ,/25 10% என்னும் அளவுடன் 

tan @ = Zz என்ற தொடர்பிற்கேற்ப அமைந்துள்ள திசையில் 

செயல்படும் ஒரு விசையாகும். து 

குறிப்பு 2 இரு விசைகளும் அளவில் சமமாயிருப்பின் , 

அதாவது 250 எனில், இணைகரம் ஒரு சாய்சதுரமாக 
மாறுகிறது. 

விளைவின் அளவு R = 4/ PIL PTT IPT cos x 
= ௩7220 + cos x) 

i , 
  

  

> 
2 யின் திசையுடன் விளைவு விசை £ இன்சாய்வு 9 எனில், 

P sin « 
tan @ = P+P cos « 

_ P sin « 

P (I + cos < 

. ௦ ௦ 
2 sin —- — 1 3 cos 2 

Se 

1+2 cos? +1



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் 45. 

ஷ். ’ 
= tan ——- t 

. ௦ 

8 2 

ஆகவே, ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படும் இருசம விசை 
களின் விளைவு விசையின் செயற்கோடானது அவ்விரு விசை 
களின் திசைகளுக்கிடையேயுள்ள (கோணத்தின் இரு சம. 
வெட்டியாகும்.' 

>> 
குறிப்பு 3 2,0 ஆகிய இரு விசைகளுக்குமிடையேயுள்ள 

கோணம் பூச்சியமெனில், cos & ஆனது ௦08 ௦ - 1 என்னும் 

உச்சமதிப்பைப் பெறுகிறது. 

ஆகவே, விளைவு விசை £ இன் உச்சமதிப்பு 
= /P? +0? + 2PO 

= (P + Q) 

அதாவது, இரு விசைகள் ஒரே நேர் கோட்டில் ஒரே திசை 

யில் செயல்படும் போது அவற்றின் விளைவு விசை உச்ச அளவு 

கொண்டதாயிருக்கும். 

மாதிரி 7? ஒன்றுக் கொன்று செங்குத்தாகச் செயல்படுகின்ற 

> > > > > 
P,, PP, THD Qe Sosacher Fina R ஆகும். P, , Py 
ஆகிய விசைகளின் அளவுகள் ஒவ்வொன்றும் 3 ராத்தல் எடை 

> 

அதிகரிக்கப் பட்டால், £ இன் அளவு 4 ராத்தல் எடை அதி: 

> > 

கரிப்பதுடன் 2, , 2) ஆகிய விசைகளின் முந்திய மொத்த. 

> > 
அளவுக்குச் சமமாகுமெனில், 2, 2) ஆகியவற்றின் அளவு 
களைக் காண்க, \ 

தீர்வு 

இங்கு 4 - 90” ஆதலின், 

R? = P,? + P,? wee: உடு 
ப
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மேலும், R+4= P,tP,_ (2) 

gag, (R+4) ?= (P,+3)? + (P,+3)? . we (3) 

(2), (3) ஆகிய சமன்பாடுகளிலிருந்து, 

(P, +P)? = (P,?+6P,+9)+(Po? +6P, +9) 

greg, P,2+P,2+2 P,P, =P,2+P,?+ 6(P,+Ps)+18 

2 P,P, - 6 Py = 6 Py ti8 

2 P,(P,- 3) = 6(Ps+3) ட 

கடட அன்றி ய ய்டடு 

42) இலிருந்து, R-P,+P.—4 

இதை (1) இல் பிரதியிடவும். ் 

(PtP —4)? = PP +P,” . 

(P, + P2)? - 8(P, + Py) + 16 = P,? + P,? 

2P,P, - 8P; - 8P,4+16=0 

2P, (Ps - 4) = 8(P, ~ 2) 

Py = TEs =) pig ee SY 

(4); 6) ஆகிய சமன்பாடுகளிலிருந்து, 
32 - 3) == A(P, ~ 2) 

P, - 3 P,- 4 

3(P, + 3)(Py = 4) 
3(P,? - Py - 12) 

P,? ~ 17P, + 60 

  

il 

4(P, ~ 2) 6-3) 

= 4(P,? ~ 5P, + 6) 
0 

(P, - 5)(P, - 12) = 0 

“Py = 5 அல்லது 12, - 

il 

(4) இலிருந்து 2, - 12 அல்லது 5 என்று காணலாம்,
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மாதிரி 8 ஒரு.புள்ளி வழியே செயல்படுகின்ற இருவிசை 

களுள் ஒன்றின் திசையை எதிர்த்திசைக்கு மாற்றினால் அவற்றின் 

விளைவு ஒரு நேர்கோணத்தில் திரும்புமெனில் அவ்விருவிசை 

களும் சம அளவு கொண்டவையாகயிருக்க வேண்டுகமன்று 

நிறுவுக, 

>> > 
தீர்வு 2, ட என்னும் இருவிசைகளின் விளைவு £ என்க, 

> > 
இவற்றிற்கிடையேயுள்ள கோணம் 4 என்றும், 2£ க்கும் £ க்கு 

மிடையேயுள்ள கோணம் 6 என்றும் கொள்க, 

QO sin « 
“. tan 6 = P+ Ocos« a (1 

  

படம் 11 

இப்பொழுது, ஜெ எதிர்த்திசையில் செயல்படச் செய்தால் 

புதிய விளைவு விசையாகிய R என்பது 02” எனும் திசையில் 
08 க்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படுகிறது. ஆகவே, விசை 

களூக்கிடையேயுள்ள கோணம் (180” - ஒ) என்றும், நக்கும் 

உக்குமிடையேயுள்ள கோணம் (90₹-6)' என்றும் காணலாம். 

QO sin (180° - «) 
tan (90° - 6) = P + Q cos (180° — «) 

Q sin « அதாவது, — 601 6 P-Q cos «



48 அடிப்படை இயந்திரவியல்: 

  

! _ P=Qeos « அல்லது, tan 9 = Osnxn 4 (2) 

(1), (2) ஆகிய சமன்பாடுகளிலிருந்து, 
Q sin x — P-Qcosx 

P+QOcosx Qsinx 

P? - QO? cos? « = Q? sin? 

P? = Q? sin?« + Q? cos*< 

= Q? 

அல்லது, P = Q. 

>> > 
மாதிரி 9 P/O ஆகிய இருவிசைகளின் வினைவு KR 

> > - > 
ஆகும். 0 இரட்டிப்பானால், £ இரட்டிப்பாகிறது. Cs எதிர்த் 

> 

திசையை நோக்கி மாற்றினாலும் 8 இரட்டிப்பாகிறது. 
P:Q:Re= 4/2: 4/3: 4/2 என்று காட்டுக, 

>> 
தீர்வு 2, ட ஆகிய விசைகளுக்கிடையேயுள்ள கோணம் 

உ என்க 

>> > 

P, 0 ஆகியவற்றின் விளைவு R. 
R? = P? + Q? + 2PQ cos « 

௮ > 
௦ இரட்டிப்பானால் விளைவு 28 ஆகும், 

ஃ- (2R)? = P? (20)? + 2P 120) cos « 

அதாவது, 4R° = P? + 40? + 4PQ sin « 

(1) 

(2) 

௦ எதிர்த்திசைக்கு மாற்றப்பட்டால், விளைவு 28 ஆகும், (2B)? = P? + ( - Q)? + 2P( ~ Q) Gos « 
அதாவது, 4R’ = P? + QO? ~ 2PO cos x ~ 8) 
(1) + G) : SR? = 2P? + 292 அல்லது, - 327 20₹-584-0 ழூ ₹%0)-(9: 28 நற 
அல்லது, © PP 0... ஐ:
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(5, 0 ஆகிய சமன்பாடுகளியருந்து, 

  

P? Q? R? 

=6 =5 6 
P? Q? R? 

அதாவது, ~~ = 3 = 7 

அல்லது. P:Q: R= 7/2: 4/3; 4/2 

் மாதிரி 10 ABC என்ற முக்கோணத்தில் 04, 08 ஆகிய 

பக்கங்களின் ' வழியே செயல்படுகின்ற இருவிசைகளின் 

அளவுகள் மூறையே cos A, cos B ஆகியவற்றிற்கு விகித சம 

மாகயிருக்கின்றன. அவற்றின் விளைவு விசையின் அளவு 

91 க்கு விகித சமமாயிருக்குமெனவும் அதன் திசையானது; 

கோணம்ஜே 1-4 B- A), (C+ A - 9) என இரு பிரிவு 

களாகப் பிரிக்குமெனவும் நிறுவுக. 

  

படம் 12 

தீர்வு 

CA, CB ஆகிய பக்கங்களின் மீது செயல்படுகின்ற விசை 
களை முறையே 4 008 4, 005 8 என்றும், அவற்றின் விளைவு 

> 

விசை க்கும், 4க்குமிடையேயுள்ள கோணம் 9 என்றும் 
கொள்க. ' 

ஃ 27௮ 7 006749 0067921௦08 4006 20060 
= K* [ cos?A+cos’?B+2cos A. cos B cos 6] 
= K* [cos 4 (cos A +cos B cos C) 

+cos B (cos B + cos A cosC 7 
ened A+ B+C= 180° .. cos A= cos [180° -(B+C}] 

ர் = — cos (B+C) 
A. Qi 4 

~



30° அடிப்படை இயந்திரவியல்: 

இதுபோல் ௦05 8 - - 00% (4-0) 
ஃ 8 - K? [cos A{~cos(B+C)+cos B cos C} +cos B 

’ {-cos (A+C)+cos A cos C}] 
- K°* [cos A (sin B sin C)+cos B(sin A sin C)] 

K?® sin € [cos A sin B + cos B sin A] 
= K? sin C. sin (A + B) 

K? sin C. sin (180°-C) 

K? sin C. sinC . 

= K? sin?c 

. R= Ksinc 

அதாவது, விளைவ ofene R garg sin க்கு விகித சமமா... 
யிருக்கும். 

॥ 
॥ 

(K cos B) sin C 
  

  

  

  

  

மேலும், 48௩ 60 - (K eos A) + (K cos B) cos C 

cos B. sinC 
= Sos d bcos Boos © 

cos B. sinC 
= ‘cos (B + C) + cos BeosC 

cos B sinc 
™ =cos B cosC + sin B sinC + cos B cosC, 

cos B sinc , 
“ gin B sin C 

4 

= cot B 

= tan (90 - B) 

= tan (“+E ~ ச) 2 

= tan$(C + A — B) 

. @ = (C+ 4 ~ B) 
கோணம் 0-யின் மற்ற பகுதி - 0. 9 

= C-4CHA-B) 
= $C -C-4 +4 B) 
= $(C+B- 4) 

ஆகவே, விளை வுக்கோணம் (யை $ (6442-2), B~A 
என இரு பிரிவுகளாகப் பிரிக்கின்றது. ததன்
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அங்யிற்சி 2 

(1) கீழேகொடுக்கப்பட்டுள்ள பயிற்சிகளில் 2, என்பன 2: 
௮ இடைக்கோணம் கொண்ட திசைகளில் செயல்படுகின்ற 
இரு விசைகலின்'அளவுகளாகும். 2 என்பது அவ்விசைகளின் 
விளைவு விசையின் அளவு ஆகும். 

(i) 23, 0-9 X= 60". ஐக் காண்க, 

(1) 2-5, 0-3, 460”. ஐக் காண்க. 

(iii) P=8 R=2931, 64-30”. ஐக் காண்க, 

(iv) O=5. R=7, «=60°. மிஐக் காண்க. 

) 2-6,0-34/5, 8-9), ஒஜக் காண்க. 

(2) 5 கி.கி., 10 கி.கி, எடையளவுகள் கொண்ட இரு விசை 

களின் விளைவுக் கோடு 5 கி.கி. விசைக் கோட்டிற்குச் செங்குத் 

தாகயிருப்பின், அவ்விரு விசைகளுக்கிடையேயுள்ள கோணத் 

தைக் காண்க, ் 

(3) 8 கி.கி. 10 கி.கி. எடையளவுகள் கொண்ட இருவிசை 

களின் விளைவு 14 கி.கி, எடையளவு கொண்ட விசையெனில் 

அவ்விரு விசைகட்கிடைப்பட்ட கோணத்தைக் காண்க. 

(4) 2 அளவு கொண்ட இருசம விசைகள் ஒரு புள்ளி 
வழியே செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு 74/3 அளவு 
கொண்ட ஒரு விசையெனில் அவ்விரு விசைகளுக்கிடையே 

யுள்ள கோணம் யாது ? 

(5) இரண்டு சம விசைகள் ஒரு துகளின் மீது செயல்படு 
கின்றன. அவற்றின் விளைவின் வர்க்கம் அவ்விசைகளின் 

பெருக்கத்தின் மும்மடங்கிற்குச் சமமெனில் அவற்றிற்கிடையே 
யுள்ள கோணத்தைக் காண்க, 

(6) 150” இடைக் கோணத்தில் செயல்படுகின்ற இரு விசை 
களின் விளவு அவ்விசைகளுள் சிறியதுக்குச் செங்குத்தாகச் 

செயல்படுகிறது. பெரிய விசையின் அளவு 30 ராத்தல் எடை 

யெனில், சிறிய விசையையும் விளைவு விசையையும் காண்க. : 

(7) ஒன்றுக் கொன்று செங்குத்தான திசைகளில் செயல்படு 

>> : 

கின்ற 2, 0 என்ற இரு விசைகளின் (7240) விளைவு விசையின்



52. | அடிப்படை இயந்திரவியல்: 

> 
அளவு 27 அவ்விளைவு விசைக்கும் ட க்கு முள்ள சாய்வு 30* 
என்று காட்டுக. 

>> 

(8) ஒரு புள்ளியில் செயல்படுகின்ற 2, ட என்ற alone 

. >> (ஐஐ. 

களின் விளைவு £. ஐ -- 0 என்னும் அளவுடன் பின்முக   

மாகச் செயல்படுத்திய போதும் விளைவு, விசை 7 அளவுடண் 

கூடியதாகவேயிருக்குமென்று காட்டுக. 

>> 
(9) 2,2.2 என்பன ஓரு புள்ளியில் கெயல்படும் இரு விசை 

கள். முதல் விசையை 16 கி.கி. எடை அதிகப்படுத்தி, இரண்டா 

வது விசையை இரட்டிப்பாக்கிய போதிலும் அவற்றின் விளைஷூ 
ஆ. 

விசையின் மாறாதிருந்தால் யின் அளவைக் காண்க. 

(10) 2 P, P என்னும் அளவுகளுடன் கூடிய இரு விசைகள் 
ஒரு துகளின் மீது செயல்படுகின்றன. முதல் விசையை. 
இரட்டித்து, இரண்டாவது விசையை 12 கி.கி, அதிகரித்த, 
போதிலும் அவற்றின் விளைவு விசையின் அளவு மாருதிருந்தால். 
சியின் மதிப்பைக் காண்க. 

>> >. 
(11) 2, ட ஆகிய இருவிசைகளின் விளைவு 8 ஆகும். இவற் 

றுள் ஒரு விசையை பின்முகமாகத் திரும்பினால் விளைவு R1 க. 
மாறுகிறது. ad 

R? + Ri = 2(P?4Q2) 
என்று காட்டுக, 

(12) ர்ளி வழியே ௦ ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படும் 2, 3 53 
விசைகளின் விளைவு விசையின் செயற்கோடு pee 

இடைக் கோணத்தை 1 :2 என்னும் விகிதத்தில் பிரித்தால் 

(25 —~ gs 
விளைவு விசையின் அளவு GF Porciigy காட்டுக.
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(03) 2, 6 என்னும் அளவுகளுடன் கூடிய இரு விசைகளின் 
நிசைகளுக்கிடையேயுள்ள கோணம் 6 என்றால், அவற்றின் 
விளைவு (2ஈ-ட1) / P?+O?. ஆனால் அவற்றின் இடைக் 
"கோணம் (90-96) என்றால் விளைவு (2ஈ-ட1) 472110 ஆகும்“ 

9-1 
a a நற ட கடர என நிறுவுக. 

>> 
(14) 2, 0 என்னும் இரு விசைகள் அவற்றின் விளைவு விசை 

2 அளவுடையதாகயிருக்குமாறு ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படு 
> 

கின்றன. 2 என்னும் விசை இரட்டிக்கப்பட்டால் அவற்றின் 
> 

விளைவு விசை ட வின் திசைக்குச் செங்குத்தாகயிருக்குமென க் 
காட்டுக. 

௩ 

ச 

>> ~ 
(15) 2, ட ஆகிய இரு விசைகளின் விளைவு விசை 2£ ஆகும். 
> 

இது 72 யின் திசையுடன் 0 கோணச் சாய்வில் செயல்படுகிறது. 
> 

£ என்ற விசைக்குப் பல்லாக அதே திசையில் (72% 8) என்னும் 
அளவுடைய ஒரு விசையைச் செயல்படுத்தினால். புதிய விளைவு 

> 

விசை 2யின் திசையுடன் 6/2 என்னும் கோணத்தில் செயல் 
யடுமென்று காட்டுக. 

(16) (2409), (2-0) என்ற அளவுகளுடைய இரு விசைகள் 
2 9 இடைக் கோணத்தில் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் 
விளைவு விசை அவ்விடைக் கோணத்தின் சமவெட்டியுடன் 
9 என்னும் கோணத்தில் சாய்ந்துள்ளது. 74800 - 01804 
என்று காட்டுக, 

(17) இரு விசைகளின் திசைகளுக்கிடையேயுள்ள கோணம் 
26 ஆகயிருக்கும் போது ஏற்படுகின்ற விளைவு விசையின் 
அளவு, ,அவற்றின் இடைக் கோணம் 2 8 ஆகயிருக்கும் போது 
ஏற்படுகின்ற விளைவு விசையின் அளவைப்போல் Qo wow 
காகும். 008 4 - 2 008 $ எனில் அவ்விரு விசைகளும் சமமாகு 
மென்று காட்டுக, ்
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(18) இருசம விசைகளுக்கிடையேயுள்ள கோணம் 26 ஆக 

யிருக்கும் போது கிடைக்கின்ற விளைவு விசையின் அளவானது 

அவற்றின் இடைக் கோணம் 2 ம ஆகயிருக்கும் போது கிடைக் 
கின்ற விளைவு விசையின் அளவைப் , மும்மடங்கு எனில் 

3005 ம்- 008 0 என்று நிறுவுக. 

(19) சம அளவுடைய இரு விசைகளின் இடைக் கோணம் 
26 வாகயிருக்கும் போது கிடைக்கின்ற விளைவு விசையின் 
அளவானது, அவற்றின் இடைக் கோணம் 2ம் ஆகயிருக்கும் 
போது கிடைக்கின்ற விளைவு விசையின் அளவில் பாதியெனில் 
20056 ௦08 6 - 3 என்று காட்டுக, 

(20) 0 என்னும் புள்ளியிலுள்ள ஒரு துகளின் மீது ௦&. 0. 
>> 

என்னும் திசைகளில் செயல்படுகின்ற 2, ட என்ற இரு விசை 

களின் விளைவு விசையானது ௦6 என்னும் திசையில் செயல்படு: 
> ம 

கின்ற £ என்னும் விசையாகும். விசை ட ஐப் பின்முகமாகத் 

திருப்பினால் புது விளைவு விசையானது R 73 என்ற அளவுடன் 

A A 
06 க்குச் செங்குத்துத் திசையில் செயல்படுகிறது. 400- BOC= 

= என்று காட்டுக, 

21) ஒரு புள்ளி வழியே செங்குத்தாகச் செயல்படும் 2, , 2, 
என்னும் அளவுகளைக் கொண்ட இரு விசைகளின் விளைவு 
விசை £ என்னும் அளவுடன் கூடிய ஒரு விசையாகும். அவ் 
விசைகளின் அளவுகளை P, +3, 2,43 என்று மாற்றினால் 
விளைவு விசையின் அளவு 2744 என்று மாறுகிறது. 7, 2, 
2-4 எனில், 2, 2, ஆகியவற்றைக் காண்க. ப 

>> > > 
(22 2, ஓ ஆகிய விசைகளின் விளைவாகிய என்பது ் Q 

வின் திசையுடன் 20 கோணத்தில் செயல்படுகிறது. அதே 
திசைகளில் செயல்படும் 72, (90% 8) ஆகிய அளவுகளுடைய 
விசைகளின் விளைவு 2 8 0௦20 அளவுடைய தென்றும், (0-5 
அளவுள்ள விசையுடன் 6 கோணத்தில் அவ்விளைவு செயல்படு 
மென்றும் காட்டுக, ் 

(23) இரு விசைகளின் மீப்பெருள் விளைவின் அளவு 
அவற்றின் மீச்சிறு விளைவின் அளவைப்போல் மடங்கு 

t
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எனில், அவ்விசைகளின் விளைவு அவற்றின் அளவுகளின் 
மொத்தத்தில் பாதியளவுடையதாகயிருக்கும் போது அவற்றின் 

இடைக் கோணம் 6 என்பது 

7972-2 
(= mm) 

என்னும் தொடர்பினால் பெறப்படுமென்று காட்டுக. 

cos § = 

(24) மாறு அளவுகள் கொண்ட இரு விசைகளின் 
விளைவின் மீப்பெரு, மீச்சிறு அளருகள் முறையே 5, ஆகும். 
அவ்விசைகள் 2 % இடைக் கோணத்தில் செயல்படும் போது 
அவற்றின் விளைவின் அளவு 

+ 
(X? cos? « + Y? sin? «) 

என்று காட்டுக. 

(25) முக்கோணம் 480 யில் 40180; 42, 40 ஆகிய 
பக்கங்களின் வழியாகச் செயல்படுகின்ற 860 2, 8600 அளவு 
கள் கொண்ட விசைகளின் விளைவு 4 வழியாகச் செயல்படும் 
(tan B+tanC) என்னும் அளவுடைய விசையாகுமென்று 
காட்டுக. 

சமநிலை (Equilibrium) 

ஓய்வு நிலையிலிருக்கும் ஒரு பொருளின் மீது அப்பொருளின் 
ஓய்வு நிலையை மாற்ற முயல்கின்ற வகையில் செயல்படுகின்ற 
பல்வேறு விசைகள் தங்களின் விளைவுகளை ஒன்றுக் கொன்று 
ஈடுசெய்து அப்பொருளை அதே ஓய்வு நிலையில் வைத்திருக்கு 

மேயானால் அப்பொருளானது அவ்விசைகளின் செயற்பாடு 
களுக்குட்பட்டுச் சமநிலையிலிருப்பதாகக் கூறப்படும். இவ்வாறு 
தங்களின் செயற்பாடுகளினால் ஒரு பொருளைச் சமநிலையில் 
வைத்திருக்கும் விசைகளையும் சமநிலையிலிருப்பதாகக் கூறலாம். 

ஒரு விசையின் தாக்குதலுக்குள்ளான ஒரு துகள் சமநிலை 
>. 

யிலிருப்பதாகக் கொள்வோம். 1* என்னும் திசை வேகத்துடன் 
இயக்கிக் கொண்டிருக்கும் ஈ பொருண்மைருள்ள ஒரு 

> 

பொருளின் உந்தம் என்பது 7 7* என்று வரையறுக்கப்பட்டுள் 
ளது. (இயக்கவிசையியல் பகுதியைப் பார்க்கவும்) இங்கு 
விசையின் தாக்குதலுக்குள்ளான துகள் ஓய்வு நிலையிலிருப்ப 
தால் உந்தமாறு வீதமும் பூச்சியமாகும், ஆனால் நியூட்டனின்



46 .......!.. அடிப்படை இயந்திரவியல் 

இரண்டாவது விதிமின்படி உந்தமாறு வீதம் அத்துகளின் மீது 
செயல்படும் விசைக்கு விகிதசமமாகும். இங்கு உந்தமாறு 
வீதம் பூச்சியமாகையால், அவ்விசையின் அளவும் பூச்சிய 
மாகும். ஆகவே, பூச்சியமல்லாத ஒரு விசை ஒரு துகளைச் 
சமநிலையில் வைத்திருக்க முடியாதென அறிகிறோம். 

>> 
Fy, Fy aw இரு விசைகளின் செயற்பாடுகளுக்குட். 

பட்ட ஒரு துகள் சமநிலையிலிருக்குமானால் அவ்விசைகளின் 
மொத்த விளைவு பூச்சியமாக வேண்டும். 

் oe Fy + சீ =O 

அல்லது, F, = - Fy 

அதாவது, ஒரு துகளைச் சமநிலையில் வைத்திருக்கும் 
இரு விசைகள் அளவில் சமமாகவும், திசைகளில் எதிராகவு 

மிருக்க வேண்டும். 

>>> > 
A@giGunre, Fy, Fy, Fy... Fn ஆகிய ௩ விசைகளின் 

செயற்பாடுகளுக்குட்பட்ட ஒரு.துகள் சமநிலையிலிருக்குமானால், 
அவ்விசைகளின் விளைவு. பூச்சியமாக வேண்டும். ஆனால் 
அவ்விசைகளின் திசையிக் கூட்டலே அவற்றின் விளைவு 
ஆகும். 

> > ம > 
சிடர் Pet Fy tin. ++ Fn =O. 

விசை முக்கோணம் (Triangle of Forces) 

ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படுகின்ற மூன்று விசைகள் ஒரு 
முக்கோணத்தின் ஒரு முகவரிசையிலெடுக்கப்பட்ட மூன்று 
பக்கங்களால் அளவிலும், திசையிலும் குறிப்பிடப்படின் அம் 
மூன்று விசைகளும் சமநிலையிலிருக்கும். 

ஒரு மூக்கோணத்தின் மூன்று பக்கங்களால் குறிப்பிடப் படுகின்ற மூன்று விசைகளின் (சமநிலை பற்றிய விதியைக் குறிப் 
பதால் இது விசை முக்கோண விதி யென்று கூறப்படுகின்றது. 

ட >>> ௦ என்னும் புள்ளியில் செயல்படுகின்ற P,Q, R என்னும் மூன்று விசைகள் 480 என்ற முக்கோணத்தின் ஒரு முகவரிசை யிலெடுக்கப்பட்ட 48, 80, 84 என்னும் பக்கங்களால் அளவி லும் திசையிலும் குறிப்பிடப்படுகின்றன.



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் 57 

a D 

Et
 

  

படம் 13 

> > > > > >, 

அதாவது, AC= P; BO=Q;CA=R 
42020 என்னும் இணைகரத்தைப் பூர்த்தி செய்க, 

AD = BC: AD 1 BC- 

> > > 
AD= BC = ர. 

விசையிணை கரவிதியின்படி, .4.8 ஆகிய பக்கங்களால் குறிப் 

>> 
.பிடப்படுகின்ற 7, ட ஆகிய விசைகளின் விசையானது அளவி 

லும் திசையிலும் 40 என்னும் மூலைவிட்டத்தினால் குறிப்பிடப் 

படும். 

> > > 

அதாவது, AC =P+iQ@Q; 

> > 
ஆனால், CA=R 

> > > படு > 

P+Q+R = AC+CA’= O, 

மூன்று விசைகனின் விளைவு பூச்சியமாவதால் அவை சமநிலையி 

லிருக்கும். 

குறிப்பு $: திசையிலி முறைப்படி, முக்கோணம் 480யி 

லிருந்து, 
> > > > > 
P+@Q= AB+ BC = AC 

> > > > 
P4+Q0+R=AC+CA=0 

மூன்று விசைகளும் சமநிலையிலிருக்கும்.
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குறிப்பு 2 ஒரு புள்ளியில் செயவ்படுகின்ற மூன்று விசை 
களுக்கு மட்டுமே இவ்விதி பொருந்தும். மாறாக, ஒரு. 
முக்கோணத்தின் ஒரு முகவரிசையிலெடுக்கப்பட்ட மூன்று பக் 
கங்களால் அளவிலும் திசையிலும் குறிப்பிடப்படுகின்ற மூன்று: 
விசைகளுக்கு இவ்விதி பொருந்தாது ; அம்மூன்று விசை களும் 
ஒரு புள்ளியில் செயல்படவேண்டுமென்ற நிபந்தனையை நினை 
விற் கொள்ளவும். 

விசை முக்கோண விதியின் மறுதலை 
(Converse of Law of Triangle of Forces) 

விசை முக்கோண விதியின் மறுதலையும் உண்மையாகும். 

ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படுகின்ற மூன்று விசைகள் சம: 
நிலையிலிருப்பின், அம்மூன்று விசைகளையும் அவற்றின் செயற்: 
கோடுகளுக்கு இணையாக வரையப்பட்ட பக்கங்களாலான ஒரு. 
முக்கோணத்தின் ஒருமுக வரிசையிலெடுக்கப்பட்ட மூன்று பக் 
கங்களால் அளவிலும் திசையிலும் குறிப்பிட முடியும். 

0 என்னும் புள்ளிலல் 0.4, 02, 06 என்னும் திசைகளில் 
>>> 

செயல்படுகின்ற 7, 0, £ என்னும் விசைகள் சமநிலையிலி ருப்பு 
தாகக் கொள்க. ௩ 

> >> 4» 
இப்பொழுது, 04 - 7,02,-0 என்றிருக்குமாறு 04, 07 என்னும் நேர்கோட்டுத் துண்டங்களையெடுத்து 040 என்னும். 

இணைகரத்தைப் பூர்த்தி செய்க, 

> > > 

இணைகர விதியின்படி, 21 0 - 02 ஆகும். 

> > 

> > 
”% OD = — R ்
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படம் 14 

> > 
அல்லது, DO =R 

மேலும், AD = OB, AD1 OB 

> > > 
“ AD=OB=@Q 

> - > > > > 
<4 5Gor, AOADuSeb, OA = P, AD = Q. DO = £ என்றா 

>>> 
காண்கிறோம். அதாவது, 7, 0, 72 ஆகிய விசைகள் ௩0.40ியின் 

ஒரு முக வரிசையிலெடுக்கப்பட்ட 0.4, 42, 00 ஆகிய பக்கங் 

களால் அளவிலும் திசையிலும் குறிப்பிடப்படுகின்றன. மேலும்” 
0.4, ௦2, 00 ஆகிய விசைக்கோடுகளுக்கு இணையான பக்கங் 

களைக் கொண்ட வேறு எந்த யூக்கோணமும் ௬04றக்கு வடி 
வொத்திருக்குமாகையாள், அவ்வொடிவொத்த முக்கோணத்தின் 
பக்கங்களும், இம்மூன்று விசைகளையும் அளவிலும், திசை 

யிலும் குறிப்பிடுமென்றறிக, 

செங்குத்து விசை ~péGan cori (Perpendicular Triangle of Forces. 

ஒரு முக்கோணத்தின் ஒருமூக வரிசையிலெடுக்கப்பட்ட 
மூன்று பக்கங்களால் அளவிலும் திசையிலும் குறிப்பிடப்படு: 
கின்ற மூண்று விசைகள் தங்களால் குறிப்பிடப்படுகின்ற பக்கங், 
களுக்குச் செங்குத்துத் திசைகளில் ஒரு புள்ளி வழியே செயல் 
படுமாயின் அவ்விசைகள் சமநிலையிலிருக்கும்.
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இது செங்குத்து முக்கோண விதியென்றழைக்கப்படுகிறது 
ஒரு முக்கோணத்தின் பக்கங்களுக்குச் செங்குத்தாக வரையப் 
படும் பக்கங்களாலான முக்கோணம் அம்முக்கோணத்துடன் 
வடிவொத்திருக்குமென்பதிலிருந்து மேற்கண்ட விதியின் உண் 
“மையை அறிந்து கொள்ளலாம். 

ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படும் மூன்று விசைகள் சமநிலை 
பெறுதற்கான நிபந்தனையை விசை முக்கோண விதியின் மூலம் 
கண்டறிந்தோம். இவ்விதியை விரிவுபடுத்தி ஒருபுள்ளி வழியே 
செயல்படும் மூன்றுக்கு மேற்பட்ட விசைகள் சமநிலை பெறுதற் 
கான நிபந்தனையைக் காணலாம். இவ்வாறு விரிவுபடுத்தப் 
-பட்ட விதியானது “**விசைகளின் பல்கோண விதி” (18 ௦ 
017200. 01 1701086) என்றழைக்கப்படுகிறது. 

விசைப்பல கோணம் (109200 ௦7 70௦66) 

ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படுன்ற பல்வேறு விசைகள் ஒரு 
பல் கோணத்தின் ஒரு முக வரிசையிலெடுக்கப்பட்ட அதன் 
பக்கங்களால் அளவிலும் *திசையிலும் குறிப்பிடப்படின் அவ் 
-விசைகள் சமநிலையிலிருக்கும். 

  

படம் 15 

>>> > 
0 என்னும் புள்ளி வழியே செயல்படுகின்ற 2,, 8), 7), மீ 

ஆ. 

7”, என்னும் விசைகள் 486024 என்னும் மூடிய பல்கோணக் 
தின் 42, 86, 02, 22, 8.4 ஆகிய பக்கங்களால் அளவிலும் 
திசையிலும் குறிப்பிடப்படுகின்றன.



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் 6h 

௨ 3 ப பு பு யுபுு பு 
sprug, AB=F,, BC=F,,CD=F,, DE=F,, EA=F, 
இவ்விசைகள் யாவும் சமநிலை பெறவேண்டுமாயின் அவற்றிண் 
மொத்த விலைவு பூச்சியமாக வேண்டும், 

> >> > > 
agsiug, F,+F,+F,+F,+F,=O ஆகவேண்டும். 

பல்கோணத்தீல் 80, 40 ஆகியவற்றைச் சேர்க்கவும். 

திசையி முறைப்படி, 

> > > > > 
AABCuS ew F,+Fy= AB+ BC =AC 

> > > 
ஃ& 40ழயிலிருந்து, AC+CD=AD 

> > > > 
அதாவது, 7”, 1272 1-7 ௧2 

> > > 
A ADEu3695 5g), AD+ DE=AC 

> >> > > 
aetoug, F,+F,+F,+F,=AB 

>> > 3e- > > > 
F,4-F,+F,+F,+F,=AE+EA=0 

> > > >> 
Fy, Fo, Fs: Fy, Fs Sus விசைகள் 0 Pavuy 

விருக்கும். ‘ 

குறிப்பு 1 நிறுவல் எளிதாயிருக்கும் பொருட்டு ஒரு புள்ளி 
யில் செயல்படும் ஐந்து விசைகளைக் கொண்டு மேற்கண்ட விதி: 
திறுவப்பட்டுள்ளது. ஆனால் ஒரு புள்ளி வழியே செயல்ப௫ம் 
எவ்வெண்ணிக்.கயிலுமான விசைகளுக்கும் இந்திறுவல்- 
பொருந்துமென் றறிக, 

குறிப்பு 2 ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் யாவும் 
ஒரே தளத்தில் அசையாமலிருப்பினும், பல்கோணவிதியின் 
நிபந்தனைக்குட்பட்டுச் செயல்படின் அவை சமநிலைபெறு, 
மென்றறிக.
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குறிப்பு 3 இவ்விதியின் மறுதலை உண்மையாகாது. 

ஒரு புள்ளிவழியே செயல்பட்டுச் சமநிலையிலிருக்கின்ற பல 
விசைகளின் திசைகளுக்கு இணையாக வரையப்படும் நேர்கோடு 

களாலுண்டாகும் பல்கோணத்தின் பக்கங்கள் அவ்விசைகளின் 

திசைகளைக் குறிப்பிட்ட போதிலும் அளவுகளைக் குறிப்பிட 
மாட்டா ; ஏனெனில், அவ்விசைகளின் திசைகளுக்கிணையான 
பக்கங்களைக் கொண்ட பல்கோணங்கள் யாவும் சமகோணப் 

பல் கோணங்களா யிருக்குமேயல்லாது வடிவொத்தப் பல் 
'கோணங்களாயிரா. வடிவொத்தப் பல்கோணங்களின் பக்கங் 
களே விகித சமத்திலிருக்மேயல்லாது சமகோணப் பல்கோணத் 

தின் பக்கங்கள் விகிதசமத்திலிருக்கமாட்டா வென்பதை வடிவ 
கணிதத் தேற்றங்களிலிருந்து அறிந்துகொள்ளலாம். 

குறிப்பு 4 செங்குத்து விசைப்பல்கோணம் 
(Perpendicular Polygon of Forces) 

ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் பலவிசைகளின் அளவுகள் 

ஒரு மூடிய பல் கோணத்தின் ஒரு முக வரிசையிலெடுக்கப்பட்ட 

பக்கங்களுக்கு விகித சமமாகவும், அவற்றின் திசைகள் அவை 

குறிப்பிடுகின்ற பக்கங்களுக்குச் செங்குத்தாகவுமிரும்பின் அவ் 

விசைகள் சமநிலையிலிருக்கும். 

வடிவ கணித முறையில் ஒருபுள்ளி விசைகளின் விளைவு காணல் 

விசைகளின் பல்கோண விதியைப் பின்பற்றி ஒருபுள்ளி 
வழியே செயல்படுகின்ற பலவிசைகளின் விளைவை அதன் 
அளவு, திசை ஆகியவற்றுடன் வடிவ கணித முறையில் பின் 

வருமாறு காணலாம். 

 



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் 63° 

> > > > > 
F,, Fy, Fy, Fy, Fe ஆகிய விசைகள் 0 என்னும் புள்ளி 

வழியே படத்தில் குறிப்பிடப்பட்டுள்ள திசைகளில் செயல் 
படுகின்றனவெனக் கொள்வோம். இவ்விசைகளின் அளவுகளை ' 
'நேர்கோட்டுத் துண்டங்களால் குறிப்பிடும் பொருட்டு ஏதாவ 

தொரு அளவுத் திட்டத்தை (50816) நிர்ணயித்துக் கொள்க, 
உதாரணமாக, 7, - 5கி.கி, 2 3கி.கி, 6, 7 கி.கி, 
சி, எ சகி.கி,, 7; - 6 கி, கி, எடைகளென்ில், 1 கி.கி, எடை] 
செ. மீ. என்னும் அளவு திட்டப்படி 77), 7, Fy, Fy, 7) ஆகிய 

விசையளவுகளை முறையே 5செ.மீ.,3செ. மீ. 7 செ.மீ., 4௪, 
மீ., 6 செ. மீ., நீளங்களுமுள்ள நேர்கோட்டுத்துண்டங்களினால் 

குறிப்பிடலாம். 

இப்பொழுது 4 என்னும் ஏதேனுமொரு புள்ளியைக் 
குறித்துக்கொண்டு 7, இன் திசைக்கு இணையாக 7,ஐக் குறிப் 

> 

பிடுகின்ற நீளத்தில் 48 என்னும் நேர்கோட்டுத் துண்டத்தை 
> ் 

வரைந்து கொள்க. பின் 5-யிலிருந்த 7_-ன் அிசைக்கு இணை 
பாக 7$ஐக் குறிப்பிடுகின்றன. நீளத்தில் £0/யை வரைக. 

> 

யிலிருந்து [க்கு இணையாக /,ஐக் குறிப்பிடுகின்ற நீளத்தில் 
> 

CD-cousuyd, D-u3OG GS! Fy-65 Georuts F,-294% SOci9I® 
> 

கின்ற நீளத்தில் 98-யையும், 8-யிலிருந்து F,-s@ Qeworuns 
> : 

ச ஐக் குறிப்பிடுகின்ற நீளத்தில் 8/-ஐயும் வரைக, இப் 
பொழுது 7” என்னும் புள்ளியானது 4ீயுடன் பொருந்துமானால் 

420084 என்னும் மூடிய பல்கோணம் கிடைக்கும். விசை 
களின் .பல்கோண விதியின்படி கொடுக்கப்பட்ட விசைகள் 
யாவும் சமநிலையிலிருப்பதாகக் கொண்டு அவற்றின் விளைவு 
பூச்சியமென அறிந்துகொள்க. 

அவ்வாறின்றி, 7” என்னும் புள்ளியானது யுடன் பொருந் 
ஆ 

தாமல் தனித்துநிற்குமெனில், 477 திசைகொண்ட நேர்கோட்டுத் 
துண்டமானது கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளுடைய விளைவு 
விசையின் அளவையும் (எடுத்துக் கொள்ளப்பட்டிருக்கும் 
அளவுத் திட்டப்படி) திசையையும் குறிப்பிடுவதாகக் கொள்ள 
லாம்.



64 அடிப்படை இயந்திரவியல்: 

இலாமியின் தேற்றம் (1.கயர*6 16) 

ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் மூன்று விசைகள் சமநி&ையி 
விருப்பின் ஒவ்வொரு விசையின் அளவும் ஏனைய இருவிசை 
கட்கிடைப்பட்ட கோணத்தின் **சைன்”' (16) விகிதத்திற்குச் 

சமமாகும். 

இயைபு ப்பட ப்பட பப்ப    
8 

படம் 17, ச 

>>> 
0 என்னும் புள்ளியில் செயல்படுகின்ற 7, ட, 8 என்னும் 

>> 
விசைகள் சமநிலைபிலிருப்பதாகக் கொள்க, 2, ட ஆகிய விசை . 

> >> > 
களின் செயற்கோடுகளில் 044 P, OB = 0 இருக்குமாறு 

OA, OB என்னும் நேர்கோட்டுத் துண்டங்களையெடுத்துக் 
கொள்க. OADB என்னும் இணைகரத்தைப் பூர்த்தி செய்து 
பறஜஐச் சேர்க்கவும். 

விசை முக்கோண விதியின்படி, 4) - QO, DO=R ஆகும். 
> >> > 

A OAD-u3o, —O4— = AP 02 
i A 

Sin ADO Sin DOA Sin OAD 

ஆனால், 04௮ P, AD= 0, DO = R; 
A A A 

ADO = DOB = (x - BOC) 
AN A 

DOA = (rw - COA) 
A A 

OAD = (x - AOB)



% 

ஒரு புள்ளியில். செயல்படும் விசைகள் os 

«Ga, ——" = 2 = R meee நெரு: 27800) sin(e~ ZCOA) sin(x— ZAOB) 

P 0 R 
அதாவது 2200 sin ZCOA ~ “sin ZAOB 
  

இலாமியின் தேற்றத்தின் மறுதலை ் 

ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் மூன்று விசைகளுள் ஒவ் 

வொன்றும் மற்ற இரு விசைகளின் திசைகளுக் கிடைப்பட்ட * 
கோணத்தின் சைன் விகிதத்திற்கு விகிதசமத்திலிருப்பின் அவ் 

விசைகள் சமநிலையிலிருக்கும். (படம் 17-ஐப் பார்க்கவும்.) 

> +> அடு படட. 
2 டுக், 0-0.8,7 - 00 என்னும் விசைகள் 0 என்னும் 

புள்ளியில் செயல்படுகின் றன. 

P Q 
மேலும், 70ம் ™ sin ZCOA ~ sin ZdOR *OTDUE 

கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 

இணைகரம் 0.42 8ஐப் பூர்த்தி செய்து 02ஐச் சேர்க்கவும். 

810 2800-8௩ - 7800) - ௭ 2200. ஜூ ZODA 
\ 

sin ZCOA = sin (*~ Z DOA) =sin DOA 

sin ZAOB = sin (xn - ZOAD) = sin ZOAD 

P _ Q _ R 
sin ZODA sin £DOA™~ sinzQdAD - (0) 

ஆனால் & 04-யிலிருந்து, 
OA _ __AD DO 

8 2024 sin ZDOA™~ வு - நே 
என்று அறிவோம். ஆகவே, (1), (2) ஆகிய சமன்பாடுகளி 
லிருந்து, * 

‘PLO _ Rk 
OA AD DO 

என்று காண்கிறோம். அதாவது, கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசை 

௮. இ.--5 ்



66. அடிப்படை இயந்திரவியல் 

கள் யாவும் ௩0.4.யின் ஒருமூக வரிசையிலெடுக்கட்பட்ட 
பக்கங்களுக்கு .விகித சமத்திலிருக்கின்றன. எனவே, விசை 
முக்கோண விதியின்படி மூன்று விசைகளும் சமநிலையிலிருக்கு 
மென்றறிக. 

மாதிரி 11: P,Q, R என்பன ௩.480-யின் 80, 04, 48 
> > > 

என்ற பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகள். 24, 02, 70 ஆகிய 
வற்றால் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசைகள் சமநிலையிலிருக்கு 

மென்று நிறுவுக, 

  

படம் 18. 

தீர்வு, 47, 80, 68 என்பன நடுக்கோடுகளாதலின் அவை 

0 என்னும் திணிவு மையத்தில் (௦8047018) சந்திக்கும், 

ஆ > 
, PA=3GA 

> > 
QB = 3GB vO 

_> > 
RC =23 GC 

> > > > > > 

PA + QB + RC = 3(GA+GB4 GC; 
> > > > > >» 

ஆனால் GB+ GC = (GP + PB) + (GX + PC) 

> > > \ 

= 2GP + (PB + PC) 
ஆ 

20240



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும்-விசைகள் 67° 

> 
2GP 

> 

AG. 

> > > .> > 
« GA+GB+ GC = GA+4AG=0O 

> > 
4 PA + PB + PC = 0 

மூன்று விசைகளும் சமநிலையிலிருக் கும். 

மாதிரி 12: 4202) என்னும் நாற்கரத்தில் 7 என்பது 
எதிர்ப்பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடுகளின் 
வெட்டுப்புள்ளி. 0 என்பது அத்தலத்திலுள்ள எசெனுமொரு 

>> > > 
புள்ளி, AO, OB, OC, OD என்னும் விசைகளின் விளைவு 4 On 

என்று நிறுவுக. 

    

to
f 

wa
e 

n
o
n
 

oe
 
d
e
 
p
e
 

தீர்வு 

&0.4.8-யில் 2 என்பது .8.2-யின் தடுப்புள்ளி, 

> ஆ > 
OA + OB =20P 

&௦2-யில் ட என்பது 02-யின் நடுப்புள்ளி, 

> > > 
2 OC + 0D = 200 

AOPQ-ated 8 என்பது 70-வின் நடுப்புள்ளி, .



6. ..... , அடிப்படை இயந்திரவியல். 

> > > > + > 
2 OP +200 6 உ + ௦ by

 
+ ஓ ட + ௦ S lt 

> > 
2 (OP + OQ) 

> 

‘2 (2 OB) 

> 

= 4 OE. 

மாதிரி 138. 0, 0' என்பன 420, 471107 என்னும் இரு 
மூக்கோணங்களின் திணிவு மையங்கள் (centroids) ஆகும். 
> > > 
447, 82, 06 என்னும் விசைகளின் விளைவு 3 GG என்று 
காட்டுக, 

தீர்வு 

  

படம் 2 

ஃ > 
AA! = AG’ + G'A' 

> > > 
= AG + GG’ + 0747 

. > > > > 

OgiGune, BB! = BG + GG’ + GB’ 

> > > > 
CC! = CG + GG 0107



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் ‘¢9 

me > > 
4 Mi + Bit + Cc = HG + 86 + மேப் Cara: 

வட்ட > 

(oa! + GR + GC’) 
> 

=04+3G66'+0 

> (மாதிரி 11ஐப் பார்க்கவும்) 
= 3 GG’ 

> 
மாதிரி 14: ABCDE என்பது ஒரு ஐங்கோணம். AB, 

> > - > > > 
3 BC, 2CA, CD, DE, 2 EB, 88 என்பவற்றால் அளவிலும் 

திசையிலும் குறிப்பிடப்படுகின்ற ஒரு புள்ளி விசைகள் சம 
நிலையிலிருக்குமென்று காட்டுக. 

தீர்வு 

  

ப் 

படம் 2% 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளை 

ஆ ஆய பு அது 
F,, Fa, Fa, Fy, Fs, Fe, Fz 

என்று குறிப்பிடவும், 

ஆஃ. ல. ஒல ட பப படபட 2 
Fi + Fo + Fo + Fy + Fy + Fy + F, 

> > > > > > > 
= AB+3BC+2CA+CD+ DE+2EB+4+ AE 

> > > > 
~ UB + BC+ CD + DE) + @ BC+ 2CA + 2B 

4 AE



10 . . அடிப்படை இயந்திரவியல் 

> > > > > 
AE + 2(BC + CA + EB) + AE 

> > > > 
= 2(BC + CA + AE + EB) 

> > 
2 (BA + AB) 

= 0 

விசைகள் சம நிலையிலிருக்கும். 

் >_> > 
மாதிரி 15: 4.80 என்பது ஒரு நாற்கரம். 64, 02, 2.4, 

> 

மி. என்பவற்றினால் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசைகள் ஓரு புள்ளி 
யில் செயல்படுகின்றன. 2, 77 என்பன 42, 02 ஆகிய பக்கங் 

, >. 
களின் நடுப் புள்ளிகளெனில் 4 78 ஆல் குறிப்பிட.ப்படுகின்ற 
ஒரு விசைக்கு இவ்விசைகள் யாவும் சமம் என்று காட்டுக. 

(சென்னை பி,எஸ்ஸி 1964 ஏப்.) 

தீர்வு 

  

& 048:யில் £ என்பது 48-யின்.நடுப் புள்ளி. 

> > > 
*. CA+ CB =2CE



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் 11 

&௰.48-யில் 9 என்பது 49-யின் நடுப் புள்ளி. 
> > > 

“ DA+ DB = 2 DE 

& 2802-யில் 7? என்பது 020-யின் நடுப் புள்ளி. 

> > > 
“ EC + ED = 2 EF 

-> 
= -2FE 

இப்பொழுது, 

> > > > 
CA +CB + DA-+ DB 

> > > > 
= (CA + CB) + (DA + DB) 

> > 
= 2CE+42DE 

> > 
> = 220-220 

> > 
= -2(EC + ED) 

> 

> 

= 4FE 

மாதிரி 16: A ABC-use D, ௪, 77 என்பன முறையே 26” 
> > > 

04, 4 ஆகிய பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகள். 40,3 BE, $ CF 

என்பவற்றினால் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசைகள் ஒரு துகளின் 
, > 

மீது செயல்படுகின்றன. அவைகளின் விளைவு * 40-ஆல் குறிப் 
பிடப்படுமென்றும், அவ்விளைவு விசையின் செயற்கோடு 
20-ஐ 2: 1 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்குமென்றும் காட்டுக. 

(பி. எஸ்ஸி. சென்னை 1961 செப்., மதுரை ”71 ஏப். 

தீர்வு 

A ABC-u9e AD. BE, CF என்பன நடுக்கோடுகளாதலின் 
0 என்னும் புஇளியில் சந்திக்கும்.



2 அடிப்படை இயந்திரவியல் 

> > > > 
. = BE = BG; -ICF - 0/7 கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசை 

> 

களின் விளைவு 7 எனில், 

  

  A 

> > > > 
G + GD) + (BG + GF) = வெ 

் > > > 
G +GF) + (BG + GD) உ = ( 

+
 

By
 

By
 

u 

CY
 

ay
 

Ry
 

+
 

ஆஃ 

= $ AC. 

மேலும் கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்று விசைகளும் 0 வழியே 
செயல்படுகின்றனவாகையால் அவற்றின் விளைவும் G வழியே



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் ட 

செயல்படும் ஒரு விசையாகும். ஆனால் விளைவு விசையானது 
> 

$ AC ஆல் குறிக்கப்படுமென்று கண்டோம். ஆகவே, விளைவு 

> > - 
- விசை £ ஆனது 0 வழியே .460-க்கு இணையாகச் செல்லும் 

0 என்னும் நேர்கோட்டின் வழியே செயல்படும் ஒரு. விசை 
யாகும். 

BH _ BG 2 
A BEC 30.6 = GET ப, 

ஆகவே, விளைவு விசையின் செயற்கோடு யை 2:1 என்னும் 
விகிதத்தில் பிரிக்கிறது. 

மாதிரி 17: A 4.20-யில் 0 என்பது ஒரு புள்ளி; 07, 048, 
0/4, என்பன 0-விலிருந்து 6, 6.4, 48 க்கு வரையப்பட்ட செங் 
குத்துக் கோடுகள், 26, 0.4, .48 ஆகிய பக்கங்களுக்கு விகித 
சமமான அளவுகள் கொண்ட விசைகள் ஒரு துகளின் மீது 
02, ௦42, 03 என்ற திசைகளில் தாக்கினால் அத்துகள் ஓய்வு 
திலையிலிருக்குமென நிறுவுக, 

  

  

படம் 24 ’ 

தீர்வு: 07, 048, 0/7 என்னும் தீசைகளில் செயல்படும் 
> >> 

விசைகளை P,Q, R என்க. இவ்விசைகள் 86, 04, 4.8 ஆகிய 

pene ow 2. aK. : 
வற்றிற்கு விகித சமத்திலிருப்பதால்,--- “C4 "ap Bou. 

ஆனால், திரிகோணக் கணிதத்திலிருந்து, -
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BC CA AB . : 
snd sinB smc “"® நாமறிவோம். 

உபரி, டட. 
ஐக் sinB sinc 

அதாவது 2 Q = R 
காகி sin(—A) sin (n-B) sin (w—C) 

>> 
Bev (n- A), (K-B), ௩-0) என்பன முறையே QO, R; 
>> ௮ 
RP; P,Q ஆகிய விசைச் சோடிகளுக்கிடையேயுள்ள 
கோணங்களாகும். எனவே, இலாமியின் தேற்றத்தின் மறுதலை 

>>> த 
யின்படி 2, 0, 2 ஆகிய விசைகள் சமநிலையிலிருப்பதாகக் 
காணலாம். 

மாதிரி 18: 0 என்பது & .80யின் சுற்று வட்டமையம். 
O4,0B,0Q0 ஆகியவற்றின் வழியாகச் . செயல்படுகின்ற 
>>> 
2, 0, £ என்ற விசைகள் சமநிலையிலிருக்கின்றன வெனில், 

P _ 0 _ R- . 
a*(b?+c*-a*) b3(c24+a7-b*) ¢3(q? 52 — 25) என்று 
காட்டுக. 

  

"படம் 25 

தீர்வு: 0 என்பது சுற்று... வட்ட மையமாகையால் 

4800 - 24, 2004 - 22, 402-- 20 ஆகும்.  ,



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் ் ag. 

இலாமியின் தேற்றப்படி, 

a QQ . KR 
sin 2A sin 2B sin 2C 

P Q R 
  

2sin AcosA  2sinBcosB 2sinCcosC 

MOU, KR, எனபது சுற்றுவட்ட ஆரையெனில், 

  

  

  

  

    

a, ச் : € 
sin A = 3 sin B = TR,’ sin C = TR, 

P _ “0 . R 
“fa ம் c 

2 (47 Joos 4 2 (sz) ௦௦68 2 ( 2) cos C 

படே பட. அதாவது 4 50082. 20050 

P _ டட 8 R 
a (b?+c?-a*) 6 (c?+a?-b? cc (a? +b? ~ 5?) 

2 be 2 ca 2 ab 

P 0 R 
  அதாவது, 22051 -22- ” B*(c2 +a) —b*) “e8(a? +b? —c8) 

மாதிரி 19: இலேசான கயிறு ஒன்றினால் தொங்க விடப்- 
பட்ட 10 கி.கி, எடையுள்ள ஒரு பொருள் அக் கயிற்றில் 
கட்டப்பட்டுள்ள மற்றொரு இலேசான கயிற்றினால் முதல் கயிறு- 
நிலைத்குத்துக் கோட்டிற்கு 30£ சரிவிலிருக்குமாறு கிடைத். 
திசையில் இழுக்கப்படுகிறது, இரண்டு கயிறுகளின் இழு 
விசைகளையும் (171௦௦8) காண்க. 

தீர்வு: 40 என்னும் கயிற்றால் 10 கி. கி, எடை தொங்க. 
விடப்பட்டுள்ளது. 0 8 என்னும் கயிறானது முதல் கயிற்றில் 

“0 என்னும் புள்ளியில் கட்டப்பட்டுக் கிடைத் திசையில் இழுக் 
கப்படுகிறது. ஆகவே, 10 கி. கி, எடையானது 0-விலிருந்து. 

நிலைக்குத்தாகக் கீழ் நோக்கித் தொங்கும். 0.4 என்னும் 
கயிறானது நிலைக்குத்துடன் 30” சாய்விலுள்ளது. 04, 02- 
என்னும் திசைகளீல் கயிறுகளின் இழு விசைகளை முறையே. 

Ty: T, என்று குறிப்பிடுக.
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சட 7. 10 கி.கி. எடை ஆகிய மூன்று விசைகளும் 0-வில் 
செயல்பட்டுச் சமநிலையிலுள்ளன. எனவே, இலாமியின் 

“தேற்றப்படி, 

  

    

W (= 108,8.dan) 

படம் 26 

Tr TM | 10 
sin 90° sin (a - 30°) sin (%7+30") . 

. 2 

அதாவ Ty = Ty = 10 
S 1 * sin 30° cos 30° 

தாவது, 4 “12-75 

20 10 
T, = V3? Ty= V3 

20 10 
அதாவது, கயிற்றின் இழு விசைகள் முறையே V3 &.&., V3 

கி. கி, எடைகளாகும், 

.... மாதிரி 20: 777 எடையுள்ள சிறிய குன்றி மணியொன்று 

'நிலைத்தளத்திலமைந்துள்ள ஒரு வட்டக் கம்பியொன்றின் மீது 
நழுவிச். செல்லக் கூடியதாயுள்ளது. அது ஒரு இலேசான 

நூலின் மூலம் வட்டத்தின் உச்சிப் புள்ளியுடன் இணை க்கப்பட் 
டுள்ளது. சமநிலையில் நூலானது விறைப்பாக நிலைக்குத்துடன் 
9 கோணத்திலிருந்தால், நாலின் இழு விசையையும், குன்றி 
மணியின் மீது வட்டக் கம்பியின் எதிரழுத்தத்தையும் காண்க. 

(சென்னை பி.எஸ்ஸி 1961 ஏப்.)



ஒரு-புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் 1%: 

தீர்வு . . ; . hog : 

6 என்பது வட்டக் கம்பியின் மையம். 4 என்பது உச்சிப். 
புள்ளி. 0 என்பது சமநிலையில் மணியின் நிலை. 0 4 என்பது. 

மணியை உச்சிப் புள்ளியுடன் இணைக்கும் நூல். 

  

படம் QT 

மணியின் எடையாகிய 7” என்பது: 0-வில் நிலைக்குத்தாகக். 
கீழ் நோக்கிச் செயல்படும். ‘ 

: , ॥ 

நூலின் இழு விசை 7” ஆனது 0 .ஈ வழியேயும்,. மணியின் . 

மீது வட்டக் கம்பியின் எதிர் அழுத்தம் £ ஆனது 00 வழியே 
யும் செயல்படும். ் 

ஆகவே, குன்றி மணியானது 0-வில் 7, 7, £ என்னும். 
மூன்று விசைகளினால் தாக்கப்பட்டுச் சமநிலையிலுள்ள து. ் 

ஆகவே, இலாமியின் தேற்றப்படி, 

டக. ட்ட T _ Ww 

sinZTOW sinZWOR sin ZTOR 

இப்பொழுது, 04-க்கும், 0 வழி நிலைக் குத்துக் கோட்டிற்கு, 

மிடையேயுள்ள கோணம் 6 என்று தரப்பட்டுள்ளது. 

« LOAC=9%, 

CA=CO = ஆரையாகையால், AOC = 4O0AC = @ 

£TOW = (x ~~ 0).
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ZW OR = 29, 

4708-௩ ௬-0 

. R டடசி _ W 
‘ “sin (@t-6) 8120 sin (w- 6) 

RT ௩௨ 
அதாவது, 86 80230 9 

உ கல 218 ஐ sin 6 

_ W sin 2௦ 

sin 6 

W. 2 sin @ cos 6 

sin 6 

= 2W cos @ 

மாதிரி 21 : குறிப்பிடத்தக்க எடையில்லாத சம நீளமூள்ள 
மூன்று கயிறுகள் ABC என்னும் சம பக்க முக்கோண வடிவில் 
அமையுமாறு முடிச்சிடப்பட்டு 4-யில் 177 எனும் தொங்கவிடப் 

பட்டுள்ளது. .80-யானது கிடையாக யிருக்குமாறு 2-யிலும் 
3n 

4-யிலும் கிடைத் திசையுடன் 4 கோணத்தில் இரு கயிறுகளால் 

அந்த முக்கோண அமைப்புக்கு குலையாதவாறு பாதுகாக்கப் 

* ௫. ௪ ட் 
W படுகிறது. BC என்னும் கியிற்றின் மீதுள்ள இழு விசை 6 

3° - J3) என்று காட்டுக, 

தீர்வு 

4.86 என்பது மூன்று சம நீளக் கயிறுகளாலான ஒரு சம 
பக்க முக்கோணம். 4-யில் தொங்க விடப்பட்டுள்ள எடை 
W ஆனது நிலைக்குத்தாகக் கீழ் நோக்கிச் செயல்படும். இந்த 
எடையானது சதி, 460 என்னும் இரு சம நீளக் கயிறுகளினால் 
நிலைக்குத்துடன் சம கோணங்களில் தாங்கப்படுவதால் அக் 

கயிறுகளின் இழு விசைகள் சமமாகயிருக்கும். இச்சம இழு 
விசைகளை 3, என்க: 5, 4 ஆகிய முடிச்சுக்களில் இணைக்கப் 
பட்டுள்ள கயிறுகள் முக்கோணத்தையும் 4-யிலுள்ள ]7/-ஐயும் 
கிடைக் கோட்டுடன் சம கோணங்களில் இழுத்துத் தாங்குவ



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் 575... 

தால் இவ்விரு கயிறுகளின் இழுவிசைகளும் சமமாகயிருக்கும். 
.இச்சம இழுவிசைகளை 7 என்று குறிப்பிடுக. AB என்னும் 

  

  

படம் 28 

கயிற்றில் அதன் இரு முனைகளிலும் மூறையே 777, 7) ஆகிய 
.விசைகளைத் தாங்கவேண்டியிருப்பதால் 4-யிலிருந்து 8-யை 
“நோக்கியும், 2-யிலிருந்து 4-யை தோக்கியும் இர இழுவிசைகள் 

செயல்படுகின்றன. ஆனால் 48 என்பது ஒரே சீரான கயிருகை 

யால் இவ்விழுவிசைகள் சமமாகயிருக்கும், அதாவது, 49 என் 

னும் கயிற்றில் 4-யிலிருந்து 8-யை நோக்கி 7, என்னும் இழு 
விசையும் -யிலிருந்து 4-யை நோக்கி ட என்னும் இழுவிசை 

யும் செயல்படும். இதுபோல் 40யிலும் 4-பிலிருந்து 6-யை 
நோக்கியும் யிலிருந்து 4-யை நோக்கியும் இரு ௪ம இழுவிசை 
கள் செயல்படும். ஆனால் 4-யிலிருந்து யை நோக்கிச் செயல் 

படும் இழுவிசையானது 4-யிலிருந்து .8-யை நோக்கிச் செயல் 
படும் இழுவிசைக்குச் சமமாகயிருக்குமாதலின் 46யில் செயல் 
படும் இரு சம எதிர் இழுவிசைகள் 71-க்குச் சமமாகும், இது : 
“போல 6௦-யில் எதிரெதிராகச் செய்ல்படும் இழுவிசைகளை: 
7 என்று குறிப்பிடுக. 

4-யில் செயல்படுகின்ற 7, 7, 77 ஆகிய விசைகள் சம் 

_நிலையிலுள்ளன. 

உ படர்ட- பட. 
** (180-305) sin 60°



ச் 
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mug, ௨ 

ட W 
அலலது, I; = V3 

£-யில் செயல்படுகின்ற 7, 7, ஆகிய விசைகள் சமநிலையி 

லுள்ளன. . 

எனவே, இலாமியின் தேற்றப்படி, 

  

To AN _ ௪ 
sin 15° . 3x in 

sin Rog 5 4 

_ T, sin 15° 
“T= sin 7/4 | 

_ WwW , (sin 45°- 30°) 
~ 73 1/4/2 

= wis (sin 45° cos 30°- cos 45°. sin 30°) 

wi 431 
SO VNAV2 22 

(3-1 

03-43). 

மாதிரி 22: ஒரு பெரிய வழவழப்பான வளையத்தின்மேல் 

்- எவ்விதத் தடையுமின்மி நழுவிச் செல்லக்கூடிய 777, 77) என் 

னும் எடைகளைக் கொண்ட இரு சிறு வளையங்கள் ஒரு இலே 
சான கயிற்றின்மூலம் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. கயிறு வளையத் 

தின் மையத்தில் தாங்கும் கோணம் € எனில், சமநிலையில் கயிறு 

விறைப்பாகவும் கிடைத்திசையுடன் 6 கோணச் சாய்விலு 

மிருக்கும்போது ் 
7 

சட ௨௦- (12 கட் என்று நிறுவுக.



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் et 

தீர்வு 
4, சீ என்பன 0ஐ மையமாகக் கொண்ட பெரிய வளையத் 

தின் மேல் நழுவி நழுவிச் செல்லும் இருகிறிய வளையங்களாகும். 
இவ்விரு வளையங்களும் 4.8 என்னும் கயிற்றினால் இணைக்கப் 
பட்டுள்ளன. .4, 8 ஆகிய சிறு வளையங்களின் எடைகளான 

  

une 29 

W,, Ws ஆகியவை மூறையே 4, 8 என்ற புள்ளிகளில் நிலைக் 
குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். 4, 8 ஆகிய இரு சிறு 

வளையங்களின் மீதும பெரிய வளையத்தின் .ஜிரெழுத்துக்களா 

கிய 7, $ என்பவை முறையே 04, 0.8 என்னும் ஆரங்களின் 
வழியே வெளிநோக்கிச் செயல்படுகின்றன. 48 எனற கயிற் 

றின்மீது யிலிருந்து தியை நோக்கியும், யிலிருந்து 4யை 

நோக்கியும் 7 என்னும் இருசம எதிர்இழுவிசைகள் செயல்படும். 

AH என்பது 4 வழியே வரையப்படும் கிடைக்கோடு 
என்றால் 22477 - 0 ஆகும், 

. £BAW, = (90° = 6); ZAOB = « (கொடுக்கப்பட் 
டுள்ளது.) 

048 என்பது இருசமபக்க முக்கோணம், 

் 2048 ZOBA = 4(180°-«) = ( 90° - +) 

௮. இட
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௦ 6 ஃ% LBAR = 180° -. (90 _ )- (6-5) 

. LOAW,= 90° ~ ZBAH - 7042 
- 

6 கூட்ட தி ட aS = 90° - 9- ( 90 ) 

௦ ் ௩ 

- (+ - உ) 

ல் % 74190... 1805 - (+ - ) 

இப்பொழுது, கீயில் சமநிலையிலிருக்கும் W,, T. R sremgpib 
விசைகளுக்கு இலாமியின் தேற்றத்தைப் பயன் படுத்துக. 

T. பட ட 
“Zsin RAW, sin Z BAR 

  

  

: r ர, ட 
அ[தாவது, x = x \ 

sin | 180° ~—— ~9 81% (90.5 
2 2 

௫ W, 

+ f% —,\™ x ve (1) - sin ( 3 ௦] cos 3 

இதுபோல் நியில் சமநிலையிலிருக்கும் wW,, S, T என்னும் விசை 
களின் சமநிலையைக் கருதுக, 

Z ABS = 180° - (9 - +) = ( 90° 4 +) - 

Z ABK = 6 

ZSBK' = LOBK = ( 90° - +)- 9902 3. 6
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<. ZW,BS = 90° + ZSBK = 90° +90° - 740) 

= 180° - (4-<e) 

a ஷ் Ws 

sinW,BS sin Z ABS 

  

  

T ட்ட W, 
: ° 6 : ° 4 sin [180 - (5 +0 ) sin ( 20 + “7 ) 

ப டார். W, | 
in {—X a x அ. “3 sin ( நர் 0] 608 -2 

(1)ஐ 029ஆல் வகுக்கவும். 

: ஷீ டட 
sin > cos @ + cos > «sin 9 

. 4 . 
sin > 0060 - cos sin 0 

tan + 4+- tan 6 

= 
ன 

9 
tan zz 7 tan 6 

ல் 

— ஆ Wit Ws ( 5 + tan 2] + (tan 5 - tan ) 
= 

W.-W, 64 eee HS (aE cae) ~ (mg rane }
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2 tan > 

2 tan 6 

ek 

. wo 
tan @ 

2. (W, + Ws) tang = (W, = W,)tan ஜி 
82 

பயிற்சி 3 

(1) ௬2, 0,8 என்பன ஒரு தளத்திலுள்ள ஐந்து 
> >> , > > > 
42, 40, 48என்னும் விசைகள் கியிலும், PB, OB, RB என் 

னும் விசைகள் மயிலும் செயல்படுகின்றன. இந்த ஆறு விசை 
ஆ 

களின் விளைவு 3 AB என்று காட்டுக். 

(2 0 என்பது (80 என்ற இணைகரத்தின் தளத்திலுள்ள 
> > > > , 

ஒரு புள்ளி, 04, 00. 80, 00 ஆகிய விசைகளினால் தாக்கப் 

படுகின்ற ஒரு துகள் சம நிலையிலிருக்குமென நிறுவுக. 

(3) 4800 என்னும் இணைகரத்தில் 2 என்பது 4ீ8யின் 

ப > > = 
நடுப்புள்ளி. ,40 ஆகிய விசைகளின் விளைவு 42, 4/8 ஆகிய 
விசைகளின் விளைவைப் போல் இரூ மடங்கு என்று நிறுவுக, 

(4) க.480யில் 2, & 4. என்பன BC, CA, AB 
ஆகிய பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகள். - 2 காண்பது 

ஆஃ. > > > > 
க&4சயோேன் ஏதேனுமொருபுள்ளி, 42, 82, 0௦) 20) ஊஊ 
ஆகிய விசைகள் சமநிலையிலிருக்கு?மன நிறுவக. 

(5) 4800 என்ற இணைகரத்தின் தளத்திலமைந்துள்ள ££ 
> > 

என்னும் துகள் 24, 20 என்னும் விசைகளினால் 4, 2 ஆகிய 
உட. டட. > ௪ 

வற்றை நோக்கி ஈர்க்கப்படுகின்றன ; அதே நேரம் LP, DP என்னும் தள்ளு விசைகளினால் சயிலிருந்தும், றயிலிருந்தும் 
த தள்ளப்படுகிறது. அத்துகள் இணைகரத்தீன் தளத்தில் எங்கிருந் 
தாலும் கமநிலையிலிருக்குமென்று காட்டுக.



ஆரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் 85 

(6) D, என்பன க.40யின் 80, 04, 48 ஆகிய 
பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகள். "0 என்பது முக்கோணம் 4.86 

> > 
யின் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளியெனில், 04, 02, 

>> > > 
0௦. 00, 20, 0 என்னும் விசைகள் சமநிலையிலிருக்குமென்று 

காட்டுக. 

(7) ஒருபுள்ளி வழியே செயல்படுகின்ற ஐந்து விசைகள் 
> >? > > 

1802 என்னும் சதுரத்தில் AB, 2BC, 2CD, DA, DB என்பன 

வற்றால் அளவிலும், திசையிலும் குறிப்பிடப்படுகின்றன. 

அவ்விசைகள் சமநிலையிலிருக்குமென்று காட்டுக, 

- (8) BE, F,G, H என்பன நாற்கரம் 4800யின் பக்கங் 

களான, AB, BC, CD, DA ஆகியவற்றின் நடுப்புள்ளிகள். 

> > 
ஒரு புள்ளியில் செயல்பட்டு, 80) 07” ஆல் குறிப்பிடப்படு 

> 

கின்ற விசைகளின் விளைவு .40ஆல் குறிப்பிடப்படுமென்று 

காட்டுக. 

(9) ABCD, 491001 என்பன இரு இணைகரங்கள். 447, 
22, 00, 00, ஆகிய திசைகளில், அழ்தேர்கோட்டுத்துண்டங் 

களுக்கு விகிதசமமான அளவுகளுடன் ஒரு புள்ளி வழியே 
செயல்படுகின்ற விசைகள் சமநிலையிலிருக்குமென்று காட்டுக. 

(சென்னை பி.எஸ்ஸி. 1963 ஏப்.) 

(10) 48008 என்பது ஒரு ஐங்கோணம். ஒரு துகளின் மீது 

செயல்படுகின்ற விசைகள் அளவிலும், திசைகள் 42, 42, 20, 

>> > 
DC, ED, 40 ஆகியவற்றால் குறிப்பிடப்படுகின் றன. அவற்றின் 

விளைவு 3 AC ஆல் குறிப்பிடப்படுமென்று காட்டுக, 

(ll) 480087 என்பது ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணம், 

கி என்பது அதன் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி, 
>>? ஆது 

24, 2, 2௦, 02, 26, 72) ஆகியவற்றால் - அளவிலும் திசை 
யிலும் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசைகள் “நி லயிவிருக்குமென்று 

காட்டுக,
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- ட ட > >. 
(12) 480 என்பது ஒரு முக்கோணம் 4,2 40 ஆகிய 

வற்றால் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசைகளின் விளைவு 80 யை 2: | 

என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்குமென்று காட்டுக, 

(13) -0 என்னும் துகள் 7, ரூ, 10 கி.கி. எடை ஆகிய 

அளவுகளுடன் கூடிய மூன்று விசைகளின் தாக்குதல்களுக்குட் 

பட்டுச் சமநிலையிலிருக்கின் றது. மூதலிரு விசைகளின் இடைக் 
கோணம் 1205-ம் எனில், 77, - 104/3 கி.கி. எடை F, = 20 கி. 

கி, எடையென்று காட்டுக, ் 

(14) ஒரு முக்கோணத்தின் பக்கங்களுக்கு விகிதசம அளஷ் 
களுடைய மூன்று விசைகள் பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகளின் 
வழியே பக்கங்களுக்குச் செங்குத்தாகச் செயல் படுகின் றன. 

அவ்விசைகள் சமநிலையிலிருக்குமென்று காட்டுக. ் 

(15) A,B என்பன ஒரே கிடைக் கோட்டில் இடை 

வெளியிலமைந்துள்ள இரு நிலையான புள்ளிகள், முறையே 

ba எனும் நீளங்களுடைய 46, 86 எனும் இரு இலேசான 

கயிறுகள் யில் ஒரு எடையைத் தாங்குகின்றன. அக்கயிறு 

களின் மீது செயல்படும் இழுவிசைகள் ம்(ர£40”- b?): 

a(b? +c? - a*) creirepith SA SSSA GHESQMUCH HY aM_OS. 

>>> 
(16) :0 என்பது ௩480 யின் சுற்றுவட்ட மையம். 7, 9, &£ 

என்னும் விசைகள் முறையே 04, 86, 00 வழியே செயல் 
பட்டுச் சமநிலையிலிருக்கின்றன. 7:00: - sin 2A: sin 2B: sin 2C 
என்று காட்டுக, 

ஆ. >>> 
(17) 0 என்பது ௩480 யின் செங்குத்து மையம். 7, 0, 

என்னும் விசைகள் முறையே 04, 08, 00 வழியே' செயல் 
பட்டுச் சமநிலையிலிருக்கின்றன. 

P QO R., ் 
BC “ 04 ப என்று நிறுவுக, 

> a> 
(18) 0 என்பது &4280 யின் உள் வட்டமையம் 7, ௦, 8 

என்னும் விசைகள் முறையே 04, 95, 06 வழியே செயல் 
பட்டுச் சமநிலையிலிருக்கின் றன,
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= ட... A. என்று காட்டுக es 
sin = sin sin > _ 

(19) ௬ம,௨ என்பன ௩4.80 யின் 80, கே, 48 ஆகிய, 

பக்கங்களின் நீளங்கள். 0 என்பது அதன் சுற்றுவட்டமையம். 

>>> 
2, 0, 8 என்னும் விசைகள் முறையே OA, OB, 06 வழியே . 

செயல்பட்டுச் சமநிலையிலுள்ளன. 
டெட் 

த. ௦ - R 
1 1 2) (11/57 11 

(2 ன் inc) (+2 ee) (242 - 3) 
என்று காட்டுக. 

  

(20) 1” எடையுள்ள ஒரு சீரான நேர்வட்ட உருளையானது 
தன்று நிலைக்குத்தாகவும், மற்றது நிலைக்குத்துடன் 60” சாய்வி 
விருக்குமாறும் அமைந்த இரு நிலையான தளங்களுக்கிடையில் 

தாங்கப்பட்டுள்ளது. தளங்களின் 'எதிரழுத்தங்கள் முறையே 

2w ௭ 

ve V3 
(21). ஒரே சம மட்டத்தில் ச இடைவெளியலமைந்த வழ 

வழப்பான இரு முளைகளின் வழியே செல்லும் இலேசான 

நீளியல்பற்ற கயிறு (light inextensible string) ஒன்றின் 
இரு முனைகளிலும் கட்டப்பட்டுள்ள 214, 37: எடைகளுள்ள 
இரு துகள்கள் அம் முளைகளுக்கிடையேயுள்ள கயிற்றுப் பகுதி 
யில் கட்டப்பட்டுள்ள 14 எடையுள்ள மூன்றாவது துகளினால் 
சமநிலையில் வைக்கப்படுகின்றன. சாய்வு நிலைகளிலுள்ள 
கயிற்றுப் பகுதிகளுக்கிடையே புள்ள கோணம் 120” எனில், 

நூ 7 7777 என்று காட்டுக. 

என்று காட்டுக. 

(22) நிலைத்தளத்தில் (verticle plane) நிலையாக அமைந்த 
ஒரு வழவழப்பான வட்டக்கம்பியின் மேல் உ எடையுள்ள 

ஒரு சிறு கனமான வளையம் தாராளமாக நழுவிச் செல்லும் 
நிலையிலமைந்துள்ளது. அது, மையத்துடன் கிடைக் கோட்டி 

லமைந்த கம்பியின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளியுடன் 205/5 04/2 
என்பதற்கேற்ப / நீளமுள்ள ஒரு கயிற்றினால் இணைக்கப் 

(1/5 - 247 
பட்டுள்ளது. கயிற்றின் இழுவிசை “வன்ம pee காட்டுக, 

(ஏ என்று வட்டத்தின் ஆரை),
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3) 7. ஆரையுன்ள ஒரு வழவழப்பான நிலைத்குத்து வட்டக் 

கம்பியின் மேல் நழுவிச் செல்லக்கூடிய உ எடையுள்ள 
சிறிய குன்றிமணியொன்று 4/3 7 நீளமுள்ள இலேசான கயிறு 
ஒன்றினால் கம்பியின் உச்சிப்புள்ளியுடன் இணைக்கப் 

பட்டுள்ளது. கயிற்றின் இழுவிசை 4/3 W என்றும், கம்பியின் 

மேல் மணியின் அழுத்தம் 17” என்றும் காட்டுக. 

(24) 48 என்னும் இலேசான கயிறு ஒன்றினை நான்கு 
சம பாகங்களாகப் பிரிக்கின்ற 8,0,0 என்னும் புள்ளிகளில் 

மூறையே W, wo, W என்னும் எடைகள் கட்டப்பட்டுள்ளன. 
4, 8 என்ற முனைகள் சமமட்டத்திலுள்ள புள்ளிகளில் கட்டப் 

பட்டு, ஓர் ஒழுங்கு எண்கோணத்தின் அடுத்தடுத்த நான்கூ 
பக்கங்களின் அமைப்பில் அக்கயிறு தொங்குமானால் W = 

(4/2-ட்பி ம என்று காட்டுக, 

(25) சமமட்டத்தில் 2 இடைவெளியிலுள்ள 4,8 என்னுமிரு 
புள்ளிகளில் / நீளமுள்ள ஒரு இலேசான கயிறு கட்டப்பட். 
டுள்ளது. அக்கயிற்றில் நழுவிச் செல்லக் கூடிய 74” எடையுள்ள 
ஒரு வளையம் 72 எனனும் ஒரு கிடை விசையினால் த க்கு நிலைக் 
குத்தாகக் கீழே சமநிலையில் வைக்கப்பட்டுள்ளது. 

P= 4 என்றும், கயிற்றின் இழுவிசை = vex 25) 

என்றும் காட்டுக. . 

  

(26) கிடைத்தளத்துடன் % சாய்விலுள்ள ஒரு வழவழப் 
பான சாய்தளத்தின் மேல் ஒரு எடையானது கிடைக் 
கோட்டிற்கு $ கோணத்தில் சாய்ந்துள்ள ஒரு கயிற்றினால் 
தாங்கப்பட்டுள்ளது. சாய்தளத்தின் சாய்வு 4 எனும் கோணத் 
திற்கு அதிகரிக்கப்பட்டபோது கயிற்றின் திசைமாறாமலிருக்க 
இழுவிசை இரட்டிப்பாகிறது. 

cot x = tan 8 +2 cot ¥ 

என்று நிறுவு&. 
- (மதுரை பி.எஸ்ஸி. 1969 செப்.) 

ல 2) தேற்றம் 

9 என்னும் புள்ளி வழியே .04,:09 என்னும் திசைகளில்: : 
> > 

செயல்படுகின்ற ),-0.4, 09 என்னும்: விசைகளின் விளைவு,
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ச2-யில் ),..40 - ம.0.8 என்றவாறு அமையப்பெறும். 6 என் 
ஆ. 

னும் புள்ளி வழியே செயல்படுகின்ற (AX + ம) 00 என்னும் 
வீசையாகும். ப 

கிறுவல் 

  

ர] \ A 

படம் 30 

-. விசை முக்கோண விதியின்படி, & 00.4-யிலிருந்து, 

0 

> > > 
OA, = OC + CA 

> > > mo, ‘ 
n:OA = r:0C + ACA < i vee ய 

க. 002-யிலிருந்து, 

> > > 
OB = OC + CB 

: > > > 

* BOB = BC+ CB ப ae Q) 
(1), (2) ஆகிய சமன்பாடுகளைக் கூட்டுக. ட ட் 

-> > 
> > a > 

NOA+ MOB=(K4+P)OC+N'CATPECB © 
ஆனால் NAC = WCB (கொடுக்கப்பட்டுள்ளது) 

> > 
MAC = CB 

> > 
அல்லது 9,004 - WCB 

> > | 
அல்லது, X CA +'CB=O ©
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க > > > 
NOA + HOB = (A + #1) OC 

>> > 
குறிப்பு: ), - 1, ம. 1 என்றுபிரதியிட 04-00 - 200 

என்ற தொடர்பு கிடைக்கிறது. அதாவது, ௩ 0,4-யில் 04, 08 

> > 
என்னும் பக்கங்களின் வழியே செயல்படுகின்ற 04, 0.8 ஆகிய 
விசைகளின் விளைவு 0 வழியே எதிர்ப்பக்கத்திந்கு வரையப் 

> 
UG.b OC என்னும் நடுக்கோட்டின் வழியே செயல்படும் 2060 
என்னும் விசையாகும், விசைகளின் இணைகர விதியிலிருந்தும், 
திசையிக்களின் கூட்டத்திலிருந்தும் இவ்வுண்மையைக் கண்ட 
றியலாம். 

(9. 5) தேற்றத்தின் விரிவு 
௦ என்னும் புள்ளி வழியே 04, 02, OC. eres. Bus 

> > > 
திசைகளில் செயல்படுகின்ற 9:04, HOB, Y-OO,......... ஆகிய 
விசைகளின் விளைவு 4, 2, ட...ஆகிய புள்ளிகளில் ஷேம். 
ஆகிய அலகுப் பொருண்மைகளின் தொகுதியின் ஈர்ப்புமை 

ion Hus (Centre of Gravity) G என்னும் புள்ளிவழியே செயல் 
ஆ. 

படும் (9427...) 00 என்னும் விசையாகும், 

குறிப்பு: ட வழியே 04, 0, ௦௦ ஆகிய திசைகளில் 
> > > 

செயல்படுகின்ற 04, 02, 00 என்னும் மூன்று விசைகளின் 
விளைவு, முக்கோணம் 420-யின் திணிவு மையமாகிய (centroid) 

> 
0 என்னும் புள்ளிவழியில் செயல்படும் 300 என்னும் விசை 

யாகும். 

மாதிரி 23. 0 என்பது கூ ABC-Sgister அமைந்த ஒரு > > > 
புள்ளி 04, 08, 00 என்னும் விசைகள் சமநிலையிலிருப்பின் ௦ ஆனது & 480.-யின் திணிவு மையமாகுமென நிறுவுக. 

>> > 
மேலும் 42, 82, CF ஆகிய நடுக்கோடுகளால் குறிப்பிடப் 
படுகின்ற விசைகள் சமநிலை பெறுமென்றும் காட்டுக,
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0 என்பது & 4.90-யினுள்ளே ஏதேனுமொரு புள்ளி, AG, 

BG, CG என்பன முறையே 46, 04, 48 ஆகிய பக்கங்களை 

ற, 2, என்னும் புள்ளிகளில் வெட்டுமாறு நீட்டப்பட்டுள்ளன 

> > 
0.) தேற்றத்தின்படி, 0-யில்.. செயல்படுகின்ற 02, 6 Bus 

விசைகளின் வினைவு, 5 - 0 என்றவாறு 26-யில் அமையப். 
> 

பெற்ற ம என்னும் புள்ளிவழியே செயல்படும் 2 GB என்னும். 
விசையாகும். 

அதாவது 2 என்பது 80-யின் நடுப்புள்ளியாகும். 

> “> > 
Gugib, GB+ GC = 2GD. 

>>> 
ஆனால், 0.4, 08, 06 ஆகிய விசைகள் சமநிலையிலிருப்பதால், 

> > > 
GA + GB+ GC =0 

> > 
அதாவது, 0442020209 

> > 
wyoog, GA= - 26D 

> > 
AG = 2GD 

AG 2 
GD 1 

அதாவது, 0 என்பது 42 என்ற தடுக்கோட்வட AG: /GD=2:8 
என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கின்ற புள்ளியாகும், ஆகவே 0 என்பது; 

— AABC-uS cér திணிவு மையமாகும், 

மறுதலை 

>> > 
0 என்பது 4&..40-யின் திணிவு மையமெனில், 04, GB, GC 

ஆகிய விசைகள் சமநிலையிலிருக்கும். 

தீர்வு, 
26-யை ஆயில் சந்திக்குமாறு ,40-ஐ நீட்டுக. ஆகவே,
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> > > 
GB+ GC = 2GD 

BOW G என்பது திணிவு மையமாதலின், AG = 4GD ஆகும் 
> > 

அதாவது, AG = 2GD 

> ~ 
அல்லது. GA = - 2GD 

> > > > > . 
~ GA+GB+ GC= -2GD+2GD =0 

>> > 
0.4, 0ம, 00 ஆகிய விசைகள் சமநிலையிலிருக்கும். 

>> > . 
இப்பொழுது 40, 82, 07 ஆகிய விசைகள் சமநிலை பெறுமென 
, காண்போம். 

> 3 ௮ , ட்ட 044 08-00 - 0 என்று கண்டோம்,' 

> > >. 
AG+ BG +CG=0 

24@0 AG =} AD; BG = 3 BE: CG =3CF. 
> + > 
4(AD + BE + CF) =0 

AD + BE+CF =0 
> > > 

~. AD, BE, CF ஆகிய விசைகள் சமநிலையிலிருக்கும். 

மாதிரி 24: ஒரு நாற்கரத்தினுள்ளமைந்த ஒரு புள்ளியுடன் அதன் கோணப் புள்ளிகளை இணைக்கும் கோடுகளால் குறிப் மிடப்படுகின்ற விசைகள் அப்புள்ளியில் செயல்பட்டு சம _நிலையிலிருக்குமாறு அப்புள்ளியின் நிலையைக் காண்க. 

தீர்வு 

. சீ என்பது நாற்கரம் 4800.பினுள்ளமைந்த ஒரு புள்ளி: 
> - > > - 
மிகி, 22) 20, 20 என்னும் விசைகள் 2-யில் செயல்பட்டுச் சம நிலையிலிருக்கின்றன. AC, BD ஆகிய மூலை விட்டங்களின் நடுப்புள்ளிகளை முறையே க, 77 என்று குறிப்பிடுக. & ச.40யில் 2 என்பது 40யின் நடுப்புள்ளி,
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> ட்ட . 
. PA+ PC = 2PE 

ஜீ. மிசிமிஃயில் 7 என்பது. 80-யின் நடுப்புள்ளி.. 
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> >.> 
PB + PD = 2PF 

> > > > > > 
tPA + PB+ PC + PD = 2 (PE + PF) 

இப்பொழுது, . /ச- என்பது ; 57-இன் ,நடுப்புள்ளிடெனில், 
& 2877 இதிலிருந்து, 

> > > 
PE + PF = 2PM. 

> > > > > > 
. PA, + PB + PC + PD =2(2PM) = 4PM 

>> > > - 
ஆலை 24, PB, PC, PD ஆகிய விசைகள் சமநிலையிலிருப்! 
பதால், 

> > > > 
PA + PB;+ PC PD. = 0 gid. 

> 

PM =0 

அதாவது, PM=0. 3 2 என்பது ரீ உடன் பொருந்த. 
வேண்டும். அதாவது, 72 ஆனது 7-ன் நடுப்புள்ளியாகும், 

அதாவது, 2, என்பது. நாற்கரத்தின் மூலைவிட்டங்களின் 
தடுப்புள்ளிசுளை இணைக்கும் நேர்கோட்டின் தடுப்புள்ளியாகும், 

॥
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மாதிரி 25 ௩486 யில் 4.2, 40 ஆகிய பக்கங்களின் வழியே 
செயல்படுகின்ற 860 8, 920 ே என்னும் அளவுகளுடன் கூடிய 
.விசைகளின் விளைவு, 4 யிலிருந்து 86 க்கு வரையப்படும் AD 

என்னும் செங்குத்துக் கோட்டின் வழியே செயல்படுகின்ற 
{tan B+ tan C) என்னும் அளவு கொண்ட ஒரு விசையாகு 

மன்று நிறுவுக, 
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"தீர்வு: 49, 40 வழியே செயல்படும் 860 8, 860 0 என் னும் 
விசைகளை முறையே, ( sec B ) 4௧ (Se ) ac. 

  

  

AB AC 
ன்று குறிப்பிடுக, 

என்று கொள்வோமானால் , , AB, ம், 40 என்னும் விசைகள் 
Aude AB, 40 வழியாகச் செயல்படுகின் றனவென்று 
காண்கிறோம். 

ஆகவே, 0,, ம கேற்றத்தின் படி, 
விசையானது X' BD = p+ DC 

அல்லது, திட் .90ம 

இவ்விசை களின் விளைவு 

aK 

~. Sec C . sec B 
AC * AB 

12 DB. _ 48800 _ AB cos B அதாவது, ——— = —2 Goss G : Xn DC AG sec B= AC cos C
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என்றவாறு BCom பிரிக்கின்ற 2 என்னும் புள்ளி வழியே 
> 

செயல்படுகின்ற (XA + ம) 42 என்னும் விசையாகும், 

இப்பொழுது 42 1 80 ஆயின், 
BD ABcosB ம 

De AC cosC x 

ஆகவே, தரப்பட்டுள்ள விசைகளின் விளைவு 10க்குச் செங்குத் 
தாக யிலிருந்து வரையப்படும் 49 என்னும் நேர்க்கோட்டின் 
வழியே செயல்படும். 

விளைவு விசையின் அளவு ஈ ())4 2) 42 . 

  

sec B sec C 

=( AB து 

AD . 
- “75560 p+ —4L a sec C 

_ = sin B. sec B + sinC. secC 

= (tan B + tan C) 

மாதிரி 26 என்பது ௫ சீசீ யின் சுற்றுவட்ட மையம். BC, 

CA, AB ஆகிய பக்கங்களுக்கு விகித சம அளவுகளுடன் கூடிய 

விசைகள் 04, 05, 00 வழியே செயல்படின், அவற்றின் 
விளைவு விசை உள்வட்ட மையத்தின் வழியே செயல்படுமென 

நிறுவுக. 

தீர்வு 

  

படம் 38 

0 என்பது கூ.420 யின் சுற்றுவட்டமையம், 0.4, 0௦2,௦ 

வழியே செயல்படும் விசைகள் 80, 04, 498 ஆகிய பக்கவு
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களுக்கு விகிதசமமாகும். 80 - ர, கெ-)ம், 40 - ௦ எனில், 
அவ்விசைகளை முறையே ௧, 8ம், 6௦ என்று குறிப்பிடலாம். 

« ள் ka \> ட 
0.4 வழியே செயல்படும் விசையை ( O14 = 5-0 4என்றும் 

- க் 
08 வழியே செயல்படும் விசையை( 57) = OB என்றும் 

ke \> > ௦௦ வழியே செயல்படும் விசையை (-02)20- 4.00 என்றும் 
2 

கொள்ளலாம்: - 

20:ற0.- 3: மஎனில், 0.4, 00 வழியே செயல்படும் விசை 
களின் விளைவு விசையானது. 0 வழியே செயல்படும் (157) 
> . 

00 என்னும் விசையாகும். 

BD Y 60/00. 6 . | றம்” ம தி “ச (ஏனெனில் 00-09 - சுற்று 

வட்ட ஆரை). 

5 4 யானது கோணம் 4 யின் இருசம வெட்டியாகும் 
i > > 

மேலும், 0.4, 02 வழியே செயல்படுகின்ற 9.04, மம 
ஆகிய விசைகளின் விளைவு 47:/[ற0 = (மடு :% என்னும் 
விகிதத்தில் 40 யைப் பிரிக்கின்ற / என்னும் புள்ளி. வழியே 

> . 
செயல்படும் 0.84) 0/ என்னும் விசையாகும். 

  

த அபய ளை டைய 
றர ஆ OB 06 “2 பட்ட 

OA 
(ஏனெனில், 04-04 00) 

7 என்பது AABC யின் உள்வட்டமையம். ஆகவே 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளின் விளைவு விசை முக்கோணத் 
தின் உள்வட்டமையம் வழியே செயல்படும், 

ட் + ஆ 
அ மாதிரி 27: ௦ என்னும் புள்ளி வழியே செயல்படுகின்ற 2, 0 

ஆ. 
என்னும் விசைகளின் விளைவ £ ஆகும், ஒரு குறுக்கு வெட்டி



ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் OF 

>>> 
P,Q, R ஆகிய விசைகளின் செயற்கோடுகளை' மூறையே 4, BC » 
என்னும் புள்ளிகளில் வெட்டுகிறது. 

P ௦. R_ oe “Ot = OF “உற என்று நிறுவுக, 

  

  

படம் 34 

> 2 தீர்வு 2 என்னும் விசைகளை மூறையே' 
> 

: OP, 

P > . 
(or 7) OA (6 tOB ae) OF OB, ( oc 06 என்று குறிப்பிடுக, 

ஆகவே, 04, {OC வழியே செயல்படும் விசைகள் - 

P > {(_2@ \> ; 
மூறையே (or OA,\ OB 1.8 ஆகும். 

> > 
இவற்றை முறையே ), . 40, .0.8 என்று குறிப்பிடுக, 

P Q | : 
5 உ op hm oF BS. 

(A. 2) தேற்றத்தின்படி, இவ்விசைகளின் விளைவு 40யை 
ae - f என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கக்கூடிய 0 என்னும் 

, > 
புள்ளி வழிய செயல்படும் (),4/ம) 06 என்னும் விசையாகும், 

” R=(X+ HOC 

. R P 
அல்லது OG MATE மூர் 

் மாதிரி 28: / எனும் புள்ளியை உள்வட்ட மையமாகக் 
கொண்ட கிரியின் தளத்தில் 2 ஏதேனுமொரு புள்ளி. 

ஆ 

PC sin A, PB sin B, PC ௭8 என்ற விசைகளின் விளைவு 
௮. இ.
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B . ; 
4PI cos “ZF COS y- COS —Z- எனறு காட்டுக. 

  

  

படம் 95 

தீர்வு: PB, PC வழியே செயல்படும் 28 ௩ B, PC sin B 
ஆகிய விசைகளின் விளைவிற்கு 0;, ம) தேற்றத்தைப் பயன் 
படுத்துக. : 

- BD sinc. , த ி என்பது ஐ -5ஈ- - த என்னும் விகிதத்தில் பிரிக் 

> > 
சூம் புள்ளியெனில் 72 ௨௨ 2, 26 8௩0 ஆகிய விசைவுகளின் 

ஆ 
விளைவு 22 வழியே செயல்படும் (811.8 4 8௩௦) என் னும் 

விசையாகும்: 

BD _sinC _¢/2R _ ic . 
DC sinB 5b/2R “6° 

ஆகவே, 42 என்பது கோணம் 4யின் இருசம வெட்டியாகும். 

ஆ இப்பொழுது, 24, 22: வழியே செயல்படும் 24 எ 4 
> 

(௨.44 வச 4 ௭௨௦) 720 என்னும் விசைகளின் விளைவிற்கு Oo தேற்றத்தைப் பயன்படுத்துக, 

து AI _ (sinB+sinc)_, [என்பது கை ந: நட என்னும்விகிதத்தில் 
பிரிக்கும் புள்ளியாயின், இவ்விசைகளின் விளை 

> 
aj = (sin A+ 

sin B+sin C) PI 6d. , ,
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Al b cbse | 
Ae iD” Wt 27a 

. டட 
2R 

் 7 என்பது ரூ.420 யின் உள்வட்டமையமாகும். 
ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளின் விளைவு 

> 
= (sin A + sin B + sin C) PI 

A B C\ > 
= (4 cos “9 cos > cos 5) PI 

(திரிகோணக் கணிதத்திலிருந்து) 

> ' A B Cc == PI cos “9 cos > cos 2 

மாதிரி 29 : ஒரு வட்டத்தின் பரிதியின் மேல் சமதூரங்களிலெடுக் 

கப்பட்ட எட்டுப் புள்ளிகளுள் ஒரு புள்ளியிலிருந்து ஏனைய 

புள்ளிகட்கு நேர்கோடுகள் வரையப்படுகின் றன, இந்நேர் 

கோடுகள் ஒரு புள்ளி வழிச் செயல்படும் விசைகளைத் குறிப் 

பிடின் அவற்றின் விளைவு விசையின் அளவு, திசை ஆகிய 

வற்றைக் காண்க. 

Ay 

  

தீர்வு 
Ay AAs Ag என்பன 0 ஐ மையமாகக் கொண்ட 

வட்டத்தின் பரிதியில் சமதூரங்களில் அமைந்துள்ள எட்டுப் 
புள்ளிகள். ஆகவே, A, A's, Ag Ag, A, Ay A, A, என்பன 
வட்டத்தின் விட்டங்களாகும், அதாவது, 0 என்பது 4, 4, 4 
Ay, As கிட கீட4ீ ஆகியவற்றின் நடுப்புள்ளிகளாகும், ்
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> ஃஆ.. 
A,A,, A,Ag — Gus 

பயன் படுத்துக, 0 என்பது 4 
helpel. 

> > 
ல A, Ay + A, Ag = 2 A, 0 ஆகும். 

விசைகளுக்கு (, 2) தேற்றத்தைப் 
உ.4டி இன் நடுப்புள்ளி, மேலும் . 

> 

> > ; > 
அதாவது, 4; 4,” 4 ட்.க, ஆகியவற்றின் விளைவு 24, 0 ஆகும் 

, > 
10 ஆகும் 

> > 

இதுபோல், 42 45., 4, ஆகியவற்றின் விளைவு 24 
: > 

A, “Ag A, A, ஆகியவற்றின் விளைவு 2 40 ஆகும். 

> > > > > ஆ 

ஸ் A, Ag + Ay As +. Ay A, +. 4; Ag + A, A, + A, A, = 

> ப 

6 40 ஆகும். 
—>S OO Oe —> 

we (AA, +A Ast 414g) + Aids + (4, Ag + A, A, +A, Aq) 
ஆ. —> _— > —_—> —> 

=64,0+4,4,7=64,0424,0=84,0, ் 
மாதிரி 30 480 என்னும் முக்கோணத்தில் 2 என்பது 26 

ஆ ழு 
யின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளி. 24. 28, 20 என்பன வற்றால் குறிப் 

> 

பிடப்படுகின்ற விசைகளின் விளைவு 70 எனில் 0 வின் இயங்கு 

வழி (1௦018) 56 க்கு இணையான ஒரு நேர்கோடு என்று காட்டுக. 

wa anna Pen. 

1, 
ர் 

t 

6 

+ ன 

நடு 
ச் 

க் 

॥ ப 
6 LX 6 

படம் 37, 

Aa 

> > . 

48, 20 ஆகிய விசைகளின் விளை. 

தீர்வு 

. 2 வழியே செயல்படும் 

விற்கு (3, 2) தேற்றத்தைப்பயன் படுத்துக. இங்கு ), - ம 1
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ஆகையால், D என்பது 86 யின்' நடுப்புள்ளி .யெனில் 
> > > , , so 
PB+ 220-220 ஆகும். இப்பொழுது, 28 - 22£ற என்ற 
வாறு 86 யில் 8 என்னும் புள்ளியைக் குறித்துக் கொள்க. 

> > 
“ PE = 2 PD. 

சி.80.4 என்ற இணைகரத்தைப் பூர்த்தி செய்க. - 

> > , > - 
222) 74 ஆகியவற்றின் விளைவு 70 ஆகும். 
> > > > 

அதாவது, 2.4, 28, 0 ஆகிய விசைகளின் விளைவு 70 ஆகும், 
ஆனால் 20.4 என்பது ஒரு இணைகரமாகையால், 40 ட 

ஆகும். 

>> > 
2.8, 2.4 என்பன நிலையான நேர்கோடுகளாகையால், 40 

வும் ஒரு நிலையான நேர்கோடாகும். ஆகவே, 0 என்பது A . 
வழியே 86 க்கு இணையான நேர்கோட்டிலுள்ள ஒரு புள்ளி 

'யாகும். அதாவது, ட வின் இயங்குவழி BC க்கு இணையாக 
'ி வழியே செல்லும் ஒரு நேர்கோடாகும். — 

பயிற்சி 4 

(1) க.க யின் சுற்றுவட்ட மையம், செங்குத்து மையம் 
ஆகியவை முறையே $, 0 ஆகும், ஒவ்வொன்றும் 2 க்குச் 

>> > 
சமமான மூன்று விசைகள் SA, SB,SC ஆகியவற்றினால் அள 
விலும், திசையிலும் குறிப்பிடப்படுகின்றன. இவற்றின் விளைவு 

> 
அளவிலும், திசையிலும் 40 ஆல் குறிப்பிடப்படுமென்று 
காட்டுக, 

(2) 4800 என்பது ஒரு இணைகரம். 4 48, 40 ஆகியவற்றுல் 
கூறிப்பிடட்படுகின்ற விசைகள் முறையே 42, 40 வழியாகச் 
செயல்படுகின்றன. இவற்றின் விளைவு உற யை 5; 1 என்னும் 
விகிதத்தில் பிரிக்குமென்று நிறுவுக, 

்.... (3) என்பது ௩480 யின் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு 
புள்ளி. G என்பது முக்கோணத்தின் திணிவு மையமெனில்
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>> > > | 
சிக, 22, 20 ஆகிய விசைகளின் விளைவு 3 20 என்று நிறுவுக. 

(4) AABC யில் 4, வழியாக K cos, K cos. B அளவு, 
கள் கொண்ட இரு விசைகள் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் 
விளைவு 2 811 2 என்று நிறுவுக. . 

(4) AABC ufc OA, OB ayfurras செயல்படுகின்ற. இரு 
> > 

விசைகள் 0418௨4, 081௨௩ .2 என்பனவற்றால் குறிப்பிடப்படு 
> 

கின்றன. அவற்றின் விளைவு 422120 4 18௩ 2 ஆல் குறிக்கப்படு 
மென்றும், 0-விலிருந்து AB SG வரையப்படும் செங்குத்து 
"வழியாகச் செயல்படுமென்றும் காட்டுக. 

(6) ஒரு மூக்கோணத்தின் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு 

யுள்ளியை அம்முக்கோணத்தின் கோணப் புள்ளிகளுடன் 

இணைக்கும் கோடுகளால் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசைகளின் 
தொகுதியானது அப்புள்ளியிலிருந்து அந்த முக்கோணதமழின் 

பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகளுக்கு வரையப்படும் நேர்கோடு 

களால் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசைகளின் தொகுதிக்குச் சமம். 
என்று காட்டுக. 

(2.௦ என்பது 4800 என்னும் தாற்கரத்தினுள்ளே 
அ ஒழ 

அமைந்த ஒரு புள்ளி. 0.4, 02, 0௦, 00 ஆகியவற்றால் அள 
விலும் திசையிலும் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசைகள் 0-வில் 
செயல்படுகின்றன. அவ்விசைகள் சமநிலையிலிருப்பின், 0-வின் 
நிலையைக் காண்க. 

(சென்னை 1965 ஏப்.) 

(8) 4800 என்னும் நாற்கரத்தில் 48, 02, 00, 4 ஆகிய 
ஆ, ட 

பக்கங்களின் வழியாகச் செயல்படும் 7, 0, R, S என்னும் விசை 
கள் சமநிலையிலிருப்பின், 

் P QS, & 
சம: CB 4D‘ GD 

என்று காட்டுக. ட. 1 

(9) &.48௦யின் தளத்தில் ட என்பது ஒரு புள்ளி, முக் 
Caron ager abc என்ற பக்கங்களுக்கு விகிதசமமாக OA 
02, 06 வழியாக விசைகள் செயல்படுகின்றன. / என்பது
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முக்கோணத்தின் உள்வட்ட மையமெனில், அவ்விசைகளின் 

விளைவு 07 வழியே செயல்படுமென்றும், அதன் அளவு 

(8-1 ச-ட௨) 07 க்கு விகிதசமமாயிருக்குமென்றும் காட்டுக. 

(10) 4200 என்பது ஒரு இணைகரம். 2 என்னும் துகள்: 74 
PB ஆகியவற்றால் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசைகளால் மூறையே 
4, யை நோக்கி ஈர்க்கப்படுகின்றது; PB, PD ஆகியவற்றால் 

குறிப்பிட ப்படுகின்ற விசைகளால் அத்துகளானது முறையே 
£, மி யிலிருந்து தள்ளப்படுகிறது. 7 என்பது எங்கிருந்தாலும் 
சமநிலையிலிருக்குமென்று காட்டுக. ன ரூ 

(11) 4200 என்னும் நாற்கரத்தின் தளத்தில் ட என்பது ஒரு 

புள்ளி. 2, 6, 8, என்பன அதன் பக்கங்களின் நடுப்புள்ளி 
கள். 0.4, 02, 00, 02 என்பனவற்றால் குறிப்பிடப்படுகின்ற 

விசைகள் 02, 00, 08, 0.5 என்பனவற்றால் குறிட்பிடப்படு 

கின்ற விசைகளின் விளைவையே கொண்டிருக்குமென்று 
- காட்டுக, 

>> > 
(12) 42. 40.2 02 என்னும் விசைகள் கூ.4280 யின் பக்கங் 

களின் வழியே செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு விசை 
யின் செயற்கோடு பக்கம் 40ஐ 2: 1 என்னும் விகிதத்தில் 

பிரிக்குமென்று காட்டுக. 

(13) a = 4B,b = BC,c =CD,d= DA என்ற பக்கங் 
காக் கொண்ட 42800 என்னும் நாற்கரத்தின் பக்கங்களில் 

> > > > 
செயல்படுகின்ற 2. 42, சட், 2 002, 4. 80 என்னும் விசைகள் 
சமநிலையிலிருப்பின் 72 5 மரீ என்று நிறுவுக. 

(14) 4822, 4200: என்பன இரு இணைகரங்கள். ஒரு 
> > > 3S 

புள்ளியில் செயல்படுகின்ற 44', 2.9, 6, 20 என்னும் விசை 
க்ள் சமநிலையிலிருக்குமென்று காட்டுக. 

(15) 2 என்பது ௬4860 யின் சுற்றுவட்டப் பரிதியின் 
மேலுள்ள ஒரு புள்ளி. /7 என்பது ௩4280 யின் செங்குத்து 
மையம். 2, 2 என்பன சியிலிருந்து முறையே 2௦, 04, 42 
என்ற பக்கங்களுக்கு வரையப்பட்ட செங்குத்துக் கோடுகளின் 
பாதங்கள். 2, &, 7” என்ற புள்ளிகள் ஒரே நேர்கோட்டிலமைந்
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திருக்கும் (சிம்சனின் தேற்றம்), இந்நேர்கோடு 4, 4,60 
யிலிருந்து வரையப்பட்ட ௩480 யின் குத்துயரங்களை முறையே 

> > > 
ற, 8, 71 என்ற புள்ளிகளில் சந்திக்கிறது. 20, 25, 24, 

PD’, PE’, PF! என்ற விசைகள் 0 யில் செயல்படின் அவற்றின் 
> . 

Sina 3 PH cer arlGa. 

> > > 
(16) 0.4 008 4, 07௦05 8, 06 ௦௦5 என்னும் விசைகள் 0 

என்னும் புள்ளியிலிருந்து ௩4.80 யின் உச்சிகளை நோக்கிச் 

செயல்படுகின்றன. இவற்றின் விளைவு விசையின் அளவு ஒரு 

- மாறிவி (௦௦௨) யானால், 0-வின் இயங்குவழி க480 யின் 
சுற்றுவட்ட த்திற்குப் பொதுமைய வட்டம் என்று காட்டுக. 

Soneu Gi: (Resolution of Forces) 

0.4, 08 என்னுமிரு தேர்கோட்டுத்துண்டங்களினால் அள 
>> 

விலும், திசையிலும் குறிப்பிடப்படுகின்ற 2, 0 என்னுமிரு 
விசைகள் 0 என்னும் புள்ளியில் செயல்படுவதாகக் கொள்க. 

> 

இவ்விரு விசைகளின் விளைவு விசையாகிய £ என்பது 0.4, 08 
ஆகியவற்றை இரு அடுத்தடுத்த பக்கங்களாகக் கொண்டு 

வரையப்படும் இணைகரத்தின் 0 வழி மூலைவிட்டத்தினால் அள 
விலும் திசையிலும் குறிப்பிடப்படுமென்று விசைகளின் இணை 

- கர விதியின் மூலம் கண்டோம், அவ்வாறு வரையப்படும் இணை 

>> >> 
கரம் 0.4 08 எனில் 06-,8£ ஆகும். அதாவது, 2, ஆகிய 

இரு விசைகளின் மொத்த விளைவு £ எனும் ஒரு தனி விசையின் 
ஆ 

விளைவிற்குச் சமமாகும். இதையே, & என்னும் தனி விசை 
யினால் 0 என்னும் புள்ளியிலுண்டாக்கப்படுகின்ற விளைவு 
>> 
2, 0 ஆகிய இரு விசைகளும் சேர்ந்து 0 என்னும் புள்ளியிலேற் 

படுத்துகின் ற விளைவிற்கு ச் சமமாகுமென்று கூறலாம், எனவே 

ல் > 

௦ என்னும் புள்ளியில் செயல்படுகின்ற 8 என்னும் விசைக்குப் 

ட டட > > “பதிலாக 04, 0.8 என்னும் திசைகளில் மூறையே 04, 08 

எனும் . >> 
என்னும் திசையிக்களால் குறிப்பிடப்படுகின்ற 2, 0 என்னுமிரு 

A
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விசைகளைச் செயல்படுத்துவதால் சமமான விளைவே ஏற்படு 
“மென்று காண்கிறோம். இவ்வாறு ஒரு புள்ளியில் ஒரு விசையின்” 
> 

(2) தாக்குதலினாலேற்படும் விளைவுக்குச் சமமான விளைவை 

. ௫. ~ > 

அப்புள்ளி வழியே செயல்படும் வேறு இரு விசைகள் மம, 9) 
ஏற்படுத்துமாயின் அவ்விரு விசைகளும் அத்தனி விசையின் 

கூறுகள் (௦௦100௦0௦18) என்றழைக்கப்படுகின்றன. இங்ஙனம், 

ஒரு விசையை அதன் விளைவுக்குச் சமமான விளைவைக் 
கொடுக்கக்கூடிய இரு விசைக் கூறுகளாகப் . பிரிப்பதற்கு 
“விசைப் பிரிப்பு”' (8650101100 ௦7 [07068) என்று பெயர். ஆனால் 
ஆ 

2 என்னும் விசையைக் குறுப்பிடுகின்ற 00 என்னும் நேர் 
கோட்டுத்துண்டத்தை மூலைவிட்டமாகக் கொண்டு எத் 
தனை யோ இணைகரங்கள் வரையலாம். ஒவ்வொரு இணைகரத் 

> 
திலும் 0 வழியே செல்லும் இரு பக்கங்களும் & இன் விசைக் 
கூறுகளைக் குறிப்பிடுமாகையால், எந்த ஒரு விசையும் எத் 
தனையோ வகையாக விசைப் பிரிப்புச் செய்யப்படலாம். 
ஆனால் கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒரு விசையைக் குறிப்பிட்ட 
இரு திசைகளில் ஒரேயொரு வகையிலேயே விசைப் பிரிப்பு 
செய்ய முடியும். 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு திசைகளில் விசைப்பிரிப்பு செய்தல் 
(Resolution in only two given directions) 

> > ் 
7 என்னும் விசை OP என்னும் திசையினால் அளவிலும் 

திசையிலும் குறிப்பிடப்பட்டிருப்பதாகக் கொள்க, 04, 07 

என்பன விசை ஐ விசைப்பிரிப்பு செய்வதற்காகக் கொடுக் 
கப்பட்டுள்ள இரு திசைகள். இவ்விரு திசைகளுக்கும், 02 க்கு 
மிடையேயுள்ள கோணங்கள் முறையே 4, 8 எனக் கொள்க. 

t 

7 -     
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மி வழியே 7.4, 28 என்னும் நேர்சோடுகள் 0, 0 ஆகிய 
வற்றிற்கு இணையாக வரைக. இவ்விணை கோடுகள் 0%, 07 
ஆகியவற்றை முறையே 4, 2 என்னும் புள்ளிகளில் வெட்டட். 
டும். 

வரைதலின் படி, 0.48 என்பது ஒரு இணைகரமாகும்- 
எனவே, இணைகர விதியின்படி, 

> > > > 
OA + OB = OP = R awd. 

> > 
“. OA, OB என்பன 0 02 ஆகிய திசைகளில் பிரிக்கப் 

> 

பட்ட விசை £ இன் கூறுகளாகும். இவ்விசைக் கூறுகளின் 
அளவுகளை ௩0௦47 யின் திரிகோணப் பண்பின் மூலம் பின் வரு 
மாறு காணலாம். 

0442. OP. 
sin sin x sin {7 ~ (« + B) } 

அதாவது 0.4 ட AP = R 
‘‘sn BB sine sin (x + B) 

R sin B “~ OA = —— 7 P 
sin(« + B)’ 

Rsin « 
OB = ~-, x 

sin (B+«) 

‘> 
ஆகவே, 02%, 01” ஆகிய திசைகளில் R இன் விசைக் கூறு 
களின் அளவுகள் முறையே, 

_RsinB | R sin « 
sin (x+8)’ “sin (xt py) ஆகும். 

செங்குத்துத் திசைகளில் விசைப்பிரிப்பு 
(Resolution in perpendicular directions) 

விசைகளை இரு செங்குத்துக் திசைகளில்: ் ப்புச் 
ate 5 ல் விசைப் பிரிப்புச் செய்தல் நிலையியலில் பெரும்பயனுள்ளதாகக் காணப்படுகிறது.



॥ 

ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் விசைகள் 107° 

ஒரு விசையானது இரு செங்குத்துத் திசைகளில் செய்யப்படின்,. 
விசைப் பிரிப்புச் செய்யப்பட்ட இரு விசைக் கூறுகளும் அவ் 
விசையின் “குத்துப் பிரிவுகள்” அல்லது; “பிரிந்த பகுதிகள்”*” 
(Resolved parts) sre uG Beir pen. 

11 

நுல் வெம்பு வவெ 

  

a 
yy 

», 

படம் 39 

> > 
7 என்னும் விசை அளவிலும் திசையிலும் 00 என்னும் 

திசையினால் குறிப்பிடப்பட்டுள்ளதாகக் கொள்க. 0 வழியே 

௦ ௦1 என்னும் இரு செங்குத்துக் கோடுகளை வரைந்து. 
கொள்க. 02, 0.4 ஆகியவற்றின் இடைக் கோணம் 0 என்க, 

~ CA LOX;CB LOY வரைக, வரைதலின்படி, 0.4 

என்பது ஒரு செவ்வகமாகும்,. 

செங்கோண முக்கோணம் 0.40 யில், 

OA = OC cos 6 = R cos 6, 

AC = OC sin @ - 88016: 
x 

“ OA = AC = Rsin 0. 

> 

1 OA - 700509 என்பது 0% திசையில் £ இன் விசைக் கூறு. 
ஆகும். 

> 
OB = RSing என்பது 07 திசையில் £& இன் விசைக்கூறா 

ஆகும். 

> . 
அதாவது, 8 008 6, £ 510 6 என்பன £ இன் குத்துப் பிரிவு, 

களாகும்.
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> > ப 
குறிப்பு 00 - £ என்னும் விசை 02 என்னும் திசையுடன் 

9 கோணத்தில் சாய்ந்திருப்பதாகக் கொள்வோம். 0.4 1. 0% 

வரைக, 
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xt 40 (9) படம் 40 (ஆ) 

> > 
0.4 என்பது 0.4 திசையில் விசை £ இன் குத்துப் பிரிவு 

> 

ஆகும். 9 குறுங்கோணமாயின் 0,4 என்னும் 0 திசை 
யிலும் 6 விரிகோணமாயின் OA என்னும் குத்துப் பிரிவு 
09% திசைக்கு எதிர்த் திசையிலுமிருப்பதைக் காணலாம். 

> 
னவே, 6 குறுங்கோணமாயின் 0.4 திசையில் £ இன் குத்துப் 
மிரிவு 04 - 86085 6 ஒன்றும், 6 விரிகோணமாயின் 02 திசை 

> . 

யில் £ இன் குத்துப் பிரிவு --04- . R cos 8 என்றும் 
> 

அறிந்துகொள்க. மேலும், £ என்னும் விசையின் திசையுடன் 9 
> 

'கோணச் சாய்விலுள்ள திசையில் £ இன் குத்துப் பிரிவு 7௦௦66 

என்றும் அறிந்துகொள்க. குத்துப் பிரிவுகள் பற்றிய பின்வரும் 

விவரங்கள் பயனுள்ளவையாயிருக்கும். 

(அ) ஒரு விசையின் திசையுடன் 9 கோணச்சாய்விலுள்ள 
திசையில் அவ்விசையின் குத்துப் பிரிவு அவ்விசையைக் குறிப் 

.பிடுகின்ற நேர்கோட்டுத்துண்டத்தின் வீச்சு (ர௦/௦04௦0) 
ஆகும். ட ௨ 

(ஆ)69 - 0எனில், குத்துப் பிரிவு 8- £௦0௦0- £ ஆகும். 
அதாவது, ஒரு விசை செயல்படும் திசையில் அவ்விசையின் 

குத்துப் பிரிவு அவ்விசையின் அளவுடையதாகவேயிருக்கும்.
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(இ)6- 90” எனில், குத்துப் பிரிவு - R cos 90° = 0.ஆகும்” 

அதாவது, ஒரு விசை செயல்படும் திசைக்குச் செங்குத்துத் - 

திசையில் அவ்விசையின் குத்துப்பிரிவு பூச்சியமாகும். 

் (௩) ஒரு விசையின் திசையுடன் 9 கோணச்சாய்யிலுள்ள.. 

திசையில் அவ்விசையின் குத்துப்பிரிவானது 9 குறுங்கோண 
மாயின் நேரெண்ணளவுடையசாகவும், 90 விரிகோண மடைய 
தாயின் எதிரெண்ணளவுடையதாகவுமிருக்கும். 

“பிரித்த பகுதிகளின் தேற்றம்'” அல்லது “குத்துப்பிரிவுத் தேற்றம்”. 
(Theorem of Resolved Parts) 

ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படுகின்ற இரு விசைகள் ஒரு 
குறிப்பிட்ட திசையில் விசைப் பிரிப்புச் செய்யப்பட்டால், 
அவ்விரு விசைகளின் குத்துப் பிரிவுகளின் இயற்கணித 
மொத்தமானது அதே திசையில் அவற்றின் விளைவு விசையின் 
சூத்துப்பிரிவுக்குச் சமமாகும். 

\ 

கிறுவல் 
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>> 
0.4, 0.8 என்பன 0 என்னும் புள்ளி வழியே செயல்படும். 

>> 
2, 0 என்னும் இரு விசைகளைக் குறிப்பிடுவதாகக் கொள்க, 
OACB என்ற இணைகரத்தைப் பூர்த்தி செய்க, இணைகரத்தின் 

> >> 
மூலைவிட்டம் 06 ஆனது P,O ஆகியவற்றின் விளைவு Sens
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> > oy 
யாகிய £ ஐக் குறிப்பிடும். 0. என்பது கொடுக்கப்பட்டுள்ள 

> >> > 
,திசை யென்க. 0% உடன் 0.4, 08, 00 ஆகியவற்றின் சாய்வுக் 
“கோணங்கள் முறையே 9, 8, 6 எனக் கொள்ள, 

2, > o 2 > > 04 திசையில் £யின் குத்துப்பிரிவு - 00084 = OL, 

2. > 2 ௩ ௬. > > 0 திசையில் ட வின் குத்துப்பிரிவு - 08௦௦5 000௦௦ B 
> > 

ஊன oD - LN, 

> > > 
0.ட் திசையில் ௩ இன் குத்துப்பிரிவு - 00௦௦56 - 04. 

> >> 
் 09% திசையில் 7, டு ஆகியவற்றின் குத்துப்பிரிவுகளின் 

> > 
இயற்கணித மொத்தம் = OL + LN 

ஆ 

= GN 
> > 

= OX திசையில் விளைவு விசை £ இன் குத்துப் 

பிரிவு. ்' ் 

   
    YZ 2. 

படம் 42 

ஒரு புள்ளியில் செயல்படும் எவ்வெண்ணிக்கையிலுமான ஒரு தள 
விசைகளின் விளைவு 
( Resultant of any number of coplanar Forces acting at a point ) 
>>> > 
சிடி, ரில. சி. என்பன 0 என்னும் புள்ளி வழியே 

'செயல்படும் ஈ ஒருதள விசைகள் இவற்றின் விளைவு விசை 
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ட ட. 
யானது 0 வழியே செயல்படும் £ எனும் விசை என்க. 

0 வழியே 0, ௦7” என்னும் இரு, செங்குத்துக் கோடுகள் 
>> > > 

வரைக. 04-உடன் 2, 2, 2). சட. ஆகிய விசைகளின் 
சாய்வுக்கோணங்கள் முறையே 6, 9, 6, On என்க, 01 

> . 

aver R Gor erusajsGarenrid @ crore. 

எனவே, ox திசையில் சிப Py, Ps, eons சிய ஆகிய விசை 

. >> > > 
களின் குத்துப்பிரிவுகளின் இயற்கணித மொததம் 

= P, cos 0; + P, cos6, + P, cosa, + ... 42, 008 0௩ 

2,008 
r=1t 

௯ % என்க, 

இதுபோல், 07” திசையில் இவ்விசைகளின் குத்துப்பிரிவுகளின் 
இயற்கணித மொத்தம் — 

= P, sin 0, + P, sin 6, + P, sin @, + .... + P, sin 6, 

= S P, sin 8+ 

r=1 , 

a Y என்க, 

. > 
OX, OY ஆகிய திசைகளில் விளைவு விசையான 2 இன் 

குத்துப் பிரிவுகள் முறையே 78௦089, 18100 ஆகும், 

ஃ 80080 எ, 

Rsing = Y 

ஆகும். வர்க்கங்களைக் கூட்டுக, 

8 ௬ 37 
அல்லது, 8 = ஆபச 

> 

இத்தொடர்பிலிருந்து விளைவு விசை R இன் அளவு பெறப் 
படுகிறது. ் ்
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22000 Y 

இனி, 806 - Roos) 8 

ட ரச 
அல்லது, 8 = tan’ [Ye 

ஆஃ 
இத் தொடர்பிலிருந்து விளைவுவிசை 8 இன் திசையைப் . 

பெறலாம், ‘ 

குறிப்பு : கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளுள் ஏதாவதொன் 

றினை 0% திசையாகக்கொள்வது விளைவுவிசையின் அளவையும் 

திசையையும் எளிதாகப் பெற வழி செய்யும் என்பதைக் 
கருத்திற் கொள்க. 

ஒரு துகளின் மீது செயல்படும் ஒருதள விசைத் தொகுதியின் 

சமநிலை Hubséerser: (Conditions of JEquilibrium of a 
system of Coplanar Forces acting on a particle) 

>> > > 
டிம், .மிடஎன்பன 0 என்னும் புள்ளியிலுள்ள 

ஒரு துகளின் மீது செயல்படுகின்ற ஈ-விசைகளாலான விசைத் 
தொகுதியெனக் கொள்க. 0 வழியே 0%, 07” என்ற இரு செங் 
குத்துக் கோடுகளையெடுத்துக் கொள்க. ஈ விசைகளையும் 0, 

07” திசைகளில் விசைப் பிரிப்புச் செய்க, *, Y என்பன 
மூறையே 0. 0* என்ற திசைகளில் ஈ-விசைகளின் குத்துப் 
பிரிவுகளின் இயற்கணிதக் கூட்டல்களெனில், அவ்விசைகளின் 

விளைவு விசையின் அளவு 8-4 _7ந* 575 ஆகும். விசைகள் 
யாவும் சமநிலையிலிருகீக வேண்டுமாயின், 820 ஆக 
வேண்டும். 

xX?'+Y%=0O 

moo X= 0, Y = 0 என்றால் மட்டுமே இது சாத்தியமாகும். 

எனவே, ஒரு துகளின் மீது செயல்படுகின்ற ஒருதள விசைத் 
தொகுதி சமநிலையிலிருக்க வேண்டுமாயின், அத்துகளமைந் 

துள்ள புள்ளி வழியே செல்லும் இரு செங்குத்துத் திசைகளில் 
அவ்விசைகளின் குத்துப்பிரிவுகளிள இயற்கணித மொத்தங்கள் 
தனித்தனியே பூச்சியமாக வேண்டும். 

மறுதலை : ஒரு புள்ளி வழியே செல்லும் இரு செங்குத்துத் 
திசை களில், அப்புள் ளியிலமைந்துள்ள ஒரு துகளின்மீது.செயல் ்
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படும் ஒருதள விசைகளின் குத்துப் பிரிவுகளின் இயற்கணித 
மொத்தங்கள் தனித்தனியே பூச்சியமாகுமெனில் அவ்வொருதள 
விசைத் தொகுதி சமநிலை பெறும், 

௦ என்னும் புள்ளியில் பலவிசைகள் செயல்படுவதாகக் 
கொள்க. 0, 00 என்னுமிரு செங்குத்துத் திசைகளில் அவ் 

விசைகளின் குத்துப் பிரிவுகளின் இயற்கணித மொத்தங்கள் 
மூறையே 2, 7 என்க. 

2 அவ்விசைகளின் விளைவு £ - /X* + ரா 574 ஆகும். 

ஆனால்' 2-0; 70 ஃ R=0. 

அதாவது, அவ்வொரு தளவிசைகளின் விளைவு பூச்சிய 
மாகும். எனவே, அவ்விசைகள் யாவும் சமநிலை பெறும். 

மேற்கூறப்பட்டவற்றிலிருந்து, ஒரு துகளின் மீது செயல் 
படும் ஒருதள விசைத் தொகுதி சமநிலை பெறுவதற்கு வேண்டிய 

போதிய நிபந்தனையைப் பின்வருமாறு கூறலாம், 

“ஒரு புள்ளி வழியே செல்லும் ஏதேனுமிரு செங்குத்துத் 
திசைகளில், அப்புள்ளியிலமைந்துள்ள ஒரு துகளின் மீது 
செயல்படும் ஒருதள விசைகளின் குத்துப் பிரிவுகளின் இயற் 
கணித கூட்டல்கள் தனித்தனியே மறைய வேண்டுமென்பதே 
அவ்வொரு தளவிசைத் தொகுதி சமநிலையிலிருக்க வேண்டிய. 
போதிய நிபந்தனையாகும்.” 

மாதிரி 31: AD என்பது க 46-யின் குத்துயரம், AB 
4 வழியே AD. 9460 குறிக்கப்படும் விசையின் கூறுகள் 

530503 ce? +a" — 6? 
மூறையே | Fai = | க ர S| ac என்று காட்டுக. 

  

A 

  

  

௮. இ.--8
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ட Stay: ZLBAD = «, ZCAD = B என்று கொள்க, 

» <= 90 - 5, $-90£-0 மேலும் 6-1 0.௮ 4, 

“AD = AB sin B= AC sinC Ser Ghay Capos ser 
படி, AB, AC Gu திசைகளில் விசை 42-யின் கூறுகள் 
முறையே 

AD sin B AD sin « ம் 
sin (x+)’ sin (x+B) eS” 

டட . AD sin B 

_ 4B sin B. sin (90°-C) 

sin A 

= AB sin B cos C 

sin A 
  

2R 

2 
2R 

  

AB; ் cos C 
————— ,Rosmugi «po 

வட்ட ஆரை. 

= AB » sos 6 
a 

b (a? +b? - 2. 

42 a 2ab 

2 b> ¢2 ( +. ௦ ) 42. 

இதுபோல, 40 வழிக் கூறு உ. (“2 —*) 40 என்று 

  

2a? 

காணலாம்.
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மாதிரி 32: 4807 என்பது 4-யில் செங்கோணத்தை 
&புடைய ஒரு செங்கோண முக்கோணம். PDI BC. AE opus 

செயல்படும் ம அளவுள்ள விசை, 4 வழியே செயல்படும் 

1 அளவுள்ள விசை ஆகியவற்றின் விளைவு விசையானது 

  

AC 

4 வழியே செயல்படும் 2, அளவுள்ள : விசையென்று 

காட்டுக. 

தீர் வு 
& கி.றி0யில் 4.4 90; 4/2 120. 

ZBAD=«, £C,AD = $ என்க. 

ன ரர ee + B= 90°. 
மேலும், x = 90°-C, B.= 90°- Cc ட ப 

. « = C, B= B. oe வ 

1 d 
நம் ஆகிய விசைகளின் விளைவு da எனில்,-- யின்' கூறு 

Ji 

ab fa
l,
 

கள் i ஆகயிருக்க வேண்டும். 
AB’ A 

விசைப் ie தேற்றத்தின்படி, 

1 
கீறி வழியே செயல்படும் ஆ யின். AB வழிக் கூறு _ AD’ sin B 

‘s » sin (K+ B) 

i Si 
AbD’ * 
“sin 90°
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. sin B 

AD 

sin B 

“ AB sin B 

= 
AB 

இதுபோல், 4.0 வழியே செயல்படும் pee 40 வழிக் கூறு 

sin(<+ 8) 

ip sin Cc 

Sin 90° 

_ sinc 
AD 

_ _sin C 
AC sin C 

= 
AC 

மாதிரி 33: A A BC-u9er BC, CA, AB ஆகிய பக்கங் 
களுக்கு இணையான திசைகளில் மூறையே 2, 0, £ எனும் 
அளவுகளுள்ள விசைகள் ஒரு புளளியில் செயல்படின் அவற். 
றின் விளைவின் அளவு 

[P?+Q°+R ~2QRcos A ~ 2RPcosB - 2 PQ cos C] 
என்று நிறுவுக. (சென்னை பி.எஸ்.ஸீ. 1760 செப். 

தீர்வு 
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௦.8: 8, 2; 2,0' ஆகிய விசைச் சோடிகளுக்கிடையே 
ஆ. 

யுள்ள கோணங்கள் முறையே .4, 2, 9 ஆகும். P-u9eir sone 
வழியாகவும், அதற்குச் செங்குத்துத் திசை வழியாகவும் விசைப் 
பிரிப்புச் செய்க, 

X= யின் திசை வழிக் குத்துப் பிரிவுகளின் இயற்கணித 
மொத்தம், ் 

= P~ Roos B+ Qcos(A + B) 

= P - Roos B + Qcos(180°-C) 

= P ~ Ros B - QcosC 

> 
Y = தியின் திசைக்குச் செங்குத்துத் திசையில் குத்துப் 

பிரிவுகளின் மொத்தம் 

= O- Rsin B+ QOsinc 

= QsinC ~ RsinB 

விளைவு விசையின் அளவு 2, எனில், 

R,? =X? + ¥? 

= (P.~ Rcos B - QcosC)* + (Q sin C - R sin B)* 
= P? + R*® cos?B + Q? cos’C ~ 2 PReos B - 220 

cos C + QR cos BcosC + Q* sin? C + R* sin? C 
- 2 QR sinC sin B. 

= P?4 09+ R9 -2RPcosB - 2 AQ cos C 
+ 2 QR (cos BcosC - Sin B Sin C) 

= P? + 0? + R®9 ~2RPcosB - 2PQcosC 
+ 2QR cos (B + C). 

' = P? + QO? + R? ~ 2RPcosB - 2PQcosC 
+ 2 QR cos (180° - A), 

~ P? + Q? + R? +2 RP cos B - 2PQcosC 
- 2QRcos A. ் 

“ R, = [P*? + Q? + R* - 2QRcos A - 2 RP cosB 
}. 

~ 2 PQ cos C]
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மாதிரி 347 ஓர் ஒழுங்கு அறுகோணத்தின் ஒரு முனையில், 
அந்த முனையை மற்ற முனைகளோடு சேர்க்கும் திசைகளில் 
மூறையே 2, 8735, /3, 2 அளவுகளுள்ள விசைகள் செயல் 

படுகின்றன. இவைகளின் விளைவு விசை காண்க. 

(மதுரை பி.எஸ்.ஸி. 1973) 

தீர்வு 

  

420088 என்ற ஒழுங்கு அறுகோணத்தில் 2, 4/5, 5, V3, 
2 என்ற அளவுகளுள்ள' விசைகள் முறையே 42, 40), 40, 48 
47 திசைகளில் செயல்படுகின்றன. இது ஒரு ஒழுங்கு அறு 
கோணமாகையால், 2.40 - 120? 42 - BC ஆகையால், 

ZBAC = 30 BAD = 60° ; Z BAE = 90° ZBAE = 120°. 
AB, AE என்பன செங்குத்துக் கோடுகளாகையால் இத்திசை 

களில் விசைப் பிரிப்பு செல்க... 

X = AB திசையில் குத்துப். பிரிவுகளின் இயற்கணித 
மொத்தம் 

= 24./3.cos 30°+5 cos 60° + 3 cos 90°+2 cos 120° 

- 24v3(2P)+ 5+ V3OH2-D 

= ded +O-1 |
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Y¥ = சிறி திசையில் குத்துப். பிரிவுகளின் . இயற்கணிக 
- மொத்தம் - 

2 (0) + 3 sin 30°+5 sin 60°+ 4/342 sin 120° 

0+ 3G) +5 (“F)+ 4342 (2) 

43428 4343 

= 53 

விளைவு R= aA/XPys 

/ +75 

= 10. 

ABujor Fira oFonsrufcr sruscy 6 எனில்; 

Y 543 
tang = tan@ = ௪. > o 3 

9 - 60” 

விளைவு விசையானது 10.அலகு அளவுடன் AD dome 

யில் செயல்படுறது. 

மாதிரி 35: ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் BC, CA, AB 
என்ற பக்கங்களின் வழியாக முறையே 2, 3, 4. அலகுகள் 

அளவுகளுடன் கூடிய விசைகள் செயல்படுகின்றன. விளைவு 

விசையின் அளவையும், அது. முக்கோணத்தின் பக்கங்களைச் 

(சென்னை பி.எஸ்ஸி, 1969 செப்.) 
ப்ட் ய் 

தீர்வு & 4.80 என்ற சமபக்க் முக்கோணத்தில் 4, 90, 
64 வழியாக 2, 3,4 அளவுகளுள்ள விசைகள் செயல்படு
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கின்றன. 0 வழியாகவும், 80க்குச் செங்குத்துத் திசை வழி 

யாகவும் விசைப் பிரிப்புச் செய்து குத்துப் பிரிவுகளைக் கூட்டுக. 

  

படம் 47 

% - 20 திசையில் குத்துப் பிரிவுகளின் மொத்தம் 

= 2-3 cos 60° - 4 cos 60° 

= 2-3-2 

--3 
Y = நி0க்குச் செங்குத்துத் திசையில் குத்துப் பிரிவு 

களின் மொத்தம் 

xz 0 + 3 sin 60°~ 4 sin 60° 

டட 
4/3 

விளைவு விசை 2 எனில், 

Ra KTP 

-VtFi 
=J/3 

BCuj cor விளைவு விசையின் சாய்வு 9 எனில், 

பரு -432. 1. tan @ = + 35 “33
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ஆகவே, விளைவு விசையானது ,,/3 அலகு அளவுடைய 
தாகவும், சீயோன் திசைக்கு 30” கோணத்தில் செயல்படுவதாகவு 

மூள்ளது. 

குறிப்பு: விளைவு விசையானது முக்கோணத்தின் பக்கங் 
களைச் சந்திக்கும் புள்ளிகளைக் காணும் முறை பிறிதொரு அத்தி 
4பாயத்தில் விவரிக்கப்படுகிறது. ‘ 

மாதிரி 36: ஒரு முக்கோணத்தின் மூனைகளின் வழியே 
காதிர்ப்பக்கங்களுக்குச் செங்குத்தாக, அம்முனைக் கோணங் 
களின் கொசைன்களுக்கு விகித சம அளவுகளுள்ள விசைகள் 
செயல்படுகின்றன. விளைவு விசையானது. 

+ [1-8 cos A cos B cos‘C]t 

க்கு விகித சமமாயிருக்குமென்று காட்டுக, 

தீர்வு: & கீதியேோல் 40 | BC: BE 1 CA;CF 1 AB. 

42, 92, 0 வழியே முறையே 2, 0, £ என்னும் விசைகள் 
செயல்படுகின்றன. & என்பது விகித சம மாறலியெனில், 

P = Kcos A,Q = Kcos B, R = K cosC. 

  

  

படம் 48 

20 திசையிலும், க்குச் செங்குத்துத் திசையிலும் இவ் 
விசைகளின் குத்துப் பிரிவுகளின் கூட்டல்களைக் காண்க.
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௩௮ 0 திசையில் விசைகளின் குத்துப் பிரிவுகளின் 

மொத்தம் 

= O+ Q cos (90°-C)- R cos (90° ~ B) 

= QsinC —- Rsin B 

= Kcos Bsin C-KcosC sin B 

= K sin (C -B) 

Y= நிகக்குச் செங்குத்துத் திசையில் குத்துப் பிரிவுகளின் 
மொத்தம் 

= -P + Q sin (90°-C) + R sin (90° - B) 

=-P+QcosC + ReosB 

= -—Kcos A + Kos B cos C + Kcos C'cos B 

=—Kcos 4 + 2K cos B cosC 

=-Kcos A + K [cos (B+C) + cos (B-C)] 

"= =—Kcos A + K [cos (180°- A) + cos (B-C)] 

- =~Kcos A - KcosA + Kcos(B-C) © 

= -2 Ktcos A + K cos (B~C) | 

& என்பது விளைவு விசையெனில், 

நிவ இ ய3 

= K* sin? (C- B) + K,{-2 Koos A+K cos (B-~C'}* 

= K? sin? (C- B) + 4K* cos? 4 + K® cos? (B~C)- 

' 4 K* cos A cos (B-C). sO 

= K* [1+ 4 cos? A ~ 4cos A cos(B~C)] 

= K? [1-4 cos 4 {cos(B-C) - cos A}] 

= K? [1-4 cos A {cos (B-C) =cos (180°- B+C)}} 

= K* [1-4 cos 4 {cos (B-C) + cos (B + C)}] 

= K* [1-4 cos A {2 cos B cos C}}. 

= K? [1-8 cos A cos B cos C] 

ஃ 8 K [1-8 cos A cos B cos C}h 

Rx [1-8 cos A cos B cos C]k
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மாதிரி 37: ஒவ்வொன்றும் க்குச் சமமான பெரு எண் 
ணிக்கையிலான ஈ சிறு விசைகள் ஒரு துகளின்மீது செயல்படு. 
கின்றன. இவ்விசைகள் யாவும் ஒரு நிலைத்தளத்தில் 0 முதல்: 
4 வரை கூட்டுத் தொடரிலமைந்த கோணங்களில் கிடைக். 
கோட்டுடன் சரிந்திருப்பின் விளைவு விசையின் அளவையும். 
திசையையும் காவா, 

தீர்வு: 72 அளவுள்ள ஈ சம விசைகள் செயல்படுகின்றன. 
மூதல் விசையானது கிடைக்கோட்டுடன் 0 சரிவில் செயல்படு: 
கிறது. எஞ்சியுள்ள (8-1) விசைகளின் கோணங்கள் ல வரை 
கூட்டுத் தொடரில் இருப்பதால், கிடைக்கோட்டுடன் அவற்: 
றின் கோணங்கள் முறையே, 

XK 39%. @-)« oo n-1’ n-t 9 ந] ப க n- 1 ஆகு 

&, 7 என்பன முறையே கிடைத்திசையிலும், செங்குத்துத்திசை 

யிலும் இவ்விசைகளின் குத்துப் பிரிவுகளின் கூட்டல்களெனில்,. 

2K 
    

  

ட 6 X = Peos 0°+P cos wl + P cos ழ் ர 

+ P cos (ne Us 

1 % டர °K 
= P | cos (0+ a ATG ) sin. er | 

x 

sin _   
n- ‘ 

[திரிகோண கணிதத்திலிருந்து]; 

nx % : 
ரி, 008 55 sin 2-1 

  sin- 
a-l 

  

+ no ட்ட . 2K 
Y = Psin0°+P sin | + P sin morte
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= P [ sin (௦-4 ப) ஸ் a wr | 

௦ 
sin ——..- 

n-1 

  

  

-விளைவுவிசை £ எனில், 

நர நாப Y? 

  

  

nx 
2-1) 

sin (-—< — 
1-1 

கிடைக் கோட்டுடன் விளைவுவிசையின் சாய்வு 9 எனில், 

sin 

“. R= P 

Y 
tan6@ = x 

  

பு (ட
 

 



௬ 
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பயிற்சி 5 

(1) 2 என்பது 44860 யின் பக்கம் BC யின் மேலுள்ள 
ஒரு புள்ளி. மூறையே 42, 40 வழியே செயல்படுகின்ற Q 
என்னும் விசைகளின் விளைவு 42 வழியே செயல்படும் ச: 
என்னும் விசையாகும், , 

P  AB°CD . 
FR “ தட என்று நிறுவுக. 

௩ 

2) 0 என்பது 24,4.86யின் சுற்றுவட்டவட்டமையம். 40- 
என்ற கோடு 86 ஐ யில் சந்திக்கிறது. 42, 40 வழியே விசை 
42 யின் கூறுகள் முறையே 

sin 2B sin2C . . . 

sin 2B + sin2C° AB, sin 2B + sin2C' 40 என்று காட்டுக... 

3) ஓர் ஒழுங்கு ஐங்கோணத்தின் ஒரு மூனை வழியே. வரிசைக் கிரமமாக ஏனைய முனைகளை நோக்கிச் செயல்படுகின்ற. 711.3 கி.கி. எடைகளுக்குச் சமமான விசைகளின் விளைவு; A/T கி.கி. எடைக்குச் சமமான விசையென்று காட்டு. 

(4) ஓர் ஒருங்கு அறுகோணத்தின் ஒரு முனை வழியே. 
ஒழுங்கான வரிசையில் ஏனைய முனைகளை நோக்கி 1,2,3,4,5 கி.கி... 
எடைகளுக்குச் சமமான விசைகள் செயல்படுகின்றன... 
அவற்றின் விளைவு விசையைக் காண்க, 

(5) ABCDEF என்பது ஓர் ஒழுங்கு அறுகோணம்.. 
> > > > > ; 
42,2 40,3.42,4.42, 5.44 என்பனவற்றால் கூறிப்பிடப்படு 
கின்ற விசைகள் 4 யில் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு, 
விசையின் அளவு 42 735] என்று காட்டு,
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(6) 48008. என்பது ஓர் ஒழுங்கு அறுகோணம் 
> 
42 என்பது 2 அளவுள்ள ஓர் விசையைக் குறிப்பிடுமாயின் 
>> > 

46, 40, 49 என்பனவற்றால் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசைகளின் 

விளைவு விசையைக் காண்க. 

(7) ஒரு கம்பத்தின் உச்சியானது நான்கு கிடைக்கம்பி 
களால் கட்டப்பட்டு நிலைநிறுத்தப்பட்டுள்ளது. அக்கம்பிகளின் 
இழுவிசைகள் மூறையே வடக்கு நோக்கி 20 ராத்தல் எடை, 
கிழக்கு நோக்சி 30 ராத், எடை, தென் மேற்கு நோக்கி 40 ராத். 
எடை, தென்கிழக்கு நோக்கி 50 ராத், எடையாகும். விளைவு 

இழுவிசையின் அளவையும் திசையையும் காண்க. 

(சென்னை பி.இ. 1951) 

(8) 4890ம் ஒரு சதுரம் 48, 80, 0, 2.4, 40 ஆகிய திசை 
களில் ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படும் 1,2,3,4 2/2 கி.கி. எடை 
பபளவுகள் கொண்ட விசைகள் சமநிலையிலிருக்குமென்று 

நிறுவுக. 

(9) 24/3,22,24/3 கி.கி. எடைகளுள்ள விசைகள் ஒரு 
துகளின் மீது செயல்படுகின்றன. முதல் விசைக்கும் பிற விசை 

களுக்குடுடையேயுள்ள கோணங்கள் முறையே 90”, 1505, 240” 

எனில், அத்துகள் சமநிலையிலிருக்குமென்று நிறுவுக. 

(10) : 22, 32, 42 அளவுஈள் கொண்ட விசைகள் ஒரு புள்ளி 

யில் ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் ஒருமுக வரிசையிலெடுக் 

கப்பட்ட பக்கங்களுக்கு இணையான திசைகளில் செயல்படு 
கின்றன. அவற்றின் விளைவு விசையின் அளவு செயற்கோடு 

ஆகியவற்றைக் காண்க. 

(11) (6-2), 2, 0) அளவுகள் கொண்ட விசைகள் 
ஒரு புள்ளியில் ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின் ஒருமுக வரிசை 

யிலெடுக்கப்பட்ட பக்கங்களுக்கு இணையான திசைகளில் 

செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு விசையைக் காண்க: 

>>> 
(12) 2,0, £ என்னும் ஒரு தள விசைகள் 0 விலுள்ள் ஒரு 

் >> >> >> 
துகளின் மீது செயல்படுகின்றன. 0, 2; R, 2; 2, 0 ஆகிவற்றிற்
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கிடையேயுள்ள கோணங்கள் முறையே ஒ, ட, ), எனில், அதன் 
விளைவு விசை ் ் 

[P?+Q?+R*+2QR cos 442/2 00% 38+2PQ cos 4] 178 
என்று காட்டுக. : Ds, 

(13) ஒரு புள்ளியில் செயல்படுகின்ற மூன்று விசைகளின் 
திசைகள் ABC என்ற முக்கோணத்தின் ஒரு முகவரிசை 
யிலெடுக்கப்பட்ட பக்கங்களுக்கு இணையாகவும், அவ்விசை 
களின் அளவுகள் எதிர்க்கோணங்களின் கொசைன்களுக்கு 
விகிதசமமாகவுமிருக்கின்றன. அவற்றின் விளைவு விசை 

{1—8 cos A cos B cos C] 1/3 

என்று காட்டுக, 

(14) ஒவ்வொன்றும் 7 க்குச் சமமான விசைகள் ஒரு புள்ளி 
வழியே ௩480 யின் ஒருமுக வரிசையிலெடுக்கப்பட்ட பக்கங் 
களுக்கு இணையான திசைகளில் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் 
விளைவு விசை 

R = P (3-2 cos A2 cos B_2 cos C) 1/9 
என்று காட்டுக. 

(15) A,B,C என்பன ஒரு வட்டத்தின் பரிதியின் மேலுள்ள 
மூன்று புள்ளிகள் 42, 86 வழியாக அவற்றின் நீளங்களுக்குத் தலைகீழ் விகிதசம அளவுகளுள்ள விசைகள் செயல்படுகின்றன. 
அவற்றின் விளைவு விசை B used வரையப்படும் தொடு 
கோட்டின் வழியே செயல்படுமென்று காட்டுக. 

(16) ஒவ்வொன்றும் £ க்குச் சமமான ஐந்து ஒரு தள விசை 
கள் 0 என்ற புள்ளியில் செயல்படுகின்றன. அவ்விசைகள் 
அதே தளத்திலுள்ள 0௦% என்னும் நேர்கோட்டுடன் மூறையே 
15°, 30°, 45°, 60°, 75” கோணங்களில் சாய்த்துள்ளன. அவற்றின் 
விளைவு விசையின் அளவு 7 (1-4, (14/3 என்று காட்டுக, 

472 
(17) 0 என்பது 4802 என்னும் சதுரத்தின் மையம், 

>>> > ; 
சிப 2, 2), 2) ஆகிய விசைகள் 0_வில் செயல்படுகின்றன. 
>> 
P,P, என்பன OA, OB என்ற முலைவிட்டங்களிலும், 
>> 
சீட, என்பன 48, 40 ஆகிய பக்கங்களுக்குச் செங்குத்தாக
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வும் செயல்படுகின்றன. Py: Po: Py: Py = 4:6:5:1 எனில், 
அவற்றின் விளைவின் அளவு, திசை ஆகியவற்றைக் காண்க. 

(18) < இடைக்கோணத்தில் ஒரு புள்ளி வழியே செயல் 
>> > ; 

படும் 72, 0 என்னும் இழுவிசைகளின் விளைவு £% ஆகும். ஒவ் 
வொரு விசையின் அளவுடனும் 8 அளவு கூட்டப்பட்டால், 

புதிய விளைவு £ விசையுடன் 0 என்றும் கோணத்தை 

(P-Q) sin « 
‘an@= BY O+R+ (P+ O) cos x 
  

என்னும் தொடர்பிலிருக்குமாறு உண்டுபண்ணும் என்று 

திறுவுக.



2. இணை விசைகள் 

(PARALLEL FORCES) 
ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படுகின்ற ரவி 5 

விளைவுவிசையை இணைகர விதியின் மூலம் ae voetuain 
மூன்பு கண்டோம். இரு விசைகளின் செயற்கோடுகள் இணை 

யாகயிருப்பின் அவற்றின் விளைவுவிசையைக் காண இணைகர 

விதி பயன்படாது. இணையான செயற்கோடுகளைக் கொண்ட 
விசைகள் இணை விசைகளென்றழைக்கப்படுகின்றன. இணை 

விசைகளின் விளைவு விசையைக் காணும் வகையினை இங் 

ஆசாய்வோம். 5 

- ஒரூதிசை இணைவிசைகள் அல்லது ஒருமுக இணைவிசைகள் 
(Like Parallel Forces) த்ர மூக இ சைகள் 

ஒரே திசையில் செயல்படுகின்ற இணைவி ட்டி 

திசை இணைவிசைகள்”' என்று பெயர். MPEBES “OG 

எதிரிணை விசைகள் அல்லது எதிர்முத இணை விசைகள் 

(Unlike Parallel Forces) ் கள 

எதிர்த் திசைகளில் செயல்படுகின்ற இரு இணைவிை 

களுக்கு **எதிரிணை விசைகள்”! அல்லது *எதிர்முக இணை 

விசைகள்" அல்லது **எதிர்த்திசையிணை விசைகள்!” என் 

பெயர். : o 

ஓருதிசை யிணைவிசைகளின் விளைவு 
(Resultant of two like parallel forces) 
கட்டிறுக்கமாக இனைக்கப்பட்ட 4, 8 என்னும் இருபுள்ளி 

> > 
sar வழியே P,, Py என்னும் 

அ, இட வம் இருதிசையிணை விசைகள்
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முறையே 42, BD வழியே செயல்படுவதாகக் கொள்க. 

யைச் சேர்க்கவும், இக்கோட்டின் வழியாக ,4, £ என்ற 

  

  

படம் 49 

> > 
புள்ளிகளில் முறையே 0, -0 என்னும் சமஎதிர் விசைகளைப் 

> > 
படத்தில் காட்டியுள்ளது போல் செயல்படுத்துக; AL = P, 
> > > >> > 
BD = 2) என்றும், 47/7 இ,87 - 0 என்றும் கொள்க 
இவ்விரு சம எதிர்விசை களும் தங்கள் விளைவுகளை ஒன்றுக் 
கொன்று ஈடுசெய்து கொள்ளுமாகையால் கொடுக்கப்பட்டுள்ள 

. விசைத் தொகுயில் எவ்வித மாறுதலுமேற்படாது, 

42ரீறி, 227 என்னும் இணைகரங்களைப் பூர்த்தி செய்க, 
> > 

4யில் செயல்படுகின்ற 2, ட ஆகிய விசைகளின் விகைவாகிய 5 
>> ட என்பது .4.48 வழியாகவும் யில் செயல்படுகின்ற Py, O > 

ஆகிய விசைகளின் விளைவாகிய £, என்பது 52 வழியாகவும் 
செயல்படும். 

MA, 88 ஆகிய மூலை விட்டங்களை 0 என்னும் புள்ளியில் 
சந்திக்குமாறு நீட்டுக. 0 வழியாக 20% என்னும் நேர்கோடு 
4ிக்கு இணையாக வரைக. 0 வழியாக 0௦0 என்னும் தேர்கோடு 
>> 

சிடி. 2” ஆகிய விசைகளின் செயற்கோடுகளுக்கு இணையாக 

48ஐ யேல் வெட்டுமாறு வரைக, 

> > > > 
_ AL on Pi + BD anf P, = [AL anf P, + AN anf Q] 

>. > 
+ [BD oP P, +-BF வழி Q] 

> > 
= AM anf R, + BE anf Ry
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விசை ஊடுகடத்தற்கோட்பாட்டின் படி, கொடுக்கப்பட்டுல்ள 
விசைத் தொகுதியானது 9 வில் மூறையே 0.4, 0.8 வழியே 

> > 
GeweuGw Ry, 8) ஆகிய இரு. விசைகளுக்கு மாற்றப்படு 

கிறது. 0-வில் செயல்படுகின்ற R, விசையை முறையே ௦0, 

or ஆகிய திசைகளில் P,, 0 என்னும் விசைக் கூறுகளாகவும், 

R என்னும் விசையை முறையே 06, 03 ஆகிய திசைகளில் 
>> 
2, 0 என்னும் விசைக் கூறுகளாகவும் பிரிக்கலாம். இவ் 
விசைக் கூறுகளுள் 0%, 07” ஆகிய எதிர்த்திசைகளில் செயல் 

>> . 
படுகின்ற 0, 0 என்னும் சமவிசைகள் ஒன்றுக்கொன்று விளைவு 
நீக்கம் பெறுமாகையால் கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளின் 

> > 
தொகுதியானது 0-வில் 00 வழியே செயல்படுகின்ற P,, Py 
ஆகிய இருவிசைகளுக்குச் சமமாகிறது, இவ்விரு விசைகளும் 
.00 என்னும் ஒரே நேர்கோட்டில் ஒரே திசையில் செயல்படுவ 
தால் இவற்றின் விளைவு 00 வழியே செயல்படும் (27-22) அள 
வுள்ள விசையாகும். அதாவது, கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு ஒரு 
திசை இணைவிசைகளின் விளைவு 0 வழியே அவ்விணைவிசை 
களின் திசைக்கு இணையான திசையில் செயல்படும் 2, 42) 
அளவுள்ள ஒரு திசையிணை விசையாகும். 

படத்திலிருந்து, & 400 ॥ க 41/7 என்று காணலாம். 

AC LM nt ms ஃ ஈது * TE (அளவில் மட்டும்) 

~ AN 
AL 

= Pi . 

இதுபோல், A OCB iW ABDE 
OC _ 22. 
CB DE 

. BD 
BF 

a ae 
Q
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. AC ம 
் OC * CB P, ° @ 

ரவ AC Ps அதாவது, ர ந, | 

அல்லது, 2; AC = P, CB. 
அதாவது யானது .4.8-யை உட்புறமாக அவ்விசைகளின் 
அளவுகளில் எதிர்மாறு விகிதத்தில் (2, 3 72) பிரிக்கிறது. 

ஆகவே. 4, 2 என்னும் இரு புள்ளிகளில் செயல்படுகின்ற. 

> > 
P,. Py THD QOH ஒரு திசையினை விசைகளின் விளைவு அம். 
புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 4.8 என்னும் நேர்கோட்டை அவ்விசை 
களின் அளவுகளின் எதிர்மாறு விகிதத்தில் உட்புறமாகப் பிரிக். 
கின்ற புள்ளி வழியே செயல்படுகின்ற (2, - 2.) என்னும். 
அளவுடைய ஒரு திசையிணை விசையாகும். 

எதிரிணை விசைகளின் விளைவு 

(Resultant of unlike parallel forces) 

  

  

படம் 50 

கட்டிறுக்கமாக இணைக்கப்பட்ட A, B என்னும் இர 
>> . 

புள்ளிகள் வழியே 2,, 2, என்னும் இரு எதீரிணை விசைகள் 

முறையே 41, 4 வழியே செயல்படுகின்றன, .4-யைசி 

சேர்க்கவும் இக்கோட்டின் வழியாக 4, 8 என்ற புள்ளிகளில் 

> > > > . oe 

AN = Q, BF - 0 என்னும் இரு சம எதிர் விசைகளைப் படத்தி
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காட்டியுள்ளதுபோல் செயல்படுத்துக, இவ்விரு சம எதீர் 
விசைகளும் தங்கள் விளைவுகளை ஒன்றுக்கொன்று ஈடு செய்து 
கொள்ளுமாகையால் கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைத் தொகுதியில் 

எவ்வித மாறுதலுமேற்படாது. 

ALMN, BDEF storp இணைகரங்களைப் பூர்த்தி செய்க. 
>> 

4ீயில் செயல்படுகின்ற 27, ட ஆகிய விசைகளின் விளைவாகிய 
> >> 
௪, என்பது 444 வழியாகவும், 8-யில் செயல்படுகின்ற 2,, 0 

> > 
ஆகிய விசைகளின் விளைவாகிய 7, என்பது 8 வழியாகவும் 
செயல்படும். 

4.88, 29 ஆகிய மூலை விட்டங்களை 0 என்னும் புள்ளியில் 
சந்திக்குமாறு நீட்டுக. 0 வழியாக 91” என்னும் நேர்கோடு 
4ீக்கு இணையாக வரைக. 0 வழியாக 06 என்னும் நேர் 

>> 
“கோடு 2,, 2, ஆகிய விசைகளின் செயற்கோடுகளுக்கு இணை 
போக .ஈமியை யேல் வெட்டுமாறு வரைக, 

> > > > 
AL auf P, + BD onp P, = [AL of P, + AN வழி0] 

் > > 
[BD onf P, + BE oP Q] 

> > 
= AM auf R,\+ BE வழி, 

விசை ஊடு கடத்தற் கோட்பாட்டின்படி, கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
விசைத் தொகுதியானது வில் முறையே 40, 028 வழியே 

> > 
செயல்படும் Ry 8, ஆகிய இரு விசைகளுக்கு மாற்றப்படு 

> 

கிறது. ale QeweduGs R, sreérgyib aleerenus apomCus 
>> 

00, 04 ஆகிய திசைகளில் 2, ட என்னும் விசைக் கூறுகளா 
> 

களாகவும், Ry என்னும் விசையை முறையே 0, 01” ஆகிய 
>> 

திசைகளில் 7, 0 என்னும் விசைக் கூறுகளாகவும் பிரிக்கலாம், இவ்விசைக் கூறுகளுள் 0%, 077 ஆகிய எதிர்த்திசைகளில் 
>> செயல்படும் 0, 0 என்னும் சம விசைகள் ஒன்றுக்கொன்று 

தத்தம் விளைவுகளை ஈடு செய்து கொள்ளுமாகையால், கொடுக் கப்பட்டுள்ள விசைத் தொகுதியானது வில் 00 வழியே செயல்.
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ஆ. 
படுகின்ற 727, விசை, 00 வழியே செயல்படுகின்ற 7, விசை 
ஆகியவற்றின் மொத்தத்துக்குச் சமமாகிறது. இவ்விரு விசை 
களும் 00 என்னும் நேர்கோட்டில் எதிர்த் திசைகளில் செயல் 

படுவதால், 2,527, எனில், இவற்றின் விளைவு 009 வழியே 
செயல்படும் (2,-2) அளவுடன் கூடிய ஒரு இணை விசை 
யாகும். அதாவது, கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு எதிரிணை விசை 
களின் 6 வழியே அவ்விணை விசைகளுள் பெரிய அளவுடன். 
கூடிய விசையின் திசைக்கு இணையான திசையில் செயல்படும் 

(2.-27,) அளவுடன் கூடிய ஒரு இணை விசையாகும். 
படத்திலிருந்து, ௩ 4 ॥ கூ 40417 

AC _ AN 
CO” NM 

AN 
AL 
Q 

1 
இதுபோல், 4 OCB UMN A BDE. 

: 55 - 3 பளவில் மட்டும்) 
BD 
BF 
P, 
Q 

AC CO_O 2, 
“CO CB 20 

AC P, 

CB Py 
அல்லது, P, AC = P,-CB 

அதாவது, ே யானது சீதியை வெளிப்புறமாக. அவ்விசைகளின் 
அளவுகளின் எதிர்மாறு விகிதத்தில் பிரிக்கிறது, 

ஆகவே, 4, 8 என்ற இரு புள்ளிகளில் செயல்படுகின்ற 
சிடி 2 (7,212) என்ற இரு எதிரிணை விசைகளின் விளைவு அப் 
புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நேர்கோட்டை அவ்விசைகளின் அளவூ 
களின் எதிர்மாறு விகிதத்தில் வெளிப்புறமாகப் பிரிக்கின்ற 
புள்ளி வழியே அவ்விசைகளுள் பெரிய அளவுடன் கூடிய 
விசையின் (2, இன்) திசையில் செயல்படுகின்ற (2,-22) 
அளவுடைய ஒரு இணை விசையாகும். 

= 

_ அதாவது, 

> > 
குறிப்பு: 1 2), 2, ஆகிய இரு எதிரிணை விசைக்கும் சம 

அளவுடையதாயின், 44, 28 ஆகிய இரு மூலை விட்டங்களும்
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இணையாகயிருக்குமாகையால் சந்திக்கமாட்டா. ஆக வேவ, 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு எதிரிணை விசைகளின் விளைவு வேறு 
இரு எதிரிணை விசைகளாகும். அதாவது, அவ்விரு எதிரிணை 
விசைகளுக்கும் விளைவு விசையாக ஒரு தனி விசையைக் காண 

இயலாது. இத்தகைய சம எதிரிணை விசைகளின் விளைவு பற்றி 
“சுழலிணை கள”: என்னும் அத்தியாயத்தில் விவரமாக ஆராயப் 
பட்டுள்ளது. 

>_> > lh 
குறிப்பு 2: 2,,2,,2,...2, ஆகிய இணை விசைகளின் 

விளைவைக் காண, முதலில் ஏதேனுமிரு இணை விசைகளின் . 
>> > >> 
டி 2 என்க) விளைவு £,ஐக் காண்க. பின், 2) 72) ஆகிய 

> 

ஆகிய இரு இணை விசைகளின் விளைவு 8£,ஐக் காண்க. 
இவ்வாறு எல்லா விசைகளையும் இரண்டிரண்டாக இணைத்து 

இறுதியில் மொத்த விளைவைக் காணலாம். 

எவ்வெண்ணிக்கையிலுமான ஒரு தள இணைவிசைகளின் விளைவு 
(Resultant of any number of coplanar parallel forces) 

  

  | டி,
 

  

படம் 51 

>>> > . 
Py, மிய. என்பன ஒரு பொருளின்மீது 4, A ன 

4, ரி என்னும் புள்ளிகளில் செயல்படும் ,-ஒரு தள இணை 
விசைகள். இவ்விசைகளுள் சில ஒரு திசையிலும், எஞ்சியன
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எதிர்த் திசைகளிலும் செயல்படுவதாகயிருக்கலாம். ஒரு திசை 
யிணை விசைகளின் விளைவு விசையும், எதிர்த் திசையிணை விசை 
களின் விளைவு விசையும் சமமாகயிருப்பின் இவ்விரு விளைவு 
விசைகளும் இரு சம எதிரிணை விசைகளாகயிருப்பதால் ஒரு 
சுழலிணை (௦௦1ற16)யாக அமையும் (“சுழலிணைகள்”'--அத்தி 
யாயம் பார்க்கவும், எனவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசை 
களுக்கு ஒரு தனி விளைவு விசை கிடையாது. இங்கு கொடுக் 

>> > > 
கப்பட்டுள்ள 2, 7, 7... »Pa என்னும் விசைகள் ஒரு 
சுழலிணையாகமாட்டாவென்றும், அவற்றின் விளைவு ஒரு தனி 

> 

விசை £ என்றும் கொள்வோம், 

இவ் விசைகளின் தளத்தில் 0, 07” என்னும் ஏதேனுமிரு 
செங்குத்து அச்சுக்களைக் குறித்துக்கொள்க, இவ்வச்சுக்கள் 
குறித்து 4, கடி, சீடி... கடி ஆகிய புள்ளிகளின் அச்சுத் தூரங் 
கள் முறையே (ட Yas (Xas a)» (ய ந + Xn 9) என்க. 

இப்பொழுது 4, 4, ஆகிய புள்ளிகளில் சயல்படுகின்த 
>> 

Py, Py Bau Ponsaschcr ofBray Fone R எனில், அது 

A,B, இ A,, A, என்ற நேர்கோட்டில் 1-4 B.A, =P என்னும் விகிதத்தி 

லமையப் பெற்ற 2, என்னும் புள்ளி வழியே t செயல்படும் 
> +> 

(P, ம் 72) என்னும் விசையாகும், 

By = (Get sets Pi yy + Py yo அ சடக் (தட தம் pl tee) 

இப்பொழுது 5), 4 
>> 

ஆகிய புள்ளிகளில் ப செயல்படுகின்ற 

Ry, Py Baw விசைகளின் விளைவு விசை R, என்க. அது, 
2, 2 2 கிடகி, என்ற நேர் கோட்டில் 1-8 . 13 Ps 

5 B, A, Ry P, + P, 

என்ற விகிதப்படி ep B, என்னும் புள்ளி வழியே 
> > > 

GewouGdb R, + P, “A+R 4%) என்னும் விசை யாசூம், ப.
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(2122 “மப்பு 23% 
உ தல 4 9 
" (P, + Py) + P; 

  

wi Pryrt Pas | | (itp) “Bets + Pays 
ட (Pr + Py) + Ps 
  

  

Prt+P,+P, ? P\+P.4+P, 

இம்முறையைத் தொடர்ந்து பின்பற்றி இறுதியில் கொடுக் 

| சிபி ரச, 72 ம அமி 2 றட ] 

> 

கப்பட்டுள்ள n விசைகளின் விளைவு விசையாகிய 28 இன் 
அளவு (2; *29-2%...42ஐ என்னும் இயற்கணித மொத்தம் 
என்றும், அது செயல்படும் புள்ளி 

  

சிசிர ப 2 , 

PrVitPayatPsVate.cetPn¥n ) 
Py + Pet Pst... Pa 

we (Pr Xe 222) 
=P, SB) 

{ PyX yt PoXo+P yxy + seen +P, Xn 

என்றும் காணலாம், இங்கு, 222-242, 12... சிபா 
என்பதை நினைவிற் கொள்க, ஏனெனில், 522.0 எனில் 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளின் விளைவு விசையின் அளவு 
பூச்சியமாதலால், அவ்விணை விசைகளின் தொகுதி சம நிலையி 
லிருக்கும். 

. . ் . . 
DP px ௮2, r இவ்விளைவு செயல்படும் புள்ளியாகிய 4 2.” அசர ) 

என்பது கொடுக்கப்பட்டுள்ள இணை விசைகளின் மையம் 
(Centre of ற3721161 00706) என்றழைக்கப்படுகிறது. இம் மையப் 
புள்ளியானது கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகள் செயல்படும் 
புள்ளிகளைச் சார்ந்துள்ளது என்பதைக் கவனிக்கவும். 

குறிப்பு31 4, 8 என்னும் புள்ளிகளில் செயல்படுகின்ற 
>> 
P,Q என்னும் இரு ஒரு திசையிணை விசைகளின் விளைவு விசை
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> 

யாகிய 78 என்பது 4யில் ே என்னும் புள்ளியில் செயல்படும் 

ஒரு திசையிணை விசையெனில், 

. . AC Q உ. 
R=P+Q என்றும், ட த என்றும் 

கண்டோம், 

2 டட 2-0 
. = 

R 
CB AC  CB+AC AB 

>> 
ஆகவே, 27, 0 என்னும் இரு ஒரு திசையினை விசைகளின் 

> 

விளைவு விசை £ எனில், ஒவ்வொன்றின் அளவும் மற்ற இரு 
விசைகளுக்குமிடையேயுள்ள தூரத்திற்கு விகித சமத்தி 
விருக்கும். 

மாதிரி 38: 2, 9 என்பன முறையே A, B என்ற புள்ளி 
களில் செயல்படுகின் ற இரு ஒரு திசையிணைவிசைகள். இவ்விரு 
விசைகளும் தங்கள் நிலைகளை ஒன்றுக்கொன்று மாற்றிக்கொண் 
டால் அவற்றின் விளைவு விசை செயல்படும் புள்ளி AB ude’ 

ட 4.8 தூரத்திற்கு இடம் பெயருமென்று நிறுவுக. 

தீர்வு 

  

JT Tf P 5. “ a / ~ / / 

a ae படம் 52 (ஆ) 
P,Q storm விசைகள் A, யில் செயல்படும் போது 

அவற்றின் விளைவு விசை 8 ஆனது பயில் செயல்படுவதாகக் 
கொள்சு, ் 

, 4C_ 2 “ CB” 2 
. AC 

அகி “ACHCB ~ PIG 8
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அல்லது, 40-_ம.... we (1). P+Q 
>> 

இப்பொழுது, 0, 2 என்ற் விசைகள் மூறையே A,B என்ற 
புள்ளிகளில் செயல்படும்போது அவற்றின் விளைவு விசை 

> > > 
யாகிய £8- (P + Q) என்பது மி யில் செயல்படுவதாகக். 
கொள்க. 

  

AD _ P 
DB” 0 

் —AP PP AVS" “AD+DB ~ PLO 
AD P 

அதாவது, 2 = PLO 

P 
D = —— AB........ vee (2): A P+O AB | (2) 

> 

2 இன் இடுபுள்ளியின் இடப் பெயர்ச்சி - 0 

‘= AD-AC 

ல ம்ப த அத ர: Pro 48 - pio 
2-0 Pro 42: 

>>> 
மாதிரி 39: 2, 0, £ என்னும் மூன்று ஒரு திசையிணை விசை 

ட்கள் ௩480 யின் முனைகளில் செயல்படுகின்றன. 2,0,£ 
என்பன 8003 4: ம் 0089 9: ஈ ௦08 0 என்னும் விகிதத்திலிருப்பின்.. 
அவ்விசைகளின் விளைவு முக்கோணத்தின் சுற்றுவட்டமையம் 
வழியே செல்லுமென்று நிறுவுக, 

(சென்னை பி.எஸ்ஸி, 1970 ஏப்.). 

தீர்வு 

2, ே வழியே செயல்படும் 0, .£ என்னும் ஒரு திசையினை 
விசைகளின் விளைவு 8, 80 யில் ற என்னும் புள்ளி வழியே. 

2௦ 2 
செயல்படுமெனில், R, = Q + Re = “Oo ஆகும்,
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இப்பொழுது, 4, ற என்னும் புள்ளிகளின் வழியே செயல் 
படும் 2, 2, என்னும் ஒரு திசையினை விசைகளின் விளைவு டி 

னில், 

Ry = P+ Ry = P+ Qt R ஆகும். 

  

  

படம் §3 

4இவ்விளைவு விசை 8, ஆனது 4 யில் $ என்னும் புள்ளியில் 

: . AS R R . 
'செயல்படுமெனில், “ஷு 7 > = ors ஆகும். 

ஆனால் மூன்று விசைகளின் விளைவு சுற்றுவட்டமையம் 
வழியே செயல்பட வேண்டுமாயின், முக்கோணத்தின் சுற்று 
.வ்ட்டமையம் $ ஆக யிருத்தல் வேண்டும். 

DC 
இப்பொழுது, 4 ஈ “தத 

AADC 
AABD 

ASDC 
ASBD 

AADC - ASDC 

QABD~- ASBD
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~ AASC 
QASB 

4 SA'SC'sin 2 ASC 
4 SA'SBsin ZASB 

~ S23 .. s4=SR=SC: £ASC=2B: 
sin2C 

4498-20) 
2 sin B cos B 

2 sin ௦௦66 

b 
3 ஐ 005 2 

6 
aR 6086 

ட bcos B 

2௦௦80 

இது போல், > = கட என்று காணலாம். 

பெ 20244 2008 4: 60088. 20020. 

மாதிரி 40; 4.98 என்னும் இலேசான நேரான கோலொன்று: 
4, என்ற இடங்களில் கட்டப்பட்டுள்ள இரு நிலைக்குத்துக் 
குயிறுகளினால் கிடை நிலையில் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. 
கோலில், 40 08 - 3 :2 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கக்கூடிய 
0 என்னும் புள்ளியிலிருந்து 17” என்னும் எடை தொங்கவிடப் 
பட்டுள்ளது. ஒவ்வொரு கயிறும் தாங்கக்கூடிய மீப்பெரு இழு 

விசை 75 கிராம் எனில் ௦ யிலுருந்து தொங்கவிடக்கூடிய 
மீப்பெரு எடையைக் காண்க. 

gia 
A, Breit புள்ளிகளில் கட்டப்பட்டுள்ள கயிறுகளின் 

மேல் நோக்கிய இழுவிசைகளை முறையே 7,, 7, என்க. யில் 
தொங்கவிடப்பட்டுள்ள எடை 17 ஆனது நிலைக்குத்தாகக் கீழ் 
நோக்கிச் செயல்படும். இம்மூன்று விசைகளின் தாக்குதல் 
களுக்குள்ளான கோல் சமநிலையிலிருப்பதால் மேல் நோக்கிய 
விசைகளின் விளைவு கீழ். நோக்கிய விசையை ஈடுசெய்ய



442 அடிப்படை இயந்திரவியல் 

“வேண்டும். ஆனால், மேல் நோக்கிய விசைகளாகிய 7, 7% 
ஆகிய இரண்டும் ஒரு திசையினை விசைகளாதலின், அவற்றின் 
விளைவு விசை (7, 72 ஆகும். 

ு ரு Te 
| 4 

A 
  

| 
w 

படம் 54 

ட ம்ம்ம் ose _ (1) 

த AC சீ 
“மேலும், “ம “ ர. 

\ 

ஆனால் 40:08 - 3;2 (கொடுக்கப்பட்டுள்ளது) ் 

ஆ. 3 
ட. 2 

ட ட்டு. 3 
அலலது, 7-7 2-3 

7 - 3 
அதாவது, “ச - -5-,(1) இலிருந்து 

3 
JOT, = Ww oe உட்டு 

(1) இலிருந்து, 7, - 777, ௨ w- 3 2 8. அரு 
ஆகவே, 727, என்று காண்கிறோம். ் 

சீட. 17) ஆகிய ஒவ்வொன்றின் மீப்பெரு அளவு 75 கிராம் 

ஆகையால், 18” இன் மீப்பெரு அளவு 7, = iw என்னும் 

தொடர்பில் 7] - 75 கிராம் என்று பிரதியிட்டுப் பெறப்படு 
கிறது. ்
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அதாவது, 17” இன் மீப்பெரு அளவு = 21, = ம் x 715 = 

125 கிராம். 

மாதிரி 41: ஒரு மனிதன் ஒரு குச்சியை அதன் ஒரு முனை 
பில் கட்டப்பட்டுள்ள ஒரு மூட்டையுடன் தன் மீேதோளின் மீது 
வைத்துச் சுமந்து செல்கிறான். குச்சியின் மேல் தாங்கிப் பிடித் 
துள்ள அவனது கைக்கும் தோளுக்குமிடையேயுள்ள தூரத்தை 

மாற்றுவதால் அவனது தோளின் மீதுள்ள அழுத்தம் எவ்வாறு. 
மாறுமென்று காண்க, ் 

தீர்வு 
R- 

| : தோளின். 
rv தெரமுத்தம் : } 

படம் 55 ் 

48 என்ற குச்சியின் முனை ££யில் 777 எடையுள்ள மூட்டை 

கட்டப்பட்டுள்ளது, இந்த மூட்டையின் எடையானது கீழ் 

“நோக்கிச் செயல்படும், 6 என்பது தோளின் மீது குச்சி 
பொருந்துமிடம். 4 என்பது குச்சியையும் மூட்டையையும் சம 

நிலையில் வைத்திருக்கும் பொருட்டுக் கையால் குச்சியைப் 
(பிடித்துக் கீழ்நோக்கி இழுக்குமிடம், இவ்வாறு கீழ்நோக்கி 
இழுக்கும் இழுவிசையை 2 என்க, 7, 177 என்னும் இவ்விரு 

கீழ்நோக்கிய விசைகளின் விளைவை குச்சியின் மீது தோளின் 

'மேல்நோக்கிய அழுத்தம் 8 ஈடு செய்யவேண்டும். ஆகவே, 
ர ஆகிய கீழ்நோக்கிய இணைவிசைகளின் விளைவானது 

2 க்கும் சமமாகவும் எதீராகவுமிருக்க வேண்டும். அதாவது 

2, ஆகியவற்றின் விளைவு யில் கீழ்நோக்கிச் செயல்பட 
“வேண்டும். 

அல்லது, 77”, £ ஆகிய இரு எதிரிணை விசைகளின் விளைவு 

_4 யில் செயல்படுவதாகவும் கொள்ளலாம், 

சக் உ] 42 

_AB 
Re Woa
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W,AB ஆகியவை கொடுக்கப்பட்டுள்ள் அளவுகளாதலின் 
அவை மாறிலிகளாகும். 

. I 
RX CA 

ஆகவே, தோளின் மீதுள்ள அழுத்தம் கைக்கும் தோளுக்கு. 
மிடையேயுள்ள தூரத்தின் தலைகீழ் விகிதத்தில் மாறுபடும். 

மாதிரி 42: 16 செ. மீ. நீளமுள்ள ஒரு கோல் 9:செ, மீ. 
இடைவெளியிலமைந்துள்ள இருமுளைகளின் மேல் அதன் 
மையம் முளைகளுக்கு நடுவிலிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
கோல்சாயாதவாறு இருமுனைகளிலும் தொங்க விடக்கூடிய , 

மீப்பெருப் பொருண்மைகள் முறையே 4 கிராம், 5 கிராம் ஆகும் 

கோவின் எடையையும், அதன் எடையானது கோலின் செயல் 

படுகின்ற புள்ளியையும் காண்க. 

தீர்வு 

  

  

படம் 56 (௮) (ஆ) 
4 மி என்பது 16 செ.மீ. நீளமுள்ள கோல், 0 என்பது 

அதன் நடுப்புள்ளி,. 
oo AO = OB=8 6. i. ~ 

0 என்பது கோலின் புவியீர்ப்புமையம் & கோலின் எடை 

யாகிய 17” ஆனது ே வழி3பே கீழ்நோக்கிச் செ.பல்ப௫ம். 

௦ என்பன கோலைத் தாங்கி நிற்தம் மூளைகள். 

00-9௪. மீ. 

்கீ நிமி. 845 35 ௪,ம், 

கி யில் 4 கிராம் தொங்கவிடப்படும்போது கோல் சாயாமல் : 
சமநிலையிலுள்ளது. எனவே, கீத்நோக்கிய விசைகளாகிய க 
கிராம், 177 ஆகியவற்றின் விளைவை, பில் கோலின் மீதுள்ள 
மூளையின் மேலழுத்தம் 8, ஈடு செய்கிறது.
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“ 

ஆகவே, க்கி,, 777 ஆகியவற்றின் விளைவு 0-ல் செயல் 
படும். , 

 WCG = 4AC = 4x 3.5 = 14, 

இதுபோல், 5-ல் 5 கிராம் எடை தொங்கவிடப்படும் 
போது, W, 5 கிராம் ஆகிய கீழ்நோக்கிய விசைகளின் விளைவை 
றயில் கோலின் மீது முனையின் எதிரழுத்தம் ஈடு செய்யுமாகை 
யால், ்் 

WGD = 5. DB=5 x 35 = 17.5, 
W.CG 14 
W.GD 17.5 

CG | 2B 4 
GD 35 5 

—_CG___ 4 
CG +GD~ 445 

CG 4 
“CD  o” | ’ 

CG = 4x cD 

4 

ண 
= 4 

14 14 
CE = a7 = 35 

ஆகவே, கோலின் எடை = 3.5 Memb. 

கோலின் எடை செயல்படும் புள்ளி முளை லிருந்து 4 செ.மி, 

தூரத்திலுள்ள. 

AW 

மாதிரி 43: 27 நீளமும் 77 எடையுமுள்ள 40 என்னும் 
ஒரு சீரான பலகை-பானது A,B என்ற தாங்கிகளின் மேஜஷ் 

ஒன்று பலகையின் ர ஓரத்திலும், மற்றது 4-லிருந்து ச தூரத் 
திலிருக்குமாறும் ஒப்வு நிலையிலுள்ளது. ஒரு பையன் பலகை 
யின் மேல் 4-லிநந்து சக்கு நடந்து செல்கிற, அவன் ஸை 
அடையும்போது பலகை சரியத் தொடங்குகிறது பையனின் 

எடையைக் காண; ன சட 
அ; இ.--10 .
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தீர்வு 
40 என்பது 2/ நீளமுள்ள பலகை. A,B என்பன தாங்கிகள். 

40-4. பலகை சீரானதாகையால், அதன் எடை 77 ஆனது 

40 யின் நடுப்புள்ளி 0-ல் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும், 

R 
we aR’ 

ம். 

௩ ங் 

a>
 

v. AG = GC = I. 

 GBea- I; BC = 2-a. 

பையனின் எடை. உஎன்சு, பையன் லிருக்கும் பலகை 

சரியுந்தருவாயிலிருப்பதால் 187, ௨ ஆகிய கீழ்நோக்கிய விசை 
களின் விளைவை 2 யில் பலகையின் மீது தாங்கியின் எதிரழுத் 

தம் ஈடுசெய்கிறது. ஆகவே, 17, ௨ ஆகியவற்றின் விகைவு 

விசை £யில் செயல்படுகிறது. .. 

2 08 .. w. BC 

ல் = W'GB. 
அலலைது, @ BC 

ஏத 
af” |W 
(1) 

மாதிரி 44: 22) 0, £) எனும் மூன்று ஒரு திசையிணை விசை 
act ABC என்ற முக்கோணத்தின் உச்சிகளில் செயல் 
படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு விசை முக்கோணத்தின் 
செங்குத்துப் புள்ளி வழியே செயல்படின் , 

P (b% + c® = a®) = O(c? + a? ~ b?) = R (a*+b? - c®) 

என்று காட்டுக, 

தீர்வு 

2, 0, &, ஆகிய மூன்று விசைகளின் விளைவு (விசை முக் 

கோணத்தின் செங்குத்துப் புள்ளியாகிய 0-ல் செயல்படுவ 
தாலும், £ என்னும் விசை 4-ல் செயல்படுவதாலும், 0, R 
ஆகியவற்றின் விளைவு விசை 40 என்ற நேர்கோட்டிலுள்ள 

ஒரு புள்ளியின் வழியே செயல்படும். ஆனால், 0, £ ஆகிய
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வற்றின் விளைவு விசை 86 யிலுள்ள ஒரு புள்ளி. வழியே செயல் 
டும். 

  

  

படம் 58 

ஆகவே, 0, ஆகிய விசைகளின் விளைவு விசையானது 

40-வும், BC யும் வெட்டும்புள்ளியான 2 வழியே செயல்படும். 

ve 0. BD = R.DC. 

அல்ல. _௨ = _DC_ 
oR BD 

AC cos C 

“AB cos B 

wo 7 Resin’. cos C 
2R sin C. cos B- 

= sin B cos C 

cosB. sinc. 

tan B 

tan C 

m Pt . 
இதுபோல், Oo = an 4 என்று காணலாம். 

. P 0 R 
  

tan A tan B tan © 

P Q R 
அதாவது, பச வம்.” நெ 

cos A ௦8... 0860
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P cos A 20s B_ ReosC 

  

sin A sin B sin C_ 

b? +c? -@ 0 c?4+a* - 5? 'R a? +b? —c® 

P ( tbe dea ந எ ரர 
2122 BIR 228 

அதாவது, 2(03-4௦“-25) = Q (c*+a?-b*) = 2 (ம) 

மாதிரி 45: 0 என்பது & 480யின் சுற்றுவட்ட மையம். 
> 

40 வழியாகச் செயல்படும் 8 என்னும் விசையை B,C anf 

யாக அதற்கு இணையாகச் செயல்படுகின்ற இரு விசைகளாகம் 

பிரிக்கவும், 

> > 
தீர்வு: 2, வழியே R-4G இணையாகச் செயல்படும் ண் 

>> 
கூறுகளை 2, 0 என்க. 

  

படம் 59: 

க 230௨௨ 
மேலும், 40 என்பது 86 ஐ 2-ல் சந்திக்குமானால்.. 

P.BD =Q:DC . ப 

P pc 
அல்லது, 0 = BD 

_ & 400 
ஃ 402
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_ 4-0A. OC. sin Z AOC 
~ ¥. O4. OB. sin Z AOB 

sin 2B 

™ gin 2C 

P B 240 
அதாவது 29” sin2C sn2B+ sin2C 

_ R 
~ gin 2B + sin 2C 

  

_ __Rsin 2B 
sin2B + sin 20 

Q _ R sin 2c 

sin2B + sin 2C 

மாதிரி 46: 2/ நீளமும் W எடையுமுள்ள ஒரு சீரான 
“கோல் மீ இடைவெளியில் ஒரே மட்டத்திலமைந்துள்ள இரு 
முளைகளின் மேல் குறுக்காக வைக்கப்பட்டுள்ளது. T ஐ 

விட அதிகமான அழுத்தத்தை எந்த முளையும் தாங்காதெனில் 

எந்த முளையிலும் வெளியே நீட்டிக் கொண்டிருக்கும் கோலின் 

அடம். ஐவிட அதிகமாக இருக்க யாகத்தின் நீளம் /- 

முடியாதென்று காட்டுக. 

தீர்வு: . 

AB என்பது 2/ நீளமுள்ள கோல், C,D என்பன ஒரே 
மட்டத்திலுள்ள இரு முளைகள், AB=21; (00- ர. கோலின் 
எடையாகிய 777 அதன் நடுப்புள்ளி 6 வழியே நிலைக்குத்தாகக் 
கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். 

௪
 

O
e
 

ref
 

u
a
 

bs 

£
<
—
9
 

. 3 படம் 60 

AG = GB= 1/1 

C.D ஆகிய முளைகளின்மீது கோலின் எதிரழுத்தங்கள் 2௦ 
சான்பன மேல் நோக்கிச் செயல்படும். கோல் சமநிலையி 
௮ிருப்பதால், . i
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P+Q=W அ P 
CG=x ors. .GD=d-x 

PLO ஆகிய ஒரு திசையிணை விசைகளின் விளைவு 0-ல்: 
செயல்படும். . 

« P.CG = Q.GD. 

P.x = G. (d-x) 

= (W-P) (d-x) 

= Wd-Wx-~Pd+ Px 

. Wx = d(W-P) 

x= we 

2-ன் மதிப்பு உச்சமாகயிருக்கும்போது 3-ன் மதிப்பு மீச் 
சிறிதாகயிருக்கும், ஆனால், 3 மீச்சிறிதாகயிருக்கும்போது சேக்கு, 
வெளியே நீட்டிக் கொண்டிருக்கும் பாகத்தின் நீளம் மீப்பெரி 
தாகயிருக்கும். . ; 

இப்பொழுது, சேக்கு வெளியே நீட்டிக் கொண்டிருக்கும் 
பாகத்தின் நீளம் 

= AC 

= AG-CG 

=al —x 

7280-2 
. Ww 

சன் உச்ச மதிப்பு T ஆக இருக்கும்போது இவ் வெளி நீட்சி 
d(W-T) . 
“ரூ. ஆகும். 

பயிற்சி 6 

யின் அதிகபட்ச நீளம் - /-- 

>> 
(1) .4,8 என்னும் புள்ளிகளில் செயல்படும் 2, 0 என் 

, > 
னும் ஒரு திசையிணை விசைகளின் விளைவு விசையாகிய ன் 
அளவு, செயல்படும் புள்ளி 6 ஆகியவற்றைப் பின்வரும் 
விவரங்களிலிருந்து கணக்கிடுக, 

(i) P=15,Q= 6, AB=14 
(ii) P= 12, Q= 8 AB= 2 

(iii) P= % Q= 21, AB = 30
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. >> 
(2) 4.9 என்னும் புள்ளிகளில் செயல்படும் 7, 0 என்னும் 

> 
இரு எதிரிணை விசைகளின் விளைவு விசை &ன் : அளவு, 
செயல்படும் புள்ளி 2 ஆகியவற்றைப் பின்வரும் விவரங்களி 
லிருந்து - காண்க, 

(i) P= 23, Q= 69, AB=8 

Gi) P= 48, Q = 18, AB= 20 

(iii) P = 25, Q = 22, AB = 13 

(3) 10 மீட்டர் நீளமுள்ள ஒரு உத்திரத்தின் இரு முனை 
களிலும் இரு ஒரு திசையிணை விசைகள் செயல்படுகின்றன. 
அவற்றின் விளைவு விசை 25 கி.கி. எடையுள்ளதாயும் உத்தி 
சத்தை 2: 3 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளியில் செயல் 
படுவதாயுமிருந்தால் அவ் விணை விசைகளின் அளவுகளைக் 
காண்க. 

(4) 6மீட்டர் இடைவெளியில் செயல்படுகின்ற இரு 
எதிரிணை விசைகள் அவற்றுள் பெரியவிசையிலிருந்து 1 மீட்டர் 
தூரத்தில் செயல்படும் 96 கி.கி, எடையுள்ள ஓர் இணைவிசைக்கு 
சமமாயின் அவ்விசைகளின் அளவுகளைக் காண்க. 

(5) 48 என்னும் ஒரு சீரான கோல் 30 செ.மீ. இடை 

வெளியிலுள்ள 6, என்னும் இரு தாங்கிகளின் மேல் 40-10 
செ.மீ. தூரம் இருக்குமாறு கிடையாக ஓய்வு நிலையிலுள்ளது. 
60 ஆகிய தாங்கிகளின் மீதுள்ள அழுத்தங்கள் 1 :2 என்னும் 
விகிதத்திலிருப்பின் கோலின் நீளத்தைக் காண்க, 

(6) 5மீட்டர் நீளமுள்ள ஓர் உத்திரம் அதன் ஓரங்கள் 
இரு முளைகளின் மேல் வைக்கப்பட்டு ஓய்வு நிலையிலுள்ளது. 
அதன் எடையாகிய 10 கி.கி, அதன் ஒரு முனையிலிருந்து 2 
மீட்டர் தூரத்தில் செயல்பட்டால், ஒவ்வொரு முனையின் மீது 
முள்ள அமுத்தத்தைக் காண்க. 

(7) 24 மீட்டர் நீளமும், 200கி.கி. எடையுமுள்ள ஒரு 
உத்திரம் இரு தாங்கிகளின் மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளது. 

அவற்றுள் ஒரு தாங்கி உத்திரத்தின் ஒரு முனையிலிருந்து 5 
மீட்டர் தூரத்திலும், மற்றது அடுத்த முனையிலிருந்து 9 மீட்டர் 
தூரத்திலும் இருந்தால்,
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(அ) இரு தாங்கிகளிலும் அழுத்தங்கள் சமமாசு 
யிருக்க 150 கி. கி, எடையொன்று உத்திரத்தின்மேல் எங்கு 
வைக்கப்படவேண்டும் ? 

(ஆ) உத்திரத்தைச் சாய்த்து விடாமல் இரண்டாவது 
தாங்கியிலிருந்து எவ்வளவு தூரத்தில் 150 கி.கி,எடையை வைக் 
கலாம் ? 

(8) 8மீட்டர் நீளமும் 48 கி.கி, எடையுமுள்ள ஒரு 
உத்திரம் அதன் ஒரு முனையிலிருந்து 2 மீட்டர், 5 மீட்டர் தூரங் 
ளில் இருமுளைகளின் மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளது. அம் முளை 
களின் மீதுள்ள அழுத்தங்கள் சம அளவிலிருக்க வேண்டு 
மாயின் 24 கி.கி. எடையுள்ள ஒரு பொருளை உத்திரத்தின்மேல் 
எங்கு வைக்கவேண்டும்? 

(9) ஒரு மனிதன் தன் தோளின் மீது வைக்கப்பட்டுள்ள 
35 மீட்டர் நீளமுள்ள ஒரு குச்சியின் ஒரு முனையைத் தன் கை 
களால் பிடித்துக்கொண்டு அதன் மறுமுனையில் கட்டித்தொங்க 
விடப்பட்டுள்ள 25 கி.கி. எடையைச் சுமந்து செல்கிறான். குச்சி 
யின் எடையைப் புறக்கணித்துவிட்டு, அவன் தோளுக்கு 
முன்னாலுள்ள குச்சியின் பாகம் 75 செ.மீ, நீளமாகயிருக்கும் 
போது அவன் தோளின் மீதுள்ள அழுத்தத்தைக் காண்க. 

(10) 10 மீட்டர் நீளமும், 50 கி. கி. எடையுமுள்ள 48 என் 
னும் ஒரு பலகை 6-ல் ஒரு முளையின் மேலும், 2-லிருந்து 2 
மீட். தூரத்தில் மற்றொரு முளையின் மேலும் வைக்கப்பட்டு 
ஓய்வு நிலையிலுள்ளது. 4-லிருந்து 3 பீட்டா தூரத்தில் பலகை 
யின் மேல் 70 கி.கி. எடையுள்ள ஒரு மனிதன் நின்றால் முளை 
களின் மீதுள்ள அழுத்தங்களைக் காண்க. ‘ 

(11) 20 அடி நீளமும் 180 ராத்தல் எடையுமுள்ள ஒரு 
சீரான பலகை 10 அடி இடைவெளியிலுள்ள இரு மூளைகளின் 
மேல் சீராக 'வைக்கப்பட்டுள்ளது. ஒரு மனிதன் பலகையின் 

மத்தியிலிருந்து புறப்பட்டு ஒரு மூனையை நோக்கி நடந்து 
செல்கிறான். அவன் பலகையின் மூனையை அடையும்போது 
பலகை கவிழத் தொடங்குகிறது, மனிதனின் எடையைக் 
காண்க. . 

(12) 4மீட்டர் நீளமுள்ள ஒரு கனமான கோல் 1 மீட்டர் 
இடைவெளியிலுள்ள இரு முளைகளின் மேல் கிடையாக வைக் 
கப்பட்டுள்ளது. ஒரு முனையில் தொங்கவிடப்படும் 10 கி.கி
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எடை அல்லது மறுமுனையில் தொங்கவிடப்படும் 4 கி. கி.எடை. 
அக் கோலை மெதுவாக மேல் நோக்கித் தூக்கச் செய்கிறது. 
கோலின் எடையையும், அதன் மையத்திலிருந்து முளைகளின் 
தூரங்களையும் காண்க, 

>> 
(13) P, என்பன இரு திசையிணை விசைகள். இவற் 

றுடன் இவற்றின் தளத்தில் 64 இடை வெளியிலமைந்த இரு 
இணைகோடுகளில் 4 அளவுடைய இரு எதீரிணை விசைகள் 
செயல்படுத்தப்பட்டால் புதிய விளைவு விசை முந்திய விளைவு 

விசையிலிருந்து-டடட ட. தூரத்தில் செயல்படுமென்று காட்டு, 

>> > > 
(14) 2, ட என்பன இரு எதிரிணை விசைகள் P — 2 Pye 

> 

மாற்றினால் ட வின் செயற் கோடு முந்திய விளைவுக் கோட்டிற் 
கும் புதிய விளைவுக் கோட்டிற்கும் மத்தியிலமைகிறது. 
2.0௪ 3:4 என்று காட்டுக, 

>> > 
(15) P,Q என்பன இரு எதிரிணை விசைகள். 7ஐ இரட்டிப் 
> > 

பின் ட வின் செயற்கோடு 2-க்கும் புதிய விளைவு விசைக்கும் 
மத்தியிலிருப்பதாகக் காணப்படுகிறது. 72:09 என்ற விகிதத் 
தைக் காண்க, 

(16) W என்னும் எடையும் 27 என்னும் நீளமுமுள்ள ஒரு 
சீரான கம்பி அதன் முனைகளில் கட்டப்பட்டுள்ள இரு கயிறு 
களால் தொங்க்விடப்பட்டுள்ளது. 2 என்னும் எடை அக் கம்பி 
யின் மத்தியிலிருந்து மீ தூரத்தில் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. 
கயிறுகளிரண்டும் இணையாகயிருப்பின் அவற்றீன் இழு விசை 
களைக் காண்க. 

(17) 16 அடி நீளமும் 196 ராத்தல் எடையுமுள்ள ஒரு 
சீரான பலகையின் ஓர் ஓரத்தில் 28 ராத்தல் பொருண்மை 

யொன்று வைக்கப்பட்டுள்ளது. அப் பலகை 18 அங்குல அகல 

மூள்ள சுவரின் மேல் குறுக்காக வைக்கப்பட்டுள்ளது. பலகை 
யின் எடையில்லாத முனை பலகை கவிழாதவாறு 7$ அடி முதல் 

9 அடி வரை வெளியே நீட்டிக் கொண்டிருக்க முடியுமென்று 
காட்டு.
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“ (18) ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் 4,898 என்ற புள்ளிகளில் 
>> 

செயல்படும் 2, ட என்னும் இரு எதிரிணை விசைகள் (250) 
ஒன்றுக்கொன்று மாற்றப்படுமேயானால் 42.ல் 

. so P+OQ so soe 
விளைவு விசையின் இடுபுள்ளி Po AB என்னும் தூரத்திற்கு 

இடப் பெயர்ச்சி பெறுமென்று காட்டுக. 

>> 

அவற்றின் 
  

19. P,Q என்னுமிரு ஒரு திசை இணைவிசைகள் ஒரு. 

> > 

பொருளின் இரு புள்ளிகளில் செயல்படுகின்றன. Qa = 

. Q 
: > > 

என்று மாற்றுவதால் ஏற்படும் விளைவு விசையும், 2, ட விசை 
களை மாற்றுவதால் மட்டுமே ஏற்படும் விளைவு விசையும் ஒன்று 
தான் என்று காட்டுக. 

ஆஃ 
(20) 2, பு என்னும் இரு ஒரு திசையிணை. விசைகளின் 

விளைவு விசை 0 வழியாகச் செல்லுகிறது. 7) ட ஆகியவை 
மூறையே 4, 5 ஆல் அதிகரிக்கப்பட்ட பின்பும் விளைவு விசை 
0 வழியே தான் செல்லுகிறது, மேலும், 2,0 என்பன முறையே 
0, ஆக மாற்றப்பட்டாலும் விளைவு விசை 0 ௨உழியேதான் 

செல்லுகிறது. 0” - 28 என்றும், &- oF என்றும் 

காட்டுக. 

> SS 

21) 2,0, £ என்னும் மூன்று ஒரு திசையிணை ' விசைகள் 
ஃ.480-யின் முனைகளில் செயல்படுகின் றன. ற்றின் விளை 
விசை A ABC-ussir ன அவற்றி ங் 

(அ) திணிவு மையத்தின் வழியே செல்லுமானால் 
சி: 0 - £ என நிறுவுக. 

(ஆ) உள்வட்ட மையத்தின் வழியே செல்லுமானால்: 

24.௨௨ R . 

a 5 ter நிறுவுக, 

(இ) சுற்று வட்டமையத்தின் வழியே செல்லுமானால் 

2. படட Rae | sin2A ~ sin 2B ~ aac TO Bos. 
(22) A ABC-r தளத்தில் 0 என்பது செங்குத்து மையம். 

> 

40 வழியே செயல்படும் £ என்னும் விசையை 8,0 வழியே 
அதற்கு இணையாகச் செயல்படும் இரு விசைகளாகப் பிரிக்க 

வும்.



3. திருப்பு திறன் 
(MOMENT) 

ஒரு துகளின்மீது ஒரு விசை செயல்படுமானால் அத்துக. 
ளானது அவ்விசையின் செயற்கோட்டின் வழியாகச் சிறிது. 
தூரம் நசரும். இதுபோல் பல விசைகள் ஒரு துகளின்மீது 
செயல்படுமானால் அவ்விசைகளின் விளைவு விசையின் செயற். 
கோட்டின் வழியாக அத்துகள் நகரக்கூடும், அதாவது, ஒன்று 
அல்லது பல விசைகள் ஒரு துகளின் மீது செயல்படுவதன் 
விளைவாக விளைவு விசையின் செயற்கோட்டின் மேல் அத்துகள் 
இடம் பெயருகிற தென்றறிகிறோம். ஆகவே, ஒன்று அல்லது! 
பல விசைகள் ஒரு துகளின்மீது செயல்படுவதால் அத்துகளில் 
ஏற்படும் இயக்கம் வெறும் “இடப் பெயர்ச்சி? (translation): 
யேயாகும். மாறாக, ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மீது ஒரு விசை 
செயல்படும்போது அப்பொருளில் இடப்பெயர்ச்சி மட்டுமோ 
அல்லது ஒரு சுழற்சியும் சேர்ந்தோ ஏற்படலாம்; அல்லது 
வெறும் சுழற்சி மட்டுமே ஏற்படலாம். ஒரு விசையானது ஒரு 
கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது செயல்படும்போது இடப் 

பெயர்ச்சி மட்டுமே ஏற்படுமாயின், அப் பொருளின் 

* பொருண்மை £ (0885), அப்பொருளின் இயக்கத்தில் காணப் 
படுகின்ற “முடுக்கம்” (&00612181100) ஆகியவற்றின் பெருக்கத்தி 

இட டப ப பச்கமல வக வலிக்கலை கமலக 

al 94 is 

படம் 61, . 

லிருந்து அவ்விசை அளவிடப்படுகிறது. ஆனால் இடப்பெயர்ச்சி யுடன் சுழற்சியும் சேர்ந்து ஏற்படுமாயின் விசையினை அள 
விடும் முறை மிகவும் சிக்கல் நிறைந்தாகி விடுகிறது. இவ்வாறு. 
ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளில் இடப்பெயர்ச்சியும் (1787312110). 
சுழற்சியும் (70181101) சேர்ந்து ஏற்படுமாயின் விசையினை அள-
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-விடப் பயன்படும் “திறப்பு திறன்” அல்லது *சுழல் திறன்” 
(றா) என்பதுபற்றி இங்கு ஆராய்வோம். 

ஒரு மேசையின் மேல் வைக்கப்பட்டுள்ள 42 என்னும் 
குச்சியின் நடுப்புள்ளியில் அக் குச்சிக்குச்செங்குத்துத் திசையில் 
விரல் நுனியால் தள்ளுவோமானால் ௮க் குச்சி சிறிது நகர்ந்து 
மூன்னிருந்த நிலைக்கு இணையான நிலையை அடைவதைக் காண 
லாம். அக் குச்சியிலடங்கியுள்ள துகள்கள் யாவும் விரலின் 
தள்ளு விசையின் காரணமாக அதன் செயற்கோட்டிற்கு இணை 

யாக நகர்ந்திருப்பதோடு, அவற்றின் இடப்பெயர்ச்சிகளும் சம 
அளவிலிருக்குமாறு நகர்ந்துள்ளன. இவ்வாறு, விரலின் தள்ளு 
விசையினால் அக் குச்சியிலேற்பட்டுள்ள இயக்கம் வெறும் 
* இடப்பெயர்ச்சியே” யாகும். 

இப்பொழுது அக் சூச்சியின் ஒரு முனையாகிய 4 நிலையாக 
இருக்குமாறு ஒரு விரலால் அழுத்திக்கொண்டு மற்றொரு விர 
லால் குச்சியின் மத்தியில் முன்போல் தள்ளுவோமானால் குச்சி 
யானது கீழே படத்தில் காட்டப்பட்டுள்ளதுபோல் 4 யை 
“மையமாகக் கொண்டு சற்று சுழன்றிருப்பதைக் காணலாம். 
இங்கு, குச்சியிலுள்ள ஒவ்வொரு துகளும் 4யை மையமாகவும், 
4-லிருந்து அதன் தூரத்தை ஆரையாகவும் கொண்ட வட்ட 

வில்லின் பாதையில் சுழன்றிருப்பதைக் காணலாம், கட்டிறுக் 
கப் பொருள்களின்மீது செயல்படும் விசைகளினால் ஏற்படும் 

இத்தகைய இயக்கத்திற்குச் சுழற்சி (Rotation) sreir gy பெயர். 
இடப் பெயர்ச்சி, சுழற்சி எதுவுமின்றி நிலையாகயிருக்கும் முனை 
4 யானது “சுழற்சி மையம்" (௦60175 ௦1 1018110100) என்று அழைக் 

0710121101ப் எனப்படும். 

  

படம் 68 

இப்பொழுது குச்சியின் மூனை 
விரலை எடுத்துவிட்டு முனை £. 

மானால் முனை 4சிறிது தூரம் இ 

( 4-ல் அழுத்தியிருந்த 
ல ஒரு விரலால் தள்ளுவோ 

டப்பெயர்ச்சியடைந்தும், முனை



திருப்பு திறன் rT 

Bumorg முனை 84 யைவிட அதிக அளவில் இடப்பெயர்ச்சி 
வடைந்துமிருப்பதைக் காணலாம். 

  

  

படம் 08 

ஆகவே, குச்சியானது முன்னிருந்த நிலைக்கு இணையான நிலை. 
விலில்லாமல் சற்றுத் திரும்பிய நிலையிலிருப்பதைக் காணலாம். 
இவ்வாறு அக்குச்சி அடைந்துள்ள சற்று திரும்பிய நிலையானது. 
,இரு வகை இயக்கங்களின் விளைவாக ஏற்பட்டுள்ளதாகக். 
கூறலாம். முதலாவதாக, அக் குச்சியில் ஏற்பட்ட இடப் 
பெயர்ச்சி இயக்கத்தின் விளைவாகக் குச்சியானது முந்திய. 
நிலைக்கு இணையான 48” என்னும் நிலைக்கு இடம் பெயர்ந்து, 
பின்னர் குச்சியிலேற்பட்ட சுழற்சி இயக்கத்தின் விளைவாக. 
4”ஐ மையமாகக் கொண்டு 49” என்னும் நிலைக்குச் ௬ழற்சி 
வடைந்திருப்பதாகக் கூறலாம், 

ஆகவே, கட்டிறுக்கப் பொருள்களின் மீது செயல்படும். 
விசைகளின் விளைவாக அப்பொருள்களில் இடப்பெயர்ச்சியோ: 
அல்லது சுழற்சியோ அல்லது இடப்பெயர்ச்சியும் சுழற்சியும். 

ஒருங்கிணை ந்த இயக்கமோ ஏற்படலா மென்றறிகி3ரம். 

ஒரு நீளமான தகட்டை ஒர சமதள மரப்பலகையின் மேல். 
வைத்து அத் தகட்டின் ஓர் ஓரத்திலுள்ள ஒரு சிறு துவாரத்தின் 
வழியாக ஒரு சிறு ஆணியால் பலகையிலடித்து. அத் BL Toor gy 
அந்த ஆணியை அச்சாகக் கொண்டு பலகையின்மீது தாராள 
மாகச் சுழலத்தக்கவாறு அமைத்துக் கொள்க. 

இப்பொழுது தகட்டின் ஓர் ஓரத்தில் ஒரு விரலின் நுனியால்: 
இலேசாக அழுத்தினால் தகடு அச் சிறு ஆணியை அச்சாகக் 
கொண்டு இலேசாகச் சுழல்வதைக் காணலாம். விரலின் 
அழுத்தத்தை அதிகரிக்க, தகடு வேகமாகச் சுழல்வதைக் காண 
லாம். ஆகவே, தகட்டின் சுழற்சி வேகம் விரலின் அழுத்த.
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விசையின் அளவைச்$சரர்ந்துள்ளதென்று தெரிகிறது. இப் 
பொழுது தகட்டின் விளிம்பின் இடைப்பகுதியில் விரலால் 
அழுத்துவதற்குப் பதிலாக, நுனியில் அழுத்தினால் தகடு மிகவும் 
வேகமாகச் சுழல்வதைக் காணலாம். அதாவது, விரலின் நுனி 
யால் அழுத்துமிடம் சுழற்சி மையத்திலிருந்து தூரமாக விலகிச் 

  

படம் 64 

"செல்லச் செல்ல, தகட்டின் சுழற்சி வேகம் அதிகரிப்பதைக் 
காணலாம். எனவே, தகட்டின் சுழற்சி வேகம் சுழற்சியமைத் 
திலிருந்து விரலின் அழுத்த விசை செயல்படும் இருபுள்ளியின் ' 
தூரத்தையும் சார்ந்துள்ளதென்று தெரிகிறது. ஆகவே, ஒரு திலையான புள்ளியை மையமாகக் கொண்டு சுழலக்கூடிய ஒரு 
தகட்டின்மீது செயல்படும் விசையின் “சுழலச் செய்யும் 
இயல்பு” அவ்விசையின் அளவையும், அந்நிலையான புள்ளி யிலிருந்து அவ்விசையின் செயற்கோட்டிற்குள்ள தூரத்தையும் 
Chika ss db சார்ந்திருக்குமென்றறிகிறோம். இவ்வாறு, 
நிலையான புள்ளியை மையமாகக் கொண் 
கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது செயல்படு 
அப் பொருளில் ஒரு சுழற்சி இயக்க 
இயல்புடையதாகயிருக்கின்றது. இத்த 

ஒரு 
டு சுழலக்கூடிய ஒரு 

ம் ஒரு விசையான்து 

த்தை உண்டுபண்ணும் 
கைய சுழற்சியியக்கத்தை 

உண்டுபண்ணும் ஒரு விசையின் இயல்பை அளவிடுகின்ற 
பெளதிகக் கணியத்திற்கு சுழல் திறன்” அல்லது திருப்பு 
per’ (Moment) என்று பெயர், 

Maneuver Heuser (Moment of a Force) 
ஒரு பொருளின்மீது செயல்படுகின்ற ஒரு விசையானது அப்பொருளை ஒரு நிலையான புள்ளியைச் சுழற்சி மையமாகக் கொண்டு சுழலச் செய்யுமாயின், அந்நிலையான புள்ளிபற்றி அவ்விசையின் திருப்புதிறன் என்பது அவ்விசையின் அளவு, 

அதன் செயற்கோட்டிலிருந்து அப்புள்ளியின் தூரம் ஆகிய 
வற்றின் பெருக்கம் என்று வரையறுக்கப்படுகிறது.



> 

7” என்பது 88 யைச் செயற்கோடாகக் கொண்ட F crear 
னும் விசையின் அளவு என்றும், 0 என்பது ஒரு நிலையான 
புள்ளியென்றும் கொள்க. 

   
(௮ படம் 65 (ஆ). , 

௦.12 வரைக, .07 - ற எனில் 0 என்னும் புள்ளி பற்றி 
> 

விசை 7 இன் திருப்பு திறன் - F-OL = 7£,ர ஆகும். 

ஒரு நிலையான புள்ளியை மையமாகக் கொண்டு சுழலக் 

கூடிய ஒரு பொருளின் மீது செயல்படும் விசையானது அப் 

பொருளை இடஞ்சுழியாகத் திருப்பும் இயல்புடையதாயின் அப் 

புள்ளி பற்றி அவ்விசையின் திருப்புத் திறன் நேரெண்ணளவு 

டையதாகவும், வலஞ்சுழியாகத் திருப்பும் இயல்புடையதாயின் 

அப்புள்ளி பற்றி அவ்விசையின் திருப்புத் திறன் எதிரெண்ண 

ளவுடையதாகவும் கணக்கிடப்படும். படம் 65 (௮)-ல் 0 பற்றி 
> 

7ஃ-ன் திருப்பு திறன் -- ற என்றும் படம் 65 (ஆ)-ல் 0 பற்றி 
> 

ன் திருப்பு திறன் -- 7/2 என்றும் காணலாம். 

வடிவியல் முறையில் ஒரு புள்ளிபற்றி ஒரு விசையின் திருப்பு 
திறன் காணல் 

> 

Fr என்னும் விசை .42 என்னும் நேர்கோட்டுத் துண்டத் 

தினால் அளவிலும் திசையிலும் குறிப்பிடப்படுவதாகக் கொள்க. 
> 

AB = 7.0 என்பது 7௩ன் தளத்திலுள்ள ஒரு குறிப்பிட்ட 
> 

புள்ளி. இப் புள்ளி பற்றி -ன் திருப்பு திறன் காண 

வேண்டும். 4 

0.4, 08 ஆகியவற்றைச் சேர்க்கவும். 00.1,4,8 வரைக, 
02 - றஎன்க.
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> 

O upp F-r Sorry Sper = F. p 
= AB.OD 

= 2 (AABC-omr பரப்பு) 
= A ABC-sir ugeider Bp wi y.. 

௦ 

  

  

படம் (66 
ஆ 

குறிப்பு : 0 என்னும் புள்ளிபற்றி 7” என்னும் விசையின் 

திருப்புதிறன் பூச்சியமானால், 77 - 0, அல்லது £ - 0 ஆகும்- 

FO எனில், -லிரு ந்து 0-வின் செங்குத்துத்தூரம் பூச்சியமாகும். 

அதாவது ஒரு விசையின் செயற்கோட்டின் மேலுள்ள ஒரு 

புள்ளி பற்றி அவ் விசையின் திருப்புதிறன் பூச்சியமாகும். 

மறுதலையாக, ஒரு புள்ளி பற்றி ஒரு விசையின் திருப்புதிறன் 
பூச்சியமாகுமெனில், அவ் விசையானது அப் புள்ளி வழியே: 
செல்லுமென்றறிக. 

திருப்பு திறனின் அலகுகள் (Units of Moments}. * 

ஒரு புள்ளி பற்றி விசையின் திருப்பு திரன் என்பது அவ் 
விசையின் அளவு, அதன் செயற்கோட்டிலிருந்து அப்£புள்ளி 
யின் தூரம் ஆகியவற்றின் பெருக்கமாகுமென்று கண்டோம். 
ஈர்ப்பலகு முறையில் விசைகள் கிராம் எடை, ராத்தல் எடை 
என்ற அலகுகளால் அளவிடப்படுவதாலும், தூரங்கள் 

மூறையே சென்டிமீட்டர், அடி என்ற அலகுகளால் அளவிடப் 

படுவதாலும் இம்முறையில் திருப்பு திறன்கள் முறையே 
சென்டிமீட்டர் கிராம் எடை (௪. கி. வி, அலகு), அடி ராத்தல் 

எடை (அ.ரா.வி. அலகு) என்னும் அலகுகளால் அளவிடப் படு 

கின்றன. தனியலகு முறையில் விசைகள் டைன், ராத்தல் 
என்னும் அலகுகளால் அளவிடப்படுவதால் இக்முறையில் 
திருப்புதிறன்கள் முறையே டைன் சென்டி மீட்டர், அடி 
சாத்தல் என்னும் அலகுகளால் அளவிடப்படுகின்றன.
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மேலும் 1 ஈர்ப்பலகு - ௪ தனியலகுகள் ஆகையால், 

செ. மீ. கிராம் எடை - சடைன் செ.மீ, என்றும், 

ர் அடி ராத்தல் எடை - ஐ அடி ராத்தலிகள் என்றும் 
அறிந்து கொள்க, 

  

படம் 67 

ஒரு புள்ளி பற்றி ஒருவிசையின் திசையித் திருப்புத்திறன் 
(Vector moment of a force about a point) 

> 

2? என்பது 48 என்னும் நேர்கோட்டைச் செயற்கோடாகக் 
கொண்ட ஒரு விசை. 0 என்பது 4சயின் மேலில்லாத ஒரு 

> 
திலையான புள்ளி, 0 பற்றி 7 இன் திசையித் திருப்புத் திறன் 

> 

காணவேண்டும். 7 இன் அளவு 7 ஆகும். 
ஆ > > . 

gus | F| (sretrereray F:~Modulus F) sreirgy @phcnP 
லாம். 

OL L AB வரைக. 
ஆ 

3 0 பற்றி 7-யின் திரூப்புத்திறன் - F.OL ஆகும். 

இப்பொழுது, .4.8-யில் 72 என்னும் ஏதாவதொரு புள்ளி 
ஆஃ 

யைக் குறித்துக் கொள்க, யின் திசையிநிலை 7 என்க, 
> > 

அதாவது, 02 - 7; அல்லது, 02 4 ச 

> . 

ஸ் 0 பற்றி 7” இன் திருப்பத்திறன் 4 7 07 
7:02 8௦, (௪ OPL 
0 என்று கொள்க) 

7110 

ரி 

௮. இஷ
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> >> ன் ன ரர. 

ஈ என்பது 0 வழியே 7; 7 ஆகிய திசையிக்களின் தளத்திற்குச் 
செங்குத்தான் ஒரு அலகு திசையியெனில், : 

் ஆடு. > 
rx F=+.F, sin Q'n 

். என்று நாமறிவோம். 
> 

mo > - 
மேலும், படத்தில் ॥ இலிருந்து 77 ஆனது இடஞ்சுழியாக 

அமைந்திருப்பதால், டட 

> > > 
eX F = F.rsin On 
> > - > 

என்றும், ச7% 7௮ வ 778006 1 
என்றும் அறிவோம். 

> >. 
எனினும், [% F {| = Frsin 0. 

2 ன் > > 
“ஆகவே, 0 பற்றி 7' இன் திருப்புத்திறனின் அளவு' - [ 7% 2] 
ஆகும். இத்திருப்புத்திறன் அளவும் திசையும் கொண்டதா 
யிருப்பதால் இது ஒரு திசையியாகும். பொதுவாக, ஒரு புள்ளி 

: pos > 

பற்றி ஒரு விசையின் திசையித்திருப்புத் திறன் 86 என்னும் 
திசையியினால் குறிப்பிடப்படுகிறது. SS 

>_> > | oe 
ஆகவே, சீ - 7% 27. என்னும் திசையியினால் குறிப்பிடப் 

படுகிறது. oo 

> > > > fe. 
ஆகவே, 44 - * % 7” என்பது 0 பற்றி 7 இன் திசையித் 

> > 

திருப்புத் திறனாகும். * இலிருந்து 1 இடஞ்சுழியாக அமைந் 
- திருப்பின் திருப்பத் திறனானது நேரெண்ணளவையுடையதாக 
வும், வலஞ்சுழியாக அமைந்திருப்பின் எதிரெண்ணளவை 

யூடையதாகவும் கொள்ளப்படுகிறது. 

. > : ஆல் ்... a . 

குறிப்பு: ௦ பற்றி 7” இன் திருப்புத்திறன் F இன் செயற் “கோட்டின் மேலுள்ள 7 என்னும் புள்ளியின் நிலையைச் சார்ந்த 
தல்ல.
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> ; 

எவ்வாறெனில், 7” இன் செயற்கோட்டில் 0 என்னும் மற் 
றொரு புள்ளியை எடுத்துக்!கொள்க. :0-வின் திசையி நிலையை 
ஆ 

4 என்க, 

> > > 
இப்பொழுது, 187 - ர % 77 என்க. 

> > 
ஆனால், ர - 00 

> > 
= OP + PQ 

i> > 
=r+PQ 

> > > > 
M’ = (r+ POQ)xF 

> > > > 
=rx F+PQxF 

> > 
BOD POwb, Fb ஒரே. நேர்கோட்டிலமைந்திருப்பதால் 

. ot > > 
PQ X. F-= 0. 

> > > > 
ooMt!=urx F= M, 

மாதிரி : 47 4-2] - என்னும் புள்ளி பற்றி 21 ~ j + 3k 
என்னும் புள்ளி வழியே செயல்படும் 31 -- ௩ என்னும் திசையி 
பினால் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசையின் திருப்புத் திறன் காண்க 

> . 
தீர்வு: இங்கு 74 31 ந 

O=i+2j-k, 
P = 2i - j+ 3k. 

> > 
oo r= OP = 2i ~ j+3k)—(i+ 2j - k) 

ow i - 334+ 4k 

>_> > 
@ M=rxF 

~(- 34+ 4k) x Bi4 k)
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i j k 
h -3 4 

0 

k 

  

3 1 

= - 3+ 115+9 
. > 

திருப்புத்தீறனின் அளவு = | M | 
= | - 3i+ 11+ 9k | 
= / 9+ 121 + 81 

= /211 

. > 
மாதிரி 48 77- 314 21-- 46 என்னும் விசை (1, -1, 2} 

* என்னும் புள்ளியில் செயல்படுகிறது. (2, - I, 3) என்னும். 
ஆ 

புள்ளிபற்றி 7” இன் திருப்புத்திறன் காண்க. 

தீர்வு 
ட > 

F = 3i + 2j - 4k 
O = (2, - 1,3) = 2i - f+ 3k 

P=(1,-1.2)=i-j+2% 
> > 
r= OP = (ij + 2k) - Qt = 5+ 3K). 

ஊண் ல f-k 

>> 
« M=rxF 2 

= (—i- k) x Gi+2j - 4x) 
i j k 

“110 1 
32 4 

‘= 2i - 7j - 2k 

. . > 
2 திருப்புத் திறனின் அளவு - | 7] 

}2i—7j—kt 
$$$ 

=V/444 +4 
= 357
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திருப்புத்திறன் தேற்றம்-- “வேரினன்”-- இன் தேற்றம் 
(Theorem of Moments—Varignon’s Theorem) 

ஒரு புள்ளி பற்றி அப்புள்ளியைக் கொண்டுள்ள ஒரு 
தளத்தின் இரு விசைகளின் திருப்புத் திறன்களின் இயற்கணித 
மொத்தம் அப்புள்ளி பற்றி அவற்றின் விளைவு விசையின் 

திருப்புத் திறனுக்குச் சமமாகும். 

வகை (1) விசைகளிரண்டும் ஒரு திசையிணை விசைகள் 

>> 
2, ர என்பன இரு ஒரு திசையிணை விசைகள் 0 என்பது 

அவற்றின் தளத்திலுள்ள ஒரு புள்ளி. 

> >> 
7 என்பது 2, 0 ஆகிய விசைகளின் விளைவு விசை 

யெனில், & - 2.0 ஆகும். 

  

ஆ
ஷ
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ு
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படம் 68 

> >> 
(மேலும், 8 என்பது 2, ட ஆகிய இணைவிசைகளுக்கு இணையான 
இணை விசையாகும். 

>> > 
0 விலிருந்து 7, 0, £ ஆகிய விசைகளின் செயற்கோடு 

களை முறையே 4, 8, என்னும் புள்ளிகளில் வெட்டுமாறு ஒரு 
செங்குத்துக் கோடு வரைக. 

PAC = Q.CB. ... 0 

> a ' 
இப்பொழுது. 0 பற்றி £ யின் திருப்புத்திறன் - 7. ௫.4 

் > + ௩. 

0 பற்றி இ இன் திருப்புத்திறன் - ட 02 
> . 

0 பற்றி £ இன் திருப்புத்திறன் - R. OC. 

>> 

~ ௪0 ஆகியவற்றின் திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித 
மொத்தம் -
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= P-AO + 0:02 

= P(OC + CA) + Q (OC—CB) 
= P-OC.+ Q.0C + P.CA—Q.CB_ 
= (P + Q)OC + (P.AC — Q.CB) 

2.௦0 0 ((1) இலிருந்து ) 1 

7.00 ் 

ll 

> 

௦ பற்றி £ இன் திருப்புத்திறன். 
z 

+ 4 a 

ட்$ 
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வகை (ii) விசைகளிரண்டும் எதிரிணையானவை 

2, ௦ என்பன (220) இரு எதிரிணை விசைகள் 0 என்பது 

> >> 
அவற்றின் தளத்திலுள்ள ஒரு புள்ளி, R cresrugs P.O ஆகிய 
வற்றின் விளைவு விசையெனில், £2 2.௨ 0 

> >> 
ஆகும். மேலும், 8 என்பது 7, ட க்கு இணையான ஒரு விசை 

யாகும். 

ஆஆ 
0-விலிருந்து 2, 0, R ஆகியவற்றின் செயற்கோடுகளை 

மூறை 4, 2, ே என்னும் புள்ளிகளில் வெட்டுமாறு ஒரு செங் 

குத்துக்கோடு வரைக, 

124020,  ,,: 

அல்லது, 2.40--0.082-0 ஐ 

0 பற்றி 7யின் திருப்புத் திறன் = P. OA. 
ட்ட. 

0 பற்றி 0 இன் திருப்புத் திறன் = - 0:02 
> 

0 பறிறி £ இன் திருப்புத் திறன் - R.OC.
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>> 
* ௦ பற்றி 2, ட ஆகியவற்றின் திருப்புத்திறன்களின் இயற் 

கிற மொத்தம் 

= P.OA + 0.02 
= P.O4 — Q.OB 

= P(OC + CA) —Q (OC + CB) 
= P.OC —Q.0C + P.AC —Q.CB 

(P—Q) OC + (P.AC — 6: CB) 
ROC + 0 

= R.OC 

॥ 

> 

௦ பற்றி £ இன் தீருப்புத்திறன். 
வகை (111) வெட்டிக் கொள்ளும் செயற்கோடுகளைக் கொண்ட 

விசைகள் 
>> 
ச, 0 ஆகிய இரு விசைகளின் செயற்கோடுகள் .4 என்னும் 

புள்ளியில் வெட்டுவதாகக் கொள்க. 0 என்பது இவ்விசை 
களின் தளத்திலமைழ்லுள்ள ஒரு நிலையான புள்ளி. 

0 விலிருந்து 2- இன் செயற்கோட்டிற்கு இணையாக, 0- 
வின் செயற்கோட்டை யேல். வெட்டுமாறு ஒரு நேர்கோடு 

வரைக. - > 
AC = 9 என்று. கொள்க... 

ட ஆழ. 
இதே அளவுத் திட்டப்படி ‘AB = F இருக்குமாறு 4.8 என்னும் 

நேர்க்கோட்டுத் துண்டத்தை: யெடுத்துக் கொள்க. 42826 

என்னுப் இணைகரத்தைப் பூர்த்தி செய்து 42, 0.4, 02 ஆகிய 
வற்றைச் சேர்க்கவும். 

  

படம் 70 

> 
_ இணைக்ர விதியின்படி,40 - 8 ஆகும்.
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(அ) 0 ஆனது 42 க்கும், 40 க்குமிடையே யிருப்பதாதக் கொள்க. 
> 

0 பற்றி ?யின் திருப்புத் திறன் - 2 ௩௦42 
> 

0 பற்றி 0 வின் திருப்புத் திறன் - 2 AOAC 
> 

0 பற்றி £ இன் திருப்புத் திறன் - 2 ௩௦4 
>> 

ஃ 0 பற்றி 72, 0 ஆகியவற்றின் திருப்புத்திறன்களின் இயற் 
கணித மொத்தம் 

= 2 A OAB — 2AQAC 
= 2 (AABD— AOAC) 
= 2 (AACD— AOAC) 
= 2 AOAD 

ச > 

= OupP £ இன்திருப்புத்திறன். 
(ஆ) 0 ஆனது 7.40க்கு வெளியே யிருப்பதாகக் கொள்க 
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ஆ 

0 பற்றி £ இன் திருப்புத் தீறன் - 2 & 0.42 
> 

0 பற்றி 0 இன் திருப்புத் திறன் - 2,௩ 0.40 
> 

௦0 பற்றி £ இன் திருப்புந் திறன் = 2 A OAD. 
>> 

ஃ 0 பற்றி 2, ஆகியவற்றின் திருப்புத் திறன்களின் இயற் 
கணித மொத்தம். 

ர் 2 A OAB + 2A DAC 
2(A ABD + A DAC) 
2(A ACD + A OAC) | 

‘= 2A OAD 
> 

* 0 பற்றி £ இன் திருப்புத் திறன்.
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திறப்புத் திறன்களின் பொதுவிதித் தோற்றம் 
(Generalisation of the theorem on moments) 

மேற்கூறப்பட்ட திருப்புத்திறன் தேற்றத்தின் விதியைத் 
தொடர்ச்சியாகப் பயன்படுத்தி ஒரு புள்ளி வழியே செயல்படும் 

பல ஒருதள விசைகளின் திருப்புத்திறன் பற்றிய விரிவுபடுத்தப் 
பட்ட பொதுமை விதித் தேற்றத்தைப் பின்வருமாறு பெறலாம். 

ஒரு பொருளீன்மீது செயல்படும் பல ஒருதள விசைகளின் 

அத் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி பற்றிய திகுப்புத் 
திறன்களின் இயற்கணிம மொத்தமானது அவ்விசைகளின் 
விளைவு விசையின் அப்புள்ளி பற்றிய திருப்புத்திறனுக்குச் சம 
மாகும். ' 

>>> > \ 
Pi, Po, Psy... Po ஆகிய 1 ஒருதள விசைகள் ஓ 

பொருளின்மீது செயல்படுவதாகக் கொள்க, இவற்றுள் சில 
இணையாகவும் இருக்கலாம். 0 என்பது இவ்விசைகளின் தளத் 
திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி, 

> > 
ஏதேனுமிரு விசைகளை (2, 2, என்க)த் தெரிவு செய்து 

> 
கொள்க. அவற்றுன் விளைவு விசை £, ஐக் காண்க, ்' 

திருப்புத்திறன் தேற்றப்படி, 
>> 

0 பற்றி 72, 2,, ஆகிய விசைகளின் திறப்புத்திறன்களின் 
> 

இயற்கணித மொத்தம் - 0 பற்றி £,, இன் திருப்புத் திறன் 
ஆகும். 

> > 
இப்பொழுது, 8, 8; ஆகிய இரு விசைகளின் விளைவு 

> 

afene Ry cers. 

>> 
௦ பற்றி 8,, 2, ஆகியவற்றின் திருப்புத்திறன்களின் இயற் 

> 

கணித மொத்தம் டு பற்றி £, இன் திருப்புத்திறன். 
>>> 

அதாவது, 0 பற்றி 2, 2, 2, ஆகிய விசைகளின் திருப் 
புத் திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் - 0 பற்றி அவற்றின் விளைவு விசை 2? இன் திருப்புத்திறனாகும்.
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இம்முறையைத் தொடர்ந்து ஏனைய விசைகளுக்கும் பயன் 
படுத்தினால் இறுதியில் 0 பற்றி எல்லா விசைகளின் திருப்புத் 
திறன்களின் இயற்கணித மொந்தமானது அதே புள்ளி பற்றி 
விளைவு விசையின் திருப்புத்திறனுக்குச் சமமாகுமென்று காண 
லாம். 

குறிப்பு: திருப்புத்திறன் காணும் புள்ளி 0 ஆனது கொடுக் 
கப்பட்டுள்ள விசைகளின் விளைவு விசையின் செயற்கோட்டி 
லமைந்திருப்பின், 0 பற்றி விளைவு விசையின் திருப்புத்திறன் 
பூச்சியமாகும். எனவே, 0 பற்றி கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசை 
களின் திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் பூச்சிய 
மாகும். 

இதுபோல், பலதள விசைகளின் செயற்பாடுகளுக்குட் 
பட்ட ஒரு பொருள் சமநிலையிலிருப்பின், அவ்விசைகளின் 
விளைவு விசை பூச்சியமாகும். எனவே, தங்களின் செயற்பாடு 
களினால் ஒரு பொருளைச் சமநிலையில் வைத்திருக்கும் பல ஒரு 
தள விசைகளின் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி பற்றி 
அவ் விசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் 
பூச்சியமாகும். ஆனால், ட என்னும் புள்ளி பற்றி இடஞ்சுழி 

._ யாகத் திருப்புமியல்புடைய விசைகளின் திருப்புத்திறன்கள் 
நேரெண்ணளவையுடையன வென்றும், வலஞ்சுழியாகத் திருப்பு 

மியல்புடைய விசைகளின் திருப்புத்திறன்கள் எதிரெண்ணள 

வையுடையன வென்றும் கண்டோம். எனவே, ஒரு பொருளின் 
மீது செயல்பட்டு அப்பொருளைச் சமநிலையில் வைத்திருக்கும் 

் பல ஒருதள விசைகளின் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி 
பற்றி அவ்விசைகளின் இடஞ்சுழித் திருப்புத்திறன்களின் 
மொத்தம் வலஞ்சுழித் திருப்புத்திறன்களின் மொத்தத்திற்குச் 
சமமாகும். 

மறுதலையாக, ஒரு பொருளின்மீது செயல்படும் பல ஒருதள 
விசைகளின் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி பற்றி அவ் 

விசைகளின் : திருப்புத் திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் 
பூச்சியமாயின் அப்புள்ளியானது அவ்விசைகளின் விளைவு 
விசையின் செயற்கோட்டிலமைந்திருக்க வேண்டும்; அல்லது 
அவ்விசைகளின் விளைவு விசை பூச்சியமாயிருக்க வேண்டும்; 

அதாவது அப்பொருள் சமநிலைபெற வேண்டும். 

(Vector eomponents of Moment) 

ஒரு பொருளின் மீது செயல்படும் P,, Ps, Pg, 0» Fa 
என்றும் ஈ ஒருதள விசைகளின் விளைவு விசை 7 என்க.. இவ்
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விசைகளின் தளத்திலிள்ள 0 என்னும் புள்ளி பற்றி இவ்விளைவு 
விசையின் திருப்புத்திறனை 4ரீ என்க. 7*இன் செயற்கோட்டில் 
2 என்னும் ஏதேனுமொரு புள்ளியை எடுத்து 02ஜச் சேர்க்க. 

வும். அப்பொருளிலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளியை ஆதியாகக் 
கொண்டு (0, ர,1)ஐத் திசையி அலகுகளாகக் கொண்ட செங். 
குத்துத் திசையி ௮ச்சுத் தொகுதியை எடுத்துக் கொள்க. இவ் 

வச்சுக்களில், 7/7, 8 ஆகியவற்றின் குத்துப் பிரிவுகள் முறையே. 
(௧7, 2) (28, ரீ. 17.) எனில், 

> . 
F = Xi+ Yj +2Zk, 
> ; 
M = Mzi+ M,j+ M.k, - 

ஆகும். ட ் 

"இப்பொழுது, 07 4 7 எனில், . 
> . 

r= xi+ yj + zk. - 

ஆகும். 

ஆமா = Px F 

= (xi+ yj + zk) (Xi + Yj + Zk) 
= i j k . 

x ச y 

X Y ச 

= (yZ~-zY)i + (22-௮2) - (x¥- yX)k 

= M,i+ M,j+ M.k 

ஆகவே, திருப்புத்திறன் 47இன் திசையிக்குத் துப்பிரிவுகள் 
Mx = (yZ = zY), My = (2X - xZ,) Mz = (x¥ ந) 

ஆகும். மேலும், ் 

> | 

M = (yZ-2Y)i + (2X -xZ)j + (x¥ -yx)k 
என்றும் காண்கிறோம். ் 

மாதிரி 49 ஒரு பொருளின் மீது செயல்படும் % ஒருதள 
விசைகள் அதே தளத்திலுள்ள ஈ பக்கங்களைக் கொண்ட ஒரு... 
மூடிய பல்கோணத்தின் ஒரு முகவரிசையிலெடுக்கப்பட்ட 
பக்கங்களால் அளவிலும் திசையிலும் குறிப்பிடப்படின், அதே.. 
தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி பற்றி அவ்விசைகளின் 
திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் அப்பலகோணத்..
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தின் திசையிப் பரப்பின் இரு மடங்குக்குச் சமமென்று காட்டுக, 

>> > >> > 
Siey F,, Fy, Fs, Fe Fs, Fe Q8us Pomeactr ABCD 

>> > > > > 
22.4 என்ற மூடிய பல கோணத்தின் 42, 96, 02,2௦௪, ௧, 74 

ஆகிய பக்கங்களால் குறிப்பிடப்படுகின்றன. 0 என்பது பல் 
கோணத்தின் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி. 

்் 8 | 

  

௩ படம் 72 

A, B,C, D, E, F ஆகிய முனைகளின் திசையி நிலைகள் 
ஆ. 

மூறையே ரம், 6, என்றும், 0-வின் திசையிநிலை 
என்றும் கொள்க. 

> > > > பகு 
* AB = (b-a); OA = (a-r) 

> > 
OA xX F, 

> > 

் . ௩04 x AB 

>> > > 
2(@-r) x (OB-OA) 

>> > > 
2a~-r) x (b-a) 

௩ 2%040 திசையிப்பரப்பு. 

ரி 

> 

0 பற்றி 17, இன் திருப்புத்திறன் 

ர் 

ச்
 ர் 

> 

இதுபோல், 0 பற்றி 7” இன் திருப்புத்திறன் = 2 AOBC, 
> 

0 பற்றி 7, இன் திருப்புத்திறன் = 2 AOCD, 
> 

0 பற்றி 7”, இன் திருப்புத்திறன் - 2 AODE,



"திருப்பு திறன் 173- 

> 

௦ பற்றி 77, இன் திருப்புத்திறன் = 2 ADEF, 
> 

Oups F, இன் திருப்புத்திறன் - 2 AOFA. 
0 பற்றி எல்லா விசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் 

மொத்தம் 

= 2 (AOAB + AGBC + AOCD + AOBE + AOEF 

+ AOFA) ் 

2 பல்கோணம் 4 80 £ 7 4யின் திசையிப் பரப்பு). 

மாதிரி 50 4.80 என்னும் சமபக்க முக்கோணத்தின் பக்கங். 

கள் AB, 80, 0.4 வழியாக முறையே 2, 22, 32 என்னும் விசை 

கள் செயல்படுடன்றன. அவற்றின் விளைவு விசையையும்,. 

அதன் செயற்கோடு 80ஐ வெட்டும் புள்ளியையும் காண்க, 

  

  
படம் 78 

தீர்வு: 86 திசையிலும், 2 வழியே _20க்குச் செங்குத்துத். 
திசையிலும் முறையே /, ர என்னும் திசையி அலகுகளை எடுத்துக். 
கொள்க. மூன்று விசைகளையும் . இத்திசைகளில் விசைப் 
பிரிப்புச் செய்க. | | 

>>> \ 
0 திசையில் 2, 22, 32 ஆகிய விசைகளின் குத்துப் பிரிவு: 

களாவன: 

— Pcos 60°, 2P, - 3P-cos 60° 

3P 
2 

BCEGE OFHGSHS Amsule ' இவற்றின் குத்துப் பிரிவு: 
களாவன: 

2 
டண த) 22 - 

- Psin 60°, O, 3P sin 60°
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pe, 0, 3P ve 

௩ இன் திசையில் குத்துப் பிரிவுகளின் மொத்தம் 

P. 3P 
= - 5 + 2P - 37 ௦: 

3 இன் தசையில் குத்துப் பிரிவுகளின் மொத்தம் . 

_ ve 3 | 240 4332௨ 132 

... இவ்விசைகள் யாவும் (i - j) தளத்திலேயே அமைத்திருப்ப 

தால் $ இன் திசையில் இவற்றின் குத்துப்பிரிவுகள் பூச்சிய 

மாகும். 

> . 
8 என்பது இம் மூன்று விசைகளின் விளைவு விசையெனில், 

> ட 
௮ 43] ஆகும். 

ஆகவே, விளைவி விசைகளின் அளவு : உ 47/3 P; அது 

ி௦க்குச் செங்குத்துத் திசையில் செயல்படும், இவ்வனைவு 

விசை BConus வில் வெட்டுவதாகக் கொள்க. 

BO த் x என்க. 

௦ பற்றி இம்மூன்று விசைகளின் திருப்புத்திறன் காண்க, 

நி ஆதியாகையாலும், 80 -2 என்பதாலும் 0-வின் திசையி 

லை % 1 ஆகும். 

அதாவது, BO = xi. 

> 

-BC >a 3 00௯ ர] 

> > +> 
ஃ GO = BO ~ BC = (a-x)i 

௬ s க் > ல் இப்பொழுது, i, * % திசைகளில் 2 யின் கூத்துப் பிரிவுகள் 

ஆ 
இதுபோல், 22 20...



> 3 _ 373 நா 3p 77 TP Pit 3¥5 Pj 

>» 
ஆகும். இப்பொழுது: 7 என்பது 7” என்னும் விசையின் செயற் 
கோட்டின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளியெனில், 0 என்னும் புள்ளி 

பற்றி 7 இன் திருப்புத்திறன் - 02 % 7 என்று நாமறிவோம். 

இங்கு 8 என்பது /' என்னும் விசையின் செயற்கோட்டின் 
'மேலுள்ள ஒரு புள்ளியாகும்: 

0 பற்றி £2 இன் 'அருப்புத்திறன் = OB x P 

ம். 35.2 
= ~ xi (- 5! - 78). 

ந 0404 ஆ சகய வற் 

ர oO + Yo px k 

i. 43 

2 
3 

Px k   

> 

22 என்னும் விசை 0 வழியே செல்வதில், 0 பற்றி அதன் 

திருப்புத்திறன் பூச்சியமாகும். 
> ¥ 

32 விசை செயல்படும் 0.4 திசையில் 0 என்பது ஒரு புள்ளி. 

> > > 
0 பற்றி 32 விசையின் திருப்புத்திறன் - 00 x 3P 

௮ (0-2)1% (- 3143 + i) 

~ 3 (x-a) (ixi) - 2¥ Pea ax 

= yap (x-a) k 

= 2 P (3a - 2x)k. 

ஆனால், 0 என்னும் புள்ளி மூன்று விசைகளின் விளைவு 
விசையின் செயற்கோட்டிலிருப்பதால் 0 பற்றி விளைவு விசை
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யின் திருப்புத்திறன் பூச்சியமாகும். எனவே, ௦ பற்றி இம் 
மூன்று விசைகளின் மொத்தத் திறன் பூச்சியமாக வேண்டும். 

» Y PGa-22)k=0 

அல்லது, 3a ~ 2x = O 

~3 
*= 2 

3 
அதாவது, BO = = BC. 

\ >>> 
மாதிரி 51: P,Q, R stored விசைகள் 420 என்னும் 

மூக்கோணத்தின் ஒருமுக வரிசையிலைடுக்கப்பட்ட பக்கங் 
களின் வழியே செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு உண் 
வட்ட, சுற்றுவட்ட மையங்களின் வழியே செல்லுகிறது: 

P _ 0 _ R 

005.8 - ௦௦60 cosC -— cosA cosd -- 00868 

என்று நிறுவுக. , 

     
ச் $ ட 0 a ‘ 

5... 
உ ஆ . 

it 
1 i 

5   

படம் 74 

தீர்வு 
0 என்பது 4,486 யின் சுற்று வட்ட மையம். 
சீ என்பது உள் வட்ட மையம், 

OA=OB=O0C =q என்க, 

GD 1 BC, 08104, 02 1.49 வரைக. 

‘S DLE,P eres ceor மூறையே BC, ௦4, 48 ஆகிய பக்கங் 
களின் நடுப்புள்ளிகளாகும்.
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IL 1 BC, IM 4, CA, IN 1 AB cusnga. 

2 சீப் = IM = IN = e_érait ஆரை = 9 என்க, 

>>> 
2, 0, &, என்னும் விசைகள் முறையே 6, 0.4, 48 ஆகிய 

பக்கங்களின் வழியே செயல்படுகின்றன. இம்மூன்று விசை 
களின் விளைவு 0, / வழியே செல்கிறதென்று கொடுக்கப்பட் 
டுள்ளதால், 0/ ஆகிய புள்ளிகள் ஒவ்வொன்றையும் பற்றி இம் 

மூன்று விசைகளின் திருப்புத் திறன்களின் மொத்தம் பூச்சியமாக 

வேண்டும். ் 

ஆஃ 

ஈ என்பது &.4யோன் தளத்திற்குச் செங்குத்தான திசையி 
அலகு என்று கொள்க. 

0 பற்றி திருப்புத்திறன் காண்க, 

> த 
௰ என்பது 7 யின் செயற்கோட்டிலுள்ள ஒரு புள்ளி, 

> ; > > 
ஃ மியின் திருப்புத்திறன் = OD x P 

> >> 
இதுபோல், 0 வின் திருப்புத் திறன் - 02 % 

> > > 
& இன் திருப்புத் திறன் - 07 % 

> > ௮ > > > 
» ODX P+OEXQ+0O0FX R=O 

> 

ஜர
்
 

o
y
 

> > >> > 
eo, OD x P = OD. P. sin90°.n(- axb = absin @. a) 

ஆ 

° . == OD. Pin 

> 
P. OC sin ZOCD.n 

; > 
P.q sin (90°—- ZCOD).n 

> 

= Pg sin (90°—A).n 

> 

= Pgcos A.n 

௮. இ-12
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< > > 
இதுபோல், 02% 0- 07005 2.1 

> > > 
OF xX R= RqcosC.n / 

> 

“ (Pq cos A + Qqcos B+ RacosC).n =O 
அதாவது, 7௦௦44 00௦0௦88- 700860 - 0 

இப்பொழுது 7 பற்றி திருப்புத்திறன் காண்க 

> > > 
சீ பற்றி 2யின் திருப்புத் திறன் = IL x P 

> 

= IL. P. sin 90° n 

> 

௩ ரமி. 

ட ட. ஓ ஆ 

7 பற்றி 0 வின் திருப்புத்திறன் - 9 . ஈ 

> > 
ரீ பற்றி £ இன் திருப்புத்திறன் - ர. ஈ ட்ட 

+ 7 பற்றி இம்மூன்று விசைகளின் மொத்தத்திருப்புத்திறன் 
> 

=r(P+Q+R).n 

. > 
விளைவு விசை வழியே செல்வதால், r(P + O+ R)n=O0 

2214047820 
குறுக்குப் பெருக்கல் விதியின்படி, (1), (2) ஆகிய சமன்பாடு 

களிலிருந்து, ் ; a. . - 

PL. . R 
cosB—cosC 0080-0088 cosd—cosB 

ச் 

என்று காணலாம். 

மாதிரி 25 6 அடி நீளமுள்ள இலேசான கோலொன்று 
அதன் முனைகளில் முறையே ராத்தல், 8 ராத்தல் எடைகளுடன் 
3 அடி இடை வெளியிலுள்ள இரு முளைகளின் மேல் கிடைநிலை 
யில் ஓய்விலுள்ளது, முளைகளின் மேலுள்ள எதிர்விசைகள் 
சமமாகயிருக்க வேண்டுமெனில் முளைகளின் மேல் அக்கோல் 
எவ்வாறு வைக்கப்படவேணடும் ? 

சென்னை. பி எஸ்ஸி. 1975 ஏப். 

௩
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தீர்வு. ட் 

AB என்பது 6 அடி நீளமுள்ள இலேசான கோல், கீயில் 

5 ராத்தல் எடையும் நியில் 8 ராத்தல் எடையும் கீழ் நோக்கிச் 

செயல்படுகின்றன. 

1 

8 ஐ 

் - 3 

த்தல் ் ல் 
" Sones 

படம் 75 

CD என்பன 3 அடி இடைவெளியிலமைந்துள்ள இரு 

முளைகள். கோலின் அழுத்தத்தினால் இம்முளைகளிலேற்படும் 

எதிர்விசைகள் 6, ம வழியே மேல் நோக்கிச் செயல்படும். இவ் 

வெதிர் விசைகளிரண்டும் சமமென கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 

இச் சம எதிர்விசைகளை 8 என்க. 

கோல் சமநிலையிலிருப்பதால், நிலைக்குத்தாக மேல் நோக் 
கிய விசைகளின் மொத்தம் நிலைக்குத்தாகக் கீழ் தோக்கியு 
விசைகளின் மொத்தத்திற்குச் சமமாகும். 

R+R=6+48 
2R = 14 5 

அல்லது, 4 எ 7 ராத்தல் எடை, 

AC = ஐ என்க, 2. (3-9) ஆகும். 

க பற்றி திருப்புத்திறன் காண்க, 

கோல் சம நிலையிலிருப்பதால், 4 பற்றி எல்லா விசைகளின் 
திருப்புத்திறன் களின் இயற்கணித மொத்தம் பூச்சியமாக 

வேண்டும். 

RXxtRxXGB+t+x)—-8 x 620 

2Rx +3R—48 = O 

R= 7 ஆதலின், 14% 21-48 0. 

14x = 27 

x we 
14 அ. t -
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27 15 

BD = 3- * =3 -—-= 47 ai. 
ஆகவே, 6, ஆகிய மூளைகள் முறையே 4,8 ஆகிய முனைகள் 

“52. 27 15 . . 
லிருந்து 14 அடி. அடி தூரங்களிலிருக்குமாறு கோலை 

வைக்க வேண்டும். 

மாதிரி 553 ஒரு கோணத்தின் 0, 0.4, 49 ஆகிய பக்கங் 

களின் நீளங்கள் முறையே 5, 4, 3 அலகுகள். 4 பற்றி ஒரு 

விசையின் திருப்புத் திறன் பூச்சியமாகும், 2,0 ஆகியவை 
பற்றி அவ்விசையின் திருப்புத்திறன்கள் முறையே 9, 16 அளவு. 
க்ளிடையதாகவும், எதிரடையாளங்கள் கொண்டவையாகவூு 
மிருக்கின்றன. அவ்விசையின் அளவையும் செயற்கோட்டை 
யும் காண்க. 

தீர்வு 

& 4.80 யின் பக்கங்கள் 5, 4, 3 அலகுகளுடையனவாகை. 

$பர்ல் அது 4 ஐச் செங்கோணமாகக் கொண்ட ஒரு மூக்கோண 
மாகும். 

4 பற்றி விசையின் விளைவு பூச்சியமாதலால் அவ்விசை 
யின் செயற்கோடு 4 வழியே செல்லும் 2,0 ஆகியவைபற்றி: 
அவ்விசையின் திருப்புதிறன்கள் எதிரடையாளங்கள் கொண் 
டிருப்பதால், அவ்விசையின் செயற்கோடு 8,0 க்கு இடையே 
அமைந்திருக்கும். 

ஆ 
அவ்விசையை 27 என்றும், அதன் செயற்கோடு 42 யுடன் 

6 கோணச் சாய்விலமைந்துள்ளதாகவும் கொள்க. அச் செயற் 
கோடு 80 யைய௰யில் வெட்டட்டும். * 

> 

8, ஆகிய புள்ளிகளிலிருந்து 8 இன் செயற்கோட்டிற்கு 
தீ, 027 என்னும் செங்குத்துக் கோடுகள் வரைக. 

B பற்றி 8 இன் திருப்புத்திறன் - - நட ' 
740 8100 

= —R3 sin 9 

= —3 Rsin 6
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2பற்றி 8 இன் திருப்புத்திறன் - 78% 04 
= RX AC sin (go°—@) 

= R. 4 cos 6 

4R cos 6. 

  

  

: படம் 76 

B.C பற்றிய திருப்புத்திறன்களின் அளவுகள் முறையே 9, 16 

ஆகும். இத்திருப்புத்திறன்கள் எதிரடையாளங்களுடனிருப்ப 
தால் 5 யைப் பற்றிய திருப்புத்திறன் --9 என்றும், ௦ ஐப் 

பற்றிய திருப்புத்திறன் 16 என்று கொள்க. 

.ஃ 328100 எ - 9; 470050 = 16 

அதாவது, 2 8110 -3,70080 4 

i 

கீ: 731347 25 அலகுகள். 

3 3 

ஆனால் 810 0 - ஆதலால், 6- 6 ஆகும். 

அதாவது, சீறி | 26. 

ஆகவே, விசையின் அளவு 5 அலகுகள்; அதன் செயற்கோடு 
4 யிலிருந்து 8ீ6க்கு வரையப்படும் செங்குத்துக்கோடாகும். 

மாதிரி 54 4.80 என்னும் செவ்வகத்தில் AB,BC ஆகிய ் பக்கங்களின் நீளங்கள் மூறையே 4மீட்டர், 6 மீட்டர்களாகும். 

42, 20, மேவழியே 16 கி.கி., 30 கி.கி., 24 கி.கி. எடைகளுக்குச் 

சமமான விசைகள் செயல்படுகின்றன. விளைவு விசையின் 

அளவையும், செயற்கோட்டையும் காண்க,
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தீர்வு . ; 

மூன்று விசைகளையும் 80, 8.4 ஆகிய திசைகளில் விசைப் 

பிரிப்புச் செய்க, 

ந ல 20 திசையில் பிரித்தபகுதிகளின் மொத்தம் - 30, 

ப் 

      

{ 
‘ oor 

“en } 

_ 1 
non” : 

eer 

(நத 5| | 

: ரர 

$2" 

8 த ர் 

படம் 77 

1 ௮ 84 திசையில் பிரித்த பகுதிகளின் மொத்தம் 

> 

ச என்பது மூன்று விசைகளின் விளைவு எனில், 

R= /X* 4 ¥? 

= /0T > oF 
௮ 964 

72414, கி. எடை. 

> ; ட 
R இன் செயற்கோடு 80ஐ 2யிலும், 8.4ஐ விலும் வெட்டு 

வதாகக்க் கொள்க. 

BP = a. BQ = ம் என்க, 

கு சீ பற்றி மூன்று விசைகளின் மொத்தத் திருப்புத்திறன் 

= 30(O) + 24 (PC) + 16 (BP) 

= 24 (6~a) + 16 (a)
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= 144 - 8a 

சீயானது விளைவு விசையின் செயற்கோட்டிலிருப்பதால், 

் 144 870. 

அல்லது, ் ் a= 18 

இதுபோல், 0 பற்றி மூன்று விசைகளின் மொத்தத் திருப்புத் 
திறன் பூச்சியமாகும். 

ae 

* 16 (0) + 30 (BQ) 24(AD) = 0 
30 b + 24(6) O 
302 - 144 

. 24 
அல்லது, baie 

ஆகவே, விளைவு செயற்கோடு 80 ஐ யிலிருந்து 80 
வழியே 18 மீட்டர் தூரத்தில் (2) என்னும் புள்ளியிலும், 48ஐ 
தீயுலிருந்து 48 வழியே 4-8 மீட்டர் தூரத்தில் (0) என்னும் 
புள்ளியிலும் வெட்டுகிறது. 

மாதிரி 552 2/' நீளமும் 17” எடையுமுள்ள ஒரு நேரான, 
சீரான 20 என்னும் கோல் / இடைத்தூரத்தில் ஒரே மட்டத்தி 
லமைந்த & 54 என்னும் இருமுனைகளின் மேல் ஓய்வு நிலையி 
விருக்கிறது. PW, QW என்னும் எடைகள் முறையே P,Qated 
தொங்கவிடப்பட்டால் £,9 ஆகிய முனைகளில் எதிரழுத்தங்கள் 
சமமாயிருக்கும்போது, 

i(it3q-p 
PR rit 1) 

என்று காட்டுக, 

தீர்வு £ 

சீ -2 94 7 

சீ என்பது 7வின் நடுப்புள்ளி, 

ஃ் தித்தி அ. சரீ 4 / 

7, 0. 48 ஆகியவற்றில் முறையே pW, qW,W என்னும் 
எடைகள் நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படுகின்றன.
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5 ஆகிய முளைகளில் மேல்நோக்கிச் செயல்படும் எதி 
ரமுத்தங்களை 77 என்று கொள்க. 

கோல் சமழிலையிலிருப்பதால், மேல்நோக்கிய விசைசளின் 
மொத்தம் கீழ்நோக்கிய விசைகளின் மொத்தத்திற்குச் சம 

ப ட. 
ததத தை 

படம 78 

அல்லது, 2-2. (p+ q +t) 
PR=x ses, 

சியைப் பற்றிய திருப்புத்திறன் காண்க. 

F. (PR) + F(PS) = W (PM) + qW (PQ) 
Fx+F(x+) =Wi+ 7:22. 

2Fx = WI + 2gWl - FI 
1 

= WI+ 2qWl - 04 ட 

wi 
7 eb+4¢-p-q-y 

Wi 
=-y [Il + 3g - p] 

உட WI 
oo X =“ (1 + 3q ~ py 

wi 
~ —y (1+ 3¢- py 4 

Wip+q+iy 

2 Vv" 1+ 39 -p 2. (2194
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மாதிரி 56: 20 அடி நீளமுள்ள கம்பம் ஒன்று கிடைமட்டத் 

திலுள்ள தரையில் நிலைக்குத்தாக நிறுத்தப்பட்டுள்ளது. அதன் 
உச்சி ஒரு கயிற்றால் கட்டப்பட்டுக் கிடைமட்டத்திற்கு 30” சரி 
வில் தரையிலுள்ள ஒரு முளையில் 30 ராத்தல் எடைக்குச் சம 
மான இழுவிசையுடன் இழுத்துக் கட்டப்பட்டுள்ளது, கம்பம் 
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நிலைக்குத்தாக நிற்க வேண்டுமாயின் தரைக்குமேல் 4 அடி 
உயரத்தில் கம்பத்தின்மீது செலுத்தப்பட வேண்டிய கிடை 
விசையைக் காண்க, 

தீர்வு : டு 

40 என்னும் தரையின் மேல் 48 - 20 அடி நீளக்கம்பம் 
நிலைக்குத்தாக நிறுத்தப்பட்டுள்ளது. ‘ 

BC என்பது கம்பத்தின் உச்சியைத் தரையிலுள்ள .6 
என்னும் முளைவுடன் இழுத்துக் கட்டப்பட்டுள்ள கயிறு. 

7" ௪ கயிற்றின் இழூவிசை = ராத் எடை. கம்பத்தின் 
எடை 14* ஆனது அதன் ருடுப்புள்ளி 6 வழியே நிலைக்குத்தாகக் 

கீழ்நோக்கிச் செயல்படும்: கம்பத்தின் அடியிலிருந்து 4 அடி 
உயரத்திலுள்ள £ என்றும் புள்ளியில் 2 என்னும் விசை கிடைத் 
திசையில் செயல்படுத்தப்பட்டுள் ளது. 

LACB = 30° ் 
கம்பம் பின்வரும் நான்கு விசைகளினால் சமநிலையிலுள்ளது. 

(அர் நீ வழியே கயிற்றின் இழுவிசை 7 

(ஆ) 0.4 வழியே கம்பத்தின் எடை ரர 

(இ) யில் 40 வழியே தரையின் எதிர்விசை தாக்கம் 

2 
(ஈ) மயில் கிடைவிசை 2, 

கம்பம் சமநிலையிலிருப்பதால் இந்நான்கு விசைகளின் 
எந்தப் புள்ளி பற்றிய மொத்தத் திருப்புத் திறனும் பூச்சியமாக 
வேண்டும். \
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A ued திருப்புத்திறன் காண்க, 48 120 எனில், 

T. AE = P. AD | 

30. AB sin 60° = P. 4_ 

30. 20 3. கறி. 

அல்லது, P =:75 3 ராத் எடை. 

மாதிரி 57 23 ச நீளமுள்ள கனமில்லாத கயிறு ஒன்று ஒரே 
கிடைக்கோட்டின் மேலுள்ள இருபுள்ளிகளில் கட்டப்பட் 
டுள்ளது. 78 எடையுள்ள ஒருவழவழப்பான வளையம் அக்கயிற் 
றில் தாராளமாக நழுவிச் செல்லும் வகையில் கோர்க்கப் 
பட்டுள்ளது. கயிறு கட்டப்பட்டுள்ள இருபுள்ளிகளும் 2ர 
இடைவெளியிலிருந்தால், சமநிலையில் இவற்றின். இழுவிசை 

3 cw 
—— ~“6T est காட்டுக. 

; f c? ய் a? று டு 
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தீர்வு 
408 என்ற கயிறு 4,8 என்ற கிடைத்தளப் புள்ளிகளில் 

“கட்டப்பட்டுள்ளது. 0 என்னும் வளையம் கயிற்றில் கோர்க்கப் 
பட்டுத் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. சமநிலையில் அது கயிற்றின் 
நடுப்புள்ளியில் சீரான நிலையில் தொங்கிக் கொண்டிருக்கும். 
ஆகவே, அதன் எடையாகிய 7” என்பது 0 வழியே நிலைக்குத் 
தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். வளையம் தாராளமாக நழுவி 
செல்லும் வகையில் கயிற்றில் கோர்க்கப்பட்டுள்ளதால், 
வளையத்தின் இருபக்கமும் கயிற்றின் பகுதிகள் சமநீளமூள்ள் 
வையாகவும், சம இழுவிசை கொண்டவையாகவுமிருக்கும்.
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CA,CB திசைகளில் செயல்படும் இச் உம இழுவிசைகளை * 

என்று குறிப்பிடுக, மேலும், 6 வழியே செல்லும் நிலைக்குத். 
கோடு 4 யின் நடுப்புள்ளி வழியே செல்லும். 

உச் = DB = ¢; 

AC = CB =a. 

“ CD = 7 மிட்டு 

cD வழியே மூன்று விசைகளையும் விசைப் பிரிப்புச் செய்க. 

ZACD = ZBCD @ store, 

70050 - 70080 - ரர 

  

2 T.cos6 = W 

DC 
2T. 70 = W 

1 AC 

r = 9 Wop 

1 py 
~ 2 Ver @3 

i cow 

2 V cia. 

மாதிரி 58 AB,BC என்பன மூறையே ,ம் நீளங்களும்,. 

wo, wh எடைகளுமுள்ள இரு சீரான கோல்கள். கோணம் ABC” 

ஒரு செங்கோணமாயிருக்குமாறு அவைகள் தீயில் விறைப்பாக 

இணைக்கப்பட்டுள்ளன. .ஏீயில் கட்டப்பட்டுள்ள ஒரு கயிற். 
றின் மூலம் இச்சட்டம் தொங்கவிடப்பட்டால், நிலைக்குத்துடன் 

f 2 

4 யின் சரிவு (ன) என்று காட்டுக. 

தீர்வு 
42,7260 என்ற கோல்கள் £யில் கட்டிறுக்கமாகப்பிணைக்கப்- 

பட்டுள்ளன. ZABC = 90°. 

AB =a, BC = b. 

ற, என்பன இக்கோல்களின் நடுப்புள்ளிகள் , 40- ௦8-2௮. 

b 
BE = EC = ~~
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48 யின் எடையாகிய ஈச என்பது ௰ியிலும், 80யின் எடை 
யாகிய டம் என்பது 8 யிலும்நிலைக் குத்தாகக் கீழ்தோக்கிச் 

செயல்படுகின்றன. 4 யில் கட்டப்பட்டுள்ள கயிற்றில் இழு 
Sons 7? ஆனது மேல் நோக்கிச் செயல்படும். 
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கீ வழியே 8/8 என்னும் கிடைக்கோடு வரைக, 4 ற, E, 
Wd வரையப்படும் நிலைக்குத்துக் கோடுகள் 8 வழிக் கிடைக் 
கோட்டை. முறையே மீ, 44, 18 என்ற புள்ளிகளில் வெட்டட்டும் 
4241 ஈ 6 என்க, 

சட்டம் சமநிலையிலிருப்பதால், மேல்நோக்கிய விசைகளின் 
“மொத்தம் - கீழ்நோக்கிய விசைகளின் மொத்தம். 

௯ ர wh = w(a-+ b) . 

இப்பொழுது £ பற்றிய திருப்புத்திறன் சமன்பாடு காண்க, 

T. BL — wa. BM + wh-BN 

T. AB sing = wa. BD sing + wo. BE cos. 

a 
2 sing + Wb. 0069 T.a sin = wa. 

. ச் 
“ (ரசி) ச 80 - ழி, ~~ sing + W o cos Q
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a? 53 
w (a+b) asin6 - w 3 sin6 + w தா 0௦50. 

sin 6 (௪4 ab - ஆ) ட cos6, 
2 

. 2 b 2 

sin 6 (+) = a 0056 

த b? 
அலத, fen0 “மு 

b? 
4 = -1/—— அல்லது, 6 tan (3 ட்ரம் ) 

ஒருநேர்கோடு பற்றி ஒருவிசையின் திருப்புத் திறன் 

(Moment of a Force about a line) 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருள் ஒரு நிலையான நேர்கோட்டைச் 
சுழலச் சாகக் கொண்டு தாராளமாகச் சுழலக்கூடியவாறு. 

அமைந்துள்ளதெனக் கொள்க. அப்பொருளின் மீது செயல் 

படுத்தப்படும் ஒரு விசையின் செயற்கோடானது அச்சுழலச் 

சின் மீது படிந்தாலும், அல்லது அச்சுழலச்சுக்கு இணையாக. 

    
a 
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யிருந்தாலும் அல்லது அச்சுழலச்சைச் சந்திக்கக்கூடியதா. 

யிருந்தாலும் அவ்விசையினால் அப்பொருளை அச்சுழலச்சின் 
மீது சுழலச் செய்ய முடியாது. மாறாக, அவ்விசையின் செயற் 

கோடு அச்சுழலச்சை வெட்டாமல் அதற்குச் சரிவாகயிருக்கு,
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மானால் அவ்விசையால் அப்பொருளை அவ்வச்சின் மீது சுழலச் 

செய்யமுடியும், 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருள் / என்னும் சுழலச்சைப்பற்றித் 
தாராளமாகச் சுழலக்கூடியதென்று கொள்வோம். அப்பொரு 

> 

Aer மீது செயல்படுத்தப்பட்டுள்ள F என்னும் விசையின் 

செயற்கோடு /ஐ வெட்டவுமில்லை; / க்கு 'இணையாகவுமில்லை 
“யென்று கொள்க. 

! என்னும் சுழலச்சுக்கோடு, 1 இன் 'செயற்கோடு' ஆகிய 
இரு வெட்டாக் கோடுகளுக்குமிடையேயுள்ள மிகக் குறுகிய 
தூரம் (501683 distance) PQ eters, 

0 வழியே /க்கு இணையாக 1/1 என்னும் நேர்கோடு வரைக 
ஆ 

சிக்கும் /1 க்கு மிடையேயுள்ள கோணம் 6 எனில், /* வழியாக 

ஆ. 7 
வும், [க்குச் செங்குத்தாகவும் 77இன் குத்துப்பிரிவுகள் மூறையே 
70050, 71800 ஆகும். 1/1 வழியாகச் செயல்படும் 77 006 0 
எனும் குத்துப்பிரிவு [க்கு இணையாக இருப்பதால் பொருளில் 
சுழற்சியை ஏற்படுத்த முடியாது. ஆகவே, F sing எனும் 
குத்துப்பிரிவினல் மட்டுமே அப் பொருளில் சுழற்சியை 
ஏற்படுத்தமுடியும், 

இப்பொழுது I ube! 1” இன் திருப்புத்திறன் என்பது [க்கும் 

சீக்கமிடையேயுள்ள மிகக் குறுகிய தூரம், [க்குச் செங்குத்துத் 

திசையில் ச் இன் குத்துப் பிரிவு ஆகியவற் றின் பெருக்கமா 
"மென்று வஷ்ரயறுக்கப்படுகிறது. டி 

அதாவது... I பற்றி 2” இன் 'திருப்புத்திறன் = PQ x sine 
ஆகு 

> ; 
குறிப்பு! /ம், 7 இன் செயற்கோடும் வெட்டிக் கொள்ளு மானால், 209 - 0 ஆகும். ௯ திருப்புத் திறன் பூச்சியமாகும். 
> 

ha F இன் செயற்கோடு ! இன் மீது படிந்திருந்தாலும் அல்லது சக்கு இணையாகயிருற்தாலும், 9 - ட ஆகுமாகையால் ப்புத் திறன் பூச்சியமாகும். meee BO ன
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மாதிரி 59: ஒரு வட்டமான மேசை அதன் ஓரத்தின் ஒரு 
சமபக்கமும் முக்கோணத்தின் முனைகளாக அமையக்கூடிய ' 
மூன்று புள்ளிகளில் இணைக்கப்பட்டுள்ள நிலைக்குத்து கால் 

களில் மேல் சீராக நிற்கின்றது, மேசையின் எடை கால்களுடன் 
ரர” எனில் மேசை கவிழாதவாறு கால்களுள் ஒன்றிற்கு விட்டத் 
தின் வழி நேர் எதிர் ஓரத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியில் தொங்கவிடக் 
கூடிய மிகப் பெரிய எடையைக் காண்க, 

தீர்வு: 

4, 2, ே என்பன வட்டமான மேசையின் ஓரத்தில் கால்கள் 
பொருத்தப்பட்டுள்ள இடங்கள். 4 8 6 ஒரு சமபக்க 
மூக்கோணமாகும். 

௦ என்பது மேசையின் மையம், இதன் வழியே மேசை 
4பின் எடையாகிய W கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். 

  

  

படம் 898 

4 என்பது 4 வழியே செல்லும் விட்டம். யில் 2 என்னும் 
எடை. கட்டித் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. யின் மதிப்பு உச்ச 
சாகயிருக்கும்போது மேசையானது கவிழும் தருவாயில் சம 
நிலையிலிருக்கும். அதாவது, மேசையானது 80ஐச் சுழலச் 
சாகக்கொண்டு சுழலக்கூடிய நிலையிலிருக்கும். 

சீ.20 ஒரு சமபக்க மூக்கோணமாகையாலும், மேசை 
யானது மூன்று கால்களின் மேலும் சமச்சீராக நிற்பதாலும் 

மேசையின் மையம் A ABCuS sar திணிவு மையமாகும். கிற ம 

மேலும், 0 ஆனது முக்கோணத்தின் நிலைக்குத்து மையமாக 
வுமிருக்கும். தவிர, பெவிலிருந்து 86கேகு வரையப்படும் செங்
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குத்துக்கோடு முக்கோணத்தின் சுற்று வட்டத்தை றயில் சந்திக் 
கிறது. ஆகவே, 0.8 - 80 ஆகும். இப்பொழுது, 80 பற்றித் 
திருப்புத்திறன் காண்க. 

P ED = 02 

P = W. 

ஆகவே, ௰யில் தொங்கவிடக்கூடிய மிகப் பெரிய எடை 
மேசையின் எடைக்குச் சமமாகும். 

பயிற்சி 7 

(1) 5 அடி நீளமுள்ள ஒரு இலேசான கோல் அதன் இரு 
மூனைகளும் இரு தாங்கிகளின் மேலிருக்குமாறு கிடைநிலையில் 
வைக்கப்பட்டுள்ளது. ஒரு முனையிலிருந்து 2 அடி தூரத்தில். 
10 ராத்தல் எடையுள்ள பொருள் ஒன்று கொங்கவிடப்பட் 
டுள்ளது. ஒவ்வொரு தாங்கியிலுமுள்ள எதிர்விசைத் தாக்கத் 
தைக் காண்க. ஒரு தாங்கி மற்றதைப் போல் ் பாக எடையை 
மட்டுமே தாங்கவேண்டுமெனில் அப்பொருள் அக்கோலில் 
எங்கு தொங்கவிடப்படவேண்டுமென்று காண்க. 

(2) 14-2) + 3k என்னும் புள்ளி பற்றி 2143) 4% 
என்னும் புள்ளி வழியே செயல்படுகின்ற 1 - ர் % என்னும் 
விசையின் திருப்புத்திறன் காண்க. 

> on ~ (3) P= 4i - 3k என்னும் விசை 24 _ 25+ 5k என்ற. 
திசையி நிலையையுடைய 4 என்னும் புள்ளி வழியே செயல். 
படுகிறது. 1 - 3] |- % என்னும் திசையி நிலையுடைய 2 என்னும் 

> 

புள்ளி பற்றி 7 யின் திருப்புத்திறன் காண்க. 

> . 
(4) F = 3j - ஸி என்னும் விசை 4-41-21-19% என்னும் 

புள்ளியின் வழியே செயல்படுகிறது. 6i-7k என்ற திசையி 
> 

நிலையையுடைய ற என்னும் புள்ளி பற்றி ச இன் திருப்புத் 
திறன் காண்க, 

>>> 
(5) 2,22,42 என்னும் விசைகள் 450 என்னும் சமபக்க 

ஓக்கோணத்தின் 48, 80, 04 ஆகிய பக்கங்களின் வழியாகச்
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செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு விசையின் அளவு, 
திசை ஆகியவற்றையும், அது 86 யை வெட்டும் புள்ளியையும் 
காண்க. 

(6) POR என்பது 30” அடிக்கோணங்களுடைய இரு சம 

பக்கமுக் கோணம், 2, “732 அளவுகளுள்ள விசைகள் 
மூறையே 70, 728 0₹8 ஆகிய பக்கங்களின் வழியே செயல் 
படுகின்றன. விளைவு விசை 08£8ஐ இரு சமபாகங்களாகப் 
பிரிக்குமென்றும். மற்ற இருபக்கங்களுள் ஒன்றிற்கு இணையாக, 
யிருக்குமென்றும் நிறுவுக. 

(7) & கீமியின் 80,0.4,4.8 ஆகிய பக்கங்களின் வழியே 
>>> 

GeweduGserp P,O,R என்னும் விசைகளின் விளைவு விசை 
மூக்கோணத்தின் சுற்றுவட்ட மையத்தின் வழியே செயல் 
படுகிறது. . - 

P cos A+ QcosB + Rcos C=O 
என்று காட்டுக. 

(8) AABC uSer 90, 0.4, 49 ஆகிய பககங்களின் வழியே 
ஆஆஆ 

செயல்படுகின்ற 7. 0, £ என்னும் விசைகளின் விளைவு விசை 
யானது, முக்கோணத்தின் செங்குத்து மையம் வழியே செயல் 

Psee A + 0881-1 R 8660-0 
என்று காட்டுக. 

(9) AABC uSer 80,04, 4.8 ஆகிய பக்கங்களின் வழியே 
>>> 

செயல்படுகின்ற 2, 0, £ என்னும் விசைகளின் விளைவு விசை 
யானது முக்கோணத்தின் உள்வட்டமையம், திணிவு மையம் 
ஆகியவற்றின் வழியே செயல்படுகிறதெனில், 

ம். Q __=iR 
ab-c) B(ce-a)  cla—b) 
  

என்று காட்டுக, 

(10) &480யின் 80,04,48 ஆகிய பக்கங்களின் வழியே 
>> > 

செயல்படும் P,Q, R என்னும் விசைகளின் விளைவு விசை 

யானது எப்பொழுதும் முக்கோணத்தின் சுற்றுவட்டத்தைத் 
தொடுமென்றால் 42-4-60-1-28 - 0 என்று காட்டுக. 

௮. இ-13
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(1) AABC BC,CA, AB ஆகிய பக்கங்களின் வழியே 
>>> 

செயல்படுகின்ற 27, 0, £ என்னும் விசைகளின் விளைவு விசை. 
எப்பொழுதும் உள் வட்டத்தைத் தொடுகிற தென்றால், 

cos? 4. 0087 > cos? —< 

  

என்று காட்டுக; 

(12) 2 மீட்டர் நீளம், 4 கிகி. எடையுள்ள ஒருகோலின் 

இரு முனைகளினும் முறையே 5கி. கி, 7 கி.கி. எடைகள் 

தொங்கவிடப்பட்டுள்ளன. அது கிடை மட்டத்தில் சமநிலையி 
விருக்கவேண்டுமாயின் எந்தஇடத்தில் கயிற்றில் கட்டப்பட்டுத் 
தொங்கவிடப்படவேண்டும்? 

(13) 50 செ.மீ. நீளமுள்ள ஒரு நேரான, சீரான கோலின் 
ஒரு மூனையில் 40 கிராம் எடை தொங்கவிடப்பட்டால், அம் 
மூனையிலிருந்து 15 செ. மீ. தூரத்தில் ஒரு கயிற்றினால் கிடை 
மட்டத்தில் நிறுத்தமுடிகிறது. கோலின் எடையைக் காண்க. 

(14) 6 மீட்டர் நீளமுள்ள ஒரு நேரான, சீரான கோலின் 
ஒரு முனையிலிருந்து 1மீட்., 2மீட்., 3மீட்., 4மீட்., 5மீட், ஆகிய 
தூரங்களில் முறையே 1, கி.கி 2 கி.கி, 3 கி.கி., 4 கி.கி. 5கி.கி. 
எடைகள் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளன. கோலின் எடை 6 கி.கி. 

எனில் அதைக் கிடைமட்டத்தில் தாங்கக் கூடிய இடம் எது 
என்று காண்க. 

(15) 1 மீட்டர் நீளமூம், 100 கிராம் எடையுமுள்ள ஒரு 
சீரான கோல் ஒரு மேசையின் மேல் 20 செ.மீ, நீளம் மேசையின் 

விளிம்புக்கு வெளியே நீட்டிக் கொண்டிருக்குமாறு வைக்கப் 
பட்டுள்ளது. கோல் கவிழ்ந்து" விடாமல், அதன் வெளிமுனை 
யில் தொங்கவிடக்கூடிய மிகப்பெரிய எடையாது 7 

(16) 7மீட்டர் நீளமுள்ள ஒரு இலேசான கோல் அதன் 
இரு மூனைகளும் இரு தாங்கிகளின் மேலிருக்குமாறு வைக்கப் 
பட்டுள்ளது. 112 கிராம் எடையுள்ள பொருளொன்று அக் 

கோலில் கட்டித் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. அப்பொருள் 
தொங்கவிடப்பட்டுள்ள இடம் அதன் ஒரு முனையைவிட இன் 

னொரு முனைக்கு 1 மீட்டர் அருகிலிருந்தால் ஒவ்வொரு தாங்கி 
யின் மீதுமுள்ள அழுத்தம் யாது ?
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(17) இரு மளிதர்கள் 5 அடி நீளமுள்ள ஒரு இலேசான 
கோலில் 120 ராத்தல் எடையுள்ள கல்லைக் கட்டித் தொங்க 
விட்டு, கோலின் முனைகளைத் தங்கள் தோள்களில் வைத்துச் 
சுமந்து செல்கிறார்கள். ஒருவன் மற்றவனைப்போல் இருமடங்கு 
எடையைச் சுமக்கவேண்டுமெனில், அக்கல்லைக் கோலின் 
எந்த இடத்தில் கட்டவேண்டுமென்று காண்க, 

(18) 6 அடி நீளமும், 10 ராத்தல் எடையுமுள்ள ஒரு 
கோலில் 50 ராத்தல் எடையைக் கட்டித் தொங்கவிட்டுக் 
கொண்டு அக் கோலின் இருமுனை களையும் தங்கள் தோள்களில் 
வைத்து ஒரு மனிதனும் ஒரு பையனும் சுமந்து செல்கிறார்கள். 

பையனின் சுமையைப் போல் மனிதன் இருமடங்கு சுமையைத் 

தாங்கவேண்டுமாயின், அந்த எடையானதுகோலின் எந்த 
இடத்தில் கட்டப்படவேண்டும் ? — : 

(19) கொடுக்கப்பட்டுள்ள நீளமுள்ள ஒரு கயிற்றின் ஒரு 
மூனையை ர் உயரமுள்ள ஒரு தூணில் கட்டி அதன் மறுமுனை 
யைப் பிடித்துத் தரையிலிருக்கும் ஒரு மனிதன் ஒரு குறிப்பிட்ட 
விசையுடன் இழுக்கிறான். அத்தூணைச் சாய்க்கும் அளவிற்கு 
அவ்விசையின் இயல்பு மீப்பெரிதாயிருக்க வேண்டுமாயின் 
கயிற்றைத் தூணின் எந்த இடத்தில் கட்டவேண்டும் ? 

(20) ABC என்னும் இருசம பக்க முக்கோணத்தில் A 
= 120°; 48,400) ப வழியே முறையே 1, 1,%3 கி.கி, எடை 
பளவுகளுள்ள விசைகள் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் 
விளைவு விசை 80யை இருசம பக்கங்களாகப் பிரிக்குமென்றும் 
மற்ற இரு பக்கங்களுள் ஒன்றிற்கு இணையாகயிருக்குமென்றும் ' 
காட்டுக. 

(21) .4.80 என்னும் சதுரத்தின் AB, BC,CA ஆகிய பக்கங் 
களின் வழியே முறையே 3272 52 அளவுகளுள்ள விசை 
கள் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு விசையின் அள 
வையும், அது 80யைச் சந்திக்கும் புள்ளியையும் காண்க. 

(22) ABCD என்னும் சதுரத்தின் AB, BC,CD, DA ஆகிய 
பக்கங்களின் வழியே முறையே 1, 3, 6, 8 அளகளுள்ள விசை 

கள் செயல்படுகின்றன. சதுரத்தின் பக்கம் 5 அலகு நீள 

மெனில் அவற்றின் விளைவு விசையின் செயற்கோடு AB, BC 

ஆகிய பக்கங்களை வெட்டும் புள்ளிகளைக் காண்க,



196 அடிப்படை இயந்திரவியல் 

3) 4,8,0 என்னும் புள்ளிகள் பற்றி ஒருதள விசைத். 
தொகுதியின் திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் 
மூறையே 1, 6,--3 ஆகும். அவ்விசைத் தொகுதியானது, 

BA! CB BC _ _ ட் க்” 2, Ra" 3, 4c: * 6 என்னும் விகிதங்களில் 

மூறையே 6, 04, 48 யைப் பிரிக்கின்ற A! BC! என்னும் 
புள்ளிகளின் வழியே செயல்படுகின்ற ஒரு தனி விசைக்கு 

சமம் என்று காட்டு. ட 

(24) ABC என்பது 48 - 460 - 4 அடி என்ற அளவுகளி 
லுள்ள ஒரு இருசம பக்க நேர்கோணம். 4, 2, 6 ஆகிய புள்ளி' 

கள் பற்றி ஒரு விசையின் திருப்புத்திறன்கள் முறையே 8, 8, 1 
அடி ராத்தல் அலகுகள் என்றால், அவ்விசையின் அளவு, 
செயற்கோடு ஆகியவற்றைக் காண்க. 

(25) 486 என்பது 4யில் நேர்க்கோணத்தைக் கொண்ட 
ஒரு நேர்கோண முக்கோணம். 48 - 4ஒமீட்டர்; 40% 
மீட்டர்; முக்கோணத்தின் தளத்தில் செயல்படும் ஒரு விசை 

யின் 4, 8 பற்றிய திருப்புத்திறன்கள் முறையே 8,--$ எனில், 
அவ்விசையின் செயற்கோடு ABenuw சீயிலிருந்து 2 மீட்டர் 
தூரத்தில் வெட்டுமென்று காட்டு. 

(26) 4,8 ஆகிய இரு புள்ளிகள் பற்றி ஒரு விசையின் 
திருப்புத் திறன்கள் முறையே M,, சீசீ, ஆகும். 0 என்பது BA 
யில் ஒரு புள்ளி, 42 : 66 K,: K, cafe ௫ பற்றி அவ் 

. வடட . MLK ; விசையின் திருப்புத்திறன் எட ர் என்று காட்டுக. 

(27) .4.802 ஒன்னும் சதுரத்தில் AB, DC, 4 8௦ வழியே 
மூறையே 2, 10, 6, 6 கிலோகிராம் எடை விசைகள் செயல்படு: கின்றன, விளைவு விசையையும், 4£யுடன் அதன் சாய்வையும் 
காண்க. 

(28) 4802 என்னும் செவ்வகத்தில் ற: 40 3;5; 4 
40), ௰8 வழியே முறையே 3 கி.கி, 5 கி.கி: 5 கிகி, எடை விசை கள் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு விசை க்கு இணையாகச் செயல்படுமென்று காட்டு, அதன் அளவையும். 
நிலையையும் காண்க, 

(29) 1 மீட்டர் நீளப் பக்கங்களைக் கொண்ட 4 
என்னும் சதுரத்தில் 42, 80, 00, 0.4 ஆகியவற்றின் வழியே
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மூதையே 1 கி.கி. 2 கி.கி, 4 கி.கி, 3 கி.கி, எடைகளுள்ள 
விசைகள் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு சதுரத்தின் 
ஒரு மூலை விட்டத்திற்கு இணையாகச் செயல்படுமென்று சாட்டு, 
அவ்விளைவு விசை 4மியை எந்த இடத்தில் வெட்டுமென்று 
காண். 

(30) ABCD என்னும் சதுரத்தின் ஒரு மூக வரிசையிலெடுக் 
கப்பட்ட பக்கங்களின் வழியாக முறையே 2 கி. கி., 3கி, கி. 
48.8, 54.84, am விசைகள் செயல்படுகின்றன. 

அவற்றின் விளைவு விசையை முழுமையாக நிர்ணயிக்கவும். 

(31) 480 என்னும் சதுரத்தில் சீயின்மேல் வைக்கப்பட்ட 
ஒரு துகளின்மீது 42, 460, 40 வழியே முறையே 73கி.கி., 6.கி.கி. 

4 கி.கி, எடை விசைகள் செயல்படுகின்றன. ச என்பது சதுரத் 
தின் பக்கமெனில், விளைவு விசையின் செயற்கோடு  .86யின் 

நீட்சியை யிலிருந்து LS (5-1) தூரத்தில் வெட்டுமென்று 
காட்டுக. 

(32) ABCD என்னும் .சாய்சதுரத்தின் 42, 80,060, 2.4 

> >>> 
ஆகிய பக்கங்களின் வழியே முறையே 22, 32, 2, 52 என்னும் 

> 

விசைகளும், மூலைவிட்டம் 8றயின் வழியே 37 என்னும் விசை 
யும் செயல்படுகின்றன. இவ்விசைகளின் விளைவு விசையைக் 
காண்க, 

(33) 9 கி.கி. எடையுள்ள ஒரு சீரான வட்டப் பலகையின் 

விளிம்பில் சம தூரங்களில் பொருத்தப்பட்ட மூன்று கால் 
களுடன் கூடிய ஒரு வட்ட மேசையின் மேல் அதன் இரு கால் 
களுக்கும் நடுவில் மேசையின் ஓரத்தில் வைக்கப்படும் 12 கி.கி. 

எடை அம்மேசையைச் சாய்க்கக் கூடியதாயிருக்கிறது 
ஒவ்வொரு காலின் எடையைக் காண்க. 

(34) ஒரு சதுர மேசை அதன் பக்கங்களின் நடுப்புள்ளி 
களில் பொருத்தப்பட்ட நான்கு கால்களில் நிற்கிறது. கால் 
களுடன் மேசையின் எடை சதுரத்தின் மையத்தின் வழியே 
செயல்படுவதாகக் கொண்டு மேசை சரிந்து விழாதவாறு அதன் 
மூலைகளுள் ஒன்றில் வைக்கப்படக்கூடிய மிகப் பெரிய எடை 

யைக் காண்க.
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(35) மூலைகளில் கால்களைக் கொண்ட ஒரு சதுர மேசையின் 
ஒரு கால் முறிந்து விட்டது. மீதமுள்ள மூன்று கால்களின் 
மீதுள்ள அழுத்தங்கள் சமமாயிருக்குமாறு மேசையின் 
எடைக்குச் சமமான எடையை மேசையின்மேல் எந்த இடத் 
தில் வைக்க வேண்டும் ? 

(36) 5 என்பது & 480 யின் சுற்று வட்ட மையம், 80, 04 

£ீ.4 வழியே செயல்படும் 7, 0, £ என்னும் விசைகள் SA, SB, 

0 வழியே செயல்படும் 2”, 0, £' என்னும் விசைகளுடன் th 

நிலையிலிருக்கின்றன. * 

00” RR’. 
P+ 22. + =0 

என்று காட்டுக.



4, சுழலிணைகள் 

3s} (COUPLES) ©. 

தனித்சீனிச் செயற்கோடுகளையுடைய இரண்டு சம 
எதிரிணை விசைகள் சேர்ந்தது ஒரு சுழலிணை (௦௦௧16) எனப் 
படும், அதாவது, இருஇணை கோடுகளில் எதிரெதிர்த் திசை 

> 

களில் செயல்படுகின்ற 7, _ 7 என்னும் இரு சம அளவுகளு 
டைய விசைகள் சேர்த்தது ஒரு சுழலிணையாகும். இச் சம 
எதிரிணை விசைகளின் ;திசையிக் கூட்டல் பூச்சியமாகுமாகை 

யால் அவற்றை ஒரு தனி விளைவு விசையாககச் சுருக்க முடி 
யாது. இவ்விரு சம எதிரிணை விசைகளின் செயற்கோடுகளுக் 
கிடையேயுள்ள செங்குத்துக் கோடு அச் - சுழலிணையின் புயம் 
(ஊு எனப்படும். 

-4
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(-F) B 

படம் 84, 

". ஒரு சுழலிணையின் இருசம எதிரிணை விசைகளின் விளைவு 
விசை பூச்சியமாவதால் 1அச்சுழலிணையை அதற்குச் சமமான 
ஒரு தனி விசையாக மாற்ற இயலாது. மேலும் ஒரு சுழலிணை 
யின் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி பற்றி அதன் இரு சம 
எதிரிணை விசைகளின் திருப்புத்திறன்் களின் இயற்கணித 

மொத்தப் பூச்சியமாகாது; மாறாக ஒரு மாறிலியாகயிருக்கு 
மென்பதைப் பின்வரும் தேற்றத்தின் மூலம். அறிந்து கொள்ள 
லாம்.
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தேற்றம் ஒரு சுழலிணையின் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு 
புள்ளி பற்றி அதன் விசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் இயற் 
கணித மொத்தம் ஒரு மாறிலியாகும். 

டட பி PD 

      

  

  
iO 

(80) ௦ ட டம், 5! < £ > : 

ue 85 (ey) படம் 85(ஆ) படம் 85(இ) 

> > 
சுழலிணையின் இரு எதீரிணை விசைகளை 8, ஈ என்க, 

2” என்பது அவ்விசைகளின் பொதுவான அளவு. 0 என்பது 
அச்சுழலிணையின் தளத்ளிலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி. வி லிருந்து அவ்விரு விசைகளின் செயற்கோடுகளுக்கும் செங்குத் 

Sp தாக ஒரு நேர்கோடு வரைக, இச்செங்குத்துக் கோடு 2 ஐ A > , 

௦ பற்றி இரு விசைகளின் திருப்புத் திறன்கீளின் இயற் கணித மொத்தம். 

= F-OA — F.OB 

= F,(OA — OB) 
= F, AB, 

படம் (85ஆ) இல், 
0 பற்றி இரு சம !எதிரிணை விசைகளின் திருப்புத்திறன் களின் இயற்கணித மொத்தம் 

F.OA — FOB 
F. (OA — 0B) 

= F. (—AB): 

- —F -AB
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படம் (66இ) இல், 

௦ பற்றி இரு சம எதிரிணை விசைகளின் திருப்புத்திறன் 
களின் இயற்கணித மொத்தம் 

% 
XN ~ ROA—P. 02 

டவ 7:04 2, OB 

= F(AO + OB) 

= F.AB. 

ஆகவே, ஒரு சுழலிணையின் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு 
புள்ளி பற்றி அச்சுழலிணையின் இரு சம எதிரிணை விசைகளின் 
திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் அளவில் மாறிலி 
யென்று காண்கிறோம். மேலும், இம் மாறிலியானது சுழலிணை 
யின் சமவிசைகளின் பொது அளவு, அவ்விருவிசைகளின் 
செயற்கோடுகளுக்கிடையேயுள்ள செங்குத்துத் தூரம் ஆகிய 
வற்றின் பெருக்கம் என்றும் காண்கிறோம். இம்மாறிலியானது 
அச்சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் ஒன்றழைக்கப்படுகிறது. 

சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் (4௦0௩௭4 08 ௨ ௦௦0216) 

.. ஒரு சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் என்பது அதன் விசை 
களுள் ஒன்றின் அளவு, அதன் புயம் ஆகியவற்றின் பெருக்க 
மாகும். 

மேற்கண்ட தேற்றத்தில். 'துறிப்பிடப்பட்டுள்ள சுழவிணை 
யின் திருப்புத்திறன் F. AB ஆகும். பொதுவாக, ஒரு சுழலி 
ணையை அதன் விசை, புயம் ஆகியவற்றால் குறிப்பிடுவது 
வழக்கம். அதன்படி, மேற்கண்ட சுழலிணையை (7, 49) 
என்று குறிப்பிடலாம். ஒரு சுழலிணையின் விசையின் அளவோ 
அல்லது புயமோ பூச்சியமாகாதாகையால் அதன் திருப்புத் 
திறன் ஒரு போதும் பூச்சியமாகாது. ஒரு பொருளின் மீது செயல் 

. படும் ஓரு சுழலிணையின் இயல்பு அப்பொருளை இடஞ்சுழியாக 
(anticlockwise) ¢ apes செய்யுமியல்புடையதாயின் அதன் 
திருப்புத்திறன் நேரடையாளமுடையதாகவும், வலஞ்சுழியாகச் 
சுழலச் செய்யுமியல்புடையதாயின் அதன் திருப்புத்திறன் 

எதிரடையாளமுடையதாகவும் கொள்ளப்படுகிறது.
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இடஞ்சுழித்திருப்புத்திறனை “நேர்த்திருப்புத்திறன்” என்னும், 
வலஞ்சுழித் திருப்புத்திறணை *எதிர்த்திருப்புத்திறன்'” என்றும் 
கூறிப்பிடுவதுண்டு. 

பசீர் 
கேர்த்திநப்புத்திரன் 

படம் 86 (அ) 

THIS Doig Bode 
படம் 86 (ஆ) 

48.9 எனுனும் இரு இணைகோடுகளின் வழியே செயல் >> 
படும் 7-7 என்னும் சம எ திரிணை விசைகளாலான சுழலிணையைக் கருதுக, 5௫ 

  

  

படம் 87 
Oo என்பன் சுழலிணையின் களத்தில “லத்துள்ள ஏதேனு 

மொரு புள்ளி. ,4,0 என்பன முறையே 7 F, டர் ஆகியவிசைகளின் சயற்ரிகாடுகளின் மேலுளள ஏதேனுமிருபுள்ளிகள். 04, 00 ஆகியவற்றைச் சேர்க்கவும், . 
திசையி முறைப்படி, 

fog 
. 

> > 

௦ பற்றி ens F இன் திருப்புத் திறன் = OA x ச்



சுழலிணைகள் : இறத. 

> , > > 
௦ பற்றி விசை -- 7” இன் திருப்புத்திறன் - 00% ம, 

1.0 பற்றி இருவிசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் திசையிக். 
கூட்டல், ் ் 

இரு விசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் இந்த மொத்த. 
wires Oss சார்ந்திராமல் 0.4 மட்டுமே சார்ந்துள்ளதைக். 
கவனிக்கவும், ஆகவே, இது ஒரு மாறிலியாகும். மேலும், இம். 
மாறிலியானது இருவிசைகளின் செயற்கோடுகளின் மேலுள்ள 
ஏதேனுமிருபுள்ளிகளைச் சேர்க்கும நேர்கோட்டுத்துண்டம் 
அச்சுழலிணையின் விசை ஆகியவற்றின் திசையில் பெருக்க 
மாகும், 

4 

இப்பொழுது 62 14.8 வரைந்து, 404.8 - 6 என்று குறிப் 
பிடுக. கழலிணையின் தளத்திற்குச் செங்குத்துத் திசையிலுள்ள 

> 

BonsuT SO GN என்று குறிப்பிட்டால், : 

> ஆர ச், - 

CAX Fe= CA ஈஸ் 6 ஆகும் 

Bi
tt
on
 

: > 
= Fr CA sin 9a 

> 

= FL CL n 

௩ (சுழலிகணணையின் ஒரு விசையின் அளவு] 

(புயம்). ஈ 

் > 
எ (சுழலிணையின் ஒரு விசையின் அளவு) (புயம்) . ச 

இதுவே அச்சுழலிணையின் திருப்புத் திறன் என்றழைக்கப் 
படுகிறது, ஆகவே, ஒரு சுழலிணையின் திசையித் திருப்புத்திறன் 
என்பது அதன் விசைகளின் . செயற்கோடுகளின் மேலுள்ள:
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ஏதேனுமிரு புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நேர்கோட்டுத்துண்டம். 
அதன் விசைகளுள் ஒன்று ஆகியவற்றின் திசையில் பெருக்க 

- மாகும். ஒரு சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் என்பது அதன் சம 

விசைகளுள் ஒன்றின் அளவு, அதன் புயம் ஆகியவற்றின் 
பெருக்கத்தை அளவாகக் கொண்டு, அதன் தளத்திற்குச் 
செங்குத்தான ஒரு திசையியாகும். 

ஒரு சுழலிணையின் வளத்திற்குச் செங்குத்தான எந்த நேர் 
் கோடும் அச்சுழலிணையின் அச்சு எனப்படும், ஒரு சுழவிணை 
யின் திசையித் திருப்புத்திறன் அதன் தளத்திற்குச் செங்குத் 
தாகயிருக்குமாதலின் அதன் அச்்௬ அதன் திசையித் திருப்புத் 
திறனுக்கு இணையாகயிருக்கும். 

தேற்றம் ஒரே தளத்தில் செயல்படுகின்ற சம, எதிர்த் 
.திருப்புத்திறன்களைக் கொண்ட இரு ஒருதளச் சுழலிணைகள். 
“ஒன்றையொன்று ஈடு செய்யும். 

> > 

கொண்ட இரு ஒருதளச் சுழலிணைகள், அவற்றின் திருப்புத் 
திறன்களின் அளவுகள் சமமாகயிருப்பதால், 

Pp = Qq 

4 ட 
} k 

படம் 88 

. ஆகும். ் 
உ 

  

இச்சுழலிணைகளின் விசைகளின் செயற்கோடுகளை 4, 2; “௰ என்னும் புள்ளிகளில் வெட்டுமாறு ஒரு செங்குத்துக் 
“கோடு வரைக. 

(2, 48), (6, 0) என்பன முறையே 6 ள்னும் 
2, CD) 2), (6, 2) என்னும் . சுழலிணைகளைக் குறிப்பிடுவதாகக் கொள்க, . ‘ = 

A 
திருப்புத் திறன்கள் சமமாக யிருப்பதால், a 

PAB = Q.CD ட ட ஒவ
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இப்பொழுது, 8,6 வழியே செயல்படும் 2, ட ஆகிய ஒரு திசை 
யிணை விசைகளின் oe Rs எனில், et 

=P+Q , 

ஆகும். இது B,C Mn oddluchchaas செயல்படும் £, ட ஆகிய 
விசைகளுக்கு இணையாகு . அவற்றின் திசையில் செயல்படும். 
இது சியில் 0 என்னும் புள்ளி வழியே செயல்படுவதாயின், 

208-000 . © (3 
ஆகும். (1) இலிருந்து (2): ஐக் கழிக்கவும்... 

P (AB—OB) = O மாட. 

அதாவது, 7: (04 - 0:02 

அல்லது. 04 = ட ் ் 
0ம் P 

ஆனால், .ச,8 ஆகிய புள்ளிகளில் செயல்படுகின்ற P, , Oy 
என்னும் விசைகளின் விளைவு 8, எனில், 

Ry = P+ 0. 
> 

ஆகும். தவிர, 7, ஆனது அீறயை 0:72 என்றும் விகிதத்தில் : 
பிரிக்கின்ற புள்ளி வழியே ,4, ற ஆகிய புள்ளிகளில்'செயல் 

படும் விசைகளுக்கு இணையாகச் செயல்படும். 

ஆனால், 40ஐ 0.7 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கின்ற புள்ளி ' 
0 என்று சமன்பாடு (3) இலிருந்து அறிந்து கொள்ளலாம், 
ஆகவே, 2, ஆனது 0 வழியே க்கு எதிராகச் செயல்படும்... 

(2-0) அளவுடைய விசை யென்று காண்கிறோம். 

ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு சுழலிணைகளின் 

> >. 
நான்கு விசைகளின் விளைவு 0 வழியே செயல்படும் 787, 2, 

என்னும் இரு சம எதிர்விசைகளென்று அறிகிறோம். இவ்விரு 
சம எதிர் விசைகளும் ஒன்றையொன்று விளைவு நீக்கம் செய்து 
விடுமாதலின், இரு சுழலிணைகளும் ஒன்றையொன்று ஈடு செய். 
கின்றனவென்று அறிந்து கொள்ளலாம், . 

> > 
(2, 2) சுழலிணையின் ஒரு விசையும், (6, ஏ) சுழலிணையின் 

ஒரு விசையும் 0, என்னும் புள்ளியில் சந்தீக்கப்படும். இவ்விரு 
சுழலிணை களின் மற்ற இரு விசைகளும் 0, என்னும் புள்ளியில் 

சந்திக்கட்டும்.
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> > 
(72, இன் செயற்கோடுகளை 0,.4 0ூ,0 என்னும், (0, q) 

இன் செயற்கோடுகளை 0,2, 0, என்னும் குறிப்பிடுக: 

  

படம் 89 

0இல் சந்திக்கின்ற 7, ஆகிய விசைசளின் செயற்கோடு 
களுக்கு 0, -- இலிருந்து முறையே 02, 0.44 என்னும் செங் 
குத்துக்கள் வரைக. 

04: 2) நெம்ரி உர. 
5. | 

0, பற்றி 0, வழி சியின் திருப்புத்திறன் = P.O,L = Pp, 
> 

0, பற்றி % வழி 0* வின் திருப்புத்திறன் = -0.0,M 

| = - Q9. 
இத்திருப்புத் திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் ' 

் = Pp - Qqg=0 

ஏளெனில், இரு சுழலிணைகளின் திருப்புத்திறன்களும் சம 
அளவுடையன. அதாவது, 0, பற்றி ௦, வழியே செயல்படும் 
>> 
P,Q ஆகிய விசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் பூச்சியமாகும். எனவே, 0, Be சந்திக்கின்ற 2, 0 ஆகிய விசைகளின் விளைவு விசை 0) வழியே செல்லுமென்று 

அறிகிறோம். மேலும், இவ்விளைவு விசையானது 0, வழியே 0, இலிருந்து வெளிநோக்கிச் செயல்படுசமன்று இணைகர விதி 
யின் மூலம் காணலாம், ஆகவே, 0 டவழியே செயல்படும் 
>> 
2, O Gu விசைகளின் விளை வு விசையாகிய R, என்பது 0,0, வழியே செயல்படும், "
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  தவிர, R, = \/ P? + 0? +2P0 cos ZAOB 
இதுபோல், 0, வழியே செயல்படும் 2,0 ஆகிய விசை 

களின் விளைவு விசை 7, எனில், 

  

R, = \/P* + GQ? + IPO cos ZCOD. | 
என்றும், அது 0, 0, வழியே செயல்படுமென்றும் காணலாம், 

ஆனால், 0,211 0;4: 0,2110,2. 

< LCOD,= 7402 

ட R, = R, 

ஆகவே, இரு சுழலிணைகளின் நான்கு விசைகளும் 

சேர்ந்து மூறையே 0,0,, 0,0, வழியே செயல்படுகின்ற 
>> 
டி கட என்னும் இரு சம எதிர் விசைகளுக்குச் சமமாகிறது, 
இவ்விரு சம விசைகளும் ஒன்றையொன்று ஈடு செய்யுமாகை 
பபால், கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு சம எதிர்ச்சுழலிணைகளும் 
ஒன்றையொன்று ஈடுசெய்து கொள்ளு மென்றறிக, 

குறிப்பு: இரு சம எதிர்ச் சுழலிணைகளால் தாக்கப்படும்' 
ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருள் சமநிலையிலிருக்கும். 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது சம விளைவுகளையேற் 
படுத்துகின்ற சுழதிணைகள் யாவும் சமச் சுழலிணைகள்'” எனப் 
படும். ் : “ 

தேற்றம் திருப்புத் திறன்கள் சமமாகவும், ஒரே அடை 
யாளமுூடையதாகவுமூள்ள இரு ஒரு தளச் சுழலிணைகள் சமச் 
சுழலிணைகளாகும். ் 

ம் . ் . ஆ 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது செயல்படுகின்ற (2, 

(0, 2 என்னும் ஒரு தளச் சுழலிணைகளின் திருப்புத்திறன்கள் 
சமமாகவும், ஒரே அடையாளமுடையதாகவுருருப்பதாகக் 
கொள்க. 

அதாவது, Pp = Og 

அதே தளத்தில் இச் சுழலிணைகளின் திருப்புத்திறனுக்குச் 
சமமாகவும் எதீரா£வுமுள்ள திருப்புத்திறனை.க் கொண்ட (8, 7) 
என்னும் சுழவிணையைச் செயல்படுத்துக,
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் > > 
முந்திய தேற்றத்தின்படி, (2, 2), (2, ) என்பன சம எதிர்த் 

திருப்புத்திறன்களைக் கொண்ட இரு ஒருதளச் சுழலிணைகளாத 

லின் அவை ஒன்றையொன்று ஈடுசெய்து விடும். எனவே, அப் 
> 

பொருளின்மீது (0, 4) என்னும் சுழலிணையின் விளைவை மிஞ்சி 
நிற்கும். அதாவது, அப்பொருளின் சுழலும் இயல்பு சுழலிணை 

(2.2) யின் திருப்புத் திறனாகும். 

> > 
மாறாக, (9,ர), (௩) ஆகிய சுழலிணைகள் சம எதிர்த்திருப்புத் 

திறன்களைக் கொண்ட இரு ஒரு தளச் சுழலிணைகளாதலின், 

அப்பொருளின்மீது ஈடுசெய்து விடுமென்று கொள்வோ மானால், 
அப்பொருளின் மீது (2,7) என்ற சுழலிணையின் விளைவே மிஞ்சி 

நிற்கும். எனவே, அப்பொருளின் சுழலும் இயல்பு சுழலிணை 
> > 

(2,௰.யின் திருப்புத் திறனாகும். ஆனால் (9, 4), (2,ற) ஆகிய 
ச௬ுழலிணைகளின் திருப்புத் திறன்கள் சமமாதலின், அப்பொரு 

ளிள்மீது அவ்விரு ௬ழலிணைகளால் உண்டாக்கப்படுகின்ற 
விளைவுகளும் சமமாகும், எனவே, இரு சுழலிணைகளும் சம 

மாகும்: 

  

படம் 90 

தேற்றம்: ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மீது செயல்படும் 

ஒரு சுழலிணையை அதன்தளத்திற்கு இணையான மற்றொரு தளத் 
தில் அதன் புயத்திற்கு இணையான புயத்தையும், அதே அளவும் 
போக்குமுடைய திருப்புத்திறனையும் கொண்ட சுழலிணையாக 
மாற்றுவதால் அதன் விளைவில் எவ்வித மாறுதலும் ஏற்படாது.
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ஒரு -பொருளின்மீது ஏதேனுமொரு தளத்தில் செயல்படு 
ஆ 

கின்ற ஒரு சுழலிணையை (2, 48) என்க. 

AB = ற எனில் இதன் திருப்புத் திறன் ர ஆகூம். 

இத்தளத்திற்கு இணையான மற்றொரு தளத்தில் 4தீக்கு இணை 
யாகவும் சமமாகவும் 0 என்னும் நேர்கோட்டுத் துண்டத்தை 

யெடுத்துக் கொள்க. 

C, D ஆகிய புள்ளிகள் ஒவ்வொன்றின் வழியாகவும் விசை ? 

க்கு இணையான திசையில் £ அளவு கொண்ட இரு சம எதிர் 
விசைகளைச் செயல்படுத்துக. 

4.8, 00 என்னும் இணைகோடுகள் ஒரே தளத்திலிருப்ப 

தாகக் கொள்ளலாம். ஆகவே, 4, 80 ஆகியவை ஒரு புள்ளி 

யில் வெட்டும். இப்புள்ளியை 0 என்று குறிப்பிடுக. 

CD ஆனது 4க்குச் சமமாகவும், இணையாகவும் இருப்ப 

gre, ABCD ஒரு இணைகரமாகும். :: சிறியும் ீயேம் ஒன்றை 

யொன்று இரு சமபாகங்களாக வெட்டும். 

>> 
48,207 வழியே செயல்படுகின்ற 2 7 என்னும் இரு ஒரு 

திசையிணை விசைகளின் விளைவு விசை 4றியின் நடுப்புள்ளி 

யாகிய ட வழியாக, அவை செயல்படும் திசையிலேயே செயல் 

> 

படும் 2 2 என்னும் விசையாகும். இதுபோல், 98, 64 வழியே 
>> 

செயல்படும் 7,2 என்னும் இரு ஒரு திசையிணை விசைகளின் 

விளைவு விசை ம யின் நடுப்புள்ளியாகிய 0 வழியாக, அவை 
> 

செயல்படும் திசையிலேயே செயல்படும் 2 2 என்னும் விசை 

யாகும். இவ்விரு விளைவு விசைகளும் சமமாகவும், எதிராகவும் 
இருப்பதால் அவை ஒன்றையொன்று ஈடு செய்துவிடும். 

>> 

ஆகவே, எஞ்சியிருப்பவை 00,017 வழியே செயல் 2,2, 

என்னும் சம எதிரிணை விசைகளேயாகும். இவை ஷு 

என்னும் சுழலிணையாக அமையும் இச்சுழலிணையின் திருப்புத் 

Spor P.CD = PAB = சீற ஆகும். இத்திருப்புத்திறன் கொடுக் 
கப்பட்டுள்ள சுழலிணையின் திருப்புத் திறனுக்குச் சமமாகவும் 

௮. இ; 14
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ஒரே அடையாளமுடையதாகவுமிருப்பதால், இரு சுழலிணை 
களும் அப்பொருளில் சம விளைவையே ஏற்படுத்தும். 

ஆகவே. ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது செயல்படும். 
ஒரு சுழலிணையை அதன் தளத்திற்கு இணையான தளத்தில் 
அதன் திருப்புத்திறனைப் போன்ற அளவும் போக்குமுடைய 
திருப்புத்திறனுடன் அப்பொருளின் மீது செயல்படுகின்ற வேறு 
ஒரு சுழலிணையாக அதே விளைவுடன் மாற்றலாமென அறிகி 
றோம். ஆனால் சம அளவும், ஒரே போக்குமுடைய ஒருதளச் 
சுழலிணைகள் யாவும் சமமென்று நாமறிவோம், ஆகவே, ஒரு 
கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீதுசெயல்படும் எந்தச் சுழலிணையை 
யும் அதே தளத்தில் அல்லது அதற்கு இணையான தளத்தில் 

அதன் திருப்புத்திழனைப் போன்ற அளவும் போக்குமுடைய 
திருப்புத்திறனுடன் அப்பொருளின் மீது செயல்படும் வேறுஒரு 
சுழலிணையாக அதே விளைவுடன் கூடியதாக மாற்ற மூடியு 

மென்யது தெளிவாகிறது. 

சுழலிணைகளின் தொகுப்பு (0010081110 of couples) 

தேற்றம் ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது செயல்படும் — 

எவ்வெண்ணிக்கையிலுமான ஒரு தளச்சுழலிணைகளின் விளைவு 

அதே தளத்தில் அவற்றின் திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித 
மொத்தத்திற்குச் சமமான திருப்புத்திறனுடன் செயல்ப்டும் ஒரு 

தனிச் சுழலிணைக்குச் சமமாகும், 

> ய 

(P, d,), (Psd, 9, ட (சீடிவே என்னும் ஒருதளச் சுழலிணை 
கள் ஒரு கட்டிறுக்கப்.. ' பொருளின் மீது செயல்படுவதாகக் 

கொள்க. (2,டசீப என்ற சுழலிணையின் புயம் 4 என்னும் 
அதன் சம எதிரிணை விசைகள் 4, 87 வழியே செயல்படு 

கின்றனவென்றும் கொள்க. 

எந்த ஒரு சுழலிணைக்குப் பதிலாகவும் அதன் விளைவு 

மாருமல் அதன் தளத்திலேயே அதற்குச் சமமான மந்தர 

சுழலிணையைச் செயல்படச் செய்யலாமாகையால். es ds) 

என்னும் சுழலிணையை 4 ஐப் புயமாக கொண்ட (Fs, AB) 
என்னும் சமச்சுழலிணையாக மாற்றுக. இச்சமச் சுழலிணையின் 

ax 7 ஆகிய திசைகளில் செயல்பட்டும், இப்புதிய சுழலிணை 

Fa AB) யின் திருப்புத்திறன் (4௮) என்ற சுழலிணைக்குச் 
சமமாகுமாகையால், ் F,. AB = ட்



சுழலிணைகள் 21% 

Pid, 
AB 

இதுபோல், சுழலிணை (2,, சீ) யை 48 ஐப் புயமாகக் 
கொண்ட (1, 48) என்னும் சமச் சுழலிணையால் அதன் சம 
எ.திரிணை விசைகள் 42: 87, வழியே செயல்படுமாறு மாற்றுக, 

16 

அல்லது, F, = 

oe
 

  

படம் ,9% 

. Fs.AB = Pyd, 

P,ds 
AB 

>> >> 
இதுபோல், (Py, dy)... » மேம் ஆகிய சுழலிணகள் 

யாவற்றையும் (7, 42)....... ட 42) என்னும் சமச்சுழலிணை 
களால் மேற்கண்டவாறு மாற்றுக, 

இப்பொழுது, 4 வழியே செயல்படுகின்ற 22... Fy, 
'ஆகிய விசைகள் யாவும் 7- (Prt Fat Fs oe... +F,) என் 
னும் தனி விசையாக 4.8 வழியே செயல்படும். இதுபோல், 25% 
வழியே செயல்படும் . எல்லாவிசைகளும் ஒன்று சேர்ந்து 
R= (Pit Fy + Fs + 4... Fa) என்னும் தனி விசையாக BY 
வழியே செயல்படும். 

இவ்விரு விளைவு விசைகளும் சமமாகவும் எதிரிணையாகவும் 
> . 

இருப்பதால், இவை (28,48) என்னும் சுழலிணையாக அமையும், 
ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள சுழலிணைகளின் விளைவு 48 ஐப் 

> 

quad Oaresrt. (R,AB) srarepnh gahé சுழலிணையாகும். 
இவ்விளைவுச் சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் :- 8. 42 . 

MOOG, - Fy = 
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= (Py + Fy t Fe t+ .... + Fn). AB 

= PAB + F, AB + F, AB +. ...... F, ABe 

  

  

co நட ட் ட கஸ் Pada 
ட இர Pid, + AB AB + AB 42... + AB AB 

P34 + P.d, + Pd, + சக்கர + Pada 

- கொடுக்கப்பட்டுள்ள சுழலிணைகளின் மொத்தத் 

திருப்புத்திறன். 

குறிப்பு: பல்வேறு சுழலிணைகளின் திருப்புத்திறன் களின் 
இயற்கணித மொத்தம் காணும்போது அவற்றின் போக்குகளுக் 

கேற்ப நேர் அல்லது எதிர் அடையாளங்களுடன் கணக்கிட 
வேண்டுமென்பதை மனதிற் கொள்க. 

சூறிப்பு: கொடுக்கப்பட்டுள்ள சுழலிணைகள் பல்வேறு: 
இணைத் தளங்களிலிருப்பின், முதலில் அத்தளங்களுக்கு இணை , 
யான ஒரு பொதுத் தளத்திற்கு அச்சுழலிணைகள் யாவற்றையும் 
மாற்றிப் பின்னர் மேற்கூறப்பட்ட முறையில் அவற்றின் 
விளைவுச்சுழலிணையைக் காணவேண்டும். 

தேற்றம் ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மீது ஒரே தளத்தில் 
செயல்படுகின்ற ஒரு விசையும் ஒரு சுழலிணையும் சேர்ந்து அவ் 
விசைக்குச் சமமாகவும் இணையாகவுமுள்ள ஒரு தனி விசைக் 
கூச் சமமாகும். 

ஆழ
்
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ஆஃ 
ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளில் 0 என்னும் புள்ளியல் 7” எண் 

னும் ஒரு விசையும்,அதன் தளத்திலேயே 7 ஐப் புயமாகக் 
> 

கொண்டு (2, d) என்னும் சுழலிணையும் - செயல்படுவ தாகக்.



சுழலிணைகள் பு 213 

> > 
கொள்க. (2, மி என்ற சுழலிணையை (7, ௪) என்னும் மற்றொரு 
சமச்சுழலிணையாக, அதன் ஒரு விசை 0 வழியே கொடுக்கப் 

> 

பட்டுள்ள விசை 7 இன் திசைக்கு எதிராகச் செயல்படுமாறும், 
அதன் புயம் 04 யில் அமையுமாறும், மற்றொரு விசை A 
வழியே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைக்கு இணையாக செயல்படு 
மாறும் மாற்றுக, ் ் 

் மிச P.d 
அதாவது, F.OA = P.d 

அல்லது, OA = fg 

>> 
இப்பொழுது 0வில் செயல்படுகின்ற 7, 7” என்னும் இரு சம 

எதிர் விசைகளும் ஒன்றையொன்று ஈடுசெய்து விடுமாகையால் 
மிஞ்சுவது 4 வழியே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைக்கு இணை 
4பாக சம விசையாகும். இதுவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசை 
சுழலிணை ஆகியவற்றின் விளைவு ஆகும். 

குறிப்பு : ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மீது ஒரு தனி விசை 
பும், ஒரு சுழலிணையும் ஒரே தளத்தில் செயல்படின் அவை சம 
நிலை பெற முடியாதென்பதை இதன் முலம் உணர்க. 

மறுதலை தேற்றம்: 
ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் ஏதேனுமொரு புள்ளியில் 

செயல்படுகின்ற ஒரு விசையானது, அப்பொருளின் வேறு 
ஏதேனுமொரு புள்ளியில் செயல்படுகின்ற ஒரு சம இணை விசை 
புடன் சேர்ந்த ஒரு சுழலிணைக்குச்சமமாகும். 

~ 
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> 

7” என்னும் விசை ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளில் 0 என்னும் 
புள்ளியில் 0 என்னும் திசையில் செயல்படுவதாகக் கொள்க. 
4 என்பது அப்பொருளில் வேறு ஏதேனுமொரு புள்ளி,
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> 

_F இன் 6 செயற்கோடாகிய (02£க்கு இணையாக சீயில் 47) 42 

வழியே 7 7 2 என்னும் இரு சம எதிர் விசைகளைச் செயல் 

படுத்துக. 
இவ்விரு சம எதிர் விசைகளும்: ஒன்றையொன்று ஈடு 

செய்து விடுமாகையால் விசைகளின் விளைவில் எவ்விதமாறு 
> 

தலுமேற்படாது. ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள 7 என்னும். 
விசையானது முறையே 05%, 47, 42 வழியே செயல்படுகின்ற 
>>> 
ச) 2 22 என்னும் மூன்று விசைகளுக்குச் சமமாகும். ஆனால், 

ன டு > 

0 வழியே செயல்படும்: 7 என்னும் விசையும், AY ofGw 
. > 

GleweduGib F என்னும் விசையும் சமமாகவும் எதிரிணையாக 
வுமிரும்பதால் அவை ஒரு சுழலிணையாக அமையும். மிஞ்சுவது 
42 வழியே செயல்படும் ஒரு தனி விசையாகும். 

எனவே, 0 வழியே செயல்படுகின்ற கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
> 

7 என்னும் விசையானது, பொருளின் வேறொரு புள்ளியாகிய 
> 

Aude AZ வழியே செயல்படும் 7 என்னும் சமஇணை விசை 
> 

யுடன் (17, 0.4) என்னும் சுழலிணைக்குச் சமமாகும்.. 
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தேற்றம் : ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மீது செயல்படு 
கின்ற மூன்று ஒருதள விசைகள் அளவு, திசை, செயற்கோடு 
கள் ஆகியவற்றால் ஒரு முக்கோணத்தின் ஒரு மூக வரிசையீ
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லெடுக்கப்பட்ட பக்கங்களினால் குறிப்பிடப்பட்டால், அவை 
அம்முக்கோணத்தின் இரு மடங்கு பரப்பினால் குறிப்பிடப்படும் 
திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமாகும். 

>>> 
ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மீது செயல்படும் 2 ௦2 

என்னும் மூண்று விசைகள் அளவு, தினச, செயற்கோடுகள் 
ஆகியவற்றால் ௩ 48 0யின் 42, 20, 04 என்ற பக்கங்களால் 
குறிப்பிடப்படுகின்றன. அதாவது, ... 

> > > > > 
AB= P; BO =@Q; CA = R Buddy ACES Qodeatuire 

வரையப்பட்டுள்ள 80, 59 ஆகிய நேர்கோடுகளின் வழியே 
ஆஆ 
R, R என்னும் இரு சம எதிர் விசைகளைச் செயல்படுத்துக. இச் 
சம எதிர் விசைகள் ஒன்றையொன்று ஈடு செய்யுமாகையால் 
விசைகளின் விளைவில் எவ்வித மாறுதலும் ஏற்படாது, 

> > ஆ 
Buse AB, BC, BE வழியே செயல்படுகின்ற 2, 0, 2 

என்னும் விசைகள 7, 4.80 யின் ஒரு வரிசையிலெடுக்கப்பட்ட, 
42, 86, 64 என்னும் பக்கங்களால் அளவிலும், திசையிலும் 
குறிப்பிடப்படுவதால், விசை முக்கோண விதியின்படி இம் 

மூன்று விசைகளும் சமநிலையிலிருக்கும். எஞ்சியிருப்பவை 8.0 

> . 
வழியே செயல்படும் 2 என்னும் விசையும், 04 வழியே செயல் 

> 

படும் 8 என்னும் விசையாகும். இவ்விரு விசைகளும் சமமாக 
வும், இணையாகவும் எதிராகவுமிருப்பதால் அவை ஒரு சுழலிணை 
யாக அமையும். 

2 1 ம் எனில், இச்சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் 18.97, 
ஆகும். டட 
ஆனால் R.BL = CA. BL ௫ 2400. 

ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்று விசைகளின் விளைவு 
அம்முக்கோணத்தின் இரு பங்கு பரப்பினால் குறிப்பிடப் 

படுகின்ற திருப்புத் திறன் கொண்ட R 34) என்னும் சுழலிணை 

யாகும். . டட, 

இத் தேற்றத்தை எவ்வெண்ணிக்கையுமுடைய” விசை 
களுக்குப்பின் வருமாறு விரிவுபடுத்தலாம்,
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ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது செயல்படும் எவ்வெண் 
ணிக்கையுமுடைய ஒருதளவிசைகள் அளவு, திசை, செயற் 

கோடுகள் ஆகியவற்றால் ஒரு முடிய பல கோணத்தின் ஒருமுக 
வரிசையிவிலெடுக்கப்பட்ட பக்கங்களால் குறிப்பிடப்படின், _ 
அவ்விசைகள் அப்பல கோணத்தின் இரு மடங்கு பரப்பினால் 

குறிப்பிடப்படுகின்ற திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒருசுழலிணைக்கு 
சமமாகும். 
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225... என்பன ஓரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது 
செயல்படும் பல ஒரு தள விசைகள். ் 

4200,884 என்பது ஒரு மூடிய பலகோணம். 

> >> > > > 

AB = P, BC = Py:..., Fs = Py. 

40, 42, 48 ஆகியவற்றைச் சேர்க்கவும். இவற்றின் வழி 
> >> > >> 

wire gpmpGw F,,F,! Fy, Fy; டப. என்னும் விசைகளை 
எதிர் எதிராகச் செயல்படுத்தவும். இச் சம எதிர் விசைகள் 
ஒன்றையொன்று ஈடுசெய்து விடுமாகையால் விசைகளின் 
விளைவில் எவ்விதமாறுதலும் ஏற்படாது. முந்திய தேற்றத்தை 
ABC, ACD, ADE, AEF ஆசிய மூக்கோணங்களுக்குப் பயன் 
படுத்தவும். ் 

> > > 
AB, BC, CA வழியே செயல்படும் 2), 2), ஈ, ஆகிய 

விசைகள் , 

- 2& 480 திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணை
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>>> 
AC, CD, DA வழியே செயல்படும் 7, 2), F, ஆகிய 

விசைகள் 

=2AACD திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணை 

>> > 
AD, DE, EA oanfGus Geuuwu@wb F,, 2, 7) ஆகிய 

விசைகள் ் 

= 2AADE திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணை, 

>> > 
AE, EF, FA வழியே செயல்படும் கூ Py, Pe ஆகிய 

விசைகள் 

= 2AAEF திருப்புத்திறன் கொணட ஒரு சுழலிணை. 
ஆகவே, எல்லா விசைகளின் மொத்த வினைவு 

௩ இச்சுழலிணைகளின் மொத்தம் 

= 2(AABC + AACD+ AADE + க்க) திருப் 

புத்திறன் 
கொண்ட ஒரு தனிச் சுழலிணை 

- 2 பலகோணம் ./802087 என்ற திருப்புத்திறன் 

கொண்ட ஒரு தனிச் கழலிணை. 

மாதிரி 60 %, 7, 2 என்பன ௩,480 யின் 80, 0.4, .4.8ஆகிய 

பக்கங்களை BX: XC =CY: YA = AZ: ZB = ற:ர என்னும் 
விகிதங்களில் பிரிக்கும் புள்ளிகள். ௩, என்பது AABC யின் 

A 

    es 4 
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>> > 
பரப்பைக் குறிப்பிடுமெனில், .4%, 87, 02 ஆகியவற்றால் குறிப் 

0-2 

q+p 

சுழலீணையாகச் சுருக்கப்படுமென்று காட்டுக, 

  

பிடப்படுகின்ற விசைகள் 2 & திருப்புத் திறன் கொண்ட
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தீர்வு 
BX: XC = p:q 

AABC uf (2, 2) தேற்றத்தின்படி, 

> > > 
q. AB + p AC = (p+ q) AX 

> > 
தட GAB + p. AC 
: p+q 

> > 

க . BC + p. BA 
mo, AY = PO TP. BA இதுபே ee 

ae Pa 
q:‘CA + P.CB 

தி ட்ட்ட்ட்ட்ட். 

P+ q. 

oe 
| 1 > i 

1 AX + BY + CZ = p+ 4 lG.AB + p. AC) + 

> > > > 
(g.BC + p.BA) + (qCA+pCB)| 

1 > > > > > > “gt plg-AB—p.CA + q.BC - p.AB 4+-p.CA ~ p. BC] 

பட்ட ஃ ஆ . > "p+ ql(q~p) AB + (q-p) BC + (G-p)CA] 
_4-P? > + > pa q IAB + BC + CA] 

— {2A ABC திருப்புத்திறன் கொண் டசுழலிணை.   

3 அம் க திருப்புத் திறன் கொண்ட சுழலிணை. 

மாதிரி 61 04.80 என்பது ஒரு நான் மூகத்திண்மம் 
(tetrahedron) OBC, OCA, OAB என்னும் பரப்புக்களினால் குறிப் 
பிடப்படுகின்ற சுழலிணைகளின் விளைவு ௩480 யின் பரப்பினால் 
குறிப்பிடப்படும் ஒரு சுழலிணையாக இருக்குமென்று காட்டுக 

(சென்னை பி, எஸ்ஸி. 2961 ஏப்)
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தீர்வு | 
>>> > 

2A 0280 ஆல் குறிப்பிடப்படும் சுழலிணை OB, BC,CO aus 
மூன்று விசைகளுக்கும் சமமாகும். 

> > > 
2 AOCA ஆல் குறிப்பிடப்பிடும் சுழலிணை 00),60.4,.40ஆகிய- 

விசைகளுக்குச் சமமாகும், 

>> > 
2 AOAB ஆல் குறிப்பிடப்படும் சுழலிணை OA, AB, 

ஆசிய விசைகளுக்குச் சமமாகும். 

ஆகிய 2௩,௦20, 2௩004, 2௩0.4.8 ஆல் குறிப்பிடப்படுகின்ற. 
> > > 

மூன்று mined tow waif மொத்த விளைவு - (084 50 -- 4). 

> > > > > ! 
(OC +64 + 40 + 64+4B+20) 

> > > + 
= [OB + BO) + (CO + OC) + (AO + OA) + (BC + 

: > > 
CA + AB)] 

> > > 
= [4B+BC+CA] 

= 2 &.480 ஆல் குறிப்பிடப்படும் சுழலீணை. 

. ௦46, & 064, ௩048 ஆல் குறிப்பிடப்படும் மூன்று 

epsilon safe விளைவு - ஃ 426 ஆல் குறிப்பிடப்படும் ஒரு. 

சுழலிணை, 

மாதிரி 62: 480.0 என்னும் நாற்கரத்தில் 94, 42, 08, DC 
ஆகிய பக்கங்களால் நான்கு விசைகள் முழுமையாகக் குறிப் 

பிடப்படுகின்றன. இவ்விசைகள் மூலைவிட்டம் 40யின் முனை 

கள் வழியாக மற்ற மூலைவிட்ட த்திங்குச் சமமாகவும் இணையாக 
வுமுள்ள விசைகளைக் கொண்ட ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமென்று. 

நிறுவுக,. 

தீர்வு | 
>>> > 

நாற்கரம் 480ியில் 84, 42, 08, 00), என்பன நான்கு 

விசைகளைக் : குறிப்பிடுகின்றன. நீறயைச் சேர்க்கவும், $ற-
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> > ௪. * . ௫. 

வழியாக ற, ற.8 என்பவற்றால் முழுமையாகக் குறிப்பிடப்படு 

கின்ற இருசம எதிர் விசைகளைச் செயல்படுத்துக. 

ம் 
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>> > ; 
BA, AD, DB என்னும் விசைகள் & 84 யின் பக்கங் 

ஆஃ 
களால் முழுமையாக குறிப்பிடப்பஜிமதால் அவை மிழமீயை ஒரு 

விசையாகவும் .4ஏ வழியே £மீறக்கு இணையான திசையில் DBS HE 
சமமாகவும் எதிராகவும் 42% வழியே செயல்படுகின்ற விசையை 
மற்றொரு விசையாகவும் கொண்ட ஒரு சுழலிணைக்குச் சம 
மாகும், 

> >> 
இதுபோல், ற, 50, 08 ஆகிய விசைகள் A BDC யின் 

> 
பக்கங்களால் முழுமையாகக் குறிப்பிடப்படுவதால் அவை 22 
“யை ஒரு விசையாகவும் 0 வழியே ££க்கு இணையான திசையில் 
> 
கி௰க்குச் சமமாகவும் எதிராகவும் 0” வழியே செயல்படுகின்ற 
விசையை மற்றொரு விசையாகவும் கொண்ட ஒரு சுழலிணைக் 
கூச் சமமாகும். 

> > 
இவ்விரு சுழலிணைகளின் றற, நற ஆகிய விசைகள் 

ஒன்றையொன்று விளைவு நீக்கம் செய்து விடுமாகையால் இரு 
உட 

> Sr pdter send Cot bg AX வழியே செயல்படும் றற என்னும் 
> 

afens, CY ayPCu Gewdu@t BD crete Sone ஆகியவற் 
“றைக் கொண்ட ஒரு தனிச் சுழலிணைக்குச் சமமாகும்.
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தேற்றம்: கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு ஒரு தள விசைகளின் 

தளத்திலுள்ள. ஏதேனுமொரு புள்ளி பற்றி அவ்விசைகளின் 

திருப்புத் திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் பூச்சியமல்லாத. , 

ஒரு மாறிலியாயின் அவ்விசைகள் ஒரு சுழலிணையாக அமையும். 

ams (i) கொடுக்கப்பட்டுள்ள இரு விசைகளும் இணை: 

யல்லவென்று கொள்க. 

விசைகளின் செயற்கோடுகள் இணையாகயில்லாமையால்: 
அவை ஒரு புள்ளியில் வெட்டும். அவ்வெட்டுப் புள்ளி பற்றி” 
அவ்விரு விசைகளின் திருப்புத்திறன்கள் பூச்சியமாகையால் 

அவற்றின் இயற்கணித மொத்தத் திருப்புத்திறன் பூச்சியமாகும்.. 
இது தேற்றத்தில் கொடுக்கப்பட்டுள்ள கொள்கைக்கு மூரண் 
பாடாகயிருப்பதால் விசைகளிரண்டும் ஒன்றையொன்று வெட் 
டிக்கொள்ள முடியாது. அதாவது, கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசை 
களிரண்டும் இணையாகயிருக்கவேண்டும். 

வகை (11) கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளிரண்டும் இணை 
யாகயிருந்தும் சுழலிணையாக அமையவில்லையென்று கொள்க. 

எனவே, இரு இணை விசைகளுக்கும் சமமான ஒரு விளைவு: 
விசையைக் காணமுடியும். இவ்விளைவு விசையின் மேலுள்ள 

எந்தப் புள்ளி பற்றியும் அதன் திருந்புத்திறன் பூச்சியமாகும். 
அதாவது, அவ்விரு விளைவு விசையின் செயற்கோட்டின் 
மேலுள்ள எந்தப் புள்ளி பற்றியும் அவ்விரு விசைகளின்- 
திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் பூச்சியமாகும். 
இதுவும் கொடுக்கப்பட்டுள்ள கொள்கைக்கு முரணானதாகை. 
யால் அவ்விரு விசைகளும் ஒரு சுழவிணையாக அமைய வேண்டு: 
மென அறிந்து கொள்ளலாம். 

மாதிரி 63: 2, 2, 2 என்பன ச பக்கமுள்ள ஒரு சமபக்க. 
முக்கோணத்தின் 86, 04, 4.8 ஆகிய பக்கங்களை 5 : 1 என்ற. 
விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளிகள் D, E, F ஆகிய புள்ளிகளில் 
பக்கங்களுக்குச் செங்குத்து வழியாக வெளிபுறம் நோக்கி 
திக்குச் சமமான மூன்று விசைகள் செயல்படுகின்றன. அவை. 

சர திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமென்று. 

காட்டுக. 

தீர்வு 
20:26 -5:1 

1 1 
we DC = 4 20 6%
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L, M, N என்பன மூறையே 860, 64, 4.89 ஆகிய பக்கங் 
களின் நடுப்புள்ளிகள். 

ட, ரம், 11 வழியே பக்கங்களுக்குச் செங்குத்தாக சிக்குச் சம 
மான எதிர்விசைகளைச் செயல்படுத்துக. இச் சம எதிர் விசை 
கள் ஒன்றையொன்று ஈடுசெய்து கொள்ளும், 
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£,௰ ஆகிய புள்ளிகளில் செயல்படுகின்ற இரு சம எதிரிணை 
அவிசைகளும் ந]. திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணையாக அமையும். இதுபோல் 44, 8 ஆகிய புள்ளிகளி 
dary Qe சம எதிரிணை விசைகள் (2,442) என்ற 
வும், 77 என்ற புள்ளிகளில் செயல்பு 
விசைகள் (2, 77/7) என்ற சுழலீணைய 
மூன்று சுழலிணைகளும் சேர்ந்து அ 
,திறனுக்குச் சமமான திருப்புத் 
சுழலிணையாக <9} 65) 

திறன் - 

ல் செயல்படு 

சுழலிணையாக 
டுன்ற இருசம எதிரிணை 
£ஈகவும் அமையும், ' இம் 

வற்றின் மொத்தத் திருப்புத் 
திறன் கொண்ட ஒரு தனிச் 

மயும், இத்தனிச் சுழலிணையின் திருப்புத் 

= P.LD + P.ME + P.NF 

ஆனால் LD = LC~DC = + - = = > இதுபோல் ME = 

8 
NF = 6 

தனிச் சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் - & 8 8 
2. zt சி. ரசி 

= Pa, 

சைகளாகிய 7, 9, 17 ஆகிய 
க்கங்களுக்குச் செங்குத்தாக 

இவை தவிர எஞ்சி நிற்கும வி 
தநடுப்புள்ளிகளின் வழியே ப
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வெளிப்புறம் நோக்கிச் செயல்படுகின்ற மூன்று சம விசைகளும் 

செங்குத்து முக்கோண விதியின்படி சம நிலையிலிருக்கும். 

எனவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்று விசைகளும் Pa 

திருப்புத்திமன் கொண்ட ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமாகும். 

மாதிரி 64: ஓர் ஒழுங்கு அறுகோணம் 480287 இன் 

AC, E ஆகிய முனைகளில் முறையே 1, 2,3 ராத்தல் எடை 

விசைகள் இணையாகவும், 2, 2. 7” ஆகிய முனைகளில் முறையே 

4, 5, 6 ராத்தல் எடை விசைகள் முதல் மூன்று விசைகளுக்கு 

இணையான திசைகளில் எதிர்ப்போக்குடனும் செயல்படு 

per, Mopper விளைவு விசையின் இடு புள்ளியைக் 

காண்க. 

தீர்வு ‘ 
ABCDEF என்னும் அறுகோணத்தில் 4,072 வழியே 1, 2,3 

ரரத். எடையளவுகள் கொண்ட மூன்று ஒரு திசையிணை விசை 

களும், B,D,F வழியே 4, 5,6 ராத்தல் எடையளவுகள் 

கொண்ட மூன்று எதிரிணை விசைகளும் செயல்படுகின்றன. 

47 ஐச் சேர்க்கவும். AE ஆனது 4 க்குச் செங்குத் தாக 
யிருக்கும். 

  

  

படம் 99 

AB, AE ஆகியவற்றை மூறையே ந அச்சுக்களாக 
எடுத்துக் கொள்ளவும். அறுகோணத்தின் பக்கம் ஏ என்று 
கொள்க.
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4:0௮) 220, 05 (4 _) 

  

2, 2 

D = (a, 3a), E = (0, Ba), F = ( a ¥3 5) 
“2, 2 

4, 0 8 இல் செயல்படும் விசைகளின் விளைவின் அளவு: 

14+243 = 6ராத், எடை 
B, ற, 7 இல் செயல்படும் விசைகளின் விளைவின் அளவு: 

4145-46 - 1$ராத். எடை. 
இவ்விரு விளைவு விசைகளின் விளைவின் அளவு = 15-6 =9 

ராத். எடை, 
சீ 

இவ்விளைவு விசையானது £, 2, 7 இல் செயல்படும் இணை 
விசைகளுக்கு இணையாகச் செயல்படும். 

இவ் விளைவு விசையின் இடுபுள்ளி - இணைவிசைகளின் மையம்: 

= அ S Pry, | 
  

32 BPr 

= (x, y) ereirs. 

— 1(0)- 4(a) +2(-3¢)- 5 (a) + 3(0)- ‘(--+) ஸு 
1-4+2-543-5 

= O ~ 4a+ 3a - Sa+ 032 
~ 3a 

=9 
a 

3. . 

் 43 , 3 
5 FO? (+5) - 5(48௪)43(09- 6 (=*) 

    

1-4142- 514329 
“0-0 34 432- 5y3a43 Wa -3 va 

-9 
— 7 43a 

டு 
43a 
a 

9 

  ஆகவே, விளைவு விசையின் இடுபுள்ளி -(+ ப a }
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மாதிரி 65: ABCD என்பது 4. கோணமும், / பக்கமும் 
கொண்ட ஒரு சாய்சதுரம், 6870 என்பது 00 யின் மேல் 
வெளிப்புறமாக வரையப்பட்ட ஒரு சதுரம். 42, BC, DA, DF, 

ஆ 

FE, EC ஆகிய பக்கங்களின் வழியே 7 என்னும் சமவிசைகள் 
> - 

செயல்படுகின்றன. 0 வழியாக 2 P என்னும் விசை செயல் 
படுகிறது. இவ்விசைத் தொகுதி 2/2 (8௨ - 1) திருப்புத் ' 
திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணையாகச் சுருங்குமென்று காட்டுக. 

தீர்வு 
சாய் சதுரம் 48009 மின் பக்கம் |, 

| £ AB = BC = CD &= DA = I. 

மேலும், மி ஒரு சதுரமாகையால், 

CE = EF = FD = CD = 1. 

் சாய் சதுரத்தின் எதிர்ப்பக்கங்களுக்கிடையேயுள்ள : தூரம் 
= [sin «, . 

- ட்ட # TE   

    

  

. > >> மே வழியே செயல்படும் 2P என்னும் விசையை P, P 
என்னும் இருவிசைகளாகப் பிரிக்கலாம், மே,8ா வழியே 

செயல்படும் 7, 2 என்னும் சமஎதிரிணைவிசைகள் ஒரு ச௬ுழலிணை 
யாகும்; அதன் திருப்புத்திறன் - - 27, 

A. @-—15
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௰,50 வழியே செயல்படும் P,P விசைகள் ஒரு சுழலிணை 
யாகும்; 

இச் சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் - 2], 

AB,CD வழியே செயல்படும் விசைகள் ஒரு சுழலிணையாகும் ; 

இச் சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் - 2/ ஸ்ட, 

24,280 வழியே செயல்படும் விசைகள் ஒரு சுழலிணையாகும் ; 

இச் சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் - 74 910 4, 

இந்நான்கு சுழலிணை களும் சேர்ந்து ஒரு தனிச் சுழலிணைக்குச் 

சமமாகும். 

இத்தனிச் சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் - 27 27/1 2/1 

+ Pisin « 
= 21P (sinx - 1) 

மாதிரி 66: ஓர் ஒழுங்கு அறுகோணத்தின் ஒரு முகவொழுங்கி 

வெடுக்கப்பட்ட பக்கங்களின் வழியே ௬, 6, ௩ம் 67 என்னும் 

விசைகள் செயல்படுத்தப்படுகின் றன. 

dte=at+b; at+fec+d 

- என்றால் அவைகள் ஒரு தனிச் சுழலிணைக்குச் சமமாசூமென்று 

காட்டுக, இச் சுழலிணைபின் திருப்புத் திழனை ௬, ம, ௦, சீ. யின் 
சார்பில் கணக்கிடுக. 

தீர்வு 
ஒழுங்கு அறுகோணத்தின் மையம் 9 என்க, 0 விலிருந்து 

ஒவ்வொரு பக்கத்தின் செங்குத்துத் தூரமும் ற என்று கொள்க. 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகள் யாவும் ஒரு தனிச் சுழலிணை 
யாகச் சுருங்கவேண்டுமாயின் அவற்றின் தளத்திலுள்ள எந்த 
புள்ளியையும் பற்றி அவ்விசைகளின் திருப்புத்திறன் களின் 
இயற்கணித மொத்தம் ஒரு மாறிலியாகவும், அத்தனிச் 
சுழலிணையின் திருப்புத்திறனுக்குச் சமமாகவுமிருக்கும். 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகள் 6 . 0 யாவும் 0 திருப்புத்திறன் 
கொண்ட ஒரு தனிச் சுழலிணைக்குச் சமம் என்று பகன் 

, . 9,4ீமீ ஆகிய புள்ளிகள் பற்றி எல்லாவிசைகளின் திருப் 
புத்திறன்களின் . மொத்தங்கள் காண்க... இம் மொத்தத் 
திருப்புத்திறன்கள் ஒவ்வொன்றும் 0 க்குச் சமமாகும்.
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0 ஐப் பற்றி திருப்புத்திறன்களின் மொத்தம் 

மம ரம] - 

Hsiug, (@tb+c+d+te+fyp =G@ .௨ டு 

அ ஐப் பற்றி திருப்புத்திறன்களின் ுமாற்தம்: 

(6 + e)p + (c + d) 2p ௩0 ௨. (2 

  

B ஐப்பற்றி திருப்புத்திறன்களின் மொத்தம் : 

(சரித (ஒழ. 0 we ae (3) 

(1)—(2) : at+fectd 

(1)--(3: சர்ச சீட்டு' 

இப்பொழுது, F ஐப்பற்றி விசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் 
மொத்தம் காண்க. 

G = (a+ d)p+ (b+ c)2p 

= (a+ 2b+2¢+ d)p. 
ஆகவே,ச--7- 2-4 ச,சீரச- 2-ம் எனில் 0,4,8 ஆகிய 
புள்ளிகள் பற்றி கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளின் திருப்புத் திறன்களின் மொத்தம் 0 என்னும் மாறிலியாகயிருப்பதால், 
'கொடுக்கப்படுள்ள விசைகள் யாவும் 0 திருப்புத்திறன் 
கொண்ட ஒரு தனிச் சுழலிணைக்குச் சமமாகுமென்று காண் 

கிறோம். 

இத்தனிச் சுழலிசணையின் திருப்புதிறன் -(9-261-22-12) p,
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மாதிரி 67 ஒரு மீட்டர் பக்கமுள்ள ஒரு ஒழுங்கு அறு 
கோணத்தின் AB, BC, 02, 22 87) 74 ஆகிய பக்கங்களின் 
வழியே ஆறு ஒரு தள விசைகள் ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் 
மீது செயல்படுகின்றன. இத்திசைகளில் அவற்றின் அளவு 
கள் முறையே 10 கி. கி,, 20 கி. கி, 30 கி, கி, ற ஆகும், 
இத்தொகுதி ஒரு தனிச் சுழலிணையாகச் சுரூங்குமெனில் 20: 
ஐக் காண்க. அத்தனிச் சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் 755 
மீட்டர் கி கி. என்றுகாட்டுக. 

தீர்வு 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளை கீ திசையிலும், 48க்குச் 

செங்குத்துத் திசையிலும் விசைப்பிரிப்புச் செய்க. 

கிமி என்பது ஓழுங்கு அறு கோணமாகையால், ச 
வழியே 4.8க்கு வரையம்படும் செங்குத்து வழியாகச் செல்லும் 

X, 7 என்பன மூறையே, 42, 42 வழியே பிரிக்கப்பட்ட குத்தும் 
பிரிவுகளின் மொத்தங்கள் என்று கொள்க. 

  

X= 10 + 20 cos 60° ~ 30 cos 60° — 40 

~ P cos 60° + Qcos 60° ப 

-10410-15-0_ 42 

~ 4(Q~P) - 35. 
Y = 0 + 20 sin 60° +.30 sin 69° + O-'P sin 0° ~ @ sin 60:
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கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகள் ஒரு தனிச்சுழலிணையாகச் 
சுருங்கவேண் டுமாயின் அவற்றிற்கு ஒரு தனி விளைவு விசை 
இருக்கக் கூடாது 

X=0, Y=0. 

0- 2௨70 
02-50 

P= - 10,Q= 60, 

அதாவது 72 என்பது FE வழியே செயல்படும் 10 கி. கி. எடை 
யுள்ள விசை. 

0 என்பது /7,4 வழியே செயல்படும் 60 கி. கி. எடையுள்ள 

விசை இப்பொது, அறு கோணத்தின் மையம் 0 என்க. 

டுக்கும் பக்கங்களுக்கு முள்ள தூரம் - > tan 60° = ப், 

0 ஐப் பற்றி விசைகளின் திருப்புத்திறன் களின் மொத்தம் 

_ ம) -2(7)-2(1 1-2 (2) 

- 10 (+) + 60 (5) = B38 &. &. 

மாதிரி 68 ABCD என்பது 2 அலகு நீளமுள்ள பக்கங் 
களைக் கொண்ட ஒரு சதுரம். 2.4, 80, 20, 0.4 என்ற ஒரு மூக 

வரிசையிலெடுக்கப்பட்ட பக்கங்களின் மீது ௭, 5, ௦. d, என்னும் 
அளவுகள் கொண்ட விசைகள் செயல்படுகின்றன. மூலைவிட் 

டங்கள் 40), 0.9 வழியே முறையே ற$, ரம. என்னும் அளவு 
sepia விசைகள் செயல்படுகின்றன. றர 2-௫ 
2-9: 2- மிஎனில், அவ்விசைகள் ச ம். ௦4 சீதிருப்புத் 
திறன் கொண்ட ஒரு சிழலிணைக்குச் சமமென்று காட்டுக, 

தீர்வு 
40 8 ஆகிய மூலை விட்டங்களின் வெட்டும்புள்ளயை 

4 என்க. பக்கங்களின் நீளம் 2 அலகு ஆதலால், ஒவ்வொரு
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பக்கத்திலிருந்தும் 0 வின் செங்குத்துத்தூரம் 1 அலகு ஆகும். 

42 வழியே இவ்விசைகளின் பிரித்த பகுதிகளின் மொத்தம் x 

safe, x =a-c+ pcos 45° +4 2 cos 45° 

  

  
  

ற ௨ 6 

ந 

312 ் 
டி 

12 | 
d P ் 

$ 

t 

a ! 
3 ் oA L a நி, 

வடம் 108 

=a-ct+tpr+4. 
42 க்குச் செங்குத்துத் திசையில் விசைகளின் பிரித்த பகுதி 
களின் மொத்தம் 1 எனில், 

Y = b - d+ py2 sin 45° ~ qv2 sin 45° 

=b—d+p—q. 

இவ்விசைகள் ஒரு தனிச் சுழலிணையாகச் சுருங்க வேண்டு. 

மாயின் 4-0), 7-0 ஆகவேண்டும். 

உ றர 0-௮ 

p-q=d-—b. 

அல்லது, ற 9- 6-8, றம மீ: 6 எனில், விசைகள் 
யாவும் ஒரு தனிச் சுழலிணையாகச் சுருங்கும், 

0ஐப் பற்றி இவ்விசைகளின் மொத்தத் திருப்புத்திறன் 
= al) + B(1) + c(1) d(1)+pv2 ©) + gv2 (0) 

ஆகவே, தனிச் சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் - (௪ ம் 42 +dy 

மாதிரி 69 ௩480 யின் தளத்தில் செயல்படும் ஒரு விசைத் 
தொகுதி அயில் கோணம் /4/0யின் உள்ளிரு சமவெட்டி 

வழியே செயல்படும் ஒரு தனி விசைக்கும், 0 திருப்புத்தீறன் 
கொண்ட ஒரு சுழலிணைக்கும் ஈகிறது. அத்தொகுதியின் மகம
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B,C ஆகிய புள்ளிகள் பற்றிய திருப்புத்திறன்கள் முறையே 
Gy, 0. எனில், 

(b+ e)G, = bG, + ¢G, 

என்று நிறுவுக. 

தீர்வு : 28.40 யின் உள்ளிருசம வெட்டி வழியே செயல் 

படும் தனிவிசையை 2£ என்க: 

முக்கோணத்தின் தொகுதியானது விசை £ம், 0, திருப்புத் 
திறன் கொண்ட சுழலிணையும் சேர்ந்த தொகுதிக்குச் சமமென்று 
கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 

0௨ - நிஜப் பற்றி முக்கோணத்திலுள்ள விசைத் 

தொகுதியின் திருப்புத்திறன் 

* மிஜஐப் பற்றி £இன் திருப்புத்திறன் -- 0, 
5 )%ியிலிருந்து சமமெ ட்டியின் தூரம் - 0, i 

ர R.AB sin 4 + G, 

apteug, Gy - G, = - R.ABsin 3. 

@siGune, G,-G, = R.AC sin 4 . 

Go-G,;_ _AB_ ie 
0. - 6, AC b 

அல்லது, L(G, - G,) = c(G, - G,) 

6G, + cG, = (b + c)G,. 

மயிற்சி 8 

(1) 4800 என்பது 3 அடி நீளப்பக்கங்கள் கொண்ட ஒரு 
சதுரம். 2, 442, 2, 442,8 ராத்தல் எடைகளுள்ள விசைகள் 

மூறையே 42, 9, 02, 40, 0 வழியே செயல்படுகின் றன. 

அவற்றின் விளைவு 6 அடி ராத்தல் திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு 
சுழலிணை யென்று காட்டுக. 

(2) 4800 என்னும் சதுரத்தின் 48, 00 ஆகிய பக்கங் 
களின் வழியே ஒவ்வொன்றும் 8 கி.கி. எடையுள்ள விசைகளும்
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செயல்படுகின்றன. சதுரத்தின் பக்கம் 4 மீட்டர் எனில் சம 

நிலை விளைவிக்கும் சுழலிணையின் திருப்புதிறன் காண்க. 

3 4800 என்பது ஒரு நாற்கரம், 48 ஃ 5 மீட்டர், 

2-8 - 4மீட்டர், 42 - மீட்டர்; 10 கி. கி.,8 கி.கி. 
6கி.கி,எடைகளுள்ள விசைகள் முறையே 42, 80,00, 4 

._ வழியே செயல்படுகின்றன. அவை ஒரு சுழலிணைக்குச் 
சமமென்று காட்டுக, அச்சுழலிணை;பின் திருப்புத்திறன் 
காண்க. 

(4) 2மீட்டர் பக்கமுள்ள ஒரு சமபக்க முக்கோணத்தின 
AB, BC, 40 ஆகிய பக்கங்களின் வழியே முறையே 2 கி.கி., 

4 கி. கி, எடைகளுள்ள விசைகள் செயல்படூன்றன. இத் 
தொகுதியானது 8 வழியே ௦4 யின் திசையில் செயல்படும் 
242 கி.கி, எடையுள்ள விசையுடன் 443 மீட்டர் கி. கி, திருப் 
புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலீணைக்குச் சமம என்று காட்டுக. 

(5) ABCD என்பது ஒரு சதுரம். ஒவ்வொன்றும் 2 ராத்தல் 
எடையுள்ள விசைகள் 42, 0 வழியேயும், ஓவ்வொன்றும் 5 
ராத்தல் எடையுள்ள விசைகள் 4/2, 08 வழியேயும் செயல் 
படுகின்றன. சதுரத்தின் பக்கம் 3 அடி எனில், இவ்விசை 
களுடன் சம நிலை பெறும் சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் காண்க: 
(சென்னை பி,எஸ்ஸி,. 1965 செப்.) 

(6) ABCD என்னும் நாற்கரத்தின் பக்கங்கள் வழியே 
> > > > . மூறையே p. AB, g. BC, r.CD, s. DA என்னும் விசைகள் 

செயல்படுகின்றன. 0 என்பது மூலை விட்டங்களின் வெட்டுப் 
புள்ளி. இத்தொகுதியாது ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமென்று 
தரப்பட்டால், 

வ [இ . 
OCT sp MOE OF 5. என்றும் காட்டுக. 

(2) 4800 என்னும் செல்வகத்தில் ,/5 

= DA 

= CD =a,BC 
>> - 5:40 80 வழியே 2, 2 என்னும் விசைகளும், ,48 >> 

ம வழியே 9, ட என்னும் விசைகளும் செயல்படுகின்றன. 

4 யில் செயல்படும் P, O ஆகிய விசைகளின் விளைவு விசைக்கு 
ன்
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. க ட்ட , Pa-Qb . 
மிடையே புள்ள செங்குத்துத்தூரம் Wry orn என்று நிறுவுக. 

>> 
(8) 2, என்பன இரு ஒரு திசையி ணைவிசைகள். அவற்று 

டன் 0 எனும் திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணை சேர்க்கப் 

பட்டால், அவ்விசைகளின் விளைவு விசை அது தூரத்திற்கு 

இடம் பெயருமென்று காட்டுக, 

(9) 4; 8 என்னும் நிலையான புள்ளிகளில் செயல்படும் 

இரு சம எதிரிணை விசைகள் 0 திருப்புததிறன் கொண்ட ஒரு 
சுழலிணையாக அமைகிறது. அவற்றின் செயற்கோடுகள் ஒரு 
கேர் கோணத்திற்குத் திருப்பப்பட்டால் அவை 77 திருப்புத் 

திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணையாக அமைகிறது. இரண்டு 

1க்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும் போது அவை 402-174 

திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணையாக அமையுமென்று 
காட்டு, 

(10) 486 என்பது ச நீளப் பக்கங்களுடைய ஒரு சமபக்க 
முக்கோணம், 2, 2, 8 என்பன முறையே . 860, 64, 48 ஆகிய 

> | 
பக்கங்களை 2 : 1 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கின்றன. 2 க்குச் 
சமமான மூன்று விசைகள் 2, 2. ஈ என்ற புள்ளிகளில் பக்கங் 

களுக்குச் செங்குத்தாகவும் வெளிப்புறமாகவும் செயல் 

படுகின்றன. 2. திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலீணைக்கு 
அவை சமமென்று காட்டுக, 

(li) ABC என்பது ச நீளப் பக்கங்களுடைய ஒரு சமபக்க 
மூக்கோணம், 2, 2, 77 என்பன முறையே 46௦, 04, 48 ஆகிய 

‘ > 
பக்கங்களை 1: 1 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளிகள் PEGE 
சமமான மூன்று விசைகள் D, E, F என்ற புள்ளிகளில் பக்கங் 
களுக்குச் செங்குத்தாகவும், முக்கோணத்திற்கு வெளிப்புறமாக 

வும் செயல்படுகின் றன. அவ்விசைகள் யாவும் வண 

திருப்புத்திறன் கொண்ட சுழலிணைக்குச் சமமென்று காட்டுக 

(12) X,Y, Z என்பன &4860 யின் BC, CA, AB ஆகிய 
பக்கங்களை 1 4- Kil - ), என்னும் ஓரேவிகிதத்தில் ஒருமுகப், 

%
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போக்கில் பிரிக்கும் புள்ளிகள் ௩4.80 யின் பரப்பு ௩ எனில், 
4 21), சீ ஆகியவற்றால் குறிப்பிடப்படுகின்ற விசைகள் 
2). ஃ திருப்புத்திறன் கொண்ட சுழலிணைக்குச் சமமாகுமென் று 

நிறுவுகஃ 

(13) ABC என்பது ஒரு முக்கோணம் A’ B’ C’ ster ug 
மூறையே 4, 8, 6 வழியே செல்கின்ற 96”, 0141, A'B’ etesrgpnbd 
பக்கங்களைக் கொண்ட மற்றொரு முக்கோணம், Ka, Kb, Ke 

என்பன முறையே 47,2',0” வழியே 86,044, 49 க்கு இணையாக 
செயல்படும் விசைகள் ௩450” இன் பரப்பு & எனில், அவ் 
விசைகள் 28௩ திருப்புத்திழன் கொண்ட ஒரு சுழலிணைக்குச் 
சமமென்று காட்டுக. 

(14) Ka, Kb, Ke என்பன ௩490 யின் வெளிவட்ட 
மையங்களான 7,779 ஆகியவற்றின் வழ்யே முறையே BC 
4, 48 ஆகிய பக்கங்களுக்கு இணையாகச் செயல்படும் விசை 
கள் £ என்பது ௩ 486 யின் சுற்றுவட்ட ஆரையெனில், அவ் 
விசைகள் 28(௪ 4 64 2) 8 திருப்புத்திழன் கொண்ட ஒரு' 
சுழலிணைக்குச் சமமென்று காட்டுக, 

% 

(15)”.4.86,7208 என் பனஒரே தளத்திலுள்ளவெவ்வேறுஅளவு 
கள் கொண்ட இரண்டு சமபக்க முக்கோணங்கள் 42, தீ, 62 

- >>> . என்னும் விசைகள் முறையே 4,8,0 ஆகிய புள்ளிகளில்செயல் 
படுகின்றன. அவை ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமென்று காட்டுக. 

(169 480087 என்பதுச நீளப் பக்கமுடைய ஒரு. 
ஆ ஒட பு. 

ஒழுங்கு அறுகோணம். 7, 42, 32,2572, 66, ஆகிய விசைகள் 
மூறையே 48, BC, DC, ED, 24, 47. வழியே செயல்படு 

ல உ 43 ட்ட . சின்றன இந்த ஆறு விசைகளும் “5 Pa Borys Sper 
கொண்ட ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமென்று காட்டுக, 

(17) ABCDEF என்பது 
> >> > 
22, 32, 52, 62 என்னும் வி 

> 

ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணம் 2, 

் சைகள் முறையே 42, 80, DC, EF, AF வழியே செயல்படுகின்றன. இவ்விசைகளுடன் சேர்ந்து ஒரு சுழலிணையாக அமையும்வண்ணம் நற வழியே விசையை . நிர்ணயிக்க முடியுமென்று காட் 3 14g 
திறன் காண்ட. று காட்டுக, அச்சுழலிணையின் திருப்புத்
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(18) 4200 என்னும் நாற்கரத்தின் ஒரு மூகவரிசையி 

லெடுக்கப்பட்ட 42, 8௦, 02, 0.4 வழியாக நான்கு விசைகள் 
அவை செயல்படும் பக்கங்களைப் போல் முறையே ற, ஏ,ஈ 4 
மடங்கு அளவுகளுடன் செயல்படுகின்றன. 0 என்பது மூலை 

விட்டங்களின் வெட்டுப்புள்ளியெனில், (6-2) OA = (q—n 
0௦,ம-08- 2 02 என்றால் அவை ஒரு சுழலிணைக்குச் 
சமமென்று காட்டுக. 

>> >> 
(19) ABCD sera சதுரத்தில் 2, 22, - 2,272 என்னும் 

விசைகள் முறையே 49,89௦, ம,,4 ஆகிய பக்கங்களின் 
வழியாகச் செயல்படுகின்றன. BD, CA ஆகிய ஒவ்வொன்றின் 
வழியாகவும் 74/2 என்னும் விசைசெயல்படுகிறது. இவ்விசை 

கள் 22.48 திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணையாக 
ஒடுங்குமென்று காட்டுக. 

(20) & பரப்புடைய 4.80 என்னும் முக்கோணத்தின் முனை 

களில் முறையே ),:80), ),.04, ),..48 அளவுகளுள்ள விசைகள் 

செயல்படுகின்றன. அவற்றின் செயற்கோடுகள் சந்திக்கும் 

பக்கங்களுடன் ர் என்னும் கோணத்தையுண்டு பண்ணு, 

கின்றன. அவ்விசைகள் 4),& ௦05 ர திருப்புத்திறன் கொண்ட 
, ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமென்று காட்டுக.



5, . ஒருதள விசைகள் 
(COPLANAR FORCES) 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மீது செயல்படும் எவ்வெண் 
.ணிக்கையிலுமான விசைகளின் செயற்கோடுகள் ஒரே தளத்தி 
ஸிருப்பின் அவை ஒரு தளவிசைகள் அல்லது சமதளவிசைகள் 

(00018127 (0068) என்றழைக்கப்படுகின்றன. இத்தகைய ஒரு 
தள விசைகளின் விளைவுகளின் தன்மைகள் பற்றி ஆராய் 
வோம். 

தேற்றம் : ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது செயல்படும் 
எந்த விசைத் தொகுதியையும் ஒரு தனி விசையாக, அல்லது 
ஒரு தனிச் திழலிணையாகச் சுருக்க முடியும். 

இணைகர விதியின்படி, ஒன்றையொன்று வெட்டிக்கொள் 
ஸம் செயற்கோடுகளையுடைய இரு விசைகளின் தொகுப்பு ஒரு 
தனி விசையென்று கண்டோம். மேலும், ஒரு சுழலிணையாக 
அமையாத இரு இணைவிசைகளின் தொகுப்பு எந்த இரு விசை 
களின் தொகுப்பு ஒருதனி விசையென்றும் கண்டோம். ஆகவே, 
சுழலிணையாக அமையாத எந்த இரு விசைகளையும்.. ஒரு தனி 
விசையாகத் தொகுக்க முடியுமென்று அறிகிறோம். 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மீது செயல்படும் ஒருதள '.விசைகளுள் சுழலிணையாக அமையாத ஏதேனுமிரு விசைசளளைத் 
> 

தெரிவு செய்து அவற்றை R, என்னும் ஒரு தனி விளைவு விசை 
* ட . ௪ 

‘ 
> யாகத் தொகுக்கவும். பின், எஞ்சியுள்ள விசைகளுள் Ry உடன் சுழலிணையாக அமையாத ஏதேனுமொரு விசையைத் 

> ஃ . Cphey ewig: R, உடன் சேர்த்து 8, என்னும் தனி விளைவு 
> 

விசையைக் காண்க; பின் எஞ்சியுள்ள விசைகளுள் Rg உடன்
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ச௬ுழலிணையாக அமையாத ஏதேனுமொரு விசையைத் தெரிவு. 
> > 

செய்து 8; உடன் சேர்த்து 7) என்னும் தனி விளைவு விசை 
யைக் காண்க, இம்முறையைத் தொடர்ந்து செய்துவர, இறுதி 
யில் ஒரு தனி விசை அல்லது ஒரு தனிச்சுழலிணை மிஞ்சியிருப் 
பதைக் காணலாம். இத்தனி விசை அல்லது ஒரு தனிச் 
சுழலிணையே கொடுக்கப்பட்டுள்ள் விசைத் தொகுதியின் 

விளைவு ஆகும். 

தேற்றம் : ஒரு. கட்டிறுக்கப் பொருளின்மீது செயல்படும் 

ஒருதள விசைகளின் தொகுதி ஒரு சுழலிணையாகச் சுருக்கப்படு. 

மாயின், அவற்றின் தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி பற்றி 

அவ்விசைகளின் திருப்புத் திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் 

ஒரு மாறீலியாகவும், அச்சுழலிசையின் திருப்புத்திறனுக்குச் சம: 

மாகவுமிருக்கும். ் 

ஆஆஆ ஃ 
Py, Pa. Pay வய , Py என்பன ஒரு கட்டிறுக்கப் பொரு... 

fer Bg செயல்படுகின் ற ஈ॥ ஒருதன விசைகள் என்று கொள்க... 

0 என்பது அத்வளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி. 

> > 
P, corgyih Peneurargs O anPGu 7; க்சூ இணையான: 

ஒரு சம விசையுடன் ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமாகும். 

> > 
iP, என்னும் விசையானது 0 வழியே 7, க்கு இணையான 

ஒரு சம விசையுடன் ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமாகும். 

> > 
P, என்னும் விசையானது 0 வழியே £,க்கு இணையான: 

ஒரு சம விசையுடன் ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமாகும். 

இதுபோல் ஒவ்வொரு விசையும் 0: வழியே செயல்படும் 

ஒரு சம இணைவிசையுடன் ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமாகும். 

- ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஈ விசைகளும் 0 வழியே - 

செயல்படும் 1 விசைகளுடன் ஈ சுழலிணைகளுக்குச் சம 

மாகுமென்றறிகிறோம். ஆனால் இந்த ஈ சுழலிணை களின் விளைவு. 

ஒரு தனிச்சுழலிணையாகும். ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள 

உ விசைகளும் 0 வழியே செயல்படும், ஈ.விசைகளுடன் ஒரு, .
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சுழலிணை சேர்ந்த தொகுதிக்குச்சமமாகும். ஆனால் ட என்ற 
புள்ளி புற்றி இந்த ஈ விசைகளின் திருப்புத்திறன்களும் பூச் 

.யமாகுமாகையால், O என்னும் ஏதேனு மொரு புள்ளி பற்றி 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் இயற் 

கணித மொத்தமானது அவ்விளைவுச் சுழலிணையின் திருப்புதிற 
ணுக்குச் சமமாகும். அவ்விளைவுச் சுழலிணையாது கொடுக்கப் 
பட்டுள்ள விசைத்தொகுதிக்கு நிலையானதாயிருக்குமாகையால் 

அதன் திருப்புத்திறன் ஒரு மாறிலியாகும. 

ஏதேனுமொரு புள்ளியைப்பற்றி ஒரு விசைத் தொகுதியின் 

திருப்புத்திறன். 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது செயல்படும் ஒரு தள 
விசைத் தொகுதியின் தளத்தில் 0:,0ர என்னும் தேர்குத்து 

அச்சுக்களை எடுத்துக்கொள்க. 0 என்பது 0 என்ற ஆதியைப் 

பற்றி அவ்விசைத் தொகுதியின் திருப்புத்திறன் என்று கொள்க. 
சிரி என்பது அத்தளத்திலுள்ள ஏதேனு மொருபுள்ளி. 
இப்புள்ளியைப் பற்றி அவ்விசைத் தொகுதியின் திருப்புத்திறன் 
காண்போம். 

0% திசையில் இத்தொகுதியைச் சேர்ந்த விசைகளின் 
பிரித்த பகுதிகளின் மொத்தம் 7” என்றும் Oy திசையில் பிரித்த 
பரூதிகளின் மொத்த * என்றும் கொள்க, 

20௦2) என்ற புள்ளியைப்பற்றி கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
விசைகளின் திருப்புத்திறன் களின் மொத்தம் 0! என்க. 

ம் - 04 (03) என்ற புள்ளியை %, * ஆகிய விசை 
களின் திருப்புத்திறன் களின் இயற்கணித மொத்தம் 

=GtXy,-¥x. 

3, 7 ஆகியவற்றை விளைவு விசை £ இன் பிரித்த பகுதிகளாகக் 
கருது Rx, Ry என்று குறிப்பிட்டால், 

0-0 3] இட 

ஆகும். rj 

தேற்றம் ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மேல் செயல்படும். ஒரு தள விசைகள் ஏதேனு மொரு குறிப்பிட்ட புள்ளி வழிச் 
செயல்படும் ஒரு தனி விசைக்கும் ஒரு சுழலிணைக்கும் சமம். 

Fi, F,, Fs eee என்பன ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் 

(மல் Ag, Agy Agueee ஆகிய புள்ளிகளில் செயல்படும் ஒரு தள.
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விசைகள். 0 என்பது அப்பொருளில் ' அத்தளத்திலுள்ள 
ஏதேனுமொரு புள்ளி. 

௦ஐ ஆதியாகக் கொண்டு அதே தளத்தில் 00,00 என்னும் 

செங்குத்து அச்சுக்களைக்குறித்துக் கொள்க. இவ்வச்சுக்களைக் 
குறிப்பீடாகக் கொண்டு 4, 4, 4... ஆகிய புள்ளிகளின் 
அச்சுத்தூரங்கள் முறையே 1), (22,]2), ரி... ப பககக 
என்க. 

  

படம் 104 

ஆடத் 
9) Be Ys «as என்பன 00% தி-சக்கும் Fy, Fy, F,, eee ஆகிய . 

விசைகளின் திசைகளுக்கு முள்ள சாய்வுக்கோணங்களெனில், 
இிவ்விசைகளின் 0% திசை வழிக் கூறுகள் முறையே 7, 0086 
சீ) 005 0), 7ர0080, ... என்றும் ர திசை வழிக்கூறுகளை 

முறையே %,டி% %,5... என்றும், 00 வழிக்கூறுகளை முறையே 

பர, 7... என்றும் குறிப்பிடுக. 

ட 7,000 490066) Xs = Fy cos Osi... 

, Y, = F, sin0,;Y¥. = F, sin 0.; Ys = Fy sin Q,; ... 

இப்பொழுது 0 வழியே 0,,0%” திசைகளில் முறையே X,,X, 

என்னும் சம எதிர்த்திசைகளையும் 09, 0)” திசைகளில் Y,,y, 
என்னும் சம எதிர்த்திசைகளையும் செயல்படுத்துக. இவ்விசை 

கள் ஒன்றை யொன்று ஈடு செய்து விடு மாகையால் பொருளில் 

எவ்வித விளைவையும் ஏற்படுத்தமாட்டா, 

இப்பொழுது 4; இல் செயல்படும் Y, என்னும் விசைக் 
கூறும், வின் Oy’ வழியே செயல்படும் Y,. OL, = Y;x,
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= X,Y, என்னும் திருப்புத்திறன் கொண்ட சுழலிணையாக 
அமையும், ் 

இதுபோல், 4; இல் செயல்படும் %, என்னும் விசைக் 
கூறும், 0 வில் 0%1 வழியே செயல்படும் %, என்னும் விசை 
யும் இருசம எதிரிணை விசைகளாதவின், அவை — X,. AL; 

= — கடர - அட ட என்னும் திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு 
சுழலிணையாக அமையும், 

இவ்விரு சுழலிணைகளையும் டே, 1-3 ட்டு திருப்புத்திறன் 
கொண்ட ஒரே சுழலிணையாகத் தொகுக்காலம். ஆகவே, 0-வில் 
செயல்படுத்தபட்ட நான்கு விசைகளுள் எஞ்சியிருப்பவை Or 

வழியே செயல்படூ ட வீசையும், 0) வழியே செயலஃபடு 7, 

> 
விசையுமாகும். அதாவது, சீட இல் செயல்படும் 7, என்னும் 
விசையானது (2, 1, நட்ட திருப்புத்திறன் கொண்ட, ஒரு 
சுழலிணைக்கும், 05, 0), வழியே செயல்படும் ந, 7”, என்னும் 
விசைகளுக்கும் சமமாகும், 

டட > . 

இதுபோல், A, இல் செயல்படும் Fy என்னும் விசையானது 
(xs Yo — Ya Xs) SQUYSP ps Qaram ge சுழலிணைக்கும், 
0, ரெ வழியே செயல்படும் 26 77, என்னும் விசைகளுக்கும் 
சமமாகும். 

> 

45 இல் செயல்படும் 7, என் 

நு 29) திருப்புத் திறன் கொண்ட 
வழியே செயல்படும் 76, 77, 

னும் விசையானது (டி 7, - 
ஊட ஒரு சுழலிணைக்கும், 2௦0. 0)! 

என்னும் விசை களுக்கும் சமமாகும். 
இவ்வாறு, அப்பொருளின் மேல் செயல்படும் வ்கெ ர 

விசையும் ஒரு சுழலிணைக்கும், ௨௦, ௦): வழியே செயல்படும் அதன் கூறுகளுக்கும் சமமாகுமென்று காண்கிறோம், 

>>> ஆகவே, அப்பொருளின் மேல் ரெயல்படும் F,, Fa, Fg, எனனும் விசைகள் முறையே (x1¥,; - y,X;), (X.Y, - 2, (207 - சட... திருப்புத்திறன் கனக் கொண்ட சுழலிணை களுக்கும், 0% செயல்படும் கடட டி 
களுக்கும், 0) வழியே செயல்படும் சப. பப என்ற விசைகளுக்கும் சமமாகும், 

tee eee என்ற விசை 

இச் சுழலிணைகள் யாவும், 

30 பீட-ீட்- டர, 
கோட 09)42) 4 (xs¥, 

oo 

220) 4 ௮ ணு + 
“99297... ப. ௩. 0 என்க .
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என்னும் திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒருதனிச் சுழலிகனயாகச் 
சுருங்குமென்று நாமறிவோம். 

OX வழியே செயல்படும் ட், ட், Xero... Bu விசை 
ser une SX =X, +X, + Xe ti... = x (என்க) 
என்னும் ஒரு தனி விசையாகவும், 0 வழியே செயல்படும் 
7, *,, 77, .்....॥ஆகிய விசைகள் யாவும் 57, 2-7 417, 7 

யாம் (என்க) என்னும் ஒரு தனி விசையாகவும் 
சுருங்கும், 

மேலும், X.Y என்னும் இவ்விரு தனி விசைகளையும் R 
என்னும் ஒரூ தனி விசையாகத் தொகுக்கலாம். 0 திசையுடன் 
7: இன் சாய்வு 6 எனில், 

R= நட, tan 8-3 

ஆகும். மேலும் 8: ஆனது 0 வழியே செல்லுமென்பது தாம் 

அறிந்ததே 

ஆகவே, அக்கட்டிறுக்கப் பொருளின் மேல் செயல்படும் 

ஒரு தளவிசைகள் யாவும் 0 வழியே செயல்படும் 4 ந* 77 

என்ற அளவும் 0% திசையுடன் (ஐ! (+) என்ற சாய்வும் 

கொண்ட 2 என்னும் ஒரு தனி விசைக்கும், 

2-7.) என்னும் திருப்புத்திறன் கொண்ட 
ஒரு தனிச் சுழலிணைக்கும் சமமாகும், 

குறிப்பு1 &20;040, 

G என்னும் திருப்புத்திழன் கொண்ட அவ்விளைவுச் 

சுழலிணையை-? என்னும் புயம் கொண்ட மற்றொரு சுழலிணை 

யாக, அதன் விசையானது விசை 28 ஐ விளைவு நீக்கம் செய்யும் 
வண்ணம் அதற்குச் சமமாகவும் எதிராகவுமிருக்குமாறு 
மாற்றுக, 

இப்புதிய சுழலிணையின் திருப்புத் திறன் 8 0. 

ஆகவே, விளைவில் எவ்வித மாறுதலு மேற்படாது. 

இம்பொழுது 0 வில் செயல்படுகின்ற 2, £ என்னும் சம 
எதிர்விசைகளிரண்டும் ஒன்றையொன்று ஈடுசெய்து விடுமாகை 

அ. g.—16
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கரணிகளான ஹைட்ராக்கில் அம்மீன் அல்லது ஃபினைல் ஹைட்... 

Teor ஆகியவற்றினால் அத். தொகுதி இருப்பதை உறுதிப்படுத்த. 
முடியவில்லை. மேலும், இச் சேோர்மத்தை ஓடுக்குவது மிகக்கடினம். 
பெல்லேடியத்தின் முன்னிலையில் 4-பைரோனை ஹைட்ரஜனுடன் : 

ஹைட்ரஜனேற்றத்திற்கு உள்படுத்தனால் டெட்ரா ஹைட்ரோ : 
euGrirer (tetrahydropyrone) உண்டாகிறது. காமா பைரோன்-: 

சில 'அரோமாடிக் பண்புகளைப் பெற்றிருக்கிறது: ஃபொரரிக் 
குளோரைடின் முன்னிலையில் புரோமினுடன் வினைபட்டு ஒரு. 

கூடுதல் விளபொருளான பெர் புரோமைடு உண்டாகிறது. இது 

நீராவியால் காய்ச்ச வடிக்கப்பட்டு- 9-புரோமோ மற்றும் 8, 5-. 

டைபுரோமோ பைரோனைக் கொடுக்கிறது. 

4-பைரோன் வளையம் காரங்களுடன் எளிதில் வினைபட்டு 

அதிலுள்ள ஆக்சிஜென் பிணைப்புப் பிளக்கப்படுகிறது. எடுத்துக் 

காட்டாக, 2,6-டைமெத்தில் பைரோன் காரத்துடன் வினைபட்டு 

ஒரு டிரை &ீட்டோன், ஹெப்டேன் டிரைஓன் உண்டாகிறது: 

i 0 [9 இ 

> ot. t ॥ 
் கவ ல 

HC பே H20 HC CH : H.C CHe 
cH | | கவத ॥ ॥ ஆ d 

3 —C C—CH3 CH3;— —CH3 CH; _ 0. 
| 

S bu bu J g 0 

4-பைரோன்களின் மிச முக்கியமான தனிப்பட்டப் பண்பு 

அவை வீரிய அமிலங்களுடன் வினைப்பட்டு ஆக்சோனியம் வகை 

யைச் சோர்ந்த (பைராக்சோனியம் உப்புகள்) உப்புகளை உண்டாக்கு 

வதாகும். ஒரு ஹைட்ரஜன் அயனி பல்வேறு ஆக்சிஜனைப் பெற் . 

றுள்ள சேர்.மங்களுடன், ஆக்சிஜன் அணுவின் தனித்த எலெக்ட்.. 

ரான் இணையின் வழியாக இணைந்து ஆக்சோனியம் உப்புகள் 

உண்டாக்கப்படுகன்றன. அம்மோனியம் உப்புகள் உண்டா: 

வதைப் போன்ற வழியிலேயே இவ் வினை நிகழ்கிறது. 

பைராக்சோனியம் உப்புகள் கீழ்க்கண்டவாறு உண்டாக்கப் 

படுகின்றன : 

00 A 

ef + 
HC tH H HC CH 

_ அணி | fl 
al! bu பூ Cl HC CH {Ci- 

Vv %
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கொண்ட ஒரு ..சுழலிணைக்கும் சமம் என்று கண்டோம். 
இவற்றுள் 0-0 ஆகயிருப்பதால் அச் சுழலிசண மறைந்து 
விடுகிறது. ஆகவே, கொடுக்மப்பட்டுள்ள விசைகள் யாவும் 
(2 வழியே செயல்படும் ஒரு தனி விசைக்குச் சமமாகிறது, 
ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒருதள விசைகள் யாவும்: 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒரு புள்ளி வழிடே செயல்படும் ஒரு 
தனி விசைக்குச் சமமாகவேண்டுமானால், அப்புள்ளியைப் . 
பற்றி அவ்விசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் மொத்தம் பூச்சிய 

மாகவும், அப்புள்ளி வழியே செல்லும் இரு செங்குத்துத் திசை 

களில் அவற்றின் கூத்துப்பிரிவுகளின் மொத்தங்கள் தனித். 
தனியே பூச்சியமாகாமலும் இருக்கவேண்டும். ர ரக, 

குறிப்பு 2-0,040. 3-0, 0, 

தனி விசை பூச்சியமாவதால் எஞ்சியிருப்பது சுழலிணை 
யொன்றே. ஆகவே, ஒரு பொருளின் மேல் செயல்படும் ஒரு 
தளவிசைகள் யாவும் ஒரு தனிச்சுழலிணையாகச் சுருங்கவேண்டு 

மானால், அத் தளத்திலுள்ள ஓவ்வொரு புள்ளியைப் பற்றியும் 
அவ்விசைகளின் திருப்புத்திறன் களின் மொத்தம் மாறிலியாக ' 

பிருப்பதோடு, அப்புள்ளி வழிச் செங்குத்துத் திசைகளில் 
அவற்றின் பிரித்த பகுதிகளின் மொத்தங்கள் தனித்தனியே : 
பூச்சியமாக வேண்டும். 

குறிப்புக 70,0044 ௩0,7 0, ப 

கொடுக்கபபட்டுள்ள பொருளின் மேல் செயல்படும் ஒரு 
தள விசைகளின் விளைவாகிய தனிவிசை, தனிச் சுழலிணை 
&பிரண்டுமே மறைந்து விடுவதால் அப்பொருள் சமநிலையி 
லிருக்கும். ஆகவே, ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மேல் செயல் 
படும் ஒரு தள விசைகள் சமநிலையிலிருக்க வேண்டுமானால் 
அத்தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி வழியே செல்லும் இரு 
செங்குத்துத் திசைகளில் அவ்லிசைகளின் குத்துப்பிரிவுகளின் 
மொத்தங்கள் தனித்தனியே பூச்சியமாக வேண்டுமென்பதோடு 
அவற்றின் தளத்தின் மேலுள்ள எந்தப் புள்ளியைப் பற்றியும் 
அவற்றின் திருப்புத் திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் பூச்சிய மாக வேண்டும். 

ர 

ஆகவே, 40, 7-0, 0-0 என்பன. ஒரு: கட்டிறுக்கப் 

பொருளின்மீது செயல்படுகின்ற ஒருதள விசைகளின் சமதிலைச் 
சமன்பாடுகள் (1600௨0 of Equilibrium) என்றழைக்கப்படு, 

கின்றன. 
ப weak de பப.



344 : அடிப்படை இயந்திரவியல் : 

விளைவு cfleng sinerun® (Equation of the Resultants) 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மேல் செயல்படும் ஒரு தள 
தனி விசைகள் அத்தளத்திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி வழியே 
(0 வழியே) செயல்படும் & என்னும் ஒரு தனி விசைக்கும், G 

திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணைக்கும் சமம் என்று 
கண்டோம். இத்தனி விசை 8-ம், சுழலிணை 0-ம் சேர்ந்து 0- 

விலிருந்து $ என்னும் தூரத்திலுள்ள (4 என்னும் புள்ளி: 

வழிமய 7£க்கு இணையான ஒரு சம விசைக்குச் சமமென்று கண் 
டோம். இச்சமவிசை 7 தான் கொடுக்கப்பட்டுள் எ ஒருதள - 
விசைகளின் விளைவு விசையாகும். 

இப்பொழுது 0ஐ ஆதியாகவும், 0௦%, ஐ என்னும் ஏதேமிரு. 

செங்குத்துக் கோடுகளைக் குறியிட்டச்சிக்களாகவும் கொண்டு, 
மேற்கண்ட விளைவு விசை & இன் செயற்கோட்டின் மேலுள்ள. 
ஏதேனுமொரு புள்ளியின் அச்சுத் தூரங்களை (5, )). என்க. 

0' வழியே செல்லும் 4 என்னும் விளைவு விசையானது. 
0 வழியே செல்லும் £ என்னும் விசை, 0: திருப்புத்திறன்: 
கொண்ட சுழலிணை ஆகியவற்றின் வீளைவு விசையாகையால். 

ஆனால், (29) என்னும் புள்ளி 0 வழிச் செல்லும் £ இன்: : 
மேலமைந்தீருப்பதால், இப்புள்ளி பற்றி 0* வழிச் செல்லும் K 
இன் திருப்புத்திறன் பூச்கியமாகும், 

படம் 106 

0 வழிச் செல்லும் 8இன் குத்துப் பிரிவுகள் %, 7 ஆதலின் 6, 9)ஐப் பற்றி £ இன் திருப்புத்திறனானது (5, $)ஐப் பற்றி 2.17 ஆகியவற்றின் திருப்புத் திறன்களின் மொத்தமாகும். 

அதாவது, ஆ - 7% ஆகும்.
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ஆகவே, (5) ஐப் பற்றி 0 வழி 8இன் திருப்புத்திறன் + 
G = 0 என்னும் தொடர்பிலிருந்து, 

நூ) 0௨0 
அல்லது, ழூ -. ¥x = G 

என்னும் சமன்பாட்டைப் பெறுகிறோம். இதுவே, விளைவு 

விசையின் சமன்பாடு ஆகும். 

விளைவு விசைச் சமன்பாட்டை மற்றொரு முறையில் பின் 
வருமாறு பெறலாம்.- 

மாற்று முறை | | 
0 வழியே செயல்படும் £ இன் குத்துப் பிரிவுகள் 0% திசை 

யில் 2 என்றும், 07 திசையில் 7” என்றும் கண்டோம். 

8 இன் திசைக்கும், 06 இன் திசைக்கு மிடையேயுள் 
(கோணம் 6 எனில், 

Reos@ = X, Rsing = ¥ 

tb £வது, 008 9 3 si கதக் ததும், அதாவது, = m6 =: . 

இப்பொழுது, 0' வழியேசெல்லும் தனிவிளைவு விசையாகிய 
*,இன் செயற் கோட்டில் 2 (ற) என்னும் ஏதேனு மொரு 

புள்ளியை எடுத்துக் கொள்க. 

இப்பொழுது, p = O விலிருந்து இச்செயற்கோட்டிற்குள்ள 

செங்குத்துத் தூரம் ' ் 
(= 08 |: 

- & 
R . 

X = 00'&Gtb Oxde, மிடையேயுள்ள கோணம 

= £x00" 

= - (90° — 0) (¥ 2x00’! awepe Puts 
அடைள்ளது 

“0” வழி விளைவுச் செயற் கோட்டின் சமன்பாடு வருமாறு) 

xX COS KX + y SIN &K = p, 

x cos {—(90°—@)} + y sin (—(90° - 6) = 2 

x-cos (90°- 9) ~y sin (90°-9 = 4
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. G 
x sin @ — y COBO = = 

Y X\_G 

் அல்லது, உற 1 0. 

நிலையில் ew H%o (Astatic Equilibrium) 

சிடி சி... ஆகிய ஒரு தள விசைகள் ஒரு கட்டிறுக்கப் 
பொருளின் மேல் செயல்படின், அவை அதேதளத்திலுள்ள ௦ 
என்னும் ஏதேனு மொருபுள்ளி வழியே செயல்படும் R என்னும் 

விசையுடன் : 0 திருப்புத்திழன் கொண்ட. ஒரு சுழலிணைக்குச் 
சமமாகுமென்று கண்டோம். (0 வழியே செல்லும் 0௨, 0: 

என்னும் ஏதேனுமிரு செங்குத்து அச்சுக்களை யெடுத்துக் 
கொள்க. 0% திசையுடன் இவ்விசைகளின் செயற்கோடுகளின் 

சாய்வுகள் முறையே 6, 0, 0௨...எனில், 

X= 2X1 = F, cos 0, + F, cos @, + F, cos $,+...—. 
Y= SY, =F, sin 0, + F, sind, + F, sing, +... 

என்றும், 0-ஐப்சுற்றி, அவ்விசைகளின் அிருப்புத்திறன்களின் 
மொத்தம் 

- அட, றப) என்றும் கண்டோம், 
அதாவது, X = > F,cos6,,¥ = 3 F, sin 6,,. 

G = (x, F, sin 7 — y, F, cos @,) 
= DF, (&, sin 9 — Y, COS G4). 

இவ்விசைகள் சமநிலையிவிருப்பதாகக் கொள்க. 

14௩0, 7ஃ0;0௨ 0, 

இப்பொழுது எல்லா விசைக 
பற்றி 4 கோணத்தில் ஒரே CG 

O15 Oc, 055 , 4௧௨ ௪௧௯ 

© Oi + வும், 65 

ளும் அவற்றின் இடுபுள்ளிகளைப்: பாக்கில் திருப்பப்பட்டால், 
என்ற கோணங்கள் யாவும் முறையே 
TOM, oe. oe MY மாறும், 

ஃ 2, 0), என்பன மேறையே 37, 7”, 6” என்று. மாறுவ தாகக் கொண்டால். ் 

X’ = 3 F, cos (0, + «) . ' 
= D Fi (cos 8, COs KX — sin Q, sin ௦
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008௩, (32, 00300 -- 8404 (2719). 

cos « (X) — sin « (Y) 

X cosx — Ysin «. 

DF, sin (0; + *) 
= 3 F, (sin 6, cos < + cos @, sin «) 

cos < (> F, sing,) + sin « (> F, cos,) 

= cos < (Y) + sin « (X) 

= X sin X + Ycos « 

Gl = > Fy, [x sin(@: + <) — yi cos (0; + «)] 

= >) F,x, (sin 6, cos @, sin x; — SF; ys 
(cos 8, cos < — sing, sin«) 

= cos. S'F, (x, sin 8, —y, cos,) + sin «> Fs 

(x, cos 6, +91 Sin 61) 7 
ஆனால், ) F, (x, 3in @, — yy, CoS 8, = 0 ஆகும். 

DF, (x, cos @,; + y, sin 0,) = V crea. 

. G’ = cos X.(G) + sin « (V) 

= Gcecos« + Nsin «. 

y’ 

க் 

ஆனால் 4 - 0,7 - 0, 6-0 ஆகையால், 

X’ = 0,Y'=0,G' = V sin <« ap@u. 

ஆகவே, 2! (/X? 4 YY = O, 

எனவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளை 4 கோணத் 
திற்குத் திருப்புவதால், அவை (1-7 810 என்னும் திருப்புத் 
திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணையாககச் சுருங்குகிறது. அதாவது, 
தங்களின் தாக்குதல்களினால் ஒரு பொருளைச் சமநிலையில் வைத் 
திருக்கின்ற பல ஒரு தள விசைகள் ஒவ்வொன்றையும் 9 
கோணத்திற்கு ஒரே போக்கில் திருப்பிச் செயல்படச் செய்தால் 
அப்பொருள் சம நிலையிலேயே யிருக்குமென்று கூறமுடியாது. 

மாறாக, அவ்விசைகள் யாவும் ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமாகிறது. 
ஆனால், இவ்வாறு திருப்பப்பட்ட நிலையிலும் அவ்விசைகள் 
சமநிலையிலிருப்பின், அத்தகைய சமநிலைக்கு “நிலையில் சமநிலை 
(Astatic Equilibrium) «ret py) Guswit. 

ஆகவே, அவ்விசைகள் யாவும் நிலையில் சம நிலை பெறு 
வதற்கான நிபந்தனை 0! - 0. தி
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அதாவது, Vsin«x = 0 

அதாவது, >, Fy (x, cos 0; + yi sin @:) = O | 
2 [x1 (Fi cos 6,) + ¥; (F; sin 0] = O- 

2 (x1 X, +91 Y) = 0. 

M%eowWe emwwid (Astatic centre) 

ஒரு கட்டிறுக்கப் கபாருளின் மேல் செயல்படும் ஒரு தள 
விசைகள் ஒவ்வொன்றும் 4 கோணத்திற்கு ஒரே போக்கில் 
திருப்பட்டால், அவற்றின் விளைவு எப்பொழுதும் அப்பொருளி 
லுள்ள ஒரு நிலையான புள்ளியின் வழியே செல்லும். இந்நிலை 
யான புள்ளிக்கு “நிலையில் மையம'” 35071௦ மமா6) என்று 
பெயர். 

இப்பொழுது, 1- DF, cos 61, ¥ = 53 /06.. 

G = 3 F, (x; sin®; — y; cos 6, 
விளைவு விசையின் சமன்பாடு, 0-% 10 ஆகும், 

ஒவ்வொரு விசையும் < கோணத்திற்குத் திருப்பப்பட்டால், 

X' = Xcos« - Ysin«, 

Y'= Xcos« + Ysin «, 

G’ = Goosx + Vinx. V = =F, (x; cose, 

+ y,; sin 6, 
ஆகும். புதிய தொகுதியின் வுளைவு வுசையின் சமன்பாடு 

G’-xY’-yX' =O 

ஆரும். அதாவது, 0௦06 4 -- 778/0 ஷ- 5 (Xsin « + 7006 0) 
+ ¥ (X cos « - Ycosx)= 0 

deg. cos x (G-x Y + y X) + sin K(A-xX- 
% இன் மதிப்பு என்னவாகயிருந்த போதிலும், இ 

G-xY¥+yVX¥ =0,V-xX 
வெட்டுப்புள்ளி வழியே செல்லும. 

yY) = O. 
ச்செயற்கோடு 

“YY = 0 என்பன்வற்றின் 

குறுக்குப் பெருக்கல் மூலம் வெட் 
xY¥-yX-G=0O 

டுப் புள்ளி காண்க, 

  

ae x oe y | 1 . | VX+GY நு“ டு
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be x= VX+GY _ VY-GX 
அல்லது 8 eeqgyi? x+y? 

XLY,G,V ஆகியவை & ஓச்சாராமலிருப்பதால் இவ்வச்சுத் 
தூரங்கள் நிலையானவை, அதாவது, விளைவு வுசையானது, : 

VX+GY ரர 
X*+Y? ° xy? 

என்னும் நிலையான புள்ளி வழியே எப்போதும் செல்லும்: 
இந்நிலையான புள்ளியே ** நிலையில் மையமாகும்'* 

தேற்றம் : ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மேல் செயல்படும் 
ஒரு தள விசைத் தொகுதியின் தளத்தில் ஒரே நேர் கோட்டி 
லமையாத எவையேனும் மூன்று புள்ளிகளைப்பற்றி அவ்விசை | 
களின் திருப்புதிறன்களின் இயற்கணித மொத்தங்கள் வெவ் 
வேருகயிருப்பின் அவ்விசையானது ஒரு தனி விளைவு விசை 

பாகச் சுருங்கும். 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மேல் செயல்படும் ஒருதள 
விசைகள் ஒரு தனி விளைவு விசையாகவோ, அல்லது ஒருதனிச் 
சுழலிணையாகவோ சுருங்குமென்று கண்டோம். இப்பொழுது, 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒருதளை விசைகள் ஒரு தனிச் சுழலவிணை 

யாகச் சுருங்குவதாகக் கொள்வோம். எனவே, அத்தளத்தி 

லுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளி பற்றி அவ்விசைகளின் திருப்புத் 

திறன்களின் மொத்தம் அச்சுழலிணையின் திருப்புத்திறனுக்குச் 

சமமாகும். மேலும், அத்தளத்திலுள்ள எந்தப் புள்ளியைப் 

பற்றியும் இச்சுழலிணையின் திருப்புத்திறன் ஒரு மாறிலியாகும். 

ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள மூன்று புள்ளிகளைப் பற்றிய 

திருப்புத்திறன் களும் வெவ்வேருகயிருக்க முடியாது. என்வே 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒருதள விசைகள் ஒருதனிச் சுழவிணை 
யாகச் சுருங்க முடியாது; எனவே ஒரு தனி விசையாகத்தான் 
சுருங்க முடியும். ‘ 

மறுதலையாக, ஓ.ந கட்டிறுக்கப் பொருளின் மேல் செயல் 

படும் ஒருதள விசைகள் ஒரு தனி விசையாகச் சுருங்குமெனில் 
அவற்றின் தளத்தில் ஒரே நேர்கோட்டிலமையாத எவையேனும் 
மூன்று புள்ளிகளைப் பற்றி அவ் விசைகளின் திருப்புத்திறன் 
களின் இயற்கணித மொத்தங்கள் வெவ்வேருகயிருக்கும். 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒருதள விசைகள் யாவும் R என்னும் 
ஒரு தனி விசையாகச் சுருங்குவதாகக் கொள்க. இதன் செயற் 
கோடு நிலையானதாகையால், அதே தளத்தில் ஒரே நேர்கோட்டி
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லில்லாத எவையேனும் மூன்று புள்ளிகளிலிருந்து அதன் செங் 

குூத்துத் தூரங்கள் வெவ்வேருகயிருக்கும். ஆகவே, அம்மூன்று 
புள்ளிகளைப் பற்றி கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளின் திருப்புத் 

திறன்களின் மொத்தங்கள் வெவ்வேறுகயிருக்கும். 

தேற்றம் : ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மேல் செயல்படும் 
ஒருதள விசைத் தொகுதியின் தளத்தில் ஒரே நேர்கோட்டி 

லமையாத எவையேனும் மூன்று புள்ளிகளைப் பற்றி அவ்விசை 
களின் திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித மொத்தங்கள் சமமாக 
யிருப்பின், அத்தொகுதி ஒரு தனிச் சுழலிணையாகச் சுருங்கும். 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒருதள விசைத் தொகுதியானது ஒரு 
தனி விசையாகவோ அல்லது ஒரு தனிச் சுழலிணையாகவோ 

சுருங்குமென்று அறிந்ததே. இப்பொழுது, கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
விசைகள்: யாவும் £ என்னும் தனி விசையாகச் சுருங்குவதாகக் 
கொள்வோம். 

4. மீ, ே என்பன அதே தளத்தில் ஒரே நேர்கோட்டிலில் 

லாத மூன்று புள்ளிகளென்றும். ற, 2௦ 2, என்பன 8இன் 
செயற்கோட்டிற்கும் அம்மூன்று புள்ளிகட்குமுள்ள செங்குத் 
துத் தூரங்கள் என்றும் கொள்க, 

4, 8, ேே ஐப் பற்றி £ இன் திருப்புத் திறன்கள் முறையே 

சீட ற, 282) ஆகும். இத்திருப்புத் திறன்கள் சமமெனக் 
கொடுக்கப்பட்டுள்ள தால், 

— Ror = Roa = Rpg. 
ஆகும். -. R(pi-Pa) = O etd. 
ஆனால், 2, 92, ஆகையால் 2௨ ற ஆகும். 

அதாவது, கொடுக்கப்பட்டுள்ள் விசைகள் ஒரு தனி விசை 
யாகச் சுருங்க முடியாது, எனவே, அவை ஒரு தனிச் சுழலிணை 
யாகச் சுருங்கும். 

மறுதலையாக, ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மேல் செயல் 
படும் ஒருதள விசைகள் 'ஒரு தனிச் சுழலிணையாகச் சுருங்கு மெனில், அவற்றின் தளத்தில் ஒரு நேர்கோட்டிலில்லாத எவை யேனும் மூன்று புள்ளிகள் பற்றி அவற்றின் திருப்புத்திறன் களின் இயற்கணித மொத்தங்கள சமமாகும், 

ஒரு ௬ழலிணையின் தள 
திருப்புத்திறன் மாறிலியாகயி 
யின் உண்மை தெற்றென 

த்திலுள்ள எப்புள்ளியைப் பற்றிய 
ருக்குமென்பதிலிருந்து இம்மறுதலை 

விளங்கும். ்
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தேற்றம்: ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மேல் செயல்படும் 
ஒருதள விசைகளின் தளத்தில் ஒரு நேர்கோட்டிலமையாத -: 

மூன்று புள்ளிகளுள் ஒவ்வொன்றையும் பற்றி அவ்விசைகளின் 
திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித மொத்தம் பூச்சியூமானால் 

அவை சமநிலையிலிருக்கும், 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மேல் செயல்படும் ஒரு தள 
- விசைகளின் தளத்தில் A, B,C என்னும் ஒரே நேர்கோட்டி 
வில்லாத மூன்று புள்ளிகனை எடுத்துக் கொள்க. இப்புள்ளிகள் 
ஒவ்வொன்றையும் பற்றி அவ்விசைகளின் திருப்புத்திறன் களின் 
மொத்தம் பூச்சியமென்க. ஆனால் ஒரு தளவிசைகளின் தளத் 
திலுள்ள ஏதேனுமொரு புள்ளியைப் பற்றி அவ்விசைகளின் 
திருப்புத்திறன்களின் மொத்தம் பூச்சியமானால் அவ்விசைகள் 
ஒரு சுழலி.மஊயாகச் சுருங்கமுடியாதென்று கண்டோம். இங்கு 
4,8,0 என்ற மூன்று புள்ளிகள் பற்றிய திருப்புத்திறன் களின் 
மொத்தங்கள் தனித் தனியே பூச்சியமாவதால் அவ்விசைகள் 
ஒரு சுழலிணையாகச் சுருங்க முடியாது. எனவே, அவை ஒரு, 
தனி விசையாகச் சுருக்கலாம். இத்தனி விசையை 2 என்க. 
4 என்னும் புள்ளியைப் பற்றி கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசை 
களின் திருப்புத்திறன் களின் மொத்தம் பூச்சியமாவதால் ஏ4யைப் 
பற்றி £ இன் திருப்புத்திறன் பூச்சியமாகும். ஆகவே, .சீாயானது. 

7₹இன் செயற்கோட்டின் மேலிருக்கும். இதுபோல், 59; ஆகிய 
புள்ளிகள் பற்றியும் விசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் மொத் 
தங்கள் தனித்தனியே பூச்சியமாவதால் 2,02 ஆகிய புள்ளிகளும் 
7 இன் செயற்கோட்டின் மேலிருக்கும். ஆனால் க, B, C 
என்பது ஒரே நேர்கோட்டிலில்லாத புள்ளிகளாதலின் அவை 

மூன்றின் வழியாகவும் £ இன் செயற்கோடு செல்ல முடியாது. 
எனவே 8-0 ஆக வேண்டும். ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள 

ஒருதள விசைகள் சமநிலையிலிருக்கும். 

தேற்றம்: ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின் மீது செயல்படும் 
ஒருதள விசைகளின் தளத்திலுள்ள ஏதேனும் இரு புள்ளிகள் 
பற்றி அவ் விசைகளின் திருப்புத்திறன் களின் இயற்கணித. 

மொத்தங்களும் அவ்விரு புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நேர்கோட் 
டிற்குச் செங்குத்தாயில்லாத ஏதேனுமொரு கொடுக்கப்பட் 
டுள்ள திசையில் அவ்விசைகளின் பிரிந்த பகுதிகளின் மொத்த. 

மும் தனித்தனியே பூச்சியமானால், அவ்விசைகள் சமநிலையி' 
லிருக்கும். 

4, மீ என்பன பொ j 1 உ பம் 
விசைகளின் தளத்திலுள்ள இது உடனக ப அபடும் ஒருகள புள்ளிகள். ' இப்பிள்ளிகள்
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ஒவ்வொன்றையும் பற்றி அவ்விசைகளின் திருப்புத்திறன் களின் 

மொத்தம் பூச்சியமெனக் கொடுக்கப்பட்டுள்ளதால் அவ்விசை 

கள் ஒரு சுழலிணையாகச் சுருங்க முடியாது; ஒரு தனி விசை 

யாகத் தான் சுருங்க முடியும். அத்தனி விசையை 2 என்க, 

3 4 யைப் பற்றி இன் திருப்புத்திறன் பூச்சியமாகும். 

ஆகவே. 8 ஆனது 4 வழியே செல்லும். இதுபோல், £ ஆனது 

2 வழியேயும் செல்லுமாகையால், £ இன் செயற்கோடு கத 

ஆகும். 

கொடுக்கம்பட்டுள்ள நேர்கோடு 4£க்குச் செங்குத்தாக 
யில்லாததால் 4ரீயுடன் அதன் சாய்வுக் கோணம் 6 என்க. 

இத்திசையிஒ 8 இன் பிரித்த பகுதி - அதே திசையில் 

இகாடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளின் பிரித்த பகுதிகளின் 

இிமாத்தம் - 0 என்று கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 

அதாவது, ௦6 -0 . 6- 90* அல்லது £- 0. 

ஆனால்.9 ௪ 90”: ஆகையால், 8 - 0, 

ஆகவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒருதள விசைகள் யாவும் 
சமநிலையிவிருக்கும். 

மாதிரி 70: ஒரு சமதள விசைத் தொகுதியின் தளத்தில் 

ஒரே நேர்கோட்டிலில்லாத ஏதேனும் மூன்று புள்ளிகளைப் பற்றி 
அவ்விசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் இயற்கணித மொத்தங் 
கள் சமமாகவும், ஒரே அடையாளமுடையனவாகவுமிருப்பின் 

அவ்விசைகள் ஒரே சுழலிணையாகச் சுருங்குமென்று நிறுவுக. 

தீர்வு : 

0, 4, 8 என்பன கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளின் தளத் 
தில் ஒரே நேர்கோட்டிலில்லாத மூன்று புள்ளிகள், 

ஜெ ஆதியாகவும் OA Rmx அச்சாகவும் ட வழியே 04க்குச் 
அன அத கை 22- அச்சாகவும் கொண்டு ,4,8 ஆகிய 
வற்றின் அச்சுத் ் i ் ஒற்றி த் தூரங்களை முறையே (a,0), (b,c) என்று குறிப் 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகள் - 

சுருங்குமென்று கொள்க. கள் ஒரு. சுழலிணையாகச்
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் ௨, ஐ திசையில் விசைகளின் ' பிரித்த பகுதிகளின் மொத். 
தங்கள் முறையே 7, & என்றும், 0ஐப் பற்றி விசைகளின் 
மொத்தத் திருப்புத் திறன் 6 என்றும் கொள்க. 

ஃ (0) என்னும் ஏதேனுமொரு, புள்ளியைப் பற்றி மொத் 
சத் திருப்புத் திறன் - 6-7 றற” ஆகும். 

_ 4 (ஐ,0) ஐப் பற்றி மொத்தத் திருப்புத்திறன் 
= G—aY + (o)X = G—aY. 

_B (b,c) Qu ups Ourgssdper G~by+cX . 

0 ஐப்பற்றி மொத்தத் திருப்புத்திறன் - 0. Poor 
இம் மூன்று திருப்புதிறன்களும் சமமாதலின்,. 

G=G-aY=G- b¥ +cX 
ws aY = O, bY - eX =O 

~  Y=90, x.= O ச 

ன ரர ஆர ் 

ஆனால் 6 எ 0 ஆகையால், கொகுிக்கப்பட்டுள்ள விசை 

கள் ஒரு தனிச் சுழலிணையாகச் சுருங்கும். 

மாதிரி 71 'ஒரு தளத்தில் செயல்படுகின்ற ஒரு மாறுகின்ற. 

விசைத் தொகுதியானது அதன் தளத்திலுள்ள இரு நிலையான 
புள்ளிகளைப் பற்றி மாறிலித் திருப்புத்திறன்களைக் கொண்டிருப் 
பின், அவற்றின் விளைவு விசை மற்றொரு நிலையான புள்ளி 
வழியே செல்லுமென்றும், அவ்விளைவு விசையின் மீச்சிறு 

மதிப்பு அதன் இரு மாறிலித் திருப்புத்திறன்களின் வித்தியா 
சத்தை அவ்விரு புள்ளிகளுக் கிடையேயுள்ள தூரத்தில் 
வகுத்துப் பெறும் மதிப்புக்குச் சமமென்றும் நிறுவுக, 

தீர்வு: 

இரு நிலையான புள்ளிகளை 0, ..4 என்று சூறிப்பிடுக, Ogg: 

ஆதியாகவும், 04ஐ % அச்சாகவும், 0 வழியே 0 4க்குச் செங் 
குத்துக்கோட்டை ந) அச்சாகவும் எடுத்துக் கொள்க, 

சீ யின் அச்சுத் தூரங்களை (8,௦) என்று குறிப்பிடுக, 0 ஐப். 
பற்றிய மொத்தத் திருப்புத்திறன் 0' என்றும் கொண்டால், 

0 0-ச74(0)4௮௦. AY ஆகும், 

G—G' 
a 

  

அல்லது, ம் ௩
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மேலும் 9, 9 ஆகியவை மாறிலிகளாதலின் ” ஒரு மாறிலி 
பாகும். 

் 

.விளைவுச் susrun®@: x¥-yX = 0 ஆகும். 

அதாவது, (27- 0)-7& 0 

௩ இன் எல்லா மதிப்புக்களுககும் ந)” ... 0-0, y=0O 

என்ற நேர்கோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியாகிய 3-2) 

- வழியே செல்லும் நேர்கோட்டை இச்சமன்பாடு குறிப் 

பிடுகிறது. : 

. * G . 
6, 11 என்பன மாறிகைளாதலால்,(-- 0) என்பது ஒரு 

நிலையான புள்ளியாகும். எனவே, * இன் எல்லா மதிப்புக் 

உட 0 
களுக்கும் விளைவு விசையானத (+ ௦) என்னும் நிலையான 

புள்ளி வழியே செல்லும். 

R= ¥ xe? + y? ஆகையாலும், y ஒரு மாறிலியாகை 

யாலும், 4 - 4 ஆகயிருக்கும் போது 8 இன் மதிப்பு மீச் 
சிறிதா கயிருக்கும். ் : 

A RQer Bs Pg wdiy =f OD =~. G- 
. 

a 

... 5 மாறிலித் திருப்புத்திறன் களின் வித்தியாசம். 

  

-_மாறிலித் திருப்புத்திறன் களின் வித்தியாசம் 
இருபுள்ளிகளுக்கிடையேயுள்ள தூரம் 

மாதிரி73 242 -1, ற-ஐ51) 2.2 ஆகிய நேர் 
கோடுகளாலுண்டாகும் ஒரு முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் 
மீது முறையே 2, 0, £, என்னும் விசைகள் செயல்படுகின்றன 
அவற்றின் விளைவு விசையின் செயற்கோட்டின் சமன்பாட்டை 
காண்க, ் 

் 

தீர்வு 

சமன்பாடுகளைத் தீர்த்து மூக்கோணச் 5 னைகளின் அச்சுத் தூரங்கள் (1, 2), று பெறலாம், (9, 1), (,2) என்று பெறலாம்.
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AB, BC, CA என்ற பக்கங்களின் சமன்பாடுகளிள் 
ampGu xt+y=ly—x-ly=2 என்று கொள்க... 

ர 

  

  
படம் 107 

இவற்றின் வழியே செயல்படும் விசைகள் மூறையே 7, 0, ஈ 

ஆகும். 
(4, &) என்பது இவற்றின் விளைவு விசையின் செயற்கோட் 

டிலுள்ள ஒரு புள்ளி என்க. 

(A, k) ஐப்பற்றி விளைவு விசையின் திருப்புத் திறன் 
பூச்சியமாகும். 

Pq? என்பன (, £) இலிருந்து மூன்று பக்கங்களுக்கு 

மூள்ள செங்குத்துத் தூரங்களெனில், 

ப்ட் ககம த டட 
2-5, ரூ. ஏ. *-2 ஆகும். 

(8, 2) ஐப் பற்றி மொத்ததிருப்புத்திறன் 4 0. : 

1 Pp+Qqt காக 0. 
2-0. 6-0 P TE Q. 72 

அதாவது, 2(44-)--2-௪-)4 8-2 72 0, 

ட ச்(௪இஈ4 (02-04 2-௩. 
aor, x(P+O)+y(P-O + VaR) = P~O4 2VTR, 

என்பது விளைவுச் சமன்பாடு ஆகும், . 

+ R(k~2) «= 09 தக 

மாதிரி 73: கொடுக்கப்பட்டுள்ள . 'ஒருசம தள ones 

தொகுதியின் (--2, 0), (0, 3), (2, 4) ஆகிய. புள்ளிகளைப்பற்றிய 

ச்
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திருப்புத்திறன்கள் மூறையே '6,3,—-2 Bed. விளைவு விசை 
பின் அனவையும், செயச்கோட்டுச் சமன்பாட்டையும் காண்க. 

சென்னை பி. எஸ்ஸி, 1968 ஏப்.) 

தீர்வு | 

விசைகளின் தளத்தில் 0 என்னும் ஏதேனுமொரு புள்ளி 
வழியே 0௨, ர என்னும் செங்குத்து: அச்சுக்களை எடுத்துக் 

கொள்க, 

எனவே, கொடுக்கம்பட்டுள்ள. விசைத் தொகுதியை 

0 வழியே செல்லும்: £ என்னும் ஒரு தனி விசைக்கும், 

0 ஐப் பற்றிய திருப்புத்திறன். 0 கொண்ட ஒரு சுமலிணைக்கும் 

சமமென்று கொள்ளலாம். 

. P (x,y) என்னும் ஏதேனுமொரு புள்ளியைப் பற்றிய 

அவ்விசைத் தொகுதியின் திருப்புத்திறன் 6' எனில், 

Gi =G-x¥+ yX 
ஆகும். 

' இங்கு (--2,0) பற்றிய திருப்புத்திறன் 6 ஆகும். 

»6=G—(-2)¥ + (0)X 

அல்லது, G+ 2Y. =6 

(0, 3) பற்றிய திருப்புத் திறன் 3 ஆகும். 

30-03 

அல்லது, G+3X¥ = 3 

(2, 4) பற்றிய திருப்புத்திறன் -- 2 ஆகும். 
. —2=<G-2¥Y+4Y 

(2) 

1, 3) ஆகிய சமன்பாடுகளிலிருந்து, 

3 24, 
உ ட்டை Y=3, G= 0 என்று காணலாம். 

விளைவு Fee R= J FT = y THQ Vi. 

விளைவு விசையின் சமன்பாடு ; 

G—xYtyx=0 

அதாவது, O—x@3)+yQ)=0 
அல்துல, ye 3x, 

 



ஒரு தள விசைகள் 357 

மாதிரி 74 480027 என்பது 0 ஐ மையமாகக் கொண்ட 
ஓர் ஒழுங்கு அறு கோணம். AB, CB, CD, ED, EF, AF 

வழியே மூறையே 1, 2, 3,4,5,6 அளவுகளுள்ள விசைகள் 
செயல்படுகின்றன. இத்தொகுதியை 0-வில் செயல்படும் 
ஒரு விசையுடன் ஒரு சுழலிணையாகச் சுருக்குக. அத்தனி 

விளைவு விசை செல்லக் கூடிய கீதியிலுள்ள புள்ளியைக் 

காண்க. 

தீர்வு 
ஒழுங்கு அறு கோணத்தின் பக்கம் ச என்க. 0 விலிருந்து 

ஓவ்வொரு பக்கத்திற்குமுள்ள செங்குத்துத்தூரம் - + tan 60° 

= a. 
2 

  

  

படம் 108 

0௦ ஐ ௩-அச்சாகவும், ட வழியே 06க்கு வரையப்படும் 
செங்குத்துக் கோட்டை ) -அச்சாகவும் எடுத்துக்கொள்'க. 

0, ரர வழியே விசைகளின் குத்துப்பிரிவுகளின் மொத்தங் 
களாகிய %, 7” ஆகிய வற்றைக் கணக்கிடுக, 

X = ரர வழியே குத்துப் பிரிவு மொத்தம் 

= { ~ 2.c0s 60° = 3 cos 60° + 4 - $ cos 60° ~ 6 cos 60° 

3 5 
jel-l-7+4-35-3 

= =~ 3, 

Y = 0) வழியே கூத்துப் பிரிவு மொத்தம் 

௮. இ.ச ட
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= 1(0)-2 sin 60° + 3 sin 60° - 4(0)~5 sin 60° + 6 sin60° 
12 53 ௨53 3) (இவ ௫) (ற 

= /3. / 

ஃ09 வழியே செயல்படும் விளைவு fons R = 4410 

"௮9 343 

= 12 = 2y3. அலகுகள். 

இவ்விளைவு விசைக்கும் 0%க்கு முள்ள கோணம் 0 எனின், 

Y¥ V3 1: 3 
tan '§ = xr = “Wa = V3 ௯ tan 150°. 

@ = 150° 

v2 ் ‘ = = 3-௨ = G, 

எனவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள . விசை ( த்தொதியான 243 அலகு அளவும், 00யுடன் 1505 ன் சாய்வும் கொண்ட 2 என்னும் 
. ட. 43 : ஒரு தனி விசைக்கும் - 3 2 8 திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு 
சுழலிணைக்கும் சமமாகும். 

இவ்விரண்டையும் ஒரு தனி... விசையர 
அதன் சமன் பாடு வருமாறு : 

G-xY¥+yX=0 

கக்சுருக்கினால் 

rn அட்ட தாவது, 24-xXV3+y(-3)= 0, 

sistugi, - 33a - Wx ~ 6y = O 
அல்லது, 24243) 13220 

இச்செயற்கோடு 42ஐச் சந்திக்கும் புள்ளியைக் காண இச்சமன் பாட்டையும், 48ம் சமன்பாட்டையும் தீர்க்கவும்.
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4மியானது டறக்குக் கீழே 22 தூரத்தில் இருப்பதால். 

அதன் சமன்பாடுற 4 — 3 8 ஆகும். 

இம் மதிப்பை விளைவுச் சமன்பாட்டில் பிரதியிடவும் 

2x + 23 ( - ya)tsa-o. 

x -3a+3a=0 

அல்லது, 2 - 0. 

ஆகவே, தனி விளைவு விசையானது தீயின் நடுப்புள்ளி 
வழியே செல்கிறது. ் னு - 

(1) 480287 என்பது 4 அடி நீளப் பக்கங்களுடைய ஒரு . 
ஒழுங்கு அறுகோணம், 02, 5, 8) 74 வழியே 2, 3, 4,5 
ராத்தல் எடைகளுள்ள விசைகள் செயல்படுகின்றன. இவ் 
விசைத் தொகுதியை: 8 வழியே செயல்படும் ஒரு விசையுடன் 
ஒரு சுழலிணைக்குச் சுருக்குக, ்் 

(2) சநீளப் பக்கங்கமுடைய ABCDEF என்னும் ஒழுங்கு 
அறுகோணத்தில் 45, 80, 02, 2.2 வழியே மூறையே 2, 5, 4,8 
கி, கி. எடைகளுள்ள விசைகள் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் 
விளைவு விசையின் அளவையும் அது சியை வெட்டும் புள்ளி 
யையும் காண்க, 

(3) 8 அலகுப் பக்கமுடைய ஒரு ஒழுங்கு அறுகோண்த் தில் 48, 05, 02, 05, 8ஈ பா ஆகிய பக்கங்களின் வழியே முறையே 1,2,3,6,5,4 கி.கி, எடைகளுள்ள விசைகள் செயல்படு கின்றன. இவ்விசைகள் ஒரு சுழலிணைக்குச்சமமென்று காட்டி, 
அதன் திருப்புத்தீறன் காண்க, . 

(4) ABCDEF என்பது ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணம், 40,4,08,80 வழியே முறையே 10, 1043, 203. 40.2௮. எடைகளுளள விசைகள் செயல்படுகின்றன. இவ்விசைகள் 
சம நிலையிலிருக்கு மென்று காட்டுக, . 

3) ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணத்தின் ஒரு 'முகவரிசை பிலைடுக்கப்பட்ட பக்கங்களின் வழியே சிடி சிடி 5, Fy F 
என்னும் விசைகள் செயல்படுகின்றன. அளவைகள் சம 
_நிலையிலிருக்க வேண்டுமாயின் ,
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6) டி ௬ 04 3 03) 0 ஆகவும், 
(ii) கடத வ நய தல நய, ஆசவுமிருக்க 

மென்று காட்டுக - (மதுரை பி ஸெஸ். 1970 ஏப்., 

(6) ச அலகுப் பக்கங்கள் கொண்ட ஓர் ஒழுங்கு அறு 
கோணத்தின் ஒருமுக வரிசையிலெடுக்கப்பட்ட பக்கங்களின் 
வழியாக ர, 23 3௬, 4, 5, 6௪ அளவுகளுள்ள விசைகள் 
செயல்படுகின்றன. விளைவு விசையின் அளவு, திசை ஆகிய 
வற்றைக் காண்க. . ட்ட ஜு 

(7) ABCDEF என்பது ச அலகுப் பக்கங்களுடைய ஒரு 
ஒழுங்கு அறு கோணம். 84, 86), 02,72 வழியே மூறையே 
4, 2, 3, 5, கி.கி, எடைகளுள்ள விசைகள் செயல்படுகின் றன.. 
அறுகோணத்தின் மையத்தின் வழியே 42, நற ஆகியவற்றின் 
இணையான கோடுகளை அச்சுக்களாகக் கொண்டு இவ்விசை 
களுக்கு ஒரு விளைவு விசையுண்டென்று காட்டுக, அவ்விளைவூ 
விசையின் அளவு, செயற்கேரட்டுச் சமன்பாடு ஆகியவற்றைக் 
காண்க. ் 

(8) 4580 என்னும் நேர்கோட்டை ௪யா 
விகிதத்தில் பிரிக்கிறது. அக்கோட்டின் த 
படுகின்ற ஒருதள விசைகளின் A,B,C uma 
களின் மொத்தங்கள் முறையே Gy, 

னது 1: 2 என்ற. 

ளத்தில் செயல் 

ய திருப்புத்திறன் 
G,, Gs ஆகும். 

(9) ஒரு சமதள விசைத் தொகுதியின் தளத்திள்ளலு செங்குத்து அச்சுக்களைக் குறித்து (3;1), 1, 1), 5 அச்சுத். தூரங்கள் கொண்ட புள்ளிகள் பற்றி அவ்விசைகளின் திருப்புத். திறன்களின் இயற்கணித மொத்தங்கள் முறையே 10, — 4, 12 
எனில் விளைவு விசையின் அளவு, அதண் செயற்கோட்டின் சமன்பாடு ஆகியவற்றைக் காண்க. ட்ப 

(10) ஒரு சமதள ஃபிசைத் தொகுதியின் தளத்திலுள்ள செங்குத்து அச்சுக்களைக் குறித்து (1,0), (0, 2), (2, 3) என்னும் புள்ளிகள் பற்றி அவ்விசைகளின் திருப்புத்திறன்களின் மொத் தங்கள் முறையே Gi, Gyr 0, எனில், விளைவு விசை xX 
அச்சுடன் கொண்டுள்ள கோணம் tan-+( Or~3G, + 2G, ) 

் . 2G,— G, அன Gy 

என்று காட்டுக,
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(11) ஒருகட்டிறுக்கப் பொருளின் .மேல் செயல்படும் சம 
நிலையிலில்லாத ஒரு தள விசைகளின் தளத்தில் ஒரே நேர் 
கோட்டிலில்லாத 4,2,0 என்னும் புள்ளிகள் பற்றி அவ்விசைத் 

தொகுதியின் திருப்புத்திறன்கள் முறையே 0, Ga, Gy எனில், 
G,BC + G,.CA + G,AB - 0 என்று காட்டுக, 

(12) ABCD என்பது ௨ நீளப்பக்கங்களையுடைய.. ஒரு 
சதுரம் 42, 80, 0, 40 வழியே முறையே 2, 3, 6, 5, கி.கி, 

எடைகளுள்ள விசைகள் செயல்படுகின்றன. அவை 445 கி.கி. 
எடையுள்ள விசையாகச் சுருங்குமென்றும் 48, கரியை அச்சு 
களாகக் கொண்டு அதன் சமன்பாடு 8x + 4y = 9ர என்றும் 

காட்டுக, - 

(13) ABCD என்பது 6 அங்குலப் பக்கங்களுடைய ஒரு 

சதுரம். 42, 86), 40) 40) 80 வழியே முறையே 4, 2, த, 6,3 

ராத்தல் எடைகளுள்ள விசைகள் செயல்படுகின்றன. விளைவு 

விசையின் அளவையும் செயற்கோட்டையும் காண்க. 

(14) 4800 என்னும் சதுரத்தின் பக்கம் 4 மீட்டர். 4.8,86 

ற, 24, 8௦ வழியே முறையே 1, 3, 5, 7,842 கி.கி. எடை 
களுள்ள விசைகள் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு 
விசையின் அளவையும் செயற்கோட்டையும் காண்க, 

(15) ABCD என்னும் சதுரத்தின் பக்கம் 2. 2.0.0 வழியே 

48க்கு முறையே 0”, 30”, 60” சாய்வுகளில் 7 க்குச் சமமான 

விசைகள் செயல்படுகின்றன. அவை, 4 வழியே தீக்கு 30” 

“சாய்வில் செயல்படும் 7 (43-41) அளவுடைய ஒரு விசை 

யுடன் 08.4 யின் போக்கில் ட் 22 திருப்புத்திறன் 

கொண்ட சுழலிணைக்குச் சமமென்று காட்டுக. டக, 

  

(16) 3மீட்டர் நீளப் பக்களுடைய 4.80 என்னும் சதுரத் 
தில் 42, 80, 02, 0.4 வழியே முறையே 3, 4,2,1, கி.கி, எடை 

களுள்ள விசைகள் செயல்படுகின்றன. இத்தொகுதியை சீயில் 
செயல்படும் ஒரு தனி விசையுடன் ஒருதனிச் சுழலிணையாகச் 
சருக்குக. - 

(17) ABCD என்னும் செவ்வகத்தில் AB = 15"; AD = gr. 

DA, AB, DB, 40, 02, 0 வழியே செயல்படும் 22, 10, 51, 34, 

AO, 15, ராத்தல் எடைகளுள்ள விசைகளின் விளைவு விசையின்
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செயற்கோடு 42,409 யை அச்சுகளாகக் கொண்ட x+y = 12 
என்னும் சமன்பாடு என்று காட்டுக, 

(18) 20786 என்னும் சதுரத்தின் பக்கம் 4 அடி. 20, 08, 
285, மி. வழியே முறையே 1,2, 3, 4 ராத்தல் எடைகளுள்ள 
விசைகள் செயல்படுகின்றன. அவை 4 வழியே செயல்படும். 

24 ராத்தல்" "எடையுள்ள ஒரு விசைக்கும் 20 அடி ராத்தல் 
திருப்புத்திறன் கொண்ட ஒரு சுழலிணைக்குச் சமமென்று: 
காட்டுக, 

(19) )- 9-2 ந -0 என்னும் நேர்கோடுகளின் 
வழியே 3 ஆகியவை அதிகரிக்கும் போக்கில் மூன்று சமி 

விசைகள் செயல்படுகின்றன: விளைவுச் சமன்பாட்டைக். 

காண்க, 

(26௦) 480 என்பது ஒரு சமபக்க முக்கோணம். D, E, F 
என்பன மூறையே 286, 04, 4.8 ஆகிய பக்கங்களின் நடுப். 
புள்ளிகள் 80, 64, 48 வழியே முறையே ௪2232 என்னும் 

விசைகளும், 8, 80), 207 வழியே முறையே42, 52 ௪ 

என்னும் விசைகளும் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவுச் 
சமன்பாட்டைக் காண்க. 
7 

(21) 48 என்ற சமபக்க முக்கோணத்தில் 20, 04, 48 
வழியே முறையே 2, 3, 4 அலகு அளவுகள் கொண்ட விசை 
கள் செயல்படுகின்றன. அவற்றின் விளைவு விசையின் அள 
வையும், அது ஏதேனும் ஒரு பக்கத்தைச் சந்திக்கும் புள்ளியை 
யும்காண்க, : 

vss டத ட ௩ > + 

் (22) 0% 07 ஆகிய அச்சுக்களைக் குறித்து (23.0), (22312) 
0௦22) (5௨7.4) என்ற புள்ளிகளைப் பற்றி ஒரு தளவிசைத் 
தொகுதியொன்றின் திருப்புத்திறன்கள் முறையே 0,,0,,0,,64 
ஆகும். 

Lo ox: ர... டே1௨0 
ந Xs ve G, 
ந் Xs Vs Gs 

௩ 264, Ye நே 
என்று காட்டுக், ' 

(23) ஒருதள விசைத் தொகுதியொன்று 0 திருப்புத்திறன் 
கொண்ட ஒரு சுழலிணையாகச் சுருங்குகிறது. வெவொரு விசை 
யும் அதன் இரு புள்ளியைச் சுற்றி 90” திருப்பப்பட்டால் அது
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H திருப்புத்திறன் கொண்ட சுழலிணையாகச் சுருங்குகிறது. 

ஒவ்வொரு விசையும் 4 கோணத்தில் திருப்பப்பட்டால் அத் 

தொகுதியானது 0 ௦௦54-1 77810 4 திருப்புத்திறன் கொண்ட 

சுழலிணையாகச் சுருங்குமென்று காட்டுக. ் 

(24 ந அச்சின் வழியே 7 என்னும் விசை, ந அச்சின் 

வழியே 0 என்னும் விசை, 29) தளத்தில் 0 திருப்புதிறன் 

கொண்ட சுழலிணை ஆகிய இம்மூன்றின் விளைவு விசை 05-39 

—G = 0 என்னும் நேர்கோட்டின் வழியே செயல்படுமென்று 

காட்டுக, 

(25) ஒரு சமதள விசைத் தொகுதியைச் சேர்ந்த ஒவ் 

வொரு விசையும் அதன் இடுபுள்ளியாகிய (2,))ஐச் சுற்றி 90 

கோணத்தில் திருப்பப்படுகிறது. * 

2:57 ந அச்சு வழியே விசைகளின் பிரித்த 

பகுதிகளின் மொத்தம், 

OQ 7 2] அச்சு வழியே விசைகளின் பிரித்த 

பகுதிகளின் மொத்தம், : . 

M = S0X+yY) 

எனில், திருப்பப்பட்ட விளைவு விசைச் சயற்கோட்டின் செமன் 

us@ Px + Qy = ரீ என்று காட்டுக, . 

மூன்று ஒருதளவிசைகளின் சமகிலை 

(Equilibrium of three coplanar forces) 

தேற்றம் ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மேல் செயல்படும் 

மூன்று விசைகள் சமநிலையிலிருப்பின் அவை ஒரே தளத்தி 

லமைவதோடு, இணையாகவோ அல்லது ஒரு புள்ளியில் 

சந்திப்பவையாகவோயிருக்கவேணடும். த் 

>>> 
ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளின்மேல் செயல்படும் £,0, 8, 

என்னும் மூன்று விசைகள் சமநிலையிலிருப்பதாகக் கொள்க, 

>> \ 
எனவே 2, 0 ஆகிய இருவிசைகளின் விளைவுவிசையை 

ஆ. 

மூன்றாவது விசையாகிய 8£ விளைவு நீக்கம் செய்யவேண்டும், 

>> > 
2, 0 ஆகியவற்றின் விளைவுவிசையும் 8-ம் ஒரே தளத்திலமைந் 

உட
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தாலொழிய இது சாத்தியமாகமுடியாது. எனவே, மூன்று விசை 
களும் ஒரே தளத்திலமையவேண்டும். 

(அ) இப்பொழுது முன்றுவிசைகளும் இணையல்லவென்று கொள்க. 

>> 
P,Q என்னும் இருவிசைகளும் 0 என்னும் புள்ளியில் 

வெட்டிக் கொள்வதாகக் கொள்க. இவற்றின் விளைவு விசை 
> 

4, எனில், அது 0 வழியே இவற்றிற்கிடையே. செயல்படும் ஒரு 
>>> 

விசையாகும். ஆனால், 7, 0, £ என்பன சமநிலையிலிருப்பதால், 
> > > 
R Margi Reg வளைவு நீக்கம் செய்யவேண்டும். ஆகவே 8 

> 

ஆனது &க்குச் சமமாகவும் எதிராகவும் இருக்கவேண்டும். 
> > 

ஆகவே, 28-ம், 7-ம் 0 வழியே எதிர்த்திசைகளில் செயல்படும் 
சமவிசைகளாகும். அதாவது, 7, 0, £ ஆகியவை 0 என்னும் 
புள்ளியில் சந்திக்கும் மூன்று விசைகளாகும். 

(ஆ) மூன்று விசைகளும் 2 ட என்பன இணைவிசைகள் என்று | 
கொள்க. 

>> 
இணையாகவுள்ள 2, 0 என்னும் இருவிசைகளும் ஒரு 

சுழலிணையாக அமையமுடியாது,. ஏனெனில், ஒரு சுழலிணையும் 
>> 

ஒரு விசையும் சேர்ந்து சமநிலை பெறமுடியாது. ஆகவே, 2, 0 
ஆகிய இரு இணை விசைகளுக்கும் அவற்றிற்கு இணையான ஒரு 

> >>> 
விளைவுவிசையுண்டு. அவ்விளைவு விசையை % என்க. P,Q, R 

> > 
ஆகிய மூன்று விசைகளும் சமநிலையில் இருப்பதால் 2-ஐ, R 

> > 
விளைவு நீக்கம் செய்யவேண்டும். ஆகவே, 7 ஆனது க்குச் 

, > 
சமமாகவும், எதிராகவுமிருக்கவேண்டும். ஆனால் 8 ஆனது 

>> > 
P, 0 ஆகிய விசைகளுக்கு இணையாகயிருப்பதால், 2-ம் அவை 

கட்கு இணையாகயிருக்கும். அதாவது, மூன்று விசைகளும் 
இணையாசமயிருக்கும்,
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சமநிலையிலிருக்கும் மூன்று ஒருதளவிசைகள் பற்றிய 
கணக்குகளைத் தீர்க்க பின்வரும் திரிகோணச் சத்திரங்கள் 
பெரிதும் உதவியாகயிருக்கும் 

திரிகோணத் தோற்றம் 

& 4 8 6யில் ஜே 80:02 0-1 என்னும் விகிதத்தில் 
பிரிக்கும் 2) என்னும் புள்ளியானது யுடன் சேர்க்கப்பட்டு 

LADC=6, LBAD#@X, மி 4-3 என்று குறிப்பிடப்படின் 

ம ௩௦ ௦௦% 0-1 cot <—n cot B. 

(ii) (m+n) cot 0=n cot B—m cot C. 

  

  

ஆகும். 

கிறுவல் 

௨1 மம் 

ட “ற 
டஃ BAD 

AADAC 

wt AB. AD. sin « 

4 AD. AC. sin B 

AB sin ல 
“AC sin B 

2K sin C. sin « . . . 
“2R sin B. sin B (8 என்பது சுற்றுவட்ட ஆரை) 

gin C. sin < . க 

“sin B. sin B (ஆனால் B=Q- K; C= 180° - (6+ B))
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= Sin (180° - 9+8) sin « 
sin (@~-<). sin B 

sin (6+ 8). sin & 

* sin (6-), sin in B ” ல 

_ sin < (sin @ cos B+ cos 6 sin 8) 

™ sin 8 (sin 6 cos «—cos 69 8054) 

sin § cos 8 , cos @ sin B 
ee EE 

sin B sin 8 

sin @ cos < cos @ sin « 

sin < sin 

sin § cot 8+ cos 6 51H 8 COL pT COs @ 
sin 8 cot < — cos 6 

ட 201 B+cot 9 - 

cot <-cot 6 

ஃ n(cot B+cot @)=m (cot «~cot 3) 

அல்லது, (1-1) ௦௦ 6-1௦௦4 4-7 ௦0 B. 

n 

., Mm  sinC. sin «x 
(ii) — = 

sin B sin B sin B (BO® X= 6 ~ Bi B= 180° -9-Cp 
__ sin C sin (8 ~ B) 

sin B sin (180° - 6+C) 

__ sin C. sin (9 ~ )~ B) 
“sin B sin n (9+C) 

sin C. (sin 6 cos B-cos 6 sin B) 
sin B (sin @ cos C+cos 6 sin C) 

sin @ cos B _ £08 6 sin"B 

  

sin B sin B = ம பட 
8110 0060 cos 6 sinC 
~~ sinc - sin Cc 

sin 8 cot B-cos 9 
ao ககக பய கைக வைவைவவ வவட sin @ cot C-+cos 9 

oot B-cot 0016 

001 +cot 6 

“. m (cot C+cot 9)-ஈ (60 82-00)
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அல்லது (௬-1) ௦௦ 6-8 ௦0% 2- ஈ1001 0. 

மேற்கண்ட சூத்திரங்களைப் பயன்படுத்தி, சமநிலையி 
விருக்கும் மூன்று ஒருதளவிசைகள் பற்றிய கணக்குகளைத். 
தீர்க்கும் முறையைப் பின்வரும் மாதிரிக் கணக்குகளின் மூலம் 

அறிந்து கொள்ளலாம். ஒரு துகளின்மீது அல்லது ஒரு புள்ளி 
யில் செயல்பட்டுச் சமநிலையிலிருக்கும் பல ஓருதளவிசைகள் 
பற்றிய கணக்குகளைத் தீர்க்க முயலுகையில், முதற்கண் அத் 

துகளின்மீது அல்லது அப்புள்ளியில் செயல்படும் அவ்விசை 

களின் திசைகளைச் சரியாகக் குறிப்பிட்டு அவ்விசைத் தொகுதி 

யின் சரியான படத்தை வரைய வேண்டியது மிகவும் அவசிய 

மாகும். கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளைத் தவிர வேறு சில 

விசைகளும் அவ்விசைத் தொகுதியுடன் சேர்ந்து அத்துகளைச் 

சமநிலையில் வைத்திருக்கலாம். இத்தகைய விசைகளையும் 

படத்தில் குறிப்பிடவேண்டியது மிகவும் அவசியமாகும் 

எனவே, சமநிலை கணக்குகளில் கொடுக்கப்படாத எத்தகைய 

விசைகள் சமநிலைக்குக் காரணமாயிருக்கின்றனவென்று 

நாமறிந்து கொள்ளவேண்டியது மிகவும் அவசியமாகும் 

இத்தகைய விசைகளுள் நாம் கருத்திற் கொள்ள வேண்டிய சில 

முக்கியமான விசைகள் பற்றிய விவரங்கள் கீழே தரப்பட் 
டுள்ளன. 

(1) creo. (Weight) 

; கொடுக்கப்பட்டுள்ள துகள் அல்லது பொருளின் எடை. 

நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். இதை ஷ் என்ற 

அம்புக்குறியின் மூலம் குறிப்பிடலாம். அதாவது, ஒரு 

பொருளின் எடை ]: நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படு 

கிறது என்பதை “774” என்ற குறியீட்டின்மூலம் குறிப்பிட 
லாம். “இலேசானதுகள்'' அல்லது **“இலேசான பொருள்” 

என்று குறிப்பிடப் பட்டிருந்தால் அத்துகள் அல்லது பொருள் 

எடையற்றது என்று கொள்ளவேண்டும். 

(ஜ இழுவிசை (12151௦) 

ஒரு துகள் அல்லது பொருள் ஒரு இலேசான நீளியல்பற்ற 
இழை (]]தர4 1௦0௦151016 ஊர்பஜயினால் (அல்லது கயிற்றினால்) 
விறைப்பாகக் கட்டியிழுக்கப்பட்டிருந்தால், அவ்விழையில் 

(அல்லது கயிற்றில்) ஒரு இழுவிசை செயல்படுமென்பதைக் 
கருத்திற் கொள்ளவேண்டும். இவ்விசை ஒப்பொழுதும் இழை 

.யீன் வழியே (அல்லது கயிற்றின் வழியே) அப்பொருளிலிருந்து. 

வெளிப்புறம் நோக்கிச் செயல்படுமென்பதையும் கவனத்தி
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லிருத்தவேண்டும், அவ்விழை ஒரே சீரானதாகயிருப்பின் அவ் 
விழையின் எல்லாப் புள்ளிகளிலும் இழுவிசை ஒரே அளவு 
டையதாகயிருக்கும், இழையானது ஒரு முளையின் வழியாகவோ - 
அல்லது ஒரு வளையத்தின் வழியாகவோ சென்றால், அவ்விழை 
யின் நீளம் முழுவதிலும் இழுவிசை ஒரே அளவுடையதாக 

யிருக்கும். ஆனால் அது ஒரு துகளில் அல்லது பொருளில் 
அல்லது வளையத்தில் அல்லது மூளையில் முடிச்சிடப்பட்டிருந் 
தால், முடிச்சின் இருபுறமுமுள்ள இழையின் பாகங்களில் 

செயல்படுகின்ற இழுவிசைகள் அவற்றின் நிலைகளுக்கேற்ப 
மாறுபட்டிருக்கும். முடிச்சின் இருபுறமுமுள்ள இழையின் 
பாகங்கள் சமச்சீரான நிலைகளில் (இர 01௦ positions) 
இருப்பின் அவற்றின் இழுவிசைகள் சவமாகயிருக்கலாம். 

3 சேர்குத் தெதிர்விசை (111 Reaction) 

ஒரு துகள் ஒரு வழவழப்பான தளத்தின்மீது தொடுகை 
*(௦௦1ம்௨௦1)யிலவிருந்தால், அத்துகளின் அழுத்தம் காரணமாக அத் 
தளத்திலிருந்து அத்துகளின் வழியே ஒரு எதிர்விசை அத்தளத் 

திற்கு நேர்குத்துத்திசையில் செயல்படும். இவ்வெதிர்விசைதான் 

'“நேர்குத்தெதிர் விசை'' அல்லது **நேர்குத்தெதிர் அழுத்தம்”? 
(ம் ௩௦௦101 என்றழைக்கப்படுகிறது. உதாரணமாக, 

ஒரு நீண்ட கோலின் ஒரு நுனி ஒரு சுவரில் தொட்டுக் கொண் 

டிருந்தால், அக்கோலின் அழுத்தம் காரணமாக, சுவரின் 

மேலுள்ள தொடுபுள்ளிவழியே சுவரின் தளத்திற்கு நேர்குத்தாக 

“*டநர்குத்தெதிர் விசை'' செயல்படும். இங்கு கோலின் அழுத்த 
மானது அது சுவரைத் தொடுகின்ற தொடுபுள்ளி வழியே 
சுவரின்மீது செயல்படுவதாகக் கொள்கிறோம். எனவே, சுவரின் 
எதிர் விசையும் இத்தொடுபுள்ளிவழியே சுவரின் தளத்திற்குச் 
செங்குத்தாகச் செயல்படுகிறது. 

ஒரு பொருள் ஒரு தளத்தைத் தொட்டுக் கொண்டிருந்தால் 
அத்தளத்தின் தேர்குத்தெதிர் விசையானது அப்பொருளுக்குத் 
தளத்திற்குமுள்ள பொதுவான தொடுபுள்ளி வழியே தளம் 

திற்குச் செங்குத்துத் திசையில் செயல்படும். ஒரு கோளம் 
(Sphere) ய சாய்தளத்தின்மேல் சமநிலையிலிருந்தால் சாய் 
களத்தின் நேர்குத்தெதிர் விசை தொடுபுள்ளி வழியே சாய் 
தளத்திற்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும். ஆனால் தொடுபுள்ளி 
வழியே சாய்தளத்திற்கு வரையப்படும் செங்குத்துக்கோடு 
கோளத்தின் மையத்தின் வழியே செல்லுமாகையால் இங்கு 
நேர்குத்தெதிர் விசையானது கோளத்தின் தொடுபுள்ளிவழி 
ஆரை வழியாகச் செயல்படும்.
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ஒரு வழவழப்பான கோல் ஒரு வளையத்தைத் தொட்டுக் 

கொண்டிருந்தால், அவையிரண்டின் தொடுகைப் பகுதி ஒரு, 

புள்ளியாகும். அக்கோலானது வளையத்தின் தளத்திற்குச் 

செங்குத்தாகயிருந்தால், வளையத்தின் தொடுபுள்ளி வழி ஆரை 

யானது கோலுக்கும், வளையத்திற்கும் தொடுபுள்ளி வழியே 

நேர்குத்தாகயிருக்குமாகையால், நேர்குத்தெதிர் விசையானது. 

இவ்வாரையின்வழியே செயல்படும். இவ்வெதிர் விசையின் 

திசையானது தொடுகையின் தன்மையைப் பொறுத்திருக்கும். 

கோலானது வளையத்தின் உட்புறமாக வளையத்தைத் தாங்கிக. 

கொண்டிருந்தால், கோலின்மேல் வளையத்தின் எதிர்விசை 

தொடுபுள்ளிவழியே வளையத்தின் மையத்தை நோக்கிச் செயல் 

படும். மாறாக, வளையத்தின்மேல் கோல் அழுத்திக் கொண் 

டிருந்தால் கோலின்மேல் விளையத்தின் எதிர்விசையானது 

தொடுபுள்ளிவழியே வளையத்தின் ஆரைவழியே வெளிப்புற, 

மாகச் செயல்படும். 

  

படம் 110 

48 என்னும் ஒரு கோல் அதன் ஒரு மூனை 4யானது ஒரு, 
அரைக்கோளக் கிண்ணத்தின் உட்புறமாகத் தொட்டுக். 
கொண்டிருக்க, ஒருபகுதி சற்று வெளியே நீட்டிக்கொண்டிருக்கு 
மாறு ஓய்வுநிலையிலிருப்பதாகக் கொள்வோம். கிண்ணத்தின் 

விளிம்பில் கோலின் தொடுபுள்ளியை 2 என்று குறிப்பிடுக, 
மூனை யானது, கிண்ணத்தின் உட்பரப்பைத் தொட்டுக். 

கொண்டிருப்பதால், கீயில் கிண்ணத்தின் எதீர்விசை கிண்ணத் 
திற்கு நேர்குத்தாக அதாவது 4வழி ஆரைவழியாகச் செயல்: 

படும். Pus எதிர்விசையானது கோலுக்குச் செங்குத்தாகச்: 
செயல்படும். இவ்விரு எதிர்விசைகளும் 0 என்னும் சந்திப்ப: 

தாகக் கொள்க. Z APO =90° ஆகையால், 40 என்பது முழுக். , 

கோளத்தின், ஒருவிட்டமாகும். : 
*
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பிணையல்களில் செயல்படும் எதிர்விசைகள் (168௦011018 84 hinges) 

இரண்டு பொருட்கள் ஏதோ ஒருமுறையில் விறைப்பாகப் 
பிணைக்பப்பட்டிருந்தால், அப்பிணையலைச் சுற்றித் தாராளமாக 

.நகரக்கூடியதாயிருக்கும். இப்பிணையலில் செயல்படும் Pit 
விசையின் அளவு, திசை ஆகியவை தெரியாமலிருக்கும். 
ஆகவே, இவ்வெதிர்விசையை 2) 17 என்னும் கிடை, நிலைக். 

குத்துக் கூறுகளாகப் பிரித்து, அவற்றின் மூலம் அவ்வெதிர் 

விசையின் அளவு, திசை ஆகியவற்றைக் கணக்கிடவேண்டும்; 

அல்லது, அப்பிணையல் புள்ளியைப்பற்றி திருப்புத்திறன்களை க் 

கணக்கிடுவதன்மூலம் அவ்வெதிர்விசையைக் கணக்கீட்டி 

லிருந்து நீக்கிவிடலாம். 

மாதிரி 75 ஒரு சீரானகோல் அதன் ஒரு மூனை ஒரு வழ 

வழப்பான றுலைக்குத்துச் சுவரின்மீதும், மறுமுனை அச்சுவருக்கு 

௮ கோணத்தில் சாய்ந்துள்ள ஒரு வழவழப்பான சாய்தளத்தின் 

afgid படிந்துள்ள நிலையில் சமநிலையிலுள்ளது. கிடைத்தளத் 

துடன் கோலின் சாய்வு ஷ ctafc, tan <= 4% tan § என்று 

காட்டுக. 

தீர்வு 

2 என்பது நிலைக்குத்துச்சுவர். PZ என்பது சுவருடன் 
4 கோணத்தில் சாய்ந்துள்ள ஒரு சாய்தளம். 

  

AB என்னும் 

ள் 5 
A WO 

, SG eR j 

ட ஸு 
ஸு. Ry 

சீ 
ங் 

| B 

ட 
L 

9 

P 3   

படம் 11] : 

“கோல் சுவரையும், சாய்தளத்தையும் முறையே A, B என்னும் 

புள்ளிகளில் தொட்டுக்கொண்டு சம நிலையிலுள்ளது.
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கோல் சீரானதாகையால், அதன் எடை 77* ஆனது 4£யின் 

நடுப்புள்ளியாகிய 0 வழியே நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் 

செயல்படும். 4யில் கோலின்மீது சுவரின் எதிர்விசை 8 ஆனது 

சுவருக்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும். நீயில் கோலின்மீது 

சாய்தளத்தின் எதிர்விசை 5 ஆனது சாய்தளத்திற்குச் செங்குத் 

தாகச் செயல்படும். ஆகவே, இத்தொகுதியில் செயல்படுகின்ற 

மூன்று விசைகளும் வருமாறு : 

(௮) கீதியின் நடுப்புள்ளி 0 வழியே கோலின் எடை 78 

(ஆ) யில் சுவருக்குச் செங்குத்தாகச் சுவரின் எதிர்விசை £, 

(இ) .8.பில் சாய்தளத்திற்குச் செங்குத்தாகச் சாய்தளத்தின் 

எதிர்விசை 6, ் ் 

இம்மூன்று விசைகளும் சமநிலையிலிருப்பதால், இவை 
மூன்றும் ஓரே புள்ளியில் (0-வில்) சந்திக்கும், 

&40£யில், 40:08-1:1 அதாவது, ஈ:ஈ-1:1. 

20.480--கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு- 4, 

2400-90. 

£AGO =(90° = 4). 

ZOGB = 180°.- £2 AGO = 180° — (90° - x) (90+ «). 

‘ 

2.420- சுவருக்கும் சாய்தளத்திற்குமிடையேயுள்ள 
கோணம் [3 

௦0 ஆனது மியை இல் சந்தித்தால், 2018-6, 

-. 2008-(90₹-9). 

& 408யில் தீரிகோணச் சூத்திரத்தைப் பயன் படுத்துக. 

(1-1) ௦ 2008-1௦௦0 2400-1 ௦0 200. 

2 cot (90°-+«) = cot 90° - cot (90° - 9). 

-2 tan <=0- tan 0. oo 

அல்லது, tan <=4 tan 6. 

wrdifl 761 (a+b) நீளமுள்ள ஒரு கோலின் எர்ப்பு 

eniwunbd (centre of gravity) sega: b cretrepid விகிதத்தில் 

பிரிக்கிறது. அதன் ஓருமுனை ஒரு வழவழப்பான சுவரின் மீதும்,
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மறுமுனை அச்சுவருக்கு 4 கோணத்தில் சாய்ந்துள்ள ஒரு வழ 
வழப்பான சாய்தளத்தின் மீதும் படிந்துள்ள நிலையில் அது 
சமநிலையிலிருக்கிறது. கோலானது நிலைக்குத்துடன் 6 கோணத் 

  

தில் சாய்ந்துள்ள தெனில், (8 ல (00 2 ete 

என்று நிறுவுக. 

தீர்வு 

72 என்னும் சாய்தளம் 2” என்னும் திலைக்குத்துச் சுவருடன் 
4 கோணத்தில் சாய்ந்துள்ளது AB என்னும் கோல் சுவருடன் 
6 கோணத்தில் சாய்ந்த நிலையில் சுவரையும், சாய்தளத்தையும் 

é 
wo 

  

  

படம் 112 

முறையே 4, என்னும் புள்ளிகளில் தொட்டுக் ம் 
சம நிலயில் உள்ள. காட்டுக் கொண்டு 

2 என்பது கோலின் ஈர்ப்புமையம் என்றால், AG: GB=a:b 

4 யில் சுவரின் ஏ திர்விசை 2 ஆன உ ட ் ன் துசுவருக்குச் ட தாகச் செயல்படும். யில் சாய்தளத்தின் எதிர்விடை 9 ஆவது 'சாய்தளத்திற்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும் 

டர ae . ௪௦ 
நோக்கிச் செயல்படும். ஆனது நிலைக்குத்தாகக் கீழ் 

கோல் சமநிலையிலிருப்பதால், RSW oe 5 விசைகளும் ஓரு புள்ளியில (9-வில்) சந்திக்கும்... gover
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ஃ 40சயில் 40:08 22. 
4 4004 90₹; ZGOB = (90°- «) 
£ OGA = LGAO=6; + ZOGB=180°- ZOGA 

. , =(180-9) 
திரிகோணச் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்துக. 

(௪-8) ௦01 200.8-2001 2400-06௦௦: 002 

(24ம்) cot (180°- 9) = a cot 90°- 6 cot (90°- «) 

- (a+b) cot’e = O— btan« 

(a+ bd) eet b'tan « 

ட 
b 

அல்லது, 1௨௩ ஆ, $8௩6 ௯ - 

மாதிரி 77: ஈ நீளமூள்ள 44.8 என்னும் ஒரு சீரான கோல் 
அதன் ஒரு முனை 4 யானது ஓரு வழவழப்பான நிலைக்குத்துச் 

சுவரின் மீது படிந்தும், மறுமுனை 4 யானது / நீளமுள்ள ஒரு 

நாலினால் கட்டப்பட்டு, சுவரில் Ade தநேர்மேலேயுள்ள ஒரு. 

  

படம் 119 

புள்ளியில் கட்டப்பட்ட நிலையில் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. 
சமதிலயில் கோலானது சுவருக்கு 9 கோணற்தில் சாய்ந்து்ன 

ர? ் . a . க 
தெனில் cos? 6 = -ஃரு- என்று காட்டுக. மேலும், சமநிலை 

அ. இ.- 18
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சாத்தியத்திற்கான /, ச ஆகியவற்றின் எல்லை மதிப்புக்களைக் 

காண்க. 

தீர்வு 
48 என்னும். கோலின் ஒரு முனை 4 யாளது 21 என்னும் 

நிலைக்குத்துச் சுவரின் மீது படிந்துள்ளது, அதன் மறு மூனை 
4 சுவரிலுள்ள 0 என்னும் புள்ளியுடன் ஒரு நூலின் மூலம் 
இணைக்கப்பட்டுள்ளது. 

4 யில் சுவரின் எதிர்விசை 8 சுவருக்குச் செங்குத்தாகச் 

செயல்படும், நூலின் இழுவிசை 7' ஆனது 280 வழியே செயல் 
வடும். 

கோவின் எடை 14 ஆனது அதன் நடுப்புள்ளி ர வழியே 
நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். 

கோல் சம நிலையில் தொங்கிக் கொண்டிருப்பதால் இம் 
மூன்று விசைகளும் ஒரு புள்ளியில் (0-வில்) சந்திக்கும். 

AB - கோலின் நீளம் = a 

BC - நூலின் நீளம் - / 

42.4 - சுவருடன் கோலின் சாய்வு 4 6, 

4204 - சுவருடன் நூலின் riba; = 9 என்க, 

= 2GOB = £. 

LAOG = 90°; 

LAGO = LGAL = @ -. LOGB = (180° ~9) 
BLIPA coed, BL = BC sin B = AB sin 0. 
அதாவது, 78110 - asin 6. 

asin 9 
I 

ரி 

| ” sin B = 

  

். cosec B =   

  

: 7? 
7 = ல் 2 = 

asin @ அலலது 00860 8 ஜீ sin?’ 

கோல் சீரரனதாகையால் அதன் புவியீர்ப்பு மையம் 
ஆனது அதன் நடுப்புள்ளியாகயிருக்கும். 
அதாவது, 402: 021:1, 

ஃ 408 க்குத் திரிகோணச் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்துக 
(141) ௦0% 2002- 1௦ £AOG—l'cot 00 

.26%(180₹-6) = cot 90°—cot B 
—2 cot 9 = — cot B.



  

  

ஒரு தள விசைகள் 275 

அல்லது, 2௦% 9 = cot B 

2. 4௦00 = cot? B 
4 ௦080 2 அதாவது, “5 = 00860” 8-1 

ர்? 

~ a? sin? @” 

_ (?- a? sin* @ 
a? sin? @ 

.. 4a? cos? -@ = /?~@® sin? @ 

= 2 ~a* (1+cos? 6) 

: =p ~ a? +-a? cos @. 

3௪” cos? 6 = ஜூ 

அல்லது, cos? 9 = (ச) 

சமநிலை சாத்தியமாக வேண்டுமாயின் 6 மெய்யாகயிருத்தல் 
வேண்டும். 1 

008692 0; ௦06809 < I 

3/8 ர ர). [72 ரூ.௮32 

அல்லது, 7/5 82 1? < 4a? 

அதாவது, /5 7424, 

astog, a<i< 2a. 

மாதிரி 78: ஒரு கிடைக்கோட்டில் சந்திக்கின்ற வழவழப் யான இரு சாய்தளங்கள் கிடைத்தளத்துடன் £, 0 கோணங்் களில் சாய்ந்துள்ளன. கனமான, சீரான கோலொன்று அதன் 
இரு முனைகளும் இவ்விரு சாய்தளங்களின்மேல் படிந்த நிலை 
யில் சமநிலையில் இருக்கின்றது. நிலைக்குத்துடன் கோலின் சாய்வையும், சாய்தளங்களின் எதிர்விசைகளையும் காண்க. 

தீர்வு : 

Xe X என்பது கிடைத்தளம், ம், ௦2 என்னும் சாய்தளங் 
கள் கிடைத்தளத்துடன் மூறையே «, 8 கோணங்களில் 
2 வழியே ஒரு கிடைக் கோட்டில் சந்திக்குமாறு அமைந்
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துள்ளன. 48 என்ற கோலின் இருமுனைக்கும் இருசாய்தளங் 
களையும் தொட்ட சமநிலையிவிருக்கின்றன. 

கோல். சீரானதாகையால் அதன் எடை 74: அதன் நடப் 

புள்ளி £ வழியே நிலைக்சூத்தாகக் கீழ் 2 தாக்கிச் செயல்படு 
கின்றது. 

4, 8ீ ஆகிய புள்ளிகளில் சாய்தளங்களின் எதிர்விசைகள் 
சாய்தளங்களுக்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும், ஆகவே பிண் 

வரும் மூன்று விசைகள் செயல்படுகின்ற, 

  

படம் ந14 ‘ 

(ஆ தீயின் நடுப்புள்ளி பயில் கோலின் எடை Wy. 

(ஆ) 4யில் சாய்தளம் 08க்குச் செங்குத்தாக அதன் எதிர் 
விசை & * 

(இ) பில் சாய்தளம் க்குச் செங்குத்தாக அதன் எதிர் 
விசை 5 

கோல் சமநிலையிலிருப்பதால், இம்மூன்று விசைகளும் 6 
என்னும் ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கும். 

2008-0 என்ச, 

4400௪ நீ என்றும் 800244 என்றும் எளிதில் காண 
லாம். 

40:08-1:1, 

க&.க்யில் திரிகோணச் கூத்திரத்தைப் பயன் படுத்துக. 
(41) ௦௦ 2008-10 2400-1௦௦0: 7002. 

2 cot 6=cot B~cot «, 

_ Cot 6 =% (cot B- cot <). | .
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் நிலைக்குத்துடன் கோலின்-சாய்வு6 - ௦௦1--13(0௦1 (- ௦௦10). 

R,S ஆகிய எதிர்விசைகளைக் காண டுவில் செயல்படும் 
W,R,S என்னும் முன்று விசைகளுக்கும் இலாமியின் தோற் 
ஓத்தைப் பயன்படுத்துக, 

R Ss Ww 

  

sinZSOW” sin ZWOR sin 2 ROS 

R ட Ss . Ww 

sin (180°~«) sin (180°~ 8) sin (x +B) 

R Ss [ர் 

ணை எனை! உன டா சர்: 

r= Wsinx, ஒட ஸ்ட். 
sin (a+5)’ sin (<+ 8) 

  

மாதிரி 78: 6 என்னும் வழவழப்பான மூனைவழியே 
செல்லும் ACP, BOP என்னும் இரு கயிறுகளின் ஒரே பக்க 

  

~ படம் 115 

மூள்ள முனைகளில் 2, 7 என்னும் சம எடைகள் கட்டித் தொங்க 
விடப்பட்டுள்ளன, அவற்றின் மறுமுனை களில் 7* எடையுள்ள 
42 என்னும் கனமான உத்திரம் கட்டித் தொங்கவிடப்பட் 
டுள்ளது. அதன் ஈர்ப்பு மையம் கீயிலிருந்து ச அடிதூரத்திலும், 
கியிலிருந்து ம்.அடிதூரத்திலுமுள்ளது. ீசியானது கிடைத்தளத் 
துடன ்
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_. ga-b ~ iy W 
, tan~1 ar5ian (sim 2p )} 

கோணத்தில் சாய்ந்திருக்குமென்று காட்டுக. 

தீர்வு 
0 என்பது உத்திரம் ,4.8யின் ஈர்ப்பு மையம். 

ஃ 40:00 -ர:ம் உத்திரத்தின் எடை 17” ஆனது 0 வழியே: 
நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். 402, 807 என்னும் 
கயிறுகள் 0 என்னும் முளைவழியே செல்கின்றன. இக் கயிறு. 

களின் .4, 8 என்னும் முனைகள் உத்திரத்தின் இரு நுனிகளிலும் 
கட்டப்பட்டுள்ளன. கயிறுகளின் மறுமுனைகளில் 2 என்னும் 
சம எடைகள் கட்டித் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளன. 

இத்தொகுதியில் செயல்படும் மூன்று விசைகள் பின்வரு 
மாறு: 

(i) 46 வழியே கயிற்றின் இழுவிசை 7-2. 

(ii) 80 வழியே கயிற்றின் இழுவிசை 77 2, 

(iii) ப வழியே உத்திரத்தின் எடை 144 . 

உத்திரம் சமநிலையிலிருப்பதபல், இம்மூன்று விசைகளும் 
ஒரு புள்ளியுல் (யேல்) சந்திக்கவேண்டும். +. CG என்பது. 

நிலைக்குத்தாகும். 

இரு கயிறுகளிலும் இழுவிசைகள் சமமாயிருப்பதால், 
அவை நிலைக்குத்துடன் சமகோணங்களில் சாய்திருக்கும். 

. 2 £ACG = LGCB= 

மூன்று விசைகளையும் ரோ வழியே விசைப் பிரிப்புச் செய்க... 

T cos. +T cos LL = W 
2 

2T cos ~~ = W 
2 

அல்லது, 008 5 த 

கிடைத்தளத்துடன் உத்திரத்தின் சாய்வு 6 என்று கொள்க. 

. £CGB=(90° - 9) 

A ABCu9e திரிகோணச் தத்திரத்தைப் பயன்படுத்துக...
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(a+6) cot ZCGB =acot ZACG-~bcot £GCB 

(a+b) cot (90° - 9) =a cot ட -bcot < 

(a+5) tan 6 =(a-b) cot 5 

“ tan=2—cot < 

=2-? tan 0" --S) 

ஆனல், 008 5 = a 

signeugs sin (90°--S-) =i 

. உட © _ ini Ww -. 90 5 = §in (zr) 

a-b உட், 
ட tan 6 எத்த " (sin 2௪) 

a-b . W 
ல்லது, g=tan-! | —— a1 அல்லது, Q=tan ap tn (sin 55 ) } 

மாதிரி 80: ஈர்ப்பு மையத்தினால் ௪: ம் என்னும் விகிதத்தில் 
இரு பகுதிகளாகப் பிரிக்கப்படுகின்ற கோல் ஒன்று ஒரு வழ 

வழப்பான உள்ளீடற்ற கோளத்தினுள் (1௦11௦9 sphere) வைக் 

கப்பட்டுள்ளது, சம நிலையில் கிடைத்தளத்துடன் கோலின் 

சாய்வு 6 ஆகவும், கோளத்தின் மையத்தில் கோல் தாங்கும் 

கோணம் 2 ஆகவுமிருப்பின், 4800 - நடவ 

என்று காட்டுக. 

தீர்வு: 

ட என்பது கோளத்தின் மையம் க8 என்பது கோளத் 
தினுள் சமநிலையிலிருக்கும் கோலின் நிலை. 0 என்பது கோலின் 

ஈர்ப்பு மையம். 

. AG: GB «= ab. 

கோலின் எடையாகிய 77 என்பது 0 வழியே நிலைக்குத் 

தாகக் கீழ் நோக்கிச் செயல்படும். 4யில் கோளத்தின் எதிர்
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விசையாகிய 8 என்பது 40 என்னும் ஆரை வழியே செயல் 
படும். நுயில் கோளத்தின் எதிர்விசையாகிய $ என்பது BO 

என்னும் ஆரைவழியே செயல்படும். 

  

படம் 116 

கோல் சமநிலையிலிருப்பதால் இம்மூன்று விசைகளும் ஒரே 
புள்ளியில் (அதாவது கோளமையம் 0-வில்) சந்திக்கும், 

கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு - 9 என்க 

4000௨ (0-6 

2402 - 26;04- 08 ஆகையால் 7040 - 2080-4 
(90° — <) &.40ீயில், (ஈடு 0௦ - 1 cot B—m cot C ste gph 

சூத்திரத்தைப் பயன் படுத்துக. 

(a+b) cot ZOGB = bcot ZOAG - acot ZOBG 

அதாவது, (8-4) ௦௦ (90-69) = beot (90° - «) - acot (90° - «) 

(a+b) tan 9 = (b-a)tan « 

. b~-a 
அல்லது, tan 6 ~ bia tan 4 

masdwe apap Geometrical Method) 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள ofeneact cir செயற்கோடுகளை 

அவற்றின் திசைகளுடன் சரியாகக் குறிப்பிடுவதன்மூலம் 

கிடைக்கும் வடிவியல் படத்திலிருந்து வடிவியல் மூறைகளைப் 

பயன் பத்தியும், இலாமியின் தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தியும் 
ஒரு புள்ளி வழிச்செயல்படும் மூன்று ஒருதள விசைகளின் சம்
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நிலைபற்றிய கணக்குகளைத் தீர்க்கலாம்... பின்வரும் மாதிரிக் 
கணக்குகளைக் கவனிக்கவும். 

மாதிரி 81: ச ஆரையுடைய ஒரு கோளத்தின் பகுதியா 
லுண்டான ஒரு கிண்ணம் அதன் அச்சு நிலைக்குத்தாகயிருக்கு 
மாறு ஒரு கிடைத்தளத்தின்மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளது. வழ 
வழப்பான சீரான கோலொன்று அதன் ஒரு முனை கிண்ணத்தி 
னுள்ளும், ஒரு பகுதி விளிம்பிற்கு வெளியே சற்று நீட்டிக் 
கொண்டிருக்குமாறு ஓய்வு நிலையில் வைக்கப்பட்டுள்ளது. 

விளிம்பின் மேலுள்ள ஒவ்வொரு புள்ளி வழியேயும் செல்லும் 
கோளத்தின் ஆரையானது நிலைக்குத்து அசசுடன் 4 கோணத் 

தையும், கோலின் கீழ் முனை வழியே செல்லும். ஆரை நிலக் 
குத்து அச்சுடன் ந கோணத்தையும் உண்பெணிஞல் கோலின் 
நீளம் 4ர.1 இ. 8601 (4- 3) என்று காட்டுக 

தீர்வு: 

222 என்னும் உள்ளீடற்ற கோளப்பததியாலான கிண் 

ணம் அதன் அச்சு 70 நிலைக்குத்தாக யிருக்குமாறு வைக்கப் 

பட்டுள்ளது. எனவே, அதன் விளிம்பு 8 கிடைத்தளத்தி 

லிருக்கும். 6 என்பது கோளத்தின் மையம்; 2 என்பது அதன் 

ஆரை. 
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ஈசி என்பது ஒரு சீரான கோல். அதன் ஈர்ப்பு மையம் 
6 ஆனது அதன் நடுப்புள்ளியிலிருக்கும். எனவே கோவின் 

எடையாகிய 17: என்பது 0 வழியே நிலைக்குத்தாகக் கீழ் நோக் 
கிச் செயல்படும். ்
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கோலின் முனை 4 யானது கிண்ணத்தினுள்ளிருக்குமாறும், 
DB என்னும் பகுதி விளிம்புக்கு வெளியே நீட்டிக்கொண் 
டிருக்குமாறும் வைக்கப்பட்டுள்ளது. கோலானது கிண்ணத் 
தின் விளிம்புடன் 2) என்னும் புள்ளியில் தொடுகையிலுள்ளது- 
எனவே, நியில் விளிம்பின் எதிர்விசையாகிய இ என்பது 
கோலுக்குச் செங்குத்தாகச் 2 சயல்படம், 

4ீயில் கிண்ணத்தின் எதிர்விசையாகிய R என்பது 42 என் 
னும் ஆரை வழியே செயல்படும். 

கோல் சம நிலையிலிருப்பதால், 8, 517 என்னும் மூன்று 
விசைகளும் ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கும், இப்புள்ளியை 
0 என்று குறிப்பிடுக. 

4400 - 90” என்பதாலும், 40 என்பது கோளத்தின் 
மையத்தின் வழியே செல்வதாலும், 40 என்பது கோளத்தின் 
வட்டமாகும். அதாவது ட ஆனது. கோளத்தின் மேலுள்ள 
ஓரு புள்ளியாகும். ‘ 

LACP=§ என்னும், LDCP=< என்றும் கொடுக்கப் 
பட்டுள்ளன. &40ியில், 04-02. 

் 4040- 2004-1 [180-(-ட0)]-907-3 (டட 
24004 740220 

40-விட்டம் 3, 

4.400-180₹.. 9- 042, 

= 180 - B~[90°~ 4 (Ax B)] 
= 90° ~ B+4(<+8) 
=90°+ 4 (« - 8). 

: AG AO 

A AOC, ST AOG * si LAGO 
AG . 2a 

sin 8 ‘sin (90° $$ (<— Byy 
2a 

cos 4 (x ~ 8) 

2 asec $(« ~ ), 

  

  

= 
ப 

ஃ AG=2a sinB. sec 4 (« ~ B) 
ம கோலின் நீளம் AE =2AG =4q sin B see i (4-இ. 

மாதிரி 82 : விளிம்பு கிடைத்தளத்திலிருக்குமாறு நிலையாக 
வுள்ள ஒரு அரைக்கோளக் கிண்ணத்தின் வழவழப்பான உட்
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புறத்தில் ஒரு முனையும், விளிம்பில் தாங்கப்பட்டு வெளியே 
நீட்டிக் கொண்டும் சமநிலையிலிருக்குமாறு 4 அங்குலக் 
கோலொன்று வைக்கப்படுகிறது. கிண்ணத்தின் ஆரை 4/3: 
அங், எனெனில், கோலின் கால்பாகம் வெளியே இருக்கும் 

_ எனக்காட்டு. 

(பி.எஸ்ஸி, சென்னை 1962 சேப்., மதுரை 1972 ஏப்.)- 

  

  

2:2௦ என்னும் அரைக்கோளக் கிண்ணம் அதன் விளிம்பு, 
, சிடைத்தளத்திலிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 48 என்னும் 
கோல் விளிம்பை றியில் தொட்டுக்கொண்டும், அதன் முனை 

4யானது கிண்ணத்திலிருக்குமாறும் சாய்ந்த நிலையில் வைககப் 
பட்டுள்ளது. கோலின் DB என்னும் பகுதி விளிம்பிற்கு. 

வெளியே நீட்டிக் கொண்டிருக்கிறது. கோலின் ஈர்ப்பு மையம் 
G ஆனது அதன் நடுப்புளளியிலுள்ளது. 

சிதி-4 240-277, 
. 

கோலின் எடையாகிய 17” ஆனது 0 வழியே செயல்படும்... 

4யில் கிண்ணத்தின் எதிர் விசையாகிய £ ஆனது 4/0 
வழியே செயல்படும், 

மயில் விளிம்பின் எதிர் விசையாகிய 49 ஆனது அீழிக்குச். 
செங்குத்தாக செயல்படும்.
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Gard சமநிலையில் இருப்பதால், இம் மூன்று விசைகளும் 
ஒரு புள்ளியில் (0-வில்) சந்திக்கும், 0 என்பது 40 என்னும் 

"ஆரையிலிருப்பதாலும், 1020-90” என்பதாலும் 40௦ என்பது 

"கோளத்தின் விட்டமாகும். 

க்ெ 31, 

சி வழியே 444 கிடைக்கோடு 00ஐ /7இல் வெட்டுமாறு 
வரைக, 

 LAHO=90. ஆனால், 49 விட்டமாகையால் AH ஆனது 
அகிண்ணத்தின் மேலிருக்கும். 

LGAH=8 என்க, 

ஃ 2002-90-09: , 0000-0, 

400 £CDG=90°- £ OGD =90" - (90° — 9) = 8. 

“. ZOAH = 29. . 

ஃ40//இல், 477- 40 ௦08 26-24/3 ௦08206, 

&கீ11இல், 407-400 642 0050 

293 cos 29 =2 cos 9 

/3 (2 cos? 9=1)=cose. 

3/3 cos?6@ ~ cosg —- 3 =0 

+ 
ae 4/3 473 743° 3 

“0 = 30°. 

AD = AO cosQ = 243. cos 30° = 2,3. “3 3, 

ஃவெளியே நீட்டிக் கொண்டிருக்கும் பகுதியின் Barb = AN LW 772 ach * * ர * 4377-1 காலின் நீளத்தில் 3 பாகம், . 

மாதிரி 83; / நீளமுள் ஒரு Caner ஆரையுள்ள (7540) 
ஒரு வழவழப்பான அரைக்கோளக் கிண்ணத்தினுள் ஓய்வு நிலை 
*பிலுள்ளது. கோலின் புவியீர்ப்பு மையம் அதை 'முச்சமக் 

1 கூறிடுகிறது, கோலானது கிடைத் ; : nf ep பை றிடுகிறது ஈனது கிடைத்தளத்துடன் 18 34 27 

'கோணத்திலிருக்கு மென்று காட்டு, கோலின் முனைகளிலுள்ள 
எதிர் விசைகளையும் காண்க. ட்
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தீர்வு ட 

22 என்னும் அரைக்கோளக் கிண்ணத்தினுள் 42 என்னும் 
கோவ் கிடைத்தளத்துடன் 9 என்--ம் கோணத்தில் சாம்ந்த 
நிலையில் ஒறாவிலுள்ளது. 0 என்பது கோளத்தின் மையம். 

த : 

o
n
 

_— 

~~ 
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014-0௮௪, 

ஃ 7040 7/08,4-4 என்க. 

கோலின் புவியீர்ப்பு மையம் 0 எனில், 10 : 05-12. 

கோலின் எடை 14 ஆனது G வழியே செயல்படும். 

சியில் கிண்ணத்தின் எதிர்விசையாகிய 8 என்பது 10 வழியே 

செயல்படும். Bale கிண்ணத்தின் எதிர்விசையாகிய 4 என்பது 

ச வழியே செயல்படும் ° 

கோல் சமநிலையிலிருப்பதால் 8, 5), 14” ஆகியவை ஒரு புள் 

ளியில் சந்திக்க வேண்டும். ஆனால் R,S ஆகியவை 0 வழியே 

செள்வகாள், 7௩ம் ட வழியே செல்லும். அதாவது 002 என்பது. 

நிலைக்குத்துக் கோடாகும். AH LUG cusoya. 

2704//-கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு என்க, 

3008- (90-69) 

40: 08-1; 2என்பதாலும், .18-7/ என்பதாலும், 40-17, 

02-71. 

&08யில் (ஈட்டு) ௦௦% 0-1 60 8-௦% ௦ என்னும் சுத்தி 

ரத்தைப் பயன் படுத்துக.
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(1+2) cot £OOB=2 cot ZOAB-1 cot ZOBA 

3 cot (90° - 6) =2 cot « - cot % 

3 tan g@= cot «. = ves qa) 

LSOR= £ AOB=(180° = 2«) 

ZAOG =90° - (8+) 

2. ZLWOR=180- Z AOG = 180° - 90°+-(64+«) = 90+(6 - «) 

Z GOB = 180° - « - (90° - 6) =90°+(9 ~ «) , 

2. ZSOW = 180° ~ 2 GOB = 180° - 90° ~ (g - x) = 90° - (0- «) 

இப்பொழுது 0 வில் செயல்படும் 78, 5, 177 ஆகிய விசை 
சளுக்கு இலாமியின் தேற்றத்தைப் பயன் படுத்துக. 

  

  

R Sow 
sinZSOW sinZWOR sinZSOR 

_ R _ S ' Ww 
sin(90°—(@-<)]  sin{90°+(6+«)} “sin(180° — 2x) 

R ந ரந 
௦௦6 (0-௨) ~ COs (6+) sin 2 « 

W cos (@-%) 
_ R=? 

sin 2 « 

gs = Wes (0+) 
sin 2< ‘ 

இப்பொழுது, 0 48 வரைக. 408 ஒரு இரு சம பக்க 
மூக்கோணமாதலின் 0 ஆனது 4தீயின் நடுப்புள்ளியாகும். 

. AD=DR=341, 

OD? = QA? ~ AD? 

ap? 

ப 4r? ~ [3 
4 

றற v4 r? — ]? 

் 2 

    

.& 400 யிலிருழ் கற 31
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: I 

Varah 

(1) இலிருந்து, (௨௩6 - $ 00% ௩ Werk 

அல்லது, 6 = tan’ ரு 

மேலும் 008(0-4) - 0080 008 -- 816 8/0 « 

= gin < (cos 9.00 8109) 

= Sin < (cos 9. 3 tan 6 + sin 6) 

= sin x (3 sin § + sin 6) 

= 4s1n 6 sin « 

இதுபோல், cos (@+%) = cos @ cos x - sin @ sin * 

sin < (cos 6. cot < - sin 9) 

sin < (cos 9.3 tan * ~sin @) 

sin < (3 sin @-sin 6) 

= 2 sin 6 sin X. 

I 
॥ 

cot 4 cot « os 
& tang = ——_ ensure, sine = | : 

BO 3 ஆ கி 9+cot®? < 
  

  

cotx 
s. cot (@-%) = 49+ cot? sin < 

4 cos % 

“ /9+cot* « 
cot < : 2 cos 4 

cos (64%) =2 Veteotte x = Varco 

_ W cos (6 - <) 
~ gin 2 « 

W 4 cos « 

™ 2sin < cos x 4/94 cot*«< 

sin « A/9-+cot?«< 

_ ந, 
~ a/9sin*< 4+ cos? 

oe 4D atl 2, 6D COS Kw —— = 
9-8 cos?« ஆகு AO ச ar 

aR 

  

ma
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உ 1002௮ 
ட W 2cas x 
“sin <cos x 4/O Lear « 

- 
~ gin < 4/9 +c0t7 x , ‘ 

W 

4/9 sin?«< 4+ cot?« 
ட W 

ries, 

9-$ 0087 

௮ 
ஆரா 2/5 

மாதிரி 84: ௨ விட்டமுள்ள ஒரு வழவழப்பான அரைக் 
கோளக் கிண்ணம் அதன் ஓரம் ஒரு வழவழப்பான நிலைக் 
குத்துச் சுவரைத் தொட்டுக் கொண்டிருக்கும்£று வைக்கப்பட் 
டுள்ளது. ஒரு கனமான சீரானகோல் அதன் ஒருகனை 
கிண்ணத்தின் உட்புறத்திலும், மறுமுனை சுவரின்மீதும் 
தொட்டுக் கொண்டிருக்கு. மாறு கிடைத்தளத்தடன் 60” சாய்வில் 

சமநிலையிலுள்ள து. கோலின் நீளம் (ச + 9) என்று காட்டுக 

தீர்வு : 

  

  

ஜே மையமாகக் ெ-ண்ட ஒரு அரைக் கோளக்கிண்ணம், 
அதன் ஓரம் ஒரு நிலைக்குத்துச் சுவரை 7” என்னும் புள்ளியில் 
தொட்டுக் கொண்டிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 42 
என்னும் ஒரு கோல் அதன் ஒருமுனை 4யானது கிண்ணத்தி 
னுள்ளும் மறுமுனை சீயானது சுவரின் மீதும் தொட்டுக் கொண் 
டிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 

கோலின் எடையை அதுநடுப்புள்ளி வேழியன் 0: செயல் 
படும். ் 

Ase கிண்ணாத்தின் எதிர்விசையாகிய £ 40 வழியே 
செயல்படும். 

~
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Bult) xouher எதிர்விசையாகிய ,$ சுவருக்குச் செங்குத் 

தாகச் செய்யப்படும். oes wee 

கோல் சமநிலையிலிருப்பதால் இம் மூன்று வி i று விசைகளும் 
புள்ளியில் சந்திக்கும். இப் புள்ளியை 0 என்ச, ஒரு 

R 

5<—_4 8 
  

    
  

  

பப்ப 
ப 
e
w
e
 
n
e
v
e
n
e
n
 

gs 

    
  

  

ப்டம் 120 

கியிலிருந்து 4.6 என்னும் கிடைக்கோடு சுவரை பில் 

சந்திக்குமாறு வரைக. 

74 -கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு 60°. 

ஃ 4008-30”, 

2008-90”, 

ALLEF வரைக, LLAC=@ என்க. ஃ LAOG=6. 

‘ 

AAO BuSed திரிகோணச் சூத்திரத்தைப் பயன் படுத்துக. 

(141) 6 4008-1௦01 2400-1௦ 2002 

2 cot 30°=cet 6- cot 90° 

2/3=cot 6 

ம்பு 9. 

இப்பொழுது, LF=LC+CP க 

= AC sin 9-5 

௮. இ.-19
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௨.3 a 

r Vit 
a 1 . 

-r( 13 +e) ப 
1 4 

ee = தி ஆ —=— AK L 3 (7 13 + 2) 

Bid A ARBUISG Brgy, ABm AK see 60 

a 

(Fate) 
அதாவது, கோலின் நீளம் - ( at Ta) 

மாதிரி 85 : ஒரு சீரானகோல் ஒரு நிலையான வழவழப். 
பான கோளத்தின் மேல் அதன் ஒரு முனை கோளத்தைத் 
தொட்டுக் கொண்டிருக்கும் ஒரு வழவழப்பான நிலைக்குத்துச் 
சுவரை அழுத்திக் கொண்டிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
கோலின் நீளம் 1; கோளத்தின் ஆரை ஈ: சமநிலையில் நிலைக் 
குத்துடன் கோலின் சாய்வு 0எனில், 

a = 2/ sin 3 cos* 2 

என்று நிறுவுக. (மதுரை பி.எஸ்ஸ். 1971 செப்.) 
தீர்வூ 

2 ஐ மையமாகக் கொண்ட ஒரு கோளம் ஒரு சுவரை மியில் 
தொட்டுக்கொண்டிருக்கிறது. ட 

AB என்னும் ஒரு கோல் சுவரை யிலும் கோளத்தை சீயிலும் அழுத்திக்கொண்டு சமநிலையிலுள்ளது. 

கோல் சீரானதாகையால் அதன் எடை W அதன் நடுப் புள்ளி 0 வழியே $ செயல்படும். 

சீயில் சுவரின் எதிரழுத்தம் R சுவருக்குச் செங்குத்தாகச் 
செயல்படும். an 

சீயில் கோளத்தின் எதிரழுத்தம். ஆனது 02 வழியே 
செயல்படும். 

கோல் சமநிலையிலிருப்பதால் இம்மூன்று விசைகளும் 0 
என்னும் புள்ளியில் சத்திக்கும்; » ..
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நிலைக்குத்துடன் கோலின் சாய்வு 0, | 

CD, யைச் சேர்க்கவும். 807” ஒரு வட்ட நாற்கரமாகை 
பரல், 270299, 

  

  

  

  

  

  

டம் 121 

LD APC = A ADC ஆகையால், 2407 - 400 3. 

ஃ 400யில், 2400-93 404 4089-1 48 80 
i. 

= 7 sin 0. 

L APO, ZAOP =8 ஃ் AP = AO sin 9-2 ம் 8105 6. 

LA APCuSe, AP» PC tan உ. qa tan 8 

  

2 2 

i 2 9 
ஆ ஒற் 96-௧1 

in2 ப a ம் 

் 2 (கா. ட 

0 
«dt pg 8 og 8 C08 oS 

த ஆ 421 ‘y+ COs 7° ணை: 

81 :- 
2
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2] sin -- cos? உ. 
2 2 

மாதிரி 86: ர ஆரையிள்ள ஒரு உருளை அதன் அச்சு கிடை . 

நிலையிலிருக்குமாறு அதன் பிறப்பிக்கும் கோட்டின் (generating. 

1106) வழியே ஒரு நிலைக்குத்தான சுவரைத் தொட்டுக் கொண்டி 

ருக்கிறது. 2/ நீளமும், 14* எடையுமுள்ள ஒரு சீரான உலோகத் 
தினாலான கோல் நிலைக்குத்துடன் 45” சாய்வில் அதன் மூனைகள் 

சுவரையும், உருளையயும் அழுத்திக்கொண்டிருக்குமாறு 

வைக்கப்படுகிறது. உராய்வு (110010௦0) இல்லாத நிலையில், 

மடமும்... 
74/10 

என்றும், சுவரின் மீதுள்ள அழுத்தம் $ 77* என்றும், உருளையின் 

எதிர்விசை 1 4/5 17” என்றும் காட்டுக. 

தீர்வு , 
கோலானது உருளையைத் தொடும் புள்ளிவழியே உருளை 

யின் குறுக்கு வெட்டுப் பகுதியைப் படத்தில் காணலாம்... 

    

  

க்
 1 

   | : 
a
 

  ட 
படம் 122 ௩ 

6 என்பது த இக்குறுக்கு DIES வெட்டுவட்டத்தின் மையம், D ersirugs 
ட்டுப் பகுதி சுவரைத் தொடும் புள்ளி. 

AB என்ற கோல் சுவரை யிலும், உருளையை யிலும் 
தொட்டுக் கொண்டிருக்கிறது. கோல் சீரானதாகயிருப்பதால்:
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அதன் எடையாகிய 17” அதன் தடுப்புள்ளி 6 வழியே $ செயல் 
படும். 

4யில் ௬வரின் எதிரழுத்தம் 8 சுவருக்குச் செங்குத்தாகச் 
செயல்படும். 

தியில் உருளையின் எதிரழுத்தம் 4 ஆனது 08 வழியே 
செயல்படும். 

கோல் சமதிலையிலிருப்பதால், இம்மூன்று விசைகளும் ஒரு 
புள்ளியில் (0-வில்) சந்திக்கும், 

நிலைக்குத்துடன் கோலின் சாய்வு-45₹ அதாவது, 220ற 
௯455, ,24008-(1 80-45). 

LAOG = 90°. 

AG =GB=} AB=l. 

4008-0 என்க. 

௯ 40மியில் திரிகோணச் சுத்திரத்தைப் பயன்படுத்துக. 

(1-1) 2௦% 2008-1. 0௦ 2400-1. 6 20202. 

2 cot (180° — 45°)=cot 9, 

—-2 cot 45°= -cot 6. 

*, cot @=2 cot 45°=2. 

~. sin 9-1. 005 622. 
4/5” WE) 

BF 1LCDuph, BEL ADuyth ousnss. 

* BE=AB sin 45° =2). Joo J22. 

  

47 

பி 9-4 * 

* p=CD=CE+FD=CF+BE ஜர் V21. 

r 
- 7-3-427 

(/5-)D_ 7 73 ௬௮/27 

5-1
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இப்பொழுது, இலாமியின் தேற்றப்படி , 

    

ட் _ S _ Ww 

sin /SOW sin ZWOR sin / ROS. 

பக் ப பட் பட. 
sin (180°-9) sin 90° sin (90°+ 9) 

R கி டர் 

sin @ 1 cose. 

Ww 
. R+W tan 9= > 

WwW v5 
S= cose 2D” W. 

மாதிரி 87: // உயரமும் 4 எனும் அரையுச்சிக் கோணமும் 
கொண்ட ஒரு திண்மக் கூம்பு அதன் அடிப்பாகம் ஒரு வழ. 
வழப்பான சுவரின் மேல் பொருந்தும்படி வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
அக்கூம்பு அதன் உச்சியைச் சுவரின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளி 

    
8 

7/4. உட 

jo, 
படம் 123 

We 

  
யுடன் இணைக்கும் ஒரு நூலின் மூலம் தாங்கப்படுகிறது. அந்த தாலின் அதிகபட்ச நீளம். 

hf 14107 ல 

என்று நிறுவுக, (மதுரை பி, எஸ்ஸி. 1973 ஏப்.) 

தீர்வு 
7.4.8 என்ற திண்மக் கூம்பின் உயரம் 747/2
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அரையுச்சிக்கோணம் 4 8771-4 அதன் அடிப்பாகம் 48 

யானது ஒரு நிலைக்குத்துச் சுவரைத் தொட்டுக்கொண்டிருக் 

கிறது. அதன் உச்சியோனது சுவரின் மேலுள்ள ௦ என்னும் 
புள்ளியுடன் ஒரு நாலின் மூலம் இணைக்கப்பட்டுள்ளது. 

G என்பது கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம். :: 240: ஃ ட் 

னஃ 
(ர்ப்பு மையம்'” அத்தியாயம் பார்க்க) — ர் 

1 MG: GV =1: 3. 

கூம்பின் எடை 177 ஆனது 0 வழியே ட் செயல்படும் 

நூலின் இழுவிசை 7" ஆனது 70 வழியே செயல்படும். 

நூலின் நீளம் அதிகபட்சமாயிருக்கும்போது கூம்பு சம 

நிலையில் இருக்கும், அப்போது, கூம்பானது ௬வரை ஆயில் 

அழுத்திக்கொண்டிருக்கும். ஓரம் 4 யானது மேலே எழும்பக் 

கூடிய நிலையிலிருக்குமாகையால், 4ீயில் அழுத்தம் எதுவும் 

இராது. ஆகவே, சுவரின் எதிரழுத்தம் S ஆனது யில் சுவருக் 

குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும். கூம்பு சமநிலையிலிருப்பதால், 

இம்மூன்று விசைகளும் ஒரு புள்ளியில் (0-வில்) சந்திக்கும். 

V Bag ௦௦ யானது யில் வெட்டட்டும். 

“திம் DV = MG; GV =1; 3. ee et 

SE" £BOD=90; a 
ZODV = 180° = ZGDV = 180° - (90° ~ <)=(90°+%) 

2001-9 என்க, & தரேவ ட்ட. 

& 801*யில் திரிகோணச் சூத்திரத்தைப் பயன் படுத்துக: 

(1+3) cot ZODV=1 cot £BOD—3 cot £DOV 

4 cot (90°+«)=cot 90°—3 cot.6 

—4 tan < = 3 cot 6 

Ts 

4 ‘ . 7 * . 

ek MORE O pa SANK cree we ம் 
து 
wt 

"pode! = t+cottam t+ 16 tant ஒட்ட me
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00860 69 4 J) + கால 

நூலின் அதிகபட்ச நீளம்- 770 

௯ 77]ரீ 00860 0 

ox ha / 1+ 18 tanta. 

மாதிரி 88: 2ஈ நீளப் பக்கமுடைய சதுரம் ஒன்று இடை 

வெளியில் ஒரே கிடைக்கோட்டிலமைந்துள்ள இரு வழவழப் 
பான முளைகளுக்கிடையில் அதன் தளம் நிலைக்குத்தாகயிருக்கு 

  

6 

பி £ Q 

Nos 2] 
1 ௯ 

A 3 
% 

படம் 124 

  

    
  

மாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. அது சம நிலையிலிருக்கும்போது 
கிடைத்தளத்துடன் அதன் பக்களுள் ஒன்றின் சாய்வு ஈ/4 

a’-~¢? 
og) § sin-* ( a") என்று காட்டுக. 

தீர்வு 

4800 என்பது ஒரு சதூரத்தளம், 

AB= BC =CD= DA =2a, 

6 என்பது அதன் மையம், ' 

  

2, 0 என்பன கிடைமட்டத்திலமைந்துள்ள இரு மூளைகள் 

இம்முளைகளால் தாங்கப்பட்டு சதுரம் சம நிலையிலுள்ளது. 
செயல்படும் விசைகளாவன;
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(௮) 6 வழியே 4 செயல்படும் சதுரத்தின் எடை ]47, 

(ஆ) 7 வழியே 4ீழிக்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும் முளை 
யின் எதிரழுத்தம் 7. 

(இ) ட வழியே 4£க்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும் முளை 
யின் எதிரழுத்தம் S. 

சதுரம் சம நிலையிலிருப்பதால், இம்மூன்று விசைகளும் ஒரு 
புள்ளியில் சந்திக்கும். இப்புள்ளியை 0 என்க. 

GL 1 கதியும், 0/4 1 கறியும் வரைக. 

இச்செங்குத்துக் கோடுகள் PO, COs மூறையே 77, இல் 
'வெட்டப்படுகின்றன. 

சம நிலையில் கிடைத்தளத்துடன் பக்கம் கீதியின் சாய்வு 
9 என்க. மூன்று விசைகளையும் கிடைத்திசையில் விசைப் 
பிரிப்புச் செய்க. 

Rcos=S sin 6.... .....(1) 

(ஐப்பற்றி திருப்புத்திறன் காண்க, 

R.GH=S.GK 

அதாவது, & சீட. 02 

R (MA—PA) = S (AL—AQ) 

R (a—c sin 6) = S (a—c COS Q)...-++... (2)- 

(1)ஐ (2) ஆல் வகுக்கவும். 
70060 S sin 6 
  

R (a—c sin 6) ™ 3 (a—c cos 6) 

cos @ (a—c cos 8) = sin 6 (a—c sin @) ' 

a cos @ —e¢ cos? 9 = asin @—c sin’. 

a (cos @- sin @) — c (cos? @- sin? 6) = 0 

a (cos @-sin 6) — ¢ (cos @-sin 6) (cos + sintg) = 0 

{cos 9 -sln 6) [a—c (cos 6 + sin @)] = 0 

cos @ = sin @ அல்லது, c (cos 6 + sin 6) = a. 

cos © = 8100 எனில், @ = */4, 

c (cos 8 + sin 0) = a creed, 

c* (1 + 2 sin @ cos 6) = a?
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: a? 
1+ sin26 =a 

் உட்க 

sin 2 9 வண்டல் 

  

டை] 
@= 4 sin-' (* ட்ட ) 

ஆகவே, கிடைத்தளத்துடன் பக்கம் யின் . சாய்வு 
௯ . _ _,f a?-c? 

= > அல்லது $ 811 எ ரோ 

மாதிரி 89: // உயரமும் 2 உச்சிக் கோணமுமுடைய 
நேர்வட்டக் கூம்பு ஒன்று அதன் உச்சி ஒரு வழவழப்பான 
நிலைக்குத்துச் சு௨ருடன் தொட்டுக் கொண்டும், அதன் சாய்வுப் 

பக்கம் சுவரிலிருந்து ௦ தூரத்தில் சுவருக்கு இணையாகப் பொருத் 
தப்பட்டுள்ள ஒரு வழவழப்பான கிராதிக் கம்பி (க]])யின் மீது 
இருக்குமாறும் வைக்கப்பட்டுள்ளது. சமநிலையில், கிடைத் 
தளத்துடன் கூம்பின் அச்சு 6 சாய்வுக் கோணத்தில் இருந்தால், 

3h = 4¢ sec? (6- <) sec 9 
என்று காட்டுக, 

தீர்வு 
VAB என்ற நேர்வட்டக் கூம்பின் உயரம் 702: 

உச்சிக்கோணம் £VAB = 2X. 2 LAVC = «, 

ர 

  

ட்ட 

படம் 125 

0 என்பது கூம்பின் ஈர்ப்பு மையம், 

v6 = 2h,
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VY என்பது சுவர்: சுவரிலிருந்து 0 தூரத்திலுள்ள சிராதிக் 
- கம்பியில் கூம்பு தொடும் புள்ளி 2, 5: 

ட ச யிலிருந்து சுவருக்கு 747 என்னும் செங்குத்து வரைக 
உ ம்ச்சீ-0.. 

கூம்பு பின்வரும் மூன்று விசைகளினால் சம. நிலையிவிரு&: 
கிறது. 

(௮) ப வழியே கூம்பின் எடை 7774 

(ஆ) 7யில் கிடைக்கோடு VX வழியே .சுவரின்: 
எதிர்விசை 7. 

(இ) £யில் சாய்வுப் பக்கத்திற்குச் செங்குத்தாகக். 
கிராதியின் எதிர்விசை,. 

கூம்பு சமநிலையிலிருப்பதால் இம்மூன்று விசைகளும் ஒரு 
புள்ளியில் (0 வில்) சந்திக்கும். 

சமநிலையில் 2077 ஸூ 2074 ஒ3 247 (6-௫ 
சி 170 வரைக. 2: 71-70, 

VO = VG cos 6 = 20066. : i 

'" VP = VL sec (6-6) = 28660 (@=«). oe 

VO = VP sec (@-) = c sec* (@-%) 

Cage a 98,8. c sec? (0+ «) 

அல்லது, 3h - 428600 sec’ (8- ஷு) 

* பிணையல்களினால் பொருத்தப்பட்ட பொருட்களின் சமநிசல 

மாதிரி 90 : ஒரு சீரான கோலின் ஒரு .மூனை ஒரு பிணையலில்: 

பொருத்தப்பட்டுள்ளது. அதன் மறு முனையில் கட்டப்பட் 
டுள்ள ஒரு நூலினால் அக்கோலும் நூலும் கிடைக்கோட்டுடன் 
ஒ என்னும் சமகோணத்தில் சாய்ந்த வண்ணமிருக்குமாறு அம்: 

மூனை தாங்கப்பட்டுள்ளது. கோலின் எடை W எனில், பிணை 

யலின் எதிர்விசை 3 W (8+ cosec*«) > என்று காட்டு. 

தீவு ட... 
சீ2ீ என்ற கோல் 4யில் ஒரு பிணையலினால் பொருத்தப்பட் 

டுள்ளது. தியில் ஒரு நூலினால் கட்டப்பட்டு அந்நூலின் மறு;
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மூனை கோலும், நூலும் கிடைக் கோட்டுடன் 4கோணச்் சாய்வி 
.ஸிருக்குமாறு யேல் இழுத்துக் கட்டப்பட்டுள்ளது. 

ZCAB = LACB = «. கோலின் எடை W அதன் நடுப் 
புள்ளி மயில் $ செயல்படும், 

நூலின் இழுவிசை 7 யானது 76 வழியே செயல்படும். 

பிணையலின் எதிர்விசை £ என்று கொள்க. இவ்வெதிர் 
விசையை 46 வழியாகவும், 46க்குச் செங்குத்தாகவும் விசைப் 

  

படம் 125 

பிரிப்புச் செய்தால், 40 வழியே 4 என்னும் விசைக்கூறும், 
சகேகுச் செங்சித்துத் திசையில் 4 என்னும் விசைக்கூறும் 
செயல்படுவதாகக் கொள்ளலாம். 

R= VX? + Y? oped. 

கோல் சமநிலையிலிருப்பதால் 197, 1, 8 என்னும் மூன்று 
விசைகளும் ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கும். 

கிடைத்திசையிலும், நிலைக்குத்துத் திசையிலும் இம்மூன்று 

அரிசைகளையும் விசைப் பிரிப்புச் செய்க, 

X = Toos«x; Y + sing = W, 

4 ஐப் பற்றிய திருப்புத்திறன்கள் காண்க. 

W:+AL = T-. AM 

அதாவது, 9” 40 0056 - 740 810 4 

7(2 40) எ. 

= T*(2°AB cos X%) sin X 

= T: 22AG. cos <* sin X 

“WwW = 4T sin «. . 
x
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டரா 4: 

414 

, 4௬ 7006 = vase cos « = cot « 

Y = W—T sin « Wz sin < = wi = அ 

ந வு 

= Te oO <M 

= Oto ET 

தது னை கை 
“3 4/7 009601 6149 

  

Ww —_—_— 
= av 8+cosec? « 

மாதிரி 91: / நீளமும், W எடையும் கொண்ட ஒரு. 
ஓரு சீரான கோல் அதன் கீழ்முனை கீயில் ஒரு பிணையலினால் 
பொருந்தப்பட்டுள்ளது. அதன் மறுமுனை Budd கட்டப்பட் 
டுள்ள ஒரு கயிறு 4க்கு நேர் மேலே 6 உயரத்திலுமுள்ள ஒரு 
வழவழப்பான முளையின் வழியே சென்று ம என்னும் ஒரு எடை 
யைத் தாங்குகிறது. ௪ம நிலையில் கிடைத்தளத்துடன் கோலின் 

சாய்வு 0 எனில், 

4w? l 
sin 6 =. A} - 7) += aa 

என்று காட்டுக, 

தீர்வு 
42 என்னும் ஒரு கோல் அதன் மூனை கீயில் ஒரு பிணைய. 

வினால் பொருத்தப்பட்டுள்ளது. 27 என்பது 4க்கு நேர் மேலே. 

யுள்ள ஒரு மூளை, மூனை தீயில் கட்டப்பட்டுள்ள ஒரு கயிறு. 
மூளையின் வழியே சென்று உ என்னும் ஒரு எடையைத் தாங்கு, 
கிறது. ஆகவே, கயிற்றின் இழுவிசை ?' ஆனது இந்த எடை 

க்குச் சமமாகும். அதாவது, 777, 

கோல் சீரானதாகையால் அதன் எடை ர] அதன் நடுப் 
புள்ளி 0 வழியே ட செயல்படும்.
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T,W ஆகிய விசைகளிரண்டும் 0 என்னும் புள்ளியில் 
அந்திப்பதாகக் கொள்க. 

கோல் சம நிலையிலிருப்பதால், ,4யில் எதிர்விசை' 2 ஆனது 
9 வழியே செயல்படும். 

8. 

      

றர 

9 

R 

ர 
Ww 

9 
A x 

படம் 187 

& அ0ிமீயின் பக்கங்களான 02, PA, 40 என்பவை 
முறையே 1 18% 8 ஆகிய விசைகளைக் குறிப்பிடுவதாகக் 
கொள்ளலாம். இம்மூன்று விசைகளும் சுரே புள்ளியில் செயல் 
படுபவன. எனவே, 

௦.1 
PA Ww 

OP யூ 
அதாவது, உ. = WwW 

AG: GE = 1:1 apenausned:OPOR ~ 1:1 

* OB = op.. %4 
௦ W 

. _ 2wa 
“ BP == 

A APBuSéd, cos Z BAP = 487+ AP? - BP? 
2 AB. AP.
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LBAX அ 6 எனில், 

ப Baar அ 
௦௦ (90: = 

( ) 2/2 

, 4w? 
2 2 “~-_ 

அதாவது, 8106 wi acl w? 
2la © ——— 

2/7 

  

i a 4? 

“at (1-9) 
மாதிரி 92: சஈஆரையும் 17” எடையுமுள்ள ஒரு அரைக் 

கோளம் ஒரு வழவழம்பான மேசையின் மேல் அதன் வளை 
பரப்புத் தொடுகையிலிருக்குப்படியாக வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
அதன் விளிம்பிலுள்ள ஒரு புள்ளியில் / நீளமுள்ள (/-:9) ஒரு 
தூல் கட்டப்பட்டு மேசையில் ஒரு புள்ளியுடன் இணைக்கப் 
பட்டுள்ளது. சமநிலையைக் காண்க. நூலின் இழுவிசை 
ஆறா 2-7 . . 

ae * pe ae ன காடடுக. 

8 / dal ~ 1° om 6 

| Sirey 

47.8 என்னும் ஒரு அரைக்கோளம் அதன் விளிம்பிலுள்ள 
4. என்னும் புள்ளியில் / நீளமுள்ள ஒரு நாலினால் கட்டப்பட்டு 

B 

  

  

      

மு 
டு 
R 

Leen tan க 

ச் 

E ர் 

படம் 128 

மேசையில் 7 என்னும் புள்ளியுடன் இணைக்கப்பட்டுள்ளது 
| AF=l.
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கோளத்தின் வளைபரப்பிலுள்ள 71 என்னும் புள்ளி மேசை 
யைத் தொட்டுக் கொண்டிருக்கிறது. 

மே என்பது அரைக் கோளத்தின் அச்சு, அரைக் கோளத். . 
தின் ஆரை ஈ எனில், அதன் புவியீர்ப்பு மையம் 0 ஆனது 

3a 
02யில் பேிலிருந்து ன் தூரத்திலிருக்கும் (*'புவி.பீர்ப்பு மையம்” 

அதிகாரம் பார்க்கவும்) 

அதாவது, 0 அவத 

அரைக்கோளத்தில் செயல்படும் விசைகளாவன, 

(அ) 6 வழியே 4 செயல்படும் அரைக் கோளத்தின் 
எடை ரர். 

(ஆ) சீ வழியே வளைபரப்புக்குச் செங்குத்தாக மேகை 
யின் எதிர்விசை 7£. இத கோளத்தின் மையம் 6 வழியே 
செல்லும். இது மேசைக்குச் செங்குத்தாகயிருப்பதால் நிலைக் 
குத்தாகயிருக்குய், ஆகவே, 5, 17 ஆகிய இருவிசைகளும். 
நிலைக்குத்தாகயிருப்பதால் இணையாகயிருக்கும், 

(இ) 4 யில் கட்டப்பட்டுள்ள நூலின் இழுவிசை 7: 

மூன்று விசைகளும் சமநிலையிலிருப்பதாலும், மற்ற இரு 
விசைகளும் இணையாகயிருப்பதாலும், யும் அவற்றுடன் 
இணையாகயிருக்கும் அதாவது 7யும் நிலைக்குத்தாகயிருக்கும். 

22 என்னும் அச்சு நிலைக்குத்துடன் 9 கோணச் சாய்வி 
லவிருப்பதாகக் கொள்க. அதாவது, LGCM = 9, 

4/2 1 தேயும், 7100 யும் வரைக. 

8 - கோளத்தின் ஆரை = ஏ, 

சேல 00 - சர்ப 

க் கீ] 

CE=CL+LE. 

அதாவது, a=asin e+! 

sin 69 (1-7 !) 
a 

conan, /1 =I 
a ‘ 1"
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~ a/a* -(a-1)? ° 
a 

= / 2al- i? 
a 

a-l 

3-7 
அதாவது, சமநிலையில் அரைக்கோணத்தின் அச்சு நிலைக்குத் 

tan 6= 

gto tan~! (Ve) கோணத்தில் சாய்ந்திருக்கும். 
1/7” 

இப்பொழுது ஐப் பற்றிய திருப்புதிறன்கள் காண்க. 

்.. ச தச தம 
T. AL=W.GM 

T. AC cos 8= W. CG sin @ 

T. a cos 6= W.-<" sin @ 

_ பயிற்சி 10. 

(1) கீமீட்டர் நீளமுள்ள ஒரு கோலின் ஈர்ப்பு மையம் 

அதை 1 :2 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கிறது. அதன் ஒரு முனை 
ஒரு வழவழப்பான சுவரின்மீதும், மறுமுனை அச் சுவருக்கு 30” 
கோணத்தில் சாய்ந்துள்ள ஒரு வழவழப்பான சாய்தளத்தின் 

மீதும் படிந்துள்ள நிலையில் .அது சமநிலையிலிருக்கிறது. கோலுக் 
சூம் சுவருக்குமிடையேயுள்ள கோணத்தைக் காண்க, 

(2) ௪4/2 நீளமுள்ள 4.8 என்னும் சீரான கோல் அதன் ஒரு 
மூனை 4 ஆனது ஒரு வழவழப்பான நிலைக்குத்துச் சுவரின் மீது 
படிந்தும், மறுமுனை 8-யானது 27 நீளமுள்ள ஒரு தாலினால் 
கட்டப்பட்டு, சுவரில் 4-க்கு நேர் மேலேயுள்ள ஒரு புள்ளியில் 
கட்டப்பட்ட நிலையில் தொங்கிக் கொண்டுமிருக்கிறது, சமநிலை 

யில் நிலைக்குத்துடன் கோலின் சாய்வு ௦௦05-1 (yz) என்று 

காட்டுக, 
௮, இஷு20
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(3) 2௧ நீளமுள்ள ஒரு சீரான உத்தரம் அதன் "ஒருமுனை 

ஒரு வழஉழப்பான நிலைக்குத்துச் சுவரின்மீது படிந்தும், அதன் 

நீளத்திலுள்ள ஒரு புள்ளி சுவரிலிருந்து ம் தூரத்தில் சுவருக்கு 
இணையாகப் பொருத்தப்பட்டுள்ள ஒரு வழவழப்பான கிராதிக் 
கம்பியிள் மீது படிந்துமுள்ள நிலையில் சமநிலையிலுள்ளது. நிலைக் 

குத்துடன் உத்தரத்தின் சாய்வு sin- * (- ) என்று காட்டுக, 
8 

(4) 48 என்னும் கோலை அதன் புவியீர்ப்பு மையம் a, b 
நீளங்களுள்ள இரு பகுதிகளாகப் பிரிக்கிறது. முனைகள் 4-யும் 
2-யூம் / நீளமுள்ள ஒரு 'நாலினால் கட்டப்பட்டுள்ளன. அந் 
நூலானது ஒரு நிலையான, வழவழப்பான மூளையில் தொங்க 

விடப்பட்டுள்ளது. சமநிலையில் நிலைக்குத்துடன் கோலானது 
௦ கோணத்திலும், நூலின் ஒவ்வொரு பகுதியும் 4 கோணத்திலு 

மிருந்தால், 2 ம் 
2 2 

(a+b)? = [a+ * =2ab cos 2} 
என்று காட்டுக. ் 

(5) 22 நீளமுள்ள .4.8ீ என்னும் ஒரு சீரான கோல்; அதன் 

ஒரு முனை 4 ஒரு வழவடிப்பான நிலைக்குத்துச் சுவரின்மீது 
படிந்தும், மறுமுனை 5-யானது 3/ நீளமுள்ள ஒருகனமில்லாத 
நூலினால் கட்டப்பட்டு, சுவரில் 4-க்கு நேர்மேலேயுள்ள ஒரு 
புள்ளியில் ஈட்டப்பட்ட நிலையில் தொங்கிக்கொண்டுமிருக்கிறது. 
சமநிலையில் கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு 9 எனில், 

91? - 433 
Ta 

என்று காட்டு. (சென்னை பி.எஸ்ஸி, 1965 ஏப்.) 

(6) விளிம்பு கிடைத்தீளத்திலிருக்குமாறு நிலையாகவுள்ள ர ஆரையுடன் கூடிய ஓர் அரைக்கோளக் கிண்ணத்தில் ஒரு 
பகூதி உள்ளேயும் மறுபகுதி வெளீயேயுமிருக்குமாறு 22 நீள 
மூள்ள ஒரு சீரான கோல், அதன் ஒரு புள்ளி விளிம்பைத் 
தொட்டுக்கொண்டிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. கிடைத் 
தளத்துடன் கோலின் சாய்வு 69 எனில் ர 0089 
என்று காட்டு. 

sin? 9= 

= 2rcos2 0 

(7) விளிம்பு கிடைத்தளத்திலிருக்குமாறு வைக்கப்பட் 
டுள்ள 43 அங்குல ஆரையுள்ள ஒரு வழவழப்பான அரைக் 

கோளக் கிண்ணத்தில் 4 அங்குல நீளமுள்ள சீரான கோல் 
ஒன்று ஒருபகுதி உள்ளேயும் மறுபகுதி வெளியேயுமிருக்குமாறு 

வைக்கப்பட்டுள்ளது. விளிம்புக்கு வெளியே கால்பாகம்
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நீட்டிக் கொண்டிருக்குமாறு சமநிலையில் வைக்கப்படக்கூடிய 
கோலின் குறைந்தபட்ச நீளம் 22 அங்குலம் என்று காட்டு. 

(8) விளிம்பு கிடைத்தளத்திலிருக்குமாறு வைக்கப்பட் 

இள்ள ஒரு வழவழப்பான அரைக் கோளக் கிண்ணத்தில் 
அதன் ஆரைக்குச் சமமான நீளமுடைய கனமான கோல் 

ஒன்று வைக்கப்படுகிறது, கோலின் புவியீர்ப்பு மையம் கோலை 

1 :2 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கிறது. நிலைக்குத்துடன் கோலின் 

சாய்வு 12. ! 343 என்று காட்டு. 

(9) புவியீர்ப்பு மையத்தினால் க: ம் என்னும் விகிதத்தில் 

பிரிக்கப்படுகின்ற 2-ம் நீளமான ஒரு-கோல் ஒரு வழவழப்பான 

அரைக் கோளக் கிண்ணத்தினுள் முழுமையாக இருக்கும்படி 

வைக்கப்படுகிறது சமநிலையில் கிடைத்தளத்துடன் கோலின் 

  சாய்வு 6 எனில், 511-9- Wea ல என்று காட்டுக, 7 என்பது 
r . = 

கோளத்தின் ஆரை, 

(19) விளிம்பு கிடை யாகவிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ள 
ஒரு நிலையான வழவழப்பான அரைக் கோளக் கிண்ணத்தில் 
ஒருபகுதி உள்ளேயும், மறுபகுதி வெளியேயுமிருக்குமாறு ஓய்வு 
நிலையிலிருக்கக்கூடிய ஒரு சீரான கோலின் கிடைத்தளச் சாய்வு 
ஆ 1 (143) என்று காட்டு, | 

(சென்னை, 1961 செப்.) 

(11) ஓர் அடி ஆரையுள்ள ஒரு நிலையான, வழவழப்பான. 

உருளைக் குழாயினுள்ளே 32 அடி நீளமுள்ள ஒரு சீரான கோல் 
ஒரு பகுதி உள்ளேயும் மறுபகுதி வெளியே நீட்டிக்கொண்டு 
மிருக்குமாறு ஓய்வு நிலையிலுள்ளது. சமநிலையில் கிடைத் 
குளத்துடன் கோலின் சாய்வு 60” என்று காட்டு. 

(12) -2ஈ நீளமுள்ள ஒரு சீரான கோல் ச எனும் ஆரை 
புடைய ஒரு வழவழப்பான கோளத்தின் மேல் அதன் கீழ்முனை 
கோளத்தைத் 'தொட்டுக்கொண்டிருக்கும் ஒரு வழவழப்பாலா 

சுவரின்மீது அழுத்திக் கொண்டிருக்குமாறு வைக்கப்பட் 
டுள்ளது. ஓய்வு நிலையில் கிடைத்தளத்துடன் கோலின். சாய்வு 

4 எனில், 7-8 00% (14-69) என்று நிறுவுக, 

(13) 2/ நீளமுள்ள AB என்னும் ஒரு கோல் 48 வழியே 

யிலிருந்து 4 / தூரத்திலுள்ள ஒரு. மூளையைத் தொட்டுக் 

காண்டு ஓய்வுநிலையிலுள்ளது. ஒரு நிலையான புள்ளியில்
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கட்டப்பட்டுள்ள ஒரு நூலில் மூனை 4 இணைக்கப்பட்டுள்ளது. 

'நிலைக்குத்துடன் 45” சாய்வில் கோல் சமநிலையிலிருந்தால் 
கிடைத்தளத்துடன் நாலின் சாய்வு (2-1 2 என்று காட்டு. 

(14) 2/ நீளமுள்ள ஒரு சீரான கோலின் ஒரு முனையில், 

ஒரு வழவழப்பான நிலைக்குத்துக் கம்பியின் வழியே நழுவிச் 
செல்லக்கூடிய ஒரு சிறு வளையம் உள்ளது. இக் கம்பியிலிருந்து 

௦ தூரத்தில் அச்சு கிடைநிலையிலிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ள 
ஒரு வழவழப்பான உருளையின்மேல் அழுத்திக்கொண்டு ௮க் 

கோல் ஓய்வு நிலையிலுள்ளது. கிடைத்தளத்துடன் கோலின் 
சாய்வு 0 எனில், / 0080-09 8910 என்று காட்டு. 

(15) 28 நீளமுள்ள ஒரு வழவழப்பான கோல், கிடைத் 
தளத்துடன் 4 கோணச் சாய்விலுள்ள ஒரு வழவழப்பான 

, தளத்தில் ஒரு முனை படிந்துள்ள நிலையில், தளத்திலிருந்து 
௨ தூரத்தில் தளத்திற்கு இணையாகவுள்ள ஒரு கிடைத்தளக். 
கிராதிக் கம்பியால் தாங்கப்படுகிறது. சாய்தளத்துடன் கோலின் 
சாய்வு 6 எனில், c sin 4 - a SiN? COS (6 — <) என்று காட்டுக. 

(16) 2! நீளமுள்ள சீரான கோலொன்று அதன் கீழ்முனை 

ஒரு வழவழப்பான நிலைக்குத்துச் சுவரை அழுத்திக்கொண்டு 
ஓய்வு நிலையிலுள்ளது. சுவரின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளியில் ஒரு 
நுனியும், கோலின் கீழ்முனையிலிருந்து ம் எனும் தூரத்தில் கோலி: 

லுள்ள புள்ளியில் மறு நுனியுமாகக் கட்டப்பட்டுள்ள ஒரு நூலி 

னால் அது தாங்கப்படுகிறது. நிலைக்குத்துடன் நூலின் சாய்ஷூ 
௦ எனில், 

உட் 60-03 
0080 = 37 (l= by) 

என்று காட்டுக. 

(17) சஆரையும் ம எடையுமுள்ள ஒரு கோளம் ஒரு வழ: 
வழப்பான சாய்தளத்தின்மேல், கோளத்தின் மேற்பரப்பின் 
மேலுள்ள ஒரு புள்ளியில் ஒரு நுனி இணைக்கப்பட்டும், -சசய் 
தளத்தின் மேலுள்ள ஒரூ புள்ளியில் மறு நுனி கட்டப்பட்டு 
மூள்ள / நீளமுள்ள ஒரு நூலினால் தாங்கப்பட்டு ஓய்விலுள்ளது. 
கிடைத்தளத்துடன் சாய்தளத்தின் சாய்வு 4 எனில், நூலிண் 
இழுவிசை. 

 (ஈ4/) எ௩ஷ 
V1 +2al 

என்று காட்டு, 
4
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(18) ஒரு கூம்பின் உயரம் h; அடிப்பக்க ஆரை ஈ. அதன் 

உடச்சியுடனும், வட்டமான அடிப் பக்கத்தின் பரிதியிலுள்ள ஒரு 

புள்ளியுடனும் ஒரு நூல் கட்டப்பட்டு ஒரு வழவழப்பான மூளை 
யைச் சுற்றிவிட்ப்பட்டுள்ளது. கூம்பு அதன் அச்சைக் கிடை 

பாகக் கொண்டு சமநிலையிலிருந்தால், நூலின் நீளம் (ரர் 
என்று காட்டு, 

(19) ஒரு சீரான செவ்வகப் பலகை ஈ॥ இடைவெளியில் 
ஒரே கிடைக்கோட்டிலுள்ள இரு வழவழப்பான முளைகளின் 
Cod அதன் ரூ௰ நீளப் பக்கங்கள் இருக்குமாறு நிலைக்குத்தாக 
வைக்கப்பட்டுள்ளது. ச நீளப் பக்கம் நிலைக்குத்துடன் கொண் 

ள்ள சாய்வுக் கோணம் 9 என்பது. 

2c cos 2 8=b cos @-a sin 6 

என்னும் தொடர்பின் மூலம் தரப்படுமென்று காட்டுக. 

0) 480 என்னும் ஒரு சீரான முக்கோணத் தகடு யில் 
ஒரு நேர் கோணத்தைக் கொண்டுள்ளது. ஒரே கிடைக்கோட்டி 

லுள்ள 2, 2 என்னும் இரு வழவழப்பான முளைகளை அதன் 

பக்கங்கள் அழுத்திக்கொண்டு, முனை 6 கீழேயிருக்குமாறு 

அத் தகடு வைக்கப்படுகிறது. சமநிலையில் 40 ஆனது கிடைத் 

தளத்துடன் 9 கோணத்தைக் கொண்டிருக்குமெனில், 

AC cos 6- BC sin 0=3 DE cos 2 0 

என்று காட்டு. 

(21) *ஆரையுள்ள ஓர் அரைக்கோளக் கிண்ணம் ஒரு 

'மேசையின்மேல் ஓய்வு நிலையிலுள்ளது. கிண்ணத்தின் எடைக் 

குச் சமமான எடையும் 2/ நீளமும் கொண்ட ஒரு கோல் அதன் 

ஒரு பகுதி உள்ளே இருக்குமாறு ஓய்வு நிலையிலுள்ளது. கிடைத் 

தளத்துடன் அரைக்கோளத்தின் அடிப் பாகத்தின் சாய்வு & 

என்றும், கிண்ணத்தினுள்ளேயிருக்கும் கோவின் பகுதி மையத் 

தில் தாங்கும் கோணம் 28 என்றும் கொண்டு, 

1/9 (443) -2 005 (6-2) -7 80 & 

என்ற சமன்பாட்டின் மூலம் சமநிலை தரப்படுகிறதென்று 

காட்டுக. 

(22) 22 நீளமுள்ள .48 என்னும் ஓர் இலேசான கோலின் 

4 என்னும் முனையில் 2 17: என்னும் எடையுள்ள ஒரு பொரு 
ளும் 8 என்னும் முனையில் 14” எடையுள்ள ஒரு பொரு 
ளும் கட்டப்பட்டுள்ளன. இக் கோலானது, ஓவ்வொன்றும்
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ம் நீளமுள்ள AQ, 80: என்னும் நூல்களினால் 0. என்னும் புள்ளி 
யிலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. சமநிலையில் கிடைத் 
தளத்துடன் கோலின் சாய்வு, 69 எனில், 

8 : ௭ . ட 2 e ் ட, ௪. tan 9 = 3) BF oa? என்று காட்டு. 40” என்னும் நூலில் செயல் 

படும். இழுவிசையை ௫, 4, 11 ஆகியவற்றின் சார்பில் காண்க. 

(23) 28 நீளப்பக்கங்களுடைய ஒரு சதுரத் தகடு ஒரே 
கிடைக்கோட்டிலமைந்துள்ள இரு வழவழப்பான மூளைகளின் 

மேல் நிலைக்குத்துத் தளத்தின்மேல் நிற்கிறது. அதன் கீழ் 
முனையிலிருந்து முளைகளின் தூரங்களின் மொத்தம் ஈக்குச் சம 
மானால், அது சம நிலையிலிருக்குமென்று காட்டு. 

(24) ஒரு சதுரப் பலகையானது அதன் ஒரு முனை ஒரு வழ 
வழப்பான நிலைக்குத்துச் சுவரின் மீது படிந்தும், அடுத்துள்ள 

மூனை சதுரத்தின் ஒரு பக்கத்திற்குச் சமமான நீளமுள்ள ஒரு. 
நூலின் மூலம் சுவருடன் , இணைக்கப்பட்டும் ஓய்வு நிலையி 
லுள்ளது. சமநிலையில் சுவருடன் நூல் (ஐற-1 1 என்னும் 
கோணத்தை யுண்டுபண்ணுமென்று காட்டு. மேலும், சுவரி' 
லிருந்து முனைகளின் தூரங்கள் 0: 1: 3: 4 என்னும் விகிதங்களி 
லிருப்பதாகவும் காட்டு. ் 

(25) 6யில் விரிகோணத்தைக் கொண்ட ABC என்னும் 
மூக்கோணத் தகடு ஒன்று அதன்பக்கம் ,42 ஆனது ஒரு மேசை 
யைத் தொட்டுக்கொண்டிருக்குமாறும், அதன் தளம் நிலைக்குத் 
தாக இருக்குமாறும் வைக்கப்பட்டுள்ளது. முூக்கோணத் தகட் 
டின் எடையும் பக்கங்களும் முறையே 17, ச, ம், 0 எனில், 2-யில் 
தொங்கவிடப்பட்டு முக்கோணத்தைக் கவிழச் செய்யக்கூடிய 
மிகக் ளி . W a?1+3b? ~c? . . கக் குறைந்தபட்ச எடை ஆ பந. என்று காட்டுக. 

2222-0306? எனில், அதன் நிலையை விளக்குக. 

(26) 77” எடையுள்ள 45902 என்னும் ஒரு சீரான சதுரப் பலகை 4-யிலுள்ள ஒரு பிணையலைச் சுற்றி நிலைக்குத்துத்தளத்தில் 
நகரக்கூடியதாயிருக்கிறது, ந-யிலிருந்து 1 என்னும் ஒர் எடை தொங்கவிடப்பட்டால், சமநிலையில் நிலைக்குத்துடன் மூலை 
விட்டம் ,40-யின் சாய்வு (2 என்று காட்டுக, 

W+w 
(27) கனமான ஒரு சமபக்க மூக்கோணத் தகட்டின் இரு 

முனைகள் ஒரு நூலின் இரு நுனிகளில் கட்டப்பட்டு ஒரு வழ 
வழப்பான முளையிலிருந்து தொங்கவிடப்படுகிறது. தகட்டின்
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ஒருபக்கம் நிலைக்குத்தாயிருக்குமாறு அது ஓய்விலிருந்தால்,' 
நாலின் நீளம், முக்கோணத்தின் குத்துயரத்தைப்போல் இரு 
மடங்கு என்று காட்டு. ve 

(28) 22 நீளமுள்ள ஒரு சீரான கோல்..அதன் ஒரு முனை 
ஒரு வழவழப்பான நிலைக்குத்துச் சுவரின் மேல் படிந்த நிலையில் 
ஒரு வழவழப்பான முளையின்மேல் ஓய்விலிருக்கிறது. . சுவரி 
லிருந்து முளையின் தூரம் ॥ என்றும் சுவருடன் கோலின் சாய்வு 

0 என்றும் தரப்பட்டிருந்தால், -ர 81080 என்று "காட்டு, 

(29) .42 என்னும் ஒரு சீரான கோலின் முனை. 4 ஒரு வழ 
வழப்பான சுவரைத் தொட்டுக்கொண்டிருக்கிறது. 40142 
என்றவாறு அமைந்த 6 என்னும் புள்ளியில் ஒரு நூலின் ஒரு 
நுனி கட்டப்பட்டு, நூலின் மறு நுனி சுவருடன் கட்டப்பட்டுள் 
ளது, நிலைக்குத்துடன் & கோணச் சாய்வில் கோல் சமநிலையி 
விருப்பின், நூலின் நீளத்தைக் காண்க. 

(30) 8 எடையுள்ள 4.8 என்னும் உத்தரம் ,4-யிலுள்ள 
ஒரு பிணையலைச் சுற்றி நிலைக்குத்துத் தளத்தில் திரும்ப முடியும். 
£-யில் கட்டப்பட்டுள்ள ஒரு கயிறு 86-48 என்றபடி 4-க்கு 
நேர்மேலேயுள்ள ௦ என்னும் நிலையான, வழவழப்பான கப்பி 
வழியே செல்கிறது. கிடைத்தளத்துடன் 60” கோணத்தில் உத் 
தரத்தைத் தாங்கக்கூடிய கயிற்றின் இழுவிசையைக் காண்க. 

(31) ஓர் இரு சம பக்க நேர்கோண முக்கோணத் தகடு 

அதன் தளம் நிலைக்குத்தாகவும், உச்சி கீழாகவுமிருக்குமாறு :3 

அங்குல இடைவெளியில் ஒரே கிடைக்கோட்டிலமைந்துள்ள 

இரு வழவழப்பான முளைகளின்மேல் நிற்கின்றது அடிப்பக்கம் 

9 அங்குலமானால், நிலைக்குத்துடன் அடிப்பக்கம் 30£ சாய்வி 
லிருக்குமென்று காட்டு. 

(32) 2/ நீளமுள்ள ஒரு நூலின் ஒரு நுனி 2ஈ நீளமூள்ள ஒரு 
வழவழப்பான கனமான கோலின் ஒரு முனையுடனும், மறு முனை 

கோலில் நழுவக்கூடிய கனமில்லாத ஒரு சிறு வளையத்துடனும் 

இணை க்கப்பட்டுள்ளன. கோலானது அந்த நூலின்மூலம் ஒரு 

வழவழப்பான மூளையிலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. 

நிலைக்குத்துடன் கோலின் சாய்வு © எனில், /௦08 0-7 130 

என்று காட்டு. 

(33) 27 நீளமுள்ள ஒரு கோலானது, அதன் கீழ்முனை ஒரு 

வழவழப்பான சுவரை அழுத்திக்கொண்டிருக்குமாறு £ ஆரை 

யுள்ள ஒரு கோளத்தின்மேல் ஓய்வுநிலையிலுள்ளது. கோளத் 
தின் மையம் சுவரிலிருந்து ௦ தூரத்திலும், 'சுவருடன் கோல் 9
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கோணச் சாய்விலுமிருந்தால், எ? 9 1 700660-02 என்று 
காட்டு, ் 

(34) A, C என்பன இரு நிலையான புள்ளிகள். பயோனது 
4-க்கு நேர் மேலேயுள்ளது. .40-க்குச் சமமான நீளமுள்ள ,4 8 
என்னும் ஓர் இலேசான, விறைப்பான கோல் ,4-யில் ஒரு சுழற் 
சித் தானத்தைக் கொண்டுள்ளது. ஒரு கயிறு Bag யுடன் 
இணைக்கிறது, 8-யிலிருந்து 11/7 என்னும் எடை தொங்குகிறது. 
சமநிலையில் கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு 6 எனில், 

கயிற்றின் இழுவிசை 2 ஸ்(45 ~ +) என்று காட்டுக. 
ப 

(3§) .&யில் ஒரு பிணயலைக் கொண்ட 7 எடையுள்ள 42 
என்னும் ஒரு கனமான, சீரான கோல் நிலைக்குத்துடன் 30? சாய் 
விவிருக்குமாறு ீஃயில் செயல்படும் ஒரு கிடைத்திசை விசை 
7ஆல் வைக்கப்படுகிறது. 7-ன் அளவையும், பிணையலிலுள்ள 
எதிர் விசையையும் காண் ௧. 

(36) 10 அடி நீளமும், 300 ராத்தல் எடையுமுள்ள ஒரு 
கனமான, சீரான உத்தரம் ஒரு நிலைக்குத்துச் சுவருடன் ஒரு மூனையில் பிணைக்கப்பட்டுள்ளது. இம் முனைக்கு நேர்மேலே 

. சுவரில் 12 அடி உயரத்தில் பொருத்தப்பட்ட ஒரு முனையைக் 
கொண்ட ஓர் இலேசான கோலின் மறுமுனை உத்தரத்தின் மறு 
மூனையுடன் உத்தரம் கிடை நிலையிலிருக்குமாறு இணைக்கப்பட் 
டுள்ளது. உத்தரத்தீன் இந்த மூனையில் 40 ராத்தல் எடை 
யானது தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. இலேசான கோலின் இழு 
விசையையும், உத்தரத்திலுள்ள அழுத்தத்தையும் காண் 5. 

(07) க ஆரையும் ஈம எடையுமுள்ள ஓர் உருளை வடிவ 
மான திறந்த ஜாடி ஒரு கிடைத்தள மேசையின்மேல் நிலைக்குத் 
தாகவைக்கப்பட்டுள்ளது. 2/ நீளமும் W எடையும் கொண்ட ஒரு கனமான கோல் அதன் ஒருமுனை ஜாடியின் நிலைக்குத்தான உட்பரப்பை அழுத்திக் கொண்டிருக்குமாறு விளிம்பின்மேல் திற்கின்றது. சமநிலையில் நிலைக்குத்துடன் கோலின் சாய்வு 

2a \4 : . cos~! (=) ன்று காட்டு. கோலின் சாய்வு இதைவிடக் 
குறைந்தால் கோல் ஜாடியைவிட்டு வெளியே விமுந்துவிடு மென்றும், 0௦5-1 (42)-ஐவிடக் குறைந்தாலொழிய ஜாடி கவிழ்ந்துவிடுமென்றும் காட்டுக, 

(38) 32௪ நீளமுள்ள சீரான கோலொன்று ச ஆரையுள்ள உருளை வடிவமான கிண்ணத்தின் மேல் ஒருபசூதி உள்ளேயும்,
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மறுபகுதி வெளியேயும் இருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
சமநிலையில் கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு 60” என்றும், 
கோலின் எடையைப் போல 6 மடங்கு எடையுடன் கிண்ணம் 
இருந்தாலொழிய ஜாடி கவிழ்ந்துவிடுமென்றும் காட்டு. 

(3? ஒரு முனையில் $77* எடையைக் கொண்டுள்ள ஒரு 
சீரான கோல் அதன் மறுமுனையிலுள்ள ஒரு பிணையலைச் சுற்றி 

ஒரு நிலைக்குத்துத் தளத்தில் நகரக்கூடியதாயுள்ளது. கோலின் 
எடை 14: எடையைத் தாங்கியுள்ள முனை, சுவரில் பீணையலுக்கு 
நேர்மேலே ௦ தூரத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியுடன் ஒரு நூலின் 

மூலம் இணைக்கப்பட்டுள்ளது. நூலின் இழுவிசை = "என்று 

காட்டுக. 

(40) ** எடையுள்ள ஒரு கோளம் கிடைத்தளத்துடன் « 

கோணச் சாய்விலுள்ள ஒரு வழவழப்பான சாய்தள த்தின் மேல், 

அதன் ஆரையுளவு நீளமுள்ள ஒரு நூலினால் தாங்கப்பட்டுச் 

சமநிலையிலுள்ளது. நூலின் ஒரு நுனி கோளத்திலும், மறுநுனி 

சாய்தளத்திலும் கட்டப்பட்டுள்ளன. நூலின் இழுவிசை மா 

என்று காட்டுக. ் 

(410) 4 கிலோ எடையுள்ள ஒரு கோல் ஒரு சுவருடன் 

4-யில் பிணைக்கப்பட்டு, சுவருக்கு 60” கோணத்திலிருக்குமாறு 

கோலுடன் 30” சாய்விலுள்ள 30” கோணத்திலுள்ள 8௦ என் 
னும் நூலினால் நிலைநிறுத்தப்பட்டுள்ளது. முனை ஆனது மூனை 

4-க்குக் கீழே இருந்தால் பிணையலிலுள்ள எதிர்விசையையும் 

நூலின் இழுவிசையையும் காண்க. 

(42) W எடையும் 28 நீளமுமூள்ள 4 என்னும் சீரான 

கோலொன்று 4-யில் ஒரு நிலையான புள்ளியுடன், ஒரு பிணைய 
வினால் பிணை ககப்பட்டுள்ளது. 8-யில் கிடையாகச் செயல்படுத் 

தப்பட்ட 7” என்னும் விசையினால் நிலைத்குத்துடன் 4 கோணச் 
சாய்வில் அது சமநிலையில் வைக்கப்படுகிறது. கோலின்மேல் 

பிணையலின் அழுத்தத்தின் அளவையும் திசையையும் காண்௬. 
F=4 W tan 4 என்றும் காட்டுக. 

(43) விளிம்பு கிடைத்தளத்திலிருக்குமாறு நிலையாகவுள்ள 
ச ஆரையுள்ள ஓர் அரைக்கோளக் கிண்ணத்தின் வழவழப் 

பான உட்புறப் பரப்பின்மீது ஒரு முனையிருக்குமாறு அதன் 
விளிம்பின்மேல் கோலொன்று வைக்கப்படுகிறது. கிண்ணத் 
தின் உட்புறமிருக்கும் கோலின் பகுதியின் நீளம் ॥ எனில் 

. pe 
கோலின் நீளம் >: Vc - 274 என்று காட்டு.
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- (44) 77* எடையும், 2/ நீளமூமுள்ள 48 என்னும் சீரான 
கோல் அதன் மூனை 4-யானது ஒரு: வழவழப்பான சுவரின் 

மீது படிந்தும், அதன் மறுமுனை சுவரிலிருந்து 2 சீதூரத்திலிருக்கு 
மாறும், கோல் கிடையாக இருக்குமாறும் ஒரு நூலினால் சுவரி 
லுள்ள ஓர் ஆணியில் கட்டப்பட்டு ஓய்வுநிலையிலுள்ளது. 

  ரின் மீதுள்ள 5 ம் என்று காட்டுக சுவ து அழுத்த 2a/ a? = d? oI rn . 

(45) புவியீர்ப்பு மையத்தினால் ஈ,௦ என்னும் நீளங்கள் 

உடைய இரு பகுதியாகப் பிரிக்கப்படுகின்ற ஒரு கோலின் இரு 

முனைகளிலும் ! நீளமுள்ள ஒரு கயிற்றின் நுனிகள் கட்டப்பட்டு 

ஒரு வழவழப்பான முளையில் தொங்கவிடப்படுகிறது. < என்பது 

நூலின் இரு பகுதிகளுக்குமிடையேயுள்ள கோணத்தில் பாதி 
யெனில், கோல் கிடையாகவில்லாதபோது, நிலைக்குத்துடன் 

அதன் சாய்வுக் கோணம் 0 என்பது. : 

I sin < 
. 2-0 

என்ற தொடர்பினால் தரப்படுமென்று காட்டுக. 

ச cos 8 

(46) புவியீர்ப்பு மையத்தினால் ர: ம் என்னும் விகிதத்தில் 
பிரிக்கப்படுகின்ற 147 எடையுள்ள 48 என்னும் ஒரு கோல் 
கிடைத்தளத்துடன் ஒ, (3 சாய்வுகளிலுள்ள இரு வழவழப்பான 
சாய் தளங்களின்மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளது. சமநிலையில் அது 
ஒரு நிலைக்குத்துத் தளத்திலிருக்கிறது. சமநிலையில் கோலின் 

நிலையையும், சாய்தளங்களின் எதிர்விசைகளையும் காண்க, 

(47) 8 அடி நீளமும், 2 ராத்தல் எடையுமுள்ள 48என்னும் 
ஒரு சீரான கோல் [ஐச் சுற்றித் தாராளமாகத் திரும்ப முடியும். 

கோலுடன் நிலைக்குத்துத் தளத்திலமைந்துள்ள ஒரு நூலினால், 
கோலுக்கு 45” சாய்வில் முனை 8ஃயில் கட்டப்பட்டு அக் கோல் 
கிடைநிலையில் வைக்கப்பட்டுள்ளது. 4-யிலிருந்து 6 அடி 
தூரத்தில் கோலுடன் 2 ராத்தல் எடையுள்ள பொருளொன்று 
கட்டப்பட்டால் நூலின் இழுவிசையையும், 4-யில் செயல்படும் 
எதிர்விசையின் அளவு, திசை ஆகியவற்றையும் காண்க. 

(48) 17 எடையுள்ள ஒரு சீரான கோல், அதன்முனைகளில் 
_ கட்டப்பட்டு ஒரு வழவழப்பான மூளையின் வழியே செல்கின்ற 

/ நீளமுள்ள ஒரு நூலினால் சமநிலையில் தாங்கப்படுகிறது. 14” 
என்னும் ஒரு எடை அதன் ஓர் முனையில் இணைக்கப்பட்டால்,
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முனையின்மீது நூலின் 7W+Wy ) - பகுதி நீளம் நழுவுமென்று 

காட்டுக. 

“ (49) W எடையுள்ள ஓர் ஏணியானது, அதன் முன்கள் 
ஒரு வழவழப்பான தரையின்மீதும், வழவழப்பான சுவரின்மீதும் 
இருக்குமாறு அதன் கீழ்முனையைச் சுவரும் தரையும் சந்திக்கும் 

புள்ளியுடன் ஒரு கயிற்றினால் கட்டி, கிடைத்தளத்துடன் :ஒ 

கோணச்் சாய்வில் இருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. அம்ச 

லிருந்து 3 தூரத்தில் ஏணியில் nW என்னும் ஓர் எடை 

வைக்கப்பட்டால், கயிற்றின் இழுவிசையைக் காண்க. 

(50) 28 நீளமும் ]7* எடையுமுள்ள ஓர் ஏணியின் புவி 

மரீர்ப்பு மையம் அடியிலிருந்து $ பாகத் தூரத்திலுள்ளது. அது 
ஒரு வழஉ;ழப்பான சுவரின்மீது சாட்ந்த வண்ணம் ஒரு வழ 

வழப்பான தரையின்மேல் நிற்கிறது. அதன் நடுப்புள்ளி 

8 நீளக் கிடைக்கயிற்றினால் சுவருடன் கட்டப்பட்டுள்னது- 

கயிற்றின் இழுவிசையைக் காண்க, 

(51) 80செ.மீ. நீளமும், 1 கிகி, எடையுமுள்ள சீரான 
கோல் ஒன்று அதன் ஒரு முனையிலுள்ள வழவழப்பான 

பிணையலைச் சுற்றித் தாராளமாகத் திரும்பக் கூடியதபயிருக் 
கிறது. அதன் மறுமுனையில் செயல்படுத்தப்பட்ட $ கி.கி: 
கிடைவிசையினால் நிலைக்குத்துடன் 30£ சாய்விலிருக்குமாறு, 
ஒரு பக்கமாக இழுக்கப்படுகிறது. மேலும், பிணை யலிருக்கும் 
மூனையிலிருந்து 60 செ.மீ. தாரத்திலுள்ள ஒரு வழவழப்பான 
வட்ட மூளையால் அது நகராமல் தடுக்கப்படுகிறது. பிணைய 

விலும், முளையிலுமுள்ள எதிர்விசைகளைக் காண்க, 

(52) AB, BC,CD என்னும் மூன்று சமநீளக் கோல்கள் 

ஓர் ஒழுங்கு அறுகோணத்தின் அடுத்தடுத்த மூன்று பக்கங் 
களாக அமையும் வண்ணம் உறுதியாக இணைக்கப்பட்டு,. 
4-யிலிருந்து தொங்கவிடப்படுகின்றன. 02 கிடையாக இருக்கு 

மென்று காட்டுக. 

தொடுகையிலுள்ள பொருள்கள் (801௦5 in contact) 

ஒன்றையொன்று தொட்டுக்கொண்டிருக்கும் இரண்டு 

அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட பொருள்கள் புறவிசைகளின் 

தாக்குதல்களினால் சமநிலையிலிருப்பதாகக் கொள்க, இப் புற 

விசைகள் தவிர இத் தொடுபொருள் களின் தொடுபுள்ளிகளின்: 

வழியே செயல்படும் விசைகள், எதிர்விசைகள் . (80(1008 870
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௧01009) போன்ற உள்விசைகளும் அப் பொருள்களில் செயல் 

படலாம். இந்த உள்விசைகள் ஒன்றின் விளைவை ஒன்று 

நீக்கவும் செய்யலாம் ; நீக்கப்படாமல் மிஞ்சியும் நிற்கலாம்- 
தொடுபொருள்கள் வழவழப்பாகவிருப்பின் அளவு தெரியாத 

இந்த உள்விசைகள் தொடுபுள்ளி வழியே தொடுதஊ,.த்திற்குச் 

“செங்குத்தாகச் செயல்படும்; அல்லது இவ் வுள்விசைகள் அளவு 

.. களும் திசைகளும் தெரியாதவையாயிருக்கும். இத்தகைய 

'தெரடுபொருள்களின் சமநிலைபற்றி ஆராயுமிடத்து ஒவ்வொரு 

பொருளின் சமநிலையையும் தனித்தனியே கருத்திற் கொண்டு 

- விசைச் சமன்பாடுகளையும். திருப்புதிறன் சமன்பாடுகளையும் 

அமைத்து, அச் சமன்பாடுகளைத் தீர்த்து, உள் எதிர்விசைகளின் 

விளைவுகளை நீக்கிவிடலாம். தொடுபொருள்களனை த்தையும் 

ஒரே பொருளாகக் கருதி விசைச் சமன்பாடு, திருப்புதிறன் 

சமன்பாடு ஆகியவற்றை அமைப்பதன் மூலமும் அளவு, திசை 

தெரியாத இவ் வுள்ளெதீர் விசைகளின் விளைவுகளை நீக்கி 
-விடலாம். இவ்வாறு உள்விசைகள் நீக்கப் பெற்ற சமன்பாடு 
களிலிருந்து புறவிசைகள் பற்றிய விவரங்களைத் தெரிந்து 
கொள்ளலாம். 

பின்வரும் மாதிரிக் கணக்குகளில் மேற்கூறப்பட்ட முறை 
.கள் நன்கு விளக்கப்பட்டுள்ளன. 

மாதிரி 93: ஒவ்வொன்றும் ஓர். அங்குல "ஆரையும், 

* எடையுமுள்ள இரு வழவழப்பான கோளங்கள் 3 அங்குல 
ஆரையுள்ள ஒரு வழவழப்பான கோளக் கிண்ணத்தினுள் 
தொடுகையிலுள்ளன. அவைகளுக்கிடையேயுள்ள அழுத் 
,தத்ைதைக காண்க. 

தீர்வு : 

௦்ஐ மையமாகக் கொண்ட 3 ஆரையுள்ள கிண்ணத் 
தினுள் A, 8 என்ற மையங்களைக் கொண்ட 1” ஆரைக் கோளங் 
கள் படத்தில் காட்டப்பட்டுள்ளதுபோல் சமநிலையிலுள்ளன. 

சிறுகோளங்க எளிரண்டும் வழவழப்பாகவும் சம 
அளவுடையனவாகவுமிருப்பதால், அவற்றின் தொடுபுள்ளி 
போகிய E என்பது 0-க்கு நேர் நிலைக்குத்தாகக் கீழே இருக்கும்: 

இரு கோளங்களும் பெரிய கோளத்தை உட்புறமாகத் 
தொடும் புள்ளிகளை 0, 0 என்று குறிப்பிடுக, 

LAOE = LEOB = « என்க. 

கோளங்களில் செயல்படும் விசைகள் வருமாறு ₹
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(1) ஆகிய தொடுபுள்ளிகளில் 04, 09 என்னும் 
'ஆரைகளின் வழியே செயல்படும் பெரிய கோளத்தின் எதிர் 

ட விசை, 

இரு சிறு கோளங்களும் சம அளவுடையனவாகவிருப்ப 
தால் இவ்விரு எதிர்விசைகளும் சம அளவினதாக இருக்கும்... 
இச் சம எதிர்விசைகளை £ என்று குறிப்பிடுக. மேலும், இச் சம 
எதிர்விசைகள் 0, ௦ வழியே பெரிய கோளத்தின் செங்கோடு 

மன் ல் 

  

படம் 129 

கள் வழியேயும் செயல்படுமாகையால் இவை பெரிய கோளத், 

தின் மபையமாகிய 0 வழியேயும் செல்லும். 
ர் 

(2) இரு சமகோளங்களின் சம எடைகள் 14 4* என்பன 

4, சீ வழியே நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படுகின்றன... 

(3) இரு சிறு கோளங்களின் தொடுபுள்ளி வழியே 
பொதுத் தொடு தளத்திற்குச் செங்குத்தாக, அதாவது கச: 
என்னும் மையக் கோட்டின் வழியே எதிரெதிர்த் திசைகளில் 
செயல்படும் உள்விசைகள். இரு கோளங்களும் சம அள 
வுடையனவாகையால் இவ்விரு. உள்விசைகளும் சமமாகவும் 
எதிராகவும் செயல்பட்டு ஒன்றையொன்று விளைவு நீக்கம் 

செய்துவிடும். 

இப்பொழுது கோளம் 4-யின் ௪மநிலையைக் கருதுக. இக். 
கோணத்தைச் சமநிலையில் வைத்திருக்கும் விசைகளாவன;: 

(அ) 4-யில் அதன் எடை 1774 , 
(ஆ) யில் 04 வழியாக. பெரிய கோளத்தின் எதிர் 

விசை R,
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(இ) யில் 74 வழியாகக் கோளம் 8ஃயின் அழுத்தம் S. 
.. இவ் விசைகளைக் கிடையாகவும்,: நிலைக்குத்தாகவுல்' 

விசைப் பிரிப்புச் செய்க, os 

Rsinx = S, 

ட Roos x =W ee 

ws Re. = _—W_ , _ . *் 

06 ஃ ் 
‘ 

S = Wtan« 

க AE \ 
- 4 AEO-0F OG Sau, tan < = OF 

ஆனால் 00-31, 40-77 3 04-23 48417 

ரி ௦2 = / OA* —AE®. = பூ 4—| = ட் 3 

tan % = ஆ அல்லது, 4 - 30” 

v ' 

S = W tan <= J 3. 
‘ 

சிறுகோளங்களுக் கிடையேயுள்ள அழுத்தம் + ஆகும். 

மாதிரி 94: ஒவ்வொன்றும் 1/7 எடையும் * ஆரையும் 
கொண்ட வழவழப்பான இரு சமகோளங்கள், ஒரு கிடைத் 
தளத்தில் அச்சுநிலைக்குத்தாக இருக்குமாறு இருபுறமும் திறப்பா 
யுள்ள ஓர் உருளையினுள்ளே வைக்கப்பட்டுள்ளன. உருளை 
பின் ஆரை ச (27 எனில்), இரு கோளங்களுக்குமிடையே 
யுள்ள எதிர்விசையைக் காண்க. உருளையின் எடை 77” எனில், 
உருளை:பானது கவிழாமலிருப்பதற்கான நிபந்தனை 197 5 2 187 
(1-2) என்று காட்டு. 

தவ 
ABCD என்னும் உருளையானது கிடைத்தளத்தின் மேல் 

அதன் அச்சு 0/7 நிலைக்குத்தாக இருக்குமாறு வைக்கப்பட் 
டுள்ளது. 0, 0,ஐ மையங்களாகக் கொண்ட இரு கோளங்் 

கள் ஒன்றின்மீதொன்று 2 என்னும் புள்ளியில் தொட்டுக் 
கொண்டிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளன... இரு கோளங்களும் 
உருளையை 4, 7” என்னும் புள்ளிகளில் தொடுகின்றன. இவ்விரு 
கோளங்களையும் சமநிலையில் வைத்திருக்கும் விசைகளாவன.
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(1) 0;.0, என்ற மையங்களின் வழியே நிலைக்குத்தாகக் 
கீழ்நோக்கிச் செயல்படும் W, 777 என்னும் எடைகள், 

(2) யில் 80) வழியாகவும், 0,2 வழியாகவும் செயல் 
படும் கோளம், உருளை ஆகியவற்றின் சம எதிரழுத்தங் 
களாகிய $,, 5. ட 

(3) ஈல்.70, வழியாகவும், 0, 7” வழியாகவும் செயல் 
படும் கோளம், உருளை ஆகியவற்றின் சம எதிரழுத்தங் 
களாகிய $,, 5. 

    

  

படம் 130 

(4) இரு கோளங்களின் தொடுபுளீளியாகிய 72பில் 010, 
0, 0, வழியே செயல்படும் சம எதிரழுத்தங்கள் £, 7, 

இரு கோளங்களின் மையக்கோடு கிடைக்கோட்டுடன் 9 
சாய்விலிருப்பகாகக் கொள்க. படத்திலிருந்து, உருளையின் 
விட்டம் - 80,470, 4 0/7 என்று காண்கிறோம். 

அதாவது, ப: 7342700980 34347 

் a a@a=r+rcos6 

ll a
 | ™ அல்லது, 70080 

cos § = —— 

  

sin?9 = | «=
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r?—(a—ry® 
TS eee cree ; ர் 

2 ar—a?* = 
ra 
  

— 

ரீ 
அல்லது, 8:69 ௪ போம். 

இப்பொழுது, 0, என்னும் கோளத்தின் சமதிலையைக் 

கருதுக. 

இக் கோணத்தின் எடை 14, 70, வழியே உருளையின் 
அழுத்தம் 5,, 720) வழியே 0, உருளையின் எதிரழுத்தம் RK 
ஆகிய விசைகள் இக் கோளத்தைச் சமநிலையில் வைத்திருக் 

கின்றன, 

கிடைத்திசையிலும் நிலைக்குத்துத் திசையிலும் விசைப் 
பிரிப்புச் செய்க. | 

Roos = S,; Raing = W 

ஃ oe = ௦016, அல்லது, ௪ W cot 9 

a Wr 
cos 8 ஸ்ட கள 

ர 

ஆகவே, கோளங்களுக்கிடையே.புள்ள அழுத்தம் -- Wr 
/ 2ar —a” 

ஆகும். 

இப்பொழுது, இருகோளங்களையும் ஒரு பொருளாகக் 
கருதி விசைப் பிரிப்புச் செய்க. (இருகோளங்களுக்குமிடையே 
யுள்ள £, £ என்னும் சம எதிரழுத்தங்கள் ஒன்றையொன்று 
விளைவு நீக்கம் ரெய்துவிடுமென்ப தைக் கருத்திற் கொள்க.) 

28) 

R= 

_O, என்ற கோளம் மேலேயிருப்பதால், உருளையானது 

கவிழ்வதாயிருந்தால் 8-யச் சுற்றிக் கவிழும், ஆகவே, விசை. 
Sy ஆனது உருளையை 8-யச் சுற்றிக் கவிழ்க்க முயலும். அதே. 

வேவையில் 5-ம், உருளையின் எடை ந7*-ம் சேர்ந்து உருளை 
கவிழ்வதைத் தடுக்க முயலும், 

உருளையின் எடையாகிய 19* அதன் அச்சின் வழியே ஏ 
செயல்படும். ஆகவே, உருளையானது கவிழாமலிருக்க
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வேண்டுமாயின், 5, 7777 ஆகியவற்றின் யைப் பற்றிய 
மொத்தத் திருப்புத்திறன், 5,இன் மீயைப் பற்றிய திருப்புத் 
திறனைவிட அதிகமாக யிருக்க வேண்டும். ் 

அதாவது, S,.1+W'a> S,. BF 

> S,. LM og 

> S, (LO,+0, M) 

> S,(2rsin 9 +r) 

ஆனால் S,=S, * Sort+W'.a> 2 sr sin 6+sgr 

” Wa >2.Sersing 

> 2. W. cot 9. r. sin. @ 

> 2Wrcos@ 

>2 Wr (F) 
r 

> 2W (a—r) 

Ww > (=) 
a 

7 
> 2ஈ( 1 -4) 

மாதிரி 95: பிறப்பிக்கும் கோடுகள் கிடையாகவுள்ள R 
ஆரையுடைய நிலையான உள்ளீடற்ற உருளையினுள்ளே r 
ஆரையுடைய இருசம உருளைகள் சமச் சீராக வைக்கப்பட் 
டுள்ளன. அவற்றிற்குச் சமமான மூன்றாவது உரு 
யொன்று அவற்றின் மேல் சமச் சீராக வைக்கப்படுகிறது. 
27 (124/7) ஆகயிருந்தாலொழிய சம நிலை சாத்தியமில்லை 
யென்று காட்டுக, € 

  

(சென்னை எம். எஸ்ஸி, 1968) 

தீர்வு . 
௦ என்பது 8 ஆரையுடைய பெரிய: உருளையின் குறுக்கு 

வெட்டுப் பகுதியின் மையம். 

4, 5, என்பன பெரிய உருளையினுள்ளே சமச் சீராக 
அமைந்திருக்கும் மூன்று சம உருளைகளின் அதே தளத்துக் 
குறுக்கு வெட்டுப் பகுதிகளின் மையங்கள், 

* ABC என்பது 2 7 நீளப் பக்கங்களைக் கொண்ட ஒரு 
சம பக்க முக்கோணமாகும். ் 

௮, இ.-21
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.. மூன்றுசிறு.உருளைகளின் எடைகளாகிய 77, 177, ர” என்பன் 

742, 0 என்ற மையங்களின் வழியே செயல்படும், 

கீழேயுள்ள இரு உருளைகளும் பெரிய உருளையைத்தொடும் 

புள்ளிகளாகிய 2, இல் 24, 78 வழியாகப் பெரிய உருளையின் 

சம எதிரழுத்தங்களாகிய $, 54 என்பன அவற்றின் பொதுத் 
தொடு கோட்டில் 0 என்னும் மையத்தில் சந்திக்கும், 

22200- 2608-6 என்க. 
. ரூ. 

6 . ௦... சா 

  

  

படம் 131 

மூன்று உருளைகளையும் ஒரே பொருளாகக் கருதி நிலைக்குத் 
தாக விசைப் பிரிப்புச் செய்க. 

சிறு உருளை ஒவ்வொன்றின் எடையும் 17: ஆதலின், மேல் 
நோக்கிய விசைக் கூறுகளாகிய 6 ௦08 9, S cos 09 என்பன கீழ் 
நோக்கிய விசைகளாகிய 18, 177, 777 ஆகியவற்றை ஈடு செய் 
கின்றன. (மூன்று உருளைகளும் ஒரே பொருளாகக் கருதப்படு 
வதால் அவற்றின் உள் எதிரழுத்தங்கள் ஒன்றையொன்று 
விளைவு நீக்கம் செய்து விடுமென் பதைக் கருத்திற்கொள் க.) 

240089 3]. ae , 

அல்லது, S = — 
2 cos 9 

் AD 
AODu3&, = 22 A tan 9 OD 

<0 AD=r; OD?=O0429—AD? =(R—1)?—1? 
r 

00 = Ra Lo



OG sor atone ack, 923 - 

இப்பொழுது மேலேயுள்ள உருளையின் சம நிலையைக் 
கருதுக, 

் இதில் செயல்படும் விசைகளாவன. 

(91) யில் அதன் எடை 74 

(ஆ) 40 வழியே செயல்படும் உருளை 4யின் எதிர்விசை T. 

(இ) .80 வழியே செயல்படும் உருளை £யின் எதிர்விசை 7. 
ABC ஒரு சமபக்க முக்கோணமாதலின், 

2408-60” அல்லது 7 400-305, 

இப்பொழுது நிலைக்குத்தாக விசைப் பிரிப்புச் செய்க. 

T cos 30°+T cos 30°= 

v3 _ 27+ =W 

அல்லது, 7” - vt 

| A, B ஆகிய கோணங்களுக்கிடையேயுள்ள எதிரழுத்தங் 
களை 5 என்க. உருளை 4 யின் சல நிலையைக் கருதுக. 

இதில் செயல்படும் விசைகளாவன. 

(i) 4யில் அதன் எடை ]7 

(ii) 2.4 வழியே செயல்படும் சீயின் எதிரழுத்தம் 
(iii) 74 வழியே செயல்படும் பெரிய உருளையின் 

எதிரழுத்தம் 5. 
0) 64 வழியே செயல்படும் யேன் எதிரழுத்தம் | 7, 

கிடைத்திசையில் விசைப் பிரிப்புச் செய்க. 

X+T cos 60°=S sin @. 

a OX =S sin @~- T cos 60° 

  

: Ww 
=S§ வ வைகை ஆ, sin 6 V3 4
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ட் ச் 
3 tan 9@-—= > 0. 

n 0-75 
r 1 

Tn? VF 
r 1 

NV (Roar கவ 
34/3r > V (R- 1” 
23 > (R-r)-r? 
ஆர > (R-r)? 
Wl Ir > R-r 

r(i+24/7) > R 

அல்லது, ச உரு 

பயிற்சி 11 

(1) ஒரு அங்குல ஆரையுள்ள கனமான இரு சட் கோளஸ் 

கள் 3 அங்குல ஆரையுள்ள ஒரு வழவழப்பான கோளக் கிண் 
ணத்தினுள் சம நிலையிலிருக்கின்றன. இவ்விரு கோளங்களுக் 

கிடையேயுள்ள விசை 100 கி.கி. எடையெனில், கோளத்திற்கும் 
கிண்ணத்திற்குமிடையேயுள்ள விசை என்ன? 

(2) 2 அங்குல ஆரையுள்ள கனமான இரு சமகோளங்கள் 
6 அங்குல ஆரையுள்ள ஒரு வழவழப்பான அரைக்கோளக் 

கிண்ணத்தினுள் வைக்கப்பட்டுள்ளன. ஒரு கோளத்திற்கும் 
கிண்ணத்திற்குமிடையேயுள்ள அழுத்தம், இரு கோளங்களுக் 

கிடையேயுள்ள அழுத்தத்தைப் போல் இரு மடங்கு என்று 

காட்டு. 

(3) ஆரை ரும் எடை 9-ம் கொண்ட வழவழப்பான 
இரு சம கோளங்கள் £ ஆரையுள்ள ஒரு வழவழப்பான 

கோளக் கிண்ணத்தினுள் ஒன்றையொன்று தொட்டுக்கொள் 
ளும் நிலையில் வைக்கப்பட்டுள்ளன. அவைகளுக்கிடையே 

8 ட. ட்டர் 
யூள்ள அழுத்தம் ரஸ் என்று காட்டு, 

(4) ஆரை ஈயும், எடை 74-ம் கொண்ட வழவழப்பான 
இரு சம கோளங்கள் ஈ£ ஆரையுள்ள ஒரு வழவழப்பான 
கோளக் கிண்ணத்தினுள் தொடுகையிலிருக்கின்றன. அவை 
களுக்கிடையேயுள்ள அழுத்தம் யாது?
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(௫) 1 அங்குல ஆரையும், 4 கிராம் எடையும் கொண்ட, 
இரு பக்கமும் திறந்துள்ள உள்ளீடற்ற உருளையொன்று ஒரு 
வழவழப்பான கிடைத்தளத்தளத்தில் அதன் ஒரு முனையின் 
மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளது. 4 அங்குல ஆரையுள்ள இரண்டு 
சமமான கோள உருண்டைகள் அவ்வுருளையினுள்ளே வைக். 
கப்படுகின்றன. உருளை கவிழ்ந்து விடாத நிலையிலிருக்குமா 
4பின், கோளங்களின் எடையைக் காண்க. 

(6) வழவழப்பான மூன்று சம கோளங்கள் ஒரு வழவழப்: 
பான கிடைத் தளத்தின்மேல் ஒன்றையொன்று தொட்டுக் 
,கொண்டிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டு, அவற்றின் மையங்கள் 

அமைந்துள்ள தளத்தில், அவற்றைச் சுற்றி ஒரு நூலினால் ஒன் 
க இறுக கட்டப்பட்டுள்ளன. நான்காவது சம கோளம் 
ஒன்று அவற்றின்மீது சமச் சீராக வைக்கப்பட்டால், நூலின் 
இழு விசைக்கும் சம கோளம் ஒன்றின் எடைக்கும் உள்ள 
விகிதம் 1:3/6 என்று காட்டு. ௬ 

(7) வழவழப்பான சமமான 77 எடையுள்ள மூன்று பென் 
சில்கள் ஒரு நூலினால் ஒன்றாகக் கட்டப்பட்டு, [ஒரு வழவழப் 
பான, மேசையின்மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளன. மேசையின் 
“மேல் தொடுகையிலுள்ள பென்சில்களுக் கிடையேயுள்ள 
அழுத்தம் 72 எனில் நூலின் இழு விசையைக் காண்க. 

(8) . கனமான ஓரே சீரான உ எடையுள்ள மூன்று சம் 
உருளைகள் ஒவ்வொன்றும் மற்ற இரண்டையும் தொட்டுக் 
கொண்டிருக்கும் நிலையில் ஒரு நூலினால் சுற்றிக் கட்டப்பட்டு, 
அவற்றின் அச்சுக்கள் கிடை நிலையிலிருக்குமாறு ஒரு வடு வழப் 
யான மேசையின்மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளன. உருளைகளின் 
புவி ஈர்ப்பு மையங்களின் வழியே செல்லும் நிலைக்குத்துத் 
தளத்தில் நூலிருப்பதாகக் கருதி, நூலின் இழு விசையை * 
என்று கொண்டு உருளைகளுக்கிடையேயுள்ள அழுத்தத்தைக் 

காண்க, ் ் 

(9) அச்சு கிடையாகயிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ள R 
ஆரையுள்ள ஒரு நிலையான உள்ளீடற்ற உருளையினுள்ளே 
௪ ஆரையுள்ள வழவழப்பான இரு சம உருளைகள் சமச் சீராக 
வைக்கப்பட்டுள்ளன. சம ஆரையும், இரு மடங்கு எடையும் 
கொண்ட மூன்றாவது உருளையொன்று அவ்விரு உருளைகளின் 
மேல் எல்லா உருளைகளின் அச்சுக்களும் இணையாக இருக்கு 
மாறு சமச்சீருடன் வைக்கப்படுகிறது; “இராமு 13) எனில்,
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மூன்றாவது உருளை, மற்ற இரு உருளைகளும் விலகிக் கொள்ளத் 

தக்க விசையுடன் அவற்றை அழுத்துமென்று திறுவுக. 

(10) ஈட ச, ஐ ஆரைகளாகக் கொண்ட இரு கோளங்கள்? 
guar ayeng bud (b<a,+a,), வெளி ஆரை 2யும் கொண்ட 
ஒரு வழவழப்பான உள்ளீடற்ற நிலைக்குத்து உருளையினுள்ளே 
வைக்கப்பட்டு ஓய்வு நிலையிலிருக்கின்றன. மேலேயுள்ள 

கோளத்தின். எடை. எனில், உருளையின் எடை... 
௩ 1. TG ர் 3 ff, 2 

(25-21-8,)ஐ விட அதிகமாகயிருப்பின் அது கவிழாதென்று 
நிறுவுக. ன 

| (11) உ எடையுள்ள இரண்டு சமமான கோல்கள் தாராள 
மாக நகரக்கூடியவாறு முனைகளில் இணைக்கப்பட்டுள்ளன.. 
அவற்றின் மறு முனைகள் ஒரு நிலையான புள்ளியுடன் நூற்களி 
னால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. 7 ஆரையும் 17” எடையுமுள்ள 
ஒரு வட்டத் தகடு கோல்களுக்கிடையேயுள்ள கோணத்தில் 

ஓய்வு நிலையாயிருக்கின்றது. இத் தொகுதி முழுவதும் ஒரு நிலைக். 
குத்துத் தளத்தில் தொங்குகிறது. கோல், நூல் ஆகியவை ஒவ்: 
வொன்றின் நீளம் 32யும் கோல்களுக்கிடையேயுள்ள கோணம் 

A உ டு 3 : 

~ Gésaya. 

(02) க்சநீளமுள்ள 40 என்னும் கனமான சீரான கோல் 
ஒன்று 4 யில் பிணையல் செய்யப்பட்டுள்ளது. AC என்பது ர 
ஆரையுடைய ஒரு கோளத்தைத் தாங்கிக் கொண்டிருக்கும் ௪ 
நீளமூள்ள ஒரு நூல், கோளம், கோல் ஆகிய ஒவ்வொன்றும் 

8 கி.கி. எடையுள்ளதாகவும் ஒன்றையொன்று தொட்டுக்கொள் 
வதாகுவுமிருந்தால் நிலைக்குத்துடன் கோலின் சாய்வையும், 
நூலின் இழு விசையையும் காண்க. 

(13) 27 நீளமும் 17” எடையுமுள்ள 48 என்னும் சீரான 
கோலொன்று 4யிலுள்ள ஒரு வழவழப்பான பிணையலைச் சுற்றி 
ஒரு நிலைக்குத்துத் தளத்தில் நகரக் கூடியதாகயிருக்கிறது- 

7 ஆரையும், 74” எடையுமூள்ள வழவழப்பான கனமான கோளம் 
ஒன்று பிணையலுடன் [ நீள நூலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளது. 
இவ்விரு பொருட்களும் ஒன்றையொன்று தொட்டுக்கொண்டு 

- ஓய்வு நிலையிலிருக்கின்றன. நிலைக்குத்தடன் நூல், கோல்:



௪ 
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ஆகியவற்றின் சாய்வுகள் :முஜறையே «; . $ி௩ எனில், 

  (r+) sin(e + B)=r என்றும், sin < - Wa sin B என்றும்' 
மறு. 4 te 

நிறுவுக. 

(14) ஒரு நிலைக்குத்துத் தளத்திலுள்ள AB, AC என்னுமிரு 
நிலையான கோல்கள் ஒவ்வொன்றும் நிலைக்குத்துடன் 30° 
கோணச் சாய்விலுள்ளன. இக் கோல்களின் மீது நழுவிச் 
செல்லக்கூடிய ம எடையுள்ள இரு வளையங்களுடன் ஒரு 
நூலின் இரு முனைகளும் கட்டப்பட்டுள்ளன. நூலின் நடுப் 
புள்ளிகளிலிருந்து 14* என்னும் ஒரு எடை தொங்கவிடப்பட்டுள் 
ளது, சம நிலையில் நூலின் ஒவ்வொரு பாதியும் நிலைக்குத்துடன் 

_ 13 (W+2w) 

ட ட 
0 கோணச் சாய்விலிருந்தால், 1௧௩6 என்று நிறு 

வுக. . 

(15) ஒரு நிலைக் குத்துத் தளத்திலுள்ள 48, 40 என்னுமிரு 
நிலையான கோல்கள் ஒவ்வொன்றும் நிலைக்குத்துடன் 30” 

கோணச் சாய்விலுள்ளது. இக் கோல்களின் மீது நழுவிச் 

செல்லக்கூடிய W, எடையுள்ள இரு வளையங்களுடன் ஒரு 

நூலின் இரு மூனைகளும் கட்டப்பட்டுள்ளன. நூலின் நடுப் 

புள்ளியிலிருந்து 17%, என்னும் ஒரு எடை தொங்கவிடப்பட்டுள் 

ளது. சம நிலையில் நூலின் ஒவ்வொரு பாதியும் நிலைக்குத்துடன் 

9 கோணச் சாய்விலிருந்தால்,$8 9-(1 ௮ என்று நிறுவுக.   

இணைக்கப்பட்ட பொருட்களின் சமநிலை 

மாதிரி 96: AB, 40 என்னும் இரு சமநீளக் கோல்கள் 

கயில் ஒரு பிணையிலினால் இணைக்கப்பட்டு அவற்றின் முனைகள் ' 

இியும் யேம் ஒரு வழவழப்பான கிடைத்தளத்திலிருக்குமாறு ஒரு 

நிலைத்தளத்தில் வைக்கப்பட்டுள்ளன. அவற்றின் இந்த 
அமைப்புக் குலைந்துவிடாமல் யும் யேம் கோல்களின் நடுப் 

புள்ளிகளுடன் கயிறுகளினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. கோல் 

களின் கிடைத்தளச் சாப்வு 9 எனில், ஒவ்வொரு கயிற்றின் இழு 

விசைக்கும் கோலின் எடைக்குமுள்ள விகிதல் $ 47149௦0176 
என்று காட்டுக, 

தீர்வு 
42-40 29 என்க, 

. D, சீ என்பன 48, 40 ஆகிய கோல்களின் நடுப்புள்ளிக 

ளெளில், BD=DA=a; CE=EA=a. BE, CF என்யன கயிறு .
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கள். 2, வழியே கோல்களின் எடைகளான 77, 1 என்பன 
$ செயல்படுகின்றன. 2௦, 88 ஆகிய கயிறுகளின் வழியே 

௪, 7 என்னும் இழுவிசைகள் செயல்படுகின்றன. 

இரு கோல்களும் 4ீயில் பிணையலின் மூலம் இணைக்கப்பட் 
டிருப்பதால், கீயில் கோல்கள் ஒவ்வொன்றும் மற்ற தன்மீது 

அழுத்திக் கொண்டிருக்கும். இவ்வழுத்தத்தின் கிடைத்திசை உ 

நிலைக்குத்துக் கூறுகளை , 7” என்று குறிப்பிடுக. 

NY 

  

  

படம் 132 . 

கிடைத்தளத்துடன் ஒவ்வொரு கயிற்றின் சாய்வும் 9 என்க 
கிடைத்தளத்துடன் ஒவ்வொரு கோலின் சாய்வு - 0. 

& மீ௰௦யிலிருந்து, 2400 2 DBC+ 2 DCB=(9+«) 

ABE=(6§-«) 

221 80 வரைக, 

. _DL_ BDsino asing 
A DECOS GBS: A <= T= BCT BL” 4a cos @ ~ 0008 8 

_ asin 6. 

320080 

=4 tan 9. 

இரு கோல்களையும் ஒரே பொருளாகக் கருதி நிலைக்குத்தாக * 
விசைப் பிரிப்புச் செய்க, 

மி, ஆகியவற்றில் கிடைத்தளத்தின் எதிர்விசை கிடைத் 
தளத்திற்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும். கோல்கள் சமமான



ஒரு தள விசைகள்! : .. ( 998: 

வையாதலால், இவ்வெதிர் விசைகளும் சமமாயிருக்கும். இச்சம: 
எதிர்விசைகள் £ எனில், 

2R=2W அல்லது 177, 

இப்பொழுது கோல் .45ருன் சமநிலையைக் கருதுக. 

Aggy திருப்புத்திறன் காண்க. 

தி£வழி 7. 2asin(g-<)+DC fT. asin (6+«)+W. 
0060-7. 28008 6. 

astougi, T. 2a (sin @ cos <-cos 6 sin <) + T.a (sin 0 
cos <+cos @ sin <) 

=W.2acos 9- W.acos 6( R=W) 

T. a (3 sin @ cos « ~ cos @ sin X)= W. a cos @ 

: W cos 6 
, அலலது, T = 53in © cos x — cos 0 sin 

- 
3 tan § cos X-sin « 

ஆனால், tan <=/ tan 6 gemaured, 

: tan 6 3 
6] Se, COS X= ————_—_—= 
மட்ட 91803 0 

W 

ஃ ம் =3 tan 9 3 மெல வு வெ 1800 _ 

9-1 tan* @ a/9-+tan® @ 

_WNV9+Ftan® 6 

9 tan g9-tan 6 

= w 4/9-+tan? 9 

8 tan 6 ப் 

ட்ப 
sg T cot? OF 1 

Tol கை 
fp TEM ITI cote” 

மாதிரி 97: 48, 80, 00 என்பன ஒரே மாதீரியான பரும. 
னுள்ள /, 2]. / நீளங்களுடைய சீரான கோல்கள். இவை,



330 - அடிப்படை :இடுத்திரவியுஸ் 

4, 2 என்ற மூனைகளில் வழவழப்பான பிணையல்களினால் 
இணைக்கப்பட்டு 2/ ஆரையுள்ள முற்றிலும் வழவழப்பான ' ஒரு 
கோணத்தின்மேல் 40யின் நடுப்புள்ளியும், 4, ற ஆகிய மூனை © 

களும் கோளத்துடன் தொடுகையிலிருக்குமாறு வைக்கப்பட் 
டுள்ளன. அயேோன் நடுப்புள்ளியின் மேலுள்ள அழுத்தம் 

கோல்களின் எடையைப்போல் a மடங்கு என்று காட்டு. 

Bim, 
0 என்பது கோளத்தின் மையம். 6) ஜே Gs என்பன் 

மூறையே AB, AC, CD ஆகிய கோல்களின் நடுப்புள்ளிகள் 

(புவியீர்ப்பு மையங்கள்) ் 

  

படம் 133 

கோல்களின் நீளங்கள் முறையே /, 21, 1 ஆதலின் மூன்றும் 
ஒரே சீரான கோல்களாகையால் அவற்றின் எடைகளை 77, 2, 
** என்று கொள்க, இவ்வெடைகள் முறையே G,, Ge, Gs 

வழியே ட செயல்படும். 

0, வழியே செயல்படும் 29 என்னும் எடையானது, 
கோளத்தின் தொடுபுள்ளிவழியே 40 என்னும் தொடுகோட் 
டிற்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படுமாகையால், 0 வழியே 
செல்லும். ' 

4, ஜே.௰ ஆகிய தொடு புள்ளிகளில் கோளத்தின் எதிரழுத் 
தங்கள் அப்புள்ளிகளின் வழியே செல்லும் ஆரைகளின் 
வழியே வெளி நோக்கிச் செயல்படும். இவற்றுள் 4£யிலும் 
றியிலும் எதிரழுத்தங்கள் சமமாக யிருக்கும். இவ்வெதிரழுத்தங்
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களை 5 என்று குறிப்பிடுக: வில் 0.0: வழியே செயல்படும் 

எதிரழுத்தத்தை £ என்று குறிப்பிடுக, 
ஆரி 

2000-9 என்க. சமச்சீர்காரணமாக, ZADG,=9 

ன க 2408- 2800-2 
ret 

AB=1; BC =21; CD=1, pysGeu, BG, =G, C=l. 

OA=0G,=OD கோளத்தின் ஆரை - 21 

ை ட AB_ 7 | 4 “ng 6 _ AB _ 
A AOBuwse, ZOAB=90°. - tan + ~ OA 2 

மூன்று கோல்களையும் ஒரே பொருளாகக் கருதிச் சம நிலை 

காண்க, னவே, 4, ஆகிய பிணையல்களிலுள்ள எதிர்விசை 

கள் ஒன்றையொன்று விளைவு நீக்கம் செய்துவிடும். ஆகவே, 
செயல்படும் விசைகளாவன. ப் 

(i) யில் 0.4 திசையில் செயல்படும் வெளிநோக்கிய 

அழுத்தம் ட, ் 

(ii) 0,வில் வெளிநோக்கிச் செயல்படும் அழுத்தம் 

(iii) றயில் வெளிநோக்கிச் செயல்படும் அழுத்தம் 5. 

(iv) 6, இல் $ செயல்படும் எடை: 17” 

(0) டூவில் 4 செயல்படும் எடை 217” 

(vi) இல் ட செயல்படும் எடை W 

நிலைக்குத்தாக விசைப் பிரிப்புச் செய்க. 

R. 

2S Gos p+ R=4 W ae YD 

கோல் 48யின் சமநிலையை மட்டும்: கருதி. நிஜப் ,பற்றிய 
திருப்புத்திறன் காண் ௧. F 

S. AB=W. BM | . 
ஆனால், 20, 40,-(180₹-6) ஆகையால், 2 0248-6: 

ஃ கிர =W , cos@ 

aowog, SW = cos 8 ose! ~ ae (2) 

(1) இலிருந்து, 2 (75 0080 ) 008 6-8]. 

ர 00956 +R=4W



382 அடிப்படை இயந்திரவியல் 
8 417-777 00270 

1-0 2 -10-w(——-2) 
1+tan? — 

  

, 1-} 
= aw—w(irt)s 

3\3 47: (4) 

9 4 

ly 
~ 25 

91 

= hr sir கோல்களின் மொத்த 

எடை. 

மாதிரி 98: ஒவ்வொன்றும் 17” எடையும் 28 நீளமும் 
“கொண்ட இரு சீரான பட்டைகள் பொதுவான ஒரு முனையில் 
தாராளமாக நகரக்கூடிய வகையில் இணைக்கப்பட்டு, 2௦ இடை 
"வெளியில் ஒரே கிடைக்கோட்டிலமைந்துள்ள- இரு முனைகளின் 
மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளன. பட்டைகளுக்கிடையேயுள்ள 
"கோணம் 24 ஆகயிருக்குமாறு அவற்றின் மற்ற இரு முனைகளும் 
ஒரு கயிற்றினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. கயிற்றின் இழுவிசை 

fc : ‘ ° * W cosx cosec® « (= ஸல) என்று காட்டுக. 
8 

AB, AC என்னும் இரு பட்டைகள் யில் ஒரு பிணையலினால் 
இணைக்கப்பட்டுள்ளன. 48-80-28. ஒவ்வொன்றின் எடை 
யும் 7: 0, என்பள் கோல்களின் நடுப்புள்ளிகள். இவற் 
றின் வழியே 7, 77* என்னும் அவற்றின் எடைகள் ஓ செயல் 
படும். P,Q என்பன 2௦ இடைவெளியில் கிடைக்கோட்டி 
'லமைந்துள்ள இரு முளைகள். முனைகள் யும் 0ம் ஒரு கயிற் 
றினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. கயிற்றில் ஜே நோக்கியும், 
“மமீஐ நோக்கியும் சம இழு விசைகள் 7', 7 என்பன செயல் 
படும், இரு பட்டைகளும் சமமாகவும், சமச்சீராகவுமிருப்ப 
தால் 2, 0. ஆகிய இரு முளைகளிலும் எதிர்விசைகள் சமமாக,
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கோல்களுக்குச் செங்குத்துத் திசைகளில் செயல்படும், இச் சம. 
எதிர்விசைகளை £ என்று குறிப்பிடுக. 

D என்பது 26 யின் நடுப்புள்ளி.. 
42840 ஆகையால், 82 1 26 ஆகும். 

கீ 

42ஐச் சேர்க்கவும்... 
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BAC=2x  (கொடுக்கப்பட்டுள்ளது) :” 8.4.4. 
இரு பட்டைகளையும் றருபொருளாகக் கருதிச்சமநிலைக் காண் ௧. 
எனவே, பிணையல் 4 யிலுள்ள எதிரழுத்தங்களும், கயிற்றி' 

லுள்ள எதிர் இழுவிசைகளும் விளைவு நீக்கம் பெற்றுவிடும். 

திலைக்குத்தாக விசைப்பிரிப்புச் செய்க. 

28 810 ஒ-2]77 

  அல்லது, £ - ௮ 77 00860%. 
sin < 

இப்பொழுது பட்டை 4.நியின் சம நிலையை மட்டும் கருதுக... 

அஐப்பற்றிய திருப்புத்திறன்கள் காண்க, 
T. AD+W., AG, sin x = R. AP. 

T. AB cos X +W. AG, sinx=R c cosec «. 

T. 2a cos <+W. asin <=W cosec <'¢ cosec x,. 

T. 2a cos X=W ¢ cosec? X~W a'sin: « 

= W(ccosec?< - 8810 4):



அடிப்படை. 'இயந்திரவியல் 

  (2 008607 ஏ sin «) 
2a cos % os ட். 

் - sed x. cosec? « (c—a sin? ல) 
a pot : 

Ww உவா ட. 
=—- SEC 9, 00860” வி -- - 8105 

2 \ a 

wills 12 

(1) ச நீளமுள்ள .42, 40 என்னும் இலேசான இருசமநீளக் 
(கோல்கள் 4ீயில் ஒரு கீலினால் தாராளமாக இணைக்கப்பட்டு, 
B,C ஆகிய முனைகளில் 74, 177. என்னும் சம எடைகளைத் 
தாங்கிக் கொண்டிருக்கின்றன. அவை ஈ ஆரையிள்ள ஒரு வழ 

வழப்பான நிலையான கோளத்தின்மேல் ஓய்வு நிலையிலிருக் 
கின்றன. சமநிலையில்: நிலைக்குத்துடன் கோல்களின் சாய்வு 9 

னில், ் 

b sin® @=4@ Cos 6 

சன்று காட்டுக. 

2) 8 நீளமுள்ள கனமான, சீரான. இரு கோல்கள் ஒரு வழ 
வழப்பான பிணையலினால் ஒன்றாக இணைக்கப்பட்டு ஒரே 
கிடைக் கோட்டில் ௦ இடைவெளியிலிருக்கும் வழவழப்பான 

இரு மூனைகளின்மேல் சமச்சீராக வைக்கப்பட்டுள்ளன. சம 

நிலையில் நிலைக்குத்துடன் ஒவ்வொரு கோலின் சாய்வும் ௦0௦5-1 
c (=) என்று காட்டு. 
8 

(3) 1 எடையுள்ள 44, 40 என்னும் சமமான இரு கோல் 
.கள் 4யில் ஒரு பிணையலினால் இணைக்கப்பட்டு மூனைகள் யும் 
யும் ஒரு வழவழப்பான கிடைத்தளத்தின் மேலிருக்குமாறு 
வைக்கப்பட்டுள்ளன. யேன் நடுப்புள்ளியுடன் முனை 8 ஒரு 
கயிற்றினால் கட்டப்பட்டு அவை நிலைநிறுத்தப்பட்டுள்ளன. 
சமநிலையில் 4.86 ஒரு சமபக்க முக்கோணமாகின்றது. இழு 
-விசை 31 14* என்று காட்டு, 

(4) AB, AC என்னும் சமநீளமுள்ள சீரான கோல்கள் 
4யில் தாராளமாக நகரக் கூடியவாறு இணைக்கப்பட்டுள்ளன 
இத் தொகுதி. Budo ஒரு நூலினால் கட்டப்பட்டு புவியீர்ப்பு 
விசையின் கீழ் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. ஒவ்வொரு கோலின்



oo தனவிசைகள்
 ஆடுக, ‘335 

சடையும் 2] ' சமநிலையில் 'இரு கேர்ல்களுக்குதுடையேயுள்ள 

கோணம் 2 எனில், நூலின் இழுவிசை 3W’ sin « என்று 
a/ 1 +3 sin? < 4 

நரல் oe 
காட்டுக. 

(5) ஒரு ஏணிப்படி 4 என்ற எழுத்தின் வடிவத்திலுல்ளது. 
- அதன் ஒவ்வொருகாலும் நிலைக்குத்துதுன் ஒ கோணத்தில் சாய்ந் 
துள்யது, * அதன் கால்களின் நடுப்புள்ளிகளிரண்டும் ஒரு 
கயிற்றினால் கட்டப்பட்டு ஒரு கிடைத்தளத் தரையின்மேல் 
நிறுத்திவைக்கப்பட்டுன்ளது. எங்கேயும் உராய்வு இல்லை 

யென்று கொண்டு, 777 என்னும் ஒரு எடை தரையிலிருந்து ஏணி 

பின் உயரத்தைப்போல், oe ப் ஒரு படியில் வைக்கப் 

பட்டாஷ்் "கயிற்றின் இழுவிசை -, _— W tan % அதிகமாகுமென்று 

காட்டு. ் 

(6) 12, 20, 02௦ என்னும் மூன்று சமநீளக் கோளங்கள் 

4. ே என்னும் முனைகளில் தாராளமாக இணைக்கப்பட்டுள்ளன. 

48, 00 என்ல கோல்கள் ஒரே கிடைக் கோட்டின் மேலுள்ள 

வழவழப்பான இரு முனைக்ளின்மேல், 86 கிடையாகயிருக்கு 

மாறு வைக்கப்பட்டுள்ளன. நிலைக்குத்துடன் 4யின் சாய்வு.ஷ, 
கிடைத்தளத்துடன் நீயிலுள்ள எதிர்விசையின் சாரறாவு 9 எனில், 

3 tan B=tan 4 என்று காட்டுக, 

(7) AB, BC என்னும் இருசம நீளக் கோல்கள் சியில் வழ 

வழப்பாக இணைக்கப்பட்டுள்ளன. அவற்றின் நடுப்புள்ளிகள் 

ஒரு மீளியல்பற்ற நூலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. நால் 

விறைப்பாகயிருக்கும்போது 2480-90” அஆகயிருக்குமாறு 

.நூலின் நீளமுள்ளது. இத்தொகுதியானது 4யிலிருந்து தொங்க 
விடப்பட்டுள்ளது. நிலைக்குத்துடன் .48யின் சாய்வு 180-* $ 

என்றும் நூலின் இழுவிசை sua என்றும் காட்டுக, 

(8) ஒல்வொன்றும் 177 எடையுள்ள 42, 40 என்னுமிரு 
சமமான சீரான கோல்கள் அயில் வழவழப்பாக இணைக்கப் 

பட்டு, 8, 0 ஆகிய முனைகள் ஒரு வழவழப்பான மேசையின் 

'மேலிருக்குமாறு நிலைத் தளத்தில் வைக்கப்பட்டுள்ளன, 4ீ£மயின் 

'நடுப்புள்ளியுடன் 6 ஒரு நூலினால் இணைக்கப்பட்டு, சம நிலை 

- வைக்கப்பட்டுள்ளது. நிலைக்குத்துடன் ஒவ்வொரு கோலின்
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சாய்வும் $ எனில், நூலின் இழுவிசை, 4யில் கோல்களின் எதிர் 

விசை ஆகிய ஒவ்வொன்றும் ் cosec < / 148 cos*e என்றும் 

கிடைத்தளத்துடன் ஒவ்வொன்றின் சாய்வும் (கா-1 (1(ஹ ஷூ 
என்றும் காட்டுக, 

9 ABC என்பது தாராளமாக இணைக்கப்பட்ட மூன்று 

கோல்களினாலான ஒரு முக்கோணம், AB: AC: BC =3: 4: 5. 
முக்கோணம் சீயிலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டு 7, 3 என்னும். 

எடைகள் முறையே 8, யேலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டுள்ளன. 
கிடைத்தளத்துடன் ,4£யின் சாய்வு 18-13 என்று காட்டுக. 

(10) ர எடையுள்ள மூன்று சமமான, சீரான கோல்கள் 
4.80 என்னும் சமபக்க முக்கோணமாக அமையுமாறு வழவழப் 
பசக இணைக்கப்பட்டுள்ளன. இந்த முக்கோணம் ந0யின் . 
நடுப்புள்ளியிலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. யிலுள்ள 

பிணையலின் எதிர்விசை vie என்று காட்டு,   

(11) மூன்று இலேசான கோல்கள் வழவழப்பாக இணைக் 
கப்பட்டு 480 என்னும் முக்கோணமாக அமைந்துள்ளன. 
ற என்பது யிலிருந்து 20க்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் பாதம். 7' என்னும் இழுவிசையுடன் ஒரு நூல 
4, ஐ இணைக்கிறது. 48, 40 ஆகிய கோல்களின் அழுத்தங் 
கள் முறையே 700860 4 008 0), 7 0066 4. . 005 £ என்று 
காட்டுக. 

(12) AB, AC என்பன சீயில் வழவழப்பாக இணைக்கப் 
பட்ட ச நீளமூள்ள ஒரே மாதிரியான இரண்டு சீரான கோல்கள் 
2 என்பது தீயில் வழவழப்பாக இணைக்கப்பட்ட ந நீளமுள்ள 

- எடையில்லாத ஒரு குச்சி. 40ல் நழுவிச் செல்லக் கூடிய ஒரு 
வழவழப்பான வளையம் றயில் கட்டப்பட்டுள்ளது. இச்சட்டம் 
4யில் ஒரு வழவழப்பான ஊசியிலிருந்து தொங்கவிடப்பட் 
டுள்ளது. நிலைக்குத்துடன் கோலின் சாம் “4 b ONO a PO 
என்று காட்டுக, 

(13) 4” எடையும் 2a நீளமுள்ள இரண்டு சமமான கன 
மான கோல்கள் வழவழப்பாக இணைக்கப்பட்டு, ॥ ஆரையுள்ள 
ஒரு வழவழப்பான நிலையான கோளத்தின்மேல் சமச்சீருடன்
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வைக்கப்பட்டுள்ளது. நிலைக்குத்துடன் ஒவ்வொரு கோலின் 
சாய்வும் 9 எனில், 

௦0% 6 (1-௦040)-8 

என்று காட்டுக. 

(14) 48 என்பது 28 நீளமும், ), 141 எடையுமுள்ள ஒரு 

நேரான கோல், அதன் கீழ் முனை 4 யானது 46 என்னும் நிலைக் 

குத்துச் சுவரின் அடியில் தரையின் மேல் நிற்கிறது. Buy யேம் 

4க்கு மேலே 26 உயரத்திலுள்ளன. 14* எடையுள்ள ஒரு கன 
மான வகாயம், 2, (ஜே. இணைக்கக்கூடிய 21 நீளமுள்ள 
ஒரு நூலில்: தாராளமாக  நகரக்கூடியதாயிருக்கின்றது 

வளையம் நூலின் நடுப்புள்ளியிலிருக்கும்போது அவை சம நிலை 
யிலிருந்தால் 

் [விட (A+2) 7 - wes Me 

AEDT ன ரர, 
என்று காட்டுக. - ் A ச் 

- (15) 25 நீளமும் 147 எடையும் கொண்ட ஒரு சீரான கோல் 
அதன் முனைகளில் 2ம் நீளமுள்ள நூலின் நுனிகளினால் கட்டப் 

at 

பட்டுள்ளது. அந்த நூலானது ஒரு வழவழப்பான நிலைக்குத் : 
துச் சுவரின்மீது பொருத்தப்பட்டுள்ள 6 என்னும் ஒரு வழவழப் 
பான வளையத்தின் வழியே செல்கிறது. கோலானது ஒரு நிலைத் _ 
தளத்தில் முனை 4 யானது கக்கு நேர் நிலைக்குத்தாகக் கீழே 
யிருக்குமாறு சுவருக்குச் செங்குத்தாக வைக்கப்பட்டுள்ளது. 

சம நிலையில் 4 யானது க்குக் கீழே / 5b? -a தூரத்திலிருக்கு 

_ . 2b 
மென்றும் நூலின் இழுவிசை $ ர vee or -| 

என்றும் காட்டுக. 

வ், Q»—22 ,



6. உராய்வு 
(FRICTION) 

இரு வழவழப்பான பொருட்கள் ஒன்றையொன்று தொட் 

டுக்கொண்டு சம நிலையிலிருந்தால் அவற்றிற்கிடையே எதிர் 

விசைகள் செயல்படுமென்றும் இவ்வெதிர் விசைகள் அப் 

பொருட்களின் தொடுபுள்ளி வழியே தொடு தளத்திற்குச் செங் 

குத்துத் திசையில் செயல்படுமென்றும் கண்டோம். இத்தகைய 

எதிர்விசைகள் “செங்குத்து எதிர் விசைகள்”? (Normal 

Reactions) ' என்றழைக்கப்படுகின்றன. ஆனால், ஒன்றை 
யொன்று தொட்டுக்கொண்டிருக்கும் வழவழப்பற்ற பொருட் 

களுக்கிடையே செயல்படும் எதிர்விசையானது தொடுதளத் 

திற்கு நேர்குத்துத் திசையில் செயல்படாமல் சற்றுத் திரும்பிய 

திசையில் செயல்படும். இதற்குக் காரணம் அப்பொருட்களின் 
வழவழப்பற்ற உராய்வுத் தன்மையேயாகும். இத்தகைய 

உராய்வுத் தன்மையுடைய பொருட்களுக்கிடையே செயல்படும் 

எதிர்விசைகளைப் பற்றியும், அவ்வுராய்வுத் தன்மைபற்றியும் 
இங்கு ஆராய்வோம். 

48 என்னும் பொருள் 0 என்னும் பொருளின்மேல் 
P என்னும் புள்ளியில் தொட்டுக்கொண்டு சம நிலையிலுள்ளது 
பொருட்களிரண்டும் வழ வழப்பாகயிருப்பின் அவற்றிற் 
கிடையே செயல்படும் எதிர்விசை 2 வழியே தொடுபுள்ளித் 
தளத்திற்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும். ஆனால் பொருட்களி 
ரண்டும் வழவழப்பின்றி சற்று உராய்வுத் தன்மையுடையதாக 
வும் ஒன்றின்மீதொன்று நழுவும் . நிலையிலுமிருப்பின், பொருள் 
48 நழுவ முயலும் திசைக்கு எதிர் திசையில் உராய்வுத் தன்மை 
யின் காரணமாக ஒரு விசை செயல்பட்டு அப்பொருளைச் சம 
நிலையில் வைத்திருக்கும், இதன் காரணமாகப் பொருள் 
4றியின் மேல் பொருள் மயின் எதிர் விசையானது P ups 
தொடுபுள்ளித் தளத்திற்குச் செங்குத்துத் திசையிலில்லாமல்
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அற்று மாறிய திசையில் செயல்படும். உண்மையில் பொருள் 

ம மீது பொருள் சதியின் அழுத்த விசையும், பொருள் ,4யின் 
தீது பொருள் 00யின் எதிரமுத்த விசையும் ஒன்றையொன்று 

விளைவு நீக்கம் செய்து விடுவதால் பொருட்கள் சம நிலைய - 

விருக்க முடிகிறது.” இவ்வெதிர்விசையானது அளவும் திசையும் 

தெரியாத ஒரு விசையாகும். இவ்வெதீர்விசையை 4, என்றும், 
தொடுபுள்ளி வழி நேர்குத்துடன் அதன் திசையின் சாய்வை 

  

படம் 135° 

6 என்றும் கொள்க, இவ்வெதிர்விசை 7£,ஐ நேர்குத்துக் கோட் 
ன் வழியாகவும், பொதுத்தொடு கோட்டின் வழியாகவும் இறு 
கூறுகளாகப் பிரிக்கலாம், பொது நேர்குத்துக் கோட்டு வழிப் 
பிரிவை 7” என்றும் குறிப்பிடுவோம். 

* RR, cos@, F=R, sin 9. 

7 என்பது அப்பொருட்களுக்கிடையேயுள்ள நேர்குத் 

தெதிர் விசை (Normal Reaction) என்றும், 77 என்பது 
அவற்றிற்கிடையேயுள்ள உராய்வு விசை (1£ரா06 of Friction) 
என்றும் அழைக்கப் படுகின்றன. பொருட்கள் வழவழப் 

பாக: யிருப்பின் அவற்றிற்கிடையேயுள்ள எதிர்விசையானது 
பொது நேர்குத்துக் கோட்டின் வழியாகவே செயல்படுமாகை 
யால் பொதுத் தொடுகோட்டு வழிக் கூறு மறைந்து விடுகிறது; 

அதாவது, உராய்வு விசை மறைந்துவிடுகிறது. ஆகவே, இவ் 

வுராய்வு விசையானது தொடுகையிலுள்ள பொருட்களின் 

தன்மைகளைப் பொறுத்த அளவுடையதாகயிருக்கும். நடை 
முறையில் மூற்றிலும் வழவழப்பான பொருட்களைக் காணுத 
லரிது. ஆகவே, பொருட்களின் உராய்வுத்தன்மையை, அது “ 
எத்துணை சிறிய அளவுடையதாயினும், அளவிட வேண்டுவது 
மிகவும் அவசியமாகிறது. ஒன்றையொன்று தொட்டுக் கொண் 

டிருக்கும் இரு வழவழப்பற்ற பொருட்கள் ஒன்றின் மீதொன்று 

நழுவ மூயல்வதைத் தடை. செய்யும் வகையில் அப்பொருட் .
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களினானாண் டாக்கப்படுகின்ற தடையின் அளவே உராய்வு!" | 

(84௦1௦0) ஆகும். : இ 

உராயவு (friction) 

AG பொருட்கள் ஒன்றையொன்று தொட்டுக் கொண். . 
டிருக்கும்போது ஒன்றின் மீதோன்று நழுவுவதையோ., உருளு, 
வதையோ தடை செய்ய முயலும் வகையில் அவற்சுன் தொடு: 
புள்ளி வழியே செயல்படும் விசையே “உராய்வு” (மி7101101). 

எனப்படும், இது ஒரு செயலற்ற விசை (888176 10106) ஆகும். 
ஏனெனில், புறவிசைகளின் தாக்குதல்களினுல் ஒரு பொருள் 
இன்னொரு பொருளின் மீது நகர முயலும்போது மட்டுமே. 

உராய்வு விசை செயல்படுகிறது. மேலும், புறவிசையின் 
அளவுக்கேற்ப உராய்வு விசை தன் அளவையும் மாற்றிக். 
கொள்வதால் இது ஒரு “*தானே சரிக்கட்டிக் கொள்ளும் விசை'* 

(self-adjusting force) qu. 

ஒரு மேசையின் மேல் ஒரு கனமான பெட்டியொன் நு 

வைக்கப்பட்டிருப்பதாகக் கொள்க, 

    

  

        
      

R R 
A 1 OR 

A 
ட 6 

f உட பம் வே. ட் 

3 டத 

Ww w 
படம் 186 (அ) ் படம் 138 (ஆ). . 

அதன் எடை 14-ம் அதன் புவியீர்ப்பு மையத்தின் (வழியே 
பொதுத் தொடுதளமாகிய மேசைக்குச் செங்குத்தாகச் செயல்: 
படும் மேசையின் எதிர்விசையுமாகிய 8-ம் சமமாகவும் எதிரஈ௩ 
கவுமிருக்குமாகையால் அவை ஒன்றையொன்று விளைவு நீக்கம் 
செய்து சமநிலை பெறுகின்றன. ஆகவே பெட்டியானது மேசை 
யின் மேல் ஓய்வு நிலையிலிருக்கின்றது. 

இப்பொழுது 7 என்னும் மிகச்சிறிய விசையினால் அப் பெட்டியை மேசையின் மீது தள்ளுக. பெட்டி கனமானதா யிருப்பதால் இப்பொழுதும் சமநிலையிலேயே யிருக்கும். ஆனால்: பெட்டியின் மீது செயல்படும் மேசையின் எதிர்விசையில் சற்று
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மாறுதல் காணப்படும். ஏனெனில், பெட்டியின் எடை W, 
“பெட்டியின் மீது செலுத்தப்பட்டுள்ள விசை 2 ஆகியவற்றை 
விளைவு நீக்கம் செய்யக்கூடிய வகையில் குத்துப் பிரிவுகளைக் 
கொண்ட ஒரு விசையாக மேசையின் எதிர்விசை மாறுகிறது: 

இவ்வெதிர் விசையை 7, என்றும், தொடுபுள்ளி வழிநேர்குத் 
துடன் அதன் சாய்வுக் கோணத்தை 6 என்றும் கொள்க. இவ் 
வெதிர் விசையின் கூத்துப் பிரிவுகளான 8, 008 6), 881109 
என்பன் முறையே 17, 2 ஆகியவற்றை. விளைவு நீக்கம் செய்ய 
(வேண்டும். ். 

்... எனவே, 80089 7: 8) 6 2 ஆகும். 

ஆனால், 77*- 7 ஆகையால், 80080 - 2 8400 - 2. 

இவ்வாறு, பொருளின் மீது செயல்படுத்தப்பட்ட 2 யின் 

விளைவை அதற்கு எதிரான 2£; 8100 என்னும் விசைப் பிரிவு 

விளைவு நீக்கம் செய்வதன் காரணமாகவே அப்பொருள் சம 

நிலையில் இருந்து வருகிறது. க்கு எதிராகச் செயல்படும் 

சட்ட என்னும் விசைப் பிரிவே உராய்வு விசை எனப்ப்டு 

கிறது. இவ்வுராய்வு விசையானது பெட்டி, மேசை ஆகிய 

வற்டுன் உராய்வுத் தன்மையின் காரணமாக ஏற்படுகிறது. இவ் 

வுராய்வு விசையை 7 என்று குறிப்பிடுவோம். “ 

«. F.= R, sin @ 

ஆகவே, 2, என்னும் எதிர்விசையானது R, F ஆகிய 
வற்றின் விளைவு விசையே என்றும் கூறலாம். பெட்டியும், 

.மமசையும் மூற்றிலும் வழவழப்பாகயிருப்பின் மேசையின் எதிர் 

விசையானது தொடுபுள்ளி ௨ழியே மேசைக்குச் செங்குத்தாகச் _ 

செயல்படுமாகையால் அதன் தொடுதளம் பிரிவு பூச்சிய 

மாகிறது, . 

அதாவது, 7- R; sin0° = 0 

ஆகவே, பெட்டியின்மீது செயல்படுத்தப்பட்ட விசை 2 ஐ 

விளைவு நீக்கம் செய்யக்கூடிய உராய்வு விசை எதுவுமில்லை 

யாதலால், பெட்டியானது அவ்விசை (2)யின் விளைவால் ஏற் 

படும் முடுக்கத்துடன் பொதுத் தளமாகிய மேசையின் மீது 

நகரத் தொடங்குகிறது. 

இப்பொழுது பெட்டியின்மீது செயல்படுத்தப்படுகின்ற 

விசையாகிய 7 ஐப் படிப்படியாக அதிகரிக்கவும். தள்ளு 

. விசையைச் சிறிதளவு அதிகரித்த போதிலும் பெட்டி நகராம 
லிருப்பதற்குக் காரணமென்ன ? உராய்வு விசையானது தள்ளு
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விசைக்குச் சமமாகவும், எதிராகவுமிருப்பதால் தள்ளுவிசையை 

அதிகரிக்க அதிகரிக்க உராய்வு விசையும் அதற்குச் சமமாக 
அதிகரிக்கிறது. இருப்பினும் ஒரு எல்லைக்கு மேல் £2ஐ அதி 
கரிக்கும்போது பெட்டி நகரத் தொடங்குவதைக் காணலாம். 
இதற்குக் காரணமென்ன ? தள்ளுவிசையை அதிகரிக்க அதி 
கரிக்க உராய்வு விசையும் அதிகரித்துக் கொண்டே. சென்று 
ஒரு குறிப்பிட்ட நிலையை அடைந்ததும் அது மீப்பெரு 
எல்லையை அடைந்து அதற்குமேல் அதிகரிக்க முடியாததாகி 
விடுகிறது: ஏனெனில், மேசையும், பெட்டியும் சேர்ந்து தங் 
களின் உராய்வுத் தன்மைகளின் காரணமாக ஒரு குறிப்பிட்ட 
இளவு எதிர்விசையையே தள்ளு விசைக்கு எதிராகச் செயல்: 
படுத்த முடியும். இந்த மீப்பெரு எல்லையளவுக்கு மேல் ஐ 
அதிகரிக்கும்போது, அதை ஈடு செய்யும் வகையில் உராய்வு 
விசை அதிகரிக்க முடியாதாகையால், உராய்வு விசையால். 
ஈடு செய்யப்பட்டது போக மிஞ்சியுள்ள தள்ளுவிசையின் விளை 
வினால் பெட்டி நகரத் தொடங்குகிறது. இவ்வாறு மீப்பெரு, 
எல்லையளவு கொண்ட உராய்வு விசையானது *'எல்லையுராய்வு?* 
(limiting friction) என்றழைக்கப்படுகிறது. : 

eradeougnia, (Limiting Friction) 

ஒருபொருள் இன்னொரு பொருளின் மேல் நகரும் தருவாயி 
லிருக்கும்போது அப்பொருட்களாலுண்டாகும் உராய்வு விசை 
அதன் உச்ச அளவைப் பெறுகிறது, உராய்வு விசையின் இவ். 
வுச்ச அளவே “'எல்லையுராய்வு'? என்றழைக்கப்படுகிறது.. 
உராய்வு விசை உச்சமாயிருக்கும்போது பொருட்களில் காணப் 
படு.ம் சமநிலைக்கு எல்லைச் சமநிலை'? (limiting equilibrium) 
என்று பெயர். 

உராய்வை '*நிலையியலுராய்வு?” (statical friction), “(Quid 
கப் பண்புராய்வு'! (%106(4௦ friction) என்று இருவகையா கம்: 
பிரிக்கலாம், 

நிலையியலுராய்வு (81811081 171௦11௦0) 

தொடுகையிலுள்ள இரு பொருட்கள் எல்லைச் சமநிலை 
தவிர்த்து வேறெவ்விதச் சமநிலையிலுமிருக்கும்போது செல் 
படும் உராய்வுக்கு “நிலையியல் உராய்வு!” என்று பெயர் 
ஆகவே, நிலையியலுராய்வு எப்பொழுதும் எல்லையுராய்வுக்குக் 
கூறைவாகவேயிருக்குமென்றறிக,
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இயக்கப்பண் புராய்வு (௩1௦11௦ 11710110௦0) 

ஒரு பொருள் மற்றொரு பொருளின் மீது நகர்ந்துகொண் 
டிருக்கும்போது செயல்படும் உராய்வுக்கு **இயக்கப்பண்பு 
ராய்வு”” என்று பெயர், இயக்கப்பண்புராய்வும் எல்லையுராய் 

சவைவிடக் குறைவாகவே யிருக்குமென்று பரிசோதனைகளின் 
மூலம் அறியப்பட்டுள்ளது, 

உராய்வுக் கோணமும் உராய்வுக் குணமும் 
(Angle of Friction and cone of Friction) 

7* எடையுள்ள ஒரு கனமான பொருள் உராய்வுத்தன்மை 
யுடைய ஒரு மேசையின் மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளதாகக் கொள் 
வோம். மேசையின்மீது பொருளின் அழுத்தமும், பொருளின் 
மீது மேசையின் எதிரழுத்தமும் சமமாகவும் எதிராகவுமிருக்கு 
மாகையால் இவ்விரு அழுத்தங்களும் ஒன்றையொன்று விளைவு 
நீக்கம் செய்து பொருளைச் சமநிலையில் வைத்திருக்கின்றன. புற 
விசை எதுவும் செயல்படவில்லையாகையால் மேசையின் 

நிலைக்குத் தெதிர்விசையாகிய £ என்பது அப்பொருளின் புவி 
யீர்ப்பு மையத்தின் வழியே மேசைக்குச் செங்குத்தாகச் செயல் 
படும். எனவே, 8] ஆகும். 

R, 

  

  

        vw 
படம் 187 

இப்பொழுது, அப்பொருளின்மீது மேசைக்கு இணையாக 2 
என்னும் விசையைச் செயல்படுத்துக, இப்போதும் அப் 

பொருள் சம நிலையிலேயே தொடர்ந்து இருப்பதாகக் கொள்க. 
உராய்வுத் தன்மையின் காரணமாக மேசையின் எதிரழுத்தம் 

மேசைக்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படாமல் புதிதாகச் செயல் 
படுத்தப்பட்டுள்ள விசை 7ஐ விளைவு நீக்கம் செய்யும் வகை 
யில் சற்று சாய்வான திசையில் செயல்படும். 

மேசையின் இவ்வெதிரழுத்தம் 8, என்றும், தொடுபுள்ளி வழிச் செங்குத்துடன் இதன் சாய்வு 9 என்றும் கொள்வோமா “னால், இதன் குத்துப் பிரிவுகள் தொடுபுள்ளி வழிச் செங்குத்துத்
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திசையில் 7, 008 6 என்றும், தொடுதளத்தின்.வழியில் அதாவது 
மேசையின் தளத்தின் வழியாக 2, 8110 என்றும் காணலாம். 

இக்குத்துப் பிரிவுகள் முறையே 777, 2 ஆகிய விசைகளை ஈடு 
செய்யும் வகையில் சமமாகவும், எதிராகவுமிருக்கவேண்டும். 

2” Rj cos 8=W; R, sin @=P. ல் 

ஆனால் பொருளின்மீது செயல்படுத்தப்பட்டுள்ள விசை தக்கு 
எதிராகச் செய்யும் விசையே உராய்வு விசை 7 ஆகையால், 

Fe, ஹீ 0 ஆகும். னி 

Risind ம 2 1. ஏனெனில் 8௨12). tan @= 
5 R,cos 6 W R 

இப்பொழுது யின் அளவை மேலும் மேலும் அதிகரிக்க 
வும் யின் அளவு அதிகரிக்க அதிகரிக்க 7/இன் அளவும் அதி 

கரிக்கும். 18 பண் ஆகையால் 0-வின் மதிப்பும் அதிகரிக் 

கும். இறுதியில் பொருளானது நகருந் தருவாயிலிருக்கும்போது 
7” இன் அளவு உச்சமாகயிருக்கும். அதற்குமேல் 7யின் அளவு 
எவ்வளவு அதிகரிக்கப்பட்ட போதிலும் இன் அளவு மேலும் 
அதிகரிக்க இயலாமையால் உச்ச நிலையிலேயே இருக்கும்” 
எனவே, 6இன் மதிப்பும் உச்ச நிலையிலேயே இருக்கும். இவ் 
வாறு உராய்வு விசை உச்சமாயிருக்கும்போது, அதரவது 
பொருளானது எல்லைச் சம நிலையிலிருக்கும் போது இன் உச்ச 
மதிப்பு ), எனில், . 

ச இன் உச்ச மதிப்பு 

R 
tany = = ட__எல்லையுராய்வு 

நேர்குத்தொதிர்விசை 

ஆகும். 
9-வின் ), என்னும் இந்த உச்ச மதிப்புக்கு ““நிலையியலுராய்வுக் 
கோணம்'' (&றதி6 04 81811௦ 171௦௦0) என்று பெயர், 

ஒன்றுக்கொன்று தொடுகையிலிருக்கும் இரு பொருட்களுக் 
கிடையே நேர்குத் தெதிர்விசை 8-ம், எல்லையுராய்வு 7-ம் மாறி 

லிகளாயிருக்குமாகையால் “என்னும் விகிதம் ஒரு மாறிலியாக | 

யிருக்கும், ; இம்மாறிலியானது இரு பொருட்களின் தொடுபுள் 
ளியைச் சுற்றியுள்ள பரப்புக்களின் தன்மைகளைப் பொறுத்ததா 
யிருக்கும், தொடுகையிலேயிருக்கும் பொருட்களுக்கிடையே 
யுள்ள எல்லையுராய்வுக்கும் நேர்குத்தெதிர் விசைக்குமிடையே
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யுள்ள இம்மாறிலிவிகிதமானது :* நிலையியலுராய்வுக்குண கம் ” 
(coefficient of static friction) என்றழைக்கப்படுகிறது. இவ் 
வுராய்வுக்குணகம் பொதுவாக ம் என்று குறிப்பிடுகின் றது. 

அதாவது, 18 Aw 

அல்லது, எல்லை உராய்வு விசை 7-3, ஆகும். 

இயக்கப்பண்புராய்வுக் குணகமும் இயக்கப் பண்புராய்வுக் 

கோணமும் 

(Coefficient of kinetic Friction and Angle of kinetic Friction) 

ஒரு பொருள் இன்னொரு பொருளின்மீது நகரும்போது 
முதற் பொருளின் மீது செயல்படும் உராய்வு விசையானது SU 

பொருள் நகரும் திசைக்கு எதிர்த்திசையில் அவற்றின் தொடு 

புள்ளி வழியே செயல்படும் மேலும் இவ்வுராய்வு விசைக்கும் 

தொடுபுள்ளி வழியே செயல்படும் நேர்குத்தெதிர் விசைக்கு 

மிடையேயுள்ள விகிதம் ஒரு மாறிலியாகயிருக்கும். இம்மாறிலி 
யானது :“இயக்கப்பண் புராய்வுக் குணகம்”” (௦௦81௦ of 

kinetic friction) csr pmpssuuGeng. இக் குணகம் மீ 

என்று குறிக்கப்படின், 481 ),1- 1 என்ற தொடர்பின் மூலம் 

ர் _ 
Rs 

    ச் ' F _ ட... 
—< 

படம் 198 

பெறப்படுகின்ற 1 என்னும் கோணம் “இயக்கப் பண்புராய் 

வுக் கோணம்” (angle of kinetic friction) என்றழைக்கப்படு 

கிறது, . 

குறிப்பு: பரிசோதனை களிலிருந்து நிலையியலுராய்வுக் குண 

கம் எப்பொழுதும் 1க்குக் குறைவாகவேயிருக்குமென்றும், 

இயக்கப்பண் புராய்வுக்குணகம் நிலையியலுராய்வுக்குணகத்தை 

விடக் குறைவாகயிருக்குமென்றும் கண்டறியப்பட்டுள்ளன.
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ச் 

உராய்வுக்கூம்பு (0016 ௦7 1*71௦(1௦0) 

இரு பொருட்களின் தொடுகைப் புள்ளி 0 என்றும், அவற் 
றிற்கிடையேயுள்ள எல்லையுராய்வுக் கோணம் ), என்றும் 
கொள்க. ஐ உச்சியாகவும், 0வழியே பொருட்களின் தொடு 
தளத்திற்குச் செங்குத்தான நேர்கோட்டை அச்சாகவும், )),ஐ 
அரையுச்சிக் கோணமாகவும் கொண்ட ஒரு நேர்வட்டக் கூம்பு 
ஒன்றைக் கற்பனைச் செய்துகொள்க. பொருட்களிரண்டும் 
வழவழப்பாகயிருப்பின் தொடுபுள்ளி வழியே செல்லும் நேர் 
குத்தெதிர் விசையானது இக்கூம்பின் அச்சுவழியே செயல் 
படும், ஆனால், உராய்வு விசையின் காரணமாக, கீழேயுள்ள 

பொருளின் எதிர்விசையானது நேர்குத்தெதிர் விசைக்குச் 

சற்று திரும்பிய திசையில் செயல்படும், இவ்வெதிர்விசையா 
னது நேர்குத்தெதிர்விசை, உராய்வு விசை ஆகியவற்றின் 
விளைவு விசையாகும். நேர்குத்தெதிர்விசையுடன் இவ்விளைவு 
எதிர்விசையின் சாய்வுக்கோணத்தின் உச்ச மதிப்பு ), ஆதலின் 
இவ்விளைவு எதீர்விசையின் திசை எப்பொழுதும் இக்கூம்பினுள் 
ளேயே அமைந்திருக்கும். உராய்வு விசையானது எல்லை மதிப் 
பையடையும்போது இவ்விளைவு விசையின் திசையானது இக் 
கற்பனைக் கூம்பின் வளைபரப்பின் மேல் படியும். இக்கற்பனைக் 

கூம்பிற்கு '“உராய்வுக் கூம்பு”” cone of friction} ereirm Ghul. 

பொருட்களிடையே அவற்றின் தன்மைகளுக்கேற்ப 
உராய்வு இருப்பதன் காரணமாக பலவித நன்மைகளிருப்பதை 
நடைமுறையில் நாம் காணலாம். உராய்வுத் தன்மையுடைய 
ஒரு தளத்தின்மீது நாம் தாராளமாக நடந்து செல்ல முடிகிறது, 
ஆனால், வழவழப்பான தளத்தில் நாம் தாராளமாக நடந்து 
செல்லும்போது வழுக்கி விழுவதன் காரணம் அத்தளத்தில் 
உராய்வு இல்லாமையேயாகும். பலதிறப்பட்ட வண்டிகளின் 
சக்கரங்கள் உருண்டோடுவதும் $வ்வுராய்வின் பயனேயாகும், 
ஆகவே, உராய்வு பொருட்களின் இயக்கத்திற்குத் துணை செய் 
கிறது என்றறிகிறோம். ஆனால் சிற்சில வேளைகளில் உராய்வு 
விசையானது இடக்கத்திற் கெதிராகவும் செயல்படுவதுண்டு. 

எடுத்துக்காட்டாக, ஒரு வழவழப்பான சாய்தளத்தின் பீது ஒரு 
வழவழப்பான பொருளை வைத்தால் அது வேகமாகக் கீழ் 
நோக்கி நழுவிச் செல்லுமென் பது யாவரும் அறிந்ததே. ஆனால் 
உராயவுடைய ஒரு சாய்தளத்தின்மேல் ஒரு வழவழப்பற்ற 
பொருளை வைத்தால் அது அச்சாய்தளத்தின்மேல் சமநிலையி 

திற் Oe காணலாம், அப்பொருளுக்கும் அச்சாய்தளத் 
றகுமிடையேயுள்ள உராய்வு விசையானது அப்பொருளுக்கும்
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அச்சாய்தளத்திற்குமிடை மேயுள்ள உராய்வு விசையானது அம்: 

பொருள் நழுவிச்செல்வதைத் தடுத்துவிடுவதே இதற்குக். 
காரணமாகும்: மேலும் இயக்கத்திலிருக்கின்ற பொருட்களின் 
இயக்கவேகம், உராய்வு விசையினால் குறைக்கப்படுகிறது. 
இவ்வாறு, உராய்வு விசையானது இயக்கத்திற்குத் துணையா கஷூ 
மிருக்கும்; எதிராகவுமீருக்குமென் றறிகிறோம். 

பலதிறப்பட்ட மூலப் பொருட்களான பொருட்களுக்கிடை 

யேயும், பல்வேறு நிலைகளில் தொடுகைகளைக் கொண்ட பல் 

வேறு வகையான பொருட்களுக்கிடையேயும் செயல்படுகின்ற: 

எல்லையுராய்வுகள் பரிசோதனை களின்மூலம் நிர்ணயிக்கப்பட் 

டுள்ளன. இப்பரிசோதனை களின்மூலம் கண்டறியப்பட்ட 

உண்மைகள் யாவும் உராய்வு விதிகளாகத் தொகுக்கப்பட் 

'டுள்ளன. இவ்வுராய்வு விதிகளை முதன்முதலில் தொகுத்தவர் 

* சார்லஸ் கோலம் ”” (1௦5 0௦௦0ம் : 1736-1806) என்னும். 

பிரெஞ்சுப் பொறியியல் வல்லுநராவர், 

உராய்வு விதிகள் (1.898 07 7771011010) ் 7 
திலையியலுராய்வு விதிகள் 

afi: இரு பொருட்கள் தொடுகையிலிருக்குமபோது. 
- தொடுபுள்ளியில் அவற்றுள் ஒன்றின்மீது செயல்படும் உராய்வு, 
அது மற்றதன்மீது நழுவிச் செல்லமுயலும் திசைக்கு எதிராகச். 

செயல்படும். 

விதி 2: சமநிலையில் உராய்வின் அளவு பொருளின் 
இயக்கத்தைத் தடுப்பதற்குச் சரியாகப் போதுமானதாக. 

யிருக்கும். 

விதி 3: எல்லையுராய்வு நேர்குத்தெதிர்விசையுடன் ஒரு. 
மாறா விகிதத்தைக் கொண்டிருக்கும்; இவ்விகிதம் தொடுகை 

யிலுள்ள பொருட்களின் முலப்பொருட்களுடைய தன் மைகளை 
மட்டிலுமே சார்ந்திருக்கும். 

விதி 4: நேர்குத்தெதிர்விசை மாறாதிருக்கும்வரை எல்லை 
யுராய்வு தொடுகைப் பகுதியின் பரப்பளபு. வடிவமைப்பு, 

ஆகியவற்றைச் சாராதிருக்கும். 

விதி 5 (இயக்கப்பண்புராய்வு விதி): ஒரு பொருள் மற்: 

றொரு பொருளின்மீது இடக்கத்திலிருக்கும்போதும், உராய்வு: 

விசையானது இயக்கத்திற்கெதிரா வே செயல்படும், ஆனால் 

உராய்வின் அளவு இயக்க வேகத்தைச் சாராததாயிருக்கும்”
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இயக்கத்திலிருக்கும் பொருட்களின் உராய்வுக் குணகம், அவை 

ஓய்விலிருக்கும் போதுள்ள உராய்வுக் குணகத்தைவிட 

ஆறைத்ததாயிருக்கும். 

"உராய்வுடைய சாய்தளத்தின் மேலுள்ள பொருளின் சமநிலை 
‘(Equilibrium of a body on a rough inclined plane) 

1. உராய்வுடைய சாய்தளத்தின்மேல் தன் எடையைக் 
“கொண்டு நழுவும் நிலையிலுள்ள பொருள்பற்றிய சமநிலை, 

  

  

படம் 199 

1 எடையுள்ள ஒரு பொருளை உராய்வுடைய ஒரு சாய் 
குளத்தின் மேல்வைத்து, அது கீழ்நோக்கி நமுவத் தொடங்கும் 
வரை சாய்தளத்தின் சாயவை மெதுவாக உயர்த்தவும். 

அப்பொருள் கீழ்முகமாக நழுவத் தொடங்கும் தருவாயில் 
கிடைத்தளத்துடன் சாய்தளத்தின் சாய்வுக்கோணம் 4 என்க. 
4 என்பது தொடுபுள்ளி வழியே சாய்தளத்திற்கு நேர்குத்தெதிர் 
விசைகயன எல்லையுராயவாகிய 88 என்பது சாய்தளத்தில் 
மேல்முகமாகச் செயல்படும். பொருளின் எடை W ஆனது 
அவன் புவியீர்ப்பு மையத்தின்வழியே நிலைக்குத்தாகக் கீழ் 
நோக்கிச் செயல்படும். ஆகவே, அப் பொருளானது W, ம 
ஆகிய விசைகளினால் சமநிலையில் வைக்கப்படுகிறது. சாய் 

தளத்நிற்கும், கிடைத்தளத்திற்குமிடையேயுள்ள கோணம் ஃ 
ஆதலின். £க்கும் 1**க்குமிடையேயுள்ள கோணம் < ஆகும். 

சாய்தளத்தின் வழியாகவும், சாய் 

திசையிலும் விசைப் பிரிப்புச் செய்க, 

// 2-7 0 x, 

R=W cos «, 

ல fe=tan « 

தளந்திற்குச் செங்குத்துத் 

ச்



ஷ் 

உராய்வு க் 
உராய்வுக் கோணம் ), எனில், மஎ (81), ஆகும், 

tan As tan « 
AOR, . h=K B@ed, 

அதாவது, ஒரு உராய்வுடைய தளத்தின்மேல் ஒரு பொருள்-- 

எல்லைச் சமநிலையிலிருக்குமாயின், கிடைத்தளத்துடன் சாய். 

தளத்தின் சாய்வுக் கோணம் உராய்வுக் கோணத்திற்குச் .சம. 

மாகும். 

4200 என்னும் சாய்தளத்தை 48/8 என்னும் கிடைத். 
தளம் 42 என்னும் கிடைக்கோட்டில் வெட்டுகிறது. 22 என்பது. 

கறியில் ஒரு புன்ளி, சியிலிருந்து 4றக்குச் செங்குத்தாக,. 
கிடைத்தளத்தில் 28 என்னும் தேர்க்கோட்டையும், சாய். 

தளத்தில் 20 என்னும் நேர்கோட்டையும் வரைக 2 என்பது, 
சாய்தளத்தின் மேலுள்ள மீப்பெரு சரிவுக்கோடு ஆகும். 
ஏனெனில், 7 வழியே கிடைத்தளத்துடன் இதைவிடவும் சரிவு; 
அதிகமூள்ள நேர்கோடு வேறு வரைய முடியாது. 

மீப்பெரு சறிவுக்கோடு 

(Line of greatest slope) 

402.8 என்பது கிடைத்தளத்துடன் சாய்தளத்தின் சாய்வுக். 
கோணமாகும். மேலும், RPQ என்னும் தளம் 42/7 தளத், 

திற்குச் செங்குத்தான ஒரு நேர்குத்துத் தளமாகும். 
12 Q Cc 

  

A P . B 
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2. உராய்வுக் கோணத்தைவிட அதிகமான சாய்வுக். 
கோணத்துடனுள்ள ஒரு உராய்வுடைய சாய்தளத்தின்மேல் 
ஒரு பொருள் வைக்கப்பட்டு, அச்சாய்தளத்தின் மீப்பெரு. 

சரிவுக் கோட்டின் வழியே செல்லும் ஒரு நிலைத்தளத்தில் செயல். 
படும் ஒரு விசையினால் தாங்கப்படுகிறது; அவ்விசையின் 

அளவின் எல்லையைக் காணல்.
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கிடைத்தளத்துடன் 4 கோணச் சாய்விலுள்ள ஒரு சாய் 
தளத்தின் 14%மேல் எனும் எடையுள்ள ஒரு பொருள் வைக்கப் 
பட்டு, மீப்பெரு சரிவுக் கோட்டுடன் 9 கோணத் திசையில் 

செயல்படும் 2 என்னும் விசையினால் சரியாகத் தாங்கப்படு 
.கிறது. பொருளானது எல்லைச் சம நிலையிலிருப்பதால் சாய் 
தளத்தின் மேல் அது மேல் நோக்கி நகரும் தருவாயிலோ 
அல்லது கீழ் மூகமாக நகருந் தருவாயிலோ இருக்கலாம். 

(அ) பொருள் மேல் முகமாக நகரும் தருவாயிலிருத்தல் 

பொருளான்து மேல் மூகமாக நகரும் தருவாயிலிருப்பதால், 

உராய்வு விசையானது சாயத்தில் கீழ் முகமாகச் செயல்படும். 
சாய்தளத்தின் நேர்குத்தெதிர் விசையாகிய R தொடுபுள்ளி 

  

x 
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வழியே தளத்திற்குச் செங்குத்தாகவும், பொருளின் எடை 18 
அதன் புவியீர்ப்பு மையம் வழியே நிலைக்குத்தாகக் கீழ் 
(நோக்கிச் செயல்படும். 

ஆகவே, பொருளைச் சம நிலையில் வைத்திருக்கும் விசை 
களாவன: 

(i) பொருளின் crm. Wy 

(ii) சாய்தளத்திற்கு  கோணச் சாய்வில் பொருளைத் 
தாங்கி நிற்கும் விசை 2, 

(111) சாய்தளத்திற்குச் செங்குத்தாக நேர்குத் . தெதிர் 
விசை 7. 

() சாய்தளத்தின் வழியே கீழ் முகமாகச் செயல “* 
படும் உராய்வு விசை EER, 

சாய்தளத்தின் வழியாகவும், ௮ குச் செங்குத்தாகவும் . 
விசைப் பிரிப்புச் செய்க, எக உரிக்க ந்து
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0086-ம் 8417 8 si wa (1) 

P sin6@+R=W cos «. 

அல்லது, 777006 %-2 100 .. se (2) 

(1) இலிருந்து, 2௦௦692 ம(17700 64-70 0)-17 / « 

அதாவது, 70௦609-- 0 1/1 0-/8]177008 ல] எற 4 

P (cos 6+} sin @= WH’ (M cos X+sin «) 

. sin . உடு ம 
ஆனால் f= tan DN ok (2, என்பது உராய்வுக் கோணம்) 

க ட) w{SBdA மீ (cose + cos sin @ )- W car cos «+ sin «) 

  

Xr 

P (cos 6 cos A+sin @sinrA)=W (sin « cos X+cos « 

sin )) 

7006 (9-0 = W. sin (<+)) 

Pp W (sin (x +)) 
008 (0-7).) 

(ஆ) பொருள் கீழ்முகமாக ஈகருந் தருவாயிலிருத்தல் 

பொருள் கீழ் முகமாக நகரும்தருவாயிலிருப்பதால் உராய்வு 
விசை மேல் முகமாகச் செயல்படும். ஆகவே, பொருளைச் சம 
நிலையில் வைத்திருக்கும் விசைகளாவன: 
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(0) பொருளின் strom. Wy 

(ii) சாய்தளத்துடன் 0 கோணச் சாய்வில் பொருளைத் - 

தாங்கி நிற்கும் விசை 7. 

(1/0) சாய்தளத்திற்குச் செங்குத்தாக நிலைக்குத்தெதிர் 
விசை 2£.
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(7) சாய்தளத்தில் மேல் மூகமாகச் செயல்படும் 
உராய்வு விசை ம£. 

சாய்தளத்தின் வழியாகவும், அதற்குச் செங்குத்தாகவும் 
விசைப் பிரிப்புச் செய்க, 

P cos 6+ R=W sin « 
R+P sin @=Wcos « 

. OR =W cos X - P sin 6 

(1) இல் இம்மதிப்பைப் பிரதியிடவும். 

P cos 6+¢ (W cos <«-P sin @)=W sin ல 

P cos 9--P sin @=W sin « - {6 W cos « 

  

  

Benwv, f=tan படல் 

P (cos 0-ல் sin 2] = W (sin - «a cos <) 

P (cos @. cos X-sin @ sin )x=W(sin « cos rA- 

cos <. sin) 
P cos (6+) =W sin (« -}) 

P _ sin (x-)) 
cos (@+)) 

ஆகவே, பொருளைத் தாங்கும் விசையின் அளவு 
Wsin(x+rX,. 2. Wsin (x-}) . மக்கும், உபச பின அ cos (B+) க்குமிடையே உயிருப்பின் 

பொருளானது சாய்தளத்தின்மீது மேல் முகமாகவோ அல்லது 
கீழ்முகமாகவோ நகர முயலாமல் ஓய்வு நிலையிலிருக்கும். 

  

குறிப்பு: பொருளை சாய்தளத்தில் மேல் நோக்கி இழுக்கத் 
தேவையான குறைந்த பட்ச விசை. 

பொருள்மேல் நோக்கி நகரும் தருவாயிலிருக்கும்போது 

அதைத் தாங்கக்கூடிய விசை ee ஆகும். இது மீச் 

சிறு மதிப்பைப் பெற வேண்டுமாயின் 0௦5 (9-). மீப்பெரு 
மதிப்பைப் பெற வேண்டும். . 

அதாவது, ௦08 (0-).)-1 அல்லது 9-),0 அல்லது 0-7), 
ஆகவே, 2 ஆனது சாய்தளத்துடன் ), கோணச் சாய்வில் 
செயல்படவேண்டும். 0-9 ஆகயிருக்கும்போது பொருளை
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Pcos 6=/ R+W sin « ve wwe = (1) 

P sin@+R=W cos &. 

அல்லது, 28-177006%4-2 8106 .ஃ aes (2) 

(1) இலிருந்து, P cos 6=- (W cos <— P sin 6)+W sin « 

அதாவது, Pcos +P sin 6=-# W.cos <+W sin < 

P (cos 6+} sin 9=W' (# cos X+sin «) 

ஆனால் p=tan A= sin mh 3, (% என்பது, உராய்வுக் கோணம்) 

os fh 008), 

P (cos @ cos A+sin @sinAJ=W (sin 4 cos A+cos « 
sin r) 

2 (cose + ஸ்ட sin @ )- W (cor cos *+ sin «) 

P cos (@~ ) = W. sin (X+)) 

டத டா W (sin (4-4) +h) 

. “~cos(@-A) 

(ஆ பொருள் கீழ்முகமாக ஈகருந் தருவாயிலிருத்தல் 

+ 

பொருள் கீழ் முகமாக நகரும்தருவாயிலிருப்பதால் உராய்வு 
விசை மேல் முகமாகச் செயல்படும், ஆகவே, பொருளைச் சம 
நிலையில் வைத்திருக்கும் விசைகளாவன: 
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(i) பொருளின் எடை Wy 

(ii) சாய்தளத்துடன் 6 கோணச்் சாய்வில் பொருளைத் 
தாங்கி நிற்கும் விசை 7. 

(ii) சாய்தளத்திற்குச் செங்குத்தாக நிலைக்குத்தெதிர் , 
விசை 2.
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- ஆனால் / (8), ஆதலின், 

P (cos +S sin 9) = W ae 

P (eos d cos @+sin sin 6) = W (sin ) cos x - cos sin <) 

P. cos (AX ~ 0) = W sin (A- &) 

_ ண்ட x) 
608 (%- 6) 

தியின் அளவு _மீச்சிறிதாகயிருக்க வேண்டுமாயின் 

௦௦. (,-6) மீப்பெருமதிப்பைப் பெறவேண்டும். 3 6-1, 

  

cos X - sin 0) 

ஆகவே, Puls GopssursF Heoray=W sin (A-«). 

மேலும், இக் குறைந்தபட்ச விசை நேரெண்மதிப்புடையதா 
யிருக்க வேண்டுமாயின் ),2 ௨ வாக யிருக்கவேண்டும். 
அதாவது, சாய்தளத்தின் சாய்வு உராய்வுக் கோணத்தைவிடக் 
குறைவாகயிருத்தல் வேண்டும். 

எனவே, சாய்தளத்தின் சாய்வு உராய்வுக் கோணத்தை 

விடக் குறைவாகயிருக்கும்போது பொருளை சாய்தளத்தில் கீழ் 

மூகமாக இழுப்பதற்குத் தேவையான குறைந்தபட்ச ' விசை 
யானது தளத்துடன் உராய்வுக் கோணச் சாய்வில் செயல் 
படுத்தப்படவேண்டிய 18” 18 (),-) என்னும் அளவுடைய 

விசையாகும். 

(4) உராய்வுடைய சாய் எத்தின் மேல் ஒ௫பொருள் தளத் 
திற்கு இணையான விசையினால் சமநிஃைபிலிருத்தல். 

ஆ +3 

  

toe (Mg 

கிடைத்தளத்துடன் % கோணச் சாய்விலுள்ள 42 என்னும் 

ம் தளத்தின் மேல் 17 எடையுள்ள 0 என்னும் பொருள் சாய் 
தளத்திற்கு இணையாக மேல்நோக்கிச் செயல்படுத்தப்பட்டுள்ள 
7 என்னும் விசையினால் சம நிலையிலிருப்பின் யின் அளவைக் 
௬௭ணல, ் . :
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(அ) பொருள் தளத்தில் மேல் முகமாக நகருந்தருவாயிலிருத்தல். 

உராய்வு விசைசை சாய்தளத்தின் மீது கீழ்முகமாகச் செயல் 
ப௫.ம் பொருளின் மீது செயல்படும் விசைகளாவன? 

(1) பொருளின் எடை Wy 

(ii) தளத்திற்கு இணையாக மேல் மூகமாகச் செயல் 
படுத்தப்பட் டுள்ள விசை 2, 

(iii) சாய்தளத்தின் நேர்குத்தெதிர்விசை R. 

(1) சாய்தளத்தின்மீது .கீழ் முகமாகச் செயல்படும் 
உராய்வு விசை 2. 

சாய்தளத்திற்கு இணையாகவும் செங்குத்தாகவும் விசைப் பிரிப் 
யுச் செய்க, 

  

படம் 145 

டர” எட்ட =P. 

= Weos « 

. P = PW cos « + W sin 4 

= (H cos < + sin «) 

ஆனால் 81810, ஆதலின், 

sind 
P= W (con 008% + sink ) 

௩
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(640), 00841 008), வெ 40) 
ற 008). 

W sin («+ ) 
™ 005). 

.W 

(ஆ) பொருள் தளத்தில் கீழ்முகமாக ஈகருந் தருவாயிலிருத்தல்: 

உராய்வு விசையானது சாய்தளத்தில்மேல் முகமாகச் 

செயல்படும். பொருளின் மீது செயல்படும் விசைகளாவன : 

(0 பொருளின் எடை 184 -: 

(ய் தளத்திற்கு இணையாகமேல் மூகமாகச் செயஸ் 

படுத்தட்பட்டுள்ள விசை 7, 

(ம சாய்தளத்தின் நேர்குத்தெதிர் விசை 7 

(0) சாய்தளத்தின்மீது மேல் முகமாகச் செயல்படும் 
, உராய்வு விசை PR. 

சாய்தளத்திற்கு இணையாகவும் செங்குத்தாகவும் விசைப் 
பிரிப்புச் செய்க 

P+UR = Win லீ © 

R = Woos « 

. P+PeWcosX = Wsin « 

P W (sin « - 84006 «) i 
4 W (sin « - ay cos 4) 

_ “(sin < cos , - cos « sin \) 
cos 

ட W sin (௩-9) 

cos . 

உராய்வுடைய கிடைத்தளத்தின் மேல் ஒரு எடையை Hei 
தற்குத் தேவையான குறைந்தபட்ச விசை : 

4.8 என்னும் உராய்வுடைய கிடைத்தளத்தின் மேல் 177 
எடையுள்ள: 0 என்னும் பொருள் வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
கிடைத்தளத்திற்கும் பொருளுக்குமிடையேயுள்ள உராய்வுக். 
கோணம் ), என்க, உராய்வுக் குணகம் நம் - 100... 

கிடைத்தளத்துடன் 0 கோணச் சாய்வுத்திசையில் 2 என் 
னும் விசையால் பொருள் இழுக்கப்பட்டு, நகரும் தருவாயில்:
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சம நிலையிலிருப்பதாகக் கொள்க. - உராய்வு விசையானது 
பொருள் நகர முயலும் திசைக்கு எதிர்த்திசையில் செயல்படும். 
பொருளின் எடை 7/* ஆனது பொருளின் புவியீர்ப்பு மையம் 
வழியே நிலைகுத்தாகக் கீழ் நோக்கிச் செயல்படும். பொருளின் 
மீது கிடைத்தளத்தின் எதிர்விசையானது கிடைத்தளத்திற்குச் 
செங்குத்தாகச் செயல்படும். அதாவது, பொருளின் மீது 
செயல்படுகின்ற விசைகளாவன.£ 

14 
ட 

  
மி. 1416 Ann >   

      

Ww   
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(ய பொருளின் எடை Wy 

(11) கிடைத்தளத்தின் நேர்குத்தெதிர் விசை R, 

(iii) கிடைத்தளத்துடன் 0 கோணத்தில் செயல்படும் 
விசை 2, கு 

(iv) க்கு எதிர்ப்பக்கமாகச் செயல்படும் உராய்வு 
விசை 88, 

கிடையாகவும் நிலைக்குத்தாகவும் விசைப்பிரிப்புச் செய்க, 

Pcos6@ 2 \ 

Psingo+ R=W 

. R=W - Psing 

Pcos@ = # W- - Psing 

P (cosy + # sing) = HW 

sind . _ sin 
P (coso + 005) sin 9) = cosh 

P (cos @ cos + sin @ sin A) = Wsinz 

Pcos(@ ~ A) = Wsindr 

ற W sind 
௦௦8 (6-9) 

2” யின் அளவு மிகச்சிறிதாகயிருக்க வேண்டுமாயின் 
O=X ஆகவேண்டும். 

7 

3 சியின் மீச்சிறு அளவு - 197 2௩)...
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பூ. ஆகவே, பொருளைக் கிடைத்தளத்தின் மேல் இழுப் 
பதற்குத் தேவையான குறைந்தபட்ச விசையானது, கிடைத் 
தளத்துடன் உராய்வுக் கோணத்திற்குச் சமமான கோணச் 

சாய்வில் செயல்படக்கூடிய W sin 7) என்னும் அளவுடைய 
விசையாகும். 

மாதிரி 99 . ஒரு உராய்வுடைய 4 கோணச் சாய்தளத்தின் 
மேல் வைக்கப்பட்டுள்ள ஒரு பொருளைச் சரியாகத் தாங்கக் 
கூடிய மீபட்பெரு விசைக்கும் மீச்சிறுவிசைக்குமுள்ள விகிதம் 
அப்பொருளின் எடைக்கும், தளத்தின் மீதுள்ள அழுத்தத் 

திற்குமூுள்ள விகிதத்திற்குச் சமமெனில், உராய்வுக்குண கம் 

tan < tan? க்குச் சமமாகுமென்று காட்டு த. 

  

anita 142 

தீர்வு 
7” எடையுள்ள 0 என்னும். பொருள் 4 கோணச் சாய்வி 

லுள்ள AB என்னும் சாய்தளத்தின் மேல் வைக்கப்பட்டுச் 
சாய்தளத்திற்கு இணையாகச் செயல்படும் 2 என்னும் விசை 
யினால் தாங்கப்படுகிறது. 

உராய்வுக் கோணம் X என்றும் உராய்வுக் குணகம் /4 
என்றும்கொள்க. 

தம் எந்த), 

பொருளின் எடை 72 நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல் 
படும். பொருளின் மீது சாய்தளத்தின் எதிரழுத்தம் 8 ஆனது 
சாய்தள த்திற்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும். 

பொருள் கீழ்முகமாக நகரும் தருவாயிலிருக்கும் இபோது 
சியின் அளவு மீச் சிறிதாகயிருக்கும், ஆகவே, 2 என்னும் 
மீச்சிறு விசையினால் பொருள் தாங்கப்படும் போது உராய்வு 
விசை ம என்பது சாய்தளத்தில் மேல் முகமாகச் செயல்படும்.
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... சாய்தளத்திற்கு இணையாகவும், செங்குத்தாகவும், விசைப் 

பிரிப்புச் செய்க. 

Pi, t+HPR= Wesin« 

R = 187005 4 

P, = W sinx - PW cos« 

= W(sinx — f# cos x) 

_ . _ sind 
= W(sin« cosh 

W (sin < cos A- cos « sin A) 
cos X 

W sin(« ~ Q) 
cos i 

பொருள் மேல்முகமாக நகரும் தருவாயிலிருக்கும்போது 

யின் அளவு மீப்பெரிதாகயிருக்கும். ஆகவே, 7, என்னும் 

மீப்பெருவிசையினால் பொருள் தாங்கப்படும்போது பொருள் 

மேல்மூகமாக நகரும் தருவாயிவிருக்குமாகையால் உராய்வு 

விசை ம 7 என்பது சாய்தள த்தின் மேல் கீழ் முகமாகச் செயல் 

படும். 

சாய்தளத்திற்கு இணையாகவும், செங்குத்தாக்வும் விசைப் 

பிரிப்புச் செய்க, 

  COS <), 

  

P, = KR+ sin « 

R = Wcos« 

» Py, = 2 Woosh + W sin x 

. = W(}t cos x + sin <) 

  

  

= W (Sok cos < + sin < ) 

yy {sin A cos x + Cos A sin x) 
- ன cos 

_ w sin_tx +d) 
008) 

PF, _ Wisin(x +r). 005) 
கிட 008 ). ந் 8௩ (4-1) 

sin (x + )) 
~ “sin ( — X)
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இவ்விகிதம் a ். என்னும் விகிதத்திற்குச் சமமென்று 

கொடுக்கப்பட்டுள்ளது. 

sin(x +)  W 
sn(x—-X) £ 

sin < cos X + cos X SIN _ Ww 

sin < cOS X — cos X sin d W cos Xr 

, ( R=W cos d 
4 we 

இடதுபக்கம் ஒவ்வொரு உறுப்பையும் ௦08), 005), ஆல் 
வகுக்கவும். 

ஆதாவது 

ந 4 81), ட 1 

tan < - tan cos « 

_ (tan < + tan) ~ (tanx-tan,) 1-005 4 
* (tan < + tan )) + (tan «<—-tan )) 1+ cos « 

2 tan « 2 % 
Qtanx ~ 8™ 2 

  

tan} = tan « * tan? > 

அதாவது, ம - 180 ஒ ற? 4 

மாதிரி 100: ஒரு இலேசான நூலினால் இணைக்கப்பட்ட 
இரு பொருட்கள் ஒரு சாய்தளத்தின் மேல் ஓய்வு நிலையிலிருக் 
கின்றன. அவற்றின் எடைகள் 77, ரர, ம், உராய்வுக் குண 
கங்கள் முறையே ம.,, ம,-ம் ஆனால், ௪௩ நிலைக்கான சாய் 

தளத்தின் அதிகபட்ச சாய்வு (8-1 (“78 =)   

8, - 8 
என்று காட்டுக, 

(மதுரை பி, எஸ்ஸி,, 1972 ஏப்) 

தீர்வு 

48 என்பது கிடைத்தளத்துடன் கோணத்தில் சாய்ந் 
துள்ள ஒரு சாய்தளம். 7, ட என்பன முறையே சட நூ, எடை 
களும் ம, ம, உராய்வுக் குணங்களுமுடைய இரு பொருட் 

இணைக்கப்பட்டுச் சாய்தளத்தின் மேல் சம நிலையிலுள்ளன. 
இரு பொருட்களும் எல்லைச் சமநிலையிலிருப்பதால் நூல் விறைப் 
பாகயிருக்கும், ஒவ்வொன்றும் மற்றதை இழுத்துத் . தாங்கிய
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திலையிலிருப்பதால் யிலும், விலும் நூலின் இழுவிசைகள் 
சமமாகவும் எதிராகவுமிருக்கும். இவ்விரு விசைகளை 7' என்று 

குறிப்பிடுக. 7, ட ஆகிய இரு பொருட்களுமே கீழ்முகமாக 
நகர முூயலுமாகையால் இருதொடு புள்ளிகளிலும் உராய்வு 
விசைகள் சாய்தளத்தில் மேல் முகமாகச் செயல்படும். 2, 09 

ஆகிய பொருட்களின் மீது சாய்தளததின் எதிர்விசைகள் 
முறையே 2. &%, எனில், இவற்றின் தொடுபுள்ளி வழியே 
(மேல் முகமாகச் செயல்படும் உராய்வு விசைகள் ம, Ry, My, Ry 
<p eb. . : 
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இப்பொழுது 2 யின் சம நிலையைக் கருதுக. 

R, = 77,006 % 

ர மட கடல ரட்ட. 

்் . T = W, sinx<-f, 2, 

. = W, sin <— fy W, cos « 

= W, (sin X—f, cos ஆ) 

இப்பொழுது Q வின் சமநிலையைக் கருதுக. 

Ry, = W, cos 

T + W, sin <x = fy Ry 

oT = fy RoW, sin x 
=, W, cos x-W, sin « 

W, (Pg COSX-SINK) 2. 4. (2) 

4), (2) ஆகிய சமன்பாடுகளிலிருந்து, 

W, (sin < - ff, cos X) ௩ 787) (ம, 008 4- 810 4) 

7, வல 77) ஸல - 2,777, 005 ஒ 3 (மூ 777, ௦06 % 

sin < (W, + W,) = e083 « (Hy W, + Me Wa) -
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etna x = Bet Ba We 

Wit W, 

. = வர ட ட்டி, படல நம ( pat | 

மாதிரி 01: «, 8 சாய்வுக் கோணங்களையுடைய ஒரு 
இரட்டைச் சாய்தளத்தின் இரு தளங்களின் மேலும் 72, என் 
னும் இரு எடைகள் வைக்கப்பட்டு, தளங்களின் பொது உச்சி 
வழியே செல்லும் ஒரு நேர்த்தியான நூலினால் இணைக்கப் 
பட்டுச் சமநிலையில் வைக்கப்பட்டுள்ளன. இவற்றுள் 6 ஆனது 
தளத்தில் கீழ்முகமாக நகரும் தருவாயிலுள்ளது. ), என்பது 
உராய்வுக் கோணமெனில் சமநிலை கெடாமல் £யுடன் சேர்க்கப் 

படக்கூடிய அதிகபட்ச எடை Osa 7h sin ts A sin 8) என்று 

காட்டுக. 

தீர்வு 
0.4, 08 என்பன பொது உச்சியுடன் கூடிய ஒரு இரட்டைக் 

சாய்தளத்தின் இரு தனங்கள். இவற்றின் சாய்வுக் கோணங்கள் 
மூறையே ஷ, $ ஆகும். Outer Cod 7 என்னும் எடையும் 
0.8யின் மேல் 9 என்னும் எடையும் வைக்கப்பட்டு 0 வழியே 

செல்லும் ஒரு நாவினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. 

எடைகளிரண்டும் ஒரே நூலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ள 
தால் இவற்றில் இழுவிசைகள் சமமாகவும் எதிராகவும் செயல் 
படும். இச்சம எதிர் இழு விசைகளை 7' என்று குறிப்பிடுக. 
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ச, 9 ஆகிய இரு எடைகளும் நிலைக்குத்தாகக் கீழ் நோக்கிச் 
செயல்படும், இவற்றின்மீது தளங்களின் எதிர்விசைகளாகிய 
சீட 1) என்பன தளங்களுக்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும். 

. எடை ழ் கீழ்முகமாக நகரும் நிலையிலிருப்பதால் 0 தளத், 
தில் உராய்வு விசை ம, மேல் முகமாகவும் 
உராய்வு விசை UR, Sp முகமாகவும் செயல்படும், 

04 தளத்தில்
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மியின் சம நிலையைக் கருதுக, 

R,=P cos « : 

T=HR,4+P sin « 

=—P cos <+P sin « 

=P (# cos <+sin ஆ) 

_ pfsind . . 
= Pooh 7098 <+sin «) 

(sin . cos X+cos ) sin <) = PSMA ப பப் 
cos i 

sin(xt+Ay a (DS 
008 ), . 

இப்பொழுது ட்வின் சமநிலையைக் கருதுக. 

R, = Qcos B 

T+#R,= Qsin B 

T =Qsin B-PR, 

= Qsin B- HQ cos 8 

= (sin B - =e cos B). 

ச் 

  

sin (B- d) cS 
எட ட... 

(1), (2) ஆகிய சமன்பாடுகளிலிருந்து, 

Q sin (B-))= P sin (X+)) we .. (3) 

இப்பொழுது, சம நிலை கெடாமல் £ீயுடன் சேர்க்கக்கூடிய. 

அதிகபட்ச எடையை W என்று குறிப்பிடுக. 

எனவே, 0.4 தளத்தில் (74-17) என்னும் எடையும் 04: 

தளததில் ட என்னும் எடையுமிருககும். மேலும் (21 *) எடை: 

யானது கீழ்நோக்கி நகரும் தருவாயிலிருக்கும். எனவே, 0.4. 

தளத்தில் உராய்வுவிசை MR, Cod முகமாகவும், 0.8 தளத்தில் 

உராய்வு விசை ம£, என்பது கீழ்முகமாகவும் செயல்படும். 

எனவே, இவற்றின் ௪ம நிலைச் சமன்பாட்டை.௪ சமன்பாடு. 

(3) இலிருந்து ஐ (2-7) ஆகவும், £ஐ 0 ஆகவும் ஒ, ஐ: 
முறையே , 4 ஆக மாற்றிப் பெறலாம். 

ஃ (2418) ஹ் (-)93-0 4184). ட் (4). 

அதாவது, 7 911 (4-),) 147 84(6-))3-098(£-))) 

‘
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3) இலிருந்து 2 - 238 (8-8) என்னும் மதிப்பைப் பிரதி 

uP apd. ; 

Q sin (B-N) t யெ ர ட = ர் ) “sin (<A) sin (% ய 7 sin (௩ RN) =@2 sin (B+X 

  . Wsin («-,)=Q sin (B+r)~ 2 in ai 

«< — A(sin ) 

7 SIRIBEN) _, Sin (B-X) 
W=0 sin («< - A) ே sin (<+)) 

sin (B+) sin (< +i ~ sin (B - A) sin (« - A) 
= sin (<—}). sin («+ ) - 

$ (0 (,8- )-௦% ()-9-2)1-3 (௦ (5- ஆ 
ஐ ௦08 (4--$-2)3] 

sin* « 10), 

_ Q {cos («+ B+2d)- cos(« +B -2r)} 
~ 3 sin? «< — sin?}. 

Q 2sin(«<+ 8). sin 2 
“2 sin® «< — sin? - 

௦ sin 2 . sin (« +8) 
- sin? « ~ sin? \- 

மாதிரி 102: கிடைத்தளத்துடன் 4 கோணச் சாய்விலிருக் 
ஆம் ஒரு உராய்வுடைய சாய் தளத்தின் மேல் ரூ எடையுள்ள 
ஒரு கோளம் அதன் உச்சிப் புள்ளியில் கிடைத்தளமாகக் 
கட்டப்பட்டுள்ள ஒரு நூலினால் சம நிலையில் வைக்கப்பட் 

“டுள்ளது. உராய்வுக் கோணம்  ஐவிடவும் அதிகமாயிருக்கு 

மென்று நூலின் இழுவிசை 11713 > என்றும் காட்டுக, 

தீர்வு 

4/7 என்பது ஒ சாய்வுடைய ஒரு சாய்தளம், 0 என்பது 
இச் சாய்தளத்தின் மேல் வைக்கப்பட்டுள்ள ஒரு கோளம் 
சீ என்பது கோளத்தின் மிக உயர்ந்த புள்ளி, யில் கட்டப்பட் 
ள்ள ஒருகயிறு கிடைத்தளமாகச் சாய்தளத்துடன் 0 என்னும்:
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புள்ளியில் இணைக்கப்பட்டுள்ளது. ரீ என்பது சாய் தளத் 
துடன் கோளத்தின் தொடு புள்ளி. 

கோளத்தின் எடை. 14* என்பது ட வழியே ட செயல்படும்: 
தொடுபுள்ளி 1/4 இல் சாய்தளத்தின் தநேர்குத்தெதிர் விசை 
7 தளத்திற்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும், கோளம் கீழ்மு௯ 

ba
w 

nn
 

od
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Die BA முயலுமாகையால் உராய்வுவிசையாகிய PR 
என்பது சாய்தளத்தில் மேல் முகமாகச் செயல்படும். நூலில்: 

. இழுவிசை 7' ஆனது 70 திசையில் செயல்படும். 

சாய்தளத்திற்கு இணையாகவும் செங்குத்தாகவு3 விசைப் 

பிரிப்புச் செய்க. 

PR+T cos x W=sin «, kee we (1) 

R =T sin x+MW cos 4 we (24 

கோளத்தின் ஆரை ஈச என்க, Mag) பற்றிய. திருப்புத் 
திறன் காண்க, 

W. MN=T. MS 
W.asinx=T. (atacos «: 

ஆல்லது, 17 910 4-7” (14௦08 4). 

W sin « 

டம். “170054 

W. 2 sin 
x ஷீ 
2 cos 7 

1+2 cos? =I 
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= W tan + ee டட...) 

சமன்பாடு (1) இலிருந்து, 

F=PR=W sin « ~T cos « 

=W sin <-Wtan > cos « 

= W (sin < —tan S008 «) 
ப 

. « _ ஷீ 
= _¥. (sin < cos -— - sin —=-cos «) 

௩ , 2 z 
ச் cos 2 

cos 8in( <- 3) 
cos 4 2 

2. 

W sin ~~ 
00% 2 

2 

  

= W tan + 

R = Tsinx + Woos « 

= W tan $ sin XK<+W cos 4 

sin 5 sin <+cos 4) 
w( 2 

cos ~—> 
2 

  

wy « 
008 ௬ (sin 5 sin X+ COS-5- Cos «) 

2 
W_. ஷு 

cos x 8 (« ~ *r) 
2 

  

< 
௦ — 

cos «7S 2 

= W, 

= 

  

*கோளமானது எல்லையுராய்விலிருந்தால். ஆக ம ஆகும்.
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ஆகவே, 53 0.. ட a. 

அதாவது, F > UR 

W tan 3 > tanyr. W 

tan > > tanr 

ஆ 
At > 

அல்லது, Rr > 5 

மாதிரி 103: a ஆரையுள்ள ஒரு கோளத்தின் புவியீர்ப்பு 
மையம் அதன் மையத்திலிருந்து ॥ எனும் தூரத்திலுள்ளது. 
அது 4 சாய்விலுள்ள ஒரு உராய்வுடைய சாய்தளத்தின் மேல் 

சால்லைச் சம நிலையிவிருக்கின்றது. அது 2 cos! (52 Joram 

'கோணத்திற்குத் திருப்பப்பட்டபோதிலும் எல்லைச் சம நிலையி 
மீலயே யிருக்குமென்று காட்டுக. 
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தீர்வு. ‘ 
0 என்பது 0ஐ மையமாகக் கொண்ட ஒரு கோளத்தின் 

புவியீர்ப்பு மையம் 007--௦. கோளத்தின் ஆரை a. 

4.8 என்பது 4 சாய்விலுள்ள ஒரு சாய்தளம், .2 என்பது 

சாய்தளத்தின்மேல் கோளத்தின் தொடுபுள்ளி,
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கோளத்தின் எடை 74” என்பது 6 வழியே $ செயல்படும். 

சியில் சாய்தளத்தின் எதிர்விசை £ சாய்தளத்திற்குச் செங் 

குத்தாகச் செயல்படும்; அதாவது 70 வழியே செயல்படும். 
கோளம் சாய்தளத்தில் கீழ்மூகமாக உருள முயலுமாகையால், 
உராய்வு விசை ம என்பது மேல் முகமாகச் செயல்படும். 

கோளமானது, WY, 8, ம₹ ஆகிய மூன்று விசைகளினால் 

சம நிலையிலிருக்கின்றது. இவற்றுள் £, ம£ என்பன 7 வழியே 
செல்வதால், 77*.ம் 2 வழியே செல்லும். அதாவது, 02 என்பது 
நிலைக்குத்து கோடு ஆகும், 

இப்பொழுது 0ஐ மையமாகவும், 00-28ஐ ஆரையாகவும் 

கொண்டு வரையப்படும் வட்டவில்' 67ஐ 0'இல் வெட்டுவ 

தாகக் கொள்க ஆகவே, கோளத்தின் புவீயீர்ப்பு மையம் 

07 என்னும் நிலையை அடையுமாறு கோளம் திருப்பப்பட்ட 

போதிலும் சம நிலையிலேயே யிருக்குமென் றறிகிறோம். 

எனவே, கோளம் உருண்டு விடாமல் திருப்பப்படக்கூடிய 

கோணம், 

= £60G’ . 

27007), (07100) 

ON 
ஆனால் ௩001இல் ௦08 400/4 

_ asin < 
Cc 

ve 400 
= cos~! (4 = %. ) 

ன் 

ஆகவே, எல்லைச் சமநிலை கெடாதவாறு கோளத்தை 2 cos" 

| a sin « 

  

“| கோணத்திழ்குத் திருப்பலாம். 

மாதிரி 104:--ஒரு வட்ட உருளை அதனுடைய wee 
கிலடத்தளமாகயிருக்குமாறு ஒ கோணச் சாய்வுடைய (5)) 
ஒரு உராய்வுடைய சாய்தளத்தின் மேல் வைக்கப்பட்டு, 
உருளையின் அச்சுக்குச் செங்குத்தாகவும், உருளைக்குத் தொடு 
கோடாகவுமுள்ள ஒரு நூலினால் தாங்கப்படுகிறது. கிடைத் 

தளத்துடன் நூலின் ஏற்றுக்கொள்ளத்தக்க அதிகபட்சச் சாய்வு 

sin (X ~) 
sinh’ 

மென்று காட்டுக. 

  cos 8 = என்னும் தொடர்பின் மூலம் தரப்படு



உராய்வு . டக 39 

தீர்வு . : { 

4.9 என்பது கிடைத்தளத்துடன் 4 சாய்விலுள்ள gw 
சாய்தளம் 0 என்பது அத்தளத்தின் மேலுள்ள ஒரு உருளை 
யின் குறுக்கு வெட்டுப் பகுதியின் மையம், 4 என்பது 
அவற்றின் தொடுபுள்ளி, உருளையின் மேலுள்ள ௦0 என்னும் 

6    
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புள்ளியும் சாய்தளத்நிலுள்ள 8 என்னும் புள்ளியும் ஒரு 
நூலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. 

உருளையின் எடையாகிய /// என்பது 0 வழியே மூ செயல் 

படும். சாய்தளத்தின் எதிர்விசை /, என்பது 7 வழியே சாய் 

தளத்திற்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும். உருளையானது கீழ் 
நோக்கி உருள முயலுமாகையால், உராய்வு விசை ம £ என்பது 
மேல் நோக்கிச் செயல்படும். நூலின் இழுவிசை 7 ஆனது 

02 வழியே செயல்படும். 

உருளையின் ஆரை £ என்றும், கிடைத்தளத்துடன் நாலின் 
சாய்வு 6 என்றும் கொள்க, .., 202822 - (6-6) 

0 ஐப் பற்றிய திருப்புத்திறன்கள் காண்க, 

T a=pPR-a : 

T = BR. wee tee (1) 

சாய்தளத்திற்கு இணையாகவும் செங்குத்தாகவும் விசைப் 
பிரிப்புச். செய்க. 

HR+Tcos(o+«)=Wsinx .. (2) 
௫௮ 177009 6-1 T sin (6+) ப (3) 

(1) இலிருந்து 7 யின் மதிப்பை (2), (3) இல் பிரதியிடவும். 
ER+ / Reos (6+) = Wsin «, 

R= Weos « + # Rsin (9+) 
Mt. G.—24
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அதாவது, 2 2114௦௦6(964]- Wsin «, 

Ril — » sin (0+)] = W cos x, 

வகுக்கவும், ’ ; 

{i + cos(@+:<)J] ற 
7 1 மஹ்டிம்ஸ் 0064 

அல்லது, 005 4 [1008 (0-4)] = sin « [1 - # (6-4) 

#* [cos « - cos (9+) + sin « ‘ sin(@+)] = sin x - /# cos «<) 
fe cos («x -9- «) = sin x - ft cos « 

cos @ = sin X<-# Cos « 

sin « 
“ COS §= — cos   

cos 

sin ) 

sin {COS A. — COS & * Sil A 

sin 

_ sin(« - A) 
sin > 

  

மாதிரி 105 : முற்றிலும் உராய்வுடைய சாய்தளம் ஒன்று 
கீடைத்தளத்துடன் & கோணத்தில் சாய்ந்துள்ளது. அதன் 

மேல் சமநிலையிலிருக்கக்கூடிய நீள் வட்டத் தகட்டின் (611111௦ 
Jamina) குறைந்த பட்ச *மையவகற்சி'” (eccentricity) 

டட என்று நிறுவுக. 
1410 « 

தீர்வு 

4.8 என்பது 4 கோணச் சாய்விலுள்ள ஒரு சாய்தளம். 
6 என்பது 177 எடையுள்ள ஒரு நீள்வட்டத் தகட்டின் மையம் 
இது சாய்தளம் அறியின் மேல் சமநிலையில் வைக்கப் 
பட்டுள்ளது. 2 என்பது அவற்றின் தொடுபுள்ளி, 

நீள்வட்டத் தகட்டின் அச்சுக்களை 3, அச்சுக்களாகக் 
2 2 

கொண்டு அதன் சமன்பாட்டை + Je 1 

வன்று கொள்க. நீள்வட்டத்தின் மையவகறசி ச என்க, 

நீள்வட்டத்தைச் சமநிலையில் வைத்திருக்கும் விசை 
களாவன. ப



உரரய்வு - ன க oh 

(i) ேவேழியே செயல்படும் அதன் எடை WY 

(ii) 7 வழியே தளத்திற்குச் செங்குத்தாகச் செயல் 
படும் நேர்குத்தெதீர் விசை 8 

  

  

% 
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(iii) 2வழியே சாய்தளத்தில் மேல்முகமாகச் செயல் 

படும் உராய்வு விசை ம.£ செல்வதாலும், 14ம் 2 வழியே 

செல்லும். அதாவது, 02 என்பது நிலைக்குத்துக் கோடாகும். 

லக 2022 = «, 

யின் அச்சுத்தூரங்கள் (௪ 008 0, 4 811 6) என்க. 

Pui நீள்வட்டத்தின் நேர்குத்துக் கோட்டின் சமன்பாடு 

  Sona - ea = 2-5 ஆகும். 

3 2 இன் சரிவு = a8 = fine “ஈட என்க, 

20யின் சரிவு - ப் = Mm, என்க. 

4 என்பது PR, PC ஆகியவற்றிற்கிடையெயுள்ள 
கோணம். 

“ tanix = Tea ae 

asin @ _ 6 sin @ 

_ 5.008 8 acos 8 

asin @ b sin @ 

1 +i cose 700809 

_ a*sin:@ cos @ ~ b*sin 6 008 9 

7 ab (cos*@+ sin?@)
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உத்த 

a = sin § Cos 8 

a® — 5? 

“2 ab_ 

BOD b* =a? (1 - ec?) 
ath? = ate? ரி 

“வ a’e? : 

.. tan « = 55 ap Sit 2 0 

a’e*%sin 2 @ 
2a. 04/1... 7 ட 

3 

= ச san 29°: 

ல . 2 ——— 
அல்லது, 8௩2 9 - - ஆ/1- சீ மாடல 

  

ந் 2020 

  

= ரீ(௪) என்க, (ஏனெனில் _ஒ ஒரு, மஈறிஷீ 

- ஐக் குறிதிது வகையீடு செய்க. 

20s 2.9 = f’(e) 92 
௪ ஆனது மீச்சிறு மதிப்பைப் பெறும்போது, ௪: (7)யிண் 

மதிப்பு மீப்பெரிதாக யிருக்கும். 

எனவே, /(6)இன் மீப் பெருமதிப்புக்கு 7'(5- 0 ஆகும்... 

௦௦629-0 

அல்லது, 2 6-௩/2, 

5 0-௬/4, 

.. மேலும் 8112௦ - or VI-e tan % 

ட ட உட்ப 
5--௯/4 எனில், 1- av 1-e* tan «<¢- 

=2y l-e? tan « 

2*0014--4 (1- ௪3). 

e* cot? +4 e?-~420 

44 V16b16 cotta 
2 cot? « 

oY I foot 
20 cat? ~ 

” ef =
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“2+ 2cosec& 
0௦174 

ட் 2+ 2cosec¢ 

0012 

in? "(55 -1)55 

sin < COS? of 

2 sin <(1 - 810) 

COS, ¢ 

__2 sin 4(1 - 8104) 

  

(எதிரடையாளம் ஏற்புடைத் 

தன்று) 

  

  

_ 2 sin < 
L+sineg 

wen ண்ட் 
“AF T¥sinee . 

மாதிரி 106: கிடைத்தளத்துடன் 4ககோணச் சாய்வி 
லுள்ள ஒரு சாய்தளத்தின்மேல் ஒரு அரைக்கோளம் அதன் 
வளை பரப்பு சாப்தளத்தைத் தொட்டுக்கொண்டிருக்குமாறு சம 
நிலையிலிருக்கிறது. &என்பது 81-19 க்குக் குறைவாகவும் 
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உராய்வுக் கோணத்திற்குக் குறைவாகவுமிருந்தால் கிடைத் 

தளத்துடன் அரைக்கோளத்தின் அடித்தளத்தின் சாய்வு 
sin~1(8 sin 4) என்று காட்டுக. 

தீர்வு ட ட்ட, 
428 என்பது கிடைத்தளத்துடன் « சாய்விலுள்ள ஒரு 

சாய்தளம். ஜே மையமாகவுடைய 747 எடையுள்ள ஒரு 

௩
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அரைக்கோளம் அதன்மேல் மநிலையிலுள்ளது. P என்பது 

தொடுபுள்ளி. ஈ என்பது அரைக்கோளத்தின் ஆரையென்ில் , 

அதன் புவியீர்ப்பு மையம் ஆனது அதன் அச்சாகிய யின் 

Guay CG'= 4 காரத்திலிருக்கும். (புவியீர்ப்பு மையம்”? அத் 

தியாயம் பார்க்கவும்) 

. அரைக்கோளத்தின் எடையாகிய 74” என்பது வேழியேடி 

செயல்படும். மயில் சாய்தளத்தின் எதிர்விசையாகிய ,£ சாய் 
தளத்திற்குச் செங்குத்தாகவும், 20 வழியேயும் செயல்படும். 

அரைக்கோளம் கீழ்நோக்கி நழுவ முயலுமாகையால் £யில் 

உராய்வு விசையாகிய PR என்பது சாய்தளத்தில் மேல்முக 

மாகச் செயல்படும். 8, ம, என்பன அரைக்கோள த்தைச் 

சம நிலையில் வைத்துள்ளன. இவற்றுள் &, 8&. என்பன 2 

வழியே செல்வதால், 72-ம் 2 வழியே செல்லும். அதாவது, 

02 என்பது 0 வழி நிலைக்குத்துக் கோடாகும், 

5 L£GPR=% 

2477 என்பது அரைக்கோளத்தின் அடிப்பாகம், 6/7 என்பது 
0 வழிக்கிடைக்கோடு. சிக்கும் போக்கு மிடையேயுள்ள 
கோணம் 0 என்க. 

. அதாவது 2700-9. 

CP, GG 
A CPGuSe, 200 ் sia CPG 

  

அதாவது, 5 090 8) ~ Sin « 

a 3a . 

sin@ - 8 sinx Noe 
: இட ட ப். 4 

sin 0 = 8115 me 

3 

9-இன் மதிப்பு சாத்தியமாக வேண்டுகமனில், sin @<1 9% 

யிருத்தல் வேண்டும். 

அல்லது, 69 = sin”? (3 sin « ' 

8. 
fe "g Sin x <1 

sing < 2 

« < sin-' (§)
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ல 

மேலும், ஷ என்பது 2, R ஆகியவற்றின் விளைவு விசைக் 
கோடாகிய க்கும், 

நேர்குத்தெதிர் விசைக் கோடாகிய 20க்குமிடையேயுள்ள 
கோணமாதலின், அது எல்லை உராய்வுக் கோணத்தைவிட 

அதிகமாயிருக்க முடியாது, ் 

அதாவது, XK < x ஆகும். ட, 

பயயிற்சி 13 me கட்டு ரு 

(1) உராய்வுடைய ஒரு சாய்தளத்தின்மேல் வைக்கப்பட் 
டுள்ள 60 கி, கி. எடையுள்ள ஒரு பொருள் சாய்தளத்தின் மீப் 
பெருச் சரிவுக் கோட்டின் வழியாக, தளத்திற்கு இணையாக 
24 கி. கி. எடை விசையினால் தாங்கப்படும்போது தளத்தில் கீழ் 
முகமாக நகரும் தருவாயிலும், 36 கி, கி, எடை விசையினால் 
தாங்கப்படும்போது தளத்தில் மேல் நோக்கி நகரும் தருவாபிலு 

மிருப்பின், உராய்வுக் குணகத்தைக் காண்க. 

(2) 30: சாய்வுடன் கூடிய ஒரூ உராய்வுள்ள சாய்தளத்தின் 

மேல் 4கி,கி, எடையுள்ள ஒரு பொருள் எல்லைச் சம நிலையி 
லுள்ளது. சாய்தளத்தை 60 சாய்வுக்கு உயர்த்தினால் அப் 

பொருளைச் சம நிலையில் தாங்குவதற்குத் தேவையான சாய்தள 

வழிவிசையைக் காண்க, 

3) & சாய்வுக் கோணமுடைய ஒரு உராய்வுள்ள சாய் 
தளத்தின் மேல், 4 கி,கி, எடையுள்ள பொருளொன்று சமதிலையி 

லிருக்கிறது. உராம்வுக் குணகம் 4/2 141 4 எனில், பொருளின் 
சம நிலை கெடாமல் அதன்மீது செயல்படுத்தப்பட க்கூடிய 
அதிகபட்ச கிடை விசை 77 ௩ 4 என்று காட்டு, 

(4) 500 கி. கி. பொருண்மையுள்ள ஒரு பொருள் ஒரு 
உராய்வுடைய சாய்தளத்தின்மேல் ஒரு கிடைக் கயிற்றினால் 
சம நிலையில் நிறுத்தப்பட்டுள்ளது. உராய்வுக் குணகம் $ 
என்றும், கிடை த்தளத்துடன் சாய்தளத்தின் சாய்வு 48௱* ($) 
என்றும் தரப்பட்டால், கயிற்றின் மீப்பெரு, மீச்சிறு இழுவிசை 
களைக் காண்க, 

(5) கிடைத்தளத்துடன் 75” சாய்விலுள்ள ஒரு உராய் 
வுடைய சாய்தளத்தின் மேல் 48 கி.கி. எடையுள்ள 'பொரு 
ளொன்று வைக்கப்பட்டுள்ளது, உராய்வுக்கோணம் 30? எனில், 

அப்பொருளைச் சம நிலையில் வைத்திருக்கக்கூடிய சாய்தளத்திற் 
கிணையான விசைகள் எல்லைகளைக் காண்க, ்
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(6) ஒரு உராய்வுடைய சாய்தளத்தின்மேல் வைக்கப்பட் 
டுள்ள ஒரு எடை அதன் மீப்பெருச் சரிவுக் கோட்டின் வழியே 
செயல்படும் ஒரு விசையினால் தாங்கப்படுகிறது, தளத்தின் 
சாவ்வு 9 ஆகயிருக்கும்போது அதைத் தாங்கக்கூடிய விசையும் 

சாய்வு *- ஆகயிருக்கும்போது அதைச் சாய்தளத்தில் மேல் 

முகமாக நகருந் தருவாயில் வைத்திருக்குக்கூடிய விசையும் சம 

மானால் உராய்வுக் கோணம் 4 என்று காட்டுக. 

(7) கிடைத்தளத்துடன் % சாய்விலுள்ள ஒரு. சாய்தளத் 
தில் ஒரு எடையை மேல் நோக்கி நதர்த்தக்கூடிய மீச்சிறு 
விசையானது அதே எடையைக் கீழே நழுவாமல் தடுக்கக் 
கூடிய பிசையைப்போல் இருமடங்கானால், எடைக்கும் சாய் 
தளத்திற்கு மிடையேயுள்ள உராய்வுக் குணகம் 118௩ 4 என்று 
காட்டுக. ப 

(8)) வெவ்வேறு மூலப் பொருட்களாலான இருசம எடை 
கள் 17, 77 என்பன ஒரு சாய்தளத்தின் மீப்பெருச் 'சரிவுக் 

கோட்டின் வழியே! செல்லும் ஒரு நூலினால் - ணைக்கப்பட்டு 
தளத்தின்மேல் ஓய்வு நிலையிலிருக்கின்றன. கீழேயுள்ள 
எடைக்கும் சாய்தளத்திற்குமிடைடேயுள்ள உராய்வுக்குண கம் 
$-ம், மேலேயுள்ள எடைக்கும், சாய்தளத்திற்குமிடையேயுள்ள 
உராய்வுக் குனாகம் $யுமானால், எல்லைச் சம நிலையில் சாய்தளத் 
தின் சாய்தளத்தின் சாய்வையும் நூலின் இழுவிசையையும் 
காண்க. 

(9) 60°, 30° சாய்வுகளில் சம உராய்வுத் தளங்களைக் 

கொண்ட ஒரு இரட்டைச் சாய்தளத்தின் தளங்கள் ஒவ்வொன் 
நின் மேலும் மூறையே 2 கி.கி., 1 கி.கி. எடைகள் வைக்கப்பட் 
டுள்ளன. சாய்தளத்தின் உச்சியிலுள்ள ஒரு கப்பியின் 

வழியே செல்லும் ஒரு நூலினால் இவ்விரு எடைகளும் இணைக் 
கப்பட்டுள்ளன. கனம் அதிகமான எடை தளத்தில் கீழ்முக 
மாக நகருந் தருவாயிலிருந்தால், உராய்வுக் குணகத்தைக் 
காண்க. ‘ 

(10) ஃ, $ீ சாய்வுகளையுடைய ஒரு இரட்டைச் சாய்தளத் 
தின் இருதளங்களிலும் இரு சம எடைகள் வைக்கப்பட் 

டுள்ளன. சாய்தளத்தின் உச்சியிலுள்ள ஒரு கப்பலின் வழியே 
செல்லும் ஒரு நூலினால் அவை இணைக்கப்பட்டுள்ளன. அவை
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; ந sin < — sin . நகரும் தருவாயிலிருக்கும்போது ம ௮ ம க கர் என்று 

காட்டுக, 

(11) 30°, 60° சாய்வுகளிலுள்ள சம உராய்வும், சட்ட 
உயரமுள்ள இரு தளங்களின் பின்புறங்கள் ஒன்றையொன்று 
பார்த்தவாறு இருக்கும்படியாக வைக்கப்பட்டு, அவற்றின் 
உச்சியில் பொருத்தப்பட்டுள்ள ஒரு வழவழப்பான கப்பியின் 
வழியே செல்லும் ஒரு நூலின் இரு நுனிகளிலும் சம எடைகள் 
இணைக்கப்பட்டுள்ளன. இத்தொகுதி எல்லைச் சமநிலையிலிருப் 
பின் உராய்வுக் குணகம் 2. /3 என்று காட்டுக, 

(சென்னை பி.எஸ்.ஸி. 1960 செப்., 67 ஏப்.) 

(12) ஒரு கனமான வட்டத்தகடு ஒரு உராய்வுடைய சாய் 
தளத்தின் மேல் அதன் தளம் நிலைக்குத்தாக யிருக்குமாறு; 
அதன் விளிம்பிலிருந்து தொடு கோட்டின் வழியாகச் சாய்தளத் 
இணையாகச் செல்லும் ஒரு கயிற்றினால் ஓய்வு நிலையில் வைக்கப் 
பட்டுள்ளது சாய்தளத்தின் சாய்வு / எனில், உராய்வுக் 
குணகம் $181/ஐ விடக் குறைவாக யிருந்தால் தகடு நழுவி 
விடுமென்று காட்டுக, 

(13) சஆரையுள்ள ஒரு முழுநூல் உருளை அதன் அச்சு 
கிடைத்தளமாகயிருக்குமாறு % சாய்வுள்ள சாய்தளத்தின்மேல், 
உருளையின் மத்திவழியே உருளைக்குத் தொடுகோடாகவும், 
கிடையாகவும் செல்லும் தூலினால் நிறுத்தப்பட்டுள்ளது. உருளை 
யின் எடை. 7” எனில், நூலின் இழுவிசையையும், உருளைக்கும் 
தளத்திற்குமிடையேயுள் ள உராய்வையும் காண்க, உருளை 
யானது இவ்வாறு ஓய்வுநிலையிலிருப்பதற்கான உராய்வுக் 
குணகத்தையும் காண்க, 

(14) ஃ சாய்வுள்ள ஒரு உராய்வுடைய சாய்தளத்தின்மேல் 
W எடையுள்ள சீரானகோளம் ஓன்று அதன் பரிதியின் தொடு 
கோடு வழியாகச் செயல்படுத்தப்பட்ட 3 178104 அளவுள்ள 
ஒரு விசையினால் சமநிலையில் வைக்கப்பட்டுள்ளது. இவ்விசை 
யானது தளத்திற்கு இணையாகச் செயல்பட வேண்டுமென்றும், 
உராய்வுக் குணகம் ¢tan ஐ விடக் குறையக்கூடாதென்றும் 

Hows. . 

(15) உராய்வுக் கோணத்தைவிடக் குறைவான 0 என்னும் 
சாய்வுக்கோணகுடைய ஒரு உ.ராய்வுடைய சாய்தளத்தின் மேல் 
77 எடையுள்ள கோளம் ஒன்று வைக்கப்பட்டுள்ளது. தளத்
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திற்கு இணையான விட்டத்தின்மேல் முனையில் கட்டப்பட்டுள்ள 
ட 6 - 
0060-9110 
வதைத் தடுக்கச் சரியாகப் போதுமானதாகுமென்று காட்டு. 

என்னும் எடையானது கோளம் கீழ்நோக்கி உருளு 

(16) ஒரு உராய்வுடைய சாய்தளத்தின் மேல் ஒரு கோளம் 
வைக்கப்பட்டு அதன் உச்சிப் புள்ளியுடனும் தளத்துடனும் 
இணைக்கப்பட்ட கிடை நூலினால் தாங்கப்பட்டுள்ளது. 

உராய்ஷூக் குணகம் ம எனில், கோளம் நகரும் தருவாயி 
லிருக்கும்போது சாறாதள த்தின் சாப்வைக் காண்க. 

(17) உராய்வுடைய கிடைத்தளம் ஒன்றின்மேல் 17* எடை 
யுள்ள சீரானகோளம் ஒன்று ஒய்வு நிலையிலுள்ளது. அதன் 

கிடைத்தள விட்டத்தின் ஒரு முனையில் நிலைத்தளத்தில் 7 என் 
னும் மேல்நோக்கிய விசை செடயல்படுத்தப்படுகிறது. உ ராய்வுக் 
குணகம் ம எனில், சமநிலை காக்கப்படவேண்டுமானால், அவ் 

விசை சி விட அதிகமாகயிருக்கக் கூடாதென்று காட்டுக. 

(18) ), உராய்வுக் கோணமுடைய ஒரு உராய்வுள்ள சாய் 
தளத்தின் மேல் ஒரு அரைக் கோளக்குண்டு (உள்ளீடற்றது) 
ஓய்வுநிலையில் வைக்கட்பட்டூள்ளது. கி.டத்தளத்துடள் அதன் 
அடித்தள த்தின் சாய்வு 8-1 (2 8/),)ஐ விட அதிகமாகயிருக்க 
முடியாதென்று காட்டு. 

(19) 1 எனும் எடையுள்ள ஒரு திண்ம அரைக்கோளம் 
அதன் வளைபரப்பு ஒரு உராய்வுடைய சாய்தளத்தின் மேலிருக் 
சூமாறு எல்லைச் சமதிலையிலிருக்கிறது அதன் விளிம்புடன் 
இணைக்கப்பட்ட 17, என்ற எடையினால் அதன் சமதளமுகம் 
கிடைத்தளத்திலிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. உராய்வுக் 

7 Wy ச . 
குணகம் கிர்ஞ் ட ஜ என்று காட்டு, 

(பி. எஸ். ஸி., சென்னை 1969 ஏப், மதுரை '70 ஏப்.) 

6) 881) எடைகளுள்ள இரு கோளங்கள் இரு வெவ் 
வேறு சாய்தளங்களின் மேல் ஓய்விலிருக்கின்றன. கோளங் 
களின் உச்சிப் புள்ளிகள் அவ்விரு தளங்களின் பொதுக் 
கிடைத்தள ஓரத்திற்குச் செங்குத்தாயும், கிடையாகவும் செல் 
லும் ஒரு நூலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன., கோளங்களுக்கும் 
தளங்களுக்குமிடையேயுள்ள உராய்வுக் குணங்களை முறையே 
ப, ' எனில், கோணங்கள் ஒவ்வொன்றும் கீழ்முகமாக நகரும் 
4-ம் ட என்று காட்டுக.
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உராய்வுடைய கிடைத்தளம், நிலைத்தளம் ஆகியவற்றின்மீ து 
தொடுகையிலிள்ள பொருட்களின் சமநிலை 

கனமான கோலொன்று அதன் ஒரு முனை உராய்வுடைய். 
ஒரு கிடைத்தளத்தின மீதும், மறுமுனை உராய்வுடைய ஒரு நிலைக். 
குத்துக்தளத்தின்மீதும் படிந்துள்ள நிலையில் எல்லைச் சமநிலையி- 
லிருப்பதாகக் கொள்க. 

கோலின் எடை அதன் புவியீர்ப்பு மையத்தின் வழியே 
நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும் கிடைத்தளத்தி: 
லுள்ள முனையானது நிலைக்குத்துத் தளத்திற்கு அட்பால் நகரும். 
நிலையிலிருக்குமாகையால், உராய்வு விசையானது கிடைத்தளத் 
தில் நிலைக்குத்துத் தளத்தை நோக்கிச் செயுல்படும். கிடைத். 
களத்தின் எதிர்விசை தொடுபுள்ளிவழியே ; அத்தளத்திற்குச் 
செங்குத்தாகச் செயல்படும். கோலின் மேல் மூனையானது. 
நிலைக்குத்துத் தளத்தில் கீழ்நேரக்கி நகர மூயலுமாகையால், 
உராய்வு விசை நிலைக்குத்துத்தளத்தில் தொடுபுள்ளி வழீயே 
மேல் நோக்கிச் செயல்படும்; நிலைக்குத்துத தளத்தின் எதிர் 
விசையானது தொழீபுள்ளிவழியே அத்தளத்திற்குச் செங்குத் 
தாகச் செயல்படும். இவை தவீர் வேறு ஏதேனும் விசைகள் 
செயல்படின் அவற்றின் செயற்பாடுகளையும்' கணக்கில் சேர்த். 
துக் கொள்ளவேண்டும். இவ்வாறு செயல்படும் விசைகளை 
மெல்லாம் நிர்ணயத்தபின், எல்லா விசைகளையும் கிடைத் திசை 
யிலும், நிலைக்குத்துத் திசையிலும் சமநிலை நிபந்தனை களுக்கேற்ப. 
விசைப்பிரிப்புச் செய்து இருவிசைச் சமன்பாடுகளைப் பெறலாம். 
பின் கோலின் ஏதாவதொரு முனையைப் பற்றிய திருப்புத்திறன் 
சமன்பாடு அமைத்து, இம் மூன்று சமன்பாடுகளையும் தீர்த்துத். 
தெரியாத கணியங்களைப் பெறலாம். பின்வரும் மாதிரிக் கணக்கு, 
களிவிருந்து இவ்விதிமுறைகளை நன்கு அறிந்து கொள்ளலாம். 

மாதிரி 107: / நீளமும் W எடையுமுள்ள சீரான ஏணி' 
யொன்று உராய்வுடைய ஒரு சுவரின் மீதும் தரையின்மீதும் 
அழுத்திக்கொண்டு நிழ்கிறது. தரையிலும் சுவரிலும் உராய்வுக். 
குணகங்கள் முறையே ம, 8, எனில், கிடைத்பிளத்துடன் ஏணி' 
ஏற்படுத்துகின்ற குறைந்தபட்ச சாய்வைக் காண், 

தீர்வு 

48 என்ற ஏணியின் முனை 4 ஆனது 04 என்ற உராய 

வுடைய தரைமீதும் முனை நதியானது 0 என்ற உராய்வுடைய 
சுவரின்மீதும் படிந்த நிலையில் நிற்கின்றது. 4-7,
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ஏணி சீரானதாகையால் அதன் எடை 194 ஆனது ஏணியின் 

,நடுப்புள்ளியாகிய யோன் வழியே நிலைக்குத்தாகச் செயல்படும். 

தரையுடன் ஏணியின் சாய்வு 6 வன்க. 0 குறைந்தபட்ச மதிப் 

புடன் இருக்கும்போது ஏணி.பானது எல்லைச் சமநிலையிலிருக் 

கும். எனவே, முனை 4 பானது 0.4 வழிபாகச் சுவருக்கு அப் 

பாலும்? தீயானது. 80 வழியாகத் தரையை நோக்கியும் நகர. 

ழ்; 

| 
B Re 

      
  ௦ 1 Tes 
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மூயலும். எனவே, அயில் உராய்வு விசை ம; £, என்பது 40' 
இிசையிலும், ம, &, என்பது 08 திசையிலும் செயல்படும். 

ஏணி எல்லைச் சமநிலையிலிருக்கிறது. கிடைத் திசையிலும் 
.நிலைக்குத்துத் திசையிலும் விசைப்பிரிப்புச் செய்க, 

R= ft, Ri wes wes (1) 

டர் மீ R,=W wae wee eae (2) 

மூனை அியைப் பற்றித் திநப்புத்திறன்கள் காண்க, 

[அ 2/4 Ry. OB+ fe, ர OA vee (3) 

[ 
ஆனால் 48-/ ஆகையால் AG=5 

ரீ ச் 0080 - ££ 7810-4, 8, 10060. 

அல்லது, 2 29420௩ ௨0



உராய்வு 360 

(2) இலிருந்து, Ry = W- HR, 

=» 2, tan@+2p,Ry- AR, 

= 2 Ry tan 0-1, 

(li) இலிருந்து, Ry = HRs 

= 2¢,R,tin 91/4 = 

அதாவது 1 = 24, tanetHibs 
2 மடங்கா -1- மட 

in Palls | tan 9 = 2ம், 

ஆகவே, கிடைத்தளத்தடன் ஏணி சாய்ந்திருக்கக்கூடிய: 

குறைந்தபட்ச கோணம் 18 - (5) ஆகும். 
‘ ॥ 

திரிகோணச் சூத்திரமுறை 

கீயில் செயல்படும் Ry, pf, R, ஆகியவற்றின் விளைஷ 
விசையை 2£;' என்றும், மீயில் செயல்படும் 8. ம, 8”) ஆகிய. 

வற்றின் விளைவு விசையை £,' என்றும் குறிப்பிடுக, ஆகவே. 

peRe O;     
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2,” என்பது 4யில் தரையின் விளைவு எதிர்விசையாகும். இது 
போல் 7! என்பது யில் சுவரின் விளைவு எதிர்விசையாகும். 

்.. ஏணியானது எல்லைச் சம நிலையிலிருப்பதால், கீயில் 8,,8,7 
ஆகியவற்றிற்கிடையேயுள்ள கோணம் தரையின் எல்லையுராய்,
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வுக் கோணமாகும். இவ்வுராய்வுக் கோணம் ),, எனில், 
tan ip =H, BG. 

இதுபோல், Bul RR! ஆகியவற்றிற்கிடையேயுள்ள 
கோணம் சுவரின் எல்லையுராய்வுக் கோணம் py storied, 

itan Ass BSD. 

இப்பொழுது ஏணியானது 1, 8, 8! ஆகிய்விசைகளினால் 
எல்லைச் சம நிலையில் நிற்கிறது. ஆகவே, இம்மூன்று விசை 

களும் 0; என்றும் ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கும். 

AAO, யில் திரிகோணச் குத்திரத்தைப் பயன் படுத்துக, . 

BG: GAzwlil 

2048-6 எனில், 20,04-(90*6) 
ZBO,G=(90° - 4); 4004-7) 

(1+1) cot £0,GA=1 cot 2 BO,G~-1 cot 
400, கீ 

2 cot (90°+ @) = cot (90° -)=cot Ay 

1 ~2t ப an 9= tan As tan dr 

பு 

“று 
a ப்ப 

Ba 

1- டட 
ர்கம9 ம் 

Hy 
மாதிரி 108; சீரான ஏணியொன்று அதன் கீழ்முனை 

உராய்வுடைய ஒரு கிடைத்தளத்தின் மேலும், மேல் முனை ஒரு 

வழவழப்பான நிலைக்குத்துச் சுவரின் மீதும் இருக்குமாறு சம 
நிலையிலுள்ளது. நிலைக்குத்துடன் ஏணியின் சாய்வு 6 என்றும், 
உராய்வுக் குணகம் ம என்றும் கொண்டு, 1-2 ம என்று 

நிறுவுக. 

தீர்வு 

4.8 என்னும் ஏணியின் கீழ்முனை ,॥ யானது உராய்வுடைய 
தரையின் மேலும், மேல் முனை யானது வழவழப்பான சுவரின் 
மீதும் படிந்துள்ளன. ஏணி சீரானதாகையால் அதன் எடை 
** என்பது நடுப்புள்ளி 0 வழியே ஒழ செயல்படும்.



உராய்வு து 983 

Aude தரையின் நேர்குத்தெதிர் விசை Ry என்பது தரைக் 
GF செங்குத்தாகவும், உராய்வு விசை ம 8) என்பது AO 

திசையில் சுவரை நோக்கியும் செயல்படும். ் 

யில் ௬வர் வழவழப்பாகயிருப்பதால் சுவரின் நேர்குத் 
தெநதிர் விசை 7, மட்டுமே சுவருக்குச் செங்குத்தாகச் செயல் 

படும். 

  

    OF- kA 
y படம் 157 

ஏணியின் நீளம் 48-22 என்று கொள்க. 

“ AG=GB=a. 

விசைகளைக் கிடைத் திசையிலும் நிலைக்குத்தாகவும் விசைப் 

பிரிப்புச் செய்து விசைச் சமன்பாடுகள் அமைக்கவும். 

தம்! 

R,=W 

Agu uppPs SqQuyss per சமன்பாடு காண்க, 

W. AH=R,. OB 

W.asin @=R,.2ac086 

. Wesin 9=2 R, cos 0 

=2 ft R, cos@ 

= 2" Wcos 0 

- tango =2p
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திரிகோணச் சூத்திரமுறை 

4யில் செயல்படும் 72, ம 4) ஆகிய விசைகளின் விளைவு 
விசை 8,” எனில் R,, &,' ஆகியவற்றிற்கிடையேயுள்ள 
கோணம் எல்லையுராய்வுக் கோணமாகும். இக்கோணம் % 

எனில், 4) - ம ஆகும். 

ஏணியானது , 8, 8, ஆகிய மூன்று விசைகளினால் 

சமநிலையிலுள்ளது. எனவே இம்மூன்று விசைகளும் 0, 

என்னும் ஒரு புள் ளியில் சந்திக்கும். 

8 ௦ ஆரு     
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440, 8பில் திரிகோணச் சூத்திரத்தைப் ப:பன்படுத்துக.. 

2401/-0 ஆதலின் £0,GA =(180° - 8) 

ZGO,A= ZO,AR,=X 

2 BO,G=90°. 

BG: GA#=1:1 

(1+1) cot 20,GA=1. cot ZBO,G—1. cot £G0,A 

2 cot (180° - 6) = cot 90°- cot ), 

-2 cot g=0-cotr 

Z tan @=tan h= Pe 

tan 9-2 
4 

மாதிரி 109: 48 என்னும் ஒரு சீரான கோல் கிடைத்தளத் 

துடன் 4 கோணச் சாய்வில் அதன் முனை 8 ஒரு உராய்வுடைய



ப at 
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கிடைத்தளத்தின் மேலிருக்குமாறு சஅியுடன் இணைக்கப்பட்ட 
ஒரு இலேசான நூலினால் தாங்கப்படுகிறது, நிலைக்குத்த டன் 
நாலின் சாய்வுக் கோணமாகிய 0 என்பது, 

1 
cot @= - -+ 2 tan < 

# 

என்னும் தொடர்பின் மூலம் தரப்படுமென்று காட்டுக. 

தீர்வு: 

48 என்னும் கோவின் ஒரு மூனை மியானது 7 என்னும் 
கிடை.த்தளத்தின்மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளது. மூனை 4 யானது 
ஒரு நூலினால் கட்டப்பட்டு 40 திசையில் இழுக்கப்படுகிறது. 

      a 
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கோலின் எடை W ஆனது அதன் நடுப்புள்ளியாகிய 
0 வழியே ஷ் செயல்படும். 

மயில் நேர்குத்தெதிதிர் விசையாகிய £ என்பது 7” தளத் 
திற்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும். மூனை 2 யானது BX Sane 

யில் நகர முயலுமெனக் கொண்டால் உராய்வு விசை BR 
ஆனது 21 திசையில் திசையில் செயல்படும், £, PR gu 

இருவிசைகளின் விளைவு விசையாகிய 21 என்பது யில் XY 

தளத்தின் விளைவு எதிர்விசையாகும். mwseGeu, R, R} ஆகிய 
வற்றிற்கிடையேயுள்ள கோணம் உராய்வுக் கோணம் ஆகும் 

ர்க டம. 

நூலின் இழுவிசை 7' ஆனது 40 திசையில் செயல்படும். 
கோலானது 18 81, 7 ஆகிய மூன்று விசைகளினால் சம நிலையி 

௮. இல-25 .
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லுள்ளது. எனவே, இம்மூன்று விசைகளும் 0 என்னும் ஒரு 
புள்ளியில் சந்திக்கும். 

சம நிலையில் 41” தளத்துடன் கோலின் சாய்வு ஷூ ஆகும். 

LABY=). - ச0044(90₹-ஷ) 

£BOG= ZOBR=)\. 

நிலைக்குத்துடன் நூலின் சாய்வு ச 4000-0 என்க, 

ஃ.40யில் திரிகோணச் சூத்திரத்தைப் பயன் படுத்துக. 

(i+1) cot ZOGA. = cot ZBOG—1. cot ZGOA 

2 cot (90°-«)= cot \-cot 9. 

1 
2 tanx = ian) - cot 6 

1 
“2 cot @= tan)” 2 tan« 

1 
= - 2 tanx. ae wee 7. (1) 

இப்பொழுது முனை Buster gy BY திசையில் நகர முயலுவ 
தாகக் கொள்வோமானால் உராய்வு விசை BR Seg BX திசை 
யில் செயல்படும். எனவே //ஐ - ஆக மாற்றி ௦௦ 9வின் மதிப் 
பைப் பெறலாம். 

“cot 6 = 7 7 2 tan x 

= “(மரக «| 
fe 

6 ஆனது நிலைக்குத்துக்கு மறுபக்கத்திலிருந்து அளவிடப் 
பட்டால், , ‘ 

-cot 6 = -(, +21tan « ) 
EL 

அல்லது, 004 0 ழ்ர் 2 tan « one we (2) 

ஆகவே, (1, (2) ஆகிய சமன்பாடுகளிலிருந்து, 
1 ௩ 

௦௦9 32180௨ 
pe 

என்று-காண் கிறோம். :
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மாதிரி 110: 70 அடி நீளமுள்ள ஏணியொன்று ஒரு நிலைக் 
குத்துச் சுவருடன் 45” கோணச் சாய்வில் சாய்த்து வைக்கப்பட் 
டுள்ளது. ஏணிக்கும் சுவருக்கு மிடையேயுள்ள உராய்வுக் 
குணகம் 1; ஏணிக்கும் தரைக்கு மிடையேயுள்ள உராய்வுக் 
குணகம் ழ ஏணியின் எடையில் பாதியளவு எடையுள்ள ஒரு 
மனிதன், ஏணியின் மேல் ஏறுகிறான். ஏணி நழுவத் தொடங் 
கும்போது அவன் எவ்வளவு உயரத்திலிருப்பான் ? அந்த 

மனிதன் ஏணியின் உச்சிவரை நழுவாமல் செல்ல வேண்டு 
மானால் ஏணியின் அடிப்படியில் நிற்கின்ற ஒரு பையனின் 

குறைந்தபட்ச எடை எவ்வளவு இருக்க வேண்டும் ? 

தீர்வு 

AB என்பது ஏணி' 48 - 70’. 

ஏணியின் எடையாகிய 177 அதன் நடுப்புள்ளி 6 வழியேட் 

அசயல்படும். 

APRs 

  

      oo iW pe A 
wtb 160 

AG = GB = 357. 

மனிதனின் எடை pe மனிதன் நர என்ற இடத்தில் ஏணியி 

லிருக்கும்போது ஏணி நழுவத் தொடங்குவதாகக் கொள்வோம், 
ச . ர்... 

சீர் என்க, இல் மனிதனின் எடை.,- ஆகிய நிலைக்குத் 

தாகக் கீழ் நோக்கி MN திசையில் செயல்படும்.
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4ீயில் தரையின் நேர்குத் தெதிர்விசை 2, என்று கொள்க... 
என்வே, 4யில் தரையின் உராய்வு விசை ம, £, என்பது 40: 
திசையில் செயல்படும். 

தீயில் சுவரின் நேர்குத் தெதிர்விசை £, என்று. கொள்க. 
எனவே. மயில் கவரின் உராய்வு விசை ம, £;) என்பது 02 
திசையில் செயல்படும். 

விசைப் பிரிப்புச் செய்து விசைச் சமன் பாடுகளை அமைக் 

கவும். 

1 _1 . 
Br =a Ba =3 ஆதலின், 

i 
Ra = ff, Ry “த Ri. 

W 
Ritfs Re-= Wt 

1 3 
அதாவது, Ritz R, = 5W 

Aggu பற்றித் திருப்புத் திறன் சமன்பாடு காண்க, 4-2 
என்று கொள்க. 

W. 4845. 477 02-02, 0.4 

W asin 45°+ ் - xsin 45 =R, 2a cos 45°+p, Ry. 2@ 

sin 45° 

Wa+ ௮௧௮2 R,a+2p,R,a
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| 3 

ஐ +
 

I 
# 

| | ல 

g [
2
 வ ॥ 3 ॥ | a 

10, 
= 7 x35 

ஒதர 
ஏணி நழுவத் தொடங்கும்போது மனிதன் ஏணியில் 

20 அடி தூரத்திலிருப்பான். 

% pee ட 

5 

Wy 

  

  

னீ 
படம்:161 

இப்பொழுது பை௰உன் 4 யிலிருக்கும்போது மனிதன் 
கீயிலிருப்பதாகக் கொள்வோம். 

பையனின் எடை ௩ எனில், 1 ஆனது சீயில் 4 செயல்படும்
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மனிதனின் எடை 3 என்பது நீயில்ப் செயல்படும் விசைச் 
சமன்பாடுகள் காண்க. 

அட எ 2428) அ ந 2 

ர் 
R, +R; = +W+w 

2 

1/1 3 

1 8-0 ரம 
அல்லது, £, -$ (£ 774) 

4ஐப் பற்றித் திருப்புத்திறன் சமன்பாடு காண் ௧. 

Ww. AY. AO=R,. OB+ Py Ry. OA. 

W, (a sin 45°) + 4 (2a sin 45°)=R,. (2a cos 45°) 

+}, R, (2a sin 45” 

அதாவது, 

7417-2௩42 ௩ 

aw -2(}n)ea(4) (a) 
1 3 

= Ry + 3 Ri 

4 
=> Ry ் 

ட்! | 
oe Ry ~ W;. ம் ; 

, maar (3 B சமன்பாடு (1).இலிருந்து' --- > W+w) = zr Ww. 

+ 3 7 

ட்டி... 2 + Ww 4 WwW. 

7 3 
w= Fr W--> Ww
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ஆகவே, பையனின் குறைந்தபட்ச எடையானது மனித 

னிள் எடையில் பாதியாகும்; அல்லது ஏணியின் எடையில் கால் 

பாகமாகும். 

மாதிரி 111: 84/7 என்னும் சீரரன கோலொன்று அதன் 
மூனைகள் கிடைத்தளத்துடன் _, $ சாய்வுகளிலுள்ள 0.4, 08 
என்னும் இரு நிலையான, உராய்வுடைய நேர்வரிப்பள் ௭ அரண் 
களில் (00௦4 70024 ஐ௦௦1௦8) இருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
உராய்வுக்கோணம் ), எனில், முனை 8 ஆனது 40 திசையில் 
நழுவுந்தருவாயிலிருக்கும்போது கிடைத்தளத்துடன் கோலின் 
சாய்வு 

-1 § __Sin (« - 8-2) 
tan னாக! வவட 00) 

என்று காட்டுக, 

தீர்வு 

0.4, 02 என்பன கிடைத்தளத்துடன் ஷ, $ கோணங்களில் 

அமைந்துள்ள இரு அரண்கள். 

Or 

  

  

படம் 162 

2447 என்ற கோல் அவற்றின் மீது முனை களிருக்குமாறு வைக் 
கப்பட்டுள்ளது. 

கோலின் எடை ]4*என்பது அதன் நடுப்புள்ளி ௦ வழியே 
ம் செயல்படும்.
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48இல் நேர்குத்தெதிர்விசையாகிய 72 என்பது 0.4க்குச் செங் 
குத்தாகவும், //இல் நேர்குத்தெதிர்விசையாகிய $ என்பது 

0க்குச் செங்குத்தாகவும் செயல்படும். முனை M ஆனது 40 
திசையில் நழுவ முயல்வதால் ,48இல் உராய்வு விசை ம என் 
பது 0.4 திசையில் செயல்படும். முனை 74 ஆனது 028 திசையில் 
 நழுவமுயலுமாகைடால் //இல் உராய்வு விசை PS gyorg: BO 
திசையில் செயல்படும், 

48இல் செயல்படும் 8, ம ஆகியவற்றின் விளைவு விசையை 
என்றும், 77இல் செயல்படும், 5, ம$ ஆகியவற்றின் விளைவு 

விசையை £; என்றும் குறிப்பிடுக எனவே. 7, 281 ஆகியவற் 
ஜிற்கிடையேயுள்ள கோணமும், $, $1 ஆகியவற்றிற்கிடையே 
யுள்ள கோணமும் உராய்வுக் கோணம் க்குச் சமமாகும், 

கோல் சமநிலையிலிருப்பதால் 77, 81, 91 ஆகியவை 0, என் 

வும் புள்ளியில் சந்திக்கும், 
0, க்குச் செங்குத்தாக 782,170 வரைக. 

404472 -கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு-6. 

.. (என்க) 
£0,GM=(90°- 9) ZPMO= £ MOY =« 

. LPMR=(90°~«) 3. LPMO,=(90°- «+ }) 
“ PO,M=90 - ZPMO,=(«-}) 

LQNO= ZNOX=8 

ZSNQ=(90°-B) « 0,NQ=9"-B-r 
£NO,0=90 - £0,NQ =(B+ ) 

A NOM 8% NG:GM «1:1 
ஃ (141) cot 20,GM=1 cot £NO,G-1 cot 4004 

2 cot (90° - @)=cot (8+2)-cot (« ~}) 
cos (8+ COs (« ~ 

2 tan 0 = Set) - Sin a 
= Sin (x ~) cos (B+X) - cos (« - d) sin (B+) 

sin (8+) sin (\—}) 
= Si (X-~A-B-}) © 
sin (B+h) sin (XX 
ண்ட 

sin (B+) ஸ் (6-5
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ட sin (6-$-2))) 

2 sin (6+ )) sin (KX -}) 

கழட்ட sin (x — 8 ~ 2)) 

ப கர் BED ROD) 
மாதிரி 112: தளம் நிலைக்குத்தாகவுள்ள ஒரு சதுரத் தகடு 

அதன் ஒரு பக்கத்து முனைகள் ஒரு உராய்வுடைய சுவரின் 
மீதும், ஒரு உராய்வுடைய கிடைத்தளத்தின் மேலுமிருக்குமாறு 
வைக்கப்பட்டுள்ளது. கிடைத்தளம், சுவர் ஆகியவற்றின் 
உராய்வுக் குணகங்கள் முறையே 4, 81 எனில், தகடு நகரும் 
தருவாயிலிருக்கும்போது, கிடைத்தளத்துடன் மேற்கூறப்பட்ட 

, 1 மா . ; 
கத்தின் 1 இட்டப் என்று காட்டுக. பக்கத்தின் சாய்வு 180 (sam) று 

தீர்வு 

4800 என்பது 177 எடையுள்ள ஒரு சதுரத்தகடு. மூனை 
சீயானது 0 என்னும் கிடைத்தளத்தின் மேலும், மூனை D 
யானது 07 என்னும் சுவரின் மீதுமிருக்குமாறு தகடு வைக்கப் 
பட்டுள்ளது. 

1 சீவ 

            Oo pir “A x 

படம் 16 
தகட்டின் எடை 77* ஆனது தகட்டின் மையம் 0 வழியே $ 

செயல்படும். யில் கிடைத்தளத்தின் நேர்க்குத்தெதிர் விசை 
யை £ என்றும், றியில் சுவரின் நேர்குத் தெதிர்விசையை 4 என் 
றும் குறிப்பிடுக, 

4
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மூனை 4யானது கிடைத்தளத்தில் 0. திசையிலும் ட யானது 
சுவரில் 70 திசையிலும் நழுவ முயலுமாகையால். யில் கிடைத் 

தளத்தின் உராய்வு விசையாகிய ॥ £என்பது 40 திசையிலும், 
தியில் சுவரின் உராய்வு விசையாகிய ம1டி என்பது 07 திசை 
யிலும் செயல்படும். 

சியில் 8, ம 8 ஆகியவற்றின் விளைவு விசையை 21 என்றும் 

தீயில் $, ம $ ஆகியவற்றின் விளைவு விசையை 51 என்றும் 
குறிப்பிடுக. 

&, 81 ஆகியவற்றிற்கிடையேயுள்ள கோணம் Xx 
என்றும், $, 51 ஆகியவற்றிற்கிடையேயுள்ள கோணம் )! 
என்றும் கொள்வோமானால், 18௩ ),- (6 420 ))1- 1 ஆகும். 

தகடு சம நிலையிலிருப்பதால், 77 81, 51 ஆகிய மூன்று 
விசைகளும் 0, என்னும் புள்ளியில் சந்திக்கும். 

. கிடைத்தளத்துடன் ,4யின் சாய்வு 9 என்க. 

010 என்ற நிலைக்குத்துக்கோடு 40ஐ 1/இல் சந்திக்கம் 
படும். 

L0,NA=90° +6 

GM 1 40 வரைக. சதுரத்தின் பக்கம் 2ர எனில்? 
(48-ர ஆகும். 

ச்ரீ//- ர ௨00 | ட 7? 

DN=DM+MN=a+a tang@=a (i+tan 8) 

ஃ DN: NA=(1+tan @): (1—tan @) 

£DO0,G =(90°-}'); ZNO,A= Z0'!AR@=),. 

2௦, அயில் திரிகோணச் சூத்திரத்தைப் பயன்படுக்துக. 
(2௬-14) ௦0% 2014-2014. 00 ZDO,N- 

NA. cot 2 NO,4 

-a ட | (1 ~tan 9).cot 
#2 tan @=(14-tan 9) tam -¢1-tan 9) cot, | 

NA=MA-MN=a-~a tan 9-a(1-tan 9) 

ஃ 

28 60 (90“--6) - a(1+tang). cot (90° - Xr’) 
wo. 

ey swe 

= (1+tane) #'-(1 -tan 9-- et ee,
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= 1 1 
= G - 7) + tan 69 (42) 

௦ (24-42 )- 2-2 

  

B 

வடி யச ms 
1] ர் 

__ 1-யூய 
en Tae ee 

6 - ஸா (oe ) 
142f4 ppt 

மாதிரி 103: சீரான தடிப்பும் அடர்த்தியுமுள்ள ஒரு சம 
பக்க முக்கோணத் தகடு, அதன் ஒரு பக்கத்தின் ஒரு முனை 

ஒரு உராய்வுடைய கிடைத்தளத்தின் மேலும், மறு முனை ஒரு. 
வழவழப்பான நிலைக்குத்துச் சுவரின் மீதும் இருக்குமாறு வைக் 

கப்பட்டுள்ளது. உராய்வுக் குணகம் ப எனில், கிடைத்தளத் 

துடன் அப்பக்கம் ஏற்படுத்தக் கூடிய மிகச் சிறிய கோணம் 

ர 
0016 - 245 என்னும் சமன் பாட்டின்மூலம் .தரப்படுமென் று 

காட்டுக, 
i 

தீர்வு 

42௦ என்பது ஒரு சமபக்க முக்கோணத் த்கடு. 

AB=BC=CA=2a தகட்டின் எடை W என்று கொள்க. 
0 என்பது திணீவு மையமெனில், 77* என்பது' 0 வழியே ட 
செயல்படும். 

மூனை 4ீயானது 07” என்னும் வழவழப்பான நிலைக்குத்துச் 
சுவரின் மீதும், 2 என்பது 0.2 என்னும் உராய்வுடைய கிடைத் 
களத்தின் மீதும் இருக்குமாறு எல்லைச் சமநிலையில் வைக்கப் 
பட்டுள்ளது. 

சியில் சுவரி நேர்க்குத் தெதிர்விசை £ ஆனது சுவருக்குச் 
செங்குத்தாகச் செயல்படும். 

தியில் கிடைத்தளத்தின் நேர்க்குத் தெதிர் விசையாகிய ஓ 
என்பது கிடைத்தளத்திற்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும். 
மூனை யான 04 திசையில் நகர முயலுமாகையால் உராய்வூ 
விசை 5 ஆனது 02! திசையில் செயல்படும்.
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3! என்பது இக்கும் மீ$க்குழுள்ள விளைவு விசையெனில், 
க்கும் 5க்குமிடையேயுள்ள கோணம் உராய்வுக் கோண 

மாகிய ), ஆகும். 

ஆங்க) ம. | 
கிடைத்தளத்துடன் ,4யின் சாய்வு 0 என்க, 

தகடு எல்லைச் சம நிலையிலிருக்கும்போது 6 மீச்சிறு மதிப்பு 
உடனிருக்கும், 

தகடு சமநிலையிலிருப்பதால், 177, 8, 5* ஆகிய மூன்று விசை 
களும் ஒரு புள்ளீயில் (0, இல்) சந்திக்கும், 

௦6 என்னும் நிலைக்குத்துக்கோடு 48ஐ றயில் வெட் 
ட்டும், 

3 

  
  

  

படம் 164 

£0,DB=(90°+8); 

(047149 வரைக. .AM=MB=a; சீந்ரீ00 ௮0, 

GM =4CM = 4 V3a- 4 3 v3 

MD= ~GM tan 9 = ~, tan 6. 

| 
AD=AM+= ot tan 9 “20 -ர tan @) 

DB=MR= = MD=a-—5~ tan 9 = ௨ (1- V3 tan 6) 
a
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£AO,D=90°; 2DO,B= £0,BS=}. 
LD AO, Bu8 8H bg), 

(AD+DB) cot £0,DB = AD. cot 440,D-—DB. cot 
2DO,B 

2a cot (90°+6) = a (lt 95 tan 8) cot 90~a 

1 
ad - V3 tan @) cot i. 

1 
-—22 tan @ = ~4 (1-7, tan 6) cot i. 

1 1 
2tan 6 = (1-—- tan Q)- - (1~ 73 tan 0), 

1 
ay tan @ = 1-7 tan 9. 

tan 9 சேடு =1 
1 

tan @ = 1 
2+ 

அல்லது, col 9 = H+ 

மாதிரி 114: சம உராய்வுடைய , 4.8 என்னும் இரு முனை 
கள், நிலைக்குத்துடன் 6 கோணச் சாய்விலுள்ள ஒரு நேர்க், 
கோட்டில் 22 இடைவெளியில் அமைந்துள்ளன. முளை யின்: 
மேலும், முளை ம£யின் கீழும் செல்லுமாறு வைக்கப்பட்டுள்ள 
ஒரு கோல் நழுவிவிடாதவாறு முளைகளிலுள்ள உராய்வினால் 
தாங்கப்பட்டுள்ளது. ம என்பது முளைகளுக்கும் கோலுக்கு, 
மிடையேயுள்ள உராய்வுக் குணகமெனில், கோலின் புவியீர்ப்பு, 

மையம் மேல் முளையிலிருந்து a (Si 8   - பு க்குச் சமமான தூரத். 

திலிருக்க வேண்டுமென்று நிறுவுக. 

மேலும், சமநிலை சாத்தியமாக வேண்டுமாயின், கோவின். 
நீளம் 29 (க விட அதிகமாகயிருக்க வேண்டுமென். 

றும் காட்டு௪. . 
் (சென்னை எம், எஸ்ஸி,, 1967).
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தீர்வு 
A, 8 என்ற இரு முளைகளால் ஜேஜே ஈர்ப்பு மையமாகக் 

“கொண்ட ஒரு கோல் நிலைக்குத்துடன் 0 கோணத்தில் தாங்கப் 
பட்டுள்ளது. 40-27, 

அடிப்படை இயந்திரவியல் 

  

படம் 165. 

கோலானலு முளை சியின் மேலும் மூளை யின் கீழும் 
அமைந்துள்ளது. எனவே, 4, 8 ஆகிய முளைகளின் நேநர்குத் 
'தெதிர்விசைகளாகிய 8, 54 என்பன கோலுக்குச் செங்குத்தாக , 
படத்தில் காட்டப்பட்டுள்ளதுபோல் செயல்படும். கோலானது 
கீழ்நோக்கி நமுவமுடலுமாகையால் இரு முளைகளிலும் உராய்வு 
விசைகள் முறையே 87, ப$ என்பன கோலின் வழியாக மேல் 
நோக்கிச் செயல்படும். 4.பில் செயல்படுகின்ற R, [8 ஆகிய 
வற்றின் விளைவ விசையை 781 என்றும், யில் செய ல்படுகின்ற 
அ, நி ஆகியவறறின் விளைவு விசையை 41 என்றும் குறிப்பிடுக. 
உராய்வுக் குணகம் ம. எனி௰, இரு முனைகளும் சம உராய்வுட 
னிருப்பதால் &, 7£1க்கும், S, 5 'க்குமிடையேயுள்ள கோணங் 
கள் ), ஆகும். 

கோல் சம நிலையிவிருப்பதால், 17, 81, டி1 ஆகிய மூன்று 
-விசைகளும் ஒரு புன்ளியில் (0-வில்) சந்திக்கும், 

_ சீ400-- திலைக்குத்துடன் கோலின் சாய்வு =.Q, 

20494 2084290233)
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4 00.8.பில் திரிகோணச் சத்திரத்தைப் பயன் படுத்துக . 

(84-40) ௦0% 2048-84௦0 2004-40௦௦ 4024 

(2a+x) cot (90°) =2a cot @-x cot (90°-)) 

(2a+-x) tan ) =2a cot 9- x tan X 

2x tan X= 2a cot 6-2a tan X 

2x pw’ =2a (cot @- #4) 

x -a (2° -1) 
8 

மேலும், கோலின் கீழ்முனை £யிலிருக்கும்போது கோலா 

னது எல்லைச் சமநிலையிலிருந்தால், கோலின் நீளம் மீச் சிறிதாக 

பிருக்கும். 

ஆகவே, கோலின் மீச்சிறு நீளம் - 2 80 

- 2(BA+ AG) 

212 oe -1) 
| ata( ம 

9127122019 _ ] | a+ ம [7] 

2 le ர 

2a (14 Si °) 

மாதிரி 115: உராய்வுடைய கிடையான தரையின் மேல் 

தரையிலிருந்து ச அடி உயரத்தில் கிடை நிலையிலுள்ள ஒரு 

வழவழப்பான கோலின்மேல் மிகச் சிறிதளவே நீட்டிக்கொண் 

ஒருக்குமாறு / அடி நீளமூள்ள ஒரு சீரான பணி வைக்கப்படு 

கிறது. ஏணி நழுவும் நிலையிவிருந்தால், உராய்வுக் குணகம் 

லட 47 
pa +a? 

தீர்வு ; 

12 என்பது / நீளமுள்ள ஏணி. 6 என்பது 0.% என் றும் 

கிடைத்தளத்திற்கு மேலை 8 அடி உயரத்தில் oor Pw) gist ar 

ஒரு கோலில் ஏணியின் தொடுகைப் புள்ளி, ஏணியின் மூனை 

.4யானது 0 தளத்தில் படிந்துள்ளது. 

  

  

॥ 

  1 

  
என நிறுவுக. (பி.எஸ்ஸி. சென்னை 1966 ஏப். 

2h
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ஏணியின் 'எடையாகிய 177 என்பது அதன் நடுப்புள்ளி 
யின் வழியே ட செயல்படும். 

4யில் தரையின் நேர்குத்தெதிர்விசை £ ஆனது தரைக்குச் 
செங்குத்தாகவும், உராய்வுவிசை ம,£ ஆனது .40 திசையிலும் 

செயல்படும். இவ்விரு விசைகளின் விளைவு விசை &! எனில், 

&, 81 ஆகியவற்றிற்கிடையேயுள்ள கோணம் LK ஆகும். 

. tanA=«. 

யேல் ஏணியின்மீது கோலின் எதிரழுத்தம் 54 ஆனது. 

ஏணிக்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும். 
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e
e
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படம் 166 

ஏணியானது 7, 8, S கிய மூன் i 
நிலையிலிருப்பதால் இம்மூன்று, விசைகளும் eet enh 
(0, இல்) சந்திக்கும். ஏணியானது டக்கு மேலே மிகச் சிறிய 
அளவிலேயே நீட்டிக்கொண்டிருப்பதால் வெளியே நீட்டிக் 
கொண்டிருக்கும் நீளத்தைப் புறக்கணித்துவிட்டு 40யின் 
நீளத்தை ஏணியின் நீளமாகிய /க்குச் சமமாகவே எடுத்துக் 
கொள்ளலாம். 

& OA=/ ACT=OCF = BG, 
கிடைத்தளத்துடன் ஏணியின் சாய்வு என்க, 

“ £0,GA=(90°+6) 
400,0௬0.
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£G0,;A= 20,AR=}. 

. ௦6 a 
Aa 40யயில், tan §@ = OA Poa. 

; & 00,4யில் திரிகோணச் சுத்திரத்தைப் பயன் 
படுத்து ௩. ் 

(CG+GA) cot £0,GA=CG cot 2CO,G-GA. cot 4004 

(1+1) cot (90°+6)=1. cot 6-1. cot x. 

—2 tan 9=cot @-cot hr 

cot), =cot 9+2 tan @ 

  

பயிற்சி 14 

(1) சீரான ஏணியொன்று அதன் கீழ் மூனை ஒரு உராய் 

வுடைய கிடைத்தளத்தின் மேலும், மேல் மூனை ஒரு வழவழப் 
பான நிலைக்குச் சுவரின் மீதுமிருக்குமாறு வைக்கப்படுகிறது. 

சமநிலையில் நிலைக்குத்துடன் ஏணியின் சாய்வு 30” எனில், தரை 
யின் உராய்வுக் குணகத்தைக் காண்க. 

(2) சீரான ஏணியொன்று அதன் கீழ்முனை ஒரு உராய் 
வுடைய கிடைத்தளத்தின் மேலும், மேல் முனை சம உராய் 
வுடைய நிலைக்குத்துச் சுவரின்மீதுமிருக்குமாறு எல்லைச் சம 
நிலையிலுள்ளது. நிலைக்குத்துடன் ஏணியின் சாய்வு 6 எனில், 

2 
=P 

  

tan @= 7 என்று காட்டுக, (ம என்பது உராய்வுக் 

oor wb 

3) 112 ராத்தல் எடையும் 24 அடி நீளமுள்ள ஏணி 
யொன்று அதன் கீழ்முனை ஒரு கிடைத்தளத்தின் மேலும், மேல் 
மூனை ஒரு சுவரின் மேலும் இருக்குமாறு சாய்த்து வைக்கப்படு 

௮. இ.--26
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கிறது. கிடைத்தளமும் சுவரும் 0:3 சம உராய்வுக் குணக 
மூடையவையாயிருப்பின், எல்லைச் சம நிலையில் கிடைத்தளத் 
துடன் ஏணியின் சாய்வைக் காண்க. 

(4) 72 ராத்தல் எடையும், 20 அடி நீளமுமூள்ள ஒரு ஏணி 
யின் புவியீர்ப்பு மையம் அடியிலிருந்து 8 அடி தூரத்திலுள்ளது. 
அது ஒரு வழவழப்பான சுவரின்மீது தரையுடன் 9 கோணச் 
சாய்வில் சாய்த்து வைக்கப்பட்டுள்ளது. தரைக்கும், ஏணிக்கு 

மிடையேயுள்ள உராய்வுக் குணகம் $ எனில், 168 ராத்தல் 
எடையுள்ள ஒரு மனிதன் ஏணி நழுவிவிடாமல் ஏணியின் 

உச்சிவரை ஏற வேண்டுமானால் 68 வின் குறைந்த பட்ச மதிப் 

பைக் காண்க 

(5) 120 ராத்தல் எடையும் 50 அடி நீளமுள்ள ஒரு ஏணி 
பின் புவியீர்ப்பு மையம் அதன் அடியிலிருந்து 20 அடி தூரத்தி 

லுள்ளது. அதன் ஒரு முனை ஒரு வழவழப்பான சுவரின்மீதும், 
மறுமுனை ஒரு உராய்வுடைய தளத்தின்மேல் சுவரிலிருந்து 
14 அடி தூரத்திலுமுள்ளன. உராய்வு விசையைக் காண்க. 
ஏணியின் அடியிலிருந்து 40 அடி தூரத்தில் ஏணியிலிருந்து 
40 ராத்தல் எடை தொங்கவிடப்பட்டால், ஏணி நழுவுந் 

தருவாயிலிருக்கிறது. உராய்வுக் குணகத்தைக் காண்க. 

(6) 4.8 என்னும் சீரான ஏணியொன்று அதன் மூனை 4. யானது ஒரு வழவழப்பான சுவரின்மீதும், மூனை யானது உராய்வுடைய தரையின் மேலுமிருக்குமாறு சாய்த்துவைக்கப் படுகிறது. ஏணியின் எடையைப்போல் இருமடங்கு எடையுள்ள 
ஒரு பையன் அந்த ஏணியின் மேல் ஏறுகிறான். அவன் ஏணி யின் உச்சியின் மேலிருக்கும்போதுள்ள உராய்வு விசையானது அவன் ஏணியின் அடியிலிருக்கும்போதுள்ள உராய்வு விசையைவிட 5 மடங்கு என்று காட்டு. : 

(7) 30 அடி நீளமுள்ள ஏணியொன்று அதன் ஒரு முனை ஒரு வழவழப்பான சுவரின்மீதும் மறுமுனை $ உராய்வுக் குணக 
மூடைய தரையின் மேலுமிருக்குமாறு சாய்த்துவைக்கப்பட் டுள்ளது. ஏணியின் அடி சுவரிலிருந்து 6 அடி தூரத்திலிருந் தால், ஏணியைப்போல் நான்கு மடங்கு எடையுள்ள ஒரு மனிதன் ஏணி நழுவாமல் ஏணியில் எவ்வளவு தூரம் ஏறமுடியு 
மென்று காண்க, 

(8) 25 மீட்டர் நீளமும் 10 
சீரான கோலொன்று றற என்னு 
மேலும், 04 என்னும் வழவழப்பா 

கிலோ கிராம் எடையுமுள்ள 
ம் வழவழப்பான தரையின் 
ன சுவரின்மீதும் இருக்குமாறு
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சாய்த்து வைக்கப்பட்டுள்ளது. கோல் நழுவாமலிருக்க, 

கோலின் அடியிலிருந்து 9 மீட்டர் தூரத்திலுள்ள 6 என்ற புள் 

ளியும் சுவரின் அடிப் புள்ளியும் 12 மீட்டர் நீளக் கயிற்றினால் 

இணைக்கப்பட்டுள்ளன. கயிற்றின் இழு விசையையும், சுவர், 

தரை ஆகியவற்றின் மீதுள்ள அழுத்தங்களையும் காண்க. 

(9) 2% நீளமுள்ள சீரான உத்திரம் ஒன்று அதன் ஓரு முனை 

ஒரு உராய்வுடைய கிடைத்தளத்தின் மேலும், மறு முனை சம 
உராய்வுடைய ஒரு நிலைக்குத்துச் சுவரின் மீது / உயரத்திலு 

மிருக்குமாறு வடிவியல் முறையில் சாத்தியமான கோணச்் சாய் 

வில் சாய்ந்து நிற்க முடிகிறது. உத்திரத்திற்கும், தளம் சுவர் 

ஆகியவற்றிற்குமிடையேயுள்ள உராருய்வுக் கோணம் $ 8-3. 

ji 4 
(விக விடக் குறைவாகயிருக்க முடியாதென்று காட்டுக: 

(10) 177 எடையும், 37 அடி நீளமும் கொண்ட 48 என்னும் 

சீராண ஏணி யொன்று அதன் மூனை யானது உராய்வுக் 

குணகம் $ கொண்ட ஒரு கிடைத்தரையின் மேலும், மறு முனை 

சியானது உராய்வுக் eer sib? கொண்ட சுரு நிலைக்குத்துச் ' 

சுவரின் மீது மிருக்குமாறு வைக்கப்படுகிறது. சுவரிலிருந்து 

சியின் தூரம் 12 அடி. ஏணியைச் சுவரை நோக்கி இலோசாக 

தகர்த்துவதற்கு ,4யில் செயல்படுத்த வேண்டிய கிடைவிசை 

ஆ 7 என்று காட்டு. 

(11) 2/ நீளமுள்ள ஏணிசயான்று ஒரு கிடைத்தளத்தின் 

(மேலும், ஒரு சுவரின் மீதும் தொடுகையிலிருக்ன்மாறு வைக்கப் 

படுகிறது. ஒவ்வொரு தொடுகைப் புள்ளியிலும் உராய்வுக் 

கோணம்), ஏணியின் எடையானது அதன் நடுப்புள்ளியி 
விருந்து கீழே £/ தூரத்தில் செயல்படுகிறதெனில், எல்லைச் சம 

நிலையில் நிலைக்குத்துடன் அதன் சாய்வு 0 என்பது ௦௦ 0 

௬0௦012), -4 00566 2), என்ற தொடர்பின் முலம் தரப்படு 

மிமன்று காட்டு. 

(12) 1 எடையுள்ள சீரான ஏணியொன்று கிடைத்தளத் 
துடன் 45” கோணச் சாய்வில் அதன் மேல் மூனை ஒரு உராய் 
வுடைய சுவரின் மீதும், கீழ் முனை உராய்வுடைய தரையின் ' 
(மேலும் இருக்குமாறு சாய்த்து வைக்கப்படுகிறது, மூ, pr 
என்பன முறையே ஏணி, தரை ஆகியவற்றிற்கும், ஏணி, சுவர் ஆகியவற்றிற்கு மிடையேயுள்ள உராய்வுக் குணங்களெனில்,,.
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அதன் கீழ் மூனையைச் சுவரை நோக்கி மெதுவாக நகர்த்து 

வதறகுத் தேவையான குறைந்தபட்ச கிடைவிசை 4 W 

(ட் 
1- தா ) என்று காட்டுக. 

(13) /நீளமும், 177 எடையுமுள்ள சீரான ஏணியொன்று 
அதன் அடி ம உராய்வுக் குணகமுடைய தரையின் மேலும், 

மேல் முனை ஒரு வழவழப்பான நிலைக்குத்துச் சுவரின்மீது மிருக் 
Gurn கிடைத்தளத்துடன் 6கோணச் சாய்வில் வைக்கப்பட் 

டுள்ளது. ஏணியின் அடியிவிருந்து 6 தூரத்திலுள்ள ஒரு புள் 
ளியில் செயல்படுத்தப்படும் 7” என்னும் கிடைவிகை அதண் 

அடியைச் சுவரை நோக்கி நகர்த்த சரியாகப் போதுமானதாக 

Wi 
யிருக்கிறதெனில், 72 ஆனது hoe (FH+$tan Oo) விட அதிக 

மாயிருக்க வேண்டுமென்று காட்டு. 

(14) 777 எடையுள்ள சீரான கோலொன்று அதன் கீழ் 

மூனை ஒரு உராய்வுடைய கிடைதளத்தின் மேலும், மேல் மூனை 

சம உராய்வுடைய நிலைக்குத்துச் சுவரின் மீதும் இருக்குமாறு 6 

கோணச் சாய்வில் வைக்கப்பட்டுள்ளது. அதன் நடுப்புள். 

ளியில் செயல்படுத்தப்படும் 2 என்னும் கிடைத்தள விசை 
யினால் அது நழுவி விடாமல் வைக்கப்பட்டுள்ளது. 9)“ 
என்பது உராய்வுக் கோணமெனில் 

P= Wtan (« -2)). 

என்று காட்டு, 

(05) ஒரு உராய்வுடைய கிடைத்தளத்தின் மேல் கிடைத் தளத்துடன் 45” கோணச் சாய்வில் சம உராய்வுடைய ஒரு சுவரின் மீது சாய்த்து வைக்கப்பட்டுள்ள 20 அடி நீளமும் 70 ராத்தல் எடையுமுள்ள ஒரு ஏணியின் மேல் 140 ராத்தல் எடை யுள்ள ஒரு மனிதன் ஏறுகிறான். உராய்வுக் குணகம் 3 எனில் ஏணி நழுவத் தொடங்குமுன் ஏணியில் எவ்வளவு தூரத்திற்கு, அம் மனிதனால் ஏற முடியும் ? 

(16) 45 நீளமுள்ள சீராண ஏணியொ 
தரையுடன் 4, கோணச் சாய்வில் தரையி 
லுள்ள ஒரு வழவழப்பான கிடை 
வைக்கப்பட்டுள்ளது. தரைக் 
உராய்வுக் கோணம் ), எனில் 

ன்றி கிடைத்தளத் 

் CO bg hous sh 
த்தளக் கிராதிக் கம்பியின் மீது 

சூம் ஏணிக்கு மிடையேயுள்ள 
_ ஏணியைப் போல் இரு மடங்கு



எடையுள்ள ஒரு மனிதன் ஏணியில் 3 910), - cosec («+ ) 
00560 24- 8 தூரத்திற்கு ஏற முடியுமென்று காட்டு, 

(17) 2ஈ நீளமுள்ள சீராண ஏணியொன்று கிடைத்தளத் 
தரையுடன் 4 கோணச் சாய்வில் தரையிலிருந்து 4 உயரத்தி 
லுள்ள ஒரு வழவழப்பான கிடைத்தளக் கிராதியின் மீது வைக் 
கப்பட்டுள்ளது. தரைக்கும், ஏணிக்கு மிடையேயுள்ள உராய் 
வுக்கோணம் )), எனில் ஏணியைப் போல் ஈ மடங்கு எடையுள்ள 
ஒரு மனிதன் ஏனியில் 

| 1 [2 (n+1) sin 2 sec (« — A) cosec 2 « ~ a] 

தூரத்திற்கு ஏணி நழுவாமல் ஏற முடியுமென்று காட்டு. 

(18) AB என்னும் ஒரு கனமான சீரான கோல் அதன் 
மூனை அயில் பொருத்தப்பட்டுள்ள ஒரு சீறு வளையத்தின் மூலம் 
410 என்னும் மற்றொரு நிலயான கிடைத்தளக் கோலின் மேல் 
நழுவிச் செல்லக் கூடியதாயிருக்கிறது. .2, £ ஆகியவை ஒரு 
நூலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. கோல் நழுவி விழுந்தருவா 
யிலிருக்கும்போது நிலைக்குத்துடன் 4 கோணச் சாய்விலுள்ள 
அக்கோலும், நூலும் செங்குத்தாகவிருக்கிறதெனில் உராய்வுக் 

tan 4 
—_———— i காட்டுக, 2187ல் “அறு காட்டு கூணகம் pl = 

19) 2ஈ நீளமும், 77* எடையுமுள்ள சீராண ஏணியொன்று 
அதன் ஒரு முனை ஒரு உராய்வுடைய நிலைக்குத்துச் சுவரின் 
மீதும், மறு மூனை சம உராய்வுடைய கிடைத்தளத் தரையின் 
மீதும் இருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. உராய்வுக்கோணம், 
கிடை த்தளத்தடன் ஏணியின் சாய்வு ஆகியவை முறையே ),, 6 
எனில், £ எடையுள்ள ஒரு வனிதன் ஏணியின் மேல் முனையி 

லிருந்து 

ரச ௦0% 2), 2 ௦21), - (87-29) 0 6 
ற 

தூரத்தை விடவும் பக்கத்தில் நெருங்க முடியாதென்று காட்டுக 

asin 2X   

(20) 2ஈ நீளமுள்ள கனமான கோலொன்று அதன் ஒரு 
முனை ஒரு. உராய்வுடைய நிலைக்குத்துச் சுவரிலிருக்குமாறு 
சாய்ந்தவண்ணம் ஒரு உராய்வுடைய முளையின்மேல் வைக்கப் 
பட்டுள்ளது. சுவரிலிருந்து முளையின்தூரம் ஈ என்றும், மூளையி 
லும் சுவரிலும் உராய்வுக் கோணம் ), என்றும் கொண்டு சுவ''
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ருடன் கோலின் தொடுகைப்புள்ளி மூளைக்குக் கீழேயிருந்தால், 
கோலானது கீழ்நோக்கி நழுவ முயலும்போது 

sin? 9° sin (0+20)=— 00850, 

என்றும், மேல்நோக்கி நகரமுயலும்போது 

sin? 9° sin (6 - 2) cos?) 

என்றும் காட்டுக, 

(21) ஒரு ஏணியானது அதன் கீழ்முனை ஒரு உராய்வுடைய 
கிடைத்தளத்தின் மேலும், மேல்முனை ஒரு உராய்வுடைய நிலைக் 

கூத்துச் சுவரின்மீதுமிருக்குமாறு எல்லைச் சமநிலையிலுள்ளது. 
தளம், சுவர் ஆகியவற்றின் உராய்வுக் குணகங்கள் முறையே 
ம், 1 ஆகும். ஏணியின் புவியீர்ப்பு மையம் ஏணியைக் கீழி 
ருந்து மேலாக a:b என்னும் விகிதற்தில் பிரிக்கிறது. ஏணி 

யானது அதன் இருமுனை களிலும் நழுவும் தருவாயிலிருந்தால், 
கிடைத்தளத்துடன் அதன் சாய்வைக் காண்க. 

(மதுரை பி,எஸ்ஸி. 1969 ஏப்., 70 ஏப்.) 

(22) ஒரு அரைவட்டத் தகடு அதன் வளைவு ஓரம் ண உராய் 
வுக் குணகமுடைய ஒரு கிடைத்தளத்தின் மேலும், சம உராய். 
வுடைய ஒரு நிலைக்குத்துத் தளத்தின் மேலும் தொட்டுக் 
கொண்பிருக்குமாறு ஒரு நிலைத்தளத்தில் வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
அடைத்தளத்துடன் அதன் விட்ட விளிம்பின் அதிகபட்சு 

. . 7 3 
சாய்வு 9811-1 (F TH) என்று காட்டு, 

(a ஆரையுள்ள அரைவட்டத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு மையம் 
அதன் விட்ட விளிம்பின் நடுப்புள்ளியிலிருந்து நேர்குத்தாக. 

5 தூரத்திலிருக்கும்) 

(23) ஒரு திண்ம அரைக்கோளம் அதன் வளைபரப்பு ஒரு. 
டைத்தளத் தரையின்மேலும், சம உராய்வுடைய ஒரு நிலைக் 

குத்துச் சுவரின்மீதுமிருக்குமாறு எல்லைச் சமநிலையில் வைக்கப். 
பட்டுள்ளது. கிடைத்தளத்துடன் அதன் அடிப்பாகத்தின் 
சாய்வு 

ட ப. ஹூய[3. மறு sin-! [ 3 i+ | 

என்று காட்டுக,
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(அரைக் கோளத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் அதன் அடிப் 

பக்க மையத்திற்குக் கீழே 7 தூரத்திலிருக்கும் :-- ச என்பது 

ஆரை), 

(24) ஒரு அரைக் கோளக் கிண்ணமானது அதன் வளை 
பரப்பு ம உராய்வுக் குணகமுடைய ஒரு கிடைத்தளத்தின் 

மேலும், ஒரு வழவழப்பான நிலைக்குத்துச் சுவரின்மீதுமிருக்கு 
மாறி சாய்ந்த நிலையில் வைக்கப்பட்டுள்ளது. கிண்ணம் நழுவும் 
நிலையிலிருக்கும்போது நிலைக்குத்துடன் அதன் அச்சின் சாய்வு 
$ரற-1 (2) என்று காட்டு. . (புவியீர்ப்பு மையம் கிண்ணத்தின் 
அச்சின் நடுவிலிருக்கும்). 

(25) ஈஆரையும் 14 எடையுமுள்ள ஒரு சீரான அரைக் 
கோளம் அதன் வளைபரப்பு ஒரு கிடைத்தளத்திலிருக்குமாறு 
வைக்கப்பட்டுள்ளது. அதன் சமதளப் பக்கத்தினமேல் [774 

  

  

  

  

படம் 167 

எடையுள்ள உராய்வுடைய துகளொன்று வைக்கப்படுகிறது. 
உராய்வுக்குணகம் ம எனில், சமதளப்பக்கத்தின் மையத்தி 

லிருந்து அத்துகளின் தூரம் ஆ . Wr ஐ விடவும் அதிகமாக 

யிருக்க முடியாதென்று காட்டுக. 

கிண்ணம் அல்லது உருளையினுள்ளே பொருட்களின் சமநிலை 

ஒரு அரைக் சோளக் கிண்ணத்தின் சமதள முகப்பின் 

மையம் 6 என்றும், அதன் உராய்வுக் குணகம் ம என்றும் 

கொள்க. இக் கோளத்தினுள் .48 என்னும் ஒரு கோல் சமநிலை 

யிவிருக்கின்றது |
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கோலின் எடையாகிய [177 என்பது கோலின் புவியீர்ப்பு 
மையம் வழியே நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். 

4யில் கிண்ணத்தின் நேர்குத்செதிர்விசையாகிய £ என்பது 
வளைபரப்புக்குச் செங்குத்தாக 40 வழியாகச் செயல்படும். 
சியில் கிண்ணத்தின் நேர்குத்தெதிர் விசையாகிய $ என்பது 
வளைபரப்புக்குச் செங்குத்தாக 86 வழியே செயல்படும். 
கோலின் முனை 5, முனை 4ஐ விட உயரத்திலிருப்பதால் முனை 4 
கீழ்நோக்கியும், மூனை 4 மேல் நோக்கியும் நகர முயலும். 

ஆகவே, யில் உராய்வு விசையாகிய PR என்பது தொடு 
கோட்டின் வழியே கீழ்முகமாகவும், யில் உராய்வு விசையாகிய 
BS என்பது தொடு கோட்டின் வழியே மேல்முகமாகவும் செயல் 
படும், அயில் செயல்படுகின்ற 8, ம£ ஆகியவற்றின் விளைவு 
விசையை 21 என்றும், தியில் செயல்படுகின்ற 6, ம ஆகிய 
வற்றின் விளைவு விசையை $1! என்றும் குறிபுபீடுக. &£, 71 
ஆகியவற்றிற்கும், 8, 51 ஆகியவற்றிற்குமிடையேயுள்ள 
கோணங்கள் கோளத்தின் உராய்வுக் கோணமாகிய ), விற்குச் 
சமமாகசூம். அதாவது, 180. ), - 

கோல் சம நிலையிலிருப்பதால் ]87, ஜட 5! ஆகிய மூன்று 
விசைகளும் ஒரு புள்ளியில் சந்திக்கும். இப் புள்ளியை 
என்று குறிப்பிடுக, இப்போது & 40 யில் திரிகோணச் 
ஆத்திரத்தைப் பயன்படுத்தி சமநிலையில் கிடைத்தளத்துடன் 
கோலின் சாய்வைக் காணலாம். ் 

மாதிரி 116: ஒரு நிலையான அரைக் கோளக் கிண்ணத்தி 
னுள்ளே அதன் ஆரைக்குச் சமமான நீளமுள்ள ஒரு சீரான: 
கோல் ஒரு நிலைக்குத்துத்தளத்தில் எல்லைச் சமநிலையிலிருக்கிறது 
கோலுக்கும் கிண் ணத்திற்குமிடையேயுள்ள உராய்வுக் குணகம் 

/£ எனில், கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு (ஸஹ. (; 4/7 2) 

என்று காட்டுக. 

  

(படம் ஜப் பார்க்கவும்) 

கோல் AB ஆனது கிண்ணத்தின் ஆரைக்குச் சமமாகை 
யால் ,4.86 ஒரு சமபக்க மூக்கோணமாகும், 

, 2042- LCBA=60°, | 
. LOAB=(60°-}); LOBA=(60°+}) 

கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு 9 எனில், ZOGB=(90° - 8):
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ஃ& 04£யில் திரிகோணச் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்துக. 

(1+1) cot ZOGB = 1. cot ZOAB-1. cot ZOBA 

2 cot (90° - 6) = cot (60° - ) - cot (60+) 

cos (60° - A) _ cos (60°+ A) 

sin (60°-)) sin (60°+)) 

sin (60°4-)) cos (60°~ A}- cos (60°+) sin (60°-) 
sin (60°-}) sin (60°+)) 

sin (60°+) - 60°+2) 

sin®60° - sin?) 

810 2), 

#- sin?) 

8 sin 7,008 ), 

3-4 sin?) 

8 tan X 

3 sec? ~4 tan? X 

8 tan X 

3 (1+tan?,)-4 tan®* 

8 tan 

3-tan*? X 

2 tang =   

  

    

  

6=tan- 4 (த ) 

மாதிரி 117: ஒரு கண்ணாடிக்கோல் ஓரு உருளை வடிவக் 
கண்ணாடிக் குவளையினுள்ளே ஒரு பகுதியும் வெளியே மறு 
பகுதியும் இருக்குமாறு குவளையின் நிலைக்குத்துப் பரப்பைத் 
தொட்ட. வண்ணம் சம நிலையிலுள்ளது. நிலைக்குத்துடன் கண் 
“டிக் கோலின் மீப்பெரு, மீச்சிறு சாய்வுக் கோணங்கள் 

மூறையே ட, 0 எனில் உராய்வுக் கோணம், 

R= tan-1 { sin? «< - sin® B 
——— oD Ano 
sin?« cos <+sin®8 cos B 

என்று காட்டுக.
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தீர்வு 
48 என்ற கண்ணாடிக்கோல் அதன் முனை சஅியொனது கண் 

ணுடிக்கு வளையின் உட்புறமாகவும், மூனை 8 வெளியிலுமிருக்கு, 
மாறும் விளிம்பை 7 என்னும் புள்ளியில் தொட்டுக்கொண்டு 

அடிப்படை இயந்திரவி யன் 

  

  

  
படம் 168 

சம நிலையிலிருக்கிறது. நிலைக்குத்துடன் கோலின் மீப்பெரு 
கோணச் சாய்வு 4 எனில், முனை 4 மேல் நோக்கியும் தொடு 
புள்ளி 2 வெளிநோக்கியும் நகர முயலும். 

எனவே, 4யில் உராய்வு விசை ப கீழ்நோக்கியும், தியில் 
உராய்வு விசை ம$ கோலின் வழியே உள்நோக்கியும் செயல் 
படும். கீயில் நேர்குத்தெதிர்விசை, உராய்வுவிசை ££ ஆகிய 
வற்றின் விளைவு விசை 7! எனில் £க்கும் £'க்குமிடையேயுள்ள 
கோணம் ), ஆகும். யில் நேர்குத்தெதிர்விசை 9 கோலுக்குச் 
செங்குத்தாகச் செயஃ படும் 

9) 25 ஆகியவற்றின் விளைவு விசை 4! எனில் இக்கும் 
ி*க்குமிடையேயுள்ள கோணம் ), ஆகும். 

கோலின் எடை ]7* என்பது அதன் நடுப்புள்ளி 0 வழியே 
* செயல்படும். கோல் சம நிலையிவிருப்பதால் ந, 81, 91 : 
ஆகிய மூன்று விசை களும் ஒரு புள்ளியில் (0-வில்) சந்திக்கும். 

4.8-2/ என்று கொள்க. +. 4047 

குவளையின் விட்டம் 28 என்று கொள்க, 

AP =2a cosec «
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PG= AG - AP =(I- 2a cosec &) 

Z PAO =(90° - < +) =[90° -(« - A)] 

L£PGO=« 

& 0௦40ல், திரிகோணச் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்துக " 

47-20-4027 

(GP+PA) cot ZOPG=GP cot ZOAP- PA cot 2 OGP 

I cot (90° - )--(1 - 2a cosec «) cot [90° - («x - AY] 
~ 2a cosec « cot ~ 

1 tan , =(I - 2a cosec «) tan (« - A) — 2a cosec 8 cot « 

/ [tan ) - tan (x -)]= -2a cosec x [tan (« - )+cot 4] 

[ [ஸ் _ sin (<4) 2a fsin(x-d) , £08 | 
005)... 608 ற ~ ‘gin «|cos(x-A) sinx fi 

ர sin A cos (« -A)-cosr கட] 

008,0௦0 (),- 4) 

- 2 [= sin (X -\)+cos x cos («-))} 
sin & cos (x =—,) sin X 

; sin A-K+A) _ 72a [Sa | 
  

cos x sin X sin «< 

, sin QA - 4) _ =2acosr ட 
ப படட = HS 

008 sin? 4 

_ 2a cos? 
I sin (&-2X) = “sin? x wee . Q@) 

நிலைக்குத்துடன் கண்ணாடிக் கோலின் மீச்சிறு சாய்வு: 

3 எனில், முனை 4 கீழ் நோக்கியும் தொடுபுள்ளி 2 உட்புறமாக 

வும் நகர முயலும். எனவே, உராய்வு விசைகள் எதிர் திசை 

களில் செயல்படும். எனவே, லஐ 8 என்றும், ),ஐ-), என்றும் 

மாற்றி மீச்சிறு கோணம் Bags sop தொடர்பைப் பெற: 

லாம். 

[2 (842 - எப்ப ட ட. இ, 

(1)ஐ (2) ஆல் வகுக்கவும். 

8 (6-2) _ sin? B 
sin (B+2) sin? «



412 அடிப்படை இயந்திரவியல் 

81? ஒ ற (4-2) 30 ௭ (042 

sin?« [sin x cos 2\-cos « sin 2 \]=sin? [sin 6 cos 2X 
. +cos B sin2 x) 

sin 2 ) [sin?« cos «+sin?8 cos 3] 008 20, [sin?« _sin3p! 

  

sin’ « -sin® 8 
tan 2) = “sin? « cos <4 8in®3 cos B 

h = dtan-! sin’x-sineB 1" | ஸ் 005% 4 810000 

சாய்தளத்தின் மேல் பொருட்களின் நழுவும், கவிழும் நிலைகள் 

ஒரு உராய்வுடைய சாய்தளத்தின்மேல் ஒரு உராய்வுடைய 
'பொருள் வைக்கப்பட்டுள்ளதாகக் கொள்வோம். பொருளுக் 
சூம் தளத்திற்குமிடையேயுள்ள உராய்வுக் கோணம் XN என்க. 
இப்பொழுது தளத்தின் சாய்வைப் படிட்படியாக உயர்த்திக் 
கொண்டே போவோமானால் தளத்தின் சாய்வுக்கோணம் 
க்குச் சமமாசயிருக்கும்போது பொருள் சாய்தளத்தில் கீழ்முக 
மாக நயுவத் தொடங்கும். இவ்வாறு சாய்தளத்தின் சாய்வு 
படிப்படியாக உயர்த்தப்படும்போது அப்பொருள் நழுவாமல் 
கவிழுவதாகக் கொள்வேரம், இங்ஙனம், பொருளானது 
கவிழுவும் நிலையிலிருக்கும்போது தளத்தின் சாய்வு 9 என்க. 
எனவே, 69 4), எனில் பொருளானது நழுவுமூன் கவிழத் 
தொடங்குமென் றறியலாம். மாறாக, ), 4 0 எனில், சாய்தளத் 
தின் சாய்வு படிப்படியாக உயர்த தப்படும்போது,பொருளானது 
கவிழுமுன் நழுவத் தொடங்கும். பின்வரும் மாதிரிகளில் இக் 
“கோட்பாடுகள் விளக்கப்பட்டுள்ளன., ் 

மாதிரி 118: ஈ ஆரையும் %$ உயர மூழூடைய ஒரு கூம்பு ஒரு சாய்தளத்தின் $மல். வைக்கப்பட்டு, தளத்தின் சாய்வு படிப்படி 
பாக உயர்த்தப்படுகிறது. உராய்வுக் goon wih ;, 8 விடக் 

குறைவாகயிருப்பின் கூம்பு கவிழுமுன் நழுவத்தொடங்கு 
மென்று காட்டுக, ் 

OQ என்னும் சாய்தளத்தின்மேம் VAR என்னும் கூம்பு 
வைக்கப்பட்டு, சாய்தளத்தின் சாய்வு படிப்படியாக உயர்த்தப் 
படுகிறது. 0 என்பது அடிப்பக்கத்தின் மையம். கூட்பின் 

உயரம் / ஆதலின் 0-3 ஆகும். (*புவியீர்ப்பு மையம்” 

பார்க்கவும்)
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AM = அடிப்பக்க ஆரை =r. 

கூம்பு கவீழும் நிவையிலிருச்குப்போது, அதன் ஓரத்தைச் சுற்றி 
(கீயைச் சுற்றி) கூம்பு திரும்புமாகையால் சாய்தளத்தின் மேல் 
கூம்பின் அழுத்தம் 4யில் மட்டுமே செயல்படும். அதாவது, 
கூம்பின் மூழூ எடையும் 4 வழியே செயல்படும். எனவே, க 
என்பது நிலைக்குத்துக் கோடாகும். 
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இவ்வாறு கூம்பு கவிழும் நிஷையிலிருக்கும்போது சாய்தளத் 
தின் சாய்வு ஒ என்க. ,, 74047 4 ஆகும். 

AM r-_ 4 A AMGu3 8G 53), 472.3. OBS. 88%“ ற Th 
கூம்பு நழுவும் நிலையிலிருக்கும்போது சாய்தளத்தின் சாய்வு, 

உராயவுக் கோணம் )க்குச் சமமாகயிருக்கும். 

ஆனால் கூம்பு கவிழும் நிலையில் சாய்தளத்தின் சாய்வு of 
ஆதலின், கூம்பு கவிழுமுன் நழுவ வேண்டுமாயின், 

A<« 
-, tanyr < tan « 

4r 
H< » 

மாதிரி 119: இருவடிவொத்த வட்ட உருளைக் கட்டைகள் 
ஒன்றையொன்று தொட்டுக் கொண்டு ஒரு உராய்வுடைய.
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கிடைத்தளத்தின் மேலிருக்கின்றன. இவற்றுடன் வடிவொத்த 
மூன்றாவது வட்ட உருளைக் கட்டையொன்று இவற்றின் அச்சுக் 
களுக்கு இணையாக அதன் ௮ச்௬ இருக்குமாறு இவற்றின் மேல். 
வைக்கப்படுகிறது இவை சம நிலையிலிருக்க வேண்டுமாயின் 
இவற்றிற்கிடையேயுள்ள உராய்வுக் குணகம் (2- V3)a9 விட 
அதிகமாகயிருக்க வேண்டுமென்று காட்டுக. 

தீர்வு 

மூன்று உருளைக் கட்டை களின் புவியீர்ப்பு மையங்களின் . 
வழியே செல்லும் நிலைக்குத்துக் குறுக்கு வெட்டுகளின் அமைப் 
பைக் கற்பனை செய்து கொள்க. மூன்று கட்டைகளும் வடி 
வொத்திருப்பதாலும், சீராக வைக்கப்பட்டுள்ளதாலும் இம் 

மூன்று குறுக்கு வெடடுக்களும் ஒரே நிலைத்தளத்திலமையும். 
மூன்று கட்டை சளின் குறுக்கு வெட்டுக்களும் மூன்று சம வட் 
உங்களாகயிருப்பதோடு, அவற்றின் புவியீர்ப்பு மையங்களும் 

  

      

Zz , w ரூ 

R 

A 3 உரு 
டத் yw 

[ப 82 

ண் ட் < 
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“இக் குறுக்கு வெட்டு வட்டங்களும் மையங்களாகயிருக்கும். 
இம்மையங்களை 4, 8, 0 என்க, எனவே, 480 ஒரு சமபக்க 
.முக்கோணமாகும், 

உருளை 4ீயில் செயல்படும் விசைகளைக் கவனிக்கவும். 
அதன் எடையாகிய 77: புவியீர்ப்பு மையம் 4 வழியே 

'செயல்படும். 

கிடைத்தளத்தின் எதிர்வரிசை 1 என்பது தொடு புள்ளி 
“வழியே மேல்நோக்கிச் செயல்படும், ,4யின் மீது யின் அழுத்
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தமூம், யேன் மீது 4யின் எதிரழுத்தமும் சமமாகவும் எதிராகவும் 
மையக் கோட்டின் வழியே செயல்படும். இச்சம எதிரழுத்தங் 

களை £ என்று குறிப்பிடுக. இதுபோல் 4, 2 ஆகிய உருளை 
.களுக்கிடையே அவற்றின் மையக் கோட்டின் வழியே & என் 

னும் சம எதிரழுத்தங்கள் செயல்படும். 

உருளை யின் அழுத்தம் காரணமாக. உருளை 4அயானது 
வெளிப்புறமாக உருள முயலுமாகையால், ம, 2 ஆகிய தொடு 
புள்ளிகளில் முறையே 7, 7” என்னும் உராய்வு விசைகள் உட் 
புறம் நோக்கிச் செயல்படும். 

உருளைகளின் ஆரைகளை ச என்று கொள்க, 

உருளை 4யின் சமநிலையைக் கருதுக, 

ஏ யைப் பற்றிய திருப்புத் திறன் காண்க, 

ச்ச 21, உ F = F} 

கிடைத்திசையில் விசைப் பிரிப்புச் செய்க. 

F'+F cos 30° - R cos 60°- S=0. 

ஆனால் 71 - / ஆகையால், சபா அரே 4 +5. 

V3\_ (432) “ர்க 

3இன் குறைந்தபட்ச மதிப்பு பூச்சியமாகுமாகையால், 

: Fo—>™ 
அல்லது, 2 V3 ear) 

1 
273 
>2-/3. 

எல்லைச் சமநிலையில் ஆம ஆகையால் 

82 (2- 473) 

மாதிரி 120: உராய்வுடைய ஒரு மேசையின் மேல் ஒரு 
கூம்பு, அதன் அடிப்பக்கம் மேசையைத் தொட்டுக் கொண்
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டிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. அதன் உச்சியில் கட்டப். 

பட்டுள்ள இலேசான கயிறு ஒன்று உச்சியுடன் .-௪ம உயரத்தி 
லுள்ள ஒரு வழவழப்பான கம்பியின் வழியே சென்று அதன் 

மறு முனையில் ஒர எடையைத் தாங்குகிறது: கூம்பின் அரை 
யுச்சிக் கோணம் 4 எனில், இந்த எடையைத் தொடர்ந்து அதி 

கரித்துக் கொண்டேயிருந்தால், உராய்வுக் குணகம் 18௩ ஒஐ 

விட அதிகமாகவோ குறைவாகவோயிருப்பதற்கேற்ப கூம்பு 

கவிழும் அல்லது நழுவும் என்று காட்டுக, 

தீர்வு | 

480 என்பது 4 அரையுச்சிக் கோணமும் / உயரமுமுடைய 
ஒரு கூம்பு, அதன் உச்சியில் கட்டப்பட டுள்ள ஒரு கயிறு 
அதே மட்டத்திலுள்ள £ என்னும் கப்பிவழியே சென்று 7 
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என்னும் எடையைத் தாங்குகிறது. கயிற்றின் இழுவிசையை 
T என்று குறிப்பிடுக. 

சிடீரீ என்பது கூம்பின் அச்சு. 

tan «= ; ஆதலின். 

r=h tan ட, 

கூம்பின் எடை 17” என்பது அதன் ஈர்ப்பு மையம் 0 வழியே 
செயல்படும். . 

கயிற்றின் இழுவிசையானது அது தாங்கும் எடைக்குச் சம் 
மாகுமாகையால், 7” 7 ஆகும். ்
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கயிற்றில் தொங்கும் எடை 7; ஆகயிருக்கும்போது கூம்பு 
கவிழத்தொடங்குவதாகக் கருதுக. எனவே, மேசையின் மீது 
கூம்பின் அழுத்தம் முழுவதும் யேல் மட்டுமே செயல்படும். 
எனவே, ஜேட் பற்றி திருப்புத்திறன் காண்க, 

T.AM=W.MC 

T.k=W.r 

ஆனால், 742, ஆகையால். 2, ந], 21௧04 

°° Py = W tan ஷ், 

இப்பொழுது கயிற்றில் தொங்கும் எடை 2, ஆகயிருக்கும் 
போது கூம்பு நழுவுவதாகக் கொள்வோம். நிலைக்குத்துத் 
திசையில் கூம்புக்கு இயக்கமெதுவும் இல்லையாதலாலும், 
கூம்பின் எடை 74” மேசையின்மீது கீழ்நோக்கி அழுத்துவ 
தாலும், மேசையுன் எதிரெழுத்தம் 8 ஆனது அதற்கு எதிரா 
கவும் சமமாகவுமிருக்கும். 

R=W 

மேலும், கூம்பு 80 திசையில் நழுவுமாகையால், உராய்வு 
விசையாகிய 7 ம £ என்பது 08 திசையில் செயல்படும். 

கிடைத் திசையில் விசைப் பிரிப்புச் செய்தால், 

T= PR 

என்று காணலாம். ஆனால், இப்பொழுது 7-2, ஆகையால், 

Pi, = PR = pW 

ஆகவே கூம்பு கவிழவோ அல்லது நமுவவோ வேண்டுமாயின் 

2, 52) அல்லது 29.2, | 
ஆகயிருக்க வேண்டும். 

அதாவது, 777100 4 அல்லது? மச 

அதாவது, 1420 ஒ 4 அல்லது ம 

அல்லது, ். மூ அல்லது « 

மாதிரி 121: சீரான உருளையொன்று அதன் அச்சு கிடை 
யாக யிருக்குமாறு ஒரு கிடறடைத்தளத்தின் மேல் வைக்கப்பட் 
டுள்ளது. ஒரு பலகையானது அதன் ஒரு முனை கிடை த்தளத் 

தின் மேலிருக்குமாறு உருளையின் மேல் குறுக்கு வசமாக 
வைக்கப்படுகிறது. பலகை உருளையின் மேல் நழுவும் நிலையி 

௮. இ..-27
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விருப்பின் அவற்றிற்கிடையேயுள்ள உராய்வுக் கோணம் 
கிடைத்தளத்துடன் பலகையின் சாய்வுக் கோணத்தில் பாதி 
யாகுமென்று காட்டுக. 

தீர்வு 

AX என்னும் கிடைத்தளத்தின்மேல் 6 என்னும் உருளை 
வைக்சப்பட்டுள்ளது, 48 என்னும் பலகை இவ்வுருளையின் 
மேல் சாய்வாக, கிடைத்தளத்தை யிலும், உருளையை விலும் 

, ந 

    
  க் [3 P % 

படம் 172 

தொடுமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 2 என்பது கிடைத்தளத் 
துடன் உருளையின் தொடுபுள்ளி. 

7,0 ஆகிய புள்ளிகளில் கிடைத்தளம், பலகை ஆகிய 
வற்றின் நேர்குத்தெதிர்விசைகளாகிய 5; £ என்பன PC, oc 
ஆகிய ஆரைகளின் வழியே செயல்படும். பலகையின் 
அழுத்தம் காரணமாக உருளை வெளிநோக்கி நகர மூயலுமாகை 
யால், சியில் 2, = மடி என்னும் உராய்வு விசை PAg நோக்கியும் 
வில் 77,278 என்னும் உராய்வு விசை 0.4ஐ நோக்கியும் 
செயல்படும். 

யில் செயல்படும் 6, 7, ஆகியவற்றின் விளைவு விசையை 
என்றும், வில் செயல்படும் R, ம ஆகியவற்றின் விளைவு 

விசையை £, என்றும் குறிப்பிடுக. &, 2, ஆகியவற்றிற்கு 
இடையேயுள்ள கோணம் உராய்வுக் கோணம் க்குச் 
சமமாகும். 

உருளையின் எடையாகிய 17 என்பது ௦ வழியே நிலைக்குத் 
தாகக் கீழ் நோக்கிச் செயல்படும், அதாவது ௦22 வழியே செயல். 
படும். ஆகவே, 1, $, ஆகிய இருவிசைகளும் 2 வழியே 
செல்கின்றன.



உருளையானது 77, 5, 2, ஆகிய மூன்றுகளின் கீழ் சம 
நிலையிலிருப்பதாலும், இவற்றுள் 777, 5, ஆகிய இரு விசைகளும் — 
2 வழியே செல்வதாலும், 8-ம் 2 வழியே செல்லும், அதாவது 
R, org OC வழியே செயல்படும். ~ L£POC=j. 

கிடைத்தளத்துடன் பலகையின் சாய்வு 2 ஷ என்க, 4ஜேச் 

சேர்க்கவும். 

£PAC= £QAC= 

4400 2470-90” ஆகையால், .4200 ஒரு வட்ட 
நாற்கரம் 

LPQC= £PAC 

ஆதாவது, ),- ஆ 

ஆகவே, உராய்வுக் கோணம். ),-கிடைத்தளத்துடன் 

பலகையின் சாய்வில் பாதி. 

மாதிரி 122: 28 நீளமும் 777 எடையும் கொண்ட சீரான 
பலகையொன்று அதன் நடுப்புள்ளி ஒரு உராய்வுடைய 
கிடைத்தள உருளையின் மேலிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
உருளையின் ஆரை ச், உராய்வுக் கோணம் ), எனில், உருளை 
'நகர்ந்துவிடாமல் பலகையின் ஒரு முனையில் வைக்கப்படக் 

கூடிய மீப்பெரு எடை Pd ர7* என்று காட்டு. 
a-byr 

தீர்வு 

0-ஐக் குறுக்குவெட்டு மையமாகக் கொண்ட உருளையின் 
உடச்சிப்புள்ளியாகிய /8-இல் பலகை சறீயின் நடுப்புள்ளி 
GC இருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 

இப்பொழுது முனை பில் 1771 என்னும் எடை வைக்கப் 
படுகிறது. 

இதன் காரணமாக, பலகையானது சற்றே தாக்கிய நிலைலை் 

சம நிலையிலிருக்கும். எனவே இப்போது பலகையானது 
உருளையின் மேல் 6 என்னும் வேறொரு புள்ளியில் தொட்டுக் 
கொண்டிருக்கும். 

4191 என்பது பலகையின் புதிய நிலை, (1 என்பது அதன் 
.நடுப்புள்ளியின் புதிய நிலை. 

பலகையின் எடையாகிய 1*7* ஆனது 01! வழியே ர செயல் 

படும்,
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யில் இணைக்கப்பட்டுள்ள எடை 71 ஆனது 81 வழியே 
y செயல்படும். 

பயில் உருளையின் நேர்குத்தெதிர்விசையாகிய £ என்பது. 

0௦ வழியே செயல்படும். பலகையானது கீழ்நோக்கி நகர 
மூயலுமாகையால் யேல் உராய்வு: விசையாகிய ம £ என்பது 
041 வழியே செயல்படும். &,ம 8 ஆகியவற்றின் விளைஷூ 

விசையை &' என்று குறிப்பிடுக. 

  

  

  

i ப் 
i ts 
A Ri: 

x, 

th. : 
b yf 

ர 

ட் ணை ] கல் :0 
oh} 

w wi 

படம் 17$ 

, பலகையானது 7, 1774, 8* ஆகிய மூன்று விசைகளினால் 
சம நிலையிலிருக்கின்றது. இவற்றுள் 177, 1771 ஆகியவை நிலைக் 
சூத்தாகயிருப்பதால், &£!ம் நிலைக்குத்தாக யிருக்கும். 

2 £08- உராய்வுக் கோணம்), 

4000- ச&108-)), 

இப்பொழுது 001 - வட்டவில் 60-ம் 9), 

2'-2101-001--ர- 0) 

ஜேப்பற்றித் திருப்புத்திறன் காண்க. 

சூ. சே 212
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W. CG! cos X= W!. BC cos d 

7. தூ), = W', (a-b)) 

ர 
ர ராண ர ம 1 

ய 

பயிற்சி 15 

(1) ஒரு நிலையான நிலைக்குத்து வட்டத்திற்குள் சீரான 
'கோலொன்று மையத்தில் 2$ கோணத்தைத் தாங்கிக்கொண்டு 
'சமநிலையிலிருக் கிழது, அதன் மேல்முனை வழவழப்பாகவும், கீழ் 

மூனை ), உராய்வுக்கோணமுூடையதாகவுமிருக்கின்றன. கிடைத் 

. ss கோலில் . ட sin X 
துளத்துடன் கோலின் சாய்வு tan (அட 5205 03 

என்று காட்டுக, 

(2) உராய்வுடைய ஒரு உள்ளீடற்ற கோணத்தினுள்ளே 
சீரான கோலொன்று எல்லைச் சமநிலையிலுள்ளது. உராய்வுக் 
கோணம் ), எனில்* கோலானது மையத்தில் தாங்கும் கோணம் 
24 ஆகயிருந்தால் கிடைத்தளத்துடன் அதன் சாய்வு 18 1 

811) 2 )) . 

12008 (6-1), 005 aaa என்று காட்டுக, 

(3) ஒரு உராய்வுடைய உள்ளீடற்ற கோணத்தினுள்ளே 
சீரான கோலொன்று எல்லைச் சமநிலையிலுள்ளது. உராய்வுக் 
கோணம் ), எனில், கோலானது மையத்தில் தாங்கும் கோணம் 

2 ஆகயிருந்தால், கிடைத்தளத்துடன் அதன் சாய்வு 8-7 

{4 {tan (45-80 (-)0)] என்று காட்டுக. 

(4) ஒரு உராய்வுடைய நிலைக்குத்து வட்டத்தினுள்ளே 

சீரான கோலொன்று எல்லைச் சமநிலையிலுள்ளது. உராய்வுக் 

கோணம் ), எனில், கோல் மையத்தில் தாங்கும் கோணம் 2 
ஆகயிருப்பின், கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு 481-* 

sin2X . . 

1௭3 A+cos 2 z} என்று காட்டு, 

(5) சஆரையுள்ள ஒரு உராய்வுடைய நிலைக்குத்து வட்டத் 

தினுள்ளே சீரான 2/ கோலொன்று எல்லைச் சமநிலையிலுள்ளது. 

உராய்வுக் குணகம் ம எனில், கிடைத்தளத்துடன் கோலின் 
ரர 19 

சாய்வு ௦௦41-1 (“ Ee ! ) என்று காட்டு.    
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(6) ௭4/2 உள் ஆரையுள்ள ஒரு நிலையான உராய்வுடைய 
கோளத்தினுள்ளே 2௦ நீளமுள்ள சீரான கோலொன்று வைக்கப் 

பட்டுள்ளது. கோலின் ஒரு மூனை கோளத்தின் மையத்திற்கு. 

நிலைக்குத்தாகக் கீழே இருக்கும்போது அது எல்லைச் சமநிலையி 
லிருந்தால், அதன் இரு மூனைகளிலும் உராய்வுக் குணகங்கள் 
சமமாயிருக்குமென்ற தற்கோளின் அடிப்படையில் உராய்வுக் 
கோணத்தைக் காண்க. 

(7) ஒரு நிலையான அரைக் கோளக் கிண்ணத்தினுள்ளே 
அதன் ஆரைக்குச் சமமான நீளமுடைய சீரான கோலொன்று 
ஒரு நிலைத்தளத்தில் சமறிலையிலுள்ளது. கோலுக்கும் கிண்ணத் 
திற்குமிடையேயுள்ள உராய்வுக் குணசம் 1 எனில், எல்லைச் சம 
நிலையில் கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு 1-1 (2) என்று 
காட்டுக. 

(8) வட்டமாக வளைக்கப்பட்டு நிலைத்தளத்தில் நிறுத்தப் 
பட்டுள்ள ஒரு சீரான உராய்வுடைய கம்பியுடன் ஒரு சீரான 
கோலின் முனைகளிரண்டும் இலேசான வளையங்களின் மூலம். 
இணைக்கப்பட்டுள்ளன. கோலானது வட்டத்தின் மையத்தில் 
24 கோணத்தைத் தாங்குகிறது. ஃம்பிக்கும் வளையங்களுக்கு 
மிடையேயுள்ள உராய்வுக் கோணம் (<n/4). நிலைக்குத்: 
துடன் கோலின் குறைந்தபட்ச சாய்வுக் கோணம் 9. என்பது 

tan @=cot 2 }+cos 2 « cosec 2X 

என்ற சமன்பாட்டின்மூலம் தரப்படுமென்று காட்டுக. 

(9) ஒரு நிலையான அரைக்கோளக் கிண்ணத்தின் விளிம்பூ - 
வழவழப்பாகவும், கிடைத்தளமாகவுமிருக்கிறது. அதன் உராய் . 
வுடைய உட்பரப்பின்மேல் வைக்கப்பட்டுள்ள m எனும் 
பொருண்மையானது விளிம்பின் வழியாகச் செல்லும் ஒரு. 
நூலின் மூலம் அதன் ஒரு நுனியில் தொங்கிக் கொண்டிருக்றும் 
$11) பொருண்மையுடன் இணைக்கப்பட்டுள்ளது. கிண்ணத்தி 
னுள்ளேயிருக்கும் கயிற்றுப் பகுதி கிண்ணத்தின் மையத்தின் 
120” கோணத்தைத் தாங்குகிறதெனில் உராய்வுக் குணகம் ,/3 
என்று காட்டுக, 

(10) க,4 ஆகியவற்றை நீள, அகலங்களாகக் கொண்ட 
ஒரு செவ்வகத் தகடு அதன் தளம் நிலைக்குத்தாகயிருக்குமாநூ 
ஒரு உராய்வுடைய கிடைத்தளத்தின்மேல் வைக்கப்பட் 
டுள்ளது. அதன் உச்சியில் இணைக்கப்பட்டுள்ள ஒரு நூலைக் 
கிடைத்தளமாக இழுப்பதன்மூலம், அதன்மீது அதிகரித்துக்
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கொண்டேயிருக்கின்ற .விசையொன்று செயல்படுத்தப்படு 
கிறது. தகடு ழழுவு முன் எப்பொழுது கவிழத் தொடங்கு 

மென்று காண்க. . 
(சென்னை 1963 ஏப்... 

(11) ச நீளப் பக்கங்களைக் கொண்ட சதுரத்தை அடிப்பாக 

மாகக் கொண்ட / உபரமுள்ள சீரான திண்மப்பட்டைக் கூம்பு 

(ரோகார்ம்) ஒன்று அதன் அப்பாகம் ஒரு உராய்வுடைய கிடைத் 

தரையின் மேலிருக்குமாறு வைக்கப்படுகிறது. அடிப்பாகத்தின் 

இரு எதிர்பக்கங்கட்கு இணையான திசையில் செயல்படுமாறு 

அதன் உச்சியில் அதிகரித்துக் கொண்டேயிருக்கின்ற கிடைத் 

தளவிசையொன்று செயல்படுத்தப்படுகிறது.உராய்வுக் குணகம் 

எனில், ம 4 அல்லது” oh என்பதற்கேற்ப பட்டைக்கூம்பு 

நழுவுவதன்மூலம் அல்லது கவிழ்வதன்மூலம் சமநிலை சீர்கெடு 
மென்று காட்டுக, 

(12) ஒரு சிடைத்தளத்தின்மேல் சதுரத்தகடு ஒன்று நேர் 
குத்தாக நிற்கின்றது, அதன்மேல் மூளைகளுள் ஒன்றில் ஒரு 
நூல் கட்டப்பட்டு மெதுவாக அதிகரிக்கின்ற விசையினால் அம் 
மூனை வழி. மூலைவிட்டத்திற்குச் செங்குத்தான திசையில் இழுக் 

கப்படுகிறது. உராய்வுக் குணகம் $ஐ விட அதிகமானால் தகடு 

i ற் எல் க. 
BEM மூன்னால் கவிழும் என்று நிறுவுக:.. ள்ள (96 ஏப்ப 

(13) ஒரு உராய்வுடைய சாய்தளத்தின்மேல் சீரான கூம்பு 

ஒன்று வைக்கப்பட்டுள்ளது. கூம்பின் அரையுச்சிக் கோணம் 

௯ எனில், உராய்வுக் குணகம் 418௩ ல ஐ விடக் குறைவாகயிருந் 

தால், கூம்பு கவிழுமுன்னால் நழுவுமென்று காட்டுக. 
(சென்னை பி.எஸ்ஸி, 1966 செப்.) 

உராய்வுக் குணகம் 4 எனில், கூம்பு ஒரே நேரத்தில் நழு 

வுந் தருவாயிலும், கவிழுந் தருவாயிலுமிருந்தால் கூம்பின் 

உச்கிக் கோணத்தைக் காண்க, 
(சென்னை பி.எஸ்ஸி, 61 செம், 

(14) ஒரு உராய்வுடைய கிடைத்தளத்தின்மேல் அடிப்பாக 
மிருக்குமாறு உச்சிக் கோணம் 2 ஷ கொண்ட நேர்வட்டக்கூம்பு 
ஒன்று வைக்கப்படுகிறது. அதன் உச்சியில் ஒரு நூலைக் கட்டி 
மெதுவாக அதிகரித்துக் கொண்டிருக்கும் விசையினால் கிடைத் 
திசையில் இழுக்கப்படுகிறது. ), என்பது உராய்வுக் கோண
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மெனில், 4 ஃ& அல்லது 5 )), என்பதற்கேற்ப அதன் இயக் 
கத்தை ஆராய்க. 

(15) கிடைத்தளத்துடன் ஒ சாய்விலுள்ள ஒரு சாய்தளத் 
தின் மேல் அடிப்பாகம் இருக்குமாறு அடிப்பக்க ஆரை சயும், 
உச்சிக்கோணம் 2 எ-ம் கொண்ட சீரான நேர்வட்டக் கூம்பு 

ஒன்று வைக்கப்பட்டுள்ளது. கூம்பைச் சாய்தளத்தின் மேல் 
நோக்கி நகர்த்த முயலும் ஒரு கிடைவிசையானது அதன் உச்சி 
யில் செயல்படுத்தப்படுகிறது. 5102 4 ஆ 818. (4-4) என்ப 
தற்கேற்ப கூம்பு நழுவும் அல்லது கவிழுமென்று நிறுவுக. 

(16) 32 நீளப் பக்கங்களைக்கொண்ட கன சதுரக்கட்டை 
யொன்று ஒரு கிடைத்தளத் தரையின்மேல் வைக்கப்பட் 
டுளளது. தரைக்கும் கட்டைக்கு மிடையேயுள்ள உராய்வுக 
குணகம் ம. படிப்பரியாக அதிகரிக்கும் கிடைவிசை யொன்று 
கனசதுரத்தின் நிலைக்குத்துப் பக்கத்திற்குச் செங்குத்தாக, கன 
சதுரத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் வழிநிலைத் தளத்தில் செயல்படுத் 
தப்படுகிறது, அவ்விசையின் இடுபுள்ளி 7 BOL. அதிகமான 

உயரத்திலிருந்தால் ம.ஃ$ ஆகயிருக்கும்போது கட்டையானது 
கவிழாமல் நழுவ முூயலுமென்றும் 23 ஆகியிருக்கும்போது . 
நழுவாமல் கவிழ முயலுமென்றும் காட்டுக. 

(17) சாய்வுக்கோணம் 9 (< 7) கொண்ட ஒரு சாய்தளத் 

தின்மேல் ஒரு கனசதுரம் அதன் மேல் ஓரங்களிரண்டும், கீழோ 
சங்களிரண்டு கிடையாயிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
சாய்தளத்திற்கும், கனசதுரத்திற்கு மிடையேயுள்ள உராய்வுக் 
குணகம்$ (1-8 6) ஐவிட அதிகமாயிருந்தால் அதன் மேல் 
விளிம்பின் நடுப்புள்ளியுடன் இணைக்கப்பட்ட ஒரு கயிற்றைச் 
சாய்தளத்தின் மிப்பெரு சரிவுக்கு இணையாக இருப்பதன்மூலம் 
கனசதுரம் கவிழாதவாறு தளத்தின் மேலே இழுப்பது சாத்திய 
மில்லையென்று காட்டுக, 

(18) சீரான உருளையொன்றை அதன் அடித்தளம் ஒரு உராய்வுடைய சாய்தளத்தின் மேல் இருக்குமாறு வைத்து, சாய் 
தளத்தின் சாய்வு படிப்படியாக உயர்த்தப்படுகிறது. உருளை 
யின் விட்டத்திற்கும் உயரத்திற்கு மிடையேயுள்ள விகிதம் 
உராய்வுக் குணகத்தைவிடக் குறைவாகயிருந்தால், உருளை 
நழுவுமூன் கவிழுமென்று நிறுவுக,
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(19) ஈநீளப் பக்கமூடைய சதுரமான அடிப்பாகத்தைக் 
கொண்ட 4 உயரமுள்ள ஒரு சீரான செவ்வகக் கட்டை ஒரு 
உராய்வுடைய கிடைத்தளத்தின் மேல் வைக்கப்பட்டு, அதன் 

அடிப்பாகத்தின் இரு ஓரங்களுக்கு இணையாக அத்தளம் மெது 
வாகத் தூக்கப்படுகிறது. உராய்ருக் குணகம் ம எனில், a> 

அல்லது ஃம என்பதற்கேற்ப கட்டையானது நழுவும் அல்லது 
கவிழமுமென்று காட்டுக, 

(20) கிடைத்தளத்துடன் 4 கோணச் சாய்விலுள்ள ஒரு 
உராய்வுடைய சாய்தளத்தின் மேல் 9” என்னும் எடை வைக்கப் 
பட்டுள்ளது. உராய்வுக் குணகம் 2180 4. தளத்தின் மேல் 

எடையை நகர்த்தக் கூடிய மிகச் சிறிய கிடைவிசை473 xW, 
என்றும், தளத்தின் மீப்பெரு சரிவுக்கு 60” சாய்வுடன் கூடிய 
திசையில் எடை. நகருமென்றும் காட்டுக, 

(21) கிடைத்தளத்துடன் 45? கோணச் சாய்விலுள்ள ஒரு 

உராய்வுடைய தளத்தின் மேல் ( = 33] 7* என்னும் எடை 

- வைக்கப்பட்டு, தளத்தின் உச்சியிலுள்ள 4 என்னும் ஒரு சிறிய 
வழவப்பான வளையத்தின் வழியே செல்லும் நூலில் தொங்கிக் 
கொண்டிருக்கும் 72 என்னும் எடையுடன் இணைக்கப்பட் 
டுள்ளது. தளத்தின் மீப்பெருஞ் சரிவுடன் 4]7* என்ற நூலின் 
அதிகபட்ச சாத்தியமான சாய்வு 9 எனில், 17-32 ஆனால் 

cos= 96 22 என்று காட்டுக, 

(22) 2a, 23% .பக்கங்களுடைய ஒரு சீரான செவ்வகப் 

பலகையானது ச இடை வெளியில் ஒரே கிடைக்கோட்டிலுள்ள 

இரு உராய்வுடைய முளைகளின் மேல் சமநிலையிலிருக்கின்றது. 
உராய்வுக் கோணம் ), எனில், கிடைத்தளத்துடன் 2ஈ பக்கத் 
தின் சாய்வாகிய 6 என்பது 

4008), ௦05 (20+))=a cos 6- sin 8 

என்ற சமன்பாட்டினால் தரப்படுமென்று காட்டுக. 

(சென்னை எம். எஸ்ஸி, 1966) 

(23) 2௪ நீளமான சீரான இருசம நீளக் கோல்கள் அவற் 
றின் ஒரு முனைகளில் ஒரு பிணயலினால் வழவழப்பாக இணைக் 
கப்பட்டு 2 ஆரையுள்ள ஒரு உராய்வுடைய நிலையான கோளத் 
தின்மேல் சமம் சீருடன் வைக்கப்பட்டுள்ளன, உராய்வுக் 

குணகம் * எனில், எல்லைச் சமநிலையில் நிலைக்குத்துடன் ஒவ்
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வொரு கோலின் எல்லைச் சாய்வும் tan-* (=) $என்று காட்டுக. 

(24) 2 நீளமுள்ள சீரான பலகையொன்று அதன் ஒரு 
மூனை ஒரு உராய்வுடைய கிடைத்தளத்தின் மேலிருக்குமாறு 
கிடைத்தளத்தின் மேலிருக்குமாறு கிடைத்தளத்துடன் 2 & 
கோணச் சாய்வில் ர ஆரையுள்ள ஒரு நிலையான பவபழவழப்பான 
உருளையைத் தொட்டுக் கொண்டிருக்கிருது. உராய்வுக் 
கோணம் ), ஆகும். ஏ 8), tan < cos 2 « sin (2<+ A) 

எனில், சமநிலை சாத்தியமாகுமென்று காட்டுக. 

(25) ஈ ஆரையும் 17* எடையுமுள்ள ஒரு வட்டத்தகடு ச் 
ஆரையுள்ள ஒரு வழவழப்பான கோணத்தில் வைக்கப்பட்டு, 
அதன் மேல் 1 எடையுள்ள துகள் ஒன்று வைக்கப்படுகிறது. 
இத் துகளும் தகட்டிற்குமிடையேயுள்ள உராய்வுக் குணகம் [ம 
எனில், தகட்டின் மையத்திலிருந்து துகள் ஓய்விலிருக்கக்கூடிய 

இடத்தின் அதிகபட்ச தூரம் ம../22 (G+ 1) என்று 

காட்டுக. 

  

(6) .ஈ நீளப்பக்கமும், 4 குறுங்கோணமுடைய சாய்சதுர 
வடிவமான ஒரு விறைப்பான சட்டம் ம உராய்வுக் குணக 
மூடைய ஒரு உராய்வுடைய முளையின்மேல் ஓய்வு நிலையி 
லுள்ளது. மூளையுடன் சட்டத்தின் தொடுபுள்ளி பெறக்கூடிய 
இரு நுனிநிலைகளுக்கு கிடையேயுள்ள தூரம் ஈ ம 6 என்று 
காட்டு, 

(27) ** எடையுள்ள சீரானவட்ட வளையத்தின் பரிதியின் 
மேல் உ எடையுள்ள துகள் ஒன்று வைக்கப்பட்டுள்ளது. 

உராய்வுக் கோணம் 6810-1 (7) ஐவிடக் குறைவாகயில்லை 

யெனில், ஒரு உரர்ய்வுடைய முளையின்மேல் அவ் வளையத்தின் 
எந்தப் புள்ளியும் தொடுகையிலிருக்குமாறு சமநிலையில் வைக்க 
மூடியுமென்று காட்டுக. 

(28) ஒரு நாற்சக்கர வண்டியின் அச்சாணிகள் 22 இடை 
வெளியில் இருக்கின்றன. அதன் புவியீர்ப்பு மையம் அச்சாணி 
களுக்கிடையே பாதி தூரத்திலும், வண்டி சமதளத்திலிருக்கும் 

போது தளத்திலிருந்து $ உயரத்திலும் இருக்கிறது. 6 சாய்: 
வுள்ள ஒரு தளத்தில் கீழேயுள்ள சக்கரங்கள் பூட்டப்பட்ட 
நிலையிலும், ஜ் சாய்வுள்ள ஒரு தளத்தில் மேலேயுள்ள சக்கரங்'
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களில் பூட்டப்பட்ட நிலையிலும் வண்டி நழுவுந் தருவாயிலிருப்: 
பதாகக் காணப்பட்டுள்ளது. உராய்வுக் குணகம் ம எனில்.. 

  
  

a . . a . . 
tan 9= aH th என்றும், 18 ற் டர என்றும் காட்டுக. 

(29) ஒரு இழுவறை (07௨௭௭) யானது அதற்கு இணையாகச் 
செயல்படுத்தப்படும் ஒரு தனிவிசையினால் வெளியே இழுக்கப் 
படவேண்டியுள்ளது. இழுவறையின் முனைப்பக்கத்தின் நடுப். 
புள்ளியிலிருந்து எவ்வளவு தூரத்தில் அவ்விசையைச் செயல் 
படுத்தினல் இழுவறையானது அடைப்பட்டுக் கிடக்காமல் 
வெளியே வரும் நிலையிலிருக்கும் ? (சென்னை 1963 செப்.) 

(30) ஒரு நாற்சக்கர வண்டி கிடைத்தளத்துடன் எ சாய்வி 
லுள்ள தண்டவாளங்களின் மேல் அதன் கீழ்ச் சக்கரங்கள் 
பூட்டப்பட்டு ஓய்வு நிலையிலுள்ளது. வண்டியின் புவியீர்ப்பு. 
மையம் தண்டவாளத்திலிருந்து 4 உயரத்திலும்* கீழ் அச்சாணி' 
யிலிருந்தும் மேல் அச்சாணியிலிருந்தும் தண்டவாளத்திற்கு 
இணையாக மூறையே ௪, ம் தூரங்களிலுமிருந்தால், சக்கரங்களுக் 
கும் தண்டவாளங்களுக்கு மிடையேயுள்ள உராய்வுக் குணகம். 

ப்பட ஐவிடக் குறைவாகயிருக்கக் கூடாதென்று காட்டுக...



7... புவியீர்ப்புமையம் 
(CENTRE OF GRAVITY) 

பொருண்மை மையம் (Centre of Mass) 

ஓரே தளத்திலுள்ள ஈ துகள்களின் பொருண்மைகள் 
veeees ரூ என்று கொள்க. இப்பொருண்மைகள் 

யாவும் அத்தளத்தின் மேலுள்ள 4,, 4, 4, வடக An என்னும் 
புள்ளிகளிலிருப்பதாகக் கொள்வோம். அத்தளத்திலுள்ள 

0 என்னும் ஒரு புள்ளியை ஆதியாகக் கொண்டு இப்புள்ளி 

>>> hlU> 
களின் திசையி நிலைகள் முறையே ரட ட, ரக என்று 
கொள்க. 

> > > +> > 
eA My PQ EM Gg HIM gg TH வவ ர் இப்பொழுது, re Milo tMglatMgtgt 7777௩ 

91 4 ரட்... அர 9 

n > 

Ss mon 

n 

= 17% 

i=l 

= 

என்ற கணியத்தைத் திசையி நிலையாகக் கொண்டு அத் 
தளத்தின் மேலமைந்துள்ள 6 என்னும் புள்ளியானது அந்த 
1 துகள்களின் “பொருண்மை மையம்?” அல்லது “திணிவு 
மையம்”' (சேோம்ா£ ௦7 829) என்றழைக்கப்படுகிறது. 

இப்பொழுது அத் தளத்தின்மேல் 0 என்னும் புள்ளியை 

ஆதியாகக் கொண்டு 0 01% என்னும் செங்குத்து அச்சுக்களை 

எடுத்துக் கொள்க, i, ந] என்பன முறையே 02% 07 ஆகிய
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திசைகளில் எடுத்துக்கொள்ளப்பட்ட திசையி அலகுகள் என்று 
கொள்க, (டர) ம, டே... 1 (Xny Yn) என்பன 

menmGus A,, கீ) கீ. கிட என்ற புள்ளிகளின் அச்சுத் 
தூரங்கள் என்றும் (2, 3) என்பன பொருண்மை மையம் பின் 
அச்சுத் தூரங்கள் என்றும் கொண்டால், 

> > > 
rye xity, bre =rait ys brs = Xs 14-Ys j...... 
> 

சீஷ பட itYn j 

> 

என்றும், 7-1 ந ழ என்றும் காணலாம் 

> > > > 

ஆகவே, ஈட 

My (rit ys jf) tity (Xo it yaf)t... +n வோம் 
ஈட) ர அட்சர 

= (711%, +meXot...maXn)it (m1 tims Vet... +My nd 

mtg t+... Flin 

ge MikstimeXy ts. titinXn _ 37820 
  

  

911 1889-1 வரச 2) 7% ் 

yu 771211... 4 சாறி, = Sms 

m,+m,t+.. My, 2 70 

எனவே, 04 (2) 4 [Par | ஆகும். 

இணைவிசைகளின் மையம் (0௦176 ௦4 181161 107066) 

>> > > 

Py, Py, Ps, ப] ’ 2, என்பன முறையே Ay, ப 9), As. 

(22௨ கீ, 02), 4. வேர என்ற புள்ளிகளில் 
செயல்படும் ஒரு தள இணைவிசைகள் என்று கொள்க, 

>> 
Ay, Ag ஆகிய புள்ளிகளில் செயல்படும் 7;, 2) ஆகிய. 

> > > 
இணைவிசைகளின் விளைவு விசை Ry,=(Py,+P,) என்னும், 
இணைவிசையாகும் இவ்விளைவு விசையானது 4) 4, என்னும்.
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'நேர்கோட்டை A, G,:G, Ag=P,:P, என்னும் விகிதத்தில் 

பிரிக்கக்கூடிய 0, என்னும் புள்ளிவழியே 2,, 2) ஆகிய விசை 

.களுக்கிணையாகச் செயல்படும் ஒரு விசையாகும். 

  
= PyXst+Ps Xs Py ¥rt+Ps Vs . 

எனவே, 0 [ P,+P, 22, ] ஆகும் 
> 

இப்பொழுது, 0, இல் செயல்படும் 8, விசைக்கும், 4, யில் 
ஆ 

(செயல்படும் 7, விசைக்குமுள்ள விளைவு விசை 

ஆஃ ௮௮ ௮ 
R,=R,+P,=(Pit PatPs) . 

என்னும் இணைவிசையாகும். இவ்விளைவு விசையானது, ரர கட 
என்ற நேர்கோட்டை 00: 4.2 : 7, என்னும் விகிதத் 
தில் பிரிக்கின்ற 0, என்னும் புள்ளிவழியே &,, 2) ஆகிய விசை 
களுக்கு இணையாகச் செயல்படும் விசையாகும். 

  

ட 2, ஆட ஆகவே, க] R,( PUP, ) +Pa%s 

  

  

ஸை R,+Ps 

மிர மறி ட ட் 8 (“பி 5) 4245 
ரமி 

ட 22 | ௮௯9“ தர) பட 
ட 2242, 

29) 23 - P,+P al (2. 5 P,tP, ) 4722, | 

  

  

P,t+tP,+P, 

அத ழு மிர 42,012] 
P,+P.+P, , Pit+P,+Ps, 

ஆகும். இம்முறையைத் தொடர்ந்து பின்பற்றி வந்தால் இறுதி 
a7 ed 

ச 

Gn-s™ PsxXitPoXat...tPu-yXn-y 

| PytPat+...+Pa_; , 

P, YitPoyet.. +P, Yn -i 

Pi +P,bo0+P any
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> > > > 
son p yysitotuSe Qewcou@u Ry-g=PitPst+...+ Pn, Ter 

னும் இணைவிசைகயும், 4, இல் செயல்படும். 2, என்னும் விசை 
யுமே மிஞ்சி நிற்கும். இவ்விரு இணைவிசைகளும் சமமா கவும், 
எதிராகவுதுருப்பின், அவை ஒரு சுழலிணையாக அமையும். அவ் 
வாறில்லையெனில், அவற்றிற்கு ஒரு தனி விளைவு விசையுண்டு. 

> 

'இத்தனி விளைவு விசை 2£ எனில், 

> > ஆஅ > > 

R= Ro-ptPa=Pyt+PytPyt+...+Pa—i,+Pn 

சான்றும், 9151 Gn-g Ay ets GprGanlent. Gy, G:G An= 

2, ஃட என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கின்ற 0 என்னும் புள்ளி 
யில் கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளிக்கு இணையாகச் செயல்: 
படுமென்றும் காணலாம். 

நு மின்சி ப ்சிறாட 1 
ஃ Ge | Res (கட் நர அன ) 42௭ 

Ru-otPa 

சரசா... * 2 ழக — 
Ro-s ( oa ey te “Pp மட்ட 4 )- Pan 

Rava t Pn ~~ 

ees: ஹட் ர் சிலி 

சத. 2 
224... 12 “| 

  

  

PitPat..tPn 

சானவே, % - சிம்மி அர். அ ரிவி _ D Pix: 
  

P,+P,+...+Pn DP; ’ 

ya Pit Poets. + Pan அ மப 
PytPot...tPna > Py 

சன்று காண் கிறோம். 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள இணை விசைகளின் விளைவு விசை 
: . ௮ ஆ 3) 2௮ . 

புள்ளியானது '*இணைவிசைகளின் மையம்'” (001176 ௦8 18வ]1] 
சீஎ௦6) என்றழைக்கப்படுகிறது.



குறிப்பு 1: 272-242, 4...42)-0 எனில், 5, ஆகிய 
வற்றின் மதிப்புக்களைக் காண இயலாது. ஆகவே கொடுக்கப் 
பட்டுள்ள இணைவிசைகள் ஒரு சுழலிணையாகக் சுருங்கு 
மென்றறிக. : 

குறிப்பு 2: இணை விசைகளின் மையத்தைக் காணப் பயன் 
படும் இச் சூத்திரம் :-அச்சுடன் ௮வ்விசைகள் கொண்டுள்ள 
சாய்வுகளைச் சாராதிருப்பதால், இணைவிசைகளின் மையமானது 
$-அச்சுடன் அவறறின் சாய்வுகளைச் சாராதிருக்குமென்றறிக. 

புவியீர்ப்பு மையம் (ோம்6 ௦4 ரோலா) 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருள் என்பது எண்ணற்ற பல சிறு 
துகள்களால் ஒன்றாக இருக்கிப் பிணைக்கப்பட்ட ஒரு பொருள் 
ஆகும். இவற்றுள் ஒவ்வொரு துகளும் பூமியின் மையத்தை. 
நோக்கி ஒரு ஈர்ப்பு விசையினால் இழுக்கப்படுகிறது. இவ்வாறு 
பூமியின் மையத்தை நோக்கி ஈர்க்கப்படும் விசையானது 
அந்தத் துகளின் பொருண்மையுடன் விகித சமத்திலிருக்கும். 
இவ்வீர்ப்பு விசையே அத்துகளின் எடை என்று அழைக்கப் 
படுகிறது. பொருளின் பருமன் பூமியின் ஆரையுடன் ஒப்பிடு 
கையில் புறக்கணிக்கத்தக்க அளவில் மிகவும் சிறியதாகயிருப் 
பின் அப்பொருளிலுள்ள எண்ணற்ற துகள்களின்மீது செயல் 
படுகின்ற பூமியின் ஈர்ப்பு விசைகளை அத்துகள்களின் வழியே 
நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படுகின்ற இணைவிசை 
களாகக் கொள்ளலாம். ஆகவே, இவ்விணை விசைகளின் 
விளைவு விசை அவற்றின் இணைவிசை மையமாகிய GC என்னும் 
புள்ளி வழியே நிலைக்குத்தாகக் கீழ் நோக்கிச் செயல்படும் 
ஒரு விசையாகும். இவ்விளைவு விசைபின் அளவு அஇத்துகள் 
களில் செயல்படுகின்ற விசைகளின் (எடைகளின்) மொத்த 
மாகும். ஆகவே, 7, 8, 8... என்பன அப்பொருளி 
லுள்ள துகள்களின் எடைகளெனில், G வழியே செயல்படும். 
விளைவு விசையின் அளவு Witwetwet...twra=W (என்க). ஆகும். இவ்விளைவு விசையாகிய 1 என்பதே அப்பொருளின் 
எடை. (7/4) என்றும், இவ்விளைவு விசை செயல்படுகின்ற. 
0 என்னும் புள்ளியே அப்பொருளின் “புவியீர்ப்பு மையம்'* என்றும் அழைக்கப்படுகின் றன, 

மேலும், இப்புவியீர்ப்பு மையமான 
நோக்கிச் செயல்படும் Wis Wa, Ws. 
களின் மையமாதலாலும், 

து நிலைக்குத்தாகக் கீழ் 
Wn Bus இணைவிசை 

இவ்விணை விசைகளின் மையத்தின் 
அச்சுத் தூரங்கள் அச்சுக்களுடன் அவ்விசைகள்் கொண்டுள்ள



புவியீர்ப்பு மையம் .. 433 

சாய்வுகளைச் சாராதிருக்குமாகையாலும், பொருளை எந்த நிலையில் 
திருப்பி வைத்தாலும் அதன் புவியீர்ப்பு மையம் மாருதிருக்கு 
மென்றறியலாம். 

புவியீர்ப்பு மையம்-- வரையறை 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருள் அல்லது இறுக்கமாகப் பிணைக் 
கப்பட்ட பல துகள்களைக்கொண்ட தொகுதியொன்றின் 

“புவியீர்ப்பு மையம்”” என்பது அப்பொருளை அல்லது அத் 

தொகுதியினை எந்நிலையில் வைத்திருந்தாலும் அப்பொருளின் 
எடை அல்லது அத்தொகுதியின் மொத்த எடை செயல்படு 

கின்ற, அப்பொருள் அல்லது அத்தொகுதியிலுள்ள, ஒரு நிலை 

யான புள்ளியாகும். 

ஒரு கட்டிறுக்கப் பொருளிலமைந்துள்ள துகள்கள் யாவும் 
ஒரே தளத்திலமைந்துள்ளனவென்றும், அத்தளத்தில் எடுத்துக் 
கொள்ளப்பட்ட 0, 07 என்றும் செங்குத்து அச்சுக்களைக் 
குறித்து இத்துகள்கள் அமைந்துள்ள புள்ளிகளின் அச்சுத் 
தூரங்கள் apenmGus (X15 V1) டே]2).... நேற) என்றும் அத் 
துகள்களின் புவியீர்ப்பு மையம் யன் அச்சுத் தூரங்கள் (5, y) 
என்றும் கொண்டால், 

_ நிபப்பர் வ ten that Bs We XE 
WytWyt பார்டி Sw ’ 

WV tWaVat.- tna 2 DMM 
7 WytWot... tn Dwi 

என்று காணலாம். 

- Pam இடி] அகம் 
இத்துகள் யாவும் ஒரே தளத்தில் அமையாவிடில், அக்கட் 

டிறுக்கப் பொருளிலுள்ள 0 என்னும் ஏதேனுமொரு புள்ளி 
வழியே 0௦%, 07, 0.2 என்னும் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான 
அச்சுக்களைக் குறித்துக் கொள்க, இவ்வச்சுக்களைக் குறித்து 

. இத்துகள்களமைந்துள்ள புள்ளிகளின் அச்சுத் . தூரங்கள் 

மூறையே (5,010 20, 0௨ சலி. (Xn, Yur Zn) என்றும், 
் புவியீர்ப்பு மையம் போன் அச்சுத் தூரங்கள் (x, y, 2) என்றும் 

கொண்டால், 

_ x Wi Ye aw Zi 
G =(x, Vs 2) Ss Wi ச > wi wi —~o Sw, 

என்று காணலாம், எவ்வாறெனில், 

௮, இ--28 

அதாவது, 0
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Ay: Agy ரி. சிளன்ற புள்ளிகளிலமைந்துள்ள துகள் 
களின் எடைகளாகிய ப 1) 1, Wa என்பன நிலைக்குத் 

தாகக் கீழ் நோக்கிச் செயல்படுவதால் இலை யாவும் ஒரு திசை 
யினை விசைகளாகின்றன. இவற்றின் விளைவு விசை [7 எனில், 
இதுவும் புவியீர்ப்பு மையம் CG வழியே நிலைக்குத்தாகக் கீழ் 
நோக்கிச் செயல்படும் ஒரு இணைவிசையாகும். மேலும், 

ரர ர அக்கட்டிறுக்கப் பொருளின்: 
எடையாகும். 

இவ்விணை விசைகள் யாவும் நிலைக்குத்தாகத் கீழ்நோக்கிச் 
செயல்படுவதால் அவையாவும் OZ அச்சுக்கு இணையாகச் 
செயல்படுவதாகக் கொள்ளலாம். இப்பொழுது, 07 அச்ச 
பற்றிய திருப்புத்திறன்களையெடுத்து, திருப்புத்திறன் சமன்பாடு 
காண்க. 

அதாவது, ஏதேனுமொரு நேர்கோட்டைப் பற்றி ஒரு 
விசைத் தொகுதியைச் சேர்ந்த விசைகளின் திருப்புத்திறன் 
களின் மொத்தம் அதே நேர்கோட்டைப்பற்றி அவற்றின் 
விளைவு விசையின் திருப்புத்திறனுக்குச் சமம் என்ற. தேற்றத் 
தின்படி, 

Wx = w,x,+w, XgtWyXgt. .+Wa Xn 

MOOG, x = Wy Xit+W, “sos Xgt ..+WyaXn 

ட 11 டார 9) 72-19) 25... 419 20) 
Witwotwst... tw, 

me WX 
Wi 

போல் = Mi Yi என் i ௬ Ws 2 ட க அதக ர லவ என்றும் சம வம். என்றும் 
காணலாம். 

தொகையீட்டு முறையில் புவியீர்ப்பு மையம் 
(C. G. by Integration) 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள கட்டிறுக்கப் பொரூளானது தொடர்ச் சியாக அமையப்பெற்ற எண்ணற்ற துகல்களானதெனக் 
கொள்க, அப்பொருளிலுள்ள 0 என்னும் ஏதேனுமொரு:
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புள்ளி வழியே குறிக்கப்பட்ட 04, 07, 0.2 என்னும் ஒன்றுக் 
கொன்று செங்குத்தாள அச்சுச்கள் குறித்து இத்துகள்கள் 

அமைந்துள்ள புள்ளிகளில் அச்சுத் தூரங்கள முறையே 

(asia Zi), (Kay Var Za)s பேரி உ2௨) என்றும், அப்பொரு 
ஸின் புவியீர்ப்பு மையம் பின் அச்சுத் தூரங்கள் (x, y, 2) 
என்றும் கொள்க, இத்துகள்களின் எடைகள் முறையே §w,, 
3 உ. எனில், தொகையீட்டு முறைப்படி, அப்பொரு 
ளின் எடை 

n 
எல்லை 5) tw = f aw. 

W=n>e i=l 

ஆரம். மேலும், முன் குறிப்பிட்டுள்ளபடி, 

n 
xe THAD 3) 99% 

ரல ரர் ட Sx dw 

n Sdw 
எல்லை > 61% 

n>o j=] oo 

n 
எல்லை 5) ),;$1; 

n S dw 
எல்லை 3) Swi 
ரல ரவ] 

n 
என்றும், z= எல்லை 53) 819 

2ல j=] ட Jzdw 
n jf dw 

எளஎலை நி) டர 
n->o im] 

அன்றும் காணலாம். 

குறிப்பு 7; 8௬, 8, 8, ... என்பன இத்துகள்களின் 
பொருண் மைகளனெனில், 

எடை --பொருண்மை%ஈஈர்ப்பு முடுக்கம் 

என்ற சூத்திரத்தின். படி, 3- 872% 2 ஆகையால்,
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n 

எல்லை 5) x; Swi 
n>o ர்க.” 

n 
எல்லை DS நாக 
Io i=l 

on 
எல்லை SS x, 8m g 
2-௨ i=] 

  

n 
எல்லை 3) 8௩௪ 
n>o j=l 

ட த 

சர 
Jxdm 

~ J dm 

இதுபோல், y = am, z= 1 ஆகும்.   

3 குறிப்பு 2: இத்துகள்கள் யாவும் ஒரே தளத்திலமைந்திருப் 
ன், 

் 

  

G=(,y) = ae > ப] என்றறிக. 

குறிப்பு 3: மேற்கண்ட தொகைக௫ூயீடுகளில் சகாடுக்கப்பட் 
டுள்ள கட்டிறுக்கப் பொருள் முழுவதிலுமுள்ள துகள்களுக்குத் 
தொகையீடு காணவேண்டும், மேலும், கொடுக்கப்பட்டுள்ள 
கட்டிறுக்கப் பொருளின் பரிமாணம் வரையறுக்கப்பட்டதா 
யிருக்குமாதலின் மேற்கண்ட தொகை டுகள் யாவும் வரை 
up ss Osronaul@acir ‘Definite Iotegrals) 261d. 

புவியீர்ப்பு மையத்தின் தனித் தன்மை 

ஒரு பொருளுக்கு ஒரேயொரு 
தானுண்டு. சாத்தியமானால் ஒரே பொருளுக்கு 0, 0, என்னும். இரு புவியீர்ப்பு மையங்கள் இருப்பதாகக் கொள்க. எனவே, அப்பொருளின் மொத்த எடையும் 01 வழியாகவும், 0? வழி யாகவும் செயல்படும். அதாவது அப்பொருளின் எடை செயல் படும் செயற்கோடு 01 03 ஆகும். ஆனால் ஒரு பொருளை எந்த. ,நிலையில் வைத்திருந்தாலும் அதன் எடை புவியீர்ப்பு மையத் 

புவியீர்ப்பு மையம்
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தின் வழியேதான் செயல்படுமென்று கண்டோம். எனவே, 
அப்பொருளைச் சற்று திருப்பி 01 0” என்ற நேர்கோடு கிடை 
“பாக இருக்குமாறு செய்க, இப்பொழுதும் அப்பொருளின் 
எடை 01 வழியாகவும், 03 வழியாகவும் செயல்பட வேண்டு 
மாதலின், இவ்வாறு திரும்பி நிலையில் அப்பொருளின் எடை 
471 0, என்ற கிடைக்கோட்டின் வழியாகச் செயல்படுமென்று 
கான்கிறோம்; இது சாத்தியமன்று. ஏனெனில் எல்லாப் பொருட் 
களின் எடைகளும் நிலைக்குத்தாகக் கீழ் நோக்கித்நான் செயல் 
படுமேயன்றி கிடைநிலையாகச் செயல்பட முடியாது, எனவே; 
அப்பொருளுக்கு இரு புவியீர்ப்பு மையங்கள் இருக்க முடியாது: 
அதாவது, எந்தப் பொருளுக்கும் ஒரேயொரு புவியீர்ப்பு மையம் 
தான் உண்டு. ் 

சீரான பொருட்களின் புவியீர்ப்பு மையங்கள் 

சீரான ஒழுங்கான பொருட்களின் புவியீர்ப்பு மையங் 
கனைப் பெரும்பாலும் வடிவியல் முறைகளைப் பயன்படுத்தி 
நிர்ணயிக்க முடியும். அவற்றுள் முக்கியமான சில பொருட் 
களின் புவியீர்ப்பு மையங்களை நிர்ணயிக்கும் முறைகள் கீழே 

தர.ப்பட்டுள்ளன. 

(1) சீரான நேரான மெல்லிய கோல் 

AB என்னும் ஒரு சீரான நேரான கோலொன்றைக் கருதுக. 
அதன் நடுப்புள்ளியை சீ என்று குறிப்பிடுக, கோல் சீரான 
தாகையால், 4.ரசி, 448 ஆகிய இரு பகுதிகளிலும் சம எண்ணிக் 
கையிலான துகள்களிருக்கும். எனவே, .4.சீ பகுதியில் ,£ 
என்னும் புள்ளியிலுள்ள ஒரு துகளுக்குச் சமமான துகள் 
ஒன்று 7 பகுதியில் /8இலிருந்து சமதூரத்திலிருச்கும். சமச் 
சீருடன் அமைந்திருக்கும் இவ்விரு சம எடைகளின் விளைவு 
எடை ரீ வழியே செயல்படும். இதுபோல், 48, 8/சீ ஆகிய 

இரு பகுதிகளிலுமுள்ள எல்லாத் துகள்களையும் சமச் சீருடல் 

அமைந்துள்ள சோடித் துகள்களாகக் (216 of Particles) aX, 
ஒவ்வொரு சமச் சீர்ளெடித் துகள்களின் விளைவு எடையும் M 
வழியே செயல்படுமெள்று கொண்டு. கோலின் மொத்த எடை 
பும் அதன் நடுப் புள்ளியாகிய 18 வழியே செயல்படுமென்றறி 

யலாம், 

ஆகவே, ஒரு சீரான மெல்லிய கோலின் புவியீர்ப்பு 
மையம் அதன் நடுப் புள்ளியாகும்.
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(2) ஒரு மெல்லிய சீரான இணைகரத் தகடு 

480.0 என்பது ஒரு மெல்லிய சீரான இணைகர வடிவத் தகடு 
2, 0, 4, 3, என்பன முறையே 42, 80, 00, 4.8 ஆகிய பக்கங் 
கனின் நடுப் புள்ளிகள். 

  

படம் 174 

இந்தத் தகடானது, 4க்கு இணையான பெரு எண்ணிக்கை 
லான மெல்லிய சீரான கோல்களினாலானதெனக் கருதலாம். 

இச்சீரான ' கோல்கள் ஒவ்வொன்றின் புவிமீர்ப்பு வையமும்: 
அதன் நடுப் புள்ளியிலிருக்கு மென்றறிவோம்., மேலும், இக் 
(கோல்களின் நடுப்புள்ளிகள் யாவும் 74 என்ற நடுக்கோட்டின் 
(மலிருக்கு மென்பது நாமறிந்ததே, ஆகவே, தகட்டின் புவி' 
யீர்ப்பு மையம் 75 என்ற நடுக்கோட்டின் மேலிருக்கு மென்றறி' 
கிறோம். 

இதுபோல், இந்த தகடானது 4க்கு இணையான பெரு எண் 
ணிக்கையிலான மெல்லிய சீரான கோல்களிலானதெனக் கருதி, 
அதன் புவியீர்ப்பு மையம் 72% என்னும் நடுக்கோட்டின் மேலி 
ரூக்குமென்று காணலாம், ஆகவே, இணைகரத் தகட்டின் புவி 
யர்ப்பு மையம் இவ்விரு நடுக் கோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியி 
லிருக்குமென்று காணலாம். 

குறிப்பு 1 ஓர் இணைகரத்தின் எதிர்ப் பக்கங்களின் நடுப், புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நடுக் கோடுகளின் வெட்டுப் புள்ளியும் 
அதன் மூலை விட்டங்களின் வெட்டுப் புள்ளியும் ஒன்றேயாத. 
லால் இணைகரத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு மையம் அதன் மூலை விட் 
உங்களின் வெட்டுப் புள்ளியிலிருக்கு மென்றுங் கூறலாம். 

குறிப்பு 2 சதுரம், சாய்சதுரம், செவ்வகம் ஆகியவையும் 
இணைகர வகையைச் சார்ந்தவையாதலின் இவற்றின் புவீ 
யிர்ப்பு மையங்களும் மூலைவிட்டங்களின் வெட்டுப் புள்ளியி' 
லிருக்கு மென்றறிக, ‘
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(3) @@ Quacdu Sorex psCarans 5aQ 

ABC என்பது ஒரு சீரான மூக்கோணத் தகடு. AD, BE 
என்பன அதன் மையக் கோடுகள், இம் முக்கோணத் தக 
டானது 80கேகு இனையான 70 போன்ற மெல்லிய சீரான எண் 
ணற்ற நுண் பகுதிகளானதெனக் கருதுக. ஒஎவொரு நுண் 

A 

ர் 
P grams 

77 
படம் 175 

    
பகுதியையும் ஒரு நீண்ட மெல்லிய சீரான கோலெனக் கருதி 
அதன் புவியிர்ப்பு மையம் அதன் நடுப்புள்ளியி விருப்பதாகக் 
கொள்ளலாம். அதாவது, 729 என்ற நுண் பகுதியின் புவியீர்ப்பு 

மையம் அதன் நடுப்புள்ளியாகிய /87இல் இருக்கும். இதுபோல் 
எல்லா இணை நுண் பகுதிகளின் புவியிர்ப்பு மையங்களும் 
அவற்றின் நடுப் புள்ளிகளிலிருக்கும். இந்த நடுப் புள்ளிகள் 
யாவும் 4 என்னும் மையக் கோட்டின் மேலமையுமென்பது 

நாமறிந்ததே. ஆகவே, முக்கோணத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு 
மையம் 42 என்னும் இந்த மையக் கோட்டின் மேல் ஏதோ 
வொரு புள்ளியிலிருக்கு மென்றறிகிறோம். 

இதுபோல் முக்கோணத் தகட்டை 40க்கு இணையான 
மெல்லிய சீரான எண்ணற்ற நுண் பகுதிகளாகப் பிரித்து, மேற் 
கூறப்பட்டவை போன்ற விளக்கங்களின் மூலம் முக்கோணத் 
தகட்டின் புவியிர்ப்பு மையம் 2.8 என்னும் மையக் கோட்டின் 
மேலும் ஏதோவொரு புள்ளியிருக்கு மென்று காணலாம்: 
ஆகவே, முக்கோணத் தகட்டின் புவியிர்ப்பு மையம் AD, BE 
ஆகிய இரு மையக் கோடுகளிலுமிருப்பதால், அவற்றின் வெட் 
டுப் புள்ளியே அதன் புவியிர்ப்பு மையமாகும். ஆனால் ஒரு 
முக்கோணத்தில் மையக் கோடுகளின் வெட்டுப்புள்ளி அதன் 
பொருண்மை மையம் (ோர£014) ஆகும். ஆகவே, ஒரு சீரான 
மெல்லிய முக்கோணத் தகட்டின் புவியிர்ப்பு மையம் அதன் 
பொருண்மை மையத்திலிருக்கு மென்றறிகிறோம்.
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குறிப்பு ழ ஒரு முக்கோணத்தின் பொருண்மை மையம் 

அதன் மையக்கோடு ஒவ்வொன்றைழம் 2 : 1 என்ற விகிதத்திப் 

பிரிக்குமாகையால், ஒரு மெல்லிய சீரான மூக்கோணத் தகட் 
டின் புவியீர்ப்பு மையம் அதன் மையக்கோடு ஒவ்வொன்றை 
யும் 2 : 1 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்குமென்றறிக. 

குறிப்பு 2 ஒரு மெல்லிய சீரான முக்கோணத் தகட்டின் 
புவியீர்ப்பு மையமானது அம் முக்கோணத்தின் உச்சிகளில் 
வைக்கப்படும் மூன்று சம எடைகளின் புவியிர்ப்பு மையத் 
துடன் பொருந்தும். 

ச.48யோேன் உச்சி ஒவ்வொன்றிலும் 177 என்னும் எடை 
வைக்கப்பட்டுள்ளதாகக் கருதுக, 2, 0 ஆகிய உச்சிகளிலுள்ள் 
ரச். 177 ஆகிய எடைகளின் விளைவு ௦யின் நடுப் புள்ளியாகிய 
தியில் செயல்படும் 2W எடையுள்ள விசையாகும். இப் 
பொழுது கீயில் செயல்படும் W எடையுள்ள விசை, யில் 
செயல்படும் 21” எடையுள்ள விசை ஆகிய ஒரு திசை இணை 
விசைகளின் விளைவு 4றயை 2 : 1 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக் 
கின்ற 0 என்னும் புள்ளி வழியே செயல்படும் 317” எடையுள்ள 
விசையாகும். அதாவது, 4, 8, 0 ஆகிய மூன்று புள்ளிகளின் 
வைக்கப்படும் மூன்று சம எடைகளின் புவியீர்ப்பு மையமானது 

AD என்னும் மையக் கோட்டினை 2:1 என்னும் விகிதத்தில் 
பிரிக்கின்ற புள்ளியாகும். ஆனால் முக்கோணத் தகட்டின் 
புவியீப்பு மையமும் 40 ஐ 2:1 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக் 
கின்ற திணிவு மையத்திலேயேயிருக்குமாகையால் இரண்டு 
புவியீர்ப்பு மையங்களும் ஒன்றாகப் பொருந்து மென்றறிக, 

குறிப்பு 3 4.80 என்ற மெல்லிய சீரான மூக்கோணத் 
தகட்டின் மூனைகளின் அச்சுத்தூரங்கள் முறையே (2, 1.0), 

2, (50) என்று எடுத்துக்கொள்வோமானால் அவற்றின் 
புவியீர்ப்பு மையம் 0 6) இண் அச்சுத்தூரங்கள் 

x= WX + WX + Wy Xs + Xo + Xz, 
w+ww 3 

y= WY1 + Wa + Ws V1 tots 
wiwtw 3 

என்று காணலாம், 

4. சீரான முன்று கோல்களாலான முக்கோணம் 

420 என்பது 86, 64, 4.8 ஆகிய மூன்று சீரான கோல் 
களினாலான ஒரு முக்கோணம், இக்கோல்களின் நீளங்கள் 
BC=a, 0-ம், 48-0௦ என்று கொள்க,
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7* என்பது ஒரு அலகு நீளக்கோலின் எடையெனிவ் 
இக்கோல்களின் எடைகள் முறையே ௭, ச, ௦ ஆகும். 
D, E, 7 என்பன முறையே 86, 04, 48 ஆகிய கோல்களின் 
நடுப்புள்ளிகளெனில், ச ம ௦ ஆகிய எடைகள் முறையே 
ற், 2, ஆகிய நடுப்புள்ளிகளின் வழியே செயல்படும். இம் 

மூன்று எடைகளும் நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும் 
மூன்று இணை விசைகளாகும். இம்மூன்று இணை விசைகளின் 
விளைவு விசை செயல்படும் புள்ளியே மூன்று கோல்களின் 
புவியீர்ப்பு மையமாகும். 
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யில் செயல்படும் 6, 77 இல் செயல்படும் 0 ஆகிய 
விசைகளின் விளைவு விசையாகிய (b+c) w என்பது 87 ஐ 
EP: PF = cw; bw = ¢:b என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கக்கூடிய 
மி என்னும் புள்ளியில் செயல்படும். 

கமி ௪ AB 2DE DE 

ABTS DE "AC" TDF” DF 

DP ereirugi EDF Qa சம வெடியாகும். 

இப்பொழுது, ற யில் செயல்படும் ஈம எள்னும் எடை, 
Pwd செயல்படும் (5-௦) w என்னும் எடை ஆகிய 
வற்றின் விளைவு விசையாகிய (7-.2-௦) w என் 
னும் எடையானது £2£ யிலுள்ள ஏதோவொரு புள்ளியில் 
செயல்படும். அதாவது ௩480 யின் புவியீர்ப்பு மையம் 
இ.£யில் இருக்குமென்றறிகிறோம். இது போல் ௩420 யின் 
புவியீர்ப்பு மையமானது ற, 82.0 ஆகிய கோணங்களின் 
இரு சமவெட்டிகளாகிய EQ, FR ஆகியவற்றிலுதுருக்குமென்று 
காணலாம். ஆகவே கூகிீதியன் புவியீர்ப்பு மையமானது 

\
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ADEFQcr இருசம வெட்டிகளின் வெட்டுப்புள்ளியாகும்; 

அதாவது கூற௰.87இன் உள்வட்ட மையமாகும். 

5. ஒரு சீரான காற்கரவடிவத் தகடு 

ஒரு சீரான நாற்கரவடிவத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு மையத் 

தைக் காண்பதற்குமுன் பின்வரும் முக்கியக் கோட்பாடு 

ஒன்றினை நிறுவுவோம். 

ற 
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ஒரு நாற்கரத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு மையமானது அதன் 

நான்கு முனைகளிலும் வைக்கப்படும் நான்கு சம எடைகளுடன் 
அதன் மூல விட்டங்களின் வெட்டுப் புள்ளியில் வைக்கப்படும் 

சமமான ஆனால் எதிரடையானமள்ள எடையும் சேர்ந்த 

தொகுதியின் புவியீர்ப்பு மையத்துடன் பொருந்தும். 

நிறுவல்: 4202 என்னும் நாற்கரத் தகட்டின் மூலை விட்டங் 
கள் 0-வில் வெட்டுகின்றன. 

428, சே.௦ ஆகிய முக்கோணத் தகடுகளின் எடைகள் 
மூறையே 77, 17, என்க, 

4, ே ஆகிய உச்சிகளிலிருந்து 8றக்கு முறையே AL, CM 
என்னும் குத்துயரங்கள் வரைக, 

QABD _}BD. AL ம 
& CBD ~ 4BD.CM ~ CM, 

AL _AABD _ W, 
CM ACBD  W,. 

BOW A AOL A 00/7 ஆகையால், 

40 AL Wy 
OC ~ CM ~ W, 

இப்பொழுது ௩48றயின் புவியீர்ப்பு மையமானது 4,282 

ஆகிய முனைகள் ஒவ்வொன்றிலும் t 3 எடை வீதம் வைக்கப்
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பட்ட மூன்று சம எடைகளின் புவியீர்ப்பு மையத்துடன் 

பொருந்தும். இதுபோல் ௩, 0றியின் புவியீர்ப்பு மையமானது 

C, B, D ஆகிய முனைகள் ஒவ்வொன்றிலும் எடை வீதம் 

வைக்கப்படும் மூன்று சம எடைகளின் புவியீர்ப்பு மையத். 

துடன் பொருந்தும். ் 

ஆகவே, நாற்கரம் தியின் புவியீர்ப்பு மையமானது 

முறையே .4; 2, 6, என்ற முனைகளில் வைக்கப்படும் 21 

wits, a, Wis என்ற எடைகளின் புவியீர்ப்பு 

மையத்திற்குச் சமமாகும். இப்பொழுது யில் a என்னும் 

எடையையும், யேல் Ws. என்னும் எடையையும் கூடுதலாக. 
3 

வைக்கவும். இந்த அதிகப்படியான எடைகளை ஈடு செய்யும் 

ம் பொருட்டு சியிலுள்ள Ww எடை, யேலுள்ள a எடை ஆகி: 
3 

யவற்றின் புவியிர்ப்பு மையத்தில்-- (அ) என்னும் 

எடையை வைக்கவும். ஆனால் சஏயிலுள்ள பக எடை, யே: 

லுள்ள ட் எடை ஆகியவற்றின் புவியீர்ப்பு மையம் ,40ஜ. 

AO, _Wi13 | Wy 
O,C ~W,13 ~ W, 

என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கின்ற 0, என்னும் புள்ளியாகும்.. 

ஆனால், ் 

AQ, W, 
——ser Re 

oC “7, 

என்று நிறுவியுள்ளோமாகையால் 0-ம், 0-ம் ஒரே. 
புள்ளியேயாகும், ஆகவே, நாற்கரத் தகடு 4800யின் புவி 
யீர்ப்பு மையமானது A, B,C, D என்னும் அதன் முனைகள் 

ஒவ்வொன்றிலும் வைக்கப்படும் “டர 

அதன் மூலை விட்டங்களின் வெட்டுப் புள்ளியாகிய 0-வில் 

என்னும் எடையும்... '
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வைக்கப்படும் (1171 oe) எனினும் எடையும் சேர்ந்த 

ஐந்து எடைத் தொகுதியின் புவியீர்ப்பு மையத்துடன் பொருந் 
தும் என்று அறிகிறோம். 

இப்பொழுது சீரான நாற்கரத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு மையம் 

காண்போம். 

நாற்கரம் 4$0றயின் புவியீர்ப்பு மையமானது 4, 2 ஆகிய 

முனைகளில் மூறையே Ra, i) aus sron_sepid B,D ஆகிய 

முனைகள் ஒவ்வொன்றிலும் Vite என்ற எடையும் கொண்ட 

'இதொகுதியின் புவியீர்ப்பு மையத்திற்குச்சமம் என்று கண்டோம். 

இவற்றுள், ,4யிலுள் ள sy யிலுள்ள Ws —_—_— 3 ஆகியவற்றின் 

  

விளைவாகிய “டப என்பது ,40ஐ 

48 13 நூ _ OC 
20 5 Wy,” AO 

என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கின்ற 8 என்னும் புள்ளி வழியே 
(செயல்படும். 

AE+ EC அதாவது, ae . பட 

AC AC 
அதாவது, ௬ ஈ 40 

அல்லது EC = AO 

B, DuSguch or Wit Ws, Paths ஆகிய எடைகளின் 

விளைவாகிய $ (177, -4777,) என்பது $றயின் நடுப்புள்ளியாகிய 

சீஇல் செயல்படும். ஆகவே, யிலுள்ள உட்ப 

  

என்னும் 

எமை, ச'இலுள்ள $ (8-8) என்னும் எடை ஆகியவற்றின் 
விளைவு 87ஐ 2: 1 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளி வழியே 
செயல்படுமாகையால் : நாற்கரத் தகடு ,40றயின் புவியீர்ப்பு 
மையமானது 28/ஐ 2: 1 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கின்ற 0 என் 
ணும் புள்ளியாகும்.
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(6) சீரான நான்முகத் Hiern: (Uniform Solid Tetra. 

hedron) 

ABCD என்பது ஒரு சீரான நான்முகத்திண்மம். ‘BCD: 
என்ற முகத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் 0 எனில்; 

BG,=2 G,E 

ஆகும், 86 முகத்திற்கு இணையான தளங்களால் நான்முகத். 

திண்மத்தை 0101 போன்ற மெல்லிய முக்கோணத் தகடு 
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களாகப் பிரிக்கவும். 80' என்னும் தளம் 42,40ஐ' முறையே 
27, 0 என்ற புள்ளிகளில் வெட்டட்டும். 

E என்பது யின் நடுப்புள்ளி. மேலும், 00: ] 02; 

ஆகையால், 281 என்பது 01 இன் நடுப்புள்ளியாகும்.என வே, 
11 என்பது ௩ 810101இன் மையக் கோடாகும். மேலும், 
2௪, 211 என்பன AB, AG,, AE ஆகிய கோடுகளடங்கிய. 

தளத்திலிருக்குமாகையால், 0, என்பது 40, இல் இருக்கும். 

2/0. || BG, 

« 2 AB‘'G,' | ABG, 

AG,’ ட B’G,! ட 20.” 
** “AG, “BG, 2G,E 

2௦7 262 _ 20147 
** AG’, AG, AG, 

we B'G,! =2 ட்



446 அடிப்படை. இயந்திரவியல் 

அதாவது 6. என்பது க 2010: என்ற தகட்டின் புவி 
யிர்ப்பு மையமாகும், எனவே, .86மக்கு இணையான எல்லாத் 

,தகடுகளின் புவியிர்ப்பு மையங்களும் 402 , இல்இருக்குமென்றறி 
கிரோம். ஆகவே நான்முகத் தின்மத்தின் புவியிர்ப்பு மையம் 
40, இல் இருக்கும். 

இதுபோல், 0, என்பது 40௨0 என்ற முகத்தின் புவியிர்ப்பு 
மையம் 80, என்ற நேர்கோட்டிலும் இருக்குமென்று காண 
லாம். மேலும், 48 என்பது ரூ 40யின் ஒரு மையக் கோடா 
கையால் 6 என்பது 4சயிலுள்ள ஒரு புள்ளியாகும். ஆனால், 
AB, AG,, AE ஆகையவை ஒரே தளத்திலிருப்பதால், 40ம், 
20,ம் ஒன்றையொன்று வெட்டிக் கொள்ளக்கூடிய நேர்கோடு 
களாகும். ஆகவே, 40,, 80, ஆகியவற்றின் வெட்டுப்புள்ளி 
யாகிய 6 என்பதே நான்முகத் திண்மத்தின் புவியீர்ப்பு மைய 

ஹாகும். 

இப்பொழுது, 0,0ஐச் சேர்க்கவும். 

பொட்ட மிட 
மீ 2 64 

௦0: 48. 

AB BE 
ஆகலே. OG GET 

இப்பொழுது, A AGBW AG,GG, 

AG AB LS 
GG, G,G, 1 

அல்லது, 404300, 

அல்லது GG, = 5 4G, 

அதாவது, நான்முகந் திண்மத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் அலன் ஏதாவதொரு முகத்தின் பொருண்மை மையத்தினை எதிர் மூனையுடன் சேர்க்கும் நேர்கோட்டை 1:3 என்னும் விகிதத்தில் 
மிரிக்கும் புள்ளியாகும். 

குறிப்பு: ஒரு நான்மூகத் திண்மத்தின் புவியீர்ப்பு மைய 
'மானது அதன் முனைகளில் வைக்கப்படும் நான்கு சம எடை 
களின் புவியீர்ப்பு மையத்துடன் பொருந்து மென்பதை முன் 
“போல் கண்டறியலாம்.
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(7) கீரான திண்மைப் பட்டைக் கூம்பு (117070 80140 Pyramid) 

7-.,4800,82 என்பது 1*ஐ உச்சியாகவும், .4.80078ஐ அடித் 

தளமாகவும் கொண்ட ஒரு திண்மப் பட்டைக் கூம்பு, G, 

என்பது அடித்தளத்தின் புவியீர்ப்பு மையம். 

770, ஐச் சேர்க்கவும். அடிப்பாகத்திற்கு இணையாக வரை 

யப்படும் தளங்களினால் பட்டைக் கூம்பை 4/நாருாறு து 

போன்ற எண்ணற்றப் பல் கோண வடிவத் தகடுகளாகப் 
பிரிக்கவும். 

    ௮ னந 
ச ச்ச் 

wn , wt 

A&E, eee mew core afew eee meee c   
படம் 179 

4121010121 என்னும் பல் கோணத் தகடு அடிப்பாகம் 

4280ம7யுடன் வடிவொத்ததாகவும். ஒரே மாதிரி வைக்கப்பட்ட 

தாகவுமிருப்பதால் அதன் புவியீர்ப்பு மையமாகிய 0," என்பது 
7£0, இல் இருக்கும். இதுபோல் எல்லாத் தகடுகளின் புவியீர்ப்பு 
மையங்களும் 70, என்ற நேர்கோட்டின் மேலிருக்குமாகை 
யால் பட்டைக் கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம் 70 ல் இருக் 

மென்றறிகிறோம். 1 8° Bode 

இப்பொழுது அடிப்பாகம் 4800 8ஐ ABC, ACD, ADE 
என்ற முக்கோணங்களாகப் பிரிக்கவும். A, Hy, Hy என்பன 
apsnpGus A ABC, A ACD, & ADE ஆகியவற்றின் புவியிர்ப்பு
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மையங்களெனில், 1486) 7402, 74082 ஆகிய நான்முகத் 

திண்மங்களின் புவியீர்ப்பு மையங்கள் முறையே 7/7, 82774 

ஆகிய நேர்கோடுகளில் அடிப்பாகத்திலிருந்து மூறையே } 

VH,,4VH,,4VH, தூரங்களிலிருக்கும். எனவே, பட்டைக் 

கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம் 10, என்ற நேர்கோட்டில் 

0, இலிருந்து 1 70 தூரத்திலிருக்கும். 

(8) ஏதேனுமொரு அடித்தளம் கொண்ட ஓரு சீரான 
Hlewnws esato.y (A Uniform Solid Cone with any 
plane base) 

ஒரு பட்டைக் கூம்பின் அடிப்பாகத்தின் பக்கங்களின் 
எண்ணிக்கை எண்ணற்ற அளவில் அதிகரிக்கப்படும்போது 

அதன் அடித்தளம் ஒரு தொடர் வளைவினுள்ளடங்கிய தளமாக 
மாறுகிறது. ஆகவே பக்கங்களின் எண்ணிக்கை எண்ணற்ற 
அளவில் அதிகரிக்கப்பட்ட ஒரு பட்டைக் கூம்பின் எல்லை 
வடிவமே ஒரு கூம்பு என்று கொள்ளலாம். ஆகவே, 7* என்ற 
உச்சியைக்கொண்ட ஒரு திண்மக் கூம்பின் அடிப்பாகத்தின் 
புவியீர்ப்பு மையம் 0, எனில், அக்கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம் 
VG, என்ற நேர்கோட்டில், அடிப்பாகத்திலிருந்து * 70. தூரத்தி 
லுள்ள ஒரு புள்ளியாகும். 

சூறிப்பு: கூம்பின் அடிப்பாகம் வட்டத்தளமாக விருப்பின் 
அடிப்பாகத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் வட்டத்தின் மையமாகு 
மாகையால் ந உபரமுள்ள ஒரு வட்டத்திண்மக் கூம்பின் 
(அல்லது ஒரு நேர்வட்டத் திண்மக் கூம்பின்) புவியீர்ப்பு 
மையம் அதன் அச்சின்மேல் (உச்சியையும் அடிப்பக்க மையத் 

தையும் சேர்க்கும் நேர்கோடு) அடிப்பாகத்திலிருந்து + தூரத் 

திலிருக்கும் 

(9) சீரான உள்ளீடற்ற நேர்வட்டக் கூம்பு (10110௭ right 
. circular cone) 

VAB org AG சீரான உள்ளீடற்ற நேர்வட்டக் கூம்பு, 
அதன் அடிப்பக்க விளிம்பின்மேல் 2, 0 என்னும் இரு நெருக்க 
மான புள்ளிகளை எடுத்து அவற்றை யுடன் சேர்க்கவும், 1770 
என்னும் இப்பகுதியை ஒரு முக்கோணப் பகுதியின் புவியீர்ப்பு 
மையம் அதன் திணிவு மையத்திலிருக்கும், அதாவது, 
£0-விலிருந்து $ 772 தூரத்திலிருக்கும் கூம்பின் வளைபரப்பின் 
மேல் எடுக்கப்படுகின்ற இதுபோன்ற எல்லா முக்கோணங்்
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களின் புவியீர்ப்பு மையங்களும் வளைபரப்பின்மேல் அடிப் 
பாகத்திலிருந்து $ 7:72 தூரத்திலிருக்கும். அதாவது இப்புவி 

யீர்ப்பு மையங்கள் யாவும் அடிப்பாகத்திலிருந்து $ 7/2 தூரத்தி 
லமைந்துள்ள வட்டத்தின் பரிதியின் மேலிருக்கும், எனவே, 
உள்ளீடற்ற கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம் இவ்வட்டத்தின் 

  

  

மையமாகும். ஆனால் இந்த வட்டத்தின் மையமானது, இதன் 
தளம் கூம்பின் அச்சை வெட்டும் புள்ளியாகும். எனிவே 8 

உயரமுள்ள ஒரு உள்ளீடற்ற நேர்வட்டக் கூம்பின் புவியீர்ப்பு 
மையம் அதன் அச்சின்மேல் அதன் அடிப்பாகத்திலிருந்து 

£ உயரத்திலிருக்கும். 

மாதிரி 123: ஒரு சரிவகத்தின் புவியீர்ப்பு மையத்தைக் 
காண்க, 

(சென்னை 1960 செப்., *64 ஏப்., '68 ஏப்.) 

இணைப்பக்கங்களுள் ஒன்று மற்றதைப்போல் இருமடங்கு 
இருந்தால் இப்பக்கங்களிலிருந்து புவியீர்ப்பு மையங்களின் 
தூரங்களின் விகிதம் 4: 5 என்று காட்டு. 

(சென்னை 1960 செப்.) 

தீர்வு 

ABCD என்னும் சரிவகத்தில் 429 // 02, 
A. g.—29
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AB = 2a, ம்.-2ம என்று கொள்க, (48502) 

P,Q என்பன AB, CD ஆகிய பக்கங்களின் நடுப் 
புள்ளிகள். இ 

20 22, 20 ஆகியவற்றைச் சேர்க்கவும். 
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இட்பொழுது, சரிவகமானது 42, 276, 20 ஆகிய மூன்று 
மூக்கோணங்களாலானதாகக் கொள்ளலாம், இணைப்பக்கங் 
களுக்கிடையே தூரம் % என்க, 

A ADP =} AP. h=} ah. 
A DPC=4 DC. h=bh. 

சரிவகத் தகட்டின் ஒரு அலகுப் பரப்பளவின் எடை 
எனில், இம்முக்கோணங்களீன் எடைகள் முறையே 4 ahw, 
bhw, வரா ஆகும், ௩ ADPulen புவியீர்ப்பு மையம் அதன் 
மூனைகள் ஒவ்வொன்றிலும் $ சா எடையைக்கொண் டதொகுதி 
யின் புவியீர்ப்பு மையத்திற்குச் சமமாகும். ௩ றருயன் புவி 
யீர்ப்பு மையம் அதன் முனைகள் ஒவ்வொன்றிலும் 1 6/6 எடை 
யைக் கொண்ட தொகுதியின் புவியீர்ப்பு மையத்திற்குச் சம 
மாகும். & 20மயின் புவியீர்ப்பு மையம் அதன் முனைகள் ஒவ் 
Glance Pend {ah எடையைக் கொண்ட தொகுதியின் புவி 
யீர்ப்பு மையத்திற்குச் சமமாகும். ் 

ஆகவே, சரிவகத்தின் புவியீர்ப்பு மையமானது சீயில் 
* ஈறு) மியில் (6429) wh, யில் (4 எர] டர் ohw) 
=3(4+ b)hw, Cuded $ (242068, யில் 1 ச் ஆகிய எடைகளைக் 
கொண்ட தொகுதியின் புவியிர்ப்பு மையத்திற்குச் சமமாகும். 

ஆனால் 4, 2 ஆகிய மூனைகளிலுள்ள 1 ஈ47, L ahw ஆகிய 
எடைகளின் விளைவு சியில் வைக்கப்படக்கூடிய 1 ஸ்டி எடைக் 
குச் சமமாகும்.
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த, 0 ஆகிய முனை களில் வைக்கப்படுகின்ற 1 (2429) wh, 

$ (௪:25) wh ஆகிய எடைகளின் விளைவு 0 வில் வைக்கப்படக் 
கூடிய 3 (௪-2) டீ எடைக்குச் சமமாகும். 

ஆகவே, சரிவகத்தின் புவியீர்ப்பு மையமானது, யில் 

$(a+b) hw+4 ahw=4 (2. a+b) hw crom., வில் 3 (௪-ட25) hw 
+3 (a+2b) hw=§ (a+2b) 6 எடை ஆகியவற்றின் புவி 
அரீர்ப்பு மையத்திற்குச் சமமாகும். 

ஆனால் 7, 0 ஆகிய. புள்ளிகளிலுள்ள இந்த எடைகளின் 
விளைவு 20 என்ற நேர்கோட்டில் ் 

ட ச: ஜம 29) 4 சேம்) ௦-(2429): (2௪4 
சான்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கக்கூடிய 0 என்னும் புள்ளியில் 
செயல்படும். 

எனவே சரிவகத்தின் புவியீர்ப்பு மையமானது இணைப் பக் 
கங்களின் நடுப் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் நேர் கோடாகிய PQs 

PG : GQ=(a+2b) : (24+5) 

என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கக் கூடிய 0 என்னும் புள்ளியாகும். 

குறிப்பாக, 48-20 எனில், 24--4ம் ஆகும். ன 

அதாவது, 22ம். 

PG : GQ =(2b+2b) : (46+b) = 40 : 5624 ; 5, 
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' 
_ tog 124 ஒரு நாற்கரத் தகட்டின் தளத்திலுள்ள Ox என்னும் ஒரு நேர் கோட்டிலிருந்து நாற்கரத்தின் மூனைகள்
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மூலவிட்டங்களின் வெட்டுப்புள்ளி ஆகியவற்றின் தூரங்கள் 
மூறையே ௫, ம, ௦. 8, ச ஆகும். அதே நேர்கோட்டிலிருந்து நாற் 
கரத்தின் புவியீர்ப்பு மையத்தின் $ (at+b+c+d-—e) என்று 
காட்டுக, 

தீர்வு 

ABCD என்ற நாற்கரத்தின் முலைவிட்டங்கள் ஈ என்னும்: 
புள்ளியில் வெட்டுகின்றன. OX என்பது அதன் தளந்திலுள்ள 
ஒரு நேர்கோடு, 04இலிருந்து 4, 8, 6, 0, 8 ஆகியவற்றின் 
நூரங்கள் முறையே ௭, 4, ௦, 8, 2 ஆகும். 

நாற்கரம் ,480யின் புவியீர்ப்பு மையமானது ச, 8, (, ஐ 
ஆகிய மூனைகள் ஒவ்வொன்றிலும் 77” என்னும் எடையும் 
எடையும், £யில்--17” என்னும் எடையும்கொண்ட தொகுதியின் 
புவியீர்ப்பு மையத்திற்குச் சமமாகும். 

0%இலிருந்து, நாற்கரத்தின் புவியிர்ப்பு மையம் (யின் 
தூரம் 1 என்க. 

04 ஐப் பற்றி மேற்கூறட்பட்ட எடை களின் திருப்புத்திறன்- 
சமன்பாடு காண்க. 

யேல் செயல்படும் மொத்த எடை dy ~ w= 3y, 

J.3w. y =watwh+wetwd - we. 

=w (at+b+c+d-e) 

y=! (atb+c+d~-e). 

மாதிரி 125: 2 மீட்டர் நீளப் பக்கங்களும் 12 கிலோ கிரோம் எடையும் கொண்ட சதா என்னும் சதுரத் தகட்டின் A, B,C, D ஆகிய முனைகளில் முறையே 2, 4,6,8 கி,கி, எடை களுள்ள பொருட்கள் வைக்கப்பட்டுள்ளன. புவியீர்ப்பு: 
மையத்தைக் காண்க. 

தீர்வு: 

42, 40 ஆகிய பக்கங்களை மூறையே ஈ, 
கொள்க, 0 என்பது மூலைவிட்டங்களின் 
யெனில், சதுரத்தின் எடையாகிய 17 கி. &, O- 

 அச்சுக்களாகக் 

வெட்டுப்புள்ளி 
வில் செயல்படும்... 

49--80-02-ற,4-2 மீட்டர் 

கீ =(0, 0), B=(2, O),
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(1, 1) ஆகும். 

.. இப்புள்ளிகளில் முறையே 2, 4, 6, 8, 12 கி. கி. எடைகள் 
செயல்படுகின்றன. 

ர் 
(99 > 6௮   

      (00 (2.0) 

படம் 1893 

புவியீர்ப்பு மையம் 0 (2, )) என்று கொள்க, 

WyXytWyXgtWwyXgtWaX,tWers 

Wy +tWotWs thats 

2 (0)+4 (2)4+6 (2) + 8) + 12(4) 
2+44-64+8+12 

0+8+4 1240412 
32 

௯ 1. 

x= 

y= 914, மரா, 1-5 

99 4-1) 4 12, 11% 

2 (0)+-4 (0) + 6 (2) + 8 (2) + 12(1) 
2444648412 

0+0+ 12+ 16+12 
32 
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மாதிரி 126: ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணத்தின் ஒரு மூக 
வரிசையிலெடுக்கப்பட்ட மூனைகளில் 5, 4, 6, 2, 7, ந ஆகியவற் 
Pipe விகித சமமான எடைகள் வைக்கப்பட்டுள்ளன 
புவியீர்ப்பு மையம் அறுகோணத்தின் மையத்திலிருந்தால் 
இன் மதிப்பைக் காண்க, 

தீர்வு: 

420087 என்பது ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணம், அதன் 
மூலைவிட்டங்களின் வெட்டுப் புள்ளியாகிய 0 என்பது அதன் 
மையமாகும். 

4, 5, 2, 2," ஆகிய முனைகளில் முறையே தர, 4), ஒட 
3 7, மை ஆகிய எடைகள் வைக்கப்பட்டுள்ளன. 

இவற்றின் புவியீர்ப்பு மையம் 0-விலுள்ளது, 

அறுகோணத்தின் பக்கதிதின் நீளம் 20 என்றுகொள்க. 
£ 

  

  

  

படம் 184 

AB, AE ஆகியவற்னற 3, ந அச்சுக்களாகக் கொள்க... 
“A=(0,0), B=(2a, O), 

C=(2a+2a cos 60°, 2a sin 60°) 
=(3a, 4/3a) 

D=(2a, 4a sin 60°) 

~(2a, 2\/3a) 

E=(0, 23/39) 
F=(-2a cos 60°, 2a sin 60°) 

=(-a, “/3a)
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O~(a, 2a, sin 60). ப ் 

=(a, / 3a) = (x, 3. 

x= Wy Xp We XotwW AXgtwWe X~twy Xy+We Xe 

; WetWatWstWyatWsetWe 

_ Sw(0)+4w (2a)+6w (3a)+2w (2a)+7w (0)-+xw (- a) 

Sw+4w+t 6w+2w+7w+ xw 

. 0+8a+ 18a+4a+0- xa , 
244+x 

_ (30-0௪ ர ரர 

244+x : : the 

2 244+x=30-x 

2x = 6 

x= 3 

மாதிரி 127: ஒரு சீரான asbtPOlureirgy Bad Cet 
st 
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படம் 185 னன் 

- கோணத்தையுடைய 4.80 என்னும் நேர்கோண மூக்கோண 
மாக வளைக்கப்பட்டு, யிலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. 
4 வழியேசெல்லும் நிலைக்குத்துக்கோடு 80ஐ றயில் வெட்டினால் 
BD atb_. . ப த உ மை என்று காட்டு, 
மிட் ate
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(௪, ம், 2 என்பன முக்கோணத்தின் பக்கங்கள்) 

தீர்வு 
ஒரு அலகு நீளக் கம்பியின் எடை ]7' என்று கொள்க. 

எனவே, 860, 04, 48 ஆகிய பக்கங்களின் எடைகள் 
மூறையே ௭ 8 0௦ ஆகும், 

இந்த எடைகள் அப்பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகளாகிய 
2, 37, 78 ஆகியவற்றில் செயல்படும். 

கிஐ ஆதியாகவும், 80, 8.4 ஆகியவற்றை முறையே ஈ,) அச்சுக் 
களாகவும் கொள்க. 

ட ட(64 43) (64) 
மூக்கோணத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் 0 (2, ) எனில், 

உ யர (+) + lw (3) + cw(o) 

aw+lw--cw 

ட்டே (a+b) 

2 (a+b+0) 

c 2 
நு aw (o)t-bu (5 )-+ew (+) 

aw+bw-+ cw 

be | c? லட -2+7 
atbte 

2 (6-4) 
3 (42-15 

முக்கோணம் சமநிலையிலிருப்பதால், 4வழி நிலைக்குத்துக் கோடு 6 வழியே செல்லும், இந்த நிலைக்குத்துக்கோடு ஜே 
மயில் வெட்டுவதாகக் கொள்க
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பேலிருந்து 04 ]] 4யும், CK [| 80யும் வரைக. 

—_ a (a+b) 
BH = X = Fat bte) 

— ¢ (b+¢c) 

GH Y= J Gtbto 
இப்பொமுது, & 4&02 | || A ABD 

ப BD = AB 

"KG AK 

a (a+b) 

KG = BH = x = stare) 

“=c~y 

_ 6 (ote) 
2(a+b+c) 

ட 6(2-126-22- 2-௦) 
2 (a+b+c) 

~ (atb+c) 
2 (a+b+c) 

இப்பொழுது, BD = அல 2 

a(b+c) 2 (at+b+e) 
₹2 (atb+o) °c (tatb+e) 

a(a+b) 
2a+b+ce 

in w= a—BD 

q— 2 (a+b) 
2a+b+c 

a(2a+b+c-a-b) 
2a+b+e 

a(a+c) 
2a+b+e 

a+b 
at+c° 

௬௦ 
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மாதிரி 128 : யேல் விரிகோணமுடைய ஒரு முக்கோணத் 
தகடு ஒரு வழவழப்பான மேசையின்மேல் அதன் பக்கம் 40 
தொடுகையிலிருக்குமாறு நிறுத்தப்பட்டுள்ளது. முக்கோணத் 
தகட்டின் 74” எனில், தகடு கவிழுமாறு நீயில் தொங்விடப் 

ட. a* +357 - 4 . 
படக்கூடிய குறைந்தபட்ச எடை $ Waa ghee என்று 

காட்டுக, (௭, ம, 2 என்பன முக்கோணத்தின் பக்கங்கள்), 

ம 
த
ே
ர
்
வ
 
ஷ
ய
 

வ்
 

வ
ெ
ல
்

 
த
ம
்
ம
 

ய்
ய 

  

தீர்வு 

முக்கோணத்தின் புவியீர்ப்பு மையமானது A,B,C ஆகிய 
மூனைகள் ஒவ்வொன்றிலும் வைக்கப்படும் * எடை. கொண்ட 3 
தொகுதியின் புவியீர்ப்பு மையத்திற்குச் சமமாகும், 

தியில் தொங்கவிடப்படக்கூடிய குறைந்தபட்ச எடை 
% என்க, 

இப்பொழுது 4, ந, ஆகிய முனைகளில் முறையே 
Ww 

ந, (3 +x ), * ஆகிய எடைகள் $ செயல்படுகின் றன. 

தகடு கவிழும் நிலையிலிருக்கும்போது அது யவேயைச் சுற்றித் 
திரும்ப முயலுமாகையால், மேசையின் எதிர்விசை 0 வழியே 
செயல்படும், எனவே, 0 ஐப் பற்றித் திருப்புத்திறன் காண்க. 
BO LAC எனுல், , 

3௭. AC = (5 Wex ) 02.



புவியீர்ப்பு மையம் ், 45> 

5 W.(b) = (+ Wx ) a.cos (180-0 

W b = (W+3x) (~acosC) 

= ~ aWcosC-3axcosC 

3axcosC = - Wb-aWcosC 

= - W(6+acosC) 

| _ pe 
3 ax (Se =) ஸு ல ழீ (ச்)   

2ab 

_ 2b? +a? +b? - c? renga] 
3 x (a*+b?-c*)= ~ W(a?+b?-c) 

x al (௪-௪) 

  

3 030 

மாதிரி 129: 24 செ.மீ. நீளமுள்ள சீரான கம்பியொன்று. 

3:4:5 என்ற விகிதங்களில் பக்கங்களைக் கொண்ட ஒரு. 
மூக்கோண வடிவமாக அமைக்கப்பட்டுள்ளது. அதன் மூனை 
களில் ற:ர:7 என்ற விகிதங்களில் எடைகள் வைக்கப்பட்ட 
பின்னரும் புவியீர்ப்பு மையம் மாறவில்லையெனில் றர:ர:7 எ 

9:8 :7 என்று காட்டுக, 

தீர்வு 

420 என்பது 24 செ. மீ, நீளக்கம்பியினால் செய்யப்பட்ட * 

ஒரு முக்கோணச் சட்டம், அதன் பக்கங்கள் 3 :4:5 என்ற, 

விகிதங்களிருப்பதால் அது ஒரு செங்கோண முக்கோண , 

மாகும். 

(90? என்று கொள்க. 

மூக்கோணத்தின் சுற்றளவு 24 செ. மீ. ஆகையால், 40 
6செ. மீ., 2-8 ச. மீ., 48-10 செ. மீ. என்று கொள்ளலாம். 

1 செ. மீ. நீளக்கம்பியின் எடை ம எனில், இப்பக்கங்களின் 
எடைகள் முறையே 61, 8, 10௨ ஆகும். 

AC, BC, 49. ஆகிய பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகள் 
மூறையே ம், 5, 7, எனில், Due bw, யில் 89, 7/இல் 109: 

எடைகள் செயல்படும்.



460 அடிப்படை இயந்திரவியல் 

இப்பொழுது, 2 யிலுள்ள 6 எடையை சியில் 39 எடை 
“பும், யில் 3 எடையும் கொண்ட தொகுதியாக மாற்றலாம். 

கியிலுள்ளன 8% எடையை யில் 4, எடையும், தியில் 
-* எடையும் கொண்ட தொகுதியாக மாற்றலாம். 

ச இலுள்ள 10டி எடையை A uted 5ட எடையும், ச யில் 5, 
எடையும் கொண்ட தொகுதியாக மாற்றலாம். 

ஆகவே, மூன்று பக்கங்களின் எடைகளையும் 4 யில் 89 
கியில் 9, 0 யில் 79 எடைகளைக் கொண்ட தொகுதியாக 
மாற்றலாம். 

  

Biv 

auth 187 

இப்பொழுது A, B,C ஆகிய மூனைகளில் ற, ரு, ரூ. என் 
னும் எடைகள் வைக்கப்பட்ட பின்னரும் புவியீர்ப்பு மையம் மாறவில்லை, அதாவது, 4, 2, 6 யில் முறையே (8w+ pw), 9%-- ரஜ, (-பாு எடைகளைக் கொண்ட தொகுதியானது. (Cw+rw) எடைகளைக் கொண்ட தொகுதியானது. அம்முனை களில் முறையே 8, 9, 7 எடைகளைக் கொண்ட தொகுதிக் ஆச் சமமாகும். 

ஃ (99-40) : (9w+qw) : (17) - 89: 9 7 

அதாவது, stp = ota. it ச் (என்க)



புவியீர்ப்பு மையம் 46% 

பயிற்சி 16 

(ம ௨ நீளப்பக்கமுடைய ஒரு சதுரத்தில் முனைகளில் 
1, 2, 3.9 கிராம் எடைகள் வைக்கப்படுகின்றன. அவற்றின் 

புவியீர்ப்புமையம் மிகக் குறைந்த எடையிலிருந்து எவ்வளவு 
தாரத்திலிருக்குமென்று காண்க. 

(2) 0ஜ மையமாகக் கொண்ட ச நீளப்பக்கமுடைய 
ABCD என்னும் சதுரத்தின் .4, 2, ௦, 2 என்னும் முனைகளில் 
மூறையே 3, 4. 5, 6 கிராம் எடைகளும், 0.4, 08, 0௦, 00 ஆகிய 

வற்றின் நடுப்புள்ளிகளில் முறையே 1, 2, 7, 8 கிராம் எடை 
களும் வைக்கப்படுகின்றன. இந்த எட்டு எடைகளின் புவி 
(பீர்ப்பு மையத்தினைக் காண்க. 

3 2மீட்டர் பக்கமும், 12 கி, கி, எடையுமுள்ள 450: 
என்னும் சதுரத் தகட்டின் 4,2,0,0 என்ற முனைகளில் 
மூறையே 2,4,6,8 கி.கி எடைகள் வைக்கப்பட்டுள்ளன. 
புவியீர்ப்பு மையம் காண்க, 

(4) ஒரு ஒழுங்கு அறுகோணத்தின் முனைகளில் 1, 2 
3, 4, 5, 6க்கு. விகித சமமான எடைகள் வைக்கப்பட்டால், 

அறுகோணத்தின் சுற்றுவட்ட மையத்திலிருந்து புவியீர்ப்பு 

மையத்தின் தூரம் சுற்றுவட்ட ஆரையைப்போல் $ மடங்கு 
என்று காட்டுக, 

(5) ஒரு இரு சம பக்கச் சரிவகத்தின் இணைப்பக்கங் 
களான 64, 4.8 ஆகியவற்றின் நீளங்கள் முறையே ட மீட், 
3மீட். ஆகும். அவற்றிற்கிடையேயுள்ள செங்குத்துத் தூரம் 
3 மீட், எனில், சரிவகத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க, 

(6) 30 செ. மீ. நீளமுள்ள ஒரு கம்பியானது கற.ஃ12 
௪செ.மீ., 80--5 செ.மீ,, 24-13 செ. மீ. பக்கங்களைக் கொண்ட 
4.86 என்னும் முக்கோணச் சட்டமாக வளைக்கப்பட்டு, முனை 
சியிலிருந்து தொடங்கவிடப்பட்டுள்ளது. சமநிலையில் நிலைக் 
கூத்துடன் ,4/சயின் சாய்வைக் காண்க, 

(7) 5ஈ நீளமுள்ள ஒரு சீரான கம்பியானது ஒரு ஒழுங்கு. 
அறுகோணத்தின் ஐந்து பக்கங்களாக அமையுமாறு வக£க்கப் 
பட்டுள்ளது, அதன் புவியீர்ப்பு மையம் அதன் இருமூனை களி 

௨1 லிருந்தும் -- 2 க 133 தூரத்திலிருக்குமென்று காட்டுக,
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(8) 4800 என்னும் செவ்வகத் தகட்டில் ,48-4, 80-04; 
என்பது 48யின் நடுப்புள்ளி; 7” என்பது 0யின் நடுப்புள்ளி- 

ற என்ற பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் 0, 02 ஆகிய 

பக்கங்களிலிருந்து எவ்வளவு தூரங்களிலிருக்குமென்று காண்க. 

(9) சீரான கம்பியொன்று ABC என்ற முக்கோண வடிவி 

ிருக்குமாறு வளைக்கப்பட்டுள்ளது. அதன் புவியீர்ப்பு மைய 

மானது 4, 8, என்ற முனைகளில் வைக்கப்படும் % (5-2, 

$ (242), $ (240) என்ற எடைகளின் புவியீர்ப்பு மையத்துடன் 
பொருந்துமென்று காட்டுக. 

(10) ஒரு மெல்லிய முக்கோணச் சட்டத்தின் புவியீர்ப்பு 
மையமும், அதன் முனைகளில் வைக்கப்படும் 5-௦, ச) சம் 
எடைகளின் புவியீர்ப்பு மையமும் ஒன்றேயெனக் காட்டு. 

(11) ஒவ்வொன்றும் ர நீளமும் உ எடையுமூள்ள இரு சம 
மான சீரான, நேரான கோல்கள் ஒரு சதுரத்தின் இரு அடுத் 
துள்ள பக்கங்களாக அமையுமாறு விறைப்பாக இணைக்கப்பட் 
(டுள்ளன. இணைப்புப் புள்ளியிலிருந்து புவியீர்ப்பு மையத்தின் 

தூரம் 2/5 என்று காட்டு.. 

(12) ஒரு சீரான முக்கோணத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு 
மையம் அதன் உள் வட்ட மையத்திலிருந்தால் அது ஒரு சம 
பக்க மூுக்கோணமென்று காட்டுக. 

(13) மூன்று அசம நீளக் கோல்கள் 4BC என்னும் 
மூக்கோணமாக அமையுமாறு இணைக்கப்பட்டுள்ளன. அவற் 
றின் எடைகள் சமமாயின் புவியீர்ப்பு மையம் மூக்கோணத்தின் 
பரப்பின் புவியிர்ப்பு மையத்துடன் பொருந்துமென்று காட்டு 
a,b, ¢ ஆகிய பக்கங்களின் எடைகள் முறையே bte-a, 

(14) 4800 என்னும் சரிவகத்தில் 42, ற ஆகிய இணைப் பக்கங்களின் நீளங்கள் முறையே, 5 ஆகும். இணைப்பக்கங் களுக்கிடையேயுள்ள தூரம் எனில், பக்கம் யிலிருந்து 
சரிவகத்தின் புவியீர்ப்பு மையத்தின் தூரம் 1 (3) ் என்று 
காட்டுக, 

|
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(15) 4802 என்னும் நாற்கரத்தில் மூலைவிட்டம் BD 
யிலிருந்து 4, யோன் தூரங்கள் முறையே ,,4, ஆகும். BD 

hy—h 
யிலிருந்து புவியிர்ப்பு மையத்தின் தூரம் ( 4 3 *)என்றுகாட்டு, 

  

(16) ஒரு நாற்கரத்தின் புவியிர்ப்பு மையமும், அதன் 
தான்கு முனைகளிலும் வைக்கப்படும் நான்கு சம எடைகளின் 
புவியீர்ப்பு மையமும் சமமாகயிருந்தால் அது ஒரு இணைகர 
மென்று நிறுவுக. 

(17) ஒரு சீரான கம்பியானது ௭, ம், 2 பக்கங்கள் கொண்ட 
ஒரு முக்கோணச் சட்டமாக வளைக்கப்பட்டுள்ளது. அதன் 

பக்கங்களிலிருந்து புவியீர்ப்பு மையத்தின் தூரங்கள் ate 

¢ta atb_., : : . 
+ — என்னும் விகிதத்திலிருக்குமென்று நிறுவுக 

(18) சீரான கம்பியொன்று முக்கோண வடிவில் வளைக்கப் 
பட்டுள்ளது. அதன் பக்கங்களிலிருந்து புவியீர்ப்பு மையத் 

ஜின் தூரங்கள் ந, ந, 2 என்றும் முக்கோணத்தின் உள்வட்ட 
ஆரை 7 என்றும் தரப்பட்டிருந்தால், 

7547” சோரர2)-49/2ஈ0 

என்று காட்டுக, 

தொகையீட்டு முறையில் புவியீர்ப்பு மையம் காணல் (6. .6. 6 
Integration) 

கட்டிறுக்கமான பொருட்களைத் தொடர்ச்சியான துகள் 

களாலானவையாகக் கருதலாம். இக் கட்டிறுக்கப் பொருட்கள் 

(தேர்கோடு, வளைவு, பரப்பளவு, கன அளவு ஆகியவற்றுள் 

ஏதாவதொன்றின் வடிவத்தைப் பெற்றிருக்கலாம். இத்தகைய 
பொருளொன்றின் புவியீர்ப்பு மையமானது அப்பொருளி 

லடங்கியுள்ள தொடர்ச்சியான துகள்களின் புவியிர்ப்பு மையத் 

திற்குச் சமமாகுமாகையால், இப்பொருளின் புவியிர்ப்பு மையத் 

தினைத் தொகை நுண்கணித முறையில் மிக எளிதாகக் காணா 
லாம். 

வளைவுகளின் புவியீர்ப்பு மையங்கள் 

yef (x) என்னும் வளைவில் PQ என்பன இரு நெருங்கிய 
புள்ளிகள். .8 என்பது அவ்வளைவிலுள்ள ஒரு நிலையான
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புள்ளி. வளைவு 42, வளைவு .40 ஆகியவற்றின் நீளங்கள் 
மூறையே $, 5-(&,3ி என்று கொள்க. எனவே, வில் PO=AS. 

2.என்பது வளைவின் ஒரு அலகு நீள வில்லின் பொருண்மை 
யெனில், இச் சிறிய வில் 7£0-வின் பொருண்மையானது சியிலி 

ரூப்பதாகக் கொள்ளலாம். ௦, ஐ என்னும் யாதானுமிரு செங் 

குத்து அச்சுக்களைக் குறித்து யின் "அச்சுத் தூரங்கள் [ஐ, ற) 
எனில், வளைவிலுள்ள எல்லாத் துகள்களின் புவியிர்ப்பு: மையம் 

(x; y) என்பது, 

4 

8 

(x? 
An ft 

  

‘eb 188 

- jxdm = Jydm 
¥= dm" ¥™ Tam 

என்ற சூத்திரங்களின் மூலம் பெறப்படுமென்று கண்டோம். 
புவியிர்ப்பு மையம் காணவேண்டிய வில்லின் நீளத்திற்கேற்ப 
தொகையிட்டு எல்லைகளை யெடுத்துக்கொள்ள வேண்டும். 

றர ஆகையால், வளைவு சீரானதெனில், 

xu LXP ds _ Ph xds இல) 
724 சர் “ரஜ 

நுல் 1204 2] [ரஸ் 
J Pds p fds fds 

ஆகும், ஆனால்,நுண் கணிதத்திலிருந்து ds= வ் 1+ (4 5)” dx 
என்று நாமறிவோம், இன் இச்சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்தி 

%, இன் மதிப்புக்களைப் பெறலாம், 

துருவ ஆயத் தொலைகளின்படி (1௦182 0௦0111021௫) % 
=F COS 6, 7-7 9/8 6 எனில், வளைவின் சமன்பாடு % -7 (9) என் 

gb ds= J" + (25) 869 என்றும் காணலாம். எனவே,
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[ள் 
J7 cos 6 J + (J) 

x= ea , 

1 mt (a ) 49 
2 

_ ராஸ்/24(22) 89 
y = 

terete டை. To 

Sfmt (24) . de 

ஆகும். 
குறிப்பு: துணையலகுக் os Mises (Parametric Co-ordinates), 

- [(#Vi(@y ds Jf ($)'+(4 . dt 

என்று பிரதியிடவும். 

y 

  

2 

Rs டி L 
(ம 

படம் 189 

பரப்பளவின் புவியீர்ப்பு மையம் (௦, 0. ௦8 ஹு Area) 

9ஈ 702) என்னும் வளைவு, 2-அச்சு, xma, x=b ஆகியவற்றி 
லுள்ள நிலைத் தூரங்கள் (0011426) ஆகியவற்றால் சூழப்பட்ட 
42482 என்னும் பரப்பளவின் புவியீர்ப்பு மையம் காண 
வேண்டுமெனக் கொள்வோம். 

அச்சுக்கு இணையான 209 என்னும் செவ்வக வடிவ 
நுண்ணிய வரித்துண்டு ஒன்றையெடுத்துக் கொள்க. P=(x, y) 
என்க. PQ=Ax எனில், இச் சிறு வரித்துண்டின் பரப்பு 
3/&ஈக்குச் சமமெனக் கூறலாம், உ என்பது ஓர் அலகு பரப் 

வி. @.—30
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பளவின் பொருண்மையெனில் இச் சிறு வரித்துண்டின் 
பொருண்மை ௩௭௭௭0௩ ஆகும். இவ் வரித்துண்டின் புவி 
யீர்ப்பு மையம் அதன் நடுவிலிருக்குமாகையால், அதன் புவி 
யீர்ப்பு மையத்தின் அச்சுத் தூரங்களை (2, 3)) என்று கொள்ள 
லாம். எனவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள பரப்பளவின் புவியீர்ப்பு 

மையம் (2, 7) எனில், 

» b b 

JSxdm f x pydx ம 324 

x= = = os 
b b 

Sdm J pydx J ax 

  

  

db b db 

3J ydm af y pydx J y?dx 

b 5 b 

J dm S pydx J ydx 
a க a 

y= 

    

இங்குக் கொடுக்கப்பட்டுள்ள பரப்பளவு சீரான பொருண்மை 
,யுடையதெனக் கொண்டு ॥ ஒரு மாறிலீயாகக் கருதப்பட் 
டுள்ளது. 

  

படம் 190 

குறிப்பு 1: வளைவின் சமன்பாடு துருவ அமைப்பில் 72 7 (9) 
என்று கொடுக்கப்பட்டிருந்தால், 0-4. 0-8 ஆகிய ஆரைத் 
திசையிக்கள், 7-7 (9) என்ற வளைவு ஆகியவற்றால் சூழப்பட்ட 
வட்டக்கோணப் பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையத்தினைப் பின் 
வரும் முறையில் கண்டறியலாம்.
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7-7ீ(6) என்னும் வளைவின் .4.8 என்னும் வில் 6-ஷ, 0- 

ஆகிய கோணங்களுடைய 04, 08 என்னும் ஆரைத்தியிக் 

கள் ஆகியவற்றால் கூழப்பட்ட 80.8 என்னும் வட்டக் கோணப் 

பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் காண வேண்டும். 

48 என்ற வில்லில் (7, 6), (r+ Ar, 0+ A0) துருவ ஆயத் 
தொலைகள் கொண்ட 2, ட என்னும் நெருங்கிய புள்ளிகளை 
யெடுத்துக்கொள்க. 200 என்னும் நுண்ணிய வட்டக்கோணப் 
பகுதியை $ 77௩௦0 பரப்புடைய ஒரு முக்கோணமாகக் கருத 
லாம். இச் சிறு முக்கோண வரித்துண்டின் புவியீர்ப்பு மையம் 
அதன் திணிவு மையத்தில் இருக்குமாகையால், 0-விலிருந்து 

அதன் தூரம் $1 ஆகும். எனவே, அதன். ஆயத்தொலைகள் 

3 - ௮௪ 0080, - 47 8௦6 ஆகும். 0 என்பது ஒரு அலகுப் 

பரப்பளவின் பொருண்மையெனில், இச் சிறு வட்டக் கோணப் 
பகுதியின் பொருண்மை Am=4tr7 Ae. 0 ஆகும். 

அதாவது, ம-3 780.0 ஆகும். 

எனவே, வட்டக் கோணப்பகுதி 40.8யின் புவியீர்ப்பு மையம் 

(x, y) எனில், 
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இதுபோல், தடை டட ஆகும், இங்கு வட்டக் 

Jr? do 
of 

கோணப்பகுதியின் பரப்பளவு சீரான பொருண்மையுடைய 
தெனக் கருதப்பட்டுள்ளது. 

குறிப்பு 2: வட்டக் கோணப் பகுதி 40 8யானது சீரானதாக 

இல்லாமல் மாறுபட்ட அடர்த்தியுடன் கூடியதாகயிருப்பின், 
020 என்னும் நுண் வட்டக் கோணப் பகுதியின் பரப்பு 

ர4,0, க ஆகும். எனவே, 8481-7702 0 ஆகும்.
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“8 "SS pr de dr" 

3 SSpr?sin @ de dr 

¥ =" "Tferdedr 

ஆகும். இங்கு பரப்பளவின் அடர்த்தியாகிய 9 என்பது ஈ, 6 

ஆகியவற்றின் சார்பு ஆகும். ஈன் எல்லைகள் 0 முதல் 7£(6) 

வரையிலும், 0-ன் எல்லைகள் ௩ முதல் 3 வரையிலும் எடுத்துக் 

கொள்ளப்பட வேண்டும். 

சுற்றுத் திண்மப்பொருளின் புவியீர்ப்பு மையம் (0. 6. ௦7 & 80114 ௦1” 

Revolution) 

yaf (2) என்ற வளைவு, %--அச்சு, $-, 3-ம் ஆகிய நிலைத். 

தூரங்கள் ஆகியவற்றால் சூழப்பட்ட 47472 என்னும் தளப். 
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பரப்பு 3-அச்சின்மீது சுற்றுவதால் 44910 என்னும் திண்மம் 
உண்டாவதாகக் கருதுக. க£ரரீ$ என்ற பரப்பில் 2045 
என்னும் 7 உயரமும், கம அகலமும் கொண்ட செவ்வக நுண் 

வரித்துண்டு ஒன்றை எடுத்துக்கொள்க, இவ் வரித்துண்டை 
2 அச்சின்மீது சுற்றுவதால் ஒரு உருளை வடிவத் திண்மம் 

கிடைக்கும். 2700 என்னும் இவ்வுருளைத் திண்மத்தின் ஆரை ) 
ஆகும்; உயரம் ௩, ஆகும், எனவே, இந்த நுண்ணுருவையின் 
கன அளவு ஈர ௩ ஆகும், ற என்பது ஓரு அலகு கன 

அளவின் பொருண்மையெனில், ௩-௬"? &% 2 ஆகும். 

Hsteugi, dm= ny dx. P pea.
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இந்த நுண்ணுருளையின் புவியீர்ப்பு மையம் £$இன் நடுப்புள்ளி 
யாகும். 2-(ட y) 20- &% எனில், &2௮:௦ ஆகும்போது, 
இந்த நுண்ணுருளையின் புவியீர்ப்பு மையம் (2, 2) ஆகும், 

மூழுத் திண்மத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் (3) 3) எனில், 

- _ af’xdm _ af? x. mw y?dx. p — os? xy? dx 

* alo dm gf’ y? dx. p af’ y* dx’ 
  

y =0 

ஆகும். இங்கு திண்மத்தின் கன அளவு சீரானதெனக் கருதி, 
$-ஐ மாறிலியாகக் கருதப்பட்டுள்ளது. 

குறிப்பு : வளைவு .48யின் சமன்பாடு துருவ அமைப்பில் 
r=f(@) என்று கொடுக்கப்பட்டிருந்தால், 7 0089 - 7 (9), 
4080, 1-7 sing = ரீ(9).8100 என்று கொள்க. 

சுற்று மேற்பரப்பின் புவியீர்ப்பு மையம் (0.0. of a surface of 
Revolution) . 

Y=f(x) oearp asnafieo x=a, x=b என்ற நிலைத் தாரங் 
களுக்கிடைப்பட்ட வில் 42யை x-HsFor Sgr xppeugiCw 
“ஏற்படும்.4.4'99 என்னும் திண்மத்தின் மேற்பரப்பினைக் கருதுக. 
அவ் வளைவிலுள்ள யாதானுமொரு நிலையான புள்ளியிலிருந்து 
மூறையே 5, 5-- 5 வளைவுத் தூரங்களிலுள்ள 27,0 என்னுமிரு 
நெருங்கிய புள்ளிகளையெடுத்துக் கொள்க, “PQ=AS 
ஆகும். 70 என்னும் இந்த நுண்ணிய வில்லை xv-gsones 
சுற்றிச் சுற்றுவதால், ஓர் உருளை வடிவத் திண்மத்தின் வளை 
பரப்புக் கிடைக்கிறது. இவ்வுருளையின் ஆரை ற, உயரம் கூ௮ 
ஆகும். எனவே, 2-0) எனில், இவ் வளைபரப்பை 20 கூடி 
என்று கொள்ளலாம். 6 என்பது ஒரு அலகு வளைபரப்பின் 
பொருண்மையெனில், இந்த நுண்வளைபரப்பின் பொருண்மை 
உ. 2737. கி ஆகும். மேலும், இவ் வளைபரப்பின் புவியீர்ப் 
மையம் அதன் அச்சாகிய ந-அச்சின் மேல் 76.ல் இருக்கும் , 
AS>O ஆகும்போது, இப் புவியிர்ப்பு மையம் (,0) ஆகும். 
எனவே, முழு மேற்பரப்பின் புவியீர்ப்பு மையம் (x, >) எனில்,
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_ விம of? x. p. 2m yds as? xy ds 
மாபா Tas’ P.2ayds af? yds’ 
y=0 

ஆகும். இங்கு மேற்பரப்பு சீரான பொருண்மையுடையதாகக் 
கருதப்பட்டுள்ளது. 

மேற்கண்ட சூத்திரத்தில் ந = J) + (2) dx என்று: 

பிரதியிட்டு, தொகையீடு செய்து புவியீர்ப்பு மையத்தினை க். 
காணலாம். 

துருவ ஆயத் தொலைகள் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால், 3-7 

cos 6, y=rsin 6, ds = J? + (5). 6 என்ற பிரதியீடு 

களின் மூலம் தொகையீடு செய்து புவியீர்ப்பு மையத்தினை க். 
காணலாம். 

மாதிரி 130: மையத்தில் 24 கோணத்தைத் தாங்குகின்ற 
ஒரு வட்டவில்லின் புவியீர்ப்பு மையத்தைக் காண்க. 

ABC என்னும் வட்டவில், வட்ட மையம் 0-வில் 2௨. 
கோணத்தைத் தாங்குகிறது. வட்டத்தின் ஆரை ரஎண்க. வில் 
கீதியின் நடுப்புள்ளி 0 வழியே செல்லும் ஆரை ட0யை 9 

1 
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அச்சாகவும், 0-ஐ ஆதியாகவும் கொள்க, வட்டவில்லில் 6 
யிலிருந்து முறையே $, 45-௩5 தூரங்களில் ,0 என்னும் 
நெருங்கிய புள்ளிகளை எடுத்துக் கொள்க, எனவே, நுண்வில் 
PQ=AS2ob. 0-ஐ ஆதியாகவும், 00-யைத் தொடக்கக் 
கோடாகவும் கொண்டு 27,0 ஆகியவற்றின் துருவ ஆயத் தொலை
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களை முறையே (௭,9),(2,0-ட&6) என்க: எனவே, 24200- ௧0 
ஆகும். ௩ & 8-8௫0, அல்லது 2 சரீ ஆகும், வில் சீரான 
பொருண்மையுடையதெனக் கருதி ஒரு அலகு நீள வில்லின் 
பொருண்மை ம எனக் கருதுக, எனவே ர ஒரு மாநிலியாகும்- 

“dm=p.ds=p.adQ. P=(x,y) எனில், 

. x=acosd, y=a sing ் 

ஆகும். வில்லின் புவியீர்ப்பு மையம் fx, % எனில், 

5a ixdm_fx.padg_Jfacosd. pada _aJ cosade 
J dm 12.2 80 fpade fde 

6 என்பது வில் 4£யின் நடுப்புள்ளியாகையால், LAOC= 
LCOB = ஆகும். எனவே, மூனை யிலிருந்து முனை 4 வரை, 
9-வின் எல்லைகள் - € முதல் 4 வரையாகும். 
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afcosede 4 

உம்ப 26 _ a {sin el_-x< _ a[2 sin <] 2 sin < 

7% « x 24 ஷ் 
1809 [6] 

௨66 ் _% 

« x 4. 
ரூம் Jasine.pado aJssinede 

2% ட -% _ -% 

y < ௦ ௫ 
jdm Jp ado fde 

-« ~ % 6 

a| -cos 0 |*, al - cos « + cos < | 

DE * . -« 2« 

  புவியீர்ப்பு மையம் -{* a8 * 0 | 

அதாவது, ஒரு சீரான வட்ட வில்லின் புவியீர்ப்பு மையம், . 

அதன் நடுப்புள்ளி வழி ஆரையில் வட்ட மையத்திலிருந்து 

“அர தூரத்திலிருக்கும். [இங்கு 4 என்பது ஆரையன் 

(உங்க) அளவு கொண்டதாகக் கருதப்படல் வேண்டும். 

குறிப்பு: அரைவட்ட வில்லின் புவியீர்ப்பு மையம் காண 

om > என்று பிரதியிடுக,



x = asin 
nT 

. 

nx 2a 

உ ௩ 

% அரைவட்ட வில்லின் புவியீர்ப்பு மையம் (0 ) 

மாதிரி 191: மையத்தில் 2 4 கோணத்தைத் தாங்குகின்ற 
ஒரு சீரான வட்டக் கோணப் பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் 
காண்க, (மாதிரி 130-ன் படத்தைப் பார்க்கவும்.) 

தீர்வு1। AOB என்னும் வட்டக் கோணப் பகுதி, வட்ட 
மையம் 0-வில் 2 4 கோணத்தைத் தாங்குகிறது. வட்டத்தின் 
ஆரை சஎன்க,. வில் 4£யின் நடுப்புள்ளி 0 வழியே செல்லும் 
ஆரை ஜே 3-அச்சாகவும், 0-ஐ ஆதியாகவும் எடுத்துக் 
கொள்க. 6 என்பது வில் ,4யின் நடுப்புள்ளியாகையால் 

[AOC = | COB = « sped. 

இப்பொழுது, 0-ஐத் துருவமாகவும், 06-ஐத் தொடக்கக் 
கோடாகவும் கொண்டு, வில் 4£யில் (௪, 9), (௪, 94௩6) என்ற 

துருவ ஆயங்களைக் கொண்ட £, 0 என்னும் நெருங்கிய புள்ளி 
களை எடுத்துக்கொள்க, எனவே, 1200 - கட ஆகும். | 
200 என்னும் இச் சிறு வட்டக் கோணப் பகுதியை ஓர் இரு சம் 
பக்க முக்கோணமாகக் கருதலாம், 

200 என்னும் நுண்ணிய மூக்கோணத் துண்டின் 
பரப்பு - $ 47. ௫6. 

9 என்பது ஒரு அலகு பரப்பளவின் பொருண்மையெனில், 
இச் சிறு முக்கோணத் துண்டின் பொருண்மை Am=%} a" A6. Pp 
ஆகும், 

அதாவது, 88-547480. p. 
இந்த நுண்ணிய முக்கோணத் துண்டின் புவியீர்ட்பு மையம் 
0-விலிருந்து 3 ச தூரத்திலிருக்கும். இப் புவியீர்ப்பு மையத்தின் 
ஆயத்தொலைகள் (2,]) எனில், 

x = $a0c080, y = 3 asin 0. 

ஆகும், எனவே, வட்டக் கோணப் பகுதியின் புவியீர்ப்பு 
மையம் (7, ந) எனில்,
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ப 1/0 _ Sa cos 6. $27800 ட $2] 008 080 

* பஸ 73272 0.0 726. 
|AOC = |COB - ஆகையால், 0-ன் எல்லை மதிப்புகள் 

5 - ஒமுதல், 0-4 வரையாகும். 

௩ 4 
8910080820 = § a [sin 0] 

ட 5. “ஜ் ட “4 _$ச[284 <] 
உ «x 24 

186 [6] 
~ 

  

“ 

J $a sin 6. 4 a°do.p 

=~ ௨... 
௦ 
ர* 4780.0 

~ 

XK ட 
ga fsingde 2a[-cose]} 
os “x _ 0 9 

x 2« x 
J do [6] 

4 4 

ஃ வட்டக் கோணப் பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் 

[Aa 0] அதாவது, ச ஆரையும், மையத்தில் 24 கோண 

மூம் தாங்குகின்ற ஒரு வட்டக் கோணப் பகுதியின் புவியிர்ப்பு 

மையம், அதன் நடு ஆரையின் மேல் மையத்திலிருந்து eins 

தூரத்திலிருக்கும். 

குறிப்பு: ச ஆரையுடைய ஓர் அரை வட்டத் தகட்டின் 
புவியீர்ப்பு மையம் அதன் நடு ஆரையின் மேல், மையத்தி
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2a sin7/2 4a 
விருந்து 37/2. “ 3 தரரத்திலிருக்கும். 

ர் 
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2 3 

மாதிரி 192: இ 8 () * - 1 என்ற வளைவரையின் முதற் 

கால்வட்டப் பகுதியிலுள்ள வில்லின் பு வியீர்ப்பு மையம் 
காண்க. 

தீர்வு: சமன்பாட்டில் ந-0 என்று Sy Sus x= ta 
என்றும், %-0 என்று பிரதியிட Y= ta என்றம் காணலாம். எனவே, கொடுக்கப்பட்டுள்ள வளைவரையானது 4 (a,0), B(o,a), 
A'(-4,0), BY(0,-a) Bus YsroPacPa: அச்சுகளை வெட்டு கிறது. இவ் வளைவரையின் முதற் கால்வட்டப் பகுதியிலுள்ள 
வில் 84 ஆகும். 6 (2 7) என்பது இவ் வில்லின் புவியீர்ப்பு 
மையமெனில், ஒரு அலகு வில்லின் பொருண்மை 0 எனக் 
கொண்டால், 2 = Leeds “yo ன் என்று நாமறிவோம். 

x=a 81137, நர 00851 என்பவை இவ் வளைவரையிலுள்ள யாதானுமொரு புள்ளியின் துணையலகுக் கூறுகளாகும், 

, wg dy tee ரா 3௭ 81037 008, ர 3a cos* ¢ sin t 

= Gy 6) 
= 9a*sin*t cos?t + 9a%cos*t sin*t 

= 9a*sin*t cos*r [sin®¢ + cos?#] 

= 9a*sin*t ௦0537



புவியீர்ப்பு மையம் 475 

“. 2 - 3800 0005 7 

அல்லது, 82 - 3ஈ810 7008 87. 

டமி pxds 

* J pas 
Jxds 

= Tas (வளைவரை சீரானதாகையால் ஐ: 

மாறிலியாகும்.. 

_, Ja sin*t. 3a sin t cos ¢ dt 
J 3asintcostdt 

aj sin*t cos t dt 
J sin t cos t dt 

இங்கு -ன் எல்லைகள் _£-யிலிருந்து .4 வரையாகும். எனவே, 
தியில் $-0 ஆகையால், ஏ 8127-0 அல்லது 8-0 ஆகும்; யில் 

3-8 ஆகையால், ச 5102-8, அல்லது /-௯/2 ஆகும். அதாவது, 

/-யின் எல்லைகள் ர/-0 முதல் t= வரையாகும். 

3/2 
a of sin*t. cos t dt 

“ix = /2 
of sint cost dt © 

sine a 

ee 
+ 

வளைவரையின் முதற் கால்வட்ட விற்பகுதியானது 3, ந ௮ச்௬ 

  

அ
ட
 

் ் . . — 2a . 
களுடன் சமச் சீருடன் அமைந்திருப்பதால் ந ௯ என்று 

காணலாம். 

எனவே, 0 ௬ (2 22 ) 
5° 5 

மாதிரி 133: r=a (1+cos6) என்னும் நெஞ்சுவளை 

யின் (கோப1014) தொடக்கக் கோட்டிற்கு மேலுள்ள விற்பகுதி 

யின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க.
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தீர்வு: நெஞ்சுவளையானது தொடக்கக் கோட்டின் இரு 
புறமும் சமச்சீருடன் அமைந்துள்ளது. மேலும், தொடக்கக் 
கோட்டிற்கு மேலுள்ள வில் 6-0 முதல் 9-௬ வரை அமைந் 
துள்ளது. 

7ஈ8 (1-4 00809) 

5 =- asin 6. 

827 dr\? + (a) -7+ (3s) 
=a® (1+ cos 9)?+a? sin’9 
=a? (1+2 cos 9+cos?6 + sin 79) 

=2a* (1+cos @) 

= 4a? cos? 2 

. ds. 6. ் 28 6082 

ds= 2a cos 246. 

தொடக்கக் கோட்டிற்கு மேற்புறமுள்ள வில்லின் புவியீர்ப்பு 
மையம் 0-0, )) எனில், 
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n nm 
SJ pyds Syds 

— 9 0 
yr ௯ = ஸு என்றும் அறிவோம். 

J pds fds 
0 0 

ஆனால், ஐ ௯ 7 008 0,357 810 9 ஆகும், 

௬ 

f{ 70080. 22008 9.49 
_ 0 2 
2 கந்த ரர ரவை 

J 22008 8 do 
0 2 

n 
= ட் 2(1-:008 6). 008 6. 008 8.79 

2 
  

% 

SJ cos 9. de 
0 2 

௯ 
இப்பொழுது, J 7(1-1- 0059) 0050 : cosy 10 

௯ 
= af2cos?® ie 8 i 5 (2 cos?’ 1) cos ~-de 

Rn 

= 2a f cos 38 (2 cos ? 8-4) de 
0 2 2 

Rn % 

= 4a f cos. 8 49 —2a J cos? 8 de 
0 3 °° d 2 

(2 m ர் என்று பிரதியிடுக] 

பச் ௯/2 
௯ 48] 00557, 247 -2ர [ 0083 , 247 

0 0 

70/2 ௩/2 
- bad cos® tdt-4da A tdt 

4.2 2 = 84. [5 4] — 4a [+]



ATS அடிப்படை இயந்திரவியல் 

ய 642 88 
15 3 

ட 2௪ _ 8 
15 5 

ரு 70/2 
J cos 9 46 = f cost2° dt 

0 0 

௩/2 
= 2 [sin t] 

0 

= 2 

— — 8/5 ப 4a 
we x — 2 5 

n n 
J yds f§ rsing.2a cos 9 .d@ 

0 0 2 
  yn உட 

  

nT 

jf ds J 2a cos® dg 
0 0 2 

௯ 
ட் a(1+cos @) sin @ cos 4 de 

“ ௯ 
0 o! cos -5—- dQ 

௬ 
இப்பொழுது, o! a(1+ cos 0) 81 6 cos + de 

௬ 
mais 0 2 2 2 2 

(2 cos? 3) .2 sin © . COS 3. cos 80 

3 0 
” +9 sin —- 40 4a ய் 008 2 2 

(2 ௯ என்று பீரதியடுக) = 4a {PP cos t. sin t. 2dt 

n/2 
= 8a fcos* ¢. sin t dt 

0 
n/2 

m= —8q f cost d (cos t) 
0
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5 jo 

--840-4 | 

ப 82 
5 

உப 42 
சீ 2 5 

குறிப்பு: 7-ஈ (1-1-008 6) என்ற நெஞ்சுவளையின் புவியீர்ப்பு 
மையம் காண்க. நெஞ்சுவளையானது தொடக்கக் கோட்டைச் 

சுற்றி சமச் சீருடனிருப்பதால், ந -௦ என்றறியலாம்; மேலும், 
தொடக்கக் கோட்டிற்கு மேற்புறமுள்ள வில்லின் புவியீர்ப்பு 
மையமும், முழு வளைவரையின் புவியீர்ப்பு மையமும் ஒன்றா 

4a கவே இருக்குமாகையால், ஐ = ஆகும், 3 02 (5 ,0 ) 

மாதிரி 134: ஒரு நீள்வட்டத்தின் (611106) கால்வட்டப் 
பகுதி வடிவிலமைந்த சீரான அடர்த்தியுடன் கூடிய தகட்டின் 
புவியீர்ப்பு மைடம் காண்க, 

தீர்வு: AOB என்பது ஒரு நீள்வட்டத்தின் கால் வட்டப் 
2 2 

பகுதி. நீள்வட்டத்தின் சமன்பாடு = + $i =] எனில், 

OA=a, 08-ம் ஆகும், இக் கால் நீள்வட்டத் தகட்டின் 
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விளிம்பில் 7(2,0) என்னும் புள்ளியை எடுத்து, 2 என்னும் 
நிலைத்தூரத்தை வரைக, PR நீளமாகவும், PQ=8xmM அகல
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மாகவும் கொண்ட 7058 என்னும் நுண்ணிய செவ்வக வடிவ 

நீள்வரித்துண்டு ஒன்றைக் கருதுக. இவ் வரித்துண்டின் பரப்பு 
38% ஆகும். ஆகவே, 7 என்பது ஒரு அலகு பரப்பளவின் 
பொருண்மையெனில், இந்த நுண்வரித் துண்டின் பொருண்மை 
Sm=pydx ஆகும். நீள்வட்டப் பகுதித் தகடானது இது 

போன்ற எண்ணற்ற வரித்தகடுகளாலானதெனக் கருதி 

அவற்றின் பொதுப் புவியீர்ப்பு மையத்தைத் தொகையீட்டு 
முறையில் கணக்கிட்டுக் கால் நீள்வட்டத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு 
மையத்தைக் காணலாம். தகட்டின் வளைவுப் பகுதி 2-லிருந்து 

4 வரை இருப்பதால், $-ன் எல்லை மதிப்புகள் $-0 முதல் 

௩9. வரையிலிருக்குமென்றறியலாம். இந்த நுண்வரித் 

துண்டின் புவியீர்ப்பு மையம் அதன் மையத்திலிருக்குமாகை 

யால் அதன் அச்சுத் தூரங்கள் (+3) ஆகும். 

ச் 
நப ம j 2dm ஆகும் 

jdm [dm 

a a 
jx dm Sxyp dx. p f xy dx 

. 0 0 0 
உறு ௬ = ஸை 

§ dm Jy dx. p 6 6 J y dx. 

  

இப்பொழுது, 5- 80086, y = bsin 9 என்று பிரதியிடவும். 
ஃ் மி = -—asing de ஆகும், 

% 0 எனில், 9- ௯/2 ஆகும்; ந ர எனில், 6-0 ஆகும். எனவே, 6-வின் எல்லைகள் 94 ௩/2 மூதல் 6-0 ஆகும், 
0 
Sacos @ bsing. (~asin 9 89) 

டட ௫/2 
oo X = 0 

J sin 9. (-a@ sin 9) dg 
5/2 

n/2 
a 008 0. 51830 40 

10/2 
| sin’@ do 
0
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ஷ
ு
.
 

a a a 

ti ydm ஜட நரன் 
J a a a 

f dm Sy dx. p Sy dx 
oO o o 

  

0 
he sin? 9 (-a sin 6 dQ) 

0 
i? sin 6 (-asin ® d@) 

3/2 

5 J sin® 9d6 
20 

n/2 
1847 020 

o 

say 

3 
டக 

4 
௯ 
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மாதிரி 135: சீரான அடர்த்தியுள்ள ஒரு திண்ம அரைக் 
கோளத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க, 

தீர்வு; 40.8 என்பது 0-ஐ மையமாகக் கொண்ட ச. ஆரை 
யுள்ள ஒரு சீரான திண்ம அரைக்கோளம். ௦ என்பது வளைபரப் 
பின் மையம். 0-ஐ ஆதியாகவும், 00, 04-யை முறையே ஆ, 
அச்சுக்களாகவும் எடுத்துக் கொள்க, இவ் வரைக் கோளமா 
னது, 4006 என்னும் கால் வட்டப் பகுதியை 00-யின் மீது 
சுற்றுவதாலேற்படும் திண்மமெனக் கொள்ளலாம்: 4 96 என் 
னும் வில்லை $*--ந7- ர£ என்னும் வட்ட்த்தின் கால் வட்ட வில் 
லெனக் கருதலாம். இவ் வில்லின் மேல் 2(2,) ) என்னும் 
ஏதேனுமொரு புள்ளியை எடுத்துக் கொள்க, 2 வழியே, 
அரைக் கோளத்தின் அடிப்பாகத்திற்கு இணையாக 98% கன 
மூள்ள 728509 என்னும் வட்டத் தகடு ஒன்றினைக் கருதுக. 
இச் சீவலின் பரப்பளவு ஈர என்றும், கன அளவு ஈர₹8% என் 
றும் காணலாம். ஒரு அலகு கன அளவின் பொருண்மை 
ம எனில், இச் சீவலின் பொருண்மை 81-௩8 2 ஆகும்: 
இச் சீவலின் புவியீர்ப்பு மையம் அதன் மையத்தில், அதாவது 
2 யின் நடுப்புள்ளியில், இருக்குமாகையால், $:2 ஆகும் 
போது, இப் புவியீர்ப்பு மையத்தின் அச்சுத் தூரங்கள் (2, 6) 

Ue 
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என்று காணலாம். கொடுக்கப்பட்டுள்ள திண்ம அரைக் 
கோளமானது இதுபோன்ற எண்ணற்ற சிவல்களினாலான 
தெனக் கருதப்படக் கூடுமாகையால், திண்ம அரைக்கோளத் 
தின் புவியீர்ப்பு மையத்தை இவ்வெண்ணற்ற சீவல்களின் புவி 
யீர்ப்பு மையங்கள் 0 -விலிருந்து 0 வரை பரவியிருக்குமாகை 
யால் இன் எல்லை மதிப்புக்கள் 3௮ ௦ மூதல் 2: ச வரையாகும்
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a 
Jxdm 

J x. wy2dx. p 
௦ 

  

a 

J xy?dx. p 
9 

a 

J xy*dx 
௦ 

  

——  [ Qpe@ped, y? = (a2 - x9) ] | 
a 

J y?dx 
0 

a 
J x (a? -x)dx 

௦ 

    

a 
J (a? - x?) dx 

௦ 

ee ee 
ச” 7 
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at/4 

~ 2௦5/3 

- 32 
8 

~ dm 
Y=0 ஆகையால் vn ௪ ௦ ஆகும். 

3 
திண்ம அரைக் கோளத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் ( ட் 2) 

மாதிரி 136: ஒரு சீரான அரைக்கோள மேற்பரப்பின் புவி 
(பீர்ப்பு மையம் காண்க, (மாதிரி 135இன் படத்தைப் பார்க். 
கவும்.) 

ABC என்பது 0ஐ மையமாகவும் ஈ ஆரையுமுள்ள ஒரு 
அரைக் கோள மேற்பரப்பு. ேே என்பது வளை பரப்பின் மையம். 
0-ஐ ஆதியாகவும், 06, 0.4 ஆகியவற்றை முறையே 5, ந அச்சுக். 
களாகவும் எடுத்துக் கொள்க. எனவே, 4 0.8 என்ற வில்லா 
arg x+y =a? என்ற வட்டத்தின் அரை வட்ட வில்லாகும். 
422 ன்றும் கால வட்டவில்லை 06-யின் மீது சுற்றுவதால் 
இந்த அரைக்கோள மேற்பரப்புப் பிறப்பிக்கப்படுவதாகக். 

கருதலாம். வில் 40-யின் மேல் 2(2,]) என்னும் புள்ளியை. 
எடுத்து அதன் வழியே ந அச்சுக்கு இணையாக 720-986 கன 
முள்ள ஒரு தளத்தினால் வெட்டப்படும் 2 0.9 8 என்னும் வளை 
யத்தினைக் கருதுக, 206 .. 6, (0200 - (69-80) எனில், 
835-780 ஆகும். எனவே, இவ்வளையத்தின் வளை பரப்பு 2௩. 
$3- Any ஈ6.டி ஆகும், ஒரு அலகு பரப்பளவின் பொருண்மை. 
2 எனில், இவ்வயத்தின் வளைபரப்பின் பொருண்மை §m= 
2௩7290. 2 ஆகும், மேலும் இவ்வளையத்தின் மேற்பரப்பின் 
புவீயீர்ப்பு மையம் அதன் மையத்தில், அதாவது றி8-யின் 
நடுப்புள்ளியிலிருக்குமாகையால், 869-0 ஆகும்போது, அதன் 
புவீயீர்ப்பு மையம் (2, 2) என்று கொள்ளலாம். அரைக்கோள 
மேற்பரப்பானது இதுபோன்ற எண்ணற்ற வளையங்களின் 
மொத்தமாகக் கருதினால், அரைக்கோள மேற்பரப்பின் புவி 
யீர்ட்பு மையத்தை இவ்வளையங்களின் மேற்பரப்புக்களின் புவி' 
யீர்ப்பு மையங்களைத் தொகையீடு செய்து காணலாம். ஆகவே. 
அரைக்கோள மேற்பரப்பின் புவியீர்ப்பு மையம் (2, 0) ஆகும்.
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_ _ixdm 
* fam 

%-இன் எல்லைகள் %$- ர மூதல்$- ரவரையிருக்குமாகையால், 

a 
Jx.2n ya d@. p 

0 
ஸை. 

r= 

      

a 

J an ya dQ. p 
9 

a 

J xy de 
9 

  

a 
Syd 

௦ 

இப்பொழுது, 3-2 008 6, ya sin 9 என்று பிரதியீடு 
செய்க, எனவே, 6இன் எல்லை மதிப்புக்கள் 9-3 மூதல் 0-2 

வரையாகும், 

௦ 
Jo cos 6. a sin 6 dQ 

௬/2 

oe x = அவலை வைகை மை nena 

2 
Jasin 0 

n/2 

a [= 11 

2 /க/2 
நன் ee cet 

[ -c0s 6 be 

a[-3] 

[-1} 

  

a 
6
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எனவே, அரைக்கோள மேற்பரப்பின் புவியீர்ப்பு மையம்: 

- (2-2), 

    

  
  

  

  

படம் 197 

மாதிரி 187 ஈ ஆரையுள்ள ஒரு சீரான கோளத்தில், அதன் 

மையத்திலிருந்து ச், 2 தூரங்களிலமைந்துள்ள இரு இணைத் 

தளங்களுக்கிடைப்பட்ட திண்மப் பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம். 

காண்க. 
டர் 

தீர்வு: 728.5 0 என்பது, 0ஐ மையமாகவும், ர ஆரையும் 

கொண்ட ஒரு சீரான திண்மக் கோளத்தில் 20, 89 என்னும்: 
இரு இணைத் தளங்களுக்கிடையில் வெட்டியெடுக்கப்பட்ட 
ஒரு வெட்டுத்துண்டு ஆகும். எனவே, 20, 89 என்பன இத். 

துண்டின் இரு வட்ட முகங்களாகும், இவற்றின் மையங்கள் 

த, 0 எனில், 0,8-, 00-௦2 ஆகும், இத் துண்டின் கன அள 
வானது, 2.86 £ என்னும் பரப்பை 20-யின் மீது சுற்றுவதால் 
ஏற்படும் திண்மமெனக் கருதலாம். ' 

£ 8 என்னும் வில் 7-0 என்னும் வட்டத்தைச் 

சேர்ந்த விற்பகுதியால், இவ்வெட்டுத் துண்டின் புவியீர்ப்பு 
மையம் (7, ) என்பது
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௦ 
Jxy? dx 

b 
X= ———, y = 0 

6 
JS y? dx 

ச் 

என்ற சுத்திரங்களின் மூலம் பெறப்படும், ஆனால், 
நு -ர?-1 ஆகையால், 

6 
J x (a? ~ x?) dx 

x= 

ச 
J (a? — x?) dx 

b 

  

ater x3 fa? B? ~~ ட்ட 
(“-4)-(௫ - 4) ட்ட. 

(ஷு ்
் 

கடட) ட்ட 
~ a® (c-b) — i(c2 ~ 5°) 

a’ 

“3” (e+) ~ i(c+b)X(c? +5*) 

at ~ 1 (c3+cb+5*) 

_$ (630) [22-21 -65] 
$ (3a ~c? ~cb- 5) 
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ஆகவே, வெட்டுப் பகுதி 26 8 8 இன் புவியீர்ப்பு மையம் 
3 (b+) (2a? - Of -c?) 0 

4 (3a —b* — ct bey? 9 | VS. 

குறிப்பு: 6-0, 2௬8 என்று பிரதியிட்டு திண்ம அரைக் 

கோளத்தின் புவியீர்ப்பு மையம்(19- ,0 ) என்று காணலாம். 

A 

  

  

  

  
படம் 198 

மாதிரி 186, % உயரமூள்ள ஒரு சீரான கூம்பின் மேற் 
பரப்பின் புவியீர்ப்பு மையம் காண் ௧. 

தீர்வு! 0.4.8 என்ற நேர்வட்டக் கூம்பின் உயரம் 00). 
0ஐ ஆதியாகவும் 00-ஐ %- அச்சாகவும் எடுத்துக்கொள்க. 
கூம்பின் அடிப்பாகத்திற்கு இணையான 891 கனமுள்ள 20,328 
என்னும் வட்டச் சீவலைக் கருதுக, 2 (%,]) எனில், இச் 

சீவலின் மேற்பரப்பு 2,858 ஆகும், 2 என்பது ஒரு அலகு 
மேற்பரப்பின் பொருஅமையெனில், இச்சீவலின் மேற்பரப்பின் 
பொருண்மை 2௯] $4.0 ஆகும். 

உ ௬].92.0. 

இச் சிறு சீவல் வட்ட வளையமாகயிருக்கும். இவ்வட்ட 
வளையத்தின் புவியீர்ப்பு மையத்தில் அதாவது மி£யின் நடுப் 
புள்ளியிலிருக்கும். எனவே, 8985-௦ ஆகும்போது, இப்புவி 
யீர்ப்பு மையத்தின் அச்சுத்தூரங்கள் (ற, ௦) ஆகும். உள்ளீ 
டற்ற இக் கூம்புவை இதுபோன்ற எண்ணற்ற மெல்லிய 
வளையங்களாகப் பிரிப்பபோமானால், இவ்வளையங்களின்
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புவியீர்ப்பு மையங்கள் யாவும் %- ஆச்சின் மேல், அதாவது 
கூம்பின் அச்சின் மேலேயிருக்கும்மென்று காணலாம். எனவே, 

கூம்பின் வளைபரப்பின் புவியீர்ப்பு மையம் (x, 0) ஆகும்: 

மேலும், எல்லா வளையங்களின் புவியீர்ப்பு மையங்களும் 
0 முதல் £ வரை பரவியிருக்குமாதலின், % இன் எல்லைகள் o 
முதல் ந வரையாகும், 

ச் 
Jf x dm 

2 
x=   

h 
J dm 

௦ 

J x.2ny ds.p 
௦ 
  

  

h 
J 2xy ds. @ 

௦ 

ர் 
J xyds 

0 
ச் 

S yds 
9 

  

, கூம்பின் உச்சிக்கோணம் 24 எனில், 24(%, 0) ஆகை 
பால், 

yu x tana eb. 

அ. 
* dx tan «< 

end, ds = J+ (a>) - dx 

வரக ஹா ன்
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h 
J x.x tan «. sec <. dx 

—_? 
உஸ் h 

J x tan «. sec « dx 
0 . 

& என்பது மாறிலியாகையால், 

y 
J x* dx 

௦ 

2 
3. 

மேலும் ந - 2 ஆகையால், புவியீர்ப்பு மையம் - (௫.௮) 

மாதிரி 139. $ உயரமுடைய ஒரு சீரான திண்ம நேர் 
வட்டக் கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க. 

தீர்வு: 0.48 என்பது 4 உயரமுள்ள ஒரு திண்மக் கூம்பு. 
0 என்பது அதன் 2&8; OC என்பது அதன் அச்சு, 0ஐ 
ஆதியாகவும், 00-ஐ 2-அச்சாகவும் கொள்க. கூம்பின் மேற் 
பரம்பின் மேல் 2 (% ,ழ) என்னும் புள்ளியின் வழியே அதன் 
அடிப்பாகம் 4.8-க்கு இணையாக PORS என்னும் மெல்லிய 
சீவல் ஒன்றைக் கருதுக, இது ஒரு வட்டத் துண்டாகயிருக்கும். 
சீ0-6௪ என்க, இவ்வட்டத் துண்டின் கன Hera, ry? hs 
ஆகும். எனவே, 7 என்பது ஒரு அலகு கன அளவின் 
பொருண்மையெனில், இவ்வட்டத் துண்டின் பொருண்மை 
dm= 752.0 ஆகும். இவ்வட்டத்துண்டின் புவியீர்ப்பு மையம்



புவியீர்ப்பு மையம் 49% 

அதன் மையத்திலிருக்குமாகையால். 982 ஆகும்போது, 

அதன் புவியீர்ப்பு மையம் (x , 2) என்று காணலாம். திண்மக். 

ர் 

  

  

உர் 

படம் 199 

கூம்பானது இதுபோன்ற எண்ணற்ற மெல்லிய சீவல்களாலான 
தெனக் கருதினால், அவற்றின் புவியீர்ப்பு மையங்கள் யாவும்: 
கூம்பின் அச்சாகிய 00யில் (-அச்சின் மேல்) இருக்குமாகை. 

யால், திண்மக் கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையத்தை தொகையீடு. 
செய்து காணலாம். 

3-௦ ஆகையால், ந - ௦ ஆகும். 

மேலும், சீவல்களின் புவியீர்ப்பு மையங்கள் யாவும் 0: 
விலிருந்து 0 வரை பரவியிருக்குமாதலின், % இன் எல்லை மதிப். 
புக்கள் 3-௦ முதல் 3௯ h வரையாகும். ் 

h 
Sx dm 

7 a2 அ 
ow X h 

S dm 
o 

  

h 
J x.ry* ds.p 

௦ 
கேத் வனமகன் 

h 
J my? ds.p 

௦ 

\
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h 
J xy? ds 

0 

3 
ரந 82 

0 

ஆனால், 2 = (x,y) wader, y=x tan « ஆகும், 

dy 
2 2 tan «, 

» de = dy \* ஃ 82 விர (2) . ax 

ட / 1 மாரி வ. 

௬: $60 «<.dx. 

ந் 
1 ௮7 12172, 860 « dx 

* ~2 
க x h —=. 

J x*tan? « sec « dx, 
0 

    

௯ என்பது மாறிலியாதலின், 
h 

5 x? dx 

8
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Act * : 3h 
ஃ கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம் - | - 0 

அதாவது, ஒரு திண்மக் கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம் அதன்: 

அச்சின் மேல், உச்சியிலிருந்து 5? காரத்திலிருக்கும், 

மாதிரி 140 % உயரமுள்ள ஒரு சீரான திண்ம நேர்வட்ட. 
உருளையின் புவியீர்ப்பு மையம் காண் ௧. , 

நி 

  

கவலை வல்லவ லு 

  

CAP (xg) 

  emery 8S வல லு 

Ae Os.     
  

வடம் 200 

தீர்வு: 0 என்பது $ உயரமுள்ள 4200 என்னும் திண்ம. 
நேர்வட்ட உருளையின் ஆடிப்பக்க மையம். 0ஐ ஆதியாகவும்,. 
உருளையின் அச்சை - ந அச்சாகவும் எடுத்துக் கொள்க. 

உருளையின் வளைபரப்பில் 7 (2) என்னும் புள்ளி வழியே அடிப் 
பாகத்திற்கு இணையாக 2-8] என்னும் கனமுள்ள ஒரு. 
வட்டச் சீவலைக் கருதுக. உருளையின் ஆரை 7 எனில், இச் 
சீவலின் கன அளவு ௯73$) ஆகும். P என்பது ஒரு அலகு, 
கன அளவின் பொருண்மையெனில், இச்சீவலீன் பொருண்மை 
க 2 ஆகும். இச்சீவலின் புவியீர்ப்பு மையம் அதன் 
மையம் /47இல் இருக்கும். 85-2௦ ஆகும் போது இச்சீவலின் 
புவியீர்ப்பு மையம் (௦,) என்று காணலாம். உருளையானது. 
இது போன்ற எண்ணற்ற மெல்லிய சீவல்களினாலானதெனக் 
கருதினால், அவைகளின் புவியீர்ப்பு மையங்கள் யாவும் 
உருளையின் அச்சின் மேலிருக்குமாதலின், தொகையீடு செய்து,. 
உருளையின் புவியீர்ப்பு மையம் (௦, y) ஐக் காணலாம். மேலும்,
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இச்சீவல்களின் புவியீர்ப்பு மையங்கள் 0 முதல் 17 வரை பரவி 
யிருக்குமாதலின், இன் எல்லைகள் ௦ முதல் 4 வரையாகும். 

h 
Sy dm 
௦ 

உ: ௫ எ 

J dm 
௦ 

  

h 
J y ny?dy. p 
0 

  an eee 

h 

[காஸ் 0 
0 

ச, 2 என்பவை மாறிலிகளா தலின், 

h 
Sydy 
6 

  

ல 
—
_
r
 

N
 

>
 
o
e
 

< 

ப
வ
ன
ை
!
 

ஒ
 

ஓ
 

n
>
 

=
|
 

2 

ருளையின் புவியீர்ப்பு 
கும், 

ஃ உருளையின் புவியீர்ப்பு மையம் 2 (௦ h ) 

அதாவது, ஒரு திண்ம நேர்வட்ட உ 
மையம் அதன் அச்சின் நடுப்புள்ளியா
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மாதிரி 141] ஒரு திண்ம அரைவட்டக் கூம்பின் புவியீர்ப்பு 

    

3 A 

PA, 

fy y 
11 05 
111 

3111 
yi 

௦45 x AnH x 
560: B 
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மையம் காண்க, 

0.4.9 என்பது, 0ஐ உச்சியாகவும், 80யை அச்சாகவும் 
கொண்ட ஒரு திண்ம அரை வட்டக் கூம்பு ஆகும். அதன் 

அடிப்பக்க ஆரை 7 என்க; அரையுச்சிக் கோணம் ஓ என்க, 

இவ்வரை வட்டக் கூம்பானது ௬௩0.48யை 0யின்மீது 180” 
கோணத்திற்குச் சுற்றுவதால் பிறப்பிக்கப்படும் திண்மம் என்று 

கருதலாம். 0ஐ ஆதியாகவும், 08ஐ %- அச்சாகவும் கொள்க. 
0.4யில் 2 (5) என்னும் ஏதேனுமொரு புள்ளியையெடுத்து, 
அதன் வழியே அடிப்பாகம் 4£க்கு இணையாக §x கனமுள்ள 

20.86 என்னும் ஒரு அரை வட்டச் சீவலைக் ரெதுக. இதன் 

அரை ந என்று கருதி, இதன் கன அளவு ௯)39% என்று 

கொள்ளலாம். 7 என்பது ஒரு அலகு கன அளவின் 
பொருண்மையெனில் இவ்வரைவட்டச் சீவலின் கபாருண்மை 

50 - ரர? - ஜீற0 ஆகும், இவ்வரை வட்டச் சீவலின் புவியீர்ப்பு 

மையம் 0£யிலிருந்து = தூரத்திலிருக்கும். எனவே, 8-0 

ஆகும்போது, இவ்வரை வட்டச் சீவலின் புவியீர்ப்பு மையம் 

G1 -( x, iz ) ஆகும். அரை வட்டக் கூம்பானது இது 

போன்ற எண்ணற்ற மெல்லிட. சீவல்களாலானதெனக் கருதி, 
தொகையீடு செய்து அரை வட்டக் கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம் 
(100 ஐப் பின்வருமாறு காணலாம். 

— jxdm Sxny? dx p Jxy? dx 
x" "Sam ~ ry? dx p ~ “fy? dx
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ன் எல்லைகள் %-௦ மூதல் ஈர் வரையாகும். மேலும். ந௮% 
(2 ஸ் ஆதலின், 

J x.x*tan?«.dx 
௦ . 

  

x 

h 
J x*tan?<dx 

௦ 

h 
J x8 dx 

ச (ஏனெனீல் ஃ ஒரு மாறீலி), 
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ஆனால், y=x 181) 47; இன் எல்லைகள் ச முதல் ந் வரை 
யாதலின், 

4 h 
—— fx tan® «. dx 
3௬ ர 

y = 

h 
J x* tan® « dx 

0 

h 
3 — ம 3 tan ஷ், Sx x 

h 
jf x? dx 

0 

4 xt qe 
x tan. 7 | 

- ட்ட 
| | 

4 4/4 
= or tan “78/5 

4 3h 
“3, tan x. 

ட tan « 

ர 

ஆனால், 1800 ஒவ $ “ A tan «=p, 

வெட r 
“YR: 

அரை வட்டக் கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம் = (7 ல்) 
ர 

௮. இ.--32
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மாதிரி 142: 7-40052 6 என்ற வளைவரையின் ஒரு வளை 
யத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க. 

தீர்வு: 7-௦ என்று பிரதியிட, 0- 4 அ என்று கிடைக்கி 

றது. ஆகவே, வளைவரையின் ஒரு வளையம் 05 - அ-யிலிருந்து 

§= வரை பரவியுள்ளது. 02420 என்பது இந்ந வளை 

யத்தைக் குறிப்பிடுகிறது. 2(7,0),0(7-187,0-- 96) என் 

  

  

படம் 202 

னும் இரு நெருங்கிய புள்ளிகளை எடுத்துக் கொள்க, 020ஐ ஒரு வட்ட கோணப் பகுதியாகக் கருதி அதன் பரப்பு $7“66 
என்று எடுத்துக் கொள்ளலாம். எனவே, 0 என்பது ஒரு அலகு 
பரப்பளவின் பொருண்மையைனில் $- $7730. 0 ஆகும். 
6872-0 ஆகும்போது வோனது சியுடன் பொருந்தி விடுமாகை 
யால், இதன் புவியீர்ப்பு மையம் 0-விலிருந்து 3 7 தூரத்திலிருப் 
யதாகக் கொள்ளலாம். 

எனவே, 0 2-வின் புவியீர்ப்பு மையம் (9,) எனில் 

x= 37 COS 0, y= $7 5100 ஆகும். 

எனவே, மூழு வளையத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் (2, =) என் 

~~ srcos@dm _ 37 sin 6 dm - ட டட யது ககர 12 = Tam என்ற சுத்திரங் 

களிலிருந்து பெறப்படுகிறது. ஆனால், வளையமானது ௦ % இன் 
இரு புறமும் சமச் சீருடனிருப்பதால், $- 0 என்று காணலாம் 
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x/4 : 
2rcos6 $7? dQ p 

ட. “௫4 உட 
Ree 

n/4 

J %r? de. p 
— 7/4 1 

லம . ன் 

3 ழ 7800690490 
௩/4 ப 

n/4 
ர் 7700 

- ௫/4 

௪/4 
3 Jf a cos* 26. cos 9 d0 
-௧/4 

n/4 
J a™ cos? 29 d 

௫/4 . 

n/4 

3.2a ] 006: 200050 40 
oO 4 

3/4 
2 J cos? 29d6 | 

m™/4 
] ௦08₹20 008 0 86 ஐக் கருதுக. 

2 — - 

 cos® 26'cos 6=(1-2 sin*Q)® cos 6 - 

இப்பொழுது, கூ 2 86 = sin x என்று பிரதியிடுக, 

472005 6 89 = cos x dx 

1-2 sin? Q@ = 1-sin? x=cos* x 

“. cos? 20 cos @ d@=cos*x, cos x dx. 

V2
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9௩0 எனில் 0:09 எ எனில் ஐ ன 

௪/4 ௯/2 
ரீ 00922.0050860 - ] cos® x. cos x dx 

6 ௦ V2 

1 6 4 2 
“fz T° 5: 3 

= 16 
33472 

௯/4. 
ர் 60820 80 ஐக் கருதுக. 29-( என்று பிரதியிடுக... 

0 2. dQ=} dt 

9-௦ எனில், 1-0; 2 3. எனில் t= > 

5/4 ௩/2 
~ ] 6009729204 ff cost, a 

0 6 2 

vw = }. > 

_ 128/24 
105௩ 

புவியீர்ப்பு மையம் -(2v2 20 ந 
105 x
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மாதிரி 143 y? (a+x)=x? (௪2-39) என்ற வளைவரையின் ஒரு 
வளையத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க. 

தீர்வு 
வளைவரையின் சமன்பாட்டிலிருந்து வளையமானது 3 

அச்சின் இருபுறமும் சமச் சீருடனிருப்பதைக் காணலாம். 
எனவே, புவியீர்ப்பு மையம் % அச்சின் மேலேயே இருக்கும். 
அதாவது) 0, ந-ஈ0 என்று பிரதியிட, -0 அல்லது %- 

என்று காண்கியரம். எனவே வளையமானது %-0 இலிருந்து 
ஈர வரை பரவியுள்ளது. . 

வளையின் மேலுள்ள 2 (%,]) என்னும் புள்ளியின் வழியே 
2 அச்சுக்கு இணையாக 8x அகலமூள்ள ஒரு நுண் வரித்துண்டு 
ஒன்றைக் கருதுக. இவ்வரித்துண்டின் பரப்பு 3 8% ஆகும். 
சி. என்பது ஒரு அலகு பரப்பளவின் பொருண்மை யெனில், 
3-2) 65. 2 ஆகும். 

ஜெக 
8 

Sam 
0 

a 
Jxdm 

0 
  

a 
fx 2ydxp 
0 
  

a 

J2yaxp 
0 

a 

Sxydx 
0 

a 

Sydx 
0 ப 

_*? (4-3) Va-x _ x(a-x) 
ல், a ee = = ae ஆனால், 3 atx Yar en 

  

ட்கள் iz (6-2) dx, 
a?- x?
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3-ஏ₹110 என்று பிரதியிடுக, 

௬70060 80, ' 

x7? (a-x _ 2? sin? 0. a (1 -sin 6). acos 6 de .: C=") dx = ox? a cos 8 
  

=a* sin? @ (1-sin 6) do 

=a® (sin? 6 - sin® @) do. 

2-0 எனில், 6-0; %$-ஈ எனில் 6௯/2 

a n/2 
“. Jxydx= J  a®( sin? 9- sin? 9) de 

0 0 ; 

3 

=F Gr -8) 

a a 

of ydx =! X(a-x) ay 
at _ x? 

5-8 8100 என்று Fy Buh ay, 

x (a-x) a sin 0. a (1 -sin @) ் ப் Se NY Jax ; x 3 - 2 COs 6 dQ 

  

=a* (sin 0 - sin? 6) do, 
௬0 எனில் 9-0; நத எனில் O= 7/2. 

a ௩/2 
“Oo! ydx ய 23 (81௦0-70) ஸ்
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ட ம க 9 : . ் fe 

oS (A=) 

ச? (3-8) 
a “Xx a? (4-7) 

4 

_, 4 (3% -8) 
. 3(4-n) 

aw தர +s » | ¢:Ga- 8) ட ம ஃவளையத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் [aoe (4-7) 0] த 

> பயிற்சி 17 

(1) y=sin ஐ என்ற வளை வரையில் x=045 Gb x= TSH 
மிடையே யுள்ள வளைவின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க, 

2 5/3-]3/3- 73/3 என்ற. வளை வரைக்கும் அச்சுக் 
களுக்கு மிடையே சூழப்பட்ட பரப்பளவின் புவியீர்ப்பு மையம் 
காண்க. 

(3) 777008 29 என்ற வளை வரையின் ஒரு வளையத் 
தினால் சூழப்பட்ட பரப்பளவின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க, 

(4) r=a(1+cos 6) என்ற நெஞ்சு வளையினால் சூழப்பட்ட 
பரப்பளவின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க, oO 

(சென்னை பி.எஸ் ஸி, £70 ஏப்.) 

(5) 0 என்பது 7-3 ௦08 29 என்ற வளை வரையில் துருவ 
மாகும். 0 என்பது இவ் வளை வரையின் 48 என்னும் வில்லின் 
புவியீர்ப்பு மையம். 140BR 00 இரு சமபாகங்களாகப் 
பிரிக்குமென்று காட்டு. 

(6) 2-௪ (69-80 0), நர (1-௦080) என்ற உருள் வளை 
(001019) யின் முதற்கால் வட்ட வில்லின் புவியீர்ப்பு மையம் 
காண்க, oe 

(7) y= 4ax என்ற பர வளையம், 2-அச்சு, x=h என்ற 

நிலைத்தூரம் ஆகியவற்றினால் சூழப்பட்ட பரப்பளவின் புவி 
யீர்ப்பு மையம் காண்க,
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(8) x?=4y என்ற வளை வரை,ந-% என்ற நேர்கோடு 
. ஆகியவற்றிற்கிடையே சூழப்பட்ட பரப்பின் புவியீர்ப்பு மையம் 

காண்க, 

(9) ந) 13-03 ஆகிய வளை வரைகளுக்கிடை ப்பட்ட 
பரப்பின் புவியீர்ப்பு மையம் காண் ௧, 

(10) சஆரையுள்ள ஒரு கோணத்தின் மையத்தில் 2x 
கோணத்தைத் தாங்கக்கூடிய நாணை விட்டமாகக் கொண்ட 

கோள முகட்டின் மேற் பரப்பின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க. 

(11) 8 ஆரையுள்ள ஒரு கோணத்தில் மையத்திலிருந்து 2 
தூரத்தில் செல்லும் ஒரு தளத்தினால் வெட்டப்பட்ட வெட்டுப் 
பகுதியின் மேற் பரப்பு, கன அளவு ஆகியவற்றின் புவியீர்ப்பு 
மையங்களைக் காண்க. 

(12) சஆரையுடைய ஒரு வட்டத்தின் இரு இணை நாண் 
கள் மையத்தில் 2_, 2, கோணங்களைத் தாங்குகின்றன. இவ் 
விரு நாண்களுக்குமிடையேயுள்ள தகட்டின் புவியீர்ப்பு 
மையம் வட்டத்தின் மையத்திலிருந்து 

2a°(Sin*« - Sin* 8) 
3s 

தூரத்திலிருக்குமென்று காட்டு, (8 என்பது தகட்டின் பரப் 
பளவு) 

(13) 7-ஈ510209 என்ற வளைவரையின் முதற் கால்பகுதி 
யிலுள்ள. வளையத்தின் புவியீர்ப்பு மையத்தினைக் காண்க. (வளை 
வரை சீரான அடர்த்தியுள்ளதென க் கொள்ளப்படுகிறது) 

(14) x=a(6+Sin@), y=a(1-cos 6) என்னும் உருள்வளை, 
அதன் அடிப் பாகம், ற- அச்சு ஆகியவற்றால் சூழப்படும் பரப் 
பளவின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க, 

(15) ஒரு நீள்வட்டத்தின் பேரச்சு, சிற்றச்சு ஆகியவற்றின் 
முனைகளைச். சேர்க்கும் நேர்கோட்டிற்கும், அதன் வளைவரைக் 
கும் இடைப்பட்ட சிறிய பகுதியின் பரப்பளவின் புவியீர்ப்பு 
மையம் காண்க,
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(16 ஒரு நீள்வட்டத்தின் ஒரு கால் பகுதியை அதன் 

சிற்றச்சின் மீது சுற்றுவதாலுண்டாகும் திண்ம உருவத்தின் புவி 

யீர்ப்பு மையம் காண்க, 

(17) நூ-42% என்ற பர வளையம், $- அச்சு, செல்வகலம் 
18108 15௦001. ஆகியவற்றால் ழப்பட்ட பரப்பளவைச் செவ்வக 
லத்தின் மீது சுற்றுவதாலுண்டாகும் கன அளவின் புவியீர்ப்பு 

மையம் காண்க, 

(19) ஓர் உள்ளீடற்ற கோளத்தின் மையத்திலிருந்து /, 2 
தூரங்களில் செல்லும் தளங்களினால் வெட்டப்பட்ட வலயத்தின் 

(5௦5) புவியீர்ப்பு மையம் காண்க. 

(20) சஆரையுள்ள ஒரு கோளத்தில் ஒன்றுக்கொன்று 24 
கோணச் சாய்விலுள்ள இரு விட்டத் தளங்களினால் வெட்டி 
யெடுக்கப்படுகின்ற பிறை வடிவத்தின் (1018) புவியீர்ப்பு 

a Sin < தூரத்தி 
மையம் கோளத்தின் மையத்திலிருந்து 1௬ x 

லிருக்கு மென்று காட்டு, 

  

(22) 78-ர (1௦08 29) என்ற வளைவரையின் ஒரு வளை 

யத்தை அதன் தொடக்கக் கோட்டின் மீது சுற்றுவதாலுண்டா 

கும் உருவத்தின் மேற்பரப்பின் புவீயீர்ப்பு மையத்தினைக் 

காண்க. 

(22) r=a(l+cos 0) என்ற நெஞ்சு வளையத்தை அதன் 

அச்சின் மீது சுற்றுவதாலுண்டாகும் உருவத்தின் மேற் பரப்பின் 
புவியீர்ட்பு மையம் காண்க. 

(23) ஒரு உள்ளீடற்ற நேர் வட்டக் கூம்பு அதன் அச்சுக் 

கூச் செங்குத்தான இரு தளங்களினால் வெட்டப்பட்டுள்ளது. 

வெட்டுப் பகுதியின் இரு முனை வட்டங்களின் மையங்கள் 4, 8; 

ஆரைகள் £,, 7. இவ் வெட்டுப் பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் 

கதியை (7-2): (22.0 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கிற 
தென்று காட்டு. 

சீரற்ற அடர்த்தியள்ள பொருட்களின் புவியீர்ப்பு மையங்கள் 

காணல்: 

மாதிரி 144 ஒரு கோலின் அடர்த்தியானது அதன் ஒரு 

முனையிலிருந்து அதன் துகள்களின் தூரங்களுக்கேற்ப மாறுபடு 

கிறது. கோலின் புவியீர்ப்பு மையத்தைக் காண்க.
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Sie AB என்பது ச நீளமுள்ள ஒரூ கோல். 7 என்பது 

கபிலிருந்து 5 தூரத்திலுள்ள ஒரு துகள், எனவே, 2யின் 

அடர்த்தி நக்கு விகித சமமாயிருக்கும், அதாவது, சீயின் 

அடர்த்தி 4% என் க. (£ என்பத: விகிதசம மாறிலி ) இப்பொழுது 

யில் ர% நீளமுள்ள 20 என்னும் கோலின் நுண்ணிய பகுகி 

ஒன்றைக் கருதுக. இந்த நுண்ணிய துண்டிலுள்ள துகள்கள் 

யாவும் யின் அடர்த்தியாகியு ஐக் கொண்டதாகக் கருதப் 

படுகின்றன, எனவே, POwer பொருண்மை §m=kx 8x 

உ 

4 oa P o@ B 

“படம் 208 

ஆகும். இச் சிறு தண்டின் புவியீர்ப்பு மையம் 82-0௦ ஆகும் 
போது சியிலிருக்குமாகையால், 4யை ஆதியாகவும், 48 யை %- 

அச்சாகவும் கொண்ட நேர் குத்து அச்சுக்களைக் குறித்து, இச் 
சிறு துண்டின் புவீயீர்ப்பு மையம் (%, 2) எனலாம். எனவே, 
கோலுன் புவியீர்ப்பு மையம் (2, ௦) ஆகும். 

_ Sf x dm _ Jx (kx) dx Jx2dx 

% 1 7 08 fkxdx  ~ [102 

% ஆனது சீயிலுருந்து 8 வரை பரவியிருப்பதால், %இன் 
எல்லை மதிப்புக்கள் ௦ முதல் ம வரையாகும். 

a 
J x? dx x3 | 

6 னி 

2 ——__ 3 de eB = Za. 

த் J x dx 2 Jo 
0 

  

மாதிரி 145 48 என்னும் வட்ட வில்லின் அடர்த்தி அதன் 
மூனை 4யிலிருந்து வில்லின் துகள்களின் வளைவு தூரங்களுக் 
கேற்ப மாறுபடுகிறது. வில்லின் புவியீர்ப்பு மையத்தினை க் 
காண்க. 

தீர்வு: 48 என்பது 0ஐ மையமாகவுடைய கர வட்ட வில் 
வட்டத்தின் ஆரை 8 என்க. 0ஐ ஆதியாகவும், 0.4-யை 2- 
அச்சாகவும் கொண்டு வட்டத்தின் சமன்பாடு x?+y? =a? 
என்க. வில்லில் 7 (%,)) என்னும் துகளைக் கருதுக, வில் 424 
ச என்க, எனவே, சியின் அடர்த்தி ௦ க்கு விகித சமமாகும்.
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அதாவது, ம என்பது விகித சம மாறிலியாயின், சியின் அடர்த்தி 
=ks ஆகும். இப்பொழுது 8௦ நீளமூன்ள. 20 என்னும் மிக 
நுண்ணிய விற் பகுதியைக் கருதுக. மிக நுண்ணிய பகுதியா 
யிருப்பதால் இதிலுள்ள் துகள்களின் அடர்த்தியை £க்குச் சம. 

  

படம் 204 

மாகக் கருதலாம். எனவே, இந்த நுண்ணிய விற் பகுதியின்: 

பொருண்மை 2 82 ஆகும். அதாவது, 8-9 89. மேலும். 

இதன் புவியீர்ப்பு மையம் 72 (ற) யிலிருப்பதாகக் கொள்ள 
லாட் ஆகவே; முழு வில்லின் புவீயீட்ப்பு மையம் (x,y) 
எனில், . 

fxdm_ _ Jfxksds [மம 
  

* “fdm ~jksds ~ fsds 

நு Sy dm Syksds Sysds 
  

fim ~ fks ds ~ “fs ds 

40%, | POA = 0, creed, s  வில்.42 = a. 

ஃ 85௯ 886. 

அல்லது, ds = ada. 

மேலும், x = acos6,y = asin 6. 

வில் 4யிலிருந்து 8 வ- ரயிருப்பதால், 8 இன் எல்லைகள் P= o 

மூதல் 6- $ வரையாகும். ்
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0
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ஃ 

[451௦0 a6 ade 
0 . 

« 
J < a6 ade 

0 

ஆ 

a jf sine. 6 do 
0 

6 ௩ 

sede 
0 

ட்ட 

J 64 (- ௦080) 
0 

a| - 6cos6+sin6 1 
் ௦ 

    

ஞீ 2 

2 

2a : 
= x? SIN — KCOSK 

இருமாறித் தொகையீடு மூலம் புவியீர்ப்பு மையம் காணல் 

மாதிரி 146 மையத்திவிருந்து தூரத்தின் வர்க்கத்திற்கேற்ப 

மாறும் அடர்த்தியுடன் கூடிய அரைவட்டத் தகட்டின் 
புவியீர்ப்பு மையம் காண்க, 

தீர்வு : 

வட்டத்தின் மையம் 0-ஜத் துருவமாகவும், ழும் 
விட்டம் 4/8யைத் தொடக்கக் கோடாஃகவும் கொண்டு வட்டத்.
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தின் துருவச் சமன்பாட்டை 7-ர என்று கூறலாம். இங்கு ஈ 
என்பது வட்டத்தின் ஆரை. வளைவு ஓரத்தின் மேல் 2 (௪,0), 
QO (a, 0486) என்னும் நெருங்கிய புள்ளிகளையெடுத்துக் 

கொள்க. OPQ என்னும் நுண் வட்ட கோணப் பகுதியிலுன்ள 
277707 என்னும் நுண்ணிய பரப்பளவைக் கருதுக, 
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E= (r, 6), G= (7-8, 080) எனில், 877௮7 ஆரையுள்ள சிறு 
வில்லின் நீளம் -ரீ0; 70- சீர 

“EFGH Qe ugeiny = EF.FG=rdo.dr. 

dr->0, 800 ஆகும் போது இந்த நுண்ணிய பரப்பானது 
மையத்திலிருந்து "தூரத்தில் யிலுள்ள மிகநுண்ணிய பரப்பள 
வாகும், எனவே, இதன் அடர்த்தி $7* ஆகும் (% என்பது விகித 
சம மாறிலி), எனவே, இந்த நுண்ணீய பரப்பளவின் 
பொருண்மை 477.780.87- 88 ஆகும். இப்பரப்பளவின் புவி 
யீர்ப்பு மையம் ஆகும். 0-ஐ ஆதியாகவும், 02-யை 
அச்சாகவும் கொண்ட நேர்குத்து அச்சுக்களைக் குறித்து 
இப்புவியீர்ப்பு மையத்தின் அச்சுத் தூரங்கள் $-70080) 34 
3110 ஆகும். இன் எல்லைகள் டிமுதல் சவரையிலும் 9 Retr 
எல்லைகள் 0முதல் ஈவரையிலுமாகும். அரை வட்டத் தகட்டின் 
புவியீர்ப்பு மையம் (,)) என்க, வட்டத் தகடானது0௦யைச் 
சுற்றீ சமச் சீருடன் இருப்பதால் 3-0 ஆகும், 

mn a 

J Sydm 
ட 00 
நு ௮ 

  

nN a 

J Jdm 
0)
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a 
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n
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மாதிரி 147 ஒரு அரை வட்டத் தகட்டின் அடர்த்தி அதன் 
விட்டத்திலிருந்து தூரத்தின் வர்க்கத்திற்கேற்ப மாறுபடுவதா 
யிருப்பின் அதன் புவியீர்ப்பு மையத்தினை க் காண்க. 

தீர்வு (மாதிரி 146ஐயும், அதன் படத்தையும் கவனிக்கவும்) 

யிலுள்ள ஒரு நுண்ணிய பரப்பின் பொருண்மை §m= 

P.r80.50 ஆகும். ஆனால் £ என்பது விட்டம் ,4யிலிருந்து 
யின் தூரத்தின் வர்க்கத்திற்கு விகிதசமமாதலின், 6 என்பது 

விகித சமமாறிலியாயின், 

P =k (rsin 6)? = kr? sin? @ 

“. §m= kr? sin? 9. r30. dr = kr? Sr. sin® 6 86, 

மூன் போல் (3) என்பது அரைவட்டத் தகட்டின் புவி 
யீர்ப்பு மையமெனில், 

  

  

  

  

ர 
J JSydm 

ர 0 8 

x, =O; y = — 
௬ 7 

S$ [109 
0 oO 

Ra 

ர் J rsin®. kr?dr. sin®9 do 
0 0 

Ta 

ர் ர் kr®dr sino* de 
0 0 

mn ர 

f Jrtdr.sin?e de 
0 0 

% a 

J J rdr.sin? edo 
0 0 

xf ro 16 . 
ர் | 5 | 51120 மீட 
0 0 

nT r* a 

ர் [ 3 ] sin? 9d6 
0 ௦
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n 
J sin? 649 

னை 
44/4 Rly 

oS sin? @ d@ 

௩/2 
2] 84 020 

. 4a QO. 
5 */2 

Ssin? 6d9 
0 

- FR 4 
n 

= 320 
15x 

.. , 32a . ஃ புவியீர்ப்பு மையம் = ( 0, isx ) 

மாதிரி 148 ஒரு இருசம பக்க முக்கோணத் தகட்டில் 
எந்தப் புள்ளியிலும் அடர்த்தியானது, இரண்டு சமபக்கங்களி 
லிருந்தும் அப் புள்ளியின் தூரங்களின் மொத்தத்துக்கு விகித 
சமத்திலிருந்தால், முக்காணத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு மையம் 
முக்கோணத்தின் உச்சியிலிருந்து முக் கோணத்தின் முக்கால் 
உயரத் தாரத்திலிருக்குமென்று காட்டு, 

தீர்வு 

0.4.8 என்ற இருசம பக்க முக்கோணத்தில் 04-02; 001 4 வரைக, | AOC = | BOC=« என்க, 00, ஐ. ஆதி 
யாகவும், வே 3. அச்சாகவும் எடுத்துக் கொள்க. 

மூக்கோணத் தகட்டின் மேல் 2 (ற) என்னும் ஏதேனு 
மொரு புள்ளியை எடுத்துக் கொள்க. அதில் %, ந அச்சுக் 
களுக்கு இணையாக 8, 8] பக்கங்களையுடைய 20.86 என்னும் 
நுண்ணிய செவ்வகப் பரப்பளவை எடுத்துக் கொள்க. இதன் 
பரப்பு 96%, 6 ஆகும். 8952-0, 80 ஆகும்போது 2 என்னும் புள்ளியாக மாறுகிறது, 

௮. இ.--33
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0.4-யில் (௨,3) என்பது ஏதேனுமொரு புள்ளியாயின் ந 
$ 4 ஆகும். இது போல ட0நீயில் (%, y) என்பது ஏதேனு2மாரு 

ப் 

toe oo 
| . “ 

| 
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புள்ளியாயின், ந- -%(8றஒ ஆகும். எனவே, 04, 029 ஆகிய 
பக்கங்களின் சமன்பாடுகள் ர + x tac ஆகும், 

210.4, 2/71)028 வரைக, 

2 (30) எனில், 

நந தல நல 
Vv T+tan?< Sec «, 

pm | YX "EK  y+x tan « 
  

PL+PM = wy 

ஆனால், தியில் அடர்த்தி (PL+PM)&6 விகித சமமாகை 

யால் $ என்பது விகித சம மாறிலியெனில், p = zy 

“ PQORS என்னும் நுண் பரப்பின் பொருண்மை 8 =P 
2k ax ty = = bx dy, 

மேலும், ந -% 104 என்றும், ; இன் எல்லைகள் x=0 PSO 
9௬ ர வரையென்று மறிவோமாகையால்,
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A xten«< 

னை 
  

    

சென்னை 

2ky 
Jd 860% 

  dx dy 

h xtan« 

Jj xy dx dy 
0 0 

  

h x tan « 
Sof xy dx dy 

0 

AT xtan « 

J oo y dy x dx 

—_—- 

ஓ 
ம
 

h yon ஷ் 
ர் ydy 125 
0 

h ் x tan x 
[5 xdx 

a! 0 
h(y?\ xtan« 

[2 dx 
0 .70 

h 
ட் $x? tan? xdx 

h . 

of 2x? tana, dx 
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மேலும் முக்கோணமானது %- அச்சைச் சுற்றி (00-ஐச் 
சுற்றி) சமச் சீருடன் இருப்பதால் ந -௦ ஆகும். எனவே, முக் 
கோணத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு மையல் அதன் குத்துயரத்தில் 

. . 3h . : 
உச்சியிலிருந்து ட் தூரத்திலுள்ளது. 

மாதிரி 149: x? + y?~2ax=o, x? + p?-abx=0 என்ற 

வளைவரை களுக்கிடையே %- அச்சின் நேர் பக்கத்திலுள்ள 
பரப்பளவின் புவியீர்ப்பு மையத்தினைக் காண்க, 

தீர்வு: கொடுக்கப்பட்டுள்ள வளைவரையிரண்டும் ஆதி 
௦-வழியே செல்லும் இருவட்டங்களாகும். மேலும் இரு வட்டங் 

் களின் மையங்களும் %- அச்சின் மலிருக்கின்றன, எனவே 
இரு வட்டங்களும் ௦-வில் தொடுகையுள்ள, ஒரே விட்டத் 

துடன் கூடிய வட்டங்களாகும். ௦ ஐத் துருவமாகும், ௦7-ஐத் 

தொடக்க கோடாகவும் கொண்டு இவற்றின் துருவச் சமன் பாடு 
களை முறையே 

r = 220050) 

r= 2b cos @
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என்று கூறலாம். 2- (7, 0) £- (74 9% 6 -- 66) என்னுமிரு 
தெருங்கிய புள்ளிகளையெடுத்து 2 0 .£3 என்னும் மிக நுண். 

ணிய பரப்பளவைக் கருதுக, இப் பரப்பளவு 769 dr Bed 

02, 08 என்னும் ஆரைத் திசை.பிக்கள் இரு வட்டங்களையும் 

மூறையே 0,2; 8, ஆகிய புள்ளிகளில் வெட்டுகின்றன. 

இரு வட்டங்களையும் தொடக்கக் கோடு .4, 8 என்ற புள்ளியில் 

வெட்டுகின்றது. 0.4-முதல் வட்டத்தின் விட்டம்- 28; 08 
இரண்டாவது வட்டத்தின் விட்டம் -24 புவியீர்ப்பு மையம் 

1] 1 
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காணப்பட வேண்டிய பகுதி 078400 0 ஆகும். பரப் 
பளவு சீரான பொருண்மையுடைய தெனக் கருதி, ஒரு அலகு 
பரப்பளவின் பொருண்மை £ என்க, 88-20, 76 Sr. 

இந்த நுண்ணிய பரப்பளவின் புவியீர்ப்பு மையம் 

37005 69,7819 ஆகும். இப் பரப்பளவு 78 முதல் CD 
வரை பரவியிருப்பதால், 7-இன் எல்லை மதிப்புக்கள் 08 முதல் 
00 வரையாகும்; அதாவது 24௦௦86 மூதல் 2ர ௦௦86 வரை. 
மேலும் இரு வட்டங்களின் ஆரைத் திசையிக்களும் நேர் கால 
வட்டப் பகுதியில் 0 முதல் 01” வரை திரும்புவதால் 9-வின் 

எல்லைகள் 0 முதல் > வரையாகும். எனவே, பரப்பளவு 

277842 0.-வின் புவியீர்ப்பு மையம் (x ந] எனில், 

40 _ 
X= jfdm'y = iam ஆகும். 
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4 (a-b*) 1/4 
3° (a? —b®)* w/4 

(2ல் 
3௩ 8-௦ 

மாதிரி 150: ஒரு அரைக் கோளத்தின் அடர்த்தி அதன் 

மையத்திலிருந்து துகள்களின் தூரங்களின் % அடுக்குகளுக்கு 

விகித சமத்திலிருந்தால் அதன் புவியீர்ப்பு மையத்தினைக் 

காண்க. 

தீர்வு: 0-ஐ மையமாகவும் 0,4-ஐ அச்சாகவும் கொண்ட 

420 என்னும் அரைக் கோளத்தைக் கருதுக, 0-ஐ ஆதியாக 

வும், 04, 03 ஆகியவற்றை முறை x, y அச்சுக்களாகவும் 

அரைக் கோளமானது கால்வட்டப் பகுதி 408யை 04யின் 

மீது சுற்றுவதாலுண்டாகுப் உருவமெனக் கொள்ளலாம். 

அரைக் கோளத்தின் ஆரை ஈ எனில், 0ஐத் துருவமாகவும், 
0,4/-ஐத் தொடக்கக் கோடாகவும் கொண்டு இக் கால்வட்டப் 

பகசூதியின் துருவச் சமன்பாட்டை 71-ஈ என்று கூறலாம். 

P(r, ), R(r+3r, 6430) என்பன ஏதேனுமிரு நெருங்கிய 

புள்ளிகளென்க. 29.85 என்பது மிக நுண்ணிய பரப்பளவு 

4 
ந 
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எனில், இதன் பரப்பளவை 780. $ என்று கூறலாம். இப்பரப் 
பளவை 0.4ஐ அச்சாகக் கொண்டு சுற்றினால் 76087 அகல 
மூள்ள ஒரு வளையம் கிடைக்கும். இவ்வளையத்தின் ஆரை 
யானது யிலிருந்து 0,4க்கு வரையப்படும் செங்குத்துத் தூரத்
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திற்குச் சமமாக.பிருக்குமென்பதாலும் 2-(7, 6) என்பதாலும் 
இவ்வளையத்தின் ஆரை 7 51௩9 ஆகும். எனவே, வளயத்தின் 

சுற்றளவு 2௯ sin 0 என்றும், வளையத்தின் கன அளவு 27 
81 6. 18067 என்றும் காணலாம். ஆனால் சியிலுள்ள ஒரு 

துகளின் அடர்த்தியானது 0.77-7இன் ஈ அடுக்கு விகித சமத்தீ 
லிருப்பதால், $ என்பது விகித சமமாறிவியாயின் 2யிலுள்ள 
துகளின் அடர்த்தி 71 ஆகும். எனவே, மேற்கூறப்பட்ட 

வளையத்தின் பொருண்மை 8-877. சேய 810 6, 5647 ஆகும். 

மேலும் 2098$இன் புவியீர்ப்பு மையம் சஅியிலிருக்கு மாகை 
யாலும், வளையமானது 04ஐச் சுற்றி சமச்சீராக யிருப்பதாலும், 

வளையத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் 04யின் மேல் விலிருந்து 07 

Cos 9 தூரத்திலிருக்கும். அதாவது வளையத்தின் புவியீர்ப்பு 
மையம் 09.4யின் மேல் டுவிலிருந்து 07 ௦௦8 6 தூரத்திலிருக்கும். 
அதாவது வளையத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் 3-7 008 9, 7-0 

ஆகும். எனவே, அரைக் கோளத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் 

௨.) எனில், 

~ Jxdm 
jdm 

॥ ௨
 

ச yee 3   

—
 

ஆகும். இங்கு யானது விலிருந்து வரை பரவியிருக்கக் 

கூடுமாகையால் 7 இன் எல்லைகள் ௦ முதல். 8 வரையாகும்- 

ஆரைத் திசை 0,4யிலிருந்து 08 வரை திரும்பக் கூடுமாகையால், 

வின் எல்லைகள் 0 முதல் > வரையாகும், 

  

  

n/2 a 

J rcos@ kr 2xrsin 9 rd ம் 
-_0 0 
x n/2 ர 

J J kr". 2nr sin 9. rd@ dr 
0 0 

௩/2 ர 

ந் ரரர் 327, 0086 815. 040 0 0 70080 8 

௩/2 a றை 

ய் ய் r+ 2dr. sin 9 d6@
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8 ு/2-- 
1 **] cose sin 9 dg 

0 n+4 0 

n/2- a 
J mr*|. sine do 

0 n+ 39 

௩/2 
[8116 ம(00) 

= n+3 go 

n+4 ௩/2 டா 
J sin 9 do ° 

0 

  

sin? 9 77/2 

_ 713 "2 ந மா வையி 
n+4 n/2 

| - 008 0] ் 
0 

_ (n+3) a 

2 (n+4) 
  

ஆகவே, அரைக்கோளத்தின் புவியீர்ட் 5 [ 013) ர பு பு மையம் [டத 

குறிப்பு ₹ OA ~x=q— 243 ; a[2n+8~-n-3] (n+5)a 
+4 

a 

20 20 n+4) ~ 2(n+4) 
  

உ 
ச அரைக்கோளத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் 0 எனில், 

00-13) 2 a _ (875) ௪ 
2 (n+4) 2 (n+4) 

“OG : GA =(n+3): 45) 

அதாவது, அரைக்கோளத்தின் புவியீர்ப் i ர் 
அச்சை (1-3) : (45) 4 அயம் அதன்
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மாதிரி 151: ஒரு திண்மக்கோளத்தின் அடர்த்தியானது, அதன் 
மேற்பரப்பிலுள்ள ஓரு நிலையான புள்ளியிலிருந்து துகள்களின் 
தூரங்களின் வர்க்கங்களுக்கு நேர்மாறு விகித சமத்திலிருந்தால், 
அதன் புவியீர்ப்பு மையம் அப்புள்ளி வழி ஆரையை இரு சமக் 
கூறிடுமெனக் காட்டுக, 

தீர்வு 

௦ என்பது உ ஆரையுள்ள ஒரு கோளத்தின் மேற்பரப்பின் 
மேலுள்ள ஒரு நிலையான புள்ளி. 6 என்பது அதன் மையம், 
ஜெ ஆதியாகவும், 0 வழிவிட்டம் 04யை % அச்சாகவும் 
கொள்க. 04 மேலுள்ள அரை வட்டத்தை 0.4யின் மீது சுற்று 

வதால் கிடைக்கப்பெறும் உருவமே கோளமாகும், ஐத் துருவ 
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மாகவும், 0 /ஐத் தொடக்கக் கோடாகவும் கொண்டு £ (7, 9), 
2487, 986) என்னும் நெருக்கமான புள்ளிகளை யெடுத்து, 
அதைச் சுற்றி 20649 என்னும் நுண்ணிய பரப்பளவை யெடுத் 
துக்கொள்க. இதன் பரப்பளவு 50.31 ஆகும். இப்பரப் Herma OA அச்சாகக் கொண்டு சுற்றுவதாலுண்டாகும் 
வளையத்தின் ஆரை 7 5100 ஆகையால், அவ்வளையத்தின் கன 
அளவு 27 810 0. 780 87 ஆகும், யிலுள்ள துகளின் அடர்த்தி OP? =r? நேர்மாறு விகித சமத்திலிருக்குமாகையால், % 
உது விகித சமமாறிலியாயின், யிலுள்ள துகளின் அடர்த்தி 

் ட 
k 7? ஆகும். எனவே, வளையத்தின் பொருண்மை bm =r 

2xr sin 976087-4.8 sin gg0.8r ஆகும். இவ்வளையத்தின் 
புவியீர்ப்பு “வையம் அதன் மையத் திலிருக்குமாகையால், அதன் 
அச்சுத் தூரங்கள் (OP cos 8, 0) ஆகும். அதாவது, 

970080, 370, 

எனவே, முழுக்கோளத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் (3) 3) எனில்
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ஆகும், வட்டத்தின் துருவச் சமன்பாடு 7-2௦ 008 90 ஆகையால், 
இன் எல்லைகள் 7-௦ முதல் --280050 வரையாகும். 06இன் 

எல்லைகள் 6-0 முதல் 6- 3 வரையாகும். 

௩/2 270050 
] 70080 k.2x. 8110.40.ம் 

0 0 
  

ு/2 220080 
f J k.2n. sin 6.d6.dr. 

0 0 

7/2 220080 
ரீ ட் rdr. cos 0 81 0.40 
0 
  

௩/2 2a cos ® 
ரி J dr sino de 

0 0 

n/2 [ +? ]2a cos 6 
J 2 008 6 811 0.89 

0 0 

mi2 200080 
J of sin 9.de 

0 0 

௩/2 
க 24”. 0080. ௦08 9. 810 0.89 

  

8/2 
o! 22 0080. 811 0.80 

௩/2 
ர் 60850, 81%0.80 

a0 
குத ரா 

0 J cos 6, sin ede 

= 
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_ 0080 [௩/2 |“ 

  

  

  

_ 2: ர ர்! 

| _ a 
2 

0 

_ ௪. [1/4] 
[1/2] 

a - 5. 

ஆகவே, புவியீர்ப்பு மையம் (2 0). அதாவது, புவியீர்ப்பு 

மையானது 0 வழி ஆரையாகிய யை இருசம பாகங்களாகப் 
பிரிக்கின்றது. 

பயிற்சி 18 

(1) ஒரு வட்ட வில் வடிவமான கம்பியின் ஏதெனு9மொரு, 
புள்ளியில் அடர்த்தியானது அவ்வில்லின் நடு ஆரையிலிருந்து 

அப்புள்ளியின் தூரத்திற்கு விகிற சமத்திலிருந்தால், வில்லின் 
புவியீர்ப்பு மையம் அந்த நடு ஆரையின் மேல் வில்லுக்கும் 

அதன் நாணுக்கும் நடுவிலிருக்குமென்று காட்டு. 

(2) ஒரு அரை வட்டத் தகட்டின் அடர்த்தியானது அதன் 
விட்டத்தின் ஒரு முனையிலிருந்து துகள்களின் தூரங்களுக். 
கேற்ப மாறுபடின் அத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க. 

(3) ஒரு அரை வட்டத் தகட்டின் அடர்த்தியானது அதன் 

மையத்திலிருந்து துகள்களின் தூரங்களின் முப்படிகளுக்கு. 

விகித சமத்திலிருந்தால் அத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு மையம் 

காண்க. 

(4) ஒரு வட்டத் தகட்டின் அடர்த்தியானது அதன் பரிதி 

யின் மேலுள்ள ௦ என்னும் புள்ளியிலிருந்து துகள்களின் தூரங்: 
களின் % அடுக்குகளுக்கு விகித சமமாயின் அத் தகட்டின் புவி 

யீர்ப்பு மையம் ௦ வழி விட்டத்தை (ஈ-(2) : 2 என்ற விகிதத்தில் 

பிரிக்குமென்று காட்டு. 

(5) ஒரு நீள்வட்டத்தின் கால் பகுதி வடிவிலுள்ள 404 
என்னும் தகட்டின் அடர்த்தியானது 0.4, 0யிலிருந்து துகள்.
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களின் தூரங்களின் பெருக்கத்திற்கு ஏற்ப மாறு படின் அதன் 
புவியீர்ப்பு மையத்தினைக் காண்க, 

(6) ஒரு திண்ம அனராக்கோளத்தின் அடர்த்தியானது 
கோள மையத்திலிருந்து துகள்களின் தூரங்களின் வர்க்கங்க 

ளுடன் விகித சமத்திலிருந்தால், அதன் புவியிர்ப்பு மையத் 
தினைக் காண்க, 

இரு பகுதிகளாலான கூட்டுப் பொருளின் புவியீர்ப்பு மையம் 

ட 17%, எடைகளுள்ள இரு பகுதிகளாலான கூட்டுப் 
பொருளொன்றைக் கருதுக. இப்பகுதிகளின் புவியீர்ப்பு 

மையங்கள் 0; 0 எனில், 79, 77, ஆகிய எடைகள் இப்புவி 
யீர்ப்பு மையங்களின் வழியே நிலைக். குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் 

       

  

(ay) 
Gi 

படம் 210 

செயல்படும். கூட்டுப் பொருளின் புவியீர்ப்பு மையம் 0எனில், 
எடையாகிய (18, 4187.) ஆனது 0 வழியே நிலைக்குத்தாகக் கீழ் நோக்கிச் செயல்படும், இம்மூன்று விசைகளும் ஒரு திசை 
இணைவிசைகள் என்பதோடு, (187, 4-7) என்பது WW, gp8us இரு விசைகளின் விளைவு விசையாகும். மேலும், G1,G,,G 
ஆகிய மூன்று புள்ளிகளும் ஒரே நேர் கோட்டிலிருக்கும். 

இப்பொழுது, இம்மூன்று விசைகளும் செயல்படும் தளத்தில் 
Ox,Oy என்னும் ஏதேனுமொரு செங்குத்து அச்சுக்களையெடுத்து, 

00௨0 ஆகியவற்றின் அச்சுத் தூரங்களை முறையே (%,,71.), 
0.72, ப) எனக் கொள்க. 

3 அச்சைப் பற்றி இவ்விசைகளின் தீருப்புத் திறன் சமன் 
பாடு காண்க: 

WW, ஆகியவற்றின் திருப்புத்திறன்களின் மொத்தம் 
௬ (8 177)இன் திருப்புத் திறன்.
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WiX,t+Woxg = (W, +W) x 

5 படர “x சப 

இதுபோல், 3-அச்சைப் பற்றி இவ்விசைகளின் திருப்புத் 
திறன் சமன் பாட்டிலிருற்து 

27 ர 

என்று காணலாம். இவ்வாறு, கூட்டுப்பொருளின் புவியீர்ப்பு 
மையத்தின் நிலையை நிர்ணயிக்கலாம். 

குறிப்பு 1 கொடுக்கப்பட்டுள்ள ஒரு பொருளானது, 77, ௩ 
அர எடைகள் கொண்ட ம. பகுதிகளின் கூட்டுப் 

பொருளெனில், இப்பகுதிகளின புவியீர்ப்பு மையங்களாகிய 

டெ (பர நே 2 நே ரி... ட (ரிய ஆகிய 
வற்றிலிருந்து கூட்டுப் பொருளின் புவியீரப்பு மையம் C(x, y)ag 

-_ WX, A+WatWaxgt...+ Warn 
  

  

x சு ர..." , , 

— Wy, +WavgtWayat-.t+Warn 

ச் ஏ. ௪-8... 
என்ற சூத்திரங்கனின் மூலம் பெறலாம். 

குறிப்பு 2 ஒளி கூட்டுப் பொருளிலடங்கியுள்ள பல பகுதிகனின் 

புவியீர்ப்பு மையங்களாகிய 0, 0, ஹே... வேம் கூட்டுப் 

பொருளின் புவியீர்ப்பு மையமாகிய 0-ம் ஒரே நேநர் கோட்டி 

விருப்பின், அந்நேர் கோட்டிலுள்ள 0 என்னும் நிலையான 

புள்ளியிலிருந்து இட்புவியீர்ப்பு மையங்களின் தாரங்களாகிய 

41, 5, ds,...d, மூலந் கூட்டுப் பொருளின் புவியீர்ப்பு மையத் 
தின் தூரமாகிய ஐ 

வி Wid,+W, d, 18%... ர, 

சருகு. ப்ர 

என்ற சூத்திரத்தின் மூலம் பெறலாம். 

ஒரு பகுதி நீக்கப்பட்ட பொருளின் புவியீர்ப்பு மையம் 

7* எடையுள்ள ஒரு பொருளிலிருந்து 17, எடையுள்ள ஒரு 

பகுதி நீக்கப்பட்டுள்ளதாகக் கருதுக. எஞ்சியுள்ள எடை 7, 

எனில், 77, - 77-17, ஆகும், இரு பகுதிகளின் புவியீர்ப்பு 

»
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மையங்களை முறையே 00, என்றும், முழுப் பொருளின் புவி 

யீர்ப்பு மையத்தை 6 என்றும் கொள்க. 79, 1*,, 9 ஆகிய 
எடைகள் முறையே டட,ழே0 ஆகிய புள்ளிகளின் வழியே 
நிலைக் சூத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். இவ்விசைகள் 
செயல்படும் தளத்தில் அப்பொருளில் ட என்னும் ஏதேனு 
மொரு புள்ளி வழியே ௦% ௦9 என்னும் செங்குத்து அச்சுக்களை 

யெடுத்து, அவை குறித்து, அவை குறித்து 0, 0, 0 ஆகியவற் 
நின் அச்சுத் தூரங்களை முறையே (%,,3.), (,,ரலி. (x, y,) 
என்க, 17” என்பது 18£ட, 18, ஆகியவற்றின் திருப்புத் திறன் 
களின் மொத்தம், ந- அச்சு பற்றிய 177இன் திருப்புத் திறனுக்குச் 
சமமாகும் 

அதாவது, 9 டர் Wex, = wx 

அல்லது, WaXg = Wx- Wy xX, 

SX RAT WX _ 92-90 
Wo w-w, 

இதுபோல், %- அச்சு பற்றிய திருப்புத் திறன் சமன்பாட்டி 

லிருந்து, 1, - 1 22 171 ரூ த oe என்று காணலாம. 

மாதிரி 152: / நீளமுள்ள ஒரு கம்பியானத, இரு ஆரைக ளுடல்: கூடிய ஒரு கால்வட்டப் பகுதிபாக வளைக்கப்பட்டுள் 
“| அதன புவியீஈப்பு மையம் வட்ட மையத்திலிருந்து 
63/21 2.” தூரத்திலிருக்குமெல் ் 
மடி த் ருக்குமென்று காட்டு. 

தீர்வு: 

408 என்ற வட்:...ப் பகுதியின் ஆ ஈர ர என்று கொள்க, 

sd ர் 04-- 08 1 விஸ் 402 
=a+a +. 2ma 

து 
_~a4+n) 

21 
A 44%).
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0 என்பது வில் 4தீயின் நடுப்புள்ளியெனில், வில் ,48யின் 

புவியீர்ப்பு மையம் 0, ஆனது 0௦யில் 00,- a. sin > 

  

x 
4 

  

  

படம் 211 

  

1 4 2/2 . . . a8 OOF (a. 42 a சாரத்திலிுக்கும்( வில் மையத்தில் 

தாங்கும் கோணம் 2¢ -> ஃ ஆ -> 

0.4, 08 ஆகிய பகுதிகளின் புவியீர்ப்பு மையங்கள் அவற் 
றின் நடுப்புள்ளிகளாகிய ற, 8 ஆகும், இவ்விரு பகுதிகளும் சமமானவையாகையால், இவற்றின் கூட்டுப் புவியீர்ப்பு 
மையம் 0; ஆனது றி0யின் நடுப்புள்ளியில், அதாவது 02, 00 
ஆகியவற்றின் வெட்டுப்புள்ளியிலிருக்கும். 

| 40C = 45° mau, OG, = OD cos 45° = 
a 1 >: V3 . ஆகவே, 04, 08 ஆகிய இரு பகுதிகளின் கூட்டுப் 
பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் 0, எனவும், வில் ABuder புவி யீர்ப்பு மையம் 0, எனவும் கண்டோம். ம என்பது ஒரு அலகு நீளக் கம்பியின் எடையெனில், 0, வழியே 27௦ எடையும், 0 ௮. இ.-34



530 அடிப்படை இயந்திரவியல் 

வழியே = எடையும் செயல்படுகின் றன. இவற்றின் கூட் 

புவியீர்ப்பு மையம் 0, 0, இன்மேல் 0 என்னும் புள்ளியாக 
யிருக்கும். இவற்றின் மொத்த எடையாகிய 1/9 ஆனது பயில் 
செயல்படும். 00-% என்க, 

991 0-4 19) மட 

Wi + Wz. 
“xs 

ரர், ௪ வில் 4ீ2ியின் எடை = RAW, x,= 0G, = 24/2. a; 
2 x 

ர, 04, 08ஆகியவற்றின் மொத்த எடை - 2aw; x, = 

9 டர, - 7/2, 

= 72 282 a x = 3 ம. - + 200 975 

~ a? 
ரீ ஓ — 

Va + Va 

8 

_ 32 
vai 

- 2, “2. 
V2I"° (44)? 

(4+)? 

மாதிரி 153 a விட்டமுள்ள ஒரு சீரான வட்டத் தகட்டி 
லிருந்து, அதன் ஒரு ஆரத்தை மூலைவிட்டமாகக் கொண்ட 
சதுரத் துண்டு ஒன்று வெட்டி யெடுக்கப்பட்டுள்ளது. எஞ்சிய 
பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் வட்ட மையத்திலிருந்து 8 

தூரத்திலிருக்கு மென்று காட்டு, Sx - 

  

4 

தீர்வு . 
ஒரு அலகுள்ள பரப்பளவின் எடையை ஐ என்க.



/ 
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ஓ 
ல . . . 2: 4 

வட்டத்திட் பரப்பு + ஆகையால், 

xa? 
w = 4° 

(2 - வட்டத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் - வட்ட மையம், 

  

  

படம் 212 

சதுரத்தின் மூலைவிட்டம் - ஆரை 2 > 

சதுரத்தின் பரப்பு - > 

2 We = சதுரத் துண்டின் எடை - = ம, 

டே - சதுரத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் - 04யின் நடுப்புள்ளி. 
௪ 8 “GG, = 3. | 

9. ப எஞ்சி . na? a? 
1 * எஞ்சிய பகுதியின் எடை - 7], ௮ “உலா ஒல 

. 2 

- (சோ-1) 5-௨ 

0 என்பது எஞ்சிய பகுதி.பின் புவியீர்ப்பு மையமெனில், 
(2 ஆனது 00, நேர் கோட்டின் மேலிருக்கும்.
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ஜே ஆதியாகவும், 0.ஐ % அச்சாகவும் கொள்க, 
2. Gay) = (0, 0): 
(Xa,¥2)= (GG, 0)= (3 50 ) 

(டப) = (GG,,0) 

x-W x, 
1 awe   

2 

a a 

na? w (0) எ 8 ல் ( “4 ) 

4 

2 

(௯-1 ல் 

al4 

௫-1) 
  

டட -8 
8x - 4. 

அதாவது, எஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் வெட்டி 
யெடுக்கப்பட்ட சதுரத் துண்டின் மூலைவிட்டம் அமைந்துள்ள 

நேர் கோட்டின் மேல் வட்ட மையத்திலிருந்து Sa a 4 
Tr 

தூரத்திலுள்ளது. 
மாதிரி 154 R ஆரையுள்ள ஒரு சீரான கோளத்திலிருந்து* 

* ஆரையுள்ள கோளமொன்று வெட்டியெடுக்கப் பட்டுள்ளது. 
இரு கோளங்களின் மையங்களுக்கிடையேயுள்ள தூரம் ௪ 
எனில், எஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் காண்க; 

(சென்னை பி.எஸ்ஸி.63 ஏப்). 

தீர்வு 
பெரிய கோளத்தின் மையம் ௦ என்றுப் சிறிய கோளத்தின் 

மையம் 6, என்றும் கொள்க, ரர என்பது ஒரு அலகு கண 

அளவின் எடையெனில், 

ரர -பெரிய கோளத்தின் எடை ௮ தி ல் 

7, -சிறிய கோளத்தின் எடை சரம. 

77, - எஞ்சிய பகுதியின் எடை 777... 77, வ Ante - rw)» 

0௦ (கொடுக்கப்பட்டுள்ளத)
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எஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் 6) ஆனது 0 நேர் 

கோட்டிலிருக்கும். ஜஜ ius, CC % அச்சாகவும் 

கொள்க. 

வட 

படம் 213 

| AX =O} Xg=CC,=c3 X,=CC;. 

சே Wx ~ W.x, 281 —— 
W-W, 

  

_ Wo) - ¢xriwle) 

௯(8*-7*)ம 

2 
* நர 

அதாவது எஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் இருகோளங் 

களின் மையக் கோட்டின் மேல் மறு பக்கத்தில் பெரிய 

3 ச 

கோளத்தின் மையத்திலிருந்து mo BIT SAO HS GO 

மாதிரி 155 % உயரமும், 7 ஆரையுமுள்ள ஒரு திண்ம நேர் 

வட்ட உருளையிலிருந்த।, உருளையின் அடிப்பாகத்தைய அடிப் 

பாகமாகக் கொண்ட ஒரு அரைக் கோளப் பகுதி கடைந்ீ 

தெடுக்கப் பட்டுள்ளது. எஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் 

காண்க. 

தீர்வு 
* 2 

5.7 என்பது 4800 என்ற உருளையின் அச்சு, ம என்பது 

ஒரு அலகு கனஅளவின் எடையெனில், ॥- உருளையின் 

erent. = Wr? he.
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2 ர, - அரைக் கோளத்தின் எடை - ராம. 

ர, - எஞ்சிய பகுதியின் எடை ww, 

  

Ga 

      
= Tr? hay ~ ire 

=Kra(h - 7) 

0- உருளையின் புவியீர்ப்பு மையம் _ EF Qe நடுப்புள்ளி.. G,= 91074 Canons பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் 

3 
“ EG, = ர 

00-02-08௨8. Sr 4h ~ 3r 8 So 

0, என்பது எ ஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையமெனிள் G,-b EFG ன் மேலேயேயிருக்கும், மேலும், 777 ஆனது Wy 
7, ஆகியவற்ழின் விளைவு ஆகையால், ன் = த் 

ம 2 

௨௯ சம 

3
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ட 2 

3h ~~ 2r ௩ 

2 

3h-2r' 

ட 2r 4h-3r 

3h-2r° 68 

_ M4h-3r) 
~ 4(3h-2r) 

.. EG,=GE+GG, 

h. r4h-3r) 
= 5+ 4(3h=2r) 

4 (Ghar) ன 

ஃ0- GG, 

_3 (06-75) 
43-௫௬ 

எஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம், உருளையின் அடிப்பாகத் 

3... ட் 
2 ௫-3) பரத்திலிருக்கும். 

  

திலிருந்து அச்சின் மேல் 

மாதிரி 156 ஒரு திண்ம நேர்வட்டக் கூம்பிலிருந்து, அதன் 
அடிப்பாகத்தை அடிப்பாகமாகக் கொண்ட ஒரு தேர்வட்டக் 
கூம்பு வடிவப் பகுதி கடைந்தெடுக்கப்படுகிறது. எஞ்சியுள்ள 
பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் கடைந்தெடுக்கப்பட்ட கூம்பு 
வடிவப் பகுதியின் உச்சியுடன் பொருந்த வேண்டுமாயின் 
எவ்வளவு பகுதி கடைந்தெடுக்கப்பட வேண்டும்? 

(பி.எஸ்ஸி. சென்னை 65 ஏப்) 

தீர்வு 
Ag உச்சியாகவும், 0ஐ அடிப்பக்க மையமாகவும் 

கொண்ட கூம்பின் அடிப்பக்க ஆரை 7 என்றும், உயரம் 4 
என்றும் கொள்க, எனவே, கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம் 0 

யானது 04யில் 0-விலிருந்து * தூரத்திலிருக்கும், அதாவது 

OG= ் ஒரு அலகு கனஅளவின் எடை ம எனில்,
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ரர கூம்பின் எடை ௪ நகர்ல 0௨20 என்பது வெட்டியெடுக் 

a 

    
படம் 215 

கப்பட்ட கூம்பு எனில் அதன புவியீர்ப்புமையம் ஆனது. டே 

1 ட 
இல் விலிருந்து 3 00, தூரத்திலீருக்கும். 

OG,=x எனில், OG, = க. 

“AGG = G- = AL x ai ~ 1 0 0G, 4 4 qh x) 

a ot GG,~06,-0G=x~ "= 1 மேட்டு 

எ வெட்டியெடுக்கப்பட்ட கூம்பின் எடை - 18077,ம. 

97 - எஞ்சிய பகுதியின் எடை = w—w, =z ignrrw (h- x) 

77” என்பது 7, 177, ஆகியவற்றின் விளைவு ஆதலால், 

ய 
GG. W, 
  

அறு frre (h-x) 
  அதாவது, i 

“தோ h) Ix
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h-x _ h-x 

4x-h x 

4x-h = x. 

3x = fh 

h , 

* “3 

அதாவது, கூம்பின் அடிப்பாகத்திலிருந்து ழ உயர ஆழத் 
திற்கு கூம்பு வடிவப் பகுதி வெட்டியெடுக்கப்பட வேண்டும். 

மாதிரி 157: ஒரு திண்மக் கூம்பும், ஒரு திண்ம அரைக் 
கோளமும் ஒரு பொதுவான அடிப்பக்கத்தின் மேலமைந்துள் 

ளன. இக் கூட்டுத் திண்மத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் பொது 
அடிப்பக்கத்தின் மையத்திலிருக்க வேண்டுமெனில, கூம்பின் 

உயரத்துக்கும், பொது அடிப்பக்கத்தின் ஆரைக்குமுள்ள 

விகிதம் எவ்வாறு இருக்க வேண்டும்? (மதுரை 1972 ஏப்.) 

Oo 

  

  

படம் 216 

தீர்வு : . 

0.48 என்னும் கூம்பு 408 என்னும் அரைக் கோளத்தின் 

அடிப்பாகத்தின் மேலமைந்துள்ளது. பொது அடிப்பாகத்தின் 

ஆரை 7 என்றும் கூம்பின் உயரம் % என்றும் கொள்க. இரண் 

டும் ஒரே அடிப்பாகத்தின் மேலிருப்பதால் இரண்டும் ஒரே 

பொது அச்சுடையதாகயிருக்கும். பொது அடிப்பாகத்தின்
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மையம் 0 என்க. கூம்பு, அரைக்கோளம் ஆகியவற்றின் புவி 
யீர்ப்பு மையங்கள் முறையே 6., 0, எனில் இவை பொது 

அச்சின் மேலிருக்கும். மேலும் 0, 0 ஆ 0௦௨ cm 

ஆகும். ம என்பது ஒரு அலகு கன அளவின் எடையெனில், 

19, கூம்பின் எடை - > rr*h w 

We= gongs கோளத்தின் எடை -+ mr? ம. 

கூட்டுத் திண்மத்தின் எடை இவ்விரு எடைகளின் விளைவு 

ஆகும். மேலும், கூட்டுத் திண்மத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் 
0 யிலிருப்பதால், 

    

G,G ட 2 

GG, w,. 

2 3 

3r/8 + nr hw . 

அட 2 
3 ho 
h? = 3r? 

ho = V3r 

அல்லது, :7 473.1 
மாதிரி 158: ஒரு திண்ம நேர்வட்டக் கூம்பின் அடிப் 

பாகத்திற்கு இணையான ஒரு தளத்தினால் கூம்பின் மேற்பகுதி 
வெட்டியெறியப்பட்டுள்ளது. எஞ்சியுள்ள வெட்டுத்துண்டின் 
இணையான வட்டக் குறுக்கு வெட்டுகளின் ஆரைகள் R,r 
ஆகும். வெட்டுத்துண்டின் உயரம் 1, எளில், அதன் புவி 

யீர்ட்பு மையம் அடிப்பாகத்திலிருந்து A Se te ; 
r+r 

உயரத்திலிருக்குமென்று காட்டு, 

தீர்வு : 

4 அடிப்பக்க ஆரையுள்ள 480 என்னும் திண்ம நேர் 
வட்டக் கூம்பின் உயரம் H என்க. எனவே, ௨ என்பது ஒரு 
அலகு கன அளவின் எடையெளில், 9 - கூம்பின் எடை 

> TRH. அடிப்பாகம் 0க்கு இணையான தளம் ஒன்று 
கூம்புவை 8 என்னும் வட்டக் குறுக்கு வெட்டில் வெட்டு
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கிறது. வெட்டுத்துண்டு 50.5-யின் உயரம் 4. வெட்டுத்துண் 
டின் மேல்பாக வட்டத்தின் ஆரை 7 ஆகையால், வெட்டி 

யெறியப்பட்ட கூம்பின் எடை ம, - + ar? (H -h)w. 

ஃ வெட்டுத்துண்டின் எடை ஐ ௮ 9-4 

ணம்
. 

௯ 1? மரம -க87(8-ற) ல 

mw (R°H -r?H+r°h) 

(|
 m

e 
ua
] 

w 

mo (R? =r?) H + rn 

0, 7, ரே என்சன முறையே பெரிய கூம்பு, சிறிய கூம்பு, 
வெட்டுத்துண்டு ஆகியவற்றின் புவியீர்ப்பு மையங்களெனில், 

  

3 3 
AG = qh - AG, = a (T-h). 

“G,G = AG-AG, 

= 3 (H-H +i 
4 + 2) 

3 
= 37 

0:08. 
GG, 19 

3 
mae h 

  

spre [Re -P)H “| 

3h (7-2) 

| 4 (R? ~ ப 

இப்பொழுது, கூம்பின் அரையுச்சீக் கோணம் _ எனில், 

r 

“H-R 

॥ tanx as 
H
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Rh 
A= Ror. 

Rh Rh-Rh+rh h 
ஃ 7-௪ ர ~h= Ro? Ro 

4(R* ~r°)H + r*h=(R? 1?) Rh ee + rh 

= (R+17r) Ra+ rh 

~ ALR? + Rr +77] 

rth gt 
~T 

00 TREE RTE) 

  

2. ட 3ம். 
 4(814 ப மு 

ம டக 
4(R® - 7?) 

.GaM=GM - GG, 

1 
ss 4 H- ணர் 

டட 24 373 
4(8-7) 4 டு 

_ 44 (61 கட) 3 
4(R3-r4) 

= AU(R® ~ 1?) +r(R? - 77) 47 R= 1) 
4 (R* -7r°) 

PER + Retr 4 Rp rit rs] 
4(R*4 Rep 

_7 [2183 “1 eRe
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மாதிரி 159 ஒரு அரைக்கோளக் கிண்ணத்தின் உள், வெளி 

ஆரைகள் முறையே ௭, ம் ஆகும். அதன் புவியீர்ப்பு மையம் 

கிண்ணத்தின் வட்ட விளிம்பின் வடிவியல் மையத்திலிருந்து. 

3(a+b)a?+b?) _, த 
8 (a? +ab+b*) என்று காட்டு. 

தீர்வு 
0 என்பது கிண்ணத்தின் வட்ட விளிம்பினுடைய வடிவியல் 

மையம். இக்கிண்ணமானது சீ ஆரையுடைய ஒரு திண்ம. 
அரைக் கோளத்திலிருந்து 2 ஆரையுடைய ஒரு திண்ம அரைக் 

  

  

  

படம் 217 
கோளத்தைக் கடைந்தெடுத்தது போக எஞ்சியுள்ள பகுதி 

யெனக் கருதலாம், ஒரு அலகு கன அளவின் எடை ஈ எனில், 

2 
ழ் ஆரையுள்ள அரைக்கோளத்தின் எடை - யத்தில் 

, 5 23 
97”, -ரஆரையுள்ள அரைக்கோளத்தின் எடை 5௬8 Ww. 

3 
W,= அரைக்கோளக் கிண்ணத்தின் எடை தராம (ம: 83% 

6, 00, என்பன முறையே ச் ஆரையுள்ள திண்ம அரைக் 

கோளம், ச ஆரையுள்ள திண்ம அரைக்கோளம், அரைக் 

கோளக்கிண்ணம் ஆகியவற்றின் புவியீர்ப்பு மையங்களெனில், 

3b 3a 
OG==% O0G,=%- 

4சீ என்பது W,, Wa ஆகியவற்றின் விளைவு ஆதலின், ஐப் 

பற்றிய திருப்புத்திறன் சமன்பாடு காண்க. 

W,. OG,+W,. OG,=W. OG 

ee Ws. OG, = W.OG ~ WwW, OG,
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2 aw (6° ~ a) OG, = 2 boy, 22. 2easy, 22 
3 83747 
3b*  3a* (6° - a?) OG, =" ~ 

ப _3(57-24) 
“3 

(6-௪) 1444௮2) 09 0467௪ 6142) 

ஐ _₹ (ச்) (27409) 
ன OG, 8 (a® +6 +ab+63) 

பயிற்சி 19 

(1) ABC என்பது நீயில் நேர் கோணத்தையுடைய ஒரு 
'நேர்கோண முக்கோணம்; 0430 அமின் மேல் மீத்கு மறு 
பக்கத்தில் ஒரு சதுரம் வரையப்பட்டுள்ளத்.: இவ்வாறு அமை 
யப்பெற்ற உருவத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் (4ட்யிலிருந்து 

15 42 : ப தூரத்திலிருக்குமென் ் காம 2 த்திலிருக்குமென்று காட்டுக 

2) 28 நீளப் பக்கங்களையுடைய ஒரு சதுரத்தின் ஒரு பக் 
கத்தின் மேல் சதுரத்தின் உட்புரமாக ஒரு சமபக்க முக் 
கோணமும் சேர்ந்த கூட்டுத்தளத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் சது 

து . 1 _ ரத்தின் மையத்திலிருந்து (143,792 தூரத்திலிருக்கு மென்று 
காட்டுக, 

3 2, "என்பன ௩480யின் பக்கங்களின் நடப் புள் 
ளிகள்; G அதன் திணீவு மையம், ற என்ற நாற்கரத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் 0ஐ 7: 11 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கு மென்று காட்டு. 

(4) ABC என்பது ஒரு சீரான மூக்கோணத் தகட. ம என்பது யோன் நடுப்புள்ளி, அதன் புவியீர்ப்பு மையம் யின் வழியே 86க்கு இணையாக வரையப்படும் ஒரு நேர்கோடு 42, 4வயை மூறையே 8, 7இல் வெட்டுகின்றது. ஐ என்ற நாற் 
கரத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் 4றயின் மேல் மியிலிருந்து 7 542 
தூரத்திலிருக்குமென்று காட்டு,
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(5) b உயரமுள்ள ஒரு நேர்வட்ட உருளையின் மேல் 

அதன் மேற் தளத்தை அடிப்பாகமாகக் கொண்டு ஏ உயர 

மூள்ள ஒரு நேர்வட்டக் கூம்பு ஒன்று அமைக்கப்பட்டுள்ளது. 

இக்கூட்டுத் திண்மத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் கூம்பின் அடிப் 
பாகத்திலிருந்தால், 2-%/6 6 என்று காட்டு. 

(6) 4 உயரமுள்ள ஒரு சீரான நேர்வட்டக் கூம்பு அதே 
உயரமுள்ள ஒரு நேர் வட்ட உருளையுடன் அவைகளுக்கு ஒரு 
பொதுவட்டத் தளமிருக்குமாறு இணைக்கப்பட்டுள்ளது. இக் 
கூட்டுப் பொருளின் புவியீர்ப்பு மையம் அவற்றின் பொதுத் 

ட 5 
களத்திலிருந்து 16 4 தூரத்திலிருக்குமென்று காட்டு. 

a (7) 10 அடி நீளப் பக்கங்களுடைய சதுர அடிப் பாகங் 
காண்ட $0 அடி உயரமான ஒரு சீரான திண்மப்பட்டைக் 

கூம்பின் அடிப்பர்கத்துடன் 10 அடி நீள ஓரமூடைய கனசதுர 
மொன்று இணைக்கப்பட்டுள்யது. கூட்டுத் திண்மத்தின் புவி 
யீர்ப்பு மையம் பட்டைக் கூம்பிள் உச்சியிலிருந்து = அடி 

தூரத்திலிருக்குமென்று காட்டு. 

(8) 4 உயரமும், 7 அடிப்பக்க ஆரையுமுள்ள ஒரு சீரான 

திண்ம நேர்வட்டக் கூம்பு அதே உயரமும் ஆரையுமுள்ள ஒரு 
உருளையின் உச்சியின் மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளது. கூட்டுத் 

திண்மத்தின் புவியிர்ப்பு மையம் அவற்றின் பொது அச்சின் 

மேல் அடிப்பாகத்திருந்து 3) உயரத்திலிருக்குமென்று காட்டு. 

(9) ஒரு சீரான உருளையீலிருந்து அதன் அடிப் பாகத் 

தையே அடிப்பாகமாகக்கொண்ட கூம்பு ஒன்று கடைந்தெடுக் 

கப்பட விருக்கிறது. எஞ்சியுள்ள பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் 
கூம்பின் உச்சியுடன் பொருந்த வேண்டுமாயின் கூம்பின் 

உயரம் உருளையின் உயரத்தைப் போல் (2--4/2) மடங்கு 
என்று காட்டு, 

(மதுரை 1969 செப், 70' ஏப்.) 

(10) ஒரு நேர் வட்டக் கூம்பின் வளை பரப்பு அடிப் பரப்பு 

ஆகியவற்றின் புவியீர்ப்பு மையம் அக் கூம்பின் கன அளவின் 

புவியீர்ப்பு மையத்துடன் பொருந்த வேண்டுமாயின் கூம்பின்
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உச்சிக் கோணம 2 811! (3) ஆகயிருக்க வேண்டுமென்று 

காட்டு. (மதுரை பி.எஸ்.ஸி'71 ஏப்.) 

(11) ஒரு இர சமபக்க நேர் கோண முக்கோணத்தின் 
பக்கங்கள் ஒவ்வொன்றின் மேலும் வெளிப்புறமாகச் சதுரங்கள் 
வரையப்பட்டுள்ளன. இவ்வாறு கிடைக்கப் பெறும் உருவத் 
தின் புவியீர்ப்பு மையம் கர்ணத்திற்கு வரையப்படும் நடுக் 
கோட்டை 26: 1 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்க வேண்டுமென்று 
காட்டு. 

(12) ஒரு மெல்லிய சீரான கம்பியொன்று 420 என்னும் 
சமபக்க முக்கோணத்கின் 45, 80 என்னும் இரு பக்கங்களும் 
4யேோன் மேல் வரையப்படும் ஒரு அரை விட்டமூமாக அமையு 

மாறு வகக்கப்பட்டுள்ளது. அதன் புவியீர்ப்பு மையம் 40 
. -1 . 

யிலிருந்த: ( vo ) 4.2 தூரத்திலிருக்குமென்று காட்டு. 

(13) / உயரமும், £ அடிப் பக்க ஆரைமுள்ள திண்மக் 
கூம்பு ஒன்று ௮தே ஆரையுள்ள ஒரு திண்ம அரைக் கோளத் 
தின் தள அடிப் பாகத்தின் மேல் பொருத்தப்பட்டுள்ளது. இக் 
கூட்டுத திண்மத்தின் புவியீர்ப்பு மையம் அரைக் கோளத்தின் 
மேற் பாப்பின மையத்திலிருந்து பொது அச்சின் மேல் 
yor? +4hr+h? 

டச் அ. தூரத்திலிருக்குமென்று காட்டு, 

(14) 6 அடி ஆரையுள்ள ஒரு வட்டத் தகட்டிலிருந்து 12 அங்குல ஆரையுள்ள வட்டப் பகுதி வெட்டியெடுக்கப் பட்டுள்ளன. துவாரததின் மையம் வட்டத் தகட்டின் மையததி லிருந்து 3 அடி தூரத்திலிருந்தால்,, எஞ்சீய பகுதியின் புவி யீர்ப்பு மையம் வட்டத் தகட்டின் மையத்திலிருந்து துவாரத்தின் மையம் $ ர தூரத்திலிருக்குமென்று சாட்டு, 

(7) க ஆரையுள்ள வட்ட வடிவமான ஒரு சீரான தளத் 
தகட்டில / ஆரையுள்ள ஒரு வட்ட வடிவமான துவாரமுள்ளது. 

துவாரத்தின் மையம் வட்டத் தகட்டின் மையத்திலிருந்து 2 
தூரத்திலிருந்தால், தகட்டின் புவியீர்ப்பு மையம் அதன் வட்ட 

.. b%e . 
மையத்திலிருந்து சழ அரத்திலிருக்குமென்று காட்டு.
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(18) 3ச ஆரையுள்ள ஒரு சீரான வட்டச் தகட்டிலிருந்து ஈ 
ஆரையுள்ள வட்ட வடிவமான பகுதி வெட்டியெடுக்கப் 
பட்டுள்ளது. எஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் வட்டத் 

தகட்டின் மையத்திலிருந்து $ ச தூரத்திலிருந்தால் துவாரத்தின் 
மையம் தகட்டின் மையத்திலிருந்து $ £ தூரத்திலிருக்குமென்று 
கர்ட்டு, | 

(19) 66 உச்சிக் ககரணமுடைப ஒரு சீரான நேர் வட்டக் 
கூம்பிலிருந்து சாத்தியமான அளவில் மீப்பெரு கோள்ொன்று 
கடைந்தெடுக்கப்படுகிறது. எஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு 
மையம் கூம்பின் அச்சை (1:20 என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கு 
மென்று காட்டு. 

- (20) குறுக்கு வெட்டு வட்டமாகவுள்ள / நீளக்கோ 
லொன்று அதன் ஒரு மூனையில் பென்சில் போன்று கூம்பு 
வடிவமாக, கோலின் அச்சின் நீளம் குறையாதவாறு சீவப் 
பட்டுள்ளது சீவப்பட்ட கூம்பு வடிவத்தின் உயரம் ர் எனில், 

we , A(4l- 
கோலின் புவியீர்ட்பு மையம் 4057-3 தூரத்திற்கு இடம் , 

பெயர்ந்துள்ளதென்று காட்டு. 

21) ச.ஆரையுள்ள ஒரு சீரான திண்மக் கோளத்திலிருந்து 
அதனுடன் தொடுகையிலிருக்குமாறு அமைந்துள்ள % (2) 

ஆரையுள்ள கோளப் பகுதி வெட்டி பெடுக்கப்படுகிறது, எஞ்சி 
யுள்ள பகுதியின் புவியீர்ப்பு வையம் முக்கோணத்தின் மையத் 

x? : . . 
மைபத்திலிருந்து arate தூரத்திலிருச்குமென்று காட்டு, 

X = 53 ர எனில், எஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் கோளத் 

தின் குழிவான பகுதியிலிருக் கமென்று காட்டு. 

(22) 53’ உயரழும், 3'' விட்டமமுள்ள ஒரு மூடியில்லாத 
உருளைக் குவளையின் அடிப் பாகம் அதே உலோகத்தினலைன 
தகட்டினால் மூடப்பட்டுள்ளது. குவளையின் புவியீர்ப்பு மையம் 

f 

அதன் அடிப் பாகத்திலிருந்து ட உயரத்திலிருச்குமென்று 

காட்டு, 

(23) 12 செ. மீ. நீளப் பக்கங்களுடைய ABC என்னும் 
சமபக்க முக்கோண வடிவமான ஒரு தாளின் முனை 4 யானது 
பக்கம் யின் நடுப் புள்ளியுடன் பொருந்துமாறு மடிக்கப் 

அ, இ.--35
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பட்ட தாளின் புவியீர்ட்பு மையம் முனை 4யின் முந்திய நிலை 

ய் விருந்து. 3௦ மீ. தூரத்திலிருககுமென்று காட்டு. 

(24) 4800 என்னும் சதுரத் தாளின் முனை 4 யானது 

சதுரத்தின் மையத்துடன் பொருந்துமாறு மடிக்கப்பட்டுள்ள து. 
சதுரத்தின் மூலை விட்டம் 12௪. மீ. என்றால், மடிக்கப்பட்ட 

தாளின் புவீயீர்ட்பு மையம் முனை ஈ.யிலிருந்து 53 செ. மீ. தூரத 
விருக்குமென்று காட்டு. 

(25) 6௪. மீ நீளப் பக்கங்களுடைய 420 என்னும் சம 

பக்க முக்கோணததின் புவியீர்ப்பு மையம் ட 020 % நீக்கப 
பட்ட பின் எஞ்ச்ய பததீயின் புவியீர்ட்பு மையம் 4 யிலிருந்து 

பம ௫௪. மீ. தூரத்தீலிருக்குமென்று காட்டு, 

(26) .4ீயில் நேர் கோணமும், 80-84 அளவு முடைய 4280 
என்னும் இருசம பக்க மககோணததின் புவியீர்ப்பு மையம் 0. 

இம் முக்கோணத்கிலிருந்து 086 என்னும் பகுதி வெட்டிபெபறியப் 

படுகிறத; எஞ்சிய பகுதியின புவியீர்ப்பு மையம் 4 யிலிருந்து 
Sa 19 தாரத்திலிருக்குமென்று காட்டு. 

(27) ABCD என்னும் செவ்வகத்தகடு மேறையே ம, 1 
“டைகளுடன் கூடிய 480, 40 என்னும் இரு சீரான முக் கோணப் பகுதிகளுடன் அமைந்துள்ளது. 2. 7” என்பன முறையே AB, BC ஆகியவற்றின் நடூப்புள்ளிகள். ABEF நீக்கட்பட்டபின் எஞ்சியுள்ள பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் 
செவ்வகத்தின் மூலைவிட்டங்களின் வெட் டுப்புள்ளியிலிருந்தால் ஒட1சஉளன்று காட்டு, 

(28) க நீளப்பக்கமுடைய ஒரு சதுரத்திலிருந்து, 'அதன் 
ஒரு பக்கத்தை அடிப்பக்கமாகக் கொண்ட / உயரமுள்ள இரு 
சமபக்க முக்கோணம் ஒன்று நீக்கப்பட்டுள்ளது. எஞ்சீய 
பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் முக்கோணத்தின் அடிப்பாகத் 

2_ pe 
தின் நடுப்புள்ளியிலிருந்து அதன் உக்சியை நோக்கி? h 

3(2a- hy) 
என்னும் தூரத்திலிருக்குமென்று காட்டு. 

(29) 476 என்பது ஒரு மெல்லிய கனமான முக்கோணத் 
தகடு; 4 என்பது அதன் நடுக்கோடு, 0 அதன் புவியீர்ப்பு 

மையம். 86கேகேண இணையான ஒரு நேர்கோடு 42, 40யை
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முறையே 2,/” இல் வெட்டுகிறது. .4.8/ என்னும் பகுதி நீக்கப் 
பட்டபின் புவியீர்ப்பு மையம் யின் நடுப் புள்ளியிலிருந் 

gro, BE= clas என்று காட்டுக. 

(30) 4800 என்னும் சதுரத்தில் 2, 77 என்பன முறையே 
22௦, 0 ஆகிய பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகள், 087 என்ற 
பகுதி நீக்கப்பட்டபின் எஞ்சிய பகுதியின் புவி.பீர்ப்பு மையம் 

சதுரத்தின் மையத்திலிருந்து v2. ச தூரத்தீலிருக்குமென்று 

காட்டு. 

(31) 480 என்ற சீரான முக்கோணத் தகட்டின் புவியீர்ப்பு 
“மையம் 0. 8060 என்னும் பகுதி நீக்கப்பட்ட.பின் எஞ்சிய 
பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம் 40யை 5: 1 என்னும் விகிதத்தில் 
பிரிக்குமென்று காட்டு. 

(32) மெல்லிய உலோகத் தகட்டினால் செய்யப்பட்ட 
'வெற்றுக் கூம்பு வடிவப் பாத்திரத்தின் அடிப்பாகம் மூடப் 
பட்டுள்ளது. அதன் அடிப்பாகத்திற்கு இணையான ஒரு 
களத்தினால் அதன் குத்துயரத்தில் பாதி உயரத்தில் அது 
குறுக்கே வெட்டப்பட்டு, அதற்கு மேலுள்ள கூம்புப் பகுதி 
நீக்கப்பட் டுள்ளது மூலக் கூம்பின் அடிப்பக்க ஆரை உயரம் 
4, சாய்வு உயரம் / எனில், எஞ்சிய பகுதி.பின் புவியீர்ப்பு 

மையம் அடியிலிருந்து ட் தூரத்திலிருக்குமென்று காட்டு 

(33) 4 உயராயள்ள ஒரு நேர் வட்டக் கூம்பு அதன் 
அச்சின் நடுப்புள்ளி வழியே அடிப்பாகத்திற்கு இணையான ஒரு 
தளத்தினால் வெட்டப்படுகிறது. எஞ்சிய வெட்டுத் துண்டின் 

- புவியீர்ப்பு மையம் அதன் அடிப் பா கத்திலிருந்து 31 4 தூரத்தில் 
இருக்குமென்று காட்டு. 

(34) நேர் வட்டத் திண்மக் கூம்பு ஒன்றின் வெட்டுத் 
துண்டின் உயரம் $ அதன் இருவட்ட முனைகளின் ஆரைகள் 
ட 794. அவற்றின் மையங்கள் முறையே ,4,. வெட்டுத் 
துண்டின் புவியீர்ப்பு மையம் 0 எனில், 

40 சிப பூ நே? 

GB” 3421. 
சன்று காட்டு,



548 அடிப்படை இயந்தீரவியல் 

(35) ௪ ஆரையுள்ள ஒரு வட்டத் தகட்டின். ஏதேனுமொரு 
புள்ளியில் அடர்த்தியானது தகட்டின் மையத்திலிருந்து அப் 

புள்ளியின் தூரத்திற்கேற்ப மாறுபடுகிறது. அத்தகட்டிலிருந்து 
ஒரு ஆரையை விட்டமாகக் கொண்ட ஒரு வட்டம் வெட்டி 

யெடுக்கப்படுகிறது. எஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு மையம். 
. ., 6a . . . தகட்டின் மையத்திலிருந்து 75% - ர 277த்திலிருக்குமென்று 

காட்டு. 

(36) ஈ ஆரையுள்ள ஒரு வட்டத் தகட்டின் ஏதேனுமொரு 
புள்ளியில் அடர்த்தியானது தகட்டின் மையத்திலிருந்து அப் 
புள்ளியின் தூரத்திற்கேற்ப மாறுபடுகிறது. அத் தகட்டிலிருந்து 

வட்டப் பகுதி வெட்டியெடுக்கப்பட் டால், எஞ்சிய பகுதியின் 

நி தத : . 6ம்* 
புவியீர்ப்பு மையம் தகட்டின் மையத்தீலிருந்து 19 -]றா 

தூரத்திலிருக்குமென்று காட்டு. 

(37) 2 ஆரையுள்ள ' ஒரு கோளத்தின் ஏதேனுமொரு 
புள்ளியில் அடர்த்தியானது கோளமையத்திலிருந்து அப்புள்ளி 

யின் தூரத்திற் கற்ப மாறுபடுகிறது. அக்கோளத்திலிருந்து 
அதன் ஆரையை விட்டமாகக் கொண்ட கோளமொன்று 
வெட்டியெடுக்கப் படுகிறது. எஞ்சிய பகுதியின் புவியீர்ப்பு 

மையம் கோள மையத்திலிருந்து க ஈ தூரத்திலிருக்கு மென்று 

காட்டு, 

(38) மெல்லிய சீரான கோலொன்று, ஒரு நுனியில் அரை 
வட்டக் கைப்பிடியுடன் கூடிய கைத்தடி போன்று வளைக்கப். 
பட்டுள்ளது. அதன் நேரான பகுதி 48ீயானது 2/ நீளத்துடனும் 
அரைவட்டப் பகுதி $0யோனது a (</) ஆரையுடையதா கவு 
மூள்ளன. அரை வட்டக் கைப்பிடியின் முனைகளான 2) யைச் 
சேர்க்கும் நேர்கோடு 4கீக்குச் செங்குத்தாகவுள்ள து. 
கோலானது ஒரு கிடைத்தள மேசையின்மீது முனை யால் 
தாங்கப்பட்டுத் தொங்குகிறது. கோலின் நேரான பகுதி நிலைக் 
குத்துடன் 9 கோணச் சாய்விலிருந்தால், : 

a (na+4l) 
2 (1? =a?) 

என்று காட்டு. 

tan@ =



8. நிலைப்புத்தன்மை 

(S FABILITY) 
ஒரு கிடைத்தள மேசையின் மேல் ஒரு புனலை அதன் வட்ட 

மூக அடிப்பாகம் மேசையின் மேல் தொடுகையிலிருக்குமாறு 
வைக்கவும். இப்போது புனலைச் சிறிது அசைத்தாலும் அது 
தன்னிலை பிறழாது முன்னிருந்த நிலையிலேயே யிருப்பதைக் 

காணலாம். இப்பொழுது, புனலின் அடிப்பக்க ஓரத்தின் ஒரு 

ட்? 
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புள்ளிமட்டும் மேசையின் மேல் தொடுகையிலிருக்குமாறு புனல் 

காம்பின் உச்சியை ஒரு விரலால் தள்ளவும். இவ்வாறு தூக்கிய 

நிலையில், புனலின் புவியீர்ப்பு மையம் முன்னீருந்த நிலையை 

விட சற்று உயர்ந்திருப்பதைக் காணலாம். இந்பொழுது 

புனலை விட்டுவிட்டால் புனல் மூன்னிருந்த நிலைக்குத் திரும்பி 

விடுவதைக் காணலாம். இவ்வாறு, சமநிலையிலிருக்கும் ஒரு 

பொருளானது அதன் சமநிலையிலிருந்து சிறிதளவு அசைக்கப் 

பட்டபோதும் மீண்டும் தன்னுடைய மூல நிலைக்கே திரும்பு 

மானால், அப்பொருள் உறுதிச் சமநிலை (stable equilibrium) 

யிலிருப்பதாகச் சொல்லப்படுகிறது. ஆகவே, உறுதிச் சமநிலை
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யிலிருக்கும் ஒரு பொருள் சிறிதளவு அசைக்கப் பட்டால், 
அதன் புவியீர்ப்பு மையத்தின் நிலை சிறிதளவு உயர்த்தட் படுகிற 

தென்று அறிகிறோம். 

இப்பொழுது மேசையின் மேல் புனலின் காம்பு தொடுகையி' 
லிருக்குமாறு புனலை நிலைக்குத்தாக வைக்கவும். இப்பொழுது 

புனல் சம நிலையிலிருக்கும். இச் சமநிலை சற்றுபிறமுமாறு, 
புனல், காம்பின் நுனியின் ஒரு புள்ளி மேசையின் மேல். 
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தொடுகையிலிருக்கு மாறு சற்று சாய்ந்த நிலையில் புனலைப் 
பிடித்துக் கொள்ளவும். இந் நிலையில் புனலின் புவியீர்ப்பு 
மையத்தின் நிலை முன்னிருந்த நிலையைவிடச் சற்றுத் தாழ்ந்திருப் 
பதைக் காணலாம். இப்பொழுது புனலைச் சாய்த்தும் பிடித் 
திருந்த பீடியை விட்டு விட்டால், புனல் மூன்னிருந்த நிலைக்குத் 
திரும்பாது மேசையின் மேல் படுக்கை வசத்தல் விழுந்து விடு 
வதைக் காணலாம். இவ்வாறு, சம நிஜ யிலிருக்கும் ஒரு 
பொருள் அதன் சமநிலையிலிருந்து சிறிது அசைக்கப் பட்ட 
போது மீண்டும் தன் மூல நிலையை அடையாது மூலநிலையி 
லிருந்து பெரிதும் மாறுபட்ட நிலையை அடையுமானால், அப் 
பொருளின் மூலநிலையானது * ரளி உறுதியற்ற சமநிலை” (unstable 
6011110100) எனப்படும். மேலும், இத்தகைய உறுதியற்ற சம நிலையிலிருக்கும் ஒரு பொருள் சிறிதளவு அசைக்கப்பட்டால் அதன் புவியீர்ப்பு மையத்தின் நிலை சிறிதளவு தாழ்த்தப் படுகிற 
தென்பதைக் கவனிக்கவும், 

இப்பொழுது புனலை மேசையின்மீது படுக்கை வசத்தில், அதாவது, புனலின் வட்ட விளிம்பின் ஒரு ஓரமும், காம்பின் நுனியும் மேசையின் மேல் தொடுகையிலிருக்குமாறு வைக்க 
வும். இந் நிலையில் புனலை எப்படி அசைத்தாலும் அது மேசை
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யின் மீது உருளுவதைக் காணலாம். இவ்வாறு உருளும்போது 
எந்த நிலையிலும் அதன் புவியீர்ப்பு மையம் மேசையிலிருந்து 
ஒரே உயரத்திலேயே யிருப்பதோடு, எப்பொழுதும் அது 

படுக்கை வசத்திலேயே, அதாவது தன் மூல நிலையிலேயே, 
இருக்கு மென்பதைக் காணலாம். இவ்வாறு, சமநிலையிலிருக்கும் 
ஒரு பொருள் அதன் நிலையிலிருந்து சிறிது அசைக்கப்பட்ட 
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போது, அதன் மூலச் சம நிலை சிறிதும் மாறுபடாத நிலையிலேயே 

இருக்குமானால் அப் பொருள் நடுநிலைச் சமநிலை (611781 6011- 
librium) யிலிநப்பதாகச் சொல்லப்படுகிறது. ஆகவே, நடு 
நிலைச் சம நிலையிலிருக்கும் ஒரு பொருளைச் சிறிது அசைத்தாலும் 
அதன் புவியீர்ப்பு மையம் மேல் நோக்கியோ அல்லது அல்லது 

கீழ் நோக்கியே நகராமல் முன்னிருந்த நிலையிலேயே நிலைத்து 
நிற்குமென்று அறிகிறோம். 

ஒரு நிலையான பொருளின் மேல் சம நிலையிலிருக்கும் ஒரு கட்டி 
றுக்கமான திண்மப் பொருளின் நிலைப்புத் தன்மை 

ஒரு கனமான கட்டிறுக்கப் பொருள் மற்றொரு கட்டிறுக்கப் 
பொருளின் மேல் சம நிலைய£ீலிருப்பதாகக் கொள்க, மேலே 

யுள்ள பொருள் நழுவி விடாமலிருக்குமளவிற்கு பொருட் 
களிடையே உராய்வு இருப்பதாகக் கொள்க. கீழேயுள்ள 
பொருள், மேலேயுள்ள பொருள் ஆகிய இரண்டிலும், 
தொடுகைப் புள்ளி 2யைச் சுற்றியுள்ள பரப்புக்கள் முறையே 
0,4யை மையங்களாகவும், 8 ஐ ஆரங்களாகவும் கொண்ட 
கோளங்களின் மேற் பரப்புக்களின் பகுதிகளெனக் கருத்துக, 

0 என்பது மேலேயுள்ள பொருளின் புவியீர்ப்பு மையம். 

௪ம நிலையில் 6 யானது நிலைக்குத்தாக நிற்தம் 04 என்னும் 

மையக் கோட்டின் மேலிருக்கும். இப்பொழுது மேலேயுள்ள 
பொருளைக் கீழேயுள்ள பொருளின் மீது சிறிது நகர்த்தவும். A}, 

21, 61 என்பன முறையே 4, 2, 0, ஆகியவற்றின் புதிய நிலை
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களெனக் கொள்க. ட என்பது புதியதொடு புள்ளி. டு வழியே 
வரையப்படும் நிலைக்குத்துக் கோடு 41 01ஐ 1/இல் சந்திக் 
கட்டும். மேலேயுள்ள பொருள் நகர்த்தப்பட்டதன் காரண 
மாக, அதன் நிலைக்குத்து ஆரை 9 கோணத்தில் திரும்பியுள்ள 
தாகக் கொள்க, எனவே, : POG = 6; | P'A1Q = ம் என்க. 
வில் 720 - வில் 2 ஆகையால், 789 - 7ம் ஆகும். 
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இப்பொழுது மேலேயுள்ள பொருள் மீண்டும் அதன் மூல 
நிலைக்குத் திரும்ப வேண்டுமானால் புவியீர்ப்பு மையத்தின் புதிய 
நிலை 01 இப்போதைய தொடு புள்ளி வழி நிலைக்குத்துக் 
கோடாகிய 0க்கு இடது புறமிருக்க வேண்டும்; மேலேயுள்ள 
பொருள் கீழேயுள்ள பொருள் மீது உருண்டு கீழே விழ 
வேண்டுமானால் 01 ஆனது 0/£க்கு வலது புறமிருக்க 
வேண்டும். அதாவது: 01 ஆனது 01/க்கு இடப் புறமாகவோ, 
வலது புறமாக ?வா இருப்பதற்கேற்ப மேலேயுள்ள பொருளின் 
சம நிலை உறுதிச் சம நிலையாகவோ, உறுதியற்ற சம நிலையாக 
வோ யிருக்கும். 4* வழியே செல்லும் நிலைக்குத்துக் கோட்டிற்கு . 
012, 40 என்ற செங்குத்துக் கோடுகள் வரைக, (1 ஆனது 
க்கு இடது பக்கமிருந்தால் 185 ]ற ஆகவும், வலது பக்க 
மிருந்தால் 12.42 ஆகவுமிருக்கும், ஆகவே, 0125 நற 

< 
என்பதற்கேற்ப சம நிலை உறுதிச் சம நிலையாகவோ, அல்லது 
உறுதியற்ற சம நிலையாகவோயிருக்கும், 

ஆனால் ND = QD' = rsin 9. 

018 - 4101 8 (9+)
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7206-4 எனில், 4101 4 4121 முய டூடற: 

மேலேயுள்ள பொருள் உறுதிச் சம நிலையிலோ அல்லது 
உறுதியற்ற சம நிலையிலோ இருக்க வேண்டுமாயின் 

> 
(-(0-4) 48100 ஆகயிருக்க வேண்டும். 

6-ம், (9--6)ம் மிகச் சிறிபனவாகயிருப்பதால், 81௩ (0-6), sin® 
ஆகியவற்றை முறையே (9-ம்), 6 ஆகிய எல்லை மதிப்புக்களாக 
மாற்றி எழுதலாம். 

2 
(7-2) (04 470 

அதாவது, -:-* > 9 
6+¢ 

ஆனால், 80-72 ஆகையால் 

GL 
ழ் R 

8 
9 அமா 

எனவே, மேலேயுள்ள பொருள் உறுதிச் சமநிலையில் அல்லது 

உறுதியற்ற சமநிலையிலிருக்க வேண்டுமாயின் 

r-h> fr . . A 
— <Rir ஆகயிருக்க வேண்டும். 

அதாவது, (2-7) ப- hor? 

Rr-h (R+r)4+r? zn 

Rr2 க 

Rr த 

Rir< 

R+r<l 

Rr > h 
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Viel 
r R>bh 

ஆகவே, i. 5 க்கேற்ப சமநிலை உறுதியாகவோ அல்லது 
r 

உறுதியற்றதாகவோயிருக்கும். 

அதாவது, => “+3 எனில் மேலேயுள்ள பொருள் உறுதிச் 

சமநிலையிலும், டக் எனில், மேலேயுள்ள பொருள் 

உறுதியற்ற சமநிலையிலுமிருக்கு அமன்றறிக. 

மாதிரி 160 ஒரு அரைக்கோளம் ஒரு நிலையான சம ஆரை 

யுள்ள கோளத்தின் மேல் சமநிலையிலுன் ளது, ௮ரைக்கோளத் 
தின் தட்டைப்பரப்பு கோளத்தின் மமலிருக்ச ம்போது சமநிலை 
உறுதிபானதாகவும், வளைபரப்பு கோளத்தின் மேலிருக்கும் 
தது சமநிலை உறுதியற்றதாகவுமிருக்குமென்று காட்டு. 

ர்வு 
7 என்பது பொது ஆரையென்் ௧. அரைக்கோளத்தின் புவி 

யீர்ப்பு மையம் தட்டைப் பரட்பின் மையத்திலிருந்து ் * ஆழத் 

திலிருக்கும். எனவே, தட்டைப்பரப்பு கோளத்தின் மேலிருக் 
. 3 . கும்போது h= 7 ஆதம். இங்கு 827 அரைக்கோளததின் 

தட்டைப் பாகம் கோளத்தின் மேலிருப்பதால், தொடு புள்ளி 
ளியைச் சுற்றியுள்ள பரப்பை © ஆரையுள்ள ஒரு சோளத்தின் 
மேற் பரப்பின் பகுதீயாகக் கொள்ளலாம், அதாவது, ர- ஐ, 

, 1 1 1 1 1 

ரர் ஒர்த் 
8 
—> 

ம
 r 

1 
r 

அதாவது, rad zt i ஆகையால் . அரைக்கோளம் உறுதிச் 

சமதிலையிலிருக்கும், ் 

அரைக்கோளத்தின் வளைபரட்பு கோளத்தின் மேலிருந்தால்” 

rer Rar நாயாய் 37 | 8 

nat 

s
b
 

+h. , s
e
 

1
ல
்
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1 8 2 

R Sr or 

அதாவது i< et t, எனவே, அரைக்கோளம் உறுதி: 

, யற்ற சமநிலையிவிருக்கும். 

மாதிரி 161 ஒரு திண்ம அரைக்கோளமூம், அதன் தட் 
டைப் பக்கத்தின் மேல் நிற்கும் சம ஆரையுள்ள அடிப்பக்கத் 
துடன கூடிய ஒரு கூம்பும் சேர்ந்த கூட்டுத் திண்ம்ப் பொரு. 

.ளொன்று ஒரு கிடைத்தள மேசையின் மேல் அரைக்சோளத்தின் 

வளைபரப்பு தொடுகையிவிருக்குமாறு வைக்கப்படுகிறது: சம 

நிலை உறுதியானதாகயிருக்க வேண்டுமாயின் கூம்பின் அதிக 
பட்ச உயரத்தைக் காண்க, (சென்னை 1966 ஏப்.): 

தீர்வு 
சேமி என்ற அரைக்கோளமும், 709 என்ற கூம்பும் சேர்ந்த 

கூட்டுப் பொருளின் பொது அடிப்பாகமாகிய தீயன் மையம் 
ட ஆகும், இப்பொது வட்ட அடிப்பாகத்தன் ஆரை 7 என்க. 

  

  

uw 223 

எனவே, அரைக் கோளத்தின் ஆரை 7 ஆகும். 4 என்பது. 

கூம்பின் உடரம், 0.) 0) என்பன முறையே அ௮ரைக்கோளம்,, 

கூம்பு ஆகியவற்றின் புவியீர்ப்பு மையங்களெனில், 00, சி 

A . 
00, “7 ஆகும்.
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இக்கூட்டுப் பொருள் இலேசாக அசைக்கப்பட்டதும் 
(மேசையின் மேல் 41 என்னும் புள்ளியில் தொடுகையிலிருப்ப 

தாகக் கொள்க. .41 இல் மேசையின் நேர்குத் தெதிர்விசை 
நிலைக்குத்தாகயிருக்கும். ஆனால், 41இல் அரைக்கோளத்தின் 

- நேர்குத்துக் கோடு அதன் மையம் 0 வழியே செல்லுமாகை 
பால் 41 இல் மேசையின் நேர்குத் தெதிர்விசை ட வழியே 

செல்லும். ஆகவே, சமநிலையானது உறுதியானதாகவோ 
அல்லது உறுதியற்றதாகவோயிருக்க வேண்டுமாயின் கூட்டுப் 

பொருளின் புவியீர்ப்பு மையம் A'OSG இடப்புறமாகவோ, 

அல்லது வலப்புறகாகவோயிருக்க வேண்டும்; அதாவது 0க் 

குக் கீழேயோ அல்லது மேலேயோ இருக்க வேண்டும். 

ஆகவே, இக்கூட்டுப் பொருள் உறுதிச் சமநிலையிலும், கூம்.அின் 

உயரப் அதிகபட்ச உயரம் கொண்டதாயுமிருக்க வேண்டு 

மாயின் பொருளானது உறுதிச் சமநிலையின் எல்லையிலிருக்க 
வேண்டும். அதாவது, கூட்டுப் பொருளின் புவியீர்ப்பு மையம் 
வில் இருக்க வேண்டும். அதாவது, 77, 4, என்பன 

மூறையே அரைக்கோளம், கூம்பு ஆகியயற்றிள் எடைக 
ளெனில், 

G,O_ W, . 

OG, W, 
ஆகும். ம என்பது ஒரு அலகு கன அளவின் எடையெனில், 

2 
W, = Trew W,= நரம 

  

ட டராம 

4.2 1 ந 

3 h 

2 Or 
h? =3r? 

h=A/3r. 
கூம்பின் அதிகபட்ச உயரம் /3r ஆகும். 

மாதிரி 162 2 ஆரையுள்ள வட்ட அடிப்பாகமும், / உய gapib கொண்ட ஒரு திண்ம நேர்வட்டக் கூம்பு அதே உலோ கத்தால் செய்யப்பட்ட ர ஆரையுள்ள திண்ம அரைக்கோய்த்
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துடன் இரு திண்மங்களின் வட்டமுகப்புகளும் தொடுகையி 

விருக்குமாறு பொருத்தப்பட்டுள்ளது. இக்கூட்டுப் பொரு. 
ளானது உ ஆரையுள்ள ஒரு நிலையான உராய்வுடைய கோள ந். 
தின் உச்சியில் சமநிலையில் வைக்கப்பட்டுள்ளது. சமநிலை 
உறுதியானதாவென சோதிக்சவும். 

தீர்வு 

7,478 என்பது 748 என்ற கூம்பும், 479 என்ற அரைக் 

5 கோளமும் சேர்ந்த கூட்டுப் பொருள். 0 என்பது அவற்றின் 

பொது வட்ட முகப்பின் மையம். ஈ என்பது இப்பொது வட்ட 

  

  

a 
படம 224 

முகப்பின் ஆரை, / என்பது கூம்பின் உயரம். 0 Ga G 

என்பன மூறையே கூம்பு, அரைக் கோளம், கூட்டுப் பொருள் 
3 

ஆகியவற்றின் புவியீர்ப்புரமையங்கள் .: 00, ahi OG,= ட 

G,P = ப 

. 2 0,0,-0,040,0 

h , 3a 

“47 
ட 2h+3a 

8 
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ம என்பது ஒரு அலகு கன அளவின் எடையெனில், 

77, - கூம்பின் எடை j}ra*h.w. 

W,= அரைக் கோளத்தின் எடை - 3௬௨௦, 

G,G W, மம 2a 

GG, W, inxaho h 

G,G,-GG, _ 2a 
அதாவது" மம. ர   

‘GG, 2a 
GG, h 
  

h any 

ட GG, = h+2a -0,G, 

டர். 2ht3a 
h+2a° 8 

_ 4 (2143௮ 
8 (4-2) 

ஃ02-00,10,2 
_ உ ஜடரி(2472) 55 

5-4 எனில் நில at 

_ 1(243௪)--52 12௯ 
8 (h+ 2a) 

~ 2h? + 8ah+ 10a? 
8 (h+2a) 

h? +4ah+5q2 

கடல 
சமநிலை உறுதியானதா கயிருக்க வேண்டுமெனில்,
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i 1 1 
p> Rt FP ச 

இங்கு 28-72. எனவே, சமநிலை உறுதியானதாக இருக்க 
வேண்டுமெனில், 

4 (h+2a) 1, 1 

h? +-4ah+ 5a? > at a 

2 

7a 

ஃ 222-447 உத 48152. 

௦ > h*? +2ah+a* 

> (ht+a)? 
ஆனால் 0? 0-2” ஆகயிருக்க மூடியாதாகைடால், சமநிலை 
உறுதியானதாக யிருகக முடியாது. எனவே, சமநிலை உறுதி 
யற்றதாகும். 

மாதிரி 163 ஈ நீள ஓரங்களையுடைய ஒரு சீரான கனசதுரப் 
பெட்டியானது ஓர கோளத்தின் உச்சியில், கனசதுத்தின் ஒரு 
முகப்பின் மையம், தொடுகையில் இருக்குமாறு வைக்கப் 

பட்டுள்ளது உறுதிச் சமநிலை சாத்தியமாக வேண்டுமாயின் 

கோளத்தின் குறைந்தபட்ச ஆரை *” ஆகயிருக்கவேண்டும், 

தீர்வு 

4202 என்னும் கனசதுரப் பெட்டி ஐ மையமாகவுடைய் 

ஒரு கோளத்தின் மேல் அதன் முகப்பு 4யின் மையம் 2, 
கோளத்தின் உச்சியிலிருக்குமாறு வைக்கப்பட் டுள்ளது. கன 

சதுரத்தின் மையம் 0 எனில் 020 என்பது நிலைக்குத்தாக 
யிருக்கும். கனசதுரமானது சிறிது அசைக்கப்பட்டதால் 42” 
010) என்னும் புதியநிலையில் கோளத்துடன் 0-வில் தொட்டுக் 

கொண்டு நிற்கிறது. 074 என்பது டுவழியே செல்லும் நிலைக் 
குத்துக் கோடு. 0' என்பது புதியநிலையில் பெட்டியின் மைய 

மாகும், 2*என்பது சியின் புதியநிலை, (978-ம், 02-ம் 47இல் 
வெட்டிக் கொள்ளுகின்றன. 0” என்பது 0//க்கு இடது 

பக்கமோ அல்லது வலதுபச்கமோ இருப்பதற்கேற்ப பெட்டி 

யானது உறுத்ச் சமநிலையிலோ அல்லது உறுதியற்ற சம
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நிலையிலோ இருக்கும், சமநிலை உறுதியான தாகவும், கோளத் 
தின் ஆரை மீச் சிறியதாகவுமிருக்கவேண்டுமாயின், 0”ஆனது 

இன் மேலிருக்க வேண்டும். அதாவது, 0' ஆனது ,8இல் 

இருக்கவேண்டும். “ MP’ =G'P! =a/2; | 

  

படம் 225 

| 200-060 என்க. , | 270706, கோளத்தின் 
2 எனில், 

ஆறை 

70 -வில் 204 Ro 

P’Q _ Re 
P/M af2 

. Re அதாவது, 180 62 812 2 

ல்ல - 28. a அலலது ~ tana 2, 

6 சிறியதாகயிருக்கும் போது, “ 1 ஆகையால், =" RGor 

மிகச்சிறிய மதிப்பு ஆகும்.
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நிலைப்புத் தன்மைக்கு ஆற்றல் சோதனை (1:007ஜு 1654 807 Stability) 

இயக்கவியல் விதியின்படி இயக்க ஆற்றல், நிலை ஆற்றல் 
ஆகியவற்றின் மொத்தம் ஒரு மாறிலியாகும். (பார்க்கவும்: 
இ.பந்திரவியல் இரண்டாம் பாகம் *'இயக் விசையியல்"... 
"வேலை, சக்தி, ஆற்றல்”). ஒரு பொருள் சம நிலையிலிருக்கும் 
Gurg: ase Quaés a,pmMe (Kinetic Energy) பூச்சியமாகும், 
ஆகவே, அப் பொருளின் நிலை ppm (Potential Energy) ஒரு 
மாறிலியாகும். ஆகவே, அதன் நிலையாற்றல் மீப்பெரு மதிப் 
புடனோே அல்லது மீச்சிறு மதிப்புடனோ இருக்கும். 

இப்பொழுது, சம நிலையிருக்கும் ஒரு பொருள் சிறிதளவு 
அசைக்கப்பட்ட போது அதன் நிலையாற்றல் ஒரு மாறிலியாக 
யிருப்பின், அச்சிறு இடப் பெயர்ச்சி.பின் போது ஒரு வேலையும் 
செய்யப்படவில்லையாதலின், கற்பித வேலைத் தத்துவத்தின் மறு 

தலையின்படி பொருளானது சம நிலையிலிருப்பதாக அறிந்து 
கொள்ளலாம், 

இப்பொழுது, மீப்பெரு நிலையாற்றலுடன் சம நிலையிலிருக் 

கும் ஒரு பொருள் இலேசாக அசைத்து விடப்படுவதாகக் 
கொள்வோம். அசைவின் காரணமாகப் பொருளின் நிலை 
யாற்றல் குறைந்து, இயக்க ஆற்றல் அதிகமாவதால் பொரு 

ளானது மீப்பெரு நிலையாற்றல் நிலையிலிருந்து வெகு தூரத்திற்குச் 
சென்றுவிடுமாகையால், மீண்டும் மீப்பெரு நிலையாற்றல் 
நிலையை அடைய இயலாது போய் விடுகிறது. எனவே. மீப் 
பெரு நிலையாற்றலுடன் சம நிலை யிலிருக்கும் பொருளின் சம 

நிலையின் நிலைப்புத் தன்மை உறுதியற்றதாகும். 

மாறாக, மீச்சிறு நிலையாற்றலுடன் சம நிலையிலிருக்கும் ஒரு 
பொருள் இலேசாக அசைத்து விடப்படுவதாகக் கொள்வோம். 
பொருளானது மீச்சிறு நிலையாற்றல் நிலையிலிருந்து அசைத்து 

விடப்படுவதால் அதன் நிலையாற்றல் அசைவின் காரணமாக 

அதிகமாகும், நிலையாற்றல் அதிகமாவதால் அதன் இயக்க 

ஆற்றல் குறைய வேண்டும். இது சாத்தியமன்று. எனவே: 
பொருளானது மீண்டும் மீச்சிறு நிலையாற்றல் நிலைக்கே திரும்பி 

விடுவதால் அதன் சம நிலையின் நிலைப்புத் தன்மை உறுதியான 

தாகும். 

ஆகவே. சம நிலையிலிருக்கும் ஒரு பொருனின் நிலைப்புத் 
, தன்மையைக் காண, ஒரு நிலையான கிடைத்தளத்திலிருந்து அப் 

A. B.—36
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பொருளின் புவியீர்ப்பு மையத்தின் உயரம் 2ஐ ஏதேனுமொரு 
சாராமாறி (6 என்க)யின் சார்பலனாகக் குறிப்பிடவும், 

அட = 0 என்னும் சமன்பாட்டின் மூலங்களை 69 - x, B, Y, 

2 

உஉளன்ற வடிவில் காணவும். பின், க ஐக் கணக்கிட்டு 

அதில் 6- ஐப் பிரதியிடவும். 6- 4 என்ற பிரதியீட்டின் காரண 
2 வல. 

மாக - ஏ என்பது நேரடையாளமுூடையதாகயிருப்பின் 6- ஷ 

என்ற மதிப்புக்குரிய சமநிலையானது மீச்சிறு நிலையாற்றல் 
நிலையைக் குறிப்பிடுமாதவின் பொருளின் உறுதிச் சமநிலையைக் 
காணலாம். 

: 2 
இதுபோல் 6- 8 என்ற பிரதியீட்டின் காரணமாக i 

என்பது எதிரடையாளமுடையதாகயிருப்பின், 9 B என்ற 
மதிப்புக்குரிய சம நிலையானது மீப்பெரு நிலையாற்றல் நிலையைக் 

லாம். 

பின் வரும் மாதிரிகளைக் கவனிக்கவும். 

மாதிரி 164 சீரான சமமான இரண்டு கோல்கள் அவற்றிற் 
கிடையேயுள்ள கோணம் ஓ ஆகயிருக்குமாறு அவற்றின் முனை 
களில் விறைப்பா ௩ இணைக்கப்பட்டுள்ளன. அவை * ஆரை 
யுள்ள ஒரு வழவழப்பான கோளத்தின் மேல் ஒரு நிலைத் தளத் 
தில் ஓய்விலுள்ளன, கோல்களின் நீளம்? அல்லது-:47 00560 4 
என்பதற்கேற்ப அவை உறுதியான அல்லது உறுதியற்ற சம 
நிலையிலிருக்குமென்று காட்டுக, 

தீர்வு 

AO,, 80, என்னும் இரு சம நீளக் கோல்கள் 0: இல் 
இணைக்கப்பட்டுள்ளன. ் 

2.40, B= X, 

அவை, ஜெ மையமாகவுடைய ஒரு வழவழப்பான கோளத் 
தின் மேல் 7, 0 ஆகிய புள்ளிகளில் தொட்டுக் கொண்டிருக்கு 
மாறு வைக்கப்பட்டுள்ளன.
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0, என்பன முறையே .40., 80, என்ற கோல்களின் 
புவியீர்ப்பு மையங்கள், . இணைக்கப்பட்ட இரு கோல்களின்: 

புவியீர்ப்பு மையம் 0 ஆனது 0,0, இன் நடுப் புள்ளியாகும். 

கோலின் நீளம் 2௦ என்க. 

  

  

படம் 226 

அதாவது, 0, 4-0, 0,827 00, 4- 0 0,892 > 

௦௧௩ என்பது 0 வழியே வரையப்பட்ட கிடைக் கோடு. 

081101 வரைக. ஆகவே, 07/ என்பது 0.1 என்னும் நிலை 

யான/கிடைக் கோட்டின் மேல் யின் உயரமாகும், இதை. 

2 என்று குறிப்பிடுக, 

70, 072-0 என்க. 

Z=GN 

00 8100 

-(00,-0,0) 810 6 

-( OP cosec > ~ O, Gcos +) sin 6
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% x : 
=(rcosee--— 8005 2) Sin 6. 

2 

கர Far cosce > -a cos 5 30080. 

ரே x ட 116. 
a -(r 60960-5- -9 608 -2-- ) sin 8 

. - a கீ 
2 இன் மீப்பெரு அல்லது மீச்சிறு மதிப்புக்கு ஆ 2 

௦௦69-0 

அல்லது 0௩/2. 

௩ யிஈக்கம்ே dz . 
8 => ஆக ருக்கும் பொது QT 2. அல்லது 20 ஆக 

யிருக்க வேண்டுமாயின், 

9 
௧௦08-22. அல்லது ££ 609605 

« . 
அதாவது, 2௭ COs > அல்லது 4 2 cosce 5 

x 
2 

2r 

sin % 
5 

  

2a cos > அல்லது ௮ 

அதாவது, 2 sin 5 cos 5> அல்லது <2r 

GBSIN <> sHedegs< Ir 

2r 
ல்லது ர ல்ல ் 

அலலது 82அ தி cin x 

  

a> S100) <2r cosec x 

அதாவது 222 அல்லது 47 cosec «. 
ஆகவே, கோலின் நீளம்? அல்லது-₹47 00560 XK என்பதற் 
கேற்ப பொருளானது உறுதியான அல்லது உறுதியற்ற சமதிலை 
யிலிருக்கும். 

மாதிரி 166 4 உயரமும், 2 உச்சிக் கோணமுடைய ஒரு 
துவாரத்தினுள் அதன் அச்சுநிலைக் குத்தாகயிருக்குமாறு ஓய்வி'
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லுள்ளது, 16a>3h sin 2 எனில் சமநிலை உறுதியானதென்றும் 

இது தவிர வேறு இரு உறுதியற்ற சமநிலைகளுள்ளன வென்றும் 
காட்டுக. 16 ஈ£3 212 4 எனில் சமதிலை உறுதியற்றதென்றும்) 

அச்சுநிலைக் குத்தாகவுள்ள நிலைமட்டுமே சமநினாயிலிருக்கக் 

கூடிய நிலையென்றும் காட்டுக, (சென்னை எம். எஸ்ஸி, 1965) 

தீர்வு 

04.8 என்னும் கூம்பு 20 என்னும் வட்டத்துவாரத்தினுள் 
சமநிலையிலுள்ளது. 

  

      

  

பம் 227 

00- கூம்பின் உயரம் 

6௯ கூம்பின் அரையுச்சிக்கோணம், ச - வட்டத் துவாரத் 

தின் ஆரை, 0 -கூம்பின் புவியீர்ப்பு மையம். 

. 3h 
“OG= 3 

OX என்பது 0 வழியே செல்லும் கிடைக்கோடு, P, On 

நிலையான கிடைக்கோடாக எடுத்துக்கொள்ச. 

2 நடக்கு மேலே யோன் உயரம் 

=GN
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0௦% உடன் கூம்பின் அச்சின் சாய்வு 0 எண்க, 

04-40 8 9-3 sin @. 

PH=OP sin (0—«) 

AOPQSH £POQ=2«. LOPB=(9-«) 
ஃ LOQP = 180° ~ 2« — (9 - ஷு 

= 180° ~ (6+) 

___OP _ PQ 

sin ZOQP~ sin ZPOO 

OP 2a os உட ் = = வி ம் 
sin [180“- (6-5 sin 2x (PQ துவாரத்தின் ட்ட ) 

OP _ 2a 

ஸ் (ரஷ sin DX 
. 20 818 (64) 
0௦2 Sindee 

278-072 0000-௮) 

810 (04 
=2a sin2x $2 (0-«) 

= ட் (sin * @-sin®«) 

  

“.Z=GH-PR 

3h, 2 . 
= 4 Sin ௦ ~ sin rz (sin? ய sin? x) 

சே 2a 3h . ் ர “த் 208 O- sax (sin 26) 

d*z 3h : 4a 
dor ~ 4 SMO sin 7x008 20
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dz . 
சமநிலைக்கு 26-0௦: ஆகையால், 

3h 2a . 
— — ee =O 4 0080 sin 2x z sin § cos 6 

3h 4a : 
cos 6 ட் - sind’ sino | =0. 

16a 

sin 2< 
  cos 6 [3 - sin | =0. 

609 0-௦ அல்லது 3 811. 24- 168 51 6. 

3h sin 26 =-™ 
7 Wea “O= 5 அல்லது 86 - 

ஆகவே, sa sin 2S a1 எனில் 581 61 ஆகுமாகுமாகையால் 

இது சாத்தியமான மதிப்பாகும். 

3h sin 2« 
16a என்ற தொடர் “3h sin 26 < 16a stesPed. sin 6 = 

3A sin 2« 
- 16a 

பெறக்கூடிய 6இன் இரு மதிப்புகளுக்குரிய சமநிலைகளும், 
9--ஈ/2க்குரிய சமநிலையும் ஆக மூன்று சமநிலைகளுள்ளன. 

என்ற தொடர்பிலிருந்தும்   பிலிருந்தும், 81௦ (180 6) - 

68-௯2 என்பது அச்சு நிலைக்குத்தாகக் கொண்ட சமநிலை. 

ஏனைய இருசம நிலைகளும் நிலைக்குத்துக்கு இருபுறமும் சாய்ந்த 
நிலையிலுள்ள சமநிலையாகும். 

3 வல 516 ச எனில் 621/2 என்பது மட்டுமே ஒரே 
யொரு சமநிலையைத்தருகின்ற நிலையாகும். 

சமநிலைகளின் தன்மைகள் 

4௪ 34. 4a 
des ~ qin 6- cin 2x°°8 20 

670/2 எனில், 1.2. 34, 44 
> dor ~ 4 sin de
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32 811 24-11 157 

் 4sin 2« 

. d?*Z “ 16a >3h sin 2« எனில்? 20,   

OZ 
“. 16a <3hsin 2« எனில் 540 

7 OF F ஆகயிருக்கும் Gung, 

l6a > அல்லது 4 34 8/0 24 என்பதற்கேற்ப சமநிலை 
யானது உறுதியுள்ளதாகவோ அல்லது உறுதியற்றதாகவோ 
யிருக்கும். 

. 852 34... 4a மேலும் de” ~ | 4 sine + cn de 54008 29 | 

_ Aa 3h. படட 
- - | Faint 84a 2 sin 6] 

3h sin 2« 
“sin @= — 1 எனில், 

d*Z 3h 3h sin 29 48 [1220751072 « de 7-[4 12 *ஷூஷ( உ 

  

    

16a sin2< 256 a? 

9h? sin 2x _ _ 4a 9h? sin? 2« 
=~ 64a sin 2« ' 32asind« 

we 2A? sin?2« ~ 256° + 18h?sin’2« 
64a sin 2« 

~ 2 sin?2« — 256a* 
64asin 2« 

ஆகவே, 34 810 24 16ர எனில் 917 811824 25671 ஆதலின் 
ராச 
21 50. 

ஃ சாய்வாகவுள்ள இருசம நிலைகளும் உ றுதியற்றவையாகும்
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பயிற்சி 20 

(1) சஆரையுள்ள ஒரு நிலையான கோளத்தின் உச்சியின் 
மேல் b ஆரையும், உ எடையுமுள்ள ஒரு அரைக்கோளக் 

கிண்ணம் சமநிலையிலுள்ளது. கிண்ணம் வழுக்கிவிடாமலிருக்கு 
மளவிற்கு கோளமானது உராய்வுடையதாக இருக்கின்றது. 
கிண்ணத்தினுள்ளே w எடையுள்ள ஒரு சிறு கோளம் வைக்கப் 

பட்டுள்ளது, WW யாக யிருந்தாலன்றி சமநிலை உறுதி 
பானதாக யிருக்காதென்று காட்டு. 

(2) 7 ஆரையுள்ள ஒரு சீரான திண்ம அரைக்கோனத்தின் 
தட்டையான அடிப் பக்கத்தின் மேல் அதே உலோகத்தினால் 
செய்யப்பட்ட அதே அடிப்பக்க ஆரையுள்ள கூம்பு ஒன்று 
பொருத்தப்பட்டுள்ளது. இக்கூட்டுப் பொருளாது, கூம்பின் 
அச்சு நிஉைக்குத்தாகயிருக்குமாறு £ ஆரையுள்ள ஒரு நிலையான 
கோளத்தின் மேற்பரப்பின் மேல் வைக்கப்படுகிறது. சிறு 
அசைப்பிலும் உறுதிச் சமநிலையில் இருத்தற்குத் தேவையான 

கூம்பின் அதிகபட்ச உயரம் -_ 
உட (4/03215 (8-)-20 என்று   

காட்டு, 

(3) ஒரு திண்ம நேர்வட்டக் கூம்பு, கொடுக்கப்பட்ட 
ஆரையுள்ள ஓரு நிலையான, உராய்வுடைய கோளத்தின் மேல் 
அதன் அடிப்பாகம் இருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
உறுதிச் சமநிலை சாத்தியமாக வேண்டுமாயின் கூம்பின் அதிக 
பட்க உயரம் கோளத்தின் ஆரையைப் போல் நான்கு மடங்கு 
என்று காட்டு, 

(4) ஒரு திண்ம அரைக்கோளத்தின் தட்டை முகப்பின் 

மேல் அதே ஆரையுள்ள உருளையொன்று பொருத்தப்பட் 

டுள்ளது. இக்கூட்டுப் பொருளானது ஒரு கிடைத்தளத்தின் 
மேல் கோளத்தின் மேற்பரப்பு தொடுகையிலிருக்குமாறு வைக் 

கப்பட்டால், கூட்டுப்பொருள் நடுநிலைச் சமநிலையிலிருக்க 

உருளையின் உயரமும் ஆரையும் 1 :92. என்னும் விகிதத்திலி 

ருக்க வேண்டுமென்று காட்டு. 

(5) 7ஆரையுள்ள ஒரு இலேசான கோளம் அதன் உச்சிப் 
புள்ளியின் மேல் உ என்னும் எடையைத் தாங்குகிறது. இது 
ஒரு பெரிய அரைக்கோளக் கிண்ணத்தினுள்ளே வைக்கப்ப
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கிறது. இது உறுதிச் சமநிலையிலிருக்க வேண்டுமாயின் கிண் 
ணத்தின் அதிகபட்ச ஆரையான்து கோளத்தின் ஆரையைப் 
போல் இரு மடங்கு இருக்க வேண்டுமென்று காட்டு. 

(6) ABC என்னும் இரு சமபக்க மூக்கோணத்தகடு 2 
இடைவெளியில் கிடைமட்டத்தில் அமைந்துள்ள இரு முளை 
களின் மேல் அதன் சம பக்கங்களாகிய கிரியும் 40யும் தொடு 
கையிலிருக்குமாறு ஓய்விலிருக்கிறது. $0யின் யிலிருந்து 
வரையப்படும் 40 என்னும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீளம் ர். 
சமநிலையிலிருக்கக் கூடிய மூன்று நிலைகளுள்ளனவென்றும் 4 
36 00860 4 எனில், அவற்றுள் 4ஐ நிலைக்குத்தாகக் கொண்ட 
சமநிலை மட்டுமே உறுதியான தென்றும் மற்றவை உறுதியற் 
றவையென்றும் காட்டுக. 42:3௦ 00560 4 எனில் உறுதி நிலையி 
லுள்ள ஒரேயொரு சமதிலை மட்டிலுமே உண்டென்று காட்டுக. 

(7) 4 உயரமும் 26 உச்சிக் கோணமுடைய ஒரு சீரான 
தேர்வட்டக் கூம்பு 8 இடைவெளியிலுள்ள இஓ கிடைத்தள 
இணையான கிராதிக் கம்பிகளுக் கிடையே அதன் உச்சி கீழ்முக 
மாகவும் அச்ச நிலைக்குத்தாகவு கிருக்குமாறு வைக்கப்படுகிறது. 
h<3 ரீ 00560 24 எனில், கிராதிக் கம்பிகளுக்கு இணையான 
நிலைத்தளத்தில் செய்யப்படுகின்ற சிறு கோண இடப் பெயர்ச்சி 
களின்போது சமநிலை உறுதியாகயிருக்குமென்று காட்டுக 

(சென்னை எம். எஸ்ஸி, 1968) 

8) ஈம் என்ற அரையச்சுக்களுடன் கூடிய வட்டத் தகடு, ஒன்றுக்கொன்று ே 
திலமைந்துள்ள 02, 00 என்னும் 
களை எப்பொழுதும் தொட 
தளத்தில் தழுவிக் கொ 

ஒரு நீள் 
நர்குத்தாக ஒரே நிலைத்தளத் 
இரு வழ வழப்பான கோல் 

-டுக் கொண்டிருக்குமாறு றாரு நிலைத் 
ண்டிருக்கிறது, உறுதிச் சமநிலைகளில் 

தகட்டின் பேரச்சு ஏதாவதொரு கோலுக்கு இணையாகயிருக்கு 
மென்றும், உறுதியற்ற சமநிலையில் அதள் பேரச்சு 02யுடன் 6 கோணத்தில் சாய்ந்திருக்குமென்றும். 

. a® gin? « — h2 2 sin? 9-7 Sin?«< b? cos? 
a? -— pb? 

காட்டுக, ல என்பது நிலைக்குத்துடன் 02யின் சாய்வு, 
(சென்னை எம். எஸ்ஸி, 1966) 

(9) உராயவுக் கோணத்தைவிடக் குறைவான சாய்வி லுள்ள ஒரு உராய்வுடைய சாய்தளத்தின் மேல் ஒரு நீள்வட்ட
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உருளையானது அதன் அச்சுக் கிடையாக இருக்குமாறு வைக். 

கப்படுகிறது, ஈ, 5 என்பன அதன் நீள்வட்டக் குறுக்கு. 
வெட்டின் அரையச்சுக்கள். சாய் தளத்தின் சாய்வு 510-1' 
q?- 2 

a® +b? ஐவிட அதிகமாயிருபபின் உருளை ஓய்விலிருக்க முடியா   

2 pe 
தென்றும், தடத்தின் சாய்வு ண்ட் க்குச் சமமாக இருப் ' 

பின் முதல் தோராய மதிப்பிற்கு அது நடுநிலைச் சமநிலையி' 
லிருக்குமென்றும் காட்டுக. ்.. (ஐ.ஏ.ஏ.எஸ், 1939). 

(10) 44 பொருண்மையுள்ள சதுரப் பலகையொன்று ஓரே 
கிடை மட்டத்திலுள்ள இரு வழவழப்பான முளைகளின் மேல் 

ஒரு நிலைத்தளத்தில் தாங்கப்படுகிறது. முளைகளுக்கிடையே 
யுள்ய தூரம் ச: சதுரத்தின் மூலைவிட்டம் ற (54௭). ஒரு மூல 
விட்டம் நிலைக்குத்தாகவும் அதன் கீழ் முனையில் ஈ என்னும் 
பொருண்மை இணைக்கப்பட்டுமருந்தால், 48. (ற - 42). 

எனில் சமநிலை உறுதியானதாகயிருக்குமென்று காட்டுக. 

(சென்னை எம். எஸ்ஸி, 1963, 

Ul) ஒரு திண்ம அரைக்கோளத்தின் விளிம்பிலுள்ள ஒரு. 
வழவழப்பான நிலைக்குத்துச் சுவரிலுஸ்ள ஒரு புள்ளியுடன் ஒரு 

நூலினால் இணைக்கப்பட்டு, சுவருடன் அரைக்கோளத்தின் 

வளை பரப்புத் தெஈடுகையிலிருக்குமாறு அவ்வரைக் கோளம் 
தாங்கப்படுகிறது. நிலைக்குத்துடன் நூல், அரைக் கோளத்தின் 

சமதள மூகம் ஆகியவற்றின் சாய்வுகள் முறையே 0, 6 எனில்,. 

tan paz+ tan 

என்று நிறுவுக. 

(12) அச்சு நிலைக்குத்தாகவும், உச்சி குவியத்திற்குக் கீழேயு. 
மிருக்குமாறு அமைந்துள்ள ஒரு பரவளைவின் குவியத்தில் 

பொருந்தப்பட்டுள்ள ஒரு சிறு வளையத்தின் வழியே செல்லும் 

ஒரு சீரான வழவழப்பான கோல் அதன் ஒரு மூனை பரவளை 

டத்தின் மேலிருக்குமாறு ஓய்விலுள்ளது. பரவளையின் செவ்வ: 

கலம் 4ர; கோலின் நீளம் 22 ஆகும், cos* 7 x என்ற சமன் 

பாட்டின் மூலம் பெறப்படுகின்ற 0 என்னும் கோணத்தில் 

கோலானது நிலைக்குத்துடன் சாய்ந்திருந்தால அது Fi pea uF" 

லிருக்குமென்று காட்டுக,
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இந்த நிலையில் சமநிலையின் நிலைப்புத் தன்மையை ஆராய்க. 

் (சென்னை எம். எஸ்ஸி, 1967) 

(சமதிலை உறுதியானது) 

(13) ஒரு செவ்வக வடிவப் படமானது ஒரு ஆணியின் 

வழியே செல்லும் / நீள நூலின்மூலம் அதன்மேல் ஓரத்தில் ௦ 

இடைவெளியில் சமச்சீராக அமைந்துள்ள இரு புள்ளிகளில் 

இணைககப்பட்டுத் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. படத்தின் உயரம் 

ஆகும், /சஃ3/72127 எனில் படத்தின் ஒரு பக்கம் சாய்ந்த 
நிலையில் சமநிலையிலிருக்க முடியாதென்றும், la<a/c? +a? எனில் 

படம் சமநிலையிலிருக்கக் கூடிய இரு நிலைகளுள்ளனவென்றும் 
அவ்விரு சமநிலைகளுமே உறுதியானவையென்றும் காட்டுக.



9. கற்பித வேலை 

(VIRTUAL WORK) 

வேலை (94010) 

ஒரு கனமான பொருளை ஒரு தளத்தின் மீது ஒரு மனிதன் 
இழுக்கும் போது அல்லது றாரு கனமான பொருளை ஒரு மனிதன் 
மேல் நோக்கித் தூக்கும் போது அம் மனிதன் வேலை செய்வ. 

தாகக் கூறுகிறோம். முதல் வகையில், பொருளின் இயக்கத்திற்கு. 
எதிராகச். செயல்படும் உராய்வுத் தடை மாறிலி யென்ற தற் 
கோலின் கீழ், செய்யப்பட்ட வேலையின் அளவு தளத்தினால் 
செயல்படுத்தம்படும் தடையின் அளவுக்கும், அப்பொருள் அத் 

தளத்தின் மீது இழுக்கப்பிட்டுள்ள தூரத்திற்கும் விகித சமத்திலி 
ருக்கும். இரண்டாவது வகையில், செய்யப்பட்ட வேயின் 

அளவு மேலே உயர்த்தப்பட்ட பொருளின் எடைக்கும், 
உயர்த்தப்பட்டுள்ள உயரத்திற்கும் விகித சமத்திலிருக்கும். 

ஆகவே, ஒரு பொருளின் மீது செயல்படுத் ஒரு விசையின் இடு 

புள்ளி நகரும் போது அவ் விசை வேலை செய்வதாகக் கூறப் 

படுகிறது. 

       8 
% 

படம் 228 

ஆ 

77 என்னும் விசை 0 என்னும் துகளின்மீது 04 என்னும் 
். திசையில் செயல்பட்டு, அத்துகளை 8 என்னும் நிலைக்கு நகர்த்து,
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> 

.வதாகக்் கொள்வோம். இவ்விடப் பெயர்ச்சியின் போது விசை 77 

ஆல் செய்யப்பட்ட வேலையின் அளவு Ww என்பது, அத்துகளின் 

இடப் பெயர்ச்சி 08, அத்துகள் நகர்ந்துள்ள திசையில் அவ் 
விசையின் கூறு ஆகியவற்றின் பெருக்கம் என்று வரையறுக்கப் 

ஆ 

படுகிறது. விசை 7 செயல்படும் திசையாகிய 0.4க்கும், துகள் 
.நகர்ந்துள்ள திசையாகிய ௦க்குமிடைடேயுள்ள கோணம் 6 

எனில், 08 திசையில் 8 இன் கூறு 0059 அளவுடையதாகும். 
ஆ. 

ஆகவே, இந்த இடப் பெயர்ச்சியின் போது விசை 7” ஆல் 
'செய்யப்பட்ட வேலையின் அளவு 

W = F cos 0. OB = F.OBcos6 = F.OM. 

> > . ஆகும். ஆனால் 7 cos 6. OB = F, OB. cose = F. OB ஆகையால், 
க . . க > > செய்யப்பட்ட வேயின் அளவு 7.0.3 என்ற புள்ளிப் 

Oui GS elon eb, 

இரு புள்ளியின் இடப் பெயர்ச்சியானது செயல்படும் விசையின் திசையிலேயே இருக்குமாயின் வி பட்ட வேலையின் அளவு நேரடையாளமு 
யின் திசைக்கு எதிர்த் திசையிலிருக்கு 
வேலையின் அளவு எதிரடையாளமுடையதாகவும் கொள்ள வேண்டும். ஆகவே, ட என்னும் எடை % உயரத்திற்கு உயர்த்தப்பட்டால், புவியீர்ப்பு விசையினால் செய்யப்பட்ட வேலையின் அளவு 77*- — wh என்றும், ர உயரத்திற்குத் தாழ்த் தப்பட்டால் புவியீர்ப்பு விசையால் செய்யப்பட்ட வேலையின் அளவு 94 - 4-ம் என்றும் அறிந்து கொள்க. 

சையினால் செய்யப் 
ள்ளதாகவும், விசை 

மாயின் செய்யப்பட்ட 

> 

F crotrgyta FonsuMeyed செயல்படுத்தப்யடட O என்னும் > 

துகள் இன் திசைக்குச் செங்குத்துத் திசையில் 8 என்னும் 
நிலைக்கு நகருமானால், விசையின் திசைக்கும், இடப் பெயர்ச்சி திசைக்குமிடையேயுள்ள கோணம் நேர் கோணமாயிருப்பதால், . அவ் விசையினால் செய்யப்பட்ட வேலைபின் அளவு 

>> 
W = F.OB. = F.OB. cog 90° = 0,
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அதாவது, துகள் நகர்ந்துள்ள திசைக்குச் செங்குத்துத் திசை 

யிலுள்ள விசைப் பிரிவினால் வேலையேதும் செய்யப்படவில்லை 

யென் றறிகிறோம். 

தேற்றம்: ஒரு துகளின் மீது செயல்படும் எவ்வெண்ணிக் 
கையிலுமான விசைகளினால் செய்யப்பட்ட வேலைகளின் 

மொத்த அளவு அவ்விசைகளின் விளைவு விசையினால் செய்யப் 

படும் வேலையின் அளவுக்குச் சமமாகும். 

>>> > 
சிபி மி பபப என்னும் விசைகள் 0 என்னும் புள்ளி 

யிலுள்ள ஒரு துகளின் மீது செயல்பட்டு, அத் துகளை 8 
என்னும் நிலைக்கு நகர்த்துவதாகக் கொள்வோம். இவ் விசை 
களினால் செய்யப்பட்டுள்ள வேலைகளின் அளவுகள் முறையே 

3 அ. யு பபபடு 
F,, OB, F,. OB, F, OB, ..., Fn. OB Gd. Qountens aoPetr 

> 

விளைவு விசை 7 எனில், 
> > > > > 
F= Fit Fit Fit ரசிக 

ஆகும். இவ் வினைவு விசையினால் செய்யப்பட்ட வேலையின் 

> > 
அளவு 7, 02. 

ஆ. >> > > 
“ F.LOB = (Fit FotFs + -. + Fn). OB 

> > > 2>3e+ > 

= F,.QB+ F,.OB+ F,OB... + Fu-OB 

ஆகவே, விளைவு விசையினால் செய்யப்பட்டுள்ள வேலையின் 

அளவு = எல்லா விசைகளினாலும் செய்யப்பட்டுள்ள வேலை 

களின் மொத்த அளவு ஆகும். 

குறிப்பு 0 என்னும் புள்ளியிலுள்ள ஒரு துகளின் மீது 

செயல் படும் என்னும் விசை முதலில் அத்துகளை 0-விலிருந்து 

க என்னும் நிலைக்கும், பின் யிலிருந்து ௦ என்னும் நிலைக்கும் 

நகர்த்தினால், இவ்விரு இடப் பெயர்ச்சிகளின் போதும் அவ் 

விசையினால் செய்டப்பட்ட வேலைகளின் மொத்த அளவு, அத் 

துகளை 0 விலிருந்து ௦க்கு நேரடியாக நகர்த்தும் போது அவ் 

விசையினால் செய்யப்படும் வேலையின் அளவுக்குச் சமமாகும்,
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எவ்வாறெனில், இரு இடப் பெயர்ச்சிகளின் போதும் செய்யப் 
பட்ட வேலைகளின் மொத்த அளவு 

> > >> 
= F, OB + F. BC 

~ F. loz + ac) 
>> 

=F OC 

விலிருந்து 0க்கு நேரடியாக மகர்த்தம் போது 
செய்யப்படும் வேயின் அளவு, 

வேலையின் அலகு 

ஒரு அலகு விசை ஒரு துகளின் மீது செயல்பட்டு அத் 
துகளை அதன் திசையில் ஒரு அலகு தூரத்திற்கு இடம் பெயரச் 
செய்யுமானால் அவ் விசையினால் செய்யப்பட்ட வேலையின் 
அளவு ஒரு அலகு வேலையாகும், ௮, ரா. வி, முறையில் விசை 
யின் அலகு ஒரு ராத்தல் என்றும், இடப் பெயர்ச்சியின் அலசூ 
ஒரு அடி என்றும் கொண்டால் வேலையின் அலகு ஒரு: அடி- 
PSH BFL அதாவது, ஒரு அடி ராத்தல் என்பது ஒரு. துகளின் மீது செயல்பட்டு, அத் துகளை அவ் விசையின் திசை யில் ஒரு அடி தூரத்திற்கு நகர்த்தும் போது செய்யப்படும் 
வேலையின் அளவு ஆகுக் இது போல் விசையின் அலகு ஒரு ராத்தலி என்றும், இடப் பெயர்ச்சியின் அலகு ஒரு அடி மென் றும் எடுத்துக் கொண்டால், வேலையின் அலகு ஒரு அடி-ராத்தல் 
ஆகும். ஆலை ஒரு ராத்தல் என்பது ரராத்தலிகளுக்குச் (32 
ராந்தலிகள்) சமமாகையால், 

1 அடி ராத்தல் - ஐதடி - ராத்தலிகள் 
கள், செ.கி.வி, மூறைபில், தனியலகு வேலை யென்பது ஒரு எர்க் (ஐ) ஆகும், அதாவது, ஒரு எர்க் என்பது ஒரு டைன் விசை ஒரு துகளின் மீது செயல் பட்டு, அத்துகளை அவ் விசை யின் திசையில் ஒரு சென்டி மீட்டர் தூரத்திற்கு நகர்த்தும்போது செய்யப்படும் வேலையின் அளவு ஆகும். புவியீர்ப்பு AVE முறையில் ஒரு அலகு வேலை யென்பது ஒரு சென்டி மீட்டர்- கிராம் ஆகும் அதாவது, ஒரு சென்டி மீட்டர் கிராம் என்பது ஒரு கிராம் பொருண்மையை ஒரு சென்டி மீட்டர் நிலைக் குத்து உயரத்திற்குத் தூக்கும் போது செய்யப்படும் வேலையாகும். 

ஒரு எர்க் என்பது மிக மிகக் சிறிய அளவாகயிருப்பதால் 10 மில்லியன் எர்க்குகள் சேர்ந்த ஜெளல் (6 என்னும் 

* 32 அடி-ராத்தலி
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அலகு பயன்படுத்தப்படுகிறது. அதாவது, 1 ஜெளல் - 10 
மில்லியன் எர்க்குகள் - 107 எர்க்குகள். மேலும் ஒரு அடி- 
ராத்தலி யென்பது 421, 400 எர்க்குகளுக்குச் சமமாகு ம். 

மாதிரி 66: ஒரு பொருளை ஒரு நேர்கோட்டின் மேல் 

(,2,-1) என்ற நிலையிலிருந்து (2,-1, 4) என்ற நிலைக்கு 
> 

F=4j-3j + 2% என்னும் விசையினால் நகர்த்தும்போது செய் 

யப்படும் வேலையின் அளவைக் காண்க. 

தீர்வு : 

P = 3i + 2j-k,Q = 2i-j + 4k crafa 
> 

BeuOuuish PQ = (2i-j + 4k)-(Gi + 2j-k) 
= -i- 3j+ 5k 

செய்யப்பட்ட வேலை = FPO 

ப = (4i-3j + 2k). (-i-3j + 5k) 
= -4494 10 
= 15 அலகுகள். 

மாதிரி 167: 44-ட1-3%) 31 -1-% என்னும் விசைகளி 
னால் செயல்படுத்தப்பட்ட ஒரு துகள் 1-1 2] -- 3% என்னும் 
புள்ளியிலிருந்து 51 -- 4] -- ந என்னும் புள்ளிக்கு இடம் பெயரு 
கிறது. விசைகளினால் செய்யப்பட்ட முழு வேலையின் அள 
வினைக் காண்க, 

தீர்வு 
> > ் 
F,=4i + j-3k, F,=3i + j-k 

> > > 
இவற்றின் விளைவு விரை F =F, + Fy 

“4 1-3ட 4 மட] 
= Ti+ 25-4 

P=j + 2j + 3k, Q=Si + 4j +k crafed, 
> 

இடப்பெயர்ச்சி - 2 - (51-- Aj + k)-(i + 2j + 3k) 

= 41+ 2j-2k 
௮, இ.--37
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* மொத்தம் செய்யப் > > 

பட்டவேலை = F.PO 

= (7i+2j- 4k). (41+2j - 2k) 

=28+4+48 

௯ 40 அலகுகள். 

மாதிரி 768 5, 3, 1 அலகு அளவுகள் கொண்ட விசைகள் 
ponGu 61 + 2j+3k, 3i-2j+6k, 21-39- ௫ ஆகிய திசையிக் 
களின் வழியே ஒரு துகளின் மீது செயல்பட்டு, அத் துகளை 
4 (21-]-சிலியிலிருந்து, 2 (51-) -- மக்கு இடம் பெயரச் செய் 
கின்றன. அவ்விசைகளினால் செய்யப்பட்ட மொத்தவேலை 
யுன் அளவைக் காண்க. 

தீர்வு : 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள திசையிக்களின் திசையிலுள்ள திசையி 
2 ம > s 2 

அலகுகள் முறையே 91131 13% _ எ 
364449 ~— 

3i-2j + 6k 3i-2j + 6k, 

V944436 7 

> > > 
எனவே, ச, *, 7) என்பன இத்திசைகளில் முறையே, 

5, 3), 1 அலகுகள் கொண்ட விசைகளென்ில், 

> > 
F,=§ (61 + 2j + 3k), Fa=% (31-25 + 6k), > 

ந *. 
*. * 

> F,=} (2i-3j-6k) ஆகும். இவற்றின் விளைவு விசை 7 
எனில், 

> 

F = 4 [301 + 10j + 15k + 91-6] + 18k + 24 -3j— 6x] =4(41i + j + 27k) 
> 

Oru Quwish AB = (5i-j + k)~(2i-j-3K) 

= 3i + Oj +4k
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ஆழ 
௩ மொத்த வேலையனவு ௩ 277, 48 

= W4li+ j + 27k). Git+0j+4k) 

= +(123 + 0 + 108) 

_ 231 

கற்பித Cai20 (Virtual work) 

எவ் வெண்ணிக்கையிலுமான பல விசைகள் ஒரு 
பொருளின் மீது செயல்பட்டு அப்பொருளைச் சிறிது தூரம் இடப் 
பெயர்ச்சி அடையச் செய்யுமானால் அவ்விசைகளினால் 

சிறிதளவு வேலை செய்யப்படுகிற தென்பது நாமறிந்ததே. 

ஆனால், இவ்விசைகளின் தாக்குதல்களுக்குட்பட்ட அப் 
பொருள் சமநிலையிலிருக்குமானால், அப்பொருள் இடப் 
பெயர்ச்சி யேதுமடையாதாகையால் அவ்விசைகளினால் வேலை 
யேதும் செய்யப்பட வில்லையென்று தெரிந்து கொள்ளலாம். 
இவ்வாறு, பலவிசைகளின் தாக்குதல்களுக்குட்பட்டுச் சமநிலை 

பபிலிருக்கும் ஒரு பொருளின் சமநிலை பற்றிய தன்மைகளை 
நிர்ணயிப்பதற்கு “கற்பித வேலை தத்துவம்”? (Principle of 

Virtual Work) பயன்படுகிறது. பல விசைகளின் தாக்குதல் 
களுக்குட் பட்ட ஒரு பொருள் சமநிலையிலிருந்த போதிலும், 
அப்பொருளானது மிக மிகச் சிறிய அளவில் இடப் பெயர்ச்சி 
ய்டைவதாகக் கற்பனை செய்து கொண்டு, இக்கற்பனை இடப் 
பெயர்ச்சியின் காரணமாக அவ்விசைகளினால் செய்யப்படும் 
கற்பனையான வேளையின் அளவைக் கணக்கிடலாம். அப் 

பொருள் சமநிலையிலிருக்க வேண்டுமாயின் இக்கற்பனை வேலை 
யின் அளவு பூச்சியமாக்க வேண்டும். இவ்வாறு ஒரு பொருளில் 

ஏற்படுவதாகக் கற்பனை செய்து கொள்னப்படும் இடப் 
பெயர்ச்சி *கற்பித இடப் Quuish! (Virtual displacement 
என்றும், இக்கற்பித இடப் பெயர்ச்சியின் காரணமாக அப் 
பொருளின் மேல் செயல்படுகின்ற விசைகளினால் செய்யப் 
படுவதாகக் கற்பனை செய்து கொள்ளப்படும் வேலை “கற்பித 

வேலை” (மயி 97௦10) என்றும் அழைக்கப்படுகின்றன. இக் 
கற்பித வேலை தத்துவமானது ஸ்டீவின் (Stevin 1548 - 1620), 

கலீலியோ (01116௦ 1564-1642) ஆகியோரால் விரிவாக்கப் 

பட்டன. இருப்பினும் கி.பி.1717இல் தான் ஜான் பெர்னெளலி 
றைவர்) எனபவர் வாரினன் (7௨1201) என்பவருக்குத்
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தான் எழுதிய கடிதத்தில் (ஜனவரி 26, 1717) இத்தத்துவத்தை. 
அதன் பொதுமையான அமைப்புடன் கூறியிருக்கிறார். 

கற்பித வேலை தத்துவம் (Principle of Virtual work) 

பல விசைகளின் தாக்குதல்களுக்குட்பட்டுச் சமநிலையி: 
லிருக்கும் ஒரு பொருளில் அவ்விசைத் தொகுதியின் வடிவியல் 
நிபந்தனை களுக்கிசைந்தவாறு ஒரு சிறு கற்பித இடப் பெயர்ச்சி 
கொடுக்கப்பட்டால், அவ்விசைகளினால் செய்யப்படும் கற்பித. 
வேலைகளின் மொத்தம் பூச்சியமாகும். மறுதலையாக, பலவிகசை 
களின் தாக்குதல்களுக்குட்பட்ட ஒரு பொருளில் கொடுக்கப் 
படுகின்ற எல்லாவித சிறிய கற்பித இடப்பெயர்ச்சிகளுக்கும் 
அவ்விசைகளினால் செய்யப்படும் கற்பித பேலைகளின் 
மொத்தம் பூச்சியமானால் அவ்விசைகள் யாவும் சமநிலைய 
லிருக்கும். 

நிறுவல் 27”,, 7”,, 1... என்பன ஒரு கட்டிறுக்கப் 
பொருளின் மேல் 4, கீ, கீழ... என்னும் புள்ளிகளில் 
செயல்படும் ஒருதள விசைகள், இவ்விசைகளின் தாக்குதல் 
களுக்குட்பட்ட அப்பொருள் சமநிலையிலிருப்பதாகக் கொள்க, 
இப்பொழுது, இவ்விசைகளின் வடிவியல் நிபந்தனைகளுக்கு, 
இசைந்தவாறு அப்பொருளுக்கு ஒரு சிறு இடப்பெயர்ச்சி 
கொடுக்கவும். ஆனால் ஒரு பொருளுக்குக் கொடுக்கப்படக் 

ர ் பட் 4,184) 
ae 

    

71! 
் [> 

7 { : 

423... 
ட் ™ A (au 

ப் ர 

40 

௦ 4 9, 
=x 

படம் 229 

கூடிய ஒரு சிறு இடப் பெயர்ச்சியின் போது, அப்பொருளிலுள்ள 
ஏதேனுமொரு அடிப்படைப் புள்ளி 0. 
கோணத்தில் சுழலுகின்ற சுழற்சியும், 
நகருகின்ற இடப்பெயர்ச்சியும் சேர்ந் 

ஐச் சுற்றி ஒரு சிறு 
ஏதேனுமொரு திசையில் 

து ஏற்படுமென்று தாமறி
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(வோம். இச்சுழற்சி மையத்தை ஆதியாகக் கொண்டு Ox, Oy 
என்னும்'செங்குத்து அச்சுக்களையெடுத்துக் கொள்க. ஆகவே, 
அப்பொருளின் மீது செயல்யடும் ஒவ்வொரு விசையினாலும் 
அப்பொருளானது 0-ஐ மையமாகக் கொண்டு ஒரு சிறு 
சுழற்சியையும், பொருள் நகரும் திசையில் சிறிதளவு இடப் 
பெயர்ச்சியும் பெறுகிறது. இச்சிறு இடப் பெயர்ச்சியை 0, Oy 

ஆகிய திசைகளில் கூறுகளாகப். பிரிக்கலாமாகையால், 

ஒவ்வொரு விசையின் தாக்குதலின் காரணமாகவும் அப்பொருள் 

0-ஐ மையமாகக் கொண்ட ஒரு சிறு சுழற்சியையும் 02, 0 

ஆகிய திசைகளுக்கு இணையான சிறு இடப் பெயர்ச்சிகளையும் 

பெறுகிறது, மேலும் பொருளானது கட்டிறுக்கமானதாகையால், 
எல்லாவிசைகளின் சுழற்சியும் இடப் பெயர்ச்சிகளும் சம 

அளவுடையதாகயிருக்கும். 0-வில் ஏற்படும் சுழற்சிக் கோணம் 

5 என்றும், Ox, Oy ஆகிய திசைகளுக்கு இணையான இடப் 
பெயர்ச்சிகளை மூறையே ௫, ச் என்றும் கொள்க. 77. செயல்படு 

கின்ற இடுபுள்ளி 4, இன் அச்சுத் தூரங்கள் (2, என்று 
கொள்க. 0-ஐத் துருவமாகவும், ஐத் தொடக்கக் கோடா 

கவும் கெண்டு இதன் துருவ ஆயத் தொலைகள் (7.,0) என்க. 

் 4X, =r; COS Oy, yor, Sin 04. 

0-வில் 6கோணத்தில் ஏற்படும் சுழற்சியின் காரணமாக .4, 
என்ற புள்ளி 41, என்ற நிலைக்கு மாறுகிறது; பின்பு, 0, 0 

ஆகிய திசைகளில் ஏற்படுகின்ற a,b என்னும் இடப் பெயர்ச்சி 
களின் காரணமாக 4, என்ற நிலை 2, என்ற நிலையை அடை 

கிறது, அதாவது, பொருளுக்குக் கொடுக்கப் பட்ட கற்பித 

இடப் பெயர்ச்சியின் காரணமாக .4, என்னும் இடு புள்ளி 5 
எனினும் நிலையை அடைகிறது. 

By,= (xy+8x, 49) எனில், 

837008 (6. -வ/ +a 

Yit Sy=r, sin (0,+%) +5. 
ASTOUS, x, + $x=r, (cos 6, cosx —sin Q, sinx)+a 

. ஆனால் 4௮2 ஆகும் போது, cos <>1, sin <>. 

ஃ 917 (008 0) - *< sin8,)+ea 

௮7 (0090, - ஒ 8100, 1௪ 

அர 0) 1-8 

ஃ92 ௬-௩ 7
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நு றே =r, (sin 6, cos <+cos0, sinx) +5 

=r, (sind, +< cos @,)+5 

=r, sin @,+% 7, cos 0,+5 

று ஆடம் 

“By =bt«< x, 

ட ம, என்பன 0, 0) திசைகளுக்கு இணையான திசைகளில் 
என்ற விகையின் பிரிவுகளெனில், 

2)ஆல் செய்யப்பட்ட கற்பித் வேலைந, 7, ஆகிய விசைப். 
பிரிவுகளினால் செய்யப்பட்ட கற்பித வேலைகளின் மொத்தம் 

=X, 8x+¥, dy. 

=X, (a- ஷு) (ம வட 
=@X,+bY,+« (x, Y; Vr ப 

இதுபோல் மற்ற எல்லா விசைகளினாலும் செய்யப்பட்ட கற்பித. 
வேலைகளின் மொத்தம் SW -2கட37 -ட பட்ட 
ஆனால் எல்லா விசைகளும் சமநிலையிலிருப்பதால், 

2X1 ~0, SY, =o, 21 ¥i-y.X1)=0 என்று நாமறிவோம். 

“. 8W =a (0)+b (0)+«(0) 
=0, 

அதாவது, எல்லா விசைகளின் கற்பித வேலைகளின் மொத்தம் 
பூச்சியமாகும், 

மறுதலை 

எல்லா விசைகளினாலும் செய்யப்பட்ட கற்பித வேலைகளின் 
மொத்தம் பூச்சியமாயின், பொருளானது சமநிலையிலிருக்கு. மென்று நிறுவ வேண்டும். கற்பித வேலைகளின் மொத்தம் = 
BW =adx, +0DY%i4« 0077 940-௦2௦. இத்தொடர்பானது ௪, ம், 4 ஆகியவற்றின் எல்லா மதிப்புக்களுக்கும் உண்மையாகும். எனவே, 6-0, 4-0, 8240 என்று கொள்க. அதாவது, கற்பித் இடப் பெயர்ச்சியின் காரணமாகப் பொருளானது சுழற்சி ஏது மின்றி 0% திசைக்கு இணையான திசையில் மட்டும் நகர்வதாகக் 
கொள்க.
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ன 257, = ௦ 

அல்லது, DX, = [ச] 

இதுபோல் a=o, 6-0, 940 என்று கொண்டால், 27-00. 

என்றும், ர-0, b=0, x4O என்று கொண்டால் 2 (2 - 

4-௦ என்று காணலாம், ஆகவே, செயல்படும் விசை 

களினால் செய்யப்படும் கற்பித வேலைகளின். மொத்தம் பூச்சிய 
மானால், 

DX, =0 SY,=0, D (x1 ¥1-y1X1) =O 

என்று காண்கிறோம். ஆனால் இவையாவும் அவ்விசைகள் சம 

நிலையிலிருப்பதற்குக் தேவையான நிபந்தனைகளாகும். எனவே, 

கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகள் யாவும் சம நிலையிலிருப்பதாக 
அறிந்து கொள்ளலாம். 

_ குறிப்பு 677-071 00:-72)-0 என்பது 
கற்பித வேலைச் சமன்பாடு என்றழைக்கப்படுகிறது. 

கற்பித வேலைச் சமன்பாடு அமைக்கும் போது விடப்படக் கூடிய 
விசைகள் 

இரண்டு அல்லது இரண்டிற்கு மேற்பட்ட கட்டிறுக்கப் 

பொருட்கள் சமநிலையிலிருக்கும் ஒரு தொகுதியாக அமையும் 

போது, அப்பொருட்கள் நூல் அல்லது கயிறுகளின் மூல 

மாகலோ, அல்லது இலேசான கோல்கள் மூலமாகவோ அல்லது 
பிணையல்களின் மூலமாகவோ இணைக்கப் பட்டிருக்கும்; 

அல்லது அவை ஒன்றின் மேலொன்று தொடுகையிலிருக்கலாம். 
இத்தகைய இணைப்புக்களும் தொடுகைகவிம் அப்பொருட் 
களுக்கிடையே சாரியக்கத்தை அநுமதிக்கலாம் அல்லது தவிர்க் 
கலாம், இத்தகைய கூட்டுத் தொகுதிகளின் கற்பித வேலைச் 

சமன்பாட்டை அமைக்கும் போது எல்லாப்புற விசைகளையும், 

இணைப்புகளின் மூலம் ஏற்படுகின்ற எதிர் விசைகள், Bap 

விசைகள் யாவற்றையும் நாம் சேர்த்துக் கொள்ள வேண்டி 

யிருக்கிறது, இவற்றுள் சில எதிர் விசைகளும் இழுவிசைகளும் 
எவ்வித வேலையும் செய்வதில்லையாதலின் கற்பித வேலைச் சமன் 
பாட்டில் இடம் பெறுவதில்லை. இவ்வாறு எவ்வித வேலையும் 

செய்யாமல் கற்பிதச் சமன்பாட்டில் இடம் பெறாத சில 

விசைகள் கீழே தரப்பட்டுள்ளன.
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() மீள் சக்தியின்றிய நூலின் இழுவிசை (72.1௦ 07 810 10- 
elastic string) 

ஒரு விறைப்பான மீள் சக்தியற்ற நூலினால் இணைக்கப்பட்ட 
இரு கட்டிறுக்கப் பொருட்கள் ஒரு தொகுதியாகக் கருதப்பட் 
டால், அந் நூலின் இழுவிசை எந்த வேலையும் செய்யாது. 

a 
8,
 

    

  

ச் 
\ 
௩ 

  

படம் 230 

4.8 என்பது இரு பொருட்களை இணைக்கும் விறைப்பான 
மீள் சக்தியற்ற நூல். நூலின் இழு விசை யானது 4யில் 48 திசையிலும், மியில் 8,4 திசையிலும் செயல்படும். சிறு இடப் 

பயர்ச்சியின் காரணமாக நூலின் நிலை ,(யிலிருத்து 4! 7 ஆக மாறுகிறதென்று கொள்க. பகல் 

A'M 1 AB; B/N ட 40] ட வரைக, 
இடப் பெயர்ச்சி காரணமாக ஏற்பட் DP & 

| ற்பட்ட சிறு சுழற்சிக் கோணம் 0 எனில், 6 என்பது 4ிக்கும் 4) 2ிச்குமிடையேயுள்ள 
கோணமாகும். அதாவது, [12/7 6. இடப் பெயர்ச்சி 
மிக மிகச் சிறிய அளவிலிருப்பதால் 6 மிக மிகச் சிறியதாயிருக் 
கும். இந்த இடப் பெயர்ச்சியின் காரணமாக இழு விசையினால் செய்யப்பட்ட வேலையின் மொத்த அளவு, ஏயிலுள்ள இழு விசை டயினால் செய்யப்பட்ட வேலை, மீயிலுள்ள இழு விசை யினால் செய்யப்பட்ட வேலை ஆசியவற்றின் மொத்தமாகும். 

அதாவது, 7 4... T. BF, 

௬7 (கீர் தற 
~ T |\(AB- MB)- (MN - MB)| 
= T(AB- MN) 
= T(AB-A'L) 
~ T (AB~ A'B! cos 8) 

ஆனால் நூல் மீள் சக்தியற்றதாகையால், AB= A‘R, 
ஃ கி, மீயிலுள்ள இழு விசைகளின் வேலைகளின் மொத்தம் 

௩ 7(49-,490086) 
= T. AB (1~cos 6
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ஆனால் 6 மிக மிகச் சிறியதாகையால் 6 இன் ழுதற்படித் 

தோராயத்திற்கு ௦௦5 6இன் மதிப்பு 1 ஆகும். 

எனவே, .4, யிலுள்ள இழு விசைகளின் மொத்தம் 
= T.AB(1-1) 

ஊன. 

அதாவது, இழு விசையினால் செய்யப்பட்ட வேலை பூச்சிய 
மாகும். 

குறிப்பு நூல் மீள் சக்தியுடையதாகயிருப்பின், நூலின் இழு 
விசையினால் செய்யப்பட்ட வேலையின் அளவு 7 (4.8 - 4444) 
ஆகும். ஆனால் 477-412 479, cose. 6 என்பது மிக 
மிகச் சிறியதாகையால் ௦௦89 9௮ 1, 

ஃ 44772 421. நீட்சி பெற்ற நூலின் நீளம். நூலின் இயல் 
பான நீளம் 4.8- என்றும், நீட்சி பெற்ற நீளம் A’B! = (x+ 8x) 
என்றும் கொண்டால் 42- 74/7-,48- 4/91-- (4 829- - 82 
ஆகும். ஆகவே, மீள் சக்தியுடைய நூலின் இழு விசையினால் 
செய்யப்பட்ட வேலையின் அளவு - 7, 89% ஆகும். 

(14) பொருள் தொடுகையிலிருக்கின்ற வழவழப்பான மேற் 
பரப்பில் நேர்குத்தெதிர் விசை 

ஒரு வழவழப்பான தளத்தின் மேல் 7 என்னும் ஒரு புள்ளி 
யில் ஒரு பொருள் தொடுகையிலிருந்தால், தளத்தின் எதிர் விசை 
2 தொடு புள்ளி 7யில் தளத்திற்குச் செங்குத்தாகயிருக்கும், சிறு 
இடப் பெயர்ச்சியின் காரணமாக எதிர் விசையின் இரு புள்ளி 
யாகிய 2 யானது பொதுத் தொடு கோட்டின்மேல் இடம் 
பெயருமாகையால், இடப் பெயர்ச்சி £இன் திசைக்குச் செங் 
குத்துத் திசையிலிருக்கும். எனவே, நேர்குத்தெதிர் விசை £ 
ஆல் செய்யப்படும் வேலை பூச்சியமாகிறது. 

(iii) பொருளானது நழுவாமல் உருளுகின்ற மேற் பரப்பில் 

பொருளின் தொடு புள்ளி வழியே செயல்படும் எதிர் விசை 

பொருளானது தளத்தின்மேல் உருளுவதால், தளத்துடன் பொருளின் தொடு புள்ளி நொடிப் பொழுது ஒய்விலிருப்பதாகக் 
கொள்ளலாம். எனவே, அத் தொடு புள்ளியின் இடப் பெயர்ச்சி பூச்சியுமாகும். எனவே, தொடு புள்ளியில் செயல் 
படும் நேர்குத்தெதிர் விசை, உராய்வு விசை ஆகியவற்றிற்கு இடப் பெயர்ச்சி இல்லையாதலின் இவற்றினால் செய்யப்படும் 
கற்பித வேலைகள் பூச்சியமாகும்.
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(iv) தொடுகையிலுள்ள இரு வழவழப்பான பொருட்களிடையே. 

செயல்படும் நேர் குத்தெதிர் விசைகள். 

தொடுகையிலுள்ள இரு வழவழப்பான பொருட்களுக்கு. 

ஒரு சிறு கற்பித இடப் பெயர்ச்சி கொடுக்கப்பட்டால், இரு 

பொருட்களும் கற்பிதச் சமன்பாடு அமைப்பில் சேர்த்துக் 
கொள்ளப்படுமாயின், நேர்குத்தெதிர் விசைகளினால் செய்யப்: 

படும் மொத்தக் கற்பித வேலை பூச்சியமாகும்; ஏனெனில், நியூட் 

டனின் மூன்றாவது விதியின் படி இரு பொருட்களுக்குமிடையே 
யுள்ள எதிர் விசைகள் சமமாகவும், எதிராகவுமிருப்பதோடு: 

அவற்றின் இரு புள்ளிகளும் சம தூரங்களுக்கு இடம் பெயரும், 

(௫) பிணையலின் மூலம் இணைக்கப்படட இரு கோள்களின்: 
பிணியலில் செயல்படும் எதிர் விசைகள், 

இரு கோல்கள் ஒரு வழவழப்பான பிணையலினால் இணைக் 
கப்பட்டிருந்தால், அப் பிணையலில் இரு கோல்களின் எதிர் 
விசைகளும் நியூட்டனின் மூன்றாவது விதியின்படி. சமமாகவும், 
எதிராகவுமிருப்பதோடு அவற்றின் இரு புள்ளிகளின் இடப் 
பெயர்ச்சிகளும் சமமாகயிருக்குமாகையால், இரு கோல்களின் 
எதிர் விசைகளின் மொத்தக் கற்பித வேலை பூச்சியமாகும். 

(ஈம) கற்பித வேலைச் சமன்பாடு அமைக் கும் போது பின்வரு. 
பவனவற்றைக் கவனத்திற் கொள்க. 

GQ) / நீளமுள்ள ஒரு நூலில் செயல்படும் இழுவிசை T 
Wend செய்யப்படும் கற்பித வேலை எதிரடையாளமுடைய 
தாகவும், -7%(கற்பித இடப்பெயர்ச்சியின் காரணமாக நூலில் 
ஏற்படும் சிறு கற்பித நீட்சி) - - 7.87, ஆகவுமிருக்கும். 

2) ஒரு மெல்லிய கோலில் செயல்படும் அழுத்தம் 7: ஆல் 
செய்யப்படும் கற்பித வேலை நேரடையாளமுடையதாகவும் . 
&% (கற்பித இடப் பெயர்ச்சியின் காரணமாகக் கோலில் ஏற் 
படும் சிறு கற்பித நீட்சி) - 7:87 ஆகவுமிருக்கும், 

3) ஏதேனும் ஒரு நிலையான புள்ளி அல்லது நிலையான 
நேர்கோட்டைவயடுத்துக் கொண்டு அப்புள்ளி அல்லது தொகுதியைச் சேர்ந்த விசைகள் செயல்படும் புள்ளிகளின் 
தூரங்களைக் கணக்கிடுக. ஒரு விசையானது செயல்படும் 
திசையும், அந்நிலையான புள்ளி அல்லது நேர்கோட்டிலிருந்து 
அவ்விசை செயல்படும் புள்ளியின் தூரம் அளவிடப்படும் 
திசையும் ஒன்றாகயிருப்பின் அவ்விசையினால் செய்யப்படும்
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கற்பித வேலை நேர் அடையாளமுடைய தெனவும், எதிர்த் திசை 
களாகயிருப்பின் கற்பித வேலை எதீரடையாள மூடையதாகவும். 
கொள்ள வேண்டும். 

மாதிரி 169 ஆறு சமமான, கனமான கோல்கள் ஒன்றுடன்: 
ஒன்றாக இணைக்கப்பட்டு 480087 என்னும் ஒழுங்கு அறு 
கோணமாக அமைக்கப்பட்டுள்ளன. ௦, 2 என்னும் எதீர் 

மூனைகள் ஒரு கிடையான நூலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. 
பக்கம் AB யானது ஒரு கிடைத் தளத்தின் மேல் தொடுகையி: 
லுள்ளது. 14** என்னும் ஒரு எடை ££யின் நடுப் புள்ளியில் 

வைக்கப்பட்டுன்ளது. ஒவ்வொரு கோலின் எடையும் 77 எனில்: 

தாலின் இழு விசை pow) என்று காட்டு. 

தீர்வு 
அறுகோணத்தின் பக்கம் 2ர என்க, ஆறுகோள்களின் 

மொத்த எடையாகிய 6177, அறுகோணத்தின் மையம் பல் 4 

செயல்படும்: பக்கம் 4தியானது ஒரு நிலையான கிடைத்தளத். 

தின்மேலிருக்கிறது. 80, 4. ஆகிய அடுத்துள்ள பக்கங்கள் 

இந்திலைத்தளத்துடன் 0 கோணச்சாய்விவிருப்பதாகக் கொள்க... 
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எனவே, AB என்னும் நிலைத்தளத்திற்கு மேல் பின் உயரம் 
சே 8406 ஆகும், றயின் நடுப்புள்ளி இல் வைக்கப்பட்டுள்ள 

எடை 18* ஆனது இந்நிலைத் தளத்திலிருந்து 4 810 6 உயரத்தி' 
லிருக்கும் நூலின் நீளம்-07 28-48 008 0, 

இப்பொழுது, இந்த அறுகோணத் தொகுதிக்குக் கொடுக் 
கப்படும் சிறு இடப் பெயர்ச்சியினால் 9 என்பது (9--89) ஆக 
மாறுவதாகக் கொள்க, எனவே, நூலின் நீளம் 07ம் மாறு 5.
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சூர, 7 ஆகிய மூன்று விசைகளைக் கொண்டு கற்பிதவேலைச் 

சமன்பாடு அமைக்கவும். C,H ஆகிய புள்ளிகளில் 67, றா! 
என்னும் எடைகள் கீழ் நோக்கிச் செயல்படுவதாலும், 4றியி 
விருந்து இவற்றின் உயரங்கள் மேல் நோக்கி அளவிடப்படுவ 
தாலும் இவ்விசைகளினால் செய்யப்படும் கற்பித வேலைகள் 
எதிரடையாளமூடையதாசயிருக்கும். நூலின் இழுவிசை 7 
இலும் யேோலும் உள்நோக்கிச் செயல்படுவதாலும், நூல் வெளி 
(நோக்கி நீளும் இயல்புடையதாலும் நூலின் இழுவிசை செய்யும் 
“வேலையும் எதிரடையாளமுடையதாகயிருக்கும். எனவே, 

6W. § (24 sin 0) - W' 8 (4a sin 6)-~T (27-4௧ ௦௦8 6-0 

2176s), ~ BW (2a cos 086) - W (4a cos 086) — T(- 4a sin 086) 
௯0. 

அதாவது, - 12877” ௦0% 056- 487771 008 6364-44.T sin 630 =0 ஆனால், 3040. 
ஃ - 12177 00860 - 47771 ௦0% 04-47 sin 96 =0 

T sin @=3W cos 6+W'cos 6 

=(3W+W’') cos @ 
.T=3W+W’) cot 9. 

அறுகோணத்தின் கோணம் ஒவ்வொன்றும் 120” ஆகையரல், 560? ஆகும். 

“T=(3W+W?) cot 60° 
ரா 

3 

மாதிரி 179 ஆறு சமமான, கனமான கோல்கள் அவற்றின் முனைகளில் தாராளமாக இணைக்கப்பட்டு 4900 என்னுல் ஒழுங்கு அறுகோணமாக அமைகின்றது. யில் தொங்கவிடப் பட்டுள்ள அது நு, ரு என்னும் இலேசான கோல்களினால் தன்னுடைய அமைப்பை மாற்றிக்கொள்ள முடியாதவாறு செய் யப்பட்டுள்ளது. 37: என்பது ஓவ்வொரு கோலின் எடை 
யெனில், இக்கோல்களிலுள்ள அழுத்தங்கள் iv sy v3 

> 2 என்று நிரூபி, (சென்னை எம். எஸ்ஸி, 1967) 
தீர்வு 

அறுகோணம் யில் தொங்கவிடப்பட்டுச் சமநிலையிலிருப் பதால், சீமியானது நிலைக்குத்தாகயிருக்கும். இத்நிலைக்குத்
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துடன் சாய்வு பக்கங்களின் சாய்வு 6 என்க. அறுகோணத்தின் 
பக்கம் 2ர2 என்க, 82, 62 ஆகிய இலேசான கோள்களின் 
அழுத்தங்கள் முறையே 7, 7) என்க, ஆறு கோல்களின் 
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மொத்த எடையாகிய 67” என்பது அறுகோணத்தின் மையம் 

யில் $ செயல்படும். 4 என்பது நிலையான புள்ளியாகையாலும் 
ஒரு சிறு இடப்பெயர்ச்சியானது யிலிருந்து யின் தூரத்தைச் 
சிறிது மாற்றுமென்பதாலும் ,40யின் நீளத்தைக் கணக்கிடுக, 
இதுபோல், சிறு இடப்பெயர்ச்சியின் காரணமாக 47, ச ஆகிய 

கோல்களின் அழுத்தங்கள் மாறுபடுமாகையால் 27, 62 ஆகிய 

வற்றின் நீளங்களைக் கணக்கிடுக. இவற்றிலிருந்து AG, BF, CE 
ஆகியவற்றின் கற்பித இடப்பெயர்ச்சிகளைக் கணக்கிட்டு. 
கற்பித வேலைச் சமன்பாட்டினை அமைக்கலாம். 

AG=AD+LG=2a cos 9-2, 

BF =CE=4a sin 0. 

இப்பொழுது இத்தொகுதிக்கு ஒரு இடப்பெயர்ச்சி கொடுக்கப் 

பட்டால், 0 என்பது 0--80 ஆக மாறுகிறதென்று கொள்வோம். 

எனவே, 40, 8, 08 ஆகிய தூரங்களும் மாறும். ஆகவே, 

கற்பித வேலைச் சமன்பாடு வருமாறு, 7, 7% ஆகியவை வெளி 

நோக்கிச் கெயல்படுமாகையால் அவற்றின் கற்பித வேலைகள் 

நேரடையாளமுடையதாகயிருக்கும். 

6W.8 (2a cose+a)+T,8 (45 8 6)-7,5 (4a sin 6)=0. 

அதாவது, 677” (-2asin 630) + T: (4a cos 630) + 

T, (4a, cos 630)=0. ஆனால் 5074௦.
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5:23] 89 0-7, ௦௦8 017 00850 0. 

(T,+T,)cosQ@ =3W sind 

அல்லது, 7-7) =3W tan @. 
ABCDEF என்பது ஒழுங்கு அறுகோணமாகையால் 0௩60” 

பு, =3W tan 60° =3\/3W 

இப்பொழுது மேலேயுள்ள 42,47” என்ற கோல்களும், 84. 
.என்ற இலேசான கோலும் மட்டுமே அசையுமாறு .4மயைப் 
பற்றி ஒரு இடப்பெயர்ச்சி கொடுக்கப்படுவதாகக் கொள்க. 
48,4172 ஆகியவற்றின் எடைகள் அவற்றின் நடுப்புள்ளிகன் 

வழியே செயல்படும். 4யிலிருந்து இந்த நடுப்புள்ளிகள் 
ஒவ்வொன்றின் தாரமும் 8 ௦௦8 9 ஆகும். எனவே, கற்பித 
வேலைச் சமன்பாடு வருமாறு, 

W.8(a cos 0)+ W.8(a cos 0)+T, 8(42 sin @)=O 

அதாவது, - 1772 811 80-17 2 6 86-47 7", 0௦80 8040 
8080 7 -2Wsin6 + 4T, cos 9=O0 

ரல Fan 6 

ர் ° 
= sy tan 60 

VV 
2 

_3y 
2 — 

ரம 34177 ஆகையால், 7-3 W~T, 

_314 We W 

513 
2 

மாதிரி 171 ம நீளமும், **எடையுமுள்ள நான்கு சீரான 
கோல்களின் இணைப்பின் மூலம் அமையப்பெற்ற ஒரு சாய் 
சதுரத்தின் குட்டையான மூலைவிட்டமாக ர நீளமான ஒரு நூல் அமைகின்றது. கோல்களுள் ஒன்று கிடைநிலையில் தாங்கப்படு 

. . 2W (2b? -a?) கிறதெனில், நூலின் இழுவிசை ero காட்டு.
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தீர்வு 
4802 என்னும் சாய்சதுரம் அதன் பக்கம் 4.8 கிடைநிலை 

பிலிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. 80 என்பது 8 நீளமுள்ள 

பசி ல் 
B 
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HO Morar Gt_miruner epi, udssb ADwTergl 
கிடைக்கோட்டுடன் 0 கோணச் சாய்விலிருப்பதாகக் கொள்க. 

ஃ | கீதீ௰- | 402-7 நான்கு கோல்களின் மொத்த எடை 

யாகிய 4777 சாய்சதுரத்தின் மையமாகிய யில் ஷ் செயல்படும், 

48 என்னும் நிலைக்கோட்டிலிருந்து யேன் தூரம் 3ம் 810 

ஆகும். நாலின் நீளம் ,40-2£ ஸ்ட த . இப்பொழுது இத் 

தொகுதிக்கு ஒரு சிறிய இடப்பெயர்ச்சி கொடுத்து கற்பித . 

வேலைச் சமன்பாடு அமைப்பில் சேர்த்துக் கொள்ளப்படக் 

கூடிய விசைகள் 4177, 7 ஆகும். எனவே, கற்பித வேலைச் 

சமன்பாடு வருமாறு: இடப்பெயர்ச்சியின் காரணமாக 9 

ஆனது 0-150 'ஆகமாறுமெனில், 

.. 9 
4Ws (4b sin 6)-T.8 (25 sin 3)=0 

0 

4W (4b cos ‘6 86) — T (20.4 cos 5-- 36) =O 

0 

80*0ஆகவே, 277 ம ௦08 6- T b cos 77? 

2W cos 8 

0060 
௮௮௧. 

2 

ஆனால் சமநிலையில், நேர்கோண முக்கோணம் AGB 

யிலிருந்து, 

T=
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84012௪. 
sin >" 4B Ob OD. 

    

8 - 38 a? 1 ‘45? —@?_ 

008 = 4 /1-sin? $= Jt ie = வ் 35 

2 sin 2 a? 2b? a? 
00505 1-2 ௪ 1-2 9 * ஆ 

2b? - a? 
2s T = 2W we) 

ந வெப்ப 
“ap V 46 = a8 

. 2W (2b* =a?) 
ந் பரன் 

மாதிரி 172 ஒவ்வொன்றும் உ எடையுள்ள 42, 2௦, ம 
என்னும் மூன்று சமமான சீரான கோல்கள் யிலும் யிலும் 
தாரளமாக இணைக்கப்பட்டு, முனைகள் யும் யும் ஒரு வழ 
வழப்பான கிடையான மேசையின் மேலிருக்குமாறு நிலைக் 
குூத்துத் தளத்தில் நிறுத்தப்பட்டுள்ளன. 40, BD என்பன 
சமமான மெல்லிய தூற்களினால் இணைக்கப்பட்டு, AB, CD 
ஆகியவை கிடைத்தளத்துடன் 4 கோணச் சாய்விலிருக்குமாறு 
சட்டத்தை தாங்கி நிற்கின்றன. யின் நடுப் புள்ளியில் 78” 
என்னும் வைக்கப்பட்டால் ஒவ்வொரு நூலின் இழுவிசையும் 

(w+4W) cos « cosec > அளவிலிருக்குமென்று காட்டு. 
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தீர்வு 

AB, BC, CD ஆகியவை மூன்று சமமான கோல்கள்; ல 

என்பது ஒவ்வொன்றின் எடை. .40, 00 என்பன சம நீள
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நூற்கள். நயயின் நடுப் புள்ளி 48 இல் 4* என்னும் எடை 
வைக்கப்பட்டுள்ளது. AB, BC ஆகியவற்றின் நடுப் புள்ளி 

களில் அவற்றின் எடைகள் ௰, ம 4 செயல்படுகின்றன. 

யின் நடுப் புள்ளி [இல் (௨177) என்னும் எடை $ செயல்படு 
கிறது. இரு நூற்களிலும் இழு விசை சமமாகயிருக்கும். 7” 

என்பது இச் சம இழு விசை. 

| 842 - | 0204 -ஃ (கொடுக்கப்பட்டுள்ளது.) 

AB=BC ஆகையால், | 240 | 20.4 _ + 

AD என்பது நிலையான கிடைக் கோடாகையால், AD 

யிலிருந்து , 7 ஆகிய நடுப் rysirePact 4 AP sin <, CD sin « 
உயரத்திலிருக்கும், கோல்களின் நீளம் 28 crafsd, ADUISG SS 
4, ஆகியவற்றின் உயரம் ச 81௦ 4 ஆகும், .ீறியிலிருந்து 28 
இன் உயரம் 2ர 81 ட 

420 ஒரு இரு சம பக்க முக்கோணமாகையால், 4 

யிலிருந்து 46க்கு வரையப்படும் செங்குத்து 480 யை இரு சம 
பாகமாக்கும், - 

“ AC=2AP= 2. 24a cos 740 cos = BD. 

ஒரு சிறு கற்பித இடப் பெயர்ச்சியின் காரணமாக $ ஆனது 

64486 ஆக மாறுமென்று கொள்க, கற்பித வேலைச் சமன் 
பாட்டில் சேர்த்துக் கொள்ளப்பட வேண்டிய விசைகள் £யி 
லுள்ள 7” இலுள்ள ௨, /8இலுள்ள (௨-1), இரு நூற்களிலுள்ள 
2 ஆகும். எனவே, கற்பித வேலைச் சமன் பாடு வருமாறு. 

~w 8(a sin 6)-௨8 (௪8) - (௨419) 8(சே 8௨4) 

-2T 8(4a cos > j= 0 

_ 
8240 2. -w Cos X-(wt+W) cosx+27 sin —5 = 0 

27 sin“; = (20+W) cos x 

௮. இ.--38
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ண 22-74) 008 4 

2 sin < 

= (w+4W) cos 4, 00860 = 

மாதிரி 173: 2ஈ நீளமும் 17” எடையுமுள்ள 42 என்னும் 
சீரான கோல் ஒன்றின் ஒரு மூனை ,4யானது ஒரு வழவழப்பான 
நிலைக்குத்துச் சுவருடன் ஒரு உராய்வற்ற இணைப்பினாலும், மறு 
மூனை £ியானது 86 என்னும் மற்றொரு சமமான கோலுடன் ஒரு 

வழவழப்பான இணைப்பினாலும் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. கோல் 

களின் நடுப்புள்ளிகள் இயல்பான நீளம் ஈயும், மீள்தன்மைக் 
குணகம் (௦0005 of clasticity) 4Wib Vana ஒரு மீளியல் 
புடைய நூலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. இத்தொகுகியானது 
ஓரு நிலைக்குத்துத் தளத்தில் முனை 6 யானது சுவரில் க்குக் 
கீழேயிருக்குமாறும், கோல்களுக் கிடையேயுள்ள கோணம் 

2 8ம-* ($)' இருக்குமாறும் சமநிலையிலிருக்க முடியுமென்று 
காட்டு. 

தீர்வு 
இ, 2 என்பன 4.8, 80 ஆகியவற்றின் நடுப்புள்ளிகளெனில் 

ரூ கோல்களின் மொத்த எடை 2W ஆனது 27இன் நடுப் 

A 
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4 ஒரு நிலையான புள்ளியாகும், 22140 எனில், 4£யும் 

தியேம் 8ீறயின் இரு புறமும் சமச் சீருடன் அமைந்திருக்கும்: 
| 4282- | 2860-0 என்க.
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4க்குக் கீழே யின் தூரம் 49-29 11 0 நூலின் Bomb = 

 EF=2EG=2asin 9. நூலின் இழுவிசை 7' என்க. 

இப்பொழுது இத்தொகுதிக்குக் கொடுக்கப்படும் ஒரு சிறு 
கற்பித இடப்பெயர்ச்சியின் காரணமாக 0 ஆனது (9--89) ஆக 

மாறுமென்று கொள்க. கற்பித வேலைச் சமன்பாட்டில் சேர்த்துக் 
கொள்ளப்பட வேண்டிய விசையின் பயில் செயல்படும் 2]7--ம், 
நூலில் செயல்படும் 7ம் ஆகும். பில் செயல்படும் 217 கீழ் 
நோக்கிச் செயல்படுவதாலும் சீயிலிருந்து பேயின் தூரமும் கீழ் 
நோக்கி அளவிடப்படுவதாலும் 277*இன் கற்பிதவேலை நேரடை 
பாளமுடனிருக்கும். 

“.2W.8 (AD) -T.8 (EF) =0. 

2W. 8 (2a sin 6) - T.§ (2a sin @)=0, 

_  2W. (2a cos 086) - T (2a cos 680) =0. 

ட 50௦. 2W. (22 cos 6) ~ T (2a cos 9)-2. 

“T=2W. 

an D&S a9 8 (Hooke’s Law)ufeir vty, 

T= (* sin @-a) ) 

a 

இங்கு ),- மீள்தன்மைக் குணகம் =4W. 

~T=4W (ae =) 

“.2W =4W (2 sin 6-1) 

4sin@-2=1 

4 sin 6=3 

sin 6 =} 

.Q@= sin 1(2) 

CandseysPonr Cuuyetron கோணம் =26 =2 sin-1(3) 

மாதிரி 174 77*எடையுள்ள நான்கு சமமான சீரான கோல் 
கள் 4800 என்னும் சதுரமாக அமையுமாறு இணைக்கப் 
பட்டுள்ளன. பக்கம் ,82யானது நிலைக்குத்தாக கீமேலே 
யிருக்கும்படி நிலையாக வைக்கப்பட்டுள்ளது. இவ்வமைப்புக்
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குலையாதவாறு 42, 20 ஆகியவற்றின் நடுப் புள்ளிகள் ஒரு 

நூலில் இணைக்கப்பட்டுள்ளன, நூலின் இழுவிசையைக் 
காண்க, ் 

தீர்வு 
ABCD என்னும் சதுரச் சட்டம் பக்கம் 4.8 நிலைக் குத்தாக 

வும், 4 மேலேயும் இருக்குமாறு நிறுத்தப்பட்டுள்ளது. AD, cD 
ஆகியவற்றின் நடுப் புள்ளிகள் Pupd டுவும் ஒரு நூலினால் 

Ay ய் 
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கட்டப்பட்டுள்ளது. சம நிலையில் பக்கம் 40 கிடையாகயிருக் 
கிறது, ட 

4 வழிக் கிடைக் கோட்டுடன் நூலின் சாய்வுக் கோணம் © 
என்க. நாலின் இழு விசை? என்க. நான்கு-கோல்களின் 
மொத்த எடையாகிய 477 சட்டத்தின் மையத்தின் வழியே > 
செயல்படும், ் 

4 வழியே செல்லும் கிடைக் கோட்டை நிலையான 
கோடாக எடுத்துக் கொள்க. இந் நிலையான கோட்டிலிருந்து 
யேன் தூரம் 20 ஆகும், கோல் ஒவ்வொன்றின் நீளம் 2௪ 
எனில், ் 

‘PG = DQ = PD tan @ = a tan @& 
grcOer Borid PQ = a sec 9. 

இப்பொழுது இச் சட்டத்திற்கு ஒரு சிறு இடப் பெயர்ச்சி 
கொடுக்கவும், இவ்விடப் பெயர்ச்சியின் காரணமாக 9 ஆனது
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(6-150) ஆக மாறும். நூலின் நீளம் சிறிது மாறுபடுவததோடு, 
4 வழி கிடைக்கோட்டிலிருந்து ரீயின் தூரமும் அதிகரிக்கும். 
எனவே, கற்பித இடப் பெயர்ச்சியின் காரணமாக 477 செய்யும் 
கற்பித வேலை நேரடையாளமுடையதாகவும், இழு விசையின் 
கற்பித வேலை எதிரடையாளமுடையதாகவுமிருக்கும். 

ஃ4775 (௪௩18 6) - T 3 (a sec 0)-0. 

4W (a sec?9 80) -T (a seco tan @ 80)~O 

80940 .. 4W (a sec*9)-T (a seco tan 0)-0 

4W seco - T tan 6=O0. 
_ 4W seco 
~ tane 

ஆனால், கோல்கள் யாவும் சமமாயிருப்பதால், 945” ஆகும். 

_ 482045 
tan 45° — 

= 4/3 W 

மாதிரி 175: 7* எடையுள்ள நான்கு சமமான சீரான கோல் 
களினாலான சதுரச் சட்டமொன்று அதன் ஒரு முனையின் மூலம் 
தொங்கவிடப் பட்டுள்ளது. அதன் மற்ற முனைகள் 
ஒவ்வொன்றிலிருந்தும் ஐ என்னும் எடை தொங்கவிடப் 

பட்டுள்ளது. சதுரத்தின் அமைப்புக் குலையாதவாறு கிடைத்தள 

மூலைவிட் டத்தின் வழியே இலேசான கோலொன்று பொருத்தப் 
பட்டுள்ளது. இக்கோலின் மீதுள்ள அழுத்தத்தைக் காண்க. 

தீர்வு 

ABCD என்ற சதுரச் சட்டம் அயிலிருந்து தொங்கவிடப்பட் 

டுள்ளது. 2,0, ஆகிய முனைகள் ஒவ்வொன்றிலிருந்தும் W 
என்னும் எடை தொங்குகிறது. சதுரச் சட்டத்தின் எடையாகிய 
4ர அதன் மையம் (வழியே கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். 
மற்றும். 2, 0, ஆகியவற்றிலுள்ள எடைகளும் நிலைக்குத் 

தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். மெல்லிய கோல் திறியின் 
அழுத்தம் 2 ஆனது வெளி நோக்கிச்- செயல்படும். சட்ட் 
மானது யிலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டுள்ளதால் கீயை நிலை 

பான புள்ளியாகக் கொள்க, சதுரத்தின் பக்கம் 2ர என்றும்
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2 . ட : ப்வுக் கோணம் ட A வழி நிலைக்குத்துடன் பக்கங்களின் சாய்வுக் > 
என்றும கொள்க. எனவே, நிலையான புள்ளியாகிய 4ியிலிருந்து, 

G, 2, ௦,௰ ஆகிய புள்ளிகளின் கீழ்நோக்கிய தூரங்கள் 
மூறையே 2௨ 00860) 28௦086, 440050, 28௦08 0 ஆகும், 
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இலேசான கோல் £றயன் நீளம் 4ர 810 0. ஆகும். 
இப்பொழுது சட்டத்திற்கு ஒரு சிறு கற்பித இடப்பெயர்ச்சி கொடுக்கவும். இக்கற்பித இடப்பெயர்ச்சியின் காரணமாக ட ஆனது (6-:$9) ஆக மாறுவதாகக் கொள்க. இப்புள்ளிகளில் செயல்படும் விசைகள் யாவும் கீழ்நோக்கிச் செயல்படுவதாலும் ' நிலையான புள்ளி கீயிலிருந்து இப்புள்ளிகளின் தூரங்களும் கீழ் நோக்கியே அளவிடப்படுவதாலும், இப்புள்ளிகளில் செயல படும் விசைகளால் செய்யப்படும் கற்பிதவேலைகள் நேர் அடை பாளமுடையவனவாக யிருக்கும். BD என்னும் கோலில் அழுத்தம் இரு முனைகளிலும் வெளி நோக்கிச் செயல்படுவ. தாலும், கோலின் நீட்சி வெளி நோக்கியே ஏற்படக் கூடுமாகை யாலும், இக்கோலின் அழுத்தத்தினால் செய்யப்படும் கற்பித வேலையும் நேரடையாள முடை யதாகவேயிருக்கும். எனவே, கற்பித வேலைச் சமன்பாடு வருமாறு, 
41% (22 ௦08 9)+W.3 (47 009 0)+W,.8 (2a cos 0)+R.3 (4a- sin 9)=0O. 

4W (-2a sin 030)+W (- 2a sin 
(= 2a sin 630)+2, (4a cos 930) =O, 

ஆனால், 60 ப 0. 

164.1 sin 6+4a.R. cos 9=0, 
“R=4W tan0 

030)+ WH, (-4asin 030) + W.. 

ந 

?
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ஆனால் சமநிலையில் 6=46 QasGQurmawurer, 

R= 4W tan 45° 

=4W. 

மாதிரி 176 77” எடையுள்ள நான்கு சமமான சீரான 
கோல்கள் ஒரு சாய் சதுர அமைப்பில் இணைக்கப்பட்டு, ஒரு 
மூனையின் மூலம் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளன. இச் சட்டம் 

குலைந்துவிடாதவாறு சாய் சதுரத்தினுள்ளே இரு கோல்களுக் 
கிடையில் சிஎடையுள்ள கோளமொன்று வைக்கப்பட்டுள்ளது 

தொங்கவிடப்பட்டுள்ள முனையிலுள்ள கோணம் சமநிலையில் 
2 6 எனில், 

8100 Ps 

cos @ 4(P+2W)a 

என்று காட்டு. (7 என்பது கோளத்தின் ஆரை; 28 என்பது 
ஓவ்வொரு கோலின் நீளம்). 

  

படம் 238 

தீர்வு ் 

4802 என்னும் சாய் சதுரச் சட்டம்: 4யிலிருந்து. தொங்க 

விடப்பட்டுள்ளது. AB=BC=CD=AD=2a என்க. 0-ஐ 

மையமாகவும், 1 ஆரையுமுள்ள கோளமமொன்று 86, 0 ஆகிய: 
கோல்களுக் . கிடையில் வைக்கப்பட்டுள்ளது. நான்கு கோல் .



600 அடிப்படை. இயந்திரவியல் 

களின் மொத்த எடையாகிய 417 சாய் சதுரத்தின் மையம் யில் 
4 செயல்படும். கோளத்தின் எடை சியானது வில் செயல் 

படும். சட்டமானது யிலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டுள்ளதால் 
ஐ நிலையான புள்ளியாக எடுந்துக்கொள்க. 

4 வழிச் செங்குத்துடன் பக்கங்களின் சாய்வுக் கோணம் 9 
என்க. கீயிலிருந்து 0, 0 ஆகியவற்றின் தூரங்கள் முறையே 

AG =2a cos 6 

AO AC—OC = (4a cos @—r cosec 9) 

ஆகும். இப்பொழுது, இச்சட்டத்திற்கு ஒரு சிறு கற்பித இடப் பெயர்ச்சி கொடுக்கவும். இதன் காரணமாக, 9 ஆனது (9-9) 
ஆக மாறுவதாகக்் கொள்க, 6,0 ஆகிய புள்ளிகளில் செயல் படும் 417”, 2 ஆகிய விசைகள் கீழ்நோக்கிச் செடல்படுவதாலும், 
நிலையான புள்ளி யிலிருந்து இட்புள்ளிகளின் தூரங்களும் கீழ் 
நோக்கியே அளவிடப்படுவதாலும், 417, 2 ஆகிய விசைகளால் செய்யப்படும் கற்பித வேலைகள் நேரடையாள மூடையனவாக யிருக்கும். எனவே, கற்பித வேலைச் சமன் பாடு வருமாறு :-- 

4W 8 (2a cos 0)+P.3 (4a cos—r cosec @)=0, 

4W (- 2a sin 086)+ P( ~ 4a sin 980--7 608 9 cot 936) =0 
66240; ஆகவே, 

~ 8a W sin Q~ 4a Psin 6+ Pr cosec @.cot 9=O 
: cos 6 4a sin @ (P+2W) - Pr. sin?" 

  

. sing Pr 
“௦௦09 420 

மாதிரி 177 ஒரு ஏணிப்படியானது, 
உச்சிகளும் ஒரு பீணையளீஞால் இணைக்கப்பட்டும், அடியி 
லிருந்து $ பாகக் தூரங்களில் இரு கால்களிலுமுள்ள புள்ளிகள் 
ஒரு கயிர்றிஞல் இணைக்கப்பட்டும் வைக்கப்பட்டுள்ளது. 
கால்கள் ஒவ்வொன்றீன் எடையாகிய W, அதன் நடுப் புள் 
வியில் செயல்படுகிறது. 777 எடையுள்ள ஒரு மனிதன் 9 பாகத் 
தில் ஏறி நிற்கிறான். நிலைக்குத்தடன் ஒவ்வொரு காலீன் 

அதன் இரு கால்களின்
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சாய்வும் 4 எனில், கயிற்றின் இழுவிசை 3 (07977) ௩ஃ 
என்று காட்டுக, 

  

  

படம் 239 . 

தீர்வு 

AB, AC என்பன ஏணியின் கால்கள் 2, 77 என்பன BA, CA 
என்ற கால்களில் BE=1 BA; CF=} 04 என்றவாறமைந்த 
yeroPaci. AB= AC =2a crore. 

“.BE=CF, 

2,” என்பன EF என்னும் கயிற்றினால் இணைக்கப்பட் 

டுள்ளன. ச, 1/ என்பன கால்களின் நடுப்புள்ளிகள். M,N 
ஆகிய அப்புள்ளிகளில் கால்களின் எடைகளாகிய 18, ரர், 

என்பன ட செயல்படுகின்றன. 20 என்பது அடியிலிருந்து 8, 

AB தூரத்திலுள்ள ஏணிப்படி. அதாவது. BP=CQ=3 AB 

வின் நடுப்புள்ளியில் 7” எடையுள்ள மனிதன் நிற்கிறான். 

நிலைக்குத்துடன் 48, 42 ஆகிய கால்களின் சாய்வு %. கயிற் 

றின் இழுவிசை 7" என்க. இவ்விழுவிசை 4, 7! ஆகிய புள்ளி 

களில் உள்நோக்கிச் செயல்படும். 

கிடைத்தளம் $0யை நிலையான தேர் கோடாகக் கொள்க 

இக்கோட்டிற்கு மேல் 44, 77 ஆகியவற்றின் தூரம் a cos x. 

ன் 2 wigth = PB cos « =% (2a) cos X= 5 a COS %. 

கயிற்றின் porb= EF =2x AE sine =2x 2 (2a) sin x=$a 

sin «. 

இப்பொழுது, இந்த ஏணிப்படிக்கு ஒரு சிறு கற்பித இடப் 
பெயர்ச்சி கொடுக்கவும், எனவே, XK ஆனது (%-$ஒ) ஆக 

மாறுமென்று கொள்க. 48, 77, £ ஆகிய புள்ளிகளில் எடைகள்
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கீழ் நோக்கிச்.செயல்படுவதாலும், நிலையான கிடைக்கோடாகிய 

சிபிலிருந்து இவற்றின் உயரம் மேல் நோக்கி அளவிடப்படுவ 

தாலும், இப்புள்ளிகளில் செயல்படும் எடைகளால் செய்யப் 
படும் கற்பித வேலைகள் எதிரடையாளமூடையவனவாக 
யிருக்கும். கயிற்றின் இழுவிசை உள்நோக்கிச் செயல்படுவ 
தாலும், இடப் பெயர்ச்சியின் காரணமாக இவை வெளிநோக்கி 

நீட்சிபெறுமாகையாலும் இழுவிசையால் செய்யப்படும் கற்பித. 
வேலையும் எதிரடையாள மூடையதாகயிருக்கும், எனவே, 
கற்பித வேலைச் சமன்பாடு வருமாறு :-- 

-W.8 Ga cos X)~ W,8 (a cosx) ~W,8 (acosx (-T.8 ($4 
sinx) =O 

~ W. (ga sinX §X)=2W,( ~a sinx 3x) - ¥ (3a cosx 8X) =O 
8x0. 
௫1 sinx+2W, asinx -§ Ta cosx =O. 

sl cosx =4$W sinx+2W, sinx 

=2 sin x (3W+W,) 

ட 3 தது) 
°T «= 8 cosx ௮9114 | $ 78, ) 

3 3 
௯ qian ௦ (3-௮ ) 

=tanx (4W+2W,) 

= $(W+3Y,) tan, 

மாதிரி 178 ச நீளமும், 77* எடை 
இரு சமமான சீரான கோல்கள் யில் தாராளமாக இணைக்கப் 
பட்டு, ஆரையுள்ள ஒரு வழவழப்பான உருளையின் மேல் 
குறுக்காகயிருக்குமாறு ஒரு நிலைக்குத்துத் தளத்தில் வைக்கப் 
பட்டுள்ளன. 28,0 ஆகிய முனைகள் / நீளமுள்ள ஒரு விறைப் 
பான கயிற்றினால் உருளையைத் தொடாதவாறு இணைக்கப் 
பட்டுள்ளன. கயிற்றின் இழுவிசை 5 

4ac 1 

we ் ள்ல] 

யுமுள்ள 42, 40 என்னும் 

என்று காட்டுக.
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தீர்வு 
கோல்களின் வழியே செல்லும் நிலைக்குத்துத் தளத்தின் 

குறுக்கு வெட்டுப் பகுதி படத்தில் காட்டப்பட்டுள்ளது. 0: 
என்பது உருளையின் குறுக்கு வெட்டுப் பகுதி வட்டத்தின் 

A 

  

படம் 240 

மையம், கோல்களின் எடைகள் அவற்றின் நடுப்புள்ளி' 
களாகிய ,77இல் செய்யப்படுமாகையால், இரு கோல்களின் 

மொத்த எடை 217” ஆனது, 2, இன் நடுப்புள்ளி போல் செயல் 
படும். 

498-408; 0ற உருளையின் ஆரை-2 நீ0 கயிற்றின் ' 
நீளம் 2 7, 

கயிற்றின் இழுவிசை 7யானது யிலும் பயிலும் உள் 

நோக்கிச் செயல்படும். 0 ஐ நிலையான புள்ளியாகக் கொள்க... 
| 5.40-6 என்க. 

சமநிலையில் BO ஆனது £0க்குச் செங்குத்தாகயிருக்கும். 

BM _1/2_ 1 
sin@ = 4a a" Qa 

. tang = Vito =a
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விலிருந்து யன் உயரம் - 00 40- AG 

= OD cosec 6- AE cos 8 

= (c cosec 0- 5 0080) 

aul pier BSorid= BC =2 BM =2a sin 9. 

இப்பொழுது, ஒருசிறு கற்பித இடப் பெயர்ச்சி கொடுக் 
-கவும். இதன் காரணமாக 9 ஆனது (9--89) ஆகமாறு மென்று 
"கொள்க. 

இருகோல்களின் எடைகளும் பயேோல் கீழ்நோக்கிச் செயல் 

படுவதாலும், 0-விலிருந்து யின் தூரம் மேல் நோக்கி அள 
“விடப் படுவதாலும் 2177.ஆல் செய்யப்படும் கற்பித வேலை 
எதிரடையாளமுடையதாகயிருக்கும். கயிற்றின் இழுவிசை 
உள்நோக்கிச் செயலபடுவதாலும், கயிறு வெளி நோக்கி நீளும் 
இயல்புடையதாலும் கயிற்றின் இழுவிசையால் செய்யப்படும் 
“கற்பித வேலையும் எதிரடையாளமுடையதாகவே யிருக்கும். 
-கற்பித வேலைச் சமன்பாடு வருமாறு : 

~2W. 3(c cosec 9 ~ 5 C08 6) —. 8(2¢ sin 6)=O 

-2W (- ௦ 608600. cot 9 86+ 5 8௩9 86)-7' (02 ௦08080) 

  

௯0, 800 ௩ 74 2W (¢ cosece. cote - Fsin 9) 

, 2a cos § 

ம ் 008600. 6010 _ 
ர் (; 0058 $ tan 2) 

& 

= W 

8 

cosec? §~ 4 tan 8) ( 
(. i 

g
r
e
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மாதிரி 179: ABCD என்னும் சாய்சதுரவடிவமான சட்டம். 
ஒன்று ச நீளமுள்ள நான்கு சமமான இலேசான கோல்களை 
இணைத்து அமைக்கப்பட்டுள்ளது. இச்சட்டமானது, அதன் 
மூலைவிட்டம் 40 நிலைக்குத்தாகவும், 80, 60 ஆகிய கோல்கள் 
6 இடைவெளியில் ஒரே கோட்டிலமைந்த இரு வழவழப்பான 

மூனைகளுடன் தொடுகையிலிருக்குமாறும் வைக்கப்படுகிறது. 
B,D ஆகிய இணைப்புகளுக்கிடையே ம் நீளமுள்ள ஒரு இலே. 
சான கோல் பொருத்தப்பட்டு அவ்விணைப்புகள் பிரிந்திருக்கு. 
மாறு செய்யப்படுகிறது. உச்சிப்புள்ளி 4யில் வைக்கப்படும் 

ரர் (2422-23) 

உண்டு பண்ணுமென்று காட்டு. 

7* என்னும் எடை தறியில் என்னும் அழுத்தத்தை. 

(சென்னை எம்.எஸ்ஸி.1965). 

தீர்வு 

£,0 என்னும் முளைகளின் மேல் 4802 என்னும் சாய்சதுரம் 
40 நிலைக்குத்தாகயிருக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. PO 
என்பன ஒரு கிடைக் கோட்டின் மேல் 2 இடை 

  

  

வெளியிலுள்ளன. 

~PQ=Cc, 

BD என்பது ஒரு இலேசான கோல். ம், சியில் 

வைக்கப்பட்டுள்ள எடை [7 கீழ் நோக்கி, நிலைக்குத்தாக 46 

வழியே செயல்படும். மிறியில் அழுத்தம் £ இரு மூனைகளிலும் 

வெளி நோக்கிச் செயல்படும். கிடைக்கோடு 720ஐ நிலையான 
கோடாக எடுத்துக் கொள்ளவும்.
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- 20-விலிருந்து 4யின் உயரம் - 44சீ 

= AC ~ MC 

as (22 cos6 - 5 cot 0) 

5௦-27 81௩ 6. ஒரு சிறு கற்பித இடப்பெயர்ச்சி கொடுக் 
கதவும். 

ப. கீயில் எடை 77 கீழ்நோக்கிச் செயல்படுவதாலும், PO? 
லிருந்து 4யின் உயரம் மேல் நோக்கி அளவிடப்படுவதாலும் 
வின் கற்பித வேலை எதிரடையாள முடனிருக்கும். யில் 
அழுத்தத்தின் கற்பித வேலை நேரடையாள மூடையதாகயிருக் 
சூம். எனவே, கற்பித வேஉ£ச சமன்பாடு வருமாறு : 

- 775 (22008 0 “2 cot 6)+2R 8 (2a sin 0)=0. 

~W.(-2asin 939 +5 cosec?@30)+ R (2a cos 636) =O. 

30¥Q. +.R.2a cos g=W (5 Cosec’@ ~ 2a sin 9) ) 

Ww (5 cosec® 9 - 2a sin 9 
Re “Tacos. மீ 

வட 806/2 5 சமநிலை பட = os. மநிலையில், 810 ௦ ற் த ரது 

2 “. COSECO =a > 

=(1-27\t_ 17 . 

c 4a? 
w (5.40 

R= 

_ (WV (20% - 53) 
5? (4a? = 93) 172:
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மாதிரி 180; 7 ஆரையும், 9 எடையுமுள்ள ஒரு வழவழப் 
பான கோளம், ஈ ஆரையுள்ள ஒரு கிடைத்தள வட்டத் துவா 
ரத்தில் வைக்கப்பட்டுள்ளது. அத்துவாரத்தைச் சுற்றி கோளத் 

தின் மேற்பரப்பின் மேல் ஒரு நூல் சுற்றப்பட்டு இறுக்கமாக 

இழுக்கப்பட்டுள்ளது. நூலானது கோளத்தை மேலே தூக்கும் 
தருவாயிலிருக்கும்போது நூலின் இழுவிசை என்ன ? 

  

தீர்வு 
AB என்பது துவாரம், 0 என்பது துவாரத்தின் மையம். 

47.8 என்பது துவாரத்தினுள்ளிருக்கும் கோளப் பகுதி, 48 
வழியே கோளத்தைச் சுற்றி நூல் சுற்றப்பட்டு இழுக்கப்பட் 

டுள்ளது. இந்நூல் வட்டத்தின் ஆரை % என்க, எனவே, 
நூலின் நீளம் 2 ந ஆகும். கோளத்தின் எடை 777 அதன் 
மையத்தில் நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். துவாரம் 
கறியின் கிடைத்தளத்தை. நிலையானதாகக் கொள்க. இத் 

தளத்தின் மேல் யின் உயரம் 004 (௫/73 -ஜ3) ஆகும். இத் 

தூரம் மேல் நோக்கி அளவிடப்படுவதாலும், 7” கீழ்நோக்கிச் 

செயல்படுவதாலும் ]7:ஆல் செய்யப்படும் கற்பித வேலை எதிர 

டையாள முடையதாகயிருக்கும். எனவே, கற்பித வேலைச் 

சமன்பாடு வருமாறு : . 

~ Ws. (77? —x*) - 8.3 (2k) =O. 

a) r(2 ௦ 
Ww. (= sx -T (2x8) =O. 

72:௮0, 
-x 
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Wx 

சமநிலையில் ஈர ஆகையால், 

Wa 

T= an /r? ஜு” 

  

  

இருசமன்பாட்டுப்படி கொண்ட தொகுதிகள் 

(Systems having two Degrees of Freedom) 

மாதிரி 181: ஒரு திண்ம அரைக்கோளம் அதன் விளிம்பின் 
ஓரத்திலுள்ள ஒரு நிலையான புள்ளியுடனும், ஒரு வழவழப்பான 
நிலைக்குத்துச் சுவரின் மேலுள்ள ஒரு புள்ளியுடனும் இணைக்கப் 
பட்ட ஒரு நூலின்மூலம் அச்சுவரின் மேல் அரைக்கோளத்தின் 
வளைபரப்புத் தொடுகையிலிருக்குமாறு தாங்கப்படுகிறது. 6, 
என்பன நிலைக்குத்துடன் முறையே நூல், அரைக்கோளத்தின் 

அடித்தளம் ஆகியவற்றின் சாய்வுகளெனில், 430 ழ் $-.(2ற 6 
என்று நிறுவு௧. 

  

படம் 248 

தீர்வு 

௦ என்பது திண்ம அரைக் கோளத்தின் அடித்தள மையம், 
4 என்பது அரைக்கோளத்தின் விளிம்பில் நூல் கட்டப்பட் 
டுள்ள புள்ளி. 0 என்பது சுவரில் நூல் கட்டப்பட்டுள்ள 

புள்ளி 0 என்பது அரைக் கோளத்தின் புவியீர்ப்பு
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மையம். எனவே, ஏ என்பது அரைக் கோளத்தின் ஆரை 

யெனில், 

3a 
CG = Zz 

40 நூலின் நீளம்-/ என்க, 0ஐ நிலையான புள்ளியாகக் 

கொள்க, அரைக்கோளத்தின் எடை W ஆனது பயில் நிலைக் 

குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். 

ஃ விலிருந்து பின் தூரம் -0,48--47-1- 7807-7 0080 -- 

acosp+77 sin 9. 

நூலின் நீளத்தில் எவ்வித மாறுதலும் ஏற்படாமல் , பில் மட்டும் 
இடப்பெயர்ச்சியேற்படுமாறு ஒரு சிறு கற்பித இடப்பெயர்ச்சி 

யேற்படுமாறு ஒரு சிறு கற்பித இடப்பெயர்ச்சி கொடுக்கப்படு 

வதாகக் கருதுக. எனவே, 9, ழ் என்பன [முறையே (9-8), 
(ஒ-($ம்) என்று மாறுவதாகக் கொள்க, எனவே, கற்பித வேலைச் 
சமன்பாடு வருமாறு ;-- 

W.s (1 cos 6+-2@ cos ட sin ¢)=0. 

Hs1ug, -—1 sine 30-a sin 93937 ௦08 6$ம-0......(1) 

மேலும், 0/7- 077-417 கிடைக்கோட்டில் 04யின் வீச்சு--.40 
வின் வீச்சு, ஆனால் 04, 40 என்பன மாறிலியாகையால், 

1ம் ஒருமாறிலியாகும். 

அதாவது, $ (00) 0 ஆகும், 

Boo, CN=CH=AM 

=asin $+/ sin 0. 

“3 (CN) =a cos $3$+/ cos 630=0...... (2) 

(1) x cos @= —/ sin@cosed6 — a cosdsin 30-37 ௦080 0086$ம் - 0 

(2)xsin@= J sin cosd 36+<4 sin{e cosd 3p =O 
  

கூட்டவும். $2 [e sin@cos¢ - ஏ ௦௦2024 0080008 |- 0. 

De இ.--39
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82740. 100008 ~ cosesing+ § cosecos¢ = O. 

“. cos@sing = sin6cos$+3 cosecos¢ 

= (sin6+ § cos@) cos ¢. 

-, Sin? _ sind +3 cose 
"008 608 6 

tand = tane+ 3, 

  

மாதிரி 188 ஈச நீளமும், உ எடையுமுள்ள மூன்று கமமான 
சீரான கோல்களின் முனைகள் ஒன்றாக தாரளமான முறையில் 
இணைக்கப்பட்டு அமைக்கப்பெற்ற ஒரு முக்காலியின் மூன்று 

கால்களின் நடுப்புள்ளிகளும் 5 நீளமுள்ள கயிறுகளினால் 
இணைக்கப்பட்டுள்ளன. இந்த முக்காலியானது அதன் மறு 
மூனைகள் ஒரு வழவழப்பான கிடைத்தளத்தின் மேலிருக் குமாறு 
வைக்கப்பட்டு, அதன் பொது முனையில் ]ர* என்னும் ஒரு எடை 

வைக்கப்படுகிறது. ஒவ்வொரு கயிற்றிலுமுள்ள இழுவிசை 

b 
SQW +3w) Toot Tope என்று காட்டு, 

(சென்னை எம், எஸ்ஸி, 1966) 

  

  

படம் 244 

தீர்வு 
OX, OY, 0.2 என்பன முக்காலியின் கால்கள், 4, B,C 

என்பன அவற்றின் நடுப்புள்ளிகள்.,
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0%-07-(0.2-7. 

ஃ 04-08-0037. 

AR, 80, 04 என்பன ம் நீளக் கயிறுகளால் இணைக்கப் 
பட்டுள்ளன. 

AB=BC=CA=b, 

வில் 1* என்னும் எடை வைக்கப்பட்டுள்ளது. மூன்று 
கால்களின் எடைகளும் A, B, C ஆகியவற்றில் செயல்படுமா 
கையால், இம் மூன்று எடைகளும் சேர்ந்து க&.4.80யின் திணிவு 
மையம் 0 வழியே செயல்படும். அதாவது, பேல் 3W stom 
கீழ்நோக்கிச் செயல்படும், எனவே, OG ஆனது நிலைக்குத் 
தாகும். 

OX, 07, 0.2 என்பன மாறாதவாறு ஒரு சிறு இடப்பெயர்ச்சி 
கொடுக்கவும். ஆனால் கால்களின் பொது முனை சற்று கீழே 
இறங்கும். நிலைக்குத்துடன் கால்களின் சாய்வு 6 ஆகயிருக்கும் - 
“போது, ஒவ்வொரு கயிற்றின் நீளமும் / என்க, 

a. 
~~ sin 6 | OGA=90° ஆகையால், AG=5 

AM = AC c08 30° = V3. 

கெட = 2, V3 pat கிகி ந NS Ine. 

2 vr > sin 0. 

அல்லது, / ட்ப sin 0. 

இப்பொழுது 2472 என்பது நிலையான கிடைத்தளமாகை 

பால், இத்தளத்திலிருந்து வின் உயரத்தைக் காண்க. 

14772 தளத்திலிருந்து வின் உயரம் - ச 008 0,
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XYZ தளத்திலிருந்து யென் உயரம் 00 6, 

இப்பொழுது சிறு கற்பித இடப்பெயர்ச்சியின் காரணமாக 
௦விலுள்ள 74* எடை, யிலுள்ள 3177 எடை. ஆகிய:வை செய்யும் 
கற்பித வேலைகள் எதிரடையாள முடையவையா யிருக்கும். 
மூன்று கயிறுகளிலும் செயல்படும் 7, 2. 7” என்னும் இழுவிசை 
களினால் செய்யப்படும் கற்பித வேலைகளும் எதீரடையாள 
மூடையவையாயிருக்கும் எனவே, கற்பித வேலைச் சமன்பாடு 

வருமாறு :-- 

- WB (a cos 0) 300 (5 cos 9)-37. 6 | a V3in 0) 

a, ் 
-ர7(-ச௭௩௦0)-3 »(- 5 Sin ode)-37 (a V3 cos @ 

20-0. 

$9740. ஆகவே, 

ம cos 6= W sin 9 + 30 sin @ 

  

-(w + >» sin 0. 
2 

3/3, 2W+3w 
241 2 1800. 

2W+3w 

ஆனால், 045, 

2 

க
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 AOG Aus, OG? = OA? - AG? 

a? 8 

4 3 

3a? —4p* 

12 

. / 3a? — 453 20G= YF 

  

stan @e4G_ _ v3 2b 
“0207 ஜு ஏ 3a a5" 

373 

2W+3w 2b 
2 Ts 

3/3. A 3a - 203 
ந 

= 3(2W+3w) n/ 9a? = 126°" 

(1) ஆறு சமமான, கனமான, சீரான கோல்கள் ஓர் 

ஒழுங்கு அறு கோணமாக அமையும் வண்ணம் அதன் முனை 

களில் இறுக்கமின்றி இணைக்கப்பட்டுள்ளன. ஒரு கோல் கிடை 

நிலையில் அசையாதவாறு வைக்கப்பட்டுள்ளது. மேலேயுள்ள 
சாய்வான இருகோல்களின் நடுப் புள்ளிகளும் ஒரு இலேசான 

கயிற்றினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. கிடைத்தளத்துடன் 

சாய்வுக் கோல்களின் சாய்வுக் கோணம் 9, ஒவ்வொரு 
கோலின் எடையும் 77* எனில், கயிற்றின் இழுவிசை 6 77” ௦௦4 6 
என்று காட்டு. 

    

(2 நான்கு சீரான கோல்கள் ஒன்றுடன் ஒன்று அவற்றின் 
முனைகளில் இறுக்கமற்ற நிலையில் இணைக்கப்பட்டு 4860 

என்னும் நாற்கரமாக அமைகிறது, 42, 40 ஆகிய கோல்கள் 
சமமாக வுள்ளன. 20, 020 ஆகிய சமமான கோல்கள் கீழே 

தொங்கிக்கொண்டிருக்குமாறு நாற்கரமானது சீயிலிருந்து 
தொங்கவிடப் பட்டுள்ளது. | ABC aw நேர் கோணமாக 

பிருக்குமாறு 4யும் பம் ஒரு நாலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. 
(மேலேயுள்ள கோல்கள் ஒவ்வொன்றின் எடை 14: கீழேயுள்ள
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மீேகோல்கள் ஒவ்வொன்றின் எடை 77; | 24-26 எனில், 

கயிற்றின் இழுவிசை (17-77?) 8 6-7 என்று காட்டு. 

(3) ஆறு சமமான, சீரான கோல்கள் அவற்றின் முனை . 
களில் ஒன்றுடன் ஒன்று இறுக்கமற்று இணைக்கப் பெற்று 
ABCDEF என்னும் ஒழுங்கு அறு கோணமாக அமைகின்றன. 
48 என்னும் கோல் கிடை நிலையில் அசையாதவாறு வைக்கப் 

பட்டுள்ளது. 48, 8 ஆகியவற்றின் நடுப் புள்ளிகள் ஒரு 
நூலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. நூலின் இழுவிசை 37” 
என்று காட்டு. 

(4) ABCDEF என்னும் ஒழுங்கு அறுகோணம் முனைகளில் 
ஒன்றுடன் ஒன்று இறுக்கமற்று இணைக்கப்பட்ட ]7* எடையுள்ள 
ஆறு சமமான கோல்களைக் கொண்டது: 42 என்ற கோல் ஒரு. 
கிடையான மேசையின் மேல் தொடுகையிலிருக்குமாறு அறு 
கோணம் ஒரு நிலைக்குத்துத் தளத்தில் நிறுத்திவைக்கப் 
(பட்டுள்ளது. யம் 7-ம் ஒரு இலேசான நூலினால் இணைக்கப் 
பட்டுள்ளன. நூலின் இழுவிசை 17/3 என்று Poms. 

(5) ஆறு சமமான கோல்கள் அவற்றின் முனைகளில் 
இறுக்கமற்று இணைக்கப்பட்டு 42007 என்னும் ஒரு ஒழுங்கு 
அறு கோணமாக அமைகின்றன. 42 என்னும் கோல் உச்சி 
யில் கிடை நிலையிலிருக்குமாறு, ஒழுங்கு அறுகோணத்தின் 
வடிவம் குலையாமலிருக்க BC, CD ஆகியவற்றின் நடுப்புள்ளி 
Sep, AF, EF ஆகியவற்றின் நடுப்புள்ளிகளும் இரு 
நிலைக்குத்து நூற்களினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. ஒவ்வொரு. 
நூலிலும் இழுவிசை ஒரு கோலின் எடையைப்போல் மூன்று 
மடங்கு இருக்குமென்று நிறுவுக. 

(6) ஐத்து சமமான, சீரான கோல்கள் அவற்றின் முனை 
களில் இறுக்கமற்று இணைக்கப்பட்டு 4900 என்னும் ஒழுங்கு. 
ஐங்கோணமாக அமைகின்றன. றற ஆனது ஒரு கனமில்லாத 
கோலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளது. இச்சட்டமானது. 
யிலிருந்து ஒரு நிலைக்குத்துத் தளத்தில் தொங்கவிடப் பட்டுள்ளது. ஒரு கோலின் எடை 77” எனில், கோல் BEuS qysirer 

அழுத்தம் 17” ௦௦4 in என்று காட்டு,
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(7) நான்கு சீரான கோல்கள் 48020 என்னும் இணைகர 

மாக அமையும் வண்ணம் இறுக்கமற்று இணைக்கப்பட்டு 4 

யிலிருந்து தொங்கவிடப் பட்டுள்ளன. இணைகரத்தின் வடிவம் 

குலையாமலிருக்க Aud Cyd ஒரு நூலினால் இணைக்கப் 

பட்டுள்ளன. நூலின் இழுவிசை நான்கு கோல்களின் 

மொத்த எடையில் பாதியென்று காட்டு. ் 

(8) ச நீளமுள்ள நான்கு சமமான கோல்கள் மூனைகளில் 

இறுக்கமற்று இணைக்கப்பட்டு ஒரு முனையிலிருந்து தொங்க 
விடப்பட்டுள்ளன. இம் முனையும் எதிர் முனையும் ஒரு மீள் 

சக்தியுடைய நூலினால் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. கோல்கள் ஒரு 

சதுரவடிவில் தொங்குகின்றன. நூலின் மீள் தன்மைக் குணகம் 

ஒரு கோலின் எடைக்குச் சமமெனில், நூலின் இயல்பான நீளம் 

ov என்று காட்டு. 

(9) ஐந்து எடையில்லாத சமநீளக் கோல்கள் 4802 

என்னும் சாய் சதுரமும் அதன் ஒரு மூலைவிட்டம் திமியுமாக 

அமையும் வண்ணம் இணைக்கப்பட்டுள்ளன. யேல் ஒரு எடை 

7” பொருத்தப்பட்டு, இத்தொகுதியானது யிலிருந்து தொங்க 

விடப்பட்டுள்ளது. £றயில் அட ரக்குச் சமமான அழுத்தம் 

இருக்கிறதென்று காட்டு. 

(10) எடையுள்ள நான்கு சமமான, சீரான கோல்கள் 
4200 என்னும் சாய்சதுரமாக அமையுமாறு இருக்கமற்று 
இணைக்கப்பட்டுள்ளன. 2,0, ஆகிய ஒவ்வொரு முனையில் 17” 
என்னும் ஒரு எடை பொருத்தப்பட்டு, சட்டமானது யிலிருந்து 
தொங்கவிடப் பட்டுள்ளது. ,ஆகியவற்றில் கிடைத்தள 

மாகச் செயல்படும் 2 அளவுள்ள இரு விசைகள் | BAD 

கோணத்தை 120க்குச் சமமாக வைத்திருக்கிற தெனில் 2ஈ 
(W4+w)24/3 என்று காட்டு. 

(11) ச நீளமும், வ எடையுமூள்ள நான்கு சீரான கோல்கள் 

ABCD என்னும் சாய் சதுரமாக அமையுமாறு வழவழப்பான 

இணைக்கப்பட்டுள்ளன. இச்சாய்சதுரம் யிலிருந்து தொங்க 

விடப்பட்டு 8 என்னும் இலேசான கோலின் மூலம் சாய் சதுர 

வடிவம் குலையாமல் பாதுகாக்கப் பட்டுள்ளது. 7 ஆரையும், ௨ 

எடையுமூள்ள ஒரு சீரான வட்டத் தகடு கே யினுள்ளே 

அதன் தளம் நிலைக்குத்தாக யிருக்குமாறும், அதன் வழவழப் 

பான விளிம்பு 80, 20 யுடன் தொடுகையிலிருக்குமாறும்
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அதன் உச்சிப் புள்ளி க்குக் கீழேயிருக்குமாறும் வைக்கப் 
படுகிறது. | 24-09 எனில், தி௰ியிலுள்ள அழுத்தம் 

(07 SF 
மேலப் tan 6 sin?@ “27 

  

என்று காட்டு. 

(12) .॥/20287 என்னும் ஒரு ஒழுங்கு அறு கோணமும் 
அதன் மூலை விட்டம் ஈயும் இலேசான கோல்களின் முனைகளை 

வழவழப்பாக இணைத்து அமைக்கப்பட்டுள்ளன. AB, CD, 
ற, 4 ஆகிய பக்கங்களின் நடுப் புள்ளிகள் வழியே, பக்கங் 
களுக்குச் செங்குத்தாக, உட்புறம் நோக்கி க்குச் சமமான 

நான்கு விசைகள் செயல்படுகின்றன. கோல் ADuS quieren 

உ ட ட ச். . 
அழுத்தம் 43 என்று காட்டு. 

(13) 4 என்னும் மூலைவிட்டத்துடன் கூடிய 4202 
என்னும் ஒரு சாய்சதுரச் சட்டம் ஐந்து கோல்களினாலானது. 

பக்கங்களின் நடுப்புள்ளிகளில் பக்கங்களுக்குச் செங்குத்தாக 
உட்புறம் நோக்கி க்குச் சமமான நான்கு விசைகள் செயல் 
படுகின்றன. [| 88௬9 எனில், 4யேோிலுள்ள அழுத்தம் 

படல் 
(14) 2/ நீளமுள்ள 42, 40 என்னும் இருசமமான, சீரான 

கோல்கள் .ஏயில் இறுக்கமற்று இணைக்கப்பட்டு, ச ஆரையுள்ள 
ஒரு வழவழப்பான நிலைக்குத்து வட்டத்தின் மேல் வைக்கப் 
பட்டுள்ளன. அவற்றிற் கிடையேயுள்ள கோணம் 2 9 எனில் 
b sin?6=4 cos Q stor Pays. 

(15) 2/ நீளமுள்ள இரு சமமான, சீரான கோல்கள் 
அவற்றின் ஒரு முனைகளில் இறுக்கமற்று இணைக்கப்பட்டு, 2ஈ 
விட்டமுள்ள ஒரு வழவழப்பான நிலைக்குத்து வட்டத்தின் 
பரிதியின் மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளன. சமநிலையில் 
நிலைக்குத்துடன் ஒவ்வொரு கோலின் சாய்வும் ௦0 ் ள் யாரு sec? 9. cote 
௬/2 என்னும் சமன்பாட்டின் மூலம் தரப்படுகிறதென்று காட்டு, 

(16) /தீளமும், ம எடையுமுள்ள நான்கு கோல்களின் 
முனைகள் இறுக்கமற்று இணைக்கப்பட்டு 4800 என்னும் சாய் 
சதுரமாக அமைக்கப்பட்டுள்ளன. கீழ்முனை ௦யில் 77 என்னும்



ஒரு எடை பொருத்தப்பட்டு, ஒரே கிடைக் கோட்டின் மேலுள்ள 
இரு மூனைகளின் மேல் 48, 4 என்னும் கோல்கள் தொடுகை 

யிலிருக்குமாறு சட்டம் வைக்கப்பட்டுள்ளது. யும் யும் ஒரு 
நூலினால் இணைக்கப்பட்டு ஒரு கிடைக் கோட்டின் மேலுள்னன். 

மூனைகளுக்கிடையேயுள்ள தூரம் 2௦, கோணம் 4-2 எனில், 
நூலின் இழுவிசை 

tan x {5 (W+4a) cosectx -(W+20) } 

என்று காட்டு. 

(17) /நீளமூம், புறக்கணிக்கத் தக்க அளவில் எடையு 
மூள்ள நான்கு கோல்கள் வழவழப்பான பிணையல்களின் மூலம் 

இணைக்கப்பட்டு ABCD என்னும் சாய்சதுர வடிவில் அமைக்கப் 

பட்டுள்ளன. அதன் மிகத் தாழ்ந்த பிணையல் யில் 14” என்னும் 
எடை பொருத்தப்பட்டு, ஒரே கிடைக் கோட்டிலமைந்த இரு 

மூனைகளின் மேல் 42, 48 என்னும் கோல்கள் தொடுகையி 

லிருக்குமாறு அச்சட்டம் வைக்கப்பட்டுள்ளது. யும், Dub 

- ஒரு நூலினால் இணைக்கப்பட்டு ஒருகிடைக் கோட்டின் 

மேலிருக்கின்றன. இரு முளைகளுக்குமிடையேயுள்ள தூரம் 2௦, 

424 எனில், நூலின் இழுவிசை 17” 180 4 (2 cosec® x — 1 ) 

என்று காட்டு. 

(18) ஒரு முக்காலி [நீளமுள்ள மூன்று கால்களைக் 

காண்டது. அதன் கால்கள் நிலைக்குத்துடன் 9 கோணச் 

சாய்விலிருக்கின்றன. கால்கள் எவ்வளவு அகலமாக விரிக்கப் 

பட்டாலும் அவற்றின் குறுக்குவெட்டு எப்பொழுதும் சமபக்க 

மூக்கோணமாகவேயிருக்கும். முக்காலி ஒரு வழவழப்பான 

தளத்தின் மேல் வைக்கப்பட்டு, அதன் கால்கள் விரிந்து 

விடாமல் அவற்றின் அடிப்பக்கங்களைச் சுற்றிலும் ஒரு முடிவற்ற 

கயிற்றினால் கட்டப்பட்டுள்ளது. முக்காலியின் எடை அதன் 

உச்சி.பில் வைக்கப்பட்டுள்ள எடையுடன் சேர்த்து ம எனில் 

கயிற்றின் இழுவிசை 

T = tan 6 
343 

என்று காட்டு.
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(19 77 எடையும் [நீளமுள்ள நான்கு கோல்கள் வழவப் 
பாக இணைக்கப்பட்டு ஒரு சாய்சதுரமாக அமைக்கப் 

பட்டுள்ளது. 2௦ இடைவெளியில் ஒரே மட்டத்திலுள்ள இரு. 

முளைகளில் அதன் மேல் பக்கங்கள் தொடுகையிலிருக்குமாறு. 

அது வைக்கக்கப்பட்டுள்ளது. அதன் மிகத் தாழ்வான 

புள்ளியில் 77** என்னும் எடை வைக்கப்பட்டுள்ளது. சாய், 
சதுரத்தின் பக்கங்கள் நிலைக்குத்துடன் 0 கோணச் சாய்விலிருந் 
தால், 

in? 9a COW +) 
sin” 0= 4 LW") 

என்று காட்டு. 

(20) 480 என்னும் முக்கோணச் சட்டம் மூன்று இலேசான 
கோல்களைக் கொண்டது. 48, 40 ஆகியவை ஒவ்வொன்றின் 

நீளம் ர; 80யின் நீளம் 3 25 இடைவெளியில் ஒரே கிடைக் 

கோட்டின் மேலுள்ள 7, 0 என்னும் இருமுளைகளின் மேல் 42, 
AC ஆகிய கோல்களிருக்குமாறும், BC கிடையாகவும் 
4யானது க்குக் கீழேயும் இருக்குமாறு அது வைக்கப் 
பட்டுள்ளது. 4ீயிலிருந்து 17* என்னும் ஒரு எடை தொங்கவிடப் 

பட்டுள்ளது. கோல் யிலுள்ள அழுத்தம் ட W என்று 
a 

காட்டு. 

(21) உச்சி மேல் நோக்கி யிரூக்குமாறு வைக்கப்பட்டுள்ள 
ஒரு வழவழப்பான நிலைக்குத்துக் கூம்பினைச் சுற்றி வட்டமான பட்டையைப் போன்று 1” எடையுள்ள ஒரு முடிவில்லாத சங்கிலி சுற்றப்பட்டுள்ளது. கூம்பின் உச்சிக் கோணம் 2 எனில், சங்கிலியின் எடையின் காரணமாக அதிீலேற்படுகின்் ற 
இழுவிசை 608 ௩ என்று காட்டு, 

(22) எடையுள்ள 
துவாரத்தில் அதன் அச்சு 

நிறுத்தப்பட்டுள்ளது, த 
ஒரு நூல் இருமுறை ச 
படுகிறது. கூம்பு மே 

ஒரு வழவழப்பான கூம்பு ஒரு வட்டத் 
நிலைக்குத்தாகயிருக்குமாறு தலைகீழாக 
வாரத்தை யொட்டி கூம்பைச் சுற்றி 
ற்றப்பட்டு விறைப்பாக இழுக்கப் 

ல எழும்பும் தருவாயிலிருக்கும் போது 

நூலின் இழுவிசை ட 60 4 என்று காட்டு.



(23) 2௯2 இயல்பான "நீளமுடைய ஒருகனமான மீளியல் 
புடைய நூல் அரையுச்சிக் கோணம் எம், அச்சு நிலைக்குத் 

தாகவும் கொண்ட ஒரு வழவழப்பான கூம்பினைச் சுற்றி சுற்றப்: 

பட்டுள்ளது. நூலின் எடை 7, மீள்சக்திக் குணகம் 
7, எனில், சமநிலையில் நூல் அமைந்துள்ள வட்டத்தின் ஆரை 

(+57 cote) என்று காட்டு. | 

(24) ச நீளமுள்ள நான்கு இலேசான கோல்கள் A,B,C,D 
என்ற மூனைகளில் இறுக்கமற்ற நிலையில் ஒரு சட்டமாக 
இணைக்கப்பட்டு அீயிலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. 

&,௰யில் கட்டப்பட்டுள்ள 7 (/2 4/2) நீளமுள்ள இரு நூற்களின் 
மூலம் ஈ என்னும் பொருண்மை தொங்கவிடப் பட்டுள்ளது. 460 
என்னும் நூலினால் இச்சட்டம் சதுர வடிவமாக வைக்கப் 
பட்டுள்ளது. இந்நூலின் இழுவிசை 

a 

ims இ + V2P-a? | 

என்று காட்டு, 

(25) நான்கு சீரான கோல்கள் ஒன்றுடன் ஒன்று அவற்றின் 
மூனைகளில் இணைக்கப்பட்டு ஒரு நாற்கரமாக அமைந்துள்ளன. 
4.8, 40 ஆகியவை சமமாகவும், 80, 0 ஆகியவை சமமாக. 

வுள்ளன. இச்சட்டம் யிலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது.. 
4, ஆகிய முனைகள் ஒரு நூலினால் | 4.80 ஒரு நேர் கோண 

மாகயிருக்குமாறு இணைக்கப்பட்டுள்ளன. இந்நூலின் இழு: 

விசை (19:17) ஸ்? 69-17 என்று காட்டு,



10. சங்கிலியம் 

(CATENARY) 
முற்றிலும் வளைபும் தன்மை வாய்ந்த கயிறு, சங்கிலி ஆகிய 

வற்றின் தன்மைகள் பற்றியும், தொங்கவிடப்பட்ட நிலையில் 
அவற்றின் சமநிலை இழுவிசை ஆகியவை பற்றியும் இங்கு நாம் 
ஆராய்வோம். ஒரு சங்கிலி அல்லது கயிறு அதன் எந்தப் 
புள்ளிபிலும் எவ்விதத் தடையுமின்றி வளையக் கூடியதாயிருந் 
தால், அச்சங்கிலி அல்லது கயிறு “முற்றிலும் வளையும் தன்மை 
ours” (perfectly (1211616) சங்கிலி அல்லது கயிறு எனப்படும். 

சங்கிலியம் அல்லது கயிற்றுவளை (கெர்ரோகரு) 
ஒரு கனமான நீளியல்பற்ற கயிறு அல்லது சங்கிலி அதன் 

இரு முனைகளும் ஒரே கிடைக் கோட்டிலமைந்த இரு நிலையான 
புள்ளிகளில் பொருத்தப்பட்டு புவி.பீர்ப்பு விசையின் தாக்கத் 
தின் கீழ் தொங்குமேயானால், அதன் வடிவம் “கயிற்று வளை” 
அல்லது “சங்கிலியம்”” (ரகர) எனப்படும் வளைவரைவாகும். 
கயிறு அல்லது சங்கிலி.பின் ஒவ்வொரு அலகு நீளத்தின் 
பொருண்மையும் மாறிலியாக பிருந்தால் இச்சங்கிலியம் ஒரு 
“சீரான சங்கிலியம்”” (uniform catenary svag “பொதுச் 
சங்கிலியம்!” அல்லது :*சாதாரணக் கயிற்றுவளை common 
௯4௨) என்றழைக்கப்படும். 

'கொடுக்கப்பட்டுள்ள விசைகளின் செயற்பாடு களின் கீழ் ஓய்வு 
நிலையிலிருக்கும் ஒரு கயிற்றின் சமநிலைச் சமன்பாடுகள். 

4.8 என்ற கயிறும், அக்கயிற்றில் செயல்படும் விசைகளும் 
ஒரே தளத்தில் இருப்பதாகக் கொள்க. இத்தளத்தில் 0, 07 
என்னும் நிலையான செங்குத்துத் திசைகளை 2, அச்சுக்களாக 
எடுத்துக் கொள்க. .க4என்பது கயிற்றில் ஒரு நிலையான புள்ளி.
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கயிற்றின் மேல் இப்புள்ளியிலிருந்து 2 தூரத்தில் 7 என்னும் 

புள்ளியை எடுத்துக் கொள்க, இப்புள்ளி யின் ஆயத். 

தொலைகள் (௦) என்க, கயிற்றின் மேல் உக்கு அருகில் மிக 

நெருக்கமாக என்னும் புள்ளியை எடுத்துக் கொள்க. 

யிலிருந்து Cater தூரம் 25-68 என்றும், 0-வின் ஆயத், 

Qaendvacir (x+hx,y+dy) என்றும் கொள்க. எனவே, வில் 

71056 

  

    
படம் 245 

20-53, 2, ஆகிய புள்ளிகளில் கயிற்றின் இழுவிசைகள் 

முறையே 7, பர என்க, கயிற்றின் மீது செயல்படும்: 

விசைகள் யாவற்றையும் 02, 0 ஆகிய திசைகளில் விசைப்: 

பிரிப்பு செய்து, இத்திசைகளிலுள்ள விசைப்பிரிவுகளின் 
மொத்தங்களிலிருந்து கயிற்றின் ஒரு அலகு பொருண்மைக்கு. 

இத்திசைகளில் செயல்படும் விசைப்பிரிவுகளின் வீதங்களைக் 

காண்க, இவ்விசைப் பிரிவு வீதங்கள் முறையே &, 3” என்றும். 

ஒரு அலகு நீளக்கயிற்றின் பொருண்மை வீதம் 78 என்றும் 

கொள்க, எனவே, 20 என்ற விற்பகுதியின் பொருண்மை 

7862 ஆகும் எனவே, இவ்விற்பகுதியில் செயல்படும் விசை 

களின் விசைப்பிரிவுகள் 0 திசையில் 1055. உ-ம்; 09 திசையில் 

1527-ம் ஆகும், சியில் இழுவிசை ு தொடுகோட்டின் வழியே 

கீழ்நோக்கியும், வில் இழுவிசை 7'--63' தொடுகோடு வழியே 

மேல்நோக்கியும் செயல்படும். 0% உடன் இத்தொடுகோடு-: 

களின் சாய்வுகள் முறையே ூ, 45ம் என்க. எனவே, இவ் 

விரு தொடுகோடுகளுக்கிடையேயுள்ள கோணம் $ு/ ஆகும். 

Pula செயல்படும் இழுவிசை 7'யின் ox திசைக்கு இணையான 

dx 
விசைப் பிரிவு 7௦௦8 5ம் ஆகும். ஆனால், ௦08 “7 “5°
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dx ் 
27008 1-7, 2 

ஆனால், இவ்விசைப் பிரிவு 2யின் நிலையைச் சார்ந்திருப்பதால் 
“இதை 5இன் சார்பாக 7(86) என்று கூறலாம், 

dx அதாவது, 7,72-7(9. 
இவ்விசைப் பிரிவு &7 திசையில் செயல்படும், 

இதுபோல், வில் செயல்படும் இழுவிசை (751) ௦௦8 
(vt+sy) ஆகும். இவ்விசைப் பிரிவு டுவின் நிலையைச் சார்ந் 
திருப்பதால் இதை (5439)இன் சார்பாக /(9--52) என்று 
கூறலாம். 

அதாவது, ௦௦% திசையில் (7'--677)யின் விசைப் பிரிவு 

=f (s+ds) 

=F(9+es.4 79% வ 

தெயிலரின் தோற்றப்படி) 

:$9 என்பது மிகச் சிறியதாகயிருப்பதால் 84இன் இரண்டாம் 
படியும் அதற்கு மேற்பட்ட படிகளும் புறக்கணிக்கத் தக்க 
அளவில் மிகச் சிறியனவாக யிருக்குமாகையால் அவற்றைப் 
்ச்சியாக ஏற்றுக்கொள்ளலாம். எனவே, 0% திசையில் (7152) 

. d . யின் விசைப் பிரிவு-7()4.-. 72) ஆகும், இது 72% திசை 
பில் செயல்படும், 

ஆகவே, மடுவில் செயல்படும் எல்லா விசைகளின் 0% திசை 
வழிப் பிரிவுகள் 12 திசையில் டும், 23” திசையில் ஈர... 

79493. 7(2) ஆகும். 

20 சமநிலையிலிருப்பதால், ,7(9) 4 ர்வ வப f(s.) 

d அதாவது, 59 7 f(s)-+-m.35X =O. 

அல்லது, 4 f(s)emX <0.
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. dx . d dx _ 

ஆனால் S(s)= Tis,” as (7: Gtx =0 cas nee (ய 

இதுபோல்' 2டுவில் செயல்படும் எல்லா விசைகளையும் 07 
_ திசையில் விசைப் பிரிப்பு செய்து சமநிலைச் சமன் பாடு 

d dy க( ட] *௭4௭௦ ann?) 

என்று காணலாம். கயிற்றின் ஒவ்வொரு புள்ளியிலும், &, 77, ஈ 
என்பன தெரிந்தால் (1), (2) ஆகிய சமன்பாடுகளிலிருந்து அப் 
புள்ளியில் செயல்படும் இழுவிசை யையும், கயிற்று வளை 
வரையின் வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டினையும் பெறலாம். (1), 
(2) ஆகிய சமன்பாடுகள் கயிற்றின் சமநிலைச் சமன்பாடுக 
“OT GLb, 

பொதுச் சங்கிலியத்தின் சமன்பாடு 
{Equation of the common cate nry 

முனைகள் நிலையாசுப் பொருத்தப்பட்டுப் புவியீர்ப்பு விசையின் 
கீழ் தொங்கும் ஒரு கயிற்று வளையின் சமன்பாடு தாணல் : 

  

  AY Hy 

படம் 246 

ஒரே மட்டத்திலுள்ள .4, 2 என்னும் இருநிலையான புள்ளி 
களில் 4/2 என்னும் சங்கிலியின் முனைகள் பொருத்தப்பட்டு 

புவி.பீர்ப்பு விசையின் கீழ் தொங்குகிறது, 0 என்பது சங்கி 
லி.பின் மிகத் தாழ்வான புள்ளி, எனவே, பயில் சங்கிலியின் 
வளைவ௱ ரக்கு வரையப்படும் தொடுகோடு கிடையாகயிருக்கும், 

2 என்பது . சங்கிலியில் யிலிருந்து 8 தூரத்திலுள்ள ஏதேனு 

மொரு புள் ளி, எனவே, விப 07-,. ஒரு அலகு நீளச் சங்கி 
வியின் எடை 77 என்க, CP என்ற விற்பகுதியின் எடை ர ட 

ஆகும். இது சேயின் நடுப்புள்ளி வழியே நிலைக்குத்தாகக் கீழ் 
நோக்கிச் செய ல்படும்.
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| i கோடு வழியே கிடைத் யில் இழுவிசை 7', ஆனது தொடு 

திசையில் க ல்படும். மியில் இழுவிசை 7யானது தொடுகோடு 
வழியே மேல்நோக்கிச் செயல்படும், கிடைச்கோட்டுடன் 
மியிலுள்ள தொடுகோட்டின் சாய்வு 54 என்க, சே என்ற விற் 
பூதி சமநிலையிலிருப்பதால், 5, 7", 7” ஆகிய இம்மூன்று விசை 
களும் ஒரு புள்ளியில் (7-இல் என்க) சந்திக்கும். 

இவ்விசைகளைக் கிடைத்திசையிலும், நிலைக்குத்துத் திகை 
யிலும் விசைப் பிரிப்பு செய்து சமநிலைச் சமன்பாடுகள் 
அமைக்கவும். 

T sin ழ் = oS, 

Tcosy = T,, 

சங்கிலியத்தின் தாழ்வுப் புள்ளியின் 
என்பது ௦ நீளச் சங்கிலியின் எடைக் 
கொண்டால், 

இழுவிசையாகிய 7”, 
குச் சமமென எடுத்துக் 

27%, : ௰௦ ஆகும், 
ஃ17008 1ம். ஓர, 

ற். ஒடி டட 
“ fan Y= Toos we” ¢ 
அல்லது 7- 21821 ம், 

இது சங்கிலியத்தின் “உள்ளீட்டச் சமன்பாடு” (15171051௦ Equation) என்றழைக்கப்படுகிறது, 2 என்பது பண்பளவை (Parameter) ub. 

பொதுச் சங்கிலியத்தின் தேக்காட்டின் சமன்பாடு (கோர681௨ Equation of the Com mon Catenary) 

tan y= ay ஆகையால் சங்கிலியத்தின் உள்ளீட்டுச் 
சமன்பாட்டை 

dy 
s=¢, ax 

என்று எழுதலாம். 

d. த ட் ௩ ம என்று எழுதினால், 3-5 22 ஆகும்,
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இரு udéaged x-gu Gurg gs amaul@ Cleuis, 

as 
ax ox 

wk Jaa 
dp 

ஃ ஏரு உ 5 2 

dp 
ல்ல d: se Ce —, அல்லது ரீஜீ$ ௮ ட ர Vite 

“ Xec. sinh—) (pj) +k,. 

அதாவது, xX =~ c. sinh-! ( 2 48. 

இப்பொழுது, வேழியே செல்லும் நிலைக்குத்தை ந-அச்சாக 
எடுத்துக் கொண்டால், 

ஸேல், 3௯0 =0. 
dy 

a ax . 

0௨௦ sin h-1 (O)+ky " 

அல்லது, ky ௯0. 

“ X= csin Ao! ( ள் ) 

dy x பன 
அல்லது, 81 8-1 ( ௬ \ 

ஆய sin Al = 

dy =sin hm. ax, 

31. B.—40
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. Sdy= [sink mdxtk, 

aoog, y=ccosh —+k,. 

QuQurapg, Cdr Sp y wFF c தூரத்தில் ஆதியை 
எடுத்துக் கொண்டால், %- 0 எனில்] 

2-௬ 20084 (0)--67- 218, 
௪௦. im 

ஆகவே, y= coosh — age --- (2) 

இதுவே, பொதுச் சங்கிலியத்தின் தேக்காட்டின் சமன்பாடு 
(Cartesian equation of the common catenary) a,@td. 

0 வழியே செல்லும் கிடைக்கோடு (அதாவது %ஃ-அச௬) 
பொதுச் சங்கிலியத்தின் *இயக்கு வரை” (மா) எனப் 
படும். மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியாகிய 0-யானது சங்கிலிவத்தின் 
உச்சி (Vertex) எனப்படும். இந்த உச்சியின் வழியே 
செல்லும் நிலைக்குத்துக் கோடு (அதாவது )-அச்௬) சங்கிலியத் 
தின் “சமச்சீர் அச்சு (axis of ஜா) எனப்படும். 
சங்கிலியம் இச் சமச்சீர் அச்சினைச் சுற்றி இருபுறமும் சமச்சீராக 
யிருக்கும். சங்கிலியத்தின் முனைகள் பொருத்தப்பட்டுள்ள 4, 8 
என்னும் நிலையான கிடைக்கோட்டுப் புள்ளிகளுக்கிடையே 
யுள்ள தூரம் $வளைவரை விட்டம்: (Span) என்றழைக்கப்படு 
கிறது. .48-லிருந்து 0-பின் தாழ்வு *தொய்யல்” அல்லது 
*தொய்வு” (982) என்றழைக்கப்படுகிறது. 

சங்கிலியத்தின் தன்மைகள் i ன 

சங்கிலியத்தின் உள்ளீட்டுச் சமன்பாட்டிலிருந்து, அதன் 
தன்மைகள் பற்றீய பின்வரும் சமன்பாடுகளைப் பெறலாம் 

3218ம், 

ds my ap" 2 60ம், 

. ax o 
MOV, F- = cosy
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dx _ dx . ds, 
ayo ds ay ட 

௭௦08 1ம். c sect. . 

=c.sec Y. 

ஃ dx=csec df. 

Jdx=c Jsec W d+. 

அல்லது, % ௦ 102 (8601ம் 1811) 4. 

ஆனால் 0 எனில் =O 4-0 ஆகும். 

1 
௩ 

ஃ 3-௦ 102 (5601ம் ங்கம்) wes ve. 3) 

. dy dy = ds G ௮ல் பம ணை ணை அள 

=sin YW. c sec? ் ட்ட 

=c sec Y tan Wy. 

dy =csec tan by dw 

svg, fdy=cfsecp tany dvt+B. 
அதாவது, y = csec + 2. 

MOV, Vor crafe, =O -B=O0. 
“ yc sec. 

ஆகவே, x= 2102 (960 1ம4-(20 Vf): 

= c log (c sec tc tan WY) 
‘ 6 

= cos( us ) 

yrs 
6 

] கொட்டா) 

“மேலும், (4) -லிருந்து, 

yacise?y' = > 

~c?(1+taa* yf) 5 

= c%4 ¢3 tan?y 
ae ORL go? 

ee 
ee J vee 
ந் * we 

ற 

fb ௬ 

அதாவது, ந ௦ los(



628 அடிப்படை இயந்திரவியல் 

அதாவது நூ 2 one wee (6) 
Gugid, (1) -O@ pg, s=ctany 

7 & ax 

= csinh~ 
6 

ரவ, ட தல சஹர். அதாவது, ணு 2 eee oes (7) 

(5), 6) ஆகியவற்றிலிருந்து, 

x=c log (Vets) see nee tee ae (8D 

என்று காணலாம். 

இப்பொழுது, 44 என்பது 48.ன் நடுப்புள்ளி என்க. 
எனவே, 44 ஆனது )-அச்சின் மேலிருக்கும். 4707 என் பது சங்கி 
லியத்தின் தொய்வு (982) ஆகும். இத் தொய்வு ர எனக் 
கொண்டால், 480 - $ ஆகும், எனவே, சங்கிலியத்தின் 
இறுதிப் புள்ளிகளாகிய A, B ஆகியவற்றின் நிலைத்தூரங்கள் 
(ordinates) y=c+h ஆகும். மேலும், சங்கிலியத்தின் மொத்த, 
நீளம் 2! எனில், 04-08] ஆகும். அதாவது, இறுதிப் புள்ளி 
களாகிய 4, B ஆகியவற்றில் 5 =] ஆகும், 

srorGou, B=(x, y) எனில், 

8௯0 ய 
62 

BOO, y? =c* +5? 

ட பிறை s? 

=(y+s) 9-3) 

(ts)? 
c 

(y+s)* 
0420-2 

21 (217 
™ 510 (5) 

Xe 5 log 

£ 
- 5102
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cf ட) 

  

2 c+h-l 

. c+h+l 9 
ee 2x=c log (a) eee ose eae eee ( ) 

ஆனால், .88-2, ஆகையால், 

cthtl 
சங்கிலியத்தின் வளைவரைவிட்டம் (8080) - 2 102 c+h-1 

என்று காண்கிறோம், 

சங்கிலியத்தின் ஏதேனுமொரு புள்ளியில் இழுவிசை 
சங்கிலியத்தின் உள்ளீட்டுச் சமன்பாடு 2௦180 ம் என்று 

நாமறிவோம். 

ds 
4 apn? sec? yy. 

dy _ ad ds எனவே, 2ம் றம் 

=e sin W.c sce’? 

=c sec WV tan WY 

dy=c sec W tan dye 

அல்லது, [ஸ் -2 ] 8601ம் 18௩3ம் சீர்க 

அதாவது, 3-௯ 2 9601ம் A. 
2 எனில், மூடு 4-0. 

2860 ம். 

இப்பொழுது, 2) என்ற புள்ளியில் இழுவிசை 7 எனில், 

கிடைத்தள விசைப் பிரிவுச் சமன்பாட்டிலிருந்து, 

T cos ~ =T,=ac 

சான்று அறிவோம். 
. T=we sec py 

=wy. ; 

MASsroug, T= wy see oo wee wee eee (10) 

அதாவது, சங்கிலியத்தின் ஏதேனுமொரு புள்ளியில் சங்கி 

வலியின் இழுவிசையானது இயக்குவரையிலிருந்து அப்புள்ளி 

பின் உயரத்திற்கேற்ப மாறுபடுமென்று காண்கிறோம்,
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குறிப்பு 1: சங்கிலியத்திலுள்ள 2) (ட 1), Ps (Xa, Yad 
என்னுமிருபுள்ளிகளில் சங்கிலியின் இழு விசைகள் முறையே 

T;, Ts எனில், 

71 ஈம] ம ௬ ல] 

என்று கண்டோம். 

ரிழா மிமோறிி ace neem (LLY 

அதாவது, சங்கிலியத்தின் ஏதேனுமிரு புள்ளிகளில் சங்கிலியின் 
இழு விசைகளின் வித்தியாசம், இயக்குவரைக்குமேல் அப் 
புள்ளிகளின் உயரங்களின் வித்தியாசத்திற்கு விகித சமத்தி' 
லிருக்கும். 

குறிப்பு 2 : சங்கிலியத்தின் ஏதேனுமொரு புள்ளியில் இழு. 
விசையானது, இயக்குவரைக்குமேல் அப் புள்ளியின் உயரத் 
திற்குச் சமமான நீளச் சங்கிலிப் பகுதியின் எடைக்குச் சம. 

மாகும். 

சங்கிலியத்தின் ஏதேனுமிரு புள்ளிகளில் செயல்படும் இழு. 
விசைகளின் வித்தியாசமானது, இயக்குவரைக்கு மேல் அப் 
புள்ளிகளின் உயரங்களின் வித்தியாசத்திற்குச் சமமான நீளச் 
சங்கிலிப் பகுதியின் எடைக்குச் சமமாகும், 

குறிப்பு 3: ஒரே கிடைமட்டத்திலுள்ள இருநிலையான 
வழவடிப்பான முளைகளின் (அல்லது கப்பிகளின்) வழியே 
செல்லும் ஒரு கனமான சீரான சங்கிலி சமநிலையில் தொங்கிக் 
கொண்டிருந்தால், அச் சங்கிலியின் இருமுனை களும் அம்முளை 
களுக்கிடையே தொங்கிக் கொண்டிருக்கும் சங்கிலிப் பகுதி: 
யால் அமையப்பெற்ற சங்கிலியத்தின் இயக்குவரையின். 
மேலிருக்கும். 

ஏனெனில், ஒவ்வொரு மூளையிலும் இழுவிசையானது 
இயக்கு வரைக்கு மேல் முளையின் உயர த்திற்குச் சமமான நீளச் 
சங்கிலிப் பகுதியின் எடைக்குச் சமமாகயிருக்குமாகையால், 
மூளையிலிருந்து இயக்குவரை வரை தொங்கிக் கொண்டிருக்கும் 
சங்கிலிப் பகுதியின் எடை அம் மூளையிலுள்ள இழுவிசையை 
விளைவு நீக்கி விடும். ஆகவே, சங்கிலியான இரு மூளைகளிண் 
வழியே சமச்சீருடன் தொங்கிக்கொண்டிருக்க முடிகிறது.
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மாதிரி 183 ; ஒரே கிடைக் கோட்டிலுள்ள 4,£ என்ற இரு 
புள்ளிகளிலிருந்து / அளவு நீளமுள்ள சீரான சங்கிலியம் 
தொங்கவிடப்படுகிறது. எல்லை இழுவிசை மிகத் தாழ்ந்த 

புள்ளியின் இழுவிசை போல் ஈ மடங்கு ஆனால் 

  

7 —— 
AB= FS M08 ( at Jattl ) 

என நிறுவுக. (மதுரை பி.எஸ்ஸி. 1973 ஏப்.) 

தீர்வு : 

(வழக்கமான குறியீடுகளை நினைவிற் கொள்க) 

A,B என்பன சங்கிலியத்தின் எல்லைப் புள்ளிகளாகும். 

-(%2) என்பது, 7, Tp என்பன முறையே மிகத் 

தாழ்ந்த புள்ளியிலும், எல்லைப் புள்ளி மயிலும் உள்ள இழு 

விசைகள் என்க, 1ம் என்பது யிலுள்ள தொடுகோடு இயக்கு 

வரையுடன் கொண்டுள்ள சாய்வுக் கோணமெனில், 

Te=n.T, =n.we 
ஆரும், 

Bend Ty = wy 

*. @OY=NwWC 

அல்லது ந - 72 

ஆனால், ந - 2860 ம் ஆகையால், 72௮0 860 “ம. 

“. sec =n 

அல்லது, tan Y= / 49-1, 

சீ 
சங்கிலியத்தின் நீளம் / ஆகையால், 22ஈ/. அல்லது $= 5 - 

ஆனால், 7௮ 148] மு 

1: ௨௨௨௨ 
ரி 2 - ce /nt 71 

c= i 
2V ni — 
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3௩2102 (860 Y+tan Y) 

- ஜுர (சச்ண்ாய) 

    

I —_— 
ererGou, ABm2x = ல் ( a+ Jn] ) 

மாதிரி 184: ஒரு சீரான சங்கிலியின் முனைகளிலுள்ள 

கண்ணிகள் ஒரு நிலையான உராய்வுடைய கிடையான கோலின் 

மேல் நழுவக்கூடியனவாயிருக்கின்றன. உராய்வுக் கோணம் 

உளனில், மீப்பெருவளைவரை விட்டமும், சங்கிலியின் நீளமூம் 

log cot x ் 601 ), என்னும் விகிதத்திலிருக்குமென்று நிறுவுக. 

தீர்வு 1 

420 என்ற சங்கிலியத்தின் முனைகள் சியும் மயும் 48 
என்னும் உராய்வுடைய கிடையான கோலின் மேல் நகரக் 
கூடியனவாகயிருக்கின்றன, எல்லைச் சமநிலையில் சங்கிலியத் 

nh T 

17, 
B pr 

  

  

படம் 847 

தின் வளைவரை விட்டம் மீட்பெரிதாகயிருக்கும், இம் மீப்பெரு 
வளைவரை விட்டம் 48 என்க. எல்லைச் சமநிலையில் 5-லுள்ள 
இழுவிசை 7' என்க, மயில் கோலின் எதிர்விசை R 
கோலுக்குச் செங்குத்தாகவும், முனை யானது 8.4யை நோக்கி 
நகர மூயலுமாகையால் யில் உராய்வு விசை ம வெளிப்புற 
மாகவும் செயல்படும். எனவே, 7' ஆனது 7, PR ஆகியவற்றின் 
விளைவு விசைக்குச் சமமாகயிருக்குமாகையால், 7க்கும் &-க்கு 
மிடையேயுள்ள கோணம் உராய்வுக் கோணம் ), ஆகும். 
எனவே, மியிலுள்ள தொடுகோட்டிற்கும், இயக்குவரைக்கு 
மிடையேயுள்ள கோணம் (90£--),) ஆகும்.
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அதாவது, *-(90₹-)3 

இட்பொழுது, -(%,) எனில், 

x=c log (secy+tany) 

=c log [sec (90° — \)-+tan (90° - »] 

=c log [cosech +cot)] 

_ 21௯( I+cosr ) 
sind 

  

142 cos** -1 
=C¢ log ட அஆ ட 

2 sin 7608 ன 

21 x ¢ log cot 2. 

ஃ மீப்பெருவளைவரை விட்டம் 2x =2c log cot x 

சங்கிலியின் நீளம் - 27-2௦ 18௫ 5 

= 2c. tan (90° -d) 

=2ecotr 

x 
ot = 

மீப்பெருவளைவரை விட்டம் 2c log ¢ 2 

சங்கிலியின் நீளம் 22000) 

x 
log cot x 

~~ cot A. 

மாதிரி 185 : ஒரு பட்டமானது கையிலிருந்து பட்டம் வரை 

600 அடி நீள நூலினால் பறக்கவிடப்படுகிறது. கையிலுள்ள 

ஒரு விற்றராசில் 100 அடி நீள நூலின் எடைக்குச் சமமான இழு 

விசை காட்டப்படுகிறது கையருகில் நூலானது கிடைக் 

கோட்டிற்கு 30” சாய்வலிருந்தால் கைக்குமேல் பட்டத்தின் 

நிலைக்குத்து உயரத்தைக் காண்க, 

தீர்வு ₹ 

நூ என்பது கையின் நிலை; 4 என்பது பட்டத்தின் நிலை. 

எனவே, 174 என்னும் வளைவு யை உச்சியாகக் கொண்ட ஒரு 

சங்கிலியத்தின் ஒரு பகுதியாகக் கொள்ளப்படலாம். ்
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H-& girder இழுவிசை 7; ஆனது 7/-லுள்ள தொடு 
கோட்டின் வழியே செயல்படும். இத் தொடுகோடு கிடைக் 

கோட்டுடன் 30” சாய்விலிருப்பதால் 57-30 ஆகும், மேலும், 

அமைக ஒர வகுலுகைகைமலி கவ க்கட்டிகவ் எட. ee 

  

  

படம் 248 ; 
Ty என்பது 100 அடி நீள நூலின் எடைக்குச் சமமாகும். 
எனவே, ௰ என்பது ஒரு அடி நீள நூலின் எடையெனில், 

7௯ 100. 

ஆனால், 774 (23) எனில், 7 6 ஆகும். 
ஃ 2 100 அல்லது, 3100, 

மேலும், 4 ௦860ம் யிலிருந்து, 

100 = 686030 = ¢. 2 
3 

2௩50 3 

வில் 024-2 எனில், 2-2 (ஊழ் - 50/3. tan 30° 
= 1 = 504/3,—_ 250 Vv 73 

* ட ஈவில் 0.4 வில் 0/7-வில் 144-501 600 650. 
A= (31) எனில், 

திர 2” 
“ (504/3)* -- (6507 

50? x 34-50? x 132 
= 50? (34169) 
= 50° x 172 

A= 504/172 = 50x 24/43 = 1004/43. 
எனவே, கைக்குமேல் பட்டத்தின் உயரம் y, ~ y= 100/43 - 

100-100 (4/43 -1) அடி. 
மாதிரி 186: 90 செ.மீ, நீளமுள்ள கனமான, சீரான கயிறு 

ஓன்று வெவ்வேறு உயரங்களிலுள்ள இரு மூளைகளின் வழியே
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தொங்குகிறது. முளைகளுக்கு வெளியே நிலைக்குத்தாகத் தொங் 

கும் பகுதிகளின் நீளங்கள் 30 செ.மீ., 33 செ.மீ. எனில், சங்கிலி 

யத்தின் உச்சி கயற்றின் முழு நீளத்தை 4: 5 என்னும் விகிதத். 

தில் பிரிக்குமென்று காட்டு, 

தீர்வு : 

240217 என்ற கயிறு A, 2 என்ற முளைகளின் வழிே!? 

தொங்குகிறது. கயிறு சமநிலையில் தொங்குவதால், கயிற்றின் 

மூனைகளிரண்டும் இயக்குவரையின் மேலிருக்கும். அதாவது,. 

4.44 என்பது முளைகளுக்கிடையே கயிற்று வளையின் இயக்கு 

வரையாகும். 0 என்பது இக் கயிற்று வளையின் உச்சி என்க. 

33 

  

  

| O° ௩ M 

படம 249 

4130 செ.மீ., 84-33 செ.மீ. முளைகளுக்கிடையேயுள்ள 

கயிற்று வளையின் 40, 08 ஆகிய பகுதிகளின் நீளங்கள்' 

மூறையே 8,, 89 என்க. 

* Sy+5, =90 - (30433) = 27 செ.மீ. உ என்பது 1 செ.மீ. 

நூலின் எடையெனில், 

7 4யில் இழுவிசை 

௫30 செ.மீ. நூலின் எடை 

= 30 w. 

இதுபோல், 7'ந-- நியில் இழுவிசை - 33 ம. 

கீ (200/0. 8-6, என்க. 
ன yi = 30, ye = 33. 

yyrac*tsy? 2 c?+5,? = 30° 
நு மவ” &. c?+8,7 =33? 

5g? 542 = 33? — 30? 
(sat51) (52-51) = 633 

ப 63%3 _ 63x3_. 
Set; 27 , 

ஒத அ இடக்
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அதாவது, 5_--8௬27 
Sy—-5,=7 

§,=100¢08, s,=17 Get, 

paGeu, LAC =LA+ AC =30 செ.மீ.-ட10 செ.மீ. ௮40 செ.மீ, 

CBM =CB+MB=s,+33 Oe... =176¢18.4+330e.8 

=50 Oeuf, 
. கயிற்றின் LAC gs _ 40 கெ.மீ. 4 

த் 

அதாவது, சங்கிலியத்தின் உச்சி கயிற்றை 4: 5 என்னும் விகிதத் 
நில் பிரிக்கிறது. 

மாதிரி 187 : ஈ ஆரையுள்ள ஒரு வட்டக் கப்பியின் பரிதியில் 
மூன்றில் இரண்டு பாகத்தைத் தொட்டவாறு கப்பியின் வழியே 
தொங்கக் mae கனமான முடிவற்ற சங்கிலியின் நீளம் 

+ Ft 

“ting ai v3) 
என்று காட்டு. 

  

  

  
படம் 850 

தீர்வு: 
0 என்பது கப்பியின் மையம். 0,422 என்ற முடிவற்ற சங்கிலி 

கப்பியின் மேல் 42 என்னும் ப குதி தொட்டுக் க் 
மாறு தொங்கிக்கொண்டிருக்கிறது. தாட்டுக்கொண்டிருக்கு
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வில் APB-or fem - 52% வட்டத்தின் பரிதி 
2 

- 3 X 2a 

4 na 3 ச் 

| AGB= ure 0-ல் தாங்கும் கோணம் ந x 360° = 120°. 

“ |AGM= | MGB=60°. 

B-gueitar தொடுகோடு இயக்கு வரையை 7௩ல். 

சந்திக்கிறது. 

|227- 1007-00” ஆகையால், 607.8 ஒரும்வட்ட 
நாற்கரம். 

உ 39 | BTX= | BGO=60°. 

GA=GB= Qeng =a. 

MB=a sin 60°= vs . 

B=(x,y) ctahe, x= பட 

எனவே, 3-0 102 (8601-1201) -லிருந்து, : 

v3 a= c log (sec 60°+tan 60°) 

=c log (2+ 4/3} 

ஃ கட்டமே 
21௦2 (24 47%) 

3 ௯2 18மர்-லிருந்து, 

of CB=c tany 

- ப v3a . tan 60° 
2 log(2+ 1/3)
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Nj a 

™ 2 fog(2+ 13) 43 

3a 

log (2+ v3) 

34 
log(2+ 3) 

சனவே, கயிற்றின் நீளம் அ வில் ,402-ட வில் APB 

ஃ 408 பகுதியின் நீளம் -2% வில் 68 

ட 3a + 4 na 

log(2+13) 3 

=a ண்ட் Fh 

மாதிரி 188: சாதாரணக் கயிற்று வளையின் ஒரு வில்லின் 
இரு நுனிகளில் உள்ள தொடுகோடுகள் கிடைக்கோட்டுடன் ஃ 
$ எனும் கோணச் சாயலில் உள்ளன. வில்லின் நீளம் 7 
என்றால், வில்லின் ஒரு மூனை மற்றொரு மூனைக்கு மேலே 

X<+B , 
I sin உ 008 3 5 B உயரத்தில் உள்ளது எனக் காண்க. 

  

  

(அச்சுக்கு ஒரு புறத்தில் வில் உள்ளது) 

(மதுரை பி.எஸ்ஸி,, 1972 செப்.) 
தீர்வு: 

2.4 என்பது 6-யை உச்சியாகக் கொண்ட ஒரு சாதாரணக் 
கயிற்று வளையின் ஒரே புறத்திலுள்ள ஒரு விற்பகு தி. 

4, ஆகிய புள்ளிகளில் வரையப்படும் தொடுகோடு 
களுக்கும் கிடைக்கோட்டுக்குமிடையேயுள்ள கோணங்கள் 

ஈரடி ம எனில், 

ம் மூ ௩3 
ஆகும், 

CAzs,, 8-4, எனில் வில் BA=s, -Sge Ao 

4௬௩ (2000, 8 -02.என்க, ்
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B-&@ GwGe A-or a_wgib= BD 

=yi~Jye 

$,~=e tan «<, s,=c tan B. 

l=s,-$, = c (tan « ரு) 

  

    

  

-¢ ( sinx sin ) . 
cos<x  cosB 

c sin (X- 8) 
0084 0083) * 

yVy=c sec X, yp, =e sec B. 

. Vy Yg =e (secx - 860) 

(0௦58 - 6035) 
mC 00%: 0090 

. Vi-Ya_ cos B- cos x 
11 ரர sin (x - B) 

<t8 x-B.- 
2 sin > sin—5 

  

asin பர



640 அடிப்படை இயந்திரவியல் 

  

  

+ 008 —. 
.. X+B ௩-8 

2 2. 

  

மாதிரி 189: 2/ நீளமுள்ள சீரான சங்கிலியொன்று அதன் 
மூனைகள் ஒரே கிடைமட்டத்திலிருக்குமாறு தொங்கவிடப் 
பட்டுள்ளது. சங்கிலியின் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளி மூனைகளுக்குக் 

கீழே நிலைக்குத்தாக ஈ தூரத்திலிருக்குமாறு அதன் முனை 
களிரண்டும் வைக்கப்பட்டுள்ளன. இரு முனைகளுக்குமிடையே 
யுள்ள தூரம் 27. சங்கிலியத்தின் இயக்கு வரையிலிருந்து மிகத் 
தாழ்ந்த புள்ளியின் தூரம் ॥ எனில், 

2a? It | so tan He ன் ட Fina log Tog TOO, tan h-= Fata எனறு 

  

திறுவுக. 

தீர்வு : 

சங்கிலியின் முழு நீளம் 2]. 

மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியிலிருந்து ஒரு முனைவரையுள்ள பகுதி 
யின் நீளம் 2 எனில், 9-7, 

சங்கிலியின் ஒரு முனை (x,y) எனில், 

2%- முனைகளுக்கிடையேயுள்ள தாரம் 2 

ஃ ௬2. 

சங்கிலியத்தின் தொய்வு ர, 

இயக்குவரைக்கு மேலே மிகத்தாழ்ந்த புள்ளியின் தூரம் -2 
ஃ 9 இயக்குவரைக்கு மேலே ஒரு முனையின் தூரம் (2-2)
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எனவே,ந 21-77 இலிருந்து, 

(e+a)? =c?+/? 

ஃ 2ca= (1% - a?) . 

  

டத 

அல்லது, c= ! a 

மேலும், s=ctan மம் யிலிருந்து, 

l= ctan Vr. 

2al 

oat 
y=c sec Wured நு௯ 0-டர என்று பிரதியிட, 

“tany = 4 = 

cta= csec ம. 

3 2 

saeco w= 81, S244 2, ௪ 

இம்மதிப்புக்களை 3- 2 102 (860 17-18 மச்) யில் பிரதியிடவும். 

ட ne : x= Sgt ng [ Be | womans 
  

_ 1?-a? (1+a)? 
a= ஆழ: 102: ௧௪ 

~ 22a log Ita 
2a a ar 

2u* I+a 

[337 10௦2-7 8” 

  

மேலும், ந 2008 யில் 3 அ,ற- 0860 1ம் என்று பிரதியிட, 

2௦088. csec Y = 0008 4-2 

அல்லது, 008 / = = sec W. 

௮, இ.-41
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இப்பொழுது, 2 - 281 = யில்:சஃ 2 1811ம், 2 என்று பிர் 

யிட, 

ait 
e tan: ஸ் = ¢ sin h — 

அல்லது, sin A * = tan ம். 

inh sin tan 
~ “sec 

    

~ cos h— 
£ வ 

21. [ர 
Poa * 42 

2al 

“ரள: 

அதாவது, ம / < = 

மாதிரி 190: 2/ நீளமும் 17” எடையுமுள்ள சீரான சங்கிலி 
யொன்று ஒரே கிடைமட்டத்திலுள்ள A, B என்னுமிரு புள்ளி 
களிலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. சங்கிலியின் நடுப் 
புள்ளி ஓயில் 2 என்னும் ஒரு பளு தொடங்கவிடப்பட்ட 
போது, ABE GS ECip நடுப் புள்ளியின் ஆழம் ர் என்று காணப் 
பட்டது. ஒவ்வொரு எல்லை இழு விசையும் 

/ [3-7 

என்று காட்டு, 

தீர்வு 
4, 8 என்னும் கிடைமட்டப் புள்ளிகளில் ADB என்னும் 

சங்கிலி தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. ி என்பது சங்கிலியின் 
நடுப் புள்ளி. றயில் 2 என்னும் எடை தொங்கவிடப்பட்ட 
போது ற யானது £' என்னும் நிலைக்குத் தாழ்ந்து விடுகிறது. 

MD' =h (கொடுக்கப்பட்டுள்ளது), 

ம் ஆகிய புள்ளிகளின் தொடு கோடுகள் கிடைக் 
கோட்டுடன் முறையே ஷ, 8 கோணச் சாய் : - ் 'ய்வுகளிலிருப்பதா கக் 
கொள்க, 2'-இல் AD’, D'B ஆகிய சங்கிலிப் பகுதிகளில்



சங்கிலியம் * ஃ் 

செயல்படும் இழுவிசைகளிரண்டும் 'சமமாக, தொடுகோடு 
களின் வழியே மேல் நோக்கிச் செயல்படும்: இச்சம இழு 
விசைகளை 7 என்க. 

  

  

  

படம் 252 

இப்பொழுது, மயில் செயல்படும் விசைகளின் நிலைக் 
குத்துப் பிரிவுச் சமன்பாடு காண்க. 

P = 2T sin B. 

AD’, மீ௰' ஆகிய இரு சங்கிலிப் பகுதிகளையும் இரு வடி 
வொத்த சங்கிலியங்களின் பகுதிகளாகக் கருதலாம். 

எனவே, £' - (6, y) எனில், 
T = wy = wc sec 8 

“ P = 2wc sec B. sin B = 2 we tan B 
= 2 ws(aGlerahe s=ctan Y= ctan ட) 

BECO 2) Pors sedGuIer Qurgss cron. W 

€ [/ ns
 

இப்பொழுது, இயக்கு வரைக்கு மேலே சீயின் உயரம் = 

(2-1). 6 என்பது 2' யைப் பகுதியாகக் கொண்ட சங்கிலியத் 
தின் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியெனில், 0001-2; மேலும் றற = I, 

CB = (s+)
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எனவே, முனை BSG y=c*+s? என்னும் சூத்திரத்தைப் 
பயன் படுத்தினால், 

(y+h)? “2 (24) 
தவிர புள்ளி £'க்கு, ந* - 21-25. 
கழிக்கவும் : 2] 685 =2sl +1? 

2hy = 2si+-1* ~h? 

அல்லது ym ge (2814 P தூ) 

இயக்குவரைக்கு மேலே £யின் உயரம்-- நட 

= a (28141 ~ ht) th 

ன (1 - 12௭) 

mp (P+ W425!) 

- a| Pte +2 ॥] 

யுவி 
ஃ மியில் எல்லை இழுவிசை 1, (9-1). 

wo 22] 
"or a" கப 

ப பப 
th h 

[325 1 

பர “ஜட ரப] 
பயிந்தி 22 

(1) ந-2 ௦௦2] 2 என்ற சங்கிலியத்தின் எந்தப் புள்ளியின் 

நிலைத் தூரத்தின் அடியிலிருந்து அப்புள்ளீயின் தொடுகோட்.
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டிற்கு வரையப்படும் செங்குத்துத் தூரம் மாறிலியாகயிருக்கு 
மென்று காட்டு. 

2) 50 அடி நீளமுள்ள ஒரு சீரான சங்கிலியின் முனைகள் 

ஒரே கிடைமட்டத்திலுள்ள இரு புள்ளிகளில் பொருத்தப்பட் 

டுள்ளன. இப்புள்ளிகள் ஒவ்வொன்றிலுமூள்ள இழுவிசை மிகத் 

_ தாழ்ந்த புள்ளியிலுள்ள இழுவிசையைப் போன்று மூன்று 

மடங்கு எனில் அப்புள்ளிகளுக் கிடையேயுள்ள தூரம் 

25 
5 log (34273) என்று காட்டு. 

(3) / நீளமுள்ள ஒரு சீரான சங்கிலியின் மூனைகள் ஒரே 
மட்டத்திலுள்ள இரு புள்ளிகளில் பொருத்தப்பட்டுள்னன. 

இப்புள்ளிகள் ஒவ்வொன்றிலுமுள்ள இழுவிசை மிகத் தாழ்ந்த 
புள்ளியிலுள்ள இழுவிசையைப் போன்று இருமடங்குகளெனில், 

ட ட்ட / - 
வளைவரை விட்டம் V3 log (2+ 4/3) என்று காட்டு. 

(4) 2/ நீளமுள்ள ஒரு கனமான சீரான கயிற்றின் 4, 2 

என்னும் முனைகள் ஒரு நிலையான கிடைக் கம்பியின் மேல் 

நழுவக் கூடிய இரு சிறு வளையங்களுடன் பொருத்தப்பட் 

டுள்ளன. ஏ என்பது ஒரு அலகு நீளக் கயிற்றின் எடை, ஒவ் 

வொரு வளையத்திலும் 77/2 என்னும் கிடைத்தளவிசை செயல் 

படுகிறது. இரு வளையங்களுக் கிடையேயுள்ள தூரம் 

21 1௦2 (14-72) என்று காட்டு. ் 

(5) ஒரு சீரான சங்கிலியின் முனைக் கண்ணிகள் ஒரு நிலை 

யான. உராய்வுடைய கிடைக்கோலின் மேல் நழுவக் கூடியதா 

யிருக்கின்றன, ம என்பது உராய்வுக் குணகமெனில், மீப்பெரு 

வளைவரை விட்டத்திற்கும், சங்கிலியின் நீள த்திற்குமுள்ள 

விகிதம் ft log (ve +H ட்) என்று காட்டு. 

(6) புவியீர்ப்பு விசையினால் மட்டும் தொங்கிக் கொண் 

டிருக்கின்ற ! நீளமுள்ள ஒரு சீரான, நீளியல்பற்ற சங்கிலியின் 

முனைகள் ம உராய்வுக் குணகமுடைய ஒரு நிலையான உராய்
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வுடைய கிடைத்தளக் கோலின் மேல் நழுவக் கூடியனவாக 
இருக்கின்றன. அம் முனைகள் அதிகபட்சம் 

pH tog ( யமி) 
EE 

இடைவெளியில் ஓய்விலிருக்க முடியுமென்று காட்டு, 

(7) 268 நீளமுள்ள சீரான கயிறு ஒன்று நிலைக்குத்துத் தளத்தின் மேல் பொருத்தப்பட்டுள்ள ஆரையுள்ள ஒரு வழ 
வழப்பான வட்டத்தின் மேல் வைக்கப்பட்டுள்ளது. கயிற்றின் 
நீளம் வட்டத்தின் பரிதியைவிட அதிகமாக உள்ளது. கயிந் 
றின் ஒரு பகுதி வட்டத்திற்குக் கீழே ஒரு கயிற்று வளையின் வடிவில் தொங்குகிறது. வட்டத்துடன் தொடுகையீலுள்ள கயிற்றுப் பகுதியின் நீளம் 2 (௩ு-௨)4 எனில் 

94054 80044 (4- (9-௯) 008 1 (860௨) 
. என்று காட்டு. 

(8) 2/ நீளமுள்ள ஒரு கனமான மூடிவற்ற சங்கிலி அச்சு கிடையாகவுள்ள ஒரு வழவழப்பான நேர்உட்ட உருளையைச் சுற்றிச் செல்கிறது. சங்கிலியானது உருளையைவிட்டுப் பிரி கின்ற இடத்திலுள்ள புள்ளிகள் வழியே செல்லும் ஆரை களுக்கு இடையேயுள்ள கோணம் 2. உருளைக்குக் கீழே தொங்கிக் கொண்டிருக்கும் சங்கிலியப் பகுதியின் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியில் இழுவிசையானது ௦ நீளச் சங்கிலிப் UGE யின் எடைக்குச் சமமெனில் 

  

(x- 9) டத் I 

என்று காட்டு. 

(2 நீளமுள்ள சீரான, கனமான கயிறு ஒன்று 4 என்னும் 

ஆகியவை முறையே ர sin (2), (/1?+a? ~a) என்.நூ 
காட்டு,
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(10) தன்னுடைய எடையைப் போல் ஈ மடங்கு எடைக்குச் 
சமமான இழுவிசையைத் தாங்கக் கூடிய / நீளமுள்ள சீரான 
சங்கிலியொன்று ஒரே கிடைமட்டத்திலுள்ள இரு புள்ளிகளுக் 
கிடையே இழுத்துக் கட்டப்பட்டுள்ளது. நடுவில் ஏற்படக் 
கூடிய மீச்சிறு தொய்வு 7[ஈ- 4/1 3] என்று காட்டு. 

(மதுரை பி.எஸ்ஸி. 1969 ஏப், '71 ஏப் 

(11) 0 எடையுள்ளஒரு சங்கிலி ஒரே மட்டத்திலுள்ள இரு 
புள்ளிகளிலிருந்து அதன் முனைகளின் மூலம் தொங்கவிடப் 
பட்டுள்ளது. அதன் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியில் 17” என்னும் ஒரு 

எடை இணைக்கப் பட்டுள்ளது. W தொங்கவிடப்பட்டுள்ள 
புள்ளியிலும், சங்கிலி தொங்கவிடப் பட்டுள்ள புள்ளியிலும் சங் 
கிலியத்திற்கு வரையப்படும் தொடுகோடுகள் கிடைக்கோட் 
டுடன் முறையே ௨, கோணச் சாய்வுகளில் இருந்தால் : 

tan வடி ௦ 
tan <, l+ % 

என்று காட்டு. 

(12) 2/ நீளமான ஒருகனமான சங்கிலியின் ஒரு முனை .4 
என்னும் புள்ளியில் கட்டப்பட்டுள்ளது. அதன் மறுமுனை 4 
வழியே செல்லும் ஒரு கிடையான. கோலில் நழுவிச் செல்லக் 
கூடிய ஒரு சிறிய கனமான வளையத்துடன் இணைக்கப் 
பட்டுள்ளது. வளையத்தின் எடை, சங்கிலியின் எடையைப் 
போன்று ஈ மடங்கு எனில், உராய்வுக் குணகம் ff என்றும், 
1 A 7H ரோ) என்றும் கொண்டு 4யிலிருந்து வளையத்தின் மீப் 

பெருந்தூரம் 

டக | உமத | 

என்று காட்டு. 

(13) சீரான அடர்த்தியும் பருமனும் கொண்ட் ஒருகனமான 
கயிறு ஒரே கிடைமட்டத்திலுள்ள இரு புள்ளிகளிவிருந்து 

தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. கயிற்றின். எடையைப் போல்: 3 

எடையொன்று அதன் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியில் இணைக்கப் 

பட்டுள்ளது. கயிற்றின் மிகத்தாழ்ந்த, மிகஉயர்ந்த ysis?
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களிலுள்ள தொடுகோடுகள் நிலைக்குத்துடன் முறையே 9, ¢ 
எனில், 

tan 6=(1+n) tan ¢ 

என்று நிறுவுக. 

(14) /நீளமும், 177 எடையும் கொண்ட சீரான சங்கிலி 
யொன்று ஒரே கிடைமட்டத்திலுள்ள இரு நிலையான புள்ளி 
களுக்கிடையில் தொங்கவிடப் பட்டுள்ளது. அதன் நடுப் 
புள்ளியில் 17” என்னும் எடை இணைக்கப்பட்டுள்ளது. சங்கிலி 
யின் நடுவிலுள்ள தொய்வு 4 எனில், தொங்கு புள்ளிகள் 
ஓவ்வொன்றிலுமுள்ள இழுவிசை 

h I 1 
( of V+ ஆடா ) 

என்று காட்டு. 

(15) 2/ நீளமூம், 3177 எடையும் கொண்ட சீரான சங்கிலி 
யொன்று ஒரே கிடைமட்டத்திலுள்ள இரு நிலையான புள்ளி 
களிலிருந்து தொங்க விடப்பட்டுள்ளது. சங்கிலியின நடுப்புள்ளி 
யிலிருந்து உ எடையுள்ள பளு ஒன்று தொங்கவிடப் 
பட்டுள்ளது. இரு புள்ளிகளின் கிடைமட்டத்திலிருந்து இந்த 
நடுப்புள்ளீயின் ஆழம் % எனில், எல்லை இழுவிசை 

2 
உ 120) என்று காட்டு, 

(6) / நீளமும், 777 எடையும் கொண்ட சீரான சங்கிலி 
யொன்று ஓரே கிடைமட்டத்திலுள்ள இருநிலையான புள்ளிகளுக் 
கிடையில் தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. நடுவிலுள்ள தொய்வு 
ச இருக்குமாறு அதன் நடுப்புள்ளியில் ஓரு எடை தொங்க 
விடப்பட்டுள்ளது, எல்லைப் புள்ளிகள் ஒவ்வொன்றிலுமுள்ள 
இழுவிசை 2 எனில், நடுவில் தொங்கவிடட்பட்டுள்ள் எடை 

2 2 . 7P-( ! x \w என்று காட்டு, 

  

6 

(17) 4, என்பன ஒரே கிடைக்கோட்டின் மேல் 2a இடை 
வெளியில் அமைந்துள்ள இரண்டு புள்ளிகள். 40,02 என்னும் 
இரண்டு சமமான கனமான இரண்டு கயிறுகள் 0-வில் ஒன்ரூகக் 
கட்டப்பட்டு, 10-வில் ஒரு எடையைத் தாங்கி நிற்கின்றன. 
கயிறுகள் ஒவ்வொன்றின் நீளமும் / ஆகும். ABSGSE கீழே 

வின் ஆழம் / எனில்,
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தர] (cost < ~1 ) 

என்ற தொடர்பின் மூலம் சங்கிலியின் பண்பளவை ச தரப்படு 
மென்று காட்டு, 

(18) [நீளமுள்ள ஒரு சீரான சங்கிலி A,B என்னும் இரண்டு 
புள்ளிகளுக்கிடையே தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. .4க்கும் £க்கு 
மிடையேயுள்ள கிடைத்தூரம் a; Abe CoCo யின் நிலைக் 
கூத்து உயரம் ச். சங்கிலியின் பண்பளவை ௦ யானது 

2e sink ( xs )- ரள 

என்னும் தொடர்பின் மூலம் தரப்படுகிற தென்று காட்டு. 

(19) ஒரு கனமான கயிறு அதன் முனைகளிரண்டும் நிலைக் 
சூத்தாகத் தொங்கிக் கொண்டிருக்குமாறு ஒரே மட்டத்திலுள்ள 
இரு முனைகளின் வழியே தொங்குகிறது. கயிரறானது சாத்திய 
மான அளவில் மிகக் குட்டையாக யிருக்கும்போது சங்கிலியத் 
தின் பண்பளவை முனைகளுக்கிடையேயுள்ள தூரத்தில் பாதி 
யிருக்குமென்று காட்டு. 

(20) /நீளமுள்ள ஒரு சீரான சங்கிலியின் ஒரு முனை ஒரு 
உராய்வுடைய மேசைக்கு மேலே / உயரத்தில் பொருத்தப் 

பட்டு, அதன் ஒரு பகுதி மேசையின் மேல் ஒரு நேர்கோட்டி 
லமைத்தவண்ணம் ஓய்விலிருக்கின்றது. உராய்வுக் குணகம் 
/£ எனில், சங்கிலியானது நழுவும் தருவாயிலிருக்கும்போது 

மேசையின் மேலிருக்கும் பகுதியின் நீளம் 

1+ ph ~ (9 +1)h2 + 21h] 
என்று நிறுவுக, 

பொதுச்சங்கிலியத்தின் தோராய வடிவங்கள் 

இரு புள்ளிகளுக்கிடையே தொங்கவிடப்பட்டுள்ள ஒரு 
சங்கிலியானது இரு முனைகளிலும் விறைப்பாக இழுக்கப்படும் 
போது நடுவிலுள்ள தொய்வு மிகவும் சிறியதாகிவிடும். என வே 
அதன் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியில் இழுவிசை மிக அதிகமாக 
யிருக்குமாகையால், சங்கிலியப் பண்பளவையான யின் 

மதிப்பும் மிகவும் அதிகமாகிவிடுகிறது. மேலும், தொய்யல் 
மிகவும் குறைவாகயிருப்பதால் கிடைக் கோட்டுடன் அதிக
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வேறுபாடு தெரியாத நிலையில் சங்கிலி தொங்கிக் கொண் 
டிருக்கும். எனவே, சங்கிலியத்திலுள்ள எந்தப் புள்ளியிலுள்ள 

தொடு கோடும் கிடைக் கோட்டுடன் கொண்டுள்ள சாய்வு 
மிகமிகச் சிறிய தாகிவிடும். ர- 21 ம ஆகையால் சயுடன் 
ஒப்பிடுகையில் 2 மிகவும் சிறியதாகக் காணப்படும். அதுமட்டு 
மன்று; சங்கிலியானது கிடைக்கோட்டுடன் ஒட்டிய நிலையில்: 
தொங்குவதால் 9-ம் x-b அதிக வித்தியாசமின்றி யிருக்கும். 
௦ யூடன் ஒட்பிடுகையில் 5 மிகச் சிறியதாயிருப்பதால், 2-ம் மிகச் 

சிறியதாகவேயிருக்கும். எனவே,” யானது மிக மிகச் சிறியதா 

யிருக்கும். இதன் காரணமாக, சங்கிலியமானது தோராயமாகமப் 
பரவளைவு (48௦௦1௨) வடிவத்தைப் பெறுகிறது. 

முக்கிய விளைவு :. ஒரு கனமான சங்கிலி (அல்லது கயிறு 
இரு நிலையான புள்ளிகளுக்கிடையே தொங்கவிடப்பட்டு இரு 
முனைகளிலும் மிகவும் விறைப்பாக இழுக்கட்பட்டால், தொங்கிக் 
கொண்டிருக்கும் சங்கிலி (அல்லது கயிறு) ஒரு பரவளைவின் 
வடிவத்தைத் தோராயமாகப் பெறுகிறது. 

(அல்லது) ஒரு சங்கிலியத்தின் மிகத்தாழ்ந்த புள்ளியைச் 
சுற்றிலும் சங்கிலியத்தின் வளைவு ஒரு பரவளையின் வடிவத்தைத் 
தோராயமாகப் பெற்றிருக்கும். 

நிறுவல்॥ சங்கிலியத்தின் தேக்காட்டின் சமன்பாடு 
yc ௦௦54:-ஆகும். 

& cosh x=1+ ப 2 ஆனா x I+ at art ete 

a 1/x\ 1 x\* ny e| 12 2) +5 ( :) ee ee ae | 

3 lgsx yt . I 1+ act xa ( c ) +... eee woe | . 

் ஆனது மிகமிகச் சிறியதாகையால், ( ம ந க்கு அதிக 

x . toner ( c ) யின் படிகளைப் புறக்கணித்து விடலாம்,
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x? 

eyed 1+ 522 ] 

x? 

A x? 
அலலது, ie =yr-e 

அல்லது, 3322 7-௦). 

இது ஒரு பரவளைவின் சமன் பாடாகும். இதன் உச்சி (0,2): 

என்ற சங்கிலியத்தின் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியாகும். இதன் 

செல்லும் நிலைக்குத்துக் கோடுதான் பரவளையத்தின் அச்சு 

ஆகும், இதன் செவ்வகலம் (12408 16000) 22 ஆகும். 

ஆகவே, சங்கிலியத்தின் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியைச் ape 

சங்கிலியமானது ஒரு பரவளைவின் வடிவத்தைத் தோராயமாகக் 
கொண்டிருக்கின்றதென்றறிகிறோம். 

மற்றுமொரு தோராய வடிவம் 

இரண்டு புள்ளிகளுக்கிடையே ஒரு சங்கிலியானது மிகவும் 
தாராளமாக விறைப்பின்றித் தொங்கவிடப் பட்டிருந்தால், 

அதன் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியைச் சுற்றி சங்கிலியானது மிக. 

அதிக அளவில் வளைவுடை யதாகயிருக்கும். எனவே, %- உடன் 
x 

ஒப்பிடுகையில் ௦ மிகவும் சிறியதாகயிருக்கும். அதாவது, -- 

மிகப் பெரியதாகயிருக்கும். 

: x 
y= ccos h-— 

c{ = 2 
- £( [4 =) 

e +e 

70/2 
மிகப்பெரியதாகையால் e புறக்கணிக்கத்தக்க அளவில் 

மிகச் சிறியதாகயிருக்கும். 

x 

று வச 2 
2 

அதாவது, சங்கிலியம் தொங்கும் புள்ளிகள் அதன் மிகத்
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தாழ்ந்த புள்ளியிலிருந்து மிக மிக அதிகத் தூரத்திலிருந்தால், 

சங்கிவியமானது] 2 5 236 என்னும் அடுக்குக் குறி வளை 

வின் (ஊேற0றக11181] போக) வடிவத்தைத் தோராயமாகப் பெறு 
கிறது. 

மாதிரி 19% / நீளமுள்ள ஒரு சீரான அளவுச் சங்கிலியானது 
ஒரு ஆற்றின் மேல் அதன் நடுப் புள்ளி தண்ணீரின் மேற் 

பரப்பை இலேசாகத் தொட்டுக் கொண்டிருக்குமாறு விறைப் 
பாக நீட்டப்பட்டுள்ளது. அதன் முனைகள் ஒவ்வொன்றும் 
தண்ணீரின் மேற் பரப்பிற்கு மேலே $ உயரத்திலுள்ளன. 

அளவுச் சங்கிலிக்கும் ஆற்றின் அகலத்துக்குமிடையேயுள்ள 

வித்தியாசம் ஏறக்குறைய அட என்று காட்டு. 

தீர்வு 

s=csinh a என்ற சூத்திரத்தில், 

3 - மிகத் தாழ்ந்த புள்ளிக்கும் சங்கிலியின் ஒரு முனைக்கு 
மூள்ள தூரம் 

- சங்கிலியின் நீளத்தில் பாதி 

௯ 37 என்றும் 

x 1 x \b 1 x NS : sinh eta (> )+n( Ey + oe 
னும் பிரதியிடுக. 

. x xs 
” $1 el State | 

x8 x =x+ மே சிறியதாகையால் ஏனைய உறுப்புக் 

கள் புறக்கணிக்கப்பட்டு விட்டன. ர 

32: 
  “b= 2x4 

ச x? . 
அல்லது, (/-2%) - -5-- (ஏறக்குறைய) 

சங்கிலியத்தின் தொய்வு = மிகத் தாழ்ந்த புள்ளிக்கும் மிக 
உயர்ந்த புள்ளிக்குமுள்ள நிலைக்குத்துயரம்.
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= £ (கொடுக்கப்பட்டுள்ளது), 

ஆனால், மிக உயர்ந்த புள்ளி (,ற) எனில், தொய்வு = y-c 

ஆகும். 

“ok=ay-e 

“x 
= ccosh —-- ¢ 

=e [ cosnz -1 | 
6 

~ci{iti(z) sty el { (=) tail +... } 1 

2 

= | 2 | (ஏனைய உறுப்புக்களைப் புறக் 

கணித்தபின்) 

x? 

7 2c 
2 x 

3s 2 

a Inte ex Se 

4k* . ர 
oe 3: ( _ ஆனால, X “5 ) 

8k? 
~ 3 

ஃ 7-2 அளவுச் சங்கிலிக்கும் ஆற்றின் அகலத்துக்கு, 

8k? 
3] ” 

மாதிரி 192: 2/ நீளமுள்ள ஒரு சீரான சங்கிலி 2a இடை. 

வெளியில் ஒரே கிடைக்கோட்டின் மேலுள்ள இரு புள்ளி 

களுடன் இணைக்கப்பட்டுள்ளது. ௪-ஐ. விடவும் / மிகச் சிறி 

தளவே அதிகமானால், மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியில் இழு விசை 

மூள்ள வித்தியாசம் - 

ட 28 _நீளச் சங்கிலியின் எடைக்குச் சமம் என்: 

யானது  / 0-4 
றும், நடுப் புள்ளியில் தொட்வு $ 4/68(/-2) என்றும் காட்டு,
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தீர்வு 

[ஆனது ஈயை விட மிகச் சிறிதளவே அதிகமாயிருப்ப 

தால், நடுப் புள்ளியில் தொய்வு மிகக் குறைவாகவும், சங்கிலி 
பின் பண்பளவு ஈமிக அதிகமாகவுமிருக்கும். 

s=csink a யில் 3-7, $-॥் என்று பிரதியிடவும். 

ஏ 
ச த. csinh= 

=c [e+n(t)+ ய | 

3 

= at a (தோராயமாக) 

3 

ரவ டே 
6c? 

ரூ 

2 2 6c 7-2 

  வலக. 

HOV, C= ட் 
, 6(1-a). 

ஒரு அலகுச் சங்கிலியின் எடை வீதம் ம எனில், மிகத்' 
தாழ்ந்த புள்ளியில் இழுவிசை -ஐ a° 

6(7- 4) 
2 என்பது மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியிலுள்ள தொய்வு எனில், 

Z=y~e, | 
2 என்பது இயக்கு வரைக்கு மேல் மி ர்ந் ர்ளியின் நிலைக்குத்து உயரம், கூ க உயர்ந்த புள் 

4௪0008 ச் -2 

- ரத மா e [it a(2)+4(2) +. ven aes -1|
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ன் x? 

=e [ தன் ] (தோராயமாக), 

  

ஆ a/ 0-9). (தோராயமாக) 

பயிற்சி 23 

(10) 155 அடி நீளமூள்ள கனமான சீரான சங்கிலியொன்று 
ஒரே கிடைக் கோட்டில் 150 அடி இடைவெளியிலுள்ள 4, 2 
என்னும் இரு புள்ளிகளிலிருந்து தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. 
அதன் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியிலுள்ள இழுவிசை சங்கிலியின் 
எடையைப் போன்று தோராயமாக 1:08 மடங்கு இருக்குமென்று 
என்று காட்டு, 

(2) வளைவரை விட்டம் 100 அடியில், 1அடி தொய்வுடன் 

தொங்கும் அடிக்கு ந ராத்தல் வீதம் எடையுள்ள ஒரு கம்பி 

யின் மீப்பெரு இழுவிசை தோராயமாக 62% ராத்தல்கள் 
காட்டு, 

(3) 100 அடி நீளமுள்ள சீரான கம்பியொன்று இரண்டு 
தந்திக்கம்பங்களின் மேல் ஒரே மட்டத்திலுள்ள இரண்டு 
புள்ளிகளில் கட்டப்பட்டு விறைப்பாக இழுக்கப்பட்டுள்ளது. 
நடுவிலுள்ள தொய்வு 1] அடியெனில், கம்பியின் நீளம் கம்பங் 

களுக்கிடையேயுள்ள தூரத்தைவிட ஃ அடி அதிகம் என்று 

காட்டு. 

(4) ஒருதற்திக் கம்பியானது £ அடி இடைவெளியிலுள்ள 
இரண்டு கம்பங்களுக்கிடையே நீட்டப்பட்டுள்ளது, நடுவி
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லுள்ள தொய்யல் ஈ அடி. ம என்பது ஒரு அடி நீளக் கம்பியின் 
எடையெனில், மூனைகளிலுள்ள இழு விசை தோராயமாக 

( த *ஆச ) உ என்று காட்டு, 
n 

(5) ஒரு சீரான சங்கிலியொன்று ஒரு கிடைமட்டத்தி 
லுள்ள இரு புள்ளிகளிலிருந்து அதன் இரு மூனைகளின் மூலம் 
தொங்கவிடப்பட்டுள்ளது. நடுவிலுள்ள தொய்வு மிகவும் 
சிறியது. எல்லை இழுவிசையானது தொய்வின் தலைகீழ் விகிதத் 
திற்கேற்ப மாறும் என்று காட்டு, ் 

(6) ஒரு தந்திக் கம்பியானது வளைவரை விட்டம் 75 கெஜ 
மூம், நடுவிலுள்ள தொய்வு 1 அடியும் இருக்குமாறு இழுத்துக் கட்டப்பட்டுள்ளது. கம்பியிலுள்ள இழுவிசை தோராடமாக. 
480 ராத்தல் எடைக்குச் சமமென்று காட்டு. (கம்பியின் எடை 
மைலுக்கு 400 சாத்தல்), 

(7) ACB என்பது ஒரு தந்திக் கம்பி, 4மியானது 2 / நீள 
முள்ள கிடைக்கோடு, கம்பியின் நடுப் புள்ளியாகிய 6, 42 
யிலிருந்து /; ஆழத்திலுள்ளது. கம்பியின் நீளம் தோராயமாக. 

என்று காட்டு, 

தேற்றம் புவியீர்ப்பு விசையின்கீழ் தொங்கும் ஒரு இலே சான கயிற்றில், அதன் ஒவ்வொரு சிறு பகுதியின் மீதும் அப் பகுதியின் கிடை வீச்சுக்கு விகித சமமான எடை செயல்படும் வண்ணம் சுமையேற்றப்பட்டால், அக் கயிறு ஒரு பரவளைவு வடிவத்தீல் தொங்கும், 

நிறுவல்; 

ACB என்பது புவியீர்ப்பு விசையின்கீழ் தொங்கும் ஒரு. கயிறு. அதன் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளி 0, 0 வழியே செல்லும். கிடைக்கோடு நிலைக்குத்துக் கோடு, ஆகியவற்றை 2, ந-அச்சுக் களாக எடுத்துக் கொள்க. 

இக் கயிற்றின் ஒவ்வொரு சிறு பகுதியின் மீது செயல்படும் எடையும் அதன் கிடை வீச்சுக்கு விகித சமமாகயிருக்குமாறு 
இக்கயிற்றில் சுமையேற்றப்பட்டுள்ளது.
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வில் யில் 2 (%,ற) என்னும் புள்ளியை எடுத்துக் 
கொள்க. 22/1௫ வரைக, 40-92 அறு, 

அதாவது, 00 - % என்பது மியின் கிடை வீச்சு, ஓ 
என்பது ஒரு அலகு கிடை வீச்சில் செயல்படுகின்ற எடை 
வீதம் எனில், 02யில் செயல்படும் எடை ல% ஆகும். 

  

  

  

படம் 258 

சியிலுள்ன இழுவிசை 7” அதன் தொடு கோட்டின் வழியே 
மேல் நோக்கிச் செயல்படும். பயில் இழுவிசை 70, அதன் 
தொடுகோடு வழியே, அதாவது % அச்சின் வழியே வெளி 
நோக்கிச் செயல்படும். 62யின் எடையாகிய % என்பது 02 
யின் நடுப்புள்ளியாகிய 0 வழியே நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் 
செயல்படும் 027 ஆனது சமநிலையிலிருப்பதால், 7, 7. ௧ 
ஆகிய இம் மூன்று விசைகளும் ஒரு புள்ளியில் (அதாவது 
0-வில்) சந்திக்கும். 

சீயிலுள்ள தொடுகோடுூு % அச்சுடன் 1ம் சாய்விலிருப்ப 
தாகக் கொள்க, மிகத் தாழ்வான புள்ளி யிலுள்ள இழுவிசை 
To ஆனது ஈகிடை வீச்சின் மேல் செயல்படும் எடைக்குச் சம 
மென்று கொள்க, 72, 

கிடையாகவும், நிலைக்குத்தாகவும் விசைப் பிரிப்பு செய்து 
சமநிலைச் சமன்பாடுகள் அமைக்கவும், 

T sin Y =wx, 

T cos Y=T,=we 

wx x 
, tan ட “92 உ 

dy ஆனால், tan y= அ 

௮, இ.--42
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ட ப. fdye x Jxdx-+k. 
: x? 

அதாவது. yous tk. 

Cufe, x0, y=O ska. 

ya ௩ 

26 
i 

MOO, X= 2cy, : . 

இது ஒரு பரவளையின் சமன்பாடு. இதன் உச்சி 0; அச்சு 
வழியே செல்லும் நிலைக்குத்துக் கோடு. 

குறிப்பு ழ: இரு புள்ளிகளிலிருந்து தொங்கிக் கொண்டிருக் 
கும் கயிற்றில், ஏற்றப்படும் ௬மை அதன் வளைவு வரை விட்டத் 
தில் சமமாகப் பிரிப்பீடு செய்யட்படுமேயானால் அக் கயிறு ஒரு 
பரவளைவு வடிவில் தொங்கும். ' 

குறிப்பு 2: 7, 7, 66 ஆகிய விசைகள் ௩ 02யின் 20) 

02, 21 ஆகிய பக்கங்களால் அளவிலும், திசையிலும் குறிப் 
பிடப்படுகின்றன. எனவே, விசை முக்கோண விதியின்படி, 

172 
LO OP PL 

இப்பொழுது 20-00-$ 0313, 

PL=y 

ட = Se, x? . /x?+4y* OP VOL+LP =, /* tye 

ட 7 T Wx 
ax Vita ர. 

2 

2 Ton, rome Ty 
2 2,
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இவற்றிலிருந்து, கயிற்றின் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியிலுள்ள இழு 
விசை 7, ஐயும், எந்த புள்ளியிலுமுள்ள இழுவிசை 7, ஐயும் 
காணலாம். 

தொங்கு பாலம் (8180615101 11426) 

இரண்டு உறுதியான கம்பிக் கயிறுகள் (ஸே166) கிடை 
வசத்தில் இணையாக நீட்டப்பட்டு, அவற்றின் முனைகள் நிலை 
யான தாங்கிகளுடன் உறுதியாகப் பொருத்தப்பட்டுள்ளன. 
இக்கம்பிக் கயிறுகளின் பல்வேறு புள்ளிகளிலிருந்து நிலைக்குத் 

தாகத் தொங்குகிற சங்கிலிகள் ஒரு சாலை வழி (₹௦804ஈ37)யைச் 

சுமந்து நிற்கின்றன. இவ்வாறு தொங்கின்ற சங்கிலிகள் மேலே 
கம்பிக் கயிறுகளுடன் இறுக்கமாகப் பொருத்தப்பட்டும், சாலை 
வழியே பார வண்டிகள் கடந்து செல்லும் போது ஏற்படும் 
அலைவுகளை அனுமதிக்கும் வகையில் அவற்றின் கீழ் முனைகள் 
சாலை வழியுடன் இணைக்கப்பட்டுமிருக்கும். எந்த இரு அடுத் 
தடுத்த நிலைக்குத்துச் சங்கிலிகளுக்குமிடையேயுள்ள கிடைத் 

தூரம் ஒரே அளவினதாகயிருக்கும் வகையில் இடைவெளி 
விட்டு இந்த நிலைக்குத்துச் சங்கிலிகள் பொருத்தப்பட்டிருக்கும். 
இவ்வாறு, இரு இணையான கிடைத்தளக் கம்பிக் கயிறுகளில் . 
தொங்கிக் கொண்டிருக்கும் ஒரு [சாலை வழிப் பாலத்திற்கு 
தொங்கு பாலம்”” என்று பெயர், 

று 
பபப] uy ய்        

படம் 254 

கம்பிக் கயிறுகளின் எடைகளுடனும், நிலைக்குத்துச் சங்கிலி 
களின் எடைகளுடனும் ஒப்பிடுகையில் சாலை வழியின் எடை 

மிகப் பெரியதாகயிருப்பதால், ஒவ்வொரு நிலைக்குத்துச் சங்கிலி 
யும் சாலை வழியின் ஒரு சம பகுதி எடையைத் தாங்கி நிற்ப
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தாகக் கொள்ளலாம். ஆகவே, மேலேயுள்ள கம்பிக் கயிறு 

களால் தாங்கப்படும் சாலை வழிப் பாரமானது அவற்றின் 
வளைவு வரை விட்டமெங்கும் சமச்சீருடன் பிரிப்பீடு செய்யப் 
பட்டுள்ளதாகக் கொள்ளலாம். எனவே, முந்திய தேற்றத்தின் 
படி, இக் கம்பிக் கயிறுகள் பர வளைவு வடிவத்தில் தொங்கிக் 
கொண்டிருக்குமென்று காணலாம். இப் பரவளை வடிவத்தின் 
உச்சி என்றும், அச்சு ே வழி நிலைக்குத்துக் கோடு என்றும், 
அதன் சமன்பாடு $*-20 என்றும் காண்க. 0 என்பது, கம்பிக் 
கயிற்றின் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியாகிய யில் செயல்படும் 
கிடைத்தள இழுவிசைக்குச் சமமான எடையைக் கொண்ட ஒரு 
சாலை வழிப் பகுதியின் நீளமாகும், 

மாதிரி 193 400 அடி வளைவரை விட்டமும், 40 அடித் 
தொய்வும் கொண்ட ஒரு தொங்கு பாலத்தில் இரு கம்பிக் 
கயிறுகளாலும் தாங்கப்படுகின்ற முழு எடை ஒரு அடி கிடை 
வீச்சுக்கு 2 டன்களாகும், கம்பிக் கயிற்றின் மிகத் தாழ்வான 
புள்ளியிலும், கயிற்றைத் தாங்கி நிற்கும் புள்ளியிலுமுள்ள இழு 
விசைகளைக் காண்க, 

(சென்னை பி.எஸ்.ஸி, 1968 செப்.) 

தீர்வு 
408 என்பது தொங்கு பாலத்தின் ஒரு கம்பிக் கயிற்றைக் 

குறிக்கிறது. .4.8-400 அடி என்பது வளை விட்டம். ர என்பது 
அறியின் நடுப் புள்ளி. 0 என்பது கம்பிக் கயிற்றின் நடுப் 
புள்ளி. ஆகவே, ௦ என்பது மிகத் தாழ்ந்த புள்ளி. 

  

  

  

படம் 22 

4 280 = தொய்வு - 40 அடி. இரு கம்பிக் கயிறுகளும் 
தாங்கும் எடை வீதம் - 1 அடி கிடை வீச்சுக்கு 2 டன்கள். 

மொத்த கிடை வீச்சு - வளைவரை விட்டம்-400 அடி. 

ஃ இரு கம்பிக் கயிறுகளும் தாங்கும் மொத்த எடை 
400%2-800 டன்கள்.
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. ஒவவொரு கம்பிக் கயிறும் தாங்கும் மொத்த எடை. 
400 டன் கள். 

௦ என்பது ஒரு கம்பிக் கயிறின் நடுப் புள்ளியாகையால், 
கம்பிக் கயிறின் 08 பகுதி தாங்கும் மொத்த எடை-200 டன் 
aor, = W என்க. 

இந்த 200 டன்கள் எடையும் யின் நடுப் புள்ளி யேல் 

*் செயல்படும். 71, 7 என்பன முறையே E, B ஆகியவற்றி 

லுள்ள இழு விசைகள் என்று கொள்க. 68 என்னும் பகுதி சம 

நிலையிலிருப்பதால் 1, 7 777-200 டன்கள் ஆகிய மூன்று விசை 

களும் ஒரு புள்ளி (0) வழியே செல்லும். 81.00 வரைக. 

திற 80-40 அடி. 

02--100-3 409-134 3x 400-100 அடி. 

. OB? =OD?+BD? = 10000+ 1600 = 11600 

08 /11600 - 20 4/29 

க 0 யிலிருந்து விசை முக்கோண விதியின்படி, 

1 _ T _ 200 
OD OB BD 

T. T 200 _ 5. 

~ 20,735 40. 

“ T, ஈ 500 டன்கள், 

T = 100 4/29 டன்கள். 

சீரான பலம் Our G@tsHus shAeSurd (Catenary of 

uniform strength) 

இரு புள்ளிகளுக்கிடையே தொங்கிக் கொண்டிருக்கும் ஒரு 

சங்கிலியின் ஓவ்வொரு புள்ளியிலும் எடை (அல்லது 

பொருண்மை) யானது அப்புள்ளியிலுள்ள இழுவிசைக்கு விகித 

சமமானால், அச்சங்கிலியால் அமையப் பெறும் வளைவரையின் 

- வடிவம் ஒரு சீரான பலம் பொருந்திய சங்கிலியம் என்று 

அழைக்கப்படுகிறது.
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சீரான பலம் பொருக்திய சங்கிலியத்தின் சமன்பாடு 

A,B என்னும் கிடையான புள்ளிகளில் முனைகள் பொருத்தப் 

பட்டு 40.8 என்னும் ஒரு சங்கிலி தொங்கிக் கொண்டிருக்கிறது. 
0 அதன் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளி. இச்சங்கிலியின் ஒவ்வொரு 

ப் 

  
c 

படம் 256 

புள்ளியிலும் பொருண்மையானது அப்புள்ளியிலுள்ள Bap 
விசைக்கு விகித சமமாகும். 

2 என்னும் புள்ளியில் ஈ என்னும் பொருண்மையைக் 
கருதுக, இப்புள்ளியின் சங்கிலியின் இழுவிசை T என்க. 
எனவே, 8 ஆனது க்கு விகித சமமாகையால், ம என்பது 
விகிதசம மாறிலியெனில், 

m= LT 

ஆகும். இப்பொருண்மையின் எடை ஈய ம7'௪ ஆனது சியில் 
நிலைக்குத்தாகக் கீழ்நோக்கிச் செயல்படும். 

மீயிலுள்ள தொடுகோடு கிடைக்கோட்டுடன் 1 சாய்வி 

லிருந்தால், இழுவிசை 7'யின் கிடைக் கூறு 7௦08 Vv = re 

என்றும், நிலைக்குத்துக் கூறு 7" 810 Y= re என்றும் அறிவோம். 

இழுவிசை தவிர யில் செயல்படும் விசை புவியீர்ப்பு 
விசையாகிய ௪ மட்டுமேயாகும். எனவே, X= இவ்விசையின் 
கிடைக்கூறு- 0. 

அச்சுத் திசையில் ஐயின் நிலைக்குத்துக் கூறு - ஐ 

இம்மதிப்புக்களைப் பின்வரும் சமன்பாடுகளில் பிரதியீடு 
செய்க, ட .
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. @ dx (6 இக்கும் (7: %)- -0 

'தொகையீடு காணின், ர் - ஒரு மாறிலி எத் என்க, 

ds 
T= aka: 

42) இலந்த (7 ர, 2 )- mg 

Tek é என்று பிரதியிடுக. 

பதை. ds 
2& ( a a)" mg= HT g= pg.k — 

dy d ae 
அதாவது, (es ax )- Bg kez 

d*y dx ds 

at ds “சு * 

அவலது, [க மே a 
im 

d 2 ve {14 (2) 
Gay crater, Pm ug (1+p") 

. உ ப «dx 
க **]1 37 fg
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டன் , 7 பச சச] 

0-1 (2) - மஹர் ஒரு மாறிலி. 

அதாவது, 1௨- ! ( 2 )- னர APG wpe, 

சங்கிலியின் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளி 0யை ஆதியாகவும், ௦ 
வழிக் கிடைக் கோட்டை %-அச்சாகவும் கொள்வோமாயின் (: 

யில் ற -2, அ. - தொடு கோட்டின் சாய்வு -0, ,. 3௩0. 

ங்கற? ( 2. ) = Hex. 

ச் 
அல்லது, x = tan (#gx) 

இப்பொழுது, Pent என்று எடுத்துக் கொள்க, 

டம் _ x 

“dx tan (3) 

dy = tan= dx. 

தொகையீடு காணின், ந ர log sec— 4 மாறிலி. 

யேல், $-0,ற-0 ,, மாறிவிஃ0, 

ஒல 3 “” y=a log sec a 

என்பது சீரான பலம் பொருந்திய சங்கிலியத்தின் சமன்பாடு. 
இவ்வளைவரையானது )-அச்சின் இரு புறமும் சமச்சீருடன் 

an அமைந்துள்ளது. x= 7 STOPD, y= ல ஆகும், எனவே, 

an ச xa t “2° இல் இவ்வளைவரை தொலைத்  தொடுகோடுகளைக்
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கொண்டுள்ளது. ஆகவே, இச் சங்கிலியத்தின் வளைவரை 

விட்டம் ரு ஆகும். ் 

சங்கிலியின் பொருண்மை மாறுபாடுவிதி (Law of Variation of 

mass) , 

ds 
T= k <- 

: 2 

என்று கண்டோம். ஆனால் ய ராடு அ ) 

ட . dy x 
“பீம tan? = ( ஏனெனில் 2] ) 

x. 
= Sec — 

a. 

x 
“. ds = sec 7" dx 

தொகையீடு காணின், 2-௪ 81௦2 (se = +tan * )4மாறிலி 

$ ஆனது மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியிலிருந்து அளவிடப்பட் 
டால் 3-9, 8-2 எனில், 2-4 108 (1)-- மாறிலி ... மாறிலி - ௦. 

x x 
ஃ sea lop, see = + tan z) 

§ x x 
== 60 4 ~ a 12(% கே a ) 

௨. x x 
: a = sec — +tan - 

அல்லது, € a a 

AY x x 
—= sec ~tan ~ 
a a a 

a
p
e
 

o
l
 

8 

8 
x 

= Sec-— 
a 

. Ss x 
அல்லது, ௦081 2௪ sec =
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ஃ m= Hk cosh <= ‘ 

ne 
அதாவது 7802 0080 57 

அதாவது, சங்கிலியின் ஒவ்வொரு புள்ளியிலும் பொருண்மை 

யானது ௦௦ல் = க்கு விகித சமமாகயிருக்கும். 

x x 
குறிப்பு : s=a log (sec +tan z) 

- x 
i+sin= 

  

x x 
; ௮௯. n— = ஆனால் sec ta ர x 

cos = 

a 1 gine 2 x cos dat sin 22 sin, cos 

  

aX ag 3 00857 - sin 5a 

2 

(cos x, + si, 

~ XX x . (cos கட் sing (cos aan sing, ) 

cos x, +sin 7 
2a 

cos = ~sin ~ 
2a 2a 

ரண் 

x 
1- tany, 

, ரு x 

© om nx x 
மி a og tan (3 2) 

  

மாதிரி 194: ஒரு சீரான பலம்கொண்ட சங்கிலியத்தின் 
தாங்கற் புள்ளிகளுக்கிடையேயுள்ள தூரம் ர; அதன் சங்கிலி
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யின் நீளம் |, அதன் பண்பளவை £€ என்பது ட்ப = 

tan = என்ற தொடர்பிலிருந்து பெறப்படுகிறதென்று 

காட்டு. 

தீர்வு : 

4, சியை தாங்கற்புள்ளிகளாகவும், யைப் பண்பளவை 
பாகவும் கொண்ட ஒரு சீரான பலம்கொண்ட சங்கிலியத்தின் 
சமன்பாடு 

x 
y= log sec = 

என்று கொள்க. அதன் மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியிலிருந்து அதன் 

(மேலுள்ள 7 (20,)) என்னும் ஏதேனுமொரு புள்ளி வரையுள்ள 

சங்கிலியின் நீளம் 4 எனில், 

nm x 
s=c log tan ( ர் * 357 ) 

என்று நாமறிவோம். தாங்கற்புள்ளி .£யில் %- 4 ட = 7 
2 

ஆகும். 
ர a 

l ௯ a 

a 
1+tan7— 

  

l x! 
40 ச 4c 2 

Situs 7 *- > tan! 
er de | aD Ze
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l a 
- coth 2 ௦01-2- 

. 1 a 
Hovoog), tanh 47 tan qe. 

wrgifl 195: y=a log sec = என்ற சீரான பலம்கொண்ட 

சங்கிலியத்தில் 1 என்பது (2, y) என்னும் புள்ளியிலுள்ள . 
'தொடுகோடு 3-அச்சுடன் கொண்டுள்ள சாய்வு, 0 என்பது 

அப் புள்ளியிலுள்ள வளைவாரை (780108 of 001781076) எனில், 

(i) x=a¥ 
(ii) s=a log (sec +tany) 

(iii) cos Y° cosh 1 

(iv) p=acosh இ 
a 

என்று நிறுவுக. 

=alogsec — y 8 7 

தீர்வு : 

இ மெய். = — ஃ ; tan —. 

. dy ் 
ஆனால், a tan Y. 

x 
“. tan = tan ம, 

அல்லது, = = W,x=ay.., wee ae OU 

. ds ds dx 

இப்பொழுது, HE - Ge ஏழ் 
d. . ஆச வ இர 

. a. 
ஆனால் = = cos Y .. ட = sec 

ds 
ஏழு 7 sec ம், ர 

அல்லது, 85 - 8860 1ம், மீழ், 

தொகையீடு காணின், 2 - afsecwdp+k 

= a log. (sec+tan W) +k. 
மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியில், 9-0 , மூ-0 5; k=0.
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“ s =alog, (secy+tan y)... i. (ii 

(ம்) இலிருந்து, ல் ௮ 10ஐ (860-110 3) 

= = sec W+tan W. 

€ 

மி 
— 

~ & = sec - tan 

= sec WY. 

a
l
e
 

+ 
€ e 

s 1 cosh —- = sec Y= cosy 

  

அல்லது, 008 34, 008 7 2 ௬1. ... wee one (iii) 

வகை நுண் கணிதத்திலிருந்து, 9 - =a என்று நாமறி 

வோம். 
_ ds ax 

p= “ix at 

= sec Y.a 

= acosh = [ (0/4) இலிருந்து.] 
பயிற்சி 24 

(1) ஒரு தொங்கு பாலத்தின் வளைவரை விட்டம் 200 

மீட்டர்; அதன் எடை 50 டன்கள்; சங்கிலியின் தொய்வு 20 

மீட்டர். மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியிலும் மிக உயர்ந்த புள்ளியிலும் 

இழு விசைகளைக் காண்க. 

(2) ஒரு தொங்கு பாலத்தின் வளைவரை விட்டம் 100 

மீட்டர்; சங்கிலியின் நடுப் புள்ளியிலுள்ள தொய்வு 10 மீட்டர். 

ஒவ்வொரு சங்கிலி தாங்கும் மொத்த எடையும் 750 குவின்டால் 

களெனில் ஒவ்வொரு சங்கிலியின் மீப்பெரு இழுவிசையையும் 

; D ff ள்ளியின் விசையையும் காண்க. 

Dae Baebes ae (சென்னை பி. எஸ்ஸி., 1970 ஏப். 

3 ரூ தொங்கு பாலத்தின் முழுப் பாரமாகிய 200 டன் 

களும் அதன் 150 அடி நீளக் கிடையான வளைவரை: விட்டத் 

தில் சமச் சீராகப் பிரிப்பீடு செய்யப்பட்டுள்ளது. அதன் உயரம் 

20 அடி. மிகத் தாழ்வான புள்ளியிலும் தாங்கற்புள்ளியிலும் 
ளைக் காண்க. - இழுக்க கனல். மதுரை பி.எஸ்ஸி., 1970 செப்பி:
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(4) ஒரு தொங்கு பாலத்தின் எடையாகிய 160 டன்களும் 
அதன் 120 அடி நீள வளைவரை விட்டத்தில் சமச் சீராகப் பிரிப். 
பீடு செய்யப்பட்டுள்ளது. தாங்கற்புள்ளிகளிவிருந்து மிகத் 
தாழ்ந்த புள்ளியின் ஆழம் 16 அடியெனில் தாங்கற்புள்ளியில் 
இழு விசையைக் காண்க. 

(5) 600 அடி வளைவரை விட்டமும் 60 அடித் தொய்வூ 

மூள்ள ஒரு தொங்கு பாலத்தில் தாங்கப்படும் மொத்த எடை 
ஒரு கிடைத்தள அடிக்கு 2 டன்கள் வீதம் பிரிப்பீடு செய்யப் 
பட்டுள்ளது. சங்கிலிகள் ஒவ்வொன்றிலுமுள்ள கிடைத்தள 
இழு விசையையும் தாங்கற் புள்ளியிலுள்ள இழு விசையையும். 
காண்க. 

(6) ஒரு தொங்கு பாலத்தின் வளைவரை விட்டம் 40 மீட்டர்; 
தொய்வு 5 மீட்டர், வளைவரை விட்டமெங்கும் அதன் எடை 
மீட்டருக்குக் கால் டன் வீதம் சமச் சீராகப் பிரிப்பீடு செய்யப் 
பட்டிருந்தால், ஒவ்வொரு முனையிலும் இழு விசை 5 7/5 டன் 
கள் என்று காட்டு, 

(7) ஒரு நடைபாதையின் நீளமெங்கும் சீராகப் பிரிப்பீடு: 
செய்யப்பட்டுள்ள ஒரு பாரத்தை ஒரு தொங்கு சங்கிலி தாங்கு 
கிறது. இந்தப் பாரமானது 600 அடி நீள வளைவரை 
விட்டத்தில் அடிக்கு அரை டன் என்னும் வீதத்தில் பரவிக் 
கிடக்கின்றது, மிகத் தாழ்ந்த புள்ளியிலிருந்து தாங்கற்புள்ளி 
யின் நிலைக்குத்து உயரம் 50 அடி. சங்கிலியின் எடையைப் புறக் 
கணித்துவிட்டு, மீப்பெரு, மீச்சிறு இழு விசைகளைக் காண்க. 

(8) ஒரு சீரான பலம்கொண்ட சங்கிலியத்தின் எந்தப் 
புள்ளியிலும் ஒரு அலகு நீளத்தின் பொருண்மை வீதம் 
அப் புள்ளியின் வளைவரைக்கேற்ப மாறுபடுமென்று காட்டு. 

(9) இரு புள்ளிகளுக்கிடையே தொங்கிக் கொண்டிருக்கும் 
ஒரு கயிற்றின் எந்தப் புள்ளியிலும் அடர்த்தியானது அக் 
கயிறு தொங்கிக் கொண்டிருக்கும் வளைவரைக்கு அப் புள்ளி 
யின் வளைவரைக்கேற்ப மாறுபடின், அக் கயிற்றின் வடிவம் 
ஒரு சீரான பலம்கொண்ட கயிற்று வளையென்று காட்டு, 

(10) ஈச நீளமுள்ள ஒரு கயிறு 2a இடைவெளியிலுள்ள 
இரு புள்ளிகளில் கட்டப்பட்டு, அப் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் 
தேர்கோட்டிற்குச் செங்குத்தாகச் செயல்படும் ஒரு விசை 
யினால் தள்ளப்பட்டு ஒரு அரைவட்ட வடிவில் ஓய்வு நிலை 
யிலிருக்கிறது. கயிற்றின் எந்தப் புள்ளியிலும் செயல்படும் 
விசை, அந்த நேர் கோட்டிலிருந்து அப் புள்ளியின் தூரத்தின் 
வர்க்கத்தின் எதிர் மாறு விகிதத்தில் மாறுபடுமெனக் காட்டு.
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விடைகள் 

அறிமுகம் 

பயிற்சி 1 
1 __ 

2) coso= /¥26 ; _*__ (7)-6}- 10k) ; Je (2) ag Vig? j ); (3) 147° 

(4) 24i4+-7j-5k; 15 (i+j+k). 

முதற்பாகம் -- நிலையியல் 

பயிற்சி 2 

(1) (i) 34/13, Gi) 7, (iii) 2/3, (iv) 3, (v) 90°. 

(2) 120°; (3) cos-* (3) i (4) 60; (5) 60; 

(6) 15/3 ராத். எடை; 15 ராத்.எடை? 

(9) 16கி.கி.; (10) 12 கி.கி. (21) P,=12, P,=5. 

பயிற்சி 5 

(4) 12:06 கி.கி.; (6) .4வழியே 52. 

(7) 57:25 ராத். எடை; 47414 தெ,கி, 

(0) PA/3; 2 திசையுடன் 150”யில். 

(ட 0/3 (2-0) வுடன் 150“யில். 

(7) 28/26 (4/2-1); 4சயுடன் 2-120-1 (5) கோணத் 
தில். 
பயிற்சி 6 ~ 

(1) (i) R=21, AC=4; (ii) R=20, AC=8; 

(iii) R=30, AC=21. 

(2) (i) 72-49 அறிதிசையில் 40412 (0 8430; 24 

திசையில் AC=15; (iii) 8-3; 84 திசையில் 40-93]. 

(3) 154ி.கி; 10 கி.கி; (4) 112 கி.கி, 16 கி.கி. 

(5) 60செ.மீ. அல்லது 40 செ.மீ; (6) 6கி.கி,, 4 கி.கி, 

(5) (௮) இரண்டாவது தாங்கியிலிருந்து 61 மீட்டர் தூரம். 
(ஆ மீட்டர்.
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(8) முனையிலிருந்து 2-5 மீட்டர் தூரத்தில், (9) 116 கி.கி, 
(10) 62:5 கி.கி,, 575 கி.கி, (11) 180 ராத்தல். 

(12) 208.4. ?மீட்., 1மீட். (15) 1:4 

ம. $[௪௭ (24) 3[2-(௩2)] 
Rtan B Rtanc 

(22) tanB+tanc ’ tanB+tanc , 

பயிற்சி 7 

(1) 6ராத்., 4 ராத்., 4 அடி; (2) 31-]- 4 (3) -31-1197- 41 

(4) 6.(2i+6j+k); (5) P./7, tan-1 M3, மேயில் CD =2a 

எனும் புள்ளி. 

* (12) 7கி.கி எடையிலிருந்து 7 மீட், தூரம்; (13) 60 &. 
(14) முனையிலிருந்து 317மீட், தூரம்; (15) 150 கி. 
(16) 64 &, 48 & 
(17) $அடி தூரத்தில், (18) மனிதனின் தோளிலிருந்து $ 

அடி தூரத்தில், 

8/2 உயரத்தில், (21) 2,732; தீயிலிருந்து $ 86 
தூரத்தில், 

(19) 

(22) 2/5; BA 4யிலிருந்து 9 அலகு தூரத்திலும், 80ஐ 
14 அலகு தூரத்திலும், 
* ராத்தல்; 48-க்கு இணையாக யேலிருந்து 16அடி 
தூரத்தில். 

(27) 64/6 4ி.கி; 45? ; (28) 94.,கி., 40யில் 1 அிமிதூரத்தில். 
(29) யிலிருந்து ?மீட்டர், 
(30) 

(24) 

2/2 கி.கி. எடைவிசை 48க்கு 45” சரிவில் 2,4யில் 
48-33 4.8 என்றவாறு £ எனும் புள்ளி வழியாக, 
ஆ 

(32) 2: 4 வழியே 94-42 என்ற அளவில் £ எனும் 
புள்ளியில், ‘ 

(33) 18.2. ; 34) கால்களுடன் மேசையின் எடைக்குச் 
... சமமானளடை,. '
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(35) முறிந்த காலுக்கு எதிர்க் காலையும் மேசையின் 
மையத்தையும் சேர்க்கும் நேர்கோட்டை 1:2 
என்னும் விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளி, 

பயிற்சி 8 

2 20 மீட்.கி.கி. ; (3) 8 (6--459) மீட், கி.கி. (5) 9 அடி 

ராத்தல். 
(17) 32 

பயிற்சி 9 

(1) 4மயுடன் 240”யில் 7 ராத்தல் எடைவிசை; 2843 அடி 
ராத்தல் திருப்புத் திறன் கொண்ட சுழலிணை. 

~ 29 2 
(2) ஏ அலகுகள்; யிலிருந்து “ட 4 தூரத்தில். 

3) 832; (6) 66 4சியுடன் 240“. 

௫. 4109 அலகுகள்; 54/3 19) - 64/32- 0. 

(9) 14/561; 2ix+ily-14=0. 

(13) R=A/93436y9;(18-+ 123g) - ¥ (54+882)+ 

y (42-1) = 0. 

(14) 4010 &.8., x43y=16; (16) 410கி.கி. 18 be. 8.8. 

(19) (x- ஐ பே 145) 25 =O 

(20) ற.4யில் றயிலிருந்து sa தூரத்தில் 80-க்கு இணையாக. 

(21) நீ அலகு; 80ஐ றயில் 0.53 80 என்ற அளவில். 

பயிற்சி 10 

(1) tan-? 32: 02 ஸு . (25) ch >a? +309 
923-827 * 

எனில், > 

தியில் எந்த எடையும் தொங்கவிடப்படாமலேயே 

முக்கோணம் கவிழ்ந்து விடும். (29) + AB. 

(30) W sin 15° seg W sin பூதி 

Ww த 0, al, 
(35) F= 55 3 ,ersialene = —_ > 

33169 
58 ரர்,
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(41) 2 4ி.4., 25௪.௮. (2) பய் 2-1 (11௮) 

(46) கிடைத்தளத்துடன் கோலின் சாய்வு 6 எனில், 

1 ன e tan 6= atb (a cot «< cot 2) 

W sin B W sin < 
sin(x+$) * sin(<+) 

கிடைக்கோட்டுடன் 1-1 ( 3 )சாய்வில் 

342 434 
——— 3 (47) > » 5 ப 

3. . ; 
(50) Ware (51) 1154 கி.கி, 0244 கி.கி, 

பயிற்சி 11 

டட ர ரர 1) 200 கி. (4 டு 84, ௫. ந =} (1) ) Tae aaa (5) (7) 275 

Ww 8) T- —=; > 8928.8. (8) wi (12) 15°; 8928.8 

பயிற்சி 13 

1 4 3500 1500 1) 5; (2) 4.8; 4) 3500 1500 4 

(5) 68°87, 92:72 4.4; (8) tan-1 2,” , (9) 0-6, (8) tan? 55 755) 
௨ (13) T=W tan =F; H>tanS. (16) 2 tan~ 1p, 

பயிற்சி 34 

1. 9 
() 2/3 (3) tan- go> (4) tan~? (2 ) (5) 14 ராத். 

எடை; 4 
15 

(7) உச்சிவரை; (8) 2 கி.கி, 24.4 115 2 கி + a @.€. 

(15) 13 அடி; (21) ஸர-ட மே சம 
/4 (2-6)



- பயிற்சி 15 

(6) ௬/8. (10) ட 29 (14) ௪-5). எனில் கவிழும்; ௨5. 

எனில் நழுவும், (29) 4 (மூனைப் பக்கத்தின் நீளத்தில் பாதி) 

பயிற்சி 16 

(1) x: (2) sBsdoie 2 தூரத்திலும், .4யிலிருந்து 

. 3 
ச் தூரத்திலும்; (3) 0, 08 ஆகியவற்றிலிருந்து முறையே 1, 1 

மீட்டர் தூரங்களில்; (5) இணைப் பக்கங்களின் நடுக்கோட்டை 

5: 4 விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளி. 

- பயிற்சி 16 

11 13௪ 
—1 (6) tan a (8) “ர ஆ 

பயிற்சி 17: 

ய($. 1): 2(௯ 8௮):0 (are?) 

(4 (58. 0): (6) Zaa(m-$), = 795 (5 hn zak) 

a, Fs 0) (sq ath 550%); 0] 0 ண் ௦] 

(11) (4. 3 ர்கள் ் (13) ¥ “7-௭ 

- 7 ட சே 2b 

  

8x 

2h 
(19 (௦, 2 an(a 3) wf ௦)
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b+e . 2+ 4/2) . 50a (19) (SF ௦ ) an(22tv2), 0}; (22)( 63” ௦) 

பயிற்சி 18 

6a 9a\. 5a \. 8a 8b 

0 (0) 
பயிற்சி 24 

(1) 33:66, 31:25; (2) 101062, 937-5 குவின்டால்; 

(3) 18755, 2125 டன்கள்; (4) 170 டன்; 

(5) 730 டன், 807:75 டன்; (8) 4743, 450 டன்.
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மேற்கோள் நூற்பட்டியல் 

PRINCIPLES OF MECHANICS by John L. Synge and 

Byron A. Griffith. 

CLassicAL MeEcHaANICS by D.E Rutherford. 

MEcHANICS by J. L. Meriam. 

INTRODUCTION TO MECHANICS by V. D. Deshpande. 

STATICS AND THE DYNAMICS OF A ParTICLE by William 

Duncan. 

Statics by H. Lamb. 

ANALYTICAL STATICS by E. Routh. ; 

APPLIED MECHANICS, VoLuMe I—Sratics by George 

W. Housner and Donald E. Hudson. 

Sratics by T. Natarajan. 

Stratics by T. R. Raghava Sastri. 

Statics by A.S. Ramsey. 

Vector Metuops by D. E. Rutherford. 

Statics by S. Z. Zoney.



கலைச்சொற்கள் 

Acceleration 
» due to gravity 

Angle 

Angle of friction 
Arm 

Astatic centre 

Astatic equilibrium 
Axle 

Beam 

Body 

Cardioid 
Catenary 

Centre of gravity 
Centre of mass 

Centre of parallel forces 
Centroid 
Coefficient of friction 
‘Component 

»» horizontal 

» Vertical 

‘Cone 

Cone of friction 
Contact 

Coplanar forces 

Couple 

Cylinder 

Density 

Directed line segment 

D 

மூடுக்கம் 

ஈர்ப்பு முடுக்கம் 
கோணம் 

உராய்வுக் கோணம் 
புயம் 

நிலையில் மையம் 

நிலையில் சமநிலை 

அச்சாணி 

உத்திரம் 
பொருள் 

நெஞ்சுவளை 
சங்கிலியம், கயிற்றுவளை 

புவியீர்ப்பு மையம் 

திணிவுமையம், பொருண்மை 
மையம் 

இணைவிசைகளின் மையம் 
திணிவு மையம் ் 

உராய்வுக் குணகம் 
கூறு, பிரிவு 
கிடைக் கூறு, கிடைப் பிரிவு 

நிலைக்குத்துக் கூறு, நிலைக் 
குத்துப் பிரிவு 

கூம்பு 

உராய்வுக் கூம்பு 

தொடுகை 

ஒருதள விசைகள் 

சுழவிணை 

உருளை 

அடர்த்தி 
திசை கொண்ட நேர் 

கோட்டுத் துண்டம்



கலைச்சொற்கள் 

Directrix 
Dot product 

Edge 
Ellipse 

Force 

Frame of reference 

Friction 

» Hmiting 

Gravitation 

Gravitational force 

Hemi sphere 
Horizontal line 
Horizontal plane 

Inclined plane 
Inextensible 

Kilogram 

Kinetic friction 

Latus rectum 

Law 

Limiting equilibrium 
Limiting friction 

Magnitude 
Major axis 

Mass 

Minor axis 

Moment 

Neutral equilibrium 

Normal Reaction 

Parallel forces 

Parameter 

679 

இயக்கு வரை 

புள்ளிப்பெருக்கம் 

விளிம்பு 
நீள்வட்டம் 

விசை 
குறியீட்டச்சு 
உராய்வு 

எல்லையுராய்வு 

ஈர்ப்பு 

ஈர்ப்பு விசை 

அரைக் கோளம் 

கிடைக் கோடு 

கிடைத்தளம் 

சாய்தளம் 

நீளியல்பற்ற 

கிலோகிராம் 

இயக்கப் பண்புராய்வு 

செவ்வகலம் 

விதி 
எல்லைச் சமநிலை 
எல்லையுராய்வு 

அளவு 
பேரச்சு 

பொருண்மை, திணிவு, நிறை 

சிற்றச்சு 

திருப்புத் தீறன் 

நடுநிலைச் சமநிலை 
நேர்குத்தெதிர் விசை 

இணை விசைகள் 

பண்பளவை
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Particle 
Peg 
Plane ‘ 
Polygon. 
Polygon of forces 
Position vector 
Pressure 
Principle 
Pulley 

Quantity 

Reaction 
Resolved parts, Resolutes 

Resultant 
Rigid body 
Rolling friction 
Rough 
Rule 

Sag 
Scalar 
Slope 
Smooth 
Space 
Sphere 
Stability 
Stable equilibrium 
Statics 
Static friction 
Stress 
Surface 
System 

Thrust 
Time 

Unit 
Unlike parallel forces 

Vector 
Vertical plane 

Weight l
e
a
l
l
e
l
l
a
l
i
g
l
t
i
i
l
i
l
i
t
t
t
i
t
t
 

t
t
e
 

IP
 

l 
ol
l 

ll
it
il
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துகள் 
மூளை 
தளம் 
பல்கோணம் 

விசைப் பல்கோணம் 
திசையிநிலை 
அழுத்தம் 
தத்துவம் 
கப்பி 

கணியம் 

எதிந்விசை, எதிர்த்தாக்கம் 
பிரித்த பகுதிகள், கூத்துப் 

பிரிவுகள் 
விளைவு 
கட்டிறுக்கப் பொருள் 

உருளுராய்வு 
உராய்வுடைய 
விதி 

தொய்யல், தொய்வு 
திசையிலி 
சரிவு 
வழவழப்பான 
வெளி 
கோளம் 
நிலைப்புத் தன்மை 
உறுதிச் சமநிலை 
நிலையியல் 
நிலையியலுராய்வு 
உள்ளமுக்கம் 
மேற்பரப்பு 

தொகுதி 

அமுக்கம், அழுத்தம் 
காலம், நேரம் 

அலகு 
எதிரிணை விசைகள் 

திசையி 

நிலைத்தளம் 

எடை, நிறை 
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