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அணிந்துரை 
இரு. இரா. நெடுஞ்செழியன் 
(தமிழகக் கல்வி அமைச்சர்) 

தமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக ஆக்கிப் பதினேந் 
தாண்டுகள் ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சல கல்லூரிகளில் பட்டப் 
படிப்பு வகுப்புவரை மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தை 
யும் தமிழிலேயே கற்று வருகின்றனர். 1969ஆம் ஆண்டிலிருந்து 
அறிவியல் பாடங்களையும் த.மிழிலேயே கற்பிக்க ஏற்பாடு செய் 
துள்ளோம். : தமிழிலேயே கற்பிப்போம் என முன்வந்துள்ள 
கல்லூரி ஆசிரியர்களின் ஊக்கம், பிற பல துறைகளில் தொண்டு 
செய்வோர் இதற்கெனத் தந்த உழைப்பு, தங்கள் சிறப்புத் துறை 
களில். நூல்கள் எழுதித் தர முன்வந்த நூலாசிரியர்கள் தொண் 
டுணர்ச்சி இவற்றின் காரணமாக இத் திட்டம் நம்மிடையே 
மகிழ்ச்சியும் மன நிறைவும் தரத்தச்க வசையில் நடைபெற்று. 
வருகிறது. இவ்வகையில், கல்லூரிப் பேராசிரியார்கள் சு 
அறிவியல் பாடங்களை மாணவர்களுக்குத் தமிழிலேயே பயிற்று 

_ விப்பதற்குத் தேவையான பயிற்சியைப் பெறுவதற்கு மதுரைப் 
பல்கலைக் கழகமும், சென்னைப் பல்கலைக் கழசமும் ஆண்டுதோறும் 
எடுத்துவரும் பெருமுயற்சியைக் குறிப்பிட்டுச் சொல்லவேண்டும். 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளாதாரம், மெய்ப் 
பொருளியல், புவியியல், புவியமைப்பியல், மனையியல், கணிதம், 
இயற்பியல், வேதியியல், உயிரியல், வானியல். புள்ளியியல், விலங் 
கியல், தாவரவியல், பொறியியல், சட்டம் ஆகிய எல்லாத் துறை 
களிலும் மூல நூல்கள் மொழிபெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இரு 
வகையிலும் தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் . நிறுவனம் வெளியிட்டு 

வருகிறது. 
“ இவற்றுள் ஒன்றான அடிப்படைக் கணிதம்? என்ற இந் நூல் 

தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனத்தின் 630 ஆவது வெளியீடா 
கும். கல்லூரித் தமிழ்க் குழுவின் சார்பில் வெளியான 35 தால் 
களையும் சேர்த்து இதுவரை 665 நூல்கள் வெளிவந்துள்ளன. இந் 
நூல் மைய அரசு கல்வி, சமூகநல அமைச்சகத்தின் மாநில மொழி 
யில் பல்கலைக் கழக நூல்கள் வெளியிடும் திட்டத்தின்8ம் வெளி 
யிடப்படுகிறது. | on. 

துமிழில் பயிலும் மாணவர்கள் உலக மாணவர்களிடையே 
சிறந்த இடம் பெறவேண்டும் என்பதே நம் குறிக்கோளாகும். 
கல்லூரிகளிலும் பல்கலைக் கழகங்களிலும், கலையியற் பாடங்களை 
யும், அறிவியற் பாடங்களையும், தொழில்நுட்ப அறிவுப் பாடங் 
களையும் பயிலுகின்ற மாணவர்கள், அவற்றைத் தமிழில் பயில 
வேண்டும் என்பதை வலியுறுத்தி வருவதற்குக் காரணம், தமி 
முறிவு வளரவேண்டும் என்பதைவிட, தமிழ் மக்களின் அறிவு 
ஆற்றல் எளிதாக, விரைவாக வளரவேண்டும் என்பதுதான், 
“எதிலும். தமிழ் எங்கும் தமிழ்” என்ற குறிக்கோளை நிறைவேற்ற 
வேண்டிய கடப்பாடு, தமிழகத்து ஆசிரியப் பெருமக்களையும் 
மாணவர்களையும் சார்ந்ததாகும், தமிழ்நாட்டுப் பல்கலைக் 
கழகங்களின் பல்வகை உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் 
மனம் கலந்த நன்றி உரியதாகுக, 

இரா. நெடுஞ்செழியன்



பொருளடக்கம் 

பாகம் 1--இயற்களிதம் பக்கம் 

1. மீள் பார்வை 
eee 1. 18 

2. அடுக்குக் குறிகள், அடுக்குகள், மூலகங்கள்... 19— 37 
3. இலாகரிதம் அல்லது மடக்கை woe = 8 — 56 

4. சமன்பாடுகள் ட 57 61 
5, எண் தொடர்கள் we 62— 90 
6. வரிசை மாற்றமும், சேர்வுகளும் ew. 91—111 
7. ஈருறுப்புக் கோவைத் தேற்றம் 112-118 
8. வி௫தமுறு படிக்கு ஈருறுப்புக் கோவைத் தேற்றம் 119-125 
9. அடுக்குக் குறித் தேற்றம். 126-133 

10. இலாகரி 55 தொடர் அல்லது மடக்கைத் தொடர் 134—141 

பாகம் Catan கணிதம் 
, தோற்றுவாய் உ 142-143 

1, கோணங்களை அளக்கும் முறைகள் « 144—150 
2. தரிகோணச் சார்புகளும் அவற்றின் ௦ தாடர்பு 151-168 

களும். 
3. Aw துணைக் கோணங்களின் கோண கணிதத் 169-188 

தகவுகள்; கோண கணித. அட்டவணைகள்; கோண 
கணிதத் தகவுகளின் வரைபடங்கள். 

4, கூட்டுக் கோணங்கள், 8ழ்மடங்குக் கோணக்கள், 189201 
௩ பெருக்கல் வாய்பாடுகள், 

5. கலப்பெண்கள் , eos » 202—222 

பாகம் நா--நுண் கணிதம் 
1, சார்புகள், எல்லைகள், சார்புகளின் தொடர்ச்சத் 223-244 

தன்மை, வரைபடங்கள். 
2. . வகையிடல் உ wee 245—267 
3. வகைக்கெழுவின் பயன்பாடுகள் ” ws 268—301 
A. Gres காணல் ௨. 302-313 

பாகம் ர7--இரு பரிமாணப் ப்ரை — அல்லது 
ஆய எண் லடில களரிதம் 

... தோற்றுவாய் we» 314—318 
1. தொலைவுகள், eee பரப்பளவுகள் உ 319-327 

2. நேர்கோடுகள் : ட... 328350 
a வட்டம் 

eoe 351—-358 

4. கூம்பு வளைவுகள் wes 359—395 

5. கூம்பு வளைவுகள் (தொடர்ச்சி) ws 396-409 
பொதுவான பண்புகளும், பலன்களும் 

6. வரைபடங்கள் : உ 410-417 

மேற்கோள் நூற்பட்டியல் 418 

. தலைச்சொற்கள் ve 419—423 

Nat



பாக்ஸ் I . 

இயற்கணிதம் 
(Algebra) 

1. Woruticnel 
(Review of Algebra) 

1. இயற்கணிதம்--எண் கணிதத்துடன் தொடர்பு 

மற்ற கலைகளைப் போலக் கணிதமும் . .ஆதிமக்களின் 
தேதவையை ஒட்டியே தோன்றிமது, எண்ணிக்கையை ஒட்டி எண் 

கணிதமும், பரப்பளவு; கன அளவு, பதக LE PIURS இவற்றை 
யொட்டி வடிவசணிதமும் உண்டானீன* 

இயற்கணிதத்தில் நாம் எண் கட்ன் 

படுத்துகிறோம். எழுத்துகள் எநித் AP we 3 
லாம். இதனால் பொது முறைகளுடுவிதிகளுடி பெற 

  

ங் ் எடுத்துக்காட்டாக, ஒரு செவ் த்தின். நீள “அகலங்கள் 
முறையே 3 மீட்டர், 2 மீட்டர் ஆயிஷ்ஷ தட்ட பறப்பு 6 திரி 
மீட்டர் ஆகும், ஆனால், இது தனிப்பட்டிஷேை6ழ்குத் திம் பட்ட விடையே தவிர, இதிலிருந்து இம் மரிதியி 6 0 கணக்கு 
களுக்கு விடை காண முடியாது, ஆனால், பொதுவா மீட்டர் 

் நீளமும், ம் மீட்டர் அகலமும் கொண்ட செவ்வசுத்தின் பரப்பு 
Ib சதுர மீட்டர் ஆகும், இது இவ்வகையில் பொதுப்படைக் 
கணக்காகும்... இதிலிருந்து இம் மாதிரி. மற்ற கணக்குகளுக்கு 
4-/8 என்னும் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்தி விடை காணலாம்... . 

  

    

   

   



2 அடிப்படைக் கணிதம் 

எண் கணிதப் பிரச்சினைகளைச் சுருக்கமாக எழுதவும் இரக்க 

வும் இயற்கணிதம் பயன்படுகிறது. கூட்டல், கழித்தல், 

பெருக்கல், வகுத்தல் எனும் பிணைகளுக்கும் (0068(1018), சமம், 

சமனின்மை என்ற உறவுகளுக்கும் குறிகளைப் பயன்படுத்தியும், 

எண் குறிகளைத் தவிர இன்னும் மதிப்புத் தெரியாத எண்களைக் 

குறிக்க எழுத்துகளைப் பயன்படுத்தியும் எண் கணிதக் கேள்விகளை 

ஒரு சுருக்கெழுத்து முறையாக நாம் எழுதி அதனின்று எழுத்து 

களால் குறித்த எண்களின் மதிப்பைக் காண வழிகளை ஆராய் 

தரோம், 

2. எண்ணினங்கள் 

ஆதிகால மனிதனுக்கு முழு எண் முறைதான் தேவைப் 

பட்டது. ஆடு மாடுகளை வைத்து வளர்த்த அவனுக்கு அவற்றை 

எண்ணுவதற்கு இதுவே போதுமானதாயும் இருந்தது. 

1,2, 3.0.0.G5t முழு எண் தொடர் எனப்படும், இத் 

- தொடரை இயற்கை எண் தொடர் (867168 04 1184ய7ல1 numbers) 
என்றும் வழங்குவதுண்டு. ஆனால், அறிவியல் துறைகள் பல 
வளர ஆரம்பிக்கவே, நேர் முழு எண்கள் மாத்திரம் போதுமான 

தாக இல்லை. இதனால் பலவகை எண்கள் தேவைப்பட்டன. 

எடுத்துக்காட்டாக, %-4-3 என்றும், 2%--3-2 என்றும், 
2. என்றுமுள்ள சமன்பாடுகளில் 3-ன் மதிப்பைக் காண 

வேண்டுமானால், முறையே எதிர் முழு எண், விகிதமுறு எண், 
விகதமுறா எண் கொண்டே மதிப்புகளைக் காணலாம், 

ஆதலால் இத்தகைய சமன்பாடுகளைத். தீர்வு காண, எண் 

வகைகளை. மேலும். மேலும் பெருக்கிக் கொண்டே. போகவேண் *. 
டியிருக்கிறது. 

இப்போது 35-10 என்ற சமன்பாட்டைத் தீர்வு காண 
வேண்டுமானால், எண்ணினத்தை மேலும் விரிவுபடுத்த வேண்டிய 
நிலை ஏற்படுகிறது. 5 . 

- இதற்கென 7-1 என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்ட, ர என்ற! 
எண்ணை நாம் ஏற்போம். r . 

\ (gpraig) i=/—-1 gob. 

_= Qed என்பது ஒரு கற்பனை எண்ணாகும். ஆனால், எந்த மெய் 
யெண்ணையும், அது எக் குறி பெற்றபோதிலும், -வர்க்கம் காணில்,
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நேர் எண் மதிப்போ அல்லது பூச்சியமோ னை [% ஒரு 

மெய்யெண் ஆனால், 7-0 அல்லது 507, 

| ஆகவே, / ஒரு கற்பனை எண். 

மெய்யெண் இனமும், கற்பனை எண் இனமும் சேர்ந்து நமக்குக் 
கலப்பெண் இனத்தைத் தருகின்றது. 

இதன் பொதுத் தன்மை ௭--7/6 ஆகும், இதில் 5-0 ஆனால், 
ஒரு மெய்யெண் sea stil ன் 

8-0 ஆனால், ஒரு கற்பனை எண் கிடைக்கும். ஆகவே, இந்த 
கழல் இதில் எல்லா எண்ணினங்களும் அடங்கியுள்ளன. 

நாம் கூறிய யாவற்றையும் தொகுத்துக் 8ழ்வரும் அட்டவணை 
யில் கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 

எண்கள் 

கலப்பெண்கள் (௦ற12% நமா 0679) 

_ வடிவம் ஈ-(ப்ர் ் 

  

  

  

மெய் பெண்கள் கற்பனை எண்கள் 
(real numbers) (imaginary numbers) 

| வடிவம் மர ் 

—_— | 
விகிதமுறு எண்கள் விகிதமுறா எண்கள் 

(rational numbers) (irrational பகடு 
“கொய் வடிவம் ஈம். ey 7, 2, Jf 3 

Binh | Wes ட | 

| | | | 
நேரெண் : எதிரெண் 6 நரெண் எதிரெண் 
(positive (negative (positive) (negative ) 
numbers) cnn ) 

| | | இ 
நேர் நேர் எதிர் எதிர் பின்னம் 

எண் பின்னம் முழு எண் (negative 
(positive (positive (negative f ractions) 
whole fractions) whole: ட கர அதி 
numbers) 4, 3 numbers) : 

g By Sen hy Dien
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3(a). இரின: இரா9கள், வற்றின இராசிகள் 

_ 5 ரூபாய் 3 ரூபாய்-8 ரூபாய் என எழுதுகிறோம். ரூபாய் 

என்பதற்கு £ என்ற எழுத்தைப் பயன்படுத்தினால், SR+3R=8R 

என எழுதலாம். 

5 R 3£ என்பன ப ப றைன்கம், 

ஆனால் அரூபாய்--3- பைசா என்பதை 8 ரூபாய் என்றோ, 
8 பைசா என்றோ எழுத முடியாது. 

ஆர்ம் என்பதற்கு R என்றும், பைசா என்பதற்கு மி என்றும் 

கொண்டால், 5 ginny ae பைசா என்பதை ங்கள் என எழுத 

லாம். 

ஒரே இனமுள்ள இராகெளைத்தான் கட்டியோ அல்லது 
கழித்தோ சுருக்கலாம். 

எடுத்துக்காட்டு : கூட்டுக 

5a°— ab+2b°— a—2b+7 பூ 4 

— 3a"4-3ab—9b*4+-7a-+5b—9 
அட டடம அடவ] னு 

என்றாகும். மேற்களிர்ட கூட்டலில், 8” ஓர் இனம், ஜ் ஓர் இனம், 

த்” ஓர் இனம், மற்றும் 6, ச வெவ்வேறு இனங்களாகும், 

வெவ்வேறு இன - இராரிகளைக் கூட்டவோ கழிக்கவோ 
வேண்டுமானால், அவற்றிற்குரிய குறிகளைப் போட்டு Goris 
லாமே தவிர; சுருக்க முடியாது. 

a(b). நரெண்கள், எதிரெண்கள் (Positive and negative 
fons numbers) i ot, 

(1) கூட்டல் 1 நேரெண், எதிரெண்கள் வரும் கூட்டலைச் 
செய்ய, .நேரெண்கள் இலாபத்தையும், எதிரெண்கள் நட்டத்தை 

யும் காட்டும். எனக் வண்டு விடையைப் Geom. 

இவ்விதமாக (144௨ 5) - ae என்றாகும், a 

(= 2-1- ee என்றாகும்,
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(14) கழித்தல் : நேரெண், எதிரெண் வரும்'கழித்தல்களில் 
கழிக்கும் எண்ணின் அடையாளத்தை மாற்றி மற்ற எண்ணுடன் 
கூட்டிக் கொள்ள வேண்டும். 

(--7)-(-2)-(-7)-1(--2)- 

(—4)— (+9) =(—4)-+(-9) = —13 

~ (iii) பெருக்கல்: இரண்டு. நேரெண்களின் பெருக்குத் 
தொகை ஒரு நேரெண்ணாகும். இரண்டு எதிரேண்களின் 
பெருக்குத் தொகையும் ஒரு நேரெண்ணாகும். ஆனால் ஒரு நேரெண், 
ஓர் எதிரெண் ஆயவற்றின் பெருக்குத் தொகை ஓர் எதிரெண் 

னாகும், 
(+4) (துர் (+4) (-3)=—12 

(-4) (-3) 412... (4) (43)--12. 

(19) வரூத்தல் 1 இரண்டு எண்களும் நேரெண்களானால், 
ஈவு ஒரு நேரெண்ணாகும். இரண்டு எண்களும் எதிரெண்களானா : 

லும், ஈவு ஒரு நேரெண்ணாகும். ஆனால், ஒன்று நேரெண்ணும், 

மற்றது எதிரெண்ணாகவும் இருப்பின், ஈவு எதிரெண்ணாகும்,. 

(+12)+(+4)=3 . (412)+(-4)=-3 

(-—12)+(—4)=3 = (— 12) + (4-4) =-—3 

8(0). அடைப்புகள் (17௨0186518) a . 

அடைப்புகளை நீக்கிச் சுருக்கும் போது, அடைப்புகளுக்கு 

வெளியே -- குறி இருந்தால், அடைப்புகளை நீக்கி உள்ளே 
இருக்கும் உறுப்புகளை உள்ளவாறே எழுதிவிட வேண்டும். 
அடைப்புகளுக்கு வெளியே--குறி இருந்தால், அடைப்புகளை நீக்கி 
உள்ளே இருக்கும் ஒவ்வோர் உறுப்பின் ராகவ அத 
மாற்றி எழுத வேண்டும். 

a-.(b—c)=a+b—c 

‘a—(b-—cy=a—b+c 

8(8). - அடியெண், அடுக்கு, அடுக்குக் குறி 
௨56264 என்ற பெருக்கல் பலனை 88 என எழுதுகிறோம். இந்தப் ' 

பெருக்குத் தொகை அடுக்கு” (00௭67) எனப்படும். ர என்பது 

அடுக்கின் அடி.யெண் ; 3, என்பது அடுக்குக் குறி எனப்படும்,
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எடுத்துக்காட்டு 1' கூட்டுக 

ட் ஆ தனு, 7 ல -3 

இவை யாவும் வேற்றின இராசிகளாகும். 

இவற்றின் கூடுதல், 3x2 —Sxy+7x—4y—3 eer GG. 

4, சார்புகள் (170௦011008) 

(1). ஒரு மாறிச் சார்பு1 ஒரு வட்டத்தின் ஆரம் ர அலகுகள் 

என்றால், அதன் சுற்றளவு ே2ரீ ஆகும். ் 

ன் மதிப்பு ர-ன் மதிப்பைச் சார்ந்து நிற்கிறது. 

0 எனும் இராசி 47 எனும் ' இராசியின் சார்பு அல்லது 
சார்பலன் (1000(100) எனப்படுகிறது. ' 

இதனை ௦] (7) எனக் குறியீடுசெய்து காட்டுகிறோம். 

2௮-41 என்றால், ரன் மதிப்பு ன் மதிப்பைச் சார்ந்து 
ற்ற. ஆகவே, 2%“--4%--1 என்பது ரீ (௦) ஆகும்; 

f= 2x°—4x+1 arerepad, f(a) = 2242-11 என்றாகும். 

ஆகவே 7 (6) கிடைக்க, 7 (%)-ல், க்கு 47 எனப் பிரதியிட 
வேண்டும். 

இவ்வாராக, 7 (1)-2:1*-41-1--1 
ரீ (0)-2:0*-4:0-:1- 1 ஆகும், 

இங்கு 5 என்பது மாறி (variable) எனப்படும், 2” கஜ] 
என்பது ஒரு மாறி கொண்ட 3.ன் சாரீபாகும். இவ்வாறே 
3x—-4, sin x, cosx என்பன 2 என்னும்... ஒரு சப்பு 
பொறுத்த. சார்புகள். ஆகும். ட ் 

(14) ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட மாறிகளைக் கொண்ட -சார்புகள் ' 
91 ஈ1* என்னும் தொடர்பைக் கருதுவோம். . இங்கு ச-க்கும், 

நக்கும் குறிப்பிட்ட மதிப்புகளைக் கொடுத்தால், ..9-ன் மதிப்பைப் 
பெறலாம். ஆகவே ஐ 7, /-களின் சார்பாகக் கருதலாம். 

உன் மதிப்பானது %, எனும் இரண்டு சார்பிலா (indepen- 
dent). ஜாதிகளை. யொட்டி எனைய 78 Xs a சார் 
பெனக் கூறுவோம். 

இதனை 247 (3) 3) எனச் குறியீடு செய்வது வழக்கம்,



மீள்பார்வை ் 7 

இங்கு 2, என்பன. சாரா மாறிகள் அல்லது: சார்பில் மாறிகள் 

(independent 4கர1க01௦8) எனப்படும். 

2 என்பது சார்ந்த மாறி அல்லது சார்புடை மாறி (dependent 
(variable) எனப்படும். 

5. பல்லுறுப்புக் கோவை அல்லது விகித முழுக் கோவை அங்கு 
முழு 319454 Carma (Polynomial or Rational Integral 
Function) 

இராசியின் அடுக்குகள் நேர் முழு எண்களாக வருமிடத்து 
அவை முழு எண் அடுக்குக் கோவை, அல்லது முழு எண் அடுக்குச் 

சார்பு அல்லது பல்லுறுப்புக் கோவை அல்லது விகித முழுச் 
சார்பு எனப்படும். 

"எடுத்துக்காட்டு - 

X+7, 3x°—2x-+-5, 2831 J/2 x®—1x?—5 

இங்கு % என்னும் மாறி ஓர் உறுப்பின் பகுதியிலாவது (deno. 
10102407) மூலக் குறியீடு பெற்றாவது வராமையை நோக்குக, 
உறுப்புகளின் கெழுக்கள் பின்னங்களாக3வா மூலக் .குறியீடு 
பெற்றோ வரலாம். ஆனால், மாறியின் அடுக்குக் குறிகள் நேர். 

முழு எண்களாக இருக்கவேண்டும். 

43./2--5 என்னும் கோவையில் 3: வார்க்கமூலமாக வருவ 
தால், இக்: கோவை விகிதமிலாச் சார்பாதும் (1178110௦௨1 function). 

= எ = ae என்னும் கோவையில் 3 ஆனது பின்னத்தின் 

பகுதியில் இரப்பழான், இது Reon sentry (Fractional function) 
எனப்படும். 

- [குறிப்பு 1 பெரும்பாலும் பயன்படும் சார்புகள் வி௫ுத முழுக் 
கோவைகளே யாகும் (பொதுவாக விகஇிதமுருச் சார்புகளும், 

பின்னச் சார்புகளும் முக்கியத்துவம் வாய்ந்தவை அல்ல), 7. 

வரையறை: ம, 8,, 0,.. என்பன மாறிலிகளாகவும் (constants), 

1 ஒரு தேர் முழு எண்ணுகவும் இருப்பின், ச, 7-2, 97 -1-டஐ. நரக 
4... பர என்பது 2௨ல் 1 படியுள்ளஒரு பல்லுறுப்புக் 'கோவை அல்லது 
விகித முழுச் சார்பு அல்லது முழு எண் அடுக்குச் சார்பு எனப்படும். 

ஒருபடிச் சார்புகள் (114687 ௦ 19% 0௦27௦௦ functions ), 
இருபடிச் சார்புகள் (008078(10 1ய0௦(1006), முப்படிச் சார்புகள்



8 அடிப்படைக் கணிதம் 

(1௦ 802௨011008) முதலியன பல்லுறுப்புக் கோவையின் in 
வகைகள் ஆகும். 

... ஓரே ஓர் உறுப்புள்ள கோவை ஒருறுப்புக் கோவை (001121 
6901689101) என்றும், இரண்டு உறுப்புகள் கொண்ட கோவை 

ஈருறுப்புக் கோவை (010181 ஊறர688100) என்றும், மூன்று 
உறுப்புகள் உள்ள கோவை மூவுறுப்புக் கோவை (([1000பி1௨1 
௭௯01688101) என்றும் பெயர் பெறும், 

6. BAS Coppw (Remainder Theorem) 

ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவையான 7 (%)ஐ 2-8 ஆல் வரூத்தால் 

வரும் மீது 7 (0) ஆகும். 

நிருபணம்: ரீ (%) ஐ (%--8) ஆல் வகுக்குங்கால், வரும் ஈவு 0(%) 

எனவும், மீதி £ ஆகவும் கொள்க. 

ரீ. (%) ஆனது 1 படி உடையதாஞால், ௦ (௩) ஆனது (2-1) 
படியுள்ள பல்லுறுப்புக் கோவையாகும், மீதியின் படி (4621௦6) 
வகு எண்ணின் படிக்குக் குறைந்திருக்க வேண்டும். அதாவது 

4-ல் 5 கறுப்பு இராது... 

வகுத்தல் விதிப்படி, 

7 0-(%--2)0(2)--8 எனப் . பெறுகின்றோம். இஃதொரு 
முற்றொருமை. யாகையால்) -ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் ஏற் 
புடையதாகும். 

2 ர என்று இடுக, 

Ff (4) =0XQ (a) +R 
* R= = F (2) 4 

[குதிப்பு (i) f (x) @ (x+a) qm வகுத்தால், வரும் மீற 
7 (9) ஆகும், 

(ii) f(x) @ (2:40) ஆல் வகுத்தால், வரும் மீதி 
ந் ~ ee 

f ( 7) 460.
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களைத் தேற்றம் - 
eras Ce pp (Factor Theorem) : ஒரு. பல்லுறுப்புக் 

கோவையான f (x)-@, உ-க்குப் பதிலாக சப் பயன்படுத்த, 

ரீ (2) - 0 என வருமானுல்,; (2-8) என்பது f(x)-oF காரணியாகும். 

- [குறிப்பு 11 ஒரு கோவைக்கு (2-1) காரணியாக வேண்டு, 

மானால், உறுப்புகளின்: கெழுக்களின் கூடுதல் 0 ஆக வேண்டும், 

குறிப்பு 21 இரட்டைப் படி உறுப்புகளின் கெழுக்களும் தனி 
உறுப்பும் சேர்ந்து, ஒற்றைப் படி உறுப்புகளின் கெழுக்களின் 
கூட்டுத் தொகைக்குச் சமமானால், 4-1 ஆனது கோவையின் 

காரணியாகும்.] 

7. மீஇித் தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தக் &ழ் வருவனவற்றைக் 
. காணலாம் : 

(0) ஈஒருமுழு எனைக் ச் குறித்தால், நடரா எப்பொழுதும் 
--ற.ஆல் வகுபடும். 

(ii) xn —yrad 717 இரட்டைப் படை எண்ணானால், அது 

(x+y) wirgyib x—y யாலும் மீதமின்றி வகுபடும். 

(11) x"+y" என்பதில், £ ஒற்றைப் படை எண்ணானால், அது 

(42) ஆல் வகுபடும். ௬ 

(11) ரா ஆனது (2:-2)ஆல்,வகுபடாது. 

8. சார்பின் படி (16௦6 01 & 110(10) 

ஒரு பல்லுறுப்புக் கோவையிலுள்ள ஒவ்வோர் உறுப்பிலும் 
உள்ள மாறிகளின் படிகளைக் கூட்டிப் பெறப்படும். தொகைகளில் 
மிகப் பெரிய தொகை எதுவோ, அதுவே ௮ச் சார்பின் - படி. 
எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு a 
" a x8 b xt? fe? + ஸ்: 'இதன் படி 6, 

9.  கோவைகள்--வகை 

(0) ஓரினக் கோவை அல்லது சமயடிச் சார்பு. ‘(Homogeneous 
functions): ஒரு பல்லுறுப்புக் 'கோவையில் உள்ள எல்லா 
உறுப்பின் 'ப்டிகளும் -சம்மாக - இருப்பின்) அஃது ஒரு. சமபடிச். 
சார்பு: அல்லது: கரன் கோவை (homogeneous expression) 

.. எனப்படும். 2
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எடுத்துக்காட்டு 
ல 

இழிந்த வர. என்பது 267 என்னும் இரு மாறி 

களில். மூன்று படியுடைய ஓரினக் கோவையாகும். 

(11) wus Fi அல்லது  சமச்ரீர் கோவைகள் (Symmetrical 

ஊற£588101) * ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட மாறிகள் வரும் கோவைகளில் 

ஏதாவது இரண்டு மாறிகளை ஒன்றிற்கொன்று மாற்றியமைத் 

தாலும், ௮க் கோவை மாராதிருந்தால், ௮ம் மாறிகளைப் பொறுத்த 

மட்டில் அது முழுச்சீர் அல்லது சமச்சீர் கோவை எனப்படும். . 

எடுத்துக்காட்டு ' 55 டட. 

3x24 3y?4+327 — 2x — 2y—22 — Sxy — Syz — 52x என்னும் 

சேர்வை %, ந, 2 என்பனவற்றில் சமச் சீருள்ளதாகும். 

(iii) ஓரினச் சமச்8ர்க் கோவைகள் அல்லது சமபடிச் சமச்சீர்க் 
கோவைகள் : ஒரு கோவை ஓரினமாகவும், சமச்சீருள்ளதாகவும் 
விளங்கினால், அஃது ஓரினச் சமச்சீர்க் கோவை அல்லது சமபடிச் 
சமச்சீர்க். கோவை எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு . 

மாறிகள் 2, ஆனால், படி 2, 3-ல் சமபடிச் சமச்சீர்க் கோவை 

களின் பொது வடிவங்கள் முறையே, 

a(xty)+bxy 5 

02] 7] 403) ஆகும். 

யின் பொது வடிவம், :-: ' 

a(x*-y?+2)+b (xy+yz+zx) g@nd. 

_ மாறிகள் 2௦, ச ஆனால், படி 2-ல் சமபடிச் சமச்சீர்க் கோவை 

(19) வட்டச் சமச்சீர்க் கோவைகள் (090112 . 83 617108] 
expressions): a*(b—¢)--b* (c—a)+-c*(a—b) ereranid Carona 
யில், ஏம், ம-ம் ஒன்றுக்கொன்று மாற்றியமைக்கப்பட்டால், அக் 

Camenar b*(a—c)+a°(e—b)-+%(b+a) = —a"(b—¢)—b*(e—a) 
2971-4) என்றாகும், அதாவது, கொடுத்த,கோவை f (ay b,c) 
BOX, வருவது -, (டம், ௦) ஆகும், இது முந்தைய கோவை 
யோடு _ இராசிக் குறியால் வேறுபடுவதாகன்றது. ' ஆகையால், 
மேற்கண்ட கோவை முழுச்சீர்க் கேர்வையன்று, ட, 

/
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எனினும், இக் கோவையில் 'ஒரு வகைச்சர் காணப்படுவது. 

கொடுத்துள்ள கோவையில் ஈீ (5-௦) என்னும் முதல் உறுப்பி 

லுள்ள எழுத்துகளை வட்டச்சீராக மாற்றி யமைத்தால், அதாவது 

க்குப் பதில் 5-ம் ,2-க்குப் பதில் 2-ம், ௦-க்குப் பதில் 8-ம் எழுதினால் 

.5₹(2-2) என்னும் இரண்டாவது உறுப்பு வரக் காண்கிறோம். 

இரண்டாவது உறுப்பில் இதே மாறுதல்களைச் செய்தால், 
மூன்றாவது உறுப்பும், மூன்றாவது உறுப்பில் இம் மாறுதல்களைச் 
Sear முதலுறுப்பும் இிடைக்கின்றன. 

இவ்வாறு. தம்மிடத்துள்ள எழுத்துகளை வட்டச்8ராக மாற்றி 

யமைத்தாலும், வேறுபாடு எய்தாத கோவைகள் வட்டச். ர்க் 

கோவைகள் எனப்படும். | 

(v) ஸிக்மா (2) என்ற சூறியீட்டு முறை: ஒரு கோவை 

யானது வட்டச்சீர் உறுப்புகளைக் கொண்டிருந்தால், அதன் முத 
லுறுப்பின் முன் மட்டும் கிரேக்க மொழி எழுத்தாகிய 2 (sigma) 
என்ற அடையாளத்தைக் கொடுத்து, ௮க் கோவை முழுவதையும் 
சுருக்கமான வடிவில் எழுதலாம், 2 ஈம் என்றால், abate 
எனப் பொருளாகும். 

3] 241 2.432-122% என்று நீளமாக எழுதுவதை 
'இஜ-22 3 என எழுதினால் போதும். 

10. ஏல முக்கியமான முற்றொருமைகள் (Some important 

identities) 

1. (x--a) (x-+b) = x°+x (a-+-b)-+4b 

2. (a+b*) = a®+2ab+b° 

3. ei = a? —2ab-+b* 

“A bb)? (a—by = 2(0°+b) 
2 Se (+ (ae Bm Aa a 

. த்! (டர்டி 2 =a 315512 + 2ab-+2be4- 200 ட ச் ட் ன 

Te $[(a—b)?+(b—0)*+(c—a)"] - கீச் 0௦௨௧, 

8. (a+b) (2-0) = மிட் - 

9, at-+-0°" +b! = S (@jab+B ( t—ab+b) 

10. - 62? ௭ (a+b) (2° ஸ்ம



Ak 

. 5 

20 
“2. 

22. 

23. 

அடிப்படைக் கணிதம்: 

Gb! = (a=) (Pa) 

Getaerbiate = =x ‘saab oytx(abtbe- et) 

--abe ‘ 

் பிறு = 21325) 320401 

தகை 5)" ae a®—3a*h +-3ab*— த் 

உட ர ப்பட Sabo, = = (24242) மரக எர “gh bn —ca) 

ட (கடம்) (b+c) ieee = Sa"/b-+e) +2abe 

= Ya(b?+c?)+2abe ~ 

= Yab (a-+b)+2abe 

= (a+b+c) (ab+-be-+-ca)— —abe 

Se (abbot = OB R084 3(04-8) (b+e) (c+a) 

ட | (a-+b-+-c)* ~a—h'—c> = 3(a+b) (b-+e) (e+a) 

La"b—c) = — (a—b) 6-6) (c—a) 

Zab(a— 5) (a— =) [2 ~c) (c—a) 

டி) = = (a—b)(b—c) (c—a)s ட்டு. 

உற) 0; 562) 4 0 

Ux(y—z) ௬ 0) 2227103727) ௨0 

11, தேராக் கெழுக்களைப் பற்றிய தத்துவம். ‘(Pringle of 
undetermined coefficients) 

9-ல் ஒரே படியுள்ள இரண்டு கோவைகள் .சர்வ சமமானால், 

அவை இரண்டிலும் ன் , அரே. அடுக்குள்ள. அறுப்புகளின் . 
கெழுக்கள் Fiasarr ge 

12, “aa சமம் ' 

ரி 

  

St
a 

ee
 

= a அரும். , ஒவ்வொன்றும் த க்குச் சமம், - 

ப் த ஆன், ஒவ்வொன்றும், சபக், சமம்; ை 1:
 

«i
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ஸ்ஆ ஸம கலை மழ எமக்கும் 
(iii) + = + = ன் வ. ஆனால், 

ஒவ்வொன்றும் ao க்குச் சமம், 

ஒவ்வொன்றும் Tp FoF சமம், 

(iv) + = த ன் சகல உ என்றால், 

எவவ n [er லை aus 

இங்கு ற, , 1 என்பன பூச்சியம் நீங்கலாக எம் கடம கயானாதம் 
உடையனவாகலாம். 

றா. 54,354] எனும் -விசிதஙிகள் ஒன்றிற்கொன்று 
ந 2 8 

சமமில்லாமலும், ச, 8, Dyyorssee எனும் பகுதி எண்கள் நேரெண் 
களாசவும் இருந்தால், 

© Oy-F A, +g + sie wee 

BAAD Fone one 

களின் மிகக் குறைந்த விகிதத்திற்கும் மிகப் பெரிய விகிதத்திற்கும் 
இடையில் அமையும், 

எனும் விகிதம் தரப்பட்ட விகிதங் 

பயிற்சி 1. 

1. அடைப்புகளை நீக்கிச் சுருக்குக $ டட 

். ச[ம்-.(28-(05-7-1)..ஐ.-3].. [விடை 47-40] 

2. A=3a+b—c, B=c+bh—2a, C=b—3a+e என்றால், 

1-28-30 ஐக் காண்க. [விடை : 168--45-60] 

3. x=0, y= -l, z=3, w= —2 என்றால், 

- (9432 1௭ன் மதிப்பென்ன? . . ரவிடை 1 10] -
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02 (72-32); 0-60 என்றால் F என்ன ? [விடை 140] 

A=2nr (r+h); 4=748; 7=3}; r=7; h=? 

[விடை 1.10] 

V=iharh; V=1884; 7=3°14, h=8; r=? [விடை 1 15] 

சுருக்குக 1 

(3x—1) (2x+3) —3 (5—4x) (x—2) 
[விடை 1 18--32%-27] 

32-21-1571 14ஐ %-2ஆல் வகுத்தால், வரும் 

ஈவு, மிச்சம் காண்க. [விடை : 3x*+4x-—7; OJ 

2x'4-x®—12x°4+8x—7 a9 2“----6ஆல் வகுத்தால், வரும் 

'சீவு, மிச்சம் காண்க. [Ment : 2x*—x-+1; x—-1] 

பெருக்குக 1 

(147) 1+2p) (1437) [விடை: 1-6 p+il P+ 6p") 

. at+b=2 crore, a°-+-b?+6ab-cr 'மதிப்பென்ன 2? 

[விடை ; 8] 

(2-2) (2-3) (x+a) என்னும் பெருக்கற் பலனில், 

ன் கெழு 0 ஆனால், *2”-ன் மதிப்பென்ன? ் 

[விடை : ச- -31] 

(1—2t+30?) (1-2). என்ற பெருக்கற் பலனில் 
ன் கெழுவைக் கண்டுபிடி, (அடை: 7] 

(2x—3) (3x—4) (4x— -5) (Sx - ஒன் தொடர் பெருக்கற் 
் பலனில் x*, x. கெழுக்களைக் கண்டுபி டி, 

[விடை : -634; 21098] 

காரணிப்படுத்துக 1 விடைகள் ] 
(i) p°+q°4+1 =3pq° [(p+-9 +1) (p*+q?—pg— p—g+1] 
ii) at—5a°b*+-4b¢ [(23-25) (2-2) (a+b) (a—b)]



Bar uirhena டல 15. 

[விடைகள்] 

(iii) 28—31a—5a? "  (4=Sa) (74+a)] 

(iv) p®~8p [Pp (p—2) (p?+2p+4)] 

(Vv) (a@—2a)?—(a—2a)—56 [(a*?—2a~—8) (a?—2a+-7)] 

" (vi) (x?+5x-+1) (x?+5x-+5)—5 

[x (x4-5) (x+2) (x+3)] 
(vii) c?-—a?-+2ab—b* [(c+a—b) (ec—a+b)] 

(vill) x°+2ax—2ay—y? [(x—y) (x+y+2a)] 

(ix) (x?—y*) (a?—b*)+4ab xy 
[(xa+-yb+xb—ya) (xa+yb -xb+-ya)] 

(x) x*+x?y*+y* [(°-+xy+y*) (x°—xy+y)] 

16. பின் வருவனவற்றிற்கு உத்தமப் பொதுக் காரணி 
(உ.பொ.கா.) (14.0.7.) கண்டுபிடி, 

(i) a?—b?, (a+b*); (a°+-b) [(emr. : (a+5)] 

(ii) x®9—x® +x, +1, x8+x?+1 [விடை : x°—x+1] 

17. பின் .வருவனவற்றிற்கு அதமப்: பொது wiL_AaG 
(அ௮.பொ.ம,)(1..48.ண்க, ' 

(i) 5 நரி x¢pr?y?+y!, +xy+y? 

[alent (x—y) (xt x2y*+y")] 
(ii) a*—a—6, (a—1) (a*—a+1)~7a-+7, 

(a?-+-a)?—14 (a?-+a)+24 

[olor : (a—1) (a-+2) (a—3) (a+-4)] 
18. சுருக்குக$ : 

4 at—17a*+-4 

  

(i) “Fa Sa4T [ விடை : (8-2) (2a+1) ] 

wo 1 த 4- 
09 1-7 5 {+a - 1+a? . Fed 

ve XY | xt xty®+yt _1_ 
CN) வரர் எவ | ar 

a b c 
(19) (a—b) (a—e) + (b—c) (b—a) + (c—a) (c—b) — 

[விடை: 0] 
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20. 

21. 

22. 

23. 

24. 

25 

அடிப்படைக் கணிதம் 

தீர்வு காண்க. 

- 6 ae 
அ க. 

1 2 _ Mort x=3, y=l py beep Hat at ae 
Sita areas. 

3x-+2y+6z = 7 
2x+6y-+3z = 2 . 
6x—3y—2z = 128 [விடை $ 52, y= —} z=4] 

தீர்வு காண்க, . 

1,1 
22? 
1 1 of ¢ 

atx [வீடை t x=1, y=}, 7=3] 

தீர்வு காண்க --- டவ வ 

[விடை : %---13 அல்லது 11] 

ஒரு மோட்டார் டிரைவர் 360 உ, மீட்டர் தாரம் 
பயணம் செய்கிறான். அவன் தன்னுடைய வழக்க 
மான வேகத்தைவிட மணிக்கு 6 AULT அதிக வேகத் 
தில் சென்றால், மூன்று மணி நேரத்திற்கு முன்னதாகவே 
போய்ச் சேருவான். அவனுடைய வழக்கமான வேகம் 
என்ன 2 [விடை! மணிக்கு 24 கி.மீட்டர்] 

(241) (242) (243) (8-4): 1-ன் வர்க்க மூல்ம் என்ன? 
_ [alo ; 45x45] 

“6274-13-12. 4-ன். வர்க்க மூலத்தைக் கண்க 

[விடை ! 3242]



மீள்பார்வை 7 

26. 

ரி 

4%1--20%7)-37” என்பது ஒரு சுத்த வர்க்கத்தின் முதல் 
மூன்று உறுப்புகள் என்றால், மற்ற உறுப்புகளைக் கண்டு 

பிடி. [விடை :--30%--9/ 

2%-- (28-32) 22-12 (2-5) 2-6 என்னும் கோவை 

“1-6 ஆல் சரியாக வகுபடுமானால், ௭, ச-ன் மதிப்பு 

_ களையும், மற்ற காரணிகளையும் கண்டுபிடிக்க, 

28. 

29. 

30 

31. 

32. 

33. 

[Mei : a=2; b=-1; 2x?9—x41] 

ax'+ bx®~—18x°-+-15x—5 ererani tt Carona x*?~3x-+2 

ஆல் வகுபடும் பொழுது 4%--7 ஆனது மிச்சமாகுமானால், 

a, ம்-க்களின் மதிப்பைக் கண்டறிக. 
. ர்விடை: 8-1; 4] 

49-80 என்பதற்கு 3 ஒரு 'மூலமானால், ௪-ன் மதிப் 

பையும் பிற பணய கண்டறிக, 
[விடை : ர4120; $--8 ௦5] . 

(0-1) 2-(-3)-ம், 2” (10) 2- -1)-ம் தனித் 

தனியாக (2--2)ஆல் மிச்சமின்றி சரியாக வகுபடுமானால் 

_ 11 என்பவற்றின் மதிப்புகள் யாவை ? ![விடை:-7, 9] 

%-2, ௩-3, 53. என்பவற்றால் வகுபடும்போது, 
முறையே 9, 24,--6 என்பன மீதிகளாகக் கிடைத்தற்குரிய 

இருபடி சார்பினைக் கண்டறிக, [aleor.: 2x7+5x—9] 

பின்வரும் வட்டச்சீர்க் கோவைகளை முழுவதாக எழுதிச் 
சுருக்குக. 

(i) (+ oe] (1222) 

(ii) 2 (a—b) (a+b—c) [Merri 2 (a+6-+c); 0] 

மீதித் தேற்றத்தைப் பயன்படுத்திப் பின்வருவனவற்றைக் 
காரணிப் படுத்துக: 

் விடைகள் 1 

(i) a® (b—c) [—(a—b) (b—c) (e—a)]-_ 
(11) Lab (a—b) [—(a—b) (b-—¢) (c-a)] 

(iii) Ya(b?-—c*) © [(a—b) (b—c) (¢ ~a)] 

(iv) 3 a@ (b—c) -[—(a—b) (b—c) (c—a) (a+b+c)]
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34, 

35. 

36. 

37. 

38, 

39, 

40. 

அடிப்படைக் கணிதம் 

%, Vr கன் இருபடி ஓரினச் சமச்சீர்க் சோவை யொன்றில் 

x=0, y=1, z=—1 எனப் பிரதியிட்டால், அதன் மதிப்பு 

1.ஆ௫றது. 2-1, நஃ0, 2-1 எனப் பிரதியிட்டால்) 

அதன் மதிப்பு 7 ஆகிறது. கோவையைக் காண்க. 
 [விடை; 2 (2-ரர4-2)3 (xy-+yz+2x)] 

%, நன் மூன்று படியுள்ள ஓரினச் சமர்சீர்க் கோவை 
யொன்று x=1, y=2 என்று பிரதியிட மதிப்பு 21ம், x =1 
3-1 என்று பிரதியிட மதிப்பு 6-ம் பெறுமாயின், ௮க் 
கோவையைக் கண்டுபிடிக்க. . 

[Moot xipy®+2 (x*y+xy?)J 

x99 (x—2)-oF FTTLITS THIS. 

[விடை : x*=(x—2)?4+6 (x—2)?+12 (x-2)+8] 

4x*—-S5=A(x—-1P+B (x-1)+C gow, A, B, C-or 
மதிப்புகளைக் காண்க, : [விடை $ 4-4, £-8: ே--1] 

4%”--1224-6ஐ. & (2-1) (0-2) 6-2) (6-3) 
4௦0 (2--3) (2-1) என்ற வடிவில் வரைக, 

[விடை 1 . 423, B=-1, C=2] 

ax®-+bx*y-+exy*-+ dy*+ex*-+ fry+ gy thx-+ky+l 
THUS X,y என்பன வரும் விகித முழுக் கோவை 
யாகும், இதில் மிகக் குறைந்த மாறுதல்களைச் செய், 
அல்லது உறுப்புகளை நீக்கு, இதை 2,,ற என்பனவற்றின் 
தரம் மூன்றுள்ள (1) 8ீர்க்கோவையாக (11) ஓரினக் 
கோவையாக (111) ஓரினச்சீர்க் கோவையாக எழுதுக 

[விடைகள் 
ax®+bx*y-+-bxy*+ay® 

hex? + fxy-peythx+hy+] 
(14) aXP+ bx y+ exy dye 

(iii) ax®4-bxty+ bxy*tay"] 

~~
 (1 

் 77(2)- 2-0 f (x)=x*+px+q corp, f (2-x)-F (-2)-ன் மதிப்பைக் காண்க,



2. அடுக்குக் குறிகள், 
அடுக்குகள், மூலங்கள் 
(Exponents, Powers, and Roots) 

1. அடுக்குகள் 

விளக்கம் 1! ற என்பது ஒரு நேர் முழு எண் (positive integer) 
எனின், “ஏன் ற காரணிகளின் பெருக்கற்பலன், 42 என்று குறிக் 
கப்படும், 

(அதாவது) ர%8548)6..2 2-4 2 காரணிகள் ர 

GP என்பது ஈன் ற ஆவது அடுக்கெளப்படும் (0௦87) 

மி ஆனது உன் அடுக்குக் குறியெனப்படும் (04௦௩) 

8. ஆனது அடுக்கின் அடி. (0836) எனப்படும். 

2. நேர் முழு எண் அடுக்குக் சூறிகளைப் பற்றிய விதிகள் (716 
Index Laws for positive integers) . 

a-b, bib பூச்சியம் நீங்கலாகிய யாதொரு மெய். எண் 
களாகியும், ஈம், ஈம் யாதொரு நேர் முழு எண்களாகியும் இருக்கு 
மானால், 

விதி I, ams qn =aqmtn 

  

1 
பு 

வீதி 17, அ ௩ ஏாடா அல்லது 
> 

mz 1 என்பதற்கேற்ப, 

விதி 117, (am yn = qmn — (qnym
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AG IV. (ab)m=a™ bm 

கிளைவிதி 1 (GBC dane ee.) = A" BMC™ As ae eee 

விதி (1) ௪ 

நிரூபணம் 1 

விதி 1, ஈ)(ரா-(ஐ)02)68..ஃ. ௮ காரணிகள் வரை) 

X (AXAXAX seal STTOMac வரை) 

- 864626. ..௮(71-71).. காரணிகள் வரை 

ax qintn 

[சூறிப்பு 1 இப் பலனை மூன்று அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட 

காரணிகளுக்கும் விரிவு படுத்தலாம்.] 

ஆகவே, *, 1, ற....நேர் முழு எண்களானால், 

  

்.. ஜீ)ம7642056 =a mnt, ror! பெறலாம். 

விது 11 Gm _ AXAXAX ser seeonel காரணிகள் வரை 

ஜா 3: 475475: அரை 11 காரணிகள் வரை 

7121 ஆனால், பகுதியிலுள்ள எல்லாக் காரணிகளும் தொகுதி 
யிலுள்ள 1 காரணிகளைப் போக்கி, தொகுதியில் ‘m—n) காரணி 

களை மட்டும் நிறுத்தும் 

_ am a ak. . 
Oe Gr * 2062%0% (9-4) காரணிகள் வரை 

x= ரா 

9-4 ஆனால், தொகுதியிலுள்ள ர காரணிகளனத்தும். 
பகுதியிலுள்ள ஈ காரணிகளைப் போக்கி எஞ்ய (ஈ--ஈ) காரணி 
களை மட்டும் பகுதியில் நிறுத்தும் 

உட ரா. 1 
oe . a 4XOX Aree eoe...(N—mM) காரணிகள்.வரை 

ios ak. லு 

ரு “7
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விஜி 111. (னாரா) பப்பா காரணிகள் வரை 

_ ghtm+ கக்கா 17 aginst 

== gmn 

விடி Iv. (ab )m = (aD) X (ab) X wevereeee m காரணிகள் வரை 

ee (AKA K ப்பை m காரணிகள் வரை) 

% (DX DK BX seccseece m காரணிகள் வரை), 

= qm pin ட 

| a \m a b ன க ல் 

விஇ V. (+) = ee os" ரவு ர காரணிகள் வரை 

5685689642 காரணிகள் வரை 

ற் )0)650% வைய வவ? காரணிகள் வரை 
  

qm 

bm 

3. பின்ன, பூச்சிய) எதிரெண் அடுக்குக் சூறிகள் 

மேற்கண்ட விதிகளைப் பின்ன, பூச்சிய, எதிரெண் அடுக்குக் 

குறிகளுக்கும் விரிவு படுத்தலாம். 

ஆனால், நாம் அதைச் செய்யுமுன், ' பின்ன, பூச்சிய எதிரெண் 

அடுக்குக் குறிகளின் பொருளை அறிதல் வேண்டும்... 

ற ஆனது ஒரு நேர் முழு எண் அல்லாத விடத்து, eat 1-ல் 
கொடுத்த elem அர்த்த. மற்றதாகும். ‘ 

ஆயினும், அடிப்படை. அடுக்குக் குறி lian Bian an X qn=gmtn 

என்பது நேர் முழு எண்களுக்கே நிரூபிக்கப் பட்டாலும், அது 
அடுக்குக் குறிகளின் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் உண்மையாகுமெனக் - 
கொண்டு, நன் பின்ன, பூச்சிய, - எதிரெண்” மதிப்புகளுக்கும் 

விளக்கத்தை வருவிக்கலாம். 

(0) பூச்சிய அடுக்குக் சூறீயின் பொருள் : | 

am G9 mame = am
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ச பூச்சிய மன்றாயின், ஒவ்வொரு பக்கத்தையும் 1 ஆல் 

வகுக்க : 

871672 _ qm 

qm a” 
  

(21-51) 0] (a0) 

[குறிப்பு ₹ 02 என்பது தேரப்படாத நிலை்மையது ஆம், 7 

(ii) எதிரெண் துடுக்குக் சூறியின் பொருள் 

ஈ என்பது பூச்சியம் தவிர ஏதேனு மோரீ எண்ணாயின், 

சாரா ப ரார்ற. 22 1 

॥ e ரு an (240, m ஏதேனுமொரு விகிதமுறு எண்) 

1 க 
இதனோடு, ௭ - Gam அகும். 

[சூறிப்பு 1 இவ் விளக்கத்திற்குப் பின், இரண்டாம் விதியில் 
கண்ட இரண்டு வகைகளுக்கும் வேறுபாடு காட்ட வேண்டு 
வதில்லை, 

எனெனில் = ar(rm) = a(mn))   

qm, 

எ௫த்துக்காட்டு $ 

1 1 
சரம இல வர 

at ? 125 

ews ட 78 தா மராம் . 
(ill) p= . என்று கொள்க [mM ஒரு முழு எண், ஈ ஒரு 

நேர் முழு எண் ஆகுக.] 

.. 1 
[குறிப்பு : பஜ ௪2] 

(a8 =( or) (om) (et ) enn 
71. காரணிகள் வரை
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ny m ப க ‘ 
(+ fe op னி உறுப்புகள் வரை 

=a 

m 
n ial 

ர் a ரர 

8 

= qm 

4 (am]n\n = qm 

ராப ல wan 

(அதாவதுந]் ௭!” என்பது எு.ன் ஒரு 1 படி மூலமாகும். 

a a oe | | 
(எடு) உ“ ப 472; ர ஸு ஐ 

4, ஆகவே, 1, 1 நேர் முழு எண்களெனக் கொண்டு நிறுவப் 
பட்ட ஐந்து விதிகளும், நேர் முழு எண்களுக்கு மாத்திர மின் றி, 

எல்லா விகித முறு எண்களுக்கும் பொருந்துமெனக் கொண்டு, 
9, ம, ராக் குரிய மதிப்புகளை வருவித்துக் கொண்டோம். 

இனி, மறுதலையாக மேல் 3ஆம் பிரிவிலுள்ள மூன்று பலன் 
களையும் வரையறை இலக்கணங்களாகக் கொண்டு, பின்ன, 
பூச்சிய, எதிரெண் அடுக்குக் குறிகளுக்கு இப்பொழுது கொடுத்த 
பொருளுடன் அடுக்குக் குறி விதிகள் எல்லா விகிதமுறு மதிப்பு 
களுக்கும் உண்மை எனக் காட்டலாம். 

5. விளக்க மாதிரிகள் 

மாதிரி 1? சுருக்குக: 

8-2/8 1 

ஷு 
8-2 stp = yar Fao ய 

Not = Nt= 4 
(947 மிட அரி விடு 

(அல்லது) (-64)3 | 

கீல
் | 2 ஃ Il | ஃ
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| 7 
கொடுக்கப்பட்ட பின்னம் - ith =— 18 

மாதிரி 2 1 

ரச) நர, 2270) ஆகுமாயின், 

921 என்று நிருபிக்க. . 

XY? = (fv) 2* 

3 (2)22- (222 -]2- 0-4 

2-1 

மாதிரி 8: 

சுருக்குக 1 

1 4 1 1 
TPE x95 xanc 1-Lxbre4xb-a + 1+-x¢744 xenb 

1 __ i> 
1--xa-b ya-c x2 xa 

13 இர் xe 

30222 30012 

xoxe 70832]. xaxb ச் சர்ச ரர +. xcta   

இதே போல், ioe 7 ஜச5 22. ஜனக AGW. : 

      

மேலும் ் _ xatb 
ந 1-+-xcra4-xenb ~ orb xbte4 yore ஆகும்,. 

மதிப்பு $ ப டு ட xbte4 xotay மார்ச் 
சர்ச். 2272. xeta நகர பட்ட ஜக 

=1 

மாதிரி 4: ் 

a 8 ் ட் 
ழக m at a சர்ர்ர் னி ர்க்க | 

xn ) “xt > 1 எனக்காட்டுக.
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m+ ரட்ட க ர்ணார்ற் 

அல் xm ் ட, 
தற்பொழுது, (= - 8 = (xm-n) = (x 

mn க ரர் ் ர் 

எனவே, இடது பக்கம் - % 12 “ஜி உ. 

nati ர ரட் 

னு ௦ ் 

=1 

மாதரி 5: இரிவு காண்க : 

(i) S*ty = 250-2; (di) த ஜாம 

. Sat வ தேக 4 (55)0-௪ ௮ 5394 .் வப] 

287] ஹம — (Py ஸம் த் (11) 

.." ஆகவே, (1)-ல் இருந்து, $-ர = 2y—2x «+. (iii) 

(ii )-w இருந்து, 3x+y = 3y-—3 .(iv) 

(14ம்), (41) ஐ விடுவிக்க, x=1, 3-3 எனவரும், 

பயிற்சி 2-1. 

1, சுருக்குக ‘ 

(i) (atl®. Br) x (63) a, € at தக) - 

. 
[விடை 1 ‘a b*) 

Gi)-(ab) a? > Yow [விடை ௮87/5] 

(ii) (a) = (0°) (-)ஃ 2502 (260) 
= a . | ர்விடை 1 413]த11] 

ம்) ரஜ... ரவிடை: 5/6] 

ம 10-௬௩ + [4mtn-2» Qn . ட ் 

(v) Am ~ 32m*n 25m-1 - [விடை1 2/3]  



56 ட... : அடிப்படைச் கணிதம் 

(Sy (Sy tems a 
XP xm 

  (vi) (3 

(vii) (ae) 8" (xtra) OF" (xed) [elem 17 
> 2a ae py , 

(viii) ole ape fs [விடை 1 1] 

ட் 
(ix) ls le . (அட் . (se [விடை 1 ப   

(x) (ர ணு (4 Jes, (அ) ட. 1/3] 

“ : 

(xi டட ——— ) pare ட ரா ப [விடை ( 1] 

1 ஸ்ஸ் atti oti? ப tent + டர் 
ig i SO ராமா 
(4+ (டை 7 ழா ஒழ் 

  

[விடை 1 2] 

(- ரூ (நா b-at-p 
(xiii) (ரய ட [விடை 1] 

a+b arb. (dat) (b= -4y 
ON) apa + இவ சமா 

  

pag 11] 

2. + of afm fr b=, (x1) ஆனால், 

ய 
a Be 'என்றவற்றுள்' ல்ப்கபதும்' இரண்டு சமமாக ' 

் இருக்கும் எனக் காட்டு, 

03, 2 520 இபரியதா அல்ல த அலர் 1 பது பெரியதா 3 ஏன்? 

Pi A ச ‘eo xytt=b, தடச 'எனின், = 

ட. ட சா, தார, முர] என Boys.
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3s a=be; by=ca; c?=ab 269%, 
-, 1 1 1 ன் ‘ 

(i) igs + ity + tic = 1 எனக் காட்டுக. 

(11) இது பற்றியேனும், அல்லது வேறு வகையினாலேனும் 

xyz =Xby+2-+2 eros நிறுவுக. ர “க 

2. . 
- (i) x=a", y=a", xry"zaP gene, mnp = 1 என்று 

நிரூபி, 
் 

(ii) a" - மாடா ஆனால், 1 - 127-1 என்று காட்டுக, 

ன x ச் ரு ன் .. 

(ili) ways gee, (+) ர வபர Se 

(1) சம் ஆனால், ன் + + ௪ 1 எனக் காட்டுக. 

. it . 2 
(Vv) 20-02 ; 58-70 ஆனால், 4 வ + = என 

நிறுவுக. 

(1) சறட நற; முழற? எனில், 

+ + = = 1 corn ami_@s, 

(1) x ஸர் +2°=0 ADM, (X+y+z)*=227 xyz cror 
நிறுவுக. ன ; 

(ii) y=xtN +1 B@e, x=4 (y—y") orotro Boa. 
1 

(iii) x=28—28 AEM, 2x°4-6% =3 crar நிறுவுக.. 

  

2562 

இர்வு காண்க : 
ப 

2 @ Berta Bey; 3x7 29%" [alent x= —4, y= —3] 

(ii) 52; a=2 oem a=4, 642] 

(iii) 64" = 1 =2/2 fale : x=}; yo அதிர்
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9. வர்க்க மூலங் காண்க 1 

(1) கரா அஷ [விடை . 2-3] 

மு. 252-2௭1" 5p-+4a ௬ ... [விடை1 5220] 

10. தகா னம் ட 

(L+a+b- ட). அயன. பய ஷு 
துல எனக் காட்டுக, 

6. விடுதமுரு மூலங்கள் (Surds) 

1 ARs முறு எண்கள் 1 தொகுதியும், பகுதியும் முழு 

எண்களாகக் கொண்ட எண்கள்  வி௫தழுறு (rational) எண்கள் 

எனப்படும். 2 

2. இவ்வாறு அமையாத எண்கள் விகிதமுரு எண்கள் 

கடல 
Sats 

Seas பல வகைப்படும் | 

(i) - ௭௮3 141671828௮ 

ஸ் பகி கி புட சிப 

இவற்றின் மூலங்களைக் காண முற்படும் போது, அவை முடி. 
வற்ற எண்களாவதைக் காண்கிறோம். - 

இவை வித முது. எண்களின்  விதமுரு மூலங்கள் (ராவு. எனப் 
"படும். - 

டட பவ 
B= 3-5. eeeae see 

“இவை விலமுரு எண்களின் ப் முறா மூலங்களாகும், 

[குறிப்பு 1 “Te = pata... “நாம் 299 எத்தனை gained 
தான சுத்தமாக “நண்றாக கண்டு. . கொள்ளலாம். 

அண்மைக் , காலம்வரை . இம் மாதிரி எண்களைப். பொருளற்ற 
.. எண்கள் (ஸ்லாம் numbers ) என்று குறிப்பிட்டார்கள். மனிதனின் 
கணித, வளர்ச்சியில் அக் காலத்தில் அவன் அடைந்த. நிலையை இச் 

சொல் குறிக்கின்றது. .ஆனால், இப்பொழுது 72 போன்ற 

எண்கள் இதர எண்களைப் போன்றனவே எனத் தெரிந்தும், அப்
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பெயரில் மாற்றம் செய்யவில்லை. ஏனெனில், மனிதன் கணித 
வளர்ச்சியில் அக் காலத்தில் அடைந்த நிலையை இச் சொல்லால் 

நாம் அறிய முடிகிறது, இச் Gere, நாளடைவில் பா” 

என மாறிற்று, 

7. வி௫த முறுத்தல் (Rationalisation) 

ஒரு பின்னத்தின் பகுஇியில் ஒரு விகிதமுறு மூலம் இடம் 
பெற்றால், அப் பின்னத்தின் மதிப்பைக் காண்:தில்' நாம் தோராய : 

மதிப்பைத்தான் பெறமுடியும். எடுத்துக்காட்டாக வன் மதிப் 

பைப் பெற வேண்டுமானால், முதற்கண் ,3-ன் மதிப்பைக் காண 
முற்படும்போது அது ஒரு முடிவற்ற எண்ணாகும், ஆகவே, நாம் 
தோராய மதிப்பாக,/$ _ 1:7321. எனக் கொள்கிறோம். இதில் 

ஒரு பிழை ஏற்படுகிறது. மேலும், sy காணும்போது. (அதா 

வது) 1 ஐ ,/3 ஆல் வகுக்க முற்படும்போது அஃது ஒரு முடிவற்ற 
எண்ணாகும், ஆகவே, இதிலும் நாம் ஒரு தோராய மதிப்பையே 
கொள்ள வேண்டும், ஆகவே, இரு பிழைகள் ஏற்படுகின்றன 

இதைத் தவிர்க்க, நாம் விகிதமுறரா மூலங்களைப் பகுதியில் 
இடம்பெறாமல் செய்முறை மேற்கொள்ள வேண்டும். இச் செய் 

முறைக்கு வி௫ுதமுறுத்தல் (8410௦ 211581101) எனப்படும். 

ஏதேனுமொரு மூலத்தை விதெமுறுத்த, அதைத் தக்க 
காரணியால் பெருக்கவேண்டும். 

எடுத்துக்காட்டு : 

(i) /3ஐ 3 ஆல் பெருக்க, 3 என்ற விடை கிடைக்கிறது. 

(ii) Ja+ NB 9 டேம் ஆல். சறுக்கு ad aie 

விகிதமுறு எண் கிடைக்கிறது. இவை ஒன்றுக்கொன்று : துணை 
வி௫தமுரு மூலங்கள், (conjugate surds) எனப்படும், 

மாதிரி 11 

விகி 5 2 ம av i. மாரி ye 

இங்குப் பகுதியை விதெமுறுத்தற்கு, AA SUG மூலத்தின். gins 
கோவையைக் காரணியாகக் கொள்ளுதல் வேண்டும், ... ; . 
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ப 1 ப. மு 
1) டப3 ம்பு) மார்பே அ. 

[அப் _ 42-43 

(14 அ-(ு்்.... 142]22-3 

143 
= 2/2 — 

மீண்டும் பகுதி, தொகுதிகளை 9/2 ஆல் பெருக்க, நாம் பெறுவது! 

142-3 __ x 
2/2 

co
e லி
 

05-35 உபை 76 

_ ரசுறிப்டி: (1-/2-/3)க்கு ஏற்புடைய மற்றொரு துணைக் 

கோவை 1.,/3--,/2) ஆகும், (1-73-,/2) ஐப் 
பெருக்கியாகக் கொண்டு செய்துபார்.] 

மாதிரி 8. 

பத +b ஐ வி௫தமுறு எண்ணாக்கும் காரணியைக் காண்க. 

at =X; BS ௪ ர எனக் கொள்க. 

2, ன் ௮. பொ.ம. 6 ் 

க் =a") =a 3 y= (Bt) தி 

ஆகவே, 45, ம்” வி௫தெமுறு எண்களாகும | 

1 Moy ஒரு விகிதமுறு எண்ணாகும். இது x+y~cr 
மடங்காகும், ் ட் 

ஆகவே, விதெமுறுத்தும் காரணி, 3£-ற£ ஐ. ஐ4-ற ஆல் 
வகுத்துக் கடைக்கும் ஈவு ஆகும்; ்
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(2-3) - (x+y) (பீரிஸ் பு முர) 

ஃ விகித முறுத்தும் காரணி 3; ஐ*.ந322 ஐ 8 xyt— ys 

அதாவது எ£- சீநர 4 மந —ab+atpe— ps 

பயிற்சி 2-2. ன ட்ட 
1, கீழ்க் கண்டவற்றுள் எது பெரியது 2 

(i) 3714 அல்லது JO (ii) JU அல்லது 333 

2. 3); 3920, 430, 860 இவற்றை. ஏறு வரிசையில் 
எழுதுக, 

3. சுருக்குக : 

  

2 4 | ௨ 
() 3 ர. 31. [விடை : படர] 

(if) பப்ப பம் ) விடை: 3 | 

~ dif) ial math He [விடை : x= 3] 
4+ /x . 

Nye te ieee 
) a” yt my eet 

4. பின் வருவனவற்றை : விகிதமுறு எண்ணாக்கும் காரணி 
யைக் காண்க; By cad 

(i) J2- 53 
Pa 5 

[விடை t 25/25 4-4-2°/937/?-4-2°3-4.243¢/8-4.38 J 

(ii) YB JEG fallen 954 73] 

5. பகுதியை வி9த முறுத்துக, 
. 1 

(1) வித வப |
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ன 1 51/51 

௫ கவ [டா Oe 
| 41/3... 

1. ,94-.,916 | 

(i) x= /2-1 ஆனால், 2 ஃன் மதிப்பைக் காண்க. 

(ii) x= 3 nage ஆனால், ன் மதிப்பைக் 

காண்க. ் 

on டத 1 ஒட ர 
27 ல், 24 4 எண்ணுகு 

ay «Sg +s 8G YL 

மென்று காட்டுக. 

(4) ௨-3 (5-/21) ஆனால், 
4 1 (22) - (கலி [2௪ ௮ 

எனக் காட்டுக... 

(v) x=} (3405) BOM 
1 1 13% (+3) -2(e+4)-(+ 3} 

மதிப்பைக் காண்க. ... [விடை 59] 

2-1, 3 /2-1 — ,... 

155 1342-15 as ere 

இர்வு காண்க 1 

  

ரதன் 1 

வீ விவித வேக 2 

al
 

. ந: 435 ஆனால், 

  

112 அம் க" 

அதிக பண்டம் ப்ட் 
_ 2-3. . வி ட 

N 2+ (2+ 4/3 ன ௫' 2 எனக் 

காட்டுக: fa &
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9. தேற்றம். 

Nb, மீ வி௫தமுரு மூலங்களாகவும், ச, 6 வி௫தழுறு எண் 
களாகவும் ஆருமிடத்து, ச-/5 - 2-/8ீ ஆனால், அப்பொழுது : 

a=c,b=d aor. 

a+b = c+Jd 

இடப் பெயர்ச்சி செய்கையில், ஈ-- 2-4 பூம் பம் எனப் 

பெறுகிறோம். | 

இரண்டு பக்கங்களையும் வர்க்கப்படுத்த, நாம் பெறுவது: 

(a—c)?+2(a—c) Jb-+b=d aed. 

(seg) 2(a—c) Jb = d—b—(a—c)? 

இப்பொழுது, ,/5 விகிதமுறா எண்ணாகும், 

(௪--௦-0 ஆனால், ஒரு விகித முறாக் கோவை, ஒரு விகிதமுறு 
கோவைக்குச் சமம் என்ற நிலை ஏற்படுகிறது, இஃது அர்த்தமற்ற 
தாகும். 

ஆகவே, 8--௦ பூச்சியத்திற்குச் சமமாதல் வேண்டும். 

லட ரு 2 

ஆகவே த் - ஜீ 

[குறிப்பு 1 at+Jb = c—/d Boa, 

அப்பொழுது a—Jb=c— Jd Gb.) 

9. ஈருறுப்பு AAS eG எண்ணின் வர்க்க மூலம் 

மாஇரி 1 70-15,/3-ன் வர்க்க மூலத்தைக் காண்க : 

| 70--15,/3 - /2-- 0 எனக் கொள்க, 

இரு பக்கநிகளையும் வர்க்கப் படுத்த, நாம் பெறுவது 

70-15,/3 = x+y—2/ xy 
3
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இனி, முழு எண் உறுப்பையும், விகித முரு மூல,உறுப்பையும் 

தனித்தனியே சமன்படுத்த, 

x+y+70 | . (1) 

2/3 - 15/3 ஆகும் ் oe (ii) 

Qarb NAGS SI, x-+y=70 
439-675 என்றறியலாம். 

இனி, (x—y)?=(x-+y)*—4xy ஆதலால், 

(x—y)*=4900 — 675 = 4225 

ஃ x—y=65 ஆகும், (111) 

(1), (111) சமன்பாடுகளை விடுவிக்குங்கால், 

ம ர ee X= say =z BG. 

10. மூவுறுப்பு வித முரு எண்ணின் வர்க்க மூலம் 

(NXE AVA NZ -20/34242 7-2 /724-2,/22 ஆகும், 

(அதாவது) (2-1 /-//2)1-2-1 Nb+Ne+ Ja என்ற 
வடிவில் அமைகறது. 

மறுதலையாக, jet Jb+ J+ Jd = புட பர பு 2 எனக் 

கொள்ளலாம். ௩ 

மேதும் (2-9 த பதச். 

—2,/ xz xz—2,/ yz’ 

Sat /b-Je- Sd ye. 

ஆகவே, a JVe— J dé என்ற கோவையின் கதறக் 

க் ௨ Ny+ EA 2 எனக் கொள்ளலாம்,
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மாதிரி 1 10-- /24-2,/10-2,/15-ன் வர்க்க மூலம் அறிக. 

  

/ 10- 72442 10-28 - 8809-2 எனக் கொள் 
வோம். 

இரு பக்கங்களையும் வா்க்கஞ் செய்க, 

2. 10- /24-2,/10-2,/15- = xy ZED று 

—2/xz—2/ yz 

விகித முறும் பாகநிகளைச் சமன்படுத்த | 

2. x+y+z=10 

வி௫ித முரறாப் பாகங்களைச் சமன்படுத்த, பின்: வருவன பெறப் 
படும். 3 

, (3) 

“போஜ 2/10 ம் (அதாவது) /9/-/10 

புடம் மூ... பேவ 

—2 2-2 [5 (iv) 99 ee Jyz= J 15 

இவற்றை வர்க்கங் காண, 310, 2-6, ந2-15ஆகும், 

97622, _ 10%6 
இனி “2 15 

(அதாவது) னி, J.) X=2BGb 

- இதையொட்டி, நு5; த-3ஆகும் ப் I 

இதைக்கொண்டு, %-1-]-1-2- 3245432 10ஆகும் | 

ஆகவே (1)-ல் காட்டிய சமன்பாடு சபற நிற்கக் 

- தாண்டிரோம். 

(இது நமது விடையைச் சரி பார்க்கப் 'பயஷ்படுறத] 
A. 

தேவையான வர்க்கமூலம் னி Th V3 வடட த 73 ஆகும்; உ 
e¢
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~ ipa 2-3. 

1, வர்க்கமூலஙகி காண்க. 

(i) 5—J24 [விடை: ,/3-- 7/3] 

(ii) 1344/6292 , [afeor.t 11+/13] 

(iii) 89+-28./10 [oor : 742/10] 

(iv) 181-125, [விடை ; 6/5—1] 

(v) 14-65 [விடை 1 3—/5] 

2. (1) சுருக்குக : 

[1 4வ/யட௭டு] [விடை : 14/3] 

(ii) /|-7+,/ { 44./54,/ 17-413} | 

_ =l oor Noss, 

3. சுருக்குக : > 

J5+1 ட 5-1 கபக் 

24/2 454/2. 9281ம் 

ten; WS ISI) 

  

  

  

    

      

4 1 வம் 2 
12235. பு 1042721 
எனக் காண்க, 

‘ 1 8 
10 புர 8443 
எனக் காண்க, 

(4 சக மத்தகம் பரதர் எல ௪ 14/12 மபா -1 
என்று காட்டுக,
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ட. பட) =% 
வவ பு. பே பு 

என்று காட்டுக. 

8. பின் வருவனவற்றின் இருபடி மூலங்களைக் காண்க, 

(1) 1042,/64+2,/10+2) 15° 
[விடை 1 J2+V3+N95] 

(ii) 35-12,/6--6,/10-4/15. 
[Mert 3J2+. 5—2/3] 

(iii) 6—J8—J12+ N24 [விடை 1 ,/2-/3-1] 

(௬) 14-2,715-2,/30-(6,/2 
[விடை1$ /6-4/3- 4/5]



5, இலாகரிதம்' அல்லது மடக்கை 
ர ரர (Logarithm) 

1. வரையறை ட. இ 

கொடுத்த அடியை யொட்டி ஓர் எண்ணின் இலாகரிதமாவது” 
அவ் வெண்ணின் மதுப்பைப்-பெறுவதற்கசு அவ்வடியை எவ்வளவுக்கு 
உயர்த்த வேண்டு மென்பதைக் காட்டும் அடுக்குக் குறியேயாம். 

இங்ஙனம் 1௦28-3, ஏனெனில் 2-4 8 ஆதலால் 

1௦ஐ,,100--2, ஏனெனில் 10100 ஆதலால் 

பொதுவாக, ௪-1/ஆனால், 108, 77--% என்டுரரம். 

a@=N; x=log,N என்னும் இருவகைக் கூற்றும் ஒரே 
கருத்தையே இரு வகைளாகக் கூறியதாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 1 

34-81 என்பதை அறிவோம். 

.. இதுவே, 1௦9, 81-4 ஆகும் 

இவ்வாறே, கர் =2 $. 1023-3 

் 100 1 10% 1] ' 

= [@ Stay? (மடக்கை' என்னும் சொல்லைச் சுருக்கமாக *மகை” 
. என்று கொண்டால், *410 ஐ 17-27? என்பதை *(மகை, 11-72 என 
-எழுதலாம்.]
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2. இலாகரிதத்தின் அடி எண் 

i) 1.68 எந்த அடுக்கும் ] ஆகவே நிற்பதால், 1 oreit எண் 
இலாகரித முறைக்கு அடி எண்ணாக ஏற்கப்பட்டது. 

(ii) எந்த எதிரெண்ணின் அடுக்குகள், நேரெண்ணாகவும், 

எதிரெண்ணாகவும் மாறி, மாறி வருவதால், எந்த எதிரெண்ணும் 
இலாகரித முறைக்கு அடி. எண்ணாக ஏற்கப்படாது. 

எனவே 1 நீங்கலாக யாதேனுமொரு 'நேரெண்ணே இலாகரித 
முறைக்கு அடியாகக் கொள்ளுதற்கு ஏற்கும். 

9. இருவகை இலாகரித முறைகள் 

ஆயினும் இரண்டு வகையான இலாகரித panes 
முக்கியத்துவம் வாய்ந்தவை, 

(i) 10ஐ அடி எண்ணாகக் கொண்ட முறையே எல்லா செய் 

மூறை கணக்கீடுகளுக்குப் பயன்படும். இது பொது (00110101) 
அல்லது பிரிக்ஸியன் (181128318௦) அல்லது தெனரி (0௨173) இலா 

கரிகம் எனப்படும், 

(11) 2 என்னும் பிரசித்தமான எண்ணை அடியாகக் கொண்ட 

முழை. 

இம்முறை இயற்கையான fNatural) அல்லது நேப்பியர் 

(14கற1எர்க௩) இலாகரிதம் எனப்படும். 

[துறிப்பு : ௪ என்பது ஒரு விகித முரு. எண்ணாகும். அதன் 
தோராய மதிப்பு 2-71826...... 

இது எல்லா அறிமுறை (1210611024) உயர் கட்டக் பயன் 
படுவதாகும்,] 

4, இலாகரிதத்தின் தன்மைகள் 

i) ஒர் எண்ணின் இலாகரிதம் அதே எண்ணை. அடியெண் 
ணாகக் கொண்டால் 1 ஆகும். . 

(ii) ஒரு நேரெண்' அடிக்கு ஓர் எதிரெண்ணின் இலாகரிதம் 
கற்பனையானதாகும் (1808210879) 

(iii) a” +0 ஆதலின், பூச்சியத்தின் . இலாகரிதம்,--00 

ஆகும்.
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(iv) 22-1(240) ஆதலின், எந்த அடிக்கும் 1-ன் இலாகரிதம் 
பூச்செயமாகும். — 

(௭) ஓர் எண்ணின் மதிப்பு 0-க்கும் 1-க்கும் இடைப் பட்டிருந் 
தால் இலாகரிதம் எதிரெண்ணாகும். அவ்வெண் 1 ஆனால், அதன் 
இலாகரிதம் 40 ஆகும், அவ்வெண் 1-க்கு அதிகப்படின் அதன் 
இலாகரிதம் நேரெண்ணாகும். 

(ம) முடிவிலியின் (]£மீர்றர்) இலாகரிதம் முடிவிலியேயாகும் 

logazR=N [a*=N 2690, 1017 -% ஆகும். டக்கு 

ட்ட log,N=N 
(vii) a 

இதைப் பிரதியிட, நமக்குக் கிடைப்பது 

... [குறிப்பு: அடியெண் குறிப்பிடப் படா விட்டால், எந்த 
எண்ணை. வேண்டுமானாலும் அடியெண்ணாகக் கொள்ளலாம் 
என்பது. பொருள்.] 

8. இலாகரித விஇகள் 

பின் வரும் விதிகள் எந்த அடிக்கும் பொருந்தும். 

I. Qu@déas & : log, MN=log, M+log,N cror Malays. 

நிரூபணம் : 10, 18-% எனவும்; 10 17--ழ எனவும் கொள்க 

பின்னர், M=a*; N=a’ 43Gb 

ety 
ae MN= 207 ர . 

“. logs MN=<x-+y=log, M+log, N 

(அதாவது) இரண்டு எண்களின் பெருக்குத் தொசையின் இலா 

கரிதம் அவ்விரண்டு எண்களின் தனித்தனி. இலாகரிதங்களின் 
கூட்டுத் தொகையாகும். ' ன் ட 

Bert logs 802)... 10. M-+logsN-+log,P+ esses 
த . * . . M 4 a 5 : : 2 

11, வகுத்தல் வித! tos, -)= log.M—log,N 

நிரூபணம் : 108,18--% எனவும்; 109, 17-ற எனவும் கொள்க,
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பின்னர்; 8287 17-82 

° M ax ஸல். 

ப ரு ஓ 

108. (=) =x—y= log, M—log,N 
te 

(அதாவது) . இரண்டு, எண்களின் வருத்தலின்: இலாகரிதம் 

தொகுஇியின் இலாகரிதத்தினின்றும் பகுதியின் இலாகரிதத்தைக் 

கழித்த எண்ணாகும். — த 

Il. அடுக்கு விதி log, (M?)=Plog.M 

நிரூபணம் : log.M=x 3G 

M=a* a@b 

2, Me=(a*)p=arx 

“.  loga(M?) = px=p .'%,M 

— ட் | 
களை 1 2,314 - [0248 - ; log,M 

17. அடி மாற்றம் (0௧௩26 of base): ‘a’ @ அடியாகக் 

கொண்ட. எண்களின் இலாகரிதங்கள் அடங்கிய அட்டவணையைக் 

கொண்டு, 4” என்ற புதிய அடிக்கு அவ்வெண்களின் இலாகரிதகஙி 

களைப் பின்வரும் விதியைப் பயன்படுத்தி எளிதாக மாற்றியமைக்க 

லாம். 

10274 

logsN = log.B க 
  

நிரூபணம் : 1௦ஐ./7--% ஆகுக 

2 B=N gob 

.... ஜீன் அடிக்கு, இருபக்கஙிகளின் இலாகரிதம் எடு, அப் 

பொழுது 1௦தம்₹--10,7/ ஆகும். 

(அதாவது) % 1௦22்--102,7/ (அடுக்கு விதியின் படி. 
log,N 

log,b 
  X= 

__ loge N 
(அதாவது) log, N = டர்  
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இளை 1: 77-8'என்று மேற்கண்ட பலனில் பிரதியிடு.... 

log, a 1 
“ lg = = =a ச 
” logsb = loga 5 

log, 1 

log.b logaNx log, b 

= log.N x log, [களை [லிநந்து 

இனை 2: log, N =   

log.N 1 
er * Tog.10 108 =F logeN fér,3: log, NV = 

Qage = ரு 4343 ஆகும்.   

இதனால் சஐ அடி. எண்ணாகக் கொண்டு அமைந்த இலாகரி 

தங்களை ௨ என்ற மாற்ற அளவை” (1/4௦000105) யால் பெருக்கி 
[10 என்னும் அடிக்குரிய இலாகரிதங்களைப் பெறலாம். 

_ 6. விளக்க மாதிரிகள் :₹ 

log, 64—log,l 
மாதிரி : 1 சுருக்குக: 10ந5-10 த. 

1010 ஆகும். . 

இத மும் நத 
ஆகவே, கொடுக்கப்பட்ட பின்னம் - jogA ~ log a 

  

  

  

மாதிரி 2: x*Ly? = oxy ஆனால், 

2 log (x+y) = log x+log y+3 log 2 

என்று நிரூபிக்க. ் 

xy? = 6xy ‘ tg 

af Wb YP oh Oxy = Oxy + Oxy 

(அதாவது) 0) - 8xy = xy 

“log (x+y)? = log (2°xy). 

(91malgy) 2 log (x-+y) = log 2°+log x+log y 
= 3'log2 + log x + log y 

ae 

= 8xy
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| பயிற்சி 9-1. 
1. இலாகரிதநிகளைக் காண்க. 

(1) /7 அடி எண்ணுக்கு 343-ன் இலாகரிதம் 
[விடை : 6] 

(11) 2/2 அடி எண்ணுக்கு 144-ன்: இலாகரிதம் 
[விடை : 4] 

(111) “5 அடி எண்ணுக்கு “25-ன் இலாகரிதம் 
ட் ். [விடை:2] 

(11) 2/2 அடி எண்ணுக்கு டின் இலாகரிதம் 
[விடை. : 22] 

(ு) 5/5 அடி எண்ணுக்கு 125-ன் இலாகரிதம் 
[விடை.. : 2] 

NO
 

ச 25, 7, 64 என்ற அடிகளுக்கு' மூறையே 3, 2,4 என்பன 
வற்றை இலாகரிதங்களாகக் கொள்ளும் எண்களைக் 
கண்டுபிடி, [விடை : :5; 49, 1525] 

3 (1) 32:/4-ன் இலாகரிதமாக 3:6 வரக்கூடிய அடி 

எண்ணைக் காண்க. [விடை : ,/2] 

(ii) 729 3/27..ன் இலாகரிதமாக 4-5 வரக்கூடிய அடி எண் 

என்ன் [விடை 1 /3] 

4, log (14243) ஆனது '1021 -- 1௦22 -- 1௦ 3.568 

சமமாகுமா? 

5, மதிப்பைக் கண்டறிக ் 

(i) log,3 Xlog,4 xlog,8 ட்விடை : 3] 

(11) 31௦2-1021. - ...” [விடை 0] 

10த.125 -- 1௦925 

“Jogr25 — loged [விடை : 1] (iii) 

6, நிரூபி: 

பண்ட் சங்க 641 ரி ட் 
(i) log,, (ர log,, (ar) -log,, (a7 )=t08.4 

(4) 10,1600 = 244 log, ,2
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(iii) log,10= jog 3 இதிலிருந்து 1௦8,30 ஐச் கண்டுபிடி. 
ம . 

(iv) log.N + log, N = 0 

18 16 
(v) log (7) -2%(4) + log (1) =0 

(vi) log,b, logyc, log.a = 1 

(vii) logye, log.b, logyc - 10278 

பட டர _ 
(itl) 4! நஸ் =! 

1 4 ‘ 1 _ 
= 102,860 பூ log,abe + og,abc 1 

  

(x) log,Mlog,N = log,M log,N 

(xi) log.M log,N log.P = log,M log.N log,P 

(xii) @log b~log c, flog c~log a, glog a-log b — | orour நிறுவுக, 

x= log,be, y = log,ca, z = log.ab ஆனால், 

1 1 1. மி 
142! 1. பூத 1 எனநிறுவுக, 
இதையொட்டியோ அல்லது வேறு வகையாலோ,, ப 

XYZ = XYZ என்று நிரூபி, . 

8. log (x+y) = log 3+4 log x+} logy a@a, 

“ர - 7 என நிறுவுக, 

9. log (x+y) = log 2+4 log xpd log 9 ஆனால், . 

8 3] என்று நிரூபி, 

மதிப்பென்ன 2? : : [விடை 1 23] 

11. logab = logye = 1௦8,2.என்றால் a=b=c sel நிரூபி,
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12. f(x) = log ae ஆனால், 

2. 

(i) 2f CX) = f (டன) என்று நிரூபிக்க. 

32-23 
di) If (Y= ர ae ) என நிறுவுக,   

13. ச, ,2 என்பன அடுத்தடுத்த மூன்று நேர் மூழு எண் 
களானால், 1௦2 (1--2௦) - 21௦0ம் எனக் காட்டுக, 

14. இர்வு காண்க $ 

். 10 ஐ(52-3) -102-2 [விடை! ச- $] 

7 பொது அல்லது நடைமுறை Qareiigm (Common 

Logarithms) 

10 ஐ அடியெண்ணாகக் கொண்டு அமைந்த இலாகரிதங்கள் 

எல்லாச் செய்முறை கணக்க&டுகளுக்கும் பயன்படுத்தப்படுகின்றன. 

இது பொது அல்லது நடைமுறை இலாகரிதம்” எனப்படும். 

10ஐ அடியெண்ணாகக் கொண்டு முறையே 4, 7 தசமத்தானத் 

திருத்தமாக ஒவ்வோர் எண்களுக்கும் இலாகரிதம் எவ்வளவு 

என்று கண்டு கொள்ளக்கூடிய இலாகரித அட்டவணைகள் உல 

கெங்கும் பயன்படுத் தப்படுகின் றன. 

மேலும், .மறுதலையாக வெவ்வேறு இலாகரிதங்களுக்குரிய 
எண்களைக்“ காண *எதிர் இலாகரித” (844 1௦28111710) அட்டவணை 

களும் உண்டு. த 

மேற்கண்ட: இலாகரித விதிகளின் பலன்களிலிருந்து ஓர் 
இலாகரித அட்டவணையின் உதவியால் பெருக்கல்களைக் கூட்டல் 

களாகவும், அடுக்குக் . கணிப்புகளைப் பெருக்கல்களாகவும், மூலக் 

கணிப்புகளை வகுத்தல்களாகவும் செய்யலாம் என்பது விளங்கும். 

இதனால், பெரிய எண்களையோ அல்லது பின்னங்களையோ 
பெருக்கும் போதும், வகுக்கும் போதும் படி மூலங்கள் காணும் 
போதும், வேலை மிக எளிதாக முடியும். 

விஞ்ஞானம், வானியல், பொறியியல், இிரிகோணமிதி முதலிய 
வற்றில் வரும் பல கணக்8€டுகளில் இலாகரிதம் பயன் படுகிறது.
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8. இலாகரிதத்தின் முழு எண் பருநியும், பின்னப் பகுதியும் 

(Characteristic and mantissa of a logarithm) 

பின் வருவனவற்றைக் கவனிக்கவும். 

1051 “1021-0 

10110 1௦2101 

10° =100 ”. log 100=2 

10°= 1000 , iog 1000=3 

ஒன்றைவிடப் பெரிய எண்ணினது இலாகரிதம் al எண் 
னாகும் என்பதைக் காண்கிரரோம். 

ட 1.-த்கும் 10-க்கும் இடையிலுள்ள எண்ணின் இலாகரிதம் 
0ஃக்கும் 1-க்கும் இடையில் உள்ளது. 

(அதாவது) 1-க்கும் 10-க்கும் இடையிலுள்ள எண்ணின் 
இலாகரிதம்-0-- ஒரு தசம நேர் எண் 

இவ்வாறே 10-க்கும் 100-க்கும்...... -1-/- ஸு 

100-க்கும் 1000-க்கும்.......... னவர் ள் 

இன்ன பிறவும் ஆகும். 

மேதும் 1021] 3, 16த,10 
ப 1 

கர = io"! 
ve log,, ‘1=-1 

10-*= ra ="01 “. log, 01=—2 

1 10- 00%  10த001--3 

1-க்கும் :12க்கும் இடைவிதுள்ன எண்ணின் இலாகரிதம் 
= —1+4+ ஒரு தசம நேர் எண் 

க்கும் O1L-E GID. ca rereeesecece nen == —2+ 5 [2 

012க்கும் *001க்கும் . ௧௧௫௮99 529௦௦ 3 3 ia ல் 

மேற்கூறியவற்றிலிருந்து ஏதேனும் ஓர் எண்ணின் இலாகரிதம் 
ஒரு முழு எண் பகுதியும் (0127806118110), ஒரு பின்ன பதியும் 
(mantissa) கொண்டுள்ளது.
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9. இலாகரிதத்தின் முழு எண் பகுதியைக் காண விதி: 

ஒன்றிற்கு மேற்பட்ட எண்ணின் இலாகரிதத்தின் முழு பகுதி 

யானது அந்த எண்ணின் இலக்கஙிகளின் எண்ணிக்கையில் ஒன்று 

“குறைவாகும், அதாவது எண்ணில் இலக்கங்கள் ஈ எனில், அந்த 
எண்ணின் இலாகரித முழுப் பகுதி-1--] ஆகும். 

ஒன்றிற்கு குறைவான எண்ணின் இலாகரித முழு பகுதி 
யானது அத்த எண்ணில் தசமப் புள்ளிக்கு உடனே அடுத்து வரும் 
பூச்சியங்கள் எண்ணிக்கையுடன் ஒன்று கூடுதலாகி எதிர்க் குறியை 
உடையதாகும். அதாவது எண்ணில் தசமப் புள்ளிக்கு உடனே 

அடுத்து 1 பூஜ்யங்கள் வருமானால் அந்த எண்ணின் இலாகரித 

YY UGH = —(n+1) Bow. 

முழு எண்ணாக இருந்தாலும் தசம எண்ணாக இருந்தாலும், 
அந்த எண்ணின் இலாகரித பின்னப் பகுதி எப்பொழுதும் நேர் 
எண்ணாகும். ஒரே விதமான ,.இலக்கத் தொடருடைய எல்லா 
எண்களின் இலாகரித பின்னப் பகுதி ஒன்றேயாகும். 

எடுத்துக்காட்டு : 

(i) 6°215, (ii) 62°15, (iii) 621°5, civ) 6215 (v). 006215, 
என்ற எண்களை எடுத்துக்கொள்வோம். ஒரே விதமான இலக்கத் 

தொடருடைய இந்த எண்களில் தசம புள்ளி. அமையும் இடங்கள் 

மட்டும் வேறுபாடுடையவை, 

(i) log 6°125 = 0:7934 

பின்னர் (ii) log 62:15 = log (6215 x10) 
log 6°215-++log 10 
7934-1 

= 1°7934 

(iii) log 6215 = log (6215x100) 
log 6°215-+ log 100 
*7934+2 

2°7934 

(iv) log :6215 = log (“0~) 

| = log 6215—log 10 
= °7934—1 
= 7934 

= "17934 

ந
 

॥॥ 
to
u 

ft
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  (1) 1௦2 -006215 - log ( ses } 
= log 6°215—log 1000 

= ‘7934-3 
3°7934 

இவ்வாறு ஒரே விதமான இலக்கத் தொடருடைய எண்களின் 
இலாகரித பின்னப் பகுதி ஒன்றேயாகும், இவற்றின் இலாகரித 
முழு எண்கள் மட்டும் வெவ்வேறுனவைகளாகும். 

௮ல் ஈ-1 (-1)20 

(1-ல் ஈ-௬2 (n—1)=1 

(141)-ல் ஈ-3  ௫-1)22 

()-ல் 1-0 = (n+1)=-1=1 

(v)- n=2 (ஃ41)-_3-3 

என்று விதிகளைப் பயன்படுத்தி அறியலாம். 

[குறிப்பு 4 1௦2 -006215--3-7934 ஆகும்] 

இங்கு 3-ன் தலையில் இட்டகோடு, இலாகரிதத்தின் முழு 
எண் பாகம் மட்டும் எதிரெண் ஆகும் எனக் காட்டுகிறது, ஆனால் 

தசம பாகம் நேர் எண்ணாகும். முழு எண் பாகழும், நசம பாகமும் 

வேறு பிரித்து வைக்கப்பட்டுள்ளன. 

நாம் 3 “7934 என்பதை-3-.-7934-- .2-2066 என்றாற்போல 
எழுதுவதில்லை. 

[இவ்வாறு செய்தால் ஒரே வகையான இலக்கங்களைக் 
கொண்ட. எண்களுக்கு தசம பாகங்கள் மாறிவிடும். அதனால் நாம் 
தசம பாகத்தை நேரெண்ணாக வைத்து, முழு எண் பாகத்தை 
மட்டும் வேறு பட்டுச் செல்ல விட்டால், ஒரே வகையான இலக்கத் 
தொடர்ச்சியுடைய எண்கள் யாவையும், ஒரே வகையான SF 
பாகத்தைப் பெற்று நிற்கும்] : - 

இங்ஙனமாக 6 215 ன் இலாகரிதத்தை, நாம் அறிந்து கொண் 
டோமானால், அதைக் கொண்டு தசம புள்ளி இருக்கும் நிலைக்கு 
ஏற்றவாறு இடந்தள்ளி வைத்து 6-215-லிருந்து பெறக்கூடிய 
எல்லா எண்களின் இலாகரிதங்களையும் நாம் உடனடியாக எழுதக் 
கூடும்.
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்“ இப்படி, எளிதாக இலாகரிதம் காணும் முறை 10ஐ அடி 
எண்ணாகக் கொண்டதன் பயனாகும். : இந்தக் காரணத்தினால் 
தான், 10ஜ அடி எண்ணாகக் கொண்டு அமைக்கப் பெற்ற இலாகரித 
முறை மற்ற அமைப்பு முறைகளைக் காட்டிலும் எண்முறைக் 

கணக்$&ட்டுக்கு அதிக நன்மை விளைப்பதாகின்றது. 

10. இலாகரித அட்டவணைகள் 

மேற்கூறிய விதியினால், இலாகரிதத்தின் முழு எண் பாகத் 

தைப் பார்வை அளவிலேயே கண்டறியலாம். தசம பாகம் மட்டும் 

அட்டவணையிலிருந்து பெற்றுக் கொள்ளப்படும். 

இலாகரிதத்தின் தசம பாகத்தை, நரெண்ணுகவே வைத்துக் 

கொண்டால், இலக்க வரிசையில் ஒத்துள்ள எண்களின் இலாகரித 
பின்ன பாகம் ஒன்றாகவே இருக்கும், ஆகவே, 1 முதல் 10 வரை 
யிலுள்ள எண்களுடைய இலாகரிதங்களின் தசம பாகம் மட்டும் 
அட்டவணையில் குறித்தால் போதும், இதனால் அட்டவணைகள் 
மிகச் சுருக்கம் வாய்ந்து தோன்றுகின் றன. 

Gebugerw (Chamber’s) இலாகரித அட்டவணைகளில் 
இலாகரித மதிப்புகள் ஏழு தசமத்தானச் சுத்தமான முழு விளக்கத் 
துடன் தரப்பட்டுள்ளன. இவ்வட்டவணை ஏழிலக்க அட்டவணை 

எனப்படும். ஐந்து இலக்க, நான்கிலக்க அட்டவணைகளும் உள. 

ஐந்திலக்க அட்டவணை .நான்கிலக்க அட்டவணையைவிட நுட்பம் 
மிகுந்தது என்பதும், ஐந்திலக்க அட்டவணையைவிட. ஏழிலக்க 
அட்டவ அதிநுட்பம் வாய்ந்தது என்பதும் வெளிப்படை 

"யாகும், 

ஆனால், எல்லாச் செய்முறை காரியங்களுக்கும் நான்கிலக்க 

இலாகரிதங்களைப் பயன்படுத்தியே போதிய திருத்தம் பெறலாம். 

மேற் கூறிய நான்கிலக்க இலாகரித அட்டவணைப் பிரதியை 
மாணவர்கள் பயன்படுத்த அறிந்துகொள்ள வேண்டும். 

11. நான்கிலக்க அட்டவணையைப் பயன்படுத்தும் முறை 

இலாகரிதத்தின் தசம பின்னத்தைக் கண்டறிதல் 

அட்டவணையின் இடப்பக்கத்தின் ஓரத்தில் முதல் நிரலில் 

ஒன்றன் &ழ் ஒன்றா 10 முதல் 99 வரை எழுதப் பெற்றுள்ளன. 
இவற்றிலிருந்து கொடுக்கப்பட்ட எண்ணின் முதலிரண்டு இலக் 
கங்கள் கொண்ட நிரையைக் காண்க, ஓவ்வொரு நிரைக்கும் 

நேராக நான்கு, நான்கு இலக்கங்கள் தரப்பட்டுள்ளன. அடுத் 

குடுத்து நிற்கும் பத்து திரல்களின் தலைப்பில் உள்ள 0 முதல் 9 

வரை உள்ள எண்களில், தொடுக்கப்பட்ட எண்ணின் மூன்றாவது 
4 ஆ 

ன
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இலக்கத்தைக் குறிக்கும் எண்ணுக்குரிய நிரலுக்கு Gar கீழாகவும், 

முதலிரண்டு இலக்கங்களுக்குடைய நிரைக்கு நேரெதிராகவும் 

உள்ள நான்கிலக்கங்களைக் குறித்துக் கொள். இவற்றையடுத்து 

சராசரி வேறுபாடுகள் (11681 01112761065) எனப்படும் ஒன்பது 

நிரல்கள் 1 முதல் 9 வரை இலக்கங்களைத் தலைப்பாகக் கொண்டு 

காணப்படும். கொடுக்கப்பட்ட எண்ணின் நான்காவது இலக் 

கத்தை இதிலிருந்து -குறித்து அந் நிரலுக்கு நேர் 8ழாகவும், 
, முதலிரண்டு எண்களின் நிரைக்கு நேரெதிராகவும் உள்ள 

எண்ணைக் குறித்து முன்னர்க் கூறிய பின்ன பாகத்துடன் கூட்டிக் 

கொள்ச. இதுவே கொடுக்கப்பட்ட எண்ணின் இலாகரிதம் ஆகும். 

எடுத்துக்காட்டு 1: 

1௦2 002967 ஐக் கண்டறிதல், 

002967 என்ற எண் 1ஐ விடக் குறைவு. தசமப் புள்ளியை 
அடுத்து உடனே இரண்டு பூச்சியங்கள் உள்ளன. எனவே, 
இலாசுரிதத்தின் முழு எண்பாகம்--(2--1)--3 அல்லது 3 ஆகும். 

தசம பாகத்தையறிய, அட்டவணையைப் பார்த்து 29 நிற்கும் 
நிரையில் 6 என்னும் எண் தலைப்பெய்திய நிரலில்டிபார்க்க, 4713 

என்ற எண் காணப்படும். இது 296 என்னும் இலக்கத் தொடர்ச்சி 
யுள்ள எல்லா எண்களுக்கும் ஏற்புடைய இலாகரிதத்தின் தசமப் 

பாகமாகும், இனி நான் சாவது இலக்கமாகிய 7-க்காக இத் தசம 
பாகம் திருத்தப்படவேண்டும். ஆகவே, அதே நிரையில் 7 என்னும் 
எண் தலைப் பெய்திய சராசரி வேறுபாடு (1468௦ 1014276006) நிரல் 
அட்டவணையில் பார்க்க, 10 என்ற.எண் காணப்படும், ஏற்கெனவே 

பெற்ற 4713 உடன் வேறுபாடு அட்டவணையில் கண்ட 10ஐயும் 

கூட்ட 4723 எனவரும் இங்ஙனம் 4723 என்று கிடைத்த தசம 
பாகம் 2967 என்ற இலக்கங்களைத் தொடர்ச்சியாகக் கொள்ளும் 
எல்லா எண்களுக்கும் பொருந்தும், 

முழு எண் கூறு 3 ஆதலின், 1௦2 ₹002967--3-4723 ஆகும், 

எடுத்துக்காட்டு 21 

_296749-ன் இலாகரிதமறிதல். 4 . 

296743 எண் 1ஐ விடப் பெரியது இதில் முழு எண் பகுதியில் 
6 இலக்கங்கள் உள்ளன. ஆகவே, 296743-க்கு உரிய இலாகரிதத் 
தின் முழு எண் பாகம் (6-1) --5 ஆகும், 

296743-ன் தசமபாசமும், 2967:43-ன் தசப பாகமும் ஒன்றே 
யாகும், :43 ஆனது :5-க்குக் குறைந்ததாதலின், அதைப் புறக் 

ச்
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கணித்து 2967 என்று திருத்தஞ் செய்து கொள்ளலாம். இப் 
பொழுது 2967-ன் தசம பாகம் ₹4723 ஆகும். 

ஆகவே 1௦2 296743 - 54723 ஆகும். 

குறிப்பு : “ இலக்கங்கள் நான்குக்கு குறைவாக இருந்தால், 

பூச்சியங்கள் சேர்த்துக் கொள்ளவேண்டும். 

29 என்பது எண்ணாணால், 29-00 எனவும், 2 என்பது 

எண்ணானால் 2:000 எனவும் கொள்ளவேண்டும்] 

18. ai Qusafigw (Anti Logarithm) 

இதுவரை ஓர் எண் கொடுக்கப்பட்டால், அதன் இலாகரிதம் 

காணும் முறையைக் கூறினோம், இனி இலாகரிதம் தரப்பட்டால், 
அதற்கு ஏற்புடைத்தாகிய எண் என்ன என்று கண்டறிவோம். 
இந்த எண் எதிர் இலாகரிதம் (811 1௦தகர்பம) எனப்படும். 

எதிர் இலாகரிதத்திற்கும் அட்டவணை தயாரிக்கப்பட்டுள் 
ளது. அதிலிருந்து ஓர் எண்ணின் இலாகரிதம் கொடுக்கப் 
பட்டால் அந்த எண்ணைக் கண்டறியலாம். தசம பாகம் மட்டுமே 

எண்ணின் இலக்க வரிசையை நிர்ணயிப்பதால், வெவ்வேறான 
தசம பாகத்திற்கே எதிர் இலாகரித அட்டவணை தயாரிக்கப் 
பட்டுள்ளது. 

இந்த அட்டவணையில் இடப்பக்கத்தின் முதல் நிரலிலுள்ள 
ஐதை எண்கள் தசம பாகத்தின் முதலிரண்டு இலக்கங்களாகும். — 

அடுத்துவரும் பத்து நிரல்களின் தலைப்பில் நிற்கும் எண், தசம 
பாகத்தின் மூன்றாவது எண்ணாகும், தசம பாகத்தின் நான்காவது 

இலக்கமானது இறுதியில் வேறுபாடு நிரலின் தலைப்பில் நிற்கும் 
எண்களிலிருந்து கொள்ளப்படும். 

கொடுத்த தசம பாகத்தில் முதல் இரண்டு இலக்கங்களை 
அட்டவணையின் முதல் நிரலிலுள்ள ஐதை எண்களில் நாடி, அதே 
நிரையில் தசம பாகத்தின் மூன்றாம் இலக்கத்தின் 8ழ் உள்ள 
எண்ணைக் குறித்துக்கொள். வேறுபாடு அட்டவணை நிரலில் தசம 
பாகத்தின் நான்காவது இலக்கத்தின் 8ழ் உள்ள எண்ணைக் கண்டு, 
மேலே குறித்துக் கொண்ட எண்ணுடன் சேர்த்துக்கொள். 

இவ்வாறு கிடைக்கும் எண்,: கொடுத்த தசம பாகத்திற்குரிய 
எண்ணின் இலக்க வரிசையாகும். அதற்குமேல், கொடுத்த முழு 
எண் பாகத்தில் நிற்கும் எண்ணுக்கு ஏற்றவாறு, தசமப் புள்ளியை 

தக்க இடத்தில் இடு.
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எடுத்துக்காட்டு 1 1 

a®i log 2°1063 as. ட 

10 நிற்கும் வரிசையிலும், 6 தலைப்பெய்திய நிரலுக்கு நேர்க் 
சழாகவும் உள்ள எண்ணைக் காண்க, இது 1267 ஆகும், அதே 
நிரையில், வேறுபாடுப் பகுதியில். 3 தலைப்பெய்திய நிரலை நோக்கி 

அங்கு நிற்கும் எண்ணைக் காண்க. அது 1 ஆகும். அதை 1276 
உடன் கூட்ட, 1277 இடைக்கும், இது கொடுத்த தசம பாகத் 
இற்குரிய எண்ணின் இலக்க வரிசையைக் குறிக்கும். 

இனி, முழு எண் பாகத்தில் 2 நிற்பதால், வேண்டிய எண் ஒரு 

தசம பின்னமாகவும், அதன் கண்ணுள்ள தசமப் புள்ளி நியம 

ரூபத்தில் நிற்றற்குரிய இட த்திலிருந்து இரண்டு இடங்கள் இடப் 
பக்கம் நோக்கிப் பெயர்ந்து நிற்கும் என அறியலாம். ஆகவே, 

வேண்டிய எண் 0-01277 ஆகும் 

எடுத்துக்காட்டு 2: 

எதிர் 102 11063 அறிக. , 

எடுத்துக்காட்டு 1-ல் கண்டு கொண்டதுபோல, கொடுத்த 
தசமப் பாகத்திற்குரிய எண்ணின் இலக்க வரிசை 1277 ஆகும். 
இனி முழு எண்பாகத்தில் 1 நிற்பதால், தசமப் புள்ளி 1277-ன் 
இலக்க வரிசையின் நியம ரூபத்தில் நிற்றற்குரிய இடத்திலிருந்து 
ஓர் இடம் வலப் பக்கம் நோக்கிப் பெயர்ந்து நிற்கும். ஆகவே, 
வேண்டிய எண் 12 77 ஆகும். 

14, விளக்க மாதிரிகள் 

மாதிரி Ls ம Or பதிப்பை 9 De. 

கொடுத்த கோவையை % எனக் குறிக்க, 

ஃ... 102% = 4 log 1:234+2 log 209-3 1௦2 3582 
, -4% 091342 )% +3201 — 3 x +5541 

*3652 + +6402 — 1-6623 

= 1:0054 — 1-6623 
= — 16569 

—1+ 1 - +6569 = ~ 1 4 -343) _ 1°3431 
25 எதிர் log 1:3431 = +2204
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மாதிரி 2: தீர்வு காண்க: 

211 5*-% = 100 

இரு பக்கங்களுக்கும் இலாகரிதம் எடுக்க 

11) 1022 4 (5—3x) log 5 = log 100 = 2 

அதாவது % (102 ட log 5) = 2—5 log 5 ~log 2 

og 1,2 = log 10 — log2 © QuGurapg, log 5 =1 

= 1 — log2 

x flog 2—3 (1—log 2)] = 2—5 (1—log 2) —log 2 

அதாவது % [4 1௦2 2-3] - [4 log 2—3] 

2 x =! . 

மாதிரி 8: மதிப்பைக் காண்க 

1 

3) (8°675)° 

[ 

1 
x= ¥ (8°675)" AGS 

1 
= SS TT Cl ae. 

x= (8°675)?/? (8 675) 8 

இரு பக்கங்களுக்கும் இலாகரிதம் காண்க 4 

~, logx =—Zlog 8°675 

2 a (9383) = —6255 

= 1°3745 

“a x . ம = 2369 
ச 

மாதிரி 4: 47ஃன் இலக்கங்களின் எண்ணிக்கையைக் 

கண்டறிக! ரக 

x=4! என்க



54 ் அடிப்பிடைக் கணிதம் 

இருபக்கங்களுக்கும், இலாகரிதம் காண்க. 

logx = 3110த4 

= 31/6021 = 18°6651 

“x = anti log 18°6651 

இலாகரிதத்தின் முழு எண் பாகத்தில் 18 இருப்பதால், தசமப் 

புள்ளி நியம ரூபத்திலிருந்து 18 இடங்கள் வலப்பக்கம் 5a off 

இருக்க வேண்டும். ர 

ஆகவே 4" cir பெருக்கற் பலனில் 19 இலக்கங்கள் இடம் 

பெற்று நிற்கும். 

பயிற்சி 3-2. 

1, 52-ன் கன மூலத்தை நான்கு தசமஸ்தான சுத்தமாகக் 

கண்டுபிடி. [விடை. : 5848] 

2, இலாகரித அட்டணைவயைக் கொண்டு மதிப்பறிக. 

36:72) 4/451 

2 ர) 
[விடை 1 5-448] 

வு அட்ட 
(45°67) ]* (002135 )*/* 

25°34? 
(iii) 14 19-56: [விடை 1 9142] 

(23°5)? (°523)? 
(iv) T= 035) [விடை 1 902] 

  

(௫ (3:40) 4:01)4 [விடை : 298-07] 

2. (i) 215)631-ன் பெருக்கற் பலனைச் சாதாரண முறையில் 
எழுதும்|பொழுது, அதிலுள்ள இலக்கங்களின் எண்ணிக் 
கையை அறிக, [விடை : 7 இலக்கங்கள்] 

(11) 2543 ஆனது தசம ரூபமாக வரையப்பட்டால், 
அதன் முதலாவது பொருளுடைய இலக்கத்தின் நிலை 
யைக் கண்டறிக, [விடை 4ஆவது தசமஸ்.தானம்]
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இலாகரிதம் அல்லது மடக்கை 55 

log 3 =°47712 என்றதைக் கொண்டு, 3-4ஃ_ல் உள்ள இலக் 
கங்களின் எண்ணிக்கையையும், 3-ல் முதலாவது பொ 
ஞூடைய இலக்கத்தின் நிலையையும் காண்க, . ் 

விடை: [(1) 21 இலக்கங்கள் 

(01) 21 ஆவது தசம ஸ்தானம்] 

800 
3 

( a ) ன் முழு எண் பாகத்தில் உள்ள இலக்கங்களின் 

எண்ணிக்கையை அறிக. [விடை. | 7 இலக்கங்கள்] 

ந -ஏம்ஈ என்னும் சமன்பாடு 

(i) x=0°2, y=316 (14) %-0₹4, ந-120 என்னும் மதிப் 
பீடுகளுக்குப் பொருந்துமாயின். ௭, 4-க்களின் மதிப்பு 
களைக் கண்டறிக. [விடை 8 a=6:93; b=126°6] 

ஊர என்னும் uorpacr y=ax" என்னும் வடிவில் 
தொடர்புகொள்ளுமென அறியப்படும். இங்கு ௬, ஈ என் 
பன மாறிலிகளாகும். 193 ஆனால், 38700 ஆகும், 

மேலும் $-14:8 ஆனால், ந-27400 ஆகும், ௭, -களின் 
மதிப்புகளைக் கண்டுபிடி. [விடை : -824-9; ர-1:3] 

1௦2 2- :3010,:102 34771 எனின் 102, 12-ன் மதிப்பைக் 
காண்க, [விடை : 6742] 

ஒரு வட்ட. நேர்க்கூம்பின் அடியின் ஆரம் 9:52 மீட்டர் 
ஆகும். அதன் உயரம் 37-55 மீட்டர். அதன் கன 
பரிமாணம் என்ன? [விடை : 3563 கன மீட்டர்] 

எத்தனை ஆண்டுகளில் 6% கூட்டு வட்டி வீதம் ஓர் ௮சல் 

இரண்டு மடங்காகும் ? .. [விடை 11:90] 

இர்வு காண்க. 

(ப D241 Jxt8— 17%*% [விடை : 15-3] 

(il) 3°* 58-4 = 7x4 1D [விடை : 15:82] 

ப 10 
(iii) 6*= “ஆ 6-5 [விடை : -- -6131] 

(iv) 10-2°**—45+x = 16 [விடை : 0 அல்லது-2 ) து-2]



56 , அடிப்படைக் கணிதம் 

  

log4_. log 5 
(¥) 9*+-20=3**? [விடை > 1053 அல்லது jog 3 

(vi) 9%*=92+2_80 [விடை 1 0 அல்லது 1-995] 

(vii) 4:35) த்ர 21 [விடை : 613 ; ந-:387] 

(viii) 2-3) 341238 ன 

(ix) 27 5¥=10*-9; 3*= 47+? 

(௩) 3:xty*}=6ytt, 3x = 3-271 
_ ரீவிடை: 32:71 ;ற-1:71] 

aaa 
—ee



4, சமன்பாடுகள் 
(Equations) 

1. @p வகுப்பில் ஒருபடிச் சமன்மாடு (8115 780100), 
ஒருஙிகமைச் சமன்பாடுகள் ($100ய14812008 60181109)-பற்றிப் 
படித்திருப்பீர்கள். இனி இருபடிச் சமன்பாடு பற்றிக் கவனிப் 
போம்; ட் 

இருபடிச் சமன்பாட்டின் பொது உருவம் ஏ3--22./-2-0 

ஆகும். இதில் மாறி (ரக712016) % ஆகும்.. ச, ம், 2 என்பன.மாறிலி 

(constants)sorr@e. ் 

2. 82-ச24-2-0 எனும் சமன்பாட்டின் மூலங்களைக் கண்க; 

ax*+bx-+c=0 

i ap 7 <= 0 — [age agée] 

உடம் 
௩ 3 a =_ 

ee x + a x al
e 

. டத் த். 23 6 அஷ இ /இ)- 7 
[இட்து பக்கத்தை வா்க்கமாக எழுது,] ' 

b\? c _ b'—4ae 
(அதாவது) (++3,) = AG 7 SS ge  



58 
இருபடி: மூலம் எடுக்க, 

b?—4ac b 
a= 4a? 

en = oo 4 J b—4ac 
i 2a 

த்ர புற ரம்£-- 47௦ 
(அதாவது) ஈத 

=i 

அடிப்படைக் கணிதம் 

  

இந்த வாய்பாட்டைக் கொண்டு எல்லா இருபடிசி ௪மன் 

பாடுகளின் மூலங்களையும் எளிதில் கண்டுபிடிக்கலாம். 

      

எடுத்துக்காட்டு 1 

தீர்வு காண்க 1 4x°+2x—-1=0 

இங்கு a=4; b=2: c= -]1, 

எனவே, உட 

_ -2+ ி4-40 (1) -2 + J4+16 
~ 2x4 ன 8 

24 24275 12 05 
8 இ 8. 4 

  

8. இருபடிச் 
இடையேயுள்ள தொடர்டிகள் 

சமன்பாட்டின் மூலங்களுக்கும் கெழுக்களுக்கும் 

292-6%-2-0 எனும் சமன்பாட்டின் மூலங்களை. (நூ) 825 

. எனக் குறிப்போம். 

  

  

அப்பொழுது, 

ந ௫ teal TE f= 4ac . 8 = ழ். ah, Pt “Tae 
சத்த 

இனி, 
, _ —b-+/b*—4ae —b— J b*~—Aac 

ats ள் 2a. 2a 

டா —b+ J b*—4ac —b _ உ N b*—4a¢ 
~ 2a 

—2b b



  

ச்மன்பாடுகள் 
- 5 

மேலும், 

உதிய (1-4 ட் டக்க (abe slit sar) 
2a 

ட (5): (ப 405 ம (67-4௧0) 

இ 
470 

~ 4q? 

_ 42... 2. 

4ம்... ர 

ஆகவே, 

os db ஊன் கெழு 
கரி எ ப எர ன் கெழு ர 

ச... தனியுறுப்பு 
one ச. ஜின் கெழு 

4, கொடுக்கப்பட்ட எண்களை மூலங்களாகவுடைய சமன்பாட்டை 

- அமைத்தல் 

கொடுக்கப்பட்ட மூலங்கள் ஈடி 1 ஆகுக; இருபடிச் சமன் 

பாட்டின் மாறி % எனக் கொள்க, 

எனின், :௨ன் ஒரு மதிப்பு 11 ஆகலின் x—m=0 

ன் மற்றொரு மதிப்பு உ ஆதலின் %--8-0 

ஆனது M அல்லது Nn cia eens பெறுமாயின், 

(x—m) (x—1n)=0. 

அதாவது x *—(m-+n)x-+mn =0 

ஆகவே, கொடுத்த முவகிவளைக் கொண்ட சமன்பாடு 

உ மூலங்களின் கூட்டுப்பலன்) x ene பெருக்கற் பலன் 

=0 ஆகும், 

மிறர் 4, 

1. பின்வரும் சமன்பாடுகளைத் தீர்வு காண்க, . 

(i) 28x?+4-x— ~45 = 0 [விடை 1 --$ அக்லது- a] 

(ii) 2x°4+3x = 65 [விடை : x=5 அல்லது-61]
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  (iii) aa + ட் = — (விடை: 2-5 சரி] 

(iv) 2x?-6x+43 = 0 [விடை : (3+ 3)/2) 

(v) 8x°--19x°=27 = 0 ... ரவிடை:1, i 

(vi) x°-+x+1 = 0 [விடை : :-(- 1+ 731/21 

5, 11) என்னும் மூலங்களைக் கொள்ளும் சமன்பாட்டை 

காண்க. [விடை : 182” —39x+20°= 0] 

a, என்பன 22--4%-10-ன் மூலங்களாயின், ௦“-- 85, 

5-8 என்பவற்றின் npn genni கண்டறிக. 
[விடை : 14, 52] 

a, 8 என்பன 9£- ற241)-2- 0 என்றதன் மூலங் 

களாயின், (௨-1) (8-4-1)--1-௦ ஆகும் என்று நிரூபிக்க, 

2 2 
| Dy ர என்பன 5:2-2-2-0-ன் மூலங்களானால், a 

என்பவற்றை மூலங்களாகக் கொள்ளும் சமன்பாட்டைக் 
கண்டறிக. , [விடை : x?+x—10=0] 

3.24 881-15-0 ஆனது சம மூலங்களைக் கொள்ளு 

வதானால், ஈன் மதிப்பைக் கண்டறிக. [விடை 7-5 
் அல்லது 3] 

x*~2(7 x 3p)x + 5(9+11p) = 50 ஆனது சமமூலநிகளைப் 
பண ண்ணு றின் மதிப்பைக் கண்டறிக 

[விடை 1 p=1, $] 

ன் மதிப்பு யாதாயின் 12“ 10-4-3“411%- 3904 
என்னுங்கோவை 3, )-ன் ஒருபடிக் காரணிகளாகப் பகு 

படுவதாகும் ? 2 [விடை : K=1] 

75 எம் மதிப்புக்கு 2x*43xy — ~2y? —5x+py— 12 ஆனது 

இரண்டு ஒரு படிக் காரணிகளாகப் பகுபடும்? - 

[2-10 அல்லது -32/5]
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10. விடுவி: ் 

-, i 1 . ட 
[ச் “ம் == க்கல் 6xy =1 

[விடை : :- $ அல்லது $; 3 -%$ அல்லது 4] 

(ம்) x°+-3y?=28 5 xy=3 
ய 1 

[விடை : 91,ந-3; 23-33 2 cal 

(iii) Pxy=4; Y+xy=5 [lore x= +4, y= +3] 

A 
12 

[Mont x=3; y=—-4, x=-4, y=3] 

vt etotlett ow De dv) xt+y+1=03 + a * 

(v) xty=23 x+xyty+xty=5 
[விடை; x = 1; y=1] 

(vi) x®+-y®=117; x? - xy+y?=39 
[விடை 3 x=-2, y=5 or x=5, y=?)



5. எண் தொடர்கள் 
(Progressions) 

8. கூட்டுத் தொடர் (&£1100611081 Progression) 

1. வரையறை 

ஒரு தொடரில், யாதோர் உறுப்புக்கும் அதன் முன் நிற்கும் 

உறுப்புக்குமுள்ள வேறுபாடு யாங்கணும் ஒரே எண்ணுக இருக்கு 
மானுல் அஃது ஒரு கூட்டுத் தொடர் எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு ₹ 

~ 2, 5, 8, 11 என்னும் தொடரில் பொது வேறுபாடு (common 

difference) 3 94Gb, 

3) 79 -11,....என்னும் தொடரில் பொது வேறுபாடு 
௮4 ஆகும். 

ஆகவே இவை இரண்டும் கூட்டுத் தொடர்கள் ஆகும். 

2. கூட்டுத் தொடரின் நியம வடிவம் ‘ ‘ 

‘a’ முதலுறுப்பும், “சீ பொது வேறுபாடுமானால், கூட்டுத் 
தொடரின் நியம ரூபம். 

a, a+d, a+2d, a+3d...... ஆரும். 

9. கூட்டுத் தொடரின் ॥ ஆவது உறுப்பு (அல்லது) பொது உறுப்பு 

71 ஆவது உறுப்பை, ! என்று குறிப்பிட்டால், பொது உறுப்பு, . 
/-24 (2-1) ஆகும்,
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4. ஒரு கூட்டுத் தொடரில், முதல் 7 உறுப்புகளின் கூட்டுத் 

தொகை காணல் (Sum of the first n terms of an Arithmetical 
Progression. ) 

கூட்டுத் தொடரில் “௦” முதலுறுப்பாகவும், £ரிஜ' பொது-வேறு 
பாடாசுவும், / இறுதியுறுப்பாகவும் கொள்க. முதல் % உறுப்பு 
களின் கூட்டுத் தொசையை £ எனக் குறிப்பிடுவோம். 

அப்பொழுது 

(i) S = a+(a+d) + (a42d)....(/—2d)+(l- d)4+1 Yon. 
இத் தொடரை, கடை தலையாக எழுதினால், 

(ii) S=l + (l—d) 4+ (6-2... (a+2d) + (a+d) +4 

ஆகும். - 

இவற்றைக் கூட்ட், நாம் பெறுவது 

28 = (atl) + (a¢l) 1 (2-2)... - 7 உறுப்புகள் வரை, 

“. 2S=n (a+) 

Lg MOTD 
oe டி ~ 2 

இந்தப் பலனில், /-8--(ஈ- 1) 4 எனப் பிரதியிட், 

இ. 5 2a+(n-1) 8 ஆகும். 

  

இளை (1) : முதல் ஈ இயற்கை எண்களின் கூட்டுத் தொகை 

_ a(n+1) 7 ப ஸல்லம் 

(4) : முதல் ஈ அடுத்தடுத்த ஒற்றைப்படை எண்களின் 
கூட்டுத் தொகை -௩” 

(114) 1 முதல் ஈ அடுத்தடுத்த இரட்டைப் படை எண்களின் 

கூட்டுத்தொகை - ஈ(ஈ-11) 

6. கூட்டுத் தொடரின் இடையுஙறுப்பு 

ச, 4, ம என்பன கூட்டுத் தொடரில் அமைந்தால், 4 ஆனது 

க்கும், 5-க்கும் கூட்டு இடையுறுப்பி (ரர 6110 11௦௨௭௦) எனப் 
படும், ;
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அப்பொழுது, .4- ஈ.- ம்-.,ச (வரையறை) 

3. 2A =a+b 

ee A => a+b ஆகும், 
2 

6. கூட்டிடைகள் (711100611௦ 146) 

வரையறை ௭, ஈ, 2,,.....ஜேம் என்பவை கூட்டுத் தொடரில் 

இருந்தால், ஈ,, ௬... ட என்பவை ஏ-க்கும், ம-க்கும் இடைப் 
பட்ட ந கூட்டிடைகள் எனப்படும். 

\ 

இனி, ₹ர*-க்கும் ச-க்கும் இடையே ஈ கூட்டிடைகளை 
அமைக்கவும். 

ச-க்கும் ம்-க்கும் இடையேயுள்ள 1 கூட்டிடைகள் ச, மூ, 

எனக் கொள்க, “ 
\ 

பின்னர், ௪, 8,, ஈூ,ி......சடி௰ என்பன கூட்டுத் தொடரில் 
அமையும், ் 

இதிலுள்ள உறுப்புகளின் எண் ணிக்கை (1-2) ஆகும். 

ஆகவே, (8-2) ஆவது உறுப்பும் ஆகும். 

கூட்டுத் தொடரின் பொது வேறுபாடு சீ ஆகுக, 

எனின், (1-2) ஆவது உறுப்பு - a+(n+2—-1) d 

  

  

=at(n+l)d 

ஃ. 4+(n+1)d=b 

. (n+1) d=b—a 

. ் ம் -௭ 
oe d = n+1 

முதல் கூட்டிடை a,=atd 

_ b—a _ na+b 

“2201 ரம 
இரண்டாவது கூட்டிடை ௨,242 

த =a+2(b—a) (௬-0) ௪-3: 

n+l 1-1
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. ச (5-௪) 

ரஆவது கூட்டிடை - 8-7 = 84 1 

_ (n—r+1) a+rb 

கு 1 

    

n+ 

b—a@) 

11 ஆவது கூட்டிடை =a, =a-+-nd=a+ = OF 

_ a--nb 

~ n+l 

7. விளக்க wig fact 

மாதிரி 1: ஒரு கூட்டுத்தொடரின் முதலுறுப்பு 5. உறுப்பு 

களின் எண்ணிக்கை 15. உறுப்புகளிள் கூட்டுத்தொகை 990. 

பொது வேறு பாட்டையும், நடு உறுப்பையும் காண்க. ் 

கூட்டுத் தொகை 5 [2a+(n—1)d]=S ae. 

கொடுத்துள்ள மதிப்புகளைப் பிரதியிட், 

> 2xS+(15-1) 41-390 ஆகும். 

அதாவது 1058--315 

2. d=3 
நடு உறுப்பு 8 ஆவது உறுப்பாகும். 

8ஆவது உறுப்பு--8-- (8-1) d=5-+(8—1) X3=26 Bon. 

மாதிரி 2: கூட்டுத் தொடரிலுள்ள முன்று எண்களின் கூட்டுத் 

தொகை 21 ஆகும். அவற்றின் வர்க்கங்களின் கூட்டுத் தொகை 

179 ஆகும். அந்த எண்களைக் கண்டறிக. . 

மூன்று எண்களை ரம் ர 7-ம் எனக் கொள்வோம். 

ஒக a—d+a+ta+d=21 

3a=21 

2. a=7 

Gun grb (a—d)*+a*+(a+d)*=179 

grag 2 (a+a)+a=179 

ள் 
ர் %
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அதாவது 2 (49- சீ£)-49--179 

 ச்சிஃ2 

்ட்சிக16 ) சர்க் 

வேண்டிய எண்கள் 3, 7, 11 

மாதிரி 8: 6500-க்கும் 1000-க்கும் இடையில் 18ஆல் வசூ 

படக் கூடிய எல்லா எண்களின் கூட்டுத் தொகையைக் காண்க. 

500-க்கும் 1000-க்கும் இடையே 13ஆல் வகுபடும். முதலெண் 
507 ஆகும்; இறுதி எண் 988 ஆகும். 

பெற வேண்டிய கூட்டுத்தொகை $ என்க, 

இனி, 507--520-1-.. 988 -டி ஆகும், 

இங்கு, 8-507 ; 48-13 ; /-988 ஆகும். 

l=a+(n—1) 4 என்றறிவோம். 

988 =507— (n+1) x13 

ஃ 13 (2—1)=988—507=481 

அட் _ 
உ-1- -55 37 

ச n=38 ee 

இதனால், கூட்டுதற்குரிய உறுப்புகளின் எண்ணிக் £ 
38 ஆகும். 

8 8 (24.1) > (507-4988) = 19 x 1495 

= 28405 

பயிற்சி 5-1. 

1. ஒரு கூட்டுத் தொடரில் 2 முதலுறுப்பாகும், இறுதி 
யுறுப்பு 29 ஆகும். கூட்டுத் தொகை 155 ஆகும். அதன் 
பொது வேறு பாட்டைக் காண்க. [விடை : 3] 

2. ஒரு கூட்டுத் தொடரில் 13ஆவது உறுப்பு 3 ஆகும், முதல் 
13 உறுப்புகளின் கூட்டுத்தொகை 234 ஆகும். அதன்
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பொது வேறுபாட்டையும், முதல் 25 உறுப்புகளின் 

கூட்டுத் தொகையையும் கண்டறிக. [விடை :-$, 75] 

ஒரு கூட்டுத் தொடரில் 44 ஆவதும், 4 ஆவதுமான உறுப் 
புகள் முறை --51-ம், 29-ம் ஆனால், 17 ஆவது கறுப்பை . 
அறிக. ் [விடை : 3]. 

ஒரு கூட்டுத் தொடரில் 16 உறுப்புகளின் கூட்டுத் 
தொகை 400, பொது வேறுபாடு 23 எனின், முதலுறுப் 

பைக் காண்க, ர [விடை 15] 

ஒரு கூட்டுத் தொடரின் முதலுறுப்பு 4, இறுதியறுப்பு 96. 
உறுப்புகளின் கூட்டுத் தொகை 400, ௮த் தொடரில் 
இடம் பெறும் உறுப்புகளின் எண்ணிக்கையையும், 
பொது வேறுபாட்டையும் கண்டறிக, 

[விடை, 1 8; 92/7] 

-6)--3,... ௨..ளன்னும் தொடர் வரிசையில் எத்தனை 

உறுப்புகளை எடுத்துக் கொண்டால், அவற்றின் கூட்டுத் 

தொகை 75 ஆகும் 2 [விடை. : 10] 

100-.99-.98-)-97......என்னும் தொடர் ' வரிசையில், 

நான் அடுத்தடுத்து நிற்கும் 30 உறுப்புகளை எடுத்துக் 
கொள்ளக் கருதுகிறேன். நான் எந்த உறுப்பு முதலாகத் 
தொடங்கி எடுத்துக் கொண்டு கூட்டினால், கூட்டுத் 

தொகை 1155 ஆகும் 2? [விடை 1 53] 

300-க்கும் 500-க்கும் இடையேயுள்ள ஒற்றைப் படை 
யெண்களின் கூட்டுத் தொகையைக் கணக்கிடுக. 6 

[விடை : 40000] 

ஒரு கூட்டுத் தொடரின் பொது உறுப்பின் வடிவம் 3ஈ-11 
ஆகும். அத் தொடர் வரிசையையும், 15 உறுப்புகளின் 
கூட்டுத் தொகையையும் காண்க. - 

[விடை :4, 7, 10......; 3757 

ஒரு தொடர் வரிசையிலுள்ள 1 உறுப்புகளின் கூட்டுத் 
தொகை 58-31 ஆகும். அத் தொடர் வரிசை ஒரு 

கூட்டுத் தொடர் என நிரூபிக்க,
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ஒரு : கூட்டுத் தொடரிலுள்ள 3 எண்களின் கூட்டுத் 

தொகை 15 ஆகும். அவற்றின் பெருக்கற்பலன் 80 

எனில், அவற்றைக் கண்டறிக. [விடை : 2, 5, 8] 

ஒரு கூட்டுத் தொடரிலுள்ள மூன்று எண்களின் கூட்டுத் 

தொகை 12 ஆகும், அவற்றின் கனங்களின் கூட்டுத் 
தொகை 288; அந்த எண்கள் யாவை ? [விடை : 2,4, 6] 

ஒரு கூட்டுத் தொடரிலுள்ள நான்கு முழு . எண்களின் 
கூட்டுத் தொகை 22; அவற்றின் பெருக்கற்பலன் 280; 
அந்த எண்கள் யாவை ? [விடை :1;4, 7,10] 

ஒரு கூட்டுத் தொடரின் ற ஆவது, ர ஆவது, 7 ஆவது 

உறுப்புகள் முறையே £, 0, £ என்பன வாயின், : 

(2--7)8£-0(4--7) 2-(7-) 0-0 எனக் காட்டுக, 

ர, ம், ஈக்கள் கூட்டுத் தொடரிலிருந்தால்,. 2 (6-௦), 

த்” (2-2), ௦ (௪-0) என்பனவும் கூட்டுத் தொடரில் 
இருக்குமெனக் காட்டுக, 

51ஃக்கும் 7-க்கும் இடையே 10 கூட்டிடைகளை இடுக. 

a, உக்கு இடையே ஈ கூட்டிடைகள் இடுக, அவற்றின் . 
கூட்டுத் தொகை ௭, 8-க்கு இடையேயுள்ள ஒரே கூட்டு 

். இடையுறுப்பைப்போல் % மடங்காகும் என நிறுவுக. 

19 

10ஐ,, 2-1-10த,4--1௦2,8--........ இதில் 1 உறுப்புகளின் 

கூட்டுத் தொலை காண்சு, (விடை டப் 1022 | 

(1) 8--11+14~—17...... veel உறுப்புகளின் கூட்டுத் 

தொகையைக் காண்க. 

[விடை 1 - 2, இரட்டைப்படை எண்ணானால்; 

3n+-13 A . . 
5 -, 8 ஒறிறைப்படை ஆனால்] 

(14) -44--41--38.......என்னும் வரிசையில் 0 ஓர் 
உறுப்பாயுள்ளதா ? ... [விடை ! இல்லை]
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20. 710, 13, .....ஆ 10) 14, 18.....என்ற இரு தொடர் 
களும் 50 உறுப்புகளுக்குத் தொடரரப்பட்டால், எத்தனை 
உறுப்புகள் இரண்டு வரிசைகளிலும் ஒருங்கொத்துக் 

காணப்படும் 2 [விடை 1 13 உறுப்புகள்] 

21. இயற்கை எண்கள் பின்வரும் தொகுதிகளாக வரிசைப் . 
படுத்தப் பட்டுள்ளன (1); (2, 3); (4, 5, 6); (7, 8, 9, 10) 
கணு இவற்றில் 1 ஆவது தொகுப்பிலுள்ள எண்களின் 
கூட்டுத் தொகையைக் காண்க : [விடை : (72--1)/2] 

22, 25 கற்கள் ஒரே நேர் கோட்டில் அடுத்தடுத்து 1 மீ 

தூரத்தில் வரிசையாகத் தரையில் வைக்கப்பட்டுள்ளன. 

வரிசை முடியும் இடத்திலிருந்து 5 மீ, தூரத்தில் ஒரு 
கூடை வைக்கப்பட்டுள்ளது. ஒரு சிறுவன் கூடைக்கு 

மிக அருகிலுள்ள கல்லில் துவங்கி ஒவ்வொன்றாகக் 
கற்களை எடுத்துக் கூடையில் சேர்க்கிறான், எல்லாக் 

கற்களையும் கூடையில் சேர்க்க அவன் நடந்த மொத்த 

தூரம் எவ்வளவு ? [845 மீட்டர்] 

ll @msh951Li (Harmonic Progression) 

1. வரையரை ் 

ஒரு தொடர் வரிசையில் உள்ள எண்களின், தலைகீழ் எண் 
கள் கூட்டுத் தொடரில் இருந்தால் ௮த் தொடர் இசைத் தொடர் 

எனப்படும், 

எடுத்துக்காட்டு : 

1 1 1 க 
Ls உ உத டுத் தொடர். இசைத் தொடராகும். 

ஏனெனில் 1,2,3, 4... ஒரு கூட்டுத் தொடர் ஆவதால் 

1 1 1 
= > 7 5 G42a eae ve ஓர் இசைத் தொடர், ஏனெனில் 

ர, 8-ம், 8-2 ..... ஒரு கூட்டுத் தொடர் ஆவதால், மறுதலை 
யாத; By BD, பேக வைக ஒரு கூட்டுக் தொடரில் இருப்பின், 

1 1 1 _—_ 
TB ee ee oF இசைத் தொடராகும்,
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2. ூம்,2 என்பன இசைத் தொடரில் இருப்பின் 

2 1 1 
ம ளை TS என நிறுவுக. 

a 
ர் 5-5 என நிறுவுக, 

  

  

tyes += கூட்டுத் தொடராகும் 

1 1 _ i _ 1 

‘"b  @ ம b 

2 1 1 ட 

ந 2. உ அகம் 

VO a b= a6 அகும் AVY FI = Gyre 8S 

‘1 1 1 
மேலும், த a ra 5 ஆதலால், 

a—b b-—c 

ab = be BG 
a—b ab a 
  

3. (i) இசையிடை உறுப்பு 

ர, 17, ம் என்பவை இசைத் தொடரில் இருக்குமானால், H 
என்பது ஈ, மக்கு இசையிடை உறுப்பு எனப்படும். 

ஆகவே, மேலே பார்த்தபடி, 

  

_ 2ம். 

~ “app oO 

(11) இசையிடைகள் : வரையறை 1 . 

ச, ம், சடம். அட்டம் என்பவை இசைத் தொடரில் இருக்கு 
மாயின், 4, உர என்பன ர, ம் இவற்றுக்கு இடைப்பட்ட 
8 இசையிடைகள் எளப்படும்.
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ச, ம்-க்களுக்கு இடையில் ஈ இசையிடைகள் அமைத்தல்: 

௪, 5-களுக்கு இடைப்பட்ட ॥ இசையிடைகள் நடி நீவி 
எனக் கொள்க. 

பின்னர் *, ஈர, ்டிர்டிம் ஓர்இசைத் தொடர். 

1 1 1 1 1 ae 
தூ த. “hy? eee oes Tin’ hb ஒரு கட்டும் 

தொடர், 

க் கூட்டுத் தொடரின் பொது வித்தியாசம் £மீ£ எனில், S மித 

(ரு என்பது (1-2) ஆவது உறுப்பாகும். 

—
 

இனி, கூட்டுத் தொடரில் (n+2) Bug உறுப்பு. 

= 44 (n42-1)d 

1 

  

  

  

ச 1 

ntijdot பல 
உ ( டம் ம். ஆம 

a—b 

(n-+1) ab 

. totidas af a—b_ _  (a+1) b+a—b 
‘ho * 1) ஸ் (n+1) ab 

_ _nb+a 

~ (u-+1) ab 

ட்ட _ 0 (n+1) ab (n+-1) ab 
= ரத்! ம் 

இதே போல் ச், yy. காணலாம். 

ih = (n+1) ab, _ (n+1) ab h _ (n+1) ab 

oT “anh 7 8 Dain = Lp) Soe = உத 

[சூறிப்பு; இசைத் தொடர் கணக்குகளைக் கூட்டுத் கரன் 
கணக்குகளாக மாற்றிச் செய்யவும்.]
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பமிற்சி 5-2. 
2, 3, 6....என்ற தொடரின் ஈ ஆவது உறுப்பைக் காண்க, 

வி 1 ப [டைய ஒட 
ஓர் இசைத் தொடரின் 3ஆவது உறுப்பு 1 ஆகும்; 9ஆவது 

உறுப்பு ழ ஆகும், அதன் ஈ ஆவது உறுப்பைக் காண்க. 

[விடை : =| 
n 

ஓர் இசைத் தொடரில் மூன்றாம் உறுப்பு ட ஆகும்; 
ஏழாவது உறுப்பு 2, ஆகும் என்றால், அத் தொடரை 
அமைத்துக் காட்டுக, : [விடை:$, 3, பு 

இரண்டு எண்களின் கூட்டு இடையுறுப்பு 6 ஆகும்; 

அவற்றின் இசையிடை உறுப்பு 4 ஆகும் எனின், அவ் 

வெண்களைக் கண்டறிக. [விடை : 9, 3] 

இசைத் தொடரிலுள்ள மூன்று எண்களின் கூட்டுத் 
தொகை 22-ம், அவற்றின் தலை£ழ் எண்களின் கூட்டுத் 
தொகை 1-ம் ஆமெனின், அவற்றைக் கண்டறிக, 

[விடை : 12, 6, 4] 

ஓர் இசைத் தொடரிலுள்ள மூன்று எண்களின் கூட்டுத் 
தொகை 11 ஆகும். அவற்றினது வர்க்கங்களின் கூட்டுத் 
தொகை 49 ஆகும் எனின், அவ் வெண்களைக் கண்டறிக. 

[விடை 1 6, 3; 2] 

: a ம் 
ச, ம், 2: இசைத் தொடரில் அமையுமாயின் he aw 

oe “ம் இசைத் தொடரில் அமையுமென நிரூபி, 

x,y என்பவற்றின் இடையே a4,, 4,, a, என்பன மூன்று 
கூட்டிடைகள் ; 4, /2, 49) என்பன மூன்று இசையிடை. 

கள் எனவாயின், a,h,=a,h,=a,h,=xy ctor நிறுவுக, 

4, பூடூச, என்பன ஓர் இசைத் தொடரிலிருப்பின், 
4,0, +4,0,+0,4,= 34,4, rors STL Qa, 

10220, logsy, 1092 கூட்டுத் தொடரில் இருந்தால், 1027, 
10ஐ,ம, 108,2 இசைத் தொடரில் அமையுமென நிறுவுக.
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ll. ூ ம், 2 என்பன இசைத் தொடரில் இருக்குமானால் 

12. 

13, 

14. 

15. 

1 1 1 1 1 1 4 3 

(z+ goa) (st77 a) = Ge OF 
என நிறுவுக; 

ஒரு கூட்டுத் தொடரும், ஓர் இசைத் தொடரும், ag 

யும், ஐயும் தமது முதலிரண்டு உறுப்புகளாகக் 

. கொண்டுள்ளன. அவற்றின் “*%”ஆவது உறுப்புகள் 
b : ‘ . xa z ச 

முறையே 32.ம், நம் ஆனால், னத் ௪ -- என்று காட்டுக, 

ஓர் இசைத் தொடரின் ற ஆவது உறுப்பு ர ஆகவும், 

ர ஆவது உறுப்பு ற ஆகவும் இருப்பின், றர ஆவது உறுப்பு 

1 என நிறுவுக, 

ஓர் இசைத் தொடரின் ற ஆவது உறுப்பு ‘gr’ ஆகவும், 
ர ஆவது, உறுப்பு “ற” ஆகவும் இருப்பின், அதன் 7 ஆவது 
உறுப்பு ‘pq? ஆகும் என நிறுவுக, 

ஓர் இசைத் தொடரில் P, Q, R என்பன முறையே 
ஆவது, ஏ ஆவது, 7, ஆவது உறுப்புகளானால், 

po(P—q)+ QR (q-r) + RP(r—p) = 0 

என நிறுவுக. 

ட Qugéq QarLi (Geometric Progression) 

1, வரையறை 

ஓர் எண் வரிசையில் யாதேனுமோர் எண்ணுக்கும் அதன் முன் 

னிற்கும் எண்ணுக்குமுள்ள வி௫தம் அவ் வரிசையில் எவ்விடத்தும் 

மாருது காணக்கிடக்தமாயின், அவ்வரிசை எண்கள் பெருக்குத் 

தொடரில் உள்ளன எனப்படும். 

.. இந்த மாரு விதம் *பொது விகிதம்” (010000 tatio) 

எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு 

ம் 2,-9,3,-1....இஃது ஒரு பெருக்குத் தொடர். இதன் 

பொது விகிதம் --$ ஆகும், 

(ii) 2, —8, 32,- 128, 51... இஃது ஒரு பெருக்குத் 

தொடர். இதன் பொது விகிதம் --4 ஆகும்.
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(ம்) 1,2,4, 8, 16..இஃது ஒரு பெருக்குத் தொடர். இதன் 

பொது வி௫தம் 2 ஆகும். 

௨. (1) ஒருபெருக்குத் தொடரிலுள்ள எல்லா உறுப்புகளும் ஒரே 

மாறிலியால் பெருக்கப்படினும், . வகுபடினும் வரும் எல்லா 

பரிமாணங்களும் முன்னைய பொது விதமே கொண்டு பெருக்குத் 

தொடரில் அமையும், 

(14) ஒரு பெருக்குத் தொடரிலுள்ள உறுப்புகள் எல்லாம் 

ஓரே அடுக்குக்கு உயர்த்தப் பட்டால், வரும் பரிமாணங்களும் 

புதியதொரு பொது விகிதத்தைக் கொண்ட ஒரு பபருக்குத் 

தொடரில் அமையும், 

(111) 0, b,c, பெருக்குத் தொடரில் இருந்தால் அவைகள் 

தொடர் விகித சமத்தில் அமையும், அதாவது 4 = ட = 

BED. = 

8 ஒருபெருக்குத் தொடரின் நியம வடிவம் 

£ர£ முதலுறுப்பும், ॥ பொது விஇதமுமானால், பெருக்குத் 

தொடரின் நியம வடிவம். 

ரூ ரா, போ. ஆகும். 

A, பெருக்குத் தொடரின் பொது உறுப்பு (General Term) 

பெருக்குத் தொடரின் 1 ஆவது உறுப்பு-ஈ7-! ஆகும். 

6. பெருக்குத் தொடரின் கூட்டுப்பலன் 

... பெருக்குத் தொடரின் முதல் 1 உறுப் ள் கூட்டுத் agit முத உறுப்புகளின் கூட்டுத்' தொகை 

பெருக்குத் தொடரில், <a’ முகனுறப்யும், ₹7£ பொது 

விகிதமும், 1 பெருக்குத் தொடரிலுள்ள உறுப்புகளின் எண் 
ணிச்கையும், 5, உறுப்புகளின் கூட்டுப் பலனும் ஆகுக. 

அப்பொழுது 

பிரேர போர. அவவ fare-*Lapr-,,.... (1 

(1)-ன் இரு பக்கங்களையும் 7 ஆல் பெருக்கி, வரும் உறுப்புகளை 
அடுக்கொப்பு நோக்கியவற்றின் 8ழே எழுதுக, 

ராமம். றா றா... (2)
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(1)--(2) ஆல் கிடைப்பது 

S, (l1—r)=a—ar"=a (l—r)" 

Ss = on (r<1 எனில்) 

751 ஆனால், இதையே 

ரரா-1) 

ணை ணா 
என எழுதலாம். 

6. முடிவிலாப் பெருக்குத் தொடரின் கூட்டுப்பலன் (500 ௦1 infi- 
nity of a Geometric Series) 

ரன் எண் மதிப்பு 1-க்குக் குறைந்திருந்தால், (அஃதாவது ர-ன் 

மதிப்பு --1ஃக்கும் --1-க்கும் இடைப்பட்டுக் கடந்தால்) அப் 

பொழுது ஒரு முடிவிலாப் பெருக்குத் தொடர் முடிவுடைய தொரு 

கூட்டுப் பலனை அடையுமென நிறுவலாம். 
! ம் 

இப்பொழுது, ஒரு பெருக்குத் தொடரில், ஈ உறுப்புகளின் 
கூட்டுப்பலன், 

ரா உட 

௬௪ “17 “17 17 அகம். 
7 ஆனது எண் மப்பில் 1-க்கு குறைவுற்று (அதாவது : 

|ர|-:1) ஆகும் பொழுது, ஈடன் மதிப்பு உயர்ந்து செல்லச் 
செல்ல, 7*-ன் மதிப்பு மிக மிகக் குறைந்து பூச்சிய எல்லையை 

நெருங்குகிறது. - 

இதை 7/ ரா-0 (7|-₹:1) எனக் குறிப்பிடுகிறோம். 

2-௮ 

ட ஒரு குறிப்பிட்ட மதிப்பை யுடையதால், 

a 
= 1-7 

89-௦௦ 

ர் 

7-0 எனவாகும்;   

ஆகவே. 3, - 411141 எனில்) 
NO “௫ 
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7. பெருக்குத் தொடரின் பெருக்கு இடையுறுப்பு 

மூன்று எண்கள் பெருக்குத் தொடரில் அமைந்தால், நடுவி 

லிருப்பது ஏனைய இரண்டின் பெருக்கு இடையுறுப்பு எனப்படும். 

ச, 0, ம் என்பன பெருக்குத் தொடரில் இருப்பின், “ப”-க்கும், 
£-க்கும் £ பெருக்கு இடையுறுப்பாகும். 

இனி, ன் -2 ஆவதால், (வரையறையின் படி) 

ஃ  ச)/ம் ஆகும். 

8. பெருக்குடைகள் (060171௦ 189808) 

வரையறை : ௭ ஐ, 8, டி டமி என்பவை பெருக்குத் 
தொடரில் இருப்பின், 2,, 2,, 2, ... ந என்பவை ஈ-க்ரும் ஃக்கும் 
இடைப்பட்ட 1 பெருக்கி௮டைகள் எனப்படும். 

819 By eee & என்பன க்கும் ம-க்கும் இடைப்பட்ட ர பெருக் 
இிடைகள் எனக் கொள்க, 

பின்னர் 8, 2, 8 ஜடம் ஒரு பெருக்குத் தொடர், இதில், முனையுறுப்புகளையும் சேர்த்து (1-ட2) உறுப்புகள் உள்ளன, 

“ம” ஆனது (1-2) ஆவது உறுப்பாகும், 

இப் பெருக்குத் தொடரின் பொதுவிசதம் ர எனில், 

(1-2) ஆவது உறுப்பு -- arnt = gpnti 

லரோர் ழ் 

ஃ 771 _ம் 

a 

“0 P= (bfajte as 

ஆகவே, பெறவேண்டிய பெருக்கிடைகள் 

ட ச உ . ie 

‘ a ம் nt1 a டம் nti a ம் mi b nti . 
a} a 8 ர இத்தக! 8 2 ஆகும்,
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9. விளக்க மாதிரிகள் 

மாதிரி 1: 9,--6, 4, என்ற பெருக்கத் தொடரில் முதல் 

1 உறுப்புகளின் கூட்டுத் தொகையையும், முடிவிலி (௦௦) நிலைக் 

குரிய கூட்டுத் தொகையையும் காண்க. 

முதலுறுப்பு 9; பொது விகிதம் - --$ 

. உட ச(று_9(ட௫ுர_2 a, 
es = =e - 5 il (477 

இனி, தொடர் முடிவிலி நிலையை எட்டும்போது, ஈ உயர்ந்து 
கொண்டே முடிவிலி நிலைக்குச் செல்லும் 

அப்பொழுது, 7// ($£--0 [34 1 ஆதலின்] 
த் 

ல கிரு Le ஆகும். 
co 

மாதுரி 8: 03 -0₹33 --0:333 4... என்ற தொடரில், 
முதல் ஈ உறுப்புகளின் கூட்டுத் தொகையைக் காண்க. 

டி, என்பது கொடுக்கப்பட்ட ஈ உறுப்புகளின் கூட்டுத் 
தொகையைக் குறிக்கட்டும். 

பின்னர் 5,-0:3 --0:33 +0°233 +... உறுப்புகள் வரை, 

3 (01-0:11-0:111--......॥ உறுப்புகள் வரை) 

=3 (6909940993... 93. . ) 

_ ் (0-0 +4001) + 1-0001) +. 9 | 

3 1 1 “9 (மர்மச் எழுப்] 
37,1 {Gu 

9 10 1-74 

3 1 ம் [9 (1-9) |
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மாதிரி 9: க்த என்னும் மடங்கு தசமத்தைப் (1560077112 
020121) பின்னமாக்குக. 

-ஆச்5் _ -345454545....... 

- :$.1:045..-00045 -.-0000045-ட.......ஐ 

  

ll 2 + 111 [ச-:045; 7-1] 
T 10 * 1-3 

3... 100 
= 10 * i000 * oF 

3,5 _ 3 _19 
“10 1 (0110 ~ 5 

மாதிரி 4: நன் குறைந்த பட்ச மதிப்பு யாதானால், 

13-13“ ..... என்னும் பெருக்குத் தொடரில் 1 உறுப்புகளின் 
கூட்டுத் தொகை 2000-க்கு அதிகப்படும்? 

இஙிகுப் பொது விகிதம் 3 ஆகும் 

1 உறுப்புகளின் கூட்டுத் தொகை 5, ஆகுக. 

_ 1௫. ௬௨1 
S= a = அ 

கணக்கின் படி, 5, 22000 ஆகும் பொழுது, ஈ-ன் Gen றந்த 
பட்ச மதிப்பு அறிய வேண்டும், 

அதாவது க > 2000 

் “. 3*-1 > 4000 

és 32 > 4001 

இணி, 3'-2187 ஆகும்; 35 6561 ஆகும். 

ன் குறைந்த பட்ச மதிப்பு 8 ஆதல் பெறப்படும்,
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பயிற்சி 5-3. 

தவ ப (i) இத் தொடரின் 20 உறுப் N35 3° aya) கீ கி றுப்பு 

களின் கூட்டுத் தொகையைக் காண்க, (14) முடிவிலாத் 
தொடரின் கூட்டுத் தொகையையும் காண்க. 

ij ட் 3 
[விடை 1 =a | 1—f4)° } ed 

மதிப்பறிக 1 / 

= ‘ae அ 413 431 
(i) 3417 (ட் :435 டை (39௦0 ? 990 | 

ர, ம், ௦, 8 என்பன பெருக்குத் தொடரிலிருப்பின் 

(a—b-+-c) (b+-c+d)=ab+be+cd cron Amys. 

£ உறுப்புகள் வரை கூட்டுக, 
, 40 4 

(1) 444-444. [விடை : ey 010-1] -5| 

(41) *5-+°55-+ 5554 weees. 

டடத 5 1 
[விடை ல் தக 31 (1- TO: | 

ஒரு பெருக்குத் தொடரில் முதலிரண்டு உறுப்புகளின் 

கூட்டுத் தொகை 2-ம், முதல் நான்கு உறுப்புகளின் 
கூட்டுத் தொகை 20-ம் ஆனால், ௮த் தொடரைக் 
கண்டறிக. 

1 3 9 27 
(விடை ! 2௨3 Z| 

ட 

ஒரு பெருக்குத் தொடரில் முதல் மூன்று உறுப்புகளின் 

கூட்டுத் தொகையும், மூன்றாவது, நான்காவது, ஐந்தா 
வது உறுப்புகளின் கூட்டுத் தொகையும் 4 : 9 என்னும் 

விகிதத்தில் இருக்கின்றன. அதன் ஆராவது உறுப்பு 

15 ஆனல், அதன் 10ஆவது உறுப்பை அறிக. 

.. [விடை : 39/28]



80 

11. 

12. 

13, 

14. 

tiple. விடை 1ர-2;7 - +] 

அடிப்படைக் கணிதம் 

பெருக்குத் தொடரிலுள்ள மூன்று எண்களின் கூட்டுத் 

தொகை 21 ஆகும் அவற்றின் பெருக்குத் தொகை 64 

ஆனால், அவ்வெண்களைக் கண்டறிக. [விடை 1 1, 4, 16] 

ஒரு குறிப்பிட்ட பெருக்குத் தொடரின் கூட்டுத் தொகை 

a= ட ஆகும், அதன் முதலுறுப்பையும், பொது 

39 3 
விகிதத்தையும் கண்டறிக. [விடை 16° 1 

ஒரு பெருக்குத் தொடரின் கூட்டுத் தொகை 889; இறுதி 
யுறுப்பு 448 ; பொது விகிதம் 2 எனின், அதன் முதலு 
றுப்பு யாது ? [விடை :7] 

ஒரு பெருக்குத் தொடரில் முதலுறுப்பு 2) கூட்டுத் 
தொகை 728. இறுதியுறுப்பு 486 எனின், பொது விகிதம் 
யாது ? [விடை : 4] 

ஒரு முடிவிலாப் பெருக்குத் தொடரின் அநந்த உறுப்பு 
களின் கூட்டுத் தொகை 3 ஆகும், அவற்றின் வர்க்கங் 

  களின் கூட்டுத் தொகை - ---. அத் தொடர் வரிசையை 
2 

3 

ஒரு முடிவிலாப் பெருக்குத் தொடரின் அநந்த உறுப்பு 
களின் கூட்டுத் தொகை 2. அவற்றின் கனங்களின் 

கூட்டுத் தொகை == அத்தொடர் வரிசையைக் காண்க. 

் [விடை ௪-1; ர] 

இரண்டு எண்களின் கூட்டுத் தொகை அவற்றின் பெருக் 

கிடையுறுப்பை (900106111௦ 0௦81) விட 9 அதிகமாகும். 
அக் கூட்டுத் தொகையின் வர்க்கம் அவற்றின் பெருக்கல் 
பலனைவிட 189.அதிகமாகும் என்றால், ௮வ் வெண்களைக் 
காண்க, . [விடை : 12, 3] 

(i) 3,96 என்ற எண்களிடையே 4  பெருக்கிடை எண் 
கள் காண்க. [விடை 1 6, 12, 24, 48] 

(ii) 324-க்கும் 4-க்கும் இடையே 3 பெருக்கிடை எண்கள் 
காண்க, [விடை 1 108, 36, 12]
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15. 

17. 

18. 

19. 

20. 

al. 

22. 

1 1 1 டட — 
zy tet ஒர் என்னும் பெருக்குத் தொடரில் 

குறைந்த பட்சம் எத்தனை உறுப்புகளின் கூட்டுத் 
தொகையானது அதே தொடரின் கந்தழி (௦௦) வரைக் 

  

2 ack ச 1 wo. ் 

காகும்? [விடை 18] 

. ஒரு பெருக்குத் தொடரில் உள்ள உறுப்புகள் யாவும் 
நேரெண்களானால், அவ் வுறுப்புகளின் லாகரிதங்கள் 
கூட்டுத் தொடரில் அமையுமென நிறுவுக. 

௭, ம, 2 என்பன ஒரு பெருக்குத் தொடரிலும், ராத ரச 
என்னும் வரையறையிலும் நிற்குமாயின், %, ர, 2 என்பன 
ஒர் இசைத் தொடரில் அமையுமென நிறுவுக, 

ஒரு பெருக்குத் தொடரில் முதல் ஈ, 2, 3% உறுப்புகளின் 
கூட்டுத் தொகைகள் முறையே £,, 8,, ) ஆகும் எனின், 

(s,—5,)? = 8 (நோ 29] என நிறுவுக. 

ஒரு பெருக்குத் தொடரிலுள்ள ஈ உறுப்புகளின் கூட்டுத் 
தொகை $ ஆகும்.-அவற்றின் பெருக்கற்பலன் 7-ம் விலோ 

மங்களின் (௩௦௦1000818) கூட்டுத் தொகை &8-ம் ஆனால், 

P= (= J’ என நிறுவுக,. 

271-[ர-டட£-1-. ௯ என்றும், 

ந1--2-1ம”-0....-௨௦௦ என்றும், க 

a, b ஒவ்வொன்றும் 1-க்குக் குறைந்தது என்றுங் 

கொண்டால், is 

bah nthe xy 14 ab 2... ௮ © = sl 

  

ctor 1) Days. 

ஒரு பெருக்குத் தொடரில் 7 ட, £ என்பன முறையே 

2 ஆவது, ர ஆவது, 7 ஆவது உறுப்பு ஆனால், 
Par Qr-p 1-1 என நிறுவுக, 

ஒரு சிறுவன் ஓர் ஏரியின் - நிலையான நீர்ப் பரப்பின் மீது 
தட்டைக் கற்சில்லுகளை வீசித் துத்திக் குதித்துச் செல் 
லும்படி செய்து விளையாடுகிறான். இப்படி. செலுத்தும் 
படியான ஒரு சில் தன் முதல் தாவலில் 4மீட்டர் தூரமும், 

அதன் பிறகு அடுத்தடுத்து செல்லும் தாவலில் முந்திய
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தாவலின் பாதி பாகமுமாகச் சென்றால் அது நீரில் மூழ்கு 

இறதற்கு முன்பு செல்லக் கூடிய மிக அதிக தூரம் யாது? 

[விடை : 8 மீடர்] 

3. ஒரு பந்தானது மேலேயிருந்து விழுந்து தரையைத் 

'தாக்குந்தொறும் முன்பிருந்து விழுந்த உயரத்தில் $பங்கு 
உயரத்திற்கே மீண்டும் எழுந்து செல்ல. வல்லதாகும், 

அதனை 12 மீட்டர் உயரத்திலிருந்து கீழ்நோக்கி விழ 

விட்டால், அஃது எழுச்சி நிலை முற்றும் தணிந்து 

ஓய்வுறும் வரையில் சென்ற மொத்த தூரத்தைக் கணக் 

இடுக. [விடை : 24 மீட்டர்] 

VV கூட்டு வட்டியும், ஆண்டுத் தொகையும் 
(Compound Interest and Annuities) 

பெருக்குத் தொடர் கொள்கை கூட்டுவட்டி, ஆண்டுத் 
தொகை காணும் கணக்$8டுகளில் பயன்படுகிறது, 

1. கூட்டு வட்டி (Compound Interest) 

ரூ. 2-அசலை ஆண்டுக்கு £ % கூட்டு வட்டி வீதம் கடன் 
கொடுத்தால், 1 ஆண்டுகள் கழித்து அதன் தொகை 4 எனில், 

A=P (1+ im) 
ஆகும் என்றறிவோம். 

இங்கு - - / எனப் பீரதியிட, 

A= P(i+iy ஆகும். (1) 

இங்கு *)£ என்பது ஒரு ரூபாய்மீது ஓர் ஆண்டினுடைய வட்டி. 

ஆகும், | 

2... இற்றைப் பெறுமானம் (768014 78106) 

n ஆண்டுகள் கழித்துக் கட்டவேண்டிய தொகை 4 ஆயின், 

அதன் இற்றைப் பெறுமானத்தை 7 எனக் குறிப்பிடுகிறோம்.' 

(1)-லிருந்து; 72-4(1--0)-1. ஆகும், + sail
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5. ஆண்டுத் தொகைகள் (Annuities) 

ஆண்டுத் தொகை என்பது ஆண்டுதோறும் குறிப்பிட்ட 

நாளில் முறையாக அளிக்கப்படும் சம தொகையைக் குறிக்கும். 

இது முடிவில்லாமல் தொடர்ந்து கொடுக்கப்பட்டால், அது 

நித்தியவாண்டுத் தொகை (12௦1061013) எனப்படும். 

நித்தயவாண்டுத் தொகை அளிக்கும் சொத்து பயனுரிமைச் 

சொத்து (17௦0௦1 251816) எனப்படும். 

ஆண்டுத் தொகை குறிப்பிட்ட கால அளவுக்கே கொடுக்கப் 

பட்டு அதன் பிறகு நிறுத்தப்பட்டால், அஃது ஒரு முடிவுடை 

acids Qarms (Terminable Annuity) எனப்படும், 

ம: ம் ரூபாய் நித்திய வாண்டுத் தொகையாக 8 ஆண்டு 

களுக்குக் கொடுக்கப்படின் அதனால் இட்டும் மொத்தத் தொகை 
யைக் கணக்கிடுதல் (முதல் தொகை முதலாண்டு இறுதியில் 

- கொடுக்கப்படுவதாகக் கொள்க]. 

முதலாண்டு இறுதியில் இடைக்கும் தொகைக்கு (1-1) 

ஆண்டுகளுக்கே வட்டி கூட்டப்படும். ஆகையால் அதன் தொகை 

ali) ஆகும். ் 

இரண்டாவது ஆண்டு கிடைக்கும் தொகைக்கு (7-2) 

ஆண்டுகளுக்கே வட்டி கூட்டப்படும். ஆகையால், அதன் தொகை 

a(l-+i)"? ஆகும். 

ஆகவே மொத்த தொகை, 

A = a(lpiyrt + Li P+ fal ++ 

(it _ , (tinot 
= 8 ayo i (3) 

விளக்க மாதரி : 
ஒருவன் ஒவ்வோர் ஆண்டு இறுதியிலும், ஆண்டுக்கு 24% 

கூட்டு வட்டி வழங்கும் சேமிப்பு வங்கியில் ரூ 100ஐச் சேமித்து 

வைக்கிறான். 15 ஆண்டுகள் முடிவில் அவன் சேமிப்புத் தொகை 

யின் மதிப்பென்ன ? 

‘ . 1 
= git, = 2 A $% 1023
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A = 100 SS டட = 4000 [102271 | 

இப்பொழுது, 1௦2 (1°025)* = 15 log 1025 = °1605 

(1:025)* = antilog +1605 = 1:447 

2. A = @ 4000 (1:447-1] 

= @ 4000 x °447 = ரூ. 1788, 

(14) ஒவ்வோர் ஆண்டும் ஒரு குறிப்பிட்ட தொகையை 
ஆண்டுத் தொகையாகப் பெறுவதற்கு ஒரு குறிப்பிட்ட 

தொகையை முன் கூட்டியே கட்டவேண்டும். இது கிடைக்கும் 
தொகைகள் எல்லாவற்றின் இற்றைய மஇப்பாகும். 

ஆண்டுத் தொகை ₹2' எனில், எல்லாத் தவணைகளின் 

இற்றைய மதிப்பு 
a a ; ் ர 

P = Thi + (+i? Reine ae 

  

  

1 

ப a (iti a ses 
i >i ak - (49) | 

{+i 

துணை முடிவு (0010118737) : நித்தியவாண்டுத் தொகையாயின், 

(1-9 ௩-0 
ஆகவே ரூ, 1a நித்தியவாண்டுத் தொகையாகக் கடைத் 

தால், அதன் இற்றைய மதிப்பு - 5 i 

விளக்க மாதிரி 2 : 

கூட்டு வட்டி விதம் ஆண்டொன்றுக்கு 49, ஆக இருக்கும் 
போது, ஆண்டுத் தொகையாக ஆண்டுதோறும் ரூ 30ஐ 20 
ஆண்டுகளுக்கு வழங்கத்தக்க தொகையின் இற்றைய மதிப்பைக் 
காண்க, ர 

. ; . . த 4: 5 

நி 3 5 = ; j= =" இங்கு a=30; n=20; i i00 04 

ட... 3 
தய “oe | 04 |
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log (1:04)-” = — 20 log 1:04 = — 20 x -0170 = — +34 
= 166 

*, (1:04)-” = antilog 1°66 = +4571 | 
30 30 . P= <q | 1- an | = og: X 75429 

= 30X25 5429 - ரூ. 40718 

பயிற்சி 5-4. 
14 கூட்டுவட்டி விகிதம் ஆண்டொன்றுக்கு 5% ஆக 

இருக்கும்போது, ஓர் அசல் எவ்வளவு. காலத்தில் 
3 மடங்காகும் ? [விடை : 22:51 ஆண்டுகள்] 

2. ரூ. 1000 கடன் தொகையை 10 ஆண்டுதோறும் சம 
தவணைகளில் திருப்பிக் கொடுக்கவேண்டும். கூட்டு வட்டி 
விதம் 4% ஆனால், ஒவ்வோர் ஆண்டுத் தவணை யாது? 

[விடை ! ரூ 123:5] 

8. ஓர் ஊரில் பிறப்பு, இறப்பு வீதம் முறையே ஜனத் 
தொகையில் 100-க்கு 25-ம், 20-ம் ஆகும், ஓர் ஆண்டுத் 
தொடக்கத்தில் அந்த ஊர் ஜனத்தொகை 50000 எனில், 

30 ஆண்டுகள் கழித்து அவ்ஷஹூர் ஜனத்தொகை எவ்வளவு 
இருக்கும் ? [விடை 1! 57810] 

4, ஒவ்வோர் ஆண்டு இறுதியிலும், ஆண்டுத் தொகை 
ரூ. 100 ஆக 25 ஆண்டுகளுக்கு வழங்கத் தேவையான 
தொகையின் இற்றைய மதிப்பைக் காண்க, வட்டி 
விகிதம் 5% கூட்டு வட்டி எனக் கொள்க. ன் 

[விடை. 1 1409-80] 

- 37 மூன்று தொடர்கள் 

€தற்றம் 1 இரண்டு 6நரெண்களின் இடையேயுள்ள கூட்டு 

இடையுறுப்பும், பெருக்கு இடையுறுப்பும், இசை இடையுறுப்டிம் 

இறங்கு வரீசையில் ஒரு பெருக்குத் தொடரில் அமைவினவாகும். 

“8, ம் என்னும் இரண்டு நேரெண்களுக்கு இடையே இடப் 

பட்ட கூட்டு இடையுறுப்பும், பெருக்கு இடையுறுப்பும் முறையே 
ட 0 .॥ எனக் கொள்க,
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b ட்ட ம் ன் 
அப்பொழுது 4 =; G= 4b; H = 5 ஆகும். 

ரா eas AH = St? 208 = ab = (aby = @ 

4. 6, 8 என்பன பெருக்குத் தொடரில் அமையும், 

மேலும் 4277-0” ஆகையால், 3 = a 

bab 2. ab 

_ (da — Jb 
ர. இல 

Co ab, மம். அசமமாதலின், இஃது எப்பொழுதும் 

நேரெண்ணாகவே அமையும்.) 4? 6 2 51 டத. 1 G>H 

ஃ 42021 

க; என்பன இறங்கு வரிசையில் ஒரு பெருக்குத் 
தொடரில் அமையும், 

பயிற்ரி 5-5. 

1... ரூ, 6 என்னும் மூன்று எண்கள் சம Ss 
b-c a’ b’ 

: di» ௬ 
அல்லது, - என்பதற்கு ஏற்ப முறையே கூட்டுத் தொட 

ரிலோ, பெருக்குத் தொடரிலோ, இசைத் தொடரிலோ 
அமையுமென நிறுவுக, 

2. ச, ச, ௦, ம என்னும் நரெெண்கள் ஒரு கூட்டுத் 
யதா த அல்லது ஒரு. பெருக்குத் தாடரிலோ 

அல்லது ஓர் இசைத் தொடரிலோ, நிற்பதற்குத் தகுந்தாற் போல ௬8-- சச; - 0 ஆகுமென்று காட்டுக. °
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3. 

4. 

X, Fy Gy V என்பன கூட்டுத் தொடரிலும், Xs Vis Var Y 

என்பன பெருக்குத் தொடரிலும், 2, 4, ர௨3 என்பன 
இசைத் தொடரிலும் இருப்பின், 

௧ 14 & a, + 8. 
(4) hh, a +h, (ii) ax = g,g, = a,h, = 4,h, 

இரண்டு எண்களின் கூட்டு இடையுறுப்பு, அவற்றின் 
பெருக்கு இடையுறுப்பைவீட 2 அதிகமாகும். அவற்றின் 
இசை இடையுறுப்பானது அவ்வெண்களுள் பெரியதின் 
$ பஙிகாகும் என்றால், அவ்வெண்களைக் கண்டறிக. 

3 என்ற எண்களின் கூட்டு இடையுறுப்பு ) ஆகவும், 

பெருக்கு இடையுறுப்பு 33 ஆகவும் இருந்தால், அவற்றின் 
இசை இடையுறுப்பு 253) ஆகுமென நிறுவுக. 

ந-ச்கும், க்கும் இடையில் ஈ ஆனது கூட்டு இடை 

யுறுப்பாகவும், உக்கும், ௨-க்கும் இடையில் ச்ஆனது 

பெருக்கு இடையுறுப்பாகவும் அமைந்தால், 2ஆனது 

க்கும், ந-க்கும் இடையில் இசையிடையுறுப்பு ஆகுமென 

நிறுவுக. 

க, ந, 2 இசைத் தொடரிலும், ந, c, மீ பெருக்குத் 
தொடரிலும், ௦, & ௪ கூட்டுத்: தொடரிலும் இருந்தால், 

ab* 

€ = (௫-5) 

௪, ந, 2 கூட்டுத் தொடரிலும், ம, டி ச பெருக்குத் 

தொடரிலும், ௦, 4 2 இசைத் தொடரிலும் அமைந்தால், 

ச, ம், 2 பெருக்குத் தொடரில் அமையுமெனக் காண்பி. 

a, by 2 கூட்டுத் தொடரிலும், ச, ௦ 8 பெருக்குத் 

தொடரிலும் அமைந்தால், 6, 8, ந் ஓர் இசைத்தொடரில் 

அமையுமெனக் காண்பி. 

௪,ந என்ற எண்களுக்கடையே, 3:,, x? என்பன கூட்டிடை 

களாகவும், 9, 3), இசையிடைகளாகவும், 2, 25 பெருக் 

இடைகளாகவும் இருப்பின், %, ந), 23 என 

திறுவுக.
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Vi இடுக்கேற்ற இயற்கை எண்களின் கூட்டும் பலன்கள் 

(Sums of Powers of Natural Numbers) 

1, paw xX Qupms எண்களின் கூட்டுத் தொகை 

நாம் சாதாரணமாகப் பயன்படுத்தும் எண்கள் 1,2,3........- 

முதலிய எண்கள். இவை இயற்கை எண்கள் எனப்படும். 

இவற்றின் கூடுதலைக் காண்போம். 

“S = 14-2434 ....00000-+ ஆகுக, 

இத் தொடர் வரிகை ஒரு கூட்டுத் தொடர் ஆகும். இதன் 

முதல் உறுப்பு 1 ஆகும். இறுதி உறுப்பு ஈ ஆகும், உறுப்புகளின் 
எண்ணித்கை ஈ ஆகும். ் 

n(ltn)  a(n+1) ே _ 21 _ ) 
ஆகவே, 5 5 

சூறியீடு ₹ 1-2-.3-1... 11 வரை உள்ள எண்களின் கூடுதலை 
3ஈ என்ற குறியீட் டால் குறிப்பது. வழக்கம். 

71 (71-01) 
ஆ ௮1] ஆகவே 3 1 - 

2. முதல் 1 இயற்கை எண்களின் வர்க்கங்களின் கூடுதல் 

அதாவது %%-ன் மதப்பு காணல் : 

செய்முறை : x8 (x1)°=3x?— 3x41 என்ப றற் 

இதில் 2-க்கு 1 முதல் 1 வரை பிரதியிட, a 

15-043.15.-3, 141 

25:_1322_3:2- 11 

n’—(n—1)°=3n?-3n+1 

இல்வரத்தையும் நேர் 0 - 
.. களிலும் கூட்ட.வருவது, ° va மேனோக்கி இரு பக்கங் 

ஈ£-32 n*—3.> 71-77 ஆகும்,
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35.8.2335 நம 

3¥ nan$3E n—n= n+ அர்கம் ர 

அதாவது 6 ஹி பு ரே (2-1)--2-ஈ (3”-3ஈ-1) 

அதாவது 6$8”-1 (௩-1) (2-1) 

த ய ee ee) (2) 

5. முதல் 1 இயற்கை எண்களின் கனங்களின் கூடுதல் 

x'~ (x~1)ts4x?—6x+4x—1 என்னும் முற்றொருமையில், 
ஊக்கு 1 முதல் ஈ வரை பிரதியிட்ட, நேர் நேராகக் கூட்டிய, 

ee , கட டமி உட்ப. என்பதைப் பயன்படுத்தி 

2 

in = உப், எனப் பெறலாம். sa 3J 

விளக்க எடுத்துக்காட்டு : 

1 2-4).2:3451.3-4:6--. என்னும் தொடர் வரிசையின் 
' கூட்டுப்பலனை முதல் 1 உறுப்புகளுக்கு காண்க. 

கொடுக்கப்பட்ட தொடர் வரிசையில், 

. ஆவது உறுப்பு (7-1) (7-3) 7-1 4/73.37 ஆகும், 

இதில் ர-1, 2......௨ளன ஈ வரை பிரதியிட்டுக் கூட்ட, நாம் 
பெறுவது 

n n n 

இதா] 43337 
1 1 1 

= aA 8 (1) (0-2) (38-13) சுருக்க பின், 

பயிற்சி 5-6. 

1. மூதல் உ ஒற்றைப்படை எண்களுடைய கனங்களின் 

கூட்டுத் தொகையை AMS. [விடை : ந 11]
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133)..2,4- 355... என்ற தொடரில் 1 உறுப்புகள் 
வரைக்கும் கூட்டுத் தொகையைக் காண்க, 

[விடை :n (n+1) (3n?+19n+32)/12] 

1:2°342'3'443-4:5+...-+ (n+1) (2+2) 

1242334343... அர ௫41) 

எனக் காட்டுக, 

  3 

Iin-+2 (n—1)+3 (n—2)+.....401 இதன் கூட்டுத் 

தொகையைக் காண்க. [விடை : ஈ (8-1) ஈ-2)/6] 

5, 8, 5) என்பன முறையே முதல் ந இயற்கை எண்களின் 
கூட்டுத் தொகையையும், வர்க்கங்களின் கூட்டுத் 

தொகையையும், கனங்களின் கூட்டுத் தொகையையும் 
குறிப்பிடுவனவானால், 95,” (1--85,) எனக்காட்டுக 

ஒரு தொடர் வரிசையில் 1 ஆவது உறுப்பு 4-2 (2-1) 
எனப்படுமானால், அத் தொடரின் கூட்டுத் தொகையை 

முதல் ௩ உறுப்புகள் வரை கண்டறிக. 

4 2n (n?—1 
[விடை 1 z (4"—1)4+ og 

ஒரு தொடர் வரிசையில் ஈஆவது உறுப்பு n®°+3" Wend, 
அத் தொடரின் கூட்டுத் தொகையை முதல் ஈ உறுப்பு 
கள் வரை காண்க, | 

8 a (32 [விடை h om 4 +6 1)



6. வரிசை மாற்றமும், சேர்வுகளும் 

1. அடிப்படைக் கூறு 

சென்னையிலிருந்து திருச்ச செல்ல இரண்டு வழிகளும், திருச் 
யிலிருந்து மதுரை செல்ல மூன்று வழிகளும் இருக்கின்றன எனக் 
கொள்வோம். ஒருவன் சென்னையிலிருந்து திருச்சி வழியாக 

எத்தனை விதங்களில் மதுரை போய்ச் சேரலாம் ? 

  

A 
ao அவ ளாரவு 

சென்னை 2 கச்சி டாம் pay 

் படம் 1.. 

சென்னையிலிருந்து திருச்ச செல்லும் வழிகளை 1, 2 எனக் 
குறிப்பிடுவோம், திருச்சியிலிருந்து மதுரைக்குச் செல்லும் வழி 
களை 4, 8, எனக் குறிப்பிடுவோம், இனி சென்னையிலிருந்து 
திருச்சிக்கு வழி 1-ன் மூலம் சென்றால் மதுரை சேர்வதற்கு A, B,C 
என்னும் 3 வழிகளில் ஏதேனும் ஒரு வழியைத் தேர்ந்தெடுத்துச் 
செல்லலாம். ஆகவே, வழி 1-ன் மூலம் மதுரை சேர்வதற்கு 
3 வழிகள் உண்டு, இதே போல் வழி 2-ன் மூலம் சென்றாலும் 
மதுரை சேர்வதற்கு 3 வழிகள் உண்டு. எனவே சென்னையிலிருந்து 
மதுதுர Gag 2X3=6 வெவ்வேறு: வழிகள் உள்ளன, அவை 
யாவன: 1, 4;1, 8; 1, 2, 4;2, 2; 2, 6 இந்த 6 வெவ்வேறு 
முறைகளில் ஏதாவது ஒரு முறையில் மதுரை சேரலாம். : 

இனி .மற்றோர் எடுத்துக்காட்டைக் கவனிப்போம். பூச்சியம் 
அல்லாத 4 இலக்கங்கள் தரப்பட்டால், எத்தனை இரண்டிலக்கு
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எண்கள் அமைக்க முடியும் எனப் பார்ப்போம். கொடுத்த இலக் 

கங்கள் 1, 3, 4, 7 எனில், ஒன்றாவது தானத்தை நிரப்புவது ஒரு 

செயலாகும், கொடுத்து 4 இலக்கங்களில் ஏதேனும் ஓர் இலக் 
கத்தால் ஒன்றாவது தானத்தை நிரப்பலாம், ஆகவே, இச் (செயலை 
4 முறைகளில் செய்யலாம். ஏதேனும் ஓர் வகையில் ஒன்றாவது 
தானத்தை நிரப்பிய பிறகு, பத்தாவது தானத்தை நிரப்புவது 

இரண்டாவது செயலாகும், ஒன்றாவது தானத்தை நிரப்ப நாம் 
ஏற்கெனவே ஓர் இலக்கத்தைப் பயன் படுத்தி விட்டதால், 
பத்தாவது தானத்தை நிரப்ப, நமக்கு எவையேனும் 3 இலக் 
கநிகளே உவ்ளன. எனவே, பத்தாவது தானத்தை ஏதேனும் 

3 முறைகளில் நிரப்பலாம், 

இவ்விதமாக, ஒன்றாவது தானத்தை நிரப்பும் 4 வகைகள் 
ஒவ்வொன்றுக்கும் பத்தாவது தானத்தை நிரப்பும் 3 வசைகள் 
உள்ளனவாதலால், ஒன்றாவது, பத்தாவது தானங்களை ஒன்றன் 

பின் ஒன்றாய் நிரப்பும் கூட்டுச் செயலை 43-12 வகைகளில் 
செய்யலாம். எனவே, கொடுத்த 4 இலக்கங்களைக் கொண்டு 12 
இரண்டிலக்க எண்கள் அமைக்கலாம், இவையாவன 1 13, 14, 17, 

34, 37, 47, 31, 41, 71, 43, 73, 74. 

இவ்வடிப்படையில், பொதுத்தேற்றமாக இதையே பின் 
வருமாறு கூறலாம் : 

அடிப்படைத் தேற்றம் 
ஒரு செய்வகையானது * வெவ்வேறு வழிகளில் செய்ய முடிந்து, 

அச் செயலை அந்த ஈ வழிகளில் ஏதேனும் ஒரு வழியில் செய்யப் 

பட்ட பின்பு, இச் செயலினால் தடைபடாமல் மற்ருர் செயல் 1 

வெவ்வேறு வழிகளில் செய்யப்படக் கூடுமானுல், இவ்விரண்டு 
செய்வகைகளையும் ஒன்றன்பின் ஒன்ருக உடன் கூட்டி 77 77 வெவ் 

வறு முறைகளில் ஏதேனும் ஒரு வழியில் செய்யலாம். 

கிளை : ஒன்றற்கொன்று தடைபடாமல் உள்ள பல செயல் 
களில் ஒன்றை 1 விதமாகவும், மற்றொன்றை. விதமாகவும், 
இன்னுமொன்றை 7 விதமாகவும், செய்யக் கூடுமானால், 
அவற்றை எல்லாம் ஈ6162. என்ற வகைகளில், ஏதேனும் ஒரு 
வகையில் செய்யலாம், 

2. வரிசை மாற்றங்களும், சேர்வுகளும், அவற்ற்ற்குள்ள வேறு 
யாடும் 

as by 6, 8 என்ற நான்கு பொருள்களினின்று ஏதேனும் மூன்று 
பொருள்களைப் பொறுக்க வேண்டுமாயின், oma abc, abd, acd,
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bed aerucrarGgh. Qoa sAr GaQnbs Asspagibd மும் 
மூன்று பொருள்களைச் சேர்க்க முடியாது. இவ்வாறு எடுத்துச் 
சேர்த்தலைச் ேர்வுகள் அல்லது Cetwrmmacs (Combinations) 
என்கிரரம். 

இனி, இதே நான்கு பொருள்களிலிருந்து தடவைக்கு 
3 பொருள்களாக எடுத்து இயன்றவாறு எல்லாம் வரிசைப் 
படுத்தி எழுதினால், எத்தனை வரிசைகள் எனப் பார்ப்போம். 

2௦2 என்ற ஒரு தொகுப்பு அல்லது குவியலை வரிசை மாற்றம் 
செய்ய சம௦, ௭07, 528, 68௦, ஊஈம், ௦௦6 என 6 வரிசைகள் கிட்டும். 

இவ்வாறே மரீ என்ற தொகுப்பு மற்றொரு 6 வரிசைகளைத் தரும். 
இப்படி எல்லாத் தொகுப்புகளையும் வரிசை மாற்றம் செய்ய 
மொத்தம் 24 வரிசை மாற்றங்கள் கிடைக்கும். 

எனவே 4 பொருள்கள் கொடுக்கப்பட்டு அவற்றைத் 
தடவைக்கு 3 பொருள்களாகக் ; கண்டெடுத்து இயன்றவரை 
எல்லா வழிகளிலும் வரிசைப்படுத்தி எழுதினால், 24 வரிசை மாற் 
றங்கள் கடைக்கின்றன. ் 

Qf, abc, ach, bea, bac, ௦0], மம. என்பன 82 என்னும் 
ஒரே தொகுப்புல் இருந்து பெற்ற வரிசை மாற்றங்கள் ஆகும். 

௪, 6, 2 என்ற மூன்று பொருள்கள் எந்.த வரிசைக் கிரமத்தில் அடுக் 
“கப்பட்டனவானாலும், அதே மூன்று பொருள்கள் ஒவ்வொரு 
வரிசைக் தஇிரமத்திலும் இருப்பதால், அவை யாவையும் ஒரே 

சேர்வையையே குறிக்கும், ஆகவே, சேர்வு என்று கருதும்போது 

இவை 6-ம் ஒரே சேர்வுதான். ஆனால், வரிசை மாற்றம் என்று 

கூறும் போது இவை 6-ம் வெவ்வேறு வரிசை மாற்றம் ஆகும். 

“இனி வரிசை மாற்றம், சேர்வுகள் பற்றித் தனித்தனியாக 

ஆராய்வோம். 

் 5 
3. afims wappi (Permutation) 

(1) டர வரையறை 

77 வெவ்வேறு பட்ட பொருள்களிலிருந்து தடவைக்கு 7 பொருள் 

களாகக் கண்டெடுத்துச் சாத்தியப் பட்டபடி எல்லாம் வரிசை 

படுத்தும் வகையினது எண்ணிக்கை 827 எனக் குறிக்கப்படும்.
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(ii) wrgd கணிக்க ஒரு சூத்திரத்தைக் காணல் 

1 வெவ்வேறு பொருள்கள் இருப்பதாகக் கொள்வோம். 

இவற்றைக் கொண்டு ர பொருள்கள் கொண்ட எத்தனை வெவ் 
வேறு வரிசைகள் அமைக்க முடியமோ, அந்த எண்ணிக்கையே 

1127 ஆகும். 

இதைக் காண, வரிசையாக ர வெற்றிடங்கள் உள்ளன எனக் 
கொள்வோம். ர 

ஒவ்வொரு வெற்றிடத்திலும் ஒவ்வொரு பொருள் நிரப்பி 
எத்தனை வெவ்வேறு வரிசைகள் அமைக்கலாம் என அறிவதே 

71ம7-ன் மதிப்பாகும், 

n பொருள்களுள் ஒன்றனை முதல் வெற்றிடத்தில் இடலாம். 
ஆகவே, முதல் வெற்றிடம் % வேறு வழிகளில் ஏதேனுமொரு 
விதத்தில் நிரப்பலாம். இவ்வாறு முதல் வெற்றிடத்தை ஏதேனும் 

ஒரு பொருள் கொண்டு நிரப்பிய பின்னர் எஞ்சிய (ஈ--1) பொருள் 
கள் உள்ளன, அவற்றில் -ஏதேனும் ஒன்றை இரண்டாவது இடத் 
தில் இடலாம். ஆகவே, இரண்டாவது வெற்றிடத்தை ஒரு பொரு 
ளால் (ஈ--1) விதங்களில் ஏதேனுமொரு விதத்தில் நிரப்பலாம். 

இவ்வாறு முதல் காலியிடத்தை நிரப்பும் ஒவ்வொரு 

வகைக்கும் இரண்டாவது காலியிடம் (ஈ--1) வகையில் நிரப்பக் 

கூடுமாதலால், $ 1-ல் கண்ட அடிப்படைத் தேற்றத்தின்படி, 

முதலிரண்டு வெற்றிடங்களையும் நிரப்புவதற்கு * (1-1) வழிகள் 

உள்ளன்; . 

மேற் கூறியபடி, இரண்டு இடங்களையும் ஒவ்வொரு பொரு 
ளால் நிரப்பிய பின்னர் (ஈ--2) பொருள்கள் உள்ளன. இவற்றைக் 
கொண்டு மூன்றாவது இடத்தை (ஈ--2) விதங்களில் நிரப்பலாம். 

இவ்வாறாக ஒன்றாவது இடம் முதல் 7 ஆவது இடம். வரை 

நிரப்பும் செயல்களைத் தனித்தனியே ஈ, ஈ-1, ஈ-2.......ட-11) 
எனும் வகைகளில் செய்யலாம். 

ஆகவே அடிப்படைத் தேற்றத்தின்படி, ரீ வெற்றிடங்களையும் 
ஒன்றன்பின் ஒன்றாக :உடன் கூட்டி நிரப்புவது ஈ (௩-1) (௩-2) 
லக்க [98-71] வழிகளாகும். ஜீ லு > 

ஆனால், n பொருள்களிலிருந்து r .பொருள்களாகக்' கண் 
டெடுத்து எல்லா விதமாகவும் வரிசைப்படுத்தி வரும் எண்ணிக் 

- கையை மா எனக் குறிப்பிட்டுள்ளோம்.
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“ner = n(n—1' (n—2) (n—3)......(n—r+1) muh ap 

1-7) ஏனெனில் 7 பொருளால் 1 இடத்தை ஈ விதமாய் 

நிரப்ப முடியும். । ச ன் 

இளை 14. மாற்று நிரூபணம் 1 

127-156, 2, என நிறுவுக. 

இதிலிருந்து 7127-ன் மதிப்பைக் காண்க 1 

ச,ம், ௨...எனப் பொருள்கள் இருப்பதாகக் கொள். 

wr என்பது ஈ பொருள்களைக் கொண்டு வரிசையாக 7 ஆக 
னவக்க எத்தனை வெவ்வேறு வரிசைகள் வருமோ, அவற்றின் 
எண்ணிக்கையாகும். 

₹ இடங்களில் முதல் இடத்தை நிரப்பும் செயலை ஈ விதமாய்ச் 
செய்யலாம். ஏனெனில், முதல் இடத்தில் ச என்னும் பொருள் 
வரலாம் ; அல்லது ந என்னும் பொருள் வரலாம். இவ்வாறாக 8 
பொருள்களில் ஏதேனும் ஒன்.ஐு முதலிடம் பெறலாம். 

இப்படி முதலிடத்தை ஒரு பொருளால் நிரப்பிய பின்னர், 
எஞ்சிய பொருள்கள் (1--1) ; இடங்கள் (7-1). 

0-1) பொருள்களைக் கொண்டு வரிசையாக (7-1) பொருள் 

களால் ஏற்படும்- எல்லா வித வரிசைகளின் எண்ணிக்கையைக் 

குறியீட்டின்படி ஈ- 127--1 ஆகும், 

ஆகவே, ₹ இடங்களையும் 1)6)27--1 வழிகளில் நிரப்பலாம். 

2. Wr=nt,_/r-1 ் ove(2) 

அதில், ஈ-க்கு வரிசையாக 8-1, ஈ-23,...முதலிய மதிப்புகளை 

யும், ர-க்கு வரிசையாக, 7-1, ர--1...மதிப்புகளையும் கொடுக்க 
நாம் பெறுவது 

n—Wr—1 =n—1Xn—2?r—2 

n—2?r—2 = n—2Xn—FPr-3 

2 
n—r+1.1 = n—rXl
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இரு புறத்தையும். பெருக்கிப் பொதுக் காரணிகளை நீக்கி, 

கிடைப்பது npr = n(n—1) N—2Z)eowee(n—r+1) 

(iv) காரணீயக் குறியீட்டு முறை (1&0%௦718] Notation) 

அடுத்தடுத்த முதல் இயற்கை யெண்களின் பெருக்கற் பலனை 

1! அல்லது |_ஈ என்று குறிப்பது வழக்கம். இதை ‘Factorial n’ 

என வாிக்கவும். 

(அதாவது) ௩-1) (௪-2])...3:2:1: என்னும் தொடர் 
பெருக்கத்தை ஈ! எனக்குறிப்பிடுகிறோம். 

(Vv) ஈர ஐ% காரணிீயக் குறியீட்டு முறையில் எழுதுதல். 

wr = n(n—1) (n—2)...(a—r+1) . 

ன் n(u—1) (n—2)(n—r+l) ௩-7) (a—r—1)...3.2,1 

(n—r) (n—r—1) ௨ 

| (அதாவ prom af 

(ம்) n?n = n(y—1) (n—2)...(n—n +1) 

= n(n—1) (n—2) eel 

= a! (4) 

£ீ? மதிப்பில் ரக்கு ஈ ஈடு செய்ய, இப் பலன் கிடைக்கும். 

(vii) 0 /-ன் மஇிப்பு? 

காரணீயக் குறியீட்டு முறைப்படி, - 

Pe n! . 
nr = படற ஆகம். 

al nt! ;   

ஆனால், - ௩1: என் மேலே பார்த்தோம். ஆகவே 

௫ 81! எனப் பெறுகிறோம். 0/ - nis 1 
nl 

0! 

கடிக்க LS)
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(viii) விளக்க மாதிரிகள் 

மாதுரி 11 0,355, 6, 7, 8 என்னும் இலக்கங்களைக் கொண்டு 

ஒரு.மூறை வந்த எண் திரும்பியும் வராதபடி எத்தனை மூன்றிலக்க 
முள்ள ஒற்றைப்படையெண்களை அமைக்கலாம் ? 

கொடுத்த நிபந்தனைக்குட்பட்டு 3 இடங்களை நாம் கொடுக்கப் 
பட்ட இலக்கங்களால் பூர்த்தி செய்ய வேண்டும், 

ஒற்றைப்படை எண்களே தேவையாதலால், ஒன்றாவது இடம் 
3 அல்லது 5 அல்லது 7 ஆகவே அமைய வேண்டும். ஆகையால் 
ஒன்றாவது இடம் 3 வழிகளில் நிரப்பப்படலாம். இப்படி மேற் 
கொள்ளும் ஒவ்வொரு வழியிலும் 2 ஒற்றைப் படை எண்கள் விடு 
பட்டுப்போய்விடும். 0 தவிர, மேலும் இரண்டு இலக்கங்கள் 
உள்ளன. ஆகவே 5 இலக்கங்கள் உள்ளன. இவற்றில் முதல் 
இடத்தில் 0 வரக் கூடாதாதலால், முதல் இடத்தை நிரப்ப 
4 இலக்கங்களே உள்ளன. எனவே, முதல் இடத்தை 4 வழிகளில் 
நிரப்பலாம், இப்படி முதல் இடத்திற்கு ஓர் இலக்கமும், கடைசி 

இடத்திற்கு ஓர் இலக்கமும் போக மீதி உள்ள 4 இலக்கங்களில் 

0 உள்பட ஏதேனும் ஓர் இலக்கம் இடை இடம் விக்கலாம். 
ஆகையால் இடை இடம் ஏதேனும் 4 வழிகளில் நிரப்பப்படலாம், 

ஆகவே 4 காலியிடங்களையும் 4%64)63 வழிகளில் நிரப்பலாம். 

கொடுத்த நிபந்தனைக்குட்பட்டு மூன்றிலக்க ஒற்றைப் 
படை எண்களின் எண்ணிக்கை - 48, 

மாதிரி 2: *774717787: என்னும் சொல்லிலுள்ள எழுத்து 
களை வரிசை மாற்றம் செய்து பெற்றவற்றை அகராதி முறைப்படி 

அமைத்தால் கொடுத்த சொல் எத்தனையாவது இடத்தில் 
காணப்படும் ? 

கொடுத்த சொல்லில் 6 எழுத்துகள் உள்ளன. ,4-யுடன் 

ஆரம்பிக்கும் சொற்கள் முதலில் வரும், பின் -யுடன் தொடங்கும் 
சொற்கள் இடம் பெறும், பிறகு மற்றைய எழுத்துகள் தொடர் 

புற்று வரும். 

4-யுடன் ஆரம்பிக்கும் சொற்களின் எண்ணிக்கை, .4ஃக்கு 

அடுத்து வரும் இதர 5 எழுத்துகளையும் வரிசை மாற்றம் செய்து 
பெறும் எண்ணிக்கையேயாம். இந்த எண்ணிக்கை 525 (அதாவது 

51 ஆகும். ‘ 

7
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அடுதிது 7ஃ-யுடன் ஆரம்பிக்கும் சொற்களின் எண்ணிக்கை 

5 7 ஆகும். ட . ; 

பிறகு 7 உடன் ஆரம்பிக்கும் சொற்கள் வரும், அவற்றுள் 

ஈர உடன் ஆரம்பிக்கும் சொற்கள் முதலில் வரும், அவற்றின் 

எண்ணிக்கை 3! ஆகும். 

பிறகு. 747 உடன் ஆரம்பிக்கும் சொற்களின் எண்ணிக்கை 

31 ae. 

... அதன் பிறகு, FAR) உடன்” ஆரம்பிக்கும் சொற்களின் 

எண்ணிக்கை 3 ! ஆகும். ் 

996 FATE உடன் ஆரம்பிக்கும் சொற்களின் எண்ணிக்கை 

2 1 ஆகும். அடுத்த சொல் 471788 ஆகும், 

.*. அகராதியில் இந்த சொல்லின் இடம் 51--51-.31-_31-_31 
+2141 youd. ப : 

அஃதாவது 120 + 1204-6464 6424 1=261 ஆவது 
டமாகும். இடமாகு 

விளக்க மாதரி 3. 

4 மாணவர்கள், 3 மாணவிகள் கொண்ட குழுவொன்றை 

வரிசையாக உட்கார வைக்க வேண்டும். கீழ்க் கொடுக்கப் 

பட்டுள்ள நிபந்தனைக்குட்பட்டு எத்தனை விதமாய் வரிசையை 

அமைக்கலாம் எனக் காண்க. 

(1) மாணவிகள் யாவரும் ஒன்றாகச் சேர்ந்து உட்கார 
வேண்டும். ் 

(11) எல்லா மாணவிகளும் ஒன்றாகச் சேர்ந்து உட்கார 
லாகாது, 

(1) -எவ்விரு மாணவிகளும் ஒன்றாசுச் சேர்ந்து உட்கார 
லாகாது. . : 

(iv) மாணவர்கள் யாவரும் ஒன்றாகவும், மாணவிகள் 

யாவரும் ஒன்றாகவும் அமரவேண்டும், 

Sit | 

@ மூன்று மாணவிகளையும் ஒரு தொகுதியாகக் கொள்க, 
நான்கு' மாணவர்களோடு ஒரு குறிப்பிட்ட மாணவிகளையும்
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கூட்டி வெவ்வேறு பட்டவர்களாகக் கருதி வரிசை மாற்றம் 

செய்தால், அது 5255! வழிகளாகும். இனி இந்த வரிசை 
மாற்றங்கள் ஒவ்வொன்றிலும், 3 மாணவிகள் தமக்குள்ளே 

_ 3923-3! வழிகளில் வரிசைப்பட்டு அமரலாம். 

ஆகவே, மொத்தம் 515631 120% 6- 720 வரிசை 
மாற்றங்கள் வந்தமையும், 

(14) எவ்வித நிபந்தனையுமில்லாமல், 4 மாணவர்கள், 

3 மாணவிகள் ஆச மொத்தம் 7 பேர்களும் தமக்குள்ளே 727 
அல்லது. 71! அதாவது 5040 வரிசைகளில் அமரலாம். : இவற்றுள் 

720 வரிசை மாற்றங்களில் 3 மாணவிகளும் ஒன்று சேர்ந்து 

உட்காருகிறார்கள். 

ஆகவே 5040--720 .அதாவது 4320 வரிசை மாற்றங்களில் 
மாணவிகள் மூவரும் ஒன்றாகச் சேர்ந்து உட்கார மாட்டார்கள். 

(iii) எவ்விரு மாணவிகளும் சேர்ந்து உட்காரக்கூடாது 
எனின், முதலில் 4 மாணவர்களை 424 அதாவது 24 வழிகளில் அமரச் 
செய்யும், இவற்றில் ஒரு வரிசையை எடுத்துக் கொண்டால், 
மாணவர்களுக்கு இடையே 3 இடங்களும், முன்னே முகப்பில் ஓர் 
இடமும், அப்பால் பின்னே இறுதியில் ஒர் இடமுமாக 3 மாணவி 
களை அமர்த்த 5 இடங்கள் வாய்க்கின்றன. இந்த 5 இடங்களில் 
ஏதேனும் 3 இடங்களில் 3 மாணவிகளை உட்காரவைப்பின், .எவ் 

விரு மாணவிசளும் ஒன்று சேர்ந்து வர முடியாது. இதை 523 
அதாவது 5643-60 வழிகளில் செய்யலாம். இவ்விதமாக 

மேற்கூறிய 24 வழிகளில் செய்ய, நமக்கு 2460-1440 வரிசை 

கள் வரும், ஆகவே எவ்விரு மாணவிகளும் ஒன்று சேர்ந்து 
வட்கா்றரிமல் 1440 வரிசைகளில் அவர்களை அமர்த்தலாம். 

(iv) 4 மாணவர்களை அவர்களுக்குள்ளே 474 அல்லது 4!, வித 

மாய் வரிசையாய் அமர்த்தலாம். 

3 மாணவிகளை தமக்குள்ளே 323 - அதாவது 3! வழிகளில் 

வரிசையாய் உட்கார வைக்கலாம். 

மாணவ, மாணவி என ப பிரிவுகளை அவர் தம் முள் 21. வித 

மாய் அமைக்கலாம். 

ஆகவே மாணவர்கள் ஒன்றாகவும்; மாணவிகள் ஒன்றாகவும் 
41)631)62! விதமாய் உட்கார வைக்கலாம், 

அதாவது 24)66)62-288 வரிசைகளில் அமர்த்தலாம்.
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மதிப்பைக் கண்டறிக 1 (1) 124 (11) 525 
[விடை : 11880 ; 1207 

4 இடம் 5 வேறான .புத்தகநிகளும், 8 இடம் 6 வேறான 
புத்தகங்களும் உள்ளன. எத்தனை வெவ்வேறு விதங்களில் 
A-b, 8-ம் ஒவ்வொரு புத்தகத்தைத் தங்களுக்குள் 
மாற்றிக் கொள்ளலாம் ? [விடை 1 30] 

ஒருவன் சென்னையிலிருந்து மதுரை செல்ல 6 வழிகள் 
உள்ளன வென்றால், ஏதாமொரு வழியாகச் சென்று 
மற்றொரு வழியாகத் திரும்ப விரும்பினால், எத்தனை 

விதங்களில் அவன் தன் பயணத்தை முடிக்கலாம் ? 
[விடை : 30] 

. எழுத்துப் பூட்டொன்றில் 3 வளையங்கள் உள்ளன. 

ஒவ்வொரு வளையத்திலும் 6 வேறு எழுத்துகள் பொறிக் 

கப்பட்டுள்ளன. திறவுச் சொல்லை (key ௭௦௦) அறியாத 

வனொருவன் அப் பூட்டைத் திறக்க முயலுகையில் 

எத்தனை முயற்சிகள் பயனற்றவை ஆகுமெனக் காண்க. 
[விடை அ] 

ஆறு பொருளியல் நூல்களும், மூன்று கணித நூல்களும், 
இரண்டு வரலாறு நூல்களும் ஓரடுக்குத் தட்டில் இடம் 
பெறும் பொழுது ஓரே .பொருளைப் பற்றிய நூல்கள் 
ஒருங்கு நிற்க வேண்டுமென்றால் இவற்றை எத்தனை 

- வகையாக வரிசைப் படுத்தலாம் 27 

[விடை : 6!X3!X21 x3!) 

“STRANGE” என்னும் சொல்லில் உள்ள எழுத்துகளை 
வரிசை மாற்றம் செய்யுங்கால், உயிரெழுத்துகள் (vowelsy 
ஒ.ற்றையிடங்களில்தான் இருக்கல்ாமென்றால், எத்தனை 
வரிசை மாற்றங்கள் வரும் ? [விடை : 1440] 

5 இந்துக்கள், 3 முஸ்லிம்கள், 2 கிறித்தவர்கள் ஒரு 
வரிசையில் அமர்த்தப்பட வேண்டும். கிறித்தவர்கள் எவரும் முதல் நான்கு, இடங்களைத் தவிர பிற இடங் கனில் அமரக்கூடாது என்றும், முஸ்லிம்கள் எவரும் மூ.தல் எட்டு இடங்களைத் தவிர பிற இடங்களில் அமரக் 
கூடாது என்றும் உள்ள நிபந்தனைகளை யொட்டி எத்தனை
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10. 

12. 

14, 

வழிகளில் அவர்களை வரிசையாக அமர்த்தலாம் என்று 

காண்க, ‘ [விடை : 172800 ] 

2, 4, 5, 7, 8 என்னும் எண்களைக் கொண்டு ஒரு முறை 

வந்த எண் திரும்பவும் வராதபடி நான்கலக்க எண்கள் 

எத்தனை அமைக்கலாம்? [விடை. : 120] 

0, 5, 6, 2, 4 என்னும் எண்களைக் கொண்டு ஒரு முறை 

வந்த எண் திரும்பவும் வராதபடி. மூன்றிலக்க எண்கள் 

எத்தனை அமைக்கலாம் ? [விடை 1 48] 

01; 2,.-க ல என்னும் இலக்கங்களைக் கொண்டு ஒரு 

முறை வந்த எண் திரும்பவும் வராதபடி, எத்தனை 

(1) ஐந்திலக்கமுள்ள எண்களை அமைக்கலாம் ? 
[விடை 1 96924] 

(1) மூன்றிலக்கமுள்ள ஒற்றைப். படை எண்களை 
அமைக்கலாம் ? [விடை : 320] 

(iii) நா௱ன்லெக்க முள்ள இரட்டைப்படை எண்களை 
அமைக்கலாம் ? [விடை : 2296] 

பதத. 9 என்ம இலக்கங்களைக் கொண்டு, ' ஒரு முறை 

வந்த இலக்கம் திரும்பவும் வராதபடி, 1000-க்கு மேற் 

பட்டு, 10,000-க்கு உட்பட்டு எத்தனை ஒற்றைப் படை 

எண்கள் அமைக்கலாம் ? அவற்றில் எத்தனை 5ஆல் 

மீதியின்றி வகுபடக் கூடியவை? [விடை. : 2240; 448] 

0,1, 2... 9 என்ற இலக்கங்களைக் கொண்டு ஒரு முறை 
வந்த இலக்கம் திரும்பவும் வராதபடி. 1000-க்கு உட்பட்டு 
5ஆல் மீதியின்றி வகுபடக் கூடிய எண்கள் எத்தனை 

அமைக்கலாம் எனக் காண்க, [விடை : 154] 

1, 2, 3, 4 என்னும் இலக்கங்கள் ஒவ்வோர் எண்ணிலும் 
ஒரு முறையே உபயோகித்து அமைத்துக் - கொண்ட 
எல்லா எண்களின் கூட்டுத் தொகையைக் கண்டறிக, 

[விடை : 66660] 

ந40770ஈ என்னும் சொல்லிலுள்ள எழுத்துகளை வரிசை 

மாற்றம் செய்து பெற்றவற்றை அகராதி முறைப்படி. 
அடுக்கினால், கொடுத்த சொல் எத்தனையாவது இடத்தில் 
காணப்படும் ? [விடை. 1 309] .
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15. ஒரு . தேர்வுக்கு ஆறு வினாத்தாள்கள் ஏற்படுத்தப் 
பட்டுள்ளன, இவற்றுள் இரண்டு தாள்கள் சணித 

பாடத்தைச் சார்ந்தனவாகும். கணித பாடத்திற்குரிய 

தாள்கள் அடுத்தடுத்து வராதபடி. தேர்வுகளை எத்தனை 

வழிகளில் நடத்தலாம் ? [விடை 1 480] 

16. 6 சிறுவர்களும் 4 சிறுமிகளும் ஒரு நேர் வரிசையில் நிறுத் 
தப்படும் பொழுது எவ்விரண்டு .சிறுமிகளும் ஒன்று 
சேர்ந்து நிற்கக்கூடாது என்னும் நிபந்தனைக்குட்பட்டு 

அவர்களை எத்தனை வரிசைகளில் நிறுத்தலாம் ? 
[விடை 1 61% 724] 

4, சேர்வுகள் (0௦11024108) 

(1) வரையறை வெவ்வேறு பட்ட பொருள்களைக் கொண்ட 
ஒரு நிரளிலிருந்து ஒவ்வொரு தடவையும் ஒரு குறிப்பிட்ட: எண்ணிக் 

கையான பொருள்களையெடுத்து வரிசை முறை நோக்காமல் சேர்த் 

.தமைத்த பொறுக்கு வகைகளே சேர்வுகள் எனப்படும். ee (1) 

(ii) nel=n 

ர பொருள்களிலிருந்து தடவைக்கு ஒன்றாக எடுத்துச் சேர்த் 

தால், சேர்க்கும் விதங்களின் எண்ணிக்கை 1 ஆகும் என்பது 
வெளிப்படையாகும். 

(11) 1-1 [2] 

1 பொருள்களிலிருந்து எல்லாப் பொருள்களையும் பொறுக்கு 
வது ஒரே முறையில்தான் செய்ய முடியும், 

(iv) n°r-cr மஇுப்பைக் காணுதற்கான சூத்திரம் 

ஈ வகையான பொருள்கள் ஏ, 5, ஈ, கீ...என்பனவாகுக. 

ஒரு தடவைக்கு 1 வீதம் எடுத்தமைக்க வரும் சேர்வுகளின் 

். எண்ணிக்கை எவ்வளவு எனக் காணவேண்டும், 

இதை 127 எனக் குறிப்போம். 

இனி ௩: சேரீவுகளைப் பூர்த்தியாக எழுதி அவைகள் எல்லா 

வற்றிலும் எழுதப்பட்ட எழுத்துகளின் மொத்த எண்ணிக் 
. கையைக் கண்டறிவோம்.,
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ஒவ்வொரு சேர்விலும் 7 எழுத்துகள் உள்ளதால்” 17 

சேர்வுகள் அனைத்திலும் காணும் எழுத்துகளின் மொத்த 

எண்ணிக்கை ர)6127 ஆகும். 

இதையே மற்றொரு முறையிலும் காண்போம். 

nr சேர்வுகளில் உள்ள எழுத்துகளை, ர வருவனவும், ம் வரு 

வனளவும், ௦ நிற்பனவும் என இவ்வாறு எழுத்துதொறும் கண் 

டறிந்து தொகுப்பு செய்யலாம். 

இனி a என்னும் எழுத்து எத்தனை முறை தோன்றுகிறது 
எனக் காணுதற்கு, ஈஜஐத் தனிப்பட, வைத்து எஞ்சிய 1--1 எழுத்து 

களிலிருந்து தடவைக்கு 7-1 எழுத்துகள் வீதம் பொறுக்கியமைந்த 

114.1 சேர்வுகள் ஒவ்வொன்றுடனும் ஈஐ இணைக்கவும். 

இப்படி ஏற்பட்ட சேர்வுகள் ஒவ்வொன்றிலும் 8 என்ற எழுத்தும், 

மற்றும் (7-1) எழுத்துகளும் இருக்கும். ஆகவே 127 சேர்வுகளில் 

1141 சேரீவுகளில் ம என்ற எழுத்து தோன்றும். சஐப் பற்றிய 

இந்த முடிவு ம, Cr drew என்ற ஒவ்வொரு எழுத்துக்கும் 

பொருந்தும். 

கவே ௪, ந) டி ம... என்ற எழுத்துகள் ஒவ்வொன்றும் 

n—cr—1 Geraaalle வரும், 

் ஐ. சேர்வுகளில் உள்ள எழுத்துகளின் மொத்த 

எண்ணிக்கை 156)_7- 1. ஆகும். ் 

5027 = பம 1 

n 
nr = = +n-1er—1 we (3) 

இச் சுருக்க வாய்பாட்டில் (18௦0401101 107012] ஈஃக்கு 

வரிசையாக 1-1, 1-2 முதலாகிய மதிப்புகளையும், ர-க்கு 7-1, 

7_-2...முதலாகிய மதிப்புகளையும் கொடுத்து, அவ்வாறு வருவன 

வற்றைப் பின்வருமாறு அமைத்து நிறுத்தலாம், — 

71 
ner = ப் xn—ler—1 

n~ter—t = ம உ உட 
r—1
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டர ட கடட APT Ee yn—n+lel 

n—r-lel = n—r+l 

இருபக்கங்களையும் வதெர்கமவரைகப் பெருக்கி, ஒத்த உறுப்புகளை 

நீக்க, நாம் பெறுவது, 

7(71-1) (1-2)... டம் ve (4) 

r(r—1) (F—2) wore 
nr = 
  

(v) ner மடுப்பைக் காரணீயக் குறியீட்டு முறையில் எழுதுதல் 

n(n—1) (4-2) .... (87-41) 

r(r—1) (N—2) sored 
  ner = 

  

n(n—1) (n—2) (1-3... (1.11) 

r! 

  

_ n(n—l) (--2]..... (7-1) --ற-7-1..... 

~ ri, (n—r) (n—r—1)..... ் 

7 
(அதாவது) nr - சாரற் டண 7 aon OS 

(vi) பன் மஇுப்பை 112-ன் மஇுப்பைக் கொண்டு காணல் 

ஒன்றற்கொன்று வேறுபட்டி 1 பொருள்களிலிருந்து 
குடவைக்கு 7 பொருள்களாகப் பொறுக்கிச் சேர்த்து ஏற்படும் 

சேர்வுகளின் எண்ணிக்கையையே 1:47 எனக் குறிப்பிடுகிறோம். 
இதன் மதிப்பை நாம் கண்டறியவேண்டும், 

இதன் மதிப்பைக்காண, ஒவ்வொரு சேர்விலுமுள்ள ஈ 
பொருள்களை: அவற்றிற்குள்ளே வரிசை மாற்றஞ் செய்க, ஒவ் 
வொரு சேர்வில் -௨ள்ள 7 பொருள்களை 7 ! முறைகளில் வரிசை 
யாய் வைக்கமுடியும், இவ்வாறே 187 சேர்வுகளிலும் உள்ள 
பொருள்களை வரிசை மாற்றஞ் mes மொத்தம் 1:77 / வரிசை 
மாற்றங்கள் கிடைக்கும். 

ஆகவே, முதலில் 4 பொருள்களிலிருந்து தடவைக்கு 1 ஆக 
எடுக்கவரும் 112 சேர்வுகளை அமைத்துக் கொண்டு பிறகு ஒவ்வொரு 
சேர்விலுமுள்ள ர பொருள்களை அவை தமக்குள்ளே வரிசை 
மாற்றஞ் செய்து 1:7)67 ! எனும் மாற்றங்கள் பெற்றிருக்கிறோம்.'
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இம் முறையால் 1 பொருள்களில் தடவைக்கு 7 ஆக எடுத்தமைப் 

பதற்குச் சாத்தியமான எல்லா வரிசை மாற்றங்களையும் பெற்று 

விட்டோம். அதாவது இந்த வரிசை மாற்றஙிகள் யாவும் 7 

பொருள்களின் 7 பொருள்கள் எடுத்து அமைக்கும் வரிசை மாற்றங் 

களேயாகும். 

எனவே, 712671 [12] ் ose (6) 

4 n! 
6 f= . (அதாவது) nrxr! ற 

உ ரர = பட nt 7) 
ee வகை ர் li(n—r} ர் eee ( 

(114) நிரப்டிம் சேர்வுகள் (Complementary Combinations) 

ner = nn—r orem Hays. 

1 பொருள்களிலிருந்து ॥ பொருள்கள் . கொண்ட ஒரு 
தொகுதியை எடுத்தோமானால், (8-7) பொருள்கள் கொண்ட 

ஒரு தொகுதி தானாகவே, தவிர்க்கப்பட்டு பொறுக்கப்பட்டு விழு 

இன்றது, ஆகவே, ஒவ்வொரு விதமாக 7 பொருள்கள் பொறுக்கப் 

படும் போதும், (1-7) கொண்ட தொகுதியொன்று விடப்படும். 

யூ பொருள் கொண்ட சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை 

௪ ௫-7) பொருள் கொண்ட சேர்வுகளின் எண்ணிக்கை 

(அதாவது] 827 1-7 (8) 

ட் ச ix, t 

மாற்றுவழி 17-77) : 
nt! nt 

nn—r = 

  

(n—r) 1 {n—(n—r}! = (n—ryir! 

nr = nn—t Bow. 

களத் தேற்றம் : 

ரு. ஆனால், %-ற ஆலும், %4-ற-1 ஆடலும் இருக்க 
வேண்டும். 

(ம்ம் ner ரட் என்னும் வாய்பாடு எண் கணிதச் செயல் 

முறைகளைச் சுருக்குவதில் அதிக பயனுடையதாகும்.
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எடுத்துக்காட்டாக, 100398 - 100(100--98) - 100₹2 

10099 _ 

டு ஈ00-ன் மஇுப்பை அறிதல். 
₹0 என்றிட, நாம் பெறுவது, 

nn = ர11--0 என்ற வாய்பாட்டில் 

nQ=nn—O0 = nn 

ஆனால் 7157 - 1 என்றறிவோம். ~ 

s, 20 =leerg Parse QumAGg@. woe (9) 

(x) nr = n—ler+n—ler—-1 am pays. 

n பொருள்களைத் தடவைக்கு ₹ ஆக எடுத்து அமைக்கிற 

சேோர்வுகளின் தொகையைப் பின்வரும் இரு பகுதிகளாகப் 
பிரிக்கலாம். 

(1) ஒவ்வொரு சேர்விலும் ஒரு குறிப்பிட்ட £ர£ என்னும் 

பொருளைக் கொண்டிருக்கும் சேர்வுகள். 

(ii) ௮க் குறிப்பிட்ட பொருளைப் பெறாத சேர்வுகள் இவ் 
விரண்டின் கூட்டுத் தொகையே 11₹-ன் மதிப்பாகும், (1)ஐப் பெற 
முதலில் *8£ஐ அப்பாற்படுத்தி வைத்து, எஞ்சிய (2-1) பொருள் 
களிலிருந்து தடவைக்கு (7-1) பொருள்களாக எடுக்க வரும் 
தொகுதிகள் ' ஒவ்வொன்றினோடும் ஈ ஐச் சேர்க்க, இப்படி 
ஏற்பட்ட சேர்வுகள் ஒவ்வொன்றிலும் ॥ என்ற பொருளும், 
மற்றும் (-1) பொருள்களும் இருக்கும், ஆகவே 1: சேர்வுகளில் 
7--147--1 சேர்வுகளில் “ம” என்ற பொருள் தோன்றும். 

(11) ஐப் பெற *2” ஐ அடியோடு அகற்றி, எஞ்சிய (ஈ.--1) 
பொருள்களிலிருந்து தடவைக்கு எடுக்க வேண்டிய எல்லா 7 

பொருள்களையும் எடுத்துச் சேர்வுகள் அமைத்தால், ₹2£ என்ற 
பொருள் வராத சேர்வுகள் வரும், 

இவற்றின் எண்ணிக்கை 1- 1₹7 ஆகும், 

ஆகவே 17--14747-187_1 eee (10)
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எஸ ௫ ர 

மாற்று apt nr = டண் என்ற வாய்பாடு சொண்டும் 

நிறுவலாம், 

வலப்பக்௪ம் =n— Ler--n—ler—1 

_ 0 | (n—1)! 
“1107. (r—1)l (n—r)! 
  

» (n—1)!. (n—1)! 

71 7-1) -1)10-01 

ட... பூடு! 1 1 
~ (n=r—1) 7 (r—1)! ர் + =e 

(n—1)!(n—r-+r) 

  

  

ri(n—r) lb 

ட. (2-1)! _ n! 

~ Fl(n—r)! ~ ri(n=ry! 

௪ 87 இடப் பக்கம் 

(xi) விளக்க மாதிரிகள் : 

மாகிரி 1: ஒன்பது மெய்யெழுத்துகளையும், நான்கு உயி 
ரெழுத்துகளையும் கொண்டு சொற்களை அமைக்குங்கால்,. இரண்டு 

உயிரெழுத்துகளும் 4 மெய்யெழுத்துகளுமே இடம் பெறும் 
சொற்கள் எத்தனை வரும் ? ் ் ் 

4 உயிரெழுத்துகளிலிருந்து 2 உயிரெழுத்துகளை 422 வகையில் 
தேர்ந்தெடுக்கலாம். 

9 மெய்யெழுத்துகளிலிருந்து 4 மெய்யெழுத்துகளை 9:4 வகை. 
களில் தேர்ந்தெடுக்கலாம். 

2; இரு எழுத்துக்களையும் சேர்ந்து தேர்ந்தெடுக்கும் கூட்டு 
வகைகள் -9:4)642 ஆகும். 

இவை ஒவ்வொன்றிலும் 6 எழுத்துகள் உள்ளன. 

- அவை தமக்குள் 6! வழிகளில் வரிசை மாற்றஞ் செய்யலாம் 

ஆகவே, நமக்கு கடைக்கும் சொற்களின் எண்ணிக்கை 

9:4)6422)66/ ஆகும். 
௩
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மாதரி 2: 8 ஆசிரியர்களும், 6 மாணவர்களும் உள்ள அமைப்பி 
லிருந்து அறுவரைக் கொண்ட. குழுவை அமைக்குங்கால், ஆசரியர் 

களுக்கே பெரும் பங்கு கிடைக்கவும், குறைந்தது ஒரு மாணவரா 

வது இடம் வக்கும்படியும் ௮க் குழுவை எத்தனை வகைகளில் 
அமைக்கலாம் 2 : 

6 பேர். குழுவில், பெருவாரியான இடங்கள் ஆரியர் 
களுக்குக் இடைக்க வேண்டுமானால், அவர்களுக்கு குறைந்தது 

n 6 
(5 41) அதாவது (241) - 4 இடங்கள் ஒதுக்கப்பட 

வேண்டும், ் 

ஆகவே ௮க் குழுவை 

(i) 4 ஆசிரியர், 2 மாணவர் (அல்லது) (14) 5 ஆரியர், 

1 மாணவர் சேர்ந்தேனும் தனித்தனியான வகைகளில் அமைக் 

கலாம். 

எட்டு ஆசிரியர்களிலிருந்து 4 ஆசிரியார்களை 8:4 விதங்களில் 
தேர்ந்தெடுக்கலாம். 

6 மாணவர்களிலிருந்து 2 மாணவர்களை 652 வழிகளில் தேர்ந் 
தெடுக்கலாம்.. ம 

இவ்விரண்டும் தனித்தனி செயல்கள். ச 

ஆகவே, 4 ஆசிரியர்களையும், 2 மாணவர்களையும் கொண்ட 
குழுவை 8₹4)6622 வகைகளில் அமைக்கலாம். இவ்வாறே, 

- 5 ஆசிரியர்கள், 1 மாணவர் கொண்ட குழுவை 855662 வகை 
களில் அமைக்கலாம் , 

எனவே, ௮க் குழுவை BAX62+8SX61 விதங்களில் 
அமைக்கலாம், 

அதாவது TOX15-+56X6 = 10504336 = 1386 வழிகளில் 
அமைக்கலாம், 

பயிற்சி 6-2. 
1. மதிப்பைக் காண்க 1 (1) 5048 (4) 254 (4 a 

(iv) 100¢1 (v) 1565 பய் ie EUR 

2. (i) 17°3r—1=17°2r—7 eras, re மதிப்பென்ன ? 
[விடை ; ர-5]
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8. 

(11) ஈஈ-2-15 ஆனால், டீன் மதிப்பென்ன ? 
[விடை : 1-6] 

(iii) 91:11 ஆனால், 12 18-ன் மதிப்பென்ன ? 
[விடை : 190] 

71 பக்கஙிகள் உள்ள ஒரு பல் கோணத்தில், எத்தனை மூலை 

வரைகள் உள்ளன ? அப்பல் கோணத்தின் உச்சிகளைச் 

சேர்ப்பதால், எத்தனை முக்கோணங்கள் உண்டாகும்? 
[விடை 1 1 (1-3)/2: 153] 

4 என்பவன் 5 புத்தகங்களையும், 8 என்பவன் 6 புத்தகங் 

. களையும் வைத்திருக்கிறார்கள். 4-மின் புத்தகங்களுள் 
இரண்டனை £-ன் புத்தகங்களில் இரண்டனுக்கு எத்தனை 
வழிகளில் தங்களுக்குள் மாற்றிக் கொள்ள முடியும் ? 

[விடை : 150] 

எத்தனை வழிகளில் 15 புத்தகங்களிலிருந்து 5 புத்தகங்கள் 
பொறுக்கி யெடுக்கப்படும் 2 இவற்றுள் எத்தனை வழிகள் 

ஒரு குறிப்பிட்ட புத்தகத்தை (1) பெற்றிருக்கும் 
(11) பெருதிருக்கும் ? [விடை : 3003; 1001; 2002] 

₹ அடுத்தடுத்த நேர் முழு எண்களின் பெருக்குத் தொகை 
71ஆல் மீதியின்றி வகுபடுமென நிறுவுக. 

பன்னிரண்டு லிபரல்களும் ஒன்பது கன்சர்வேடிவ்களும் 

உள்ள தொகுதியிலிருந்து 8 பேரைக் கொண்ட குழுவை 

அமைக்க வேண்டும். இக் குழுவில் லிபரல்களே பெரு 
வாரியான இடம் கிடைக்க வேண்டுமாயினும், குறைந்த 

பட்சம் 2 கன்சர்வேடிவ்களாவது அங்கம் வக்க 

வேண்டும் என்னும் நிபந்தனைக்குட்பட்டு, இக் குழுவை 
எத்தனை வழிகளில் அமைக்கலாம் 2 

[oem : 1265 xX 9¢3-+4-12¢6 x 9e2] 

ஏழு ஆடவரும், 4மகளிரும் கொண்ட பகுதியிலிருந்து 
அறுவரைக் கொண்ட குழுவொன்றை அமைக்க 
வேண்டும், ௮க் குழுவில் (1) சரியாக இரண்டு மகளிரே 
இடம் பெறுவதாஞனாலும், (14) குறைந்த பட்சம் இரண்டு 
மகளிரேனும் இடம் வகிக்க வருமானாலும், அக்குழுவை 
எத்தனை வகைகளில் அமைக்கலாம்? [விடை : 210; 371] 

பொருளியலில் 6 நூல்களும், கணிதத்தில் 3 நூல்களும், 
வணிகவியலில் இரண்டு நூல்களும் உள்ளன. இப்பதி
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13. 

அடிப்படைக் கணிதம். 

னொரு நூல்களிலிருந்து ஒவ்வொரு பாடத்திலும் குறைந்த 
பட்சம் இரண்டு புத்தசங்களேனும் இடம் பெறும்படி 
எத்தனை வழிகவில் 8 புத்தகங்களைச் சேர்க்கலாம் .? 

[விடை : 65] 

தக்காணம் நிபந்தனைக் குட்பட்டு கிரிக்கெட் (011012) 

குழுவிற்கு வேண்டிய 11 பேர்களை எத்தனை வழிகளில் 

தேர்ந்தெடுக்கலாம் 2 

(1) ஆட்டக்காரர் பதின்மூவர். அவர்களில் இருவரே 

விக்கெட் காப்பதற்குத் தகுதியுடையவர். 

[விடை : 132] 
(11) ஆட்டக்காரர் 20 பேர், இவர்களில் குறிப்பிட்ட 

ஐவர் விளையாடியாசக ' வேண்டு!*, எஞ்சியோருள் 

"இருவரில் ஒருவர் விக்கெட் காத்து நிற்கத் தேர்ந் 
தெடுத்தாக வேண்டும். [விடை 1 2)614₹5] 

ஏழு கிரிக்கட் ஆட்டக்காரர்களைக் கொண்ட ஒரு குழுவி . 

லிருந்தும், 9 ஆட்டக்காரர்களைக் கொண்ட மற்றொரு 
குழுவிலிருந்தும் பதினொரு ஆட்டக்காரர்களைக் கொண்ட 

ஒரு குழுவை தேர்ந்தெடுக்க வேண்டியதாகின்றது. 
இதில் எழுவரைக் கொண்டுள்ள குழுவிலிருந்து ஐவ:நக்குக் 
குறையாமல் ஆட்களை பொறுக்க வேண்டுமெனில், இதன் 
படி எத்தனை வழிகளில் ஆட்டக்காரார்களை தேர்ந்தெடுக் 
கலாம். ... [விடை : 2772] 

7 இந்துக்கள், 3 முஸ்லிம்கள், 2 கிறித்தவர்கள் கூடிய 
தொகுதியிலிருந்து எண்மரைக் கொண்ட மந்திரி 
சபையை அமைக்குங் காலத்தில் எம் மதமும் பிரதி நிதித் 

துவம் பெறாதொழிதல் கூடாது, மேலும் இச் சபையில், 
முஸ்லிம்களின் எண்ணிக்கைக்கு கிறித்தவர்கள் தொகை 
எப்பொழுதும் குறைந்திருக்கவும் கூடாது என்றால், இச் 

சபையை எத்தனை: வழிகளில் அமைக்கலாம், 

[விடை 1 : 210] 
ஆறு 'ஆஏரியர்களும், 4 மாணவர்களும் உள்ள தொகுதியி 
லிருந்து 8 பேரைத் தேர்ந்தெடுக்க. வேண்டும். இக் 
குழுவில் (1) 4 ஆசிரியர்களுக்கக் குறையாமல் இருக்க 

£ வேண்டும் ' (11) 'ஆசிரியர்களே பெரும் பங்கு இருக்க 
வேண்டும் என்ற விதிகளுக்கு ஏற்பத் தனித்தனியே இக் 
குழுவை எத்தனை வழிகளில் அமைக்கலாம் ? 

[விடை 45, 30]
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14. ஓர் அலுவலகத்தில் மூன்று தட்டெழுத்தாளர்களின் 

(301818) இடங்களும், இரண்டு எழுத்தர்களின் (௦161128) 
இடங்களும் காலியாக உள்ளன. முன்னிடங்கள் பெண் 
கள் மட்டும் வ௫க்கத்தக்கன. பின்னிடங்கள் ஓரிடமாவது 

ஆண்களுக்கு ஒதுக்கப்படல் வேண்டும். இவ்வுத்தியோக 

இடங்கள் எல்லாம் வெவ்வேரானவையாகும். அவற் 
றிற்கு 5 பெண்களும், 4 ஆண்களும் விண்ணப்பம் செய் 

திருந்தால், அவ்விடங்களை எத் தனைவழிகளில் நிரப்பலாம்? 

[விடை : 140] 
மூன்று முஸ்லிம்களும், 50 இந்துக்களுமாகிய மாணவர் 

களைக் கொண்டதொரு பள்ளிக் கூடத்திற்கு நான்கு 
உபகாரச் சம்பளங்கள் கிடைக்கப் பெறும். இவற் றை 

வழங்கப் பெறுவோருள் ஒரு முஸ்லிம் மாணவனாவது 
இருக்கவேண்டு மென்பது நிபந்தனையானால், இதனை 
எத்தனை வழிஃளில் வழங்கலாம்? [விடை : 625257 

ஒன்பது பேரை உள்ளேயும், 6 பேரை வெளியேயும் சுமந்து 

கொண்டு போகக்கூடியதோர் உந்து வண்டியில் 15 போ் 
பயணம் செய்ய வேண்டியதாகின்றது. இவர்களுள் மூவர் 
வெளியிலிருப்பதற்கும் இருவர் உள்ளே பேவதற்கும் 
இசையாதவர்களானால் இக் கூட்டத்தினரை எத்தனை 
வகையில் உள்ளேயும் வெளியேயுமாகப் பிரிக்கலாம்? 

[விடை ; 210] 

ஒரு கிரிக்கெட் கழகம் 14 அங்கத்தினரைக் கொண் 
டுள்ளது. இவர்களுள் ஐவர்தாம் ,பந்தை எறியக் கூடிய 
வராவர்| 001678). பந்தெறியக் கூடியவர்கள் குறைந்தது 
மூன்று பேராவது இருக்கும்படி. பதினொருவரை எத்தனை 
வழிகளில் தேர்ந்தெடுக்கலாம்? [விடை : 354] 
எட்டுத் துடுப்புடைய படகொன்றில், எட்டுப் பேருளர், 
இவர்களுள் மூவர் ஒரு பக்கத்திலும் இருவர் (மற்ற பக்கத் 
திலும் மட்டுமே துடுப்பைப் பிடித்து ஓட்டமுடியும், 
என்றால், பக்கத்துக்கு நால்வராக இவர்களை எத்தனை 
வகைகளில் வரிசையாக அமர்த்தலாம்? [விடை 1 17287] 
பக்கத்துக்கு எண்மராக அமரக் கூடியதொரு நீண்ட 
மேசையின் மேல் 16 பேருக்காக ஒரு தேநீர் விருந்து 
ஏற்பாடாயிற்று, அவர்களுள் நால்வர் ஒரு பக்கத்திலும் 
இருவரீ மறுபக்கத்திலுமே அமர விரும்பினால், அவர்களை 
எத்தனை வகையாக அமர்த்தலாம்? [விடை : 210)6(8//3] 

mr —



8. ஈருறுப்புக் கோவைத் தேற்றம் 
(Binomial Theorem) 

1. (74) என்பது ஓர் ஈருறுப்புக் ேகாவையாகும். 
முதலில், 1 சாதாரண முழு எண் (௦81117௦ 101௦207) என்றால், 

விரிவு (2-2) என்ன என்பதைக் காண்போம். 

சாதாரணப் பெருக்கல் வழியாக, நாம் கீழ்க்கண்டதை 
அறிவோம். 

(x+a)* = x°42xa+a* 

(x+a)? = x°43x7443x0A1a 

ஆனால் இவ்வாருக (--ஏ)1-ன் விரிவைப் பெருக்கல் வழிக் 
காணப்புகுவோமானால், பெருக்கக் காணும் முயற்சியில் ஏற்படும் 
உழைப்பு மிக அதிஃ£ம், இன்னும் அதிக அடுக்குக்கு உயர்த்திப் 
பலலைக் காண முற்படும்போது, முயற்சியையே கைவிட்டுவிடத் 
தோன்றும், 

இவ்வாறு பெருக்கல் வழி ஏற்படும் உழைப்பைத் தவிர்த்து 
(--4)1-ன் விரிவை ஒரு தொடராகக் கண்டு பிடித்து உலகிற்கு 
வழங்கிய பெருமை, உலகப் புகழ்பெற்ற கணித மேதை சர். ஐசக் 
நியூட்டன் என்பவரைச் சாரும். இவர் இத் தேற்றத்தைக் 
கி.பி..1665-க்கு அண்மையில் வெளியிட்டார். 

2. ஈறுருப்புக் கோவைத் தேற்றம் (நர் முழு எண் அடுக்கற்கு) 
(Binomial Theorem for a positive integral index) 

தேற்றம் 1 

(2) 30 படர பாடு றோ... +*C,x"-rar-L,., an, 
இதுவே ஈருறுப்புக் கோவைத் தேற்றமாகும்
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நிரூபணம் $ 

(x+a4,) (x+a,) = X94 (4,4+4,)+4,0% 

(௧) 24௪) சி ௪ 22 XG, AGM) + x(40, +4 
+4, 4,)+4,4,0, 

என நேரடியாகப் பெருக்கி அறியலாம். : 

Dah (x-4,) (X44) (XHA,)eoree(K Oy) என்னும் ௩ காரணி 
களின் பெருக்கற் பலனைக் 8ழ்க்காணும் முறையில் எழுதலாம்: 

(x--a,) (x-+ a,) வ கடட (சட 

= XM XMM, y+, ove ளன 0 உறுப்புகள்) 

பஜாருக்கு ளன 10 உறுப்புகள்] 

X14, 0040000" esas என ஈட உறுப்புகள்] 

4-8, ஆ... a, என ₹0) அல்லது 1 உறுப்பு 

(ஜா ளப 0 பாட்னா றிய ஷான் vee 

+a" cot GA DSI. ் 

குறிப்பு 1 மேற்கூறிய (%--2)7-ன் விரிவில் கவனிக்கத்தக்கவை£ 

(1) ம-லான் பெருக்கத்தில் (1-1) உறுப்புகள் உள்ளன. 

(ii) ன் அடுக்கு ஒவ்வொன்றாகக் குறைய, ஈன் அடுக்கு 

ஒவ்வொன்றாக அதிகமாகிறது. 

(14) 10 ரே. டே என்பன ஈருநறுப்பு விரிவுக் கெழுக் 

aor (Binomial Coefficients) - எனப்படும். ன க 

(4) முதல் உறுப்புக்கெழு -.1 - ப சரி 

கடை. உறுப்புக்கெழு - ஈர - 1 

இரண்டாவது உறுப்புக்கெழு 1 - 8 \
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கடைசியிலிருந்து இரண்டாவது உறுப்புக்கெழு = "C,—1 
="C, =n 

இவ்வாறாக எழுதிப் பார்த்தால், முதலிலிருந்தும், aon Guia 
லிருந்தும் சமதாரத்திலுள்ள உறுப்புகளின் கெழுக்கள் சமம். 

(v) (%-4)%ன் விரிவில், (7-1) ஆவது உறுப்பு பொது உறுப் 

பாகக் கொள்வது வழக்கம், இதை 7, எனக் குறிப்போம். 

Pons ni Cy, ஹாரா ஆகும். 

(ம் யா நாடாள ரப பேர? 4-1) 0ளடறா 
: “ & : cect (—1)"0" 

(vii) (x+1)" = XPM XPAL MC, XD oo oe "CX" are fl 

(111) (1+x)? = 14 "C2 9C XE san on™ COMP பட்டன 

(vi), (vii), (viit) என்பவற்றைக் Gtrs தேற்றமாகக் 

கொள்ளலாம். க 
  

3. படி ஈருறுப்புக் கோவையின் விரிவமைப்பில் உள்ள கெழுக் 

களைத் தழுவிய ரில முற்ருருமைகள் 

ஈருறுப்புக் கோவையின் விரிவில் தோன்றும் கெழுக்கள் 

ரி ‘0 mn 39 ழ் gneeeee™ Cy, என்பனவாகும், 

இவற்றில், 1 என்ற முன் அடி எழுத்தை (01௦1) விலக்கி 
ஜே மே வேரே என்று சுருக்கி வரைவது வழக்கம், 

(1) ஜெ பேட ட எனக் காட்டுக 1 

prib (1--x)" = 02-04... படற எனப் பெற்றி 

ருக்கின்றோம். 

இதில் ;- 1 என இருபுறமும் ஈடுசெய்ய 

Qa << தோடே ட ௧௪௨௧௯4 +C, எனவரும், 

ஃ. ஜோ போர்னோ வட 2 ஆகும், 

(1) பே போடே ஸ்... டா00 என திறுவுக,
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(1-ஜா = CAC XC + error + Cpx" என்ற விரிவில், 

x = 1 என ஈடு செய்தால் 

0 = டே போடே டேட் (1) 7நே எனவரும், 

ஃ சேய ஷேல் (10 ௪ 0 ஆகும். 

(iii) C+C,+ டே = CAC H+ ஜேட் = 20"). ctor Hoya. 

மேல் (14)-ல் காட்டியதிலிருந்து, இடம் மாற்றுவகையால், 

௦40.௮ போதே னே என்றாகும். 

. ஆகவே, இவற்றுள் ஒவ்வொரு பக்கத்துக் கோவையும் 

HE (CAC HC Hee + OAC AC Hee) 

=} (CAC ACG + Ct) 

= 3962-21 

ஜோேோ டே... ௦... ௪2! ஆகும், 

&, விளக்க மாதிரிகள் : . 

1 89 ் 

மாதிரி 1 $ ( xe =) ன் விறிவில் 

(1): சாராத தனி உறுப்பைக் கண்டுபிடி. 

(ii) 7 ஆவது உறுப்பைக் கண்டறிக. 

(144) பன் கெழு யாது 2 

(iv) நடு உறுப்பைக் காண்க .1 

பொது உறுப்பு: ட து | = =) 

wy (1 90) 78-27 4. (1) 0. நிர ஆம், 

(i) தனியுறுப்பைப் பெற, 78--3--0 ஆதல் வேண்டும், 

se r=26 

தனியுறுப்பு - (-1) ”00,-0, ° 

ae
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(di) 7ஆவது உறுப்பைப் பெற், 7-6 என்றிடல் .வேண்டும். 

7ஆவது உறுப்பு- (--1)” aC, 328-189 360 

(iii) ஆ அறகள் கெழுவைக்காண; 78-37 3 ஆதல் 

வேண்டும், ப 
6 ட 281 க லர. 

2 ம் வன் @sap=(—1)" IC —"Co_ Gib 

, = —"Cy, 

(iv) கொடுத்த கோவையின் விரிவில் 39--1--40 உறுப்புகள் 
இருக்கும். 

ஆகையால், 20.ம், 21-ம் நடு உறுப்புகள் ஆகும். 

20ஆம் உறுப்பைப்பெற, ₹-19 எனப் பிரதியிட வேண்டும். 

21ஆம் உறுப்பைப்பெற, 7--20 எனப் பிரதியிட வேண்டும். 

719 ஆனால், 7%,-(- 1) 390 % “80 281 

r=20 4698, T,,=( —1,°39C,, xP ="C,, x” 

மாதிரி 2: (1-02)--ன்' மதிப்பை மூன்று தசம பின்னத் திருத்த 
மாகக் காண்க. 

(1-02)8-(1-[*02)£ 

_1)64 (05) :62 (₹02)5-63 (02)... 

_16-02-15%-0004-.20%% -000008.......... 

1.12. 006+ .00016-4... 10000 7 

_1-12616...-1-126 (3 தசம பின்னத்திருத்தமாக) 

பியிற்சி-7. 

2 Ww : 

1. | xr— =) -ன் விரிப்பில் 22ஃன் கெழு என்ன ? 

ள்“ : [விடை 1 0]
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2. 

6 .
 

81 

(2+ =) -ன் விரிப்பில் நடுவுறுப்புகளைக் கண் 

டெழுதுக. 
[விடை : 21131 21௨ 10 3 ; 219 311212 11 22] 

a 2 ad , 

(+*— =| ன் விரிப்பில் ந சாராத தனியுறுப்பைக் 
i 

கண்டெழுதுக. ்.. [விடை: 166500 

(1:02)5-ன் மதிப்பை நான்கு தசம பின்னத்திற்குத் திருத்த 
மாகக் காண்க. [விடை 1 1:104] 

ஈருறுப்புத் தேற்றத்தைப் பயன்படுத்தி (99) ஐந்து 
தசம: பின்னத்திற்குத் திருத்தமாக காண்க, 

[விடை ( :90438] 

(1--0)ன் விரிப்பை உன் அடுக்கு நோக்கி ஏறு வரிசை 

யில் எழுதுங்கால் (2₹--1) ஆவது (7-2) ஆவது உறுப்பு 

களின் கெழுக்கள் சமமானால், ஐக் கண்டறிக. 
[விடை : 7-4] 

(lax) cr விரிப்பில் "ஆவது விரிப்பின் கெழுவும், 

(71) ஆவது உறுப்பின் கெழுவும் 1:5 விகிதத்தில் இருந் 

தால், -ன் மதிப்பைக் கண்டறிக. [விடை 7-4] 

(1-%ஐ)4-ன் விரிப்பில் 21] ஆவது, 22 ஆவது உறுப்புகள் 

சமமானால், 2-ன் மதிப்பைக் கண்டறிக, 
[விடை : *-7/8] 

(1429ஃன் விரிப்பில் ஆவது, 6ஆவது, 7ஆவது உறுப் 

புகள் கூட்டுத் தொடரில் இருந்தால், 1ஐக் காண்க, 

[1--7 அல்லது 14] 

(l+ax)-0 1 ஒரு நேர் முழு எண்ணாகவம் அக் கோவை 

யின் விரிப்பில் முதல் மூன்றுஉறுப்புகள் 1-/-6%-/16%* : 
ஆகவும் இருப்பின், ஈ, 1ஃகளைக் கண்டறிக, 

[விடை : 8-$; 1-9] 

(2-[-ச]1-ன் விரிப்பில், மூன்றாவது, நான்காவது, ஐந்தாவது 
உறுப்புகள் முறையே 84, 280, 560 ஆகும் எனின், 3, a, 

11-களைக் கண்டறிக, [விடை : 1, 2, 7]
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பின்வரும் தொடர்களைக் கூட்டுக 4 

(1) 4 ஜேஜே +(2n+1) Cr 

[விடை : (8--1)2:] 

  

(ஸ் “0400 ப்ரேத) ௩ 
[விடை. : (3--4)21-]. 

(iii) G. + : + Gatien et 

[விடை ao



6. விடுதமுறு படிக்கு ஈருறுப்புக் 
கோவைத் தேற்றம் 

(Binomial Theorem for a Rational Index) 

1. ஒரு நேர் முழு எண்ணுயின் 

(1-ஜரா-1- 10 2-1 ஈபி- ௮௮ என்ற தேற்றத்தை 

முற்பகுதியில் நிறுவினோம். ் 

ஆனால், ॥ஐ அவ்வாறு நிபந்தனைக்குட்படுத் தாமல், 1 ஒரு 
விகிதமுறு மதிப்பேற்குமாயின் இத் தேற்றத்தின் அமைப்பைக் 
கவனிப்போம். 

முதற்கண், 1 ஒரு நேர் முழு எண்ணாக இல்லாவிடில், 
ப என்ற குறியீட்டு முறை பொருளற்றதாகும். 

ஆகவே, 1-10, %- 10 2-4. ...௮.என்ற தொடரை 

ltnx + — a x4 7 oS 4) ee 

என்று எழுதிக் கொள்வோம். 

3 ஒரு நேர் முழு எண்ணுக இருந்தால், இத் தொடர் ஒரு 
முடிவுள்ள தொடர் ஆகும், இதில் (n+1) உறுப்புகள் இருக்கும். 

1 ஒரு நேர் முழு எண்ணாக இல்லாவிடில், இத் தொடர் முடி 

வற்றதாகும், இதை 1-க்கு சல பின்ன.மதிப்புக் கொடுத்துக் 
காணலாம்.
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இப்பொழுது, ஒரு முடிவற்ற தொடர் ஒரு திட்டமான மதிப் 

பேற்கும் என்று கூற இயலாது. அது குவியலாம், அல்லது [விரிய 
லாம் அல்லது அலைவெய்தலாம். 

மேற் கூறிய தொடர், சில நிபந்தனைக்குட்பட்டு, குவியலாம் 
என நிறுவப்பட்டுள்ளது. 

| 11 ஆயின், 1 எந்த விகித முறு மெய்யெண் மதிப்பை 

ஏற்றாலும், மேற்கூறிய தொடர் குவிந்து அதன் மதிப்பு (1-2 

ஆகுமென உயர் வகுப்புகளில் நிறுவப்பட்டுள்ள து. 

2. விகிதமுறு படிக்கு ஈருறுப்புக் கோவைத் தேற்றம் 

தேற்றம் : |] ₹1 ஆனால், 1-ன் விகித. முறு மதிப்புகளுக்கெல் 

லாம், (1711-12. aon) + 22200 

[குறிப்பு: இத் தேற்றத்தின் நிரூபணம் இந் நிலைக்கு மேற் 
பட்டதாதலால், இத் தேற்றத்தின் முடிவை உண்மையெனக் 
கொள்வோம். 

(ii) x ஒரு நேர்தகுபின்னமாகவோ, அல்லது எதிர்தகு 
பின்னமாகவோ இருக்கலாம், ஆனால், அதன் தனி மதிப்பு 
(௨501016 18106) 1-க்குக் குறைவாக இருக்கவேண்டும். 

இதையே |;|-₹|1 என்ற குறியீட்டால் குறிப்பிடுகறோம். 

எடுத்துக்காட்டாக, 3, 3, $... என்றோ, அல்லது,--1,--3,... 

என்றோ எந்த பின்ன மதிப்பையும் கொள்ளலாம், 

(111) ஈன் மதிப்பு லர் எதிர் முழு எண்ணாகவேஈ, .நோர் 
பின்னமாகவோ அல்லது எதிர் பின்னமாகவோ இருக்கலாம். 

(iv) x=1 ஆகு, n>—1 ஆனாலும், ஜ-_1 ஆக, 150 

ஆனாலும், ஈருறுப்புத் தேற்றம் உண்மையாகும், _ 

(vy 1] 1 ஆனால், 

(கடர) உறா (1 + 7 என எழுதி விரிவு படுத்தலாம்,
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டட க க 
(vi) 57 41 ஆனால், 

(x+y) =x" (1 + ral என எழுதி விரிவு படுத்தலாம்] 

8. பின்வருவன, ஈருறுப்புத் தேற்றத்தை யொட்டிய விரிவு 

கள். “இவைகள் அடிக்கடி பயன்படுவதால், இவ் விரிவுகளைச் சரி 

பார்த்து மனத்திற் கொள்ளவும். 

ய் வு SDF ERT ளால் ௮4௦0 

ம்) மடவ = Lah eee (Det அவல 

(ili) (1-2) = L4ZXABX fH ௨௨ (NE 1) xX" 042200 

(iv) (l4+x)? = 12% 324-.. (1) கலி oon 

(v) (l-x)" = nx pM vous oO 

(vi) (t+x)"" = ஐவர் ட்ப 

+ = p x p(p+q) [x\? 
(vii) (1—x) pia = பதா ன 4. ee? (=) 

ses x 
(viii) (14x) 7/4 = 1-௮ ர 3 2. மதம் (=) 

4; விளக்க மா௫ரிகள் 

மாதுரி 11 (i). (+x)? (ய் (1-ஐ (ம் ௮2௮9-7 

என்பவற்றின் விரிவுகள் ன் எம்மதிப்புகளுக்கு உண்மை 

யாகுமெனக் கூறு, 
<
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(4) இங்கு 1-7; இது -1ஐவிடவும், 0ஐவிடவும் அதிக 
மாதலால், (1--%)5/*-ன் விரிவு *--1-க்கும், $--]1ஃக்கும் சேர்ந்து 
|x| < 1-&@ உண்மையாகும். 

(14) இங்கு 1--4, இது 0ஜவிடவும், -1ஐ விடவும் 
குறைவாகும். ஆகையால் (1-7 ன் விரிவு %-1.-க்கும், 

x=-—1-&6 உண்ணைரகாறு இதன் விரிவு |%[-₹]க்கு மட்டும் 
உண்மையாகும். 

(114) இங்கு, ஈ--$; இது 0 ஐவிடக் குறைவு. ஆகையால், 
இதன் விரிவு 2x=—1-&G உண்மையாகாது. ஆனால் ௨-1 
ஆதலால், இதன் விரிவு 2%-]ஃ-க்கு உண்மையாகும், ஆகவே 
(1-2) 1/%-ன் விரிவு 231 -:1-க்கும், 22--]-க்கும் உண்மை 
யாம், (அதாவது) -142221 (அதாவது)--1-1% 21 என்ற 
மதிப்புசுளுக்கே விரிவு உண்மையாகும். . at 

மாதிரி 2: x மிகச் சிறியதானால், 

(1-ஐ)1/5 (4-3 4/3 4 10% 
இழவு. 4 “மு (டூ தாராயமாக) என 

நிறுவுக, 

2 மிகச் சிறியதாகையால், 2, 28..ன் மதிப்புகள் குறைந்து 
கொண்டே போகும். ஆகையால், அவற்றைப். பொருட்படுத்தத் 
தேவையில்லை, 

(1+x)'? = 1+4x, தோராயமாக 
3 8/2 

(43x)? = 4° (ட் Zz) = 8(1 - ¥) தோராயமாக 

81/8 (1 of 3) = 2(1 + 5x 3). 

8 

ட | (டிடி (ட ஆ) 
ஆகையால், கொடுத்த கோவை - ட்ட 3 

ae =e)" 

= a(tege) (,_ %)(y கரு. 
(rH) (1 =) +3) 

(8-+-5x)*/®
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=) (4) 38 
o4 fi4(za—H = 3) seasons »} 

t 
=4 11 க } Ggrorunores ~ 

oe டக தோராயமாக. :.. -- i : 

மாதுரி 8: (1:01)1/“-(04997)1/5-ன் மதிப்பை 6 தசமத்தானத் 
திருத்தமாகக் காண்க, ் 

ம ஒர அனிஷ் இற்கு 1 ஆர 4 | காடை ம் tol ர pa டட 0:01777-140047 14 ர் “2 * 10000 

$(3--1) (1-2) Po 
+ 31 “1000000 - ***”** 

= 1+°005—-0000125+ :0000000625 —...... 
(99) = (1—01)} . 

= 1—+005—-0000125 — 0000000625 

  

(1.01) 1~ (994 = 2[°005+ 0000000625] 

= 010000125 

*010000(6 தசமத்தானத் திருத்தமாக) 

| 
ll 

மாதிரி 4: 

2 25 2: 558 
Se + Gna + Saris Fo 

என்ற தொடரின் கூட்டுத் தொகை காண்க, கொடுக்கப்பட்ட 
தொடரை கடா. ் ் 

21 2 13 258 [1 
5-1 மடி (4 க ர 

என எழுதலாம், :. சா ர் ந்தம் பகி வரி 

இதை (1--)-2/-ன் விரிவுடன் ஒப்பிட்டு நோக்க, ] 

டு 

எனக் காணலாம். . 

=" 

2-2; ர-3; ஏ =e
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x 

அதாவது 4-௪ 
டடம 

6 2 

அடிப்படைக் கணிதம் 

1 

1 

ஆகவே S = (1—x)-7]a = (1- 2] 

மம
 

e 

~
 

e 

“(bye 
பயிற்சி-8, 

(1-)2-ன் விரிப்பில், பொது உறுப்பை எழுதுக. 

(1 1.32)%ன் விரிப்பு, -ன் எம்மதிப்புக்கு உண்மையாகும்? 
அம் மதிப்பிற்கு முதல் நான்கு: உறுப்புகளை எழுதுக. 

  

0998 11). ட தடட ௨ 1-003 ) “ன் மதிப்பை நான்கு தசமத்தானத் திருத்த 
மாகக் காண்க, [விடை : 1-0027] 

டட. ¥ ௫ *. ௬ 2 ஓ 9ஜஐபு “ன் மதிப்பை 6. தசமத் தானத்திருத்தமாகக் 
காண்க, [விடை : 100005] 

ஊன் மதிப்பு மிகச் சிறியதாயின், 

34-21 1 = + 4 3” (தோராயமாக) 
எனக் காண்பி, 

என் முப்பு மிகப் பெரியதாயின், 

16 - ப = உ (தோராயமாக) என் 

Boys. 

I உடன் ஒப்பிடும் போது, ௦ மிகக் குறைவானால் 

I 1 I 1 3c? (===) டர ( ) = 2+ 31% (தோராயமாக) 

என நிறுவுக.
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8. ன் மதிப்பு மிகச் சிறியதாயின், 
் ; 

Gt ப =9+ he x (Csrorwuwrs) cord 
அ1--% 5 / 

காண்பி. 

  

9. ற அல்லது ர வுடன் ஒப்பிடும்போது (ற-ர)-ன் மதிப்பு 
.... மிகச் சிறியதாயின், 

[2 _ (@+1)p+(n—1)q 
Yq = (tpt ering தோராயமாக) என 

. நிறுவுக. . இதைப் பயன்படுத்தி ,/1$1-ன் மதிப்பைக் 
கண்டறிக. 

10. கீழ்வரும் முடிவற்ற தொடர்களின் கூட்டுத் தொகை 
காண்க, 

3 3 35-7 
(i) 14+ Ge + Geaqy 4.௦ [விடை 12 7/2] 

ie 1 1 13 1 135 1 
(11) Pros & , +a eta et eee cscs © 

[விடை : /3] 

க 2 2° 2°5°8 
(iii) 1+ 7 + vis + 9-18-27 க] ககக 

  

[விடை 1 49/4]



5G, அ௫க்குக்குறித் தேற்றம் 
(The Exponential Theorem) 

1, *2' என்னும் எண் 62. . 

$6 வட்டத்தின்! சுற்றளவுக்கும், அதன் விட்டத்திற்கும் 
உள்ள விகிதத்தைக் குறிக்கும் £ என்னும் எண், திரிகோண 
கணிதத்தில், தனிச்சிறப்புப் பெற்று அமைந்திருப்பதைபோல், 

இயற் கணிதத்தில் *6£ என்னும் எண் மிக முக்கியத்துவம் வாய்ந்து 
காணப்படுகிறது. 

1 ti ve 1 ட்ட ‘ விலாக் 
2. 1 ர் 2] + 3] னர ன்பு ஒரு முடி து 

தொடர் ஆகும். 

இத் தொடர் குவியும் தன்மை உடையது. 

இம் முடிவிலாத் தொடரின் கூட்டுத் தொகை 42 எனக் 

குறிக்கப்படுகிறது. ் ் 

_ 1 1 1 1 , 
crotGou e = I + 1] + Ti + 371 + ait ௨௦௧௧௧௪ eeseseree(l) 

2. . 4௪ன் மதிப்பு 2-க்கும் 8-க்கும் இடைப்பட்ட எண் 

ன் 1 1 i. . . 
6 என்பது 1-1 it + 5] + நர என்ற Gar ராசிஉறுப்புகளைக் 

கொண்ட முடிவிலாத் தொடரின் கூட்டுத் தொகையாதலால், 

ச ஆனது ௮த் தொடரின் முதல் இரண்டு உறுப்புகளின் கூட்டுத் 
ட தாகையைவிட அதிகமாகும்,
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மடல் அல்லது ௪92 

4.1 . 
மேலும் 141) * த ரத 

1 1 
ரிட். + ort 8 chews 

<1+1/(1—}3) goog 3° 

* 2<e<3 

[குறிப்பு ழ தொடர் (age பயன்படுத்தி, ஈன் மதிப்பை 

(வேண்டிய அளவுக்கு நாம் தோராயமாய்ப் பெறலாம் ] 

இவ்விதமாக .2-2-71828 (ஐந்து தசமத்தானத்திருத் தமாக) 

3, அடுக்குக் குறித் தேற்றம் (11௦ Exponential Theorem) 

1 1 3 
e=lt ppt apt gp tO ஆனால், 

ஊன் எல்லா வி௫தமுறு மெய்யெண் மகிப்புக்களுக்கும் 

x 30” xe 
e=altrTy + aT -+- ஆர 490 

இத் தேற்றத்தை நிறுவும் முறை இந் நிலையில் இயலாதா 
தலின், இதை உண்மையெனக் கொள்வோம் 

4, எல்லை முறைப்படியும் இத் தேற்றத்தைப் பெறலாம். 

Capp ₹ 

% எந்து மெய்யெண் மதிப்பு ஏற்றாலும், ஈ ஒரு நேர் முழு 
எண்ணாயின், 

x \n x x* மி xn . 
ஈய) 14 Tit aT a+ — + ஆரம் கரவை roa) 

1-0
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இத் தேற்றத்தையும் நிறுவுவது இந் நிலையில் இயலா தா.தலின் 
இதை உண்மையெனக் கொள்வோம். 

குறிப்பாக, 1 ஆனால், 

113 1 1 1 
It (147) =lt ppt at ay te D=e 
8-௦ 

ed 
இனி, (1+ 2)" =n பஸ 

117-001 | 47-௦௦ த x 

A \ ts 
= if 1+ a = &* ஆகும், 

77-௦௦ x 

x\n x x x? 

s + ccs © 

: , ‘, 1 1 i — 
ஆகையால் ச 1 ரர் தர குர 4 ௦ ஆனால், 
  

  

நிறுவப்பட்டது. இது ன் எல்லா மெய்யெண் மதிப்புகளுக்கும், 

பொருத்தமாகும். 

[குறிப்பு : -ன் எல்லார் மஇப்புகளுக்கும், ,ஈ ஒரு நேர் 
ராசியாகும்.] 

5. ச என்பது ஒரு வி௫ுதமுரு எண்ணுசும். 

கூடுமானால்,௪ - + (2) ர நேர் முழு எண்கள்) எனக் 

கொள்வோம். 

அப்பொழுது, 

r 1 1 1 1 1 
gu itt zi tb ont Git ஆம 1 “௭7



அடுக்குக்குறித் தேற்றம் 129 

இரு பக்கங்களையும் ர! ஆல் பெருக்இனால், 

ப ப படபட. 
q+1 © (q4+1) (q4+2) © = 

ee வடை GH * முழு மு "Sg tT Gp tT 

(7-1)! - நேர் முழு எண் -- 

இனி 

1/ 1 1 2 ey a = 
= q 

q+1 

ஆகவே, நாம் பெறுவது, 

ஒரு நேர் முழு எண் - ஒரு நேரி முழு எண் - ஒரு பின்னம் 
இது ஒரு பொருந்தா முடிவு. 

எனவே ,2-7/7 என நாம் முதலில் கொண்டதை ஏற்க 

முடியாது. 
\ ஆகையால் 2 என்பது ஒரு விகிதமுறு எண்ணாகும். 

6. அதி பரவளைவுச் சார்டிகள் (117ற210011௦ 1110110௦15) 

e=ltx+ x - ச் 4. அஃ.௮அன அறிவோம். ...(1) 

இதில் 2-க்கு -% எனப் பிரதியிட 

சழ ஜ் a ஆ -*.... எனப்பெறுகிறோம்* ...(2/ 

(1) -- (2)-லிருந்து 
கடட ௪௪ x? x4 . 

so = tap tay tee எனவும், ...(3) 

(1) - (லிருந்து 

ex—e™ x x6 
ர் த ர ஒர் 

  

+ ecoces எனவும், (4) 

பெறுகிறோம். 

  
— 

கோண கணிதத்தில், 0081 % - ் ட் ் 

9 

எனவும், வை]
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  sinh x 2 Oe evan 6) 
வரையறையாகக் கொள்கிறோம். 

x? x4 
<4aGer, cosh x= $(e*+.e%) - 1. த + 3 மட rank 2) 

xs x5 

sinh x = $ (e*—e*) = x + ரது வக வ8] 

இவைகள் அதி பரவளைவுச் சார்புகள் (117067011௦ functions ) 
எனப்படும். 

மேற்கூறிய வரையறைகளிலிருந்து, கீழ்க்காணும் மற்ற 

அதி பரவளைவுச் சார்புகளின் மதிப்புகளைத் தரும் உறவுகளைப் 
பெறுகிறோம், ் 

  tanh x; = ae = a (9) 

001 = டப = her (10) 

sech x. = ans = er nae (11) 

cosech x = Z 2 was 12) sinh கடச 

7. சன் விரியில் இருந்து பெறும் ரில எளிய தொடர்கள் 

1 1 1 
e=1+4 ir + 27 + ar eccove CO GTGT அறிவோம். (1) 

௪-ன் விரிவில், :--:1 என பிரதியிட 

ன் 1 1 1 ஏ? = 1- it 5]: - 5 --.00 எனப் பெறுகிறோம். ...(2) 

(1)--(2)-லிருந்து ச 

e+e? 1 . 1 

2 ரஜா bb
 

1 7 * Gf. st © எனவும் ...(3)
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(1)-(2) லிருந்து 
= 

2-௪" 1 1 1 ‘ 
அ ௪ 134. ar + 57 1 71 ௧௧௧௨௧௧ ௦6 எனவும் (4) 

பெறுகிறோம். 

இந்தப் பலன்கள் சில எளிய கூட்டுத் தொசைகளைக் காணப் 

பயள்படும். 

(8) சன் விரிவு 

25௨0 ஆயின், a* = exlog a 

= 1+ log.a+ sai த ௮00) 

(9) விளக்க மாதிரிகள் 

மாதரி 1: இழ்க் காணும் முடிவிலாத் 
் தொகையைக் காண்க. 

தொடரின் கூட்டுத் 

    

, 2 3 
1+ ir + 57  neeees 

தொடரின் கூட்டுத் தொகை $ எனக் கொள்க 

வட்ட ட r ட (r—1)+1 

PONS! DIONE = ay = னு 
oO ஐ 00 ஐ 1--(7-1) 1 i 

Ga, S= Vt, = © —— C= CE 
ஆடி 5 1 (7-1)! ] (7-1)! - ் 2) 

1 1 1 
“07 + i ஷூ Or + evens 

மாதிரி 2: 14. atin eae இர வனை 

என்னும் முடிவிலாத் தொடரில் 21-ன் கெழு என்ன 7 

  

ப்
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கொடுக்கப்பட்ட தொடர் சரம் த6 : ஏச 

  

ம்ம்  b°x? 
= 22 [1+ Tr 51 வு ப | 

தற் 
ஆக.வே, ;-ன் கெழு - rT 

பயிற்சி-9. 

1. சன் மதிப்பை நான்கு தசமத்தானத் திருத்தமாகக் 
காண்க. 

2. பின் வருவனவற்றை தநிறுவுக : 

6 டி 4 
(1) got spt tee = 

௬
௩
 

=, #-1 1 1 
a) Se(etateat] 

க 

நீ 

1 1 1 

/lirtartort) 

ees ர 1 1 முஸ் 271 _ (1+ sp tart 

ர 1 
J (+ art 4 ton) 

3. பின்வரும் முடிவிலாத் தொடர்களின் கூட்டுத் தொகை 
யைக் காண்க : 

2233 43 
WY We tat gate © [விடை : 58] 

. 3, 4 | 5 : 
O) gp tap t at ல [விடை : 10௪2-4] 

ட்டது 7 9 5. 3 

(iv) + ள் + 5] +... [விடை.: 2-2]
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(அரம் fe oes OF [விடை t 1 e(e*—1] 

Ee வெற [விடை : (2--4)/4] 

4. £ழ்க் காணும் முடிவிலாத் தொடரில் 31-ன் கெழு என்ன? 

ப EBD 4 OR | மிடை: சற] 

5. (1-0) ௪**ன் விரிவில் 2-ன் கெழு காண்ச. 

[விடை : (7--1( 2/1] 

6. மகன விரிவெழுதி %1-ன் கெழு காண்க. 

, [விடை : (-1) (3n?—5n-+1)/n!] 

2, அதிபர வளைவுச் சார்புகளை யொட்டிய &ழ்க்காணும் 

உறவுகளை நிறுவுக : 

(i) cosh*x—sinh*x=1 

(ii) sech*x+tanh’x=1 

(iii) coth*x—cosech*x=1 

(iv) sinh (x+y) =sinh x cosh y+ cosh x sinh y 

(v) cosh (x+y) =cosh x cosh y+sinh x sinh y 

(vi) cosh (—x)=cosh x; sinh (— x)=—sinh x 

tanh (—x}=- tanh x 

8. log2 — a (log 2)? + 37 (log 2)'§—...=} cor Dyas.



10. இலாகரிதத். தொடர் அல்லது 
மடக்கைத் தொடர் 

(Logarithmic Series) 

. x? x? xs , ce 
(1) x= > + 3 = a +(—1) “a oes0eeOO ofl) 

என்ற முடிவிலாத் தொடர் மடக்கைத் தொடர் எனப்படும். 
இத் தொடர் |), என்ற நிபந்தனையில், ஒர் அறவே குவீயும் 
தொடராகும். 

2-1 ஆகும் போது, அதாவது 1--1-11-7......என்பது ஒரு 
குவித் தொடர். ஆனால் அறவே குவியும் தொடரல்ல, 

2. மடக்கைத் தேற்றம்: --1-₹%| ஆனால், 

x? 33 
log, (1+x) = x — 5 + 4 மவ (பழனம் க கஜ 

சூறிப்பு1 14220 ஆனால்தான், log (1-9) என்ற மெய் 

யெண்ணுக்கு, ஒரு மெய்யெண் மடக்கையுண்டு, 

1420 ஆனால், 10ஜ (1-1) என்பது ஒரு எதிரெண்ணின் 
மடக்கையாகும், எதிரெண்ணின் மடக்கை கற்பனை எண்ணாகும், 

இத் தேற்றத்தை நிறுவ, இந் நிலையில் இயலாதாசையால், இதன் முடிவை உண்மையெனக் கொள்வோம். ்
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3, இளைத்தேற்றங்கள் 

சமன் (2)-ல் ஜ-க்கு -% எனப் பிரதியிட, 

  

  

a 8 

log. (l1—x) = — Ei + > + + கையா 1 வடு 

(2), (3) லிருந்து 
1+x 4, x x 

log, 1.3 — 2 (« + “3 + “5” + ..c00e ) eee (4) 

. எனப் பெறுகிறோம். 

(4)-ல் 14 = 7 என பிரதியிட (௮ ரவது)%- =" லால் 
1 ௯ AD mon? > 

  ட 9 [mon m—n\, m-n\ log = 2 ee + ட] rs (Fa) _ | (5) 

என்ற பலனை அடைகிறோம். ‘ 

    

சூறிப்பு1 x = ra ஆதலால், 1% (51 ஆனால், 

7717-78 ‘ ‘os . ப் m—n 

ae 1 ஆதல் வேண்டும். (அதாவது) -| “5 ₹1 

இந்த நிபந்தனைக்குட்பட, 1, ௩ இரண்டும் எதிரெண்ணாகவோ, 

இரண்டும் நேரெண்ணாகவோ இருக்கவேண்டும். 

m ட ் 
(5)--ல், ல. ஏச எனக் கொண்டால், 

  x—1 x—1)\,° 9115 

எனப் பெறுகிறோம். ் 

4. நேப்பியரின் மடக்கை (Napierian Logarithm) 

இவ்வதிகார த்தில் மேற்கூறிய பிரிவுகள் 2, 3-ல் கண்ட மடக் 

- கைகள் எல்லாம் 2 என்னும் அடிக்குக் கண்டவைகள் ஆகும். 

உயர் கணிதத்தில் மடக்கைகள் எல்லாம் ச என்ற அடிக்கே 

காணப்படும். 

இவ்வாறு 4௪ என்னும் அடிக்குக் காணும் இலாகரிதம், *நேப் 

பியரின் இலாகரிதம்” அல்லது இயற்கை இலாகரிதம்” எனப்படும். 

ச்
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5. Gurgj w1.&me% (Common Logarithm) 

எல்லாச் செய்முறை கணக்க&டுகளிலும், 10ஐ அடி, எண்ணாகக் 
கொண்ட முறை பயன்படுகிறது. இலாகரிதத் தொடரைப் பயன் 
படுத்தி, 2 என்னும் அடிக்கு மடக்கைகள் ' காணப்படுகின்றன. 
பிறகு “அடிமாற்றம்” விதியைப் பயன்படுத்தி, 10ஐ அடி எண்ணாகக் 

கொண்ட மடக்கைகள் பெறப்படுகின்றன. 

log.N 
= 1010 = log.N = +. log.N   1 

log,, N log,10 

. i ஹ் 
இங்கு k= log.10 = °4343 AGU. 

இதனால், .சஐ அடி எண்ணாகக் கொண்டு அமைந்த இலாகரி 
தங்களை £ என்ற மாற்ற அளவை” (%4௦0ய108) யால் பெருக்கி, 
10 என்னும் அடிக்குரிய இலாகரிதங்கள் பெறலாம். 

6. விளக்க மாதிரிகள் 

- மாதிரி 1: 1௦ஐ2, 10ஜ3,........ முதலியவற்றின் மஇப்பறிதல். 
சமன் (2) ஐப் பயன் படுத்தினால், 

1௦௨2 - 1-31-1-..... எனப் பெறுகிறோம். 

இது மிக மெதுவாகக் குவியுந் தொடர். ஆகையால், இதைப் 
பயன்படுத்தி 1௦,2ஐக் கணக்கிடுவதற்குப் பதிலாக, மிகவேக 
மாகக் குவியுந் தொடராகிய (5) ஐப் பயன்படுத்துவோம். 

ஈ-2, 1-1 எனக் கொண்டால், 

1 : 4 1 1 1 1 மிதக்க அப 4. 4. 02 2(5 + 3° 38 + 5° 35 + ர ஆர்வ] 

வலது புறமுள்ள தொடரின் தசமத்தான மதிப்புகளைப் பிரதியிட், 

108,2 - ₹6931 (தோராயமாக ) 

log.3 ஜக் காண, -3, 1-2 எனக் கொள்வோம். 

ட ॥ 1 1 tog.( 5 ) 7 2/5 + 55 Foe | 

= 2 (.20273) (Gsrgruors) 

» (2gsira1gy) 1og,3—log.2 = -40546
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log.3 = *40546 + +6931 - 1:09856 

log.4 = 2:log.2 = 254 6931 = 1°3862 

இவ்வாறே, : 

m—5, 6-4 எனப் பிரதியிட்டு, 1௦ஐ,5-ன் மதிப்பையும், 

6, 1-5 எனப் பிரதியிட்டு, 1௦ஜ6-ன் மதிப்பையும், தொடர்ந்து 

1௦2,7, 1௦2... என்பவற்றின் மதிப்புகளையும் காணலாம். 

மாதிரி 2 : loge (lL—x—2x*)-c9 விரிவில் x"-cr QHD என்ன? 

log (1—x -—2x?) = log, (1+x) (1-2x) | 

= log, (1+x)+loge (1—2%) 

x xe xn 
ஆ + gel ET 

eoacee | 

(3953. (வ 
யி (லே + 3 ண் Hf saceee வை 

. . 1 Qn ; 

ஆகவே, 3-ன் கெழு - ல அல் னு 7 Bo 

இவ்விரிவு (1)-1 15 1-க்கும் (1)--1 “25 1-க்கும் 

அதாவது$ ” % _512-க்கும் உண்மையாகும். 

ஆகவே இவ்விரிவு - ந :% 21 என்ற மதிப்புகளுக்கே 

உண்மையாகும். 

gaa ௩.௨ oe + ee 5 முடிவிலாக் 
மா! 1-2 53 a ee எனும் முடிவிலாத் 

தொடரின் கூட்டுத் தொகையைக் காண்க. 

1... வ. . 
a(n+l  n n+l 

  

  அர் (ப் Ne 
n (a+) =(5 wat) 

.. கொடுத்த தொடர் 

4 1 1\. 71 10) 
(ட ௮] ae (ச ரிச் (5 ~ a) — e088 4s cen



ல் 

158 . அடிப்படைக் கணிதம் 

x x 1 x x 
= (1 ருது 41 )+(-at37 a + sevoee ) 

1 x x® 
= x (x— pte] 

1 “x? . 2 x 

| ஆர் ர து ரிவர் ) 

1 = = log (1-+x) + ஆ [log (1+*)—-x] 

1 1 1 
= (> ர் <7) log fla) = > 

மாதிரி 4: 8--9-2-0 ஆனால், 

a+btc® a+pe+8 @e+b*+c? 

இப்பொழுது, i 

(1—ax) (1 -bx) (l—cx)=1 (a+b ¢e)x+(be+ca+ab)x* 

—abe x* 

=1-+(be-+-ca--ab)x?—abe x® 

[| a+b+c=0] 

be+ca+ab=p crorajib, abc=q ctrarapb Qarara. 

(1—ax) (1—bx) (l—cx)=1+p x°—qx® 

log (1—ax) (1—bx).(l—cx) = log (i+-px? 425) 

* அதாவது log (1—ax)+log (1—bx)+log (1—cx) 

=log [1—x* (qx—p) 

இரு பக்கங்களையும், மடக்கைத் தொடர் தேற்றத்தின் — 

் ட் 5 தந்றத்தினப 

விரித்தெழுதினால், ஐத்தின்படி 

(ஊழ சீற 822... வர்ம] நலிய ப பப ) 

(Ox +4 CF XP A sarees) =x? (Qx—DP)+4 [x4 (qx -.ற)3]- ட் 

95, x8, 1-ன் கெழுக்களை இரு பக்கங்களிலும் கண்டு, சமனிட,
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4(@+b+c)=—p; (P+ +c%)=q 

$ (a+b +e") =—YX2 pq=—Pq 

ஆகையால்,   சீம a+b ?+c° ag a@+-b°+-¢? 
5 இ 3 2 

பயிற்சி-10. 
log, e—log, 8--10த, ச--10 2, 2-1 வ ௦௦௭1 என 

நிறுவுக. ் 

log, e—log, e+log,, e—log,, e+......00 =log e*/loge® 
என நிறுவுசு, 

் 
n+l 1 1 

“= | tant + 3 (2n-+1)° 
  

| . 
* சட்டு” * என நிறுவுக, 

இதைப் பயன்படுத்தி 1௦9 17 என்பதை 4 தசமத்தானத் 

இருத்தமாகக் காண்க 1 109 2-:6932 எனக் கொள்க, 

1 ம. 1 1 
ஏ நர் ரர aR tee 

1 1 1 1 1 1 1 
= rT > SF + 3° er e+ டர ஜா “fp eeccece . 

என நிறுவுக 

4 1 1 1 1 
log —- = 797 73 + 34 ~ 45° என நிறுவுக, 

1 41 பட 1 1 1 
net டு Sapp A ஜு. எ தத 

௨... எனக் காட்டுக, 
3 

5.0 ஆனால், 

3-1 1 x-1 1 x*—1 
log x a + 7 (x41)? + > (x4) ௧௧௨௧௨௨௧௮௧௫ 

என நிறுவுக,
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8. ரூம், 2 என்பன மூன்று அடுத்தடுத்த நேர் முழு எண் 
களானால் ் 

log, b ] log, a x log, c+ a 0%2---- 1084 2 1082 27211) 

+ 1 ஷ் i எனக் காட்டுக, 
3 (2ac+1)* 5 (2 ac+1)° 

log.3 = 1 டாண் அ ட எனக் 9. log3 = 1+ 77 + 5௨ + 778 sae sexseo 

காட்டுக, 

ey 1 1\1 1 1\ 1 
10. log /1l2=1+ (= +) ட் + (4 + 3)F 

i 1\ 1 ட 6 
+ (௪ + ala * எனக் காட்டுஷ 

1 1 1\1 1 A\1 (te He (Fess (ed) 
1... என்னும் முடிவிலாத் தொடரின் கூட்டுத்தொகை 
அறிக. [விடை : 9 1௦2,3-- 121௦2,2] 

5 7 9 ் 
12. 123. + 345 3. 5-6-7 4... = 31௦ஐ2-1 எனக் 

காட்டுக ் 

1 1 1 1 ச 
132 1372515739 oupsseaes 00 = log =~ எனக் 

காட்டுக, 

1 1 “1 A 
14. Ti3 + 333 + >57 + 4797+ என்க்கு களத் லே 

= 2 log 2-1 crar& காட்டுக, 

15. log (342x-—xJ-cr aPflay x—cr எம் மதிப்புகளுக்கு 
உண்மையெனக் காண்க, இவ்விரிவில் உன் கெழு 

1 
a [ (—1)"" - ¥| எனக் காட்டுக. 

[விடை 1-1 4 % 2 1]



இலாகரிதத் தொடர் அல்லது மடக்கைத் தொடர் 141 

16. 1௦2 (1--5%--625)-ன் விரிவில் ன் கெழு என்ன ? 
[விடை : - (31-25) 2] 

17, 3 0ஜ-டர-0 என்ற சமன்பாட்டின் இர்வுகள் ௭, ம் ஆனால் 

a ஜிம் வீர் 
log (L—px+9x*)=(a-+b) X — 2-2 3 3௯ 

என நிறுவுக, 

  

18; a+b+c=0 3@o, 

மீம் மடம் aeb?+c? 

7 னு 5 ~ 2 

என நிறுவுக. 
ர்



பாகம் IT 

பகாண சணிதம் 
(Trigonometry) 

தோ ற்றுவாய் 
(Introduction) 

"பண்டைக் காலத்தில் பல்வேறு கணிதத்துறையின் பிரிவுகள் 

இந்திய நாட்டில் தோன்றி வளர்ந்து வந்தன. அவற்றுள் 
ஒன்று திரிகோண கணிதமாகும். ஆரியபட்டர் (5 - நூற்), வராக 

மிரர் ,6- நூற்), பிரமகுப்தர் (7-- நூற்), பாஸ்கரர் (12-நூற்) 
முதலியோரால் நன்கு வளர்க்கப்பட்டபின், அராபியர் மூல 

மாகக் கைமாறி ஐரோப்பிய நாடுகளுக்குச் சென்றது. அங்கு 
விளங்கிய கணித மேதைகளின் அயராத உழைப்பின் பயனாகவே 
16 ஆம் நூற்றாண்டுக்குப் பிறகு தற்காலத் திரிகோண கணிதம் 

உருவாகியது. வயிட்டா (71612 16-நூற்), ஆயிலர் (0/6 18-ஆம் 

நூற்) முதலியோர் இப் பிரிவின் வளர்ச்சியில் பெரும் பங்கு 
கொண்டவர்களாகக் கருதப்படுகின்றனர். 

கோணங்கள், தூரங்கள் ஆகியவற்றின் அளவுகளை ஆராயும் 

கணிதத்துறையே திரிகோண கணிதம் எனப்படும், Trigonometry 
என்பது 7]712000, 1461100 என்னும் இரண்டு கிரேக்க மொழியா 

லாகிய சொற்றொடராகும். அது முக்கோணங்களின் அளவுகள் 

எனப் பொருள்படும், இத் துறையில் முதன் முதல் முக்கோணத் 
திற்குச் சம்பத்தப்பட்ட கோணங்களையும் பக்கங்களையும் பற்றிய
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தொடர்புகளே கண்டறியப்பட்டன, வரவர இப் பெயரானது 
பல முக்கோணங்களாகப் பகுப்புறும் வடிவங்களையும் உட்படுத்திக் 
கொண்டு, பொதுவாக வடிவங்களுக்குரிய கோணப் பருமன்களைப் 

பற்றிய ஆய்வுகளையெல்லாம் தழுவிக் கொள்ளுவ தாயிற்று, 

இக் காலத்தில் திரிகோண கணிதத்தைத் தளதிரிகோண 
கணிதம் (Plane 7) எனவும், கோள திரிகோண கணிதம் 

(Spherical T) crorayh Qj QuG பிரிவாக அமைத்துள்ளனர். 

திரிகோண கணிதத்தின் மூலம் வானோங்கிய பொருள்களின் 
உயரங்களையும், திசை நீண்ட பொருள்களின் தொலைவுகளையும் 

குறிப்பிட்ட பரப்புகளின் அளவுகளையும் கணக்கிட இயலும், 
வானவியல், இயற்பியல் போன்ற பல துறைகளில் குவிந்து 

கிடக்கும் அறிவைப்பெற திரிகோண கணிதம் மிகவும் இன்றிய 
மையாத அடிப்படையாகும். இற்றை நாளில் மேனிலைக் 

கணிதத்தில் கோணங்களின் சார் பலன்கள் வாயிலாகப் பலவகை 

இயற்கணித வடிவக்கணித சம்பந்தப்பட்ட ஆராய்ச்சிகள் நடை, 

பெறுகின்றன. இதனால் இப் பிரிவீன் பயன்பாடு நன்கு புலப்படு 
வதாகும், ‘



1. கோணங்களை அளக்கும் 
முறைகள் 

(Measurement of Angles) 

1. (1)அறுமான் முறை அளவை (86%8த651008] measure) 

ஆரம்ப வடிவ கணிதத்தில், கோணங்களை அளப்பதற்கு ஒரு 
செங்கோணத்தை அலகாகக் கொள்கிறோம், இது பயிற்சியில், 
பழக்கமாக மேற்கொள்வதற்கு ஒரு பெரிய அலகாகும் என்பது 

வெளிப்படை. 

ஆகவே, ஒரு செங்கோணத்தை 90 சம பகுதிகளாகப் பிரிக்' 
கிறோம். அப் பிரிவுகளில் ஒவ்வொன்றும் ஒரு பாகை (068௦6) 

எனப்படும். ஒவ்வொரு பாகையும் 60 சம பகுதிகளாகப் பிரிக்கப் 

படுகிறது. இப்பிரிவு ஒவ்வொன்றும் ஒரு கலை (11௦) எனப் 
படும். ஒவ்வொரு கலையும் 60 சம பகுதிகளாகப் பிரிக்கப்படுகிறது. 
அப் பிரிவு ஒவ்வொன்றும் ஒரு விகலை (820010) எனப்படும். _ 

எனவே, ஒரு செங்கோணம் - 90 பாகைகள் (905) 
ஒரு பாகை (1£) - 60 கலைகள் (60) 

ஒரு கலை (11) - 60 விகலைகள் (60”) 

இப் பகுப்பு முறையால் சிறிய கோணங்களையும் அளப்பதற்கு 

வழி ஏற்படுகிறது. 

% பாகைகளும் (4621௦68), ந கலைகளும் (110168), த விகலை 
களும் (860045) கொண்டிருக்கும் கோணமானது சுருக்கமாக 
7] 2” என்றெழுதப்படும்,
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இவ்வமைப்பு முறை *அறுபான் அளவை முறை” எனப்படும், 

இதனை பிரிட்டிஷ் முறை எனவும் கூறுவர். இம் முறை எல்லா 

எண்முறைக் கணக்$&டுகளிலும், அன்றாடச் செயல் வகைகளிலும் 

பயன்படுத்தப்பட்டு வருகின்றது. 

(4) நூற்று முறை அமைப்பு (வேம்ச6ம்மப்க1் 838100) : 

ஃபிரெஞ்சுப் புரட்டிக் காலத்தில் எழுந்ததொரு முறையானது 

தசாம்ச அளவை அடிப்படையில் பொதுவாக அமைக்கப்பட்டு 

“நூற்றுமுறை” என வழங்குகின்றதாகும். 

இந்த முறையில், ஒரு கோணத்தின் மூல அலகு ஒரு செங் 
கோணமே, ஆனால், இதன் பகுப்பு முறை வேறாகும். 

இம் மூறையிலமைந்த பகுப்புகளாவன t 

1 செங்கோணம்-100 இரேடுகள் (1008) 

1 கிரேடு 100 கலைகள் (100) 
1 கலை 5100 விகலைகள் (100”) 

% இரேடுகளும், ந கலைகளும், ச விகலைகளும் ' கொண்டுள்ள 

தொரு கோணம் சுருக்கமாக 3” 2”! என்றெழுதப்படும். 

தசாம்ச முறை எளிதேயாயினும் திரிகோணத் தகவுகளுக்கு 
ஏற்கெனவே அமைந்துள்ள அட்டவணைகளையெல்லாம் இம் 

முறையின் 8ழ்க் கொண்டுவர மறுபடியும் இருப்பிக் கணிக்க 
. வேண்டிய நிலை ஏற்படுகிறது. இது பேருழைப்பை மேற்கொள் 

வதாகும். ஆகையால், இம் முறை அனுபவ சாத்தியமன்று எனக் 
கைவிடப்பட்டது. இவ்வமைப்பு முறை அது தோன்றிய 
ஃபிரெஞ்சு நாட்டிலும் வழக்காற்றில் இல்லை, 

(411) ஆரையன் (க01க1/ அல்லது வட்ட அளவை (80480 

or circular measure): உயர் கணிதத்தில் பயன்படும் அளவை 

வட்ட அளவை ஆகும். இதில் கோணத்தை அளக்க ₹ரேடியன்” 

அல்லது ஆரையன் என்பதை அலகாகக் கொள்கிறோம். 

ரேடியன் ண வரையறை 

ஒரு வட்டத்தில், அதன் ஆரத்தின் நீளங் கொண்ட வில் அவ் 

வட்டத்தின் மையத்தில் தாங்கும் கோணம் ஓர் ஆரையன் அல்லது 

ஓர் ஆரையன் என்பது 1: எனக் குறிப்பிடப்படும், 

10. |
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தேற்றம் 
(2). ஆரையன் ஒரு மாறிலிக் கோணமாகும் (716 Radian is a 

constant angle) ் 

படத்தில், 0 என்பது வட்டத்தின் மையப்புள்ளியாகும், அதன் 

அரம் " எனக் கொள்க, 

ஆரத்தினளவு நீளமுள்ள 
AB என்னும் வில்லைக் குறித் 
துக் கொள்க, 

அது வட்டத்தின் மையத் 
தில் 408 என்னும் கோணத் 
தைத் தாங்கும். 

  

  

- வரையறையின் படி 

24402 - 1: ஆகும். 

et ஆரையன் அளவு 
படம் 2 மாருததாகும் என்றும், அது 

குறிப்பிட்ட எந்த' வட்டத் 

தையும் எவ்வகையாலும் சார்ந்ததன்று என்றும் நிரூபித்தல். ” 

.. வரைவுழுறை : 40 ஐ 6 வரையில் AOC என்பது ஒரு விட்டம் 
ஆகுமாறு நீட்டுக, 

அப்பொழுது 420 ஓர் அரை வட்டப் பரிதியாகும். 

நிரூபணம் $ ஒரு வட்டத்தின் மையத்திலுள்ள இரண்டு 
கோணங்களின் விகிதம் அவற்றை ஏற்று நிற்கும் வட்ட வில்களின் 

நீளங்களின் விகிதத்திற்குச் சமம், 

2402 வில் 4 7 1 
வண ன ர த தர எரா ரி ம 

(2srag) ம 
தாகி? 2 செங்கோணங்கள் ~ a 

மூட 2 செங்கோணங்கள் 
ee ~ ச eee (1) 

இங்குச் செங்கோணத்தின் அளவும், ஈ-ன் அளவும் மாறிலி 
களாகும், 

RA 1₹ மாறிலியாகும்,



} 
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குறிப்பு ௩ 

(i) பலன் (1)-லிருந்து, பின்வரும் (தொடர்புகளைப் பெறு 

கிறோம். 

ஈ₹ - 2 செங்கோணங்கள் 

5: - 1 செங்கோணம் 

me o, 7, 0, . we ௦ ௮ 60°; 431) = | = 30 

(14) ஓர் ஆரையனின் அளவு பலன் 
த 2 செங்கோணங்கள் (1) -லிருந்து 12 ௮ reer 

. _ 180° 
ரர் 

= 57171 45” (தோராயமாக) 

ரி 

Gil) ஒரு முறையமைப்பிலிருந்து மற்றொரு முறையமைப் 
புக்கு மாற்றங்காணப் பின்வரும் தொடர்பு பயன்படுவதாகும். 

ஈ? - 2 செங்கோணங்கள் - 180” = 2002 
  

(3) வில், ஆரம், கோணம் இவற்றிடையேயுள்ள் தொடர்டி 

(Relation between arc, radius and angle) - 

0 என்பது படத்தில் 

காட்டிய வட்டத்தின் மையப் | 7 t- ~~ 

புள்ளியாகுக., வட்டத்தின் 
ஆரம் * எனக் கொள்க. 

AC என்னும் / நீளமுள்ள 

தொரு வில்லானது வட்ட 

மையத்தில் ர ஆரையன்கள் 
அளவுள்ள .400 என்னும் 

கோணத்தைத் தாங்குவ 

தாகக் கொள்க. 

  

  

[2 ரரி என நிருபித்தல் 
படம் 3. 

4ஃயிலிருந்து. தொடங்கி, 
* அளவு நீளமுள்ள 48 என்பதொரு வில்லை அளந்தெடுத்துக் 
கொள்க... 

இதனால், வரையறைப்படி, ZAOB = 12 ஆகும்,
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நிரூபணம் , 

. ZAOC வில் 40 
இப்பொழுது “25% “ வில் 42 

24400 1 
அதாவது 4-5 

  

  

Ic 

°, ZAOC = ன் 

ஆனால், 2400 06 

° ரி ல. வை 7 
ee ர் 

-அல்லது/- 1 

கக : ஒரு வட்டப் பகுதி (860000) 400-ன் பரப்பு 

3] ழி - 3770 

4, விளக்க மாதிரிகள் . 

மாதிரி 1: ஓர் ஒழுங்கான தசகோணத்தினுடைய (106௦&20%) 

உட்கோணத்தின் அளவை மூவகையான அளவை முறைகளிலும் 
காண்கஃ ் 

ஓர் ஒழுங்கான கோணத்தின் உட்கோணம் - கட் செங் 

கோளனக்சகாகும், 

ஃ ஓர் தச கோணத்தின் உட்கோணம் 

= அட் அல்லது *- செங்கோணம் 

1 செங்கோணம் - 90 - 1002 - = ஆதலால், 

4ae 
ஒரு தசகோணத்தின் உட்கோணம் - 1445 - 1602 = 

மாதிரி 2 $ பூமியிலிருந்து 8,28,00,000 மைல் தொலைவிலுள்ள 
சூரியனது விட்டம், அதனை நோக்குங்கால் சண்ணிடத்தில் 32' 
எதிர்கொள்ளுமானுல், சூரியனது விட்டத்தைக் கணக்கிடுக, -
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படத்தில், 4 என்பது சூரியனது விட்டம். 2£ என்பது 
கண்ணைக் குறிக்கிறது. 84, 89 கண்ணிலிருந்து சூரியனது 
தூரத்தைக் குறிக்கின்றது. 

4282 - 32 

சூரியனது விட்டம் மைல்கள் எனக் கொள்வோம். சூரியன Si 
விட்டத்தினால் கண்ணிடத்தே எதிர்கொள்ளும் கோணம் மிகச் 

  

சிறியதாகையால், அதன் விட்டம் 0 ஐ, கண்ணை மையமாகக் 
கொண்டு, 7.4-ஐ ஆரமாகக் கொண்ட வட்டத்தின் சிறிய வில் 
எனத் தோராயமாகக் கொள்ளலாம். 

(அதாவது) 2 - விட்டம் 48 ஐ வில் 48 = 

வில், ஆரம், கோணம் இவற்றிடையே உள்ள தொடர்பின்படி 

ட ு ரி ஆதலால், - 

a 32' உள்ள ஆரையன் அளவு 
92500000 ் 

.. இப்பொழுது 32' உள்ள ஆரையன் அளவு 

32. ஈ_2 
60 5180 “65 

உற 27 0902500000 மைல்கள் ட் 
, 675 

= 861373 மைல்கள் (ே தாராயமாக ]
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பயிற்சி 1 ae 

67? 30'ஐ ஆரையன்களாக மாற்றுக, — [விடை : =| 

Sa 
தச ஆரையன்களை அறுபான் முறையில் மாற்றுக, 

[விடை $ 335 201] 

ஓர் ஒழுகிகாண ஐகோணத்தின் உட்கோண ,அளவை 
. மூவகையான அளத்தல் முறைகளாலும் குறிப்பிடுக, 

| விடை: 108°, ச 120] 

பூமியின் ஆரம் 4,000 மைல் எனக் கொண்டு ஓரிடத்திற்கு 
_ வடக்கே மற்றோரூர் 440மைல் தூரத்தில் இருக்குமானால், 
அவ்விடங்களின் அட்சரேகைகளின் வித்தியாசத்தைக் 
காண்க. [விடை : 6:35] 

ஒரு கடிகாரம் 3$ மணியைக் காட்டும்போது, அதன் மணி 
முள்ளுக்கும் நிமிட முள்ளுக்கும் இடையில் அடகிகியிருக் 

கும் கோணத்தினளளை மூவகை அளத்தல் முறைகளா 

அம் குறிப்பிடுக, [விடை (75% aa 9341] 
12 * 

ஒரு கோணத்தின் பாகைகள் (062625), கரேடுகள், 
ஆரையன்கள் இவற்றின் எண்ணிக்கை முறையே 2, ௫ 0 

2 8 8 
ஆனால், 00 7 100 = ர என நிறுவுக. 

பூமியிலிருந்து 378000 கிலோ மீட்டர் தொலைவிலுள்ள 
சந்திரனது விட்டமானது அதனை நோக்கி நிற்போனது 

கண்ணிடத்தில் 31'ஐ “எதிர் கொண்டு விளங்குமானால், 
அக் கோளத்தின் விட்டத்தைக் கண்டறிக, 

[விடை : 3410 மீட்டர்] 

31' கோண விட்டமுள்ள முழுமதியை முற்றிலும் சரியாக 

மறைத்து நிற்கும்படியாசு 1 செ.மீ. விட்டமுள்ள நாண 
யத்தைக் கண்ணெதிரே எவ்வளவு தூரத்தில் நிறுத்த 
வேண்டும் ? ் [விடை : 110:9 செ.மீ.]



2. இரிகோணச் சார்புகளும் 
அவற்றின் தொடர்புகளும் 

(Trigonometrical Functions and their Relations 
to one another) 

(1) நேர், எதிர் ராரிக் கோணங்கள் (108114௭6 and Negative 

angles) 

OP aerayid CoiGari_rorg OX-0 Qots தொடங்க, 

டுவைச் சுற்றிச் சுழன்று வருங்கால் இடப் பக்கமாகச் சுழன்று 
சென்றால் நேர் ராசிக் கோணங் Y 

களையும், வலப்பக்கமாகச் ் 

சுழன்று சென்றால், எதிர் awe 
Tras கோணங்களையும் 

அமைப்பதாகக் கொள்ளப் ௦6 

படும். ர 

வடிவ சுணிதத்தில் (020- 
106197) இரண்டு செங்கோணங்் 

களுக்குக் குறைந்தவற்றையே ச் Y’ 

EIT oor FG 7 wD. படம் 5 

ஆனால், இரிகோண கணிதத்தில் எந்த அளவுள்ள கோணமும் 

இடம் பெறுவதாகும். எ 

OP ஆனது 0ல் தொடங்கியெழுந்து ௦2. என்னும் 
கோணத்தை (2%07-௩ என்க) உண்டாக்கட்டும். 07 ஆனது 

மீண்டும் 02ல் தொடங்கி முன்சென்ற திசையிலே இடஞ்சுழியாக
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ஒரு சுற்றுச்சுற்றி 0%ஐ.த் தாண்டி 02 என்ற நிலைக்கே வந்தெய் 
தட்டும். இப்பொழுது 02 ஆனது 0 உடன் ௨-ட2ஈ என்னும் 

கோணத்தை உண்டாக்கும், இதைப் படத்தில் காட்டியபடி குறிப் 

  

  

Y 
2 

“a oc ௨2௨70 

x’ OQ x 

y’ 

படம் 6 

ர் 

போம், இவ்வாறே 02 ஆனது 0-ல் தொடங்கி, இருமுறை 
இடஞ்சுழியாகச் சுழன்று முன்னிலைக்கே வந்தெய்துவதால் 

ஏ.ற்படும் கோணம் ௩--4ஈ ஆகும், இவ்வாறே ஒவ்வொரு முழுச் 
சுற்றுக்கும் 7 கோணம் அதிகப்படும். 

(2) எந்த அளவுள்ள கோணத்நஇிற்கும் திரிகோணத் தகவுகள் 
(Trigonometrical ratios for an angle of any magnitude) 

ஒரு கோடு 0% என்னும் நிலைத்த கோட்டில் இருந்து 
தொடங்கி இடஞ் சுழியாகச் சுழன்று ர என்னும் ஏதேனும் 
அளவுள்ள ஒரு கோணத்தை உண்டாக்கி 02 என்னும் நிலையை 
அடையட்டும். 

OP ஏதேனுமொரு வட்ட நாற்கூறில் அமையலாம். 
02 முதல் நாற்கூறிலமைந்தால் ரி ஒரு குறுங்கோணமாகும். 02 
ரண்டாம் கால் வட்டத்திலமைந்தால், 9 ஒரு விரிகோணமாகும். 

02 மூன்றாம் கால் வட்ட.த்திலமைந்தால், 0 ஒரு பின் வளைகோண 
மாகும். 07 நான்காம் கால் வட்டத்திலமைந்தால், 4 இன்னொரு 
Wer adr (Reflex) கோணமாகும், பொதுவாக, 9-ன் அளவு 
084360” என்றதற்கேற்ப எதுவாக வேண்டுமானாலும் இருக்க 
லாம்.
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X'OX# x அச்சாகக் கொள்க, X'OX-46% 65575 Y'OY 
என்ற கோடு வரைக, 707 ஐ ௮ச்சாகக் கொள்க, 25லிருந்து 

Y 

ற ௫ 8 

டி 7 7 i ¥ Ne 

B 3 8 
ஏ ம்) 1 மமாழு 

  

Y / Y : 
ந் ட்டு ் 

AN பாவு 
q ட x x A 9.0] Py’ x 

Pp . RP, 

unio 7 (il) 

  

ஆ a 

B al படம்? (117)     y’ 

\ படம் 7, 

0 அல்லது 0%-ன் நீட்டலுக்கு 114 என்னும் ஒரு குத்துக் கோடு 

வரைக, ட் 

-௩ன் ஆயத் தொலைகள் %, ந ஆகுக, 078ன் நீளம் 7 ஆகுக. 

ர அமைந்திருக்கும் 'கால்வட்டப் பகுதிக்கேற்ப 5, -ன் குறிகள் 
மாறுகன்றன, ஆனால், ॥ எப்பொழுதும் நேர் ராசியாகவே 
கொள்ளப்படும். 

இனி, ரி எந்த நாற் கூறிலமைந்தாலும், பின்வரும்' 6 வசை 
யான கோண கணிதத் தகவுகளின் வரையறைகளைப் பெறுகிறோம். 

MP y (1) an = 7 een விகிதம் 8106 8 வண்டில் 

(2) oe = ~ ctor anh A sb cosine ரி எனப்படும்,
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(3) a = என்னும் வி௫தம் $8161% 9 எனப்படும். 

OP சீ ட ‘ ன் ‘ 
(4) uP “ ட் என்னும் விகிதம் 0086021% 9 எனப்படும். 

(5) ள் = =~ என்னும் விகிதம் 82081% ரி எனப்படும். 

(0 os = = என்னும் விகிதம் cotangent ரி எனப்படும். 

சூறிப்பு 1$ மேற் கண்ட விதங்கள் சுருக்கமாக 815 9, 
cose #, tan 9, 00860 9, 860 0, 0014 என்று வரையப்படும். 

சூறிப்பு 2: மேற்கூறிய வரையறைகள் 9-ன் எல்லா மதிப்பு 
களுக்கும் பொருந்தும். 

சூறிப்பு 31 வெக்டர் ஆரமான 0.2 (radius 760101) இடம் 
பெறும் கால் வட்டத்திற்கேற்பக் கோடுகளும், கோணங்களுஙி ' 

குறித்து அமைத்துக் கொள்ளவேண்டிய இராக் குறி விதிகளைக் 
கொள்ளவே வண்டும், 

குறிப்பு 4: சுழல் கோட்டின் மேல் 7 என்னும் புள்ளியை 
எவ்விடத்தில் எடுத்துக் கொண்டாலும் கொடுக்கப்பட்ட ॥ 
என்னும் யாதொரு கோணத்திற்குரிய தகவுகள் அனைத்தும் * 

மாறிலிகள் ஆகும். அதாவது இத் தகவுகள் கோணத்தின் மதிப் 
பைப் பொறுத்ததேயன்றி, அக் கோணத்தையுடைய செங்கோண 
முக்கோணத்தின் பக்கங்களின் நீளங்களைப் பொறுத்ததன்று. 

சூறிப்பு 5 : எல்லாப் படங்களிலிருந்தும், நாம் அறிவது) 
கோணம் எத்தகையதாயினும், 7-ன் ஆயத் தொலைகள் 3 ]/ 

என்பன 7₹-02ஐ விட அதிகமல்ல என்பதாகும், ஆகையால், 
கோணம் எதுவாயினும், அதன் 816, 008106 விகிதங்கள் மதிப்பில் 
1ஐ விட அதிகமாகாது. 

சூறிப்பு 6: 9 ஒரு கறுக்வோயானுக், பின்வரும். வரை 

யை sar உண்மையெனக் காணலாம்: 

sin 9 = MP _ எதிர்ப் பக்கம் 

OP கர்ணம் 

௦௨ ர 944 _ அடுத்துள்ள பக்கம் 
OP Gir oor
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ian, = SE, ee டட 
OM அடுத்துள்ள பக்கம் 

குறிப்பு: 7 மேற் கண்ட விகிதங்களனைத்தும், , நீளத்தை 

நீளத்தால் வகுத்துப் பெற்றவையாதலின் அவை எண்கள் 

மட்டுமேயாகும். 

(8) கோண கணிதத் தகவுகளிடையே உள்ள தொடர்புகள் 

(Relations between the Trigonometrical ratios of an angle) 

திரிகோண கணிதத்தகவுகளின் வரையறைகளிலிருந்து, நாம் 

கீழ்க்கண்டவற்றை எளிதில் பெறுகிறோம் 1 

த படட க்சி. Sy wend xe 
(1) cosec@ = = | > sin @ = னதி! | பவம் கம்ம 

  

  

  

ட்ட 1. 1, ட்ட 
(11) sec 9 = 320804 ரம 56240089 -1 

or 1, ரந ட்ட 
(111) ௦ 9 - ர் திச tan @ = sre? cot ftan@ = 1 

5 sin 6 
(iv) tan 6 = cos 0 ளன நிறுவுக. ர 

    
81109 = MP 0144 4 tang 

0059 OP © OP OM 

1 _ cos 8 

tan @ sin @ 

  

(v) cot @ = 

(vi) sin’? + cos? @ =1 (8-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்குமாம்) 

என நிறுவுக. 
  
  

முதலில், (sin 8)” என்பது 841* ரி என்றெழுதப்படும் என 

அறிதல் வேண்டும். 

5112 + cos? @=(sin 6)? + (cos#)?= re )'+ rl 

    

“OP ‘OP 

_ MP? | OM* _ MP?-+ OM? 
= opt + ope = op PT) 

_ OP? . டட அணா 
=. Op (பிதாகரஸ் தேற்றப்படி) 

வரி 
ஆகவே, 8/5 9--008” 9 - 1
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(vii) ரன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 1+tan? @=sec* 9 
என நிறுவுக, 

1427 91-8௭ 9)“-1 4 (oP) =1+ Me 

OM?+MP* _ OP? ட ட ட 
=-—om ™ கி தாகரஸ் தேற்றப்படி) 

த ட 

= (ன) (860 ரி )”-860” 9 

(1111) 0-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 1-௦0%3 ரி --00860” J 

என நிறுவுக. ் 

உர _ உ 04417 142௦9 74140 07௪1 4 (ae | 

| =14. OM? _ MP?+0M? 
MP> — MFP* 

  

OP? 
_ MP* 

- (இ) 
00860: ர 

(பிதாகரஸ் தேற்றப்படி)   

*, 1+cot? @ =cosec? @ 

(4) விளக்க மாதிரி 

cos A . sin A 

1- ச்” 1-4 
= sin A + cos 4 என நிறுவுக. 

  

ர ரர் 008 4 sin A 
b= —— + — LF இடப்பக்க and con A 

cos A sin A 

cos* A sin? A   
= cos A—sin d | sin A—cos A
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cos? A sin? A 
cos A~sin A cos A-sin A 

cos? A—sin* 4 
cos}A—sin A ~ 

= cos A-++sin A ~ 

. ௩ வலப்பக்கம் 

சூறிப்பு 1: இப்பொழுது பயிற்ச 2:1-ஐ.ச செய்யலாம். 

  

(5) கோண் கணிதத் தகவுகளின் சூறிகள் 

ரி ஆனது 0£ யிலிருந்து 880 வரையில் டீஇப்டி மாறும்போது 

அதன் :கோணத்தகவுகளுக்குரிய இராக் குறிகளில் காணப்படும் 

மாறுபாடுகளை தொடர்ந்தறிதல். 

(i) நமது வரையறையின்படி, 811 9- ச. ஆகும். 

02 ஆனது எப்பொழுதுமே நேர் ராசியாகக் கருதப்படுகிறது. 

ஆகவே 38119 ஆனது 142யின் இராசிக் குறியையே கொள்ளும். 

'ரி ஆனது 0”க்கும் 180-க்கும் இடைப்படுங்கால் MP நேர் 
ராசியாகவும், 180-க்கும் 360:-க்கும் இடைப்படுங்கால் எதிர் 

ராசியாகவும் விளங்கும் a 

| ஆகவே 810 ரின் தகவுகள் முதலிரண்டு கால் வட்டங்களில் 

நேர் ராரியாகவும், மூன்றாவது, நான்காவது கால் வட்டங்களில் 
எதிர் ராசியாகவும் இருக்கும். இ 

௩ 

இனி, ௦0860 9-- வடர 

உரிய குறிகளையே பெறும், 

  

ஆதலின், ௦0362 9 ஆனது 81௩ ர-க்கு 

OM ல. அலமு 
(ii) cos @ = Op ஆதலின், 01/-க்கு உரிய இராக் குறி 

"யையே 608 ரி பெறும் 

ஆதலால், 008 ரி ஆனது முதலாவது, நான்காவது கால் வ்ட்டங் 

களில் நர் ராரியாகவும், இரண்டாவது, மூன்றாவது கால் வட்டங் 

களில் எதிர் ராசியாகவும் விளங்கும். 

மேலும், 860 9 ஆனது ௦08 9-வீன் குறிகளையே பெறும்.
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(iii) tan@ = ay ஆதலின், 42-ம் 08-ம் ஒரே குறியை, 

பெறும்பொழுது tan ரி நேர் ராசியாகவும், அவை மாறுபட்ட 
குறியைப் பெறும் பொழுது எதிர் ராசியாகவும் இருக்கும், 

ஆகவே, 181 ரி ஆனது முதலாவது, மூன்ருவது, கால் வட்டங் 
களில் நேர் ராசியாகவும், இரண்டாவது, நான்காவது கால் வட்டங் 
களில் எதிர் இராசியாகவும் இருக்கும். 

‘5 1 
ஷி 

மேலும், ௦௦% ரீ - (ஊட் ஆதலின், 00 ர ஆனது 48௩ ரி வின் 

குறிகளையே பெறும். ் 

மேல் மொழிந்தவற்றால், முதல் கால் வட்டத்தில் எல்லாதி 
_ திரிகோணத் தகவுகளும் *- ஆமென்றும் 

. இர ண்டாம் கால் on. 11ஆம் கால் 7ஆம் கால் டத்தில் 8106, 00808௩ மட் வட்டம் வட்ட்ம் 
டும் -- ஆமென்றும், ape sin,cosec மட்டும் | எல்லாத் தகவு 
ரங் கால் வட்டத்தில் (, _ + Bow களும் -- ஆகும் 
௦௦ மட்டும் - ஆமென்றும்ழ ---- பப அப பபப 
நான்காம் கால் வட்டத்தில் . 111ஆம் கால் 17ஆம் க 

_ ome ‘i வட்டம் “வட்ட 
a —_—- tan, cot மட்டும் | 008, 860 மட்டும் ககன அத் * ஆகும் 4 ஆகும் 
6. விளக்க மாதிரி 

4.ஒரு விரிகோணமும், sin A= 2 1 ஆனால், 
21 tan A — 29 cos A = 1 என நிறுவுக, 

த 20 
sin A = 9 

  

ம cos*A4 = 1] — sin?4 = 1— (= 
29 297 

— _ 21 
«. COS A= + 29 

A விரிகோணமாதலால், ௦08 4 எதிர் ராசியாகும்; : 
் 21 

vy COSA ௪ - 9: எனக் கொள்ள வேண்டும்
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sin’ A 20/29 20 
ளை அ கனை (7) 25°   

  

4 விரிகோணமாதலால், 4. 4 எதிர் ராசியாகவே அமைய 

வேண்டும் i aes 181 4-ன் மதிப்பும் ஒத்திருக்கிறது. 

29 

- -- 2021-1 ஆகும், 

குறிப்பு : பயிற்ச 22ஐச் செய்யலாம். 

இனி, 21 (8. 4- 29 ௦06 4 = 21 (ap a ") ச 

7 சில முக்கிய கோண கணிதத் தகவுகளின் மஇிப்புகளைக் காணால் 

0°, 30°, 60°, 45°, 90°, 180°, 270°, 360° என்பவற்றின் Saraiys 
pen ato மஇப்புகளைக் கண்டறிதல். 

(i) 60° கோணத் தகவுகள் 

OQP என்பது ' சம பக்க முக்கோணமாகட்டும், ஆகவே, 

ஒவ்வொரு கோணமும் 605 ஆகும், ஒவ்வொரு பக்கமும் 2ர ஆக 
இருச்கட்டும். ் 

     
  

டு 
00-விற்கு £ஃயிலிருந்து 218 என்னும் செநிகுத்துக் கோடு 

வரைக, 

் புடம் 8 

M என்னும் புள்ளி 00ஐ இரு சம LIT HOT ESD. iG. 
OM= MQ= a ஆகும்.
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0487 என்ற செங்கோண முக்கோணத்தில், 

OM = a, OP = 2a, 10 ௪ 60° 

-. PM’? = 021-017 (பிதாகரஸ் தேற்றத்தின்படி ) 

(2a)? —a? =3a° 

  

.. PM = விச 

ஆகவே, sin 60° = = _ கப a 

cos 60° = ஆ. = ம் 

tan 60° = on = eae ஸ்ரீ 

(14) 30ஃன்.கோணத் தகவுகள் 

மேலே உள்ள படத்தில், /OPM=30 ஆகும். 

எதிர்ப்பக்கம் a 
ப் in 30° — - = — 
“. sin 3 காரணம் 2a 

  

॥ 

to]
 =

 

cos ae _ அடுத்துள்ள பக்கம் மே. 

'எதிரீப்பக்கம் * ர 
tan 30° SS எதின்கக டவ கவனம் எவை அன்னை சவவ்டவன 

அடுத்துள்ள பக்கம் 3a 3a 

சூறிப்பு : 60-ம், 30-ம் ஒன்றுக்கொன்று நிரப்பும் கோணங் 
களாகும். ். 

ஒரு கோணத்தின் 81௦ விகிதம் ௮க் கோணத்தினுடைய 
நிரப்பின் ௦08 விசிதத்திற்குச் சமம் எனக் காண்டுரம். இவ்வாறே 
ஒரு கோணத்தின் ௦08, (80, 00860, 860, ௦௦% விகிதங்கள் முறையே 

அந்தக் கோணத்தினது நிரப்பியின் 810, 004, 860, 00860) tan 

விகிதங்களுக்குச் சமமாகும். இது பொதுவாக எந்தக் கோணம் 
ரி-விற்கும் அதன் நிரப்பும் கோணம் 90-9-விற்கும் உள்ள விகிதங் 

- களுக்கு உண்மையெனப் பின்பு காண்போம்,
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(114) 45? தகவுகள் 

இவ்வதிகாரம் பிரிவு 2) படம் 7 ()-ல், 09-45” ஆனால், 
OM=MP ஆகும். ஒவ்வொன்றும் ர எனக் கொள்வோம். 

A@Gurapg, OP? =OM?+ MP? =a?-+a?=2a? 

ஃ 022 /52ஆகும். 

(17). 0-:கோணத் தகவுகள் 

படம் 7 (1)-ல் 7 XOP=0 

புள்ளி 2 யானது, புள்ளி 4 ஐ நோக்கி வட்டத்தின்மீது 

நகரும் போது, ॥-ன் மதிப்பு குறையக் குறைய 47-ம் குறைந்து 

கொண்டும், 044 வளர்ச்சி பெற்றும் புள்ளி 4 யுடன் ஒன்று 

சேரும் பொழுது, 9-ன்மதிப்பு பூச்சியத்தையடைய .147 பூச்சியத் 

தையும், 0.44 ஆனது 02ஐயும் அடையும். இதையே குறியீட்டு 
முறையில் 7-4 என்ற நிலையில் 9-0, 3772-0, 077-,0,4 என 
எழுதப்படுகிறது. ் 

8100-7819 -நர MP ௦ 
9-0 2-0 Op = op =? 

cos 0° =Ltcos @ = Lt OM 02. 
940 OM—OP Op = op =! 

_0_ tan0° =Litand =Lt MP _ 
00 MP0 OI = OP 

OM-+OP 

களைத்தேற்றம் ₹ ௦௦0; 860 0-1; 008600”. 

11
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(Vv) 80£ கோணத் தகவுகள் 

படம் 7 (1)-ல், 2072-9 

புள்ளி 2 யானது, புள்ளி 8 ஐ நோக்கி வட்டத்தின் மீது நகரும் 
போது ॥-ன் மதிப்பு சிறிது சிறிதாக 42 அதிகமாகிக் கொண்டும், 
0/7 குறைந்து கொண்டும், புள்ளி £ யுடன் ஒன்று சேரும் 
பொழுது ரின் மதிப்பு 90” ஐ யடைய, 142 யானது 07ஐயும் 
014 பூச்சியத்தையும் அடையும், 

இதையே குறியீட்டு முறையில் 7-8 என்ற நிலையில் @—-90°, 
82-07, 014--0 என எழுதப்படுகி றது. 

“. 81090 7819-77 MP OP _1 
690° 42,026 = op = 

cos 90° =Ltcos#= It OM _ 0 
990° OM-0 Op ~ Op = 

tan 90° =Lt tan @ =Lt MP ் 
89-90 282,027 = © 

ணில் 

- இளத்தேற்றம் 1. (i) cot 90°= 390௧3௦ ௮ cosec 90° =1 

(vi) 180° கோணத் தகவுகள் 

படம் 7 (14)ல் 02-09 

புள்ளி 2 யானது; புள்ளி 4'ஐ நோக்கி வட்டத்தின்மீது 
நகரும் பொழுது 9-ன் மதிப்புச் சிறிது சிறிதாக அதிகமாக MP 

குறைந்து கொண்டும் ॥.நரீ வளர்ச்சி பெற்றும், புள்ளி ,4' யுடன் 
உ ஒன்று சேரும் பொழுது ॥-ன் மதிப்பு 180” ஐயடைய 2 பூச்சி 

யத்தையும், 044 ஆனது 02 ஐயும் அடையும், 

இதையே குறியீட்டு முறையில் 2..,4' என்ற நிலையில் 

§-+180°, 3420, 04-02 (எண் அளவில் ஆனால்; 

அதாவது 08-07 எதிர் இராச யாகும்) 

டக sin 180°=Lt sin @=z; MP 0 
இ இ 9-180 ந2-0 OP ~ OP =0
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cos 180° = Ltcos @ = Lt OM _ —OP =-1 

6—+180° OM-OP-OP 02. OP 

tan 180° =Lrtan@= Lt MP _ O 4 
@ +180° MP0 On ~ —OP - 

OM-—OP 

And Capp: cos 180°=—ao, sec 180°=—1; 00866 
180°=00 ட 

(Vii) 270”-ன் கோணத் தகவுகள் 

படம் 7 (141)-ல், 2%07- 9 ப 
புள்ளி 2 யானது 8' ஐ நோக்கி வட்டத்தின் மீது: நகரும் 

பொழுது, ॥-ன் மதிப்பு சிறிது சிறிதாக அதிகமாக 82 வளர்ச்சி 
பெற்றும், 07 குறைந்து கொண்டும், புள்ளி B’ wer P ஒன்று 

சேரும் பொழுது 9-ன் மதிப்பு 270” ஐ யடைய 142 யானது 

02 யையும் 0/4 பூச்சிெயத்தையும் அடையும், 

இதையே குறியீட்டு முறையில் 2-9! என்ற நிலையில் 
92705, 14207 (எண் அளவில் ஆனால் எதிர் இராசியாகும்) 

அதாவது 22-02 

மேலும் ॥, 2705-க்கு அநேகமாக சமமாக, 04 மிகவும் சிறிய 

தும் எதிர் இராசியும் உடையதாகையால்--6 என எடுத்துக் 
- கொண்டு 9--270, 0.47---6 இங்கு 6-0 எனக் கொள்ளலாம். 

* sin270° =Ltsing= நூ MP _-OP__, 
§-+270° mp-OP—OP Op ~ OP ~ 

cos 270° 77 008 ரி =Lt OM 0 

G-+-270° OM—€ OP ~ 
. 60 

tan 270° =Zitan @ =Lt MP - 
6—+210° mP-oP-OM ~™ 1 

om—8 . 
60 

Rea Fg Ppt: Cot 270°=0; seg 270° = —co; cosec 270° = 1
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(viii) 360--ன் கோணத் தகவுகள் 

படம் 7 (147)-ல் 2072-0 

புள்ளி 2 யானது, புள்ளி 4 ஐ நோக்கி வட்டத்தின்மீது 
நகரும் பொழுது, 9--மதிப்பு சிறிது சிறிதாக அதிகமாக MP 

குறைந்து கொண்டும் 0/8 வளர்ச்சி பெற்றும், புள்ளி 4 யுடன் 7 

ஒன்று சேரும் பொழுது ॥-ன் மதிப்பு 360” ஐயடைய 147 பூச்சியத் 
தையும், 044 ஆனது 07 ஐயும் அடையும். ட் 

% 

இதையே குறியீட்டு முறையில் 7-4 என்ற நிலையில் ரி ஆனது 
3605-க்கு அதிகமாக சமமாக 77/ரீ மிகச் சிறியதும் எதிர்க் குறியை 
உடையதாகையால்--6 என எடுத்துக் கொண்டு 9,360, 

8-6 இங்கு 6-0 எனக் கொள்ளலாம். 

04-02 = 

4 sin 360° =ZLrsin@g = Lt MP 0 
ட் 6-+360 MP=—e \ oF = 

cos 360° =Ltcos@ = Lt OM _ OP 
§-+360° OM+OP Op = op™! 

tan 360° =Zitan@ =~ Lt MP 
§+360°  MP=-6) om =° 

~ . 6-2 

018-102 

இளைத் தேற்றம் 1 ௦௦% 360₹--00; 860 3605-1; 00560. 
3605-௯ i i 

சூறிப்பு: ஆர:வெக்டரானது (௩௨0108 760101) 02-லிருந்து 

தொடங்கி .ஒரு முழுச் சுற்றை முடித்தால், அது 360” ஐ ஏற் 
படுத்திய பின், 0% என்னும் ஆரம்பக் கோட்டுடனேயே கலந்து 

நிற்கும். அதனால் 0” கோணமும், 360-ன் கோணத் தகவுகளெல் 
லாம் 0“-ன் தகவுகளேயாகும் என்பது வெளிப்படை, 

(ix) (242 1)-ன் கேர்ணத் தகவுகள் 

77 ஆனது நேர் இராசி அல்லது எதிர் இராச முழு எண்ணாகும் 
பொழுது, ௨ கோணமும், ௩--2ஈஈ. கோணமும் ஒரே இறுதி நிலை 
யுடைய ஆர வெக்டரைக் கொள்ளுகின்றன. ஆகவே 

. நம், ஒம் ஒரே கோணத் தகவுகளையே கொள்ளும்,
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இனி, இது காறும் கண்டறிந்த பலன்களைப் பின்வரும் அட்ட 

வணையில் தொகுத்துக் காணலாம். 

  

    

    

    

              

  

    

  

    

  

  

  

0 | 305 | 45° 60° 90° | 180°. | 270° | 360° 

da | ந] ஆ (அவசர 1 1 0” 
* (42123 

1 
1 3 1 i im cos = | 72 $ 0 1 0 1 

tan 0 ட்ட 1 = oO 0 | +0 0 
3 43 [7                 

8. விளக்க மாதிரி 

2 890” 180 608 05.3 840 270--00860 '905-ன் மதிப்பைக் 

காண்க, 

௦௦8 1805-1 ஆகும் ,, - 860 180° = —1 ., sec? 180°=1 

cos 0°=1 ஆகும். 

இனி, 81௦ 2705-1 ஆகும் ,, sin? 270°=(—1)°=—1 

81905] ,*, 0608209051 

“கொடுத்த கோவையின் மதிப்பு, ப 

2 (1) (1)-3 1)-1- 2-3-1--2 ஆகும். 

குறிப்பு 1 இப்பொழுது பயிற்ச 2-3 ஐச் செய்யலாம். 

9. கோணத் தகவுகளின் மஇப்புகளுக்கு எல்லை வரம்புகள் 

் , MP, _ .OM 
Sin 8 = Gps 0088 = “Op : 

எந்தச் செங்கோண முக்கோணத்திலும் கர்ணத்தைவிட மற்ற 
இரண்டு பக்கங்களில் யாதொன்றும் பெரியதாகாது. ஆகவே, 

811 9-ன் எண் மப்பு 1-க்கு மிகாததாகும், இவ்வாறே, 008 9-ன் 

மதிப்பும் 1-க்கு மிகாததாகும். 3 

1 
sin @ ஆதலால், அதன் மதிப்பு எண்ணளவில் 

- 

  00360 ர ஆனது
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1 . 
1-க்குக் குறையாததாகும். இவ்வாறே 860 9- can 2 ஆதலின், 

அதன் மதிப்பும் எண்ணளவில் 1-க்குக் குறையாததாகும். 

எனினும் (8. cot ி-க்களின் மஇப்புகளுக்குக் கட்டில்லை - 
யாகும். அவை--௦0-க்கும் - ௦0-க்கும் இடையே எந்த மதிப்பை 

யேனும் பெற்று நிற்கலாம். 

பமிற்ரி 2-1. 
பின்வரும் முற்றொருமைகளை நிறுவுக 14 

்.. 8604-0 18.4 

sin@ | cos@ _ 
cose 0 sec 

(sind + cosA) (tand + cotd) = secA + cosecA) 

sin’,4cos*B-+-cos?A sin*B-+ sin*A sin?B-+cos"A cos*B=1 

(1-+sin# +-cos@)? = 2(1+-sing) (1+-cos#) 

(i+tan’@) (1—sin*@) = 1 

cosA+cosB  sind-+ sinB _   

  

sind—sinB ' cosA—cosB . 

sind 1-0084 
1+cosA 814 

cos!A —sin‘A =cos?4— sin? A 

. -sec'4—sec*A =tan'A+tan?4 

cot'4-+-cot*A =cosec'A—cosec?A 

. sect4—1 = 2tan*A+tan‘4 

sind 1+cosA 
T+eosd + 008d sind =2cosecdA * 

  

J sec’4+cosec*A = tanA-+cotd ௪ 8604 008004 

.  (cosec @—sin @) (sec? —cos#) (tan?+cot@) = 1 

secA—tanA 
= 1-2 secd tanA-+2tan?4
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20, 

21. 

22. 

23 

24, 

23. 

26. 

27. 

படம் ம அழக் 
cosecA—] osceyet 

cosec® 4—cot®A = Jcosec?A cot?A+1 

cosecA cosecA QsectA - 

cos*4+ sin®4 cos? A — 511.4 

cosA+sinA 0054-8104 

௦018 tang டட [ar a = 1+sec§ cosecd 

0018 0018 
008600--1 cosec#@+1 — me : 

3(sinx —cosx)* + 6(sinx-+cosx }*? +4 (sin°x-+cos*x)=13 

1 வவட 1 
1-- (87 + i+cot@ 1+cot?@ * 1+tan9 
    

0019-008608 - 4 ஆனால், 0080 எவ்வளவு ? 

[விடை : 1$ அல்லது - 1] 

2510 9-.௦089ி - 2 ஆனால், 810. ரீ எவ்வளவு 2 

[விடை : 1 அல்லது 3] 

a cos@+bsind = c,bcos@—asing = d ஆனால், 
உச்“ 2”-ட்மீ” என நிறுவுக. 

  
பு 

sec@ —tan@ = er sing =1 goog ar 

காட்டுக. 

sing = ne எனின், 8609--189-ன் மதிப்பைக் கணக் 
2-6” ர Pee Fey 

இடுக, 2 

பயிற்சி 2-2. 

நஸ் க் - - ப ஆனால், 4 இரண்டாம் வட்டப் பகுதியில் 

இருந்தால் sind, cosd என்பவற்றைக் கண்டறிக. 

5 
| stem: sin = ட: tandA = ம்]
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2. 00809 ௪ > ஆனால், எவ் வட்டப் பகுதிகளில் ர அமை 

3, 

4, 

யும் ? 840.9, (009 என்பவற்றைக் கண்டறிக. 

| : 5 தர. 
[விடை [0 = tay; 0080 - | 

tan a = “+, 180° < a@ < 2705-ம் ஆனால், 

5sina + 7cosa 

6cosa — 3sina 
ன் மதிப்பைக் கண்டறிக. 

[விடை க. வயப் 

41. ; ம் . 
cosec @ = 77 -1b, 90° <6 < 180”-ம் ஆனால், 

2:81 9--5 008 9 

பயிற்சி 2-3. . 

_ சீழ் வருவனவற்றின் மதிப்புகளைக் காண்க 1 

1. 

2 

3. 

"4 

. + 
cosec? > sec? = sin® ஆ cos = [விடை : 4] 

cot? 30°—4cos? 45-13 860 60 ் [விடை 1 13] 

2sec* 180° cos 0°-+ cot 270° —3tan? 30° [விடை : 1] 

(sin 60°+sin 30°)? + cos 60°—cos 30°)? [afer : 2] 

6 3 3 

[விடை : 1] 

sec (க ன 055) (sin ப க Ol 5)



3. ரில துணைக் கோணங்களின் 
கோண கணிதத் தகவுகள் ; கோண 
கணித அட்டவணைகள் ; கோண 
கணித தகவுகளின் வரைபடங்கள் 

zits até; RO: 2-9 அல்லது -9; 2 49; 

2-9 என்னும் இவற்றின் கோணத் தகவுகளை 9-ன் தகவுகளைப் 
பொருத்திக் கண்டறிதல், ் 

(i) 9-ன் தகவுகளைப் பொருத்தி, (80--9)-ன் தக்வுகளைக் 
கண்டறிதல். 

1. 

படம் 9-ல்காட்டியபடி, 0-உடன் 07, 00 என்பன முறையே 

9, 9059 என்னும் கோணங்களை உண்டாக்கி நிற்பதாகக் கொள் ' 
வோம். . 02-00 ஆகுக. 0,-க்கு 276, 011 என்னும் செங்குத்துக் 

கோடுகளை வரைக. 

0778, 00.17 என்னும் இரண்டு முக்கோணங்களில், 

_220.17-- 001, ஒவ்வொன்றும் 9ஃக்குச் சமமாதலால், 

2 ரீ 21 ஒவ்வொன்றும் செங்கோண மாதலால், 

02-00 (வரைவு முறையால் ) 

இவ்விரண்டு முக்கோணங்களும் சர்வசமம் ஆகும் ஃ 

ட்ப ஓத்த பக்கங்கள் தமக்குள் சமமாகும். 

/
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01-27 (அளவிலும், குறியிலும்) 

NO=OM( , ” ) 

  

  

Y 
Q ல 

9 

90-8 P 

x! 0 N MX 

Y’ படம்9 

ஆகவே, 811 (90--9) - 22 = ee = cos 

008 (90-- ரீ) = oo Or = sing 

tan (90°—4@) = no = a = cot? 

Q)ciairG p cosec.(90°—4@) = sec 8; sec (90°—8) = cosecd; 
cot (90°—@) = tan ரி என்பனவும் அமையும், 

[சூறிப்பு. 1 :: 9 என்பது குறுங்கோணமாகிய வகைக்கு இப் 
படம் வரையப்பட்டிருந்தாலும், இங்குப் பெற்ற பலன்கள் -ன் 
எல்லா மதிப்புகளுக்கும் ' ஏற்புடையனவேயாகும், ॥-ன்- மற்ற 

மதிப்புகளுக்குத் தேவையானபடி படங்களை வரைந்து, இப் பலன் 
கள் பொருந்த நிற்கும் நிலைமையினைச் சரி பார்த்துக். கொள்ள 
வேண்டும். ் ் we te 

குறிப்பு 2 : இரண்டு கோணங்களின் கூட்டுப் பலன் 905-ஆகுஙி 
கால், அவை ஒன்றற்கொன்று நிரப்புக் கோணங்கள் (00180020- 
ஊரு ௨12165) எனப்படும், 9-ம், 90-9-ம் இவ்வாரானவையாகும்,] 

\
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ஒரு கோணத்தின் sin விகிதம் அக்கோணத்தினுடைய நிரப்பி 
யின் ௦௦8 விகிதத்திற்குச் சமம் எனக் காண்கிறோம். இவ்வாறே 
ஒரு கோணத்தின் ௦05, 481, 00860, 860, 00% விதங்கள் முறையே 

அந்தக் கோணத்தினது நிரப்பியின் 81, 00%, 860, 00860, 4. 
வி௫ிதங்களுக்குச் சமமாகும், இதன் உண்மையை 30, 60 ஆகிய 
வற்றின் தகவுகளைப் பெறும்போது கண்டோம். 

(11) 90₹-9-ன் ககோணத் தகவுகளை, 9-ன் தகவுகளை யொட்டி 

அறிதல் 

௦2, 00 என்பன 0%.உடன் முறையே 95, (90-9) என்ற 

கோணங்களை உண்டாக்கட்டும். 

௦ Y 

+ve 9049 P 
+ve 

. x’ N-ve |0 49௪ MX 

  Y’ uwid 

02-00 ஆக அமைக்க 0-க்கு 218) 0.77 என்னும் செங்குத் 
துக் கோடுகளை வரைக, 

0,287, 00.17 என்னும் முக்கோணங்களில், 

ZPOM=ZOQN( 4) 

218 21/ (ஒவ்வொன்றும் செங்கோணம்) 

02-00 (அமைப்பு) 

07] 001 என்னும் இரண்டு மு்சிகாளைக்களும்ப சர்வ 
சமமாகும், ஓத்த பக்கங்கள் தமக்குள் சமமாகும்,
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7/0-142 (அளவிலும், கு.றியிலும்) 
017-172 (இராக் குறியை அனுசரிக்கு மிடத்து) 

0 
0௦90-9) - oS = Op =00s 0 

cos (90°+4) = 0 = நம “ஸ் ॥ி 

tan (90°+0) = AZ = — P= cot 4 

இவ்வாறே, cosec (90°+4)=sec 9 என்பதும், 

860 (905--9)----00820 9 என்பதும், ௦0% (90.9): a 

என்பதும் பெறப்படும். 

[குறிப்பு : இப்பலன்கள் 9ி-ன் எல்லா அளவுகளுக்கும் ஏற்கும். 
படங்கள் வரைந்து பார்க்கவும். ] 

பயிற்ச 1 120°, 135°, 150° ஆகியவற்றின் கோணத் தகவு 
களைக் கண்டறிக: ‘ 

120° =90° + 30° எனவும் கொள்ளவும், 

ட (111) (1805--4)-ன் தகவுகளை, ர-ன் தகவுகளை யொட்டி அறிதல் 

Y 

Q 180°-6 P 
+ve +ue 

8 
, N -ve 0 +ve M xX 

  Yo mutt 

07, 00 என்பன 0% உடன் முறையே ॥, 1802-9 என்னும் 
- கோணங்களை உண்டாக்கட்டும்;
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02-00 ஆக அமைக்க 0க்கு oi aaa என்னும் செங் 
குத்துக் கோடுகளை வரைக. 

0287, 00.17 என்னும் ,முக்கோணங்களில், 

2014 21/0 (0) 
.. 2ீரிசீ- 21/ (செங்கோணங்கள் ) 

OP=0Q (வரைவு) 

& இரு முக்கோணங்களும் சர்வ சமமாகும். 

-. ஒத்த பக்கங்கள் தமக்குள் சமமாகும். 

ஃ 110-147 (அளவிலும், குறியிலும்) 

0-0--017 (இராக் குறியை அனுசரிக்க) 

த MP 

  

“. sin Pt} = = Op= sin 0 

OM 
6 “55 ௮ பெய லட வை cos (180°—#) = OB OP 008 ॥ 

௦ _~_NQ __MP _ tan (180°—@) ON 037 — tan 0 

இல்வாறே 00860 (180-- 9) - 00860 8; 860 (180--8) 

2 860 0; 001.(180--9)--௦0% ர ஆகக் கண்டறியப்படும், 

[குறிப்பு : இப்பலன்கள் ரின் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் ஏற்கும் 
படங்கள் வரைந்து பார்க்கவும். j 

பயிற்சி 1: 120°, 135°, 150° என்னும் இவற்றின் தகவுகளை 
அறிக. 

120° = 180° - 60° எனக் கொள்க. 

135° = 180° — 45° cron & கொள்க, 

150-180--30 எனக் கொள்க, 

பயிற் 21 1805--9-ன். தகவுகளை பிரிவு 2ஐப் பயன்படுத்திக் 

காண்க. 

(அதாவது) 1805-- 9 904901 ரி என எழுதிக் காண்க,



174 
அடிப்படைக் கணிதம் 

(iv) (18059)-ன் தகவுகளை, ரி-ன் த௲கவுகளை யொட்டி 

அறிதல். 

0, 00 என்பன, 0% உடன் முறையே 9-ம் (1805). 9)-ம் 

ஆகிய கோணங்களை அமைக்கட்டும். 

  

Y 

& ் 
N -ve Aa eo 

Tel 0 tue M XxX 
Q 

Yo uwie   
02-00 ஆக வரைக. 218, 01 என்பன0-க்கு வரைந்த 

செங்குத்துக்கோடுகளாகும். இனி, 0218, 001 என்னும் முக் 

கோணங்களில், ‘ 

ZPOM= ZQON (=8) 

ZM=ZN(=90°) 
02-00 (வரைவு) - 

இரண்டு முக்கோணங்களும் சர்வ சமம். 

“ஒத்த பக்கங்கள் தமக்குள் சமமாகும், 

110-142 (இராசிக்குறியை அனுசரிக்குங்கால்) 

04--- 04 (இரா?க் குறியை அனுசரிக்குங்கால்), 

2. sin (180°$08) = on =~ --sing 

cos @ (180°-+0) = ON __ OM _ 0G = pp ee 

tan (180°+-@) =NQ _ —MP  
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இவ்வாறே, 0086 (1805-- 9) - - 00860 0, 860 (1805-8) 
860 9, 00 (1805-9) --1-௦௦% 9 என்றறியப்படும். 

[தறிப்பு: இப் பலன்கள் ॥-ன் எல்லா மஇப்புகளுக்கும் ஏற்கும், 
9-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் படங்கள் வரைந்து பார்க்கவும்.] 

பயிற்டு 1; 2105, 2259, 240₹ என்னும் கோணங்களின் 
தகவுகளைக் காண்க, | : 

210°=180°430° எனவும், 225°=180°-145° — erarayib, 
240-180-1-60 எனவும் எழுதித் தகவுகளைக் காணவும். 

பயிற்டி ௨1 180-.9-ன் தகவுகளைப் பிரிவு 2ஜப் பயன்படுத்திக் 
காண்க, அதாவது 1805.).9--905-.90--ர என எழுதிக் காண்க. 

(௫) 9-ன் ;தகவுகளை யொட்டி, (270°— 9 jest ் தகவுகளைக் 

கண்டறிதல் 

07, ஜெ என்பன, ox உடன் மறல 8, 270° -8 என்னுங் 
கோணங்ககா உண்டாக்கட்டும். 

Y 

& 

ப 2-௫ 
x. “Jo M Xx 

  - - ன 
Q Y’ uit 13 

02-00 வாசு அமைக்கவும், 0%க்கு, PM, ON என்னும் 
செங்குத்துக் கோடுகளை வரைக. 

இனி, 010, 0.10 என்னும் னிணனம்க ளில் 

ZMOP= ZOQN (=8) .
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,7]ரீ- 21] செங்கோணங்கள் 

02-0 (வரைவு) 
"| Qe முக்கோணங்களும் சர்வசமம், 

ஒத்த பக்கங்கள் தமக்குள் சமமாகும். 

01-02 (இராசிக் குறியை அனுசரிக்க) ” 

NQ=-OM (இராக் குறியை அனுசரிக்க) 

் —OM 
sin (270° —@) = ag = OP =—cos @ 

0 ய ‘ 
cos (270°-@) = to = =e =-—sin @ 

0 

tan (270° 0) = 99 = 5-௪ நத எ 0008 

இவ்வாறே, 00560 (2705-9) -- 860 0; 860 0; 866 (2705-9) 

௬00860 9) cot 0 - ரி) 1 ரி எனக் காணலாம். 

[சூறிப்பு 1: இப் பலன்கள் 9-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 

பொருந்தும், 0-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் படங்கள் வரைந்து 

பார்க்கவும். 

up 1, 2100, 2255, 2405 என்னும் கோணங்களின் தகவு 
களைக் காண்க. 

210° 2705-60? எனவும், 2255 -270--45 எனவும், 

240° = 270° — 30° எனவும் எழுதித் தகவுகளைக் காணவும். 

பயிற்சி 2, ம ன் தகவுகளை (1805..90₹-9) என எழுதிக் 

காணவும். me 

(vi) 270°-+0-str ன் தகவுகளை, ॥-ன் கடக் யொட்டி அறிதல் 

.0த,00 எண்பன 0% உடன் முறையே 9, 270₹-டர என்னும் 

கோணங்களை உன்டாக்கி டடத aa, 02-00வாக அமைக்கவும். 

' OX-&G, PY, QNn என்னும் Gamgogs கோடுகள் வரைசு.
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இனி, 0142, 01/0 என்னும் மூக்சோணங்களில், 

ZMOP= ZOQN { = #) 

21 - 277 (செங்கோணங்கள்) 

02 - 00 வரைவு 

... முக்கோணங்களிரண்டும் சர்வ சமமாகும், 

ப 
ச் 

<
%
 

த x 
eo 0
 

oO ௮ 

96 NAO N° M xX 

  y’ Q LiL 14 

ட ஒத்த பக்கங்கள் தமக்குள் சமமாகும், 

1/0 - -014 (ராசிக் குறியை யொட்டி) 

ON = MP 

“, sin (270°+6) = oo as = — cos f 

cos (270°+4) = 50 = 3 = 811 ரி 

tan (270°4-8) = a ப கட்ட = — cot # 

இவ்வாறே, 00880 (2705-9) = — sec #; sec (2700 +4) 
- 00860 ; 001 (2702-0) - -- 1 ரி எனக் காணலாம். 

| [குறிப்பு 1 இப் பலன்கள் 4-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் பொருந் 
தும், ரன் மற்ற மதிப்புகளுக்குப் படம் வரைந்து பார்க்கவும்.] 

12
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பபிற்? 1, 300°, 315°, 330° ஆூயவற்றின் கோணத் தகவு 

களைக் காண்க ₹ 

300° - 290530” எனவும், 315° = 270-455 எனவும், 

3300 - 270-605 எனவும் எழுதிக் காணவும். 

பயிற்? 2. 2705-9-ன் தசவுகளை, 270).ரி -180-ட90-1-ரி என 

எழுதிக் காணவும். ் 

(vii) -9 அல்லது 960-9-வின் தகவுகளை, 9-ன் தகவுகளைத் 

தழுவி அறிதல். 
07, 00 என்னும் சம நீளக் கோடுகள் 0 உடன் முறையே 

ரி, 9 என்னும் கோணங்களை உள்ளடக்கி நிற்பதாகக் கொள்க. 

20 ஐச் சேர்க்குங்கால், அது 04 ஐ 4 என்னுமிடத்தில் ர 
வெட்டட்டும். ; . 

[emg : 360°—Papb, -ரிவும் ஒரே கோணத்தையே குறிக் 

கும் எனக் காண்க,] 

  

  

1Y 

Pp 

ட் ௮ 6 
x 0 ட IM X 

| X 36 Q 

“Ty! uw 15 

இனி, A OPM, ௩ 004 என்பவற்றுள், 
/ 0.2 - 00 (வரைவு) ் 

0/7 (பொது) 

42017 - 200.4 (வரைவு)
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முக்கோணங்கள் சர்வ சமமாகும், 

... ஓத்த கோணங்களும், பக்கங்களும் சமமாகும். 

’. ZOMP = ZOMQ 

ஆனால் இவை அடுத்துள்ள கோணங்களாதலால், ஒவ்வொன் 
றும் ஒரு செங்கோணமாகும். 

a. EM, OM முறையே £, ட-விலிருந்து 0ஃ-க்கு வரையப் 
பட்ட, செங்கோடுகள் ஆகும். 

மேலும், 180 - - ]8ி7 (ராசிக் குறியை யொட்டி) 

ல் . ட MOQ = —MP _ ws 
“. sin (—@) "ago" “இள = sing 

OM 074 
cos (— 8) = 007 OF 0050 

_ MQ_—MP__ tan ( 9)= ou = OM = Aan @ 

இவ்வாறே, 00860 (--9) - - 00860 9; 560 (--0)--800 9; cot 
(--9) - -- ௦௦ 9 ஆகும், ் 

குறிப்பு: 9-ன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் இப் பலன்கள் 

பொருந்தும். 4 

பயிற்சி) 30) -455, -602 என்பவற்றின் தகவுகளை 
அறிக, ் 

(ii) 330°, 315°, 300° என்பவற்றின் தகவுகளை அறிக, 

330௦ - (360--30) (அதாவது) --30 என எழுதிக் காணவும். 

(viii) 360: ; 9-47:360%-ன் தகவுகளைக் காணல் 
£ழ்வரும் கோணங்களுக் கெல்லாம், சுழன்று வரும் ஆரவெக் 

டாரின் எல்லை நிலை ஒன்றாகவே அமையும், (1) 8; (14) 3605-9, 
(iii) —360°+0, (iv) 2x360°+@, (v) —2X 360+ 6... QLT SI 
ars +nxX360°+6 gAu கோணங்களின் எல்லை நிலை ॥-வின் 
எல்லை நிலையேயாகும், ் 

ஆகவே 3605-ன் எம் மடங்கையும் ஒரு கோணத்தோடு கூட்டி 

னாலும், அல்லது அதிலிருந்து கழித்தாலும், அவற்றின் கோணத் 
தகவுகள் வேறுபடமாட்டா .
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அதாவது 81% (93605) - sin @ 

௦05 (9-1 3605) - 008 ॥ 

(2. (9-1 3605) - 48௩9 

இவ்வாறே பிறவும் காணவும். 

(ix) மேலே (1) முதல் [ஈ11ம்) முடிய: உள்ள பகுதிகளில் 
பெற்ற பலன்களை எல்லாம் 8ழ்க்கண்ட அட்டவணை காட்டி நிற்ப 
தாகும். 

  

  

x 1 ol" 46] a—0| +0 ர் son 2ஈ-ட॥ ர எநத ௬511 2 [2751 9 

sin cos 6 | cos @ | sin @ |— 4 _ ~ sin @ 
x= sin @ | cos @|cos@)}sin @ 

cos sin @ |— ப ப _ + cos #7 | cos @ 
= sin @ | cos @| cos @} sin @ | sin @ 

tan cot @ |— — tan @| cot @ |— = tan ர் 
x= cot @ | tan 8 cot @ | tan @                   

மேற்கண்ட பலன்கள் யாவும் பின் வரும் விதியால் நினைவுறப்படும். 

77 ஆனது ஓர் இரட்டை முழு எண்ணாகும் பொழுது, n 90° 
+ 9-ன் யாதொரு கோணத் தகவும் எண்ணளவு மட்டில் 9-ன் 
தகவிற்குச் சமமாகும். 

1 ஆனது ஓர் ஒற்றை முழு எண்ணாகும் பொழுது, 905 
+ 9-ன் யாதொரு கோணத் தக்வும் எண்ணளவு மட்டில், ॥ி 810. 
விகிதம் 008106 ஆகவும், 008 வி௫தம் 813 விகிதமாகவும், (8௦ 
விகிதம் ௦0 விதமாகவும், ௦0860 விகிதம் 86௦ விததமாகவும், 
860 விகிதம் 00860 விதமாகவும், cot AAs 48௩ விதமாகவும் 
மாறும். ற் 

இராசிக் குறியை அறிய, 190.1: 9 ஆனது எந்தக் கார் 
வட்டத்தில் இடம் பெறுமோ, அங்கு (ர ஆனது குறுங்கோன 

மாகக் கருதி) கொடுக்கப்பட்ட தகவுக்கு இராக் குறி விதிப்பா 
என்ன குறி பெறக்கூடுமோ, அதனை முன்னேயிட்டு எழுதி 
கொள்ள வேண்டும், 

% ௪
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(௩) யாதொரு கோணத்தின் தகவையும் 0£ முதல் 46” வரையில் 

உள்ள கோணத்தின் தகவிற்கு மாற்றலாம் 

ஒரு கோணமானது 360°-6G மேற்பட்டிருந்தால், 3605-ன் 
மடங்குகளைக் கழித்து விட்டு, அதனை 0-5-க்கும், 3605-க்கும் இடை, 

படுமாறு செய்யலாம். 

பிறகு 180£--9, 90-99 என்பவற்றிற்கு மேலே பெற்ற 

வாய்பாடுகளைப் பயன்படுத்தி, கோணத்தகவை 05-க்கும் 455-க்கும் 

இடையேயுள்ள ஒரு கோணத்தின் தகசவாக மாற்றலாம். 

எடுத்துக்காட்டு ° 

(a) sin 947° = sin (2X 360+227°)= sin 297° 

= sin (180°--47°) = —sin 47° = — sin/90° — 43°) 

=~ cos 43° 

ஃ sin 947°=—sin 47° = —cos 43° ஆகும், 

(b) tan 1142°=tan (3 x 360°+62°) =tan 62° 

= tan (90° —28°) =cot 28° 

tan 1142°-= (௧1 62-௦0 28 ஆகும். 

(௦) cot (—1106°) = cot (—3 x 360° —26°) 

=cot (—26°)=—cot 26° 

cot (—1106°) = —cot 26° 

(21), கோணத் தகவுகளை முதல் கால்வட்ட கோணங்களின் தகவு 
களாக மாற்றல் 

கோணக் தகவுகளை முதல் கால் வட்டத்தில் உள்ள கோணங் 

களின் தகவுகளாக மாற்றக் கீழ்வரும் விதியையும் பயன்படுத்த 
லாம். 

யாதொரு கே ணத்தினுடைய எந்தத் தசவையேனும் 
கண்டறிய முதலில் ॥ி.ன் முடிவு நிலைப் பக்கத்துக்கும் $ அச்சுக்கும் 

இடைப்படும் குறுங்கோணத்திற்குரிய அச AA SE சார்பைக் 
கொள்க, 

பிறகு, கொடுக்கப்பட்ட கோணத்தின் ஆர முடிவு நிலை 
எந்தக் கால் வட்டத்தில் அமைகிறதெனக்கண்டு, அந்தக் கால்
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வட்டத்திற்குரிய இராசிக் குறியை மேலே கண்ட லிகதச் சார் 
புடன் இணைத்துக் கொள்ள வேண்டும். 

எடுத்துக்காட்டு ் 

008 2555 என்ற கோண விகிதத்தைப் பார்ப்போம். 

இது 0%” உடன் 755 குறுங்கோணத்தை ஏற்படுத்துகிறது. 

ஆகவே 008 255 எண்ணளவில் 605 755 ஆகும். ' 

ஆனால் 255” மூன்றாம் கால் வட்டத்தில் அமைகிறது, 

இங்கு ௦௦5 விகிதம் எதிர் இராசியாகும். 

ஆகவே 003 2559 ௦05 759 ஆகும், 

2. கோண கணித அட்டவணைகள் (ர1த010ற1௦(71௦ 1241௦8) 

05-க்கும், 905-க்கும் இடைப்பட்ட எல்லாக் கோணங்களில் 
தகவுகளும் கவனமாகக் கணிக்கப்பட்டு அட்டவணைகளாகக் 

கிடைக்கின்றன. 

கோண கணிதத் தகவுகளின் அட்டவணைகளில் ஒரத்தில் 

இடது பக்கத்தில் முதல் பத்தியில் 05, 1°....89° முடிய ஒன்றன் 

8ழ் ஒன்றாகக் காணப்படும், இவ்வாறு அட்டவணையில் 90 வரிகள் 

உள்ளன. முதல் பத்தியை அடுத்துள்ள பத்து நிரல்களின் 
உச்சியில் 0, 6, 12%... 04) எனக் காணலாம். ஒவ்வொரு 
தலைப்பின் 8மும் ஒவ்வொரு வரியிலும் மதிப்புகள் நான்கு இலக்கங் 
களாகக் காணப்படுகின்றன. 9707 எனக் காணப்பட்டால், 

“9707 எனப் பொருளாகும். ் 

இவ்வாறாக 810, ௦05, 8 முதலாகிய தகவுகளின் மதிப்புகள் 6 கலைகள் (Minutes) வித்தியாசத்திற்கு நான்கெண்களாகக் 
கொடுக்கப்பட்டுள்ளன. 

இப் பத்து நிரல்களை அடுத்து “சராசரி வேறுபாடுகள்”. (1488௦ 
18௭0௦5) என்னும் தலைப்பின் Bip இன்னும் 5 நிரல்கள் 1 முதல் 
5 வரை இலக்கங்களை உச்சியில் கொண்டு காணப்படுகின்றன. 
இப் பத்திகளில் 1, 2, 3, 4, 5 கலைகள் வித்தியாசத்துக்கான று 
மதிப்புகள் தரப்பட்டுள்ளன, é 

கோணத்தினளவு 0£யிலிருந்து 905-க்கு அதிகரிக்கையில், 51, 
tan, 860, ஆகிய தகவுகளும் அதிசரித்துச் செல்லுமாதலால், 
அவற்றிற்கு வேறுபஈடு நிரல்களில் (difference columuns) 

கண்ட எண்ணை அட்டவணையின் அகத்தில் கொடுத்துள்ள மதிப்பு 
களோடு கூட்டிக் கொள்ள வேண்டும், 008, 00860, 60% ஆகிய
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வற்றின் மதிப்புகள் கோணம் ஏற ஏற, குறைவுறுதலால் அவற் 

நிற்கு அட்டவணையின் அகத்தில் கொடுக்கப்பட்டுள்ள எண்களி 

லிருந்து வேறுபாடு நிரல்களில் சாணும் எண்களைக் கழித்துக் 
கொள்ள வேண்டும். 

எடுத்துக்காட்டு 2 

8111 535 17'ஐ அறிய வேண்டுமென வைத்துக் கொள்வோம். 

முதலில் 535-ன் இடத்தை 81 விட௫தப்பட்டியலில் குறித்துக் 

கொள். 53? என்னும் வரிசையில் 12' என்ற தலைப்பின் கீழ் உள்ள - 
பின்னத்தைக் குறித்துக் கொள். இது 8007 ஆகும். அதே 
வரிசையில் பிற்பாடுள்ள வேறுபாடு பகுதியில் 5-க்குக் கீழ் உள்ள 

. 9 என்னும் இலக்கத்தை முன் கண்ட பின்னத்தோடு கூட்டுக, 

இவ்வாறாக 811 535 17:-8016 ஆகும். 

மறுதலையாகத் தகவுகளின் மதிப்பிலிருந்து கோணத்தைக் காணும் 

சமுறை. 

“8412ஐ ௦௦8 விகிதமாகக் கொண்ட கோணம் யாது ? 

005 பட்டியலில், ₹8412.க்கு மிக அண்மையிலுள்ள :8415 ஐக் 

குறிக்கவும். இதற்குரிய கோணம் 32 42' ஆகும், 

இனி -8412ஐப் பெற, -8415-லிருந்து ₹0003ஐக் கழிக்க 
வேண்டும். - 

ஆகவே 0003-க்குரிய கோண மதிப்பைச் சராசரி வேறுபாட் 

டில் காண்க. இது 2'. என அறியப்படும். கோணம் அதிகரிக்கும் 
போது 008 விகிதம் குறைவதால், “8415-க்குரிய கோணமதிப்பான 
325-42' உடன், “0003-க்குரிய கோண மதிப்பான 2' ஐக் கூட்டி, 
8412-க்குரிய கோண மதிப்பை பெறலாம், 

ஆகவே “8412-க்குரிய கோணம் 32 44' ஆகும் 

3.  இரிகோணச் சார்புகளின் வரைபடங்கள் (௨16 of Trigono- 
‘metric Functions) ட 

(1) 81% ந-ன் வளை வரை வரைதல், 

ந $11 ; எனக் கொள்வோம்,
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க்குப் பல மதிப்புகள் கொடுத்து அவற்றிற்கு நேர் சரியான 
3. மதிப்புகளைக் கண்டு, அவற்றைக் 8ழ்க் காட்டியபடி அட்டவணை 
யில் குறிக்கலாம். 
  

x | 0° | 30° 90 1205 

  

footed 
135° pea renee ee 

  
45° | 60° 

  

  

  

    

y= ad ன sinx| 0| 3 | -7L|¥87| 1/-87).71| 5! 0-5 71     

  

        
. | 
240° 2708 30° 315 30° 360° 

|     

ர |-1[ 71 -5| 0       

  

    
டி என்பவற்றின் ஒவ்வொரு இணை மதிப்புகளை ஆயங்களாய்க் 
கொண்ட. புள்ளியைக் குறித்து, புள்ளிகளை எல்லாம் சேர்த்தால் 

81) ன் வளைவரை கிடைக்கும். 

  

  

oe 

ff ™ 1 i \ 0 
x’ இரா டம்" ட 17 1 உர x 

டி சீ ஃ oe 
maw” = ய் 

7 : 
1 படம்/6 

8111 (2-1) - 8112 ஆதலின், % ஆனது 05-க்கும், 3605-க்கும் 
இடையில் இருக்கும்போது 105௩ல் ஏற்படும் மாறுதல்கள், 
% ஆனது 360”ஃக்கும் 7205-க்கும் இடையில் இருக்கும் போதும், 
அல்லது 720.க்கும், 10805-க்கும் இடையில் இருக்கும்போதும் 
sin ன் மதிப்பும் குறியும் ஒரே முறையாக இரும்பத் திரும்ப வருவதால் இதனைப் போழ்தில் மீளும் சார்பு (ற271001௦ function) 
என்று கூறப்படும், 81௦ ன் போழ்தில் மீளும் சார்பு அல்லது கால 
வட்டம் 2 ஆகும். 

(ii) 008 -ன் வளை வரை வரைதல்: 

2005 % எனக் கொள்வோம்.
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க்குப் பல மதிப்புகள் கொடுத்து அவற்றிற்கு நோ் சரியான 

3 மதிப்புகளைக் கண்டு அவற்றைக் &ழ்க் காட்டியபடி அட்டவணை 

யில் குறிக்கலாம். 
  

  

  

                

    

  

      

x | 0° | 30°] 45° | 60°] 90° |120°|135°/150°}180°}210°|225° 

ழக = fe le fe Ie 
cos x} 1) +87] +71) 5 | 0] °S | -71 ma 87 | “71 

| 
240°|270°|300°)315°|330°| 360° 

        

  
  

து! யடி தனத! 

  

XY என்பவற்றின் இணை மதிப்புகளை ஆயங்களாகக் கொண்ட 
புள்ளிகளைக் குறித்து, அப் புள்ளிகளை எல்லாம் சேர்த்தால் 
008 ன் வளைவரை கடைக்கும், 

~~, oo . 

* /. f க. . 

a re 
/_ ¥ — ரி 7 be ஸ் £ 

x! -27 4, / 0 a) en xX 
See” ் 

7 ச ் ~ 
Y படம்17 

008 (2௭-42) - 008 % ஆதலின், 008 ன் போழ்தும் 2 
ரேடியன்கள் ஆகும், 

811) 2ஐப் போல், ௦08 9-ன் வளை வரையில், 05-க்கும், 3605-க் 
கும் இடையிலுள்ள வளை வரையைப்போல், வலது பக்கமும், 
இடது பக்கமும் எண்ணற்றவை அடங்கியிருக்சின்றன. 

மேலும், 81 ன் வரை படத்தில், OY Gar gr இசையில். 

r ஆரையன் தூரம் தள்ளி நிறுத்தினால், 008 க்குரிய வரை 

படம் வரக் காண்கிறோம்,
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(iii) 48௩ ன் வளைவரை வரைதல் 

y=tan % எனக் கொள்வோம். 

32-க்குப் பல மதிப்புகள்.கொடுத்து, அவற்றிற்கு நேர் சரியான 

நன் மதிப்புகளைக் கண்டு, அவற்றைக் €ழ்க் காட்டியபடி அட்ட 

வணையில் குறிக்கலாம். 

90° | 120° 180° 135° | 150° 

        

30° | 45* | 60° 

  

x ய் 

ப 0 

  

y = tanx யய —1 

  

  

0 யூ புர 

  

  ர: என்பவற்றின் இணை மதிப்புகளை ஆயங்களாகக் கொண்ட 
புள்ளிகளைக் குறித்து, ௮ப் புள்ளிகளைப் படத்தில் காட்டியபடி 
இணைத்தால், 180 -ன் வளைவரை கிடைக்கும். 

  

  

    

_ Yt ft | 
| / 
1 / 

a, 
| சீ 

் / 

x! at 1 ay 7 4 

॥ 7 
| 7 

ள் 
| | ' 
ப! | படம்18 

xa ஆகும்போது, tan x+00. ஆகவே வளைவு கோடு, 

77 உ : . க ட 7 என்னுமிடத்தில் நாட்டிய செங்குத்துக் கோட்டுடன் அநந்த 
நிலைக்குச் செல்கிறது ஆனால் 5 ஆனது i 2 விட ஓர் இம்மி 
அளவு அதிகமானாலும், (80 % ஆனது இடீரென்று -0-க்கு செல் 
இறது. கீழே அநந்த தூரத்தில் தொடங்கி, கோணம் 180 ஆகும் 
போது 480 :-0 ஆறது, 

tan (7+x) = tan x ஆதலால், (8 ன் போழ்து ஈ ஆகும்.
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பயிற்சி 3.1. 
1. அட்டவணையைப் பயன்படுத்தாமல் பின் வருவனவற்றின் 

மதிப்புகளைக் கண்டெழுது 1 

(ர) sec (—420°) (ii) cosec 225° (iii) cot (—270°) 

(iv) tan 1395° (v) sin (—1080°) (vi) cos (1050°) 

2- பின் வருவனவற்றின் மதிப்புகளை 455-க்குக் குறைந்த 

கோணங்களுடைய தகவுகளை யொட்டி எழுதுக, 

(i) sin (890°) (ii) cos (—987°) (iii) tan 1000° 

(iv) cosec (—670°) (1) 880 (-15305) (vi) cot aa 

3. அட்டவணையைப் பயன்படுத்தாமல் மதிப்புகளைக் குண்டு 
அறிக. 

( 91510 cos (—570°) —sin 330°. cosec 90° 

[விடை 1 (4—,/3)/4] 

(ii) 91600 cos330°+4+cos120° sinl50° [விடை :! -1] 

4. சுருக்கக$ ் 

(i) cos (+ +6) +sin ‘r—8)—sin (7 +8)—sin(—8) 

[விடை : 2 sin 6] 

sin (180°-++ A) cos (90°— A) tan (270°— A) 

ey sec (540°— A) cos (360°(+ A) cos (— A) 
ட் [விடை : 51% 4 

  

(ம்) tan(90°+@)cot(@ — 360°) 
sec(630° — @) sec(90° — 7) 

—sec(@—90)coscc(#—540°) 

+ tan(270° — @) tan(90° —@) 
  [விடை : -1] 

5, நிறுவுக 

(i) tan 10° tan 20° tan 30° tan 40° tan 50° tan 60° 
tan 70° tan 80° = 1 

(ii) cos 33° tan 33° tan 57° cosec 57° = 1 

(114) cos 9-4 cos 3 cos a. + COS ன் ௩0
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௪ 7 ் 5ஈ 8 127 ட 
(iv) tan cE + tan a + tan BR oe = Bo 0 

-,3 ல அ -. I 
(v) sin? = த் sin’ + sin* + sin’ = 2 

பயிற்சி 3-2. 

05-க்கும் 3605-க்கும் இடையே உள்ள எந்த மதிப்புகள் 
கீழ்க்கண்ட சாம்யங்களுக்குப் பொருந்தும் ? 

(i) sind = —}_ (ii) cot@ = — J3 மும்) ௦089-1 

(iv) tan@=—1 (v) sec@ = = (vi) cose@ = — 72 

அட்டவணைகளிலிருந்து (1) sin 23° 42’ (ii) cos 69° 22’ 

(ili) tan 49° 16’ ஆயெவற்றின் தகவு.களை அறிக. 

அட்டவணையின் துணை கொண்டு பின்வரும் சமன்பாடு 

களைக் கோணத்தின் கலைக்குச் சுத்தமாகத் தீர்வு காண்க, 

(i) cos x =*3530 (11) $க௩% - 1634 (4ம்) sinx =-7218 

2 sin’@=3 ௦05 ॥-வுக்குப் பொருந்துவதாக 0°-sGib 
360-க்கும் இடைப்பட்டிருக்கும் 9-வின் மதிப்புகளைக் 
காண்க. [விடை : 60° அல்லது 300] 

9 (cos*x+sin x) = lg AOA SH xocr GMICsromr 
மதிப்பைக் காண்க, [விடை. 1 415 49' ௦ 19 28] 

“15 sin x+2cos*x—9 - 0ஐ விடுவித்து ன் குறுங்கோண 
மதிப்பைக் கண்டறிக. [விடை : %--ஈ/6] 

பயிற்ர் 3-3 

(i) cosecx, (ii) secx, (114) ௦௦ ஆயெவற்றின் வரை 
படங்களை வரைக. 

3608 x+5 sin ன் வரை படத்தை வரைந்து அதனைப் 
பயன்படுத்தி 2 ௦08 %$-5 sin x=2 என்னும் சமன்பாட் 
டின் தீர்வு காண்க,



&, கூட்டுக் கோணங்கள், 
மடங்குக் கோணங்கள், 

கழ் மடங்குக் கோணங்கள், 
பெருக்கல் வாய்பாடுகள் 

(Addition and Duplication formulae; Product formulae) 

1. கூட்டுக் கோணங்கள் 

sin (A+B)=sin A cos B-+cos A sin B 

cos (A+B)=cos A cos B—sin 4 sin B 

. tan A+tan B 
tan A+B) = 7 ian pT BIOS. 

ZXOY=A, ZYOZ=B acrs Garers. இதனால் 202 
=A4+B 466. Qaar@@u xi_@s Caras (compound 
Angle) sier எல்லைக் கோடாகிய 0-ன் மேல் யாதேனும் P 

என்னும் ஒரு புள்ளியை எடுத்து, அங்கிருந்து 76 77 என்னும் 

கோடுகளை முறையே 0, 07 என்பவற்றிற்குச் செங்குத்தாக 

வரைக. 1/ என்னும் புள்ளியிலிருந்து செங்குத்துக் கோடுகளை 

வரைக, 7 ட 

(இப்பொழுது 827-905 . 2282 சறற நர 

= ZRNO 

24007 (ஒன்று விட்ட கோணம்)
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MP _ MR+RP ON+RP 
இனி, sin (4448 ண் OF = OP - = OP 

ON | RP 
~ OP ~ OP 

_QN ON , RP PN 
~ ON OP" PN OP 

= sin A cos B-+-cos A sin B 

+, sin (A+B) = sin 4 cos B+cos 4 818. £ ஆகும்.     
      

pz 
nN By 

O — —= MQ xX 
“1 ட yb 19 se 

cos (A+B) = on = ee = மன 

. 22 _RN 
OP ~ OP 

_ 00 ON RN PN 
ON OP” PN OP 

cos A cos B—sin A sin B | 

“. cos (A+B)= cos Acos B—sin Asin B 

sin(A+B) 4008-0005 4 81 B 
    tan (A+B) = = 

டர ் cos (A+B) cos 4 cos B—sin A sin B 

தொகுதியையும், பகுதியையும் ௦08 4 008 8 ஆல் வகுக்கவும், 

tan A+-tan B 
*, tan A+B) = — I க 

1? (442) 1—tan Atan B 3௮௫௦
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இளை : 755, 1052 ஆகியவற்றின் கோணத் தகவுகளைக் காண்க, 

81 755-81௩ (45230) 819 45 ௦௦8 301௦08 45° sin 30° 

= V3+) எனக் கொள்க, “ 
பன 

இவ்வாறே, ௦08 755 - ச எனக் கண்டறியப்படும். 

31 பூ3])7 _ 
12755 2 “2. வட்டப் 2 3 

3-1 3-1 7 

Qa, 105° = 66°-++45° என எமுதி 1055 கோணத் தகவுகளைப் 
பெறலாம், ் 

அல்லது 81 1505-81 (1805-75) 51% 75° 

cos 150°=cos (180°—75°) = —cos 75° 

tan 105° =tan (180° —75°) = —tan 75° 

2. கழித்தல் வாய்பாடுகள் 

இவ்வதிகாரம் பிரிவு 1-ல் பெற்ற பலன்களில், 8---- என்று 
இடுக. 

அப்பொழுது, 81 (4-8) - 810 4 cos B—cos A sin B 

cos (A—B)=cos A cos B+sin A sin B 

tan A—tan B , 

1+tan A tan B 

எனக் கிடைக்கப் பெறுகின்றோம். 

tan (A—B) = 

இளை 1: 155-ன் கோணத் தகவுகள் : 

sin 15°=sin (45°—30°)=sin 45° cos 30°—cos 45° sin 30° 

= N3-1 
ட்ட ர்க 

இவ்விதமே, 

cos 15° = A341 
2/2 

$ஜூ 155- 2/3 என்றும் அறியலாம், ல்
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@’ér 21 sin (A+B) sin (A—B)=sin*? A=sin® B 

sin (A+B) sin (A+B) 

= (sin A cos B+cos A sin B) (sin A cos B—cos A sin B) 

= sin? A cos? B—cos*A sin* B 

= sin? A (|—sin? B)--(1—sin® A )xsin°B 

=sin? A—sin® B ஆகும், 

ளை 8: cos (A+B) cos (A+B)=cos* A~—sin? B 

8. மடங்குக் கோணங்களும், ழ் மடங்குக் கோணங்களும் 
24-ன் கோணத் தகவுகள் 

மேலே பெற்ற (4--8)-ன் கோண விததெங்களில், 4-8 எனப் 
பிரதியிடுக. 

:. sin 24=2 sin 4 cos A 

cos 2A=cos* A—sin? 4 

=2 cos? A—1 

1-2 81: 4 

~ tan 2A= pA என்பனவற்றைப் பெறுகிறோம், 

fér 1 i 2cos? A=i+cos? 4 

இளை 21 sin 2A=2 sin A cos4 = 2 sin A 

cos A 

  

. cos? 4 

=2tan A cos? 4 = 2 tan A 2tan A 

“set 4 ~ I+tan?® A 

cos 2A = cos*d4~sin?4 = cos?4 (1- ara 0084 

- ஊதி (பவத) ப பக் 
sec? A 

1—tan?4 
- L+tan*d
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1-00524 8124 700524 களை 8: 142 024 130082 - [ee 

களை 4; இப்பிரிவில் கண்ட. 2.4-ன் கோண வி$தங்களின் பலன் 

களில், 24ஃக்குப் பதிலாக 4 எனப் பிரதியிட்டால், 

j .. A A 
sin A=2 sin 7 cos 5 

cos A= cos? A an 7 a 
2 2 

4 tan & 

tan A= j—tan*43 என வரும். 

் இவ்வாறே கிளை 1, களை 2, இளை 3-ல் பெற்ற பலன்களில் 
2.4-க்கு.ப் பதில் 4 எனப் பிரதியிட்டு, விடைகளை எழுதிக் கொள், 

4, 3கஃன் கோணத் தகவுகள்! 

(i) sin 34=sin (2 A+A) 

=sin 24 cos A+cos 2A sin A 

== 2 sin A cos*4+(1—2 sin?4) sin A 

=2 sin A (l—sin?A) + (i—2 81024) % sin A 

=3 sin A—4 sin*4 

sin 34=3 sin A~4 sin®A 

(ii) cos 3A=cos (2A+ A) 

=cos 2A cos A—sin 2A‘sin A 

= (2 cos*A—1)—2 sin 4 cos A sin A 

2 008”4--008 4-2 008 A (1—cos*A) 

4 0084-3008 4 ் 

008 34-4 0084-3 008 4 
  

(iii) tan 3A4=tan (2A+4A) 

tan 2A4-tan A 

“|—tan 24+ tan4d 

13
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2tan A 

1—tan 24 விகி 

210 4 
[- 1 100. tan A 

  

2tan A+tan A (1—tan?A) 

(1—tan’?A)—2 tan’?A4 
  

3tan A—tan'A 

1—3 tan*A 

3 tan A—tan'®A 

“tan 34= “43 tana 
  

  

5. இரிகோண முறையில் 81௨ 185, ௦08 86 என்பவற்றின் மஜஇப்பு 
களைக் கண்டறிதல். 

ரி என்பது 18? ஐக் குறிப்பதாகக் கொள்வோமானால், 

59 - 90 ஆகும். 

29 - 90530 ஆகும். 

ஃ 811129 - 8/5 (90-39) 

- 608 309 ஆகும். 

(அதாவது) 2 81 9 005 9-4 008”9--3 ௦08 8 ஆகும். 

008 ரி 005 185, ஒரு நேர் ராசி எண் 

ஆகவே, 008 9 ஆல் இரு பக்கங்களையும் வகுக்க, 

2 sin @ = 4cos*@—3 creme) Qu mAG pb. 

(j570gi) 2 sin? = 4(1—sin?¢)-3 961d. 

“. 4sin*?+2 sin @—1=0 

ட தட எர 
ட மிமி = 4 

18” குறுங்கோண மாதலின், 81௩ ரி ஒரு நேர் ராச எண்ணாகும். 

ஆகவே, 81 18° = = ஆகும் - cos 72° 
  ee
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இளை ந 008185 - டட sin 72° . 

cos 36° = eel = .sin 54° 

sin 36° = gina = COS cae 

6. கூட்டல், பெருக்கல் சூத்திரங்கள் (8௩ ஊம் Product 
Formula) 

- பிரிவு 1, 2-களில் கண்ட சூத்திரங்களிலிருந்து, பின் வருவன 
வற்றைப் பெறுகிறோம். ் 

sin (A+B)+sin(A—B)=2 sin A cos B) (1) 

sin (A+ Bj—sin(A—B)=2 cos A sin B woe (2) 

cos (A+B)-1cos(A—B)=2 cos A cos B : (3) 

cos (A+B)—cos(A—B)=— 2 sin A sin B (4) 

.... இச்சூத்திரங்களை இடமிருந்து வலம் நோக்கிப் படிக்குஙிகால், 
சிறுது அமைப்பு வேறுபாடு செய்து நினைவில் வைத்துக்,கொள்ள — 

வேண்டும். 

A+B=C, A-B=D எனவும் பிரதியிடுக 1 

. ் = / 
ois A= C+D யும், B= c-—D யும் ஆகும், 

2 2 

இப் பிரதியீடுகளைச் செய்தால், நாம் சீழ்க் கண்ட சூத்திரங் 
களைப் பெறுகிறோம். 

  sinc + sinD = 2sin cre cos ce கர் 

sinC — sinD = 2cos ae sin பீர் 

0050 1 ற 2௦05 12 006 2 வயர் 
2 2
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cosC—cosD = ~2sin SEP sin — 

அதாவது cos C—cosD = 2sin Ene sin oS" mA 

ஆனால், அவற்றை வலமிருந்து இடம் நோக்கிப் படிக்கையில், 
அவையுள்ளவாறே கொண்டு படிக்கவும். 

  

2 sind cosB = sin (A+B)+sin (B—B) (1) 

20௦084 818 - 810 4-2) (4-2) (2 

2 cosA cosB = cos (A+B)+cos (A—B) . ---(3) 

‘ 2sinA sinB = cos (A~B)—cos (A+B) இ. 

7. விளக்க மாதிரிகள் 

sin 36 
மாதிரி 1, sin @ = 1+2cos 29 ™™ நிறுவுக. 

இதைக் கொண்டு, 811 159-ன் மதிப்பைக் கண்டறிக, 

வலப்பக்கம் - _ sing 
1+-2 cos 26 

3 sin @ -4 sin’# 
1+2 (1-2 sin 6%) 

  

3sin@—4sin°@ sin @ (3-4 sin’@) 
3—4sin*@ | (3-4 sin*g) 

௯ $81றரி - இடப்பக்கம் 

இப் பலனில், 9-155 என்றிடுக, 

  

10 in1seo = 80 45°) 2 
எத்த HAE. Es 1+2cos30° ~ V3 | 142 (55) 

2 

- _! = /3-1 
420431) 25
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மாதிரி 8. அட்டவணையைப் பயன்படுத்தாமல், 

940785 - 8411850058 1322 - 0 என நிரூபி, 

இடப்பக்கம் - 810789 -1ந 180-008 1325' 

785185 , 780..185 
s a sin ௫ - 

= 2 cos 48° sin 30° + cos (180° —48°) 

= 2co +. cos 132°° 

= 2 c0s 48° sin 30°~—cos 48° 

= cos 48°—cos 48° = 0 [2sin 30₹--2)61-1] 

மாதிரி 3. A+B+C=180° gene, 

sind-+sinB+sinC = 4cos 4 cos 3 cos S eres நிறுவுக, 

இடப்பக்கம் - 5104-1 8012- 10 

டி கிமீ 4-ம , © சா = 2sin 7 008 = + sin 7 908 > 

A+B+C _ goo . A+B a C 
A+B+C = 180° ae த ௬902 

510 aS = sin (90 -C/2) = cos C/2 

4-2 

5 

4-2 ் 
=2 cosC/ 2 [eos zy +sin cr| 

இடப்பக்கம் - 2 008 C/2 cos [281 0/2௦05 0/2   

  

aa -+- cos   A+B 
=2 cos C/2 [cos >| 

A Bo 
= 2. cos C/2°2 cos 3 cos “> 

A B ௦ 
4 008 5 006 = 00s ற



198 அடிப்படைக் கணிதம் 

பயிற்சி 4-1. 

(4-.2)-ன் தகவுகள் 

1. si = 15. cos fp = 2 எனின், 810. (௩-1 8) உக 7) 13 , ; 
$21. (5-8) என்பவற்றை மதிப்பிடுக, 

3 220 . 220 
டை! “ந * னி 

2. 48452 geod, (1+tan A) (1+tan B)= 2 cror- 
நிறுவுக, 

5 1 Se னு _ ரா “ 
3. tan a = >: tan 8 = Ti என்றால், ௨-8 - எனக் 

காட்டுக, 

4, cos (45°— A) cos (45°~B)—sin (45°—A) sin (45°—B) 
5 810 (4-8) என நிரூபி, . 

5. 4, 2, 0குறுங்கோணங்களாகவும், 18௩ 4 - > 

tan B = +, tanC= 7b Bos, A+B4C => 

எனக் காட்டுக, 

6 sin (A+B+C), cos (A+B+C), tan (A+B+C) Au 
வற்றின் விரிவைக் காண்க. 

7. A+B+C=180° ஆகுமிடத்து பின் வருவனவற்றை 
நிரூபிக்க : 

(i) tan A+tan B+tan C=tan A tan Btan C 

(ii) tan2 A+tan2 B4tan2C=tan ‘2A tan 2B tan 2௦ 

eee A B B Cc (111) tan = tan > -. tan zy tan “3 ச 

Cc A 
+ tan 7 tan zr =],
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் A B Cc 
(iv) cot 7 tet x toot 

5 2௦0 ட = cot 2 cot 5 5 

பயிற்சி 4-2. 

A ் [2 4, 5 3 4-ன் தகவுகள்] 

008 ௩ - 3-ம், ம குறுற்கோணமும் ஆனால், 

tan 5A cos2a, sn 3 ந ஆகியவற்றின் மதிப்பை 

IS. [விடை : 3; 25: 175] 

1—cos2 A 
tan A = sind A என நிறுவுக, 

  

Qos GQumriiy, tan 224°, tan 74°-cr மதிப்புகளைக் 
காண்க, 

tan 4 = t g@je, sin d+ tan A= டட எனக் :   

காட்டுக, 

008 29, 810 29-க்களை (81 ॥ வைச் சார்த்திக் கூறுக, 

௨. 31005409  , ள் கனம். 
பின் 1006 89.” (1ஊ57--௦௦1 ர) என நிறுவுக, 

$.. 008 209-161 2 ॥ 

1]. 008 29-81 2 8 

  

- 4$80 ர் எனக் காட்டுக, 

4 (cos® 20° + cos? 40°) = 3 (cos 20° + cos 40°) crard 
காட்டுக. 

4 ஆனது ஒரு குறுங் கோணமானால், 

tan = = MITTIN AN crane காட்டுக இதிலிருந்து 

1821. 2215-ன் மதிப்பையறிக, 

tan 3 A—tan2 A—tanA= tan 3 A tan 2A tan A எனக் 

காண்க,
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7 ~ பயிற்சி _ 4-3. 

[185, 365-களின் தகவுகள்] 

. 1, 481182 008 36-1 எனக் காட்டுக. 

2. 008” 36-1-840185-ன் மதிப்பை அறிக, [விடை 1 3/4] 

3. 860 72-50 365-ன் மதிப்பை: அறிக, [விடை 1 :] 

4, 81036? 81% 725 810 1085 81௩ 144-,5 எனக் காட்டுக. 

ர பயிற்சி 4-4. 
[..4--2)-ன் தகவுகள் 

| 81 (4-2) 4 sin (B—C) 4 sin (C—A) 

° cos Acos B ' cosBcosC cos Ccos A 

எனக் காட்டுக, 

2. 5 008 4 515 (8--0)-0 எனக் காட்டுக, 

உங்கட க ர tan B = எனில், 4455 என நிரூபி, w
 

4. cot (A+15°)—tan (A—15°) = te நிரூபி.   

5. நிரூபிக்க ] 

(i) sin 20° sin 40° sin 60° sin 80° = ,3 

(ii) cos 20° cos.40° cos 60° cos 80° = rt 

(11) sin w sin (60°—«) sin (60°-+a)=1 sin 3 a. 

பயிற்சி 4-5. 
கூட்டல் பெருக்கல் சூத்திரங்கள் 

1. sin A+sin 3 4+sin 54+-sin 74 

cos A+ cos 3 A+cos 5d+cosTA = ம 4 4 என நிரூபி, 
  

2. 008 125-005 24௦08 482-008 60)-008 845-0 எனக் 
காட்டுக, 

008 125-008 840-100 132-௦08 1565 - 3 என நிரூபி.- 

ம்
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4, cos? 76°-+-cos? 16°~ cos 76° cos 16-34 எனக் காட்டுக, 

- 6. 78 , 36... 116 ‘ ் 
sin “5 sin > + sin sin த் = sin 26 sin 5@ crowd 

ar. Qa. 
க 

. . 2ஈ . Aa 
sin a+ sin (a + +) +sin( 0 + sin 3)=0 என 

நிறுவுக. 

A+B-+4+C=180° ஆனால், 
ட க்... மீ.. OC 

cos A4-+-cos B+cos C=1 + sin “2 sin 7 sin z= 

என நிறுவுக, 
(ii) 8124-4 sin 2B + sin 2C = 4sin A sin B sin C 

என நிறுவுக. ‘ 

A+B+C=180° see, 

(i) sin?4+sin? B+sin?C=212 cos A cos Boos C 
எனக் காட்டுக, 

(ii) cos? A+cos? B+cos*C=1—2 cos BcosC எனக் 

காட்டுக,



5, கலப் பெண்கள் 
(Complex Numbers) 

ம, Qwiidueia cit (Real numbers) 

இயற்கணித வளர்ச்சியில், எண்ணினத்தை விரிவு படுத்திக் 

கொண்டே. செல்லவேண்டிய அவசியம் ஏற்பட்டது. 

ஆதி காலத்தில் நேர் முழு எண் முறையில் தொடங்கு, பிறகுத் 
தேவைக்கேற்ப எதிர் முழு எண்கள், தேர் பின்னங்கள், எதிர் பின் 
னங்கள்--அதாவது விகிதமுறு எண்கள் (%8(1௦1081 நமா25) 
என்றும், மேலும் விகிதமுறா எண்கள் (17781100௨1 நமாா08) 
என்றும் எண் பிரிவுகள் தோன்றலாயின, 

இவை யாவும் மெய்யெண்கள் (௩௦௨ மயா) எனப்படும். 

2. கற்பனை எண்கள் (Imaginary numbers) 

இப்போது x*+1=0 என்ற .சமன்பாட்டைத் தீர்வு காண 
முற்படுவோம். 

410 ஆதலால், . 

1 ஆகும், 

எந்த எண்ணைத் தன்னாலேயே பெருக்கினால், --1 வரும் என்பது 

கேள்வியாகும். 

இனி, எந்த மெய்யெண்ணையும் தன்னாலேயே பெருக்கினால், 
-1 என்ற விடை வராது, ஆகவே. மெய்யெண்களைக் கொண்டு, 
இச் சமன்பாட்டைத் தீர்வு காண இயலாது,
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QF soar urle§ Sia sror -1l=i? எனக் கொள்“ 
வோம். 

ஆகவே கொடுக்கப்பட்ட் சமன்பாடு 2-1.” என்றாகும் 

உட ரர் ஆகும், 

அதாவது, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டைத் தீர்வு காண, 

1“.1 என்ற நிபந்தனைக்குட்பட்ட / என்ற ஓர் எண்ணை 

அதாவது ர் - 71 என்ற எண்ணை ஏற்படுத்திக் கொண்டிருக் 
கிறோம், 

/ என்பது ஒரு கற்பனை எண்ணாகும். ஏனெனில், இந்தக் குறி 
பெற்ற மெய்யெண்ணையும் இரு படிக்கு உயர்த்தினாலும், நமக்கு 

நேர் எண் மதிப்பே கிடைக்கும், ஆனால் 1-1] ஓர் எதிர் எண்ணா 
கிறது. ஆகவே, / என்பது மெய் எண் வகையிலிருந்து வேறு 

பட்டது. / ஐ ஒரு கற்பனை எண் எனக் கூறுகிறோம். 

8. ம் ஆனது இயற்கணித விதிகளுக்கு உட்பட்டது. 

7/1 ஆகையால்; 

1-1 7774-1727 

4-5 (722(_1) (-1)--1 

4... So Quem (Complex Number) 

மெய் எண் இனமும், கற்பனை எண் இனமும் சேர்ந்து இயற் 
கணிதத்தில் மாபெரும் எண் ' இனமாகிய கலப்பெண் இனத் 

உருவாக்குகின்றன. 

சூம், ம்-ம் மெய்யெண்களானால் ௪-1 ஒரு கலப்பெண்ணின் 
(complex number) ang.anmor@ib, 

குலப்பெண்ணில், மெய்யெண்ணும், கற்பனைஎண்ணும் அடங்கி 
யுள்ளது, ் 

0 ஆனால், நமக்கு மெய்யெண்கள் கடைக்கும், 

8-0 ஆனால், நமக்குக் கற்பனை எண்கள் கிடைக்கும்.
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5. வரை க்கணித முறையில் கலப் பெண்ணை குறிப்பது 

(Geometrical representation of a Complex number) 

மெய்யெண்களைக் குறிப்பதற்கு ஒரு நேர் கோடே. போதும். 

௩0% என்ற ஒரு நேர்! கோட்டில், 0 என்ற ஆதியும் ஒரு 
அலகும் தேர்ந்தெடுத்துக் கொண்டால், நேர் ராசி முழு எண்கள், 

எதிர் ராசி முழு எண்கள், நேர் பின்னங்கள், எதிர் பின்னங்கள் 

AAU AAS apg எண்களையும், மற்றும் விகித முறா எண்களையும் 

அதாவது, எல்லா மெய்யெண்களையும் இக் கோட்டில் குறிக்க 
லாம். 

ஆகவே, ஒரு நேர் கோட்டிலுள்ள புள்ளிகள் எல்லா மெய் 

யெண்களையும் குறிக்கும். 

ஆனால், ஒரு தளத்தில் எண்ணிலாப் புள்ளிகள் உள்ளன. 
இவை யாவும் கலப்பெண்களைக் (௦௦1012% 11100675) குறிக்கும், 

.. இது எவ்வாறு என இப்பொழுது காண்போம். 

6, ஆர்கண்ட் வரைபடம் (கரத் 191கதாகய) 

சமதளத்தில் 00%, 7707 என இரு செங்குத்து அச்சுகளை 

- எடுத்துக் கொள்வோம். 
y 4 

p 

ரச 
9 

x’ 0 ec M X 

. ஆர்கண்ட் வரை படம் 

படம் 20 ஷ்
   y’ 

2 என்பது தளத்தில் ஏதேனும் ஒரு புள்ளியாகுக, 

சஃயிலிருந்து 37 அச்சிற்கு 0.18 என்ற செங்குத்துக் கோட்டை 

வரைக. 

08, 1472 என்பவற்றின் அளவுகள் 2, 97% ஆனால், 0 என்னும் 
புள்ளியின் ஆயக் கூறுகள் (௦0-0101081௦8) (%,ர) என்றாகும்,
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2 என்ற புள்ளி (x-+iy) என்ற கலப்பெண்ணைக் குறிப்பதாசக் 
கொள்ளலாம். 

ி ஐத் களத்தில் ஒரு புள்ளியாகக் கருதினால், (2, ற) என்பன 

அப் புள்ளியின் கூறுகளாகும். 

மிஓர் எண்ணைக் குறிப்பிட்டால், அந்த எண் -டறு என 
வாகும், 

- இவ்வாறு தளத்திலுள்ள புள்ளிகளைக். கலப்பெண்களாகக் 
குறிக்கும் முறை ஸ்விட்சர்லாந்தைச் சேர்ந்த ஆர்கண்ட் என்ற 

கணித விற்பன்னரால் முதன் முறையாக மேற்கொள்ளப்பட்டது. 

இதற்கு ஆர்க்கண்ட் வரைபட முறை எனப்பெயர், %-ற் என்ற 

எண்ணைச் சுருக்கமாக ச எனக் குறிப்பிடலாம். 

320 ஆனால், 2 என்பது மெய்யெண்ணைக் குறிக்கும், 

0 ஆனால், 2 என்பது ஒரு கற்பனை எண்ணைக் குறிக்கும், 

எல்லா மெய்யெண்களும் % அச்சில் இடம் பெறும், எடுத்துக் 

- காட்டாக, 1--0/ என்ற கலப்பெண் 1 என்னும் மெய்யெண்ணைக் 

குறிக்கும். -2--0/ என்ற கலப்பெண் --2 என்ற மெய்யெண்ணைக் 
குறிக்கும். 

0--17 என்ற கலப்பெண், 3 அச்சில் இடம் பெறும் ; ஏனெனில் ' 

- இது (0, 1) என்ற புள்ளியைக் குறிப்பதால், இதேபோல், 0--27, 

0-3]... என்பன 27, -3/ என்ற கற்பனை எண்களைக் குறிக்கும். 

ஆகவே, ற அச்சு கற்பலைா எண்களை மட்டும் குறிக்கப் பயன் 

படுகிறது. 

x,y அச்சுகளைக் கொண்ட முழு தளமும் கலப் பெண்களைக் 
குறிக்கப் பயன்படு, றது, 

₹... ஒரு கலப் பெண்ணின் எண் அனவும், வீச்சும் (]சீ௦0ய]ம5 கறம 

Amplitude of a complex number) 

௬0% என்ற கோட்டில் ர் என்ற ஒரு புள்ளி இருந்தால், 
அதன் எண் அளவு 0]8-ன் நீளத்தால் குறிக்கப்படும், 

அதேபோல், 2 என்ற கலப் பெண்ணின் எண் அளவை 03 

என்னும் நீளத்தால் அறியலாம், ்
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07-ன் நீளம் 2-ன் எண் அளவு (10001108) என்று சொல்லப் 

படுகிறது. ஆகவே (2-0) ஒரு,கலப் பெண்ணைக் குறித்தால், 

oP = + JF Beare, 
Qe gs | z| =| x+iy| ௬027-1 4-0” எனக் குறியிட்டு 

விளக்குகின்ரும். 

இந்த எண் அளவிற்கு கூட்டல் குறிதான் கொள்ளவேண்டும். 

OP என்பது 0%.உடன் ரி என்ற கோணம் உண்டாக்கினால், 

ரி என்பது கலப்பெண் ச-ன் வீச்சம் (8101140046) என்று வரையறுக் 
கப்படுகிறது, 

படத்திலிருந்து, 1 008 9--% ; 7 811 ரி-3ு எனப் பெறுகிறோம் 

  ஆகவே, ௦089-1... நர... 
Vx? + y? ix +t y? 

எனவே, 9-வை நிர்ணயிக்க, -ஈ-க்கும் -ஈ-க்கும் இடையேயுள்ள 

எந்தக் கோணம் 9 ஆனது 008 9- rite ae sing = —2_ 

J xt + y? Vx + ¥ 
என்ற இரு சமன் பாடுகளுக்கும் பொருத்தமாக இருக்கிறதோ, அது 
தான் %---ன் வீச்சத்தினுடைய முதல் மதிப்பு (Principal value) 
எனப்படும். 

8. ஒரு கலப் பெண்ணை அதன் எண்ணளவு, வீச்சம் இவற்றின் 

மூலம் விலரித்தல். 

கொடுக்கப்பட்ட கலப் பெண், 2-%-டற் என்க, 

அதன் எண்ணளவு (௦40105) - ர என்றும், வீச்சம் 
ரி என்றும்: இருப்பின், படத்திலிருந்து %--1 0089, 7 511 9 எனப் 
பெறுகிறோம். 

ல. x+iy 7008 ரிந் 8] ரி 

=r (cos @ [810 9) 

8. -1--/0/3 என்னும் எண்ணை அதன் எண்ணளவு, வீச்சம் இவை 

களின் மூலம் விவரிக்க : 

12 3 21ற் =r(cos@ + isin 8) என்க,
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a 7 cosf = —1 

rsin@ = —/3 

sie ர் கன் 1+3,/ ee r=2 

cos@ = — 3; sind =o 

இதை யொட்டி, 9 மூன்றாவது கால் வட்டத்தில் இடம்பெறும் 

லர ௮. a என்பது முதல் மதிப்பாகும், 

குறிப்பு: 9-வை நிர்ணயிக்க, -ஈ-க்கும்-. ஈ-க்கும் இடையே 

யுள்ள.கோணத்தைக் கொள்ள வேண்டுமாதலால், ॥ - a என்று 

கொள்ளாமல் ரீ - ட் என்று கொண்டோம். 

அட $ய 73722 [008 7) + isin ட 
2S 3 

இதன் பொது வடிவம், 

-1-/3i=2 [50% (சோ "| -- i sin (20. ௮] 

  

10. இணை கலப் பெண்கள் (0௦8/மத246 Complex Numbers) 

2-0 என்ற கலப்பெண் ஆல் குறிக்கப்படட்டும், மெய் 

எண் அச்சில், 2-ன் பிரதி பலிப்பு (1611௦011௦1) 7” எனில், 7'ஐக் 

குறிக்கும் கலப் பெண் உ-ன் இணைக் கலப்பெண் எனப்படும், 2 
என்னும் புள்ளி %-- என்னும் கலப் பெண்ணைக் குறிக்கிறது. 

குறிப்பு: ஒரு லப் பெண்ணையும், அதன் இணை கலப் 
பெண்ணையும் பெருக்கி வரும் பலன் ஒரு மெய்யெண்ணாகும். 

கு ற 2 நு 
= xy? 

11. இரு கலப் பெண்கள் சமமானுல், அவற்றின் மெய்யெண் 
பாகங்களும், கற்பனை எண் பாகங்களும் தனித்தனியே சமமாகும், 

ற - x'+hy' crore, ் 

ந BO I ape)
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(x—x’)? =m P(y—y'P? = —(y—y’)? : ட 

2 (mx 02) = 0 

(அதாவது) இரு நிறை வர்க்கங்களின் கூட்டுத் தொகை 
பூச்சியமாகும், இது சாத்தியமாவதற்கு, ஓவ்வொரு வர்க்கமும் 

தனித்தனியே பூச்சியமாக வேண்டும். 

ஃ ௬௩23 7 -]7 ஆகும். 

12. மெய்யெண்களை வரிசைப் படுத்தலாம், ஆனால் கலப் 

பெண்களில் வரிசைக் கிரமம் கிடையாது. ஏதேனும் இரு கலப் 

பெண்கள் ஒன்றற்கொன்று சமமாகவோ அல்லது சமனில்லாமலோ 

இருக்கக் கூடுமே தவிர அவற்றைப் பெரிது, சிறிது என வரிசைப் 

படுத்த இயலாது. . 

19, சடி என்னும் இரு கலப் பெண்களின் கூடுதல் 

௪, எ ர்ழடி கறு, எனக் கொள்க, 

ஃ சர்தாஜ் (போகறிர்ச்டு்ர9 ஆகும். 

14, 2, ச என்னும் இரு கலப் பெண்களின் கூடுதலை ஆர்கண்ட் 

தளத்தில் குறிக்க (Geometrical representation of the sum 

of two complex numbers) 

£,) 0 என்ற புள்ளிகள் முறையே.2,-%,-( 19. Z, X,1V, என்ற 

கலப் பெண்களை ஆர்கண்ட் தளத்தில் குறிக்கட்டும்௨ 

  

  

Y R ௪2 

32 

j p 

॥ ar S 

x’ 0 N M L ட 

yf ~ ULB 21 

0 ஆதியானால், 02, 00ஐப் பக்கங்களாகக் கொண்ட 0280 
என்னும் இணைகரத்தைப் பூர்த்தி செய்,
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இப்பொழுது 8 என்னும் புள்ளி ச,*2,-ஐக் குறிக்கும். 

நிரூபணம் 

PO, R என்பவற்றிலிருந்து மெய் அச்சாகிய 024-க்கு 78: 

07% 87 என்னும் செங்குத்துக் கோடுகள் வரைக, மேலும் 

2ஃயிலிருந்து 7-க்கு 227, என்னும் செங்குத்துக் கோடு வரைக. 

இப்பொழுது, 0110, PSR என்ற முக்கோணங்களில், 
00-28; அன்றியும் 00-ம் 27-ம் இணை கோடுகள் 

08-வும் 26-ம் இணையாக உள்ளன. 

மேலும், 07-ம் 86-ம் இணையாகும். 

ஆகவே A ONO = A PSR 

ON = PS; NQ=SR 

’. OL = OM+ML 

OM-+-PS 

OM+ON 

= Xi +X, 

ER = LS+SR = MP+NO =),+), 

எனவே 2 என்னும் புள்ளியின் கூறுகள் X,+Xa9 Vy bY, BSW. 

॥ 
ll 

8 என்னும் புள்ளி 2,%--ர் (3, என்னும் எண்ணைக் 

குறிக்கின்றது. 

(அதாவது) (2 -09] 4 (டோ (அதாவது) 2, ஐக் 
குறிக்கிறது. 

ஆகையால் Z,, 2, என்ற இரு கலப்பெண்களை 2; ட என்னும் 

புள்ளிகள் சூதித்தால், ௪,--2, ஐக் சூறிக்கும் புள்ளி 8 ஆனது OP, 
00 ஐ அடுத்துள்ள பக்கங்களாகக் கொண்ட இணைகரத்தினுடைய 

௦0 வழியே செல்லும் மூலை விட்டத்தின் முனைப் புள்ளியாகும். 

் சூறிப்பு 1 ஒரு முக்கோணத்தில் ஏதேனும் ஒரு பக்கம் மற்ற 
இரு பக்கங்களின் கூடுதலைவிட அதிகமாய் இருக்க முடியாது. 

ஆகையால், முக்கோணம் 02% லிருந்து, 

08 4 07-28 
14
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அதாவது 08 -02--00[:”28- 00] 

சர ஐ £ குறிப்பதால், 08 - |உர்சு] ஆகும், 
மேலும் 02- |z,|; OG = |2] ஆகும். 

ஃ பக்த 5121 * 12] 

இங்கு, ZXOP = 00 ஆனால் மட்டும், 

(அதாவது) வீச்சம் 2, - வீச்சம் 2, ஆனால் மட்டும், ் 

[z,+z,| 5 || 4 |] என்ற தொடர்பு பொருந்தும் 
எனக் கவனத்தில் கொள்ள வேண்டும். 

15. சி 2, என்னும் இரு கலப் பெண்களின் வித்தியாசம். 

உட ட்டி); 2% = ஆர, ஆனால், ் ) 

போதே * போட - (டு 

க (5-3) + 7402-7 

16. சடி 2 என்னும் இரு கலப் பெண்களின் வித்தியாசத்தை 

ஆர்கண்ட் களத்தில் குறிக்க. 

7 0 என்ற புள்ளிகள் முறையே ௨,, ச,வைக் குறிக்கட்டும். 
00௦வை, 005 - 00 ஆகும்படி நீட்டுக. எனின் 0' என்னும் 

  

  

Y தெ; 

, Pay 
0 

x’ x 

/ 

, R ௪1-32 

Qs, 
ஏ] படம 22 

புள்ளி, --2, ஐக் குறிக்கும், £! என்னும் புள்ளியை 02%'0' ஓர் — 
இணைகரமாக இருக்கும்படி. எடுத்துக் கொள்,
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P ஆனது ,ஐயும், QO’ ஆனது --௪, ஐயும் குறிப்பதால், 

2: ஆனது 2,--(-௪,) (அதாவது) 2,- ௪, ஐக் குறிக்கும், 

குறிப்டிழ: |2-த| = OR’ ஆகும் ; (2,--2,)-ன் வீச்சம் 

= ZXOR' 

குறிப்பு 21 02-08 - |, | (அதாவது) 0, 72 என்ற 
புள்ளிகள் இடையேயுள்ள தூரம் - | 2,--2 | 

சூறிப்பு 3: ஒரு முக்கோணத்தின் ஏதேனும் ஒரு பக்கம் மற்ற 
இரு பக்கங்களிள் வித்தியாசத்தை விடக் குறைவாய் இருக்க 

முடியாது. 

ஆகையால் முக்கோணம் 0'2' லிருந்து 07%0'%' - ஜ் 

(அதாவது) |2,-௯| ௬ 1௪1 க 13) 

17. (i) 2, ஐ) என்னும் இரு கலப்பெண்களின் பெருக்கல் பலன். 

Z, = X, +i, 3 2% = ஆழ) ஆனால், 

2,9 Z, = (x,+iy) (39-29 

X,Xq+ iX,Yo+ று 

(2-2) 7 (22) ॥ 

(ii) இதையே எண்ணளவுை, வீச்சு முறையில் காண்போம். 

z, =r, (cos#, + isin@,) 

z, ௪ ர, (008, -- / 8129) என்க. 

௪, ஐ ர (008 9, -- 7 810.9.) (0089,-/-7 8109) 

॥ சச, [(008, 008॥,-- 810. 819) ர் (811, 0058, 
-+cosé, sin#,)] 

= r, Fr, [cos(#,+0,) + isin (7,+9,)] 

18. இப்பொழுது கலப் பெண்கள் பெருக்கற் பலனை வரை கணித 
முறைப்படி காண்போம். 

ஆர்கண்ட் தளத்தில் 2,, 2, ஐக் குறிக்கும் புள்ளிகளை 7, 0 
எனக் கொள்வோம்.
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4 என்ற புள்ளியை 041 என்று இருக்குமாறு, 0% அச்சில் 

குறித்துக் கொள். ‘ 

02 மீது, 028 என்ற முக்கோணத்தை AO AQM HE Gar 

வடி வொத்ததாக வரை, 

7 

  

  

டம் 23   y! 

அப்பொழுது £ என்னும் புள்ளி 2, 2, எ்ன்னும் கலப் பெண்ணைக் 
குறிக்கும் என நிறுவலாம். 

ஏனெனில், -ஐத - 4012 & 0281 & 040] 
OR Z 

அதாவ து) 121 ட்ப 

R என்னும். புள்ளி 2 என்னும் கலப் பெண்ணைக் குதித்தால் 

08- |2|15 121 | ௪ சூர (i) 
மேலும், 20% - 202 - ZPOR 

= £XOP + 400 

= O,+4, 

(அதாவது) உன் வீச்சம் - 2,-ன் வீச்சம் -- 2,ன் வீச்சம் (ii) 

, R என்ற புள்ளி, 7, ஈ, [208 (0, --॥,) -- ர் 81௩ (9, 192] 

என்ற புள்ளியைக் குறிக்கின்றது. 

(அதாவது) £ என்ற புள்ளி 202 என்ற கலப் பெண்ணைக் 
குறிக்கின்றது. [பிரிவு 17 ஐக் காண்க].
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குறிப்பு 1: இரு கலப் பெண்களின் பெருச்கற் பலனின் : 

எண்ணளவு (0000118), அக் கலப் பெண்களின் எண்ணளவுகளின் 

பெருக்கத்திற்குச் கமமாகும், 

மேலும் இரு கலப் பெண்களின் .பெருக்கறீ பலனின் வீச்சம் 

அக்கலப் பெண்களின் வீச்சங்களின்கூடுதல் ஆவதைக் காண்கிறோம் 

சூறிப்பு 2) 2”-ன் வீச்சம் - 2₹ச-ன் வீச்சம் - கன் வீச்சம் 

: . பஜன் வீச்சம் - 2 (ன் வீச்சம்) 

[81௭ [௪௪] அ [௪11௪] ௯ [ச]* 

இம்மாதிரியே, 21-ன் வீச்சம் - ஈ (2ன் வீச்சம்) 

மேலும் | சா| ௪ [2] |2 |. = [ச [7 

குறிப்பு 9: சூன் வீச்சத்தின் குறி. கழித்தல் குறியானால், 

(அதாவது) 0, எதிர் குறியானால், 02மீது வரையும் முக்கோணம் 

OPR 08-க்குக் கழே அமையும். 

சூறிப்பு 41 ர் என்பநனுல் பெருக்கி வரும் பலனை வரைபடத் 

தால் விளக்குதல் 

ர யினால் பெருக்கினால் ஒரு செங்குத்துக் கோண அளவு சுழற் 

இயை ஏற்படுத்தும் என நிறுவலாம். ஏனெனில், கலப்பெண் 

  

Y 
641915 

க் A 
Xx’ E1-01) 0 0௦0) % 

£[ படம் 24   
, ஒன்றை, (008 9-- 7 8109)-வினால் பெருக்கும் , போது, அக் கலப் 
பெண்ணின் வீச்சம் 9 அளவு அதிகரிக்கும். ் 

ஆகவே, ம - 1 (cos + isin 5 வினால் ஒர் எண்ணைப்
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பெருக்கும் போது. அது > அளவு இடஞ் சுழியாக ஏற்படும் 

சுழற்சியை மேற்கொள்ளும். 

மெய் அச்சின்மீது 1ஐக் குறிக்கும் 4 என்ற புள்ளியை எடுத்துக் 
கொண்டால், 161 என்பது, OA 2 90° சுழல வைத்து 07 ௮ச்சில் 

028 என்ற நிலைக்குச் சேர்க்கும் 

இப்பொழுது [/ யினால் மேலும் ஒரு பெருக்கல் செய்தால், 
ixix 1 என்பது, 0ஐ மீண்டும் 905 சுழல வைத்து, மறுபடியும் 

% அச்சில் இடப் புறமாக 0,4' என்ற நிலைக்கு வருமாறு செய்யும். 

மொத்தத்தில் 0,4 ஆனது 180 சுழற்சி செய்ததாகக் கொள்ளலாம் 

அப்பொழுது OA ஆனது 0.4' ஆகறது அதாவது.--0.4 

ஆகறது. | 

ம்). யினால் பெருக்கலும்,-1 ஆல் பெருக்கலும், ஒரே 

பயனை உண்டாக்குவதாகக் கொள்ளலாம். 

இதனை 1-1 என எழுதிக் குறிக்கலாம். 

இப்படி வரை கணித முறைப்படி காணும் விளக்கமும் நாம் 
தொடக்கத்தில் 1“---1 என்று கொடுத்த வரையறையும் பொருந் 
தியிருப்பதைக் காண்கிரராம். ‘ 

19. கலப்பெண் வகுத்தல் 

Z,=X, +1, %=Xyti y, ஆனால், 

Zz, _ *,+iy, 

2, Xgti Ye 
  

_ (72 (0-1) 
(x, +4 y,) (*,—iy,) 
  

AX tV atl (Y%2-Ior1 
, 2-3) 

(14) இதையே எண்ணனளவு, வீச்சு முறையிலும் காணலாம் 

2, _ F, (cos 6,+4 sin 6,) 
Z ‘7, (COS 0,47 sin 0) 

   



கலப்பெண்கள் அர்த 
= _ f, (cos 0,-+i sin ,) (cos 6,—i sin 9.) 

(cos @,-+i sin @,) (cos 8,—i sin @,) “= 
ws 

“s
 _ [cos 0, cos @,-+sin @, sin #,+i (sin#,cos#, 

= > —cos @, sin 9,) 
cos? §,+sin’é, 

_ 8. [008 (6,—6,)+i sin (8,—°9)] 

ry cos*@ ,--sin?@” 

™ to   

௩ 

= a [cos (8,—0,)-+i sin (0,—@,)] 
a 

20. = வரை கணித முறைப்படி காணுதல் 
2 

2, ௪, (008 9-0 81ம் 9), 

2-7) (008 9-6. 810, ரி) 

ஆர்கண்ட் தளத்தில், ச, 2, ஐக் குறிக்கும் புள்ளிகள் 7, 0 
BOS. ~ 

Y Ps, 

  

  

x" ௦ AGQ x 

y’ wp 25   
தன் வீச்சம் ரி, > உன் வீச்சும் 9, 4 என்ற புள்ளியை 0 

அச்சில். 0,4--1 இருக்குமாறு குறித்துக் கொள், 

ப
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£ என்ற புள்ளி 0/%-க்குக் 8ழ் இருக்குமாறும் 7, 028 என்னும் 

முக்கோணம் ௩00.4 என்னும் முக்கோணத்திற்கு நேர் வடி 

வொத்ததாக இருக்குமாறும் வரைக, 

இனி £ என்ற புள்ளி 21 என்ற எண்ணைக் குறிக்கும் என 
2 

நிறுவலாம். 

முக்கோணஙிகள் வடிவொத்தமை ஆதலால், 

OR OP. 
OA 00 

அதாவது 08 = oo 

௫ கணை 12 ட மீட 

.° a 29] [ச்] 

மேலும், ZXOR = 7XOP—ZPOR 

= ZXOP—QOA 

= 0,—8, 

2. ௪ன் வீச்சம் - 9,-0,--சடன் வீச்சும்--2,-ன் வீச்சம் 

ஃ.. £ குறிக்கும் கலப்பெண் a [cos (0,—6,)+-i sin 

, , (9,--9,)] 

- ட [பிரிவு 19 ஐப் பார்க்கவும்.] 
a i 

81. மாதிரிக் கணக்குகள் 

மாதிரி 1: (2-3), (2--34) இவற்றின் பெருக்கத்தை .வரை 

கணித முறையில் காண்க 

P (243i), Q (2-3 i) என்ற புள்ளிகளைக் குறிக்கவும், 4 என்ற 
புள்ளி (1, 0) என்பதைக் குறிக்கட்டும், % 0.40.ச்கு நேர் வடி 
வொத்தமையாக & 028 ஐ வரைக.
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க்லப்பெண்கள் 

Y 

p (2+38) 

A ட 
x’ O (1,0) RX 

Y' es i) 
படம் 26' 

“. OR = OP-0Q 

= [243i] [2-37] . 

= J/13 y13 = 13 

மாஇரி 2: வரை கணித முறைப்படி ம் ஈர் என் நிறுவுக. 

2 என்ற புள்ளி 1-)-/ ஐக் குறிக்கட்டும். டு என்ற புள்ளி 1 [ஐக் 
குறிக்கட்டும். ,& என்ற புள்ளி (1, 0) ஐக் குறிக்கட்டும். 

7 00.4-க்கு நேர் வடிவொத்த முக்கோணமாக 0278ஐ வரைக. 

௦822 
** OA 00 

OP 
aigagi OR = OG = 7 =1 

S
i
s
 

மேலும் /&ன் வீச்சம் - 9, ரி, ஆகும். 

9, ஆனது 14-/-ன் வீச்சம் - (8௨-11 - -* 

9, ஆனது 1--8-ன் வீச்சம் = tan“! (—1) =— Me
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ச உ மூலம ல வப 
ca yy (- +) 2 

அடிப்படைக் கணிதம் 

அதாவது £ என்னும் கலப்பெண்ணின் எண்ணளவு 1. ஆகும். 
ர 

அதன் வீச்சம் - 2 ஆகும். 

  

  

_ T “tay ‘i 
“. R=1 (cos ay + isin 5) ஆகும், 

Y 
- R| p (+2) 

A 

x’ 0 x 

படம் 27 Q 

ஆகவே, 2 என்னும் புள்ளி i என்னும் கலப்பெண்ணைக் 

குறிக்கும். 

மாதிரி 9: 2 என்னும் ஒரு கலப்பெண் மாறி €ழ்க்கண்ட 

நிபந்தனைக்குட்பட்டு நகர்ந்தால் அதன் நியமப்பாதை என்ன ? 

  

4]. ற 
டா 

ப கடு சு 

ஏ] படம்29   
(i) 2-3 

(11) வீச்சம் (2-2-3;) - <=
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(4) படத்தில் .4 என்ற புள்ளி / என்ற கலப் பெண்ணையும், 
£ என்ற புள்ளி ச என்னும் ஏதேனும் ஒரு கலப்பெண்ணையும் குறிக் 
கம்டும். ; 

இவ்வதிகாரம் பிரிவு 16 குறிப்பு (2)-ன் படி, |2--/| - 427 ஆகும். 

இதில் ,4 என்பது நிலையான புள்ளி 72ஒரு மாறியைக் குறிக்கும் 

புள்ளி, 72 நகரும் பொழுது, 423 என்னும் நிபந்தனைக்குட்பட்டு 
இயங்குவதால், 2-ன் நியமப்பாதை ஒரு வட்டமாகும். இவ் 
வட்டத்தின் மையம் ர ஐக் குறிக்கும் 4 என்னும் புள்ளி, இதன் 

ஆரம் --3 ஆகும். 

மறுவழி : 2-2: எனக் கொள்க. 

|2--॥] -3 ஆகும் 

அதாவது (2413-4 -3 

அதாவது |%-ர் (9-1) 3 

அதாவது /x*-+(y—1)* =3 

2 0-1)” 37 

இது (0,1) ஐ மையமாகவும், 3 அலகுகளை ஆரமாகவும் 
கொண்ட ஒரு வட்டமாகும். 

(14) படத்தில், (2-3 8) என்ற கலப்பெண்ணை 4 என்னும் 
புள்ளி குறிக்கட்டும். 2 என்பது ஒரு கலப்பெண் மாறியைக் குறிக் 
கின்றது. ன் நிலை என்னவானாலும், 2 ஐயும் 4 ஐயும் சேர்க்கும் 

=~. 
4 

வேண்டும் என்பது நிபந்தனை. இந் நிபந்தனைக்குட்பட்டு, 2 இயங்க 

கோடு ௩ அச்சுடன் - என்ற நிலையான கோணத்தை உண்டாக்க 

வேண்டுமானால், அது 4 வழியாக % ௮ச்சுடன் ம கோணச் சாய் 

வில் வரையப்படும் கோட்டின் மேல்தான் அமையவேண்டும். 

ஆகவே, 2-ன் நியமப்பாதை மேற்கூறிய நேர்கோடாகும். 

மறுவழி 1 வீச்சம் (2-2--3) - z 

அதாவது வீச்சம் (3-7 )-2--31) - > 

அதாவது வீச்சம் [ (2--2)--/ (0-3) ] - =
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இனி (2--2-1/ (y—3) =r (cos 9--7/ 811 ரி) எனின், 

.. 700892 ந 

781 ரி - ந-3. ஆகும், 

  

  

ட தரி tan @ = உர 

Y த 

(2+3i) 

ரா 
a 

xX’: O} X 

ட படம் 29 : 
ச் Y 

Baye, § = wl4 

ஈ y—3 
tan a = xo? 

4 வ 

= - 1 (அதாவது) ந--3 - ந_2 ஆகும். 

்் x—y+l ௪ 0 ஆகும், 

2-ன். நியமப்பாதை ஒரு நேர் கோடாகும், 

பயிற்சி-5. 

1. பின் வருவனவற்றை .எண்ணளவு-வீச்சு வடிவத்தில் 
எழுதுக. ட ° 

()— J3+i (ii)+3—4 i (iii) 2 

(iy) படம பப 1_ ர. 

  

(1-1)
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[விடை : (1) 2 ௦08 = > (li) 5 cos (—126° 52) ; 

(iii) cos (- =); (iv) a /2 +; . 2 3 3 வ் cos 4 > 

(v) 2008 ( — 3) | 

347 i,—5+11 i, 815 7 என்ற புள்ளிகள் ஒரு செங் 

கோண முக்கோணத்தை உருவாக்கும் என நிரூபி, 

கீழ்க் காணும் எண்களை ற.ட7 ர என்ற வடிவில் எழுதுக, 

4 3 . ., 9(i—3) 2(t—18) 
3 வ os = or i த 2 (77 1) (1 i), i+-1 3 (1+i)? 

இந்த எண்களைக் குறிக்கும் புள்ளிகள் ஒரு சதுரத்தின் 

உச்சிகளாகும் என நிறுவுக, 

  

V3-+i, J2 17/2) 111/3 ஐக். குறிக்கும் புள்ளிகள் 
இரு சமபக்க முக்கோணத்தின் உச்சிகள் என நிறுவுச. 

(1-40)14--4 என நிறுவுக. 

(1-2 1) என்னும் கலப்பெண்ணைக் குறிக்கும் புள்ளியை 
ஆதியைச் சுற்றி 30 இடமாகச் சுழற்றினால், கடைக்கும் 

புதிய புள்ளியைக் குறிக்கும் கலப்பெண்ணைக் கண்டுபிடி, 

a Lae eer | (விடை: ஆ பட படர 

2, என்பது ஒரு நிலையான கலப்பெண், ச என்பது ஒரு கலப் 

பெண்மாறி. \z—Z,) =k எனில், ன். நியமப் பாதை 

யைக் காண்க, 

2, என்பது ஒரு நிலை பான கலப்பெண் 2 என்பது ஒரு கலப் 
பெண் மாறியாகும, வீச்சம் (2-2) - ஒரு மாறிலி 
யானால், உன் நியமப் பாதை என்ன ? 

2 என்பது மெய்யெண் கலவாத கற்பனை எண் 

மட்டுமே யானால் 2 என்பது ஒரு வட்டத்தில் அமையும் 

எனக் காட்டுக,



L. ௪, 6) ரீ என்ற எண்களில், முதல் எண் கலப்பெண் 
யாகவும், மற்ற இரண்டும் நிலையான கலப்பெளீ 

கவும் இருப்பின், &ழ்க் கண்ட சமன்பாடுகளுக்௦. 
நியமப் பாதைகள் யாவை ? 

(1) |z-a] = |z—8| 

(114) 12-௨6. [நீ] 

. ௦, 8ீ இரு நிலையான கலப்பெண்களாகவும், 8 ஓர் 

|z—a| 2-8. £ ஆகவும் இருநீ   யெண்மா றிலியாகவும், 

2(2)-ன் நியமப்பாதை 

(4) ஒரு வட்டம். (k 1) 
(11) ஒரு நேர் கோடு (1-1) என நிறுவுக,



பாகம் TIT 

நுண் கணிதம் 
(Calculus) | 

1. சார்புகள், எல்லைகள், சார்புகளின் 

தொடர்ச்ித் கண்மை, வரைபடங்கள் 
(Functions, Limits, Continuity and Graphs) 

ச் 1, தோற்றுவாய் ் 

நவீன கணிதமானது பெரும்பாலும் நுண் கணிதத்தை அடிப் 

படையாகக் கொண்டே அமைந்துள்ள தெனலாம். இம் முறை 

யானது விஞ்ஞானம், பொறியியல் ஆ௫ியவற்றின் பிரிவுகளனைத் 

தினும் பேரளவு பயன்பட்டு நிற்கின்றது. ் 

இத் தலை சிறந்த பிரிவிற்குச் சுமார் 400 ஆண்டுகட்கு முன்னர் 
தான் அடிகோலப்பட்டது. இதற்கு வித்திட்ட பெருமை ஆங்கில 

நாட்டுப் பெரிய கணித மேதையான சர், ஐசக் நியூட்டன் என்ப 

வரையும், ஜெர்மனி நாட்டுத் தத்துவ அறிஞரும், கணித மேதையு 

மான லைப்னிட்ஸ் (1.ாம்2) என்பவரையும் சாரும், ் 

- நுண்ணிய மாறுதல்களையும், அவை மாறும் வீதங்களையும், 

நுண்ணிய மாறுதல்கள் காரணமாக ஏற்படும் தொகைகளையும் 

கணித்து ஆராய்வதே நுண் கணிதத்தின் நோக்கமாகும்,
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2. தொடர்ச்சியான மாறுபாடு (0011004015 ஏ8ரர்24101) 

em wr) (variable) என்பது பல்வேறு எண் மதிப்புகளை 

ஏற்கத்தக்கதொரு பரிமாணமாகும். 

ஒரு பொருளின் வெப்ப நிலை, ஒரு குளத்தில் எறிந்த கல்லால் 
விளையும் சிற்றலையின் பரப்பு, ஆரம்ப நிலையிலிருந்து இயக்க நிலை 
பெற்றதொரு பொருள் சென்ற தூரம் ஆகியவை ஒரு மாறியின் 
தன்மையைப் புலப்படுத்தும். ஒரு ணை டி]; 2 போன்ற 
எழுத்துகளால் குறிக்கலாம். 

ஒரு மாறிலி (0௦18144114) என்னும் நில் யெண்ணானது எடுத்துக் 
கொண்ட விடயத்திற்கு ஏற்றதாகிய நிலையான மதிப்பைப் 
பெறுவதாகும், 

ஒரு மாறிலியை a b, ஈ என்ற எழுத்துகளால் குறிப்பது 
வழக்கம், 

$ி- 17-41” என்னுஞ் சமன்பாட்டில், 9, / என்பன மாறிலி 
களாகும். 8, 2, என்பன மாறிகளாகும். இஙிகு மாறிலிப் பரி 

மாணங்கள் இரு வகையாக இருக்கக் காண்கிறோம். 4 என்பது 
போன்ற மாறிலியானது எக் காலத்தும் ஒரே மதிப்புடையதாகும். 
ஆகவே இது தனி மதிப்பெண் (௨801016 ௦௦181811) எனப்படும், 
1) 2 போன்ற மாறிலிகள் எந்தநிலையான மதிப்பையேனும் பெறும். 
ஒரு குறிப்பிட்ட பிரச்சனையைப் பொறுத்த மட்டில்தான் இந் நிலை 
பொருந்தும். அத்தகையவை அறிகூறியாகிய அல்லது தற்காலிக 
மான மாறிலிகள் கன்மம் or arbitrary ௦௦81ம்) எனக் கருதப் 
படும், 

ஒரு ம்ரியானது சாத்தியக் கூறாகப் பெறக் கூடிய மதிப்பு 
சளின் மொத்தத் தொகுப்பும் அதனது *வீச்செல்லை” (௩8126 07 
field) எனக் கருதப்படும். ௬ 

9. சார்புகள் (1711011015) 

அன்றாட வாழ்க்கையிலும், நமது அனுபவத்திலும், விஞ் 
ஞானப் பிரச்சினைகளிலும் ஆய்வுக்குரிய எந்தப் பரிமாணமும் பல் 
வகையான இராசிகளை அனுசரித்திருக்கவும், அவற்றுள் 
ஒன்றையோ, பலவற்றையோ யொட்டி உண்டாகும் மாறுதல், 

அம் முழுப் பரிமாணத்திலேயே மாறுதல் செய்வதைக் காண் 
கிறோம். யாங்ஙனமெனில் ஒரிடத்தின் தட்ப வெப்ப நிலையானது 
அதன் உயரத்தையும், அட்ச ரேகையையும், கடலுக்கு அணித் , 

தாதல்' ஆகியவற்றை அனுசரித்தலையும் அறிகிறோம். ஒரு மூச்
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கோணத்தின் பரப்பு அதன் அடிக் கோட்டையும், குத்துயர த்தை 

யும் பொறுத்துள்ளதாகும். 

இங்ஙனம் ஒரு பரிமாணவானது பலவேறு பரிமாணஙிகளை த் 

தழுவியுள்ள நில்மையைக் கணித மொழியில் சார்பு உறவு (17070 
(4021 1351க௫4௦விர்ற) அல்லது சார்டித் தொடர்பு என்பர், 

சே2ா7 என்னுந் தொடர்பைக் கருதுவோம். 

இங்கு டன் மதிப்பு 7-ன் மதிப்பைப் பொறுத்துள்ள தாகும். 

நாம் விரும்பியபடி, எல்லாம் மதிப்புகளை ஏற்றுக் கொள்ளும் 
ஒரு மாறியானது சார்பில் மாறி அல்லது சாராமாறி (Independent 

variable) crargnb, Qacr Maras gorsGS FSH மதிப்பை 
Aum wrAurerg seni. weg (Dependent variable) 
எனப்படும். 

மேற்கூறிய சூத்திரத்தில் * ஆனது சார்பிலா மாறியாகவும், 

௦ என்பது சார்புடை மாறியாகவும் இருப்பது பற்றி, 6 ஐ ஈன் 

சார்பு எனக் கூறுகின்றோம். 

இதனை ௦ - 7ீ (7) எனக் குறியீடு செய்து காட்டுகின்றோம். 

இங்ஙனமே, * - 2 என்று எழுதக் கூடுமாதலால் ஐ ன் 

சார்பாகவும் காண்கிறோம். 

2x?—4x+1, 3x—4, sin x, cos x Guircrpama!: % என்னும் 
ஒரு மாறியைப் பொறுத்துள்ள சார்புகளுக்கு எடுத்துக்காட்டுக 

ளாகும்... . 

இங்கு ஒரு நாள் பொழுதில் நிகழும் வெப்பநிலை அந் நாளின் 
நேரத்தோடு சம்பந்தப்பட்டிருப்பதனைச் சார்புத் தொடர்பால் 

கூற முடியாது, அதனை வரைபடம் மூலமாகத்தான் குறித்துக் 

காட்ட முடியும் என்பது கவனிக்கத் தக்கதாகும். - 

srrict ampawodsaommidd (Definition of a Function) 

3 ஆனது 2ன் சார்பாக வேண்டுமானுல், : ஆனது தனக்குரிய 
மஇப்புகளின் வீச்சில் (78௭26) பெறும் எல்லா மகஇிப்புகளுக்கும் 
ஒத்தனவாகிய நிச்சயமான மதஇப்புகளை ந பெறத்தக்கதாக இருத்த 

லொன்ே சாலும், 

15
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4, சார்புக் குறியீட்டு முறை (Functional notation) 

(1) ஒரு மாறியை யொட்டிய சார்புகள் 

y ஆனது ன் சார்பாகுமானால், ந - ரீ(2) என அதைக் 

குறிக்கின்றோம். 

மாறி 7௨ன் சார்புகளை, 

ரீ (2), 7202), ச(2), ச்)... ௨ அல்லது 7ீ.(0), 00)... என்பன 
போன்ற குறியீடுகளால் குறிக்கின்றோம் 7, 7, 2 போன்றவை 
சார்பு குறிகளாகக் கருதப்பட வேண்டுமே தவிர, அவை ட்டு 

கும் எண்கள் அல்ல என்பதை அறியவேண்டும். 

f(a) என்பது --8 ஆகுஙிகால் 7 (%)-ன் மதிப்பைக் குறிக்கும் 

(01) ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட மாறிகளைக் கொண்ட சார்புகள் 

உன் மதிப்பானது 5, ற என்னும் இரண்டு சார்பிலா மா Dacor 
யொட்டி அமையுமாயின், 2சஐ %, ந-களின் சார்பெனக் கூறுவோம், 

இதனை 2 - 7 (டிற) எனக் குறியீடு செய்வோம். 

எடுத்துக்காட்டு 

V= 3 எரர் என்னுந் தொடர்பைக் கருதுவோம், இங்கு 
V ஆனது, 7, % என்ற மாறிகளின் மதிப்பைச் சார்த்திருக்கிறது. 
இதை 7*- ரீ (7, 4) என்கிறோம். 

5. பல வகைப்பட்ட சார்புகள் 

(1) Gasfiume& sriysst (Explicit functions) 

2 ஆனது நேர் முகமாக %ஐச் சார்ந்த ஒரு தொடர்பாகக் 

all amas அது வெளிப்படைச் சார்பு எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 

(i) y = 2x°9—x+3 

(ii) y=x-+ce0s x | 

(ji) wmpyaé sniyacr (Implicit functions) 

XnEGWD, நக்கும் உள்ள தொடர்பானது நேர்முகமாக இல்லா 
- மல், கலப்புற்று “நின்றால், நஜ 3௨ன் மறை முகச் சார்பு எனச் 
சொல்லுவோம், ்
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அற்றம் அ ச 
எடுத்துக்காட்டு : “957 3. 16 1 

(111) gsaft Gugwims arty (Single valued function) 

%-ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் ஒரே ஒரு மதிப்பு இருப்பின், 
2 ஆனது 2-ன் தனிப் பெறுமானச் சார்பு எனப்படும். எடுத்துக் 
காட்டு iyo 3x—2 

(iv) ust wHoymcs sriy (Many valued functions) 

ஆனால் 3-ன் ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும், ந-க்கு ஒன்றுக்கு மேற் 

பட்ட மதிப்புகள் இருப்பின், ற ஆனது 2-ன் பன் மதிப்புடைச் 
சார்பு எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு $ 9”-]* 9 என்ற சமன் பாட்டிலிருந்து 

ந 4/9) என்ற நேர் முகச் சார்பைப் பெற முடிகிறது. 
ஆனால், குறிப்பிட்ட 3.ஃக்கு இரண்டு மதிப்புகள் பெறப்படு 

கின்றன. ஆகவே ) ஆனது 3.ன் இரு மதிப்புடைச் சார்பாகும், 

(Vv) ஒற்றைச் சார்புகள் : 7 (-3)--7ீ (1) ஆனால், ரீ (2) 
ஒற்றைச் சார்பாகும். 

எடுத்துக்காட்டுகள் 1 818, 8௩ 2), 224-% என்பன. 

(vi) இரட்டைச் சார்புகள் : 7(--2)--7: (%) ஆனால், f (x) 

இரட்டைச் சார்பு எனப்படும். எடுத்துக்காட்டுகள் : 008 %, 860 26, 

994-241 என்பன, 

(vii) கால வட்டச் சார்புகள் (21004௦ 8மா௦0(1015) © 

ரீ(2) -7ீ (2-2) = f(x+2p) =... ஆனால், 7(%) ஆனது 
ஒருகால வட்டச் சார்பாகும்., ஏனெனில் 2-ன் மதப்பு படிப்படி 

யாக ற, ற,......என அதிகரிக்கும்போது, சார்பின் மதிப்பு மீண்டும் 

மீண்டும் 7 (%)-ன் மதிப்புக்கே திரும்புகிறது. ஆகவே, இஃது ஒரு 
மீளும். சார்பு அல்லது கால வட்டச் சார்பு எனப்படும், 

எடுத்துக்காட்டு ₹ sin x என்பது 2 ஈ காலவட்டம் கொண்ட 

சார்பாகும். 

௦05 % என்பது 2ஈ காலவட்டம் கொண்ட சார்பாகும்,
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ஏனெனில், 

8 ந எர (22) “818 (27-4௭)... பப வவ 

COS X = 008 (--2ஈ)-008 (22-14)... பகவ Senne 

- ஆனால் 181 % என்பது ஈ காலவட்டம் கொண்ட சார்பாகும். 
ஏனெனில், tan x= tan (X+-a)= tan {X-+-207)=. ப த்க்க்க டன் 

(viii) சார்பின் snityassit (Function of a function) 

z=f (vy) y=P (x) corp one, eG sriQer eritcou 
வரையறுக்கலாம், 

எடுத்துக்காட்டு : ந 8]ற3 5% 

இங்கு 5% என்பது ன் சார்பாகும்; 81௦ 5% என்பது 5-3.ஃன் 
சார்பாகும், 84? 5% என்பது 814 53ஃன் சார்பாகும், 59 ர; 
810 5 2811 7-4 எனவும் கொண்டால், நர மூ 50 ற: ௮5% 
என எழுதலாம். 

8. ஒரு மாறியின் எல்லை (11014 ௦4 க ஏலா12%16) 

சன் எண்ணளவை | | (14௦41115) எனக் குறிப்போம், இவ் , 
வாறாக |(--7|-7 அகும். |71-7 என்பது தெரிந்ததே, 

(i) xl 

% என்னும் மாறியானது 

1-9, 1:99, 1-999,......வில்லது 2:1, 2:01, 2001, .....ஃ 222 
என்பனபோல 2ஃ-க்கு வர வர இட்டியனவாக விளங்கும் வரிசை 
யான மதிப்புகளைப் பெறுமானால், அப்பொழுது 2 ஆனது 2-ஃன் 
மதிப்பை நோக்கிச் செல்வதாகக் கூறுகின்றோம், 

- இதனைக் குறியீட்டு முறையில், 
2-2 என வரைகின்றோம். இங்கு!2 ஐ xc எல்லையாகக் 

கொள்கிறோம். அத்தகைய நிலையில் |2--2) ஆனது இறுதியாக 
மிகக் குறைந்த மதிப்புடையதாகும், 

(11) 2-0: ந என்னும் மாறியானது வரம்பற்றுப் பெருகும் மதிப்புகளை முடிவுராுமல் பெறுமானால், அது முடிவிலியாகய 
(infinity) போக்கு: அடைவதாகச் சொல்லப்படும், இதனைக் குறியீடு செய்யுங்கால், $--ஐ என வரைவோம், ‘
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(iii) x—+—00: 2 என்னும் மாறியானது தொடர்ச்சியான 

எதிர் மதிப்புகளைப் பெற்று, எண் மானத்தைப் பொறுத்த மட்டில் 

அதன் மதிப்பு வர வரப் பெரிதும் அதிகரித்துக் கொண்டே முடி 

வின்றிப் போகுமானால், % ஆனது--௦ ஐ நோக்கிய போக்குடைய 

தாகுமென்று கூறுவோம், இதனை 2-௦ எனக் குறியிட்டுக் 

காட்டலாம். , 

௦ என்மது பற்றி ஒரு கசூறிப்டி! 2--௦௦ என்று கூறுவதைக் 

கொண்டு, கந்தழி (1௦11ம்) என்பது 10” (கூகூல் 002001) 

என்னும் மாபெரும் எண்ணாகுமென்று கருதக் கூடாது. கந்தழி 

அல்லது முடிவிலி ஒரு குறிப்பிட்ட எண்ணன்று. சாதாரணமாக 

சமம் என்னும் கருத்தில் கொள்வதுபோல, 3-௦ என்று கொண் 

டால், ௮ச் சமன்பாடு அர்த்த மற்றதாகும். %--௦௦ என்று சொல் 

லுவது ன் மதிப்புப் போகப்போக வரையறை படாமல் பெருகிக் 

கொண்டே செல்லுகின்றதென்பதே கருத்தாகும், அதாவது 

இறுதியாக வரம்பு கடந்து வளர்கின்றது என்பதாகும். 

(0) 5-0: மாறி ன் எண் மதிப்பு, மிகச்சிறியதென நம் 

மால் குறிக்கப்படும் எச் சிறிய நேர் எண்ணுக்கும் குறைவுடைய 

தாக, மாறுபட்டுக் கொண்டே சென்றால், அது பூச்சியத்தை 

எல்லையாகக் கொண்டு நெருங்குகறதெனக் கூறுவோம். இதை 

0 எனக் குறிப்பிடுவோம். 

7. சார்புகளின் எல்லைகள் (1.1001(5 01 1*ம௦1100ட) 

சாரீபுகளிள் மதிப்புகளில் உண்டாகும் மாறுபாடுகளைக் 

கண்டறிதல் நுண்கணிதத்தின் நோக்கங் களில் ஒன்றாகும். ஆனது 

ஊன் சார்பாகுமானால், -க்குக் கொடுத்த மதிப்புக்குத்தக க்கு 

பொதுவாக ஒரு மதிப்பு அமையும். எனினும், % ஆனது ஒரு 

குறிப்பிட்ட மதிப்பைப் பெறு ங்காலத்தில், ந ஆனது அர்த்த மற்ற 

தாயும், யாதொரு நிலையான மதிப்பைப் பெறமாட்டாததாயும் 

போவதுண்டு, அந் நிலைமை பின்வருமாற்றால் புலனாகும்? 

பூச்சியத்தால் வகுத்தல் 1 நாம் வகுத்தல் முறையினைப் 

பெருக்கல் முறைக்கு எதிர் நிலைடையதென வரையறை செய் 

கின்றோம். அதாவது -_ - % எனின், 2-8 என அமைவ 

தொரு எண் % ஆகுமென்கிறோம். அதாவது x=4, 

இவ்வரையறைப்படி, +. 5 எனின், 

0)4%-3 ஆகும்.
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ஆனால் 0)6% எப்பொழுதுமே 0 ஆகும். 

gatas என்றதோர் எண் இல்லையாதல் பெறப்படும். 

த 8 ல த 

இவ்வாறே *8” என்பது பூச்சியமாகாவிடத்து, v என்பதோர் 

எண் இல்லை என்பது தெளிவு. (1) 

இனி, தொகுதியும் 0 ஆனால், ௩ என்ன என்பது கேள்வி. 

> என்பது ந எனின், 0-ற)60 என்னும் நியமத்திற்கு உரியதாக 

ர என்பதோர் எண் உளதாதல் வேண்டுமன்றோ? ஆனால் ந பெறும் 

எல்லா முடிவுள்ள மதிப்புகளுக்கும்- இச் சமன்பாடு பொருந்து 

வதைக் காண்கிறோம். 

ஆகவ -9- என்பது தேரப்பெருததோர் (Indeterminate) 

கணியம் ஆகும். ் 

ஆதலின், கணிதத்துறையில் -பூச்சியத்தால் வருத்தல் 
அனுமதிக்கப்படுவதில்லை. 

மேற்கூறியவற்றான், சில சார்புகள், % பெறும் 0 போன்ற 
குறிப்பிட்ட மதிப்பையோ, மதிப்புளையோயொட்டி யாதொரு 
குறிப்பிட்ட மதிப்பையும் தாம் தர மாட்டாமல் நிற்குமென்து 
நிச்சயமாகின்றது. அந் நிலைகளில், $ ஆனது அக் குறிப்பிட்ட 
மதிப்பை மிக மிக நெருக்கமாக அணுகும்போது, அச் சார்பு 
எத்தகைய போக்கு உடையதாகுமெனக் கண்டறிய நாம் விரும்பு 

கிரோம். ௮ச் சார்பு: அப்பொழுது ஏதேனும் வரையறுத்ததொரு 
மதிப்பெல்லையை அடையக் கூடுமோ எனச் சோிக்கிறோம். 

பின்வரும் எடுத்துக்காட்டு இக் கருத்தை விளக்குகின்றது. 

  a (0) ச என்னும் சார்பைக் கருதுவோம், 

33 ஆகும் மதிப்பைத் தவிர்த்து 5 பெறும் பிற மதிப்புகளுக் 
கெல்லாம் இச் சார்பு மதிப்பெய்தும், ஆனால் $-3 ஆகும் பொழுது, 

வைம ம். ஆட ட் ; அச்சார்பு -- என்னும் வடிவைப் பெறும், இவ் வடிவ நிலையில் BF
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சார்பு தேரப்படாத மதிப்பினதாக நிற்கும். ஆகையால் 2-3 

அதாவது % ஆனது 3ஃக்கு மிகச் சமீபமான மதிப்பைப் பெற்றுக் 

ப 2 

கொண்டே, போகும் போது, <= என்னும் சார்பின் போக்கை 

ஆராய்வோம், 

5-3 ஆக, (2-3) --0 ஆகும்; ஆனால் நிச பூச்சியம் ஆகாது. 

ஏனெனில் க்கு 3-க்கு நெருக்கமான மதிப்புகளைக் கொடுக்கி 

ரோமே தவிர 3 என்ற மதிப்பைக் கொடுப்பதில்லை. இனி -, ஆகும் 

போது (2-3) நிச பூச்சியம் ஆகாததால் (2-9) ஐ.(2--3) ஆல் 

வகுக்க, 

9 a 3-3 ஆகும். (2923)   

2X +3 AGULSR, X+3-6 ஆகும். மேலும் 3:-க்குக் 

கொடுக்கும் மதுப்பைப் போதிய .அளவு 3ஐக் கிட்டும்படிச் செய் 

3-3 

வேறுபட்டிருக்க விரும்புகிறோமோ, அவ்வளவுக்கும் குறைவுறச் 

செய்யலாம். ‘ 

  தால், -ன் மதிப்பை 6-லிருந்து எவ்வளவு சிறிய பரிமாணம் 

2 x43 ஆஇகுங்கால், ௮ச் சார்பின் எல்லை மதிப்பு 6 ஆகும். 
டத ம் இ ; ‘ 

குறியீட்டில், 3 5 - 6 என வடிவுபடுத்தலாம்.   

வேறு வழி : 

% - 3] என்றிடுக, 

%-3 ஆனால், 4-0 ஆகும். 

x*—9 (34+hY—9 — 6h+h? 
இப்பொழுது “இடற. = கட்டட = “a =6+A. 

(% பூச்சியத்திற்குச் சமமில்லாததால், நஆல் வகுக்க முடிகிறது.) 

இனி, 4-0 ஆனால், 6-6 ஆகும், 

a_9 

உ ஆர. - 5ஆகும். 

  

a 

மேலும் <= -த்கும் 6-க்கும் உள்ள வித்தியாசத்தை 

எவ்வளவு குறைந்த மதிப்புடையதாகவும் செய்யலாம், இதற்கு 

ஏற்றவாறு ஆனது 0ஐ அணுக வேண்டியதுதான் தேவை,
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சூறிப்பு 1: %--3 என்றால், 3௨ன் மதிப்பு 3ஐ மிக நெருங்கி 

அணுகுகிறது எனப் பொருளாகும். ஆனால் % ஆனது 3 என்னும் 

.. மதிப்பைக் கொள்கிறது என்று பொருளல்ல. 

9 .. ப் க 
சூறிப்பு 2: 2-3 ஆகுமிடத்து > - மதிப்பு தேரப் 

டல் Lt x*—9 , ச 
படாத நிலையிலிருக்கும்பொழுது, 5 ஏ என் மதிப்பு 

நன்கு வரையறுக்கப்படுகிறது. நுண் கணிதத்தில் இவ்வித எல்லை 
மதிப்புகளைக் கணிப்பது ஒரு முக்கிய அம்சமாகும். 

  

a 

குறிப்பு 8: ற, - 5 3 yg = X43 என்ற சார்புகள் % 

பெறும் எல்லா மதிப்புகளுச்கும் ஒத்த மதிப்பையே பெறுவன 
வாகும். எனினும் %-3 ஆகுமிடத்து ந,-ன் மதிப்பு தேரப்படாத 
தாகவும், ந,--6 ஆகவும் நிற்றலைக் காண்க, %--3 ஆகும்பொழுது 
3, ன் எல்லை மதிப்பும், ந,-ன் எல்லை மதிப்பும் 6 ஆகும். 

33 ஆகும்பொழுது]ந,-ன் மதிப்பும். 6 எல்லை மதிப்பும் 6 ஆகக் 
காண்கிரரம். 

இவ்வாறான சார்புகள் *தொடர்ச்சித் தன்மை உடைய 
- சார்புகள்” எனப்படும் (001110௦006 100105). இதைப் பின்பு 
விவரமாக ஆராய்வோம். 

2 மட்ட ஐக் காண்க உ ஜூ வ க 

% ஆனது அளவின்றி நேர் முழு எண்கள் ஊடே. அதிகரிப்ப 
தாகுக, % அதிகரிக்க, அதிகரிக்கச் சார்பின் மஇப்புக் குறைந்து 
கொண்டே போகிறது. மேலும் சார்பின் மதிப்பைப் பூச்சியத்தி 
லிருந்து எவ்வளவு குறைந்த பட்ச பரிமாண மேனும் வித்தியாசப் 
பட்டிருக்கச் செய்யலாம், இதற்கு ஏற்றவாறு 3-ன் மதிப்பை 
எடுத்துக்கொள்ளலாம். 

Lt 1 
xo g = 9 ‘ ஆகவே, 

2. முடிவிலி எல்லைகள் (111106 110148) 

. tie... 
(i) 2-0 5௪ ஐக் காண்க, ட
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0 ஆகுமிடத்து, சார்பு வரையறுக்கப்படாதது. ஆகவே 
-௩0 ஆகுமிடத்து, சார்பின் போக்கை அறிவோம். 

ன் மதிப்பைப் போதிய அளவுக்குச் சிறிதாக்க, +. ன் 

மதிப்பை எவ்வளவு பெரிய எண் 1 ஆனாலும் அதை விடப் பெரி 
தாகும்படிச் செய்யலாம், | 

Lt 1 ‘ 
இதை 0 yr Tt © aren எழுதுகிறோம். 

es Lt 1 ம் i 
(1) 0 ் ஐக் காண்க. 

x=0 ஆகும்போது சார்பு விவரணத்துற்கு உட்பட்டதில்லை 
ஆகவே %-௩0 ஆகும்போது சார்பின் போக்கைக் கவனிப்போம். 

% வரவரச் சிறியதாக நேர் மதிப்புகளுடே பூச்சியத்தை அணுகு 

மானால், ஏ. ஆனது அளவின்றி.அதிகரிப்பதாகும், அந் நிலையில் 

அது எவ்வளவு பெரிதென நம்மால் முற்படக் கருதப்பட்டதோர் 

எண்ணுள்ளதோ, அவ் வெண்ணினும் பெரிதாக விளங்கும். 

நேர் எண்களூடே. %--0 ஆகும்போது, oy மூ 

ஆனால், எதிர் எண்களூடே, %--0 ஆகும்பொழுது 

Lt 1 ; x0 Ge © BSH. 
ஆகவே மேற் காட்டிய சார்பு ஒரு முடிவான மதிப்பையோ அல்லது 
எல்லையையோ கொண்டிராத சார்புக்கு எடுத்துக்காட்டாகும், : 

எல்லை வரையறை : 71 7(29) - / என்பதை விளக்கம் செய்து 
8 . ் 

வரையறை காண்போம். 

% ஆனது a ஐ.மிக நெருக்கமாக அணுகும்போது ரீ (2) ஆனது 
671 ஐ அணுகும் என்பது மேற்படி குறியீட்டின் பொருளாகும், ) 

மேலும் 7 (0)-க்கும் /-க்கும் உள்ள வேறுபாட்டின் எண்ணளவு 
கொடுக்கப்பட்ட எச்சிறிய எண்ணை விடவும் குறைவாகும்படி 
ரீ) ஐ நோக்கி அணுகச் செய்யலாம். இதற்கு ஏற்றவாறு %ஐ 
சநோக்கி அணுகச் செய்ய முடியும். (அதாவது) க்கும் ஈக்கும்
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உள்ள வேறுபாட்டின் எண்ணளவை வேண்டிய அளவு சிறிதாக்க 

முடியும். 

மேற்கூறிய கருத்தைக் கணித மொழியில் பின்வருமாறு 
கூறலாம்1 < 

*€ எத்தகைய ஈறு எண்ணுயினும், | 7(%)-7/ | < என்று 

கும்படி, |5-4] 4 8ஆக, 9 என்னும் ஈறு எண் காண முடியும்” 

என்பதே Lt 7ீ(%) - / என்பதன் வரையறை ஆகும். 
3-0 

சூறிப்பு : £ (எப்சிலான்) 8, என்பன கிரேக்க எழுத்துகளாகும். 

8. தொடருடைச் சார்டிகளும், தொடரிலாச் சார்புகளும் (00%1- 
nuous and Discontinuous functions) 

சார்பொன்றின் வளைவரை தொடர்ச்சியுடையதாக இருப்பின் 
அது AsreGeors erity (Continuous function) எனவும், 
தொடர்ச்சியற்றதாக இருப்பின் அது தொடரிலாச் சார்பு (012- 
0014101005 $£மற01100) எனவும் பெயர் பெறும், 

தொடருடைச் சார்புகள்: ரீ (x) என்னும் சார்பு 8 என்னு 
மிடத்தில் தொடர்ச்சியுள்ளதாகக் காணப்பட்டால், 

(i) ஜல ஆனால், ரீ (2)-க்கு ஒரு முடிவுள்ள மதிப்பு உண்டு, 

(ii) ஈ-க்கு அருகில் உள்ள எல்லஈ x-or மதிப்புகளுக்கும் 
f(x) வரையறுக்கப்பட வேண்டும். 

(114) இரு புறங்களிலிருந்து $ ஆனது ஈ ஐ நெருங்கும்போது, 
(%) ஆனதுர் (8) ஐ அணுகும். 

(அதாவது) Lt f (x) =f (a) 
x-a 

இம்மூன்று பண்புகளும் தொடர்ச்சக்கு அடிப்படையாகும் 
57 (8 நேர் முழு எண்), 818 , 008 % போன்ற அடிப்படைச் சார்பு 
கள் எல்லாம் தொடர்ச்ச நிலையடையனவாகும். 

தொடர்ச்சியுருச் சார்புகள் (191500/100005 800011008) 

(1) ஒரு சார்பானது %--ஈ என்னுமிடத்தில் நன்கு விவரணம் 
பெறா தாயினும்,
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(1) ஒரு சார்பினது மதிப்பானது திடீரென மாறுபடு 

மாயினும், 

(iii) xa ஆகுஙிகால், சார்பானது கந்தழி நிலையடையு 
மாயினும், 

் ம்) 2-4 ஆகும்பொழுது ரீ (2)-ன் மதிப்பும், 2-8 ஆகும் 
பொழுது சார்பு பெறும் எல்லை மதிப்பும் சமமாகாத பொழுதும், 

ஒரு சார்பானது தொடர்ச்சியுரறுச் சார்பெனச் சொல்லப்படும். 

எடுத்துக்காட்டு 
(i) ystan x gorgix = ர் என்னுமிடத்தில் தொடர்ச்சி 

யற்ற தாகும், | 
கோண கணிதப் பகுதில், 180 -ன் வரை படத்தைக் காண்க. 

x= + என்னுமிடத்தில், வரையறுக்கப்படவில்லை. மேலும், 

X ஆனது ன் என்னும் மதிப்பினூடே அதிகரிக்குங்கால், 3 ஆனது 

திடீரென்று + ௦ யிலிருந்து -- 00-க்கு மாறுவதால், % - + 

என்னுமிடத்தில் வரைபடமானது பெரும் பிளவு பெறுவதைப் 
பார்க்கின்றோம். 

   
  

இற 
* 

படம்300) படம் 3011)     
(ii) x=0 என்னுமிடத்தில் ந - ட தொடர்ச்சியற்றதாகக் 

காணப்படுகிறது. 
\
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(iii) y = க என்பதும் 5-0 என்னுமிடத்தில் தொடர்ச்சி 

அறுபட்டிருக்கக் காண்கிறோம். 

9. எல்லை பற்றிய ரில தேற்றங்கள் 
(i) % என்ற மாறியானது, ற, 2 என்னும் வேறிரு மாறி 

களுக்கு இடைபட்டிருக்குங்கால், அவ்விரு மாறிகளும் ஈ என்னும் 
பொது வரம்பை அனுகுமானால் 3-ம் ம ஐயே தனக்குரிய எல்லை 
மதிப்பாகப் பெறும், 

(ii) மி? முதலியன உன் சார்புகளானால், 

Lt(utv)=Ltut Livy ஆகும் 
Xa x—-+a ௭8 

இது போலவே குறிப்பிட்ட எண்ணிக்கையான சார்புகளுக் 

கெல்லாம் இது பொருந்தும் 

Ltu Lty (iii) Le (uy) = 
3-0 3-0 X-+a 

“ இளை (1) 1 0 என்பது மாறிலி ஆனால், 

Li(cuj=c Lt u | 

  

  

2-8 ௬0 

கிளை (2): 74 (0 8,--0 8-1 அஃ ) 
3-௬ 

= பே Lt—u,+C, Lt Ug acerssccscecs 

௩4 xa 

3 Liu 

(iv) Lt (+) = 312 740 எனின்) 
30-௪8 7 Liy. XG 

2-0 

ளே 1. நர [11 __1 . 
el ம ] ~ [ty [240 ௪40 எனின்] 

Xa 

10. இப் பிரிவில், நாம் முக்கியமான “Huw எல்லைகள்” 

(8%8ம்௨ரம் 14றார்6) எனக் கருதப்படும் மூன்று எல்லைகளைக் 
கவனிப்போம்,
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நியம எல்லை 1. 

xr—ar 

Lt ——— =n a oor Dogs. 
3-0 வது 

1 ஒரு நேர் முழு எண் எனக் கொள்வோம் 

ஈ.நீங்க ஏனைய மதிப்புகளை % பெறுமிடத்து, கொடுத்த 

கோவை அடையும் மதிப்பைச் சார்ந்து அதன் எல்லை மதிப்புள்ள 

தாகும். அப்பொழுது (%--4] பூச்சியமாகாமையால், அதனால் 

வகுக்கலாம். 

xn—ar 
. ஜாட ஜார் நடா? இழத. இர வவ bar 

a 
  

ee x— 

எனக் இடைக்கும், 

(x—a) எவ்வளவு சிறியதாயினும், பூச்சியமாக மட்டும் இல் 

லாத பொழுது இவ்வகுத்தல் ஏற்பதாகும். 

வலது புறத்தில் உறுப்புகள் உள்ளன. %-48 ஆகும் பொழுது, 

ஒவ்வோர் உறுப்பும் சா"! ஐ எல்லையாக அடையும். 

17 

Lt =n a! HG. 
x—+a x 

  

[குறிப்பு : இத் தேற்றமானது 1 நேர் முழு எண்ணாகுங்கால் 

நிறுவப்பட்டா.லும், ஈன் எல்லா விகிதமுறு மதிப்புகளுக்கும் 

உண்மையாகும்.] ் 

நியம எல்லை Il, 

Lt sin @ 

0 
(i) 7-0 1 (9 ரேடியன்களில் ௮ளக்கப்படின்) 

AOP என்பது 9 அளவுள்ள குறுங்கோணமாகட்டும்2 0 ஐ 

்.. மையமாகக் கொண்டு ஏதேனும் வசதியான ஆரமுடையதொரு 

வட்டத்தை வரைக, அந்த வட்டத்தின் வில் கோணத்தின் கரங் 

களை 4, 2 என்னுமிடங்களில் வெட்டுவதாகக் கொள்க. 

AP 9& சேர்க்க வரையப்பட்ட வட்டத்திற்கு 4 என்னு 

மிடத்தில், ,47' என்னும் தொடு கோடுவரைக, இத் தொடுகோடு 

OP 3 T என்னுமிடத்தில் சந்திக்கட்டும்,
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இப்பொழுது, ,,,0.475 வட்ட கோணப்பகுதி 0425 ௩௦.4 
என்பது.விளங்கும். 

ல்
.
 

6     

0 = 
}-
--
--
--
--
--
3X
0 

> 

படம்31 

அதாவது] 04:472104595 1 024௩ம் 

முற்றிலும் $0.4”ஆல் வகுக்க, 

AT MP 
On ~—>@> OP எனக் கிடைக்கும். 

அதாவது 48 ரி 05 sin 7 

நேர் பரிமாணமாகிய sin @ ஆல் வகுக்க (sing GMa 
சோணத்தின் தகவு ஆதலால்) 

1 
ர் > — sta inp 21 எனப். பெறுகின்றோம்... 

“. coeg> = 2] (தலை 8ீழாக்க) 

அதாவது ரி குறுங்கோணமா௫, ஆரையன்களால் அளக்கப் 

படின், ட் ஆனது 008 ரி-க்கும், 1-46 இடைபட்டு நிற்கும். 

இப்பொழுது 9-0 ஆகட்டும், எனின் cos 91 இத் நிலையில் 
908 9-க்கும் இடைப்பட்டு' நிற்கும்,
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=" la மதிப்பும் 1] ஐ நெருங்குவதாகும் [பிரிவு9 9] 

௪ ரு _ ர் 1 (8 ஆரையன்களாக அளவு பெறுமிடத்து) 

சூறிப்பு 1 ரிபாசைகளால் குறிக்கப்படின், 

Lt sing ஈ 
90 8. “12: 

» 

  

உட மம 7 O° sin ஈர 

ஏனெனில், வக்கம் = or x i 

180 

இனி 9-0 ஆகும் பொழுது ர 0 ஆகும். 

Fg ogi = ih 
நியம எல்லை 11 ச 

(14) ர் ஆரையன்களில் அளக்கப்படின், 

ரீ 
ரு னை = 1 என நிறுவுக. 

மேற்கண்ட தேற்றத்தில், 

tan @>0> sind ஆதல் பெற்றோம். நேர் பரிமாணமாகிய 

$வு ர ஆல் வகுக்க, - 

12   ang 80 ர எனப் பெறுகின்றோம். 

தலை: தழ்ப்படுத்த, 

கர 1 
1 4 8 008 ॥ 

  ஆகும்.
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1 
9-0 ஆக, “ae yt ஆகும். 

ஆகவே க்கும், ட க்கும் இடைப்பட்டிருக்கும் 

ம் 1 
நஸ்ரி... 
எத வு 

ea is me ௩1 (ர ஆரையன்களில் அளக்கப்படின் ) 

[குறிப்பு 1 1 டர tan 9° ௭   
ர் 180 

குறிப்பு 2 : நியம எல்லைகள் 11-லிருந்து, ரி ஆனது மிகச் ' 
சிறிய மதிப்புகளைப் பெறுமிடத்து, 81 ரி, (8௩ ர ஒவ்வொன்றும் 
தோராயமாக ॥-க்குச் சமம் எனக் கொள்ளலாம்,] 

நியம எல்லை 111, 

் ம ௪௨1 
x0 ஏ =! 

௪-1] எனக் கொள்க. இதனால் % = log (1+y) 
x40 48, yb 0 & 39991 Gib. 

. ft e-l1_ Lt y : 
= x0 x “ஓ y—0 log (1+y) 

Lt 1 
9-0 log (1+y)4/» 

_ 1 
~ log Lt (i+y) *P 

y—0 

  

_ 1 S Qu கணிதத்தில்] 

log e Lt (14+x)'/* =e | 
x0 

=1
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இளைத் தேற்றம் 2 

1 
Lt ட log (l+x) = 1 

2-0 2 6 : 

Lt \ Et loge (1 x)lx 
x40 > log. (1+x) = x19 ge (1+) 

ரி loge| Lt (14+x)'/x | 
x—+0 

log.e 

=1 

॥ 

11. விளக்க மாதிரிகள் 

Lt தி 
மாதிரி 1: 

2-4 வய ட 9 எனப் பிரதியிட, -_ எனத். Coot டட 2-௪ - எனப் பிரதி Ly Tors குர 

பெறாத மதிப்பைப் பெறுகிரரம். 

x?—4 (x+2) (x—2) 

x —x—6 ~ (x+2) (x—3) ஆகும். 
  

நஃ௨2 ஆகும் பொழுது, 2--2-0 ஆகும். ஆனால் 0 ஆவ 
வதில்லை. 

ஆகையால் (2-2) ஆல் வகுக்க, 

ச! x—2 
கொடுத்த சார்பு - ரி 

இதில் $---2 ஆகும் பொழுது, கொடுத்த சார்பு. 

2-2 _ ..4. என்னும் எல்லையைப் பெறும். , 
2-3 5 | on 

= நர x24 4 
x+—2 நிவ 5 

wogaif: x=—2+h, (4-0) என பிரதியிட்டுக் காண்க, 
16 ட் த
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Lt 1-—cosx 
  

  

  

  

மாதிரி 8: 0 றட ட காண்க, 

௨2 x x 
1—cos x _ ணன். _ aa ட an 2 
x sine in op ee TES 

2 2 2 

இனி 2-0 ஆகும்போது, > +0 

“, Lt 1-cosx Lt 1 tanx/2 
x0 xsinx ~ x/207° GQ EXT =G 

் 3 அவக மாதரி 9: Lt 4n?4-3n-—5 

N+ OO 5n?—2n-+7 

தொகுதியையும், பகுதியையும் %£ ஆல் வகுக்க 

  

4 3 5 

கிரிடோ. உர ர்... ஜி 

3-7 2 7 
5 ௨ “க + ns 

இனிஈ-௦ ஆகும்பொழுது, +. j a 9 = BAwion a1 0ஐ எல்லை 

யாகக் கொள்ளும், 

  

4 3 5 

o Lt 4xt43n-5 Lt aT WT ஜா 0 
* 20 டர் கோணி. ந 7 5 

ன ஜார் 

பயிற்சி 1-1. 

கீழ்க்காணும் எல்லைகளைக் காண்க : 

Lt 5 
(1) x-+0O iG [விடை : 3 

wy Lt ax*+bx+e 1 & 
MW) yo beLmxin [விடை 7 

ees. 5x— 3 . 1 “4 ஸ் ட [விடை 1].
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(iv) 

(v) 

(vi) 

(vii) 

(viii) 

(ix) 

(x) 

(xi) 

(xii) 

(xiii) 

(xiv) 

(xv) 

Lt 
x—»2 

Lt 
x 

Lt 
x—-a 

Lt 
x1 

Lt 
x—-+2 

Lt 
9-0 

Lt 
9-0 

Lt 
9-0 

Lt 
x0 

Li 
x0 

Lt 
x-+ 

2 

வரைபடங்கள் 

3x—7 

2x-+5 

(3+x)?-9 

x 

xm—gqm 

ரா 

x—1 

x?-+4-2x-—3 

x?—3x+2 

x*-+3x—10 

sin m @ 

8 

sin a @ 

tan db @ 

bog 
8 

1—cos x 
x? 

cos2 x 

cos x 
  

sin 5 @—sin 3 @ 

sin 6 @—sin 2 6 

cos x 

7 x 
2 

12. சார்டிகளின் வரைபடங்கள் 

243 

[விடை 1 + | 

[விடை : 6] 

[விடை : a aed 
n 

[ட 4] 
[விடை 1 ர்] 

[விடை : a] 

[விடை 1 alb] 

[விடை : 0] 

த! 
[விடை : 1] 

[விடை 1 1] 

[விடை : 1] 

ஒரு சார்பினது மாறுபாடு பற்றிய தன்மையை ஆராய்தலே 

நுண்கணிதத்தின் நோக்கமாகும். ஒரு சார்பினது முக்கியமான 
அம்சங்களை ஆராய்வதற்கு ஒரு வழி வரைபட முறையாகும், 

=
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y = f (x) எனக் கொள்வோம். இதில் 3-க்கு மதிப்புகள் 
கொடுத்துச் சமன்பாட்டிற்கு இசைந்த ந-ன் மதிப்புகளை ஆயத் 
தொலைகளாகக் கொண்டுள்ள புள்ளிகள் இயங்கும் பாதையே 

சார்பின் வரைபடமாகும். 

பயிற்சி 1-2. 

பின்வரும் சார்புகளுடைய வரைபடங்கள் வரைக 

(1) 3-+5x—4x? (ii) 2x*°-5x—-7 (iii) y?=4x 

7 1 (v)sinx (vi) cos x (vii) tan x 

: 1 
(1x) y= =



. உ, வகையிடல் 
(Differentiation) 

1. ஒரு சார்பினது மாறுவீதம் (15816 01 change of a function) 

நுண் கணிதத்தில் ஒரு சார்பினது மாறுவீதம் பற்றிய கருத் ' 
தானது அடிப்படை முக்கியத்துவம் பெற்றிருக்கிறது, அதாவது 

சாராமாறி பெறுகின்ற மதிப்பை யொட்டிச் சார்பானது மாறு 

படும் விதத்தைக் காண்போம். 

ஒரு சார்பினது மாறு வீதத்தை விவரணம் செய்வோம். நாம் 

சென்னையிலிருந்து 159 கிலோ மீட்டர் தொலைவிலுள்ள விழுப்புரம் 

என்னும் ஊருக்கு இரயில் மார்க்கமாக 3 மணி நேரத்தில் பயணம் 

செய்து சேருவதாகக் கருதுவோம். அப்பொழுது சராசரி வேக 

வீதம் மணிக்கு 53 கிலோ மீட்டர் ஆகும் எனச் சொல்லுகின்றோம். 
ஆனால் இரயில் வண்டியானது சில சமயங்களில் இச் சராரரி வேகத் 

இற்கு அதிகமாகவும், சில சமயம் குறைவாகவும், மற்றும் இடை 

யிடையே நிலையங்களில் நின்றும் செல்லுவதனைக் காண்கின்றோம். 

ஆதலின், ஒரு கால இடை. வெளியில் கருதப்படும் சராசரி வேக 
மென்பது கற்பனை யெண்ணே யாகும். ஏனெனில், அது உண்மை 

யோடு ஓத்திருக்கவில்லை, இதே நியாயமானது மாறுபடும் எந்த 

பரிமாணத்திற்கும் ஏற்புடையதாகும், நவீன விஞ்ஞான, பொறி 

யியல் முறைகளில், குறிப்பிட்ட கணத்தில் மாறுவீதம் காண்பதே 
தேவைப்படுகின் றது. - 

2. குறிப்பிட்ட கணத்தில் மாறு வீத்த்தைக் கணக்கிடும் 
முறையைப் பின்வரும் எடுத்துக்காட்டால் விளக்குவோம். 

ஒரு பொருளானது ஓய்வு நிலையிலிருந்து விழுமானுல் எறியுமிடத் 
-இற்குக் ழே அதன் தூரமானது 8- 16!” என்னும் சூத்திரத்தால்
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கொடுக்கப்படுகன்றது. யாதேனுமொரு கணத்தில் அவ்விழு பொருளி 

னுடைய வேகத்தைக் காண்க. 

ஆரம்பத்திலிருந்து / நேரத்தில் 
பொருளின் தூரம் 5-167” (1) 

ர மிகச் சிறிய பரிமாணம் ஆகுமிடத்து, (2-ம்) நேரத்தில், 
$409 StKE-G அதிகரித்திருந்தால், அப்பொழுது $£ ஆனது 4 

என்னும் மிகக் குறுகிய காலத்தில் ௮ப் பொருள் மேலும் விழுந்த 
மிகச் சிறிய தூரத்தை யுணர்த்தும். 

இதனால் 4 என்பது அக் குறுகிய கால இடை வெளியில் 

நிகழ்ந்த சராசரி வேகமாகும், 

இதனோடு ௪-ட--16 (7-5 - ses) 

_கழித்தல் முறையால், k=16 (t+h)?—16 t?=16 (2 th+h’y 

. மீயிலிருந்து 7 நேரம் கழிந்த மிகக் குறுகிய கால இடை 
வெளியில் சராசரி வேகமானது, 

4 _ ent) 32 7-1 16 % ஆகும். 

இது / கணத்தில் நிகழ்ந்த வேகத்தைக் குறிக்க, ந என்பதி 
னினும் சிறிய கால இடை வெளியைக் கொள்ளுதல் வேண்டும், 
வேகம் கணக்கிடப்பட்ட இடைவெளி எவ்வளவுக் கெவ்வளவு 
சிறியதாகுமோ, அதற்கேற்ப நாம் பெறும் முடிவானது ர என்னும் 
அக் கணத்தில் நிகழ்ந்த உண்மை வேகத்தை மிக நுணுகிய 
நிலையில் அறிவிப்பதாகும், 

ஆகவே மிகவும் சரியான முடிவைப் பெறுவதற்குக் கொடுத்த 

1 என்னும் கணத்தில் தொடங்கி $ என்னும் சிறிய கால இடை, 

வெளியில் கணக்கிட்ட சராசரி வேகமானது 4 என்பது, ம என் 

னும் கால இடைவெளி பூச்சியத்தை நெருங்கும் நிலைமைக்கண் 
ஓர் எல்லை மதிப்பைப் பெற்றால், அதுவே அக் கணத்தில் நிகழும் 

வேகமாகும். 
ச் 

1 என்னும் கணத்தில் வேகம் - 7 க. 
4-0 

= Lt (32 t+16 hy=32t 
ட ் /-0
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9. நுண்கணிதத்தில், ஒரு சார்பினது மாறுவீதம் பற்றிய 
கருத்தானது அடிப்படை முக்கியத்துவம் பெற்றிருப்பதால், நாம் 
அதற்கு ஒரு பெயரைக் கொடுத்து, அதைப் பெறுதற்குரிய செய் 
முறையைப் பொதுப்படையாகக் கூறுவோம். அதே சமயத்தில், 
இதற்குப் பயன்படுத் தப்படும் சிறப்பான குறியீட்டு முறைகளையும் 
விளக்குவோம். 

4. குறியீட்டு முறை ந ஆனது -ன் சார்பாகட்டும். ஃல் உண் 
டாகும் மாறுபாட்டிற்கு ஏற்ப நஃலும் மாறுபாடு ஏற்படும், 
ஒவ்வொரு மாறியிலும் ஏற்படும் மிக நுண்ணிய மாறுபாட்டை 
அதிகரிப்பு (increment) goog ஏற்றம் என வழங்குவோம், 

22ல் நேரெண்ணாகவோ அல்லது எதிரெண்ணாகவே£ ஏற்படும் 
அதிகரிப்பை 86% அல்லது 77% அல்லது 4 என்று குறிப்பிடப்படும்- 
அதையொட்டி )ஃல் ஏற்படும் அதிகரிப்பானது 8ற அல்லது Ay 
அல்லது $ என முறையே குறிப்பிடப்படும். 

[குறின்பு : 9% எனின், 9)6% எனப் பொருள் படாது, 8x 
என்ற குறியீட்டைப் பிரிக்கக் கூடாது, அது ௩ல் கண்ட மிக 
நுண்ணிய மாறுபாட்டைக் குறிக்கும்.] 

5. இனி எல்லை (11௦11)க் கருத்தைப் பயன் கொண்டு, ஒரு 
சார்பினது மாறுவீதத்தை வரையறை செய்வோம். 

amas Gag (Differential Coefficient) 

ரீ (20) என்பது ன் தொடர்ச்சியான சார்பு ஆகட்டும். 
% ஆனது 69% என்னும் மிக நுண்ணிய அதிகரிப்பைப் பெறுமிடத் து 
அதற்குத்த௩ ர பெறும் அதிகரிப்பு 89 ஆகட்டும். 

பின்னர் ந-- 8-7 (%-1 8௦) 

அப்பொழுது, 8--7ீ (௨-8%)--7(2) ஆகும், 
ரா _ 

™ ல ~ ee eee 21. ஆகும். (i) 

இவ்வி௫தம், 2-லிருந்து 3:-1-8% வரையிலுள்ள இடைவெளியில் 

சார்பானது பெறும் சராசரி மாற்றத்தைக் குறிப்பிடுவதாகும். 

% என்னுமிடத்தில் சார்பினது மாறு வீதத்தைக் காண, மேலே 

(1)-ல் கட்டியபலன், 9%--0 ஆகும் போது ஏதேனும் ஓர் எல்லை
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யைச் சாருகிறதா எனக் கணிக்க. வேண்டும். இந்த எல்லையே, : 
சார்பின் மாறு வீதத்தை % என்னும் தருணத்தில் கொடுக்கிறது, 

. இவ்வெல்லையானது வகைக்கெழு அல்லது வகைமீட்டுக் கெழு : 
அல்லது வகையீட்டுக் குணகம் (101767251181 ௦௦௦17101201) அல்லது 
% ஐப் பொறுத்த வழிச் சமன்பாடு (19௦11760 11001101) எனப்படும், 

d | 
இதனை ie என்னும் குறியீட்டால் குறிக்கன்றோம். 

ஆகவே, % ஐப் பொறுத்து நஃன் வகைக்கெழு மாறுவீதம் 

(Differential coefficient of ற, w. r. t. x) 

~B_ pp 2 py LAx+8x)—f (x) 
qx 0 924 5x40 bx 

வகைக்கெழுவைப் பெறும் செய்முறையானது வகையிடல் 
(Differentiation) croriu@w. 

/ 

_ ஐப் பொறுத்த யினது வகைக்கெழுவைக் “ழ்க்கண்ட ் 
வாறு வேறு வடிவனிகளிலும் எழுதப்படும், 

ay [It f (x+Ax)-f (x) ait, Lletaadas 
ax 

பழ. மீம். Ay 
~ 720 Ax 

dy , 
ar பிற வடிவக் குறிப்புகளாவன : 

d df(x) மீ. . 
in? Dy; று 0 ், 4, 7 (2), 3, என்பனவாம். 

[குறிப்பு : = Tera: ft) என பார்த்தோம். 

820 ஆகும் பொழுது, இதன் எல்லையைக் காண வேண்டும். 

இதைக் காண நாம் 9-0 என்று இடுவதில்லை, ஏனெனில், 

அப்பொழுது 99--0 ஆகும். அந் நிலையில் ட = > என நின்று 

-தேரப்படாத. தொன்றாடவிடும். மேலும், இப்படிச் செய்ய
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வேண்டிய தேவையுமில்லை. ஏனெனில், 8% ஆனது 0ஐ அணுகும் 

பொழுது எல்லை மதிப்பைக் கணிக்க வேண்டும். சார்புக்கு 6%--0 

ஆகும் பொழுது என்ன ஆகின்றது என்பதல்ல நமது பிரச்சினை. 

இனி, 8%--0 அணுகுங்கால், 8ந-ம் பூச்சியத்தை அணுகும், 
ஆனால் இரு மறைவுறும் பரிமாணங் களின் வி௫தம் ஒரு குறிப்பிட்ட 

எல்லையை அடையக் கூடும் எனப் பார்த் இருக்கிறோம். இந்த எல்லை 

மதிப்பு நிலையுள்ளதாயின், அது சார்பின் மாறுவீதத்தை வரை 

யறை செய்யும். ] 

6. - நியமச் சார்புகளின் வகையீடு (Differentiation of Standard 

Forms) 
é' 

(1) ன் வகைக்கெழு காணல் 

y=x" ஆகட்டும். % ஆனது 89% ஏற்றம் பெற, அதற்கு. ஏற்ப 

3 ஆனது 8 ஏற்றம் பெறுவதாக. அப்பொழுது 

நற - (ஜ-422)7 ஆகும், 

é6y = ஜான 

52 ட (222001 x” _ (x+8x)"—x" 

os 3x   
8x (x+6x)-—x 

Lt by _ ரர. (bx Jn— x" 
“+ 8x90 Gx ~ 8x70 “(x46x)—x 

  

Lt (x+6x)"—x" 
dy = = பாட 

dx. (649399 மூ)... 
[நியம எல்லை 1] 

தட ஒண் ட்ட 
அதாவது 7 (x") = nxn 

[குறிப்பு ழ$1 இச் சூத்திரமானது ஈன் எல்லா விகிதமுறு 

மதிப்புகளுக்கும் (௩&(101081 values of 77) ' உண்மையாகும். 

குறிப்பு 2: % ஐச்சார்ந்து என் வகைக்கெழு 1 ஆகும், 

ry) 9° என் 9 ் 0 ஆகும் 

1 . tio, 
99 99 ரு 67 ணா. ” 

1. 22... 
ஷ் ப் 99 x Gor ae x® po
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சூறிப்பு 3 :' ஒரு மாறிலியின் வகைக் கெழு பூச்சியம் 

நூ - 2 என்ற மாறிலியானால், ந-ன் மதிப்பு %ஐச் சார்ந்ததல்ல, 

ytdy=c 

erotGar Sy=0; ட் = 0 ஆகும், 

டம் - Li 
** de 7 bx 00-0 2 ப் 0 

(ii) -sin ன் வகைக்கெழு காணல், (0 ஆரையன்களில் 
அளவிடப்பட்டுள்ளது) 

y = sinx எனக் கொள்க. 

Gerort y+ésy = sin (x+5x) 

“. dy = sin(x+65x) — sin x 

= 20c0s (4-4) . sin ox 
2 

. by _ 2 Ox 2 8x 
oo Gy 4 Fy Sy Se =~ . 

sin 8x 
dx 2 

= COS = Freese ட 
= («+ 2 ] x 

2 

98--0 ஆக, எல்லை மதிப்பை எடுக்க, 

bx ae 
dy It ற Lt 5x\ Lt 2 
ax = 8x0 “8x = 8x0 cos (x + 2) 9-0 25. 

த. 
= cos x “1 

= cos x 

£ (sin %) _ we x 

  

(114) cos %-ன் வகைக்கெழு காணல் (x ஆரையன்களில் 
அளவிடப்பட்டுள்ளது). 

3 = 008% எனக் கொள்க. 

பின்னர் 4-8. - cos (x+8x)
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வகையிடல் 

oe éy = Cos (x-+6x) — 008 % 

‘ Ox - Ox 
= —2sIn (= +z) . Sin a 

by 2 sin(, , 8*\ sin 2% 
ox 7 அப்ப 2 ) sia 2 

sin Be 
i dx 2 

த = — sin (x by . ae 

. 2 

88--0 ஆக, எல்லை மஇுப்பை எடுக்க, 
ட. Ox 

ட்ட. மர ஜு. Lt on ep BY yy sin 5 

a 2 

= — sinx'l = — sin x 

we அள் = — sinx 
dx 
  

(17) ௪ஃன் வகைக்கெழு காணல் 

ந ௪ ௪ எனக் கொள்சு, 

பின்னர் yoy = pores 

| * by = et x _ ப 

= 2 (6 ட 

by 4 fee) 
bx 8x 

~ 

8x0 ஆக, எல்லை மதிப்பை எடுக்க. 

  

  

சி 

. ay Lt by _ as Lt eri 

dx 8x0 “$x ~ 3x0 ( bx 

= e.l= 

. d(e) _°, 
oe dx ௪ சீ 

  

ne
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(v) log ஜன் வகைக் கெழு காணல் 

y = loge* என்க, = 

cron y + 8y = loge (x+8x) 

ee dy = log, (x+5x) — log x 

= (5) 
8 

I log. (1 +2) 

த _ 1 bx 
ee bx zy 108 சீ (1 | 

1 ரஜ 8% 

= E 10g 2 (1 +>) 

92-௩0 ஆக, oradda wHicou ot HSS, 

by lf Lt x, 8x 

bx ~ x | ax-+0 $n 18. (1 ol 
1 1 1 . 8 ட்டு 
எகர ange தபர எட 

lt 

. ஆரம்பத் தத்துவத்திலிருந்து வகைக் கெழு காணல் 
7 டது ௪ Ada i é ழு ‘ 

2 ஐக் கண்டறியும் முறையில் மாணவர்கள் பின்வரும் 

படிகளைக் கவனித்திருக்கலாம்; 

(1) % ஆனது சிறிய ஏற்றமாகிய 6% ஐப் பெறவைத்தல். 

(ii) அதற்கு ஒப்பர-ல் விளையும் ஏற்றமாகய 8)ஐப்பெறுதல், 

(iii) ஐ 8-க்கு விகிதப் படுத்திக் கூடுமானால், அதனைச் 
... சுருக்கக் கொள்ளுதல், 

(iv) 8%--0 ஆகும்பொழுது, = ன் எல்லையைக் காணல். 

மேற்கூறிய முறையால், ஒருசார்பின் வசைக்கெழுவைப் பெறு 

தலை, *ஆரம்பத் தத்துவத்திலிருந்து வகைக் கெழு காணல்” (41116- 
79141811௦0 1705 பர8 நார்ற010168) எனப்படும்.
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இம் முறைப்படி எத்தச் சார்பின் வகைக் கெழுவையும் 
காணலாம். 

விளக்க எடுத்துக்காட்டு 1 

ஆரம்பத் தத்துவத்திலிருந்து, :ஐப் பொறுத்து ,/5-ன் 
வகைக் கெழு காண்க. 

y= Vx எனக் கொள்க, 

% ஆனது 8: ஏற்றம் பெற, அதற்கு ஏற்ப ஆனது 8] ஏற்றம் 
பெறுவதாகக் கொள்க, - 

Yerortr y+dy = Jx+dx 

o 0 by = புஜ. Vx 

ற Nx+8x — Nx 
bx 8x 

24 lt ழு Vx 
0 = = §x0 ஜு. 

Lt டர்ன் - பய) _ (24 Sx 
bx. (/x+8x. + J/x)- 

Lt 8% 
எனகக nee 

0 2 1 ௮ 
(* 77 1 

௪0 “42% + 05 

_ 1 _ ot 
NX +.JX ar 

dy 1 
எவ்வம் அமை. 

dx 2 Nx 

= 8x4 

I 

  

  

  

௫ 

-. ர்குறிப்பு? சார்புகளின் வகைக் கெழுக்களை ஆரம்பத் தத்து 
வங்களிலிருந்து பெறப்படுவதைவிட வெகு எளிதாகவும், விரை 
வாகவும் பிரிவு 6-ல் கண்ட நியமப் பலன்களை (Standard results) 

யும், பின்வரும் பொதுத் தேற்றங்களையும் "பயன்படுத்திக் 
கிடைக்கப் பெறும். ]
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எடுத்துக்காட்டு 1 

பீன் வகைக்கெழுவை நியமப்பலனை பயன்படுத்திக் காண்க 

லட் 

d ei ஃ[-)-௧ 
. A (z)-E(A)-eP eet “உ ந (7 dx 3 3 2ம் 

__1 

ச 

பயிற்சி 2-1. 

ஆரம்பத் தத்துவத்திலிருந்து பின்வருவனவற்றை நிறுவுக! 

. dj1\ 1 ட 
(1) ey) ஜ் 

ட ட்ட : 
~ (ii) ee (tan x) = sec’x 

(111) த (00860 2) --00860% cot x 

(14) is (sec x) =sec x tan X 

(1) < (cot x) = —cosec*x 

8. வகையீடு பற்றிய பொதுத் தேற்றங்கள் (026781 Theorems on © 

Differentiation) 

தேற்றம் (i) ப 
சூறிப்பிட்ட சார்புகளின் கூடுதலின் வகைக்கெழு ஒவ்வொன்றின் 

வகைக்கெழுக்களின் கூடுதலாகும். : 

U, Vy Wesveeeee TULUM ன் சார்புகள் ஆகுக. 

y=u+t+rv+w+.. vee cee GT GUN GOT ் 

dy du dy dw 
“ae T, ge ன் eo
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தேற்றம் (14) 
ந 2 4 ஆனால், (௦ ஒரு மாறிலி) 

dy _ , du 
dx ரீ% 

yHe, Ute, Ube, Uy. கட்டட ஆனால், 

dy ரீ du 7 du. 
de _ ae + Cy இஜர் er re 1 சசககக 

விளக்க எடுத்துக்காட்டு ₹ 

நூ4394-2%--5--1 008 % ஆனால், 

d d d d (5 ர் 
எ - 0-0 - 0... ax (4 008 x} 

It 

, d(x‘) d(x) _d (5) d (cos x} 
> ae சது “ஜு. thE 

 3472-2%01-0-1 (- 8 ஐ) 

12 x*—2—4 sin x | 

தேற்றம் (114) 
இரண்டு சார்புகளது பெருக்கற் பலனின் வகைக்கெழு காணல், 

ந 7) என்க, 8, 7 என்பன உன் சார்புகளாகும் 

8 2ல் நேரும் அதிகரிப்புக்கு ஏற்ப, 4, 1 களில் நேரும் ஏற்றங் 
களும் அவற்றின் விளைவாக ந-ல் உண்டாகும் ஏற்றமும் முறையே 
88, 8, ஏ என்போம் 

ஃ றற. - (0-2) (0-2) ஆகும். 

று = (u+6u) (v+ dv)—uv 

= u dyt-vdu-+durdy 

by டு éu bu 
gx et? oe toe 

Lt dy ம மம bv , w Lt du 
8x40 Ge = 8x30 Ge 8-0 8 

Lt 38u
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  ட dy a dv du du, 

ஃ ge ta a tae 
e 9%--0 ஆகும் பொழுது 9-0 

dy | dy ‘du 

ல் ஜி 4 தூர்? து 
  

இளை ₹: மேற்கண்ட பலனை 3 அல்லது அதற்கு மேற்பட்ட 

காரணிகளுக்கும் பெருக்கம் செய்து கொள்ளலாம். : 

= UVW BEN 

dy dw dy du 

நோ 4 இர் தர் 41 ஐ 

- அதாவது ஒரு பெருக்கற் பலனுக்கு வகைக்கெழு காண ஒவ் 

வொரு சார்பின் :வகைக்கெழுவையும் எழுதி மற்றவற்றால் 

பெருக்கக் கொண்டு அங்ஙனம் பெற்ற பலன்களைக் கூட்டிக் 

கொள்ளவும். ன சு ் 

மேற்கண்ட பலனை 1, 1, 1 ஆல் வகுக்க, 

jl ad 1 ம. 1 ள் 1 3 82 ப ர ம் எர ஆ எனப் பெறு 

ட் தேற்றம் (19). 
“இரண்டு சார்புகளின் வகுத்தல் சூறித்த வகையீடு : 

Uy V ஆனவை உன் சார்புகளானால், 

A | a dx 82 எனநிற்வுக. 
ட] ர 

8 mn 
y= > site. 

இதனால், 2-1] ஆகும், 

பெருக்கல் விஇப்படி வகைக்கெழு காண, 

du dy dv . 

Gi ae FY Ge BOM



வகையிடல் 

  

257 

து கக் 
ரஜ. de 7 a 

du u_ dy 

~ ax ~ y dx 

» dy 
dy dx 4 ix 

vax = ர. 

» dey ar 
ட்டு dx dx 
ss dx ~ v? 

dl 1 dy 
இளை 1: iz (+) - நட இ 

களை 2 : 181, 860 x, 00860 %, 00% என்ற திரிகோண கணித 
தகவுகளின் வகைக்கெழுக்களை மேற்கண்ட வகுத்தல் விதியினால் 
காணலாம். 

த d ssinx ன 

dx (tan x) = ax (cos x ) 

ds ட் d 
_ cos x 7 (sin x)—sin x 3 (6082) 

cos? x 

_ cos x cos x—sin x (—sin x) 
ஜு cos? x 

_ cos? x-+sin? x 1 

~ cos? x ~ Cos? x 

= sec? x 

  

இவ்வாறே, 

id 
Tdx (SCC x) = sec x tan x 

id ன 
Ax (Cosec x) = — 00860 % 01% ஆகும், 

d a 
Fx (OO x) = —cosec *x 

17 ர
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தேற்றம் (3) 
சார்பின் சார்பு (Function of a Function) 

y =f (ut, u=  (X)-tb Bow, 

dy _ dy du ‘ 
ak ஜ் மட் 2S”: 

ஐஃல் உண்டாகும் 8% ஏற்றத்திற்குத் தக்கதாக u-w du 

ஏற்றமும் அவை பற்றிய விளைவாக 3-ல் 23 ஏற்றமும் உண்டாவ 

தாகக் கொள்வோம். 

; 8 by ou. ள் 

அப்பொழுது 35 = “ஜு நட. ஆகும். 
ம்ம் று... Lt ற. ou 

92-20 8x 6x0 ou 5) 

_ Lt sy Lt 88 
“9-0 7 840 Sy _ 

_ Lt sy Lt 8u . 
5 “ 8-0 Gy 8x0 Ox 

உடம்... ம். ப் . 
8 dx du dx SO” 

இளை 1: yp Morg vast Fritursayb, y ஆனது 7-ன் சார் 
பாகவும், 7 ஆனது 2௨ன் சார்பாகவும் அமையுமானால், 

i 
dx ~ "due “dv 3 அகும். 

  

இளை 21 (1) - 81௩ ர% ஆனால், = = ACOSAX BEd. 

” . dy டத 
(ii) y =sin (ax-+b) AGW, Jy = acos(ax+b) 

ஆகும். 

see _ dy . . 
(iii) y = cosax enw, Ge = asin ax BG. 

(iv) y = cos (a x+b) ஆனால், £ =-asin (ax-+-b)



வகையிடல் 259 

1 dx 
இளை 8: ர” “ர 

  

=   

+ 
மேலேயுள்ள தேற்றம் (1)-ல், 3-% என்று இட்டால், இது 

பெறப்படும். 

தனிப்பட, அஆரம்பத்தத்துவத்திலிருந்து, 

dx ட். 
> = dy oor Hye. 

y ‘dx 

விளக்க மாஇரி 1 ஐஜச் சாரித்தி, ௨115) ௦08773ன் வகைக் 
கெழு காண்க, 

கொடுத்த கோவையை ] எனக் குறிக்கவும், 

“uw = 815) ர - 0087ற எனக் கொள்க, 

2 y= uy? 
d d d ® wt ona rdw 

= u2*2y a ரு ஸ் : 

d a 
= 2uby = + 3v*u? = 

இனி a = cos5x*5 = 5 cossx 

+a = —sin7x*'7 = —7 sin 7x 
dx 

dy 
ஷ் ae = 2u*y (—7 sin 7x) + 3v7u? (5 cos 5x) 

= — 14, sin? 5 x + cos7xsin7 x + 15 cos?7x* 
sin? 5 x cos 5 x 

= sin 5 x cos 7 x (—14 sin’? 5 x sin7 x 

+ 15 cos 7 x sin 5 x cos 5x) 
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தேற்றம் (91) 
“ஐ. ரீ(0)2யும், ற - ழ் (1)-யும் ஆனால், 

ம. ஜ்] 
dx dx{dt 

  

Ly =a என்னும் வட்டத்தின் மீதுள்ள புள்ளியை 
x=acosé, y= asin § எனக் குறிப்பிடலாம், 

  _ ay dy|d@ - -+-a cos 0 
புள்ளி (2) யிடத்து ர்... dxld@— —asiné 

x ‘ 
= —— BGM. 

௫2 ச் ட 

_யயிற்சி 2-2. 

1, ஒரு பரவளைவு (08௨௦1௨) மீதுள்ள . புள்ளி %- மாட் 

328 எனக் குறிக்கப்படும், அப் புள்ளியில் 2 காண்ச, 

2, %-ம 005 9, ழ் 819 என்பன ஒரு நீள் வளையத்தின் 
(மாறல) மீதுள்ள புள்ளியின் ஆயத் தொலைகளைக் குறிக் 

. a 
கும். அப்புள்ளியில் -7- -ன் மதிப்பைக் காண்க, 

3. ஒரு அதிபர வளைவு (1190270018) மீதுள்ள புள்ளி 
x=a sec 9) 3-ம் (8௩ ரி எனக் குறிக்கப்படும். -அப் 

புள்ளியில் = -ன் மதிப்பைக் காண்க. 

4. ஒரு செவ்வக அதிபர வளைவின் மீதுள்ள புள்ளி, %-- 21, 

உகம் வனி 
dx 

c = 
i Bx எனக் குறிக்கப்படும். அப் புள்ளியில் 

மதிப்பைக் காண்க, at 

தேற்றம் (011)  - 
மறைவுச் சார் ப (10ய21101ர் [0௦(1௦0) களுக்கு வகையீடு காணல் 

  
3 ் 2 

407-273 5 ee: a - 1 என்பன போன்ற சார்புகளில் 

ட்ரீ ஆன்து 3-ன்$ே தர்முகச் சார்பாகக் கொடுக்கப்படாமல், 2ம், நம்
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கலந்து கொடுக்கப்பட்டுள்ளன. சமன்பாட்டிலிருந்து ந-க்கு தீர்வு 
கண்டு, ந ஐ %-ன்ஃநோர்முகச் சார்பாகக் கண்டறிந்து, இதிலிருந்து 

dy _. s ‘ . . 
2 ஐக் காணலாம்,. ஆனால் இப்படி x oF சுட்டி வெளிப்படை 

யாகழ.க்கு மஇப்பு காண்பது தல சமயங்களில் இயலாததாகும், 

அப்படிக் காண்பது இயலுமாயினும், அத்தகைய. தொடர்பு எளி' 

தூய் இராது. 

நக்குத் தீர்வு காண முடிந்தாலும், முடியாவிடினும், 2-ம், நும் 
சம்பந்தப்பட்ட சார்பிலிருந்து ற ஆனது 2-ன் ஒரு வகைச் சார்பு 

என்பது வெளிப்படை. ஆசவே, சமன்பாட்டின் இரு பக்கங்களையும் 

உ ஐ ஒட்டி வகையீடு செய்தபின், கிட்டிய சமன்பாட்டிலிருந்து 

dy -ன் மதிப்பைப் பெறுவோம். 
மட்ட. 2, 

விளக்க எடுத்துக்காட்டு 

ax? + 2hxy + by? + 2gx + 2fy-+e = 0 என்னும் தொடர்பி 

ட டன் ் ர் 
லிருந்து -7 ஐக் காண்க 1 

ன் 

y ஆனது உன் சார்பானதால், இந பக்கங்களையும் 5 ஐ 

ஒட்டிய வகைக்கெழு காணவும். 

dy’ d dy 
2ax-+-2h (y+ 7) + 2by zt 22 + 2h ட் = 0 

(அதாவது) (2%-) 28-37) Ge = வேறே ரே 

dy _ கற்றும் 
ot dx hx+oy+f . 

பயிற்ரி 2-3. 
2 ் 

d 
es 

பின்வரும் தொடர்புகளிலிருந்து அடக் கண்டறிக. 

vi. நூரி. 2. y=dax' 3. 5 +B = 

2 2 

4, > Pel 5, xy=e



‘ 
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9. இலாகரிதம் எடுத்து வகைக்கெழு காணல் (1,028ர்(1111௦ 
Differentiation ); 

சல சார்புகளின் வகைக்கெழு காண, அதன் மடக்கை : 
எடுத்துப் பின்னார் வகைக்கெழு காணுதல் ஒரு வழியாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 1 

‘ . Yo. . 
நு - (511 3) எனின், “ட அிக்காண்க: 

இரு பக்கமும், மடக்கை எடுப்பின், 

102]: - % 1௦2 (81%) எனவரும், 

இரு பக்கங்களிலும் % ஐ ஒட்டி வகைக்கெழு காண, நாம் 
1 wd 1 . பெறுவது 3 a அ ல eo x + log (sin x) +1] 

  

= x cot x-+-log (sin x) 

dy ; 
- Ge “3 [x cot x-+log (sin x) | 

(sin x)* [x cot x + log (sin x)] 

10. நேர்மாருன சார்புகளின் வகைக்கெழு (Differentiation of 
Inverse functions) க 

9 ௪ 840 3-ன் வகைக் கெழு காண்க, 

2௮ sin y 

  

      

உ அடப் 1 
* dx ~ cosy ~ 1-3 

இதேபோல், பன (0௦08-1) = -- at 
x வி 

ளு 

  

d 1 
Ge (tan x) = 1-5 எனப் பெறலாம், .
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1. 

2. 

3 

பயிற்சி 2-4. 
௩ (கலப்பு வகை) 

ஆரம்பத் தத்துவத்திலிருந்து பின்வருவனவற்றின் வகைக் 

கெழு காண்க, 

முழு (iii sin 2x (iv) — 

பின்வரும் கோவைகளுக்கு %ஐ ஒட்டி வகைக்கெழு 

காண்க : டட ள் 

(i) 2 5 ன 3 பா (ii) log x—ex—7 
x வி x ' 

(iii) 3 sin x—4 cos x--e**+log x 

oy (ork) (24 3) 
(v) sin (2x-+-3) (vi) (ax+5)* (vii) e* sin x 

(viii) 2 cos x log x—x* sin x (ix) cos? (3x—2) 

  

(x) x" cosnx (xi) x" (1-2 x)* (xii) sin® x cos 2x 

(xiii) 3 sin‘ 2x (xiv) sin mx cos nx (xv) x (2—x)* 

$5 ay 2 See 
(xix) (x?—1)m (1—x)" (xx) (1—x)? (2—x*)° (x°-+1) 
(xxi) x7 y°+4 y=0 (xxii) ax°+2hx y+by=1 

(xxiii) log (ax+b) (xxiv) சிரி (xxv) sin /x 

(xxvi) x e* log x (xxvii) a* (xxviii) x* (xxix) (log x)* 

  (xvi) sin (2—5 x)* (xvii) 

(xxx) ex sin x log x (Xxxi) cos“! x (xxxii) tan-'x 

(xxxiii) sec“1x (xxxiv) cot“ x (XXXv) cosec™x 

(1) 240089, -ம் 8102 ரி எனின், 2 ஐக் காண்க. 

(ii) x=a (g+sin 0); y=a (1+¢0s 0) crafler, cm 

ஐக் காண்க,
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4, கீழ்வரும் சார்புகளின் oe அவற்றிற்குரிய 
சார்பில் மாறியைப் பற்றி காண்க, 

தா் 4--008 6 “a 2-1 
(1) s=u t+4 at (1) டி “ ர-.00%. (iii) w= சடார் 

ப் _ i+tan z 
(iv) r=a (14+cos#?) (v) w= டா எ 

11. அடுத்தடுத்து (தொடர்ச்சியாக) வகைக்கெழு காணல் 
(Successive Differentiation): owt afims amad 
Ga (jgssor (Derivatives of Higher orders) 

3 ஆனது 3௨ன் சார்பானால், அதிலிருந்து பெற்ற த என்னும் 

சார்பும் பொதுவாக ஒரு 3ஃன் சார்பாக இருக்கும், ஆகவே, 

2. க்கு $ஐ ஓட்டிய வகைக்கெழுவினை மறுபடியும் காணலாம். 

3 யீடு ஆ ௮ வகை டு செய்ததன் பயனை இரண்டாம் வகைக்கெழு 

எனக் கூறுவோம், 

: gaa 

இதனை “de ( ன ] எனக் குறியீடு செய்யலாம். 

  ஆ ரன் 8 a fea ai என்பதை அன் என எழுதுவது மரபு, ஆகவே, 

2 

= என்பது ற என்ற சார்புக்கு XO] ஒட்டிய இரண்டாவது 

வகைக்கெழு. என பொருள். 

  இவ்வாறே. ப : க்கு மறுபடியும் ஒரு முறை %ஐப் பற்றிய 

வகைக்கெழு கண்டால், அது மூன்றாவது வகைக்கெழு எனப்படும். 

இதை ao எனக் குறிப்போம். 

இதே குறியீட்டு முறையைப் பின்பற்றி என்னும் சார்புக்கு 

1 முறை அடுத்தடுத்து வகைக்கெழு கண்டு, . வரும் பலனை 
dry : 

dx" 
  எனக்கு றிப்போம்,
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த ர ள் | Birth ere Lien 5S செய்முறைக்கு உரிய குறியீடாகக் 

டை கொண்டு, Gz Fou பதிலாக £ என்று எழுதினால், 

இ. ம ary 
கடர இனி ர இதர எரர் இத 

என்னும் வடிவிலும் எழுதிக் கொள்ளலாம், 

    என்பவற்றைற, 5, Dy 

நஎ7ீ(%) ஆனால், அடுத்தடுத்துப் பெறப்படும் தொடர் நிலை 
வகைக்கெமழுக்களை 7” (2), ர” (2), 7” (2), voreereccoee 2 (x) அல்லது 

WV a Ye ரா அல்லது ந, ந... என்று குறியீடு செய்தலும் 
உண்டு. 

நேரம் [ஐச் சாராமாறியாகக் கொண்டு கண்டறியும் 

முதலாம் இரண்டாம் வகைக்கெழுக்களை வழக்கமாக Vs ற: எனக் 
குறியிடுவதும் உண்டு, 

சல சார்புகளுக்கு, வகைக்கெழுக்களை எத்தனை அளவு வேண்டு 

மானாலும் தொடர்ந்து காணலாம். சிலவற்றிற்கு ஒரு குறிப்பிட்ட 

அளவுக்குமேல் வகைக்கெழுக்கள் பூச்சியமா விடும். 

எடுத்துக்காட்டு : 

(ற ம் எனக் கொள்க. 

எனின், Dy 173; நிற - (-1) (2) 

இவ்வாறு தொடர்ச்சியாக வகைக் கெழுக்களை எந்த அளவுக்கு 

வேண்டுமானாலும் கணக்கிட்டுக் கொண்டே. போகலாம், 

(2) ந - 81% எனக் கொள்க, 

எனின், மிர - 008 3 ற ல வர்ற ந$ நிற 008 04-௨௦ 

என்று கணக்கிட்டுக் கொண்டே போகலாம். ’ 

(3) ந-28 (ஒரு நேர் முழு எண்) 

எனின், ற பள?) Dy = n(n—1)xr-? 5, 

றற 1 (௪-1) (௪-2)... 

௨ றற = n(n—1) (-இ....1. - 11 ஆகும். 

இதற்கு மேற்பட்ட வகைக்கெழுக்கள் பூச்சியமாகின் றன.
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விளக்க எடுத்துக்காட்டுகள் : 

ட்டி . a. 
எடுத்துக்காட்டு 1: 3-(52-77) அனால், na ஐக் 

காண்க, 

  

4 - 5-7 எனக் கொண்டால், - 94 ஆகும், 

ர் d d a 
Gp tm = Fwy B= 4ம். ல 2002 

dy  dfd\ dia ன dn 
de = ala | =e (208) = 00) 2 

= 6075 = 30004 

- 300 (5%--7)” (பிரதியீடு செய்தபின்) 

எடுத்துக்காட்டு 2: ந - 12௦08 /2 ஐ-5 81௩ 725 எனின் 
2 

ie 4 3-0 எனக் காட்டுக, 

  

ம் = ~12/2sin J2 x — 5J2cos Jax 

மீற 5.2 ர “சலன் எ -12/2.2008 ./2x 

-54/2(-ப2 8௭ 22 

= — 24c0s J/2x + 10 sin /2x 

= —2(12cos J2 x —5sin J2x) 
a —2y : 

eo ax? +2y = 

1, y =(1—2x) (2—3x’) aoe, ஐக் கண்டறிக, 

் ~ [oon 1 6 (6x—1)] 

  2. y = 5x*~x cosx mend, oy ஐக் கண்டறிக. 

[விடை 1 104-௦08 ந 4- 2 sin x] 
௩
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ம்
 

ச 

6. 

7. 

% 

10. 

ல் . 
y = sin xcos xX ஆனால், art லூ - 0 எனக் காட்டுக. | 

‘ ம் d 
ந - 3810. ஆனால், OR —2x > + (x?4+2) y=0 

என நிறுவுக. 

: d’y d 
நூ - 3008 2 ஆனால், 2. a —2* = + (x?+2) y=0 

என: நிறுவுக. 
\ 

a, b, n என்பன மாறிலிகளாகுமிடத்து 2 - acos nx 

+ bsin nx 36%, 2 + ny ௪ 0 எனக் காட்டுக. 

a d. . 3 ‘ 

t? oa —t _ 3-0 என்பதற்கு $= F --47: பொருந்து 

மென நிரூபிக்க : 

y = ax—bx* AO FF + 2y=2x தி என நிறுவுக 
7 dx? dx ் 

y = 20 cos 5x — 48 511) 52 ஆனால், mee + 25 y 0 

எனக் காட்டுக. 

a 1, 7Y dy _ 
ற (22 கீ)* என்றால், (25-42) 52 ம y= 0 

எனக் காட்டுக.



8. வகைக் கெழுவின் பயன்பாடுகள் 
(Applications of the Derivative) 

1. வகைக் கெழுவின் வடிவ கணித விளக்கம் 

படம் 32ல், ற-/ (2) என்ற சார்பின் கோட்டுருவப்படம் 
வரையப் பட்டிருக்கிறது. ற(,ற) என்பது அவ் வளை வரையின் 

மீதுள்ள யாதேனுமொரு. புள்ளியாகவும், Q'x+dx, y+ dy) 

என்பது அதற்கு அண்மையிலுள்ள தொருபுள்ளியாகவும் கொள்க , 

ய 

பா. 

xX’ K O 

  

படம் 32   / 
Y 

2, விலிருந்து முறையே 214, 01 என 0%£க்குக் குத்துக் 
கோடுகள் வரைந்து, 77 ஐ 024-க்கு இணையாக வரையவும். PR 

ஆனது [வை 7-ல் சந்டுக்கட்டும். 0 ஐ ஒரு நாணாக இணைக் 

கவும். அது 3 அச்சை /, என்னுமிடத்தில் சந்திக்கட்டும்.
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என்னுமிடத்தில் வளை வரைக்கு &7' என்னும் தொடு 

கோடு வரைக, அது % அச்சை 2 என்னுமிடத்திலும் 1/0 ஐ 3 

என்னுமிடத்திலும் சந்திக்கட்டும். 

ZRPO=2ZNLO=$¢ stots; ZRPT= ZNKT=8 Qar-@n. 

Qo, PR=MN=ON—OM=(x+6x)—X=6x BG 

RQ=NQ-—NR=NO—MP= (y+6y)—y=8y BG. 

. sy _ RQ 
= % “ee =? 

ஃ a ஆனது 70 என்னும் நாணினது சரிவைக் குறிக்கும். 

இப்பொழுது 9ந--0 ஆகுக. ந ஆனது ன் தொடர்ச்சியான 

சார்பதலின், 8)-ம் பூச்சியத்தை அணுகும். அதாவது ட ஆனது 

வளைவரையின் வழியே நகர்ந்து வந்து £ ஐ எல்லையாக அணுகி, 

அடையும். 

உ ஐ நிலையாகக் கொண்டு, 0--2 ஆகும் போது வரும் பல 

நாண்கள் 7-ல் வரையும் 27” ஆகிய தொடு-கோட்டை எல்லையாகக் 

கொண்டு சாரும். 

இவ்விதம் நாண்கள் அணுகும் போது 40-ம் என்ற 

கோணம், தொடுகோடு 227” ஆனது % அச்சுடன் உண்டாக்கும் 

ரி என்னும் கோணத்தை எல்லையாகக் கொண்டு அணுகு, அடையும், 

8x40 என்ற நிலையில், ‘Lt tan ZRPQ = Lt tan¢ 
6x0 9-0 

= tan “RPT 

tan /NKT 

= tan 6 

ll 

ஆனால், Litan ZRPQ= Lt RQ 
8x0 8-0 pR’ 

Lt றே 

8x0 Gx 
dy 
ax
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தி மி 28 

Lt ரூ ad 

° tang = Lt tand= Lt RO 
Q 

ல dx 

“உ. ஒரு வளை வரையின்மீதுள்ள யாதேனுமொரு புள்ளியிடத்து 

அமைவுறும் தொடுகோட்டின் சரிவு அப் பள்ளிக்கண் = ப 

_மஇப்புக்குச் சமமாகும் என அறி௫ரும், 

[குறிப்பு 1 வளை வரையில் உள்ள புள்ளியில் அமையும் தொடு 
கோட்டின் சரிவே, அப் புள்ளியில் வளை வரையின் சரிவும் ஆகும், 

விளக்க எடுத்துக்காட்டு 1: 

ற ரீ-2).ம. என்னும் வளைவரையின்மீது எப் புள்ளி 
களிடத்து வரையுந் தொடுகோடானது அச்சுக்கு இணையாசு 
அமையுமெனக் காண்க, 

தொடுகோடு % அச்சுக்கு இணையாக அமைய, அத் தொடு 
கோட்டின் சரிவு பூச்சியமாக வேண்டும், 

5 oped ட டா ் அப் புள்ளியிடத்து, Fx 0 ஆகும், 

ரீ 
Qa, FS = 3x9 Av 41 

’. 3x°—4 x41=0 

1) (32-1) -0 

“3-1 அல்லது 1/3 ஆகும், 

கொடுத்த 'கோலையில், இம் மதிப்புகளைத் தனித் தனியே 
பிரதியிட்டால், 3-0 அல்லது 4/27 எனவரும், 

ஃஉ(1, 09; ஸ் என்னும் புள்ளிகளில் வளை. வரை 
% அச்சுக்கு இணையாகும். ் 

விளக்க எடுத்துக்காட்டு 2: 

33 x*742x+1 என்னும் வளைவரையின் மீது x=1 என்னு 
மிடத்து வரையும் தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்க,
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208 
௩ 

y=3x?+2 ந1ஃல் 1-1 எனப் பிரதியிடுக, 

%1 எனும் % கூறுடைய புள்ளியின் நற கூறைக் காண, 

y= 3142°14+1=6 

எப் புள்ளியிலும், தொடுகோட்டின் சரிவு-- அப்புள்ளியில் 

(க és) -ன் மதிப்புக்குச் சமமமாகும் 

(2) = 6x1+2= =8 
6) 

ஆகவே 1, 6) என்னுமிடத்தில் இடம் பெறும், தொடு 

கோட்டின் சமன்பாடு--6-8 (3-1) ஆகும். 

அதாவது ந-8%--2 

2. தோராய மஇப்புகள், பிழைகள் பற்றிய பயன்பாடுகள் டண் 

cations to Approximations and Errors) 

சார்பின் மாறியில் ஏற்படும் ஒரு சிறு ஏற்றத்தின் காரண 
மாக அச் சார்பில் ஏற்படும் எதன் தோராயமாகக் 

காண்போம், 

Lt by dy 
8-0 “bx. = “dx” ஆகும் (வரையறை) 

் ல்லை காண்பதற்கு oe 

டன = a 4 6 ஆகும். (€ என்பது பூச்சியத்தை 

அணுகும் மிகச் sabe எண்ணாகும் எனக் கொள்க.) 

இப்பொழுது, 8,--0 ஆகும்பொழுது, 6-0 ஆகி 

Lt by, Wee | 
8x0 Bx at ன்றாகிறது. , 

ஆகவே, எல்லை காண்பதற்கு முன் 

by 
éx ~ 

ar ae எழுதலாழ், 

271
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ஞா by = ox + ox 

3-ன் விரிவில் முதலுறுப்போடு ஒப்பிட இரண்டாவது 
உறுப்பு மிகச் சறியதாகின்றது. 

இதிலிருந்து 9 ஐ a "ox [ஐ என்ற குறி தோராய மதிப் 

பைக் காட்டுகிறது]. 

(அதாவது) இ ஐ f' (x). dx 1] 

இத் தொடர்பிலிருந்து, 1-ல் ஏற்படும் சிறிய ஏற்றம் 8%-க்கு 
ஏற்பந-ல் ஏற்படும் சிறிய மாற்றம் 8 ஐத் தோராயமாகக் காண 

முடிகிறது. | 5 

(i) Aesop send, Corstumseyto (Errors and Approxima 
tions) 

6X Borg x-o THugbd HsF Au வேறுபாடோ அல்லது 
பிழையோ ஆனால், 82 ஆனது; அதற்கேற்ப உண்டாகும் வேறு 
பாடோ அல்லது பிழையோ ஆகும். ் 

(1). G5 Sn 

y-or gHowb gkog Yow = a மடங்கு. ஜன் ஏற்றம் 
x 

அல்லது பிழையாகும். 

(14) சார்புடைய ‘inp (Relative Error) 
ஒரு பலனில் தனிப்பட்ட “cop wire gy (Absolute error) 

தனிப்பட்ட ஒரு சிறப்புத் தன்மையைக் காட்டுவதில்லை. பொது 
வாகச் சார்புடைய அல்லது AD srerziuorer (Proportionate) 
பிழையே, தனிப்பட்ட பிழையைவிட, முக்கியத்துவம் வாய்ந்த 
தாகும். 

x- விடுதாசாரப் பிழை - Ox ஆகும். 
ன x 

(111) சதவீதப் பிழை (Percentage Error) 
100 8x 

2 

  

என்பது 9-ல் நேரும் சதவீதப் பிழை எனப்படும்,
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விளக்க எடுத்துக்காட்டு : ் 

ஒரு கோளத்தின் ஆரம் 6 செமீ, எனக் கொள்ளப்பட்டது. 

ஆரத்தை அளக்குங் காலத்தில், 04 செமீ, பிழை யேற்பட்டால், 

கன பரிமாணத்தில் அதற்கேற்ப உண்டாகிய பிழையைத் தோராய 

மாகக். கண்டறிக. 

* ஆரமுடைய கோளத்தின் கன கரிமாணம் ॥ எனக்கொள்க 

அப்பொழுது vi = sav? Bg. 

ஆரத்தை அளப்பஇல் நேர்ந்த றிய பிழை 8ஈ ஆகவும், அதை 

யொட்டிக் கன பரிமாணத்தைக் கணக்கிடுவதில் விளைந்த பிழை 

9 ஆகவும் கொண்டால் 

dy ல 
ஐ ie ௦7 ஆகும்.   

இப்பொழுது, - a 4a. 3P சரா” 

. Ove 4rr + br 

இங்கு 1 - 6செமீ,; br = 04 செமீ, எனப் பிரதியிட, 

8 - 4ஈ9636%6:04 - 576௭ ஆகும், 

“ட கன பரிமாணத்தைக் கணக்கிடுவதில் விளைந்த பிழை 

5-76ஈ கன செமீ, ஆகும். 

இதையொட்டி சதவீதப் பிழை”- 100 *. 

5:76 
= Gr (6)°)3 x 100% =2% 

வ் 

8, தொடர்புறு வீதங்கள் (Related rates) 

பல சணக்குகளில் ஒவ்வொன்றும் நேரத்தின் சஈர்பலனாகிய 

இரண்டு மாறிகள் இடம் பெறுவதுண்டு. நேரத்தைப் பொறுத்து 
ஒரு மாறியின் பெருகுவீதம் கொடுக்கப்பட்டால், அதைக் 

கொண்டு மற்ற மாறியானது நேரத்தைப் பொறுத்துப் பெருகும் 

வீதத்தை அறிய முடியும். 

விளக்க எடுந்துக்காட்டு 

ஒரு மையின் துளி மையொற்றும் கா௫தத்தின் மேல் விழுந்த 
பொழுது மையின் கறையானது வட்ட வடிவினதாகி ஒரு 
செகண்டுக்கு 2 சதுர செமீ, வீதம் பரப்பு பெருகுவதாகன்றது. 

18 é
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மைக் கறையின் பரப்பு 5 செ. மீ ஆகவுள்ள பொழுது அதன் ஆரத் 
இன் பெருகு வீதத்தைக் காண்க, 

7 செகண்டுகள் கழிந்தபின், வட்டவடிவ மைக் கறையின் 
ஆரம் 7 செமீ. ஆகவும், பரப்பு 4 சதுர செமீ, ஆகவும் இருக்கு 
மானால், 

A= rh ஆகும், 

கணக்கின் படி, i 22 ஆனால், 

ar _ ஜக் கண்டறிய வேண்டும். _ ar! 

இப்பொழுது, ர் ன அ 4 ஆகும், 

as 2 or 

2௩௭7 # 

  

°° at ar 

4-5 ஆகுமிடத்து, rr =5 
. 5 ; 
2 T= {= ஆகும். 

ரா 

1 

1 செம்(விஞடி 

1 

V5 7 
  

. a 
ர இ ர இணர் செ.மீ./வினாடி - 

- 7/2 
T 

செமீ.வினாடி ஆகையால், வட்டவடிவ மைக் கறையின் ஆர 

  மானது வினாடிக்கு Sa செமீ, வீதம் மிகுவதாகும். 

4, 8h0um wfhyb, Bshm wHhiyo (Maximum 
Minimum values) 

நூ - ரீ (2) என்ற சார்பின் மதுப்புகள் -ன் மதிப்பைச் சார்ந்து 
மாறுவதை, அதாவது: வளர்வதையும், குறைவதையும், ௮ச் சார் 

பின் வரை படத்திலிருந்து காணலாம். 

படம் 33-ல், கனக என்ற இடத்தில், ரீ (2)-ன் வரைபடம் ஏறு 

முகத்திலிருந்து இறங்கு முகத்திற்கு மாறும் அல்லது திரும்பும் 

and
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நிலையைக் காண்கிறோம், இத்தகைய இரும்புநிலை *மீப்-பெருநிலை* 

எனப்படும், 

  

  
  

  

வடமி.33   y’ 
படம் 34-ல் 2- ம் என்ற இடத்தில், ரீ (2)-ன் வரைபடம் 

இறங்கு முகத்திலிருந்து ஏறு முகத்திற்கு மாறுவதைக் காண்கிறோம். 
இத்தகைய திரும்பு நிலை *மீச்சிறு நிலை” எனப்படும். 

இப் புள்ளிகளைத் திருப்புப் புள்ளிகள் (117111 points) எனக் 
குறிப்பிடுகிறோம், 

\ 
4 

மீப்பெரு, மீச்சிறு மதிப்பென்னும்போது அங்கு அருகில் : 

அது ஒரு மீப்பெரு அல்லது மீச்சிறு மதிப்பு என்பதே பொருள். 

f (x) என்பது தொடர்ச்சித் தன்மை வாய்ந்த ஒரு சார்பா 

னால், மீப்பெரு மதிப்பும், மீச்சிறு மதிப்பும் ஒன்று விட்டொன்று 
வருவதைக் காணலாம். 

இனி மீப்பெரு, மீச்சிறு மதிப்புகளைக் காணும் விதிகளைப் 
பெறுவோம். 

(2) மீப்பெரு மதிப்பு விளங்கும் புள்ளி 

படத்தில் காட்டியுள்ளது 3-7 (%/-ன் வரைபடமாகும், 

(படம் 33). ரீ (5) என்பது 3-ர என்னும் புள்ளியில் மீப்பெரு 

மதிப்பை அடைவதாகக் கொள்வோம். 

(அதாவது) 3-4. என்ற இடத்தில், % எவ்வளவு சிறிய 

நேரெண்ணாயினும், ரீ (6) 27 (2-4; 7 (5) 27 (2-0) என அமைந்
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தால், ரீ (௪) என்பது x=a6 என்ற நிலையில் 7 மேன் மீப்பெரு மதிப்பு 
எனக் பட்டதன் மனம : 

x பெருகுங்கால், சார்புற ஆனது .மூதலில் ற-லிருந்து .4-க்குச் 
செல்லும்போது வளருவதாகவும், .8- விருந்து இரினா caeaaee, 
போது குறைவதாகவும் காண்கிறோம். 

சயவிர்குங்று A — வளை வரையில் 3. வளர வளற, 2-ம் 

cP ate! டண் வளரும் வீதம் தேர் அவது 

(அதாவது) 2? நேர்ராச (+) ஆகும். ன 

வளை.. வறையில் A- லிருந்து ட நோக்கிச் செல்லும்போது, 
x வளர வளர, 2 குறைவதைக். query, 

ஆகவே, x _& பொறுத்து, நன் வளரும் ie எத். ராகி. 
யாகிறது. ன் 

a 

. (அதாவது) - om - எதிர் ராகி = Say றின. . 

4 யிடத்தில் சார்பு குற்காலிக நிலை பெற்றுக் காணப்படுகிறது. 

  ஆகவே, ௪ 0 ஆகும். 

ன் இத்த முடிவுகளை, வரை கணிதப் படியும் காணலாம். க்கும் 
கலக்கும் இடையிலுள்ள 'யாதேனு மொரு புள்ளியிடத்தில் வளை 
வரைக்கு அமைக்கப்படும் தொடுகோடானது %அச்சோடு, அதன் 
மிகை: நாசித் இசையில், ஒரு குறுக்கோணத்தை ea 

ஆகவே, tan @ a பணத் 

(அதாவது). ன தேர் ராசிக்: (4) குறியைக். கொள்ளும். 

ஆனால், அகன் ட-விற்கும் இடையிலுள்ள : எப் புள்ளியிடத் 
தேனும் அமைக்கப்படும் தொடுகோடானது. ௩ அச்சுடன். விரி 
கோணம்... அமைப்பதைக, காண்கிறோம். ஒரு விரிகோணத்தின் 
tangent விகிதம் எதிர் கக்வகிமிட க ் a 

் டன் ல ௫ த் , ் வர்ர 
oa Bon ort rae —) குறியைக் கொள்ளும்.



மேலும் 4 (என்னுமிடத்தில் வளைவரைக்கு- அண்டும். தொடு 
நரம் ness இணண்மாச அமையும். ர 

ம. 
் ஆகவே, 940, த tan 9x0. “த ௩0 ஆகும். 

: ஆகவே, %-8 என்பதற்குரிய மீப்பெரும் புள்ளியிடத்து 

் டத dy 8. ன 7 அண்: 0 ட் ச் ் 1) இ அம்லதுர்: (9 ௮.0 அடம். 

மேலும் (ii) பம அல்லது 7: cya ராடி நர் ராசியிலிருந்து 

A ஏன் ராசியாக மாறுகிறது. 

| (ii) -AG sar. மீப்பெரு மதிப்பு விளங்கும் புள்ளியிடத்து 

a என்பது ஒரு குறையுறு, சார்பாகும். ் | 

ஏனெனில் அடர் ராசியிலிருந்து பூச்சயெமாறது * ; பிறகு. 

பூச்சியத்திலிருந்து எதிர் ராசியாகிறது. 

ஆகவே. 2 குறைந்து கொண்டே செல்றது. . 

உதி மு. ee ee Few . ee ன் வளரு வீதம் அது --- (4) எதிர் ராசியாகும்; 

ட. மீப்பெரு அகண்ட பதில, fy எதிர் ராசி (-) ஆகும். 

(b) மீச்சிறு மஇப்பு?விளங்கும் gata ட. ன் 

x= bas @ Mu சார்பின் மதிப்பு ரீ (5) ஆனது. மீச்சிறு ல 
பானால், %-ம் . என்ற மதிப்புக்குச் சற்றுமுன் 7) இறங்கு மூக. 
மாகவும், சற்றுப்பின் ஏறு முகமாகவும் இருக்கும்; ஐ ம் என்னும் 
திரும்பு நிலை 7 (2)-ன் எரு நிலையாகும், .7(8) அதன் — 
மதிப்பாகும், ் 

2-7 (2) எனும் சின்பாட்டின் வரை படத்தில், எனும். 
.. நிலையில் சார்பு. இறங்கு முகத்திலிருந்து ஏறு முகமாகத். இரும் 
பட்டும்,
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படத்திலிருந்து, 8-க்கு முன்னால் எந்தப் புள்ளியிலும், வளை 
வரைக்கும் வரையும் தொடுகோடு % ௮ச்சுடன் விரிகோணத்தை 
ஏற்படுத்துவதைக் காண்கிறோம். 

  

    

  

  
ஆகவே, 180 ரி எதிர் ராசயோகும். 

ம் 
(அதாவது) 4 எதிர் ராசி (-7,2) ஆகும், 

ம என்னுமிடத்தில், தொடுகோடு ௬ அச்சுக்கு இணையாக 
இருக்கும். 

மீ யிடத்தில், 18 0-0 

உடலு. _ 
ல தட டு ஆகும். 

£-க்குப் பின், எப் புள்ளியிலும், வளை வரைக்கு வரையும் 
தொடுகோடு % அச்சுடன் குறுங்கோணத்தை அமைக்கும். 

உ நச் நேர் ராசயொகும் 

ம் ட 
(அதாவது) ~ நேர்ராசி (+) ஆகும், 

ஆகவே மீச்சிறு நிலையில் | 

d 

(i) “2-7 (9-0 ஆகும்.



வ்கையிடல் தாட 

மேலும் (14) அ அல்லது 7” (x)-or ராச, எதிர் ராசியிலிருந்து, 

நேர் ராசியாக மாறுகிறது. 

(ப4).லிருந்து, மீச்சிறு மதிப்பை அடைவதற்குச் சற்றுமுன் 
அன் மதிப்பு எதிர் ராசி மதிப்புடையதாயிருந்து இருப்பத்தில் 

பூச்சிய மதிப்பைப் பெற்று, உடனே நேர் ராசி மதிப்பைப் பெறு 

வதால், 2 என்ற 7.ன் சார்பு ஒரு வளரும் சார்பாகிறது. 

adja , 
அதன் வளர் வீதம் (அதாவது) Qo (4) நேர் ராசி 

யாகும். 

் : . 4 . 
(அதாவது) மீச்சிறு புள்ளியிடத்து oa நேர் ராசி (-) 
  

ஆகும். 

[குறிப்பு : ஒரு வளை வரையில் மீப்பெரு, மீச்சறு மஇப்புகள் 
அமையும் புள்ளிகள் இருப்பப் புள்ளிகள் ((மாற1நத points) 

எனப்படும். 

(6) வளைவு மாற்றப் புள்ளி (1௦10௩ of inflexion) 

வளை வரையானது தொடு கோட்டைக் கடந்து செல்லும் 

இடத்துள்ள : புள்ளிகள் வளைவு மாற்றப் புள்ளிகள், எனப்படும். 

  

20-87 

புடம்35(1) ௦ i படம்35(ய) படம்க(11) 

அத்தகைய புள்ளிக் கண், வளை வரையின் மேல் நோக்கிய குழிவுப் 
பாகம் சீழ்நோக்கியோ அல்லது இந்நிலை மறுதலையாகவோ 

மாறுபடும். 

C, D என்னும் வளைவு மாற்ற புள்ளிக்கண் அமைந்துள்ளது 
போல, தொடு கோடானது கிடை நிலையில் உள்ளதாகவும் இருக் 

கலாம்.
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ந௮2 (ன் அச்சுத்தூரம்) வழியாக % ஆனது அதிகரிக்குகி 

கால், 2 ஆனது ௦ஃக்கு முன்னே எதிர் ராசியாக இருந்து, வர 
x 

வரப் பெருச, ௦ இடத்தில் பூச்சியம் ஆகி, மறுபடியும் குறையத் 

தொடங்கி எதிர் ராசியாகவே இருப்பதைக் காண்கிறோம். 

இதனால், : ஆனது 2-2 என்னும் மதிப்பின் ஊடாக வளரும்காலத் 

இல், வகைக்கெழுவானது இராக் குறியில் மாறுதலின்றியே 

பூச்யெமாகிறது, இதேபோல் 3:- மீ (-ன் ௮ச்சுத்தூரம்) வழியாக 

% ஆனது அதிகரிக்குங்கால், = ஆனது £.-க்கு முன்னே நேர் 

ராசியாக இருந்து வரவரப் பெருக ற இடத்தில் பூச்சியமாகி மறு 
படியும் ஏறத் தொடங்கி நேர் ராசியாகவே இருப்பதைக் காண் 

கிரோம். 0, என்னும் புள்ளிகளிடத்து, சார்பானது மீச்சிறு 
மதிப்பையோ அல்லது மீப்பெரு மதிப்பையோ பெறுவதில்லை. 
இப் புள்ளிகள் *வளைவு மாற்றப் புள்ளிகள்” எனப்படும். 

தொடுகோடு கிடை நிலையாக இருக்கும் வளைவு மாற்றப் 
புள்ளியிடத்து 

ம் @ = 
க d ., 

(ii) nal ராசி மாருது, 

[தறிப்பு அ: தொடுகோடு கடை நிலையாக இல்லாமலே வளை 
வரையின்மீது வளைவு மாற்றப் புள்ளிகள் 7-ல் உள்ளதுபோல் 

இருக்க முடியும். ஆனால் அவை இருப்புப் புள்ளிகளுடன் (அதாவது) 

மீச்சிறு அல்லது மீப்பெரு புள்ளிகளுடன் கலந்து வரமாட்டாது. 
» FY sa, கட 

E என்ற புள்ளியில் ax பூச்சியம் ஆகாது. எந்தெந்த வளைவுமாற்றப் 

் புள்ளிகளிடத்துத் தொடுவரை கடையாக உள்ளதோ, அவையே 
திருப்பப் புள்ளிகளுடன் கலந்து காணப்படும், 

on ட்ட se Gy ட 15 வ 1 மாற்றப் புள்ளியைச் சூழ்ந்து , தாசி மாருதிருப் 

பதினால், அதன் வளருவீதம் பூச்சியம் ஆகும். 

— 4d {Ww ணி 
அதாவது) (a) - 0 ஆகும். 

ஆகவே, ஒரு வளைவு மாற்றப் புள்ளியிடத்து ன ௪ 0 ஆகும் 5 ’
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ட கீ. டது 
ஆனால்) oni - 0 ஆவதிலிருந்து அது வளைவு மாற்றப்புள்ளி என்று 

. @ . 

நிர்ணயித்துவிட முடியாது. os - 0 ஆகியும் அது ஒரு 

d. 
திருப்பப் புள்ளியாக இருக்கக் கூடும். இதற்கு Pd -ன் குறியைக் 

கவனிக்க வேண்டும், 

மீச்ிறு, மீப்பெரு மடுப்புகளைக் காண விதிகள் 

நாம் இதுவரை மீச்சிறு, மீப்பெரு மதிப்புகளைப் பற்றி கண்ட 
பண்புகளிலிருந்தும், வளைவு மாற்றப் புள்ளிக்ளின் பண்புகளி 

லிருந்தும் எப்படி ர-7ீ (௦) எனக் கொடுக்கப்பட்ட சார்பிற்கு மீச் 

சிறு, மீப்பெரு மதிப்புகள் காண முடியும் என்பதைத் தொகுத்து 
விவரிப்போம். 

(i) நு- ரீ(0-ன் வகைக்கெழு ட் ௪ ரீ (0) ஐக் காண்க. 

(11) 706)-0 என ஈடு செய்து, இச் சமன்பாட்டைத் தீர்வு 
காண்க. இச் சமன் பாட்டின் தீர்வுகள் ௨, 9, ?2...என்க. 

(111) f" (x) ஐக் காண்க, 7” (0)-க்கு வரும் கோவையில், 

ந எனப் பிரதியிடுக. 

ரீ£ (௪) எதிர் ராசியானால், $-௫ என்பது ஒரு மீப்பெரு 

திருப்பப் புள்ளியாகும். 

f" (a) நேர் ராசியானால், 3-௩ என்பது ஒரு மீச்சிறு திருப்பப் 
புள்ளியாகும். 

7” (௦) பூச்சியமானால், x = ௩-ன் அருகில் 7” (%)-ன் ராசியைக் 

காண்த, ் 

7 09-ன் ராசி நேர் ராசியிலிருந்து எதிர் ராசியாக மாறினால், 
%-% என்னும் புள்ளி மீப்பெருப் புள்ளியாகும். 

ரீ (0-ன் ராசி எதிர் ராசியிலிருந்து நேர் ராசியாக மாறின் 

௩௦ என்னும் புள்ளி மீச்சிறுத் திருப்பப் புள்ளியாகும். 

ப் (2)-ன் ராசி மாறாதிருந்தால், அஃது ஒரு வளைவு மாற்றப் 
புள்ளியாகும்.
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இதேபோல் மற்ற தீர்வுகள் நி, 2ஃஃ..ன்பவற்றை ஒவ் ' 

வொன்றாகச் சோதித்து மீச்சிறு, மீப்பெரு மதிப்புகளைக் காண 

லாம். 

விளக்க எடுத்துக்காட்டு 1: 3x4 —4x°--5- cor திருப்புப் புள்ளி 

களைக் கண்டறிக, ் 

f(x) = 3x! 4x8 4.5 என்க. 

ரீ) 1228-1234 - 12 2 (5-1) 

திருப்புப் புள்ளிகளிடத்து 7” (%)--0 ஆகும். 

“at (x—1)=0 

ஃ 3-0 அல்லது 1 ஆகும், 

Qo, f” (x) =36 x2 -24 x 

இதில் %$--1 எனப் பிரதியிட 

் ரீ£(20-36-24-12 

| இது நேர் ராசி எண்ணாகும். 

ஃ 1 என்னுமிடத்து 7ீ(2) மீச்சிறு மதிப்பு எய்தும். 
மீச்சிறு மதிப்பு-/ (1) -4 ஆகும் 
0 ஆகும் பொழுது 7” (9-0 

எனவே 3:--0-க்கு அருகில், 7” (%)-ன் ராசியைக் காண்க. 

4 என்பது ஒரு சிறிய நேர் ராசி .எண்ணாகட்டும். 

அப்பொழுது ர் (-4) = 12 (“5 (-ர-1) இ£து ஓர் எதிர் ராசி எண்ணாகும், 

ம (0)- 1380-1); மிகச் றிய எண் ல் 
(4-1) எதிர் ராசியாகும். a ees 

ட 7 (0-ம் எதிர் ராசியாகும், 

ஆகவே, % ஆனது 0 மதிப்பின் வழியாகப் பெ ங்கால், f' பேன் ராசிக்குறி மாறவில்லை, vo
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ஆக (0) ஆனது 7ீ (2)-ன் தஇருப்பமதிப்பல்ல, ஆனால் x=0 

என்பது சார்பின் ஒரு வளைவு மாற்றப் புள்ளியாகும். ் 

விளக்க எடுத்துக்காட்டு 2: வாய் இறந்த உருளை வடிவாகிய 

ஒரு நீர்த் தொட்டியின் அடிப்பாகம் வட்டவடிவமானதாய்க் 

குறித்த அளவு நீரைக் கொள்ளத் தக்கதாய் அமைக்கப்பட்டுள் 
ளது. அதற்கு ஈயம் பூசுவதற்கு ஆகுஞ் செலவு மீச்சிறியதாவதற்கு 

அதன் ஆழத்திற்கும், ஆரத்திற்கும் உள்ள தொடர்பு என்ன ? 

நீர்த் தொட்டியின் ஆழம் 4 என்றும், ஆரம் 7 என்றும் 
கொள்க, 

அதன் கொள்ளவு ஈ7” 4-6 (ஒரு மாறிலி) 

ஈய்ப் பூச்சுக்கு உரிய பரப்பு மீச்சிறியதானால், செலவும் மீச் 
சிறியதாகும். ் 

பூச்சுக்காகும் பரப்பு £ர”-2 ரர.ம் -.4 என்க. 

Ano மதிப்பை ஓரே மாறியைக் கொண்டு குறிப்பிட்டால், 

A=ar-+2ar = qh? =a ஆகும்,   

jar? 

பரம்பு மீச்சிறியதாகுங்கால், 

44 0 ஆகும் ர - 9 ஆகும். 

dA 26 
(அதாவது) 7 = Jar — = 0 

i மே ஏர. 

ஆனால், 0 ஏர ல ath = ar 

ச “her 

Arar? 4C 
gt எ Qa + Sa = ba 

. aA 
இதனுடன், அ." 2 4 7 

இது நேர் ராசியாகும், 

.. ஈயப்பூச்சுக்குரிய பரப்பு, 4-7 அகுமிடத்துச் செலவும் 
மீச்சிறியதாகும், = 7
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விளக்க எடுத்துக்காட்டு 3: 3-ன் திருப்பப் புள்ளிகளைக் காண்க. 

f(x) = x* 

f' (x) = 40° 

இருப்பப் புள்ளியிடத்து /' (%) = 0 ஆகவேண்டும். 

ட ௮20 

x =0 

f"(x) = 12x° 

ஜ50 ஆகுமிடத்து 700) -0 ஆகிறது. ஆகவே 3-0 என்னு 
மிடத்து மீப்பெரு மதிப்பா அல்லது மீச்சிறு மதிப்பா என்று சொல் 
வதிற்கில்லை, ' ௪ 

ஆகவே, ரீ' (:)-ன் ராசியை %--0ஆல் சுட்டிக் காண்போம். 

x=—h gene, f' (—h) = 4(—h) = —4h', ஓர் எதிர்ராசி 
எண்ணாகறது. 

% - ந ஆனால், 7ீ' () - 4472-4], ஒரு நேர் ராசி எண்ணா 
கிறது. 

ஆகவே 2-0 இடத்துக் கொடுக்கப்பட்ட சார்பு ஒரு மீச்சிறு 
மதிப்பை அடைூறைது. 

மீச்சிறு மதிப்பு - 04 - 0 ஆகும், 

[குறிப்பு: இங்கு £'(5) -0 ஆக இருந்தும், புள்ளி வளைவு 
மாற்றப் புள்ளி ஆகவில்லை. ஒரு வளைவு மாற்றப் புள்ளியாவதற்கு 

7. (0) -0 என்பது தேவை. ஆனால், அது போதாது. மேலும், 
7 (0) அம்மதிப்பிடம் குறிமாற வேண்டும்; அல்லது f' (x) 

அப் புள்ளியைச் சுட்டி ராசி மாறாம லிருக்க வேண்டும்.] 

6. பொருளாதாரத் துறையில் வகைக்கெழுவின் பயன்பாடுகள் 

(1) இறுஇநிலை வருவாய் emi) (The Marginal Revenue 

function) 

கொடுக்கப்பட்ட தேவை சார்பிலிருந்து (19208௦ 80௦4௦௩) 
-இறுதிநிலை வருவாய்ச் சார்பை அடைவதற்கு வகைக் கெழுக் கருத் 
தைப் பயன்படுத்துவோம்.
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& என்னும் ஒரு பொருளில் (௦011000117) வேண்டப்படுவது 

% என்றும், விலை ற என்றும், தேவைத் தொடர்பு (0௨ம் Rela- 
tion) p=a—bx = ¢$ (x) (i) என்றும்,கொள்வோம், : 

எனின், மொத்த வருவாய்ச் சார்பு (10181 Revenue function) 

R = px = ax—bx? ஆகும். 

இப்பொழுது, *4இறுதிநிலை வருவாய்” (ரீகாதரக1 100106) 
என்னும் கருத்தைக் கீழ்க்காணும் முறையில் வரையறுக்கலாம். 

“உற்பத்தியின் (இறுதிநிலையாகக் கொள்ளக் கூடிய) ஒரு 

நிலையில், விற்பனையில் ஏற்படும் சிறிய அலகளவு மாற்றத்திற்கும், 

அதையொட்டி மொத்த வருவாயில் ஏற்படும் சிறிய மாற்றத் 

இற்கும் உள்ள விகிதங்களின் எல்லை மதிப்பே” இறுதிநிலை வருவாய் 
எனப்படும். 

இதன்படி, 36ல் ஏற்படும் மீச்சிறு மாற்றத்தை 8% என்னும், 

இதனால் மொத்த வருவாய் 8ல் ஏற்படும் சிறிய மாற்றத்தை SR 

எனவும் குறிப்பிடுவோம். 

SR _ [ஈட - 0420) - [டகர 
~ 5 
  

  

~» 8x x 

_ ax -aéx—bx*— 2bx 8x—b(éx)?—ax-+ bx? 

ஜு 8% 

_ (a &x—2bx 6x—b 6x)? 
~~ bx 

= a—2bx—b.8x- 

2. Lt 6R_ 
6x-—+0 Ra: = a—2bx 

dR 

ஆகவே மொத்த வருவாய் £ என்பது % என்னும் தேவைப் 

படும் பொருளின் சார்பாகக் கொடுக்கப்பட்டால், இறுதிநிலை வரு 

ர் ட ௬.88 
வாயப் என்பது ஐ ஒட்டிய ன் வகைக் கெழு ஜீ ஆகும்,



இவ்விதமாக இறுதிநிலை வருவாயை வரையறுப்பதே நுட்பம் 

வாய்ந்த சரியான முறையாகும். 

. dR_d 
எனவே, இறிதிதிலை வருவாய் - 7: - Fy {x + $ (x)} 

(14) சராரரி, இறிஇநிலை மஇப்புகளுக்குள்ள தொடர்பு (Relation 

ship between average and Marginal Values) 

விலைக் கொள்கை (1106 112007) யைக் கருதும் ஆரம்ப 

நிலையில், ஒரு நிறுவனத்தின் “சராசரி வருவாய் வளைவரை”(761226 

670006 0776) *இறுஇநிலை வருவாய் வளைவரை” (184லாஜர்மமமி - 
767206 ௦0776) ஆய இரண்டு .வளைவரைகளும் ஒரே வரைபடத் 
தில் காண்பிக்கப்படுவதைக் கவனித்திருப்போம். 

இதே போல் *சராசரிச் செலவு”(,&161826 0081), “இறுதி நிலைச் 
செலவு” ஆடூயவற்றைக் காண்பிக்கும்,இரண்டு வளைவரைகளும் 

ஒரே வரைபடத்தில் காண்பிக்கப்படுவதைக் கவனித்திருப்போம். 

இந்த இரண்டு வகையான வளைவரைகளுக்குமுள்ள 
தொடர்பை அறிவது நலமாகும், 

படத்தில் காட்டியுள்ள வளைவரைகளைப் போன்ற நியம வடிவ 

வளைவரைகளையே இங்குக் கருதுவோம். : 

Yr: ப Y 
709) 

  

0 பம் % ௦ பம்3 (2) = 

படம் 36 (8)-ல் உள்ள வளைவரை ஒரு போட்டியில்லா நிறு 
வனத்தின் மொத்த வருவாய் வளைவரைக்கு எடுத்துக்காட்டாக 
அமைந்துள்ளது. படம் 36 () ஒரு நிறுவனத்தின் மொத்தச் செலவு 
(1081 008% 8761820) வளைவரைக்கு எடுத்துக் காட்டாக உள்ளது. 

இனி, / (x) மொத்த வருவாய் வளைவரையாகட்டும். இங்கு 
% என்பது ஓர் உற்பத்தி நிலையைக் குறிக்கிறது,
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  எனின், Le என்பது சராசரி வருவாய் வளைவரையாகும், 

f(x) 
ழ் 

- 2 (1) எனக் கொள்க, 

இப்பொழுது **சாரசரி வருவாய் வளைவரை மீப்பெரு மஇப்டி 

அடையும் புள்ளியில், அவ்வளைவரையும், இறுதிநிலை வருவாய் வளை 

வரையும் ஒன்றையொன்று வெட்டிக் கொள்ளும்”? என நிறுவலாம். 

இதை ஆய்வுரை மூலமாகப் பெறுவதற்குப் பெரு முயற்சி 
தேவைப்படும், அப்பொழுதும் கருத்து தெளிவு பெறாது. 

ஆனால், இதை வகைக்கெழு கருத்தைப் பயன்படுத்தி எளிய 
முறையில் நிறுவலாம் என்பதைப் பார்ப்போம். 

70 ன் -§G ஒரு மீப்பெரு மதப்பு இருக்கத்   ச (2) அதாவது 

தேவையான நிபந்தனை 

g' (x)= 0 

அதாவது உட்க i) = fia ரு 

of @ = i. = 8 (x) yaGarain@ub. 

ஆகவே,”சராரரி வருவாய் மீப் பெரு மதிப்பை அடையச் செய் 
வதற்குத் தேவையான உற்பத்தி நிலை 2 எதுவோ, அதே உற்பத்தி 
நிலை, இறுதி நிலைவருவாயைச் சராசரி வருவாய்க்குச் சமமாக்கும் 

எனப் பெறப்படுகிறது. 
4 

இன்னமும், 7 (%).ன் வளை வரையானது 2(%) அதாவது 

பட -ன் வளைவரையை அதன் மீப்பெரு புள்ளியில் வெட்டு 

மெனக் காட்ட வேண்டி உள்ளது. 

இதற்கு நிரூபணம் பின் வருமாறு 3 

2 (x) TM மீப்பெரு புள்ளியிலே, 

உ) - 0 என அறிவோம்,
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ஆனால் அட்புள்ளியில் 7 ' (%) (இறுதிநிலை வருவாய் வளைவரை) 

வகைக் கெழுவாகிய ரீ ' (1) ஆனது, படம் 36 (8)-ல் காட்டியுள்ள 

உருவத்தைக் கொண்ட சார்புக்குப் பூச்சியம் ஆகாது. 

ஒரே புள்ளிவழிச் செல்லும் இரு வளை வரைகளின் சரிவுகள் 

வெவ்வேறாக இருப்பதினால், அவை ஒன் றயொன்று வெட்டிக் 

கொள்ளுமெனக் கூற முடியும். 

மேலே கூறியுள்ள முறையை அனுசரித்து, இறுதிநிலை செலவுச் 

வளைவரை (marginal ௦08 00776) சராசரிச் செலவு வளைவரையின் 

(average cost curve) JéAgy புள்ளியிடத்தில் வெட்டும் என 

நிறுவலாம். 

(0 தேவை நெ௫ழ்ச்சி (Elasticity of Demand) 

ஒரு பொருளுக்கு இருக்கும் அங்காடித் தேவையை (1487%% 
Demand) x = ம் (ற) என்னும் தேவைச் சார்பால் குறிக்கலாம. 

இங்கு ற என்பது விலையையும், % என்பது அந்த "விலையில் 
வேண்டப்படும் பொருளின் அளவையும் குறிக்கின்றது. 

இப்பொழுது *(தேவை நெகஒழ்ச்ச” என்னும் கருத்தைப் பார்ப் 
போம். ் 

வரையறை: . 

சூறிப்பிட்ட நிலையில் உள்ள விலை, தேவை என்பவற்அில், வி௫தா 
சார வீலை ஏற்றத்திற்தகத்தக விகிதாசார தவை குறைவின் வீதத்தை 

அளப்பதே தேவை நெகிழ்ச்சி எனப்படும். 

dx 

ஆகவே தேவைநெடழ்ச்சி ௨ 5 — 4 (log x) 
eee = மு. ~ d (log p) 

ற 

இதன் மதிப்பு எல்லா விலை அளவிலும் எதிர் ராயாகவே 
இருப்பதால், ஒர் எதிர் குறியிட்டு அதை நேர் ராசியாக மாற்றி 
எழுதுவது பொருத்தமாகக் கருதப்படுகிறது, 

எடுத்துக்காட்டு : தேதவை சார்பு 54/5 _  ணெல்யளம்லோம். 
மி 

ல x ஆ (2) = 

ழி 

log x = § log 8—5 log p 
\
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P ஐ ஒட்டி வகைக் கெழு காண. 

ம்: 5 | 
“gp CR = = ye 

டம் கட 1 oe “x dp 4 ற 

pdx = 5 

x dp 4 ச 

dx 

( வ x __3 a 
) D 

dx 
. இட 5 

ல தேவைநெகிழ்ச்சி-க 5 ந. * - த 

> 

தேவை நெஒழ்ச்சியை நேர் ராசியாகக் கொண்டு £ எனக் 
கொள்ளலாம். 

(19) வீற்பனை முற்றுரிமைக்குப் பயன்பாடு (40110841௦5 1௦ 
Monopoly) 

விற்பனை முற்றுரிமை உடையவருக்கு மீப்பெரு லாபம் கிட்டு 
வதற்குத் ததேவையான நிபந்தனைகளை ஆராய்வோம். 

p=f (x) என்பது அவரை எதிர் நோக்கி இருக்கும் தேதவைச் 
சார்பாகுக, 

இங்கு ற என்பது விலை ; % என்பது வேண்டப்படும் அளவு. 

அப்பொழுது மொத்த வருவாய் (70481 revenue) 

R(X) = px = f (x).x 

T (x) aorugy அவரது செலவு சார்பாகட்டும். 

அவரது இலாபம் ஈ(20) எனில், 

a (X) = R(x) — T(x) 

19
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ஈ (x) மீப்பெரு மதிப்படைய தேவையானதும், போதுமானது 

மான நிபந்தனைகள் : 

  

ஸ் ai 
ax = 9 ) 
மா . 6 

ac. < 0 eos (11) 

என்றாகும், 

dR(x) 8700) 
(1) நிறைவேற; 2 _ i = 0 

(அதாவது) இறு நிலை வருவாய் - இறுதிநிலைச் செலவு 
என்பதாகும்; 

  (ii) நிறைவேற, oem a <0 

(அதாவது) இறுதிநிலை வருவாயின் மாறுவீதம், இறுதிநிலைச் 
செலவின் மாறுவீதத்தைவிடக் குறைவாக இருக்கும் நிலை ஏற்பட 

வேண்டும், 

8. இயற்பியல் துறையில் வகைக்கெழுவின் பயன்பாடு | 

(1) குறிப்பிட்டதொரு கணத்தில் வேகத்தை அறிவதற்கு ஒரு 
Carma. 

இப்பொழுது ஒரு  ரிளோய்டித் இயங்கும் ஒரு துகளின் 
இயக்க நிலையைக் கருதுவோம். 

துகள் இயங்கும் நேர்கோட்டை % அ௮ச்சாகக் கொள்வோம். 

ஒரு குறிப்பிட்ட கண நேரத்திலிருந்து / நேரம் கழிந்தபின் அத் 
துகளானது ஆதியிலிருந்து ச தொலைவில் உள்ளதாகட்டும், 

5 ஆனது. / ஐப் பொறுத்துள்ளதால், அது 7ஃன் சார்பாகும். 

1 6/ நேரத்தில் இயங்கும் துகளானது ஆதி 0 விலிருந்து ச--83 
தூரத்தில் இருக்கட்டும். 

அப்படியானால் அது 80 இடைவெளியில் as தூரம் சென்ற 
தூகும்.. 

அப்பொழுது 55 என்பறு 9/ இடைவெளியில் துகள் சென்ற 

சராசரி வேகத்தை உணர்த்தும்.
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47--0 ஆகுஙிகால், 84-0 ஆயினும், 7 என்பது ஒரு வரம் 

“பினை அடையும். 

Lt és- ம்... ச 
(அதாவது) 57_,0) -- ஐ என்றாகும். 

ds ட் த் ம் 
3 27 என்று குறிப்பது வழக்கம் 

ds 
, = 77 

. இனி, 4 ஆனது நேர் இரா௫ியானால், /-யுடன் 9-ம் பெருகும். 

துகளும் அச்சின் வழியாக நேர் ராசி திசையில் இயங்குவதாகும். 

a எதிர் ராரியானால், / பெருகுங்கால், 2 குறைவுறுவதாகும். 

[குறிர்பு 1 வரைபட விளக்கக் குறிப்.பில், கால-நேர வரையில் 
? ஆனது வரையின் சரிவைக் குறிக்கும்,] 

(ii) வேக முடுக்கத்தை அறிதற்கொரு கோவை (Expression 
for acceleration) 

ஒரு துகள் இயங்கும் காலத்தில், அதன் வேக அதிகரிப்பு 
வீதமே முடுக்கமென அறியப்படும். வேசம் ॥ ஆனது ன் சார் 

பாகும், 

யாதேனுமொரு ர நேரத்தில் இயங்கும் துகளின் வேகம் 

V ஆசுவும், 

/-ட8/ நேரத்தில் 9-8 ஆகவும் இருக்குமானால், அப்பொழுது 

8 இடைவெளியில் வேகமாற்றம் 27 ஆகும். 

அப்பொழுது 2 ஆனது இவ்விடை வெளியில் சராசரி வேச 

மாறுவீதம் அல்லது சராசரி முடுக்கம் எனப்படும், 

87 ஆனது அளவின்றி சிறியதாகுங்கால், (அதாவது 8687-0 
ஆகும்போது, சராசரி வேகம் அடையும் எல்லை மதிப்பே / கணத் 

தில் நிகழும் முடுக்கமாகும், ்
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இம் முடுக்கத்தை ௩ எனக் குறிப்பிட்டால், 

ஸ் eee 1 

ப்ர oe (ii) 
dt\ dt dt? 

: dv dv ds_ dv dy eee 
மேலும், ௪ தல di ae ae yo Va (111) 

_ dv 4 (5) . 
உ 92 ௮ ர் (194) 

் ட d 
Gugib, F = 115 ஆதலின், 7” - ஆ (my) 

d : 
F= 7 (4 mv’) 4G. 

(Vi) Caron Cash, Caron gpGsagpe (Angular velo- 
city and acceleration) 

ஒரு தளத்தில் ஒரு நிலையான 08 என்னும் நேர்கோட்டின் 
மேலுள்ள 0 என்பதொரு நிலையான புள்ளியைச் சுற்றி 2 என்னும் 

துகளானது சுழலுவதானால், யாதேனுமொரு நேரம் ல் கோணம் 

402 ஆவது 9 ஆகக்;கொள்ளப்பட்டால், நேரத்தைப் பொறுத்து 

ரி.ல் நிகழும் மாறுவீதமே 0 என்னும் புள்ளியைச் சுற்றும் யினது 
கோண வேகம் அல்லது 0, என்னும் நேர்கோட்டின் கோண 
வேகம் எனப்படும், 

கோண வேகமானது ஒரு ராக நிகழாவிட்டால், கோண 
வேகத்தின் மாறுவீதம் கோண முடுக்கம் எனப்படும், 7 என்னும் 
எக் கணத்திலேனும் காணப்படும் கோண முடுக்கமானது, 

dw, ao dw ள் Gy OPH Far அல்லது w “ரரி ஆகும். 

எடுத்துக்காட்டு : ஒரு நிலையான் வெப்பநிலையில், ஒரு வாயுவின் 
கன பரிமாணம் ர, அதன் அழுத்தம் ற-க்கு மாறுவிதிதத்தி 
வுள்ளது. 7-5 ஆகும்போது, ற--5 எனின், ற-4 ஆகும்போது 
மி ஐப் பொறுத்து ? அடையும் பெருகு வீதத்தைக் காண்க,
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| கணக்கின்படி, 9௦ a 
கி 

் ஆகட்டும் (4 ஒரு மாறிலி), ' . = ॥ 

9-5 ஆனால், 8-5 3) 5-2 3) ௩2 25ஆகும், 

y= 2. ம் 
ee றி ஆறு 

dy _ _ 25 
dp pe 

Wz dv 25 . 
P 446085) 7 - - 16 ஆகும். 

இங்குக் குறைராசியின் பொருள் ற பெருகுமிடத்து ॥ குறைவுறும். 

என்பதாம். 

2 

ற ஐப் பொறுத்து கன பரிமாணத்தின் மாறுவீதம் -3; 76 

பயிற்சி 3-1. 
வடிவ கணித பயன்பாடுகள் 

நு 3122-5 என்னும் வளைவரை 3. அச்சை வெட்டு 

மிடத்தில் அதன் தொடு கோட்டின் சமன்பாட்டையறிகஃ௨ 
[aon t x—y+5=0] 

y =~ 22 என்னும் வளைவரையின் மீதுள்ள எப் புள்ளி 

களிடத்து அமைக்கும் தொடு கோடானது &£ அச்சுக்கு 

இணையாக இருக்குமெனக் காண்க, 

[விடை : (0, 0) ; (2,-- 4)] 
pox, என்னும் வளைவரைகள் (1, 1) என்னுமிடத் 

இல் வெட்டிக் கொள்ளுங்கால் உண்டாகும் இடைக் 

கோணத்தைக் கண்டறிக, [cor : tang 3] . 

y=4—x? என்னும் வளைவரைக்கு (1, 3) என்னுமிடத்தில் 

வரையப்படும் வரைச் செங்கோட்டின் (110081) சமன் 

பாடு காண்க, [Boor t x—2y4+5=0)
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5. ந_5--233 என்னும் வளைவரைக்கு %-1 என்னுமிடத்தில் 

அமைக்கும் தொடு கோடானது இரண்டு அ௮ச்சுகளையும் 

4, ர என்னுமிடங்களில் வெட்டுமானால் 0.48 என்னும் 

முக்கோணத்தின் பரப்பளவைக் கண்டறிக. 

2x 
y= 1. எனக் கொடுக்கப்பட்ட வளை வரைக்கு ஆதி 

1-1 
யிடத்தில் அமையும் தொடு கோட்டின் சரிவு 2 ஆகு 

மென நிறுவுக. : 

யிற்சி 3-2. 

தோராய மதப்புகள், பிழைகள் பற்றிய பலன்பாடுகள் 

1. 40 செமீ, பக்கமுள்ள சதுரத் தகடொன்று காய்ச்சப் 

படுங்கால் ஒரே மாதிரியாக விரிவுறுகன்றது. ஒவ்வொரு 
பக்கமும் “03 செமீ. நீண்டவிடத்து அதன் பரப்பளவில் 
நேர்ந்த ஏற்றத்தை அறிக, [விடை : 24 ௪. செமீ,] 

ஒரு வட்டத்தின் ஆரத்தை அளக்குங்கால் 2% பிழை 
யேற்பட்டது. அதன் (4) சுற்றளவு (ii) பரப்பளவு 
ஆகியவற்றைக் கணக்கிடுவதில் நேரும் சதவீதப் 

பிழையைக் கண்டறிக, [விடை : 2%, 4%] 

ஒரு கோபுரத்தின் அடிவாரத்திலிருந்து 400” தள்ளியிருந்து 

நோக்கும் பொழுது ௮க் கோபுரத்தின் ஏற்றக் கோணம் 
30° ஆகும். ஏற்றக் கோணத்தைக் கண்டறிதலில் 5' பிழை 
ஏற்படுமானால், அதன் உண்மை உயரத்தில் நேரும் 
தோராயப் பிழையைக் கணித்தறிக, [விடை: 9-3] 

ஒரு முக்கோணத்தின் கோணம் A ஆனது அளக்குமிடத்து 
63° ஆக இருந்தது. முக்கோணத்தின் பரப்பு $ 6௦ 81 4 
என்னும் சூத்திரத்தைப் பயன்படுத்திக் கணிக்கப்பட்டது. 
கோணம் 4 ஐ அளப்பதில் 15’ பிழை ஏற்பட்டிருந்தால் 
கணக்கிட்ட பரப்பில் உண்டாயிருக்கக் கூடிய தோராய 
மதிப்பைக் கண்டறிக. 

  
36 

(விடை 1 ௭ cot 63° |
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35 os
 

பயிற்சி 3-3. 

தொடர்புறு வீதங்கள் (36181௦ rates) 

ஒரு கல்லானது ஒரு குட்டையினுள் எறியப்படுகின்றது. 

அதனால் உண்டாகும் அலைகள் வட்ட வடிவமாகப் பரவு 
வனவாகும். அதன் வெளிப்புற அலையின் ஆரம் வினாடிக்கு 
13” பெருகுவதாகக் காணப்படுகிறது. அலையின் ஆரம் 
10” ஆகவுள்ள பொழுது, அலை வட்டத்தின் பரப்பு எவ் 

வளவு விரைவாகப் பெருகுவதாகுமெனக் காண்க, 

[விடை : 30 ௪. அங்/செக.] 

நீரில் சொரிந்த எண்ணையானது வட்டவடிவாகப் பரவு 

இறது. அதன் பரப்பு நிமிடத்திற்கு 6 சதுர அங்குலம் 
வீதம் பெருகுகிறது. அங்ஙனமானால், ஆரம் 2 அங் ஆக 
உள்ள பொழுது அந்த ஆரம் எவ்வளவு வேகமாக வளரு 

வதாகும் ? [விடை 1 3/27] 

ஒரு கோணத்தின் கன பரிமாணம் ஒரு வினாடிக்கு 2 கன 

செமீ. வீதம் பெருகுகிறது. அதன் கன பரிமாணம் (00 

கன.செமீ, உள்ள பொழுது அதன் ஆரமும், புற தளப் 
பரப்பும் என்ன வீதத்தில் பெருகுமெனக் காண்க, 

r 4 [ விடை! ஆ உர வரரா | 

6 அடி. உயரமுள்ள ஒருவன் மணிக்கு 4 மைல் வீதம் 20 

அடி உயர முள்ள விளக்குத் தூணிலிருந்து நடந்து செல் 
இரான். அவனது நிழலின் நீளம் எந்த வீதத்தில் அதி 
கரிக்கிறது 2? [விடை 1 88/35'/செ௧.] 

ஒரு வட்டமுகக் கூருருளை வடிவாகிய. வடிகட்டும் காகித 

மானது 11” ஆரமும், 4” ஆழமும் கொண்டிருக்கிறது. 
அதிலிருந்து நிமிடத்திற்கு 2 கன அங்குலம் வீதம் நீர் 

வடிந்து விழுகிறது. நீராழம் 2” ஆக இருக்கும்போது, 
நீர் மட்டம் என்ன வீதத்தில் இறங்குவதாகும் ? 

[விடை 1 -512/675ஈ ௮ங்/செ.க.]
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பயிற்சி 3-4. 

மீப்பெரு மதிப்பும், மீச்சிறு ம௫ப்பும் 

ழ்க்கண்ட சாரீ புகளுக்கு மீப்பெரு, மீச்சிறு மதிப்புகளைக் 
காண்க ₹ , 

(i) 222-311 [விடை : —1, 13, 1, 9] 

(ம 2x®-+-5x2—4x+7 [Moor : 4,6 §,—2, 19] 

(111) x4—8x°4-22x?—24x412 [aloo ; 1, 3; 2; 4,3, 3] 

(iv) (x+3) (6-x) [விடை : 3/2, 81/4] 

(v) 3cosx+4sinx [விடை: மீ,பெ, 5; மீ ௪,-57: 

ஒரு வளை வரையானது --2% (1-2) என்னும் தொடர் 
பால் குறிக்கப்படுகின்றது. அது (1, 1) என்னுமிடத்தில் 
மீப்பெரு நிலைத் தூரத்தையும் (-1,--1) என்னுமிடத்தில் 
மீச்சிறு நிலைத் தூரத்தையும் கொண்டுள்ளது என 

gays. 

... ஒரு 2-ன் முப்படிச் சார்பானது $-1 ஆகும் பொழுது 

மீப்பெரு மதிப்பு 4-க்குச் சமமாகவும், $-5 ஆகும் 
பொழுது மீச்சிறு மதிப்பு--28-க்குச் சமமாகவும் இருக்கப் 
பெறின், ௮ச் சார்பைக் கண்டறிக. 

் [விடை : 3£-9%”- 15 5-3] 

ஒரு பின்னமும் அதன் வர்க்கமும் மீப் பேரளவு வித்தி 
யாசப் . பட்டிருக்குமாறு அமையும் பின்னத்தைக் 

காண்க. ° [Moor t 1 

ஒரு செவ்வகத்தின் சுற்றளவு 100”. அதன் பரப்பளவு மீப் 
பெரியதாகுமிடத்து அதன் பக்கங்களைக் கண்டறிக. 

் [விடை : 25“, 257] 

சம், 9-ம் நேர் ராரிகளாகவும், ந ர மாறிலியாகவும் 
இருக்குமானால், 8-7 ஆகுமிடத்து, uty Korg SEAM) 
மதிப்பினதாகுமென நிறுவுக, 

AB ஆனது 8" நீளமுள்ளது, 4-ல் 3 40-80” ஆனது 
மீச்சிறு மதிப்புடையதாகுமாறு 0 என்னும் புள்ளியைக் 
கண்டறிக, [விடை : 40 27]
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8. 

10. 

12. 

480 என்னும் செவ்வகத்தில் AC=9", 0-6” ஆகும். 
மேயில் 20-%” ஆகுமாறு 2 என்னும் புள்ளி “குறிக்கப் 
படுகின்றது. 24“-28* ஐ 5ஐ ஒட்டிக் காண்க, அது 
எப்பொழுது மீச்சிறு மதிப்பை அடைகிறது எனக் 
காண்க, 

[விடை : 2%”--18%-153; மீச்சிறு மதிப்புக்கு 2 ஆனது 
02ன் மையப் புள்ளி ஆக வேண்டும்] 

6 அடி நீளமுள்ள தொருமெல்லிய இரும்புக் கம்பியானது 
4 என்னும் ஒரு செவ்வக வடிவமாக வளைக்கப்படு 
கின்றது. அங்ஙனமாகுங்கால், அக் கம்பி 56 CD, DA 

வழியே இரு மடிப்பாகவும், 48: வழியே ஒரு மடிப்பாகவும் 

அமைந்துள்ளது, எனின் 4$00-ன் மீப்பெரு பரப்பைக் 
கண்டறிக. ் 

[விடை : 3/4 ௪. அடி] 

30" X14" அளவுள்ள செவ்வக அட்டையின் நாற்புற மூலை 
களிலிருந்தும் ௪ம பரப்புள்ள சதுரங்கள் வெட்டியெடுத்த 

பின் எஞ்சிய பாகத்தின் விளிம்புகள் மடிக்கப்பட்டு ஒரு 
செவ்வகப் பெட்டியாக அமைக்கப்படுகின்றது, இப் 
பெட்டியின் கொள்ளளவு மீப் பேரளவினதகாக அமைய 

வேண்டுமானால், வெட்டி எடுக்கப்படும் சதுரத்தின் 
பக்கத்தைக் கண்டறிக, [விடை : 3₹] 

ஒரு கிரிக்கட் பந்தாட்டத் தரையானது ஒரு செவ்வக 

வடிவில் ஒவ்வொரு முனையிலும் அரை வட்டமொன்று 
அமைக்கப் பெற்று இருக்கிறது. அதன் சுற்றளவானது 

கால் மைல் ஒட்டப் பாதையாகப் பயன்படுத்தப்படல் 

வேண்டும். செவ்வக பாகம் மீப்பெரு பரப்பின.தாக 

வேண்டுமானால், அத் தரையினது அளவுகளைக் காண்க. 

[விடை : 110 கெ, 70 கெ.] 

ஓர் ஒழுங்கான வட்டமுக உருளையின் வளை தளப் பரப்பும் 
முகங்களிள் பரப்பும், கூடிய பரப்புத் தொகை கொடுக்கப் 

பட்டுள்ளது. அதன் உயரமானது அடிப்பாக ஆரத்திற்கு 
இரு மடங்காகுமிடத்து, அதன் கொள்ளவு மீப்பேரள 

வினதாகுமெனக் காட்டுக, . 

இருபுற வாய்களும் மூடப்பட்ட நேர் வட்ட உருளை ஒன்று 
12 சதுர அங்குல உலோகத் தகட்டால் செய்யப்பட
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வேண்டியிருக்கின்றது. அதன் கொள்ளளவு மீப்பேரள 

வினதாதற்கு அதன் அடித்தளத்தின் பரப்பைக் காண்க. 
[விடை : 2௪. ௮ங்] 

ஒரு மூடியற்ற வட்டதளங் கொண்ட உருளை வடிவாகிய 

நீர்த் தொட்டியானது ௭௨” கன அளவு நீர் கொள்ளுமாறு 
ஓர் உலோகத் தகட்டால் செய்யப்படுகின்றது. அவ் 
வுலோகத் தகடு மீச்சிறு பரப்பளவினதாக வேண்டு 
மானால், அந் நீர்த் தொட்டியின் உயரத்தையும், அடித் . 
தள ஆரத்தையும் கண்டறிக, [விடை : 7-8; 4-8] 

ஒரு நேர் வட்டக் கூம்பினது அடித்தளத்து ஆரமும் 
உயரமும் சேர்ந்து 12” நீள முண்டாகுமானால், அதன் 

மீப்பெரு கொள்ளளவினைக் கண்டறிக. 
[விடை : 256ஈ/3 கன அங். ] 

ஒரு நீராவிக் கப்பலுக்கு நிலக்கரிக்காகவும், கூலிக்காகவும் 
8 

ஆகும் தினச் செலவு முறையே 485”, — என்னும் 

கோவைகளால் குறிக்கப்படுகன்றது. இங்கு k,e 

என்பன மாறிலிகளாகும். 1 என்பது வேகத்தைக் குறிக் 
கின்றது, கப்பல் பயணம் மிகச் சிக்கனமாகச் செலவு 
கட்டிவர வேண்டுமானால், நிலக்கரிக்காகுஞ் செலவு, 

கூலிக் காகுஞ் செலவில் பாதியாதல் வேண்டுமெனக் 

கண்டறிக. 

பயிற்சி 3-5. 

பொருளாதாரத் துறையில் பயன்பாடுகள் 

ஒரு பொருள் %ஐ உற்பத்தி செய்யும் நிறுவனத்தின் 

மொத்த உற்பத்தி செலவு 0-8-.2-.3%” எனின், 
(% என்பது உற்பத்திப் பொருளின் அளவு, 7 இறுதி நிலை 

செலவுச் சார்பு) MC=2+6x aor Dyas. 

xX என்னும் பொருளுக்கு ஒரு குடும்பத்திற்குப் பயன்பாடு 
சார்பு (மப போறம்) 9-10 37 எனின் இறுதி 
நிலைப் பயன்பாடு 177-106; என நிறுவுக. 

& என்னும் ஒரு பொருளை உற்பத்தி செய்ய மொத்த 
செலவுச் சார்பானது 76-60-12 x+2x*, எந்த உற் 
பத்தி நிலையில் 70 மீச்சிறு மதிப்பை அடையும்? சராசரி
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செலவுச் Friteou (average cost function) sar@, Qe 
சார்பு எந்த உற்பத்தி நிலையில் மீச்சிறு மதிப்பை அடை 
கிறது எனவும் காண்க, அதன்பின் சராசரி செலவு வளை 

வரையின் மீச்சிறு புள்ளியிடத்து, இறுதி நிலைச் செலவும் 

சராசரிச் செலவும் சமமாகும் என நிறுவுக. 

விற்பனை முற்றுரிமை பெற்றவரை எதிர்நோக்கி இருக் 
கும் ததேவை வளைவரை ற--12- 2% எனக் கொள்ளலாம். 

இங்கு % என்பது உற்பத்திப் பொருளின் அளவையும் , 

றி அதன் விலையையும் குறிக்கும். அவரது மொத்த செலவு 
வளைவரை 76--20--2% எனக் கொண்டு, நிறுவனத்திற்கு 

மீப்பெரு இலாபம் தரும் உற்பத்தி நிலைகளையும், விலையை 

யும் காண்க, [விடை : %-$; 2-7] 

- தேவை வளைவரை % 2, எனக் கொடுக்கப்பட்டால், 
pe 

தேவை நெ௫ிழ்ச்சி - 1 என நிறுவுக. 

b 
pe 

எனக் கொடுக்கப்பட்டால், தேவை நெகஒிழ்ச்சி -ந என 

நிறுவுக. 

தேவை வளைவரை % - (மீம், 4-ம் மாறிலிகள்) 

பயிற்சி 3-0. 

இயற்பியல் பயன்பாடுகள் (1107510௦81 ௨0011௦811௦ ௦8 
the Derivative) 

$=50t—-162 craven Hunsgog யொட்டியதாகும்படி 
மேலெறியப்பட்டதொரு கல்லானது ர செகண்டில் 2 அடி 

தூரம் காற்றிடையே விரைந்தோடுகின்றது எனின், 

=. எதனைக் குறிப்பிடுகன்றது 2? (1-1 ஆகுமிடத்து 

அதன் மதிப்பென்ன ? 4 ன் எதிர் ராசி மதிப்பின் 

பொருள்.யாது? அக்கல்லால் அடையப்பட்ட மீப்பெரு 

உயரம் யாது1 அது எறியப்பட்ட போதிருந்த துவக்க 

வேகத்தையும், :அது தரை வந்து தாக்குங்கால் உள்ள 

(வேகத்தையும் காண்க. 

[விடை : 16; 39%: 50/செ.; -50'/ச.
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ஒரு துகள் ஒரு நேர்கோட்டின் வழியே 7 செகண்டு 
களில் சென்ற தூரம் ,8--215--9/-121-/-6 என்ற தனால் 
பெறப்படும். அதன் முடுக்கம் எப்பொழுது பூச்சிய 
மாகும் 2? அச்சமயத்தின் வேகத்தை யறிக. 

[விடை : $செ.; 3/2அடிசெ., 0-ஐ நோக்கி] 

ஒரு நேோர்கோட்டின் வழியே ஒரு துகளானது £ செகண்டு 
களில் ஒரு நிலையான புள்ளியிலிருந்து கடந்து சென்ற 

. தூரம் ௪20-571” என்னும் நியமத்தால் பெறப்படும். 

10 செகண்டுகள் கழிந்த பின் அதன் வேகத்தையும், 
முடுக்கத்தையும் காண்க. . .... ரவிடை: 295; 60] 

ஒரு பொருளானது / செகண்டில் செல்லும் 9 அடி தூரம், 

8127-1” என்றதனால் பெறலாகும், அதன் வேகம் 

எப்பொழுது, எவ்விடத்து மீச்சிறு மதிப்பினதாகும் 2 

ஒரு நேர் கோட்டின் வழியே இயங்குவதொரு துகளின் 
தூர-நேர நியமம் 9--77--ம்15 ஆகும். இங்கு ஈ, ம்-க்கள் 

மாறிலிகளாகும். 7-4 நேரத்தில் வேகம் பூச்சியமும், 

முடுக்கம் 12 அலகுகளும் ஆகுமெனின், a, ம-க்களின் 

மதிப்புகளைக் காண்க. [விடை : a=—24; b=}] 

ர . @s , ல உட மெனக் 
2 - ஜாமி ச மம் ஆனால், 8-1 5. ஆகு மெனக் 
காட்டுக. 

ஒரு துகளானது ஒரு நேர்கோட்டில் இயங்குங் காலத் 
தில் 0 என்னும் நிலையான புள்ளியிலிருந்து / நேரத்தில் 
அது செல்லும் தூரம் %-2 81 7-3 008 ர என்பதனால் 

பெறப்படும், எனின் அதன் முடுக்கம் எப்பொழுதும் 

புள்ளி 0-விலிருந்து அதன் தூரத்திற்கு எண்ணளவில் 
சமமாகுமெனக் காட்டுக, 

ஒரு சக்கரம் சம ரி கோணமானது நேரம் [ஐச் 
த t ts சார்த்தி 9--67 1 3-3. என்னுஞ் சூத்திரத்தில் 

கொடுக்கப்படுகன்றது, இங்கு os ஆரையன்களிலும், 
t செகண்டுகளிலும் அளக்கப்படுகின்றன. சக்கரம் நிற்ப 
தறிகுமுன் எவ்வளவு நேரம் கழியுமென்பதையும், அது 
சுழன்ற மீப்பெரு கோணத்தையும் காண்க, . 

[விடை : 4:37 செகண்டுகள்]
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9. ஒரு நிலையான அச்சைச் சுற்றிச் சுழலும் சக்கர 
மொன்று 7 நேரத்தில் சுற்றிய கோணம் § ஆனது, 
95௭1 (4--3:-/5) என்னுஞ் சூத்திரத்தால் கொடுக்கப் 
படுகின்றது. இங்கு ் செகண்டுகளாலும், ர ஆரையன் 
களாலும் அளக்கப்படுகன்றன. கோண வேகம் எப் 
பொழுது மீச்சிறு மதிப்பின தாகுமெனக் கண்டறிக. 
மேலும், 2 செகண்டுகள் கழித்து உண்டாகிய கோண 
வேகத்தையும், முடுக்கத்தையுங் கண்டறிக, 

- [1 செ; 20ஈ/செ.; 30ஈ/செ.௧5] 

10. x=A cos (nt+B), x=Csin(nt+D); x=Ecos nt-+e-F 

ச ee 5 =... aX 
510 nt என்பவற்றுள் ஒவ்வொன்றும் ie + Wx = 0 

என்னும் ஒரே சமன்பாட்டை உண்டாக்குவதாகுமெனக் 
காட்டுக, [இங்கு. 4, 2, 2, % 7 என்பன மாறிலி 
களாகும்.] 

[குறிப்பு : இது சாதாரண சீரிசை இயக்கத்தின் வகையீட்டுச் 
சமன்பாடு எனக் கூறப்படும். ] 

%



4, தொகை காணல் 
(Integration) 

1, ams wmSsh uL_ss Goreme (Indefinite Integrals) 

வகை நுண் கணிதமானது, xgri Our mss y=f(x) eretrenyb 
சார்பினது வகைக்கெழு அல்லது மாறு வீதத்தைக் காணும் முறை ' 
களையும், அதன் பயன்பாடுகளையும் விவரித்தது. : 

தொகை நுண் கணிதமானது (Integral Calculus) வகை 
நுண் கணிதத்தின் தலை&ழ் மாற்று முறையாக அமைந்துள்ளது. 

அதாவது ஐப் பொறுத்து )-ன் வகைக்கெழு அல்லது மாறு 
வீதம் கொடுக்கப்பட்டால், அது கொண்டு 3 என்னும் சார்பு யாது 

என அறிவதே, தொகை நுண் கணிதத்தின் நோக்கமாகும். 

வேறு வகையாகக் கூறுவதானால், வகை நுண்கணிதத்தில், 

7) கொடுக்கப்பட்டு, அதன் வகைக்கெழு 7'(%) ஐக் கண்டோம். 

தொகை நுண்கணிதத்தில், 7' (29) தரப்பட்டு, /(2)ஐக் காண் 
கிரரும். 

(3) -4(29) எனக் குறிப்போம், 

7 (5) என்பது ரீ'(2) அல்லது ம(%)-ன் முதற் erty (Primitive) 
எனப்படும். 6 

7(2)-4() தரப்பட்டு, அதன் முதற் சார்பு காண்பது வுரை 
யறுக்கப்படாத அதன் Astros (Indefinite integral) sromw 
எனப்படும்,
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இந்தத் தொகையைக் குறியீட்டில் [தத்த ன 22172 

எனக் குறிப்பது வழக்கம், 

வரையறை 

2 [ல] = (29) ஆனால், 7) . என்பது %(2)-ன் ஒரு 

தொகையாகும், 

இதை எழுதும் மரபு ] (x) dx=f(x) என்பதாம். 

இதை *தொகை (2) 8-7) எனப் படிக்கிறோம். 

ர் ஜஸ் f f(x) dx காண்க என்றால், எந்தச் சார்பின் 
வகைக்கெழு7”£(2)-ம(2) ஆகிறதோ அந்தச் சார்பைக் காண்க 

என்பது பொருளாகும். 

இதேபோல், ட் - ம்(2) என்றால், 3] ம(2%)8% ஆகும். 

ர் ஏ) -7(3) என்றால், ந அல்லது /(2)-ன் வகைக்கெழு 
ம்) எனப் பொருளாகும், 

] என்னுங் குறியானது தொகைக் குறி பெனப்படும். 

தொகை என்பதை ஆங்கிலத்தில் $॥ு என்போம். இதன் முதல் 
எழுத்தாகிய $ என்பது மருவி [ என எழுதப்படுகிறது. இஃது 

சார்பின் தொகை காணவேண்டும் என்று குறிக்கின்றது. 

(2) என்பது தொகைச் சார்பு அல்லது தொடுக்கப்பழம் 

. சார்பு (integrand) ag@o. 

dx என்பது மாறி அல்லது தொகை காணலின் ந பாத மூலம் 

(base x) என்பதைக் குறிக்கும். ]் -ம்(பிஸ்ஃல் 84 என்பது 

ம்(20)ஐப் பெருக்கும் ஒரு ராசியல்ல, %ஐ ஒட்டிய தொகை காண 
வேண்டும் என்ற பொருளைத்தான் *8%” குறிக்கிறது. 

கடைக்கும் 72) என்னும் சார்பு வரையறைப் படா 

தொகையீடு அல்லது %ஐப் பொறுத்த ம் ன் முதல் சார்பாகும், 

6 9 
வகை நுண் கணிதத்தில் 2 ( ] என்னும் குறியீட்டைப்
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போல், ‘f — dx என்னும் குறியீடு ஒரு சார்பின் % ஒட்டிய 

தொகையைக் காணும் செயலைக் குறிக்கிறது. 

இவ் விரு வகையான செய்வகைகளும் ஒரு சார்பைச் சார்த் 
இத் தொடர்ந்து செயல் படுங்கால், ஒன்றுக்கொன்று எதிர் நிலைப் 

“பட்டு, ஒன்றையொன்று சரிக்கட்டுவதா௫த் (௦2017௧1186) தொடங் 
இய சார்பையே தரும். 

d d 
aisrais ae | ($03) dx | = Fe fl) = 900 

வகைக்கெழுவைக் கொண்டு, மூலச் சார்பைக் கண்டறியும் 
செய்முறையானது *தொகை காணல்: எனப்படும், 

எடுத்துக்கஈட்டு : 

= (35) - 3%” என அறிவோம். 

ஆகலின் ஐச் சார்த்தி 3%”-ன் தொகை (integral) x* ereirgy 
கூறுகிறோம். 

இதனை [ 3%” 86 37 என எழுதுகிறோம். 

« d ன 

மறுபடியும், 2 (610) - 008 % ஆதலின் 

[008 8%- 81 ஜ ஆகும். 

பொதுவாக, ல = $(x) ஆனால் 

J (x) dx = f(x) cos apg AGG. 

கொடுக்கப்பட்ட எடுத்துக்காட்டுகளில், நாம் 720) என்றும் 
ஆதாரச் சார்பில் தொடங்கி, அதன் வகைக்கெழு 4(%) ஐப் 
பெற்று, இதிலிருந்து சுலபமாக ] (மடன் மதிப்பாடிய /(%)ஐ 
எழுதினோம். ஆனால் இவ்வதிகாரத்தின் நோக்கமானது /(%)ஐ 
மூன் கூட்டி அறியாமலேயே [ ம) 45:ஐ மதிப்பிடுவதாகும், 

2. வரையறைப்படாத யொதுத் தொகைகள் 

ஒரு மாறிலியின் வகைக்கெழு பூச்சியம் என்று அ .றிவோம். 

fix)-or வகைக்கெழு க(;) ஆனால்,
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7020-6 (6 என்பதொரு மாறிலி)-ன் வகைக்கெழுவும் $(x) 
ஆகும். 

ஆகவே, %ஐப் பொறுத்து ம()-ன் தொகையைப் பொதுவாக 

ரீ(2)-0 என்றெழுதிக் கொள்ளலாம். இம் மாறிலியானது, 
தொகையீட்டு மாறிலி (0018480% ௦1 116 81100) எனப்படும். 

இப்பொழுது 7(%)--0 ஆனது ம(2)-ன் வரையறுக்கப்படாத 
பொதுத் தொகையாகும். ஏனெனில், அது மிகப் பொதுவான 
தொகையாயினும், டேன் மதிப்பானது வரையறைப்படாது 
நிற்றலின் என்க. 

கணக்கில் கொடுத்த நிபந்தனைக்கு உட்பட்டு ௮ம் மா றிலியின் 
மதிப்பைக் காணலாம். 

எடுத்துக்காட்டாக, % ஐப் பொறுத்து 2ன் பொதுத் 

தொகை (146281) ஆனது 2”--0 ஆகும். இங்கு 6 என்பது 
யாதேனுமொரு மா நிலியாகும். 

இதனது வடிவ கணித ரீதியான கருத்தைத் தெளிவுறல் 
வேண்டும். 

y=x*, y=xtl, நுறு. oe என்னும் வளை வரைகள் 

ஒவ்வொன்றிற்கும் சரிவு 2% ஆகும். சரிவு 2% என்று மட்டும் கூறப் 
பட்டிருப்பதால், அதற்கு இயைபுடையதொரு வளைவரையின் 

பொது வடிவத்தைக் குறிக் கொள்ளுவதன்றி எந்த வளை வரைவு 

கருத்துட் கொள்ளப்பட்டுள்ளதென்பதை நிச்சயிக்க முடியாது. 

ஆனால், %-0 ஆகும்பொழுது, நற-3 எனத் தெரிந்தால், 

நூ-37-3 எனக் குறிப்பிற் கொண்ட சிறப்பான வளை வரையை 

அறியலாம். கொடுக்கப்பட்டதொரு சரிவை அளவிலாத வளை 
வரைகள் பெறுமாயினும், (0, 3) என்னும் புள்ளியின் வழியாகச் 

செல்லக்கூடிய வளைவரை யொன்றே இருத்தல் கூடும். 

8. தொகை காணப் பயன்படும் தேற்றங்கள் 

தேற்றம் (1) 
xX ஐ ஒட்டி ன் வகைக்கெழு ] ஆகும். 

, 4a 
(அதாவது) F(x) = 1 

“ fldx =fdx=x 

20
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தேற்றம் (14) 

SUS (x) + g(x) t...] dx = ff (x)dx + f o(x)dxt... 

தேற்றம் (114) 

[ Cf (x)dx = CJ f (x)dx. 
பொதுவாக, 

[ (பே * பே) 1 ந 4. 2 
= C, f f\(x)dx+C, f fy (x) க... 

4. தொகைகளின் நியம அட்டவணை (Standard Table of 
Integrals) 

முதலில், அறியப்பட்ட வகைக்கெழுக்களிலிருந்து அவற்றிற் 
குரிய தொகைகளுக்கான ஒரு பட்டியலைத் தயாரித்துக் கொள்ளு 
கிரோம். 

மேற்படி பட்டியலில் காணாத தொகைச் சார்பைத் தொகை 

காணுதற்கு ஏற்றதாகும் வடிவத்தில் மாற்றியமைத்தெழுதி, 

நியம வடிவங்களைச் சாதனமாகக் கொண்டு தொகை கண்டு 
அறியலாம். 

ஒரு தொகையினது பலனில் தவறில்லை எனச் சோடப்பதற்குப் 
பெற்ற தொகையின் வகைக்கெழுவானது, கொடுக்கப்பட்ட தொகைச் 
சார்புக்குச் சமமாக இருத்தலைக் கண்டறியவேண்டும். 

(i) y=x" ஆகும்பொழுது, ட ௮. 78 

ஸ் [ttax =x" 

ட 7 ் ட் 

இதிலிருந்து [58% - > எனப் பெறப்படும், 

xnti 

n+1 

di) y= (ax-+b) 615 பொழுது, 

dy ar = Sa (ax+-b)* எனப் பெறுகிறோம், 

பொதுவாக, fxdx = 

  

+O. (n#-1)  ..(i) 

ஆகையால், § Sa (ax-+b) dx = (ax-+b)® 

இதிலிருந்து. [ (8--ம)4 ட ம எனக் இடைக்கப் 
பெறும்,
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பொதுவாக, [ (8%-)ா 2: - ae +C (n#—1).(ii) 

(iii) fe = fr dx = logx+C 

® 

8008 (%-1-6) ஆதலின், 

8$௩ (2-5) எனப் பெறுகிறோம். 

(11ம்) 

(iv) 4 {sin (ax-+-b)} = 

f acos (ax-+b) dx = 

. f cos (ax+b) dx= nie) +C wef kV) 

én 1. f cos ax dx = 4 sin ax + 1 

இளை 2. f cos x dx = sin x+C 

(v) ட் {cos (ax+b)} = —4 sin (ax-+b) ஆதலின், 

J —a sin (ax-+b) dx = 008 (82-ம்) ஆகும், 

. f sin (ax+b) dx= — + cos (ax-+b)-+C...(v) 

இளை 1, f sinaxdx = — = cos ax-+e 

J sinxdx = — cosx+C 

(vi) டக (௪0%) - 725 ஆதலின் 
dx 

faex dx = ௪02 ஆகும். 

es fe dx = +e ow (Vi) 

(vii) பின்வரும் பலன்களையும் குறித்துக் கொள்ளவேண்டும். 

(ay 2 (tan x)exsec* x ஆதலின், [860”% dx=tan x+C 

(b) ட (cot x)= —cosec? x 

ஆதலின், -[00860”% 8 --004 %--0
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(௦) ௮. (sec x)= sec x tan x 
dx 

ஆதலின், [560 % 182 % dx=sec x+C 

d — = —cosec x cot x (d) ae (cosec x) 

ஆதலின், [ 00860 2: 00% 2 dx=—cosec x+C 

5. விளக்க எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1: \ 

மதிப்பிடுக 1 [ (2-௧ Spey +) dx 

் dx 
Qsrens = f2x* dx— J4x° dx— [5 dx+ fe dx + fs 

॥ 

3 22 ஞ். 
2° ee a e+ 5 +log x+C 

x® = 4x® 2 
= 37 “௩924 “3 +log ae 

  
ச் 

எடுத்துக்காட்டு 2: f 84” ரி ரரி என்பதை மதிப்பிடுக. 

f sin? @=}3 f 2 sin? @ d?=} fs (1—cos 26) dé 

= | fia frcos20 ao | 

1 sin 26 \ 

salma 
எடுத்துக்காட்டு 81 f sin 2x cos 3xdx-cr மதிப்பைக் 

கண்டறிக. 

sin 2x cos 3x = }*2 sin 2x cos 3x=} [sin (2x+3x) 

: +sin (2x—3x) J 

= 4} [sin 5x—sin x] 

“. J sin 2x cos 3x dx = 2 (sin 5x—sin x) dx 

வ். | 

008 % cos 5x 

உ: மு F° 

= | S08 OF 4. cos x |re 
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எடுத்துக்காட்டு 4: (டி) என்னும் யாதேனுமொரு புள்ளி 

யிடத்து ஒரு வளை வரையின் சரிவு 3%--2 ஆகும். அவ் வளைவரை 

(2_,--1) புள்ளி வழியாகச் செல்லுவதாயின், அதன் சமன்பாட் 
டைக் கண்டறிக, 

ஒரு புள்ளியிடத்த ஒரு வளை வரையின் சரிவு, அப் புள்ளியில் 

வரையும் கதொடுகோட்டின் சரிவுக்குச் சமம், 

இனி வளை வரையின் தொடுகோட்டின் சரிவு அப் புள்ளியில் 

ட ன் மதிப்பாகும் 
ax” on 

ere, | dy 
கணக்கின்படி, -- - 3-2 ax 

. po ] 8-2) dx = ae —2x-+-C 
2 

x=2, y= 1 அகும்பொழுது, 
8 

னக = —2 (2)4+-C 

se C= —s 3 

. . 3x? ‘ 
ஃ. வளை வரையின் சமன்பாடு ந - =" 2-3 என்றாகும். 

எடுத்துக்காட்டு 5 : ஒரு துகளானது ஒரு சீரான முடுக்கம் 

7 உடன் ஒரு நேர் கோட்டில் இயங்குங்கால், 1 செகண்டில் ச தூரம் 

சென்றபொழுது அதன் வேகம் vy ஆகின்றது, தொடக்கத்தில், 

7-0) 8-0, 1-9 எனக் கொண்டு ஃ.க்கும், க்கும் உள்ள தொடர் 

பைக் கண்டறிக, 

/ நேரத்தில் வேகம் ர ஆகிறது. 

(p@éarb (Acceleration) = = ஆகும், 

iy dy 
கணக்கின்படி, a =f “. v= ffdt =ft+e 

ஆரம்பத்தில், 1-0) 4-0 

20 அல்லது 0] 

் ந u+ft 4 (1) 

ds 
(அதாவது) 5 = utft
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இத் தொடர்பை, 1 ஐப் பொறுத்துத் தொகை காண, 

s= f(utft) dt =ut+ £ + C yo. 

s= ut-+43 ft 
(11) 

(3), (14)-லிருந்து 1 ஐ விடுவிக்க, 
9” ம£.2 72 எனப் பெறுகிறோம். 

பயிற்சி 4-1 

பின்வருவனவற்றிற்கு % ஒட்டிய தொகை காண்க. 

(1) 

(4) 

(8) 

(12) 

(16) 

(19) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(2x43)? (2) (x1) (027 =—1)3 (3) (5¥+-6)(20°4-3x-+4);: 

xt4x9F1 2. 2; (1) (5x—8)"; (5) (L-2x)*; (6) —Sar—s 7 

3 cos 4x; (9) 4 (sin x—}); (10) sin = 5 (1\) cos*x; 

2 sin 3x—7 cos 2x; (13) sin*3x; (14) sin*x; (15) cos*x, 

sin 2x sin 3x; (17) cos x cos 3x; (18) cos 4x sin 2x; 

sin x cos 2x cos 3x; (20) 4sin 4x sin 2x sin x 

(0, 1) என்னும் புள்ளி வழிச் Qeagragruyid, (x,y) 
என்னுமிடத்தில் (1--2%”) சரிவுடையதாகவும் உள்ள 
ஒரு வளைவரையின் சமன்பாட்டைக் கண்டறிக. 

ஒரு வளை வரையானது உன் எல்லா மதிப்புகளுக்கும் 

(2x—42") என்ற சரிவுடையதாயும், (0, 1) வழிச் செல்லு 

வதாயும் உள்ளதாகுமானால், x=3 என்னுமிடத்தில் 
அதன் நிலைத் தூரம் என்ன 2? 

dy . ; 
as 2௧ 2245 ஆகவும், 5-2 ஆகும்போது y=5 

ஆகவும் இருந்தால் ந-ன் மதிப்பை $ ஐச் சார்த்திக் கூறுக, 

3 ஆனது உன் சார்பாக, வகைக்கெழு 2%--5 உடைய 
தாயும், மீச்சிறு மதிப்பு - 1 பெறுவதாடஇியும் உள்ள 
தானால், ந ஐக் கண்டறிக,
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(25) ஒரு துகள் வினாடிக்கு ஒரு மீட்டர் வேகத்தில் ஓட ஆரம் 

WEAN. அதன் முடுக்கம் 12 செ. மீ,[வினாடி* என்றால், 
10 வினாடிகளில் அதன் வேகமென்ன? 10 வினாடிகளில் 

அது புறப்பட்ட இடத்திலிருந்து ஓடிய தூரமென்ன ? 

6. எத்தகைய சிக்கலான சார்பானாலும், அதன் வகைக் 

கெழுவைக் காண்பது எளிது. ஆனால், ஒரு சார்பின் தொகையைக் 
காண்பது அவ்வளவு எளிதன்று. தொகையைக் காணப் பல வகை 

கள் உள்ளன. அவற்றுள் இரண்டினை இங்கு ஆராய்வோம். 

(i) பிரஇியிட்டுத் தொகை காணல் (Integration by substi- 

tution ) 

மதிப்பிடுதற்கு இடர்ப்பாடு விளைக்கும் சில தொகைகளை 
(5தாக18) தக்கபடி பிரதியீடு செய்தலால், நியம வடிவங்களுக்கு 
உட்பட கொண்டுவரலாம். == 

7 (2) ஆனது 3-ன் சார்பாக, % ஆனது ஈன் சார்பாகவும் 

விளங்கினால், 7 (%) ஆனது ௨-வின் சார்பாக அமையும், 

அப்பொழுது, 

ரில மலு.? | 

= ¢ (x) Felt = 60) se | 

1. ஐ ஒட்டி இரு பக்கங்களிலும் தொகை காண 

[Gf de = foc Sau 

(அதாவது) 7ீ (2) - fe (x) டட . du என்றாகும். 

இனி f(x) - ம (20) எனக் கொண்டதால், 

f (x) = Jo (x) dx 

d. 
ஆகவே, ரம் (x) dx = [9 (x) 2; மீ என்ற தேற்மத்தைப் 
  

பெறுகின்றோம். 

இதை ஓர் எடுத்துக்காட்டால் விளக்குவோம்.
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எடுத்துக்காட்டு : 

fr 1 மஜ மதிப்பிடுக, 

+1 = ர எனப் பிரதியிடுக. 

3 ஐச் சார்த்தி வகைக்கெழு காண, 

ரரி வர ட கபன் 
du °° du 2x 

இனி fe Vx*-+1 dx 

டடம நீதி d 
= fx. F 1 ‘ao 

ee | 
= fx ப] ் 224 

1 உட 1 
அ] கல்ட். +C   

A eee = wt C 
3 பூ 

2-1 எனப் பிரதியிட்டால், 

ட eee 1 8 
fx J xe+l dx= > (+1)? 4-0 ஆகும், 

(ii) தொகை காண மற்றொரு முறை பருகுப்படுத்தித் 
Garae amore’ (Integration by parts) எனப்படும், 

இதற்குரிய தேற்றத்தைக் காண்போம், ஏ-வும், 9-யும் ன் 
சார்புகளானால், 

dy du d 
ஆர 4 = 4 at! ae
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dy d du 
(அதாவது) உ = = (uv) — av 

இரு பக்கங்களிலும் % ஐ ஒட்டித் தொகை காண்க. 

ர. 4. dx = f £ ww) : dx— a *vdx. 

(அதாவது) [ஈண் - 0 - [14 

  

இது பருஇப்படுத்தித் தொகை காணலுக்குரிய தேற்றம். 

எடுத்துக்காட்டு 

] 008 x dx ஐ மதிப்பிடுக. 

u=x; dy=cos x dx எனப் பிரதியிடுக. 

“. v=sin x; du=dx ஆகும், 

*, [ xcosxdx=x. sinx— Jj l*sin x dx 

=x sin x-+cos x 

பயிற்சி 4-2. 

1. பிரதியிட்டுத் தொகை காண்க, 

ey ன் 1 
(i) sin*x cos x (v11) Tas 

(ii) Ja@—x (Vili) ர்ச் 

(iii) “(22:27 (ix) tan x 

(iv) x(2x7—5)® (x) cot x 

(Vv) ie (xi) (2x*—3x+4) (4x—3) 

: க x? 
(v1) we (X11) We 

2. பகுதிப்படுத்தித் தொகை காண்க. 

(i) xe (v) x sec? x viii) e sin x 

(iil) log x (vi) x sin 3x (ix) e cos x 

(iii) xsinx (vii) xe (x) x? logx 

(iv) x log x



பாகம் LV 

இரு பரிமாணப் பருமுறை 
வரைகணிகும் 

அல்லது 
ஆய எண் வடிவகணிதம் 

(Analytical Geometry of Two Dimensions) 

தோற்றுவாய் 

1, வடிவ கணிதத்தின் பண்புகளைத் தொகு முறையிலோ 

(Synthetic Method) gaag uG gpommuiGer (Analytical 

142410ம) ஆராயலாம், 

சில வெளிப்படை. உண்மைகளிலிருந்தும் (834௦5), இன்னும் 
சில எடுகோள்களிலிருந்தும் (0080018465), புள்ளி, நேர்கோடு, 

முக்கோணங்கள், நாற்கரங்கள், நேர்கோட்டு உருவங்கள், 

வட்டம் முதலியவற்றின் பண்புகளைப் பற்றிய பல்வேறு வரை 
கணித உண்மைகளை யூக்ளிட் (110114) என்ற கணிதப் பேரறிஞர் 
கோவையாகத் தொகுத்து அளித்திருக்கிறார். இது தொகுமுறை 

வரைகணிதமாகும். பதினேழாம் நூற்றாண்டு வரை இம் முறை 

ஒன்றே பழக்கத்தில் இருந்தது. 

பகுமுறை வடிவசணிதத்தில், வடிவங்களின் பண்புகளை 

இயற்கணித (412018) முறைகளைப் பயன்படுத்தப் படிக்கிறோம்.
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பதினேழாம் நூற்றாண்டுத் துவக்கத்தில், ரெனி டெகார்ட் (௩௭6 

Descartes) என்ற ஃபிரெஞ்சுப் பேரறிஞர் இயற்கணிதத்தின் 

உதவியால் வரைகணித உண்மைகளைக் காணும் முறையை முதன் 

முதலில் வகுத்தமைத்தார். 

வடிவமென்பது ஒரு புள்ளியின் நியமப் பாதை என்னுஙி 

கருத்தினை அடிப்படையாகக் கொண்டு, அப் புள்ளியின் நிலையை 

இரண்டு ஆய எண்களால் குறிப்பிட்டு, அதனைக் கொடுக்கப்பட்ட 

வடிவம் கிடைக்கத் தேவையான நிபந்தனைக்குட்படுத்தி இயக்கு 

மிடத்து வடிவத்தின் நியமப்பாதை இடைக்கின்றது. கொடுக் 

கப்பட்ட நிபந்தனையிலிருந்து நியமப்பாதையின் இயற்சுணிதச் 

சமன்பாடு பெறப்படும், இந்தச் சமன்பாட்டை ஆராய்ந்து 

வடிவங்களின் பல்வகைப் பண்புகளைப் பெறலாம். 

டெகார்ட்டால்"அமைக்கப்பட்டமையால், இதற்குக் காரிடீஷி 

யன் (கோரஃச்கடுமுறையென்னும் பெயர் வழங்குவதாயிற்று. இதில் 

இயற் கணிதத்தில் வரும் தத்துவங்கள் பெரும்பான்மையாகப் 

பயன்படுவதால், இஃது இயல் முறை வரைகணிதம் (க1தலரகர1௦ 

லர) எனவும் வழங்கப்படுகிறது. இன்னும், ஆயங்களின் 

உதவியால் புள்ளிகளின் நிலை குறிக்கப்படுவதால், இது ஆய எண் 

வடிவ கணிதம் அல்லது கூற்றுமுறை வரைகணிதம் எனவும் வழங் 

கப்படுகிறது 

௨. செவ்வக அச்சுத் தூரங்கள் (760140. தப18ர (0-07018168) 

VOX, 31077 என்ற இரு நேர்கோடுகள் ஒரே தளத்தில் 
ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக நிற்கும்படி வரைக. 

சாதாரணமாக X'OX இடைக்கோடு அல்லது படுக்கைக் 

கோடாகவும், 107 நிலைக்குத்துக் கோடாகவும் ௫ள1ரி௦வீர 

அமையும்படி வரைவது வழக்கம், 

XOX ஆவது & ஆயம் அல்லது % அச்சு என்றும், 7707 

ஆவது 7 ஆயம் அல்லது * அச்சு என்றும் வழங்கப்படும். 

அச்சும், 2 அச்சும்: சந்திக்கும் இடம் ஆதி (origin) croars 
படும். 

XOX லும், அதற்கு இணையாக உள்ள நேர்கோடுகளிலும், 

0 இசை வழியே கொள்ளப்படும் அளவைகள் நேர் ராசி அல்லது 

தனரா (005111716) யாகவும், 0.4 இசை வழியே கொள்ளப் 

- படுவன எதிர் ராசி அல்லது ௬ண ராசி (16284176) யாகவும் 
' கருதப்படும்,
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இதைப் போலவே, 707 யிலும், அதற்கு இணை நிற்கும் 

நேர்கோடுகளிலும் 07 திசை வழியே அளக்கப்படுவன நேர் ராசி 

யாகவும் 07” திசை வழியே அளக்கப்படுவன எதிர் ராசியாகவும் 

கருதப்படும். 

நாடு 7101 என்னும் இரண்டு ௮ச்சுகளும், சம தளத்தை 

நான்கு கால் வட்டப் பகுதிகளாகப் (0யஃம8யர6) பிரிக்கக் காண் 

கின்றோம். 

அதே தளத்தில் உள்ள 7 என்ற புள்ளியின் வழியாக 204 

3107: என்னும் ஆயங்களுக்கு முறையே 17% 24/4 என்ற இணை 

கோடுகள் (0871811618) வரைக. அச்சுகள் செங்குத்தாக வரையப் 

பட்டிருப்பதால், PM, PN-scr முறையே 20டக்கும், Y'OY-& 

கும் செங்குத்தாக அமையும். 

2 என்ற புள்ளியை நிர்ணயிக்க 2 அளவுகள் தேவைப்படும். 

இப்போது 7 என்னும் புள்ளியை 0-விலிருந்து அடைய 0 என்ற 

  

  

lY 

NE-—P cay) 

1 I 

x! 11 X 

॥! IV 
CO [8 65) 

படம் 37 

இசையில் 08 தூரம் சென்று, பிறகு 0% என்ற திசையில் 147 
தூரம் செல்ல வேண்டும். 

08, 142-யின் அளவுகளும், தசையோட்டி அவற்றின் குறி 
களும் 2 நிற்குமிடத்தை நிர்ணயிக்கப் போதுமானவை, 

இவற்றுள் 4 ஆயத்தில் அளக்கப்படும் 04 ஆனது P-or X 

ஆய எண் அல்லது % அச்சுத் தூரம், அல்லது 24 கூறு அல்லது 2ட்ன் 

ஆயத் தொலை எனப்படும், இதை 7ஃ-யின் இடை, அச்சுத்தூரம் 
(80501588) என்றுங் கூறுவர்,
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7*ஆயத்திற்கு இணையான 747 யானது இவ்வாறே % ஆய 
எண் எனப்படும், இதை 2-ன் நிலை அச்சுத் கூரம் (01411246) . 

என்றுங் கூறுவர், இந்த ஆயத் தொலைகள் (௦, ])) என்றும் 

எழுதப்படும். 

பொதுவாக 7 என்னும் புள்ளி (2, ற) என்று குறிக்கப்படும். 

ஆதி, 0-வின் ஆயத் தொலைகள் (0, 0] ஆகும். 

ஒரு புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் எந்த மதிப்பையுஙி 

கொள்ளலாம், அத் தொலைகளின் இராக் குறிகள் அவை அமை 

யும் கால் வட்டங்களை யொட்டிப் படத்தில் காட்டியுள்ளபடி 

அறியப்படும், 

ஒரு புள்ளி இரண்டு ஆயத் தொலைகளைக் கொண்டு நிர்ண 
யிக்கப்படுமாதலால், ஒன்றுக்கு மேற்பட்ட புள்ளிகள் இருப்பின் 

அவற்றை (3, 34 (6,399: (,ர...ன்னும் அச்சுத் தொலை 
களால் குறிப்பர், 

[குறிப்பு 1: அச்சுகள் செங்குத்தாக வரையப்பட. வேண்டிய 
அவ௫யமில்லை, ஆயினும், செவ்வக அச்சுகளை மேற்கொண்டால், 

கணக்கீடுகளில் வாய்பாடுகளும் பலன்களும் எளிய முறையில் 

உருவாகும். 

இச் செவ்வக அச்சமைப்பு க௱ர்டீஷியன் முறையை யொட்டி 
யதாகும். ஆகவே, இது செவ்வசக் கார்டீஷியன் முறை (1₹60(82- 
ஐயிகா கோர5ர்கற வஜ்ர) எனப்படும், 

சூறிப்பு 2: க&ழே வரும் அத்தியாயங்களில், தேற்றங்களின் 

நிரூபணம் சாதாரணமாக முதல் கால்வட்டப் பகுதிகளில் 
வரைந்த படங்களிலிருந்து காணப்படும், ஆயினும், ஆயத் தொலை 

களுக்கு உரிய குறிகளை எடுப்பின், சமதளத்தில் வரையக்கூடிய 
எல்லாப் படங்களுக்கும் தேற்றங்களின் நிரூபணம் பொருந்தும், 

எடுத்துக்காட்டாக ஒரு நேர்கோட்டில் 0, 14, 17 என்பவை 
ஏதாவது மூன்று புள்ளிகளானால், 

(i) MN=—NM 

(31) MN=ON—OM aor விவரணம் கோட்டில், O, M, N 
என்ற புள்ளிகளின் எல்லா நிலைகளுக்கும் பொருந்தும்,
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சூறிப்பு 3: மாணவர்கள் வெவ்வேறு கால்வட்டப் பகுதிப் 

படங்கள் வரைந்து ஒவ்வொரு தேற்றத்தின் உண்மையையும் 

அனைத்துப் படங்களுக்கும் பொருந்தும் எனக் காணவேண்டும்.] 

பயிற்சி 4-1. 

1, இழேே கொடுக்கப்பட்டுள்ள புள்ளிகளைக் குறி. 

(23); (4-5): ௫2) ; 11-ம 
2. 4, 2, 0 என்பன ஒரு நேர்கோட்டில் உள்ள 3 புள்ளி 

களாயின், 428-80-004-0 என்ற உண்மையானது 

நேர்கோட்டில் இடம் பெறும் 4, 8, ன் எல்லா 

நிலைகளுக்கும் ஏற்புடையதாகுமெனக் காண்பி,



1. Gzrdvasor, ADS Gis, 
பரப்பளவுகள் 

1. இரு புள்ளிகளுக்கு இடையேயுள்ள தூரம் 

P(xXy 2, 0 (ற) என்பன இரு புள்ளிகள். சீடஐக் கணக் 

இடுக. 

4 அச்சுக்குக் குத்தாக 28, 07 என்ற கோடுகள் வரை. 
PM-564 65575 OR வரை. 

¥ Poe, fy) 

0 2 9 D   

    
  

x Of; N MX 

  y’ படம் 38 

QR=NM=0M-—ON=x,~x, 

RP= MP—MR=MP—NOQ=y,—y, 

APOR-«, ZQORP = 90°
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ஃ மீ 081/1 

= (x,—%,)* +.(¥,-,)" 

PQ = 0354 புற 

கிளை : ஆதியிலிருந்து 2 (2, ந, )-ன் தூரம் 

02 - ரர 

2. ஒரு நேர் கோட்டைக் கொடுத்துள்ள வி௫ுதப்படி பிரித்தல் 

P(X 20.00, 2,) என்னும் புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட் 

டினை 1:71 என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளியின் ஆயத் தொலைகளைக் 
காணல் 

4 என்ற புள்ளி 70 ஐ / : ஈ என்ற விகிதத்தில் பிரிக்கும் புள்ளி 
எனக் கொள்வோம். 

R-or ஆயத் தொலைகளைக் காணவேண்டும். 

ன் ஆயத் தொலைகள் (2, 1) எனக் கொள்க, 

| Qe, ட் ர: m ம 92) 

டி) 

P 5 
  

    
  

டு ]4 L N ட 

படம் 39   ர 

__ மீ34) 01 82 இவற்றைப் படத்தில் காண்பதுபோல் % அச்சுக் 
குச் செங்குத்தாக வரை, 

25 ஐ பீஃக்குச் செங்குத்தாகவும், ஈர 770-2௯௪ | 7 
தாகவும் வரை, We ATE NOSGE Orgs
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PSO, ₹70 வடிவொத்த (54யப்1௨£) முக்கோணங்கள் ஆதலின், 

PS _ SR _ PR 

  

m(x—x,) = 1(x,—x) 

  

mx+Ix = Ix,+mx, 

ae Ix,-+ mx, 
ட டு 

௨. நுறு, l . 
து போன் 1 -..லி இது ஐ. - ஆ அிருர்சு, 

y= Den என வரும். 

ட ச [10-10 நடா, 
கூன் ஆயத் தொலைகள் lar உ புர. ] 

[குறிப்பி 70 என்ற கோட்டில் 8 புறத்தே இருப்பின், 28, 
80 வேறுபட்ட குறியுடையனவாய் இருக்கும். 

ஆதலின் 28: 80 என்ற விகிதம் 7-8 அல்லது - /: 18 

என்று கொள்ளவேண்டும்.] 

இளை 11 (2,310; 3) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் கோட் 

டின் நடுப் புள்ளியின் ஆய எண்கள் (o> , ne) 

களை 21 (x,.V,)3 %eVDs (Xe) என்ற புள்ளிகளால் 

அமைந்த மையக் கோட்டுச் சந்தி (௦8ம்7௦014)-யின் ஆயத் 

௨ ஜே VztVatYs தொலைகள் -4--“--2 3 தவத். 

8. பரப்பளவுகள் 

முக்கோணத்தின் பரப்பு: 4(1,%0; 28(௨,],); படர) 

முக்கோணத்தின் உச்சிகள் எனக் கொள்வோம். 

0-க்கு நேர் குத்தாக 47, 8146, 017 ஐ வரை 
21
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A ABC-or ugiity = Foie (Trapezium) BMLA + சரி 

வகம் 477/2 - சரிவகம் 8/41760 ச 

  

Y 
ற் 

Cc 

1 | 
x, ol ML Nx 

படம் 40 
Y’   

} (AL+BM) ML +} (AL+NC) LN—}(BM+CN)MN 
$ கொற (%,-%.) +4 +9) ஜோ —$ Orty,) 

(3-3 

= 3 [x, (ர ஸ்ர (2-7 + X, {(Voty¥s) = (y,+Y)} 

+ Xs {(y,+y,) ள் (Yety,)}] 

A = 41%,(%.-¥) +x, (Vs—-y) +, (Y,—9,)] 

| Ber 1, முக்கோணத்தின் பரப்பு பூச்சியம் ஆனால், மூன்று 
புள்ளிகளும் ஒரே நேர்கோட்டில் அமையும். 

களை 2. & 402-ன் பரப்பு - 1 (*,--2.) 

இது 0 என்ற புள்ளியிடத்து 0 என்ற புள்ளியைக் கொண்டு 
9-0, ந,-0 எனப் பிரதியிடக் கடைக்கும். 

இளை 8. ஒரு நாற்கரம் (Quadrilateral) அல்லது பல்கோணத் 
Set (polygon) பரப்பைக்காண கொடுத்த நேர்கோட்டு 
உருவத்தை மூலை விட்டங்களோடு இணைத்து முூக்கோணங்களாகப் - 
பிரித்து ஒவ்வொரு முக்கோணத்தின் பரப்பையும் கண்டு அவற்றின் 
கூடுதலைக் கொள்ளவும். 

[சூறிப்பு 1: நாற்கரம் அல்லது பல் கோணத்தின் பக்கநிகள் 
ஒன்றையொன்று வெட்டாமலும் சாதாரணமானக் குவிந்த உருவ 
மாகவும் இருக்கவேண்டும், ்
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ஒரு நேர்கோட்டுருவத்தின் பரப்பு நேரெண்ணாகவோ, 

அல்லது எதிரெண்ணாகவோ இருக்க முடியும் என்பது அறியத்தக் 

கது. ஓர் உருவத்தை இடமாகச் சுற்றி (anticlockwise) aiid 

போது ஏற்படும் பரப்பு நேரெண்ணாகவும், வலமாகச் சுற்றி (0100% 

௭48௦) வரும்போது ஏற்படும் பரப்பு எதிரெண்ணாகவும் அமையும். 

4. விளக்க எடுத்துக்காட்டு : 

எடுத்துக்கரட்டு 1: (0, -); (2); :(0,3); (-2,1) 
என்ற புள்ளிகளால் அமைந்த படம் ஒரு சதுரமாகுமென நிறுவுக. 

முதற்படியாக, ஆயங்களை வரைந்து புள்ளிகளைக் குறிக்க. 

A(0, —1) 3 B(2s 1); C(0, 3); D(—2, 1) எனக் கொள்ளின் 

AB = J(0=2)) + (-1—-1)' = V444 = V8 

@QGsGure, BC=CD=DA = 78 எனக் கணக்கிடலாம். 

மேலும் 4 (0 -0)54(-1-3) - 16 - 4 

உ சற30012 (/8)7 4 (8) 84 8 16 (47 

=AC? 

7400 ஒரு செங்கோணம், 

AB=BC=CD=DA aor goonagrgib, 7 ABC aG Dem 

கோணம் ஆதலாலும், 48020 ஒரு சதுறமாகும், 

[குறிப்பி ந AB=BC=CD=DA எனக் காட்டியபின், AC=BD 

என நிறுவினாலும், 48020 ஒரு சதுரமென ஆகும். ] 

எடுத்துக்காட்டு 2: (1, 2); (4, 5) என்ற புள்ளிகளைச் சேர்க் 

கும் கோட்டை உள்ளேயும், வெளியேயும் 2 : 3 விகிதத்தில் பிரிக் 

கும் புள்ளிகளின் ஆயத் தொலைகளைக் காண்க. 

P(1,2); 0 (4, 5) எனக் கொள்க. 

lim = 2:3 

உள்ளே பிரிக்கும் புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள், 

Ix,-+-mx, ட று, 
[ற 2. [00 
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_ 2x443X1 2543-2   

11 16 ன 
(அதாவது) 4, _ என்ற புள்ளியாகும். 

வெளியே பிரிக்கும் புள்ளியின் ஆயத் தொலைகளைக் காண, 

1-3 எனக் கொள்ளவேண்டும். 

(அதாவது) விகிதம் - 2 1-3 என எடுத்துக் கொள்ள 

வேண்டும். 

24—3'1 2°35 —3*2 ; 
25-௨2: “25 (அதாவது) (-5, -4) 

என்ற புள்ளியாகும். 

  

எடுத்துக்காட்டு 8: (2, 3); (3, -5); (-1, 9) என்ற புள்ளி 
களை உச்சகளாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் பரப்பு என்ன ? 

4(2,3); (-3,-5); (-1,9) என்ற புள்ளிகளை உச்சிகளாக 
கொண்ட முக்கோணத்தின் பரப்பு என்ன ? 

A(2, 3); B(—3, —5); 0(-1,9) என கொள்ளின், 

AABC = 3 [2(-5—9) —3 (9-3) —1 (345)] egiz 
அலகுகள் 

= 37 சதுற அலகுகள். 

[குறிப்பு 1 விடை எதிர் ராசி எண்ணாக வருவது, உச்சிகளை 

நாம் எடுத்துக் கொண்ட வரிசைக் கிரமம் வலஞ்சுழியாக (01001 

918௦) அமைந்துள்ளது என்பதையே குறிக்கிறது (புள்ளிகளைக் 
குறித்துச் சரிபார்). இதே புள்ளிகளின் வரிசைக் கரமத்தை இடஞ் 

சுழியாக எடுத்திருந்தால் விடை நேரெண்ணாகக் இட்டும்--செய்து 

பார்க்கவும்.] 

பயிற்சி 1-1. 
1. (-2)5); (3-4; (7, 10) என்ற புள்ளிகளால் அமைந்த 

முக்கோணம் ஒரு இரு சமபக்க செங்கோண முக்கோண 

மென நிறுவுக, 

2. (—3, 3); (2-1); (5,-1) என்ற புள்ளிகளை உச்சிகளாக 
உடைய முக்கோணம் ஒரு விரிகோண முக்கோணம் என 
நிறுவுக, [குறிப்பு1 402 42520” எனக் காட்டுக.]
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3. (3, 6); (2,-5) என்ற புள்ளிகளைச் சேரிக்கும் நேர் 

கோட்டுத் துண்டை. 3 அச்சு எந்த வி௫தத்தில் பிரிக்கும்? 
[விடை 1 6:5] 

4. ஒரு முக்கோணத்தின் இரு உச்சிகள் (3,--1); (—2, 3) 

அதன் நடுக்கோட்டுச் சந்தி ஆதி எனின், மூன்றாவது 
முனையின் ஆயத் தொலைகளைக் காண்க. 

[விடை : (-1,--2)] 

5, ஓர் இணை கரத்தின் மூன்று அடுத்தடுத்த முனைகள் (8-5) 
(4,7); (—5,5) என்ற புள்ளிகளாகும். அந்த இணை 
கரத்தின் நான்காவது உச்சியின் ஆயக் கூறுகளைக் 
காண்க. [விடை : (-1. 3)] 

6. (1,2; (2,-1); (5,3); (4,6) என்ற புள்ளிகளால் 

அமைந்த படம் ஒர் இணைகரம் என நிறுவுக. 

7. சீறின் மையம் +) என்ற புள்ளியாகும். .கீஃன் a 
(= 1 2 

ஆயத் தொலைகள் (5, 2) எனின், 8-ன் ஆயத் தொலை 
களைக் காண்க. ் 

8. ஒரு முக்கோணத்தின் முனைகள் (-2, 10); (-8.-6); 
(4, 0) ஆகும். அவற்றின் மையக் கோடுகளின் (14641815) 

நீளங்களைக் காண்க, [விடை 1 13, J 202, /85 ] 

9, 4(,-2; 8(3,2); 6(6,8) என்ற புள்ளிகள் ஓர் நேர் 

கோட்டில் உள என நிறுவுக, 48:80-ன் விகிதத்தைக் 

காண்க. [2:3] 

10. () (-1,69 (-3-9); (5.8) (5,-8); (3,9) என்ற 
புள்ளிகளை உச்சிகளாகக் கொண்ட நாற்கரத்தின் பரப் 

பினைக் காண்க. [விடை1 96 ச, அலகுகள்] 

(ய் (1, 4); (1-210); 2,1); (4-5) என்ற புள்ளிகள் 
ஒரே நேர் கோட்டில் அமையுமென நிறுவுக. 

5. இயங்கு வரைகளும் அவற்றின் சமன்பாடுகளும் (1.௦0 and 
their equations) 

1. ஒரு புள்ளி ஒரு விதிக்கிணங்க அல்லது சில விதிகளுக்கு 

இணங்கப் பல நிலைகள் எய்தினால், அப் புள்ளியின் பல நிலைகள் ஓர் 
ச
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இயங்கு வரையில் அமையும், அப் புள்ளியின் %, ந ஆயத் தொலை 

களை ஒரு சமன்பாட்டினால் குறிப்பிட முடியும், இச் சமன்பாடு 
அந்த இயங்கு வரையில் உள்ள புள்ளிகளின் ஆயத் தொல்களுக் 
குப் பொருந்தியும், ஏனைய புள்ளிகளுக்குப் பொருத்த மின்றியும் 
காணப்படும், இந்தச் சமன்பாட்டினை ஆராய்ந்தால், அது 

குறிக்கும் நியமப் பாதையின் பண்புகள் வெளியாகும், 

2. &ழ் வருவனவற்றை நிரூபி. 

(i) % அச்சன் சமன்பாடுர-0; ஏனெனில் % அச்சில் எப் 

புள்ளியை எடுத்துக் கொண்டாலும் அதன் ந கறுப்பு 0 ஆகும். 

(11) ஒரு புள்ளி ; ஆயத்திற்கு என்ற ஒரே தூரத்தில் 
இயங்கினால், அதன் சமன்பாடு y=C ஆகும், 

இக் கோடு 3 அச்சுக்கு இணையாகும்., 

(111) ற.ஆயத்தின் சமன்பாடு x=0 

(12) ர அச்சுக்கு இணையாக 0 தூரத்தில் வரையப் பட்ட 
கோட்டின் சமன்பாடு x=C 

(1) 207 கோணத்தின் சமவெட்டி நு ௮32 

(vi) 8077 சோணத்தின் சமவெட்டிந-- ~x 

8. விளக்க எடுத்துக்காட்டு 

(1, 2); (2-1) என்ற புள்ளிகளிகளிலிருந்து ஒரு புள்ளியின் 
தொலை 2:1 விகிதத்தில் இருப்பின், அப் புள்ளியின் நியமப் பாதை 
என்ன 2 

இவ் விதிக்கெங்கிய புள்ளிகளில் ஒன்று 7 (%, ற) என்று 
கொள்க. கொடுத்த புள்ளிகள் முறையே 4, என்று குறிப்பிடுக. 

2 (2, ])-க்கும் 4(-1, 2)-க்கும் உள்ள தொலை 

= J(x+1)?+(y—2)? 

PH, க்கும் 8 (2, —1)-&Gb உள்ள தொலை 

= A (x—2)? + (y+1) 

கணக்கின்படி, 724 (2-2 ; | 
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(அதாவது) 24-27 

ve (x4 194 (y—2)? = 20 (x—-2)P+(09+- 1)” 
  

இரண்டு பக்கங்களையும் வர்க்கங்காண, 

(2-1)5--0(9-2)* - 42-27-0105 

Qin 5% GEG MSH x°+y—6x+4y+5=0 cor ag. 

பயிற்சி 1-2. 

1. (3,—4); (—1.2) புள்ளிகள் வழியே செல்லும் கோட்டில் 

உள்ள புள்ளியொன்றின் ஆயத் தொலைகள் (%, ந) எனின் 

(x, y) இடையுள்ள சம்பந்தத்தைக் குறிக்கும் சமன் 

பாட்டினைக் காண்க, [(3,-4); (-1,2); (Xs y) ஆல் 

உண்டாகும் முக்கோணத்தின் பரப்பு பூச்சியம் ஆவதால், 

2 ஐ இணைக்கும் தொடர்பைக் காணலாம்.] 
[விடை. 1 3%-2)--1] 

2. (-2, 3) என்னும் புள்ளியிலிருந்து ஒரு புள்ளியின் 

தொலை 5 ஆயின், அதன் நியமப் பாதையின் சமன்பாடு 
x? y?+4n—6y—12=0 cara காண்பி, 

3. (4,—5); (3, 2) என்னும் புள்ளிகளு*குச் சமத் தொலைவில் 
இருக்கும் புள்ளியின் இயங்கு வரை %-7ற-14 எனக் 
காட்டுக. 

4. (0,2) என்னும் புள்ளியிலிருந்து ஒரு புள்ளியின்: தூரம் 
% ஆயத்திலிருந்து அப் புள்ளியின் தூரத்தைப்போல் மும் 
மடங்கு ஆனால், அப் புள்ளியின் தியமப் பாதையின் சமன் 

பாட்டைக் காண்க. 
[aloo : x*—8y?—4y44=0] 

5, 480 என்ற முக்கோணத்தின் உச்சிகளான 4, 8 முறையே 

(—2, 3); (4, —5) ஆகும். பே வழியே செல்லும் மையக் 

கோட்டின் நீளம் 5 ஆனால், (யின் நியமப் பாதையைக் 

காண்க. [afem.: x?+y°—2x-+2y—23=0] .



2. நேர்கோடுகள் 

1. ஒரு நேர்கோட்டின் சாய்வு வீதம் அல்லது சரிவு (51006 ௦ 
Gradient) . 

48 என்ற ஒரு நோர்க்கோடு % ஆயத்தை 4 என்னும் புள்ளி 
யிலும், ந ஆயத்தை 1 என்னும் புள்ளியிலும் சந்திக்கட்டும். % 
ஆயத்திற்கு மேல் பகுதியில் 72? என்ற புள்ளியைக் குறி. ,4%*லிருந்து 
இடஞ்சுழியாக 247 ஐ அளந்து 4 என்று குறிப்பிடு, 

% ஆயத்துடன் 4-ன் சாய்வு (inclination) XAP = 6 
ஆகும், 

tan @ = சாய்வு வீதம் அல்லது சரிவு (தா&0121% ௦7 slope 
எனப்படும். ் 

18 9 - 7 என்று குறிப்பிடுவது வழக்கம், 

2. ஒரு கோட்டை நிர்ணயிக்க, இரு கட்டுப்பாடுகள் தேவை. 

எடுத்துக்காட்டாகக் கொடுத்துள்ள இரு புள்ளிகள் வழியே ஒரே 
நேர்கோடுதான் வரையலாம். இந்த இரு கட்டுப்பாடுகளை 
உணர்த்தும் வகையில் ஒரு கோட்டின் சமன்பாடடில் இரு 
அம்சங்கள் காணப்படும். 4 

கொடுக்கப்பட்ட நிபந்தனைக்குட்பட்டு ஒரு புள்ளி நகருங்கால் 
அது ஒரு வளைவரையிலோ அல்லது நேர்கோட்டிலோ அமையும். 

அவ் வளை வரையில் உள்ள புள்ளிகளின் ஆயத் தொலைகள் வெவ் 
வேறு ஆயினும், அப் புள்ளிகள் ஒரு நியதிக் இணங்க அமைவதால், 

அவற்றின் ஆயத் தொல்ைகளுக்குள் ஒரு நிரந்தரமான சம்பந்தம் 
காணப்படும். இந்தச் சம்பந்தம் அந்தப் புள்ளியின் இயங்குவரை 

அல்லது நியமப் பாதையின் சமன்பாடு ஆகும்.
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3. இனி ஒரு நேர் கோட்டை நிர்ணயிக்க அல்லது குறிப் 
பிட இரண்டு நிபந்தனைகள் தேவையாவதுடன் அவையே போது 
LIT oo HiT Gi, 

இவ்வாறாக ஒரு கோட்டின் அம்சங்களில் Fibsascire 
யாதேனும் ஒரு வகைக் கொடுக்கப்பட்டால், அவற்றைக் கொண்டு 

கோடு நிர்ணயிக்கப்படுவதால், ௮க் கோட்டின் சமன்பாட்டை 

எளிதில் காணலாம். 

(i) கோட்டின் சரிவும், ற அச்சில் அதன் வெட்டுத் துண்டும் 
(114௦ 81006 1071) (வெட்டு-சரிவு வடிவம்) 

(14) கோட்டின் சரிவும், அதன் மீதுள்ள ஒரு குறிப்பிட்ட. 
புள்ளியும் (புள்ளி-சரிவு வடிவம்) (1௦14 81006 10111), 

(114) கோட்டின் சாய்வு கோட்டின்மீதுள்ள ஒரு குறிப் 
பிட்ட புள்ளி, கோட்டின்மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளிக்கும் 

குறிப்பிட்ட புள்ளிக்கும் இடைப்பட்ட தூரம் (சமச்சீர் வடிவம் 

(௮) துணை அலகு வடிவம் (௮) கூர வடி.வம்-- 5301061710] 1010 

or Parametric form or Distance form). 

(iv) கோட்டின்மீதுள்ள இரு குறிப்பிட்ட புள்ளிகள் (இரு 

புள்ளி வடிவம் '170 01% 10710) 

(Vv) இரு ஆயங்களில் கோடு உண்டாக்கும் வெட்டுத்துண்டு 
களின் அளவுகள் (வெட்டுத் துண்டு வடிவம் -- 11(61060( 10119) 

(vi) ஆதியிலிருந்து கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் அளவும், ௮ச். செங்குத்துக்கோடு % அ௮ச்சுடன் உண் 

டாக்கும் கோணத்தின் அளவும் (1407081 1௦7ம--செங்கோட்டு 

வடிவம்). 

4. கோட்டின் சமன்பாடு: ஆறு வகைகளில் காணல் 

(i) வெட்டுத்துண்டு- சரிவு வடிவம்: (1௦1670204--51006 10710) 

AB என்ற கொடுக்கப்பட்ட (கோடு % ஆயத்துடன் ஏற் 

படுத்தும் சாய்வு 0 ஆகவும், ் 

y ஆயத்தில் வெட்டும் துண்டு 6 ஆகவும் அமையட்டும். 
P(x, y) AbSS கோட்டில் உள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி எனக் 

கொள்க.
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ந.லிருந்து 2 அச்சுக்குச் செங்குத்தாக 28 வரைக... 04ஐ 

48-க்கு இணையாக வரை. அது நரி ஐ ]%-ல் சந்திக்கட்டும். 

  
  

  

Y “ஐ 
ே 

N 

B 

ே 

9 9 
x OA 0 M X 

» uLw 4i 
Y 

அப்பொழுது, 2011-9 (ஒத்த கோணம்) 

NP = OB=c 

os MN = MP—NP=y—c; OM=x 

இனி uN = tan 0 

(அதாவது) 2 = tan @ 

“. y-c=tan@ x 

“. y=tan @x+e 

நு, இங்கு m=tan 0 

இந்த சம்பந்தம் கோட்டில் உள்ள எப் புள்ளிக்கும் பொருந்து 
மாகையால், இதுவே நேர்கோட்டின் சமன்பாடாகும், 

இளை 1: ஆதி வழியே செல்லும் கோட்டின் ் சமன்பாடு 
3 1710 ஆகும். 

இக 21 % ஆயத்திற்கு இணையான கோட்டின் சமன்பாடு 

3௦ ஆகும். [ஏனெனில், 9-0, 481 9-0; :, m=0]
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(ம்) & (11) புள்லிஃசரிவு வடிவமும், (7040௩ 81006 form) 

சமச்€ீர் வடிவமும் (symmetrical form), 

-ஆயத்தோடு 0 சாய்வுடன்; A (Xs Vy) என்னும் நிலைத்த 

தொரு புள்ளி வழியே செல்லும் கோட்டில், £ (ட) என்பது 

    
  

நதி 

ட ப = 

29248 __ ர் 
Ls 

Ca 

xX’ B © , L MM x 

YO pd 42   
யாதேனுமொரு புள்ளியாகுக, 427 எனில், கோட்டின் சமன் 

பாடு. 

மொல 2-7 ௮ க 

coop > sing அபி என நிறுவக, 

  

நா ஆயத்திற்கு 2], 42 என்னும் செங்குத்துக் கோடுகளையும், 

நம2-க்கு 4.1] என்னும் செங்குத்துக் கோட்டையும் வரை. 

அப்பொழுது 7 008 @=AN=LM=x-x, 

rsin @ =PN=MP—MN=y-—); 

மோ படட ம சர 7 
ந ஏ. எகர 7 (சமச்சீர் வடிவம்) 

மேற்கண்ட பலனில் * ஐ நீக்க, 

மோட ப Vr ஸ் . 

cos@ sin @ aren GG. 
| 

ஆட  ர- 
(அதாவது) கு ae tan @=m 

pry, = (x—x,). இதுவே புள்ளி-சரிவு வடிவமாகும். 
cre யய அவமைய காள் யா வாகை!
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இளை 1₹ சமச்சீர் வடிவத்திலிருந்து 

x=x,+r cos 6; y=y,+r sin 9 

எனப் GQumaAC@b. Qai@P-uer x,y கூறுகள் தனித்தனியே 

ரன் சார்பாகத் தரப்படுகின்றன. 

இவ்வாறு 3-க்கும், நஃக்கும் நேரடியாகத் தொடர்பு தரப் 

படாமல் %, ற கூறுகள் தனித்தனியே மற்றொரு மாறி (78௧016) 
யின் சார்பாகத் தரப்பட்டால், அத்தகைய சமன்பாடு வரையின் 

“துணை அலகுச் சமன்பாடு” எனட்படும் (227௧௭61710 equation). 
Xp VY என்பன 1 எனும் எண்ணால் அளக்கப் படுவதால், 47” துணை . 

அலகு (81௧௦௦1) எனப்படும். 

இளை 2: புள்ளி--சரிவு வடிவத்தில், 2,--3,-0 எனப் 
பிரதியிட, y=mx எனப் பெறுகிறோம். ் 

எனவே, ஆதிவழி செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு y=mx 
ஆகும். 

(1) சூறித்த இரு புள்ளிகள் வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன் 
பாடு காணல் (இரு புள்ளி வடிவம்--'1௦ 0௦1௩ form) 

(222.9: (2 என்பன கொடுத்த இரு புள்ளிகளாகட்டும். 

கோட்டின் சமன்பாடு 11 --0 எனக் கொள்க. sw {i} 

(X,; y) Xa Var) இக்கோட்டில் அமைவதால், 

3-1 2 sow (21) 

Jz=MX,+C ஆகும். wee (Hii) 

“. (i)—(i), y—y, =m (x—x,) «ss (iv) 

(ii)—(ili), y,—-Ya=m (%,—-%) (17) 

(iv) அணி! _ X—X, 
ட 

(v) ’ அட] ~ x,—x," இதுவே இருபுள்ளி வடிவம்
,   

இளை 1 ‘ ஆதி யையும், (டி 7) என்ற புள்ளியையும் சேர்க்குங் 

கோட்டின் சமன்பாடு காண, 3;,--), -0 எனப் பிரதியிடுக, 

்் -
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    ட ரரி 22-26 7 x 
a பம. வ 4 Tol வயம் «af = —l 

Vy 28 பணண்டயு Vi xy 

pte cay wees ds ட 2 ் ர ட அ அல்லது ந - ட் % என்றாகும். 

கிளை 2: (1)-லிருந்து, ந, -7) 8 (20-31) ஆதலால், 

கோட்டின் சரிவு 8 - ட 2௨ என்றாகும். 
Xm Xe 

ஃ (00 ர என்னும் புள்ளிகள் வழியே செல்லும் 
கோட்டின் சரிவு 

ex Via 

X,—X, 

(ஈ) வெட்டுத் துண்டு வடிவம் (11%210601 10110) 

ஆயங்களில் ஏற்படும் வெட்டுத்துண்டுகளால் கோட்டின் சமன் 

பாட்டைக் காணல் 

கொடுக்கப்பட்ட 48 என்னும் கோடு XxX. Y ஆயங்களை 
மூறையே 4, 2 என்னுமிடங்களில் சந்திக்கட்டும். 00.4, 08 என் 
னும் வெட்டுத் துண்டுகள் முறையே ச, ம் அலகுகள் நீளமுடையன 

    

  

Y 

டு)! 

ர் 

x’ 0 a AG@® X 

4 படம் 43 

வாகுக, எனின், 4, 2-யின் கூறுகள் முறையே (ஈ,0); (0,ச்) 

ஆகும், 

இப் புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோட்டின் சமன்பாடு, 

௨-2 3-0 ‘ g க “ 0=b [இரு புள்ளி வடிவம்]
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o
s
 x 

(அதாவது) ---1 

+ 

al
s 

|
 1 —_
 

  

(vi) ஒரு கோட்டினது சமன்பாட்டை அதற்கு ஆதியிலிருந்து 

வரைந்த செங்கோட்டையும், அச் செங்குத்துக் Rare Xx ஆயத் 

தாடு அமைந்து நிற்கம் கோணத்தையும் பொருத்திக் காணல் 

(செங்கோடு attg ontb— Normal-form) 

சமன்பாடு காண நிற்கும் கோடு 48 ஆகுக. இதற்கு ஆதி 

0-விலிருந்து வரைந்த செங்குத்துக் கோடு 0 ஆகுக, 0-ற 

  

  

அச் 
B \ 

P Poo) 
௨ 

x’ 0 ANX 

டா ப்டம் 44 

என்றும், இது % ஆயத்தோடு ஏற்படுத்தும் கோணம் ௩ என்றும் 
கொள்க. 

அக் கோட்டின் மேல், யாதேனுமொரு புள்ளி ஈன் ஆயத் 
தொலைகள் (2டி 3) ஆகுக, 

‘ ட 04 
இனி, முக்கோணம் 07.4-லிருந்து, 57 = 360 

* OA=OL seca = p seca 

முக்கோணம் 072-லிருந்து, 5 00800 ௩ 

ee 

௩ 

*, OB=OL cosec a = ற 00860
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ee G: T 5 6 = rn om : 5 காட்டின் சமன்பாடு, oat 3 1 (வெட்டுத் 

துண்டு வடிவம்) 

x y , 
(அதாவது) Pp sec a + p coseca 

(அதாவது) x COoSa=ysina =p 

[தறிப்பு : இங்கு ற என்பது எப்பொழுதும் நேர் ராசியாசவும், 
௩ என்பது 0£ஃலிருந்து 360? வரை உள்ள கோணமாகவும் 

கொள்க.] 

5, ௭-ட-ட2-0 என்னும் சமன்பாடு. 

மேலே கண்ட நேர்கோட்டிற்குரிய ஆறு வகைச் சமன்பாடு 
களைக் கருதுமிடத்து அச் சமன்பாடு எந்த வடிவத்தில் குறிக்கப் 
பட்டாலும், அது xX, களின் ஒன்றுவது படியில் அமைந்த 

௨9-20 என்ற வடிவத்தில் இருப்பதை அறியலாம். 

விளக்க எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1: %--,/3747-0 என்னும் கோட்டிற்கு 
ஆதியில் இருந்து வரையப்பட்ட செங்கோட்டின் நீளம் என்ன ? 

கோட்டின் சமன்பாட்டைச் செங்கோட்டு வடிவத்தில் 

எழுதவும். 

x+J3y = -7 
இரு பக்கங்களையும் J 1 + (13)? ஆல் வகுக்க 

  

(அதாவது) 7143 - 2 ஆல் வகுக்க, 

ட 1 di 7 
ee இ x + 5 ர் = ஆ 2 

் 1 N3 7 (அதாவது) ஆ: Sy = 4 மு.ஐ. நேரெண்ணாக 
வைக்க] 

இங்கு cosa = — Fi sina = _ 83; ந. + 

* a = 240°.
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“கொடுத்த சமன்பாடு செங்கோட்டு வடிவத்தில் 

x cos 240°+y sin 240° = | B@u. 

°, செங்கோட்டின் நீளம் - ₹ அலகுகள். 

எடுத்துக்காட்டு 2. (4,1) புள்ளி வழி % ஆயத்தோடு 135° 

பிறப்பிக்கும் கோட்டின் சமன்பாட்டை வரைக. கோட.டின் வழி 

_ (4, 1) புள்ளியிலிருந்து 3-0. கோட்டின் தொலைவென்ன ? 

௩ 

1 135” 

x’ 0 4 \* 

படம் 45 

  

ப   
(4, 1) புள்ளி வழி % அச்சுடன் 1355 உண்டாக்கும் கோட்டின் 

சமன்பாடு 

x-4 ர ௮௮ 

cos 135° “ ain age “ 1 அகும், (சமச்சீர் வடிகமீர 

(4, 1) லிருந்து கோட்டின் வழி (3%--ற) -0-ன் தூரம் * எனின், 

% 4370051355; ந 147 81 1355 

(அதாவது) £-4- 4; 1). 
த் * 2 

இப் புள்ளி 3%--ற-0-ன்மீது அமைவதால், 

3(4- 4) - (1 =| 
2 * ° 

Jo 
4 

e
e
e
 

ae r=
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ஸ்ஸ
் 

° 

Te 

22 

பயிற்சி 2-1. 

P(2, —4); 0(,-2); 87, 1) என்ற புள்ளிகள் ஒரு 
நேர்கோட்டில் உள்ளன என நிறுவுக, 2:0உன் 
விகிதத்தை காண்க, 7, £ என்ற புள்ளிகள் பற்றி (9-வின் 
இசை இணையைக் காண்க, [விடை : (--8, -186)] 

ஒரு நேர்கோடு % ஆயத்துடன் --60 சாய்ந்து, ற ஆயத் 

“தில் 4 அலகுகள் ஏற்படுத்துகிறது. அதன் சமன் பாட் 
டினைக் காண்க. per N3x+4 

yo 3 —-4,y= N3xXx+ 3 என்ற கோடுகள் % ஆயதி 

துடன் ஏற்படுத்தும் சாய்வுகள் என்ன ? இதிலிருந்து .. 

அக் கோடுகளுக்கிடையே உள்ள கோணத்தைக் காண்க, 

[விடை : 30°, 60°; 30°] 

0 ஆதியும், 4 (0, 10) என்ற புள்ளியுமாகும். முக்கோணம் 

0.49 சமபக்கமாக அமையும் வகையில் இரண்டாம் கால் 

வட்டப் பகுதியில் 8 என்ற புள்ளியை நிர்ணயிக்கவும். 

மேலும் ,048.-ன் இருசம வெட்டியின் சமன்பாட்டினை 

யும் காண்க. 

[விடை : (5/3; 5); J 3x—y+10=0] 

(3, -2) என்னும் புள்ளி வழியே சென்று % அச்சுடன் 45° 

கோணத்தையுண்டாக்கும் கோட்டின் சமன்பாட்டைக் . 

காண்க, ் [விடை : 7-5] 

(2, 3) என்ற புள்ளி வழித்தாகிய 2-5 என்னும் கோட் : 

—2 3 
டிற்கு இணைக் கோட்டின் சமன்பாட்டை mag = த 

_ 7 என்ற வடிவில் எழுதுக, இதைக் கொண்டு 5%-- 334 

14 என்னும் கோட்டிலிருந்து (2, 3)-ன் தூரத்தை Dip X 

என்னும் கோட்டிற்கு ஒரு போகாக அளந்தறிக, 

[விடை . வி 

(-?, 3): என்னும் புள்ளி வழிச் செல்லும் கோடு ற ஆயத் 

தில் வெட்டும் துண்டின் அளவுக்கு மும்மடங்கு நீள 

a
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\ 
முடைய துண்டினை. 2 ஆயத்தில் உண்டாக்குமானால், 

அதன் சமன்பாட்டினைக் காண்க, [விடை : 9-3) -7] 

8. A (5,3); B(3, 1); C (4 11) என்ற புள்ளிகளாலமைந்த 

முக்கோணத்தின் உச்சிகளாயின் 4 வழியே செல்லும் 

மையக் கோட்டின் சாய்வு வீதத்தைக் காண்க. மேலும், 

மையக் கோட்டின் சமன்பாட்டை எழுதுக. 

[—-2, y= —2x+13] 

9. இரண்டு ஆயங்களுக்குள் இடைப்பட்டுக் இடக்கும் 

பகுதி (2,,,) என்ற புள்ளியால் சமமாகப் பிரிக்கப்படு 

மெனின், அதன் சமன்பாட்டைக் காண்க, 

# yo 
(“ஆ ர் ay, A | 

10. பின்வரும் சமன்பாடுகளை % 008 6--ந 813) ௨-ற வகைக்கு 

மாற்றுக : 

(i) 12x-5y—65=0 ஸர் 82-1)434-0 
(iii) 7x+24y—150=0 (iv) 18x+80y+41=0. 

ஒவ்வொரு கோட்டிற்கும் ஆதியிலிருந்து வரையப்படும் 

நேர்குத்துக் கோட்டின் நீளத்தையும், நேர்குத்துக் 
கோட்டிற்கும் 2 அச்சற்குமிடையிலுள்ள் கோணத்தை 

யும் கணக்கிடுக, 

6. இரண்டு கேடடுகளின் வெட்டு நிலை (Intersection of two 

straight lines): இரு கோடுகளின் வெட்டுமிடத்தை ௮க் கோடு 
களின் சமன்பாடுகளின் தீர்வு கண்டு அறியலாம், 

8. மூன்று கோடுகளின் சந்இுப்பு : ஏதேனும் இரண்டு சமன் 

பாடுகளை விடுவிக்க வரும் ஆயத் தொலைகள் மூன்றாவது சமன் 

பாட்டிற்கும் பொருந்துமா என்று சரி பார்த்தலே போதுமான 
தாகும். 

மற்றொரு முறை 
, ரன் அனைத்து மதிப்புகளுக்கும் ற.(ஏ, %- 63-10) 

+4 (a, x+b, Y+C,)+ 1(4,x-+by+c,)=0 5, Py qr? நிலையெண் 

கள் காண இயலுமாயின், ச, %--ம், ந-2,0, 82-12-6௦௪0, 
a,x+b,y+e,=0 corp Car@acr AG Yctaf வழிச் செல்லும் என 

நிறுவலாம்,
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7, இரண்டு கோடுகளுக்கிடையிலுள்ள கோணத்தை அநிதல். 

அக் கோடுகள் செங்குத்தநாகவோ அல்லது இணையாகவோ அமை 

வதற்கு வேண்டிய நிபந்தனைகளைக் காணல். 

கொடுக்கப்பட்ட கோடுகளின் சமன்பாடுகள் று ௮771 201 09 

ந் 3-007 என்றும், அவை % ஆயத்தோடு பிறப்பிக்கும் கோணங் 

கள் 8, 9' என்றும் கொள்வோம். 

ஆகவே, 87-18 9 1181 9 இவ்விரு கோடுகளின் இடைப் 

பட்ட கோணம் ௦ எனின் 

நி]: 

பட்ட. 
a 

  

  
”, tana= tan (@—8’) 

_ tan @--tan @’ 

™~ 1-+tan @ tan @' 

_ mom 
ந) 

m—m 
°. tana = 7 

1+mm' 

இள 1 : கோடுகள் இணையாக இருப்பின், 8-0; 188 ௩0 

m—m' 

1-+-mm' 

ர் 

உ 
oe 

  

-. m=m 

(அதாவது) இரண்டு கோடுகள் இணையாயின், அவற்றின் 
சரிவுகள் சமமாகும்.
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ஷா 21 கோடுகள் செங்குத்தாக இருப்பின், 

௩7/2 

T 
cota = cot ஆ ம 

1-7] _0   171! -0 

(அதாவது) இரண்டு கோடுகள் செங்குத்தாயின் அவற்றின் 

சரிவுசளின் பெருக்கற்பலன் --1 ஆகும். 

[குறிப்பு 21 (i) t கோடுகள் ax-+by-+-c=0, a’ x-+bl y+c'=0 

என்னும் வடிவில் கொடுக்கப்படின், 180 0ி- 29; 491-414! 

என்ராகும்.] 

t _ ab'—a'b 

ana = Gabo" 

(14) ௮க் கோடுகள் இணையாக இருப்பின், சமர! ம்-0 

    

(114) அக் கோடுகள் செஙிகுத்தாக இருப்பின், 

aa! + bb'=0 ஆகும். ் 

[குறிப்பு : 2 (i): ax+by+e=0 என்னும் கோட்டிற்கு இணை 
யாக (%,,].,) வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு 

ax +by=ax,+by, ° 

(ii) ax-+by+c=0 என்னும் கோட்டிற்குச் செங்குத்தாக 
(ற) வழிச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாடு 6-ம், -- 09, 
என்பதாகும். 

8. சூறிந்த இருகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி வழிச் செல்லும் 

கோட்டின் சமன்பாடு. 

குறித்த இரு கோடுகளின் சமன்பாடு ax-+-by+ce=0 
உ-ம் 3--௦'-0 என்று கொள்வோம்,
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ax+by+-e+k (a'x+blyte'=0 சமன் பாட்டினைப் பார்ப் 

போம், கவி] 

இங்கு £ ஒரு நிலைஎண். 

இது ஒருபடிச் சமன்பாடு, எனவே, ஒரு கோட்டினைக் 

குறிக்கும், 
குறித்த இரு கோடுகளும் (%,, ற,) என்ற புள்ளியில் வெட்டிக் 

கொண்டால், 

ச 4,220, சம. 0 என்றாகும். 

2. சேறு 030 (3 நர. 12)-0 ஆகும், 

ஆகவே, (௦, என்ற புள்ளியின் கூறுகள் ax-+by+c+k 
(22-௪1), --0)-0 என்ற சமன்பாட்டிற்குப் பொருந்தும் என 

ஆகறது. | 

ax-+-by+e+k(a'x--b'y +c!) =0 eretranyib கோடும் (37) 
வழிச் செல்லும். 

ன் மஇப்புகளுக்குத்தக, (௨, Y,) வழிச் செல்லும் பல 

கோடுகள் வரும், 

9. விளக்க எடுத்துக்காட்டுகள் : 

எடுத்துக்காட்டு 1 : 2435-0, _x—y+7=0 என்ற 
கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி வழி 52-11 -0.-க்கு இணையான 

கோட்டின் சமன்பாட்டினைக் காண்க, 

மூதல் இருகோடுகள் வெட்டும் புள்ளி வழிச் செல்லும் 
கோட்டின் சமன்பாடு, ் 

x+2y+5+k (x—yY+7) =0 crop Gib, 

இக் கோடு 5%-3-11-0 என்னும் கோட்டிற்கு இணையாக 

அமைய வேண்டும். 

எனவே, இரு கோடுகளின் சரிவும் சமமமாக வேண்டும். 

—(1+k) 5 ல _ 
அவது “1 ஜா வேர். 

தேவையான கோட்டின் சமன்பாடு 

5x—2y+33=0
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ahd gs Ser G22 x4+2y=0, 4x+3y=5, 3x+y=0 CGar@ 

களைப் பக்கமாகக் கொண்ட முக்கோணத்தின் செங்குத்து 
மையம் (01140௦2116) என்ன ? 

   
   
ச் 

  

ட 
4 

6 ட, 42733-௩5 0 
படம்47 

.. ஐரு3-0, 3211-0 என்னும் கோடுகள் ஆதி வழிச் செல்லும். 
மூன்று கோடுகளும் உண்டாக்கும் முக்கோணம் 080 எனக் 
கொள்க. 

0, 8 வழிச் செல்லும் செங்கோடுகள் முறையே 0, 82 
எனக் கொள்வோம். 0 ஆனது ட வழிச் செல்வதால், அதன் 
சமன்பாடு %--2- (32-])-0 என்றாகும் 

(157031) (143k) x+(2+k) y=0 

Qs 4x43 y=5 corm Cari_y HGF செங்குத்தாகும். 

4 (143 k)+3 (24+k)=0 

1582-10 », k=—2/3 

0 -ன் சமன்பாடு 2-7? (3%-) -0 ஆகும். 

(அதாவது) 3%--4)-0 

இம்மாதிரியே 8-ன் சமன்பாடு x~3y—5=0 ஆகும். 

02, 9.8 வெட்டும் புள்ளியே செங்கோட்டு மையம், 77 ஆகும். 

ஆகவே Hct ஆயத் தொலைகளைக் காண, %$--3.-540 

3%- 0 என்ற சமன்பாடுகளைத் தீர்வு காணவேண்டும் , 

. உ. 1//ன் ஆயத் தொலைகள் (-4,--3)
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(0. ௯%-ட2-0 என்னும் கோடு 7 (7.0; 0 (27) புள்ளிகளை 

இணைக்கும் கோட்டினை எத்தகவில் பிரிக்குமெனக் காணல் ₹ 

ax--by+c=0 asp Gar@, PQ-oar R என்னும் புள்ளியில் 

சந்திக்கட்டும். 

  

் ச் 

  

UL 48 @e Ya) 

Q 

PR : 
RO = Roora (g5raigi) 726 : 80-31 

ச ட அர்க்க, 
Rt epee “Te re 

R orerayb yorafl ax+by+c=0 ad gonna gird, 

6) (ரு ப உ டட ம் ட்ட 2-0 

k (ax,+by, +c). + (வறு ௦) = 0 

உ தபூ ட அவன்ட்? 
“5 ax,-+by,-+-e 

Mim: ax,+by,+ce, சற ற்ற, ௦. ஒரே குறியடையனவாய் 

இருப்பின், & ஓர் எதிரெண்ணாகும். 

அந் நிலையில் %, 220 விற்கு வெளியே இருக்கும். 

“2 0 என்பன 2%-ட09--2-0-க்கு ஒரே பக்கத்தில் இருக்கும். 

eal, ax,+by,+¢, ax, bby, +¢ abr சூறியுடையனவாயின், 

£, ட புள்ளிகள் ச2--0042-0 கோட்டினுக்கு ஒரே பக்கத்இல். 
அமையும்.
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ax, +by,+e, ax,tby,fe asus orguce சூறியுடையன 

வாயின், 7, 0 புள்ளிகள் %----2--0,கோட்டிற்கு எதிர்ப் மக்கங் 

களில் (அதாவது) இரு பக்கங்களில் அமையும். 

11. (2) ]ழ-லிருந்து ச2---2-0 கோட்டினுக்கு வரையும் 
$நர்கத்துக் கோட்டின் நீளத்தைக் காணல். 

-ட.-0-0 என்னும் சமன்பாட்டைக் குறிக்கும், கோடு 

AB ஆகுக. 

  

  

  y! ட படமி 49 

அது % அச்சை 4-லும், ந. அச்சை £ஃலும் வெட்டுவதாகக் 

கொள்வோம். 

் எனின், 4ஃயின் கூறுகள் (8/4) 0) 

£ஃயின் கூறுகள் (0, --௦/5) 

சி(%,7)) லிருந்து ,48.க்கு வரையும் செங்குத்துக் கோடு PN 
எனக் குறிக்க, 

P-uIA GES xX, VY அச்சுகளுக்கு முறையே PL, PM «erp 
குத்துக் கோடுகள் வரைக, 

இனி, AOAP+ APAB+ ABOP= AOAB 
ட ட 1 6 AOAF = 5 Ob Rim a | — Slam = ப.க,
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APAB=} PN. AB =} pn. | (4 ன 0) + (0 +) 

03 ட் 

“ரசி. 7 ர =4PN.C. அடர் 
ab ட 

6 cx. A BOP= 4PM OP=4x,(— 5) =~ Fe 

| ‘mds 1 8 A OAB = > OA: OB = z(- 4) 

உட்டு 1 942 பிம். ரா ட. ர 2 

22 2 ரம் 2b 2. ab 

PNc மத் ௦ cx, 

  

CGT cx, | cy, (ax, t.by,+e) 
Sab Jab + 35 + அத 

ae CON te v= SS 

12. கொடுக்கப்பட்ட இரு கோடுகளுக்கு இடைப்பட்ட 

கோணங்களின் சமவெட்டிகளின் சமன்பாடுகள் காணல் (1740811௦ 
of the bisectors of the angles between given lines) 

48, 0 கோடுகளின் சமன்பாடுகள் முறையே, 

a,x+by+c,=0, 

2,2-டம--௦௩-0 எனக் கொள்வோம். அவை வெட்டிக் கொள் 
ளும் புள்ளி £ ஆகட்டும். இரு கோடுகளிலிருந்து சம தொலைவில் 
நகரும் புள்ளியின் நியமப் பாதையே இருசம வெட்டி (bisector) 
ஆகும். 

AEC கோணத்தின் சமவெட்டியில் இருக்கும் 2 புள்ளியின் 
ஆயத் தொலைகள் (%,, 3) எனக் கொள்க. 

P-u96G5 5g AB, CD-5@ PM, PN என்னும் நேர்குத்துக் 
கோடுகள் வரைக.



346 அடிப்படைக் கணிதம் 

£ஃயும், 0-வும் 48, 00 ஆகிய ஒவ்வொரு கோட்டிற்கும் ஒரே 

பக்கத்தில் உள்ளதால், 244--1]/ ஆகும். 

  

  

  
  

ட ப64 \ D 
\ 

/\y' | 
படமீ 50 

உ. 4X +by, +e, = ax+byte, 
=e xf 025? வேடம் 

இது ஆதியை உட்கொண்ட கோணத்தின் இரு சம வெட்டி 

யில் உள்ள எப் புள்ளிக்கும் பொருந்தும். (888 கோணத்தின் இரு 
சம வெட்டியிலிருக்கும் 0 புள்ளியின் ஆயத் தொலைகள் (%,, ந) 
எனக் கொள்க. -விலிருந்து, 48, ம-க்கு 07, 0 என்னும் நேர் 

குத்துக் கோடுகள் வரைக, -வும் 42, 0 என்னும் கோடுகளின் 
இரு சமவெட்டியில் அமைவதால், எண்ணளவில் 077-0.£ ஆகும். 

ஆனால், இவற்றின் குறியைக் கவனிப்போம். டு-வும், 0-வும் 42 

என்ற கோட்டிற்கு ஒரே பக்கத்தில் இருக்கன்றன, ஆனால், CD 

என்ற கோட்டிற்கு 0-வும், 0-வும் எதிர்ப் பக்கங்களில் அமை 
கின்றன. 

ஆகவே, 017---0% ஆகும், 

(அதாவது) ப்ச் தார் 

  

ம்ம ௦... 4X, +b, +e, - 

5 = (Xp 9) புள்வி சம வெட்டிகளில் ஏதாவது ஒன்றில் 
ருப்பின், 

சர்மி 4 Mtb te,   
N G+,’ = x] சட்டம் 

   



u
r
 

=
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௪ம வெட்டிகளின் சமன்பாடு, 

ax-+byte _ 4 a,X+by+C,     

நேர் மதிப்பு எடுப்பின் ஆதியைக் கொண்ட கோணத்தின் 

இரு சம வெட்டியும், எதிர்மதிப்பு எடுப்பின் ஆதயைக் கொள்ளாத 
கோணத்தின் இரு சம வெட்டியும் வரும். 

விளக்க எடுத்துக்காட்டு : 

42-39, 23-40 என்னும் கோடுகளின் இடைப்பட்ட 

கோணங்களின் இருசம:வெட்டிகளைக் காண்க, 

முதலில், நிலையெண் (௦01518() உறுப்புகளின் குறிகள் இரண் 

டையும் நேர் ராசியாகவோ அல்லது எதிர் ராசியாகவோ மாற்றி 

அமைத்துக் கொள்ளவும். ் 

இவ்வாறாக, 4x—2y—9=0; —x+2y—4=0 என எழுதிக் 
கொள்ளலாம், 

இரண்டு இரு சமவெட்டிகளின் சமன்பாடு 

அட = ot ee nares 
J 16-+-4 J1+4 

(agraigy) 4x—2y-~9 = +2 (—x+4+2y—4) 

ஞ் ஜ.- லு_]1.ம், 223 17.ம் ஆகும், 

ஆதியை உள்ளடக்கியுள்ள கோணத்தின் இரு சமவெட்டியின் 
சமன்பாடு 65--௫ு--1 ஆகும், 

பயிற்சி 2-2. 

1. 32-32, 7/3) -43, கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி யாது? 

[விடை! 4; 5] 

2, 340, 3%)/-4-15) 24%- 7-3 என்ற கோடுகள் 

ஒரு இரு சமபக்க முக்கோணத்தை உருவாக்குகின்றன 

என நிறுவுக,
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$--டர-0) 2௦3-140, 24-10 என்பன ஒரே 

ள்ளி வழிச் செல்லின் -ன் மதிப்பென்ன ? 
q ர் [ole : a=5] 

2x—3y+k=0, 3x —4y—13=0, 8x—ily —33=0 oreiruar 

ஒரிடத்துச் சந்திப்புடையனவானால், -ன் மதிப்பைக் 

காண்க, [விடை : நீ 7] 

ax—y=1, x+2y=12, 5x-ay+5=0 ஒருங்கு சேருதற்கு 
ஏன் மதிப்பையறிக, [விடை : ௭-3] 

Tx+3y-33=0, S5x—2y—7=0 என்னும் கோடுகளுக் 
கிடையேயுள்ள கோணத்தைக் காண்க. 

[விடை : 9455] 

நைஸ், (அல்பம் என்னும் கோடுகளுக்கு 

இடையேயுள்ள கோணத்தைக் காண்க 

[விடை 1 @=60°] 

(24k) x+ (1-2k) y+5 =0 என்பது &ன் எல்லா மதிப்பு 
களுக்கும் ஒரு நிலையான புள்ளி வழிச் செல்லும் என 
நிறுவுக, அப் புள்ளியின் ஆயத் தொலைகளைக் காண் 2, 

[விடை , -2,-1] 

3-4 -11-க்கு இணையாக ந ஆயத்தில் 5 அலகு வெட்டுத் 

துண்டு பிறப்பிக்கும் கோட்டின் சமன்பாடு யாது 2 

‘ [விடை : 3x—4y+20=0] 

x-2y—2=0, x-+3y—4=0 கோடுகள் வெட்டும் புள்ளி 

வழி 3-1 47-15-0 ஒரு போகான கோட்டின் சமன்பாடு 

என்ன? [விடை : 3x+4y—10=0] 

ஒரு முக்கோணத்தின் உச்சிகளாவன 1 4 (5,4); 8.7, 
—4); C (+3, —2). P என்பது ,48-ன் நடுப் புள்ளி 

யாகும். 7-ன் வழியாக க்கு ஒரு போகாகும் நேர் 
கோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்க, அது 40-யைச் 
சமமாக வெட்டுவதாகவும் கண்டறிக, 

[விடை 1 3-1] 

(-3,1) வழியாக, (-4, -3); (2) என்பவற்றைச் 
செங்குத்தாக வரையப்படும் கோட்டின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க, [விடை : 62-17-1170]
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13. 

14. 

15. 

19, 

20. 

8px 1. (2-—3p) y-+1=0, px+8y+7=0 என்னும் கோடு 

கள் நேர்குதிதாக இருப்பின் ர-ன் மதிப்பென்ன ? 

[விடை : 2-2 அல்லது 1] 

x—2y+4=0, 4x—3yt+1=0 Gar@adr வெட்டும் புள்ளி 

a. 6x—Sy—11=0-6G Gsiggsrer கோட்டின் 
சமன்பாட்டினைக் காண்க, 

ஆதியிலிருந்து ஒரு கோட்டிற்கு வரையப்படும் செங் 

குத்துக் கோட்டின் பாதத்தின் ஆயத் தொலைகள் (3, - 4) 

எனின், அக், கோட்டின் சமன்பாடு என்ன 2 ் 

[விடை. : 3x—4y=25] 

Qx+3y=4, x-y+3=0, 3x+2y=11 என்னும் கோடு 
களால் அமையும் முக்கோணத்தின் செங்குத்து மையத் 

இன் (07110-0610116) ஆயத் தொலைகள் கண்டறிக. 

1. 14 
[விடை : 4 : அ] 

4(4,1); ஐ௫,4); 0(5, 2) என்பன ஒரு முக்கோணத் 

இன் உச்சகளாகும், ,4-யிலிருந்து க்குச் செங்குத் 

தாகச் செல்லும் கோட்டின் சமன்பாட்டையும், செங் 

குத்து மையத்தின் ஆயத் தொலைகளையும் கண்டறிக. 

[Boor : x+3y=7; (1, 2)] 

(-2,3); (2-1) ; (4, 0) என்னும் உச்சிகளையுடைய முக் 

கோணத்தின் சுற்று vl mows Gor (circum.centre) 

ஆயத் தொலைகளைக் காண்க. விடை: அ _5 

2° 2 

(3,433 (—2, 1) என்னும் புள்ளிகள் 3x—y-+6=0 
என்னும் கோட்டிற்கு எதிர்ப் பக்கங்களில் அமைகின்றன 

எனக் காண்பி. 

(2, 3) என்னும் புள்ளியிலிருந்து 3x+4y=10 என்னும் 

கோட்டிற்கு வரையும் செங்குத்துக் கோட்டின் நீள 

மென்ன? ஸி 8 டை: =|
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22. 

23. 

25. 
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3x+4y=5, 12%--5;9--41 என்பவற்றிற்கு இடைப்பட்ட 

கோணங்களின் இரு சம வெட்டிகளைக் காண்க, 

[விடை : 3%--11ந-20 ; 11x+3y=30] 

x+y-5=0, x+7y+7=0 gau கோடுகளுக்கு இடைப் 

பட்ட கோணங்களின் இரு சம வெட்டிகளைக் காண்க. 

[Merry x+2y=3; y=2x—16] 

x+1=0, 3x—4y=5, 5x+12y=27 கோடுகளால் 

அமைந்த முக்கோணத்தின் 2c eoinwid (in-centre) 
என்ன? 1 210 

[விடை : aS | 

3x+4y=6, 12x—Sy=3; 4x—3y+12=0 aorp கோடு 

களால் அமைந்த முக்கோணத்தின் உள்-மையம் என்ன ? 

ட 11 125 
[விடை : 8 “# | 

2%-ட3-7 என்ற கோட்டில், (0, 2) என்ற புள்ளியின் 

விம்பப் புள்ளியை (110896)-க் கண்டறிக. 
[விடை : --& --4]



3. வட்டம் 

1. வரையறை $ ஒரு நிலையான புள்ளியிலிருந்து மாறாத 

தொலையுடைய ஒரு புள்ளியின் இயங்குவரை வட்டமெனப்படும். 

இவ் வட்டத்திற்கு நிலையான புள்ளி மையமாகவும், மாறாத 
தொலை ஆரமாகவும் அமையும். 

  

      

ஏ 2 ஐ 
8 y-k 

ஷே ர 

ot 

x’ 0 L Mx 

y! படம் 57   
ஐ. (8, 6) என்னுமிடத்தில் மையத்தைக் கொண்டு, ஆரம் ₹2” 

ஆகவுடைய வட்டத்துற்குச் சமன்பாடு காணுதல், 

0 (4, 8) வட்டத்தின் மையமாகவும், *2” அதன் ஆரமாகவும் 

கொள்க, 2 (2,]) என்பது வட்டத்தின் மேல் உள்ள யாதேனு 

மொரு புள்ளியாகட்டும்,
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£) யிலிருந்து 13]8, 60. என்ற கோடுகளை 07-க்குச் செங்குத் 

தாக வரைக, யிலிருந்து நர7”-க்குச் செங்குத்தாக (2! ஐ வரைக. , 

Qo, CN=LM=OM-OL=x—h 

NP=MP—MN=MP-—LC=y—k 

CNP என்ற செங்கோண wsGaron $90, CN*+NP*= > 

ஆகும். 

(அதாவது) (x—hy +(y—k =a" 

Mn 1: வட்டத்தின் மையம் ஆதியிலிருந்தால், %-%-0 

*.. வட்டத்தின் சமன்பாடு 32--]”--8” ஆகும். 

களை 2: (x—hP+(y—kP se என்னும் தொடர்பை விரித்து 

எழுதினால், ;”--]”--2௩%- 2 ky+h?+k*—2’=0 எனப் பெறு 

கிறோம். 

இது 32-ர*-22 ௨-2ற்-2-0 என்னும் வடிவில் அமைகிறது, 

இது வட்டத்தின் பொதுப்படைச் சமன்பாடு எனப்படும். 

8. மறுதலையாக 3”-]5-22:-29-2-0 ஒரு வட்டத்தைக் 

சூறிப்பிடுவதாகக் காட்டலாம். 

கொடுத்த தொடர்பு 2“-]“-2 42 றூ.2--0 ஆகும். 

இதனை 3.“-(]”--22-2 ற்--௦ என்றெழுதலாம். .இரண்டு 

பக்கங்களிலும் 2-7” ஐக் கூட்ட, 

9-2 2-1 ஜீ-டற”-12 நீ 21/52 எனவரும். 

(ssragi) (x+8)+(yt+f)=s'+f*—c 

ள் டல டரா = (V8+f*—c) 
(--2-7) என்னும் நிலையான புள்ளியிலி ருந்து இயங்கும் 

புள்ளி (2, ற)யின் தூரம் ஒரு மாறிலியாகும், எனவே, கொடுக்கப் 
பட்ட தொடர்பு ஒரு வட்டத்தைக் குறிக்கின்றது. 

(—8s-f) நிலையான புள்ளி வட்டத்தின் மையம் ஆகும். 
ஆரம் - J e+f'—c AG.
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எடுத்துக்காட்டு : 52-15)” 112-611 0 என்னும் 
வட்டத்தின் மையத்தையும் ஆரத்தையும் காண்க. 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டை, 

றர ட = நூ. ட் ௪0 என்றெழுதலாம். 

642 ஆன் = 
(அதாவது) (+ 3) ம் (»+ +) sy 

Se, aes 5 6 3 ‘ 
வட்டத்தின் மையம் ( - ஆ டு, ஆகும், 

ஆரம் --2 ஆகும். 

[குறிப்பு 1$1 ஒரு வட்டத்தின் சமன்பாடு இரு படிச்சமன் 

பாடாகும், 32,” என்பவற்றின் கெழுக்கள் சமமாக இருக்கும், 

X,Y என்ற உறுப்பு யாதும் இராது, 

சூறிப்பு ௨: - ஈன் பலவகை மதிப்புகளுக்கு ஒரே மைய 

வட்டங்கள் இடைக்கப் பெறும். 

குறிப்பு 3: வட்டம் ஆதியின் வழிச் சென்றால்) அதன் சமன் 
பாட்டில் தனி உறுப்பு இராது. 

.. குறிப்பு 41 ஜூபுற7 3-2 இற் 4-2 ௮ 0 என்னும் சமன்பாடு 

மூன்று தனிப்பட்ட மாறிலிகளைக் கொண்டுள்ளது. எனவே ஒரு 

வட்டத்தை அமைப்பதற்கு 3 நிபந்தனைகள் தேவைப்படும், 

எடுத்துக்காட்டாக, மூன்று புள்ளிகள் அறியப் பட்டால், 

வட்டத்தை அமைக்கலாம். ] 

4. ஒரு வட்டமானது (2,ற,) (டூி.3]) ஆடிய புள்ளிகளைச் 

டசர்க்கும் கோட்டினை விட்டமாகக் கொண்டுள்ளதானுல், அதன் 

சமன் பாட்டைக் கண்டறிதல், 

A(X ),), B (X25 Yad விட்டத்தின் முனைகளாகு௪ு, வட்டத்தின் 

bg P(x, y) என்பதொரு புள்ளியானால், 72 .வட்டத்தில் எங்கிருந் 
காலும், 2478-90” ஆகும். 

அதாவது 74, 28 ஒன்றற்கொன்று செங்குக்தாகும். 

ஆகவே, அவற்றின் சரிவுகளின் பெருக்கற் பலன்-1 ஆகும், 

23
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3--] 

இப்பொழுது 74-ன் சரிவு - x—x,   

மின் சரிவு = 72% 

  

  
  

எல 

LY 
யு அத; 

(த) 

x’ 0 x 

வ “Lip 52 

« IW VM 
X—X, 9-0 

(அதாவது) (9-2) (9-3 - —(x—x,) (*,—%,) 

oe (x—X,) (X—X,}-+(y—y,) (y—y,) =0 

வீளக்க எடுத்துக்காட்டு 

் ஒரு வட்டமானது (6, 0); (0, 8) என்னும் புள்ளிகளோடு 

ஆதியின் வழியாகவும் செல்லும்படி வரையப்பட்டால், அதன் சமன் 
பாட்டைக் காண்க, அதனோடு இவ்வட்டத்திற்கூ ஆதியிடத்தில் 

அமைக்கம் தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டையும் காண்க, 

(6, 0); (0, 8) என்ற புள்ளிகளைக் குறித்துக் கொள். அவை 

முறையே 4, 8 ஆசம்டும். வட்டம் A, 2, 0 புள்ளிகள் வழிச் செல் 
கிறது. 

7 
4 402- ஒரு செங்கோணம் 

தேவையான வட்டம் 48 ஐ விட்டமாகக் கொண்டது,
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வட்டத்தின் சமன்பாடு (2-6) (2-0)--(--0) (--8)-0 _ 

ஆகும். 

(gg) x°—6 x+y?—8 y=0 

(grag!) x*-+y—6 x—8 y=0 BoE 

0 என்ற புள்ளியில் வரையும் தொடுகோடு OT ஆகுக, 

வட்டத்தின் மையம் 0 ஆனால், 00 ஆனது 07-க்குச் செங்குத்துக் 
கோடாகும். 

Y 

(0,98 

  967 0 வப பாதி 6,0) xX   Y’ ULI 53 

0-6 

2 

ட 840 . 
டேன் கூறுகள் ; 3. (அதாவது) (3, 4) ஆகும். 

ஆ
 

goles Deuter afte BO. SP LS 
xx, 3-0 3 
  

07-மீன் சரிவு - — 3 

07 ஆனது 0, 0) வழி செல்கிறது. , 

., OT-cr சமன்பாடு 3-0 (x—0) [புள்ளி- 
சரிவு வடிவம்] 

(அதாவது) 3%--4/-0 ஆகும்.
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பயிற்சி 3. 
(3,-2)- புள்ளியை மையமாகவும், ஆரை 3 ஆகவும் 

கொண்ட வட்டத்தின் சமன்பாட்டினைக் காண்க, இவ் 

வட்டம் (3, 1) என்னும் புள்ளி வழிச் செல்லும் என்று 

காட்டுக. ் 
[Meor.: (x—3)?+(y+2)?=9] 

( 7,1) என்னும் புள்ளியின் வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் 

மையம் (-4,-3) எனின் அதன் சமன்பாட்டினைக் 

காண்க, 
[விடை ₹ (x+4)?+ (y+3)? = 25] 

213.7, 3%-3-4 என்பன ஒரு வட்டத்தின் இரு 

விட்டங்களின் சமன்பாடுகள் ஆகும். (--2,--3) வட்டப் 

பரிதியிலுள்ள ஒரு புள்ளி எனின், ௮வ் வட்டத்தின் சமன் 
பாட்டைக் காண்க, மேலும் (--2,--3)-ல் வட்டத்திற்கு 

வரையும் தொடுகோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

[விடை : x*-+y?—4x—2y—27=0; x+y+5=0] 

2? 142--10)--19-0. வட்டத்தின் மையம் ஆரை 
இவற்றைக் கண்டறிக. 

7 5 
[கிடை (> =F] > Aory =3] 

221 ஒ-.6-0 என்னும் வட்டத்தில் (~1,—3) 

என்பதொரு விட்டத்தின் முனையாகும், மற்ற முனை 
யையும், அவ்விடத்தில் வரையும் தொடுகோட்டின் சமன் 
பாட்டினையும் காண்க, 

[விடை (3-3); 5-3] 

A, B crotui6r x*+-y?+-4x-+12y —40=0, x*--y?—12x+2y, 
3428-0 என்னும் வட்டங்களின் மையங்களாகும். 
2 என்பது அவை வெட்டிக் கொள்ளுமிடமாகும். 
‘AB? = 472-120 என்று காட்டுக. 

2-3” -4%--3-540, ஜூ” 813-730 என்னும் 
வட்டங்கள் ஒன்றையொன்று தொட்டு நிற்கும் என 

Boys. தொடு புள்ளியில் உள்ள பொதுத் தொடு 

கோட்டின் சமன்பாட்டைக் காண்க, 

[விடை 3x+-y—17=0]
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(i) P+y?=400, x?+y?—10x—-24y+120=0 என்னும் 
வட்டங்கள் உள்ளே தொட்டு நிற்பனவென்றும், 

(li) x?+y?—d4x+6y+8=0; x?-+y?—10x-6y+14=0 
ஆவனவெளியே தொட்டுக் கிடப்பன வென்றும் காட்டுக, 

(1,1); 2-1); (352) ஆகிய புள்ளிகள் வழியாகச் 

செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

: [Bon > x*7-+y?—-5x—y+4 =0 

(0, —8); (0,9); (120); (-6,0) என்னும் புள்ளிகள் 

ஒரு வட்டத்தின் மேல் அமையுமெனக் காட்டுக. இந்த 
வட்டத்தின் மையத்தையும், ஆரத்தையும் கண்டறிக. 

ட ஆ 
[விடை : (% 7): ப] 

(-1,-1);0)-1/; (-2,0); (1,1) என்னும் புள்ளி 

கள் ஒரு வட்டத்தின் மேல் அமையுமெனக் காட்டுக, 

அவ் வட்டத்தின் மையத்தையும், ஆரத்தையும் அறிக. 

. | 115: [அடை (2 அ] 
பின்வரும் புள்ளிகள் 2“--3”--4%---8-0 என்னும் . 

வட்டத்திற்கு உள்புறத்திலா, வெளிப் புறத்திலா வுள்ள 
வெனக்கண்டறிக. 4(0,1); 8,7); 6(-1,-2); 

ற (2, 3) இவற்றுள் வெளிப் புறத்திலுள்ளதொரு புள்ளி 
யிலிருந்து வரையுந் தொடுகோட்டின் நீளத்தைக் 
கண்டறிக, [விடை 1 4, உள்ளே; 8, வெளியே 

தொடு கோட்டின் நீளம் முறையே 74, 5] 

= - + - 1 என்னுங்கோடு ஆயங்களை 4, £ என்னு 

மிடங்களில் வெட்டுகின்ற தாகும். இந்த 8.8 ஐ விட்ட 

மாகக் கொண்டு வரையும் வட்டத்தின் - சமன்பாட்டைக் 

கண்டறிக. ஆகவே, 4, 2, 0, (1, 3) என்னும் புள்ளிகள் 
ஒரு வட்டப் பரிதியில் நிற்பதற்கு வேண்டிய நிபந்தனை 
யைக் காண்க, 

ஒரு வட்டீமானது (3, 7) ; ( 5, 1) என்னும் புள்ளிகளை 

சேர்க்குங் கோட்டை விட்டமாகக் கொண்டு வரையப் 
பட்டால் அதன் சமன்பாடு யாது ? இப் புள்ளிகளிடத்து



358 

17. 

20. 

அடிப்படைக் கணிதம் 

அவ்வட்டத்திற்கு வரையும் தொடு கோடுகளின் சமன் 
பாடுகளைக் கண்டறிக. ரவிடை: x?+y?+2x——8=0; 

4x+3y=33; 4x+3y-+-17=0] 

(4, —10); (—8,8) என்னும் புள்ளிகளைச் சேர்க்குங் 

கோட்டிற்குச் செங்குத்துச் சமவெட்டியின் சமன் 

பாட்டைக் கண்டறிக, 2-4 5.ன். மேல் மையம் 

அமையக் கொண்டு (4, -10) ; (-$, 8) என்னும் புளி 

களின் வழிச் செல்லும் வட்டத்தின் சமன்பாட்டைக் 
கண்டறிக. [விடை : 22-3-1-1-0; 

x*-+-y? —8x-- 6y—144=0] 

% ஆயத்தைத் தொட்டுக் கொண்டு (1, -2); (3, —4) 

என்னும் புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லும் இரண்டு வட்டங் 
களின் சமன்பாடுகளை வரைக, 

[Moors x*+y?+10x+20y+25=0. 

x+y? - 6x+4y+9 =0] 

ஆயங்களிரண்டையுந் தொட்டுக் கொண்டு (9, 2) வழி 

யாகச் செல்லும் இரண்டு வட்டங்களின் சமன்பாடுகளைப் 

பெறுக, . [afemrs x?+y?—10x--10y+25=0; 
x? 4? —y34x—34y-+289= 0] 

2” 4”-23-4-5-0 என்னும் வட்டத்தினுள் கடக்கும் 
நாண் (2, 3) என்றதனை நடுப் புள்ளியாகப் பெறுமானால், 
அதன் நீளத்தை அறிக, [விடை : 4/2] 

(4, 7) என்னும் புள்ளியிலிருந்து (x—2)? 1 (y—3)2 =4 

என்னும் வட்டத்திற்கு வரையும் தொடுகோட்டின் 
நீளத்தை அறிக, [விடை 7 4] 
(5; 4); (-7,-4); (3-2) என்னும் புள்ளிகளால் 
அமைந்த முக்கோணத்தின் ஒன்பது புள்ளி வட்டத்தின் 
சமன்பாட்டைக் கண்டறிக, [விடை : 75-77” 30 

+38y--37=0]



4. கூம்பு வளைவுகள் 
(Conics) 

1. கூம்பு வளைவு: வரையறை : ஒரு நிலைப்புள்ளி, ஒரு நிலைக் 

கோடு இவற்றிலிருந்து இயங்கும் புள்ளி ஒன்றின் தொலைகளின் 
தகவு நிலைத்ததாக இருக்கும் வண்ணம் புள்ளி இயங்கினால், அதன் 

நியமப்பாதை ஒரு கூம்பு வளைவு அல்லது கூம்பின் வெட்டு முகக் 

கோடு எனப்படும். 

  

  

படம் 54, 

நிலையான புள்ளியை 5 என்ற எழுத்தால் குறிப்பிடுவது மரபு. 

றற. நிலைக் கோடாகமட்டும், 22 என்பது இயங்கும் புள்ளி, 

2ஃலிருந்து ற'-க்குச் செங்குத்தாக 744 ஐ வரை.
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: = ஒரு நிலைத்த தகவாக இருக்கும் வண்ணம் 7 இயங்கினால், . 

ன் நியமப்பாதை ஒரு கூம்பு வளைவு எனப்படும், மறுதலையாக, 

கூம்பு வளைவில் எங்கிருந்தாலும், a -ன் 1G) SLD மாறாது. 

நிலைப்புள்ளி 5 என்பதைக் குவியம் (1௦௦18) என்றும், DD’ erat p 

நிலைக்கோட்டை இயக்குவரை (191௦0111%) என்றும், 2 என்ற 

நிலைத்த தகவை மையத் தொலைத் தகவு (6000110114) என்றும் 
கூறப்படும், 

மையத் தொலைத் தகவை ௪ என்ற எழுத்தால் குறிப்பிடுவது 

மரபு. 2, பத = £ BEd. 

SP _1 ் ட. 
நர் ஆனால், (அதாவது) ,ச-] ஆனால், கூம்பு வளைவு 

பர வளைவு அல்லது பர வளையம் (7கா௨்௦1ஐ) எனப்படும். 

க 11 (அதாவது) ௪4 1 என்றிருப்பின், கூம்பு வளைவு 

நீள் வளையம் (6111086) எனப்படும். 

a 2 1 (அதாவது) ௪ $ 1 ஆனால், கூம்பு வளைவு அதி பர 
வளைவு அல்லது அது பர வளையம் (1306715018) எனப்படும். 

வரையறை 

லிருந்து 0ற-க்குச் செங்குத்தாக ,5% வரைக, இது கூம்பு 
வளைவை 4ல் சந்திக்கட்டும். 

A என்பது உச்சி” (701100) எனப்படும், ந49 என்ற கோடு 
தலையாய அச்சு (£ர1ற0]ற௨] 8315) எனப்படும். 

கூம்பு வளைவில் ஏதேனும் இரு புள்ளிகளைச் சேர்க்கும் கோடு 
நாண் (பம்) எனப்படும். ' இந்த நாண் குவியம் (80008) வழி 
யாகச் சென்றால், அது கூவீய Brot (focal றாய்) எனப்படும். 

தலையாய அச்சுக்குச் செங்குத்தாகக் குவியம் வழி வரையப் 
ப்டும் தவிய நாண் கூம்பு வளைவின் நேர் அகலம் (latus rectum) 
எபைப்படும். படத்தில் 75 என்பது கூம்பு வளைவின் நேரகல 
மாகும்,
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2. ஒரு கூம்பு வளைவின் சமன்பாடு இருபடிச் சமன்பாடாகும். 

குவியம் $(1,, y,) ஆகவும், இயக்குவரை ax+by+c=0 
எனவும், மையத் தொலைத்தகவு ச எனவும், இயங்கும் புள்ளி 2-ன் 

ஆயத்.தொலைகள் (%, 3) எனவும் கொண்டால், 

SP 

Pm ~ © 2G. 

. ax+by-+e 
.. SP = ePM PM = Tae | 

.. SP? = e®PM* 

27 2 

(x—x,t¢—yyr = Leyte P 

இச் சமன்பாட்டை விரித்தெழுதினால், 

ax*+2h xy+by®+2gx4+2y+te=0 என்பது போன்ற ஓர் இரு 
படிச் சமன்பாடு 7-ன் இயங்கு வரையாகும். 

[குறிப்பு 1: ச-ம்;/-0 எனின், இச் சமன்பாடு ஒரு வட்டத் 

தைக் குறிக்கும். வட்டமும் ஒரு கூம்பு வளை வே என்பது விளங்கும். 

சூறிப்பு 8: abc+2fgh—af*—bg’—.h?=0 calor, QF eux 
பாடு ஒரு ஜோடிக் கோடுகளைக் குறிக்கும், ~ 

ax*+2hxy-+by?+2gx-+2fy+c=0. ஒரு ஜோடிக் கோடு 

களைக் குறிக்க வேண்டுமானால், அது இரண்டு ஒருபடிக் கோவை 

களின் பெருக்குத் தொகையாக இருக்கவேண்டும். 

கொடுத்த சமன்பாட்டை உன் இருபடிச். சமன்பாடாகக் 

கருதினால், 2%”-2:(-டஐ) --(இூ--27-௦)-0 என்றெழுதலாம். 

உட (ஐ */(ர.42)7- சற 12 
a 
  

இரண்டு ஒரு படிச் சமன் பாடுகளின் பெருக்குத் தொகையா 
இருக்க, , 

(4-2) (2-2) வர்க்கமாக இருக்க வேண்டும்.
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(aisraig)) (h?—ab)y’+2(gh—af) y+ (g°-4c) EG ats 
மாக வேண்டும். 

இது ஒரு வர்க்கமாக, (ச--ஐ7)” - (h?—ab) (g°—ac) aor@ 

(அதாவது) a(abc+2fgh— af *--bg*—ch?)=0 

a + Ocrafler, abe+2fgh — af? —bg? — ch? =0 45 வேண்டும். 

குறிப் 8 : குறிப்பு (1) அல்லது (2)-ல் கண்ட நிபந்தளைகள் 
நிறைவேறுவிடின், கொடுத்த சமன்பாடு ஒரு பரவளைவு அல்லது 

நீள் வளையம் அல்லது ஒரு அதிபர வளைவு என்பவற்றில் ஒன்றைக் 

குறிக்கும்.] 

9. பரவளைவு 

(i) பர வளைவின் சமன்பாடு 

குவியம் 5 எனவும், இயக்கு வரை £ிழ' எனவும், 7 என்பது 

பரவளைவில் யாதேனு?மாரு புள்ளி எனவும் கொள்வோம். 

  

    

0) 3 ர 

M 
L 

x A x 

Di ¥     

  

படம் 55, 

S-AGSE QuségGucr DD'-aq SX oF செங்குத்தாக வரைக. 

பின் மையப் புள்ளியை 4 எனக் குறிக்க, 58-,4% ஆதலின்,
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eA ப l=e 
AX 

4 என்பது பரவளைவில் இருக்கும். 

2-லிருந்து 45-க்கும், ற.01-க்கும் முறையே 723, நா என்ற 
செங்குத்தக் கோடுகள் வரை. 

45க்குச் செங்குத்தாக 41” வரைக, 

.. சீ$-ர எனக் கொள்க. 

4, 47” கோடுகளை %, ற ஆயங்களாகக் கொள்ள, Sor gus 
தொலைகள் (4, 0) ஆகும். . 

ச் 

P(x, y) safer, AN=x, NP=y ; PM=XN=XA+AN=x-+a 

இனி, 2 பரவளைவில் இருப்பதால், 

வ தகர் 
PM 

“, SP = PM 

V (—aji+y? = xa 

2. (x—-aj+y =(x+a) 

o. Y= (x+0)?— (x—a)?=4 ax 

PA உடன் நியமப்பாதை ந”--4 ர% ஆகும். 

இது ஒரு பரவளைவின் நியமவடிவம் ($%8ம்காம் 101) 

(14) ந*-48% பரவளை வரைதல் 

ஊன் ஓவ்வொரு மதிப்பிற்கும், ந இரு மதிப்புகளைப் பெறு 
கிறது. அவை சமமாகவும் எதிராகவும் உள்ளன. ஆகவே (%, ந) 

புள்ளி வளை வரையில் அமைந்தால், (2,-])-ம் வளை வரையில் 

இடம் பெறும். அதனால், பரவளைவு ஆயத்தோடு சமச் 8ருடைய 

g1@i (Symmetrical with respect to the axis), 

ன் மதிப்பு எதிரெண்ணாரத மிடத்து, நன் மதிப்பு கற்பனை 
யாகும். ஆகவே 4-ன் இடப் பக்கத்தில் பரவளைவு இராது. 
ன் மதிப்பு பூச்சியமானால், )-ன் மதிப்பும் பூர்சியம் ஆகும்,
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ஆகவே, வளை வரை 4 வழிச் செல்லும், 

ன் மதிப்பு முடிவிலி (1011்3)-க்குப் பெருகப் பெருக, நன் 

மதிப்.பும் அங்ஙனமேயாகும், - 

சமன்பாட்டில் 3-0 எனக் கொடுப்பின், ந”--0 எனவரும். 

(அதாவது) ரஃக்கு 0, 0 மதிப்புகள் வருவதால், 5-0 கோடு 

வளை வரையை ஓரே புள்ளியான (0, 0); (0, 0) புள்ளிகளில் 

வெட்டும். ஆகையால், %-0 கோட்டு பரவளையத்தை (0, 0) 

இடத்துத் தொடும். 

மூக்குப் பல மதிப்புகளைக் கொடுத்து, அவற்றிற்குரிய ந-ன் 
மதிப்புகளைக் காண்க. இம் மதிப்புளுக்குரிய உருவம் கிடைக்கும். 

[குறிப்பு 1: $ேநரகலம் (Latus rectum) S afé Qeer guid. 

மீஃ/' என்னும் இரட்டைக் குத்தாயத்தை நேரகலம் எனக் 

கூறப்படும். 

SL ஐ / எனக் கொள்ளின், 

L-or ஆயத் தொலைகள் (௬, /) ஆகும், 

ம பரவளைவில் இருப்பதால், நூ --4 22ல் பிரதியிட 

[3-4 ரம என்றாகும். 

“க 2 

2-2 

ஆகவே நேரகலம் = 21=4a 

குறிப்பு 2: துணை அலகுச் சமன்பாடு (Parametric Represen- 

tation) , 

‘Yor அனைத்து மதிப்புக்கும், ந ஈர) நு-2ரர் என்பன 

3-4 ர% சமன்பாட்டிற்குப் பொருந்தும். 

ஆகவே, பரவளையத்துப் புள்ளியின் ஆயத் 'தொலைகளை ஒரே 

“மாறு ராசியான (கார்2்1௦, / ஆல் குறிப்பிடலாம், (௪1, 28) 
என்னும் புள்ளியை 4” எனக் குறிப்பிடுவது மரபு,]
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விளக்க எடுத்துக்காட்டுகள் 
எடுத்துக்காட்டு 1: (1, 1)ஐக் குவியமாசவும், 47-2-0ஐ 

இயக்கு வஎரயாசவும் கொண்ட பரவளைவின் சமன்பாட்டைக் 
காண்க, 

பரவளைவின் மையத் தொலைத் தகவு-1 

பரவளைவின் புள்ளிகளுள் ஒன்று 7 (2, ற) எனக் சொள்க-- 

P (Xs y)-AG5H xX+Y+2=0 வரையும் செங்குத்துக் 
கோட்டின் நீளம் ஜரர _ 223 

V2 

S(—1, 1)-1, P(x, y)-tb g507e, 

SP = J/(x+1)? + (y—1)° 

SP as wll 
PM 

(அதாவது) SP=PM 

X+Y+2 

v2 
  

N(x+1P+(y—1)? = 

இரு பக்கங்களையும் வர்க்கம் காண, 

் 21 4,2 14 
சர்ம Dy pl = SEPA EY wei. 

ஃ. 23°+2y?+4x—4y+4=x°4+y?42 xy+4x+ 4y+4 

J My —2+y—8y=0 

எடுத்துக்காட்டு 2: y?-2x-4y—2=0 wzerrnMer முனை 
குவியம், இயக்குவரை இவற்றினைக் காண்க, 

y?—2x—4y—2=0 

(aisrogi) y—4y+4—2x—6=9 

(45 ZI) (y—2)=2 (x+3) 

(-3, 2) புள்ளிக்கு ஆதியை மாற்றின், புதிய ஆயங்களைப் 

பொறுத்துப் பரவளைவின் சமன்பாடு 75- 2. ஆகும்,
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நேரகலம் -2 ,, AS=4 

ன் ஆயத் தொலைகள் (-- 3-1, 2) 

சி 
நகர] 

aa 

  

5 Las
 ப 

  

  

QO x 
ட ண 

படி 56 

(அதாவது) (--21, 2) ஆகும், 

      
இயக்கு வரையின் சமன்பாடு x= —34 

4. நீள் வளையம் (Ellipse) 

(Gi) நீள் வளையத்தின் சமன்பாடு 2 

குவியம் $ எனவும், இயக்கு வரை £' எனவும் கொள்க. 

$-லிருந்து ற௰'.க்குச் செங்குத்து வரைக. இது ற.ற'ஐ 3ல் சந்திக் 

கட்டும், 

SX ஐ ச: 1 தகவுக் கேற்ப அகத்தும், புறத்தும் பிரிக்க! 4,4ீ' 
என்ற புள்ளிகளைக் காண்க, AA'.cr நடுப் புள்ளி (2 எவவும்; 

AA'=2 4 எனவும் கொள்க. 

SA _, _ SA’ 
AX A'X 

ப. இக்க, AX 
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3 

+ SA+4SA! =e (AX+4’X) 
ee 

(அதாவது) AA! =e (CX—CA+A!C+CX) 

(அதாவது) 2-2:20% 3, CX = = 

SA! —SAz=e (A'X— AX) 

(CS4+-CA!)—(CA—CF) =e" AA! 

2CS=e2a .. CS=ae. 

  

  

        

Y D 

8 
L 
ஆ - 

ப் 
மத 1 

படம் 57. ம   
0 ஐ ஆதியாசவும், 4 ஐ. ஆயமாகவும், 0 வழி ACA! -&@ 

செங்குத்தான கோட்டினை ] ஆயமாகவும் கொள்க. நீள் 

வளையத்தின் புள்ளிகளுள் ஒன்றான 7 ஐ 3, 9) ஆகவும் கொள்க. 

$ி2 ஐச் சேர்க்க 1-லிருந்து றற..க்குச் செங்குத்தாக 717ஐ 

வரைக. 

ன் ஆயத் தொலைகள் (8, 0) 

PM=NX=CX-CN = — —% 

வயைறையின் படி ன் =e 

oa SP =e* pm 

SP? =e". pm* 

(x—ae)?+y* =e bz —x ) 

x? (1—e’)+)*=@" (1—#)
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ம் (1-5) ஆல் இரு பக்கங்களையும் வகுக்க 

x நு” _ 
யை (ல்) 

2 (1-4) =b cord கொள்க. 

அலல ‘ x yy. 
பின்னர், நீள் வளையத்தின் சமன்பாடு a 4+. ஆள =1 

என்மாகும். 

i) நீன் வளையம் வரைதல் 

OY 1 என்ற சமன்பாட்டில் எர ந எக 9 

9-0 ஆனால் %- ta 

நீள் வளையம் (ஈ,0); (-, 0) புள்ளிகள், அஃதாவது 

4,4' வழிச் செல்லும் 

A, 4” என்பன நீள் வளையத்தின் உச்சி)ள் எனப்படும், 

3-0 எனின், y=) 

நீள் வளையம் (0, ம); (0, -4) என்ற ற ௮ச்சில் உள்ள புள்ளி 

கள் வழிச் செல்லும். (அதாவது) 2, 2 வழிச் செல்லும். 

‘ க b 
நீள் வளையத்தின் சமன்பாட்டை, ந - + = ee 

A oe 
என்றும், 2 4 ர விம்” என்றும் எழுதலாம். 

9:02” (அதாவது) 234 அல்லது % -:-ர என்றிருப்பின், 

க்குக் கற்பனை மதிப்புகள் வருமாதலின், .4-க்கு வலப் பக்கத்தும், 
4'-க்கு இடப் பக்கத்தும் வளைவரை வராது. இம்மாதிரியே £-க்கு 

மேலும், £'-க்குக் கீழும் வளைவரை வராது. 

சமன்பாட்டில், -௪க்கும், ௭க்கும் இடைப்பட்ட ன் 

ஒவ்வொரு மதிப்புக்கும் 1ஃக்குக் குறி வேறுபட்ட ஒரே எண் மஇப் 

பில் இரு மதிப்புகள் வரும், ஆசுவே, நீள் வளையம் % ஆயத்தோடு 

சமச் சீருடையது, இதேபோல் அது ர ஆயத்தோடும் சமச் 
சீருடையதாகும்.
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இதனால் (%, ) என்ற புள்ளி நீள் வளையத்தில் இருப்பின், 

(2-2); (-2,0); (5, -) என்ற புள்ளிகளும் நீள் வளையத்தில் 
இருக்கும். 

மேலும், (2,2:) (--,--]) புள்ளிகளை இணைக்கும் கோடு ஆதி 
வழிச் செல்வதால், ௦ வழிச் செல்லும் நாண்கள் அனைத்தையும் 
௦ சமமாகப் பிரிக்கும். 0 நீள் வளையத்தின் மையம் (௦61178) எனப் 
படும். 

447; 9, 9! என்பவற்றிற்கு உட்பட்டு ஒரு மூடிய (closed 

$]ஜு6) உருவமாக நீள் வளையம் அமையும். 

AA’; BB முறையே நீள் வளையத்தின் தெட்டச்சு (14801 83:18), 
சூற்றச்சு (001௩௦7 8318) எனப்படும். 

ஆகவே நெட்டச்சு, குற்றச்சு நீளங்கள் முறையே 2a, 2b 

ஆகும். 

B=a (1—e?) ஆவதால், எப்பொழுதும் 48, இனி 2-க்குப் 

பல மஇப்புகளைக் கொடுத்து, அவற்றிற்கு ஒத்த )-ன் மதிப்புகளைக் 

காணின், நீள். வளையத்தின் புள்ளி பலவற்றின் ஆயத் தொலைகள் 

இ.௫டக்கும். இவற்றால் அறியும் நீள் வளையத்தினது உருவம் 
முந்தியப் பிரிவு படத்தில் காண்சு. 7 

(144) இரண்டாவது சுவியம், இயக்குவரை 

நீள் வளையமானது இரு அச்சுகள் பற்றியும் சமச்சீருடைய 

தாகையால், &-க்குச் சீராக $' என்ற மற்றொரு குவியமும், 22: 

குச்சீராக $-க்கு ஒத்த (ோ£6ற0௩012) 788: என்ற இயக்கு 

வரையும் பெறலாம். 

ஆகவே, 097-089 - ௧௪ 

atta © 
& 

. = ௬ ௬. ் 

மேலும், இயங்கும் புள்ளி 2? ஆனது நம் - ௪ என்ற நிலையில் 

இயங்குமாயினும், அதன் இயங்குவரை ஒரே நீள் வளையமான 

= -+- x =1 4G. . 

24
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$ி (4௪, 0) என்ற குவியத்திற்கு ஒத்த இயக்கு வரையின் சமன் 

a 

(5! - சச) 0] என்ற குவியத்திற்கு ஒத்த இயக்கு வரையின் 

சமன்பாடு x + =. =0 

(iv) நீள் வளையத்தின் சரகம் 

குவியத்தின் வழிச் செல்லும் . இரட்டைக் குத்தாயம் (௦101- 
816) நரகலம் (18418 1201ப1௩) எனப்படும். 

7 நேரகலம் ஆனால், 

SL=eS¥=e (கைச —ae ) 

a a a’ (1—e?) ட 5? = a—ae*=a (1—e?) = ணை ளை 

a 
a 

3 

நேரகலம் - 2 $- 

பிறிதொரு முறை: 57,-7 எனில், 7-ன் கூறுகள் +-ae, — 

ம நீள் வளையத்தில் அமைவதால், : 

  

  

ரச [? 

a + த்க் =1 

ae = 1-௪ = a* 0-2] = ம் 
ட் a a? 

4 

ல வீறு 
a 

a fa 
a 

(v) SP-+S!P=2a 

S P=e PM 

S’P=¢ PM!
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SP+S'P=e (PM+PM!) =eXX! =e2CX¥=e2 — =2a 
(அதாவது) 52-17 2-ன் கூடுதல் நெட்டச்சுக்தச் சமம் 

இவ் வடிவ கணிதப் பண்பால் நீள் வளையம் வரையறுக்கப் 

படுவதும் உண்டு, ் ் 

இரு நிலைர் புள்ளிகளிலிருந்து ஓர் இயங்கும் புள்ளியின் தொலை 

களின் கூட்டுத்தொகை மாருராடி எனின், அப் புள்ளியின் இயங்கு 

வரை ஒரு நீள் வளையமாகும். ் 

[சூரிப்] : 57, 57-ன் நீளங்களைத் தனித் தனியே அறியலாம். 

SP=e PM=e (CX—CN) - ௪ (+ -x) = Aa—ex 

S’P= e PM! = e NX! = ௪ (170-077) 

SP=a—ex; S/P= a+ ex] 

(vi) நீன் வளையத்தின் சமன்பாடு காட்டும் வடிவ கணிதப் 

      

பண்பு த 

நீள் வளையத்தின் புள்ளி 7-ன் குத்தாயம் 777 எனக் கொள்க. 

ம நீள் வளையத்தில் இருப்பதால், b p 

CN, PN 
a’ ் “he = சி A 

A cl oN 
PN? _1_ CN® 
b? ~ a? 

B ww 58 

  

(CA+CN) (CA~CN) _ AIN'NA | 
a “aa 

PN? b? CB? . 3 
ANNA a Ca = நிலையெண் 

  

  | வ]
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(ஈர) வட்டம் ஒரு நீள் வளையத்தின் எல்லை வடிவம் 

இரு குவியங்களும் இணைந்தால், 55-20-2820 

e=0; B=a(l—2")=a (2-0 ஆவதால்) 

நீள் வளையத்தின் சமன்பாடு 28-]”-8” என்றாகிறது. இது 

0 என்ற மையத்தை ஆதியாகக் கொண்ட வட்டத்தைக் குறிக் 

கிறது. 

ஆகவே, வட்டமானது ௪-0 ஆக: உள்ள நீள். வளையம் 

ஆகும். 

மேலும், 06% == + ௯, ஆதலால், வட்டத்தின் இயக்கு 

வரைகள் மையத்திலிருந்து கந்தழி தொலைவில் உள்ளதாகக் 

கொள்ள வேண்டும். 

(Vili) துணே வட்டம் (&மய1்காரு 017016) 

ஒரு நீள் வளையத்தின் 'நெட்டச்சை விட்டமாகக் கொண்டு 
வரையப்படும் வட்டம் நணை வட்டம் . auxiliary circle) எனப் 

படும். 

துணை வட்டத்தின் சமன் 

பாடு 2”--ந”- ஜூ ஆரும். 

  (ix) மைய வகற்இக் 

கோணம் அல்லது துணை வட்டக் 
கோணம் (600621111௦ ஊஜி6) 

நீள் வளையத்தில் 7 என்னும் 

புள்ளியின் குத்தாயம் (001. 

nate) PN ஆகட்டும். இதன் 
நீட்சி துணை வட்டத்தை 0-வில் வெட்டு மெனக் கொள்வோம். 

  

படம் 59 

இந் நிலையில் 2.40 என்னும் 72 புள்ளியின் துணை வட்டக் 

காணம் (600621171௦ ௨0216) எனப்படும் , 

4-லிருந்து புறப்பட்டு நீள் வளையத்தின் மீது இடமாக 
£ சுற்றி மீண்டும் 4-க்கு வரின், அதன் துணை வட்டக் கோணம் 

0ஃவிலிருந்து 2ஈ-க்குக் கூடிக் கொண்டே. போகும்,
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(௩) துணை அலகு சமன்பாடு 

2 புள்ளி (டி) Tailor, x= CN=CQ Cos §=acos @ 

a2 cosé@  y? 

a. 1 pm ர 
  ம நீள் வளையத்தில் அமைவதால், 

y= + bsiné 

இங்கு ர-ன் மதப்பு நேர் மதிப்பாகையால், நம் 31 ரீ எனக் 
கொள்ள வேண்டும், 

| ஆகவே, நீள் வளையத்திலுள்ள ஒரு புள்ளியின் ஆயத் தொலை 

கள் 

3-8 008 ர, 3-ம் 810 ரி என்றாகும். 

மறுதலையாக, 1-8 008 9, நும் 810 ரி என்னும் தொடர்புடன் 

ஒரு புள்ளி இயங்கினால், அதன் சமன்பாடு 

x? நூ? ன் 

இர a = eas 6+ sin? 6 = 1 cram cupid. 

ஆகவே, நீள் வளையத்தை 7 00589, 3-ம் sin 9 என்னும் 

ஒரே ராத் தொடர்மால் வரையறுக்கலாம். இது துணை அலகு 

சமன்பாடாகும் (ககர 601811௦1) 

(acos 0, bsin 6) என்னும் புள்ளியை ரி எனக் குறிப்பது 

மரபு, 

[சூறிப்பு: வட்டத்திலுள்ள ட என்னும் புள்ளியின் ஆயத் 
தொலைகள் (0, 112 

(sigraigi) acosé, asin 6 

ஆகவே ஒரு வட்டத்தில் உள்ள புள்ளியை ஒரே ராத் தொடர் 

பாய 2008 0,ற-8811 ரி என வரையறுக்கலாம். 

1008 9, a4 sin @ என்ற புள்ளியை ரி எனக் குறிப்பது. 
மரபு.] a
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(ம் நீள் வளையம், அதன் துணை வட்டம் இவற்றிலுள்ள 

ஒத்த (corresponding) புள்ளிகளின் குத்தாயங்கள் PN, QN 

எனின், 

NP=bsin@; NQ=asiné 

அடம் 
0... ஏ 

இந்தத் தொடர்பு எல்லா ஒத்த புள்ளிகளுக்கும் பொருந்தும். 

இத் தொடர்பைப் பயன்படுத்தியும், நீள் வளையத்தை வரை 
யறுக்கலாம், 

“ஒரு வட்டத்தின் புள்ளிகளிலிருந்து அதன்விட்டமொன்றுக்கு 
வரையும்நேர்: குத்துக் கோடுகளைக் குறித்த விகிதப்படி அகத்துப் 

பிரிக்கும் புள்ளிகளின் இயங்கு வரை, இவ் வட்டத்தைத் துணை 
வட்டமாகக் கொண்ட ஒரு நீள் வளையமாகும்.”* 

(311) வீளக்க எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1. 4x°+y- 8x7 — by —3 = 0 என்னும் 
நீள்வளையமெனக் காண்பி, 

கொடுத்த சமன்பாட்டை 4282-2) — 6y = 3 என 
சமன்பாடு எழுதலாம். 

(அதாவது) (4%“-2%-1) 53-19) -16 என எழுதலாம். 

(அதாவது) 4(x—1)+(y—3)?=16 

ம் + படட - 1 என எழுதலாம், 

. இங்கு நெட்டச்சு 8 அலகுகள் ஆகும்; குற்றச்சு 4 அலகுகள் 

ஆகும். நெட்டச்சு ந) அச்சுக்கு இணையாக இருப்பதைக் கவனிக் 
கவும், 

எடுத்துக்காட்டு 2. 2:4--3]*-20 என்னும் நீள் வளையத்தின் 
மையத்தொலைத் தகவு, குவியங்கள், நேரகலம் ஆ௫யவற்றைக் 

காண்க, 

2-)- Sy? =20 

you 
(அதாவது) a “++ ட்டு
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_ இங்குச£-10); 8-4 

b?=a* (1—e’) 

(அதாவது) 4 - 10(1--௪) 

102 - 10-46 

- 6 3 
உட்ச மை ண்டு 10 

உச மீ க 3. ் is 
குவியங்களின் ஆயத் தொலைகள் (4 2௪, 0) ஆகும். 

(அதாவது) (-- J/10 J = _0) ஆகும் 

(அதாவது) (-* ,/6, 0) ஆகும், 

2b° 254 8 8/10 _ 4 _._ 

a” 0° பம் 1 35% 

5. அதிபர வளைவு (1140070௦18) 

(1) அதிபரவளைவின் சமன்பாடு காணல் 

ஒரு கூம்பு வளைவின் மையத் தொலைத் நகவு ௪91 ஆனால், 
அதனை அதிபர வளைவு என வரையறுத்தோம். 

அதிபர வளைவின் குவியம் $ எனவும், இயக்குவரை DD’ 

எனவும் கொள்வோம். 

லிருந்து 00/க்குச் செங்குத்தாக 5%ஐ வரைக. 

$ிநஐ ௪௦1 விக௫ிதத்திற்கேற்ப அகத்தும், புறத்தும் பிரிக்கும் 
4, 4/ என்ற புள்ளிகளைக் குறிக்கவும், 

[சூதிப்பு$ இங்கு 4, .4/ என்ற புள்ளிகள் இரண்டும் க்கு 
இடப் பக்கத்திலே இருப்பது குறிப்பிடத்தக்கது. நீள் வளையத்தில் 
4 என்பது ,-க்கு வலப் பக்கத்திலும், 4! என்பது இடப் பக்கத் 

திலும் இருப்பதைக் கவனிக்கவும்.] க
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SA SA 
ay ary ~ ° 

  

            
படம் 60 

AA! = 2a, 

AAl-ct நடுப் புள்ளி 0 எனக் கொள்க. 

இனி, 54-௪4 

SA! =e AX 

Qarhenn& mi_t., SA+SA! =e (AX+A!X) 

(agrogi) (SC—AC+SC+CA') = e AA! 

(அதாவது) 208-௪24 

CS = ae 

இவற்றிற்கு வேறுபாடு காண, 5,4/-5,4--௪ (4/4) 

(அதாவது) 441 - 2 (4/0: 4001) 

(அதாவது) 2a = e2CX 

Ox a = 
லீ 

[குறிப்பி :- நீள் வளையத்திலும், 09-06, 0% < என்றே பெற் 

ரோம். ஆனால் அங்குச 41 ஆதலால், $ ஆனது 04-க்கு உள்ளே
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யும் இருந்தது. ஆனால் அதிபர வளைவில் ௪1 ஆதலால், 5 ஆனது 
0,4-க்கு உள்ளேயும், 2 ஆனது 04-க்கு வெளியேயும் இருந்தது 

ஆனால் அதிபர வளைவில் 851 ஆதலால், 5 ஆனது CA-5G வெளி 

யேயும் இருப்பது சகுவனிக்க வேண்டிய வேறுபாடாகும்,] _ 

0 ஐ ஆதியாகவும், 68 ஐ % ஆயமாகவும், 6 வழி 6%-க்குச் 
செங்குத்தான கோடு ரூஜஐ.ற ஆயமாகவும் கொள்க. 

அதிபர வளைவில் உள்ள ஏதேனும் ஒரு புள்ளி 7 என்க, அதன் 

ஆயத் தொலைகள் (%, ந) ஆகுக, யிலிருந்து இயக்கு வரை 

மழ-க்கு ரீ ஐச் செங்குத்தாக வரைக. 

S.cr ஆயத் தொலைகள் (86, 0) 

3௩ன் ஆயத் தொலைகள் fe ; 0) 

14-ன் ஆயத் தொலைகள் ie ’ ») 

அதிபர வளைவின் வரையறையினால், 

SP 

pum” © 
SP? =e**PM? 

oem aeytyt = F(x ¢) ன் 
. 2 ் 

(அதாவது) x*+ae?—2 xae+y? =e°x?—2x ae-+a* 

(grog) x* (e°—1)—y’=a (2-1) [221 ஆனதால்] 

a” (e*—1) 3 வகுக்க, 

x? 3 y _ . @ 7 Pex = 1 என வரும். 

மீ (2-1) - 4“. எனக் கொள்ளின் 

3 * 2 

அதிபர வளைவின் சமன்பாடு + — el எனவரும், 
sa
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(14) அதிபர வளைவு வரைதல் 

x? நர ப்ட் 4 இ =0 : 
wget SS =l என்னும் சமன்பாட்டில், Y= எனக 

கொள்ளின், ஐ--- ர ஆகும். 

அதிபர வளைவு (௬, 0); (--ஈ,0) புள்ளிகள் (அதாவது) 
4, 4! வழிச் செல்லும், 4, 47 புள்ளிகள் அதிபர . வளைவின் உச்சி 

கள் (7௦111068] எனப்படும். 

3௩0 எனின், ற 

“அதிபர வளைவு ற ஆயத்தை வெட்டாது. 

இச் சமன் பாட்டை, +2 J x°— a? oe Fy 

x=t 5 PB என எழுதலாம், 

8 அல்லது % 5-8 என்றிருப்பின், நஃக்குக் கற்பனை மதிப்பு 

கள் வருமாதலின், 4-க்கு இடமும், 4/-க்கு. வலமும் வளைவரை 
வராது. 4 : 

இதைத் தவிர்த்து, ஏனை 3௨ன் மதிப்புக்கு y-4GS GMSag 
பட்ட ஒரே எண் மதிப்பில் இருமதிப்புகள் வரும். 

ஆகவே வளை வரை % ஆய்த்தோடு சமச் சருடையதாகும். 

நூன் ஒவ்வொரு மதிப்பிற்கும், *-க்கு இரு சமமான குறி வேறு 

பட்ட மதிப்புகள் கட்டும். ஆகவே வளைவரைற ஆயத்தோடும் 

சமச்சீருடையதாகும். 

அதிபர வளைவு 3, ந அச்சுகளோடு சமச்சீருடையதாகையால், 

(2, 7) புள்ளி அதிபரவளைவில் இருப்பின், (2,-]); (20); 
(3, -]) புள்ளிகளும் அதிபர வளையத்தில் இருக்கும். 

மேலும், (2,7), (-ற,-ற) என்ற புள்ளிகளை இணைக்கும் 

கோடு ஆதி வழிச் சென்று, ஆதியில் இரு சமக் கூறிடப் படுவதால் 
வழிச் செல்லும் நாண்கள் அணைத்தையும் 0 சமமாகப் பிரிக்கும். 

ஆகவே, 6 அதிபர வளைவின் மையம் (௦21%76) எனப்படும் 

டன் மதிப்பு முடிவிலி நோக்கிக் கூடிச்.செல்லச் செல்ல, 3.ன் 
மதிப்பும் முடிவிலி நோக்கச் செல்லும். ,
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ன் எல்லா மறதிப்புகளுக்கும் டக்கு இரு மெய் மதிப்புகள் 

உள்ளதால், வளைவரை முடிவிலியை நோக்கி உக்கு வலப் புற 

மாக ஒரு பிரிவும், 3-- ஈ-க்கு இடப்புறமாக ஒரு பிரிவுமாகச் 

செல்லும். 

௯ச்குப் பன்மதிப்புகளைக் கொடுத்து அவற்றிற்குரிய )-ன் 

மதிப்புகளைக் கண்டு வளைவரையை வரையலாம். அதிபர வளைவு 

தம்முள் வெட்டிக் கொள்ளாத இரு பததியைக் கொண்டதாகும், 

3 ஆயத்தில் 08--07-ம் என்றிருக்கும்படி, 2, 8' என்ற 
புள்ளிகளைக் குறிப்பிடுக, 

றி அதிபர வளைவின் துணை அச்சு (conjugate axis) எனப் 

படும். 

4.47 குறுக்கச்சு அல்லது குறுக்காயம் (1181870780 80015) எனப் 

படும், 

(iii) இரண்டாவது குவியமும், இயக்கு வரையும் 

அதிபர வளைவு டி அச்சுகள் பற்றிச் சமச்சீருடையதாகை 

யால் க்குச் சீராக 4” என்ற இன்னொரு குவியமும், DD!-&@F 
சீராக 5-க்கு ஒத்த 871 என்ற இயக்கு வரையும் பெறலாம், 

ஆகவே, கே! - CS=ay 

வி CX! = — 

5 ன nel S'P ‘ ah 
மேலும் இயங்கும் புள்ளி £2 ஆனது pa - ச என்ற நிலையில் 

(அதாவது 54! ஐ நிலைப் புள்ளியாகவும் 87 ஐ நிலைக் கோடாகவும் 
கொண்டு) இயங்கு மாயினும், அதன் இயங்கு வரையும் அதே அதி 

பர வளைவான = - 3 ௮1 என்றே பெறப்படும், 5 (0௪, 0) 

குவியத்தின் ஒத்த (௦0116500001த! இயக்கு வரை %-- — = 0 

ஆகும், ட 

8” (-ரஈ 0) குவியத்தின் ஒத்த இயக்கு வரை % -. “afl 
; 8 

ஆம்,
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(iv) நேரகலம் (1,808 152010) 

குவியத்தின் வழிச் செல்லும் இரட்டைக் குத்தாயம் நேர 

கலம் எனப்படும், . 

LSL! Gareow croré கொள்ளின் 

LSL! = 2SL= 2e SX 

= 2e(CS—CX) | 
tt 2e (ae — 3) 

௪ 

உர (2-1) - et , 

2 b? 

a 

(௫) அிபர வளையத்துப் புள்ளியொன்று 7 எனின் 

S’P~ SP = 2a 

S’/P—SP = e*PM!—e PM 

= @MM = e Xx! 

= £2 Cx= @ 34 - 28 ஆகும். 

இவ் வடி.வ கணிதப் பண்பால், அதிபர வளைவு வரையறுக்கப் 

படுவதும் உண்டு, 

**இரு நிலைப் புள்ளிகளிலிருந்து ஒரு புள்ளியின் தொலைகளின் 

வேறுபாடு மாரு ராரி எனின், அப் புள்ளியின் இயங்குவரை ஒரு அதி 
பர வளைவாகும்,”” 

(14) அதிபர வளைவின் சமன்பாடு காட்டும் வடிவ கணிதப் பண்டு 

2 என்பது அதிபர வளைவின்மீதுள்ள யாதேனும் ஒரு புள்ளி 

யாகுக. 77/குத்தாயம் ஆனால், 01 ஆனது ன் ந அச்சுத் தூரம் . 

CN’ PN?* ம “தட ஒரி 
a த் 
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PN? CN? CN*—CA? 
2. a 1 a b a a 

_ (CNECANCN-CA) 
a ணை 

  

  _ AIN'AN 
7 a 

PN be 
FINAN ர் ஒர நிஸ்யெண். 

vii) g20r orci (Auxiliay circle) 

ஒரு அதிபர வளைவின் சூறுக்காயத்தை விட்டமாகக் கொண்டு 

வரையப்படும் வட்டமே துணை வட்டமாகும். 

துணை வட்டத்தின் சமன்பாடு %”-]”--ம” ஆகும், 

  

      
| ப்டமி6/ 

(viii) 72 என்பது அதிபர வளைவில் உள்ள புள்ளியாகட்டும். 

£-லிருந்து % அச்சுக்குச் செங்குத்தாக 21 ஐ வரை, 

7்லிருந்து துணை வட்டத்திற்கு 87 என்னும் தொடு 

கோட்டை வரைக. *் 

74/07 ரி எனக் கொள்க. 

ப் CN 
இப்பொழுது cp = sec § 

CN = CT sec 6 = asec @ 

£ அதிபர வளைவில் புள்ளியாதலால் 

CN? PN? 

a BF 
a® sec? 8 PN? _ 1 

a ரா ற் ் 
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க = = sec? g—l=tan’ @ 

ae PN == b tan a | 

ஆகவே, 2-ன் ஆயத் தொலைகள் (8 820 ரி, ம் 11.9) ஆகும். 

இங்கு ரீ என்பது நீள்வளையத்தில் கண்ட துணைவட்டக் கோணம் 

(eccentric angle) என்பதைப் போன்றது. ஆனால், அதிபர 

வளைவில் இக் கோணத்திற்குத் தனிப் பெயர் ஒன்றும் இல்லை, 

(ix) துணை அலசூ சமன்பாடு 

அதிபர வளையத்துப் புள்ளி ஒன்றை 8860 9, ம 1810 எனக் 

குறிப்பிடலாம் எனக் கண்டோம். (8 860 8, ம்ந்ற ரி) புள்ளியை 

9 எனக் குறிப்பிடுவது மரபு. 

இவ்வாறு அதிபர வளைவின் புள்ளி யொன்றை ஒரே மாறு 

ராசியால் குறிப்பிடுவதைத் *துணை அலகு சமன்பாடு” எனக் 

கூறுகிறோம். ” 

[சூறிப்பு1 ஒரு அதிபர வளைவின் மீதுள்ள புள்ளியை, 

a cosh 4, b sinh $ eroirmib குறிப்பிடலாம்.] . 

(x) விளக்க எடுத்துக்காட்டு 

9-1 5-144 என்னும் அதிபர வளைவின் குவியங்கள், 

நேரகலத்தைக் காண்க. 

x? y 2 ப . ர் ௪ ர 1 எனச் சமன்பாட்டை எழுதலாம். 

ஆகவே, a*=16; b?=9 

W ரக 0-3, அச்சுத் தூரங்கள் முறையே 8, 6 அலகுகள் 

ஆகும் 

5”2” (௪-1); (அதாவது) 9-16 (௪-1) 
2-8; குவியங்கள் (-- 8௪, 0) ஆகும். 

(அதாவது) (Gum 3» 0) 

: 2b* 2x9 ே a Soe ee நரகலம் 5 = 2} 
4
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(ம) தொலை தொடும்காடு (439/0001016) 

வரைவைற : முழுவதும் கந்தழியில் (111419) இல்லாமல், 

ஆனால் அதிபர வளைவைச் கந்தழில் புள்ளியில் (0018ம் 8௩ 1119) 
தொடும் கோடு, தொலைத்தொடு கோடு எனப்படும். 

2 2 7 

= ன ie = lama துஇிபர வளைவின் தொலை ஜதொடுகோடு 

களைக் காணல் 

நூ 11-7 என்பது தொலை கதொடுகோடாகட்டும். 

இரு சமன்பாடுகளிலிருந்து, நஜ நீக்க, 

= — 

(915791 5) x?(b*-a*m®) —2a?mex—o'(P+b2)=0 

2 a 3 
x Cea —1=0 என வரும். 

ந 11-2 தொலைதொடு கோடா தலால், இச் சமன்பாட்டின் 

வரும் ன் இரு மதிப்புகளும் முடிவிலியாக இருத் தல்வேண்டும். 

3 ந எ ; 28-20 
% 

oo m=t 2. 20 = 3 

தொலைதொடு கோட்டின் சமன்பாடு ந. -- ட் % ஆகும், 
ஏ 

ர் x 
(அதாவது) :- 4 ச் 50; ன ் - 0 என்றாகும். 

  

. 2 2 

இவற்றின் கூட்டு வடிவம் 32 - pr = 0 Bow. 

(xii) அதிபர வளைவின் சமன்பாடு =. 2 அ 10 (1) 

அதன் தொலைதொடு கோடுகளின் சமன்பாடு 

x? y? 

=0 வவ 2] a” BF 

. இவ் விரண்டு சமன்பாடுகளின் , போது உறுப்புகளான 
x y ie . ழ் ரகு ஆதி, ஆயங்கள் இவற்றை மாற்றினும், ஒரே கோவை 

யைத் தரும்,
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எனவே, தொலைதொடு கோடுகளின் சமன்பாடு நிலையை 

எண்ணுறுப்பில் மட்டுமே அதிபர வளைவின் சமன்பாட்டிலிருந்து 

வேேறுபட்டிருக்கும், 

ஆகவே, ஒரு அதிபர வளைவின் சமன்பாடு அதன் பொது 

வடிவில் 832--2]0-. 65-22 -ட2-0 எனக் குறிப்பிடின், 
அதன் தொலைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு 87-20 ற 

422%-120்-.-0 எனக் குறிப்பிடப்படும். 

இச் சமன்பாடு இரு கோடுகளைக் குறிப்பிடல் வேண்டும் 
அல்லது அதிபர வளைவு மைய வழிச்செல்ல வேண்டும். அதற் 
கேற்ப £-ன் மதிப்பினைக் கொள்ளவேண்டும். 

fan: Ix+my+n=0, 1 x-+m,y-++n, =9 கோடுகளைத் 

தொலைத் தொடுகோடுகளாகக் கொண்ட அதிபர வளைவின் சமன் 

பாடு (/--ஈூ-0) (2௩-11) -%. இங்கு £ ஒரு நிலையெண். 

(கமி) துணையிய அதிபர வளைவு (Conjugate Hyperbola) 

வரையறை ஓர் அதிபர “வளைவின் குறுக்காயத்தைத் துணை 
யாயமாகவும், துணையாயத்தைக் குறுக்காயமாகவும் கொண்ட 

அதிபர வளைவு துணையிய அதிபர வளைவு எனப்படும். 

x? y? 

எனவே), ஜே — ந = 1-ன் (1) 

3 2 

துணையிய அதிபர வளைவு i _ ட் - 1 ஆகும். (27 

(௩49) துணையிய அதிபர வளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகள் 
3 2 

- _ > - 1 என்பது துணையிய அதிபர வளைவின் சமன் 

பாடு இதன் தொலைதொடு கோடுகளின் சமன்பாடு 

yx , 
og = 9 aoe 

3 ரி ‘ (அதாவது) 7 RF 0 என்றாகும். 

ஆகவே அதிபர வளைகிற்கும், அதன் துணையிய அதிபர வளை 
விற்கும் தொலைதொடு கோடுகள் பொதுவானவை ஆகும்,
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(XV) துணையிய அஇபர வளைவின் சமன்பாடு காணல் 

அதிபர வளைவின் சமன்பாடு ax®+2hxy+by?+2fyt+te=0 

எனக் கொள்க, 

இப்பொழுது அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 

H= =~ 3௪ _1--0 எனின், we (1)   

அதன் தொலைத் தொடு கோடுகளின் சமன்பாடு 
a _ ம 2 _ ; A= a as ௬0 ஆகும், wwe (2) 

துணையிய அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 

7 — xe — yy = ese 
-H = eo. B? +1=0 (3) 

2 2 

இம் மூன்று சமன்பாடுகளின் பொதுவுறுப்புகளான ல - 

ஆதியை மாற்றினாலும், ஆயங்களை மாற்றினும், ஒரே 

கோவையையே தரும், 

ஆகவே, சமன்பாடுகளின் இடப் பக்கத்தில் உள்ள கோவை 

களுக்குள் 77-77/- 2 4 எனும் தொடர்பு எப்பொழுதும் நிலவும். 

உம 2 4-7 ஆகும், 

ஆகவே, பொது வடிவில் துணையிய அதிபர வளைவின் சமன் 

பாடு, 777-0 (அதாவது] 2 4177-0 என்றாகும். 

(xvi) விளக்க எடுத்துக்காட்டுகள் 

எடுத்துக்காட்டு 1: ஓர் அதிபர வளைவின் தொலைத்தொடு 
கோடுகள் 2x—y—3=0, 3x+y—7=0 43Gb. இவ் வளை வரை 
(1,1) வழிச் செல்லின், இதன் துணையிய அதிபர வளைவின் சமன் 
பாடு என்ன ? 

(தொலைத் தொடுகோடுகளின் கூட்டுச் ' சமன்பாடு 
(2x—y—3) (3௦-7-7)-0 ஆகும். ‘ee Cy 

25
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2 அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 

_(Qx—-y—3) 3x-+y—-Th=k ஆகும். % ஒரு நிலை எண் ... (ii) 

இது (1, 1) புள்ளி வழிச் செல்லுவதால், (14)-ல் பிரதியிட 

(2-1-3) B4+1—T) =k எனவரும். 

(அதாவது) 1-6 

அதிபர வளைவின் சமன்பாடு (2%-“ந--3] (3x-++-y—7) = 6 

ஆகும். 

(அதாவது) (2%--3--3) (3247-7) 650 ஆகும். 

- துணையிய அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 14/0 எனின்) 

Hi =2A-H 

=2 (2x- y—3) (3x4+-y—7)—{(2x - y—3) 3x+y—7)—6} 

= (2x—y—3) (3x-+-y—7})+6 

“. துணையிய அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 

(2x—y—3) (3x+y -7)+6=0 a@b. 

எடுத்துக்காட்டு 2: 4x?—y?4-36=0 oreiragnd aug aiden 

யத்தை வரைக, (1) அதன் மையத் தொலைத் தகவு, உச்சிகள், 
குவியங்களைக் காண்க, (11) அதன் துணையிய அதிபர வளைவு, 
தொலைத் தெ-டுகோடுகள் ஆகியவற்றையும் குறிக்க. 

(1) நியம வடிவத்தில் கொடுக்கப் பட்ட அதிபர வளைவு 

3.2 - ॥ என்றாகும் 39௩4 “௫௫3 

b 

உச்சி 4 - (0, 6); 47-(0,-6) 

S(0,3 75); 5” (0,-3 5) என்றாகும். 

இந்த அதிபர வளைவு படத்தில் (1) என்று குறிப்பிடப்பட்டிருக் ் 

கிறது (படம் 62).
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2 2 

தொலைத் தொடுகோடுகள் 5. ௨. >= ௪0 ஆகும். 

(அதாவது) 7- - 2% ஆகும். 
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(14) துணையிய அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 

ஜ் ் y 

9 - 36 =] ஆகும். 

இதன் உச்சிகள் 15 77 எனவும், குவியங்கள் ரூ, 77 எனவும் 
கொள்க, ் 

பின்னர் இதற்கு ர-3; 6-6; ௪-,75: ஈ2-3 5 

7*(3, 0); 77 (-3, 0); (3/5, 0) 77 (3/5, 0) ஆகும். 
தொ&த் தொடூகோடூ£ள் 35 ஸ் 2x ஆகும்,



388 அடிப்படைக் கணிதம் 

(xvii) செவ்வக அதிபர வளைவு (Rectangular hyperbola) 

2 2 ர ் 
= ய ௮1 என்னும் அதிபர வளைவின் தொலைத் தொடு 

கோடுகளின் சமன்பாடு 

x x 1] ௭. ச. = 

சர 23 5 

b b —_— த 
(அதாவது)ர- -- XH Y= — x எனக் கண்டோம் 

இத் தொலைத் தாடுகோடுகள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக 

இருப்பின், அதிபர வளைவு, செவ்வக அதிபர வளைவு எனப்மடும். 

இதற்கு x ( -i)= -1 ஆக வேண்டும். 

b? 

gr ol 
ட ம்-ர ஆகும். 

x? y? 

செவ்வசு அதிபர வளைவின் சமன்பாடு ன் எம நத =1 

(அதாவது) x°—y' =a? என்றாகும். 

இதையே சம அச்சு அதர வளைவு (1004184671 hyperbola) 

என்றும் குறிப்பிடலாம். ் 

(xviii) ஒரு செவ்வக அதிபர வளைவின் மையத் தொலைத் தகவு 

ஒரு செவ்வக அதிபர வளைவின் சமன்பாடு = — 2 = 1 
a : 

ஆகும். 
ஃ @=a" (e*—1) 

e—l=1 5 e=2 

ச ஆகும், 
\ 

ஒரு . செவ்வக அதிபர வளை4ின் தொலைத் தொடுகோடுகளின் 

சமன்பாடு 

8 

2-3 -7% ஆகும்,
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(அதாவது) - = x 

(அதாவது])] - 34ம் ந ஜும் ஆகும். 

செவ்வக அஇபர வளைவில், தொலைத் தொடுகோடுகள் ஒன்றுக் 
கொன்று செங்குத்தாக இருப்பதால், இவற்றையே %, ஆயங் 

களாகக் கொண்டு அதிபர வளைவின் சமன்பாட்டைக் காணலாம். 

(xix) தொலைத் தொடு கோடுகளை %, 7 ஆயங்களாகக் கொண்ட 
செவ்வக அஇ.டர வனைவின் சமன்பரட்டைக் காணல் 

தொகைத் தொடுகோடுகளே, %, நற ஆயங்களாகையால், 
அவற்றின் சமன்பாடு ந--0, 0 ஆகும். 

  

  
& 

A 6 45414 ட 

_ N 

படம் 63 . NX 

அவற்றின் கூட்டுச் சமன்பாடு 0-0 ஆகும் 

“அதிபர. வளைவின் சமன்பாடு 2-8 ஆகும் (% ஒரு 

நிலையெண்) 

அதிபர வளைவின் குறுக்காயத்தின் நீளம் 28 எனின், 04-08 

4-ன் ஆயத் தொலைகள் (2 7/4 

- (அதாவது) 4 008 45°, asin 45° 

( rol ) 8 a அதாவது V2 9 v2 
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3 என்பது கீ வழிச் செல்வதால்,. 

8 

  

ப வத 
4/2 6/2 

a 
nk gs 

செவ்வக அதிபர வளைவின் சமன்பாடு நு -- > 

இனி, உச - 2 எனக் கொள்ளின், 0-2” என வரும், 

(xx) துணை அலகு சமன்பாடு 

xy=e? சமன் பாட்டில், 3 20) 3 = என  ஈடாக்கன், 

பொருந்துவதாகப் பார்க்கிறோம். எனவே [-ன் அனைத்து மதிப்பு 

களுக்கும், (௬) புள்ளி செவ்வக அபர வளைவின்மேல் 

இருக்கும், இப் புள்ளியை ₹*/” எனக் குறிப்பிடுவது மரபு. 

பயிற்சி 4-1. 
பரவளைவு (87௨௦18) 

1, (2,3) ஐ உச்சியாகவும், (0, 3) ஐக் குவியமாகவம் கொண்ட 

பர வளைவின் சமன்பாட்டைக் காண்க. அதன் நேரகலம் 
என்ன? [விடை : (9-3)“--$ 6-2) ; 8] 

2. &ழ்க்காணும் சமன்பாடுகளை நியம வடிவத்தில் எழுதி 
அவற்றின் உச்சி, குவியம், இயக்கு வரை, அச்சு ஆகிய 
வற்றைக் காண்க, 7 

(ு ஊ-34.ஒ4:140 ரலிடை: 18, de) 3 FCs Hs 
yah; x=] 

(ii) y?—4x+4y+7=0 [aonr.: V(2, —2); F(Z, —2); 
x=—}; y=—2] 

(iii) x?-—3y+3=0 [விடை: 10, 1); 7004) ; 3-3; 
x=
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(iv) y?—8x—8y+8 =-0 [விடை; 1(-1,4); 721,454); 
x=—3; y=4] 

(௫) 4x°+4x-+4y49=0 [விடை 1 V(—}s —2); 
7-3, 5 5-1) உக] 

3%_-மு 17-0 என்னும் கோட்டிலிருந்தும், (1,--2) என்ற 

புள்ளியிலிருந்து எப்பொழுதும் சம தொலைவில் இருக்கும் 

படி இயங்கும் புள்ளியின் இயங்கு வரையைக் காண்க. 
[விடை : 1622-2420. .9ர2-92%-.15-ட76-0] 

பயிற்சி 4-2. 
நீன் வளையம் (1411108௦) 

9,436 என்னும் நீள் வளையத்தின் குவியங்கள், 
மையத் தொலைத் தகவு ஆகியவற்றைக் காண்க, 

1 எல, ரீக. (விடை: (02 ஆல) 1 75) 

16%”-125)*-400 என்னும் நீன் வளையத்தின் அச்சுகளின் 

நீளம், மையத் தொலைத் தகவு, குவியங்கள், இயக்கு 

வரைகள் ஆகியவற்றைக் காண்க, 

[விடை : 10; 8;'.8-₹6; (30); 3%-25-(] 

ஒரு நீள் வளையத்தின் குவியம் (- $, 1) ; ஒத்த இயக்கு 
aor x-yt+3=0, மையத் தொலைத் தகவு 4 எனில் 

அதன் சமன்பாடு என்ன? 

[விடை : 7x?+T7y?+2xy+ 10x —10~y+7=0] 

நியம வடிவில் உள்ள ஒரு நீள் வளையத்தின் நேரகலம் 
5 அலகுகள். அதன் மையத் தொலைத் தகவு - £ எனில், 

அதன் சமன்பாட்டைக் காண்க. 

4 2 4 32 

(விடை: ஆம அர - 1] 
ஒரு நீள் வளையத்தின் குவியங்கள்(3, 0); (-3, 0) ஆகும், 

அதன் மையத் தொலைக் தகவு 1 எனில், அதன் சமன்பஈடு 
என்ன? x? y 

E + oF = ப்
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6, 
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ழ்க் காணும் சமன்பாடுகளை நியம வடிவில் எழுதி, அச்சு 
களில் நீளம், மையத் தொலைத்தகவு, மையம், உச்சிகள், 
குவியங்கள், இயக்கு வரைகள் ஆசியவற்றைக் காண்க, 

(i) 7x°+4y?—14x+40y+79 =0. ட 

[விடை: a=J/1b=2; 

e=/f2li, e(l, ~ 5); 

AQ, -5+N7)3 AA, 5-0) 
8(1, -54,73); 50, —5— V3); 

“571 /3;] 
(ii) 9x?-416y?+-36x—32y—92 = 0 

[விடை! ௭-4, 6-3; ௪-,/7/4; 

௦(-2, 1); A(2,1); .4/(-6, 1); 

S(-2+/7, 1); S(—-2—J7, 1); 

16 
Roe Dt ரர t= Dt A 

ஒரு நீள் வளையத்தின் மையம் (2, 3) ; குவியம் (3, 4) ; 
மையத் தொலைத் தகவு 1 எனின், அதன் சமன்பாடு 

ச , 31/7 (x+y—5)* _ 
என்ன? (விடை: 16 + 12 = பு 

(-3; 0), (3, 0) என்னும் புள்ளிகளிலிருந்து ஒர் இயங்கும் 
புள்ளியின் தொலைகளின் கூட்டுத் தொகை அப் புள்ளியின் 
எல்லா நிலைகளுக்கும் 8-க்குச் சமமானால், அப் புள்ளியின் 
இயங்கு வரை யாது? 

x? y _ 

| ston: Te + — = 1| 

கொடுக்கப்பட்ட நீளமுடை ஓர் இரும்புத் துண்டு தன் 
முனைகள் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தா: உள்ள இரு 

நேர்கோடுகளின்மேல் நகரும் வண்ணம் இயங்கினால், 
அதன் மீதுள்ள ஏதேனும் குறிப்பிட்ட புள்ளி ஒரு நீள் 
வளையத்தை வரையும் என நிறுவுக.
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பயிற்சி 4-3. 
அதிபர வளைவு (133/ற21%௦18) 

ஓர் அதிபர வளையத்தின் குவியம் (1, 1) ; ஒத்த இயக்கு 
வரை 2%--1 ; மையத் தொலைத் தகவு 3 எனின், 
அதன் சமன்பாடு என்ன? [விடை s 7x?+12xy 

—2y?—2x+4y—7=0] 

ஒரு செவ்வக அஇபர வளைவின் குவியம் (1, -2) ; அதன் 

ஒத்த இயக்கு வரை %--நற--2 எனின், அதன் சமன்பாடு 

என்ன? [விடை > 2xy—2x—8y—1=0] 

ஓர் அதிபர வளைவின் மையம் (2, 1). அதன் குறுக் 

சாயம் % அச்சுக்கு இணையாக 6 அலகுகள் நீளம் கொண்டு 
உள்ளது; அதன் துணை ஆயம் 8 அலகுகள் ஆகும். அதன் 

சமன்பாட்டைக் காண்க, அதன் மையத் தொலைத் 

தச௫வு, குவியங்கள், உச்சிகள், இயக்கு வரைகள், தொலை 

தொடு கோடுகள் ஆகியவற்றையுங் காண்க. 

127 _ GHW a, gn 3: [விடை ; 9 i6. = 1; e= x3 

: — 19 இயக்குவரை % - - ஏ அல்லது- 5 

4 

y-l=yrt 3 (x+2)| 

162-144 என்னும் அதிபர வளைவின் மையத் 

தொலைத் தகவு, நேரகலம், தொலைத் தொடுகோடுகளின் 
சமன்பாடுகளைக் காண்க. [விடை; ச-$; 4$; 

2- 132] 

கீழ்க்காணும் அதிபர வளைவுகளின் மையத் தொலைத் 
தகவு, மையம், உச்சிகள், குவியங்கள், இயக்கு வரைகள், 

தொலைத் தொடுகோடுகள், துணையிய அதிபர வளைவு 

ஆகியவற்றைக் காண்க, 

(i) எடரோடிஃபுரழ௮0 
x-+-2)? —1) 

[கிடை : Gr Pa = 1; a=2; 

b=J/2;ae=J6,
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ச -38; 2-2), 400) 94-42; அ 6, 
S(—2- /6,1) ; இயக்கு வரைகள் $-.- 242 76 

தொலைத் .தொடுகோடுகள் ந--1 - -- 4 (x +2) 

நேரகலம் - 2; கணையிய அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 

ழா ம, 
2 40 

(11) 4x?—y?+2y+3=0 

_ 4 3 . விடை? x? if 3: =1;a=2;b=1; 
1 4 

ge=J5;e=/5/2; C(0,1) ; A(0,3), A/(0,—1), 
8(0, 17/5), 20, 1-5) 
இயக்கு வரைகள் ந--1--4,75; தொலைத் தொடு 
கோடுகள் 9 - 1-2: நேரகலம்-1; 

துணையிய அதிபர வளைவு ் = ட 1 } 

6. 9x? 16y?4+72x—32y—16=0 aterm அதிபர வளைவின் 
மையம், மையத் தொலைத்தகவு, குவியங்கள், இயக்கு 
வரைசுளைக் காண்க. 

2 2 

[விடை : a _ a =1. (-4,-1) oow 

மாகும், 2-5/4 51, -15; S(—9, —1) Scr Quse 
acne Sx+4=0; Scr Qwagacor 5x+36=0] 

7. மையத் தொலைத் தகவு2 ஆக உள்ள அதிபர வளைவின் 
குவியங்கள் (--2, 3) ; (2, 5) ஐகும், அதிபர வளைவின் 

சமன்பாடு யாது? உச்சிகளின் ஆயத் தொலைகளையும் 
காண்க. 

விடை : பர, ஜய 2 ப விரி A(—1 33) a= 5 ன் 4 ( 3 

A’(1, 44) Quié@ arcopaor 8x+4y=11; 8x-+-4y=21]
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8. 

11. 

14. 

(—3, 0); (3, 0) என்னும் புள்ளிகளிலிருந்து ஓர் இயங்கும் 
புள்ளியின் தொலைகளின் வேறுபாடு அப் புள்ளியின் 
எல்லா நிலைகளுக்கும் 4-க்குச் சமமானால், அப் புள்ளியின் 
இயங்குவரை என்ன 2 விடை: x _ vy _1 

4 5 

ஒரு அதிபர வளையத்தின் மையத் தொலைத் தகவு ௪ ஆகும், 

அதன் துணையிய அதிபர வளைவின் மையத் தொலைத் 

குகவு ௪, எனின், ௮ + அஃ என நிறுவுக. 
ல 1 

(5,3) புள்ளி வழிச் செல்லும் ஓர் அதிபர வளைவின் 
மையம் (1, 2) தொலைத் தொடு கோடுகள் (2%-3ழ)-0, 

3%--27-0 என்னும் கோடுகளுக்கு ஒரு போகானவை 

எனின், அதிபர வளைவின் சமன்பாடு என்ன? 

[விடை : (2x+3y—8) (3x—2y4-1)=110] 

2%7-2-0-3%-)0 என்னும் அதிபர வளைவின் தொலைத் 
தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு என்ன 2 

[oor + 2x°4+2xy—3N+y—2=0] 

3x95 xy—IyH17 xfyt14=0 oreirgynd 9 Bug aster 
வின் தொலைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு என்ன ? 

(விடை : 33--5 2172-1100] 

ஒரு செவ்வக அதிபர வளையின் குவியம் ஆதியாகும், 

அதன் ஒத்த இயக்கு வரை %--ந-/-1-0 எனின், அதன் 

தொலைத் தொடுகோடுகளின் சமன்பாடு காண்க. 
[ofoor. t xy+x+y+1=0] 

ஓர் அதிபர வளைவின் sucrur@ 2Xx°+5xy+2y*+4x 

1-0 அதன் துணையிய அதிபர வளைவின் சமன்பாடு 

என்ன.? [விடை... : 2x? Sxy+2y?+ 4x+5y+5=0] 

ஓர் அதிபர வளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகள் 

4-0) 4-3 1-0 ஆகும், இவ் வளைவரை 
(-1,2) வழிச் செல்லின், இதன் துணையிய அதிபர 

வளைவின் சமன்பாடு என்ன ? 

[விடை : (22-44) (4341) 4:12-0] 

 



5. கூம்பு வளைவுகள் (தொடர்ச்ச) 
பொதுவான பண்புகளும், 

பலன்களும் 
Conics (Continued) 

Common Characteristics and Results 

1. முந்திய அதிகாரத்தின் கூம்பு வளைவுகளின் வரையறை, 

பரவளைவு, நீள் வளையம், அஇுபர வளைவு, துணையிய அதிபர: வளைவு, 

செவ்வஃ அதிபர வளைவு ஆகியவற்றின் சமன்பாடுகள், இவற்றின் 

முக்கிய பண்புகளைப் பற்றிப் படித்தோம். 

இவ்வதிகாரத்தில், கூம்பு வளைவுகளின் பொதுவான பண்பு 
கள், அவற்றிற்குரிய பலன்கள் ஆகியவற்றைப் பெறுவோம். 

பலன்களை நீள் வளையத்தைச் சார்ந்து பெறுவோம். 

நீள் வளையத்தின் சமன்பாட்டின் நியம வடிவம் 

x ் 
த ன -1 ஆகும். 

இச் சமன்பாட்டில் மீ-க்குப் பதில் -” ஐ ஈடாக்க, 
2 2 

<5 - ஆ - 1 என அதிபர வளைவின் சமன்பாடு வருவதால், 

நீள்வளையத்துக்கு நிறுவப் போகும் பல முடிவுகளில் £5-க்கு பதில் 
_ம்* ஐப் பிரதியிட்டு வரும் முடிவுகள் அதிபர வளைவிற்குப் 
பொருந்துவதாகும்.
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மேலும் ம”-க்குப் பதில் ஐ ஈடாக்க, 28-7௦ என ஒரு 

வட்டத்தின் சமன்பாடு வருவதால், நீள் வளையத்திற்கு நிறுவப் 

போகும் சமன் பாடுகளில் ம்”ஃகீகுப் பதில் ர் ஐப் பிரதியிட்டுவரும் 

முடிவுகள் ஒரு வட்டத்திற்குப் பொருந்தும், 

பரவளைவிற்குரிய முடிவுகள், நீள் வளையத்திற்குப் பின்பற்றும் 
முறையைப் பின்பற்றி நிறுவலாம். 

ot
e 

12.
 = a 

ஆகவே, நாம் அநேக முடிவுகளை St, a * 1 என்னும் 

நீள் வளையத்திற்குப் பெறுவோம். 

x? y? 

௨. 3727-0 என்னும் கோடு ற் = 1 ஐத் தொடு 

வதற்குத் கேவையான நிபந்தனை யாது ? 

இரண்டு ச்மன்பாடுக விலிருந்தும் ந ஐ நீக்கு 

அ ரதி! a 1 எனப் பெறுகிறோம். 

2 a {1 m 2 mex ce" _1\ <0 
(அதாவது) x (ae + =) + $i + |e =   

(அதாவது). (“ட சாடி) 2 மனி உமி (2--65)-0 ஆகும். 

இது 3-ல் இரு படிச் சமன்பாடாகும், இதிலிருந்து, 

2 3 

Y=MX+C YOTS 3 ள் ae -1 ஐ வெட்டும் இரு புள்ளி 

களின் % ஆயத் தொலைகளை நாம் பெறுகிறோம். 

3720-0, ஒரு தெொடு வரை ஆவதற்கு, இவ்விரு புள்ளி 
களும் இணைய வேண்டும். (அதாவது) மேற்கூறிய சமன்பாட்டின் 

இரு மூலங்களும் சமமாக வேண்டும். 

இதற்குரிய நிபந்தனை, 
4m? c? ai =4 a® (c?—b*) (b?-++-0° +m") 

(அதாவது) c= am? 4-5?
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அகவை ற mx + atm? £6" காடுகள் ஈன் அணைத்து 

a 

மதிப்புக்கும் 3 + i = oe வளையத்தைத் தொடும். 

் x? y? 

Ger i: y=mx=c orevepib Gar@ an ௩-1 

என்னும் அதிபர வளைலைத் தொடுவதற்குரிய நிபந் தனை 

நட ட்டம் என்பதாகும், ் 

களை 2: 3-2 என்னும் கோடு x+y? =a" என்னும் 

வட்டத்தைத் கொடுவததற்குரிய நிபந்தனை 

Cat JAm+a? = ta alee என்பதாகும், 

களை 8: ந. 0-௪ என்னும் கோடு y=4ax என்னும் பற 

வளைவைத் தொடுவதற்குரிய நிபந்தனை 

ge ம் ட ஆட அவி 

8 ச 4 7. Y=mx + —— erevepnh Gar@ y?=4ax என்னும் பர 

வளைவை ஈடன் எல்லா ர ஜதக்கைகளி னு தாடும், 

9. குத்துத் தொடு கோட்டு வட்டம் (101760107 017016) 
தம்முள் செங்குத்தான நீள் வளையத்தின் Saran a ஒரு 

வட்டத்தில் வெட்டும், 

y=mxt gear ்£ (1) என்னும் கோடு, ஈடன் எல்லஈ மதிப்பு 
களுக்கும் ட + ay ௪1 என்னும் நீள் வளையத்தைத் தொடு 

கிறது, 

இதற்குச் செங்குத்துத் தொடுகோடு 
1 a? 

pam te Be mb சிதா * ச” ஆகும், 

y-mx = Jam®+5i we (4) 
AG MYT = Ja +b'm* BEd, . ve (Hi)
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(i), (ii) ஆயெவற்றை வர்ச்கங்கண்டு கூட்டிக் கொள்ள, 

(1--m?)x? + (1+-m?)y? = a(1+-m?) + 614m’) 
xy? = a+? எனவரும். 

இச்சமன்பாடு (1), (11) ஆகியவற்றிலிருந்து பெறப்பட்டதால், 

அவற்றின் வெட்டுப் புள்ளிகள் எல்லாவற்றின் வழியாகச் செல் 

லும், மேலும் ராஐ நீக்கிப் பெறப்பட்டதால், இது எல்லா வெட்டுப் : 

புள்ளிகளுக்கும் பொருந்தும், 

இது ஒரு வட்டமாகும். இது குத்துத் தொடு கோட்டு வட்டம் 

எனப்படும், இதன் மையம், நீள் வளையத்தின் மையமாகும். 

ஆகவே நீள் வளையத்தின் சூத்துத் தொடுகோட்டு வட்டம் 

(Director circle) x?--y? =a?+-D? sroiru grew. 

x? a 

ஈளை 1. %- 
தொடுகோட்டு வட்டம் 22-நூ 2-2 என்பதாகும். 

௪ 1 என்னும் அதிபர வளைவின் குத்துத் 

இளை 2. 393 என்னும் வட்டத்தின் குத்துத் தொடு 

கோட்டு வட்டம் 78--]?- 27-1- 4” 224 ஆகும், 

களை 8, ர£-42% என்னும் பரவளைவிற்கு வரையும் குத்துத் 

தொடு கோடுகளின் சந்திப்பு $--2-0 என்னும் அதன் இயக்குவரை 

(011௦0712) ஆகும். 

[குறிப்பு : கிளை 9-ன் பலனைத் தனியே செய்து காணவும்.] 

4, குவியங்களிலிருந்து, நீள் வளையத் தொடு வரை ஒன்றுக்கு 

வரையும் ஓ 9.7 என்னும் கூத்துக் கோடுகளின் அடிகள் yy! 

என்டன துணை வட்டத்தில் அமையுமேன நிறுவுக. 

தொடுவரையின் சமன்பாடு 

yeamx+ Jam +b? என்க் கொள்ளலாம். we (i) 

நி (ச 0) வழி இத் தொடு வரைக்கு வரையும் நேர் குத்துக் 
கோட்டின் சமன்பாடு 

yun ae +k aod கொள்ளலாம்,
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- , _ சச . 
இது (2௪, 0) வழிச் செல்வதால், % = “ஆ. என ஆகும். 

  

  

(அதாவது) ஈ3-ட% - ரச ஆகும். (11) 

(i), (ii) சமன்பாடுகளிலிருந்து ஐ அகற்றின், ;ந-ன் இயங்கு 

வரை வரும். 

(i), (ii) சமன்பாடுகளின் வர்க்கங்களைக் கூட்டின், 
(2-௦) (ு-2)” - பீரம் ரச என்றாகும். 

(அதாவது) %”(1-டஈ15)-0 321-டஈ2) -23(1-ட3) என்றாகும். 

ல. x?+y?=a? 

இது நீள் வளையத்தின் துணை வட்டமாசூம் (&யூர11கரரு 04016) 

x? 2 ப . - 

இளை 1. = o * 1 என்னும் அதிபர வளைவிற்கு S, S! 

என்னும் குவியங்களிலிருந்து தொடு வரை ஒன்றுக்கு வரையும் 
நேர்குத்துக் கோடுகள் 51, 57 17 எனின், 17 17 புள்ளிகள் துணை 
வட்டத்தில் அமையும் 

களை 2. நீள் வளையத்திலும், அதிபர வளைவிலும், 
77, 5177-22 ஆகும். 

இளை 8. ]£--42% என்னும் பரவளை யத்தின் தொடு வரைக்கு, 
லிருந்து நேர்குத்துக் கோடு வரையின் அதன் அடியின் நியமப் 
பாதை உச்சியிடத்துத் (761160) தொடு வரையாகும்.
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3 3 ல் 

5. a + a = நீள் வளையத்தின் (2, ர.) என்னும் பள்ளி 

யிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு (71'8ுதரர் ஈர் க point on the 
Ellipse). 

ஒரு வளை வரையின் தொடுகோட்டின் சரிவு, அப் புள்ளி 
யிட dy\ . . ் 
SB | a jar மதிப்பாகும். 

2 a 

+ pl | 
5 

IS
 

>
 a 

இதற்கு %ஐ ஓட்டிய வகைக்கெழு காண, 

ax 4 ay ௩0 என வரும்* 
சா 25 ஐ 

. dy _ bx ் 
ee de = ay ஆகும். 

உர் ட தரர் அதர 
ee (%) = ay, ஆகும். 

(0 y,) 

(20டி20 என்ற புள்ளியில் தொடு கோட்டின் சமன்பாடு, 
: b°x. . . 

yay ௬ ௭௮ ay, (X—X,) என்றாகும். 

Xx yy x வ ட 
(அதாவது) உர் ல Gr tea = 1 [ஏனெனில் 

(டர) நீள் வளையத்தில் இருப்பதால்] 

  

உ (30 என்ற'புள்ளியிடத்து, தொடுவரையின் சமன்பாடு) 

oat a ௪ 1 ஆகும். 
e 

(agi: நீள் வளையத்தின் சமன்பாடு 

= x த் லு = eee i} f= a pr — 1=0 (1 

எனக் கொள்ளின், தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 

26
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பொதுவாக, எந்த இரு படி வளைவரையிலும், எல்லா உறுப்புகளை 
யும் இடது பக்கம் கொண்டுவந்து வலக பக்கம் பூச்சியமாகும் 

வண்ணம் எழுதிக் கொண்டு, இடத பக்கத்தை 4 எனக் குறிப்பிடு 

வது வழக்கம். 

5-ல் உள்ள 3ஐ 1, ஆலும், ந£ஐ ற, Baud, 2xya, xy,--x,y 
ஆலும், 2%ஐ 2-௨), ஆலும், 2;:ஐ ற-ட, ஆலும் பிரதியிட்டால், 

7 என்ற கோவை வரும், 7-0 என்பது (70 இடத்துள்ள 

தொடு வரையின் சமன்பாட்டைக் குறிக்கும். 

இவ்வாறு, S=ax?+ 2bxy+ hy? +2gx+2fyte=0' ag கூம்பு 
வளைவின் சமன்பாட்டைக் குறிப்பின் 

= பச 457) 1-0) ௪12) 370-012 - 0 
அக் “கூம்பு வளைவிற்கு (2, ந) இடத்துள்ள தொடுகோட்டின் 
சமன்பாடாகும். 

x? y? ௫ 

களை 1₹ zr -1 என்னும் அதிபர வளைவிற்கு அதன் : 

மீதுள்ள (%,,],) புள்ளியிடத்துள்ள தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 
xXx ‘ ' 3 = a -1 ஆகும். 

களை 2: 2-0” என்னும் வட்டத்திற்கு (2, ந,) என்னும் 

புள்ளியில் தொடுகோடு 2, -_9, 4 ஆகும், 

இதேபோல், x*+y?+2ex+42fy+c=0 என்னும் வட்டத் 
திற்கு அதன்மீதுள்ள (x, 3,) புள்ளியிடத்துத் ௦ தாடுகோடு 

220424௪022) -70 47) 1-2-0 ஆகும். 

கிளை 9: )”-48% என்னும் பரவளைவிற்கு (௩2, புள்ளி 
யிடத்துத் தொடுகோட்டின் சமன்பாடு 39, -28(%-,) ஆகும். 

8 வரை செங்கோடு (Normal toaCurve) - 

x? ் நடக் தம ல. ன் +i = 1 asa far வளையத்தில் (௨.2,) இடத்து 

வரைச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு காணல் 

VY, 829 இடத்துத் தொடுவரை 51 4 23 - ] ஆகும்,
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இதற்குச் செங்குத்துக் கோடு, 

a? b? 

ந... ற எனக் கொள்ளலாம். 
x, Vi - 

Qs (%,,9,) aps Qrdva gre, K=a°-b? 261d. 

“வரைச் செங்கோட்டின் சமன்பாடு 

ax bY _ 4 . 
——-—- = 7-B = 3G. 
x, y, AG 

இது போன்றே,-பிற வளைவரைகளுக்கும். வரைச் செங்கோடு 

காணலாம், 

x 2 2 * 

= + ு ௪ 1ஃக்சூ வரையும் தொடுவரை 
7, (Xs ற)-லிருந்து, 

- கவின் தொடு நாணுக்குச் சமன்மாடு காணல் 

27, 26 என்பன 2 என்ற புள்ளியிலிருந்து நீள் வளையத்திற்கு 

வரையும் தொடுகோடுகள் ஆகுக. 

தி     

இத் தொடுகோடுசளின் தொடு புள்ளிகளான 9, & என்ப 
வற்றின் ஆயத் தொலைகள் முறையே (7 37) ; (2,277) ஆகுக. 

ட xx! | yy! : 
இனி, ௦யிடத்துத் தொடுவரை -௨ + px BS. 

. xx” a 

R QrSH OstOaes, -- eo 1 ஆகும்,
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இவ்விரு தொடு வரைகளும் (2, 7.) வழிச் செல்லுவதால், 

xx, yy" 1) 
a? = ழ் =1 

eee ( 

/ . பச 

ல + a ௬ 1 என்றாகும். one (2) 

(1), (2)-லிருந்து 0 (2797), 8 (22) என்பன 

x: 20 y . . ; 
ae + ட் - 1-ல் உளவெனக் காணலாம். 

  08-ன் சமன்பாடு “1 -- a - 1 என்றாகும். 

. ex ச 

(அதாவது) 7- ட்ப + =! —1 = 0 ஆகும். 

8. ydiafuict QanséCanG (Polar of a point) 

vo அ "of ‘ ஜீரக 1 என்ந நிள்வளையத்தைச் சார்ந்த (20,])-ன் 

இசைக் கோட்டின் சமன்பாடு காணல் 

££ வழிச் செல்லும் யாதேனும் ஒரு கோடு நீள் வளையத்தை 

0, ௩ல் வெட்டட்டும். 0, & இடத்துத் தொடுகோடுகள் 
T (h, k) என்னும் புள்ளியில் வெட்டுவதாகக் கொள்வோம். ன் 

இயங்குவரையே £-ன் இசைக் கோடாகும், ் 

       1030 ட. ் 
uu 666 8 

இவ் வரையறை யொட்டி, 7-ன் இசைக் கோட்டைக் 

காண்போம். 

7(,) 7002)லிருந்து வரையும் தொடுகோடுசளின் தொடு 
நாண் ட £ ஆகும்,
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ஆகவே 08-ள் சமன்பாடு ர + = ௫ 1 ஆகும், 

ட «= Xk k 4y ட Dai (x7) வழிச் செல்லுவதால், 33: 4. 294 -1 என்றாகும், 
இக் கட்டுப்பாடு உண்மையாக, (/,9) என்பது எப்போதும் 

ae ச ம் 1 கோட்டில் அமைய வேண்டும். 

XxX yy , + out,   ASCH, (Xj, y,)-or FZorGarGs 

(grag) T= ae ++ 2 1 ௪0 ஆகும். 

குறிப்பு 11 கொடுத்த வளைவரையின் சமன்பாடு 5-0 ஆனால், 

(3) இடத்துத் தொடுவரை (2, ],)-லிருந்து வரையும் தொடு 
கோடுகளின் தொடு நாண், (2, ),)-ன் இசைக்கோடு ஆகியவற்றின் , 

சமன்பாடு ஒன்றுபோல் இருப்பதைக் காணலாம், எல்லாவற் 

றின் வடிவமும் 7-0 ஆகும், ஆனால், வடிவம் ஒன்றானாலும், 
இவை வேறுபட்ட கோடுகள் ஆகும். ஏனெனில் (3) நீள் 
வளையத்து இருக்கும்போது ஒரு மதிப்பும், வெளியே அல்லது 

உள்ளே இருக்கும்போது வேறு மதிப்பையும் பெறும், ' 

மேலும், (2,, 7) நீள் வளையத்தின் வெளியே இருப்பின் அதன் 
இசைக்கோடு தொடு நாண் என்பதும், (%,,],) நீள் வளையத்தின் 

உள் இருப்பின் அதன் இசைக்கோடு (௩3,) இடத்துத் 

தொடுகோடு என்பதும் கருத்திற் கொள்க. 

[குறிப்பு 8: குறிப்பு 1-ல் கூறியவை' எல்லாம் மற்ற கூம்பு 
வளைவுகளுக்கும் பொருத்தமானதேயாகும்.] 

கிளைத் தேற்றம் : சூவியத்தின் இசைக்கோடு இயக்குவரையாகும். 

(1) நீள்வளையம் $ என்ற குவியத்தின் ஆயத் தொலைகள் 

(௪ 0) ஆகும். 

ஃ, (25, 0).ன் இசைக்கோடு, 222 3. ட ரீ 

(அதாவது) % - = 

இது 5-ன் ஒத்த இயக்குவரை யாகும், _
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(ii) பர வளைவு 4 

குவியத்தின் ஆயத்தொலைகள் (ர 0) ஆகும். 

ஃ  (டி0)-ன் இசைக்கோடு ]”0--2ஈ(2--6) ஆகும். 

233௧௨0 

இச் சமன்பாடு பர வளைவின் இயக்குவரையின் சமன்பாடாகும், 

பயிற்சி 5-1. 
பர வளைவு 

1. y?—-12x—2y—23=0 என்னும் பரவளைவிற்கு (1, 7) 
என்னும் புள்ளியில் வரையும் (1) தொடுகோடு, 
(11) வரை செங்கோடு ஆகியவற்றின் சமன்பாட்டைக் 

காண்க, [விடை : ----6--0; %-_-8--0] 

2. ஒரு பர வளைவில், £,, ர, என்னும் புள்ளிகளை இணைக்கும் 
நாணின் சமன்பாடு காண்க. . 

[வீடை :ர (ட) -2 (22-87, 1] 

3. குவிய நாண் நுனிகளிடத்துத் தொடு வரைகள் இயக்கு 

வரையில் ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தாக வெட்டிக் 
கொள்ளும் என நிறுவுக. 

4. ஒரு பர வளைவிற்கு வரையும் தொடுகோடு அச்சுடனும், 

தொடு புள்ளி வழி வரையும் தொடுகோடு குவிய நாணு 
டனும் சமகோணங்கள் உண்டாக்குகிறது என நிறுவுக. 
[இது தான் பரவளைவின் பிரதிபலிக்கும் பண்பு (1௩61160- 

1176 றா0றர(3) : எனப்படும், இதிலிருந்துதான் focus 
என்ற பெயர் வந்தது.] 

5 நேரகலத்தின் நுனிகளில் வரையும் தொடுகோடுகள், 

இயக்குவரை, அச்சு ஆகியவை ஒரு புள்ளி வழிக் கோடு 
கள் என நிறுவுக, 

6. 7யின் இசைக் கோடு ட வழிச் செல்லின், 0-ன் இசைக் 

கோடு 7 வழிச் செல்லும் என நிறுவுக, 
[விடை 7ஃயும், 0-யும் துணையிய புள்ளிகள் எனப்படும்.] 

7. ந” --4மஜ ஐச் சார்ந்து, 42-39. 0-0 என்னும் கோட்டின் 

இசைப் புள்ளியைக் காண்க, 

  Cc 2a B
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8. 

wo
 

ற” 48% ஐச் சார்ந்து 4-1 39-0-0 வின் இசைப் புள்ளி 
Al x+B y4+C=0 என்னும் கோட்டில் அமைந்தால், 

A’ x+B y+C'=0 என்னும் கோட்டின் இசைப் புள்ளி 
Ax+By+C=0 வின் மேல் அமையுமென நிறுவுக, 

[விடை : இப்பொழுது Ax=By+C=0-aib, 
4/2 தீர-0₹-0-வும் துணையியக் கேடுகள் 

எனப்படும்... துணையியக் கோடுகள் ஆவதற்கு 

நிபந்தனை 40:-..40-2 44821 ஆகும்] 

பயிற்சி 5-2. 
நீள் வளையம் | 

16%”-ந”-16-0 என்னும் நீள் வளையத்திற்கு, (1,-2./3) 
என்னும் புள்ளியிடத்து (1) தொடு கோட்டையும், வரை 

செங்கோட்டையும் காண்க, [விடை :4%- /3)-8-0; 

= Nv 
yr2/3 =— x (x—4)] 

13 x?43y? -2 66-24 ந-1.22-0 என்னும் நீள் வளையத் 
இற்கு சரிவு (81006) 2 ஐக் கொண்ட தொடு கோடுகளை 

ஒரு நீள் வளையத்தின்மீது ஏதேனும் ஒரு புள்ளியில் 
வரையும் தொடுகோடு, தொடு புள்ளியைக் குவியங் 

களுடன் சேர்க்கும் குவிய ஆரங்களுடன் சமகோணங்களை 

ஏற்படுத்துகிறது என நிறுவுக. 

ஒரு நீள் வளையத்தில் 7 என்னும்.புள்ளியிடத்து வரையும் 
தொடுகோட்டின்மீது 5 என்ற குவியத்திலிருந்து 

- வரையப்படும் செங்குத்துக் கோடு மையத்தையும் 7௩யும் 

இணைக்கும் கோட்டை ,5-க்கு ஒத்த இயக்கு வரையில் 

சந்திக்குமென நிறுவுக. [அதாவது, 6 51 இயக்கு 

வரை ஆகியவை, ஒரு புள்ளி வழிக் கோடுகள் ஆகும்.] 

x? ந 2 . 

ax ஆ -1 என்ற நீள் வளையத்தில் 7? இடத்துத் 

தொடுவரை, நெட்டச்சு நுனிகள் 4, 4! ]இட்த்துத் 
தொடு வரைகளை முறையே 4, 44 புள்ளிகளில் வெட்டின் 

44 41நரீ-த்* என நிறுவுக, ன் 

பரவளையப் பகுதியில் கொடுத்துள்ள 6, 7; 8 எண்ணுள்ள 
கணக்குகளை நீல் வளையத்தைப் பொருத்திச் செய்யவும்,
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றம: என்னும் விட்டத்திற்கு ஒரு போகான நாண்களின் 

நடுப் ள்ளிகள் இயங்கும் வரை நு - -- அட x on 

நிறுவுக. 

y=mx, y=m'x. Bair வளையத்திற்கு துணையிய விட்டங் 

  களாக அமைவதற்கு 1887 - - ஆக வேண்டும் என 

நிறுவுக. 
[இரு விட்டங்களுள் ஒன்று மற்றதற்கு ஒரு போகான 

நாண்களைச் சமமாகப் பிரிப்பின், இவை துணையிய 

Atiissor (conjugate diameters) sroru@id. இத் 

a’ 

SO5u ML aad y=mx, y=m'x எனின் 1188” - 2 

ஆகும், ] 

பமிற்ரி 5-3. 
அதிபர வளைவு 

16%92-9]7.-128 %- 54 ற-131-0 என்ற அதிபர வளை 

விற்கு (1, 0) என்னும் புள்ளியிடத்து (1) தொடு கோட் 

டையும் (11) வரை செங்கோட்டையும் காண்க. 

[விடை : 20 -9)-5-0, ந -$_ (2-1)] 
2%-]”-1 என்னும் அதிபர வளைவிற்குச் சரிவு 2 உள்ள 

தொடு கோடுகளைக் காண்க. [Moor : y=2x+ 1] 

ஓர் அதிபர வளைவின் தொடுகோடு, தொடு புள்ளியைக் 
குவியங்களுக்கு இணைக்கும் குவிய ஆரங்களுடன் சம 
கோணங்கள் ஏற்படுத்துகிறது என நிறுவுக.- 

(1,2); (—2,—1); (—1,—2) ஆய புள்ளிகள் 28-32 
என்னும் அதிபர வளைவைச் சார்ந்து தம்முள் துணையியப் 
புள்ளிகள் (8618 ௦௦11028418 ௦1118) என நிறுவுக. 
[(அதாவது/ ஒவ்வொரு பக்கமும் அதன் எதிர் உச்சிக்கு, 

* அதிபர வளைவைச் சார்ந்து, இசைக் கோடாகும் என 
நிறுவ வேண்டும்.] 

அறிபர வளையத்துப் புள்ளி ஒன்றிலிருந்து, தொலைதொடு 
கோடுகளுக்கு வரையும் நேர்குத்துக் கோடுகளின் 
பெருக்குத் தொகை மாரு ராசியாகுமென நிறுவுக.
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6. 

10. 

12. 

27 

லிருந்து தொலைத் தொடுகோடு ஒன்றுக்கு வரையும் 

நேர்குத்துக் கோட்டின் அடி, ஒத்த இயக்குவரை, துணை 
“வட்டம் ஆகியவை ஒரே புள்ளியில் வெட்டிக் கொள்ளு 

மென நிறுவுக. 

அதிபர வளையத்து நாண் ஒன்று அதிபர வளையத்தை 

ழ், 7/ புள்ளிகளிலும், தொலைத் தொடுகோடுகளை K, ர 

களிலும் வெட்டின், 72-17 என நிறுவுக., 

ஓர் அதிபர வளைவின் தொலைத் தொடுகோடுகளுக்கு 

இடைப்பட்டிருக்கும் ஏதேனும் ஒரு தொடுகோட்டின் 

பகுதி தொடு புள்ளியில் இரு சமமாகப் பிரிக்கப்படு 

இறது என்றும், அப்பகுதி தொலைத் தொடுகோடுகளுடன் 

உண்டாக்கும் முக்கோணத்தின் பரப்பு ஒரு மாறிலியாகு 

மென்றும் நிறுவுக. 

ஒரு செவ்வக அதிபர வளைவில் /,, 7) என்னும் புள்ளிகளைச் 

சேர்க்கும் கோட்டின் சமன்பாடு 4] 6 6 (0) 

எனக் காட்டுக. 

பரவளையப் பகுதியில் கொடுத்துள்ள; 6, 7,8. எண்ணுள்ள 

கணக்குகளை ஓர் அதிபர வளைவைப் பொருத்திச் செய் 

யவும். 

, நர விட்டத்திற்கு ஒருபோகான நாண்கவின் நடுப் 

  
புள்ளிகள் இயங்கும் வரை $- + a என BD Maye. 

நூ, ந 81% ஆகிய விட்டங்கள் அதிபர வளைவிற்குத் 
2 

துணையிய விட்டங்களாக அமைவதற்கு mm! = i 

ஆக வேண்டும் எனக் காட்டுக,



6. வரைபடங்கள் 
(Graphs) 

1. g@ erader (function) தலையாய தன்மைகளை 

ஆராய்வதற்கு வாய்க்கும் ஒரு முறையானது வரைபட முறை 

(graphical ௦1௦0) எனப்படும். 

அச் சார்பைழ-7ீ (9) எனக் கருதுவோம், க்குப் பல மதிப்பு 

களைக் கொடுத்தால், அவற்றிற்கொத்த ரன் மதிப்புகளைப் பெறு 
வோம். அவ்வாறு பெற்ற 3, ந-களுடைய ஒத்த மதிப்புகளுக்கு 

ஏற்பப் புள்ளிகளைக் குறியிட்டு, அவற்றையொரு வளைவு கோட். 
டால் சேர்க்க, ௮ச் சார்புக்குரிய வரைபடம் அமையும், 

தொடர்ச்சி நிலை (௦011100005) உள்ள சார்பாயின், மாறி 
களுக்கு ஒத்துவரும் மதிப்புகளுக்கு முடிவில்லையாகும். ஆகவே 
குறிக்கக்கூடிய புள்ளிகள் அளவிலவாகும், ஆனால், எந்த வரை 

படத்திலும் இம்மாதிரியான புள்ளிகளுள், சார்பின் தன்மையை 
வெளிப்படுத்தும், ஒருசலவே குறித்துக் காட்டப்படும். 

(i) ன் யாதொரு மதிப்புக்கும் ஒத்ததாதிய நன் மதிப்பை 
அறிந்து கொள்ள இத்தகைய வரைபடத்தைப் . பயன் 
படுத்தலாம். ‘ 

(14) வரைபடம் % அச்சை வெட்டுமிடங்களில், அப் புள்ளி 
களின் % அச்சுத் : தூரங்கள் 7 (29 - 0 என்னும் சமன்பாட்டின் 

மூலங்களுக்குரிய மதிப்புகளாகும். 

(iii) கொடுத்த சமன்பாட்டில் சமன்பாட்டை, மாற்றாமல் 
ர-க்குப் பிரதியாக --] ஐ இட்டெழுத அமையுமானால், அவ



வரை படம் 2 அச்சின் இருமருங்கிலும் வடி.வொத்துக் காணப் 
படும். ந-ன் அடுக்கு இரட்டைப் படை எண்ணானால், இந் நிலைமை 

வாய்ப்பதாகும். 

(433) இவ்வாறே 3.ன் அடுக்கும் இரட்டைப்: படையாக இருந் “ 
தால், முன் சொன்ன நிகழ்ச்சிற அச்சையொட்டிக் காணப்படும். 

(V) க்கு றம், நக்கு ரூம் பிரதியீடு செய்ய, கொடுத்த 
சமன்பாடு மாற்றம் அடையாதிருந்தால் அவ் வரைபடம் : 

ஆதியைப்பற்றி வடிவொத்து நிற்கும், இவ்வகையில், வரைபட 

மானது 1ஆவது 3ஆவது கால் வட்டங்களில் அல்லது 2ஆவது 4 

ஆவது கால் வட்டங்களில் விளங்கும். நூ --1483, ந - 0௪ x8 

என்பவற்றின் வரைபடம் ஆதியைப்பற்றி வடிவொத்து நிற்கும். 

ஒரு வளைவரை இரண்டு அச்சுகளைப் பற்றியும் வடிவொத்து 

நின்றால், அது தன்னியல்பாகவே, ஆதியைப்பற்றி வடிவொத்து 

திற்கும். 

எடுத்துக்காட்டாக 3”--05-25 என்றதன் வரைபடமாகிய 
வட்டம் இத்தகு தன்மையுடையது. 

சமன்பாட்டைச் சோத்து, பின்வரும் வினாக்களை எழுப்ப, 
வளைவகையின் வடிவமைப்பையும், எல்லை மதிப்புகளையும் பற்றிய 
தகவல்கள் பேரளவுக்குக் கிடைக்கப் பெறும். 

(i) வரைபடம் யாதேனுமோர் அச்சைப்பற்றி வடிவொத்து 
விளங்குகிறதா? 

(ii) வரைபடம் ஆதியைப்பற்றி வடிவொத்து நிற்கின்றதா ? 

(iii) அது அ௮ச்சுகளை எங்கெங்கு வெட்டுகிறது ? 

(iv) yor மதிப்பைக் கற்பனையாக்குதற்குத் தக்கவாறு 
ன் மதிப்பு யாதேனும் உண்டா? இவ்வாறே ன் மதிப்பைக் 
கற்பனையாக்குதற்குத் தக்கவாறு நன் மதிப்பு யாதேனும் 
உண்டா? 

(v) xX அல்லது ந-ன் மதிப்பில் ஏதேனும் ஒர் இடைவெளி 
மதிப்புப் பெற முடியா வண்ணம் அமைகிறதா?
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(vi) உன் மதிப்புகளுள் எவையேனும் ந-ன் மதிப்பை 

அநந்த நிலை அல்லது முடிவிலி நிலைக்குக் கொண்டுபோகின்றனவா? 
அல்லது நன் மதிப்புகளுள் எவையேனும் ன் மதிப்பை அநந்த 
நிலைக்குக் கொண்டுபோகின்றனவா? 

(vii) ன் மதிப்பு மிகவும் பெரிதாகும்பொழுது, ந-ன் மதிப் 

பில் யாது நிகழும்? 

இனிக் கீழ்க்காணும் சார்புகளுக்கு வரைபடங்கள் அமைத்து 
அவற்றின் தன்மையை அறிய முற்படுவோம். 

2. (a) ன் வரைபடம் 9-௪ எனக் கொள்வோம். 

(1) சார்பானது சமச்சீர் தன்மை யற்றது. 

(11) 3௨ன் எல்லா மெய் மதிப்புகளுக்கும், நம் மெய் 
மதிப்பு எய்தும், ் 

(111) ஐ--௦ ஆகும்போது, 3:௦௦ 

2௦0௦ ஆகும்போது, 3-0 

ஆகவே % அச்சு - இசையில் வரைபடத்திற்குத் தொலை 
தொடுகோடாக அமைகிறது, 

(iv) ௨-0 ஆகும்போது, 3-1 ஆகும். 

Xu5G ஓத்த - மதிப்புகளை அட்டவணைகளிலிருந்து (785165) 

எடுத்து இரு தசமத்தானத் திருத்தமாகக் குறித்துக் கொள்க...ற, 
மதிப்புகளுக்குரிய புள்ளிகளைக் குறித்து அப் புள்ளிகளை வளைவரை 

யினால் சேர்க்கவும், 
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  ஈரா? 

“2° =] 0 1 2 
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(b) ec ampuLth y=e-* crord கொள்க. 

(1) சார்பானது சமச்சீர் தன்மை இல்லாதது. 

(li) ன். எல்லா மெய் மதிப்புகளுக்கும், ந-ம் மெய் 
மதிப்பு எய்தும், 

(iii) 2-௦ ஆகும்போது, 5-0 

20௦ ஆகும்போது, 3--0' 

ஆகவே % அச்சு, --௦ திசையில் வரைபடத்திற்குத் தொலை 
தொடு கோடாக அமைூறது. 

(9) 0 ஆகும்போது, ந-1 

x, க்குரிய மதிப்புகளை அட்டவணையிலிருந்து குறித்துக் 
கொள். 

e
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(c) log. 
y=log,.x எனக் கொள்க, 

(1) சார்பு சமச்சீர் தன்மை உடையது அல்ல. 

(11) 250 ஆனால்தான், ந மெய் மதிப்பு பெறுகிறது. 

(114) 2-0 ஆகும்போது, + — 00 

(41) 3-1 ஆகும்போது, ந-0, 

(7) 021 ஆகும்போது, ந எதிர் ராசியாகிறது. 

21 ஆகும்போது, ந நேர் ராரியாகறைது. 

(4) 2-௦ ஆகும்போது, ; 

ஆகவே, வ்ளைவரறை ந அச்சுக்கு வலப்புறமாகவே ந அச்சின் 
இரு இசைகளிலும் ௦௦ நோக்கிச் செல்கிறது. மேலும்,
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-௰ திசையில், $ அச்சு வளைவரைக்குத் தொலை தொடுகோடாக 

அமைகிறது. 
ik th 

iY 

  

2 படம் 69 

சூறிப்பு ! மடக்கைச் சார்பு (logarithmic function) 

அடுக்குக் குறிச் சார்பின் (exponential function) Gat wager 

தாகும் (inverse). 

y=logex ஆனால், 2.87 
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ஆகவே, -10த % அல்லது %-௮2ஃன் வரைபடமானது, 

அச்சுகளை ஒன்றிற்கு ஒன்றாக இடமாற்றஞ் செய்யுங்கால் y=e* 
என்னும் வரைபடமே யாகும். 

ற என்னும் கோட்டில் ந-௪ என்னும் வரைபடத்தின் 
பிரதிபலிப்பே ழ-10ஐஃன் வரைபடமாகும். 

(ய) சன் வரைபடம் 

3.௪2” எனக் கொள்க. 

(1) ஐ -% ஆக மாற்ற, சமன்பாடு மாறுவதில்லை. ஆகவே, 
ற அச்சுபற்றி வளைவரை சமச்சீர் உடையதாக அமைகிறது. 

(ii) “ன் எல்லா மெய் மதிப்புகளுக்கும், 3-ம் மெய் மதிப்பு 
கள் பெறுகிறது. 

(iii) x++0 ஆகும்போது, 3-0 

ஆகவே % அச்ச, வளைவரைக்கு -௦ திசையிலும், +o Sone 

யிலும் தொலைத் தொடுகோடாக அமைகிறது. 

(iv) 1-0 ஆகும்போது, $--1., ஆகவே, வளைவரை ந ௮ச்சை 

(0, 1) இடத்தில் வெட்டுகிறது. 

(1) ந எதிர்ராசி (--) மதிப்பு ஏற்றால், % கற்பனையாகிறது. 

ஆகவே, வளைவரை மூழுவதும் % அச்சுக்கு மேற்புறத்திலேயே 
அமையும், 

(vi) y=e™ of 22 ஆச 

a 
x=0 ஆனால், = =0 

ர் 

2 தளி (4-2) - 2௪34 (2x?—1) 

- 7 

ர ட டன 2. 
x = 0 என்னுமிடத்து, ax? எதிர் ராசியாகிறது. ஆகவே, 

வளைவரை (0, 1) என்னும் புள்ளியில் மீப்பெரு மதிப்பை 
அடைகிறது. ்
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படத்தை வரைவதற்கு க்குரிய ற மதிப்புகளைப் பின்வருமாறு 
பெறலாம்: ் க 

x=2°1 "ஆனால், 'அட்டவணையிலிருந்து 22-4-41-4₹4 முதல் 

தசமத்தானத் திருத்தமாக. 

இப்பொழுது ந ௪” ௪43 - ௪*:12₹0123 (அட்டவணையி 

ஆகவே, %-2:1) ந-₹01 என்பது ஒத்த -மஇப்புகளாகும். 

இவ்வாறே பிற மதிப்புகளையும் கண்டு வரைபடத்தை 
வரையலாம். . 

ர. அச்சைப்பற்றி வளைவரை சமச்சீருடையதால், x=—2-1, 
ந-01 என்பதும் ஒரு ஜோடி ஒத்த மதிப்புகளாகும். 

இந்த வளைவரை மணி போன்ற வடிவுடைய (611 808064) 
தாகும், இது புள்ளியியலில் மிக முக்கியத்துவம் வாய்ந்ததாகும்ஃ 
இது நிகழ்வெண் வரை (1760061097 00176) அல்லது நிகழ் தகவு 
வரை (றா௦ஸ்11107 மோ) எனவும் வழங்கப்படும். 
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மேற்கோள் நூற்பட்டியல் 

. ‘Differential and Integral Calculus’, James R. F. Kent. 

‘Elementary Analytical Conics’, Shackleton and Bailey. 

‘Analytical Geometry with Calculus’, Robert C. Yates. 

‘Mathematics for Economists,’ T. Yamane. 

‘Mathematics for Economists,’ R. G. D. Allen. 

‘Tutorial Algebra-Vol, II,’ Briggs and Bryan-Revised_by 
George walker, 

“Elementary Trigonometry,’ Hall and Knight. 

‘Elementary Mathematics for Economists,’ Caroline 

Dinundy, :



கலைச்சொற்கள் 

இயற்கணிதம் 
(Algebra) 

Binomial 
si coefficient 

5 expansion 

xa expression 

ஷூ theorem 

Combinations 
Equations 

Quadratic equations 

Exponent 

Exponential curve 

த function 

ல series 

ee theorem 

Functions 

Exponential function 

Homogeneous Function 

Polynomial function: 
Rational integral function 

Symmetric function 

Homogeneous symmetric 
: «function 
Cyclic symmetric function 

ஈருறுப்பு 
ஈருறுப்புக் கெழு 

ஈருறுப்புத் தேற்ற விரிவு 
ஈருறுப்புக் கோவை 

ஈருறுப்பு,த் தேற்றம் 
சேோர்வுகள் 

சமன்பாடுகள் 

இருபடிச் சமன்பாடுகள் 

அடுக்குக் குறி 
அடுக்குக் குறி வளையி 
அடுக்குக்குறிச் சாப்பு 

அடுக்குக் குறித் தொடர் 

அடுக்குக் குறித் தேற்றம் 
சார்புகள் ் 
அடுக்குக் குறிச் சார்பு 

ஓரினச் சார்பு ; சமபடிச் 
சார்பு 

பல்லுறுப்புச் சார்பு 

விகிதமுறு முழுச் சார்பு, 
முழு எண் அடுக்குச் சார்பு 

சமச்சீர் சார்பு 

ஒரினச் சமச்சீர் சார்பு, 
சமபடிச் சமச்சீர் சார்பு 

வட்டச் சமச்சீர் சார்பு
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Index 

Laws of Indices 

Integer . 

Positive integer 

Negative integer 

Logarithms 

Anti logarithm 

Common logarithm 

Characteristic of a logarithm 

Mantissa ன 

Logarithmic function 

ஸு graph 

~ ஐ series 

Number 

Complex number 

Imaginary number 

Irrational number 

Natural number 

Negative number 
Positive number 
Rational number 

Real number 

Whole number 

Permutation 

Powers 

Progression 

Arithmetical progression 
Geometric progression 

Harmonic progression 
Proportion 

Rationalising 

Root 

Series. 

Infinite series 

—_— 

் அடிப்படைக் கணிதம் 

அடுக்குச்குறி 
அடுக்குக்குறி விதிகள் 
முழு எண் 
நேர் முழு எண் 
எதிர் முழு எண் 

மடக்கைகள், இலாகரிதங்கள் 
எதிர் மடக்கை, எதிர் இலா 

கரிதம் 
பொது மடக்கை, நடை, 

முறை இலாகரிதம் 

மடக்கையின் முழு எண் 
பாசம், மடக்கையின் 

நேர்க்கூறு 
மடக்கையின் தசமபாகம் 
மடக்கைச் சார்பு 

மடக்கை வரைபடம், 

மடக்கை வளைகோடு 
மடக்கைத் தொடர் 

எண் 

கலப்பெண், சிக்கலெண் 

கற்பனை எண் 

விகிதமுறா எண் 

இயற்கை எண் 

எதிரெண்; குறையெண் 

தேரெண்,; கூட்டெண் 

விகிதமுறு எண் 

மெய்யெண் 

முழுஎண் 
வரிசை மாற்றம் 

அடுக்குகள் 
தொடர் 

கூட்டுத் தொடர் 

பெருக்குத் தொடர் 

இசைத் தொடர் 
விகிதசமம் 
விகித முறு எண்ணாக்கல் 
மூலம் 

தொடர் 

முடிவிலித் தொடர்; கந்தழித் 
தொடர் .
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Binomial theorem 

92 

index . 

Exponential theorem 

Remainder theorem 

for a rational — 
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தேற்றம் 
ஈருறுப்புத் தேற்றம் 
விகிதமுறு அடுக்குக்கு 

ஈருறுப்புத் தேற்றம் 
அடுக்குக் குறித் தேற்றம் 
மீதித் தேற்றம் 

தீரிர்காண களரிநம் அல்லது காண கணிதம் 
(Trigonometry) 

Anti clockwise 

Angie of elevation 

» depression 

Centesimal measure 

Circular measure 
Minute (angle) 

Multiple angles 
Quadrant 

Radian 

Second (angle) 

Sexagesimal measure 

Trigonometric ratios 

Differential Calculus 

Integral Calculus 

Cost 

Marginal cost 
Derivative 

Differential coefficient 

இடஞ்சுழியாக 

ஏற்றக்கோணம் 

இறக்கக் கோணம் 

நூற்றின் பகுப்பு முறை, 
நூற்று முறை அமைப்பு 

வட்டமுறையளவு ! 

கலை (கோணம்) 

மடஙிகுக் கோணஙிகள் 

கால் வட்டப் பகுதி 

ஆரையன், ரேடியன் 

விகலை (கோணம்) 

அறுபலன் பகுப்பு முறை, 

அறுபான் முறையளவு 

திரிகோணத் தகவுகள், 
கோணத் தகவுகள், கோண 

விகிதங்கள் 

நுண்கணிதம் 
(Calculus) 

| 
| 

வகைநுண் கணிதம் 
தொகைநுண் சுணிதம்” ‘ 
செலவு, அடக்க விலை 

இறுதிநிலைச் செலவு 
வகைக் கெழுவாகப் பெற்றது 
வகையீட்டுக் கெழு, வகைக் 
கெழு
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Differentiate 

Differentiation 

Successive Differentiation 

Elasticity 

Demand Elasticity 

Integral ~ 

Definite Integral 

Integrate 

Integration 

Integration by parts 

Maximum 
Maximum value 

Minimum value 
Marginal revenue 

Monopoly 
Profit 

Variable 
Dependent variable 
Independent variable 

அடிப்படைக் கணி தம் 

வகைக்கெழு காண்க, வகை 
யீடு செய்க 

வகையிடல் 

அடுத்தடுத்து 
காணல் 

நெகிழ்ச்சி 
தேவை நெகிழ்ச்சி 
தொகை 
வரையறுத்த தொகை 

வகைக்கெழு 

தொகை காண்க 

தொகையிடல், தெதொ கை 
. காணல் 

பகுதிப்படுத்தித் தொகை 
காணல் 

மீப்பெரு, உச்ச 
மீப்பெரு மதிப்பு, உச்ச 

மதப்பு 

மீச்சிறு மதிப்பு 
இறுதிநிலை வருவாய் 
விற்பனை முற்றுரிமை 

இலாபம் 
மாறி 
சார்ந்த மாறி 
சாராமாறி 

பருமுறை வரைகணிதம் - பருழுறை வடிவகணிதம் 
(Analytical Geometry) 

ஆய வடிவகணிதம் - ஆயத் தொலை வடிவகளிதம் 
(Co-ordinate Geometry) 

இயல்முறை வடிவகணிநம் 
(Algebraic Geometry) 

Abscissa 

Axis 
— இடை அச்சுத் தூரம் 

— WAF&



கலைச்சொற்கள் 

Centre 

Circle 

Conic 

Co-ordinates 

Ellipse 

Gradient 

Hyperbola 

Rectangular hyperbola 

Inclination 

Ordinate 

Parabola 

Parallel 

Perpendicular 

Radius 

Slope 

S‘raight line 
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மையம் 

வட்டம் 

கூம்பு வளைவு. இருபடி. வரை 

ஆயத் தொலைகள், கூறுகள், 

அச்சுத் தூரங்கள், ஆய 
எண்கள் 

நீள் வளையம், நீள் வட்டம் 
சாய்வு வீதம், சரிவு 

அதிபர வளைவு 
செவ்வக அதிபர வளைவு 

சாய்வு 

நிலைத்தூரம் 
பர வளைவு 

இணையான, ஒருபோகு 

செங்குத்தான 

ஆரம் 
சரிவு அல்லது சாய்வு வீதம் 

நோர்கோடு



     

“தமிழ்நாட்டுப் ட்டு “நால் உ நிறுவனம் | 
.. சென்னை.600031 - 

* 

தமிழில் rere கல்லூரிப் பாடநூல்கள் 
(Tamil Medium Books for Colleges) 

1975 ஏப்ரல் வரை 650 நூல்கள் வெளியிடப்பட்டுள்ளன 

ஸ் 

மேலும். விரைகில் ய வெளிவருபவை 

  

பொறியியல் ட் 99 நூல்கள் ் சட்டம் கல் 17 % 
மருத்துவம் அமை 18 9 
இயற்பியல் ண 23 35 

; வேதியியல் வண் ௨0 39 

தாவரவியல் - — 18.௭ 
விலங்கியல் _ 14: ச 
கணிதம் oe 17 ” 

வணிகவியல் _ 37 95 
் . பொருளாதாரம் ட ௭ 21 ” 

.. ஏவியியல் _ 11 ஒ. 

மனையியல் ம Low 
தத்துவம் - pee SS 

. உளவியல் _ 8 9... “ys oft = Bow 
“ கல்வி ௮ 14 99” 
இிலப்பொஜமியல். ene 6 

| ares i _ 19, 
ம் “இடைக்குமிடல் : க 

, தமிழ்நாட்டுப் பாடநூல் நிறுவனக் ற்று 
ப கல்லூரிக் கல்வி இயக்குநர்: அலுவலகச் emgage) 

ட் Pci சால, sentinel, 

ak eG OS       
ரிப் மாடறும்ககுக்க 20% கழிவ வழங்கப்பட.  


	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_001
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_002
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_003
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_004
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_005
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_006
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_007
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_008
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_009
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_010
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_011
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_012
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_013
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_014
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_015
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_016
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_017
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_018
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_019
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_020
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_021
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_022
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_023
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_024
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_025
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_026
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_027
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_028
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_029
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_030
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_031
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_032
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_033
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_034
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_035
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_036
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_037
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_038
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_039
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_040
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_041
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_042
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_043
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_044
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_045
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_046
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_047
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_048
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_049
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_050
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_051
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_052
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_053
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_054
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_055
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_056
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_057
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_058
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_059
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_060
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_061
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_062
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_063
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_064
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_065
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_066
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_067
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_068
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_069
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_070
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_071
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_072
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_073
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_074
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_075
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_076
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_077
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_078
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_079
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_080
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_081
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_082
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_083
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_084
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_085
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_086
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_087
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_088
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_089
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_090
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_091
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_092
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_093
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_094
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_095
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_096
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_097
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_098
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_099
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_100
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_101
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_102
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_103
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_104
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_105
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_106
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_107
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_108
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_109
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_110
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_111
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_112
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_113
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_114
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_115
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_116
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_117
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_118
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_119
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_120
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_121
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_122
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_123
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_124
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_125
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_126
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_127
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_128
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_129
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_130
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_131
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_132
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_133
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_134
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_135
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_136
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_137
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_138
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_139
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_140
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_141
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_142
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_143
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_144
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_145
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_146
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_147
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_148
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_149
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_150
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_151
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_152
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_153
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_154
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_155
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_156
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_157
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_158
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_159
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_160
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_161
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_162
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_163
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_164
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_165
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_166
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_167
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_168
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_169
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_170
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_171
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_172
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_173
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_174
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_175
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_176
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_177
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_178
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_179
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_180
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_181
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_182
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_183
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_184
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_185
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_186
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_187
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_188
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_189
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_190
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_191
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_192
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_193
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_194
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_195
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_196
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_197
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_198
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_199
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_200
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_201
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_202
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_203
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_204
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_205
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_206
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_207
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_208
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_209
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_210
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_211
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_212
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_213
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_214
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_215
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_216
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_217
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_218
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_219
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_220
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_221
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_222
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_223
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_224
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_225
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_226
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_227
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_228
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_229
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_230
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_231
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_232
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_233
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_234
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_235
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_236
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_237
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_238
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_239
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_240
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_241
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_242
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_243
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_244
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_245
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_246
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_247
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_248
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_249
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_250
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_251
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_252
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_253
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_254
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_255
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_256
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_257
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_258
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_259
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_260
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_261
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_262
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_263
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_264
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_265
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_266
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_267
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_268
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_269
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_270
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_271
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_272
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_273
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_274
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_275
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_276
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_277
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_278
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_279
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_280
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_280-A
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_280-B
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_281
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_282
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_283
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_284
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_285
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_286
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_287
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_288
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_289
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_290
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_291
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_292
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_293
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_294
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_295
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_296
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_297
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_298
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_299
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_300
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_301
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_302
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_303
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_304
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_305
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_306
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_307
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_308
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_309
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_310
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_311
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_312
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_313
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_314
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_315
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_316
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_317
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_318
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_319
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_320
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_321
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_322
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_323
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_324
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_325
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_326
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_327
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_328
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_329
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_330
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_331
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_332
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_333
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_334
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_335
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_336
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_337
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_338
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_339
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_340
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_341
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_342
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_343
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_344
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_345
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_346
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_347
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_348
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_349
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_350
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_351
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_352
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_353
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_354
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_355
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_356
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_357
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_358
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_359
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_360
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_361
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_362
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_363
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_364
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_365
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_366
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_367
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_368
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_369
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_370
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_371
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_372
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_373
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_374
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_375
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_376
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_377
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_378
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_379
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_380
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_381
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_382
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_383
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_384
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_385
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_386
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_387
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_388
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_389
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_390
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_391
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_392
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_393
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_394
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_395
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_396
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_397
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_398
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_399
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_400
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_401
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_402
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_403
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_404
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_405
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_406
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_407
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_408
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_409
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_410
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_411
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_412
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_413
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_414
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_415
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_416
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_417
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_418
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_419
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_420
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_421
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_422
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_423
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_424
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_425
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_426
	917 BASIC MATHEMATICS - PART II_Page_427
	Untitled



