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அணிந்துை 
(திரு. எம். பக்தவத்ஸலம், தமிழக ழு மச்சி தய _ 

குமிழைக் கல்லூரிக் கல்வி மொழியாக அக் 

ஆண்டுகள் ஆகிவிட்டன. குறிப்பிட்ட சில கல்லூரிகளில் 
பி.ஏ. - வகுப்பு மாணவர்கள் தங்கள் பாடங்கள் அனைத்தையும் 

தமிழிலேயே கற்று வருகின்றனர். தொடக்கத்தில்: இருந்த 
இடர்ப்பாடுகள் மெல்ல மெல்ல மறைந்து வருகின்றன. 

தாடு முழுதும் பரந்துள்ள மாணவர்களின் ஆர்வம், * தமிழி 
லேயே கற்பிப்போம் * என முன்வந்துள்ள கல்வி ஆசிரியா் 

களின் ஊக்கம், பிற பல துறைகளிலும் கொண்டு செய்வோர் 

இதற்கெனத் தந்த உழைப்பு, தங்கள் சிறப்புத் துறைகளில் 
நூல்கள் எழுதித்தர மூன்வந்த நூலாசிரியார்கள் தொண்டு 
ணர்ச்சி, இவற்றின் காரணமாக இத் இட்டம் நம்மிடையே 

திருப்திகரமாக நடைபெற்றுவருகிறது. ் 

பல துறைகளில் பணி புரியும் பேராடரியர்கள் 
எத்தனையோ நெரருக்கடிகளுக்கிடையே குறுகிய காலத்தில் 
அரிய முறையில் நூல்கள் எழுதித் தந்துள்ளனர். 

வரலாறு, அரசியல், உளவியல், பொருளாதாரம், 

புவியியல், வேதியியல், உயிரியல், வானியல், புள்ளியியல், 
தத்துவம், ஆகிய பல துறைகளில் கனி நூல்கள், மொழி 

பெயர்ப்பு நூல்கள் என்ற இருவகையிலும் தமிழ் வெளி 
யீட்டுக் கழகம் நூல்களை வெளியிட்டுவருகிறது. 

இவற்றுள் ஒன்றான * தொகை நூண்கணிதம் * என்ற 

இந் நூல் தமிழ் வெளியீட்டுக் கழகத்தின் 184 ஆவது 
வெளியீடாகும். கல்லூரித் தமிழ்க் குழுவின் சார்பில் வெளி 

யான 8% நூல்களையும் சேர்த்து இதுவரை 159 நால்கள் 
வெளிவந்துள்ளன. 

கணக்கிலடங்காக் தடைகளை எல்லாம் அகற்றித் தமிழன்னை 

கல்.லூரிக் கலையாசனத்தில் அமர்ந்துள்ளாள். எனவே, 
இவ்வன்னையை வாழ்த்துவோமாக, உழைப்பின் வாரா 

, உறுதிகள்”இல்லை : ஆதலின், உழைத்து வெற்றி காண்போம். 
தமிழைப் பயிலும் மாணவர்கள் உலக மாணவர்களிடையே 
சிறந்த இடம் பெறவேண்டும்; அதுவே தமிழன்னையின் 
குறிக்கோளுமாகும். சென்னைப் பல்கலைக் கழகத்தின் பல 
வகை உதவிகளுக்கும் ஒத்துழைப்புக்கும் நம் மனம் கலந்த 
நன்றி உரித்தாகுக. 

எம். பக்தவத்ஸலம்,
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தொகை: நுண் கணிதம் 

மக இங்கு [700 மீ. ஐ. எனக் கூறும்போது Key 
தொகுக்கப்படும் _ சார்பெனவும், 1(௦) என்பது தொகை 
“மெயன னவும், x தொகைக்குரிய wo) (Variable) எனவுக் கூறப் 
படும், 1 

1:47 0 ஏதாமொரு மாறிலியெனவும், 

ட் [Fe |r எனவும், கொள்வோம். அப்போது” 

அன்த இியிப்படி, 
| ன் P(e) +0] ace 7/(0க்குச் சமம். ஆகவே, 0 ஏதா 

மொரு மாறிலியானால், 

் fro dx =F(x)+C aorgy கூறுவதும் வரையறைப் 

படி பொருத்தமாகும். * 

ஆகவே, CEG எந்த மாறிலிமதிப்புக் கொடுத்தாலும், 

£ [ne +c]=s0 என்பது உண்மை. எனவே வரையறைப் 

itd. - ‘ 

fi (x) dz = 110)-- ஒரு தொகையாகும். 

(ii) ‘fre 82-19) --0 என்பது தொகை அல்லது 

அளவுபடாத Qsrone (Indefinite Integral) எனக் கூறப்படும். 

  
  

ட்டு குறிப்பு. தொகை நுண்கணித இயலில் கண்டிப் 

“பாசக் கூறுமிடத்து, (9) என்பது f(x முதற் சார் 
'பென்றே கூறவேண்டும். ஆனால், தொகை” என்று 
“கூறுவது ஒருமரபேயொழிய மத்திலும் பொருத்தமான 
தல்ல. “முதற்சார்பு” (Primitive) என்பதற்கும் “தொகை” 

(ந்தவ) என்பதற்கும் ஒரு வேறுபாடு உண்டு. இத்நால்ப் 
பொருத்தமட்டில், அவ்வேறுபாட்டை நாம் ஆழ்ந்து ஆராயப் 
போவதில்லை. “முதற்சார்பு” என்ற சொற்றொடரும், 
“தொகை”: என்ற சொல்லும் ஏறக்குறையை ஓன்றையே 
குறிப்பதாகக் கொள்வோம்.



"தொகை காணல் 

  

மீ 
இதுவரை கூறப்பட்டதிலிருந்து de என்ற செயலியும் 

ர் என்ற செயலியும் ஒன்றுக்கொன்று தலை$ழ். மாற்றச் 

செயலிகளாக ஏற்றுக்கொள்ளப்படலாம். அதேபோல், 

£ி-ம், மம் தலைகீழ் மாற்றச் செயலிகளாகின்றன. 

1-5 தொகையில் தோண்றும் மாறிலி 0: 

(1) ஒவ்வொரு தொகைக்கும் ஏதாமொரு மாறிலி 

0 சேர்க்கப்படுவது, தொகைகாண் வரையறைக்கு உட்பட்ட 

காகும். 

(ய் Aw குறிப்பிட்ட இடங்களில், அதற்குரிய 
விவரங்கள் கொடுக்கப்பட்டிருந்தால், . 7 என்ன என்று 

இட்டவட்டமாகக் கூறமுடியும். 

அந்த விவரங்கள் : கட்டுப்பாடு £ என்ற முறையில் 

அமைந்திருக்கும். 

(iii) தில கணக்குகளில் மேலெழுந்தவாரியாகப் 

பார்க்கும்போது, ஒரு சார்பின் கதொகை காணுங்கால், ; 
இரண்டு வேறுபட்ட தொகைகள் கிடைப்பது போலத் | 

தோன்றும், 

2 

4 £ குறிப்பு... (—2) i என்பதற்கு ஒரே மதிப்பு 4; 

ர் ு ் 
- அதுபோல vin (= டி என்பதும் ஒரே மதிப்பு. ஆனால் 

VA என்பதற்கு 2, --2 என்ற இரு மதிப்புக்களும் 
2 1 

பொருந்தும். அதேபோல், sin! () (டுவி என்ற 

் பல மதிப்புகளும் பொருந்தும். 
a 

ம் , 
அவ்வாறே ய் [rae Je) என்ற ஒரே ஒரு வகைக் 

கெழுதான் உண்டு. ஆனால், ரப் கேக்கு எண்ணற்ற முதம் 

சார்புகள் உண்டு, அதாவது 

fie da F(x)-+ ஏதாமொரு மாறிலி 

. IC—iA



14 கை துண் க ணிதம் 

  

எடுத்துக்காட்டாக, 

de 
ee 

ax 
Vine = — Cos tat 

என்ற இரண்டும் பொருத்தமானவையே. ஆனால், இதை 

“யொட்டி, ஏற்ற 00812... என்ற - துரித : முடிவுக்கு 

வருதல் தவறாகும். 

7.51] உண்மையாக, திலையென்னவெனில், 

da ் 5 
je sinta + A 

> 

  

dx 
fle = —costz + B 

ஆனால், A, B என்ற மாறிலிகளைத் தகுந்தபடி சரிக்கட்டினால், 

ஹர 4் -- 0091. 

என்பது பொருத்தமாக அமையும். ஏனெனில், 

sin-tz + costa = “3 STOO BIT LD அறிவோம். ஆகவே, 

வ 

2 - - நடம2 எனச் சரிக் கட்டினால், ஸ்டர்2ப-4௮ ௦௭7௪ 42 

என்பது பொருத்தமாகும். 

“பொதுவாக 7788-46) எனவும் 

மீ ம 77 (2) எனவும் 

கூறலாம். இரண்டு தொகைகளுக்கும் உள்ள வேறுபாடு ஒரு 

மாறிலி; ய் 

7-6 தொகையறிதல்.--முதலில் கொடுத்த வரையறைப்படி, 

பின்னர் சில திட்ட அமைப்புகளைக் காண்போம். அதற்கு 

- முன்பு, தொகைகாண் முறையை வகைக்கெழு காணும் 

முறை யோடு இணைத்து, எப்படி ஒன்றுக்கொன்று குலைகழ் 

மாற்றுமுறையென்பதைச் சில எடுத்துக்காட்டு கொண்டு 

விளக்குவோம். (வேண்டிய இடங்களில் 0 என்ற



கொ௱கை : காணல் 

  

மாறிலியைத் தொகையோடு கூட்டிக் கொள்க). 

1(i a sine == GOS ன 3:61 (1) ன் | : | ’ 

* ர் cos ஐ ம 81 ஐ. 

க d 
(ii) de | - 008 | = sn-z 

ஸ் sine dx = — cos ஐ. 

(iii) =|] =m,   

  

. de L m+ 

gmt 

. [rei (%  -- 1) 

ட, ர் 1 iw) [108 “=. 

— dx = log o& 
x 

ஐ. tfe]-e 

oe [ew =e, 

இவ்வாறாக, நமக்குத் தெரிந்த வகைக்கெழுக்களைக் கொண்டு, 
ஒரு தொகைத்திட்ட அமைப்பை நிறுவலாம். அவைகளை 
வாய்பாடாகவும் கொள்ளலாம். அடுத்த பத்தியில் ஒரு சில 

கூறப்பட்டிருக்கின்றன. ட 

77 தொகை நுண் கணிதத்துல் உள்ள சில - இட்ட 
அமைப்புகள் (அல்லது வாய்பாடுகள்).---(வலது கைப்புறத் 
தில் என்ற ஒரு மாறிலியைக் கூட்டிக் கொள்க, 
நூல் முழுவதிலுமே தொகை காணும் இடங்களில், வேண்டிய 
போதெல்லாம் 0 என்ற ஒரு மாறிலியைக் கூட்டிக் கொள்க.) 

  

1-1 

l. fe me be == ர பு a 17, 
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பகுதி 1. 

தொகை காணல் 

[Integration] , 

7-1 aes நுண்கணிதத்தின் தலை£ழ்' மாற்று முறையே 
தொகை நுண்கணித முறையாகும். 

2:8 தொகை நுண்கணிதத்தின் நோக்கம். ் 

ஒரு சார்பின் வகைக் கெழு கொடுக்கப்பட்டிருக்கிறது. 
அதை வகைத் _செழுவாகக்கொண்ட முதற்சார்பு யாது 
எனக் கண்டுபிடிப்பதே தொகை நுண்கணிதத் தின் "' நோக்க 

மாகும். அதாவது, ஒரு சார்பின் வகைக் கெழு ரீ). | f(x)w 
வகைக் கெழுவாகக்கொண்ட முதற்சார்பு! யாது எனக் 
காண்பதே தொகை நுண் கணிதத்தின் நோக்கமாகும். 

a _ 
18 வரையறை :: sy [ee = f(z) ஆனால், F(z) "என்பது 

சீன், ஒரு தொகையாகும். அதை எழுதும் மரபு, 

(9௮ (4 
என்பதாம்? 

எடுத்துக் காட்டாக, 

நிக 2 densi ௪. 

fe deo 

fre அதர்



  

x 2 

De fos dx = sina. 
டி 

6, ஸ்ட da= — 0084, 

eg ர் 

ot, sect? ada = tana. 
ஆ 

» 

8. ம 2¢du = — cots 

g.. so x tan ad « = see a. 

.10. freosee x cota da = - 00960 ஐ. 

11. foosh nde = sin ha. 

12. ப் = cosh ஐ. 

13, f sech® edz =tanhe. 

ர 000 h?a2 da = — 00012. 

15. பபப == — sech @. 

16... cosec h « coth ad a@ == — 60860 he. | 

. 17, law = ஹும் ஐ அல்லது -- 0081 8 

18. I re tant x gam gi—cot! x, 

A 

     



தொகை” காணல் 

  

  

1, ரி ‘ கண்வ = 8601 ஐ அல்லது--008601 ஐ, 

20. [+ Vi: ஷா = sinh! ஐ. pe 

21. 7-5 Vai = cosh! x 
x 

1:71 மற்றும் சல தொகை வாய்பாடுகள்.---இவை எளிதில் 
புலப்படக் கூடியவையாகும். 

d a 1. (0) 0 

ஷ் ர் ம் றே 

d 
2. de [Fe@|=re எனக் கொள்வோம். அப்போது, 

வளவு] = Cf (a) 

| Q
 yy
 ஓ fs for (e)de = 

அதாவது 0 என்ற மாறிலி ஒரு சார்பைப் பெருக்கி, fess 

குள் இருக்குமானால், அந்த C af குறிக்கு வெளியே 

கொண்டு வரலாம். 

அதாவது fs x? das = 4 [tax 

al 

* J [ye sss ~ ர் 7982 J V(a)da+ ழி ம்(2)82 

இது எளிதில் புலப்படும்.



தொகை. நுண். கணிதம்      
எடுத்துக்காட்டாக, 

(i) இ (25-45-5602) 8௨ - ழ் wBda—4 ர் eda ர் 8602 62 

‘ A 48 
= a தன் tan x 

(ii) feos (3 

ழ் 

Jav= f+ eae ஐ 5 [ (1+eose)de 

=1[2+sne| 

1:8 வரையறுத்த தொகை : (0வீரம்க Integral) 

bo
] 

& 

  

ff (x) dw = F (x) +C எனக் கொள்வோம். 

இங்கு ௨-௩ என ஈடு செய்தல். F (x)+C=F (6)+¢ (1) 

அவ்வாறே ௨-௨ என ஈடு செய்தால் F(x)+C =F (a)+C (2) 

(i) -@)= F 6) +0 — F (@)—0=F (b)—-F (a) 

இந்த மதிப்பை, “ 3 
700-௦௫7) என்று குறிப்பிடுக, 

இதுவே பம் க்கு, ஈ முதல் 8 வரை, வரையறுத்த 

தொகையெனப்படும். 
an 

இங்கு ௨ என்பது ௨-ன் கீழெல்லுயென்றும், ட என்பது 

eer மேலெல்லை யென்றும் கூறப்படும். (3) 
ee 

எடுத்துக் காட்டு 

(i) oe | oe a] 

  

(3) குறிப்பு. -வரையறுத்தத் தொகையைப்பற்றி பின்னர் 
விரிவாகக் காண்போம். இது ஒரு தற்காலிகமான விளக்கம்.



தொகை காணல் 

as | 

Gi) [cos eda = [ sine | 
னி 

2 
ஏ 

2 

ள் ர 

1 2 sn{( எ. 

பயிற்சிகள் 1 

கீழ்க்கண்ட. சார்புகளின் 2-ஒட்டியதொகை காண்க 2 

ட்  82—433 
  

  

  

vl a” 
a 6. sin ஓ 

2. ஹு” ட 2-௨: 

eal Ae ie ] - ஐ1/8 4 ஐ1/8 _ நய 

1 — 2 —2 go + ys 4. ee 9. Ma 1 Va 

; at 2 

5,@,cos® = 10. உட மட் 

 



பகுதி 2 

தொகை காணும் வழி-வகைகள் 
2:1 வகைநுண்கணிதத்தில், வகைக்கெழு காண, பல 

விதிகளும் முறைகளும் கையாளப்பட்டன. அவ்வாறே, 

தொகைநுண்கணிதத்தில், தொகை காண பல விதிகளும் 

முறைகளும் உள்ளன. அவைகளைப் பாகுபடுத்திக் கூறுங்கால், 
அவை பொதுவாக நால்வகைப்படும். 

2-1.1 1. ஈடுசெய்து தொகை காணல் சார்பின் சார் 

பிற்கு வகைக்கெழு காணும் முறையோடு தொடர்புடையது; 
- dy dy du ae 

அதாவது FT a de (Substitution). 

11. சினைகள் பிரித்துத் தொகை காணல் இரு சார்பு 
களின் பெருக்குச்சார்பிற்கு வகைக்கெழு காணும் முறையோடு 
தொடர்புடையது ; அதாவது 

d 
d - 

ee (w) = & - oe (By Parts). 

Tl. vG@sHS DSETHH Sore (Partial Fractions). 

17. தொடர்ச்சியாகத் தொகை காணல் (Sutcessive * 

Integration). 

2£:7,2 வகைநுண்கணிதத்தில் எவ்வளவு சிக்கலான 

சார்பாகவிருந்தபோதிலும் அச்சார்பின் வகைக்கெழு கண்டு 
பிடித்து விடலாம். ஆனால் தொகைநுண்கணிதத்தில், 
Aw திட்டமான அமைப்பில் உள்ள சார்புகளுக்கு 

மாத்திரமே தொகை காணமுடியும் ; அல்லது, கொடுக்கப்



ர் ம 

தொகை காணும் வழி-வகைகள் .« If, 

பட்ட சார்பை, ஏதாமொரு முறையில், குறிப்பிட்ட 

திட்ட அமைப்பிற்கு மாற்றியமைத்து, அதன் பின்னரே 
தொகை காண இயலும். 

2:13 மிக எளிதாகத் கோன்றும் சில சார்புகளுக்குக் கூட 

தொகை காண முடியாமற் போகலாம். 

2:74 வகை நுண்கணிதத்திற்குரிய பரந்துபட்ட தன்மை, 

தொகை நுண்கணிதத்திற்குக் திடையாது. வகைக் 

கெழுகாண நேரடியான பலவிதிகள் உள்ளன. எவ்வளவு : 
சிக்கலான சார்பாயினும், அவ்விதிகளைப் பயன்படுத்தி 
வகைக்கெழு காணலாம். 

ஆனால் தொகை நுண்கணி்தத்தில் அவ்வளவு பரந்து 

பட்ட தன்மை இல்லை. நேரடியான பல விதிகளைப் பயன் 
படுத்தினாலும், எல்லாவிதமான சார்புகளுக்கும் தொகை 
காணமுடியாமற் போனாலும் போகலாம். ் 

  ப் 7 : ரு அட 005 -3 SSS 3 எடுத்துக்காட்டு : (sin vz) (F aes) =— 
சார்பிற்கு வகைக்கெழு காணலாம். ஆனால் அதே 

சார்பிற்குத் தொகை காண இயலாது. 

2:28 தொகை காணும் முறைகள் : 

ஈடு செய்து தொகை காணல் : 

y= 16 (| (1) எனவும், 

t= ¢$ (2) (2) எனவும், 

ம் 

d 
a . a [F 6] =f (6) (2) எனவும் கொள்க. 

இப்போது வகைக்கெழு காணும் முறைப்படி, 

உ இட, 8 
dx dt da 

d 
=F [F 6] 9 (0; 

= f(t) ¢ (x) (3); 

= |e | 0 ம.



ர தொகை..நுண் கணிதம் 

  

| (La (4)ம் இணைத்துப் பார்க்கும்போ.து, 

சி [+ | = 9= [ile @)| (2.85... எனக் 

கிடைக்கிறது. 

. தடைமுறையில் இந்த விதியைக் கீழ்க்கண்ட முறையில் 
பயன்படுத்தலாம் : 

fr |? | $ (x) dx அறிய, 

p(x) =t எனவும் 

ம் (ற) 8௨- ம எனவும் கொண்டால், 

வேண்டிய தாவன? = [te dt 

= FQ 

அதீ | ௫] ஆகும். 

2-21 ஈடு செய்தல் முறை : எடுத்துக்காட்டு (1) 

பொதுவாக [tax +6) dx crete? 

 a@tb=t corséQaranvionrow, 

- நாமல = dt. : 

ன ர் f (ae 4-0) dx [வழ 

-/70 ம். 

1 ot 

ர அரமக 

இப்போது [ro dt = F(t) ea, 

[flee +0) de = 38௫ 

ட 

” ws = Fax +6).



  

தெ௱ஈகை காணும். வழி-வகைகள் 

சிறப்பாக : ர் (ax + b)®dx என்ன 2 

t= (ae +b) எனக்கொள்க. ' 

da 1 

dt. = a 

d 
iH ff (ox + 0p de = [a+ | 

வ ண! 
a 

  

ட L ழ் 

உம்ம் 

1 கேடி 
“எ: இடு. (nse ~ 3). 

2:211 இவ்வாறே பின்குறிப்பிட்ட திட்ட அமைப்புக்களை 

(வாய்பாடுகளை) எளிதில் அறியலாம் : ட் 

  ட பப்ப 1. [e+ Op da = a) (nx =i) 

dz 
2. த த diz = (று 

_ il 

, = ஐ 10 (ax + 8). 

3 7 உகர da a a e (aX+b) 
. a a 

1 
5. Joos (ax +b) de = a sin (az + b)



  

Bgrois gem கணிதம் 

0. J sin (வடி ம — = cos (az + b) 

ர. J soot (ax +b) dxe= + tan (ax + b) 

8. Jeoscet (ax +b) dx= — ன cot (ax +b) 

9. [see (aa + b) tan (az + b) da = — sec (ax + b) 

10. 2... (az + b) cot (aa + b) dz = 

: ர 
. ° “5 60660 (av -+- 6b) 

ன் ௫. 

5, 6, 7, 8, 9, 10 வாய்பாடுகளில் 4 -- ௦ எனக் கொண்டால் 
பின்வரும் வாய்பாடுகள் கிடைக்கும் : 

க 1 
5 (a) feos axe de = ன் sin ax. 

் ர 
6(a) | sin ax dx = “or Gs ae 

த 1 
T (a) { sec? wa da= tan ax. 

ட் —1 
8(a) | cosec? ax dv = = cot ax 

G 

1 
9(a) j sec aa tanaxdx = -—— sec ax 

ம 
ஆ ஷ் 

—1 
10 (a) ர் cosec ax cot ax dx= TZ 60800 62. 

( 

பயிற்சிகள் 2 (a) 

கீழ்க்கண்ட சார்புகளின் 2--ஓட்டிய தொகை காண்க. 

(2-+2)3 ; (av+b)3? 5; (b—aa)P. 

உ, (a-+a)®; (92-2)4); (2-82). 
Yatra; (2e—a)3l*? 5 (4—da)R/?. 

3. 1 . 1, 1 

jie’ ம் டா! 

 



தொகை கானும் sesame: 15 
> 

4, 1. 1. 1 
Veta’ vya—be’ (b+ax) Pa 

5, கடர, கம. x. mex 
6 3 6 3 6 > a“ . 

6. sin 4%; cos(2e +3); sec? (1— 2x); cosec? 52; 

see 24 tan 2%; a cosec aa cot az. ° 

i x 
7. sin? 2a; cos? mx; (a — b) sec? a 

8. sin az cos ax ; COS MX. COS Nw} -2 sin 32” cos as 

2 sin 2 cos da. . 

9. cos? cv; sin? x; cas? 3x; sin? me. 

10. sin «sin 2a sin 32; sin x cos 32, sin 32 cos 32. 2 

2:22 ஈடு செய்தல் முறை (2) 

dx . 
ன் என்ன 2 
௨ 

wea sin t cor F® Qeua, 

  

de ள் 
ர் (6 005 ம. 

dz ற 
oe —S—S—S_ நீத cos ¢ dt 

க் a cost 

== 6 

. x 
s = sint ize 

; a 

குறிப்பு”: ம ம005/ எனத், கொண்டால், 

(6) 
இவ்விரண்டு தொகைகளும் சரியே. ஆனால் இதிலிருந்து 

  

ட 4 a 

f ; x 

sin7} ( ன் = — cos? (=) என்று கொள்ளுதல் பெருந் 

துவழாகும். உண்மையான நிலையென்னவெனில், 0, டே 
\



= 16 தொகை நுண் கணிதம் 

'பொருத்தமாகக் கொண்டால், 84 (jz )+ 00 ௪ 

— cos? i) + ேஇது உண்மையென எளிதில் புலப்படும் ; 

. oe x ் ் ் ஆது T 
ஏனெனில் sin ia} + cos (c)- ஜே ஜோ டல 

2:22] இவ்வழியாகப் பின்கண்ட திட்ட அமைப்புக்கள் 
எளிதில். காணலாம்: 

dx : x x —_——— —— — நெ * — லண! த 
1 / Vat — x2 . ™ ( >) அரத ae” (=) , 

dx 1 ண இ . x 
2. ழ் _- பட ட டட நி (=) அல்லது -- 0093 (=) ; 

a? + @t- a 5 a 

2 [இங்கு௨--௩ ௩. ர் அல்லது 2௨-௩௨ 00% 84, ஈடு 

செய்க.] 

dz ட i னி (= 

lwee-z =) 
J ] x 

AVUF — — cosect (=.) 

  

a a 

கதை 2--6866 ம அல்லது ம 009604 

என எடு செய்க.] 

dz x 
——— = sink டன 

|yara ங்க ( i) 
துல்லது log (சச்சி 

a 

[இங்கு ௨-- ஈஈ/ட் %4 என ஈடு செய்க] 

5. es = cosh (—) a 
. 22 ௨ ஐ க் த் :q-/- 

சர்ச்ச) அல்லது 1௦2 ( 
a 

[இங்கு2-- ௨௦௦ந்ர் என ஈடு செய்க] 

2-23 ஈட செய்தல் முறை (3) 

ர் f (a™) a1 dx orarom ?



| Agites கானும். அழிஃவகைக்ள் ன்ட்... சம ்் 

ர் 10) dt = 16) எனக் கொள்வோம். . 

f= 2 என ஈடு செய்க 

dz .. 
—_ Mes வு . L=me a. 

இப்போது தீ ரி(ஹ) காந்தம். ம் i) = அம ் 

m4 0 dt; 

m 

ட் m ste ) 
எடுத்துக்காட்டு £ ் 

ர் மத்தம் ் 
its 8 என்ன?   

ர எனக்கொண்டால், 

_ 2 ர் பத 
]் ite க. நற 

| = 0 
= $ tan (3), 

2:24 ஈடூ செய்யும் முறை (4) 

இது பல இடங்களில் பயன்படும். * 

சு அன்னன் 

  

இந்த அமைப்பில், மேற்சார்பு, 
வகைக்கெழு. 

ர்ு - ர என ஈடு செய்க. 

ழ்ச்சார்பின் ; ட்முதல் 

சே 

f’ (2) ந 4 dt 

. f£@ , ¢f@ de 
ie 5 dz = f (@) a 

பாச 
ளு t 

= logit 

॥ : Jog [ f(x) ]. 
படம



தோகை நுண் கணிதம் 

    

கடுத்துக்காட்டு : (19: 

5 f sing 
க். dz= ர் da 
. ௦05 6: 

ட [= sin ர 

008 ae 

  

  

  

— log cos # 

= log sec x 

இவ்வாறே, ; 

Jot # de = 008 © de 
sin e 

a = log sin %, 

இவ்விரண்டும் முக்கியமான atv ae ite 

எடுத்துக்காட்டு £: (2) 

cosec? x 

1-+cot # 

1+ cot x =#t எனக்கொண்டால், 

2 என்ன? 

— cosec? ada = dt 

cose ® ட_ ர் dt 
1+ cote t 

= — log (1+ cot 2) 

5.55 மற்றும் சில ஈடு செய்யும் முறைகள், waren? 

எடுத்துக் காட்டுகளால் விளங்கும்: 

பல சார்புகளுக்குத் தொகை காணும் மூயற்சியிலே, எந்த 

ஈடு, எங்கு பயன்படும் என்று பட்டறிவால், அறியப்படும். 

Aw சமயங்களில், இரண்டு அல்லது அதற்கு மேழ்பட்ட 

ஈடுகள் செய்து தொகை கண்டு பிடிக்க வேண்டியிருக்கலாம். 

மற்றும் பல முறைகள் பின்னர் விளக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 

1, நதர ன அவது என்ன? 
உடு? 0௦௨ ஐ 

இங்கு ௦0௦2-4 எனக் கொண்டால், 

—sin a da = dt.



தொகை காணும் வழி-வகைகள் is 

உ ரீடஸ்சக் ட்டர் 
af +b? cos? a — hoa 2 

  

  

  

2 

63 
_=l ம ப ணு (3) 

b a a 

“4, oak saved (’ cos *) 

- ab a 
ர : rT 

2. ர் =e (oot en என்ன 2 
1 + 2 
௦௦1௨-1 எஸ டு செய்தால், 

_ டங்க da = dt 
1+ 4 

-1 
oo sin (cot ®) gx wa — f sin edt 

1+ 2 

= cost 

= cos (cot! #) 

் பயிற்சிகள் 2 (9) 

£ழ்க்கண்ட சார்புகளின் 2-ஓட்டிய தொகை காண்க தடி 

    

  

  

  

  

      

1 1 ° 1 

1 சா ரக்த 4 dot) OV ee : 
1 1 1 

2. 19a > 442603 a at 
ச 1 1 . 1 

ஏம V 1—(az+b) * ஸை ௧௮ 1 1+(ae+o > 

2 1 1 ் 1 

m?-+-(b—ax)? > 4/ 1-0 (க௨-ட0)8 * Vv (ax-+b)?—1. ° 
i 1 ரூ 

V (aa +b)? +m? > WV (b—aa)?—m2 > at ஜே. 

ம ட நற் ட 
4, 42-1 sin (a2). 6. ae 

2 7 00847 ஐ 

= fs Ve 
I.C—2A



  

162 

17. 

18: 

19. 

20. 

21: 

22; 

23% 

24. 

ட. 

zitat 

wa 

24.9 

4934-22 

ita? 

tan 2a 

cot mx 

x 

__ sin 2 
(1+ cos a)? 

_ 
(1+2?) cotta 

008-1ஐ 

1-2 

(1-4 278 
Vz 

e2 

  

வ் 

(6 ax) @ &x 

sin & 

costa 

255 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34, 

35. 

36. 

37. 

38. 

;தொகை நுண் கணிதம் 

sin (log 2) 
ஐ 

0௦%-1 
6 x 

1 + 2? 

sin 2 

Va + b cos? ஐ. 

sin’ % cos x. 

tan? 2x sec? 2a. 

2-2 
(82? + 4a + 2)4. 

“~ gec x 

(sec x + tan a) (௨0 ) 

seeks 
(sec 2 + tan x)" (n>1 ) 

_ 1 
ex + e-x 

— 1 
aeX + b%e= 

COS ha 

sin h?x 

sin ha 

cos h® x 

... 00800” x 

(1 + cot x)? 

oe ee 
x cos? (1 + log 2) 

sin (tan-? a) 

1 + 2? 

sin? x 

e , sin2s 

ஐஜி



தொகை காணும் வழி-வகைகள் 27: 

42. 

43. 

44, 

45, 

- ஈடு செய் as [* 

x Vg2— 2 

V x + a 
  (x2 --'ஜ£ ௦0829 என ஈடு செய்க) 

sin 2a 

4 + 3 cos? x 
    

sade x = tan 6 eee பின்பு 1-௨ உளனைவும் 

  2 காண்க. 
(eT) 

இரண்டு தொகைகளும் சிவவ்வேறல்ல என்பதை விளக்குக.



பகுதி 3 

தொகை காணும் வழி-வகைகள் 
த (தொடர்ச்சி) 

3:1 இனைகள் பிரித்துத் தொகை காணல் : 

ம. dv du . 
de -(uo) = uae பழ de என்ற வகைக்கெழுவை 

அடிப்படையாகக் கொண்டு இம்முறை நிறுவப்படுகிறது. 

இப்போது, மேற்கூறியதிலிருந்து, 

uv = [ (wi + v oe ae 

எனவே, 

dv du 
fo ide = ww — fo tee 

அதாவது 

dv du 4 Bees [hen [tent fud eal 6 ‘de dx 7™™ Gx a 

இதை ஒரு வாய்பாட்டு முறையில் கூற, ப் 

(வ) 
dx 

(2) -௪ எனவும் 
dx ௮ 

பூம - பட 

fv de = உ, எனவும்,



தொகை காணும் வழி-வகைகள் > 23 

குறியீடுகளால் குறிப்பிட்டால், - 

Suvde=uUuy— fru dx 

் அல்லது 

க ம. ரிய 21 82 

சார்பு வகையில் 71 (2) - ம (x) எனவும் 

ரீட()- 772) 8 எனக் குறிப்பிட்டால், 

2()0(2()-)()0(ஜ- 7612) 01 (x) 82 அல்லது 
6,209 76,247) 4. 

சொற்களால் கூறுமிடத்து (ஒரு சார்பு % மற்றொரு சார்புர்ன் 
தொகை - ஒரு சார்பின் தொகை % மற்றைய சார்பு 
- (தொகை காணப்பட்ட சார்பு) % மற்றைய சார்பின் 
வகைக்கெழு. 2 

3:11 இந்த விதியைப் பயன்படுத்தும்போது, முதலில் 
எச்சார்பின் தொகை காண்பது, எச்சார்பை அப்படியே 

கொள்வது என்பது பயிற்சியால் புலப்படும். 

குறிப்பு : 
(1) சல சமயங்களில் ஒரே ஒரு சார்பை 1X f (2) 

என்ற பெருக்கு மதிப்பாகக் கொள்ள வேண்டியிருக்கும். 
S\Xf(a)du= af (x) — f xf (x) dz coragy. 

(2) ஒரு முறைக்கு மேல் பன்முறை இவ்விதியைக் 
சையாள வேண்டியிருக்கும். 

(8) இவ்விதியைக் கையாளுங்கால், இடது கைப்புறம் 

உள்ள நாம் காண வேண்டிய தொகையே, வலது கைப்புறத் 
திலும் தோன்றலாம். அப்போது அத் தொகையை இடது 
கைப்புறம் கொணர்ந்து வேண்டிய தொகை காண வேண்டி 
யிருக்கும். 

3:111 பின்வரும் எடுத்துக்காட்டுக்கள், இவ்விதியைக் 
கையாளும் முறையை விளக்கிக் காட்டும். 

(4) சம கச்ச லச்சம்] ஸ்சகீ2. 

= sin v + cos @,



தொகை நுண் கணிதம் 

  

| frog (ar + 0) கவ 71% log (aa + B),de 

_=#log (ax +b) — ர் ate 

. தில ணப வர் dx 

‘=a log were a + 7 z be (ax-+-b). 

௩ 

aa குறிப்பு (க்கு எடுத்துக்காட்டு. 

oe orcs தீர வரிய? . L 

wage ககம நக். னி — இரண்ட ax — பம் ம. ஒர dx) 

ம் 1 the 4 

= 2 ட ய ஜி 2. 
— = sinaz— = [x sin aa dex 

a a a’ 

ன அ 1 1 
ர் gsindxdx = 008 ஏல் --- 008 an dx 

a ஸ்ட 

Oe 4 1 ai ன 
= — — cos ar —z SIN ae. 

a ் a? 2 

a 

x. 27/2. . நு 5 

1. [2 008 a2 de = ட sinaz-— —| —cosax+— sinax 
= 8 ஸ்ட ௩ “௪. இர ய 0 aX @ aon a 

ae 2a”: Bn’ 
= —— sin a@ -- = C08 A— Tg sin az. 

a: i az - a ‘sy 

இது:குறிப்பு-(2)க்கு'எடுத்துக்காட்டு. ' 

4. [VBP ae = ம x Via de 

af fx 2a. 

eae 27 92a? 
ப ப... லீடு. 

= © ம- வடலி dx’ 
கைம். - 

டட ௮ அறி ் ன் dx 
= 2 yz Big { bi _—=_—_—_ 

x சினி [vi a? dx—a, Tok at 

~ 2 [சைல dx — 2 Vx2—a? 0001 (=), 

[vB dx = ந | பீட மீட 0௦8 டு )|



.-தொகை.காணும் வழி-வகைகள் த 

இவ்வாறே, ‘we ஓ 

பனலக] கரண si (2)] எனவும் 

[vate dx = 4 [ r/o? +a? விண்ட நட் ic )| எனவும் 

நிறுவலாம். ன் 

ஈடு செய்தல் முறையிலும் இத் தொகைகள் சண்டு 

பிடிக்கலாம். பின்னர் அம்முறைகளைக் காண்க. 

3-112 ஈடு செய்தல் முறையில் 

(i) 2 7 x dx 

(ii) ff வம 

(iii) [VP fede srayb apPecr : 

i) Sf Ja — at dx srem x—=asind cor *@ செய்க-: 

da = a cos 6d 6. 

Vea = a cos 6 

. S Ve — 2 dx= Swe cost 6d6 

/ 1+cos 2? 6 ws f(a 
சன் a? ன் 5 ் 

| a S [2 tases | 

  

2 

டு +1 -+ sin 6 cos 0 | 

as x x — 

- ஆஸ (ம) எதுவ 
2 a? 

= 7 [ sins (=)| மழகக a 

ஐ ௩0௦89 எனவும் ஈடு செய்து இத்தொகை அறியலாம். 

  

i) Sf 72 —a@dxe காண, உஃ௬௰ ௦௦8%9 என ஈடு 
செய்க. ் ல் 

dx = a sinhé dé 

  

Vat — ag? = Va? cosh? 6 — a =.asinh @



26 தொகை நுண் கணிதம் 

Se —@ dx = fesnkod6 

cosh26—1 ao fetta! a   

2 

_ = eS -8] 

2 2 

az 

ae, 

ols Neat = esi (4)] 

=o o உர at a 

(iii) புரி ப்லீம் காண,௰- ஈஸ் என ஈடு செய்து 
தொகை பெறுக. 

இவ்வழியாக ீ/சனீ 6௨ - ௦ 2 என்னவென்று அறிய 
இயலும். 

எடுத்துக் காட்டுகள் : 

[Verte avs f Vea ee 

த f v@AP IT ae 

ஆக் [கே 1) a? — 22—cos ht ரு] 

2, ர் where dre ர் VBE de 

=4 [2 2) /124+4a—a22 + 16 sint GP] 

[vm TEtbae = fy (BIE Ede 

eon Lk 1 
=4 [ern for+2e+5 + 4 sin het (I



தொகை காணும் வழி-வகைகள் 

(5) எடுத்துக் காட்டு : 

fe cos xdaz = 8 cosx — fe (— sin x) dx 

= ex cose + fe sin 2 dx 

== eX cos x -+ eX sina — fo sin x dx 

“2 ர் eX cos x da = eX (cos x + sin 2) 

fe cos x dx = 4 e* (cos x + sin 2) 
’ 

(6) பொதுவான ஒரூ எடுத்துக் காட்டு: ் 

T= ர் e** cos ba dx 

_ ox cos ba — fc es ( — bsin bx) dx 
a a 

1 6 . 
டப. இஃ மகர. —- fe sin bx dz 

a a 

= a e®® cos bx + ia | e*%gin bx— 

a aja 

1 4 

I> e* b cos be de | 

ஸூ 
a le 

b Be 
— @&* cos br -+ —-— e* sinbe— —— I. 

a2 a2 

‘ s comes == peux cos bx b sin bx ம் கு ox (SE oe) 

S 24 te et (a cos ba + 8 sin ba) = லீ 

  

1 
= 3 Le e8X (a cos bx + bsin bz) (1) 

இவ்வாறே 

‘ 1 ‘ 
ர் e®* sin ba dz = PLR ex (asin br — 6 cos bx) (2) 

என நிறுவலாம்;



  

தொகை நுண் கணிதம் 

வேறோர் இடத்தில் (4:6-ல்) இவ்விரண்டு duress 
ஒன்றுக்கொன்று இணைந்த துணைகளாக உள்ளவை என்று 

. நிறுவப்படும், 

பயிற்சிகள் 3 

கீழ்க்கண்ட : சார்புகளுக்கு (சனைபிரித்து) ௨ ஒட்டிய 

தொகை காண்க: . 

      

1. ஐ8502ஐ 11. 10ஜல 

2. 20080022 12. sin (=). 
a a 

3. asin x 18. tan = 

4, xloge 14. cotta 

த், ஹி log x 15. அண்டம் 
(-௮)* 

1 x (42 ட e& (#2? +32 +3 6. —— hog (log 2) ஜு உணமை 
(x + 2)? 

ர. ஏத்த ட... €& (2 +a—1) 
மர அ த ட 

8. wax (x + a)? 
18. மண்டல 

3 pX2 

ர லக 19, wcotta 

10. asin x cos x 20. (loge 5) 

ot f d® y த் ay du 

ர ந“ மத...” நற 
என நிறுவுக. 

T 

22. ர் ஏமி உரன் மதிப்பென்ன ? 
் : 

  23. fs ஐவ நன் மதிப்பென்ன 2? 
v1 — ee 

24, [3 ஜஸ்ட் ரன் மதிப்பென்ன 2 
1 1.



.தொகை காணும் வழி-வகைகள் 29 

தொகை காண்க : 

tanta 38. ¢ 2X sin 32 cos 52. 

= 1+ 22 34. e 3 cos 4% cos & 

26. Y¥ 8—2e—a2 35. swe 8 cos 2x 

27, of 2a? + 8a — 4 36. (௨-2) / fa+ 1 

28. Vy @ 4 8a p28 87. (x +a) fa? + 2ax +d 

29. e%* cos 4a 38. (ax—b) ax*—22ba+te 

30. e* cos? x 39. w/a? + av 

31. a* sin x 40. 273 — Ie — a 
32. e** cos (2% — 3)



பகுதி 4 

தொகை காணும் வழி-வகைகள் 
(தொடர்ச்சி) 

£:1 பகுஇகளாக்கத் தம காணல் : 

{iro + Fe) — 0 @) |de= SJ) de + SF ஐ 

S V(x) du crorgy grb Yorert 1:71 (5) ல் பார்த்திருக் 

கிறோம். 

... கொடுக்கப்பட்ட சார்பை, பகுதிப் பின்னங்களாகப் 

1945 (Partial fractions) guGarg  Weror gD HE» 

தொகை காண்பது இம் முறையாகும். Aw இயற் கணித 

சார்புகளுக்கும், சில முக்கோண கணித சார்புகளுக்கும் 

இம் முறை பயன்படும். 

4:11 முக்கிய எடுத்துக்காட்டூகள் : (வாய்பாடுகளில் சில) 

(1) [Sa என்ன ? ஜீ a 
ச் 

1 1 1 _ 1 

நீம்... இ ls ௫ ata ) கணவன் 

நமக்குத் தெரியும். ° 

் da 1 1 1 
ஆகலே [எட ஸ்“ aa" f (e=a ர டல் [4 

1 
= 37 [ல (w — a) — log (w + «| 

i os 
= Gq log (| =f. “) 

 



‘ 

தொகை கானும் வழி-வகைகள் 31 

. (2) அவ்வாறே, 

ட ஜஜ 1 1 1 
ர் ன எரர் (ஜயர் za) a 

- “a [13 (a + x) — log (a — | 

1 a+e@ 

= a 8 (5) 

சாதாரண எடுத்துக்காட்டுகள் : 

da . 

2 டாம என்ன! 

  

  

° 
ச் 2 

‘ ; 1 “ 
முதலில் 11 2ஐ ஐப் பகுதிப் பின்னங்களாகப் 

பிரிக்க வேண்டும். 

1 A B 0 
(@ +l? (l— 22) = 1 இற + Oa Tes 
கொள்க. 

  
  

அப்போது, 1௯ (2-1) (11-94 (1 — 22x) + 
0 (2-1)3 இஃ, தோர் முற்றொருமையா தலின், 3-க்கு எம்மதிப்பு 
கொடுத்தாலும் இருபக்கங்களும் சமமாகுவிருக்கும் 

x= 212 1= 8B 

1 
: க்க = 

il 9 
“= — os L= ft 

» 2: 4 

4 
, C= 9 

“= 0; 1=A+B+C 

A=1-—B-—@



தொகை நுண் கணித்ம், 

  

  

பட தடவும் [வர ச்ஸ்ட்றா 

+ yaaa |e 
9 

= —~ log («#+.]) — - டர - “ஐ” 102 (1 — 22) 

ர 

- நட் ஆ log (@ +1) J (1 + 2a) 

பயிற்சிகள் 4 (ர) 

. கீழ்க்கண்ட சார்புகளுக்கு 2-- ஓட்டிய தொகை காண்க, 

(பகுதி பின்ன முறை) : ஸை 

1 oa உட் 

    

1 எல் 90 ௫-8) உட் ட, 
2. ——,— ஜீ =a 10. ee 

vw ° ட 642 சோடு 
me (x + 3)? 28 if 2 

4 ட்ப ப. ் 6-௮) ௫-9) ௫-௮. 
mate) 19, @= 4) («—b) (x ~0) 

5. ao Se (x 2) இ (௪-7) 

. 5 —— 

7 2௨-௨8 - 14, a ol 
' @ a — 22) (% + 1)® (@—2) :- 

3, 2% (a? — b) ட ஆ a 
" (a a?) (9. " (@=1) («@ ~ 2) 

4:2 சில பல அமைப்புக்களின் தொகை காணல் -- இருபடிச் 
கரப்புகளும் அவைகளின் ற டலாம் 

ப் ர் wie , 

dz 

1. டவ" 
117. மூரி + be +e dx 

என்ற அமைப்புக்களை முறையே ஆராய்வோம்.



தொகை காணும் வழி-வகைகள் 33: 

4:21 . அமைப்பு I: 

dx 

f oa + bu +6 ் 

இதன் மதிப்பை, 

da aa dz 
baad! நகை ஐ. நிணம் 

என்ற அமைப்புக்களையொட்டிய முறையில் காண முடியும். 

இம் மூன்று தொகைகளும் முறையே 

1 x 
— tan aE 

a a 

ட்டி (4) 
௦ zeta }’ 

டி (575) , Qa a 
(0 --2ீ 

      

  

  

என நாம் முன்னர் 2-221, 4:11 ல் கண்டிருக்கிறோம். 5 

௨, 8, ன் மதிப்புக்களையொட்டி, க 0௨--௦ என்ற 
கோவையைதக் தகுந்த முறையில் அமைத்து, பின்னர் ஒரு 

எளிய ஈடு செய்ய வேண்டியிருப்பின், அதையும் செய்து, 

dx 
f aa? + be Le என்னவென அறியலாம். 

அஃகோடல்லாமல், ax+-bu + ¢ = a (w—ec) (w—B) என்று 

இருசினை பிரிக்க முடியுமானால் பிரித்து 

ர் அட அ இலைய அல் தண் மந்தத் "a ணைன எனச் கொண்டு, 

பகுதி பின்னங்களாக்கிக் தொகை காணலாம். எல்லாம் 

ஓரே விடையைத்தானளிக்கும். 

. பின்வரும் எடூத்துக்காட்டுகளைக் காண்க : 

் 1 
. (1) ர் ete அமைப்பு. 

ர் 

நித த்த 

da 
ex - 

pavers 

1 நட 

—* J @+y+ 
I. C.—3.



  

    
தொகை நுண் கணிதம் 

“இங்கு: 14 = FRO Oxi gid: de = dt. 

உட டர. , “தொகை -3 pod 

= } tan (t) 
‘ Qe + 1] 

=} tan (=) 

1 ; 
(2) உ அமைப்பு 

dz 

[Ea = ர் ர த 33 1. 
v+5ae+6 | | >) = (S| 

4 6 3 

இங்கு (2+ 4 ௪ ர் எனக்கொண்டால், 

at 
தொகை - a 

க 1 log (<4) 
2x t+3 

_ 1 2) 

க (டட 

இதையே பகுதி பின்ன முறையிலும் பின்வருமாறு காண 

“லாம்: : : be 

  

  

y
e
 

  

  
    டட de ட 3 1 d 

etic +6 of (sa ள் ரி ° 

x+2 
lo 

் 1௪] 
  ॥ 

(8)   ௨ அமைப்பு. 
a? — x 

ர் de ம் ந் da ~ 

1—%—322 3 4 — Ba — 2? 

1 da 

- al @rery 

  

   



தொகை காணும் வழி-வகைகள் 85 

இங்கு ௨--1--ர என ஈடு செய்தால், 

1 
தொகை - “உ = 

2 

xe ர் 

log (4 ்) 

    

| 
a
l
e
 

p
l
e
 

o
o
 

ணத நத 1 
$ ௮ 3 
3(a +- 1) 

[ (1 — 32) | 

log (475) +}log3 (A) 
1 — 3a 

3 1௦28 ஒரு மாறிலியாதலின், 11௦2 8 ஐத் தொகையிலிருந்து 

| —
 

௦ oe
 

  

2 1 
கழிக்கவும் செய்யலாம். அப்போது தொனக பல ரன ) 

இதையே பகுதி பின்ன முறையிலும் பின்வருமாறு செய்யலாம். 

_ 7 ட _ ட கைல் வடி 
1— 2% — 322 | கம + 1) 4(1 — 3a) |e 

  

_ வ் [12 (@ +1) — log (1 ~ 8) | 

படிய ௧ 
(4)க்கும் (2)க்கும் உள்ள வேறுபாடு 1 12 8 என்ற மாறிலி. 

4-22 வக ட II: 

ர் அட ட 

இதன் மதிப்பை, 

dx dx da 

ர ரள | ve w= 
என்ற அமைப்புக்களையொட்டிய முறையில் காணமுடியும், 
இம் மூரீன்று தொகைகளும் முறையே, 

sin h-1 (~) அல்லது log [ae ; 
a a 

sin-? (=) அல்லது — cos 7} (=) : 
a a 

cosh~} (=) அல்லது 1௦2 (ர*2) 
a a 

என நாம் முன்னர் 2:221 ல் கண்டிருக்கிறோம். 

1.0.—3A



  

தொகை நுண் கணிதம் 

இங்கு க, 6, cor .மதிப்புக்களை யொட்டி, Yak ibe de 
ஐத் தகுந்த முறையில் அமைத்து, பின்னர் ஒரு எளிய ஈடு 

செய்ய வேண்டியிருப்பின் அதையும் செய்து, 

  என்னவென அறியலாம். 

  

  

  

Vaa® +- bx + 

எடுத்துக்காட்டு : (1) த என்ற அமைப்பு. 

@dx .. _ 

w= tf ery — (+1)? 

இங்கு xex+1=t aor ஈடு செய்க. 

4 dt 

saree 5 4 AV (~20)e—# 

3 

= மர sin அ = (Fe) 
5 = [9 

~ . 1 = ர 

எடுத்துக்காட்டு : (2) Vere To அமைப்பு. 

dx 

/ ன ௭5 =} V(e +2) + 2 
Qa@ «x«t+2=toer ° செய்க. 

  

  

  

் தொகை | wes =: a 

= sin ht iz ) 

= sin ho (* + *) 

2 

ண ர 1 எடுத்துக்காட்டு: (3) நன >a என்ற அமைப்பு.



தொகை காணும் உதி பக்டன் தி 

  
da da ள் 

ற பட நேட. ~Va@+42— 8 

இங்கு ஐ--&4--ர் என ஈடு செய்க. 

தொகை 7-௯ a = =" 

=cos A-1 ( zl 

=cos A-1 (* + *)   
6 

4:23 அமைப்பு 1471: மூாணீ-2-டர என்ற அமைப்பு. 

இது பூ விபி. பூ ஜிம்? SV ae — ede 
என்ற மூன்று அமைப்புக்களை யொட்டிய முறையில் அமைக்கப் 

படலாம். இம் மூன்று தொகைகளும் முறையே, 

jo BLE + de® log ( e+ Veta) : 

he Vg a? — fa? log ( a+ Vea a ) ; 

x 

£2 7 a? — a2 + da? sin (3) ° 

என்று நாம் முன்னர் 3-111(4)0v குறிப்பிட்டுள்ளோம். 

எடுத்துக்காட்டு : (1) ஜுஸ் என்ற அமைப்பு. 
SV Gate pole = SVP Rae 

இங்கு” a—2=t sora 2-8 எனவும் ஈடுசெய்தால், 

கொகை - 7 நீ.ட92 7, 

31 4/ தட ன + ia bog (1 ப கலி Fa]



weet துண்கணித ம் 

    

BS soar 2s (2 ge Sa ற் அமைப்பு. 

SV 82 Be du = SV (a — 1)? 218 82. 
e—-l=t என ஈடு செய்தால் 

= Sli Fa 
எத்தி] log (t+ V2 —1) 

(x — 1) vo 8 oiled 

    

தொகை 

எடுத்துக்காட்டு : ( 

SV5 — 322 — 6x dt = v5 fal Eom dx 

ve இட்ட “சட டம dee. 

: 8 
- எனவும், ஈடுசெய்க 2 = உ 1 ர் எனவும், ௨ 

தொகை - 417/2 ௨௮ | 
_73 [௭-௨ ஜீ + atsin> (~~) 

aw vi
s es [nee 

ome (a Feo) வ 

4:3 மற்றும் இல அமைப்புக்கள் 

___ ff (#) . : pu +4q 
ax? + ba +c ’ கறுப்பாக ax + ba + ¢ 

f(a) சிறப்பாக டக அ 
Vax + bx +e 

II. ame 

இங்கு 
ரீ(30-- ரி -(கணி-ம் 4... ரே (உ ஒரு கூட்டு முழு 

எண்) .. 

அமைப்பு 1:ரீ (2) gave? 0௨ ௦ ஆல் சாதாரண 

மார. 

4-31 

மாக வகுத்தால், 

n2 1 Bat3 4... . -- P ares ஈவும், 4-2 ற் - Ba + என்ற ஈவு a ite £3 

என்ற மீதியும் வரும்



Qgroa srepib ap-amaadr _ : O° 

pide? + நடை பற) 82. உறுப்புறுப்பாகல்! 
த் ஊது ட இவர பவட ன 

காணலாம். [வாய்ப்பாடு [= ரன்ன கட 7 ஆகவே, எஞ்சி 

யிருப்பது, 

ர் பிறா ர 
ax? +- 6% + ¢ 

இங்கு ஜருர ஜீனோ) (ஏ 3). என்று 
2a 

எழுதினால், 

ண் பந சக்க கப னம் *(ஜ.) 

ணா டட எனதும் 
டட (2) 

வலதுகைப்புறம் முதல் தொகை ee அமைப்பு   

அதன் தொகை - 2 102 (act + bx + ௦). 

_pb da 

இரண்டாம் தொகை -- ( I i) / aa? +- be + o> 

அமைப்பிலுள்ளது. அகன் தொகை காண்பது முன்னா 

க: 21ல் விளக்கப்பட்டது. 

d 
எனவே ர் eeoe அறியலாம். 

  

  
  

ax? + ba +e 

எடுத்துக்காட்டு. 

க் கிட் ப்ரபு ம 
i. ர் 72-06 eC என்ன ? 

943 — lle? — lla + 26 

—Fa+6 ) Qea8 — 14a? + 12a (2 +3 

Sak — OBa + 26 

3a? — 21a + 18 

Dar -E 8 

22x —8 

தொகை - [ (+3 aaa ge) & 

(த + 3)? த , x—4 
= 2 = ட = x laa



தொகை நுண் கணிதம் 

  

  

  

அல பட இ எனக் கொண்டால் 

3 2 

~ S@—1) * Bw@—6 
a—4 2 3 2 

4 tla ge pea “ந (sores) 

Bs 1 as 6 = — | log (w — 1) ~ | log (v6) 
(Qa + 3)? 1 

உ முழுத்தொகை = i = log (« — 1)° (x—6)! 

ஸ் 

உ. f 188 

2௨3 Da? be pb என்ன ? 

  
od 

உட _ _ (௨ 0245) 42—6 

3 7 
. 1-84 = — q(42-8)-3 

3 4a — 6 tf; n° 
* Gare ~ 4) ya $6 — BS (as கவி 

3 a படட ம் 

= ~ 3 frog (204 — 6x +5) ணாய 
ர் da dz 

=J 7 3\?+a? 
(1 — 20 +3) te 3) + (2) 

= a tan -1 (24) 

2 

= 2 tan -1 (2% — 3) 

u
e
 

் முழுத் தொகை- - F log (222—6x + 5) — 2 tan -1(2u—3) 

4:82 அமைப்பு 14, f (x) _ 

V aa? + bx +o 

Cont டஹேோ 1... 40 க பன்னா? 
V aa + bx +e i



தொகை காணும் வழி-வகைகள் ட்தீர ் 

S = (Ap + Ay oP? +...Ans) Vaa® + bz +O 

dx 
A நடவை வடா வைகை உ வைனை அவ்வக் ம் y + An fa aie எனக்கொள்க. 

இருபுறங்களுக்கும் ௨ -- வகைக்கெழுகண்டு, இருபுறங்களையும் 
டக 0 ஆல் பெருக்கினால், 

Op a® + Cy amt +... நே 

  

{ (n-1pAga*-+(n—2)-Aa +. ட Ang} (ax? + be + ) 

+(Ap e®-? 4+ Ay oP? +... + Ana) (av + $5) 

+ An. 

சமபடிக் கெழுக்களை சமன்பாடு செய்தால், (௩--1) சமன் 

பாடுகள் கிடைக்கும். அவைகளிலிருந்து 40, &,, ... 4. கண்டு 

பிடிக்கலாம். மேலும் ர்க ன கண்டு பிடிக்கலாம், 

எனவே முழுக் தொகை கிடைக்கும். 

  

  

எடுத்துக்காட்டு : 

wrt 82. என்ன 2 
Vx2— 2 +1 

1 es Tee Ao + Awe + be) Vee FT 

  + Ag l= = எனக் கொள்க. 

இருபுறங்களுக்கு 2-- வகைக்கெழுகண்டு, இரு புறங்களை 

wtb “gk — ae +1 4 பெருக்க. 

v3 +] se (2 Age + Aj) (e® — 2x4 1) 

(ளி ப Aye + Aa) இடு ஆ 
னிட பிக) 5 4௮) 
ஆ டை இ 4 (மட தகிட ம கீழ 

சமக்கெழுக்களைச் சமன்பாடு செய்தால், 

5 1 9 
=H; Aj பவட =— —; Ag= — Ay = 3 1= 79°78 24 3= 6 எனக் 

கடைக்கும், §



) Biron: gyoie கணிதம் 

   லே தொக்க 
1 5 மட ப பப ப டட 

== கெ ல ட் seme: OP cme வகு ye ர SS (eee டம் 

(5° த 5g) Vi met tig | aH 

ண்ண 1 ட அ ரப 
ஓ 
a 

= tos [ @ - பணை கப 

எனவே முழுத் தொகை 

  

டட ரக 061 உ... — 
ன | எனககம அடை ரைம் oh 16 [ல (8--இ 4 vi—aF| 

சிறப்பாக « pee ம் காண 
“/ax®ba+-¢ * 

முண்னா் 4-81-ல் : 
காட்டப்பட்ட ஈடு முறையையே கையாளுவோம். 

ae +beto=u எனக்கொள்க. 

(Qax +6) dx = du 

றி bp 
pe +9 = “os (2ae + 6) + ( உ) 

  

றல -ட ஏர da a 2aa+b ற 

ரக் 62-௨௦ = V aa ba +c aa +> ( 13, ) 
de 

- Vax +be-te 
வலது.பக்கம், முதல் தொகை 

du; 

= a6 வம 
2 = yl 

= Jat PETE 
da 

இரண்டாவதுள்ள | a டக நாம் 

- முன்னர் அறிந்த அமைப்பு. 
ஆகவே 

(pa+q)de ———— ae ட 
சடம் * பகனக ] எனபன 

எனக் கிடைக்கப் பெபறும்,



தொகை காணும் வழி-வகைகள் 43 

. எடுத்துக் காட்டு : 

h. \ wees ய் என்ன 2 
fx? + 2a—3 

wets -3= u 

(2a + 2) dx = du 

அர = 2 (2x +2)4+3 

de +7 nna (tS a2 4 

J V+? fx? + 2e—3 | 8 fs ¥ ட்ட 

aires + 3 log ட 41) டை 223 | 

       

  

=4 f= 73 43 log G ட 72? in| 

2. _——_ ௬ என்ன 2 
க-து 25 

4—37 —2? =u 

(— 3 — 2a) dx = du 
1 — 34=:8 (—2x—3)+73 

ன் 

      

  

ட். drat f Se de ag as 
J sf4—32—22 f4—32—2? V2 —(a+-$)? 

du ல ஜி al 
= =! faa sin -} 5 து, 

ட... ட 

த மகேஸ் ௮32 ஸ்டா க் 

ச். . 
3. | 7a dz என்ன 2 

Vg? 1 4 

vt v+4— 3 

less e~ [vari & 
ee dx 

றச் | 4 4+ Qsink (3) —3sinh- is) 

ஜி டம் — sinh (=) 

மேற் சார்பு இருபடியாகவும், &8ழ் சார்பு, இருபடிச் சார் 
பின் மூலமாகவும் இருக்குமானால் இம் முறையையும் கையாள 
லாம்.



தொகை. நுண்: கணிதம் 

  

பமிற்கெள் 4 (by 

தழ்க்கண்ட சார்புகளின் 2--ஓட்டிய தொகை காண்க. 

      

    

    

  

  

  

1 ன க 1 
1. — ர் ன தை 
8-9 3 478-928 

் 22% + 3 1 
2. ் ட. 

wate Ts 1 0-௮ 0-௮ 
3 32 +1 1 

. 
12. ee 

2a + @ + 8 WV (a—a) (b+2) 

க ட ட e+ 3 
E> 2a — as 14 Tat ப ந்த 16 
a — x +1* ° 4¢ — 1 

i —— பத ஜார் சணா Me Fa =e 

6. ந அம் 
e+at+t V 9x? — a + 2 

1 a 
7 உ... ௮௮ 

V2—32 + 2 Vetati 

aio 
8. Sore (ர, 322105 

Var te +1 Ver ta+l 

9 ட ஜர் 1, 

் பூஜ 4 ஐ--8 

4:41 1] எடுத்துக்காட்டு : 

e ஐ 

]. ர் ம என்ன 2 

4 ஐ-5 

ழே உள்ள இருபடி மூலத்தை நீக்க, 

ஐ-ட5.- 12 எனக் கொள்க. 

அப்போது x = (2—5)? எனவும் 

82 - 204 எனவும் கிடைக்கும்



தொகை காணும், வழி-வகசைகள் 45. 

ட சர 2 tdt 

a == 4 t 

= 2f (it—10. 2425) dt 
5 3 

= 2] 5 _ np +288 | 

Qa@ t=V e415 என ஈடு செய்து தொகை 

  

கரண்க. 

9 x de 

, Jaa 1/2. (1-02)1/2. 

இங்கு தோன்றும், இருபடி மூலம், முப்படி மூலம் இரண்டை 

யும் ஒருங்கே நீக்க, உடு 

© (142) = 8 எனக் கொள்க. 
அப்போது (I+ey8% =e 

(Lay = 
dx = 66. ஆகும். 

x dx ட ja (1) 675 dt 

ணை மடன் ன் ் ம். 
11 _. 75 

= 6 fase dt 
i? + 8 

9 _ 43 

= 6 ட்ப ௫ 
Le 

a PCIe Ny 
= PCT a ee 

= § fe (ட (உபயம் 

இங்கு பெருக்கி வந்த சார்பில், உறுப்புறுப்பாய்த் 
தொகை கண்டு t= (% + LS cor ஈடு செய்து தொகை 

காண்க. 

  

  

3. i de 
் L+ Va 

௨௮ 74 என ஈடு செய்ய, 

க -- 7 எனவும், 

Ve = 14 எனவும் 

8 478 எனவும் பெறப்படும்



46 ஃ தொகை நுண் கணிதம் 

  

  

ட்ட ரம சத 1 3-8 
ச fie dx = 17 »- 4B dt 

aa fee 
ட 1 4-7 

் 2 தீ 4_ 43 1 972 oo (1 + 242 —2¢4-2 i+ sae 

உறுப்புறுப்பாய்த் தொகை கண்டு, 1-- 4/ஜ என ஈகு செய்க, 

பயிற்கள் & (6). 

ஈழ்க்கண்ட சார்புகளின் 2 -- ஓட்டிய தொகை காண்க. 

  

  

௩ fe vn 

Lk FER, 7 8 TEve 
+1 ° a vay 

2. தடந் (11-24 

5-1 : Qa +3) Ve 45 

_i a 1 
4. 5 Ve 41 ss (23 As - apie — - +a)! + ௫1/8 

Van} it 42 

6. 10: சத 
dz 

4.42 I (1) lp TV ax + br be என்ன ? 

1 
இஃ ட் எனக் கொள்க, 

  

  

1 
dx = — a ate 

° 

— A 245(2 எனகவ பரக (ர +P) + (= +) te 
= VSL HTK 

i 

am தொகை ரீ உர ர் 

  

a ர் 
ழ் 1-௩ 

V A® + Bte+K a



தொகை காணும் வழி-வகைகள் 47 

Qsa Ogres {| [GSS 

முறையில் கண்டுபிடிக்கலாம். 

dx 
(2) சிறப்பாக ர்ச் காண, 

சென்ற எடுத்துக் காட்டில் பயன்படுத்திய, ஈடு முறை 

கொண்டால், 

dt 
தொகை = ச்ட் 

இது முன்னர் 4:22 wv காட்டப்பட்டதாகும். 

ப ப 
ப்ட் ரர Ve? — ba tad 

  

1 
z+ - 7 என ஈடு செய்தால், * 

dx = — el. இ 

a4 Fo 
சனிக் = n/(;- 1) ட ~1)+ 4 

t 

= 7102-71 
ர் 

ட. ஐ 
தொகை 2 .../ச1 முகர 

i 
=f dt 

யத க் 3 

1 7 ணை. அணை ஆட ரவ நறு [fe ~ ௮௮ ட. gat. 
410 oe | ( ஐ) “க னல] 

2 1 : Qmget = a+ என ஈடு செய்து விடை பெறுக. 

௮
,



48 தொகை நுண் கணிதம் 

  

  

4:43 Il — ae . 

1 ~ 
w= va என ஈடு செய்தால், 

da = sn dt 
ழே 

கர fom 4 நட்ட 48 

ad 2 

= ற vp + qe 

௨. 
. தொகை 7 5 பூ 58 2 

i t 

t dt 

=— fer y Vv gi? +p 

ptig@=#2 என ஈடு செய்ய, 

2 gt dt = 22dz. 

tdt= —~ da. 
q 

2 

உடநீ 024 
4 

_ (ag — bp) + b2* 

q 

tdé ர் dz 8 1 

்் கபக் அ தனை த பணப்பயன் அத்து 
7 

- 7 — bp) + ba® ° 

dx 
இது நிர தம அமைப்பாகும். 

xv 

அல்லது vere! என ஈடு செய்து 

  

dt 
fan என்ற அமைப்புக்குக் கொண்டு வரலாம்.



தொகை "காணும் “ajp—eren as ot 

  

எடுத்துக்காட்டு : 

  

  

  

f ர ரர 
(a? + a?) 4/2 

c=, oor ஈடு செய்க. 

் 1 
dy = — dt 

i 1t+@e 
et gt = 2 + a? Pp 

1 12. 
Verto = ate = 

2080 பவட 

eres = — [eee To 
ப at ht is 

t dt : 

-- fcran TR 
1402 = 2 oar ஈடு செய்க. 

  

—1 fin © ட் 

22 
2tdi = ee dz. 

1 4 22-12 ப 11 

= (b= a?) + a? 22 
ம Ee 

bd a 
cramer ௬. மன எளி, 

__ de ் 
~~ fare ema 

6 = உக் குரிய தொகை கண்டு, 

ரர் 1 -. 52 டட 
t= VIP RR = A/ tS என ஈடு செய்து" 

தொகை காண்க. 

1.4



கர: __ தோசை, குண் கணிதம் 

"பயிற்சிகள் 4 (0) 

சழ்க்கண்ட சார்புகளின் 2- ஒட்டிய தொகை! காண்க : 

  

1 ப பந 
1) எர்ட கீ. 

1 

2. நட்டு ௪ 

் மூ) ஜீ. 

க டட ம் ட உ 

மம) தீபம். 
4 1 

6 a ன. 

் 0-9) 4/9) FT 

உடபட” 
் 141 

Be 
" (Qa +3) V4 — a? 

நடம்... 4 
_ (+2) V1 + 22 — 2? 

«el ,* "3 
10. a Vat 2bu + ont 

i: 

11: புடம். 

ம் ; dx 3 ‘ a. ave 8 

12. is ~~? ii ம/இிப்பென்ன 2 

pe ரண ப. டம் 18. மகன ள் ன் மதிப்பென்ன ? 

ட கனை 
நஸ் 1425-1. 

ட. 1 2" 

1. ay Pea



தொகை காணும் வழி-வகைகள் 

  

க ட ம் ன்ற . 
IV. a+bcos#% +csinaz வண SET : 

இது ஒரு முக்கிய அமைப்பாகும். 

இங்கு... tan 3 $் என ஈடு செய்க, 

் 2 dé 
அப்போது dx= Tae 

_ ine. 
cone = Te. 

: ட 2t 
sing = Qe 

இவ் ஈடுகள் செய்ய, 

, dé . 

தொசை - சி Im +2ct + B 

என்ற அமைப்பில் வரும். இங்கு 1, 0 ஓட்டி தொகை 

x 4 en fi 

sain@, t= tan — crow ஈடு செய்து. விடை பெறுக.” 

  உ . de * =. இ 

பண்பா (த 
pat 
ட 

= log tan. (=) 

மு dx ட ] 2 dt 

Uy, cose (1-7 “(l= #) 

. 1479 Ee 
dt 

1-2 — “a 

4 

a t+ tan 

l—tan « 

2 

J 1) 
=. log 

= log tan [த் 

1. சேக் ASOLO



   தொகை: நண்கணி தம் 

cos x 

Bs dae MOE PRE dg? 
GMuy : ea : 

sin. (> +2) | 

dy 7 
— j sing (ச ஆம ஈம ) 

= log tan 4 

= log tan ie + =) 

. இங்குக் கூறப்பட்ட கா ஷா = t என்று ஈடுசெய்தன் 

முறையில், பின் கூறப்பட்ட அமைப்புகள், . 

de dx - ட da 

நரகல் mae ; | wee 2 jl mm ce 

யாவையும் அறியலாம். 

எடுத்துக்காட்டு 

0 [கை “7 rm 3+) 
_ 1+7 

2Qdt _ 

7 — 

- pea fed 
? ¥ 7 — tan 

      

2 

ஞ் da 2 dt ய நிண்ட. வரி 
5— 4sinz 

  

(+2) [ 5 - up| 
ize |- 

odt 
~~) 5 — 8t-+5 

2 ர் பப் 
5 J @—%41 

2 dt 
  

 



தொகை காணும்: வழி-வகைகள் “53 

    

  
/2 at 

(111) ௨-௨ ee ட பகட்டு 
டட 4 sin x ~ 3'— Bt — 32 

2 2 =f it, 
3 i 4¢—# 

9 dt _ 

=i yt (e+ இ? 

3 + tan a 

_ ம | ட. 8 ) = ஏ j = 

: தங்கட 

  

9+ 3 tan — 

= mg [ pats | 
5 ந ட் 

3 tan 3 

‘ da . 
(iv), / ப ப்ப படட... என்ன? 

5 cos 2a + 12 sin 2x 

இங்கு ஸல் என ஈடு செய்க. 
. 

sec? a da —= ct 

da = dt 
1-8 

ஓர் 
sin 224 = -—— 

1+ 

1 ௮3 
cos 24 = ——-



“தொகைவருண் கணிதம் 

  

  

் 3 at 

தொகை - fa 558 உ] 

் ் [a 1+ #2 

[எட்ட ~ J 5+ 24¢.— 50? 

dt 
ன் ர்ந்டண் நடத் 

1 ட ட்ட B 

5+ 24¢— 5 ~ 1+5¢ ht 

1 = A(S—t) + B(1+4+ 54) 

f=5: -1+26B 

26 

j= oa le ம ட 
5 ட்ட 

உட le 

af aes - {liar + எட] “ 
_ + log Car] 

26 5—t 

, he (- + 5 tan *) 

இ ங்கா 26 

dx 
ப்பு : பொதுவாக படட ப ட்ட 

குறிப்பு a A cos mv + Bsin maz + C * 

ME 

என்பது காண, tan = ் என ஈடு செய்யவேண்டும். 

அப்போது = sec? > da = dt 

2 
2S 

m (1 + #?) 

: 2t 
sin ma = ——~ 

14+ 
1-7 

008 ற --. ம 
148



இதாரகை காணும் .வழி-வகைகள் த 

அப்போது தொகை - ர் ட... அஜ fe 

foe. fe FeAl BERL 
a+e) ‘1+e} 

dt . 

=~ mJ MP +LIBI+L(C +A) 

என வரும். இதற்குத் தொகை sein, t= tan — 

ஈடு செய்ய, விடை பெறப்படும். 

ட ர ர தன்கண் dx 

2cosa +3 sin x 

  

    

இங்கு ஒரு தனி: முறை கையாண்டால், தொகை எளிதில் 
கிடைக்கும். த் ் 

௦082-880௦ எனச் கொள்க. 

—2sinv+ 80082ஐ - மே ச 
x 

இப்போது 

5 cos x-+ sin z= கவர பட் அமிழ் 2sin 2 + 8 cos) 

dot BOL 
~~ ணப dx 

எனக் கொண்டு, &, 1 கண்டு பிடிக்கவேண்டும். 

A, B arom, 

2A + 3B = 5 

8& -- 2 - 1 என்ற சமன்பாடுகள் வரும். 

இவைகளின். தீர்வு, &-1, 1. 
du - 

dx 

. du 
். தொகை =/ ut ie 

See ம பந்த 
u 

1 du of deg ft வீட்த 
= z+ logu 

= x -+ log (2 cos x + 38 sin 2) 

4:6 V. o@ தொகையும், அதோடு இணைந்த தொகை 

wjtb (Related Integrals). - 

P= f &* cos be dx rors காண்டம். 

2 50082-ட வற + 
* 

  

 



தொகை நுண்கணிதம் 

   i அதற்கு இணைந்த கிதாகையாக, | 

ன ச Q= fe sin bx dz என்பது அமையும். 

அவ்வாறே . 

P= f( 2" cos ax dx 

Q= ( sin ax dx 

இரண்டும் இணைந்த தொகைகளாகும். 

பொதுவாக, 

P= ff (x) cos ax dx 

Q= Sf (x) sin ax dz aoorm இரண்டையும் இணைந்த 
தொகைகளுக்கு ஓர் எடுத்துக்காட்டாக வைத்துக் ' கொள்ள 

லாம். 

இணைந்த தொகைகளெனின், இரண்டினையும் உடனுடனே 

அறிய முடியும். - 

எடுத்துக்காட்டாக : 

P= fe cos bx dx 

Q= f e* sin bx dx 

என்ற இரு தொகைகளையும் எடுத்துக்கொள்வோம். 

P+iQ =f (cos ba + 7 sin bx) dx 

={ ex , idk dx 

ச் 

=| efatib) x dx 

1 (a+ib)x 

~ a+ ib° 
a — ib ai 

= “e+e eax (cos bx -+ «sin bz) 

இங்கு 1-- வலப் பக்கத்தின் மெய்ப்பகுதி. 

.  $ெ வலப் பக்கத்தின் கற்பனைப்பகுதி 

வலப் பக்கத்தை, மெய், கற்பனைப் பகுதிகளாகப் பிரித்து 

எழுதினால் 

வலப் பக்கம் -   aye e®* (a cos ba + 6 sin bax) 

  + a e&* (a sin bx — b cos bx) 
a ; se []



“சதாகை-காணும்.வழி-வகைகள் த்ர 

  

  

  

ax க 

P= ee ன (a cos bx + b sin bz) 

- * pax பண்ட் b cos b 
= a (es Q eb sin bx 008 92) 

இவைகளையே, 

1 உட்ப ப ப பகை = L Va a” cos (bz — a) எனவும், 

1 ் ் 
2. =e ax gj bs ன i Q ire a sin (bx — a) எனவும் 

எழுதலாம். உல்கு 

a = tant (-) ஆகும்... 
் a 

பயிற்சிகள் 4 (6) 

தீழ்க்கண்ட சார்புகளின் 2-- ஒட்டிய தொகை காண்க, 

  

  

  

  

  

  

ட ர 

1. } உப 
445082 ; 1+ cote 

ஓ. ப ட ட1_ வய ட ட : ௮௮ 
13 + 12 cos # 4 + 3-sin 2% 

உட ப. நு வெட்ட 
4+5 sin & 13 + 5 cos mx 

ஜ் டங் 11. 1+ 2 sin x 

1+ sin x 1+ 3sin-z 

உடம் பப 1g, Soeer tame 
2cosx +3 sina . 0௦58-- 8ம0ஐ 

க ப்ட்... 13, cose tsine 
1+ 3sine +4cosz 2 cos « — 3sine 

6 ச 

7. தனை 14. a 
1+ tanz . 3sin 4a + 4 cos 4x 

பின்கண்ட வரையறைத் தொகையை மதிப்பிடுக : 

T/o 
15. dx றிலி 

1+ cos a sin 2x (496 er gnats



58 'தொகைநுண்- ate ab 

  

  

6 ர் 

16, dx z ் . ட ட _ 1 ர் ன் ப cone 00860 0 log ane 
5 ் 

என நிறுவுக, 

47 

f° feet , w 
l1—2acosr+a®  1-—a? AVY SE oe 1 

௦ 

என நிறுவுக. (முறையே > 1 எனக் கொள்க). 

  

48. ர் avd vay = bee x — tan x — log (cosec x + cot x) 

என நிறுவுக. ் 
் ஏ 

dx a vy a 
a Ia —2ab cos +-+b? a? — 8 ANOS டம 

௦ 

என நிறுவுக. (முறையே ௧282௦; 9282-0). 

tan5 = Vit tan — arom #@ செய்து; 
—e 
  

1 டு 
டட ்் (1-2 ye bie hs 

என நிறுவுக. 

 



' பகுதி 5 

டு தாகை கர்ணும் வழி-வகைகள்: 
(தொடர்ச்ச) 

5-1 தொடர்ச்சியாகத்' தொகை காணல் : 

ஒரு சார்பின் தொகை காணும் முயற்சியில், அச் சார்யின் 
கொகை, ஒன்று அல்லது இரண்டு (அல்லது பல) வரிசை 

அல்லது படி குறைவாக உள்ள அதேபோன்ற மற்றோர் 
சார்பின் தொகையாக அமையுமானால், நமக்கு ஒரு சுருக்க 
வாய்பாடு (அல்லது சூத்திரம்) கிடைக்கும். இந்த முறையை, 

ஒரு தடவை அல்லது பல தடவை பயன்படுத்தினால் 

நாம் எளிதில் அறியக்கூடிய ஓரு தொகை கிடைக்கலாம். 

இம் முறைக்குத் தொடர்ச்சியாகத் தொகை காணனி முறை என்று 
பெயர், 

5.11 இதை ஒரு முக்கியமான எடுத்துக்காட்டால் 
விளக்குவோம். 

I= Sf sin®z dz என்கீ கொள்க. 

இங்கு % ஒரு கூட்டு முழு எண் எனவும் கொள்க. 

இங்கு, சினைகள் பிரித்துத் தொகை காணல் முறையைப் 
பயன்புடுத்துவோம். 

TI, = fsin™ dx 

= fsin™z sina dx 

= — cos2*sin®-2¢ — f"— cos x(*—1) sin®-* cos ada |’ 

= — cosa’ sin®-1y + (n—1) fsin®™2x cos*x dx 

= — cosx* sin®-! x + (n—1) fsin™-? x(1—sin*) dx 

= — cosa * sin®-1z + (n—1) S (sin®-2x _ sin"z) dz 

=~ cose: + gint-! x + (n—1) [Tp-g—Tn] 

a



: பகுது 5 

- தொகை கர்ணும் வழி-வகைகள்: 
டட (தொட்ர்ச்லு) 

5:1 தொடர்ச்சியாகத்' தொகை காணல் : 

RG சார்பின் தொகை காணும் முயற்சியில், அச் சார்பின் 

தொகை, ஒன்று: அல்லது இரண்டு (அல்லது பல) வரிசை 

அல்லது படி குறைவாக உள்ள அதேபோன்ற மற்றோர் 

சார்பின் தொகையாசு அமையுமானால், நமக்கு ஒரு சுருக்க 

வாய்பாடு (அல்லது சூத்திரம்) கிடைக்கும். இந்த முறையை, 

ஒரு தடவை அல்லது பல தடவை பயன்படுத்தினால் 

நாம் எளிதில் அறியக்கூடிய ஒரு தொகை கிடைக்கலாம். 

இம் முறைக்குத் தொடர்ச்சியாகத் தொகை காணல் முறை : என்று 

பெயர். 

5.11 இதை ஒரு eae ‘oD Ss ESTA 

விளக்குவோம். 

Th= f sine dx craré Qarara. 

இங்கு % ஒரு கூட்டு முழு எண் எனவும் கொள்க. 

இங்கு, சினைகள் பிரித்துத் தொகை காணல் முறையைப் 

பயன்பூடுத்துவோம். 

Th = fsinte dx 

= fsintty sina dx 

= — cosx' sint-1a — f= cos & ட) sin®- 2x cos « dx 

= — cosa’ sin®-1a + (n—1) f'sin® 22 costa dx 

= — cosx: sin“! + (n—1) fsin® x(1—sin®2) dx 

== — cosa@* sin®-1y + (n—1) S (sin® 2x — sin™x) da 

= —cosx:sin®-le + (n—1) [Ing—h]



    
Se (pel) Ihe இடப் 

தொகை நுண்கணிதம் 

பக்கம் 

11) ---00852ஐ :வ்ம்தே (n—1) Ing (1) 

அதாவது 

. — cos x * sin 2-ly n—1 
Th == i a Tn-9 (2) 

இதுவே சுருக்க வாய்பாடாகும். 

இங்கு Ssintx dx என்பது S sit zx dx என்பதைச் 
சார்ந்திருக்கும் நிலை வெளிப்படுகிறது. 

  

  

    

மேலும், இச் சுருக்க 
வாய்பாட்டை, (n—2), (n-“4),.... orem sin 2-or படிகளுக் 
குப் பயன்படுத்திலுல், ய 

1 —cos x. நம்ம n—3 - 3 

=“ n—2 n—4 In (3) 

—cos a. sin® 5x %--8 

க நமர் நம ம 0 
என்று தொடர்ந்து நமக்கு வாய்பாடுகள் கிடைக்கின்றன. 

தொடர்ந்து பயன்படுத்தும்போது, கடைசியாக, 

௩ ஒரு இரட்டைப் படை எண்ணானால் 

—cos xsinz - 
= a ee எனவும் (5) 

1. ஒரு ஒற்றைப்படை எண்ணானால் 

— cos @ sin? a . 
நல எர மழ எனவும் (6) 

கிடைக்கும். 

(5)-ல் உள்ள 1)- 7 (ம்௩ஐ)0 ம 

= {dx 

= &. (7) 

(6)-ல் உள்ள], - மிண்டர் 

= — cos # (8)



@ தாரகை காணும் லழி-வகைகள் 6்ச் 

(1), (5), (8), (2), (8) அல்லது (6) வாய்பாடுககைக் 
கொண்டு, ஈக்கு எந்தக் கூட்டு முழு எண் மதிப்பு இருப்பினும் 

ட யாது என அறியலாம். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

IT, = sin? 2 eretren ? 

சுருக்க வாய்பாடு (அன் படி, 

  

— ¢os x sint x 4 

ha Gt ge 
நு Sees 2 ee 

3 3. 

I, = fsin ude 

= — cos Lr. 

இவைகளை முறையாக ],ல் ஈடு செய்தால், 

  

ர —cosxzsintxe  £¢f —cosasin?x 2 
poe te eos 3 v5 3 + 3h ) 

— cos x sin? x 4 cos x sin? 8 
FS ee ய ர விஷயம் es Gas wi 

5 19 15 

இவ்வாறே, 

டன் 4 0002 ணத 
| sint adx = I, = | EL 

\ : 
—cosa sing 

I, = ஓ + $ To 
ஆ ant 

° J, = x 

—cos x sin? x 3 — vos 2 sin x 
“dy = ——— ப வக i go தற 

— cos x sin? a ட . 
= a COs a sin +23, 

5:78 மற்றோர் எடுத்துக்காட்டு : 

, dc . a 
I, = (x® + ayn என்ன ¢ 

௩ ஒரு கூட்டு முழு எண் எனக் கொள்க,



  

தொகை, நுண் கணிதம் 

: “ஆயு இர ஜீஜி 14 3 

ணு J yap @ 

௮ நவ இரத வ தல ல்ல (2? ட ஜு ர 4. யாம de 

a +@— a 

= (22 e டா +2 mn | = (a? op gaja+r ் ட 

5 “fF ol ள் @ ் 

~ aE ae பி எஸ — rapt | 
a 

= ae ai + Qn ர. 2na? Insy 

. 9௩௦ 1) - 4. இற மரற 
(x? ஸ் 

என்ற தொடர்ச்சுருக்க. ர வாய்பாடு - “இடைக்கிறது. n-S Git 

பதிலாக, ல —1)'*@ செய்தால், 
i 

ல் 

2(n — 1) றட = 1 ae + Qn— 3) In 

என்ற சுருக்க Werte கிடைக்கும். 

இங்கு In தொகை, 1௨1 . தொகையோடு இணைக்கப்பட்டு, 

அதைச் சார்ந்து இருக்கிறது. இதிலிருந்து: நமக்கு அடுத்துக் 
கடைக்கும் வாய்பாடு, 

2(n—2) a Ina = yee + (Zn - — 5) Tha 
கொளி 

தொடர்ச்சியாக எழுதினால் 

5(2-1) ம்]; - tly கடைக்கும் 

  

am ey 

= co a2) 

ப) 8 
வந்தவழியே தி திரும்பிச் செல்ல, Ty oad 

இடைக்கும்.



கெற்கை.காணும்,வழி;வகைகள
் 

ஜ் 

5-2 தொடர்ச்சியாகத் தொகை காணல் : 

பல்வேறு சார்புகள். 

-இந்த முறையில், ௩ ஒரு கூட்டு முழு எண்ணானால், ஊம் ஐ$ 
cos" z, tan" 2, col" x, sec"x, 008605 என்ற சார்புகளின் 

தொகை காணலாம். டு * 

7, நூல fsints dx முன்னர் செய்யப்பட்டிருக்கிறது. 

தொடர் வாய்பாடு : 

    
sin'-! 2 cos a n-1 as 

In டார he Q) 

2 Ih=f costs dx ட் 

= f cos" tx cos a dx 

== sin x cos™1 x — fsin x (n-1) cos*-? x (— sin x) da? 

~2'sit cos"! x + (n*1) Sf cos x sin? a dz 

== sing cos®la +(n-l) ff 0081-2-ஐ (10082 x) dx 

= sing cos!!a2 +(n-l) [Tn-. — Tn] 

wT, = sin x cos™tx + (n-1) Ing 

: தொடர் வாய்பாடு 

sin x cos®1y nol 

I= ௩ + ~~ Ins (2) 

டுதாடர்ந்து, வாய்பாடு.வழியாகத் தொகைகள் எழுதி வரும் 

போது கடைசியாக, 

% ௪ ஓர் இரட்டைப்படைக் கூட்டு முழு எண்ணானால் 

sin 2 cos £ 
I, = — த 

= 

  

1) S (cos )° dx 

= 2. எனவும் 

ஐ ஓர் ஒற்றைப்படைக் கூட்டு முழு எண்ணானால் 

l= ந த டமா. 

௬ Me 3 3 ு ட்ரீ 

1) f cosa dx ~ 
் ர 1 நக, 
௭ 81114 எனவும் 

\ 

கிடைக்கப் பெறும்.



பதக்க! நுண்களித்ம்' 

  

= மீரவ்ர்ளசத் சகு? 
= மீந்காமி x tants dx 

= f tan? sx (seca — க dx 

= f tans 5608௨ da 4 Tis 

பப்ப 
௮ உத அ 

1 க 

இதுவே தொடர்வாய்பாடாகும். (8) 

தொடர்ந்து, வாய்பாடு வழியாகத் Sige antares எழுதி - 
வரும்போது, கடைசியாக, 

4 ஓர் இரட்டைப்படைக் கூட்டு முழு எண்ணானால் 

J,=tanxz—IJp. 

To = f (tan x)? dx 

= - எனவும். 

%- ஓர் ஒற்றைப்படைக் கூட்டு மூழூ எண்ணானால் 

tan 2a is 
ந் ௨௮ —I 3 5 1, 

4 

  

I, = f tan x dx 

_ 100800 2 ள்னவும் சிடைக்கப்யெறும், 

  

  

(4) இவ்வாறே, 

= fcotrx dx ‘ 

ட cot Ula ; . 
நர 1. எனவும் (4) 

I, = — cota — Ig 

I, = 2 எனவும் 

் 0௦182 
[த அஃ ன அங்கி I, 

1, -1௦த ௭௦௨ எனவும் பெறப்படும். 

(5) In = fsec® x dx 

== fsect x sec? x dx 

== tana see!" a — ftan a(n—2)secn;s © sec x tan x dx 

= tana sco" « — (n — 2) Psect?? x (sec? x — 1) dx 

= tan asce™? x — (wn — 2) fT, — Tig]



- தொகை காணும் .வழி-வகைகள் 85. 

ஃ (௮1) நே ங்கற. (௫-9) Ing "தொடர் 

வாய்பாடு, ் 

tanz sec@=z n— 2 

ee pet eal Toa: 

தொடர்ந்து, . வாய்பாடு வழியாகத் தொகைகள். எழுதி 

வரும்போது, கடைசியாக, 

%-- ஓர் இரட்டைப்படை கூட்டு முழு எண்ணானால், 

12 ல எனவும், ். 

%- ஓர் ஒற்றைப்படை ட்டு மூழு எண்ணானால், 

tan ஐ sec © 1 

ன் ஜா 4 தாறு 
I= fsecedx 

T x 
= log tan (7 + 5) எனவும் கடைக்கப்பெறும்.. 

(6) இவ்வாறே, 

In = 008607 ஐ 6௨ 

-- 7008601532 ௦0860௭ 2௦ என எழுது 

cot a 008600 (ஐ) 
  

_ eo க - 6 hh n—1 (n—1) மத ( ) 

எனவும் , 

‘ly = — cot & எனவும், 

2 பாத தட்டப் அதத த 

க த. ரட் 
1, 700800 2 2 

v உ ௪. ட ==log tan (5) எனவும் பெறப்படும். 

(7) இப்போது / 

In,n = fsin™ a cos? x dx எடுத்துக்கொள்வோம். 

் sin™+1y \ ட 

“a என்று நமக்குத் தெரியும். [so x cos x da = 

LC—5



66 . Q தா கைநுண்கணி தம்: 

Inn = ணகி ற6௦௰ஐ cds"? a dx 

    

    

sinmt+l g  ” sinm+1 . 
உத்த - cos®-t yx — (n-1)cos®—? x (-sin x) dx 

m--t m-+1 

sin™+1 ஐ ஊர் ர: 
௨ டடம cost-tae + 2 7 வறு 2 ஐ cos®-2 a dx 

7%--1 9-1 

sin™+1y ட. நம 
= — cost te sin™ a (1—cos?a) cos®xdx 4 

m+ ர m+l ; 

gsin™+1 y n—I 
ஹூ பப்படம். முஹி1த வார பர 

m+1 m+1 (Tm, n-2 — tn, v] 

awl பக்கம் இருக்கும் ட உறுப்பை இடப் பக்கம் 

கொணர்ந்தால், 

ts i m+1 y a (1 ale 1 JI = Sinmtt cost—1 gy 4 m= 
3 + 1 

  

(m+n) Tn = sin™+1 2 cost! 2 + (n—1)Im, w-2 (7) 
என்ற தொடர் வாய்பாடு கடைக்கும். 

1 : 
Ian = nm | sin ™+1ly cos ly + (n—1) In, | (7) 

தொடர்ந்து, வாய்பாடு வழியாகத் தொகைகள் எழுதி 

வரும்போது, ் 

௪ பி : 
1, டத டட [ sin ™+1z cos 28x + (n—3) Ip, m+ | 

1 படை ஜரதக | விரக லக ௧ 4 0௭௫ மவ] 

கடைசியாக 

௩- ஓர் இரட்டைப்படை கூட்டு முழு எண்ணானால், 

I ; . 
In, = ae | sin ™+1y cos a Tin, >| 

In, o = Ssin ™x dex. 

இது முன்னர் (1)ல் பெறப்பட்டது.



OsTeHs stom aip-amaasor — 6%, 

%- ஓர் ஒற்றைப்படை கூட்டு முழு எண்ணானால், 

கடக ௭ —3 | sin ™+1lgz 00% 5. ] 

In, 1 = fsin ™x cos « da 

sin ™ + ly 

m ந. - 

ஆகவே ௩, % கூட்டு முழு எண்களானால், தொடர்ச்சியாக 

(7) ஆம் வாய்பாடு பயன்படும். 

  

  

குறிப்பு : 
1 த 
Que lan = JS sin™s costx dz 

-= Sf sin™—1x costs sin x dx 

cost ta 
= —- sin™ — ly 

“a+1 

— costtly . 
— | --————— _ (m—1) sin™ — 2x cos x dx 

n-+1 ர 

0௦8. m—1 
= ——— sin™-k + — 

n+1 n+l 

foo x sin ™-2 dx 

cosa+ly த m—1 
= — —— sin™®-tr+ —— 

n+1 . ntl 

ரி 00812 0௦82 sin™ — 2a dx 

s நடம். | cos x 
= -— gin™-la + 

-n+l n+l 

“ In—2n— Tn,» | 

என எழுதி, 

Inn ஒடு 1, %ஐ இணைத்துத் தொடர் வாய்பாடு 

காணலாம். 

IC.—5A



“oe 

ச்ச் தொசை': நுண்கணிதம் 

5:3 வேறு ல தொடர்த் தொகை வாய்பாடுகள் : 

Ie ற் பூ றா ம 

= i கடற். iL க, ஜஹி dx 

a a 

  

  

~ Le yy () 
a a 

இ a Th = 68% ga — Hn Ties (1) 

2 Iman = S 2 (log «)* dx 

qgm+1 qgmt+1 1-7, 1 ய் ட ஸர் வேதி உட 198 #) கட் (84 ப்ரே 

\ 

ஹ்ம் a n ; 
= 9 (log 2)? — = டர ம்ம, உ: 

qmt+i 1 

Ini = இ +1 ae m +1 ou 

qgm+1 ட... இமம் 
அ த பல் oe ஒன ட அட 2 

au oe (m + 1)? - 

3. h=f2 cos ax dx 

1, 1. 
=—yin av. a — J— sin av. na®— dau 

a a 

oe nN ஸி 
=— sin aw — — | a®-! sin ax dx 

a a 

am, n ந் 
==— sin dz ——| — —cos aw . wl 

a a a 

~{[-5 ax (n— 1) a? da 

of n n(n — 1) 
=— sin aa + -3a""! cos aa — ——5-—" I 

a 4 a 2 n-9, 

& @ ly = ae sin ax + na! cos aa — n(n -- 1) Trg (3) 

இவ்வாறே JS வ்டணமே-ம் அறியலாம்.



O51 og காணும். வழி-வகைகள் 69 

4. Inn= fcos™ x sin nx dx 

COS nz ne 
=e cos™g — [-S பட. றந costly (sein x) dx 

> 

cos nx 876 க 1 
= — cos™a — a cos nv sin wv. cos™! » dx 

ச s 

sin (n—l) «= sin n@ cos © — cos ne 8110௭ என நமக்குத் 

தெரியும். 

ஃ cos ne sing = sin nz cosx — sin(n—1) a. இதை முன் 

  

  

கண்ட தொகையில் ஈடு செய்தால், 5 
. ௪ 

COS NE Ms 
Tn,a= — “costa ~~" | | sin na cos —sint (n—l)x | cos™te de 

n 
2 

COS NL om mM. ர. os 
= = 0௦052 கு (cos™g sin nx—cos™-1x sin(n-l)a)da 

n 

cos nx m ; 
2 my, __-- னாம், 7, Cosma Tin, n — Tt, மர 

Ina 2otieou வலப் பக்கமிருந்து இடப் பக்கம் 

கொணர்ந்தால், 

mY 5 cos nx ன் Mm r 
1+ )4ajna = — ——> cos®e டட ற ரு UH} Wl 

2. (mw +n) Ina = — cos nw cos™e + m Tt, a1 (4) 

இங்கு 1% -- % ஆனால், 

2 Tan = — Cos nv cos® @ + % ம 3 வற. (4a) 

தொடர்ந்து எழுதிவரும்போது, 

21), - 00882 + Ip, 9 
Iho = S (cos x) sin 0 dx (46) 

எனக் கடைக்கும்.



90 தொகை நுண்கணிதம் 

4(ஐ), 46) பயன்படுத்தி 

T/ 
௦௨ உ 82௦ என்னவெனக் காண்போம். 

1 7 i 

qh, ர் = aa | nx cos® aq + On 7 71 டட, 1-1 
170 

1 1 I 
= On 4- ஜு றர யம் 

4 ட 1 
w. Dna, mi = 2 (n—I) a a Tn-2, ௩-௦ 

af2 

    

  

  

= % 

wl , = ம் Lf 1 nae 

Inn = 3 TQ E (n—1) Tle = ர்க] 

1 1 1 ; 4 

Qn அமு ட் 23(n—2) பனை வ் 
1 vy 

+ gn 1.9 i on 

A 22 28 ; Qn 

. = — gaa [ 2+ ர் எதா ர்வ =| 

5. In= fe costa dx 

1 
= —e* costae — ர் — a2 costly (—sin x) dx 

a a 

1 n 
= a” மணித + ரன cost la sin a da,



தொகை காணும் வழி-வகைகள் 

இப்போது 

S &®* cos™4 2 sin a dx 
1 # 

= an cos 8-1 y sin 

/ 

ர் a [(n-1) cos ®-? 2 (—sin x) sin a-+-cus"-lx cos x] da 
டி 2 

1 . n—l 
== ~e% cos™ly sin 2 -+ — 

a a 
. dt ; 

foes cos 2a sin? « dz — a foe cos" 82, 

வலப்புறமுள்ள இரண்டாவது உறுப்பு. 

n—l ee ் 
a e®* cos ™ a (1 — cos? x) dx. 

n—L ல 
ண் (e®* cos "a — e®% cos” a) dx 

 feex cos ®t sina dx 

1 1 
aS — eax cos 1a sina ஆம் னி ன an Fy? 

ட 
In = ~e8* cos" x +s Fs 

a 

  ் 954 008 1 ஐ வாற. ஐ 1. ் 1, 
வங்க ம் க்் (neg = In) = hts | 

Te உறுப்புகளெல்லாம் இடக் கைப்புறம் கொணர்ந்தால் 

n(n — 1) n 
In |! ள் + "| 

n eee) 
— e®X cos® x a 56% 005 1 sin து. ~——* Tae 

a 

=: — |cos® x + = —cos™1 x sin x, ay I 
“ao | a 4 a “* 

ச
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(8-6) 7, 

= e* cos™lx [acosx +nsinaz] + n (n-1)- Ine 

"இதுவே தொடர் வாய்பாடு. 

இவ்வாறே, 1) - fe* ௩௩ம் தொடர் வாய்பாடும் 

அறியலாம். 

பயிற்சிகள் 5 (a) 

சழ்க்கண்டவைகளின் உ - ஓட்டிய தொகை காண்க:-- 

. I. sinte. 6. 00860 

2. costa. 7. tan®x 8602. 

3. tanSz. 8. (tan-x + cot x) 3. 

4, 0085, 9. 001898 00860, 

“த, secta. 

பயிற்சிகள் 5 (0) 

1, fe sin bx dur மதிப்பு கண்டு, அதைத் 
தொடர்ந்து ழீ எட எப்படிக் காணலாம் என 
விளக்குக. 

அவ்வழியாக, 

- 2 (i) fe eX sin « dx க. க் = எனவும், 

0 

1 . 

(ii) [vex sin Ta dx = “a [e ௫-5 ரோம] 

3 ன் 

எனவும் நிறுவுக. 

2 w= fein x . dr அனால், 

I, = — @ecsx + na! sin a ~ n (n — 1) I n-g 

என நிறுவுக. 

\ 

அவ்வழியாக, Se sin x da ம்திப்பிடுக.



  

தொகை:காணும் ,வழி-வகைகள் 

  

  

ஜூ ரஜ 
5. மடி Co ல், 

dnt, I i aye ஆனா 

_ ஜடா eke 

1 SS ge பிட ட 
அத | | 

ms (9-1) (உதயா + (= ட ்] m, 0-1 என நிறுவுக 

க, முளி ஏழும் பு நட 8-க்கு ஒரு தொடர்க் தொகை 

வாய்பாடு அறிக. 

5. f (m,n) = மீகா (1- றம ஆனால், 

(m-+n-+1) f (m,n) = amt) (1 — 2 + nf (m,n — 1) 

என நிறுவுக. ் 

பின்பு, M,N என்பவை கூட்டு முழு எண்களாயின், 

1 > 5 
: . fm in < 

em (l—a)®dx = ப ட 
J ( /m+tn+I1 என நிதுவுக 
0 

1 

6. In = [» (i — 29) de eye, 
த 

(nqgqt+p+1) th = ngtia cor Anas 

(ற, ர, ௩ யாவும் 25 0 எனக் கொள்க). 

3 / eXsin® x de ஆனால், 

(l+n)In=2(n—VIng என நிறுவுக. 

அவ்வழியே, 

xc 

’ ட 24 
fe sint x dx = 8 என நிறுவுக. 

I, = fe cos? 2 dx-& & ஒரு கொடர் வாய்பாடு ர 

காண்க.
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2a 

8.1, = ரளி றர ரர ஆனால், 

0 

2-1 
௭ ஒத 81௨ என நிறுவுக. 

2a 

பின்பு [eva = ஐ. 82 மதிப்பிடுக. 

0 

a]2 

9. Ty = fe sink xz dx ஆனால், 

0 ra 
n— 1 7 1 2 

1 மக் இ என நிறுவுக (௩21). 

ர 149 
i, = ஒத என்று காட்டுக. 

1/2 

த = [cos 5 008 %2 2 ஆனால், 
ழ் . 

m(m —1 
me — Tin-a,n GT OT: நிறுவுக. Tnjn a 

இங்கு ௩ஒரு கூட்டு முழு எண்ணானால், 
afl . 

12 ம d = Tt ன costx cos nude= sayy நிறுவுக 

9 

௭/4 

11. கு) யா ௨ 82 ஆனால், 

0 

1 
(௫) --க்௬--2)- ர என நிறுவி 

o(5)or மதிப்பறிக. 

12. p(n) = மீன f G2 — a2 de Bev, 

(n £2) o(n) = — 24 (=a) இயற சி) 
என நிறுவுக.



பகுதி 6 

வரையறுத்த தொகை 
[Definite Integral] 

6:1 77) 8 என்பது ஒரு கூட்டுத் தொகையென்றும் 

பமூளன்ற குறியீடே 8 (Sum — கூட்டுத் தொகை) என்பதன் 
சிதைவென்றும் முதலில் கூறினோம். இன்னும் சற்று 

நுட்பமாக அதை ஆராய்வோம். 

6.2 அதற்குரிய அடிப்படையான தேற்றம் பின் 

வருமாறு: ் 

தேற்றம் : 7 (6) என்னும் சார்பு (6, 6) இடையே ஒரு 

தொடர்ச்சியான சார்பு; ௩.௦ இரண்டும் குறிப்பிட்ட 

oe a 
எண்கள்; % ஒரு கூட்டு முழு எண்; ந - 2 இடு ஒல   

, n 

Woy v, h—>o; இந்தக் கட்டுப்பாடுகளுக்கு அடங்க, 

மீர்டுணை- (01௦ ஆனால், © 

என்னை . 

ண இ. | (a) +f(@+h) +--+: f @+n—-1h) | 

* Fb) -F@ aw snags. 

தெரிப்பு : கொடுத்த வரையறைப்பிடி, 

எல்லை ௧-1 

h——> 0 ம் 

எனவே, & ஒரு மிகச் சிறிய எண்ணானால், 

சரிக டப ற
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௨-ம் ஒரு மிகச் சிறிய எண்; &--௬௦ ஆனால் 5-௦ 

தொடர்ந்து, ௨-க்கு, ம, மதி, ம ப பப .a@+-n— lh 

என (71)-ல் ஈடு செய்தால், 

Fi +h)-Fa@=A[f @+ 8] 

F(a + 2h) ~Fa@+h) =h[f(ath) + %] 

F (a + 8h) — F(a + 2h) = Ah [f (@ + 2h) + 85] 

எ (கடட கடு = Lf (a + 9h) + eng] 

ty 

F (a) + nh) - F(a +n—ih)=h Lf (+m —Th) +E ]. 

இவை யாவையும் கூட்டிச் சமன் செய்தால், 

எடை 9-0 1/4 4... ப fla+n— ih) 
மக்க Pty fe eo En) (2) 

௮ இ - ௩ ஆகையால், b=a+nh 
h 

மேலும் & ௮0 ஆகும்போது, 8) 8. . . 8॥ எல்லாம் 

௦ எல்லையை நாடும். 

  

Fb) -F@=h[f@+fa+t+h+...f@+_n—-1h)] 

. “kad fy ety He ss Bu (3) 

6. ஷூ (En என்பவைக்குள் tr என்பகுற்கு எண் மதிப்பு, 

அதாவது | 8 |, மீப்பெரு மதிப்பாக விருக்கட்டும். 

அப்போது, 

ந் [உ க... நே |< hn|e| 

< (6 —a) | er|. 

ஆனால் ந உ ஆடும்போது, 8) ஜூ... 8) . . 8ய யாவும் 

॥ எல்லையை நாடும். 

எனவே, 8ம் ௦ எல்லையை நாடும். 

எனவே, (b—a) | & |-b 0 எல்லையை நாடும். ஆகவே, 

h(t, +e +... + &n)-bo எல்லையை நாடும்,



  

வரையறுத்த தொகை 

என்வே, 4-0 ஆகும்போது, 

எல்லை ; ட... 
ந டப ர xo +f@+th+...f@t+tn— | 

= F(b) -F@., 

குறிப்பு---இத் தேற்றத் தெரிப்பில் இன்னும் சில நுணுக் 
கங்கள் உள்ளன ; அவை இம் முதல் நூலுக்கு அதிகமானது 

என்று விடப்பட்டன. 

எனவே, இத் தேற்றத்தின் முடிவை, 

fi 8 ௭௫ - 1 என்று எடுத்துக்கொள்ள 

இறோம். 115) -- ]7(0-ன் மதிப்பு, வரையறுத்த தொகை 

யெனக் கூறப்படும். ் ர 

இதை வரையறைத் தொகையெனவும் பின்னர் சுருக்க 

மாகக் கூறப்படும். 

6-2 பரப்புகள் : சென்ற தேற்றத்தைக் கொண்டு 

சில பரப்புகள் கண்டறியலாம். 

8-7) என்பதின் வளவரை 01) 

& 0 என்பவை, ம ஈ,௰-. ம் என்ற இடங்களில் 

உயர்த்தப்பட்ட குத்தாயங்கள். 

ABDC என்ற பரப்பு காண முற்படுவோம் ; 

அதாவது - ரீலு) என்ற வளை 

வரைக்கும், U-MFKRHGD, C= a, 

t= b என்ற குத்தாயங்களுக்கும் 

இடைப்பட்ட பரப்பு காண முற் 
படுவோம். 

ABP awn நீளத்தை, ௩௪ம 

பாகங்களாகப் பிரிக்கவும். ஓவ் 

வொரு பகுதியும் 4-அகலம் உள்ள 

தெனக் கொள்வோம். 

  

ART US D—-a = nh 

OM=a + rh; ON = a+ r+ ஃ எனச் கொண்டால் 1111-2. 

18, 18 என்ற இடங்களில் உயர்த்தப்பட்ட குத்காயங்கள், 
9-7) என்ற வளைவரையை ட, 4 என்ற இடங்களில்



a 

தொகை நுண்க ணிதம் ச்சி - 

சந்திக்கட்டும். 0 வழியாக செம்; 2 வழியாக %%-ம், 
௪ அச்சுக்கு ஒருபோகுடைய கோடுகளாக வரையப் 

பட்டிருக்கின்றன. 

வெள்ளிடையுண்மையாக (34௦01) நீள்சதுரப் பரப்பு 

18% 4 பரப்பு MNPQ 

நீள் சதுரப் பரப்பு 18] என்று 

வைத்துக்கொள்வோம். 

எனவே, 

hf (a+rh) < uguy MNPQ <Af(a+r+I1h) QG3 or BA 

யாக மற்றக் குத்தாயங்களையொட்டிய பரப்புகளுக்கும் நாம் 

எழுதுவோ மானால், ் 

் A{flaj+fa@th+..f@—+n— lh). 

2 பரப்பு 00 

< h(f(a-h}+f (a+ 2h) +...f-(a + nh)). 

கடைசியாகக் கூறப்பட்டது. 

hifi) +f @+h)-...f @tn—Ih)} +h[f@+nh)—f a) 
க்குச் சமமாகும். 

(1) 

n> ௯ ஆனால், &-*௦ ஆகும். அப்போது 

hi f(a + nh) —f(a)] = bf) -f@) 
ஆது 

எனவே, 

எல்லை & 
h—o [ym +f(a+h) +....f(@+n-— Ih) | 

< ugetn; ABDC 

ல்லை % 
டட. 

“ட. ந கை எமை 

* என்ர ம 7 | 
h—+»o 

h—> 0 a@ Gun g h[ f(b) —f (a)] +e 
-. uguyy ABDC = F (b) — F @) 

b 

= ff (a) a 

‘ny ABDC = எல்லை அதாவது பரப்பு ப எல்லை ந் 9 fateh) 
க உட டப
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A r=n—1 , 
பொதுவாக O(x)dx= avd YL h® (a+rh). 

த் h-—->0 r=0 

தேற்றத்தில் கூறப்பட்ட கட்டுப்பாடுகள் யாவும் ம (2) என்ற 
சார்புக்குப் பொருந்தும். 

64, 6.8-இல் நிறுவப்பட்ட தேற்றம் மிக முக்கியம் வாய்ச் 

தீது. இத் சேற்றத்தைக் கூடடுத் தொகை முதல் விதி எனக் 
கொள்வோம், 

இவ் விதியின் அடிப்படையில், சில கூட்டுத் தொகைகள் 

காண்போம், ் ் . 
b 

6:4,1. கூட்டுத்தொகை முதல் விதிப்படி, { x’ dx- Qa 
த @ 

மதிப்புக் காண்க. 

b 
f 32 இட எல்லை / 

இட்டு | «+ (a+h)?+ Canny | 
@ 

  

  

ணன் ண சகது 1 . 

+ h@at dats, Erte] 

= ody அ. (n— 1)n (8-1) 
h ழ் [mm a2 + og 

(n—1)n 
+... A2. 2a. Z 

க Sg b—a — h 
Bag கத அகா 

Wore g nh =b—a 

வலக் கைப்புறம் - 

ர உட“) (4) கவித (b— a) a? + n*h (ட = 2— — 

t— 0 ஆகும்போது 0. அதாவது aoe



80 , Agrene Hein s ooh gb 

* aids கைப்புறம் 
2 ௪8 

=(b— a) a+ பேடை + a(b— a) 

. டள 

=(6—a|a' 4° 5 + a(b—a) | 

_ 6-9) 
= 8 

னம். @ ab +b) 

  

[se +b? + a? — 2ab + Sab - 8௪] 

3 ம் 

இவே (1 dx = [5 | 

ந் ரீ 

3 

குறிப்பு--சல எளிய சார்புகளுக்கே இம் முறையில் 
வரையறுத்த தொகை காண முடியும். வரியும் ீளமானது. 
களைப்புத் தட்டக்கூடிபது. ஆனால், அறிவுக்கு நல்ல தீட்டுக் 
கல். நுண்கணிதம் இன்றை நிலைக்கு வளர்வதற்கு முன்பு, 
இம் முறைப்படியே, பரப்பு, பருமம் முதலியன காணப் 

பட்டன. 

6.8. தொடர்க் கூட்டல் : வரையறுத்த தொகை என்பது 
ஒரு கூட்டல் மதிப்பின் எல்லையெல் ற முதல் விதிப்படி (6:4). 
சில குறிப்பிட்ட கூட்டுத் தொடர்களின் கூட்டுத் தொசையை 
ய.நியலாம். ் 

முன்னர் 6-£-இல் காட்டியபடி 
n—l b 

எல்லை % h{f(a+rh)} = 4 (x) dx; (1) 
n—>or=o0 a 

  

இங்கு ௩ - bo can எடுத்துக்கொள்ளப்பட்ட து. 
n 

நடைமுறையில் ஈம் என்ற எல்லைகளுக்தப் பதிலாக, 0, 1 
என்ற எல்லைகளுக்கு மாற்றி எல்லை காண்பது மரபு. 

ச 0,5- 1 எனவும், 4 - ~ எனவும், கொண்டால், முன் 

கூறப்பட்டது, (1:



வரையறுத்த தொகை 

௮-1 

8 YE) ]-/roe aoe 
0 ௪-0 

கொடுக்கப்பட்ட தொடர் பின் கூறப்படும் சல பண்புகள்: 

பெற்றிருக்கவேண்டும். 

(1) ன என்ற சனை, ஓவ்வொரு உறுப்பிலும் ஒரு 

சினையாக அமைய வேண்டும். 

(2) உறுப்புக்கள் ன் (=) என்ற அமைப்பில் இருக்க 
n n }. 

வேண்டும். ° 

(3) உறுப்புக்கள் 7 0,1,9,5........... என்ற தொடர்ச்சி 
யான மதிப்புக்கள் பெற்ற உறுப்புக்களாக இருக்க வேண்டும். 

8. மொத்தம் ௩ உறுப்புக்கள் இருக்கவேண்டும். ஒன்றி 

ரண்டு குறைவாக விருப்பினும் அவை எல்லையை பாதிக்காது. 

அதாவது, 8, 4 குறிப்பிட்ட அளவுக்குட்பட்ட முழு 
எண்களாயின், 

r=n+l 7 
எல்லை 4 r 

l——> co > ௯. ச் (-)- fre dx. 

rok 9 
ன் 

6:51 எடுத்துக் காட்டு, 

(1) எல்லை 1 4 ட 
ர ees og [Pte t+ எ] என்ன? 

ச 72 } Tr 2 

f-ou Dl உறுப்பு 3 = = (=) 

n n 7 

“வேண்டிய எல்லை - எல்லை 

1. 0. 6, 

 



‘82 தொகசை நுண்கணிதம் 

ணை 0 
என்ன 2 

“இதன் எல்லை - 4-- எனக் கொண்டால், 

  

எல்லை 1 A எல்லை 1 1 424 1 

i oe tate A= y TE, (143), 
+... log (1 + 3) ] 

. 1 r 
7-வது உறுப்பு = -— ‘log ( 1 பட =I 

ரச க n 

/ 2 

“வேண்டிய எல்லை a aces ஆ கப (1 + | 

: 
r=1 

1 
= flog (1 +2) dx 

0 ௫ கல் ல்ல ற் வில ஆ அர் 0 

x 
log (L + ——— dx. - [resets ft 

0. 0] 

Ios 
தி 1 

= log 2 — (1 ௮ ட்ப 
1 ற 

Eg. 
= log 2 — [w — log (1 11. 

= 2 [1-2 - (0 — 0)] 

= 2log 2 — 1 

= tag 4:— 1. 

1௦2 என்பது வேறொன்றும் குறிப்பிடாத வரை ஈ என்ற மட்டத் 

திற்கே உரியதாகும். 

‘log A = log 4 — 1 

(log 4 — 1) 

னா 6 

4 

6



"வரையறுத்த தொகை. 

  

பயிற்சிகள் 6. 

வரையறைப்பட்ட தொகை, ஒரு தொடர்க் கூட்டலின் 

எல்லை எனக்கொண்டு பின் வருவனவற்றை மதிப்பிடுக : 

b b 

1. fe dx. 2, fe dz. 

a a 

b b 

3. Jom a dx. 4. {= 
eo 

a ட 2 

கீழ்க்கண்ட தொடர்க் கூட்டல்களில், 7-௮ 2௦ எனக் 

  

      

  

கொண்டு எல்லையை “மதிப்பிடுக ca a 

1 a 
5. பப பூ a 

: n+l n+2 qe een m+n 

6 ne ae 4 4 ne 

ட... ற” ர: 
n—-1 

Ti—> co" V nz — 7 
_L=o 

2 2 2 

8, ௨ DP Baars x eee 
18 +8 98 + 8 n? + n> 

1 1 1 
9; அடை — 

° n +1 3n ட. 

வன் ட்டா 1 : es ; yn 4 

எல்லை ft அட் PNT Te «eles S)-C4E) fe. 
் என் நிறுவுக; 

1.0,--0&.



பகுதி 7 

வரையறைத் தொகை 

_ பண்புகள் 

71, அர்ஸ் 12 ஆனால், அதாவது 
ழீ [F ) | =f (2) yee, 
b 

JS f () dx=F(b)-—F(@) agug Oarcras. 

b 

12) 8 என்பது, ஈ-க்கும் 8-க்கும் இடையே 75) 
a 

என்ற சார்பின் வரையறைக் தொகை எனப்படும். 

௨, ம இரண்டும் முறையே, &ழ் எல்லை, மேல் எல்லை 

எனப்படும். ஈமுதல் ட வரையுள்ள இடைவெளி, தொகைக் 

குரிய கட்டம் (௩௨௩௨6) எனப்படும். 

இங்கு (2)-ம் 12) 0-ம் வரையறைப்படாத தொகை 

என்று கூறலாம். இந்த வரையறைப்படாத தொகையைக் 
கூட, வரையறைப்பட்ட தொகையமைப்பிலிட்டும் கூறலாம். 

எவ்வாறெறனின், 
ழு 

F@+C= ff(r) 6-1; இங்கு 
a 

C= —F(a) carm ag or Ded YG. 

7-2 வரையறைத் தொகையின் முக்கிய பண்புகள் : 

புல்) 40 எனக் கொண்டால் 
b 

Sf (@) dx = F (b) — F(a) என நாம் அறிவோம்.



வரையறைத். தொகை 

  

, , க 

பண்பு (1) 7ீ£7(2)8- 77 (முஸ் 770) ம. 
- & a a 

ஏனெனில் எல்லாம் 9 (5) - 8 (௦-க்குச் சமம். 
4 b a 

பண்பு (2) Sf f (2) de = — Sf f (2) de. 

வலது MBLILY Mb = — f f (x) dx 
b 

= — [F (a) — F (6)] 
= F (b) — F (a) 

b 
= Sime 

b » ¢ b 

பண்பு (3) Sf (x)da = ff (x)dxet+ ff (x) dx 

ஏனெனில் வலது. கைப்புறம் 

= F (c) — F(a) + F (6) — F() 
== F (6) — F (a) ‘ 

b 
a (4) 84. 

இதை விரிவுபடுத்துவோ மானால், 

b Cy Co தே b 
S fe) du=f f (x) dx+ff (x) da+f f (x) da+...+ ff (x) dx 

a a ° 0) Cg Cy 

a a 

பண்பு (4) Sf) da = fF கி dx. 

இங்கு ஈ-- ஐம் எனக்கொண்டால், 

-- ம - மீர் ஆகும். 

எல்லைகள் : ௨-௦ ஆனால் 8-- ௨ ஆகும் 

௨ ௫ ஆனால் [-: 0 ஆகும் 

a 0 

corGor Of f (a—a) dx = — ff (dt 
0 ல 

= fiat [பண்பு (2)] 

a 

ரு ்



௧௭ தொகை: நுண்கணிதம்: 

இப்பண்பின் களைப்பண்பாக, ் 

Sf (x) dx = Sf நம் சிறய என நிறுவலாம். 
a 2 

இரகக சன என்தன், எனில் பண்டக்கும், 

பண்பு (5) ()7 (2) ஒரு ஒற்றைப்படைச் சார்பாக விருப்பின், 

Si (x) dx = 0 | | 
த 

Gi) f(x) ஒரு இரட்டைப்படைச் ரட்ட விருப் 

பின் ff (e)de ~2 fico a 
அனு 

* ஐழ்க்கண்ட ஆூறிப்வில் sails இரட்டைப்படைச்' 
சார்புகள் விளக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 

ட 7) —f(—2): ஒற்றைப்படைச்சார்பு : 

ல a 

மீர்ு Sf (x) dx + f'f (a) dx எனப் பிரித் 
—a 0: ட ரை: 

தெழுதலாம் [பண்பு (87)]. 

  

“குறிப்பு: 
/(-)- ரீ(2) ஆனால், 7 (2) ஒரு ஒற்றைப்படைச் சார் 

பெனவும், *a ர 

7(-9-7(2) ஆனால், 7(2) ஒரு இரட்டைப்படைச் சார் 
பெனவும் கூறப்படும். ஒற்றைப்படைச் சார்பு எடுத்துக் 

காட்டு: 

(1) f(z) = 2% 

f(—2)= —2 
(இ —f (). 

(ii) ff (x) == sin mx 

f (—#) = sin (—mz) 

== sin mx 

oo f (—*) = —f (@).



  

வரையறுத்த, தொகை: 

இப்போது Sf (9. dx எடுத்துக்! '; கொள்வோம். 
கரதத 

அ ர ah ee ஈடு. (செய்க. 

அப்போது மீற -- dy 

ஊல்லைகள் :-ஐ- ௨ ஆனால் மு ஐ. 

் ௨-0 ஆனால்று-0 
4 

0 0 ் 

SF) dx = மரி (—dy) 

Oo. . 5 

a PPE ay %, 

=-f- Pandy’. 7--7ட தி) ஒற் 
றைப்படைச் சார்பு]. 

  

= நீர்மம். 

= STW) dy [பண்பு (2)] 

= Li) daz [பண்பு (17. 

இரட்டைப்படைச்சார்ப். எடுத்துக்காட்டு es 

டு ரீ. இவய... 
(ற 4 (ச் 85(-ர8 

= w— B43 © 

ஃ 7 (2. = f (x). 

Gi) f@ = 0084 

° ரீ (ற) 005 (--ஐ) 
= cosa 

கர (௨.௮ 7. | 
(ii) f@) = ஷசி ( கூட்டு முழு எண்) 

[ஸ் (-ஐ]3 
(வட) 

== sin 22 2. 
2 ரீ (—2) ன f (x). 

7 (2)



88 - தொகை நுண்கணிதம் 

a , 0 a . 

» SSO) da = SF ode + fF) de 

= ~ LF) de + ff (2) de = 0 

Gi) f@=f(—2); Qorewrctueé emiy, uespu 
ஈடுசெய் முறையிலேயே, 

SS (0) de - 7/௦ டல 
0 

௮ மீ 7 (—y) dy 

=— ff (9) 8. [இரட்டைப்படைச் சார்பு] 

7 (9) 89 [பண்பு (2)] 

= Sie) de பண்பு (1 

Si @de= fi (de + Sf (2) de 

. = fi ode + fF (eae 

=2 ள் f (a) da. 

பண்பு (6) () 7(9- -7(க- ஐ) ஆனால் 
a 

2 

0 

(i) f@)=f2a—2) yee 

ர் f ரர் ர ர்ச் 
௦ 0



வரையறைத். தொகை 2 

ட அ [rca | [row 
6 0 a 

எனப் பிரித்தெழுதலாம். [பண்பு (87 

ga 

இப்போது [to 82. எடுத்துக்கொள்வோம். 

t= 2a—y oor FG Orewa. 

de = நீத ஆகும். 

எல்லைகள் : ஐஐ ஆனால், 4 சீ 

2-௮ 8 ஆனால், 3-௦ 

1 0 

s [teas [சே (மற 

ட _ [ரச dy 

_ fr (2a — y) dy 

_ட f fy) dy ee 

== _ fir (2) 8 [பண்பு(1)] 
0 

fl (0) do = fF Ue) de tf F(a 

“47 (x) de — st (x) de 

0 ii



90 - ் தொகை நுண்கணிதம் 

(ii) f (x) = f (2a — 2) எனக் கொள்வோம்., மூன் 
செய்யப்பட்ட ஈடு செய்தால், ் 

2a ட 
S f(z) da = — f f (2a—y) dy. 

=f! (2a—y) dy 

ழ் கொடுக்கப்பட்டது ]' _ ரீர்மு ௧ சரடு f (a) =f (2a—z) | 
க் க 

அதி ச மழகக பண்டி 421] 

24, a “ 2a, a * 
nf Tle) de ff (a) de + S§ (e) de 

=f! (4 da + fie 

27/04. 
0 

பண்பு (6) பின்கண்ட அமைப்புள்ள சார்புகளில் பயன் 
படும். 

i) ஈ- 2௨ எனக்கொண்டால் 

f (sim) = f [sin (1 — 2)], 

எனவே 

௪ ௪/2 
S fsinz) dr =2 f[ f (sinz) de. 
0” ட்ட ட் 

ji) f («) aw ஒற்றைப்படைச் சாரிபாயின், 

ம (082) 4 = feos (17 — x) ] 

i ff (cos «) dx = 0. 
0 

(ii) f(z) ew இரட்டைப்படைச் 'சார்பாயின்,'. ் 

[ (cos) = --f | ௦௦8 (ர — 44 | 

ய ் ௭/2 a 
o S f (cos x) dx = 2 fi cos x) dx. 

7



வரையறை-த்: தொகை; . 

  

எடுத்துக்காட்டுகள் : 
. ர ௭/2 

(i) f simadr = 2 fF sin? x dx 
0 0 

7 ட 

(ii) ழூ மிரர் 0 
0 
T 7/2 

(iii) f cos" ada = 2 f[ cos™ x dx 
0 

0 oe. . 

ள் 47/2. ; ; 

(iv) f sin™ ற cos™= ada = 2 f sin™ x cos x dx 
0 0 
T 

_. (xv) f sin™s cos.9+1) ada = 0. 
0 . 

இட்ட அமைப்பு--வரையறுத்த தொகைகள் 

41/2 

7:91 மீஸ்டி௰ 8௨. இங்கு: ஒரு கூட்டு முழு எண், - 
0 ட் 

முன்னர். தொடர்ச்சியாகத் தொகை காணும் ' முறையில் 

காட்டியதையொட்டி, இ 

7/2 

In = fsin®a dx 
0 

  

  

௭/2 ட 2 

— — Meee] | சம் படில 
n n 

0 0 

n—- 1 ற 
= 0] = als ae = ரட்ட 

எனவே, 0 முதல் டக வரையில், வரையறுத்த தொகை, 

  

9% _ 1 
qn ey இட Lng (1) 

3-8 

Tna= og Jou 

க த 
thea oS A 4 Ing 

fioricet என! (A)



92° தொகை நுண்கணிதம் 

௩ ஒரு ஒற்றைப்படையெண்ணாயின், 

I; = § 1, 

WT 

“2 
i 52 ff sin 2 dx 

0 

ன i 
2 

= - ௯௧ | 
, 0 

=1 

எனவே, இடது கைப்புற உறுப்புக்களுக்கு, முறையாக உரிய 

வலது கைப்புற உறுப்புக்களை ஈடு செய்து, பெருக்கினால் 

"tend n—3 : 1 
71 

குலவ . 2 
ச n° n—2 * (3) 

௩ ஒரு இரட்டைப்பூடையெண்ணாயின், ் 

1 த்ர 

ஏ]/2 

I, = Sf (sin x) dz 
0 

m/2 

zs fF dx 
oO 

2
]
 
3 

எனவே, முறையாக ஈடு செய்ய, 

1 n—3 
n= a i n—2 wees Pe த. 

w
a
 

(2b) 

(2a) (2b) என்ற வாய்பாடுகளை ஒருங்கமைத்து, 

7/2 
டட (டு ௫-௮) ...... 

fin at ee) (ne xe டட 
0 

% ஒற்றைப்படை கூட்டு முழு எண் ஆனால் k=1; 

௩ இரட்டைப்படை கூட்டு முழு எண் ஆனால் ந். 3! 

என்று பொது வாய்பாடு பெறுகிறோம்.



  

வரையஹறைத் தொகை: 

wl
 

3 

7:82. இதே முறையில் Ff cos" x dz-ib பெறலாம். 
௦ 

ab a ர் = 

ஆனால் Lf(ajdxe= ffia—xz)dxe என்ற் பண்புப்படி, 
Bs ௦ ௦ 

al, Tl. 

J sicee de = f sine படர _ ) aa 

0 0 ° 

Tis 

we ff cosa de, 

0 ் 

எனவே சென்ற பத்தியில் கடைசியாகக் கண்ட பொது 
வாய்பாடு, இரண்டிற்கும் பொருந்தும். 

அதாவது, 

THe எ] 
JS sintxdz = [{ cos" x dx 
0 0 

_ இடு ௫௮8... ; 
“நர ட ிட்கி ட. UO 

%.ஒரு ஒற்றைப்படை கூட்டு முழு எண் ஆனால் ௯ 1; 

ம 

௩ ஒரு இரட்டைப்படை கூட்டு முழு எண் ஆனால் k அடத. 

எளிய எடுத்துக் காட்டுகள் : 

எ - w/a 

(i) ரிஸ் சம்ம. 5 = ர = ர் cos? « dx 

0 0 

Ts ws 

(i) [cos x dz = in, 5 =f sint x ae. 

0 0



தொகை :நுண்கணிதம் 

  

  

ஏ 

ட் a + . 972, % கூட்டு முழு 
7.22. பப ட - gin. cost? adx a4 | 

6 ட் எண்கள். 

முன்னர் 5-2 (7)-ல் 
.ட_கண்டதையொட்டி, 

47/2 ட 7 

sin ™+1¢cos 21 x n—1 2 

Tn,n = Few ன் + mn ff sinm 2 00s" x de 

a at a 8 கந் ட 

1 
== O +I, m2 i ;) 

ய n—1 le 

Inn = pe PO) 
அவ்வாறே, 

௩-3 
Ln n-2. = ag 

Too = ie aes A) 

1. ஒரு ஒற்றைப்படை கூட்டு' முழு எண்ணாயின் 

ஓ 

In. oa — Ly a a1 
ke mM + 3 

Tle 

Tima = f sin™ x cos x dx 
க் oO ரீ 

77 

sin ™+1a] 2 
ணை m + 1 ee ர 

} 

ஆடர் 

எனவே, இடது கைப்புற உறுப்புக்களுக்கு, முறையாக 

உரிய வலது கைப்புற உறுப்புக்களை ஈடு செய்து, பெருக்கினால், 

  ரி ட ல கழ) 023) ௩-௫ 2. 1 
மட (ஜஜ) (௩-௮) ப ர இ 

(1) ட-௮) ....4241 (1) ௮) .... 
    

= Gain) (mp n—3) «.. (m3) (m1) (m— ட் ஐ... 
2 (a)



   
வரையறைத் தொகை 

ஏன் 8ழெண்ணையும் மேலெண்ணையும், (௩-1) (௩-3)... 
ஆல் பெருக்குகிறோம் என்பது பின்னர் விளக்கப்படும். 

% ஒரு இரட்டைப்படை முழு எண்ணாயின், 
1 

m+2 

7/2 

Lmo=JSfsin™ x (cos x)? dx 
0... 

ஆத * வல 

௪/2 
=f sin™ x dx 

0 

__ (m —.1) (m — 3)... 

= "TRin--Ui.,., OP 
  

2 ஒரு ஒற்றைப்படை FiO Upp srair@n@nd k= 1; 

m ஒரு இரட்டைப்படை கூட்டு முழு எண்ணானால் 

k= 2, 2 (b) 

(2a) (2b) என்ற வாய்பாடுகளை. ஒருங்கமைத்தால், 

7 
பூ sin™ x cos" x dx 
ஓ 

  

௩-1) -3..... (m-— 1) (m—,3).... ன ௫ 

(m+n) (m +n — 2). 

௦, % இரண்டும் இரட்டைப்படை கூட்டு முழு எண்களர்யின் 

4 3 ் - ௮ ் . 
B= * 1 இல்லையேல் (அதாவது ஏதாமொன்றோ, அல்லது 

இரண்டுமோ, ஒற்றைப்படைக் கூட்டு முழு எண்ணாயின்) 
2-1. ac) 

இது மிகவும் பயனுள்ள ஒரு பொது வாய்பாடு. 

குறிப்பு.--1 ப, ப அடல என எளிதில் அறியலாம். 

- எளிய எடுத்துக்காட்டுகள் ட 

TH. 
3.1.2 5 2 

வீ] nS» eget ede = —— ௮ (i) ர் sin? z cos* a dix 7.5.3 % 1௮ 35   

0



96 தொகை நுண்கணிதம் 

௮/2 
. “tr costed 3.1.5.3.1 94 

ஸு ர sin x cost x de = GZ Gp 2 
0 

Tle 

2.4.2 
(iii) ர் sin’ cos* x dz = 3 64.2%): 

0 

இங்கும் வரையறுத்த தொகைப் பண்புகள் 7-2, (5)-ம் 

(6)-ம் கொண்டு, 

ரா 2a 

2 ட் 
ர் sin ™ x cos ® x dx-ib ர் 810 ஐ 00௨ 0ஐ ரகம் 

ன்? 0 
2 

கணக்கிடலாம். ஆனால் சற்று விழிப்புடன் 89 ஐ 0085 ஈ-ன் 
பண்பினை ஆராய்ந்தறியவேண்டும். 

7331. ஐ, உ வாய்பாட்டை செயல்படுத்தும் முறை : ஸ். -க்கோ 

cos ஈக்கோ உள்ளபடியை எடுத்துக்கொள்ள வேண்டும். 

அதிலிருந்து, 

(1) ஒன்று குறைத்து முதல் சினையாக எழுதவும் ; 

(2) பிறகு முதல் சனையினின்று இரண்டு இரண்டாகக் 
குறைத்து, அவ்வரிசையில் கடைசி கூட்டு முழு எண் சினை 
வரும் வரை எழுதவும் ; 

(8) பிறகு மற்றோர் படியையெடுத்து, ஒன்று குறைத்து 
முதல் சினையாக எழுதவும்; 

(4) (8)-ல் கூறிய முறைப்படி, அச்சனையைப் பயன்படுத் 

கதவும். . 

இவையெல்லாம் மேலெண் (Numerator) சினைகள். 

(5) பிறகு இரண்டு படிகளையும் கூட்டி, ஈழெண்ணின் 

(மமாண்ல0) முதற் சினையாக எழுதவும்; 

(6) ௮க் கூட்டுத் தொகையினின்று, இரண்டு, இரண்டா 

கக் குறைத்து, அவ்வரிசையில் கடைசி கூட்டு முழு எண் 

சனை வரும் வரை எழுதவும் ;



வரையறைத் தொகை. 

  

இவையெல்லாம் க&ழெண் (Denomination) கச்ச தனிப 

(7) மேலெண் 

GO) ip over 

(8) ,௩ இரண்டும் இரட்டைப் படை கூட்டு முழு எண் “ 

மதிப்பு காணவும் ; 

களாயில் (7)ல் கண்ட கண்னை x Bw பெருக்கவும் ; 

இல்லையேல், (7)-ல் கண்ட மதிப்பை 1 ஆல் பெருக்கவும், 

அதாவது அப்படியே விடவும். 

7-4 சல பயனுள்ள குறிப்புக்கள் : அத” 

[2 47/2 

(1) fi coh ede = S cost ada [n — mi@ முழு எண்்ர், 
_ஏ/2 
7 

at/2 

(ii) Sf sint மீற oo ட ஆட்டு முழு - எண் 
=a, ath - இரட்டைப் படை] 

a/2 
(iii) fsin®*™+1ladae=0 

ஏ 
a 

1/2 

(iv) fore ede = = 2 f come ada. 

(v) க ட. 

a |2 
(vi) ) froin vde = 2 Fine da 

T 

9 2 
(vii) Zo cos 2M a dat = சிவக்க ய ட்ட 

ண்மை, 
9 

7:41... வரையறைத் தொகைப் பயிற்கெள் : எடுத்துக் 
ன் ae . 

(1) பண்ட + eos! udu — cos 32) d 2% eroirosr ? 
௦ 

ரா 7/2 
(1) ஸ்ட ada=2fsiniadx 6 (பண்பு 6) 

௦ 
2:44:23 16 
  

T iO 7
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T Ts 
(ii) fvosta dx = 2fcos' x dx (பண்பு 6) 

௦ ௦ 

9-3 l © 
ள் 4°2 2 

_ 3 
~~ 8 

TT ~ 

(iii) feost2dz = 0 [பண்பு (6)] — 
ஓ 

ன் ட 16 3 
தொகை - —— ஆ 

= » 15 + 8 

ர] “ 

(2) I= —. yen ட ப் ௬ 2. "வன் 
கண்ல + 4 cosx 

0 

நிறுவுக. 

x [=] cos 2 = sin ம ஐ) 

2. ன் 

sinc =cos (— —2 
2 

பண்பு (4)ஐப் பயன்படுத்தினால் 

  
  

எ] 
கக ஐ 

I = le eee dx 

Ysing + cosa. 

  
  = aa a ௮ dx. 

oO ந் sin (= - x ) fe v/s (= -+) 

ந் 

MW cos # + + sin &



வரையறைத் தொகை : 

  

T/s _ 
உர ரி ட கிண்ட “400௨௪ 

0 VW sin 2 + V cos x 

1/5 

= d J ற 

a 
= 2 

ட 
4 

  

உம 

யா் ° T/ 9. e 

ர் log (sin x) dx = ர் log (cos x) dx 

= — = loge 2 என நிறுவுக. 

பண்பு (4)ஐப் பயன்படுத்தினால் 

ய ய 

12 (sin x) dx = ர் tog | sin re _ 5) |e 

0 0 2 

W/? 
= சீ log (cos x) dx 

= J எனக் கொள்க. 

௪/2 7/2 
1 1-3 கழித்தே (sin 2) dw + Slog ( cos x) dx 

e 

1/2 
= f [log (sin x) + log (cos x)] dx 

0 

1/2 
= fice (sin x cos x) dx 

= fi (Sy) a 

1. 7.4 

 



«100 ~ தொகை நுண்கணிதம் 

௭/2 - 40/2 
= flog:(sin 2%) de.— flog 2 dx 

OF ட... 
பதத 

= [log (sin 2 2) de — + log 2 

0 

இப்போது, 22 =u «en ஈடு செய்தால் : 

1/2 , 7 -: 
S log (sin 2x) dx = 4 flog (sin u).du 

0 0 
1/2 

= 3x2 flog (sin u) du [பண்பு (6)] 
0 

ர் 

“ ஏ/2 

= flog (sin 2) dx = I. 
Q 

ne 277 1022 

T ‘ 
. டக =e a log,” 

  

் Ji cos 2a + b2 sin 2x. 2Qab அவுக. 

0 இ , 
7 

I= ர ட அண் (1) 
a® cos *a + 6? sin %& 

0 ம 

T 

௨ (7 — 2) dz . ள் 
= Ia cos? (7 — x) + sin? (7 — yr (4)] 

0 

T 

  

ட ர் (7 — x) dx 
a cos? « + 6? sin? x 

0 
T 

e+ ற [eee 
a* cos? 2 + 6 sin? x 

0 

2 I ॥ 

T 

ர் w dx 

7 @ cos? x + 5? sin? x 
ee ட்ட a



வரையறைத், தொகை. 

  

எ] d ae © ‘ . த 
் . TW dx = 2 — es பண் 6 
Jat RE : ப (60 
0 - 

Ts 

== 27 7 ௫ ae ் dz. 

a cos? @ டத @ cos® x + 6? sin? x b sin? x 

tr 

Tl, , 
ர் sec? x da 

a® + 6 tan? x 
0 \ 

tan 4 என ஈடு செய்தால் 

8960 3 dx = du. 

. secta da du 
lata = =e 

. du 

Bley re 

tan 1 by | 
க a . 

_ i tan ~2 [SS] 

  

| 

=| 
a 

A OT = an tan —1 [Sr 

  

ab a I, 
- = a tan —1 (co) — tan ~1 (ce) 

ab ் * கர க 

_ wt 
~~ மம். 9 

ar? 

~~ ab 

Tr? 

2ab
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பயிற்சிகள் 7 

கீழ்க்கண்டவற்றை நிறுவுக : 

1. Fainte de — 22 JL sinde dz = TT 
x 15 

ளா 57 
2. f costa dx = 76. 
உட்டு 

77 

3. f sin’x (1 + 2cosx) (1 + cos 2)? dx = 
0 இ 

WT 

ட ௭ 
A. f log cos x dw = — 2107 ஐீ 

0 wy 

ச 21r 
5. f x sin’ dx = 3 

0 ள் 

௪ 
3 <= ap 

் (ண்ண + (7 cos 2 )8 4 

க 
2 sin2s ட ர 

ர ர் ஸ் 00௦2௨ += 
0 

௭/2 ள் 
0082 1 = 

ர + sing oe 4/5 1og ( 3 
0 

47 

x tan x wT பரக் பபப) 
sec x -+ tan x 2 

_9 

T 

tg 
ரஷ அலன் 

0 

a. நரகை 2 sin x ரர 
1 da = = 

1 + cos?a 4 
0 

qnt2 

ஜிங் de =—o 
ms [் Ea EY) (m+) 

0



UOT UE OS தொகை ் 

  

ச 

‘ ர் மற பட டர 

௬ ர ட னில் 2a/a? —1 
ஜி 

T 

2. 
13, ர் log tan « dx = 0 

0 

T 

14, fos (1 + cos x) de = mr loge (4) 

0 

b b 

15. [te@d= fia+rs—ya 
& & 

  

உற 
உ ட. ட ரு ஈட்ட 16. fe x sin®sdxr= 3 cos 7 (2 4 sin ms 

T 

n 

w 

17. கண்டமை cos *8a dx 

0 e 

(2m — 1) (2m — 9)...... 1 (2%—1) (2 — 9).....] 

=a (m+n)! ஓஒ m+nti ர 

62 

| da க் 
1௨. Joos (ஈட wiog. 2 [e=tan OF@ செய்க] 

0°@ , 

7 
19, flog (1 + tanx) dx = 47m log, 2 

0 

  
x 

1 ட் 

sin~ly T ் 
20. ர் மல = log 2. 

j



FO. தொகை நுண்கணிதம் 

21. ௬ ஒரு மூழு எண் மதிப்புப் பெறின், f (x + mp)= f (x) 

என்னும் சமன்பாடு பொருத்தமாகிறது. அப்போது, 

ST (de=n fF ee என நிறுவுக 

3 

a dz ரர 
“202, ட 

ds + - cot 2 x ~4 
0 

௪ -- 

wT 
23. “pest edie = — 

ம 
0 

  

2 [02 ௨3 

T 

24. fx? cosec? # a de ற loge 2. 
ழ் 0 

_ 
_ 2 மகள) ~~ 

25; aa 3   

Jumdathae” = thes ee 
0



பகுதி 8. 

வரையறைத் தொகை (தொடர்ச்சி). 

8.1] நாம் இதுவரை, பார்த்தது, (௪, 6) என்ற குறிப்பிட்டீ 
* இடைவெளியில் f(x) ஒரு. தொடர்ச்சியான (continuous) 

சார்பு என்ற கட்டுப்பாட்டில், ° 

8 
த | 1௫] - ரீ() ஆனால் - 

Sf (x) de = F (6b) — F(@) என்பதாகும். 

b-cr Wty co. cradvanw (crevronflall). ar @iwGur gi, 

 B(b)-or மதிப்பு 1 என்ற ஒரு (10௫௨) அளவுக்குட்பட்ட 
எல்லையை நாடுமானால், ” 

b——> cc 

fio de == reve» F (b) — F (a) ச் 
ட 

= L— F(a) 

என்று கூறலாம். ம 

அவ்வாறே ஈன் மதிப்பு —co எல்லையை நாடும்போது 

1 (6)-ன் மதிப்பு ]' என்ற am (finite) அளவுக்குட்பட்ட 
எல்லையை நாடுமானால், ட் 

[i@e- எல்லை 1(5).-- எல்லை F (a) 
b> co ——> — 00 

ஆ நுறு 
என்று கூறலாம்,



106, ் தொகை நுண்கணிதம் 

, எடுத்துக்காட்டு : 

(10) ௦௨0 எனக் கொள்வோம். 

b b 
de 1 
2 ee | 

& a 

ர ரா! 
2 (த =) 

; 1 
b —+00.4@ bGuT gs Re ௮0 என்பது தெளிவு. 

  

dx sf 

some > 
. b 

உட்க பரி 
a 

ale னி 
௯ ஆகும்போது, ௯ என்பது தெளிவு. 

               

  

  

ஆஃ கவே, [oe 
BIT SET 

முடியாது Har எனக் es 

ன ர் de ட i 
(3) lie [ton ] 

° nu a 

= tan-(b) — tana) 
wT ய் 

இப்போது 4-௮ ௮ஆனால், நல். 1 (5-2 > 

T 

¢—> — co eye, tan (a) -—> — ~Z7 

oO 

. ் ax ட சால்லை எல்லை 

் / 1 A a? OS pa» ce tan (6) — a) tan (@) 

— @O



வரையறைத் தொகை: 207 

-F-(-) 
= TT. 

8.2. இப்போது (a, b) என்ற இடைவெளியில் 
மூடிவிலோ («=b), அல்லது ஆரம்பத்திலோ (௨-௦), 

அல்லது நடுவிலோ (6-6; 8400] (0-௯ ஆனால், 

7௦) & என்னவாகும் என்பதை கவனிப்போம். 

[அதாவது 7(6)--௯ அல்லது 7(6)-௯ அல்லது 
7ர்(0-௯ (௨௮0 < 4)] என்ற நிலைகளில் : 

8.27 :7(5)--௬: 8 ஓரு இறிய ' கூட்டெண்ணெனக் 

கொள்வோம். ஈ முதல் $--8 வரையில் ]7*(2)-ன் மதிப்பு 

(finite) அளவுக்குட்பட்டது எனக் கொள்வோம். இந்தக் 

கட்டுப்பாட்டில், . 

b-€ 

ee ஒரு குறிப்பிட்ட அளவுக்குட்பட்ட 
௮0 

& 

மதிப்புடைய 1, என்ற எல்லையாகுமானால், 

b b-£ 
faveae = 32" ரரி ஸ்ம 

"என இலக்கணம் வகுப்போம்; 

8.22 f (a)——> oo: 

அவ்வாறே, ௨-5 முதல், 6 வரையில்ரீ (௦)-ன் "மதப்பு ( finife ) 

அளவுக்குட்பட்டதாய், 

b 
எல்லை 5 ere oo, 

ட் 79 1 ஒரு குறிப்பிட்ட அளவுக்குட்பட்ட 

até 

மதிப்புடைய 1 என்ற எல்லையாகுமானால், 

b 
ல் ச 

fre ஸ்ப டு [i@d@=U 
are 

என இலக்கணம் வகுப்டோம்.
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8.23 f (c) —>oo (a <c <5) 
அவ்வாறே ௰--௦ என்ற மதிப்பில், 

(26 40) ரீ(6)--௯ ஆகுமானால், 

b . ௦8 b 

[ide = aan [fre கப | 
ய a a ete 

என இலக்கணம் வகுப்போம். ஆனால், இரண்டு எல்லை 

களும் அளவுக்குட்பட்ட எல்லைகளாக. இருந்தால்தான், இவ் 

விலக்கணம் பொருந்தும். இல்லையேல் பொருந்தாது. 

  

  

  

எடுத்துக்காட்டு : 

~ a 
i f dz . > 

(1) ve _ என்ன : 

. 0 

. 1] 
r= 0 ஆனால் ve = 0o 

a & 

dz எல்லை dz 
எனவே la = “ 0 [az 

௦ 5 

a 

= ee [eva 
a e——>0 , 

a 5 

_ எல்லை, [277௩ - 24௨] 
e——>0 

எல்லை 

5௮0 9 = 

ர ட 
— = 2 

ர் V2 = Wa 
0 

2 
daz . 

(2) is என்ன ? 

1 
1 

௨-2 என்ற மதிப்பிற்கு “ஓஒ”; =@©
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எனவே 

9 
de ட எல்லை fe படம் 

6-5... கே (a — oe 

Ag 

ட எல்லை : 1 | 

~ &——>0 2-2 
1 

எல்லை i : 1 க 
“ட இதுத [ - met =a 

இவக. sg 

ஆனால் எல்லை 1 ஷு 
ம் t——>0 = 

எனவே, எல்லை ஒரு அளவுக்குட்பட்டதல்லவா தலின், 

2 

dx . / ஜி இல்லை 

1 

9 
da 

5 ? (3) lea என்ன 

1 
= | ‘ ay 2 ஆனால் ட 5 

  

  

  

உ ஆட. தீத “சித 

7 உட” feat Jie 
6 ௦. l 

எனவும் பிரித்தெழுதி, 

    

  
  

னை. 2 

ce ean * See 
0 138 : 

காணவேண்டும். 

ரட் ர ண் 

எல்லை. [602 எல்லை _ 1 
e——>0 ce Ene x—1 

0 
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_ எல்லை _ ம் L 
உட se 2] 

  

Ea —— > O 6 

எல்லை 1 
BOY gg FE =o 

மேலும் 

எல்லை dz ட எல்லை ் 1 

உட நர &——>0 [==] 

Jie 338 

எல்லை ட A 1 

= &—>0 [ 17 ¢€ | 

_ 1 எல்லை 1 
இடு. € 

எனல அளவுக்குட்பட்ட எல்லைகள் இல்லை. 

fete உமா” 

பயிற்சிகள் 8 

ழ்க்கண்டவைகளின் மதிப்பு காண்க ச 

1 
dz dz 

ர * Si 
1 0 

ச co , 

2 டே 5 சை 
் 1 + 23 ° ர் (234 

0 1 

ea



பகுதி 9. 

வரையறைத் தொகை : 
பயன்படும் இடங்கள் 

9.7. 6,98-ல் கூறியபடி, வரையறைத் கொகை முறை 

யைக் கையாண்டு, பரப்புக்கள் மாத்திரமே அல்லாமல், ஒரு 

வளை வரையின் நீளம், உருளைப் பருமம், உருளைப் புறப் 

ரப்பு முதலியன காணலாம். 

ஆங்காங்கு வறையறைத். தொகையைப் பயன்படுத்தும் 

மறைகள் பின்னர் பொதுவாக விளக்கப்பட்டிருக்கின்றன. 

வரலாற்று வழியாக, தொசை நுண் தொகை முதலில் 

ஈண்டு பிடிக்கப்பட்டு, அதன் பல்வேறு பண்புகள் ஆராயப் 

பட்டபொழுது, இத் நாலில் நாம் தொடர்ச்சியாக ஆராய்ந்து 
வரும் முறையில் ஆராயப்படவில்லை. முதன் முதலாக, 

ரப்பு, நீளம், பருமம் முதலியன காணவே, அது உருவாக்கப் 

ட்டது. பின்னர் தான் இந் நூல் வரிசைப்படி, வளர்ந்து 

இன்று, பயன்படுகிறது. 

எப்படி யென்பதை இப்போது காண்போம் : 

9.74. குறிப்பிட்ட கட்டுப்பாடுகளுக்கு ஒரு சார்பு 7 (2) 
அடங்.னால், 

எல் — 
pO af @ tet +L @+ ATW ] 

b 
“சீரி (z) de. 

==: F (6) — F (a) 

என்று முன்னர் நிறுவப்பட்டது.
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இங்கு ரீ (2) என்ற சார்பு (௨, 5) என்ற இடைவெளியில் 

தொடர்ச்சியான (0004411008) ஒரு சார்பெனவும், 

S f(a) de = F(z) + cova, 

b—a 
= ௪ த் எனவும்,   

நல எனவும், ஆகவே %--௮ 0௦ எனவும் கொள்ளப் 

பட்டது. 

6-௨ என்ற இடைவெளியை % சம பகுதிகளாகப் பிரிக் 

  

  

கும் போது ஓவ்வொரு பகுதியும், று ௪ ந எனக் கொண் 

டோம். அதையே, அ 

ப ="“Az எனக், கொள்வதும் அக் கொள்கையே 

யாகும். ஆகவே, 

எல்லை. . [ கை ர ] 
Jee of * f@+f(@+ Az)+...f(@+n—1 Az) 

b 
= Sf (x) dz. 

& 

= F(b)—F(qg) 

அதாவது 

2-௦ b 

Ax ——> 0 

ஐஐ 

எல்லை 
ந Azf(a+r Ax) = ff (2) az. 

a 
= F(b)—F (a). 

“இதுதான் எல்லாவற்றிற்கும் அடிப்படைத் தேற்றம். 

இப்போது படத்தில் (6:3 படம்) காட்டியபடி, ABDC 

என்ற பரப்பு, அதாவது, f(*)=—y aerp வளைவரை, 

ஐ-அச்சு 2-௰,௨--ம் என்ற 2 ஆயத்தொலைப் புள்ளிகளில் 

உயர்த்திய குத்தாயங்கள், இவைகளுக்கிடைப்பட்ட பரப்பு 

காண, ஏதாமொரு பரப்பு துண் பகுதி எடுத்துக் 111110) 

கொள்வோம். e | 

அப்பரப்பு MNPQ, 

f (®) At &G அதிகமாயும், 

f(c+Az) &௨-க்குக் குறைவாயும் இருக்கும்.
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அதாவது, | 
f(z) Aw <MNPQ <f («+ Az) Ax. a 

- coorGa, MNPQ போன்ற எல்லா நுண் பகுதிப், 

பரப்புக்களையும் ॥௨-- உமுதல், ௨- ர வரை கூட்டும்போது, - 

n—l 
Sf@t+rasz) Ag< pmtugiy ABDC 

r=0 

% 1 
< Ef(@+tr+l Ax) Az 
r=0 

ஆனால் ௧௨-௮0 ஆகும்போது, 

1 * இவ 

வல்லர் ர் (மரக) ‘Ag = ல் ப் 7 (atr-+1Az) Aw 

r=0 r=0 ் 

என்றும், இவ்விரண்டும் 

் b 

S f @) de = F (b)—F (@)-&6é& Fub 
A 

என்றும் முன்னர் நிறுவப்பட்டது (6.8-ல்) 

ஆகவே, வாய்பாடு முறையாகக் கூறுங்கால், 

(ம பரப்பு நுண் பகுதி ரீ (6) Ax. 
z=b 

ii ் i ல்லை ; ் (ii) a iad ll ர ரிஷி ௮. 

௫ 

b 

(iii) crarGar apap = f f (x) dx. 
a 

இந்த முறையையே, நீளம், பருமம், புறப்பரப்பு 

முதலியன காணவும் நீட்டிக்கலாம். 

9:12 நீளம்: படத்தில் (6.5 படம்) PQ என்பது 
மே என்ற வளை வரை நீளத்தின் நுண் பகுதி, நடு - ௬௪ 
எனக்கொண்டால், 

தத் 

முழு நீளம் மே.- எல்லை > As. 
As—> 0 

ல் 

1.0
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உட் 

- எல்லை As 

=a 

நூ) 
. ட எல்லை AS ag 

அல்லது = Ay——> 0 >. தனு (2) 

y¥ =f @) 

வரையறைத் தொகை ஒரு கூட்டு மதிப்பின் எல்லை. 

யென நிறுவியதை நாம் இங்கு பயன்படுத்தினால், 

b 
ds 

1 = | — de. 0) in 

a 

£ (b) 
ச ds 

Ny = —— dy. (2) iy! 
f (a) 

9:13,  உருளைப் பருமம் : இப்போது 2௮00 என்ற பரப்பு 

நட அச்சை ஒரு முழுச் சுற்று சுற்றினால் ஒரு உருள் 
உண்டாகிறது. அந்த உருளையின் பருமம் காண: ' 

இங்கு பருமநுண் பகுதி (181௦04 ௦4 Volume) MNPQ orair 

பரப்பு உ- அச்சை ஒரு முழுச் சுற்று சுற்றுமானால், அந்தப் 

பரும நுண்பகுதி, ் ் 

எ [ f @? க௪-க்கு அதிகமாகவும், 

ஈ (7 (2 ௧௮] க௨-க்குக் குறைவாகவு மிருக்கும். 

எனவே பரும நுண் பகுதி & 4 எனக் கொண்டால், 

wif)? Aw <AV< 7 [f (ve + Aw) Pax. « 

ஐ ஐ முதல், ௨-௦ வரை உள்ள எல்லாப் பரும நுண் 

பகுதிகளையும் கூட்டினால், 

௩-1 
Ss wif @+trax)P Av <AV 

r = O 

r= n—t 
வரு wif@+trtlasbas. 

r=o
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ஆனால் 
ந 1 

. . 4 

க்ஸ் ட எநத கலர சல 
0 a 

n—I1 

எல்லை \" 
T-(f@ +r+lazPas. ° 

Ax——> 0 

r=0 

b 
af w [f (x) P da. 

a 

ஆகவே முழுப் பருமம் 

9. 14, உருளையின் ப றளரரவ்பும டமில் மூழு .. உருஸை 

யின் புறப்பரப்பு காணவேண்டுமாளுல், ஒரு புறப்பரப்பு 

நுண்பகுதி ள்டுத்துக் GC "கொள்வேர்ம்.. ட ட் 

en நுண்பகுதி... 
Qar f (« கசக்கு அமினா ஐலா, 

27 f (x \ Aw) AS SGE GO Mair say, இருக்கும். ' 

அதாவது, புறப்பரப்பு 'நுண்பகுதி :&8 எனக் 

கொண்டால், . 

Qa f(t) As <AS < 27f(%#+Azxz) A\s 

அதாவது, 
க உ ஷுட் உய த்து வ 

2m f(z) 42 <AS<2rfte+ AR) Ny Ax 

2-௧ முதல், உ-ம் வரை உள்ள எல்லாப் புறப் பரப்பு 

நுண் பகுதிகளையும் கூட்டினால், 

௩-1 As 
S 2arf(atrav) — கற AS 
டத AX 

el 
< > ஊர (௧-7 12) AS Dg 
r=0 Ax 

I.C.—8A
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ஆனால் 
ந] 

எல்லை த ; aT 
Ress a ந [7௫47 ௧௮ [6 க்ஸ 

r=0 

n—1 

எல்லை 3 : ia = nm ன் ந. ஊ [63741௧] ற Ax 

r=0 

b ds 
= ர் 2a f(t) Gy dx. 

உத 

குறிப்பு (1) :- முழு உருளை அல்லாமல், ஒரு பகுதியின் 

பருமமோ,; புறப்பரப்போ, வேண்டுமானால், வரையறைக் 

தொகையெல்லைகளைத் தகுந்தபடியாக மாற்றிக் கொள்ள 

வேண்டும். 

குறிப்பு (2) : இதே நுண் பகுதி--- வரையறைத் தொகை 

அடிப்படையில், ஒரு பரப்பின், பருமத்தின் புவிக் கவர்ச்சி 

மையம், (Centre of சேகாரர) அல்லது நிலை நெம்புத் இறன் 

(Moment of Inertia) காணலாம், 

அ சுருக்கம் : 

b 
1. பரப்பு - J” Fie) ae. 

b 

2. உருளைப் பருமம். : f w [f (x) de. னை 

. b ds 
3. உருளைப் புறப்பரப்பு - ர் சோரீ (2) is dat 

a ல் 

b 

ds 
4, வளை வரை நீளம் - de da.
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5,2.  77-அ௮ச்சையொட்டிய பரப்பு, நீளம் மூதனியனா 

இப்போது, வரவி ECDF | Paes, 

  

  

      

y 

ஏ ரீ ர இப்பரப்பு4 -7 (6) என்ற் 

KE Z ம் வளைவரைக்கும், Y- HFRS 

yr ee கும், நற, ர என்ற 
கோடுகளுக்கும் இடைப் 

் 1 டட பட்டது. இதன் பரப்பு, மூன் 

ட் கண்டபடியே, காணலாம்,   ஓ 

படமி..2 

நுண்பரப்பு- KLVT 

“= Ay*2 

முழுப்பரப்பு ௨ 5] 
y= 4 ச்ச் ட 

நிமி 

மேன் நீளம், இதையொட்டியே காணலாம். 
ச் 

றற துண்பகுதி நீளம் - 
=AS8 

. AS 
oe AY 

AY 

As 
முழு நீளம் - > — இ 

Ay 

‘is ட க aie 
ar (1) 

y=. 

1001 என்ற பரப்பு, 9-அச்சை ஒரு முறை சுற்றிஞல் 

ஏற்படும்,



ய 

118 தொகை நுண்கணிதம் 

உருளைப் பருமமும், புறப்பரப்பும் இதையொட்டியே 
காணலாம். 

நுண்பகுதிப் பருமம்--- ௨ A y. 

முழுப் பருமம் - Ste Ay 

y=q 

= ர் w x dy. (iii) 

9-2 

நுண்பகுதிப் புறப்பரப்பு - 82௨ ௬௪- 

‘ As 
= 2%" — Ay 

Ay 

yr-q 

“௨. முழுப் புறப்பரப்பு - [2s ody (iv) 
ge HF 8 37 3 

ளம் 

விளக்கம் யாவும், '2-அச்சை :யொட்டி விளக்கப்பட்ட 
முறையேயாம்2



பகுதி 10 

பரப்புக்கள் 

70₹7, yof (x) ஏன்ற அ வரை, ௨. அன்த 0 x, 

உ௱ஃ ௫௨௮ என்ற புள்ளிகளில் உயர்தீதப்பட்ட குத்தா 
யங்கள், இவைகளுக் கடையே யுள்ள பரப்பு 

b 

= fy de 

b ர 

என்ற வரையறைப்பட்ட: 

தொகைக்குச் சமம் என்று 

9:77-ல் விளக்கப்பட்டது. 

  

படம் -3. 

அதாவது மேலே காட்டப்பட்ட படத்தில் &800-ன் 
b 

பரப்பு - Sf f (x) dx. 

இத் தேற்றத்தை மற்றோர் முறையிலும் நிறுவலாம். 
படத்தில், ர - 76) என்ற வளை வரை CD; 

உ ௭ ௩ல் உயர்த்தப்பட்ட குத்தாயம் &0; 
உ: 4-ல் உயர்த்தப்பட்ட குத்தாயம் 11); 
0, அவ் வளை வரையில் ஏதாமொரு; புள்ளி (௨, 9) 

£, அவ் வளை வரையில், சற்று மேலுள்ள புள்ளி 
(7 + A xy + Ay). 

ui_gs Ad MN = Ac = QR = SP. 
‘RP = Ay QS. ॥
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இப்போது பரப்பு &1டு என்பது Mor 2-ஆயத் 

தொலையைச் சார்ந்தது. 

எனவே பரப்பு 4100-6 6) எனக் கொண்டு, 

ம்) என்னவென்று காண்போம். 

அவ்வாறே பரப்பு &120- நய ௧௮) 

பரப்பு நட. ¢(e+ Ax) — $ (2) 

ஆனால், 
நீண்ட சதுரப் பரப்பு 1111%60) - பரப்பு MNPQ $ 

நீண்ட சதுரப் பரப்பு 111128 2 பரப்பு 110. 

.* MNRQ <MNPQ<MNPS 

. அதாவது, ் 
f(x). Aw < 4 ௧௮-௫0) ௮. ரீ ௧௮:௧௧ 

எல்லாவற்றையும் &௨ஆல் வகுத்து ௨-0 எல்லை 

கண்டால், 

flv) 4 எல்லை $v + Ax) — >) < arevdu f (x + Ax) 
A t—>0 Ax Axr-— +0 

், எல்லை (e+ Ax) —G(2) 
ன Axz—>0 ் ர = ழ் (x) 

Boge Tomo fet a2) =f) 
க் a p! (a) எனத் தெரிகறது. 

= Sf (x) ல 
= Fa)+ C aars கொள்வோம். 

இங்கு சேன் மதிப்பு காண, ௨-௨ எனக் கொண்டால், 

p (a) = 0. . 

- . O= F(a) +C 

C= — F(a) 

$ (vt) = F (x) —F @) 
இப்போது ௨-6 எனக் கொண்டால் 

$ (b) = F (6) — F@) 
b 

= Sf (x) de 

b 
ஃ வேண்டிய பரப்பு - Sf (x) de 

a



  

பரப்புக்கள் 

நடைமுறையில் பின் காட்டப்பட்ட சுருக்கமான வழியைப் 

பயன்படுத்தலாம் : 

ஒரு நுண் பகுதிப் பரப்பு -- &௰. 
fla] Ae 

முழுப் பரப்பு = DT yak. 
௮0 

A ௬0 

b : 

= Sf (0) de. 
a 

இது முறையே யொழிம, தேற்றமெனக், கொள்ளுதல் 

கணிதப் பண்புக்கு ஏற்புடைத்து என்று கணித வல்லுனர்கள் 
முழு மனதோடு ஏற்றுக்கொள்ள மாட்டார்கள். 

இதே வழியை, நடைமுறையில், பருமம், புறப்பரப்பு, 

வளை வரை நீளம், புவிக் கவர்ச்சி மையம், நிலை தெம்புத் 

திறன் முதலியன காணப் பயன்படுத்திக் கொள்ளலாம். 

ட ம0:17. கழ அகம்பனன் 

  

  

iy = = - 1 என்ற நீள் வட்டத்தின் பரப்பு 
காண்க. 

B 

நீள் வட்டத்தில் நான்கில் ஒரு ன் 

பகுதியான, 0&0%ன் பரப்பைக் a 5 

கண்டு, அதை நாலால் பெருக்கி ௦ Ax a 

னால் நீள் வட்டத்தின் பரப்பு 

ந கடைக்கும். 

UL. 4 

0.&0மல் ஒரு நுண்பகுஇப் பரப்பு-ர ௩2 

b ee 
எ எ சச ற். உற 

a 

2-௦ முகல் 2-ஈ வரை தட்டம்,



122 தொகை நுண்கணிதம் 

முழுப்பரப்பு - எல்லை ணை ரள wan 
டவ ஆடு 

- 7-௮. 
a 

& 

ந்திய + asin (=)] 

9 

ந்து ட்ப] 

[
ய
 

a 
|o

 

| & 
al
o 

» 
[a
 

ல]
 

5 முழு நீள் வட்டத்தின் பரப்பு - 4 % ச் 

= Tab. 

(2) aw =2? (௪-௮) என்ற வளை வரையின் வளையப் 

பகுதியின் பரப்பை மட்டும் காண்க. 

முதலில் இவ் வளை வரையின் அமைப்பை நாம் ஒருவாறு 
அறிந்துகொள்வது நலம். 

௪-௦ ஆனால், 3-௦ ஆகிறது (1) 

௧-௦ ஆனால், y=o Blog (2) 

மேலும் இது 9-ன் இரட்டைப் படைச் சார்பாக இருப்பதால், 
இவ் வளை வரை, 2-அச்சுக்குச் சமச் சீர் பெற்றதாக, 
அதாவது ௨-அச்சுக்கு இரு பக்கங்களிலும் ஓரே அமைப்புடை 
யதாகூ இருக்கும் (8) ௨2 ௨ ஆனால் ஈூ£-- ஒரு கழிவெண் 
ணாகும். ஆகவே 82 ௨-க்கு, நன் மதிப்பு ஒரு கற்பனை 
யெண்ணாகவே யிருக்க முடியும் (4) ஆகவே இவ் வளை 

வரை 2- ஈ-க்கு மேல் வரைய முடியாது. 

2 <0 Bee ay* வளர்ந்துகொண்டே ௨ வரை செல்லும். 

எனவே, ௨ ஒரு கழிவெண் மதிப்பேற்று, எல்லையற்று 
வளர்ந்து போகுமானால், ர$£-ம் ௨ வரை வளர்ந்து போகும். 

உட ௮ எல்லையை நாடும்போது 9-4 ௨ எல்லைகளை 

தாடும்: (5)



பரப்புக்கள்... 123. 

இந்த 5 பண்புகளையும் உளங்கொண்டு வளை — 

யமைப்பை ஆராய்ந்தால், வளை வரை 

(1) - ௦, 9-௦ வழியாகச் செல்லும்; 

(2) ௨-௧, 9-௦ வழியாகச் செல்லும்; 

(3) 2 அச்சுக்குச் சமச் சர் பெற்றதாயிருக்கும் த 

(4) 2=4-66 மேல், $9-க்கு மெய்யெண்மதிப்பில்லை 
- யாதலின், ௨-- ௨-க்கு மேல், வளை வரை இடம் பெருது ; 

(5) ௨ க்குக் குறைந்த் (அதாவது கழிவெண்) மதிப்பு 
களுக்கு, வளை வரை, ௨- அச்சுக்குச் சமச்சீர் படைத்து -- ஐ 

வரை செல்லும். வளைவரைப் படம், பின்வருமாறு :--- 

படழ் 5. 

வளையப் பகுதி ௦&%0. 

a 

அதன் பரப்பு - 2/3 82. 
oO 

a } 

2/5 a—2 gy 
Va 

0 

a ர 
2 ட. 

= ge [aVan% dz. 

9 

உூ௩ ஸு 29 என ஈடு செய்தால், 

  

௨- உக்குரிய, 9-- ௦ எல்லையும், 

z=a-56fw, O= 5 எல்லையும் கிடைக்கும்,
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Tig 
2 a 

ae பரப்பு- 2 [6 sin?6:Va cos 9° 2asin§cosO0d9 

- © 

T 

—4 @ தி ஸ்்$900 209046. 

  

  

é \ 
டல 9-1] 

7 5-8 

8 a? . 

நத 

(2) 9-௦ என்ற தொடு வளைவுக்கும், ety? = 4ax 

எஸ்ற வட்டத்திற்கும் பொதுவாக உள்ள பரப்பு என்ன 2 

  

படம்-6 

முதலில், இரண்டிற்கும் உள்ளன பொதுவான புள்ளி 
கள், அல்லது இரண்டு வளை வரைகளும் வெட்டும் புள்ளி 

களை அறிய வேண்டும். 

3-0, ஆய ஆதியின் வழியாகச் செல்லும் ஒரு 

தொடு வளைவு. 7 us 

2-3“ 4௭ என்பது 

(உ 2a)? + y® = 40? என்ற வட்டம். 

அதன் மையம் (2ஈ, ௦)7 அரை விட்டம் 2a. 

இவ் வட்டமும் (௦, ௦) ஆய ஆதி வழியாகச் செல்கிறது. 

எனவே ஆய ஆதியான (0, 0) இரண்டுக்கும் பொது 

வான ஒரு புள்ளி,



t ன பரப்புக்கள்' 

  

இரு சமன்பாடுகளையும், ஒருங்கமைச் சமன்பாடுகளி£கக் 

கொண்டு Gia கண்டால், மற்றொரு பொதுப் புள்ளி 

இடைக்கும். 

wt tax=4 ax 

* a (a — 3a) = 0 

eo = 0; «= 3a 

y=0; y= ay3 
என்பவை பொது அல்லது வெட்டுப் புள்ளிகள். 

படத்தின்படி, இரண்டிற்கும் பொதுவான பரப்பு 

= OABCDO 

= OABEDO + BCD EB. 

இரண்டு வளை வரைகளும் ௨-௮ச்சுக்குச் சமச்சீர் படைத்தவை. 

எனவே 0௩௩௩0. 2-04£10 
BCDEB = 2-BECB. \ பறப்புன்கள். 

b
o
 

b
e
 

ugeny OABEO = S Vax te. 
0 

da 

பரப்பு 80% = Sf ¥ 4a — (« — 2a)? dz. 
3a 

i . ட f 4a. 

“௮ [6-29 எக SH Bap + ot sin (| 
2 \ 26 

3a
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பரப்பு 0.4000 -- பொதுவாக உள்ள பரப்பு. 

  

70:2. போலார் (Polar) சமன்பாடுகள் மூலம் 

கொடுக்கப்படும் வளை வரைகளுக்குப் பரப்பு காண்_முறை :-; 

  

  

வரல 
படம்-7 

0%- போலார் முதற்கோடு. 

வரையப் பட்டிருக்கும் வளைவரை r =f (8) 

LROA=a 
4௩௦௩-௨ 
9- ஈமுதல் 9- 8, இரண்டு திசைக் கோடுகளுக்கும் 

* ரீ (9) என்ற வளைவரைக்கும் உட்பட்ட பரப்பு 4௦% 
கண்டு பிடிப்போம். 

ஏதாமொரு இசைக்கோடு 0-ம், அதற்கடுத்தாற் 

போல் 00-ம் வரைக, 

2௩07-9 (பொது) 

2 ௩009-9-- &9 எனக் கொள்க. 

ZPOQ= /é. 

ஒரு நுண் பகுதிப் பரப்பு 1009--$ ரீ ௫9



பரப்புக்கள் டத் 

9-8 

*.* முழுப்பரப்பு -- எல்லை \" ் 

/\ 6—> 0 s tf AG 

- 6=a 

8 
=} frdoé 

a 

8 
=4S [f (8) 7d 6. 

a 

70.27. எடுத்துக் காட்டு : 

(1) 7-(1-- ௦089) என்ற நெஞ்சு வளையின் முழுப் 
பரப்பைக் காண்க. டூ ் 7 : 

நெஞ்சு வளை வரை முதற் கோடான 0 %-க்கு சமச்சீர் 
பெற்றது. ஏனெனில் 

r = a (1 + cos 6) 

=a [lil + cos (—6)] 

OR=za- 

9- டுமுதல்9--21 வரை 

பரந்திருக்கிறது.     
படம்-8. சிதஞ்சுவளை 

பரப்பு 0௩&௦ - பரப்பு 0£%0. ல 

௦0௦ ஒரு நுண் பகுதிப் பரப்பு--$ 1 & 9 

Qa 
:. “முழுப்பரப்பு = fir do 

0 

27 - 

=4/ @ (1 + cos 6)? do 
0 

7 . 
2 

== 2X = fa + cos 6)? dé. 

0 

T 

= @ ர் 4 cos? 

0 

d 6. 

bo
| 
©
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6 ் : ல 
௬ 2 எனக் கொண்டால், 

ப 
uginy = 4a? f? 2 cost x dx 

0 

3.1 T 
கனு Fe iin 

பி ஜு இ 
= 27a’. 

எடுத்துக்காட்டு : 
(2) 8+ y = 3a xy oor போலியம் (101410) வளையத் 

இன் பரப்பு காண்க. 

இங்கு௨, 3 சார்பாக வளைவரைச் சமன்பாடு கொடுக்கப் 

பட்டிருந்தபோதிலும், போலார் அமைப்புக்கொண்டு பரப்பு 

காண்பது எளிதாகும். 

ee 7009-2 

சல் ர என ஈடு செய்யின், 

2-8 மார என்ற சமன்பாடு 

* cos? 6 + 73 sin? 6 = 3 ar? cos 081௩9 என மாறுகிறது. 

yarog) r (cos? 6 + sin? 6) = 3a cos @ sin 8 

3a cos 9 sin 0 

ASTUB Y= 999 + sin3¢ 

9-0 ஆனால் r= 0 

T 
6=F7 ஆனால் 1-0 

ஒரு வளையம் 9-0 முதல், 9 - ன் வரை படர்ந் 

திருக்கும். 
பட அமைப்பு பின்னர் காட்டப்பட்டிருக்கிறது: 

1 1 - 
Sar 3a X V2 Xx v2 

6 = “1 ஆனால் 1 i i 

aya yr



  

  

  
படம்-9. BureSluw ( Fotis) 

க 
ச் 

ஒரு நுண் பகுதிப் பரப்பு - 209-317 9 

9-௭ 
is ப்பரப்பு -- எல்லை 

ale கட Bn ae 
9-0 

Ti, _ 
=f rPdo , 

0 

u/s 

ர 9a? sin? 6 cos? 6 d 

ட ர் (௦௦8 g + sin? 6)? 

௭7 
0 ரந்ஹூ 986009 

_ ————— dé 
2 (1 + tan? 6)? 

0 

tan@ = aor F@ DEFule. 

9= 066 2fuw t=—0 

6= +56 amu t= oo 

T.O—S . 
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oo 

9 a? “dt 
os பரப்பு ப ஓ (a +8) 

0 

oo 

9 a2 1 3A dt 

= 9 *~ 3 ர் (1 + 8) 
0 

3a ¢ d(l +8) 
2 (1 #8) 

0 

ர 821 ட] 
~ 9 [+ 
    

0 

  

  

பயிற்ள் 9. 

பரப்பு. 

1. £ீழ்க்கண்ட. பரப்பினை மதிப்பிடுக :-- 

(i) தொடு வளைவு, 9/4 4௯; உ-- அச்சு ; 

0, 8 என்ற குத்தாயங்களுக்கு இடைப்பட்ட 
பரப்பு. 

x 
(ii) su) yp aidan y = ¢ cos ட “et L— HEF 7 

௪௨௮0, 6-0 என்ற குத்தாயங்களுக்கு இடைப்பட்ட பரப்பு. 

(iii) y = மடன் ஒரு முழு வளைவு, 

8. ஒரு அரை வட்டத்தின் பரப்பை, வரையறைப்பட்ட 
Dee em ane moa nin We



பரப்புக்கள் 

  

3. கீழ்க்கண்ட வளையங்களின் பரப்பினை மதிப்பிடுக 

(i) ஞீ -.ஐ₹(6--ற) 

- கீத - (௪-5) 
(iii) a& y? = 28 (2a — x) 

(iv) a2 y? = 2? (a? — x?) 

4. லை என்ற தொடு வளைவை, $- 4ஐ--1 என்ற 
கோடு வெட்டுகிறது. இரண்டிற்கும் இடைப்பட்ட பரப்பு 
என்ன 2 

5. க றீ மீமு--௨) என்ற வல வரைக்கும், அதன், 
நீளத் தொடு வரைகளுக்கும் இடையே உள்ள பரப்பு காண்க. 

6. உ கஸ்ர்; மனது வலி ளை 5g u ஒர ; y=ar ன்ற வ வரைக்கும் 

அதன் நீளத் தொடு வரைகளுக்கும் இடைப்பட்ட பரப்பு 

காண்க. 

7. £ழ்க்கண்ட வளை வரைகளுக்குப் பொதுவாக உள்ள 
பரப்பு காண்க :-- 

(i) நீக; a? = day 

(1 y= ss yr = 9x 

(iii) கற w+ y? = Sax 

ற உ ஜீ; மை + y? = 20? 

ஞூ. நீ கம ௦5 Y= 4b (b— 2). 

8. உ ௧(9- ஸ்ட; y=a(l—cos6) என்ற வளை 

வரையின் ஒரு வில்லுக்குட்பட்ட பரப்பு: காண்க. 

9. 23 ஹீ 88 என்ற வளை வரைக் குரிய முழுப் 
பரப்பு காண்க. 

10. ¥z -Vy= 1 என்ற வளை வரைக்குரிய முழுப் பரப் 

பென்ன 2 

TI. C—9A
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பயிற்சகள் 10. 

பரப்பு (போலார் சமன்பாட்டு வளைவரைகள்) சழ்க்கண்ட 

வைகளின் பரப்பு காண்க :-- 

7, ர-௩(1- ௦0898) என்ற நெஞ்சுவளை. 

த, ர ந(ஹ்122-- ௦௦829); எல்லை 0 முதல் 2. 

2a 
3.0 r =l+cos 9 என்ற தொடு வள்வுக்கும், அதன் 

குவியம் வழியாகச் செல்லும் இரட்டைக் குத்தாயத்திற்கும் 

இடைப்பட்ட பரப்பு. 

தீ, ரர் ; 9-௬ முதல் 2-$ வரை. 

5. ர--ர000௪0 ன் வளையம். 

- 6. r=3+2 cos 6. 

7. r= 4 cosnd at ஒரு வளையம் (%-கூட்டு முழு எண்). 

8. a(P@+ty)=ale—y) ன் ஒரு வளையம். 

9, சூர மரா ன் ஒரு வளையம். 

‘10. r=a+bcoosber Qoow@ வளையங்கள் (82 ம). 

குறிப்பு.-பயிற்சிகள் (8), (9) இரண்டிற்கும் முதலில் 

ஐ ௪00809) ரசஸ்9 என ஈடு செய்து, போலார் சமன் 

பாடாக்கி பின்னர் பரப்பு காண்க.



பகுதி 11. 

"வளைவரை நீளங்கள் 

71:77 வளைவரை நீளம் $ூ ர (2) என்றவளைவரையில்,: 

ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி & [க, 7 (௪)] லிருந்து 2 (ஐ, 9) என்ற 

புள்ளி வரை உள்ள வளை நீளம் 5 எனக்கொண்டால், 

நிழ    
வகை நுண் கணிதப்படி, 

தது —— a 
dz a ae ~ 

என்று நாம் அறிவோம் 

பட்சி -40 

எனவே, 

x 

- dy oe [fit (HY) a 

a 

ஆகவே, &, என்ற இரண்டு புள்ளிகள், [௪ 7 (a)]; 

(5, ரீ (6)]; 9 - 7/2). என்ற வளைவரையில் எடுத்துக்கொண் 
டால், ் 

&ன் வளை நீளம் 

_ எல்லை \' 
— Ns 24 

ட எல்லை As ர 
.. தகு Aw 2
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77:77 மேலும் சரீ); y= FH என்ற வளைவரைச் 

சமன்பாடு கொடுக்கப்பட்டால், 8-7, முதல் டி வரை 

உள்ள வளை நீளம், . 

ந ——— ட்ப்ட்டயய யய டயயயயமயயமயை். 

_ mz jd 
= {VF +(3) Gs 

77:72 ஓரு வளை வரை போலார் சமன்பாட்டில் கொடுக் 

o~* + (5) do ர் (௧) 

de_ ds db 
dr d0 dr 

என வகை நுண் கணிதப்படி, நாம் அறிவோம். 

கப்பட்டால், 

எனவே & என்ற வளை நீளம் 

சே 

[nfo + (5) 2 " +(% 
87 

நத அ ப ப பப பப 

v= [a/rve(G) அல்லது - 1] 4-௪ ar ae 

இங்கு, முறையே பெ Og, ys tq, என்பவை A,B sr Sone 

கோணங்களும், இசை தூரங்களும் ஆகும்.



பகுதி 11. 

வளைவரை நீளங்கள் 

77-7. வளைவரை நீளம் நு ரீ (0) என்ற வளைவரையில், 

ஒரு குறிப்பிட்ட புள்ளி 4 [௪,7 (2) ]-யிலிருக் து 2 (௨) என்ற 
புள்ளி வரை உள்ள வல நீளம் 5 எனக்கொண்டால், 

உ    
வகை நுண் கணிதப்படி, 

ன் ரீ டால்: 
Saal t + (3) 

என்று காம் அறிவோம், 

படம்-10 

எனவே, 

அத ் ரது - 

a= Saf 2 + (2) ax 

ஆகவே, 4, 8 என்ற இரண்டு புள்ளிகள், [4,7(2)] - 
[்)ரீ0)1/9 - ரீம் என்ற வகாவரையில் எடுத் துக்கொண் 

டால், ; 

A B-Qait atdar Bard 

= sre S>s 
௬௪-20 

= re See 

க்க 0: Ax”
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- | மட (yy. + (7௪. 

11°1-1, மேலும் % = f (4): y = (0) ,என்.ற வளைவரைச் 
சமன்பாடு கொடுக்கப்பட்டால், [- முதல் ரர வரை 
உள்ள வளரீளம், 

- 141005 zy (ea 
111.2. இரு வளை வரை? போலார் சமன்பாட்டில் கொடுக் 

கப்பட்டால், 

ds dr \® 

de =a + (5) 
as _ ds 89 
ள் dp dr 

“de 
= 1 

Vv re (3 dr ) 

என வகை நுண் கணிதப்படி, காம் அறிவோம். 

எனவே 4 7 என்ற வளை நீளம் 
> 3 

"dla fyi =). 44 
fal (4) 

ர், 
ரே 

சமைய பபிக(2). 
ry 

இங்கு, முறையே 9, 1. ry என்பவை A, t, Beer திசை 
கோணங்களும், இசை தூரங்களும்' ஆகும்:
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11.7,8. எடுத்துக் காட்டு 7; 

(0) ந£-4 ௦ என்.ஐ பரவளையத்தில் ஆய ஆதியிலிருந்து, 

அதரவது(0,0) -இலிருந்து (a, 22) என்ற புள்ளிவரை உள்ள 

நீளம் என்ன ? ் 

P=4 ax 

- @ 
ay =4a 

பட்டக் JiZy 
1 ட (2) 

ses 4a* ் = M+ 

ஷ் 

் ந் 

_ Akos faa 
ட் 24 ax. 

ஸ் oy yy . cof id - 

வேண்டிய நீளம் - [௭௪ 

  

ப்ச் 
37 என ஈடு செய்க 

du=2u ditt 

xta=w ta. 

3௪0 ஆனால் உ 0 

௫-௨ ஆனால் 8-4 ஏ



188 தொகை நுண்கணிதம்: 

“. வரையமைப்பட்ட தொகை 

॥ 
॥ 

॥ 
va 

  

2a (vu + adu 

Va 

[ive Fa+a log(u-+ Vw +a) 

[va fa +alog Va + 42a) —0 op val 

ay + alog¥a (1+ v2) 
a 

a2 + alog (1 + 5) 

* ட்ட __ £2) x = a cost 

பட்ட y = atin’? 
என்ற வளை வரையில் 17 - 0 முதல் 

™ 
5 3 2. வரை உள்ள வகா நீளம்: 

. என்ன ? (படம் 11) 

வளைவரையின் படம் காட்டப்: டூம்... நாற்கூர் வின் மீன் பட்டிருக்கிறது. இது -அச்சையும் 
$-அச்சையும் 

௩ வரை) 
(7-0 முதல் ர - 2 

du ப்ப ச 5 8a cot*t sin ¢ 

dy a 
a= 8a? sin*t cos t 

ds J (® 

dt ( dt 

இட்டிச் சமச்டூர் 

பெற்றது. (படம் 12) 

  

8a sin (cos t 

< 9a? cos‘? sin?t + 9a" sin‘t cos*t
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= | 8a sin t cos tdt 

a 

2 

3a 

2 

இந்த வளைவரை நாற்கூர் விண்மீன் (1007-ற010164 51௧0 01- 
Four-cusped hypocycloid) எனப் பெயர் பெறும். உருவம். 

வைத்தே பெயர் பெற்றது. 

8a sint? | 

ப 

  

படம் _ 12. 

மாற்கூர் விண்மீன் 

3 
இதன் முழு நீளம் - 4 x ae 

= 64. 

(இ்ர-௧(1-0௦08ரி) என்ற கெஞ்சுவளையின் முழு நீளம் 

என்ன ? 

படம் முன்னர் 10-8.4/-இல் காட்டப்பட்டிருக்கிற து. சில: 
பண்புகளும் அங்கு கூறப்பட்டிருக்கன் றன.
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ds — a 

dt "4 (3 ர] 

= Ja® (1+ cos 6) + (—asin by 
’ . 

= 2acos Py 

T 

uit & Barth = 2a a] cos 2௮0 

6 

_ 7 

= 4a | sin தீ | 
2 

8 

= 4a 

மூழு நீளம் == 8a 

i 8 cot x 

44) 7422 என்,ம சமகோணச் சுருளின் (equiangular 
அநர்சவி) நீளம், ர- ஈ, முதல் 1, வரை என்ன ? 

ar gg Bab 
de =a cota 

=rcota 

. as ag ஆ af +e (2) 

= டச் 

af 1+ r® cot24 

= [ seca ar 

qT, 

= (,.—7r,) seca 

௪ என்பது இங்கு ஒரு மாறிலி.



Gen luGgumser - 

  

(2) 40? + 9y? = 36 என்ற நீள்வட்டம், 2-அச்சை கற்றி 

னால், பெறப்படும் உருளையின் பருமம் என்ன 2 

, 40% + Oy? = 36 என்பதை 
2 2 

5 +4 - 1 என எழுதினால்   

அது ஓரு நீள் வட்டமெனத் தெரியும். 

அரை நீளச்சு 3 அலகுகள் எனவும் , அரைக்குறையச்சு- 

2 அலகுகள் எனவும் தெரிகிறது. 
3 

பருமம் am [yd 

—8 
3 

— ர் (=) de 2 

9 
—3 

  

3 

= °F f (96 — 428) de 
9 

0 

த 3 

3 
0 

ஓ 

=F [1s _ 36] 
9 

= 77 y 19 
9 
10 கன அலகுகள். 

(3). முதல் நாற்கூறிலுள்ள, நாற்கூர் விண்மீன், 2-- ஐ cos*t; 
நூ நஸ்ர், 2 அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றி வரும் உருளையின் 

பருமம் என்ன 2 

் OACB என்ற பரப்பு 3-அச்சை ஒரு 

சுற்று சுற்றுகிறது. 
உ-ன் எல்லைகள் ௦ முதல் ௨ வரை. a ன் 

7 
ஆகவே॥ன் எல்லைகள் 9 முதல் ௦. 

‘ 
படம.



142 ° தொகை நுண்கணிதம் 

ம
 

பருமம் -- Tf yd. 

ட்
 

0 
= 7 f a sin’ t. (— 3a cos*t sin t) dé 

47 

ஜ் 
௭/2 

வரவன் ae ea ee 

es 6.4.2.1 

=e 9.7.8. 8 
16 T a 

= 105 

4. y= (x + 2) என்ற வளைவரையின் வளையம், 

௨-அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் வரும் உருளையின் பருமம் 

யாது 2 

முதலில் வளையத்தின் அமைப்பு காண்போம். 

(1) கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு, ர-ன் இரட்டைப் 

படைச் சார்பு; ஆகவே 2-அச்சை யொட்டி சமச்சிர் 
பெற்றது. 

(2) ௨-0, 4-0 வழியாக வளைவரை செல்லும். 

(3) 2-3, 8-0 வழியாக வளைவரை செல்லும். 

(4) ௨22 ஆக, Yy = + ௨ வரை விரிந்து போகும். 

(5) ௨௮ --2 ஆக, 3 கற்பனை மதிப்புப் பெறும். 

ஆகவே வளையம், 2-2 முதல், ௨- 0 வரை இருக்கும். 
உ. ஆனால் வளைவரைப் பகுதியில்லை. அமைப்பு பின் 
காட்டப்பட்டிருக்கிறது. 

&70 என்ற பரப்பு சுற்றி உருளை ஏற்படுகிறது: 

0 

பருமம் = Tf x de 
த 

௦ 
= wT f முர 2) dx 

-3 

 



கருளைப்பருமங்கள் “728: 

ர [64௦:-(% - s)| 

64 
es 30 7 

32 
= Te 2" 

() tig =1 என்ற நீள் வட்டத்தில் ஆய 
ஆதிக்கு வலது பக்கமுள்ள பரப்பு, B 

ஏ. அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றுகிறது. 

உருளையின் பருமம் யாது. (9:32 L 

காண்க). {Ay 

00 என்ற பரப்பு 8 “ஐஐ 4 
என்ற அச்சை சுற்றுகிறது. 

எனவே இங்கு   
நுண் பகுதிப் பருமம் B' 

= we Ay படம்... 5 

b 
பருமம் ஈழ «x dy. 

-b 

az 
b 

=af ~~ (b — y*) dy 
-b . 

b 

T a படட. இ ஓ உட ன “து x i (b y?) dy 

0 

27 a 3 be 

- ட [-௫] 
நரா வம 

56“ 

= Ls Ta b. 
3 

  

  

குறிப்பு.--இங்கு 9-- அச்சை சுற்றி வரும் உருக£க்கு ஒரு 
எடுத்துக்காட்டு விளக்கப் பட்டிருக்கிறது. நுண்பகுதிப் 

ugub = meh y. (9:2 காண்க. ்
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பயிற்சிகள் 12 

உருளைப் பருமம்.--தொகை முறையில் காண்க : 

டத ஒரு கோளத்தின் பருமமும், ஓரு வட்டமட்டக் 
கூம்பின் பருமமும் காண்க. 

2. ஆய ஆதிமுதல் ௨-௨ என்ற குத்தாயம் வரை 

2-அச்சுக்கும் 3 - 4ம-க்கும் இடைப்பட்ட பரப்பு, 

௪-அச்சை ஓரு முறை சுற்றுகிறது. உருளைப் பருமம் 
காண்க. 

  

    

ட் x இ . . . 

டக. mo ந 7 என்ற அதிபர வளையத்தின் ஒரு 

இளைக்கும், (ஈ, ௦) முதல் 2௨-- % வரையில் இடைப்பட்ட பரப்பு, 

2 அச்சை ஒரு. முறை சுற்றுகிறது. உருளைப் பருமம் 
wh? (3a — h) 

oe என நிறுவுக. 

4. கீழ்க்கண்ட அரை வளையங்கள் ₹--அச்சை ஒரு முறை 

சுற்றினால் ஏற்படும் உருளைப் பருமங்கள் காண்க : 

(i) ay = a (a — 2). 
(ii) y? = a? (1 — 2?). 

pace a ன கு 2 

(iii) y2 = 2? ட 
மற 
  

2. உ + VY = VW O- முதல் வட்ட நாற்கூற்றில் 
உள்ள பரப்பு, 2--அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் 

உருளையின் பருமம் யாது 2 . 

9. ஏ - ஸ்டசு-ன் ஒரு முழுவில் 2-அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றி 
னல் ஏற்படும் உருளையின் பருமம் என்ன 2? 

7. 2--நு- உஎன்ற கோட்டிற்கும் 2:- ௨ என்ற ..குத்தா 
யத்திற்கும் 2-அச்சுக்கும் இடைப்பட்ட பரப்பு ௨-௮ச்சை 

ah சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளையின் பருமம் என்ன ? 

அதே பரப்பு3-அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளை 

யின் பருமம் என்ன 2 

9. ஒரு கோளத்தின் பழுதி (வெட்டப்பட்டது) உயரம்க்; 

அதன் வட்டமட்டத்தின் அரைவிட்டம் ௨, அதன் பருமம் 

wh 
(3c? + kh?) என நிறுவுக. 

6
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9: ஒரு அரைக் கோளம் (அரை விட்டம் ஈ) அடி வட்ட 

மட்டத்திற்கு ஒரு போகுடைய ஒரு மட்டத்தால் வெட்டப் 

படுகிறது. ஒரு பகுதியின் உயரம் 8௨. இரண்டு பகுதிகளும் 

சமீப்பருமம்* உடையனவாயின் 88-- 8882-0 என 

நிறுவுத. 

10. இழ்க்கண்ட பரப்பு ௨-அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் 
ஏற்படும் உருளைப்பருமம் காண்க :-- 

(i) ஐஃ௬௨(9--809); y =a (l — cos 0); ஒருமுழுவில், 

(ii) 2 = a| Log cot (=) — 8 |: y = asin 6, 

(1) கலர; yot— ல 

(iv) y? (a + 2) = 2 (8a — a). 

11. r=a (i + cos 6) என்ற நெஞ்சுவளை முத்த், 

கோட்டை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளையின் 

பருமம் காண்க. 

12. r= cos 26 crotm odor வரையின் ஒரு வளையம் 

(5 முதற் கோடு (6) 6- ஆ என்ற கோட்டினைச் சுற்றினால் 

ஏற்படும் உருளையின் பருமங்கள் காண்க. 

13. r=at+beos 6 (a>b) என்ற வளைவரை முதற் 

கோட்டை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளையின் பருமம் 

3 உ (62-45) என நிறுவுக. 

2, 5 PY 1 என்ற நீள்வட்டம், $-அச்சை 
ae b2 

=a 

ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளையின் பருமம் என்ன 2 

7த, ஐஃ௩(9--௭009); 4-௧ (1(-0௦0)ன் அரைவில் 

மீப்பெருகுத்தாயத்தை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் 
உருளையின் பருமம் TT a® (24? — 3) என நிறுவுக. 

76. நீ மிக்கும், ஜீ 8 க்கும் இடைப்பட்ட பொதுப் 

பரப்பு, 2-அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் பருமம் 

என்ன ? 

1.10 4



பகுதி 13 

உருளைகளின் புறப்பரப்புக்கள் 

74-1 எடுத்துக் காட்டு : 

1) மையகோணம் a ; கீழ் 

மாட்ட அரைவிட்டம்் 8; உள்ள 

ஒரு கூம்பின் மேற்பரப்பு என்ன. [ஆள 

(9°14 காண்க). 

படத்தில் காட்டிய 08 என்ற a 
செங்கோண முக்கோணம் ௨0 

அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் 
கூம்பு கிடைக்கும். 

0%-ன் சமன்பாடு 3-- <x tana.   நுண் பகுதிப் பரப்பு--2 ௫ 9 7 5 

“சர Ax 

. _ Ty இங்கு 2-௪ i+ (LY (எர 
=V1+ tanta 

= sec ம. 

a cot a 

. ds 
“ wgdy= 27 ர் y ie dx 

0 ப 

a cot a& 

=2- [ x tana. seo a dr 

ங் 

Xx
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a cot d@ 
லீ 

=2Ttanaseca | 9 | 

0 

= 27 tan a sec ம. 620012 

ளு 2 

= 7 a? sec a cot a. 

= 7 a? cosec a 

ராவ. [[.- ௩00800 ம - கூம்பின் சாய் 

நீளம்]. 

(2) 1-௧(1--௦௦89) என்ற நெஞ்சுவளைவரை, தன் 
மூதற்கோட்டை ஒருமுறை சுற்றினால் வரும் உருளையின் புறப் 

பரப்பு என்ன 2 , 

(படம் : 10.27 காண்க). 

6=0;r=2a 

6=T;r=0 

என்ற எல்லைக்குட்பட்டது. 

நுண்கதொகைப் புறப்பரப்பு--2] 7. 

௪ 

=27 fy ௮. dé. 
49 

ன் 9 ் 

போலார் விதிப்படி, 
ds ar \2 
—_ = 2 ட். 

d6 நரம (தே) 
= Vq@ (1 + cos 6)? + a? sin? 6 

  

  

- = Vie oto 
2 

உர மம ் 
dé 2 

y=rsin6 

= a (1+ cos 6) sin 6 

. 28 0 
=a. 2 cos? 3 அண்டத் 608 “5 

6 . 9 
=a cos’ > Sin ஓ.” 

1.0-.10&
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ட ந 

6 9 9 
22 பரப்பு om fsa cos? 5 sin > . 2a cos] a6 

0 
ச 

16 of 12 ர் ம கறு 16 சீ] மழ ஸ் 

0 
T 

— cos’ 6 
=2 rat | | 

A 0 

— 32 ரூட் 
ச் 5 wee! =a) 

52 
=> Te, 

5 

(3) 8 (க்) என்ற வல்வரையின் ஒரு வளை 

யம் 2உ- அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் உண்டாகும் உருளை 

யின் புறப்பரப்பு என்ன ? 

வளைய அமைப்பை முதலில் காண்போம். 

(1) ஈர இரண்டும் இருபடிச் சார்புகளாக உள்ளன; 

ஆகவே வளைவரை, இரு அச்சுக்களுக்கும் சமச் சீர் பெற்றது. 

(2) ௨-௦,39--௦ வழியாகவும் ; 2-4, 4-௦ வழியாக 

வும் வளைவரை செல்லும். 

(3) 12128 ஆனால், $ கற்பனை மதிப்புப் பெறும். 

ஆகவே வளைவரை, 2--8-க்கு வலது பக்கத்திலும், = — a க்கு 

இடது பக்கத்திலும் செல்லாது. 

இரண்டு வளையங்கள், படத்தில் காட்டியபடி, இருக்கும், 

01 என்ற வளைகோடு, 

2-அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் 

வரும் புறப்பரப்பு காண வேண் 

டும். 

  

"aid. 16 

நுண்பகுதிப் புறப்பரப்பு -- பொறு ச 

A ல் 

a 

ட் ds 

புறப்பரப்பு = 27 ர் Y ae dx. 

0



  

க. ருளைகளின் புறப்பரப்புக்கள் 

இப்போது, 4 காண வேண்டும். 

8 ary? = 2 (a? — 2°) 

dy aay 89. — Om fat — 22) — O98 . loay a 2x (a* — 2) —22 

= 22a — 423 

wy _ te ae 
82 8 கரு 

ட சே, dy \2 
“= நூ * (24) 

ட x a? — 2 3\2 

7 A/ 1+ ( Say ) 

_ நார்கள் பனி கட் 
04 ரூ: 

_ ந் a? x (a® — x) + a? (a? —2 2a 

8a y 

  

  

_ ங் at x? —8 a? xt+at 22? —4 ot a2+4 28 

8 மறு 

= gf ea nets ee 

Say 

20° —3ax ் 

8a.y 

  

  

a 

(2 x? — 3 a? x) 
ட பபுறப்பரப்பு - ளை fy tee” da 

, 0 
a 

20 [2 டர்   

    

  

68 4 த் 
0 

T a sf | 

“ கி [2 2 
77 

= 5 ஜை x —2at 

Ta 
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- கூறியை விட்டுவிட்டால், 

  

புறப்பரப்பு = == 

குறிப்பு ௨ எல்லைகளை ௦ முதல் ௨ வரை என்பதற்குப் பதி” 

வாக, உழுதல் உ வரை எனக்கொண்டால், பரப்பு ES 

ஆகும். 

பொதுவாக, பரப்பு, நீளம், பருமம், புறப் பரப்பு 

கழிவெண் குறியோடுவரின், கழிவெண் குறியை விட்டு 

விடலாம். 

பயிற்சிகள் 13 

உருளைப் புறப்பரப்பு : தொகை முறையில் காணல். 

1. பின் குறிப்பிட்ட வளைவரைகள், ௨. -- அச்சை ஒரு 

முறை சுற்றினால் ஏற்படும் உருளைகளின் புறப்பரப்பு காண்க: 

(i) 8008-௨ ம--௦53; ஒரு வளையம். 

(3-4; -0 முதல்்ல-உ வரை. 
a 2 

(ili) Te “FP 52 =il.. 

(iv) y = ¢ cos h > ©=0 wae x=c aos.   

(௫) ௨௬௨ (9--809) ; 3-௨ (1--005 9) ; ஒரு மூழுவில். 

(vi) w=-a cos? é; y=a sin’ é. 

2. பின் குறிப்பிட்ட வளைவரைகள் முதற் கோட்டை 

ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருக£களின் புறப்பரப்பு 
காண்க : 

(i) r = 2 + cos 0 

(ii) 7? = @ cos 20 (QuH alcarusth). 

(iii) 7 = 4 + 2 cos 0. 
ஜீ y? 
<3 pt 1 என்ற நீள்வட்டம், 3- அச்சை, a 2 3. 

ஒரு முறை சுற்றினால் ஏற்படும் உருளையின் புறப்பரப்பு 

என்ன ?
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4. கீழ்க்கண்ட வளைவரைகள் குறிப்பிட்ட அச்சுக்களை 

ஒரு சுற்று சுற்றினால் ஏற்படம் உருளைகளின் புறப்பரப்பு 

காண்க : 

் (i) x = 4 (log cot 6 — cos 26); y=asin2 9. 

அதன் நீளத் தொடுவரையைச் சுற்றுகிறது. 

(ii) « = a (8 — sin 6); y= a (1 — cos6); 

2௨ - ரக என்ற குத்தாயத்தைச் சுற்றுறது : 

94-28 என்ற தொடுவரையைச் சுற்றுகிறது : 

(iii) 7--௧(1--0௦௦89); சுற்றும் பகுதி-72 ௮9௮ 
ட்ட த 

T ல த் a 
*ு என்ற அச்சைச் சுற்றுகிறது: 

0) 9/-- 48௨ என்ற தொடுவளை, ஐ முதல், Or” 

டைக்குத்தாயம் ௨-௧ வரை இடைப்பட்ட பகுதி; உ 
என்ற தொடுவரையைச் சுற்றுகிறது.



பகுதி 14 

புவிக் கவர்ச்சி மையம் 
(Centre of gravity) 

~ 1°41 Hoes Gurgwohudded (statics) Der கூறப்படும் 
தேற்றம் நிறுவப்பட்டிருக்கும்: ் 

My, 1982 My என்ற பொருண்மைகளின் 

பொருண்மை மையம் 
புவிக் கவர்ச்சி மையம் (x, ப, (Xp Yo), EPS (n, Yn) என்ற 

இடங்களில் இருக்குமானால், அப்பொருண்மைக் கூட்டத்தின் 

பொருண்மை மையம் 

புவிக் கவர்ச்சி மையம் 

  

75 

3 m xX 
zg =. = ] th 

2. Mm, 
௪-1 

89 

௪ = Mr Yr 
ன சி 1 
த வ 

n 

= My 
௪1 

என்ற இடத்தில் இருக்கும்.”” 

14:2 இங்கு ர), 780... ு. என்பவை தனித்தனிப் 
பொருள்களாக விறைப்பாக இணைக்கப்பட்ட ஒரு 

பொருண்மைக் கூட்டம். ஆனால் அவை தனித்தனிப்
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பொருண்மைகளாக வல்லாமல், தொடர்ச்சியான, பரப்பு, 

பருமம், புறப்பரப்பு, நீளம் உள்ள ஒரே பொருண்மையாக 

விருக்குமானால், மேற்கூறிய 5) என்பது 7” ஆன வரையறுத்த 

தொனீகயாகக் கொள்ளப்படும். : 

குறிப்பு.-வேறொன்றும் கூறப்படாவிடத்து, பொருள் 

களின் செறிவு சமச்செறி வெனவே கொள்ளப்படும். ன 

பு.க. மையம் காணும் முறை. 

M;, உ... .ஈடிக்குப் பதிலாக, ஒரு நுண் பகுதிப் 

பொருண்மை & எனக் கொள்வோம். அப் பகுதியின் பு.க. 

மையத்தின் ஆயத் தொலைகள் (ஐ, 9) எனக் கொள்வோம். 

சென்ற பத்தியில் கூறியபடி, 

ட அரி 
> My 

_ ZAMS 

33 & 07% 

  = = (குறிப்பிட்ட எல்லைகளுக்குள்) 

அவ்வாறே, 

j= Sige (குறிப்பிட்ட எல்லைகளுக்குள்). 
S dm ச 

ஓல குறிப்பிட்ட பொருள்களின் நுண்பகுதிப் பொருண்மை 

காணும் விதமும், பு.க. மையம் காணும் முறையும் : 

இங்கு £ என்பது செறிவைக் குறிக்கும். சமச் : செறி 

வுடைய பொருள்களாளால், 0 ஒரு மாறிலி. ப குறிக்குள் 

0 வீருமானால், அதை குறிக்கு வெளியே கொண்டுவந்து, 

ஒரு மாறிலியாகக் கொள்ளலாம். 

ஆனால் சில பொருள்களின் செறிவு ஒரு மாறிலியாக 

வல்லாமல், அதன் (௨,397) ஆயத் தொலைகளைப் பொருத் 

் திருக்கலாம். அதாவது Pp=Kf(«) என்றோ, 0-7 (9) 

என்றோ, 0-7 (2,4) என்றோ இருக்கலாம். அப்போது 

பூ குறிக்குள் 7 வருமானால், அதை அக்குறிக்குள்ளேயே 

கொண்டு விடை காணவேண்டும்.



தொகை நுண்கணிதம் 

  

1. பரப்பு 0 : 

gat பகுதிப்பரப்பு -- /,& -- நச 

Am, ,, Gurgerew=yP Ax 

. பொருண்மையின் 

பு.க. மையம் உ ஐ: 

y=y 
2 

5, பரப்பு 400, ௨- அச்சை 

ஒரு சுற்று சுற்றினால் பெறப்படும் 

உருளைப் பருமம். 

நுண்பகுதிப் பருமம் =AV=Ty Ax 

ரர... பொருண்மை ry? PAx x= 

33 பொருண்மையின் ப.க: 

ஐ 

yoo 

இவ்வுருளையின் பருமம், & — HF 

சுக்குச் சமச் சீர் பெற்றது. 

மையம். 

154 

் 2 படத்தில் காட்டப்பட்ட 
ரர பரப்யு ABCD என்பது, $-7(2) 

D af fe என்ற வளைவரைக்கும் L-HFHS 

கும் உ, «=b என்று குத் 

ட ax தாயங்களுக்கு இடைப்பட்டது. 
B 

a and 0௦ என்பது வளைவரைரக் 

uta கோடு (நீளம்). 

ட புவிக் கவர்ச்சி 
- விவரங்கள் மையம் : (9) 

14.31, 
b 

S xy? dx 
_ 

பரணை 
Sy? du 
a 

b 

SH, 

i
 

ஐ 

fe dz. 

b 
S Ty xP dx 
a 

b 

S TY? dz. 

se I °
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ce புவிக்கவர்ச்சி 
விவரங்கள். cua ¢ 5 

3. பரப்பு ABCD, L-HFOF ஒரு 

சற்று சுற்றினால் பெறப்படும் உருளை 
யின் புறப்பரப்பு. 

ட் , 

நுண்பகுதிப் புறப்பரப்பு 
S 1 yx P = dx 

  
=AS=2ryAs *=—»_——q,~- 

Amn, 2 பொருண்மை 
அரி Ty p ax 

= 2ryPAs 

உ பொருண்மையின் பு.க. 

மையம் 
“x= 2 ன 

் y =o 2 = 0. 

இவ்வுருளையின் புறப்பரப்பு, 

௨-அச்சுக்குச் சமச் சீர் பெற்றது. 

  

  

  

சீ. வளைவரை நீளம் DC: 1 ds 
S x? da 

நுண் பகுதி நீளம் = As உட 4 dz: 
“Bb  ds 

Am, » பொருண்மை $ 8 SP dx. 
: a dx 

.  பொருண்மையின் 
b 

L].&. மையம், Sy ds de 

gu dx 

=e இ ds ~ 
= 2 an. 

om f லே = 

@Goiy.—Gohadwadoiede, P ஒரு மாறிலியாயின் 
(அதாவது சமச் செறிவுடைய பொருளாயின்), மேலும் கீழும் 
தோன்றும் P, ஒன்றுக்கொன்று நீக்கிக் கொள்ளும். 

14:4 எடுத்துக் காட்டு: 

xe ர ; ள் ட 2 
1, று + a= 1 என்ற நீள்வட்டத்தின் முதல் வட்ட 

நாற்கூற்றின் பரப்புக்கு பு.க. மையம் காண்க. 

நுண் பகுதிப் பொருண்மை - 81 72. 

நுண் பகுதிப் பொருண்மையின் பு.க. மையம் ஐஐ 

_ ¥. 
y= 9



தொகை நுண்கணிதம் 

  

_ 0 —_— பபப பமவை 

௯ 
4 

4 b ” a 

னி ப ப அ ட பந உரஉட்் ரத 2 Tab a X 72x Ie wy a] 

4a 
= 3 

a 

y? 

7 =" —__, i ab 
த 7 

-—.. 3 [Renae 
~~ Ta 

24 6 a 
—_— , — ஜீ. 

ட ரும் a | ன் 
0 

4b 

31 ஊற 
a : 

“A எனக் கொள்ளப்பட்டது ; ஏனெ: 

_ . {4a 46 
=> புக? மையம் ( ) 

0 

னில் ஒரு நீள் வட்டத்தின் முழுப் பரப்பு = tab. 

இவ்வாறே, மற்ற கணச்குகளிலும், சழெண்ணாகவுள்ள 
வரையறைத் தொகையான பொருண்மை நமக்குத் தெரிய 

மானால், அதைக் கொள்ளலாம்.



புவிக்கவர்ச்சி, மையம் தீர் 

எடுத்துக்காட்டாக, 
- T a 

. 2 

"ஒரு அரைக் கோளத்தின் பருமம் $ க; 
ஒரு அரைக் கோளத்தின் புறப்பரப்பு 2௨; 

ஒரு கூம்பின் பருமம் $ Tah 

போன்றவைகளை நாம் கொள்ளலாம். 

  ஒரு அரை வட்டத்தின் பரப்பு 
ச 

2. “n= kh aor இரட்டைக்குத்தாயத்இற்கும் கறற 
என்ற தொடுவளைவுக்கும் இடைடப்பட்டபரப்பின் 
பு.க. மையம் காண்க. 

.இப்பரப்பு,  ௨-அச்சுக்கு 

சமச் சீர் பெற்றதாதலின் 

  

0. 
h 1 

S 2a y P dx 
= 0 

i en 
S 2y P dx. pid -19 

௦9 

மேலும் கீழுமுள்ள 2, ஒன்றை யொன்று நீக்கிக்கொள்ளும், 

ந h 

பம் f%2/q Va dz 
௦ 0 

ட ௩ 
_ 27. 

= உல | a | 

= 4Vq pb 
. 5 
h h 

Syd = f2Va Va dz 
0 த Vv h 

3 

= 2Va- = [ =| 

0 

_ 4Va WP 
3 

cts 5 

ee 3 — oh 
ந் 4Va he 5
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3. உருள்வளை 2--௩(9--ஸ்9); y=a (1--௦௦89) இதன் 

பரப்பின் பு.க.. மையம் காண்க. 

  

OA=2T4 

உருள்வளையின் கூறுபடி,, 

_ OA-cr மையம் 0 ஆனால், 01 என்ற குத்தாயத்தை 

யொட்டி, உருள்வளை சமச்சீர் பெற்றது. 

- எனவே, 0 என்பதை ஆய ஆதியாகக் கொண்டால் 

¥=OC-— 

=aT. 

இர 

  

2 20 

j [eyed [a2 — 08 698 a (1 — cos 6) 89 

ஓ 0 

2௮ 

் 3 soft dis = 34 fssin 3 

0
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20 

கர ரீஸ்” 249 
2 

0 

TT 

0 
= 448 [om ¢-240|5 = 4 20 செய்க ] 

0 

ச 
2 

=160 fine ode 

0 

5-3-1 7 = 3. 3 ES = 16a 75° 9 

_ 57a 

— இ 

2Qar ளெ 3 

dx 
979 89-7௧-௦௯௦9 ௧(1- 089) 09 

0 0 

27 ; 

6 
=a [4 sine dé 

0 

1/2 

= 16a fsintgag 

0 

ச 3.1 7 

162: 1.22 
= 37a 

5 Tae 5a 
2 72.5 ரர 6 . 

ஃ பு.க. மையம் ஆயத் தொலைக் 

SI
 ॥ 

+)
 ॥ 

aw 

=, 
6
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ol, 

ட்   
மடம் .2! 

g= 

  

தொகை நுண்கணிதம் 

4. ஒரு அரைக் கோளப் பருமத் 
தின் பு.க. மையம் காண்க. அரை 
விட்டம் &.. 

௦ &8 என்ற வட்ட நாற்கூறு 

உ-௮ச்சை ஒரு சுற்று சுற்றினால் 
அரைக் கோளம் கடைக்கும். வட்டத் 

ம் தின் சமன்பாடு ௨ --ஏ£--௨. உன் 
எல்லைகள் 0 முதல் & வரை. 

இது ஒரு உருளைப் பருமம்; இதன் 
பருமம் $ ர ௨2; இதன் பொருண்மை 
$7? P; Og ௨-அச்சுக்குச் சமச்சர் 
பெற்றது; எனவே 9-0, 

a % 

[read 
0 

{ra— 

a 

fr@- 

  

0 

Za’, 

[es "2 
a‘ 

4 

x) dx 

அதாவது ஒரு அரைக் கோளப் பருமத்தின் பு.க. மையம், 
அதன் மட்ட வடியிலிருந்து, மட்ட வடி மையம் வழியாக 

: 3a 
செங்குத்தாக உயரும் gyog Mer sho —— ews He 

இருக்கும்; 
8
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5. சென்ற ' கணக்கில் கொண்ட அரைக் கோளத்தின் 

புறப்பரப்பிற்கு பு.க. மையம் காண்க. 

.° (per போலவே 7-0 

pe ae. p 

2a a® P 

a 

1 ர் ds 
= a ty aE aa 

0 

    

  

5
1
8
 

அதாவது மட்ட வட்டத்தின் மையத்திலிருந்து செங்குத்தாக 

உயரும் அரை விட்டத்தின் சரிபாதியில் பு.க. மையம் இருக் 

கிறது. 
T (sll
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6. ௨ அரை விட்டம் உள்ள ஒரு வட்டத்தில் நடுக்கோ 

ணம் 8௨ உள்ள ஒரு வட்டப் பகுதி உள்ளது. (1) அதன் 

பரப்பு, (8) அதன் வளைவரை நீளம், இவற்றின் பு.க. 

மையம் காண்க. 

1. 0&௦7-- பரப்பு 

A A 
‘x OA = a= x OB 

2- அச்சோடு இப்பரப்பு 

சமச்சீர் பெற்றது. 

ஆகவே பு.க. மையம் 0-ல் 9 

இருக்கும். அதாவது 3-0 

  

A A 
x OP = 6; POQ= A8* 

நுண்பகுதிப் பரப்பு = POQ 

தகீ 79 

நுண் பகுதிப் பொருண்மை -$80 &.9 
இந்நுண் பகுதியின் பு.க. மையம் 

x = ON = 0௦௦59 

= 2 ண 
3 

y= NG= = asin 6 

  
2 

I< a, 7 cos 90 89 

ம் 

fyara 
2 

ம் 

ad 

= J 089 a8 

—da 

fas 
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a 
2a . 
—. sin @ 

3 . 

—a 

~ 2a 

2a sn a 

3a 

7 - 0 எனக் கூறப்பட்டது; - ஆனால் இங்கு அதை Sons 

யாகக் காண்போம். 

= gt sin 8 Pd ர் உத sin 9 6 

—a 

  

  

1 ர 

a 

712002 
—a 

ம. 

2a ze 
3 - gin @ 

—a 

a 

JS 46 
—a 

a 

2a 
° + _ c03 | 

—a 
  

2a 

௦ 

ஆனால் சமச் சர்ப்பண்பைப் பயன்படுத்தி 7-௦ என்று 

சொன்னாலே போதுமானது. இவ்வாறு நிறுவிக்காட்டவேண் 

டிய தேவையில்லை. 

I. சம்கி
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சிறப்பு வகைகள் : 

2 ரமி க. . 

(i) 8-2 ஆனால் ஒரு அரைவட்டவடிவத் தகடு 

-இிடைக்கும். அதன் பு.க. மையம், 

    

  

  

ர 
ட 2a sin=- 

x = oT 
உர. y 3. 2 ௦ 

ட்ட 
உ ட... ட றே 

தல் 00 4a : 

படத்தில் ளே படம் -23 

ர . 
. (ii) a@ ணை எனக் கொண்டால், ஒருகால் வட்ட வடிவத் 

குகடு கிடைக்கும். அதன் பு.க. மையம், 

Be sin, . 2a sin | 
x= 

ga. 
4 

8a 

379 7 

டா 
படத்தில் OG =e Bee a. 

ர 

oA என்பதை £—- அச்சாகக் 
கொண்டால், பு.க. மையம் 

் T 
x= oM = OGcos 1 

4/72 1 
= a. FS 

37 v2 
4a 

SS 

= MG இ 4 ர்... o 

yw = 0 a” படம_ 24 

4௫ 

3-7
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எனவே, 04, 01% என்பவற்றை முறையே x, ழு அச்சாக. 

கொண்டால், 

- _ 4a 
உய. க. மையம் % = இள 

_ 4a 

2 om 
(2)- இப்போது மையக் கோணம் 26 உள்ள வளைவரைக் 

கம்பி 47-ன் பு.க. மையம் காண்போம். 

A 
XOP = 6. 

A 
POQ = Ae. 

Z£X0B=a= £X0A 

நுண்பகுதி நீளம் - PQ. 

= af\o 

HsrUuGHce: Quresxeiw = aP Ad 

  

அப்பகுதியின் பு.க. மையம், 

ம --றஉ௭௫0080. 

NG = y = asin 6. 

ஆனால் சமச் சீர்ப்பண்பால் ¥ = 0. 

\ a 
° JS a.acos6.Pd6 

  

= a [sin 6] 
—d 

2a. 

ட கும்பம் 

a 
  

்
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திறப்பு வகைகள் : 

(i) a= டட ஆனால் ஒரு அரைவட்டக் கம்பி பெறப்படும், 

ன டார் 
௩31 5 

அதன் பு.க. மையம் x= எட தா 

“ , உ 

_ 2a 

0 

u_gsHw, AXB வடிவமுள்ள அரை 

வீட்டக் கம்பியின் பு.க. மையம் 6, 

  

நக உடம் 26 

ட்டு யம 2 he 3 : 
(i) ௨- -, ஆனால், ஒரு கால் வட்ட வடிவமுள்ள கம்பி 

யின் ப.க. மையம் கடைக்கும். 

கண்டர். 
_ ் 4 
ந ௪ வட்டப் 

டர 

4 

_ ba 
YD 

272 
77: 

படத்தில் 00 - 242 ae 
ல 3: 

இப்போது OA,OB என்பவற்றை 

“முறையே, 4/-அச்சுகளாகக்கொண்டால், 

த 0100 பதம் 

  

ட் 
7 

7 = NO ~ OG ஸ்ட் 

Qu 

Tw



புவிக்கவர்ச்சி மையம். 67 
3 

14°41 (7) QuGurg 0 என்ற செறிவு ஒரு மாறிலியாக 
வல்லாமல், ஓரு மாறியாக இருக்கும்போது, பு.க. மையம் 

காணும் வகையை சில எடுத்துக்காட்டுகளால் விளக்குவோம்? 

ஒரு அரை வட்டப் பரப்பில், செறிவு, ஒவ்வோர் இடத், 

திலும் வரம்பு விட்டத்திலிருந்து உள்ள தூரத்திற்குத் தகவுப் 
பொருத்தமுடையதாயுள்ளது. அவ்வரை வட்டப் பரப்பின் 

பு.க. மையம் காண்க. 

YY! — வரம்பு விட்டம். இப்போது 

PQRS aarm ஒரு நுண்பகுதிப் பரப்பை 

எடுத்துக் கொண்டால், அதிலுள்ள ஓவ் 

வொரு சிறு பகுதியும், %331 லிருந்து 
2-தூரத்தில் உள்ளது. 

இப்பகுதி நுண் பரப்பு -- 28 Aw. Qu 

பகுதியில் செறிவு - 2 (% - ஒரு 
மாறிலி) 

“நுண் பகுதிப் பொருண்மை 

- 21 7/2. இப்பகுதிப் பொருண்மையின் 

பு.க. மையம், 

கன் 

= 0. 

மேலும் 0% க்குச் சமச் சர் பெற்றிருக்கு 

எனவே கொள்ளலாம். 

a 
5 JS 2 xy Kx dx. 

0 

SI
 I 

a 
JS 2ay K dz. 
0 

a 

S xy dx 
0 = a 

S xy dx 
0 

உருவத்தின் சமன்பாடு ஐ + y? = 2 

y 

  

  

    

aa த 

> 

ம 3 

டட வன் x 

௨ ylp 

urd. 28 

மாதலால், 9-௦
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௩ ர் — V¥@— x 

a —— ~~ எம. 

S @ VQ 2 dz 
_ 0 
a ட னவவையவவ் வைப 

ன் ee 

SUV Be dz 
0 

உ - ௩ 509 ஈடு செய்தால், 

Tl 
JS@ sin? 6 cos? 646 

0 
c= See ணை 

Te 
JS? a sin 6 cos? 6d 6 
0 

  1.3 
Ded 
3-1. 

3a 1 

~ 16 
y =O. 

எனவே 0%ன் மேல், 6 இருக்கும்; 06 - a 

மற்றோர் எடுத்துக்காட்டு: 

a அரைவிட்டமுள்ள ஒரு அரைக் y 

கோளம். அதன் செறிவு, அடிமட்ட 

வட்டத்திலிருந்துள்ள தூரத்தின் இரு 
படிக்குத் தகவுப் பொருத்தமுடையது. 7 
அதன் பு.க. மையம் காண்க. 

வட்டநாற் கூறுபகுதி 07, -அச்சை 

ஒரு சுற்று சுற்றினால் அரைக்கோளம் 

பெறப்படும். படம. 29 

நுண் பகுதிப் பருமம் -- ஏல 

நுண் பகுதிப் பொருண்மை - Wy? ka? Aa 

சமச் சீர்ப் பண்புப்படி, பு.க. மையம் 0ம-ன் மேல் இருக்கும். 

ஆகவே 3-0. 

நுண் பகுதிப் பொருண்மையின் பு.க. மையத்தின் 2--ஆயத் 

தொலை - x.
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a 

S re k dz 
௦ 

I |   

a 

‘SS we ம் 
டட 

  

a 

JS wey? dx 
ர 9 = 

பீ xy? da 
0. 

a 

S 2 (a? — x) dx 
0 Moo 

Sx (a® — x*) dx 

as af 

_ 6 
கீ ஜீ 

3s +6 

_ 5a 
8 

ASUG .5. மையம், அடிமட்ட வட்டத்தின் மையத்தி 

லிருந்து செங்குத்தாக உயரும் அரைவிட்டத்தில் ba உ அரத் 

இல் இருக்கும். 

பயிற்கள் 14 

° புவிக்கவர்ச்சி மையம் 

7. கீழ்க்கண்ட பரப்புக்களின் புவிக்கவர்ச்சி மையம் 

காண்க. (வேறொன்றும் கூறப்படாவிடத்து, செறிவு சமச் 

செறிவெனக் கொள்க.) 

(i) ஐ. ஈீ$ல் முதல் நாற் கூற்றுப் பரப்பு. 

(ii) y? = 4a; a? = dy இரண்டிற்கும் இடைப்பட்ட 

பொதுப்பரப்பு,
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(iii) y? (ata) = 2 (a—z); @@ வளையம். 

(iv) + =a (1 + cos 6). , 

0) ௨௦௦629 (ஒரு வளையம்). 

(vi) Vx + Vy = Vo or Dp Ss® நாற்கூற்றுப் பரப்பு. 

(vii) y= sine or am Mouriiy. 

(viii) y=a; yea; y= 1 இவைகளுக்கிடைப்பட்ட 

பரப்பு. 

2. ஏழ்க்கண்ட உருளைப் பருமங்களின் பு.க. மையம் 

காண்க. (சமச் செறிவுடையன.) 

ஜீ y? 
(i) a ge Le ௨20; ॥- ௨ இவைகளின் இடைப் 

82 

பட்ட பரப்பு ௨உ-அச்சைச் சுற்றிவரும் உருளை. 

T 
(ம் ஏ ம்ப; «£=0; z= 9 இவைகளின் இடைப் * 

பட்ட பரப்பு ௨-அச்சைச் சுற்றிவரும் உருளை. 

(ம்) ஒரு வட்டம்; ஒரு தெர்டுவரையைச் சுற்றிவரும் 

உருளை. 

0) 7-௨(1-௦89); முதற்கோட்டைச் சுற்றிவரும் 

உருளை. 

9. கீழ்க்கண்ட உருளைகளின் புறப்பரப்பு, பு.க. மையம் 

காண்க. (சமச் செறிவுடையன.) 

(i) ௯; ௨-0; ௨-௩ இடைப்பட்ட பரப்பு 

9-அச்சை ஒரு சுற்று சுற்றுகிறது. 

(ii) r=a (1+ cos 6): (sh Gare ஒரு சுற்று 

சுற்றுகிறது. 

(0 ஊக (ம்ம 9); y=a (:—cos @); 3-அச்சை 

ஒரு சுற்று சுற்றுகிறது. 

4. ஒரு அரைவிட்டத் தகட்டின் செறிவு, விட்டத்தி 

லிருந்து உள்ள தூரத்திற்குத் தகவுப் பொருத்தமுடையது. 
அதன் பு.க. மையம் காண்க.



புவிக்கவர்ச்சி மையம் ன ரள (2. 

5. அடிமட்ட அரைவிட்டம் ௨, உயரம் %& உள்ள ஒரு 

கூம்பின் புறப்பரப்பு; செறிவு கூம்பின் உச்சியிலிருந்து 

உள்ள தூரத்திற்குத் தகவுப் பொருத்தமுடையது. அப் 
பரப்பின் பு.க. மையம் காண்க. 

28. 2 விட்டமுள்ள ஒரு வட்டத் தகடு; செறிவு ஒரு 

குறிப்பிட்ட தொடுவரையிலிருந்துள்ள தூரத்திற்குத் தகவுப் 
பொருத்தம் உடையது. அதன் பு.க. மையம், குறிப்பிட்ட 

5a 
தொடுவரையிலிருந்து a கூரம் உள்ளதென நிறுவுக.



பகுதி 75 

, நிலை நெம்புத் திறன் (நி.நெ.தி.) 
(Moment of Inertia) 

75:1 நிலை நெம்புத் திறன் : வரையறை : 

. ம பொருண்மையுள்ள ஒரு நுண்பொருள் ஒரு கொடுக்கப் 
பட்ட நேர்க்கோட்டிலிருந்து * தூரம் இருக்குமானால், ௮க் 
கோட்டையொட்டி, _ அந்நுண்பொருளின் நி.நெ.தி. mr 
என்பது வரையறை. 

நடு பிரிட ப வைல வையக என்ற பொருண்மையுள்ள நுண் 

பொருள்கள் ஒரு கொடுக்கப்பட்ட நேர்க்கோட்டிலிருந்து 
முறையே நட மிதுன பககவ க வ௨கஷட க்க வணக்க தூரம் இருக்குமானால், 

அக்கோட்டையொட்டி, அந்நுண்பொருள் கூட்டத்தின் 

நி.நெ.தி. 

நர? 1 ராட் 44 வினவை வை வவ = 5 mr 

பல நுண்பொருள்கள் கூட்டமாகிய ஒரு பொருளை யெடுத் 

துக் கொண்டால், 5 மா? ஒரு வரையறைப்பட்ட தொகை 

யாகும் (Definite integral). கூ ஒரு. நுண் பகுதிப் 

பொருண்மையானால் 5) மர? A Mr? 

= f rdM 

(உரிய எல்லைகளுக்குட்பட்டது) 

எனவே மீம் 11 (உரிய எல்லைகளுக்குட்பட்டது) 

அக்கோட்டையொட்டி, அப்பொருளின் நி.நெ.தி. ஆகும். 

75:2 பொதுவாக, 0 % என்ற ஒரு குறிப்பிட்ட அச்சை 

யொட்டி, 38 என்ற பொருண்மையின் நி.நெ.தி. 14% எனக் 

கூறப்படும். % என்பது அவ்வச்சையொட்டி, அப்பொருளின் 

சுழற்சி அரைவிட்டம் (radius of gyration) croré a MUUGWD.
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சல குறிப்பிட்ட பொருள்களின் நி.நெ.தி. காண்பதற்கு 

முன்பாக, சில பொதுத் தேற்றங்கள் அறிதல் பயனுடைத் 

தாகும். 

75: செங்குத்தச்சுகள் Camo (Theorem of Perpendicular” 

axes) : 

& 02 என்ற தகட்டின் மட்டத் 9 
இன் 0 என்ற ஒரு புள்ளி உள்ளது. 

0௦%, 0% என்பவை, அதே மட்டத்தி 
லுள்ள இரண்டு நேர்க்கோண அச்சு 
கள். 0 வழியாக அம்மட்டத்திற் ௦ 

குச் செங்குத்தாக 04 என ஒரு . 

அச்சு உயர்த்தப்படுகிறது. (படத் 

இல் OZ காட்டப்படவில்லை.) 

  

  
ட uLw- 30 

0%, 0% ஒட்டி, அத்தகட்டின் நி.நெ, திறன்கள் முறையே 
1, ந) ஆனால், 02 ஓட்டி அத்தகட்டின் நி.நெ.தி. 7, 

என்பது தேற்றம். 

தெரிப்பு: 2(6,9) என்ற இடத்திலுள்ள ஓரு நுண் 

பகுதிப் பொருண்மை 7, 18 எனக் கொள்க. 

03%- ஒட்டி, &,3134-ன் நி.நெ.தி.- ம ந 

0 -ஒட்டி, 714-ன் நி.நெ.தி.- க zx 

0%- ஒட்டி முழுத்தகட்டின் நி.நெ.தி. 

- எல்லை 37 14. 37 

A, M—+o 

9611 (உரிய எல்லைகளுக்குள்) 

் =|, 
அவ்வாறே, 4 

0% 7 ஒட்டி முழுத் தகட்டின் நி.நெ.தி. 
° - 2878 (உரிய எல்லைகளுக்குள்) 

= Ie: 

08 - ஒட்டி முழுத் தகட்டின் நி.நெ.தி. 

- எல்லை 511: 023 

A, M—>o 

= f(2%+y*) dM (odw எல்லைகளுக்குள்) 

குழ அ.
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154 தேற்றம் : ஒருபோகு அச்சுத்தேற்றம் (11711௦0௭10 of Parallel 

axes)’: ce "8 a8 

17 பொருண்மையுள்ள ஒரு பொருளின் பு. ௧. மையம் 

0: 0%. ஒட்டி அப்பொருளின் நி. நெ. தி. 60 என்ற 

மற்றோர் புள்ளியின் வழியாக 00%, என்ற அச்சு 0 

அச்சுக்கு ஒரு , போகுடைத்து. 0&, 0%, இரண்டிற்கும் 

இடைப்பட்ட 'தூரம் ம. அப்படியானால் 09%. -- ஒட்டி, 

அப்பொருளின் நி. நெ. தி. - டே 148 என்பது தேற்றம்: 

  

  

ட 
% 

y 

a B 

G x 

a X 

: படம்- 31 

இத்தேற்றத்தை, ஒரு தகட்டிற்கு உண்மையென்று 
பொருத்திக்காட்டுவோம்.. அதுவே . மற்றவைக்கும் 

பொருந்தும். 

படத்தில் காட்டியபடி, 6, 0; 03%), 01 என்ற 

ஒருபோகு அச்சுகள் உள்ளன. 

ஒரு நுண் பகுதிப் பொருண்மை 814, 2 | என்று இடத்தில் 

உள்ளது. &10, ஒரு தகடு. 

GX, GY என்ற அச்சமைப்பில் 2-ன் ஆயத் தொல்ைகள் 

(x, >y). 

._. 0%,, 0%, என்ற அச்சமைப்பில் -ன் ஆயத் தொல்கள் 

2, 8); அதே அச்சமைப்பில் ன் ஆயத்தொலைகள் (ய, 8): 

8-- 8 என்பது வெளிப்படை. 

இங்கு, %--ஐ-. 0 

மோது த. 

0%, - அச்சையொட்டி, AM-a நி. நெ. தி. 

= , MY?
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எனவே --- அச்சை யொட்டி முழுத்தகட்டின் 

நி..நெ. தி.- எல்லை ஐ ௫3 (ட இ 
2 A\M——0 

- எல்லை * 1105-33. 84) 
/\ M —> 0 

= எல்லை 
AM ப கண்டவ AMY 

+ sean 

= sytdM +26fydM + சராசர 
(உரிய எல்லைகளுக்குள்]. 

3581 - டெஐட்டி, முழுத்தகட்டின் நி.நெ. இ: 
= Ga. 

esdM = MB 
= Md@. 

இப்போது: £ீர11-- 0 என நிறுவுவோம். 

2, 9-- அச்சமைப்பையொட்டி அப்பொருளின் பு. ௧, 

மையம் 

  
_ S«xdM 
x= SoM 

y= SydM sam (உரிய எல்லைகளுக்குள்) 

ஆனால் றே, ரே- அச்சமைப்பில், 6 யே, ஆதியானபடியால் 
த 0 இண்டு 

. fydM=0. 

ஆகவே, or, ஓட்டி முழுத்தக்கட்டின் நி. நெ. தி. 2 
= fydM + BfdM 
eo G+M 

= G, + Ma (6 =d) 
15.41 களைத்தேற்றம்: ஒரு அச்சையொட்டி, ஒரு பொருளின் 

நி. நெ. இ. அவ்வச்சு, பு. ௧, மையத்தினூடே செல்லும் 

Gur gs BF AnwoDey (Minimum Value) Qu mAs. 

முக்கிய குறிப்பு : இத் தேற்றம் ஏதாமிரு, ஓரு போகு 

அச்சுகளையிணைப்பதன்று ; பு. க. மையத்தினூடே போகும் 
ஒரு ௮ச்சையும், அகுற்கு ஒரு போகுடைய மற்றொரு அச் 

சையும் இணைப்பதாகும்.
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15-த சல இட்டமான பொருள்களின் நி.நெ.தஇ. அளவைகள் ; 

வேறொன்றும் கூறப்படாவிடத்து, பொருள்கள் ஒரு சீரு 

டையனவெனவும் (homogeneous), அப்பொருள்களிள் 

Oe Day (densits) ஒரு செறிவுடைத்தெனவும் கொள்க. 

2 என்னும் குறி (ரோ) செறிவைக்குறிக்கும். 1 என்பது 
நி.நெ.தி. அளவைக்குறிக்கும். l=Mk? என்பது 

். எப்போதும் பொருத்தமானது. 1 (0) எனில் 0& என்ற 

அச்சையொட்டிய நி.நெ.தி. அளவாம். 

எடூத்துக்காட்டுகள் : 

1. ஒரு நேர்க்கம்பி நீளம் 88; பொருண்மை 14, 

அச்சு (i) கம்பியின் மையத்தின் வழியாகக் கம்பிக்குச் 

செங்குத்தானது (14) கம்பியின் 
ஒருமுனை வழியாகக் கம்பிக்குச் a . 

செங்குத்தானது. அவ்விரண்டு AX 

அச்சுக்களை யொட்டி நி.நெ.தி. x St =p 

காண்க, Pa 

(i) AB என்ற கம்பியின் . 

நீளம் 2a; மையம் 0); ஒரு படம...32 

மூனை 4; 0, மையம் வழியாகக் கம்பிக்குச் செங் 

குத்தான அச்சு ; 0, ஒரு முனை & வழியாகக் கம்பிக்கு 
செங்குத்தான ௮ச்சு. 

2௨ எனக் கொள்க. அங்கு PQ=AX MS 

கம்பியின் நுண்பகுதி. செறிவு 2 எனக்கொண்டால் 14 -- 280 

ஒரு நுண்பகுதி டின் பொருண்மை. 8 நூ௰. அப்பகுதி oy 
லிருந்து ௨--தூரத்திலிருக்கிறது. எனவே, அப்பகுதியின் 

நி.ஜதெ.தி. 29--ஒட்டு, 
=P Aaa? 

-. முழுக்கம்பியின் நி.நெ.தி. -- எல்லை 5 2கஐ.௯* 

கடை 0 

க a 

= f Px Ada: 
வ் 

5. 

ர ரத...
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“Ma? 
த 09- ஒட்டி நி.நெ.தி) (0)   

(ம் &ம--உ எனக் கொள்க. 

Ay அச்சையொட்டி, AtPor நி.நெ.தி. 
Ko P 2. மொத்த நி. நெ. இ..-- எல்லை 8௨ க௰ 

2-0 

‘ 2a 

=P f ade 

0 

  

8a 
5 3) 

ட MM இ 8 

2a 3 

ட கரிம 
  3 (An — ஒப்டி நி. தெ. தி). (1. 

குறிப்பு.- ஒரு போகு அச்சுத் தேற்றத்தைக்கொண்டு 
மிட -- அச்சையொட்டிய நி.நெ.தஇ. காணலாம். Oy — 

பு. க. மையம் வழியாகச் செல்லும் அச்சு ; AY, — YSNG 

ஒருபோகுடைய மத்றோர் அச்சு ; இரண்டு அச்சுக்களுக்கும் 

இடையிலுள்ள தூரம் -- Ao = 4. ் 

ல்க Tpayt] = poy] + Ma? 

Ma? 
oo 2 3 -. Ma   

  

2. ஜஜ, 8% பக்கங்கள் உள்ள ஒரு நீண்ட சதுரத்தின் 

பொருண்மை 114 கீழ்க்கண்ட அச்சுக்களையொட்டி, அதின் 

நி. நெ. தி. காண்க : 

டே... அந்த நீண்ட. சதுரத்தின் பு. க. மையம். 

(i) லே | பக்கம் 28 

(ம் மூ | பக்கம் 85. 
I.C.—12
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(iii) சே நீண்ட சதுர மட்டத்திற்குச் செங்குத்தானது. 

D y P ர (i) 28 என்ற பக்கத்திற்கு ஒரு 

ல் போகுடையதாக, அந் நீண்ட சது 

ரத்தை 209 போன்ற நுண் பகுதி. 
உ களாகப் பிரிக்கவும். ஒவ்வொரு 

நுண் பகுதியும் 7, 7ர பொருண்மை 
யுடையது. லே- ஓட்டி, ]ரீன் நி. 

2 
A 2௨ Oo B @5. 9.= AM. 3 ஏனெனில் லே, 

“= wb. 33 * PQ or 4.5. மையத்தின் வழியாக, 

அதன் மட்டத்தில் செங்குத்தாகச் செல்லும் ஒரு அச்சு. 

எடுத்துக்காட்டு (15-5) 1 (புன்படி, அதன் நி. நெ. தி. ௫14 
2 

  

ம
 

2 
[*
 

” எனவே, அம்முழு நீண்ட சதுரப்பரப்பிற்கும் மே- ஒட்டிய 

_ எல்லை as B. Op. B. = அ பப ; 

Mb 

3 
  2 (i) 

ae 
(ii) அவ்வாறே 03-ஒட்டி நி.நெ.தி. - -— . 2 (ii) 

இங்கு 288௨ என்ற பக்கத்திற்கு ஒருபோகுடையதாக, 
அந் நீண்ட சதுரத்தை 21 091 போன்ற நுண் பகுதி 

களாகப் பிரித்து முன் காட்டியபடி விடை பெறவும் 

॥1ீம்) செங்குத்தச்சுகள் தேற்றத்தின்படி, 

I a= மீ + I» 
(G Z) (G X) (GY) 

5? a? 
= M- — M hn 

3 + 3 

  = at ( a+ =| 2 (iii)
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._ 8. ஒரு வட்டவடிவக்கம்பி ; அரைவிட்டம் 8; பொருண்மை 
-M; கீழ்க்கண்ட அச்சுக்களையொட்டி, நி. நெ... தி, 

காண்க. 

ச் 
(0 “ஏதாமொரு விட்டம் ழ் 

(அம்மட்டத்திலேயே) 

(ம் ஏதாமொரு தொடுவரை 

(அம்மட்டத்திலேயே) 

(ம் மையம் வழியாக, வட்ட 

மட்டத்திற்குச் செங்குத் ் 

தாகச் செல்லும் ஒரு அச்சு. ' uid . 34, 

  

ம் கண்டால், (1)-ம் (0-ம்: உடனடியாகப் 

பெறலாம்? ‘ 2 

மையம் 0 வழியாக, வட்டமட்டத்திற்கு (அதாவது 

காகித மட்டத்திற்கு) செங்குத்தாக 04 என்ற அச்சு உயர் 
இறது. (படத்தில் 04 காட்டப்படவில்லை ; கற்பனை செய்து 
கொள்க). 

டு என்ற ஒரு நுண்பகுதி வில் நீளம் ஈ7,9 (அதாவது 

கோணம் ட 79 எனக்கொள்க]. அந்த நுண்பகுதியின் 

பொருண்மை 8 ௩98 அப்பகுதி 04 லிருந்து ஈ தூரத்தி 
லுள்ளது. அவ்வாறே, 0 போன்ற சிறு விற்பகுஇகள் யாவும் 

.நுண்பகுதிக்குரிய நி. O5. 9.=ah oP. a 

முழு நி. நெ. இ. -- எல்லை லீ 7 0. wey 

2ar 

= ர் 0809, 
Oo 

= 21 a Pp. 

enn M= 21a P 

“தி. நெ. 9. =27TeA.M 
27a 

=Ma@ 3 (iii) 
1.C—12A
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(1)- அறிய, ஒன்றுக்கொன்று செங்குத்தான இரண்டு 

விட்டங்கள், வட்டமட்டத்தில் கொண்டால், ஒவ்வொரு 

விட்டத்தையொட்டிய நி. நெ. தி, 1414, 143 அக இருக்கும் 

(சமச்சீர்த்தன்மையால்) ப் a ’ 

செங்குத்தச்சுகள் தேற்றபடி, 
MK? + MK? = Ma? 

(2 
-. MK? = = 3 (i) 

வட்டமட்டத்தில் ஒருவிட்டத்தை யொட்டிய 
Ma? 

“(யூ நா என்ற தொடுவரை, 0% என்ற விட்டத்தோடு 

ஒருபோகுடையது. 

மே 
Ma? 

0 ஒட்டிய நி. நெ. தி. - > 

. ஒருபோகு அச்சுக்கள் தேற்றப்படி, 
2 

Lr) = = + Ma? 3 (ii) 

  
ட 3Ma? 

இ 

(1) ஐ நேரடியாகவும் பின்வருமுறையில் காணலாம் : 

PQ=aAOP awn நுண்பகுதிப் பொருண்மை 
AB என்ற விட்டத்திலிருந்து ௨8௭௦௩0 தூரத்திலுள்ளது. 
எனவே &£- ஒட்டி, 

அந்த நுண் பகுதியின், 
Bb. O5. #9. =a AOP. a sin’6 

  

? வட்டக்கம்பியின் நி. நெ. இ. - Sa A OP sin? 
எல்லை /\86——>0 

27 “ 

Ps = fa P sin? 6d 6 
6 

iN, ome A o B இறக 
இ. 

Ma? anes 1 (i) 
= 

ULID.35
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. (4) ஒருவட்டத் தகட்டின் அரைவிட்டம் 8; பொருண் 

மை 17; & என்ற விட்டத்தையொட்டி, நி. நெ. தி. 

காண்க. 

09 என்ற இரட்டைக் குத் 

 தரயம் 9 நீளம்; &ல அகலம் 

உடைய ஓரு நுண்பகுதி அங்கு 

எடுத்துக்கொள்க, 

நுண்பகுதிப் பரப்பு 29/௧௭. 

நுண் பகுதிப் பொருண்மை 

= 2yAxP 

  

M = tap. 

0 என்பதை ஒரு சிறு கம்பியெனக் கொண்டால், 
2 ட் ன் 

ஒட்டி, அதன் நி: Op. B. = &௰0- 

2y8 
். முழு நி. நெ. தி- எல்லை “3° PAw 

Ax—~> 0 

2 a 

=o P fy dx 
‘ ஐ 

OX, CY அச்சமைப்பில், வட்டத்தின் சமன்பாடு 
a? + y= 

2 a ன 
உநி.நெ.தி- எ PSs (e@—2) da 

“a 0 S (a ன் a?) ae ae படைச் 

க் 0 கார்புல் கதொகை, 

e=asnd என ஈடு செய்ய, ; 

47/2 4 | 
நி. நெ. தி. - உ ஈம 008109 609 

0 

  

  

4 _M_ a acl. oo 
3 Te) 4-2 * 2B 
M a2 

ன க. (4) 

சமச்சீர்த்தன்மையில், 0 -ஒட்டி நி.நெ.தி. Ma : ர 

ஆகும்,
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எனவே 0 வழியாக வட்டமட்டத்திற்குச் செங்குத்தாக 
ஒரு அச்சு, 02 என உயர்த்தினால், 02 ஐ யொட்டி, 

M a Ma , vos 
    

  

  

வட்டத் தகட்டின் நி. நெ. தி - ன் + ; 

| _ Me 

2 

; 2 y? : 

5. we ந 4 என்ற சமன்பாடுடைய ஒரு நீள் 

வட்டத் தகடு உள்ளது; அதன் பொருண்மை 18. ஆய 

y அச்சுக்களையொட்டி, அத்தகட்டின் 

ட P நி. நெ. தி. காண்க. 
PQ என்ற இரட்டைக் குத்தாயம் 

28: 82 அகலமுள்ள ஒரு நுண் 

பகுதி அங்கு எடுத்துக்கொள்க. 

நுண்பகுதிப்பரப்பு - 3] ௨ 
நுண்பகுதிப் பொருண்மை 

‘ = 2y¥A«xP 
aid M =a «bP. 

    
  

(4)-ல் கண்டபடி, 0% - ஒட்டி, அந்த நுண்பகுதியின் 

ல்லை 29 நி. நெ. தி. pnp so 3 Ane.   

I ch 

oe ர் 3 Pde . 

a 

3 
t 

இங்கு 98 -   3 

as (a? ~~ 20?) 

  
3 

-.0% - ஒட்டி நி. நெ. இ.-$0 Je = aye ae 
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ஐ ௩0 என ஈடு செய்ய,. 

  

  

  

4 
4 B38 “20 

நி. நெ. தி. - a Pay fat cost odo ; 

0 

4 M pa, 3:1 T 

~~ 3 7 arab de? 2 
55 as ; (5) 

4 
M a 

அவ்வாறே 0%- ஒட்டி நி. நெ. இ. = Z 

மேலும், 024 என ஒரு அச்சு, 0 வழியாக, நீள்: வட்டமட்ட 

த்திற்குச் செங்குத்தாக உயருமானால், ் 

  
82. 6 

08- ஒட்டி நி. நெ. தி. 1 4 =), 

உருளைப்பருவங்கள் : 

6. ஓரு கோளத்தின் அரைவிட்டம் 8; பொருண்மை 4, 

அதன் ஏதாமொரு விட்டத்தையொட்டி, நி. நெ. தி, 

காண்க. 

ஜூ மீ என்ற அரைவட்டம், ர 

X அச்சை ஓரு சுற்று சுற்றினால் . 

ஒரு கோளம், (8 அரை விட்டமுடை 4 

யது) பெறப்படும். 
A ௦ ax 4 

98 ஒரு நுண்பகுதிப் பருமம் 

=p Ax. நுண்பகுதிப் பொருண்மை ம். 56 

- எரு A xP. 

M= = a @ P. 

ம. ் ் ; 

இந்த gicr uGD y goog Art, Ae Qursswyeror 

ஒரு மெல்லிய வட்டத்தகடு. &8 என்ற விட்டம், அம் 

மெல்லிய  வட்டத்தகட்டின் மையம் வழியாக, அவ் 

வட்ட மட்டத்திற்குச் செங்குத்தாகவிருக்கும் ஒரு அச்சு, 

எனவே, அந்த நுண்பகுதிப் பொருண்மைக்கு, 

2 

AB - ஒட்டி நி. நெ. B= TP Axe x 

ர்வட்டத்தகடு நி. நெ. தி. (4)]
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ல்லை 
ஃ முழு நி. நெ,.தி. - நட 20 ae p At. 

2 

a 

ஏ 
= FP fo ae. 2 ழீ 

ட: 

& 

_ * உட ட் = p [@ x?) 82. 

உ 

= WPS (at — 2022? +24) de 
த 9 

  

8 
= —— 7d 

பல்கன 
". ர் 80 

கறி 15 3 

2Ma* = 5 (6) 

7. ஒரு வட்டக்கூம்பு; அடிமட்ட அரை விட்டம் a; 

உயரம் h; பொருண்மை 75. அதன் அச்சையொட்டிய 
நி. நெ. தி. காண்க. 

படத்தில் காட்டப்பட்ட 047 என்ற 

நேர்க் கோண முக்கோணம், 0%-அச்சை 

ஒருமுறை சுற்றினால், நாம் வேண்டும் 

கூம்பு கிடைக்கும். 

அக் கூம்பின் அச்சு 0. சென்ற 

பத்தியில் காட்டியபடி, ஒரு நுண் ues 

Gurren = Ty? ht PM = 31 ahP. 

  

ou. 46 

Qs நுண் பகுதி, ஒரு மெல்லிய வட்டத்தகடு ; 

அதன் அரைவிட்டம் 9; மொத்தம் Ax. 0 &-அச்சு 

அவ்வட்டத்தின் மையம் வழியாக, அவ்வட்ட மட்டத்திற்குச் 
செங்குத்தாகவிருக்கும் அச்சாகும். 

எனவே, அந் நுண்பகுதிப் பொருண்மைக்கு, 0&-- ஒட்டிய 
yp? 

நி. நெ. DB. = நல. ்
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முழு நி. நெ. இ. - எல்லை SW y* 

As—>0 gf Ae 

5 கரி 

T 
7 = Tol y de. 

க 0 

இங்கு AB என்ற. கோட்டின் சமன்பாடு 

g 

[4
 

  

Tv Ab * 

8 5 
_ 1. மீக 
க 4 Wa? h 5 

3 Ma 

~ 10 

8. உருளைப் புறப் பரப்புக்கள் 

ஒரு புரைக்கோளம் (1110 sphere); அரைவிட்டம் a; 

பொருண்மை 7. அதன் ஏதாமொரு விட்டத்தை யொட்டிய 

நி. நெ. தி. காண்க. , 

ee 8 என்ற அரை வட்ட Y 
-a@c ADBOA, AB-@ ஒரு சுற்று . 

சுற்றினால், ஒரு புரைக்கோளப் ட 

புறப்பரப்பு கடைக்கும். 

i : =47@ a புற்பபரப்பு ட் 
பொருண்மை 14 = 47 a? P A - = 

AR, 

ஒரு நுண் பகுதிப் புறப்பரப்பு 
28 படம் .40 

அதன் பொருண்மை - 2] ௪7,
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இது ஒரு மெல்லிய வட்டக் கம்பியாக விருக்கும். 

அதன் அரைவிட்டம் y. 

அக் கம்பியின் மையம் வழியாக, அதன் மட்டத்திற்குச் 
“செங்குத்தாகவிருக்கும் அச்சு &ம ஆகும். 

எனவே &- ஓட்டி, அதன் நி. நெ. தி. 

=27TyAsP. 97 3 (iii) 

சற கசி? 2 - Ax 

எல்லை . ர் . 
முழு நி. நெ. தி. nx ஜ் 27 ye கூச 

a 

ds 
= famye yas 

ஜ் 

n-ne fo. ட றின 

, ds 
இங்கு gy Jay 

- கிடா 
வ நரகம் es = 

a 

டு 

  

  

2 கடன d ட ம் 77 0 ச ze 
ஃ நி. நெ. இ. ல் ம் ட 

க 
் றாக 7 (a? — 2?) dx 

a 

=4raP f[ (a? —jx*) dx 

॥ 4 ௨0. 2a8 

இ. 

erat 1   | 

இ 4 ரீ 

நர (8) 

“
q
i
n
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மற்றும் சில எடுத்துக்காட்டுகள்: 

9. «=a (9—sné); y=a (1 — 0089) என்றவளை 

வரையின் ஒரு வில்லால் எல்லைப் Pp 

கோட்டையொட்டி, நி. நெ. தி, ட் 
ax ௦ B 

காண்க. 

  
படம்... 41 

4 

இதன் அமைப்பும் பரப்பும் நாம் முன்னர் பார்த்தோம். 

[பயிற்சிகள் : 9 (8)]. 

ugoy =37a;M=—37 a? P 

டன் எல்லைகள் 0 முதல் 27 வரை. 

09 என்ற நுண் பகுதிப் பொருண்மை, 

= yAhuP . 

இங்கு 209 ஒரு மெல்லிய கம்பி; அதன் நீளம்; A,B 
என்ற அடிக்கோடு, ம()ன் ஒரு முனையில் 1 ட க்குச் செங்குத். 
காக உள்ளது. 

எனவே &%$-- ஒட்டி அதன் நி. நெ. தி. 
2 

=yhup & (1) 
‘ ; i 

மொத்த நி. நெ. தி. - are 3p Ax 

| 

co
p a டட
 wo

 

Sl
 

a 
a
 

8 

வே
 Da 

27 2 

= 4P fa (1—cos 6)8 a (1—cos 9) dé, 
ர் 

27 

றல ௨9 3 p at [16 cos 5 809 

0 

3 > ழ் கன் கொண்டால், மன் எல்லைகள் 0 முதல் 

ர வரையாக மாறும்.
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T° 

ட்டு . 
உதி. நெ. 9 = 3 pat [2 cos’ d 

0 

32 P at 
  

  

  
பட த. நு 
- ர 78: நம் 

. Se Ma? . (9) 

“170. ஒரு மெல்லிய கம்பியின் நீளம் 2 ; அதன் செறிவு 

ஒரு முனையிலிருந்து உள்ள தூரத்திற்குத் தகவுப் பொருத்த 
முடையது. அந்து முனையில் 

கம்பிக்குச். செங்குத்தாக உள்ள 

ஒரு அச்சை யொட்டி, அதன் 

நி. நெ. இ. காண்க. 

& லிருந்து 2- தூரத்திலுள்ள 
PQ = 2௨ என்ற ஒரு நுண் 
பகுதி. நீளம் எடுத்துக்கொள்க. 

  

அதன் : பொருண்மை 

படம்.42 
= krA«. 

1 AY— ஓட்டி அதன் BH. Op. 9. = kv? Ax. 

எனவே முழு.நி. நெ. இ: எல்லை உடல a A +0 Keep x 

2a 

=k fx dx 
0 

4k at 

அதன் பொருண்மை 14 - எல்லை . . 
௨20 ke A 

2a 

=k fxdz 
0. ்



நிலை Opby sD oor பசி. 
ச் 

, ஐஇ]. 70 5. 

அதன் நி. நெ. இ, =2ka: 20 

= 2M @ 

பயிற்சிகள் 15 ் 1, 

வேறொன்றும்கூறப்படாவிடத்து, பொருள்கள் சமச்செறி 

வுடையனவெனளவும், பொருண்மை 1ர எனவும் கொள்க, ? 

ஜி 
1. பர்த் 1 என்ற நீள்வட்டப்பரப்பு, நெட்டச்சைச் 

கறிதிவனும் போது ஏற்படும் பருமம். இதற்கு நெட்டச்சை 

யொட்டி நி. நெ. தி. காண்க. 5 

2, pHtax என்ற பரப்பு 2-0 sw c=h வறை, 

இப் பரப்பு 8 அச்சைச் சுற்றிவரும்போது ஏற்படும் பருமம். 

இதற்கு ௨--அச்சையொட்டி நி. நெ. இ. காண்க  , 

9. ௨ அரைவிட்டமுள்ள ஒரு வட்டக்கம்பி. பின்வரும் 

அச்சுக்களையொட்டி நி. நெ. இ. காண்க. 

(1) அதன் மட்டத்திலுள்ள ஏதாமொரு கண்னை 

(2) அதன் மட்டத்திற்குச் செங்குத்தாக உயரும் தொடு 

வரை. 

4. ஒரு புரைவட்ட உருட்டி (1௦110 மூடே); உள், 

வெளி அறைவிட்டங்கள் ச, 13; அதன் அச்சையொட்டி 

நி.நே.தி. காண்க. 

5. சமகோண முக்கோணம். அதன் ஒரு பக்கத்தை 

யொட்டி நி. நெ. தி. காண்க. ் 

6. ஒரு கூம்புப் பருமம்; மட்ட அரை விட்டம் a; 

உயரம்,%; பொருண்மை 14. அதன் அச்சுக்கு செங்குத்தாக 

உச்சியின் வழியாகச் செல்லும் ஒரு கோட்டையொட்டி, 

நி.நெ.தி. ப் + தி. என நிறுவுக. 

7, r=a (lt+cos6) என்ற நெஞ்சுவளைத்தகடு; முதற் 

புள்ளி (20௦) வழியாக அதன் மட்டத்திற்குச் செங்குத்தாக 

5 
உயரும் ௮அச்சையொட்டி, அதன் றி.நெ.தி. -2-- என நிறுவுக.
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8. ஒரு அரைக் கோளப் பருமம்; பொருண்மை M; 

அரை விட்டம் ஈ; செறிவு அடி வட்ட மட்டத்திலிருந்துள்ள 
தூரத்திற்குத் தகவுப் பொருத்தமுடையது. அதன் சமச்சீர் 

a 

-அச்சையொட்டி, நி.நெ. தி. உ. என நிறுவுக. 

9. am சதுரம், பக்கம் ௨8; பொருண்மை 14. கீழ்க் 
கண்ட அச்சுக்களையொட்டி நி.நெ.தி. காண்க? 

(1) ஒரு முனையிலிருந்து சதுர மட்டத்திற்குச் செங் 

* குத்தாக உயரும் அச்சு; 

(2) ஒரு குறுக்குக் கோடு. 

10. ஒரு-மைய வட்டங்கள், ௧, 8 என்ற அரைவிட்ட 

முடையன (826). அவைகளுக்கிடைப்பட்ட வளையப்பரப்பு. 
கீழ்க்கண்ட அச்சுக்களையொட்டி, நி.நெ.தஇ. காண்க: 

(i) ஒரு விட்டம். 

Gi) வளைய மட்டத்திற்குச் செங்குத்தாக, மையத்தி 

னின்று உயரும் அச்சு?



பகுதி 16 

பாப்பசுத் தேற்றங்கள் 
[Pappus, Theorems] 

16-1 இவை ஒரு மட்டத்திலுள்ள வளைவரைகளுக்குப் 

பொருத்துவன. வேறு கூறப்படாவிடத்து, குறிப்பிட்ட வளை 

வரைகள் ஒரே மட்டத்திலுள்ளவையெனக் கொள்க. 

16.2 பாப்பசுத் தேற்றங்கள். 

7. ஓரு வில் (are) அதை வெட்டாது ஒரு அச்சைச் 

சுற்றினால் ஏற்படும் புறப்பரப்பு, வில் நீளத்தை, அவ்வில்லின் 
பு.க. மையம் சுற்றி வரும் தூரத்தால் பெருக்கக் கிடைக்கும். 

2. ஒரு பரப்பு, அதை வெட்டாத ஒரு அச்சைச் சுற்றினால் 

ஏற்படும் பருமம், பரப்பின் அளவை, அப்பரப்பின் பு.க. 

மையம் சுற்றிவரும் தாரத்தால் பெருக்கக் கிடைக்கும். 

படம் (1) தேற்றம் ஒன்றுக்குரியது. 
௦, 094-- அச்சுக்கள்; & 13 என்ற 

வில்லின் நீளம் 1. அவ்வில்லின் : 

பு. க. மையம் பேட பே) 

அவ்வில் ௦௨-ஐ, 9 என்ற கோண 

அளவு சுற்றுகிறது. மதல் தேற் 
றம் கூறுவது: ஏற்படும் புறப் 
பரப்பு 88-10. மம்மு 

  

படம்... 43111) 

படம் (11) தேற்றம் இரண்டிற்குரியது. 
20௩ என்ற பரப்பளவு .&; அப்பரப்பின் பு.க. மையம் 

ஜே: ஜே21 0; அப்பரப்பு 06-2, 9 என்ற கோண அளவு 
சுற்றுகிறது. இரண்டாவது தேற்றம் கூறுவது : ஏற்படும் 
Liggwib V= Aj é.
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இவ்விரண்டிலும் 96-- 3 ஆனால், ஒரு முழுச் சுற்று என 

வும் 8-*ஈ ஆனால், ஒரு அரைச் சுற்று எனவும் பொருளாகும். 

இவ்விரண்டு தேற்றங்களையும் இப்போது நிறுவலாம். 

தேற்றம் 1: தெரிப்பு : . 

படம் ரூ: ஒரு நுண் பகுதி நீளம் As= PQ aord 

கொள்க. மின் ர-- ஆயத்தொலை 9. இந்நுண் பகுதி நீளம், 

9 கோண அளவு சுற்றினால் ஏற்படும் புறப்பரப்பு 99 ௨. 

எனவே மொத்தப் uri = Dy As. 

= 62 y As 
= 6 மீற (உரிய எல்லைகள்) 

அமன் நீளம் 4 ஆனால், 

» pm ud 

ச fee (அகே எல்லைகள்) 

மொத்தப் புறப்பரப்பு -- 91] (1). 

ஒரு முழுச் சுற்று சுற்றினால் 9-- 2 ஆகும். 
அப்போது மொத்தப் புறப்பரப்பு - 3 Ly (2) 

(2) தேற்றம் 2 : தெரிப்பு ; 

படம் (ம) 10% ஒரு பரப்பு. 

அதன் பு.க. மையம் டே (5, 9) எனக்கொள்வோம். 

௩& அப்பரப்பின் ஒரு நுண் பகுதி; லிருந்து 3-ஆயத் 
தொலை தூரத்தில் உள்ளது. இந்த நுண்பகுதி, 9 கோண 

அளவு, மஜச் சுற்றினால் ஏற்படும் பருமம் = yo AA. 

எனவே மொத்தப் பருமம் ௫0 74 

- ரி AA 

-=OfydA 

. (உரிய எல்லைகள்) 

0%-ன் பரப்பளவு & ஆனால், 
உட இ 
= கக் (அதே எல்லைகள்] 

௩ மொத்தப் பருமம் = OAS (8) 

ஒரு முழுச் சுற்றுக்கு 9 - அர ஆகும். 
அப்போது மொத்தப் பருமம் - 27rAy (4)
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16-3 பாப்பசுத் தேற்றங்கள் பயன்படும் இடங்கள் : 

ஒரு அரை வட்டம் (அரை விட்டம் ம) தன் எல்லை 

விட்டத்தை அரைச் சுற்று சுற்றினால் ஏற்படும் உருளை ஒரு. 

அரைக் கோளம். அதாவது 9-௭. 

அரைக் கோளத்தின் 

பருமம் -- 37 

அரைக் கோளத்தின் புறப் 

பரப்பு -- 3ம் 

அரை வட்ட வில்லின் A re) ந 
நீளம் = Ta. 3 uw 44 #4 

அவ்வரை வட்டக் கம்பியின் பு.க. வயல் G! என்ற 

இடத்தில் இருக்கிறது எனக் கொள்வோம். ப 

இவ் வில் 9-7 கோண அளவு &13-ஐ. அரைச் சுற்று 

சுற்றினால் வரும் புறப்பரப்பு =2 wa 

பாப்பசுத் தேற்றம் (1)-rug 27e = Te-OG, 

எனவே அரை வட்டக் கம்பியின் பு.க. மையம் டே என்பது 

20 
0G, = = என்ற வாய்பாடாகப் பெறப்படுகிறது. 

ள் 2 

ந். . க ட . ராம் இரண்டாவதாக, அவ்வரை வட்டத்தின் பரப்பு, து 

அவ்வரை வட்டப் பரப்பின் பு. ௧. மையம், Gy என்ற 

இடத்திலிருக்கிறது எனக் கொள்வோம். 

இப் பரப்பு 0-௭ கோண அளவு &-ஐ 

அரைச் சுற்று சுற்றினால் வரும் பருமம் = 31rd 

1. ே18
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பாப்பசுத் தேற்றம் (2)-ன்படி, 

  

Tae 
ரம மு ரட் 

2a a8 2° 
és OGa = == 4 Se 

2 3 TT? 

4a 

39r 

எனவே அரை வட்டத்தகட்டின் (பரப்பின்) புவிக் கவர்ச்சி 
da 

மையம் Gy என்பது OG, = = என்ற வாய்பாடாகப் 

பெறப்படுகிறது? 

%6₹4 எடுத்துக்காட்டூ : 

(1) ஒரு நங்கூர வளையத்தின் பருமத்தையும் , புறப் 
பாப்பையும் காண்க. ; 

0 என்ற மையம் பெற்ற ஒரு 
வட்டத்தின் அரை விட்டம் a. Wa 

வட்டத்தை வெட்டாமல் 0-யிலிருந்து 

தூரமுள்ள 2௨-என்ற அச்சை அவ் 

வட்டம் ஒரு முழுச்சுற்று சுற்றினால் 
ஏற்படும் உருவமே நங்கூர வளையக 

மெனப்படும். ௬ 

க 

  

ww. 45 

(i) வட்டத்தின் நீளம் --3ம 

அதன் பு.க? மையம் 0 

இந்த நீளம் (கம்பி வட்டம்) உ௰-ஐ. ஒரு முழுச் 

சுற்று சுற்றும்போது 0 சுற்றும் தூரம் 3 ஆகும. 

- எனவே நங்கூர வளையத்தின் புறப்பரப்பு 

= 27a X 211 

= கீர று 

Gi) வட்டத்தின் பரப்பு ஏம். 

அதன் 1.67 மையம் 6. 

இப்பரப்பு ௨௦-ஐ ஒரு முழுச் சுற்று சுற்றும் போது 

0 சுற்றும் தூரம் 2: ஆகும். 

ந. வளையத்தின் பருமம் == TeX 27 

== 2a.
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எடூத்துக்காட்டு : 

ஒரு - வட்டக் கூம்பின் அடி மட்ட அரை விட்டம் 

நேர் உரம் %. அதன் பருமம், புறப்பரப்பு காண்க. 

- படத்தில் காட்டப்பட்ட 
01. என்ற. ' முக்கோணம் 
ம்-ஐ. ஓரு முழுச் சுற்று சுற்றி 

னால்... நாம்: வேண்டிய கூம்பு 
கடைக்கும். 

  

  

படம்.59 

(ப பருமம் 

முக்கோணப் பரப்பு = Jah 

பரப்பின் பு.க. மையம் 6 - 

GM = ் என எளிதில் அறியலாம். 

த 1 a 
எனவே பருமம் = a ah x 24 3 

மீக் = (1) 

(ம) புறப்பரப்பு ? 

AB என்ற கோட்டின் நீளம் Vf 72 

அக்கோட்டின் பு.க. மையம். 6, 

a 
GN, = yy rer எளிதில் அறியலாம், 

் ் cops, தி 
எனவே புறப்பரப்பு - மீட “த 

= ராம மிப நே 

= Wh X சாய்வு நீளம், (2) 

L.C.—13A
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பயிற்ககள் 16 

பாப்பசுத் தேற்றங்கள் 

. பாப்பசுத் தேற்றம் கொண்டு ஒரு வட்ட உருட்டின் 

பருமத்தையும், புறப்பரப்பையும் காண்க. 

5 பரப்புடைய ஒரு முக்கோணம், அதே மட்டத்தில், 

முக்கோணத்தை வெட்டாத ஓரு அச்சைச் சுற்றி 

வருகிறது. முக்கோணத்தின் முனைகள், அச்சிலிருந்து, 

௦. 8, 1 தூரத்திலுள்ளன. பெதுப்படும் உருளைப் பருமம் 

278 («+Ah4+7r) 
GT OTB DIO. 

. ஒரு வட்டம் (அரை விட்டம் ௨) ஒரு தொடு வரையை 

அச்சாகக் கொண்டு சுற்றி வரும் உருளையின் பருமம் 

Te என நிறுவுக. 

லம (9809); (1-009)-ன் ஒரு முழு வில், 

குன் நிலை மட்டத்தை அ௮ச்சாகக் கொண்டு. ஒரு சுற்று 

சுற்றுகிறது. அவ்வுருளையின் புறப்பரப்பு 34 ரால் என 

நிறுவுக. 

2ஈ13£--௪ (2-5 என்ற வளையப்பரப்பு, y= என்ற 

அச்சைச் சுற்றுகிறது. அவ்வுருளையின் பருமம் 

aa TH cor Haas.
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வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 
(Differential Equations) 

27:3 மாறு ராசிகளையும், அவைகளின் வகை நுண் 

கெழுக்களையும் இணைக்கும் சமன்பாடுகளே வசைக்கெழுச் 

சமன்பாடுகள் எனப்படும். 

வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் இரு வகைப்படும் : 

(1) சாதாரண வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 7; 

(2) பகுப்பு வகைக்கெமுச் சமன்பாடுகள். 

சாதாரண வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளில் ஓரே ஒரு 

சார்பில் மாறிதான் இருக்கும். 

பகுப்பு வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளில் ஒன்றுக்கு மேற் 

பட்ட சார்பில் மாறிகள் இருக்கும். 

17:2 வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் வரிசையும் படியும் 

ஒரு சமன்பாட்டில் தோன்றும் வகை நுண் கெழுவின் 

மிச உயர்ந்த வரிசையே அ௮ச்சமன்பாட்டின் வரிசையெனப் 

படும். அம்மிசு உயர்ந்த வரிசையின் படியே, அச்சமன் 

பாட்டின் படியெனப்படும். ் 

ay Cy ட (அ) யை 
என்ற சமன்பாட்டின் வரிசை மூன்று, படி நான்கு. 

ம்.



  

_ தொகை நுண்கணிதம் 

எடுத்துக்காட்டாக பின்வரும் பல்வேறு சமன்பாடுகளின் 

வரிசைகளையும் படிகளையும் காண்போம் :-- 

ம் y ‘ 
= ஸ்டீஉ : முதன் வரிசை, தற்பர 

ay 88. -ர-0: இரண்டாம் வரிசை, 
உ தது 2 dx? dx முதற்படி. 

8 

(22) 0: முதல் வரிசை, மூன்றாம் படி. 

  

  

ய் dry. . ee 20 
d = + Py =Q: nb aflos ps Huy. 

த ட்ப பம முதல் வரிசை, 

a “ da [ப 9.15. 2... நான்காம் , படி. 

ட) | ப 
ey 

1. a | இரண்டாம் வரிசை,. 

[பதத | Maret dx ss ட 

Ou 9௩ முதல் வரிசை, முதற் படி, பகுப்பு 
இஃ. நூல் = 4: : . 

on * 0.4 வகைக் செழுச் சமன்பாடு, 

Fu ட, மூன்றாம் வரிசை, முதற்படி, 
து அ அதை ளை பகுப்பு வகைக் கெழுச் சமன்பாடு. 

my dnly ச . “e 

ட் qe T “Wag A 1 வககககி ர ny= SX என்ற கடன்பட்ட Ps 

Pos saan %, 2, யாவும் உன் சார்புசுள். இதுவே, %-ம்ட வரிசை, 

முதற்படியுள்ள பொதுவான சமன்பாட்டு அமைப்பாகும்: 

77:98 வகைக் கெழுச் சமண்பாடுகள் அமைப்பது. 

ம் (ர, பே 0 தேட Cy) 0 என்ற சமன்பாட்டின், பூ, டூ... 

டீ என்பவை % பொது மாறிலிகள், இப்போது மாறிலி 

களுக்கு வெவ்வேறு மதிப்புக்கள் கொடுக்கும்போது ஒரு 

வளைவரைக் குடும்பம்: ஏற்ப்டுகின்றது. ்



e Ses as 

வகைக் 'கெழுச் சமன்பாடுகள் 199: 

: எடுத்துக்காட்டாக : 

y? = 4ax என்ற சமன்பாட்டில், ௨-32,1,2 - 1, —2 

என்ற வெவ்வேறு மதிப்புக்கள் கொள்ளும்போது, 

y= 
ஏ மை 

y? = Ax 

y? = 8a 

ay? = தற 

. நப — 8a ட்ட 

போன்று ஒரு பரவளையக் குடும்பம் ஏற்படுகின்றது. , இவ். 

வளைவரைசக் குடும்பத்திற்குப் பொதுவாக உள்ள > 

- yp = 4ax 

என்ற சமன்பாட்டிலிருந்து, அக்குடும்பத்தின் வடிவத் 
குன்மை புலப்படுவதில்லை. ஆனால் 

y? = 4ax 

என்ற சமன்பாட்டிலுள்ள மாறிலியை நீக்கினால், வடிவத் 

குன்மை புலப்படும். ' 

YP = far-or முதல் வரிசை வகைநுண்கெழுகஈண, 

dy ஜெ 2Y “ae 4a 

: dy 
sn 44-4660 uSeare ததக என்பதை ஈடு செய்தால், 

ர ரர 
ச “அ.” 

ழு. , , 
i. Je og OM வகைக்கெழுச் சமன்பாடு இடைக் 

கிறது. 

இச் சமன்பாட்டிலிருந்து நாம் அறிவது யாதெனில் ? 

இக்குடும்பத்திலுள்ள வளைவரைகளுக்கு எந்த இடத்தி 

லும், கிழிக்கப்படுகிற தொடுவரையின் erie) =



தொகை நுண்கணிதம். 

  

. அப்புள்ளியின் 9 ஆயத் தொலை இதுவே 

அதாவது எவ்வ 2 மடங்கு அதன் உ ஆயத்தொலை = 

34௨ என்ற பரவளையக் குடும்பத்தின் வடிவத்தன்மை. 
“யாகும். ் ் 

  

இவ்வாறே, ் 

7 F (@. Ye €.. Cg. 0. Cn) =O cro M FWGTLITL_LY QYGTON Cy, Cy. ++ Cn 

என்ற மாறிலிகளை நீக்கிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடு கண் 
டால், அக்குடும்பத்தின் வடிவத் தன்மைகள் புலப்படும். 

எப்படி ௨. டூ... டூ என்பவைகளை நீக்குவது 2 

... அ௮ச்சமன்பாட்டைக் கொண்டு, % முறை வகை நுண் 

  

அ 2, n 
கெழுகாண, அதாவது, ay ர 7. ட. ae காண நமக்கு 

dx da? ஜீஜி ் 

௩ “வெவ்வேறு சமன்பாடுகள் கிடைக்கும். அவைகளில்,.. 
2 சப 7 

முறையே, aS ட் os ey என்ற வகை நுண்கெமழுக்கள் 
dx dx? da® ் 

இருக்கும். இப்போது, 

f (@. Y. Gy; Cg, 0-22 Cn) =O என்ற சமன்பாட்டோடு, அந்த 

n சமன்பாடுகளையும் கொண்டு (மொத்தம் %--1 சமன் 

பாடுகள்) 6,, ஐ. .. ட என்ற மாறிலிகளை நீக்கி, 

  
ற, nj 2 ் 

p(t, St .... ot, x,y) =0 
மி. ரை 8 ஸம 

என்ற சமன்பாட்டைக் கண்டறியலாம். இம்முறையே, 
வகைக்கெழுச் சமன்பாடு அமைக்கும் முறையாகும். இவ் 

வகையில், நாம் அவ்வளைவரைக் குடும்பத்தின், 

பொதுவான வடிவத்தன்மைகளையறியலாம். 

77:911 எடுத்துக்காட்டு (1) ய 

முரள ௨ என்பது, 1, ஈன் மதிப்பையொட்டிய ஒரு 
நேர்க்கோட்டுக் குடும்பம் 

ள் dy 
இங்கு -- =m 

எனவே, ௦ என்னவானாலும், m என்ற ஒரு குறிப்பிட்ட 
மதிப்புக்கு, இது ஒரு, ஒருபோகு (8௨வ161) நேர்க் கோட்டுக் 

குடும்பம்.



, வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் இ 

2 எனவே இக்குடும்பத்திற்கு வளைவு (0௨46) இல்லை 

யென அறிகிறோம். ச 

@y 
od ae 

b+ GAT 
வகைக்கெழுச் சமன்பாடு, ---:- ௦ 

ஏனெனில் வளைவு - 

AS, Y= ME + or 

ASO, இக்குடும்பத்திற்கு வளைவு என்பதே இல்லை. 
எடுத்துக்காட்டு (8). ச 

8 ம என்பது, உன் மதிப்பை யொட்டிய, ஒரு, 

. ஒரு-மைய வட்டக் குடும்பம். 

‘ ரீ 
QJagrety - 1 இ, 

. da 

QgiGa 2@+P=C6G ofu amsée கெழுச் சமன் 

பாடு. 

dy 2 
வடிவத்தன்மை, = = “| என்பதைக் கொண்டு 

அறியலாம். 

இக்குடும்பத்திலுள்ள ஓவ்வொரு வளைவரைக்கும், எந்த 

இடத்தில் ஒரு தொடுவரை கழித்தாலும் அதன் சாய்வு 
௨. ர்வ ட அப்பள்ளியின் உ ஆயத்தொலை ? அதாவது சாய்வு -- — அப்புள்ளியின் | ஆயத்தொலை 
  

மேலும், அப்புள்ளியை மையத்தோடு சேர்க்கும் கோடாகிய, 

ஆரையும், அப்புள்ளியில் உள்ள தொடுவரையும் ஒன்றுக் 

கொன்று செங்குத்தாக உள்ளன என்பதும் அறியக் கிடக் 

தின்றது. ஏனெனில், ஆரையின் சாய்வு”; ஆரையின் சாய்வு 

ு தொடுவரை சாய்வு =x =e = an],



தொகை நுண்கணிதம் 

  

ககர கத், முன்பத்தியில் நாம் கண்டபடி, உ பொது மாறிலிகள் 

கொண்ட ஒரு வளைவரைக் குடும்பத்தின் வகைக் கெழுச் 

சமன்பாடு. ஒரு %-- வரிசைச் சமன்பாடாகும். 

தலை மாற்றிக் கூறின், ஒரு % வரிசைச் சமன் பாட்டின் 

தீர்வு கண்டால், அத்தீர்வில் 1 பொது மாறிலிகள் 

தோன்றும். 

77:5. இப்போது, வளைவரைக் குடும்பத்தின் சமன்பாட்டி 

லிருந்து, அதற்குறிய வகைக் கெழுச் சமன்பாடு காணும் 

முறையை சில எடுத்துக்காட்டுகள் கொண்டு விளக்குவோம். 

ய 
v எடுத்துக்காட்டு: (1). 

y= rs (1) 

இதன் வகைக் கெழுச் சமன்பாடு என்ன ? 

qesin x 

ரு இ 
‘dx vl—# 

ay
 

3     

(1)ம் (2)ம் கொண்டு ௨ என்ற மாறிலியை நீக்குவோம். 

y 

(1)-லிருந்துஈ- WT sin-t sin? x 

இதை (2)ல் ஈடு செய்தால், 

: sina 
dy y e   

dx: since 2. 

37 

“2 
வே நாம்: வேண்டும். வகைக்கெமுச் சமன்பாடாகும். து 5 ழு கு 

சு



வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 

எடுத்துக்காட்டு (2). 

ஈடு ட௰£-லீ என்ற வளை வரைக் குடும்பத்தின் வகைக் 

'கெழுச் சமன்பாடு காண்க. 

கொடுக்கப்பட்டது, ங் மடு ta= 03? 

| டம 
எனவே, 4/ ம. = எனி ky x 

9x \ 
’ MQ (அ). 

dx 

ஈக்கு இம்மதிப்பை ஈடு செய்தால், ' 

  

“எனவாகும். 

இதைச் சுருக்கி எழுதினால், 

மு 3. 8 dy \3 

ty (ir) += (4) 
என்ற, வகைக்கெழுச் சமன்பாடு கிடைக்கும்: 

பயிற்சிகள் 17. 

7, இழ்க் சண்ட வளைவரைக் குடும்பத்தின் சமன்பாடு 
கொண்டு, உரிய வகைக்கெழுச் சமன்பாடு காண்க. 

(ற மல மீ a, ச 

(0 நூ. 10069௨ -- ம ஸ்ட. 

பு த (e— off ’ 

2. ஒரு பரவளையக் குடும்பத்தின் அச்சுக்கள், ௨-௮ச் 

சோடு, ஒருபோக்குக் கோடுகள். அவைகளின் குவிய மாறிலி 

(Latus Reetum) fa. அக்குடும்பத்தின் வகைக்: கெழுச் சமன் 

பாடு யாது? “ 

3. ஒரு வட்டச் குடும்பம், அச்சுக்களை கொடுவரையாகக் 

கொண்டுள்ளது. அதன் வகைக் கெழுச் சமன்பாடு யாது ? 

 



பகுதி 18. 

வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 
(தொடர்ச்ச). 

.. 78:7 எப்படி, எல்லா விதச் சார்புகளுக்கும் தொகை காண 

முடியாதோ, அவ்வாறே, எல்லாவித வகைக்கெழுச் சமன் 

பாடுகளுக்கும் தீர்வு காணல் இயலாது. 

ஆனால் குறிப்பிட்ட அமைப்புடைய சமன்பாடுகளுக்குத் 

தீர்வு காணலாம். அவ்விதமான குறிப்பிட்ட அமைப்புடைய 

சமன்பாடுகள் சிலவற்றை முதலில் ஆராய்வோம். 

. 78:28 முதல் வரிசை, முதற் படிச் சமன்பாடுகள் : 

அமைப்பு : 

_ மாறு ராசிகள் ஈ, y பிரிக்கப்படக்கூடிய வகையில் 

அமைந்திருப்பவை ; அல்லது சிறிது மாற்றங்களால் அவ் 

வகைக்கு மாற்றியமைக்கக் கூடிய வகையில் அமைந்திருப் 
uel. (Variables separable and reducible to variables separable): 

வகை 1 : நேரடியாகப் பிரிக்கக் கூடிய சமன்பாடுகள்; 

வகை 2 : சமபடித்தானச் சமன்பாடுகள் ; (110௦200608 
equatiens) 

வகை 4 : வகை க்கு மாற்றியமைக்கக் கூடியனை ; 

வகை 4 : சில பல ஈடுகள் செய்து வகை க்கு மாற்றக் 

கூடியவை. 

28:27 வகை 1: ஒரு சமன் பாட்டை, 

f(x) dv = ¥ (y) dy 

என்ற முறையில் அமைத்து. எழுக முடியுமானால் அது முதல் 

வகையைச் சேரும்.



பாப்பசுத் தேற்றங்கள் 509: 

(மூ வட்டத்தின் பரப்பு = na’. 

அதன் பு.ச மையம் ௦. 

இப்பரப்பு 0-ஐ ஒரு முழுச் சுற்று: சுற்றும் போது: 

சுற்றும் தூரம் ர ஆகும், 

௩. வளையத்தின் பருமம் - wa’ + ear 

- = கிச். 

எடுத்துக்காட்டு : 

ஒரு வட்டக் கூம்பின் அடி மட்ட அரை விட்டம் ௬, கேர் 

உயரம் %, அதன் பருமம், புறப்பரப்பு காண்ச, 

ட 7 

௪. படத்தில் காட்டப்பட்ட 0.1 
o
w
 

- என். முக்கோணம் 04-ஐ ஒரு முழுச் 

சுற்று சுற்றினால், நாம் வேண்டிய 

கூம்பு கிடைக்கும்: 

  

(Gi) பருமம்; 

முக்கோணப் பரப்பு - tah 

ட பரப்பின் பு.க. மையம் G. - 

12 4 என எளிதில் அறியலாம். | 

நல் . 1. > @ 
என்வே பருமம் “2 2068௭ 3 

a ah ் ae oo, oe 
oe coe: = 7 we By a ச | (1p 

(ம) புறப்பரப்பு : ; 

42 என்ற கோட்டின் கீளம் Va+h 

அக்கோட்டின் பு.க. மையம் 0,
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G,N =F rar எளிதில் அறியலாம். 

a 
எனவே புறப்பரப்பு - ya அர்த % Qa   

அரசல் 

ச % சாய்வு நீளம். (2) 

பயிற்சிகள் 16 

பாப்பசுத் தேற்றங்கள் 

ம், பாப்பசுத் தேற்றம் கொண்டு ஒரு வட்ட உருட்டின் பருமத் 

தையும், புறப்பரப்பையும் காண்க. . 

2& 4 பரப்புடைய ஒரு முக்கோணம், அதே தளத்தில், 
முக்கோணற்தை வெட்டாத ஓர் அச்சைச் சுற்றி 
வருகிறது. முக்கோணத்தின் முனைகள், அச்சிலிருந்து, 
௨, 0, 1 தூரத்திலுள்ளன. பெறப்படும் உருளைப் பருமம் 

en S( at B 0) a= B 0 என நிறுவுக. 

-8. ஒரு வட்டம் (ரை விட்டம் 2 ஒரு தொடு வரையை 

௮ச்சாகக் கொண்டு சுழ்றி வரும் உருளையின் பருமம் 

௭2 என நிறுவக. 

4 x=a(6—sinf):y =a(1 —cos9)-Qar ae ey aie, 
தன் நிலைத்தளத்தை அச்சாகக் கொண்டு ஒரு சுற்று 

சுற்றுகிறது. அவ்வுருளையின் புறப்பரப்பு ரக என 
MDa] Se 

5. Ray’ =x(x—a)" என்ற வளையப்பரப்பு, 3-8 என்ற 
ge சுற்றுகிறது. அவ்வுருளையின் பருமம் 

ர = wa’ Gren Mase.
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18211 மேலும்: நாம் கண்ட சம்ன்பாடுத் .இகர்வுகள் 

யாவற்றிலும் என்ற ஏதாமொரு மாறிலியைக் கூட்டிலோம். 

ஏனெனில் வகைக் கெழுகாணும்போது பேன் வகை கெழு 
ச சுன்னமாகிறது. 

சில சமன்பர்ட்டுத் தீர்வுகளில், 0. என்பது ஏதாமொரு 

மாறிலியாக இல்லாமல், அதன் சிறப்பு மதிப்பு அறியக்கூடிய 

வகையில், ஒரு கட்டுப்பாடு கொடுக்கப்பட்டி ருக்கலாம். 

அப்படிப்பட்ட கட்டுப்பாடு கொடுக்கப்பட்டிருக்கும்போது, 

ன் சிறப்பு மதிப்பை அறிய முடியும். 

எடுத்துக் காட்டு: ச 

a dy + 2ydx = 0 (w& = 2,ஏ- 1 கட்டுப்பாடு) 

da dy ஆ ட பழி 
பர்வ * ] ற +f Qy 

ayeorog log x + log Vy = a, 
- 

  
  

டல் 2 & என்ற மாறிலி கட்டுப்பாட்டின்படி, 

21 

4 An Ds 
2 

ஃ GtaaVvy=2 
வல்லது = 4 என்பது தர்வாகும். 

18:218 மேலும் : ஒரு வளைவரையின் பண்பாக அமைகிற 

முறையில் வசைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் குரப்படலாம். 

முதலில் சமன்பாட்டை யமைத்து, அகுன் தீர்வு காணலாம். 

இங்கு 0 என்ற மாறிலி பொதுவாகவும் இருக்கலாம் ; அல் 

லது ஓரு கட்டுப்பாட்டின்படி, 0, ஒரு சிறப்பு மாறிலியாகவும் 

இருக்கலாம்.
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"எடுத்துக்காட்டு : 

... ஒரு வளைவரையின் அடித்தொடு கோட்டின் Beri (Sub- 
நவம்) 2- ஆயத்தொலையையொட்டி நேர்மாற்றம் உடையதர 

னால், அவ்வளைவரை யாது? அவ்வளைவரை (1, 2), (4, 4) என்ற 

புள்ளிகள் வழியாகச் செல்லுமானால், அவ்வளைவரையாது 2 

அடித்தொடு கோட்டின் fork = 4 

dx 

ae : 
கொடுக்கப்பட்டிருப்பது, dy ox 

dx 

ce . அதாவது y=Ke a: 

y 

ட டு ft? _ [#& 
y x 

”. Klog y = log Cx 

ஃ yx = Cx என்பது வளைவரை கட்டுப்பாட்டை 

பழன்படுத்தினால், 
2% = ் 
4k — 40 

2 Qk — 22 Ok - 

” வளைவரை 3 = 4y (ஒருபரவளையம்). 

பயிற்சிகள் 18 (8) 

1. தீர்வு காண்க : 

(a) cos ydx + (1 + e*) sin ydy = 0 

T 
கட்டுப்பாடு s #=0.97 = 4°



வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 20395. 

dy 
(b) Q— 2%) I —y) = zy (h +9) GZ 

* eg @Q@uur@:x=l,y=0. 

) dx | Vi—2. sintx 

SLQ@uuT@: y=1;¢=1. 

2. (3, 4) வழியாகச் செல்லும் ஒரு வளைவரையின் 

அடிச் செங்கோடு, ௨-ன் ஆயத் தொலைக்குச் சமம் : அவ்வ 

வரையாது? » 

3. ஒரு ஆகாய விமானத்தின் 'விசைமாறு - வீதம் 

gcssa—kv: ,5, உமாறிலிகள்; ₹8-06 ஆனால் 9-0 

என்ற கட்டுப்பாட்டையொட்டி, 2 என்னவெனக் காண்க $ 

3. ஒரு பொருளின் தேய்வு விகிதம் £ 2; உ௮ப்பொழு 

துள்ள பொருளின் பொருண்மை (11885); சரிபாதி பொருண்மை 

1 
தேய ந 102௨3 வினாடிகள் ஆகும் என நிறுவுக. 

5. நியூட்டன் குளிர்ச்சி விதிப்படி, 

dT 
ஆக நார இங்கு 1 ஒரு கோளத்தின் மேல் 

வெட்ப நிலை ; t, கால அளவு; To சூழ்நிலையின் வெட்ப 

நிலை; & ஒரு மாறிலி; ॥/--0 ஆனால் 1-1, என்பது கட்டுப் 

பாடு. இங்கு T—To= (T,— To) ௪7* என நிறுவுக. 

2 

78:22 வகை 2 : சமபடித்தானச் சமன்பாடுகள் 

7௫3) 
dx F (x, y) 

நீ. 1 என்ற இரண்டு சார்புகளும் ௨, 9 என்ற ராசிகளின் 

ஒத்த சமபடித்தான கோவைகளாயின், இது ஓரு சம 

படித்தான சமன்பாடாகும். 

என்ற அமைப்புடைய சமன்பாட்டில்,   

dy x + 2 a bw . ல டா 
== தட்டி ஒரு எடுத்துக்காட்டு. பின்னத்தின் 

மேற் கோவையும், கீழ்க் கோவையும் முப்படிக் கோவைகள். 

1.C.—14 
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இவ்வகைப்பட்டச் சமன்பாடுகளின் தீர்வு காண, $ூ--௦2 

என ஈடு செய்க. . இங்கு: உ என்பது: ௨-ன். சார்பெனக் 

கொள்க. அப்படிச் செய்தால், 
ப் 

ச 

fee =$(v) என்ற அமைப்புவரும். அப்போது, 

dy _ ON og 
de Fia,y) 9" F 

: dv 
உத a ம் (6) என மாறும். 

ல் dy 
2 22g es 

இங்கு ௨, உ என்ற மாறு ராசிகள் பிரிக்கக் கூடிய முறையில் 

அமைய வகை (1-ல் தீர்வு கண்ட முறையில், தீர்வு காணலாம். 

  

. dv dx as _ _[{[& ‘ ட ட அதாவது Is ioe ர் = ௦ என்ற தீர்வு அடைக்கும். 

அதன் பின் ௦ -- 9 (6) அல்லது 
௨௭ 9, (6) என்ற தீர்வுகாணலாம். 

v= a என ஈடு செய்ய, ௨, என்ற ராசிகளின் கோவை 

யாக ஒரு தீர்வு இட்டும். . 

78:221 எடுத்துக்காட்டு : தீர்வு காண்க : 

dy ஐ” _ det Ye ty) =0- 

dy _ ~y(e+yy 
அதாவது “Gy a2 

=v என ஈடு செய்தால், 

2... 92 (ஐ) 

ote dx a? 

= — v (1+)
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3 

  

dv oh 8. உ. 
ட்டன aa = 9 9 ற. 

ர ரர 2 Vv — 0 

dy ட ஜே : 

௮ உ. 

ப ணி 
எர 6-௮ ஐ 

  

  

  

  

  

  

v-+2 
= &22 Srar@w 

a= |. ee மறுபடியும் ஈடு. செய்தால், 

சாணை தலி 

y 
அதாவது y+ e= katy இர்வாகும். 

இச் சமன்பாட்டில் ௨-1, ஏ- 1 என்ற கட்டுப்பாடு கொடுக் 

கப்படுமானால், . இக் 

1+2 = 

2. Bay =w+y தீர்வாகும். 

1 

பயிற்கிகள் 18 (c) 

1. தடு வீ ழு மு 42 ஜீ அடி 

ம 

ர (29). 
dx x (2 — 2y) 

I.C—l4A 

2. « dy =y t+ 2 xy (x =, y a | கட்டுப்பாடு)
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க ததஷ்ந் (3) 429௯4(2) 82 0000( 2). 
ர x x a } dz 

in (¥)_- கடத y\ 9. 5- z sin (2) y cos (2) +2 005 (F a= 0 

6. (y? — 3 ay?) ஜு ஜீ 
க்் dx 

  
dy . கடக oe பூத . சட ஷி அ றட ஸி 

8. + ay = (2 ழீ) ப 

யூ 2 2 | 
9. dy e+ sy _o. 

de ‘ita 
az 

. d 10. 2(e—y) + yt = 0. 

18-23 வகை 4: சமபடித்தானச் சமன்பாடுகளாக மாற்றி 

, பமைக்கக் கூடியவை : 

ர... ஊட 
dx” la-+-my+n 

  

'என்ற சமன்பாடு ஒரு சமபடித்தானச் சமன்பாடல்ல. 

ஆனால் பின் குறிப்பிட்ட முறையில் அதை ஒரு சமபடித்தானச் 

சமன்பாடாக்கி, அதன் தீர்வு காணலாம். 

  

தட கை 

ந 3-8 என ஈடு செய்க; &,ம் மாறிலிகள். 

. dy dY¥ 
அப்போது ள் 5.௫ 

ax-+by+e= aX +b6Y + (ah + bk + 0) 

உச IX+mY + (Ih + mk +n)
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இங்கு, ah+bk+c=—0 

h+mk+n=0 

என்ற கட்டுப்பாடு கொண்டு, &,& நிர்ணயிக்கவும். 

எனவே, 

81 aX+ bY 

dX 1X+myY 

கிடைக்கும். 

என்ற ஒரு சமபடித்தானச். சமன்பாடு 

Y=VX என ஈடு செய்து, வகை (2)-ல் கூறியபடி, இர்வு 

காண்க. ட 

73) என்ற தீர்வு கிடைக்கும். ் 

அங்கு, 9-8; %-௨- த என ஈடுசெய்து 

$-1 ஐ என்ற முடிவான தீர்வு காண்க. 

குறிப்பு : ஆனால் 4 7 ஆக ௩,6,4, ௬, அமைந்திருந் 

தால் முன் முறைப்படி, 

ah +bk+c=0 

lhimk+n=o0 

என்ற இரு சமன்பாடுகளும் ஒன்றுக்கொன்று முரண்பாடாக 

இருக்கும். 

a b ட 
எ ௪ ற ஆனால், %, ம காணப்பயன்படும் ஏனெனில் 

சமன்பாடுகள், 

் lphimpkt+c=o 

lh+mk+n=0 

எனவாகி, ந, kK காண இயலாத சமன்பாடுகளாகிப் பயன் 

படாது போகும். 

இந்த நிலையில், 
ஈ௰௨-ட 3-2 என ஈடு செய்து, தீர்வு காணலாம். ஒரு 

எடுத்துக்காட்டு பின்னர் சொல்லப்பட்டிருக்கிறது.



  

“தொகை: நுண்கணிதம் 

79,831 எடுத்துக்காட்டு (19. 

தீர்வு காண்க : 

ay et ey— 3 
“dae 2e+y—3 

a= X+hA 

y= Yk என: ஈடுசெய்ய, - 

83 X+2¥+h+2k—3 
dX  2X4+Y¥4+2h+kh—3 

“Hook 3820 

Pi b= Band கத ரன் மாணவ 

ந 1, ந 1 ஆகும். 

எனவே, ் 

8. 2K+Y¥ 

இங்கு %--௦% என எடு செய்தால், | 

dv 1+ 2y° | 

5 i. 

  

  

dv 1+ 29 

OR ax = ote 7 

1 + 2y—2y—2? 

e+e 
1— 

  

  

: 1-4 1 ° . 

* log wrens லிட்டி 

eo log (1 +4) —log(1—v)~flog(1l + ட் } 

, — flog (1 —v) = logeX



வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் ‘Bas: 

\ (1-- 18 
* 08 (103/2 

| (tee 
நகலைக். 

= log eX 

=cxX 

இருபக்கங்களையும் இருபடிக்குயர்த்தினால் 

. மர ் 
  

  

  

புல் 

இங்கு 9 - == CS rit ஈடு செய்தால் 
ஜெ 

ஏ 1 
I 

ம டடத 5 

  

அதாவது முடிவான தீர்வு : 
(@+y—2) = A (x — yp. 

எடுத்துக்காட்டு (2) : 

..” (குறிப்பில் ' கூறப்பட்ட வகையைச் சேர்ந்தது)... 

dz 4a +2y +1 

Qe சமன்பாடு குறிப்பில் கூறிய வகைப்படும். 

இங்கு x#£=X+h. 

* y= YY + ல. 

என்று ஈடு செய்து, 4, £ காணப்பயன்படும். 

சபன்டாடுகள் 2h +k=1. 

  

4k + 2h = —1. 

என்ற முரண்பட்ட சமன்பாடுகளாகும். எனவே, இந்த 
ஈடு முறையை விடுத்து 2--2௯ --9 என. ஈடு செய்வோம். 

. dz dy 
ப்போ = 24+ — Te die 

dy dz 
  

da dx



தொகை. நுண்கணிதம் 

  

மேலும் 2---.1 த... 

4y + Qy +1 = 2241. 

எனவே, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு 

  

  

a —~2 = a= எனமாறும். 
dx 224+] 

அதாவது 4 ~ 27) 1 
dz  - M+) 

ட bze+1 

ரு 221. 

மாறு ராசிகளைப் பிரித்தெழுகினால், 

4, / 22411 = fie, 

oe 1 

“ Ile+ etl 1) |e dante 

  

    

  

= 3 log (62 +1) ௪௮ — —— 5 ஷ் ண் இர C. 

6 7+ a5 
2 3 

- 5 Qe+y) + oe log (Ox + 5y + 1) = a+e 

என்பது தீர்வாகும். 

இதையே, 

10 (Qa -+y) + 310 00-59 --1) - 25¢ +6 crow 

எழுதி, க 
3 log (10x + 5y +1) - 2. 10--௦் எனத் தேர்வு 

காணலாம். கு 

பயிற்ககள் 18 (8) 

உ அட அச 3 
oda ~~ ew ~y¥ 48 

5 dy 2a + 2y — 2 

் de — றே றத 

ad Qa — : ந த அட நட பிம் 
dz — 2 —2y+3



வகைக்கெமுச். சமன்பாடுகள் ் நரா 

dy 2a + 9y — 18 

dx 62+ 2y — 14 

  

* 5, A+ y) dx = (1 4+ 2) dy 

6. (1 4+ 2y) dw = (4 — x) dy. 

7  (8@ -+- 2y + 1) da = (38a + 2y — I) dy 

de + by +5 da 

Qe பற க. மத 

9 சி Uy = @ tet) 

1g ஆ. உம 
் ற... Mw+t22y+3 

18-24 வகை 4: சல பல ஈடுபாடுகள் செய்து வகை (1)க்கு 

மாற்றக்கூடிய சமன்பாடுகள் : பின் கண்ட அமைப்புக்களை 

ஆராய்வோம் : ் 

மு yf (zy) de + xg (xy) dy = 0. 

(i) “2 = f(ax+by) 
dx 

(i) இந்த சமன்பாட்டில் ஐற-8 என ஈடு செய்தால், 

வகை 2(1)க்குக் கொண்டுவந்து இர்வு காணலாம். ் 

எடுத்துக்காட்டு : 

*y (wy + l)da +a(ay—Iljdy=0. 

உர ளன எடு செய்கு. 

வகைக்கெமுகண்டால், 

dy dz 

* da ry dz 

ட அதா... 
"dx a he 9].



  

° - தொகை நுண்கணிதம் 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு, 

ர. து 11) 
dz ~~ = «(xy—1) 

x \-—1 

ம் அ). ௪ (30) 
™ Se ச ஐ த. 

  

  

  

  

ஸ் z = log cx—*z 

cz 

= tee (F) 
ice = 6% 

ஐ 

ல் SY ப தா் 
2 

அதாவது (4)- ey என்பது தீர்வு. 
x 

HUH FZ! y = Awe’ என்பது தீர்வு.



வகைக்கெழுச் சமன். பர்டுகள் ‘ 219 

, by 
(ii) Gy = Ff (ax + by) 

் 2 2 = ஏற மர என ஈடு செய்து வகைக்கெழு, 

கண்டால், 5 = 

a 

_ 2 4 (2) a 
“de 6b 887 5 

1 dz a 

b a £2 lh
e 

es 

dz 

= “bf (2) — a 

dl
. 

கேட்ட... ் 
ஆ a + Of (2) 

fem fasre 
் என்றபடி, an 

dz 

“கர எனக் கர்வ படைக்கும் 
2 என்ற மாறிலி கூட்டிக்கொள்ச.. 

எடுத்துக்காட்டு 2 

= a dz 

z=a+y என ஈடு செய்தால் 

dz 87 

dx L dz 

dy dz 
Fa de ~ “de ~ 1 

ச



220 ் ,- + தொகை. நுண்கணிதம் 

(0 -ளி 
மே dx 

dz 
~ — = 1+ a2 

ம 

. fw = {=a 

a(#+ ட் 
a 

தொகைகாண, 

=1 உ 

தடு அ ட் eT (eva) 
a 1 

Ta 
அதாவது Va (at +c) = tan { wa ) 

= tant [ @ +9) va | 

அல்லது tan [vee + 9] - (6-9) 4/4 தீர்வாகும். 

» 

பயிற்சிகள் 18 (6) 

தீர்வு காண்க : 

7 ட 9011 0, 
dx © «2 (l+ay +2? y’) 

. Bs y (1 — ay + 22 y) de +0 (24% — ay) dy=0. 

8. y (l+2ay)de+au(l—azy)dy = 0.) 

4, (Qu? + 38y? — 7) & du — (3x? + 2y?— 8) ydy= 0. 

[ குறிப்பு: 2-8; 3-௨ ஈடு செய்க. ] 

5. fy = sin(«+y) 
dz 

6 ௫ = 3 + ட dz cos (% + y)



பகுதி 19. 

வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் (தொடர்ச்சி, 

பொருத்தமான வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகளும், அவ்வகைக்கு 

மாற்றக் கூடிய சமன்பாடூகளும். ம 
டி 

(Exact differential equations and equations reducible to that 

form) : 

d ் 
191. 1௫,89௦ என்ற சார்பிலே, சம கண்டு, அதை 

யொட்டியமைக்கப்பட்ட ஓரு வகைக்கெழுச் சமன்பாடு, 

பொருத்தமான சமன்பாடு எனப்படும். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

ஜீ தீ - டீ உர 0. ச 

dx 
என்ற சார்பில்,   காண, 

\ 

ச் 7 7 dy 2 o 2 WY 1s 3x2 -} By d + day + x? da ¥ + day j 

  

ஆக 

d i 
go (a? + Bay + By) + (3a? + Qay + ¥%) =0 

எனவே, ் 

(3 g%? + 2ay + y*) dx + (+ 2ey+4+3y)dy=0 (1) 
என்ற வுகைக்கெழுச் சமன்பாடு அமைகிறது. இதன் தீர்வு, 

8 மீ ர மரீ - ௨ என்பது வெளிப்படை 

இவ்விதமாக அமைக்கப்பட்ட சமன்பாடு. (1) ஒருபொருத்த 

மான சமன்பாடு எனப்படும். 

19-11 க 
ஒரு கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு பொருத்தமானது என்று 

எப்படி முடிவு கட்டுவது 2? அதன் தீர்வு காணும் வழி 

யாது 2? இவைகளை இப்போது ஆராய்வோம். . .



ததத ் தொகை நுண்கணிதம் 

ஒரு மூதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடு பொருத்த 
மானதாக விருக்க (10) தேவையான, (2) போதுமான 

கட்டுப்பாடு என்ன 2? 

“அதாவது ரீ 31 ரீர-0 என்ற சமன்பாடு எப்போது 
பொருத்தமானதாயிருக்கும் 2? - 

. அது பொருத்தமானதாயிருப்பின், அ௮ச்சமன்பாடு, 

௭. 9)-6 என்ற சார்பையொட்டி அமைந்திருக்க 
வேண்டும். 

அப்போது, 

dF = Mdz+Ndy 

QF, OF 
- oz o + oy dy 

oF. ar cerGa, M= = எ. 

என்ற கட்டுப்பாடு தேவை. , 

ர - பட ௦1 oM 08 . 
நி ஐ நீக்கி விடுவதற்காக, da dy = “Soe என்பது 

oM oN 
பெறப்படும். எனவே Be 5 என்ற கட்டுப்பாடு 

  

y 

தேவையானது (Necessary). 

இரண்டாவதாக, 3182 -- 3489 -- 0 என்ற சமன்பாட்டில், 
oM ON : . ‘ : sy ; = Sz ஆனால் அச், சமன்பாடு பொருத்தமானதா 2 

aM oN. ல் அதாவது ae = 2 என்பது ஒரு போதுமான கட்டுப்பாடா 

வென ஆராய்வோம். 

3 என்ற சார்பில், [ஐ ஒருமாறிலியாகக் கொண்டு 

பூம - 4 எனக்கொள்வோம். 

  
  

    

  

௬ 
அப்போது -- 34: 

914 oN oo. 
Sz a Tr = Sy (கொடுக்கப்பட்டது) 

. oN _ ௦ இச 

"Se oz ( oy )



வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 2 223. 

  
. N= + 1 (y); மு (9) ஒரு $-சார்பு 

  

oy 
97 00. 

ு நரி 11 மீ - ல மீற-ட ----- த - dy + 6 (y) dy 

=d[V+oly)] aan eG QuIGss5urer 
oM - ON 

வகை நுண் அமைப்பு. எனவே, ஒழ் ௮ ஆனால், 

2 

  

Mdz-+Ndy oerug d(V+¢ly)] aarp ஒரு பொருத்த 
மான வகைநுண் அமைப்பாக வாகிறது. 

தீர்வு 7-ம் ()--0 எனப் பெறப்படும். 

எனவே, முன் கூறப்பட்ட ஆராய்ச்சியில், பின்வரும் 

தேற்றம் பெறப்படுகிறது : . ்் 

3ரீ 8--1189--0 என்ற ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாடு, 

oM oN 
பொருத்தமானதாயிருப்பதற்கு, ழு. --என்ற எட்டிக்யாடு, 

dz 

தேவையானதும், போதுமானதும் ஆகும். 

79:72 தீர்வு காணும் முறை : 

Mdz+Ndy=0 ் 5 ல. ஆட" = ea =. =a 2 ; ae + 3 என்ற சமன்பாட்டி oy ல எனக் 

கொள்வோம். எனவே அது ஓரு பொருத்தமான வகைக் 

கெழுச் சமன்பாடாகிறது. 

இதன் தீர்வு காண, 

முதலில், Y PG மாறிலியெனக் கொண்டு, பூண என்ன 

வென அறிக. பின்னர் அத்தொகையில் இல்லாத உறுப்புக்கள் 

பூமீரீரல் எவையெவை எனக்கண்டு, இரண்டையும் கூட்ட, 

இர்வு கிடைக்கும். 

எடுத்துக்காட்டு (1) . தீர்வு காண்க: 

(2-8) dx — (2? + y? +2 xy) dy=0 

018 aN 
= லை ஆ 

oy 
எனவே இது ஒரு. பொருத்தமான சமன்பாடு. 

(6 -- 22] —y) de =x —ay — ay - (1) 

3 ந on 

ர்( 7249) 4= சீத அகத



bbe தொகை நுண்கணிதம் 

(2)ல் உள்ள, — ay — xy’ (1) உள்ளது. 

என் 
3 

(2) இருந்து, (1)ல் இல்லாதது -- +. 

3 

ctorGal, Siraj 2x — wey -- xzy® nt os A, 
3 

3 
இதையே [Na= =a yt -- ஐ3£ என்று முதலில் 

கண்டு, பிறகு, 
முரை உ ௨£ற - ஈ8£ என்று கண்டு, 
பூமி ரீல் இல்லாமல் 718 82ல் இருப்பதை 
பூரு ஒடு சேர்த்துத் தீர்வு காணலாம். 

எடுத்துக்காட்டு (2) தீர்வு காண்க. 

(8e 8 y — 2 x) dx +e%dy=0 

  

OM — 3¢ St = oN 

OY 92 
எனவே இது பொருத்தமான சமன்பாடு. 

Sex dy = ye ™ (1) 
S(3e%y — 22%) da = ye * — a? (2) 

(2)ல் உள்ள 39855 (1)ல் உள்ளது; 

(2)ல் இருந்து (1)ல் இல்லாதது --௨ 
் எனவே தீர்வு39655--ஐூ- க, 

79.18 வேறுசில அமைப்பிலுள்ள சமன்பாடுகள், நேரடியாகப் 

பொருத்தமானச் சமன்பாடுகளாக இல்லாவிடினும், ஒரு 

குறிப்பிட்டச் சனையால் பெருக்கினால், அவைகளைப் 

பொருத்தமான சமன்பாடாக மாற்ற இயலும். Eps 

கண்ட சல விதிகள் அம்மாற்றம் செய்யப் பயன்படும். 

19.14 மாற்றம் செய்யப் பயன்படும் அப்பெருக்குச் னைகள், 
தொகைப் பெருக்குச் சினைகள் (Integrating factors) 

எனப்படும். ப்ப 

விதிகளும், தொகைப் பெருக்குச் சனைகளும் : - 

Mdx + Ndy=0 என்பது சமன்பாடு. 

oM 98 

6 Sy 25. -ரீ(2) ஆனால், 

S {ed 
€ 

  

தொகைப் பெருகுச் sor wir Gib. 

+



வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் ததத. 

இட 2௮ 
2) oy 02 ல்) ஆனால், 

2 M 

Sey ) dy 
தொகைப்பெருக்குச் சினையாகும், 

(3) 8882-1180 என்பது ஒரு. சம்ப்படித்தான 
கோவையாக இருந்து 742 -- 1] 2.0 ஆனால், 

1 . 
Vie Ny கொகைப் பெருக்குச் சனையாகும். 

(4) Mdx +N dy = 0 என்பதை, ர 

yf (xy) da +0 b (uy) dy = 0 என்ற அமைப்பில் எழுத 
‘ : 8 ட 

முடியுமானால், நற 2119 அகும்போது, Ma — Ny தொகைப் 

பெருக்குச் சனையாகும். 

(5) மேலும், 8ழ்க்கண்ட சல விதிகளும் பயன்படுவன 

வாம் i— 

உறுப்புகள், தொகைப் பொருத்தமான 

பெருக்குச்சினை. வகை நுண் 

அமைப்பு. 

(1) ட (3) 
. 1 ady — | ய் @ siy-ye அியண்டட (வ) 

(ii) ady — ydx ண் ௮ (45%) =d (=*) 
; தீ y y 
bes 1 dy dx xdy — ydx — cas gy (iii) yy ay "a d log ( = ) 

ம ழ் 
e 

  (iv) «dy — ydx 

  

0.15



   தொகை நுண்கணிதம் 

79-75 எடுத்துக்காட்டு (1). 

Sia sreares : y(l—2)de—ady = 0 

M = y(1 —2) 
N = —z 

oM —sON l—a+1 
oy oa ge 
yO 

= Baw 
a 

= f (2) 

19.14 விதி (4) படி, தொகைப் பெருக்குச் சனை 
் 2 

a 
8 

= g%ex 

oe y(1—x) de —a*eXxdy=0 

(w dy — yd) y sve ks அ ப்ட் me gs a அதாவது 6 a z exdx = 0 

_கர (4)... ட ரந்த அதாவது எம் (4) 2 (5)-0 

*y ASTUF — a( உழ) ௮௨ 

exy —¢. 

x 
  ஃ திர்வு 

அல்லது y = Cxex 

எடுத்துக்காட்டு (2) 

இர்வு காண்க : 

y (2ay+1) de+a (142 ay —23 y3) dy=0 

அமைப்பு: ரீ (21) dy +2 > (wy) dy =0 
M=y (2 ay + 1) 
N =a (142 cy — 2 38) 

இங்கு 14௨ - 340 ஆனால், இங்கு 19:74, விதி (4)-ன் படி, 

  

1 
tie — Ny ஒரு தொகைப் பெருக்குச் சினையாகும். 

1 ட 1 
Mz— Ny 22% y tay —ay— 2a? y? Patyt 

1 

a a?  



வசைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் ததர. 

தொகைப் பெருக்குச் சனையால் பெருக்கினால் 

2 1 1 2 1 

(apt age) &t (apta yy }ono 
M! da + Nidy=0 cram அமைப்பு 

911 க் 5 
oy ~ 2 yt yf 

oN 3 4 
ox et ye 8 ys 

. 0M? 2997 

"Oy ox ச 

2 மரி 1 ர--0 ஒரு பொருத்தமான சமன் 

பாடாகும். ் ச் 
> 

2 J 1 1 

Seta) du — a aye 
1 2 1 1 1 

(apt waa) en ஜா ae 
1 Stay முறைப்படி, 

1 J 

1 1 ‘ ‘ 
ee “P aay +logy=A Sranmgw. 

பயிற்சிகள் 19 (a). 

Git oy Sn oir & : . 

l. (22 —4 ay — 2 y?) dx + (44 —42y — 2 2%) dy = 0 

a 

ஆ. இ y TMT oe, 
dx ha + by +f 

3. (e¥ -+ 1) cos w da + e¥ sin «dy = 0. 

4. y (2 + y* + a?) dy +2 (2 + ya’) dx = 0 

5, (ஜீஜி (றம - ஐீர மீற) - ௦ என்ற சமன்பாடு ஒரு 

பொருத்தமான சமன்பாடானால், : ஈன் மதிப்பு என்ன? 

கண்டபின் தீர்வு காண்க) 

T.C.—15A



அதக தொகை நுண்கணிதம் 
ns ; 

=; ஒரு 6. (2a ~ y)dx + (2y +2) dy = 0&6 = 
a + 

தொகைப் பெருக்குச் சனையானால், அதன் தீர்வுகாண்க. 

  

° 7. (a? y® + 2y) da + (2a — 2x5 y?) dy = 0. | . 

8. ada tydy +443 (2? + y’) dy =o. 

= ஒரு தொகைப் பெருக்குச்சனே].. 
கீ 
  _ ம்குறிப்பு : 

9. (Zaye + yrex? +1) dx -+ (a% =v + 2 zy e 372 — 2y) 

dy = ௦. oo 

ன 

“19.2 நேரிய சமன்பாடுகள் (74௦௨௦ Equations). 

க ‘dy 
அமைப்பு: 7 + Py=Q 

என்ற சமன் பாட்டில், 2-ம், டூம், ௨-ஐ மாத்திரம் 

பொருத்த சார்புகள். %, ட இரண்டும் மாறிலி 

களாகவும் இருக்கலாம். 

dy , : 
முதலில் Fo +Py=O0 என்பதற்கு 

தீர்வு காண்போம். 

d 

y 

lg y = — fPdx 

ர் டு மீர். 

S Pax — ; 
ye = 0 என்பது தீர்வாகும்: 

. a a) ட ன்] 
இப்போது ப ண் ன் | 

dy ழீமிஸ் S Pde 
HAST OU Zl, Ge 8 ௩96௨20 

இதை ௮ டர 0 என்ற சமன்பாடோடு



௩ 

வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் ° ‘29 

ஒப்பிட்டுப் பார்க்கு ம்போது, 

ம் Pdz | ட்ட 4+Py |- ப் எ அறிகிறோம். எனவே, 

, SP dx on 

(. whe Py 7)ஐ 6 ஆல் பெருக்கினால், நம்க்கு, 

d S ந் dx | இ ப dy 2 

ae டைக்கி . eGo, + Py=0 என் 
de [ ye ஐது. ஆ He ந ற 

சமன்பாட்டிற்கு fF லே என்பது ஒரு தொகைப் பெருக்குச் 

இனையெனத் தெரிகிறது. 

இதைக்கொண்டு, 

டது +Py=Q. என்ற சமன்பாட்டின் ர்வு 

காண்போம். இச்சமன்பாட்டின் இருபக்கங்களையும் Sf? de 

ஆல்பெருக்கினால், 7 

SP de + Py) 
இடது கைப்புறம் -- 8 da ~ 

ர் S Pau 
da ந் | 

என்ற ஒரு பொருத்தமான (௯௨௦0) . வகைக்கெழுப் பகுதி 

இடைக்கிறது. க 

வலது கைப்புறம் = gat Bae 

எனவே, 

S P dx தடக் 

apy 
S Pda ' fat JS Pda 

Qe 7" ye dz 4 (9 

என்ற தீர்வு அடைக்கிறது. 

dy “PR dex 
எனவே ரி Pia = = Q என்ற சமன் பாட்டிற்கு [2 ஒரு 

Sere “@ueséeé இனை, அதைக் கொண்டு இரு பக்கங் 

களையும் கட எல் 

ட ae Sea _ ரூனி da: கலடன்றைத 

ae



4 தொகை நுண்கணிதம் 

  

னி எனவே தீர்வு, 

னீ? /0 னீ” 0௨40. 

79:27 எடுத்துக்காட்டு (1) : 

தீர்வு காண்க: 7 
dy 2 

ர ஒரக் 
2 

= 

எனவே, தொகைப் பெருக்குச் சினை - எ 

d log x* log x? 
ag, [85 |=e-e 

எனவே தீர்வு, 
ணீ Sex. eda +C 

= (x? — 3a +2) x +C 

எடுத்துக்காட்டு (2) : 

இர்வு காண்க : 1-5 oy ௩0 இங்கு ௨ ஐ சார் 

புடை மாறியாகவும் idepeniiest, variable), 8 ஐ சார்பில் மாறிட 

யாகவும் கொண்டு சமன்பாட்டை மாற்றி அமைக்கவேண்டும். 

இவ் வழியிலும் சிலசில க்யா கன்ன் தீர்வு கடைக்கும். 

  

  

ர... ¥ 
dx ~ 3 ay — 1 . 

ப்லே ட 80 1 ் 

் “dy oP 
je] 

டமும் 
மே 3 1 

os dy y = y? 

gee [rufa 

= log y~* 

= log (=)



வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 224 : 

1 

SPdy log (=) 
எனவே தொகைப் பெருக்குச் Air =e =e 

1 
ட = ae 6 

d [ i | J 1 
வ [ஜு => jae oR eS 

dy ye y wi ye 

= 1 
x =-| a4 

எத்த 5. 0 தீர்வாகும். 

dy od ட்ட ட்ட 
19°3. ik + Py =Q என்ற அமைப்புக்கு மாற்றக்கூடிய 

ச் 

ஒரு சமன்பாட்டு வகை: 

Bs ட ட ப இம 
da y=Qy 

இங்கு 2, 9 இரண்டும் ௨ ஐ மாத்திரம் Qe ipa சார்பு 

கள். இச் சமன்பாட்டை ஒரு குறிப்பிட்ட ஈடு ' செய்து 

ட ட நடி01 என்ற அமைப்பில் பின் கூறியபடி கொண்டு 

வரலாம். [17, 01 இரண்டும் ௨ ஐ மாத்திரம் ஓட்டிய சார்புகள்.] 

oo +Py¥—Qy @ எடுத்துக்கொள்வோம். இருபக்கங் 

சளைமம், ஆல் வகுக்க, 

1 dy P : . . 
வப ௩ ட என்ற சமன்பாடு கிடைக்கும். 

oP da ப் 

1 டட 
இங்கு ம் னை ஈடு செய்தால், 

in — d ர் 
_ (கடம் இட = டப் வெளிப்படை, 

op de "da 

எனவே 13 dv - ஆகவே, கொடுக்கப்பட்ட 
் ப!!! ம da



  

QSOS நுண்கணிதம் 

I dv 
ர 

+ அக். 
+. 

௬ ் ௮ ். 

௩-1 ர... யு ட என்ற அமைப்பில் வரும்   

இருபக்கங்களையும், - (௩-1) ஆல் பெருக்க, 

ல் du 
  

  

- 2௫-10) 0-1) 
da 

அல்லது 

° ந! என்ற அமைப்பில் வரும். 
oe 

இங்கு 11, 01 இரண்டும் ௨-ஐ மாத்திரம் ஓட்டிய சார்பு 

களாம். 

எனவே, இதன் தீர்வு, 

  

, மீர் 12... பிட்லே 
ல ட] Qt 8 dx + 0 

எனக் கடைக்கும். 

் y= ம்பம். என ஈடு செய்ய, நமக்கு, 
் ¥ 

க, தழுவிய தீர்வ கிடைக்கும். 

19:21. எடுத்துக்காட்டு : 

தீர்வு காண்க: மை ty = y — 4 
. | dx 

ரீ 24? 

da 9 x 

இருபக்கங்களையும் 97 ஆல் வகுக்க, 

க அ ப ghee as ow 
பந da 2y? x 2 

1 
இங்கு ன = ஏ. என ஈடு செய்தால், 

ர 
ம 1 

ட ௮ கிடைக்கும், 
* ys ம் da: ் 

ஆகவே, ட கம வவ 5 
ஜஸ் 2 de 

ந 20 3 v னு 2 

. 2 dg 2 2 x 

எனவே, ae ts ase xg eae என்ற சமன்பாடு 
de ர் x ஸு 

சிடைக்கிறது.



வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 2:83: 

  [as cs + Py=Q என்ற அமைப்பிலுள்ளது. | 

இதன் தீர்வு முன்னர்போலக் காணவேண்டும் 

S Pdt= fidx = loge 

S Pdx« = 102௨. 
i 6 =e = ஐ, 

எனவே தொகைப் பெருக்குச் சனை - x. 

  

  

d 4 
௮ (2) = @ 

= 4 

. ve = f 4dz 

= 4z+6 ச் 
1 1 . 

ஆனால் 9 ர 

ஃ Bia, = 4246 

அல்லது r= yr (4x4 +) 

பயிற்சிகள் 19 (8) 

இர்வு காண்க. 

    

  

    

    

dy ‘A ள் 2a; 

a dx + ட a y=] 

5 dy 4 y சடம். 
da 1௨547: (1-7 

க dy ” a 
3° + y= : 
் ம x xn 

dy 4x 1 
4. —4 —y= 

dx 1+ a7 (25-15 

‘ ட 3. cos? a ae + y = tanz 

dy 
6. “ஸ். 90088 8103ஈ[கட்டுப்பாடு :௨- 0 ; 9-0]



. ் .- தொகை நுண்கணிதம் 

      

  

  

  

= ப யு 
7 2y 9 சு ey 

ல் dy 

8 5 (1 + 2%) “ஆ =e ( 4-௮) ys 

உ அப்சன்! 
இ daz உடற 1 ௪ 

dy , dy 

1. yoe gon a(t+e—Z 
dy ws 2 G2 

11. (y—*) a 

dy 12. (கே... 102 —s—- +y = 0. 

19°4 முதல் வரிசை வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள், ஆனால் முதற் 

படி அல்லாதவை. 

முன் பகுதிகளில், முதல் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள் 

சில கண்டோம். இப்போது முதல் வரிசை, ஆனால் முதற்படி 

அல்லாத சில சமன்பாடுகள் காண்போம். 

வ இங்கு 2 = p எனக் கொள்வோம். 

ஒரு வகைக்கெழுச் சமன்பாடு, 

(p —f, @y][p — fo @y)]----- ip —fo (@y)] =O (1) 
என்ற அமைப்பில் இருப்பதாக வைத்துக்கொள்வோம். 

இங்கு ஐ- 759) 
p=fe ys | ட 

ட ம = fa (2, y). ey 

என்ற ௩ சமன்பாடுகள் கிடைக்கின்றன, எனவே, 

றர (,3)-ஐ. எடுத்துக்கொண்டால் 

dy 
du 

முன் பகுதிகளில் காட்டப்பட்ட ஏதாமொரு முறையில் 

இதன் தீர்வு, 

காரி. (ர. 

y= Fy (ey) +e ae அறியலாம் ) 

அல்லது 1%(௨,9,00 --0 எனவும் அமையலாம்.



சீ. ப 

வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 238. 

இவ்வாறே 8 தீர்வுகள் சடைக்கப்பெறலாம். 

அதாவது, த 

1) (ஐ, த, 6) = 0 

Fy (&. Y. C3) = 0 

Fy (x, 1, Cn) == 0 

எனத் தீர்வுகள் அமையலாம். 

இத் தீர்வுகள் யாவும் (1)ன் தீர்வுகளாகும். மேலும், 
இத் தீர்வுகள் யாவிலும், 0,, டூ... டேக்குப் பதிலாக C 

என்ற ஒரே மாறிலியைக் கொண்டாலும், தீர்வுகளின் பொதுத் 
தன்மை மாருது. மேலும், இத் தீர்வுகள் யாவற்றையும், 

F, (%, y,c) X Fy (@, y,c) %.... பூ (x, y, ¢) = 0 erewrdytb 

எழுதலாம். 

19-41 சிறப்பாக, இவ்வகைச் சமன்பாடுகள் மூன்று விதமாக 
அமையலாம். 

1. ற அறிந்து தீர்வு காணல் ; 
59. ஐ அறிந்து தீர்வு காணல் ; 

3. மூ அறிந்து தீர்வு காணல் . 

முறையே இவ்விதமான சமன்பாடுகளின் இர்வுகாணும் வகை 

யை இல எடுத்துக்காட்டுக்கள் கொண்டு விளக்குவோம். 

19:417. ற அறிந்து தீர்வு காணல் : 

(i) pp—2p—3=0 
ஃ (p—3) (pt+)= 
srorGar p = 3, -- 1 

dy 
அதாவது “1-3 ் 

dy , : 
in -1 என இரண்டு சமன்பாடுகள் 

dy 
de. 
y= 3u+e, 

dy 

da 

நில 

௪ ச-ன் தீர்வு காண, 

- - 8-ன் தீர்வு காண,



2936. ஸ் ...... தொகை நுண்கணிதம் 

இதையே, 
(ர-32-ஒ (ர4௪-ஒ-0 என்றோ. 
(32-49 (4--2-9-0 என்றோ எழுதலாம். 

(ம) தீர்வு காண்க : ் 

dy \* dy 
y (3) ஜித் அன்டி 

பட்டி 

_(-௨)34 (௨9) 
ay 

x 

ல் 

dy எனவே, -“- =2 _ 
= dee 

Q@sor Sra y= 2u+c. 

ao Ye மேலும் a = ல் 

பத் தளை! 

இதன் தீர்வு 2-3 2 
இவ்விரண்டு தீர்வுகளையும், 

(y—2¢—c) (68--- 8-0 ' எனவும், 

சேர்த்தெழுதலாம். 

(மழ) தீர்வு காண்க : 

(ஐஐ (௨-9: ௮-0 

dy எனவே ao ae ௩௪ (~ + y) (1) 

dy _ a= (228) (2) 
‘dz P= a - 

ட தட. (3) 

(1)2 எடுத்துக்கொண்டால், 

dy து me 
“dz: ' கச் ன் 

இதன் தீர்வு நல ழி கல். ம் 
அதல் ச். (1)



டவகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 237. 

(Bd: -ஐ எடுத்துக் கொண்டால், 

  

  

ட ணத 
dn + a. 1 எனப் பெறப்படும். , 

இதன் ர்வு ம 7 மல 
= 

ஆக (2) 
(2)-ஐ abeitenin cd, 

dy > 

dz | : 
இதன் தீர்வு $-- 2-0 (4) 

இம் மூன்றையும் சேர்த்து, 

(y+2—1—ce™) (a + 2ay — 2) (@+y—e) = 0, 
என்றும் எழுதலாம். j 

ழ9:412 ஏ அறிந்து தீர்வு காணல் : 

இங்கு, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டிலிருந்து, /- fee, p) 
எனத் தெரிவதாகக் கொள்வோம். 

y =f (2, p) (1), 

இதன் இருபக்கங்களுக்கும், x வகைக்கெழு கண்டால், 

dy dp : 
P= dz = (ap, dz ) , (2) 

எனவரும். 

(2)-லிருந்து, 1(2,ற-,6) = 0 (3) 
என ஒரு தீர்வு: கிடைக்கலாம். 

(1)-க்கும் (3)-க்கும் இடையே, ற-ஐ நீக்கி. 

விட்டால், ஒரு x,y சார்பு கிடைக்கும். அதுவே. நாம் 

வேண்டும் தீர்வாகும். 

 (1)-க்கும் (8)-க்கும் இடையே, ற-ஐ. நீக்கிய 

பெறுவது இயலாதுபோயினும், 

சரர்பு 

41)-ம் (8)-ம் இர்வாக அமையும். ௫ 

எடுத்துக்காட்டு : தீர்வு காண்க. ் ப 

நு 982 alogp ட டய 

2 வகைக்கெழுகண்டால், ~ ் 

dy ~~, & @ 
  

da: ' ற. 8 

dp 
(p— 3) p= a



தொகை நுண்கணிதம் 

  

  
  

  

  

oo P= 32 

(asa) 

இதை (1)-ல் ஈடு செய்தால், 

் 3 
=32z+alo 32 7 d. - y 2 ரணை : தீர்வாகும் 

79,419. அறிந்து தீர்வு காணல் : 

Que x =f YP) _ 4s (1) 

என அறியவரும். 

இருபக்கங்களுக்கும், $-வகைக் கெழுக்கண்டால் 

1 dx dp த் Vote gly, 2) YP “dy 

இதைக் கொண்டு, 

F (y, p,¢) = 0 (2) 
எனத் தீர்வு கிடைக்கலாம். 

(1)-க்கும் (2)-க்கும் இடையே, ற-ஐ நீக்க, நமக்கு வேண்டிய 

தீர்வு கிடைக்கும். 

ஐ-ஐ நீக்குதல் அரிதாயின், 
(1)-ம் (2)-ம் சேர்ந்து தீர்வாகும். 

எடுத்துக்காட்டு : 

தீர்வு காண்க : 
xp? = a + மற 

எனவே x = ap?+ bp”. (1) 

3 வகைக் கெழுகண்டால், 
1 dz (= 4 =) dp 

pt p>} dy p dy
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3 (3 ஜூ) 4 மோ க்கா [ரித் வ dy 

ட்ட _ =f (3a = ee dp 

O we 3 > அதாவது y+O= oe 7" 

1 
ங் =~ ஏன ஈடு செய்தால், G P t த 

xz = at? + bf? 

3 
y = g oh + 2b — C 

என 2, 4 இரண்டும், 4 என்ற : ஒரு மாறு ராசியின் சார் 
பாகக் கொடுக்கப்பட்டிருக்கின்றன. t- ஐ. நீக்கி y = F(z) 

என அறிவது அரிதாகலின் விடப்பட்டது. 

19:5 இளைராட் (018487) அமைப்பு : 

y = px +f (p) (1) 
என்பது கிளைராட் என்பவரால் கீர்வுகாணப்பட்ட வகைக் 

கெழுச் சமன்பாட்டமைப்பு. இதன் தீர்வு காணும் முறை 
பின் வருமாறு : 

(1)- or இருக கக்ககூன்னுட்ட வகைக்கெழு காண, ௩ 

_ dy 1 ( dp p= =p+o2 ay (P) a, (2) 

என்ற சமன்பாடு கிடைக்கிறது. 

dp 1 dp எனவே, எ 4 ரீ* (ஐ) கடு 

ர ட அதாவது, - le +f(p)]=0 
dp YP SOTA STE, a = 0 

ற ௦ (மாறிலி) 
மூ. 

‘dz 
os Y= Cer Mm 

இதையே, y = ce +f (c) என எழுதுவதில் 

பொதுத்தன்மை கெடாது: | 

எனவே = petf(p)-or தீர்வு, 
| y=cetf(c) Mpg * (a)



  

தொகை நுண்கணிதம் 

இரண்டாவதாக, 

2-7 (2)-0. (3) 
(1)-க்கும் (:)-க்கும் இடையே, ற நீக்கப்பட்டால் கிடைக்கும், 

#,y சார்புச் சமன்பாட்டில் ஒரு மாறிலியும் வர இடமில்லை. 
மாறிலியின்றிக்கிடைக்கும் இத்தீர்வு, தனிச்சிறப்புத் தீர்வு 

(தயா 80111401) எனக் கூறப்படும். 

19.51 எடுத்துக்காட்டு : 
{2 

Sire sree: y= pe + (lt p) 

Dace aq Bia y= cet (L-+e) gow. 
இரண்டாவதாக அமையும் தனிச்சிறப்புத் தீர்வையும் 
கண்போம். 

  

= 1/2 
y = px + (1 + p*) . (1) 

இருபக்கங்களின் உ வகைக்கெழு காண 

ர ததை P dp 
= = கட அ பம பப். ௮ 0 ணை ண தக்க" 1 

_சீ _ 
் ee & +, V1+P = 0 (2) 

(2)-க்கூம் (2)-க்கும் இடையே P நீக்கப்பட வேண்டும் 

(2)-லிருந்து - 3 ன - (ஜூ 

ஃ்டற$- ஐ5(1 p?*). 
அற) = 2 

  

  

. _ x 

“i= ign 
z . a? 5 

ள் ate = (t+ 1 = | 

1 

WF 
இவற்றை (1)-ல் ஈடு செய்தால், 

“4 gf 1 

9- ச! ௭-௭ 
ட ati) 

V1 — x 
என்ற தனிச் றெப்புத் இர்வு கடைக்கும். '
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பயிற்சிகள் 19 (9): 

தீர்வு காண்க! 
ழி 

C
M
A
 
S
A
R
 
w
o
 

p
e
 

e
t
t
 
e
e
t
 

வ
 

w
e
a
n
t
a
 

an 
F
w
 

wb 
ஓ
 

*p (p — 1) (p— 2) (p — 2y) = 0. 
2 p+ pay — by? = 0. 

3a! p? — xp —y = 0. 

yp +3 pe—y= 0. 
p+ 2 py cotz—y = 0. 

ap? + (y—a%)p—y=0. 
p(p—y) =e (@+y). : 

pay + p (ae? + 2y + y?) + (2? + ay) = 0. 
y = 2pe + pt 2. - 

“= yp + p* : . 

p* cos? y +p sina cos @ cos y — sin y cos? & = t.~ 

றற 9-0. 

opt + yp — y = 3. 

p— xp —y=0. 

y= MptVvit 
(Qa —b)p=y—ayp. 

y logy = pry + p. © 

y = xp? + p. 

(y — px) (p — 1) =p. 

pP—ptyt+3)+e¢= 0. 

(y —xp)? = a? (1 + p*) 
y = apx + bp 

py + 2pe —y = 0 
“4 (wp? + yp) = y4 

  

p= t P p= tan em 1 +p?



பகுதி 20.” 

வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 
, அல் “2. vet (தொடர்ச்ச) 

௩ம். வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாடுகள். 

dty duty q™2 y ’ 

dx +. P, ie + P, dxt-2 ee + Pa y= X (1) 

என்பது, ஒரு %-ம் வரிசை, முதற்படிச் சமன்பாட்டின் பொது 
அமைப்பாகும். இதில் £,,%, .......2),. யாவும் .மாறிலிகள், 

அல்லது ௨-ன் சார்புகள். ந 

  

  20.1 

20.2 YwYUs தீர்வு, துணைத்தீர்வு, சிறப்புத் தீர்வு : 

(1)-ல் மூ ஈடுசெய்தால்,. அச்சமன்பாடு ் பொருத்த 

மாகிறது எனக்கொள்வோம். .அதாவது. yoru «org 
ஒரு தீர்வு எனக் கொள்வோம். 

(1)-ல் 5 7 ௨ ஈடுசெய்யின், 

a2 VY diy ட்ட 

| d x2 + P, d x1 + கடகட Py Y }   
  

  d
u 1 

+ (“Gar tiger bow Pee )=X 
ஆனால் முதலில் கூறியபடி, 3-- ௨ என்பது 'ஒரு . தர்வெனச் 
கொண்டால், : 

  du 
di-1 y : pes 

dz, 7 ட ர ஆட் ர டம 3 

d2Y duty 
    

க மு ட் P, gq gn-t ப் ௮௮௮௮௨௮ Po Y = 0 

என வருகிறது.



வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் உ தீதீதி, 

எனவே (17)-ன் தீர்வு காண, (2)-ன் தீர்வு என்ன, அல்லது 

5 எனக் கொண்டது என்ன என அறிய வேண்டும். 

ட ஆதலால், சமன்பாடு (3). ஒரு துணைச் சமன்பாடு எனப் 

படும். 

.... ஆகவே, (1)-ன் தீர்வு காண, % என்பது. யாது, ௨ என் 

பது யாது, என இரண்டையும் அறிய வேண்டும். ச 

சமன்பாடு (2)-ல், $-- 9 என்ற சார்பை ஈடுசெய்தால், 

அச்சமன்பாட்டுக்கு பொருத்தமிருக்கிறது என முதலில் வைத் 

துக்கொள்வோம். அதாவது 9-9; என்பது (2)-ன். ஒரு 
இர்வு. அப்போது 9-3, மட்டுமல்லாமல், 9. (௩ 

ஏதாமொருமாறிலி) என்பதும் ஒரு தீர்வாகப்: பொருந்து 

மென நாம் காணலாம். ஏனெனில், -: ் 5 ள் 
, 

ரர, பொருத்தமானால், .... ் iw, “sage BR 

  

  

ey | d™ty க ் 
— P 1 en P =0 (3 
d ஹி 1 1 dx™i பூ + n 3/1 ் ட ( 2 

என்பது பொருத்தமாகிறது.' 

9ூடக்குப் பதிலாக, ௨. ஈடுசெய்தால், இடது 

வடிரக [... 3! Pp அட்ட க 0] 
22-௩1 ரஜா gee 1. 5 

' ஆகவே (9)-ன் படி (4)--0 என்பது விளக்கம். எனவே, 

Y=" 9G பொருத்தமாக்கும் தீர்வானால், 9--௦3ம் ஒரு 
பொருத்தமான தீர்வாகிறது என்பது விள்க்கம்2: — 

அதேபோல, 9-3); 9-3... என்பவை (2)-ன் 

தர்வுகளாகப் பொருத்தமாயிருப்பின், 3 -- Ys Y= C3 Ysi- 

9-- ூடயாவும் (2)-ன் தீர்வுகளாகப் பொருந்தும். 

மேலும், 3-6 தே: : 3 (5) 

என்பதும் (2)-ன் தீர்வாகப் பொருந்தும் என்பதை எளிதில் 

காணலாம். 3 

மேலும் தடி... Yo என்ற. சார்புகள் ஒன்றுக் 

கொன்று தொடர்பற்றவையாயின், a 

Y= OY teyYot- - +e Yn (6) 
என்பது (2)-ன் ஒரு பொதுத் தீர்வாகும்: அத்: தீர்வில் 

% மாறிலிகள் உள்ளன ; இதுவும் பொருத்தமே? ஏனெனில், 
(2) ஒரு ௩ வரிசைச் சமன்பாடு ; ஆகவே, அதன். அர்க் 

% மாறிலிகள் கட்டாயம் இருக்கவேண்டும்; 

1.16



ய் 

ee ் தொகை நுண்கணிதம் 

. என்பது (1)-ன் முழுத் தீர்வாகும். 

ட ் ஆகவே, y - 7 என்பது (2)-ன் பொதுத் தீர்வாகவும், 

ஏ உ என்பது (1)-ன் ஒரு சிறப்புத் தீர்வாகவும் இருப்பின், 

te 2 2 48 (7) a 

எனவே (1)-ன் முழுத் தீர்வில் இரண்டு பிரிவுகள் உள்ளன? 

ஒன்று, - 7 என்ற பொதுத் தீர்வு ; இரண்டு, 3-- ௨ என்ற 

றெப்புத் இர்வு. ஆகவே, முழுத் தீர்வு-- பொதுத் தீர்வு 

் - சிறப்புத் தீர்வு. 

... இதில் 2? என்பது துணைத் தீர்வெனளவும், ௩ என்பது 

சிறப்புத் தீர்வெனவும் கூறப்படும். 

௩... முழுத்தீர்வு- துணைத் தீர்வு -- சிறப்புத் தீர்வு: 

20°3 @Qswescr (operators) : 

C சமன்பாடு. (1)ஐ, 

(D2 + P, Det +....Pa)y= xX. 

என்று எழுதலாம். 

¢ இங்கு, ஈ௩.... 1 முதலியன, 9 ஐப் பெருக்கும் 

னைகள் அல்ல ; ஆனால் வகைக் கெழுச் செயலிகளாம். 

் Dy என்பதன் விளக்கம், 1 எனும் வகைக் கெழுச் 

செயலி, $ எனும் சார்பின் மேல் இயங்குகிறது : அதாவது 

dy : dy 
Dy= -5.. அவ்வாே Dy= 2 

= dx ° ் dat 
ae, 

குறிப்பு.--பெருக்கலுக்கும் செயலி இயக்கத்திற்கும் 

(கள்ள நுண்ணிய வேறுபாட்டை கெளிந்தறிதல் மிகவும் இன்றி 

யஊமையாதது. ௰ என்பதை முதல் வகைக் கெழுச் செயலி 

எனவும், பொதுவாக 0: என்பதை 1 (முறை) வகைக் 

,கெழுச் செயலி எனவும் கொள்வோம். இச் செயலி மிக்கு 

“தனித்த பொருள் ஏதுமில்லை. 1 .ஒரு சார்பின் மேல் இயங் 

கும்போது தான், பொருள் பெறுகிறது. 

god முதன்முதலாக, 

(D2 + P,D1+....Pa)y=0 என்ற சமன்பாட்டில், 

P,, Py,---Pa மாறிலிகளாக உள்ளபோது, அதன் தீர்வு 

காண்போம்.



வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் ் 2 “248 

தீர்வு காண் முறை : 

சமன்பாட்டில், ரூ 61% என எஈடுசெய்தால், (m™ +P, 

m1 +...Pi)e™ - எனக் கிடைக்கும். இங்கு 612 0; 

எனவே ஊஊ 10, 3 4...உ,-௦ இது உதவிச் சமன்பாடு 

எனப்படும். இதற்கு ௩ தீர்வுகள் (இயல்புத் தீர்வுகள், 

கற்பனைத் தீர்வுகள் உட்பட) உண்டு. அவை My, My, wre 

ட எனவாயின், ; 
y= C,e™* + C,em* +.... Cre ™a* என் 

பது தீர்வாகும். 

ஏனெனில், 

(D" + P, Dw +...P,) Crem 

= Cre ™* (m," +P, m,™4 4 க) 

=C,e™*F xo 

= 0. ச 

20:47 எடுத்துக் காட்டு £ 

தீர்வு காண்க : (D2? +4D—5)y=0 

உதவிச் சமன்பாடு 1 --4&%--5- 0. 

இதன் தீர்வுகள், 9 1,--5 

ஆகவே தீர்வு9$-- 0,8-1- டி6 5. 

மேலும், இச்சமன்பாட்டில், ௨ - ௦ ஆனால், 

ஏ a = 1 எனவும் கட்டுப்பாடு இருக்குமானால் 

௦, டன் சிறப்பு மதிப்புக்களையும் அறியலாம். 

e= 0; y=T Bw, y= ce + te * w 

ஈடுசெய்யும்போது, 7 ப 0 

மேலும் ay =¢,e&—5c e*™ 

dx ் 

றஉ 0;]--1 ஆனால், 1-6,--56, 

எனவே ௦,, % கண்டுபிடிக்க, 
¢+agq=7 

¢,—5ce,=1 

என்ற இரண்டு சமன்பாடுகள் உள்ளன. இவைகளின் தீர்வு 

கண்டால், ௦,- 6; ௩-1 எனக்கிடைக்கும். ் 

ஆகவே, கொடுக்கப்பட்ட கட்டுப கட மகர், 

=6e +e SrarGb,



he டல் ன க தொகை நுண் கணிதம் 

எடுத்துக்காட்டு (2) 

ர்வு காண்க: (08-91 -0,43)9-0 

உதவிச் சமன்பாடு ஈ8--2%7--% 4-2 0 

இதன் தீர்வுகள் ௩-1, -1,2.. 

எனவே y= Cy, e® + Cge*+C,e% தீர்வாகும். இது 

மூன்றாம் வரிசைச் சமன்பாடு ; எனவே மூன்று மாறிலிகள் 

தீர்வில் இருப்பது முறையாகும். | ன டட 
20-5 உதவிச் சமன்பாடூ : தீர்வுகளின் தன்மை. 

J 

உதவிச் சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் 9) My + + + Mn 

ஆனால், ரவ வன எப வல ட . 7. Che Mn*® என்று 

ர்வு கண்டோம். ங் My, Mz, ௩... டி என்பவை வு 15 2 
யாவும் இயல்புத் இர்வுகளாகவே அமையும் என்று நினைத்தல் 

கூடாது, ஆனால் யாவும் இயல்புத் தீர்வுகளாகவே இருக்க 

லாம் ; அல்லது சில இயல்புத் அர்வுகளாரகவுறி, சில கற்பனைத் 

திர்வுகளாகவும் இருக்கலாம். 

எடுத்துக்காட்டாக, 

am? +bm+c=90 

ச ae ee _ந ப 482-4௧௦ 
என்ற சமன்பாட்டின் தீர்வுகள் ௩ - ae மட் 

இந்தத் தீர்வுகள், 
(1) இரண்டும் இயல்புத் தீர்வுகளாக இருக்கலாம்: 

e ட (6, 8); ர 

(2) இரண்டும் கற்பனைத் தீர்வுகளாக இருக்கலாம் £$ 

(த ௨-1; 
இர்வுகளின் தன்மை 8£--4ஈ௨ன் குன்மையையொட்டியிருக்கு 

மென்பது நாமறிந்ததே? ம் 
இர்வுகளின் தன்மைகள் : 

(b? 4௧௦-ன் தண்மை இர்வுகளின் தன்மை 

ல (1) கரியான மெய்யெண்கள்!; : - 
இரு படி. வெவ்வேறு; 

50 | அளவுக்கிணங்கியவை. 

கூட்டெண். | (4) சரியான மெய்யெண்கள் ; 
ட இரு படி வெவ்வேறு; 

யல்ல. அளவுக்கிணங்காதவை. 

250. , (ili) மெய்யெண்கள் ; 
சமமானவை 2 

, அளவுக்கிணங்கியவை. 
<o ; - ' (iv) : கற்பனை எண்கள்,



வகைக் கெழுச் சமன்பாடுகள் 347. 

நமது ஆராய்ச்சிக்கு 

(aD?+bD+c) y=o aon இரு வரிசைச் சமன் 
பாட்டை எடுத்துக்கொண்டால் போதுமானது. 2 ஆ 

 உதளிச் சமன்பாடு : மா£ீ-ட0%--௦--௦ a 

இதன் தீர்வுகளின் தன்மை (b> — 4 ac)-or தன்மையொட்டி. 

மேலே () (மு (ம்) (1) என வகைப்படுத்தப்பட்டிருக்கிறது? 

20°51 (i) மெய்யெண்கள், வெவ்வேருய், Sea 
வாய் உள்ள. m,, mM. 

வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் தீர்வு 

0,5௮5 0) ஜை ட. ட்... ட 
20:52 (4) மெய்யெண்கள், வெவ்வேருய் அளவுக்கெங் 
காத ற ற- ர (ற, ரம் அளவுக்கணங்கிய மெய்யெண் 
கள்). ae 

2 

.  வகைக்கெழுச் சமன்பாட்டின் தீர்வு, ' 

yaoe PTY), ட 42 

=e ட “Nd * +c 2 44 *| 

=e 4 ௦௦8 நீரு sinh vga. - (ii) 

என்று எழுதலாம். — . 

20°58 (iii) மெய்யெண்கள், அளவுக்கிணங்கிய சமயெண் 
கள், ,, 7) என இருக்கட்டும். இதுவரை நாம் அறிந்தபடி, 
வகைக் கெழுச்சமன்பாட்டின் தீர்வு -- ௦, ஊட --டள்* 

- (6) 4. 
௦ டா ச 

என்று ஒரே ஒரு டி கொண்ட ' தீர்வு கிடைக்கும். 
"ஆனால் இருவரிசைச் சமன்பாட்டுத் தீர்வில் இரண்டு. மாறிலி 

கள் பொதுவாக இருக்கவேண்டும். ஆகவே, இக் குறை 

பாட்டை எப்படி நீக்குவது 2 

இந்நிலையில் சமன்பாட்டை, 

a(D—m,) (D—m)) 3 ye என எழுதுவோம். 

a0 

ஆகவே 0-௩) (D—m,) y=9 

இங்கு (D—- m) y =2% Tors OQ Sr cis tor op 

(D — m,) z= 0 

Qasr Fro z= cyen®



Bad | ._. . தொகை நுண்கணிதம் 

எனவே (D—m) y= Cy em? 
ட ஞ் 

AY DST ou SF “ஆ — my = Cle ™* 

_ இதன் தீர்வு yout flee erm x daz 

y= (Che +G)yem* (iii) 

இங்கு இரு வரிசைச் சமன்பாட்டுத் தீர்வில் இருக்க 
வேண்டிய, இரண்டு மாறிலிகள் உள்ளன. 

- sTorGol, M,, mM, ota இரு சமத் தீர்வுகள் வரும்போது, 

y= (Cyx+Ce mx இர்வாகும். இவ்வாறே; .%,, 1 Mey 

எ்ன்ற மூன்று தீர்வுகள் சமமாக வரும்போது, 

நூ (௨-ம் தீர்வாகும். பொதுவாக, டூ 
ட ர) ...என்று ஈ இர்வுகள் சமமாக வரின். 

y = (Oett+ Car?+....C je ™* Srargb. whmemai 
எப்போதும் போலவேயமையும். ' 

80:54 (ர) உதவிச் சமன்பாட்டுத் தீர்வுகள் கற்பனை 
Quegacdr &--18, 6-1. 

முன் நாம் அறிந்தபடி, தீர்வு, 
ga Te Lg fee 

_, ச og Sg 88 | 

ட ஜு இ cosé « + B sin 22] .(iv) 

eau ev”. A. cos (Ba +8). oe" 

20.54 எடுத்துக்காட்டு (1) 

தீர்வு. காண்க; (9135-21-10) 8- 0 

9m? — 24m +16 = 0 ் 

ந வம வ



'வகைக் கெழுச்.சமன்பாடுகள் 29. 

எடுத்துக்காட்டு (2) 

இர்வு காண்க: (ம04- 53-10 -1ழர- 

(m — 1) =0 

‘ m =1,1,1. 

ஃ தீர்வு y = (C12? + Cam + Cy) & 

எடுத்துக்காட்டு (8) 

Gia srove: (D?4+4D+8)y¥ =0 

m + 4m + 8=0 

ma —2 +27, —2-—24 . 

Sia, y= es (A cos 2” 4+ Bsin 22) 

= es A, cos (2a +8) 

எடுத்துக்காட்டு (4) 

Sig aroma: (DP+a@)y=0 

m* +a? =0 
mM = 41, — at 

இர்வு, y=Acosax+Bsinas 

= Cocos (ax + £). 

எடுத்துக்காட்டு (5) 

தீர்வு காண்க : (8-1) 0-1) (054.4) ௮0 
உ. 10 

m= % 
(m —1)? = 0 

m=1,1. 

m?+t4=0 

ச ட ல இழ 
ல த,3ம,1, 2, —2¢ 

a
 

os “Sta y= ue +(e, x bee + (c¢, cos 2a -+ ¢, sin 20) 

20:6 % வரிசை ஒருபடிச் சமன்பாட்டில், (வலதுபுறம் 

xX என்பது ௨-ன் சார்புடைத்து. அதன் தீர்வுகாண் முறை : 

முடற... உ] மு 
இதை சுருக்கமாக, 

fD)y=xX கு (2), 

வோம். 

என்று இனி தேவையான aia சுருக்கமாக எழுது 

oN



eure, 

B00 . தொகை: நுண்கணிதம் 

குறியீட்டு முறையில், 

y= 3 ர Fm * (3) 

'என்று எழுதலாம். 

இதன் பொருள் என்னவெனில், ரீ (0) என்ற செயலி, 
yc மேல் இயங்கினால் வரும் சார்பு %. என்பதாகும். 

(அதாவது ro % என்பதின் பொருள், % ஐ (0) ஆல் 

வகுத்துவரும் ஈவு அல்ல என்பதை ஞாபகத்திலிருத்த 

- வேண்டும்.) ர ட. 
- (8) சமன்பாட்டின் ஒரு இிறப்புத் இர்வாகும். அது 

,௨ஹ யொட்டியிருக்கும். 

ற என்பது ஒரு தலைஈழ் மாற்றச் செயலியெனப்படும். 

20°7 முன்னர் நாம் கூறியபடி, 

ரீ) - % என்பதன் தீர்வு, 
ஜே ் myx 1 

டக மட் +...+Che Tang ® 

=Oeme.... + Ore + F(a) 
என்ற அமைப்பில் வரும். 

myx 

முதற்பகுதியான 2 08 என்பது 

f(D) y = ஊன் தீர்வு. 
1 

இரண்டாம் பகுதியான ரஜ % ௭3 (௮) என்பது 

f(D) y = உன் தீர்வு. ட் 

. இரண்டின் கூட்டுத்தொசையே முழுத் தீர்வு எனப்படும். 

20'S இறப்புத் தீர்வு காண்முறை : 

; x = e8%; sin ax; cos ax; x™, Ve -cror அமைப்புகள், 

90.8 (1) f(D) y = e% -cr MYSSETay காணல். 

ரீ(0) ர ௭ன் தீர்வு முன் கூறிய முறையில் அறிய 

வேண்டும். அது 
.தீமு- 678-ன் துணைத் தீர்வாகவிருக்கும். 

,இப்போதுரீ ு)ஏ- 685-ன் சிறப்புத் தீர்வு காணல் வேண்டும்,
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பின்வருவனவற்றைக் கவனிப்போம். 
க _- ௫௮% 

re = a7e8= 

35 க மீக 

Dayax _ pee 

erorGou f (D) e@* =f (a)e* (1) 

எடுத்துக்காட்டாக, 

(D?— 3 D?+ D+ 4) வ (6ீ-388--ஈ-க)௯௩.. 

இடதுபக்கத்தில் 1-ம் அதன் படிகளும் செயலிகள். வலது 
பக்கத்தில் ௨-ம் அதன்படிகளும் பெருக்குச் சினைகள்... 

மேலே, (1)-ஐ எடுத்துக்கொண்டால், 

f(D) & = f (a) &* 
செயலிகள் இயக்கு முறையும்; தலை$£ழ் மாற்றுச் செயலிகள் 

தன்மையையும் உளத்திற்கொண்டு, 

(ஐ ௬௨ Fy f @ex 

என எழுதலாம். (இங்கு FW ஒரு தலை இீழ்மாற்றுச் 

செயலியாகும்) 
ரீ (6) என்பது ஒரு பெருக்கெண். ஆகவே 

_. 1ம் கடட! ௭ 
F@ ° ~ F® * 

எனவே ரீ 0)9-- 85% என்ற சமன்பாட்டை 

  y = ற ee என எழுதினால் 

FD ன் ex = Fa ல 85% என அறிகிறோம். 

ஆகவே 7()39-8 என்ற சமன்பாட்டிற்கு 

1 

y= f(®) 
  eax 

  

ர 
72) 5: என்ற தீர்வு கிடைக்கும். 

இதுவே இிறப்புத் தீர்வாகும்? ் 

முழுத் தீர்வு - துணைத்தீர்வு --   
“aes 1 

f (@)
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20:8177 இப்போது 7(6),--0 ஆனால் என்ன செய்வது 

ஏந்த நிலையில் 3 -- e f (a) 
சற்று கூர்ந்து நோக்கின் 7 (௬) -0 என்ற சமன்பாட்டின் ஒரு 

இர்வாக ௧ இருந்தால் இந்த நிலை ஏற்படுகிறது என்று தெரிய 

வரும். 

85% என்ற முறை குவறி விடுகிறது.   

அப்போது : 

f(D) =(D—a) (D—m,) (D—m))... (D — m ) 

எனக்கொள்வோம். 

  

3 

அங்கு 9 று 5” 
— _ ft. 

- (D—a)f, (D) ” 
1 

~ (D — a) fr (a) “ 

என்று எழுதலாம்: 

  

  

  

2. (D- = ax a) y 75 

உ * w= 
ae நடு 

இதன் தீர்வு, 

௬ ர த 

| a4 
ம x ற ப 

f, @) 

. giee 
9. ந (2) 

Gio gy ibd . ் 

f DM) =M-—a?(D —™m,) .---- (D — my) என்று 

இருக்குமானால், 
1 

௪ ~ (D— a)? (D— mg)... (D — ma) ர் 

1 x 

-ந- ஒர
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oe 
~ D—aF Ff, @° 

2a — i ax (மர 7 @* 

ax’ 

e 
i. ன 

astug (D— a) (D—a)y = Fa eat 

இதன் தீர்வு, 
a2 eax (3) 

2 நு ௩ 

ஏடுத்துக்காட்டுகள் : 

தீர்வு காண்க 5 

(lt) @?— 7D +6) y=e% 4 5c 
உதவிச் சமன்பாடு, 2--7--6-0 - ட 

ம் 

om =1,6 

  

  

2. துணைத் தீர்வுர--0,௪ 0, கீ௩. ர 
ரகு. நகை 

சிறப்புத் தீர் சறற றற 46 . 

et. bet 

= (37 — 1) +67 BF 18) +6 
gt நத 

“த ந. 

ot தனு 
2 - 6 
  ஃ முழுத் தீர்வு ரே 4 (0௪57 . 

s 

Q) @-—sb+4 49 = 4% +e™ 

, உதவிச் சமன்பாடு மன் 51 ௧௮ டக் 
* 

கும த 

  

2 gt & Stim y =C,€& + Ce ள் 

a ee டிம் ப 
அறப்புத் நாவி 9 ந டறுடத றற டத 

தா get 

“டா ஆ 

முதல் உறுப்பில் கீழெண் சுன்னமாவதான், இத்தீர்வு 
EGS At 

> igen அப்றுகுஇக்குப் பயன்படாது?



ற்சி” தொகை நுண்கணிதம் 

ஆனால் அவ்வாரான நிலையில் எப்படி தீர்வு காண்பதென 

முன்னர் 20.811ல் குறிப்பிட்டுள்ளோம். அதன்படி, 

x 

4e 

2= pP—5D+4 
x 

ட 4e 

~ (D+1) (D-4) 
x 

ட 4e 

~ (D—-1) 0-4) 
x 

-~_#t, _*% 
3 (D-—})) 

dz 4% 
— இல வெ வக 
dz ் 3 

wae a fas are de 
- 3. . 

4 
௮ 3 த 

3 

் _ “4 க 
2= “gt என்ற தீர்வு கிடைக்கும். 

த் x ~ax 

ட ரணி 6 

ஆகவே இிறப்புத் தீர்வு 8 Ge 

இதோடு துணைத் தீர்வைக் கூட்டி முழுத் தீர்வு எழுதலாம். 

் 89% 

(3) (D?+6D+9) ¥ = e 

உதவிச் சமன்பாடு: m + 6m+9 = 0 

m= — 3, — 3 

- 3x 

துணைத் தீர்வு ந - (C,e +C,)e 
8௯ 

8 

ous SFY = D3) +3) 
].க்கு-பதிலாக _. 9 ஈடு செய்தால், சுன்னம் கிடைக்கும்.
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ஆகவே ௮ம் முறை பயன்படாது போடறது. 

98%. 

oorGe, (D.+3) (D+ a).y =e .- 

இதன் தீர்வு முன்னர் 
23 ம 

குறிப்பிட்டபடி, ஏ - ௫, 
“a 

- 3x 

3x x - 8x 

் முழுத் தீர்வு (0௨-0௪ 4-௧ 

பயிற்சிகள்: 20 (ஐ) 

இர்வு காண்க : , 

(D?— 1) y=0 
(D?+3D+42)y=0 
(D? + D} y= 0 

(D?+2D+1) y=0 

(Di + D?+D+1)y¥=0 
(D* + D?) y=0. 
(2D?—5 D—7) y=0 
(D*—1) y=0 
(D* — 8) y=0 
(D? + 4 m2) y=0. 

P
a
r
 
S
S
e
S
 

S
S
 

bt
 

2 

பயிற்சிகள் 20 ௫) 

துணைத் இர்வு, சிறப்புத் தீர்வு, முழுத் தீர்வு மூன்றும் 
காண்க : 

(D? +3 D— 4) y=e-* 1, 
2. (D?—3D+42) y=e% 
3. (D?~2KD+K% y=ex | 

4. (DP—7D 46) y=e% (Goer ay ) 
ரு ; 8-0; ப அம் இ dx 

5. (D?— 4) y= 12 cosh 22 

6. (D?>—9D) y=108sink 3x 
7. (D?—4D-+4) y= 4e% 

8. (DP + 4D) y= e sinh de.



2266 தொகை நுண்கணிதம் 

20.82 f(D) y = cos ax அல்லது singe. 

இந்தச் சமன்பாட்டின் முழுத் தீர்வு காணல் : 

பின்வருவனவற்றைக் கவனிப்போம்: 

D cosax = — a sin ax 
_ D? cos ae = — a* cos ax 

D> cos ax = @ sin ax 
D* cos at = a cos ax. = (— a?)? cos ax 
D> cos ax = — a? sin ax 
Dé cos ax = — a® cos ax = (— a’)® cos ax 

_D® cos ax = a® cos ax = (— a?)* cos ax 
D*. cos az = (— a’)* cos ax. 

“அவ்வாறே, 

று ஷஹ்க- (ஸ் என்பதையும் கண்டறிய 

லாம். 

இதனால், 
f (D*) cos ax = f (— @*) cos ax (1) 
f (D?) sin az = f (— a’) sin ax (2) 

. என்பது விளக்கமாகும். 

மேலே, (1)ஐ எடுத்துக்கொண்டால், 

ரீ(05) 08௧௨-7 (64) cos ax 

தலை£ழ் மாற்றுச் செயலிப்படி, 

  ர் (- a*) cos ax 
1 

f (D*) 
1 J 

அதாவது F (ay OO = FD) 003 84. 

cos aw = 

எனவே, 

005 02   
  005 84 = 

1 

105) (8) 

அவ்வாறே, 

sin av   ட sin ae = 
f (D*) f(-@) 

எடுத்துக்காட்டு (1): é 

. தீர்வு காண்க ; (Dt! — 3 D242) y = cade +sinze,
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ப் sin 

வறப்புத் இரவு எ TS + pep ES 
ட cos 4% ; sin 2 2 

~ (“162 —3(—16) -F 2 " (—4)®—3(—4) +2 

cos 4% sin 22 

~ 3067 ஜ் 

இதோடு துணைத் தீர்வைக் கூட்டினால், முழுத் தீர்வு 

கிடைக்கும். 

எடுத்துக்காட்டு (2) : 

இர்வுகாண்க: (₹--4ற--5)/--0%32 —sin32 

00823 ; sinda ? 

D+4D—5 D+4D—5 
இங்கு மட்டுமல்லாமல் 9-ம் இருக்கிறது. ASG, 

ற இல்லாமலுள்ள ஒரு செயலியாக மாற்றித் தீர்வு 

காணவேண்டும். 

00922 ன ரோக ம3--கம--5)32 

றஉூடகற 5 £(D+4D—5) D?—4D—5) 

(D? — 4 D — 5) (cos 2 x) 

சிறப்புத் தீர்வு 3 - 

  

(D? — 5)? — 16 D*. 

ee 
(—4 —5)? — 16 (— 4) 

(D? —4D —5) cos 2x 

  

  

  

145 

— 4 cos 2% + 8 sin 2a — 5 cos 2x 

ரு 145 

8 sin 2a — 9 cos 2x 

~ 145 

அவ்வாறே, 

sin 32 (D? — 4D — 5) sin 3x 

“pe + 4D—5 ~ (D? — 4D — 5) (D? + 4D —5) 

(D? — 4D — 5) sin 3a 
(D? — 5)? — 16 D 

௮3%



  

‘tes é . தொகை நுண்கணிதம் 

(D? — 4D — 5) sin 32 

(—9 — 5)? — 16 (— 9) 

—9 sin 3a —12 cos 3a — 5 sin da, 

340 

— (14 sin 32 + 12 cos 32) 

340 

  

  

ஆகவே, கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாட்டின் சிறப்புத் தீர்வு 

8 sin 22 — 9 cos 2a 14 sin 3¢-+12 cos 3x 

145 + 340 
  

வ் 

இதைத் துணைத் தீர்வோடு கூட்டினால், முழுத் தீர்வு 
கடைக்கும். 

~ 20°821 மற்றொரு முறை : 

f (D) y = cos ax = = 

என்ற சமன்பாடு கொடுக்கப்பட்டால், அதற்கு உதவும் 

FLOM LIT LTS 
jax —iax 

f(D) y = sin az = டபக். 
24 

என்ற சமன்பாட்டையும் எடுத்துக்கொள்வோம். 

  

iax © —iax 

ALIGLT FY = அடர், = ௩ எனக் கொள்வோம். 
5 2 f (D) 

உதவியாகக் கொண்ட சமன்பாட்டில், € 

iax lax 

Y == Sue ey oro QarorGaur tb. 
2af (D) 

jax 

௦ 6 
utws 7 ந் 

இங்கு மெய்ப் பகுதியான ௩ - ம 008 aa 
Ff (D)
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கற்பனைப் பகுதியான v இ 7 (D) sin az. 

து elax 

“eens FD) 
eiax 

~ f (ia) 
வலது பக்கத்தை மெய்ப் பகுதியாகவும் சதக பகுதி 

யாகவும் பிரித்து எழுதினால், 

  

ட 
மெய்ப்பகுதி uw = 7 () COS ax 

8 
கற்பனைப் பகுதி - 7) sin ax. 

1 
ororGal, v = =~ sinax 

f (D) 
என்ற முடிவுகள் கிடைக்கும். 

எடுத்துக்காட்டு : 

Sia areas: (2D? — 3D +1) y = cos 3z. 

    

ட... 608 லை டக . 
b= 2D? 3D 3D TL 1] எனக் கொள்க. 

sin 3x க Q 
% = Op 3D 4 44 எனக் கொள்க. 

, cos 32% + 7 sin 3a 

apie = “2p? — 3D +1_ 

e 31% 

நறு ப று 

் eg 3ix 

= 2(—9)-98 +1 

cos 3% +2 sin 32 லை. 

ளு [ர 

I. C..17A



ட 
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இதை மெய், கற்பனைப் பகுதியாகப் பிரித்து எழுதினால், 

b, இடைக்கும். 

. _ (cos de +7 sin 3x) (17 — 91) 

u+w = lit + AT — 9) 
_ (8 059 --9 8029) + 2 (17 sin 3a—9 ௦089) 

Td? = ஏஜி 
  

a wal cos 3x-+-9 sin 8z)-++2 (17 sin 32—9 cos 32)| 

cos 3a 1 
L= 2p? 3D 417 - அம cos 3a + 9 sin 22 

sin 3% 1 
v= 2p? — 3D+1~ “எம் sin 3% — 9 cos 32 

20.8211 @ib apap garmib Him: 

F{— “- - 0 ஆகிவிட்டால், 

1 
y= fiz ie a —= —- 00882 என்று வரும். 

giGun gs f(D?) y = cos ax-ar சிறப்புத் இர்வு என்ன 2 

(D? + a*) y = cos ax 2 e0ov gy Sin ax. 

  

  

__ cos ax 
ண ‘D2 + a? 

ட sin ax 
U ee D2 + a 

. cos ax + 4 sin ax 
c= utu= Pie 

” g ix 

= (D+ ai) (D — ai)’ 
eaix 

* = Fai (D— ai) 
enix 

(D—ai)z= 2 ak 

dz eg ax 

எ மெ. நத 
dx =~ 2ai
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26 ர் 

ச் 

e x 

= xv 
2 at 
  

x 

2 ai 

iax 

xe 
உத = 

2 at 

x(cosaz +%sin ax) 
உ ம 2 ai 

2 2 aiu —2av = xcosaxr + ixsin az. 

  

  

x ௬ 

ம் நெ sin az. 

த 
தண் COS ax 

l # 
"Rare cos az = >> sin az. 

1 . ஐ 
D> a 0 oe = 2a cos ax. 

எடுத்துக்காட்டு : 

(D? + 9) y =-cos 32. 

> cos 3a 
y= pD+9 

முன் காட்டிய முறைப்படி, 

  

x 3 
y= இட ட ர்கள் 

x 
ay sin 38 Ants Srey.
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பயிற்சிகள் 20 (6) 

தீர்வு காண்க: 

1, (D? + 2D + 5) y = 85 cos 2x. 

2. (D? + 4D + 13) y = 80 cos 3z. 
ல 

  

dt® dt 

4, (D?—4D-+ 1)y = asin 2z. 

5. (D2 + 9) y = cos 2x + sin 2. 

“6. (D? — 4) y = 4 cos 2a. . 
w 

ப் 

5. ee 40K 2 1 ge woh, (2 = x) 
< 

2 
gO tom wenn oot 

dt? 

a a w 
8. — 0௧4008 (7 5 iat (*+ 5) 
கட்டுப்பாடு? £=0;%=—0 

ள் 2-2; 4-5]. 

6 

. dy : a ae டட 5 
9./--0 ஆனால், $ூ டன வவ என்ற கட்டுப்பாட்டில் 

மற 
  Ti 4 தீத &ஸ்டறர் என்ற, சமன்பாட்டின் ira, 

-(1)ற2 அனால் (4—pA=—A (sin pe — => sin 2) 
P 

எனவும், : 

(2) p=2 Sew 8Y=A (sin 2¢ — 2t cos 24) எனவும் 

நிறுவுக. 

10, (D? + 4 a?) y = cos 2 aw. 

11. (D? + 16) y = sin 4 a. 

12. (D? + 1) y = 2 sine + 3 cose



வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் >» 263 

20.83 X=2™ gee f(D) = X-or Sra stax Gon 

f(D y= தீர்வு காண்க. 

1 
8 7௫) 

20:83 எடுத்துக்காட்டு (1) : 

இர்வு கரீண்க : (₹--2)--3)9--45 

இ 4 2? 

Y= Dprp2D—3 

    

  

ani 2 உ THe \wL - (ட =a) 
  

ies 2 

==F(1 + s+ Ph 25D 

என்று  ஈருறுப்புச் சேர்க்கை (அல்லது பல்லுறுப்புச் 

சேர்க்கைக்) தேற்றப்படி விரித்தெழுதித் தீர்வு காண 

வேண்டும். 
ச் 

— 427 ன் 42? D? / 422\ 4 1, / 427 

“y= > + 4D (- Tele) ret) 

இங்கு விரித்தெழுதலை, 15-க்கு மேற்பட்ட படிகளுக்கு 

மேல் கொண்டுபோகத் தேவையில்லை. 

e 4 2 4 14 
“y= 3 (#15245) 

  

இது சிறப்புத் தீர்வாகும். 
உம 

எடுத்துக்காட்டு (2) : 

dy 
தீர்வு காண்க : ரீட் 40 =a!t2¢+1 

at + 2a +1 

Y=" DF +8 
at -+ 2¢ +1 

ட்ட — ~a(l | 2)
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=4(14+5). (#+22+1) 

D3 ச 
_ =~ St 4 2 =4( ள், (2 4௮1) 

இங்கு 14 வரை விரிவு போதுமானது. 

1 
8-1 (2௮௦ +1)— gz D*(a + 22 +1) 

1 
த் (x + Qn + 1) - a (4922) 

| ந (a ஐ 1) சிறப்புத் தீர்வாகும். 

எடுத்துக்காட்டு (322 

தீர்வு காண்க: (D'+ Dj) y=422 

உதவிச் சமன்பாடு m+m=0 

0, - -$ 

துணைத் தேர்வு--0--.&௦௦852--1 2. 

423 
சிறப்புத் தீர்வு 9-5 ௫௨௫ 

. Dy = (1+ D®)+ 422 

  

= (1— D?..) 422 

=42?—8 

4 23 
  தர “த -8ற 

42 

wuwsgiag y = C+Acosx + Bsinz —_ 8 

பயிற்சிகள் 20 (6) 

தீர்வு காண்க : 

1. (D+ 1)y = at 
2. (PF+D+1)y = 2 

aa da 

d@ dt 
4. (D+4D)y = 482 

5. (Dt—4D*)y = 962° 
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20.84 31% ௭ 474 என்ற அமைப்பு . * என்பது 2-ன் ஒருசார்பாகும். 

(கூர கு ட குமா 

= 0-0 

D? (ce V) == ae®* (D +a) V + 6% (D? +a D)V 

i = 68x (D+ a)? V . 

Qui grourr & D® (e®* V)= e®* (D+ a)? V ° 

f (D) [fe Vo) =e" f (D+) V என்பது வெள்ளிடை. 

(1) 

QuGurg f(D+a)V=V, எனக் கொள்வோம். 

1 
அப்போது *- fDLa ட. 

இங்கு 17, ஒர் ௨-ன் சார்பாக இருக்கும் ; ஏனெனில், Vv 

Qt ௨-ன் சார்பு. 

இந்த 7-ன் மதிப்பை (1)-ல் ஈடுசெய்தால், 

f (D) [e* V] = e* Vy 

  

  

ர் 
அதாவது, (2) ட ற ல] = es V,° 

1 
இரு பக்கங்களையும் ர்று என்ற தலை8ழ்ச் செயலியால் 

இயக்இனால், 

=. D ட - ர் ] = t ax V 

ர்று [ரர] = Fw 
. eax 37) _ ue 

. fDta” f(D)" 
எனவே, பொதுவாக 

1 1 
——— pax P= ex V 

உமறு Y=" FD4a) 
என்ற உண்மை கிடைக்கும். 

இப்போது 7(0) 9-- ௪51 ஆனால், 

  

1 
சிறப்புத் தீர்வு3-- ர) exV 

  

1 
= ox ரீலு ஆகும். 

இதைப் பயன்படுத்தி காணலாம்.
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எடுத்துக்காட்டு : 

இர்வு காண்க: (D?+3D+2)y=e& sin & 

் ் 1 
(D? + 3D + 2) 

ட் I ச 

௮ இர Dp 43(D+1) 42 - sine 

4 

e". DE+5D-+6 
(sin a — cos 2) 

“ரந சிறப்புத் தீர்வு. 

    eX sin Y= 

sin x 

— ex 

பயிற்ககள் 20 (6) 

இர்வு காண்க £ 

1. (D242) y = a? &* + e* cos 2x ப 

2. (D?—5D-+ 6)y = 2 & 

3. (D?—4D+4+3)y=—e*sing 

4° (D? + D — 2) y = 2e¥ (32 + 1) 

5. (D2? —4D + 3)y = e%. a. 

20.85 X=a2V;(V of x-or Firiry). 

D(a V) =«DV+V 

Dw V)=2<DV+2DV 

D3 (« V) =2¢DV+3 DV 

Bun gours D2 (a V) =a D2 V நா 

ம் 
— D2 n 

அகட டன் dD 2 yy 

ஆகவே, 

் <a f@)@V) =«f OV + [25 fm |v 
= xf (D)V + ft (D) V. (1) 

DBS =H என்ற தலைகீழ் மாற்றுச் செயலியைப் பயன் 

- படுத்தி இயக்கினால், தீர்வு காணலாம்.
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(7)-ல்ரீ 0) - 3, எனக் கொள்வோம். V, V, இரண்டும் 

ஊன் சார்புகளாகும். 

+ ரவ பேரு 
f(D) 

இந்த மதிப்பை (1)-ல் ஈடு செய்தால், 6 

1 மு) , 
D) Ja --—- wt 

£0) [2 Fp ¥ [=e +50) ௫ 
இப்போது, இரு பக்கங்களையும் aa என்ற தலை&ழ் மாற்றுச் 

செயலி கொண்டு இயக்கினால், 

1 டம க. 3 1 கறு 
Fy f OE FD) ப] உட் நு அநு டம) 

  

    

FD) F(D) FD) 
ட்ட ன ரர eee 

உ ரு =" FD" Fw FO! , 

-|=-F3}] remy 1. 
குறிப்பு.-இம் முறையைப் படிப்படியாக, ௭77 என்ற 

சார்புக்கும் பயன்படுத்தலாம். , 

எடுத்துக்காட்டு (1) : 

தீர்வு காண்க : (1095-1) ூ-- ஐ, 

  

    

  

    

_ 1 3x 
y கன் D2 at (26 ) 

=(#- 2D ) Las 

~ ற. 1/1 
2D e8X 

(ச) ஆ 
wees 1 892 

10 5:91 
3x 3x 

ட - = சிறப்புத் தீர்வு 

எடுத்துக்காட்டு (8) : 

தீர்வுகாண்க?: (05-1)9-- உண்ட 

i 
= x sin % a= pe 1 

2D 7 
= ( Sor) ei = 
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e
f
}
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= («-5 7) ai 
  

    

    

  
  

-—— x sin x 2 3 
_ —— 4 sin x 

[2 D? — 1 

௮ ஐல 2 

7 2 —1-1 

-- zsinz 008 ஐ. 

 ் 2 ~ 2 

= > (csinx + cosx) corug Amity s தீர்வு. 

uuamFacitr 20 (4) 

(D? ++ 4)y = xsing 

(D? + l)y = 4xsinaz 

(D? + 4) y = 962? cos 2% 

(D? + 6D + 18) y = 108 2 e®* ௦0832 

(D? — l)by = 2’ sin 32.



பகுதி 21 

வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள்--(தொடர்ச்சி). 
2 

ச் 

சம ஒருபடிச் சமன்பாடுகள் 3 

d™y di-ly dy 

dan TPM டார் எர்த் ம ரஹ (1) 
என்பது FLD ஒருபடிச் சமன்பாட்டமைப்பாகும். இங்கு 

றடிஐஐ. . . மாறிலிகள் ; % ஒரு ௨-ன் சார்பு. 

ஹ் 
  

yon: z= log? அல்லது ௨- 8 என்று ஈடுசெய்து, 
* இதை மாறிலிக் கெழுக்கள் மட்டுமே கொண்ட ஓர் 
சமன்பாடாக்கித் தீர்வு காணலாம். பின்னர் ஐ ௭ என்று 

ஈடுசெய்யலாம். 

2 -- 10ஐ₹ எனக் கொள்க: 

  

  

sdy _ dy dz 1 wy 

. dx dz | dx 2 dz 

By Lt _ wy 
dx? a? a dz ) 
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பொதுவாக 

dty _ 1 [ my 2 (0) d™ ly . 

- dx” an dz® 2 dz-t ் 

n-1 nie] +(-)P? fa— Di 

என்பதை நிறுவலாம். 

இங்கு “ஆ ச்குப் பதிலாக 9 என்ற செயலியைக் கையாண் 

டால், 

் ச௰ர - 0] 

2Dty = 9(@—lby 4 

2 D?y = 6 (68 — 1) (6 — 2)y. 

வலம் — — — _— 

ஊற = 6(6 —I1)(6—2)...(6-n+])y¥. 

ஆகவே கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு (1)-ல் z= log x 

என்று-ஈடு செய்தால், ௮ச் சமன்பாடு (1) பின்வரும் உருக் 

கொள்ளுகிறது : 

6-1) ..6-ஈ-0 4ற,9(96-ு)...(6-௩-... 

+ Prr 8+ pol y 

=Z (4) 

இங்கு ந என்பது 3-ன் சார்பாக இருக்கும். 

(4) என்ற சமன்பாட்டைச் சுருக்கி ot ல் ர முதினால், 

(ஊடறு... ப) - 8 என்ற அமைப்பில் வரும். 
இங்கு 2,2,... 1, மாறிலிகள். முன் பகுதி 20-ல் கூறிய 

முறைகள் கொண்டு இதன் துணைத்தீர்வு, சிறப்புத்தீர்வு, 

முழுத்தீர்வு யாவும் அறியலாம். 

உதவிச் சமன்பாடு 487 -- Py®t+...4+P, =0 aad 

இடைக்கும். இதன் தீர்வுகள் 9%,,7%,...ஈஃ௨ என இருக் 

கட்டும்.



வ்கைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் oe po aot 

. துணைத்திர்வு 

mz mz mn 5 

Y=Ce +Ce +...4+Q.e 

m, m> 

=C,27 4+Ce +4...Q, 2% 

mz my log x mr 

ஏனெனில், உ =e ற ஆகும். 

உதவிச் சமன்பாட்டின் இர்வுகள் சில சமமாகவும், சில 

கற்பனை எண்களாகவும் இருப்பின், துணைத் தேர்வில் உரிய 

மாற்றங்கள் செய்யவேண்டும். ‘ 

சிறப்புத் இர்வு : 

f@y=4 

இங்கு Sra soirrOer z= log ௨ என ஈடு செய்யின், 

கொடுக்கப்பட்ட சமன்பாடு (1)-க்குரிய சிறப்புத் தீர்வும் 

இடைக்கும். துணைத் தீர்வையும் சிறப்புத் தீர்வையும் கூட்ட 

முழுத் இர்வு கிடைக்கும். 

எடுத்துக்காட்டு (1) : 

இர்வு காண்க £₹ 

ம 
அ. — 3x -—-- + 4y = logex a? dx Y Se 

e gee 

3 1௦ஜ௰ என ஈடுசெய்ய, 

[2(8-1-844]4-2 

ஃ (49௨ 

துணைத்தீர்வு காண, 
m2? —4m + 4 = 0 

m = 2,2
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~ y = (¢, +6,2) 

= (ey + cy log 2) a* — gsr 5 Bir ay. 

த 

சிறப்புத் தீர்வு 3 = 4044 
+ 

  

“ =(146 as (1+ 6...) 4 

~ 24k = he 

_ loge +l 
4 

log z +1 
ன் முழுத்தீர்வு y= (c, + ¢, log x) ஜூ + த 5 

எடுத்துக்காட்டு (2) : 

தீர்வு காண்க : 

dy dy 
ச் 

—— 
— x dx? + 5a at v=o 

2-- 1௦) என ஈடுசெய்து 9௩௨ 7 எனக் கொள்க. 

. [ e@-» + 50 +4] y= ez 

4z 

- (@+40+4 y¥=8@



  

வகைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

துணைத் இர்வு: yo = (cy + cg2) e™ 

. (y + ஒத) 
a2 

eo 4% 
  

  

  

Poy s Eras y =" eae 

et ஜூ 

ட 39%. 39 

. ile C, + Cy log a et 
ups Bia y = 30௧௮ + aR 

குறிப்பு.--வலது கைப்புறம் 25 ஆனால், சிறப்புத் தேர்வு 

காண ஓர் வாய்பாடு: ம் 

d . : . 
9௯2 -- எனக் கொண்டால், 

da 

1 : 
= - 2 என நிறுவலாம். 

ம் 

சிடு பீலே 

் d 
தெரிப்பு : (2 =) aa = mam 

ம | 2) ப 
(2 ன் ௦ = ம் ax Mme 

= mgm 

a\ ( “mt am 
(ச) கை 2 

அவ்வாறே, 

* ஓரு கூட்டு முழு எண் ஆனால், 
d\t 

(௪ =| em = mt em 

£ (8) am = f (m) a
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இரு பக்கங்களையும் 0 என்ற தலைஈழ் மாற்றுச் 

செயலியால் இயக்கினால், 
(4 

! m —. 1 oe 4 an 

Fe SOM Fey lm 
. 1 im. _! 

“Ff (8) ரீ) 
  

எடுத்துக்காட்டு (2) : 

தீர்வு காண்க : 

5 ap 22 6 (5422) +8 (5 + 22 a — 6 (5+ 22) = + By= 0 
  

$ - 5-9 எனக் கொள்க. 

dy dy du 

de du dz 

', dy 
= 2 du 

Py 2 (22) 
da dz du 

் ம் அ) 

8S dz 

d*y 

= 4 ha 

சமன்பாடு,



  

வ்கைக்கெழுச் சமன்பாடுகள் 

  

அதாவது, U da 14 any -- 2y = 0. 

ன் ற ழ் 

5 a x 

25௮ (02௨ எனக் கொண்டு 0 ( 1 \ என் ச 
் ர் du © 

செய்தால், சமன்பாடு 

| 0-1) 8942 1-0 என மாறும். 

அதாவது, (9₹--49--2)9-0 

உதவிச் சமன்பாடு 18--4%--2-0 

வ மாட ம் 

3 : 
Sra y =e ( 4 cosh ¥ 32+ Bsink 28) 

து மர [ A cosh (4/ 5100) + Bsinh (yy logu | 

த ==(5 + 2w)? நீ ௦8 (42102 5-2 +B 

வம். (5 டட 6 129 | 

குறிப்பு. பொதுவாக 
* ன 

qn n-l1 g oy 
(ச-- 6) - னு + P, (a + ba) ம் பொம்மு ன ¥ (x) 

உ, da 

  

a 

என்ற சமன்பாட்டின் Sie sre, 2= a + be என ஈ௫ு 

செய்து, 

88 Pa 1 2-௫ 

Oe ttt “வடர வர் ரகர)     
தற b 

என மாற்றியமைத்துப் பின்னர் அதன் தீர்வு முன் கூறப்பட்ட 

முறைகளில் காணலாம்.
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பயிற்சிகள் 21. 

தீர்வு காண்க 2 

1. 

be 
P 

& 
wt
 

10. 

o
n
 

m
 

(23 D’ — 42? D?§+52D— 2)y=1. 

(2? D? + 382 D+ i)y=0. 

(x? D? — 32D + 4) y = x 

-(2 D?4+42D4+2)y=eé. 

  
2 

(eta? SY 44a) B+ oy ae. 
(a? D? + x D — 4)y = (logx + 1)%. 
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(w + 2y — 4) = 6 (Qa —y -- 8) ஜு 

l+y=c(h+2). 

(a — 4)? (1 -++ 2y) =e. 

log ( 150 + 107-1) + a (2-9) = 

2 (2 + 3y) — 210 ( 142 + 21y +22) = 
7 meses oy 49 g ம் y a= = ipo 

_ 2-1) - , ye eee 
tan 71 (jee == log ¢ vo 

3x + By + 4 == ce? (xy), 

பயிற்சிகள் 18 (6). 

Qa2y log y — 2xy — b= cay? 

log a = ay —- 4§ ye. 

i



nba “e தொகை நுண்கணிதம். 

Re வ 

4, (மீ த--154 மம். 

  

5. ot tan (7 - sts) = ¢. 

6. w«+c= tan (244) . 

பயிற்கெள் 19 (a). 

“1, a —6 ay —6ay?+y=c. 

2. wx? +2 hay + by? + 2gx + 2fyt+ec=0. 

3-, (¥ +1) sne=e. 

4. yt + 2a? y® + a — 2a? x + 2a y? =o. 

5. w= — 23 yaer. 

6. log (a? + y*) + tan ( ் ) = 82 

1. 

7. ஐ cy? ey 

8. (a2 + y") e Wt = 6 

9, e@Y + ety te y=e. 

NS 

பயிற்சிகள் 19 (0). 

1. yo? (lL + ce UE), 

  

3. ays arte 

4. y (a + 1)? = tan w + ¢. 

5. ystang—t + Aer 

6. y = 2(e8"* + sing — 1). 

7 ple @-H)+Al =. 

8, wise =¥ (+ 278? + Al.
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9. 

10. 

a 

11. 

12. 

—
 

e
d
 

> 

11, 

12. 

13. 

க், 

16. 

16. 

17. 

18. 

உஜ
ஐ 

௩ 
௬
௨
%
 

we 
9 

Say = Aly + 1 — 1. 

y (1 + ax) = a + ce. 

ee 
2 

ey — atee. 8 

(x — 2y*) y* = ©. 

பயிற்சிகள் 19(0). 

y= 8 ye — 9 Oy — at 0) y— coke 0 

(y — ex?) (y--S)=0. 

ay = c (3er — 1). 
yp 3-- c= 0. 

y (1 + cos x) =. 

(y —« +c) (zy +c) = 0. 
(y — 2+ 1 —ceX) (2y + 22-0) = 0. 

(2 ay + 2% —c) (et + y*— 0) = 0. 
(y — )? = 4 cz. 

இ டமி 

t= Ve j log (p + Vpt+1) bey 

1 
y= —P~ fei jee DTT 

siny = caine + சீ. 

ya ce CF. 

a = c(pt 1) hs y = pte. 
8 வவட 

ட — Ss 384 = —¢ . 32 = 2p + Vp yo 2 Pp 

a= log p tlog(~+ V1 +e) +e; 

y= op + V1 +p 

(சேறு டீக்) 
log ௦ -- 8. ் 

(logp ~P +9). - ro pap



50; தொகை நுண்கணிதம் 

19. ் (y — cx) (c 2 1) = ¢, 

I 3h 
20, ர(1- py ஹ் (1-- p= ஈ: கொடுக்கப்பட்ட சமன் 

பரட்டோடு, 

‘21. (y — we)® = a? (1 + c?). 

ap 6 4 ந கே 

. ape =o oop. . . 
. ¢ Ga — த : கொடுக்கப்பட்ட சமன் 

பாட்டோடு. 

93, பீறிட கற 4, 

24. Ff = 4e (cry + 1). 

- 26.-(e — y) (1 +H al; கொடுக்கப்பட்ட சமன் 

பாட்டோடு. 

பயிற்சிகள் 20 (௦). 

lL ysAek+Bex. 

2. y=Ae™ + Be, 

3. y=A+ Be. 

4, y == (A -+ Ba) e-*, 

5. y= Ae*-+- Bocosx + Csin a. 

6. ysA+Ba+C2?-+ Dex, 

ysxAe*+B ல் 

8, தண க்ள் ப 13௪ 000ஐ-டுவ்டஐ. 

9 ys Ax +e (Boos ¥ 32+ Csin V 32). 

10. -y = A cos 2 mx + B sin 2ma. 

பயிற்சிகள் 20 (5), 

ox 
1, மு Aes -- Bet — ௩ 

rl
 

1 
நறுக்க + Be® + 75 ee, 

a
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x 

3. y= (A+ Ba) ek + ci . 

> 17 3 ee 

£ y= — BO FT 
5. y=(A+32) sinh 2a + B cosh 2a. 

6. y = A-+ Boosh 3x + (C + 6 «) sinh dz. 

7 y=e@x(A+ Ba + 22%), 

டல
 மு & Be-**® +   64% + t e72k 

பயிற்சிகள் 20 (௦). 

1. = e* (A cos 2a + B sin 2x) 4 5 cos 2a + 20°ain Qn, 

2. y = e%* (A cos 3a + B sin 32) + 2 cos 3a + § sin 3x. 

3. (iy w= e* (A cos wt +'Bsin wt) + Tip sin pt. 

(w? = p? — k*; p>k). 

Gi) «=e (AFB) + oe 2 ரதத) 
(iii) a = ek (A cosh wt + B sinh wt) ; w? = -k? p?. 

4. y=eX(Acosh 73a +B sinh 4/8) 

  

+ ——- (8 cos 2a — 3 sin 22). 

ந, y= Asin oe + B) + 44 (cos 2% + sin 22). 

6. ys Aex + Beer — ee 

7. (n? — w) x == A cos nt + B sin nt + n? a sin wt. 

8. 4a = 8sin 3i — cos 3t + 2 cos (+ +t). 

  

. x sin 2ax 
10. y = A cos 2ax + B sin 2ax + து 

் x cop 4% 
11. y = Acos 4a + Bain 4x — 8 

. 38 ் 
19. y= Acosx + Basing — ௨002-4 > ஐ ற. ,




	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_001
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_002
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_003
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_004
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_005
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_006
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_007
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_008
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_009
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_010
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_011
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_012
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_013
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_014
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_015
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_016
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_017
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_018
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_019
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_020
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_021
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_022
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_023
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_024
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_025
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_026
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_027
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_028
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_029
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_030
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_031
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_032
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_033
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_034
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_035
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_036
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_037
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_038
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_039
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_040
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_041
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_042
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_043
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_044
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_045
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_046
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_047
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_048
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_049
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_050
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_051
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_052
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_053
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_054
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_055
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_056
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_057
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_058
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_060
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_061
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_062
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_063
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_064
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_065
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_066
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_067
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_068
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_069
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_070
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_071
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_072
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_073
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_074
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_075
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_076
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_077
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_078
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_079
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_080
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_081
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_082
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_083
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_084
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_085
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_086
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_087
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_088
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_089
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_090
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_091
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_092
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_093
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_094
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_095
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_096
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_097
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_098
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_099
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_100
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_101
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_102
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_103
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_104
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_105
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_106
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_107
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_108
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_109
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_110
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_111
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_112
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_113
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_114
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_115
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_116
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_117
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_118
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_119
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_120
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_121
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_122
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_123
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_124
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_125
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_126
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_127
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_128
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_129
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_130
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_131
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_132
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_133
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_134
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_135
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_136
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_137
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_138
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_139
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_140
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_141
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_142
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_143
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_144
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_145
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_146
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_147
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_148
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_149
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_150
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_151
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_152
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_153
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_154
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_155
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_156
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_157
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_158
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_159
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_160
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_161
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_162
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_163
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_164
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_165
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_166
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_167
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_168
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_169
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_170
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_171
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_172
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_173
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_174
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_175
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_176
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_177
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_178
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_179
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_180
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_181
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_182
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_183
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_184
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_185
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_186
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_187
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_188
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_189
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_190
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_191
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_192
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_193
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_194
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_195
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_196
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_197
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_198
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_199
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_200
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_201
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_202
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_203
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_204
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_205
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_206
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_207
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_208
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_209
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_210
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_211
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_212
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_213
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_214
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_215
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_216
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_217
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_218
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_219
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_220
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_221
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_222
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_223
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_224
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_225
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_226
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_227
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_228
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_229
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_230
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_231
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_232
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_233
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_234
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_235
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_236
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_237
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_238
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_239
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_240
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_241
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_242
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_243
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_244
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_245
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_246
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_247
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_248
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_249
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_250
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_251
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_252
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_253
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_254
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_255
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_256
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_257
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_258
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_259
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_260
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_261
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_262
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_263
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_264
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_265
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_266
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_267
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_268
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_269
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_270
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_271
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_272
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_273
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_274
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_275
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_276
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_277
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_278
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_279
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_280
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_281
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_282
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_283
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_284
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_285
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_286
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_287
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_288
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_289
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_290
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_291
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_292
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_293
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_294
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_295
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_296
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_297
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_298
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_299
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_300
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_301
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_302
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_303
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_304
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_305
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_306
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_307
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_308
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_309
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_310
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_312
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_313
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_314
	130 THOGAI NUNKANITHAM_Page_315

